
HAL Id: tel-00505441
https://theses.hal.science/tel-00505441

Submitted on 23 Jul 2010

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Cônes de matrices et programmation mathématique :
quelques applications

Alexandre Laugier

To cite this version:
Alexandre Laugier. Cônes de matrices et programmation mathématique : quelques applications. Autre
[cs.OH]. Université Nice Sophia Antipolis, 2002. Français. �NNT : �. �tel-00505441�

https://theses.hal.science/tel-00505441
https://hal.archives-ouvertes.fr


UNIVERSIT�E de NICE�SOPHIA ANTIPOLIS � UFR SCIENCES

�Ecole Doctorale STIC
D�epartement d�Informatique

TH�ESE

Pr�esent�ee pour obtenir le titre de

Docteur �es SCIENCES

de l�Universit�e de Nice�Sophia Antipolis

Sp�ecialit�e� INFORMATIQUE

par

Alexandre Laugier

C�ones de matrices et

Programmation math�ematique �

Quelques applications

Soutenue publiquement le �� mars �		� devant le jury compos�e de�

Fabrice Andr�e Examinateur
Jean�Claude Bermond Directeur
Pierre Bernhard Pr�esident
Michel Burlet Co�directeur
Jean Fonlupt Rapporteur
Claude Lemar�echal Examinateur
Philippe Mahey Rapporteur

ESSI� Amphi Ouest �a �� heures



A mes parents� mon fr�ere et Nathalie



Avant d�adresser des remerciements individuels �a quelques personnes envers qui je suis plus

particuli�erement redevable� je tiens �a exprimer ma gratitude �a mon environnement profes�

sionnel et surtout �a celui que j�ai trouv�e lors de mon arriv�ee dans le d�epartement ORE�

Merci donc �a Sophie Maucorps� Jacques Chambon� Erik Chrisment et d�autres pour leur

accueil plein de bonne humeur�

Cet accueil au sein du d�epartement ORE� et donc le d�eroulement des onze ann�ees qui nous

en s�eparent� n�aurait pas �et�e possible sans Fabrice Andr�e� Je tiens �a le remercier de la

con�ance dont il m�a t�emoign�e� Son rire retentissant dans notre b	atiment ou au t�el�ephone

m�a encourag�e au cours de ces ann�ees� J�esp�ere que sa pr�esence dans ce jury n�est qu�une

rencontre suppl�ementaire et surtout pas l�ultime�

Je n�oublie pas l�aide essentielle que Michel Burlet m�a apport�ee au cours de ces ann�ees�

r�ecup�erant les cours de DEA aupr�es des �etudiants� m�expliquant les concepts fondamentaux

de l�optimisation combinatoire durant un repas au restaurant� Je dois �a Michel l�int�er	et que

je porte �a l��etude des m�ethodes poly�edrales pour la r�esolution des probl�emes d�optimisation

combinatoire� Je peux dire que sans lui ce m�emoire ne serait pas ce qu�il est� et peut�	etre

qu�il ne serait pas�

J�associe �a ces remerciements Philippe Mahey car j�appr�ecie la mani�ere dont il m�a encour�

ag�e depuis longtemps �a poursuivre mes travaux� Je le remercie de la lecture avis�ee qu�il a

faite de ce m�emoire� contribuant �a son am�elioration�

Jean Fonlupt fut mon professeur durant le DEA� j�appr�ecie sa connaissance du domaine et

sa vision profonde� aussi je suis particuli�ere heureux qu�il est accept�e de rapporter sur ce

travail� ses commentaires me serviront s	urement �a d�evelopper et �a donner de l��eto
e �a mes

travaux�

J�appr�ecie chez Jean�Claude Bermond son dynamisme communicatif et l�enthousiasme qu�il

met �a faire toute chose� J�ai aussi tr�es appr�eci�e le soutien qu�il nous a apport�e lors d�une

p�eriode professionnellement di�cile que nous eumes �a traverser� A son contact j�ai pu

largement am�eliorer mes connaissances en th�eorie des graphes�

J�ai rencontr�e Claude Lemar�echal pour la premi�ere fois �a Autrans en janvier ��� j�ai �et�e

�etonn�e de sa disponibilit�e� Je suis 
att�e qu�il ait accept�e de faire partie de ce jury�

Je remercie Pierre Bernhard pour le soutien actif et enthousiaste qu�il apporta �a un projet

que nous e	umes� je le remercie aussi d�avoir accept�e de pr�esider ce jury�

Je remercie Michel Goemans pour ses judicieuses observations qui m�ont permis d��eclaircir

ma r�edaction� En particulier les chapitres � et � lui doivent beaucoup� il y a apport�e la

rigueur qui faisait d�efaut�

Je suis tr�es content de travailler dans l��equipe de Patrick Brown parce qu� il a su cr�eer au



sein de celle�ci une ambiance d�etendue� Je le remercie de m�avoir permis de d�evelopper mes

travaux et de les avoir d�efendu au sein de FTR�D�

Je tiens �a remercier mes deux coll�egues de bureau S�ebastien Bertrand et J�er	ome Galtier

pour la bonne ambiance qui r�egne entre nous� Je les remercie �egalement d�avoir particip�e �a

mon travail� En e
et c�est avec S�ebastien que nous r�ealisames nos premiers travaux relatifs

�a lift�and�project� les travaux sur les 
ot non�conservatifs� De plus il m�a beacoup aid�e pour

r�esoudre de nombreux probl�emes informatiques� Quant �a J�er	ome sa vision des probl�emes

et des math�ematiques m�a beaucoup aid�e �a d�evelopper mes travaux sur la programmation

semi�d�e�nie positive� il fut le premier �a relire ce m�emoire� sa t	ache fut rude�

Je remercie Aubin Jarry de m�avoir aid�e �a r�esoudre le probl�eme sur les graphes ��connexes

de diam�etre donn�e sur lequel je s�echais depuis plusieurs ann�ees� J�ai particuli�erement ap�

pr�eci�e son a
abilit�e� Je pense que nous continuerons �a travailler ensemble�



�

R�esum�e

Au cours de ce m�emoire nous pr�esentons nos travaux concernant la programmation li�
n�eaire en nombres entiers� Ces travaux sont inspir�es de ceux d�evelopp�es par L� Lov�asz et
A� Schrijver en ���� dans �L� Lov�asz and A� Schrijver � Cones of matrices� set functions and
��� optimization� SIAM ������ Nous reprenons leurs travaux en les d�etaillant de sorte �a les
rendre plus facilement abordables� Nous mettons ainsi clairement en valeur les connexions
qui existent entre la programmation lin�eaire en variables bivalentes et la programmation
semi�d�e�nie positive� Nous d�erivons de la construction de Lov�asz et Schrijver un algo�
rithme de coupes poly�edrales pour r�esoudre les probl�emes de programmation en nombres
entiers�
Dans un premier temps nous pr�esentons les applications les plus importantes de la pro�
grammation semi�d�e�nie positive �a la r�esolution de probl�emes d�optimisation combina�
toire � le travail de Lov�asz concernant le probl�eme de stable de poids maximum� �L� Lov�asz �
On the Shannon capacity of a graph� IEEE Transaction on communication ������ et celui
de M� Goemans et D� Williamson relatif au probl�eme de la coupe de poids maximum�
�M�X� Goemans and D�P� Williamson � Improved approximations algorithms for maximum
cut satisfeasability using semi�de�nite programming� � Puis nous pr�esentons une applica�
tion de la programmation semi�d�e�nie positive au probl�eme du 
ot de co	ut minimum avec
contrainte de longueur sur les chemins support de 
ot�
En�n nous nous int�eressons au plongement de treillis dans des c	ones convexes en recher�
chant les bases de Hilbert de ces c	ones et plus pr�ecis�ement des c	ones d�e�nis par Lov�asz
et Schrijver� Nous montrons notamment que ces deux c	ones partagent une unique base de
Hilbert apr�es avoir vu que les matrices qu�ils contiennent peuvent s�obtenir comme mineurs
des matrices semi�d�e�nies positives repr�esentant les fonctions fortement d�ecroissantes sur
les treillis�
En guise de conclusion nous exposons un travail sur deux c	ones de m�etriques� travail dans
lequel nous d�e�nissons une relaxation semi�d�e�nie positive du probl�eme du graphe partiel
k�ar	ete connexe de poids minimum�
En annexe nous pr�esentons un travail e
ectu�e avec A� Jarry dans lequel une conjecture
de Bollobas sur le nombre minimum d�ar	etes d�un graphe ��connexe et de diam�etre d est
d�emontr�ee� Nous pr�esentons aussi un travail men�e avec S� Bertrand et P� Mahey relatif au
probl�eme de routage de 
ux non�conservatifs�
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CONES OF MATRICES AND MATHEMATICAL PROGRAMMING � SOME
APPLICATIONS

Abstract

All along this dissertation we present our works related to the scope of integer linear pro�
gramming� This work come from those done by L� Lov�asz and A� Schrijver in �L� Lov�asz
and A� Schrijver � Cones of matrices� set functions and ��� optimization� SIAM ������ First
we present extensively their work in order to make it more accessible� Thus we show clearly
the relations between integer programming and positive semi�de�nite programming� Then
we derive from the Lov�asz and Schrijver�s construction a cutting plane algorithm solving
linear integer programs�
Second we present the most famous applications of positive semi�de�nite devoted to com�
binatorial optimisation problems � the work of L� lov�asz related to maximum independant
set and those of M� Goemans and D� Williamson to the maximum cut� Then we explain
an application to the minimum cost 
ow subjected to end to end delay constraint�
Then we look for embeddings of lattices in convex cones and more precisely in the cones
de�ned by L� Lov�asz and A� Schrijver� We show that the two cones handled in the �rst
part of the dissertation share the same unique Hilbert basis�
At last we show that the latter cones can be viewed as subsets of a cone of metrics� as an
application we modelise the problem of the ��connected subgraph on this cone of metrics
and de�ne a positive semi�de�nite relaxation of this problem� In the annexes we explain
a work done together with A� Jarry related to the minimum number of edges of a ��
connected graph with a diameter constraint� A work done together with S� Bertrand and
P� Mahey is also explained� it concerns the minimum cost 
ow in the special behaviour of
non conservative 
ows�
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Chapitre �

Introduction

L�environnement concurrentiel dans lequel s�exercent les activit�es industrielles a mis
en exergue les processus de d�ecisions dont la complexit�e s�est consid�erablement accrue au
cours des deux derni�eres d�ecennies� Cette complexit�e a justi��e le d�eveloppement d�outils
d�aide �a la d�ecision� Parmi l�ensemble des concepts qui ont permis l��elaboration des outils
d�aide �a la d�ecision la programmation math�ematique en variables binaires s�est av�er�ee 	etre
le plus performant� La performance s�entend ici en terme de qualit�e des solutions fournies
et richesse des informations fournies ou prises en compte� La tr�es grande di�cult�e de r�eso�
lution des programmes math�ematiques� et lin�eaires en particulier� en variables bivalentes
a conduit �a la mise au point de m�ethodes sp�ecialis�ees pour chaque type de probl�emes�
Une mani�ere de faire est de rechercher des contraintes sp�eci�ques pour un probl�eme� cette
approche s�est fortement d�evelopp�ee pour certain probl�eme et tout particuli�erement pour
le probl�eme du voyageur de commerce� Il nous semble que pendant un temps assez long�
disons du milieu des ann�ees soixante au d�ebut des ann�ees quatre vingt dix� la communaut�e
scienti�que a renonc�e �a mettre au point des m�ethodes permettant de traiter le cas de la
programmation lin�eaire en variables binaires dans toute sa g�en�eralit�e� Si on peut se douter
que de telles m�ethodes ne seront jamais aussi e�caces que des m�ethodes sp�ecialis�ees pour
r�esoudre un type de probl�emes donn�e� il demeure qu�elles pr�esentent un int�er	et pour la
vie �economique� En e
et la mouvance� voire la volatilit�e� de l�environnement fait que les
contraintes d�un probl�eme changent tr�es rapidement� certaines disparaissent tandis que
d�autres surgissent� De ce fait la structure sur laquelle le probl�eme est d�e�ni se trouve
radicalement transform�ee� rendant inop�erante une m�ethode sp�ecialis�ee� C�est parce que
nous croyons �a l�e�cience de la programmation lin�eaire en nombres entiers que nous avons
choisi de nous y int�eresser dans notre travail� Ce travail nous conduira de l�approche po�
ly�edrale �a l�utilisation de c	ones de matrices puis de c	ones de m�etriques�
Dans le premier chapitre nous exposons les concepts fondamentaux de la programmation
lin�eaire � en particulier les concepts de s�eparation et de dualit�e� Nous y expossons donc les
r�esultats fondamentaux dus �a farkas� Minkowsky� Weyl� Vorono�� et Kuhn� Nous pr�esen�
tons le th�eor�eme Sep�Opt d	u �a Gr�otschel� Lov�asz et Schrijver� Nous abordons aussi des
notions tr�es importantes telles que la notion de poly�edres bloquants� la notion de syst�eme
TDI et celle qui lui est li�ee de base de Hilbert� La �n de chapitre est consacr�ee �a l�expos�e
des principales m�ethodes de r�esolution de programmes lin�eaires en variables binaires � la
m�ethode de coupes de Gomory�Chv�atal� la m�ethode de convexi�cation d�une disjonction
de Balas et l�algorithme de r�eduction de base de Lov�asz�
Dans le premier chapitre nous avons d�elib�er�ement occult�e une approche particuli�ere des
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probl�emes d�optimisation combinatoires par la programmation semi�d�e�nie positive� Cette
approche constitue une part importante de notre travail� Aussi pour que le lecteur trouve
toute l�information n�ecessaire nous rappelons� dans ce deuxi�eme chapitre� les propi�et�es
essentielles des matrices semi�d�e�nies positives� Ensuite nous introduisons la notion de
programme semi�d�e�ni positif� puis �a l�instar de ce qui a �et�e fait pour la programmation
lin�eaire nous introduisons le concept de s�eparation en exposant une version �etendue �a la
programmation semi�d�e�nie positive du lemme de Farkas et une th�eorie de dualit�e pour
la programmation semi�d�e�nie positive� Nous mentionnons une th�eorie exacte de dualit�e
et une extension naturelle de la programmation semi�d�e�nie positive aux formes sesqui�
lin�eaires� En�n nous montrons comment la programmation lin�eaire en variables binaires
conduit naturellement �a la d�e�nition de programmes semi�d�e�nis positifs  nous donnons
la d�e�nition des c	ones M�K� et M��K� dont nous exploitons les propi�et�es plus loin�
Le troisi�eme chapitre est d�edi�e �a la pr�esentation d�applications de la programmation semi�
d�e�nie positive� Dans un premier temps nous exposons les travaux de Lov�asz sur le stable
de cardinalit�e maximum� puis ceux de Goemans et Williamson relatifs �a la coupe de poids
maximum et �a la ��coupe de poids maximum� ce dernier probl�eme �etant mod�elis�e par des
formes hermitiennes� Le reste de ce chapitre est consacr�e �a l�expos�e de travaux que nous
avons men�es avec J� Galtier� Ces travaux consistent en la mod�elisation d�une fonction de
congestion dans les r�eseaux par des matrices semi�d�e�nies positives� Nous nous int�eressons
au probl�eme de la minimisation du d�elai moyen et au probl�eme du 
ot de co	ut minimum
avec contrainte de d�elai� Cette approche originale permet d�obvier la di�cult�e li�ee �a la
non di
�erentiabilit�e des fonctions de congestion lorsque la valeur du 
ot support�e par un
arc atteint la capacit�e de ce dernier� Pour r�esoudre ce probl�eme nous avons mis au point
une technique de g�en�eration de colonnes sur le c	ones des matrices semi�d�e�nies positives�
Le chapitre quatre est consacr�e �a l�expos�e de deux m�ethodes de type lift�and�project per�
mettant de d�eterminer l�enveloppe convexe de points �a coordonn�ees enti�eres satisfaisant
des contraintes lin�eaires� La premi�ere est due �a Lov�asz et Schrijver et utilise les c	ones
M�K� et M��K�� tandis que la seconde due �a Balas� Ceria et Cornu�ejols se fonde sur les
travaux de Balas relatifs �a la convexi�cation d�une disjonction de poly�edres�
Dans le cinqui�eme chapitre nous pr�esentons l�application au stable de poids maximum
faite par Lov�asz et Schrijver de leur m�ethode de lift�and�project� Puis� �a l�instar de Balas�
Ceria et Cornu�ejols pour la programmation disjonctive� nous exposons un algorithme de
coupes poly�edrales que nous avons d�eriv�e de la construction de Lov�asz et Schrijver pour
la r�esolution des programmes lin�eaires en variables bivalentes� Cet algorithme se distingue
de celui con!cu par Balas� Ceria et Cornu�ejols par le fait qu�il manipule l�ensemble des va�
riables simultan�ement� Nous montrons la �nitude et l�exactitude de notre algorithme� Puis
en utilisant des propri�et�es de l�intersection de l�op�erateur N�K� et des faces de l�hyper�
cube� propri�et�es que nous avons montr�ees au chapitre pr�ec�edent� nous montrons comment
les coupes g�en�er�ees peuvent	etre manipul�ees dans le cadre d�un algorithme de type branch�
and�cut�
Au cours du sixi�eme chapitre nous exposons une autre mani�ere de construire les c	ones
M�K� et M��K�� Cette m�ethode� toujours due �a Lov�asz et Schrijver� fait intervenir les
fonctions d�ensembles fortement d�ecroissantes et la matrice de M"bius d�un treillis bi�
naire� Cette approche permet de mettre clairement en valeur le r	ole de l�ensemble vide et
des singletons dans les probl�emes combinatoires� Apr�es avoir produit une preuve originale
du lemme de Gordan nous pouvons d�emontrer que les c	ones M�K� et M��K� poss�edent
la m	eme et unique base de Hilbert�
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Durant un septi�eme et ultime chapitre nous abordons les probl�emes d�optimisation combi�
natoire via la programmation sur des c	ones de m�etriques� typiquement Cutn et Negn qui
sont respectivement isomorphes au c	one des m�etriques l� et �a celui des m�etriques l�� Nous
montrons les relations qui existent entre ces c	ones et les c	ones de matrices que nous avons
utilis�es pr�ec�edemment� en particulier nous montrons que M�K� � Corn qui est isomorphe
�a Cutn� Puis nous mod�elisons le probl�eme du graphe partiel k�ar	ete�connexe sur le c	one
Cutn et en d�e�nissons une relaxation semi�d�e�nie positive par plongement dans Negn�
En�n le lecteur trouvera en annexe des travaux qui ne sont pas en relations imm�ediate
avec le corps de cette th�ese mais par contre en relation plus imm�ediate avec notre activit�e
d�ing�enieur �a France T�el�ecom� La premi�ere contribution� r�ealis�ee avec A� Jarry� nous a
permis de d�emontrer une conjecture de Bollobas sur le nombre minimum d�ar	etes d�un
graphe ��connexe et dont le diam�etre est born�e� Ce travail trouve une application dans la
conception de r�eseaux s�ecuris�es garantissant un d�elai d�acheminement born�e� La deuxi�eme
contribution est tout aussi importante et originale � il s�agit de calculer des routages op�
timaux en tenant compte des empilages de protocoles� C�est��a�dire que le 
ot qui circule
sur un arc est un multiple de la fraction de la demande qui est rout�ee sur un chemin
empruntant cet arc mais de plus le multiplicateur est une fonction du chemin emprunt�e
pour parvenir �a l�arc� Une cons�equence est que les 
ots port�es par deux chemins� joignant
deux m	emes sommets et partageant un arc e� n�auront pas a priori le m	eme multiplica�
teur sur cet arc� Ce travail a �et�e men�e en collaboration avec S� Bertrand et P� Mahey�
il d�e�nit un nouveau type de probl�emes de r�eseaux� ce type de probl�emes a une grande
importance pour les op�erateurs de t�el�ecommunications historiques car ils sont confront�es
�a l�h�et�erog�en�eit�e de leurs r�eseaux�
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Chapitre �

Principaux concepts de la

programmation lin�eaire en

variables bivalentes

Les probl�emes d�optimisation sont �etudi�es depuis plus de deux si�ecles si on consid�ere
que les premiers travaux formalis�es sont ceux de G� Monge������ On peut remarquer que
la recherche relative aux probl�emes d�optimisation s�est d�evelopp�ee depuis une soixantaine
d�ann�ees tant dans un contexte d��economie lib�erale que dans un contexte d��economie pla�
ni��ee� Au cours des ann�ees quarante et cinquante l�optimisation a connu son essor sous
l�impulsion des militaires� C�est ainsi qu�apparut le nom de Operations Research c�est
�a dire la recherche concernant les op�erations de guerre� G�B� Dantzig� J� von Neuman et
H�W� Kuhn �rent nombre de leurs publications dans le cadre de travaux r�ealis�es pour
les forces navales am�ericaines� Les e
orts de recherche sur le domaine entrepris dans le
camp oppos�e ne sont pas moindres� L�V� Kantorovich qui participa aux �etudes pour la
plani�cation de l��economie sovi�etique� d�ecrit dans ���� les buts recherch�es par les deux
types d��economie et l�ad�equation de la programmation lin�eaire pour certains probl�emes
d�organisation et de plani�cation de la production� Puis vinrent N�Z� Shor� A� Karzanov�
L� Kachiyan� N�oublions pas la c�el�ebre �ecole hongroise avec P� Erd#os et plus tard L� Lov�asz
qui jouera un r	ole essentiel dans le d�eveloppement des math�ematiques discr�etes�
Toutefois la comp�etition va se d�eplacer du terrain militaire vers le terrain �economique vers
le milieu des ann�ees soixante�dix et surtout au cours des ann�ees quatre�vingt� Les applica�
tions seront alors d�une mani�ere pr�epond�erante industrielles� Deux faits vont promouvoir
l�optimisation aupr�es des industriels �

$ l�accentuation de la comp�etition �economique par l�ouverture de zones de libre �echange
�Trait�e de Rome en ����� accord du Gatt� faisant rechercher aux entreprises tout
avantage concurrentiel  

$ l�apparition d�ordinateurs puissants �ables et peu on�ereux qui permettent la r�esolu�
tion e�cace des probl�emes�

Que ce soit dans le cadre d�a
rontements arm�es ou de comp�etition �economique la question
pos�ee est � que doit�on faire pour satisfaire au mieux un crit�ere sachant qu�un objectif doit
	etre atteint% Le crit�ere peut 	etre repr�esent�e par une fonction de plusieurs variables� n� et
l�objectif pr�ecis�e par des contraintes d�e�nissant un domaine auquel les variables instanci�ees
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doivent appartenir� Ainsi pouvons�nous d�e�nir la programmation math�ematique comme
l��etude des m�ethodes de r�esolution des probl�emes de la forme �

Min f�x�
x � D � IRn

��� Programmation lin�eaire

Une des formes de programmation math�ematique les plus �etudi�ees est la programma�
tion lin�eaire qui correspond au cas o�u f�x� est une fonction lin�eaire de n variables et o�u
le domaine D est d�etermin�e par un ensemble �ni d�in�egalit�es lin�eaires�

����� In�egalit�es lin�eaires

Avant de d�eterminer l�optimum d�une fonction objective sur une r�egion de l�espace il
faut r�epondre �a la question � est�ce�que cette r�egion est non vide% Se pose alors la question
de la description de la r�egion de l�espace� Les premiers domaines qui furent envisag�es sont
les poly�edres convexes� On doit �a J� Farkas����� et ����� et H� Minkowski ���� et H� Weyl�����
la caract�erisation de telles r�egions en termes d�in�egalit�es lin�eaires�

D�e�nition ��� Un c�one C est dit poly�edral s�il peut �etre d�ecrit par un ensemble �ni
d�in�egalit�es lin�eaires� c�est��a�dire s�il existe une matrice A telle que C � fxjAx � �g	

Th�eor�eme ��� 
Farkas� Minkowsky� Weyl� C est c�one poly�edral si et seulement si il

existe une famille �nie de vecteurs fx��� � � � � x�pg tels que �x � C� x �

pX
i��

�ix
�
i � �i � � �i �

f�� � � � � pg	

Ce th�eor�eme peut 	etre vu comme une cons�equence d�un th�eor�eme appel�e g�en�eralement
th�eor�eme fondamental des in�egalit�es lin�eaires d	u �a J� Farkas et H� Minkowsky puis repris
par H� Weyl et C� Carath�eodory� �����

Th�eor�eme ��� 
Farkas�Minkowsky� Carath�eodory� Weyl� Th�eor�eme fondamen�

tal des in�egalit�es lin�eaires

Soit a�� � � � � am� b des vecteurs d�un vecteurs d�un espace de dimension n� alors �


	 soit b peut s��ecrire comme combinaison lin�eaire �a coe�cients positifs ou nuls de
vecteurs lin�eairement ind�ependants pris parmi fa�� � � � � amg �

�	 soit il existe un hyperplan H � fxjctx � �g contenant t � � vecteurs lin�eairement
ind�ependants pris parmi fa�� � � � � amg tel que ctb � � et ctai � �� �i � f�� � � � � mg
avec t � rangfa�� � � � � am� bg

La preuve de ce th�eor�eme� proche de celle expos�ee dans ����� va nous permettre d�introduire
des notions fondamentales�
Preuve �
Au cours de cette preuve nous supposerons que l�espace de dimension n est IRn et que
la famille de vecteurs fa�� � � � � amg en est une famille g�en�eratrice� Dans un premier temps
montrons que les deux propositions du th�eor�eme s�excluent mutuellement� Supposons qu�il
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existe ��� � � � � �m tous positifs ou nuls tels que b �
mX
i��

�iai et supposons que les deux

propositions puissent 	etre v�eri��ees simultan�ement� alors �

� � ctb � ct
mX
i��

�iai �
mX
i��

�ic
tai � �

ce qui est contradictoire�
Montrons maintenant qu�au moins une des deux propositions est vraie� Choisissons n vec�
teurs lin�eairement ind�ependants parmi ceux de la famille fa�� � � � � amg� soit B � fai� � � � � � aing
ces vecteurs� Clairement B est une base de IRn aussi pouvons�nous dire qu�il existe

�i� � � � � � �in tels que b �
nX

j��

�ijaij � Si �ij � � �j � f�� � � � � ng alors la proposition �

est v�eri��ee� La deuxi�eme proposition de l�alternative consiste �a dire qu�il existe au moins
un indice j � f�� � � � � ng tel �ij � �� soit h le plus petit indice tel que �h � �� Po�

sons c � �
athah

ah �
nX

j��

athaij
athaha

t
ij
aij

aij � on peut alors remarquer que H � fxjctx � �g est

l�hyperplan engendr�e par B � fahg� Aussi nous obtenons ctb � ct
nX

j��

�ijaij � �h � ��

Si ctai � � �i � f�� � � � � mg alors la proposition � est v�eri��ee� sinon rempla!cons B par
�B � fahg� � fasg o�u s est le plus petit indice tel que ctas � �� puis recommencer le
traitement d�ecrit dans ce paragraphe�
A�n d�achever la preuve du th�eor�eme nous devons montrer que le traitement d�ecrit dans le
paragraphe pr�ec�edent comporte un nombre �ni d��etapes� Notons Bk la base de IRn obtenu
apr�es k it�erations  si le traitement ne se termine pas alors comme le nombre de bases
issues de fa�� � � � � amg est �ni� on peut a�rmer qu�il existe k�� k � k� tel que Bk � Bk� �
Posons r comme le plus grand indice tel que ar ait �et�e retir�e au cours d�une des it�erations
k� k & �� � � � � k� � �� disons que cet �ev�enememt est survenu �a l�it�eration p� Etant donn�e
que Bk � Bk� on peut dire qu�il existe une it�eration q parmi k� k & �� � � � � k� � � au cours
de laquelle ar est rentr�e en base� On a donc Bp � far��� � � � � amg � Bq � far��� � � � � amg�
Posons Bp � fap� � � � � � apng� donc b �

nX
j��

�pjapj � Etant donn�e que le traitement ne s�ar�

r	ete pas �a l�it�eration p on peut a�rmer qu�il existe hp � fp�� � � � � png tel que �hp � ��
Soit cp le vecteur d�eterminant l�hyperplan s�eparateur calcul�e �a l�it�eration p� ar sortant
de base durant cette it�eration on peut dire que le plus petit des indices hp est r et donc
ctpai � � �i � fp�� � � � � r� �g� De plus le fait que Bp et Bq aient la m	eme intersection avec
far��� � � � � amg nous permet de dire que ctpai � � �i � fr & �� � � � � mg � fp�� � � � � png� Par

construction ctpb � �� ainsi obtient�on � � � ctpb �
nX

j��

�pjapj � �� d�o�u une contradiction�

Le th�eor�eme pr�ec�edent et sa d�emonstration introduisent deux concepts tr�es importants �
la s�eparation et l��elimination de variables�
Une autre cons�equence du th�eor�eme fondamental des in�egalit�es lin�eaires est le lemme
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suivant du �a Farkas et Minkowsky�

Lemme ��� 
Farkas� Soit A une matrice et b un vecteur� alors le syst�eme Ax � b� x � �
a une solution si et seulement si ytb � � pour tout vecteur y tel que ytA � �	

Preuve �
La n�ecessit�e de la condition est imm�ediate car ytb � ytAx � � pour tout vecteur x � ��
tout vecteur y tel que ytA � � et que par hypoth�ese Ax � b� Maintenant supposons qu�il
n�existe pas de vecteur x � � tel que Ax � b alors b n�appartient pas au c	one g�en�er�e par
les vecteurs colonnes de la matrice A� Aussi par le th�eor�eme ��� nous pouvons dire qu�il
existe un hyperplan H � fxjytx � �g tel que yyb � � et ytA � ��

Nous pouvons remarquer au vu de ce qui pr�ec�ede que l�hyperplan H joue un r	ole majeur�
ce r	ole sera mis en �evidence dans la section ����� o�u nous poserons la question de savoir
si un point appartient �a une r�egion de l�espace et sinon qu�est�ce�qui l�en s�epare% A�n de
mieux mettre en �evidence la notion de s�eparation contenue dans le lemme de Farkas nous
en donnons une forme alternative�

Lemme ��� 
forme alternative du lemme de Farkas� Soit A une matrice et b un
vecteur� alors un seul des deux syst�emes d�in�egalit�es suivants a une solution Ax � b� x � �
ou ytb � �� ytA � �	

Ici nous retrouvons le fait que soit b est dans le c	one engendr�e par les colonnes de la
matrice A soit il existe un hyperplan qui le s�epare strictement de ce c	one�
Maintenant nous allons voir comment savoir si une r�egion de l�espace d�e�nie par un syst�eme
d�in�egalit�es lin�eaires est vide et sinon trouver au moins un point de cette r�egion� Un des
premiers �a s�	etre int�eress�e aux in�egalit�es lin�eaires est J�B�J� Fourier qui d�ecrivit en �����
����� une m�ethode permettant de trouver une solution� s�il en existe une� �a un syst�eme
d�in�egalit�es lin�eaires� Ses travaux seront repris par T�S Motzkin en ���������� donnant lieu
�a la m�ethode de Fourier�Motzkin que nous exposons bri�evement ci�apr�es�
Soit A une matrice m 	 n et b un vecteur de dimension m� consid�erons alors le syst�eme
d�in�egalit�es lin�eaires Ax 
 b� Multiplions chacune de ces in�egalit�es par un scalaire positif
de sorte que nous ayons dans la premi�ere colonne de A des coe�cients appartenant �a
f��� ��&�g� ainsi le syst�eme peut se r�e�ecrire de la mani�ere suivante �

x�& ai�x� & � � �& ainxn 
 �i i � f�� � � � � m�g
�x�& aj�x� & � � �& ajnxn 
 �j j � fm� & �� � � � � m�g

ak�x� & � � �& aknxn 
 �k k � fm� & �� � � � � mg
Partant de l�a nous pouvons �ecrire que �

Maxf
nX
l��

ajlxl � �j � j � fm� & �� � � � � m�gg 
 x� 
 Minf�i �
nX
l��

ailxl� i � f�� � � � � m�gg
Ainsi nous pouvons �eliminer la variable x� et r�e�ecrire un syst�eme r�eduit de la forme
suivante �

nX
l��

�ail & ajl�xl 
 �i & �j i � f�� � � � � m�g� j � fm� & �� � � � � m�g
nX
l��

aklxl 
 �k k � fm� & �� � � � � mg
�����
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Le syst�eme ci�dessus ne poss�ede plus que n � � variables� chacune de ses solutions peut
	etre utilement compl�et�ee pour obtenir une solution du syst�eme originel en choisissant pour
valeur de x� une valeur satisfaisant la relation Min �Max vue plus haut� Pour obtenir
une solution on it�ere jusqu��a l�obtention d�un syst�eme �a une inconnue�
Remarque �

On peut prouver le lemme de Farkas dans la forme suivante � le syst�eme d�in�egalit�es li�
n�eaires Ax 
 b a une solution si et seulement si ytb � � pour tout vecteur y � � tel que
ytA � �� Ceci fut fait par H�W� Kuhn� �����
En e
et supposons que le syst�eme Ax 
 b n�ait pas de solution� Notons A�x� 
 b� le sys�
t�eme �equivalent mis sous la forme ���� Ce dernier n�a pas de solution� aussi par induction
pouvons�nous dire que ��� � � � � ����� est une combinaison lin�eaire �a coe�cients positifs ou
nuls des lignes de �A�� b��� Maintenant nous pouvons a�rmer que chaque ligne de ��� A�� b��
est la somme de deux lignes de �A� b�� Partant de l�a ��� � � � � ����� est une combinaison
lin�eaire �a coe�cients positifs ou nuls de lignes de �A� b�� ce qui prouve le lemme de Farkas�

����� Polarit�e

La notion de c	one polaire ou domaine corr�elatif fut introduite en ����� ����� par G�
Vorono��� il en donna la d�e�nition suivante�

D�e�nition ��� Etant donn�e un c�one K � IRn on appelle c�one polaire le c�one K� �
fy � IRnjytx � � �x � Kg
Nous allons voir ce qu�induit la notion de c	one polaire du point de vue in�egalit�es et du
point de vue s�eparation� Les r�esultats suivants ont �et�e prouv�es par G� Vorono�� dans le
contexte plus g�en�eral des c	ones convexes� voir le th�eor�eme ���� Une matrice est dite de
plein rang ligne si ses vecteurs lignes sont des vecteurs ind�ependants�

Lemme ��� Soit K � fx � IRnjAx � �g un c�one poly�edral� A �etant une matrice m	 n

de plein rang lignes	 Alors K� � c	onefAi� i � f�� � � � � mgg� Ai d�esignant la ligne d�indice
i de la matrice A	

Preuve �

Consid�erons un vecteur y �
mX
i��

�iAi� �i � �� �i � f�� � � � � mg� Par d�e�nition de K

le produit scalaire d�une ligne de A avec un vecteur x � K est positif ou nul donc

�
mX
i��

�iAi�
tx � �� par cons�equent ytx � � ainsi y � K��

Soit y � K� alors ytx � � �x � K� supposons que y �� c	onefAi� i � f�� � � � � mgg
alors nous pouvons dire qu�il existe un hyperplan H � fxjctx � �g tel que cty � � et
ctAi � � �i � f�� � � � � mg� autrement dit il existe un vecteur de K dont le produit scalaire
avec y est strictement n�egatif� une contradiction�

Ainsi peut�on voir qu�un poly�edre peut avoir une description par g�en�erateurs ou par s�epa�
rateurs �les contraintes� et que les deux sont li�ees par la relation de polarit�e� Nous allons
voir que la polarit�e induit un th�eor�eme de s�eparation et nous y reviendrons �a la section
������

Lemme ��	 Soit K un c�one poly�edral� alors x� � K si et seulement si Minfxt�yj y �
K�g � �
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Preuve �
Imm�ediate depuis la d�e�nition du c	one polaire xty � � �y � K�� donc en particulier pour
y� � Argminfxtyj y � K�g�

Corollaire ��� Soit y� un solution optimale de Minfxt�yj y � K�g � � alors H �
fxjyt�x � �g est un hyperplan qui s�epare x� de K	

Ce dernier corollaire donne une interpr�etation g�eom�etrique de la s�eparation d�etermin�ee
par les rayons extr	emes du c	one polaire�

����� Dualit�e

Nous introduisons la notion de programme dual et d�ecrivons ici les principaux r�esultats
de la dualit�e en programmation lin�eaire� Le lecteur pourra se reporter soit au livre de
V� Chv�atal� ����� soit �a celui de A� Schrijver� ����� Bien que contenu dans le th�eor�eme
fondamental des in�egalit�es lin�eaires� th�eor�eme ���� la notion ne fut r�eellement explicit�ee
que par von Neuman en ����� ����� et Kuhn et Tucker en ����� ����
Consid�erons un programme lin�eaire Maxfctxj Ax 
 b� x � �g et supposons que nous
cherchions �a d�eterminer un majorant de la valeur optimale de ce programme qui soit une
fonction des contraintes de ce programme lin�eaire� Nous pouvons obtenir ce majorant de
la mani�ere suivante � consid�erons un vecteur y � � dont la dimension est �egale au nombre
de lignes de la matrice A que nous supposons de plein rang  notre probl�eme devient alors
de trouver y tel que ctx 
 ytAx 
 ytb� La quantit�e ytb� y satisfaisant certaines contraintes�
est bien un majorant de la valeur optimale du programme lin�eaire� Aussi aimerions�nous
que ce majorant soit le plus petit possible� On est amen�e �a chercher la valeur optimale
du programme lin�eaire Minfytbj ytA � c� y � �g� Ce programme est appel�e programme
dual� Cette d�e�nition de la dualit�e en programmation lin�eaire nous permet d��enoncer le
th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme ��� 
Dualit�e faible�
Maxfctxj Ax 
 b� x � �g 
Minfytbj ytA � c� y � �g	
Preuve �
Le th�eor�eme est la cons�equence imm�ediate de la construction du programme dual�

Remarques �

$ Par construction le programme dual du dual est le primal�

$ Si le programme primal a une solution alors le programme dual a un optimum �ni�

La relation liant les deux programmes duaux est plus forte que celle qui vient d�	etre vue�
Elle est donn�ee par le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme ��	 
Dualit�e forte� Soit A une matrice m	 n� c � IRn et b � IRm	 Alors �

Maxfctxj Ax 
 bg � Minfytbj ytA � c� y � �g
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Le th�eor�eme de dualit�e forte nous permet d��ecrire que pour tout x solution optimale du
primal et pour tout y solution optimale du dual� on a ctx � ytAx � ytb et donc yt�Ax�b� �
�  cette derni�ere condition appel�ee condition d��ecarts compl�ementaires signi�e que si une
contrainte du primal est v�eri��ee de mani�ere l	ache la variable duale correspondante est
nulle� En r�e�ecrivant cette condition dans le sens variables primales contraintes duales� on
obtient �c�ytA�x � �� ce qui signi�e que si x est une solution optimale du probl�eme primal
alors la fonction objective c appartient au c	one des contraintes serr�ees qui d�e�nissent x  
ceci nous renvoie directement au th�eor�eme ����

����� S�eparation et optimisation

Nous avons vu jusqu��a pr�esent comment d�eterminer si un syst�eme d�in�egalit�es lin�eaires
a une solution mais nous avons n�eglig�e deux questions � peut�on d�eterminer si un poly�edre
est vide en temps polynomial de la dimension de l�espace% Comment trouver l�optimum
d�une fonction objective sur un poly�edre� peut�on le faire en temps polynomial% La ques�
tion de la complexit�e des probl�emes a �et�e soulev�ee par J� Edmonds dans ����� article dans
lequel il parle de probl�emes pour lesquels il existe des algorithmes mieux que �nis�
D�es ����� C� de la Vall�ee Poussin������ s�int�eressant au probl�eme d�approximation de Che�
byshev qui consiste �a trouver le minimum de k Ax� b k�� d�ecrivit une m�ethode qui peut
	etre consid�er�ee comme pr�ecurseur de l�algorithme du simplexe propos�e en ���� par G�B�
Dantzig� ����� Cet algorithme qui proc�ede par changement de base� pivotage� n�est pas
polynomial au moins pour les r�egles de pivotage connues jusqu�ores  nous ne d�ecrivons
pas cet algorithme� Le lecteur peut se reporter �a ���� ou �a ����� Jusqu�en ���� aucun algo�
rithme polynomial n��etait connu pour r�esoudre un programme lin�eaire qui est un probl�eme
de la forme MaxfctxjAx 
 b� x � �g� L� Khachiyan� s�inspirant des travaux de N�Z� Shor
���� et ����� proposa le premier algorithme� connu sous le nom de m�ethode des ellipso��des�
prouvant que la programmation lin�eaire est un probl�eme polynomial� C�est cet algorithme
que nous allons exposer succintement ci�dessous� puis nous en verrons une cons�equence
importante due �a M� Gr�otschel� L� Lov�asz et A� Schrijver� �����

La m�ethode de Khachiyan

Nous commen!cons cette �etude en rappelant la d�e�nition d�ellipso��de� en donnant quelques
propri�et�es et en introduisant des notions sur la taille des sommets d�un poly�edre�

D�e�nition ��� Une matrice sym�etriqe M est dite d�e�nie positive si xtMx � � �x �� �

D�e�nition ��	 Une r�egion R � IRn est un ellipso��de s�il existe une matrice d�e�nie
positive D et un vecteur z � IRn tels que R � fx � IRnj �x � z�tD�x � z� 
 �g� z est le
centre de l�ellipso��de 	

Cette d�e�nition montre qu�un ellipso��de est une transformation a�ne de la boule unit�e
B � fx � IRnj xtx 
 �g� Le th�eor�eme suivant pr�ecise de quelle mani�ere on peut d�eterminer
un ellipso��de contenant un demi�ellipso��de�
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Th�eor�eme ��� Soit E un ellipso��de de param�etres �z�D� et soit a �� � un vecteur de IRn	
Soit E � un ellipso��de contenant E � fxj atx 
 atzg et tel que le volume de E� soit le plus
petit possible	 Alors E� est unique� il a pour param�etres �z�� D�� avec �

z� � z � �
n��

Dap
atDa

D� � n��
n���

h
D � �

n��
DaatD
atDa

i
de plus

vol�E��
vol�E� � e�

�
�n�� 	

Etant donn�e un poly�edre P � IRn on d�e�nit la facette�complexit�e de P� 	� comme �etant
le plus petit entier 	 � n tel qu�il existe un syst�eme d�in�egalit�es lin�eaires �a coe�cients
rationels Ax 
 b d�ecrivant P et dont chacune des lignes a une taille born�ee par 	� La
taille d�une ligne est la longueur du plus grand num�erateur ou d�enominateur des co�
e�cients qui la composent� On d�e�nit un param�etre semblable pour les sommets � la
complexit�e sommets 
 comme �etant le plus petit entier 
 � n tel qu�il existe des vec�
teurs �a composantes rationelles x�� � � � � xk� y�� � � � � yl chacun de taille au plus 
 et tels que
P � conv�fx�� � � � � xkg� & c	onefy�� � � � � ylg� De plus on a 
 
 �n�	 et 	 
 �n�
�
La m�ethode des ellipso��des travaille en plusieurs temps � tout d�abord on s�assure qu�un
poly�edre est non vide et si tel est le cas elle donne un point int�erieur de ce poly�edre�
Ensuite on calcule un point x� optimal �a � pr�es� En�n on transforme le point int�erieur
x� en un sommet x� optimal� Pour la clart�e de l�expos�e nous supposons dans ce qui suit
que le poly�edre P est born�e et de pleine dimension et que nous pouvons e
ectuer tout
calcul aussi pr�ecis�ement que requis� Dans la premi�ere �etape qui consiste �a d�eterminer un
point int�erieur du poly�edre la m�ethode va construire une suite d�ellipso��des de volume
d�ecroissant jusqu��a ce qu�un d�entre eux ait son centre dans le poly�edre� Pour initialiser
la m�ethode le premier ellipso��de est la boule de rayon �� � P � fxj k x k
 ��g� Donc le
centre de ce premier ellipso��de est z� � � et la matrice associ�ee est D� � ���Id� Id d�esi�
gnant la matrice identit�e� Supposons maintenant que nous soyons rendus �a l��etape i� alors
P � Ei qui est un ellipso��de de param�etres �zi� Di�� Si zi � P alors nous avons trouv�e un
point de P � sinon supposons que zi viole l�in�egalit�e aj�x 
 bj� appartenant au syst�eme qui
d�e�ni P � Si Ei�� est le plus petit ellipso��de contenant Ei � fxj atj�x 
 atj�zig� Alors �etant
donn�e que P est contenu tant dans Ei que dans le demi�espace fxj atj�x 
 atj�zig on peut
dire que P � Ei��� Nous avons vu au th�eor�eme ��� comment d�eterminer �zi��� Di��� les
param�etres de Ei��� Nous avons vu que les ellipso��des Ei et Ei�� ont des volumes dont le

rapport est inf�erieur �a e�
�

�n�� � par ailleurs nous savons que le volume de l�ellipso��de initial

est inf�erieur �a �n� aussi par r�ecurrence nous pouvons dire que vol�Ei��� 
 �n�e�
i��
�n�� �

Etant donn�e que nous avons suppos�e que P est born�e et qu�il est de pleine dimension
nous pouvons dire qu�il existe n & � vecteurs a�nement ind�ependant x�� � � � � xn tels que
P � conv�fx�� � � � � xng� aussi vol�P � � vol�conv�fx�� � � � � xng�� � ���n� � Supposons que
nous ayons ex�ecut�e un nombre I d�it�erations de la m�ethode� on a alors �

���n� 
 vol�P � 
 vol�EI� � �n�e�
I

�n��

Nous voyons bien que la proposition ci�dessus ne tient plus si on prend un nombre d�it�era�
tions su�samment grand� I � ��n

�� par exemple� Aussi nous pouvons a�rmer que nous
aurons trouver un point de P avant d�atteindre l�it�eration I � celle�ci est totalement d�eter�
min�ee par un polyn	ome de la taille des descripteurs de P �
La m�ethode de Khachiyan nous permet donc de trouver en un temps polynomial un point
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d�un poly�edre� Elle permet aussi de d�eterminer de mani�ere approch�ee l�optimum d�une
fonction objective c� Consid�erons x� un point appartenant �a l�int�erieur du poly�edre P
et deux sph�eres centr�ees en x�� une de rayon r contenue dans P et l�autre de rayon R

contenant P � L�algorithme d�emarre donc avec une matrice d�e�nie positive D� � R�Id�
Consid�erons �a l�it�eration j le point courant xj � On note �j � ctxj la valeur de la fonction
objective au point xj � Si xj appartient �a l�int�erieur de P on calcule alors un ellipso��de Ej��

de param�etre xj��� Dj�� contenant P � fxj � ctx � ��jg comme vu pr�ec�edemment� Si xj
n�appartient pas �a l�int�erieur de P alors il existe une in�egalit�e atijx 
 bij parmi celles d�e��

nissant P telle que atijxj � bij on calcule un ellipso��de Ej�� contenant Ej �fatijx 
 atijxjg
comme vu lors de la recherche de points admissibles� Gr	ace �a un argument sur le rapport
de volume des ellipso��des on peut montrer qu�une solution approch�ee �a � pr�es est obtenue

apr�es un nombre d�it�erations �egal �a �n�n & ��dlog �R�kck
r�

e�
A ce stade nous poss�edons un algorithme polynomial pour r�esoudre de mani�ere appro�
ch�ee un programme lin�eaire� nous allons voir que via une transformation polynomiale du
programme lin�eaire� l�algorithme en fournit une solution optimale� Pour cela modi�ons la
fonction objective c du programme lin�eaire comme suit� On pose 
 � �
�n et on consi�
d�ere la fonction objective c� � c
 & ��� 
� 
�� � � � � 
n���t� Sans perte de g�en�eralit�e on peut
supposer que c est un vecteur dont les coordonn�ees sont des entiers�

Proposition ��� Soit P � fx � IRnjAx 
 bg un poly�edre rationnel	 Le programme
lin�eaire Maxfct�x� x � Pg a un optimum unique x� qui est une solution optimale du
programme lin�eaire Maxfctx� x � Pg	
Preuve �
Consid�erons 'x un sommet de P distinct de x�� ces deux vecteurs �etant suppos�es �a coor�

donn�ees rationnelles on peut poser 'x � � �p��q� � � � � �
�pn
�qn

�t et x� � �
p��
q�
�

� � � � � p
�
n

q�n
�t� La di
�erence

de ces deux vecteurs est alors donn�ee par le terme g�en�erique �

x�i � 'xi � �p�i 'qi � q�i 'pi�

� Y
j ��i

q�j 'qj
�� nY

j��

q�j 'qj

���

Ceci permet de dire qu�il existe � � �
�
 et un vecteur u entier dont chaque composante

d�indice i v�eri�e juij � 
 tel que x� � 'x � u
�

� Par hypoth�ese x� est l�optimum unique du
programme Maxfct�x� x � Pg aussi pouvons�nous �ecrire �

ct��x
� � 'x� � ct�

u
� � �

��ct
nu &
nX
i��


i��ui� � �

Etant donn�e que jUij � 
 on a �

�����
nX
i��


i��ui

����� 

����� �
 � ��

nX
i��


i��
����� �

�� 
n � �
��� Comme


nctu �
nX
i��


i��ui et que ctu est un entier relatif il vient que ctu � �� Aussi a�t�on

�etabli que quelque soit le sommet 'x on a ctx� � ct'x� ce qui montre que x� est une solution
optimale du programmeMaxfctx� x � Pg� Par ailleurs on peut remarquer que ct��x

��'x� ��
�� ce qui montre que x� est l�optimum unique du programme Maxfct�x� x � Pg�

On peut donc dire que nous disposons d�un algorithme polynomial pour r�esoudre un
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programme lin�eaire� Remarquons que dans l��etape de recherche d�un point de l�espace
appartenant au poly�edre P nous avons suppos�e que celui�ci �etait donn�e explicitement par
le syst�eme d�in�egalit�es lin�eaires qui le d�e�nit� L�algorithme que nous venons de voir est
polynomial mais le nombre de contraintes m intervient dans ce polyn	ome� Que se passe�t�il
si le nombre de contraintes est grand� de taille exponentielle par rapport au nombre de
variables� ou si le poly�edre nous est donn�e de mani�ere implicite%

Le probl�eme de s�eparation

Consid�erons un poly�edre P d�e�ni par un ensemble d�in�egalit�es lin�eaires dont la taille
maximale est 	� De plus supposons que nous ne connaissions pas explicitement cet en�
semble d�in�egalit�es� mais que nous soyons capables de r�esoudre� en un temps polynomial
de n et de 	� le probl�eme suivant �
S�eparation � �etant donn�e un vecteur �a composantes rationnelles y� appartient�il �a P %
Sinon retourner un hyperplan H � fxj ctx � bg tel que cty � b et ctu � b �u � P �
Remarquons que cette d�e�nition du probl�eme de s�eparation nous renvoie au th�eor�eme ���
de Farkas� Minkowsky et Weyl� On peut remarquer que si le poly�edre P est de pleine
dimension la m�ethode des ellipso��des permet de trouver un vecteur de P en un temps
polynomial de n et 	� pour peu qu�on puisse traiter le probl�eme de s�eparation sur le po�
ly�edre consid�er�e en temps polynomial� Ce fait fut remarqu�e par M� Gr�otschel� L� Lov�asz
et A� Schrijver en ����� ����� ainsi que par R� Karp et C� Papadimitriou� ����� En e
et
la r�esolution en temps polynomial du probl�eme de s�eparation nous permet de tester en
temps polynomial �a chacune des �etapes si le centre de l�ellipso��de appartient au poly�edre
P et si ce n�est pas le cas de d�eterminer une contrainte qui est viol�ee�
Le th�eor�eme suivant� dont le lecteur pourra trouver la preuve dans ����� pr�ecise ce qui
vient d�	etre dit sur la relation existant entre r�ealisabilit�e et s�eparation�

Th�eor�eme ��
 Il existe un algorithme R permettant de tester la r�ealisabilit�e d�un syst�eme
d�in�egalit�es lin�eaires� de taille maximum 	� d�e�nissant un poly�edre P � IRn et un polyn�ome
��	� n� de sorte que si les entr�ees de l�algorithme de r�ealisabilit�e sont 	� n et un algorithme
de s�eparation sur P� S� alors R calcule un vecteur x � P ou conclut que ce poly�edre est
vide en un temps born�e par ���	� n�� � �etant le temps maximum n�ecessaire �a S pour
s�ex�ecuter sur des entr�ees de taille maximum ��	� n�	

Ce th�eor�eme a des cons�equences tr�es importantes� notamment en ce qui concerne l�optimi�
sation� Nous allons voir maintenant comment cela conduit �a l��equivalence des probl�emes
de s�eparation et d�optimisation� On d�e�nit le probl�eme d�optimisation sur un poly�edre
rationnel P par �
Optimisation � �etant donn�e un vecteur �a composantes rationnelles c� fournir une des
r�eponses suivantes �

�� x� � Argminfctxj x � Pg
�� y� � rec	one�P � tel que cty � �� rec	one�P � � fy � IRnj x & y � P� �x � Pg est

appel�e c	one de r�ecession ou c	one caract�eristique de P � Ceci correspond au cas o�u
l�optimum sur P de la fonction objective c n�est pas born�e�

�� montrer que P est vide�
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Corollaire ��� Il existe un algorithme O tel que si les entr�ees de O sont �n� 	�S� n et
	 �etant des entiers naturels� S �etant un algorithme de s�eparation sur le poly�edre rationnel
P d�e�ni par des in�egalit�es lin�eaires de taille born�ee par 	� alors O r�esoud pour la fonction
objective c �a composantes rationnelles le probl�eme d�optimisation sur P en un temps born�e
par un polyn�ome de n� 	� la taille de c et le temps d�ex�ecution de l�algorithme S	

Nous ne donnons ici que des �el�ements de preuve pour ce corollaire ainsi que pour le
suivant concernant le cas o�u l�optimum de la fonction objective c sur le poly�edre P est
�ni� nous invitons le lecteur �a se reporter �a l�article originel ����� �a ���� page ���� �a ����
pages ��� �a ���� ou bien encore �a ���� pages ��� �a ��� pour une preuve exhaustive�
Squelette de preuve �
Supposons que les param�etres �n� 	�S� et c satisfont les hypoth�eses du corollaire et que

 soit la taille du vecteur c� Etant donn�e que l�optimum��� du programme Maxfctxj x �
Pg est born�e on peut a�rmer qu�il est atteint par un vecteur de taille au plus �n�	�
Aussi pouvons�nous dire que la taille de � est inf�erieure ou �egale �a �
 & �n�	� Posons
� � �
 & ��n�	 et prenons m� � ��� et M� � ��� Proc�edons alors par dichotomie en
testant gr	ace �a l�algorithme R si le poly�edre P � fxj ctx � mi�Mi

� g est vide ou non� S�il

est vide on met �a jour le majorant � Mi�� � mi�Mi

� � sinon on met �a jour le minorant �

mi�� � mi�Mi

� � Le nombre d��etapes n�ecessaires �a ce parcours dichotomique de l�intervalle
�m��M�� nous assure alors d�avoir obtenu l�optimum du programme Maxfctxj x � Pg en
un temps born�e par un polyn	ome de n� 	 et 
�

Nous allons voir maintenant la forme polaire du corollaire ��� qui montre que le probl�eme
de s�eparation se r�eduit polynomialement au probl�eme d�optimisation�

Corollaire ��� Il existe un algorithme O� tel que si les entr�ees de O� sont �n� 	�O� n et
	 �etant des entiers naturels� O �etant un algorithme d�optimisation sur le poly�edre rationnel
P d�e�ni par des in�egalit�es lin�eaires de taille born�ee par 	� alors O� r�esoud pour tout
vecteur y �a composantes rationnelles le probl�eme d�optimisation sur P en un temps born�e
par un polyn�ome de n� 	� la taille de y et le temps d�ex�ecution de l�algorithme O	
De m	eme que pour le corollaire pr�ec�edent nous ne donnons qu�un canevas de la preuve
que le lecteur pourra trouver dans les r�ef�erences pr�ec�edemment indiqu�ees�
Squelette de preuve �
Consid�erons P � le polaire de P � fx � IRnj Ax � �g� alors par d�e�nition P � � fy �
IRnj ytA � �g  ainsi peut�on dire que si P est d�ecrit par un ensemble d�in�egalit�es de
taille maximum 	 il en va de m	eme pour P �� Par ailleurs nous avons vu au lemme ���
que x� � P si et seulement si Minfxt�yj y � P �g � � et r�eciproquement y� � P � si et
seulement si Minfyt�xjx � Pg � �� Ainsi peut�on voir que si on sait optimiser en temps
polynomial sur le poly�edre P alors on sait s�eparer en temps polynomial sur son polaire
P � et r�eciproquement� Par hypoth�ese on poss�ede un algorithme d�optimisation sur P donc
de s�eparation sur P �� Alors par le corollaire ��� on peut dire qu�il existe un algorithme
s�ex�ecutant en un temps polynomial de n� 	 et le temps d�ex�ecution de l�algorithme O
permettant de r�esoudre le probl�eme d�optimisation sur P �  l�existence de l�algorithme O�

suit alors�

Les corollaires ��� et ��� nous permettent d��enoncer le r�esultat suivant qui �etablit l��equi�
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valence entre les probl�emes de s�eparation et d�optimisation�

Corollaire ��	 
Gr�otschel� Lov�asz� Schrijver� Pour tout poly�edre rationnel P le pro�
bl�eme de s�eparation peut �etre r�esolu en temps polynomial si et seulement si le probl�eme
d�optimisation peut �etre r�esolu en temps polynomial	

Corollaire ��� Si P est un poly�edre rationnel et P � son polaire� alors les quatre proposi�
tions suivantes sont �equivalentes �


	 Il existe un algorithme polynomial pour r�esoudre le probl�eme d�optimisation sur P �

�	 il existe un algorithme polynomial pour r�esoudre le probl�eme d�optimisation sur P ��

�	 il existe un algorithme polynomial pour r�esoudre le probl�eme de s�eparation sur P �

�	 il existe un algorithme polynomial pour r�esoudre le probl�eme de s�eparation sur P �	

��� Programmation math�ematique en nombres entiers

Si la nature o
re �a bien des �egards l�aspect d�un continuum il existe des situations
naturelles qui pr�esentent plus que des discontinuit�es  elles sont form�es de quanta� intro�
duisant un aspect discret� Ces situations qui recourent aux nombres entiers surviennent
d�es qu�on est appel�e �a manipuler des entit�es non seccables � un mouton demeure indivisible
du moins en tant qu��el�ement du troupeau� Aujourd�hui les probl�emes en nombres entiers
et plus particuli�erement les probl�emes en variables binaires ont une grande importance
dans l�activit�e humaine car ils permettent la mod�elisation des probl�emes de d�ecision � on
associera naturellement une variable binaire �a une action� si on d�etermine que la valeur
de la variable est � l�action sera men�ee �a terme� par contre si la valeur de la variable est
� l�action ne sera pas entreprise� De plus la num�erisation de l�information tant pour son
traitement que pour son transport et son entreposage accro	�t l�int�er	et de grands secteurs
�economiques pour la r�esolution des probl�emes de programmation math�ematique en va�
riables binaires� D�autant que ces derniers sont aussi g�en�eraux que les probl�emes d�e�nis
avec des entiers quelconques� En e
et consid�erons une variable x qui est born�ee par b�
soit p un entier tel que �p est la plus petite puissance de � qui soit sup�erieure �a b� alors la
variable x peut 	etre remplac�ee par p variables binaires associ�ees aux puissances de � de � �a

p� � et x 
 b devient

p��X
i��

�ixi 
 b� Remarquons que cette transformation est polynomiale

car elle utilise dLog�be variables� Nous appellerons programme lin�eaire en nombres entiers
un programme math�ematique d�une des deux formes ���

	
Max ctx

s�c� Ax 
 b
x � Zn

ou

��
	

Max ctx

s�c� Ax 
 b
x � f�� �gn

Nous avons vu pr�ec�edemment qu�un programme lin�eaire peut 	etre r�esolu en un temps poly�
nomial de sa taille� qu�en est�il si on rajoute des contraintes d�int�egrit�e sur les coordonn�ees
des vecteurs solution%

Th�eor�eme ��� Le probl�eme d�existence d�une solution �a un programme lin�eaire en va�
riables binaires est NP�complet	
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Preuve �
Consid�erons une proposition logique de n variables bool�eennes� Le probl�eme de satisfaisa�
bilit�e� qui consiste �a d�eterminer une a
ectation des variables de sorte que la proposition
soit vraie� est connu pour 	etre NP�complet� ���� page ���� Supposons que la proposition
logique soit en forme normale conjonctive form�ee de m disjonctions dont I�� � � � � Im sont
les ensembles d�indices des variables pr�esentes dans chacune des disjonctions� La proposi�
tion sera satisfaite si et seulement si chacune des disjonctions est vraie pour l�instancia�
tion des variables consid�er�ee� Une disjonction j � f�� � � � � mg est vraie si et seulement siX
i�I�j

xi &
X
i�I�j

�� � xi� � �� xi � f�� �g� o�u I�j est l�ensemble des indices pour lesquels la

variable xi est pr�esente et I�j celui pour lesquels 'xi est pr�esente� Finalement on peut dire
que la proposition logique pourra 	etre satisfaite si et seulement si il existe une solution au

syst�eme de contraintes suivant �
X
i�I�j

xi &
X
i�I�j

��� xi� � �� �j � f�� � � � � mg �x � f�� �gn�

Ainsi la satisfaisabilit�e d�une proposition logique se r�eduit polynomialement �a la recherche
d�une solution �a coordonn�ees ��� d�un ensemble de contraintes lin�eaires�

La programmation en variables � � � est� dans le cas g�en�eral� un probl�eme NP�di�cile�
toutefois il existe des cas de programmes lin�eaires en variables binaires qui peuvent 	etre
r�esolus en temps polynomial� notamment si la matrice A est totalement unimodulaire et si
le vecteur b est entier ou si le syst�eme d�in�egalit�es est total dual int�egre� nous reviendrons
sur ce dernier point plus tard�

����� Autres formes de polarit�e � Bloquants et Antibloquants

Consid�erons un ensemble E et F une famille de sous�ensembles de E  �a un sous�
ensemble f � F on associe un vecteur xf de dimension jEj dont la composante relative �a
e � E vaut � si e � f et � sinon� xf est le vecteur caract�eristique de f relativement �a E� On
peut naturellement se poser la question de savoir quelle est la famille� G� de sous�ensemble
de E telle que �g � G l�ensemble g�f est non vide �f � F � En termes d�in�egalit�es lin�eaires
cette question se r�esume �a trouver les solutions du syst�eme � xtfy � � �f � F� y � f�� �gjEj�
La th�eorie des poly�edres bloquants introduite par D�R� Fulkerson au d�ebut des ann�ees
soixante�dix permet de r�epondre partiellement �a cette question� Ses travaux fondateurs
se trouvent dans ����� ���� et ����� De plus nous allons voir qu�elle permet de d�e�nir un
concept de s�eparation plus naturel pour les probl�emes d�optimisation combinatoire que la
polarit�e d�e�nie par Vorono��� Mais avant cela voyons ce que sont les poly�edres bloquants
et quelques unes de leurs propri�et�es�

Th�eor�eme ��� Les trois d�e�nitions ci�dessous sont �equivalentes �


	 P est un poly�edre de IRn�� et �y � IRn� �x � P y � x �� y � P 	

�	 Il existe une famille de m vecteurs fc�� � � � � cmg � IRn�� telle que � P � conv�fc�� � � � � cmg�&
IRn�� � fc�� � � � � cmg�� P est appel�e le dominant des vecteurs c�� � � � � cm	

�	 Il existe une famille de t vecteurs fd�� � � � � dtg � IRn�� telle que �

P � fx � IRn�� j dtjx � �� �j � f�� � � � � tgg�

��
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On dira alors que P est un poly�edre de type bloquant	

Cette troisi�eme d�e�nition� proche de celle de c	one �stabilit�e par addition de vecteurs de
IRn���� rejoint notre pr�eoccupation originelle � supposons que la famille fd�� � � � � dtg nous
soit donn�ee� un vecteur x � IRn�� intersecte�t�il les sous�ensembles repr�esent�es par les
vecteurs fd�� � � � � dtg % La r�eponse est oui si dtjx � � �j � f�� � � � � tg et non s�il existe
j � f�� � � � � tg tel que dtjx � � dans ce dernier cas l�hyperplan d��equation dtjx � � s�epare
strictement x de P �

D�e�nition ��� On appelle poly�edre bloquant d�un poly�edre P le poly�edre B�P � � fy �
IRn�� jytx � �� �x � Pg	
Poursuivons notre parall�ele entre la notion de bloquant et la notion de polarit�e avec le
th�eor�eme suivant qui �etablit pour la notion de poly�edre bloquant d�un poly�edre de type
bloquant des propri�et�es semblables �a celles �etablies par G� Vorono�� pour le c	one polaire
d�un c	one convexe�

Th�eor�eme ��� 
Fulkerson 
���� Soit P � IRn�� un poly�edre de type bloquant� alors �


	 B�P � est aussi un poly�edre de type bloquant	

�	 B�B�P �� � P 	

�	 x � P 
� x � � et ytx � � �y � B�P �	

�	 P � fc�� � � � � cmg� si seulement si B�P � � fy � IRn�� jytci � �� �i � f�� � � � � mgg
Preuve �

$ Montrons la deuxi�eme proposition du th�eor�eme�

�� P � B�B�P ���
Si x � P alors par d�e�nition du bloquant d�un poly�edre ytx � �� �y � B�P � et
donc x � B�B�P ���

�� B�B�P �� � P
P est de type bloquant donc il existe une famille de vecteurs fa�� � � � � amg �
IRn�� telle que P � fx � IRn�� j atix � �� �i � f�� � � � � mgg� Consid�erons y �� P
alors il existe i� � f�� � � � � mg tel que ati�y � �� Or par d�e�nition de B�P �
on a ai� � B�P � et n�ecessairement y �� B�B�P ��� Aussi peut�on conclure que
B�B�P �� � P �

$ Montrons la quatri�eme proposition du th�eor�eme�

�� P � fc�� � � � � cmg� �� B�P � � fy � IRn�� j ytci � �� �i � f�� � � � � mgg�
P � fc�� � � � � cmg�� alors x � P implique que �

x �
mX
i��

�ici & y  � 
 �i 
 �  
mX
i��

�i � �  y � IRn���

��
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Par d�e�nition du poly�edre bloquant de P � u � B�P � signi�e que pour tout
x � P �

utx � ut�
mX
i��

�ici & y� � ut�
mX
i��

�ici� & uty � ��

Etant donn�e que
mX
i��

�ici � P on a ut�
mX
i��

�ici� � � ce qui permet d��ecrire que

uty � �� ce qui est toujours v�eri��e car u et y � IRn��� On peut donc conclure
que B�P � � fy � IRn�� j ytci � �� �i � f�� � � � � mgg� Ce qui� au passage� prouve
le premier point du th�eor�eme�

�� B�P � � fy � IRn�� j ytci � �� �i � f�� � � � � mgg �� P � fc�� � � � � cmg��
Soit P � � fc�� � � � � cmg� alors par le sens direct de la proposition on peut dire
que �

B�P �� � fy � IRn�� j ytci � �� �i � f�� � � � � mgg
et par hypoth�ese �

fy � IRn�� j ytci � �� �i � f�� � � � � mgg � B�P �

donc B�P � � B�P ��� Maintenant par la deuxi�eme proposition du th�eor�eme on
a B�B�P �� � P � B�B�P ��� � P �� ce qui ach�eve la d�emonstration�

$ Le point � du th�eor�eme est une cons�equence imm�ediate de la d�e�nition de bloquant
d�un poly�edre bloquant� En e
et �

x � P �� ytx � � �y � B�P � par d�e�nition de B�P �
ytx � � �y � B�P � �� x � B�B�P �� par d�e�nition de B�P �

x � P � B�B�P �� par le point � du th�eor�eme

$ Le point � a d�ej�a �et�e prouv�e dans le point ��

De la d�e�nition de poly�edre bloquant d�un poly�edre de type bloquant et par le point � du
th�eor�eme de Fulkerson nous pouvons a�rmer que x� � P � un poly�edre de type bloquant�
si et seulement si Minfxt�y� y � B�P �g � � et que si y� est une solution optimale de
Minfxt�y� y � B�P �g telle que xt�y

� � � alors l�hyperplan H � fxjxty� � �g s�epare
strictement x� de P � Ce qui permet de dire que le probl�eme de s�eparation sur P est
�equivalent au probl�eme d�optimisation sur B�P �� Ce r�esultat est d	u �a M� Gr�otschel� L�
Lov�asz et A� Schrijver et s��enonce de la mani�ere suivante �

Th�eor�eme ���� 
Gr�otschel� Lov�asz� Schrijver� Soit P � IRn�� un poly�edre bloquant
et B�P � son bloquant alors il existe un algorithme polynomial pour r�esoudre le probl�eme
d�optimisation sur P si et seulement si il existe un algorithme polynomial pour r�esoudre
le probl�eme d�optimisation sur B�P �	

Preuve �
Soit l � IRn et � une solution optimale de Minfltx� x � Pg� alors par d�e�nition du bloquant
d�un poly�edre on peut dire que l � B�P � si et seulement si lt� � �� Aussi pouvons nous
dire que si l �� B�P � l�hyperplan d��equation �ty � � s�epare strictement l de B�P �� Ceci
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montre que si on sait r�esoudre en temps polynomial le probl�eme d�optimisation sur P

on sait r�esoudre en temps polynomial le probl�eme de s�eparation sur B�P �� De plus nous
savons par le corollaire ��� que s�il existe un algorithme de s�eparation s�ex�ecutant en temps
polynomial sur un poly�edre alors il existe un algorithme d�optimisation s�ex�ecutant en
temps polynomial sur ce poly�edre  ainsi pouvons�nous a�rmer qu�il existe un algorithme
polynomial d�optimisation sur B�P ��

Avant de conclure ce paragraphe consacr�e aux poly�edres bloquant citons deux exemples�

$ Consid�erons un graphe orient�e G � �V�E� et deux de ses sommets s et t� Soit C

l�ensemble des s�t coupes de G� les �el�ements de C sont minimaux pour l�inclusion� Il
est connu que le poly�edre fx � IRjEj��j ycxt � �� �c � Cg a ses sommets en bijection
avec les s � t chemins de G� que son bloquant est le poly�edre des coupes et qu�on
peut optimiser en temps polynomial sur chacun d�eux�

$ Soit E un ensemble et S�� � � � � Sm m sous�ensembles de E� le probl�eme qui consiste
�a trouver un sous�ensemble de E qui intersecte chacun des sous�ensemble Si� �i �
f�� � � � � mg est connu pour 	etre NP�complet �Set covering problem� voir ���� page

���� et peut s��ecrire � trouver x � IRm tel que
X
e�Si

xe � � �i � f�� � � � � mg� x �

f�� �gm� ce qui d�etermine un poly�edre bloquant�

Th�eor�eme ���� Soit F � ff�� � � � � fng une famille �ne de sous�ensembles propres d�un
ensemble E� soit G � fg � Ej g � f �� � �f � Fg� g minimum pour l�inclusion	 Alors
fxf � f � Fg� � fxj x � �� ytgx � � �g � Gg si et seulement si pour toute fonction ob�
jective �a coe�cients rationnels positifs ou nuls on a Minfw�f�� f � Fg � Maxf�tyj y �
�� y�G � e� 
 weg	

Preuve �

�� N�ecessit�e de la condition�
Par la dualit�e en programmation lin�eaire �

Maxf�tzj y � �� ytgz 
 we �g � G� g � eg � Minfwtxj x � �� ytgx � �� �g � Gg

Par hypoth�ese fxf � f � Fg� � fxj x � �� ytgx � � �g � Gg� ce qui permet d��ecrire
que �

Minfwtxj x � �� ytgx � �� �g � Gg � Minfwtxj x � fF�� � � � � Fng�g

De plus w � jQn�� et donc �

Minfwtxj x � fF�� � � � � Fng�g � Minfw�f�� f � Fg

�� Su�sance de la condition�
Se montre avec des arguments similaires �a la n�ecessit�e�
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Le th�eor�eme pr�ec�edent �etablit une relation Min�Max et donne partant de l�a une condi�
tion pour que le probl�eme d�optimisation d�e�ni sur les vecteurs caract�eristiques de sous�
ensembles puisse 	etre r�esolu en temps polynomial� Si F est l�ensemble des s � t coupes
le th�eor�eme dit que la coupe de poids minimum vaut le packing �un packing de sous�
ensembles d�un ensemble est une collection des ces sous�ensembles disjoints deux �a deux�
de s�t chemins de sorte qu�un arc de poids we n�est pas emprunt�e par plus de we chemins�
autrement dit (
ot�max�coupe�min)� Des ensembles F et G qui v�eri�ent le th�eor�eme sont
dits jQ� max�
ow�min�cut�

����� Enveloppe convexe de vecteurs entiers

Consid�erons une famille F de sous�ensembles d�un ensemble E et xf le vecteur carac�
t�eristique de f � F � On sait que Minfwf � f � Fg � Minfwtx� x � conv�fxf � f � Fg�g�
o�u w est une pond�eration des �el�ements de E et conv�fxf � f � Fg� est l�enveloppe convexe
des vecteurs xf � On peut donc dire que si on sait d�eterminer en temps polynomial l�enve�
loppe convexe d�un ensemble de vecteurs on sait optimiser en temps polynomial sur cet
ensemble de vecteurs� C�est dire l�importance en optimisation combinatoire de la g�en�era�
tion de l�enveloppe convexe de vecteurs �a coordonn�ees �� ��
Dans ce qui suit nous d�ecrivons succinctement deux m�ethodes de g�en�eration de l�enve�
loppe convexe de vecteurs �a coordonn�ees enti�eres� La premi�ere due �a R� Gomory� ���� et
����� et V� Chv�atal� ����� consiste �a g�en�erer des hyperplans s�eparant les solutions frac�
tionnaires de programme lin�eaires de leurs solutions enti�eres� Une variante a �et�e propos�ee
par A� Caprara et M� Fischetti� ����� La deuxi�eme due �a E� Balas� ��� et ���� consiste �a
convexi�er une disjonction de poly�edres� Cette disjonction survient naturellement en pro�
grammation en variables binaires� en e
et fxj Ax 
 b� xi � f�� �gg peut s�exprimer par
fxj Ax 
 b� xi � �g � fxj Ax 
 b� xi � �g� Ces deux m�ethodes ont des relations tr�es
fortes avec ce qui est expos�e au chapitres � et ����

Totale duale int�egrit�e

La notion de syst�emes d�in�egalit�es v�eri�ant la propri�et�e de totale duale int�egrit�e a �et�e
introduite en ���� par J� Edmonds et Giles� ����� Dans ce qui suit nous n�employerons plus
que l�abr�evation TDI�
Par le th�eor�eme de dualit�e forte en programmation lin�eaire nous savons que �

Maxfctxj Ax 
 bg � Minfytbj ytA � c� y � �g�
les coe�cients de A� b et c �etant suppos�es 	etre rationnels� Aussi peut�on dire que si l�op�
timum est entier pour tout vecteur c dont les coordonn�ees sont enti�eres alors il est atteint
par une solution enti�ere pour tout vecteur c pour lequel l�optimum est �ni� Le syst�eme
d�in�egalit�es Ax 
 b est dit TDI si le minimum de la relation de dualit�e a une solution
enti�ere pour tout vecteur c �a coordonn�ees enti�eres pour lequel l�optimum est born�e�
La notion de syst�eme TDI est centrale pour la programmation lin�eaire en nombres entiers
et m�eriterait que nous lui consacrions davantage d�attention� En e
et cette notion �eta�
blit des relations de dualit�e entre poly�edres dont les points extr	emes sont �a composantes
enti�eres� L�importance de la notion de syst�eme TDI est illustr�ee par les deux r�esultats
ci�dessous�

Th�eor�eme ���� Un poly�edre rationnel P a ses points extr�emes �a coordonn�ees enti�eres
si et seulement si chacun des ses hyperplans supports contient des vecteurs �a coordonn�ees
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enti�eres	

Squelette de preuve �
L�interpr�etation g�eom�etrique est assez claire� en e
et si P est un poly�edre entier alors
chacune de ses faces contient au moins un vecteur entier et comme l�intersection de P avec
un de ses hyperplans supports d�etermine une face de P il en r�esulte que cet hyperplan
contient des vecteurs entiers� Ceci prouve la n�ecessit�e de la condition� La su�sance de
la condition peut 	etre prouv�ee en d�eveloppant l�argument suivant � consid�erons une face
minimale de P qui ne contient pas de vecteur �a coordonn�ees enti�eres� si P n�est pas entier
une telle face existe� alors on peut montrer en utilisant la d�e�nition de TDI que l�hyperplan
support de P qui d�etermine cette face ne contient pas de vecteur entier� ce qui prouve le
th�eor�eme par contrapos�ee�

Corollaire ��
 Si le syst�eme d�in�egalit�es Ax 
 b est TDI et si b est un vecteur dont les
composantes sont des entiers alors les points extr�emes du poly�edre P � fxj Ax 
 bg sont
des vecteurs dont les composantes sont des entiers	

Squelette de preuve �
Le syst�eme Ax 
 b �etant TDI� le minimum est atteint par un vecteur dont les composantes
sont enti�eres pour tout vecteur c entier pour lequel l�optimum est �ni� Le vecteur b �etant
entier la valeur de cet optimum est enti�ere aussi pouvons�nous dire que l�optimum du
maximum est atteint par une solution �a coordonn�ees enti�eres pour toute fonction objective
rationnelle�

La notion de syst�eme TDI fut compl�et�ee par R� Giles et W� Pulleyblank qui introduirent
la notion de base de Hilbert� ����� il s�agit des descripteurs entiers des poly�edres� Nous
reviendrons plus tard sur cette notion� notamment au chapitre ��

La m�ethode de Gomory�Chv�atal

Consid�erons un poly�edre P � fx � IRnj Ax 
 bg et supposons que nous cherchions
l�enveloppe convexe des points �a coordonn�ees enti�eres de ce poly�edre� P�� Soit ctx 
 � une
in�egalit�e valide pour P � alors il est clair que bcctx 
 b�c o�u bcc est le vecteur obtenu depuis
c en prenant la partie enti�ere inf�erieure de chacune de ses coordonn�ees� est une in�egalit�e
valide pour P�� Si on prend ctx 
 � comme combinaison lin�eaire �a coe�cients positifs ou
nuls des lignes de Ax 
 b et qu�on it�ere le processus un nombre �ni de fois on g�en�ere P��
C�est ce que nous allons voir maintenant�
Consid�erons un poly�edre rationnel P � soit H � fxj ctx 
 �g un demi�espace tel que
P � H � nous supposerons que les composantes de c sont des entiers premiers entre eux�
Alors on peut dire que l�enveloppe convexe des vecteurs �a coordonn�ees enti�eres de H est

H� � fxj ctx 
 b�cg� On d�e�nit P ��� �


H�P

H�� Le fait que P � H implique P� � H�

permet de d�e�nir une hi�erarchie de relaxation de la mani�ere suivante �

P� � � � � � P ��� � P ��� � P �����

La m�ethode de Gomory consiste �a r�esoudre des programmes lin�eaires sur P� P ���� P ���

etc��� jusqu��a ce qu�une solution enti�ere soit obtenue� Nous allons voir maintenant que le
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nombre d�it�erations de cette m�ethode est �ni� Une premi�ere �etape dans cette d�emonstration
consiste �a montrer que chacun des P ���� P ���� � � � � est g�en�er�e de mani�ere �nie par un
syst�eme d�in�egalit�es lin�eaires�

Th�eor�eme ���� Soit P � IRn un poly�edre rationnel� P � fxj Ax 
 bg� tel que le syst�eme
Ax 
 b est TDI et la matrice A est �a coe�cients entiers	 Alors P ��� � fxj Ax 
 bbcg	
Preuve �
Consid�erons un poly�edre P satisfaisant les hypoth�eses du th�eor�eme� Soit atix 
 bi une
in�egalit�e du syst�eme Ax 
 b� cette in�egalit�e d�etermine un demi�espace H i contenant
P � Soit H i

� l�enveloppe convexe des vecteurs �a coordonn�ees enti�eres de H i� on a alors
H i

� � fxj atix 
 bbic� ce qui implique P ��� � fxj Ax 
 bbcg�
Consid�erons un demi�espace H � fxj ctx 
 �g tel que P � H � supposons que les coordon�
n�ees de c sont des entiers premiers entre eux� donc H� � fxj ctx 
 b�cg� Etant donn�e que
H contient P par le th�eor�eme de dualit�e forte en programmation lin�eaire on peut �ecrire
que �

� �Maxfctxj Ax 
 bg � Minfytbj y � �� ytA � cg
Par hypoth�ese le syst�eme Ax 
 b est TDI� aussi le minimum est�il atteint par un vecteur
�a coordonn�ees enti�eres� 'y� et on a �

Ax 
 bbc
ctx � 'ytAx

�
�� ctx 
 'ytbbc 
 b'ytbc 
 b�c

Ainsi peut�on dire que fxj Ax 
 bbcg � H�� ceci �etant vrai pour chaque demi�espace
contenant P on peut conclure que fxj Ax bbcg � P ����

Si on consid�ere une face F d�un poly�edre rationnel P on peut voir ais�ement que F ��� �
P ��� � F et par r�ecurrence que F �j� � P �j� � F �
Poursuivons notre d�emonstration en montrant que le nombre d��el�ements de la hi�erarchie
de relaxation est �ni�

Th�eor�eme ���	 Pour tout poly�edre rationnel P� P� peut �etre atteint en un nombre �ni
d��etapes� n	 C�est��a�dire que P� � P �n�	

Preuve �
Consid�erons un poly�edre rationnel P que nous supposons de pleine dimension et contenant
des vecteurs �a composantes enti�eres� Alors il existe une matrice A dont les coe�cients
sont des entiers et deux vecteurs b � jQm et b� � INm� tels que P � fxj Ax 
 bg et
P� � fxj Ax 
 b�g� Soit atx 
 � une in�egalit�e prise parmi Ax 
 b et atx 
 �� l�in�egalit�e
correspondante dans Ax 
 b�� Soit H � fxj atx 
 ��g� supposons que �j P �j� �� H � Par
d�e�nition on peut dire que P ��� � fxj atx 
 b�cg� aussi pouvons�nous a�rmer qu�il existe
deux entiers ��� et k satisfaisant �

�� � ���� P �j� � fxj atx 
 ���g�j � k

P �j� �� fxj atx 
 ��� � �g �j � k

�
� �����

Soit F la face de P induite par l�hyperplan fxj atx � ���g� L�hypoth�ese P �j� �� H �j
nous conduit �a dire que F ne contient pas de vecteurs dont les coordonn�ees sont des
entiers� Aussi� par induction� nous pouvons dire qu�il existe une it�eration de rang q telle
que F �q� � �� Etant donn�e que F �i� � P �i� � F on a �

� � P k�q � F � P k�q � fxj atx � ���g�
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Ce qui conduit �a dire que P k�q � fxj atx 
 ���g implique P k�q � fxj atx 
 �( � �g� Ce
qui contredit ���� Ainsi vient�on de montrer qu�il existe un entier j tel que P �j� � H � ceci
�etant vrai pour chacune des in�egalit�es de Ax 
 b�� On peut conclure �a la �nitude de la
m�ethode de Gomory dans ce cas�
Si P ne contient pas de vecteurs dont les coordonn�ees sont des entiers alors il existe un
hyperplan d��equation ctx � � contenant P � avec c un vecteurs �a coordonn�ees enti�eres et
� non entier� Alors P � fxj ctx 
 �g et P � fxj ctx � �g et donc P ��� � fxj ctx 

b�cg � fxj ctx � d�eg � ��

La preuve de la m�ethode des plans coupants de Gomory que nous venons de donner n�est
pas originale� toutefois elle justi�e sa place ici lorsqu�elle est mise en regard de la preuve
de la m�ethode de L� Lov�asz et A� Schrijver et surtout de la preuve de la �nitude de
l�algorithme de coupes poly�edrales que nous pr�esentons �a la section ����

Disjonction et convexi�cation

Comme nous l�avons d�ej�a vu un programme lin�eaire en variables binaires� plus g�en�e�
ralement en variables enti�eres� peut 	etre vu comme une disjonction de poly�edres� Malheu�
reusement l�union de poly�edres n�est en g�en�eral pas convexe ce qui ob�ere la r�esolution des
probl�emes d�optimisation� Toutefois si on sait g�en�erer l�enveloppe convexe d�une disjonc�
tion de poly�edres on sait r�esoudre les probl�emes d�optimisation sur un tel domaine� E�
Balas a donn�e dans ses travaux pr�ealablement cit�es les conditions de convexi�cation d�une
disjonction� Ces conditions sont pr�ecis�ees par le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme ���� Soit fPi � fx � IRnj Aix � big� i � Ig un ensemble de poly�edres non

vides	 Alors conv�
�
i�I

Pi� est l�ensemble des vecteurs x � IRn pour lesquels il existe des

vecteurs �yi� y
i
�� � IRn 	 IR� tels que �

x �
X
i�I

yi

Aiyi � biy
i
� �i � I

yi� � ��
X
i�I

yi� � �


�����
�����

�����

Preuve �

$ Montrons que x � conv�
�
i�I

Pi� �� x satisfait ����

Dire que x � conv�
�
i�I

Pi� c�est dire que x peut s��ecrire comme combinaison lin�eaire

convexe d��el�ements de
�
i�I

Pi� Posons x �
X
i�I

�izi� �i � ��
X
i�I

�i � �� zi � Pi �i � I �

Dire que zi � Pi signi�e que Aizi � bi soit en multipliant par �i � � cette in�egalit�e
�iAizi � Ai�izi � �ibi� Si on pose yi � �izi et yi� � �i on a d�etermin�e des vecteurs
�yi� y

i
��� �i � I tels que �yi� y

i
�� et x satisfont ����

��
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$ Montrons que si x et �yi� yi��� �i � I satisfont ��� alors x � conv�
�
i�I

Pi��

Par hypoth�ese � Aiyi � yi�bi donc si yi� �� � on a �
yi
�

Aiyi � bi� y
i
� � ��

X
i�I

yi� � � et

x �
X
i�I

yi� posons zi � �
yi
�

yi� Clairement zi � Pi �i � I � De plus nous pouvons �ecrire

que x �
X
i�I

yi�zi� x est combinaison lin�eaire convexe des zi�

Ces travaux concernant la programmation disjonctive ont �et�e repris par E� Balas� S� Ceria
et G� Cornu�ejols pour la r�esolution des probl�emes en variables mixtes� ils sont largement
pr�esent�es au chapitre ��

����� Treillis et corps convexes

Les m�ethodes de r�esolution des programmes lin�eaires en nombres entiers que nous
avons vues jusqu��a pr�esent sont des m�ethodes qui peuvent 	etre quali��ees de duales� Duales
en ce sens que le point courant n�est pas une solution du probl�eme� les contraintes d�in�
t�egrit�e �etant en g�en�eral viol�ees� mais une solution du probl�eme relax�e� Lorsqu�un point �a
coordonn�ees enti�eres est atteint il est solution optimale du probl�eme en nombres entiers�
C�et notamment ce que nous avons vu avec la m�ethode de Gomory� Toutefois on peut ima�
giner une autre approche de la programmation lin�eaire en nombre entiers� cette approche
prenant plus en compte la nature discr�ete du probl�eme �a r�esoudre� Ce serait une m�ethode
primale en ce sens qu��a chaque �etape de l�algorithme la solution courante v�eri�erait l�en�
semble des contraintes� y compris celles d�int�egrit�e� Cette approche de la programmation
lin�eaire en nombres entiers a fait lobjet de nombreux travaux et permis d��etablir certains
r�esultats essentiels tels celui de H� Lenstra� ����� montrant que la programmation lin�eaire
en variables enti�eres peut 	etre r�esolue en temps polynomial lorsque le nombre de variables
est �x�e� Citons encore celui de W� Cook� J� Fonlupt et A� Schrijver������ o�u il est montr�e
que toute solution d�un programme en variables enti�eres peut s�exprimer comme combi�
naison lin�eaire �a coe�cients entiers strictement positifs d�un nombre polynomial� �n � ��
de vecteurs pris parmi les g�en�erateurs du poly�edre sur lequel est d�e�ni le programme� Un
ensemble de vecteurs �a coordonn�ees enti�eres tel que tout vecteur �a coordonn�ees enti�eres
peut s��ecrire comme combinaison lin�eaire des vecteurs de cet ensemble dont les coe�cients
sont des entiers naturels est appel�e base de Hilbert� Cette notion fut introduite par R� Giles
et W� Pulleyblank� ����� Cette notion est importante pour l�approche primale que nous
voulons pr�esenter mais aussi pour l�algorithmique combinatoire� Les algorithmes d��elimi�
nation de cycles de co	uts moyens n�egatifs sont parmi les plus connus pour r�esoudre les
probl�emes de 
ots  il existe un ensemble de cycles ind�ependants qui forment une base de
Hilbert pour les 
ots� K� Aardal� R� Weismantel et L� Wolsey ont dress�e un �etat de l�art
concernant ces approches dans ����Par ailleurs R� Weismantel a d�evelopp�e cette approche
dans �����
Consid�erons un programme lin�eaire en variables enti�eres �

Plne � Minfctxj Ax � b� x entierg�
Etant donn�e x� un point particulier de fAx � b� x entierg et x un point quelconque de
cet ensemble� consid�erons le vecteur y � x� � x � L � fxj Ax � �� x entierg� il est connu
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qu�un tel ensemble forme un treillis et peut se r�e�ecrire de la mani�ere suivante �

L � fxj x � B�� � entierg
o�u B est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs �a composantes enti�eres g�en�erant
L� Si B est un ensemble de colonnes minimum il appel�e base de Hilbert de L� On peut
toujours supposer que c � � et qu�au moins une de ses composantes est non nulle� La
matrice D de terme g�en�erique Dii � ci� Dij � �� i �� j est d�e�nie positive et induit une

norme � k x kD�
p
xtDx� On peut alors s�int�eresser au probl�eme qui consiste �a trouver le

vecteur x � L qui minimise k x kD� si x � f�� �gn alors ctx � xtDx� Il a �et�e conjectur�e
que ce probl�eme� connu sous le nom de plus (court) vecteur d�un treillis� est NP�complet�
Nous allons voir comment on peut malgr�e tout approcher ce probl�eme en prenant le plus
petit� au sens de la norme� vecteur parmi ceux qui composent une base r�eduite du treillis�

R�eduction de base d�un treillis

On d�e�nit det�L� comme le d�eterminant d�une matrice dont les vecteurs colonnes
forment une base du treillis L� on a alors det�L� 
 Qn

i�� k bi k quelque soit la base
fb�� � � � � bng� Par ailleurs Ch� Hermite� ����� montra que pour tout treillis il existe une base
fb�� � � � � bng telle que

Qn
i�� k bi kD
 c 	 det�L� o�u c ne d�epend que de la dimension du

treillis� Nous allons voir l�algorithme de L� Lov�asz qui permet de d�eterminer une base qui
satisfait cette deuxi�eme in�egalit�e pour une valeur de c qui n�est pas la meilleure connue mais
pour c� � �n�n���

�

� � ����� Soit fb�� � � � � bng une base du treillis L� Dans une premi�ere �etape
l�algorithme de L� Lov�asz calcule une orthogonalisation de Gram�Schmidt des vecteurs
b�� � � � � bn �

b�� � b�� b
�
j � bj �

j��X
k��

�jkb
�
k� �jk �

btjDb
�
k

k b�k k�

Remarque � Le vecteur b�j est orthogonal� au sens de la matrice D� au sous�espace engendr�e
par les vecteurs b��� � � � � b�j�� et donc les vecteurs de l�orthogonalisation de Gram�Schmidt
sont orthogonaux deux �a deux� Un multiplicateur �jk est nul si et seulement si les vecteurs
b�k et bj sont orthogonaux�
Une base sera dite r�eduite si les deux conditions suivantes sont satisfaites �

j�jk j 
 �
� �k� �j � f�� � � � � ng� k � j �����

k b�j � �j�j��b�j�� k�� 	

 k b�j�� k� �j � f�� � � � � ng �����

�����

La condition ����� est satisfaite si bj et b�k sont quasi orthogonaux ou si la composante de
bj suivant b�k est petite� Si cette condition est viol�ee on remplace bj par bj � d�jk � �

�ebk�
Supposons que la condition ����� soit satisfaite� il se peut alors que nous ayons un premier
vecteur qui soit assez grand puis un deuxi�eme petit relativement au premier et ainsi de
suite� A�n d��eviter ce fait la condition ����� est impos�ee� Si cette derni�ere est viol�ee on
�echange bj et bj��� puis on recalcule une orthogonalisation de Gram�Schmidt� On it�ere le
processus jusqu��a ce que les deux conditions soient v�eri��ees�

Th�eor�eme ���
 
Lov�asz� Soit fb�� � � � � bng une base r�eduite du treillis L � IRn	 Alors �

det�L� 

nY

j��

k bj k
 c� 	 det�L�� avec c� � �n�n���
�
� 	

��
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Corollaire ��� Soit fb�� � � � � bng une base r�eduite du treillis L � IRn que nous supposons
ordonn�ee de sorte que k bn k� Maxfk bj k j � f�� � � � � ng	 Soit H le sous�espace engendr�e
par les vecteurs b�� � � � � bn�� et h la distance de bn �a H	 Alors �

�
c�
k bn k
 h	 k bn k

L�algorithme de L� Lov�asz fut g�en�eralis�e �a tout type de distance en ���� par L� Lov�asz et
H�E� Scarf� �����

R�eduction de base et programmation enti�ere

Nous allons voir ici l�algorithme de H�W� Lenstra� ����� pour la programmation lin�eaire
en nombres entiers� On d�emontre ainsi que la programmation lin�eaire en nombres entiers
peut 	etre r�esolue en temps polynomial si le nombre de variables est �x�e�
L�id�ee centrale des algorithmes de programmation lin�eaire en variables enti�eres utilisant
l�algorithme de r�eduction de base est qu�un treillis est contenu dans des hyperplans pa�
rall�eles et d�enombrables� Pour d�eterminer si un poly�edre contient un vecteur dont les
coordonn�ees sont enti�eres on peut �enum�erer ces hyperplans� A�n d��eviter un arbre d��enu�
m�eration trop important on calcule une repr�esentation des hyperplans du treillis telle que
la distance entre eux ne soit pas trop petite� Pour ce faire on emploie l�algorithme de
r�eduction de base�
Soit P � fxj Ax 
 bg� la question qui nous int�eresse est de savoir si P contient un vecteur
�a composantes enti�eres� H�W� Lenstra observa que si le poly�edre est (�n) le cas est d�efa�
vorable car il peut 	etre (coinc�e) entre un grand nombre d�hyperplans� Aussi sugg�era�t�il
d�e
ectuer une transformation lin�eaire qui a pour e
et de l�en
er� Soit B�p� z� � fxj k
x�p k
 zg la boule de centre p et de rayon z� La transformation� � � appliqu�ee au poly�edre
P est construite de sorte que B�p� r� � ��P � � B�p� R� avec p � ��P � et R

r

 c��� On doit

aussi appliquer la transformation � au treillis L� la question devient alors ��L� � ��P �
est�il vide% Supposons L isomorphe �a Zn� on peut alors remarquer que f��e��� � � � � ��en�g
est une base de L mais que les vecteurs de cette base ne sont pas orthogonaux et qu�ils
peuvent 	etre grands� C�est ici qu�intervient la r�eduction de base�

Lemme ��� 
Lenstra� Soit fb�� � � � � bng une base du treillis L	 Alors pour tout x � IRn

il existe y � L tel que �

k x� y k�
 �



nX
j��

k bj k�

Posons L� � ��L� et consid�erons fb�� � � � � bng une base r�eduite de L� telle que �

det�L�� 

nY

j��

k bj k
 c� 	 det�L��

De plus supposons les vecteurs de la base index�es de sorte que k bn k� Maxfk bj k j �
f�� � � � � ngg� Le lemme �etant vrai quelque soit x � IRn il est vrai en particulier pour x � p�
on peut donc trouver y � L� tel que �

k p� y k�
 �



nX
j��

k bj k�
 �

�
n k bn k�
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Si y � ��P � alors nous avons une r�eponse �a notre question� si y �� P nous savons que
y �� B�p� r� car cette boule est totalement contenue dans ��P �� partant de l�a on peut dire
que la distance �a p est plus grande que le rayon de la boule� aussi �

r �k p� y k
 �
�

p
n k bn k

Maintenant on cr�ee t sous�probl�emes en consid�erant les intersections du poly�edre ��P �
avec t hyperplans contenant le treillis L� Chaque sous�probl�eme est repr�esent�e par un
n"ud dans l�arbre d��enum�eration� l�int�egralit�e du processus est r�ep�et�e en chaque n"ud �
transformation� r�eduction de base et branchement� La profondeur de l�arbre d��enum�eration
cr�e�e par ce processus r�ecursif est au plus n car la dimension des sous�probl�emes d�ecro	�t de
� �a chaque niveau� Nous allons voir que le nombre de n"uds pr�esent �a un niveau donn�e
est polynomialement born�e par une grandeur qui ne d�epend que de la dimension� Soit H
l�hyperplan engendr�e par les vecteurs b�� � � � � bn�� et h la distance de cet hyperplan �a bn�
L�� le treillis dont une base est fb�� � � � � bn��g� ainsi peut�on �ecrire le treillis L de la mani�ere
suivante �

L � L�� & Zbn � H & Zbn �
�
k�Z

�H & kbn�

Le treillis L est donc contenu dans un ensemble d�enombrable d�hyperplans� la distance
entre deux hyperplans cons�ecutifs est h que nous savons born�e par le corollaire ���� A�n de
d�eterminer quel est le nombre maximum d�hyperplans qui intersectent P on lui substitue
la boule B�p� R�� si t est le nombre d�hyperplans qui interesctent cette boule on a t�� 
 �R

h

par ailleurs nous savons que �R 
 �rc� � c�
p
n k bn k et h � �

c
k bn k il vient alors que

t � � 
 �R
h
� cc�

p
n�

Base de Hilbert et syst�emes TDI

Pour �nir ce rapide tour d�horizon sur le r	ole des bases de Hilbert en programmation
enti�ere nous analysons succinctement la connexion entre ce concept et celui de syst�eme
d�in�egalit�es TDI�
La relation de dualit�e forte �

Maxfctxj Ax 
 bg � Minfytbj y � �� ytA � cg
et la d�e�nition de syst�emes TDI que nous avons vu pr�ec�edemment nous permettent d��enon�
cer le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme ���� Le syst�eme d�in�egalit�es Ax 
 b est TDI si et seulement si pour toute face
F du poly�edre P � fxj Ax 
 bg les vecteurs lignes de A qui correspondent aux contraintes
serr�ees d�e�nissant F forment une base de Hilbert	

Preuve �

�� N�ecessit�e de la condition�
Consid�erons une face F de P � fxj Ax 
 bg� soit a�� � � � � ak les lignes de A qui
correspondent aux contraintes serr�ees d�e�nissant F � Soit c � c	one�fa�� � � � � akg��Zn�
Par hypoth�ese Ax 
 b est TDI aussi le Min de la relation de dualit�e a une solution
optimale enti�ere� ce qui montre que c peut s��ecrire comme combinaison lin�eaire �a
coe�cients dans IN des vecteurs a�� � � � � ak�
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�� Su�sance de la condition�
Soit c tel que Maxfctxj Ax 
 bg � Minfytbjy � �� ytA � cg � � soit �ni� Soit F
une face minimale de P telle que �x � F on atteint l�optimum du Max� Alors si
a�� � � � � ak sont les lignes de A correspondant aux contraintes qui d�e�nissent F� c �
c	one�fa�� � � � � akg�� Par hypoth�ese fa�� � � � � akg est une base de Hilbert donc c �
kX
i��

�iai� En compl�ementant le vecteur ���� � � � � �k�
t par des � on obtient un vecteur

y tel que �

ctx � ytAx � ytb �x � F

y atteint l�optimum du Min� ceci �etant vrai quelque soit c le syst�eme Ax 
 b est
TDI�

Nous achevons ainsi cette revue des r�esultats concernant la programmation lin�eaire et la
programmation lin�eaire en nombres entiers qui nous ont paru les plus importants et qui�
nous le pensons� justi�ent les choix des probl�emes que nous avons �etudi�es�
Apr�es avoir introduit la programmation semi�d�e�nie positive nous pr�esentons les appli�
cations les plus marquantes qui en ont �et�e faite en optimisation combinatoire et nous
exposons un travail que nous f	�mes sur les 
ots avec des contraintes de longueur des che�
mins� ces longueurs �etant exprim�ees par des fonction SDP�repr�esentables�
Dans un deuxi�eme temps nous exposons la construction de L� Lov�asz et A� Schrijver�
����� permettant de g�en�erer l�enveloppe convexe de points �a coordonn�ees ���� Puis nous
montrons comment nous avons pu d�eriver de cette construction un algorithme de coupes
poly�edrales�
La construction de L� Lov�asz et A� Schrijver repose sur deux c	ones de matrices� M�K� et
M��K�� dont nous �etudions les bases de Hilbert�
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Chapitre �

Programmation semi�d�e�nie

positive

Ce chapitre consacr�e �a la programmation semi�d�e�nie positive peut 	etre vu comme le
prolongement de l�introduction  nous y retrouvons appliqu�es �a la programmation semi�
d�e�nie positive les concepts essentiels que nous avons expos�es dans le cadre de la program�
mation lin�eaire � s�eparation et dualit�e� Dans un premier temps nous rappelons certaines
propri�et�es des matrices semi�d�e�nies positives et du c	one qu�elles forment� Ensuite nous
donnons une d�e�nition de programme semi�d�e�ni positif  nous montrons comment un pro�
gramme lin�eaire en variables ��� conduit naturellement �a la d�e�nition d�un programme
semi�d�e�ni positif et pourquoi celui�ci consiste en un renforcement de la relaxation lin�eaire�
M� Goemans et L� Tun!cel� ���� ont donn�e des conditions pour que ce renforcement soit
strict� Nous avons vu au chapitre pr�ec�edent l�importance de la dualit�e en programmation
lin�eaire� il en va de m	eme en programmation semi�d�e�nie positive avec toutefois de l�eg�eres
di
�erences� Nous pr�esentons tout d�abord une dualit�e lagrangienne classique appliqu�ee �a
la programmation semi�d�e�nie positive et nous montrons qu�a contrario de la program�
mation lin�eaire l�existence d�une solution du programme dual ne su�t pas �a assurer que
le programme primal poss�ede une solution born�ee atteinte� mais qu�une condition plus
forte est n�ecessaire �condition de Slater� pour assurer la compacit�e du domaine� Nous
insistons sur cette forme de dualit�e en programmation semi�d�e�nie positive car elle nous
servira pour les applications pr�esent�ees au chapitre suivant� Nous pr�esentons toutefois�
br�evement� une forme �etendue de la dualit�e en programmation semi�d�e�nie positive qui
permet de s�a
ranchir des conditions de Slater et fournit une th�eorie exacte de dualit�e
dans ce contexte� Cette forme est �etendue dans le sens o�u le programme semi�d�e�ni positif
est plong�e dans un espace de plus grande dimension que celui des matrices semi�d�e�nies
positives de sorte �a introduire des matrices qui r�esorbent le saut de dualit�e �eventuel� En�n
nous pr�esentons une extension de la programmation semi�d�e�nie positive sur l�espace des
formes sesquilin�eaires hermitiennes�

	�� Le c
one des matrices semi�d�e�nies positives

On note Sn l�espace vectoriel des matrices carr�ees d�ordre n sym�etriques � A � Sn 
�
aij � aji� �i� �j � f�� � � � � ng�
D�e�nition ��� Une matrice A � Sn est dite semi�d�e�nie positive si xtAx � � �x � IRn	
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Soit une matrice A � Sn� alors les trois propositions suivantes sont �equivalentes �

$ A est une matrice semi�d�e�nie positive�

$ Toutes les valeurs propres de la matrice A sont positives ou nulles�

$ Il existe une matrice B carr�ee d�ordre n telle que A � BtB�

La troisi�eme des propositions ci�dessus a pour cons�equence que toute matrice semi�d�e�nie
positive peut s��ecrire comme matrice de Gram� c�est �a dire qu�il existe n vecteurs x�� � � � � xn
tels que aij � xtixj � Par cons�equent les coe�cients de la diagonale d�une matrice semi�
d�e�nie positive sont positifs ou nuls�

Th�eor�eme ��� Upsd� l�ensemble des matrices semi�d�e�nies positives� est un c�one convexe	

Preuve �

$ Soit A � Upsd et � un scalaire positif ou nul� alors �

xt��A�x � ��xtAx� � � 
� ��A� � Upsd

$ Soit A et B � Upsd alors �

�x xt�A & B�x � xtAx & xtBx � � et donc �A & B� � Upsd

Remarque � Le c	one Upsd n�est pas un c	one poly�edral� c�est �a dire qu�il n�est pas g�en�er�e de
mani�ere �nie� Ceci peut se d�eduire directement de la d�e�nition des matrices semi�d�e�nies
positives�

On d�e�nit le produit scalaire des matrices A et B� toutes deux carr�ees d�ordre n� de la
mani�ere suivante �

A �B �
nX
i��

nX
j��

aijbij � tr�AtB�

o�u tr�M� �
nX
i��

mii est la trace de la matrice M � Nous avons vu en ����� ce qu�est le c	one

polaire d�un c	one� G� Vorono�� d�emontra les propri�et�es suivantes �

Th�eor�eme ��� 
Vorono��� Soit K � IRn un c�one ferm�e� alors �

� si K est un c�one poly�edral alors K� est aussi un c�one poly�edral

� Si K est un c�one convexe alors K� l�est aussi et �K��� � K

� si K� et K� sont deux c�ones convexes alors � K� � K� 
� K�
� � K�

�

Th�eor�eme ��� Le c�one Upsd est autopolaire� U�
psd � Upsd	

��



��

Preuve �
Soit A et B � Upsd alors il existe deux matrices carr�ees d�ordre n� X et Y � telles que �

A � X tX et B � Y tY

Le produit scalaire des matrices A et B peut alors s��ecrire de la mani�ere suivante �

A �B � tr�AtB� � tr�ABt� � tr��X tX � � �Y tY �� � tr��XY t� � �Y X t�� � tr�M tM�

en posant M � �Y X t�

Les matrices X et Y �etant carr�ees� la matrice M est carr�ee� aussi la matrice *M � M tM est
une matrice semi�d�e�nie positive� Par d�e�nition on a xt *Mx � � �x � IRn� en particulier
si x � ei� ei �etant le vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf celle d�indice i
qui vaut �� ce qui permet d��ecrire �

eti
*Mei � *mii � �

On peut donc a�rmer que A �B � tr� *M� � � �A et �B � Upsd� ce qui permet de conclure
que Upsd � U�

psd�
Consid�erons une matrice sym�etrique A et supposons que A �� Upsd� alors elle poss�ede au
moins une valeur propre � � �� Etant donn�e que A � Sn elle peut s��ecrire comme suit �

A � PDiag��� ��� � � � � �n�P t

o�u P est une matrice dont les vecteurs colonnes sont deux �a deux orthogonaux et Diag��� ��� � � � � �n�
est la matrice diagonale form�ee avec les valeurs propres de la matrice A� Consid�erons une
matrice B � PDiag��� �� � � � � ��P t� il est clair que B � Upsd� Consid�erons alors le produit
scalaire A �B �

A �B � tr�AtB� � tr�PDiag��� �� � � � � ��P t� � � � �

Ce qui montre que toute matrice ayant une valeur propre strictement n�egative n�appartient
pas �a U�

psd et donc U�
psd � Upsd�

On peut remarquer que le caract�ere semi�d�e�ni positif des matrices induit une relation
d�ordre partiel sur Upsd � A � B si et seulement si A�B est semi�d�e�nie positive ce qu�on
notera dor�enavant A �B � ��

	�� Programme semi�d�e�ni positif

On appelle programme semi�d�e�ni positif un programme lin�eaire d�e�ni sur le c	one des
matrices semi�d�e�nies positives� c�est un programme de la forme �

Sdp �

��
	

Max C �X
Ai �X 
 bi �i � f�� � � � � mg
X � Upsd

��



��

Si les matrices Ai� i � f�� � � � � mg et C sont des matrices diagonales� le programme Sdp
est un programme lin�eaire g�en�erique et la condition X � Upsd peut 	etre remplac�ee par les
contraintes xjj � � �j � f�� � � � � ng� Nous verrons plus loin comment les programmes semi�
d�e�nis positifs permettent de d�e�nir des relaxations de probl�emes en nombres entiers plus
e�caces que leurs relaxations lin�eaires� Un programme semi�d�e�ni positif peut 	etre r�esolu
de mani�ere approch�ee en temps polynomial avec la pr�ecision choisie par un algorithme de
points int�erieurs� voir par exemple ���� �����
Si un programme lin�eaire peut soit �

$ avoir un optimum born�e�

$ avoir un optimum non born�e�

$ ne pas avoir de solution�

Un programme semi�d�e�ni positif peut aussi avoir un optimum born�e qui n�est pas atteint�
Le programme ci�dessous en est un exemple �

Max �x��
� x� � �

� x� �
� � x�

�
A � �

On voit clairement que les solutions possibles sont x� � �� aussi l�optimum de la fonction
objectif est � et celui�ci ne peut pas 	etre atteint�
Consid�erons le probl�eme d�optimisation d�une fonction convexe suivant �

Min
�ctx��

dtx

s�c� Ax & b � �

On suppose que dtx � � pour tous les x tels que Ax & b � �� Comme il est montr�e dans
���� ce programme peut se transformer en programme semi�d�e�ni positif de la mani�ere
suivante� Introduisons tout d�abord une variable y de fa!con �a obtenir une fonction objectif
lin�eaire� on obtient alors �

Min y
s�c� Ax & b � �

�ctx��

dtx

 y

�����

Dire que �ctx��

dtx

 y est �equivalent �a dire que dtxy � �ctx�� � �� ce qui revient �a dire que

le d�eterminant de la matrice M ci�dessous est positif ou nul� celle�ci est donc semi�d�e�nie
positive�

M �

�
y ctx

ctx dtx

�

Le programme ��� se r�e�ecrit alors comme suit �

Min y

s�c�

�
� Diag�Ax& b� � �

� y ctx

� ctx dtx

�
A � �

��
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	�	 Programme semi�d�e�ni positif et variables ���

Nous allons voir maintenant comment construire une relaxation semi�d�e�nie positive
d�un programme lin�eaire en variables �� �� Consid�erons le probl�eme qui consiste �a d�eter�
miner l�optimum d�une fonction objective c sur un ensemble de vecteurs �a coordonn�ees en
��� satisfaisant un ensemble de contraintes� *Ax � b par exemple� Soit K le c	one d�e�ni par
K � fx � IRn��jAx � �g avec A � ��b� *A�� La r�egion de l�espace des vecteurs satisfaisant
les contraintes originelles est d�e�nie par l�intersection de K et de l�hyperplan d��equation
fx � IRn��jx� � �g� De plus on impose aux vecteurs d�	etre �a coordonn�ees en ���� Aussi le
probl�eme �a r�esoudre s��ecrit�il de la mani�ere suivante �

Plne �

�
Min ctx

s�t� x � S � K � fx � IRn��jx� � �g � f�� �gn�� �����

Soit Q le c	one engendr�e par les vecteurs de fx � f�� �gn�� � fxjx� � �gg� On note K� le
c	one polaire de K qui est donc le c	one engendr�e par les lignes de la matrice A � ��b� *A��
Dire que Ax � � c�est dire que �

utx � � �u � K� �����

Soit Q� le c	one polaire du c	one Q� Dire que xi � f�� �g� �i � f�� � � � � ng� x� � � implique
que �

vtx � � �v � Q� �����

Les �equations ��� et ��� permettent d��ecrire �

�utx� � �vtx� � �
�utx� � �xtv� � �
ut�xxt�v � �

�xxt� est une matrice carr�ee Y d�ordre n & � qui satisfait par construction les propri�et�es
suivantes �

$ yij � xixj � xjxi � yji 
� Y � Y t

$ yii � x�i � �

$ utY v � � �u � K�� �v � Q�

Par ailleurs �etant donn�e qu�on veut xi � f�� �g� i � �� � � � � n et que x� � � on peut poser
que x�i � xi � yii et dire que la matrice Y v�eri�e y�� � � et y�i � yi� � yii� De plus dire
que Y � xxt� c�est dire que Y peut s��ecrire comme matrice de Gram et donc Y est une
matrice semi�d�e�nie positive�

D�e�nition ��� On appellera M�K� l�ensemble des matrices Y qui satisfont les trois
premi�eres des propri�et�es ci�dessous et M��K� � M�K�� Upsd	 On peut ais�ement v�eri�er
que M�K� et M��K� sont des c�ones convexes	

� Y � Y t

� diag�Y � � Y e�� o�u diag�Y � est le vecteur form�e par les termes diagonaux de Y

� utY v � � �u � K�� �v � Q�

��
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� Y � Upsd

Lemme ��� Si ei d�esigne le ieme vecteur unit�e et fi � e� � ei� alors Q� est le c�one
engendr�e par les vecteurs ei et fi� i � f�� � � � � ng	

Preuve �
Par construction Q � c	one�fx � f�� �gn�� � fxjx� � �g� � c�est��a�dire que si x � Q on a �

x � e� &
nX
i��

�iei� �i � � �if�� � � � � ng

D�autre part dire que u � Q� c�est dire que utx � �� �x � Q� soit encore �

ut�e� &
nX
i��

�iei� � ute� & ut�
nX
i��

�iei�

� u� &
nX
i��

�iui

� u� &
X
ijui��

�iui &
X
ijui	�

�iui � �

�����

Si u � c	onefei� fig alors il peut s��ecrire u �
nX
i��

�ifi &
nX
i��

�ieiavec �i � � et �i � �� on a

alors �

utx � �
nX
i��

�ifi &
nX
i��

�iei�
t�e� &

nX
i��

�iei�

�
nX
i��

�if
t
i e� &

nX
i��

�ie
t
ie� &

nX
i��

nX
j��

�if
t
i�jej &

nX
i��

nX
j��

�ie
t
i�jej

Par d�e�nition des fi on a f ti e� � �� etie� � �� �i �� �� f ti ej � � si i �� j� etiej � � si i �� j

et etiei � �� aussi peut�on r�e�ecrire l��equation ci�dessus sous la forme suivante �

utx �
nX
i��

�i �
nX
i��

�i�i &
nX
i��

�i�i �����

En identi�ant terme a terme les deux expressions de utx des equations ��� et ���� on peut
alors poser �

$ �i � �ui si ui � � et � sinon

$ �i � ui si ui � � et � sinon

$ u� �
nX
i��

�i

Ceci montre que si u � Q� alors u peut s��ecrire comme combinaison lin�eaire positive des
vecteurs ei et fi et donc Q� � c	onefei� fig� Montrer que c	onefei� fig � Q� est imm�ediat�

��
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A�n de renforcer notre d�e�nition de la relaxation semi�d�e�nie positive d�un programme
lin�eaire en nombres entiers nous allons �enoncer quelques propri�et�es suppl�ementaires des
coe�cients des matrices de M�K� et M��K�� De plus nous supposerons toujours que le
c	one K est inclus dans le c	one Q� cette hypoth�ese se fait sans perte de g�en�eralit�e car nous
cherchons �a r�esoudre un probl�eme d�optimisation sur des vecteurs �a composantes ���� donc
si K �� Q on peut toujours remplacer K par K � Q�

Lemme ��� Si K � Q� la matrice Y �M�K� telle que d�e�nie en �	� v�eri�e les propri�et�es
suivantes �


	 yij � � �i� �j
�	 yij 
 yii � y�i 
 y��

�	 yij � yii & yjj � y��

Preuve �
Par hypoth�ese K � Q et donc Q� � K�� d�autre part on sait que Q� �c	onefei� fig et que
Y v�eri�e utY v � � �u � K�� �v � Q� donc en particulier pour les vecteurs de K� qui
sont dans Q�� et donc pour les rayons extr	emes de ce c	one� on peut alors �ecrire �

etiY ej � yij � �

Les points � et � du lemme se d�emontrent de fa!con similaire�

On peut alors d�e�nir une relaxation semi�d�e�nie positive de ����� de la mani�ere suivante �

Sdne �

������������
����������	

Min ctdiag�Y �
Diag�Ai� � Y � bi

y�� � �
yij � �
yij 
 yii
yij � yii & yjj � y��

diag�Y � � Y e�
Y � �

o�u Diag�Ai� est la matrice diagonale form�ee avec les coe�cients de la ligne i de la matrice
A� Ces r�esultats d�e�nissant une relaxation semi�d�e�nie positive d�un programme lin�eaire
en nombres entiers sont expos�es d�une mani�ere di
�erente dans �����

	�
 Le lemme de Farkas �etendu

Le lemme de Farkas donne dans le cas lin�eaire les conditions d�existence d�une solution �a
un syst�eme d�in�egalit�es� Nous allons voir comment il peut 	etre �etendu �a la programmation
semi�d�e�nie positive� Le lemme de Farkas ne peut pas 	etre adapt�e au cas semi�d�e�ni
positif sans adjoindre de conditions suppl�ementaires� Nous devons nous assurer que le
c	one K � fAi � X  X � �g est un ferm�e� Il est montr�e dans ��� que K est ferm�e s� il

existe y � IRm tel que
mX
i��

yiAi � �� Ce fait est �a mettre en relation avec le th�eor�eme de

��
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Weierstrass et est illustr�e par l�exemple o�u l�optimum du programme est born�e mais non
atteint�

Lemme ��� 
Farkas� Consid�erons m matrices Ai et un vecteur b � IRm	 Soit y � IRm

un vecteur tel que
mX
i��

yiAi � �	 Alors il existe une matrice X � Upsd telle que Ai �X �

bi� �i � f�� � � � � mg si et seulement si ytb � � pour tout vecteur y tel que
mX
i��

yiAi � �	

Preuve �

�� �X � Upsd telle que Ai � X � bi� �i � f�� � � � � mg �� ytb � �� �y tel que
mX
i��

yiAi � �� Par hypoth�ese
mX
i��

yiAi � � et X � Upsd� le c	one Upsd �etant autopolaire

on peut �ecrire �

mX
i��

yiAi �X � ytb � �

�� �X � Upsd telle que Ai � X � bi� �i � f�� � � � � mg 
� ytb � �� �y tel que
mX
i��

yiAi � �� Supposons que le syst�eme Ai � X � bi� X � Upsd� �i � f�� � � � � mg
n�ait pas de solution� Alors il existe un hyperplan qui s�epare strictement le vecteur
b du c	one fc j ci � Ai �X  X � �g  c�est��a�dire qu�il existe un vecteur y tel que �

ytb � � et ytc �
mX
i��

yiAi �X � � �X � �

ce qui implique que la matrice
mX
i��

yiAi est semi�d�e�nie positive� d�o�u une contradic�

tion�

	�� La dualit�e en programmation semi�d�e�nie positive

Un programme semi�d�e�ni positif pouvant 	etre assimil�e �a un programme lin�eaire sur
le c	one Upsd il est naturel de rechercher� comme en programmation lin�eaire� des relations
de dualit�e� Le lecteur pourra trouver un expos�e complet sur la dualit�e en programmation
semi�d�e�nie positive dans �����
Consid�erons le couple de programmes semi�d�e�nis positifs suivant �

Sdp �

��
	

Max C �X
s�c� Ai �X � bi �i � f�� � � � � mg

X � Upsd

Dsdp �

���
�	

Min ytb

s�c�

mX
i��

yiAi � C � �

��
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Avant d�aborder la dualit�e nous allons voir une condition de r�egularit�e� condition de Slater�
qui lorsqu�elle est satisfaite nous permettra d��etablir un th�eor�eme de dualit�e forte� Cette
condition a d�ej�a �et�e entrevue lors de l�extension �a la programmation semi�d�e�nie positive
du lemme de Farkas�

Lemme ��	 
Slater� Si il existe y � IRm tel que
mX
i��

yiAi � �� alors le programme Sdp

a um optimum born�e	

Preuve �
Supposons qu�il existe une solution strictement r�ealisable du programme dual Dsdp � S �
mX
i��

yiAi � C � �� Consid�erons une solution X de Sdp telle que C �X � v� on a alors �

X � S � ytb� C �X 
 ytb� v

Soit �min la plus petite des valeurs propres de S� �etant donn�e que S � � on peut dire que
�min � � et que S � �minId� Aussi peut�on �ecrire que �

�minX � Id 
 X � S 
 ytb� v 
� X � Id 
 ytb�v
�min

La somme des termes diagonaux de X est donc born�ee� aussi peut�on a�rmer que toutes
les solutions de Sdp sont born�ees�

Nous allons maintenant �etablir dans ce contexte les relations de dualit�e qui lient les pro�
grammes Sdp et Dsdp�

Th�eor�eme ��	 
Dualit�e faible� Supposons que les deux programmes semi�d�e�nis positifs
ci�dessus aient des solutions r�ealisables� alors �

C �X 
 ytb

Preuve �
Par le lemme de Farkas on sait que le programme Sdp admet une solution si et seulement

si ytb � � pour tout vecteur y tel que
mX
i��

yiAi � �� Par hypoth�ese Sdp admet une solution

alors �

ytb � �
mX
i��

yiAi� �X � �

Par ailleurs dire que
mX
i��

yiAi �C � � c�est dire que �
mX
i��

yiAi � C� �X � �� �X � Upsd et

donc en particulier pour les X solution de Sdp� on peut alors �ecrire �

ytb � �
mX
i��

yiAi� �X � �

�
mX
i��

yiAi � C� �X � �


�����
�����

�� ytb � C �X

��
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Nous allons voir que sous l�hypoth�ese que le primal et le dual soient tous deux d�e�nis
sur un c	one ferm�e� il existe un th�eor�eme de dualit�e forte en programmation semi�d�e�nie
positive�

Th�eor�eme ��� 
Dualit�e forte� Soit zmax et zmin les optima respectifs de Sdp et Dsdp	

Supposons qu�il existe un vecteur y � IRm tel que
mX
i��

yiAi � �� alors zmax � zmin	

Preuve �
Supposons que zmax � zmin� alors le syst�eme �

Max C �X � zmin

Ai �X � bi �i � f�� � � � � mg
X � Upsd

n�a pas de solution� Aussi le lemme de Farkas �etendu �a la programmation semi�d�e�nie
positive nous permet de dire qu�il existe un vecteur �y�� y� � IRm�� tel que �

y�C &
mX
i��

yiAi � � et y�zmin & ytb � � �����

Si y� � �� alors ��� est �equivalent �a
mX
i��

yiAi � � et ytb � �� Ce qui signi�e que Sdp n�a

pas de solution� ce qui est contraire aux hypoth�eses�

Si y� � � on a C & �
y�

mX
i��

yiAi � � et zmin & �
y�

�ytb� � �� ce qui signi�e que zmin n�est pas

solution optimale de Dsdp�
Si y� � � alors en divisant ��� par �y� on obtient �

�C � �
y�

mX
i��

yiAi � � et �zmin � �
y�

�ytb� � �

l�in�egalit�e stricte nous permet d�a�rmer qu�il existe � � � tel que �

� C � �

y�

mX
i��

yiAi � � et � zmin � �

y�
�ytb� � �� �����

Par hypoth�ese zmin est la valeur optimale de Dsdp aussi il existe ymin tel que �

C �
mX
i��

ymin
i Ai � � et zmin � btymin � � �����

En additionnant ��� et ��� on obtient �

�
mX
i��

�
yi
y�

& ymin
i �Ai � � et �� y

y�
& ymin�tb � �

ce qui� avec le lemme de Farkas� permet de dire que Sdp n�a pas de solution� L�hypoth�ese
zmax � zmin conduit �a une contradiction et comme par le th�eor�eme de dualit�e faible
zmax 
 zmin on peut conclure que zmax � zmin�

��
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	�� Conditions d��ecarts compl�ementaires

Le th�eor�eme de dualit�e forte vu pr�ec�edemment nous permet d��ecrire que si X et y sont
des optima respectivement de Sdp et Dsdp �

C �X �
mX
i��

yiAi �X � ytb ������

Les conditions d��ecarts compl�ementaires peuvent prendre deux formes �

��
mX
i��

yi�Ai �X�bi� � �� nous retrouvons ainsi une condition d��ecarts compl�ementaires

sous forme classique� une variable strictement positive de Dsdp correspond �a une
contrainte serr�ee de Sdp�

�� �
mX
i��

yiAi � C� �X � ��

	�� Dualit�e �etendue en programmation semi�d�e�nie positive

Nous avons vu pr�ec�edemment que l�obtention d�un th�eor�eme de dualit�e forte suppose
l�observation de condition de r�egularit�e� condition de Slater� ceci est induit par la d�e�ntion
du programme dual� L�exemple suivant montre qu�avec cette d�e�nition de la dualit�e il peut
exister un saut de dualit�e bien que les optima respectifs du primal et du dual soient born�es
et atteints� Consid�erons le programme semi�d�e�ni positif suivant �

Max x��
� �� x� � �

� �x� �x�
� �x� �

�
A � �

En utilisant la propri�et�e de diagonale dominance des matrices semi�d�e�nies positives on
peut voir que la solution optimale de ce programme est �� Son programme dual s��enonce
comme suit �

Min �u�
s�c u��� � �

u�� & �u�	 � �
U � �

Etant donn�e que u�� � � par la diagonale dominance des matrices semi�d�e�nies positives
on a u�	 � � et donc u�� � �� aussi la valeur optimale du programme dual est �� On voit
donc que si la condition de Slater n�est pas v�erif�ee on peut avoir un saut de dualit�e non nul
bien que le primal et le dual aient des optima respectifs born�es et atteints� Pour obvier cet
inconv�enient V� Ramana� ����� a d�e�ni un programme dual �etendu de la mani�ere suivante�
Consid�erons un programme primal �

Max ctx

s�c

mX
i��

xiAi � A�

��
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Son programme dual est alors d�e�ni par �

Min A� � �U & Wm�
s�c� Ai � �U & Wm� � ci� �i � f�� � � � � mg

Ai � �Uj & Wj��� � �� �i � f�� � � � � mg� �j � f�� � � � � mg
Uj � WjW

t
j � �j � f�� � � � � mg

U � �
W� � �

L�auteur montre que si � est r�ealisable pour le programme primal on a A� � Uj � � et

A� �Wj � �� �j � f�� � � � � mg� et �A��
mX
i��

xiAi� �Uj � � et �A��
mX
i��

xiAi� �Wj � �� Aussi

la contribution de la matrice Wm �a la fonction objective est nulle� elle va jouer le r	ole de
matrice d��ecart� absorbant le saut de dualit�e� Si nous �ecrivons le programme dual �etendu
dans le cas de l�exemple pr�ec�edent nous obtenons �

Min A� � �U & W��
s�c� A� � �U & W�� � �

A� � �U & W�� � �
A� � �U� & W�� � �
A� � �U� & W�� � �
A� � �U� & W�� � �
A� � U� � �
A� � U� � �
A� � U� � �
U� � W�W

t
�

U� � W�W
t
�

U � �

Avec �

A� �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A� A� �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A et A� �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A

On peut voir que U � U� � W� � �� U� � e	e
t
	 et W� � e	e

t
� est une solution du

programme dual� la valeur de la fonction objective est alors nulle� aussi par le th�eor�eme
de dualit�e faible nous pouvons a�rmer que cette solution est optimale� Le th�eor�eme de
dualit�e obtenu par V� Ramana en d�e�nissant ainsi le programme dual est le suivant �

Th�eor�eme ��
 
Ramana�


	 Si x est primal r�ealisable et si �U�W � est dual r�ealisable alors �

ctx 
 A� � �U & W ��

�	 Si le probl�eme primal admet une solution r�ealisable alors sa valeur optimale est
born�ee si et seulement si le probl�eme dual admet une solution r�ealisable	

�	 Si le probl�eme primal et le probl�eme dual admettent tous deux une solution r�ealisable
alors leurs valeurs optimales sont �egales	
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�	 Si les valeurs optimales tant du probl�eme primal que du probl�eme dual sont �nies
alors ce dernier atteint sa valeur optimale	

Cette d�e�ntion de la dualit�e forte ainsi que les limites de la dualit�e lagrangienne sont
aussi expos�ees dans ����� Ainsi poss�ede�t�on d�une th�eorie de dualit�e en programmation
semi�d�e�nie positive tout �a fait semblable �a celle que nous connaissons en programmation
lin�eaire�

	�� Programmation math�ematique et formes hermitiennes

Nous allons voir comment la programmation semi�d�e�nie positive s��etend sur les es�
paces vectoriels dont le corps de r�ef�erence est jC le corps des nombres complexes� M� Goe�
mans et D� Williamson ont montr�e dans ���� comment utiliser le fait que l�unit�e poss�ede n
racines nieme distinctes dans jC pour mod�eliser des probl�emes d�optimisation combinatoire
dont la solution peut pr�esenter n choix� par exemple la n�coupe de poids maximum d�un
graphe� Cette application sera d�evelopp�ee au chapitre suivant�

D�e�nition ��� Soit E un espace vectoriel dont le corps de r�ef�erence est jC et h une
forme bilin�eaire� h est dite sesquilin�eaire si elle v�eri�e �

� �x � E h�x� ��y� & ��y�� � ��h�x� y�� & ��h�x� y��� �y�� y� � E� ���� �� � jC �

� �x�� x� � E� ���� �� � jC h���xx� & ��x�� y� � '��h�x�� y� & '��h�x�� y�	

Une forme sesquilin�eaire h est dite hermitienne si ��x� y� � E 	E on a h�x� y� � 'h�y� x�	

Associons �a une forme hermitienne h d�e�nie sur E un espace vectoriel de dimension n une
matrice n 	 n A � �akl�� de la d�e�nition de forme hermitienne on d�eduit ais�ement que �

$ A � 'At � �'akl�
t  

$ A � Re�A� & Im�A� o�u Re�A� � �Re akl� est une matrice sym�etrique et Im�A� �
�Im akl� est une matrice antisym�etrique�

Un matrice A associ�ee �a une forme hermitienne sera dite matrice hermitienne� on notera
Hn l�espace des matrices hermitiennes� Un forme hermitienne h est dite d�e�nie si h�x� 'x� �
� �� x � �� elle est dite positive si �x � E h�x� 'x� � ��

Lemme ��� Soit A � Hn la matrice associ�ee �a la forme hermitienne h alors la forme
quadratique h�x� 'x� � 'xAx a ses valeurs dans IR	 De plus toutes les valeurs propres de la
matrices A sont r�eelles	

Preuve �
Etant donn�e que A � Hn on peut �ecrire A � Re�A� & Im�A�� Re�A� �etant sum�etrique et
Im�A� �etant sym�etrique� La forme quadratique peut se r�e�ecrire de la mani�ere suivante �

'xAx � 'xRe�A�x& 'xIm�A�x � IR

En �ecrivant A dans la base de ses vecteurs propres on obtient A � P��Diag�+�P� P
�etant une matrice orthogonale et + le vecteurs des valeurs propres de A� Aussi la forme
quadratique associ�ee �a h peut s��ecrire 'xAx � 'xP��Diag�+�Px� ce qui permet de conclure
que toutes les valeurs propres de A sont r�eelles�

��



��

Corollaire ��� Soit h une forme hermitienne d�e�nie positive et A la matrice qui lui est
associ�ee� alors toutes les valeurs propres de A sont strictement positives	 A est alors dite
d�e�nie positive	

Les formes hermitiennes induisent un produit scalaire d�e�ni par u � v � h�u� 'v� � 'vAu� en
particulier si A � Id on obtient u � v � 'vtu� Par ailleurs on peut voir que si A � Hn les
quatre propositions suivantes sont �equivalentes �

$ 'xtAx � �� �x � jC  

$ toutes les valeurs propres de A sont r�eelles et positives ou nulles  

$ il existe une matrice B � Hn telle que A � B 'Bt  

$ il existe n vecteurs vk � jCn tels que akl � vk � vl�
Une telle matrice A � Hn est dite semi�d�e�nie positive� Ainsi retrouve�t�on des propri�et�es
semblables �a celles vues pour les matrices semi�d�e�nies positives �a coe�cients r�eels� On
peut maintenant d�e�nir un programme semi�d�e�ni positif sur l�espace des matrices her�
mitiennes� Soit C � Hn et m matrices Aj et un vecteur b � jC� un programme semi�d�e�ni
positif sur l�espace Hn est de la forme �

Csdp �

����
��	

Max C �X
s�t� Aj �X 
 bj

X � Hn

X � �

Nous allons voir maintenant qu�un tel programme se r�eduit polynomialement �a un pro�
gramme semi�d�e�ni positif d�e�ni sur les matrices sym�etriques �a coe�cient r�eels et donc
qu�il peut se r�esoudre avec un facteur d�erreur � en temps polynomial de la dimension de
l�espace sur lequel il est d�e�ni�
Consid�erons la transformation � d�e�nie comme suit �

� � Hn �� S�n

X �� ��X� �

�
Re�X� �Im�X�
Im�X� Re�X�

�

o�u S�n d�esigne l�espace des matrices sym�etriques d�ordre �n� On peut remarquer que �

$ ��X� est une matrice sym�etrique car Re�X� est une matrice sym�etrique et Im�X�
est une matrice antisym�etrique  

$ la transformation � est lin�eaire�

Lemme ��
 ��A� � ��B� � �A �B
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Preuve �

��A� � ��B� � tr���B�t��A��

� tr

� �
Re�B� Im�B�
�Im�B� Re�B�

��
Re�A� �Im�A�
Im�A� Re�A�

� �
� �tr�Re�B�Re�A� & Im�B�Im�A��
� �tr�BtA�
� �A �B

Consid�erons maintenant le programme d�e�ni sur S�n de la mani�ere suivante �

Sdp �

������������
����������	

Max ��C� � Y
s�t� ��Aj� � Y 
 �bj �j � f�� � � � � mg�

Ekl �
� �Ekl

�
� Y � � �k� l � f�� � � � � ng�

� Ekl

Ekl �

�
� Y � � �k� l � f�� � � � � ng

Y � S�n
Y � �

Th�eor�eme ��� Soit X une solution du programme Csdp� alors ��X� est une solution du
programme Sdp� de plus la valeur de la fonction objective de Sdp est alors exactement le
double de valeur de la fonction objective de Csdp	
R�eciproquement si Y est une solution de Sdp� alors ����Y � est une solution de Csdp� de
plus la valeur de la fonction objective de Csdp est alors exactement la moiti�e de la valeur
de la fonction objective de Sdp	

Preuve �

$ ��Aj� � ��X� � �Aj �X 
 �bj  

$ ��C� � ��X� � �C �X �

$ X � Hn �� X � Re�X�&iIm�X�� ainsi �etant donn�e que Re�X� � Re�X�t� Im�Y � �
�Im�Y �t et que � est lin�eaire les �ieme et �ieme contraintes sont satisfaites  

$ par construction ��X� � S�n  

$ soit x� le vecteur propre de X associ�e �a la valeur propre �� alors y � �Re�x�� Im�x��t

est le vecteur propre de Y � ��X� associ�e �a la valeur propre �� Par cons�equent si
les valeurs propres de X sont positives ou nulles� celles de Y le sont aussi�

Ainsi nous avons montr�e que Csdp se r�eduit polynomialement �a Sdp�
Ce paragraphe d�edi�e �a la programmation math�ematique sur le c	one des formes hermi�
tiennes semi�d�e�nies positives conclut ce tour d�horizon relatif �a la programmation semi�
d�e�nie positive� dont nous verrons quelques applications au chapitre suivant�
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Chapitre �

Applications de la programmation

semi�d�e�nie positive

Dans ce chapitre nous pr�esentons quatre applications de la programmation semi�d�e�nie
positive �a des probl�emes d�optimisation combinatoire� Ces quatre applications donnent un
tour d�horizon assez complet des possibilit�es qu�o
re la programmation semi�d�e�nie posi�
tive pour aborder des probl�emes combinatoires� La premi�ere application pr�esent�ee est celle
qui fut propos�ee par L� Lov�asz en ���� et consiste en la d�e�nition d�une relaxation semi�
d�e�nie positive du probl�eme du stable de poids maximum d�un graphe� Ce travail est un
travail fondateur car il est le premier o�u est montr�e ce que la programmation semi�d�e�nie
positive peut apporter � renforcements naturels des relaxations des probl�emes pour lesquels
la relaxation lin�eaire donne de mauvais r�esultats et associations d�espaces m�etriques aux
probl�emes d�optimisation combinatoire� par �etiquetage des sommets du graphe dans le cas
du stable� La deuxi�eme application est due �a M� Goemans et D� Williamson� elle reprend la
technique d��etiquetage des sommets du graphe gr	ace �a la factorisation comme matrice de
Gram d�une matrice semi�d�e�nie positive� ceci permettant d�associer un espace m�etrique
au probl�eme de la coupe de poids maximum� Apr�es avoir plong�e ce dernier espace dans un
espace probabilisable M� Goemans et D� Williamson obtiennent un algorithme d�approxi�
mation� le meilleur connu �a ce jour� pour le probl�eme de la coupe de poids maximum� Les
probl�emes de d�e�nition d�espace de petite dimension pour la factorisation des matrices
semi�d�e�nies positives comme matrice de Gram sont peu abord�es dans ce document� nous
y reviendrons dans le chapitre de conclusion car ils nous semblent procurer des voies de
prospection int�eressantes� Nous pr�esentons aussi une application de la programmation
semi�d�e�nie positive sur les espaces complexes� celle�ci est aussi due �a M� Goemans et D�
Williamson�
En�n nous pr�esentons une quatri�eme application de la programmation semi�d�e�nie qui est
le fruit d�un travail que nous r�ealisames avec J� Galtier� Cette application est de nature
assez di
�erentes des trois premi�eres car elle ne consiste ni en la d�e�nition de relaxation ni
en la recherche d��etiquetage� Une pond�eration des ar	etes d�un graphe �etant donn�ee par une
fonction convexe on remplace cette fonction par une matrice semi�d�e�nie positive� Cette
substitution� qui peut para	�tre contre nature� pr�esente un avantage lorsque la fonction
de pond�eration pr�esente une asymptote verticale� De plus ayant appliqu�e cette repr�esen�
tation pour un probl�eme de 
ot avec contraintes sur la somme des poids des arcs des
chemins support du 
ot� nous avons mis au point une technique de g�en�eration de colonnes
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sur le c	one des matrices semi�d�e�nies positives� g�en�eralisant la technique bien connue en
programmation lin�eaire�


�� Le probl�eme du stable de cardinalit�e maximum

Le probl�eme du stable de cardinalit�e maximum d�un graphe est �a l�origine des appli�
cations de la programmation semi�d�e�nie positive �a l�optimisation combinatoire�
Soit G � �X�E� un graphe non orient�e o�u X d�esigne l�ensemble des sommets et E celui
des ar	etes� On appelle ensemble stable du graphe G tout sous�ensemble de sommets S tel
que ��s�� s�� � S 	 S l�ar	ete �s�s�� n�appartient pas �a E� Le compl�ementaire d�un stable
est donc une clique� On voit donc que tous les sommets d�un stable peuvent 	etre colori�es
avec une m	eme couleur� c�est �a dire que si les sommets du graphe �gurent les cellules
d�un r�eseau toutes celles correspondant �a un stable peuvent recevoir la m	eme allocation
de fr�equence�
Le probl�eme du stable de cardinalit�e maximum� qui est connu pour appartenir �a la classe
des probl�emes NPdi�ciles� peut se formuler comme un programme lin�eaire en nombres
entiers de la mani�ere suivante �

Stablemax �

��
	

Max �tx

xi & xj 
 � ��ij� � E
xi � f�� �g �i � X

o�u � d�esigne le vecteur de dimension n � jX j dont toutes les composantes sont �egales �a ��
La relaxation lin�eaire obtenue �a partir de cette formulation du probl�eme est connue comme
�etant assez mauvaise� On note ��G� la valeur d�une solution optimale de Stablemax� Dans
���� Lov�asz a d�e�ni un majorant� ��G�� de ��G�� Ce majorant peut se calculer en r�esolvant
un programme semi�d�e�ni positif�
Soit P l�ensemble des matrices sym�etriques A telles que aij � � si �ij� �� E ou i � j�
Notons Jk la matrice carr�ee d�ordre k dont tous les coe�cients valent �� Jn � J � Soit Eij

la matrice carr�ee sym�etrique d�ordre n dont tous les coe�cients sont nuls sauf eij � eji�
On remarque alors que �

A � P 
� A � J �
X

�ij��E
xijEij

On appelle mineur d�une matrice A la sous matrice obtenue en supprimant des lignes de
A et les colonnes de m	eme indice� Nous rappelons sans le d�emontrer le r�esultat suivant sur
l�entrelacement des valeurs propres d�une matrice et les valeurs propres de ses mineurs�

Th�eor�eme 	�� Soit A une matrice sym�etrique d�ordre n dont les valeurs propres v�eri�ent
�� 
 � � � 
 �n	 Soit B un mineur sym�etrique d�ordre k de A dont les valeurs propres
v�eri�ent �� 
 � � � 
 �k� alors � �i 
 �i 
 �i�n�k	

Corollaire 	�� 
Lov�asz�

Si le graphe G � �X�E� admet un stable de taille k alors �

�max�A� � �max�Jk� � k

o�u �max�M� d�esigne la plus grande des valeurs propres de la matrice M 	
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Preuve �
Si le graphe G contient un stable de taille k alors toute matrice A � P contient Jk comme
mineur� aussi d�apr�es le th�eor�eme pr�ec�edent �max�A� � �max�Jk�� �A � P � D�autre part
Jk �etant la matrice carr�ee d�ordre k dont tous les coe�cients valent �� on a �max�Jk� � k

On peut donc a�rmer que Minf�max�A� j A � Pg � ��G�� Ceci est une formulation du
param�etre ��G�� nous allons voir comment elle conduit �a un programme semi�d�e�ni positif�
Soit f�i� i � �� � � � � ng les valeurs propres d�une matrice A� Chercher �max�A� � Maxf�i� i �
�� � � � � ng est �equivalent �a chercher le plus petit nombre t tel que �

t � �i 
� t� �i � �� �i � f�� � � � � ng
Or t � �i� i � f�� � � � � ng sont les valeurs propres de la matrice tId � A si Id d�esigne la
matrice identit�e� et dire que toutes les valeurs propres d�une matrice sont positives ou
nulles est �equivalent �a dire que cette matrice est semi�d�e�nie positive� On peut donc �ecrire
que �

�max�A� � Minft j tId�A � �g

On a vu pr�ec�edemment que A � P 
� A � J �
X

�ij��E
xijEij � on peut donc formuler ��G�

comme le programme semi�d�e�ni positif suivant �

��G� � Min t

tId &
X

�ij��E
xijEij � J � �

En appliquant le th�eor�eme de dualit�e forte vu au chapitre pr�ec�edent on peut �ecrire �

��G� � Max J � Y
yij � � ��ij� � E
tr�Y � � �
Y � �

La matrice Y recherch�ee �etant semi�d�e�nie positive elle peut se d�ecomposer comme ma�
trice de Gram� Il existe donc n vecteurs vi tels que yij � vtivj � De plus on veut yij � vtivj �
�� ��ij� � E� Si maintenant on d�e�nit les labels vi non plus sur G mais sur son compl�e�
mentaire 'G � �X� 'E� on est amen�e �a chercher des labels orthogonaux vi et vj � ��ij� �� 'E�
Ainsi on trouve la deuxi�eme d�e�nition de ��G� donn�ee par Lov�asz� pour plus de d�etails
voir �����


�� Le probl�eme de la coupe de poids maximum

Le probl�eme de la coupe de poids maximum intervient notamment dans la g�en�eration
de contraintes pour la r�esolution du programme ma	�tre associ�e �a une d�ecomposition de
Benders d�un probl�eme multi
ot� ���� Nous allons voir un algorithme d�approximation
bas�e sur une relaxation semi�d�e�nie positive pour ce probl�eme� cet algorithme est d	u �a M�
Goemans et D� Williamson������
Soit G � �X�E� un graphe non orient�e et w une pond�eration des ar	etes de ce graphe
que nous supposons positive dans un premier temps� Le probl�eme de la coupe de poids
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maximum est d�e�ni par � Maxf
X

�ij��	�S�
wij  S � X� S �� V g� o�u ��S� est le cocycle de

l�ensemble de sommets S� Ce probl�eme est NPdi�cile� Le probl�eme de la coupe de poids
maximum peut se reformuler comme un programme quadratique en nombres entiers de la
mani�ere suivante �

Qcoupe �

��
	

Max �
�

X
�ij��E

wij��� yiyj�

s�c� yi � f���&�g� �i � X

�����

On d�e�nit alors le support d�une coupe S � fi � X j yi � �g� Consid�erons la matrice
Y � �yij � � �yiyj �� cette matrice est semi�d�e�nie positive� Les termes diagonaux de Y sont
�egaux �a � et son rang est �� En e
et consid�erons une ligne yi
� i � � de Y � alors si le
sommet i appartient au m	eme support de coupe que le sommet � la ligne yi
 est �egale �a la
ligne y�
  par contre si le sommet i appartient au compl�ementaire dans X du support de
coupe contenant le sommet � on a yi
 � �y�
� En rel	achant la contrainte sur le rang de la
matrice Y on peut d�e�nir un programme semi�d�e�ni positif fournissant un majorant pour
le probl�eme de la coupe de poids maximum� Si on note W la matrice des poids des ar	etes�
W � �wij�� on peut �ecrire ce programme comme suit �

SDcoupe �

��
	

Max �

W � �J � Y �

s�c� diag�Y � � �

Y � �
�����

Etant donn�e que la matrice Y est semi�d�e�nie positive elle peut se d�ecomposer comme
une matrice de Gram� c�est �a dire qu�il existe n vecteurs vi � IRn� i � f�� � � � � ng tels que
yij � vtivj � de plus les termes diagonaux de Y sont �egaux �a � ce qui implique que k vi k�
�� �i � f�� � � � � ng� Si Snp est la sph�ere unit�e de IRn la relaxation semi�d�e�nie positive du
probl�eme de la coupe de poids maximum peut se reformuler de mani�ere suivante �

P �

��
	

Max �
�

X
�ij��E

wij��� vtivj�

s�c� vi � Snp

�����

����� L�algorithme de Goemans et Williamson

L�algorithme mis au point par Goemans et Williamson se d�eroule en trois �etapes �

�� R�esolution du programme semi�d�e�ni positif ��� de mani�ere �a obtenir un ensemble
de vecteurs optimaux vi�

�� Choix d�un vecteur r uniform�ement distribu�e sur la sph�ere Snp �

�� Le support de coupe S est alors d�e�ni par S � fi � X j vtir � �g
Remarque � Pour r�esoudre le programme ��� on va en fait proc�eder en deux �etapes �

�� Tout d�abord r�esoudre d�une mani�ere approch�ee le programme ��� en utilisant� par
exemple� un algorithme de points int�erieurs pour la programmation semi�d�e�nie
positive� Ceci nous assure de trouver une valeur sup�erieure �a Z�p � �� Z�p �etant la
valeur optimale des programmes ��� et ���� en un temps polynomial de la taille de
l�instance et de log �

�
�
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�� Une fois qu�une solution quasi optimale de ��� a �et�e trouv�ee on peut obtenir les
vecteurs vi� i � f�� � � � � ng en calculant une d�ecomposition de Cholesky de la matrice
'Y quasi optimale pour ��� de mani�ere �a ce que �

�

X
�ij��E

wij��� vtivj� � Z�p � ��

Nous allons maintenant analyser les performances de l�algorithme al�eatoire et plus pr�eci�
s�ement d�eterminer quelle est l�esp�erance math�ematique de la valeur des coupes obtenues
ainsi�
Soit fv�� � � � � vng des vecteurs de la sph�ere unit�e Snp � On note E�W � l�esp�erance math�ema�
tique de la valeur des coupes ��S� produites par l�algorithme al�eatoire� On peut noter que
E�W � est �egale �a la somme des poids des ar	etes multipli�es par la probabilit�e que les deux
extr�emit�es d�une ar	ete ne soient pas du m	eme c	ot�e de la coupe� C�est �a dire par d�e�nition
de S la probabilit�e que vtir et vtjr ne soient pas de m	eme signe�

Lemme 	�� 
Goemans et Williamson�
La probabilit�e que vtir et vtjr ne soient pas de m�eme signe est �egale �a � �

�
arccos�vtivj�

Preuve �
Par sym�etrie la probabilit�e que vtir et vtjr ne soient pas de m	eme signe vaut deux fois
P �vtir � � et vtjr � ��� Si on pose � � arccos�vtivj� on peut voir que l�intersection de
l�ensemble fr j vtir � � et vtjr � �g et de la sph�ere Snp est un digone d�angle �� Aussi

la portion de sph�ere ainsi d�etermin�ee est �
�� � donc P �vtir � � et vtjr � �� � �

�� � d�o�u le
lemme�

Le lemme pr�ec�edent et la d�e�nition de l�esp�erance math�ematique nous permettent d��enon�
cer le corollaire suivant�

Corollaire 	�� 
Goemans et Williamson�

E�W � � �
�

X
�ij��E

wij arccos�vtivj�	

On d�e�nit � � Minf �
�

�
��cos���g � �������� C�est cette constante � qui va donner une

borne pour l�algorithme�

Lemme 	�� �y � ����&�� on a � �
�

arccos�y� � �
� ��� y�	

Preuve �
Imm�ediate si on pose y � cos����

Le th�eor�eme suivant est le r�esultat important qui est expos�e dans �����

Th�eor�eme 	�� 
Goemans et Williamson�

E�W � � �
�

X
�ij��E

wij��� vtivj�	

Preuve �

E�W � �
X

�ij��E

wij arccos�vtivj�

�
� �

�

X
�ij��E

wij��� vtivj��

Nous allons maintenant voir ce que devient la borne du th�eor�eme pr�ec�edent si les poids

��



��

des ar	etes sont quelconques� Remarquons tout d�abord un fait similaire �a celui du lemme
��� � pour tout z � ����&�� on a �� �

� arccos�z� � �
� �� & z� ce qui se d�eduit en rempla!cant

dans le lemme ��� y par �z et en notant que cos�� � �� � � cos����

Th�eor�eme 	�� 
Goemans et Williamson�

Soit W� �
X

�ij��E
w�ij o�u w�ij � Minf�� wijg	 Alors �

E�W ��W� � �
� �
X

�ij��E
wij��� vtivj��W��

Preuve �
La quantit�e E�W ��W� peut se r�e�ecrire de la mani�ere suivante �

X
�ij� � E
wij � �

wij

arccos�vtivj�

�
&

X
�ij� � E
wij � �

jwij j��� arccos�vtivj�

�
�

D�une mani�ere similaire �
��
X

�ij��E
wij��� vtivj��W�� peut se r�e�ecrire �

X
�ij� � E

wij � �

wij

�� vtivj
�

&
X

�ij� � E

wij � �

jwij j� & vtivj
�

Le r�esultat du th�eor�eme se d�eduit alors en identi�ant membre �a membre les termes de
l�in�egalit�e et en appliquant la remarque faite avant son �enonc�e�

Une cons�equence importante de l�analyse qui vient d�	etre faite est le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme 	�	 
Goemans et Williamson�
Le probl�eme de la coupe de poids maximum peut �etre formul�e de la mani�ere suivante �

Scoupe �

���
�	

Max
X

�ij��E
wij

arccos�vtivj�

�

s�c� vi � Snp �i � X

Preuve �
Notons Z�Qcoupe et Z�Scoupe les valeurs optimales respectives des programmes Qcoupe et

Scoupe� La fonction objective de Scoupe est �equivalente �a �
�

X
�ij��E

wij�� � vtivj� si les

veteurs vi sont de dimension �� Autrement dit Z�Scoupe � Z�P � Z
�
P �etant la valeur optimale

du programme P qui est une relaxation de Qcoupe et donc Z�Scoupe � Z�P � Z�Qcoupe par
d�e�nition d�une relaxation�
Z�Scoupe est exactement l�esp�erance math�ematique de la coupe que peut fournir l�algorithme
al�eatoire� donc il existe n�ecessairement une coupe de valeur sup�erieure ou �egale �a Z�Scoupe
et donc Z�Scoupe 
 Z�Qcoupe�

��



��

Une relaxation du polytope des coupes d�un graphe est �etudi�ee par M� Laurent et S� Poljak
dans ����� Les auteurs montrent de plus comment on peut optimiser sur ce corps convexe
appel�e elliptope� Toutefois ils montrent que d�eterminer si l�optimum est atteint sur un
sommet de l�elliptope est un probl�eme NP�complet�


�	 Le probl�eme de la k�coupe de poids maximum

Le probl�eme de la k�coupe consiste �a d�eterminer un ensemble d�ar	etes d�un graphe
G � �X�E� de telle sorte que la suppression de ces ar	etes s�epare le graphe G en exactement
k composantes connexes� Nous allons voir une extension de l�algorithme de Goemans
et Williamson pour ce probl�eme� celle�ci est pr�esent�ee dans ����� Cet algorithme �etant
valide pour des poids n�egatifs il peut donc 	etre appliqu�e au calcul de la k�coupe de poids
minimum si les poids sont positifs� Ce dernier probl�eme peut nous aider �a r�esoudre le
probl�eme d�a
ectation de sites sur des boucles SDH� ce probl�eme consistant �a d�eterminer
une partition du graphe des demandes�
Consid�erons une partition P de l�ensemble des sommets du graphe G � �X�E� P �
X�� � � � � Xk� on d�e�nit le poids de la k�coupe ainsi d�etermin�ee par �

w�P � �
X

�
r
s
k

X
i�Xr

X
j�Xs

wij

Le probl�eme de k�coupe de poids maximum s��enonce alors de la mani�ere suivante �

k � coupe �

�
Max w�P �
s�c� jP j � k

A�n d�obtenir un mod�ele associons �a chaque sommet j du graphe un vecteur yj qui pourra

prendre sa valeur dans un ensemble de k vecteurs fa�� � � � � akg o�u ai � bi �
Pk

i�� bi
k

� les

vecteurs bi� i � f�� � � � � kg �etant les sommets d�un simplex de IRk�� qu�on supposera norm�e
de telle sorte que k ai k� �� On peut v�eri�er que ces vecteurs ai satisfont atiaj � ��

k�� si
i �� j� Le probl�eme de la k�coupe de poids maximum se reformule alors de la mani�ere
suivante �

k � coupe �

��
	

Max k
k��

X
�ij��E

wij��� ytiyj�

s�c� yi � fa�� � � � � akg� �i � X

Pour d�e�nir une relaxation semi�d�e�nie positive de k�coupe on remplace yi par vi � Skp la

sph�ere unitaire de IRk et on obtient �

sd� k � coupe �

����
��	

Max k
k��

X
�ij��E

wij��� vtivj�

s�c� vi � Skp � �i � X

vtivj � ��
k�� � i �� j

L�algorithme al�eatoire de r�esolution du probl�eme de la k�coupe de poids maximum consiste
alors en la r�ealisation des trois �etapes suivantes �

�� R�esoudre sd� k � coupe de fa!con �a obtenir les vecteurs v�� � � � � vn�

�� Tirer al�eatoirement k vecteurs z�� � � � � zk�

��



��

�� R�ealiser une partition X�� � � � � Xk de X de la mani�ere suivante �

Xi � fj � X j ztivj � ztlvj � i �� lg

Si on note W la valeur d�une k�coupe produite par l�algorithme al�eatoire� W � la valeur
d�une solution optimale au probl�eme k � coupe et Wsd la valeur d�une solution optimale
de sd� k � coupe on a �

E�W � �
X

�ij��E
wijpr�yi �� yj�

La probabilit�e pr�yi �� yj� ne d�epend que de l�angle que forment entre eux les vecteurs vi

et vj � pr�yi �� yj� �
arccos�vtivj�

�
� ainsi obtient on �

E�W �
W � � E�W �

Wsd
�

X
�ij��E

wij

arccos�vtivj�

�

k��
k

X
�ij��E

wij��� vtivj�
�Minf k

k��
�

����cos �� � cos � � � ��
k�� � ��g


�
 Formes hermitiennes et probl�emes combinatoires

Nous pr�esentons ici une application de la programmation sur le c	one des formes her�
mitiennes semi�d�e�nies positives �a la d�e�nition de relaxation de probl�emes d�optimisation
combinatoire� Cette application est due �a M� Goemans et D� Williamson et elle concerne
le probl�eme Max � � lin � mod � �� ����� Une application semblable pour le probl�eme
plus g�en�eral de satisfaction de contraintes Max k � lin�mod � p a �et�e produite par L�
Engebretsen durant sa th�ese� �����
Consid�erons n variables xu� u � f�� � � � � ng� c � f�� �� �g et m �equations xu�xv � c�mod���
ou in�equations xu � xv �� c�mod��� dans lesquelles ne sont pr�esentes simultan�ement que
deux des variables� A chaque �equation ou in�equation on associe un poids wj� Le probl�eme
Max �� lin�mod� � consiste �a d�eterminer une a
ectation des variables xu � f�� �� �g
de sorte �a maximiser la somme des poids des �equations ou in�equations qui sont satis�
faites� A�n de mod�eliser le probl�eme consid�erons l�ensemble des racines cubiques de l�unit�e
R	 � f�� ei ��� � ei ��� g et associons �a chaque variable xu une variable yu � eixu

��
� � On peut

alors remarquer que �

$ xu � f�� �� �g�� yu � R	  

$ yu and yv � R	 �� yu � yv � R	  

$ xu � xv � c�mod���
� yu � yv � eic
��
�  

$ xu � xv �� c�mod���
� yu � yv � R	 � feic ��� g�
Ainsi peut�on estimer la contribution de la jieme equation �

wj�
�
	 & �

	e
�ic ��

� yu � yv & �
	e

ic ��
� yv � yu�

et celle de jieme in�equation �

wj�
�
	 � �

	e
�ic ��

� yu � yv & �
	e

ic ��
� yv � yu�

��
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et donc pouvons�nous formuler le probl�eme de la mani�ere suivante ��������
�����	

Max
X
j�J�

wj�
�

�
&

�

�
e�ic

��
� yu � yv &

�

�
eic

��
� yv � yu�

&
X
j�J��

wj�
�

�
� �

�
e�ic

��
� yu � yv &

�

�
eic

��
� yv � yu�

s�t� yu � R	 �u � f�� � � � � ng
Pour d�e�nir une relaxation semi�d�e�nie positive on proc�ede de la mani�ere suivante �

$ on recherche des variables complexes de modules �egal �a �  

$ on remplace la condition yu � R	 par la condition yu � yv � T	 le triangle du plan
complexe dont les sommets sont les points de R	�

Cette derni�ere condition peut s��ecrire �yu �yv & '�yv �yu � ��� Maintenant consid�erons une
matrice hermitienne Y telle que Yuv � yu �yv et exprimons les contraintes de la relaxation �

$ jyuj � � 
� eue
t
u � Y � Euu � Y � �

$ � � T	 
� � � eic
��
� �c � f�� �� �g� aussi les contraintes de triangle peuvent s��ecrire �

eic
��
� �eue

t
v� � Y & e�ic

��
� �eve

t
u� � Y � Ac

uv � �� �c � f�� �� �g

remarquons que Ac
uv est une matrice hermitienne�

Consid�erons la matrice C d�e�nie par Cuv � wje
�ic ��

� et Cvu � wje
ic ��

� � par construc�
tion cette matrice est hermitienne� La relaxation semi�d�e�nie du probl�eme peut alors se
formuler comme suit �������

����	

Max C � Y
s�t� Ac

uv � Y � �� �u� �v � f�� � � � � ng� �c � f�� �� �g
Euu � Y � � �u � f�� � � � � ng
Y � Hn

Y � �

Apr�es r�esolution de cette relaxation les auteurs con!coivent un algorithme al�etoire� dont
l�esp�erance est sup�erieure �a ������� fois l�optimum� reprenant un sch�ema semblable �a celui
pour l�algorithme al�eatoire de r�esolution de la coupe de poids maximum �

$ calcul des vecteurs yu en utilisant une factorisation de Cholesky  

$ calcul d�un vecteur p � jCn tir�e al�eatoirement avec une distribution uniforme  

$ a
ecter aux variables leur valeur en appliquant la r�egle �

xu �

��
	

� if Arg�p � yu� � ��� ��	 �
� if Arg�p � yu� � ���	 � 
�	 �
� if Arg�p � yu� � �
�	 � ��

Le probl�eme de la ��coupe de poids maximum peut se r�eduire �a Max� � lin�mod� de
la fa!con suivante� Soit G � �V�E� un graphe� fV�� V�� V�g une partition de V � A chaque
sommet u � V a
ectons une variable xu � k si u � Vk� k � f�� �� �g� on associe �a chaque
ar	ete e � Eune in�equation xu � xv �� ��mod����

��



��


�� Flot et d�elai

Dans cette section nous appliquons la programmation semi�d�e�nie positive �a la r�e�
solution de probl�eme de routage de 
ot� Dans un premier temps nous verrons comment
minimiser le d�elai moyen� puis nous traiterons du probl�eme du routage de co	ut minimum
avec contrainte de d�elai de bout en bout�
Nous traitons ici de probl�eme de r�eseaux de t�el�ecommunication utilisant la transmission
par paquets� Dans de tels r�eseau les paquets devant 	etre �emis sur une art�ere de trans�
mission sont d�abord rang�es dans une �le d�attente �tampon de m�emoire� puis �emis sur
l�art�ere� de sorte que le temps n�ecessaire �a la transmission d�un paquet est la somme du
temps d�attente et du temps de service� Le d�elai de bout en bout est la somme des temps
de transmission sur les art�eres du chemin de routage du paquet� La fonction de d�elai que
nous utilisons est celle �etablie par L� Kleinrock� ����� qui permet d��evaluer le temps de
travers�ee d�un arc lorsque les arriv�ees se font suivant une loi de Poisson et que la dur�ee
du service suit une loi exponentielle� La fonction de Kleinrock s�exprime par te � 
e

Ce�
e �
o�u te est le d�elai sur l�arc e� Ce sa capacit�e et �e le 
ot qui y circule� On peut voir qu�elle
est repr�esentable par une matrice semi�d�e�nie positive� sdp repr�esentable dans un vocable
plus technique� en e
et �

te � 
e
Ce�
e 
� �te & ���Ce � �e�� Ce � �


�
�

te & �
p
Cep

Ce Ce � �e

�
� �

Remarquons que la fonction de Kleinrock poss�ede une asymptote verticale en �e � Ce�
rendant inutiles les contraintes de capacit�e dans les probl�emes de 
ot compatible� Pour une
�etude exhaustive des fonctions sdp repr�esentables le lecteur peut se reporter aux travaux

d�A� Nemirovski������ Remarquons encore que

�
te & �

p
Cep

Ce Ce � �e

�
� � est �equivalent �a

dire qu�il existe deux vecteurs v� et v� r�ealisant une factorisation de Gram de la matrice�
via une normalisation on peut choisir ces vecteurs tels que k v� k�k v� k� �  aussi voit�on

que la contrainte de d�elai peut s��eprimer par

�
� x

x �

�
� � avec x � �� te�Ce��e� &�e�

��	�� Flot de d�elai moyen minimum

Le probl�eme que nous consid�erons ici consiste �a d�eterminer le 
ot qui minimise la
somme de d�elais sur les arcs� Soit , l�ensemble des chemins joignant deux sommets s et t
du graphe� d la valeur du 
ot devant transiter entre s et t et �p la quantit�e de 
ot circulant
sur le chemin p � ,� le probl�eme du 
ot de d�elai moyen minimum peut alors se formuler
de la mani�ere suivante �

Fdmm �

�����������
���������	

Min
X
e�E

X
p�e

�p

Ce �
X
p�e

�p

s�c�
X
p��

�p � d

�p � � �p

�����

��



��

Ce probl�eme a �et�e �etudi�e par P� Mahey et A� Ouorou������ ���������� voir aussi l��etat de l�art
���� et par F� Boyer� ����� Les m�ethodes de r�esolution qu�ils ont employ�ees� d�ecomposition
proximale� m�ethode de Benders� se sont av�er�ees tr�es e�caces tant que la charge du r�eseau
n�est pas trop forte� Par contre ces m�ethodes �eprouvent des probl�emes de convergence
lorsque la charge du r�eseau se situe au niveau de la branche asymptotique de la fonction
de d�elai� P� Mahey et A� Ouorou ont propos�e un algorithme d��elimination de cycle pour les
probl�emes de 
ot non lin�eaire� ����� Nous proposons donc de traiter dans ce cas le probl�eme
comme programme semi�d�e�ni positif� le probl�eme Fdmm se formule alors comme suit �

Fdmm �

������������
����������	

Min
X
e�E

te

s�c�
X
p��

�p � d

�
� te & �

p
Cep

Ce Ce �
X
p�e

�p

�
A � � �e � E

�p � � �p

�����

Lemme 	�� Le probl�eme Fdmm peut �etre r�esolu en temps polynomial	

Preuve �
Notons A la matrice d�incidence sommets�arcs du graphe G sur lequel est d�e�ni le probl�eme
de 
ot devant circuler entre les sommets s et t� On note b le vecteur dont toutes les
composantes sont nulles sauf relatives �a s qui vaut �� et celle relative �a t qui vaut &�� Le
probl�eme Fdmm peut alors se reformuler de la mani�ere suivante �

Fdmm �

��������
������	

Min
X
e�E

te

s�c� A� � db�
te & �

p
Cep

Ce Ce � �e

�
� � �e � E

�e � � �e
o�u � d�esigne le vecteur des 
ots circulant sur chaque arc� On peut remarquer que le
probl�eme ainsi d�e�ni est un programme semi�d�e�ni positif qui comporte un nombre poly�
nomial de variables et un nombre polynomial de contraintes� d�o�u le r�esultat du lemme�

��	�� Flot de co
ut minimum et d�elai born�e

Le probl�eme qui est �etudi�e ici consiste �a d�eterminer le routage de moindre co	ut d�un

ux circulant entre deux points� en imposant que le temps mis par un �el�ement de ce 
ux
pour se rendre �a destination reste born�e par une quantit�e qui peut 	etre le d�elai maximum
acceptable� Ce type de probl�eme trouve des applications dans les r�eseaux de t�el�ecommu�
nication� les r�eseaux routiers et d�une mani�ere plus g�en�erale dans tous les r�eseaux sujets
�a une congestion�
Pour formaliser ce probl�eme consid�erons un r�eseau N � �G�C� o�u G � �X�E� est un
graphe et C � IRjEj un vecteur de capacit�e� De plus nous consid�erons que le graphe est
muni de deux m�etriques� La premi�ere associe �a chaque arc e un co	ut� ke� par unit�e de

��



��


ot  cette m�etrique est donc lin�eaire� La seconde associe �a chaque arc un temps� te� cor�
respondant au temps mis par un �el�ement de 
ot pour traverser l�arc e� De plus on impose
que le temps mis pour parvenir �a destination reste inf�erieur �a une valeur t quelque soit
le chemin emprunt�e� On note , l�ensemble des chemins joignant deux sommets s et t du
graphe� d la valeur du 
ot devant transiter entre s et t et �p la quantit�e de 
ot circulant
sur le chemin p � ,� Le probl�eme du 
ot de co	ut minimum et d�elai born�e� Fcmdb� peut
alors se formuler de la mani�ere suivante �

Fcmdb �

��������������
������������	

Min
X
e�E

ke
X
p�e

�p

s�c�
X
p��

�p � d �����

X
p�e

�p 
 Ce� �e � E �����X
e�p

te 
 t� �p � ,� �p � � �����

�p � � �p

�����

Soit ,
t � , l�ensemble des s�t chemins tels que
X
e�p

te 
 t� nous pouvons alors reformuler

le probl�eme Fcmdb de la mani�ere suivante �

Fcmdb �

�����������
���������	

Min
X
e�E

ke
X

p���t�p�e
�p

s�c�
X

p���t
�p � d

X
p�e

�p 
 Ce� �e � E

�p � � �p � ,
t

Lemme 	�	 Si te � �� �e � E le probl�eme Fcmdb peut �etre r�esolu en temps polynomial	
Si �e � E te � IN le probl�eme Fcmdb est NP�di�cile	

Preuve �
Consid�erons le probl�eme dual du probl�eme Fcmdb� celui�ci se formule de la mani�ere sui�
vante �

Fcmdb� �

������
����	

Max �d�
X
e�E

�eCe

s�c� � �
X
e�p

�e 

X
e�p

ke� �p � ,
t

� 
 �e �e � E� � 
 �

Le probl�eme Fcmdb� a une solution si� chaque arc �etant pond�er�e par ke��e� le plus court

chemin tel que
X
e�p

te 
 t a un poids sup�erieur ou �egal �a �� Le probl�eme de s�eparation sur le

probl�eme dual est donc �equivalent �a un probl�eme de plus court chemin avec contrainte de
longueur� or il est connu que ce probl�eme estNP�di�cile sauf si une des deux pond�erations
vaut � sur tous les arcs� voir ����� probl�eme ND ��� Le probl�eme de savoir si Fcmdb a une
solution optimale born�ee est donc NP�complet sauf si te � � �e � E� d�o�u le r�esultat du

��



��

lemme�

Remarquons toutefois que si te � IN � f�g le probl�eme peut 	etre r�esolu en temps pseudo�
polynomial en rempla!cant l�arc e par un chemin comportant te arcs et en a
ectant le co	ut
ke �a un seul des arcs composant ce chemin� Ainsi voit�on que le probl�eme peut 	etre r�esolu
de mani�ere pseudo�polynomiale pour toute pond�eration positive�
Nous allons maintenant consid�erer le cas o�u te est une fonction du 
ot circulant sur l�arc
e� car les pond�erations constantes ne peuvent 	etre envisag�ees que dans le cas d�un r�eseau
vide� c�est��a�dire sans congestion� Le probl�eme du 
ot de co	ut minimum avec contrainte
de d�elai peut alors se reformuler de la mani�ere suivante �

Fcmdk �

����������������
��������������	

Min
X
e�E

ke
X
p�e

�p

s�c�
X
p��

�p � d �����

X
e�p

te 
 t� �p � , ������
� te & �

p
Cep

Ce Ce �
X
p�e

�p

�
A � � �e � E �����

�p � � �p

�����

Remarque � Si on compare le probl�eme Fcmdk au probl�eme Fcmdb on peut voir qu�il est
sur�contraint par rapport �a ce dernier� En e
et nous faisons peser la contrainte de d�elai sur
l�ensemble des chemins et non sur ceux qui supportent du 
ot� la d�e�nition d�un ensemble
semblable �a ,
t s�av�ere probl�ematique parce que pour le d�e�nir il faut tenir compte de
l�ensemble des combinaisons de 
ot� Toutefois on peut obvier partiellement cet inconv�e�
nient� On peut initialement consid�erer un sous�ensemble de chemins tels que les 
ots sur
chacun de ces chemins sont strictement positifs� cet ensemble formant une base� Alors en
proc�edant par g�en�eration de colonnes on va faire� �a chaque �etape� entrer une variable en
base et en faire sortir une� La variable entrante portera un 
ot strictement positif� dans le
cas contraire son entr�ee est inutile� La variable sortante peut 	etre d�etermin�ee �a l�avance�
on la retire alors de l�ensemble des chemins sur lequel on d�e�nit le probl�eme� Ceci d�e�nit
une heuristique pour le cas o�u on veut contraindre que les chemins supportant du 
ot�
La contrainte de capacit�e ����� ne �gure pas explicitement dans la formulation du probl�eme
Fcmdk� elle est contenue dans la contrainte de semi�d�e�nie positivit�e associ�ee �a chaque
arc� les termes diagonaux d�une matrice semi�d�e�nie positive �etant positifs ou nuls�
A�n de rendre ce qui suit plus clair nous donnons la structure de la matrice des variables
du probl�eme Fcmdk ainsi que celle des matrices permettant d�exprimer les contraintes
lin�eaires� Nous montrerons ainsi que le probl�eme Fcmdk peut s��ecrire comme un pro�
bl�eme d�optimisation sur le c	one des matrices semi�d�e�nies positives� A�n d�obtenir des
contraintes d��egalit�e nous r�e�ecrivons les contraintes en employant des variables d��ecart
lorsque c�est n�ecessaire� Ainsi la contrainte de satisfaisabilit�e de la demande devientX
p��

�p � d� La contrainte de d�elai sur un chemin s��ecrit de la mani�ere suivante en lui

associant une variable d��ecart bp �
X
e�p

te & bp � t  en�n la contrainte de capacit�e s��ecrit
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��e � Ce �
X
p�e

�p� La matrice des variables est alors de la forme suivante �

X �

�
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

b�
� � �

bj�j
te� ��e�
��e� ��e�

� � �

tejEj ��ejEj
��ejEj ��ejEj

��
� � �

�j�j

�
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

Maintenant nous allons voir la structure de chaque matrice permettant l�expression des
contraintes lin�eaires� Notons Ad la matrice permettant l�expression de la contrainte de
satisfaction de la demande� celle�ci est de la forme �

Ad �

�
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

�
� � �

�
� �
� �

� � �

� �
� �

�
�� �

�

�
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

Soit Atp la matrice associ�ee �a la contrainte de d�elai sur le chemin p� cette matrice prend
la forme ci�dessous �

Atp �

�
BBBBBBBBBBBBBBBB�

� � �

�
�� �

Ae�

� � �

AejEj

�
� � �

�

�
CCCCCCCCCCCCCCCCA
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o�u Aei �

�
� �
� �

�
si l�arc ei appartient au chemin p et

�
� �
� �

�
sinon�

Notons ACe la matrice associ�ee �a la contrainte de capacit�e sur l�arc e� celle�ci s��ecrit comme
suit �

ACe �

�
BBBBBBBBBBBBBBBBBB�

�
� � �

�
�� �

� �
� �

� � �

�p�e
� � �

�
pj�j
e

�
CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

o�u �
pj
e � � si e � pj et � sinon� A�n d�exprimer les contraintes sur les variables ��e nous

utilisons la matrice Ap
Ce

qui a la forme suivante �

Ap
Ce

�

�
BBBBBBBBBBBBBBBBBB�

�
�� �

�
� ��

� �
� �

� � �

�
�� �

�

�
CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

Notons C la matrice de la fonction objective� celle�ci est de la forme suivante �

C �

�
BBBBBBBBBBBBBBB�

�
�� �

�
�

� ��

�
cp�

� � �

cpj�j

�
CCCCCCCCCCCCCCCA
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avec cpj �
X
e�pj

ke� Le probl�eme Fcmdk peut alors se reformuler de la mani�ere suivante �

Fcmdk �

��������
������	

Min C �X
s�c� Ad �X � d

Atp �X � t� �p � ,
ACe �X � Ce �e � E

Ap
Ce
�X � �

p
Ce �e � E

X � �

Nous allons maintenant d�e�nir le programme dual du probl�eme Fcmdk� pour cela associons
une variable � �a la contrainte ������ une variable �p �a chacune des contraintes de type

����� et une matrice

�
xe ze
ze ye

�
�a chaque contrainte de type ������ Le programme dual

de Fcmdk se formule alors de la mani�ere suivante �

Fcmdk� �

��������������
������������	

Max �d� t
X
p��

�p �
X
e�E

�xe & Ceye & �
p
Ceze�

s�c� � �
X
e�p

ye 

X
e�p

ke� �p � ,

�
X
p�e

�p & xe � �� �e � E�
xe ze
ze ye

�
� ��

� � �� �p � � �p � ,

�����

Nous avons vu �a la section ��� que l�existence d�une solution strictement r�ealisable du
programme dual permet d�assurer que le saut de dualit�e est nul� aussi regardons ce qu�il
en est pour le couple de probl�eme Fcmdk� Fcmdk��

Lemme 	�� Si il existe un chemin p � , pour lequel la contrainte de d�elai est satisfaite de
mani�ere l�ache alors le prob�eme Fcmdk a un int�erieur relatif �a la vari�et�e lin�eaire Ad �X � d
non vide	

Preuve �
Si un chemin satisfait la contrainte de d�elai de mani�ere l	ache et tous les autres la satisfont
de mani�ere serr�ee alors il est clair qu�on peut retirer une fraction� fut�elle in�nit�esimale�
de 
ot sur chacun de ces chemins de sorte qu�ils v�eri�ent �a leur tour la contrainte de d�elai
de mani�ere l	ache� aussi pouvons nous dire qu�il existe une solution o�u toutes les variables
bj � j � f�� � � � � j,jg sont strictement positives� On peut consid�erer sans perte de g�en�eralit�e
qu�aucun des 
ots �p est nul� en e
et si tel n�est pas le cas on peut retirer de l�ensemble ,
les chemins supportant un 
ot nul� De m	eme on peut consid�erer que le d�elai sur un arc te
est strictement positif� Par ailleurs le terme ��e ne peut pas 	etre nul car dans ce cas le d�elai
sur l�arc e tend vers l�in�ni et la contrainte de d�elai ne serait pas respect�ee� Ainsi nous
pouvons a�rmer que si il existe un chemin pour lequel la contrainte de d�elai est v�eri��ee
de mani�ere l	ache on peut construire une matrice X dont les termes diagonaux sont tous
strictement positifs et donc une matrice X � ��

Corollaire 	�� Les programmes Fcmdk et Fcmdk� ont une valeur optimale commune
born�ee	

��
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De m	eme que le probl�eme Fcmdb� le probl�eme Fcmdk compte un nombre exponentiel de
variables� autant que de chemins entre deux sommets� Par contre il comporte un nombre
exponentiel de contraintes� contraintes de d�elai sur les chemins de type ������ Pour ces rai�
sons nous recourrons �a un algorithme de g�en�eration de colonnes� notons que la g�en�eration
de colonnes consiste en la g�en�eration de chemins� aussi quand on g�en�ere une variable �p on
peut simultan�ement g�en�erer la contrainte ayant trait �a ce chemin� On peut donc a�rmer
que la complexit�e du probl�eme Fcmdk est du m	eme ordre que celle de la g�en�eration des
variables �p� Consid�erons un sous�ensemble de chemins ,� tel que le probl�eme Fcmdk

d�e�ni sur ce sous�ensemble a une solution r�ealisable�

Lemme 	�
 Soit p � , � ,� un chemin tel que
X
e�p

ke & ye � � et
X
e�p

te � t	 On

note ��� une solution optimale de Fcmdk d�e�ni sur le sous�ensemble de chemin ,� et ���
une solution optimale de Fcmdk sur le sous�ensemble de chemins ,� � ,� � fpg	 Alors
kt��� � kt���	�

Preuve �
Le fait que

X
e�p

te � t autorise une augmentation du 
ot sur le chemin p� d�autre part on

est s	ur que cette augmentation n�entrainera pas la violation de la contrainte sur un autre

chemin supportant du 
ot� Le co	ut r�eduit de la variable �p�
X
e�p

ke & ye � � �etant n�egatif

il est clair que l�accroissement de la valeur de la variable �p produit une d�ecroissance de
la fonction objective�

Nous allons voir maintenant une condition d�optimalit�e pour le probl�eme Fcmdk�

Lemme 	�� Soit �� un point extr�eme du domaine sur lequel est d�e�ni le probl�eme Fcmdk�

alors il existe au plus un chemin p � , tel que
X
e�p

te � t et ��p � �

Peuve �
Supposons qu�il existe deux chemins p et p� � , tels que ��p � �� ��p� � ��

X
e�p

te � t et

X
e�p�

te � t dans une solution optimale ��� Si
X
e�p

ke �
X
e�p�

ke il est clair qu�en augmentant le


ot sur le chemin p et en le diminuant sur p� on obtient une solution �� telle
X
e�E

ke
X
pi�e

��pi �X
e�E

ke
X
pi�e

��pi� ce qui contredit l�optimalit�e de ��� Si
X
e�p

ke �
X
e�p�

ke il est clair que ��

comme combinaison lin�eaire convexe d�une solution � o�u
X
e�p

te � t et d�une solution �� o�u

X
e�p�

te � t� ce qui contredit l�hypoth�ese �� est un point extr�eme du domaine de Fcmdk�

Lemme 	�� Dans toute solution optimale du programme dual de Fcmdk� Fcmdk�� ye �

�� �e � p� o�u p est un chemin pour lequel la contrainte de d�elai n�est pas serr�ee�
X
e�p

te � t

��
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Preuve �
Supposons qu�il existe un arc e � p� p �etant un chemin qui ne sature pas la contrainte

de d�elai pour lequel ye � �� Le co	ut marginal du chemin p est
X
e�p

ke & ye et alors nous

avons
X
e�p

ke �
X
e�p

ke & ye� Ce qui introduit un saut de dualit�e et contredit le th�eor�eme de

dualit�e forte dont nous avons vu au lemme ��� que les hypoth�eses sont v�eri��ees�

Th�eor�eme 	�� Soit ,j le sous�ensemble de chemins sur lequel est d�e�ni le probl�eme
Fcmdk apr�es la g�en�eration de j variables de chemins �p � on note ���j� une solution

optimale du probl�eme ainsi d�e�ni	 Si �p � ,�,j tel que
X
e�p

te � t on a � 

X
e�p

�ke& ye��

alors ���j� est une solution optimale de Fcmdk	

Preuve �
Supposons qu�il existe pj�� � , tel que ���j� n�est pas une solution optimale de Fcmdk�

alors
X

e�pj��
ke & ye � �� Par hypoth�ese pour tout chemin p tel que

X
e�p

te � t on a � 

X
e�p

�ke & ye� aussi peut�on dire que
X

e�pj��
te � t� Supposons qu��a chacune des j it�erations

nous ayons g�en�er�e la variable �p correspondant au plus court chemin au sens des co	uts
r�eduits�
Soit ,� le sous�ensemble des chemins qui ont au moins un arc en commun avec pj�� et
tel que �p� � �� p� � ,�� On note ��,�� la quantit�e minimale de 
ot qu�il faut retrancher
des chemins de ,� pour que pj�� devienne admissible� C�,�� d�esigne le co	ut moyen de
routage d�une unit�e de 
ot sur les chemins de ,�� Par le lemme ��� nous savons qu�il
existe au plus un chemin pj qui ne sature pas la contrainte de d�elai et qui supporte un

ot non nul� supposons que ce chemin existe et que sa capacit�e r�esiduelle est sup�erieure �a
��,��� si ce n�est pas le cas pj�� ne peut pas 	etre rendu r�ealisable et le cas est trivial� De
plus on peut encore supposer que tout chemin de ,� supporte un 
ot non nul� en e
et si
tel n�est pas le cas on peut retirer de ,� les chemins de 
ot nul sans changer la solution
���j��pj est donc l�unique chemin sur lequel la quantit�e de 
ot peut cro	�tre� Par ailleurs

on peut dire que
X
e�pj

ke � C�,��� en e
et si tel n�est pas le cas pj aurait �et�e satur�e et

���j� ne serait pas optimale� D�autre part le fait qu��a chaque �etape la variable de chemin
g�en�er�ee correspond au plus court chemin au sens des co	uts r�eduits nous permet d��ecrire

que
X

e�pj��
ke �

X
e�p

ke �p � ,�j�� en e
et si tel n�est pas le cas pj�� aurait �et�e g�en�er�e avant

l��etape j car comme nous l�avons vu au lemme ��� les co	uts marginaux se confondent avec
les co	uts lorsque les chemins ne sont pas satur�es� Si pj�� transporte une quantit�e � de 
ot
prise sur un chemin 'p � ,�j��fpjg la variation de la fonction objective a pour expression �

� �

� X
e�pj

ke � C�,��
�
��,�� &

� X
e�pj��

ke �
X
e��p

ke
�
�

Aussi pouvons conclure au fait que pj�� ne fait pas d�ecro	�tre la fonction objective et donc
que ���j� est une solution optimale pour Fcmdk�
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Corollaire 	�	 Le probl�eme Fcmdk est NP�di�cile	

Preuve �
Par le th�eor�eme pr�ec�edent nous pouvons dire que le probl�eme de g�en�eration de colonnes
pour Fcmdk est �equivalent �a la recherche d�un plus court chemin au sens de co	uts ke et
dont le d�elai est born�e par t � �� or nous avons vu que ce probl�eme est NP�complet�

Le probl�eme de g�en�eration de colonnes

Nous venons de voir que le probl�eme de g�en�eration de colonnes consiste �a calculer un
plus court chemin au sens des co	uts r�eduits et tel que le d�elai demeure inf�erieur �a la valeur
du d�elai maximum� Ce type de probl�eme est connu sous le nom de probl�eme du plus court
chemin avec contraintes de ressources� il a �et�e notamment �etudi�e par J�E� Beasley et N�
Christo�des dans ��� o�u les auteurs proposent une relaxation lagrangienne du probl�eme�
Formulons donc se probl�eme de plus court chemin avec contrainte de ressources� Soit xe la
variable bool�eenne qui vaut � si l�arc e est dans le plus court chemin recherch�e et � sinon�
On note �e le co	ut de l�arc e� pour notre probl�eme de s�eparation il vaut le co	ut r�eduit de
l�arc e� On d�esigne par te la ressource consomm�ee si on emprunte l�arc e� t est la quantit�e
maximale de ressource qui peut 	etre consomm�ee sur un chemin� On obtient alors le mod�ele
ci�dessous �

Pcr �

����������
��������	

Min
X
e�E

�exe

s�c�
X

e�	��S�
xe � �� �S � V� s � S� t �� S

X
e�E

texe 
 t

x � f�� �gjEj

Remarque �
X
e�E

texe 
 t est �equivalent �a
X
e�p

texe 
 t si p est le chemin recherch�e car

xe � � si et seulement si e � p�
On d�e�nit une relaxation lagrangienne du probl�eme Pcr par dualisation de la contrainte
de ressource et on obtient le lagrangien du probl�eme qui s��ecrit comme suit �

L�x� �� �
X
e�E

�exe � ��
X
e�E

texe � t�

puis la fonction duale �

���� � MinL�x� ��X
e�	��S�

xe � �� �S � V� s � S� t �� S

� 
 x 
 �

Remarque � La substitution de la contrainte � 
 x 
 � �a la contrainte d�int�egrit�e
x � f�� �gjEj est l�egale car il est connu que le poly�edre des chemins et celui des coupes
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sont des poly�edres de type bloquant qui ont la propri�et�e jQ� max�
ow�min�cut� ou d�une
mani�ere �equivalente qu�ils v�eri�ent les hypoth�eses du th�eor�eme de Lehman�
Le probl�eme dual s��enonce alors de la mani�ere suivante � Maxf����� � � IRg� La recherche
d�un point selle pour le probl�eme dual peut se faire d�une mani�ere classique par un algo�
rithme de sous�gradient� fournissant une heuristique pour le probl�eme de s�eparation�
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Chapitre �

Lift�and�project

Lift�and�project est une m�ethode qui consiste �a transformer un probl�eme de n variables
enti�eres en un probl�eme de n� variables et �a projeter ce dernier sur l�espace d�origine� Cette
m�ethode permet en n �etapes de g�en�erer l�enveloppe convexe des points �a coordonn�ees
enti�eres du domaine sur lequel le probl�eme d�optimisation est d�e�ni�
Dans la suite de ce chapitre nous �etudions en d�etail la m�ethode de lift�and�project en
regardant les connexions qui existent avec la programmation semi�d�e�nie positive� Puis
nous �etudierons un sch�ema s�equentiel de lift�and�project tel qu�il est d�e�ni dans ����

��� La construction de Lov�asz et Schrijver

Cette construction qui est expos�ee dans ���� permet de mettre en valeur les relations
qui existent entre lift�and�project et la programmation semi�d�e�nie positive�
Nous avons vu dans la section ��� la d�e�nition des c	ones de matrices M�K� et M��K� ainsi
que di
�erentes propri�et�es v�eri��ees par ces matrices� La d�e�nition de ces deux c	ones consiste
en l��etape de lift� c�est �a dire celle qui consiste �a transformer le probl�eme initial d�e�ni dans
IRn�� en un probl�eme d�e�ni dans IR�n����n���� En remarquant que xixj � �� xi��� xj� et
��� xi���� xj� fournissent apr�es lin�earisation� xixj � yij � i �� j et x�i � yii� des in�egalit�es
valides pour les probl�emes en � � �� on aurait pu r�ealiser l��etape de lift en multipliant le
syst�eme ��b� A�x � � par xi et �� xi� �i � f�� � � � � ng�
Apr�es avoir vu l��etape de lift nous allons voir l��etape de projection et la fa!con dont est
construite l�enveloppe convexe� K�

� � des points de l�ensemble d�e�ni par K�fx � IRn��jx� �
�g � f�� �gn��� Soit K� � c	one�K � f�� �gn���� on a alors K�

� � K� � fxj x� � �g�
Rappelons que K � Q est le c	one d�e�ni par K � fx � IRn��j��b� *A�x � �g� o�u Q est le
c	one de IRn�� engendr�e par les vecteurs �a composantes ��� avec x� � ��
Les projections de M�K� et M��K� sont respectivement d�e�nies par �

N�K� � fY e� j Y �M�K�g � fdiag�Y � j Y �M�K�g �����

et
N��K� � fY e� j Y �M��K�g � fdiag�Y � j Y �M��K�g �����

En e
et rappelons�nous que x appartenant �a f�� �gn nous avons pos�e yii � x�i � xi�

Lemme ��� 
Lov�asz et Schrijver�
Si K � Q alors �

K� � N��K� � N�K� � K�
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Preuve �

�� K� � N��K�
Soit x un vecteur de K �a composantes en � � �� x �� �� Consid�erons la matrice
Y � xxt� il est clair que Y �M��K�� Partant de l�a on a imm�ediatement x � Y e� �
N��K��

�� N��K� � N�K�
Par construction M��K� � M�K� � Upsd �� M��K� � M�K�� par d�e�nition
N��K� et N�K� sont les projections de M��K� et M�K� suivant une m	eme direction
d�e�nie par e�� aussi on a N��K� � N�K��

�� N�K� � K
Soit x � N�K� alors il existe Y �M�K� telle que x � diag�Y � � Y e�� Par hypoth�ese
K � Q aussi Q� � K� et par le lemme ��� Q� � c	onefei� fig aussi peut�on dire que
e� � K�� On a vu que les matrices de M�K� v�eri�ent utY v � �� �u � K� et �v � Q��
ce qui est �equivalent �a dire que Y Q� � K et donc x � K�

Avant de poursuivre la construction de K� nous allons voir deux propri�et�es satisfaites par
les matrices de M�K� qui seront utiles par la suite�

Lemme ��� 
Lov�asz et Schrijver�
Toute matrice Y �M�K� v�eri�e �


	 Toute colonne de Y est un vecteur de K	

�	 la di��erence entre la premi�ere colonne de Y et toute autre de ses colonnes est un
vecteur de K	

Preuve �
On a vu que toute matrice Y � M�K� v�eri�e utY v � �� �u � K� et �v � Q� et que ceci
est �equivalent �a dire que Y Q� � K� de plus on sait que Q� � c	onefei� fig� On peut alors
a�rmer que �

�� Y ei � K� toute colonne de Y est un vecteur de K�

�� Y fi � Y �e� � ei� � K� la di
�erence des colonnes � et i est dans K�

Les deux lemmes suivants donnent une interpr�etation g�eom�etrique de N�K� en le situant
par rapport aux hyperplans d�appui de Q� On d�e�nit Hi � fx � IRn�� j xi � �g et
Gi � fx � IRn�� j xi � x�g� rappelons�nous que nous avons pos�e d�es le d�ebut x� � �� Il
est clair que Hi et Gi sont des hyperplans d�appui de Q et que toutes les facettes de Q

peuvent 	etre d�ecrites par de tels hyperplans�

Lemme ��� 
Lov�asz et Schrijver�
Pour tout c�one K � Q et pour toute coordonn�ee i � f�� � � � � ng on a �

N�K� � �K �Hi� & �K �Gi�

��
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Preuve �
Soit x � N�K� alors il existe une matrice Y � M�K� telle que x � Y e�� Soit y
i la ieme

colonne de Y � on a vu au lemme ��� que y
i � K et que y
� � y
i � K� D�autre part �etant
donn�e que Y est sym�etrique et que diag�Y � � Y e� on a yi� � yii � y�i ce qui permet
d�a�rmer que y
i � Gi et que y
� � y
i � Hi� Aussi peut�on conclure �

x � Y e� � y
� � y
i & �y
� � y
i� � �K �Hi� & �K �Gi�

Remarques �

�� Le lemme ci�dessus ne signi�e pas que N�K� touche Hi et Gi il signi�e que tout
vecteur de N�K� peut s��ecrire comme la somme d�un vecteur de K dont la ieme

coordonn�ee vaut � et d�un vecteur de K dont la ieme coordonn�ee vaut ��

�� Une autre cons�equence est que si K � Gi � f�g alors N�K� � Hi� en particulier si
K ne touche des facettes disjointes de Q qu��a l�origine N�K� � f�g� En exploitant
le caract�ere semi�d�e�ni positif des matrices de M��K� on peut �enoncer un lemme
semblable pour N��K�� mais son interpr�etation g�eom�etrique est mal d�e�nie�

�� Une implication int�eressante de ce lemme est la possibilit�e de concevoir un algorithme
g�eom�etrique en d�e�nissant l�op�erateur N��K� � �ni����K � Gi� & �K � Hi��� On
peut voir que N��K� � M��K�e� o�u M��K�e� est le c	one des matrices qui v�eri�ent
y�i � yi�� diag�Y � � Y e� et utY v � � �u � K�� �v � Q�� La propri�et�e y�i � yi� est
moins forte que Y � Y t aussi M�K� �M��K� et donc N�K� � N��K��

�� De plus on peut voir que si une in�egali�e atx 
 b est valide pour K � Hi et pour
K �Gi alors elle est valide pour N�K��

Lemme ��	 
Lov�asz et Schrijver�
N�K �Hi� � N�K��Hi	

Preuve �

�� N�K �Hi� � N�K��Hi

Soit x � N�K�Hi� alors il existe une matrice Y �M�K�Hi� telle que x � Y e�� Par
construction de M�K�Hi� la matrice Y satisfait utY v � � �u � �K�Hi�

�� �v � Q��
autrement dit Y Q� � K � Hi� D�autre part on sait que Q� � c	onefei� fig ce qui
permet de dire que y
j � K �Hi et y
� � y
j � K �Hi� K �Hi est un c	one convexe
donc stable par addition aussi x � y
j & �y
�� y
j� � K �Hi� Mais on a aussi y
j � K
et y
� � y
j � K ce qui revient �a dire que Y � M�K� et donc x � N�K�� de plus on
a vu que y
j � Hi et y
� � y
j � Hi  on peut donc conclure que x � N�K��Hi�

�� N�K �Hi� � N�K��Hi

La preuve de cette inclusion reprend les m	emes arguments que ceux employ�es pour
celle de la pr�ec�edente�
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Remarque � Une cons�equence int�eressante de ce lemme est que N�K�Hi� ne d�epend pas
de la mani�ere dont il est obtenu que ce soit comme c	one de IRn�� ou comme c	one de Hi�
D�une mani�ere similaire on peut �etablir un r�esultat �equivalent pour N�K �Gi��

Lemme ��� N�K �Gi� � N�K��Gi	

Preuve �

�� N�K �Gi� � N�K� � Gi

Soit x � N�K � Gi� alors il existe une matrice Y � M�K � Gi� telle que x � Y e��
Par construction de M�K � Gi� la matrice Y satisfait Y Q� � K � Gi� de plus nous
savons que Q� � c	onefei� fig donc y
j � K � Gi et y
� � y
j � K � Gi� Aussi y
j
et y
� � y
j appartiennent �a K et Gi� ce qui permet de dire que Y � M�K� et par
voie de cons�equence x � N�K�� de m	eme x � Gi et donc on peut conclure que
x � N�K��Gi�

�� N�K �Gi� � N�K� � Gi

Ce sens se d�emontre avec les m	emes arguements que ceux employ�es pr�ec�edemment�

M� Goemans et L� Tun!cel ���� ont prouv�e les deux lemmes pr�ec�edents dans une forme
l�eg�erement plus g�en�erale et avec des arguments semblables�

Lemme ��
 
Goemans et Tun�cel�
Soit F une face quelconque de Q� alors N�K � F � � N�K�� F 	
Toutefois pour obtenir ce r�esultat depuis les lemmes ��� et ��� il su�t de remarquer que
les faces du c	one Q peuvent toutes s��ecrirent comme intersection d�hyperplans Hi et Gi�

Nous verrons �a la section ����� quelles sont les applications de ces lemmes lorsque nous
employons les coupes produites par l�op�erateur N�K� dans un sch�ema de type branch�
and�cut�
Le th�eor�eme suivant est le th�eor�eme central de ce chapitre� c�est lui qui d�ecrit la m�ethode
r�ecursive de contruction de l�enveloppe convexe des points �a composantes ��� du domaine�

Th�eor�eme ��� 
Lov�asz et Schrijver�
On d�e�nit r�ecursivementN t�K� par N��K� � K et N t�K� � N�N t���K��	 AlorsNn�K� �
K�	

Preuve �
Consid�erons le cube unitaire Q� contenu dans l�hyperplan d��equation x� � �� Soit t un index
parcourant f�� � � � � ng� Consid�erons une face quelconque de Q� de dimension n� t� soit F
cette face  on d�e�nit alors 'F comme �etant l�union des faces parall�eles �a F � Remarquons
que F � 'F � Si F est une face de dimension � alors 'F � Q� et on a c	one�K � 'F � � K�� ce
qui correspond �a t � n� On a vu que K� � N�K� et donc par r�ecurrence K� � N t�K�� t �
f�� � � � � ng� Pour d�emontrer le th�eor�eme il su�t de montrer que Nn�K� � K� ou bien que
�t � f�� � � � � ngN t�K� � c	one�K � 'F �� ce qui peut 	etre fait par r�ecurrence�
Pour t � � on peut voir que N t�K� � c	one�K � 'F � est �equivalent au lemme ��� puisque
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Hi et Gi� i � f�� � � � � ng sont des facettes de Q�� aussi peut�on consid�erer que pour t � �
on a �

N�K� � c	one�K � 'F �� F �etant une face de dimension n� �� �����

Notons F � une face de dimendion n � �t � �� de Q� contenant F une face de dimension
n � t et soit i � f�� � � � � ng tel que F � F � � Hi� alors l�hypoth�ese de r�ecurrence permet
d��ecrire N t���K� � c	one�K � 'F �� Alors en appliquant le r�esultat du lemme ��� on a �

N t�K� � N�N t���K�� � c	one�N t���K�� �Hi � Gi��
� c	one��c	one�K � 'F ���Hi�� �c	one�K � 'F �� �Gi��

�����

Hi est un hyperplan support de c	one�K� 'F �� et son intersection avec ce c	one est engendr�ee
par son intersection avec l�ensemble g�en�erant ce c	one �

c	one�K � 'F �� �Hi � c	one�K � 'F � �Hi� � c	one�K � 'F ��

D�une mani�ere identique on a c	one�K � 'F �� �Gi � c	one�K � 'F ��� Alors par ��� et ��� on
a �etabli que �t � f�� � � � � ng N t�K� � c	one�K � 'F ��

La m�ethode lift�and�project telle qu�elle est d�ecrite ici ne permet vraisemblablement pas
de concevoir des algorithmes e�caces� nous verrons plus loin comment elle peut 	etre adap�
t�ee �a cette �n� Son ine�cacit�e proc�ede de la taille des matrices qui cro	�t avec le carr�e du
nombre des variables et du fait qu�elle travaille sur les c	ones M�K� et M��K� dont la
description n�est pas ais�ee� En e
et m	eme si M�K� est un c	one poly�edral pour peu que K
soit un c	one poly�edral� Upsd n��etant pas poly�edral M��K� ne l�est pas a priori�

	���� D�etermination d�in�egalit�es valides

Nous avons dit qu�une source d�ine�cacit�e de la m�ethode telle qu�elle est expos�ee dans
la section pr�ec�edente peut 	etre la description des c	ones M�K� et M��K�� nous allons voir
comment on peut obtenir une meilleure description de ces c	ones en g�en�erant des in�egalit�es
valides�
G�en�erer une in�egalit�e valide pour un c	one K c�est d�eterminer une in�equation de la forme
�tx � � qui est v�eri��ee pour tous les vecteurs x � K� La d�e�nition que nous avons
donn�ee de c	one polaire permet de dire que d�eterminer une in�egalit�e pour un c	one K valide
revient �a chercher un vecteur � � K�� Nous allons donc chercher �a identi�er les c	ones
polaires de N�K� et N��K�� Nous avons d�e�ni N�K�� respectivement N��K�� comme
l�ensemble fY e�� Y � M�K�g� respectivement fY e�� Y � M��K�g� Cette d�e�nition
permet d��enoncer le lemme suivant �

Lemme ��� N�K��et� � M�K�� et N��K��et� � M��K��	

Preuve �
Par d�e�nition du c	one polaire w � N�K�� 
� �y � N�K� wty � �
Par d�e�nition de N�K� 
� �Y �M�K� wt�Y e�� � �


� �Y �M�K� wt�Y e�� � � et et�Y w � �

� �Y �M�K� Y � e�wt � � et Y � wet� � �


� �Y �M�K� Y � e�wt�wet�� � �

� e�w

t & wet� �M�K��

��
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Le deuxi�eme item du lemme se d�emontre de mani�ere identique�

Nous allons donc poursuivre en d�e�nissant les c	ones polaires M�K�� et M��K��� Mais
avant nous allons voir ce qu�est le c	one polaire de l�intersection de deux c	ones�

Lemme ��� Soit K� et K� deux c�ones ferm�es alors �K� �K��
� � K�

� & K�
� 	

Preuve �

�� K�
� & K�

� � �K� �K��
�

Consid�erons un vecteur x � k��&k�� � K�
� &K�

� � Soit y � K��K�� formons le produit
scalaire ytx �

ytx � ytk�� & ytk��

Ce qui montre que x � K�
� & K�

� �� x � �K� �K��
�

�� �K� �K��
� � K�

� & K�
�

Etant donn�e que K� � K� & K� et K� � K� & K� on peut dire que �K� � K�� �
K� & K� et surtout �

K� � K� & K� �� �K� & K��� � K�
�

K� � K� & K� �� �K� & K��
� � K�

�

�
�� �K� & K��

� � K�
� �K�

�

Ce qui se r�e�ecrit de la mani�ere suivante si on remplace K� par K�
� et K� par K�

� �

�K�
� & K�

��� � K��
� �K��

� � K� �K�

Soit encore en prenant le polaire des parties gauche et droite de l�expression ci�dessus �

�K�
� & K�

���� � K�
� & K�

� � �K� �K��
�

On d�e�nit U� l�espace vectoriel des matrices carr�ees d�ordre n & �� �wij �� i� j � f�� � � � � ng
telles que w�� � �� w�j � �wjj � �j � f�� � � � � ng et wij � � si i �� � et i �� j� On
remarquera que U� admet pour base l�ensemble des matrices fie

t
i� i � f�� � � � � ng�

Lemme ��� L�espace vectoriel U� est orthogonal �a l�espace vectoriel des matrices Y v�e�
ri�ant Y e� � diag�Y �	

Preuve �
Soit M � U� et Y une matrice telle que Y e� � diag�Y �� formons le produit scalaire de ces
deux matrices� il vient alors �

M � Y �
nX

j��

m�jy�j &
nX

j��

mjjyjj car tous les autres coe�cients de M sont nuls

�
nX

j��

�m�j & mjj�y�j car y�j � yjj par d�e�nition de Y

� � car m�j � �mjj par d�e�nition de M
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On note Uasym l�espace vectoriel des matrices antisym�etriques� M � �M t qui est naturel�
lement orthogonal �a l�espace des matrices sym�etriques� Alors on peut �enoncer le th�eor�eme
suivant �

Th�eor�eme ��� Les c�ones polaires de M�K� et M��K� sont d�e�nis par �


	 M�K�� � U� & Uasym & c	onefuvt� u � K�� v � Q�g	
�	 M��K�� � U� & Uasym & Upsd & c	onefuvt� u � K�� v � Q�g	

Preuve �

�� Par construction M�K� � c	onefY j diag�Y � � Y e�g � c	onefY j Y � Y tg �
c	onefY j utY v � �� �u � K�� �v � Q�g� aussi par les lemmes ��� et ��� peut
on �ecrire �

M�K�� � U� & Uasym & �c	onefY j utY v � �� �u � K�� �v � Q�g��

Maintenant en notant que utY v � uvt � Y on voit que �c	onefY j utY v � �� �u �
K�� �v � Q�g�� � c	onefuvt� u � K�� v � Q�g� Ainsi la partie � du th�eor�eme est
acquise�

�� La partie � se d�emontre de la m	eme fa!con et tenant compte en plus du fait que Upsd
est autopolaire�

Maintenant nous pouvons nous int�eresser aux conditions d�appartenance d�un vecteur �a
N�K�� et N��K���

Th�eor�eme ��� 
Lov�asz et Schrijver�
Soit K � Q un c�one de IRn�� et w � IRn��	


	 w � N�K�� si et seulement si il existe n vecteurs a�� � � � � an � K�� un r�eel � et
une matrice antisym�etrique A tels que ai & �ei & Aei � K�� �i � f�� � � � � ng et

w �
nX
i��

ai & A�	

�	 w � N��K�� si et seulement si il existe n vecteurs a�� � � � � an � K�� un r�eel �� une
matrice antisym�etrique A et une matrice semi�d�e�nie positive B tels que ai & �ei &

Aei & Bei � K�� �i � f�� � � � � ng et w �
nX
i��

ai & A� & B�	

Preuve �
Si w � N�K�� alors wet� �M�K��� On a vu que �

M�K�� � U� & Uasym & c	onefxyt� x � K�� y � Q�g

��
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Par ailleurs on sait que U� est g�en�er�e par les matrices de la forme eif
t
i � i � f�� � � � � ng�

aussi peut�on �ecrire �

wet� �
X
i

xjy
t
j &

nX
i��

�ieif
t
i & A� xj � K�� yj � Q�� A � Uasym

De plus on sait que Q� � c	onefei� fig� d�o�u l�expression de wet� si on �ecrit yj comme
combinaison lin�eaire des ei et des fi �

wet� �
nX
i��

xie
t
i &

nX
i��

'xif
t
i &

nX
i��

�ieif
t
i & A� xi � K�� 'xi � K�

En multipliant l�expression ci�dessus par ej par la droite on obtient �

� � xj � 'xj � �jej & Aej

Maintenant en multipliant l�expression de wet� par e� on obtient �

w �
nX
i��

'xi &
nX
i��

�iei & Ae�

'xi � xi � �iei & Aei


��
�� �� w �

nX
i��

xi &
nX
i��

Aei & Ae� �
nX
i��

xi & A�

Et 'xi � xi � �iei & Aei � K�� Comme ei � K� cette condition demeure valide si on fait
d�ecro	�tre �i jusqu��a �� La n�ecessit�e de la condition est ainsi �etablie� sa su�sance s��etablit
de fa!con semblable�
Le point num�ero � du th�eor�eme se d�emontre comme le point num�ero ��

Le th�eor�eme pr�ec�edent nous fournit les moyens de s�eparer sur les c	ones N�K� et N��K�
et donc de concevoir des algorithmes bas�es sur des m�ethodes de coupes� Maintenant que
nous savons s�eparer sur les c	ones N�K� et N��K� nous nous int�eressons au fait de savoir
quand cette s�eparation peut s�e
ectuer en temps polynomial�
On appelle oracle de s�eparation sur K une routine s�ex�ecutant en temps polynomial qui�
�etant donn�e un vecteur rationnel x� retourne une des r�eponses suivantes �

$ x � K

$ un vecteur w � K� tel que wtx � �

Th�eor�eme ��	 
Lov�asz et Schrijver�
Si nous disposons d�un oracle de s�eparation sur K alors le probl�eme de s�eparation sur
N�K�� comme celui sur N��K�� peut �etre r�esolu en temps polynomial	

Preuve �
Par hypoth�ese nous poss�edons un oracle de s�eparation pour K� montrons qu�alors nous
poss�edons un algorithme polynomial pour le c	one M�K��
Les conditions Y � Y t et diag�Y � � Y e� peuvent 	etre v�eri��ees en temps polynomial� de
m	eme on trouve ais�ement un hyperplan de s�eparation� par exemple si Y �� Y t il su�t de
prendre une matrice antisym�etrique A telle que A � Y � ��
Pour la s�eparation sur la condition utY v � �� �u � K�� �v � Q� on a d�ej�a vu que cette
condition est �equivalente �a Y v � K� �v � Q�� Or on sait que Q� � c	onefei� fig� il su�t
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donc de v�eri�er que Y ei � K et Y fi � K ce qui peut 	etre fait en utilisant l�oracle de
s�eparation pour K� Etant donn�e que N�K� � M�K�e� on peut a�rmer que le probl�eme
de s�eparation sur N�K� peut 	etre r�esolu en temps polynomial�
Pour le probl�eme de s�eparation sur N��K� il su�t de v�eri�er qu�en plus de ce qui a �et�e
vu pour N�K� on peut s�eparer en temps polynomial sur Upsd� V�eri�er si une matrice
A � Upsd peut se faire en temps polynomial via la r�esolution du programme semi�d�e�ni
positif MinfA �M� M � Upsdg� si le r�esultat de ce programme est strictement n�egatif alors
A �� Upsd et la matrice M donne l��equation d�un hyperplan s�eparant A de Upsd�

��� Un lift�and�project s�equentiel

Nous pr�esentons ici un sch�ema s�equentiel de lift�and�project� Dans ce sch�ema les do�
maines des variables sont convexi��es les uns apr�es les autres� Cette proc�edure s�equen�
tielle de convexi�cation d�un ensemble de points �a coordonn�ees enti�eres est expos�ee dans
����Cette m�ethode est issue des r�esultats concernant la convexi�cation d�une disjonction
de poly�edres� Comme pr�ec�edemment on d�e�nit K� l�enveloppe convexe des points de l�en�
semble d�e�ni par �

Plne �

�
��b� A���� xt�t � �

x � f�� �gn

K le c	one d�e�ni par la relaxation lin�eaire du syst�eme de Plne qui sera not�ee ��*b� *A���� xt�t � ��
On d�e�nit alors une proc�edure en quatre �etapes �

�� Choisir une valeur de l�indice j � f�� � � � � ng�
�� Multiplier *Ax� *b � � par ��� xj� et xj de mani�ere �a obtenir le syst�eme suivant �

�
��� xj� � *Ax� *b � ��

xj � *Ax� *b � ��

�� Lin�eariser le syst�eme pr�ec�edent en rempla!cant �

$ xixj � i � f�� � � � � ng� i �� j par yj �

$ x�j par xj �

Soit Mj�K� le poly�edre ainsi obtenu�

�� Pj�K� est la projection de Mj�K� sur l�espace des x�

Remarque � La lin�earisation de l��etape � fournit entre autres les contraintes suivantes �

$ �� 
 xi�xj �� yi � �

$ �� 
 xi���� xj� �� yi 
 xi

$ �xi 
 ��xj �� yi 
 xj � i �� j

$ �xi 
 ����� xj� �� xi & xj � � 
 yi� i �� j
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Ces contraintes sont �a rapprocher de celles vues sur les coe�cients de la matrice Y �a la
section ���� D�autre part on note que le remplacement de x�j par xj produit l��elimination
de points fractionnaires�
La projection de l��etape quatre sur l�espace des x peut 	etre d�e�nie comme suit� apr�es avoir
�ecrit Mj�K� � f�x� y� j Bx & Dy � dg �

Pj�K� � Projx�Mj�K�� � fx j utDx � utd� �u � Extr�W �g
o�u Extr�W � d�esigne l�ensemble des rayons extr	emes du c	one W d�e�ni par W � fu j utB �
�� u � �g�
Nous allons voir au travers du th�eor�eme suivant comment la proc�edure �enonc�ee pr�ec�edem�
ment r�ealise une convexi�cation partielle�

Th�eor�eme ��� 
Balas� Ceria et Cornu�ejols�
Pj�K� � conv�K � fx � IRn j xj � f�� �gg�
Preuve �

�� Pj�K� � conv�K � fx � IRn j xj � f�� �gg��
Supposons que K � fx j xj � �g � � alors xj � � est une in�egalit�e valide pour K
pour certaine valeur de �� Par d�e�nition de Mj�K� l�in�egalit�e �� � xj��xj � �� � �
est satisfaite pour tout x qui satisfait �

��� �

�
��� xj� � *Ax� *b � ��

xj � *Ax� *b � ��

Aussi peut�on �ecrire �

��� xj��xj � �� � � 
� xj � � � x�j & �xj � �


� �� & �xj � � en rempla!cant x�j par xj

� xj � �

xj � � est alors une in�egalit�e valide pour Mj�K� et Pj�K� et donc on a Pj�K� �
conv�K�fx j xj � �g et par voie de cons�equence Pj�K� � conv�K �fx � IRn j xj �
f�� �gg�� D�une mani�ere analogue on �etablit que si K � fx j xj � �g � � alors xj 
 �
est une in�egalit�e valide pour Mj�K� et Pj�K� et donc Pj�K� � conv�K � fx �
IRn j xj � f�� �gg��
Supposons maintenant que K � fx j xj � �g et K � fx j xj � �g sont tous deux
non vides� Soit �tx � � une in�egalit�e valide pour conv�K � fx � IRn j xj � f�� �gg��
Etant donn�e que �tx � � est valide pour K � fx j xj � �g il existe � � � tel que
�tx & �xj � � est valide pour K� d�une mani�ere sym�etrique puisque �tx � � est
valide pour K � fx j xj � �g il existe � � � tel que �tx & ��� � xj� � � est valide
pour K� Puisque �tx & �xj � � et �tx & ��� � xj� � � sont valides pour K les
in�egalit�es �

��� xj���tx & �xj � �� � �
xj��

tx & ���� xj�� �� � �

��



��

sont satisfaites par tout x qui v�eri�e ���� En sommant les deux in�egalit�es ci�dessus
et en rempla!cant x�j par xj on obtient �tx � �� Ce qui montre que cette derni�ere est
valide tant pour Pj�K� que pour Mj�K� et comme pour les deux points pr�ec�edants
on peut conclure que Pj�K� � conv�K � fx � IRn j xj � f�� �gg��

�� Pj�K� � conv�K � fx � IRn j xj � f�� �gg��
Soit x� � K � fx j xj � f�� �gg� Relativement �a x� on peut appliquer les op�erations
des �etapes � et �� notons y�i � x�ix

�
j la variable de lin�earisation de l��etape � alors

puisque x� � K �x�y�� �Mj�K� par d�e�nition de celui�ci� D�autre part par d�e�nition
de la projection x� � Pj�K�� aussi�a�t on �etabli que conv�K � fx � IRn j xj �
f�� �gg�� Pj�K��

Avant de poursuivre la construction de l�enveloppe convexe� K�� des points �a coordonn�ees
enti�eres du domaine d�e�ni par Plne nous allons voir un lemme qui est �a rapprocher du
lemme ����

Lemme ���� Soit S � IRn et H � fx � IRn j �tx � �g un hyperplan tel que �tx � � est
v�eri��ee pour tout x � S	 Alors H � conv�S� � conv�H � S�	

Preuve �
Dire que x � H � conv�S� est �equivalent �a dire �

�tx � � car x � H

x �
X
i�I

�iyi� yi � S�
X
i�I

�i � �� �i � � car x � conv�S�

Dire que yi � S est �equivalent �a dire �yi � �� par d�e�nition de H � Par ailleurs x �
X
i�I

�iyi

et donc �tx �
X
i�I

��iyi � � ce qui permet de dire que �yi � � donc yi � H�S� x peut donc

s��ecrire comme combinaison lin�eaire convexe d��el�ements de H�S et donc x � conv�H�S��

Comme pour la construction de Lov�asz et Schrijver nous avons une d�e�nition r�ecursive de
la construction de K�� celle�ci est pr�ecis�ee par le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme ��
 
Balas� Ceria et Cornu�ejols�
On d�e�nit r�ecursivement Pt�K� par P��K� � K et Pt�K� � Pt�Pt���K��	 Alors Pn�K� �
K�	

Preuve �
La preuve de ce th�eor�eme va se faire par induction sur t� Il est clair que pour t � � le
th�eor�eme est �equivalent au th�eor�eme ����
Soit Ft � fx j xj � f�� �g� �j � f�� � � � � tgg� Supposons le th�eor�eme vrai jusqu��a l�indice
n� �� par l�hypoth�ese d�induction on a �

Pn�K� � Pn�conv�K � Fn����

En appliquant le r�esultat du th�eor�eme ��� on peut �ecrire que �

Pn�conv�K � Fn���� � conv�conv�K � Fn��� � fx j xn � f�� �g�

��
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Ce qui peut se r�e�ecrire comme suit si on remarque que fx j xn � f�� �gg � fx j xn �
�g � fx j xn � �g �

Pn�conv�K � Fn���� � conv� �conv�K � Fn��� � fx j xn � �g�
��conv�K � Fn��� � fx j xn � �g��

Et en utilisant le r�esultat du lemme ���� on peut �ecrire �

Pn�conv�K � Fn���� � conv��K � Fn�� � fx j xn � �g�� �K � Fn�� � fx j xn � �g��
� conv�K � Fn�� � fx j xn � f�� �gg�
� conv�K � Fn�

Ainsi le r�esultat du th�eor�eme est acquis�

	���� D�etermination d�in�egalit�es valides

A�n de pouvoir concevoir un algorithme nous allons voir comment on peut obtenir
une description de Pj�K� sous forme d�in�egalit�es lin�eaires� Comme pour les op�erateurs
N�K� et N��K� ceci va nous conduire �a nous int�eresser aux conditions d�appartenance
d�un vecteur �a son c	one polaire que nous noterons Pj�K���

Th�eor�eme ��� 
Balas� Ceria et Cornu�ejols�
Pj�K� � fx � IRn j �tx � �� ���� �� � Pj�K��g� o�u Pj�K�� est l�ensemble des vecteurs
��� �� � IRn�� pour lesquels il existe des vecteurs u et v � IRm��n� u � � et v � � ainsi
que des scalaires u� et v� v�eri�ant �

� �ut *A &u�ej � �

� �vt *A �v�ej � �

ut*b � �

vt*b &v� � �

Preuve �
On a vu que par construction Pj�K� � Projx�Mj�K��� o�u Mj�K� est d�e�ni par le syst�eme �

*Ax &*bxj � *Ay �*b � �

�*bxj & *Ay � �

�

� Dx & By � d

avec D � � 'Aj ��'�j�
t� 'Aj �etant la matrice obtenue en ajoutant *b �a la colonne j de *A� '�j est

d�e�nie de mani�ere analogue� B � �� *A� *A�t et d � �*b� ��t�
La projection de Mj�K� sur l�espace des x est donn�ee par �

Projx�Mj�K�� � fx j �ut� vt�Dx � �ut� vt�d� ��u� v�t � Extr�W �g
Dire que �u� v� est un rayon extr	eme du c	one engendr�e par les lignes de B c�est dire que �

�u� v� � Extr�W �
� �ut� vt�B � � 
� �ut *A & vt *A � � �����

par ailleurs �

x � Pj�K� 
� �ut� vt�Dx � ut *Ax & ut*bejx� vt*bejx � �ut� vt�d � ut*b �����

En posant u� � �ut*b& vt*b l��equation ��� se r�e�ecrit comme suit �

�ut *A � u�ej�x � ut*b

��
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Donc x � Pj�K� v�eri�e �tx � � avec � � �ut *A � u�ej� et � � ut*b� Aussi la premi�ere
des �equations d�e�nissant Pj�K�� est satisfaite ainsi que la troisi�eme� Si on pose u� � v�
alors comme ut *A� vt *A � � on obtient � � �ut *A� u�ej� � �vt *A� v�ej� ce qui justi�e la
deuxi�eme des �equations�
D�autre part on a pos�e u� � �ut*b&vt*b � v� ce qui conduit directement �a v�&vt*b � ut*b � ��

Maintenant que nous savons traiter le probl�eme de s�eparation sur Pj�K� il est int�eressant
de voir dans quels cas les in�egalit�es valides g�en�er�ees sont des facettes de Pj�K��

Th�eor�eme ��� 
Balas� Ceria et Cornu�ejols�
Si K est un poly�edre de pleine dimension� fx j xj � �g et fx j xj � �g sont non vides�
alors pour toute constante �� �� �� �tx � �� est une facette de Pj�K� si et seulement si �
est point extr�eme de Pj�K���� le poly�edre obtenu depuis Pj�K�� en posant � � ��	

Preuve �
Dire que � est un point extr	eme de Pj�K���� c�est dire qu�il est l�intersection de n hyper�
plans distincts deux �a deux� On peut donc trouver n vecteurs ��� � � � � ��� un par hyperplan�
qui sont lin�eairement ind�ependants et qui v�eri�ent �ix � �� �x � Pj�K�� i � f�� � � � � ng�
Consid�erons les syst�emes d��equations lin�eaires �

��x � �� ��x � �� & �k� ��x � �� & �n�
��x � �� & ���

�kx � ��
�n��x � �� & �nn��

�nx � �� & ��n �nx � �� & �kn ��x � ��

L�ind�ependance lin�eaire des vecteurs f��� � � � � �ng nous assure que chacun de ces syst�emes
poss�ede une solution unique� Soit fx�� � � � � xng les solutions respectives de chacun de ces
syst�emes� Si on choisit les �ji tels que les seconds membres sont a�nement ind�ependants�
les vecteurs fxi� i � f�� � � � � ngg sont aussi a�nement ind�ependants� D�autre part on a
�txi � �� par d�e�nition de Pj�K���� � C�est �a dire qu�on a trouv�e n vecteurs de Pj�K�

a�nement ind�ependants qui v�eri�ent �tx � ��  donc cette in�egalit�e d�e�nit une facette de
Pj�K��

Pour traiter le probl�eme de s�eparation sur Pj�K� on est donc amen�e �a r�esoudre un probl�eme
d�optimisation sur Pj�K��� par exemple si on veut trouver un hyperplan s�eparant un
vecteur x de Pj�K� on doit r�esoudre un probl�eme de la forme �

Maxf�xt� & � j ��� �� � Pj�K��g
Or il se peut que le probl�eme d�optimisation ci�dessus ne poss�ede pas un optimum born�e�
pour pallier ce probl�eme on va introduire un ensemble de normalisation dont le but est de
produire une troncature de Pj�K�� assurant au programme de maximisation un optimum
born�e� Le choix de cet ensemble de normalisation peut s�e
ectuer suivant divers crit�eres
et d�ependamment du type de probl�eme �a traiter� ceci est tr�es largement discut�e dans
���� ��� et ����� Nous ne pr�esentons donc qu�une d�e�nition de l�ensemble de normalisation�
celle�ci est universelle contrairement �a d�autres qui r�eclament que le probl�eme ait certaines
caract�eristiques� De plus c�est celle que nous avons utilis�ee pour notre impl�ementation de
la m�ethode�

��
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Th�eor�eme ��� Les rayons extr�emes de P �j �K� sont en bijection avec les sommets de

P �j �K� � S si S � f�u� v� � IR��n�m�p��� j
n�m�pX
i��

ui &

n�m�pX
i��

vi � �g	

Preuve �
Etant donn�e que la direction de normalisation n�appartient pas �a P �j �K�� celle�ci ne sup�
prime aucun des rayons extr	emes� Si r est un rayon extr	eme de P �j �K� il ne peut pas
s��ecrire comme combinaison lin�eaire convexe de vecteurs de P �j �K�� et donc a fortiori de
vecteurs P �j �K� � S car P �j �K� � S � P �j �K�� aussi par d�e�nition on peut dire que c�est
un sommet de P �j �K�� S�
Maintenant consid�erons un sommet de v � P �j �K� � S qui ne soit pas un rayon extr	eme
de P �j �K� alors v peut s��ecrire comme combinaison lin�eaire convexe de rayons extr	emes de
P �j �K� et donc comme combinaison lin�eaire convexe de sommets de P �j �K� � S� d�o�u une
contradiction�

Le th�eor�eme ci�dessus montre que tronquer P �j �K� par un tel ensemble de normalisation
S pr�eserve les rayons extr	emes� aussi par le th�eor�eme ��� nous pouvons dire qu�on peut
atteindre tous les hyperplans supports de Pj�K��

��
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Chapitre �

Applications de lift�and�project

Nous pr�esentons ici deux applications de la m�ethode de lift�and�project� Dans la pre�
mi�ere section nous pr�esentons une application de la construction de Lov�asz et Schrijver
au probl�eme du stable de poids maximum� cette �etude permet d�aborder des points th�eo�
riques et de les illustrer par un exemple� Puis dans la deuxi�eme partie de ce chapitre nous
pr�esentons un algorithme de coupes poly�edrales d�eriv�e de la construction de Lov�asz et
Schrijver vue pr�ec�edemment�

��� Le probl�eme du stable de cardinalit�e maximum

Dans cette section nous pr�esentons une application de la m�ethode de lift�and�project
au probl�eme du stable de poids maximum� La motivation de cette pr�esentation est l��etude
d�un rang pour les op�erateurs N�K� et N��K� en se posant les questions �

$ Quelle est la plus petite valeur de r telle que N r�K�� N�� r�K�� d�ecrit l�enveloppe
convexe des stables d�un graphe G%

$ Pour quelles classes de graphe N r�K�� N�� r�K�� d�ecrit�il l�enveloppe convexe des
stables%

$ Quelles sont les classes d�in�egalit�es qui sont v�eri��ees lorsqu�on a appliqu�e r�ecursive�
ment r fois l�op�erateur N�K�� N��K�%

Les r�eponses �a ces questions sont �a la fois une mesure de la complexit�e du probl�eme pour
une classe d�instance et de l�e�cacit�e de la m�ethode pour certaines instances du probl�eme�

D�e�nition 
�� Le N �index d�une in�egalit�e est la plus petite valeur de r pour laquelle les
points de N r�K� la satisfont	

Le N �index d�un graphe est la plus grande des valeurs de N �index des facettes du poly�edre
du stable de ce graphe� Nous �etablirons� quand nous le pourrons une comparaison entre
la valeur du N �index et la valeur du rang de Chv�atal� voir ���� pages ��� et ����
Avant de d�evelopper cette �etude nous allons compl�eter notre description du probl�eme du
stable� Nous avons vu pr�ec�edemment que les stables d�un graphe G � �X�E� sont les
solutions enti�eres du syst�eme d�in�equations suivant �

xi & xj 
 � ��ij� � E
xi � � �i � X

�
�����

��
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Nous appellerons Frac�G� les points extr	emes du polytope d�e�ni par le syst�eme ci�dessus�
Stab�G� d�esignera l�enveloppe convexe des stables du graphe G�

Th�eor�eme 
�� Frac�G� � Stab�G� si et seulement si G est un graphe biparti	

Preuve �

�� G est un graphe biparti alors Frac�G� � Stab�G�� Pour montrer ceci il nous su�t
de montrer que si G est un graphe biparti les points extr	emes de Frac�G� sont �a
coordonn�ees enti�eres� ce qui est imm�ediat car la matrice d�incidence sommets ar	etes
d�un graphe biparti est totalement unimodulaire�

�� Frac�G� � Stab�G� alors G est un graphe biparti� Consid�erons un graphe qui n�est
pas biparti donc comportant un trou impair H � Alors xi � �

� �i � H et xi � � �i �
G�H est un sommet de Frac�G�� ce qui montre que Frac�G� �� Stab�G��

Corollaire 
�� Le N �index d�un graphe G est �egal �a � si et seulement si G est un graphe
biparti	

Si un graphe n�est pas un graphe biparti alors il contient au moins un cycle comportant
un nombre impair de sommets� si ce cycle est sans corde on l�appellera trou impair� Il
appara	�t clairement que le nombre maximum de sommets d�un trou impair H �gurant
dans un ensemble stable est jHj��

� � Ainsi on obtient une classe d�in�egalit�es valides pour le
probl�eme du stable � X

i�H
xi 
 jH j � �

�
pour tout trou impair H �����

Les graphes pour lesquels les contraintes de types ��� et ��� su�sent �a d�ecrirent le poly�edres
des stables sont dits t�parfaits�

Th�eor�eme 
�� 
Lov�asz et Schrijver�
Le N�index d�un graphe G t�parfait est �egal �a 
	

Avant de d�emontrer le r�esultat du th�eor�eme ci�dessus nous allons d�e�nir quelques op�era�
tions sur les graphes et adapter des r�esultats pr�ec�edents au cas particulier du stable� Nous
appellerons suppression d�un sommet v l�op�eration qui consiste �a consid�erer le graphe
G � fvg au lieu du graphe G� la contraction d�un sommet v consiste en la suppression
de ce sommet et de ceux qui lui sont adjacents� -�v�� Remarquons que la suppression du
sommet v est �equivalente au fait de �xer la variable xv �a � et que la contraction de ce
sommet est �equivalente au fait de �xer la variable xv �a �� Soit atx 
 b une in�egalit�e valide
pour Stab�G�� notons aX�fvg la restriction de a au sous�ensemble de sommets X � fvg
et aX���v��fvg la restriction de a au sous�ensemble X � -�v�� fvg� On peut remarquer
que atX�fvgx 
 b et at

X���v��fvgx 
 b sont respectivement valides pour Stab�Gfvg et

Stab�G� -�v��fvg�� R�eciproquement si atx 
 b est une in�egalit�e telle que pour un som�
met v tant la suppression que la contraction fournissent des in�egalit�es valides le poly�edre
des stables des graphes correspondants alors atx 
 b est une in�egalit�e valide pour Stab�G��

Lemme 
�� Soit K un ensemble convexe tel que Stab�G� � K � Frac�G�	 Si atx 
 b est
une in�egalit�e telle que tant la suppression que la contraction d�un sommet v fournissent
une in�egalit�e valide pour K alors atx 
 b est une in�egalit�e valide pour N�K�	

��
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Preuve �
Ceci d�erive directement du lemme ��� qui dit que N�K� � �K �Hv� & �K �Gv� o�u Hv et
Gv d�esigne respectivement les hyperplans d� �equations xv � � et xv � ��

Preuve du th�eor�eme ��� �
Pour prouver le th�eor�eme nous devons montrer que les contraintes de type ��� dites
contraintes de trous impairs sont valides pour N�Frac�G�� et que celui�ci les satisfait
toutes

�� Les contraintes de trous impairs sont valides pour N�Frac�G���

Consid�erons un trou impair H et la contrainte qui lui est associ�ee �
X
v�H

xv 
 jH j � �

�
�

On peut remarquer ais�ement que la suppression d�un sommet quelconque v� de H

fournit une in�egalit�e valide pour Frac�G�� en e
et si on supprime v� de H on obtient
une cha	�ne comportant jH j � � ar	etes et jH j � � sommets dont au plus un sur deux
pourra �gurer dans un ensemble stable� D�une mani�ere analogue on peut v�eri�er que
la contraction fournit une in�egalit�e valide pour Frac�G�� Aussi par le lemme ���
nous pouvons assurer que la contrainte associ�ee �a H est valide pour N�Frac�G���

�� N�Frac�G�� satisfait l�ensemble des contraintes de trous impairs� Consid�erons un
vecteur x � IRn � Frac�G� qui satisfait les contraintes de trous impairs� Notre pro�
bl�eme est de montrer qu�il existe une matrice Y � �yij� appartenant �a M�Frac�G���
c�est �a dire que cette matrice v�eri�e les propri�et�es suivantes �

�a� Y � Y t

�b� yi� � yii � xi� �i � f�� � � � � ng yoo � �

�c� Y fk � Frac�G� et Y ek � Frac�G�

La derni�ere des propri�et�es nous permet d��ecrire la double in�egalit�e suivante �i� j� k �
X tels que �ij� � E �

xi & xj & xk � � 
 yik & yjk 
 xk �����

Le lemme suivant donne un crit�ere d�existence d�une solution au syst�eme ci�dessus�

Lemme 
�� Soit H � �W�F � un graphe o�u deux valeurs � 
 a�ij� 
 b�ij� sont
associ�ees �a chacune des ar�etes	 Soit U � W un sous�ensemble de sommets donn�e�
alors le syst�eme �

a�ij� 
 yi & yj 
 b�ij� �ij� � F
yi � � i � W

yi � � i � U

n�a pas de solution si et seulement si il existe une s�equence de sommets s�� � � � � sp
telle que si et si�� sont adjacents et qu�au moins une des propositions ci�dessous est
vraie �


a� p � ��mod��� et b�s�s��� a�s�s� & b�s�s	�� � � �& b�sp��sp� � �


b� p � ��mod���� s� � sp et b�s�s��� a�s�s� & b�s�s	�� � � �& b�sp��sp� � �

��
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c� p � ��mod���� sp � U et b�s�s��� a�s�s� & b�s�s	�� � � �& b�sp��sp� � �


d� p � ��mod���� s� et sp � U et �a�s�s�� & b�s�s��a�s�s	� & � � ��a�sp��sp� � �

Pour ce qui nous concerne l�ensemble des sommets W est l�ensemble des paires fi� jg
et on dit que deux paires fi� jg et fk� lgsont adjacentes dans H si i � k et si �jl� � E�
Les ar	etes de H sont valu�ees comme suit � a�ij� jk� � xi&xj&xk�� et b�ij� jk� � xk�
Il est montr�e dans ���� que si x satisfait les contraintes de trous impairs alors aucune
des situations ci�dessus peut survenir� Ce qui permet de conclure �a l�existence d�une
matrice Y �M�Frac�G�� v�eri�ant la condition ����

Le N�index des contraintes de trous impairs est �egal au rang de Chv�atal de ces contraintes�
Il n�en est pas toujours ainsi� mais d�une mani�ere g�en�erale le N�index d�une classe d�in�ega�
lit�es est inf�erieur �a son rang de Chv�atal�
D�autres applications de lift�and�project sont d�etaill�ees dans ���� et dans �����

��� Un algorithme de coupes poly�edrales

Les m�ethodes de coupes poly�edrales ont montr�e leur e�cacit�e pour la r�esolution des
probl�emes d�optimisation combinatoire� Ces m�ethodes peuvent se ranger en deux cat�ego�
ries �

$ Les m�ethodes d�edi�ees �a un probl�eme dans lesquelles le probl�eme de s�eparation est
trait�e par un algorithme sp�eci�que tenant compte de la structure du probl�eme �a
r�esoudre�

$ Les m�ethodes (g�en�eralistes) dans lesquelles le probl�eme de s�eparation est trait�e par
le m	eme algorithme quelque soit le probl�eme�

La combinaison des m�ethodes de coupes et de branchement permet d�accro	�tre l�e�cacit�e
des algorithmes�
Le lecteur ne manquera pas de remarquer les similitudes qui existent entre la preuve que
nous avons donn�e de la �nitude de la m�ethode Gomory et la preuve de la �nitude de l�al�
gorithme que nous pr�esentons ici� On notera la d�e�nition d�une hi�erarchie de relaxations�
voir ��� et la �nitude de chacun des �el�ements� On remarquera encore la similitude des
r	oles jou�es par les demi�espaces H et H� pour la m�ethode de Gomory et par les rayons
extr�emes du c	one polaire de N�K��
Par ailleurs le lecteur pourra noter la di
�erence qui existe entre l�algorithme de lift�and�
project propos�e par E� Balas� S� Ceria et G� Cornu�ejuols et celui que nous proposons
ci�apr�es� Tandis que E� Balas� S� Ceria et G� Cornu�ejuols traitent s�equentiellement les
variables binaires nous proposons� conform�ement �a la construction de L� Lov�asz et A�
Schrijver de les traiter simultan�ement�

����� Un algorithme de coupes poly�edrales bas�e sur la construction de
Lov�asz et Schrijver

Nous avons vu au lemme ��� que K� � N�K� � K et au th�eor�eme ��� que si on d�e�nit
N��K� � K et N t�K� � N�N t���K�� alors K� � Nn�K�� Ceci nous permet de d�e�nir
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une hi�erarchie de relaxation du probl�ene Plne de la mani�ere suivante �

K� � Nn�K� � � � � � N j���K� � N j�K� � � � � � N�K� � K �����

De plus le th�eor�eme ��� nous permet de traiter r�ecursivement le probl�eme de s�eparation
sur N j�K�� Aussi peut�on construire un algorithme de coupes poly�edrales r�esolvant suc�
cessivement chacune des relaxations�
Supposons que nous cherchions �a minimiser une fonction objective c sur l�ensemble de
points d�e�ni par Plne� Nous pouvons alors d�ecrire un algorithme de coupes poly�edrales
de la mani�ere suivante �

Algorithme Magyaro�Batave

�� x�� � Argminfctx j x � K � fxj x� � �gg
�� p � �� N��K� � K

�� Tant que Sep�p� � Minfwt
px
�
p�� j wp � N�Np�K��� � Sg � �

�a� 'wp � Argminfwt
px
�
p�� j wp � N�Np�K��� � Sg

�b� Np�K� � Np�K� � fxj 'wt
px � �g

�c� x�p�� � Argminfctx j x � Np�K� � fxj x� � �gg
�d� p � p & �

On prendra soin de ne pas confondre les c	ones not�es respectivement N j�K� et Np�K��
Ce dernier c	one est red�e�ni �a chaque �etape de l�algorithme par ajout d�une contrainte
viol�ee� Etant donn�ee la mani�ere dont sont g�en�er�ees ces contraintes il est clair que pour
toute valeur de j il existe une valeur de p telle que x�p � Np�K� implique x�p � N j�K��
Remarquons encore qu��a l�instar de l�algorithme de coupes poly�edrales de Balas� Ceria
et Cornu�ejols� de toute r�ealisation de la m�ethode Gomory�Chv�atal� l�algorithme d�ecrit
ci�dessus ne g�en�ere pas l�enveloppe convexe des points �a coordonn�ees ��� du probl�eme� il
en g�en�ere seulement le bon c	ot�e � savoir celui qui fait que la fonction objective appartient
au c	one des contraintes serr�ees par l�optimum entier du programme� Notons encore que
S est un ensemble de normalisation dont l�emploi a pour but de nous assurer que les
programmes lin�eaires li�es aux probl�emes de s�eparation ont des optima �nis� l�utilisation
de ce type d�ensembles sera discut�ee �a la section ������
A�n de prouver la �nitude de l�algorithme Magyaro�Batave nous allons �eatablir les deux
lemmes suivants� Le premier sur la �nitude de N�K� et le deuxi�eme qui pr�ecisera la
condition de sortie de la boucle Tant que�

Lemme 
�� Si K est un c�one poly�edral alors N�K� est g�en�er�e de mani�ere �nie	

Preuve �
Etant donn�e que N�K� � M�K�e� on peut dire que N�K� est poly�edral si M�K� l�est�
Nous avons vu au th�eor�eme ��� que �

M�K�� � U� & Uasym & c	onefuvt� u � K�� v � Q�g
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Il est clair que tant U� que Uasym sont g�en�er�es de mani�ere �nie� Par hypoth�ese K est poly�
�edral et par construction Q est aussi poly�edral� donc K� et Q� sont des c	ones poly�edraux�
Nous savons que c	onefuvt� u � K�� v � Q�g a pour rayons extr	emes les matrices de la
forme uvt� u d�ecrivant l�ensemble des rayons extr	emes de K� et v d�ecrivant l�ensemble
des rayons extr	emes de Q�� Ces deux ensembles de rayons extr	emes �etant �nis on peut
dire que c	onefuvt� u � K�� v � Q�g est un c	one poly�edral� Il s�ensuit que M�K�� est
poly�edral et par cons�equent N�K� l�est aussi�

Lemme 
�	 Soit C un c�one et x un point extr�eme de C � fxjx� � �g	 Si x �� f�� �gn
alors x �� N�C�	

Preuve �
Par le lemme ��� de Lov�asz and Schrijver nous savons que pour toute coordonn�ee j� N�C� �
conv�Cj

� � Cj
�� o�u Cj

i � fx � Cjxj � ig� Donc si x �� f�� �gn on peut trouver une coor�
donn�ee j telle que � � xj � �� De plus x �etant un point extr	eme il ne peut pas s�exprimer

comme combinaison lin�eaire convexe de vecteurs de Cj
� et de Cj

�� aussi peut�on a�rmer

x �� conv�Cj
� � Cj

�� et par cons�equent x �� N�C��

Th�eor�eme 
�� Si K est un c�one poly�edral alors l�algorithme Magyaro�Batave r�esout le
probl�eme Minfctx j x � K � fxj x� � �g� x � f�� �gng en un nombre �ni d�op�erations	

Preuve �
L�initialisation de l�algorithme et chaque �etape de la boucle Tant que consistent en des
programmes lin�eaires qui peuvent 	etre r�esolu en un nombre �ni d�op�erations� ce nombre
est m	eme polynomial en fonction de la dimension de K� Pour montrer la �nitude de l�al�
gorithme il su�t de montrer que la boucle Tant que est parcourue un nombre �ni de fois
ou d�une mani�ere �equivalente que p a une valeur �nie lorsque l�algorithme s�arr	ete�
Supposons que pour une valeur pj�� de p l�algorithme ait d�etermin�e un point x�j�� �
N j���K� mais tel que x�j�� �� N j�K�� Il s�agit alors de montrer que partant de x�j��
on peut trouver un point x�j � N j�K� en un nombre �ni d��etapes� A chaque fois que la
boucle est parcourue l�algorithme g�en�ere un vecteur 'wp � N�Np�K��� autrement dit tel
que 'wp � N�N j���K��� � N j�K��� 'wp �etant un rayon extr	eme de N j�K��� Les rayons ex�
tr	emes de N j�K�� correspondent aux faces de N j�K�� on peut donc dire qu��a chaque fois
que la boucle est parcourue une face de N j�K� est g�en�er�ee� Les c	ones N j�K� et N j�K��

�etant tous deux poly�edraux on peut donc a�rmer que le point x�j � N j�K� sera atteint

en un nombre �ni d��etapes � au plus le nombre de faces de N j�K��
Par le lemme ��� on peut dire que si x�p�� �� f�� �gn alors x�p�� �� N�Np�K��� aussi l�algo�
rithme continue jusqu��a ce que x�p�� � f�� �gn� on a alors x�p�� � Nn�K� et par cons�equent
Minf 'wt

px
�
p��j 'wp � N�Nn�K��� � Sg � �� Ce qui prouve que l�algorithme se termine en

fournissant un point de K � fxj x� � �g � f�� �gn� L�optimalit�e de ce point provient du
fait que quelque soit la valeur de p le point x�p�� est optimum sur Np�K��
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Obtention de coupes pour l�algorithme Magyaro�Batave

Nous allons voir ici comment peut 	etre r�esolu le probl�eme de s�eparation en tenant
compte du fait que nous ne disposons pas d�une description de N j���K�� puisque nous
ne g�en�erons pas l�ensemble des contraintes d�ecrivant N j���K� mais seulement celles qui
d�e�nissent le point optimum sur ce poly�edre�
Par soucis de simplicit�e de l��ecriture nous notons Sep�j� le probl�eme de s�eparation sur le
c	one N j�K�� Ainsi sur N�K� a�t�on �

Sep��� �

�
Min wt

�x
�
�

w� � N�K��

Par le th�eor�eme ��� nous savons que w� � N�K�� si et seulement si il existe n vecteurs
a��� � � � � a

�
n � K�� un r�eel �� et une matrice 'A � Uasym tels que �

a�i & ��ei & 'Aei � K�

w� �
nX
i��

a�i & 'A�

Si K � fx � IRn�� j ��b� A�x � �g � Q alors K� est le c	one g�en�er�e par les lignes de la
matrice ��b� A�� Ainsi peut�on r�e�ecrire le probl�eme Sep�j� comme suit �

Sep��� �

�����
���	

Min �
nX
i��

a�i & 'A��tx��

a�i & ��ei & 'Aei � ui��b� A�
ui � �

Regardons maintenant le probl�eme de s�eparation sur le c	one courant N j�K�� on a �

Sep�j� �

�
Min wt

jx
�
j��

wj � N j�K��

D�une mani�ere similaire �a ce qui a �et�e vu �a pour N�K� on peut dire que � wj � N j�K��

si et seulement si il existe n vecteurs aj�� � � � � a
j
n � N j���K��� un r�eel �j et une matrice

'Aj � Uasym tels que �

a
j
i & �jei & 'Ajei � N j���K��

wj �
nX
i��

aji & 'Aj�

Aussi peut�on r�e�ecrire le probl�eme de s�eparation Sep�j� de la mani�ere suivante �

Sep�j� �

�����
���	

Min �
nX
i��

aji & 'Aj��tx�j��

a
j
i & �jei & 'Ajei � N j���K��

a
j
i � N j���K��� � � IR� 'Aj � Uasym

Remarquons que si �a la premi�ere it�eration nous poss�edons une description totale par ses g�e�
n�erateurs du c	one K�� il n�en va pas de m	eme pour le c	one courant N j�K�� En e
et nous ne
poss�edons pas une description totale du c	one N j���K�� car nous ne g�en�erons pas N j���K�
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mais seulement une relaxation de celui�ci que nous notons 'N j���K� et dont le c	one po�
laire est 'N j���K��� Etant donn�e que N j���K� � 'N j���K� on a 'N j���K�� � N j���K���
Il nous faut donc �etablir que les vecteurs de 'N j���K�� permettent de d�eterminer au moins
un hyperplan s�eparant x�j�� de N j�K�� C�est ce qu��etablit le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme 
�	 Si x�j�� � Argminfctx j x � N j���K� � fxj x� � �gg alors il existe un

vecteur wj � N j�K�� tel que wt
jx
�
j�� � � si et seulement si le programme �

'Sep�j� �

�����
���	

Min �
nX
i��

aji & 'Aj��tx�j��

aji & �ei & 'Ajei � 'N j���K��

aji � 'N j���K��� � � IR� 'Aj � Uasym

a une valeur optimale strictement n�egative	

Preuve �
Appliquons le lemme ��� �a C � 'N j���K� et �a x � x�j�� qui est un point extr	eme de C�
Comme x �� N�C� nous pouvons g�en�erer un hyperplan s�eparateur� aussi le programme
'Sep�j�a�t�il une valeur optimale strictement n�egative� Ce qui permet de continuer le d�e�
roulement de l�algorithme�

Par hypoth�ese x�j�� est une solution optimale du programme Minfctx j x � N j���K�g� On

peut supposer sans perte de g�en�eralit�e que x�j�� est un sommet des poly�edres 'N j���K� et

N j���K�� avec N j���K� � 'N j���K�� Aussi peut�on dire qu�il existe n vecteurs v�� � � � � vn
qui sont des rayons extr	emes de 'N j���K�� et N j���K�� puisqu�ils correspondent aux fa�
cettes qui d�e�nissent le point extr	eme x�j��  on a vtix

�
j�� � �� �i � f�� � � � � ng� Etant

donn�e que wtx�j�� � �� �w � N j���K�� et que x�j�� v�eri�ent de mani�ere l	ache toute autre
contrainte que celles d�e�nies par les vecteurs v�� � � � � vn nous pouvons dire que toute solu�
tion optimale tant du programme Sep�j� que du programme 'Sep�j� contient les vecteurs
vi� i � f�� � � � � ng� Par cons�equent le programme Sep�j� peut se r�e�ecrire de la mani�ere
suivante en prenant aji � vi �

Sep�j� �

��
	

Min � 'Aj��tx�j��
aji & �ei & 'Ajei � N j���K��

aji � N j���K��� � � IR� 'Aj � Uasym

d�une mani�ere analogue �

'Sep�j� �

��
	

Min � 'Aj��tx�j��
aji & �ei & 'Ajei � 'N j���K��

aji � 'N j���K��� � � IR� 'Aj � Uasym

Si on note �*bj��� *Aj��� la matrice des contraintes associ�ees �a 'N j���K� le programme 'Sep�j�
devient alors �

'Sep�j� �

��
	

Min � 'Aj��tx�j��
aji & �ei & 'Ajei � ui�*b

j��� *Aj���
aji � 'N j���K��� � � IR� 'Aj � Uasym� ui � �
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'N j���K�� �etant un c	one il se peut que le probl�eme 'Sep�j� ait un optimum non born�e�
aussi pour s�assurer que le probl�eme de s�eparation atteint son optimum pour une valeur
�nie nous le r�esolvons sur 'N j���K�� � S o�u S est un ensemble de normalisation ayant
pour but de tronquer 'N j���K��� Ceci sera discut�e dans la section ������

Renforcement des relaxations par la programmation semi�d�e�nie positive

De m	eme que nous avons d�e�ni une hi�erarchie de relaxations lin�eaires nous pouvons
d�e�nir une hi�erarchie de relaxations semi�d�e�nies positives �

K� � Nn���K� � � � �� N j�����K� � N j���K� � � � � � N��K� � K �����

D�autre part nous avons vu lors de leur d�e�nition que les c	ones de matrices M�K� et
M��K� sont tels que M��K� �M�K� et donc N��K� � N�K�� Par ailleurs le th�eor�eme
��� nous fournit les conditions de s�eparation sur N��K�� En e
et w� � N��K� si et
seulement si il existe n vecteurs a��� � � � � a

�
n � K�� un r�eel �� � IR� une matrice 'A � Uasym

et une matrice B � Upsd tels que �

a�i & ��ei & 'Aei & Bei � K�

w� �
nX
i��

a�i & 'A� & B�

Ainsi on peut dire que x � N��K� si et seulement si le programme �

Sep���� �

�����
���	

Min wt
�x

a�i & ��ei & 'Aei & Bei � K�

w� �
nX
i��

a�i & 'A�& B�

a une valeur optimale positive ou nulle�
A l��etape courante j� N j���K� � N j�K� � 'N j�K�� on d�e�nit le probl�eme de s�eparation
'Sep��j� comme suit �

'Sep��j� �

�������
�����	

Min wt
�x

aji & ��ei & 'Ajei & Bjei � 'N j���K��

w� �
nX
i��

aji & 'Aj�& Bj�

ai � 'N j���K��� � � IR� 'Aj � Uasym� B
j � Upsd

�����

Soit w� un vecteur de N j���K�� pour lequel 'Sep��j� � �� on d�e�nit alors le probl�eme
d�optimisation renforc�e �

Sop � Minfctxjx � N j�K�� fxjwt
�x � �gg �����

L�op�erateur N��K� n��etant pas poly�edral a priori� il est illusoire d�en d�ecrire l�enveloppe
convexe par des in�egalit�es lin�eaires� Aussi nous ne g�en�ererons des coupes que tant que
deux instances successives de Sop pr�esentent un accroisement de leur valeur sup�erieur �a
un certain ��
M� Goemans et L� Tun!cel������ se sont int�eress�es aux conditions qui sont n�ecessaires� su��
santes� pour que les contraintes de semi�d�e�nie positivit�e apportent un r�eel renforcement
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de l�op�erateur N�K� quand on cherche �a r�esoudre un probl�eme d�optimisation en variables
���� L�aide des contraintes de semi�d�e�nie positivit�e peut survenir dans trois cas �

$ M��K� �M�K�  

$ N��K� � N�K�  

$ Maxfctx� x � N��K�g � Maxfctx� x � N�K�g
En r�ealit�e les r�esultats qu�ils ont obtenus sont des r�esultats n�egatifs qui pr�ecisent quand
les contraintes de semi�d�e�nie positivit�e sont d�aucune aide� les deux principaux sont les
suivants �

Th�eor�eme 
�� 
Goemans et Tun�cel� M��K� � M�K� si et seulement si Upsd �
c	onefuvt� u � Extr�K��� v � Extr�Q��g & U�� o�u U� est l�espace orthogonal �a l�espace
des matrice fY j diag�Y � � Y e�g et Extr�C� d�esigne l�ensemble des rayons extr�emes du
c�one C	

Ceci a comme corollaire que si Upsd � c	onefuvt� u � Extr�K��� v � Extr�Q��g&U� alors
�t � f�� � � � � ngN t�K� � N��t�K��

Th�eor�eme 
�
 
Goemans et Tun�cel� N��K� � N�K� si et seulement si pour tout
vecteur s � IRn�� on a �

Diag�s� � c	onefuvt� u � Extr�K��� v � Extr�Q��g& U� & Upsd �� Diag�s� �
c	onefuvt� u � Extr�K��� v � Extr�Q��g& U�

����� Ensembles de normalisation

Nous avons vu pr�ec�edemment que le probl�eme de s�eparation 'Sep�j� peut s��ecrire de la
mani�ere suivante �

'Sep�j� �

��
	

Min � 'Aj��tx�j��
�ei & 'Ajei � ui�*b

j��� *Aj���
� � IR� 'Aj � Uasym� ui � �

Ce programme lin�eaire �etant d�e�ni sur un c	one il peut avoir un optimum qui n�est pas
�ni� aussi nous cherchons �a tronquer ce c	one de telle sorte que le probl�eme 'Sep�j� ait un
optimum �ni�

�ei & 'Ajei � ui�*b
j��� *Aj���

ui � �

�

� �ei & 'Ajei � 'N j���K��

Nous voulons donc tronquer le c	one 'N j���K��� une mani�ere de faire est de restreindre
'N j���K�� �a l�ensemble des vecteurs qui sont une combinaison lin�eaire convexe de ses

rayons extr	emes qui sont donn�ees par les vecteurs lignes de la matrice �*bj��� *Aj���� Dans
ce cas le probl�eme 'Sep�j� se r�e�ecrit comme suit �

'Sep�j� �

����
��	

Min � 'Aj��tx�j��
�ei & 'Ajei � ui�*bj��� *Aj���
k ui k�� �
� � IR� 'Aj � Uasym� ui � �
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����� Utilisation dans un algorithme de type Branch�and�cut

Les algorithmes de type Branch�and�cut sont parmi les algorithmes les plus e�caces
pour r�esoudre des probl�emes de programmation lin�eaires en nombres entiers� Ces algo�
rithmes combinent �a la fois les techniques de coupes poly�edrales et la s�eparation par �eva�
luation progressive� branch�and�bound� Lors du d�eroulement de l�it�eration courante d�un
algorithme de type Branch�and�cut la relaxation lin�eaire du probl�eme Plne est enrichie
de contraintes valides pour Plne et certaines des variables sont �x�ees soit �a � soit �a �� La
relaxation lin�eaire de Plne est d�e�nie de la mani�ere suivante �

Plne�rl �

�
Min ctx

s�t� x � V� � K � fx � IRn��jx� � �g � fxj� 
 x 
 �g �����

Un sch�ema de Branch�and�cut

D�esignons par V l�ensemble courant des in�egalit�es valides pour Plne� nous supposerons
que le syst�eme d�in�egalit�es lin�eaires� Mx � �� qui d�e�nit V contient au moins les in�egalit�es
de la relaxation lin�eaire de Plne� Soit X� et X� � f�� � � � � ng les ensembles de variables
respectivement �x�ees �a � et �a ��
Soit K�V�X�� X�� � fxjMx � � xi � � i � X� xi � � i � X�g et LP �V�X�� X��
le programme lin�eaire Minfctxjx � K�V�X�� X��� Nous supposerons que ce programme
atteint un optimum �ni� Les sommets actifs de l�arbre d��enum�eration seront repr�esent�es
dans la liste S� on note UB la valeur de la meilleure solution courante du programme
Plne� Le sch�ema de Branch�and�cut peut alors s��enoncer de la mani�ere suivante �

�� S �� fX� � �� X� � �g V �� V� UB �� &�
�� Choisir une paire �X�� X��� S �� S � fX�� X�g� Si S � � alors �n�

�� R�esoudre LP �V�X�� X��

�a� Si LP �V�X�� X�� n�a pas de solution alors aller en ��

�b�
'x �� ArgLP �V�X�� X�� Si ct'x � UB aller en ��

Si 'x � f�� �gn� x� �� 'x� UB �� ct'x� aller en ��

��
Si g�en�erer des coupes alors aller en �

sinon aller en �

�� G�en�erer des coupes de la forme wtx � � valides pour Plne telles que wt'x � ��
L�ensemble V est alors d�e�ni par le syst�eme �M���tx � ��

�� S�eparer sur les variables � choisir une valeur de l�index j � f�� � � � � ng telle que
� � 'xj � �� G�en�erer les sous�probl�emes correspondants LP �V�X� � fjg� X�� et
LP �V�X�� X��fjg�� Calculer les minorants pour les n"uds �X��fjg� X�� et X�� X��
fjg� en r�esolvant les deux programmes lin�eaires� S �� S � fX� � fjg� X�g � fX� �
fjg� X�g� Aller en ��

Remarquons que si une coupe est g�en�er�ee en un n"ud �X�� X�� elle ne demeure valide que
pour les n"uds o�u les variables �x�ees conservent la m	eme valeur� Il est donc int�eressant de
pouvoir rendre une coupe g�en�er�ee en un n"ud valide en tous les autres n"uds de l�arbre
de Branch�and�cut�
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Lifting des coupes g�en�er�ees �a un n�ud

Nous avons aux lemmes ��� et ��� que N�K �Hi� � N�K��Hi et que N�K � Gi� �
N�K� � Gi� Consid�erons un n"ud de l�arbre de branc�and�cut o�u nous e
ectuons un
branchement sur la variable xi� notons K le c	one d�e�ni par l�ensemble des contraintes
g�en�er�ees avant le n"ud o�u s�e
ectue le branchement sur la variable xi� Remarquons que
�xer la variable xi �a � est �equivalent �a intercepter le c	one K par l�hyperplan Hi � fx �
IRn��j xi � �g�
Lemme 
�� w � N�K �Hi�

� 
� w � N�K�� et w � N�K �Gi�
� 
� w � N�K��

Preuve �
Nous avons vu que N�K�Hi� � N�K��Hi� lemme ���� donc leurs c	ones polaires respectifs
sont li�es par la relation �

N�K �Hi�
� � N�K�� & H�

i �����

Hi est la droite d��equation xj � �� �j �� i� Hi contient donc �� Par la relation ��� on peut
�ecrire que �u � N�K�� et �v � H�

i on a u & v � N�K �Hi�
� en particulier si on prend

v � � et donc u � N�K�� �� u � N�K �Hi�
�� Par ailleurs l��equation ��� peut se r�e�ecrire

N�K�� � N�K �Hi�� � H�
i � aussi �w � N�K �Hi�� et �v � H�

i on w � v � N�K�� en
particulier si v � � on a w � N�K���

La deuxi�eme assertion du lemme se montre en rempla!cant la coordonn�ee xi par la
coordonn�ee �� xi�

Intersecter le c	one K par l�hyperplan Hi� respectivement Gi� est exactement ce qui
est fait en un sommet de l�arbre de Branch�and�cut lorsqu�on �xe xi �a �� respectivement
�a �� Aussi une cons�equence int�eressante� dans le cadre d�un algorithme de type Branch�
and�cut� est que si une coupe est g�en�er�ee apr�es la �xation d�une variable� �a � ou �� cette
coupe est valide pour N�K� et donc pour Nn�K� qui est l�enveloppe convexe des points
solutions de Plne�

Ces faits peuvent 	etre vus comme une cons�equence du th�eor�eme suivant d	u �a M�
Goemans et L� Tun!cel� ���� �

Th�eor�eme 
�� 
Goemans et Tun�cel�
N t���K� � N �K� � *N t

��K�� o�u �
*N t
��K� �



I�f��


�ng� jIj�t

X
�I��I���I�
I��I�I��I���

K � fxj xi � � i � �� xi � � i � I�g

Sommairement l�op�erateur *N t
��K� peut 	etre vu comme l�intersection sur l�ensemble des

sous�ensembles de variables de cardinalit�e t� de l�ensemble des branchements possibles
sur t variables� Etant donn�e que *N t

��K�� � N t���K�� � N t�K�� on peut dire qu�une
coupe g�en�er�ee apr�es t branchements quelconques est valide pour N t���K�� et N t�K���
cette cons�equence du th�eor�eme de Goemans et Tun!cel peut 	etre d�eduite du lemme ���
en posant K � N�K� �a chaque fois qu�on e
ectue un branchement  l�op�erateur *N t

��K� a
toutefois d�autres propri�et�es g�eom�etriques que nous n�utilisons pas ici�
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Chapitre 	

Optimisation dans un treillis

D�e�nir un programme lin�eaire en nombres entiers sur un ensemble S c�est avoir la
volont�e de d�eterminer quelles sont les occurrences des �el�ements de cet ensemble qui doivent
composer une s�election  cette s�election devant respecter certaines contraintes� par exemple
pour le remplissage d�un sac �a dos ne pas prendre plus d�objets que le sac peut en contenir�
et atteindre l�optimum d�une certaine fonction objective� On peut remarquer intuitivement
que la r�eponse �a ce probl�eme de s�election consistera �a dire que nous prenons x� fois
l��el�ement �� x� fois l��el�ement �� etc��� Ainsi peut�on dire que la r�eponse est une combinaison
lin�eaire �a coe�cients entiers positifs des singletons de l�ensemble S� Cette combinaison
lin�eaire peut 	etre vue comme une fonction d�e�nie sur le treillis form�e par l�ensemble des
sous�ensembles de S� T � �S � muni d�une loi additive not�ee � et d�une loi multiplicative
not�ee �� Ces deux lois induisent un ordre sur le treillis� ordre d�e�ni par la relation a 

b 
� a � a � b� Dans un premier temps nous allons �etudier certaines propri�et�es de ces
fonctions� lesquelles seront exprim�ees par des relations avec la matrice Z et son inverse
appel�ee matrice de M"bius du treillis� Ensuite nous verrons comment ces fonctions peuvent
nous ramener aux c	ones de matrices M�K� et M��K� d�e�nis au paragraphe ���� En�n
nous �etudierons la projection du c	one de ces fonctions sur le sous�espace des singletons ce
qui nous permettra un retour sur les r�esultats expos�es au paragraphe ���� Nous illustrons
notre propos en consid�erant le treillis T � �S o�u S � fa� b� cg�

��� Fonctions fortement d�ecroissantes

Apr�es avoir d�e�ni les matrices Z et de M"bius associ�ees �a un treillis T nous d�e�nissons
ce que sont les fonctions fortement d�ecroissantes� lesquelles permettent de d�ecrire les di
�e�
rentes combinaisons d��el�ements d�un ensemble� Si la s�election ne peut pas comporter plus
d�une occurrence de chaque �el�ement il est clair que la fonction recherch�ee est �a coe�cients
� ou ��
Consid�erons un treillis T et associons lui une matrice Z d�e�nie par �

Zij �

�
� si i 
 j
� si non

�����

Si les lignes et les colonnes de la matrice Z sont index�ees par les �el�ements du treillis
en respectant l�ordre induit sur le treillis� cette matrice est triangulaire sup�erieure et ses
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termes diagonaux sont �egaux �a �� Ainsi pour le treillis T � �fa�b�cg de notre exemple on
obtient �

Zfa�b�cg �

� fag fbg fb� ag fcg fc� ag fc� bg fc� b� ag
� � � � � � � � �

� � � � fag
� � � � fbg

� � fb� ag
� � � � fcg

� � fc� ag
� � fc� bg

� fc� b� ag
On peut remarquer que si Zn est la matrice associ�ee au treillis Tn � �S avec jSj � n� alors la

matrice Zn�� associ�ee au treillis Tn�� � �S
fsn��g est de la forme � Zn�� �

� Zn Zn

� Zn

�
�

Soit x � IRjT j on a alors �Zx�i �
P

i
j xj � d�une mani�ere similaire �Z tx�i �
P

j
i xj � o�u
�v�i d�esigne la ieme coordonn�ee du vecteur v�
Il appara	�t clairement que la matrice Z associ�ee au treillis T est r�eguli�ere� on appelle
matrice de M"bius du treillis T la matrice M � Z��� La matrice de M"bius du treillis
de l�exemple est �

Mfa�b�cg �

�
BBBBBBBBBB�

� �� �� � � �� �� �
� �� � ��

� �� � ��
� �

� � � �
� ��

� ��
�

�
CCCCCCCCCCA

Si Mn est la matrice de M"bius du treillis Tn� alors la matrice Mn�� du treillis Tn�� est

de la forme � Mn�� �

� Mn �Mn

� Mn

�
�

Maintenant nous allons construire un c	one de IRjT j qui sera li�e au treillis par les matrices Z
et M� nous verrons comment ce c	one permet de construire les di
�erents objets manipul�es
aux paragraphes ��� et ����
Soit x � IRjT j une fonction lin�eaire d�e�nie sur le treillis T et Z la matrice associ�ee �a ce
treillis� celle�ci �etant r�eguli�ere nous pouvons dire qu�il existe y � IRjT j tel x � Zy et donc
y � Z��x � Mx ou d�une mani�ere �equivalente yi �

P
i
jMijxj  la fonction y ainsi

d�e�nie est appel�ee inverse de M"bius sup�erieure de la fonction x� Une fonction x � IRjT j

est dite fortement d�ecroissante si Mx � ��

Th�eor�eme ��� 
Lov�asz et Schrijver�
Etant donn�e un treillis T � l�ensemble des fonctions x � IRjT j fortement d�ecroissantes forme
un c�one dont les rayons extr�emes sont les vecteurs colonnes� z
j� de la matrice Z associ�ee
au treillis T 	 On note H ce c�one	
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Preuve �
Consid�erons x� et x� � IRjT j deux fonctions fortement d�ecroissantes sur le treillis T � on a
alors �

Mx� � �� Mx� � �
Mx� &Mx� � M�x� & x��

�
��M�x� & x�� � � �� x� & x� � H

Par ailleurs �� � IR� et �x � IRjT j on a M��x� � ��Mx� � � �� �x � H� Aussi peut�on
conclure que H est un c	one convexe�
Par d�e�nition si x � H on a Mx � � et par d�e�nition de la matrice de M"bius on a
x � Z�Mx�� ce qui montre que x peut s��ecrire comme combinaison lin�eaire �a coe�cients
positifs des colonnes de la matrice Z �

Corollaire ��� 
Lov�asz et Schrijver�
Le c�one polaire du c�one H est g�en�er�e par les vecteurs lignes de la matrice de M�bius du
treillis� H� � c	onefmi
� i � f�� � � � � jT jgg	
Preuve �
On a vu que par d�e�nition x � H 
� Mx � �� La n�ecessit�e de la condition montre
que mi
 � H�� �i � f�� � � � � jT jg� tandis que la su�sance de cette condition montre que
toute combinaison lin�eaire �a coe�cients non n�egatifs des vecteurs lignes de la matrice M
appartient �a H�� Ainsi peut�on conclure que les vecteurs lignes de la matrice M sont les
rayons extr	emes de H��

Pour toute fonction lin�eaire x � IRjT j on d�e�nit la matrice Wx par � Wx
ij � x�i � j�� On

peut remarquer que si y � Mx alors Wx � ZDiag�y�Z t�

Lemme ��� 
Lov�asz et Schrijver�
x � IRjT j est une fonction fortement d�ecroissante si et seulement si Wx est une matrice
semi�d�e�nie positive	

Preuve �

�� N�ecessit�e de la condition�
Par hypoth�ese x est une fonction fortement d�ecroissante donc y � Mx � � et on a vu
que Wx peut s��ecrire ZDiag�y�Z t� ainsi peut�on conclure �a la semi�d�e�nie positivit�e
de la matrice Wx�

�� Su�sance de la condition�
Se montre par des arguments similaires en remarquant que si x n�est pas fortement
d�ecroissante il existe une composante yi de y qui est strictement n�egative� ce qui
induit un terme diagonal strictement n�egatif de Wx�
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Illustrons notre propos en contruisant la matrice Wx pour x � ��� �� �� �� �� �� �� �� sur le
treillis �fa�b�cg� on obtient alors �

Wx �

�
BBBBBBBBBB�

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

�
CCCCCCCCCCA

On peut remarquer que la premi�ere ligne est �egale �a la premi�ere colonne et �a la diagonale�
ceci ind�ependamment de x� En e
et quel que soit x on a x���i� � x�i��� � x�i�i� � x�i�
car � � i � i � � � i � i � i�

��� Projection sur l�espace des singletons et du sous�ensemble

vide

Nous allons voir dans ce paragraphe comment on peut g�en�erer l�enveloppe convexe
des vecteurs caract�eristiques d�un sous�ensemble d��el�ements d�un treillis en projetant un
c	one inclus dans H sur l�espace g�en�er�e par les singletons� ce qui permettra de montrer
un r�esultat d	u �a Sherali et Adams������ Ensuite nous montrerons comment construire les
c	ones M�K� et M��K� �a partir des matrices Wx d�e�nies ci�dessus�
Soit F un sous�ensemble du treillis T � on note c	one�F � le c	one g�en�er�e par les vecteurs
colonnes de la matrice Z � z
j � j � F � Les vecteurs z
j � j � T �etant des rayons extr	emes de
H et �etant lin�eairement ind�ependants on peut �ecrire que �

c	one�F � � fx � IRjT jjmt
i
x � � si i �� F� mt

i
x � � si i � Fg �����

Notons I l�ensemble des �el�ements du treillis T correspondant aux singletons et �a l�ensemble
vide� ProjI�K� d�esigne la projection du c	one K sur l�espace engendr�e par les �el�ements
de I � IRjIj� Si F � T et �i d�esigne le vecteur caract�eristique de l��el�ement i � T on peut
�enoncer le th�eor�eme suivant �

Th�eor�eme ��� 
Lov�asz et Schrijver�
conv�f�i� i � Fg� � ProjI�c	one�F �� � fxjx� � �g
Preuve�
Par d�e�nition �

c	one�F � � c	one�fz
j � j � Fg�
aussi peut�on �ecrire �

ProjI�c	one�F �� � c	one�fProjI�z
j�� j � Fg�
� fx � IRjIjjx �

X
j�F

�jProjI�z
j�� �j � � �jg

��
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En remarquant que ProjI�z
j� � ��� �tj�
t on peut �ecrire que �

ProjI�c	one�F �� � fx � IRjIjjx �
X
j�F

�j��� �
t
j�
t� �j � � �jg

Soit en intersectant ProjI�c	one�F �� avec l�hyperplan d��equation x� � � �

ProjI�c	one�F �� � fxjx� � �g � fx � IRjIj � fxjx� � �gjx �
X
j�F

�j�j � �j � ��
X
j�F

�j � �g

� conv�f�i� i � Fg�

Le th�eor�eme suivant d	u �a Sherali et Adams peut alors 	etre vu comme une cons�equence
directe du th�eor�eme pr�ec�edent et de la description de c	one�F � par le syst�eme d�in�egali�
t�es ����

Th�eor�eme ��� 
Sherali et Adams�
Si F � �S alors conv�f�i� i � Fg� est la projection sur l�espace engendr�e par les singletons
du c�one d�e�ni par les contraintes �

x� � �� mt
i
x � � si i �� F� mt

i
x � � si i � F

Reprenons notre exemple sur le treillis �fa�b�cg en consid�erant F � ffc� ag� fc� bgg� Nous
pouvons voir que la projection de F sur le sous�espace des singletons et de l�ensemble vide
est l�ensemble des vecteurs caract�eristiques des �el�ements de F �

Zfa�b�cg �

� fag fbg fb� ag fcg fc� ag fc� bg fc� b� ag
� � � � � � � � �
� � � � � � � � fag
� � � � � � � � fbg
� � � � � � � � fb� ag
� � � � � � � � fcg
� � � � � � � � fc� ag
� � � � � � � � fc� bg
� � � � � � � � fc� b� ag

Remarquons que ProjI�H� � Q� Q �etant le c	one engendr�e par les vecteurs �a coordonn�ees
��� avec x� � ��
Consid�erons une fonction x � H� nous avons vu que la matrice Wx est semi�d�e�nie positive
et de plus v�eri�e Wxe� � diag�Wx�� Maintenant d�e�nissons le produit de vecteurs u � v
par �

�u � v�k �
X

i�jji�j�k
uivj

On peut alors remarquer que ei�ej � ei�j et que mi
�mi
 � mi
� La d�e�nition du produit
ci�dessus nous permet de dire que �

�u � v�tx �
X
k

xk
X

i�jji�j�k
uivj

�
X
i

ui
X
j

xi�jvj

� utWxv
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Ce qui permet d��ecrire que �u� u�tx � utWxu � � 
� x est fortement d�ecroissante� Par
ailleurs dire que x � c	one�F � c�est dire que �

mt
i
x � �mi
 �mi
�

tx � mt
i
W

xmi


�
� � si i �� F

� � si i � F
�����

Par ailleurs on peut �etablir que � mi
 �mj
 � � si i �� j et donc �

�mi
 �mj
�
tx � mt

i
W
xmj
 � �� si i �� j �����

Ces deux derni�eres relations nous permettent alors d��ecrire que �

�mi
 �mj
�
tx 
� mt

i
W
xmj
 � �� �mi
 � c	one�F ��� �mj
 � H�


� WxH� � c	one�F �
�����

Si nous consid�erons une matrice Y �egale au mineur de Wx induit par l�ensemble vide
et les singletons nous obtenons une matrice carr�ee d�ordre n & � qui v�eri�e Y � Y t et
Y e� � diag�Y �� La condition WxH� � c	one�F � fournit la condition Y Q� � K vue �a la
d�e�nition ���� tandis que Y � � est une relaxation de Wx � � 
� x � H�

��	 Totale unimodularit�e de la matrice Z

Nous allons voir maintenant une caract�eristique importante de la matrice Z d�un treillis
de la forme �S �

Th�eor�eme ��	 Soit T � �S un treillis et Z l�inverse de la matrice de M�bius de ce
treillis� alors la matrice Z est totalement unimodulaire	

Preuve �

On peut ais�ement v�eri�er que la matrice Z� �

�
� �
� �

�
est totalement unimodulaire� De

m	eme la matrice Z� �

� Z� Z�

� Z�

�
�

Soit Zn la matrice associ�ee au treillis des partitions d�un ensemble �a n �el�ements� Consi�
d�erons le syst�eme d��equations lin�eaires Znx � b� b �etant un vecteur dont les coordonn�ees
sont des entiers� On peut alors r�e�ecrire les quatres derni�eres lignes de ce syst�eme de la
mani�ere suivante �

���Z��x � �b�n�	� b�n��� b�n��� b�n�t

La totale unimodularit�e de la matrice Z� et l�int�egrit�e du vecteur b nous permettent de
conclure �a l�int�egrit�e des composantes xi� i � f�n � �� �n � �� �n � �� �ng� Maintenant
consid�erons les huits derni�eres lignes du syst�eme d��equations lin�eaires Znx � b� Ces lignes
forment le syst�eme suivant ��

� Z� Z�

� � Z�

�
x � �b�n�
� � � � � b�n�t

Il apparait clairement que les solutions de ce syst�eme d��equations lin�eaires sont enti�eres�
Supposons que nous ayons �etabli que les �n�� derni�eres lignes de la matrice Zn forment une
matrice totalement unimodulaire� Le syst�eme d��equations peut se r�e�ecrire sous la forme
suivante � �

Zn�� Zn��
� Zn��

��
x�
x�

�
�

�
b�
b�

�

��
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aussi peut�on �ecrire que Zn��x� � b� � Zn��x� est un vecteur �a coordonn�ees enti�eres� Le
caract�ere totalement unimodulaire de la matrice Zn est donc acquis�

��
 Bases de Hilbert des c
ones M
K� et M�
K�

S�il est clair que les c	ones N�K� et N��K� poss�edent la m	eme base de Hilbert� ils
ont le m	eme ensemble de point �a coordonn�ees enti�eres� la question de savoir si M�K� et
M��K� partagent une telle base admet une r�eponse beaucoup moins directe� C�est �a cette
question que nous r�epondons maintenant�

D�e�nition ��� On appelle base de Hilbert d�un poly�edre P � respectivement base de Hilbert
enti�ere� un ensemble H � fh�� � � � � hmg de vecteurs de P � respectivement �a coordonn�ees
enti�eres� tels que tout vecteur y de P �a coordonn�ees enti�eres peut s��ecrire y � H� o�u H
est la matrice form�ee par les vecteurs de H et � est un vecteur dont les composantes sont
des entiers naturels	

Nous allons dans un premier temps montrer que tout poly�edre admet une base de Hilbert
puis nous verrons comment calculer un tel ensemble de vecteurs en utilisant les propri�et�es
du c	one M�K��

Lemme ��� 
Gordan� Soit I �� � un ensemble de vecteurs de dimension n dont les
coordonn�ees sont des entiers naturels� alors il existe un sous�ensemble minimal unique de
I� 'I � fi�� � � � � img� tel que �i � I il existe k � f�� � � � � mg tel que i � ik	

Preuve �
La preuve se fait par induction sur la dimension des vecteurs de I� Le cas n � � est
trivial� supposons donc le lemme vrai pour des vecteurs de dimension n� �� Consid�erons
un ensemble de vecteurs de dimension n � � � I� � fx � �x�� � � � � xn���g tels qu�il existe
un entier naturel y tel que �x�� � � � � xn��� y� � I� Par l�hypoth�ese d�induction il existe un
ensemble fi�� � � � � img � I� tel que �x � I� il existe k � f�� � � � � mg tel que x � ik� De
plus par construction de I� on peut dire que �k � f�� � � � � mg il existe un entier naturel
y tel que �ik� y� � I� Pour tout indice k � f�� � � � � mg on note 'yk � Minfy j �ik� y� � Ig�
De plus on d�e�nit I�k � f�x�� � � � � xn��� k� � Ig  alors par l�hypoth�ese d�induction on sait
qu�il existe m vecteurs u�k � � � � � u

m
k tels que pour tout xk � I�k il existe j � f�� � � � � mg tel

que xk � ujk� Alors il appara	�t clairement que l�ensemble �

� �
m�
k��

f�u�k���� � � � � umk �n� ��� k�g � f�i�� 'y��g � � � �� f�im� 'ym��g

est tel que �i � I� � e � � tel que i � e� De plus la d�e�nition ci�dessus de l�ensemble �

montre sa �nitude�
Consid�erons maintenant un ensemble S � fx � I j � �i � I  i 
 xg� Clairement on a
S � �� en e
et par d�e�nition un �el�ememt x de S est minimal pour la relation d�ordre sur I
et donc s�il n�est pas dans � on peut dire qu�il existe x � I tel qu�il n�existe pas de vecteur
e � � v�eri�ant e 
 x� ce qui conduit �a une contradiction� R�eciproquement supposons qu�il
existe e � � tel que e �� S� e ne peut pas 	etre de la forme �ik� 'yk� par d�e�nition m	eme de
'yk � On peut donc dire que sous cette hypoth�ese e est de la forme �u�k���� � � � � umk �n���� k��
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or les vecteurs ujk ont �et�e choisis de sortent qu�ils minorent les vecteurs de l�hyperplan
d��equation x � n � k� donc si e � �u�k���� � � � � umk �n � ��� k� �� S on a une contradiction�
Pour �nir remarquons que la d�e�nition m	eme de S conduit �a la minimalit�e de ��

A�n de poursuivre notre investigation des c	ones M�K� et M��K� nous allons �etudier un
r�esultat d	u �a Gordan et van der Corput������ ����

Th�eor�eme ��� 
Gordan� van der Corput� Tout c�one poly�edral rationnel admet une
base de Hilbert enti�ere� si ce c�one est un c�one point�e il existe une unique base de Hilbert
enti�ere	

Preuve �
Consid�erons un c	one poly�edral K g�en�er�e par l�ensemble de vecteurs fk�� � � � � kng  pour
e
ectuer la preuve du th�eor�eme ci�dessus on peut supposer sans perte de g�en�eralit�e que
ces n vecteurs sont des vecteurs �a coordonn�ees enti�eres� Consid�erons maintenant l�ensemble
'P � fp�� � � � � pqg des vecteurs �a coordonn�ees enti�eres du polytope �

P � fx � IRn j x �
nX
i��

�iki� � 
 �i 
 �g

�etant donn�ee que fk�� � � � � k � ng � 'P et que P � K on peut d�ores et d�ej�a a�rmer que
fp�� � � � � pqg est un ensemble g�en�erateur de K Soit i un vecteur �a coordonn�ees enti�eres de
K � c	one�fk�� � � � � kng�� alors on peut dire qu�il existe ��� � � � � �n tels que �

i �
nX

j��

�jkj �
nX

j��

b�jckj &
nX

j��

��j � b�jc�kj �����

Partant de l�a on peut �ecrire que �

nX
j��

��j � b�jc�kj � i�
nX

j��

b�jckj

et donc que les deux membres de l�expression ci�dessus sont des entiers� Comme nous
l�avons d�ej�a vu fk�� � � � � kng � fp�� � � � � pqg� de plus ��� montre qu�on peut �ecrire i comme
combinaison lin�eaire �a coe�cients dans IN des vecteurs fk�� � � � � kng� aussi pouvons conclure
que fp�� � � � � pqg forme une base de Hilbert de K�
Maintenant consid�erons un c	one point�e� K� que nous supposons contenu dans l�orthant
positif� cette hypoth�ese est faite sans perte de g�en�eralit�e car si le c	one K est contenu dans
plusieurs orthants on peut le consid�erer comme la somme de plusieurs c	ones� chacun d�eux
contenu dans un unique orthant� puis via une rotation consid�erer qu�il sont contenus
dans l�orthant positif  la base de Hilbert de chacun se d�eduit par rotation de la base
de Hilbert calcul�ee dans l�orthant positif� Donc consid�erons un ensemble de points de
K�G � fg�� � � � � gpg qui satisfait les hypoth�eses du lemme de Gordan� Montrons que tout
vecteur de K �a composantes dans IN peut s��ecrire comme combinaison lin�eaire �a coe�cients
entiers positifs des vecteurs de G� Par le point pr�ec�edent du th�eor�eme nous savons que
tout c	one admet une base de Hilbert enti�ere� soit H � fh�� � � � � hmg une telle base du c	one
K� Pour tout vecteur v de K dont les coordonn�ees appartiennent �a IN on a alors �

v �
mX
j��

�jhj � �j � IN �j � f�� � � � � mg
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Etant donn�e que G satisfait les hypoth�eses du lemme de Gordan on peut a�rmer que
G � H � Supposons que H � G �� � alors il existe j � f�� � � � � mg tel qu�il existe h � H
v�eri�ant gj � h� Soit dj� � h�gj� � on peut surement trouver un vecteur dj� qui appartient
au c	one K puisque h peut s��ecrire comme somme de deux vecteurs de K� Si dj� � G le cas
est trivial et la preuve termin�ee� Supposons donc que dj� �� G� on construit alors la suite
djt � djt�� � gjt o�u gjt � djt�� jusqu��a un indice t� tel que djt� � djt��� � gjt� � G� ce qui
ne peut pas manquer de se produire puisque par hypoth�ese nous sommes dans l�orthant
positif et que G est l�ensemble des minorants des vecteurs �a coordonn�ees enti�eres du c	one
K� Il vient alors que djt��� est la somme de deux �el�ements de G et plus g�en�eralement
que djt � t � f�� � � �t�g est la somme d��el�ements de G� avec de possibles r�ep�etitions� aussi
peut�on a�rmer que h peut s��ecrire comme combinaison lin�eaire �a coe�cients dans IN
d��el�ements de G� Ceci prouve que G est une base de Hilbert pour K  son unicit�e provient
du fait que G satisfait le lemme de Gordan�

Une preuve l�eg�erement di
�erente de ce th�eor�eme� notamment en ce qui concerne le deuxi�eme
point du th�eor�eme peut 	etre lue dans ���� page ���� La derni�ere partie de la preuve ci�
dessus nous permet d��enoncer le corollaire suivant�

Corollaire ��� Si K est un c�one poly�edral point�e inclus dans IRn�� alors il existe un
sous�ensemble minimal unique des vecteurs �a coordonn�ees enti�eres fg�� � � � � gmg tel que
�v � K� INn il existe j � f�� � � � � mg tel que gj 
 v � de plus fg�� � � � � gmg est l�unique base
de Hilbert de K	

Les r�esultats pr�ec�edents permettent d��enoncer le lemme suivant concernant les c	ones M�K�
et M��K��

Lemme ��� Soit K � Q un c�one poly�edral de IRn��	 Les c�ones M�K� et M��K� sont
des c�ones point�es	 Ils poss�edent la m�eme et unique base de Hilbert enti�ere	

Preuve �
Par construction de M�K� si Y � M�K�alors utY v � � �u � K� et �v � Q� ainsi nous
pouvons dire que Y �M�K� �� �Y ��M�K�� donc le seul espace vectoriel contenu dans
M�K� est celui de la matrice nulle et par d�e�nition M�K� est un c	one point�e� Par ailleurs
le fait que M��K� � M�K� permet de dire que M��K� est aussi un c	one point�e� Le
th�eor�eme ��� permet alors d�a�rmer que tous deux poss�edent une unique base de Hilbert
enti�ere�
Pour achever la preuve du lemme il faut montrer que si H est une base de Hilbert enti�ere
de M�K� alors H est aussi une base de Hilbert de M��K� et r�eciproquement� Supposons
que H et H� soient les bases de Hilbert enti�eres respectivement de M�K� et M��K��
Nous avons vu� lemme ���� que si Y � M�K� toute colonne de Y est un vecteur de K  
�etant donn�e que K � Q nous pouvons dire que tous les coe�cients de Y sont positifs ou
nuls� Nous savons aussi par le th�eor�eme ��� que conv�K � f�� �gn� � Nn�K� � N��n�K��
�etant donn�e que N�K� et N��K� comportent les m	emes vecteurs �a coordonn�ees ��� que
conv�K � f�� �gn� nous pouvons dire qu�ils ont une base de Hilbert enti�ere commune� De
plus par construction N�K� � M�K�e� et N��K� � M��K�e�� aussi peut�on dire que les
matrices de H et H� ont comme diagonale un vecteur �a coordonn�ees ��� pris dans la base
de Hilbert commune �a N�K� et N��K�� Si Y � H� la diagonale dominance des matrices
semi�d�e�nies positives impose que Y est une matrice �a coe�cients ����
Supposons qu�il existe Y � � H� telle que Y �� H� M�K� et M��K� �etant des c	ones
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point�es H et H� satisfont le lemme de Gordan� par cons�equent il existe Y � H telle que
pour au moins un couple d�indice �i� j� yij � yji � y�ij � y�ji � Comme Y � a tous ses

coe�cients en ��� on peut dire que yij � yji � �� La matrice Y ainsi obtenue depuis Y �

pr�eserve la diagonale dominance� elle demeure donc semi�d�e�nie positive� On a alors une
contradiction car Y � Y � et Y � � font que H� ne satisfait pas le lemme de Gordan�
Supposons maintenant qu�il existe Y � H telle que Y �� H�� Si Y � � alors H� ne satisfait
pas le lemme de Gordan� d�o�u une contradiction� Donc supposons que Y �� Upsd� Y �etant
sym�etrique et ayant tous ses coe�cients positifs ou nuls on peut dire qu�elle ne v�eri�e pas
la diagonale dominance� ce qui est contraire aux propri�et�es des matrices de M�K� vu au
lemme ���
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Chapitre 


C�ones de matrices et c�ones de

m�etriques

Pour conclure nous tra!cons quelques perspectives pour nos futurs travaux de recherche�
Pour ce qui suit nous appuyons notre r�e
exion sur ���� et �����
Dans ce chapitre nous montrons quelles relations existent entre les c	ones de matrices que
nous avons manipul�es jusqu��a pr�esent et certains c	ones de m�etriques� en particulier nous
montrons que le c	one M�K� est inclus dans un c	one isomorphe au c	one des m�etriques
de coupes� Cutn� lui�m	eme isomorphe au c	one des m�etriques de type l�� voir lemme����
Comme application nous mod�elisons le probl�eme du graphe partiel k�ar	ete�connexe sur le
c	one Cutn� puis par plongement dans un c	one de m�etrique appropri�e� celui des m�etriques
de type l�� nous d�e�nissons une relaxation semi�d�e�nie positive de ce probl�eme�
Nous avons vu pr�ec�edemment que les matrices semi�d�e�nies positives peuvent s��ecrire
comme matrices de Gram� Chacun peut constater que la dimension des vecteurs de la fac�
torisation de Gram est directement reli�ee au rang de la matrice qu�on veut ainsi factoriser�
Cette factorisation peut 	etre vue comme un plongement d�espace m�etrique dans un autre
espace m�etrique� Si les vecteurs de Gram ne sont pas de dimension su�sante le plongement
s�e
ectuera en introduisant une distorsion sur la distance s�eparant deux points� on trou�
vera un exemple relatif au multi
ot dans ����� Toutefois il peut 	etre int�eressant d�e
ectuer
un tel plongement car on peut obtenir un algorithme se d�eroulant plus rapidement sans
que l�alt�eration de la qualit�e des solutions soit trop importante�
Si la dimension des vecteurs de Gram est un facteur de performance� le type de m�etrique�
lp� � 
 p 
 �� intervient aussi� Si les m�etriques de type l� semblent les plus propices pour
les probl�emes d�optimisation en variables binaires il se trouve que le probl�eme de s�epa�
ration sur le c	one form�e par ces m�etriques� et donc celui d�optimisation� est NP�di�cile�
Tandis que les normes de type l� forment un c	one sur lequel ces deux probl�emes peuvent
	etre r�esolus en temps polynomial�
On peut ais�ement pr�essentir que lift�and�project� tout comme la m�ethode Gomory� r�ealise
un plongement d�un polytope dans l�hypercube� Ce plongement consiste �a d�eterminer quels
sont les vecteurs de l�hypercube Hn qui sont les points extr	emes de l�enveloppe convexe des
points �a coordonn�ees ��� du polytope� Plus particuli�erement nous allons nous int�eresser
ici aux conditions de plongement des c	ones de matrices M�K� et M��K� dans l�hyper�
cube� Au vu de ce qui pr�ec�ede il est clair qu�un tel plongement existe �etant donn�e que les
projections de la nieme fermeture de ces deux c	ones� Nn�K� et N��n�K�� consistent en
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l�enveloppe convexe de points �a coordonn�ees ��� d�un polytope K � fxj x� � �g�
Consid�erons Vn un ensemble de n �el�ements et Vn�� � Vn � �� Soit S � Vn on d�e�nit la
matrice Y �S� dont les lignes et les colonnes sont index�ees par les �el�ements de Vn�� par
son terme g�en�erique � Y �S�ij � � si i et j appartiennent �a S et � sinon� On peut ais�ement
voir que les matrices de cette forme ont les propri�et�es suivantes �

Y �S��� � � en supposant que � � ��
Y �S��i � Y �S�ii car �S � � S et si i � S alors i et � � S�
Y �S�ij 
 Y �S�ii car si i �� S alors Y �S�ij � � �j�
Y �S�ij � Y �S�ii & Y �S�jj � Y �S��� car Y �S�ij � Y �S�ii � Y �S�jj si i et j � S�
Y �S�ij � Y �S�ji trivialement�

De telles matrices sont appel�ees matrices de corr�elation� Notons Corn le c	one d�e�ni par �

Corn � fY j Y �
X
S�Vn

�SY �S�� �S � � �S � Vng �����

Lemme ��� Y �M�K� �� Y � Corn

Preuve �
Imm�ediate depuis la d�e�nition de M�K�� le lemme ��� et les propri�et�es des matrices de
Corn vues ci�dessus�

D�e�nissons une semi�m�etrique ��S� par ��S�ij � � si jS � fijgj � � et � sinon� On note
Cutn le c	one d�e�ni par �

Cutn � f�j � �
X
S�Vn

�S��S�� �S � � �S � Vng �����

Consid�erons l�application 
 de Corn dans Cutn d�e�nie par �


 � Corn �� Cutn

Y �� d �

�
di� � Yii
dij � Yii & Yjj � �Yij

Il est montr�e dans ���� que l�application 
 est une bijection de Corn dans Cutn� Aussi
pouvons�nous dire que toute matrice Y � M�K� correspond d�une mani�ere unique �a une
semi�m�etrique de coupe � � Cutn�

Lemme ��� Soit Vn un ensemble de n �el�ements et En � ffijg� i� j � Vn� i �� jg	 Soit
d � IRjEnj et �Vn� d� l�espace m�etrique associ�e	 Alors les deux propositions suivantes sont
�equivalentes	


	 d �
X
S�Vn

�S��S�	

�	 �Vn� d� est isom�etriquement plongeable dans l�hypercube� c�est��a�dire qu�il existe n
vecteurs u�� � � � � un � f�� �gn tels que k ui � uj k�� dij	
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Preuve �

�� � �� �
Consid�erons une semi�m�etrique d � Cutn� alors on peut dire qu�il existe m sous�

ensembles S�� � � � � Sn � Vm tels que d
mX
k��

��Sk�� Maintenant consid�erons m vecteurs

de dimension n � v�� � � � � vm tels que vk est le vecteur caract�eristique du sous�
ensemble Sk � Soit ul le vecteur tel que sa kieme composante vaut � si la lieme com�
posante de vk vaut � et � sinon� On voit que ui repr�esente les sous�ensembles dans
lesquels i est pr�esent  on peut donc dire que k ui � uj k� vaut le nombre de sous�
ensembles dans lesquels i ou j sont pr�esents s�epar�ement� Aussi peut�on �ecrire que

k ui � uj k��
mX
k��

��Sk�ij � On a donc r�ealis�e un plongement de �Vn� d� dans l�hyper�

cube muni d�une m�etrique l��

�� � �� �
La r�eciproque se montre avec des arguments semblables� En e
et consid�erons n

vecteurs de l�hypercube de dimension m� u�� � � � � un� Soit U la matrice dont les lignes
sont les vecteurs ui� i � f�� � � � � ng� et consid�erons m sous�ensembles de Vn dont les
vecteurs caract�eristiques sont les colonnes de U � alors avec les m	emes arguments que

pr�ec�edemment on peut dire que k ui � uj k��
mX
k��

��Sk�ij � Ce qui montre que la

m�etrique d�e�nie sur l�hypercube appartient �a Cutn�

Corollaire ��� Soit X un ensemble de n vecteurs et Y �M�K�� alors �X� Y � est isom�e�
triquement plongeable dans l�hypercube	

Nous allons voir que le probl�eme de s�eparation sur les m�etriques de type l� estNP�complet�
ceci fut d�emontr�e par D� Avis et M� Deza dans ����

Th�eor�eme ��� 
Avis et Deza� Le probl�eme de s�eparation sur le c�one Cutn est NP�
complet	

Preuve �
Soit G � �V�E� un graphe non orient�e� alors Max�cut�G� � Maxf

X
�x�y��E

��S�xy� ��S� �

Cutng� Ce probl�eme est connu pour 	etre NP�di�cile� aussi par le th�eor�eme SEP � OPT

on peut conclure que le probl�eme de s�eparation sur Cutn est NP�complet�

Lorsque nous avons regard�e les probl�emes d�optimisation sur les treillis nous avons vu�
implicitement� qu�on peut toujours r�ealiser un plongement dans �S dont la dimension est
�n� Toutefois un plongement est toujours possible dans un espace de plus petite dimension�

Th�eor�eme ��� Soit �Vn� d� un espace m�etrique	 Si �Vn� d� est isom�etriquement plongeable
dans lp�� l�espace m�etrique de dimension p muni d�une norme l�� alors C

�
n majore p	
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Preuve �
Soit d une m�etrique sur Vn qui soit l� plongeable� Alors d � Cutn et donc �

dij �
X
S�Vn

�s��S�ij �
X

Sj	�S�ij��
�s� �i� �j � Vn

Ce syst�eme poss�ede C�
n contraintes et �n variables� aussi on ne peut pas trouver une famille

de vecteurs ind�ependants comportant plus de C�
n vecteurs� d�o�u le th�eor�eme�

Remarque �

C�
n �

n�n���
� est une dimension polynomiale� il peut 	etre int�eressant pour certains pro�

bl�emes NP�di�cle de se poser la question de savoir o�u intervient le saut de complexit�e�
Si certes C�

n reste polynomial� il cro	�t avec le carr�e de jVnj� Aussi la dimension de l�espace
peut devenir beaucoup trop grande pour r�esoudre des cas pratiques� On peut alors �xer
la dimension de l�espace de plongement� Ce dernier s�e
ectuera alors avec une certaine
distorsion� Si � d�esigne le plongement� on aura �

dij 
 d���i�� ��j��
 �dij � � � �

Il nous semble int�eressant d��etudier dans quelle mesure le plongement dans un espace de
dimension r�eduit peut donner une � approximation de la solution optimale d�un probl�eme�
Par exemple pour le probl�eme du stable de poids maximum peut�on trouver une fonction
��p� qui nous donne une ��p� approximation du stable si les labels orthogonaux� qui sont
les vecteurs de Gram d�une matrice semi�d�e�nie positive� sont pris dans un espace de
dimension p%
Si il semble illusoire de vouloir d�eterminer quel est le meilleur plongement dans un espace
de type lp� car nous savons que le probl�eme de s�eparation sur le c	one form�e par ce type de
m�etrique est NP�complet� Par contre rechercher le meilleur plongement dans un espace
de type lp� peut se faire polynomialement�

Th�eor�eme ��� Soit �Vn� d� un espace m�etrique	 Alors d est l� plongeable si et seulement
si la matrice P � �pij � � ����d�i� & d�j� � �dij�� est semi�d�e�nie positive	

Preuve �

�� N�ecessit�e de la condition�
Supposons qu�il existe n vecteurs v�� � � � � vn � IRp tels que �

d�ij � �vi � vj�
t�vi � vj� � vtivi & vtjvj � �vtivj

On peut alors dire que �

pij � �
��vi�v��t�vi�v��&�vj�v��t�vj�v�����vi�vj�t�vi�vj� � �vi�v��t�vj�v��

Ce qui montre que P est semi�d�e�nie positive�

�� Su�sance de la condition�
Si P est semi�d�e�nie positive alors il existe n vecteurs v�� � � � � vn � IRp tels que
pij � vtivj � On peut alors �ecrire que �vi � vj�t�vi � vj� � pii & pjj � �pij � d�ij � Ainsi
les vecteurs v�� � � � � vn donne un plongement de �Vn� d��
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On peut remarquer que la matrice P est l�image de d par l�application covariance 
 vue
pr�ec�edemment�
Le probl�eme du meilleur l� plongement se formule alors comme suit ���

	
Min �

dij 
 pij 
 �dij
����d�i� & d�j� � �dji�� � �pij � � �

C�est��a�dire comme un programme semi�d�e�ni positif� La factorisation en matrice de Gram
donne le plongement� Le plongement d�un espace �Vn� d� o�u d � Cutn dans un espace lm�
s�apparente �a une relaxation d�un programme en variables binaires� La relaxation semi�
d�e�nie positive est obtenue par plongement dans un autre c	one de m�etrique � celui des
m�etriques de type n�egatif not�e Negn�

D�e�nition ��� Une m�etrique d est de type n�egatif si
p
d est l� plongeable	

Remarque �

On peut ais�ement �etablir que d est de type n�egatif si et seulement si la matrice P de terme
g�en�erique pij � di� & dj� � dij est semi�d�e�nie positive� le c	one des m�etriques de type
n�egatif est not�e Negn�
Pour revenir �a notre pr�eoccupation initiale qui consiste �a r�esoudre un probl�eme en variables
binaires il faut r�ealiser un plongement de l�espace m�etrique �gurant la relaxation dans
l�hypercube� Ce qui est �equivalent �a r�ealiser un plongement dans un espace muni de la
norme l�� Le th�eor�eme de J� Bourgain pr�ecise qu�il existe un espace muni de la norme
l� dans lequel on peut r�ealiser un plongement dont la distorsion est end�eans un facteur
log�n������

Th�eor�eme ��	 
Bourgain� Soit �Vn� d� un espace m�etrique	 Alors il existe n vecteurs
v�� � � � � vn � IRN tels que �

k vi � vj k�
 dij 
 O�log�n� k vi � vj k�

o�u N �

log�nX
k��

Cn
k 	

On peut remarquer que la dimension de l�espace est a priori tr�es grande et que le th�eor�eme
ne garantit qu�un facteur log�n� ce qui peut s�av�erer en pratique r�edhibitoire� Toutefois
on peut esp�erer des conditions de plongement beaucoup plus favorables pour des pro�
bl�emes particuliers� Il nous int�eresse maintenant de rechercher de petits espaces pour la
factorisation des matrices semi�d�e�nies positives dont nous nous servons pour r�esoudre les
probl�emes en variables ���� Il serait particuli�erement int�eressant de pouvoir factoriser les
matrices de M��K� et de d�eterminer des plongements a priori de ses matrices �a coe�cients
���� La caract�erisation des matrices de la base de Hilbert de ce c	one et leur d�etermination
algorithmique pourrait 	etre utile�

��� Un exemple d�utilisation des c
ones Cutn et Negn

Pour illustrer le propos sur l�utilisation des c	ones de m�etriques pour r�esoudre des
probl�emes d�optimisation combinatoire nous mod�elisons le probl�eme du graphe partiel k�
ar	ete�connexe sur le c	one Cutn et nous plongeons ce mod�ele dans le c	one Negn�

���
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Consid�erons un graphe G � �V�E� et d�e�nissons une semi�m�etrique ��S� de la mani�ere
suivante �

��S�ij �

��
	

X
�uv��E

��S�uv if jfijg � Sj � �

� sinon

Lemme ��� ��S� � Cutn

Preuve �
Imm�ediate en remarquant que ��S� n�est rien d�autre que ��S� multipli�ee par le cocycle
de S�

Lemme ��	 On de�nit ��S� � ��S�� ��S�	 Alors �S � V ��S� � Cutn si et seulement
si G est connexe	

Preuve � �
Supposons que G ne soit pas connexe alors il existe S tel que ��S� � � et deux sommets
i et j tels que ��S�ij � � ainsi ��S�ij � ���
R�eciproquement si G est connexe alors la cardinalit�e de chaque cocycle est au moins �egale
�a ��

Remarquons que le lemme pr�ec�edent n�est rien d�autre que le crit�ere de coupes�

Lemme ��� Soit �k�S� � ��S�� k��S�	 Alors �S � V �k�S� � Cutn si et seulement si
G k�ar�ete�connexe	

Preuve �
En utilisant les m	emes arguments que pour le lemme ����

IL est connu que Cutn � Negn� ce r�esultat peut notamment 	etre vu dans ���� et �����
Aussi nous d�e�nissons l�application 
 de la mani�ere suivante �


 � Cutn �� Negn
��S� �� Q�S� � �

� ���S�ii� & ��S�ji� � ��S�ij�

Lemme ��
 L�application 
 est lin�eaire� si on se restreint �a des scalaires positifs ou nuls
Cutn et Negn �etant des c�ones� et injective	

Preuve �
La lin�earit�e de 
 est imm�ediate�
Supposons que Q�S� � �� Etant donn�e que S est un sous�ensemble propre de V on peut
dire qu�il existe fi� jg � V tel que ��S�ii � � donc soit i soit j est du m	eme c	ot�e que i��
Supposons que ��S�ji� � � alors Q�S�jj � ��S�ji� & ��S�ji� � ��S�jj � ���S�ji� � �� ce
qui contredit Q�S� � �� On peut donc dire que Ker
 � f�g et donc qu�elle est injective�

Nous allons voir certaines propri�et�es de la matrice Q�S��

Lemme ��� Soit G � �V�E�un graphe k�ar�ete�connexe S � V 	 Soit Q�S� � �qij � �
�
� ��k�S�ii� & �k�S�ji� � �k�S�ij�	 If qij �� � alors i et j appartiennent tous deux �a V � S�
de plus qij � �k�S�ii�	

���



���

Preuve �
Supposons que i et i� appartiennent tous deux �a S et consid�erons le terme diagonal qii de
la matrice Q�S�� on a alors �

qii � �
���k�S�ii� & �k�S�ii� � �k�S�ii � �

car par d�e�nition de �k�S� chacun des trois termes est nul� La semi�d�e�nie positivit�e de
la matrice Q�S� entraine qij 
 qii � �� par la diagonale dominance des matrices semi�
d�e�nies positives� De plus �k�S� est une semi�m�etrique et �a ce titre elle v�eri�e l�in�egalit�e
triangulaire �

qij � �
���k�S�ii� & �k�S�ji� � �k�S�ij � �

Ainsi peut�on conclure que si i � S alors �j qij � �� Maintenant supposons que i� � S et
que i �� S� on suppose de plus que j �� S car dans le cas contraire on est �a nouveau dans
les hypoth�eses du cas pr�ec�edent� On a alors �

qij � �
���k�S�ii� & �k�S�ji� � �k�S�ij � �

���k�S�ii� & �k�S�ji��

car i et j sont du m	eme c	ot�e et donc �k�S�ij � �� alors par d�e�nition de �k�S� il vient
que qij � �k�S�ii��

On peut ais�ement remarquer que rang�Q�S�� � �� On note Q�S� S��la matrice Q�S�&Q�S��
et remarquons que par la lin�earit�e de 
 on a 
��k�S� & �k�S��� � Q�S� S ���

Lemme ��� Soit S et S� deux sous�ensembles propres de V tels que S �� S�� alors
rang�Q�S� S��� � rang�Q�S�� & rang�Q�S��� � �	

Preuve �
Imm�ediate si on remarque que les mineurs non nuls de Q�S� et Q�S�� n�ont pas les m	emes
ensembles d�indices�

Lemme ��� Soit S�� � � � � Sp p sous�ensembles propres de V chacun d�eux contenant i�	
Alors rang�Q�S�� � � � � Sp�� 
 n� �	

Preuve �
� S � V tel que io � S on a Q�S�ii� � Q�S�i�i � �� aussi peut�on a�rmer que
Q�S�� � � � � Sp� a au moins une ligne nulle�

Nous allons voir comment on peut choisir n � � sous�ensembles de sorte �a obtenir une
matrice de rang n� ��

Lemme ���� Si G � �V�E� est un graphe k�ar�ete�connexe il existe n� � sous�ensembles
de sommets S�� � � � � � S

�
n�� tels que Q�S�� � � � � � S

�
n��� � � et rang�Q�S��� � � � � S

�
n���� � n � �

si et seulement si �S � V Q�S� � �

Preuve �
Considerons n� � sous�ensembles S�� � � � � � S

�
n�� tels que V � S�i i � f�� � � � � n� �g sont les

supports de coupes d�un arbre de Gomory�Hu de G�

Su�sance de la condition
trivialement si �S � V Q�S� � � on a Q�S�i � � � i � f�� � � � � n � �g� Etant donn�e
Upsd est un c	one Q�S�� � � � � � S

�
n��� � �� Le fait que rang�Q�S��� � � � � S

�
n���� � n � �

provient du fait que V � S�i i � f�� � � � � n� �g sont laminaires et du lemme ����

���
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Necessit�e de la condition
Supposons qu�il existe S � V tel que Q�S� �� Upsd alors �k�S� �� Cutn et par d�e�ni�
tion de S�� � � � � � S�n��on peut dire qu�il existe i� � f�� � � � � n��g tel que ��S�i�� 
 ��S��
Ce qui implique qu�il existe un couple de sommets �u� v� pour lesquels une coupe
minimum ��V � S�i�� et pour ce couple de sommets on a �k�S

�
i�

�uv � � ainsi
Q�S�i�� �� Upsd� Ceci provient du fait que les coe�cients non nuls de Q�S�i�� sont
ceux du mineur index�e par V � Si� et leur valeur est ��S�i��� k��S�i�� � �� aussi un
des termes diagonaux de Q�S�i�� est strictement n�egatif�

Soit Q�S��� � � � � S
�
n���i� la matrice

n��X
i���i��i�

Q�S�i �� Le fait que rang�Q�S��� � � � � S
�
n���� �

n � � et le fait que rang�Q�S�i� � ��� impliquent que rang�Q�S��� � � � � S
�
n���i�� �

n � � �etant donn�e que Q�S��� � � � � S�n��� � Q�S�� � � � � � S�n���i� & Q�S�i��� De plus
Q�S�� � � � � � S

�
n���i� est la somme de n� � matrices de rang �� aussi

rang�Q�S��� � � � � S
�
n���i�� 
 n� ��

Par cons�equent rang�Q�S��� � � � � S
�
n���i�� � n � �� Aussi peut�on consid�erer que la

matrice Q�S�� � � � � � S�n���i� a deux lignes identiquement nulle� L�indice d�une de ces
deux lignes appartient �a l�ensemble d�indices lignes du mineurs non nul de Q�S�i���
ce qui implique que Q�S��� � � � � S�n��� a un terme diagonal strictement n�egatif� aussi
Q�S�� � � � � � S

�
n��� �� Upsd�

Pour obtenir une matrice repr�esentative d�un graphe k�ar	ete�connexe il nous faut en�
core rajouter de l�information relativement au sommet i�� Etant donn�e que si G est un
graphe k�ar	ete�connexe d�ordre n � � auquel on rajoute un sommet qu�on relie �a k som�
mets distincts on obtient un graphe d�ordre n k�ar	ete�connexe nous allons ajouter �a la
matrice Q�S��� � � � � S

�
n��� la matrice Q�S�n� o�u S�n � V � fi�g obtenant ainsi la matrice

Q�S�� � � � � � S�n�� On d�e�nit la matrice -�S� par -�S� � ���S�ii� & ��S�ji� � ��S�ij� et d�une
mani�ere analogue la matrice .�S� � ���S�ii� &��S�ji����S�ij �� on peut ais�ement voir que
-�S� � � et .�S� � �� De m	eme la relation -�S� � Q�S� & k.�S� peut 	etre imm�ediate�
ment �etablie depuis la d�e�nition des semi�m�etriques ��S�� ��S� et �k�S�� On d�e�nit les
matrices -�S�� � � � � � S

�
n� et .�S�� � � � � � S

�
n� d�une mani�ere analogue �a Q�S��� � � � � S

�
n� �

-�S�� � � � � � S�n� �
nX
i��

-�S�i �

et

.�S�� � � � � � S
�
n� �

nX
i��

.�S�i �

Il appara	�t clairement que les matrices -�S�� � � � � � S�n� et .�S�� � � � � � S�n� sont semi�d�e�nies
positives� elles peuvent donc se d�ecomposer comme matrice de Gram� On peut alors d�e�nir
une relaxation semi�d�e�nie positive du probl�eme du graphe partiel k�ar	ete�connexe de la

���



���

mani�ere suivante� wij �etant le co	ut d�une ar	ete �ij� � E �

Min �
�

X
�ij��E

wijv
t
ivj

vtivj � � ��ij� �� E
�vtivj � � -�S�� � � � � � S�n� � k.�S�� � � � � � S�n�
� 
 vi 
 �

Avant de conclure remarquons que la matrice Q�S�� � � � � � S�n� d�e�nit des sous�graphes de
niveau� chacun �etant un mineur de la matrice� Il nous semble possible qu�il existe une rela�
tion entre ces sous�graphes de niveau et ceux d�e�nis par A� Seb#o dans ���� pour les paires
conservatives� La v�eri�cation de ce fait permettrait une g�en�eralisation de son th�eor�eme de
structure sur les multi
ots planaires car nous ne requerrons pas cette derni�ere hypoth�ese�
cela nous demandera encore du travail�
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Chapitre �

Conclusion

La programmation math�ematique en variables binaires est un domaine central de l�op�
timisation combinatoire dans ce sens qu�elle permet d�aborder tous les probl�emes de cette
discipline� Au cours de ce m�emoire nous avons abord�e une grande partie des r�esultats
importants relatifs �a la programmation lin�eaire en variables bivalentes� toutefois il nous
manque d�avoir abord�e l�important travail de M� Conforti� G� Cornu�ejols et A� Kapoor
sur les matrices id�eales� parfaites et �equilibr�ees�
Nous avons pu voir que les approches qui consistent �a d�ecrire l�enveloppe convexe des
points �a coordonn�ees enti�eres d�un domaine poly�edral ont toutes des fondements communs�
aussi nous ne sommes pas surpris que leurs e�cacit�es soient comparables� Ces approches
peuvent 	etre quali��ees de duales et nous les opposerons �a des approches primales qui sont
illustr�ees par l�algorithme de r�eduction de base de Lov�asz� Nous pensons que ces approches
primales qui concourent �a d�eterminer une base de Hilbert� une base de Gr�obner� un test
set m�eritent d�	etre mieux prise en compte dans la recherche de m�ethode e�cace pour la
programmation lin�eaire en nombres entiers  les travaux de R� Wiesmantel en attestent�
Par ailleurs la programmation semi�d�e�nie positive a permis une am�elioration des m�e�
thodes duales en d�e�nissant des relaxations plus fortes que la simple relaxation continue�
de plus elle a permis de r�esoudre exactement certains probl�emes d�optimisation combi�
natoire comme le probl�eme du stable dans les graphes parfaits� La programmation semi�
d�e�nie positive se couple naturellement avec la d�e�nition de p�eri�isom�etrie entre espaces
m�etriques� elle permet alors l��elaboration d�algorithmes d�approximation� nous n�avons
abord�e ce domaine qu�au travers de l�expos�e des travaux de M� Goemans et D� William�
son et par une esquisse pour le probl�eme du graphe partiel k�ar	ete�connexe mais nous
pensons que ces investiguations m�eritent d�	etre poursuivies�
Pour conclure disons deux mots des travaux pr�esent�es en annexe� Si nous avons pu d�eter�
miner le nombre minimum d�ar	etes d�un graphe ��connexe et de diam�etre d� prouvant le
caract�ere polynomial du probl�eme lorsque le poids de chauqe ar	ete vaut �� il demeure que
si la pond�eration des ar	etes est quelconque le probl�eest NP�di�cile� Aussi pensons�nous
poursuivre notre travail en recherchant un algorithme d�approximation� c�est ce qui motive
le travail expos�e �a la �n du chapitre sept�
Concernant les probl�emes de 
ot avec multiplicateurs d�ependant du chemin parcouru
pr�ealablement ils constituent un champ d�investigation �a part enti�ere� L�importance pour
France T�el�ecom� qui est notre employeur� de ces probl�emes nous conduit �a rechercher
des m�ethodes de r�esolution plus e�caces� ceci passe par l��elaboration de techniques de re�
cherche de chemins beaucoup plus �ne que celles que nous mettons en "uvre actuellement�
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Abstract

The problem of inerest is to determine the minimum number edges of a ��connected graph

having a diameter equal to D� This problem deals with telecommunication survivable networks

design with constraint of grade of service� In this article we prove the bounds of the number

edges for ��connected graphs or for ��edges�connected graphs with a diameter D�

� Introduction

One way to protect networks when some failure arises is to provide a su�cient connectivity
to the network� In view of the robustness of the equipments and links ��connectivity or ��edge�
connectivity is su�cient� Note also that k�connectivity� k � � will lead to build too expensive
networks� Another important parameter of a telecommunication network is the delay of transmis�
sion �or crossing delay�� In 	rst approximation� keeping the crossing delay under reasonnable values
corresponds to bound the diameter of the network� and the cost of the network depends on the
number of links� So we are interested in 	nding the minimum number of edges of a ��connected
���edge�connected� graph of given diameter D� In this paper� we determine exactly these bounds�
answering an old conjecture of the litterature due to L� Cacetta� see 
Cac��
�

Theorem � Let G � �V�E� be an undirected ��connected graph of diameter D � ��

Then jEj � d jV jD���D���
D�� e�

Theorem � Let G � �V�E� be an undirected ��edge�connected graph �or multigraph� of diameter

D � �� IfD is odd� then jEj � d jV jD���D���
D�� e� IfD is even� then jEj � min�d jV jD���D���

D�� e� d �jV j����D���
D e��

In section �� we 	rst recall useful de	nitions and some results known on this kind of problem �
then we will prove our theorems �sections �� � and ���

� De�nition and previous results

G � �V�E� will denote a graph with vertex set V and edge set E� n � jV j will denote the
number of vertices �the order of G�� A graph is said to be k�connected �resp� k�edge�connected�
if it remains connected after the deletion of any set of k � � vertices �resp� k � � edges�� The
distance d�x� y� between two vertices is the length of a shortest path between these two vertices�

�



The diameter D of the graph is the largest distance between any pair of vertices� As we said in
the introduction we are interested in determining the minimum number of edges of a ��connected
���edge�connected� graph of diameter D� That is a particular case of the more general problem
used in 
MV��
 of determining f�n�D�D�� k���� the minimum number of edges of a graph of order
n� diameter D and such that if we remove any set of k � � vertices� the resulting graph G� has
diameter at most D�� If D� � n�� that corresponds to ask that G remains connected after deletion
of any k� � vertices� and so f�n�D� n� �� k� �� is the minimum number of edges of a k�connected
graph of diameter D� The case of k � �� that is ��connected� has received particular attention� For
k � � and D � �� Murty 
Mur��� Mur��
 has shown that for D� � � f�n� �� D�� �� � �n � �� The
problem has also been solved for D � � and D � � at least for n not too small 
Cac��� Cac��
 and
for D� 
 � 
Usa��
� All these results are explain 
BBPP��


Let G be the graph consisting of p internally disjoint paths joining � vertices x and y� one of
length D&�� p�� of length D and the last of length h 
 D� It has n � �D&�&�p����D���&�h���

vertices and jEj � �D&�&�p���D&h edges� so jEj � dnD���D���
D�� e� It is ��connected of diameterD

and its diameter increases to at most �D��� So for n � D� � �D��� f�n�D�D�� �� 
 dnD���D���
D�� e�

x

y

Figure �� jEj � dnD���D���
D�� e

Cacetta 
Cac��
 conjectured that f�n�D�D�� �� � dnD���D���
D�� e for D� � �D � �� Bollob�s 
Bol��


proved that limn�� f�n�D�D�� �� � D
D�� for D

� � �D � � �D � ��� Here we give a proof to
Cacetta�s conjecture�We recently discover another �more longer� proof has been published 
EU��
�

Figure �� Other graphs with jEj � dnD���D���
D�� e

In section �� we introduce the notations and we give a way to decompose a ��edge�connected
graph� In section �� we give the proof for ��connected graphs� In section �� we give the proof for
��edge�connected graphs�

�



� Preliminaries

Let G � �V�E� be a ��connected graph of diameter D � �� We call �G � max��� jV j� ��D&���

and kG � jEj� jV j� Note that jEj � d jV jD���D���
D�� e is equivalent to kG � d �G

D��e� We will prove the
bound kG � d �G

D��e by induction� It holds true for the cycles Ck� We assume that every ��connected

graph G� of diameter D� 
 D containing strictly less than jEj edges veri	es kG� � d �G�
D��e� We call

C a smallest cycle of G� that is� a cycle such that every cycle in G contains at least jVCj vertices�
We will study the cases when G�C is disconnected� when G�C is connected and jVCj 
 �D� and
eventually when jVC j � �D & �� Note that if we add to graph G satifying the hypothesis a path of
length k� k 
 D � � we obtain a new graph satisfying the hypothesis� Such a path will be called
an ear�

��� Notation

Let G � �V�E� be an undirected graph� For all S � V we call d�x� S� � miny�S d�x� y�� For all
subgraph G� � �V �� E�� of G� we call G� G� or G� V � the subgraph generated by V � V ��

De�nition � �path�
Let x�� ��xk � V and e�� ��ek � E such that �i � f�� ��kg� ei � �xi��xi� and �j �� i� ej �� ei�
Then � � e�e����ek is called path of length k linking x� to xk� We de�ne the two following sets

V ext
� � fx�� xkg� V int

� � fx�� ��xk��g and E� � fe�� ��ekg�

De�nition � �ear�
Let � be a path� � is an ear if �x � V ext

� � deg�x� �� � and �x � V int
� � deg�x� � �� For instance in

the graph of �gure � each path linking x to y is an ear�

De�nition � �decomposition�

Let S � V and let V�� V�� ��� be the connected components of G � S� Let Pi be the subgraph

generated by S
S
Vi� P�� P�� ��� is called a decomposition of G through S�

Remark � the decomposition is empty if S � V �

��� Ear�partition

In this subsection� we show that a ��edge�connected graph G can be partitionned into a given
subgraph �S�E�S�� and paths of bounded length �� these paths will be called ears� Intuitively we
may that starting from a subgraph generated as seen previously and if we add ears length at most
k and repeat this operation we obtain the whole graph� We also give a property over � �claim ���

De�nition 	 �V�S��G� k��
Let G � �V�E� be an undirected ��edge�connected graph� Let S be a non�empty subset of V �

We call P�S��G� k� the set of all the paths of length k or less with their extremitites in S� We

call V�S��G� k� the vertex set of all these paths � V�S��G� k� � S
S

�
S
��P�S��G�k� V

int
� �� We call

V�S��G� k� the smallest set S� containing S such that V�S���G� k� � S��

De�nition 
 ���G� S��
Let G � �V�E� be an undirected ��edge�connected graph� Let S be a non�empty subset of V � We

de�ne ��G� S� as the smallest integer k � � such that V�S��G� k� � jV j�

�
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Figure �� �

Claim � �ear�partition� Let G � �V�E� be an undirected ��edge�connected graph� Let G� �
�V �� E�� be a non�null subgraph of G with V � �� V � Let � � ��G� V ��� Then G contains �jV �j & ��
vertices and �jE�j& � & k� edges� with k � d �

���e�
Proof
We will prove this claim by induction on jV j � jV �j� Let � be a non�empty path of length smaller
than � such that V ext

� � S and V int
�

T
S � �� ��G� S

S
V int
� � 
 �� so G contains �jV �j& jV int

� j& ���

vertices and �jE�j& jE�j&��&k�� edges� with k� � d ��

���e� Since jE�j � d jV int
� j
��� e� G contains �jV �j&��

vertices and �jE�j& � & k� edges� with k � d �
���e�

Lemma � Let G � �V�E� be an undirected ��edge�connected graph� Let S be a non�empty subset

of V � For all � 
 k 
 b��G�S�� c� there is x � V such that d�x� S� � k�

Proof
Let � � ��G� S� and S� � V�S��G� � � ��� Let � be a shortest path with V ext

� � S�� V int
� �� �

and V int
�

T
S� � �� The length of � is greater or equal to �� so there is a vertex y � V such

that d�y� S�� � b��c� Thus d�y� S� � b�� c� Let �� be a shortest path from y to S� For every
� � k � d�y� S�� we have x � V int

� such that d�x� S� � k

Claim � �diameter� Let G � �V�E� be an undirected ��connected graph and let S � V such
that jSj disconnects G� Let P�� P���� be a decomposition of G through S� Then �i �� j� ��Pi� S� &
��Pj � S� 
 �D & ��

Proof
Let �i � ��Pi� S� and �j � ��Pj � S��

� if �i or �j is even� then through lemma � we have b�i� c & b�j� c 
 D� so �i & �j 
 �D & ��

� if both �i and �j are odd �
According to lemma �� we have xi � VPi such that d�x� S� � b�i� c� Let si � S such that

d�xi� si� � d�xi� S�� Since �i is odd� d�xi� Snfsig� � b�i� c & �� Let S� � V�S��Pj � �j � ���
Since G is ��connected� Pj is ��connected so there is a non�empty set V

� of vertices x in VPj
such that d�x� S�nfsig� � d�x� S�� � �� Since ��Pj � S�� � �j � there is xj � V � such that
d�xj� S

�� � b�j� c Since �j is odd� d�xj� si� � b�j� c & �� Thus� d�xi� xj� � b�i� c & b�j� c & �� so

b�i� c& b�j� c& � 
 D� which implies �i & �j 
 �D & ��

�



� Proof of the bound for ��connected graphs

In this section we prove that the bound d jV jD���D���
D�� e is best possible for ��connected graphs�

We will distinguish three cases� These cases are related to the length of a smaller cycle disconnecting
the graph G� We will see that the number of connected components obtained by removing such a
cycle is still important�

��� Smallest cycle disconnecting G

Lemma � Let C be a smallest cycle in G� Let P�� P�� P	 ��� be a decomposition of G through VC�
Then Pi is ��connected and its diameter is smaller or equal to D�

Proof
Let x � VPi � If x � VC � �Pi � C� is connected to C by at least two vertices� so Pi � fxg remains
connected� If x �� VC � each connected component of �Pi � C�� fxg is connected to C� so Pi � fxg
is connected� This proves that Pi is ��connected�

Let y � VPinfxg� If a shortest path from x to y is included in Pi� then the distance between
x and y is the same in Pi and in G� Otherwise� there is a shortest path �����	 from x to y with
��� �	 included in Pi and �� with no edge in Pi linking a � VC to b � VC � Thus �� is a shortest
path from a to b strictly shorter than any path included in C� This contradicts the fact that C is
a smallest cycle� This proves that the diameter of Pi is smaller or equal to D�

Claim � �disconnect� Let C be a smallest cycle of G� If G�C is not connected� then kG � d �G
D��e�

Proof

Let P�� P�� P	 ��� be a decomposition of G through VC � We call �i � ��Pi� VC�� �i � jVPi j � jVCj
and ki � jEPi j� jVPi j� Claim � �diameter� shows that one Pi at most �say P�� satis	es �i � D& ��
G contains jVP� j& � vertices and jEP� j& �& k edges� where � � 0i����i and k � 0i���ki� According
to claim � �ear�partition�� �i �� � ki � d �i

�i��e� which implies k � d �
D��e� According to lemma �� P�

is ��connected and its diameter is smaller or equal to D� and we have by induction kP� � d �P�
D��e so

kG � d �G
D��e�

��� Smallest cycle of size smaller than �D

Lemma � Let C be a smallest cycle of G� If the length of any ear of G included in C is greater
than D & �� then kG � d �G

D��e�
Proof

Let � be an ear of length greater than D & � included in C� Let P� � �V int
�

S
V ext
� � E��� P�����

be a decomposition of G through V ext
� � ��P�� V ext

� � � D & �� so according to claim �� �i � ��
��Pi� V

ext
� � 
 D� This implies that ��G� VC� 
 D� According to claim � �ear�partition�� G contains

jVC j&� vertices and jEC j&�&k edges� with k � d �
D��e� Since C is ��connected of diameter smaller

than D� we have kG � d �G
D��e�

Lemma 	 Let C be a cycle in G such that G� C is connected� Let � be an ear of G included in
C� Then G� V int

� is ��connected�

Proof
Let � be an ear of G included in C� Let x � V nV int

� � If x � VC � �C � V int
� � � fxg has at

�



most two connected components� each of them is connected to G� C� Since G � C is connected�
�G�V int

� ��fxg is connected as well� If x �� VC � since G is ��connected� each connected component
of �G� C�� fxg is connected to C � V int

� � Therefore �G� V int
� �� fxg is connected�

Claim 	 �big ear� Let C be a smallest cycle of G such that G� C is connected� If an ear of G

included in C contains more than d jVC j� e edges� then kG � d �G
D��e�

Proof
Let � be a an ear of G included in C� If its length is greater than D & � then lemma � tells
that kG � d �G

D��e� Otherwise� according to lemma �� G� V int
� is a ��connected graph� It contains

�jV j� �� vertices and �jEj� �� k� edges� with k � d �
D��e� If the length of � is greater than d jVCj� e�

the diameter of G� V int
� is smaller or equal to D so kG � d �G

D��e�

	���� Flatening

We introduce here a way to transform a cycle into a tree�

De�nition 
 ��atening�

Let C be a cycle� A 	atening of C is a pair �T��� where T is a tree containing d jVCj��� e vertices
and where � is an equivalence relation such that T � G

� �

Lemma 
 �legal �atening� Let C be a cycle and S � VC� If the length of the longest ear of C
with no vertex in S is smaller than bVC� c then there is a �atening �T��� of C such that each leaf
of T is a class containing an element of S�

Proof

If jVC j is even then let s� and s� be vertices of S such that d�s�� s�� is maximal�

� If d�s�� s�� � jVCj
� � we set �x � y� � d�x� s�� � d�y� s���

}s1{
2s s1

}s2{

Figure �� Flatening �

� Otherwise S contains a vertex s	 such that each connected component of C�fs�� s�� s	g con�
tains at most � jVCj� ��� vertices� We de	neD� � d�s� �s���d�s��s���d�s��s��

� �D� � d�s� �s���d�s��s���d�s��s��
�

and D	 � d�s��s���d�s��s���d�s��s��
� � We have D� & D� & D	 � jVCj

� �
We set �x � y� � � i such that d�x� si� � d�y� si� 
 Di

If jVC j is odd we merge two consecutive vertices �x�� x�� of C �f�x�� � f�x�� and �x� y �
VCnfx�g� x �� y � f�x� �� f�y��� We obtain a cycle C� of even size �jVCj � ��� The length of

any ear of C� with no vertex in f�S� is at most jVCj��� so there is a �atening �T��� of C� such that
each leaf of T is a class containing an element of f�S�� We call �f the equivalence relation such
that x �f y � f�x� � f�y�� �T��f� is a �atening of C such that each leaf of T is a class containing
an element of S�
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Figure �� Flatening �

	���� Application

We show that a certain �atening on a smallest cycle of G keeps the graph ��connected� If the
cycle is small enough� it boils down to remove an ear of length � 
 D�

Lemma 
 If there is a cycle C of G such that G � C is ��connected and such that no ear of G
included in C is longer than b jVCj��� c� then there is an equivalence relation � on G such that G

� is

a ��connected graph containing jV j� � vertices and jEj� ��k edges� where � � d jVC j��� e and k � ��

Proof
Let S � fx � VC � deg�x� � �g� According to lemma � �legal �atening�� there is a �atening �claim ��
�T��� of C such that each leaf of T is in S

� � We naturally extend � on G ��x �� VC � x � y � x � y��
Let x � V

� � If x �� VT � then x is a class containing a single vertex of V so G
� � fxg is connected�

If x � VT � then T � fxg is a reunion of trees� Each tree is connected to G�C
� � Since G � C is

connected� so is G
� �fxg� So G

� is a ��connected graph containing jV j � d jVCj� e& � vertices and less

than jEj � d jVCj� e edges�

Claim 
 �small smallest cycle� Let C be a smallest cycle of G such that G� C is connected�
If jVCj 
 �D� then kG � d �G

D��e�
Proof

According to claim � �big ear�� if the length of the biggest ear of C with no vertex in S is greater

than b jVC j��� c� then kG � d �G
D��e� Otherwise� according to lemma �� there is an equivalence relation

� on G such that G
� is a ��connected graph containing jV j� � vertices and jEj� ��k edges� where

� � d jVCj��� e and k � �� The diameter of G� is smaller or equal to D� If jVC j 
 �D� then k � d �
D��e�

Therefore kG � d �G
D��e�

��� Smallest cycle of size �D � �

If the size of every cycle in G is greater than �D & �� we have strong indications on G�

Lemma � If the size of a smallest cycle of G equals �D & �� then each vertex in V belongs to a
cycle of size �D & ��

Proof
Let fx� yg � V such that d�x� y� � D� We choose a shortest path �� from x to y� Since deg�y� � ��
we choose a vertex z adjacent to y which is not on ��� We choose a shortest path �� from z to x�
The path � � ���yz��� is a path linking x to itself which length is smaller than �D& �� Since �yz�
appears only once in this path� � contains a cycle which size is smaller than �D & �� Since it can
not be smaller than �D� the size of this cycle is exactly �D & � and x belongs to this cycle�

�



Lemma � Let C be a smallest cycle of G of size �D & �� If G �� C� then �x � VC� deg�x� � ��

Proof

Let a�� a����a�D be the vertices of C such that EC � f�aiai���� i � Z

��D���Zg� Since G �� C we

assume that deg�aD� � �� C is a smallest cycle of G� so d�a�� aD� � D� Let x � V nVC be a
neighbour of aD and let � be a shortest path from x to a�� Since d�x� a�� 
 D� E� does not contain
�xaD�� Since there is no cycle of size smaller than �D� VC

T
V int
� � �� Therefore� deg�a�� � �� By

symmetry� deg�a�D� � �� By symmetry every vertex in the cycle satis	es deg�ai� � ��

Claim 
 �big smallest cycle� If the size of a smallest cycle of G equals �D & �� kG � d �
D��e�

Proof
According to the two former lemmas� each vertex in G belongs to a cycle of size ��D & ��� and if
G is not a cycle� each vertex is of degree greater or equal to �� If G is a cycle� then kG � d �G

D��e�
Otherwise�

� If D � �� we have �jEj � �jV j
� If D � �� We choose a vertex s of highest degree in G� and we divide the other vertices into
two sets � D� � fx � G � d�x� s� � �g and D� � fy � G � d�y� s� � �g� G does not contain
any cycle of size smaller or equal to �� This implies

�fx�� x�g � D�� x� �� x�� �x�x�� �� E

�y � D� �1 x � D�� �xy� � E

So we divide D� into the disjoint union �

D� �
S
x�D�

Dx
� with Dx

� � fy � D� � d�x� y� � �g

If deg�s� � �� G contains exactly �� vertices and �� edges �G is the Petersen graph�� so
kG � �G� If deg�s� � �� we de	ne � �x � D�� rx � deg�x�� � and r � 0x�D�

rx� We have
jV j � � & deg�s� & ��deg�s� & r� which is jV j � � � �deg�s� & r� Since

�x� � D�� �y� � Dx�
� � �x� � D�nfx�g� d�y�� x�� 
 �

the degree of each vertex in D� is greater or equal to jD�j � �� We add the degrees of all the
vertices in G �

�jEj � deg�s� & 0x�D�
deg�x� & 0y�D�

deg�y�
�jEj � deg�s� & deg�s�	 � & �deg�s�	 � & r�	 �
�jEj � ��deg�s�	 � & r�
�jEj � ��jV j � ��

jEj � jV j � jV j � �

So kG � d �G
D��e�
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��� Recapitulation of the proof

Theorem � Let G � �V�E� be an undirected ��connected graph of diameter D � ��

Then jEj � d jV jD���D���
D�� e�

Proof
If G is a cycle then kG � �G � �� Otherwise� we assume than each ��connected graph G� of diameter
D� 
 D and containing jE�j � jEj edges satis	es kG� � d �G�

D��e� Let C be a smallest cycle of G �

� if G� C is not connected� claim � �disconnect� tells that kG � d �G
D��e�

� if G� C is connected and jVCj 
 �D� claim � �small smallest cycle� tells that kG � d �G
D��e�

� if jVC j � �D & �� claim � �big smallest cycle� tells that kG � d �G
D��e�

kG � d �G
D��e is equivalent to jEj � d jV jD���D���

D�� e�

� Proof of the bound for ��edge�connected graphs

Let G � �V�E� be a ��edge�connected graph of diameter D � �� We will proove the bounds
by induction� Those bounds hold true for ��connected graphs� and graphs with less than �D & �
vertices� We assume that for every ��edge�connected graph G� � �V �� E �� of diameter D� 
 D with
jE�j � jEj� the bounds hold true� We also assume that there is a vertex s such that G� fsg is not
connected�

Theorem � Let G � �V�E� be an undirected ��edge�connected graph �or multigraph� of diameter

D � �� IfD is odd� then jEj � d jV jD���D���
D�� e� IfD is even� then jEj � min�d jV jD���D���

D�� e� d �jV j����D���
D

e��
Proof

Let P�� P�� P	���� be a decomposition of G through fsg� �i � ��Pi� fsg�� �i � jVPi j � � and
ki � jEPi j � jVPi j� We set P� such that �� is maximal�

� if b��� c � D
� � according to claim � �ear�partition�� �i ki � d �i

D��e so jEj � d jV jD���D���
D�� e�

� if b��� c � D
� �D must be even�� then �i �i 
 �D& �� and according to claim � �ear�partition��

�i ki � d �iD e so jEj � d �jV j����D���
D

e�

� if b��� c � D
� � then �i �� �� �i 
 D� G contains jVP� j& � vertices and jEP� j& �&k edges� where

� � 0i����i and k � 0i���ki� According to claim � �ear�partition�� �i �� � ki � d �i
D��e� which

implies k � d �
D��e� Observe that P� is ���edge��connected and that its diameter is smaller or

equal to D� so the bounds hold true for P� �

� if D is odd� then jEP� j � d jVP� jD���D���
D�� e so jEj � d jV jD���D���

D�� e�
� if D is even� then jEP� j � min� d jVP� jD���D���

D�� e� d �jVP� j����D���
D

e��
so jEj � min� d jV jD���D���

D�� e� d �jV j����D���
D

e��

�



� Further researchs

Since we have solved the problem for the case k � � we will look after the minimum number
of edges of graphs satifying higher connectivity requirements� One can check that the graphs we
propose contain some vertices with very large degree� so in order to provide more robust networks
it may be interesting to introduce a bound on the maximum degree of the graph�
The weighted case� i�e� case the weight is not one� is NP�hard� Indeed one can check it contains
the minimum weight Hamiltonian tour� Thus one of our goal is to derive from the construction
explained in this article an approximation algorithm for the ��connected subgraph with diameter
D of minimum weight � We showed that the bounds are valid for subgraphs of the complete
graph� it seems interesting to determine the classes of graphs for which the subgraphs satisfying
the �n� �� D� property verify the bounds� In addition we want to study the cases for which the

inequality 0e�Exe � dnD���D���
d�� e is facets de	ning of the polytope of the ��connected subgraphs

having diameter no greater than D�
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Routing �ows in networks with heterogeneous protocols and

path�dependent edge costs

S�bastien Bertrand� Alexandre Laugiery Philippe Maheyz

March �� ����

Abstract

The links which compose telecommunication networks are issued from various tech�

nologies and information has to be carried on each link with respect to a link protocol�

inducing many encapsulation processes and extra tra�c� In this paper we give a for�

mulation of the Minimum Cost Routing Problem for networks with nested connections

and heterogeneous protocols� This formulation relies on the notion of Non�Conservative

Flows and exhibits edge costs which depend on the paths they belong� We prove that in

this context� the Minimum Cost Routing Problem is NP�complete� We then develop a

column�generation model of the Routing Problem and provide the reader with a heuristic

algorithm to identify new columns�

� Introduction

The heterogeneous nature of Interconnection Networks is traditionally regarded as not being
of key importance when a Network Designer has to establish the routing of multiple demands�
or design networks ex nihilo� Yet it is undeniable that the links of a network are issued from
various technologies which range from basic copper wires to leased lines and optical 	bres�
and as interconnection networks have been designed and improved for the past twenty years�
various protocols can coexist in the same network� For instance� communications issued from
local centers of a company can be federated on X��� trunks� and the information can then be
carried to other centers via an ATM or a Frame Relay network� We believe that in order to
devise new models closer to the reality of modern day networks we have to take this variety
of links into account as early as possible in the process of optimisation�

If we investigate more profoundly the nature of telecommunication networks� we see that
information is carried on each link with respect to a link protocol� Each data �ow which crosses
a link is encapsulated according to the link protocol� and a certain amount of overhead is then
generated� For the case of an IP data �ow carried on an ATM trunk� the overhead corresponds
to the addition of � bytes to each packet obtained after segmentation of the IP packets into
smaller packets of size �� bytes each �see Figure ��� If the IP packet to be encapsulated into
ATM is ���� bytes long� the encapsulation results in a bandwidth increase equal to ����
whereas encapsulating an IP packet of size �� bytes results in an increase greater than �����

�sebastien�bertrand�francetelecom�com� France T�l�com R�D � LIMOS�
yalexandre�laugier�francetelecom�com� France T�l�com R�D�
zphilippe�mahey�isima�fr� LIMOS� Research supported by France T�l�com R�D under grant ����B�	
��
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The amount of overhead generated can therefore represent a signi	cant part of the tra�c
which the users of the network are not supposed to pay for�

header

ATM cell

IP packet

�� bytes

ATM cell

	 bytes

Figure �� encapsulating one IP packet into two ATM cells

The networks we are going to study are organized in layers� each layer being composed of
connections� A connection can be seen as the reservation of a certain amount of bandwidth
between two communicating nodes� for a 	xed duration� Each connection from a given layer
possesses its own protocol and can be supported by a connection issued from a deeper layer�
provided that these connections are correctly nested� i�e� the end nodes of any supporting
connection can not be outside the scope of the supported connection �see Figure � for the
correct nesting of any layer n and layer n & � connections�� The reader can 	nd a detailed
description of the encapsulation and decapsulation mechanisms in 
LM��
� In the remainder
of this article we will use the term encapsulation to indicate that a data �ow carried on
a connection belonging to any layer n is supported by a connection of layer n & ��

��

��Layer n

Layer n� �

��

���� ��

��

��

��

�� ��

Layer n� �

Layer n �� ��

�� �� �� ����

�� ��

�i�

�ii�

�iii�

�iv�

Figure �� connections correctly nested

It is important to notice that we do not limit the number of times a data �ow can be encap�
sulated� Indeed� it is not uncommon to encounter X��� �ows encapsulated into Frame Relay
and then carried on ATM trunks at the core of large scale networks� Any data �ow which is
carried on a connection possesses an Encapsulation Level which re�ects the number of over�
heads which have been added to this data �ow in its native form� For example� consider a
native �ow of type IP crossing a connection whose protocol is X���� Over this connection�
the encapsulation level of the data �ow will be equal to �� Suppose the X��� connection is
supported by a Frame Relay connection� the encapsulation level of the IP data �ow over this
Frame Relay connection will then be �� The corresponding �ow� named �IP encapsulated into
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X��� encapsulated into Frame Relay�� will be denoted by IP�X���FR� We give in Figures �
and � the example of a network composed of � layers� layer � representing the requests of
connections between the nodes of the network� The nodes in black are the end nodes of the
demands� These graphs should be understood as follows� there is a request of type IP be�
tween nodes � and �� This connection can be supported by a X��� connection between nodes
� and �� This X��� connection can be supported between nodes � and � by a Frame Relay
connection� and between nodes � and � by an ATM connection� The Frame Relay connection
between nodes � and � can in turn be supported by an ATM connection�

�� ��IP

��IP

�� ��X��

��FR X��

Figure �� sample Layer � and Layer � Connections

�� ��ATM

FR �� ATM

��

�� ��

��

��

ATM

Figure �� sample Layer � and Layer � Connections

In Figure � we give a recapitulation of the routing of the IP data �ow between nodes
� and � along a path composed of connections with various protocols which are supported
by deeper connections� We represent the packets by triangles� and the overheads by smaller
triangles� We give the Encapsulation Level of the data �ow for each connection it crosses�
The level entitled �Physical Layer� gives the type of the data �ow which e�ectively circulates
in the network between nodes �� �� � and ��

We leave as an exercise for the reader the recapitulation of the routing of the data �ow
between nodes � and �� Notice that in most cases there is more than one connection available
to route a demand between any two given nodes� and the routing of the layer n connections
over the connections of layer n & � is not always known a priori�

Physical Layer �� �� ��

Level 


Level �

Level �

Level �

IP

X��

��

FR

ATM

ATM

IP�X���FR�ATM IP�X��IP�X���ATM

Figure �� routing a data �ow of type IP between nodes � and � over nested connections
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Contributions

In our view� the contributions of this paper include�

� New and up�to�date formulations of the Routing Problem for �ows in networks com�
prising nested connections with various protocols� With these formulations we take
the encapsulation of data �ows over many connections into account and introduce the
notion of Non�Conservative Flows�

� Study of the complexity of the Routing Problem both when the routing of the connec�
tions over deeper layers has to be decided as part of the problem �this problem can be
seen as a Multi�Layer Routing Problem�� and when the routing of the connections over
deeper layers is known a priori� leaving to the optimiser the decision of routing �ows
over pre�established nested connections at a minimum cost�

� Development of a column�generation algorithm which takes into account the dependence
of reduced edge costs to the paths they belong�

A 	rst study of the problem of routing �ows in a heterogeneous context has been carried
out by the authors in 
BBC���
� In this communication� the networks comprised only one
layer and at each node implying a change of protocol a decapsulation was carried out and
an encapsulation immediately followed� The problem of interest was the choice of routing
paths which had the least impact on the number of encapsulations and decapsulations� no
matter the quantity of overhead the encapsulation would generate� The authors proved that
	nding routings which exhibit the smallest number of protocol changes in such networks can
be achieved in polynomial time if the number of protocol changes for any path of the routing
is ponderated by the percentage of information carried�

Outline

The remainder of this paper is organized as follows� In the next Section we give the models
of the Routing Problem that we wish to study� In Section � we examine the complexity of
the Flow Problem which lies at the core of the Routing Problem� We then give a column�
generation model of the Routing Problem and provide a greedy algorithm to identify new
columns in Section �� We 	nally provide an insight into further developments in Section ��

� Routing Problem formulation

We model a network G by a collection of undirected capacitated multigraphs� G � fG�� � �
���Ng� Each graph G� � �V �� E�� comprises vertice set V � and edge set E�� Let graph G�

represent the demands� each edge e � E� has protocol pe and quantity of information de to be
routed between its extremities� For � � ���N � let edge set E� represent the set of connections
available at layer �� each edge e � E� represents a connection of protocol pe and available
bandwidth Ce� In some particular cases� edge e can represent a �ghost connection�� with no
speci	ed protocol �pe  NUL� and unlimited bandwidth �Ce  ��� These particular edges are
represented in Figures � and � by dotted lines�

We now model the encapsulation phenomenon� Each Protocol Data Unit D is composed
of a Header H and a Body B� The size of the header is part of the de	nition of the protocol�
When a connection with protocol p is supported by a connection with protocol q� the body Bq
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is composed of the whole Protocol Data Unit of protocol p� Let p � q denote the encapsulation
of protocol p into protocol q� This phenomenon can be rendered by the following set of
operations�

Bq � Hp & Bp ���

Dq � Hq & Bq ���

Dq � Hq & Hp & Bp ���

Let �p�q be the increase in the quantity of information generated by the encapsulation�
The value of this multiplier is immediately given by�

Dq � �p�qDp ���

�p�q �
Hq & Dp

Dq

���

The multipliers � obey the following rules�

� If protocols p and q are identical� we set �p�q � ��

� If q  NUL then �p�q � � for any protocol p�

� The multiplier for cascading encapsulations of protocols p� q and r is �p�q�r � �p�q�q�r�

��

�� ��

��Layer i

Layer j

��

���� �� ��

X��

FR

FR

ATM

e�e�

f� f� f�f� f�

Figure �� sample connections of layer i supported by some connections of layer j

Consider any two nodes s and t in vertice set V �� For any layer �� let ,�
st be the set of

st�paths in graph G�� Consider two layers i and j such that � 
 i � j 
 N � Notice that
because of the nesting of the connections� we have V i � V j � Let � be a path in ,i

st and �
be a path in ,j

st� We say that � � ,j
� if all nodes in path � are contained in path � and the

connections of path � support the connections of path ��
We denote by �� the fraction of demand dst which is carried on path �� Each edge e in

path � carries a �ow of type ��e� The amount of �ow carried on this edge is denoted by 	�e�
Because the connections composing path � are supported by the connections of path ��

there exists a subpath �� of path � corresponding to each edge e of path �� The type of �ow
circulating on each edge f of subpath �� is given by

���f � ��f � ��e � pf ���

If �� is the fraction of demand dst carried on path �� the amount of �ow circulating on
each edge f of subpath �� is given by

	��f � 	�f � ���f�� ���

�



Let us apply these calculations to the sample connections given in Figure �� We have

� � fe�� e�g� � � ff�� f�� f	� f
� f�g ���

Suppose that the connections of path � have to support ���� units of �ow of type IP while
the connections of path � have to support ��� units of �ow� Then we obtain

��e� � IP � X��� 	�e� � �IP�X�� 	 ���� ���

��f� � IP � X�� � NUL � IP � X��� 	�f� � �IP�X�� 	 ��� ����

��f� � IP � X�� � FR� 	�f� � �IP�X���FR 	 ��� ����

We are now ready to give the formulation of the Multilayer Routing Problem �RN�� The
networks we consider are composed of one Demand Layer G� and N Support Layers G�� � �
���N � For any layer �� each edge e � E� has unit �ow cost �e� For any layer � and edge e � E��
we denote by ,�

ste the set of st�paths in layer � which contain edge e� ,�
ste � f� � ,�

st j e � �g�

�RN�

���������������������������
�������������������������	

min
X
st�E�

X
���Nst

X
e��

�e���e������

subject to

�i�
X
����st

������ � dst �st � E�

�ii�
X
�����

������ � ������ �st � E�� �� � ���N� �� � ,
�����
st

�iii�
X
st�E�

X
����ste

���e������ 
 Ce �� � ���N� �e � E�

�iv� ������ � � �st � E�� �� � ���N� �� � ,�
st

Constraint �i� requires that all demands be satis	ed on the 	rst layer� constraint �ii�
requires that any fraction of the demand routed over any layer be satis	ed on the next sup�
porting layer� Constraint �iii� requires that for any layer� the total amount of �ow circulating
on any edge be less than the capacity of this edge� Constraint �iv� requires that all �ow
variables be non�negative� The objective function requires that the �ow circulating on layer
N be routed at a minimum cost�

It is clear that for any layer � and for any nodes s and t in V �� the number of st�paths
in G� can not be expressed as a polynomial of the number of nodes or edges of the network�
Theferore� problem �RN� exhibits a non�polynomial number of variables�

� Complexity issues

For the sake of simplicity� let us examine the problem of routing only one commodity between
nodes s and t with requested bandwidth dst and protocol pst over N layers of connections�

�



The Routing Problem can now be seen as a Minimum Cost Flow Problem in the special
context of heterogeneous networks� This problem will be referred to as the Minimum Cost
Non�Conservative Flow Problem and denoted �FN��

Lemma ��� The Minimum Cost Non�Conservative Flow Problem is NP�hard�

Proof� For any layer � and any edge e � E�� a 	xed size header ��e is added to the data
�ow which crosses edge e� Let � be a path in ,�

st such that the data �ow it carries is strictly
positive� Let x�e equal � if edge e is in path � and � otherwise� thus

���e�� � �� &
�X

i��

�iex�e ����

Problem �FN� can be written as below�

�FN�

�����������������������������������
���������������������������������	
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X
e�EN

�e
X
���Nst

�
������ &
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i��

�iex�ex�ex�e
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subject to

�i�
X
����st

������ � dst

�ii�
X
�����

������ � ������ �� � ���N� �� � ,
�����
st

�iii�
X

����ste

�
������ &

�X
i��

�iex�ex�ex�e

�

 Ce �� � ���N� �e � E�

�iv� ������ � � �� � ���N� �� � ,�
st

�v� x�ex�ex�e � �

dst
������ �� � ���N� �� � ,�

st� �e � �

�vi� x�ex�ex�e � f�� �g �� � ���N� �� � ,�
st� �e � �

If we consider that demand dst is extremely small� we can polynomially reduce the Mini�
mum Edge�Cost Flow Problem to �FN�� Since the decision problem associated to the Minimum
Edge�Cost Flow Problem is known to be NP�complete �see 
GJ��
� problem ND���� we may
conclude to the NP�hardness of �FN��

We now investigate the complexity of the Column�Generation Problem for �FN��

Corollary ��� The Column�Generation Problem for the Minimum Cost Non�Conservative
Flow Problem is NP�complete�

Proof� Consider the Dual Problem �D� of the Minimum Cost Non�Conservative Flow
Problem� Problem �D� is also NP�hard� otherwise �FN� could be solved in polynomial time�
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Since problem �D� has a polynomial number of variables and an exponentially large number
of constraints� by the Separation�Optimisation Theorem stated in 
GLS��
� we may a�rm
that the separation problem for �D� is NP�complete� Since generating a constraint in the dual
is the same problem as generating a column in the primal� we are done�

According to the NP�hardness of the Minimum Cost Non�Conservative Flow Problem we
can conclude that problem �RN� is NP�hard�

Note on Generalized Flows

We draw the reader�s attention to the fact that problem �FN� can not� in most cases� be seen
as a member of the family of Generalized Minimum Cost Flow Problems �see 
AMO��
 for a
description of these problems�� For such �ow problems a positive multiplier �e is associated
with each edge e� and there exist polynomial�time algorithms to 	nd minimum cost �ows in
networks with such gains� based on general linear programming techniques� Recently� Wayne
developed the 	rst polynomial combinatorial algorithm for these problems �see 
Way��
��
Problem �FN� could nonetheless be seen as a Generalized Minimum Cost Flow Problem if for
each demand st and for each st�path �� the multiplier ���e associated with any edge e was to
be equal to a 	xed value �e�

� Column�generation model of the Routing Problem

The general idea of column�generation is that optimal solutions to large linear programs can
be obtained without explicitly including all variables �i�e� columns� in the constraint matrix�
In fact� only a small subset of all columns will be in an optimal solution� and all other columns
can be ignored� In a minimisation problem� this implies that all columns with positive reduced
cost need not be computed�

In order to identify the columns of program �RN� which need to be computed� we need the
following dual variables� For all st � E�� let �st be the unrestricted dual variables associated

with constraints �i�� For all st � E�� for all � � ���N and for all � � ,
�����
st � let 
�� be the

unrestricted dual variables associated with constraints �ii�� Finally� for all � � ���N and for
all e � E�� let ��e be the nonnegative dual variables associated with constraints �iii��

For any demand st � E�� a column �st of linear program �RN� comprises N �ow vari�
ables de	ned over N di�erent st�paths ��� each path �� belonging to graph G�� �st �
���� � ��� � ���� ��N�� An example of such a column is given in Figure ��

The reduced cost of any column is given by�

'c
st � ��st & 
��� � 
��� & 
	�� ���& 
N�N�� � 
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����e�
�
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X
e��N

����e�e ����

'c
st � ��st &
NX
���

X
e���

����e�
�
e &

X
e��N

����e�e ����

Before we can identify columns that price out� we need to overcome the di�culty posed by
the dependency of edge costs to the paths they belong� Indeed� we wish to 	nd new columns
of program �RN� by solving one or many shortest paths problems in graphs whose edge costs
are conveniently chosen� as is usually done in the 	eld of column�generation algorithms� But
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Figure �� structure of a sample column of program �RN�

	rst we have the following interesting lemma for the special case where the routing of each
layer of connections over the next layer is known in advance�

Lemma 	�� If the routing of each layer of connections over the next layer is known� the
Minimum Cost Non�Conservative Flow Problem can be solved in a polynomial time of the
size of the data�

Proof� In this case� all the columns of program �RN� can be obtained in polynomial time as
fully developed branches of �supporting trees� for each demand �see Figure ��� Problem �RN�
can then be rewritten as a much simpler linear program and thus be solved in polynomial
time�
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����
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�	a
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Figure �� sample supporting tree for path ��a of layer �

Greedy algorithm for column�generation

In the remainder of this section we give a way of 	nding new columns of program �RN� as
part of a usual column�generation process� At this point we know the values of the dual
variables �st for each demand st� as well as the values of the dual variables ��e for each layer �
and for each edge e � E��

For each demand st � E��

� Let �� � f�s� t�g be the st�path composed of the only one edge between nodes s and t
in graph G��

� Let Lst be the length associated with the column we are building� and set Lst � ��

� For each layer � � ���N �

� Set �� � f�g�
� For each edge e � �u� v� � �����

� Let �e be the type of �ow which circulates on edge e�
� For each edge f � G��

� Let �f � ��e�pf be the multiplier associated with edge f �

�



� If f is a ghost connection then update its cost �f �
� If � � N set edge weight wf � �f�

�
f � else set edge weight wf � �f ���f&�f ��

� Let �uv be the shortest uv�path in graph G� whose edges are ponderated by
weights w� Let Luv be the length of path �uv�

� Do Lst � Lst & Luv �

� If Lst � �st then STOP� else concatenate path �uv to path ���

� If Lst � �st then column f��� ��� �Ng must be included in program �RN��

� Further developments

Some numerical results are currently under way� and we should be able to examine the e�ect
of edge multipliers on the cost of routings in heterogeneous networks� For the time being our
column�generation procedure has been tested on small networks� achieving satisfactory re�
sults� Yet we still have to 	nd column�generation procedures which exploit the combinatorial
structure of our problem� Our formulation of the Routing Problem will serve as a good start�
ing point for the formulation of a Capacitated Network Design Problem with heterogeneous
protocols and path�dependent edge costs�

References


AMO��
 Ravindra K� Ahuja� Thomas L� Magnanti� and James B� Orlin� Network Flows	
Theory� Algorithms and Applications� Prentice Hall� Englewood Cli�s� New Jersey�
February �����


BBC���
 S!bastien Bertrand� Florence Boyer� Pascal Chanas� Alexandre Laugier� and
Jean�Pierre Paris� Routing Heterogeneous Tra�c on Heterogeneous Networks�
In Proceedings of the Twelfth European Chapter on Combinatorial Optimiza�
tion �ECCO XII�� Island of Bendor� France� May ����� �����


GJ��
 Michael R� Garey and David S� Johnson� Computers and Intractability	 A Guide
to the Theory of NP�Completeness� W� H� Freeman " Co� �����


GLS��
 Martin Gr#tschel� L�szl$ Lov�sz� and Alexander Schrijver� The Ellipsoid Method
and its Consequences in Combinatorial Optimization� Combinatorica� ����������
�����


LM��
 Alexandre Laugier and Philippe Mahey� Design of Multi�Level�Protocol Data
Networks� In Actes des deuxi
mes rencontres francophones sur les aspects algo�
rithmiques des t�l�communications �AlgoTel������ La Rochelle� France� May �����
�����


Way��
 Kevin D� Wayne� A Polynomial Combinatorial Algorithm for Generalized Mini�
mum Cost Flow� In Proceedings of the Thirty�First Annual ACM Symposium on
Theory of Computing �STOC
���� Atlanta� Georgia� May ��� �����

��


