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Présentation du manuscrit

Ce manuscrit peut étre découpé en trois parties. Les trois premiers chapitres
contiennent les définitions de notre domaine de recherche (la preuve par induction)
ainsi qu’une introduction a nos méthodes. Les trois suivants abritent le contenu
théorique de nos travaux: définitions, algorithmes, et théorémes. Les trois derniers
contiennent des travaux annexes, une implantation logicielle et pour finir une conclu-

sion.

Concepts Préliminaires

Le chapitre 1 contient les définitions formant les bases de la réécriture et de la
preuve par induction. On y trouvera aussi un « état de l'art » sur les approches
formelles visant a améliorer les capacités des systémes de preuve ainsi que sur les

logiciels implantant ces méthodes.

Le chapitre 2 contient les premiéres définitions nécessaires a la lecture de nos
travaux, c’est-a-dire le cadre formel dans lequel nous situons nos contributions prin-
cipales.

Dans le chapitre 3, nous donnerons un apercu de nos apports principaux. Nos
propres définitions y seront expliquées informellement & travers quelques exemples
non triviaux. Toutes les notions vues dans ce chapitre seront définies ou prouvées

formellement dans les trois chapitres suivants.



Contributions Principales

Le chapitre 4 contient nos définitions initiales et les lemmes qui leur sont associés.
Ces lemmes permettent de construire la preuve du théoreme central de nos méthodes.

Dans le chapitre 5, nous montrerons comment obtenir des généralisations correctes
de conjectures. Nous décrirons ’algorithme calculant ces généralisations et nous prou-
vons sa correction a partir des définitions du chapitre précédent.

Le chapitre 6 contient une nouvelle méthode de preuve par induction. Cette mé-
thode s’appuie sur les définitions du chapitre 4 et sur des notions informellement
décrites dans le chapitre 3. Aprés avoir défini celles-ci, nous donnerons ’algorithme

de cette méthode et les théorémes établissant sa correction.

Travaux Annexes

Dans le chapitre 7 , nous décrirons un heuristique de généralisation pour les sys-
témes d’équations conditionnelles. Cet heuristique sera notamment appliqué sur la
preuve d’une contrainte d’intégrité de base de données formalisée par le calcul de
situation.

Le chapitre 8 contient une démonstration de notre logiciel de preuve par induction
"NICE" (Nice Induction for Conditional Equations) qui utilise les méthodes de cette
thése. Ce logiciel est muni d’une interface graphique et est écrit en JAVA.

Dans le dernier chapitre, nous conclurons cette thése par une bréve analyse de nos

résultats et par des propositions pour de futures recherches dans le domaine.



Premiére partie

Concepts Préliminaires






Chapitre 1

Concepts de base

Dans ce chapitre nous décrirons les cadres de notre domaine de recherche, la preuve
par induction.

Nous supposons connues les notions essentielles de la logique équationnelle et des
systémes de réécriture (cf., pour plus de détails, [DJ90]). Cependant, nous introduisons
les définitions permettant de suivre la description de nos travaux. Une fois introduites
ces notions, nous proposerons nos conventions de notation.

Nous établirons aussi un « état de 'art ». Cet état de 'art est partagé en trois
parties. En premier lieu, nous étudierons les méthodes formelles habituellement uti-
lisées pour prouver des théorémes inductifs. Ensuite, nous exposerons briévement les
principaux systémes logiciels de preuve. Enfin, nous exposerons les différents travaux

visant la spéculation heuristique de lemmes ou de généralisations.

1.1 Logique équationnelle

Dans cette section, nous introduirons les concepts a la base de la notion de théo-
réme inductif.
Dans la logique équationnelle, les axiomes et les conjectures sont représentés par un

ensemble d’équations implicitement universellement quantifiées. Ces équations sont



formées de termes et ces termes sont engendrés par une algébre. Nous décrierons donc
cette « algeébre des termes » ainsi que des notions relatives: celles de position et de
substitution.

Pour un ensemble d’axiomes donné, un théoréme (c’est-a-dire une formule « va-
lide ») va étre classifié « déductif » ou « inductif » selon sa classe de modeles. Nous
décrierons donc ces deux classes de théorémes ainsi que les modeéles que nous devons
considérer dans le cas inductif.

Nous étudierons aussi les différentes classes de systémes de réécriture nous inté-

ressant ainsi que leurs propriétés.

1.1.1 Algébre des termes

Les termes sont typés et une théorie peut appréhender plusieurs types. Ces termes
sont construits & l'aide de symboles de fonctions et de variables. Les symboles de
fonctions possédent une signature sur I’ensemble des types, mais les variables ont un
typage « libre » L.

Définition 1.1. L’ensemble des signatures ¥ est la paire (S,F) ot S est un ensemble
de type et F un vocabulaire fini de symboles de fonctions.

Définition 1.2. L’algébre des termes, notée T(F,X'), ou X est un ensemble énumé-
rable de variables librement typées, est I’ensemble des termes bien typés. Le type du
terme t est noté type(t) et I'ensemble des variables présentes dans ¢ est noté V(t).

Si le vocabulaire de fonction F contient au moins une constante, ’ensemble des
termes sans variable — dit termes clos — n’est pas vide.
Définition 1.3. L’algébre des termes clos est dénotée T'(F).

Nous pouvons maintenant définir formellement une équation.

Définition 1.4. Une équation est un élément de T'(F,X) x T'(F,X) et est notée t = s

1. C’est-a-dire qu’un méme symbole de variable x peut étre d’un type 77 dans une équation, mais
d’un autre type 7> dans une deuxiéme équation.



pour deux termes t et s.

Remarque : Attention & ne pas confondre le symbole « = » formant une équation et

le symbole « = » dénotant 1'égalité syntaxique (ou égalité simple) de deux termes.

Positions

Pour pouvoir identifier formellement les sous-termes et les symboles d'un terme,
nous utilisons la notion de « position ». Si on représente un terme par un arbre, les
positions dans le terme indiquent les différents nceuds de cet arbre. L’ensemble des
positions d’un terme est appelé le « domaine » du terme et la position « vide » indique
la racine de I’arbre.

Définition 1.5. Pour un terme ¢, le domaine du terme ¢, noté dom(t), est ’ensemble
des positions de t. La racine de t est la position notée ¢.
Définition 1.6. Pour un terme ¢ et une position p € dom(t),

— le symbole de t indiqué par p est noté t(p),

— le sous-terme de ¢ indiqué par p est noté t/p,

— le remplacement dans ¢ du sous-terme a la position p par le terme s est noté

t[s],-

La longueur d’une position est la profondeur ot se trouve le nceud indiqué par

cette position. Les positions sont munies d’une relation d’ordre <. Nous avons p < ¢

si et seulement si p est un préfixe (non-strict) de gq.

Définition 1.7. La longueur de la position p est noté |p|.

Définition 1.8. La relation d’ordre préfize sur les positions est notée <.

Remarque : Comme convention de notation nous représentons les positions par une

série de chiffres entre 1 et 9. Cette notation ne permet pas I'utilisation de symbole de

fonction d’arité supérieure a neuf, mais sera suffisante pour notre étude.



e Exemple 1.1.1. Pour le terme ¢t = f(z,9(y,2,h(a))), nous avons t(23) = h, /23 =
h(a) et tlaly, = f(z,a).

Substitutions

Une substitution associe des variables a des termes d’un type approprié (en accord
avec la signature du terme). Si tous ces termes sont clos, la substitution est dite close.
Définition 1.9. Une substitution (respectivement une substitution close) est une fonc-
tion de X' dans T'(F,X) (respectivement T'(F)).

En appliquant une substitution & un terme, on obtient une « instance » de ce
terme. Si la substitution est close, I'instance est appelée « instance close ». Une
instance d’un terme t selon une substitution o est le méme objet ¢ ou toute variable
x a été remplacée par son image o(x).

Définition 1.10. Pour un terme t et une substitution (close) o, I'instance (close) to

est le terme t' tel que

t ceX = t'/p=o(t
Vp € dom(t). A () /p=0o(t(p))
t(p) € F = t'(p) = t(p)
e Exemple 1.1.2. Pour le terme t = g(z,x,h(a)) tel que {g,f,h,a} C F, et la substi-

tution o telle que o(z) = h(y), nous avons to = g(h(y),h(y),h(a)).

1.1.2 Deéduction et Induction

Une équation e est un théoreme déductif (dit aussi conséquence déductive) d’un

ensemble d’équations A s’il est valide dans tous les modéles de A. Ceci est dénoté
AkEe

La propriété suivante nous donne une caractérisation des conséquences déductives.
Propriété 1.1. L’équation ¢t = s est une conséquence déductive d’un ensemble d’axio-

mes A si et seulement si t =4 s ol =4 dénote la plus petite congruence monotone



qui contient A.
Les théoremes déductifs peuvent aussi étre prouvés par réfutation en dérivant une
contradiction de —eAA. Habituellement, —e est transformée en une formule universelle

U en introduisant des fonctions skolémisées. Le vocabulaire F doit alors étre étendu.

Le raisonnement par induction, quant a lui, consiste a effectuer des inférences dans
des domaines ou il existe une relation d’ordre naturel et bien fondée entre les objets.

La notion de théoreme inductif peut donc étre reliée a plusieurs sortes de modéles :
modéles « de Herbrand », modéles « initiaux », ou modéles « constructeurs ». Pour
de plus amples discussions sur ces différents modéles cf., par exemple, [Pad88|.

La « théorie » d’un ensemble d’axiomes A qui nous intéresse est ’ensemble des
formules (des équations) qui sont valides dans le modeéle minimal de Herbrand — dit
aussi initial — de A. Tout élément dans le domaine d’un modeéle de Herbrand est
dénoté par un terme clos construit sur la signature de A. Comme ces termes clos
peuvent étre aisément ordonnés, 'induction est une technique naturelle pour prouver
la validité de formules dans ces modeéles. C’est pourquoi nous appelons la théorie
inductive de A ’ensemble des équations valides dans le modéle minimal de Herbrand
de A:

Définition 1.11. Pour un ensemble d’équations A, une équation ¢t = s est un théo-

reme inductif de A si t = s est valide dans le modéle initial de A. Ceci est dénoté

AEpit=sout =4 s

e FExemple 1.1.3. Soit 'ensemble d’équations E définissant I’addition + sur les

entiers naturels:

0O+2 =z
E = (1.1.1)
s()+y =s(z+y)
x40 = x n’est pas une conséquence déductive de E, car il existe des modeéles de E dans

lesquels x + 0 = z n’est pas valide. Par exemple, prenons un modéle a deux éléments
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{0,a}, dans lequel s(a) est égal a a et s(0) est égal a 0. Pour cette interprétation a+0
est égal a 0 et I’équation z + 0 = = n’est pas valide.

Par contre, x + 0 = x est une conséquence inductive de E car le modéle initial
de E ne contient que des termes construits sur les symboles {0, s}. C’est-a-dire N, le
modeéle que I'on « avait en téte » lorsque ’on a écrit cette définition.

Cependant, la notion de théoréme inductif est reliée a celle de théoréme déductif

selon la propriété suivante:

Propriété 1.2. Pour un ensemble d’équations A, une équation ¢ = s est un théoréme

inductif de A si et seulement si pour toute substitution o close, to =4 so.

Remarque : Sila validité dans tous les modéles de Herbrand et dans le modéle initial
est identique pour une équation, ce n’est pas le cas, en général, pour une clause

(cf. [Pad88| et chapitre 7).

Pour établir la validité de conséquences inductives, les méthodes classiques uti-
lisent soit I'induction « explicite » ([Aub79, BM79, ZKK88, Red90]), soit I'induction
« implicite » ([Bac88, BJ97, BKR95, BRH96, Com00, Der97, JK89, Mus80]). Quoi-

qu'’il en soit, les preuves par induction divergent souvent (voir section 1.3).

1.1.3 Reéécriture

L’idée de la réécriture est d’imposer une direction dans l'utilisation des équations
lors d’une preuve. En fait, un systéme de réécriture décrit une « relation de réécriture »
définie sur les termes.

Définition 1.12. Une relation de réécriture, notée —, est une relation binaire sur
T(F,X)x T(F,X).
Nous supposons ’existence d’une « relation d’ordre » > sur les termes. Cette

relation binaire est:

— transitive (¢ > s et s > r implique t > ),
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— irréflexive (on ne peut avoir ¢ > s et s > t),

— neethérienne (il n’existe pas de séquence t; > ty > ...),

monotone (¢ > s implique, pour tout p € dom(w), w(t], > w[s],),

et stable (¢ > s implique, pour toute substitution o, to > so).

Cette relation d’ordre est un « ordre complet de simplification » si elle respecte

la définition suivante:

Définition 1.13. Une relation d’ordre > est un ordre complet de simplification si
— pour tout terme s, t € T(F), soit s =t, s > t, ou bien ¢ > s,
— pour tout sous-terme strict s de ¢, ¢ > s.

Habituellement, la relation d’ordre utilisée pour la réécriture est un ordre lezico-

graphique étendant une précédence sur les symboles de fonctions.

e Exemple 1.1.4. Selon la précédence x > + > s > 0, nous avons l'ordre lexicogra-

phique succ tel que:

s(0) =0, 2402, x+s(y)=sz+y),rxs(y) = (xxy)+z

Systémes de réécriture

A laide de la relation d’ordre >, il peut étre possible « d’orienter » un ensemble

d’axiomes A en un systéme de réécriture R.

Définition 1.14. Un systéme de réécriture R est un ensemble d’équations orientées

{l — r} appelées régles de réécriture.

Une régle de réécriture [ — r est appliquée & un terme ¢ en trouvant un sous-terme

de t qui est une instance [ et en le remplacant par l'instance correspondante de r.

Définition 1.15. Un terme ¢’ est une simplification selon R du terme t, noté t —x t’

¢'il existe une régle (I — r) € R et une substitution o telles que

dp € dom(t) t.q. t/p =lo et t' = t[ro],
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La relation —7% est la fermeture réflexive et transitive de —x. Nous écrivons a |z b
s’il existe un terme c tel que a =% cet b =% c.

On obtient la « forme normale » d’un terme en appliquant les régles de R jusqu’a
obtenir un terme qui ne puisse plus étre simplifié. La suite de simplifications appliquées
a un terme est appelée « séquence de réécriture ».

Définition 1.16. La forme normale selon R d’un terme ¢, noté tlr, est un terme t'

tel que t =% t', et tel que pour toute substitution o,
Vp € dom(t'). =3(l = r) e R t.q. t'/p=lo

Remarque : Si la relation de réécriture est noethérienne, chaque terme posséde au

moins une forme normale.

Convergence

Les systémes de réécriture qui nous intéressent particuliérement sont les systémes
« convergents sur les termes clos » . Un systéme R est convergent sur les termes clos
si tout terme clos posséde une et une seule forme normale selon R.
Définition 1.17. Un systéme de réécriture R est convergent sur les termes clos si

pour tout terme a,b € T(F),
R = a =0bimplique a [z b

La propriété ci-dessous caractérise cette classe de systémes de réécriture. La « ter-
minaison » implique qu’il existe au moins une forme normale, et la « confluence »
implique que cette forme normale est unique.

Propriété 1.3. Un systéme de réécriture est convergent sur les termes clos si et
seulement s’il est terminant — par rapport a un ordre de réduction > — et s’il est
confluent sur les termes clos — c’est-a-dire qu’il posséde la propriété de Church-Rosser

sur les termes clos.
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L’intérét d’'un tel systéme est important. En effet, si un ensemble d’équations
A peut étre compilé en un systéme de réécriture convergent sur les termes clos, on
peut décider de la validité inductive d’une équation en comparant syntaxiquement les

formes normales des instances closes des deux cotés de 1’équation.

Propriété 1.4. Si un ensemble d’équations A est compilé en un systéme de réécriture

R convergent sur les termes clos, pour toute substitution close o,

to =4 so < tolr = solr

C’est-a-dire

A Einat = s <= Vo close. tolg = solr

Remarque : Le processus de complétion transformant une axiomatisation en un sys-
teme de réécriture convergent n’est pas détaillé dans ce manuscrit. Intuitivement, ce
processus est habituellement basé sur un ordre de simplification et applique une sé-
rie de régles sur I'ensemble des axiomes jusqu’a obtenir un systéme convergent (cf.,
par exemple, [DJ90, Bac91]). Néanmoins, ce processus échoue si des axiomes sont

impossibles a orienter.

Complétude suffisante
Nous supposons que le vocabulaire des fonctions d’un systéme de réécriture peut
étre partagé en deux ensembles:

Définition 1.18. L’ensemble des symboles de fonction, noté Fg, d’'un systéme de

réécriture R, peut se partagé en deux ensembles:
— I'ensemble des symboles de fonction définies, noté Dpg.

— I'ensemble des symboles de constructeurs libres, noté Cg.
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Les constructeurs d’un systéme sont appelés « libres » s’il n’existe pas de régle de

réécriture dont la racine de la partie droite est un constructeur.

Propriété 1.5. Pour un systéme de réécriture R, pour tout symbole f de Cg,
Vi—=r)eR. I(e)# f

Remarque : Nous avons donc Fr = Dr UCp et, comme les constructeurs sont libres,

DRHCRZQ.

Quand les formes normales de tous les termes clos sont uniquement construites a
l’aide de constructeurs, nous disons que le systéme est « suffisamment complet ». Au-
trement dit, la forme normale de toute instance close n’est composée que de construc-

teurs.

Définition 1.19. Un systéme de réécriture R est suffisamment complet si
Vit € T(]:R) tlr € T(CR)

Remarque : Cette définition est une limitation par rapport a ’ensemble des systémes
de réécriture mais, cependant naturelle quand on établit les spécifications de maniére

structurelle (|Gut78|).

Sur la classe des systémes convergents sur les termes clos et suffisamment com-
plets, on peut définir une méthode inductive « réfutationnellement compléte » (voir
section 1.3.2), dans le sens ou toute équation non-valide va étre « disprouvée » en un
temps fini.

e Exemple 1.1.5. Le systéme de réécriture R définissant 1’« arithmétique standard

de Péano » est convergent et suffisamment complet :

.
z+0 —=zx

n_ s(z)+y — s(z+vy) (1.12)

rx0 —0

rxs(y) = (zxy)+x
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1.2 Conventions de notation

Dans cette section, nous nous contentons d’exposer nos conventions de notation.

Tout au long de ce manuscrit, nous allons donc adopter les conventions suivantes :

— Un terme quelconque est noté par des lettres minuscules (¢, s, ...).
— Une variable est notée par une des lettres x, ¥y, ou z.
— Une position est notée par une série de chiffres dans {1,...,9}.

— Une substitution est notée par une lettre grecque (o, 0, ...), et son application
a un terme ¢ est notée to.

— La forme normale d’un terme ¢ pour un systéme de réécriture R est notée tlr
ou, 8'il n’y a pas d’ambiguité sur le systéme de réécriture utilisé, fn(t).

— Un terme clos en forme normale est noté par des lettres majuscules (A, T, ...).

— L’ensemble (infini) des formes normales pour un systéme R des instances closes
d’un terme ¢ est noté ainsi: {t}|x.

— Et, enfin, un terme dont la racine est une fonction f dont tous les n arguments

sont clos et normalisés sera noté f(A; ).

e FExemple 1.2.1. Nous pouvons alors avoir:

~ Le terme t = x x XI(y + 2).

— Pour le systéme de réécriture R = {h(g(g(z))) — h(z); h(c) — o} et la substi-

tution close € associant y a ©:

- hlg(g(9(e)))br = hlg (o))
~ fn(h(y)) = o

Le terme clos T = g(g(g(¢)))

—_—
Al...n

Le terme h(T) = h(g(g(g(0)))) de type f(A1. n).
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1.3 Etat de Dart

Dans cette section, nous proposerons un apercu des principaux travaux dans le
domaine des systémes de preuve automatique par induction. Nous décrierons brie-
vement les travaux formels et indiquerons dans quels logiciels de preuve ils ont été
implanteés.

Nous établirons aussi un bref exposé des méthodes heuristiques de découverte de
lemmes ou de généralisations. Nous décrivons aussi leurs avantages et leurs limites,

peut-étre d’une maniére pouvant porter a controverse .

Quoiqu’il en soit, il faut préciser que les théories incluant 'induction sont soumises

a deux grands résultats théoriques qui contraignent toute automatisation :

— Ces théories sont habituellement ncomplétes, c¢’est-a-dire qu’elles contiennent
des formules valides mais improuvables (|G6d31]). Ceci se traduit par le besoin

d’un nombre illimité de régles d’induction distinctes.

— Un nombre arbitraire de formules intermédiaires peuvent étre nécessaires a la
preuve d’une conjecture ([Kre65]). Ceci se traduit par le besoin d’introduire des

généralisations et/ou des lemmes intermédiaires.

Ces deux résultats négatifs introduisent potentiellement un nombre infini de points

de branchement dans ’espace de recherche, et ceci & n’importe quelle étape.

Plusieurs approches ont été développées pour automatiser I'induction. Ces ap-
proches sont couramment (mais rudement) classifiées en deux catégories: I'induction
« explicite » et Pinduction « sans induction » (appelée parfois « implicite » ). Toujours
aussi rudement, la différence clé entre ces deux catégories se fait sur 'utilisation ou

non d’axiomes de récurrence explicites.

2. Comme les études portant sur ces différentes techniques ne sont rarement développées par
la littérature francaise nous proposerons une traduction des noms des différents concepts tout en
rappelant leur dénomination anglaise.
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Malgré tout, que ce soit implicitement ou explicitement, étant donnés une conjec-
ture t = s et un ensemble d’axiomes A3, effectuer une tentative de preuve par induc-
tion consiste typiquement en quatre étapes:

1. Choisir une (ou des) variable(s) (dites « variables d’induction ») dans Vg(t) U

Vr(s),

2. Utiliser un « schéma d’induction » couvrant toutes les valeurs possibles dans le

modéle initial,

3. Tenter de recouvrir les sous-conjectures obtenues en utilisant A (ou R) et I’« hy-

pothése d’induction » t = s (sous certaines conditions),

4. Recommencer si besoin.

1.3.1 Induction explicite

L’induction explicite fait donc appel a des axiomes du second ordre générés par
les constructeurs. Ces axiomes ont la méme forme que 'axiome d’induction mathé-

matique de Péano:
VP. {[P(0) A (Vz. P(x) = P(s(z)))] = Vz. P(x)} (1.3.1)

Le but de ces axiomes est de développer un schéma d’induction couvrant toutes
les valeurs (c’est-a-dire l'infinité des termes générés par les constructeurs) que les va-
riables d’induction peuvent avoir. Il faut ensuite prouver les instances de la conjecture
ou chacune de ces variables a été remplacée par ces valeurs. Le schéma d’induction
est donc utilisé pour réduire un nombre infini de cas en un nombre fini. Par exemple,
pour les entiers naturels il s’agit de prouver

1. le cas ou la variable d’induction vaut 0 et,

2. en supposant la conjecture valide pour une valeur arbitraire x, le cas ou la

variable vaut s(z).

3. Transformé ou non en un systéme de réécriture R
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Pour des listes, il s’agira alors du cas ou la variable vaut & et du cas c.l (un élément

¢ en téte suivi de la liste [).

Ce principe a été popularisé en 1969, dans [Bur69]|, comme le « principe d’induc-
tion structurelle ». En 1979, lors du développement d’heuristiques pour choisir les
variables d’induction, il a été observé que les définitions des fonctions qui terminent
(voir section 1.1.3) pouvaient elles-mémes suggérer un schéma d’induction ([BM79]).

Cette méthode est employée dans le systéme Nqthm [BMS88.

En 1987, cette méthode a été étendue pour proposer des schémas d’induction basés
sur le concept d’« ensemble couvrant » (cover set [ZKK88, Red90]). Cette notion est

aussi bien utilisée dans l'induction explicite que dans 'induction implicite (voir plus

bas).

Définition 1.20. [Zha88| Pour un ensemble d’équations E et un ordre de simplifica-
tion >, un ensemble couvrant pour une variable x de type T € § est un ensemble de
n triplets {(t;, H;, ¢;) | 1 <i < n} tel que

— {t;} U H; est un ensemble de termes de type T et ¢; un terme booléen,

— et pour tout terme clos g de type T dans T'(Cr), il existe un i et une substitution

0 telle que
— g =g t;0, et ¢;0 =g vraz,
— et pour tout terme t' € H;, il existe g’ € T(Cg) tel que g > ¢’ =¢ t'0.

Dans l'induction explicite de [ZKKS88|, les ensembles couvrants sont utilisés a
travers la technique de « I’hypothése d’induction quantifiée ». Cette notion a été

implantée dans le systéme RRL [KZ95| qui contient donc aussi une partie implicite.

Comme autres travaux sur l'induction explicite, nous pouvons citer ceux plus

anciens de [Aub79] et le systéme de preuve Oyster/CLaM [BvHHS90].
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1.3.2 Induction « sans induction »

[’induction sans induction est aussi appelée « induction implicite » en raison de
I’absence d’axiomes de récurrence explicites, bien des méthodes utilisent des schémas
d’induction implicite. Cependant, certains auteurs distinguent cette derniére catégorie
(voir plus bas).

L’induction sans induction est par essence une « preuve par consistance ». Au
contraire des preuves par contradiction, la preuve par consistance consiste & montrer
la consistance d’'un ensemble d’équations constitué de la conjecture a prouver et des
axiomes définissant les fonctions apparaissant dans la conjecture ainsi que les fonctions
dépendantes. Si a la fin du processus aucun « contre exemple » n’a été généré, alors
sous certaines conditions, il peut étre affirmé que la conjecture est une conséquence
inductive de I’ensemble d’axiomes initial.

Cette méthode a été découverte au tout début des années 1980 par un groupe d’au-
teurs ([Mus80, Lan81, HH82|) ce qui a généré depuis beaucoup de travaux. Le coeur
de la méthode de preuve par consistance est décrit pour le cas purement équationnel

dans |[Bac91]| et pour le cas non-équationnel dans [Com00)].

Etant donné un ensemble E d’axiomes et un unique modéle minimal de Herbrand
H de E, l'idée de la preuve par consistance est d’utiliser une axiomatisation (du
premier ordre) A de H tel que ¢ U AU E est consistant si et seulement si ¢ est valide
dans H.
e Exemple 1.3.1. Pour les deux équations définissant l'addition sur les entiers na-
turels (équations de E 1.1.1), le modéle initial H est N. L’axiomatisation A peut

étre
V. 0 # s(x
A 7 s(@) (13.2)
Vey. s(z) =s(y) = ==y
Prouver une conjecture ¢ (par exemple x + y = y + x), consiste alors a l'ajouter a

E U A et essayer d’en dériver une inconsistance.
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Pour montrer la consistance (ou l'inconsistance) de pUAUE, la méthode a recours

aux techniques de « saturation » (|[KB73, KM87]|).

Les approches de [Mus80, HH82, JK89, Bac91]| se distinguent grossiérement par
le choix de 'axiomatisation A et les moyens de détection d’une inconsistance. La for-
mulation de E' — un systéme de réécriture convergent — et les techniques de saturation

— la complétion de Knuth-Bendix — ne varient que sur quelques limitations.

Les avantages de cette méthode sont, sous certaines conditions, la complétude
réfutationnelle (voir [GS92|) et la possibilité de 'utiliser dans les systémes de preuve
génériques tels que HOL, Nuprl ou Isabelle. Elle ne nécessite donc pas de systémes de
preuve dédiés, contrairement a l'induction explicite et implicite proprement dite. Par
contre, la preuve par consistance se révéele relativement peu efficace dans les théories
conditionnelles — un ensemble de clauses étant beaucoup plus difficile & saturer qu’un

ensemble d’équations.

Induction implicite

Comme nous I'avons évoqué plus haut, la preuve par induction implicite se dis-
tingue de la preuve par consistance par 1'utilisation de schémas d’induction implicites.
Cependant, les techniques de I'induction implicite sont basées sur des idées dévelop-

pées dans le champ de la preuve par consistance.

Chacune de ces méthodes utilise un ensemble de termes (ou un ensemble de paires
(contexte, terme)) qui est utilisé pour remplacer des variables d’induction. De telles
substitutions produisent de nouvelles conjectures qui peuvent étre simplifiées par des
instances strictement plus petites que la conjecture originale (I’hypothése d’induc-
tion). La preuve est achevée quand toutes les conjectures générées ont été simplifiées

en des théorémes inductifs connus.
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e Exemple 1.3.2. Soit la définition suivante de ’addition d’entiers relatifs

240 =z
s(@)+y =s(x+y)

E=9 p@)+y =ple+y) (1.3.3)
s(p(z)) ==
p(s(z)) =w

Toutes ces équations peuvent étre orientées de gauche a droite pour former un systéme
de réécriture R terminant. Considérons la conjecture x+0 = x. L’ensemble de termes
choisi pour substituer la variable z peut étre {0, s(x), p(z)}. On obtient ainsi trois
nouvelles conjectures: 0+0 =0, s(xz) +0 = s(z), et p(x) +0 = p(z). Ces conjectures
peuvent étre simplifiées en utilisant R et ’hypothése d’induction x + 0 = z o x est
« bloquée » (c’est-a-dire ne peut pas étre instanciée).

Dans cet exemple, 0 + 0 = 0 est simplifiee en 0 = 0 (par le premier axiome).
s(x) + 0 = s(x) est simplifié en s(z + 0) = s(z) (par le deuxiéme axiome) puis en
s(x) = s(z) par 'hypothése d’induction. Similairement, p(z) + 0 = p(z) est simplifié
en p(z) = p(z). Ceci compléte la preuve.

Nous distinguons deux principaux types d’ensembles permettant une représenta-
tion des termes: les ensembles couvrants (voir définition 1.20) et les ensembles tests
(voir plus bas). Ces ensembles sont une représentation finie du modéle initial d’une
théorie.

Parmi ces méthodes, nous pouvons citer les approches de « I'induction par réécri-
ture » [Red90] et « I'induction par ensemble couvrant » [Zha88|. Ces deux approches,
relativement similaires, sont basées sur des ensembles couvrants et une forme du
théoréme suivant :

Théoréme 1.1. [Zha88| Soit une formule P(%), et {{t;, H;, ¢;) |1 <i < n} un en-
semble couvrant de I selon >. Si pour tout i, {P(t_;) 8t Nicn, P(t) /\cl} est un

théoreme inductif, alors P(Z) est un théoréme inductif.
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Cette méthode est implantée dans le systéme logiciel de preuve RRL [KZ95].

L’approche de « I'induction par ensemble test » [KR90, BKR95| différe des deux
précédentes essentiellement dans le choix des ensembles utilisés pour représenter le

modéle initial.

Définition 1.21. [Kou92| Pour un systéme de réécriture R, un ensemble test, noté
TS(R), est un ensemble fini de termes dans T'(Cg,X’) en forme normale selon R ayant

les propriétés suivantes :

1. pour tout terme s clos en forme normale, il existe un terme ¢ dans TS(R) et

une substitution o close tel que to = s.

2. tout terme non-clos de T'S(R) n’a de variable qu’a une profondeur égale ou

supérieure a la profondeur de R moins 1.

La premiére propriété est aussi une propriété des ensembles couvrants. Avec cette
seule propriété, ces ensembles ne peuvent permettre la réfutation de conjecture. La
deuxiéme propriété des ensembles tests permet de le faire; elle assure que si une
instance test* ne correspond a aucune partie gauche de R, cela révéle une inconsis-
tance. Cette méthode est réfutationnellement compléte pour un systéme de réécriture
convergent sur les termes clos et suffisamment complets [KR95|. Elle est implantée

dans le systéme de preuve SPIKE [BKR92|.

Les différences entre les méthodes se trouvent donc sur le choix des variables d’in-
duction, la définition de I’ensemble de représentation, et sur les conditions d’utilisation

de ’hypothése d’induction.

4. C’est-a-dire 'instance d’une conjecture générée par la substitution d’une variable d’induction
par un élément de ’ensemble test.
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1.3.3 Heuristiques de découverte de généralisation

Pour une axiomatisation A donnée, une généralisation d’une formule ¢ est une

formule ¢’ telle que
AEina¢ = AFina ¢

Par exemple 0 +y = 0 est une généralisation de 0 + sum(z) = 0°. Mais z +
sum(x) = z est aussi une généralisation de 0 4+ sum(z) = 0 méme si cette seconde
conjecture n’est pas un théoréme inductif®. Une généralisation incorrecte de ¢, telle

que z + sum(x) = z, est une généralisation ¢ telle que
AFina ¢ NA Fina ¢

Une généralisation peut étre obtenue par l'inversion d'une régle d’inférence cor-
recte (cf. [Wal94b]). Par exemple les deux généralisations ci-dessus sont obtenues
par inversion de la régle de substitution. En effet, une substitution remplace une
variable par un terme et nous avons remplacé un terme par une variable. Mais on
peut aussi inverser d’autres régles d’inférence. Par exemple la régle sur les fonctions:
x4y =y + x est une généralisation de sum(zx + y) = sum(y + x). Mais —x = x est
une généralisation incorrecte de carre(—z) = carre(z).

Dans [Wal94b|, il est exposé 1’ensemble des généralisations pouvant étre obtenus
par inversion d’une régle d’inférence, y compris les généralisations décrites dans [Aub79|.
Pour chaque inversion, il est décrit les risques d’engendrer des généralisations incor-
rectes. Cette description n’est pas vraiment une méthode heuristique de généralisa-
tion. En effet, le nombre de conjectures pouvant étre générées de cette maniére est par
trop grand et le risque d’engendrer des généralisation incorrectes est trop élevé. Méme
si certains heuristiques simples (tel que la « principe de sous-terme commun ») sont

proposés pour réduire I'espace de recherche ou pour filtrer les conjectures générées.

5. Quelque soit la définition de la fonction sum.
6. Sauf si pour tout x, sum(z) vaut 0.
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Pour controler I’espace de recherche, quelques heuristiques ont été proposés. Les
principaux heuristiques spéculant des généralisations ou des lemmes, ont trois prin-

cipaux points communs :

1. Ils ne donnent pas de garanties contre d’éventuelles introductions de conjectures

non-valides.
2. Ils sont basés sur I’étude de ’échec d’une tentative de preuve donnée.

3. Ils ne proposent que la généralisation « d’accumulateurs » (c’est-a-dire d’argu-

ments de fonctions sur lesquelles celles-ci ne sont pas définies récursivement ).

Ondulation « Rippling »

L’heuristique « ondulatoire » (rippling heuristic) a été développé a Edimbourg
au début des années 1990 pour I'induction explicite afin d’automatiser la preuve de
théorémes ([BSvHT93|). Il est implanté dans le systéme de preuve CLAM ([BvVHHS90]).
Essentiellement, cet heuristique étudie les différences entre une hypothése d’induction
et sa conclusion. Il « marque » ces différences — typiquement I’ajout de constructeurs
ou la disparition de ceux-ci — a I’aide d’annotations et applique des régles de réécriture
annotées (dites « régle de vagues » ou waves-rules) pour les supprimer.

Le principe de I’heuristique ondulatoire est de réécrire a ’aide de reégle de vagues
une conclusion d’induction de telle maniére qu’un squelette (I’hypothése d’induction)
soit préservé et que les différences soit déplacées a des positions « non génantes »
(par exemple, a la racine du terme). Si cette réécriture fonctionne, il sera possible
d’utiliser I'hypothése d’induction. Basiquement, les différences peuvent étre déplacées
vers le haut, le bas ou sur d’autres arguments du terme a réécrire.

Ces régles de vagues sont automatiquement générées a partir des définitions de

fonctions et de « propriétés logiques » comme la substitution, ’associativité, ou la

7. Par exemple, le premier argument de + dans la définition {x +0=0; = + s(y) = s(z + y)}.
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commutativité®. En général, une utilisation réussie de ’heuristique requiert de mul-

tiples applications de telles regles.

e Exemple 1.3.3. Comme exemple simplifié, prenons I'axiomatisation F suivante:

r+0 ==
ty =s(a+
5 s(x)+y =s(x+y) (1.3.4)
double(0) =0

\ double(s(x)) = s(s(double(x)))

Prenons aussi ’hypothése d’induction double(x) = x + x dont la conclusion d’in-
duction annotée est double(s(z)') = s(z)! + s(z)!. La notation z! signifiant que les
constructeurs du sous-terme x doivent étre déplacés vers le haut du terme. Les régles

de vagues utilisées par I'heuristique ondulatoire sont ici:

double(s(x)") — s(s(double(x)))!
s(@) +y—s(@+y) (1.3.5)

r+sy) = s(z+y)!

La troisiéme régle est une version commutée de la définition de + mais qui doit
cependant étre introduite par l'utilisateur ou proposée par la méthode utilisant la

technique ondulatoire.

L’application des trois régles, dans cet ordre, réécrit la conclusion d’induction en

s(s(double(x))) = s(s(x + z)) ce qui permet 'utilisation de I’hypothése d’induction.

Comme nous venons de le voir, I’heuristique ondulatoire n’est pas directement un
heuristique de découverte de généralisation, mais un outil permettant 'implantation

de telles méthodes.

8. Néanmoins, ces propriétés doivent étre spécifiées par ’utilisateur.
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Critique de divergence « Divergence Critic »

Cette méthode, proposée dans [Wal94a, Wal96|, a pour but d’automatiser la dé-

couverte de généralisations et de lemmes. Cette méthode fonctionne en deux parties:

1. Une divergence est repérée par une méthode de mise en correspondance de
conclusions d’'induction successives, cette divergence est représentée par un cal-

cul de différences entre les conclusions,

2. Cette différence est recouverte par ’heuristique d’ondulation pour donner un

lemme filtré par plusieurs heuristiques.

La méthode repérant la divergence (« Difference Matching » [BW92|) fonctionne
schématiquement en analysant la différence entre plusieurs conclusions d’induction
successives et en les annotant. Empiriquement, le nombre d’induction a étudier est

fixé a trois.

L’annotation des différences permet a I’heuristique d’ondulation de proposer une
série de lemmes. Ces lemmes sont ensuite filtrés par un vérificateur de types et un
heuristique d’inconsistance (qui n’est pas complet). Finalement, Les lemmes restant

qui peuvent étre recouverts par d’autres sont éliminés®.

Les deux étapes principales — identification de la différence et spéculation de

lemmes — peuvent étre décrites ainsi:

9. Par exemple, s(x) + s(y) = s(s(z) + y) et 0+ s(y) = s(0 + y) sont recouvertes par = + s(y) =
s(z + ).
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1. Pour une série de conclusions d’induction s; = t;, supposons qu’il existe des
contextes G' et H du second ordre non triviaux tels que pour tout j, il existe

une différence maximale U
sj = G(U)) et sj1 = G(H(U))")

2. Le critique propose des conjectures de la forme, (ou le contexte F' est proposé

par différents heuristiques)

G(H(UO)T) = F(G(Uo))T

De tels lemmes fixent la divergence mais la preuve de ceux-ci peut elle-méme
diverger. Dans [Wal96], il est aussi proposé, dans ce sens, une régle « transversale ».
Cette régle propose la généralisation d'un « accumulateur ». Schématiquement, la
méthode identifie un accumulateur stable lors de la succession des inductions puis
utilise I’heuristique des « termes principaux » [Aub79| et celui dit de « I’égalité ».

Pour la régle transversale, les deux étapes principales peuvent étre représentées

(avant généralisation) ainsi:

s; = G(U;,Acc) et s;11 = G(H(U;)!, Ace)

qui donne

G(H(Uy)',Ace) = G(Uy,F(Acc)")

Cette méthode a été implantée dans une version du systéme logiciel de preuve
par induction implicite SPIKE. Ceci ne fut possible que grace a un des avantages
principaux de cette méthode: une quasi-compléte automatisation.

Cependant, les limitations de cette méthode sont intrinséquement dues aux nom-
breux heuristiques auxquels elle fait appel. Comme le montre ’algorithme de spécula-
tion lui-méme, l'identification des différences (et donc les généralisations) ne peuvent

étre introduites a plusieurs positions dans les termes. Un nombre d’occurrences d’une
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méme variable supérieure a deux (par exemple z+ (x+x) = (z+x)+x) implique qua-
siment toujours un échec de la méthode. De plus, aucun exemple probant n’est fourni

sur des conjectures concernant la multiplication d’entiers (voir exemples de [Wal96).

Critique de généralisation « Generalization Critic »

Ce critique (|[IB96a]), comme le dernier, propose la généralisation d’accumulateurs
et est basé sur 'heuristique ondulatoire. Ces accumulateurs (sinks) sont annotés spé-

cialement.

La méthode est construite sur les notions de « plan de preuve » et de « systéme
tactique de preuve ». Schématiquement, un plan de preuve guide une preuve automa-
tique en choisissant, parmi un ensemble de tactiques, celles qui lui semble nécessaires
a l'achévement de la preuve d’'une conjecture donnée. En ce sens, cette méthode est

une extension directe de [BSVHT93, IB9Gh|.

Afin d’appréhender plusieurs positions d’accumulateur, le critique utilise des no-
tions d’accumulateurs primaires et secondaires. Bien que ne fonctionnant pas sur
les mémes heuristiques, ceci permet de dépasser 1'une des limitations du critique de

divergence qui ne peut identifier qu’une position d’accumulation.

Ce critique a été développé pour I'induction explicite et est donc capable de ma-
nipuler des formules du second ordre. Enfin, ce critique a été implanté dans le logiciel

de preuve CLAM.

Toutefois, cette méthode est présenté parfois comme une « organisation de I’es-
pace de recherche », méme si certaines généralisations sont obtenues automatiquement
(moyennant tout de méme ’utilisation de lemmes non-triviaux introduits par I'utilisa-
teur, cf. exemples de [IB96a|). Il est notamment précisé, dans [IB96a|, que le critique
est une « base pour permettre une meilleure interaction avec 'utilisateur » en lui

permettant de sélectionner ou de compléter une généralisation parmi celles proposées
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par le critique. Toujours en nous basant sur les exemples de [IB96al, il n’est pas pro-
posé de généralisation automatique de formules concernant la multiplication d’entiers
naturels ou contenant plus de deux occurrences d’une méme variable dans un méme
terme. De plus, il n’est pas précisé si toutes les « régles de vagues » utilisées ont été

générées automatiquement ou introduites par I'utilisateur.

Découverte de lemme « Lemma Discovery »

Cette approche, proposée dans [KS96|, n’utilise pas 'heuristique ondulatoire et
n’annote donc pas les conjectures (sauf certaines variables). Les accumulateurs ne
sont donc pas vus, comme dans les approches précédentes, par des termes annotés
mais par des variables qui ne font pas partie des variables d’induction (dites « variables
de non-induction »). Il n’est pas non plus fait appel a I’étude des régles de réécriture

ou de vagues) mais seulement a ’étude de la tentative de preuve.
de vag i 1 t & I’étude de la tentative d
Schématiquement, cette approche fonctionne en quatre étapes:

1. Elle « rapproche » une conclusion d’induction de son hypothese & I’aide d'un
ensemble D « d’équations de différence » portant sur les variables de non-

induction.

2. Elle calcule un ensemble de « contraintes » & ’aide de D et de la définition des

fonctions apparaissant dans D.

3. Elle spécule une instanciation des variables de non-induction de I'hypotheése
d’induction pour recouvrir la forme que prennent ces variables dans la conclusion

d’induction.

4. Elle applique cette instanciation aux équations de différence qu’elle généralise
pour obtenir les lemmes nécessaires, puis elle filtre ces lemmes a ’aide d’un filtre

de consistance.
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De plus, cette approche part de ’observation que les généralisations habituelle-
ment proposées ne sont capables que de prendre en compte des accumulateurs déja
présents dans les termes. Bien que toujours basée sur la généralisation d’accumula-

teurs, elle se propose d’introduire des accumulateurs s’il n’en existe pas déja.

e Exemple 1.3.4. |[KS96| Soit I’axiomatisation suivante :

;

ap(x,o

)

ap(c.z,y)

fo m’(@; (1.3.6)
)
)

rev(c.z

R(2,y
R(c.wyy

=Y
= R(x,c.y)

et ’hypothése rev(R(x,2)) = = dont la conclusion d’induction est rev(R(zc,c.&)) =

c.xe. L’ensemble différence généré est
D1 = {rev(R(zc,c.9)) = rev(R(z,9)); coxc=x}

Dans ce cas, 'algorithme de spéculation échoue car il n’y a pas de variable de
non-induction. La méthode propose alors d’introduire un « schéma de terme » (term

scheme) T'(z,z) pour obtenir I’équation généralisée
rev(R(z,z)) = T(x,z)

Une application de 1’algorithme sur cette équation donne'°

D2 = {rev(R(z,c.2)) = rev(R(z,2")); T(c.x,2) = T(x,2")}

Les contraintes calculées donnent alors l'instanciation T'(x,z) = ap(rev(z),z) (a l'aide

d’un lemme introduit par l'utilisateur: ap(@,x) = x).

10. Il n’est nulle part précisé dans [KS96], pourquoi dans ce cas, la variable d’induction x n’est pas
substituée (en wc par exemple), contrairement & 'induction effectuée sur I’hypothése originale. Il est
alors beaucoup plus facile d’unifier les différences.
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Dans [KS96], il est précisé que tous les exemples de [IB96b| ont été traité par
cette approche (sans toutefois préciser comment, ni s’il y a eu recours a des lemmes
particuliers). Ici, un exemple concernant la multiplication est proposé, cependant il
s’agit ici d’une définition « itérative » ! et la généralisation ne s’effectue que sur
'argument d’accumulation (le troisiéme). Enfin, cette méthode a été implantée dans

le logiciel de preuve par induction RRL.

Analyse

Toutes ces approches se sont révélées efficaces sur de nombreux exemples. Cepen-
dant, nous ne proposons pas maintenant une étude comparative de leurs capacités
respectives, mais une systématisation de leurs limitations qui sont inhérentes a leurs
caractéristiques communes.

Il faut en premier lieu rappeler qu’aucune de ces approches ne peut apporter de ga-
rantie contre I'introduction de lemmes ou de généralisations non-valides 2. Elles sont
aussi basées sur un grand nombre d’heuristiques, qui sont autant de points d’amélio-
ration possible, mais autant de « boites noires » dont 'efficacité et la correction sont
difficiles & vérifier.

Enfin, strictement du point de vue de leur capacité, elles ne proposent que la
généralisation d’accumulateurs (c’est-a-dire de variables qui ne sont pas des variables
d’induction). Ceci pose un probléme pour les conjectures du type ap(z,ap(z,x)) =
ap(ap(z,x),x) (c.f. axiomatisation 1.3.6) ou la généralisation doit porter a la fois sur
le premier argument (qui est une variable d’induction) et sur le dernier, pour donner
ap(y,ap(z,z)) = ap(ap(y,r),?).

De plus, nous croyons que leur apparente difficulté a traiter la multiplication

est due a l'absence de réel argument d’accumulation dans sa définition et donc a

11. Similaire & {mult(z,0,z) = z; mult(x,s(y),z) = mult(xy,z + z)}.
12. Sauf & tester les lemmes proposés dans un systéme de preuve réfutationnellement complet —
comme il est aussi proposé dans [Wal96] — ce qui est clairement prohibitif, pour des raisons d’efficaciteé.
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I'impossibilité de trouver un point de divergence précis. Par exemple, la conjecture
z*(x+1x) = (zxx)+ (r*+z) doit étre généralisée sur le deuxiéme argument pour
donner z  (y + z) = (z * y) + (v * 2), or, cet argument n’est pas un accumulateur
pour * '3,

Un autre désavantage de ces techniques(excepté le critique de divergence) est une
faible automatisation. Elles requiérent souvent des interactions avec 1'utilisateur que

ce soit dans la définition des régles de vagues, dans 'apport de lemmes, ou dans la

sélection des généralisations proposeées.

13. C’est aussi le cas pour une conjecture du type mult(x,z + x,0) = mult(x,z,mult(x,2,0)) devant
étre généralisée en mult(z,y + 2,0) = mult(z,y,mult(x,z,0)).
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Chapitre 2

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduirons les notions nécessaires a la lecture des cha-
pitres suivants. Nous formaliserons nos définitions de positions et de variables d’induc-
tion. Enfin, nous définirons ce que nous appelons les systémes « monomorphiques »

ainsi que leurs propriétés.

Les variables d’induction sont identifiées grace a I’étude du systéme de réécriture
dans lequel une conjecture donnée doit étre validée. Cette étude nous permet d’iden-
tifier le ou les arguments a partir desquels une fonction est définie récursivement.
A T’aide de cette notion, nous pourrons trouver dans une conjecture quelconque les

variables les plus « intéressantes » pour un schéma d’induction.

Les systémes monomorphiques forment un sous-ensemble des systémes de réécri-
tures convergents sur les termes clos et complétement définis. Cette classe de systémes
est importante dans le cadre de nos contributions principales. Schématiquement, on
peut dire que leur modéle initial est composé des termes ayant une « structure li-

néaire ».
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2.1 Induction

Bien que nos travaux puissent se révéler utiles a toutes les méthodes d’induction
(implicite, explicite ou par consistance — voir section 1.3), nous définirons un ensemble
de régles d’inférences pour montrer les capacités de nos heuristiques et méthodes. Ces
régles d’'inférences se placent dans le contexte de 'induction implicite.

Les variables d’induction sont définies a I’aide d’un heuristique attribuant un poids
a chaque variable apparaissant dans une conjecture. Ce poids est calculé a partir de
la définition des fonctions apparaissant dans cette conjecture. La (ou les) variable(s)
cumulant les plus grands poids a gauche et a droite de 1’équation sont choisies pour

effectuer une induction sur cette équation (voir section 1.3).

2.1.1 Regles d’un systéme de preuve

Notre but n’est pas ici de définir un systéme de preuve complet, mais juste de

. i e ) A A
proposer les régles minimales d’inférence pour « tester » nos méthodes. Grace a cet
ensemble de régles nous pourrons vérifier que nos généralisations ou nos schémas

d’induction permettent bien d’arriver a la preuve d’une conjecture.

Remarque : A partir de maintenant, nous supposerons que toutes nos axiomatisations
peuvent étre compilées en un systéme de réécriture convergent sur les termes clos (voir
définition 1.17 et section 1.1.3).

Pour un ensemble d’axiomes non-conditionnels, le nombre de régles d’inférence
d’une méthode de preuve par induction implicite est réduit. De fait, nous n’intro-
duisons que trois régles pour notre systéme de preuve « test ». Ces régles inspirées
de [KR95|".

1. La regle GEN dite de « génération » implantant I'induction elle-méme.

1. Cependant, nous n’introduirons pas les notions d’induction mutuelle ou de réductibilité, qui,
bien que trés intéressantes pour 'induction, ne sont pas indispensables pour tester nos méthodes.
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2. La régle SUP dite de « suppression » permettant de supprimer les tautologies.
3. La regle INC dite « d’échec » arrétant la preuve sur une inconsistance.

Ce systéme de preuve fonctionne simplement en substituant une (ou des) va-
riable(s) d’induction par des éléments de 1’ensemble test du systéme de réécriture pris

en compte. Ces éléments doivent étre du méme type que la variable d’induction.

Définition 2.1. Pour R un systéme de réécriture, une substitution test remplace les
occurrences d’une variable d’induction par un élément de ’ensemble test du méme
type en renommant les variables.

Ensuite, ces instances sont simplifiées selon le systéme de réécriture et les instances
plus « petites » de I’hypothése d’induction.

Définition 2.2. Soit une algébre de termes 7'(F,X’) munie d’un ordre de simplifica-
tion >, et une équation ¢t = s telle que ¢t > s. (t = s)~ dénote la régle de réécriture

t — s applicable uniquement & I’ensemble des termes {u € T'(F,X) |t > u}.
Définition 2.3. Pour un systéme de réécriture R convergent et un ensemble d’équa-
tions C, la génération est la régle d’inférence?
GEN: CU{t = s} F CU{(to = 50)ruf(to=ss)<} | 0 une substitution test }
Les conclusions d’induction simplifiées qui sont des tautologies sont supprimées.
Définition 2.4. Pour un systéme de réécriture R convergent et pour un ensemble
d’équations C', la suppression est la régle d’inférence
SUP: CU{t=t}+C
Les conclusions qui montrent une inconsistance arrétent la tentative de preuve.
Pour un systéme de réécriture convergent sur les termes clos, une équation dont les

deux cotés sont des termes clos et dont les formes normales sont syntaxiquement

différentes montre une inconsistance.

Définition 2.5. Pour un systéme de réécriture R convergent et pour un ensemble

2. Nous adoptons une légére généralisation de la notation |z : (t = s)|x signifiant t| g = s|x.
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d’équations C', I’échec est la régle d’inférence

INC: CU{t=s}FO
S t,s GT(]:R) et tJ/R %S\LR

Remarque : Ce systéme de preuve test, bien qu'implantant une régle de réfutation

et utilisant les ensembles tests, n’est pas censé étre réfutationnellement complet.

Ces régles doivent étre utilisées sur tout ’ensemble des conjectures par ordre de

priorité :

SUP > INC > GEN

e Exemple 2.1.1. Soit ’équation t = s
Oxxz=0
Pour le systéme de réécriture suivant :

( r+s(y) — s(x+vy)

r+0 —«x
R = (2.1.1)

rxs(y) — (zxy)+a

zx0 —0

dont I'ensemble test est T'S(R) = {0,s(x)}.

Le systéme R est orienté grace a I'ordre lexicographique de simplification > fondé
sur la précédence * > + > s > 0. Les instances de ’hypothése t = s peuvent donc

étre orientées de gauche a droite.

Si 'on suppose que x est une variable d’induction (voir section suivante), les

substitutions tests oy et o remplacent les occurrences de x respectivement par 0 et
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s(z"). Appliquons nos régles d’inférence a la conjecture z 0 = 0:

{t = s} F{(0%0 = 0)dru(too=s00)<}; (0% 5(z") = 0)druf(to,=s05)<} }
= {0=0; ((0%2") + 0= 0)dru(to.=s02)<} }
={0=0; (0+0=0)lruftr,=s0n)<} } ={0=10; 0 =0}
F{0=0}F

2.1.2 Variables d’induction

Les « positions d’argument » d’une fonction f € Fg sont 'ensemble des positions

de longueur 1 qui appartiennent au domaine de tous les termes qui ont pour racine f.

Définition 2.6. Les positions d’arqgument d'un symbole de fonction f € F sont les

positions de I’ensemble :
Pr={pl|lp|=1letVt € T(F.X), t(e) = f = p € dom(t)}

Dans un systéme de réécriture R, nous décrivons '« ensemble définition » d’un
symbole f € D comme 'ensemble de regles dont les parties gauches ont pour racine

ce symbole f et dont tous les arguments sont des termes constructeurs.

Définition 2.7. Pour R un systeme de réécriture, I'ensemble définition de f € Dg

est ’ensemble des regles:
Ri={l—=reR|lle)=f = VYpe P, l(p) € T(Cr,X)}
e Exemple 2.1.2. Soit le systéme de réécriture

plus(x + 1,y) — plus(z,y) + 1

R = plus(ly) —y+1 (2.1.2)
plus(plus(z,y),1) — plus(z,y) +1

Les symboles de fonction + et 1 sont les constructeurs de R donc, Ry, =

{plus(z + 1,y) — plus(z,y) + 1; plus(l,y) — y + 1}.
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Parmi les positions d’arguments d’une fonction f, il peut en exister certaines sur
lesquelles la fonction est définie récursivement. Dans les parties gauches de I’ensemble
définition de f, on trouve alors & ces positions non pas une variable, mais un terme
dont la racine est un symbole de constructeur (Cg). Ce terme peut étre:

— sans argument (constante) ou
— avec argument(s) (terme constructeur).

On définit les « positions d’induction » d’une fonction comme étant les positions
des arguments que le systéme de réécriture utilise pour définir récursivement la fonc-
tion. Ce sont sur ces positions qu’il est le plus naturel d’effectuer un induction car,
une induction effectuée sur d’autres positions ne permettent aucune réécriture.
Définition 2.8. Pour R un systéme de réécriture et f € Dy une fonction les positions

d’induction de f sont les positions de ’ensemble :
P[R(f) = {p € Pf | V(l — 7”) € Rf, l(p) € CR}

e Exemple 2.1.3. Pour toutes les régles (I — r) € Rus nous avons [(1) € {1,+}
(ce qui n’est pas le cas pour la position 2), donc Plz(plus) = {1}. En effet, une
substitution test — la substitution d’une variable par un élément de ’ensemble test
TS(R) = {1,x + 1} (voir définition 1.21) — appliquée & une variable en premier argu-
ment, permet une réécriture alors qu’appliquée a une variable en deuxiéme argument,

est « inutile ». Par exemple pour la substitution test o,
plus(z,y)olr = plus(z’ + 1,y + 1)z = plus(z’y' +1) + 1

Cependant, un terme quelconque n’est pas composé d’une unique fonction. Pour
pouvoir choisir les meilleures variables sur lesquelles effectuer une induction, nous
étudions les « chemins » parcourant le terme. Nous appelons « chemins » les positions
d’un terme qui sont composées d’une série de positions d’argument (qu’elles soit

d’induction ou non).
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Il faut donc choisir, parmi toutes les variables d’'un terme, celles qui se trouvent
o . 5. . 3 . ., . . .
en position d’induction « finale » °, et en priorité parmi celles-ci, celles qui sont sur

un chemin finissant sur le maximum de positions d’induction.

Définition 2.9. Pour R un systéme de réécriture et ¢t un terme, le poids d’induction

d’une variable x € Vg(t), noté pi(x,t) est calculé récursivement ainsi:

pi(at) = pii(a,t,1)
t=2 = pii(x,ti) =i

t#£xAt(E) € Fp = pii(zti) = > pii(zti+1)+ > pii(z,t,0)
pEPIR(t(c)) PEPy(e)/ PIR(t(<))

t#xNt(e) ¢ Fr = pii(x,ti) =0

En fait, si 'on poursuit ’analogie terme/arbre, le poids d’induction d’une variable
est calculé ainsi:
1. A chaque feuille de I'arbre (variable), il est attribué un poids. Ce poids est égal a la
longueur de la série de positions d’induction qui compose la fin du chemin amenant
a cette feuille (plus 1 si le chemin n’est composé que de positions d’induction).
2. Le poids d’une variable précise est la somme des poids des feuilles syntaxiquement
égales a cette variable.
e Exemple 2.1.4. Reprenons le systéme de réécriture 2.1.2, PIg(plus) = 1.
Soit le terme t = plus(plus(z,y),plus(y,z)), nous avons les poids d’induction
pi(z,t) =3, pi(y,t) =1, et pi(z,t) = 0.
Nous pouvons enfin définir les « variables d’induction » qui sont les variables

possédant les poids d’induction les plus grands. De plus, nous étendons cette définition

sur les équations.

Définition 2.10. Pour un terme ¢, x € Vg(t) est une variable d’induction de t si

3. C’est-a-dire celles qui sont & un chemin finissant par une position d’induction.



40

pour toute variable y € Vg(¢)

pi(z,t) > pi(y.t)

Pour une équation ¢t = s, x € Vg(t) U Vg(s) est une variable d’induction de t = s si

pour toute variable y € Vg(t) U Vg(s),

pi(z,t) + pi(z,s) > pi(y,t) + pi(y,s)

L’intérét d’une telle définition est simplement de choisir la meilleure variable pour
effectuer une induction. Si le poids d’induction d’une variable ne tient pas en compte
pas uniquement les positions d’induction « finales », c’est pour donner la priorité aux
variables se trouvant sur un chemin qui est composé de toute une série de positions
d’induction. Ces variables, si elles existent, sont celles qui impliqueront le plus de
réécritures. Or, plus une conclusion d’induction est simplifiée, plus elle se rapprochera

de son hypothése ; comme le montrent les exemples ci-dessous.

Remarque : Cette définition des positions et des variables d’induction différe de celle
proposée dans [KU99a|. Nous avons préféré présenter cette version peu éloignée dans

I’esprit, mais qui est plus efficace en terme de rapidité et plus précise dans ses choix.

Dans la définition de [KU99al, il est fait appel a des méthodes d’unification qui
sont colteuses, alors que la définition 2.9 effectue simplement un parcours de ’arbre
syntaxique représentant le terme. Il peut méme étre programmeé dans un systéme de
preuve logiciel, un seul parcours de ’arbre pour toutes les variables. Ceci a 'aide
d’une simple structure de données de type table associant chaque variable & son poids

d’induction en cours de calcul.
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Exemples

Prenons le systéme de réécriture R suivant :

[ apleay) — caplay) (@) —y
R r(c.l) — ap(r(l),c.o) r(g) — o (2.1.3)
cross(c.x,d.y) — c.(d.cross(z,y)) cross(9,9) — @
cross(c.x,@) — cx cross(@,d.y) — d.y

Nous noterons en premier lieu que le systéme de réécriture R est orienté grace a la
précédence r > ap > cross > . > J.

Voici les positions d’induction pour chaque fonction de Dy :

f ap | r | cross
PIr(f) | {1} | {1} | {1.2}

e Exemple 2.1.5. t = s: ap(y,ap(x,z)) = ap(ap(y,x),z)

Nous avons les poids d’induction suivants pour chaque variable*
- pi(y,t) +pi(y,s) =2+ 3 =5,
— pi(x,t) + pi(z,s) =14+0=1, et
— pi(z,t) + pi(z,s) =0+ 0=0.
La variable y est donc la seule variable d’induction de I’équation. Il est ici évident que
seule une induction sur y permettra d’appliquer ’hypothése d’induction. En effet, la

conclusion d’induction — générée en substituant y par c.y’ — simplifiée est alors:

c.ap(y',ap(,2)) = c.ap(ap(y',x),z)

alors qu’appliqué sur z°, on aurait obtenu ap(y,c.ap(z’,2)) = ap(ap(y,c.x'),z). Appli-
quée sur z et y, on aurait obtenu c.ap(y',c.ap(z’,2)) = c.ap(ap(y',c.z"),z). Dans chaque
cas, la tentative de preuve aurait divergé car I’hypothése d’induction n’aurait pas pu

étre appliquée.

4. Rappelons qu’un bonus de 1 est donné aux variables — ici y — qui sont sur un chemin qui est
composé uniquement de positions d’induction.
5. En effet, x est en position d’induction « classique » (car terminale) & gauche de I’équation.
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e Exemple 2.1.6. t = s: r(ap(y,r(x))) = ap(x,r(y))

Notons tout d’abord que les instances de cette conjecture peuvent uniquement
étre orientées de gauche a droite car r(ap(y,r(x))) > ap(z,r(y)) selon la précédence
r > ap.

Nous avons les poids d’induction suivants pour chaque variable :

— pi(x,t) + pi(z,s) =1+2=3 et
- pi(y,t) + pi(y,s) =3+ 1 =4.
La conclusion d’induction — générée en substituant la seule variable d’induction y par

c.y — simplifiée est alors:

ap(r(ap(y',r(z))),c.2) = ap(z,ap(r(y') c.2))
En appliquant ’hypothése d’induction ¢t — s sur le sous-terme r(ap(y’,r(z))) a gauche
de I’équation, on obtient ' = s
ap(ap(z,r(y')).c.0) = ap(z,ap(r(y'),c.2))
Nous avons alors les poids d’induction suivants pour chaque variable :
— pi(x,t) + pi(r,s) =3+2=75cet
— pi(y',t) +pi(y',s) =1+ 2=3.
La conclusion d’induction — générée en substituant x par ¢’.z’ — simplifiée est alors:
c"ap(ap(z’,r(y)),c.2) = c.ap(z’,ap(r(y'),c.9))
En appliquant I’hypothése d’induction ¢ — s’ sur la partie gauche de ’équation, on
obtient :
c".ap(a’,ap(r(y),c.2)) = c.ap(z’,ap(r(y'),c.9))
Ce qui compléte la preuve.

Remarque : Sil’on avait appliqué une induction sur z (ou a z et y a la fois) dans t = s,
on aurait obtenu r(ap(y,ap(r(z'),c.®))) = c.ap(z’,r(y)). Or, on ne peut appliquer

I’hypothése d’induction ¢ — s sur cette conjecture.
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e Exemple 2.1.7. t = s: r(ap(x,y)) = ap(r(y),r(x))

Notons tout d’abord que les instances de cette conjecture peuvent uniquement
étre orientées de gauche a droite car r(ap(z,y)) = ap(r(y),r(x)) selon la précédence
r > ap.

Nous avons les poids d’induction suivants pour chaque variable :

— pi(x,t) + pi(r,s) =3+ 1=4et
- pi(y,t) + pi(y,s) =0+ 3 = 3.

La conclusion d’induction — générée en substituant x par c.z’ — simplifiée est alors:

ap(r(ap(z'y)),c.d) = ap(r(y),ap(r(z'),c.2))

En appliquant 'hypothése d’induction ¢ — s sur le sous-terme r(ap(z',y)) & gauche

de I’équation, on obtient :

ap(ap(r(y),r(z')),c.9) = ap(r(y),ap(r(z'),c.2))

Il faut maintenant appliquer I’équation de 'exemple 2.1.5 (orientée de gauche a droite :

ap(ap(x,y),z) — ap(x,ap(y,z))) sur la partie gauche pour obtenir :

ap(r(y),ap(r(x'),c.@)) = ap(r(y),ap(r(z'),c.o))

Ce qui compléte la preuve.

Remarque : Nous avons fait ici appel a un lemme cependant, une généralisation
correcte (voir chapitre 5) telle que ap(ap(Z,r(z')),W) = ap(Z,ap(r(z"),W)) suivie
d’une induction sur Z suffirait.

De plus, si I'induction avait été appliquée a y (ou a z et y a la fois) dans ¢t = s,
on aurait obtenu r(ap(x,c.y’)) = ap(ap(r(y'),c.&),r(x)) et il aurait été impossible

d’utiliser ’hypothése d’induction ¢ — s (méme orientée s — t).
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2.2 Systémes monomorphiques

Dans cette section nous allons apporter une notion centrale pour nos travaux: les
systémes « monomorphiques ». Aprés avoir défini cette notion, nous verrons comment,
vérifier qu’un systéme de réécriture donné est monomorphique. Enfin nous étudierons
les propriétés de ces systémes, notamment le fait que nous pouvons calculer la « jonc-

tion » de deux termes clos en forme normale.

2.2.1 Définition

Les systémes monomorphiques sont donc un sous-ensemble des systémes de ré-
écriture. Leur intérét réside dans le fait que les termes clos en forme normale issus
de ces systémes ont la propriété de pouvoir étre décrits de maniére réguliére sous la

forme d’une liste.

Définition 2.11. Un systéme de réécriture R convergent sur les termes clos et com-

plétement défini est monomorphique si

— il n’existe qu'une seule constante — constructeur sans argument, noté L, — par

type T,
— et si tout terme t clos en forme normale:

V(u,v) € dom(t), tels que type(t/u) = type(t/v) = type(t), nous avons u < v

ouv <u

Pour vérifier si un systéme de réécriture donné est monomorphique, nous devons
étudier son ensemble test et définir un ordre sur les types présents dans le systéme.
Un tel ordre sur les types nous permet par exemple, de définir des « listes d’entiers ».

Le type liste étant supérieur au type entier, une liste peut contenir des entiers mais
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pas l'inverse.

Définition 2.12. L’ensemble des types d’un systéme de réécriture R est
Tr={T |3t € TS(R), type(t) =T}
Définition 2.13. Pour un systéme de réécriture R et deux types (T,7") € Tr,

T>T siT#T et 3ds € T(Cr), type(s) =T A Ip € dom(s), type(s/p) =

Remarque : L’ordre ainsi définit n’est forcement total.

e Exemple 2.2.1. Soit le systéme de réécriture suivant :

)

r+s(y) —s(x+y)
+0 —ux
P sum(c.l) — ¢+ sum(l) (2.21)
sum(g) — 0
fs(z)) — g(g(f(2)))
f(0) —b

Ce systéme contient trois types.
— Le type T} dont les constructeurs sont 0 et s,
— Le type T, dont les constructeurs sont & et .,
— Le type T3 dont les constructeurs sont g et b.

Nous avons T, > T} mais aucune relation entre 15 et 177 ou T5.

Une étude de ’ensemble test du systéme nous permet de savoir
— ¢’il existe bien une seule constante par type et

— si les constructeurs ont au plus un argument de leur propre type et aucun argu-

ment d’un type supérieur.
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Propriété 2.1. Un systéme de réécriture convergent sur les termes clos R est mo-

nomorphique si la relation = est une relation d’ordre strict et si et seulement si®

VT € Tg, At € TS(R), Py = @ Ntype(t) =T

et Vi € TS(R), Vr(t) # @ = 3lp € Py, type(t/p) = type(t)

Démonstration. e Si > est une relation d’ordre strict, on ne peut avoir de terme

t € T(Cr) et de position p € dom(t) telle que type(t/p) > type(t).

e Soit L une constante de T(Fg). De par la définition 1.21 des ensembles tests, pour
tout terme T clos en forme normale, il existe un terme s € T'S(R) et une substitution
o tels que so = L. Donc, soit L € T'S(R), soit il existe une variable z € T'S(R).
De plus, tout terme non-clos de T'S(R) n’a de variable qu’a une profondeur égale
ou supérieure a la profondeur de R moins 1. Donc, si la profondeur du systéme est
supérieure a 17, il n’y a pas de variable dans T'S(R) et toute constante L est présente

dans T'S(R).

e Si R n’est pas monomorphique il existe un terme ¢ € T'(Cg) et deux positions u et v
tels que type(t/u) = type(t/v) = type(t) = T et ni u < v ni v < u. Soit p le plus grand
préfixe commun a u et v, posons (u',v") € Pyy) telles que pu’ < u et pv’ < v. D’apres
la définition 1.21, il existe s € T'S(R) tel que so = t/p. Or, d’apreés la définition 2.13,
comme > est une relation d’ordre, type(t/pu’) = type(t/pv') = type(t/p) = T, ce qui

contredit la propriété. O

o Exemple 2.2.2. Soit le systeme de réécriture suivant

6. Le quantificateur 3! signifie « il existe un et un seul ».
7. Ce que nous supposerons vrai pour tout systéme pris en compte.
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(s(x)<s(y)—>x<y 0<0—=F 0<s(y)—=V sx)<0—>F
eq(s(z),s(y)) — eq(z,y) eq(0,0) =V eq(0,s(y)) = F eq(s(x),0) — F
Vve =V FVz—zx

VANr—uw FANrx—=F

z+s(y) = s(z+y) r+0—x

| zxs(y) > (@*xy)+z  zx0-0
(2.2.2)

Divisons ce systéme de réécriture en deux;

— Posons Ry = Rc UR.;URy UR,, le systéme R, n’est pas monomorphique car
il posseéde 2 constantes V' et F' du méme type (T'S(R;) = {V,F,0,s(x)}).

— Posons Ry = R UR,, le systéme R, est monomorphique car T'S(Ry) = {0,s(z)}
et

— Il n’y a qu’une seule constante 0.

— Le constructeur s(z) ne posséde qu’'un seul argument du méme type.

2.2.2 Propriétés

De par la définition des systémes monomorphiques, nous pouvons identifier la
position du seul argument d’un constructeur du méme type que le constructeur lui-

méme.

Définition 2.14. Pour R un systéme de réécriture monomorphique et t € T(Cg,X)

un terme de type T, 'unique position qui vérifie
p|l =1 et type(t/p) =T

s’appelle la position d’argument réflexive, notée RA(R,t(¢)).
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Remarque : Comme la position d’argument réflexive est unique, on note sans ambi-
guité c[x] un terme dit « terme constructeur » tel que type(x) = type(c) au lieu de
c[T] RAR e(e))-

Similairement, dans un terme A clos en forme normale, la constante du méme
type que A apparait une seule fois dans I’arbre décrivant le terme (en fait, en fin de
la « liste » décrivant le terme).

Propriété 2.2. Pour un systéme monomorphique R, un terme A € T(Cg) de type

T, possede la propriété suivante :
dlp € dom(A) tel que A/p= Lrp

e Exemple 2.2.3. Soit le systéme de réécriture monomorphique suivant :

( r+s(y) — s(x+vy)

r+0 —uw
R = (2.2.3)
sum(c.l) — ¢+ sum(l)

sum(g) — 0

— Le terme A = 0.(s(0).(s(s(0)).@)) contient plusieurs fois la constante 0, mais il
ne contient qu'une seule fois la constante @ (a la position 222).

— Le terme sum(A)lr = s(s(s(0))) ne contient qu’une seule fois la constante 0 (&

la position 111).

2.2.3 Jonction de termes clos en forme normale

Comme la constante n’apparait qu’une seule fois dans un terme clos en forme
normale, nous pouvons « joindre » deux termes clos en forme normale dans un systéme
monomorphique. Il suffit de remplacer la constante du premier terme par le second.
Cette « jonction » forme un nouveau terme dont la « liste » qui le décrit commence

par le premier terme et finit par le second.
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Définition 2.15. Soit R un systéme de réécriture monomorphique, la jonction de
deux termes A et B de méme type T en forme normale close pour R — notée A ® B
— est le terme:

A[B], tel que A/p = Lp
Les trois lemmes qui suivent énoncent les propriétés de cet opérateur de jonction.

Lemme 2.1. Soit R un systeme de réécriture monomorphique, pour trois termes A,
B, et C de méme type clos en forme normale pour R, nous avons:

- S A®B=A®C alors B=C

- SiBRA=C®A alors B=C

Démonstration. Soit T le type de A (et B et C'). Comme R est monomorphique,
d’apres la définition 2.11,

— il existe une unique position p telle que A/p = Lz, donc A®B = A[B], et A®C =
A[C],. Comme A® B =A® C, nous avons A[B], = A[C], et B=C.

— De méme, il existe une unique position ¢ telle que B/q = L, et une unique
position r telle que C'//r = Ly, donc B® A = B[A], et C ® A = C[A],. Comme
B® A=C® A, nous avons B[A], = C[A], et B=C.

Lemme 2.2. Soit R un systeme de réécriture monomorphique, pour trois termes A,

B, et C de méme type clos en forme normale pour R, nous avons :
A (B(C)=(A®B)®C

Démonstration. Soit T le type de A (et B et C'), comme R est monomorphique,
d’aprés la définition 2.11, il existe une unique position p telle que A/p = L, et une

seule position ¢ telle que B/q = Ly, donc A® (B ® C) = A[B[C],], = A[B],[C]pq-
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De méme, A® B = A[B], est un terme clos en forme normale pour R et il posséde
une seule position r = pq telle que (A® B)/r = Ly, donc (A® B) ® C = A[B],|C],.
Nous avons alors bien A ® (B® (C) = (A® B)® C O

Remarque : Comme nous venons de le voir, 'opérateur de jonction est associatif.

Nous noterons donc la jonction de trois termes simplement: A ® B ® C'.

Lemme 2.3. Soit R un systéme de réécriture monomorphique, pour un terme t €
T(Cg,X), une position p = RA(R,t(¢)) et deux termes A et B clos en forme normale
pour R ;

t{A® B|, =t[A], ® B

Démonstration. Comme t(¢) € Cp et p = RA(R,t(¢)), de par la définition 2.15 de
'opérateur de jonction, nous avons t[A ® Bl, = t[Lyper)), ® A® B =t[Al,® B. O
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Chapitre 3

Apercu de nos contributions
principales

Dans ce chapitre, nous allons dans un premier temps expliquer les motivations
qui sous-tendent notre approche puis illustrer nos principales définitions et méthodes
a travers un exemple « non trivial ». Les notions les plus importantes sont celles de
« sous-terme libre » et de « partition ». Enfin, nous montrerons comment effectuer des
généralisations correctes ainsi qu’une nouvelle méthode pour prouver des théorémes

inductifs.

Les observations suivantes sont a ’origine de nos méthodes pour établir la validité

inductive d’une équation :

— Prouver une conjecture ¢ = s par induction consiste a trouver une collection de
sous-conjectures t; = sy...t, = s,. Certaines de ces conjectures peuvent étre
prouvées directement mais d’autres sont seulement réduites en d’autres conjec-
tures t; = S1...t = S, qui nécessitent d’autres inductions. Or, une tentative
de preuve d’un théoréme du premier ordre échoue toujours si les hypothéses

d’induction ne sont pas utilisées pour simplifier les sous-conjectures.

— Un moyen pour que la tentative de preuve réussisse est de « simplifier » la

conjecture. Par exemple, on peut introduire des lemmes mais aussi généraliser ou
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découper cette conjecture en plusieurs parties.

— Finalement, une équation ¢ = s est un théoréme inductif — pour un systéme
de réécriture R convergent sur les termes clos — si et seulement si les formes
normales des instances closes — {t}|r et {s}|r — sont syntaxiquement égales deux

a deux.

Si on trouve ce que chaque paire d’éléments de {t}|r et {s}|z ont « en commun »,

nous serons a méme de simplifier cette conjecture. Un terme quelconque étant composé
. o . — )

de fonctions, nous devons donc étudier le devenir des f(A; ,)" dans la séquence de
réécriture amenant a leurs formes normales.

Comme nous le verrons dans ce chapitre, une analyse du systéme de réécriture
R définissant les fonctions nous permet de savoir — dans certains cas — quelle est
I'influence des différents arguments A; ... A, sur f(A;_,)lr et donc sur les formes

normales des instances closes de termes quelconques.

3.1 Sous-termes libres dans la construction des formes

normales closes

Dans un terme, il peut exister un ensemble de sous-termes dont chacun engendre
uniquement une partie précise de chacune des formes normales des instances closes du
terme. En fait, ces sous-termes n’influencent, dans la séquence de réécriture amenant
a la forme normale d’une instance close du terme, aucune des autres parties. Nous

appellerons informellement ces sous-termes les « sous-termes libres » d’un terme.

Par exemple pour le systéme de réécriture

R = {ap(c.l,L) — c.ap(l,L); ap(&,L) — L; R(c.l,L) — R(l,c.L); R(@,L) — L}

1. Termes dont la racine est une fonction f dont tous les arguments sont normalisés.
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et le terme t = ap(z,R(y,z)), le sous-terme y n’engendre que la partie c.b.a. de la

forme normale dans R de l’'instance close suivante :

ap(f.g.0,R(a.b.c.0,d.e.0))|r = f.g.c.b.a.d.e.0

Reconnaitre les sous-termes libres d’un terme ¢ et les parties qu’ils engendrent
dans {t}|r nous permet de simplifier une conjecture. En effet, si les deux cotés d’une
équation t = s posseédent un sous-terme libre qui engendre une méme partie placée
au méme endroit dans les formes normales des instances closes {t}|r et {s}lr, on
peut, sans changer la validité de [’équation :

— « généraliser » le sous-terme libre commun par une nouvelle variable (voir sec-

tion 3.4 et chapitre 5).

— « partitionner » les termes pour éliminer les parties communes de la tentative

de preuve (voir section 3.5 et chapitre 6).

Il s’agit donc maintenant de pouvoir identifier les sous-termes libres d’un terme.
Pour cela, il est nécessaire d’étudier comment sont construites les formes normales
des instances closes d'un terme & 'aide d’un systéme de réécriture. Deux éléments
de réponse éclairent cette étude: les systémes monomorphiques et la définition des

fonctions.

3.1.1 Systémes monomorphiques

Pour que deux parties soient réellement équivalentes pour deux termes, il faut

, . ) . . .
qu’elles soient placées au méme endroit dans les formes normales des instances closes
des deux termes. Cependant, une instance close en forme normale d’un terme ¢ est un
arbre a plusieurs dimensions et il peut exister, dans {t}|x, un nombre indéterminé
de chemins différents prolongeant et conduisant & ces parties.

Par contre, une instance close en forme normale d’un terme issu d’un systéme mo-

nomorphique est comparable & une « liste ». Or, dans une liste, deux types de parties
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sont aisément identifiables: le début et la fin — c’est-a-dire les premiers et les derniers

éléments de la liste. Ce qui motive notre travail sur les systémes monomorphiques.

Pour illustrer notre propos, prenons les deux systémes suivants:

R = { insG(z,a(r,g,d)) — a(r,insG(x,9),d); insG(z,8) — x

insD(x,a(r,g,d)) — a(r,g,insD(x,g)); insD(x,&) — = } o1

R’ = {ins(e(z),y) — flins(z.y)); ins(f(x)y) = elins(z,y)); ins(@y) =y }
(3.1.2)
Le systéme R’ est monomorphique — les constructeur e et f n’ayant qu’un argu-
ment du méme type — mais R ne l’est pas — le constructeur a représentant un arbre

a deux fils.

Dans R, pour les termes ¢ = insG(x,insD(y,z)) et s = insD(y,insG(x,z)), la
partie engendrée par x se trouve bien inséré a gauche dans chaque élément de {t}|xr
et de {s}/z mais sa position dépend de la forme normale close de z correspondante.

Par exemple, pour les instances closes suivantes:

insG(a(1,2,9),insD(a(2,2,9),9))Ir =a(2,a(1,9,9),9)

insD(a(2,2,9),insG(a(1,2,9),9))Ir =a(l,2,0(2,9,9))

Par contre dans R', pour les termes ' = ins(z,ins(y,z)) et ' = ins(ins(z,y),z),
la partie engendrée par x se retrouve en queue dans chaque élément de {t'}]r/ et
de {s'}lr'. Et ceci quelque soit les formes normales closes de z et y; comme nous le

prouverons dans le chapitre 4.

3.1.2 Fonctions définies

Un terme quelconque ¢ est composé de fonctions définies, de constructeurs, et
de variables alors que les formes normales de ses instances closes {t}|r, dans un

systéme R complétement défini et convergent sur les termes clos, ne sont composées
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que de constructeurs. Donc, afin d’appréhender comment les parties issues d’'un sous-
terme libre sont construites et de les identifier a partir d’'un terme quelconque, il faut
en premier lieu comprendre la maniére dont les fonctions définies manipulent leurs

arguments.

Comme nous allons le voir dans la section suivante, certains arguments ne sont
pas altérés par la séquence de réécriture, d’autres sont reconstruits a I’identique ou

encore utilisés pour créer une série de termes.

3.2 Analyse d’un systéme de réécriture

Une analyse syntaxique nous permet de comprendre comment une fonction f
transforme un argument a une position donnée i. En effet, la maniére dont est « copié »
I’argument de la partie gauche a la partie droite des régles de réécritures définissant
la fonction nous indique quelle est I'influence finale du sous-terme A; sur la forme

—
normale du terme f(A; ).

Evidemment, chaque fonction manipule differemment ses arguments suivant leurs
positions. Nous définirons quatre types de positions d’argument dans lesquelles se
trouvent des sous-termes libres: de téte, de queue, contextuelle, et transversale (voir

définitions 4.2, 4.3, et 4.4).

Le but final de I’analyse d’un systéme de réécriture entier est de nous fournir une
table dite « table des arguments libres » ; cette table nous indique pour chaque fonction
les types — si la définition de la fonction s’y préte — de ses positions d’argument. Cette
table est pré-compilée et peut étre utilisée directement a chaque étape d’une preuve

(voir section 4.1).
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3.2.1 Arithmétique de Péano

[llustrons maintenant a travers un exemple, la transformation provoquée par un
systéme de réécriture sur différents arguments lors d’une séquence de réécriture ame-
nant & une forme normale. Cette transformation est induite par la définition des

fonctions apparaissant dans le terme ainsi que la position de ces arguments.

Soit le systéme de réécriture R monomorphique — et donc terminant et confluent
sur les termes clos — suivant :
{(D)z+s(y) = s(x+y); (2) z+0— x;

(3.2.1)
(B) x*xs(y) = (x*xy)+x; (4) 2x0—0}

A travers I’étude de R, nous verrons plusieurs types de positions d’arguments qui

peuvent contenir des sous-termes libres et que nous appelons « arguments libres ».

Position de téte

L’argument de la fonction + a la position 2 est dit « de téte ». En effet, dans
une séquence de réécriture amenant a la forme normale de A + B, le sous-terme clos
normalisé B dans cette position va se recomposer, constructeur par constructeur, en

téte du terme (regle 1) jusqu’a la constante 0 (régle 2).

—

Ainsi, f(A;._.)dr, la forme normale close d’un terme dont la racine est la fonction
f, va démarrer par une série de constructeurs identique a celle du sous-terme normalisé
A;, si i est la position de téte pour f (voir lemme 4.3). On peut dire que cet argument

est libre car il n’engendre que le début de la forme normale.

o Exzemple 3.2.1. A +s(s(s(0)))

— s(A+5(s(0))) = s(s(A+s(0))) — s(s(s(A+0))) — s(s(s(A)))
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Position de queue

La position 1 de la fonction + est, quant a elle, dite « de queue ». En effet, dans
toutes les régles de réécriture — (1) et (2) — définissant +, le sous-terme dans cette
position dans la partie droite se retrouve, dans la partie gauche, inchangé et immobile

(par rapport au symbole +).

Aucune séquence de réécriture ne saurait donc modifier un sous-terme clos A;
placé dans une position de queue i, et il ne peut se retrouver, a la fin de la séquence
. Y , .
de réécriture amenant a f(A; ,)lr, quen queue de la forme normale close (voir

lemme 4.2 et exemple ci-dessus).

Position contextuelle

La position 2 de la fonction * est dite « contextuelle ». Un sous-terme dans cette
position d’argument ne forme pas directement une partie de la forme normale, mais
il va étre utilisé pour placer en téte de la forme normale du terme une série réguliére

d’éléments. Ces éléments dépendent du contexte dans lequel le sous-terme se trouve.

En effet, dans la partie gauche de la régle (3), le constructeur placé en position
2 n’apparait pas dans la partie droite. Par contre, le sous-terme x % y qui est égal a
la partie gauche « réduite » du constructeur, est placé en position de queue dans la
partie droite. Donc, le reste de la partie droite — le contexte —se retrouve réguliérement
ajouté au début des formes normales des instances closes des termes dont la racine

est x.

—
Ainsi, f(A;. ,){r, la forme normale d’un terme dont la racine est f va étre com-
posée d’une série d’éléments formés par le contexte — A dans le cas de A« B — du

sous-terme normalisé en position contextuelle (série d’une longueur équivalente a ce
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sous-terme).

e Exemple 3.2.2. A xs(s(s(0)))

— (Axs(5(0))+A = (A*s(0))+A)+A = ((Ax0)+A)+A)+A — ((0+A)+A)+A

Remarque : Un type de position dit « transversal » n’apparait pas dans le systéme
R. Intuitivement, ce type est symétrique au type contextuel dans le sens ou la partie
gauche « réduite » se retrouve en position de téte dans la partie droite de la régle de

réécriture?.

3.3 Compositions de fonctions

Pour identifier les sous-termes libres d’un terme quelconque, il est nécessaire de
comprendre comment chaque fonction manipule ses arguments et comment ces fonc-
tions se combinent entre elles a l'intérieur du terme. Pour illustration, reprenons le
systéme de réécriture R de la section précédente que nous appliquons a 1’équation

t = s suivante, considérée comme « difficile » a prouver:
rx(r+z)=(r*xx)+ (v *1x)

Si I’on applique une substitution close # quelconque aux deux cotés de I’équation,
chaque occurrence de z est substituée par un méme terme clos xf, normalisé de la
méme fagon car R est convergent sur les termes clos. Pour pouvoir distinguer les
différentes occurrences d’'un méme sous-terme clos normalisé, nous les numérotons
ainsi:

X1#(X2+ X3) = (X4%X5) + (X6 X7)

Dans le sous-terme X2 + X3, X3 étant en position de téte, sa forme normale

va débuter par la partie X3. Or, rappelons que la position 2 de la fonction * est

2. Néanmoins, un tel exemple détaillé se trouve page 65



29

contextuelle, donc la séquence de réécriture conduisant a la forme normale du terme
X1 % (X2+ X3) crée une série de X1 & partir des constructeurs de la forme normale
de X2 + X3. La série qui forme le terme commence alors par une sous-série de X1
engendrée par la partie engendrée par X3 — c’est-a-dire par X1 x X3 dans ce cas.

La partie du terme X1 % (X2 4+ X3) engendrée par X3 est donc X1 % X3. De
méme, dans la forme normale de X2 4+ X3, X2 se retrouve en fin de sous-terme, et
X1 % X2 est la partie du terme engendrée par X 2.

De plus, comme X5 et X7 sont placés en position contextuelle, ils engendrent les
sous-termes X4 x X5 et X6+ X7 de (X4 % X5) + (X6 x* X7). Ces sous-termes étant
respectivement placés en position de queue et de téte par rapport a la fonction +, ils

forment les parties de début et de fin du terme.

Done, X2, X3, X5, et X7 sont aussi des sous-termes libres.

3.3.1 Chemins hauts et bas

Comme nous venons de le voir dans cet exemple, une combinaison de positions
d’arguments libres peut elle aussi impliquer la construction d’une partie identifiable de
la forme normale. Nous distinguons deux catégories de chemins; ceux qui conduisent
a des sous-termes libres engendrant des parties de début: « chemins hauts » et ceux
qui conduisent a des sous-termes libres engendrant des parties de fin: « chemins bas ».

Intuitivement, pour construire les chemins maximums hauts C'H(t) et bas CB(t)
d’un terme t, il suffit de descendre récursivement dans I’arbre des symboles décrivant
le terme. Pour chaque racine-fonction du terme, on choisit la position impliquant
la construction d’une partie correspondante — de début pour haut et de fin pour bas
(voir définition 4.6). Tout sous-terme dans une position préfive d’un chemin mazimum
haut, ou bas, est libre.

Dans notre exemple, CH(t) = CH(z * (v + z)) = 2CH(z + z) = 22CH(z) = 22



60

et CB(x * (x +x)) = 2CB(x + x) = 21CB(x) = 21. Donc, t/2, t/22, et t/21 — soit
respectivement x 4+ x, x, et £ — sont des sous-termes libres de t.

De méme, CH(s) = CH((z xx) + (v x z)) = 2CH(z x x) = 22CH(z) = 22 et
CB((x * )+ (x*x)) = 1CB(x * x) = 12CB(z) = 12. Donc, s/2, s/22, s/1, et s/12

— soit respectivement x x x, x, x * x, et x — sont des sous-termes libres de s.

3.3.2 Représentation des parties

Les termes représentant les parties engendrées par les sous-termes libres se cal-
culent de manieére similaire en parcourant ’arbre du terme. Dans le cas des positions
contextuelles et transversales, la construction de la représentation prend en compte le
contexte du sous-terme dans cette position. Nous définissons deux fonctions: top(t,p)
calculant une représentation a partir d’un terme ¢ et d’un chemin haut p et bot(t,p)
calculant une représentation a partir d’un terme ¢ et d’'un chemin bas p (voir défini-
tion 4.8). Chacune de ces représentations se retrouve effectivement au début et a la
fin de la forme normale du terme (voir théoréme 4.6).

Dans notre exemple, top(z * (v + 2),22) = x x top(v + 2,2) = x x top(v,e) = x x T
et bot(z * (x + x),21) = x x bot(x + x,1) = x x bot(z,£) = = * x.

De méme, top((z * x) + (x x ),22) = top(x x x,2) = x * top(x,e) = = x x et
bot((x x x) + (z * x),12) = bot(x * x,2) = x * bot(x,e) = = * .

3.4 Généralisations

Une fois les sous-termes libres et leurs parties associées identifiées, une ou plusieurs
généralisations correctes sont possibles. En effet, de par la notion méme de sous-
terme libre, remplacer ces sous-termes ne modifie dans la forme normale du terme les

contenant que la partie qu’ils engendrent.
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Prenons une équation dont les deux cotés possédent un sous-terme libre syntaxi-
quement identique et qui engendre deux parties dont les représentation sont syntaxi-
quement égales et placées au méme endroit dans la forme normale du terme (début
ou fin). Si 'on remplace ces sous-termes par une nouvelle variable, cela ne modifie
que les parties engendrées; comme ces parties sont égales, la validité de 1’équation

n’en est pas affectée (voir théoréme 5.2).

3.4.1 Exemple

Reprenons ’équation ci-dessus,
zx(r+z)=(r*xx)+ (x*2)

Si 'on prend les chemins hauts 22 a gauche et 22 a droite, on obtient les conditions
nécessaires pour une généralisation. En effet, le sous-terme libre est © = ¢/22 = /22
et les parties engendrées sont top(t,22) = = * x a gauche et top(s,22) = z * x & droite.
Le sous-terme libre peut donc étre substitué par une nouvelle variable y.

De méme, si I’'on prend les chemins bas 21 a gauche et 12 a droite; le sous-terme
libre est x et les parties engendrées sont bot(t,21) = = x x et bot(s,12) = z x x. Ce
sous-terme peut lui aussi étre substitué par une nouvelle variable z.

La généralisation ainsi obtenue est donc:
wx(z+y)=(rxz)+ (xxy)
En utilisant la régle GEN de génération sur y (voir section 2.1.1), Péquation devient®

(e %2)+ (@ xy) 4o = (52) + (2 %) +2)

3.Les cas de base z* (2 +0) = (z*2) + (x*x0) et (w+ (z*y'))+0=w+ ((x*y') +0) étant
triviaux, nous ne les traiterons pas ici.
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et peut étre généralisée suivant les chemins haut 2 & gauche et 22 a droite, ainsi que

les chemins bas 11 a gauche est 1 a droite en:
(W (@xy)) +v=w+((zxy)+V)

Cette nouvelle équation est « facile » a prouver car elle ne nécessite pas d’autre
généralisation (ni lemme). Si on applique une deuxiéme fois la régle GEN sur v, cela
donne?:

s(w+ ((xxy) +0") =s(w+ ((zxy) +2))

Les deux cotés de cette derniére équation étant syntaxiquement égaux, la conjec-

ture initiale est bien un théoréme inductif.

3.4.2 Algorithme

L’algorithme calculant des généralisations correctes d’une équation ¢ = s se dé-
roule en trois étapes, une fois construite la table des arguments libres (voir sec-

tion 4.1):

Calculer les chemins maximums hauts et bas — CH et CB — des deux cotés de

I’équation a l'aide de la table des arguments libres.

Rechercher les plus grands préfixes des deux chemins hauts maximums dans lesquels
est placé un sous-terme identique. Si les représentations top des parties engendrées
par ces sous-termes sont égales, alors la substitution de ces sous-termes a gauche
et a droite de ’équation par une variable n’apparaissant ni dans ¢ ni dans s est
une généralisation correcte de ’équation.

Rechercher les plus grands préfixes des deux chemins bas maximums dans lesquels
est placé un sous-terme identique. Si les représentations bot des parties engendrées
par ces sous-termes sont égales, alors la substitution de ces sous-termes a gauche

et a droite de ’équation par une variable n’apparaissant ni dans ¢ ni dans s est

une généralisation correcte de ’équation.
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3.5 Partitions

Une fois identifiées deux parties de fin (ou de début) égales pour les deux cotés
d’une conjecture, une possibilité autre que la généralisation nous est offerte: « la
partition de termes ». En effet, comme ces deux parties sont inductivement égales
nous pouvons les éliminer des deux cotés sans que la validité de [’équation n’en soit
affectée.

De manieére plus générale, la partition d’un terme est un couple de termes dont
la « jonction » des formes normales est égale a la forme normale correspondante du
terme (voir définition 6.1). La méthode de preuve est basée sur le fait que si (a, b)
est une partition d’un terme t et (¢, d) une partition d’un terme s alors a = c et b =
d — syntaxiquement ou inductivement — implique que t = s soit un théoréme inductif

(voir théoréme 6.1).

Pour obtenir un couple bien-fondé décrivant le langage des formes normales des
instances closes d’un terme il faut pouvoir décrire une partie de début ou de fin de
terme (comme ci-dessus) mais aussi son complément dans la forme normale du terme.
Or, de maniére similaire au calcul des représentations top() et bot() nous pouvons
calculer leurs compléments respectifs ntp() et nbt() (voir définition 4.9). Les partitions
utilisées dans notre méthode peuvent donc étre indifféremment, pour un terme ¢
donné, le couple formé des parties top(t,p) et ntp(t,p) pour un chemin haut p ou le

couple formé des parties nbt(t,q) et bot(t,q) pour un chemin bas gq.

3.5.1 Exemples

[llustrons notre méthode a travers deux exemples: celui déja présent dans la sec-
tion précédente ainsi qu'un autre faisant intervenir une nouvelle notion — celle de

« motif ».
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e Premiére équation:
zx(x+x)=(r*xzx)+ (xxz) (el)

Les représentations complémentaires ntp() et nbt() sont calculées a partir du méme
chemin mais en faisant en sorte de garder ce qui a été écarté — et inversement — lors
du calcul de top() et bot() (voir ci-dessus).

Nous avons une partition suivant le chemin haut 22 & gauche:
— top(z x (x +2),22) =x *x
— ntp(x * (x +2),22) =z xnip(z + x,2) =z * (x + ntp(xe)) =z x (x 4+ 0)
Nous avons aussi une partition suivant le chemin haut 2 & droite:
— top((zxx) 4+ (x*x),2) =z *x2x
—ntp((x *2)+ (x xx),2) = (r*xx) + ntp(z xx,e) = (xxx) + 0
Les deux débuts étant égaux, I’équation el est un théoréme inductif si et seulement
si les deux compléments sont égaux inductivement (voir théoréme 6.1). On obtient
ainsi I’équation :
zx(x+0)=(x*xz)+0 (el
Or, les deux cotés de el’ se réécrivent pareillement en x x x. La preuve de el est

donc directe et ne nécessite aucun schéma d’induction.

¢ Deuxiéme équation:

r(ap(lr(l)) = ap(l,r(l)) (e2)

Soit le systéme de réécriture R’ monomorphique, terminant et confluent sur les

termes clos suivant :
{ (1) ap(c.l,.L) = c.ap(l,L); (2) ap(@,L) — L;

(3) r(c.l) = ap(r(l),c.2); (4) r(&) — @ }
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Dans le systéme R’, la position 1 de la fonction ap() est de téte, car la liste dans
cette position va se recomposer — élément par élément — en téte de la forme normale
et la position 2 est de queue car le sous-terme L dans cette position reste inchangé et
immobile (par rapport a ap). Donc une partition de la partie droite est :

— top(ap(l,r(l)),1) = top(l,e) =1
= nip(ap(l,r(1)),1) = ap(ntp(le),r(l)) = ap(a,r(1))

La position 1 de la fonction r() est transversale. En effet, dans la partie droite
de la régle (3) un élément (c.@) est rajouté en position de queue. Donc, si un terme
a pour racine r, sa forme normale est composée d’une liste construite a partir du
sous-terme en position transversale mais en commencant par la fin du sous-terme
(voir lemme 4.5). Le fait que "argument unique de r() soit transversal implique que
la forme normale de r(ap(l,r(l)) finisse par la fonction r() appliquée au début de la

forme normale de ap(l,r(1)). Donc, nous avons la partition :
~ bot(r(ap(l;r(1))),11) = r(top(ap(Lr(),1)) = r(top(L,e)) = r()
— nbt(r(ap(lr(1)),11) = r(ntp(ap(l;r(1),1)) = r(ap(ntp(Le)r (1)) =
r(ap(@,r(l)))
Les partitions suivant le chemin haut 1 a droite de e2 et le chemin bas 11 a
gauche sont utilisables pour simplifier la conjecture. En effet, le complément a la
partie haute (ap(@,r(l))) et la partie basse ont la méme forme normale: r(l). Donc

e2 est un théoréme inductif si et seulement si la partie haute et le complément de la

partie basse sont égaux inductivement ; ce qui donne I’équation :

r(ap(@,r(l)) =1

Ce qui se réécrit suivant R’ en ’équation suivante :

r(r(l)) =1 (e3)
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Comme les deux cotés de cette équation ne possédent pas de sous-termes indépen-
dants, elles ne peuvent donner de partition a ’aide des définitions vues précédemment.

C’est pourquoi nous introduisons une nouvelle notion, celle de « motif ».

3.5.2 Motifs

Les formes normales closes des systémes monomorphiques sont des « listes » et
peuvent donc étre composées d’une série réguliére d’éléments « similaires ». Un motif
est une représentation de ces éléments quand ils existent. Pour calculer le motif d’un
terme nous prenons un sous-terme placé sur un chemin d’induction que I’on remplace
par un élément non-constant de ’ensemble test du systéme? (voir définition 6.4).

Dans 'équation e3, si I'on remplace le sous-terme [ commun aux deux cotés par
I’élément non-constant de R’ (c.l’) on obtient les termes r(ap(r(l'),c.&)) — forme
normale de r(r(c.l')) — pour r(r(l)) et c.l’ pour [.

Le motif haut — motH() — de chacun des termes est la partie qui se rajoute au
début de la forme normale par rapport au terme original® (celui de 1'équation e3).
Donc le motif et le terme original forment une partition du terme substitué.

Or, pour le chemin bas 11 du co6té gauche de ’équation e3, nous avons la partition :
— bot(r(ap(r(l),c.9)),11) = r(top(ap(r(l),c.2),1)) = r(top(r(l),e)) = r(r(l))
— nbt(r(ap(r(l),c.2),11) = r(ntp(ap(r(l),c.2),1)) = r(ap(ntp(r(l)),c.0)) = r(ap(S,c.9))

Donc r(ap(@,c.d)) — dont la forme normale est ¢.@ — est le motif haut du terme

r(r(1)).

Du coté droit, bot(c.l,2) =1 et nbt(c.l,2) = c.& est le motif haut du terme .

Les deux motifs étant égaux, les formes normales sont composées chacune d’une

série de termes égaux. Les deux termes sont donc eux aussi égaux si et seulement

4. Rappelons que ’ensemble test décrit le modéle initial de I’ensemble d’axiome représenté par le
systéme de réécriture et donc les formes normales closes générées par le systéme.
5. Nous définissons aussi un motif bas — motB() — qui se rajoute en fin de la forme normale.
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si les cas de bases sont égaux inductivement (voir théoréme 6.1). Les cas de bases
représentent la partie du terme qui finit la série définie par le motif et sont formés par
la substitution de la variable utilisée pour calculer le motif dans I’équation originale
par le terme constant de ’ensemble test. Soit dans notre exemple, la substitution de

[ par la constante & dans 1’équation e3:
r(r(@)) =2
Equation qui est évidemment un théoréme inductif pour R'; donc e3 et e2 sont

aussi des théorémes inductifs.

3.5.3 Procédure de preuve

Récapitulons les étapes nécessaires a la preuve d’une conjecture donnée u = v en

utilisant la partition de termes:

Si les formes normales de u et v sont égales syntaxiquement alors u = v est un
théoréme inductif.

Calculer toutes les partitions possibles de u et v en utilisant la définition 6.2.

S’il existe deux couples (a,b) et (c,d) partitions de u et v tels que a = ¢ (respective-
ment b = d) alors appliquer la procédure pour b = d (respectivement a = ¢).

Sinon trouver un chemin d’induction contenant un sous-terme commun dans u et v
et calculer les motifs associés en utilisant la définition 6.4.

Si les motifs des deux cotés de I'équation sont égaux syntaxiquement alors appliquer
la procédure pour les remplacements dans u et v du sous-terme commun par la
constante de I’ensemble test.

Sinon si les remplacements dans u et v du sous-terme commun par la constante de

I’ensemble test sont égaux syntaxiquement alors appliquer la procédure pour les

motifs respectifs de u et v.
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Chapitre 4

Théoréme de découpage

Dans ce chapitre, nous établirons une preuve constructive du théoréme de décou-
page qui est au centre de nos techniques — aussi bien la généralisation que la partition
de termes. Pour cela, nous allons définir formellement les notions et les fonctions
introduites dans le chapitre précédent. Ensuite, nous combinerons ces définitions et
les lemmes qu’elles impliquent pour montrer comment, et sous quelles conditions, les
formes normales des instances closes d’un terme peuvent se découper en deux parties

bien définies.

4.1 Table des arguments libres

Rappelons en premier lieu que notre réflexion porte sur le devenir des formes
normales des instances closes des termes. Etudier ce devenir nous permet de tirer des
conclusions sur les termes eux-mémes dans le cadre du raisonnement inductif.

Rappelons aussi que le type de position d’un argument nous indique comment cet

argument agit sur la forme normale close du terme.

Cette section introduit donc les définitions formelles de chaque type de position
d’argument (voir section 3.2.1), définitions qui peuvent étre vérifiées syntaxiquement

a partir de ’analyse d’un systéme de réécriture donné. Ensuite, nous donnerons un
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exemple de table associant chaque symbole de fonction d’un systéme de réécriture
aux possibles types de ces positions d’argument. Enfin, nous montrerons formellement

leffet de chaque type de positions sur la forme normale close d'un terme.

4.1.1 Arguments libres dans la définition de fonctions

Dans les parties gauches des régles R, définissant une fonction f, on peut trouver
dans une position d’argument 7, un terme quelconque z ou un terme constructeur
c[z]*. Dans ce cas, nous disons le t ésente » 1 ts qui sont

. , que le terme = « représente » les arguments qui son

placés a la position i par rapport a f dans tous les termes appartenant & T'(Fg,X).

e Exemple 4.1.1.

Ri={(1)z+0—=2 (2)x+sy) — s(z+y)}

Dans la regle (1), z représente les arguments de + en position 1.

(1)
Dans la régle (1), 0 représente les arguments de + en position 2.
— Dans la régle (2), x représente les arguments de + en position 1.

— Dans la régle (2), y, 'argument réflexif du terme constructeur s(y), représente les

arguments de + en position 2.

La définition ci-dessous est essentielle pour notre approche car elle introduit for-
mellement la notion d’argument libre. En effet, dans un terme, un argument de fonc-
tion est libre s’il n’est pas « dupliqué » par cette fonction. Il est en effet nécessaire
que dans les régles définissant la fonction, le sous-terme représentant l’argument ne
se retrouve qu’une seule fois dans chaque partie gauche.

Définition 4.1. Dans un systéme de réécriture R, pour une fonction f € Dg, une
position p € Py est une position d’argument libre (respectivement une position récur-

sive d’argument libre) pour f, si pour toute régle | — r € Ry, il existe au plus une

1. c’est-a-dire c[z], avec c(¢) € Cr et p = RA(R,c(¢))
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position ¢ telle que:
[/p=r/q (respectivement [/p = c[z] et r/q = x)
e Fxemple 4.1.2.
Rer={ (1) BI(0y) = y; (2) XI(s(x),y) = Xl(x,5(y +2)) }

La fonction ¥1(n,0) calcule la somme des entiers de 1 a n dans un « style itératif ».

— La position 1 pour X1 n’est pas une position d’argument libre car x se retrouve
deux fois a droite de la regle (2).

— La position 2 pour X[ est une position récursive d’argument libre car y ne se

retrouve qu’une seule fois a droite de la régle (2) ainsi qu’a droite de la régle (1).

Remarque : Pour la fonction 4+, la position 1 est une position d’argument libre et la

position 2 est une position récursive d’argument libre.

Comme un argument libre n’est pas dupliqué, il n’influence qu’une partie des
formes normales des instances closes du terme. On peut donc remplacer un argument,
en position libre par un autre sans que la « structure » du terme ne change lors d’une
séquence de réécriture comme le montre la proposition ci-dessous.

Proposition 4.1. Dans un systéme de réécriture R convergent sur les termes clos
et linéaire a gauche, pour une fonction f, alors pour tout terme y, pour toute régle
[ =1 € Ry et pour toute substitution close 0 ;

— fn(lyl,0) = fn(rly],0) sil/p =r/q et si p est une position d’argument libre de

f

— fn(lcly]],f) = fn(rlyl,f) sil/p = clz] et r/q = x et sip est une position récursive

d’argument libre de f.

Démonstration. Posons t = r/q = 1/p si p est une position d’argument libre de f ou

bien t =r/q=1/pp’ avec p' = RA(R,l(p)) si p est une position récursive d’argument
libre de f.
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Comme R est convergent sur les termes clos, fn(l0) = fn(rf). Soit la substitution
o qui remplace les occurrences de t par y, de par les propriétés de la substitution,
fn(lod) = fn(rod).

Or fn(lly],0) = fn(lob) et fn(rly],0) = fn(rof) si et seulement si ¢ est placée a
une seule position p dans [ et a une seule position ¢ dans r. Comme R est linéaire a
gauche et comme il n’existe pas de position ¢’ # ¢ telle que r(q) = r(¢'), nous avons

bien fn(l[z],0) = fn(r[z],0). O
e Exemple 4.1.3.
Re={ (1) xx0—=0; 2)z*xs(y) = (xxy)+z}

Soit Iinstance close s(0) * s(0) qui se réécrit en (s(0) *0) 4 s(0).
— La position 2 est une position récursive d’argument libre de %, et donc si ’on ne

remplace que ’argument en position 2, nous obtenons:
fn(s(0) xs(s(0))) = fn((s(0) + s(0)) + s(0))

— La position 1 n’est pas une position d’argument libre de *, et donc si 'on ne

remplace que ’argument en position 1, nous obtenons:

fn(0 % 5(0)) # fn((0+0) +s(0))

4.1.2 Manipulation des arguments par une fonction définie

Rappelons tout d’abord que dans un systéme monomorphique R, la position de
'argument réflexif d’un constructeur f € Cp s’écrit RA(R,f) (voir définition 2.14).

Les autres types de positions d’arguments libres se différencient par la maniére
dont est recopié I'argument de la partie droite a la partie gauche des régles de 1’en-
semble définition. Nous distinguons deux catégories principales d’arguments: ceux

que la fonction ne modifie pas dans la partie gauche et ceux sur lesquels est définie
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récursivement la fonction. Pour chaque type de position, nous apporterons un exemple

de telle définition.

Remarque : Comme toutes ces définitions impliquent des arguments libres, elles

suivent les conditions de la définition 4.1.

Arguments persistants

Pour qu'un argument soit réellement persistant tout au long d'une séquence de
réécriture, il faut que dans toutes les parties droites de ’ensemble définition, il se
retrouve une place ot il ne pourra étre modifié par aucune fonction. Un argument en
position de queue se retrouve donc dans la partie droite soit a la racine soit dans un
chemin qui est une suite de positions de queue, réflexive, ou identique a celle qu’il

occupait initialement par rapport a la fonction.

Définition 4.2. Dans un systéme de réécriture R, pour une fonction f € Dg, une
position d’argument libre p € Py est de queue, et s’écrit DP(R,f), si pour tout

[ — r € Ry il existe une seule position ¢ telle que [/p =r/q et
— Soit g =¢
— Soit ¢ = ¢y ...q, avec pour tout i < n, |g;| =1 et
— soit ¢; = RA(R,r(q1 ... qi—1)),
— soit ¢; = DP(R,r(q1---qi—1)),
— soit ¢; = p avec r(q1...qi—1) = f.

e Fxemple 4.1.4.
Rer={ (1) 1(0y) = y; (2) ZI(s(x)y) = El(z,s(y +2)) }

Prenons la position d’argument 2 pour 1.

— Dans la régle (1), /2=y et r/c =y.
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— Dans la régle (2), 1/2 =y et r/211 = y, nous avons donc ¢ = 211 et
—q =2avec? r(e) = XTI
- ¢ =1=RA(R,s) = RA(R,r(2))
~q3=1=DP(R,+)=DP(R,r(21))

Donc DP(R,XI) = 2.

Arguments de récurrence

Les positions d’arguments de récurrence sont des éléments de I’ensemble des po-
sitions d’induction définies dans la section 2.1.2. Or, pour le cas d’un systéme mo-
nomorphique R, dans les parties gauches d’'un ensemble définition, on trouve a la

position d’un argument utilisé pour une récurrence (voir section 2.2),
— soit une constante L,
— soit un terme constructeur c[x] — c-a-d c[z], avec c(¢) € Cp et p = RA(R,c(¢)).
Le type d’une position d’argument de récurrence dépend de la position dans la-
quelle se retrouve la fonction dans les parties droites. Le type de position dit « de

téte » implique que le constructeur, a cette position dans la partie droite des régles

de réécriture, se retrouve a la racine de la partie gauche correspondante.

Définition 4.3. Dans un systéme de réécriture monomorphique R, pour une fonction
f € Dg, une position récursive d’argument libre p € PIz(f) est de téte, et s'écrit

TP(R,f),siVl—re Ry
— Soit l/p = J—1‘,y}oe(l)
— Soit [/p=clx] et r = C[l[x]p]

e Exemple 4.1.5.

Ri={(1)z+0—m (2) v +s(y) = s(z+y); 3) z+ply) —plr+y)}

2. Rappelons que pour ¢ = 1 nous avons ¢y ...q;,_1 = €.
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Prenons la position d’argument 2 pour +.
— Dans la régle (1), /2 = 0.
— Dans la régle (2), 1/2 = s(y) et r = s(z + y) = s(l[y]2)-
— Dans la régle (3), 1/2

I
=
N
<
S~—

@
t+
=

I
=
N

8
_l’_
<

I
=
—

o~

=,
Do

N—r

Donc, TP(R,+) = 2.

Le type de position contextuelle — respectivement transversale — implique que la
partie droite de la régle de réécriture se retrouve, réduite du constructeur, dans la

partie gauche correspondante, en position de queue — respectivement de téte.

Définition 4.4. Dans un systéme de réécriture monomorphique R, pour une fonction

f € Dg, une position récursive d’argument libre p € PIz(f) telle que VI — r € Ry
— Soit I/p = Liypery €t 7 = Leype
— Soit I/p = c[x] et il existe ¢ tel que r/q = l[z],. Alors p est une position:
— conteztuelle et notée CP(R,f) si ¢ = DP(R,r(¢))
— transversale et notée SP(R,f) si g = TP(R,r(¢))

e Exemple 4.1.6.

Rmg = { (1) mf(2,0) = 0; (2) mf(x,5(y)) = XL (x,mf(z,y)) }
Prenons la position d’argument 2 pour mf.
— Dans la régle (1),[/2=0etr=0
— Dans la régle (2), 1/2 = s(y) et r/2 = mf(z,y) = l[y]a.
Comme 2 = DP(R,XI), nous avons CP(R,mf) =2

e Exemple 4.1.7.
Rp ={ (1) D(0) = 0; (2) D(s(x)) = s(s(0)) + D(x) }

Prenons la position d’argument 1 pour D.

— Dans la régle (1),[/1=0etr=0
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— Dans la régle (2), I/1 = s(x) et r/2 = D(z) = [x];.
Comme 2 = TP(R,+), nous avons SP(R,D) =1
Remarque : Des définitions de fonctions comme
Rap = { dbl(0) — 0; dbl(s(x)) — s(s(dbl(x))) }
Rewp = { exp(z,5(y)) — exp(z.y) * x; exp(w,0) — s(0) } (4.1.1)
Raemi = { demi(0) — 0; demi(s(0)) — 0; demi(s(s(z))) — s(demi(x)) }
impliquent & chaque fois un argument libre (par exemple, le premier argument de
dbl est en essence contextuel). Mais pour plus de lisibilité, nous laissons le soin a de

futures recherches de définir formellement ces types d’arguments libres ainsi que leurs

effets sur les formes normales.

4.1.3 Définition d’une table

Définition 4.5. La table des argument libres d’un systéme de réécriture R, notée
TAL(R), est un tableau a deux dimensions qui associe a chaque symbole de fonction
f de R, et a chaque type de position d’argument, I'indice de la position d’argument
correspondante (s'il existe).

Par exemple, pour le systéme de réécriture R suivant :

r+s(y) —s(x+y) r+0 —=x
rxs(y) — (zxy)+ax xx0 —0
exp(x,s(y)) — exp(r,y) *x exp(x,0) — s(0)
m(z,s(y)) — x+m(z,y) m(z,0) — 0
R = Y(s(x)) — s(z) + X(x) %(0) —0 (4.1.2)
YI(s(x)y) — Xl(z,s(y+xz)) XI0y) —y
r(c.l) — ap(r(l),c.o) r(g) — o
ap(c.l,L) — c.ap(l,L) ap(@,L) — L
R(c.l,L) — R(l,c.L) R(o,L) — L
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La table TAL(R), ainsi que les positions d’inductions (voir section 2.1.2), corres-

pondantes sont :

5 1
+ 1 2 2
* 2 {2}
e {2}

m 2 {2}

by {1}

¥ 2 {1}
2

ap 2 1 {1}

r 1 {1}

R 2 {1}

4.1.4 Effet des sous-termes libres sur la forme normale d’un

terme

Remarque : Dorénavant, pour plus de lisibilité dans les preuves et comme nous ne
prenons en compte qu’un seul systéme monomorphique R et un seul type 7" a la fois,
nous noterons la constante L, de ce type T simplement L.

Les lemmes ci-dessous décrivent formellement le devenir dans la forme normale
d’un terme, d’un argument clos placé dans un type de position précis par rapport a

la racine du terme. Nous voyons ainsi que dans un systéme monomorphique :

—

e La forme normale close d’un terme f(4; ,), ou le sous-terme clos nor-
malisé A, est en position de queue p < n pour f, se finit par A,.

Lemme 4.2. Soit R un systeme de réécriture monomorphique, pour un terme t,

une position p = DP(R,t(€)), une substitution close 0, et un terme A clos en forme
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normale pour R ;

f(t[A0) = fr(t[Lupen]pt) © A

Démonstration. Soit la séquence de réécriture t[A],0 — t; — ty — ... — ¢, amenant
a fn(t[A],0). De par la définition 4.2 de DP, pour chaque étape ¢ < n de réécriture
il existe une position ¢;, une suite de positions RA ou DP, tel que t;/q; = A.

Soit T' = t,; comme T est un terme en forme normale close, il n’est composé
que de constructeurs et ¢ = g, est alors une suite de positions RA. Donc, d’aprés la
définition 2.15 de ®,

fn(t[A]0) = T[A], =T[L],® A

Or, d’apres la proposition 4.1,

Fa(tlL1,0) = fa(ta(Lly) = ... = faltalL],,) = TIL],
Donc, nous avons bien fn(t[A],0) = fn(t[L],0) ® A. O
e Exemple 4.1.8. Rappelons que DP(R,XI) = 2.

21(s(5(0)),8(s(s(0)))) = XI(s(0),5(s(s(s(0))) + 5(0))) = E1(s(0),5(s(s(s(s(0))))))
— X1(0,5(s(5(s(s(s(0))))) + 0)) = s(s(s(s(s(s(0))))))

e La forme normale close d’un terme f (m), ol le sous-terme clos nor-
malisé A, est en position de téte p <n pour f, se commence par A,.

Lemme 4.3. Soit R un systéeme de réécriture monomorphique, pour un terme t,
une position p = TP(R,t(€)), une substitution close 0, et un terme A clos en forme

normale pour R ;

f(t[A]p0) = A@ [t Liype]n0)

Démonstration. Par récurrence sur la structure du terme clos A; comme A est un

terme clos d’un systéme monomorphique, nous avons deux cas (voir section 2.2):

— Soit A = 1, et de par la définition de ®, fn(t[L],0) = L ® fn(t[L],0).
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— Soit A = ¢[A'], et de par la définition 4.4 de TP,

fr(t[c[AT],0) = fr(clt[A],0)
= ¢[fn(t[A"]0)] (comme c(e) est un constructeur libre)
= c[A" ® fn(t[L],0)] (par hypothése de récurrence)

= c[A'| @ fn(t[L],0) (apres le lemme 2.3)

Dans les deux cas, nous avons bien fn(t[A],0) = A® fn(t[L],0). O

e Exemple 4.1.9. Rappelons que TP(R,ap) = 1.

ap(a.b.c.9,d.@) — a.ap(b.c.&,d.&) — a.b.ap(c.g,d.)

— a.b.c.ap(2,d.g) — a.b.c.d.g

—
e La construction de la forme normale du terme f(A; _,), ou le sous-terme
clos normalisé A, est en position de contextuelle p < n pour f, utilise le
début de A, pour engendrer de maniére réguliére le début de la forme

normale close du terme.

Lemme 4.4. Soit R un systéme de réécriture monomorphique, pour un terme t, une
position p = CP(R,t(g)), une substitution close 0, et deux termes A et B clos en

forme normale pour R ;
fn(t[A® BJ,0) = fn(t[A],0) ® fn(t[B],0)

Démonstration. Par récurrence sur la structure du terme clos A:

— Soit A = 1, et de par la définition de ®,
fn(t[L @ Bl,0) = fn(t[B],0) = L fn(t[B],0)

Or, de par la définition 4.4 de C'P, L est la forme normale de ¢[_L],,.
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— Soit A = c[A], et fn(t[c[A'] ® B],0)
= fn(t[c[A' ® B]|,0) (daprés le lemme 2.3)
= fn(r[t[A’ ® Bl,],0) avec ¢ = DP(Rr(¢)) (de par la définition de C'P)
= fn(r[1],0) ® fn(t[A' ® B,0) (daprés le lemme 4.2)
= fn(r[L1,0) © fn(t[A',60) @ fn(t[B],6) (par hypothese de récurrence)
= fn(r{t[A),),0) © f(t[B],0) (Capres le lemme 4.2)
= fn(t[c[A"],0) @ fn(t[B],0) (d’apreés la proposition 4.1 et la définition 4.4)

Dans les deux cas, nous avons bien fn(t[A ® B],0) = fn(t[A],0) ® fn(t[B],0). O
e Exemple 4.1.10. Rappelons que CP(R,x) =2 et DP(R,+) =1

fr(Axs(s(s(B))) = fu((Ax s(s(B))) + A) = fu(((Ax 5(B)) + A) + A)
— (A% B) + A)+ A) + A) = fn(A + s(s(s(0)))) ® fn(A « B)

) —
e La construction de la forme normale du terme f(A; ,), ot le sous-terme
clos normalisé A, est en position de transversale p < n pour f, utilise le
début de A, pour engendrer de maniére réguliére la fin de la forme normale

close du terme.

Lemme 4.5. Soit R un systéme de réécriture monomorphique, pour un terme t, une
position p = SP(R,t(g)), une substitution close 0, et deuzx termes A et B clos en

forme normale pour R ;
fn(t[A @ BJ,0) = fn(t[B],0) © fn(t[A],0)

Démonstration. Par récurrence sur la structure du terme clos A:

— Soit A = 1, et de par la définition de ®,

fo(tlL @ Bl,0) = fn(t[Bl,0) = fn(t[B],0) © L

Or, de par la définition 4.4 de SP, L est la forme normale de ¢[L],,.
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~ Soit A = c[A"], et fn(t[c[A] ® B],0)

Dans les deux cas, nous avons bien fn(t{A ® B|,0) = fn(t[B],0) ® fn(t[A],0). O

e Exemple 4.1.11. Rappelons que SP(R,r) = 1.

r(a.b.c.d.@) — ap(r(b.c.d.@),a.9) — ap(ap(r(c.d.©),b.9),a.0)
— ap(ap(ap(r(d.&),c.2),b.9),a.9) — ap(ap(ap(ap(r(2),d.&),c.2),b.9),a.9)

— ap(ap(ap(ap(D,d.9),c.2),b.9),a.9) =" d.c.b.a.& = fn(r(c.d.F)) @ fn(r(ab.g))

4.2 Parties engendrées par les sous-termes libres

Dans cette section, nous allons définir les chemins amenant dans un terme a tous
les sous-termes libres engendrant des parties de début et de fin de la forme normale
des instances closes du terme. En effet, grace aux définitions de la section précédente
nous sommes & méme de formaliser le calcul des parties engendrées par les sous-termes
libres déja apercu section 3.3. Nous donnerons quelques exemples supplémentaires,
de chemins et de parties engendrées, basés sur le systéme monomorphique R de la
section précédente (dont la table des arguments libres se trouve page 79).

Enfin, nous établirons formellement le découpage d’un terme suivant les parties

engendrées et leurs compléments.
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4.2.1 Chemins hauts et bas

Comme nous ’avons vu dans la section 3.3, une suite de positions d’arguments
libres peut amener a un sous-terme libre. De plus, si ces positions sont correctement
ordonnées, nous pouvons connaitre la place de la partie engendrée par ce sous-terme
(début ou fin de la forme normale des instances closes du terme).

Nous définissons en premier lieu les chemins hauts et bas maximums. Ce sont ceux
qui descendent le plus loin possible dans le terme en utilisant les définitions 4.2, 4.3,
et 4.4.

Définition 4.6. Soit R un systéme de réécriture monomorphique, pour un terme t,
le chemin haut mazimum noté CH(t), et le chemin bas mazimum noté C'B(t) sont

calculés récursivement ainsi:
dp € {RA(R,t(e)), TP(R,t(c)),CP(R,t(c))} = CH(t) = pCH(t/p)
dp = SP(R,t(e)) = CH(t) = pCB(t/p)
Ip € {RA(R,t(¢)),TP(R,t(c)),CP(R,t(¢)),SP(Rt(e))} = CH(t) = ¢

dp € {RA(R,t(¢)),DP(R,t(¢)),CP(R,t(e))} = CB(t) = pCB(t/p)
dp = SP(R,t(e)) = CB(t) = pCH(t/p)
Pp € {RA(R,t(c)),DP(R,t(¢)),CP(R,t(c)),SP(Rt(c))} = CB(t) = ¢
Remarque : Le caractére « spécial » du type de position SP est dia au fait qu’une
fonction ayant un tel argument utilise la fin de la forme normale de 'argument, pour

construire le début de la forme normale du terme (voir lemme 4.5). Nous retrouverons

cette particularité pour le calcul des parties.

e Exemple 4.2.1. ap(r(ap(ln)),R(n,1))

— CH(ap(r(ap(l,n)),R(n,l))) = 1CH(r(ap(l,n))) = 11CB(ap(l,n)) = 112CB(n)
=112
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— CB(ap(r(ap(l,n)),R(n,l))) = 2CB(R(n,l)) = 22CB(l) = 22

e Exemple 4.2.2. x xm(y,z + x)

-~ CH(zxm(y,z +x)) =2CH(m(y,z + ) = 22CB(z + =) = 221CB(z) = 221
— COB(x+m(y,z+2)) =20B(m(y,z +x)) = 22CH (2 + ) = 222CH(x) = 222

Cependant, il n’est pas toujours adéquat d’utiliser un chemin maximum. Par
exemple, dans une généralisation, plus le sous-terme choisi est important, plus la
conjecture obtenue sera générale et plus la tentative de preuve posséde de chance

d’aboutir. C’est pourquoi nous utilisons une deuxiéme définition.

Définition 4.7. Soit R un systéme de réécriture monomorphique, pour un terme t,
toute position p < C'H (t) préfixe d’'un chemin haut maximum est un chemin haut;

et toute position p < C'B(t) préfixe d’'un chemin bas maximum est un chemin bas.

e Exzemple 4.2.3. t =s : x*x(y+ (x+x)) = (y*x) + (y * (x + x))
Nous avons les chemins hauts maximums suivants:
-~ CH(t)=CH(z* (y+ (z 4+ x))) = 222 avec t/222 =z et
—~ CH(s)=CH((y*x) + (y * (x + ))) = 222 avec s/222 =«
Or, pour les chemins hauts 22 & gauche et 22 & droite, nous avons ¢/22 = x + x et

$/22 =z + x.

4.2.2 Calcul des parties engendrées

Le fait de savoir que les deux cotés d’une conjecture possédent un méme sous-terme
libre qui engendre de chaque coté, une partie placée au méme endroit, ne suffit pas a
simplifier une conjecture. Il faut encore que les parties engendrées par ces sous-termes

soit elles-méme identiques.
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On ne calcule pas directement ces parties car ce sont des parties de la forme
normale, mais on calcule une représentation. Ce calcul suit récursivement le chemin
correspondant — haut ou bas.

Définition 4.8. Soit R un systéme de réécriture monomorphique, pour un terme

t, et un chemin haut p la partie haute de t notée top(t,p) est calculée récursivement

q = RA(R,t(g)) =top(t,q.p) = tltop(t/qa.p)ls

q =TP(R,t(e)) =top(t,q.p) = top(t/q.p)

q = CP(R,t(e)) =top(t.q.p) = t[top(t/q.p)],

q = SP(Rt(e)) =top(t,q-p) = t[bot(t/q.p)l,
top(t,e) =t

Si p est un chemin bas, la partie basse de t notée bot(t,p) est calculée récursivement

q = RA(R,t(g)) =bot(t,q.p) = bot(t/q,p)

q = DP(R,t(e)) =bot(t,q.p) = bot(t/q,p)

q = CP(Rt(¢)) =bot(t,q.p) = t[bot(t/q.p)],

q = SP(Rt(e)) =bot(t,q.p) = t[top(t/q.p)l,
bot(t,) =t

e Exemple 4.2.4. ap(r(ap(l,n)),R(n,1))
Nous avons le chemin haut 112 et le chemin bas 22:
— top(ap(r(ap(l,n)),R(n,l))),112) = top(r(ap(l,n)),12) = r(bot(ap(l,n),2)) = r(bot(n,e)) =
r(n)
— bot(ap(r(ap(l,n)),R(n,l))),22) = bot(R(n,l),2) = bot(l,c) =1

La définition ci-dessous des compléments aux parties hautes et basses n’est pas
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indispensable pour ’algorithme de généralisation, mais elle sert pour la preuve de la

correction de celui-ci ainsi que pour la partition de termes.

Définition 4.9. Soit R un systéme de réécriture monomorphique, pour un terme t,
et un chemin haut p (resp. un chemin bas p) le complément de la partie haute de t
notée ntp(t,p) (resp. le complément de la partie basse de t notée nbt(t,p)) est calculé

récursivement, ainsi :

¢ = RA(Rt(e)) = ntp(t,q.p) = ntp(t/q.p) | nbt(t,q.p) = t[nbt(t/q,p)ls

q=DP(R.t(e)) = nbt(t,q.p) = t{nbt(t/q,p)],

q=TP(Rt(e)) = ntp(t,q.p) = tntp(t/q,p)ly

q=CP(Rt(c)) = ntp(t,q.p) = t[ntp(t/q.p)ly | nbt(t.q.p) = t[nbt(t/q.p)l,

q=SP(R,i(c)) = ntp(t,q.p) = t[nbi(t/q.p)ly | nbt(t,q.p) = tlntp(t/q.p)],
ntp(t.e) = Liypeqr) nbt(t.e) = Liype(s)

e Exemple 4.2.5. x xm(y,z + x)

~ ntp(x *m(y,z + x),222) = z * ntp(m(y,z + x),22) = x * m(y,nbt(z + x,2)) =
x x*m(y,z + nbt(x,e)) = x * m(y,z + 0)

— nbt(x xm(y,z + x),221) = z * nbt(m(y,z + x),21) = z * m(y,ntp(z + x,1)) =
z xm(y,nbt(z,e) + ) =z xm(y,0 + x)

4.2.3 Théoréme principal

Nous sommes maintenant prés d’introduire le théoréme principal de ce chapitre
et sa preuve. Ce théoréme nous permet d’établir la correction de nos méthodes de
généralisation et de partition (voir chapitres suivants). Le théoréme de découpage ci-
dessous montre qu’un terme muni d’un chemin haut — ou bas — posséde deux parties

bien définies.
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Théoréme 4.6. Soit R un systeme de réécriture monomorphique, pour un terme t,
une position p € dom(p), et une substitution close 0 ;

— Sip est un chemin haut alors fn(t0) = fn(top(t,p)d) @ fn(ntp(t,p)d).

— Sip est un chemin bas alors fn(td) = fn(nbt(t,p)0) @ fn(bot(t,p)d).
Démonstration. e Par induction sur le chemin haut p, d’aprés la définition 4.6, nous
avons un cas de base (¢) et quatre cas de récurrence :

~ Soit p = ¢, d’apres les définitions 4.8 et 4.9 de top et ntp,
Fr(th) = fr(th) ® L = fn(top(te)d) @ fn(ntp(te)d)
— Soit p = gp' avec a tel que t = t[a],, comme de par les propriétés de la substitution
fn(tlal,0) = fn(t[fn(ad)],0),
~ soit ¢ = RA(R(e)), et fn(t[fn(ad)],0)
— fn(tlfn(top(ap))6) @ fr(ntp(a.p)9)],6) (par hypothése de récurrence)
= fn(t[fn(top(a.p')0)],0) @ frn(ntp(a,p’)d) (dapres le lemme 2.3)
~ soit ¢ = TP(R,t(e)), et fn(t[fn(ad)],0)
— f(tlfn(top(ap))6) @ fr(ntp(a.p)9)],6) (par hypothése de récurrence)
= (fn(top(a.p)0) ® fn(ntp(a,p’)0)) ® fn(t[L],0) (daprés le lemme 4.3)
= fn(top(a,p’)0) ® fn(t[fn(ntp(a,p)0)],0) (dapres le lemme 4.3)
~ soit ¢ = CP(R.t(e)), et fn(t[fn(ab)],0)
— f(t[fntop(ap)) @ fr(ntp(a.p)9)],6) (par hypothése de récurrence)
= fn(t[fn(top(a.p')0)],0) @ fr(t[fn(ntp(a,p’)0)],0) (d’apres le lemme 4.4)
~ soit ¢ = SP(R,t()) avec p' chemin bas, et fn(t[fn(af)],0)
= fn(t[fn(ntb(a,p))0) ® fn(bot(a,p’)0)],0) (par hypothése de récurrence)

= fn(t[fn(bot(a,p)0)],0) @ fn(t[fn(ntp(a,p)b)],0) (d’apres le lemme 4.5)
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Dans chaque cas, de par les propriétés de la substitution et d’apres la définition
de top et ntp, fn(tla),f0) = fn(top(t,qp’)d) @ fn(ntp(t,qp')0).
e Par induction sur le chemin bas p, d’apreés la définition 4.6, nous avons un cas de
base (£) et quatre cas de récurrence:

— Soit p = ¢, d’aprés les définitions 4.8 et 4.9 de bot et nip,
fn(td) = L @ fn(td) = fn(nbt(te)d) @ fn(bot(t,)0)
— Soit p = gp avec a tel que t = t[a],, comme de par les propriétés de la substitution
fn(tlaly8) = fn(t[fn(ad)]sf) |
— soit ¢ = RA(R,t(¢)), et fn(t[fn(ab)],0)
= fn(t[fn(nbt(a,p))0) @ fn(bot(a.p')0)],0) (par hypothése de récurrence)
= fn(t[fn(nbt(a,p)0)],0) ® frn(bot(a.p')0) (d’aprés le lemme 2.3)
~ soit ¢ = DP(Rt(2)), et fn(t[fn(ad)],0)
= fn(t[fn(nbt(a,p))0) @ fn(bot(a.p')0)],0) (par hypothése de récurrence)
= fn(t[L],0) ® (fn(nbt(a,p")0) @ fn(bot(a,p')d)) (d’apres le lemme 4.2)
= fn(t[fn(nbt(a.p')0)],0) ® fn(bot(a,p')d) (d’apres le lemme 4.2)
— soit ¢ = CP(Rt(c)), et fn(t[fn(ad)],0)
= fn(t[fn(nbt(a,p)0) @ fn(bot(a,p’)0)],0) (par hypothése de récurrence)
= fn(t[fn(nbt(a.p)0)],0) ® fr(t[fn(bot(a.p)0)],0) (daprés le lemme 4.4)
— soit ¢ = SP(R.t(€)) avec p' chemin haut, et fn(t[fn(ad)],0)
= [n(t[fn(top(a,p)0) @ frn(nip(a.p’)0)],0) (par hypothése de récurrence)
= fn(t[fn(top(ap)0)],0) @ fr(tlfn(ntp(a.p’)f)],0) (d'apreés le lemme 4.5)

Dans chaque cas de par les propriétés de la substitution et d’apreés la définition

de nbt et bot, fn(t[a],0) = frn(nbt(t,qp’)0) @ fn(bot(t,qp')0).
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Chapitre 5

(zénéralisations correctes

Dans ce chapitre, nous montrerons formellement comment établir des généralisa-
tions correctes en nous basant sur les définitions du chapitre 4. Nous poserons notam-
ment un algorithme généralisant des conjectures ainsi que le théoréme établissant sa
correction. Nous exposerons ensuite quelques exemples de telles généralisations pour

finir par analyser les capacités et les limites de cette méthode.

5.1 Formalisation

Dans cette section nous formaliserons 'algorithme de la section 3.4, puis nous
établirons sa correction a l'aide d’une proposition portant sur les sous-termes libres

et d’un théoréme.

5.1.1 Algorithme de généralisation

Comme nous l'avons vu dans le chapitre 3, généraliser une conjecture nécessite

trois conditions:

1. Qu’il existe deux positions a droite et & gauche de I’équation qui contiennent le

meéme sous-terme.
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2. Que les sous-termes a ces positions engendrent des parties placées au méme en-

droit — début ou fin — dans la forme normale de leur coté respectif.

3. Que les sous-termes a ces positions engendrent des parties identiques.

Ces conditions peuvent étre vérifies en utilisant la définition 4.7 des chemins

hauts et bas ainsi que la définition 4.8 des parties hautes et basses.

Pour un systéme monomorphique R, en supposant que la table des arguments
libres TAL(R) ait été calculée en utilisant la définition 4.5, notre algorithme de

généralisation correcte est!:

Généralisation de t = s

Calculer CH(t) et CB(t), ainsi que CH(s) et CB(s);
Pour toutes les positions p préfixes de CH(t) en ordre croissant de longueur
Pour toutes les positions ¢ préfixes de CH(s) en ordre croissant de longueur

Si t/p = s/q et top(t,p) = top(s,q) Alors t[z], = s[z], — ou z est une

nouvelle variable — est une généralisation de t = s;
Pour toutes les positions p préfixes de C'B(t) en ordre croissant de longueur
Pour toutes les positions ¢ préfixes de C'B(s) en ordre croissant de longueur

Si t/p = s/q et bot(t,p) = bot(s,q) Alors t[x], = s[z], — ol x est une

nouvelle variable — est une généralisation de t = s;

Cette algorithme de généralisation peut étre décrit sous la forme d’une regle d’in-

férence (voir section 2.1.1).

Définition 5.1. Pour un systéme de réécriture R monomorphique et pour un en-
semble d’équations C, la généralisation correcte est la régle d’inférence
GC: CuU{t=stFCU{t =5}

Sit' =" est un généralisation correcte det = s.

1. Rappelons que le symbole = représente I’égalité syntaxique et que =;,4(r) indique que I’équa-
tion est un théoréme inductif (voir chapitre 1)
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Cette régle d’inférence doit étre appliqué juste avant une induction. L’ordre de

priorité des regle devient alors:
SUP > INC > GC > GEN

Ainsi toute généralisation possible d’une conjecture est effectuée avant méme que la
tentative de preuve par induction « classique » ne commence (et qu’une divergence

ne s’engage). Elle peut aussi intervenir durant la tentative de preuve.

5.1.2 Théoréme de correction

Pour démontrer que la validité de la conjecture ne change pas lors de la substitu-
tion du sous-terme libre, nous devons dans un premier lieu, montrer que le sous-terme
désigné par nos définitions est « vraiment » libre. C’est-a-dire que les parties de la
forme normale close du terme, autres que celle engendrée par le sous-terme, ne dé-

pendent pas de ce sous-terme. C’est le but de la proposition ci-dessous.
Proposition 5.1. Soit R un systéme de réécriture monomorphique, pour un terme t
et une position p € dom(p),

— Sip est un chemin haut alors ntp(t,p) = ntp(t]Liypecs)]p.p)-

— Sip est un chemin bas alors nbt(t,p) = nbt(t{Liyper)]p-p)-

Démonstration. Par induction sur le chemin haut ou bas p, d’apreés la définition 4.9

de ntp et nbt, nous avons un cas de base (£) et cinq cas possibles de récurrence:
— Soit p=-¢, et

ntp(te) = L =t[L]. = ntp(t]L].,e)

nbt(t,e) = L =t[L]. = nbt(t[L].,e)
— Soit p = qp’ avec a tel que ¢ = t[a],, nous pouvons avoir

— soit ntp(t[al,,qp’) = ntp(a,p’) avec p' chemin haut de a,
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— soit ntp(tlal,.qp’) = tintp(a,p’)], avec p’ chemin haut de q,
— soit ntp(t[al,.qp’) = t[nbt(a,p')], avec p' chemin bas de a,
— soit nbt(t[a],,qp’) = t[nbt(a,p')], avec p' chemin bas de a,
— soit nbt(t[a],.qp") = tintp(a,p)], avec p' chemin haut de a.

Or, par hypothése de récurrence, ntp(a,p’) = ntp(a[L],,p’) et nbt(a,p') = nbt(a| L], .p')

donc
nip(tlaly,qp’) = nip(tla[Lly]g.qp") =ntp(tlal,[L]gr.qp)
nbi(t[aly.qp’) = nbt(tlal L]y ]g.qp") =nbt(taly[Llgy.ap')
Nous avons donc bien ntp(t,p) = ntp(t[L],,p) et nbt(t,p) = nbt(t[L],.p). O

La correction de ’algorithme de généralisation, c’est-a-dire la conjecture est un

théoreme inductif si et seulement si la généralisation est un théoréme inductif, dépend
du théoreme ci-dessous.
Théoréme 5.2. Soit R un systéeme de réécriture monomorphique, pour une équation
t = s et deuz positions p < CH(t) et ¢ < CH(s) (respectivement p < CB(t) et
q < CB(s)) telles que t/p = s/q et que top(t,p) = top(s,q) (respectivement bot(t,p) =
bot(s,q))

t =imdr) 5 St et seulement si t[z], =inar) 5[T]q, avec x une nouvelle variable.

Démonstration. e Posons t[x], =iqr) 5[T]4-
Pour toute substitution close 6, il existe une substitution o telle que zo =t/p =
s/q. Or, quelque soit 0" = o6, fn(t[z],0") = fn(s[z],0).

Donc nous avons bien
fn(t0) = fn(tz],0') = fn(s[z],0") = fn(s0)

e Posons maintenant ¢ =;,qr) §
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Soit une substitution close # quelconque, d’aprés le théoréme de découpage 4.6,

fn(t0) = fn(top(t,p)0) @ fn(ntp(t,p)d) et
fn(tlz],0) = fn(top(t[z],.p)0) ® fr(ntp(t[z],.p)f)

Comme top(t,p) = top(s,q), et que t/p = s/q, de par la définition 4.8 de top,

top(tx],,p) = top(s|x]y,q). De plus, nous avons ¢t =;,4z) s et donc:

fn(top(t,p)d) @ fn(ntp(t,p)0) = fn(top(s,q)d) @ fn(ntp(s,q)o)

Comme fn(top(t,p)d) = fn(top(s,q)d), d’apres le lemme 2.1, on obtient fn(ntp(t,p)0)
= fn(ntp(s,q)0), et, d’aprés la proposition 5.1, fn(ntp(t[z],,p)0) = fn(ntp(s[z],,q)0)-
En conséquence, et puisque top(t,p) = top(s,q), nous avons top(t[x],.p) = top(s|x]sq)
et

fnltop(tz],,p)8) @ fr(ntp(t[z]y.p)d) = fr(top(slzls,q)0) @ frintp(s(z]s.q)0)

donc t[z], =inar) s[zlq

La démonstration avec bot(t,p) = bot(s,q) est totalement symétrique. O

5.2 Utilisation des généralisations

Dans cette section, nous illustrerons notre algorithme de généralisation sur quelques
exemples portant sur les listes et I'arithmétique puis nous analyserons les possibilités

offertes par cet algorithme.
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5.2.1 Exemples

Le systéme de réécriture utilisé dans chacun des exemples est le systéme R suivant :

r+s(y) — sz +y) r+0 —z
rxs(y) = (zxy)+x zx0 —0
exp(z,s(y)) — exp(x,y) *x exp(x,0) — s(0)
m(z,s(y)) — x+m(x,y) m(xz,0) — 0
R = Y(s(x)) — s(z)+ X(x) (0) —0 (5.2.1)
YI(s(x)y) —XI(x,s(y+z) ZI0y) —vy
r(c.l) — ap(r(l),c.o) r(g) — o
ap(c.l,L) — c.ap(l,L) ap(@,L) — L
R(e.l,L) — R(l,c.L) R(o,L) — L

dont la table des arguments libres se trouve page 79.

o Ezemple 5.2.1.
ap(l,ap(l,1)) = ap(ap(l1),l)
Nous avons CH (ap(Lap(L,]))) = 1 et CH (ap(ap(i,1),])) = 11, et comme
— ap(lap(l,))/1 = ap(ap(L,1),1)/11 =1 et
— top(ap(l,ap(l,l)),1) = top(ap(ap(l,l),l),11) =1

On obtient la généralisation: ap(M,ap(Ll)) = ap(ap(M,1),1)

Nous avons aussi C'B(ap(l,ap(l,l))) = 22 et CB(ap(ap(l,l),l)) = 2, et comme
~ ap(Lap(.D))/22 = aplap(Li) 1)/2 = 1 et
— bot(ap(l,ap(l,1)),22) = bot(ap(ap(l,l),1),2) =1

On obtient la généralisation: ap(M,ap(l,N)) = ap(ap(M,1),N)

e Fxemple 5.2.2.

ap(r(l),ap(l,c.®)) = ap(ap(r(l),l),c.)
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Nous avons C'H (ap(r(1),ap(l,c.2))) = 11 et CH (ap(ap(l,l),c.&)) = 111, et comme
— ap(r(l),ap(l,c.2))/1 = ap(ap(r(l),l),c.&) /11 = r(l) et

~ top(ap(r(1) ap(Le.2)),1) = top(ap(ap(r(D)1),c.2),11) = (1)
On obtient la généralisation: ap(M,ap(l,c.@)) = ap(ap(M,1),c.o)

Nous avons aussi CB(ap(r(l),ap(l,c.2))) = 22 et CB(ap(ap(r(l),l),c.2)) = 2, et

comine

— ap(r(l),ap(l,c.2)) /22 = ap(ap(r(l),l),c.&) /2 = c.& et

— bot(ap(r(l),ap(l,c.2)),22) = bot(ap(ap(r(l),!),c.9),2) = c.&
On obtient la généralisation: ap(M,ap(l,N)) = ap(ap(M,1),N)
e Fxemple 5.2.3.
R(l,c.2) = ap(r(l),c.2)

Nous avons CB(R(l,c.@)) = 22 et CB(ap(r(l),c.)) = 22, et comme
- R(l,c.2)/2 =ap(r(l),c.0)/2 = c.O et

~ bot(R(Le.2),2) = bot(ap(r(),c2),2) = .0
On obtient la généralisation: R(1,M) = ap(r(1),M)

e Exemple 5.2.4.
c.r(r(l)) = rap(r(l),c.2))
Nous avons CH(c.r(r(1))) = 211 et CH(r(ap(r(i),c.2))) = 111, et comme
= er(r(1))/21 = r(ap(r(l),c.2))/11 = r(I) et
— top(c.r(r(1)),21) = top(r(ap(r(1),c.9)),11) = r(r(1))

On obtient la généralisation: c.r(M) = r(ap(M,c.9))
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e Exzemple 5.2.5.
R(,R(1,2)) = ap(R(1,2),R(1,2))
Nous avons CB(R(L,R(1,9))) = 22 et CB(ap(R(,2),R(1,2))) = 22, et comme
~ R(LR(1,2))/2 = ap(R(1,2),R(1,2))/2 = R(1,®) et
— bot(R(L,R(1,2)),2) = bot(ap(R(1,2),R(1,2)),2) = R(,2)
On obtient la généralisation: R(L,M) = ap(R(1,@),M)

e Exzemple 5.2.6.
r(ap(R(1,2),c.0)) = ap(r(1),c.0)
Nous avons CH (r(ap(R(1,@),c.l))) = 122 et CH(ap(r(l),c.l)) = 11, et comme
— r(ap(R(1,2),c.0)) /122 = ap(r(l),c.l) /11 = [ et
— top(r(ap(R(1,9),c.1)),122) = top(ap(r(l),c.0),11) = r(l)
On obtient la généralisation : r(ap(R(1,@),c.M)) = ap(r(M),c.])
e Exzemple 5.2.7.
v (y+ (y* o)) = (y*(s(0) + )

Nous avons CH(x x (y + (y*z))) =222 et CH(z * (y * (s(0) + z))) = 222, et comme
—xx(y+(y*x))/222 =z (y*(s(0) +x))/222 =z et
— top(z = (y + (y x x)),222) = top(x * (y * (s(0) + x)),222) = x x (y x x)

On obtient la généralisation: x * (y + (y * Z)) = x * (y = (s(0) + Z))

e Fxemple 5.2.8.

exp(z,y)  (exp(w,2) + exp(y,x)) = exp(x,y + 2) + (exp(x,y) * exp(y,v))
Nous avons C'H (exp(z,y)*(exp(x,2)+exp(y,x))) = 22 et CH (exp(x,y+2)+(exp(x,y)*
exp(y,x))) = 22, et comme
— exp(z,y) * (exp(z,2) + exp(y,x))/22 = exp(zy + 2) + (exp(z,y) * exp(y,x))/22 =
exp(y,x) et
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— top(exp(z.y)*(exp(z,2)+exp(y,x)),22) = top(exp(z,y+2)+(exp(z,y)xexp(y.z)),22) =
exp(x,y) * exp(y,z)
On obtient la généralisation :

exp(x,y) * (exp(x,z) + W) = exp(x,y + z) + (exp(x,y) * W)
e Exemple 5.2.9.
m(z,(x * z) + m(z,x + x)) = m(x,m(x,x) + m(z,x)) + m(x,z * x)

Nous avons CH (m(xz,(x * z) + m(z,x + x))) = 212 et CH (m(xz,m(z,x) + m(z,x)) +
m(z,x * x)) = 222, et comme

- m(x,(z xx) + m(z,x + 2))/21 = m(z,m(z,x) + m(z,z)) + m(z,x * ) /22 = x * x,
— top(m(z,(x x z) + m(z,x + x)),21) = top(m(z,m(xz,x) + m(z,x)) + m(x,z *x),22) =

m(z,x * )

On obtient la généralisation :

m(x,Y + m(x,x + x)) = m(x,m(x,x) + m(x,x)) + m(x,Y)

Nous avons aussi CB(m(z,(z * z) + m(z,x + x))) = 221 et CH(m(z,m(z,x) +
m(z,z)) + m(z,x * x)) = 122, et comme
— m(z,(z * z) + m(z,x + 1))/221 = m(z,m(x,x) + m(z,z)) + m(z,x * ) /122 = z,
— bot(m(x,(xxx)+m(x,x+1x)),221) = bot(m(z,m(x,z) + m(z,x))+m(z,x*xx),122) =

m(z,m(z,r))
On obtient la généralisation :
m(x,Y + m(x,Z + x)) = m(x,m(x,x) + m(x,Z)) + m(x,Y)
e Exemple 5.2.10.
s(x) + X(z) = X1(x,s(x))
Nous avons C'B(s(z) + £(z)) = 11 et CB(XI(z,5(x))) = 21, et comme
= s(x) +X(2)/1 = B (x,5(x)) /2 = s(x) et
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— bot(s(x) + X(z),1) = bot(XI(z,s(x)),2) = s(x)

On obtient la généralisation: Y + 3 (x) = XI(x,Y)

5.2.2 Analyse des capacités de ’algorithme

Comme le montre les exemples ci-dessous, cette méthode de généralisation améne
a des preuves élégantes. Contrairement a toutes les approches heuristiques, cet algo-
rithme ne calcule que des généralisations correctes. De plus, il est capable de généra-
liser des variables qui ne sont pas des variables d’induction. Comme cet algorithme
est relativement peu complexe, il peut étre intégré directement dans n’importe quel
systéme de preuve par induction.

Malheureusement, cette méthode posséde les limites inhérentes aux systémes mo-
nomorphiques, bien que ceux ci peuvent représenter ’arithmétique. D’autre part, elle
ne peut fonctionner si les représentations des parties de début ou de fin ne sont pas
syntaxiquement égales. Par exemple dans l’équation x x (x x x) = (z % x) *x z, la
généralisation correcte x x (x *Y) = (x * x) x Y ne peut étre trouvée directement.

Comme nous allons le voir dans le chapitre suivant, la partition de termes est une
méthode plus « souple » car elle se base uniquement sur les parties en généralisant le

concept de sous-terme libre.
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Chapitre 6

Une nouvelle méthode pour
I’'induction mathématique :
La partitions de termes

Dans ce chapitre, nous décrirons la méthode basée sur les partitions de termes

seulement appercus dans la section 3.5.

Notre approche de I'induction mathématique est basée directement sur une spéci-
fication finie du langage des formes normales des instances closes de termes. En effet,
dans beaucoup de cas, les formes normales closes des termes peuvent étre identifiées
a ’avance. Les notions clés « couple - partition » et « motif » nous permettent de

décrire ces formes normales.

Nous allons donc d’abord définir formellement la notion de partition qui décom-
pose un terme et celle de motif qui décrit sa structure. Ensuite, nous poserons un
algorithme basé sur ces concepts pour prouver des théorémes inductifs; algorithme
dont nous démontrerons la correction. Et enfin, nous appliquerons cette méthodes sur

diverses exemples de conjecture et nous analyserons ses capacités.
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6.1 Définitions

Dans cette section, nous commencerons par donner une définition formelle aux
couples formant une partition ainsi que le moyen de les calculer. Nous définirons
ensuite les motifs, mais comme le moyen de les calculer différe légérement de ce que

nous avons déja vu, nous illustrerons ces définitions par quelques exemples.

6.1.1 Couples - partitions

La définition ci-dessous montre qu’une partition d’un terme est un couple de
termes dont la réunion des formes normales est égale a la forme normale correspon-
dante du terme.

Définition 6.1. Soit R un systéme de réécriture monomorphique, pour ¢ un terme,

une partition de t est un couple (a, b) tel que, pour toute substitution close 6,
fn(td) = fn(abd) @ fn(bo)

Pour calculer les partitions — et donc les motifs (voir plus bas) — d’un terme nous
utilisons les définitions du chapitre 4. Mais pour plus de lisibilité et comme nous
utilisons indiffétremment les découpages issus des chemins hauts ou des chemins bas,
nous ajoutons une nouvelle définition.

Définition 6.2. Soit R un systéme de réécriture monomorphique, pour ¢ un terme,

'ensemble des découpages de t, noté DEC(t), est I’ensemble formé par les couples:

{(top(t,p),fn(ntp(t,p))) | p < CH(#)} U {(fn(nbt(t,p)),bot(t,p)) | p < CB(1)}

Remarque : Nous utilisons les formes normales des compléments car ceux-ci sont
calculés avec 'apport d’'une constante et ne sont donc pas forcément irréductibles.

L’ensemble DEC(t) est calculable simplement en prenant un a un les préfixes
de CH(t) et CB(t). De plus, le théoréme 4.6 nous assure que tous les éléments de
DEC(t) sont bien des partitions de ¢.
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6.1.2 Motifs

Les formes normales des instances closes d’un terme peuvent parfois étre compo-
sées d'une série d’éléments similaires. Le motif d’un terme est la représentation de ces
éléments. Donc la répétition de la forme normale close du motif d’'un terme compose

la forme normale de 'instance close correspondante du terme.

Pour le construire nous utilisons 1’élément non-constant de ’ensemble test (voir
définition 1.21) que nous substituons a un sous-terme placé sur un chemin d’induction
du terme. Un chemin est dit d’induction s’il est constitué d’une suite de positions
d’induction. Un sous-terme placé sur un chemin d’induction d’un terme est donc un
argument de récurrence pour toutes les fonctions qui le précédent dans le terme (voir

définition 2.8).

Définition 6.3. Pour un systéme de réécriture R et un terme ¢, les chemins d’in-

duction de t, sont les positions de ’ensemble

CI(t) = {pp’ € dom(t) | p’ € PIr(t(p))}

Un argument de récurrence étant utilisé pour définir inductivement la fonction,
c’est celui qui va le plus naturellement former un motif. En effet, ce chemin de par sa
définition, engendre un élément qui sera porté a se « détacher » du terme substitué
(voir section 2.1.2). Or, selon la définition ci-apres, le motif d’un terme et le terme
lui-méme forme une partition du terme substitué.

Nous distinguons deux types de motifs, les motifs « hauts » qui se rajoutent en
téte de la forme normale du terme substitué et les motifs « bas » qui se rajoutent en

queue. En fait, il peut exister un motif par constructeur.

Définition 6.4. Soit R un systéme de réécriture monomorphique, pour ¢ un terme,
p € CI(t) une position d’induction, et c[z] un élément non-constant de T'S(R), le

motif haut de t pour p et c[z] noté motH (t,p,c[x]) et le motif bas de t pour q et c|x]
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noté motB(t,p,c[x]) sont les termes, §'ils existent, tel que
(motH (t,p,c[z]).t[z],) €eDEC(fn(t[c[z]],))
(t[x]p,motB(t,p,clz])) eDEC(fn(tlc[«]],))
Exemples

Soit le systéme monomorphique R’ suivant :

{ z240—>2 x4 s(y) — s(x+vy) r+ply) — plx +y)
neg(0) — 0 neg(s(z)) = p(0) + neg(z) neg(p(x)) — s(0) + neg(x)
xx0—=0 zxs(y) = (zxy)+z zxply) — (v *y) +neg(z) }
(6.1.1)

e La table des argument TAL(R') et les positions d’induction sont :

s 1

n 1 2 {2}
neg 1 {1}
* 2 {2}

e L’ensemble test T'S(R') est {0,s(z),p(x)}.
Les éléments non-constants de R’ sont donc s(x) et p(z). Voici quelques exemples
de motifs:
e Exemple 6.1.1. t = neg(x * x)
CI(t) = {e,1,12} et pour le chemin d’'induction p = 12:
Nous avons fn(t[s(y)]i2) = fn(neg(z * s5(y))) = neg((z *y) + ), et comme
= fn(nbt(t[s(y)]12,12)) = frlneg((z * y) +0)) = neg(z x y) = t{yh et

= bot(t[s(y)|r2,12) = neg(x)

Le motif bas motB(neg(z * x),12,5(y)) est donc neg(x).
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Nous avons fn(t[p(y)]i2) = fn(neg(z = p(y))) = neg((z x y) + neg(x)), et comme
= [nbt(tlp(y)]12,12)) = fr(neg((z * y) +0)) = neg(x x y) = t[yli, et
= bot(t[p(y)]12,12) = neg(neg(x))

Le motif bas motB(neg(z = x),12,p(y)) est donc neg(neg(x)).

o Ezemple 6.1.2. t = neg(neg(neg(x)))

CI(t) = {e,1,11,111} et pour le chemin d’induction p = 11

Nous avons fn(t[s(y)]i1) = fn(neg(neg(s(y)))) = neg(p(0) + neg(y)), et comme
= fr(nbt(t[s(y))1,12)) = fn(neg(p(0) + 0)) = fn(neg(p(0))) = s(0) et
= bot(t[s(y)]11,12) = neg(neg(y)) = tylu

Le motif haut motH (neg(neg(neg(x))),11,s(y)) est donc s(0).

Nous avons fn(t[p(y)]i1) = frn(neg(neg(p(y)))) = neg(s(0) + neg(y)), et comme
= fn(nbt(t[s(y)]11,12)) = fn(neg(s(0) +0)) = fn(neg(s(0))) = p(0) et
= bot(t[s(y)]11,12) = neg(neg(y)) = tlylu

Le motif haut motH (neg(neg(neg(x))),11,p(y)) est donc p(0).

6.2 Formalisation

Dans cette section, nous exposerons notre algorithme pour prouver des théoréemes
inductifs. Puis, nous établirons sa correction grace a deux théorémes portant sur les

partitions et sur les motifs.

6.2.1 Algorithme de preuve

Comme nous ’avons vu dans la section 3.5, simplifier une conjecture en utilisant

la partition de termes nécessite seulement de trouver un membre d’une partition ou
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des motifs égaux pour les deux cotés de la conjecture. S’il n’y a ni partition ni motif

exploitable, on utilise la régle GEN de génération (voir section 2.1.1).

Pour un systéme monomorphique R, en supposant que la table des arguments
libres TAL(R) ait été calculée en utilisant la définition 4.5, notre algorithme de
preuve de théoréme inductif est présenté sous la forme d’une fonction — inductif() —

indiquant si ’équation fournie en argument est un théoréeme inductif.

Fonction inductif(t = s) : booléen

Si fn(t) = fn(s) Alors Retourner VRAI;
Si vars(t) = @ ou vars(s) = @ Alors Retourner FAUX;
Pour tous les éléments (a,b) de DEC(t) et tous les éléments (¢,d) de DEC(s)
Si a = ¢ Alors Retourner inductif(b = d);
Si b = d Alors Retourner inductif(a = ¢);
Soit T = type(t);
Pour tous les éléments p de CI(t) et tous les éléments ¢ de CI(s)
Sit/p=s/q Alors
Pour P dans {BAS,HAUT}
Si Ve[z] € TS(R). motif(P,t,p,c[z]) # nul Alors
Si Ve[z] € TS(R). motif(Pyt,p,clx]) = motif(P,s,q,c[z]) Alors
Retourner inductif(t[Lr], = s[Lr],);
Sinon Si fn(t[Lr],) = fn(s[Lr],) Alors
Retourner Vc[z] € T'S(R). inductif(motif( Pt,p,c[x]) =
motif( P,s,q,c[x]));
Retourner inductif(GEN(t = s));

La fonction ci-dessous calcule le motif haut ou bas d'un terme pour une position

et un élément non-constant de ’ensemble test donné.
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Fonction motif(place, t, p, c[x]): terme

Pour tous les éléments (a,b) de DEC(fn(t[c[z]],))
Si place = BAS et a = t[z], Alors Retourner b;
Sinon Si place = HAUT et b = t[z], Alors Retourner q;

Retourner nul;

Remarque : Notre algorithme utilise plusieurs fois le méme motif d’un méme terme
ainsi que le découpage dont il est issu. Une programmation effective peut bien str
pré-calculer tous les motifs d’'un terme une seule fois, par exemple sous la forme
d’une table associant chaque chemin d’induction et chaque constructeur au motif

correspondant. Nous le laissons sous cette forme pour plus de clarté.

6.2.2 Correction de la méthode

Pour démontrer la validité de notre approche, nous devons nous assurer que la

validité de 1’équation ne change pas si
— l'on « supprime » deux parties égales des deux cotés de I'équation.
— l'on substitue a la variable d’induction un « cas de base » g’il existe des motifs
égaux pour les deux cotés de I'équation ou inversement.
Le théoréme ci-dessous énonce la propriété clé de la partition de termes:

Théoréme 6.1. Soit R un systéeme de réécriture monomorphique, pour une équation

t =s, (a,b) une partition de t, et (c¢,d) une partition de s,

St a =mar) ¢ alors, t =qr) s st et seulement si b =;,qr) d

S1 b =inar) d alors, t =jqr) s st et seulement st a =;,qr) c

Démonstration. Soit 6 une substitution close; comme (a,b) est une partition de ¢ et
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(¢,d) est une partition de s, de par la définition 6.1,

fn(td) = fn(ah) @ fn(bh)

fn(sh) = fn(ch) @ fn(dh)
e Assumons ¢ =j,q(r) S, comme R est convergent sur les termes clos, fn(t0) = fn(s6)
et

fn(af) @ fn(bl) = fn(chd) @ fn(do)

— Si a =jnaer) ¢, alors d’apres le lemme 2.1, b =;,4%) d
— Similairement, si b =;,4z) d, toujours d’apres le lemme 2.1, a =;,4r) ¢
® ASSumons a =j,q(r) ¢ et b =;,qr) d, comme R est monomorphique, nous avons une

unique position p telle que fn(af)/p = fn(cd)/p = L; donc, d’aprés la définition 2.15,
fn(af) @ fn(bl) = fn(chd) @ fn(do)
Donc nous avons bien t =;,4z) s O

Le théoréeme ci-dessous énonce la propriété sur les motifs:
Théoréme 6.2. Soit R un systeme de réécriture monomorphique, pour une équation
t=s tel que Ip € CI(t), Ig € CI(s), t/p =inar) 5/4-
Sl existe des motifs hauts de t et s pour p et q et pour tous les éléments non-
constants de l’ensemble test TS(R), alors
- SiVclz] € TS(R). motH (t,p,c[x]) =inacr) motH (s,q,c[z]), alors t =qr) s
si et seulement si t[Lypet)]p =inar) S[Liype(t)lq
= Sit[Leype(n]p =ind(r) S[-Leypety]qs alors t =smacr) s
si et seulement si Vc[z] € TS(R), motH (t,p,clx]) =inacr) motH (s,q,clz])
Respectivement, s’il existe des motifs bas de t et s pour p et q et pour tous les
éléments non-constants de ’ensemble test TS(R), alors
- SiVclz] € TS(R). motB(t,p,clx]) =imar) motB(s,q.clz]), alors t =mqr) s

st et seulement st t[Lipet)]p =inar) S| Ltype(t)lq



109

- S0 t[J—type(t)]p —ind(R) S[J—type(t)]q; alors t =ind(R) S
st et seulement si Vc[x] € TS(R), motB(t,p,c[x]) =imar) motB(s,q,clz])

Démonstration. Soit § une substitution close, comme ¢/p =;4r) 5/q, il existe un

terme clos en forme normal A tel que

A = fn((t/p)0) = fn((s/q)0)
De par les propriétés de la substitution,

fn(t0) = fn(t[fn((t/p)0)],0) = fn(t[A],0)
fn(s0) = fn(s[fn((s/q)0)],0) = fn(s[A],0)
e Tentons d’établir la preuve de t =;,4r) s.

Par récurrence sur la structure du terme clos A:

— Soit A = L, alors si t[L], =maqwr) s[L]g,
fn(t[L],0) = fn(s[L],0)

— Soit A = ¢[A’]. De par la définition 6.4 des motifs, s’il existe des motifs haut de ¢
et s pour p et g et pour tous les éléments non-constants de I’ensemble test, alors
pour chacun

fn(t0) = fn(t[c[A]l,0) = fr(motH (t,p.clx])0) © fn(t[A'],0)
fn(s0) = fn(s[c[A]],0) = fn(motH (s,q,c[x])0) @ fn(s[A"],0)
Car z est une nouvelle variable et peut donc étre substituée par A’.

Or, si motH (t,p,c[x]) =inacr) motH (s,p,clz]),
fn(motH (t,p,c[z])0) = fn(motH (s,p,c[z])0)

De plus, par hypothése de récurrence fn(t[A'],0) = fn(s[A],0), et donc d’apreés le
lemme 2.1,

fr(tc[A'][,0) = fr(s[c[A],0)
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De ce raisonnement, on peut tirer les déductions suivantes:

Si t[L], =imar) s[L]y et si pour chaque élément non-constant de I’ensemble test,
il existe des motifs hauts tels que motH (t,p,c[z]) =inar) motH (s,q,clx]), alors
t =ina(r) S, Mais aussi,

~ Si Ve[z] € TS(R). motH(t,p,c[x]) =inar)y motH (s,q.clz]), alors t =;,qr) s si
t L]y =inacr) s[Llg

Si t[L], =inar) s[Llg, alors t =;,qry s si Ve[z] € TS(R). motH (t,p,clx]) =imar)

motH (s,q,c[z])
La démonstration avec des motifs bas étant totalement symétrique, on recouvre bien

tous les cas possibles du théoréme 6.2. O

Remarque : L’algorithme de preuve n’utilise pas toute la puissance des théorémes car
I’algorithme ne prend en compte, dans ses tests, que ’égalité syntaxique, alors que le
théoréme se « contente » de I’égalité inductive. L’égalité syntaxique n’est donc pas
indispensable — contrairement au théoréeme 5.2 portant sur les généralisations — pour
établir la correction de la méthode.

Cependant, nous avons choisit de restreindre I'algorithme pour limiter I’espace de
recherche. En effet, tester une validité inductive est beaucoup plus cotiteux (en terme

d’efficacité) et peut méme faire diverger la tentative preuve.

6.3 Utilisation des partitions

Dans cette section, nous illustrerons notre algorithme de preuve sur quelques
exemples considérés comme « difficiles ». puis nous analyserons les possibilités of-

fertes par cette méthode.

Remarque : Tous les exemples du chapitre précédent peuvent bien str étre traité par

cette méthode. L’inverse n’est pas toujours possible.



6.3.1 Exemples

Le systéme de réécriture utilisé dans chacun des exemples est le systéme

r+s(y) — sz +y) r+0 —x

rxs(y) = (zxy)+x zx0 —0
exp(z,s(y)) — exp(x,y) *x exp(z,0) — s(0)

m(z,s(y)) — x+m(x,y) m(z,0) —0

R = Y(s(x)) — s(z)+ X(x) (0) —0

YI(s(x),y) — XI(z,s(y+x) XI0y) —y

r(c.l) — ap(r(l),c.o) r(@) — o

ap(c.l,L) — c.ap(l,L) ap(@,L) — L

| R(elL) — R(lc.L) R(o,L) — L

dont la table des arguments libres se trouve page 79.
e Exemple 6.3.1. t =s : r(ap(l])) = ap(r(l),r(1))
Nous avons C'B(t) = 11 et CH(s) = 11, ainsi que les partitions:
= (fn(nbt(t,11)),b0t(t,11)) = (fn(r(ap(2,0))),r (1)) = (r(l),r (1))
= (top(s,1),fn(ntp(s,1))) = (r(D),fn(r(ap(2,0)))) = (r(1),r(1))

Donc, inductif(r(ap(l,l)) = ap(r(l),r(1))) = inductif(r(l) = r(l)) = VRAL

e Exemple 6.3.2. r(r(ap(Ll))) = ap(L])

Nous avons C1(t) = {e,1,11,111} et CI(s) = {e,1} , ainsi que les termes:

— fn(t[dn) = fn(r(r(d.0)) = r(ap(r(l'),d.2)) et

= fals[dd.) = fa(dl) =&

dont les partitions sont :

— (fnnbt(fn(t[d.0']11),11)),bot(fn(tc.l')i1),11)) = (¢.@,r(r(l'))) et
~ (fnlnbt(fa(s[c1).),2)) bot(Fn(s[¢'11.),2)) = (¢.2.)

111

(6.3.1)
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Alors, motH(t,11,c.I') = motH(s.e,c.l') = ¢'.@ et donc
inductif(r(r(ap(L,]))) = ap(l,))) — inductif(r(r(2)) = @) — VRAI (on a alors
o =9).
e Ezemple 6.3.3. R(1,2) = (1)
Nous avons CI(t) = {e,1} et CI(s) = {z,1} , ainsi que les termes:
— fat[el]) = f(R(el',2)) = R(I' c.2) et
= fa(slel'l) = fn(r(cl') = ap(r(l'),c.2)
dont les partitions sont :
— (fn(nbt(fn(tfe])).2))bot(fn(t[c.']:),2)) = (R(I',),c.0) et
= (top(fn(sle.l'y),1), fn(ntp(fn(s[cl]),1))) = (r(l'),ap(2,c.9)) = (r(I'),c.2)
Alors, motB(t,cl') = motB(s,c.l') = c.@ et donc inductif(R(1,@) = r(l)) =
inductif(R(2,9) = r(@)) = VRAI (on a alors @ = @).
e Exemple 6.3.4. x+ (x +x) = (x+x) +x
Nous avons CH (t) = 22 et CH(s) = 2, ainsi que les partitions:
— (top(t,22),fn(ntp(t,22))) = (x,fn(x + (x +0))) = (z,x + )
= (top(s,2),fn(ntp(s,2))) = (z,fn((z + ) +0)) = (z.z + )
Donc, inductif(z + (z + z) = (x + z) + 2) = inductif(z + z = v + z) = VRAL

e Exemple 6.3.5.
m(x,m(x,x + x) + x) = m(x,x) + (m(x,m(x,x)) + m(x,m(x,x)))

Nous avons C'H (t) = 2122 et CH(s) = 2222, ainsi que les partitions:
— (top(t,2122), fn(ntp(t,2122))) = (m(z,m(w,2))m(z,m(z,z) + 1))
— (top(s,22),fn(ntp(s,22))) = (m(z,m(z,z)),m(z,x) + m(z,m(z,z)))
Donc inductif(m(z,m(z,e + z) + z) = m(z,z) + (m(z,m(z,z)) + m(zm(z,z)))) =
inductif(m(z,m(z,z) + z)) = m(z,z) + m(z,m(z,z))).
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e Nous avons maintenant CH (t) = 212 et CH(s) = 222, ainsi que les partitions :
~ (top(t,212), fn(ntp(t,212))) = (m(z,m(z,z)),m(z,0 + z))
~ (top(s,2),fn(ntp(s,2))) = (m(z,m(z,x)),m(z,z))

Donc inductif(m(z,m(z,z) + z)) = m(z,z) + m(z,m(z,2))) =

inductif(m(z,0 + z) = m(z,2)).

e Nous avons maintenant C'B(t) = 22 et C'B(s) = 2, ainsi que les partitions:
— (fn(nbt(t,22)),bot(£,22)) = (fn(m(z,0 + 0)),m(z,z)) = (0,m(z,z))
— (fn(nbt(s,2)),b0t(s,2)) = (fn(m(z,0)),m(z,x)) = (0,m(z,x))

Donc inductif(m(z,0 + z) = m(z,2)) = inductif(m(z,z) = m(z,z)) = VRAL

e Exemple 6.3.6. (x *x) * (x *x) = x * ((Xx * X) * X)
Nous avons C1(t) = {¢,2,22} et CI(s) = {£,2,22,222}, ainsi que les termes:
= [n(tls(y)]e) = frl(@«x) * (25 s(y))) = (v 5 2) * ((z *y) + ) et
= Snlsls(Y)lazz) = (o (2 % 2) x 5(y))) = 2+ ((z % 2) x y + (2 x))
dont les partitions sont :
= (top(fn(tls(y)l22),22), fr(ntp(fr(t]s(y)]22),22))) = ((z * x) * z,(x + x) * (z * y)),
= (top(fn(s[s(y)l222),22), f(ntp(fr(s[s(y)]222),22))) = (2 * (x * x), * (2 + 7) * y))
Alors, motH (t,22,s(y)) = (x * x) x et motH (s,222,5(y)) = = % (x * x). Or, pour les
cas de base:
~ fn(t[0]) = fn((z *z) * (x*0)) =0 et
— fn(s[0]a22) = fn(zx ((xx2)*0)) =0
Donc inductif((zxz) * (zxx) = xx ((r*x)*x)) = inductif((zxx)*xx = % (r*xx)).
e Exemple 6.3.7. (x*X) * X = X * (X * X)
Nous avons C1(t) = {2} et CI(s) = {22}, ainsi que les termes:
= [o(tls(y)]2) = fr((z+x) « s(y)) = ((zx 2) xy) + (2 ) et

= fn(sls(y)]a) = frle (x5(y)) = 2+ ((x y) + )
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dont les partitions sont :
= (top(fn(t[s(y)]2),2).fn(ntp(fn(t[s(y)]2),2))) = (& * ,(z x x) * y) et
= (top(fn(s[s(y)]22),22),fn(ntp(fn(s[s(y)]z),22))) = (x * z,2 * (z * y))
Alors, motH (t,2,5(y)) = motH(s,22,5(y)) = z * x et donc
inductif((z * z) xx =2 * (r * x)) = inductif((x x ) x0 = 2 * (z x 0)) = VRAI (on
a alors 0 = 0).
o Ezemple 6.3.8. 3(x) = 1(x,0)
Nous avons CI(t) = {£,1} et CI(s) = {£,1}, ainsi que les termes:
= f(tls(y)l) = fn(E(s(y))) = s(y) + Z(y) et
= falsls(y)l) = fn(E1(s(y),0)) = E1(y,5(0 + y))
dont les partitions sont :
= (top(fn(t[s(y)]1),2),fn(ntp(fr(tls(y)i),2)) = (E(y).s(y)) et
= (fn(nbt(fn(s[s(y)]r),211)),bot(fn(s[s(y)]:),211)) = (£1(y,0),5(0 + y))
Alors, motB(t,5(y)) = s(y) et motB(s,s(y)) = (0 +y). Or, pour les cas de base:
= fn(t[0)) = fr(X(0)) =0 et
= fn(s[0l) = fn(31(0)) =0
Donc inductif(X(z) = £1(z,0)) = inductif(s(y) = s(0 + y)).
e Nous avons maintenant CH(t) = 1 et CH(t) = 12, ainsi que les partitions:
= (top(t,1), fn(ntp(t,1))) = (s(y),0)
— (top(s,12),fn(ntp(s,12))) = (s(y),fn(0+0)) = (s(y),0)

Donc inductif(s(y) = s(0 + y)) = inductif(0 = 0) = VRAL

e Exemple 6.3.9. exp(x,y + z) = exp(X,y) * exp(X,z)

Comme il n’y a ni partition ni motif utilisable, on a donc

inductif(exp(z,y + 2) = exp(z,y) * exp(z,2)) =
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inductif(GEN (exp(z,y + 2) = exp(z,y) * exp(z,2))) " =

inductif((exp(z,y) * exp(z,?)) * & = eap(a,y) * (exp(z,2') * )

o Nous avons alors CI(t) = {£,2,22} et CI(s) = {£,2,22}, ainsi que les termes:
= fn(tls(y)l2) = ((exp(z,y) * exp(w,2')) x y) + (exp(z,y) * exp(z,2')) et

= [n(s[s(y)]22) = exp(ay) * ((exp(x,2') * y) + exp(x,?))

dont les partitions sont :

(top(fn(ts(y)]22),2),fn(ntp(fn(t]s(y)]22),2))) =

(exp(w,y) * exp(w,2'),(exp(a,y) * exp(w,2)) * y) et

= (top(fn(s[s(y)]22),22), fr(ntp(fn(s[s(y)]2),22))) =

(exp(z,y) * exp(z,2) exp(z,y) * (exp(z,2) * y)
Alors, motH (t,5(y)) = motH(s,s(y)) = exp(z.y

)
) x exp(z,2') et donc
inductif((exp(z,y) * exp(x,2')) * © = exp(x,y) * (exp(x,2’) * x)) =
inductif((exp(z,y) *x exp(x,2")) * 0 = exp(x,y) * (exp(x,2’) * 0)) = VRAI (on a alors
0=0).
e Exemple 6.3.10. (xxy) xexp(x,y) =y * (x x exp(x,y))

Nous avons C1(t) = {¢,2,22} et CI(s) = {£,2,22,222}, ainsi que les termes:
= [n(tls(2)l2) = fn((z +y) * 5(2)) = ((x xy) * 2) + (z + y) et
= [nlsls(2)]a2) = frly * (xx5(2))) =y * ((z * 2) + x)
dont les partitions sont :
= (top(fn(tls(2)]2),2), fr(ntp(fn(t]s(2)]2),2))) = (x * y,(z + y) * 2) et
= (top(fn(s[s(2)]22),22), fn(ntp(fn(s[s(2)]22),22))) = (y * z,y * (v * 2))
Alors, motH (t,2,s(y)) = x * y et motH (s,22,s(y)) = y * x. Or, pour les cas de base:
= [n(t[0]22) = fr((zxy) *0) = 0 et
= fn(s[0]222) = fn(y * (x0)) =0

1. Le cas de base exp(x,y + 0) = exp(z,y) * exp(x,0) se réécrit en exp(x,y) = exp(x,y)-
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Donc inductif((z * y) * exp(x,y) = y x (x * exp(x,y))) = inductif(z xy = y * ).
e Exemple 6.3.11. xxy =y *X
Comme il n’y a ni partition ni motif utilisable, on a inductif(z xy = y x z) =
inductif(GEN(z xy = y x x)) = inductif((y' *x x) + x = s(y) * )
De plus, on a inductif((y' * z) + x = s(y') * ) = inductif(GEN((y' x z) + z =
s(y') x x)) = inductif(s(((y « 2') + ') + 2') = s(((y' * 2') +27) +¢'))
e Nous avons maintenant CH (t) = 12 et C'H(s) = 12, ainsi que les partitions:
= (top(t,1),fn(ntp(t,1))) = (((y' * =) +¢') + 2',5(0))
— (top(s,1),fn(nip(s,1))) = (((¢y' * 2") + 2") +¢/,5(0))
Donc inductif(s(((y/*2") +y') +2") = s(((y/ *2') +2') +¢')) = inductif(((y'*2') +
y)+a' =y x2) + ') +y).
e Nous avons maintenant C'B(t) = 112 et C'B(s) = 112, ainsi que les partitions:
~ (fn(nbt(t,11)),bot(t,11)) = (¢ * 2',(0 +¢') + 2')
~ (fn(nbt(s,11)),bot(s,11)) = (¢ * 2',(0 + ') + ¢/')
Donc, inductif(((y/ *2') +v') +2' = ((y *2') + 2') + ¢') = inductif((0+¢') + 2’ =
(042") +4').
e Comme il n’y a ni partition ni motif utilisable, on a inductif((0 + ') + 2’ =
(0+2")+y") = inductif(GEN((0+y')+2' = (0+2')+y")) = inductif(s((0+2")+y') =
s(0+ ") +9').
e Nous avons alors CI(t) = {g,1,12} et CI(s) = {&,1}, ainsi que les termes:
= [n@s(y")]e = fn(s((0 +2") + 5(y"))) = s(s((0+ 2") +¢")) et
~ f(sls@h = Fa(s(0 + ") + s(y") = s(s(0 + 2") + )
dont les partitions sont :
= (fn(nbt(fn(tls(y")h2),1)),bot(fn(tls(y")2),1)) = (5(0),5((0+ z") +y"))
= (fn(nbt(fr(s[s(y")]),1)).bot(fr(s[s(y")]1),1)) = (s(0),5(0 + 2") +3")
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Alors motH (t,12,s(y")) = motH (s,1,s(y")) = s(0) et donc inductif(s((0+z")+y’) =
s(0 4+ 2") +¢') = inductif(s((0 + 2”) +0) = s(0 + z”") + 0) = VRAI (on a alors
s(0+2") = s(0+ z")).

6.3.2 Analyse des capacités de la méthode

Cette méthode de preuve par induction est générale (dans le cadre des systémes
monomorphiques). En effet nous avons exposé un nombre important de fonction pos-
sédant un type de position permettant un découpage: DP, TP, CP, ou SP (voir
sections 6.1.2, 4.1.2 et ci-dessus).

De plus, cette méthode permet de prouver des théorémes inductifs méme quand
les fonctions présentes n’ont aucun type de position exploitable (voir exemples 6.3.8
et 6.3.9). Elle est donc capable, en combinaison ou non avec une méthode de preuve
par induction « classique », d’achever totalement automatiquement la preuve de théo-
rémes réellement non-triviaux.

Cependant, on peut lui reprocher son caractére « peu naturel » car elle ne res-
semble a aucune autre méthode de preuve. Il n’est en effet pas directement fait appel
aux axiomes mais a une interprétation de l'effet de ceux-ci sur les formes normales

des instances closes.
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Troisiéme partie

Travaux Annexes
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Chapitre 7

Heuristique de généralisation pour les
théories conditionnelles
et ses applications

Dans ce chapitre, nous allons proposer un heuristique de généralisation dans le cas
des théories conditionnelles. Pour cela, nous allons dans un premier temps introduire
les notions relatives a la logique conditionnelle. Aprés avoir décrit ’algorithme de gé-
néralisation, nous ’appliquerons a une série d’exemples. Nous exposerons notamment
un exemple de preuve de contrainte d’intégrité de base de données formalisée par le

calcul de situation.

Comme nous I’avons vu dans la section 1.3, tous les heuristiques existant de géné-
ralisation et de découverte de lemme [BW93, BSvH*93, Wal94a, IB96b, IB96a, KS96|
travaillent sur des conjectures non-conditionnelles. De plus, notre approche, comme
nos méthodes correctes, propose une généralisation juste avant une induction et ne

nécessite donc pas de commencer une divergence pour ’analyser et la corriger.
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7.1 Introduction

Dans cette section, nous apportons les notions nécessaires a la preuve par induc-
tion dans les théories conditionnelles. Aprés avoir défini la notion de théorie condi-
tionnelle nous exposerons des régles de transitions formalisant 'induction dans de

telles théories.

7.1.1 Définitions

Les théories conditionnelles sont formées par un ensemble d’axiomes sous la forme
d’équations conditionnelles et traitent sur des clauses.
Définition 7.1. Une équation conditionnelle noté e; A ... ANe, — e est formée par
— la conjonction des équations ey, ... ,e, appelées prémisses et
— une équation e appelée conclusion
Définition 7.2. Une clause, notée —e; V...V e, Ve, V... Ve, est formée par la
disjonction des équations négatives ey, . .. e, et positives €}, ... el .
Remarque : Une clause peut aussi se noter sous la forme d’une clause de Horn:

etN...Ne, = ejV...Vel,.

Une clause ¢ est une conséquence d’inductive d’'un ensemble A d’axiomes si elle
est valide dans le modéle initial (|[Pad88|); ceci est dénoté A ;.4 ¢. Les conséquences

inductives sont reliées aux conséquences déductive de la maniére suivante :
AEipa—erV...Voe, Ve V... Vel
si et seulement si pour toute substitution clause

Vi <nt.q. AF e implique 3 < m t.q. AF €0
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7.1.2 Reégles de transition pour les théories conditionnelles

L’ensemble initial A d’équations conditionnelles doit d’abord étre orienté, a ’aide
un ordre bien-fondé >, en un systéme de réécriture R.

Par exemple, prenons la théorie A suivante :

( in(c,L) =true = sub(c.l,L) = sub(l,L)
in(e,L) = false = sub(c.l,L) = false
sub(@,L) = true
eq(z,c) =true = in(x,c.l) = true
eq(x,c) = false = in(x,c.l)=1in(x,l)
A= in(z,2) = false (7.1.1)
in(e,l) = true = dif(c.l) = false
in(c,l) = false = dif(c.l)=dif(l)
dif (&) = true
eq(x,r) = true
| true = false =

En comparant les termes dans ’ordre lexicographique généré par la précédence

sub >, dif >,in >,eq >, .>, &

On obtient un ordre lexicographique monotonique et bien fondé > sur les termes.
Par exemple, sub(c.l,L) = sub(l,L) et sub(c.l,L) = in(c,L) et ceci méme quand les
termes ont probablement la méme sémantique ([Der87]). Ainsi tous les axiomes de A

peuvent étre orientés de gauche a droite.

La procédure d’induction, dans le sens de [BKR95, BR95, KR95|, est formalisée
par un ensemble de régles d’inférence appliquées a des paires de la forme (E,H).
E est un ensemble de clauses qui sont les conjectures & prouver, et H un ensemble

d’hypothéses d’induction.



124

Nous étendons simplement la définition des variables d’induction de la section 2.1.2

pour 'adapter aux axiomatisations conditionnelles.

Définition 7.3. Pour une clause C, les atomes de C, sont les termes de I'ensemble
atomes(C) ={t;s | (t=s) € C ou=(t =s) € C}

Définition 7.4. Pour une clause C, x € Vg(C') est une variable d’induction de C' si

x est une variable généralisée! ou si pour toute variable y € Vi(C)

>ooopilat) > > pilyt)

teatomes(C') teatomes(C')

e Exemple 7.1.1. Prenons le systéme de réécriture R basé sur I’axiomatisation A

précédente (7.1.1) ansi que la clause C
in(xz,l) = false Nin(y,L) = true = sub(l,x.L) = false

Les positions d’inductions des différents symboles de fonction de R sont :

f eq | in | sub | dif
PlIr(f) | {} | {2} | {1} | {1}

Le total des poids d’induction, pour chaque variable de C', est

z:04+04+0=0

y:04+04+0=0

[:24+404+2=4

L:04+2+0=2

Donc la seule variable d’induction de C' est donc [.

1. Nous appelons « généralisée » une variable introduite par la régle de généralisation GT' (voir
section 7.2.1).
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7.2 Reégle de généralisation

Dans cette section nous introduisons une nouvelle régle de transition: la regle
« GT ». I’idée essentielle derriére cette régle est de proposer une forme généralisé
d’une conclusion juste avant qu’une autre application de la régle de génération soit

tentée et que le systéme ne diverge.

Comme dans une clause les occurrences du sous-terme a généraliser peuvent étre
multiples, nous définissons, pour plus de clarté le « remplacement » des occurrences

d’un sous-terme par un autre dans une clause.

Définition 7.5. Le remplacement de toutes les occurrences d’un sous-terme a par un

terme b dans une clause C' se note Cla — b].

7.2.1 Transformation Généralisée

Cette regle généralise des conjectures en abstrayant un sous-terme commun non-
trivial dans une position suffixe d’une position d’induction. Un sous-terme est trivial
dans une clause si c’est une variable linéaire (c’est-a-dire dont au plus une seule
occurrence se trouve dans chacun des cotés d’une équation).

La regle GT fonctionne en deux étapes:

1. Elle « Transforme » un des littéraux positifs d’une clause B en une équation dont

les deux cotés partagent un sous-terme non-trivial commun.

2. Puis elle « Généralise » I'équation obtenue en remplacant le sous-terme commun

par une nouvelle variable.

Pour créer le sous-terme commun la régle GT utilise I’hypothése d’induction A de
la conjecture B. Il existe deux raisons principales d’utiliser la clause A. Premiérement,
A est « similaire » & B dans le sens ou certains sous-termes de A peuvent rester

inchangés lors du processus de simplification. Deuxiémement, plusieurs applications



126

de la régle de génération créent souvent le méme motif de divergence. La définition

ci-dessous formalise cette idée:

Définition 7.6. Soit A = PV (I = r) une clause ou x est une variable d’induction

pour A. Soit B = Q V (a[s], = b) une clause dérivée de A. Si

1. sest le plus grand sous-terme non-trivial de B a une position p suffixe d’une position

d’induction de B.
2. il existe une substitution 6 t.q. 10 = d[s], # a[s],, 70 = b et PO subsume Q).
3. A Eina Qs = L]V (a[Ll], = d[L],) pour tous les termes clos L de T'S(R) de méme
type que s.
Alors C' = =Ql[s — z] V (a[z],/u = d[z],/u) ou
— x est une nouvelle variable, dite variable généralisée,
— u < p la plus longue position t.q. a[], = d[]. et Vr(a[l.) N Vr(C) = &,
est une transformation généralisée de B.
Définition 7.7.
GT: (EU{C},H)F, (FEU{T},H)

Si T est une transformation généralisée de C'.

Comme nous ’avons précisé plus haut, la régle GT fonctionne en deux étapes. La
premiére étape construit une équation (a[s], = d[s],) dont les deux cotés partagent
un sous-terme non-trivial commun s. Ceci grace aux trois conditions de la définition.
— La condition 1. identifie un sous-terme non-trivial dans B.

— La condition 2. « rapproche » I’hypothése A de la conjecture B a l'aide de la
substitution 6.

— La condition 3. filtre les clauses obtenues a travers un ensemble représentatif — les
termes clos — du 'ensemble test pour prémunir contre une sur-généralisation non

valide.
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La deuxiéme étape généralise le plus largement possible ’équation obtenue. En
effet prenons une clause C' = P V (c[t], = ¢[s],) telle que vars(c[|,) Nvars(PV (t =
s)) = @, alors A Eina C' si A Eja PV (t = 5)2%

Remarque : Nous ne précisons pas comment retrouver I’hypothése d’induction d’une
conjecture donnée. Cependant, dans I'implantation logiciel d’un systéme de preuve il

est aisé de garder un lien vers I’hypothése d’induction depuis une conjecture.

Exemple détaillé

Prenons la théorie conditionnelle A suivante définissant le tri par insertion (is(l))

ainsi que la fonction perm(l,L) indiquant si une liste [ est la permutation d’une liste L.

( is(e.dl) = ins(c,is(l))
is(0) =0
in(c,L) =true = perm(c.l,L) = perm(l,del(c,L))
A=1q in(c,L) = false = perm(c.l,L) = false (7.2.1)
perm(@,c.l) = false
perm(9,0) = true
| true = false -

L’ensemble test de A est {c.l, @}. Soit la conjecture A =PV (I =r):

perm(Lyis(l)) = true

Une induction sur A donne perm(c.l';is(c.l')) = true, et aprés simplification la conjec-

ture B=Q Vals], =b

in(c,ins(c,is(l'))) = false V perm(l',del(c,ins(c,is(l")))) = true
Nous avons:

1. La position p = 222, avec a[s|z9 = perm(l',del(c,ins(c,is(l')))) et s = is(l').

2. Notons que s'il y a pas de contexte ¢[], commun, la position u peut étre la position ¢.
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2. La substitution 6 de [ par I" avec d[is(I')]; = perm(l',is(l')) =10, r = b = true, et
PO (qui est vide) subsumant Q.

3. A Eing Qlis(l') — @]V (a[@]y = d[@],) >

Si 'on prend la position u = 2, nous obtenons la transformation généralisée C'

in(c,ins(c,X)) = false V del(c,ins(¢,X)) = X

en effet, vars(perm(l',)) Nvars(C) = @.

Remarque : Cette généralisation permet de réécrire le terme perm(l',del(c,ins(c,is(l'))))
en perm(l',is(l")), et ainsi d’utiliser I’hypothése d’induction pour finir la preuve avec
la tautologie true = true. Avec celle de I'exemple 7.2.3, cette preuve forme une véri-

fication de la correction du tri par insertion.

7.2.2 Exemples
Prenons la théorie conditionnelle A (7.1.1) de la section 7.1.2.

e Exemple 7.2.1. dif(l) = true = sub(l,]) = true

Apres la substitution test de [ par xz.l’, la seule conjecture obtenue aprés simplifi-
cation est: in(z,l") = true vV dif(I') = false V sub(l'\x.l") = true

La regle GT propose alors la clause

in(x,Z) =true VvV dif(Z) = false V sub(Z,x.l") = sub(Z,l')

3. Car in(cins(c,@)) = false V perm(l' del(c,ins(c,d))) = perm(l',&) se simplifie par R en
true = false V perm(l',&) = perm(l',2)



Ajoutons les axiomes suivants a A :

r+s(y) =s(x+vy)
zxs(y)=zxy+x
eq(s(x),s(y)) = eq(z,y)
eql0,5(y)) = false

Tz <y=true

x <y= false

e Exemple 7.2.2. in(min(l),l) = true
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r+0=2x

rx0=0

eq(0,0) = true

eq(s(x),0) = false (7.2.2)
— mm(x y.l) = min(x.l)
— in(z.y.l) = mm(y )

mm( g) =

Aprés la substitution test de [ par x.y.l’, la seule conjecture obtenue aprés simpli-

fication est: min(y.l') <z = false Vin(min(y.l'),z.y.l") = true

La regle GT propose alors la clause

7Z <x = falseVin(Z,x.yl') =in(Zy.l'")

Ajoutons maintenant les axiomes de I'exemple détaillé ainsi que les axiomes sui-

vants:
c < x=true =
c<x = false -
eq(z,c) =true —
eq(xz,c) = false —
c<x=1true —
c<x= false =

\

e Exemple 7.2.3. sorted(is(l)) = true

Aprés la substitution test de [ par c.l’,

cation est: sorted(ins(c,is(l))) = true

ins(x,c.l) = cins(z,l)

(
ins(x,c.l) = x.cl
ins(r,0) = .9
del(x,c.l) =1
del(x,c.l) = c.del(z,l) (7.2.3)
sorted(c.x.l) = sorted(x.l)
sorted(c.z.l) = false
sorted(x.) = true
sorted() = true

la seule conjecture obtenue aprés simplifi-
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La regle GT propose alors la clause

sorted(ins(c,Z)) = sorted(Z)

e Exemple 7.2.4. in(x,ins(x,is(1))) = true

Apres la substitution test de [ par c.l’, la seule conjecture obtenue apreés simplifi-
cation est: in(z,ins(x,ins(c,is(l)))) = true

La regle GT propose alors la clause

in(x,ins(z,ins(c,Z))) = in(xins(z,2))

7.3 Preuve de contrainte d’intégrité

Dans cette section, nous montrons comment notre méthode s’applique a la preuve
d’une contrainte d’intégrité d’'une base de données relationnelles. La spécification lo-
gique de la base de données est formalisée par le calcul de situation. Nous commencons
par décrire comment une telle spécification peut étre traduite dans le contexte de la
logique équationnelle. Ensuite nous montrerons comment une telle preuve peut étre
totalement automatisée par nos techniques. Une telle approche ressemble a celle de
[BPST96], mais ici notre but est de montrer que 'on peut prouver une contrainte

d’intégrité non triviale sans aucune interaction humaine.

7.3.1 Spécification logique d’une base de données relationnelle

Le calcul de situation proposé par McCarthy en 1969 ([MHG69|) se donne pour
objectif de donner une représentation logique d’un monde réel ou informatique. Intui-
tivement, le monde étudié n’est pas décrit dans sa globalité mais il représente chaque
état de ce monde par une « situation ». A partir d’une situation initiale, on évolue

vers d’autres grace a des « actions »*. Le but de cette représentation est d’inférer

4. Plus précisément, une situation est la résultante d’une action et d’une situation précédente.
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des formules logiques valides dans toutes les situations, ces formules représentent des

notions de possibilité, causalité ou connaissance du monde étudié.

Le représentation que nous utilisons pour décrire une base de données est celle
proposé par Reiter dans [Rei91, Rei93a, Rei93b|. Cette représentation est issue des
travaux pour les systémes dynamiques pour l'intelligence artificielle. Chaque état
successif d’une base de données est une situation, chaque transaction sur la base est
une action et les relations sont représentée par des prédicats.

[’axiomatisation spécifiant une base de données dynamique contient alors les in-

formations suivantes :

— Des connaissances indépendantes des états de la base sur les objets que manipule

cette base,

Des connaissances sur ’état de la base dans sa situation initiale,

Des pré-conditions sur les différentes transactions affectant la base de données, et

— Les effets de ces transactions sous la formes de prédicats dont les valeurs de vérité

changent suivant les transactions qui ont amené a 1’état courant.

Les contraintes d’intégrité qui sont propriétés vraies quelles que soient les transac-
tions affectant la base sont alors naturellement représentées par des formules logiques
universellement quantifiées sur les situations. Le besoin de raisonner formellement sur
les contraintes d’intégrité a 1’aide de I'induction mathématique est donc directement

issu de la définition récursive des situations.

Types et constructeurs

La base de données que nous nous proposons d’axiomatiser est une version simplifié
de la base de donnée dynamique éducationnelle de [Rei93al. Les types « primitifs »
présents dans cette axiomatisation sont situation (état), action (transaction), student

(étudiant), course (cours) et boolean (booléen).
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Les constructeurs du type situation sont :
1. S0: I’état initial de la base,
2. do(act,s) : la résultante d’une transaction act sur un état s de la base.

Les constructeurs du type action représentent les transactions qui affectent la

base.
1. register(etu,c): Inscription de I'étudiant etu au cours c.
2. drop(etu,c) : Désinscription de I’étudiant etu au cours c.

Les constructeurs du type boolean sont true et false.

true = false = (7.3.1)

Remarque : Les types student et course n’ont pas de constructeurs propres, car
ces constructeurs sont inutiles dans notre étude mais peuvent trés bien étre définis
si-besoin. Nous regrouperons donc ces deux types sous un seul pour plus de lisibilité

des domaines (voir plus bas).

Fonctions définies

Cette base implique deux relations, une dépendante de I’état de la base, et une

indépendante :

1. enrolled(etu,c,s): L’étudiant etu est inscrit au cours ¢ quand la base est dans I'état

s.
2. prerequ(pre,c): Le cours pre est un pré-requis du cours c.

Les prédicats dépendant de I’état de la base sont définis par des « aziomes d’état
sutvant ». Par exemple, le prédicat enrolled est défini par ’axiome implicitement

universellement quantifié signifiant « Un étudiant est inscrit a un cours si et seulement

sl y a été inscrit par la derniére transaction ou sl y é€tait déja inscrit dans [’état



précédent et sl n’y a pas été désinscrit par la derniere transaction ».
enrolled(etu,co,do(a,s)) = (a = register(etu,co))V
(enrolled(etu,do,s) A (a # drop(etu,co)))

Axiome qui peut étre traduit par:

enrolled(etu,co0,50) = false
eqAct(a,register(etu,co)) = true = enrolled(etu,co,do(a,s)) = true
eqAct(a,register(etu,co)) = false A eqAct(a,drop(etu,co)) = true
= enrolled(etu,co,do(a,s)) = true

eqAct(a,register(etu,co)) = false N eqAct(a,drop(etu,co)) = false
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= enrolled(etu,co,do(a,s)) = enrolled(etu,co,s)

(7.3.2)

Ici, eqAct exprime la relation d’égalité sur les transaction (voir [L1o87] p. 79).

eqAct(register(z,c),drop(y,d)) = false
eqAct(drop(z,c),register(y,d)) = false
x #y = eqAct(register(xz,c),register(y,d)) = false
r=yAc#d = eqAct(register(x,c),register(y,d)) = false
(y,d)) = true
x #y = eqAct(drop(z,c),drop(y,d)) = false

r=yAc#d = eqAct(drop(x,c

( (
( )
( (
( (
v =yAc=d = eqAct(register (v,c),register
( )
( ). drop(y,d)) = false
( )

r=yAc=d = eqAct(drop(x,c

(7.3.3)

Comme nous l'avons vu ci-dessus, les transactions ont des pré-conditions qui

doivent étre satisfaites avant que la transaction affecte la base. Ces pré-conditions

sont représentées par deux fonctions poss et reach a valeur booléenne. poss(act,s)
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indique si une transaction act est possible dans I’état s et reach(s) indique si P'état
s est atteignable (c’est-a-dire s'il est la résultante uniquement d’une série d’actions

possibles). Ceci donne les axiomes suivants :

reach(S0) = true
poss(act,s) = true = reach(do(act,s)) = reach(s) (7.3.4)
poss(act,s) = false = reach(do(act,s)) = false

Pour plus de lisibilité et de simplicité nous assumons qu’il est impossible de dés-

inscrire un étudiant. La pré-condition de 'action drop s’exprime donc ainsi:

poss(drop(etu,co),s) = false (7.3.5)

Traduction des quantificateurs

Les formules logiques utilisées par Reiter aussi bien les pré-conditions et les effets
des transactions que les contraintes d’intégrité peuvent étre quantifiés. Par exemple,
voici la pré-condition « On peut inscrire un étudiant & un cours si et seulement s’il

est inscrit a tout les pré-requis du cours » :
poss(register(etu,co),s) = Veo' (prerequ(co’,co) = enrolled(etu,co’))

Pour traduire cette formule logique, nous introduisons la notion de quantificateur
borné développé par Boyer et Moore dans [BM79]. Ceci est possible car il existe un
nombre fini d’objets présents dans la base dans chaque état de la base de données.
On introduit donc une fonction dom(s) représentant le domaine des objets présents
dans la base a I’état s. Cette fonction est du type list dont les constructeurs sont . et

@. Le premier argument du constructeur . est du type unifié course/student®.

5. Si’on désire séparer les deux types on peut introduire un type abstrait 7" dont les constructeurs
sont alors st(etu) et ct(co) prenant un étudiant ou un cours pour former un objet de type 7.
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dom(S0) = @
dom(do(register(etu,co),s)) = etu.(co.dom(s)) (7.3.6)

dom(do(drop(etu,co),s)) = etu.(co.dom(s))

Remarque : Le domaine de I’état initial est ici vide mais il pourrait contenir tous les

cours définis.

Nous pouvons alors définir la pré-condition de I'action register a ’aide du quan-

tificateur borné ball :
poss(register(etu,co),s) = ball(etu,co,s,dom(s)) (7.3.7)

dont la définition est:

ball(etu,co,s,) = true
prerequ(x,co) = false = ball(etu,co,s,x.d) = ball(etu,co,s,d)
prerequ(x,co) = true A enrolled(etu,x,s) = false =
ball(etu,co,s,x.d) = false 738

prerequ(x,co) = true A enrolled(etu,x,s) = true —

ball(etu,co,s,x.d) = ball(etu,co,s,d)

7.3.2 Preuve de la contrainte d’intégrité

Toutes les définitions ci-dessus (de 7.3.1 & 7.3.8) peuvent étre regroupées en un
systéme de réécriture R orienté par I'ordre lexicographique de simplification basé sur

la précédence

reach > poss > ball > enrolled > dom > eqAct > prerequ

> do > S0 > register > drop > . > & > true > false
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L’ensemble test de ce systéme est
TS(R) = {true, false, do(register(zx,y),s), do(drop(z,y),s), &, c.l}

Les positions d’inductions de fonctions définies du systéme de réécriture R sont :

f reach | poss | enrolled | prerequ | eqAct | dom | ball

Plr(f) | {1} | {1} | {3} {2y {1} | {4

La contrainte d’intégrité dont nous allons dérouler la preuve signifie: « Pour tout

état atteignable de la base, st un étudiant est inscrit a un cours alors il est inscrit a

tous les pré-requis de ce cours ». Cette contrainte peut se formuler ainsi:

reach(s) = true A enrolled(etu,co) = true A prerequ(co’,co) = true

(7.3.9)
= enrolled(etu,co',s) = true

En utilisant la régle d’inférence « complément »® on obtient :
reach(s) = false V enrolled(etu,co,s) = false V prerequ(co’,co) = false
V enrolled(etu,co',s) = true
La seule variable se trouvant en position d’induction est s. On effectue donc une
induction sur s, ce qui donne:
reach(S0) = false V enrolled(etu,co,S0) = false V prerequ(co’,co) = false
V enrolled(etu,co',S0) = true
reach(do(register(x,y),s')) = false V enrolled(etu,co,do(register(x,y),s')) = false
V prerequ(cd’ ,co) = false V enrolled(etu,co' do(register(z,y),s’)) = true
reach(do(drop(z,y),s')) = false V enrolled(etu,co,do(drop(z,y),s')) = false
V prerequ(co’,co) = false V enrolled(etu,co’ ,do(drop(x,y),s')) = true

La premiére et la troisiéme conjecture sont simplifiées en tautologies respective-

ment a l'aide des définitions de enrolled (7.3.2) et de reach et poss (7.3.4 et 7.3.5).

6. Voir définition formelle des régles d’inférence dans [BKR95].
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La deuxiéme conjecture est simplifiée par cas en”:
reach(s') = false V enrolled(etu,co',s") = false V prerequ(co’,co) = false
V ball(etu,co,s' ,dom(s")) = false
Ici, la seule variable d’induction est s'. Les conjectures générées par les éléments

de I'ensemble test SO et do(drop(z',y’),s") sont encore simplifiées en tautologies. La

conclusion d’induction générée a partir de do(resister(z',y’),s") est simplifiée en:

reach(s") = false V enrolled(etu,co',s") = false V prerequ(co’,co) = false V
ball(etu,co,do(register(x'y'),s"),dom(s")) = false V prerequ(y’,co) = true
Nous appliquons maintenant la régle G'T" qui construit I’équation

ball(etu,co,do(register(x’y'),s"),dom(s")) = ball(etu,co,s" ,dom(s"))

Le sous-terme commun est dom(s”) et la clause proposée est donc:
reach(s") = false V enrolled(etu,co',s") = false V prerequ(co’,co) = false V
ball(etu,co,do(register(x'y'),s"),Z) = ball(etu,co,s",7Z) V prerequ(y’,co) = true
Cette clause peut étre orientée pour former la régle de réécriture
reach(s") = false A enrolled(etu,co',s") = false A prerequ(co’,co) = false A

prerequ(y’,co) = true = ball(etu,co,do(register(x’,y'),s"),Z) — ball(etu,co,s",7)
(7.3.10)

La variable d’induction de cette clause est Z car c’est une variable généralisée (voir

définition 7.4). Les conclusions d’induction sont alors
reach(s") = false V enrolled(etu,co',s") = false V prerequ(co’,co) = false V
ball(etu,co,do(register(x'y'),s"),@) = ball(etu,co,s" @) V prerequ(y’,co) = true
reach(s") = false V enrolled(etu,co',s") = false V prerequ(cod’,co) = false V

ball(etu,co,do(register(x'y'),s"),c.l) = ball(etu,co,s",c.l) V prerequ(y’,co) = true

7. Les tautologies résultant des ces simplifications par cas ayant été supprimées.
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Ces équations sont simplifiées en tautologies grace a la définition de ball (7.3.8)

et & ’hypothese d’induction (7.3.10).
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Chapitre 8

NICE: Un systéme de preuve

Dans ce chapitre, nous allons décrire le logiciel NICE (“ Nice Induction for Conditio-
nal Equations”). Ce logiciel implante les méthodes et les heuristiques présentés dans
ce manuscrit. La méthode de preuve par induction utilisée est 'induction implicite
dans le sens de [BKR95, BR95|. Ce systéme présente donc des similitudes avec le
logiciel SPIKE ([BKR92]).

Notre but en développant ce logiciel, n’était pas de rajouter un systéme de preuve
parmi les relativement nombreux existants, mais de tester nos méthodes. Néanmoins,
ce logiciel c’est révélé au fur et & mesure de son évolution, satisfaisant du point de
vue de son interface et de son efficacité. Nous avons donc choisi de le présenter en fin

de ce manuscrit.

Dans un premier temps, nous retracerons les raisons qui nous ont amené a conce-
voir ce logiciel. Nous exposerons ensuite I’ensemble de ces fonctionnalités. Enfin, nous

montrerons quelques « captures d’écran » retracant le déroulement de preuves.

En annexe de ce manuscrit, le lecteur trouvera quelques spécifications (c’est a dire

des axiomatisations) écrites pour NICE et quelques « traces » de preuves réalisées.
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8.1 Historique

En 1999, une premiére version purement textuelle de ce logiciel a été implanté en
langage C. Ce langage de programmation fut choisi pour des raisons d’efficacité. Nous
y avons intégré les heuristiques de généralisation et de choix des variables d’induction
(voir sections 2.1.2 et 7.2.1). Nous n’avons pas choisit de modifier un logiciel de preuve
existant car nous trouvions ces logiciels trop lents. De plus, nous avons trouvé leurs
« codes » ! trop obscures & appréhender car relativement peu commentées.

Pour permettre une meilleur interaction avec I'utilisateur nous avons décidé d’ajou-
ter une interface graphique. Comme la construction d’une telle interface est une chose
peu aisée et peu portable en C, nous somme passé au langage JAVA. En effet, ce lan-
gage possede comme atouts une plus grande facilité de développement des interfaces
graphiques et une meilleure portabilité entre les différents systémes d’exploitation. De
plus, une documentation précise et agréable de la bibliothéque sur laquelle est basé
I'implémentation peut étre générée grace a ’outil javadoc.

Dans cette version, nous avons implanté toutes les définitions et notions présentes
dans ce manuscrit. NICE est en autres, capable de vérifier 'orientation d’un systéme
de réécriture ainsi que reconnaitre automatiquement si un systéme donné est mo-
nomorphique. Il calcule les positions d’induction des fonctions apparaissant dans un
systéme quelconque et applique I’heuristique de sélection des variables d’induction.
I1 utilise soit ’algorithme calculant des généralisations correctes soit I’heuristique du
chapitre 7 selon le type de systeme de réécriture. Il implante aussi ’algorithme basé
sur la partition de termes tel qu’il se trouve a la section 6.2.1. Il contient a I’heure ac-
tuelle, 46 classes et prés de 8000 lignes de code (commentaires inclus) et est disponible

a I’addresse web :

http://www-sop.inria.fr/coprin/urso

1. Particuliérement celui en 1isp de RRL et dans une moindre mesure, celui en caml de SPIKE
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8.2 Fonctionnalités

Le logiciel NICE se présente sous deux formes. La premiére, purement textuelle,
est appelée depuis la ligne de commande et lance directement la preuve d’une

(ou de plusieurs) conjecture(s) donnée(s).

Ol Terminal <2- RPN

;Eile Cptions  Help

matrianne® java Mice -text specdadd,spec specsadd,conj _:J
Specification of addi
[0 = + 0O =k x
[1] = + =iyd —F =0x + Yyl
[2] » # O —F O
oM osY) =k O Moyl +om
KoM OO o+ M) = (o ¥ox) o+ (x oM oxd:

#uxMs Generalize

 o# thl + nod = Gx ¥ pld + Ox o# opdd

wnmss Generate x # (il + ndd = (x ¥ ndd + (x o# ono)
oM (ndl + ) o= Ok oM onld + (wo o 0)

® M (nl + sCn22) = (ko ®onld + (x o® os(nZh)

wsmss Simplify
Chy 9] = # nl = x % nld + Cx o ® O
[hy 11 = # =Cndl + n2d = x ® nld + (x ® s(nZ222
wusms Simplify
[hy 2] = # nl = tx # nld + O
Chy 3] tx % (ndl + n2d2 + x = (x ¥ pl) + (x # s(n22d
wasms Simplify
Chy 9] = # nl = = # nl
Chy HI Cix # nld + (x % 022 + 2 = (x ¥ nld + (x ¥ sCnZa2
MM Remowve
® ¥l = x ¥ ol
Clx ¥ pld + O ¥ n2) o+ ow o= (xoE opld + (x ¥ os(nZdi:
s Simplify
Chy 3] odx % ndld + Cx ® n2dd + = (1 ¥ nld + (0w ® N2 + o=l
wumms Generalize
thd + (x ¥ N2 + 3 = nd + Clx oM opR2) + n32
wnmrs Generate (nd + Cx ¥ RZ22 + 3 = nd + (ko ¥ nZ) + R332
thd + Cx o#on2Zi2 + 0 = nd o+ (ko ® opZd + 00
thd + (x o# N2 + sinE) = pd + Ok o RZ) + 20N

wmrs Simplify
Chy 2] nd + Cx ¥ p2Z) = nd + (0w ¥ p2) + 02
[hy 17 =dind + Cx # n222 + 1B = nd + (0w # 22 + sCnBX2
s Simplify
Chy 2] nd + Cx ¥ RZ) = nd + (x % pZ)
Chy HI =cnd + C0x # n2d + nGar = nd + (dx ® n2d + sinSal
wssms Remove

nd + Cx ¥ n2) = nd + O ¥ o2
sthd + (0x ¥ 122 + RE3) = nd + C0x ¥ onZ) + sCnGig
s Simplify
[hy 17 =ind + Cix # n2) + 1522 = nd + s00x # R2) + nEY
s Simplify
Chy 11 =ind + C0x # n2d + nBa2 = sind + (dx # n2) + N2l
wssss Remove

sthd + (0x ¥ N2 + nEx) = sind + (0w ¥ onZ) + nEl
wesimnm Fipish swesas
mariannel B

14
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Cette forme permet aussi I'utilisation de I’algorithme de partition de termes. Les
types de positions d’arguments des différentes fonctions sont affichées puis, si le

systéme est monomorphique, la preuve est lancée.

= -« I <

;Eile Cptions  Help

marianned java Mice -split specdadd,spec specadd,conj _:J
Specification of addi

L] w0 + 0 =3

[1] = + siyd —F =six + Y2

[2] = % O =3 0

[3] x # siyd —F (x ¥ y) + x

[4] Sumidd =% 0

[5] SumCscxidd —3 stxd + Sumixd

[&] ISumid, 9) -y

[7] ISumisdxs, yd -k ISumix, sy + xdd

NI £ o e R S
3 = e

ISum : DF t 2

Sum ¥

LI

=t RA 1

Sumixy = ISumix, O3
##### Patterns

(Base Case } Sum{od = ISumdd, O ===ksix) = 500 + wd
HH#H##4 Split

lhs = 5002 = = rhs = s00) m O+ x === o= 0o+ ow
H#H##4 Split

lhs = = = O rhs = x m O ===k 0O =10

#H#### Remowve

0o=10
#HHHE Finish ##HH# |
marianned B -

Sous sa forme graphique, le logiciel NICE présente d’abord une fenétre permettant
le choix des fichiers contenant la spécification et les conjectures ainsi que 'appel

des différentes composantes du logiciel.
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il NICE B ElR

Specification Conjecture
Choose Files ' Launch

Compile .
Specification |spec,‘add.spec | Browse...
[ Proof...

Conjecture |spec,fadd.conj | Browse...
Splitting...

~Properties:

Rewrite Rules H Positions H Test Sat || Monomaorphic ‘

Chaque bouton situé en bas de la fenétre décrit une propriété de la spécification

calculé automatiquement par NICE.

X [iest sets X X Axioms List X

[nat] [, ()] Specification of add: X Special posititions %
[0 x4+ 0-> x +:DF:1 TP: 2
[1] 2 + siy) -= si{x + y) Ern@ER R

X = [2]lx*0-=0 |Sum  DP: 2

X Induction Positions X R S

[ [4] SumiQ) -> O o:

1Sum : [1] [5] Sumis(x)) -= s(x) + Sumix) s:RA:1

=il [B] 15umIiD, ¥} - ¢

+ (2] [F1 15umis D, w) —= 15umix, siy + )

Le logiciel propose une édition interactive des spécifications et surtout des conjec-

tures sous forme d’un éditeur spécifique.
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Sl Edit Conjecture ord2.conj <2= S
File
Conjectures

sorted(is{li) = true;
permil, is{) = true;

-Lemmas

apd, nily = I

Cover 5ets

nat |D S0}

|

|
bonl |True False |
|
|

list |nilc.|

Cet éditeur permet aussi de sélectionner les lemmes qui seront pris en compte
lors de la tentative de preuve. L’utilisateur peut choisir des ensembles couvrants
pour chaque type présent dans la spécification, mais si il ne le fait pas, le logiciel

calculera automatiquement des ensembles tests.

Remarque : Les fichiers contenant les spécifications ou les conjectures sont des

fichiers de textes manipulables aussi par les éditeurs de fichiers classiques.

8.3 Déroulement des preuves

Les tentatives de preuves effectuées grace a I'induction implicite avec généralisa-
tions ou grace a ’algorithme de partition de termes se déroule dans une fenétre

particuliére.



e Proofruon |
“ one step > gen step & finish ‘stnp tclnse expart

ard(apil, m)) = True =% ordil) = True;
FeREr Ceperate ord() = True, ord{ap(l, m)) = False
ard(nil) = True, ard{apinil, m)) = False
ard(nd . 10) = True, ordiap(no . 10, m)) = False
reRE Cimplify
[by 7] True = True, ord(apinil, m)) = False
[by €] ord{n . 10) = True, ord(n0 . ap(l0, m)) = False
#EREE Remaove

True = True, ard(apinil, m)) = Falsel
ardind . |0) = True, ard{nd . apl0o, m)) = False;
teREt Cenerate ard(n® . 100 = True, ard(nd . aplo, mh = False
ardind . nill = True, ordin® . apinil, m)) = False
ardind . (nl .11 = True, ard{nd . apinl . |1, m) = False
R Simplity
[by €] True = True, ordind . apinil, mi} = False
[by &] ord(nd . {nl.I1% = True, ordi{nd . {nl. apil, mi)) = False
#RAEE Remaove

True = True, ord{nd . apinil, mi = False
ordind . (nl .1 = True, ord{nd . {nl. apfll, mi) = Falseg;
e Cace Simplify
[by 4] nO <= nl= True == ord{nl . |1} = True, ordind . {(nl1. ap{ll, m)}) = False
[by 5] N0 <= nl = False => False = True, ord{n0 . {(nl. ap{l, mi) = False
Rt Simplify
[by 4] ord{nl . |1) = True, ordinl . ap{ll, m) = False, n0 <= nl = False
[by 5] False = True, False = False, n0 <= nl = True

[4]

[¥]
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L’utilisateur peut dérouler la tentative de preuve étape par étape. Une étape est

constituée d’une simplification, d’une suppression de tautologie, d’'une réécriture

par cas, ou d’une généralisation dans le cas de I'induction « classique ». Pour

la partition de termes, une étape est soit une simplification par découpage, soit

une simplification par motifs, soit une suppression de tautologie. La preuve peut

aussi étre déroulée jusqu’a la prochaine induction (régle de « génération ») ou

directement jusqu’a la fin.

Grace a la présence des threads dans la bibliotheque du langage JAVA, plu-

sieurs tentatives de preuves peuvent étre lancées en méme temps sur plusieurs

conjectures différentes.
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8.4 Limitations et perspectives

Le logiciel NICE, bien que implantant complétement deux méthodes de preuve
par induction (implicite et partition de termes), ne contient pas certains outils
qui sont présents habituellement dans ce genre de logiciel. Notamment, aucune
technique de complétion automatique (ou semi-automatique) n’est fournie pour
transformer une spécification en un systéme convergent sur les termes clos. Il n’est
pas non plus capable de vérifier si un systéme de réécriture est suffisamment
complet et de proposer si-besoin, les régles manquantes?. Cependant il peut
vérifier la terminaison d’un systéme si 'utilisateur lui fourni une précédence sur
les symboles de fonctions présents dans la spécification.

La bibliothéque du logiciel NICE posséde une documentation importante sous
forme de pages HTML. De plus, I'ensemble de ses composants est destiné & étre
disponible sur internet. Nous encouragerons donc toutes suggestions d’amélio-
rations ou contributions. Toutefois, son but n’est pas de devenir un « grand »

logiciel de preuve mais juste une plate-forme de tests ouverte.

2. Contrairement aux logiciels RRL et SPIKE.
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Conclusion

Tout d’abord, nous tenons a préciser que nous avons présenté les premiers tra-
vaux proposant des généralisations correctes. De plus, pour la premiére fois, ces
généralisations portent sur des équations contenant de chaque coté, trois ou plus
occurrences d'une méme variable ainsi que des équations basées essentiellement

sur la multiplication.

Comme nous ’avons expliqué a la fin des chapitres 5 et 6, les limitations de nos
contributions principales sont dues a celles inhérentes aux systémes monomor-
phiques.

Rappelons que la premiére caractéristique de ces systémes est la convergence
sur les termes clos et la complétude suffisante. Ces propriétés sont pourtant
requises par de nombreuses méthodes de preuve (particuliérement pour assurer
la complétude réfutationnelle) et sont naturelles si 'on définit une axiomatisation

de maniére structurelle.

La deuxiéme caractéristique est la limitation a un seul argument du méme type
pour chaque constructeur. Méme si’on peut ainsi représenter des structures telles
que des listes d’entiers, on ne peut pas appréhender les structures en graphes.
Cependant, pour autant que nous le sachions, aucun heuristique n’a proposé des

généralisations portant sur des graphes non-triviaux.

La troisiéme caractéristique est la limitation a une seule constante par type. Nous

croyons que cette limitation est la plus « génante », car elle nous empéche de
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manipuler des types booléens et des prédicats. En effet, il est difficile d’étudier la
structure des formes normales des instances closes quand celles-ci ne peuvent étre
que vrai ou faux. Dans ce cas, seuls les heuristiques présentés dans la section 1.3

et celui proposé dans le chapitre 7, se révelent efficaces.

Le premiére proposition visant a étendre nos travaux est donc de dépasser ces
limitations, peut-étre en s’inspirant des notions de co-réductibilité (voir, par
exemple, [Kou92|). Nous pensons que I'unicité de la position contenant la constante
dans un terme clos est moins important que 'unicité de la forme normale des
termes non-clos.

Nous proposons aussi d’étendre le nombre de types d’arguments libres et la dé-
finition de ceux existants. En effet, de nombreuses définitions de fonctions (exp,
double, length, ...) ont un argument qui est libre mais qui n’est pas formellement
identifié par nos définitions. Nous avons intentionnellement limité ces définitions
pour assurer une meilleure lisibilité des définitions et des preuves.

La derniére proposition est plus théorique. Il s’agit d’étudier formellement les
limites des généralisations correctes. Il conviendrait d’essayer de comprendre ce
qui peut étre appris, en avance, sur les formes normales des instances closes des

termes a partir des seuls axiomes.
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Résumé

L’un des plus importants défis pour I'induction est de mécaniser le plus possible la régle-
w. En d’autres termes, un systéme de preuve ne peut pas étre réellement automatique
si plusieurs interactions humaines — telles que ’apport de lemmes, de généralisations,
ou de schémas d’induction — sont nécessaires pour prouver des théorémes (particuliére-
ment des théorémes non-linéaires). En fait, les systémes de preuve et les contributions
théoriques les plus avancées, soit ne proposent pas de régles permettant une spéculation
correcte de lemme ou de généralisation, soit évitent ’appellation « automatique » pour
préférer celle de « vérificateur de preuve ».

Dans cette thése, nous proposons des apports aux méthodes de preuve par induction
dans le sens d’'un plus grande automatisation. Ces apports sont constitués de deux
heuristiques efficaces et surtout de deux algorithmes corrects. Le premier heuristique
introduit une nouvelle définition des variables d’induction. Le second est une régle de
généralisation pour les théories conditionnelles . Le premier algorithme calcule des géné-
ralisations correctes pour des théories non-conditionnelles. Le second est une méthode
d’induction originale — la « partition de termes » — permettant la preuve automatique
de théorémes inductifs.

Mots clés: Induction mathématique, Preuve automatique, Généralisations, Logique
équationnelle.

Abstract

A major challenge for induction is to mechanize the w-rule as much as possible. In
other words, a theorem prover cannot be truly automatic if many human interactions —
such as lemmas, generalizations, or induction schemes — are needed to prove theorems
(particularly non-linear theorems) that seem trivial for any human. Actually, the most
advanced induction theorem provers and theoretical contributions either do not provide
sound rules speculating lemma, or generalization or simply prefer appellation “proof-
checker” instead of “automatic prover”.

This thesis essentially proposes enhancements to mechanize mathematical inductive
proofs methods. These enhancements are composed of two efficient heuristics and,
mainly, two sound algorithms. The first heuristic provides a new definition of induction
variables. The second is a generalization rule for conditional theories. The first sound
algorithm computes sound generalization for unconditional theories. The second is a
completely new method — “term partition” — to prove inductive theorem.

Keywords: Mathematical Induction, Automated Reasonning, Generalizations, Equa-
tional Logic.



