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Chapitre 1

Introduction

Ce m émoire r ésume mes travaux sur la d écennie (entre 1994 et 2003) suivant ma thèse de doctorat
qui était consacr ée aux champs de Markov en analyse d’image et fut soutenue en d écembre 1993. Ces
travaux ont vu le jour dans diff érents laboratoires d’accueil :

– Laboratoire Image - T él écom Paris

– Universit é Catholique de Louvain (K.U.Leuven

– Projet Pastis - INRIA Sophia Antipolis

– Institut Max Planck pour les Neuroscience - Leipzig

– Projet Ariana - INRIA Sophia Antipolis

La diversit é des laboratoires d’accueil a permis de traiter de plusieurs applications sur diff érents types
d’images parmi lesquelles :

– La binarisation d’empreintes digitales

– La segmentation d’IRM du cerveau

– La restauration d’angiographies c ér ébrales

– La d étection des r égions d’activation en IRM fonctionnelle

– La d étection des espaces de Virchow Robin à partir d’IRM

– La segmentation d’images satellitaires

– L’extraction et la caract érisation des tissus urbains

– L’extraction des r éseaux routiers

– La reconstruction du bâti

Du point de vue m éthodologique, ces travaux s’inscrivent dans le cadre des m éthodes stochastiques
pour l’analyse d’image. Une première partie traite des champs de Markov et s’inscrit dans la lign ée de
mes travaux de thèse. Nous apportons ici quelques contributions à la mod élisation, à l’estimation des
paramètres, et à l’optimisation qui repr ésentent les trois piliers d’une approche par champs de Markov en
traitement des images. Les champs de Markov sont alors d éclin és sur un grand nombre d’applications.
Nous montrons ainsi la g én éralit é de l’approche markovienne tant sur le plan des applications abord ées
(texture, segmentation, restauration,...) que sur celui des images trait ées (IRM, IRMf, satellitaires optique
et radar,...). Cette première partie se conclut sur les limites des champs de Markov. Nous constatons la
difficult é d’int égrer des contraintes g éom étriques fortes à partir d’interactions locales sur des variables
al éatoires pix éliques. Cette limite prend toute son importance pour traiter des images à haute ou très
haute r ésolution. La notion d’objet est alors un apport essentiel pour la mod élisation g éom étrique des
structures recherch ées en analyse d’image. Cette notion d’objet n’est pas totalement incompatible avec
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les approches markoviennes si nous consid érons les champs de Markov sur graphe. Dans ce cas, les ob-
jets peuvent être repr ésent és par les noeuds du graphe. A ces noeuds sont associ és des attributs al éatoires
mod élisant la g éom étrie de l’objet. Les arêtes du graphe permettent de mod éliser des interactions entre
objet. Le problème est alors de d éfinir le graphe sur lequel est d éfini le champ de Markov. En outre,
cela requiert la connaissance du nombre d’objets et de la localisation des interactions (donc implicite-
ment la localisation relative des objets). Ce type d’approche a donc essentiellement ét é propos é pour
obtenir des algorithmes multi- échelle ou encore pour la s élection d’objets parmi un ensemble de candi-
dats. Malheureusement, pour un grand nombre de problèmes, le nombre d’objets et leur inter-relations
ne sont pas connus. Cela n écessite donc un modèle permettant de g érer un nombre al éatoire d’objets,
tout en contrôlant leur g éom étrie et leur localisation. La deuxième partie de ce manuscrit est consacr ée
à de tels modèles. Ce sont les processus ponctuels marqu és qui consistent à d éfinir une densit é relative-
ment à la mesure de Poisson. Chaque point repr ésente un objet sous-jacent dont la g éom étrie est d ériv ée
de la valeur des marques du points. La densit é permet de d éfinir des interactions entre objets voisins.
Nous montrons diff érentes applications des processus ponctuels marqu és pour des problèmes d’analyse
d’image. Ces applications sont class ées suivant le type d’objets recherch és (ponctuels, lin éiques ou surfa-
ciques). Nous montrons le potentiel de cette approche et sa g én éralit é. Nous montrons également qu’une
implantation pratique des algorithmes d’optimisation associ és à de tels modèles est faisable avec un
temps de calcul qui, bien que plus lourd que pour les m éthodes markoviennes, reste raisonnable.
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Chapitre 2

Les champs de Markov

2.1 Généralités : A priori ou modèle de texture

2.1.1 Définitions

Introduction aux champs de Markov- Soit
�������

la trame de l’image. Chaque site �	� � prend
ses valeurs 
�� dans l’espace d’ états  . Nous consid érons un champ al éatoire ������������������� ��!#" . Ce
champ est dit markovien si et seulement si :$�% �&�'
�� " �)( � �*� � ! � % ",+.- (2.1)$/% �&�'
�� " �)( � � $ �0� � �1! �'
��32 
54 �76 � �98;: �=< " � ! �'
/�>2 
54 �76 �@?�� " (2.2)

où ?�� est un ensemble fini de sites appel é voisinage de � tel que :$ �A� � � �CB�@?�� (2.3)$ ��� �76D" � �FE � �G�@? 4IH 6 �J? � (2.4)

Le th éorème d’Hammersley-Clifford permet d’ écrire un champ de Markov sous la forme d’un champ
de Gibbs : ! � % " � KL�MONQP 8@RS (UT ?

S
�'
/� � �A�@V "D� (2.5)

où
L

est la constante de normalisation appel ée fonction de partition, W est l’ensemble des cliques V , une
clique étant un ensemble fini de sites deux à deux voisins et ?

S
est un potentiel agissant sur la clique V .

Le premier domaine d’application des champs de Markov concerne la mod élisation et l’analyse de
textures [CJ83, Gra87, Gim99]. Une texture est, dans ce cadre, consid ér ée comme la r éalisation d’un
champ de Markov. Les paramètres du modèle (cliques et potentiels) sont alors caract éristiques de la tex-
ture consid ér ée. Un voisinage étendu et une formulation g én érale des potentiels permet donc de mod éliser
fidèlement un grand nombre de textures r éelles.

De nombreuses applications considèrent des modèles moins g én éraux pour pouvoir d ériver des esti-
mateurs des diff érents paramètres qui soient robustes et pr écis. Le but alors n’est pas tant de mod éliser
fidèlement une texture mais d’extraire un paramètre discriminant pour caract ériser un objet ou un milieu
par rapport à son environnement. Nous verrons par la suite ce type d’approche pour l’extraction et la
caract érisation de milieux urbains.

Le second grand domaine concerne l’utilisation des champs de Markov comme modèles a priori
pour r ésoudre des problèmes inverses tels que la segmentation ou la restauration d’image [Bes74, GG84,
CJ93]. On se place ici dans un cadre bayesien. Si X repr ésente les donn ées, on cherche alors à op-
timiser la loi a posteriori

! � % 2 X " , ce qui revient après application de la règle de Bayes à optimiser le
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produit
! � % "�! � X*2 % " . Le modèle a priori

! � % " permet d’injecter des connaissances, telles que des pro-
pri ét és d’homog én éit é spatiale, sur la solution. Ce terme est souvent mod élis é par un champ de Markov.
Nous donnons dans le paragraphe suivant un exemple classique de cette approche pour la segmenta-
tion d’image. Le terme de vraisemblance

! � X 2 % " reflète les connaissances que l’on a sur les donn ées
(modèle du capteur, modèle des classes). Ce terme peut être vu comme un champ externe non homogène.

Simulation et optimisation- L’utilisation des champs de Markov requiert des outils de simulation.
Dans le cadre des modèles de texture, nous avons besoin de g én érer des r éalisations du modèle pour
l’analyse comme pour la synthèse. Pour r ésoudre un problème inverse, nous devons optimiser la loi a
posteriori c’est à dire estimer la r éalisation qui maximise un certain critère, le critère le plus r épandu étant
le Maximum A Posteriori (MAP) qui consiste à maximiser la loi elle-même. Pour ce faire l’outil tradi-
tionnel est l’approche MCMC c’est à dire les m éthodes de Monte Carlo par chaı̂nes de Markov [Rob96].
L’algorithme de Metropolis-Hastings est, parmi ces m éthodes, une des plus populaires. Cet algorithme
it ératif consiste à proposer une modification de la configuration courante suivant un certain noyau de
proposition, et à accepter cette nouvelle configuration avec une certaine probabilit é d épendant du noyau
de proposition et du modèle � � % " à simuler :

Algorithme 1. Metropolis-Hastings

1 Initialiser la configuration
%������

de façon aléatoire, � � -
2 Pour chaque pixel � de l’image :

– Tirer une nouvelle valeur �
	�� pour 
 � ( 
�� ayant la valeur courante V��� ) suivant la loi :� � % �&�'
/� � V��� � 
54 �76��� � "�� %�� � �'
/� ���
	�� � 
�4 �76��� � " "
– Accepter cette nouvelle valeur avec la probabilité :

� ����� � ! K � � � % � � % "� � % � % � " � � % � "� � % "#"
3 Si convergence stop sinon �%$&��' K

et retour en 2.

Les deux algorithmes les plus r épandus sont l’algorithme de Metropolis pour lequel :

� � % � �'
/� � V��� � 
54 �76��� � "�� %(� �&�'
�� ���
	)� � 
54 �76*�� � " " � K+),.-0/ �  "
et l’ échantillonneur de Gibbs pour lequel les sites sont visit és dans l’ordre lexicographique et :� � % � �'
/� � V��� � 
54 �76��� � "�� % � �&�'
�� ���
	)� � 
54 �76*�� � " " � � �'
��>2 
�4 �76 �@?�� "01

Pour obtenir le MAP, dans le cadre d’une optimisation, l’algorithme d’ échantillonnage est int égr é
dans un recuit simul é :

Algorithme 2. Recuit simulé

1 Initialiser la configuration
%������

de façon aléatoire et la température 2 � , �*� -
2 Faire une itération sur toute l’image de l’algorithme d’échantillonage pour la loi � � % "436587
3 Si convergence stop sinon �%$&��' K

, 2:9.; 3 �=< �>2?9 " et retour en 2.

où < �>2 " est une loi de décroissance de la tempérarure (logarithmique en théorie, souvent géométrique
en pratique).
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� � - 1�� � � K 1 - � � K 1�� � ��� 1 -
TAB. 2.1 – Simulations du modèle de Potts

2.1.2 Modèle de Potts et attache aux données gaussienne

Nous d éveloppons ici un modèle classique pour la segmentation d’image en nous plaçant dans un
cadre bayesien.

Segmentation par un modèle de Potts- Le modèle de Potts est largement utilis é comme a priori à
des fins de segmentation [DE87, SR92]. Il permet, en effet, d’imposer des contraintes d’homog én éit é
spatiale sur l’image segment ée. C’est un modèle à interactions par paires. Un système de voisinage est
d éfini (par exemple 4 ou 8 connexit é). Les cliques sont alors constitu ées de paires de pixels voisins. La
fonction potentielle p énalise alors les cliques non homogènes, c’est à dire les cliques dont les sites ont
des étiquettes diff érentes :

! � % " � KL MONQP 8
�� RS��
	

��� 4� (UT ��� �'
 ��� " � 
I� 6D" "���*� (2.6)

où
% � �'
 ��� ")� �#� � " est l’image segment ée, W est l’ensemble des cliques,

�
le paramètre d’interaction

et
L

la fonction de partition.
Le tableau 2.1 montrent des simulations de modèles de Potts 4 connexe pour diff érentes valeurs

du paramètres d’interaction. Pour de faibles valeurs de
�

, nous obtenons des configurations bruit ées. A
mesure que les interactions augmentent l’image se structure mais les configurations restent n éanmoins
bruit ées. A partir d’une certaine valeur critique, un ph énomène de transition de phase provoque la
pr édominance d’une classe sur les autres. Pour de fortes interactions, nous obtenons des configurations
uniformes. Notons que le ph énomène de transition de phase apparaı̂t avant la disparition du bruit. L’ho-
mog én éit é spatiale peut donc être obtenue avec une image uniforme. En revanche, sans champ externe,
les configurations constituées de plusieurs régions homogènes ne peuvent pas être obtenues avec le
modèle de Potts.

Pour d éfinir la vraisemblance, nous effectuons l’hypothèse usuelle d’ind épendance conditionnelle,
ce qui permet d’ écrire : ! � X 2 % " ���� ( ��� ���/��� " 2 
I��� " "�1 (2.7)

Nous supposons que l’image segment ée contient � classes gaussiennes de paramètres ����� ��� � ")� � �K ��1�1�1 � � . Nous avons alors :

� ���/��� " 2 
I��� " � ��" � K! � � � E� MON P 8 �������
" 8 �"� " E� � E� 1

(2.8)
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Le modèle a posteriori est alors proportionnel au produit du modèle a priori et de la vraisemblance :

! � % 2 X " � ! � X 2 % "�! � % "! � X " �
! � X 2 % "�! � % "01 (2.9)

L’image segment ée est alors la configuration qui maximise l’a posteriori au sens d’un certain critère. Le
critère le plus r épandu est celui du Maximum A Posteriori, consistant à maximiser la loi a posteriori. Il
peut être obtenu par un sch éma de recuit simul é.

Dans la suite de ce document, nous comparerons le modèle de Potts avec un modèle a priori plus
complexe. Nous verrons notamment que, si le modèle de Potts a de bonnes propri ét és de r égularisation
(suppression du bruit dans une carte de segmentation), il a tendance a trop lisser les contours des objets,
voire à supprimer les petits objets de forme along ée.

2.1.3 Les briques nécessaires

L’utilisation des champs de Markov pour r ésoudre un problème d’analyse d’image n écessite donc la
mise au point de plusieurs briques. Nous pouvons s éparer les diff érentes tâches comme suit :

– Modélisation- Cela concerne la d éfinition du modèle a priori dans les approches bayesiennes ou
celle du modèle de texture. Il s’agit de d éfinir les cliques et les potentiels associ és. Nous avons tra-
vaill é essentiellement sur des modèles markoviens gaussiens en ce qui concerne la texture, comme
nous le verrons dans les paragraphes consacr és aux applications. Pour ce qui est des modèles a
priori, notre contribution porte essentiellement sur le Chien modèle d écrit dans le paragraphe 2.2.2.
Dans les approches bayesiennes, cela concerne également la construction de la vraisemblance. Il
s’agit de mod éliser le capteur (restauration, segmentation) et de d éfinir les classes et leurs pa-
ramètres (segmentation).

– Estimation des paramètres- Nous consid érons ici l’estimation des paramètres associ és à un
modèle de texture ou au modèle a priori dans les approches bayesiennes. Pour ce qui est des
textures, nous avons essentiellement trait é de l’analyse urbaine (paragraphe 2.3.1). Nous avons
également propos é un algorithme d’estimation des paramètres associ és aux champs de Markov

dont l’ énergie d épend lin éairement de ses paramètres (paragraphe 2.2.3). Un autre aspect est l’es-
timation des paramètres de la vraisemblance. Notre contribution est constitu ée d’une approche
permettant de distinguer diff érentes classes dans un cadre fortement m élang é (paragraphe 2.2.1) et
l’extension d’algorithmes classiques de classification (“K-means” et “Fuzzy C-means”) int égrant
l’estimation du nombre de classes.

– Simulation, Optimisation- Une fois le modèle d éfini, les paramètres estim és ou établis empiri-
quement par calibration, le r ésultat recherch é est une configuration qui optimise un certain critère.
Le critère le plus r épandu est le Maximum A Posteriori, c’est à dire la configuration qui maximise
la probabilit é a posteriori. Pour obtenir cette configuration nous avons recours à un algorithme
d’optimisation. Cette optimisation peut être optimale globalement comme pour le recuit simul é
ou localement comme pour l’ICM. Ces algorithmes font appel à la th éorie des chaı̂nes de Markov
comme par exemple les algorithmes MCMC. Ils sont fond és sur la simulation de la loi a posteriori
éventuellement modifi ée par un paramètre de temp érature. La simulation d’une telle loi se fait par

des algorithmes du type Metropolis-Hasting ou échantillonneur de Gibbs. La recherche d’outils
de simulations plus efficaces en terme de coût en temps de calcul est un domaine encore ouvert.
Nous avons entam é une étude sur une approche alternative aux m éthodes MCMC. Cette approche
est fond ée sur la dynamique de Langevin qui permet de simuler des équations diff érentielles sto-
chastiques convergeant vers une mesure donn ée, par exemple un modèle markovien (voir para-
graphe 2.2.4).
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2.2 Quelques contributions

2.2.1 Estimation des classes : HVC et “K-means” entropique

Histogramme de la Variance Conditionnelle (HVC)

1 Nous abordons le problème de l’estimation du nombre de classes et de leurs paramètres dans le
cadre de la segmentation d’image. Nous supposons que les diff érentes classes sont d éfinies à partir des
niveaux de gris uniquement, c’est à dire que nous ne tenons pas compte de critères texturaux. Nous
consid érons également que nous avons une seule image de donn ées. Nous proposons un algorithme pour
estimer le nombre des classes et les paramètres qui leur sont associ és. Le problème se ramène alors à
l’estimation des composantes d’un m élange de distributions.

Une première approche consiste à rechercher les modes de l’histogramme de l’image. N éanmoins,
cette approche peut conduire à une mauvaise classification dans le cas de distributions fortement m élang ées.
Supposons, en effet, que deux classes de l’image aient des moyennes proches l’une de l’autre, compa-
rativement à leurs variances. Ces distributions seront alors repr ésent ées par un unique mode dans l’his-
togramme. Dans ce cas, un algorithme de d étection de modes ne s éparera pas ces deux classes. Nous
montrons que, moyennant une propri ét é contextuelle inh érente aux images, l’utilisation d’une variance
conditionnelle (variance de la loi des voisins d’un pixel conditionnellement à sa valeur) permet une
meilleure s éparation des modes.

Consid érons un m élange de deux distributions
!3 and

! E , dont les moyennes (resp. variances) sont
not ées � 3 et � E (resp.

� E3 et
� EE ). Supposons que la probabilit é de la classe

K
soit donn ée par � et, par

cons équent, la probabilit é de la classe � par
K 8 � . Nous faisons l’hypothèse contextuelle suivante : les

voisins d’un pixel appartiennent à la même classe que ce pixel. Cette hypothèse est v érifi ée partout sauf
sur les contours. Si nous ajoutons l’hypothèse classique concernant l’ind épendance des pixels condition-
nellement à leur classe, nous pouvons montrer que la variance conditionnelle

� E ��� " , correspondant à la
variance des pixels voisins d’un pixel ayant pour valeur � , peut s’ écrire :

� E ��� " ��� 3 ��� " � E3 '�� E ��� " � EE '�� 3 ��� " � E ��� " ��� 3 8 � E " E 1 (2.10)

où :

� 3 ��� " � � ! 3 ��� "� ! 3 ��� " ' � K 8 � "�! E ��� " (2.11)

� E ��� " � � K 8 � "�! E ��� "� ! 3 ��� " ' � K 8 � "�! E ��� " (2.12)

Cette fonction est une parabole dont le maximum est compris entre � 3 et � E . Il permet de d étecter la
zone de conflit entre les deux classes (voir figure 2.1).
Détection des modes par une analyse par espace d’échelle : Nous pr ésentons ici une m éthode qui est
notamment utilis ée pour mettre en correspondance une courbe avec une somme de gaussiennes [GO94].
Un mode sur une courbe est d éfini comme un maximum local. Nous proposons d’utiliser une analyse
par espace d’ échelle, connue sous l’acronyme anglais SSA (“Scale Space Analysis”) pour d étecter les
modes de l’histogramme de la variance conditionnelle (HVC), qui repr ésentent les zones de conflits entre
classes. Cette m éthode, propos ée par Witkin [Wit84] a ét é appliqu ée pour d étecter les modes de l’his-
togramme d’une image [Car87]. Consid érons une s équence de donn ées monovalu ées et uniform ément
espac ées, par exemple un histogramme. Consid érons alors la convolution de ce signal par un noyau
gaussien dont la variance varie dans un intervalle donn é. Chaque convolution est alors associ ée à une
r ésolution. A chaque r ésolution, nous calculons les points de passage à z éro de la d ériv ée seconde, qui

1. Nous r ésumons ici des travaux effectu és à l’universit é catholique de Louvain (KUL). Bibliographie : [22]
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FIG. 2.1 – a) Somme de deux gaussiennes ��� 3 ��� 3 " � � K -=- ���=-=- " ��� E ��� E " � � K � - ��� � - "
et b) variance

conditionnelle
� E ��� "

correspondent aux points d’inflexion. Sur l’histogramme d’une image, deux points d’inflexions succes-
sifs (passage n égatif-positif de la d ériv ée seconde puis passage positif-n égatif) permettent de d éfinir une
classe. Les intervalles entre les classes d éfinissant les zones de conflit. Cette m éthode a ét é utilis ée pour
d éfinir automatiquement le terme d’attache aux donn ées d’une mod élisation markovienne, pour segmen-
ter l’ALD (Adr énoleukodystrophy) à partir d’ échos IRM (Images à R ésonnance Magn étique) [1].

Pour illustrer notre propos, consid érons une distribution gaussienne, caract éris ée par sa moyenne �
et sa variance

� E
(voir figure 2.2.a). Si nous convoluons cette distribution par un filtre gaussien centr é,

caract éris é par sa variance
�E� , nous obtenons une gaussienne, dont la moyenne est donn ée par � et

la variance par
! � E ' � E� . Ainsi, lorsque la variance du filtre varie, le lieu des points � où la d ériv ée

seconde s’annule est d éfini de la façon suivante :�#� ���
! � E ' � E� 1

(2.13)

Dans ce cas, l’espace d’ échelle est donc constitu é de deux courbes divergentes (voir figure 2.2.b).
Consid érons maintenant une distribution d éfinie par la somme de deux gaussiennes (voir figure 2.2.c).

La convolution par un noyau gaussien reste la somme de deux gaussiennes. Si les deux gaussiennes sont
suffisamment s épar ées, nous obtenons une courbe bimodale et la d ériv ée seconde possède quatre z éros.
Dans le cas contraire, la d ériv ée seconde ne pr ésente que deux z éros. En haut de l’espace d’ échelle
(pour de faibles variances du noyau gaussien), nous avons donc quatre points. Lorsque

� E� croit, les deux
z éros centraux se rapprochent et finissent par se confondre pour disparaı̂tre (voir figure 2.2.d). L’espace
d’ échelle de la somme de deux gaussiennes consiste donc en deux courbes divergentes et une arche
entre les deux. Notons que si les deux gaussiennes initiales sont fortement m élang ées, nous obtenons
uniquement les deux courbes divergentes.

Cette SSA peut donc être utilis ée pour estimer le nombre de modes dans un m élange. De plus, la lo-
calisation des arches permet d’obtenir une première estimation des paramètres des distributions associ ées
aux modes et peut donc être utilis ée comme initialisation pour un algorithme de mise en correspondance
avec une somme de gaussiennes, tel que l’algorithme de Marquart.

Nous proposons d’utiliser cette technique pour d étecter les diff érents modes d’un HVC. Nous n’avons
pas besoin d’une hypothèse gaussienne mais supposons simplement que chaque mode est caract éris é par
un point d’inflexion de chaque cot é. L’utilisation d’une SSA permet d’ éviter de mauvaises d étections
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FIG. 2.2 – Gaussiennes et espaces échelle associés

dues au bruit. Consid érons l’espace d’ échelle associ é avec un HVC donn é. A partir de la convolution du
HVC par un noyau gaussien de variance

� E� , nous calculons l’ensemble des points où la d ériv ée seconde
s’annule. A partir de cet ensemble, nous d éfinissons les sous-ensembles de niveaux de gris correspondant
aux classes et aux zones de conflit entre classes.

L’algorithme se d éfinit alors de la façon suivante : à partir des donn ées, nous estimons d’abord la
variance

� E ��� " de la moyenne des voisins de � comme une fonction de 
 , où 
 repr ésente le niveau de
gris du pixel � . En pratique, le HVC est constitu é de paliers plus ou moins constants, correspondant aux
diff érentes classes, s épar és par des modes de valeurs plus élev ées, correspondant aux zones de conflit.
Nous d étectons alors les modes du HVC en utilisant une SSA. En pratique, nous convoluons le signal
par un unique noyau gaussien. La variance de ce noyau est un paramètre donn é par l’utilisateur. Plus
cette variance est grande, moins nous d étectons de classes. La valeur de ce paramètre d épend donc de la
finesse de la classification d ésir ée. Pour finir, nous estimons les passages par z éros de la d ériv ée seconde
du r ésultat de la convolution. A partir de deux z éros d éfinissant un mode, nous d éfinissons une zone de
conflit, ce qui permet ensuite de d éfinir les diff érentes classes. Le domaine de validit é de cette approche
a ét é étudi é dans le cas d’un m élange de deux gaussiennes et s’est av ér é plus étendu que le domaine
correspondant à la pr ésence de deux modes dans l’histogramme.

Validation avec une segmentation par une estimation itérative conditionnelle : Pour étudier les
performances de la m éthode d’estimation propos ée, nous l’ins érons dans un algorithme de type EM
(“expectation-maximisation”). Le principe de cet algorithme est d’alterner des s équences d’optimisation
du modèle et d’estimation de ses paramètres. Ainsi, une initialisation de l’estimation est affin ée après
chaque étape d’optimisation, qui prend en compte l’information de type contextuel par l’interm édiaire
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HVC it. 1 it. 2 it. 3 V. R.� 3 70 84 84 84 85� E3 333 477 497 498 500� E 107 113 114 114 115� EE 233 439 487 489 500��� 147 145 144 144 145� E
� 300 522 550 553 500��� 185 175 174 174 175� E
� 400 497 504 504 500

TAB. 2.2 – Estimations des paramètres associées aux classes de l’image de synthèse
� K

lors d’un ICE
initialisé par un HVC pour le modèle de Potts. Les valeurs réelles sont portées dans la colonne V.R

du terme de r égularisation. Nous appliquons ici le principe de l’estimation it érative conditionnelle (ICE) :

1 Initialisation des paramètres de l’attache aux donn ées par la m éthode HVC par les estimateurs
empiriques des moyennes et variances,

2 G én érer � r éalisations du champ des labels par un échantillonneur de Gibbs avec l’estim ée cou-
rante des paramètres,

3 Actualiser les paramètres des classes conditionnellement au champ des labels,

4 Retourner à l’ étape 2 jusqu’à ce que les paramètres associ és aux classes soient stabilis és.

Nous consid érons une image de synthèse pour laquelle nous connaissons donc le nombre de classes
ainsi que leur moyenne et leur variance (voir figure 2.3.a). Cette image est bruit ée par un bruit additif
gaussien (voir figure 2.3.b).

a) Image de synth ése num éro 1 � � ��� � � �
b) Image a bruit ée : SNB = 5dB

FIG. 2.3 – Image test de synthèse

Les r ésultats sont montr és avec le modèle de Potts comme a priori. La table 2.2 montre les valeurs des
paramètres estim és pour chaque étape de l’ICE. Les r ésultats obtenus sur les images de synthèse prouvent
les bonnes performances de la m éthode de l’HVC. Une it ération de la phase d’estimation est suffisante
pour la convergence des estim ées, ce qui revient à utiliser deux it érations de la phase d’optimisation.
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FIG. 2.4 – Résultats obtenus pour l’image de synthèse # 1 avec un ICE initialisé par un HVC et un
modèle de Potts
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“Cmeans” entropique

2 Nous d éveloppons ici un algorithme de classification non-supervis é. Cet algorithme est une varia-
tion du “Fuzzy Cmeans” comprenant un terme permettant d’estimer le nombre de classes [Bez82, KK94].
Une première version de cette id ée appliqu ée au “Kmeans” est d évelopp ée dans [61] et sera reprise
dans le paragraphe 2.3.3. Cette approche entre dans un cadre g ér éral où une fonctionnelle, contenant
un terme de fid élit é aux donn ées à classer et un terme p énalisant la complexit é de la repr ésentation, est
minimis ée. Diff érents critères, parmi lesquels le critère AIC [Aka74, BL91], la compacit é du nuage de
points [HJ87, NC93] où le Minimum Description Length [Ris78] ont ét é propos és. Nous proposons ici
un terme de type entropie.

Algorithme du “Cmeans” entropique- Nous consid érons le cadre des ensembles flous pour d éfinir
les classes [Zad65]. Chaque ensemble (classe) est donc caract éris é par une fonction continue à valeurs
dans � - � K�� , c’est à dire que les pixels appartiennent aux diff érentes classes suivant un degr é d’appar-
tenance dans � - � K�� . La classification est donc donn ée par une matrice de partition � ���  ��� � , où  ���
repr ésente le degr é d’appartenance du pixel

�
à la classe � . Chaque pixel est caract éris é par un vecteur

de paramètres contenant l’information radiom étrique et/ou texturale. La d écision finale concernant la
classification est prise une fois la convergence de l’algorithme obtenue en consid érant pour chaque pixel
la classe de plus fort degr é d’appartenance.

Nous d éfinissons une fonction de coût permettant d’estimer le nombre optimal de classes relative-
ment à un critère entropique. Le but étant de repr ésenter l’information avec un minimum de classes
nous minimisons l’entropie de l’histogramme de l’image classifi ée. Cela revient à consid érer l’a priori
suivant : �R � � 3 � �
	����� � � "
où � � est la probabilit é de la classe

�
et � le nombre de classes. Nous nous plaçons dans un cadre

probabiliste. La probabilit é a priori du pixel � est not ée �� . Si � est le nombre de pixels, nous avons
� � � 3� . Ce qui nous donne : � � ��� �� � 3 � � � ��� � ��"

. Nous interpr étons  ��� comme la probabilit é

que le pixel � appartienne à la classe
�
. Nous avons donc la contrainte suivante :

�R � � 3  ��� � K � $ � . La

probabilit é a priori de la classe
�

est donc donn ée par :

� � � K
�
�R
�
� 3  ��� . (2.14)

La fonction de coût consid ér ée est alors la suivante :

� �
�R � � 3
�R
�
� 3 �  ��� "���� E �'
�� � V � " 8�� �R � � 3 � ��	���5� � � " , (2.15)

Cette fonction est minimis ée sous la contrainte�
�� � 3  ��� � K $ � .� � � - �"! � caract érise le degr é de flou. V� est le centroı̈de de la classe

�
, 
#� le vecteur caract éristique du

pixel � et
� E �'
$� � V � " la distance euclidienne entre le vecteur 
�� et le vecteur V � . Après plusieurs tests, nous

choisissons empiriquement � � � . � est le nombre initial de classes. Ce nombre diminue jusqu’à �&%(' 4
au cours de l’algorithme (classes vides). Par cons équent la m éthode est non supervi ée en consid érant �
égal au nombre de niveaux de gris. Le premier terme de

�
reflète l’homog én éit é des classes et correspond

2. Nous r ésumons ici des travaux initi és à l’Institut Max Planck de Leipzig en collaboration avec G. Palubinskas et étendus
dans la th èse d’ A. Lorette à l’INRIA. Bibliographie : [61, 54, 56]
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à l’algorithme du “Cmeans”. Ce terme est minimal lorsque nous avons une classe par niveau de gris. Le
second terme, terme d’entropie, est minimal quand tous les pixels appartiennent à la même classe (les
autres classes étant vides).

Nous minimisons
�

alternativement par rapport à V � et par rapport à  ��� . La contrainte est int égr ée
par des multiplicateurs de Lagrange, ce qui conduit au critère suivant :

� �
�R � � 3
�R
�
� 3 �  ��� " E�� E �'
$� � V � " 8 � �R � � 3 � � 	����� � � " 8 �R

�
� 3 � �U�

�R � � 3  ��� 8 K " . (2.16)

Les équations de mise à jour du processus it ératif sont obtenues en annulant les d ériv ées. Le degr é
d’appartenance de chaque pixel et la probabilit é a priori de chaque classe varient faiblement à chaque
it ération, de sorte qu’à l’it ération � , V� et  ��� soient mis à jour de la manière suivante :

V � 9 �� �
�R
�
� 3 �  � 9�� 3 ���� � E 
$�
�R
�
� 3 �  � 9�� 3 ���� � E , (2.17)

 � 9 ���� �
K

� E �'
$� � V � 9 �� "
�R� � 3

K
� E �'
�� � V � 9 �� "

'
�

������
� K ' 	���5� � � � 9�� 3 � " 8

�R� � 3
K ' 	����� � � � 9�� 3 � "
� E �'
�� � V � 9 �� "

�R� � 3
K

� E �'
�� � V � 9 �� "

	�





�

� � � E �'
�� � V � 9 �� " . (2.18)

�
d écroit à chaque it ération de sorte que durant les premières it érations le terme d’entropie permette de

r éduire le nombre de classes vers une valeur proche de � %(' 4 et qu’ensuite la classification ne soit pas
biais ée par ce terme.

�
d écroit de la façon suivante :

� � � " � � � - " MON P� 8 � ���
, (2.19)

où
�

est une constante de temps. La valeur initiale
� � - " est normalis ée en fonction du bruit pour obtenir

une classification ind épendante du taux de bruit dans les donn ées.
� � - " et

�
sont fix és une fois pour

toutes et ne d épendent pas des donn ées trait ées.
Après avoir mis à jour les centroı̈des et les degr és d’appartenance, nous mettons à jour les proba-

bilit és a priori des classes. Les classes dont la probabilit é est inf érieure à un seuil � sont supprim ées. �
doit être suffisamment petit (typiquement �0� 3� ). Sa pr ésence est due au caractère continu des degr és
d’appartenance. Dans la version “Kmeans” de l’algorithme, ce seuil n’est pas n écessaire car les classes
supprim ées sont celles ne contenant aucun pixel.
L’algorithme complet est donc le suivant :

1. Initialisation du nombre de classes et des centroı̈des de chaque classe

2. Mise à jour de la matrice de partition � � 9 �
(voir équation 2.18)

3. Mise à jour des centroı̈des de chaque classe (voir équation 2.17)

4. Mise à jour des probabilit és a priori � � de chaque classe (voir équation 2.14),
Si � ����� , supprimer la classe

�
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5. si 2 2 � � 9 � 8 � � 9�� 3 � 2 2 +�� alors �*����' K
, mettre à jour

�
(voir équation 2.19) et retourner en 2.

sinon aller en 6.
6. Assigner chaque pixel à la classe pour laquelle son degr é d’appartenance est maximal.

Résultats expérimentaux- Pour r éduire le temps de calcul le nombre initial de classes est r éduit à
� -

.
Cela revient à supposer que l’image contient moins de

� -
classes. Pour les même raisons, nous initialisons

la classification par deux it érations du “fuzzy Cmeans” classique. Nous avons pris
� � K -

et
� � - " � � .

La figure 2.5 (a) est une image SPOT3 en zones rurales. Pour une telle image, il est bien difficile de
pr évoir le nombre de classes optimal. La classification que nous obtenons contient � classes. Le second
test concerne une coupe IRM du cerveau (figure 2.6 (a)). Si les classes matière blanche, matière grise
et liquide c éphalo-rachidien peuvent être d éfinies a priori, le cas du crane et des tissus qui l’entourent
est plus probl ématique, du fait de leur caractère très h ét érogène du point de vue radiom étrique. Nous
obtenons un nombre de classes égal à

�
et une classification pour laquelle les classes d’int érêt sont bien

repr ésent ées.

(a) (b): � %(' 4 ���
FIG. 2.5 – (a): image SPOT3 panchromatique (résolution 10 m) (b): Image classifiée.

2.2.2 Modèle a priori : le chien modèle

Description du modèle

3 Nous avons vu au d ébut du chapitre 2 les limites du modèle de Potts pour la segmentation d’image.
En r ésum é, ce modèle p énalise une composante connexe proportionnellement à la longueur de son
contour. La vraisemblance, quant à elle, d épend de la surface d’un objet. Les composantes connexes
de faible surface (comme le bruit) sont donc p énalis ées, ce qui explique les propri ét és r égularisatrices
du modèle. En revanche, les objets fins ou along és (à fort rapport p érimètre/surface) sont également

3. Nous r ésumons ici des travaux effectu és à l’Ecole Nationale Sup érieure des T él écommunications en collaboration avec
J.F. Mangin, E. Pechersky et M. Sigelle. Bibliographie : [19, 21]
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(a) (b): ���������
	

FIG. 2.6 – (a): coupe IRM du cerveau (b) Image classifiée.

p énalis és. Cela implique une sur-r égularistation (perte des d étails) du modèle de Potts. Nous avons pro-
pos é un modèle permettant de rem édier à ce problème. Le modèle pr ésent é dans ce paragraphe d épend
de trois paramètres respectivement not és � , � et  qui font r éf érence aux contours (“edge”), aux lignes
(“line”) et au bruit (“noise”). Le principe de construction du modèle se d écompose en plusieurs étapes.
Nous proposons en premier lieu un modèle binaire, étendu au cas m-aire par la suite. Nous choisis-
sons un système de cliques : dans le cas pr ésent, les cliques sont constitu ées des blocs carr és de trois
pixels sur trois. Cette taille correspond à la taille minimale n écessaire à la d éfinition de contours et de
lignes. D’autre part, une taille plus grande accroı̂t consid érablement la complexit é du modèle. Nous
effectuons alors une classification des diff érentes configurations binaires possibles pour les cliques choi-
sies. A chaque classe est alors associ é un paramètre, valeur du potentiel correspondant. Le nombre des
paramètres obtenus est encore trop grand pour être utilisable en pratique. En outre, le lien entre ces pa-
ramètres et les propri ét és des r éalisations n’est pas imm édiat. La seconde étape consiste donc à relier ces
paramètres avec des quantit és facilement interpr étables de l’image par l’interm édiaire d’une analyse des
énergies locales. Des modèles similaires, fond és sur une classification des configurations ����� , où chaque

classe de configurations reçoit un potentiel diff érent, ont ét é propos és [WP85, CHL95]. De même, un
modèle sur trâme hexagonale est pr ésent é dans [TB98]. L’originalit é de notre approche tient dans la prise
en compte des énergies locales induites par les contours et lignes pour diff érentes orientations.

Construction du modèle binaire : Consid érons donc les � ��������� configurations binaires possibles
sur une clique de � pixels par � . Une première classification est obtenue en consid érant que deux configu-
rations sont équivalentes si elles se d éduisent l’une de l’autre soit par la sym étrie noir-blanc, soit par une
rotation. Nous obtenons alors ��� classes d’ équivalence dont un repr ésentant, et le nombre d’ él éments de
chaque classe, sont donn és sur la figure 2.7.

A chaque classe est associ é un paramètre d éfinissant la valeur du potentiel des configurations de la
classe. Ainsi, sous les hypothèses de sym étrie du modèle, nous avons, pour un tel voisinage (cliques
de ����� pixels), cinquante et un degr és de libert é. L’ énergie étant d éfinie à une constante près, nous
imposons un potentiel nul aux configurations uniformes ( ����� �!�#" ), ce qui ramène à cinquante le nombre
de degr és de libert é. La construction du modèle consiste alors à imposer des contraintes en reliant les
diff érents paramètres entre eux. Nous consid érons que les états fondamentaux ( états d’ énergie minimale)
sont donn ées par les configurations uniformes. De sorte que la m éthodologie de construction du modèle
peut se r ésumer ainsi :

– Mod éliser les contraintes sur les r éalisations globales par les énergies locales et en d éduire les
équations sur les paramètres d éfinis par la figure 2.7.

– V érifier la coh érence du système d’ équations et le r ésoudre.
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FIG. 2.7 – Classes d’équivalence des configurations binaires �
�

� et nombre d’éléments dans chaque
classe

– V érifier qu’aucune r éalisation n’est d’ énergie n égative.

Le premier type de contraintes concerne la p énalisation des contours. Nous imposons le coût d’un
contour via une énergie par unit é de longueur, not ée 	 . Avec la taille él émentaire choisie (taille des
cliques), nous avons huit directions possibles (voir figure 2.8). En consid érant le modèle sym étrique par
rotation, à ces directions correspondent trois types de contours, à savoir vertical, oblique et diagonal.
Nous imposons à chaque direction une même énergie par unit é de longueur pour obtenir un modèle
isotrope. Au trois types de contours sont alors associ ées les trois équations suivantes, repr ésent ées sur la
figure 2.9 : ���	� K � " � 	 (2.20)���	��� " ' ���	� K�� " � � � 	 (2.21)

� � � " ' � ��� � " ' �	��� " � � �� 	 (2.22)

Ces contraintes sont d éfinies pour les objets de largeur au moins égal à � . Pour les autres objets, nous

FIG. 2.8 – Orientations définies dans le chien-modèle
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+=

= + + +

= + +

FIG. 2.9 – Equations correspondant aux contraintes de contours

d éfinissons des contraintes similaires. Pour les objets d’ épaisseur
K
, nous introduisons un paramètre

suppl émentaire � d éterminant l’ énergie par unit é de longueur des lignes, ce qui induit trois nouvelles
équations (cf figure 2.10). Les objets d’ épaisseur � et � sont d éfinis comme ayant une énergie � 	 par

unit é de longueur correspondant aux bords droit et gauche. Les équations obtenues s’ écrivent alors :

– pour les objets verticaux (et horizontaux) :

��� � K � " ' � ��� � " � � (2.23)
� � � K � " � � 	 (2.24)

– pour les objets diagonaux :

��� ��� " ' ��� � K=K " ' � ����� " � � ��� (2.25)��� ��� " ' ��� � K�� " ' ��� ��� � " � � � � 	 (2.26)��� ��� " ' � � � K�� " ' � � � " � � � � 	 (2.27)

– pour les objets obliques :

� ��� " ' � � K � " ' � ��� � " ' �	� � " � � �� � (2.28)

� ��� " ' ��� ��� � " ' � � K � " ' �	� � " � � � 	 (2.29)��� � � " ' ���	��� � " ' ���	��� " � � � 	 (2.30)

Ces diff érentes contraintes se ramènent à onze équations faisant intervenir quatorze paramètres. Il nous
faut maintenant v érifier que le système possède bien des solutions. Deux paramètres ( � ��� " et � � � " )
jouent un rôle particulier dans ce système puisqu’ils interviennent dans la plupart des équations. Nous
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+ + + +

+ + +

+ +=

FIG. 2.10 – Définition des lignes dans le chien-modèle

exprimons alors les équations en fonction de ces deux paramètres pour obtenir le système suivant :

� � K � " � 	� (2.31)

� � K�� " � � �� 	 8 � ��� " (2.32)

� ��� � " � � 8 	 (2.33)

� ��� � " � � �� 	 8 � ��� " 8 �	� � " (2.34)��� � K=K " ' � ����� " � � ��� 8 ��� ��� " (2.35)

� ��� � " � � � 	� (2.36)

� � � " � ��� ��� " (2.37)

� � K � " ' � ��� � " � � �� � 8 � ��� " 8 � � � " (2.38)

� � K � " � � ��� " ' � � � " (2.39)

Nous r ésolvons ce système en nous assurant qu’aucune configuration globale n’est d’ énergie n égative,
ce qui est obtenu en consid érant une solution pour laquelle aucune configuration locale n’est n égative.
Les configurations n’apparaissant pas dans le système d’ équations sont consid ér ées comme d éfinissant
le bruit et ont donc une énergie égale à � qui d éfinit le troisième paramètre du modèle.

Pour des valeurs strictement positives des paramètres, nous avons uniquement les deux configurations
uniformes comme états fondamentaux. En revanche si 	 � �	� -

, toute configuration compos ée de
bandes parallèles ou d’objets circulaires est un état fondamental.

L’inconv énient de ce modèle par rapport au modèle d’Ising r éside essentiellement dans sa complexit é.
L’utilisation de cliques �

�
� entraine un voisinage de

� � �
pixels. Le temps de calcul n écessaire à

l’optimisation du modèle est donc accru par rapport à un simple modèle d’Ising
�

ou � connexe. En
revanche, le modèle propos é est beaucoup plus souple puisqu’il fait la distinction entre bruit, lignes et
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contours. Il repr ésente donc un a priori plus fin sur la solution de la segmentation, ce qui sera d émontr é
sur les r ésultats exp érimentaux.

Extension à un modèle m-aire : Nous étendons le chien-modèle binaire à un modèle m-aire. De
même que pour le cas binaire, nous d éfinissons un coût énerg étique pour les contours, les lignes et le
bruit respectivement.

= + + +

FIG. 2.11 – Généralisation du modèle binaire au cas m-aire

Soient
%

une configuration sur une clique �
�

� et
� � � � � : K ��1�1�1 � < les diff érents labels pr ésents dans

la configuration. Consid érons les diff érentes configurations binaires
% � obtenues en associant l’ état

K
à

tous les sites ayant pour label
� � et l’ état

-
aux autres sites. Le potentiel ? � � % � " associ é à la configuration% � est alors celui correspondant au cas du modèle binaire. Le potentiel associ é à la configuration

%
est

alors donn é par la formule (voir figure 2.11) :

? � % " � R��( 	 3 ������� � 9  ? � � % � "01 (2.40)

Comparaison avec le modèle de Potts : Pour comparer le chien-modèle avec le modèle de Potts,
nous allons les r écrire sous une forme similaire, en utilisant la formulation suivante :

!�� � % " � KL � � " MONQP 8���� � %
	 � KL � � " MONQP
� 8@R �� � � ��� % "�� (2.41)

où les � � � % " sont des fonctions de la configuration
%

.
Les potentiels associ és au modèle de Potts concernent deux sites et ne d épendent que de l’ égalit é ou

non des labels de ces sites. Nous pouvons donc écrire le modèle de Potts de la façon suivante :

!�� � % " � KL � � " MON P � 8 � � � � % " � � KL � � " MONQP � 8 � ��� � �
(2.42)

où � � � % " � ���
est le nombre de cliques h ét érogènes de la configuration

%
.

Pour le chien-modèle, le potentiel associ é à chaque configuration d’une clique est une combinaison
lin éaire des trois paramètres 	 , � et � :

$ � � - ��1�1�1 ��� K � � ��" � � � ��" 	 ' � � ��" � '��/� ��" � 1
(2.43)

La chien-modèle peut donc être r écrit comme suit :

!�� � ��� 9 � % " � KL � 	 � � � � " MONQP � 8 	 � � � % " 8 � � 3 � % " 8 � � E � % " � (2.44)

où :

� � � % " � R� � 3 ������� � � 3 � � ��" � � � % " �
� 3 � % " � R� � 3 ������� � � 3 � � ��" � � � % "D�
� E � % " � R� � 3 ������� � � 3 �/� ��" � �)� % "�1
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FIG. 2.12 – Image test : � � � � � � �
� ��� % " étant le nombre de configuration de type

�
dans la r éalisation

%
.

Consid érons l’image test de la figure 2.12. Nous estimons, sur l’image test, les paramètres du modèle
de Potts et du chien-modèle au sens du maximum de vraisemblance, par une m éthode qui sera d écrite
plus loin. Nous synth étisons ensuite les modèles avec les paramètres estim és. Les r ésultats sont montr és
sur la figure 2.13. Bien entendu, les modèles consid ér és sont très g én éraux et les simulations effectu ées
sont loin, visuellement, de l’image originale. N éanmoins, nous pouvons voir les propri ét és capt ées par le
modèle et inject ées dans la simulation. La simulation du modèle de Potts donne une image repr ésentant
un bruit sur un fond uniforme. En effet, la seule propri ét é capt ée par le modèle de Potts est le nombre de
cliques h ét érogènes. Ces cliques peuvent correspondre à du bruit comme à des contours. Pour des raisons
d’entropie, la simulation obtenue est compos ée d’un fond et de composantes connexes de petite taille et
est donc peu pertinente du point de vue de la mod élisation. En revanche, la simulation du chien-modèle
a permis de capter le nombre de contours et de lignes dans l’image originale. Nous obtenons donc une
r éalisation beaucoup plus proche de l’image originale. Cela montre l’int érêt du chien-modèle qui permet
de distinguer le bruit des structures importantes comme les contours et les lignes.

Cette propri ét é se retrouve lors de l’utilisation de ces modèles comme a priori dans des problèmes
d’analyse d’image. Consid érons le problème de la restauration de l’image binaire bruit ée de la figure 2.14.
Nous restaurons l’image dans un cadre bay ésien avec successivement le modèle de Potts et le chien-
modèle comme a priori. Les r ésultats obtenus sont montr és sur la figure 2.15. La restauration obtenue
avec le chien-modèle est nettement meilleure. Il est à noter que même des d étails aussi fins que les lignes
sont bien restaur és. Le modèle de Potts conduit à une image encore bruit ée, ce qui est naturel compte
tenu de la simulation montr ée sur la figure 2.13. En pratique, la restauration par un modèle de Potts se
fait avec des interactions plus fortes, c’est notamment le cas de l’estimateur du maximum de pseudo-
vraisemblance. Mais ceci induit un ph énomène de sur-r égularisation qui entraı̂ne une perte des d étails et
de la pr écision des contours (voir figure 2.16).

Propriétés d’isotropie de certains modèles à interactions multi-corps

4 Le cadre g én éral de ce travail concerne la recherche de critères motivant le choix d’un modèle
a priori markovien particulier pour un problème et un type d’image donn és. Cette première approche
s’attache à d éterminer les propri ét és d’isotropie de certains modèles. Pour ce faire, nous consid érons la
construction de Wulff de ces modèles à temp érature nulle. Nous consid érons les r éalisations des modèles
(binaires) à temp érature nulle lorsque l’on fixe le rapport des pixels noirs relativement aux pixels blancs
(ensemble canonique). Des études similaires ont ét é faites à basse temp érature sur un nombre r éduit de
modèles [MS67, MS68, RD92]. Ici, nous nous restreignons à la temp érature nulle mais consid érons une
classe de modèles beaucoup plus vaste. Nous montrons que, sous certaines hypothèses, la configuration

4. Nous r ésumons ici une collaboration men ée avec E. Pechersky et soutenue par l’Institut franco-russe Lyapunov. Biblio-
graphie : [25, 27]
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Modèle � � Par. es. � � � + � 3 Par. es. � � 3 +!��36 6 � 8706 0.4981 8734
� � � 	)� 3259 0.82 3261 1462 1.5 1464

Modèle � E Par. es. � � E +!��36 6 �
� � � 	)� 1101 1.6 1094

Modèle Echantillon correspondant aux paramètres estim és Commentaires

!��36 6 �
Les cliques h ét érogènes sont
repr ésent ées. La simulation est
éloign ée de l’image originale.

Nous obtenons du bruit sur un
fond uniforme.

� � � 	)� Les contours et les lignes sont
repr ésent és.

FIG. 2.13 – Comparaison du modèle de Potts et du chien-modèle comme modèles a priori

FIG. 2.14 – Image test bruitée par un bruit de canal (
� � - 1 K � )
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Modèle Image restaur ée Commentaires

!��36 6 �
Le r ésultat est encore bruit é.
Nous ne pouvons obtenir une
solution à la fois r égularis ée et
ayant le bon nombre de cliques
h ét érogènes. Pour r égulariser le
r ésultat il faut accroı̂tre la valeur
de

�
.

� � � 	��
Le chien-modèle est plus adapt é
à la restauration car il permet
de controler la longueur des
contours et des lignes. L’a priori
mod élise r éellement certaines
caract éristiques de l’image
trait ée.

FIG. 2.15 – Restauration d’une image binaire bruitée par le modèle de Potts et par le chien-modèle

FIG. 2.16 – Restauration de la figure 2.14, sur-régularisation obtenue avec un modèle de Potts (
� � K 1 - )
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obtenue est form ée d’une goutte polygonale de la phase la moins repr ésent ée plong ée dans un oc éan de
la phase la plus repr ésent ée.

Pour d écrire l’isotropie des modèles, nous proposons d’ étudier la forme de la goutte. Les plus ou
moins grandes d éviations de cette forme par rapport au disque peuvent être interpr ét ées comme un degr é
d’isotropie.

Nous consid érons une classe de modèles ferromagn étiques binaires sur �E ayant une longueur d’in-
teraction inf érieure ou égale à �� � . Nous donnons une classification de ces modèle relativement à la
forme de la goutte. Nous nous restreignons à une sous-classe d éfinie par des conditions de r égularit é.
Le r ésultat principal d écrit un ensemble de polygones repr ésentant les formes possibles de la goutte à
la limite thermodynamique pour une temp érature nulle. En particulier, cet ensemble contient le carr é,
r ésultat connu sur le modèle d’Ising et un polygone à seize côt és obtenu pour le chien-modèle. Nous
appelons les formes obtenues formes à l’échelle macroscopique. La condition de r égularit é évite les cas
où la forme obtenue est non-convexe ou même non connexe pour certains exemples particuliers.

Nous étudions les modèles sur � E avec pour espace des spins
% � : - � K < . Les seules fonctions

potentielles pouvant être diff érentes de z éros sont :

������� % � � �	� �
(2.45)

où 
 � � : 6 � � 6 3 �76 E " ��� E � 2 6 � 2� K � � � K � � < � (2.46)

et

 4I� 
 � ' 6 . Un sous-ensemble


 4 est appel é une plaquette. Nous consid érons des modèles invariants
par translation. Ainsi,

����� ��� " � ��� � �>2/4�� " � � ��� " , où 2�4�� �  " ��� � 6 8  " , pour toute configuration
� � � E � %

, et tout
6 ��� E .

La distribution de Gibbs est not ée
�

. Soit
� � � E un volume fini et � � l’ensemble de toutes les

plaquettes dans
�

. L’ énergie d’une configuration � � � � %
est alors :

� ��� " � R
� (���

� ��� � "01 (2.47)

La probabilit é de Gibbs de � dans le volume
�

est :

! � � � ��� " � MON P :U8 � � ��� " <L � � � �
(2.48)

où
L � � � � ��� ( � � MON P :U8 � � ��� " < . La distribution de Gibbs dans � E est donn ée par la limite thermo-

dynamique de la sp écification de Gibbs.
Nous donnons maintenant les hypothèses sur

�
. Une tuile est un tableau de neuf chiffres :

�A�  ����� �!��"#���%$�!"&� �'"�"#�!"�$�'$(� �)$&"#�'$�$ � � (2.49)

où � ��� � : - � K < . Soient * � �  � � �� � �� � � � et * 3 �  3 3 33 3 33 3 3 � 1
L’ énergie étant d éfinie à une constante additive

près, nous posons : � � * � " � � � * 3 " � - 1 (2.50)

En toute g én éralit é, il y a �+ tuiles diff érentes et le même nombre de valeurs possibles pour
�

. N éanmoins,
nous imposons à

�
d’être invariant par rapport aux sym étries naturelles des tuiles, c’est à dire par rapport

aux rotations de � par , E et aux sym étries relativement aux axes horizontal et vertical. Ces transformations

forment un groupe
-.

. Nous ajoutons à
-.

l’inversion de � transformant chaque � ��� en
K ' � ���9� � � / � " .

Soit
.

le groupe ainsi obtenu.
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Nous supposons les conditions suivantes sur la fonction
�

satisfaites :���
Pour tout � � . et tout �

� � � " � � ����� � " "01
Cette condition r éduit l’ensemble des � + valeurs possibles de

�
à 51.

La condition suivante assure que les modèles soient de type ferromagn étiques. Soit � 3 � � E � � ; tels
que � ��� �

� � � K � � . Consid érons un tableau
- � �&��� ��� " 3	� � � � � �3	� � � � " , où � ���A� : - � K < . Soit 
�� � � : � < l’ensemble

des tuiles � qui peuvent être extraites de
- � . Nous supposons que :

��
Si
- � n’est pas constant (0 ou 1) alors :

R
� (�����

� � � " +.- 1
Il vient, du fait de (2.50) et

��
, que toute perturbation locale de la configuration � � � 6D"�� -

(ou
� � � 6D"�� K

),
6 � � E , a une énergie finie et positive. Ainsi, les configurations � � � 6 "�� - et � 3 � 6D"�� K

sont
les uniques états fondamentaux p ériodiques. Il est également ais é de v érifier que la condition de Peierls
est satisfaite. Il existe donc une temp érature critique s éparant le cas d’un état de Gibbs unique du cas
d’au moins deux états de Gibbs.

Notre but est de caract ériser les états fondamentaux des modèles satisfaisant aux conditions
���

et
��

pour l’ensemble canonique. La preuve que nous donnons est restreinte aux modèles que nous appelons
réguliers. N éanmoins, nous conjecturons qu’une classification similaire est valide pour tous les modèles
v érifiant les deux conditions cit ées.

Consid érons les tuiles suivantes :  � �  � � �3 3 33 3 3 � �
 33 �  3 3 �3 3 33 3 3 � �  E 3 �  3 � �3 3 �3 3 3 � �
 3E �  3 � �3 3 33 3 3 � �  EE �  � � �3 3 �3 3 3 � 1

Nous utilisons les notations suivantes :

�� � :  � �  33 �  E 3 �  3E �  EE < 1 (2.51)
� � . �� 1

Le � -contour (contour contenant uniquement des tuiles de
�

) ��� est régulier s’il est compos é de
tuiles appartenant à

�
. Soit � la classe des modèles satisfaisant aux conditions

���
et
��

.

Un modèle de � est dit régulier si pour toute configuration � nous avons la propri ét é suivante :
si
6O� �	�  9 appartiennent à une composante connexe de ��� alors il existe une configuration � telle

qu’une composante connexe de � � contienne � et
6
, toutes les tuiles de cette composante appartiennent

à
�

et
� ��� " � � ��� " .

Soit � � la classe des modèles r éguliers.
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Nous donnons une classification de la forme macroscopique des gouttes pour les modèles de cette
classe. Pour formuler le th éorème correspondant, nous introduisons les notations suivantes :� � � � �  � � �3 3 33 3 3 � �� 365 E � �  � 3 33 3 33 3 3 � ' �  � � �� 3 33 3 3 � ' �  � � �� � �� 3 3 � � (2.52)� 3 � �  �  � 3 33 3 33 3 3 � ' �  � � 3� 3 33 3 3 � � �
et 	 365 E � � 365 E� � � 	 3 � � 3� � 1

(2.53)

Il vient d’après
��

que
� � + - � � 365 E + - et

� 3 +&- . Ceci est ais ément prouv é en consid érant les
configurations � � � � 365 E et � 3 sur un large volume rectangulaire comme suit. Pour un grand � consid érons
les fonctions � �� � � � 365 E � � � 3 � � � K � � , d éfinies sur � 8 K � K�� :/ � ��/ 6 � 8�� � � 3� � - " � � � � � E� � - " � 8 � � � (2.54)

où
� � � - � 3E � K�� et � est un entier fix é et sup érieur à 5. Consid érons les configurations �� sur

39 � E
d éfinies par :

� � � 6D" � � - �
if
6 �&� 6 3 �76 E " �  9 and � 3� � 6 3 " � 6 E � � E� � 6 3 ")�K �

otherwise
1 (2.55)

Du fait de
��

chaque � � a une énergie positive. Il est ais é de v érifier que si � est suffisament grand alors� � � � donne la principale contribution à l’ énergie de � � et par suite
� � +.- .

L’indice de
� � et 	 � signifie que la d ériv ée des fonctions de l’ équation (2.54) vaut

8��
et que la

contribution principale de l’ énergie des configurations correspondantes d éfinies par l’ équation (2.55) est
donn ée par

� � .
Nous partitionnons l’espace � � par les r égions suivantes d éfinies par les valeurs de 	365 E � 	 3 :

� 3	� ��
 � 	 365 E � 	 3 " � 	 365 E � � � � 	 3 � �� �
� 3 � � � � 	 365 E � 	 3 " � 	 3 � � 	 365 E 8 K � K � 	 3 � � � �
� � � � � � 	 365 E � 	 3 " � 	 3 � 	 365 E � 	 3 � K � �
� 3 � � 
 � 	 365 E � 	 3 " � 	 3 � � 	 365 E 8 K � K � 	 365 E � � � � �
� E � � � � 	 365 E � 	 3 " � 	 3 � 	 365 E � 	 365 E � K�� �
� � � ��
 � 	 365 E � 	 3 " � 	 3 � �

�
	 365 E � 	 3 � 	 365 E � 	 3 � � 	 365 E 8 K � �

� ��� ��
 � 	 365 E � 	 3 " � 	 3 � �

�
	 365 E � 	 365 E � � � � 1

(2.56)

Chaque r égion � ��� contient tous les modèles de � � ayant des valeurs de � 	 365 E � 	 3 " dans le domaine
correspondant.

Nous d écrivons la forme macroscopique des gouttes en d éterminant leur contour dans le domaine: � � 3 � � E " � � E � � 3 � - < . Ces contours sont d éfinis comme une fonction
�

dont le graphe est compris
entre l’axe

� 3 � - et la diagonale
� 3 � � E . Nous consid érons les gouttes d’aire unit é. Dès lors, la portion
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de la goutte dans le domaine étudi é a une aire de
3� . Les coefficients

�
du th éorème suivant sont choisis de

sorte que l’aire de la goutte soit égale à
K
. Ils peuvent être ais ément calcul és mais pour ne pas surcharger

les formules, nous omettons leur forme explicite. Il est clair que les valeurs de
�

sont diff érentes suivant
les domaines, nous ne le rappelons pas par des indices pour all éger les notations.

Théorème 1. Pour les modèles de � � les formes macroscopiques des gouttes sont données par :

1. dans � 3	� � � � 3 " ��� � �
si
� 3 � � - � � � �

(2.57)

2. dans � � � � � � 3 " � 8 � 3 ' � � �
si
� 3 � � - � � 	 3 � 1 (2.58)

3. dans � 3 �
� � � 3 " � � � � �

si
� 3 ��� - � � � � 	 3 8 K " � �8 � 3 ' � � 	 3 � is
� 3 � � � � � 	 3 8 K ")� � 	 3 � � (2.59)

4. dans � 3 ��� � � �
� � � 3 " �

��� �� � � �
si
� 3 � � - � � � � 	 365 E 8 K " � �8 3E � 3 ' � � 	 365 E � si
� 3 � � � � � 	 365 E 8 K ")� � � � 	 3 8 	 365 E " � �8 � 3 ' � � 	 3 � si
� 3 � � � � � 	 3 8 	 365 E ")� � 	 3 � 1 (2.60)

5. dans � 3 ��� � ���
� � � 3 " � � � � �

si
� 3 � � - � � � � 	 365 E 8 K " � �8 3

�
� 3 ' � � 	 365 E � si

� 3 � � � � � 	 365 E 8 K ")� � � � 	 365 E � � (2.61)

6. dans � E ��� � ��� � � � 3 " � 8 K� � ' � � �
si
� � � - � �

�
� � �

(2.62)

7. dans � E ��� � � �
� � � 3 " � � 8 3E � 3 ' � � 	 365 E � si

� 3 � � - � � � � 	 3 8 	 365 E " � �8 � 3 ' � � 	 3 � si
� 3 � � � � � 	 3 8 	 365 E ")� � 	 3 � � (2.63)

Ce r ésultat est illustr é par la figure 2.2.2, où les formes macroscopiques sont donn ées pour les r égions
� ��� .
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FIG. 2.17 – Formes obtenues pour les différents modèles

Les indices dans les notations des r égions proviennent du problème de programmation lin éaire que
nous avons r ésolu pour obtenir les formes. Dans ce problème interviennent sept coefficients et deux re-
lations entre eux, chaque coefficient correspondant à la pente d’une droite d éfinissant la forme. Les deux
entiers en indice correspondent aux pentes à partir desquelles les contours de la forme correspondante
sont construits.

Notons que dans � 3	� � � � � et � E ��� � ��� , la forme des polygones ne d épend pas de l’ énergie des
contours. Nous appelons ces polygones des polygones purs. Dans les autres r égions, la forme du poly-
gone d épend de l’ énergie. Ils peuvent alors être consid ér és comme un m élange de polygones purs.

Une forme familière de goutte est obtenue dans � 3	� . Le modèle d’Ising, dont les coordonn ées dans
le plan � 	 365 E � 	 3 " sont � � E � � " appartient à cette r égion. La forme la “plus isotrope” est un polygone à seize

cot és. Le chien-modèle dont les coordonn ées dans le plan � 	365 E � 	 3 " sont ��� �E � � � " appartient à la r égion
correspondant à ce polygone.

Dans cette étude, nous avons consid ér é certains modèles que nous avons d éfinis comme r éguliers.
Des exemples de modèles non r éguliers ainsi que deux conditions suffisantes de r égularit é sont donn és
dans [27].
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2.2.3 Estimation des paramètres : un algorithme de type MVMCMC
5 Nous d écrivons ici un algorithme, fond é sur une approche MCMC, permettant d’obtenir des esti-

mateurs des paramètres d’un champ markovien au sens du Maximum de Vraisemblance (MV). L’ énergie
du champ markovien est suppos ée d épendre lin éairement des paramètres. Cette approche est d ériv ée des
travaux de Geyer et Thompson [GT92]

Soit
!��

un champ al éatoire d éfini sur
�

et param étr é par le vecteur
� � � �� " . Nous supposons que!��

est un champ de Gibbs dont l’ énergie est lin éaire par rapport à �� . Il s’ écrit alors :

! � � X " � KL � � " MONQP 8���� � X 	 � KL � � " MONQP
� 8 R � � �(� ��� X " � (2.64)

où les � ��� X " sont des fonctions de la configuration X . Pour l’ écriture, nous consid érons un espace d’ état
continu  . Les r ésultats sont identiques en discret en changant les int égrales en somme. La fonction de
partition

L � � " s’ écrit alors :

L � � " � ����� MON P � 8 R � � �(� � � % " � � % � (2.65)

Nous consid érons que nous connaissons les donn ées X . Nous cherchons le modèle qui correspond le
mieux aux donn ées. La log-vraisemblance est d éfinie par :

	��� ! � X 2 � " � 	��� � KL � � " MONQP 8 R � � � � ��� X " � � (2.66)

	��� ! � X 2 � " � 8 R � � � � ��� X " 8 	��� L � � "01 (2.67)

Les estimateurs au sens du MV sont obtenus en maximisant la log-vraisemblance. Nous avons alors :

$ � ��� 	��� ! � X 2 � "� � � ��� � � - � (2.68)

et donc : $ � � 8 � � � X " '
	
���
� � � % " MONQP�� 8 � � �� �(� ��� % "� � %
	
� �
MONQP � 8 � � �� �(� ��� % "  � % � - � (2.69)

où �� � est l’estimateur au sens du MV de � � .
Notons par �����'
 " + � , l’esp érance de �5�'
 " relativement à

! �
. nous avons donc :$ �)� � � � � % " 	��� � � � � X "01 (2.70)

Pour évaluer la log-vraisemblance, nous devons calculer la fonction de partition. Les d ériv ées partielles
de la log-vraisemblance n écessitent le calcul des diff érents moments

� � ��� % " 	 � . Malheureusement, le
calcul de ces quantit és n’est pas envisageable analytiquement. Nous pouvons cependant estimer les
quantit és

� � � � % " 	 � en échantillonnant la distribution. N éanmoins, échantillonner la distribution pour
chaque valeur de

�
est inconcevable du point de vue du temps de calcul. Nous introduisons donc

l’ échantillonnage pr éf érentiel6 .

5. Nous r ésumons ici des travaux faits en collaboration avec Robin Morris, Josiane Zerubia et Marc Berthod. Biblogra-
phie :[23, 24]

6. Importance sampling en anglais
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Echantillonnage préférentiel- L’ échantillonnage pr éf érentiel permet d’estimer les moments statis-
tiques correspondant à

! �
à partir d’ échantillons de la loi

!��
.

Consid érons, en premier lieu, la fonction de partition :

L � � " � � � MONQP � 8@R � � � � ��� % "�� � % � (2.71)

alors :

L � � " � � � MON P � 8 R � � � � 8�� � " � � � % " � MONQP � 8 R � � � � � � % " � � %
L � � " � � � MONQP � 8@R � � � � 8�� � " � � � % " � L ��� " �U!�� � % "�1 (2.72)

Pour tout couple � � � � " , le rapport des fonctions de partition est donc donn é par :L � � "L ��� " � � �	� MONQP � 8@R � � � � 8�� � " � � � % " ��
 � (2.73)

où
� �

repr ésente l’esp érance par rapport à la loi
!�

.
La fonction de partition correspondant à

! �
peut donc être estim ée à partir d’un échantillonnage de! �

. Nous devons uniquement échantillonner la loi de paramètre � pour obtenir un estimateur du rapport� � � �� � � � pour tout
�

en calculant l’esp érance donn ée par la formule (2.73).
Consid érons maintenant la log-vraisemblance. L’estimateur au sens du MV est donn é par le vecteur�

qui maximise la formule (2.66), ce qui est équivalent à minimiser l’expression suivante :

8 	��� !�� � X " � R � � � � ��� X " ' 	��� L � � "L ��� " 1 (2.74)

Les d ériv ées partielles de la fonction de partition s’ écrivent :

� L � � "� � � � � � 8 � � � % " MON P �� 8 R
�
� � � 8� � " � � � % "��� L ��� " � !�� � % "

� 8 L ��� " � � �� � � � % " MON P �� 8@R
�
� � � 8� � " � � � % "���

	� 1
(2.75)

Nous avons donc :� 8 	��� !�� � X "� � � � � � � X " 8 � �  � ��� % " MONQP � 8 � � � � � 8�� � " � �U� % "  �� �  MON P � 8 � � � � � 8�� � " � � � % "  �
1

(2.76)

A partir d’un échantillonnage de
! �

, nous pouvons donc th éoriquement estimer la log-vraisemblance de! �
et de ses d ériv ées partielles pour tout

�
. Le même type de calcul permet de calculer le hessien et

nous avons :� E 8 	��� !�� � X "� � � � � � � � � ��� � � % " � � � % " MONQP 8 ��� � � � � 8�� � " � � � % " � "� � � MONQP 8 ��� � � � � 8� � " � � � % " � " (2.77)

8 � � ��� � � % " MON P 8 � � � � � � 8�� � " � � � % " � " � � ��� �=� % " MONQP 8 � � � � � � 8� � " � � � % " � "� � � MON P 8 � � � � � � 8�� � " � � � % " � "
1
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Consid érons une image X à partir de laquelle nous voulons obtenir l’estimateur au sens du MV de
�

en consid érant
! �

comme modèle. A partir de l’image, nous pouvons estimer la valeur des diff érentes
quantit és � � � X " . Ensuite, nous pouvons échantillonner la loi

! �
pour une valeur de � donn ée. A par-

tir des échantillons obtenus, les diff érentes esp érances impliqu ées dans les formules (2.73) et (2.76)
peuvent être estim ées. Alors, pour tout

�
, nous pouvons estimer la log-vraisemblance et ses d ériv ées.

Un algorithme d’optimisation, de type descente de gradient ou gradient conjugu é, permet alors d’obtenir
une estimation de

�
au sens du MV, lorsque la log-vraisemblance est convexe.

N éanmoins, si deux jeux de paramètres
�

et � sont trop éloign és, l’estimation des esp érances sera
peu pr écise. En effet, la robustesse de cette estimation n écessite que le recouvrement entre les deux
distributions

! �
et
! �

soit suffisamment important. En pratique, la m éthode d écrite n’est valide que
dans un voisinage du paramètre � . Durant l’optimisation, lorsque la valeur courante de

�
s’ éloigne trop

de � , nous devons r é- échantilloner le modèle en utilisant la valeur courante des paramètres.
Algorithme d’estimation- Consid érons l’estim ée courante des paramètres�� et un échantillonnage

de
! �� . Nous pouvons estimer le gradient et le hessien de la log-vraisemblance en �� . Nous calculons

ensuite les directions conjugu ées. Suivant chaque direction conjugu ée, nous d éfinissons un intervalle sur
lequel l’estimation est robuste. Nous maximisons alors la log-vraisemblance sur chacun de ces inter-
valles. Le processus est alors it ér é en g én érant de nouveaux échantillons (avec la valeur courante de�� )
jusqu’à convergence.

L’algorithme s’ écrit alors :

1. Calculer les statistiques de l’image � � � X " .
2. Initialiser l’estim ée �� � , �*� - .
3. Echantillonner la distribution avec la valeur courante des paramètres

! ���� .

4. Estimer le gradient et le hessien de la log-vraisemblance en �� 9 , avec les équations (2.76) et (2.78).
5. Calculer les directions conjugu ées

� � .
6. Pour chaque direction conjugu ée, d éfinir un intervalle de recherche pour lequel l’estimation est

suppos ée robuste.

7. Calculer �� 9 ; 3 en maximisant la log-vraisemblance sur chaque intervalle par le principe de la
section d’or.

8. Si 2 2 �� 9 ; 3 8 �� 9�2 2 + � alors �*���*' K et retourner en 3, où � est un seuil choisi suivant la pr écision
d ésir ée.

Validation- Nous consid érons diff érents modèles markoviens pour valider l’approche propos ée. Le
modèle de Potts peut être reformul é sous la forme de l’ équation (2.64):

!�� � % " � KL � � " MON P � 8 � � � � % " � � KL � � " MONQP � 8 � ��� � �
(2.78)

où � � � % " � ���
est le nombre de cliques non homogènes de la configuration

%
. Le modèle ne

d épend que d’un paramètre, ce qui simplifie l’algorithme puisque nous n’avons plus à calculer les di-
rections conjugu ées. Le tableau 2.3 montre les estim ées obtenues à partir de r éalisations correspondant à
diff érentes valeurs de

�
.

Nous pouvons étendre l’approche au cas d’un modèle de Potts non-stationnaire. Soit un modèle de
Potts dont le paramètre d’interaction

�
d épend de la localisation de la clique. Nous supposons pour

simplifier que cette d épendance est lin éaire :� S �
	
����� � � �
	 � �  � � ! � ' �� " '�

! ��'��� " ';V 1 (2.79)

Pour estimer
�

, il nous faut donc estimer � , � et V .
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Paramètres
� � - 1�� � � � � � � � - � - " � � - 1�� � � �#� � � � �

� �
� �
"

Estim ées �� � - 1�� � �#� � � � 	 � � � - � � " �� � - 1�� � ���#� � � � 	 � �
� �
� �
"

Echantillon

TAB. 2.3 – Estimation du paramètre du modèle de Potts

Paramètres
V 0.3 � � 26603
� 0.005 � 3 1703201� 0.002 � E 2777495

V 0.5 � � 29171
� 0.005 � 3 1816390� 0.0 � E 3704620

Estim ées
�V 0.3002

� � � 	 27960�� 0.0052
� � 3 	 1771015�� 0.0025
� � E 	 2757615

�V 0.535
� � � 	 30495�� 0.0052
� � 3 	 1859293�� 0.0003
� � E 	 3760871

Echantillon

TAB. 2.4 – Estimation des paramètres d’une version non-stationnaire du modèle de Potts

Ce modèle peut s’ écrire sous la forme de l’ équation (2.64) :

!�� � � � S � % " � KL � � � � � V " MONQP � 8 V � � � % " 8 � � 3 � % " 8 � � E � % " � (2.80)

avec :

� � � % " � � � �
le nombre de cliques h ét érogènes

� 3 � % " � R
cliques h ét érog ènes

��'��� � � � � % " � ��' �� � cl. h ét.

� E � % " � R
cliques h ét érog ènes

� ' �� � � � � % " � � ' �� � cl. h ét.

Le tableau 2.4 montre des échantillons de ce modèle et les paramètres estim és sur ces échantillons.



38 CHAPITRE 2. LES CHAMPS DE MARKOV

Paramètres
	 0.2 � � 32950
� 0.4 � 3 11724� 0.6 � E 49708

	 0.4 � � 21089
� 0.8 � 3 1710� 1.0 � E 2880

Estim ées
�	 0.2008

� � � 	 32857�� 0.4038
� � 3 	 11669�� 0.5997
� � E 	 49606

�	 0.3905
� � � 	 21358�� 0.7843
� � 3 	 1585�� 0.9993
� � E 	 2947

Echantillon

TAB. 2.5 – Estimation des paramètres du chien-modèle

Consid érons pour finir le chien-modèle. Le potentiel associ é à chaque configuration sur une clique
est une combinaison lin éaire des trois paramètres 	 , � et � :$ � � - ��1�1�1 ��� K � � ��" � � � ��" 	 ' � � ��" � '��/� ��" � 1

(2.81)

La distribution r ésultante s’ écrit sous la forme :

!�� � ��� 9 � % " � KL � 	 � � � � " MONQP � 8 	 � � � % " 8 � � 3 � % " 8 � � E � % " � (2.82)

où :

� � � % " � R� � 3 ������� � � 3 � � ��" � � � % " �
� 3 � % " � R� � 3 ������� � � 3 � � ��" � � � % "D�
� E � % " � R� � 3 ������� � � 3 �/� ��" � �)� % "�1

� ��� % " étant le nombre de configurations de type
�

dans la r éalisation
%

.
Les r ésultat obtenus sont r ésum és dans le tableau 2.5.
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2.2.4 Optimisation : Equations Différentielles Stochastiques
7 Le d éfaut des m éthodes stochastiques r éside dans le temps de calcul n écessaire à l’optimisation.

Les m éthodes MCMC consistent à proposer une nouvelle configuration à partir de la configuration cou-
rante, celle-ci étant accept ée avec une certaine probabilit é. Lorsqu’une proposition est refus ée, les cal-
culs n écessaires à son évaluation relativement à la configuration courante peuvent être consid ér és comme
perdus. L’ échantilloneur de Gibbs permet un taux d’acceptation égal à

K
mais n écessite bien souvent des

calculs lourds pour le noyau de proposition. Nous étudions ici une alternative aux m éthodes MCMC
par l’interm édiaire des équations diff érentielles stochastiques. Le problème pour lequel nous évaluons
les deux approches est la restauration d’image, ou plus pr écis ément le d ébruitage. Nous consid érons un
processus de diffusion avec interactions et la dynamique de Langevin associ ée. Ce processus de Markov
est stationnaire et r éversible pour la mesure de Gibbs associ ée au modèle de restauration. Pour simuler
la dynamique de Langevin, nous consid érons des processus de Markov discrets dans le temps, appel és
approximation d’Euler et approximation explicite forte de Taylor. Le principe g én éral consiste à coupler
une approximation de la dynamique de Langevin avec un critère d’optimisation fournissant un estimateur
de l’esp érance de la mesure de Gibbs ou du minimum global de l’hamiltonien. Ces outils sont compar és
à la dynamique de Metropolis-Hastings, notamment pour un faible nombre d’it érations.

L’approche par Equation Stochastique Différentielle- Comme pour l’approche bay ésienne fond ée
sur les champs de Gibbs, nous consid érons un hamiltonien d éfini par la somme d’un terme d’interactions,
le modèle a priori, et un terme d’attache aux donn ées, mod élisant la vraisemblance. Nous consid érons
un

�
-modèle pour ses propri ét és de pr éservation des discontinuit és.

Soit la trame de l’image  � � E � 2 02 � � et un espace d’ état continu
� � � 3

. Supposons que
�

est un sous-ensemble compact de
� 3

, alors � � � �
est l’espace des configurations. L’hamiltonien du

modèle a la forme suivante : � � % � X " � � 3 � % " ' � E � % � X ")� (2.83)

où
% � � �*� � % � : % � � � �  < , et X � : X � � � �  < est une configuration fix ée (les donn ées),

� 3 � % " � � R� � � � � ( � "���� � � � � � 3 � 3 � % � 8 % � ")� (2.84)

� E � % � � " � � R ��( � � % � 8 � � " E>� (2.85)� +.-
et
� +.-

sont les paramètres du modèle.
Le modèle test consid ér é est le suivant :

� � E �3 � % � 8 % � " � 8 KK ' � � � � � � � "
� "

1
(2.86)

L’id ée g én érale de la m éthode est, tout comme pour l’approche par MCMC, de construire l’image
r ésultat comme la configuration limite �% �*� d’un sch éma it ératif

: L9/< . La n-ième configuration de ce
sch éma est d étermin ée par la configuration pr éc édente

L9�� 3 et l’hamiltonien du modèle. La construction
de ce processus s’effectue en trois étapes :

1. Nous construisons, en premier lieu, un processus de diffusion dans le temps avec interactions,
continu sur l’espace des mesures, et qui converge vers la mesure de Gibbs d éfinie par l’hamiltonien� � % � X " de l’ équation (2.83).

2. Nous consid érons ensuite une approximation discrète dans le temps de ce processus par un pro-
cessus de Markov discret.

7. Ce travail est le r ésultat d’une collaboration avec E. Zhizhina de l’IITP dans le cadre d’un projet soutenu par l’institut
Lyapunov.



40 CHAPITRE 2. LES CHAMPS DE MARKOV

3. Pour finir, nous d éfinissons un estimateur qui optimise en un certain sens l’hamiltonien consid ér é.
Le processus discret est coupl é avec un sch éma particulier (recuit simul é ou moyennage) pour obtenir la
configuration qui minimise l’hamitonien (nomm é critère du MAP) ou permet d’obtenir l’esp érance de la
distribution de Gibbs (que nous nommons critère EXP).

Soit le processus de diffusion
% � 6D" � : % � � 6 ")� � �. < , correspondant à la première étape de notre

construction. Consid érons pour un
� + -

quelconque donn é un processus stationnaire
: % � � 6D")�76 � - <

sur � ayant pour mesure invariante :

� � � � % " � 	 � "� "�� � � � � �L � � �I" � � � � % ")� (2.87)

où � � � � ��( � � � � �� est le produit des distributions uniformes � � sur
�

. Ce processus est d écrit par son
g én érateur

�� , qui est un op érateur dans l’espace de Hilbert � E ��� � � � � " des fonctions sur � :

� � < � K� � E	� < 8�
 �� 
 < � � E� R ��( � � E <� 
 E� 8 R ��( � � �� 
 � � � <� 
 � � < ��� E ��� � � � � "01
L’op érateur

� � satisfait la condition de l’ équilibre minutieux8 , ce qui est équivalent au fait que l’op érateur� � est auto-adjoint dans l’espace � E ��� � � � � " [Lig85]. Par cons équent, l’op érateur
�� g énère un proces-

sus stochastique r éversible
%�� � 6 " sur � relativement à � � . Ce processus est appel é la dynamique de

Langevin et est obtenu comme solution de l’ équation diff érentielle stochastique suivante :
� % � � 6D" � ��� % � � 6 " " �U6 ' � � 
 � 6D")� 6 � - � (2.88)

où : �5� % " � ��� % � X " � 8�
 � � � % � X "
est un terme de d érive d éterministe9 , d épendant des donn ées � , � 
 � 6D" est un terme de diffusion,


 �: 
 � 6 ")�76 � - < est le processus de Wiener à � dimensions. Pour simplifier les notations, nous omettons�
, de sorte que

% � % �
par la suite. La solution de l’ équation (2.88) peut être r écrite comme suit :

% ��� 6 " � % � ��� " ' � 4
� � � � % �  ")� � " �  ' � � 4� � 
 �  ")� � � K ��1�1�1 � � (2.89)

avec � � 2 02 � - ��� � 6 .
Algorithmes- Pour simuler le processus, nous devons discr étiser le temps. Nous pr ésentons deux

sch émas de discr étisation.� L’approximation d’Euler- Nous consid érons une discr étisation de l’intervalle de temps � - �76 " :� � � " � : � 9 � �*� - � K � � ��1�1�1>� ��4�<
par un pas temporel

� 9 � � 9 ; 3 8 � 9 � �
. Le processus d’approximation :L 9#� : L � � � " < � � � K ��1�1�13� ��� �*� - � K ��1�1�13� ��4

possède le même état initial
% � - " que le processus

% � 6D" , et est construit par le sch éma it ératif suivant :L � � - " � % � � - ")�
L � � � ' K " � L � � � " ' � � � L � � ")� X " � 9 ' � � 
 � � 9.; 3 " 8 
 � � 9 " " 1 (2.90)

8. “Detailed balance condition” en anglais
9. “drift term” en anglais



2.2. QUELQUES CONTRIBUTIONS 41


 � � 9.; 3 " 8 
 � � 9 " est simul é en échantillonnant une loi normale centr ée de variance
�
, not ée � � - � � " .

Remarque. Remarquons que le processus
L � � " peut être défini par la probabilité de transition sui-

vante : ! � L � � "�� L � ��' K " " �
� ���� � � 9 � E " � 5 E MON P � 8 K� � 9 � E �R � � 3 � L ��� ��' K " 8 L ��� � " 8 � � � L � � ")� X " � " E � �

où � � est une constante de normalisation, et
�

un paramètre donné qui peut être interprété comme la
température de la mesure de Gibbs. Cette formule fait référence à un échantillonnage parallèle. Les
résultats restent valides dans le cadre de l’échantillonnage séquentiel utilisé pour les simulations.� L’approximation forte de Taylor- En appliquant la formule de Taylor stochastique [PK92], nous obte-
nons d’après l’ équation (2.89) un processus appel é sch éma d’approximation forte de Taylor :L � � - " � % ��� - ")�

L � � ��' K " � L ��� � " ' � ��� L � � ")� � " � 9 ' 3E � � � L � � ")� � " � �� � L � � ")� � " � E9 '3
� � � �� � L � � ")� � " � E � E9 ' � �� � L � � ")� � " � � ? � � � " ' � � 
 ��� � ")�

(2.91)

Avec : � ? � � � " � K� !
� � 3 �� ' K

�
�
� � E �� " � � 5 E9 � � 
 � � � " � � � 3 ���� � 9 �

� � 3 �� � � � E �� � � � K ��1�1�13� � sont des variables al éatoires ind épendantes, identiquement distribu ées (v.a.i.i.d.)
par � � - � K " .

Nous consid érons également une modification de l’approximation forte de Talor, appel ée approxi-
mation forte de Taylor explicite :�L � � - " � % ��� - ")�

�L � � ��' K " � �L � � � " ' 3E  � �����I� � ")� � " ' � � � �L � � ")� � " � � 9�' � � 
 � � � ")� (2.92)

avec � � � " � �L � � " ' ��� �L � � ")� � " � 9 ' � � �
 � � ")�
et � 
 � � � " � � � 3 �� � � 9 � � �
 ��� � " � � � E �� � � 9 �
� � 3 �� � � � E �� sont des v.a.i.i.d. par �C� - � K " .

Pour effectuer les diff érents tests, nous avons consid ér é cette seconde approximation, en plus du
sch éma d’ordre

K
(approximation d’Euler). Ce second sch éma permet d’ éviter le calcul de d ériv ées

d’ordre sup érieur de l’hamiltonien qui peuvent induire des instabilit és num ériques.
Convergence et propriétés d’ergodicité- Nous énonçons les propri ét és de convergence des proces-

sus d’approximation donn és par les équations (2.90) à (2.92). Supposons que pour tout
� � K ��1�1�1 � �

1) � � � % � X " � �	� � E � " est une fonction continue de
%

et de X ,
2) � � � % � X " ne d épend des configurations

%
et � que dans un voisinage du site

�
:� � � % � X " � � � � % � � X$� ")� � � 2 � 8 �/2 �.V �
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pour une constante V � .
Notons que, d’après notre d éfinition des � ��� % � X " et de

� � % � X " , où

� ��� % � X " � 8 �� % � � � % � X ")�
ces deux hypothèses sont v érifi ées.

Théorème 1 (convergence forte).

� � � 6 � � � , N� � 3 ������� � 9 � � � 1
alors, sous les hypothèses 1)-2) sur les fonctions � ��� % � X ")� � � K ��1�1�13� � � le processus d’approxima-

tion (2.90) converge fortement vers le processus
% � 6D" à l’ordre

K B � c’est-à-dire, pour tout
6
, nous avons

la propriété suivante : � , N��� �D2 % ��� 6 " 8 L ��� ��4 " 2 " � � � 365 E
(2.93)

� étant une constante positive qui ne dépend pas de
�

(mais dépend de
6
).

Par application du d éveloppement de Taylor-Ito, et en consid érant des restrictions plus fortes sur les
d ériv ées des fonctions �� � % � X " , nous avons un r ésultat similaire pour les processus (2.91)-(2.92) aux
ordres

K 1��
et
K 1 -

respectivement.

Corollaire (Convergence uniforme faible). Pour chaque <@� � � � � " et chaque
6 +.-

, nous avons :

� , N� ( ������� P� � � � 4 2 � � < � X � �7�>B � � " " 8
�
� < � % ��� " " 2 � -

as
� � - �

(2.94)

où �
�

est l’espérance si
%

est l’état initial.
Diagnostic de convergence- Nous comparons la vitesse de convergence des sch émas étudi és avec l’algo-
rithme de Metropolis-Hastings. Pour ce faire, nous effectuons � simulations ind épendantes et consid érons
l’it ération � . Pour tester la convergence, nous comparons les statistiques des � � échantillons suivants,
obtenus avec les diff érentes simulations ind épendamment, avec les statistiques de l’ensemble d éfini par
l’union des échantillons obtenus pour les � simulations. Ces statistiques sont calcul ées sur un seul pixel.

Consid érons un pixel donn é. Soit 
� � sa valeur à l’it ération � pour la simulation
�
. Consid érons main-

tenant l’ensemble
% �� � : 
 � � � �C� � ��1�1�1 � � ' � � < pour un � � fix é. Nous supprimons de chacun de ces

ensemble les
�	�

valeurs les plus faibles et les
�	�

valeurs les plus fortes. Soient � �� et 
 �� les valeurs
minimale et maximale des ensembles r ésultants. Consid érons maintenant l’ensemble

% � ��� � � 3 ����� � 9 % ��
auquel on enlève les

��
valeurs les plus faibles et les

��
valeurs les plus fortes. Soient � � et 
 � les

valeurs minimale et maximale de cet ensemble. Nous d éfinissons le rapport suivant :� � � 
 � 8 � �
� � � 3 ����� 9 � �� B � 8 � � � 3 ����� 9 
 �� B �

Si l’algorithme converge, nous avons :

	�� ������ � � � K
Nous traçons

� � en fonction de � et consid érons que la convergence est atteinte lorsque
� � est

proche de
K
.

Nous comparons les approximations de la dynamique de Langevin avec l’algorithme de Metropolis-
Hastings. La figure 2.18 montre un exemple sur un pixel de l’ évolution de

� � en fonction de �
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( � � � K -=-
) pour le modèle étudi é. Nous pouvons remarquer que l’approximation d’Euler montre la

convergence la plus rapide et l’algorithme de Metropolis-Hastings la plus lente. Notons qu’une it ération
de l’algorithme de Metropolis-Hastings et de l’approximation d’Euler n écessite le même temps de calcul
alors que l’approximation forte de Taylor explicite n écessite un temps de calcul double. Ceci montre
l’int érêt de consid érer la dynamique de Langevin en concurrence des algorithmes de type MCMC pour
échantillonner un modèle de type champ de Gibbs.
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FIG. 2.18 –
� � en fonction de � ( � � � K -=-

) pour respectivement l’approximation d’Euler, l’approxi-
mation explicite forte de Taylor et l’algorithme de Metropolis-Hastings

Application à la restauration d’image Nous consid érons maintenant le problème de la restauration
d’image pour lequel un simple échantillonnage de la mesure de Gibbs n’est pas suffisant, puisque la
solution est obtenue par l’optimisation du modèle. Nous d écrivons deux critères d’optimisation pour
lesquels nous donnons des estimateurs fond és sur les dynamiques étudi ées.

Le premier critère consid ér é est le critère MAP :

�% 3 � ,.-  � � �� � � % � � " (2.95)

Pour estimer le MAP nous appliquons un recuit simul é en faisant d écroı̂tre le paramètre au cours des
it érations. Il a ét é montr é que, pour la dynamique de Langevin, la solution de l’ équation (2.88) converge
vers �% 3 quand

6%� !
pour

� � � � 6D" � 3� ��� � 4 ; E � [PK92]. La valeur optimale (au sens de la vi-

tesse de convergence) du pas de discr étisation
�

d épend de la valeur de
�

. Nous introduisons donc
également un sch éma de d écroissance sur

�
. En pratique, nous avons utilis é deux sch émas exponentiels

de d écroissance.
De par les r ésultats énonc és pr éc édemment, nous pouvons consid érer un second critère (EXP) fond é

sur l’estimation de l’esp érance : �% E � ��� � % " (2.96)
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Pour obtenir l’estim ée �% E , nous consid érons un nombre d’it érations de la dynamique de Langevin, pour
un

�
donn é, suffisant pour atteindre la convergence. Nous effectuons alors un certain nombre d’it érations

suppl émentaires pour obtenir plusieurs échantillons de la mesure. L’estim ée�% E est alors obtenue par
moyennage sur ces échantillons.
Résultats sur une image test- Consid érons, en premier lieu, l’image constitu ée de zones uniformes du
tableau 2.6.a à laquelle est ajout é un bruit gaussien centr é d’ écart type

� -
(voir le tableau 2.6.b).

TAB. 2.6 – a (à gauche): Première image test, b (à droite): Image bruitée
� � � -

Nous comparons les r ésutats obtenus avec les deux critères (MAP et EXP) par l’algorithme de
Metropolis-Hastings (AMH) et les dynamiques de Langevin discr étis ées (DLD) pour diff érents nombres
d’it érations (voir les tableaux 2.7 pour

K -=-=-=-
it érations et 2.8 pour

K -=-=-
it érations).

critère MAP :
Euler Taylor Metropolis� � K -=-=- � - 1 -=- K � � K -=-=- � - 1 -=- K 2 � K -=-=- � - 1 -=- K� � K -=-=- � - 1 K � � K -=-=- � - 1 K

� � � 8 � � � � - � � � � 8 � � �
��� � � � � 8 � � � - K �

critère EXP :
Euler Taylor Metropolis2 � K 1 - � � � K - 2 � K 1 - � � � K - 2 � - 1��� � � 8 � � � � ��� � � � 8 � � � � � � � � � 8 � � K=K � �

TAB. 2.7 – Résultat des différents algorithmes et critères pour un grand nombre d’itérations (
K -=-=-=-

),� ��� 1 -
,
� � K - ,

� � - 1 -=-=- K
La convergence par les DLD est donc plus rapide que l’AMH pour les deux critères. De plus, les

minima locaux obtenus par les deux types d’approches pour un faible nombre d’it érations ont des pro-
pri ét és diff érentes. Avec les DLD, les r ésultats obtenus après

K -=-=-
it érations sont très proches de ceux
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critère MAP :
Euler Taylor Metropolis� � K - � - 1 - K � � K - � - 1 - K 2 � � -=- � - 1 -=- K� � K -=-=- � � � � K -=-=- � �

� � � 8 � � ��� � - � � � 8 � � K � K � � � � 8 � � K � � �

critère EXP :
Euler Taylor Metropolis2 � K 1 - � � ��� - 2 � K 1 - � � ��� - 2 � - 1��� � � 8 � � � � K � � � � 8 � ��� K � � � � � 8 � � � � K �

TAB. 2.8 – Résultat des différents algorithmes et critères pour un petit nombre d’itérations (
K -=-=-

),
� �� 1 -

,
� � K - ,

� � - 1 -=-=- K
obtenus avec

K -=-=-=-
it érations sauf en certains points isol és contenant un bruit r ésiduel, ce ph énomène

étant moins important pour le critère EXP. Avec l’AMH, nous n’obtenons pas ce bruit r ésiduel mais les
zones sont beaucoup moins homogènes avec

K -=-=-
it érations qu’avec

K -=-=-=-
it érations. Pour supprimer ce

bruit r ésiduel, il suffit d’appliquer un filtre m édian en post-traitement. Le tableau 2.9 pr ésente le r ésultat
pr éc édent après une étape de filtrage.

Le filtrage am éliore de façon évidente les r ésultats de DLD, mais reste quasiment sans effet sur les
r ésultats de l’AMH. Pour finir, notons que l’approximation de Taylor n’am éliore pas les r ésultats obtenus
par l’approximation d’Euler.

Ces diff érents commentaires se retrouvent sur les valeurs des énergies obtenues pour les diff érentes
exp érimentations et synth étis ées dans les tableaux 2.10 et 2.11.

Ces courbes montrent également la convergence plus rapide des DLD. Même si l’optimum global
n’est pas atteint, les valeurs de l’ énergie obtenues par les DLD sont plus faibles que par l’AMH. En
outre, le filtre m édian r éduit ces valeurs pour une valeur proche de l’optimum global pour les DLD.
Tests sur des données réelles- Consid érons d’abord une image radar ERS1, 4-vues, montr ée sur la
figure 2.19. Le bruit contenu dans cette image (bruit de chatoiement) est un bruit multiplicatif, corr él é.
N éanmoins, nous conservons ici le modèle quadratique additif, sachant que la litt érature fait état de
r ésultats satisfaisant avec ce modèle simple; le but étant ici de comparer les dynamiques de Langevin
et de Metropolis sur cet exemple très bruit é pour un faible nombre d’it érations (respectivement �

-=-=-
et �

-=-
pour les tableaux 2.12 et 2.13). Si nous consid érons à la fois la qualit é visuelle et la valeur de

l’ énergie, l’AMH fournit des r ésultats l égèrement meilleurs pour �
-=-=-

it érations. Avec un filtre m édian
en post-traitement, les r ésultats sont équivalents. Le point principal est que si nous r éduisons le nombre
d’it érations à �

-=-
, le sch éma DLD est plus robuste et produit un r ésultat à peine d égrad é par rapport à

celui obtenu avec �
-=-=-

it érations, ce qui n’est pas le cas pour l’AMH. De plus, une fois encore, un filtre
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critère MAP :
Euler Taylor Metropolis� � K - � - 1 - K � � K - � - 1 - K 2 � � -=- � - 1 -=- K� � K -=-=- � � � � K -=-=- � �

� � � 8 � � � � � � � � � 8 � � � K�� � � � � 8 � K � � � �

critère EXP :
Euler Taylor Metropolis2 � K 1 - � � ��� - 2 � K 1 - � � ��� - 2 � - 1��� � � 8 � � K - � K � � � 8 � � K � � � � � � 8 � � - � � �

TAB. 2.9 – Résultat des différents algorithmes et critères pour un petit nombre d’itérations (
K -=-=-

) suivi
par un filtre médian �

�
� ,

� ��� 1 -
,
� � K - ,

� � - 1 -=-=- K
m édian am éliore le r ésultat du DLD et nous obtenons une valeur de l’ énergie très proche de la valeur
optimale.

FIG. 2.19 – Image ERS1 4-vues4

Pour finir, nous consid érons l’image de Lena à laquelle nous ajoutons un bruit gaussien d’ écart type� -
(voir le tableau 2.14). Nous consid érons uniquement

� -
it érations ce qui conduit à un temps CPU de �

secondes sur un processeur de
K

GHZ pour une image � � � � � � �
. Ici encore, le DLD donne de meilleurs

r ésultats, le critère EXP étant l égèrement meilleur (voir les tableaux 2.15 et 2.16).



2.2. QUELQUES CONTRIBUTIONS 47

1000 3000 5000 10000

−2.45

−2.4

−2.3

−2.2

−2x 10
5

1000 3000 5000 10000

−2.45

−2.4

−2.3

−2.2

−2x 10
5

1000 3000 5000 10000

−2.45

−2.4

−2.3

−2.2

−2x 10
5

� � � � � K - � ��� -

1000 3000 5000 10000

−2.45

−2.4

−2.3

−2.2

−2x 10
5

1000 3000 5000 10000

−2.45

−2.4

−2.3

−2.2

−2x 10
5

1000 3000 5000 10000

−2.45

−2.4

−2.3

−2.2

−2x 10
5

� � � � � K - � ��� -

1000 3000 5000 10000

−2.45

−2.4

−2.3

−2.2

−2x 10
5

1000 3000 5000 10000

−2.45

−2.4

−2.3

−2.2

−2x 10
5

1000 3000 5000 10000

−2.45

−2.4

−2.3

−2.2

−2x 10
5

2 � - 1 K 2 � - 1�� 2 � K 1 -
TAB. 2.10 – Energie en fonction du nombre d’itérations pour le critère EXP et respectivement Euler
(ligne du haut), Taylor (ligne du milieu) et Metrolpolis (ligne du bas) sans filtrage (courbes pleines) et
après un filtre médian �

�
� (courbes en tirets) et

� � �
(courbes en pointillés)
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TAB. 2.11 – Energie en fonction du nombre d’itérations pour le critère MAP : ligne du haut, pour 2 �K -=-=- � - 1 -=- K
(Metropolis) et 2 � K - � - 1 - K � � � K -=-=- � - 1 - K

(Euler et Taylor), et ligne du bas,
pour 2 � � -=- � - 1 -=- K

(Metropolis) 2 � K - � - 1 - K � � � K -=-=- � � 1 -
(Euler et Taylor) sans filtrage

(courbes pleines) et après un filtre médian �
�

� (courbes en tirets) et
� � �

(courbes en pointillés)
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Euler avec le critère MAP plus filtre m édian �
�

�� � 8 � K ��� � � � � 8 � - K ��� �

Euler avec le critère EXP plus filtre m édian �
�

�� � 8 � K � � K � � � 8 � - � � � -

Metropolis avec le critère MAP plus filtre m édian �
�

�� � 8 � � -=- � � � � 8 � - � � � K

Metropolis avec le critère EXP plus filtre m édian �
�

�� � 8 � K � � � � � � 8 � - � � � -
TAB. 2.12 – Résultats sur l’image de la figure 2.19 pour �

-=-=-
itérations
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Euler avec le critère MAP plus filtre m édian �
�

�� � 8 � - ��� � � � � 8 K � � � � �

Euler avec le critère EXP plus filtre m édian �
�

�� � 8 � K � - � � � � 8 � - � � � K

Metropolis avec le critère MAP plus filtre m édian �
�

�� � 8 � - � � � � � � 8 K � - � � �

Metropolis avec le critère EXP plus filtre m édian �
�

�� � 8 � - � � K � � � 8 K � - � � �
TAB. 2.13 – Résultats sur l’image de la figure 2.19 pour �

-=-
itérations
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TAB. 2.14 – Image de Lena � � � � � � �
et sa version bruitée (

� � � -
)
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Euler plus filtre m édian �
�

�� � 8 � � � - � � � 8 � � � �
�

Metropolis plus filtre m édian �
�

�� � 8 ��� � - � � � 8 � - � � �
TAB. 2.15 – Résultats sur l’image du tableau 2.14 pour

� -
itérations avec le critère MAP
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Euler plus filtre m édian �
�

�� � 8 ��� K � � � � 8 � � � � �

Metropolis plus filtre m édian �
�

�� � 8 � � � � - � � 8 � - � � �
TAB. 2.16 – Résultats sur l’image du tableau 2.14 pour

� -
itérations avec le critère EXP.
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2.3 Quelques applications traitées

2.3.1 La texture

La variance conditionnelle

10 Nous abordons ici l’utilisation des champs de Markov en tant que modèle de texture. L’appli-
cation trait ée consiste à extraire un masque urbain à partir d’une image satellitaire. Diff érentes ap-
proches ont ét é propos ées dans la litt érature pour r ésoudre ce problème. On retrouve les matrices de
cooccurence [Har79], qui s’avèrent bien adapt ées sur les images LANDSAT mais moins performantes
à des r ésolutions meilleures [BP90], la morphologie math ématique [SM94] qui permet une extraction
grossière du masque urbain [Ser89], des techniques de fusion d’informations alliant imageries optique et
radar [HG91], ou encore les analyses multi- échelle [WMCL97].

Nous avons repris et g én éralis é une approche developp ée dans notre thèse qui consiste à mod éliser
la texture par un champ markovien gaussien 4-connexe isotrope [34] . Les paramètres de ce champ nous
ont permis de discriminer la texture urbaine de façon satisfaisante comme le montre l’ étude comparative
dans [Gou96]. L’approche a ét é valid ée sur des images SPOT à 10m de r ésolution. Avec des donn ées
plus r ésolues, par exemple SPOT V, de nouvelles structures apparaissent clairement (serres, vergers,...).
Ces structures sont à l’origne de fausses alarmes dans l’approche isotrope. Le travail r ésum é ici (cf thèse
d’A. Lorette [Lor99]) prend donc en compte une analyse directionnelle pour pallier ce d éfaut.

Nous consid érons huit modèles gaussiens à voisinage directionnel, c’est à dire que chaque site
possède deux voisins d éfinis par les deux sites les plus proches suivant une direction donn ée. Les lois
conditionnelles locales sont alors gaussiennes et leur variance est un indice de l’urbain. Le biais intro-
duit par l’anisotropie de la trâme est corrig é par une proc édure de renormalisation. Le paramètre de
texture retenu est une combinaison des variances conditionnelles des huit modèles directionnels. Nous
classifions ensuite le paramètre de texture estim é en chaque point par l’algorithme d écrit dans le para-
graphe 2.2.1 et r égularisons le r ésultat par un modèle de Potts. Un post-traitement permet d’ éliminer les
dernières fausses alarmes. L’approche a ét é valid ée sur des images SPOT II, des simulations SPOT V, et
des images radar ERS1.
Les modèles- Nous d éfinissons huit modèles markoviens directionnels (cf figure 2.20) à voisinage mo-
nodimensionnel.

s
E

NEe
NE

NEn

N
NWw

NW

NWn

FIG. 2.20 – Les huit directions

Pour chaque modèle associ é à une direction
�
, le voisinage d’un pixel � est l’ensemble des deux plus

proches voisins de � dans cette direction. La probabilit é conditionnelle en un point sachant ses voisins

10. Nous r ésumons ici des travaux initi és à l’Ecole Nationale Sup érieure des T él écommunications en collaboration avec M.
Sigelle, et pleinement d évelopp és et étendus dans la th èse d’A. Lorette, sur un financement et en collaboration avec le CNES.
Bibliographie : [56, 34, 53, 55]
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s’ écrit alors :

! � % � 2 % � � �#�@? � ��� " " � KL���� � � � MON P
�� 8 � � � � �� R

� ( ��� � � � � % � 89% � " E ' � � � � � % � 8 � " E 	� 	�
(2.97)

? � ��� " étant le voisinage de � dans la direction
�
.
L���� � � � est la fonction de partition.

En supposant des conditions aux bords toriques, nous pouvons remarquer à partir de l’ équation (2.97)
que la probabilit é conditionnelle

! � % � 2 % � � � �*? � ��� " " d épend uniquement de la moyenne � � � des deux
voisins de � :

! � % � 2 % � � � �J? � ��� " " � KL ���� � � � MON P  8 � � � � ��� ' � � � � "  % � 8 � � � � ' � � � � �� ' � � � � � E �
(2.98)� ! � % �>2 � � � " (2.99)

De plus, la probabilit é conditionnelle
! � % �32 � � � " suit une loi gaussienne d éfinie par :

! � % �>2 � � � " � � � � � � � ' � � � � �� ' � � � � � K� � � � � ��� ' � � � � " 
 (2.100)

Les indices texturaux consid ér és sont les variances conditionnelles
�E� � K� � � � � ��� ' � � � � " estim ées pour

chacun des huit modèles par la m éthode dite des queues de com̀ete (le nom provient de la forme des
matrices conditionnelles estim ées) [7]. Pour une distribution donn ée, ces paramètres ne d épendent pas
de � � � . En outre, la m éthode des queues de com̀etes nous permet d’estimer le paramètre

�
qui sera

utile pour l’ étape de renormalisation. Une heuristique permet de prendre en compte la non-stationarit é
de la moyenne locale et évite ainsi le ph énomène de flou dû à la fenêtre d’estimation. Cette heuristique
consiste à ne consid érer dans l’estimation de la variance conditionnelle que les distributions les plus
repr ésentatives, c’est à dire celles correspondant aux moyennes des voisins les plus caract éristiques de la
r égion d’ étude.
Normalisation des paramètres- Pour pallier l’anisotropie de la trâme carr ée, nous normalisons les pa-
ramètres estim és. Les modèles consid ér és ont un voisinage mono-dimensionnel. La distance entre deux
voisins d épend de la direction étudi ée. Nous consid érons une r ésolution plus fine pour laquelle chacune
des r ésolutions des directions étudi ées peut être obtenue par d écimation. C’est à dire que la distance entre
deux voisins peut être approxim ée par la distance du r éseau fin multipli ée par un entier. En renormalisant
le modèle, nous pouvons, à partir de l’estim ée du paramètre suivant une direction, obtenir le paramètre
du modèle équivalent sur le r éseau fin. Les paramètres des diff érentes directions sont donc ramen és à une
r ésolution identique.
Résultats expérimentaux- Les estim ées des huit paramètres obtenues à partir de la figure 2.21 sont
montr ées sur la figure 2.22. Les zones urbaines sont caract éris ées par une forte r éponse dans toutes
les directions. Notons que les frontières entre les r égions sont nettes grace à l’heuristique d écrite. Le
paramètre final retenu est d éfini par la valeur moyennes des deux valeurs centrales. Cette combinaison a
ét é obtenue par exp érimentation et confirm ée par une analyse en composantes principales.

Segmentation et post-traitements- Le paramètre retenu est classifi é par l’algorithme de “fuzzy C-
means” avec prise en compte d’un terme d’entropie d écrit au paragraphe 2.2.1. Une segmentation est
ensuite obtenue par un modèle de Potts. A ce niveau, certaines fausses alarmes demeurent. Pour les
supprimer, nous consid érons la variance conditionnelle la plus faible parmi les huit directions. L’image
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FIG. 2.21 – Toreilles: simulation SPOT V

obtenue est classifi ée, puis filtr ée par un filtre m édian. Nous obtenons alors une image de marqueurs. Les
zones urbaines sont alors constitu ées des composantes connexes de la première segmentation ayant une
intersection non vide avec l’image de marqueurs. Un exemple du paramètre de texture retenu sur une
simulation SPOT V est donn é sur la figure 2.23 (a). L’image de marqueurs est sur la figure 2.23 (b) et le
r ésultat final sur la figure 2.23 (c). La robustesse de l’approche est montr ée par les r ésultats obtenus sur
une image SPOT 3 de Cayenne (voir figure 2.24) et sur une image ERS 1 de Macapa (voir figure 2.25).
Les r ésultats sont donc pr écis pour diff érents capteurs, ce qui semble montrer que le paramètre de texture
retenu est caract éristique de la structure urbaine à des r ésolutions allant de 2-3 mètres à 10-20 mètres,
quelque soit le capteur.
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(a): direction E (b): direction NEe

(c): direction NE (d): direction NEn

(e): direction N (f): direction NWn

(g): direction NW (h): direction NWw

FIG. 2.22 – Paramètres de texture estimés (résultat en inversion vidéo)
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(a): Paramètre de texture (b): Image de marqueurs (c): Segmentation finale

FIG. 2.23 – Toreilles: simulation SPOT V

FIG. 2.24 – Cayenne (département de La Guyanne): image SPOT III

FIG. 2.25 – Macapá (Brésil): image radar ERS 1
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Données de grande dimension

11 Les images hyperspectrales, par opposition aux images monospectrales, sont des images de t él édetection
ayant la particularit é de fournir à la fois un échantillonnage spatial et un échantillonnage spectral. Pour
chaque échantillon spatial, elles ne fournissent plus une valeur scalaire, mais un ensemble de valeurs
(qui peut être vu comme un vecteur), correspondant aux mesures du rayonnement faites dans un certain
nombre de longueurs d’onde. Ces images constituent par cons équent un “pav é” hyperspectral dans le-
quel chaque point peut être index é par ses deux coordonn ées spatiales et sa coordonn ée spectrale (ie. la
longueur d’onde correspondante).

Ces images ont un nombre de canaux en g én éral bien sup érieur à 10. Chacun de ces canaux est associ é
à une longueur d’onde du spectre allant du visible à l’infrarouge. Par rapport aux images multispectrales
(dont le nombre de canaux est sup érieur à 1 et inf érieur à 10), ce d écoupage spectral plus fin autorise des
mesures radiom étriques plus pr écises, et permet donc une caract érisation plus exacte du mat ériau pr ésent
sur le terrain. Ceci autorise en particulier des applications li ées à la reconnaissance du sol en g éologie, à
l’aide à l’agriculture de pr écision, etc. . .

Dans ce travail, on s’int éresse à l’analyse des textures pr ésentes dans des images hyperspectrales
tirant parti à la fois des relations spatiales et spectrales de celles-ci, visant ainsi à ajouter l’information
spectrale aux m éthodes classiques d’analyse de texture prenant en compte les variations spatiales des
niveaux de gris.

L’application dans laquelle s’inscrit ce travail est la classification des zones urbaines. En effet,
ces zones sont constitu ées de nombreux mat ériaux, ce qui est la source d’une grande variabilit é de
r éflectance, qui se traduit à la fois entre diff érents pixels et à l’int érieur d’un même pixel dont la re-
flectance peut alors être due à un m élange de plusieurs composantes “pures”.

De plus, une partie de ces mat ériaux est aussi caract éristique de certains paysages naturels, donnant à
certains pixels urbains les mêmes signatures spectrales que ces paysages naturels. De ce fait, l’ étude des
r éponses radiom étriques de ces zones est insuffisante pour aboutir à un r ésultat satisfaisant. Il est donc
n écessaire d’ étudier les zones urbaines à travers leur texture.
Modèle markovien gaussien- Nous avons appliqu é le modèle markovien gaussien en imagerie monodi-
mensionnelle pour l’analyse de la texture urbaine. Nous étendons cette approche en d éfinissant un modèle
à deux dimensions, que l’on appelle MGMRF (en anglais “Multivariate Gaussian Markov Random Fiel-
d”), sur les donn ées vectorielles que constituent les observations aux diff érentes longueurs d’onde d’un
même site. Les interactions entre les valeurs à diff érentes longueurs d’onde ne sont pas mod élis ées expli-
citement, mais cependant elles existent, et d écoulent des paramètres qui sont estim és à partir des donn ées.
Il n’est donc pas n écessaire de faire une hypothèse concernant la port ée de ces interactions.

Soit une image 
 de dimensions spatiales ��� � ��� ayant un nombre de bandes � � . Cette image est
suppos ée être une r éalisation d’un champ

%
. Nous considèrons un champ à 2 dimensions (les dimen-

sions spatiales) compos é de variables vectorielles de dimension égale au nombre de bandes (les r éponses
spectrales). La mod élisation markovienne implique que la probabilit é qu’un vecteur al éatoire

%� en un
site � prenne la valeur 
 � connaissant le reste de l’image, est égale à la probabilit é en ce site connaissant
ses voisins. La mod élisation markovienne gaussienne ajoute une contrainte sur cette probabilit é, qui est
suppos ée être de la forme suivante :

! �'
��32 : 
�4 < �76 �J?5� " � KL MON P
� 8 K� � 
�� 8 R4'( � � � 4 ��� 
54 � E�

�
(2.101)

la notation
� � � E� signifiant � 4 � � 3 � , les � � étant des matrices de transformation, ou paramètres d’interac-

11. Nous r ésumons ici des travaux de la th èse de G. Rellier [Rel02], men és en collaboration avec Alcatel Space Cannes et
cofinanc és par la r égion PACA. Bibliographie : [64, 69].
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tion et
�

la matrice de covariance conditionnelle. Ce sont les paramètres du modèle.
Cette loi est donc une loi gaussienne dont la covariance est constante et la moyenne d épend du

voisinage. Cette expression est valable si l’on considère des donn ées centr ées, c’est-à-dire de moyenne
nulle. Dans le cas de moyennes non nulles, l’expression est l égèrement modifi ée :

! �'
 � 2 : 
 4 < �76 �@? � " � KL�MONQP
� 8 K� � 
 � 8 R4'( � � � 4 ��� 
 4 8 ��� ��� 8 R4'( � � � 4 ��� " � � E�

�
(2.102)

où � � � d ésigne la matrice identit é, et � la moyenne du champ.
Par la suite, on suposera que la texture homogène consid ér ée a ét é centr ée, la g én éralisation étant triviale.
La formulation (2.101) permet d’ écrire :


/� � R
4'( � � � 4 ��� 
54 ' �� (2.103)

avec /� bruit blanc gaussien, centr é, de matrice de covariance
�

.
De plus, pour des contraintes de coh érence et de stationnarit é du champ, on doit avoir ��F� � � � , ce qui
conduit à :


/� �
�R� � � � �� � �� ' �� (2.104)

où � d ésigne chaque type de voisinage (horizontal, vertical,. . . ), � le nombre de types de voisins, � �� la
moyenne des voisins de type � , et � �� � � � � � , avec � � le nombre de voisins de type � . Un type de voisins
d ésigne, ici, l’ensemble des voisins

6
d’un pixel � ayant la même contribution dans le modèle, ce qui se

traduit par le même paramètre � � � 4 .Pour obtenir la formule de la loi globale, on revient sur la formule (2.103) :

 � � 
 � 8 R4'( � � � 4 ��� 
 4 (2.105)

Soit 
 l’image entière r éorganis ée en un vecteur colonne, 
 � �'
4 � � � ��� 1�1�1 
 4 � ��� � ��� � " 4 , de même  ��  4 � � � ��� 1�1�1  4 � ��� � ��� � " 4 . Il vient alors :

C��� 
 (2.106)

où la structure de A est d étermin ée par les paramètres � et le système de voisinage consid ér é.
Le vecteur  suit une loi normale, donc le vecteur 
 également. Nous pouvons écrire :

! �'
 " � KL � � " MON P
! 8 K� 
 4 � � 3 
 " (2.107)

avec
� � � : 
5
 4 < ��� � 3 � : 5
 4 < et

L � � " la constante de normalisation.
Caractéristiques des espaces de grande dimension- Après avoir pr ésent é ce modèle dans sa forme

g én érale, on s’int éresse plus particulièrement à son application dans le cadre de la classification des
images AVIRIS à 224 bandes spectrales.

Le processus de classification tel qu’on l’envisage est constitu é dans un premier temps d’une phase
d’apprentissage durant laquelle les classes à distinguer sont d éfinies par un op érateur, puis caract éris ées
par l’estimation de leurs paramètres.
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Le nombre de paramètres du modèle markovien gaussien est variable, selon l’ordre du voisinage,
son anisotropie, ou les contraintes appliqu ées à la matrice � . Dans le cas de donn ées AVIRIS à 224
bandes, l’estimation d’un nombre aussi élev é de paramètres est très difficile, d’autant plus que le nombre
d’ échantillons disponibles pour effectuer le calcul ne peut exc éder quelques milliers. Or, plus le nombre
de paramètres est élev é, plus le ph énomène de Hughes [Hug68] est pr ésent, entrainant des instabilit és du
processus d’estimation.

Deux solutions peuvent être apport ées à ce problème. D’une part, il est possible de choisir des critères
et des m éthodes permettant de r éduire la dimension des observations de façon à am éliorer estimation
et classification. D’autre part, il est possible de simplifier le modèle de façon à ce que le nombre de
paramètres à estimer diminue radicalement.

Dans le cas de l’application qui nous int éresse, la simplification consistera à donner une certaine
forme a priori aux matrices de transformation � � :

� � � diag � � � " � � � Id (2.108)

Ceci consiste à consid érer que l’on a d’une part ind épendance entre les bandes dans les interactions
entre pixels, et d’autre part que ces interactions sont identiques dans les diff érentes longueurs d’onde
du spectre. Cela se traduit par une même vitesse de d écroissance des corr élations dans les diff érentes
bandes.

Cette hypothèse a également pour cons équence de simplifier la forme de la probabilit é condition-
nelle :

! �'
/�>2 : 
54 < �76 �@?�� " � KL MONQP
� 8 K� � 
/� 8 R4'( � � � 4 ��� 
�4 � E�

�
(2.109)

Nous pouvons alors écrire :

! �'
��>2 : 
�4 < �76 �*?�� " � KL � MONQP � 8 R4'( � � � 4 ��� � 
�� 8 
�4 � E� 8 � � 
�� � E� � (2.110)

Pour que le champ
%

de loi (2.107) existe, il faut que la matrice
�

soit d éfinie positive, par cons équent
il faut que � soit d éfinie positive si l’on considère que

�
l’est. Cette dernière hypothèse est vraisemblable,

si l’on considère un nombre d’ échantillons suffisamment élev é.
Par la suite, on prendra la formulation de la probabilit é conditionnelle suivante :

! �'
/�32 : � � < " � KL MONQP
� 8 K� � 
/� 8 R � � � � � �� � E� � (2.111)

où les � � � sont obtenus à partir des � � comme les � � à partir des � (cf. équation (2.104)).
Nous pouvons montrer qu’une condition n écessaire à l’existence du champ markovien gaussien de

paramètres
: � � � < est que � � � 3� � � � � � � K , où � d ésigne le nombre de voisins [Haz00].

Classification de texture- In fine, le but de cette analyse de texture est la classification, en particulier
celle de zones urbaines, qui sont textur ées (par opposition aux zones rurales, qui sont plus homogènes à
la r ésolution consid ér ée).

Nous souhaitons d éfinir une m éthode pour laquelle l’influence de la radiom étrie et de la texture sont
équivalentes. Pour ce faire, il paraı̂t plus judicieux de passer par des m éthodes où des images de texture

sont extraites et ajout ées aux images initiales de radiom étrie. L’algorithme de classification propos é ici
est divis é en deux phases. La première phase est un pr é-traitement qui consiste en une r éduction de
la dimension des donn ées d’une part, et en une extraction des paramètres de texture d’autre part. La
deuxième phase est la classification elle-même.
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Comme nous venons de l’expliquer, le pr é-traitement est l’ étape d’extraction de caract éristiques.
Cette étape est constitu ée de deux sous- étapes bien distinctes, qui ont chacune un but pr écis. La première
sous- étape consiste à chercher un sous-espace de l’espace initial dans lequel projeter les donn ées. Son but
est de limiter les problèmes li és à l’estimation statistique dans des espaces de grande dimension. L’autre
sous- étape est l’extraction des paramètres de texture n écessaires à l’analyse, accompagn ée également
d’une r éduction de dimension.

La sous- étape de r éduction de la dimension est la phase cl é de notre analyse. Beaucoup de m éthodes
ont ét é d évelopp ées dans ce cadre ou adapt ées dans ce but, la plus connue étant l’analyse en composantes
principales. Cette m éthode vise à d éterminer le sous-espace qui minimise l’erreur quadratique totale pour
une dimension donn ée. Cette m éthode est très utilis ée en raison de son efficacit é dans le cas g én éral.
Cependant, dans le cadre de la classification, d’autres m éthodes, utilis ées seules ou en combinaison avec
l’ACP, sont plus performantes. Parmi celles-ci, on peut retenir les m éthodes de poursuite de projection.

La poursuite de projection est une m éthode visant à rechercher un sous-espace dans lequel un indice
de projection est maximis é [FT74].

Cette m éthode est int éressante pour deux raisons :

– le ph énomène de Hughes est att énu é du fait que tous les calculs sont faits dans le sous-espace
projet é,

– l’indice de projection peut être adapt é selon le traitement vis é.

Initialement [Hub85], la poursuite de projection était utilis ée dans des contextes non param étriques,
afin de trouver des angles de projection pour lesquels les donn ées seraient “bien” repr ésent ées. Les
indices de projection étaient alors des mesures li ées à l’histogramme du nuage de points.

Plus r écemment, cette m éthode a ét é utilis ée dans un contexte param étrique dans le cadre de la clas-
sification d’image hyperspectrale [JL99]. Ayant choisi un modèle gaussien non-contextuel, les auteurs
proposent d’appliquer une approximation de la poursuite de projection afin de trouver le sous-espace
maximisant la distance de Bhattacharyya entre les classes d éfinies au pr éalable à travers des échantillons
d’apprentissage.

Nous avons propos é une variante de ce dernier algorithme, fond ée sur la mod élisation par MGMRF,
utilisant une distance de Bhattacharyya li ée au modèle. N éanmoins, dans cette application, nous nous
contentons de l’indice de projection de Jimenez et Landgrebe [JL99] pour ce qui concerne la r éduction
de dimension des images de radiom étrie. Quant à l’indice de projection optimis é pour les images de
textures, nous y reviendrons dans le paragraphe suivant.

Le critère qui dirige la phase de classification est le maximum de vraisemblance. Soit
%

l’image pr é-
trait ée, destin ée à être classifi ée. En chaque pixel � , la mesure vectorielle 
� est constitu ée de la mesure
radiom étrique 
 �� , et de la mesure de texture 
 �� .

Consid érons un problème à
�

classes � � , � � - 1�1�1 � 8 K
. La règle de d écision du maximum de

vraisemblance (MV) consiste à assigner le label �� � au pixel � de la faon suivante :

�� � � ,.-  � , N� ( 	 � � � � 3  ! � �'
 � " � ,.-  � , N� ( 	 � � � � 3  ! � �'
 �� � 
 �4 " (2.112)

où
! � �'
 � " � ! �'
 � B � �,� � " .
Or, nous pouvons écrire :

! � �'
 �� � 
 �4 " � ! � �'
 �� B3
 �4 "�! � �'
 �4 " . En outre, nous faisons l’hypothèse que la
mesure de radiom étrie est ind épendante de la texture, connaissant le label du pixel observ é, c’est-à-dire :! � �'
 �� B3
 �4 " � ! � �'
 �� " . Par cons équent,

! � �'
 �� � 
 �4 " � ! � �'
 �� "�! � �'
 �4 " . Et, il vient :

�� � � ,.-  � , N� ( 	 � � � � 3  ! � �'
 �� "�! � �'
 �4 " (2.113)

La partie radiom étrie du vecteur
% � est suppos ée suivre une loi conditionnelle normale � ��� � ��� � " .

En ce qui concerne la partie texture de ce vecteur, nous y reviendrons après avoir d écrit les paramètres
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choisis.
Extraction de paramètres de texture- Nous avons donc propos é un modèle d’image textur ée multidi-
mentionnelle adapt é aux images hyperspectrales. Ce modèle va servir à d écrire les textures, et donc à les
caract ériser. Les paramètres associ és à ce champ sont de deux types : la matrice de covariance condition-
nelle

�
, et des paramètres d’interaction qui, dans le cas particulier du MGMRF que nous avons d écrit,

sont r éduits à un vecteur, le vecteur � .
Nous voulons avoir, en chaque point, une estimation des paramètres de texture. Or, la texture n’est

pas une notion pix élique, mais se situe au niveau d’un voisinage local. Nous calculons donc en chaque
point les paramètres de texture correspondant à une fenêtre centr ée sur ce point.

Le MMSE (“Minimum Mean Square Error” en anglais) est l’estimateur minimisant l’erreur quadra-
tique moyenne.

Le MMSE ob éit au principe d’orthogonalit é, c’est-à-dire que l’erreur d’estimation � est orthogonale
aux donn ées servant à l’estimation. Cela se traduit par l’ équation suivante :� : 
 4� �� < � - � $ � ���� (2.114)

En explicitant /� et en d éveloppant, l’ équation (2.114) devient :� � 
 4� 
/� � 8 R4'( � � �U4 ��� � � 
 4� 
54 � � - � $ � ���� (2.115)

En notant V � � � � 
 4 � 
 �8; � � , l’ équation peut se r é écrire :

V � 8 R4'( � � � 4�V � ;/4 � - � $ �(�� - (2.116)

Il faut autant d’ équations que d’inconnues pour r ésoudre le système, un choix naturel est donc de
prendre le système form é des équations (2.116) pour

� �J?� .
Pour estimer les paramètres � � , il suffit donc d’estimer les coefficients V � et V � ;/4 du champ n écessaires

à la r ésolution du système d’ équations, et de le r ésoudre.
Cette m éthode suppose que, dans une fenêtre centr ée sur un point, seul un type de texture est

repr ésent é. Ceci peut être suppos é vrai si la fenêtre est assez petite, mais il est pr éf érable de traiter
des tailles de fenêtres suffisamment grandes. La raison en est que si l’on travaille avec des fenêtres trop
petites, l’estimation n’est plus fiable (d’une part, du fait que nous pouvons avoir des configurations très
particulières ou peu caract éristiques du champ à certains endroits, et d’autre part du fait du ph énomène
de Hughes).

Malheureusement, en augmentant la taille des fenêtres, nous augmentons la possibilit é d’y trouver
plusieurs textures. Pour rem édier à ce problème, nous consid érons une heuristique.

L’heuristique propos ée ici est fond ée sur le fait que le problème apparaı̂t quand les moyennes des
textures sont distantes. Le principe est simple, il consiste à verifier avant le calcul des paramètres de
texture que nous ne sommes pas en pr ésence de deux zones de moyennes éloign ées, en d éterminant
d’abord deux nuages de points au moyen de l’algorithme “k-means”, puis en testant la distance entre
ces deux nuages. Si la distance entre les centres de ces nuages est sup érieure à un seuil d épendant de
la variance des nuages, alors nous supposons être en pr ésence de deux zones distinctes, et le calcul des
paramètres de texture se fait sur le nuage ayant le plus grand nombre de points. Nous ne prenons en
compte que les cas où nous avons deux textures, au plus, dans une fenêtre. Les paramètres pertinents
pour la classification de la texture urbaine sont donn és par la matrice

�
.

Retour sur le calcul de l’indice de projection pour la poursuite de projection- L’attribut de texture
conserv é est donc la matrice de covariance conditionnelle

�
estim ée, c’est-à-dire que nous avons

� � � � 3 �E
paramètres distincts. Comme pour les bandes de radiom étrie, il est n écessaire d’effectuer une r éduction
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de dimension pour les paramètres de texture. Cette r éduction est effectu ée par un algorithme de poursuite
de projection, dont nous d écrivons l’indice de projection.

Lorsque nous avons trait é le cas des bandes de radiom étrie, nous avons choisi la distance de Bhatta-
charyya entre les classes pr éd éfinies comme indice de projection à maximiser. Cette distance est facile-
ment calculable dans le cas de donn ées gaussiennes, et nous la calculons pour les paramètres dont nous
disposons.

Dans le cas des paramètres de texture que nous consid érons, la mod élisation gaussienne n’est pas
adapt ée. Nous approximons �� par une variable

���
telle que

� "� ��� "� ��� suive une loi de Wishart à
� "� ��� "�

degr és de libert é.
La distance de Bhattacharya entre deux distributions de �� 3 et �� E , telles que � 3 �� 3 suive une distri-

bution de Wishart de paramètres � � 3 � � 3 " et que � E �� E suive une distribution de Wishart de paramètres� � E � � E " , peut se calculer comme suit :


 3 E � � 	 � ��3 � 	 � "�E 2 � 3 E 2 � ��� � "�2 � 3 2 � �� 2 � E 2 � "� (2.117)

où
� � 33 E � 3E 	 � 3 � � 33 ' � E � � 3E�
 .
L’algorithme de r éduction de dimension des paramètres de texture est une poursuite de projection

s’appuyant sur la distance Bhattacharyya donn ée par l’ équation (2.117). De même que pour la r éduction
de dimention des bandes de radiom étrie, on va chercher à maximiser la distance entre les distributions
des paramètres des échantillons d’apprentissage.

L’algorithme consiste en une technique de poursuite de projection par croissance d’espace. A partir
d’un espace vide, on augmente cet espace pas à pas d’une dimension, jusqu’à la dimension d ésir ée. A
chaque it ération, nous ajoutons à la base courante un vecteur directeur de la droite qui, dans l’orthogonal
de la base courante, maximise la distance de Bhattacharyya entre les distributions des paramètres de
texture des classes pr éd éfinies.
Algorithme de classification- Dans l’ équation (2.113), on note que, pour chaque classe � , on a deux lois
de probabilit és,

! � � % �� � 
 �� " et
! � � % �4 � 
 �4 " , que l’on note

! � �'
 �� " et
! � �'
 �4 " .

La première loi est celle des pixels de radiom étrie, directement mesur és par l’instrument. Cette loi
est mod élis ée par une loi normale.

En ce qui concerne la deuxième loi, nous disposons d éjà d’une approximation de la loi conditionnelle! � �'
 �4 B � " . Il est difficile de mod éliser la loi du vecteur � , � � � " , puisque le vecteur est soit issu d’une
optimisation num érique sur laquelle nous avons peu de controle (MV), soit le quotient de deux fonctions
de variables al éatoires (les matrices de corr élation) dont les lois ne sont pas des lois simples.

Nous remarquons que les valeurs de � sont très concentr ées autour des valeurs r éelles, ou du moins
que la variance est assez faible, sp écialement pour les estimations faites sur des images r éelles, car elles
sont très proches de la limite du domaine. Aussi allons-nous confondre la probabilit é conditionnelle avec
la probabilit é int égr ée sur le domaine de � .

Revenons sur la règle de d écision (2.113). Si nous prenons deux fois l’oppos é de la log vraisem-
blance, il vient :

�� � � ,.-  � � �� ( 	 � � � � 3  � 8 � 	��� ! � �'
 �� " 8 � 	��� ! � �'
 �4 " " (2.118)

Or :

8 � 	��� ! � �'
 �� " �&�'
 �� " 4 � � 3� 
 �� ' 	��� 2 � � 2 (2.119)

Et nous faisons l’approximation suivante :
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FIG. 2.26 – 3 bandes extraites d’un collage de 4 textures urbaines AVIRIS.

8 � 	��� ! � �'
 �4 " � tr  � � 3� �� � 8 � � � 8 � 8 K " 	������� �� ��� ' � � 	��� 2 � � 2 (2.120)

où 
 �4 est le resultat de la r éorganisation de �� en un vecteur colonne, et � � le nombre de degr és de libert é.
Par cons équent, la règle de d écision finale est la suivante :

�� � � ,.-  � � �� ( 	 � � � � 3   �'
 �� " 4 � � 3� 
 �� ' tr  � � 3� �� � 8 � � � 8 � 8 K " 	������� �� ��� ' � � � ' K " 	���A2 � � 2 � (2.121)

Il est à noter que, dans les applications sur des images r éelles, le nombre de degr és de libert é choisi
est bien inf érieur à la valeur calcul ée th éoriquement, car les champs que nous traitons sont beaucoup plus
irr éguliers que de vrais MGMRF. Ceci a pour effet de rendre les mesures de �� plus variables. Or, quand
le nombre de degr és de libert é est grand, cela signifie que la distribution est plus “piqu ée” autour de la
moyenne, et toute valeur qui s’en éloigne donne une probabilit é très faible.
Résultats sur des images AVIRIS- Il reste donc à tester l’algorithme de classification propos é sur des
donn ées hypespectrales r éelles. Les images sur lesquelles nous travaillons sont des extraits d’une image
du capteur AVIRIS prise au dessus de la r égion de Moffett Field, en Californie. La m éthode pr ésent ée
ici est test ée, ainsi que deux autres m éthodes de r éf érence. Nous appelons �&� ! 8 � la m éthode de
classification consistant à r éduire l’image en gardant les � composantes principales, puis à classifier
selon le maximum de vraisemblance (MV), en supposant les donn ées gaussiennes sans interaction. Nous
appelons

!A! 8 � la m éthode propos ée par Jimenez et Landgrebe [JL99] consistant à rechercher � bandes
par poursuite de projection, avec comme indice de projection la distance de Bhattacharyya calcul ée
sur les bandes de radiom étrie, suivie du même algorithme de classification que pour �&� ! 8 � . Nous
comparons également avec la m éthode

!A! 8 � suivie d’une r égularisation markovienne (par un modèle
de Potts) obtenue par recuit simul é. Nous notons cette dernière m éthode

!A! � 8 � . Enfin, la m éthode
que nous avons pr ésent ée sera not ée

!A! 8 � � � � " , dans le cas où l’on a d’une part r éduit la dimension à �
bandes (par la même m éthode que dans le cas pr éc édent), et d’autre part extrait les images de paramètres�� calcul ées sur � bandes.

La figure 2.26 repr ésente une mosaı̈que de quatre types diff érents de texture urbaine. Nous testons
les diff érents algorithmes sur cette image dans un premier temps, pour avoir une id ée de la qualit é des
r ésultats que nous pouvons obtenir, même si les transitions entre textures qui sont introduites artificiel-
lement sont bien plus abruptes que celles qui existent naturellement dans les images r éelles. Donc sur ce
type d’image, notre m éthode aura un handicap du fait de l’utilisation d’une fenêtre d’analyse.
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FIG. 2.27 – Classification par différentes méthodes de la mosaı̈que de textures AVIRIS. En bleu :
!A! 8 � ,

en rouge :
!A! � 8 � , en vert :

!A! 8 � � .

Les tests sont r éalis és sur un sous-ensemble de 25 bandes spectrales parmi les 224 disponibles, prises
dans la même zone (visible). Nous comparons les diff érents algorithmes pour plusieurs valeurs de � ,
la dimension finale pour la radiom étrie. La valeur de la dimension finale pour la texture est choisie
empiriquement égale à � , car celle-ci donne les meilleurs r ésultats.

Nous constatons sur la figure 2.27, où les r ésultats de classification sur la mosaı̈que de textures AVI-
RIS sont fournis, que la m éthode propos ée donne de meilleurs taux de bonne classification, y-compris par
rapport à la m éthode avec r égularisation par modèle de Potts. Pourtant, nous remarquons que les r ésultats
obtenus par la m éthode propos ée reflètent 2 problèmes. D’une part, la solution n’est pas r égulière, et
d’autre part, la classification est mauvaise au niveau des zones de transition entre textures. Le premier
problème peut être surmont é, par exemple en utilisant une r égularisation markovienne. Quant au second,
la mise au point d’une meilleure heuristique permettant de d étecter les bords reste n écessaire.

Un autre test est men é sur une vraie sous-image de la même image AVIRIS. L’image de test est
l’image de la figure 2.28. De la même façon que pour le test pr éc édent, nous utilisons un sous-ensemble
des bandes disponibles (ici 40 bandes prises dans le domaine visible). Nous avons d éfini deux sortes
de tissus urbains diff érents, et trois classes non-urbaines. Nous opèrons la classification sur ces cinq
classes et le r ésultat est valid é pour les deux classes de zones urbaines qui nous int éressent, sur des
zones de validation diff érentes de celles d’apprentissage. Les zones d’apprentissage et de validation ont
ét é d étermin ées grace à des cartes de l’USGS de la r égion. La taille des ensembles d’apprentissage est

de 361 échantillons pour les zones urbaines, et oscille entre 182 et 559 pour les autres. Les courbes
de la figure 2.29 donnent l’ évolution du coefficient Kappa ( � ) de la classification pour les diff érentes
m éthodes :

!A! 8 � ,
!A! 8 � � � � " , �&� ! 8 � ,

!A! � 8 � , quand � évolue. Le coefficient Kappa est une
valeur comprise entre

-
et
K

permettant de mesurer la qualit é d’une classification,
K

correspondant à une
classification sans erreur.

Pour des raisons de temps de calcul et de limitation de la capacit é de m émoire, la classification
!G! 8

� � � � " est une classification
!A! 8 � � � � " , où nous avons gard é une matrice de covariance conditionnelle

calcul ée sur 3 bandes spectrales. En examinant la courbe de classification, nous remarquons avant tout
que la courbe

!A! 8 � � � � " est bien au-dessus des autres, pour presque toute dimension de l’espace dans
lequel la classification est faite. Les valeurs de Kappa sont assez élev ées pour la m éthode propos ée,
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a) b) c)

FIG. 2.28 – a) Extrait de 3 bandes visibles de l’image AVIRIS de Moffett Field, b) variance conditionnelle�
extraite d’une bande de cette image, c) paramètre d’interaction � , extrait d’une bande de cette image.

puisqu’elles restent sup érieures à 0.8, alors que les autres m éthodes ne passent pas au-dessus de cette
valeur, y-compris la m éthode

!A! � 8 � , qui donne de meilleurs r ésultats que les deux autres m éthodes
non r égularis ées.

Comme le montre la figure 2.30, la classification par la m éthode propos ée apporte une sorte de
r égularisation fond ée sur la texture, même si nous trouvons encore un nombre important de pixels isol és.

Enfin, nous montrons un dernier exemple de classification, cette fois sur une scène entière de l’image
AVIRIS de Moffett Field (qui contient 4 scènes de 512 lignes de 614 pixels). Dans cette scène, nous
avons d éfini deux types de zones urbaines, les grands btiments et les zones r ésidentielles, et cinq classes
non-urbaines. La première image (a) de la figure 2.31 est un affichage de trois des bandes de l’image
sur laquelle nous travaillons. Le test est effectu é sur un sous-ensemble de 40 des bandes visibles de
l’image originale. Les trois autres images sont les r ésultats de classification par la m éthode

!A! 8 K -
,

la m éthode
!G! � 8 K -

, et la m éthode
!A! 8 K - � � . L’indice � � � � � des classifications par les deux

premières m éthodes est � ��� � 3 � � - 1�� �
et ������� � 3 � � - 1�� � , alors que l’indice correspondant à la

m éthode propos ée est nettement sup érieur : ���� � 3 � � � � - 1
� � . Malgr é cette grande diff érence, comme

dans les r ésultats pr éc édents, cette dernière m éthode donne des r ésultats visuels qui ne sont pas toujours
satisfaisants en ce qui concerne les transitions entre classes (par exemple au niveau des bords du lac dans
la partie en haut à gauche).



68 CHAPITRE 2. LES CHAMPS DE MARKOV

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Nb Canaux

C
oe

ffi
ci

en
t K

ap
pa

FIG. 2.29 – Classification par différentes méthodes de l’image AVIRIS. En bleu :
!A! 8 � , en rouge :!A! � 8 � , en vert :

!A! 8 � � , en turquoise : �&� ! 8 � .

a) b) c)

FIG. 2.30 – Classification par 3 méthodes de l’image AVIRIS : a)
!G! 8 �

, b)
!A! � 8 �

, c)
!A! 8 � �

� .
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a) b)

c) d)

FIG. 2.31 – a) affichage en fausse couleur des canaux
:
30,20,10 < de la scène AVIRIS, b) résultat de la

classification par
!A! 8 K -

, c)
!A! � 8 K -

, d)
!A! 8 K - � � .
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2.3.2 La segmentation

Application à l’imagerie radar : détection des lignes de côte

12 Cette application concerne l’extraction du trait de côte très utile pour l’ étude d’ évolutions g éographiques
ou pour la navigation automatique. Nous consid érons des images radar (ERS) qui sont caract éris ées par
un fort bruit corr él é (bruit de chatoiement). Ce travail montre l’int érêt d’utiliser des interactions autres
que celles directement d éduites des quatre et huit connexit és.

Pour extraire la ligne de côte, nous commençons par segmenter l’image à une r ésolution inf érieure.
Nous projetons ensuite la segmentation obtenue sur la trâme initiale. Des bandes recouvrant les lignes de
côtes sont alors obtenues. La ligne de côte est alors extraite par une segmentation binaire de ces bandes.
L’approche a ét é valid ée sur des images ERS-1 de la Guyanne à une r ésolution de 12.5 mètres par pixel.

Pour obtenir une extraction fine des lignes côtières, nous avons besoin de la r ésolution nominale
uniquement au voisinage des côtes. De plus, la r éduction de la r ésolution permet de r éduire à la fois le
bruit et le temps de calcul n écessaire au traitement. Nous moyennons donc les donn ées sur une fenêtre� � �

pour effectuer une première segmentation.
Les approches pr éc édemment propos ées pour l’extraction des lignes côtières étaient essentiellement

adapt ées au cas d’histogrammes bimodaux [LJ90, ZGO94]. Cette hypothèse est n éanmoins contestable
même à basse r ésolution. Nous avons donc consid ér é une segmentation multi-classes pour laquelle
nous consid érons les quatres classes suivantes : la mer, le continent, les zones sombres correspondant
aux r éflections sp éculaires des surfaces lisses et les zones claires correspondant aux r éflections diffuses
(comme les zones d’ érosion côtière par exemple).

Une fonction de coût lin áire par morceaux est d éfinie pour chaque classe. Les paramètres de ces
fonctions sont obtenus à partir des moyennes et variances de chacune des classes.

Même à basse r ésolution, le bruit de chatoiement reste corr él é et induit des segmentations peu sa-
tisfaisantes avec l’utilisation d’un modèle de Potts en 4 ou 8 connexit és. Nous obtenons en effet, dans
notre cas, une sursegmentation contenant un certain nombre de zones éron ées d’une cinquantaine de
pixels. Pour supprimer ces artefacts, nous utilisons une topologie à trous. Le voisinage correspondant
est constitu é des pixels associ és à la 8-connexit é plus huit autres pixels à une distance plus grande (voir
figure 2.32(a)). Cette distance doit être plus grande que le diamètre des zones éron ées. Un pixel ayant
une étiquette diff érente de ces 8 voisins à distance aura tendance à changer d’ étiquette. Dans le cas d’un
pixel en bord de côte, la moiti é des voisins à distance ont l’ étiquette mer et l’autre moiti é l’ étiquette
continent. L’influence des voisins distants est donc nulle et la topologie à trous n’affecte pas la pr écision
des contours.

L’ énergie associ ée à ce système de voisinage s’ écrit donc:

� � X " ' � � % 2 X " � RS
�
�
	 � � �  � 3 � ��� � � � � ' RS

"
�
	 � � �  � E � ��� � � � � ' RS��
	 �  R � < � �'
 � " � � � � � � � (2.122)

où V 3 repr ésente les cliques de la 8-connexit é et VE celles contenant des voisins distants, les < � étant les
fonctions constantes par morceaux d éfinies pour chacune des classes.

� 3 et
� E sont les paramètres des

potentiels de type Potts. L’ énergie est minimis ée par recuit simul é avec une d écroissance g éom étrique de
la temp érature de taux:

� � - 1
�

�
. Nous obtenons ainsi une segmentation nettoy ée des artefacts dus au

bruit de chatoiement, comme le montre la figure 2.32(b).
Les r ésultats obtenus sont compar és à ceux obtenus par un modèle de Potts 8-connexe sur la fi-

gure 2.33. La radiom étrie des images radar d épend de la reflectivit é de la surface imag ée. Dès lors, notre

12. Nous r ésumons ici des travaux effectu és à l’Ecole Nationale Sup érieure des T él écommunications en collaboration avec
M. Moctezuma. Bibliographie : [20]
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Voisin distant

BRUIT

Ligne De Cote

Voisin distant

Voisins 8-connexe

FIG. 2.32 – La topologie à trous : voisinage (à gauche) et comportement sur les contours (à droite)

segmentation contient plus de r égions que simplement mer et continent. En effet, les reflectivit és de la
mer, comme du continent, ne sont pas forc ément homogènes. Un post-traitement est donc n écessaire
pour extraire la ligne de côte parmi les diff érents contours de l’image segment ée.

Nous projetons les diff érents contours sur l’image. Nous calculons le gradient orthogonalement à
chaque contour. Les segments cotiers sont repr ésent és par les contours dont les gradient sont les plus
forts.

Ce r ésultat, obtenu à une r ésolution plus basse que celle des donn ées, est ensuite affin é. Pour ce faire,
nous projetons la ligne de côte, detect ée à basse r ésolution, sur les donn ées initiales. Nous obtenons ainsi
une bande dans laquelle se trouve la ligne de côte à la r ésolution initiale. Une segmentation est effectu ée
dans cette bande. Nous avons ici deux classes d éfinies par les bords de la bande. La segmentation est
effectu ée par un modèle d’Ising. L’attache aux donn ées est d éfinie comme pr éc édement mais sur les
donn ées initiales. Notons que la segmentation à basse r ésolution nous fournie également des conditions
aux bords pour la segmentation finale. Le r ésultat obtenu est montr é sur la figure 2.34.

Nous avons introduit un système de voisinage étendu, appel é topologie à trous, qui permet de s’af-
franchir des art éfacts dus au bruit de chatoiement lors de la segmentation d’images radar. Ce principe a
ét é appliqu é à l’extraction des lignes côtières à partir d’images ERS. Nous retrouverons ce système de

voisinage pour la segmentation d’image superspectrale.
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FIG. 2.33 – Images radar ERS de la Guyanne (à gauche), segmentation par modèle de Potts 8-connexe
(au milieu) et segmentation avec une topologie à trous (à droite)
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Bande recouvrant la ligne de côte

Ligne de côte extraite

Bande recouvrant la ligne de côte

Ligne de côte extraite

FIG. 2.34 – Lignes de côte extraites à la résolution de l’image initiale.
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Application à l’imagerie superspectrale

13 Nous consid érons ici la classification d’images superspectrales (i.e. contenant 10 à 15 bandes)
avec des modèles vus comme des variations autour du modèle de Potts.

La première image trait ée est une image de zone agricole am éricaine avec une r ésolution horizontale
et verticale de 20 mètres par pixel. Elle comporte 11 bandes, allant du bleu (0,44 � m) au proche infra-
rouge (0,90 � m). Le capteur est un capteur CASI avec 48 bandes de 10 nm, mais l’image est simul ée
FARMSTAR, qui est un projet de capteur à 11 bandes propos é par Astrium et utilis é pour le “pilotage”
agricole.

A gauche de la figure 2.35 se trouve l’image originale, dont trois canaux sur onze ont ét é s électionn és
pour la coloriser et à droite les r égions d’apprentissage.

Les zones oranges sont des champs de bl é, avec une distinction entre trois types de bl é. A cela
s’ajoutent trois types de soja, en vert. La classe route est divis ée en trois sous-classes blanches ou grises.
Les teintes bleues sont associ ées à des classes diverses que l’on ne cherche pas à identifier.

(a) (b)

FIG. 2.35 – Classification sur l’image 1 (US) - (a) Image originale - (b) Régions d’apprentissage

La deuxième image repr ésente une zone agricole et forestière proche de Boigneville dans l’Essonne.
Elle comporte 10 bandes, du bleu (0,44 � � ) au proche infra-rouge (0,82 � � ). Sa r ésolution est de 10
mètres par pixel. Le capteur est un capteur MIVIS 20 bandes de 20 nm. L’image a ét é r éduite à 10 bandes
(voir figure 2.36).

Nous y trouvons diverses cultures : bl é, maı̈s, orge, colza, pois, betteraves. Il existe parfois une dis-
tinction entre les cultures d’hiver et celles de printemps. Deux classes ont aussi ét é r éserv ées pour les
terres en jachère et la forêt. Les r égions d’apprentissage sont ici très grandes. Même si, en pratique, l’ap-
prentissage n’est r éalis é que sur une petite portion de l’image, nous disposons ici d’une grande quantit é
de donn ées sur le terrain que nous exploiterons lors de l’estimation des erreurs de classification.

Régularisation : Topologie et géométrie- Nous étudions l’influence du système de voisinage, ainsi
que celle du paramètre de r égularisation avec un modèle de Potts. Pour effectuer des tests comparables,
nous utiliserons le même algorithme dans toute cette partie : l’algorithme ICM [Bes74].

13. Nous r ésumons ici des travaux du stage de DEA d’O. Pony financ é par Astrium. Bibliographie : [62]
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(a) (b)

FIG. 2.36 – Classification sur l’image 2 (environs de Boigneville) - (a) Image originale - (b) Régions
d’apprentissage

Nous fixons
�

à 1. Dans le tableau de r ésultats 2.37, nous recueillons le nombre d’it érations n écessaires
pour converger, et le taux d’erreur sur la v érit é terrain. Les taux d’erreur sont calcul és sur les r égions
d’apprentissage pour l’image US et sur la v érit é terrain (r égions plus grandes que celles utilis ées pour
l’apprentissage) pour l’image de Boigneville.

Voisinage Nb iter Erreur (%)
US 4-connexit é 3 0,40

8-connexit é 5 0,35
Boigneville 4-connexit é 4 7,00

8-connexit é 8 6,50

FIG. 2.37 – Comparaison des voisinages en 4- et 8-connexité

Nous pourrions nous satisfaire d’une de ces deux topologies. Cependant, en regardant l’image des
erreurs commises, nous observons des petites taches de pixels mal class és. Il est possible d’ évacuer, en
partie, ces structures à l’aide d’une topologie dite à trous.

Nous utilisons maintenant la topologie à trous d écrite dans le paragraphe 2.3.2. Une topologie à
trous consiste à ajouter au système de voisinage en 4- ou 8-connexit é des él éments plus éloign és. Nous
choisissons une topologie classique de base, en 4-connexit é par exemple, et une longueur de saut, 5 par
exemple. Nous ajoutons au voisinage d’un pixel les él éments qui se situent 5 pixels plus loin dans les 4
directions des 4 pixels voisins d’origine (voir figure 2.38).

Ainsi, les pixels dans une tache jug ée mal class ée auront plus de chance d’être reclass és correctement
si nous ajoutons des pixels un peu éloign és à leur voisinage. Les r ésultats sont pr ésent és dans le tableau
2.39, à comparer avec le tableau 2.37. Pour que les r ésultats soient comparables, il a fallu fixer

� � - ��� ,
puisque nous avons doubl é la taille du voisinage de chaque pixel, donc doubl é le nombre de cliques de
l’image.

Le tableau 2.40 montre le pourcentage d’erreur pour diff érentes valeurs du paramètre de r égularisation.
Dans toute cette partie, nous choisissons une topologie en 8-connexit é à trous.
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FIG. 2.38 – Topologie en 4-connexité classique et à trous

Voisinage Nb iter Erreur (%)
US 4 à trous 4 0,45

8 à trous 5 0,30
Boigneville 4 à trous 6 6,81

8 à trous 17 5,97

FIG. 2.39 – Comparaison des voisinages dans le cas de la topologie à trous

Dans l’image 1 (US), nous obtenons des r ésultats presque parfaits pour une valeur de 5.
Dans l’image 2 (Boigneville), les meilleurs r ésultats sont obtenus pour

�
entre 5 et 10. Mais en

observant les images classifi ées pour les valeurs de
�

entre 3 et 5, nous r éalisons que, en dehors des zones
d’apprentissage, une r égularisation trop forte d étruit certaines petites parcelles (voir figure 2.41). Nous
pr éf érons donc des valeurs inf érieures à 3. Comme nous l’avons d éjà signal é, le modèle de Potts atteint
ses limites en pr ésence de structures fines. Le chien-modèle est une alternative. Dans le cas pr ésent, une
seule classe, la classe route, pr ésente des structures fines. Nous optons donc pour un modèle de Potts
avec des paramètres adaptatifs suivant la classe consid ér ée.�

Nb iter Erreur (%)
US 1 11 0,20

3 24 0,10
5 27 0,02

10 33 0,05
100 25 0,94

Boigneville 1 19 5,19
3 23 4,18
5 40 3,92

10 30 3,90
100 37 6,79

FIG. 2.40 – Comparaison pour différentes valeurs de
�

en 8-connexité à trous

Des paramètres de régularisation adaptatifs- Dans l’image de Boigneville, nous avons rajout é une
classe “route” pour tenter de d étecter une route qui traverse la forêt. Or, la r égularisation telle que nous
l’avons d écrite, qui s’appuie sur l’observation du voisinage de chaque pixel, risque de d étruire la classe
“route”. En effet, à notre échelle, l’ épaisseur de la route est de 1 pixel, et un pixel de route est davantage
entour é de pixels de la classe “forêt” que de pixels de la classe “route”. Il se peut donc que le terme de
r égularisation favorise la classe “forêt”.
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(a) (b) (c)

FIG. 2.41 – Image classifiée brute (a), et images régularisées par ICM et modèle de Potts avec une
topologie en 8-connexité à trous, pour

�
=3 (b) et

�
=5 (c)

Cependant, dans nos exemples, les structures fines telles que les routes ont une r éponse spectrale
suffisamment diff érente de celles des paysages agricoles et forestiers environnants, ce qui permet une
bonne d étection malgr é le problème évoqu é pr éc édemment. Par contre, nous avons vu que le taux d’er-
reur r ésiduelle sur l’image de Boigneville correspond à la confusion entre le bl é et le bl é d’hiver (voir la
figure 2.42). Il est possible de rendre la classe bl é plus “forte” lors de la r égularisation. Pour y parvenir,
nous modifions le modèle de Potts pour qu’une clique d’ordre 2 de type “bl é-bl é” ait une énergie plus
faible qu’une clique de type “bl é d’hiver-bl é d’hiver”.

FIG. 2.42 – Image de confusion après régularisation

Pour chaque classe
�

, nous fixons un paramètre
� � qui vaut 1 par d éfaut, et qui est d’autant plus
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grand que nous souhaitons que la classe soit robuste. Le terme de r égularisation est ainsi modifi é :� � R� � � 4 � ( � " � � � � � � � � � � � �
Nous avons appliqu é à l’image de Boigneville une r égularisation très forte (

� � � - ) par recuit
simul é pour un voisinage en 8-connexit é. Les deux topologies classique et “à trous” ont ét é test ées. Nous
avons isol é la classe “route” qui traverse la forêt sur la gauche de l’image, et étudi é sa r ésistance à la
r égularisation entre le modèle de Potts et le modèle avec paramètres adaptatifs (voir figure 2.43).

La topologie à trous affaiblit davantage ces structures lin éiques que la topologie classique, comme
nous pouvions nous y attendre. Les paramètres

� � adaptatifs, fix és à 1 pour l’ensemble des classes et à 4
pour la classe “route”, am éliorent effectivement la d étection de la route. Par contre, le param étrage doit
être fait avec pr écaution, nous voyons pour

� � %�� 4 � � �
que la classe “route” commence d éjà à d éborder

sur les classes voisines.

1 2 3 4 5

FIG. 2.43 – Résistance de la classe route à la régularisation (
� � � - , recuit) : 1. classification sans

régularisation ; 2. modèle de Potts classique et topologie à trous ; 3. modèle de Potts classique et topo-
logie classique ; 4.

� � %�� 4 � � �
et topologie classique ; 5.

� � %�� 4 � � �
et topologie classique

Revenons au problème de la confusion entre “bl é” et “bl é d’hiver”. Nous avons donn é à la classe “bl é”
plus de force que la classe “bl é d’hiver” par un jeu de paramètres. Nous avons aussi avantag é le “maı̈s”
par rapport aux “betteraves”, qui avaient tendance à en recouvrir certaines parcelles. Ces d émarches sont
artificielles, elles ne traduisent aucune r éalit é g éom étrique sur les parcelles des classes consid ér ées. Elles
ont éventuellement une justification qu’il faut chercher dans la forme des clusters dans l’espace des états.
Nous obtenons toutefois des r ésultats satisfaisants.

Auparavant, nous avions un taux d’erreur d’environ 4% au mieux. Avec un param étrage adaptatif, il
se r éduit à 2% . Nous peuvons comparer la nouvelle image des erreurs de classification (figure 2.44) avec
celle que nous obtenions pour un modèle de Potts classique (figure 2.42). Nous voyons bien que certains
problèmes de confusion de classes ont ét é r ésolu.

Même si ce modèle am éliore la classification, il introduit autant de nouveaux paramètres que de
classes d éfinies à l’apprentissage. L’int érêt de cette m éthode serait assur é si nous pouvions fixer ces
paramètres de manière automatique. Dans un premier temps, nous proposons une m éthode pour fixer ces
paramètres de manière grossière.

La classification d’un pixel lors de la r égularisation se joue sur la diff érence entre les termes de
r égularisation de l’ énergie pour deux configurations diff érentes. Cette grandeur d épend du nombre de
pixels d’une certaine classe

�
dans le voisinage, multipli é par le paramètre de cette même classe

� � .
Nous voudrions donc que, pour toutes les classes, ce produit soit du même ordre de grandeur.
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FIG. 2.44 – Image de confusion après régularisation, avec un paramétrage adaptatif

Au d ébut de la phase de r égularisation, nous disposons d’une image classifi ée par maximum de vrai-
semblance. L’observation visuelle permet de se faire une id ée des structures des classes. Nous percevons
distinctement les formes lin éiques, telles que les routes, et les grandes parcelles, telles que les cultures.
Typiquement, un pixel de route possède deux pixels de la même classe dans son voisinage. Quant à un
pixel de culture, il possède habituellement huit pixels de la même classe.

Ainsi, tel que nous l’avons propos é dans un exemple pr éc édent, le paramètre
�� %�� 4 � devrait être envi-

ron 4 fois sup érieur au paramètre
� S � � � ' . Une première m éthode pour estimer ces paramètres consiste à

étudier sur l’image classifi ée brute, pour chaque classe, le nombre moyen, pour les pixels de cette classe,
de voisins de même type. Le nombre obtenu est compris entre 0 et 8. 0 correspond à une classe totalement
incoh érente et éparpill ée, et 8, à une classe qui s’ étend sur de vastes surfaces uniformes.

Le paramètre
� � est fix é comme l’inverse du nombre obtenu par cette étude de voisinage, à un facteur

multiplicatif près, 8 dans nos applications.

Même si cette m éthode fonctionne bien en th éorie pour les structures lin éiques et planaires, nous
sommes confront és, en pratique, à certains problèmes. La classification brute est bruit ée, et il se peut
que des pixels de deux classes ambiguës se m élangent et faussent l’ étude de la structure de la classe.
Nous pouvons toujours corriger ce problème en n’estimant les paramètres

� � qu’après quelques étapes
de r égularisation, qui auront un effet de d ébruitage sur l’image.

Un critère de texture- Nous proposons un modèle isotrope de texture qui se fonde sur le calcul de
la variance locale. La figure 2.45 montre une coupe d’une bande de l’image dans le proche infra-rouge.
Nous pouvons voir que la variance en niveaux de gris dans la forêt à droite est plus forte que sur les
champs du milieu. De même, les pixels au bord des champs ont aussi une forte variance locale et donc
r épondent fortement, ce qui gênera notre classification.

Nous allons extraire un paramètre qui caract érise le bord d’un champ. Sur la coupe de la figure 2.45,
nous voyons que les bords des champs correspondent à des sauts en niveaux de gris, auxquels s’ajoute
un signal dont la variance est n égligeable par rapport à la hauteur du saut.

Dans une fenêtre 13x13 autour du pixel, nous choisissons un pas � , qui correspond à la taille d’une
grille que l’on plaque sur l’image. Nous imposons que � divise 12, et nous calculons une variation totale
au carr é ? ' sur la fenêtre. Si la fenêtre est centr ée en �'
 � � " , on a :
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FIG. 2.45 – Coupe d’une bande du proche infra-rouge de l’image de Boigneville

? 'G� ' � 3R� � � '
' � 3R
�
� � ' ���5�'
 ' � � � ' K ")� � ' � � " 8 ���'
 ' � � � ��' � � " " E'#�����'
 ' � �)� ��' � ����' K " " 8 �5�'
 ' � � � ��' � � " " E

La figure 2.46 illustre cette équation.

I(x+pi,y+p(j+1))−I(x+pi, y+pj)

I(x+p(i+1),y+pj)−I(x+pi, y+pj)

(x+pi,y+pj)

FIG. 2.46 – Illustration du calcul de variation totale sur une fenêtre

On r éalise une telle mesure pour toutes les valeurs de � qui divisent 12 : 1, 2, 3, 4, 6, 12. On estime
ensuite un paramètre

�
, proche de la notion de dimension de Hausdorff, qui v érifie ? ' 1 � � � E � V 6 	 . On

en d éduit : � � 8 � " 	���/� � " ' 	���5��? ' " � V 6 	 .
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On estime donc
�

ainsi :

� 8 �A� � 	������? ' "� 	���/� � "
Pour une surface plane,

� � � , et pour une surface bruit ée, � � � � � . Un saut tel qu’un bord de
champ aura une r éponse de type surface plane, alors qu’une micro-texture aura une r éponse plus forte,
notamment pour les forêts et les champs. En multipliant le paramètre � � 8 � " par la variance locale, on
obtient un nouveau paramètre qui s électionne les zones à forte variance, et évacue les bords des champs.

L’image 2.47 montre le r ésultat de ce traitement pour une bande dans le proche infra-rouge issue
de l’image de Boigneville, après avoir appliqu é un filtre m édian. Ce filtre s’avère être utile pour rendre
l’image plus lisse, et on constate exp érimentalement que la classification fonctionne mieux.

FIG. 2.47 – Image de texture d’une bande dans le proche infra-rouge issue de l’image de Boigneville

Résultats pour un plan d’occupation des sols- Dans une optique de plan d’occupation des sols, la
classification consiste à s éparer par exemple la ville, la campagne, la forêt, la mer et la montagne. Nous
disposons d’une image qui comporte à la fois de la ville, de la forêt et de la campagne.

C’est une image de la ville de Boigneville, qui prolonge l’image de la campagne que nous avons
étudi ée jusqu’à pr ésent. Elle comporte 20 bandes, du bleu (0,44 � � ) au proche infra-rouge (0,82 � � ).

Sa r ésolution est de 2,5 mètres par pixel, mais nous avons d’abord simul é une image à 10 mètres par
pixel. Le capteur est un capteur MIVIS 20 bandes de 20 nm.

La figure 2.48 repr ésente la scène et les r égions d’apprentissage pour la ville, la forêt et la campagne.
A cette échelle, nous consid érons la ville comme une microtexture, car nous distinguons à peine

les objets. Ceci nous permet d’utiliser les modèles de texture pr ésent és pr éc édemment. Nous pouvons
concevoir que l’on ne peut pas segmenter la ville du reste de l’image autrement qu’en extrayant un
paramètre de texture. La r éponse radiom étrique de la ville est totalement chaotique et ne constitue pas un
caractère suffisamment discriminant pour bien la s éparer des autres classes. Une simple étude spectrale
pourrait permettre de mieux s éparer la forêt de la campagne mais des erreurs seraient commises.

La figure 2.49 exhibe deux images du critère de texture fond é sur la variance locale appliqu é sur deux
bandes de l’image : l’une dans le spectre visible, l’autre dans le proche infra-rouge. Ces images montrent
que les critères de texture sur une bande du spectre visible permettent de diff érencier la ville de la forêt et
la campagne. Et la texture sur une bande dans le proche infra-rouge permet de discriminer la campagne
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(a) (b)

FIG. 2.48 – Image 3 : ville de Boigneville (a), et régions d’apprentissage : ville, campagne, forêt (b)

de la ville et la forêt. A priori, nous avons donc deux critères suffisants pour r éaliser une classification de
type plan d’occupation des sols.

(a) (b)

FIG. 2.49 – Images du critère de texture sur deux bandes : (a) proche infra-rouge, (b) bleu

La classification est effectu ée en ajoutant aux bandes de l’image nos deux bandes de texture. Nous
comparons 4 images :

– a) 20 bandes radiom étriques

– b) 20 bandes radiom étriques + 2 de texture

– c) 2 bandes de texture

– d) 3 bandes radiom étriques + 2 de texture

Les images sont regroup ées en figure 2.50.
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20 bandes radiom étriques 20 bandes radiom étriques + 2 de texture

2 bandes de texture 3 bandes radiom étriques + 2 de texture

FIG. 2.50 – Classification d’images qui combinent information radiométrique et critères de texture
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Les images montrent que la radiom étrie seule ou la texture seule ne permettent pas de r éaliser une
bonne classification. Il faut manifestement m élanger ces deux types d’information. Cependant, cela ne
suffit pas, nous constatons qu’entre les deux images mixtes, nous avons un meilleur r ésultat en retirant
quelques bandes radiom étriques.

Sur l’image de campagne proche de Boigneville, nous avons r éalis é une classification avec des
bandes de texture. Nous comparons les r ésultats dans le tableau 2.51. Remarquons que ce tableau n’in-
dique pas l’omission de la route. Elle est en effet noy ée dans une texture de forêt. Par contre, nous avions
évoqu é le problème des parcelles ambiguës de “bl é” et “bl é d’hiver”. La texture r ésout ce problème

partiellement, les paramètres de r égularisation adaptatifs am éliorent encore la classification.

Erreur (%)
classification 10 bandes 7,64

classification 10 bandes 4,32
+ICM (

� ��� )
classification 10 bandes 4,00
+recuit simul é (

� ��� )
classification 10 bandes 6,39
+texture bandes 1 et 10 : variance
classification 10 bandes 6,27
+texture bandes 1, 7, 10 : variance
classification 10 bandes 6,49
+texture bandes 1, 7, 10 : Gabor
classification 10 bandes 4,77
+texture bandes 1, 7, 10 : variance et Gabor
classification pr éc édente 2,75
+recuit (

� ��� )
classification pr éc édente 1,42
+recuit (

� ��� ) +
�

adaptatifs

FIG. 2.51 – Qualité de la classification sur l’image de campagne proche de Boigneville

Application à l’Imagerie par Résonnace Magnétique (IRM)

14 Nous pr ésentons ici une approche automatique de segmentation appliqu é aux IRM c ér ébrales.
Nous avons plusieurs échos 3D du même sujet. L’approche consiste à classifier automatiquement chacun
des échos, en utilisant l’algorithme HVC pr ésent é au paragraphe 2.2.1. Les diff érentes classifications
sont ensuite fusionn ées à partir du principe MDL (“Minimum Description Lenght”), puis une étape
de r égularisation utilise une extension 3D du Chien-modèle. Pour finir, nous pr ésentons un second algo-
rithme permettant de corriger les non-stationarit és des images. Cet algorithme est fond é sur une extension
du processus ligne propos é par Geman et Geman [GG84] suivi d’une estimation des non-stationarit és.
Les tests sont conduits sur deux images montr ées sur les figures 2.52 et 2.53.

Fusion de plusieurs classifications par MDL- Nous consid érons plusieurs échos d’une même
scène pr élablement classifi és par l’algortihme HVC d écrit au paragraphe 2.2.1. Une classification ini-
tiale nous est donn ée par les diff érentes intersections des classes obtenues sur chacun des échos. Cette
sur-segmentation est affin ée en fusionnant certaines classes par un principe de MDL. Ce critère permet

14. Nous r ésumons ici des travaux effectu és à l’Universit é Catholique de Louvain (KUL). Bibliographie : [74]
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Echo 1 Echo 2

FIG. 2.52 – Coupe 2D d’une IRM de bonne qualité

Echo 1 Echo 2

FIG. 2.53 – Coupe 2D d’une IRM de qualité moyenne
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de trouver un compromis entre la complexit é du modèle et sa pr écision pour repr ésenter les donn ées.
La pr écision du modèle est donn ée par la log-vraisemblance et sa complexit é par le nombre de ses pa-
ramètres.

Consid érons � echos ou capteurs not és
% S � ' � �'


S � '� "
. Une classe V � est d éfinie par la probabilit é a

priori
! ��V � " (proportionnelle au nombre de pixels de cette classe dans le cas pr ésent) et une Gaussienne

multivari ée � � caract éris ée par un vecteur de moyenne et une matrice de covariance. La vraisemblance
s’ écrit alors :

� ����)( �
�R� � 3 ! ��V � " � � �'
 3� ��1�1�1 � 


S � '� "41
(2.123)

Le critère MDL est alors d éfini par [LMH94]:

��� � ��� " � 8 	 � � � " ' � � 	 � ��V � � � � � " ")� (2.124)

où
� � K - � 8 K

est le nombre de paramètres libres.
Consid érons une classification à V classes et examinons la fusion de deux classes. Le second terme

de l’ équation ( 2.124) d écroit car
�

d écroit mais le premier terme repr ésentant la vraisemblance croı̂t.
C’est donc un compromis que nous recherchons.

L’initialisation consid ér ée est donc constitu ée de l’intersection des diff érentes classes obtenues sur
chacun des échos. Nous consid érons la fusion des classes V� et V � . Cette fusion est accept ée si elle permet
de faire d écroı̂tre le critère MDL. La classe candidate V � est celle ayant la probabilit é a priori

! ��V � " la plus
faible (le plus faible nombre de pixels). V � est alors la classe la plus proche de V � au sens de la distance
de Mahanalobis. Si la fusion est rejet ée, la classe V � est inhib ée et la classe de plus faible probabilit é a
priori parmi les classes non-inhib ées est s électionn ée. Si la fusion est accept ée, les classes inhib ées sont
r é-activ ées. Le processus s’arrète lorsque toutes les classes sont inhib ées.

Résultats sur des IRM- Nous consid érons d’abord les deux échos de la figure 2.52. La figure 2.54.a
montre les r ésultats obtenus à partir de la fusion MDL sur les deux classification par HVC. Nous ob-
tenons

�
classes sur le premier écho et

�
classes sur le second. La fusion aboutit à une classification

à
�

classes. Ces classes correspondent à l’os, la peau, la matière blanche, la matière grise et le LCR
(Liquide C éphalo-Rachidien). La sixième classe est un m élange matière blanche-matière grise qui peut
être interpr ét é comme du volume partiel. Cette classification automatique est donc coh érente avec l’in-
terpr étation s émantique que l’on peut faire de l’image et fait ressortir l’information pr ésente dans les
deux échos.

La deuxième image (figure 2.53) est plus bruit ée que la première. Un des échos a un faible contraste
et produit une classification de mauvaise qualit é. N éanmoins, la fusion montr ée sur la figure2.54.b, n’est
pas g én ée par ce capteur “polluant”. La variance du noyau de convolution utilis é dans l’algorithme HVC
est ici égal à � - (

K -
dans le cas pr éc édent) en raison du bruit plus important de l’image. Les nombres de

classes obtenues sont de
�

et
�

sur les deux capteurs alors que la fusion produit
�

classes comme dans le
cas pr éc édent.

Les fusions obtenues sont satisfaisantes et correspondent à ce qu’un op érateuer aurait pu faire à
partir des classifications initiales. Il reste n éanmoins un paramètre (

�
) à r égler, qui permet de pond érer

la vraisemblance et la complexit é du modèle dans la d éfinition du critère MDL. Notons que la valeur
utilis ée (

� � � -=-
) a ét é la même dans les deux cas, mais ne correspond pas à celle d éduite de la th éorie

de l’information [LJC92].
Extension du chien-modèle à un modèle 3D- Nous abordons maintenant la r égularisation des clas-

sifications obtenues pr éc édemment. Rappelons qu’il s’agit de volume et non d’images 2D. En outre,
ces images contiennent des structures fines (interface matière grise-matière blanche) qu’il convient de
pr éserver. Nous g én éralisons donc le chien-modèle au cas 3D. Une g én éralisation naturelle consisterait
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a) A partir de l’image de bonne qualit é b) A partir de l’image de qualit é moyenne

FIG. 2.54 – Classication par fusion MDL

à consid érer des cliques de tailles �
�

�
�

� , ce qui induit un voisinage de
K � � voxels. Un tel modèle

n écessite un temps de calcul consid érable. En outre, il nous faudrait d éfinir les diff érents objets par des
volumes, des surfaces, des lignes ou du bruit, en consid érant les diff érentes sym étries. Nous avons opt é
pour une approche plus r éaliste en d éfinissant des modèles 2D coupl és. Sur chacun des plans principaux% � � � � � 6 � � 6 	 , X � � � � � 6 � � 6 	 ou

L � � � � � 6 � � 6 	 , nous consid érons un chien-modèle 2D. Un
voxel donn ée a donc

�=-
voisins (cf figure 2.55), et le temps de calcul est multipli é par trois relativement

à un modèle 2D. La p énalisation induite sur les diff érents objets est d écrite sur la figure 2.56.

FIG. 2.55 – Voisinage induit par le chien-modèle 3D

Résultat sur des IRM- Nous comparons ici les segmentations obtenues par le modèle de Potts et par
le chien-modèle. Pour éviter de d étruire les structures fines par le modèle de Potts, nous minimisons vo-
lontairement l’effet du modèle a priori. Lorsque le bruit est faible, nous pouvons effectivement diminuer
le poids du modèle a priori. Dans ce cas, les diff érences entre le chien-modèle et le modèle de Potts sont
minimes (voir la figure 2.57). Sur l’image de bonne qualit é, nous pouvons uniquement remarquer que le
LCR est mieux connect é avec le chien-modèle. Lorsque le bruit est plus important, nous devons accroı̂tre
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2 l + "n" (fin de ligne)

Energie locale

3 "n" (coin)

2 e + "n" (fin de ligne)

2 e + 0
0 + 0 + 0

Ligne

Surface

Volume

"n" (coin) + 2"n" (fin de ligne)

e + l + "n" (fin de ligne)
2 l + 0

2 "n" (fin de ligne) + "n" (point isole)

FIG. 2.56 – Pénalisation des objets par le chien-modèle 3D
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l’importance du modèle a priori pour obtenir un effet de r égularisation. Dans ce cas, les propri ét és de
pr éservation des structures fines du chien-modèle sont mises en valeur (voir la figure 2.58). Certaines
partie du LCR sont perdues avec le modèle de Potts sur l’image de qualit é moyenne alors qu’elles sont
pr éserv ées avec le chien-modèle.

modèle de Potts Chien-modèle

FIG. 2.57 – Segmentation de l’image de bonne qualité

Corrections des non-stationarités Les IRM pr ésentent souvent de bons rapports signal à bruit.
En revanche, la qualit é des segmentations souffre parfois de la non-stationarit é du signal, qui n’est pas
pris en compte lors de la d éfinition des classes. Nous proposons ici une approche pour estimer, puis
corriger, ces non-stationarit és. La probl ématique concernant l’estimation de ces non-stationarit és consiste
à faire la distinction entre les gradients dus aux interfaces entre les diff érentes classes et ceux dus aux
non-stationarit és. Pour aborder ce problème, nous proposons d’effectuer une première segmentation.
N éanmoins, pour limiter l’influence des non-stationarit és, nous nous appuyons sur les contours pour
effectuer cette segmentation. Cette approche, moins robuste que celles fond ées sur les niveaux de gris
dans un cadre stationaire, est n écessaire ici. Toutefois, cette première segmentation nous servira à estimer
un modèle des non-stationarit és. Il est donc suffisant d’extraire des composantes connexes incluses dans
une seule classe sans chercher à segmenter toute la scène.

En chaque voxel, nous d éfinissons une variable al éatoire dans l’espace d’ état form é des diff érentes
orientations de la normale d’un contour et d’un état repr ésentant l’absence de contour. Nous consid érons
la � � connexit é. Une configuration du champ de Markov ainsi d éfini est not ée

�� et l’ état du voxel � est
donn é par 	 � . L’espace d’ état associ é est not é

�
. Si un voxel n’appartient pas à un contour, 	� prend la

valeur
K � . Les directions sont cod ées entre

-
et
K � . La valeur d’un voxel de direction

�
est donn ée par

�
ou
K�� ' � suivant l’orientation de la normale (voir la figure 2.59). Les cliques consid ér ées sont les paires

de voxels adjacents. Nous d éfinissons trois types de potentiels d éfinis sur des variables binaires (voir la
figure 2.60). Le premier terme r égularise la surface dans les directions perpendiculaires à la normale.
Soit deux voxels adjacents � et

6
induisant une dirction

�
. S’ils possèdent la même étiquette et si cette

étiquette correspond à une direction orthogonale à la direction
�
, cette configuration est favoris ée. Ces

potentiels sont appel és terme d’extension de la surface. Ils s’ écrivent comme suit :



90 CHAPITRE 2. LES CHAMPS DE MARKOV

modèle de Potts Chien-modèle

FIG. 2.58 – Segmentation de l’image de qualité moyenne
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FIG. 2.59 – Les étiquettes d’orientation du processus de surface
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?
S��
	
� � 4� � � 3 R

� (�� � ���� 3 � � � � � � � � � � � ���� � � ��� ��
1

(2.125)

Le second terme est appel é terme de coh́erence. A chaque voxel correspondant à un contour, doit corres-
pondre un second voxel, voisin du premier dans la direction consid ér ée, dont l’ étiquette correspond à la
même direction mais à l’orientation oppos ée :

?
S��
	
� � 4� � � E R

� � � ( 	 � ����� � 3 E  � � � � � � � � � 3 � ���� � � �
	 �� 1
(2.126)

Le troisième terme r égularise les voxels n’appartenant à aucun contour. Nous l’appelons simplement
terme de régularisation. Deux voxels adjacents au sens de la � � connexit é dont l’ étiquette est

K � sont
favoris és. Ce dernier terme s’ écrit :

?
S��
	
��� 4� � �

�
� � � � 3 � � � � � 3 � 1 (2.127)

Pour d éfinir le terme d’attache aux donn ées, consid érons pour chaque direction
�

entre
-

et
K � , le plan

d = 13

Terme d’extension de la surface

Terme de coherence

d = 13
d = 13

Terme de regularisation
d = 13

d = 13
d = 13

FIG. 2.60 – Configurations favorisées

perpendiculaire contenant le voxel � (voir la figure 2.61). Nous d éfinissons alors � 3 � �Q� � " (resp. � E � �Q� � " )
comme la moyenne des voxels du voisinage de � se trouvant au-dessus (resp. au dessous) de ce plan. Soit
/� le niveau de gris de � . Si �'
 � 8 � 3 � �Q� � " " E est plus petit que �'
 � 8 � E � �Q� � " " E , alors nous d éfinissons� � � � " � ��� 3 � �Q� � " 8 � E � � � � " " E and

� � � � ' K�� " � - . Dans le cas contraire, nous d éfinissons,
� � � � " � -

et
� �3� � ' K�� " �&��� 3 � �Q� � " 8 � E � � � � " " E . Le terme d’attache aux donn ées est donc donn é par :

?
S �
	
�  � � " � � � � � "

��� P � �
� 3 � � � �  " � � �� K � (2.128)

?
S��
	
�  � K � " � � EK ' ��� P � �� 3 � � �3�  " (2.129)
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2

d

Plan perpendiculaire

Voxels ou µ 1 est calculee

Voxels ou µ est calculee

FIG. 2.61 – Calcul de l’attache aux données

Modèle de non-stationarité et estimation des paramètres associés- Consid érons une compo-
sante connexe d étect ée par la segmentation pr éc édente et not ée � �

S
. Les non-stationarit és affectant

les IRM sont principalement multiplicatives, nous consid érons donc le logarithme des donn ées, soit% � � 	���5�'
 � " . Nous choisissons un modèle polynomial des non-stationarit és [LJ91, MBP95], de sorte
que

% � s’ écrit : % � � � S ' � ��� " ' � � - ��� ES ")� (2.130)

où � S est une constante caract éristique de la classe consid ér ée et �C� - ���ES " est une loi normale centr ée.� ��� " est un polynôme mod élisant les non-stationarit és et qui s’ écrit :

$ � �&� �)� � � � " � � � S � � ��� " � R� ' � � � � � � ' � � � � � ' � � � � 1 (2.131)

Si nous supposons que les probabilit és conditionnelles
! � % �OB=�A� � " sont ind épendantes, nous pouvons

écrire la vraisemblance
�

comme suit :

� � ! � � �
S " � ��)( � ��� ! � % �DB=�G� � �

S " � K
� � � � ES �� ( � ��� MONQP 8

! � % � 8 � S 8 � ��� " " E� � E� " 1
(2.132)

La log-vraisemblance s’ écrit alors :

� � � � � 8 K� � ES R
�
� � � � � � � � ( � ��� � % � 8 � S 8 R� ' � � � � � � ' � � � � � ' � � � � " E 8 	��� � S 8 K� 	��� � � 1

(2.133)

Les estimateurs sont obtenus par maximisation de la log-vraisemblance. En annulant les d ériv ées par-
tielles, nous obtenons :� � � � �� � ' � � � � � � � ' � � � � R

�
� � ��� � � � � ( � ��� � % � 8 � S 8 R� ' � � � � � � ' � � � � � ' � � � � ")� (2.134)

� � � � �� � S � � R
�
� � � � � � � � ( � � � � % � 8 � S 8 R� ' � � � � � � ' � � � � � ' � � � � "01 (2.135)

Consid érons un polynôme à � paramètres et une segmentation contenant � composantes connexes. Le
modèle a alors � ' � inconnues (les paramètres du polynôme et les paramètres � S ) et nous avons � � � ' K "
équations, qui d épendent lin éairement des paramètres �' � � � � . Le système lin éaire s’ écrit alors :% � � 
 � (2.136)

où
%

est une matrice � � � ��' K ")� � ' � " , � est une vecteur � � ' � " et 
 un vecteur � � � ��' K " "
.
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Une d écomposition en valeurs singulières nous donne :% � � � ? 4 � (2.137)

où
�

est une matrice diagonale contenant les valeurs propres du système et
�

(resp. ? ) contient les
vecteurs propres à gauche (resp. droite). La matrice pseudo-inverse est alors donn ée par :% � 3 ��? � � 3 � 4 1

(2.138)

Nous pouvons alors obtenir un estimateur du vecteur de paramètres � comme suit :�� � ? � � 3 � 4 
 1
(2.139)

L’estimation est effectu ée au sens des moindres carr és.
Résultats- L’approche a ét é test ée uniquement sur des donn ées de synthèse. Nous avons utilis é un

fantome 3D sur lequel des non-stationarit és multiplicatives polynomiales ont ét é simul ées. Les r ésultats
obtenus sont montr és sur la figure 2.3.2. La figure 2.3.2.b montre la classification obtenue par l’algo-
rithme HVC. Ces r ésultats sont m édiocres car l’hypothèse sous-jacente de stationarit é n’est pas respect ée.
La segmentation fond ée sur les contours, bien que moins robuste, donnent de meilleurs r ésultats dans ce
cas, comme le montre la figure 2.3.2.c. Les zones en noir d éfinissent des composantes connexes de la
segmentation alors que les voxels en gris repr ésentent les bords. Nous obtenons une sur-segmentation,
ce qui suffit pour l’ étape d’estimation des non-stationarit és. Les donn ées corrig ées des non-stationarit és
sont donn ées sur la figure 2.3.2.d. La correction est satisfaisante, except é dans la partie basse du cerveau
(voir la coupe 52) et de la peau. Dans ces parties, l’hypothèse polynomiale n’est pas v érifi ée et le facteur
correctif est trop fort. Pour finir, la figures 2.3.2.e montre la classification obtenue après correction des
non-stationarit és. L’am élioration est évidente.
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Coupe 23 Coupe 52

a) Donn ées non-stationaires

b) Classification sans correction

c) Segmentation à partir des contours

d) Donn ées corrig ées

e) Classification après correction

FIG. 2.62 – Correction des non-stationarités pour la segmentation
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2.3.3 La restauration

Restauration de signaux d’IRM fonctionnelle (IRMf)

15 Introduction : Les donn ées de l’IRMf sont une s érie temporelle de volumes 3D. On se restreindra
ici à l’ étude de coupes 2D. Les diff érentes images correspondent à la même coupe c ér ébrale prise à des
instants diff érents. Le protocole consiste en l’alternance de p ériodes comprenant � acquisitions sans
stimulus et de p ériodes comprenant 
 acquisitions avec stimulus. Le but de l’analyse d’IRMf est de
comparer les distributions des niveaux de gris d’un voxel donn é pour d étecter les voxels pour lesquels
la distribution durant les p ériodes de stimulus diffère de façon significative de celle durant les p ériodes
sans stimulus. Ces voxels sont appel és voxels activ és. Ils correspondent aux zones corticales activ ées par
le stimulus.

L’approche la plus courament utilis ée pour analyser les IRMf se d écompose en trois étapes [WEMN92,
FJT94] : (i) restauration du signal par un filtrage gaussien, (ii) calcul d’une carte statistique et (iii)
seuillage. Consid érons une s érie temporelle d’IRMf not ée

� � � < � � �76D" " avec �#� � les coordonn ées
spatiales et

6 � 2 la coordonn ée temporelle. Soit 2�� le sous-ensemble de 2 correspondant à la condition
� et 2�� celui correpondant à la condition 
 . Une carte statistique param étrique (SPM) est une image
pour laquelle la valeur en un voxel, appel ée “z-score”, est donn ée par un test statistique comparant les
distributions sur 2�� et sur 2�� :

$ �I� � � � ! � � � " � 6 	3� 6 � � � � � ")� � � � � " ")� (2.140)

où : �
��� � " � : < � � �76D")�76 � 2�� < and

�
� � � " � : < � � �76D")�76 � 2��,< (2.141)

Les tests les plus couramment utilis és en pratique sont le test param étrique de Student (t-test) et le
test non-param étrique de Kolmogorov-Smirnov. Les zones jug ées activ ées de manière significative sont
obtenues par seuillage de la SPM [FWF ; 94, WF95]. Le seuil est établi en testant l’hypothèse nulle. Une
p-valeur qui pr évient contre les fausses alarmes est fix ée (en principe

- 1 - �
) et le seuil est calcul é pour

limiter la probabilit é de fausse alarme à p. Un filtre spatial gaussien est souvent utilis é dans les études
d’IRMf pour r éduire le bruit avant de calculer la SPM et ainsi r éduire les fausses alarmes. Le lissage
introduit est alors pris en compte pour le calcul de la p-valeur [FHP ; 95, FCF ; 95]. N éanmoins, le signal
lui-même est affect é par ce filtre passe-bas, qui introduit un effet de flou et un d éplacement possible des
zones activ ées. En outre, les signaux de faible amplitude sont d étruits. Ainsi, la d étection est am élior ée,
du fait de la r éduction du bruit, mais les caract éristiques du signal et la pr écision de la localisation des
zones d étect ées sont partiellement perdues. Pour r ésoudre ce problème, nous avons propos é de restaurer
les donn ées plutôt que de les filtrer. Le processus de restauration r éduit le bruit tout en pr éservant la
forme du signal.

Nous avons d évelopp é un modèle spatio-temporel à trois dimensions : deux dimensions spatiales
correspondant à une coupe et une dimension temporelle. Ce modèle est d’abord valid é par une mesure
quantitative de l’effet de restauration sur des signaux synth étiques (signal carr é, sinusoı̈dal et prototype
de r éponse h émodynamique). Nous appliquons ensuite ce modèle de restauration à des images d’IRMf
obtenues par un imageur echo-planaire (EPI). Les r ésultats sont compar és avec ceux obtenus en utilisant
un filtrage gaussien comme pr é-traitement ou sans pr é-traitement.

Un modèle markovien spatio-temporel : Rappelons la d éfinition du
�

-modèle qui va nous per-
mettre de d éfinir notre modèle a priori

! � X " . Le but de la restauration est d’appliquer des contraintes
d’homog én éı̈t é et de douceur sur la solution. Les filtres passe-bas lissent les donn ées sans prendre
en compte le signal sous-jacent. Ceci r ésulte en la perte de l’information pr ésente dans les hautes

15. Nous r ésumons ici des travaux effectu és à l’Institut Max Planck de Leipzig en collaboration avec F. Kruggel. Bibliogra-
phie : [17, 16, 47, 46, 48]
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fr équences. Nous d éveloppons ici un modèle markovien pr éservant les structures fines et les contours.
Nous consid érons un

�
-modèle pour pr éserver les transitions entre les zones activ ées et non-activ ées

dans le domaine spatial et entre les p ériodes d’activation et de repos dans le domaine temporel.
La formulation g én érale [GR92] pour les

�
-fonctions est la suivante :

� �  " � 8 �K ' � 2  27B � " ' 1
(2.142)

Une
�

-fonction depend de trois paramètres :
�

,
�

et � . Le paramètre
�

est un facteur d’ échelle suivant
l’axe des ordonn ées. Il repr ésente la force de l’interaction. Les deux autres paramètres d éfinissent la
forme de la

�
-fonction. La

�
-fonction a un minimum égal à

8 �
en
-

et l’axe des X pour asymptote. Si est un gradient, la valeur de
�

correspond au coût d’un contour. La paramètre
�

permet de d éfinir la
diff érence entre deux voxels à partir de laquelle nous avons une forte probabilit é d’être en pr ésence d’un
contour ou d’une transition. Le paramètre � d éfinit la forme du potentiel autour de la valeur de transition
ainsi que la forme du potentiel autour de

-
donc du lissage. Après une phase de calibration, nous avons

fix é � à � .

Nous consid érons une 6-connexit é compos ée de quatre voisins spatiaux et deux voisins temporels
(voir figure 2.63). Sur les cliques de deux sites, nous d éfinissons une

�
-fonction comme potentiel.

�
�
�
�

�
�
�
�

FIG. 2.63 – Voisinage spatio-temporel : quatre voisins spatiaux et deux voisins temporels.

Dans le domaine spatial, nous pouvons pr évoir deux types de transition : (i) les transitions entre zones
activ ées et zones inactiv ées et (ii) les transitions entre les diff érentes structures anatomiques (matière
blanche et matière grise notamment). Pour être aveugle aux transitions anatomiques nous normalisons
les donn ées en leur soustrayant la sortie d’un filtre moyenneur dans le domaine temporel. La s érie tem-
porelle associ ée à chaque voxel est alors de moyenne nulle. Ainsi, nous pouvons appliquer la même
r égularisation dans le domaine spatial et le domaine temporel. Comme nous avons deux fois plus de voi-
sins spatiaux que de voisins temporels, nous consid érons des interactions plus fortes pour les potentiels
temporels :

� 4 � � ' � � � � ' � 4 � �
. Les hauteurs des transitions sont les même dans les domaines spatiaux

et temporels car elles repr ésentes la diff érence entre activation et non-activation. Nous prenons donc :� 4 � � ' � � � ' � 4I� �
. Pour certains protocoles d’acquisition, les voxels ne sont pas isotropes, les tailles sui-

vant les lignes (axe I) et les colonnes (axe J) diffèrent. Pour compenser cette anisotropie, nous r éduisons
les interactions spatiales le long de l’axe I par le rapport d’anisotropie des pixels (cette normalisation
n’ étant bien entendu qu’une approximation). Le modèle propos é s’ écrit donc :

! � X " � KL MONQP 8
�� R
4
R� � � � � ? 7 ��� � � �=� 6D")� � � � �U� 6 ' K " " ' R � � � � � R 4 ?��=��� � � �=� 6D")� � � ; 3 � �U� 6D" "

' R� ��� � � R 4 ?�� ��� � � �=� 6D")� � � � �4; 3 � 6D" " �� � (2.143)
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où

? 7 ��� � � �=� 6 ")� � � � �=� 6 ' K " " � 8 � �K ' ��� � � �=� 6D" 8 � � � � � 6 ' K " " E B � E � (2.144)

? �=��� � � �=� 6D")� � ��; 3 � � � 6 " " � 8 � �K ' ��� � � �=� 6D" 8 � � ; 3 � � � 6D" " E B � E � (2.145)

?�� ��� � � �=� 6D")� � ��� ��; 3 � 6 " " � 8 �K ' ��� � � � � 6D" 8 � � � ��; 3 � 6D" " E B � E � (2.146)

� repr ésente le rapport d’anisotropie des voxels dans le domaine spatial. Le modèle a priori d épend donc
de deux paramètres :

�
et

�
.

Pour compl éter le modèle, il nous reste à d éfinir la vraisemblance. Nous faisons l’hypothèse classique
d’ind épendance conditionnelle :

! � % 2 X " � �� ��� � � � 4 � �'
 � � � � � � 6D" 2 � � � � � � � 6 " "�1 (2.147)

En l’absence d’information pr écise sur la nature du bruit dans les donn ées d’IRMf, une première ap-
proche pourrait être de consid érer une vraisemblance gaussienne. N éanmoins, nous pr éferons un modèle
à queue lourde pour prendre en compte le bruit correspondant aux artefacts physiologiques et ceux dus
au scanner. Pour équilibrer l’influence de la vraisemblance par rapport au modèle a priori, nous prenons
une

�
-fonction :

� �'
 � � � � � � 6 " 2 � � ��� � � � 6D" " � KL MONQP 8 ? � ��� � � � � � � 6D" ")� (2.148)

où ? � ��� � � � � � � 6 " " � 8 �
�K ' ��� � ��� � � � 6D" 8 
 � � � � � � 6 " " " E B � E 1

(2.149)

L’ énergie globale est d éfinie à une constante additive près, nous pouvons donc, sans perte de g én éralit é,
imposer

�
�C� K . Le modèle ne d épend alors que de deux paramètres :

�
and

�
.

Validation sur des données synthétiques- L’avantage principal de la m éthode propos ée est de
pr éserver la forme du signal durant l’op ération de filtrage du bruit. Nous devons aussi v érifier que les
connaissances a priori du modèle markovien n’induisent pas d’artefacts sur le signal. Pour ce faire, nous
consid érons diff érents modèles synth étiques d’ondes et étudions leur restauration.

Nous modulons trois fonctions test (une onde sinusoı̈dale, une onde carr ée et un prototype de r éponse
h émodynamique) sur un extrait d’une exp érience d’IRMf pour lequel aucune activation significative n’a
ét é d étect ée par les m éthodes standard. Ces donn ées sont corrig ées des fluctuations basse fr équence. Nous

comparons la d étection de l’activation après un filtrage spatial gaussien (“gauss”), une restauration par le
modèle propos é (“mrf”) et sans pr étraitement (“native”). Nous calculons le “z-score” du pic d’activation
et le taux de recouvrement pour les trois fonctions tests. Le recouvrement du signal V pour la fonction
test � � 6D" à partir de la s érie temporelle pr é-trait ée �� � 6 " est donn é par :

V � K 8 � �4 ���U� � 6D" 8 � � � � 6D" ' � " " E
� �4 �U� � 6 " E �

(2.150)

où V est maximis é suivant � et � . Ainsi, V � K signifie un recouvrement parfait alors que V � - reflète une
perte totale du signal. Les r ésultats sont pr ésent és dans les tableaux 2.17 et 2.18. Pour le filtrage gaussien
nous avons utilis é un sigma de

- 1 � et pour la restauration par le modèle markovien
� � - 1�� et

� � �=-
.

Validation sur une expérience fonctionnelle- Cet algorithme est évalu é à partir d’une exp érience
faite à l’Institut Max Planck pour les neurosciences de Leipzig sur un scanner Bruker 3.0 Tesla MED-
SPEC System. Pendant une p ériode de 18 secondes un son standard ( < � �=-=-

Hz), un son d éviant
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Fonction d’onde native gauss mrf
sinus 0.456 0.581 0.872
hemo 0.456 0.579 0.804
carr é 0.458 0.556 0.631

TAB. 2.17 – Taux de recouvrement des trois fonctions tests après correction des fluctuations des basses
fréquences seules (native), suivie d’un filtrage gaussien (gauss) et suivie d’une restauration par champ
de Markov (mrf).

Fonction d’onde native gauss mrf
sinus 8.0 10.6 14.3
hemo 12.9 14.7 19.1
carr é 12.8 14.0 18.2

TAB. 2.18 – “Z-scores” des trois fonctions tests après correction des fluctuations des basses fréquences
seules (native), suivie d’un filtrage gaussien (gauss) et suivie d’une restauration par champ de Markov
(mrf).

( < � � �=-
Hz) ou un nouveau son unique (accident de voiture, aboiement de chien) est pr ésent é aux deux

oreilles du sujet. Le s équencement est al éatoire. On demande aux sujets de compter le nombre de sons
d éviants. Un total de 215 p ériodes est enregistr é. Les donn ées brutes sont pr étrait ées pour supprimer
les coupes contenant des artefacts et corriger les mouvements du sujet. Les voxels activ és sont d étect és
par un coefficient de corr élation avec une fonction carr ée standard translat ée du d élai caract éristique de
6s entre le stimulus et la r éponse de l’IRMf. Ces coefficients de corr élation sont convertis en z-scores,
seuill és ( � � � 1�� �

), et superpos és aux images anatomiques 2 K .
Nous comparons les r ésultats avant et après restauration ainsi qu’avec un filtrage gaussien. Nous

comparons aussi la forme du signal en moyennant les s éries temporelles des voxels d’une même zone
activ ée. Lorsque l’on compare diff érents pr é-traitements pour l’IRMf il faut garder à l’esprit qu’il n’y a
pas de “v érit é terrain” avec laquelle la validit é du r ésultat ou l’am élioration due à un traitement puisse être
mesur ée. N éanmoins, une évaluation des donn ées brutes et des arguments neuro-anatomiques nous per-
mettent de distinguer entre les zones de r éelle activation corticale, les activations dans les compartiments
veineux, les fausses alarmes dues au bruit, les artefacts, etc. Les zones r éelles d’activation sont sup-
pos ées : (i) suivre étroitement la bande corticale, (ii) être situ ées dans des zones li ées à la tache effectu ée
par le sujet, et (iii) avoir une certaine forme (i.e. force de l’activation versus étendue de l’activation).

La figure 2.64 montre la carte des z seuill ée (
6 � � 1�� �

) obtenue respectivement sur les donn ées
brutes, après un filtrage gaussien (

� E � - 1 � ) et après la restauration (
� � �

,
� � - 1 � ). Comme escompt é,

des zones bilat érales d’activation très significative sont trouv ées sur le sillon temporal sup érieur et, dans
une moindre mesure, dans le thalamus de chaque cot é. En comparaison avec l’analyse sur les donn ées
brutes (ligne du haut), le filtrage gaussien (ligne du millieu) apporte un r éhaussement g én éral du signal
mais aussi un flou spatial consid érable. En revanche, la sch éma de restauration propos é (ligne du bas),
tout en r éhaussant encore plus le signal permet de conserver les d étails anatomiques.

Sur la figure 2.65 nous avons trac é l’ évolution temporelle du signal IRMf sur une p ériode (les trois
courbes correspondent aux donn ées brutes, après filtrage gaussien et après restauration). Ces signaux
sont moyenn és sur la r égion activ ée du cortex auditif droit (c.a.d. l’aire du cot é gauche des images de la
troisième colonne de la figure 2.64). La restauration apporte une meilleure interpr étation de l’activation
grâce à la r égularisation dans le domaine temporel. Le bruit est supprim é mais les pentes d’activation et
de d ésactivation ne sont pas floues. Un filtre gaussien temporel aurait également supprim é le bruit mais
au prix d’une d éformation de ces pentes.



2.3. QUELQUES APPLICATIONS TRAITÉES 99

a

b

c

FIG. 2.64 – Evaluation statistique d’une expérience d’IRMf : coefficient de corrélation seuillé à 2.75 sur
les données originales (a), les données filtrées par un noyau spatial gaussien

� � - 1 � (b), les données
restaurées (c).
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FIG. 2.65 – Evolution temporelle du signal dans le cortex auditif droit : onde carrée (translatée), données
brutes, données filtrées par un filtre spatial gaussien et données restaurées par le modèle proposé.

La contrepartie du modèle markovien est l’accroissement du temps de calcul. L’optimum de l’ énergie
est obtenu par recuit simul é. Dans le cas pr ésent é ici, c.a.d. pour 4 coupes de 128

�
64 voxels et 912

échantillons temporels, le temps de calcul est de 2h sur une station standard. Des algorithmes sous-
optimaux, mais plus rapides, peuvent être une alternative si le temps de calcul devient rh édibitoire.
L’avantage du modèle markovien est la distinction introduite entre le bruit et le signal, même haute
fr équence, par le modèle a priori. Cela permet une meilleur d éfinition des zones activ ées et une meilleur
caract érisation du signal dans ces zones. De plus, aucun modèle de la r éponse h émodynamique n’est
n écessaire.

Restauration d’images angiographiques (MRA)

16 L’interpr étation des images angiographiques n écessite une d élimitation pr écise des vaisseaux san-
guins. Sur les donn ées r éelles, le contraste est trop faible pour faire une bonne interpr étation, c’est pour
cette raison qu’un produit iod é est inject é au patient avec l’acquisition de l’image. Pour r éduire le volume
du produit inject é et am éliorer l’interpr étation, il est n écessaire de restaurer les images. Nous abordons
ici ce problème de restauration 3D en prenant soin de pr éserver les contours des vaisseaux qui sont des
structures fines. Pour ce faire, nous proposons d’utiliser un champ markovien 3D à deux composantes,
l’une étant le niveaux de gris et la seconde une étiquette de contours permettant d’inhiber les interac-
tions entre voxels voisins n’appartenant pas au même objet. Ce modèle peut donc être vu comme une
g én éralisaton du processus de lignes en 2D [GG84]. La diff érence majeure est qu’ici, le processus de
contours n’est pas d éfini sur la trâme duale mais sur la trâme de l’image.

Modélisation- Le processus de surface, d éfini sur un espace d’ état à 27 étiquettes (l’ étiquette 13
repr ésente l’absence de contour), est le même que celui d écrit dans le paragraphe 2.3.2.

Une configuration du processus de restauration est not é
� � � : � � < . Pour r éduire le temps de calcul,

l’optimisation est effectu ée par un algorithme ICM, it érativement appliqu é sur le processus de surface
et sur le processus de restauration. Nous pouvons calculer les diff érentes probabilit és conditionnelles

16. Nous r ésumons ici des travaux effectu és à l’Universit é Catholique de Louvain (KUL).



2.3. QUELQUES APPLICATIONS TRAITÉES 101

locales correspondant au processus de surface car nous avons un espace d’ état r éduit à 27 él éments.
En revanche, l’espace d’ état du processus de restauration contient 256 él éments. Pour avoir accès ra-
pidement, c’est à dire analytiquement, au minimum de l’ énergie conditionnelle locale, nous adoptons
des potentiels gaussiens pour ce processus. Ces interactions gaussiennes sont activ ées ou non suivant la
valeur du processus de surface (voir la figure 2.66). Le modèle contient donc deux termes. Le premier
concerne les voxels à l’int érieur des objets (

� � K � ). Le second concerne les voxels de surface. Soit un
tel voxel * dont l’ étiquette de surface est

� � . Nous consid érons alors une interaction entre le voxel * et
son voisin � si et seulement si

�* � � �� � et
� � � � � . Ainsi, un voxel de surface est en interaction avec

un voxel appartenant au même objet. Le terme de r égularisation s’ écrit donc ainsi :

?
S��
	
� � �  � � � � 8 � � " E � � � � �

��� � �� � � �� � ' � � � � 3 � � ��� � 3 �  1
(2.151)

Nous d éfinissons maintenant le terme d’attache aux donn ées. Soit < les donn ées (initiales ou après un

d

d = 13 d = 13

d

a) à l’int érieur d’un objet b) en surface

FIG. 2.66 – Processus de restauration : interactions activées.

pr é-traitement). Nous consid érons un potentiel gaussien d’ordre 1 :

?
S
� � � " � � � � � 8 < � � �

�
" " E �

(2.152)

où
� � est l’ état du processus de restauration et

� �
� le niveau de gris correspondant sur les donn ées.

Validation sur des données de synthèse- Nous consid érons un objet form é de trois cylindres (voir
la figure 2.67). La base des cylindres est de �

�
� voxels. Un bruit gaussien est ajout é. La moyenne du

fond (resp. de l’objet) est de
� -

(resp.
K -=-

) alors que l’ écart type du bruit est de �
-

(voir la figure 2.68).
La restauration obtenue sans le processus de surface est montr ée sur la figure 2.69. Un effet de flou est
produit par les interactions gaussiennes entre le fond et l’objet. Sur les coupes extrèmes (coupes 1 et 5
de la figure 2.69), on reconnait l’empreinte de l’objet. Cet effet ind ésirable disparait avec le processus de
surface, ce qui nous permet une plus forte r égularisation interne aux objets.

Coupe
K

Coupe � Coupe � Coupe
�

Coupe
�

FIG. 2.67 – Données de synthèse

Application à l’angiographie- De façon g én érale, les vaisseaux sanguins ont une radiom étrie plus
forte que le fond. N éanmoins, la radiom étrie n’est pas stationnaire. Par exemple, les yeux ou une éventuelles
tumeur accroissent la moyenne locale du signal. Pour éviter une sur-d étection dans ces zones nous ap-
pliquons un pr é-traitement visant à r éduire ces non-stationarit és. Ce pr é-traitement est r ésum é sur la
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FIG. 2.68 – Données bruitées

Coupe
K

Coupe � Coupe � Coupe
�

Coupe
�

FIG. 2.69 – Données restaurées sans processus de surface
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FIG. 2.70 – Résultat du processus de surface
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FIG. 2.71 – Données restaurées avec le processus de surface
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FIG. 2.72 – Synoptique du pré-traitement

figure 2.72. Nous d éfinissons un second volume de donn ées en soustrayant la moyenne locale à l’image
en chaque voxel. Un vaisseau sanguin est alors caract éris é par une forte r éponse dans l’image initiale et
dans ce second volume. Pour utiliser ces deux informations, nous calibrons les donn ées en imposant aux
deux volumes une même moyenne et une même variance. Le terme d’attache aux donn ées s’applique
alors sur le maximum des deux volumes obtenus.

Pour r éduire encore le temps de calcul, nous seuillons l’image du maximum. Les valeurs les plus
faibles, pour lesquelles nous savons que les voxels correspondant n’appartiennent à aucun vaisseau, sont
mise à z éro. Les voxels correspondant sont masqu és et ne sont pas visit és lors de l’ICM. Nous testons
l’algorithme sur deux jeux de donn ées correspondant à deux r ésolutions diff érentes. La r ésolution la plus
fine entraine un bruit plus cons équent. N éanmoins, la phase de calibration des donn ées nous permet de
conserver les mêmes valeurs des paramètres pour les deux exp ériences. La figure 2.73 montre quelques
coupes du premier volume. Les vaisseaux parallèles au plan de coupe sont visibles sur les donn ées
originales, ce qui n’est pas le cas des autres en raison du bruit. La restauration permet une meilleure
interpr étation des donn ées (voir la figure 2.74). De plus, le processus de surface permet d’ éviter les effets
de flou (voir la figure 2.75). La figure 2.76 montre les projections du maximum d’intensit é (chaque pixel
correspond au maximum d’intensit é suivant l’axe perpendiculaire) des images originale et restaur ée.

Coupe
� � Coupe

�
� Coupe

� �
Coupe

� �
FIG. 2.73 – Volume angiographique intial numéro

K
Le second volume test a une r ésolution plus fine que le pr éc édent. N éanmoins, les r ésultats obte-

nus sont similaires comme le montre la figure 2.78 et ceci en utilisant des valeurs identiques pour les
paramètres, except é pour le paramètre

�
de l’ équation (2.129).
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FIG. 2.74 – Volume angiographique restauré numéro
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FIG. 2.75 – Processus de surface numéro
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Donn ées initiales Donn ées restaur ées

FIG. 2.76 – Projection par maximum d’intensité numéro
K
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FIG. 2.77 – Volume inital numéro �
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Coupe � � Coupe � �

Coupe
K � - Coupe

K � K
FIG. 2.78 – Volume restauré numéro �
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L’approche MPI

17 Nous consid érons ici conjointement les problèmes de restauration et de segmentation d’image.
L’image restaur ée est donn ée par une convolution locale de la carte de segmentation par des formes
él émentaires (paraboloı̈des tronqu és), appel és pixons, dont les valeurs des paramètres en chaque point

sont donn ées par la carte des pixons. Cette approche s’inspire de travaux effectu és dans le cadre de la
d éconvolution d’images en astronomie [PP93b]. La scène est d écrite par trois cartes : la carte de segmen-
tation, la carte de restauration et la carte des pixons. La taille des pixons repr ésente l’ échelle locale de la
scène sous-jacente.

Notons les donn ées par
%

et respectivement les carte de restauration, de segmentation et des pixons
par

�
,
�

et � . Nous consid érons le problème de la maximisation de la probabilit é a posteriori
! � � � � � � 2 % " .

En appliquant la règle de Bayes, nous obtenons :

! � � � � � � 2 % " �
! � % 2 � � � � � "�! � � � � � � " (2.153)

�
! � % 2 � � � � � "�! � � 2 � � � "�! � � � � "01 (2.154)

où
! � % 2 � � � � � " correspond à l’attache aux donn ées et

! � � � � " est l’a priori sur les cartes de segmen-
tation et des pixons. Nous ne supposons pas le nombre de classes de l’image segment ée connu. Nous
introduisons un a priori d’information, c’est-à-dire un a priori entropique pour extraire un nombre r éduit
de niveaux de gris (les étiquettes) permettant de d écrire la scène (voir le paragraphe 2.2.1).

La segmentation permet d’extraire les objets mais en donne une description grossière. Pour affiner
cette description, nous proposons de restaurer l’image avec une convolution locale de l’image segment ée
par un noyau variant spatialement. Ce noyau, appel é pixon, d éfini l’ échelle locale (ou la r ésolution locale)
des objets. Le concept de pixon a ét é introduit, sous une forme diff érente, par Piña et Puetter [PP93a]
pour restaurer des images d’astronomie.

Nous consid érons une information contextuelle à la fois sur l’image segment ée et sur la carte des
pixons. L’image segment ée est mod élis ée par un modèle de Potts. Sur la carte des pixons, des structures
fines, repr ésentant les contours doivent apparaı̂tre. Nous consid érons alors le chien-modèle comme a
priori sur cette carte. Ceci d éfinit une description bas niveau de l’image que nous nommons modèle MPI
(“Markov Pixon Information model”).

Le I-modèle : le modèle est exprim é sous la forme d’une énergie que nous allons minimiser. Cette
énergie se d écompose en plusieurs termes. Le premier modèle, le I-modèle, est compos é des deux termes

suivants :
Un a priori d’information :

�
� � 8 � � 9R � � 3 � �

� 	 � � �
�

1
(2.155)

avec � le nombre de pixels et � � le nombre de pixels de la classe
�
, et un terme d’attache aux donn ées :

�
�;� R � ( �

�'
 � � " 8 � � � " " E� E (2.156)

où
�

est l’ écart type des donn ées et �� la moyenne de la classe associ ée à � . A ce niveau, nous avons
le modèle de classification d écrit dans le paragraphe 2.2.1.

Le PI-modèle : L’information, dans le I-modèle, est consid ér ée au niveau du pixel. Or, la plupart
des images n’ont pas une quantit é d’information uniforme spatialement. Des zones comme le fond

17. Nous r ésumons ici un travail effectu é à l’Institut Max Planck de Leipzig en collaboration avec F. Kruggel. Bibliographie :
[15]
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de l’image, contiennent peu d’information, alors que les d étails des objets n écessite une plus haute
r ésolution pour être d écrits. L’ajout des pixons dans la description de l’image permet d’obtenir une
description multi- échelle. L’image restaur ée est donc d éfinie comme la convolution locale de l’image
segment ée par les pixons :

� � � � � ")� � � � " �&����� � " � � � � ")� � � � ")� (2.157)

ce qui s’ écrit : $ � � � � ����� � " � � � " � � ��� � � � � � � � " � � � � " � � � � (2.158)

où � � � � � � � " � � � � � � 8 � " est le pixon en � et ? � le support de � � .
Diff érents choix sont bien entendu possibles pour la forme des pixons. Nous consid érons des pixons

radialement sym étriques [MHK; 96] d éfinis par des paraboloı̈des tronqu és :

� � � � � 8 � " � � � � � 8 � � � � " � � 3� �  K 8 	 ��� � � 	 "
� "� � � < � � � 8 �

� � � �- � < � � � 8 �
� + � � (2.159)

où � � est un facteur de normalisation tel que
� � � � � K .

Un pixon est donc complètement d éfini par sa taille
�
. En pratique, comme nous traitons de donn ées

discrètes, les diff érentes tailles admissibles appartiennent à l’ensemble
: - � K ��1�1�1 � � � � � < .

Dans le PI-modèle, le terme d’attache aux donn ées est remplac é par :

�
� ��� � R � ( �

��� 
 � 8 	 � � � � � � � � � " � � � � " � � � ��� E� � E (2.160)

L’a priori d’information sur la carte de segmentation est, par ailleurs, conserv é. L’optimisation s’ef-
fectue alternativement sur � et

�
. L’image restaur ée

�
est ensuite obtenue par l’ équation 2.157.

Le MPI-modèle- Pour compl éter le modèle, nous introduisons maintenant des contraintes de r égularisation
sur les cartes de segmentation et de pixons. Pour r égulariser la segmentation, nous consid érons un modèle
de Potts. L’a priori sur la carte de segmentation, incluant le terme d’information ayant pour but de r éduire
le nombre de classes de la description, s’ écrit comme suit :

! � � " � KL MONQP 8
�� 8 � � 9R � � 3 � �

� 	 � � �
� ' � RS �
	 ��� �  (UT � � � � � �� � � � � 	� � (2.161)

où
L

est la fonction de partition.

La carte des pixons apporte une description multi- échelle de la scène qui correspond à la r ésolution
locale de l’image. Cette carte doit v érifier une certaine contrainte d’homog én éı̈t é mais également repr ésenter
les structures fines tels que les contours. L’a priori choisi pour mod éliser cette carte est donc le chien-
modèle.

L’ énergie globale du MPI-modèle s’ écrit donc comme suit :

���
��� � ��	�
� � % � � � � " ' �

�=� � " ' � � 3 �� � � " ' � � E �� ��� ")� (2.162)
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où :

� 	�
� � % � � � � " � K� � E R � ( �

���� 
 � 8 � ��� � � � � � � " � � � " � � ���� E (2.163)

�
�=� � " � 8 �

�

9R � � 3 � �
� 	 � � �

� (2.164)� � 3 �� � � " � � RS��
	 � � �  (=T � � � � � �� � � � � (2.165)

� � E �� ��� " � RS
(=T �

R � ? � � �S � � � " (2.166)

Le maximum a posteriori correspond au maximum de la probabilit é conditionnelle
! ��� � � 2 % " . Nous

avons donc une optimisation sur deux images. Ceci est obtenu par un recuit simul é sur l’espace produit
� ���

.
Nous avons constat é que les dynamiques associ ées aux a priori markoviens ont une vitesse de

convergence plus rapide que celle associ é à l’a priori d’information. Durant l’optimisation, les termes
de r égularisation ont tendance à former de petits “clusters” de plusieurs pixels qui sont difficilement
supprim és avec une dynamique pix élique. Le terme d’information ne peut donc pas jouer son rôle. Pour
pallier ce problème, nous effectuons en premier lieu un certain nombre d’it érations en n’utilisant que
le PI-modèle. Puis, nous incluons les a priori markoviens lorsque le terme d’information a suffisament
r éduit l’espace des états de la carte de segmentation.

Analyse d’une carte statistique- L’application qui a motiv é ce travail est l’analyse des cartes de
paramètres statistiques pour les études en IRM fonctionnelle.

Nous avons appliqu é l’approche MPI pour analyser une SPM. En premier lieu, l’image restaur ée per-
met de supprimer les fausses alarmes et d’accroı̂tre le rapport signal à bruit. De plus, l’image segment ée
donne une description des r égions contenant de l’information et de celles correspondant au fond. Ainsi,
nous évitons le seuillage dans l’analyse de la SPM et analysons l’information de la SPM sur les modes
de l’image segment ée qui sont spatialement d élimit és par la carte de segmentation.

Nous comparons, dans un premier temps, les r ésultats obtenus avec respectivement les modèles I, PI
et MPI. La figure 2.79 montre une SPM obtenu à partir d’une exp érience traitant du langage ainsi que
les images restaur ées, les cartes repr ésentant la taille des pixons et les segmentations. Notons que pour le
I-modèle, la carte des pixons n’est pas d éfinie, de sorte que restauration et segmentation sont identiques.
La description obtenue par le I-modèle se r éduit à une simple classification de l’image effectu ée par
l’algorithme pr ésent ée dans le paragraphe 2.2.1. Le PI-modèle permet de reconstruire l’image en fonction
de la classification. Le MPI-modèle permet de r égulariser les images obtenues, ce qui permet de mieux
distinguer le bruit de l’information et r ésulte en une meilleure reconstruction de l’image.

L’approche a également ét é valid ée sur des IRMf échoplanaire (EPI), de meilleure r ésolution tem-
porelle. La figure 2.80.a montre la carte d’un t-test obtenue pour diff érentes coupes, le r ésultat d’un
seuillage surperpos é aux coupes anatomiques est montr é sur la figure 2.80.b, l’image restaur ée par l’ap-
proche MPI sur la figure 2.80.c et le seuillage de cette restauration sur la figure 2.80.d. Pour finir, la
superposition de ce r ésultat sur les coupes anatomiques est montr é sur la figure 2.80.e. L’exp érience
consistait ici à demander aux sujets un jugement grammatical à partir de phrases pr ésent ées auditive-
ment. On trouve des zones activ ées dans l’h émisphère droit (partie gauche de l’image) correspondant au
cortex auditif primaire (et sur certaines veines). En particulier, l’activation thalamique de l’h émisphère
gauche est clairement d écrite sur la figure 2.80.e alors qu’elle n’est pas apparente sur les images simple-
ment seuill ées (figure 2.80.b). A posteriori, l’activation thalamique pourrait être d étect ée sur les images
non restaur ées mais serait difficilement jug ée significative. Ce r ésultat a ét é confirm é sur douze sujets
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I-modèle PI-modèle MPI-modèle

Image Segment ée

Carte des pixons

Image Restaur ée

FIG. 2.79 – Carte statistique (en haut à gauche) et cartes de segmentation, de pixon et de restauration
pour les modèles I,PI et MPI.
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diff érents. L’approche MPI permet donc d’extraire plus d’information de la carte statistique.
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FIG. 2.80 – restauration par le MPI-modèle sur une séquence EPI (carte statistique (t-test) originale
(a), carte statistique seuillée (th = 1.0) (b), carte statistique restaurée (c) et carte statistique restaurée
puis seuillée (th = 1.0) (d et e). L’échelle rouge-jaune (resp. vert-bleu) correspond aux valeurs positives
(resp. négatives).
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2.3.4 Champs de Markov sur graphes

Mise en correspondance de réseaux routiers

18 Nous abordons ici le problème de la mise en correspondance de deux r éseaux lin éiques. Ces
r éseaux sont suppos és repr ésenter une même r éalit é mais ils sont issus de deux sources de donn ées
exogènes (carte et image SPOT dans notre cas). Nous supposons que les caract éristiques des r éseaux
sont donn ées par les diff érents points de branchement (angles entre les branches d’un même point et
distance entre deux points de branchements) et les points de changement d’orientation. Le r éseau est
donc ici symbolis é par un ensemble de segments. Nous adoptons une repr ésentation par graphe pour
laquelle chaque nœud repr ésente un segment et chaque arête symbolise la connexit é entre deux segments.
L’exog énit é des donn ées nous a amen é à utiliser le segment comme unit é de repr ésentation car le trac é
lin éique peut ne pas être fiable. La mise en correspondance des deux r éseaux est donc effectu ée par la
mise en correspondance des deux graphes.

La mise en correspondance de graphes a ét é abord ée sous plusieurs angles suivant les contraintes
du problème trait é. Etant donn és deux ensembles �3 et � E de primitives, la mise en correspondance
consiste à d éterminer la partie de � 3 � � E qui satisfait au mieux un certain nombre de critères. La
plupart des problèmes abord és en traitement d’image permettent des restrictions pour la recherche du
meilleur ensemble d’appariements (un appariement étant un couple ��V 3 � V E " , avec V 3 � � 3 et V E � � E ).
La principale contrainte rencontr ée est l’unicit é. En effet, une primitive ne peut être appari ée qu’une
seule fois. La mise en correspondance revient alors à trouver un isomorphisme entre les deux ensembles
de primitives. Cependant, dans notre cas, nous consid érons la possibilit é de donn ées incomplètes et/ou
erron ées dans les r éseaux.

De façon g én érale, l’ensemble des appariements retenus doit v érifier deux propri ét és. Premièrement,
deux primitives appari ées doivent disposer de caract éristiques similaires (ressemblance mesur ée par
une distance entre les primitives). Ensuite, l’ensemble des appariements doit être globalement coh érent
(coh érence des angles et des longueurs dans notre cas).

Nous avons orient é notre modèle de mise en correspondance sur l’invariance de quantit és g éom étriques
caract éristiques d’un r éseau routier.

Pour traiter le cas des donn ées manquantes et la dissym étrie du problème, nous nous sommes orient és
vers la d éfinition d’une fonctionnelle d éfinissant l’ étiquetage d’un graphe (graphe de d épart) sur un se-
cond (graphe d’arriv ée). Cette fonctionnelle int égre des contraintes a priori sur le r ésultat et un terme
d’attache aux donn ées pour fonder l’ étiquetage sur la coh érence des deux r éseaux. Le formalisme mar-
kovien nous permet une souplesse de mod élisation et l’utilisation d’un algorithme de recuit simul é pour
minimiser la fonctionnelle.

L’approche adopt ée est donc une approche bay ésienne fond ée sur les champs de Markov. Les va-
riables al éatoires sont constitu ées des nœuds du graphe de d épart et l’espace des états des nœuds du
graphe d’arriv ée.

Mise en correspondance de réseaux linéiques : un modèle markovien invariant par déplacements-
Nous consid érons deux r éseaux lin éiques d éfinis par un ensemble de segments. Ces r éseaux sont repr ésent és
par des graphes, à chaque segment est associ é un nœud dont les attributs sont la longueur et l’orientation
du segment. Un arc est pr ésent entre deux nœuds lorsque les segments correspondants sont connexes. La
mise en correspondance est effectu ée en consid érant les nœuds du graphe de d épart

� � : ���< comme
des variables al éatoires prenant leurs valeurs dans l’ensemble des étiquettes d éfinies par les nœuds du
graphe d’arriv ée � � : � �=< . Une étiquette nulle , connect ée avec aucune autre, est ajout ée au graphe
d’arriv ée pour permettre le non appariement des nœuds du graphe de d épart (donn ées manquantes dans

18. Nous r ésumons ici le travail de DEA de C. Hivernat financ é par Acatel CRC en collaboraton avec S. Randriamsay.
Bibliographie : [14, 44, 43]
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le graphe d’arriv ée) [WH97]. Notons que les donn ées manquantes du graphe de d épart sont repr ésent ées
par les étiquettes non affect ées du graphe d’arriv ée.

Nous consid érons un champ markovien sur le graphe constitu é par l’ensemble de d épart. Nous pou-
vons donc écrire la distribution sous la forme d’une distribution de Gibbs :

! � � � � � � K ��1�1�1 � � � " � KL�MONQP 8 � � � � � � � K ��1�1�1 � � � " � KL�MON P 8 R S (=T ?
S
� � � � � �*V " (2.167)

où
L

est la fonction de partition,
�

la fonction d’ énergie et ?
S

sont les fonctions potentiel. W est l’en-
semble des cliques V .

Pour d éfinir les potentiels, nous consid érons une notion de voisinage sur les deux graphes :

Définition 1. Deux nœuds sont voisins si la distance entre les deux extrémités les plus proches des
segments associés est inférieure à un seuil dV (en pratique dV=6 pixels pour notre application).

Le choix de
� ? �� K

permet de s’affranchir de certaines discontinuit és issues de l’extraction des
lignes et de mieux d éfinir la structure g éom étrique du r éseau.

On note � � �
� � � si les étiquettes � � et � � � des nœuds du graphe de d épart sont égales, ���� � � � si
elles sont voisines au sens de la d éfinition 1 et � � �� � � � si elles ne sont pas voisines. Dans ces trois cas,
on considère que � � et � � � sont diff érents de l’ étiquette

�
.

Les potentiels sont d éfinis comme suit :

? � 3 �S � � � � � � � " �
���� ���
� 3 � ��� � � � � � � " 8 � " si � �,� � � �� E � ��� 2 � � � � � � " 8 � � � � � � � � � " 2 " si � ��� � � ��
� si � � �� � � ��
� si � � � � ou � � � � �

où � � �Q� � � " est l’angle entre les deux segments
�

et
� �

du graphe de d épart et � � � � � � � � � " est l’angle
entre les deux segments � � et � � � du graphe d’arriv ée. Ces d éfinitions d’angle ne sont valables qu’entre
des primitives voisines au sens de la d éfinition 1. Les angles sont consid ér és entre les segments orient és
en consid érant leur point commun comme origine.

La fonction g (cf. Figure 2.81), permettant d’introduire la contrainte d’angle dans les potentiels, doit
v érifier les propri ét és suivantes :

– d éfinie sur � 8 � � � � � � ,
– convexe,

– d écroissante sur � 8 � � � - � et croissante sur � - � � � � car on veut favoriser les angles tels que � � �Q� � � " �� si les étiquettes sont identiques et � � �Q� � � " � � � � � � � � � � " pour des étiquettes voisines.

La rapidit é de la d écroissance va permettre de fixer le seuil de tol érance entre les angles. En effet, une
d écroissance lente vers 0 favorise un plus large intervalle, alors qu’une d écroissance rapide permet de
mieux focaliser sur l’angle nul et donc d’être plus s électif dans le choix des appariements. En revanche,
prendre une fonction trop s élective revient à éliminer toute variation entre les deux r éseaux et donc ne
permet pas de tenir compte de la variabilit é des donn ées de type exogène.

Il faut remarquer que les angles associ és aux primitives ne sont fiables que si la longueur de ces
primitives est suffisante. Nous avons choisi de ne prendre en compte les angles que si la longueur des
primitives est sup érieure à un seuil, en l’occurence dV-2. Dans le cas où l’angle n’est pas valide, les
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potentiels sont :

? � E �S � � � � � � � " �
���� ���
8 � 3 si � � � � � � et si

�
et
� �

ne sont pas s épar és par un point de bifurcation du r éseau� E si � ��� � � � et si � � �Q� � � " est non valide�
� si � ��� � � � et si � � � � � � � � � " est non valide-
sinon

On complète ce modèle avec un potentiel d éfini sur un voisinage d’ordre 2. Il a pour objectif d’ éviter
des configurations entraı̂nant une rupture de continuit é pour une étiquette. Soient

� � �� � � � �
tels que

� � � �
et
� � � � � � :

? � � �S � � � � � � � � � � � � " � 
 �
si � � � � � � � � et � � �� � � �-
sinon

Pour compl éter le modèle et le rendre plus robuste, on doit tenir compte de la longueur des segments
appari és. En effet, la longueur totale prise par une étiquette sur le graphe de d épart doit être proche de sa
longueur sur le graphe d’arriv ée. Nous supposons donc ici que les deux r éseaux sont à la même échelle.
Le potentiel tenant compte de cette contrainte n’est pas markovien car il d épend de la configuration de
toutes les primitives et pas seulement de la configuration sur un voisinage, en revanche nous conservons
le formalisme des champs de Gibbs.

Notons � � � " la longueur de la primitive
�

du graphe de d épart. � � � " est la longueur du segment du
graphe d’arriv ée correspondant à l’ étiquette � . L’ énergie issue de ce terme est :

? � � � � R�
( étiquettes)

� R
�

(sites)

� � � " � � � � � 8 � � � E
L’ énergie totale s’ écrit donc :

� � R� � � � � � � ��� � � ��� ��� � � � � � � � � � � � ��� � � � E ? � 3 �S ' R� � � � � � � ��� � � ��� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � E ? � E �S ' R� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � �
? � � �S 'A? � � � 1
(2.168)

Cette énergie est minimis ée par un recuit simul é. Le choix des paramètres
�3 , � E , � � , � � et

�
a ét é fait

empiriquement et est discut é par la suite.
Application aux réseaux routiers d’un couple image SPOT/carte : Dans ce modèle de mise en

correspondance de lin éiques, le choix des primitives utilis ées a ét é guid é par la nature des sources de
donn ées. La carte étant g én éralis ée [Mus98], il est naturel de choisir des segments pour la repr ésenter.
En revanche, le r éseau routier extrait de l’image est constitu é de pixels. Un des objectifs de ce travail
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est d’am éliorer la pr écision des donn ées cartographiques. Pour conserver la pr écision de l’image, nous
évitons de polygonaliser le r éseau extrait. Pour obtenir un étiquetage robuste, il est pr éf érable de mettre

en correspondance des entit és de même nature, c’est-à-dire 1D dans le cas pr ésent. Nous effectuons donc
un premier étiquetage des pixels dont le but est de segmenter le r éseau extrait de l’image en chaı̂nes
de pixels, qui seront à leur tour étiquet ées par le modèle que nous venons de d écrire. Le but de cette
première étape est d’effectuer un d écoupage en chaı̂nes du r éseau de l’image qui soit coh érent avec
les donn ées cartographiques (cf figure 2.3.4). Comme pr éc édemment un nœud nul est ajout é au r éseau
cartographique pour mod éliser les donn ées manquantes.

(Noeuds=segments)
Graphe de la carte

(Noeuds=pixels)
Graphe de l’image

FIG. 2.82 – Graphes des deux sources et mise en correspondance pixels-segments

Un potentiel de type attache aux donn ées directement li é aux donn ées du problème est d éfini. Il est
en quelque sorte une mesure de coh érence d’un appariement. Il est d éfini par la distance entre les deux
nœuds appari és, soit la distance entre un point et un segment. Ce potentiel est une constante � pour toute
primitive appari ée à l’ étiquette nulle

�
ce qui a pour effet de borner le terme d’attache aux donn ées. En

effet, tout pixel se trouvant à une distance
� + � de tous les segments aura tendance à être appari é à

l’ étiquette nulle.
Des potentiels d’interaction permettent d’introduire des contraintes et de maintenir l’homog én éit é

des appariements. On les d éfinit sur les cliques form ées de deux nœuds voisins (pixels connexes) par la
fonction suivante :

?
S
� � � � � � � " � �� � - si � � � � � �� 3 si � � � � � �� E sinon

où � � (resp. � � � ) repr ésente l’ étiquette au site � (resp. �� ).
Les termes

� 3 et
� E sont d étermin és en fonction du degr é de p énalit é que l’on veut imposer aux

configurations correspondantes. Leurs valeurs, telles que
- � � 3 � � E , sont donn ées manuellement.

L’ énergie, somme de tous les potentiels, est minimis ée par un algorithme de recuit simul é.

Cette première étape nous permet de segmenter le r éseau routier issu de l’image tout en tenant compte
des donn ées cartographiques, ce qui repr ésente un avantage majeur par rapport à une polygonalisation
aveugle du r éseau. Un mauvais recalage initial pourra induire des erreurs d’ étiquetage mais nous ne
gardons que la segmentation du r éseau lors de cette étape, l’ étiquetage proprement dit étant effectu é à
partir des chaı̂nes.

Le r ésultat de la mise en correspondance par les m éthodes d étaill ées pr éc édemment pr ésente des cas
pathologiques dus soit aux donn ées (mauvaise d étection des routes dans l’image ou base de donn ées
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cartographique incomplète), soit à la mise en correspondance (impr écision des donn ées cartographiques
due à la g én éralisation, mauvais recalage,..). Nous proposons de d étecter ces cas automatiquement et de
les interpr éter. Les appariements valid és vont nous permettre d’estimer une matrice de recalage et d’it érer
ainsi le processus.

A ce stade, une mise en correspondance a ét é effectu ée. Elle a permis d’associer des primitives de
l’image à celles de la carte. Pour utiliser ces r ésultats, il faut les transf érer sur des entit és significatives du
r éseau routier. Sur un tel r éseau, les points importants sont les carrefours qui d éterminent les extr émit és
des tronçons de route. Il est donc important d’utiliser les r ésultats pr éc édents afin de d éterminer les
appariements des tronçons (d éfinis par plusieurs segments/chaı̂nes) et de les valider. Les appariements
obtenus ne sont pas tous biunivoques, c’est-à-dire qu’à chaque él ément d’un ensemble ne correspond pas
toujours un seul él ément de l’autre ensemble.

Soit � � et � � le nombre de tronçons contenus respectivement dans l’image
�

et dans la carte W . Les
r ésultats de la mise en correspondance peuvent être repr ésent és par un ensemble :

� � � � W " � : � � � � V " ,
� � � - � � � � et V � � - � � � � <

Les cas types pouvant se pr ésenter sont :

– M(0,1) : tronçon de la carte non appari é,
– M(1,0) : tronçon de l’image non appari é,
– M(1,1) : un tronçon de

�
appari é à un tronçon de W , (ce cas rempli une condition n écessaire à la

validation de l’appariement mais il n’est pas suffisant)
– M(1,c) : tronçon de

�
appari é à plusieurs tronçons de W ,

– M(i,1) : tronçon de W appari é à plusieurs tronçons de
�
,

– M(i,c) : i tronçons de
�

appari és à c tronçons de W ,

Toutes les configurations diff érentes de M(1,1) sont consid ér ées comme pathologiques. Les am-
biguı̈t és doivent être lev ées avant de valider les appariements biunivoques M(1,1). Nous supprimons,
en premier lieu, les ambiguı̈t és engendr ées par les cas M(1,c), M(i,1) et M(i,c). Puis, nous étudions la
validit é des cas biunivoques M(1,1) pour traiter, enfin, les cas de non appariement M(0,1) et M(1,0).

Un couple de primitives, � � � � � S " � �A� �
et
� S ��W , peut être d écrit par des attributs � � � � � � S " qui

vont permettre une mesure de la coh érence de l’appariement. Grâce à l’ étude de ces attributs, la lev ée
des ambiguı̈t és pourra être effectu ée ainsi que la validation des appariements biunivoques.

– Distance entre deux tronçons : Soit � � ��" le nombre de points du tronçon
� � . Soit

� � � �9 � � S " , la
distance mesur ée entre un point � �9 , appartenant à

� � , et le tronçon cartographique
� S

, c’est-à-dire
le minimum des distances entre � �9 et les diff érents segments qui composent le tronçon. La distance
entre le tronçon de l’image

� � et le tronçon cartographique
� S

est donn ée par :

� � � � � � S " � K
� � ��"

� � � �R9 � 3 ! � � " � � � � �9 � � S "
Le terme

! � � " permet de pond érer les distances de manière à favoriser les extr émit és du tronçon,
et autoriser une plus grande d éviation pour les points int érieurs au tronçon. En effet, les carrefours
de la carte sont cens és être d éfinis avec plus de pr écision que la forme des routes elle-même. Le
choix de ce terme est d étermin é par le poids relatif que l’on veut donner aux points int érieurs par
rapport aux extr émit és. On peut prendre :

! � � " � � � % � � � � � ��" 8 � " 8 � � ��" B �
� � ��"
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– Longueur relative : La longueur relative entre la longueur du tronçon de l’image, � � � � " , et celle
du tronçon de la carte, � � �

S "
, est aussi un critère de validit é de l’appariement. Il est moins fiable

que le critère de distance car il d épend fortement de la qualit é de la g én éralisation des donn ées
cartographiques. Pour faciliter la comparaison entre appariements, il est pr éf érable de prendre un
rapport toujours inf érieur à 1 : � � � � � � � S " � � � � � � � � � ")� � � � S " "

� � % � � � � � ")� � � � S " "
– Longueur relative appariée : La longueur relative appari ée repr ésente le taux de points appari és

au tronçon cartographique consid ér é par rapport à la longueur totale du tronçon de l’image :� � � � � � " � � � � � � � "
� � � � "

� � � � � � " repr ésente la longueur du tronçon appari é, c’est-à-dire le nombre de points portant l’ étiquette
correspondante au tronçon cartographique consid ér é.

– Critère de comparaison des appariements : Utiliser les attributs s épar ément peut conduire à
favoriser des appariements erron és. Il faut donc plutôt utiliser un critère de comparaison compos é
des diff érents attributs :

�	� � � � � S " � � � � � � � S " � � K 8 � � � � � � � S " � � � � � � � " "
L’appariement � � � � � S " sera d’autant meilleur que �	� � � � � S " est proche de 1.

Les ambiguı̈t és correspondent aux cas où les tronçons de l’image sont multi- étiquet és, ou aux cas où
les tronçons de la carte sont appari és plusieurs fois. Dans chaque cas, on ne conservera que l’appariement
le plus probant afin d’obtenir un r ésultat ne comportant que des appariements biunivoques.

Cas M(1,c) : Cette configuration correspond au cas où un tronçon
6 � de

�
est appari é à plusieurs tronçons carto-

graphiques. Pour les diff érentes hypothèses d’appariement correspondant aux tronçons cartogra-
phiques mis en correspondance avec

6 � , nous calculons la valeur du critère donn é au paragraphe
2.3.4. L’appariement retenu est celui qui minimise le critère.

Cas M(i,1) : Après avoir r ésolu le problème des tronçons de
�

multi- étiquet és, on peut aboutir à une mise en
correspondance où les tronçons de la carte sont appari és à plusieurs tronçons de l’image. Le critère
de comparaison permet de ne conserver que le tronçon

�
le plus appropri é.

Cas M(i,c) : Pour traiter ce cas, nous d écomposons la configuration en i appariements de type M(1,c) que l’on
traite comme pr éc édemment. Les cas de type M(i,1) qui peuvent en r ésulter sont ensuite également
trait és comme pr éc édemment.

Nous nous sommes ramen és à des appariements biunivoques. Ces appariements seront valid és s’ils
ont des valeurs suffisantes sur les attributs, � � � � � � S " .

Il faut donc au pr éalable d éterminer un seuil de valeurs acceptables pour � � �� � � S " . Pour chaque ap-
pariement non valide, la connaissance d’un (ou des) attribut(s) non valide(s) est utile à l’interpr étation des
r ésultats. L’utilisateur est maı̂tre des seuils qui seront d éfinis en fonction des exp ériences. Un deuxième
jeu de seuils pourrait être introduit afin de trier les appariements en trois classes : appariements valides,
appariements non fiables et appariements faux.

Pour nos tests, la qualification des r ésultats de la mise en correspondance a ét é effectu ée grâce au
seuils suivants :

– seuil de distance entre paires : 50
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– seuil pour le rapport entre les longueurs : 0.7

– seuil pour le rapport relatif des longueurs appari ées : 0.9
L’am élioration du recalage permet d’obtenir un meilleur appariement pixel-segment lors de la première

étape. La d éfinition des sites du second modèle est alors plus coh érente avec la structure du r éseau carto-
graphique et les performances de la mise en correspondance finale s’en trouvent nettement am élior ées.
Nous effectuons le recalage par une transformation appliqu ée aux coordonn ées des primitives de la carte.
Les coordonn ées sont mises sous la forme d’un vecteur � � �'
 � � � K "7 et la transformation est d éfinie
par une matrice �

�
� en g éom étrie affine. Une transformation affine est d éfinie par six paramètres

ind épendants. Elle est compos ée d’une translation et d’une homoth étie. Elle permet donc la correction
du facteur d’ échelle ainsi que la correction des positions (rotation et translation). Dans ce modèle de
recalage, on ne tient pas compte des modifications entraı̂n ées par le relief. En coordonn ées homogènes,
la matrice de recalage s’ écrit donc :

� �
�� � 3 � 3 � 3 � E � 3 � �� E � 3 � E � E � E � �- - K

	�
Les coordonn ées r ésultant de cette transformation sont donn ées par �� � �

� .
Les appariements jug és valides par les critères de qualification servent de points d’appui pour estimer

la matrice de recalage
�

. Nous minimisons le terme de distance moyenne entre les appariements valides
qui sont au nombre de � � � � . Ce terme est d éfini par :

� � � � � � � � W ")� � " � K
� � � � R� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � S "

Cette fonction d épend de la matrice de recalage qui intervient dans le calcul de la distance
� � � � � � S "

entre le tronçon de route de l’image satellitaire et le tronçon cartographique qui lui est appari é. La matrice
de recalage estim ée est celle qui v érifie :� � � : � � ��� � � � � � � � � W ")� � " " <

En fait, la matrice à d éterminer peut être consid ér ée comme une inconnue dans un espace à 6 di-
mensions. La minimisation est effectu ée avec la m éthode de Powell qui permet de traiter un problème
multidimensionnel. Le point de d épart est la matrice de recalage approch ée fournie avec les donn ées
cartographiques.

La mise en correspondance, fond ée sur les angles, perd de sa fiabilit é lorsque les segments sont trop
courts. Pour éviter ce cas lors de la première étape d’ étiquetage des pixels “routes” de l’image, il convient
d’avoir un recalage approximatif entre les deux jeux de donn ées.

Les appariements valides permettent de d éterminer un meilleur recalage. Après avoir am élior é l’ad équation
entre les repères des deux jeux de donn ées, il est possible de refaire une étape de mise en correspondance
afin d’am éliorer les r ésultats.

Résultats- Sur la figure 2.83, nous avons simul é les donn ées cartographiques en polygonalisant for-
tement le r éseau extrait de l’image, puis en le translatant de 10 pixels. Sur la figure 2.83.b se trouve le
d écoupage en chaı̂nes du r éseau extrait de l’image, après l’ étiquetage des pixels. La première mise en
correspondance est montr ée sur la figure 2.83.c. Un certain nombre d’erreurs apparait, notamment dans
le quadrant nord-est qui correspond à l’endroit le plus dense du r éseau. Ces erreurs sont automatique-
ment d étect ées lors de la phase de qualification des r ésultats comme le montre la figure 2.83.d. Lors de
cette première étape de qualification, uniquement utilis ée pour le calcul de la matrice de recalage, nous
sommes s évères sur le critère de validation, ce qui explique qu’un certain nombre d’appariements cor-
rects ne sont pas valid és. Les appariements valid és permettent de recaler les deux r éseaux. Le r ésultat
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de la mise en correspondance après recalage est pr ésent é sur la figure 2.83.e. Seule une chaı̂ne de deux
pixels est mal appari ée. Pour cette chaı̂ne, très courte, la valeur de l’angle est peu fiable. Cette erreur est
bien d étect ée lors de la qualification (voir la figure 2.83.e). Une seconde chaı̂ne, refl étant un manque de
pr écision des donn ées cartographique, est d étect ée.

a b

c d

e f

FIG. 2.83 – Résultat pour un réseau cartographique simulé- a: données de l’image (en rouge) et car-
tographiques (en bleu), b: graphe de départ (après étiquettage des pixels), c: première mise en corres-
pondance, d: qualification des résultats (seules les chaı̂nes en noir sont jugées bien appariées), e: les
deux réseaux après recalage des données cartographiques sur l’image, f: résultat de la qualification (la
chaı̂ne en rouge est non appariée, la chaı̂ne en vert est un appariement non validé)

Un cas r éel est trait é sur la figure 2.84. Les r éseaux cartographique et extrait de l’image SPOT sont
respectivement en vert et en bleu. Le r éseau cartographique une fois recal é est pr ésent é rouge et jaune.
Les tronçons bien appari és sont en bleu fonc és et en rouge. Un segment dans la zone urbaine au centre
de l’image est pr ésent dans la carte mais n’a pas trouv é de correspondant sur l’image (en jaune sur la
figure 2.84). Ceci s’explique par la r ésolution de l’image SPOT (10m) qui rend les algorithmes d’ex-
traction de routes peu fiables dans les zones urbaines. Dans le quadrant sud-est les routes extraites de
l’image, absentes des donn ées cartographiques, ont bien ét é appari ées à l’ étiquette nulle (en bleu ciel sur
la figure 2.84). Notons toutefois qu’une mise à jour automatique n’est pas encore faisable car le trac é de
la route devient éron é dans la zone urbaine.
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FIG. 2.84 – Résultat sur données réelles : le réseau extrait de l’image est en bleu, le réseau cartogra-
phique initial est en vert, le réseau cartographique après recalage est en rouge, les routes de l’image non
appariées sont en bleu ciel et la route de la carte non appariée en jaune.
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FIG. 2.85 – Un réseau cartographique et le graphe correspondant

Recalage non rigide d’un réseau routier

19 Le but de ce travail est de projeter, par un processus de recalage et de distorsion (ou recalage
non rigide), un r éseau routier extrait d’une base de donn ées cartographique sur une image satellitaire.
Un pr érequis est donc le recalage du r éseau cartogaphique avec l’image, car la distorsion du r éseau pour
coller à l’image ne peut être pr écise sans une pr é-localisation correcte. Ce problème est classiquement
trait ée par une mise en correspondance des structures lin éiques extraites de l’image avec les items car-
tographiques (voir le paragraphe pr éc édent). En mod élisant les items lin éiques comme les noeuds d’un
graphe dont les arètes reflètent la connexit é du r éseau, nous consid érons le problème comme une mise
en correspondance de graphes.

Modelisation des données- Nous avons deux types de donn ées : une image et un r éseau vectoris é
cartographique. Il nous faut clairement d éfinir les variables al éatoires consid ér ées (sites) et leurs valeurs
( états). L’image satellite (SPOT Panchromatique) est consid ér ée comme r éf érence pour le recalage. Le
r éseau cartographique est mod élis é par un graphe non-orient é

. � : % � � � � < , % étant l’ensemble des
noeuds,

�
l’ensemble des arètes et � l’ensemble des attributs associ és aux noeuds. Les noeuds sont des

points carat éristiques du r éseau (jonctions, points de forte courbure) et les arètes d éfinissent les routes
qui les joignent. Le seul attribut d’un noeud est sa position dans l’image. Un modèle markovien est
construit sur ces noeuds, l’ état d’un noeud étant sa position. Les routes sur l’image entre les noeuds
sont calcul ées par un processus d éterministe. Le graphe est construit en utilisant l’information de forme
(nombre de noeuds et liens entre eux) et la position des donn ées cartogaphiques. Un recalage local est
effectu é en ajustant la position des noeuds et en distordant les liens par un algorithme de d étection de
routes d éterministe. Ce modèle permet de prendre en compte le ph énomène de g én éralisation qui fait que
le trac é cartographique entre les noeuds est approxim é.

La figure 2.85 donne un exemple de la correspondance d’un r éseau routier cartographique et de son
modèle de graphe (les noeuds sont repr ésent és par des cercles).

Nous consid érons un graphe
%

de structure identique à celui d éfini par le r éseau cartographique.
La position des noeuds repr ésente les variables al éatoires. En d’autres termes, le r éseau recherch é 
 est
obtenu en d éplacant les noeuds des donn ées initiales � .

Le champ
%

suit une loi a priori
! � % � 
 " (not ée

! �'
 " par la suite). Les donn ées sont mod élis ées
comme suit :

– les donn ées cartographiques
�

sont un graphe similaire à
%

, i.e., un graphe ayant la même “struc-
ture” (même nombre de noeuds et d’arêtes), seuls les attributs des noeuds diffèrent,

– l’image � est une image SPOT, naturellement repr ésent ée par un tableau de pixels.

Le champ
%

est vu comme une d éformation du champ
�

, ces deux champs sont compos és de va-
riables al éatoires interagissant entre elles. L’image � param étrise le modèle via les probabilit és d éfinies.

19. Nous r ésumons ici le travail de DEA de G. Rellier. Bibliographie : [65, 66]
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Cela signifie que le modèle a priori, le modèle a posteriori et la vraisemblance d épendent du paramètre �
et sont not ées respectivement

!
� �'
 " , ! � �'
 2 � " et

!
� � � 2 
 " (ou

! �'
 " , ! �'
 2 � " et
! � � 2 
 " pour simplifier).

En utilisant le th éorème d’Hammersley-Clifford nous pouvons écrire :! � � 2 
 " � � ��� � ��� � � � � �� � et
! �'
 " � � ��� � ����� 	 � � � �� � 	 avec

� � �'
 " � RS ( �
�

S
� �'
 "

et

� � ' �'
 " � RS ( � �

S� ' �'
 "
où � repr ésente les cliques.
Nous consid érons le critère bayesien du maximum a posteriori (MAP) :

�
 � ,.-  � � �� � � � �'
 " ' ��� 'Q�'
 " "
Le terme d épendant de la carte,

� � �'
 " , reflète la compatibilit é des graphes 
 et � . Brièvement,
une confguration de 
 a une énergie d’autant plus faible que les tronçons de 
 sont proches de leur
correspondant dans � , et que les connections entre tronçons sont similaires. Cela conduit à deux types
de contraintes :

– la première contrainte opère sur une paire de noeuds reli és par un tronçon de route. Elle d épend de
la distance entre les deux noeuds, qui doit être proche de celle entre les noeuds correspondant de
la carte,

– La seconde contrainte opère sur un triplet de noeuds successifs. Elle d épend de l’angle form é par
ces trois noeuds, qui doit être proche de l’angle correspondant dans les donn ées cartographiques.

En r éalit é, la transformation id éale de la carte vers le r éseau obtenue 
 est une isom étrie et, plus
elle s’en écarte, plus elle est p énalis ée. Ceci se fonde sur l’hypothèse d’une position relative pr écise des
noeuds des donn ées cartographiques. Pour traduire ces deux contraintes, nous d éfinissons une énergie
d épendant de la carte comme suit. Nous d éfinissons une distance associ ée aux graphes :

Définition 1. Un chemin entre 
"� et 
�� est une ensemble de noeuds �'
"� � 
 � � 
 3 ��1�1�1 � 
 � � 
$� " pour
lequel deux noeuds consécutifs 
 � et 
 � ; 3 sont joints par une arète.

Définition 2 (Distance de graphes). La distance entre deux noeuds d’un graphe
%

, 
 � et 
 � , notée� �'
 � � 
$� " , est égale au nombre minimal d’arètes des chemins �'
 � � 
�� " (égal au nombre de noeuds moins
un).

Le terme de l’ énergie d épendant de la carte est donn é par :

� � �'
 " � R
� � ��� � � � � � 3 � 3� �'
 � � 
$� " ' R

� � ��� � � � � � 3
� � � � � ��� � � 3

� E� �'
 � � 
�� � 
 � "
C’est un terme markovien relativement au système de voisinage suivant :


��A�@? ��� si et seulement si 
 
 � �� 
$�� �'
 � � 
�� " � �
Les potentiels

� 3� �'
 � � 
�� " et
� E� �'
 � � 
$� � 
 � " repr ésentent respectivement les deux contraintes men-

tionn ées plus haut.
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FIG. 2.86 – A droite, la route joignant deux extrémités obtenue par ELIESER ; A gauche, l’image SPOT
correspondante.

� 3� �'
 � � 
$� " ��< ���=� � � � 6 �'
 � � 
$� " "
où
� � � 6 � � � � " est la distance euclidenne entre les noeuds � et � , et :

�0E� �'
 � � 
�� � 
 � " � � � � � � � � � � � � � � "
où
� ��� � � � est l’angle form é par les deux segments � 
 � � 
�� � et � 
�� � 
 � � .

La fonction < ��� , dont l’argument est la distance euclidienne entre deux noeuds, est une fonction
convexe prenant son minimum lorsque

� � � 6 �'
�� � 
$� " � � � � 6 �'
 �� � 
 �� " (où
� � � 6 �'
 �� � 
 �� " est la distance

euclidienne des noeuds correspondant dans les donn ées cartogaphiques).
La fonction � � � � � � a pour argument la valeur de l’angle form é par le triplet consid ér é. Elle est d éfinie

sur l’intervalle � - � � � � , et atteint son minimum pour
� � � � � � � � ���� � � � (où

� ���� � � � est l’angle correspondant sur
la carte), et croı̂t avec la diff érence entre

� � � � � � et
� ���� � � � .

Pour l’exp érimentation, nous avons consid ér é <��� et � � � � � � comme suit :

< ��� � � " � 	 � 8 � � � 6 �'
 �� � 
 �� " 
 E
� ��� � � � " � 	 � �@8 � �� � � � � " � � � � 
 E

Les configurations optimales relativement à ce premier terme sont donc celles obtenues par une
transformation rigide des donn ées cartographiques. L’ énergie croı̂t en fonction de l’importance des
d éformations locales.

L’ énergie
� � 'Q�'
 " prend en compte l’information donn ée par l’image � . Elle est compos ée de deux

termes. Les arètes du graphe repr ésentent les routes entre les noeuds, elles sont constitu ées de segments
dans les donn ées cartographiques. Nous devons les d éformer pour coller à l’image. Nous utilisons un
algorithme fond é sur la programmation dynamique pour estimer le parcours de la route sur l’image entre
deux noeuds. Ce chemin ne d épend donc que de la position des noeuds sur l’image et des niveaux de gris.
Pour le calculer nous minimisons une fonction de coût d épendant du contraste entre le chemin et le fond
de l’image, de l’homog én éit é des pixels appartenant à la route et de la courbure locale. La minimisation
est effectu ée par le programme ELIESER [MZ96]. Le chemin ainsi obtenu de manière d éterministe est
utilis é pour d éfinir l’ énergie a priori du modèle.

L’ énergie a priori d épend de l’ad équation du r éseau ainsi calcul é, à partir de la configuration 
 du
graphe, avec un r éseau routier r éel. Cette ad équation est mesur ée par un terme g éom étrique et par un
second terme quantifiant la coh érence avec les donn ées image. Nous avons l’expression suivante :

� � 'Q�'
 " � ��� ' � 3 �'
 " ' � � ' � E �'
 "
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a) b)

FIG. 2.87 – Deux configurations possibles pour deux paires de noeuds : influence de la position des
noeuds sur les chemins calculés (en noir) qui peuvent se superposer si les noeuds sont trop proches (à
droite)

Le premier terme, exprimant les contraintes g éom étriques, évite que deux routes joignant deux
paires distinctes de noeuds se superposent, même partiellement. Ce terme de “non-chevauchement” est
n écessaire car certaines routes très prononc ées, peuvent attirer plusieurs sections routières lors de l’opti-
misation par programmation dynamique. L’ énergie associ ée est égale au nombre de pixels partag és par
deux sections routières diff érentes.

L’expression de
� � ' � 3 �'
 " est donn ée par :

� � ' � 3 �'
 " � R
� � � � " ( � � � � � � "� ' � 3 �'
 " � R

� � ��� � � � � � 3
� � ��� � � � � � 3

� � ' � 3 �'
 � � 
 � � 
 � � 
 � "
où � 3 �&�'
 � � 
$� " est la section routière joignant 
�� et 
$� , � E �&�'
 � � 
 � " la section routière joignant 
 �

et 
 � , le potentiel étant :

� � � � � �� ' � 3 �'
 " ���"���
où � ��� est le nombre de pixels commun à � � et � � .
La figure 2.87 montre un exemple où le premier terme va p énaliser le fait que deux routes se super-

posent (b) alors qu’il favorisera la configuration (a).
La seconde partie de l’ énergie a priori

� E� ' �'
 " est directement li ée à l’image. Elle donne une mesure,
pour chaque chemin entre deux noeuds estim é par ELIESER, de ressemblance entre les niveaux de gris
du chemin et de son voisinage et les caract éristiques d’une route. En consid érant un système de voisinage
d éfini par les paires de noeuds joints par une arète, nous avons :

� � ' � E �'
 " � R
� � �

� 3 � � ' � E �'
 � � 
 � " � R � ( � � �� ' � E �'
 "
où
�

est l’ensemble des sections routières � et
� ��� la distance entre les noeuds 
"� et 
�� .

Chaque terme
� �� ' � E>�'
 " exprime la probabilit é pour la section consid ér ée � d’être situ ée sur la position

courante sachant les donn ées image. Une route est d éfinie comme une structure lin éaire ayant un fort
contraste par rapport au fond. Nous d éfinissons trois zones : une zone “route”, une zone “fond” et une
zone interm édiaire (permettant de traiter diff érentes épaisseurs de route), comme montr é sur la figure
2.88. Nous calculons la moyenne des zones “route” et “fond”. Les pixels de la zone interm édiaire sont
class és comme “route” ou “fond” en accord avec leur écart aux moyennes “route” et “fond”. Un test
d’hypothèse est calcul é entre les zones obtenues. Nous utilisons un test de Student :
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FIG. 2.88 – Les trois zones définies pour le test : la route (en noir), le fond (en gris) et la zone in-
termédiaire (hachurée).

6 6 	 � 6 � � 3 � � E " � � 3 8 � E! � � � � "� ; � " � ""� � ; � " � E " � 3� � ' 3� " "
Une fonction d écroissante sur la valeur du test donne le potentiel d épendant de l’image :

� �� ' � E �'
 " � � � 6 6 	3� 6 � � 3 � � E " "
où
� 3 et

� E sont respectivement les distributions de pixels du “fond” et de la “route” et � �'
 " � � B3
 .
L’utilisation de ce test est plus robuste que la fonction de coût utilis ée par ELIESER car cette dernière
d épend fortement du nombre de pixels de la route.

Finalement, l’expression de l’ énergie a priori est donn ée par :

��� '5�'
 " � R
� � � � � ( � � � � � � �� ' � 3 �'
 " ' R

�)( �
� �� ' � E �'
 "

où
�

est l’ensemble des sections routières, c’est à dire l’ensemble des arètes du graphe.
Résultats- L’optimisation du modèle se fait par un recuit simul é. Pour chaque noeud nous proposons

une nouvelle localisation par une dynamique de Metropolis. Le sch éma de d écroissance de la temp érature
est donn é par 2 � 9 ; 3 � � - 1 � ��� 2 � 9 �

), où � est le num éro de l’it ération.
La figure 2.89 montre le r ésultat pour une carte initialement translat ée de 20 pixels par rapport aux

donn ées cartographiques r éelles. Le r ésultat est celui escompt é malgr é un d écalage initial important.
La figure 2.90 montre le r ésultat avec une configuration initiale ayant subit une rotation de 0.2 ra-

dian par rapport aux donn ées initiales. Les noeuds ont ét é localis és à la bonne place. De petites erreurs
apparaissent dans la partie sup érieure droite en raison d’un faible rapport signal à bruit.

Pour finir, nous introduisons un bruit sur les distances entre noeuds et sur les angles en translatant
al éatoirement chaque noeud du graphe initial dans une fenêtre de 20 pixels par 20 centr ée en chacun des
noeuds. Nous pouvons appr écier la qualit é du r ésultat dans ce cas, où la solution n’est pas d éduite d’une
transformation rigide du graphe.

Ce deuxième exemple montre l’utilisation des champs de markov et du contexte bayesien pour la
r ésolution de problèmes sur graphes. Cela montre notamment que l’approche markovienne ne se r éduit
pas aux mod élisations pix éliques et permet de prendre en compte des entit és g éom étriquement plus
informatives, comme les segments dans cette application. La restriction de cette mod élisation r éside
dans le caractère fig é du graphe puisque le nombre de noeuds et d’arêtes ne peuvent pas évoluer au cours
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FIG. 2.89 – Exemple de résultat (à droite) obtenu à partir de la carte translatée (à gauche)

FIG. 2.90 – Exemple de résultat (à droite) obtenu à partir de la carte ayant subie une rotation (à gauche)
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FIG. 2.91 – Exemple de résultat (à droite) obtenu à partir de la carte ayant subie une distortion (à
gauche)

de l’optimisation. Ainsi, un tel modèle ne prend pas en compte l’ évolution du r éseau, lors de la cr éation
de nouvelles routes par exemple.
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2.3.5 Shape from Shading
20 Le “Shape from shading” (SFS), ou forme à partir de l’ombrage, consiste à reconstruire la forme

3D d’une scène par l’analyse des niveaux de gris d’une seule image bidimensionnelle de cette scène. Sous
certaines conditions, le niveau de gris donne directement la pente de la forme, la difficult é consistant alors
à trouver la direction de plus forte pente. Ce problème est mal pos é et ne peut être r ésolu sans certaines
hypothèses [Dur93, DM96].

Les hypothèses usuelles [HB89] qui rendent le problème bien pos é concernent :

– la scène qui est suppos ée avoir une carte de r éflectance uniforme et connue (la plupart du temps la
surface est suppos ée lambertienne et d’albedo connu),

– la source lumineuse qui est suppos ée unique et ponctuelle, éloign ée de la scène de sorte que le
faisceau incident puisse être approxim é par un faisceau parrallèle uniforme

8� �
(la plupart du temps

les r éflections sont n églig ées),

– la cam éra qui est suppos ée donner une projection orthogonale de la scène sur le plan de l’image et
avoir une r éponse lin éaire.

Sous ces hypothèses, en notant l’axe optique
�

� ( � croit en s’approchant de la cam éra) compl ét é des
axes

� 
 et
� � d éfinissant le plan de l’image de sorte que

� 
 � � forme une base orthogonale, la partie
visible de la scène peut être d écrite par l’ équation :

� � � �'
 � � " (2.169)

où l’inconnue est la fonction él évation
�

, qui a priori n’est pas d érivable (dans le cas de bords) et même
non continue (dans le cas d’occlusions). En chaque point �'
 � � " où

�
est d érivable, l’ équation du SFS est

l’ équation d’irradiance[Hor75] : � � 8� � � � �'
 � � ")� � �'
 � � " " � � �'
 � � " (2.170)

où
�

d ésigne le niveau de gris,
�

la carte de r éflectance, et � et � sont les notations usuelles pour � � B � 

et � � B � � . Dans cette équation, seuls

8� �
et
�

, par l’interm édiaire de ses d ériv ées premières, sont inconnus.
Energies- Nous supposons maintenant que

8� �
est connu et vertical (

8� � � � - - K " 4 ) et que la surface
est lambertienne, de sorte que l’ équation d’irradiance (2.170) s’ écrit sous une forme particulière appel ée
“ équation de l’Eikonale” : �

max

� K ' � �'
 � � " E ' � �'
 � � " E � � �'
 � � " (2.171)

où
�

max est la valeur maximale de
�

qui est atteinte pour les points où

 � � - . La version discrète de

l’ équation (2.171) est donn ée par : �
max

� K ' � � � � E ' � ��� � E � � � � � (2.172)

Sur les images de synthèse utilis ées pour les tests, les niveaux de gris sont calcul és à partir de l’ équation (2.172),
avec

�
max � � � �

.
Nous introduisons la distance

�
entre pixels voisins. Nous consid érons arbitrairement que chaque

scène carr ée utilis ée à une longueur de
K � 1 � , de sorte que

� � - 1 K pour une image
K ��� � K ��� ,

� � - 1 � pour
une image

� � � � �
, etc... En utilisant un sch éma direct de diff érences finies, la contrainte d’int égrabilit é

de Schwarz s’ écrit : � � � ��; 3 8 � � � �� � � � ; 3 � � 8 � � � �� (2.173)

20. Ce travail est le fruit d’une collaboration avec J.D. Durou et A. Crouzil, ma ı̂tres de conf érence à l’IRIT, initialement
soutenue par un projet Jeunes Chercheurs du CNRS. Bibliographie : [4]
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La norme de la d ériv ée en 
 s’ écrit :

2 
 � 2 E��� ��� ! � ��; 3 � � 8 � � � �� " E ' ! � � � �4; 3 8 � � � �� " E (2.174)

et de même pour � , de sorte que l’ énergie minimis ée s’ écrit :

� ��� " � � E R� ��� � � (��
� �

max

� K ' � � � � E ' � � � � E 8 � � � � � E
' �

int
R� ��� � � (��� � � � � � �4; 3 8 � ��� � " 8 � � � ; 3 � � 8 � � � � " � E (2.175)

' �
smo

R� ��� � � (��� � � � ��� ��; 3 8 � � � � " E ' � � ��; 3 � � 8 � � � � " E ' � � � � ��; 3 8 � � � � " E ' � � � ; 3 � � 8 � ��� � " E	�
où � � � � � � � � � � � � " � � � � � ( � et

��
est le sous-ensemble de

�
contenant les pixels � � � � " tels que � � ' K � � "

et � � � � ' K "
sont dans

�
. L’ énergie ainsi d éfinie contient le terme d’attache aux donn ées provenant de

l’ équation de l’Eikonale, un terme d’int égrabilit é et un terme de lissage. La d épendance vis-à-vis de
la r ésolution est r éduite du fait de l’introduction du terme

�
, ce qui sera utile pour l’approche multi-

r ésolution d écrite plus bas. Nous traitons ici de la minimisation de l’ énergie � , les r ésultats finaux sont
obtenus par une phase d’int égration des d ériv ées en minimisant l’ énergie suivante [Dan00] :� � ��� � " � R� � � � � ( �� � � � � ; 3 � � 8 � � � � 8 � � � � � " E ' � � � � �4; 3 8 � ��� � 8 � � � � � " E	� (2.176)

où � � � � � � � � " � ��� � � (�� .
Méthode déterministe : M1- Soit une image, un ensemble de pixels

�
, des valeurs des paramètres�

int et
�

smo, et une configuration initiale � � � � � ���� � � � �� � � " � � � � � ( � ; la première étape du traitement de la
m éthode M1 est un processus it ératif d éfini comme suit :

– Calculer

 � pour la configuration courante �

�
– Trouver le minimum local

� �
de la fonction 
 � � � " � � ��� � 8 � 
 � ��� � " "

– Calculer la nouvelle configuration �
� ; 3 ���

� 8 � � 
 � ��� � "
Le processus est stopp é dès qu’une configuration �� est telle que 2 
 � ����� " 2 � � � �

(le seuil
�

est égal à- 1 -=- K
dans nos tests). Le facteur � � provient du fait que la norme eudlienne de


 � est approximative-
ment proportionnelle au nombre de coordonn ées.

A partir de la configuration obtenue ��� , la seconde étape consiste à minimiser l’ énergie �� par un
processus identique au pr éc édent.

La surface test est montr ée sur la figure 2.92(a), et l’image associ ée
� � � � �

sur la figure 2.92(b).
Notons que l’interpr étation visuelle 3D de cette image est quasiment impossible. A partir d’une initia-
lisation proche de la forme r éelle, repr ésent ée sur la figure 2.93(a), nous obtenons la figure 2.93(b), ce
qui n’est pas tout à fait satisfaisant, car le creux au centre est invers é. A partir de la configuration de
l’image 2.94(a), le r ésultat obtenu sur la figure 2.94(b)) est même m édiocre d’un point de vue qualitatif.
En revanche pour

�
int � � -=-

et
�

smo � � - , les r ésultats obtenus à partir des figures 2.93(a) et 2.94(a)
sont montr és sur les figures 2.95(a) et 2.95(b). Il est clair que le r ésultat de la figure 2.95(a) est très bon
alors même que celui de la figure 2.95(b) est très mauvais. La m éthode M1 a donc deux inconv énients :

– Le choix de
�

int et
�

smo est relativement arbitraire et a un effet important sur la solution (comparons
les figures 2.93(b) et 2.95(a)).

– Le choix de la forme initiale est capital (comparons les figures 2.95(a) et 2.95(b)).
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FIG. 2.92 – (a) surface test (b) image associée.
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FIG. 2.93 – (a) forme initiale (b) résultat associé (
�

int � K - , � smo � � -
).

Pour r ésoudre le second problème, nous proposons d’optimiser l’ énergie par un recuit simul é.
Une approche Bayesienne du “shape from shading” : méthode M2- Le problème du SFS appar-

tient à la classe des problèmes mal-pos és qui peuvent être reformul és comme un problème d’optimi-
sation dans un contexte bayesien. Nous adoptons cette d émarche et proposons le recuit simul é comme
outil d’optimisation. Nous interpr étons l’ énergie � comme celle d’un champ de Gibbs. L’interpr étation
bayesienne associ ée induit quatre termes

! � � 2 � "�! 3 ��� "�! E ��� "�! �=��� " . Le premier, prenant en compte les
donn ées s’interprète comme la vraisemblance et les trois suivants d éfinissent le terme a priori contenant
une contrainte de lissage, une contrainte d’int égrabilit é et un a priori sur la distribution des pentes � � � � " .L’ énergie � , d éfinie par une somme de termes locaux, est associ ée à la d éfinition d’un champs de
Gibbs de la manière suivante :

! � � 2 � "�! 3 ��� "�! E ��� " � KL�MON P � 8 � ��� " � (2.177)

Un a priori est d éfini sur � � � � " en supposant les sites ind épendants (par rapport à ce terme) :!
� ��� " � ��)( � � � ��� � " (2.178)

Pour d éfinir � � ��� � " , nous supposons que la normale
8�
� à la surface est uniform ément distribu ée sur la

sphère de Gauss.
Changeons le système de coordonn ées comme suit :� � � ��� � + � � 
/�

� � ��� � � � � 
/� (2.179)
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FIG. 2.94 – (a) Seconde forme initiale et (b) résultat associé (
�

int � K - , � smo � � -
).
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FIG. 2.95 – Avec
�

int � � -=-
et
�

smo ��� - : résultat à partir de 2.93(a) (a) et de 2.94(a) (b).

Sur la sphère de Gauss, la surface de la couronne � � � � ' � � " (voir figure 2.96) est égale à � � � � � � � � .Nous consid érons alors les distributions � � � � " � � � � � and ��� � 
 " uniformes sur � - � � � � pour d éfinir l’a
priori sur � � � � " . Nous avons �#��� , � � , ce qui donne � � � � � � � �� 3 ; � " � $��(" � � . La distribution a priori sur
� est donc donn ée par : �

� � � " �
�� K ' � E " $ " (2.180)

En pratique, l’espace d’ état associ é à � est born é à � - � � �max
�
. La valeur de � max est calcul ée en appliquant

l’ équation de l’Eikonale (2.172) aux donn ées ( �max correspond au niveau de gris le plus faible). Nous
obtenons : �

� � � " �
�� 3 ; � " � $ "	 E � max� �� 3 ; � " � $ " � �

�
� � � - � � � max

�
(2.181)

Pour r éduire le temps de calcul, il convient de trouver un bon compromis entre le nombre d’it érations
n écessaire à la convergence et le temps de calcul pour simuler la loi de proposition. La seconde contrainte
justifie l’utilisation d’une loi de proposition similaire au modèle simul é (cas de l’ échantillonneur de
Gibbs). Cependant, en pr ésence d’interactions une telle loi est très difficilement simulable, Nous consid érons
donc uniquement le terme sans interaction du modèle a priori comme loi de proposition. La loi utilis ée
dans le recuit simul é est donc la suivante :� ��� �� � V��� � �

� ; 3� ���
	)� " � � ��� � ; 3� ���
	�� " � � � � �
	�� " (2.182)

Notons ��� : �U< � ��� 9 � �3 ��1�1�1 � � 9 � �� � 3 � � 9 � ��8; 3 ��1�1�1 � � 9 � �������� � � � " � ���
S
� �3 ��1�1�1 � �

S
� �� � 3 � �

S
� ��6; 3 ��1�1�1 � �

S
� ������ � � � � " . Le taux d’ac-

ceptation est alors donn é par :
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FIG. 2.96 – La sphère de Gauss.

� � � � 9 � � � K ' � S � � E " � 5 E
�

S
� � � K ' � 9 � � E " � 5 E 


36587 � 3 ! � � � � �>2 � 9 � �� "�! 3 ��� 9 � �� 2 ��� : �=< "�! E ��� 9 � �� 2 ��� : �=< "� � � � � 2 �
S
� �� "�! 3 ��� S � �� 2 ��� : �U< "�! E ���

S
� �� 2 ��� : �=< " " 36587

(2.183)

où � 9 � � � � � � 9 � �� " E ' � � 9 � �� " E
et �

S
� � � � � �

S
� �� " E ' � �

S
� �� " E

.
Nous utilisons une d écroissance g éom étrique de la temp érature 2� � � � 2 � . Notons qu’en g én éral,

pour des applications de type segmentation ou restauration d’image, les taux de d écroissance retenus pour�
se trouvent entre

- 1
�

�
et
- 1
� � . Ici, nous avons dû consid érer

� � - 1 � � � � ��� pour obtenir le r ésultat de la
figure 2.97(b) (avec

� � - 1 � � nous obtenons le r ésultat de la figure 2.97(a)) . Ceci est vraisemblablement
dû aux profonds minima locaux de l’ énergie associ ée au SFS. Notons qu’ici la configuration initiale peut
être quelconque (nous sommes partis d’un plan pour nos exp ériences). Le temps de calcul est ici d’une
heure pour une image � � � � � . D’un point de vue applicatif, il semble donc n écessaire de le r éduire.
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FIG. 2.97 – M2 appliquée à l’image 2.92(b): (a)
� � - 1 � � et (b)

� � - 1 � � � � ��� (
�

int � � -=-
et
�

smo �� - ).
Une approche hybride multirésolution : méthode M3- Nous combinons l’approche stochastique

à l’approche d éterministe pour r éduire le temps de calcul. Le principe consiste à utiliser la m éthode
optimale (le recuit simul é) à basse r ésolution, puis à utiliser le r ésultat comme initialisation pour les
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r ésolutions suivantes. Dans le cas du SFS, la relation entre les donn ées (l’image) et les inconnues (la
forme) n’est pas lin éaire. Par cons équent, les r éductions des r ésolution de la forme et de l’image ne
produisent pas les mêmes effets. Nous utilisons donc un algorithme multir ésolution non-lin éaire, qui
approxime au mieux la r éduction de la r ésolution de la forme. Peleg et Ron [SG90] ont montr é qu’il est
pr éf érable de d égrader la r ésolution des pentes pour approximer une d égradation de la r ésolution de la
forme plûtot que de d égrader directement l’image.

Si
� �

repr ésente l’image initiale (de r ésolution la plus fine) et
� � l’image de taille � � � � � au niveau

� , l’image moins r ésolue
� � ; 3

est calcul ée comme suit :

– Calculer les pentes � �� � � à partir des niveaux de gris :

�
�� � � � ���� �

max
E� �� � � E 8 K � � � � � " � � - � � � 8 K�� E (2.184)

– Convoluer les pentes par un noyau gaussien.

– Sous- échantillonner l’image des pentes en ne conservant qu’un pixel sur deux pour obtenir � � ; 3
de taille � � � .

– Calculer l’image correspondante en utilisant la formule suivante :� � ; 3��� � � �
max� K '  � � ; 3� � � � E � � � � � " � � - � � 8 K�� E (2.185)

Après avoir construit la pyramide, un premier r ésultat est obtenu au niveau le moins r ésolu par un recuit
simul é. Ce r ésultat est sur- échantillonn é par interpolation pour obtenir une initialisation au niveau sui-
vant, La m éthode M1 permet d’obtenir le r ésultat à ce niveau. Ce processus est it ér é jusqu’au niveau de
plus haute r ésolution. Cette approche suppose que la projection du r ésultat d’un niveau au niveau suivant
appartient au bassin d’attraction du minimum global de l’ énergie.

Pour nos exp ériences, nous avons utilis é une interpolation lin éaire pour la projection des r ésultats de� � � � " entre les niveaux et le masque de convolution suivant pour les pentes lors de la construction de la
pyramide : ���� �	��
��� ��	��
��� ��� � ����
����� �	��
��� ����

La m éthode M3 a ét é test ée sur l’image de synthèse à une r ésolution on � � ��� � � �
(voir figure 2.98(a)).

La pyramide cr é ée contenait quatre r ésolutions ( � � � � � � �
,
K ��� � K ��� ,

� � � � �
, � � � � � ). Le r ésultat

obtenu est pr ésent é sur la figure 2.98(b). Il est l égèrement moins bon que celui de la figure 2.97(b) mais
d’une bien meilleure r ésolution. En ce qui concerne le temps de calcul, le coût est essentiellement dû au
recuit simul é, donc identique à celui de la m éthode M2 à basse r ésolution.
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FIG. 2.98 – (a) Image � � � � � � �
et (b) résultat par M3 en utilisant 4 niveaux (
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,
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2.4 Limites des champs de Markov

Nous avons pu appr éhender la g én éralit é des champs de Markov à travers les diff érentes applications
li ées à l’analyse d’image trait ées dans ce chapitre. Nous pouvons affirmer que les champs de Markov
sont maintenant un outil classique dont les applications ont d éjà quitt ées le domaine de la recherche pour
aller vers le d éveloppement industriel. Est-ce à dire que la boucle est boucl ée? Il serait un peu pr ématur é
de l’affirmer. En effet, il reste sans doute des am éliorations à porter à cette approche tant dans le domaine
de la mod élisation (recherche d’a priori plus complets et plus en rapport avec la r éalit é des images)
que dans le domaine de l’estimation (estimation des paramètres, efficacit é algorithmique). Remarquons
notamment que le cadre non-stationnaire est très peu abord é. Les champs de Markov restent donc un
domaine actif de recherche.

N éanmoins, nous sommes suffisament avanc és dans ce domaine pour en entrevoir les limites in-
trinsèques. Nous voyons deux limites principales inh érentes à la d éfinition des champs de Markov :

– Le nombre de variables al éatoires est fix é. Cela se fait de façon naturelle lorsque la variable est le
pixel, le champ al éatoire étant d éfini sur la trâme de l’image. En revanche, lorsque l’on considère
des entit és de plus haut niveaux, comme des objets, la connaissance du nombre de variables est
une connaissance a priori forte que nous n’avons pas dans la plupart des cas. Les champs de
Markov sur graphes permettent de travailler sur de telles entit és [AG92], comme nous l’avons
vu pour le recalage de r éseaux routiers. N éanmoins. le graphe sur lequel le champ de Markov
est d éfini ne peut pas évoluer durant l’optimisation. L’ensemble des noeuds du graphe doit donc
contenir tous les objets de la scène. Une solution consiste à d éfinir un sur-ensemble pour lequel une
étiquette binaire est ajout ée à chaque objet pour indiquer la pr ésence effective de l’objet dans la

scène [TMM ; 98]. Malgr é tout, la recherche du graphe contenant toutes les entit és pr ésentes dans
l’image doit se faire avant l’optimisation. Il conviendrait donc de d éfinir des modèles pour lesquels
le nombre et la localisation des variables al éatoires puissent évoluer au cours de l’optimisation.
Ceci peut être int égr é dans les processus ponctuels marqu és ou les graphes al éatoires.

– La seconde limite des champs de Markov concerne la d éfinition des contraintes à travers des
interactions locales. S’il est vrai que ces contraintes peuvent s’av érer globales, comme la mi-
nimisation de la longueur des contours d’une carte de segmentation, elles doivent être d éfinies
localement. Dès lors, certaines contraintes g éom étriques sont difficiles à prendre en compte. Par
exemple, la forme des objets ou la forme des r égions lors d’une segmentation sont difficilement
mod élis ées par des interactions locales. En outre, certaines directions sont privil égi ées par le choix
d’un modèle comme le montre l’ étude des formes stables que nous avons r éalis ée pour diff érents
modèles binaires. Ce type d’informations g éom étriques peut être pris en compte par des approches
de type “template” ou par les processus ponctuels (voir la “pattern theory” de l’ école de Grenan-
der) [aYCK91, Mum96, Mum02].
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Chapitre 3

Les Processus Ponctuels Objets

3.1 Généralités

Processus ponctuels Marqués 1 Les processus ponctuels marqu és sont d’une utilisation relative-
ment r écente en analyse d’image. Une première origine est similaire à l’origine des champs de Markov
en imagerie. Il s’agit, en effet, de travaux men és par des statisticiens qui ont appliqu é les modèles qu’ils
étudiaient à des cas plus ou moins concrets, proches des probl ématiques abord ées en analyse d’image.

Les premiers processus ponctuels propos és furent appliqu és à des images de synthèse, pour lesquelles
on recherchait par exemple une forme connue (disque ou autre) dans un univers bruit é [BL93]. Par la
suite, des applications sur donn ées r éelles, comme le comptage de cellules, ont ét é propos ées [RH99].
Des modèles similaires sont propos és comme une g én éralisation de l’approche par “templates” au cas de
plusieurs objets [SGJM94].

Nous consid érons des ensembles non ordonn és de points d’un espace donn é � , par exemple
�E
.

Une configuration du processus est alors un ensemble d énombrable, non ordonn é de points de � , ���: 
 3 ��1�1�1 � 
�9 ��1�1�1 < . � est muni d’une m étrique
�

telle que ��� � � " soit complet et s éparable. Cette m étrique
permet de d éfinir une topologie et une

�
-algèbre bor élienne (en pratique, � sera souvent un sous-

ensemble compact de
� E

muni de la distance euclidienne). Une configuration ����� est dite localement
finie si elle place un nombre fini de points dans tout borelien born é ����� . La famille de toutes les
configurations localement finies sera not ée � � � .

On d éfinit alors la notion de processus ponctuel comme suit :

Définition 2. Un processus ponctuel sur � est une application 	 d’un espace probabilisé ��� � 
C� �F"
dans � � � , tel que pour tout borélien ���� , le nombre �9��� " �����A��� " de points dans � soit une
variable aléatoire (finie).

Si l’espace � est born é ou si ���0��� " est fini presque surement, le processus ponctuel est dit proces-
sus ponctuel fini. Les r éalisations d’un processus ponctuel 	 sont donc des configurations al éatoires de
points telles que pour tout bor élien ����� le nombre de points dans � soit une variable al éatoire.

Cela signifie qu’un processus ponctuel est une variable al éatoire à valeur dans l’espace mesurable��� � � � � � � " , où � � � est la plus petite
�

-algèbre telle que pour tout bor élien born é ����� l’application
� � � �5� � " soit mesurable.

La mesure de probabilit é induite sur � � � est appel ée la loi de 	 .
La loi d’un processus ponctuel 	 devrait être la mesure image par l’application 	 de

�
sur � � � . Mais

comme � � � est d éfinie par la mesurablit é des applications � � ��5� � " pour des bor éliens ���� ,

1. Pour une pr ésentation d étaill ée voir [vL00]
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l’analogue de la loi de probabilit é pour des variables al éatoires dans un contexte de processus ponctuels
est l’ensemble des lois jointes des vecteurs � � � � 3 ")��1�1�1 � � � � � " " où les � � sont des bor éliens born és :

Définition 3. La famille des lois en dimensions finie (fidis) 2 d’un processus ponctuel 	 sur un espace
métrique ��� � � " complet et séparable est la collection des lois jointes de � � � � 3 ")��1�1�1 � � � � � " " pour tout
vecteur fini ����� ��1�1�1 � ��� " de boréliens bornés ��� ��� � � � K ��1�1�1 � � de longueur quelconque � � � .

L’int érêt de cette d éfinition est justifi é par le th éorème suivant :

Théorème 2. La loi d’un processus ponctuel 	 sur un espace métrique complet et séparable ��� � �Q" est
entièrement déterminée par ses fidis.

Donc, deux processus ponctuels partageant les mêmes fidis ont même loi.

La notion de processus ponctuel est g én éralis ée aux processus ponctuels marqu és comme suit :

Définition 4. Soit ��� � � " et � � � � � " deux espaces métriques, complets et séparables. Un processus ponc-
tuel marqué dont les positions sont dans � et les marques dans

�
est un processus ponctuel sur � � �

tel que le processus des points non-marqués soit un processus ponctuel bien défini.

Pour comprendre cette d éfinition, il faut d’abord voir que l’espace � � � est m étrique, complet et
s éparable dès lors que l’on introduit la m étrique �5� �'
 � � ")� ��� � � " " � � , N : � �'
 � � ")� �� � � � � " < . Tout processus
ponctuel � sur l’espace produit � � � fait apparaı̂tre un processus ponctuel de points non-marqu és
	 bien d éfini. Pour le comprendre, il nous faut consid érer un bor élien ����� . Alors, le nombre de
points non-marqu és dans � peut être écrit:

� �A��� " � � � �R � � 3 ��� ��� � : � < "
Par d éfinition, chaque �	� ��� � : � < " est une variable al éatoire finie, si bien que � �0��� " est aussi une

variable al éatoire finie.

En revanche, dans le cas où
�

est continu, il faut faire plus attention. Par exemple, un processus de
poisson sur

� � n’est pas un processus ponctuel marqu é sur
� E

avec ses marques dans
�

, puisque
� �0��� " ��������� � � " n’est pas n écessairement fini pour un bor élien ��� �E quelconque.

On s’interesse maintenant à la multiplicit é éventuelle des points d’une configuration. En pratique, il
est rare de travailler avec des processus ponctuels qui contiennent des points situ és exactement au même
endroit. Soit � � �� l’ensemble des configurations localement finies � ne contenant que des points distincts,
c’est à dire telles que � � � : 
 < " � : - � K < $ 
*� � .

Définition 5. Un processus ponctuel 	 est dit simple s’il prend ses valeurs dans � � �� presque surement.

La plupart des processus ponctuels utilis és en pratique sont observ és dans une r égion born ée. Cette
r égion peut être dict ée par l’application tout comme elle peut r ésulter d’un choix volontaire pour limiter la
taille de l’espace d’int érêt. Dans tous les cas, les r éalisations du processus ponctuel contiennent presque
surement un nombre fini de points.

On verra plus loin qu’il y a une raison th éorique importante qui nous fait consid érer cette classe de
processus ponctuels. La notion de densit é est en effet difficile à mettre en place pour des processus qui
ne sont pas finis.

Pour construire un processus ponctuel fini, on peut utiliser :

1. Une distribution de probabilit é discrète � � 9 " 9 (�
 pour le nombre de points

2. fidis : finite-dimensional distributions, en anglais.
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2. Une famille de densit és de probabilit é sym étriques �9��'
 3 ��1�1�1 � 
�9 ")� � � � sur � 9 pour les positions
des points.

Le deuxième point implique que l’on suppose que � soit équip é d’une mesure bor élienne � � 1 " de manière
à pouvoir d éfinir les densit és �9 par rapport à la mesure produit � � 1 " 9 .
On peut alors construire un processus ponctuel 	 de la manière suivante :
On consid ére � ��� " une variable al éatoire de loi � �9 " 9 , et on conditionne ensuite par rapport aux évènements
� ��� " ��� : on prend � 	 3 ��1�1�13� 	 9 " ��� 9 un vecteur al éatoire de loi � 9/� 1 ��1�1�1 ��1 "

ind épendamment de
� ��� " . La condition de sym étrie est n écessaire puisqu’une configuration est indiff érente à l’ordre dans
lequel ses points sont class és.

Il convient de v érifier toutefois si l’on peut passer l également de vecteurs ordonn és à des vecteurs non
ordonn és. Ce point est important pour nous puisqu’il nous servira dans des d émonstrations ult érieures
où l’on basculera des configurations aux � -uplets, et r éciproquement.

D éfinissons d’abord �
�

comme l’ensemble des configurations finies. Ensuite, appelons � �
la plus petite�

-algèbre pour laquelle les applications � � ���/��� " ( � bor élien born é) sont mesurables.
On d éfinit ensuite les sous-ensembles de �

�
suivants :

�
�9 � : � � � � � � ����� " ��� <

et, à chacun de ces ensembles, on associe une
�

-algèbre � �9 en prenant la trace de � �
sur �

�9 .
On considère maintenant les fonctions < 9 � � 9 � �

�9 qui, à des vecteurs de taille � , associent des
configurations de � points. Les < 9 sont mesurables par rapport à la

�
-algèbre des bor éliens, et grâce à

leur invariance par permutation, mesurables par rapport à la
�

-algèbre �	� ��� 9 " des bor éliens sym étriques
dans � 9 .

Par hypothèse, pour tout � , � 9�� 1 ��1�1�1 ��1 "
est une densit é invariante par permutation et est donc �O� ��� 9 " -

mesurable.
Consid érons la fonction

�9 � � �9 � �
sur les configurations de � points:� 9 ��� " � K��� R � � 9 ��� � � 
 " " "

où l’on somme sur toutes les applications � qui, à une configuration, associent l’un des � -uplets corres-
pondant, (ces � -uplets diffèrent par des permutations, il y a donc ����� diff érentes).
On a donc :

� 9�� < 9 � �)9 .
� 9 est mesurable.

Les processus ponctuels de Poisson sont les processus les plus él émentaires puisque, physiquement,
ils traduisent la notion d’ind épendance.

Définition 6. Soit � � 1 " une mesure borélienne sur un espace métrique et séparable ��� � � " tel que � ��� "�+.-
et � ��� " � ! pour tout borélien borné � , (une telle mesure est dite localement finie). Un processus
ponctuel 	 sur � est appelé un processus ponctuel de Poisson de mesure d’intensité � � 1 " si :

P1. � ��� " suit une loi de Poisson d’espérance � ��� " pour tout borélien borné ����� .

P2. Pour � boréliens disjoints � 3 ��1�1�1 � � � , les variables aléatoires �9��� 3 "01�1�1�1 � � ��� � " sont indépendantes.

Si � � 1 " est non-atomique, le processus de Poisson est simple. Il est fini si � ��� " � ! .

Lorsque � � � �
, on parle de processus de Poisson homogène lorsque la mesure d’intensit é est

� �F� 1 "
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où � est la mesure de Lebesgue et
�

un paramètre strictement positif. On appelle alors ce paramètre
l’intensit é du processus.

La propri ét é P2 peut être interpret ée comme une propri ét é de non-corr élation spatiale totale, puisqu’elle
affirme que ce qui se passe à l’int érieur d’une fenêtre quelconque est totalement ind épendant de ce qui
se passe à l’ext érieur. Le th éorème suivant pr écise cette id ée, en affirmant que les points d’un processus
ponctuel de Poisson se comportent al éatoirement et n’interagissent pas les uns avec les autres.
Théorème 3. Soit 	 un processus ponctuel de Poisson sur un espace métrique complet et séparable��� � �Q" de mesure d’intensité � � 1 " , et � � � un borélien borné. Alors, conditionellement à

: � ��� " �=� < ,
	 restreint à � suit la loi d’un processus binomial de points indépendants, distribués sur � suivant � .

Nous construisons maintenant des modèles de processus ponctuels par leur densit é de probabilit é
(d ériv ée de Radon-Nikodym) par rapport à un processus de Poisson de r éf érence.

Dans la suite, on considère ��� � � " un espace m étrique complet et s éparable, et � � 1 " la distribution
d’un processus de Poisson sur � de mesure d’intensit é finie et non-atomique � � 1 " .
Soit � � � � � � - �"! � une fonction positive, mesurable, à valeur dans l’espace des configurations finies
de points, telle que : �

��� ����� " � � ��� " � K 1 (3.1)

Alors � � 1 " est une densit é de probabilit é et d éfinit un processus ponctuel 	 sur � . Comme le processus de
Poisson dominant est fini et simple, il en va de même pour 	 . Pour interpr éter et justifier la formule 3.1,
il faut écrire �

�
comme une union parcourant les familles �

�9 des configurations de � points :

�
� � ��9 � � � �9

La � -mesure de �
�

est � ��� " 9 B ��� . Ce ��� est n écessaire puisque � 9 est ordonn é tandis que � � � ne l’est
pas. Et donc :

� ��� � " � �R9 � � � ��� " 9��� �=	 � ��� �
De ces consid érations et de la d éfinition du processus de Poisson, on d éduit que d’une part, la loi du

nombre total de points d’un processus d éfini par sa densit é p(.) est donn é par la famille � �9 " 9 (�
 :

� 9#� 	 � � ��� ���� �
�
� � � �

� � � : 
 3 ��1�1�1 � 
�95< " � � �'
 3 " � � � � � �'
�9 " (3.2)

et que d’autre part, conditionnellement aux évênements
: � ��� " � � < , les � points al éatoires ont pour

densit é jointe:

� 9 �'
 3 ��1�1�1 � 
 9 " � � � : 
 3 ��1�1�13� 
�9 " <
	 � � � � 	 � � � : 
 3 ��1�1�1 � 
�9/< " � � �'
 3 " � � � � � �'
�9 " (3.3)

Il existe deux façons naturelles de conditionner la loi d’un processus ponctuel [SKM87]:
– Le conditionnement intérieur : on cherche à exprimer la loi conditionnelle d’un processus ponc-

tuel sachant qu’il y a un de ses points en 
 � � . Ce type de conditionnement est formalis é par la
théorie de Palm.

– Le conditionnement extérieur : on cherche à exprimer la loi conditionnelle d’un point 
&� �
connaissant la configuration sur � � : 
 < . Ce type de conditionnement est formalis é par la densit́e
conditionnelle de Papangelou.
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Le conditionnement int érieur est très int éressant dès lors que l’on dispose de la propri ét é d’invariance de
la loi du processus ponctuel par translation. En particulier, il permet de d éfinir et d’utiliser des statistiques
spatiales. Dans nos applications, nous ne disposons pas de telles propri ét és. Nous nous limitons donc au
second type de conditionnement.

Commençons par une pr ésentation intuitive de la densit́e conditionnelle de Papangelou
� � 1 � 1 " as-

soci ée à un processus ponctuel simple 	 . On peut l’interpr éter comme :� �'
 � � " � 
 ���	���9� � 
 " � K 2 	 � � � 
 "
S
� � � � � 
 "

S ")�
ce qui repr ésente la probabilit é infinit ésimale de trouver un point dans une r égion

� 
 autour de 
;� �
connaissant la configuration � du processus ponctuel partout ailleurs qu’en

� 
 .
Pour d éfinir cette densit é conditionnelle plus proprement, il est n écessaire d’introduire la notion de me-
sure de Campbell réduite [SKM87].

Définition 7. Soit 	 un processus ponctuel simple, sur un espace métrique complet et séparable ��� � � " .
On définit :

� � ��� � � " ���
� R
� ( �����

� : 	 � : 
 <G� � < �
Pour tout borélien borné ��� � et

� � � � � .

De la même manière que dans le paragraphe pr éc édent, on peut prolonger cette fonction en une
mesure

�
-finie unique sur la

�
-algèbre produit �#��� " � � � � . L’ équivalent de la formule de Cambell-

Mecke donne :

�
� R
� ( � ���'


� 	 � : 
 < " � � � � � � � � �/�'
 � � " � � � �'
 � � "01 (3.4)

pour toute fonction mesurable �/� 1 ��1 " positive ou int égrable.
Supposons que, pour un bor élien born é fix é � � �#��� " , �� ��� � 1 "

soit absolument continue par
rapport à la loi �	� 1 " de 	 . Alors,

� � ��� � � " � � �  ��� � � " � � ��� "
pour une fonction mesurable  ��� � 1 " d éfinie de manière unique à un ensemble � n égligeable près. De

plus, on peut en trouver une version telle que pour � fix é,  � 1 � � " soit une mesure bor élienne localement
finie, que l’on appelle noyau de Papangelou du premier ordre.
Si  � 1 � � " admet une densit é

� � 1 � � " par rapport à une mesure de r éf érence � � 1 " sur � , l’expression de
l’ équation (3.4) se factorise sous la forme :

� 	 � � �/�'
 � 	 " � �'
 � 	 " � � �'
 "�
 (3.5)

On appelle alors la fonction
� � 1 � 1 " l’intensité conditionnelle de Papangelou.

Le cas où 	 est domin é par un processus ponctuel de Poisson est particulièrement important :

Théorème 4. Soit 	 un processus ponctuel fini défini par une densité � ��� " par rapport à un processus
ponctuel de Poisson de mesure d’intensité finie et non-atomique �F� 1 " . Alors 	 a une intensité condition-
nelle de Papangelou : � �  � ��
 " " � � ��� � :  < "� ��� " (3.6)

pour  �� � et �9� � �
.
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Comme pour les champs al éatoires, nous introduisons les notions de voisinage et la propri ét é de Mar-
kov. La d éfinition intuitive des processus de Markov est assez simple : il s’agit de processus ponctuels
finis d éfinis par une densit é et dont l’intensit é conditionnelle ne d épend que d’un certain voisinage.

Les processus ponctuels de Markov sont très utilis és pour diff érentes applications. En traitement d’image
leur avantage est de permettre une implantation informatique facile. Historiquement, ils ont également
ét é très utilis és en physique statistique, entre autre sous le nom de processus ponctuels de Gibbs.

La particularit é de ces processus de Gibbs est de pr ésenter des densit és sous une forme énerg étique en
utilisant des potentiels d’interaction entre les points d’une r éalisation du processus ponctuel.
Nous pr ésentons ici rapidement quelques d éfinitions et propri ét és des processus de Markov.
On considère une relation sym étrique et r éflexive � sur � . On dit que deux points  et * de � sont voisins
si �� * . Par exemple, on peut consid érer la relation de proximit é sur � � �E

:�� * � � �  � * " � �
pour un r éel

�
quelconque.

Définition 8. Le voisinage � ��� " d’un ensemble ����� est défini comme l’ensemble :� ��� " � : 
@� � ��� � � � � 
�� � <
Ripley et Kelly donnent la d éfinition suivante d’un processus ponctuel de Markov [RK77] :

Définition 9. Soit ��� � � " un espace métrique complet et séparable, � � 1 " une mesure borélienne finie
non-atomique, et � � � 1 " la loi d’un processus ponctuel de Poisson de mesure d’intensité � � 1 " . Soit 	 un
processus ponctuel sur � défini par sa densité � � 1 " par rapport à � � � 1 " . Alors 	 est un processus
ponctuel de Markov sous la relation symétrique et réflexive � sur � si, pour tout �1� � �

tel que� ��� " +�- ,– (a) � ��� " +�- pour tout � � � ;

– (b) pour tout *� � , � ��� � :  < " B � ��� " ne dépend que de  et � � :  < " � �@� : 
 � � � �� 
 < 1
Le th éorème suivant permet d’exprimer la densit é d’un processus de Markov sous une forme plus

pratique. Pour cela, il faut d’abord poser une d éfinition :

Définition 10. Soit � une relation de voisinage symétrique et réflexive sur � . Une configuration � � � �

est appelée clique si tous les éléments de � sont voisins les uns des autres, c’est à dire si:$  � * � � �� *
Par convention, la configuration vide est une clique également.

On peut ensuite d émontrer le th éorème suivant, qui est l’ équivalent du th éorème d’Hammersley-
Clifford pour les processus ponctuels :

Théorème 5. Une densité de processus ponctuel � � � � � � - �"! � est markovienne sous une relation de
voisinage � si et seulement si il existe une fonction mesurable 
 � � � � � - �"! � telle que :

� ��� " � �� �����
	 ��� �� � 
I���
"

(3.7)

pour tout �9� � �
.

Une autre formulation peut être donn ée avec un produit sur tous les sous-ensembles de � en imposant
à 
 de valoir

K
sur les sous ensembles n’ étant pas des cliques.

Donnons un exemple classique, le processus de Strauss. On se place sur � � � E
, et on considère un

sous ensemble born é � ��� muni de la mesure de Lebesgue �F� 1 " .
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On d éfinit des densit és par rapport à un processus ponctuel de Poisson sur � , d’intensit é �F� 1 " . Un tel
processus est simple et fini, comme il se doit pour pouvoir d éfinir des densit és de processus.

On consid ére d’abord des processus ayant une densit é
� � 1 " de la forme:

� ��� " � � 1 � 9 � � �
où

� + -
et �F��� " repr ésente le nombre de points d’une configuration � . Une telle densit é est int égrable

et
�

est la constante de normalisation. La constante
�

est un paramètre qui permet de jouer sur l’intensit é
du processus. Celle-ci vaut alors

� �F� 1 " .
Il est int éressant de remarquer que

�
est un paramètre d’ échelle : de manière équivalente, on peut changer

le born é � d’int érêt en posant � � tel que �F��� � " � � �F��� " .
On consid ére une densit é de la forme:

� ��� " � � 1 � 9 � � � ���� � ���'
 � � 
 � " � � : 
 3 ��1�1�1 � 
 9 � � � < (3.8)

Où la fonction � v érifie :

���'
 � � 
�� " � 
 � � � � � �'
 � � 
�� " � �K �
� � � �'
 � � 
�� " � �

Avec
- � � et � + -

. Un tel processus est appel é processus de Strauss. Il s’agit d’un processus de
Markov sous la relation � de proximit é : �� * � � �  � * " � � . On peut avoir une expression plus simple
de cette densit é sous la forme donn ée par le th éorème de Hammersley-Clifford étendu aux processus
ponctuels : � ��� " � � � 9 � � � � � � � � (3.9)

où � ��� " repr ésente le nombre de paires de points en relation dans la configuration � . Reste à étudier
l’influence de � :

– Pour �9� K
on retrouve un processus ponctuel de Poisson sur notre bor élien born é � d’intensit é� � � 1 " .

– Pour �J� � - � K � , le processus montre une r épulsion entre les points proches au sens de la relation � .
– Avec � � -

, on obtient ce que l’on appelle un “hard core process”. La densit é interdit d’avoir
deux points de la configuration qui soient voisins.

Le cas � + K est le cas qui int éressait Strauss puisqu’il devait permettre de manifester une attraction entre
les points d’une r éalisation. Malheureusement, dans ce cas là, la densit é n’est pas int égrable, à moins de
multiplier cette densit é par un terme du type

� : �F��� " � � � < pour un entier � � fix é.
Simulation de processus ponctuels par méthodes MCMC- Les m éthodes de simulation par chaines

de Markov sont multiples et vari ées. L’objectif sous-jacent à ces m éthodes est la simulation de variables
al éatoires suivant une certaine loi de probabilit é. Toutes ces m éthodes construisent donc des chaines
de Markov dont la loi stationnaire est la loi objectif. Parmi les m éthodes les plus connues, on retient
l’échantillonneur de Gibbs et les dynamiques de Metropolis Hastings et de Metropolis Hastings Green.
Les deux dernières m éthodes ont un avantage : elles permettent de simuler des lois connues au facteur de
normalisation près.

La m éthode de Metropolis Hastings Green pr ésente l’ énorme avantage dans le cadre de la simulation
de processus ponctuels de permettre la simulation de variables al éatoires sur des espaces dont la dimen-
sion varie, ce qui est justement notre cadre d’int érêt puisque les configurations sont de taille variable.
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L’algorithme a ét é introduit par Green en 1995 [Gre95], comme une g én éralisation de l’algorithme de
Metropolis Hastings. Nous le pr ésentons ici directement, sans pr ésenter Hasting-Metropolis, puisqu’une
des innovations de Green a ét é de remplacer les densit és d’int érêt par des mesures, ce qui nous convient
mieux dans le cadre des processus ponctuels.

On se donne:

1. un espace d’ état W et une mesure � � 1 " non normalis ée sur cet espace.

Cette loi de probabilit é, dont on ignore la constante de normalisation, est la mesure objectif.
On entend donc construire une chaı̂ne de Markov dont la mesure invariante est cette loi.

2. un noyau de transition
� � 1 � 1 " d éfini sur W � � � W " .

Ce noyau doit être bien connu : on veut dire que, pour tout 
 � W , on doit pouvoir simuler suivant� �'
 � 1 " et que
� �'
 � � " doit être calculable pour tout 
 � � . On va voir que ce noyau n’est pas du tout

le noyau de la chaı̂ne de Markov construite par l’algorithme. On l’appelle donc noyau de propo-
sition.

3. pour relier � � 1 " et
�

, on a besoin d’une mesure sym étrique
� � 1 � 1 " sur W � W telle que

�
domine� � � 
 " � �'
 � � � " et qu’il existe une d ériv ée au sens de Radon-Nikodym:

< �'
 � � " � � � � 
 " � �'
 � � � "
� � � 
 � � � " (3.10)

On appelle alors rapport de Green le rapport:� � < ��� � 
 "< �'
 � � " (3.11)

L’algorithme se pr ésente de la manière suivante :

1. A partir de l’ état courant 
 , on simule � �
� �'
 ��1 " .

2. On évalue le rapport de Green
� �'
 � � " ,

3. On accepte � suivant une loi de Bernoulli de paramètre � � ��� K � � �'
 � � " " . Si � est refus é, on garde
 comme nouvel état. Sinon, le nouvel état est donn é par � .

Dans son article, Green se place dans un cadre très g én éral et laisse beaucoup de libert é sur le noyau
de transition

�
. Il est important de comprendre l’importance de ce noyau. Hormis la condition impos ée

par l’existence de la mesure
�
, ce noyau n’influe pas du tout sur la mesure objectif � � 1 " . En revanche,

intuitivement, il est évident qu’en jouant sur
�

, on va pouvoir jouer sur la vitesse de convergence de
l’algorithme.

Pour bien voir cela, plaçons-nous dans un cas particulier :

Nous faisons deux hypothèses. Supposons tout d’abord que toutes les mesures soient domin ées par une
mesure

� � 1 " . Par exemple, il suffit de prendre WC� �
et la mesure de Lebesgue comme mesure dominante.

Cela revient à se placer dans le cadre plus restreint de l’algorithme de Metropolis Hastings. Supposons
ensuite que : � �'
 � � " � � ��� � 
 "
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ce qui n’est qu’une condition de r éversibilit é sur le noyau de proposition
�

. Sous ces hypothèses, le
rapport de Green devient: � �'
 � � " � � ��� "

� �'
 "
où
� � 1 " est la densit é de la mesure objectif � � 1 " sous la mesure dominante

�
. Dans ce cas, le rapport de

Green devient un rapport de densit é. En quelque sorte, il repr ésente la pertinence relative de la proposi-
tion � par rapport à l’ état courant 
 . Donc, plus � est pertinent au sens de la mesure objectif, et plus ce
rapport à de chance d’être grand. Or, plus il est grand, plus la probabilit é de refuser � , donc de perdre
une it ération, est faible .

Il faut s’arrêter quelques instants pour r éfl échir à cette notion de perte d’it ération. Il faut distinguer
deux versions de cette notion :

– la première concerne la partie transitoire de la chaı̂ne de Markov, c’est à dire lorsque � 9 est encore
loin de � � 1 " . Proposer des états pertinents au sens de � permet de se placer dans un de ses modes
plus rapidement. Le problème devient alors tout autre: il faut être sûr de ne pas rester dans ce
mode, c’est à dire que le noyau doit permettre de passer d’un mode à un autre facilement.

– la deuxième concerne la partie stationnaire de la chaı̂ne : une fois que la convergence est atteinte
(au sens d’une certaine approximation) il est plus int éressant de ne pas rester dans l’ état courant.
En effet, en diminuant l’autocorr élation de la chaı̂ne, on diminue la variance de l’erreur empirique.

On comprend donc l’int érêt de fabriquer des noyaux de proposition qui correspondent bien à la mesure
objectif.

La condition de r éversiblit é sur le noyau de proposition impose de faire une mauvaise proposition avec la
même probabilit é que de faire une bonne proposition. C’est pourquoi, dans un cadre plus g én éral, c’est
à dire sans les deux hypothèses trop simplificatrices ci-dessus, Brooks, Guidici et Roberts proposent des
m éthodes qui permettent d’assurer d’avoir un bon coefficient de Green [BGR03]. Il semble toutefois
qu’il manque encore un cadre math ématique formel pour justifier proprement ces heuristiques. Reste à
voir les manières possibles de fabriquer de bons noyaux de propositions.

Conditions imposées au noyau :
L’objectif est de fabriquer une chaı̂ne de Markov ap ériodique, irr éductible, de loi stationnaire � � 1 " .

On appelle � le noyau de transition de la chaı̂ne de Markov.

L’ap ériodicit é est assur ée dès lors que le noyau � permet de rester dans l’ état courant avec une pro-
babilit é strictement positive.

L’irr éductibilit é est plus difficile à assurer. On verra plus loin que, dans le cas des processus ponctuels,
on l’obtient facilement. En fait, ce qui nous int éresse vraiment c’est la r écurrence au sens de Harris,
puisqu’elle permet de se d ébarasser des cas pathologiques où l’on part d’un ensemble de mesure nulle.

Reste à assurer que la chaı̂ne possède comme mesure invariante la mesure � � 1 " . Pour cela, on impose
une condition forte, c’est la condition dite d’“ équilibre minutieux”3 :�

�

�
�

� � � 
 " � �'
 � � 
 � " � �
�

�
�

� � � 
 � " � �'
 � � � 
 " (3.12)

3. “detailed balance” en anglais.
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La condition (3.12) est une condition forte. L’algorithme de Green la v érifie naturellement: cette condi-
tion se traduit par la condition d’existence de la mesure sym étrique

�
.

Mélange de noyaux :
Green propose d’utiliser comme noyau de proposition

�
un m élange de noyaux � � �'
 ��1 " . C’est à dire

que, lorsque l’on est dans l’ état 
 , on choisit d’abord un “mouvement” de type � , et on passe à l’ état
� 
�

avec une probabilit é � � �'
 � � 
 � "
. On autorise � � � � �'
 � W " � K

et pour chaque 
 , il est possible d’avoir
� � �'
 � W " � - . On peut donc “proposer” de rester dans l’ état courant.
Pour chaque transformation possible, on d éfinit alors un coefficient de Green

� � �'
 � 
 � "
. Green d émontre

que pour avoir la condition (3.12), il suffit que pour chacun des noyaux � � , � � � 
 " � � �'
 � � 
 � "
admette

une densit é finie < � �'
 � 
 � "
par rapport à une mesure sym étrique

� � sur W � W et de poser comme rapport
de Green pour chacun des noyaux: � � �'
 � 
 � " � < � �'
 � � 
 "< � �'
 � 
 � " (3.13)

La loi de Bernoulli qui permet d’accepter ou non la proposition prend alors pour paramètre:

� � �'
 � 
 � " ��� � � 
 K � < � �'
 � � 
 "< � �'
 � 
 � " � (3.14)

L’algorithme se d écompose alors de la manière suivante :

1. Choisir une transformation � , avec la probabilit é � � � � � �'
 � W " . Avec la probabilit é
K 8 � � � � �'
 � W "

rester dans l’ état courant 
 .

2. G én érer � � �� �'
 ��1 " .
3. Calculer le rapport de Green

� � �'
 � 
 � "
.

4. Accepter la proposition avec une probabilit é
� � �'
 � 
 � "

.

Nous nous int éressons maintenant plus particulièrement à l’application de cet algorithme pour la simu-
lation de processus ponctuels, c’est à dire pour WC� � �

.
MHG pour les processus ponctuels- Geyer et Moller pr ésentent un algorithme de Metropolis Has-

tings Green qui permet de simuler facilement des processus ponctuels [GM94]. L’objectif est en fait de
simuler des processus ponctuels simples et finis ayant une densit é par rapport à un processus de Poisson
de r éf érence.

Nous pr ésentons ici le noyau minimal n écessaire à la convergence de l’algorithme vers la loi objectif:
en effet, cet algorithme, avec des conditions impos ées sur la densit é du processus que l’on veut simuler,
permet d’assurer à la fois la r écurrence au sens de Harris de la chaı̂ne ainsi construite, et l’ergodicit é
g éom étrique.

On se place donc sur WC� � � ��� " .
On considère un processus de Poisson de r éf érence sur � , simple et fini de loi de probabilit é �F� 1 " et
de mesure d’intensit é

�
. En fait, on se place sur

� ��� de mesure
� � � " finie, (par exemple on se place

sur un ferm é born é de
�E

avec comme mesure d’intensit é la mesure de Lebesgue).

On note donc WC� � �� � : � � � �
tq
$ 
J��� � 
@� � < 1

On veut simuler un processus ponctuel de densit é
� � 1 " non normalis ée par rapport à �F� 1 " .

On rappelle que l’on note � � : 
 3 ��1�1�13� 
 9 � � � < . On considère un noyau
�

qui propose d’ajouter à
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� un point choisi de manière uniforme dans
�

avec une probabilit é � � et d’enlever un point avec une
probabilit é � � (� � ' � � � K ). On écrit donc le noyau

�
sous la forme :� � � � � � ' � � � � (3.15)

avec les deux noyaux de naissance et de mort :� � ��� � � " � �
�=( � � � ��� �  " � � �  "� � � " (3.16)

� � ��� � � " � R
�=(�� � ����� �  " K�F��� " (3.17)

Pour prouver la stationnarit é de la loi objectif, nous consid érons la mesure
�

suivante ( � et 
 sont des
bor éliens de � ) :

� � � � 
 " � � T � �U( � � ����� " � � ��� �  " � � �  " �F� � � " ' �
T � � ��� " R

�=( �
�
� ��� �  " �F� � � " (3.18)

Il faut d émontrer que cette mesure est sym étrique. On prend pour cela : � 9#� � � � �9 et on a donc:

� � � 9 � 
 9�� 3 " � 	 � � � � ���� �
�
� R
�=( �

�
�
� ��� " � � �

�

� ��� �  " � 9 � � � " (3.19)

� 	 � � � � ���� �
�
� � � � � � : 
 3 ��1�1�1 � 
 95< " � � �

�

� � : 
 3 ��1�1�1 � 
�9�< " � 9 � � � " (3.20)

� 	 � � � � �� � 8 K " � � � � �

�
�
� � � � �

� ��� " � � � ��� �  " � 9�� 3 � � � " � � �  " (3.21)

� � � 
 9�� 3 � � 9 " (3.22)

Cela suffit pour prouver que
�

est sym étrique.

Il reste à montrer que
� � � � � � � � "

domine � � � � " � ��� � � � � "
et à calculer la d ériv ée de Radon-Nykodim.

Pour ce faire, il est int éressant de remarquer dans la succession d’ égalit é (3.19) que la mesure
� � � � 
 "

est nulle dès lors que � ne contient que des configurations qui ne peuvent pas être obtenues en ajoutant
ou en retirant un point d’une des configurations de 
 . Par cons équent, dès lors que l’on prend un en-
semble � � 
 de � � 1 " � � 1 � 1 " mesure non-nulle, il est de

�
mesure non nulle.

Il y a donc deux cas à consid érer :

1. Si � ��� �  , alors la densit é objectif � et le noyau
�

permettent d’ écrire :� � � � " � ��� � � � " � � ��� " �F� � � " � � � � �  "� � � "
la d éfinition de

�
(cf. (3.18)) donne, quant à elle :

� � � � � � � " � �F� � � " � � �  "
Ce qui permet de v érifier l’absolue continuit é dans ce cas et d’obtenir la d ériv ée de Radon-

Nikodym: < ��� � � " � � � � ��� "� � � " (3.23)
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2. L’autre cas consiste à consid érer � ��� �  . On a alors, d’après la densit é objectif et le noyau :� � � � " � ��� � � � " � � ��� " �F� � � " � �
K�F��� "

La mesure
�

donne: � � � � � � � " � �F� � � "
Et l’on obtient l’absolue continuit é et la d ériv ée :

< ��� � � " � � �
� ��� "�F��� " (3.24)

Les équations (3.23) et (3.24) d éfinissent donc la d ériv ée de � � 1 " � � 1 � 1 " par rapport à
�
. Elles permettent

donc de calculer le coefficient de Green du noyau de transformation.
Ce coefficient prend deux expressions diff érentes suivant le cas dans lequel on se place : � peut être
obtenu en ajoutant ou en retranchant un point à � .

1. Dans le cas d’une naissance, �J��� �  , le coefficient de Green a pour expression :� ��� � � " � < ��� � � "< ��� � � " � � �

� �
� ��� "
� ��� "

� � � "�F��� " (3.25)

Où l’on peut remplacer �F��� " par �F��� " ' K
.

2. Dans le cas d’une mort, � � � �  , le coefficient de Green a pour expression :� ��� � � " � < ��� � � "< ��� � � "0� � �� �

� ��� "
� �'
 " �F��� "� � � " (3.26)

Les coefficients (3.25) et (3.26) permettent d’assurer la condition (3.12). On sait donc qu’un tel algo-
rithme admet pour mesure stationnaire la version normalis ée de � � 1 " .
Il reste que des conditions sont encore à v érifier: l’irr éductibilit é et la r écurrence au sens de Harris.

L’ap ériodicit é est assur ée dès lors que l’on prend �� ' � � � K au lieu de � � ' � � � K . On veut dire par
là qu’avec une probabilit é

K 8 � � � ' � � "�+.- , on reste dans l’ état courant.
Des conditions de stabilit é ont ét é apport ées par Ruelle. Elles sont n ées de consid érations physiques :

Ruelle utilisait les processus ponctuels en physique statistique. Ces conditions portent sur la densit é du
processus ponctuel d’int érêt, mais permettent d’assurer certaines propri ét és de convergence de la chaı̂ne
de Markov produite par l’algorithme pr ésent é.

Il se trouve que la première condition s’appliquait à des processus ponctuels d éfinis sur un espace de
volume infini. Elle est moins int éressante pour nous que la seconde:
Définition 11. Un processus ponctuel de densité non-normalisée

�
par rapport à un processus ponctuel

de référence de loi �F� 1 " est stable au sens de Ruelle si il existe un réel
� � K tel que :

� ��� " � � 9 � � � $ � � � � ��� " (3.27)

Du point de vue physique, cette condition limite la force des interactions entre les points d’une
configuration.
Enfin, cette condition locale permet d’assurer l’int égrabilit é de

�
dans le cas WC� � �� , puisque :�

� ��� " �F� � � " � � � 9 � � � � �F� � � " � �R � � �
� �
� �
� � � " � �=	 � � �
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Par exemple, le processus de Strauss avec � + K ne v érifie pas cette condition.

Voila la seconde condition de stabilit é que l’on d éfinit :

Définition 12. Un processus ponctuel fini de densité non-normalisée
� � 1 " par rapport à un processus de

Poisson de loi � est stable s’il existe un réel
�

tel que :

� ��� �  " � � � ��� ")� pour tout �9� W et *� � 1
(3.28)

Cette condition implique la condition (3.27).

Geyer et Moller [GM94] ont montr é, dans le cadre des processus ponctuels, que le mouvement de
naissance-mort implique la r écurrence au sens de Harris et la convergence g éom étrique ergodique de la
chaı̂ne. Green [Gre95] a étendu ces travaux dans le cadre d’un algorithme de type Metropolis Hastings.
Ce type d’algorithme permet de d éfinir d’autres mouvements (pertubations de la configuration courante)
acc él érant la convergence en pratique. Si ces mouvements restent dans un espace de dimension donn ée
(pas d’ajout ou de suppression d’objets), la convergence reste assur ée. Cela nous permet de d éfinir des
transformations sur un objet de la configuration (translation, rotation, modification des marques,...). Pour
des mouvements plus complexes (naissance dans le voisinage d’un objet de la configuration, fusion-
division,...) il faut red émontrer l’irr éductibilit é.

Le recuit simul é peut également être g én éralis é au cadre des processus ponctuels. On rappelle que
l’id ée g én érale du recuit simul é consiste à utiliser un échantillonneur de Metropolis Hastings en utilisant
une densit é variable avec le temps :

� ��� " ��
�

(3.29)

où �>2�4 " tend vers z éro. Cela revient à faire évoluer les modes de la densit é
�

en diracs.

Sous une condition forte sur la vitesse de d écroissance de la temp érature, on est assur é d’obtenir la
r éalisation qui maximise la densit é

�
.

Dans le cadre des processus ponctuels, la mesure de r éf érence contre laquelle on effectue le recuit-simul é
est la mesure du processus de Poisson.

Il est donc plus pertinent de sortir le paramètre
�

de
�

, puisque ce paramètre peut être vu comme un
paramètre d’ échelle de la mesure de r éf érence. On effectue donc le recuit simul é sur des densit és de la
forme : � � � ��� " " ��

�
(3.30)
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3.2 Extraction du ponctuel

4 La d étection de l ésions focales c ér ébrales à partir d’images par r ésonance magn étique (IRM) est
une tâche de segmentation difficile. Cette tâche est grandement facilit ée par l’utilisation d’informations
a priori sur les caract éristiques des l ésions (localisation, taille, forme,...). Les m éthodes propos ées sont
donc d édi ées à un type particulier de l ésions. Pour des raisons historiques et du fait de leur importance
du point de vue m édical, la plupart des approches se concentrent sur les l ésions multiples de la matière
blanche dues à la scl érose en plaques[UWS; 97], alors que les approches concernant les larges l ésions
focales sont apparues plus r écemment[CK01]. Plusieurs types de petites l ésions focales sont perceptibles
dans les IRM de sujets ag és. Leur caractère pathologique et leur influence sur les capacit és cognitives
sont toujours sujets à d ébat. Le projet dans lequel s’inscrit ce travail consiste à d étecter un vieillissement
pathologique à partir d’IRM. Alors qu’un observateur humain est plus efficace que les m éthodes automa-
tiques pour d étecter et discriminer les l ésions, le comptage et la localisation de ces l ésions est une tâche
p énible de par leur multitude. Typiquement, ces l ésions sont évalu ées visuellement et les images sont
évalu ées sur une échelle semi-quantitative, c’est à dire class ées en quelques groupes suivant le nombre

et l’importance des l ésions. Nous nous int éressons à un type particulier de l ésions appel é “espace élargi
de Virchow-Robin” (EVR). Cet espace correspond à un l éger vide autour des artères profondes nour-
rissant la matière blanche. Ces l ésions apparaissent comme de petites structures tubulaires pleines de
liquide c éphalo-rachidien (LCR) perpendiculaires à la surface corticale. Elles sont typiquement d’une
taille proche de la r ésolution spatiale des IRM actuelles (1-3 mm de diamètre et 3-15 mm de longueur).
Un seul cerveau peut en contenir plusieurs centaines. Nous d éfinissons un processus ponctuel marqu é
(PPM) pour d étecter ces petites l ésions, distribu ées non uniform ément et pour lesquelles nous avons
certaines contraintes de forme et de positions relatives. Un EVR est typiquement constitu é d’une struc-
ture tubulaire de quelques voxels (voir figure 3.1). Leur r épartition n’est pas uniforme et un ph énomène
de regroupement de ces l ésions est visible (voir figure 3.2). Ce caractère attractif est mod élis é par les
interactions du PPM ainsi que la non-superposition des l ésions.

FIG. 3.1 – Un exemple de la forme tubulaire des EVR (au centre de l’image)

FIG. 3.2 – Propriété de regroupement des EVR : coupes axiale (à gauche), coronale (au milieu) et sagit-
tale (à droite)

4. Ce travail a ét é effectu é lors d’un s éjour en juillet-aout 2001 à l’Institut Max Planck de Leipzig. Bibliographie [18]
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Modélisation des données- Nous d éfinissons, en premier lieu, des filtres interpr ét és comme des indi-
cateurs d’ERV. Ces filtres extraient l’information radiom étrique des donn ées. Cette information n’ étant
pas suffisante, nous d éfinissons ensuite un modèle a priori pour inclure les propri ét és g éom étriques et
structurelles de ces l ésions. Ces filtres nous permettent de d éfinir le terme d’attache aux donn ées et de
restreindre l’espace de recherche des l ésions.

Nous consid érons des filtres bidimensionnels suivant les trois directions principales �  � * � � " prenant
en compte la variabilit é du diamètre et les ph énomènes de volume partiel. Un filtre est perpendiculaire à
la direction consid ér ée, par exemple  . Il est constitu é du voxel central � , des huit plus proches voisins6 3 � � 3

� ��� " et des seize voisins suivants
6 E � � E� ��� " . Un EVR v érifie trois propri ét és radiom étriques : (i)

il contient du LCR qui apparait avec une radiom étrie faible (n éanmoins le volume partiel peut accroı̂tre
le niveau du fait des tissus voisins), (ii) les voxels voisins ont une intensit é correspondant aux matières
blanche ou grise, et (iii) les voisins sont contrast és avec l’EVR. Nous d éfinissons trois fonctions corres-
pondant à ces trois propri ét és

� � � � S � � � � " , � � � � 4 � � ��� ��� � 4 �76 � � E� ��� " " " et
�

S
%8934 � � ��4 � � 4'(�� "� � � � � 4 B K � " , où

�
repr ésente le niveau de gris du voxel � . Remarquons que ces trois propri ét és ne sont pas équivalentes. En
ne consid érant que l’une d’entre elles, nous obtenons des fausses alarmes parmi le LCR pour la propri ét é
(i), la matière blanche pour (ii), et les structures fines de la matière grise pour (iii). Les trois fonctions
d éfinies sont param étr ées par les moments statistiques des donn ées et sont d éfinies sur la figure 3.3. Ces
trois fonctions sont combin ées comme suit :

< � ��� " �=� � � � � � � � S � � � � ")� � � � � 4 � � � � ��� � 4 �76 � � E� ��� " " ")� � S %69>4 � � ��4 � � 4'(�� "� � � � � 4K � " 
 1
(3.31)

Pour éviter des d étections multiples d’un même ERV, le filtre utilis é est d éfini comme suit :

�
� ��� " � 
 < �Q��� " si

$ 6 � � 3
� ��� ")� � � � � 4��� � � - � < � ��� " " sinon

(3.32)
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FIG. 3.3 – Les trois fonctions caractérisant les données pour un EVR : � � � � , � 	�� et � � � représentent
les moyennes du LCR, de la matière grise et de la matière blanche,

���
étant les écarts types associés.

Pour calculer les moyennes et écarts types du LCR, matières grise et blanche, nous utilisons une
segmentation par croissance de r égions [HK98].

Processus Ponctuel marqué- pour accroı̂tre la sensibilit é de la d étection et r éduire le nombre de
fausses alarmes nous consid érons une information g éom étrique sur les EVR. En outre, les EVR ne sont
pas r épartis uniform ément. L’information sur leur localisation obtenue par les études m édicales est in-
corpor ée au modèle.

Le modèle complet
� �'
 " consiste en un a priori < �'
 " et une attache aux donn ées ���'
 " :

� �'
 " ��< �'
 " ���'
 "01 (3.33)

Chaque objet est repr ésent é par un point dont l’attribut (ou marques) d éfinit sa g éom étrie. La configu-

ration r ésultante est un ensemble de points marqu és
% � :8�8 �� � K " � �'
 � K ")� 8'8 �� � K " ")��1�1�1 � 8 8 �� � � " � �'
 � � ")� 8�8 �� � � ")" <

où 
 � ��" �@? et

8 �
� � � " est un vecteur dans

� � .
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Le volume ? sur lequel les points sont d éfinis est l’espace des points v érifiant :� , N � � �5�'
 � ��" ")� � � �'
I� � " ")� � � �'
I� � " " " � - �
où

�
� ,
� � et

� �
sont les fonctions d éfinies plus haut.

Nous consid érons comme objets des segments orient és
�� de points extr émaux 
 et 
 '8� � où 
 �@?

et
� 8�
�
� � � � � � 9 � � � � � � , � � � 9 (resp. � � � � ) correspond au minimum (resp. maximum) de la longueur du

segment. Nous d éfinissons une distribution sur l’espace des configurations dont la densit é par rapport à
la mesure de Poisson est donn ée par l’expression suivante :

< � % " �
� 9 �� ( � 3 � 9 �

� 3 � � 8 8 �� � � " � " �� � � � ( � 3 � 9 � � ��� � � � E �
8D8 �� � � " � 8 8 �� � � � " ")�

(3.34)

où � d éfini une relation de voisinage.
�

est un paramètre de densit é qui controle le nombre d’objets dans

la configuration relativement aux r éponses de l’attache aux donn ées. Le terme �3 � � 8 8 �� � � " � " est un a priori
sur la longueur des segments d éfini comme suit :

� 3 � � 8 8 �� � � " � " � MONQP 8 ��
� � � � � � 8 � 8 8 �� � � " �

� � � � 8 � � � 9 
 E �� 1
(3.35)

Pour nos exp ériences, nous avons pris � � � 9	��� et � � � � � K � , d’après les longueurs des EVR observ ées

dans nos donn ées et dans la litt érature. Le terme �E � 8 8 ��U� � " � 8 8 �� � � � ")"
d éfinit des interactions entre segments

voisins. Nous consid érons trois types d’interactions : (i) un terme qui p énalise les intersections entre
segments, (ii) un terme attractif qui favorise les segments voisins d’orientations similaires et (iii) un
terme r épulsif qui p énalise les segments voisins d’orientations diff érentes. Pour d éfinir ces interactions,
nous d éfinissons la silhouette

� � 8� � " d’un segment
8� � comme sa projection sur la trâme discrète. Pour

p énaliser les intersections (“interaction soft-core”), nous utilisons :

� �
S
E � 8 8 ��U� � " � 8 8 �� � � � " " � MONQP � 8 
 � si

� � 8 8 �� � � ")" � � � 8 8 ��U� � � " " �� � 1 (3.36)

Soient ��� � � � � � � � " les coordonn ées de
8� � . Deux segments

8� � et

8� � � ont une direction u-similaire si et
seulement si : �� � 27� �52 + � , N � 27� � 2 � 27� � 2 "27� �� 2 + � , N � 27� �� 2 � 27� �� 2 "� � � � �� + - (3.37)

Si

8)8 ��U� � " et

8 8 ��U� � � "
ont une direction u-similaire, nous avons une interaction attractive :

�
S � �E � 8)8 ��U� � "D� 8 8 ��U� � � ")" � MONQP � ' � � � � 	 27� � � � " 2 � 27� � � � � " 2 
 � si 2 
 � � � " 8 
 � � � � " 2 ��V (3.38)

Cette d éfinition s’ étend aux directions v-similaires et w-similaires. Finalement, pour deux segments
n’ayant aucune direction similaire, nous d éfinissons une interaction r épulsive :

� �
� 'E � 8 8 ��U� � "D� 8 8 ��U� � ��" " � MONQP � 8 � � si

� 
I� � " 8 
I� � ��" � � � (3.39)

Notons que �
S � �E � 8 8 ��U� � "D� 8 8 ��U� � � " "

et � �
� 'E � 8 8 �� � � " � 8 8 ��U� � � " "

s’excluent mutuellement. Pour nos exp ériences, nous
avons choisi V � �

et
� � � après avoir inspect é nos donn ées.

Le terme d’attache aux donn ées est d éfini par �/�'
 " . En supposant les donn ées ind épendantes condi-
tionnelllement aux segments, nous avons :

���'
 " � �� ( � 3 � 9 �

8D8 �� � � " (3.40)
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L’attache aux donn ées d’un segment
8� � est d éfinie en deux parties. La première est proportionnelle aux

valeurs du filtre le long du segment. La seconde partie atteste que les voxels prolongeant les extr émit és
du segment n’appartiennent pas à l’EVR et ont donc une radiom étrie plus forte. Ce terme s’ écrit comme
suit :

� � 8� � " � MON P �� � �� R
4'( � � �� � � � �5� 6 " ' � �� �� � � 9 �

� � 8� � " 	� ��
si 27� �52 � � , N � 27� � 2 � 27� � 2 "

� � 8� � " � MON P �� � �� R
4'( � � �� � � � � � 6 " ' � �� �� � � 9 �

� � 8� � " 	� ��
si 27� � 2 � � , N � 27� ��2 � 27� � 2 " (3.41)

� � 8� � " � MONQP �� � �� R
4'( � � �� � � � � � 6 " ' � �� �� � � 9 �� � 8� � " 	� ��

si 27� � 2 � � , N � 27� ��2 � 27� � 2 "
où � �� � est le nombre de voxels de

� � 8� � " et :

� � 9 �
�  8� �.� �'
 � 8� � " � �

������ �����
� � � � 4 �� 9 �  � � �  � � ; �� � ; � 3 � � � ��� � � 4 �76 � � 3

� � � � ; �� � ; � 3 � � � ��� " � �' � � � � 4 �� 9 �
	 ��� � 	 � � ; � � 3 � � � ��� � � 4 �76 � � 3

� � � � ; � � 3 � � � ��� " 
 
 si
8�
� �

+.-
� � � � 4 �� 9 �

	 � � � 	 � � ; � 3 � � � ��� � � 4 �76 � � 3
� � � � ; � 3 � � � ��� " 
 
' � � � � 4 �� 9 �  � � �  � � ; �� � ; � � 3 � � � ��� � � 4 �76 � � 3

� � � � ; �� � ; � � 3 � � � ��� " � � si
8�
� � � -

(3.42)
où

� � � � 4 �� 9 � � 1 " est d éfinie sur la figure 3.4. Des d éfinitions similaires sont utilis ées pour
�� 9 �
� � 8� � " et� � 9 �� � 8� � "
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FIG. 3.4 – Le filtre de prolongement : � � � � , � 	�� et � � � représentent les moyennes du LCR et des
matières grise et blanche,

� �
étant les écarts types associés

Algorithme MCMC à sauts réversibles- Nous consid érons plusieurs types de mouvements dans le
noyau de proposition. Le mouvement de naissance et mort est essentiel pour assurer le bon nombre de
segments dans la configuration. En outre, il garantit l’irr éductibilit é de la chaı̂ne de Markov. Ce mou-
vement est choisi avec une probabilit é � 3 . Il consiste à ajouter un segment avec une probabilit é

! � ou à
en supprimer un avec une probabilit é

! � � K 8 ! � . Pour une mort, le segment est choisi uniform ément
parmi ceux de la configuration. Une naissance est choisie uniform ément sur l’espace des paramètres.
Pour éviter le faible taux d’acceptation d’une mort lorsque la configuration contient peu de segments,
nous consid érons un mouvement de changement de segment. Nous choisissons uniform ément un seg-
ment dans la configuration et tirons al éatoirement une nouvelle position et de nouvelles valeurs pour les
marques uniform ément sur l’espace des paramètres. Ce mouvement est la combinaison d’une naissance
et d’une mort, il est choisi avec la probabilit é � E . Ceci permet de d éplacer les segments de faible proba-
bilit é. Pour affiner localement la position des segments, nous proposons de changer la position des points
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Mouvement Repr ésentation Probabilit é Taux d’acceptation

Naissance � 3 � ! � �
�

� � �
� � � � �
� � � � � � , " � � � ��� � � � � � � �9.; 3

Mort � 3 � ! � � �
� �
� � � � � �
� � � � � 9

� ,
" � � � ��� � � � � � � �

Mvt d’un segment � E � � � � � �
� � � � �

Mvt d’un point terminal � � � � � � � �
� � � � �

Division � � � ! � � �
� �
� � � � � �
� � � � � � E � � ; 3 ���0� � � � � � E � � � � � �9 � ; 3

Fusion � � � ! � � �
� �
� � � � � �
� � � � � 9 � ; 3� E � � ; 3 � � � � � � � � E � � � � � �

Retournement � � � � � � � �
� � � � �

TAB. 3.1 – Les différents mouvements définissant le noyau de proposition: 
 est la configuration courante
et 
 �

celle proposée

terminaux. Ce mouvement est choisi avec une probabilit é � � . Une nouvelle localisation d’un point termi-
nal est choisi uniform ément dans un voisinage de la position courante. Ce mouvement permet également
d’ étendre des segments correspondant à des EVR partiellement d étect és. Durant l’optimisation, un EVR
peut être recouvert par plusieurs segments disjoints. L’extension de ses segments a alors un faible taux
d’acceptation car cela introduirait des recouvrements de segments, ce qui est p énalis é par le modèle.
Une mort suivie de l’extension du segment restant a également un faible taux d’acceptation car tous les
segments pr ésents correspondent bien aux donn ées. Pour faciliter la dynamique, nous avons introduit un
mouvement de fusion de segments voisins, et le mouvement inverse associ é, la division. Ce mouvement
est choisi avec la probabilit é � � . Une fusion est alors propos ée avec la probabilit é

!� et une division avec
la probabilit é

! �A� K 8 ! � . Les segments ayant une orientation oppos ée ne peuvent être fusionn és du
fait que le premier point 
 d’un segment �'
 � �� " doit appartenir à ? (ce mouvement pourrait th éoriquement
être d éfini mais conduirait à des calculs complexes pour le taux d’acceptation). Nous d éfinissons donc
un dernier mouvement qui consiste à retourner le segment �'
 � �� " en �'
�' �

� � 8 �
� " . Il est propos é avec une

probabilit é � � � K 8 � � 3 ' � E ' � � ' � � " . L’optimisation est effectu ée en incluant l’ échantillonneur
MCMC dans un sch éma de recuit simul é, avec une d écroissance de la temp érature g éom étrique.

Résultats- L’application vis ée est la d étection des EVR. Comme les EVR sont des signes typiques
chez les sujets ag és, nous avons s électionn é un sous-ensemble de donn ées d’une étude clinique sur les
disfonctionnement cognitifs mineurs chez les personnes ag ées. Toutes les donn ées 3D ont ét é acquises
sur un scanner Siemens Vision 1.5T avec un protocole MPRAGE pond ér é 23 (TR 11.4 ms, TE 4.4 ms,
128 coupes sagittales, matrice 256x256, taille d’un voxel 0.9x0.9x1.5 mm). Une transformation affine
par une interpolation utilisant des B-splines a ét é appliqu ée pour aligner les donn ées avec le système de
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coordonn ées st ér éotactiques à une r ésolution isotrope de 1 mm. Pour tous les tests, nous avons utilis é les
même jeux de paramètres, à savoir

� � K
, � � K -

, 
 � K 	 K - , � � � - , � � �=-
and

� � � - . La forte
valeur de 
 a ét é choisie pour interdire tout recouvrement entre segments, les autres paramètres ayant
ét é fix és empiriquement à partir d’une IRM. Nous pr ésentons en premier lieu le r ésultat sur cette IRM

particulière. Cet exemple a ét é choisi parmi les sujets ayant un grand nombre d’EVR. La figure 3.5 montre
le r ésultat sur une coupe axiale et les l ésions d étect ées sont sur la figure 3.5.b. Les coupes corronale
et sagittale d’une l ésion particulière sont montr ées sur les figures 3.5.c et 3.5.d. Une visualisation 3D
du r ésultat est montr ée sur la figure 3.6. Une analyse des formes obtenues montrent que les structures
tubulaires ne sont pas très along ées. Nous d étectons essentiellement la partie des l ésions se trouvant dans
la matière blanche. En effet, les l ésions d étect ées n’atteignent pas la surface corticale. Une inspection
visuelle montre que nous atteignons ici la limites des r ésolutions spatiales et radiom étriques, ce qui rend
non visible le prolongement des EVR dans la matière grise.

(a) Coupe axial originale (b) EVR d étect és

(c) Coupe coronale correspondant à l’EVR 3Coupe sagittale correspondant à l’EVR 3

FIG. 3.5 – Exemple d’EVR détectés

Nous consid érons maintenant une base de donn ées de 37 sujets. Cette base a ét é classifi ée par un
expert neurologue en trois cat égories, suivant les usages pour une telle étude, not ées

K
pour peu d’EVR

( � cas), � pour les cas moyens ( � � cas) et � pour beaucoup d’EVR ( � cas). Nous mettons en relation cette
classification et le nombre d’EVR d étect és. La figure 3.7 montre les distributions cumul ées du nombre
d’EVR d étect és pour les groupes

K
(courbe à gauche), � (courbe du milieu) et � (courbe à droite). Le

groupe � est clairement distingu é. En revanche, il existe un certain recouvrement entre les groupes
K

et � .
Une inspection visuelle des donn ées a montr é a posteriori que ce recouvrement est en partie du à un biais
de l’expertise. Une regression lin éaire entre la classification de l’expert et le nombre des EVR donne un
coefficient de correlation de 0.77 (� �

K 	 8 - � ).
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FIG. 3.6 – EVR détectés en relation avec la surface corticale sur l’exemple de la figure 3.5, vue supérieure
et supérieure-frontale
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FIG. 3.7 – Distributions cumulées des EVR détectés en fonction de la classification de l’expert : classes
1(courbe à gauche), 2 (courbe du milieu), 3 (courbe à droite)
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3.3 Extraction du linéique

3.3.1 Le Candy-modèle

5 Traditionnellement, on distingue deux grands types de m éthodes pour extraire le r éseau routier.
Le premier type concerne les m éthodes semi-automatiques pour lesquelles des germes sont fournis par
l’utilisateur, à partir desquels un algorithme de poursuite extrait le r éseau [GJ96, MZ96, nPFISK97].
Ce type d’approche peut être rendu non supervis é par la d étection automatique des germes [BC96,
ZC93]. D’autres approches, dites automatiques, essaient de combiner diff érentes sources d’information
ou diff érentes échelles en raison de la complexit é du problème [MLBS97, FTW81]. Ici, nous abordons
le problème à l’ échelle de l’objet constitutif du r éseau routier, c’est-à-dire en consid érant des segments
de route.

Nous introduisons deux modèles de processus ponctuels marqu és pour l’extraction de lin éique, no-
tamment de r éseaux routiers en vue d’une automatisation d’un processus cartographique. Le r éseau
lin éique

�
est d éfini par la r éalisation d’un processus Markov objet

�
dont les objets sont des segments.

Nous sp écifions le processus par sa densit é < relativement à un processus de Poisson homogène. La den-
sit é contient un terme d’attache aux donn ées

�� et un terme a priori
� ' contenant des contraintes sur la

structure, la connexit é et la courbure moyenne du r éseau :

< � � " �
�
� � � " � 'Q� � " (3.43)

où
�

est la r éalisation de
�

et
�

la grille de pixels constituant l’image.
Le ”Candy” modèle- Ce modèle comporte trois types de relations entre segments : la relation de

connection
� S

et deux relations de mauvaise orientation, interne
� � % et externe

� � % .
Deux segments sont dits connect és si la distance la plus proche entre leurs extr émit és est inf érieure à

une constante � . Cette relation permet de d éfinir trois types de segments comme montr é sur la figure 3.8.

Segment doubleSegment libre Segment simple

Cercle de rayon ε

FIG. 3.8 – Les différents types de segments définis par la relation
� S

.

Les segments libres sont les segments non connect és, les segments simples sont connect és à une
seule extr émit é et les segments doubles aux deux extr émit és. La connectivit é du r éseau est mod élis ée
dans la densit é en p énalisant les segments libres et les segments simples. Pour éviter la superposition de
segments ou les croisements à angle trop aigu tout en autorisant les croisements à angle proche de l’angle
droit, nous consid érons une interaction interne de mauvaise orientation,

� � % . Les paires de segments dont
les points centraux et les orientations sont trop proches sont p énalis ées. Dans la partie gauche de la figure
3.9 la paire ��� 3 � � E " est concern ée par cette relation alors que la paire ��� 3 � � � " ne l’est pas. La dernière
relation

� � % est introduite pour contrôler la courbure du r éseau. Les paires de segments concern ées sont
celles pour lesquelles les segments ont des extr émit és proches. Dans ce cas, si les orientations sont
trop diff érentes, comme les segments � 3 et � � dans la partie droite de la figure 3.9, la configuration est
p énalis ée (mauvaise orientation externe).

5. Nous r ésumons ici le travail de th èse de R. Stoica, boursier MAE/INRIA, et de C. Lacoste, boursi ère BRGM/INRIA.
Bibliographie : [71, 70, 49]
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FIG. 3.9 – Mauvaise orientation interne
� ��% (à gauche) et externe

� � % (à droite)

Le Candy-modèle est donc un modèle d’interaction par paires (relations
� ��% et

� � % ) auquel est adjoint
des termes d épendant du nombre de segments libres � � et simples � � . La densit é a priori du Candy-
modèle s’ écrit donc comme suit :

� 'Q� � " �
� 9 MON P � 8 � � � � 8 � �0� � 8 ����%4�"��% 8 � � %�� � % � (3.44)

avec :

���������� ���������

� : nombre total de segments,� � : nombre de segments libres,� � : nombre de segments simples,� ��% : nombre de paires de segments en relation
� ��% ,� � % : nombre de paires de segments en relatin

� � % ,
��� : pond érations positives,�

: facteur d’intensit é.

Cette densit é sp écifie un PPM bien d éfini au sens où la condition de stabilit é de Ruelle est v érifi ée tout
comme la stabilit é locale [vLS01]. En outre, le Candy modèle est un processus de Markov par rapport à
la relation � d éfinie par : � � � ��� H � � � � 8 � � � " � � � � � � � ' � "
où � � est le point central du segment � , et

�
la distance euclidienne dans

� E
.

Le Candy modèle à potentiels continus- Nous g én éralisons le Candy modèle en remplaçant les
potentiels constants d éfinis pour les paires de segments en relation par des potentiels continus � � . La
densit é a priori est alors d éfinie comme suit :

� ' � � " �
� 9 MONQP � 8 � � � � 8 � � � � 8 R� (�� � � R

��� � � � � ��� � � ��� � � � � " � (3.45)

où :

�� � � � � � � � � sont d éfinis comme pr éc édement,� ��+ � repr ésente une paire de segments en interaction relativement à la relation � ,
� � � 1 ��1 " � fonction potentiel relativement à � 1

Nous red éfinissons la relation de connexit é
� S

en ajoutant une contrainte qui acc élère l’optimisation
du modèle. Deux segments sont dits connect és si l’angle qu’ils forment est large. Sur la figure 3.11, � 3
et � � ne sont pas connect és. En outre, pour favoriser les paires de segments dont les extr émit és et les
orientations sont proches, commme pour la paire ��� 3 � � E " de la figure 3.11, une fonction potentielle � � �
est d éfinie comme suit :
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pour � � � S � � , � � � ��� � � � � " � ��� � � ��� " ' ���D� � ��� "� (3.46)

avec

������ �����
� � � � ��� " � �� � 8 � � � ��� � � � � � " si 2 � ��� 2 � � � � �

K
sinon

��� � � ��� " � 8 � � � ��� � � "
��� favorise les paires de segments ��� � � � � " dont la diff érence d’orientation

� ��� est inf érieure à un seuil�
et p énalise les autres cas. � � concerne la distance

� ��� entre les extr émit és et est de type attractif. Les
termes attractifs de ces fonctions sont donn és par une fonction de qualit é

�
, d écrite par l’ équation (3.47) :� � 1 � � " � � 8 � � � � 8 � � - � K��


 � 8 � � �'
 � � " � K
� E � K ' � EK ' 
 E 8 K " (3.47)

Cette fonction est positive sur � 8 � � � � , et est maximale en
-
, comme montr é sur la figure 3.10.

σ( . ,π/2)

σ( . ,π/4)

−π/2 π/2π/4−π/4

1

0 

FIG. 3.10 – Fonction de qualité.

En outre, la partie r épulsive de ce potentiel prend en compte les contraintes de la relation externe
de mauvaise orientation

� � % , qui peut donc être omise dans ce nouveau modèle. La relation interne de
mauvaise orientation

� ��% est conserv ée mais le potentiel associ é est modifi é. Les paires de segments
formant un angle inf érieur à une (petite) constante, not ée V , sont interdites pour des raisons de stabilit é
(potentiel de type “hard-core”). Pour les autres configurations, nous consid érons la même fonction de
qualit é

�
de caractère r épulsif en fonction de la diff érence des orientations des deux segments, Ainsi,

pour chaque paire ��� � � � � " telle que � � � � % � � , nous consid érons :

� � ��� ��� � � � � " � 
 ! if
� ��� �.VK 8 � � � ��� � � B � 8 � � � 9 " (3.48)

où
� ��� est la diff érence d’orientation entre � � et � � , et

� � � 9 est la diff érence minimale avec l’angle
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droit pour que deux segments soient consid ér és comme mal orient és, et V est la diff érence minimale
d’orientations qui peut se trouver dans la configuration.
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�������
�������

�������
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FIG. 3.11 – Différents types de connection - ( � 3 , � E ) : connection attractive - ( � 3 , � � ) : pas considérée
comme une connection - ( � 3 , � � ) : connection répulsive par rapport à l’orientation.

Modélisation des données- Soit une configuration de segments
�

donn ée, l’ensemble des pixels
de chaque segment et de son voisinage sont suppos és ind épendants du reste de la configuration. Cette
hypothèse permet de factoriser le terme d’attache aux donn ées qui s’ écrit alors :

�
� � � " � MONQP

�� 8 � � R� � ( � � � ��
(3.49)

où
� � est une valeur statistique calcul ée sur une r égion correspondant aux pixels du segment �� et de son

voisinage sur l’image
�

. � � est un coefficient de pond ération positif.
Le potentiel

� � est fond é sur deux hypothèses par rapport au segment et à son voisinage. Nous suppo-
sons d’abord que les r égions adjacentes sont diff érentes, au moins en moyenne, à la r égion correspondant
au segment (voir figure 3.12 à gauche). Ensuite, l’ensemble des pixels d’un segment doit être homogène
pour éviter que les contours soient d étect és comme des routes (voir figure 3.12 à droite).

    Regions differentesUne region Segment homogeneSegment non homogene

FIG. 3.12 –
� 3 - Différence significative avec les zones adjacentes (à gauche),

� E - Homogénéité du
segment (à droite).

Pour v érifier ces hypothèses pour un segment donn é �� , nous le divisons en plusieurs bandes � 3 , ...,
��9 . Par ailleurs, deux bandes sur chaque cot é

� � 3 et
� � E , à une distance

�
du segment � � sont consid ér ées,

comme illustr é sur la figure 3.13. Les valeurs des pixels de chaque bande constituent une population. Un
t-test de Student est calcul é pour d éterminer si les moyennes de deux populations sont significativement
diff érentes. Pour deux populations 
 et � , nous calculons donc :

t-test �'
 � � " � 2 
 8 � 2!
� � �9 � 8 ����9 � (3.50)
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FIG. 3.13 – Division d’un segment en plusieurs bandes.

où 
 ,
� �

et � font respectivement r éf érence à la moyenne, l’ écart type et le nombre des observations.
Nous voulons une diff érence significative avec les deux cot és du segments, nous consid érons donc le test
statistique � � 3 " d éfini par le minimum des deux tests :2 � � ��� � " � ��� �� ( 	 3 � E  � t-test � � �� � � � " � (3.51)

L’hypothèse d’homog én éit é
�E est donn ée par la valeur maximale des tests entre deux bandes adjacentes

internes au segment : 2 � " ��� � " � � , N� (
	 3 ����� � 9 � � 3  � t-test � � � � � ��; 3 " � (3.52)

Pour finir, le potentiel retenu est le rapport de ces deux quantit és, en ayant pris la pr écaution de minorer2 � " ��� � " :
2"� � 2 � � ��� � "� , N � K � 2 � " ��� � " � (3.53)

En outre, une fonction sigmoı̈de permet de convertir les valeurs de � - �"! � dans � 8 K � K�� . Nous avons donc :

� � �
������ �����

K
si 2"��� 6 3

K 8 � 7 � � 4 �4 " � 4 � si
6 3 � 2"� � 6 E

8 K
si 2"� +;6 E

(3.54)

où
6 3 et

6 E (
6 3 � 6 E ) sont deux seuils param étrant l’attache aux donn ées.

Noyau de proposition- Dans le noyau de proposition, nous consid érons en premier lieu un mouve-
ment de naissance-mort. Il consiste en une naissance uniforme sur le compact

� � � E
propos ée avec

une probabilit é � � et une mort uniforme sur l’ensemble des segments de
�

propos ée avec une probabilit éK 8 � � . Nous consid érons, ensuite, la modification d’un objet quelconque suivant une transformation
sym étrique. Soit 
�� : 2 � � � � � < une famille de transformations param étr ée par un vecteur � � �

.
L’objet � est modifi é par la transformation 2 � :

��$ 2 � ��� "
où � est choisi uniform ément dans

�
.

Nous consid érons la famille des rotations dans � 8 � � � � � � , une rotation 2 ��� étant d éfinie par :

2 � �

���
� � �

�
�
�
� 
 ��
�

���
��
	�


� �

�
�
�
� 
 ��
� � ' � � " � � �

���
��
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où
� � � � 8 � � � � � � est la diff érence des orientations du segments � et de sa transform ée 2� � ��� " , et � 1 �

repr ésente la fonction modulo.
De même, nous consid érons la famille des translations, param étr ée par le vecteur � � 
 � � � � � � 
1�

� 8 � � � � � � , � � � � 8 � � � � � �
:

2 ��� �
� � � ���

���
�

�
�
�
� 
 ��
�

���
��
	�


� �

�
�
�
� �'
 ' � � " � % � � � �����' � � " � X � � � ��

�
���
��

et les homoth éties param étr ées par
�

�@� � 8 � �
� �

�
�
:

2 ���

���
�

�
�
�
� 
 ��
�

���
��
	�


� �

�
�
�
� 
 �� � � 9 ' � � 8 � � � 9 ' � � " � � � � � 8 � � � 9 ��

���
��

Pour proposer des configurations de forte probabilit é, nous consid érons également un noyau de nais-
sance dans un voisinage d’un segment de la configuration.

Résultats- L’algorithme RJMCMC est int égr é dans un sch éma de recuit simul é pour les tests sur des
donn ées r éelles. La première image (voir figure 3.14) est une image SPOT. Le r éseau routier principal
est très lin éaire et bien contrast é, except é pour la partie en bas à droite de l’image. Les seuils

63 et
6 E du

potentiel d’attache aux donn ées sont
6 3 � �

et
6 E � � .

FIG. 3.14 – Test
K

: image SPOT ( � � � � � � �
pixels).

La figure 3.15 montre les r ésultats obtenus pour deux vitesses de d écroissance de la temp érature. Les
r ésultats sont sensibles au sch éma de d écroissance de la temp érature ; une d écroissance trop rapide de
celle-ci aboutit à un r ésultat incomplet (voir la figure 3.15(b)).

En revanche, la figure 3.16 montre que le Candy modèle à potentiels continus est plus robuste vis-à-
vis de la d écroissance de la temp érature, ce qui permet un gain en temps de calcul.

Nous consid érons maintenant des images plus complexes. L’image a érienne de la figure 3.17 a un
r éseau partiellement obstru é par les ombres des arbres. En outre, la texture de certains champs peut
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(a) D écroissance lente de la temp érature (b) D écroissance rapide de la temp érature

FIG. 3.15 – Résultats de l’extraction du réseau routier sur l’image SPOT de la figure 3.14 pour le
Candy modèle avec une décroissance géométrique de la température de taux : (a) V � - 1

� � � � � � - (b)V � - 1 � � � � � .

(a) D écroissance lente de la temp érature (b) D écroissance rapide de la temp érature

FIG. 3.16 – Résultats de l’extraction du réseau routier sur l’image SPOT de la figure 3.14 pour le
Candy modèle à potentiels continus avec une décroissance géométrique de la température de taux : (a)V � - 1 � � � � � � - (b) V � - 1 � � � � � .



164 CHAPITRE 3. LES PROCESSUS PONCTUELS OBJETS

FIG. 3.17 – Données � : image aérienne ( � � � � � � � pixels).

FIG. 3.18 – Résultat de l’extraction du réseau routier de l’image 3.17 par le Candy modèle à potentiels
continus.
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amener à de fausses alarmes. Les seuils du terme d’attache aux donn ées sont ici
6 3 � � et

6 E � K �
. Un

r ésultat très satisfaisant est obtenu avec le Candy modèle à potentiels continus (voir figure 3.18).
Pour finir, nous consid érons une image radar ERS1. La difficult é provient ici du bruit de chatoiement

(voir figure 3.19). Pour cette image, nous avons
6 3 � � et

6 E � � pour prendre en compte le fort taux de
bruit. Les deux modèles restent robustes malgr é ce bruit.

3.3.2 Estimation des paramètres
6 Nous n’avons pas encore abord é le problème de l’estimation des paramètres associ és aux proces-

sus ponctuels marqu és. Nous montrons ici que l’approchem MVMCMC pr ésent é au paragraphe 2.2.3
se g én éralise dans ce cadre. Dès lors, il peut être int éressant de formuler les approches par processus
ponctuels marqu és dans un cadre bayesien, quand cela s’avère possible, pour d ériver des algorithmes, de
type EM, totalement non-supervis és.

Reprenons le Candy modèle et écrivons le sous la forme d’une famille exponentielle à cinq pa-
ramètres : � � � � " � � ��� " MONQP � 6 � � " 7 � � � � � " (3.55)

de statistique canoniques suffisantes :6 � � " � � � � � � ")� � � � � ")� � � � � ")� � ��% � � ")� � � % � � " " 7 � (3.56)

et de paramètres :
� �&� 	��� � � � 	��� � � � 	��� � � � 	��� � ��% � 	��� � � % " 7 � (3.57)

avec
� � � " � � 9� � 3 � � � �������������� . Rappelons que � � � � " , � � � � " , � � � � " , �"��%>� � " , � � %3� � " repr ésentent le nombre

de segments libres, le nombre de segments connect és à une seule extr émit é, le nombre de segments
connect és aux deux extr émit és le nombre de paires de segments se croisant avec un angle trop aigu et le
nombre de paires de segments voisins mal orient és.

Par échantillonnage pr éf érentiel, le rapport des constantes de normalisation peut s’ écrire :
� ��� � " B � ��� " � �

�
� MON P � 6 ��� " 7 ��� 8 � � " � (3.58)

et le rapport des log-vraisemblances relativement à une valeur de r éf érence �� , pour une configuration� � s’ écrit comme suit :

� ��� " � 	��� � � � � � "� �
� � � � "� 6 � � � " 7 ��� 8 � � " 8 	��� � �

� MONQP � 6 ��� " 7 ��� 8 � � " � 1 (3.59)

L’ équation “score”

 � ��� " � 6 � � � " 8 � �

6 ��� " et la matrice d’information de Fisher �5��� " � 8 
 E � ��� " �
	 ,.- � 6 ��� " se calculent facilement et l’estim ée au sens du maximum de vraisemblance est obtenue lorsque
les esp érances des statistiques suffisantes sont égales aux valeurs observ ées. Comme la matrice de cova-
riance de

6 ��� " est d éfinie positive, la log-vraisemblance donn ée par l’ équation (3.59) est concave dans � .
Dès lors, dès que l’ équation “score” a une solution �� in

� � � � � , il existe une unique estim ée au sens
du maximum de vraisemblance �� . Dans le cas contraire, un maximum peut être obtenu sur le bord de
l’espace des paramètres.

Num ériquement, l’esp érance dans l’ équation (3.59) peut être aproxim ée par une estim ée de type
Monte Carlo : K� 9R � � 3 MONQP � 6 ��� � � � " 7 ��� 8 � � "  (3.60)

6. Nous r ésumons ici un travail, soutenu par ERCIM, effectu é en collaboration avec R. Stoica et M.N.M. Van Lieshout du
CWI à Amsterdam. Bibliographie : [37]
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(a) (b)

(c) (d)

FIG. 3.19 – Résultats de l’extraction du réseau routier à partir d’une image radar : (a) Test � : image
radar ERS (

� � � � � � �
pixels), (b) Candy modèle avec un fort a priori, (c) Candy modèle à potentiels

continus avec un faible a priori et (d) Candy modèle à potentiels continus avec un fort a priori.
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fond ée un échantillonnage de �� 3 � ��1�1�1 � � � 9 �
de � �

�
.

Consid érant la v éritable inconnue �� (estimateur au sens du maximum de vraisemblance), l’estim ée
du maximum de vraisemblance par Monte Carlo est consistante et satisfait au th éorème central limite :

� � � " � �� 9 8 �� " � �C� - � ��� �� " � 3 � �5� �� " � 3 "
(3.61)

où
�

est la matrice de covariance asymptotique du “score” normalis é de Monte Carlo � � � " 
 � 9�� �� " et
�5� �� " est la matrice d’information de Fisher de l’estimateur du maximum de vraisemblance.

Cette m éthode s’appuie sur une valeur de r éf érence �� qui ne doit pas être trop éloign ée de la solution.
Nous utilisons le sch éma de gradient it ératif suivant :


 �5��� � " � ,.-  � , N � (�� ��9/��� � ' � 
 ��95��� � " "
� � ; 3 ��� � ' ����� � " 
 ��9/��� � " (3.62)

pour obtenir une valeur raisonable. ����� � " est le pas optimal, calcul é par une minimisation mono-dimensionnelle
de la fonction de vraisemblance.

Les r ésultats obtenus sur un exemple sont r ésum és dans le tableau de la figure 3.20. Nous avons
effectu é

K -=-=-
it érations de l’ équation (3.62) pour obtenir le vecteur �� d écrit dans la troisième colonne.

Ensuite, à partir d’un ensemble d’ échantillons de � � � de taille �*��� � K - � , nous calculons l’approxima-
tion de Monte Carlo � 9���� " . Le maximum de � 9/��� " est obtenu pour �� 9 donn é dans la quatrième colonne
de la figure 3.20.

Vraies valeurs Paramètres
initiaux

M éthode
It érative

Estim ée du
MV par
Monte Carlo

� �� � 8 � 1�� � � �� � 8 � 1�� �� �� � 8 � 1
�
� �� 9� � 8 � 1

� �
� �� � 8 � 1

� � � �� � 8 � 1 - �� �� � 8 � 1�� � �� 9� � 8 � 1��
�

� �� ��� 1�� � �� � K 1�� �� �� ��� 1 � � �� 9� ��� 1 � �
� �% � 8 � 1��

� � �% � 8 �
1�� �� �% � 8 � 1 K � �� 9% � 8 � 1 K �

� �� � 8 �
1�� � �� � 8 �

1�� �� �� � 8 � 1 � � �� 9� � 8 � 1��
�

FIG. 3.20 – Exemple d’estimation des paramètres.

Cet exemple montre qu’il est donc envisageable de d évelopper des algorithmes totalement non su-
pervis és en analyse d’image à partir d’une mod élisation par processus ponctuels marqu és.

3.4 Extraction de surfacique

3.4.1 Extraction des houppiers

7 Même si le problème de l’extraction automatique des arbres reste, dans sa g én éralit é, largement
ouvert, certains travaux ont ét é propos és. Nous supposons ici que nous n’avons pas accès à des donn ées
de type modèle num érique d’ él évation, qui simplifient énorm ément le problème. Une première approche,
propos ée dans la litt érature, consiste à assimiler un arbre à chaque maximum local de l’image et à
d élimiter les zones d’influence des diff érents maxima par un algorithme de suivi de vall ées [Gou95,
Gou98]. D’autres approches sont fond ées sur la corr élation de l’image avec un modèle optique des arbres
par une proc édure de type “template matching” [LR97, Lar99]. Nous consid érons ici une approche objet

7. Nous r ésumons ici le travail de DEA de G. Perrin dans le cadre d’une action COLORS de l’INRIA Sophia Antipolis
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permettant de prendre en compte des informations sur la g éom étrie et la radiom étrie des houppiers ainsi
que sur la r épartition spatiale de l’ensemble des arbres.

Pour observer des objets tels que les arbres, une r ésolution subm étrique est indispensable. En effet,
l’ordre de grandeur de la dimension transversale (horizontale) variant de quelques mètres pour certain,
à une dizaine de mètres pour d’autres, il est essentiel de travailler sur de tels supports afin d’obtenir une
image de qualit é visuelle suffisante.

Les photographies a ériennes que nous utilisons, et sur lesquelles travaillent les experts de l’Inventaire
Forestier National (IFN), sont des clich és analogiques de 23cm

�
23cm, que l’on peut scanner jusqu’à

une pr écision de 50cm au sol. C’est la r ésolution qui est atteinte pour nos images, scann ées avec une
d éfinition de 600 dpi (dots per inch).

Les 3 bandes de fr équences sont situ ées entre 520 et 900 � m, le bleu est donc filtr é. Une des bandes
spectrales des capteurs a ériens est la bande proche infra-rouge (700 à 900 � m), qui fait ressortir sur
l’image les chlorophylliens, c’est à dire les feuillus. Ceux-ci auront en effet une teinte plus rouge, alors
que les r ésineux auront une teinte plus fonc ée. Les deux autres sont de 520 à 620 � m (vert-jaune) et de
620 à 700 � m (rouge).

La figure 3.21 est la première donn ée r éelle sur laquelle nous avons test é nos algorithmes. C’est une
zone de forêts se trouvant en Saône et Loire. La figure 3.22 est extraite de cette image. A droite de celle-
ci se trouve une zone de peupliers sur laquelle nous allons travailler. A gauche, on a une zone dite de
taillis sous futaie, c’est à dire un étage sup érieur, la futaie, compos ée ici de chênes principalement, et un
étage inf érieur, sans doute compos é de charmes et de chênes. Cette structure étag ée est classique dans

nos forêts.
Dans un premier temps, il a ét é convenu avec l’IFN et le Cemagref, de se concentrer sur une première

espèce d’arbres : les peupliers. Les peupliers recouvrent quelques 200.000 hectares du territoire français,
regroup és en zones que l’on nomme des peupleraies. Ils poussent typiquement dans les fonds des vall ées,
les pieds dans l’eau, sur des terrains par cons équent plats. De plus, la connaissance a priori des peuple-
raies est riche. La plupart du temps, ces arbres plant és par l’homme suivent en effet un certain alignement,
et sont espac és r égulièrement. Leur espacement est tel que la plupart du temps, on observe un espace vide
entre deux arbres sur les images. Cette information se r évèlera très utile dans la mise en place de notre
modèle.

Espace Objet- Sur la partie droite de l’image de la figure 3.22, on s’aperçoit que la forme g éom étrique
des peupliers est très difficile à d éterminer avec exactitude, d’autant plus qu’elle varie d’un arbre à l’autre.
Le choix du modèle g éom étrique de nos objets est donc une première d écision d’importance à prendre.

Plusieurs possibilit és de mod élisation de nos objets s’offrent à nous :

1. forme polygonale : on pourrait tout à fait mod éliser chaque arbre par un polygone, d’un nombre
ind étermin é de côt és. Cependant, étant donn é qu’un peuplier ne repr ésente sur l’image qu’une di-
zaine de pixels, ce serait inutilement se compliquer la tâche, pour une am élioration peu sensible.
En outre, l’espace objet serait alors difficilement identifiable.

2. forme elliptique : dans ce cas, l’objet est caract éris é par sa position, la dimension du grand axe, la
dimension du petit axe, ainsi que son orientation.

3. forme circulaire : cas particulier du pr éc édent, celui-ci a pour avantage de ne faire entrer en jeu
que trois variables pour caract ériser chacun des objets, puisque l’orientation n’existe plus, et que
les deux dimensions sont les mêmes.
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FIG. 3.21 – Image de Saône et Loire
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FIG. 3.22 – Image de Saône et Loire : à gauche des taillis sous futaies principalement composés de
chênes, à droite des peupliers.



3.4. EXTRACTION DE SURFACIQUE 171

Nous avons opt é dans un premier temps, pour une mod élisation circulaire des peupliers. Ainsi,
chaque objet est parfaitement caract éris é par la position de son centre dans l’image � %

S � X
S "

et par son
rayon

� S
. L’espace objet sur lequel nous travaillerons sera par cons équent un sous-ensemble de

� � qu’il
faudra d éterminer.

Les images de donn ées étant finies, les coordonn ées des objets seront inscrites dans un pav é de
�E

.
On note � cet espace des positions : � � � - � % � � � � - � X � � . Il en sera de même pour les marques des
objets, c’est à dire les rayons des cercles que nous pouvons supposer born és. L’espace des marques, not é
�

, est alors simplement
� � � � � � � � � .

L’espace objet a donc la forme suivante :

� � � � � � � - � % � � � � - � X � � � � � � � � � � 1 (3.63)

Pour d éfinir un él ément  de
�

, on écrira C�&� %�

� X � � � �

"
.

Terme a priori- Le terme a priori est d éfini de façon à contrôler le nombre d’objets et leur plus ou
moins grand recouvrement. En effet, nous d ésirons limiter la superposition des objets tout en conservant
une certaine flexibilit é pour d’ éventuelles l égères intersections entre objets voisins.

Un terme de contrôle sur l’intensit é du processus, et donc influant sur l’esp érance du nombre d’objets
d étect és, est d éfini en premier lieu. Il s’ écrit simplement

�9 � � � , avec
� + K

si l’on d ésire favoriser la
naissance d’objets dans la configuration, ou

� � K dans le cas contraire. Pour éviter de biaiser le terme
de vraisemblance à basse temp érature, ce terme est inclu dans la mesure de r éf érence �F� 1 " et non dans
la densit é. Il n’est donc pas concern é par le paramètre de temp érature lors du recuit simul é, ce qui fait
que son influence diminue avec la temp érature. C’est donc un terme essentiellement utile pour r égler la
dynamique du processus.

Partant du principe que l’un de nos objectifs est de d énombrer les arbres, il faut éviter de compter
deux fois le même. Ainsi, une configuration comportant deux cercles se superposant, et d étectant le
même houppier, est à bannir. Par contre, une configuration avec deux cercles se superposant en partie, et
d étectant deux houppiers distincts, doit être possible si nous étudions une image où les arbres sont très
proches les uns des autres.

Afin de caract ériser dans l’espace des objets
�

ce ph énomène de superposition, nous introduisons
quelques notions telles qu’une relation d’ équivalence d’intersection sur

�
, et la silhouette d’un objet ou

d’une configuration.
Tout d’abord, nous d éfinissons un lien entre l’espace

�
et
� E

, espace dans lequel ont lieu ces inter-
sections.

Définition 13. On appelle silhouette d’un objet  � �
l’ensemble

� � �  " � � � � E
, intersection de

l’espace des positions et de la boule fermée dans
� E

(ou disque), de centre � �C� � % �

� X � " et de rayon�
� :

� � �  " � � � � � � � � �

" ��� 1
La silhouette d’un objet  n’est donc pas toujours un disque, celui-ci peut en effet se retrouver tronqu é

si le centre � �	��� est à une distance inf érieure à
�
� des limites de l’espace des positions. Par extension,

on d éfinit la notion de silhouette d’un ensemble d’objets, ou d’une configuration d’objets.

Définition 14. On appelle silhouette d’un ensemble d’objets
� � �  3 ��1�1�1 � �9 " (respectivement d’une

configuration d’objets � � �  3 ��1�1�1 � �9 " ), et on note
� � � � " (resp.

� � ��� " ), l’ensemble défini par la
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réunion des silhouettes de chacun des objets :

� � � � " � �

�U(��
� � �  "01

� � ��� " � �

�=(�� � � �  "01
On d éfinit ensuite une relation de voisinage � � , sym étrique et r éflexive, qui met en relation deux

objets de
�

dont les silhouettes s’intersectent sur un ensemble non r éduit à un point :


 � � �,
$� � � � � ��� � � � � " � � ��� ' � � � �
où
� � 1 ��1 " est la distance euclidienne sur

� E
.

Définition 15. Soient � une configuration d’objets sur
�

, et � une relation d’équivalence définie sur
�

.
On appelle voisinage d’un objet J� � au sens de la relation � l’ensemble

�
� � � �  " � : 
 � � � 2 
 � ��� � 
 � �� < 1

Ainsi, le voisinage
�
��� � �/�  " sera constitu é de l’ensemble des voisins de  au sens de � � .

On note alors � ��� ��� " le nombre de paires d’objets (ou cliques) d’une configuration � voisins au sens
de � � . D’après cette d éfinition, ainsi que celle du voisinage, on a :

� ��� ��� " � R
��� � � � ( � � ��� �� � � � ��� ��� � �

� K� R
�=(��

� � � ��� � ���  " "01
Définition 16. On appelle ensemble d’intersection d’un objet  dans une configuration � ,  � � , et on
note � � �  " l’ensemble : � ���  " � � � �  " � � � � � ��� � ���  " "01
Par définition du voisinage

�
��� � ���  " , on a aussi :

� ���  " � � � �  " � � � ��� "
puisque seuls les voisins de  au sens de � � l’intersectent.

Cette dernière d éfinition nous permet ainsi de caract ériser, pour chaque objet  d’une configuration,
le sous-ensemble de � où sa silhouette intersecte celles de ses voisins.

Pour contrôler les intersections entre objets nous p énalisons l’aire de l’ensemble d’int éraction de
chaque objet avec la configuration � :


 ��� " � R
�=(��

� E � � �/�  " " (3.64)



3.4. EXTRACTION DE SURFACIQUE 173

� 'Q� 1 " s’ écrit alors :

� ' ��� " �=	�� ��� � � �
(3.65)

Vraisemblance- Le terme de vraisemblance �A� � 2 � " correspond à la probabilit é, étant donn ée une
configuration d’objets � , d’observer une image

�
. Nous distinguons deux classes de pixels dans l’image,

selon qu’ils sont ou non contenus dans un des objets de son processus, chacune des classes ayant des
propri ét és distinctes. L’image de donn ées étant discrete, et les objets de la configuration d éfinis sur un
espace

�
continu (plus exactement, c’est la continuit é de l’espace des positions qui nous int éresse ici),

il nous faut d éfinir une relation d’attache entre un objet d éfini sur
�

, et son repr ésentant sur l’image.
Dans la pratique, l’espace des positions est � � � - � % � � � � - � X � � , avec

% �
et X � entiers, corres-

pondant à la largeur et la hauteur de l’image.

On peut visualiser l’ensemble de ces positions sur l’image en se munissant d’un repère orthonorm é
avec pour origine le coin en haut à gauche. Ainsi donc, le pixel � � : � � � < , - � � � % � � - � � � X � ,
de la

� � � �
colonne et de la �

� � �
ligne, recouvre le sous-ensemble � � � � ' K�� � � � � ��' K��

de � .

Définition 17. Soit � un pixel
: � � �5< . Le centre du pixel � est le point central de � dans l’espace des

positions � , c’est à dire � � ' 3E � ��' 3E " .
Soit alors � �1�'
 3 ��1�1�1 � 
�9 " une configuration d’objets. Pour chacun de ses composants 
�� , on peut

alors d éfinir la notion de repr ésentant sur l’image.

Définition 18. On appelle représentant sur l’image
�

de 
 � � � % ��� � X ��� � � ��� " , l’ensemble 
�� �'
 � " des
pixels de

�
ayant leur centre dans le support de 

� .

Si les 
 � sont des cercles, ces pixels vérifient l’inégalité suivante :� � � ' K� 8 % ��� " E ' ����' K� 8 X ��� " E � � ��� � H � � � � " � 
 � �'
 � "01 (3.66)

On peut alors attribuer à chacun des pixels de l’image
�

une appartenance à une des deux classes
suivantes :

1. La classe des arbres W � : un pixel appartient à W � si il appartient à un des repr ésentants 
 � �'
 � " des
objets de la configuration � :

W �J� �

��� ( � 
 � �'
 � "01
2. La classe du fond W � : un pixel appartient à cette classe si il n’appartient pas à la classe des arbres.

Autrement dit, nous avons r éalis é une partition de l’image discrète en deux ensembles de pixels. En
observant nos images, on remarque que la bande infra-rouge s épare nettement le niveau de gris des arbres
et du fond. Dans une première approche, on d écide alors de mod éliser chacune de ces classes par une
distribution normale.

La vraisemblance de l’image �A� � 2 � " , si l’on suppose les pixels ind épendants conditionnellement à
leur appartenance à une classe donn ée, est donc :
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�A� � 2 � " � �
' (UT��

K
� � � �

�
	 
 � ! 8 ����' 8 ��� " E� � E

�
" �
' (=T��

K
� � � � � 	 
 � ! 8 ����' 8 � � " E� � E� " 1

(3.67)

Noyau de propositions- En th éorie, l’algorithme de Metropolis-Hastings-Green, pourvu des mou-
vements de naissance et de mort seulement, converge vers la loi objectif. Les propri ét és math ématiques
sont en effet toutes v érifi ées. Dans la pratique, le noyau de propositions est plus complexe pour nous
permettre d’acc él érer cette convergence, d éjà ralentie par l’utilisation d’un recuit simul é et de la lente
d écroissance des temp ératures.

Notre objectif est, en effet, de mod éliser des noyaux de propositions adapt és à la loi objectif, afin
d’ éviter au maximum des mouvements inutiles et de minimiser le taux de rejet. Ces mouvements seront
group és en deux cat égories dans cette partie : les mouvements simples, c’est à dire ceux modifiant un des
objets de la configuration courante, et les mouvements complexes, qui changent le nombre d’objets de la
configuration (comme la naissance et la mort).

Soient � une configuration, et �&� �#� � " . Le noyau de propositions
� ��� � � " , d éfini sur

� � �#� � " ,
peut se d écomposer sous la forme d’une somme de noyaux de propositions :� ��� � � " � R � ( � � � � � ��� � � "

où chacun des noyaux
� ����� ��1 " d écrit un mouvement, choisi avec la probabilit é �� .Principalement deux mouvements simples n écessitent d’être inclus dans notre noyau de proposi-

tions : la translation des objets (qui affecte leurs composants dans l’espace des positions � ), ainsi que la
dilatation (qui affecte leur composant dans l’espace des marques

�
).

Ces mouvements simples sont la combinaison d’une mort et d’une naissance, ils font donc gagner du
temps à l’algorithme, qui n’a plus besoin d’accepter ces deux mouvements, mais juste un seul.

Translation- Soit 
 � � � % ��� � X ��� � � ��� " un des objets d’une configuration � . Le mouvement de trans-
lation propose de modifier ses coordonn ées � % ��� � X ��� " dans l’espace des positions � .

Pour ce faire, nous introduisons une variable al éatoire � sur un compact sym étrique de
�E
,
�

: ainsi,
si � � � , alors

8 � � � . Cette variable al éatoire suit une loi
� E -uniforme sur

�
,
� E � 1 " étant la mesure de

Lebesgue sur
� E

. Dans notre algorithme, nous avons choisi pour
�

le disque de rayon 1.

En posant
� � � 8 � � � � � � � � 8 ��� � ��� � , les étapes de la translation sont donc les suivantes :

1. Choix uniforme d’un objet 
 � de la configuration, avec la probabilit é
39 � � � , que l’on va translater.

2. G én ération de la variable al éatoire � �&� �� � � � " � � .

3. Calcul de l’objet 
 � translat é, not é � �'
� " �&� % ��� ' � � � X ��� ' � � � � ��� " . Si celui-ci n’appartient pas
à

�
(car sa position est hors de l’espace des positions � ), le mouvement est aussitôt rejet é.
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4. Calcul du rapport de Green
� 4 .

5. Acceptation ou non de la nouvelle configuration � ��� � : � �'

� " < � : 
 � < .
Avec les mêmes notations que pr éc édemment, le noyau de translation d’une configuration � vers un

bor élien � sera not é
�4 ��� � � " , et choisi avec une probabilit é � 4 . On a :

� 4 ��� � � " � R
��� ( �

K�F��� " � �O( � � ����� � : � �'
 � " < � : 
 � < " � E � � � "� E � � " 1
(3.68)

La mesure sym étrique
� 4 � 1 ��1 " d éfinie sur

� � �
, par rapport à laquelle � � 1 " � 4 � 1 ��1 " sera absolument

continu, est :

� 4 � � � 
 " � �
�

�
� ��� " R��� (��

�
�O( � � � ��� � : � �'
 � " < � : 
 ��< " � E � � � " �F� � � "01 (3.69)

En posant � ��� � : � �'
 � " < � : 
 � < , la d ériv ée de Radon Nikodym <4 ��� � � " , associ ée à ce mouvement
de translation, s’exprime facilement :

<>4)��� � � " � � � � � " � 4)��� � � � "
� 4�� � � � � � " � � ��� " �F� � � " � 4 ��� � � � "�F� � � " � E � � � " � � ��� "�F��� " � E � � " 1 (3.70)

Le rapport de Green associ é à cette transformation s’obtient donc :

� 4)��� � � � : � �'
 � " < � : 
 � < " � � ��� � : � �'
 � " < � : 
 � < "
� ��� " 1

(3.71)

Dilatation- Soit 
 � �1� % ��� � X ��� � � ��� " un des objets d’une configuration � . Le mouvement de dilata-
tion propose quant à lui de modifier sa coordonn ée

� ��� dans l’espace des marques
�

.

Pour ce faire, nous introduisons une variable al éatoire
�

sur un compact sym étrique de
�

,
�

: ainsi,
si

� � � , alors
8 � � � . Cette variable al éatoire suit une loi

�
-uniforme sur

�
,
� � 1 " étant la mesure de

Lebesgue sur
�

. Dans notre algorithme,
�

est le segment � 8 K � K�� .
En posant

� � � 8 V � � V � � , les étapes de la translation sont donc les suivantes :

1. Choix uniforme d’un objet 
"� de la configuration, avec la probabilit é
39 � � � , que l’on va dilater.

2. G én ération de la variable al éatoire
� � � .
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3. Calcul de l’objet 
 � dilat é, not é
� �'
� " � � % ��� � X ��� � � ��� ' � "

. Si celui-ci n’appartient pas à
�

(car
son rayon est hors de l’espace des marques

� � � � � � 9 � � � � � � ), le mouvement est aussitôt rejet é.

4. Calcul du rapport de Green.

5. Acceptation ou non de la nouvelle configuration � ��� � : � �'
 � " < � : 
 � < .
Le noyau de dilatation d’une configuration � vers un bor élien � sera not é

� � ��� � � " , et choisi avec
une probabilit é � � . On a :

� � ��� � � " � R
��� ( �

K�F��� " � � (�� � � ��� � : � �'
 � " < � : 
 ��< " � � � � "� � � " 1
(3.72)

La mesure sym étrique
� � � 1 ��1 " d éfinie sur

� � �
, par rapport à laquelle � � 1 " � � � 1 ��1 " sera absolument

continue, est :

� � � � � 
 " � �
�

�
� ��� " R��� (��

�
� (�� � � ��� � : � �'
 � " < � : 
 ��< " � � � � " �F� � � "01 (3.73)

En posant � ��� � : � �'
 � " < � : 
 � < , la d ériv ée de Radon Nikodym <� ��� � � " , associ ée à ce mouvement
de dilatation, s’exprime facilement :

< � ��� � � " � � � � � " � � ��� � � � "
� � � � � � � � " � � ��� " �F� � � " � � ��� � � � "�F� � � " � � � � " � � ��� "�F��� " � � � " 1 (3.74)

Le rapport de Green associ é à cette transformation s’obtient donc :

� � ��� � � � : � �'
 � " < � : 
 ��< " � � ��� � : � �'
 � " < � : 
 � < "
� ��� " 1

(3.75)

Combinaison de mouvements simples- Enfin, le dernier mouvement simple que nous proposons est la
combinaison d’une translation et d’une dilatation. Parfois en effet, une simple translation ou une simple
dilatation n’est pas accept ée, alors que la combinaison des deux peut se r év éler efficace.

Avec les mêmes notations que pr éc édemment, le mouvement de translation-dilatation consiste en la
succession d’une dilatation puis translation.

Son noyau de proposition, d’une configuration � vers un bor élien � , sera not é
� 4 � ��� � � " et choisi

avec une probabilit é � 4 � . On a :

� 4 � ��� � � " � R
��� ( �

K�F��� " � �O( � � � (�� � � ��� � : � � � �'
 � " " < � : 
 ��< " � � � � "� � � " � E � � � "� E � � " 1
(3.76)
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Le rapport de Green associ é à cette transformation s’obtient de la même façon que les pr éc édents :

� 4 � ��� � � � : � � � �'
 � " " < : �3
 � < " � � ��� � : � � � �'
 � " " < � : 
 � < "
� ��� " 1

(3.77)

Mouvements complexes- On appelle mouvement complexe tout mouvement aboutissant à un chan-
gement de dimension de la configuration � .

Les mouvements de naissance et de mort uniformes ont d éjà ét é pr ésent és dans une partie ant érieure.
Ce ne sont pas les seuls à m ériter d’être propos és. Ainsi nous d éfinissons un mouvement de fusion-
division.

On rappelle que la relation d’intersection � � a ét é d éfinie comme suit :


 � � �,
$� � � � � ��� � � � � " � � ��� ' � � � �
où
� � 1 ��1 " est la distance euclidienne sur

� E
. Le nombre de paires d’objets (ou cliques) d’une configuration

� , voisins au sens de � � , avait ét é not é �� � ��� " :
� ��� ��� " � R

��� � � � ( � � ��� �� � � � ��� ��� � � 1
A partir de la configuration courante ��� , une fusion consiste à supprimer deux objets 

� et 
$� de ��� ,

voisins au sens de la relation � � , et de rajouter à la configuration un nouvel objet  � �
obtenu à partir

des deux objets supprim és.

Une division consiste à supprimer un objet 

� de la configuration, et à rajouter deux objets  et * ,
voisins au sens de � � , obtenus à partir de 
 � .

Les deux mouvements de fusion et de division doivent être construits de façon à être sym étriques
afin de pr éserver la r éversibilit é de la chaı̂ne de Markov.

Fusion :
Les étapes de la fusion de deux objets 
 � et 
�� d’une configuration sont les suivantes :

1. Choix d’une clique d’objets �'
"� � 
$� " dans la configuration, avec une probabilit é uniforme sur l’en-
semble des cliques

39�� � � � � . Ces deux objets sont d écrits par leurs coordonn ées dans l’espace objet

U : 
 � � � % ��� � X ��� � � ��� " et 
�� � � % � � � X � � � � � � "01
2. On calcule l’objet  �&� % �

� X � � � �

"
, r ésultat de la fusion de 
 � et 
$� .
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FIG. 3.23 – Schéma explicatif du mouvement de fusion.
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Le centre de cet objet � % �

� X � " ��� se situe dans un disque de centre le milieu des deux objets

à fusionner,  � � � ; � � �E � � � � ; � � �E �
, et de rayon 1. Ce centre est caract éris é par ses coordonn ées

polaires dans le disque. Pour les obtenir, on g énère une variable al éatoire �3 uniform ément sur
� - � � � � , ainsi qu’une variable al éatoire � E � � - � K�� (0 exclu pour assurer la diff érentiabilit é de la
transformation inverse) selon une loi normale tronqu ée de moyenne 0 et de variance

3+ :

<�� " �'
 " � �

� E , MONQP  � + � "E �
	 3� �

� E , MON P  � + 4 "E � �U6
Nous choisissons une loi normale pour � E , et non pas une simple loi uniforme sur tout le disque,
car nous souhaitons donner plus de poids aux centres situ és près du milieu des deux centres des
objets 
 � et 
�� . Les exp ériences men ées avec ces deux types d’approches donnent raison à celle
choisie.

Si, suite au choix des variables � 3 et � E , � % �

� X � " B� � , le mouvement de fusion est refus é. Ce
cas de figure peut se pr ésenter si les objets à fusionner sont près de la frontière de l’espace des
positions.

Puis, on g énère une troisième variable al éatoire �� qui nous permet de calculer le rayon du nouvel

objet
�

� , en l’ajoutant à la moyenne des deux pr éc édents
� � % � � � � � ;�� � �E . Comme nous sou-

haitons pouvoir augmenter ou diminuer cette valeur, nous permettons au nouveau cercle d’avoir
un rayon situ é dans la fourchette suivante : � � � % � 8 K � � � % � ' K��

. Ceci, compte tenu des res-
trictions li ées aux bornes de l’espace des marques, fait que l’on choisit � � uniform ément dans
�max � 8 K � � � 8 � � % � ")�min � K � � � 8 � � % � " � � � � � $ � � � $ � .
Remarquons dès maintenant que

�
� $ 8 � � $ � min � K � � � 8 � � " , ceci nous sera utile par la suite.

Les op érations d écrites plus haut peuvent se r ésumer à l’aide des équations suivantes, avec la
variable al éatoire � �&� � 3 � � E � � �

" � L � � � - � � � � � � - � K�� � � � � $ � � � $ � :���
�
%

� � �
� � ; � � �E ' � E + � � � � 3 "

X � � � � � ; � � �E ' � E � � � � � 3 "�
� � � � � ;�� � �E ' � �

	�


�

La loi de probabilit é de la variable al éatoire � est donc :

� ���3� �
" �=< � � �

" � � � �
" � K� � <�� " � � E " K

�
� $ 8 � � $ � � � �

"

La fonction � ��� � � � , qui à un él ément de
L� , associe l’objet r ésultat de la fusion, est un diff éomorphisme :

� ��� � � � � ! L � � �

�
� � ��� � � � � �

" " (3.78)
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Le calcul de son Jacobien s’effectue ainsi :

2 ��� � � � � � � �
" 2U� ������

det

�� 8
� E � � � � � 3 " � E + � � � � 3 " -+ � � � � 3 " � � ��� � 3 " -- - K

	� ������ �
� E +.-

Ce calcul nous sera utile par la suite, lorsque nous souhaiterons exprimer le rapport de Green as-
soci é à cette transformation.

3. Calcul du rapport de Green
� � .

4. Avec la probabilit é
� � � min � K � � � " , on accepte la nouvelle configuration � ��� � : 
"� � 
�� < � :  < .

Avec la probabilit é
K 8�� � , on reste dans la configuration courante : � � � .

Division
Les étapes de la division d’un objet 
 � d’une configuration sont les suivantes :

1. Choix d’un objet 
"� dans la configuration, avec une probabilit é uniforme sur la configuration
39 � � � .

Cet objet est d écrit par ses coordonn ées sur
�

:


 � �&� % ��� � X ��� � � ��� "
2. On calcule les objets  3 � � % � � � X � � � � � � " et  E �&� % � " � X � " � � � " " , r ésultats de la division de 
 � .

Pour que ce mouvement soit sym étrique avec le mouvement de fusion, le milieu des centres de ces

objets  � � � ; � � "E � � � � ; � � "E � � � doit se situer dans un disque de centre � % ��� � X ��� " , et de rayon 1.

Pour l’obtenir, on raisonne toujours en coordonn ées polaires, et on g énère une variable al éatoire �3
uniform ément sur � - � � � � , ainsi qu’une variable al éatoire �E � � - � K�� selon la loi < � " explicit ée plus
haut.

Si, suite au choix des variables � 3 et � E , le milieu des centres des objets  3 et  E n’appartient pas
à l’espace des positions � , le mouvement de division est refus é.

Puis, on g énère uniform ément sur �max � 8 K � �� 8 � ��� ")�min � K � � � 8 � ��� " � � � � � $ � � � $ � une va-

riable al éatoire � � , qui nous permet de calculer la moyenne des rayons des objets cr é és
� � � ;�� � "E ,

en fonction du rayon
� ��� .

A ce stade des op érations, nous connaissons le milieu des centres et la moyenne des rayons des
objets  3 et  E : ��

�
�
� � ; � � "E � % ��� ' � E + � � � � 3 "

� � � ; � � "E � X ��� ' � E � � ��� � 3 "
� � � ;�� � "E � � ��� ' � �

	�

�
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FIG. 3.24 – Schéma explicatif du mouvement de division.
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Pour un même milieu des centres et une même moyenne des rayons, il existe une infinit é de divi-
sions possibles. Il nous faut introduire trois nouvelles variables al étoires pour que cette transfor-
mation soit bijective.

Remarquons qu’en terme de positionnement dans l’espace � , il nous suffit de placer l’un des deux
objets puisque l’autre sera son sym étrique par rapport au milieu des centres explicit é plus haut. Il
en est de même pour les rayons, puisque la connaissance d’un des deux rayons nous suffit. C’est
pourquoi nous nous attacherons par la suite à calculer les coordonn ées de  3 , à partir desquelles
nous d éduierons celles de  E .
Plaçons nous alors dans un repère d’origine le milieu des centres, et raisonnons une nouvelle fois en
terme de coordonn ées polaires. Une variable al éatoire �� tir ée uniform ément sur � - � � � nous donne
l’orientation de  3 . Restent à fixer la distance entre les 2 objets, ainsi que l’ écart entre leurs rayons.

Pour cela, remarquons que dans le but que  3 � �  E , il faut que :

� �  3 �  E " � �
� � ' �

� " ��� � � ��� ' � �
"01

Ainsi, on tire une variable al éatoire � � uniform ément sur
� - � � � � ��� ' � �

" � , afin de fixer la distance
en question :

� �  3 �  E " � � � . Celle-ci doit être non nulle de manière à respecter notre choix de si-
muler un processus ponctuel marqu é simple, processus ponctuel simple sur l’espace des positions,
ne pouvant comporter deux objets avec la même position.

Une dernière variable � � nous donne la diff érence entre les rayons
�
� � 8 �

� " . Celle-ci est choisie
uniform ément sur � 8 � � � � � ��� � , où

�
��� � min � � � 8 � � ��� ' � �

")� � � ��� ' � �
" 8 � � " � , afin que

l’on ait
� � �

�
� ��
� " � � �

.

Les op érations d écrites plus haut peuvent se r ésumer à l’aide des équations suivantes, avec la
variable al éatoire � � � � 3 � � E � � �

�
� �
�

� � � � � " � L � ��� - � � � � � � - � K�� � � 8 K � K�� � � - � � � � � - � � � � ��� '
� �
" � � � 8 � � � � � � � � : ��������

�
%

� � � % ��� ' � E + � � � � 3 " ' � � ��� � � � � �E%
� " � % ��� ' � E + � � � � 3 " 8 � � ��� � � � � �EX � � � X ��� ' � E � � ��� � 3 " ' � � �

��� � � � �EX � " � X ��� ' � E � � ��� � 3 " 8 � � �
��� � � � �E�

� � � � ��� ' � � ' � �E�
� " � � ��� ' � �

8 � �E

	�







�

La loi de probabilit é de la variable al éatoire � est donc :

� ��� � �
" ��< � � �

" � � � �
" � ! K� � " E <�� " � � E " K

�
� $ 8 � � $

K� � � ��� ' � �
" K
�
���

� � � �
"

La fonction
� ��� , qui à un él ément de

L� , associe les objets r ésultats de la division, est un diff éomorphisme :

� ��� �
! L � � � � �

�
� � ��� � �

" " (3.79)

Le calcul de son Jacobien s’effectue ainsi :
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2 ��� � � � �
" 2 �

�������������

det

��������
�
8

� E � � ��� � 3 " 8
� E � � � � � 3 " � E + � � � � 3 " � E + � � � � 3 " - -+ � � � � 3 " + � � � � 3 " � � ��� � 3 " � � ��� � 3 " - -- - - - K K8 � � � ��� � � � �E � � �

��� � � � �E � � ��� � � � � �E 8 � � ��� � � � � �E - -��� � � � � �E 8 ��� � � � � �E � ��� � � � �E 8 � ��� � � � �E - -- - - - 3E 8 3E

	�







�
�������������

� � E � � +.-

Ce calcul nous sera utile par la suite, lorsque nous souhaiterons exprimer le rapport de Green as-
soci é à cette transformation.

3. Calcul du rapport de Green
� � .

4. Avec la probabilit é
� � � min � K � � � " , on accepte la nouvelle configuration � ��� � : 
���< � :  3 �  E < .

Avec la probabilit é
K 8�� � , on reste dans la configuration courante : � � � .

Bijection

Il est à noter qu’il existe une bijection associant les deux mouvements de fusion et de division à
travers les objets et les variables al éatoires mises en jeu. En effet, à un vecteur de

� � � � L � , on associe
un et un seul vecteur sur

� � L � , et r éciproquement :! � � � � L � � � � L �� % ��� � X ��� � � ��� � % � � � X � � � � � � � � 3 � � E � � �
" � � % �

� X � � � �

�
� �3 � � �E � � �

�
�

� �
�
�

� �� � � �� " " (3.80)

Ceci montre bien la sym étrie des transformations propos ées. On remarque alors que �E � � �E , ce qui
fait que, par la suite, nous noterons simplement � E dans les deux cas. On rappelle aussi que par construc-
tion, � �� � � �'
 � � 
$� " .

Noyaux de propositions du fusion et de division
Soit

� � � � 1 ��1 " le noyau de propositions du mouvement de fusion/division. Il s’ écrit :� � � ��� ��1 " � � � � � ��� ��1 " ' � � � � ��� ��1 "01
Explicitons pour chacun des mouvements le noyau propre qui lui est associ é :

Pour la fusion :

� � ��� � � " � K� ��� ��� " R
��� ��� � �

� � � � � ��� � : 
 � �C
 � <�� : � ��� � � � � �
" < "

����� � � �
� �
	 �< � � �

" � � � �
"

� K� ��� ��� " R
��� ��� � �

�
�

� � � � � � � � �� � � ����� � : 
 � � 
$�=< � :  < " < � � � � 3��� � � � �  " " 2 � � �

�
� � � � � �  " 2 � � �  "

� K� ��� ��� "
�
�

R
��� ��� � �

�
����� � : 
 � �C
$� < � :  < " � �=( � � � � � � � � � � < � � � � 3��� � � � �  " " 2 � � �

�
� � � � � �  " 2 � � �  "
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Pour la division :

� � ��� � � " � K�F��� " R��� ( �
� � � � � ��� � : 
 � <�� : � ��� � �

" < "
����� � � �

� �
	 �< � � �
" � � � �

"
� K�F��� " R��� ( �

�
�
� � � � � �� ��� � � �,��� � : 
 ��< � :  3 �  E < " < � � � � 3��� �  3 �  E " " 2 � � �

�
� � �  3 �  E " 2 � � �  3 " � � �  E "

� K�F��� " � � " R��� ( � � �,��� � : 
 ��< � :  3 �  E < " � � � � � � " � ( � � � � � � � < � � � � 3��� �  3 �  E " " 2 � � �

�
� � �  3 �  E " 2 � � �  3 " � � �  E "

Mesure symétrique
� � �

Pour le mouvement de fusion/division, on d éfinit comme suit la mesure sym étrique
�� � � 1 ��1 " sur

� � �
:

� � � � � � 
 " � �
�

�
�U( � � � ��� " R� ��� � � � � (�� � � ��� � : 
 � � 
$�=< � :  < " � � �  " �F� � � "

' �
�

� � � � � � " � (�� � � ��� " R�=( � � � ��� � :  < � :  3 �  E < " � � �  3 " � � �  E "� �F� � � "01

Le
3E apparaı̂t dans la deuxième partie de l’expression puisque, du point de vue de l’espace des confi-

gurations
�

, étant donn é qu’il est non ordonn é, apporter à une configuration � deux objets
: 3 �  E < est

équivalent à lui apporter les deux objets
:  E �  3 < . Il convient de ne compter qu’une fois ce couple pour

obtenir la sym étrie de la mesure
� � � � 1 ��1 " .

Pour montrer que cette mesure est sym étrique, il nous suffit alors de v érifier l’ égalit é suivante :

� � � � � 9 ; 3 � 
 9 " � � � � � 
 9 � � 9.; 3 ")�
où l’on rappelle que ��9	��� � � 9 .
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Or, d’après la d éfinition de la mesure �F� 1 " de r éf érence :

� � � � � 9.; 3 � 
 9 " � �
�
� � �

�
�=( � � � � � � ��� " R� ��� � � � � ( � � � � ��� � : 
 � � 
$�=< � :  < " � � �  " �F� � � "

� 	 � � � � �
� � ' K " �

�
�
� � �

�
�U( � � � � � � ��� " R� ��� � � � � (�� � � � ��� � : 
 � �C
 � < � :  < " � � �  " � 9.; 3 � � � "

	 � � �� � � " � � �
� 	 � � � � �

� � ' K " �
�
�
� � �

�
�U( � � E9.; 3 � � � � � �'
 3 ��1�1�13� 
�9 ; 3 " � � � ��� � : 
 9 �C
 9.; 3 <�� :  < " � 9.; E � 1 "

� 	 � � � � ���� �
�
�
� � � � � � � � � � (�� � � � � � ��� � : 
 3 ��1�1�1 � 
 9�� 3 �  < " � � � � � ��� � :  < � : 
�9 �C
�9 ; 3 < " � 9 ; E � 1 "

� 	 � � � � ���� �
�
�
� � � � � � � � � � (�� � � � ��� " K� R�U( � � � � � � ��� � :  <�� : 
�9��C
 9.; 3 < " � 9.; E � 1 "

� �
�
�
� � � � � � � � � � (�� � � � ��� " R�U( � � � � � � ��� � :  <�� : 
 9 � 
 9.; 3 < " � � � 
�9 " � � � 
 9.; 3 "� �F� � � "

� � � � � 
 9 � � 9 ; 3 "01
Cela montre bien que la mesure

� � � � 1 ��1 " ainsi d éfinie sur
� � �

est sym étrique.

Dérivées de Radon Nikodym
Avant d’acc éder à l’expression des rapports de Green, nous devons calculer les d ériv ées de Radon

Nikodym associ ées à chacun des mouvements.

Pour la fusion :
Afin d’all éger les notations, nous noterons :

� � � � : 
 � �C
�� <�� :  < 1
Comme requis dans l’algorithme de Green, � � 1 " � � � est absolument continu par rapport à la mesure

sym étrique
� � � � 1 ��1 " puisque :� � � � " � � � ��� � � � " � � ��� " �F� � � " � �� ��� ��� " < � � � � 3��� � � � �  " " 2 � � �

�
� � � � � �  " 2 � � �  "

et
� � � � � � � � � " � � � �  " �F� � � "

La d ériv ée de Radon Nikodym associ ée à ce mouvement est donc :

< ��� � � " � � � � ��� "� ��� ��� " < � � � � 3��� � � � �  " "
� E

Pour la division :
Afin d’all éger les notations, nous noterons dans la suite de cette sous-partie :

� ��� � : 
 � <�� :  3 �  E <



186 CHAPITRE 3. LES PROCESSUS PONCTUELS OBJETS

Comme requis dans l’algorithme de Green, � � 1 " � � � est absolument continu par rapport à la mesure
sym étrique

� � � � 1 ��1 " puisque :� � � � " � � � ��� � � � " � � ��� " �F� � � " � ��F��� " < � � � � 3��� �  3 �  E " " 2 � � �

�
� � �  3 �  E " 2 � � �  3 " � � �  E "

et � � � � � � � � � " � � � �  3 " � � �  E " �F� � � "
La d ériv ée de Radon Nikodym associ ée à ce mouvement est donc :

< ��� � � " � � �
� ��� "�F��� " < � � � � 3��� �  3 �  E " "

� E 1 � �  3 �  E "
Rapports de Green :
Nous avons d ésormais accès aux rapports de Green, et donc aux probabilit és d’acceptation des mou-

vements de fusion et de division.

Pour la fusion :� � ��� � � � : 
 � �C
$�=<�� :  < " � < ��� � � "< ��� � � " � � �

� �
� ��� "
� ��� " � ��� ��� "�F��� " 8 K < � � � � 3

� �'
 � � 
�� " "< � � � � 3��� � � � �  " " K
� �'
 � � 
$� " (3.81)

Pour la division :� � ��� � � � : 
 � <�� :  3 �  E < " � < ��� � � "< ��� � � " � � �� �

� ��� "
� ��� " �F��� "� ��� ��� " < � � � � 3

� � � � " �'
 � " "< � � � � 3��� �  3 �  E " " � �'
 � � 
 � " (3.82)

Résultats- Les premiers r ésultats sont très encourageants comme le montre la figure 3.25. Il nous
reste maintenant à g én éraliser le modèle pour aborder des cas plus difficiles (espèces d’arbres diff érentes,
angles de prise de vue et reliefs diff érents). Pour cela, un objet g éom étrique plus complet, par exemple
elliptique, devra être int égr é. En outre, la prise en compte d’informations suppl émentaires dans le modèle
ou le noyau de proposition, comme par exemple concernant la r égularit é des espacements dans le cadre
d’une plantation d’origine antropique, pourra s’av érer n écessaire.

3.4.2 Extraction des bâtiments

8 L’extraction de bâtiments à partir de photographies a ériennes et leur reconstruction automatique
ont de nombreuses applications, comme par exemple en cartographie, en simulation de vols, pr éparation
de missions militaires,... N éanmoins, la grande densit é des espaces urbains et la complexit é des objets
construits par l’homme rendent cette tâche difficile et la cartographie urbaine 3D est toujours un problème
ouvert. Les diff érentes approches rencontr ées dans la litt érature sont r ésum ées dans [FKL; 98, May99].
Nous pouvons distinguer deux grands axes de recherche suivant que l’on cherche à reconstruire une
description d étaill ée de quelques bâtiments [FKL; 98], à partir de donn ées pr écises sur de petites zones
(en utilisant par exemple des donn ées de type cadastral), ou au contraire une description moins pr écise
(mais à plus grande échelle) de la scène urbaine, en utilisant moins de donn ées [FRM99, SC00].

Nous nous int éressons ici à l’extraction de caricatures de bâtiments, correspondant au second problème.
Notre but n’est donc pas d’obtenir un modèle 3D pr écis d’un bâtiment (modèle de toit par exemple) mais

8. Nous r ésumons ici le travail de DEA et de th èse de M. Ortner, boursier DGA. Bibliographie : [59, 60]
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FIG. 3.25 – Peupleraie (à gauche) et détection obtenue (à droite)
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a) Paire d’images stéréo de la ville d’Amiens.

b) Modèle Numérique d’Elévation d’Amiens (résolution de 20 cm).

FIG. 3.26 – Images aériennes et MNE fournis par l’IGN

plutôt de fournir un algorithme de d étection le plus exhaustif possible, c’est-à-dire d’extraire essentiel-
lement la trace au sol de tous les bâtiments de la scène. Nous obtenons ainsi une description vectorielle
d’une scène urbaine dense. Une approche objet semble donc adapt ée.

Nous consid érons un modèle num érique d’ él évation (MNE) fourni par l’IGN (figure 3.26 b) et obtenu
par une technique de corr élation à partir d’un couple st ér éo d’images a ériennes de la ville d’Amiens
(figure 3.26 a). La r ésolution moyenne du MNE est de 20cm au sol et de 10cm en hauteur. Nous pouvons
distinguer un bruit r ésiduel, non pix élique, de l’algorithme de corr élation.

Nous consid érons des objets d éfinissant la trace au sol des bâtiments. Cela suffit à notre objectif
d’extraction de caricatures et nous permet de travailler en 2D pour l’ étape d’optimisation. Une fois la
trace au sol d étect ée nous pouvons envisager l’estim ée du toit avec des modèles poss édant plusieurs
paramètres.

Un premier modèle- Notre but étant plus l’extraction que la description des bâtiments, nous consid érons
un modèle simple, comme celui d écrit sur la figure 3.27. Un tel modèle comprend d éjà sept paramètres
r éels, ce qui donne un espace de recherche pour l’optimisation d’une taille consid érable.
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Hauteur

Angle du toit

Largeur

Longueur

Centre (x,y)

Orientation

FIG. 3.27 – Exemple d’un modèle de bâtiment

Pour r éduire cet espace, nous ne consid érons que la trace au sol des bâtiments. Notre modèle consiste
donc en :

– un modèle g éom étrique de la trace au sol du bâtiment,

– une fonction de coût mesurant la pertinence de la trace au sol d’un bâtiment relativement aux
donn ées,

– une fonction d’estimation du toit à partir de la trace au sol.

Nous mod élisons la trace au sol par des rectangles, d écrits par les él éments d’un espace à cinq
dimensions donn ées par le centre, la longueur, la largeur et l’orientation. Cet espace, not é

�
, est d éfini

comme suit :

� � � - � % � � � � � � - � X � � � � � � 8 � � � � � � � � � � � 9 � � � � � � � � � � � 9 � � � � � � (3.83)

La fonction de coût est une application de l’espace
�

vers
�

. Si l’on considère que le MNE est d éfini
sur

� � � - � % � � � � � � - � X � � � � � � E
nous notons

�
l’application de

�
vers

� ; d écrivant le MNE. Pour
un point � ,

� � � " est la hauteur en mètres donn ée par le MNE.
Soit un ensemble � � : 
 3 ��1�1�13� 
 9 < de point de

�
, nous notons

�� la moyenne du MNE sur cet ensemble,
c’est-à-dire :

�� � � � � 9� � 3 � �'
 � "� (3.84)

Soit un rectangle de
�

, nous construisons un ensemble de points associ és à un rectangle, comme
d écrit sur la figure 3.28.

Ce masque de points est compos é de cinq r égions :

– quatre lignes autour du rectangle ( � 3 ��1�1�1 � � � ) utilis ées pour estimer la hauteur du sol �� � ,

– l’aire centrale V , compos ée de � lignes colin éaires à la longueur V3 ��1�1�1 V � .
Pour estimer le toit, nous consid érons � couples de lignes

: �3 ��1�1�13� � � < à partir de ces � lignes :

� � ! � ' K� " � $ � � : K ��1�1�1>� � < ��� � V � � V � ; 3 � � (3.85)

Ces couples sont donc constitu és de lignes sym étrique par rapport à l’axe de la longueur du rec-
tangle.
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C_1 C_m

g_1

FIG. 3.28 – Points utilisés sur la trace au sol pour évaluer la fonction de coût et estimer le toit.

Pour estimer la hauteur au sol
- �

� , nous prenons la moyenne la plus basse de la hauteur des ensembles de
points � � : �

�
� � � � �� ( 	 3 ������� � �  �� � (3.86)

Pour l’aire centrale, nous d éfinissons, en premier lieu, le taux de points de hauteur sup érieure à un seuil
*C��� - � K�� :

*#� +),.-0/ : � �*V s. t. � � � � " 8 �

�
�
" � � � � 9 <+),.-0/ V (3.87)

où
� � � 9 est un paramètre du modèle fixant la hauteur minimale d’un bâtiment.

Les � couples de lignes nous donnent � hauteurs moyennes :$ � � : K ��1�1�13� � < � � � �

� � (3.88)

Nous d éfinissons un terme d’homog én éit é
6 � � - � K�� par :

6 � K
�

� � �R � � 3 +),.-0/ : � � ��� s. t. 2 � � � " 8 � �)2 � � <+),.-0/ � � (3.89)

où
�

est un paramètre du modèle.

Pour finir, un terme de surface permet de favoriser les grands bâtiments : supposons que les longueur
et largeur d’un rectangle � � � � " sont dans � � � � 9 � � � � � � � � � � � 9 � � � � � � , nous consid érons �A� � - � K�� comme
étant : � � � � �

� � � � � � � � � (3.90)

Pour finir, nous avons d éfini empiriquement la fonction de coût à partir de ces trois quantit és. Pour un
rectangle

�
et un MNE

�
, la fonction de côut

�
est donn ée par :

� � � � � " � � �,6 E � * � (3.91)

Cette fonction possède deux paramètres :
� � � 9 qui est un paramètre physique, et

�
qui doit être r égl é.

Avant de d éfinir le terme d’attache aux donn ées à partir de cette fonction de coût, consid érons le
modèle de toit. Les toits sont constitu és des lignes colin éaires à l’axe de la longueur et de hauteur
constante donn ées par les � � ��1�1�1 � � � de la fonction de coût (cf. figure 3.29 pour un tel modèle). Cette
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FIG. 3.29 – Modèle de toit utilisé

forme est sym étrique par rapport à l’axe de la longueur du toit. L’ énergie d’attache aux donn ées est
d éfinie comme la somme de fonctions potentielles pour chaque bâtiment :

� � � 4 � ��� " � R
� � ( � ? � �  � " (3.92)

Le terme ? � doit rendre compte des points suivants :

1. les minima de ? � doivent être obtenus sur les maisons du MNE. Ceci est pris en compte par
construction de la fonction de coût.

2. ? � doit être suffisament lisse pour faciliter l’optimisation.

Nous proposons la fonction ? � , param étr ée par �3 � � E et d éfinie dans � 8 � E � � 3 � , suivante :

? � � � � � " � �
� 3 8 � 3 � � � �
� � �

� � � �
E

si *5� � � � " � * � � 98 � E � � � � � � " si *�� � � � " � * � � 9 (3.93)

pour un rectangle
� � � et une fonction de hauteur

� � 1 " donn és. Ce terme a ét é calibr é empiriquement
et s’avère robuste. Dans la pratique, nous avons utilis é les paramètres suivants :

� E � K -
� 3 � - 1 - �
* � � 9 � - 1 �
� � � 9 � � m� � K 1��

m

(3.94)

Pour un faible taux de points de hauteur sup érieure à
� � � 9 (ie. taux inf érieur à * � � 9 ) le terme est r épulsif.

Dans le cas contraire le taux d’homog én éit é et le terme de surface interviennent.
Modèle a priori- le terme a priori nous permet de g érer le recouvrement entre bâtiments. Nous

consid érons à cet effet un modèle de Strauss, d éfini comme suit :

� � 934 � � ��� " � ? � 934 � � � �U��� " (3.95)

où �U��� " est le nombre de paires de rectangles de la configuration s’intersectant. ? � 934 � � est un paramètre
r éel : ? � 9>4 � � +.- et par cons équent le terme est r épulsif et p énalise les intersections.

Optimisation- En dehors du noyau de naissance-mort, nous utilisons des transformations sym étriques
(ie. � � ��� � � " � � � ��� � � " ). Pour ces transformations, nous choisissons uniform ément un objet  dans la
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Translation Rotation Dilatation 1 Dilatation 2

FIG. 3.30 – Transformations utilisées dans le noyau de propositions

configuration et posons � � � � ��* , où * est g én ér é suivant une loi d épendant de  . Ces transformations
sont :

– La translation : Nous g én érons uniform ément � �� � ��� " dans � 8 � � � ' � � � � � 8 � � � ' � � � et, si 9��'
 � � � � � � � � " nous posons *#�&�'
 ' � � � ��' ��� � � � � � � " , consid érant que � est un tore pour obtenir la
sym étrie de la transformation.

– La rotation : Nous g én érons uniform ément
�� dans � 8 � � � ' � � � et si  � �'
 � � � � � � � � " nous posons

* �&�'
 � � � � ' � � � � � � ).
– La dilatation : Nous modifions à la fois la longueur ou la largeur et le centre du rectangle pour

laisser invariant un des cot és du rectangle, comme montr é sur la figure 3.30.

L’optimisation est effectu ée par un recuit simul é avec une loi de d écroissance de la temp érature
g éom étrique.

Résultats- nous avons r égl é les paramètres de façon à accepter de faibles intersections. L’algorithme
fourni une liste de bâtiments dans un fichier texte, qui est ensuite lu par un algorithme de rendu 3D
d évelopp é sous openGL. Les r ésultats obtenus sur la figure 3.31 suggèrent quelques commentaires :

– des effets de bord sont pr ésents : dans le coin sup érieur gauche nous avons une fausse alarme

– de petits bâtiments de faible hauteur ne sont pas d étect és

La figure 3.32 (en haut) montre les r ésultats de l’estimation des toits et une v érit é terrain (en bas) fournie
par l’IGN. Quelques bâtiments ne sont pas d étect és et les d étails de la forme de certains autres ne sont
pas repr ésent és du fait du modèle rectangulaire de la trace au sol.
La figure 3.33 montre les donn ées et le r ésultat en 3D, ce qui permet de voir que les erreurs sont dues
aux artefacts sur les donn ées.

Ces r ésultats ont ét é obtenus en 40 minutes sur une SUN-blade 2 (500 MHz, 250 MB), la taille de
limage trait ée étant de 1060 par 1024 pixels. En outre, nous avons d évelopp é un logiciel de visualisation
3D sous openGL 9 pour obtenir un meilleur rendu urbain comme le montre la figure 3.34.

Un modèle plus complexe de bâtiment- Pour pouvoir utiliser des caricatures de bâtiments plus
complexes, il faut augmenter la dimension de

�
. Nous proposons ici un exemple de modèle de bâtiment

compos é d’un rectangle auxquel on ajoute 6 paramètres. La figure 3.35 pr ésente ces paramètres. Les
deux premiers

� 3 � � E correspondent respectivement à la hauteur de la gouttière et à la hauteur du toit. Les
quatres autres � 3 � � E � � � � � � correspondent à des paramètres descriptifs de la forme du toit.

�
s’ écrit donc :� � � � � � � �

.
Puisque l’on dispose d’un modèle plus pr écis d écrivant les bâtiments, on peut utiliser un terme d’at-

tache aux donn ées mesurant la distance entre le MNE reconstruit
� ��� ��1 " , et le MNE de donn ées

�� � � � 1 " .
On se donne une grille de points de r éf érence de � , not ée 2 . On prend comme terme d’attache aux

9. Stage de DEA de F. Cerdat
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FIG. 3.31 – Résultat sur le MNE (en haut : MNE initial, en bas : résultat de l’extraction de bâtiments)
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FIG. 3.32 – Validation (en haut : toits estimés, en bas : vérité terrain)
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FIG. 3.33 – Visualisation en 3 dimensions (en haut : MNE initial, en bas : MNE interprété par la méthode
proposée)
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FIG. 3.34 – Visualisation en 3 dimensions avec un moteur graphique OpenGL

h2
h1

S4

S3

S2S1

FIG. 3.35 – A gauche : bâtiment en 3 dimensions, à droite : bâtiment vu de haut
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FIG. 3.36 – A gauche : détail d’un MNE de la ville d’Amiens (IGN), à droite initialisation utilisée.

donn ées :
� � %89 9 �

� � � � K
2 2#2 R4'( 7 � � � ��� �76D")� � � � � � 6 " "

où
� � 1 ��1 " est une distance sur

�
(nous avons utilis é une fonction de coût qui correspond à la valeur absolue

tronqu ée.)
Un bâtiment étant repr ésent é par un él ément de

�3 3
, il devient très couteux en temps de calcul

d’optimiser l’ énergie sur l’ensemble des configurations de bâtiments. Pour passer outre ce problème, on
utilise une pr éd étection : on suppose que l’ensemble des traces au sol rectangulaires plausibles est connu
(on peut, par exemple, utiliser une transform ée de Hough en 3D.) Cela donne un ensemble de points de
� � �

: : * 3 ��1�1�13� * � < $ � * � � � � �

et on considère comme espace d’ état un voisinage de ces points : on note 
 une boule sym étrique de
�� ,

�
l’addition au sens de Minkovski et on d éfinit l’espace d’ état r éduit comme suit :

� � � � � � 4 � �� �� � � : * � < � 

	� � � �

Ceci a l’avantage de consid érablement r éduire la taille de l’espace d’ état. La boule 
 permet de
perturber les pr éd étections et donc d’utiliser la partie a priori du mod éle pour les r égulariser. Il est,
en fait, n écessaire d’avoir une sur-d étection, ou alors de rendre plus complexe la notion de voisinage,
traduite ici par la boule 
 .

L’espace d’ état étant plus complexe (les boules centr ées en les *� n’ étant pas forc ément disjointes), il
est plus difficile de s’assurer de la r éversibilit é des transformations utilis ées par l’ échantillonneur. Il faut
donc recalculer les taux d’acceptation utilis és par l’algorithme de Metropolis Hastings Green et savoir à
chaque instant quel * � a permis l’apparition de chaque point.

Résultats- La figure 3.36 pr ésente les donn ées utilis ées : une partie du MNE sur la ville d’Amiens
d’une part, et la sur-d étection initiale correspondante d’autre part. La dimension de la zone consid ér ée
est à peu près de

K -=- � sur
K -=- � . L’algorithme a mis 3 heures (pr éd étection incluse) sur une station

SUN Blade 100 10 pour fournir le r ésultat, dont un d étail est montr é figure 3.37. Ce r ésultat se pr ésente
sous la forme d’un fichier texte d écrivant 20 bâtiments.

Nous avons pu traiter ici un espace d’ état très grand. Il faudrait, cependant, introduire des compo-
santes d éterministes dans l’algorithme pour acc élerer les temps de calculs qui restent longs.

10. 500 Mhz, 250 M Rom
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FIG. 3.37 – A gauche : détail du MNE initial en 3 dimensions, à droite : reconstruction obtenue.

e

Lext r

FIG. 3.38 – Un MNE un MNE et les profils retenus

Un dernier modèle- Dans ce dernier modèle, nous reprenons le modèle rectangulaire pour les
bâtiments. Nous d éfinissons un nouveau terme d’attache aux donn ées pour pallier certaines d éficiences
du premier modèle, notamment au niveau de la pr écision de la d étection, et ajoutons quelques contraintes
d’alignement au modèle a priori. Nous consid érons des profils d’ él évation perpendiculairement au rec-
tangle consid ér é et r égulièrement espac és (d’une distance 	 calcul ée à partir de la r ésolution du MNE)
comme d éfinis sur la figure 3.4.2. Nous consid érons également un sous- échantillonnage des profils d éfini
par le paramètre � , tandis que � ext repr ésente la distance minimale entre une discontinuit é et le cot é d’un
rectangle pour que celle-ci soit prise en compte.

Les points de plus fort gradient sont alors d étect és sur chaque profil. Cette d étection fait appel à
une proc édure de filtrage pour éviter les d étections multiples sur un même bord de bâtiment (cas d’une
facade non verticale due à la construction du MNE). Le couple parmi ces points le plus proche des cot és
du rectangle candidat est alors conserv é. La figure 3.39.a pr ésente un rectangle candidat et les points
de fort gradient d étect és. La figure 3.39.b montre les couples retenus sur chacun des profils. Le terme
d’attache aux donn ées est alors fond é sur des quantit és g éom étriques extraites à partir de ces couples.
Un premier paramètre

� ���  " pr ésent é sur la figure 3.39.d correspond à la proportion des points retenus
suffisamment proche d’un cot é du rectangle. Nous calculons, en r éalit é, deux quantit és correspondant
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a) Points de fort gradient d étect és. b) Segments utilis és pour calculer le terme volumique.

c) Segments utilis és pour calculer le terme de moment. d) Points suffisament proches d’un cot é du rectangle.

FIG. 3.39 – Les différents termes utilisé pour définir l’attache aux données.

aux deux cot és du rectangle et nous avons :
� � � 9 � � � 3 �  " � � � E �  " � � � � � . Un terme volumique

correspond au rapport des segments d éfinis sur la figure 3.39.b sur la longueur totale des profils retenus.
Ce terme va permettre de translater le rectangle candidat pour mieux coller aux donn ées. Un terme
similaire favorisant les rotations vers la forme d écrite par les donn ées est d éfini par un moment

�� �  "
correspondant à la moyenne des carr és des distances pr ésent ées sur la figure 3.39.c.

Nous d éfinissons un ensemble � � d’objets attractifs (correspondant à des localisations vraisemblables
des rectangles sur les donn ées) comme l’ensemble des objets dont les cot és sont suffisament proches des
points de forts gradients. Si

6 � 3 � 6 � E d ésignent deux seuils dans
� - � K � , � � est d éfini par :

� � � �� � *� � t.q.

� � 3 �  " � 6 � 3 � � �  "
et� � E �  " � 6 � E � � �  "

���

� (3.96)

Une énergie
� � est associ ée aux él éments de cet ensemble :

� � � � � � - � 8 K��
@� � � � 8  3

�
� � � � � � ; � � " � � �

� � � � ' 3E � � � �� � ��� � �� � � � - (3.97)

Pour faciliter la dynamique du processus vers les objets attractifs, nous d éfinissons un ordre sur les objets
non attractifs. Nous introduisons deux seuils * � � 9 et � � � � , et les trois ensembles suivants :
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� 3 �
�� � @� � �  �� � �

�*��  " � * � � 9
�� �  " � � � � �

���

� (3.98)

� E � 
 *� � �  �� � 3 � � �
�*5�  " � * � � 9 ou

�� �  " � � � � � � (3.99)

� � � : @� � �  �� � E � � 3 � � � < (3.100)

Les quatre ensembles � � forment donc une partition de
�

. L’ensemble � � étant de taille faible rela-
tivement aux trois autres, il faudra en tenir lors de l’optimisation car il repr ésente l’ensemble des objets
d’int érêt.

Une énergie,
� � �  " � � - � K�� si  � � � et

� � �  " � -
sinon, est associ ée à chacun des ensembles � �

(diff érents de � � ). Le terme d’attache aux donn ées est alors d éfini par :

� � ��� " � R
�=( �
� � �  " ' - 1 -=- K � � � � �  " ' � 3 �  " "

' - 1 - K � � � " �  " ' � E �  " " ' - 1 K � � � $ �  " ' � �=�  " " (3.101)

Pour d éfinir le modèle a priori, nous consid érons plusieurs interactions mod élisant des propri ét és
diff érentes de la configuration. Ces propri ét és concernent l’alignement de bâtiments, le contact entre
bâtiments voisins et la non-superposition.

Résultats- Les r ésultats pr ésent és sur les donn ées Laser (cf figure 3.41) et sur le MNE ont ét é obte-
nus en ajustant les paramètres empiriquement. N éanmoins, la densit é complète du modèle peut s’ écrire
sous forme exponentielle d’une énergie d épendant lin éairement des paramètres. Une proc édure de type
MVMCMC, comme celle d écrite dans le paragraphe 3.3.2 est donc envisageable.

Nous validons les r ésultats par comparaison avec une v érit é terrain fournie par l’IGN. Il faut noter
que cette v érit é terrain, obtenue par des experts à partir d’images a ériennes, est plus pr écise que le MNE
dont nous disposons. En outre, certains bâtiments ne sont pas retranscrits sur cette v érit é terrain. La
comparaison est donc donn ée à titre indicatif mais ne repr ésente pas un critère absolu. Pour un r ésultat
donn é, c’est à dire une configuration de rectangles, nous calculons la surface des bâtiments non-d étect és
et la surface des bâtiments sur-d étect és. Cela donne trois classes : les pixels bien d étect és (en gris), les
pixels des bâtiments non d étect és (en noir) et les pixels sur-d étect és (en blanc).

Un premier r ésultat est obtenu sur des donn ées laser d’une r ésolution de 0.5m par pixel sur une zone
d’int érêt montr ée sur la figure 3.40.

La figure 3.41 montre les donn ées, la v érit é terrain, les bâtiments estim és et les erreurs de classifi-
cation. Nous pouvons constater que le manque de pr écision des donn ées induit une impr écision sur les
bords des bâtiments.

Le second r ésultat (voir la figure 3.42) est obtenu sur un MNE construit par un algorithme de
corr élation sur un couple d’images optiques. La r ésolution est de 0.2m par pixel et 0.1m en él évation.
On peut voir de nombreux art éfacts sur le MNE. Les paramètres impliqu és dans le modèle a priori et
l’optimisation sont les mêmes que pour le r ésultat pr éc édent. Ici, certains arbres ont ét é assimil és à des
bâtiments.

Le troisième r ésultat est obtenu sur une partie de la vieille ville pour laquelle de nombreux arbres et
des maisons de petite taille rendent le problème difficile. Les r ésultats sont montr és sur la figure 3.43.

Le dernier r ésultat, montr é sur la figure 3.44, est obtenu à partir du MNE optique sur une zone
contenant beaucoup de cours d’immeubles. Les discontinuit és sont ici difficiles à d étecter.

Le tableau 3.2 r écapitule les diff érents taux de mauvaise d étection. Notons que chacun de ces r ésultats
a n écessit é un temps de calcul de trois heures pour un processeur de 1Ghz.
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FIG. 3.40 – Photographie aérienne (20cm) de la première zone d’intérêt sur Amiens (données fournies
par l’IGN).

Donn ées laser Plan cadastral estim é

V érit é terrain Classification des erreurs

FIG. 3.41 – Résultat sur la première zone d’intérêt à partir des données laser.
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MNE optique V érit é terrain

Plan cadastral estim é Classification des erreurs

FIG. 3.42 – Résultat sur la première zone d’intérêt à partir du MNE optique.

TAB. 3.2 – Taux de mauvaise classification pour chacun des résultats présentés.
Res. 1: donn ées LASER

Mauvaise d étection (noir) 5%
Fausses alarmes (blanc) 11%

Res. 2 : MNE optique

Mauvaise d étection (noir) 8.9%
Fausses alarmes (blanc) 10.6%

Res. 3 : MNE optique

Mauvaise d étection (noir) 8.01%
Fausses alarmes (blanc) 5.3%

Res. 4 : MNE optique

Mauvaise d étection (noir) 11.4%
Fausses alarmes (blanc) 5.9%
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Photographie a érienne (25cm) V érit é terrain

Plan cadastral estim é Classification des erreurs

FIG. 3.43 – Seconde zone d’intérêt : vieille ville d’Amiens.
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Photographie a érienne V érit é terrain

Plan cadastral estim é Classification des erreurs

FIG. 3.44 – Troisième zone d’intérêt, Amiens



3.4. EXTRACTION DE SURFACIQUE 205

3.4.3 Segmentation
11 Nous abordons ici le problème de la segmentation. Nous construisons un processus d’objets

simples (des triangles équilat éraux) pour lequel nous d éfinissons une densit é a priori favorisant les confi-
gurations proches d’une partition du plan. L’attache aux donn ées est calcul ée au niveau de l’objet et non
du pixel. Nous pouvons donc esp érer une plus grande robustesse au bruit, notamment dans le cas d’un
bruit corr él é dû au capteur ou à certains objets parasites (voiture sur une route par exemple). Cette ap-
proche est particulièrement adapt ée aux donn ées haute et très haute r ésolution. Nous la testons sur des
images a ériennes.

Le modèle- Nous consid érons une famille exponentielle de densit és non normalis ées par rapport à la
mesure de Poisson, d éfinie par :

� � � x � X " � MONQP � 6 � x � X ")� � + (3.102)

où
6 � x � X " repr ésente les statistiques canoniques :

� �F� x ")� 8 � 3 � x ")� 8 � E � x ")� 8 �
�=� x ")� 8 �

�U� x � X ")� 8 � �>� x � X " " 4 (3.103)

avec � �&� 	 � � � � 3 � � E � � � � � � � � � " 4 le vecteur de paramètre. En exprimant le produit scalaire � 6 � x � X ")� � + ,
il vient :

� � � x � X " � � 9 � x � 	 � � � � � � x � � � " � " � x � � � $ � $ � x � � � � � � � x � � � � � � � � � x � � �
(3.104)

où �F� x " est le nombre d’objets dans la configuration x, et les
� � sont des fonctions de potentiel. Le

modèle a priori est constitu é de trois types de potentiels mod élisant chacun une propri ét é d ésir ée de la
configuration recherch ée :

–
� 3 � x " est un potentiel répulsif. Le but de ce potentiel est d’ éviter le recouvrement entre les objets.
Il est d éfini sur des paires d’objets comme un processus ponctuel de Markov au sens de Ripley-
Kelly avec comme voisinage la relation d’intersection ( � ) :

� 3 � x " � R	
� � �  � x

� �
� �

 3 � � � � " (3.105)

où :


 3 � � � � " � ! �U� � � � "� � " � et � � � � � " � 2 L � � " � L � � " 2� � �F� 2 L � � " 2 � 2 L � � " 2 " 1 (3.106)L � � " est la projection de l’objet � sur l’image X , 2 L � � " 2 la surface de cette projection et � � un
seuil donn é.

–
� E � x " est un potentiel de surface. Le but de ce potentiel est de favoriser les grands triangles. Il
est d éfini, sur chaque objet, comme suit :

� E � x " � R
� ( x


 E � � " où 
 E � � " � 8 2 L � � " 2 8 � � � 9� � � � 8 � � � 9 1
(3.107)

� � � 9 et � � � � sont respectivement les surfaces minimale et maximale qu’un objet de la configura-
tion peut prendre.

–
�
� � x " est un potentiel d’orientation. Le but est de favoriser les configurations pour lesquelles

deux triangles voisins sont en position tête-bèche. Il est d éfini sur des paires de triangles comme
un processus ponctuel de Markov au sens de Ripley-Kelly avec la relation de voisinage ( � ) :

�
� � x " � R	

� � �  � x
� �
� �

 �=� � � � " (3.108)

11. Nous d écrivons ici le travail de th èse de S. Drot, boursier CIFRE IGN/INRIA, bibliographie : [41]
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où :


 �=� � � � " � � � �
�
��� �

� � � 2 � � 8 � � 2 8 �
�
" ���

1
(3.109)

� � est l’orientation de l’objet � et 2 �/2 la valeur absolue de � .
La figure 3.45 montre une simulation du modèle a priori ainsi d éfini. Nous constatons que nous

sommes proches d’une partition de l’image.
A ce modèle sont ajout és deux termes d’attache aux donn ées permettant de localiser les triangles sur

les zones homogènes sans franchir les contours. Ils sont d éfinis sur chaque objet et d épendent de l’image
à segmenter X :

–
�
�U� x � X " est un potentiel d’homogénéité. Le but de ce potentiel est de placer les objets de la

configuration sur les zones homogènes de l’image consid ér ée. Le triangle est d écoup é en quatre
r égions de même surface. Un test de Kolmogorv-Smirnov est calcul é pour chaque paire de ces
sous-r égions. Nous consid érons alors la valeur maximale de ces diff érents tests pour imposer la
similarit é des distributions dans chacune des sous-r égions. Pour finir, cette valeur maximale est
seuill ée par une fonction sigmoı̈de.

–
� � � x � X " est un potentiel de gradient. Le but de ce potentiel est de coller les objets le long des
contours. Pour cela, nous consid érons le maximum de la moyenne des gradients le long de chaque
arête du triangle consid ér é. Les triangles aboutissant à un forte valeur de ce terme sont favoris és.

Résultats- Les mouvements d éfinissant le noyau de proposition de l’algorithme RJMCMC utilis é
sont les mêmes que pour l’application pr éc édente, c’est-à-dire, naissance-mort, translation, rotation et
dilatation. Par un recuit simul é (2000000 transitions), nous obtenons une première segmentation. Il s’agit
en r éalit é d’une sur-segmentation car une même zone de l’image peut-être recouverte par plusieurs tri-
angles. En outre, il nous faut g érer les intersections r ésiduelles entre triangles ainsi que les petits espaces
non recouverts par des triangles. Nous effectuons donc un post-traitement qui se d éroule en deux étapes.
Nous consid érons la sur-segmentation d éfinie par les triangles et les zones d’intersection entre plusieurs
triangles. A cette sur-segmentation est attach é un graphe dont les noeuds sont d éfinis par les r égions et
les arêtes par la relation de connexit é. A chaque arête est associ ée un coût de fusion d éfini par un écart
entre les distributions des niveaux de gris des r égions associ ées aux noeuds reliant l’arête consid ér ée.
Les deux r égions correspondant à l’arête de plus faible coût sont fusionn ées, si celui-ci est inf érieur à
un seuil pr éd éfini. L’algorithme est it ér é jusqu’à ce que tous les coûts soient sup érieurs à ce seuil. A
ce niveau, nous obtenons une segmentation avec quelques lacunes aux endroits non recouverts par les
triangles. Nous consid érons alors un modèle de Potts d éfini sur les sites non étiquet és. Les classes du
modèle et leurs paramètres sont appris sur les r égions d éjà étiquet ées. La figure 3 3.47 montre le r ésultat
final obtenu à partir de l’image de la figure 3.46.
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FIG. 3.45 – Réalisation du modèle a priori

FIG. 3.46 – Image aérienne (résolution 50cm)

FIG. 3.47 – Segmentation finale
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3.5 Conclusion sur les Processus Ponctuels Marqués

Les processus ponctuels marqu és permettent donc de d épasser les limites des champs de Markov
énonc ées en conclusion de la première partie de ce manuscrit. Ils s’interprètent donc comme une exten-

sion des champs de Markov à la mod élisation par objets. Nous avons montr é que leur mise en oeuvre
permet de r ésoudre des problèmes difficiles et fournie des r ésultats très encourageants. En effet, même
s’ils n’ont pas encore atteint le degr é de maturit é des champs de Markov, des problèmes concrets, aussi
bien concernant le ponctuel, le lin éique et le surfacique, ont ét é r ésolu par cette approche.

La mise en oeuvre et le coût algorithmique de cette approche sont n éanmoins nettement plus lourds
que pour l’approche markovienne. Cet outil n’a donc pas pour vocation de remplacer les champs de
Markov mais simplement d’apporter des solutions lorsque les limites de ces derniers sont atteintes. Le
point fort de cette nouvelle approche est la notion d’objet, avec les aspects g éom étriques que cela com-
porte. En revanche, lorsque la notion d’objet n’est pas pr épond érante dans l’application trait ée, l’int érêt
des processus ponctuels marqu és reste à d émontrer. Ainsi, les r ésultats que nous avons obtenus pour la
segmentation d’image ne sont pas à la hauteur de la complexit é de l’approche. Une approche fond ée sur
une partition du plan aurait ét é plus adapt ée.

Il est sans doute trop tôt, pour conclure d éfinitivement sur l’apport des processus ponctuels objets
en analyse d’image. Pour obtenir des algorithmes utilisables dans un contexte applicatif pratique, c’est-
à-dire dans un cadre industriel, des recherches suppl émentaires, concernant notamment l’optimisation
et l’estimation, sont n écessaires. Les premiers r ésultats obtenus nous permettent, cependant, d’être opti-
mistes.
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Chapitre 4

Conclusion et perspectives

Dans la première partie de ce m émoire, nous avons montr é la grande g én éralit é de l’approche mar-
kovienne en analyse d’image. Une telle approche se d écline suivant trois axes : mod élisation, estimation
et optimisation. Après avoir d écrit quelques contributions à ces trois domaines, nous avons abord é un
très grand nombre d’applications. Nous avons pu notamment voir la diversit é des images trait ées (IRM,
angographiques, satellitaires, a ériennes, optiques, radar,...) et des th ématiques abord ées (restauration,
segmentation, extraction d’objets,...). Cette approche n’est pas un domaine de recherche clos. En effet,
des am éliorations peuvent sans aucun doute être apport ées par de nouveaux modèles plus performants
et plus fidèles aux objets recherch és. En outre, l’efficacit é algorithmique peut être augment ée par de
nouvelles m éthodes d’optimisation et d’estimation. N éanmoins, ce domaine de recherche est suffisament
mûr pour que l’on puisse en entrevoir les limites. Ces limites concernent essentiellement la prise en
compte de contrainte g éom étriques fortes dans les modèles. Or avec le caractère de plus en plus r ésolu
des capteurs, la g éom étrie devient une information pr épond érante pour l’analyse des images. Ces re-
marques nous ont conduit à étudier les processus ponctuels marqu és qui permettent d’allier les atouts
des approches stochastiques (robustesse au bruit, prise en compte du savoir de l’expert dans un modèle
a priori), avec la prise en compte non seulement de l’information g éom étrique au niveau de l’objet, mais
également de la r épartition de ces objets.

Les applications d évelopp ées à partir d’une mod élisation par processus ponctuels marqu és r épondent
bien aux enjeux fix és par la prise en compte de la g éom étrie des structures recherch ées, de la forme des
objets (arbres, bâtiments,...) mais aussi de la topologie d’un r éseau lin éique par exemple (r éseau rou-
tier). Elles montrent la robustesse de l’approche par rapport au bruit des capteurs, mais aussi par rapport
à certains objets parasites (voitures, ...) visible à haute et très haute r ésolution ou encore aux artefacts
issus d’un pr é-traitement (imperfection d’un MNE par exemple). En r ésum é, la d éfinition de critères
g éom étriques apporte, outre une meilleure sensibilit é de la d étection, une robustesse vis-à-vis des struc-
tures corr él ées ind ésirables. Par ailleurs, la diversit é des domaines applicatifs abord és montre le pou-
voir de mod élisation de l’approche. Ces travaux ont pu aboutir car nous disposons des outils th éoriques
n écessaires. Les algorithmes d’optimisation utilis é pour les champs de Markov sont g én éralisables aux
processus ponctuels marqu és tout comme l’algorithmie n écessaire à l’estimation des paramètres.

Les enjeux actuels pour g én éraliser ce type d’approche concerne l’optimisation, qui induit encore
des temps de calcul relativement longs, notamment dans l’optique d’une utilisation commerciale ou
industrielle de ce type de modèle. En outre, la r éduction des temps de calcul permettra d’aborder de
façon pratique l’estimation des paramètres et de fournir ainsi des approches non supervis ées. Pour finir,
nous comptons aborder la mod élisation de scènes complètes avec ce type de processus en consid érant
une famille d’objets distincts (tronçons routier, bâtiments, arbres,..) pouvant interagir entre eux.
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Thèse de doctorat, Universit é de Nice-Sophia Antipolis, 2002.

[RH99] H. Rue et M. Hurn. Bayesian object identification. Biometrika, 3:649–660, 1999.
[Ris78] J. Rissanen. Modeling by shortest data description. Automatica, 14:465–471, 1978.
[RK77] B.D. Ripley et F.P. Kelly. Markov point processes. Journal of the London Mathematical

Society, 15:188–192, 1977.



BIBLIOGRAPHIE 215
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(projet Ariana- CR1 depuis janv. 2000)

Enseignement
97,98,99 20h/an Master UNAM-Mexico Champs de markov en analyse d’image
depuis 98 9h/an DEA Astrophys. de l’UNSA T él éd étection et cartogaphie
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Collaborations
Industrielles

– Morpho-Système - Binarisation d’empreintes digitales par champs de Markov, contrat avec Te-
lecom Paris, 8 mois à temps plein en 94.
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de DEA de L. Garcin (00).

– IGN - Segmentation d’images d’observation de la Terre par des techniques de géométrie stochas-
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Activités d’encadrement ou de co-encadrement :
Stages d’ingénieur

– J.C. Fondeur - Segmentation par Fusion de Données, Telecom Paris, 1993.

– M. Imberty - Simulation de processus objets et application à la segmentation d’image, Ecole
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– Expert pour le “special fund for research” de l’universit é d’Anvers,m Belgique, 2001.
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fond ée sur un modèle markovien et une technique de poursuite de projection. Traitement du Si-
gnal, 20(1):25–42, 2003.

[65] G. Rellier, X. Descombes, et J. Zerubia. Deformation of a cartographic road network on a SPOT
satellite image. In ICIP’00, volume II, pages 736–739, 2000. Vancouver.

[66] G. Rellier, X. Descombes, et J. Zerubia. Local registration and deformation of a road cartographic
database on a SPOT satellite image. Pattern Recognition, 35:2213–2221, 2002.

[67] G. Rellier, X. Descombes, J. Zerubia, et F. Falzon. La poursuite de projection pour la classification
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