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♠❛tér✐❡❧❧❡s ❡t ♠♦r❛❧❡s✳

▼❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣❡♥sé❡s ✈♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡ ▲❛✉r❡ ❇❧❛♥❝✲
❋ér❛✉❞ ❡t ●✐❧❧❡s ❆✉❜❡rt q✉✐ ♠✬♦♥t ❣✉✐❞é t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s Pr♦❢❡ss❡✉rs ❆❧♦✉❣❡s ❡t ❋r✐❜♦✉❧❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ♠♦♥
♠❛♥✉s❝r✐t✳

❏❡ s✉✐s ❤❡✉r❡✉① q✉❡ ❏❛❝q✉❡s ❇❧✉♠✱ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❖❧✐✈♦✲▼❛r✐♥ ❡t ❨❛♥♥ ▲❡
●✉✐❧❧♦✉① ❛✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ♠♦♥ ❏✉r②✳

❖✉tr❡ ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ♠✬♦♥t ❛♣♣♦rté ✉♥ s♦✉t✐❡♥ s❝✐❡♥✲
t✐✜q✉❡ ❡t ♠♦r❛❧✳ ❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r P✐❡rr❡ ❲❡✐ss✱ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① é❝❤❛♥❣❡s q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆r✐❛♥❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❆❧❡①❛♥❞r❡ ❋♦✉r♥✐❡r✱ ❖❧✐✈✐❡r ❩❛♠♠✐t ❚✐♥❣ P❡♥❣✱ ❈❛r♦❧✐♥❡ ❈❤❛✉①✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ P❡rr✐♥✱
▼❛r✐❛ ❑✉❧✐❦♦✈❛✱ ❉❛♥✐❡❧❡ ●r❛③✐❛♥✐ ❡t ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s ❆✉❥♦❧✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❯◆❙❆ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
▲✳ ❆❧♠❡✐❞❛✱ ❉✳ ❈❤✐r♦♥ ❡t ▲✳ ●✉✐❧❧♦t✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t P♦♦r❛♥✱ ❙❛♣♥❛✱ ❆♥♥❛✱ ❋❛❜r✐❝❡✱ ❋❛❜✐❡♥✱ ◆✐♥❛❲✐❧❧✐❛♠s ❡t
❖✐♥❦ ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❏♦ë❧ ❘✐③③♦✳

✈
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✈✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❘és✉♠é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✐✐✐
❆❜str❛❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✐✈
❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✈✐✐
❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✶ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✼

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✷ ▼ét❤♦❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷✳✶ ❈❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✷✳✷ Pr♦❝❡ss✉s ♣♦♥❝t✉❡❧s ♠❛rq✉és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✸ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✹ ❋✐❧tr❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✺ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✻ ▼ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✼ ▼ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❙❱▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ✶✾

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✷ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❋✐❧❛♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✶ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✷✳✹ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✺ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✻ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✈✐✐



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✸ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ✹✶

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✷ ❘és✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❘3 ❞❛♥s S2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❘3 ❞❛♥s S1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✺ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ❞✐s❝r❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✺✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r um ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✺✳✷ um ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ Em ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✻ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✺✺
✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✻✳✷ umǫ → uǫ ❧♦rsq✉❡ m t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✻✳✸ umǫ → um ❧♦rsq✉❡ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs 0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✼ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ um ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✼✳✶ ▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ E(um) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✼✳✷ ▼✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ Em(um) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✼✳✸ ❊t✉❞❡ ❞❡

∫

Ω
(1 − ||um||2)2dx ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹ ❈♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❡t ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ✻✺

✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✷ ❘és✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✷✳✶ ❈❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s C2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✷✳✷ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✷✳✸ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❇❈❚ ❞❛♥s ❘2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✸✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✸✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✹ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ r♦✉t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✹✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ r♦✉t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✺ ❈♦♠♣❧é♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✻ ❈❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✻✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✼ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ❘2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✽ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✈✐✐✐ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✺ ▼♦❞è❧❡ ●❛✉ss✐❡♥ ✾✸
✶ ▼♦❞è❧❡ ✷❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✶✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✶✳✷ ❊♥❡r❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✶✳✸ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ E ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✶✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✷ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✸ ▼♦❞è❧❡ ✸❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✸✳✷ ❘és✉❧t❛t ❡♥ ✸❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬■♠❛❣❡ ✭❝♦♥✜❞❡♥t✐❡❧✮ ✶✶✶
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✸ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✺ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✼ ❆♥♥❡①❡s ✶✷✸
✶ ▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡

∫

Ω
(1 − |um|2)2dx ❡♥ ❧♦❣✭♠✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✷ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ∇um(x) s✉r ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✸✶

❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙ ✐①
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① ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶ ■♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡ r♦✉t❡s ❡t ■♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞✬❛❝t✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✶ ❊❧❧✐♣s❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡✉rs ❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✷ ✭❛✮ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♣❛r ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ✭❜✮ ♣❛r ❝✉r✈❡❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✶ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ u∗ r❡❧✐❡ a1 ❡t a2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✷✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ v1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✸ ❊♥ ❤❛✉t ✿ ✐♠❛❣❡ ✢♦✉❡ ❀ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ✿ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ❡t ✢♦✉❡✱ P❙◆❘❂✼✳✵✻ ❞❇ ✭✐♠❛❣❡

❜r✉✐té❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✐♠❛❣❡ ✢♦✉❡ ❡♥ ❤❛✉t✮ ❀ ❡♥ ❜❛s ✿ v1(x) ♣♦✉r x ∈ Mα✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✷✳✹ ❈❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❇✬ ❡t ❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✷✳✺ ❙q✉❡❧❡tt❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✻ ■♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥t ❞✬❛❝t✐♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✼ ❙q✉❡❧❡tt❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✽ ■♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✸ ✜❧❛♠❡♥ts✱ P❙◆❘❂✼✳✷❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✷✳✾ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✷✳✶✵ Wδ ❡t Wd✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✶✶ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❜♦♥♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ à ❞r♦✐t❡ ✿ ♠❛✉✈❛✐s❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥✳ ✸✹
✷✳✶✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✷✳✶✸ ❊♥ ❤❛✉t ✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✱ ❡♥ ❜❛s ✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡

❝♦✉♣❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✷✳✶✹ ❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✶✺ ❘és✉❧t❛t ♣♦✉r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ tr✐♣❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ um✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✹✳✶ ❝♦✉r❜❡ D1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✹✳✷ ❝♦✉r❜❡ D2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✹✳✸ ❉ ✿ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✹✳✹ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ r♦✉t❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
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✹✳✺ ✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡ r♦✉t❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✹✳✶✱ ❡♥ ❤❛✉t ✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱

à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦♥❣❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ✼ ♣✐①❡❧s✱ ❡♥ ❜❛s ✉♥❡

❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦♥❣❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ✺ ♣✐①❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❛①❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ♣❛ss❛♥t ♣❛r x ❞❡

❧❛ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡♥ ❜❧❡✉ ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✺✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ C(yi)✱ v ❡t θ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✺✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✺✳✹ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉é❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❛♣rès ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ❛❥♦✉t ❞✬✉♥

❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✺✳✺ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ χ1 ❡t χ2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✺✳✻ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Fn ❡t F ′

n✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✺✳✼ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡

✭❋✐❣✉r❡ ✭✺✳✸✮✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✺✳✽ ■♠❛❣❡ ✸❉ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✺✳✾ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✳ ✶✵✽
✺✳✶✵ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✳ ✶✵✾

✻✳✶ ▲❛ ❝✐❜❧❡ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❡t s✬ét❡♥❞ s✉r tr♦✐s

♣✐①❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✻✳✷ ▲❛ ❝✐❜❧❡ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ♥✉❛❣❡s✱ ❝❛❝❤é❡ ♣❛r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❧❡

♣❧✉s ❧✉♠✐♥❡✉① ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♥✉❛❣❡✉s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✻✳✸ S1 ❡t S2 s✉r ❝❤❛q✉❡ s❧✐❞❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✻✳✹ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ χ1(i, j) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✻✳✺ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ χ1(i, j) ❡t χ2(i, j) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✻✳✻ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Dt ❡t Dt+1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✻✳✼ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ♥♦tr❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✭✻✳✶✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✼✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ C̃(yi)✱ θ ✱ I1✱ I2 ❡t I3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ✉♥ t❤è♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡♥ tr❛✐✲
t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✳ P♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❛♣✐❞❡ ❡t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡✲
♠✐❡r t❡♠♣s ❞✬✐s♦❧❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✱ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ❞♦♥❝ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s t❡①t✉r❡s✱ ❞❡s
❝♦♥t♦✉rs✱ ❞❡s ♣♦✐♥ts✱ ❞❡s ❢♦r♠❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✳✳✳

P❛r♠✐ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡s
♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts
❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❧✬✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ I tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✐♠✐❧é
à ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡✳ ▲❡s t②♣❡s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t
s♦♥t s❛ ✜♥❡ss❡✱ s❛ ♥♦♥ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❧❡ ❜r✉✐t ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ s♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛st❡
❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① str✉❝t✉r❡s t✉❜✉❧❛✐r❡s✱ ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss✐♠✐❧és à
❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳ ❉❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ à ✉♥❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❆ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s✬❛❥♦✉t❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉
s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡✳ ❈❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥❡ ♣❡rt❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ❡t ✉♥ ❝♦♥t♦✉r
❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜r✉sq✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✳ ▲❡s ♣✐①❡❧s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ q✉✐ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛✐❞❡r
à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t s♦♥t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥t♦✉r ♦ù ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① ③♦♥❡s ♣❡✉t s✉✣r❡
à ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ r❡♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❡✉ ✜❛❜❧❡ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣✐①❡❧s
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞✬♦r❞r❡ tr♦✐s ♦✉ ♣❧✉s✳

❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❛ ♥♦♥ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ✜❧❛♠❡♥ts✳
▲❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t ♣❡✉t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés à ❝❛✉s❡ ❞✬♦❝❝❧✉s✐♦♥s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✈♦✐r❡ ❞❡ s♦✉s
rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés s✉r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ♠ê♠❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

✶
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❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t✳ ❊♥ ♦✉tr❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
s✐♠♣❧❡✳ ▲❡s ❝❛s ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ❞❡ ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❝♦♥t✐❣✉s s♦♥t
❢réq✉❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ r♦✉t❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❝♦♠♠✉♥❡s à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ✭❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡s✮ ♦✉ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛st❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♦✲
❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés s♦♥t ❛❝❝❡♥t✉é❡s ♣❛r ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡
✜❧❛♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳

❊♥ ♦✉tr❡ ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦❝❝✉❧✲
t❛t✐♦♥s ♦✉ ✉♥ très ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛st❡✱ ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ♥❡ s❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❞✉ ❜r✉✐t q✉❡ ♣❛r s❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣❧♦❜❛❧❡s✳ ❚r♦✉✈❡r ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡✉r ❣❧♦❜❛❧✐té ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❛r❞✉✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞♦♥♥❡ s♦✉✈❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉ss❡s
❛❧❛r♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ❞❛♥s
s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rt❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐✲
❧✐sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡ s❡ ❤❡✉rt❡ s♦✉✈❡♥t à ✉♥ ❝♦ût ♣r♦❤✐❜✐t✐❢ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t
s❛ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♠❛✐s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡
✈❡rs ❞❡s ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs à ❞❡ ré❡❧s ✜❧❛♠❡♥ts✳

❈❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐èr❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐té❡s✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡
✭✶✮ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ r♦✉t❡s ❡t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❆✉✲
❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❧❛ ♣❛♥❛❝é❡ à t♦✉t❡s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧
❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥✲
tré❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉❛tr❡ ♠ét❤♦❞❡s✱ ♣♦✉r q✉❛tr❡s t②♣❡s
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

✕ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ r♦✉t❡s✳
✕ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ❞❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳
✕ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✳
✕ ▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✳

❉❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
◆♦✉s r❡♠❡r❝✐♦♥s ❧✬■♥st✐t✉t P❛st❡✉r ❡t ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❙❛❣❡♠ ❉❙ ♣♦✉r ❧❡✉r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❡t ❞❡ ♥♦✉s ❛✈♦✐r ❢♦✉r♥✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① ❞✬✐♠❛❣❡s✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ❊❧❧❡ ❛❜♦r❞❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❡t ❞❡ ♣❛rt✐❡s
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❋✐❣✳ ✶ ✕ ■♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡ r♦✉t❡s ❡t ■♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞✬❛❝t✐♥❡
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♣❧✉s ❞é❞✐é❡s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✶✱✷✱✺ ❡t ✻ s♦♥t ♦r✐❡♥✲
tés tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹ s♦♥t ♣❧✉tôt ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝✲
t✐♦♥ ❡t ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡st ♣r♦♣♦sé✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡❣r♦✉♣é ❡♥ ❝❛té❣♦r✐❡s ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r
❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✳

✕ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s
✐♠❛❣❡s ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ❞❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ✐❞é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦st❛t✐q✉❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts
♣❛r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à tr❛✐t❡r✳ ❈❡s ❝❤❛♠♣s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ♥♦✉s
❞♦♥♥❡r♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❞♦♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♠✐♥✐♠✉♠ u∗ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐r❛ ❧❛
❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞és✐ré❡✳

✕ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ t②♣❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ♣rés❡♥té❡s ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ❢❛ît❡ ❞❛♥s ❬✶❪
♠❛✐s ✐❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s S1✱
❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❞❡ ❘2✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✈❡rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s
s♦♥t ❛❜♦r❞és ❡♥ ❞ét❛✐❧✳

✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r
♠❡s✉r❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r
❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦♥ s✐♠♣❧❡s
✭♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s✮✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦rt❛♥t
s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ r♦✉t❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳

✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦✲
♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❧✐é ❛✉ s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡✳ ▲❡s ✜❧❛♠❡♥ts s♦♥t ❛❧♦rs ♦❜✲
t❡♥✉s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ à ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳

✹ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

✕ ❊♥✜♥ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❛❜♦r❞❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s
séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♦♣t✐♠✐s❛♥ts ❧❛ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡t s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥ t❡♥❛♥t
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❈❈❉ ✉t✐❧✐sés✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ré❛❧✐sé ❡♥
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❝✐été ❙❛❣❡♠ ❉é❢❡♥s❡ ❡t ❞❡♠❡✉r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❡❧✳

■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✺



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

✻ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s❛♥s s❛✉t ❞❛♥s
❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✷❉ ♦✉ ✸❉✳ ❈❡❧❛ s✬❡①✲
♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ❧❡ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡r♥✐r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❝✐t❡r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① r♦✉t✐❡rs ❬✸✹✱ ✹✻✱ ✺✸❪✱ ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s ❬✸✾✱ ✺✽❪✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❬✻✱ ✸✵✱✻✵❪✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡s✳✳✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐✣❝✉❧tés s♦♥t ❛tt❛❝❤é❡s à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✳ ❉❛♥s t♦✉t
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r
❧❡ ❜r✉✐t ♦✉ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉ s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡ ❝♦♥tr❛st❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❢♦♥❞✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❧❛ ✜♥❡ss❡ ✈♦✐r❡ ❧❛ s♦✉s rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♠❛❥❡✉r❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❡
t♦♣♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ♣rés❡♥ts✳ ❊♥ ♦✉tr❡ ❧❡s ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ♣❛r❢♦✐s êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ❊♥✜♥ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝✐s✐❢s✳

❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❡s✲
s❛②❛♥t ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐sé❡ ❡t à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s ❞✐✣✲
❝✉❧tés ♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐✈✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s s✉✐✈❛♥t
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❛✉q✉❡❧ ❡❧❧❡s s♦♥t r❛tt❛❝❤é❡s✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉❡r♦♥s
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✜❧tr❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❡♥✜♥ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳

✼



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚

✷ ▼ét❤♦❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s s♦♥t ❝♦✉r❛♥t❡s ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s r♦✉t❡s✱ ❧❡s ✢❡✉✈❡s ♦✉ ❧❡s
✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s ❬✸✸✱✸✺✱✺✶❪✳ ❈❡s ♦❜❥❡ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
t②♣❡ ✜❧❛♠❡♥t✳

✷✳✶ ❈❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❯♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡s ét❛ts ❢✉t✉rs s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s ét❛ts ♣❛ssés✳ ❚♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❢✉t✉r❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡
❞❛♥s ❧✬ét❛t ♣rés❡♥t✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❧❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬ét❛t✱ ♦✉
❞❡♠❡✉r❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧ ♣❡✉t
s✬❛❣✐r ❞✬✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
✭❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬ét❛t✮ s♦♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t à ✉♥ s♦♠♠❡t ✈♦✐s✐♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✱ ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✱ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❢♦♥❞✱
❞❡ t❡①t✉r❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❡t❝✳ ❊❧❧❡ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❛✈❡❝
s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s♦♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s
❡♥tr❡ ♣✐①❡❧s✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡
❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❣❧♦❜❛❧❡s s✉r ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts r❡❝❤❡r❝❤és✳

❉❛♥s ❬✺✺❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s s❡❣♠❡♥ts q✉✐
r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭♣♦s✐t✐♦♥✱ t❛✐❧❧❡✱
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❝❛♥✲
❞✐❞❛ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡tt❡ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ s✉r ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ♣ré❞ét❡❝tés ❡t ❧❡s s❡❣♠❡♥ts r❡❧✐❛♥t ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❡st ✉♥ s❡❣♠❡♥t✱ ❡t
❞❡✉① s♦♠♠❡ts s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ ❛r❝ s✐ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ♦♥t ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❯♥
❝❤❛♠♣ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés❡❛✉ ❝❤❡r❝❤é ♣❛r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é✳

✷✳✷ Pr♦❝❡ss✉s ♣♦♥❝t✉❡❧s ♠❛rq✉és

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦♥❝t✉❡❧s ♠❛rq✉és ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r✲
❦♦✈ ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❧✬❛❥♦✉t ♦✉ ❧❛ s✉♣r❡ss✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ✭♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❡t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✮ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥

✽ ✷✳ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❙❚❖❈❍❆❙❚■◗❯❊❙



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚

❞❡ rés❡❛✉① r♦✉t✐❡rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❝♦♥st✐✲
t✉❛♥t ❧❡s r♦✉t❡s ❡t é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❢❛✉ss❡s ❛❧❛r♠❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s
♣♦♥❝t✉❡❧s ♠❛rq✉és ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❡t ♥♦♥ ♣❧✉s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❡t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❢♦rt❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ✭s❡❣♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r✮✳ ❖♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡tr♦✉✈❡r ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ r♦✉t❡s q✉✐ ♦♥t é❝❤❛♣♣é à ❧❛
♣ré❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ✈♦✐s✐♥s ❞é❥à ❞ét❡❝tés✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ❝❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s✉r ❣r❛♣❤❡✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s
♣♦♥❝t✉❡❧s ♠❛rq✉és✱ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧és ♣r♦❝❡ss✉s ♦❜❥❡t✱ r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ s❝è♥❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡
❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

❈♦♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦♥❝t✉❡❧s ♠❛rq✉és ❛✈❡❝ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❝♦♠♠❡
♦❜❥❡ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❬✸✹❪ ❡t ❬✺✹❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ rés❡❛✉
r♦✉t✐❡r ét✉❞✐é ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦♥❝t✉❡❧✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥
❥❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞é✜♥✐s ♣❛r q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡✱ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ ❧❛r❣❡✉r ❡t ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ❖♥ ♠♦❞✐✜❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s❡❣♠❡♥ts ❥✉sq✉✬à
♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés❡❛✉ ❧✐♥é✐q✉❡✳ ❈❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❯♥❡ é♥❡r✲
❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ✈♦✐s✐♥s✳ ❈❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡✱ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ✐s♦❧és✱ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts
r❡❧✐és ✭ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ✮✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❡st
♠✐♥✐♠✐sé❡ ♣❛r ✉♥ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é ✐♥té❣ré ❞❛♥s ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼❈▼❈ ✭✧▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✧✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ♥✬❡st ♣❛s ✜①é ♠❛✐s ❡st ❛❥✉sté ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ♦✉ ♣é♥❛❧✐✲
s❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ✐s♦❧és ♦✉ ✉♥❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
❡♥tr❡ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts✱ ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❛ ❝♦❧✐♥é❛r✐té✱ ❡t❝✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ ✐♠❛❣❡
q✉✐ ❢❛✈♦r✐s❡ ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❝♦♥tr❛sté ♣❛r r❛♣♣♦rt à s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ♠♦②❡♥♥❡ ❡t
❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❛ér✐❡♥♥❡✱ s❛t❡❧❧✐t❛✐r❡ ❡t r❛❞❛r✳

✸ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✿ ❢♦r♠❡✱ t❛✐❧❧❡✱ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱
t❡①t✉r❡✱ ❡t ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♦✉ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♦❜s❡r✈és✳ ❈❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s
❞ét❡❝t✐♦♥s ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✱ ❧✬❛ttr✐❜✉t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s❡r❛ ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé✳

✸✳ ▼❖❘P❍❖▲❖●■❊ ▼❆❚❍➱▼❆❚■◗❯❊ ✾
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▲✬❛s♣❡❝t ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❀ ❝❡✉①✲❝✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ♣r✐♠✐✲
t✐✈❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞♦♥t ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥✜r♠❡r ♦✉ ✐♥✜r♠❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ét✉❞✐é❡
❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ X ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t B ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

δB(X) = {x+ b; b ∈ B, x ∈ X}.

▲✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ X ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t B ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ǫB(X) = {x ∈ X;∀b ∈ B;x+ b ∈ B}.

▲❡s ♦✉t✐❧s ♣r♦♣♦sés ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❛✉ ❞é♣❛rt ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳
▲❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛ été ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs
❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❬✷✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✧❜✐♥❛r✐sé❡✧✱ ♣✉✐s ❧❡s str✉❝t✉r❡s r❡❝❤❡r❝❤é❡s s♦♥t
r❡❝♦♥str✉✐t❡s✳ ▲❛ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✜✲
❣✉r❡♥t ❧❡s ♣✐①❡❧s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❧✬❡♥t✐té ét✉❞✐é❡✳ ▲❡s r♦✉t❡s s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞
❡①tr❛✐t❡s ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣❡❛✉ ❤❛✉t ❞❡ ❢♦r♠❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❢❡r♠é❡ ✭❧✬✐♠❛❣❡
❡st ér♦❞é❡ ♣✉✐s ❞✐❧❛té❡ ❡t r❡tr❛♥❝❤é❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✮✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❡t ❝❧❛✐r❡s✳ ▲✬✐♠❛❣❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡♥s✉✐t❡ s❡✉✐❧❧é❡ ♣♦✉r
❢♦r♠❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛r✐sé❡✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉✐t ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ❞✐✲
❧❛t❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ✉♥❡ sq✉❡❧❡tt✐s❛t✐♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬✺❪ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s r♦✉t❡s ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡st s❡❣♠❡♥té❡ ❡t ❧❡s r♦✉t❡s s♦♥t sé♣❛✲
ré❡s ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐q✉❡ ❡st ré❛❧✐sé❡
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳
❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ s❡✉✐❧ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡✳ ❯♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡✛❡❝t✉é❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r♦✉t❡s ♣ré❞ét❡❝té❡s✳ P✉✐s ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ❡❧✲
❧✐♣s❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡♥❣❧♦❜❛♥t ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❡t ❧❡✉r ❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❞♦♥t ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✐♥❝❧✉❛♥t❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ s❡✉✐❧ ❞é✲
t❡r♠✐♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡ rés❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❛❧♦rs ❡①tr❛✐t✱ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s♦♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♣♦✉r ❞❡s ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❞❡
❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✺✻❪ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ✷❉✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ ❞❛♥s ✉♥

✶✵ ✸✳ ▼❖❘P❍❖▲❖●■❊ ▼❆❚❍➱▼❆❚■◗❯❊
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❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❊❧❧✐♣s❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡✉rs ❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①

♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ I ❞✉ ✧❛✈❡r❛❣❡
sq✉❛r❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t✧✭❆❙●✮ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧✐ssé ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥
t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✈♦✐s✐♥s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s
❝❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ❞✐✛✉sé à tr❛✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛♣♣❡❧é ✿
✧❛✈❡r❛❣❡ sq✉❛r❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦r ✢♦✇✧✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E(v) = D(v) + αS(v)

❛✈❡❝

D(v) =

∫

supp(I)

||d||2||v − d||2dxdy,

❞ ét❛♥t ❧✬❆❙● ❡t

S(v) =

∫

supp(I)

(

(
∂v1

∂x
)2 + (

∂v1

∂y
)2 + (

∂v2

∂x
)2 + (

∂v2

∂y
)2

)

dxdy

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬✧❆❙●✧ ❡t
❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✐✛✉sé✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st
♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐✛✉sé v✳

✹ ❋✐❧tr❛❣❡

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉ t❡♠♣s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛♣♣❡❧é ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❝♦♥♥✉❡s q✉✐ ré✲

✹✳ ❋■▲❚❘❆●❊ ✶✶
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❣✐ss❡♥t ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✐♠✐❧❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣❡♥❞✉❧❡✳ P❧✉s
♣ré❝✐s❡♠❡♥t ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♣❛ssé❡s✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t s❛❝❤❛♥t
s♦♥ ♣❛ssé ❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦✉r❛♥t❡s✳ ▲❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ré❝✉rs✐❢ ❛ été ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ r♦✉t❡s✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭✐❝✐
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✮ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❜r✉✐té✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❛✉ s❡♥s st❛t✐st✐q✉❡ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧♦❝❛❧❡
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ▲❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t
❞✬é✈✐t❡r q✉❡ ❧❡s ❢❛✉ss❡s ❛❧❛r♠❡s ♣❡rt✉r❜❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❞❡ ♣❧✉s ✐❧
❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r♦❜✉st❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡s r♦✉t❡s✳

❯♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ xk à ❧✬✐♥st❛♥t k ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

xk = Fkxk−1 +Bkuk + wk.

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s zk à ❧✬✐♥st❛♥t k

zk = Hkxk + vk.

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Fk, Bk, Hk s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s✱ wk ❡t vk ❞❡s ❜r✉✐t ❛❥♦✉tés
❡t uk ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t t❡♠♣♦r❡❧ ❝♦♥♥✉❡✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s xk ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t
❧❡s zk✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t k ♣♦✉r
❡st✐♠❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t k + 1✳

❯♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ré❝✉rs✐❢ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬✺✼❪ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬✐♠❛❣❡s✱ ♠❛✐s à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✜①❡✳ ▲❡s r♦✉t❡s s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❡♥ s❡❣♠❡♥ts ❡t ❧❡
♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s s❡❣♠❡♥ts ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ♣❛r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❡st ❞é✜♥✐✳ ▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❡❣♠❡♥t s❡ ❢❛✐t à
♣❛rt✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✳ ❯♥❡ ♠✐s❡ ❡♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❡t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❝♦✉r❛♥t ♣❡r♠❡t
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦✜❧s✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ s❡❣♠❡♥t ❡st ♠✐s❡
à ❥♦✉r s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❊♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛♥tér✐❡✉r❡♠❡♥t✱
❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ♠✐s à ❥♦✉r✳

❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ❬✹✷❪ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥
s✉✐✈✐ ❞❡ r♦✉t❡ ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛ér✐❡♥♥❡s✳ ▲✬✐♥térêt ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ❜❛sé s✉r
❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ t②♣❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs
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❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣♦stér✐♦r✐ s♦♥t ❡st✐♠é❡s
❣râ❝❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✭❛♣♣❡❧és ♣❛rt✐❝✉❧❡s✮ q✉✐ s♦♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣♦♥✲
❞érés ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮ ❡t ♣r♦♣❛❣és✳ ▲❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t
✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✮✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝♦✐♥s ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s r♦✉t❡s✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬❛♠♦r❝❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❬✹✷❪ ❡st ♠♦❞✐✜é ❞❛♥s ❬✶✵❪ ❡♥ ❧❡ r❡♥❞❛♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❣râ❝❡ à
❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞✬❛♠♦r❝❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍♦✉❣❤ ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐✲
❞ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡
❡st ❛❥♦✉té❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t
❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
r♦✉t❡✳

❉❛♥s ❬✷✾❪ ❏❛❝♦❜ ét✉❞✐❡ ❧❡s ✜❧tr❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

h(x, y) =
M

∑

k=1

k
∑

i=0

αk,i
∂k−i

∂xk−i
∂i

∂yi
g(x, y),

♦ù ❣ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❡♥êtr❡ ✐s♦tr♦♣❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ f ✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r

r∗(x) = sup
θ

f(x) ∗ h(Rθ∗x),

❛✈❡❝ Rθ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ▲✬❛✉t❡✉r ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ✜❧tr❡s ❞♦♥♥❡♥t
❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❈❛♥♥② ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs✳

❉❛♥s ❬✷✵❪ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♣❛r ✜❧tr❛❣❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡s ❞❡✉① ③♦♥❡s ❜♦r❞❛♥t ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲❡ ✜❧tr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ✉t✐❧✐sé ❡st ❞❡ t②♣❡ ✶❉✳ P♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s
✷❉✱ ♦♥ ❡st✐♠❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡ss✐❡♥♥❡✳ ▲❡ ✜❧tr❡ ✶❉ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛✉ ✜❧❛♠❡♥t✳ ▲❡s ✜❧❛♠❡♥ts s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❤❛î✲
♥❛❣❡ ✿ ♦♥ ♣❛rt ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♣✐①❡❧ ✈♦✐s✐♥ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st✐♠é❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✳

▲✬❛✉t❡✉r ♣r♦♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❡♥ ❞ét❡❝t❛♥t
❧❡s ♣♦✐♥ts r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❧❡s ❜♦r❞s ❞r♦✐t ❡t ❣❛✉❝❤❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ✜❧tr❡
❧✐é ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉❜♣✐①❡❧✐q✉❡✳

✹✳ ❋■▲❚❘❆●❊ ✶✸
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✺ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡✳ ❈❡tt❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ r❡♣ré✲
s❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❝❤♦✐s✐❡
❡st ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦ût q✉✐ ❢❛✈♦r✐s❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞és✐ré❡s✱
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ét✉❞✐és✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s s♥❛❦❡s ❡st s♦✉✈❡♥t
✉t✐❧✐sé❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ❢❡r♠é❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♣❛r❛♠étré❡s q✉✐ s❡ ❞é❢♦r♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❞✐✈❡rs❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡s s♥❛❦❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❬✸✷❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐
❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❧✐é❡ à ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥
❝♦♥t♦✉r γ ❡t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ I ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ Ω ❞❡ ❘2✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
♣r♦♣♦sé❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡ ✿

E(γ) = Einterne(γ) + Eimage(γ, I)

=

∫

γ

(

α|γp(p)|2 + β|γpp(p)|2
)

dp−
∫

γ

|∇I(γ(p))|2dp,

❛✈❡❝ γp(p) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t à ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ |γpp(p)| ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ∇I(γ(p)) ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❀ t♦✉t❡s ❝❡s q✉❛♥t✐tés ét❛♥t é✈❛❧✉é❡s ❛✉ ♣♦✐♥t γ(p)✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ♦✉ é♥❡r❣✐❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✬❛ ♣r✐♦r✐✱
❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❛✉ ❝♦♥t♦✉r✳ Eimage ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉①
❞♦♥♥é❡s✳

❈♦♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡s s♥❛❦❡s à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♦♥ ♣❡✉t
❝✐t❡r ❬✷✽❪✳ ❯♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♥❛❦❡s ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ❛ss❡③ ❧♦♥❣ ❀ ✉♥ ❛✉tr❡ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠ètr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❝❡❧❛ ♣❡✉t
êtr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ s✬✐❧ ② ❛ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ♦✉ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts à ❞ét❡❝t❡r ❡st
✐♥❝♦♥♥✉✳ P♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❧❡✈❡❧ s❡ts ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s
❬✹✶❪ ✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❡ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡s ❢✉s✐♦♥s ❡t ❞❡s sé♣❛r❛t✐♦♥s ❞✬♦❜❥❡ts✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❢❡r♠é❡s✳

❉❛♥s ❬✸✶❪ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝❤❛r❣é❡s ✐♥s♣✐ré ♣❛r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳
■❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝❤❛r❣é❡s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝✲
tr♦st❛t✐q✉❡✳ ▲❡s ❝❤❛r❣❡s s♦♥t ❛tt✐ré❡s ✈❡rs ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
❞ét❡❝t❡r ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❧✐é ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡✉t
s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s✳

✶✹ ✺✳ ▲❊❙ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❱❆❘■❆❚■❖◆◆❊▲▲❊❙
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❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♥❛❦❡s ♦✉ ❞❡s ❧❡✈❡❧ s❡ts ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❛❞❛♣té❡
à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❝❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ✐♥✐t✐é❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥t♦✉rs ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ✉♥ s❛✉t ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❛♥s t♦✉t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
tr❛♥s✈❡rs❡ à ❧❡✉rs ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♦♣ér❛♥t❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s
❢❡r♠é❡s✳

❉❛♥s ❬✹✹❪✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s s♥❛❦❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s
s✬❡①♣r✐♠❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞♦✉❜❧❡s✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞é♣❡♥❞ ❛❧♦rs ❞❡
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ r♦✉t❡s ❡♥ té❧é❞ét❡❝t✐♦♥✳

❉❛♥s ❬✻✵❪✱ ❇♦ ❩❤❛♥❣ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❜ât♦♥♥❡ts ❡♥ ♠✐s✲
❝r♦s❝♦♣✐❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ MN ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✿

MN(x, y) = b+
N

∑

i=1

IBi
(x, y),

❛✈❡❝ N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜ât♦♥♥❡ts✱ b ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✉♣♣♦sé ❣❛✉ss✐❡♥✱ IBi
(x, y) ❡st

❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❞✉ ✐è♠❡ ❜ât♦♥♥❡t q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞❡ s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡
s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t ❞❡ s♦♥ ✐♥t❡♥s✐té✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❡st✐♠és ♣❛r ✉♥❡ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥✳
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭✶✳✶✮ ❡♥tr❡ MN ❡t ❧✬✐♠❛❣❡
♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t é✈♦❧✉❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r✱ à s❛✈♦✐r

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

(MN(i, j) − I(i, j))2 ✭✶✳✶✮

▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s ❜ât♦♥♥❡ts ♥❡ s❡ s✐t✉❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ♣✐①❡❧✐q✉❡ ❀ ❝❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥ s✉♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥
♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t sé♣❛r❡r ❞❡✉① ❜ât♦♥♥❡ts très ♣r♦❝❤❡s✳

✻ ▼ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s

❯♥❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ψ1 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ L2(❘) ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ q✉✐ ♦s❝✐❧❧❡ ❧♦❝❛❧❡✲
♠❡♥t ✿

∫ +∞

−∞
ψ1(t)dt = 0,

ψ1 ♣❡✉t êtr❡ ❞✐❧❛té❡✴❝♦♥tr❛❝té❡ ✭❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ e ∈ ❘∗
+✮ ❡t tr❛♥s❧❛té❡ ✭♣❛r❛✲

♠ètr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ u ∈ ❘✮ ✿

ψu,e(t) =
1√
e
ψ1

(

t− u

e

)

✻✳ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❯❚■▲■❙❆◆❚ ▲❊❙ ❖◆❉❊▲❊❚❚❊❙ ✶✺
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▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❢ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Wf (u, e) =

∫ +∞

−∞
f(t)

1√
e
ψ∗

1

(

t− u

e

)

dt

▲❡ s✐❣♥❛❧ ❢ ♣❡✉t êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ Wf (u, e) ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿

f(t) =
1

Cψ1

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
Wf (u, e)

1√
e
ψ1

(

t− u

e

)

du
de

e2

❛✈❡❝

Cψ1 =

∫ +∞

0

|ψ1(w)|2
w

dw.

▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐sé❡✱ ❝❡♣❡♥✲
❞❛♥t t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣tés à ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s r✐❞❣❡❧❡ts ❬✶✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡s ❧✐❣♥❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ✿ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❬✷✸✱✷✼❪✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ❬✶✽❪ ❡st ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés
❞❡ t②♣❡ ✜❧❛♠❡♥ts✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té
s✐ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ s♦♥ ♣r♦✜❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s✐ ♦♥ ❧✬♦❜s❡r✈❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱
❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡✈✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐ss❡ ❡t ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡
❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❉♦♥♦❤♦ ❡t ❈❛♥❞ès ❬✶✽❪✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❬✶✼✱ ✺✾❪ ❡♥ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❬✶✷❪
❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❬✶✾❪ ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ▲❡s ❝✉r✈❡✲
❧❡ts r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♦r✐❡♥tés ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s
♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♣❡✉t s❡ rés✉♠❡r ❡♥ q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❯♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❙♦✐❡♥t ❧❡s ✜❧tr❡s P0,∆s, s ≥ 0✱
♦ù P0 ❡st ✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡✲❜❛s ❡t ❧❡s ∆s✱ ❞❡s ✜❧tr❡ ♣❛ss❡✲❜❛♥❞❡s ❀ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ f ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✐♠❛❣❡s (P0f,∆1f,∆2f, ...)✳

✷✳ ❈❤❛q✉❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❝❛rrés ❞②❛❞✐q✉❡s ✭♦♥ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡
♣❛r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❝❛rré❡✮

✸✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡✳

✹✳ ❊♥✜♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛rrés ❡st ❛♥❛❧②sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ r✐❞❣❡❧❡ts✳

❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
q✉✬✉♥❡ tr❛♥❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳

✶✻ ✻✳ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❯❚■▲■❙❆◆❚ ▲❊❙ ❖◆❉❊▲❊❚❚❊❙
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❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ✭❛✮ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♣❛r ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ✭❜✮ ♣❛r ❝✉r✈❡❧❡ts
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✼ ▼ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❙❱▼

❬✹✾❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✧❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s✧✭❙❱▼✮ ❝♦♠♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✳ ❆♣rès ✉♥❡ ét❛♣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡✱ ♦♥
❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡
σ ✭❧✬✐♠❛❣❡ ■ ❡st ❝♦♥✈♦❧✉é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ Gσ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ✱ ♣✉✐s ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡✮✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉❜❡s ♣ré❞ét❡❝tés
s❡r✈❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λσ1 (x), λσ2 (x), λσ3 (x) ❞❡ ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❍❡ss✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ t✉❜❡ s♦♥t ♣❧♦♥❣é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡
très ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❯♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t s✉r ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡t
❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦rt✐♦♥s t✉❜✉❧❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❙❱▼✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❉ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts
♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛
❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❞❡ t②♣❡ ✜❧❛♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✷❉ ❡t ✸❉ ❜r✉✐té❡s ❡t
✢♦✉❡s✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐sé❡ ❡st ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞✬❛❝t✐♥❡ ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ✜❧❛♠❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥✲✶ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ✸❉✱ ✉♥
✜❧❛♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té s❛♥s s❛✉t ❞❛♥s ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬✐♥t❡♥✲
s✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ Ir ✿ Ω → ❘✱ ❛✈❡❝ Ω ✉♥
♦✉✈❡rt ❞❡ ❘3✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts
❞✬é♣❛✐ss❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ✢♦✉ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❉❡
♣❧✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛♥q✉❛♥t❡s à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❜r✉✐t✱
❞✬✉♥ tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥str❛st❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❛✣♥❡r ✉♥❡ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ✜❧❛♠❡♥t ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉✐s
❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts
❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✷❉ ❡t ✸❉✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♥♦té−→B ❝♦♥t❡♥✉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉ ✜❧❛♠❡♥t✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
t♦✉r♥❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t q✉✬♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s s✐♥✲
❣✉❧❛r✐tés ✭❛♣♣❡❧é ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈♦rt✐❝✐té✮✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é

−→B ✳

▲❡ ❝❤❛♠♣
−→B ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✜❧❛♠❡♥ts ✈✉s

❝♦♠♠❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✳ ❚r❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣
−→B ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡

♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❤❛♠♣
−→B ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ♣❧✉s ré❣✉❧✐❡r

✶✾
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q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s s✉r
❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t ❡st ♠❛♥q✉❛♥t❡ à ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡
♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣

−→B ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♠❛♥q✉❛♥t❡ ❡♥ s❡r❛ ♣❡✉
❛✛❡❝té ❝❛r ✐❧ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ ❊♥✜♥ ♦♥
♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣

−→B ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ✭❧♦rsq✉❡ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❡st ♠❛♥q✉❛♥t❡✮
❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ✭●▲✮✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❞✉ t②♣❡ ●▲ ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❡st ré❝❡♥t❡ ✭❝❢ ❬✸✱ ✷✺❪✮✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ●▲ s♦♥t ❞é❞✐és à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❦ ♣♦✉r ✉♥❡
❝❤❛♠♣ u ❞❡ ❘n+k ❞❛♥s ❘k ❬✾✱ ✸✻❪✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✸❉✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ u : Ω ⊂ ❘3 → ❘
2

♠✐♥✐♠✐s❛♥t

Eǫ(u) =

∫

Ω

(

‖∇u‖2 +
(1 − |u|2)2

ǫ2

)

dx

u ét❛♥t é❣❛❧❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ Ω ❡t g
s♦♥t ❞é✜♥✐❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs

−→B ✳

■❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸✻❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ g ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ✭❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❞❡❣ré ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ●▲ s❡r❛ ❞é✜♥✐❡ ♣ré❝✐s❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮✱ q✉❡
❧❛ s✉✐t❡ (uǫ)ǫ>0 ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs ❞❡ Eǫ ❝♦♥✈❡r❣❡ à ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ ♣rès ❧♦rsq✉❡ ǫ → 0
✈❡rs ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs u∗ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés r❡❧✐❡ ❧❡s
♣♦✐♥t ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞❡ g|∂Ω ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré ✭±1✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ s✐ a1

❡t a2 s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① s❡✉❧s ♣♦✐♥ts ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❞❡❣ré 1✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té
❞❡ u∗ ❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❡♥tr❡ a1 ❡t a2✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té s❡r❛ ❧❡
✜❧❛♠❡♥t ❝♦♠♣❧été✳

P♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t uǫ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ǫ ♣❡t✐t✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣♦✉r ❝❡❧❛
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✹✼❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
♣♦✉r ✉♥ ❝♦✉rt ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐tér❛t✐❢ ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ét❛♣❡s s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❋✳
❆❧♦✉❣❡s ❬✶❪✳

◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ♣❡✉ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞é❞✐é❡s à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t
à ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s✬❛♣✲
♣❧✐q✉❡♥t ❛✉① str✉❝t✉r❡s t✉❜✉❧❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ❬✹✵✱ ✹✺❪✳
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❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ u∗ r❡❧✐❡ a1 ❡t a2✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❛ss♦✲
❝✐é❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ I✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs

−→B ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞♦♥♥❡ ❧❡ ✧sq✉❡❧❡tt❡✧ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✱ ♥♦✉s ✐♥✲
tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t
❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♠❛♥✲
q✉❛♥t❡s ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ ▲✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts s❡r❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ♥♦✉s
❧✬❡①❛♠✐♥❡r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r
❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ✷❉ ❡t ❡♥ ✸❉✳

✷ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❋✐❧❛♠❡♥ts

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ C1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✐♥❝❧✉s❡

❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt Ω ⊂ ❘3 ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ Ir ✿ Ω → ❘✳ ❙♦✐t
−−→
T (x) ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ à

❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ x ❡t Hx ❧❡ ♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à
−−→
T (x)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s

−→
N 6= 0

❡t
−→
N ′ 6= 0 ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Hx ✿

lim
t→0

Ir(x+ t
−→
N ) = lim

t→0
Ir(x+ t

−→
N ′) ✭✷✳✶✮

❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ Ir|Hx∩Ω ❛✐t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡♥ x✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❝❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

❊♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ I ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ Ir ❡t ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❬✻✶❪✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡

✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙ ✷✶
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♦❜s❡r✈é❡ I ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ é♣❛✐s ❡t ✢♦✉s✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ r❡❝♦♥s✲
t✐t✉❡r ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♦r✐❣✐♥❛✉① q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts
é♣❛✐s✳

✷✳✶ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts

▲✬✐♠❛❣❡ ✸❉ ♦❜s❡r✈é❡ I ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❝❛r ♥♦✉s s✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ Ir ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉
❣❛✉ss✐❡♥ Gσ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ✱ ✐✳❡✳ I = Ir ∗Gσ✳ ▲❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡
❧❡s ❡①tr❡♠❛ ❧♦❝❛✉① ❞❡ I✱ s❛♥s s❛✉t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t q✉❡ ❧✬✐♥✲
t❡♥s✐té ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✱ Ir ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❜✐♥❛✐r❡ ✿ Ir = 0 ❞❛♥s ❧❡ ❢♦♥❞ ❡t Ir = 1 s✉r ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ ❉✬❛♣rès ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ✜❧❛♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t x ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t Ir|Hx

❡st ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ❡①♣❧♦s❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s λ1✱ λ2✱ λ3 ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✭❛✈❡❝ |λ1| ≤ |λ2| ≤ |λ3|✮ ❡t −→v1 ✱
−→v2 ✱−→v3 ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ I✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❞❡s

✜❧❛♠❡♥ts s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❛❧♦rs |λ2| ❡t |λ3| t❡♥❞❡♥t ✈❡rs +∞ q✉❛♥❞ σ
t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ s✉r ❧❡ ✜❧❛♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |λ1| << |λ2|✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♠è♥❡ à
❞é✜♥✐r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Mα ✿

Mα = {(x, y, z); |λ2λ3| > α}
♦ù α ❡st ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ rés✉♠❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s λi ❡t ❧❡✉rs ✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥s ✿

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ v1

✷✷ ✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙
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▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Mα ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝❛r❛❝tér✐sés ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡ I ❛ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❛♥s
❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭−→v2 ❛♥❞ −→v3✮✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ Mα ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✱ ❞♦♥t
❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r −→v1(x)✱ ♦✉ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐s♦❧és ♠❛✐s ❡①❝❧✉t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❛❧❛r♠❡s ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
♦❜t❡♥✉❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ✜♥s ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ −→v1(x) ♣♦✉r x ∈ Mα s♦♥t ❛ss❡③ ♣ré❝✐s❡s ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
♣♦✉r ❛✣♥❡r ❝❡tt❡ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s Mα✳

✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts

◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛✣♥❡r ❧❛ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
−→v : D → ❘

3 ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ✿

−→v =

{ −→v1 s✐ |λ2λ3| > α−→
0 s✐♥♦♥

Mα ❡st ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs −→v ✱ ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts é♣❛✐s✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ❛♥♦❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦✲
st❛t✐q✉❡✳ ▲❡ ✜❧❛♠❡♥t ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s
❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✈❡❝t❡✉r ❛ss♦❝✐é

−→
A ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

−→
B s✉r ❉✳

−−→
A(x) =

∫

Mα

−−→
v(y)

||−→xy||dy ∀x ∈ D

−−−→
B(x) =

−→
rot

−→
A ∀x ∈ D

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
−−−→
B′(x) q✉✐ ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡

❞❡
−−−→
B(x) ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à

−−→
A(x)✳

❉❛♥s Mα✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r
−→
A ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ré❣✉❧❛r✐sé❡ ❞❡

−→v ❝❛r ✐❧ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ♣ré❞ét❡❝tés✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r−→
B′ t♦✉r♥❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t q✉✐ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐tés ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t r❡❝t✐❧✐❣♥❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
−→
B′ ❞❛♥s

❧❡ ♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉ ✜❧❛♠❡♥t ❡st é❣❛❧ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
−→
B ✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❧❛♥✱ ❧❡s

✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙ ✷✸
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❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❊♥ ❤❛✉t ✿ ✐♠❛❣❡ ✢♦✉❡ ❀ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ✿ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ❡t ✢♦✉❡✱ P❙◆❘❂✼✳✵✻ ❞❇ ✭✐♠❛❣❡
❜r✉✐té❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✐♠❛❣❡ ✢♦✉❡ ❡♥ ❤❛✉t✮ ❀ ❡♥ ❜❛s ✿ v1(x) ♣♦✉r x ∈ Mα✳

✷✹ ✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙
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❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ❈❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❇✬ ❡t ❆✳

✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙ ✷✺
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❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞❡
−→
B′ s♦♥t (−sinθ, cosθ) ♦ù θ ❡st ❧✬ ❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐r❡✳ ❖♥ ❛ ✿

||∇
−→
B′||2 = ||∂

−→
B′

∂r
||2 +

1

r2
||∂

−→
B′

∂θ
||2.

❈♦♠♠❡
−→
B′ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❛❞✐❛❧❡ r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ∂

−→
B′

∂r
=

−→
0 ❡t

||∇−→
B′||2 = 1

r2
||∂

−→
B′

∂θ
||2✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

||∇
−→
B′||2 =

1

r2
.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ||∇−→
B′||2 t❡♥❞ ✈❡rs +∞ q✉❛♥❞ r t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ❈❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

♥♦✉s ♠è♥❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ▲❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡

S = {x ∈ D, lim
y→x

||∇
−→
B′(y)|| = +∞}.

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❢❛✉ss❡s ❛❧❛r♠❡s✱ ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ♦ù ||−→A || ≥ β ♣♦✉r ✉♥ β ❝♦♥st❛♥t ❞♦♥♥é✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
sq✉❡❧❡tt❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❬✹✸❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡
sq✉❡❧❡tt❡ ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t é♣❛✐s✳

✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡
❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t é♣❛✐s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✢♦✉ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✐♥s✐
q✉✬✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
−→v1 ❡t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐és

−→
A ✱

−→
B ❡t

−→
B′✳ ▲❡ sq✉❡❧❡tt❡ S ❞♦♥♥❡ ❧❡ ✜❧❛♠❡♥t

♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ② ❝♦♠♣r✐s s✐ ❧❛ P❙❋
❞✉ ✢♦✉ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s
❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t t❡sté ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts
❞✬❛❝t✐♥❡ ❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✮✳ ◆♦tr❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❧❡s
✜❧❛♠❡♥ts ❞✬❛❝t✐♥❡ ❞és✐rés ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✮✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝réé ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s
✜❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ 80 × 80 × 80 ✈♦①❡❧s ❛✈❡❝ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛ été
❛❥♦✉té ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✮✳ ▲❡ P❙◆❘ ❡st ❞❡ ✼✳✷ ❞❇✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ✭✈♦✐r ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✮✳

✷✻ ✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙
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❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❙q✉❡❧❡tt❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳

✷✳✹ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉

❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ❡t ❞✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉
✜❧❛♠❡♥t s♦✐❡♥t ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ✉t✐✲
❧✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬✐♥♣❛✐♥t✐♥❣ ❬✹✱✼❪ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t
❧✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥♥❡❝t❡r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉✐ s♦♥t✱ ❡♥
❣é♥ér❛❧✱ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s❛✉ts ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ à ❝❛✉s❡ ❞❡ s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ s♦♥t ❞é❞✐és à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ❝♦❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ k ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ u ❞❡ ❘n+k ❞❛♥s ❘k ❬✸✻❪✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s
❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s ❘3 ❀ ❞♦♥❝ k = 2 ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❘2✳

❯♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❡st ❞✉ t②♣❡ ✿

Eǫ(u) =

∫

Ω

(

‖∇u(x)‖2 +
(1 − |u(x)|2)2

ǫ2

)

dx

❆✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs g(x) ✐♠♣♦sé❡s ♣♦✉r u s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω✱ g ét❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ∂Ω ❞❛♥s S1 ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❝♦♠♣❧❡①❡✳

✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙ ✷✼
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❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ■♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥t ❞✬❛❝t✐♥❡✳

✷✽ ✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙
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❋✐❣✳ ✷✳✼ ✕ ❙q✉❡❧❡tt❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳

✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙ ✷✾
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❋✐❣✳ ✷✳✽ ✕ ■♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✸ ✜❧❛♠❡♥ts✱ P❙◆❘❂✼✳✷❞❇✳

✸✵ ✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙
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❋✐❣✳ ✷✳✾ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳

✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙ ✸✶
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◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ (1−|u|2)2

ǫ2
❞❛♥s ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❢♦r❝❡✱

❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ −→u à êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ♣♦✉r ǫ ♣❡t✐t✳

▲✬é♥❡r❣✐❡ Eǫ(u) ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚r♦✉✈❡r u : Ω → S1 ⊂ ❘2 t❡❧ q✉❡ u|∂Ω = g ❛✈❡❝ g(x) ∈ S1✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❬✽❪
q✉❡ s✐ deg(g,Ω) 6= 0 ❛❧♦rs ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥sH1(Ω,❘2)✳ ■♥tr♦❞✉✐r❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ Eǫ(u) ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ r❡❧❛①é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs uǫ ❞❡ Eǫ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✉ ❞❡❣ré ❬✶✹❪ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ g✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t♦✉rs ❡✛❡❝t✉és ♣❛r
g ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ Ω✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Ω ❡st ✐♥❝❧✉ ❞❛♥s ❘2 ❧❡ ❞❡❣ré ♣♦✉r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r Ω✱ à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s S1✱ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

deg(u, ∂Ω) =
1

2π

∫

∂Ω

u ∧ uτ

❛✈❡❝ uτ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ u s❡❧♦♥ ∂Ω✳ ❙✐ ❧❡ ❞❡❣ré ❛ss♦❝✐é à g ❡st ♥✉❧✱ ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ✉ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✶ s✉r Ω ❡t t❡❧❧❡s q✉❡

∫

Ω
||∇u(x)||2dx s♦✐t ✜♥✐❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Ω ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❘3✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡
s❛✉❢ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té p1, ..., pk, n1...nl✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ g
r❡str❡✐♥t❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✬✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ pi ❛ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r 1✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❡ ❞❡❣ré ❡st
−1 ♣♦✉r ni✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ g ❡st ❛❧♦rs ❞é❢♥✐ ♣❛r k − l ✈♦✐r ❬✹✽❪✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s Ω = D−Wδ ♦ùWδ = {x ∈ D; ||−−→A(x)|| ≥
δ} ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ❡st u =

−→
B′ s✉r ∂Wδ ✭✈♦✐r ❬✸✻❪✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❞❡❣ré

♥♦♥ ♥✉❧ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Wδ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
t✉❜✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ré❣✉❧❛r✐sé❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Mα ✭❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts é♣❛✐s✱
✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✮ ♦ù ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐s♦❧és ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs −→v ♠❛❧ ♦r✐❡♥tés ♦♥t été é❧✐♠✐♥és

✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✮✳ Pré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
−→
B′ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡

✈❡❝t❡✉rs −→v ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t Wd = {x ∈ D, ||−−→A(x)|| ≥ d} q✉✐ ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ Wδ✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s❡r❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳

P♦✉r ǫ > 0 ✜①é✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Eǫ(u) ❛❞♠❡t ✉♥ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r uǫ s✉r

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ H1
B′(Ω;❘2) = {u ∈ L2(Ω)2;∇u ∈ L2(Ω)6;u =

−→
B′ sur ∂Wδ}✳

●râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❥❡❝✲
t✉r❡r q✉❡ uǫ → u∗ q✉❛♥❞ ǫ→ 0✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ u∗ ét❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ q✉✐ ❝ré❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡①tré♠✐tés
❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ♣ré❞ét❡❝té ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞és✐ré❡✳ ❊♥ ❢❛✐t u∗ t♦✉r♥❡
❛✉t♦✉r ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❝♦♠♣❧étés✳

✸✷ ✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙
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❋✐❣✳ ✷✳✶✵ ✕ Wδ ❡t Wd✳

✷✳✺ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts

▲❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✜❧❛♠❡♥ts s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♣ré❞ét❡❝té❡s
✭✐✳❡✳ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs −→v ✮ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

❧❡s ❞❡❣rés ❬✶✹❪ η1 ❡t η2 ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
−→
B′ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✜❧❛♠❡♥ts F1 ❡t F2

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ s♦♥t ❞❡ s✐❣♥❡s ♦♣♣♦sés ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ❞❡✉①
✜❧❛♠❡♥ts✱ η1 ❡t η2 s♦♥t é❣❛✉① à ±1✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❣❧♦❜❛❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡
✷✳✶✶✱ ❧❡s ❞❡✉① ✜❧❛♠❡♥ts s♦♥t ❜✐❡♥ ♦r✐❡♥tés ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱
♠❛✐s ✐❧ s♦♥t ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳

P♦✉r ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t F1✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t F1✳ ◆♦✉s ❞♦♥✲
♥♦♥s ❝✐ ❞❡ss♦✉s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳

▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✜❧❛♠❡♥ts ♦♥t ❞❡s ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s s✐ ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✮✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s
❝♦♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ✜❧❛♠❡♥ts F1 ❡t F2 q✉✐ s♦♥t
s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ Mα✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s W i
d = {x ∈ D, ||−−−→Ai(x)|| ≥ d} ♦ù

−→
Ai ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✈❡❝t❡✉r ❛ss♦❝✐é

❛✉ ✜❧❛♠❡♥t Fi✱ i = 1, 2✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s
−→
B′

1 ❡t
−→
B′

2 s✉r

W 1
d ❡t W 2

d ❛ss♦❝✐és à F1 ❡t F2✳ ❙♦✐t
−→
B′∗

2 ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à F2 ❛✈❡❝

✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙ ✸✸
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❋✐❣✳ ✷✳✶✶ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❜♦♥♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ à ❞r♦✐t❡ ✿ ♠❛✉✈❛✐s❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥✳

❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rsé❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ I2 ❡t J2 ✿

I2 =

∫

W 1
d
∩W 2

d

||
−→
B′

1 −
−→
B′

2|| J2 =

∫

W 1
d
∩W 2

d

||
−→
B′

1 −
−→
B′∗

2||

❙✐ J2 < I2 ♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ F2✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷
q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

−→
B′

1 ❡t
−→
B′

2 s♦♥t ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡s s✉r W 1
d ∩W 2

d ✳
P♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ sé❧é❝t✐♦♥♥❡

❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ✈♦✐s✐♥s ❞❡✉① ♣❛r ❞❡✉①✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ s✉r ❞❡✉① ✜❧❛♠❡♥ts ❞é❝❛❧és
❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥ ✐♥❝❧✉ ❞❛♥s ❘3✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✜❣✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣−→B ✳

✷✳✻ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts tr♦♣ é❧♦✐❣♥és
✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ D✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐s✲

s♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Wd = {x ∈ D; ||
−−→
A(x)|| ≥ d}✱ ♦ù d << δ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✮✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω ❞❛♥s ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ s❡r❛ ❝❤♦✐s✐ t❡❧ q✉❡ Ω = Wd −Wδ✳

❈❛❧❝✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t uǫ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✸❉✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡
❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ǫ ♣❡t✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐❧ ❢❛✉t
♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♣❛s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ǫ✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ très
❧❡♥t❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠✉❧t✐✲❣r✐❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❬✶✸❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé

✸✹ ✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙
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❋✐❣✳ ✷✳✶✷ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✳ ✷✳✶✸ ✕ ❊♥ ❤❛✉t ✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✱ ❡♥ ❜❛s ✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡
❝♦✉♣❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✉

✸✻ ✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❋■▲❆▼❊◆❚❙
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❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❞û ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●▲ ✿ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ à ❘✉✉t❤ ❡t ❛❧ ❬✹✼❪ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞û à ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ❬✶❪✳

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❞❡✉① ét❛♣❡s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✹✼❪✳ ■❧
❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s ❝♦✉rt
❡t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✐♥✐t✐❛❧✐s♦♥s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✐tér❛t✐❢ ♣❛r −→u0 =

−→
B′✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ vn+1 ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

vn+1 − un

δt
= ∆vn+1 s✉r Ω

♣✉✐s ♦♥ r❡♥♦r♠❛❧✐s❡ ✿
un+1 =

vn+1

|vn+1|
s✉r Ω

un+1(x) =
−→
B′ s✉r ∂Ω

■❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✹✼❪ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ à ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛r ❝♦♥tr❡
♣❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❋r❛♥ç♦✐s ❆❧♦✉❣❡s ❞❛♥s ❬✶❪ ❞♦♥t ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♣r♦✉✈é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❘3 ❞❛♥s ❘3✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❘3 ❞❛♥s ❘2✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ q✉❛❧✐t❛t✐❢✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

✸ ❘és✉❧t❛ts

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡

−→
B′ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲

▲❛♥❞❛✉ ❡t q✉❡ Ω = Wd−Wδ✳ ▲❡ ✜❧❛♠❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
−→u∗ ✭❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ●▲ ❧♦rsq✉❡ ǫ ❡st ♣❡t✐t✮ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts x t❡❧s q✉❡

||∇
−−→
u(x)|| > γ✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ tr✐♣❧❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✮✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s tr♦✐s ✜❧❛♠❡♥ts ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧ à ✷ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s à ±1✳
■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡s ✜✲
❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✸❉✱ ❡♥ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥ts ❡t

✸✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ✸✼
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❋✐❣✳ ✷✳✶✹ ✕ ❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳

❋✐❣✳ ✷✳✶✺ ✕ ❘és✉❧t❛t ♣♦✉r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ tr✐♣❧❡✳

✸✽ ✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆
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❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❡st ♠♦♥tré❡ ❡✣❝❛❝❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♠❛❣❡s ✸❉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦rt ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ t②♣❡ ●✐♥③❜✉r❣✲
▲❛♥❞❛✉✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡ t②♣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ét✉❞✐é❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✸✾
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❋✳ ❆❧♦✉❣❡s

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❋✳❆❧♦✉❣❡s ❬✶❪ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐✲
s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣ ▲❛♥❞❛✉ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ u à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s S2 ⊂ ❘3

✭S2 ét❛♥t ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té✮✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ u à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s S1✱ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❞❛♥s ❘2 q✉✐
❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t s❡r❛ ❞✐s❝✉té à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✳
❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❘3✱ u ∈ H1

g (Ω, S
2)✱ H1

g (Ω, S
2) ét❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❞❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s H1(Ω, S2) ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ u = g s✉r ∂Ω✳ ◆♦✉s
✈♦✉❧♦♥s rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Inf{E(u); ||u|| = 1;u|∂Ω = g} ✭✸✳✶✮

❆✈❡❝ E(u) ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

E(u) =

∫

Ω

||∇u||2dx ✭✸✳✷✮

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ||u|| = 1✱ q✉✐ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡
❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱
♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r E(u) s✉r H1

b (Ω, S
2) ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ u0 ∈ H1(Ω, S2) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

✷✳ ∀n > 0✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ vn t❡❧❧❡ q✉❡ E(vn) ≤ E(un)✱ ❛✈❡❝ vn ∈ H1
b (Ω,❘

3) ❡t ♥♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t vn ∈ H1

b (Ω, S
2)

✹✶
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✸✳ ❖♥ r❡♥♦r♠❛❧✐s❡ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ un+1 = vn

||vn||

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
ét❛❜❧✐❡s ❞❛♥s ❬✶❪✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ E(u) ♣♦✉r u : ❘3 → ❘

3 ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ E(u) ♣♦✉r u : ❘3 → ❘

2 à
✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té S1 ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ b✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❝❡tt❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss✉ré❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé ❛ss♦❝✐é✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐s❝r❡t ❡st t♦✉❥♦✉rs
❛ss✉ré✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❘3 ❞❛♥s ❘2✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s à
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐s❝r❡t✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞✐s❝r❡ts ❡t ❧❡s ♠✐♥✐♠❛
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❡s ♠✐♥✐♠❛
❝♦♥t✐♥✉s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡♥❞ ✈❡rs 0 s❡r❛ ét✉❞✐é❡✳

✷ ❘és✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❘3 ❞❛♥s
S2

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♣✉✐s ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s
♣r♦♣r✐étés ✐ss✉❡s ❞❡ ❬✶❪ ❡t ❡♥✜♥ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ H1

0 (Ω,❘3) = {v ∈ H1(Ω,❘3); v|∂Ω =
0}✳

❙♦✐t Ku = {w ∈ H1
0 (Ω,❘3), t❡❧s q✉❡ w(x).u(x) = 0 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t}✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✶❪ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✳ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ u0 ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

✷✳ ∀n > 0✱ ♦♥ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

♠✐♥✐♠✐s❡r
∫

Ω

||∇(un − w)||2dx ♣♦✉r w ∈ Kun
. ✭✸✳✸✮

❖♥ ♥♦t❡ wn = w(un)✳

✸✳ ❖♥ ♣♦s❡ un+1 = un−wn

||un−wn||

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥✈❡①❡ q✉✐ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à rés♦✉❞r❡
q✉✬✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ E(u) ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ||u|| = 1✳

✹✷ ✷✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❚❍➱❖❘■◗❯❊❙ P❖❯❘ ❉❊❙ ❈❍❆▼P❙ ❉❊ ❘3 ❉❆◆❙ S2
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶
❙✐ v ∈ H1

b (Ω,❘
3) ❡t ✈ér✐✜❡ ||v(x)|| ≥ 1 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ v

||v|| ∈ H1
b (Ω, S

2)
❡t ❞❡ ♣❧✉s

||∇(
v(x)

||v(x)||)|| ≤ ||∇v(x)|| ✭✸✳✹✮

❞✬♦ù ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

E(
v(x)

||v(x)||) ≤ E(v) ✭✸✳✺✮

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ s♣❤èr❡ S2 ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ s♦✐t π ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r S2✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st
❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡✳ ❉♦♥❝

||πv(x+ t
−→
i ) − πv(x)

t
|| ≤ ||v(x+ t

−→
i ) − v(x)

t
||

❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡
||∂1πv(x)|| ≤ ||∂1v(x)||.

∂1 ét❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✳ ❊♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞é❝r♦✐t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷ ❙♦✐t v = u− w✱ ♦ù ✇ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Ku✱ ❛❧♦rs

||v(x)||2 = ||u(x) − w(x)||2 = 1 + ||w(x)||2 ≥ 1 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡

♠✐♥✐♠✐s❡r

∫

Ω

||∇(u− w)||2dx ♣♦✉r ✇ ∈ Ku ✭✸✳✻✮

❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✇✭✉✮

Pr❡✉✈❡✳Ku ❡st ✉♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡H1(Ω,❘3)✱ ❢❡r♠é ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❢♦rt❡ ❞❡H1(Ω,❘3)✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ❡①✐st❡ w(u) ✉♥✐q✉❡ ∈ Ku s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✻✮ ❀ w(u) ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞❡ ✉ s✉r Ku✳ ❈♦♠♠❡ w ❡st ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t
❞❡ Ku ✈ér✐✜❛♥t ✿

∀w′ ∈ Ku;

∫

Ω

∇(u− w).∇w′dx = 0 ✭✸✳✼✮

❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ w = 0 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Ku✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
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∫

Ω

||∇(u− w(u))||2dx ≤
∫

Ω

||∇u||2dx

❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞é❝r♦✐t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹ ▲✬❛❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ ❞❡
un q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1(Ω,❘3) ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ u∞ ∈
H1
b (Ω, S

2)✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ s✉✐t❡ wn ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✈❡rs ✵ ❞❛♥s H1
0 (Ω,❘3)

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t

▲❡♠♠❡ ✷✳✺ P♦✉r t♦✉t n ≥ 0✱ ♦♥ ❛

∫

Ω

||∇un||2dx =

∫

Ω

||∇(un − wn)||2dx+

∫

Ω

||∇wn||2dx ✭✸✳✽✮

❊♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✻✮ ✿
∫

Ω

∇(un − wn).∇Ψdx = 0 ∀Ψ ∈ Kun

♦♥ ❝❤♦✐s✐t Ψ = wn ✿
∫

Ω

∇un.∇wn =

∫

Ω

||∇wn||2dx

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❛♥s ✭✸✳✽✮✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞é❝r♦✐t ✿
∫

Ω

||∇un+1||2 ≤
∫

Ω

||∇(un − wn)||2dx =

∫

Ω

||∇un||2dx−
∫

Ω

||∇wn||2dx

❞♦♥❝
∫

Ω

||∇wn||2dx ≤
∫

Ω

||∇un||2dx−
∫

Ω

||∇un+1||2dx

❊♥ s♦♠♠❛♥t ❞❡ ♥❂✵ à ♥❂◆ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

N
∑

n=0

∫

Ω

||∇wn||2dx ≤
∫

Ω

||∇u0||2dx

❡t ❧❛ sér✐❡
∑

n≥0

∫

Ω

||∇wn||2dx
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❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
∫

Ω
||∇wn||2dx t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ P❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

wn → 0 ❞❛♥s H1(Ω;❘3) ✭✸✳✾✮

■❧ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ ❞❡ un ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❤❛r♠♦♥✐q✉❡ u∞ ❞❛♥s H1

0 (Ω;❘3)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 0✱

∫

Ω

||∇un||2dx ≤
∫

Ω

||∇u0||2dx

❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ un ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H1(Ω;❘3)✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❡①tr❛✐r❡
✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1(Ω;❘3) ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω,❘3)✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s u∞ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ un✳ ❈♦♠♠❡ un ❛♣♣❛rt✐❡♥t à H1

b (Ω, S
2)✱ ❡t ❝♦♠♠❡

❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❢❡r♠é ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ u∞ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à
H1
b (Ω, S

2)✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ u∞ ❡st ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r✲
▲❛❣r❛♥❣❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ wn ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ✿

∫

Ω

∇(un − wn).∇Ψdx = 0 ∀Ψ ∈ Kun

❙♦✐t Ψ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Ψ = φ×un✱ ♦ù φ ∈ C∞
0 (Ω,❘3)✱ ❛❧♦rs ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✬é❝r✐t

∫

Ω

∇(un − wn).(∇φ× un + φ×∇un)dx) = 0

❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

Ω

∇un.∇φ× un −∇wn.(∇φ× un + φ×∇un)dx = 0

q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

∀φ ∈ C∞
0 (Ω;❘3);

∫

Ω

∇φ.un ×∇un −∇φ.un ×∇wn + φ.∇un ×∇wn)dx = 0

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✿

div(un ×∇(un − wn)) = ∇wn ×∇un

❆✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ✿

un ⇀ u∞ faiblement dansH1(Ω;❘3) ✭✸✳✶✵✮
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un ⇀ u∞ fortement dansL2(Ω;❘3) ✭✸✳✶✶✮

wn ⇀ 0 fortement dansH1(Ω;❘3) ✭✸✳✶✷✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡t é❝r✐r❡

div(u∞ ×∇u∞) = 0

❆✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ u∞ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞✬❛♣rès ❬✷✶❪✳

✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❘3

❞❛♥s S1

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❘3 ❞❛♥s S1✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s
rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r u ✿ ❘3 → ❘

3✱ ❛✉ ❝❛s u ✿ ❘3 → ❘
2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ❞❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡s✱ E(u) =
∫

Ω
||∇u||2dx✱ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s u ∈ H1
b (Ω, S)✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♥♦t❛♠♠❡♥t s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ b ❝♦♥t✐❡♥t

❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❞❡❣ré ✶ ♦✉ ♣❧✉s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲
▲❛♥❞❛✉✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s Eǫ✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❧❛①❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ||u|| = 1✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs uǫ
✈❡rs ✉♥ ❝❤❛♠♣ u∗✱ ❧♦rsq✉❡ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs 0 ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ E(u) ♣♦✉r u ✿ ❘3 → ❘

2✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♥❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ♣❛s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❞✐s❝rèt❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
♣♦✉r tr♦✉✈❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉✳

◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ét✉❞✐é ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❘3 à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s S1✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s ❬✸✻❪✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♦r✐❡♥té ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ✈❡rs ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t q✉✐ ♥♦✉s ❛ s❡♠❜❧é êtr❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡
●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❬✹✼❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❘3 → ❘

2 ✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡t ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ s❡r♦♥t ❛❜♦r❞és à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✹✻ ✸✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ❋✳ ❆▲❖❯●❊❙ P❖❯❘ ❉❊❙ ❈❍❆▼P❙ ❉❊ ❘3 ❉❆◆❙ S1
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✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s

P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ Ω ❡st
✉♥ ♣❛r❛❧❧é♣✐♣è❞❡✳ ❙♦✐t {Tm}m>0✱ ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ Ω ♣❛r ❞❡s tétr❛è❞r❡s Ti ✭Ω ❡st
❞✐✈✐sé ❡♥ ❝✉❜❡s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝✉❜❡s ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① tétr❛è❞r❡s✮ ❞♦♥t ❧❡s ❝ôtés
♦♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡♥ O( 1

m
)✱ Ω = ∪N(m)

i=1 Ti✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ Ωm ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ {Tm}m✳ ❖♥ ♥♦t❡

Tm(Ω) = {u : Ω → ❘
2, u continue, u|T∈{Tm} ∈ P1(T );u|∂Ω = bm}

♦ù P1(T ) = {♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✶ s✉r ❚} ❡t bm ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ b(x) ♣❛r
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré 1 s✉r ∂Ω✳ ❖♥ ♥♦t❡ πm ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r Tm(Ω)✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ✿ ❘3 → S1 ♦ù S1 = {z ∈ ❘2, |z| = 1}✳ ❙♦✐t Ω
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❘3✱ b ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ∂Ω✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s bm ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ b s✉r ∂Ω✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r u ❞❛♥s Tm(Ω) ✿

Inf{Em(u), u ∈ Tm(Ω), ||u|| = 1} ✭✸✳✶✸✮

❛✈❡❝ Em(u) ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
Em(u) =

∑

xi∈Ωm

||∇u(xi)||2 ✭✸✳✶✹✮

♦ù

||∇u(xi)||2 = ||u(xi +
−→
i )− u(xi)||2 + ||u(xi +

−→
j )− u(xi)||2 + ||u(xi +

−→
k )− u(xi)||2.

✭✸✳✶✺✮

♦ù
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❘3✳

❈♦♠♠❡ u ∈ Tm(Ω) ✿

Em(u) =

∫

Ω

||∇u||2dx

u ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♦✉ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❉❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Em(u)✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✳✶✸ ♣❡✉t s❡ rés♦✉❞r❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ❞✐s❝r❡t ✿

✶✳ ❖♥ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✐s❝rèt❡ u0✱

✷✳ ∀n > 0✱ ♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Em(un + wn) ❛✈❡❝ wn✱ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✐s❝r❡t ♦rt❤♦✲
❣♦♥❛❧ à u ❡t ♥✉❧ s✉r ∂Ωm✳

✸✳ ❖♥ ♣♦s❡ un+1 = un+wn

||un+wn||

✹✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉■❙❈❘❊❚ ❉❊ ❋✳ ❆▲❖❯●❊❙ ✹✼
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❖♥ ✐tèr❡ ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ um✳

❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✶❪✳

✺ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ❞✐s❝r❡t

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s um q✉❡
❞♦♥♥❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❛ss✉ré❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
♠♦♥tr❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts s✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

✶✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ❞✐s❝r❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ um q✉✐ ❡st s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡✳

✷✳ um ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✸✮✳

✸✳ um ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ s✐ um s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✳

✺✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r um

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♣r❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∫

Ω

||∇(um)||2dx =
∑

xi∈Ωm

||∇um(xi)||2

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s tr♦✉✈❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✉❡ um s❛t✐s❢❛✐t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ ❙♦✐t um ∈ Tm(Ω) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r Ω✱ q✉✐ s♦✐t ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s✱ ❛❧♦rs um ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∆um = −||∇̃um||2um

❆✈❡❝ ∇̃ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✐s❝r❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t q✉✐ s❡r❛ ♣ré❝✐sé ❝✐ ❞❡ss♦✉s✱ ∆ ❡st ❧❡
❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞✐s❝r❡t ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s um ❡st ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1 ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳

◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✽✱ ✸✻❪ q✉❡ ∆u∗ = −||∇u∗||2u∗✱ ♦ù u∗ ❡st s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ uǫ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t✮✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

{Min

∫

Ω

||∇um + w||2dx; w ❝♦♥t✐♥✉❡✱ w|T ∈ P1(T ), w|∂Ω = 0 ❡t w.um = 0} ✭✸✳✶✻✮
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❖♥ ♥♦t❡ wm ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st wm = 0✳

❙♦✐t ❧❛ s✉✐t❡ umn q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs um ❡t s♦✐t wmn = w(umn )✳ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✾✮✱ wmn
t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❞❛♥s H1(Ω;❘2)✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r q✉❡ wmn t❡♥❞ ✈❡rs wm ❧♦rsq✉❡ n t❡♥❞
✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❝❡ q✉✐ s✉✣r❛✐t à ♠♦♥tr❡r wm = 0✳

❉✬❛♣rès ✭✸✳✼✮✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t w′ ∈ Kum ✱

lim
n→∞

∫

Ω

∇(um − wmn ).∇w′dx = 0

❛❧♦rs ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ wm✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t wm = 0✳

❙♦✐t ❞♦♥❝ w′ ∈ Kum ✜①é✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ | ✿

(um − wmn )|w′ =

∫

Ω

∇(um − wmn ).∇w′dx

(um − wmn )|w′ = (umn − wmn )|w′ + (um − umn )|w′

✭✸✳✶✵✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ (um − umn )|w′ t❡♥❞ ✈❡rs 0✳

(umn − wmn )|w′ = (umn − wmn )|(w′ − (w′.umn )umn ) + (umn − wmn )|(w′.umn )umn

❆✈❡❝ (w′.umn )umn ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r (w′(i, j, k).umn (i, j, k))umn (i, j, k)
❛✉ ♣♦✐♥t (i, j, k)✳ ❈♦♠♠❡ umn ❡st ✉♥✐t❛✐r❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✱ (w′−(w′.umn )umn ).umn =
0✳ ❉♦♥❝ (w′ − (w′.umn )umn ) ❡st ♥✉❧ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ Ω ✿

w′ − (w′.umn )umn ∈ Kum
n
.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✼✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

(umn − wmn )|(w′ − (w′.umn )umn ) = 0

■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ (umn − wmn )|(w′.umn )umn t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ▼❛✐s w′.um = 0✱ ❞♦♥❝

(umn − wmn )|(w′.umn )umn = (umn − wmn )|(w′.(umn − um))umn

(umn − um) t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2 ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

lim
n→∞

(umn − wmn )|(w′.(umn − um))umn = 0

❊♥ ❡✛❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ | ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐s❝rèt❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é ❞❡ ♣♦✐♥ts
❡t ❞❡ ♣❧✉s umn ❡t wmn s♦♥t ❞❡s s✉✐t❡s ❜♦r♥é❡s✳
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❉♦♥❝ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t wm = 0✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s à ♣rés❡♥t tr♦✉✈❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s❛st✐s❢❛✐t❡ ♣❛r um✳ ▲❛ ❢♦rt❡
❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ Em ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t w ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t ♣♦✉r t ré❡❧ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 0
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✭♣✉✐sq✉❡ wm = 0✮ ✿

∫

Ω

||∇(um)||2dx <
∫

Ω

||∇(um + tw)||2dx.
∫

Ω

||∇(um + tw)||2dx =

∫

Ω

||∇um||2dx+ 2t

∫

Ω

∇um.∇wdx+O(t2)

❈❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ❡t ❞❡ s✐❣♥❡ ♦♣♣♦sé à
∫

Ω
∇um.∇wdx ✿

∫

Ω

∇um.∇wdx = 0

❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t w ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ w s✬❛♥♥✉❧❡ s✉r ∂Ω✱ ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s
❞✐s❝rèt❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∫

Ω

∆um.wdx = 0 ✭✸✳✶✼✮

✭✸✳✶✼✮ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t w ❞♦♥❝ ∆um ❡st ♣❛r❛❧❧è❧❡ à um✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ ✿

∆um = λ(x)um

❊ss❛②♦♥s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ✳ ▲❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥ rés✉❧t❛t q✉✐ ❡st
❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✽✱ ✸✻❪ ✿ ∆u∗ = −||∇̃u∗||2u∗✳ P♦✉r ❧❛
✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ u ♣♦✉r um✳ ❙♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t
x = (i, j, k)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∆u(i, j, k) = λu(i, j, k) ✭✸✳✶✽✮

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

u(i+1, j, k)+u(i−1, j, k)+u(i, j+1, k)+u(i, j−1, k)+u(i, j, k+1)+u(i, j, k−1)

−6u(i, j, k) = λu(i, j, k) ✭✸✳✶✾✮

◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❡♠❜r❡ ❛✈❡❝ u(i, j, k) ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

(u(i+1, j, k)+u(i−1, j, k)+u(i, j+1, k)+u(i, j−1, k)+u(i, j, k+1)+u(i, j, k−1)).u(i, j, k)

−6 = λ
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◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ✿

|∂1u(i, j, k)|2 = ||u(i+ 1, j, k) − u(i, j, k)||2 ✭✸✳✷✵✮

= 1 − 2u(i+ 1, j, k).u(i, j, k) + 1 ✭✸✳✷✶✮

= 2 − 2u(i+ 1, j, k).u(i, j, k) ✭✸✳✷✷✮

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s |∂−1 u(i, j, k)|2 = ||u(i, j, k) − u(i− 1, j, k)||2✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡

|∂−1 u(i, j, k)|2 = 2 − 2u(i− 1, j, k).u(i, j, k) ✭✸✳✷✸✮

◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ∂1u(i, j, k) = ∂+
1 u(i, j, k)✱ ❡t ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

♣♦✉r λ ✿

λ =
−1

2
(|∂+

1 u(i, j, k)|2 + |∂−1 u(i, j, k)|2 + |∂+
2 u(i, j, k)|2 + |∂−2 u(i, j, k)|2

+|∂+
3 u(i, j, k)|2 + |∂−3 u(i, j, k)|2)

❈❡ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r λ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ um q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❝❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛r ||∇̃um||2 ✿

1

2
(|∂+

1 u(i, j, k)|2 + |∂−1 u(i, j, k)|2 + |∂+
2 u(i, j, k)|2 + |∂−2 u(i, j, k)|2+

|∂+
3 u(i, j, k)|2 + |∂−3 u(i, j, k)|2) ✭✸✳✷✹✮

❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r um ❡st ❞♦♥❝ ✿

∆um = −||∇̃um||2um ✭✸✳✷✺✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ um s❛t✐s❢❛✐t ∆um = −||∇̃um||2um ❛❧♦rs
❧✬é♥❡r❣✐❡ Fum(wm)

Fum(wm) =

∫

Ωm

||∇(um − wm)||2dx ✭✸✳✷✻✮

❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✉r wm = 0✳

❊①♣r✐♠♦♥s s♦✉s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r um✳ ❈❡tt❡
❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ um s♦✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✸✮✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t (i, j, k) ❞❡ um(i, j, k)
à s❛✈♦✐r um(i, j, k) = eiθ(i,j,k)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
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❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷ ❙♦✐t um ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✸✮✱ s♦✐t θm ❛ss♦❝✐é à um ❡t
s♦✐t V (x) ❧❡ ✻ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ①✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t ① ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡
Ω ✿

∑

v∈V (x)

sin(θ(x+ v) − θ(x)) = 0 ✭✸✳✷✼✮

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ❛ ✿

||um(i+ 1, j, k) − um(i, j, k)||2 = 2 − 2um(i+ 1, j, k).um(i, j, k) ✭✸✳✷✽✮

= 2 − 2cos(θ(i+ 1, j, k) − θ(i, j, k)) ✭✸✳✷✾✮

❚r♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ um q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ Em ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à tr♦✉✈❡r θ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡
❧✬❡♥❡r❣✐❡ E ′

m(θ) ✿

E ′
m(θ) = −

∑

Ωm

cos(θ(i+ 1, j, k) − θ(i, j, k)) + cos(θ(i, j + 1, k) − θ(i, j, k))

+cos(θ(i, j, k + 1) − θ(i, j, k)) ✭✸✳✸✵✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ér✐✈❡r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ θ(i, j, k) ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t (i, j, k) ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ θ s❛t✐st✐s❢❛✐t ✿

sin(θ(i+1, j, k)−θ(i, j, k))+sin(θ(i−1, j, k)−θ(i, j, k))+sin(θ(i, j+1, k)−θ(i, j, k))+

+sin(θ(i, j−1, k)−θ(i, j, k))+sin(θ(i, j, k+1)−θ(i, j, k))+sin(θ(i, j, k−1)−θ(i, j, k)) = 0
✭✸✳✸✶✮

❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✬é❝r✐t

∑

v∈V (x)

sin(θ(x+ v) − θ(x)) = 0 ✭✸✳✸✷✮

❊♥ ❢❛✐t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ∆um.(um)⊥ = 0 q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ∆um = −||∇̃um||2um
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❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ um✳

✺✳✷ um ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ Em

um ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ Em✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❤♦✐s✐ss♦♥s bm =
−→
i

❝♦♥st❛♥t s✉r ∂Ωm✳ ❈❤♦✐s✐ss♦♥s um =
−→
i s✉r Ωm s❛✉❢ s✉r ✉♥ ♣♦✐♥t x ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s

um(x) = −−→
i ✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs um s❛t✐s❢❛✐t

∆um = −||∇̃um||2um

❉♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✭✸✳✷✻✮ ❡t ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡
∫

Ω
||∇(um − wm)||2dx ❡st

♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✉r wm = 0✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r um0 = um ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ umn = um✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs um ❀ ❞❡ ♣❧✉s um ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Em✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✐ ♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛✉ ♣♦✐♥t x ♦ù u(x) = −−→

i ✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡
Em ❞✐♠✐♥✉❡ ✭❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x✱ u(x) =

−→
i ✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸ ❙♦✐t θ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t ① ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Ω ❡t ♣♦✉r t♦✉t ✈
❞❛♥s V (x)✱ cos(θ(x+ v)− θ(x)) > 0✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
ré❣✉❧❛r✐té✳ ❙✐ θ ✈ér✐✜❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✿

∑

v∈V (x)

sin(θ(x+ v) − θ(x)) = 0 ✭✸✳✸✸✮

❆❧♦rs θ ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ Em✳
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Pr❡✉✈❡✳ ■❧ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡s✲
s✐❡♥♥❡ ❞❡ Em ❛✉ ♣♦✐♥t θ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st
s✉✣s❛♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭✷✱✷✮ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡
♣♦s✐t✐✈❡✳

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ s♦✉s ♠❛tr✐❝❡ H ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2 × 2 ❛ss♦❝✐é❡ à θ(i, j, k) ❡t θ(i + 1, j, k)✳
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t

H(1, 1) =
∂2Em

∂θ(i, j, k)2

H(1, 2) =
∂2Em

∂θ(i, j, k)∂θ(i+ 1, j, k)

H(2, 2) =
∂2Em

∂θ(i+ 1, j, k)2

H(1, 1) = cos(θ(i+1, j, k)−θ(i, j, k))+cos(θ(i−1, j, k)−θ(i, j, k))+cos(θ(i, j+1, k)−θ(i, j, k))+
+cos(θ(i, j−1, k)−θ(i, j, k))+cos(θ(i, j, k+1)−θ(i, j, k))+cos(θ(i, j, k−1)−θ(i, j, k))
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ H(2, 2) ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡

H(1, 2) = H(2, 1) = cos(θ(i, j, k) − θ(i+ 1, j, k))

▲❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❍ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ✭❝❤❛q✉❡
t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✮✳ ▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❍ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢✱ ❡♥ ❡✛❡t H(1, 1) > H(2, 1) ❡t H(2, 2) > H(2, 1)✱ ❞♦♥❝

H(1, 1)H(2, 2) −H(2, 1)2 > 0

❉♦♥❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❍ s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❀ ❞♦♥❝ ❍ ❡st ❞é✜♥✐❡
♣♦s✐t✐✈❡✳ P♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦✉s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ◆♦✉s
❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ Em ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ θ ❡st
✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳

❈♦♠♠❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ um ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡
❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❡st
✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Em✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✸✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
∆um.(um)⊥ = 0 ❡t um ✈ér✐✜❡ ∆um = −||∇̃um||2um✱ ❞♦♥❝ um ✈ér✐✜❡ ✭✸✳✸✸✮✳
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✻ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡
✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ u∗ ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧♦rsq✉❡ ǫ→ 0 ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uǫ)ǫ>0 ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s Eǫ s✉r Ω q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❧♦rsq✉❡ ǫ→ 0✱ ❛✈❡❝

Eǫ(u) =

∫

Ω

(

‖∇u‖2 +
(1 − |u|2)2

ǫ2

)

dx ✭✸✳✸✹✮

❛✈❡❝ uǫ|∂Ω = b ✭✈♦✐r ❬✸✻❪✮✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ um

♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡ Em s✉r Ω ❡t u∗✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ um ❡st ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t ✿

Inf{Em(u), u ∈ Tm(Ω), ||u|| = 1} ✭✸✳✸✺✮

❆✈❡❝ Tm ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Tm(Ω) = {u : Ω → ❈, u continue, u|T ∈ {Tm} = P1(T );u|∂Ω = bm}

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ umǫ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t ✿

Inf{Eǫ(u);u ∈ Tm(Ω)} ✭✸✳✸✻✮

✻✳✷ um
ǫ → uǫ ❧♦rsq✉❡ m t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té uǫ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ Eǫ ♣♦✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✳

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ umǫ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs uǫ✱ q✉❛♥❞ m t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ✐✳❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛s
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✳ ▲❛ s✉✐t❡ (umǫ )m ❛♣♣❛rt✐❡♥t à L∞(Ωn) ✭✈♦✐r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✻✳✶✮✱ ❞❡ ♣❧✉s

∫

Ωm
||∇umǫ ||2 ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ m✳ ❉♦♥❝

umǫ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ❞❛♥s H1(Ω,❘2)✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡
✈❡rs vǫ✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s πm(uǫ) ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ uǫ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① Tm(Ω)✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts

✻✳ ❊❚❯❉❊ ❉❊ ▲❆ ❈❖◆❱❊❘●❊◆❈❊ ❉❊ ▲❆ ❙❖▲❯❚■❖◆ ❉■❙❈❘➮❚❊ ❱❊❘❙ ▲❆
❙❖▲❯❚■❖◆ ❈❖◆❚■◆❯❊
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✜♥✐s ❞❡ ❬✷✻❪ q✉❡ Eǫ(πm(uǫ)) t❡♥❞ ✈❡rs Eǫ(uǫ) q✉❛♥❞ m t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❈♦♠♠❡ umǫ
❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✻✮ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r t♦✉t m ✿

Eǫ(πm(uǫ)) ≥ Eǫ(u
m
ǫ )

◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ q✉❛♥❞ ♠ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡
❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

Eǫ(uǫ) ≥ Eǫ(vǫ)

❉♦♥❝ vǫ ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ s✉r Ω✳

✻✳✸ um
ǫ → um ❧♦rsq✉❡ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs 0

■❧ s❡♠❜❧❡ q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ umǫ → um✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞✉ à ❧❛
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦rsq✉❡ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ❞❡ ✿

∫

Ωm

(1 − ||v||2)2

ǫ2
dx.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❛♥❣❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ umǫ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ umǫ ❡st ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✿

Ẽǫ(u) =
∑

xi∈Ωm

||∇u(xi)||2 +
(1 − ||u(xi)||2)2

ǫ2
✭✸✳✸✼✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ ❞❡ umǫ ✱ ❧♦rsq✉❡ ǫ
t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs um ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶
||umǫ || ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ 1

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡
||umǫ || ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ 1 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t✳ P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ♣♦✐♥t x ∈ Ωm t❡❧ q✉❡ ||umǫ (x)|| > 1✳ ❙♦✐t π ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r S1✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡st ❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Ωm ❀ t❡❧ q✉❡ ||umǫ (x+

−→
i )|| ≥ 1 ❡t ||umǫ (x)|| > 1 ✿

||π(umǫ (x+
−→
i )) − π(umǫ (x))|| ≤ ||umǫ (x+

−→
i ) − umǫ (x)|| ✭✸✳✸✽✮

❙✐ ||umǫ (x+
−→
i )|| ≤ 1✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡

||umǫ (x+
−→
i ) − π(umǫ (x))|| < ||umǫ (x+

−→
i ) − umǫ (x)|| ✭✸✳✸✾✮

✺✻ ✻✳ ❊❚❯❉❊ ❉❊ ▲❆ ❈❖◆❱❊❘●❊◆❈❊ ❉❊ ▲❆ ❙❖▲❯❚■❖◆ ❉■❙❈❘➮❚❊ ❱❊❘❙ ▲❆
❙❖▲❯❚■❖◆ ❈❖◆❚■◆❯❊
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❖♥ ♥♦t❡ πB1 ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té✳ ❙♦✐t vmǫ ∈ Tm(Ω)✱ t❡❧ q✉❡

vmǫ (xi) = πB1(u
m
ǫ (xi))

❉✬❛♣rès ✸✳✸✽ ❡t ✸✳✸✾✱E(vmǫ ) ≤ E(umǫ )✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✐♠♣♦sé❡s s✉r
umǫ ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t x ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ 3.39✳ ❉♦♥❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❡st str✐❝t❡ ❡t

E(vmǫ ) < E(umǫ )

à ❢♦rt✐♦r✐

Ẽǫ(v
m
ǫ ) < Ẽǫ(u

m
ǫ )

❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t x ❞❡ Ωm✱ ||umǫ (x)|| ≤ 1✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡
||umǫ (x)|| ≤ 1 s✉r Ω✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ǫp q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ✵ à m ✜①é✱ ❧❛ s✉✐t❡ Eǫ(umǫp)
❡st ❜♦r♥é❡✱ ❝❛r ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t p✱

∫

Ω
||∇umǫp ||2 ❡st

❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H1(Ω,❘2)✱ ❞♦♥❝ ❧❛ s✉✐t❡ umǫp ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H1(Ω,❘2) ❀ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ vm ❧♦rsq✉❡ ǫp t❡♥❞ ✈❡rs ✵✳

❈♦♠♠❡
∫

Ωm

(1−||um
ǫp
||2)2

ǫ2
dx ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r Eǫ(umǫp) ❡t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é✲

❞✉✐r❡ ||vm|| = 1 ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳

❙✬ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡ um ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✶ s✉r Ωm t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
∫

Ωm

||∇um||2dx <
∫

Ωm

||∇vm||2dx,

❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r t♦✉t ǫ ✿

∫

Ωm

||∇um||2 <
∫

Ωm

(

||∇vm||2 +
(1 − ||umǫ ||2)2

ǫ2

)

dx

●râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ umǫp ✈❡rs vm ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ǫ t❡❧ q✉❡

∫

Ωm

||∇um||2 < Eǫ(u
m
ǫ )

▼❛✐s

Em,ǫ(u
m) =

∫

Ωm

||∇um||2

❉♦♥❝
Em,ǫ(u

m) < Em,ǫ(u
m
ǫ )

✻✳ ❊❚❯❉❊ ❉❊ ▲❆ ❈❖◆❱❊❘●❊◆❈❊ ❉❊ ▲❆ ❙❖▲❯❚■❖◆ ❉■❙❈❘➮❚❊ ❱❊❘❙ ▲❆
❙❖▲❯❚■❖◆ ❈❖◆❚■◆❯❊
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❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ umǫ ✳

❉♦♥❝
∫

Ωm
||∇um||2❂

∫

Ωm
||∇vm||2 ❡t ||vm|| = 1 ♣❛rt♦✉t✳ ❉♦♥❝ vm ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠

❞❡ Em✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s rés✉♠é ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭❡♥

❝♦♥❢♦♥❞❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ umǫ ✮ ✿

✛
ǫ→ 0

✻

umǫum

✛ uǫu∗ ǫ→ 0

m→ ∞

■❧ s❡r❛✐t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ um t❡♥❞ u∗
q✉❛♥❞ m → ∞✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ umǫ
✈❡rs u∗ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t t❡♥❞r❡ ♠ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♣✉✐s ǫ ✈❡rs 0✳ ❖♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡
t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ umǫ t❡♥❞ ✈❡rs u∗ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t
t❡♥❞r❡ ǫ ✈❡rs 0 ✭❡t ❞♦♥❝ umǫ → um✮✱ ♣✉✐s ♠ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ét❛❜❧✐t
❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡t ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ s✉✐t❡ um✳

✼ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ um

✼✳✶ ▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ E(um)

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s um à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❘2

❡t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✻✮✳

✺✽ ✼✳ P❘❖P❘■➱❚➱❙ ❉❊ ▲❆ ❙❯■❚❊ UM
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❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶ ❙♦✐t um ∈ Tm(Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✻✮✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ❜♦r❞ πm(b) = bm✳ ❙✐ deg(b, ∂Ω) 6= 0 ❛❧♦rs

∫

Ω

||∇um||2dx ≤ 2πln(m) + C

❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ♠✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s wm✱ t❡❧❧❡s
q✉❡ wm ∈ Tm(Ω) ❀ ❝♦♠♠❡ um ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Em✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s❡r❛ ✈ér✐✜é❡
♣♦✉r um✳

❙♦✐t x ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ Ω✳ P♦✉r m s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Cm
❧❡ ❞✐sq✉❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x ❡t ❞❡ r❛②♦♥ 1

m
✳ ❖♥ ♣❛r❛♠ètr✐s❡ ❧❡ ❞✐sq✉❡ Cm ♣❛r ✉♥ ❛♥❣❧❡ θ✳

❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ✉♥✐t❛✐r❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✉r Ω ♣r✐✈é ❞❡ C1 q✉✐ ✈ér✐✜❡
Ψ = eiθ s✉r ∂C1 ❡t ψ = b s✉r ∂Ω ❡t s♦✐t vm ✿

vm =







χ(mr)eiθ x ∈ Cm
eiθ x ∈ C1 − Cm

Ψ(x) sinon

✭✸✳✹✵✮

❆✈❡❝ χ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C∞ ❞❡ [0, 1] ❞❛♥s [0, 1] q✉✐ ✈❛✉t ✵ ❡♥ ✵ ❡t ✶ ❡♥ ✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ χ ❡st ♥✉❧❧❡ ❡♥ ✶ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛ss✉r❡r ✉♥ r❛❝❝♦r❞ C1 ❛✈❡❝
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✶✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡ vm s❛t✐s❢❛✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
r❡❝❤❡r❝❤é❡✱ ♣✉✐s q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s wm = πm(vm)✱ ❞✐s❝rét✐sé❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ vm✱
s❛t✐s❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡r❛ ❧❡ rés✉❧t❛t r❡❝❤❡r❝❤é✳

E(vm) =

∫

Ω−C1

||∇vm||2dx+

∫

C1−Cm

||∇vm||2dx+

∫

Cm

||∇vm||2dx ✭✸✳✹✶✮

=

∫

Ω−C1

||∇Ψ||2dx+

∫

C1−Cm

||∇eiθ||2dx+

∫

Cm

||∇[χ(mr)eiθ]||2dx ✭✸✳✹✷✮

∫

Ω−C1
||Ψ||2dx ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ m✳ ❉❡ ♣❧✉s ||∇eiθ||2 = 1

r2
✱ ♦♥

❡♥ ❞é❞✉✐t ✿
∫

C1−Cm

||∇eiθ||2dx =

∫ 1

1
m

1

r2
2πrdr ✭✸✳✹✸✮

= 2πln(m) ✭✸✳✹✹✮
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❖♥ ♠❛❥♦r❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✸✳✹✷✮ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♦♥ ❛ ✿

||∇[χ(mr)eiθ]||2 = m2(χ′(mr))2 +
χ2(mr)

r2
✭✸✳✹✺✮

∫

Cm

||∇[χ(mr)eiθ]||2dx =

∫ 1
m

0

(m2(χ′(mr))2 +
χ2(mr)

r2
)2πrdr ✭✸✳✹✻✮

❖♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x = mr

=

∫ 1

0

((xχ′(x))2 +
χ2(x)

x
)2πdx ✭✸✳✹✼✮

❈♦♠♠❡ χ ✈❛✉t ✵ ❡♥ ✵ ❡t ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞✱
∫ 1

0
χ2(x)
x

2πdx ❡①✐st❡ ❡t
∫ 1

0
((xχ′(x))2 +

χ2(x)
x

)2πdx ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ m✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
∫

Ω

||∇vm||2dx ≤ 2πlog(m) + C ✭✸✳✹✽✮

❙♦✐t ❞♦♥❝ wm ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ vm✳ ❈♦♠♠❡ wm ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∫

Ω

||∇wm||2dx ≤
∫

Ω

||∇vm||2dx ✭✸✳✹✾✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
∫

Ω

||∇wm||2dx ≤ 2πlog(m) + C ✭✸✳✺✵✮

wm ❡st ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1 ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ Ωm s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ✹
♣♦✐♥ts ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Cm✳ ❊♥ ❡✛❡t wm ❡st ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1 s✉r Ω − Cm✱ Cm
❡st ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ 1

m
✱ ❞♦♥❝ s♦♥ ✐♥tér✐❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r q✉❡ ❛✉ ♣❧✉s ✹ ♣♦✐♥ts

❞❡ Ωm✳ ❖♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ wm ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ♣♦✉r q✉❡ ||wm|| = 1 s✉r t♦✉s ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ Ωm✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
✜①❡✳

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❝❤❡r❝❤é❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✿
∫

Ω

||∇wm||2dx ≤ 2πlog(m) + C ′

❈♦♠♠❡ um ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❊✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿
∫

Ω

||∇um||2dx ≤ 2πlog(m) + C ′. ✭✸✳✺✶✮
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❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❞❡s s✉✐t❡s uǫ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs ❞❡ Eǫ✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❬✽❪✱ ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❞❡❣ré 1 q✉❡ ✿

∫

Ω

||∇uǫ||2dx ≤ 2πlog(ǫ) + C

❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✜①❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✳ ■❧ ❡st t❡♥t❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡
✉♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡♥tr❡ 1

m
❡t ǫ✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s✱ t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ s✉r uǫ ♥❡ s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t
s✉r um✳

✼✳✷ ▼✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ Em(um)

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s um à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s ❘2✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✻✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♦♥ ♣❡✉t ♠✐♥♦r❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡
❞❡ um✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❛♥s Ω✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉
❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ x✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ||um(x)|| > 1

2
✳

▲❡♠♠❡ ✼✳✷ ❙♦✐t um ∈ Tm(Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✻✮✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❜♦r❞ πm(b) = bm ❛✈❡❝ deg(b,Ω) = 1✳ ❙♦✐t a ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ Ω ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡

Ωm✮✱ ❡t s♦✐❡♥t ❧❡s ❞✐sq✉❡s Bm
k = B(a, r k

√
m

m
) ❛✈❡❝ ❦ ✈❛r✐❛♥t ❞❡ [

√
m

2
] ✭❬❪ ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛

♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡✮ à [
√
m] ✭r ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❞✐sq✉❡s Bm

k s♦✐❡♥t ❝♦♥t❡♥✉s

❞❛♥s Ω✮✳ ❙♦✐❡♥t ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① Cm
k = B(a, r k

√
m

m
) −B(a, r (k−1)

√
m

m
)✱

❆❧♦rs ∃M > 0;∀m > M ;∃k ∈ N;∀x ∈ Cm
k

||um(x)|| > 1

2

Pr❡✉✈❡✳

P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t k ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t tr♦✉✈❡r xk ∈ Cm
k = B(a, r k

√
m

m
) −

B(a, r (k−1)
√
m

m
) t❡❧ q✉❡ ||um(xk)|| < 1

2
❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ β > 0

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ m t❡❧❧❡ q✉❡ E(um|Ck) > β ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ✷✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
E(um) ≥ β(

√

m
2
−1)✳ P♦✉r m s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❝❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ E(um) ≤

2π ln(m)+C ❞✬❛♣rès ✭✸✳✺✶✮✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t m s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
k t❡❧ q✉❡ ||um|| > 1

2
s✉r Ck✳

✼✳ P❘❖P❘■➱❚➱❙ ❉❊ ▲❆ ❙❯■❚❊ UM ✻✶
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❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✸ ❙♦✐t um ∈ Tm(Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✳✸✻✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❜♦r❞ πm(b) = bm ❛✈❡❝ deg(b,Ω) = 1✳ ❙♦✐t a ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ Ω✱ s♦✐t Cm

k ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡
❧❡♠♠❡ ✼✳✷✳ ❆❧♦rs

∃γ > 0

∫

Ωm

||∇um||2 > γ|ln(m)| + C ✭✸✳✺✷✮

❛✈❡❝ γ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ m✳

Pr❡✉✈❡✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✐ss✉ ❞❡ ❬✶✺❪ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✹ ❙♦✐t BR ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ R ❡t ♣ ✉♥ ♣♦✐♥t✱ s♦✐t Ω = BR−B(p,R0)✳
❙♦✐t ✉ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ Ω ❞❛♥s ❈✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 0 < a ≤ |u| ≤ 1 s✉r
Ω ❡t q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s 1

R2
0

∫

Ω
(|u|2 − 1)2 ≤ K✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ deg(u, ∂Ω) = 1✳ ❖♥ ♥♦t❡

u0(z) = z−p
|z−p| ✳ ❆❧♦rs

∫

Ω

|∇u|2 ≥
∫

Ω

|∇u0|2 − C ✭✸✳✺✸✮

❛✈❡❝ ❈ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❛ ❡t ❑✳

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t a = 1
2
❡t R0 =

√
ln(m)

m
❉✬❛♣rès ❧✬❆♥♥❡①❡ ✭✶✮✱

✐❧ ❡①✐st❡ C2 t❡❧❧❡ q✉❡

m2

∫

Ωm

(1 − |um|2)2dx ≤ C22πln(m)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 1
R2

0

∫

Ω
(|u|2 − 1)2 ≤ K ❡st ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡ ✿

∫

Ω
|∇u0|2 = 2πln( m√

ln(m)
).

❉✬♦ù ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✺✷✮✳

✼✳✸ ❊t✉❞❡ ❞❡
∫

Ω(1 − ||um||2)2dx

❉❛♥s ❬✽❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ✿

1

ǫ2

∫

Ω

(1 − ||uǫ||2)2dx ≥ C ✭✸✳✺✹✮

✻✷ ✼✳ P❘❖P❘■➱❚➱❙ ❉❊ ▲❆ ❙❯■❚❊ UM
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❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ u∗ ♣♦✉r
uǫ ❧♦rsq✉❡ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✳ ▲❡ rés✉❧t❛t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t s❡r❛✐t ✿

m2

∫

Ωm

(1 − ||um||2)2dx ≥ C

❖r ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✺ ❙♦✐t um ∈ Tm(Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✳✸✻✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❜♦r❞ πm(b) = bm ❛✈❡❝ deg(b, ∂Ω) = 1✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ γ > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

∫

Ωm

||∇um||2 > γ|ln(m)| + C ✭✸✳✺✺✮

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ γ′ > 0

m2

∫

Ω

(1 − ||um||2)2dx > γ′|ln(m)| + C ✭✸✳✺✻✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✭✼✳✸✮✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✸✳✺✺✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ✭✶✮ q✉❡

1

15

∫

Ωm

||∇u||2 ≤ m2

∫

Ωm

(1 − ||u||2)2dx

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ♦♥ ❛

∫

Ωm

||∇um||2 > γ|ln(m)| + C ✭✸✳✺✼✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳

❊♥ ❢❛✐t ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s C1 ❡t C2 str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r m s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✿

C12πln(m) ≤ m2

∫

Ωm

(1 − ||um||2)2dx ≤ C22πln(m)

m2
∫

Ωm
(1 − ||u||2)2dx t❡♥❞ ❞♦♥❝ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ q✉❛♥❞ m t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❝❡ q✉✐ ❡st

❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✱ ✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✹✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t t❡♥❞ à ✐♥✜r♠❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞❡ um ✈❡rs u∗ ❧♦rsq✉❡ m t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦✉ t♦✉t ❞✉ ♠♦✐♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣♦✉rr❛✐t s✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ uǫ ✈❡rs u∗✳

✼✳ P❘❖P❘■➱❚➱❙ ❉❊ ▲❆ ❙❯■❚❊ UM ✻✸
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✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ♣♦✉r ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❞❡ t②♣❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r
❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❘3 ❞❛♥s ❘3 ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♣♦✉r
❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❘3 ❞❛♥s ❘2 ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ à ǫ ✜①é s❡ ♣♦s❡♥t ❡t ♥♦✉s ✐♥✲
tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré
q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ um q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥✲
t✐❡❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡ ∆um = −||∇̃um||2um✱ q✉✐ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r u∗
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ um ♥✬❡st ♣❛s
t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ um

❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ um s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✻✮
❡t ❞❡ uǫ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ Eǫ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r um

❡t ❞♦♥♥é ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ Em(um) ❡t ❞❡ m2
∫

Ωm
(1− ||um||2)2dx✱ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s

❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❬✽❪ s✉r uǫ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❡♥tr❡ uǫ ❡t um ❡st ✐♠♣❛r❢❛✐t❡✳
❈❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s❡r♦♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳

✻✹ ✽✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❡t ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
✜❧❛♠❡♥ts

▲❡s ✜❧❛♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r très ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡s
❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♣ré❝✐s❡ ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
t♦t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✭✈♦✐r
❬✷✹❪✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st très ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❏P❊● ❬✷❪✱ ❡♥ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❬✶✶❪ ♦✉ ❡♥
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❬✸✼❪✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ r♦✉t❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ✷✱ ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ❣ér❡r ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦rt❡s ❝♦✉r❜✉r❡s
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r♦✉t❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❡❧❧❡
♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉✮✳ ❊❧❧❡ ❡st
♣❛r ❝♦♥tr❡ ♠♦✐♥s r♦❜✉st❡ ❛✉① ♦❝❝❧✉s✐♦♥s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥s
♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❜r✉✐t très ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✭✷✳✸✮✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s t❤é♦rè♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
t♦t❛❧❡ ❡st ❜♦r♥é❡ ♦♥t ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡
❜♦r♥é❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡r❛ ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s❡r♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ■ ✿ Ω ⊂ ❘3 → ❘✱ ♥♦✉s
s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✳ ❙✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥✈♦❧✉❡r ❛✈❡❝
✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ à ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳

✻✺
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✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❈♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡

❙♦✐t ❈✭s✮ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ s✐♠♣❧❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ♥❡ s❡ r❡❝♦✉♣❛♥t ♣❛s ❡❧❧❡ ♠ê♠❡✮ ❞❡ ❘3✱ ❝♦♥t✐✲
♥✉❡✱ C1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧✬❛❜❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡✱ ❛✈❡❝ t ∈ [0;L]✱ ▲ ét❛♥t

❧❛ ❧♦♥❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❈✳ ❖♥ ♥♦t❡
−−→
T (t) = (Tx(t), Ty(t), Tz(t)✮ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡

t❛♥❣❡♥t à ❈✭t✮✱ ❡t s♦✐❡♥t P ❡t ◗ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❈✭✵✮ ❡t ❈✭▲✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t

E = {−→φ = (φ1, φ2, φ3), à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t, tel que
−→
φ ∈ C1(❘3,❘3)

avec
−−−−−→
φ(C(0)) =

−−−−−→
φ(C(L)) =

−→
0 ; φ2

1 + φ2
2 + φ2

3 ≤ 1}
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s CT ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❈✭t✮ ♣❛r

CT = sup
−→
φ ∈E

∫ L

0

Tx(s)
∂φ1(C(s))

∂s
+ Ty(s)

∂φ2(C(s))

∂s
+ Tz(s)

∂φ3(C(s))

∂s
ds ✭✹✳✶✮

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s q✉❡ s✐ ❈✭s✮ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱ ❡t s✐ ♥♦t❡ k(s) s❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡♥
s ✭♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ q✉✐ ✐♠♣♦s❡ k(s) ≥ 0✮ ❛❧♦rs ✿

CT =

∫ L

0

k(s)ds ✭✹✳✷✮

P♦✉r t♦✉t t ∈ [0;L] ♦♥ ❞é✜♥✐t Ht ❧❡ ♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à
−−→
T (t) ♣❛ss❛♥t ♣❛r C(t)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ I ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❈✭t✮
s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❘3✱ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ C1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

✶✳ ∀t ∈ [0;L]✱
−→
N 6= 0 ❡t

−→
N ′ 6= 0 ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Ht ✿

lim
t>0→0

I(x+ t
−→
N ) = lim

t>0→0
I(x+ t

−→
N ′) ✭✹✳✸✮

✷✳ C(t) ❡st ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r I|Ht∩Ω✳

✸✳ CT <∞
✹✳

∫

C
|∂2I
∂t2

|dt <∞

❛✈❡❝ ∂2I
∂t2

= t
−−→
T (t)∇2I

−−→
T (t) ✭♦ù∇2I ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ I✮✱ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡

♣❛rt✐❡❧❧❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ I ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡
−−→
T (t)✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 4 ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

✻✻ ✶✳ ❉➱❋■◆■❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❋■▲❆▼❊◆❚
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s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té s✉r ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳

P♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r
∫

C
|∂2I
∂t2

|dt ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ −−→T (t) s♦✐t ♣❛r❛❧❧è❧❡ à −→v1 ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é
à ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ■ ✭tX∇2IX ❛✈❡❝ ||X|| = 1✱
❡st ♠✐♥✐♠✉♠ q✉❛♥❞ X = −→v1✮✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✷✮ ❡t ✹✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ C2 ❜♦r♥é❡
s♦♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s
❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❈✭t✮ ✉♥❡ ♥♦r♠❡ || ||µ ❞❡ ❈ ♣♦✉r µ❃✵ ♣❛r

||C||µ =
1

L
(

∫

C

∂2I

∂t2
dt+ µCT ) ✭✹✳✹✮

✷ ❘és✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❇❈❚ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s s✐♠♣❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s C1 ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① ❡t ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❜♦r♥é❡✳

✷✳✶ ❈❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s C2

❙✐ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st C2✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❈♦✉r❜✉r❡

❙♦✐t ❈✭s✮ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r s♦♥ ❛❜❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡✱ s✐♠♣❧❡✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱ ❧❡

✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t
−−→
T (s) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

−−→
T (s) =

∂C(s)

∂s

❡t ♦♥ ❛ ∀s :
||
−−→
T (s)|| = 1

▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡♥ s✱ ❦✭s✮✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

k(s) = ||∂
−−→
T (s)

∂s
||

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ ❙♦✐t ❈ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♣❛r❛♠étré❡ s✐♠♣❧❡✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱ ❡t s♦✐t ▲ s❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❛❧♦rs ✿

CT =

∫ L

0

k(s)ds

✷✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❚❍➱❖❘■◗❯❊❙ ❙❯❘ ▲❆ ❈❖❯❘❇❯❘❊ ❚❖❚❆▲❊ ✻✼
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▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s C2✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡t ❞❡
❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛♥❣✉❧❡✉s❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s r♦✉t❡s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ❛

CT = sup
−→
φ ∈E

∫ L

0

−−→
T (s).

∂
−−−−−→
φ(C(s))

∂s
ds

−−→
T (s) ❡st C1 ❡t

−−−−−→
φ(C(s)) s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥ ✵ ❡t ❡♥ ▲ ❞♦♥❝ ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡ ✿

= sup
−→
φ ∈E

∫ L

0

∂
−−→
T (s)

∂s
.
−−−−−→
φ(C(s))ds

❝♦♠♠❡ ||
−−−−−→
φ(C(s))|| ≤ 1

≤
∫ L

0

k(s)ds .

s♦✐t ǫ ✜①é✱ ❝♦♠♠❡ k(s) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s✉✐t❡
−→
φn✱ C1

à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s C(0) ❡t C(L) q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✈❡rs
∂
−−→

T (s)
∂s

|| ∂
−−→

T (s)
∂s

||
s✐ ||∂

−−→
T (s)
∂s

|| 6= 0 ✭s✐♥♦♥ ♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡
−→
φn ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✮ ♣♦✉r ǫ ≤ s ≤ L− ǫ

∫ L−ǫ

ǫ

∂
−−→
T (s)

∂s
.
−−−−−−→
φn(C(s))ds −−−→

n→∞

∫ L−ǫ

ǫ

k(s)ds ✭✹✳✺✮

∫

[0;ǫ]∪[L−ǫ,L]

|∂
−−→
T (s)

∂s
.
−−−−−−→
φn(C(s))|ds ≤ 2ǫ.||k||∞ ✭✹✳✻✮

❉♦♥❝ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ φn q✉❡

CT ≥
∫ L

0

k(s)ds

❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été✳

✷✳✷ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s

◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❡s③✳

✻✽ ✷✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❚❍➱❖❘■◗❯❊❙ ❙❯❘ ▲❆ ❈❖❯❘❇❯❘❊ ❚❖❚❆▲❊
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❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ❙♦✐t L̃ ✿ Cc(❘
n;❘m) → ❘ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣♦✉r t♦✉t

❑ ❝♦♠♣❛❝t ⊂ ❘n

sup{L̃(f)|f ∈ Cc(❘
n;❘m); |f | ≤ 1, supp(f) ⊂ K} <∞

❖ù Cc(❘
n;❘m) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s C∞ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❘m✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ µ s✉r ❘n ❡t σ ∈ L1(dµ) t❡❧❧❡s q✉❡

✕ ||
−−→
σ(x)||❂✶ µ✲♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t

✕ L̃ ✭❢✮=
∫

Rn f.
−→σ dµ

♣♦✉r f ∈ Cc(❘
n;❘m)

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❡s③ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r
❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❇❈❚✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡✮
❙♦✐t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❈✭s✮ ❇❈❚✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❯ ♦✉✈❡rt✱ t❡❧ q✉❡ {C(s), 0 < s < L} ⊂ U

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ µ s✉r ❯ ❡t −→σ t❡❧❧❡ q✉❡ ∀φ ∈ C1
c (U−{C(0), C(L)},❘3)

✕ |−−→σ(x)|❂✶✱ µ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t

✕
∫ L

0

−−→
T (s).∂

−−−−−→
φ(C(s))
∂s

ds =
∫ −→
φ .−→σ dµ

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡
∫ L

0

−−→
T (s).∂

−−−−−→
φ(C(s))
∂s

ds q✉✐
s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣❡ ✭✈♦✐r ❝✐ ❞❡ss♦✉s✮✳

✷✳✸ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s C1 à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t q✉✐ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ♣❛s ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳
❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣❡✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ s❡r❛ ✉t✐❧❡
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦✉r❜❡s✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✺
❙♦✐t ❈✭s✮ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❇❈❚✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❯ ♦✉✈❡rt t❡❧ q✉❡ {C(s), 0 ≤ s ≤ L} ⊂ U ✱
∀φ ∈ C1

c (U,❘
3) ♦♥ ❛

∫ L

0

−−→
T (s).

∂
−−−−−→
φ(C(s))

∂s
ds =

∫ −→
φ .−→σ dµ+

−−−→
T (L).

−−−−−→
φ(C(L)) −

−−→
T (0).

−−−−−→
φ(C(0)) ✭✹✳✼✮

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐❡♥t P ❡t Q ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ C✳ P♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ s♦✐❡♥t χPǫ
, χǫ, χQǫ

✉♥❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ ❞❡ U ❞❛♥s ❬✵✱✶❪✱ t❡❧❧❡s
q✉❡ ∀x ∈ U ; χPǫ

(x) + χǫ(x) + χQǫ
(x) = 1✮✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ✿ s✉♣♣✭χPǫ

) ⊂ B(P, ǫ)
❡t s✉♣♣✭χQǫ

) ⊂ B(Q, ǫ)✱ ❡t q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ χǫ s♦✐t ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡ B(P, ǫ
2
) ❡t B(Q, ǫ

2
)✳

✷✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❚❍➱❖❘■◗❯❊❙ ❙❯❘ ▲❆ ❈❖❯❘❇❯❘❊ ❚❖❚❆▲❊ ✻✾
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❖♥ ✐♠♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ χPǫ
❡t χQǫ

s♦✐❡♥t à s②♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡
χPǫ

(x) = g(||x−P ||) ♦ù g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❘+ ❞❛♥s ❬✵✱✶❪✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ g s♦✐t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r χQǫ

✮✳

❙♦✐t
−→
φ ✜①é ∈ C1

c (U,❘
3)✳

∫ −−→
T (s).

∂
−→
φ (C(s))

∂s
ds =

∫ −−→
T (s).

∂[(χPǫ
(x) + χǫ(x) + χQǫ

(x))
−→
φ (C(s))]

∂s
ds = ✭✹✳✽✮

=

∫ −−→
T (s).

∂[(χPǫ
(x) + χQǫ

(x))
−→
φ (C(s))]

∂s
ds+

∫ −−→
T (s).

∂[(χǫ(x)
−→
φ (C(s))]

∂s
ds ✭✹✳✾✮

❊t✉❞✐♦♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ✭✹✳✾✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ✭✷✳✹✮ ✿

∫ −−→
T (s).

∂[(χǫ(x)
−→
φ (C(s))]

∂s
ds =

∫

χǫ
−→
φ .−→σ dµ ✭✹✳✶✵✮

❖r |χǫ
−→
φ | ≤ |φ| q✉✐ ❡st µ✲✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡t χǫ

−→
φ ❝♦♥✈❡r❣❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈❡rs φ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès

❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱

lim
ǫ→0

∫

χǫ
−→
φ .−→σ dµ =

∫ −→
φ .−→σ dµ ✭✹✳✶✶✮

❊t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✹✳✾✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❛ss♦❝✐é à
χPǫ

✭❧❡ t❡r♠❡ ❛ss♦❝✐é à χQǫ
s❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✮✳ ❈♦♠♠❡ C ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡

C1 ♦♥ ❛
−−→
T (s) =

−−→
T (0) +

−−→
η(s)✱ ❛✈❡❝ lim

s→0
η(s) = 0✱

∫ L

0

−−→
T (s).

∂[(χPǫ
(C(s)))

−→
φ (C(s))]

∂s
ds =

∫

(
−−→
T (0) +

−−→
η(s)).

∂[(χPǫ
(C(s)))

−→
φ (C(s))]

∂s
ds

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❛✈❡❝
−−→
T (0) ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝❤❡r❝❤é✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

∫ L

0

−−→
T (0).

∂[(χPǫ
(C(s)))

−→
φ (C(s))]

∂s
ds =

−−→
T (0).[χPǫ

(Q)
−→
φ (Q) − χPǫ

(P )
−→
φ (P )] =

= −
−−→
T (0).

−→
φ (P ).

■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❛ss♦❝✐é à η(s) t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r

∫ L

0

−−→
η(s).

∂[(χPǫ
(C(s)))

−→
φ (C(s))]

∂s
ds =

✼✵ ✷✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❚❍➱❖❘■◗❯❊❙ ❙❯❘ ▲❆ ❈❖❯❘❇❯❘❊ ❚❖❚❆▲❊
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∫ L

0

−−→
η(s).

∂χPǫ
(C(s))

∂s

−→
φ (C(s)) +

∫ L

0

−−→
η(s).χPǫ

(C(s))
∂
−→
φ (C(s))

∂s
ds ✭✹✳✶✷✮

▲❡s ❞❡✉① ✐♥té❣r❛♥❞❡s s♦♥t ♥✉❧❧❡s ♣♦✉r s ≥ 2ǫ✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ❛
−−−−−−→
C(0)C(s) = s

−−→
T (0) +−−→

o(s) ❡t
−−→
T (0) ❡st ✉♥✐t❛✐r❡✳ P♦✉r ǫ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t s ≥ 2ǫ✳ ■❧ ✈✐❡♥t

||−−−−−−→C(0)C(s)|| ≥ ǫ✳ ❉♦♥❝ C(s) ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à B(P, ǫ)✳ ❉♦♥❝ ❧✬✐♥té❣r❛♥❞❡ ❡st ♥✉❧❧❡
♣♦✉r s≥ 2ǫ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡ ✭✹✳✶✷✮ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
✵ à ✷ǫ✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✭✹✳✶✷✮✱ ❧✬✐♥té❣r❛♥❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ ✿

lim
ǫ→0

∫ 2ǫ

0

−−→
η(s).χPǫ

(C(s))
∂
−→
φ (C(s))

∂s
ds = 0

▼❛❥♦r♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✹✳✶✷✮ s♦✐❡♥t ηǫ = sup
0≤s≤2ǫ

||η(s)|| ❡t M ✉♥

♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ φ✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛❥♦r❡r✱ ♣♦✉r ǫ ✜①é✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✹✳✶✷✮ ♣❛r ✿
∫ 2ǫ

0

ηǫM |∂χPǫ
(C(s))

∂s
|ds ✭✹✳✶✸✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ǫ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ❡t ♣♦✉r t♦✉t s≤ 2ǫ✱

∂χPǫ
(C(s))

∂s
≤ 0

❊♥ ❡✛❡t
∂χPǫ

(C(s))

∂s
=

−→∇ [χPǫ
](C(s)).

−−→
T (s)

❝♦♠♠❡ −−→
T (s) =

−−→
T (0) + ηs

❡t ♣✉✐sq✉❡ χPǫ
❡st à s②♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ χPǫ

(x) = g(||x − P ||) ❛✈❡❝ g
❞é❝r♦✐ss❛♥t✱ ♦♥ ❛ −→∇ [χPǫ

](C(s)) = −a−−−−−−→C(0)C(s)

♦ù ❛ ❡st ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

−−−−−−→
C(0)C(s) = s

−−→
T (0) +

−−→
o(s)

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t
−→∇χPǫC(s).

−−→
T (s) = −a(s

−−→
T (0) +

−−→
o(s)).s

−−→
T (0) +

−−→
o(s)
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❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r s s✉✣s❛♠❡♥t ♣❡t✐t ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥

∂χPǫ
(C(s))

∂s
≤ 0

❝❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ✭✹✳✶✸✮

∫ 2ǫ

0

ηǫM |∂χPǫ
(C(s))

∂s
|ds = −

∫ 2ǫ

0

ηǫM
∂χPǫ

(C(s))

∂s
ds

= ηǫMχPǫ
(P ) = ηǫM

lim
ǫ→0

ηǫM = 0

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣❡✮
❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s C1(s) ❡t C2(s) ❇❈❚ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L1 ❡t L2✱ t❡❧❧❡s q✉❡ C1(L1) =
C2(0)✳

❙♦✐t ❉ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ C1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L1 + L2 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

D(t) =

{

C1(t) s✐ 0 ≤ t ≤ L1

C2(t− L1) s✐ L1 ≤ t ≤ L1 + L2

❆❧♦rs D ❡st ❇❈❚ ❡t

CT (D) = CT (C1) + CT (C2) + ||−−−−→T1(L1) −
−−−→
T2(0)|| ✭✹✳✶✹✮

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ♠❛❥♦r❡r CT (D)✳ ❙♦✐❡♥t P =
C1(0) ❡t Q = C2(L2)✱ ❡t R = C1(L1) = C2(0) ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t✳

❙♦✐t U ✉♥ ♦✉✈❡rt ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s P ❡t Q ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡

D ❡t s♦✐t
−→
φ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s U ✳ ❖♥ ♥♦t❡

−−→
T (s) ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ D(s)✳

∫ L

0

−−→
T (s).

∂
−−−−−→
φ(D(s))

∂s
ds =

∫ L1

0

−−−→
T1(s).

∂
−−−−−→
φ(C1(s))

∂s
ds+

∫ L2

0

−−−→
T2(s).

∂
−−−−−→
φ(C2(s))

∂s
ds ✭✹✳✶✺✮

♦ù L = L1 + L2✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♦♥ ❛ ✿

=

∫ −→
φ .−→σ1dµ1 +

−−−−→
T1(L1).

−−→
φ(R) +

∫ −→
φ .−→σ2dµ2 −

−−−→
T2(0).

−−→
φ(R). ✭✹✳✶✻✮

❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
−→
φn q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ✈❡rs

−→
φ ❡t

t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡
−→
φn s♦✐t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s U ❡t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ♣❛s P ❡t R
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❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❛♥s U ✱ ⑤⑤
−→
φn(x)⑤⑤≤ 1✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡

❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

lim
n→∞

∫ −→
φn.

−→σ1dµ1 =

∫ −→
φ .−→σ1dµ1.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿
∫ −→

φ .−→σ1dµ1 ≤ CT (C1) ✭✹✳✶✼✮

❞❡ ♠ê♠❡
∫ −→

φ .−→σ2dµ2 ≤ CT (C2) ✭✹✳✶✽✮

❝♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t x✱ ||−−→φ(x)|| ≤ 1

(
−−−−→
T1(L1) −

−−−→
T2(0)).

−−→
φ(R) ≤ ||

−−−−→
T1(L1) −

−−−→
T2(0)||. ✭✹✳✶✾✮

❉♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✹✳✶✻✮ ❛✈❡❝ ✭✹✳✶✼✮✱ ✭✹✳✶✽✮✱ ✭✹✳✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

CT (D) ≤ CT (C1) + CT (C2) + ||−−−−→T1(L1) −
−−−→
T2(0)||

▼♦♥tr♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✐♥✈❡rs❡✱ s♦✐t ǫ > 0 ❡t s♦✐t U ✱
−→
φ1ǫ

❡t
−→
φ2ǫ

t❡❧s q✉❡

∫ L1

0

−−−→
T1(s).

∂
−−−−−−−→
φ1ǫ

(C1(s))

∂s
ds ≥ CT (C1) − ǫ

❡t
∫ L2

0

−−−→
T2(s).

∂
−−−−−−−→
φ2ǫ

(C2(s))

∂s
ds ≥ CT (C2) − ǫ

◗✉✐tt❡ à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❛❞éq✉❛t❡s ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s✉♣♣♦rts ❞❡

−→
φ1ǫ

❡t ❞❡
−→
φ2ǫ

❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t q✉❡ ❝❡s
s✉♣♣♦rts s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ B(R, η) ❛✈❡❝ η > 0✳

❙♦✐❡♥t l1 ❡t l2✱ t❡❧s q✉❡ [L1− l1, L1] = {s, C1(s) ∈ B(R, η)} ❡t [0, l2] = {s, C2(s) ∈
B(R, η)}✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t η s✉✣s❛♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r q✉❡ l1 ≤ 2η ❡t l2 ≤ 2η✳

❙✐
−−−−→
T1(L1) =

−−−→
T2(0)✱ ❡♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t

−→
φ1ǫ

❡t
−→
φ2ǫ

✱ CT (D) ≥ CT (C1) + CT (C2) − 2ǫ

✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ✭✹✳✶✹✮✳ ❙✐
−−−−→
T1(L1) 6= −−−→

T2(0)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ φη ❛✈❡❝ ✉♥ s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
B(R, η)✱ t❡❧ q✉❡ ✿

−−−→
φη(R) =

−−−−→
T1(L1) −

−−−→
T2(0)

||
−−−−→
T1(L1) −

−−−→
T2(0)||
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❡t ∀s ∈ [0, l2]

||∂
−−−−−→
φ(C2(s))

∂s
|| ≤ 2

η

✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r C1✮✱ ♦♥ ❛

∫ l2

0

−−→
T (s).

∂
−−−−−−→
φη(C2(s))

∂s
ds =

∫ l2

0

(
−−→
T (0) +

−−→
ǫ(s)).

∂
−−−−−−→
φη(C2(s))

∂s
ds

❛✈❡❝ ||−−→ǫ(s)|| ≤ ǫ✱ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡
−→
φη ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s B(0, η) ✱ ❞♦♥❝

−−−−−−→
φη(C2(l2)) =

−→
0 ✱ ♣❛r

❝♦♥séq✉❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ♦♥ ❛

∫ l2

0

−−→
T (0).

∂
−−−−−−→
φη(C2(s))

∂s
ds =

−−→
T (0).

−−−−→
T1(L1) −

−−−→
T2(0)

||
−−−−→
T1(L1) −

−−−→
T2(0)||

✐❧ r❡st❡ à ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡

|
∫ l2

0

−−→
ǫ(s).

∂
−−−−−−→
φη(C2(s))

∂s
ds| ≤ l2ǫ

2

η

❞♦♥❝

|
∫ l2

0

−−→
ǫ(s).

∂
−−−−−−→
φη(C2(s))

∂s
ds| ≤ 4ǫ

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r C1✱ ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ ǫ ✈❡rs ✵ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

CT (D) ≥ CT (C1) + CT (C2) + ||−−−−→T1(L1) −−−−→
T2(0)||

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❖♥ ❛ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❡♠✐ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼ ✭s❡♠✐ ❝♦♥t✐♥✉✐té✮
❙♦✐t Ck ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s s✐♠♣❧❡s ♣❛r❛♠étré❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s C1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❞❡

✈❡❝t❡✉rs t❛♥❣❡♥ts ✉♥✐t❛✐r❡s
−→
Tk ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐tés ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✜①❡s P ❡t ◗✱ ❡t s♦✐t

❈ ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡①tré♠✐tés P ❡t ◗ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ||−→Tk −
−→
T ||L1 −−−→

k→∞
0✱ ♦ù

−→
T ❡st ❧❡

✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ t❛♥❣❡♥t à ❈✭s✮✱ ❛❧♦rs ✿

CT (
−→
T ) ≤ lim

k→∞
CT (

−→
Tk)
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◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝✐ ❞❡ss♦✉s q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡ str✐❝t❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ∀ǫ > 0✱ s♦✐t φ✱ t❡❧❧❡ q✉❡

CT (C) − ǫ ≤
∫ −−→
T (s).

∂
−→
φ (C(s))

∂s
ds

❝♦♠♠❡ ||−→Tk −
−→
T ||L1 −−−→

k→∞
0

= lim
k→∞

∫ −−−→
Tk(s).

∂
−→
φ (C(s))

∂s
ds

≤ lim
k→∞

CT (Ck)

❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✸ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❇❈❚ ❞❛♥s ❘2

❖♥ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞é✜♥✐❡
❞❛♥s ✶✳✶✳

✸✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ✜♥✐❡

❙♦✐t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ C(t) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

C(t) =

{

(t, 0) s✐ 0 ≤ t ≤ 1
(1

2
, t− 1

2
) s✐ 1 ≤ t ≤ 2

❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡♥ t❂✶ ❝❛r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ C ♥✬❡st ♣❛s C2✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✷✮✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ✷✳

CT = sup
φ∈E

∫ 1

0

∂
−−−−−→
φ1(C(t))

∂x
dt+

∫ 2

1

∂
−−−−−→
φ2(C(t))

∂y
dt

❉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ φ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

= sup
φ∈E

φ1(C(1)) − φ2(C(1)).

✸✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ❉❊ ❈❖❯❘❇❊❙ ❇❈❚ ❉❆◆❙ ❘2 ✼✺
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❈♦♠♠❡ φ2
1 + φ2

2 ≤ 1 ❀ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❞♦♥❝ ✿

=
√

2

❈♦♠♣❛r♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s D1(s) ❡t D2(s) s✐♠✐❧❛✐r❡s à C(s) ♠❛✐s q✉✐
s♦♥t ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡s✳

D1(s) = (cos(
π

2
(s− 1)), 1 + sin(

π

2
(s− 1))) 0 ≤ s ≤ 1

D1 ❡st C2✳

D2(s) =







(2s, 0) s✐ 0 ≤ s ≤ 1
4

(1
2

+ 1
2
cos(π

2
(2s− 3

2
)), 1

2
+ 1

2
sin(π

2
(2s− 3

2
))) s✐ 1

4
≤ s ≤ 3

4

(1, 2s− 1) s✐ 3
4
≤ s ≤ 1

D2 ❡st C2 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t C1 ✭❧❡ r❛❝❝♦r❞ ♥✬❡st ♣❛s C2✮✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡ D1 ❡t ❞❡ D2 s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✭✹✳✶✮ ❡t
✭✹✳✷✮

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❝♦✉r❜❡ D1
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❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❝♦✉r❜❡ D2

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ D1(t) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

CT (D1) =

∫ L

0

k(s)ds

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ D1 ❡st é❣❛❧❡ à ✶✳

CT (D1) =

∫ π
2

0

1ds

=
π

2

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ π
2
❡st s✉♣ér✐❡✉r à

√
2✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t

♣r♦❝❤❡s✳ P♦✉rD2 ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣❡ ✭✷✳✻✮ ❡♥ sé♣❛r❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡
D2 ❡♥ ✸ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✿ 0 ≤ s ≤ 1

4
✱ 1

4
≤ s ≤ 3

4
❡t 3

4
≤ s ≤ 1✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞❡✉① ❧✐❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① s♦♥t C1✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❈ ❡st
é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦✉r❜✉r❡s t♦t❛❧❡s ❞❡s tr♦✐s ♠♦r❝❡❛✉①✳ ▲❡s ❝♦✉r❜✉r❡s t♦t❛❧❡s ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♠♦r❝❡❛✉ ❡t ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ♠♦r❝❡❛✉ s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦r❝❡❛✉✱

✸✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ❉❊ ❈❖❯❘❇❊❙ ❇❈❚ ❉❆◆❙ ❘2 ✼✼
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♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r C1✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t
é❣❛❧❡ à ✷✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st π

4
❞♦♥❝ ✿

CT (D1) =

∫ π
4

0

2ds

=
π

2

❖♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ♣♦✉r D1✳

❙✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s Dn✱ ❛✈❡❝ ❞❡s q✉❛rts ❞❡
❝❡r❝❧❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣❡t✐ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡

−→
Tn ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♥♦r♠❡

L1 ✈❡rs
−→
T ✭❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❈✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉✐té✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
lim
n→∞

CT (Dn) ≥ CT (C)

❈❡ q✉✐ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈ér✐✜é✱ ❝❛r ∀n; CT (Dn) = π
2
❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥

√
2 ≤ π

2
✳ P❛r

❝♦♥tr❡ ♦♥ ✈♦✐t q✉✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✸✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ✐♥✜♥✐❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣❛r❛♠étré❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥t✐✲
♥✉❡ ❡t C1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳ ❙♦✐t n(x) ♣♦✉r
x ∈ [0; 4[ ❞é✜♥✐ ♣❛r

n(x) = [log2(
1

1 − x
4

)]

♦✉ ❬❪ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❡t log2 ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛✲
t✐♦♥s ♦♥ ♥♦t❡r❛ n ♣♦✉r n(x)✳ ❙♦✐t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❉ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

D

{

(x, (−1)n
√

1 − (x−4+ 3
2n )2

4n ) s✐ 0 ≤ x < 4

(4, 0) s✐ ①❂✹

❙♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✸✮ ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❉✭t✮ ❛ ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ✐♥✜♥✐❡✳
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❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❉ ✿ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ✐♥✜♥✐❡
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Pr❡✉✈❡✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st C1 s❛✉❢ à s♦♥ ❡①tr❡♠✐té✱ ♦♥ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡✳ ❙♦✐t L s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r

L = π(
∞

∑

i=0

1

2i
)

L = 2π

❉ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♣❛r❛♠étré❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t C1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❞ét❡r♠✐♥♦♥s s❛
❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡✳

P♦✉r t♦✉t m ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Dm ♣❛r

Dm =



x, (−1)n

√

1 − (x− 4 + 3
2n )2

4n



 si 0 ≤ x ≤ 4(1 − 1

2m
)

❊♥ ❢❛✐t Dm ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① m ♣r❡♠✐❡rs ❞❡♠✐✲❝❡r❝❧❡s ❞❡ ❉✳

P♦✉r t♦✉t ǫ❃✵ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r m str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ φm ∈ C1 à
s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ φm ❡st ✐♥❝❧✉ ❞❛♥s ]0, 4(1− 1
2m )[×]−∞,∞[ ❡t q✉❡

∫ Lm

0

−−−→
Tm(s).

∂
−−−−−−−→
φm(Dm(s))

∂s
ds ≥ CT (Dm) − ǫ

❝♦♠♠❡
∫ Lm

0

−−−→
Tm(s).

∂
−−−−−−−→
φm(Dm(s))

∂s
ds =

∫ L

0

−−→
T(s).

∂
−−−−−−−→
φm(Dm(s))

∂s
ds

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
CT (D) ≥ CT (Dm) − ǫ

❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r CT (Dm)✱ ❝❛r Dm ❡st ❧❡
r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ❞❡ m ❞❡♠✐✲❝❡r❝❧❡s✳ ❉♦♥❝

CT (Dm) =
m

∑

i=0

π

2i
2i

CT (Dm) = πm

❡t ❞♦♥❝
CT (D) = ∞
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✹ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ r♦✉t❡s

✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s r♦✉t❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ◆♦tr❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❡s tr♦✐s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I✱ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛
❤❡ss✐❡♥♥❡ ❡t ❞❡ Mm = {(x, y, z); |λ2λ3| > m}✳

✷✳ ❚r♦✉✈❡r ♣♦✉r t♦✉t a ❞❡ Mm ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ Ca ⊂ Mm ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ a ∈ Ca

❡t ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ Ca✱
−→
T ✴✴−→v1 ✳

✸✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❈⊂ Ca ❡t a ∈ C✱ ✈ér✐✜❛♥t Lmin ≤ LC(C) ✭Lmin ❡st ✉♥❡
❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❛✉ ✜❧❛♠❡♥t✮ t❡❧ q✉❡ CT (C)

LC(C)
s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r CT (C)
LC(C)

♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❛②❛♥t tr♦♣ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ P♦✉r
tr♦✉✈❡r Ca ♦♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Mm✱ ❞♦♥t

❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❡st a0 = a ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ a1 = a +
−−−→
v1(a)✳ ▲❡ ♣♦✐♥t a2 ❡st ❞é✜♥✐

❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ✿ a2 = a1 +
−−−→
v1(a1) ❛✈❡❝

−−−→
v1(a1) ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ✹

✈❡❝t❡✉rs {
−−−−→
v1(i, j),

−−−−−−−→
v1(i+ 1, j),

−−−−−−−→
v1(i, j + 1),

−−−−−−−−−−→
v1(i+ 1, j + 1)} ❛ss♦❝✐és ❛✉① q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts

❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥t✐èr❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ a1✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ♠ê♠❡ a−1, a−2, ...

❛✈❡❝ −−−−→
v1(a)✳ P♦✉r q✉❡ Ca s♦✐t ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ ♣❡✉t

✐♠♣♦s❡r q✉❡ ||−−−→v1(an) −
−−−−−→
v1(an+1)|| ≤ α✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ Ca✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛

❧♦♥❣✉❡✉r ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Cn ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r {a0, a1, a2, ..., an} à
❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ n✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ n ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ CT (Cn)

LC(Cn)
s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s s♦✉s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ Ca s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

CT =
∑

n

||
−−−→
v1(an) −

−−−−−→
v1(an+1)||

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ✈❛❧❛♥t t♦✉❥♦✉rs ✶✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ Lmin s✐ ♦♥
✈❡✉t é✈✐t❡r ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❞❡ ✸ ♦✉ ✹ ♣✐①❡❧s ♣❡✉ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✐s♦❧é❡✱ ♦♥ ♠❛rq✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥t✐èr❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ❛✜♥ q✉✬✐❧s ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ré✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ✜❧❛♠❡♥t✳

✹✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❘❖❯❚❊❙ ✽✶
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✹✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ r♦✉t❡s

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✹✮ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡
r♦✉t❡s ❞❡ ✻✺✷×✽✾✷ ♣✐①❡❧s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s r♦✉t❡s s♦♥t ❞ét❡❝té❡s s❛✉❢ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s q✉✐ ♦♥t
✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❜❛s
à ❞r♦✐t❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉✬✉♥❡ r♦✉t❡✱ ❛✉t♦✉r ❞❡s ❢❡r♠❡s✱ ♦✉ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧
q✉✐ s♦rt ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛✉ s✉❞✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡
❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛✉ ♥♦r❞✳ ❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❞ét❡❝té❡s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❡✉r ❧❛r❣❡✉r ❡t ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡
❡♥ ❝❡s ♣♦✐♥ts✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✺✷❪
s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r q✉❡❧q✉❡s
♣♦rt✐♦♥s ❞❡ r♦✉t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♥♦tr❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡s r♦✉t❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦✉r❜✉r❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✺✷❪ s❡♠❜❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
r♦✉t❡s ❡t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❝❛❝❤é❡s ♣❛r ❧❡s ❛r❜r❡s✳

▲❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❛ss❡③ ✜♥s ❡t ❝♦♥t✐♥✉s ✭q✉❡❧q✉❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s♦♥t
❞✉❡s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦✮✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❧❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s
❞❡ r♦✉t❡s ❝❛❝❤é❡s ♣❛r ❞❡s ❛r❜r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡❝té❡s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❛rt✐❡s ✐s♦❧é❡s
❞❡ r♦✉t❡s s♦♥t ❞ét❡❝té❡s✳

■❧ ② ❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞ét❡❝tés q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s r♦✉t❡s✱ ♠❛✐s
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ♦♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡ ♣❧✉s s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡
❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ❧❛ r♦✉t❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦ q✉✐ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡
✉♥ ❝❤❡♠✐♥✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡♥t à ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s
❝❡rt❛✐♥s ❝❤❛♠♣s ♦✉ ❞❡ss✐♥és ♣❛r ♥é❣❛t✐❢ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛r❜r❡s ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❝❧❛✐r❡
❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛r❜r❡s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✷ ♦✉ ✸ ✜❧❛♠❡♥ts ❞ét❡❝tés s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐✲
q✉❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡

●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❜♦♥ ❡t s❡r❛✐t ♠❡✐❧❧❡✉r s✐ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥s ❞❡ r♦✉t❡s ❡t ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s r♦✉t❡s ❝❛❝❤é❡s ♣❛r ❞❡s ❛r❜r❡s✳ ◆♦t♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❣r✐s✱ s✐ ✉♥❡ ❡①tr❡♠✐té ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥
♣❛r ✉♥❡ ♦♠❜r❡ ♦✉ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❧✬❡①tré♠✐té ré❡❧❧❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✺✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❜r✉✐té❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s r♦✉t❡s ❡t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦✉r ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs
❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✼ ❡t ✺ ♣✐①❡❧s ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥
❞é❜r✉✐t❛❣❡ ✐ss✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✲❖s❤❡r✲❋❛t❡♠✐✳
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❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡ r♦✉t❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✹✳✶✱ ❡♥ ❤❛✉t ✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ à
❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦♥❣❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ✼ ♣✐①❡❧s✱ ❡♥ ❜❛s ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❧♦♥❣❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ✺ ♣✐①❡❧s

✽✹ ✹✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❘❖❯❚❊❙
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▲❡s r♦✉t❡s s♦♥t ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❞ét❡❝té❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ r❡♣ré✲
s❡♥té❡✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈❡✐♥❡
❡st ✉♥ ♣❡✉ ♠✐❡✉① ❞ét❡❝té ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ✺ ♣✐①❡❧s✱ ♠❛✐s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st ❞✐✛❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐r❡ s✬ ✐❧s s♦♥t ❞✉s
❛✉ ❜r✉✐t ♦✉ ♥♦♥✳

✺ ❈♦♠♣❧é♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡
t♦t❛❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ♥♦tr❡
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡s✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡✳

❙♦✐t C(s) ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ s✐♠♣❧❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ♥❡ s❡ r❡❝♦✉♣❛♥t ♣❛s ❡❧❧❡ ♠ê♠❡✮ ❞❡ ❘3✱
❝♦♥t✐♥✉❡✱ C1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧✬❛❜❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ✱ ❛✈❡❝ t ∈ [0;L]✱

L ét❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ C✳ ❖♥ ♥♦t❡
−−→
T (t) = (Tx(t), Ty(t), Tz(t)✮ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

t❛♥❣❡♥t à C(t) ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❡t s♦✐❡♥t P ❡t Q ❧❡s ♣♦✐♥ts C(0) ❡t C(L)✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ Ω =
{V, V ♦✉✈❡rt ❝♦♥♥❡①❡ ❜♦r♥é ❞❡ ❘3} ❀ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t

E = {−→φ = (φ1, φ2, φ3) à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t, t❡❧ q✉❡
−→
φ ∈ C1([0, L],❘3)

; telle que
−−→
φ(0) =

−−→
φ(L) =

−→
0 ❡t φ2

1 + φ2
2 + φ2

3 ≤ 1}

❖♥ ♥♦t❡ CT = sup−→
φ ∈E

∫ L

0

−−→
T (s).∂

−−→
φ(s)
∂s

ds

✻ ❈❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡s

✻✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r ❝♦✉r❜❡✱ t♦✉s ❧❡s s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s C ❞❡
❘

3 ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ✿

C = ∪ni=1Ci

❛✈❡❝ Ci ❞❡s ❝♦✉r❜❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❘3✱ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ C1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r Li✱
♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❧✬❛❜❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡✱ ❛✈❡❝ t ∈ [0;Li]✳

✺✳ ❈❖▼P▲➱▼❊◆❚ ❙❯❘ ▲❆ ❈❖❯❘❇❯❘❊ ❚❖❚❆▲❊ ✽✺
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❙♦✐t {xm} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
C ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts Ci(0) ❡t Ci(Li) q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦✉r❜❡
Cj✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❊ ♣❛r

E = {−→φ ,∈ C1(❘3,❘3);
−→
φ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✱ ❡t t❡❧❧❡s q✉❡

∀xm;
−−−→
φ(xm) =

−→
0 ❡t φ2

1 + φ2
2 + φ2

3 ≤ 1}

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❈ ✿

CT = sup
−→
φ ∈E

n
∑

1=1

∫ Li

0

−−→
Ti(s).

∂
−−−−−→
φ(Ci(s))

∂s
ds

▲❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t
−→
Ti ❡st ♦r✐❡♥té s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❛❣❡ ❞❡ Ci✳ ❆ ❝❛✉s❡

❞❡ ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❛❣❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r C✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞❛♥s

❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ CT ✱
−−→
φ(s) ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡

−−−−−→
φ(Ci(s))✳ ▲❛ ❞é❢♥✐t✐♦♥ ❞❡

CT ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ C = ∪ni=1Ci ❝❤♦✐s✐❡✱ ♥✐ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❛❣❡s ❝❤♦✐s✐s✳

✼ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ❘2

❊t✉❞✐♦♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ C ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ tr✐♣❧❡ ❡♥ ❛♥❣❧❡
❞r♦✐t✳

−→
T1✲

✻−→T2

◆♦✉s ❞✐✈✐s♦♥s C ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ C1 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡
C2 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✶✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ C

CT = sup
−→
φ ∈E

(

∫ 2

0

−−−→
T1(s).

∂
−−−−−→
φ(C1(s))

∂s
ds+

∫ 1

0

−−−→
T2(s).

∂
−−−−−→
φ(C2(s))

∂s
ds)

✽✻ ✼✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ❉❆◆❙ ❘2
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−→
T1 ❡t

−→
T2 s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞❡✉① ✐♥té❣r❛❧❡s

= sup
−→
φ ∈E

(
−→
T1.(

−−−−−→
φ(C1(2)) −

−−−−−→
φ(C1(0)) +

−→
T2.(

−−−−−→
φ(C2(1)) −

−−−−−→
φ(C2(0))

❈♦♠♠❡ C1(2)✱ C1(0) ❡t C2(0) s♦♥t ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ C✱ tr♦✐s ❞❡s q✉❛tr❡ t❡r♠❡s s♦♥t
♥✉❧s ❡t

sup
−→
φ ∈E

−→
T2.(

−−−−−→
φ(C2(1)) = 1

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t CT❂✶✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠❛♥t ✉♥
❛♥❣❧❡ ❞r♦✐t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❡st

√
2✳ ❉♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥

tr✐♣❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞r♦✐t ❛ ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ s✐♠♣❧❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞r♦✐t✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣❡✉ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✱ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ tr✐♣❧❡ ♣♦✉✈❛♥t s✬♦❜t❡♥✐r
❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ à ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ ❛♥❣❧❡ ❞r♦✐t✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥
tr✐♣❧❡ ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✳

❊t✉❞✐♦♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ tr✐♣❧❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡

PPPPPPPP

✏✏✏✏✏✏✏✏

PPq

−→
T1

−→
T2✏✏✮

✻−→T3

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡D ♦♥ ❞✐✈✐s❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ ✸ ♣❛rt✐❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s t❛♥❣❡♥ts

−→
T1,

−→
T2 et

−→
T3✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉

♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

DT = sup
−→
φ ∈E

(
−→
T1 +

−→
T2 +

−→
T3).

−−−−−→
φ(C1(1))

= ||−→T1 +
−→
T2 +

−→
T3||

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ C é❣❛❧❡ à 1 ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✈❡❝−→
T1 = −−→

T2✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ à ✶✷✵ ❞❡❣rés ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡
❡st ♥✉❧❧❡✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ s❡✉❧ ❝❛s ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ tr✐♣❧❡ ♦ù ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❡st

✼✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ❉❆◆❙ ❘2 ✽✼
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♥✉❧❧❡✳ ❙♦✐t ✸ ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s t❡❧s q✉❡
−→
T1 +

−→
T2 +

−→
T3 =

−→
0 ✳ ❊♥ ❧❡s r❡♠♣❧❛ç❛♥t ♣❛r

❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s a, b ❡t c ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ✶ ♦♥ ❛ ✿

a+ b+ c = 0

q✉✐tt❡ à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r 1
c
✭❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ✸ ✈❡❝t❡✉rs✮✱ ♦♥ ♣❡✉t

s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❂✶
a+ b+ 1 = 0 ✭✹✳✷✵✮

❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ a ❡t b s♦♥t ❞❡
♠♦❞✉❧❡ ✶✮

1

a
+

1

b
+ 1 = 0

a+ b

ab
= −1

−1

ab
= −1

ab = 1

❆✈❡❝ ✭✹✳✷✵✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ a, b ❡t c s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❉♦♥❝ s❡✉❧ ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ tr✐♣❧❡ à ✶✷✵ ❞❡❣rés ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ♥✉❧❧❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t
♥✬❡st ♣❛s très s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✿ ✐❧ ❡st ❝♦♥tr❛✐r❡ à ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ q✉✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ tr✐♣❧❡ à ✶✷✵
❞❡❣rés ❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ q✉✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ ♦♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛✐t ❞❛♥s ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝r❛✐♥❞r❡ q✉❡ ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❡✉r ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡
♣♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✽ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡

❖♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦✉r E ✿

E = {−→φ ,∈ C1(❘3,❘3);
−→
φ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✱ ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ ||−→φ || ≤ 1}

▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉✬♦♥ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❧✉s q✉❡ φ s♦✐t ♥✉❧❧❡ ❛✉① ❡①tré♠✐tés✳ ◆♦✉s
❞♦♥♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ C ✿

CT = sup
−→
φ ∈E

n
∑

1=1

∫ Li

0

−−→
Ti(s).

∂
−−−−−→
φ(Ci(s))

∂s
ds
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▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ E✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❛✈❛♥t❛❣❡ ✿ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❡①tré♠✐tés
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ C✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❝❤❛q✉❡ Ci(0) ♦✉ Ci(Li) ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦✉r❜❡ Cj✳

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s C̃T ✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲❡ t❤é♦✲
rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡ CT ❡t C̃T ✳

t❤❡♦r❡♠ ✽✳✶ ❙♦✐t ❈ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡t ♣ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①tré♠✐tés ❀ ♦♥ ❛ ✿

CT = C̃T + p

Pr❡✉✈❡✳
❖♥ ❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t

▲❡♠♠❡ ✽✳✷
❙♦✐t ❈ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❀ ∀−→φ ∈ C1

c (❘
3,❘3)✱ ♦♥ ❛

n
∑

i=1

∫ Li

0

−−→
Ti(s).

∂
−−−−−→
φ(Ci(s))

∂s
ds =

∫ −→
φ .−→σ dµ+

n
∑

i=1

ǫ(Ci(Li))
−−−→
Ti(Li).

−−−−−−→
φ(Ci(Li))−ǫ(Ci(0))

−−→
Ti(0).

−−−−−→
φ(Ci(0))

✭✹✳✷✶✮
❆✈❡❝ ǫ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ❡①tré♠✐tés xm✳

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♣r❡♥❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✭✷✳✺✮✳ ❙♦✐t−→
φ ∈ C1

c (❘
3,❘3) ❞❡ ♥♦r♠❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ✶ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✳

❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
−→
φn q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ✈❡rs

−→
φ

❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ❡t m ♦♥ ❛✐t
−−−−→
φn(xm) =

−→
0 ❡t ⑤⑤

−→
φn(x)⑤⑤≤ 1✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡

❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ♦♥ ❛

lim
n→∞

∫ −→
φn.

−→σ dµ =

∫ −→
φ .−→σ dµ

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
∫ −→

φ .−→σ dµ ≤ C̃T

❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t i ✿ ǫ(Ci(Li))
−−−→
Ti(Li).

−−−−−−→
φ(Ci(Li)) ≤ 1

❡t −ǫ(Ci(0))
−−→
Ti(0).

−−−−−→
φ(Ci(0)) ≤ 1✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ s✉♣ s✉r

−→
φ ❞❛♥s ✭✹✳✷✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

CT ≤ C̃T + p ✭✹✳✷✷✮
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▼♦♥tr♦♥s q✉❡ CT ≥ C̃T + p✳ ❙♦✐t ǫ > 0 ❡t
−→
φǫ t❡❧ q✉❡

m
∑

1=1

∫ Li

0

−−→
Ti(s).

∂
−−−−−−→
φǫ(Ci(s))

∂s
ds ≥ C̃T − ǫ ✭✹✳✷✸✮

❙♦✐t
−→
φnǫ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❛♥s C1

c (❘
3,❘3)✱ ||−→φnǫ (x)|| ≤ 1 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛✉① ❡①tré♠✐tés xm ✿

m
∑

i=1

ǫ(Ci(Li))
−−−→
Ti(Li).

−−−−−−−→
φnǫ (Ci(Li)) − ǫ(Ci(0))

−−→
Ti(0).

−−−−−−→
φnǫ (Ci(0)) = p ✭✹✳✷✹✮

❖♥ ✐♠♣♦s❡ q✉❡
−→
φnǫ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ✈❡rs

−→
φǫ ✳ ❖♥ ❛

m
∑

i=1

∫ Li

0

−−→
Ti(s).

∂
−−−−−−→
φǫ(Ci(s))

∂s
ds =

∫ −→
φǫ .

−→σ dµ

m
∑

i=1

∫ Li

0

−−→
Ti(s).

∂
−−−−−−→
φnǫ (Ci(s))

∂s
ds =

∫ −→
φnǫ .

−→σ dµ

❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

lim
n→∞

∫ −→
φnǫ .

−→σ dµ =

∫ −→
φǫ .

−→σ dµ ✭✹✳✷✺✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✷✸✮ ❡t ✭✹✳✷✺✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

lim
n→∞

∫ −→
φnǫ .

−→σ dµ ≥ C̃T − ǫ ✭✹✳✷✻✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✹✳✷✶✮ ✱ ✭✹✳✷✹✮ ❡t ✭✹✳✷✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t

lim sup
n→∞

m
∑

i=1

∫ Li

0

−−→
Ti(s).

∂
−−−−−−→
φnǫ (Ci(s))

∂s
ds ≥ C̃T − ǫ+ p ✭✹✳✷✼✮

❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ ǫ ✈❡rs ✵✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡

CT ≥ C̃T + p ✭✹✳✷✽✮

✭✹✳✷✷✮ ❡t ✭✹✳✷✽✮ ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡ ✿

CT = C̃T + p
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❉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①tré♠✐tés ❡st ♣é♥❛❧✐sé✳ ▲❛
❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♥✉❧❧❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡ à ✷✳ ❈❡❝✐
❡st ❝♦♥tr❛✐r❡ à ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ tr✐♣❧❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ à ✶✷✵ ❞❡❣rés✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✸✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❜✐❡♥ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡
❝❡ q✉✐ ❝♦rr✐❣❡ ✉♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ✷ ❞r♦✐t❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ à ✶✷✵ ❞❡❣rés✱
❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❡st ✿

(1 − 1

2
)2 + (0 −

√
3

2
)2 + 2 = 3

❈✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ tr✐♣❧❡ à ✶✷✵ ❞❡❣rés✳

✽✳ ◆❖❯❱❊▲▲❊ ❉➱❋■◆■❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ❈❖❯❘❇❯❘❊ ❚❖❚❆▲❊ ✾✶
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▼♦❞è❧❡ ●❛✉ss✐❡♥

✶ ▼♦❞è❧❡ ✷❉

✶✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡
✜❧❛♠❡♥t ❞♦♥t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♣✐①❡❧ ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✷❉ ✐ss✉❡s
❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s
✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Ir ❧✬✐♠❛❣❡
♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ▲❛ P❙❋ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡ à ✉♥❡ s♦✉r❝❡
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✮ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t
êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❬✸✽✱✺✵❪ ❡♥ ❞é❜r✉✐t❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❜✐❧❧❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥t❡✳ ▲❛ P❙❋ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ Gσ ❬✻✶❪ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r −→v ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❡t ♣❛r A ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐✲
♥❡✉s❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❛ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬❛①❡ ❞❡
❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✭✺✳✶✮✳

▲✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ I ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❝❡♥trés ❡♥ yi ✭♦ù i ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉
♣✐①❡❧✮ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ C(yi) ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡s ❝❛rrés ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♣✐①❡❧s yi ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✷✮✳
❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❛ss♦❝✐é à yi ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r C(yi)
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉é❡ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✭✺✳✶✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❈❈❉✳
❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ yi✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ D ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉✬✉♥
❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ b ❛ été ❛❥♦✉té à ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡✳ P❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t

✾✸
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❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t♦✉t ♣✐①❡❧ I(yi) ❝❡♥tré ❡♥ yi ❡st ✿

I(yi) =

∫

C(yi)

∫

❘2

Ir(z)Gσ(y − z)dzdy + b(yi) ✭✺✳✶✮

❈❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣❛r ✿

I = D(Ir ∗Gσ) + b ✭✺✳✷✮

◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r Ir à ♣❛rt✐r ❞❡ I✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✭✺✳✸✮ ❡t ✭✺✳✹✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t
Ir ❡t I✳

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❡❣♠❡♥t r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ tr✐♣❧❡t (x,−→v , A)✳ ❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡
✧❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t✧ ❞❡ yi à x ♣❛r ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✱ ❞✉ t②♣❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❞❡ s♦♥ ✐♥t❡♥s✐té
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s✐ −→w ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ♣❡r✲
♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à −→v ✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❜r✉✐té✮ q✉❡

Fx,−→v ,A(yi) =

∫

C(yi)

Ae−
(−→xy.−→w )2

σ dy

Fx,−→v ,A(yi) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ s❡❣♠❡♥t
Fx,−→v ,A✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡✱
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡✳

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❛①❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ♣❛ss❛♥t ♣❛r x ❞❡ ❧❛
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡♥ ❜❧❡✉ ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts

✾✹ ✶✳ ▼❖❉➮▲❊ ✷❉
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❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ C(yi)✱ v ❡t θ✳

✶✳✷ ❊♥❡r❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞ét❡❝t❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts
q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞ét❡❝t❡r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥ s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ✜①é❡✳
❖♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡
♣❛r ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t r❡❝t✐❧✐❣♥❡ s✉r ✉♥ ❞✐sq✉❡ C(x, l) ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ l ❡t ❞❡ ❝❡♥tr❡ x✳ −→v ❡st ✉♥
✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t ❡t A ❡st ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✳

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s tr✐♣❧❡ts (x,−→v , A) t❡❧s q✉❡ Fx,−→v ,A s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ I s✉r C(x, l)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❜r✉✐t b ❛❥♦✉té à ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡
I ❡st ❞❡ t②♣❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ q✉✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥t
❞✬✐♥t❡♥s✐té A s❡ s✐t✉❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x✱ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ −→v
❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ E ✿

E(x,−→v , A) =
∑

yi∈ s✉♣♣♦rt ❞❡I

χ(||xyi||)(I(yi) −
∫

C(yi)

Ae−
(−→xy.−→w )2

σ dy)2

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ χ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❧✐♠✐t❡r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡
x ♣r♦❝❤❡ ❞❡ C(x, l) ❞♦♥t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ l ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s
❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞ét❡❝t❡r ✭♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ l = 4σ✮✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦✐① s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r χ ✿

✶✳ ▼❖❉➮▲❊ ✷❉ ✾✺
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❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

✾✻ ✶✳ ▼❖❉➮▲❊ ✷❉



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ▼❖❉➮▲❊ ●❆❯❙❙■❊◆

❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉é❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❛♣rès ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t
❣❛✉ss✐❡♥✳

✶✳ ▼❖❉➮▲❊ ✷❉ ✾✼
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χ1(||xy||) = (
l

2
− ||xy||)+, s✐ ||xy|| > l

2
❡t 1 s✐♥♦♥

♦✉

χ2(||xy||) = e−2(||xy||− l
2
)2s✐ ||xy|| > l

2
❡t 1 s✐♥♦♥

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ χ ❡st ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡
✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳

❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ χ1 ❡t χ2✳

✶✳✸ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ E

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ E ❡t ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❞ét❡r♠✐♥❡
❞❡s ♣♦✐♥ts ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
−→v ✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ I q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ −→v1 ❛ss♦❝✐é à ❧❛
♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
A ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ dx ❞❡ x q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ E✱ ♣✉✐s ♦♥ ✐tèr❡
❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ A ♦♣t✐♠❛❧✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t s✉r
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t A ❝♦♥st❛♥t ❡t ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t A à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ P♦✉r
x ❞♦♥♥é ❧❡ A ♦♣t✐♠❛❧ ✈ér✐✜❡ ✿

✾✽ ✶✳ ▼❖❉➮▲❊ ✷❉
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∑

yi

χ(||xyi||)
∫

C(yi)

e−
(−→xy.−→w )2

σ dy(I(yi) −
∫

C(yi)

Ae−
(−→xy.−→w )2

σ dy) = 0

▲❡ ❆ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❞♦♥❝ ✿

A =

∑

yi
χ(||xyi||)

∫

C(yi)
e−

(−→xy.−→w )2

σ dy(I(yi)
∑

yi
χ(||xyi||)(

∫

C(yi)
e−

(−→xy.−→w )2

σ dy)2

❚r♦✉✈❡r ❧❡ A ♦♣t✐♠❛❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

C(yi)
e−

(−→xy.−→w )2

σ dy✱ ✐❧ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ r❛♣✐❞❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ✭✸✮✳

❈❤❡r❝❤♦♥s ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ E ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡

(I(yi) −
∫

C(yi)

Ae−
(−→xy.−→w )2

σ dy)2

♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ x ♣❛r x+ dx ✿

(I(yi) −
∫

C(yi)

Ae−
(y−x−dx.−→w )2

σ dy)2

= (I(yi) −
∫

C(yi)

Ae−
((y−x).−→w−dx.−→w )2

σ dy)2

= (I(yi) −
∫

C(yi)

Ae−
((y−x).−→w )2

σ e
2(y−x).−→wdx.−→w

σ dy)2

= (I(yi) −
∫

C(yi)

Ae−
((y−x).−→w )2

σ dy −
∫

C(yi)

Ae−
((y−x).−→w )2

σ
2(y − x).−→wdx.−→w

σ
dy)2

❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ t❡r♠❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿

−4(I(yi) −
∫

C(yi)

Ae−
((y−x).−→w )2

σ dy)

∫

C(yi)

Ae−
((y−x).−→w )2

σ dy
2(y − x).−→wdx.−→w

σ

❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ✿

−4(I(yi) −
∫

C(yi)

Ae−
((y−x).−→w )2

σ dy)

∫

C(yi)

Ae−
((y−x).−→w )2

σ dy
(y − x).−→w−→w

σ

✶✳ ▼❖❉➮▲❊ ✷❉ ✾✾
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❈❛❧❝✉❧♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x→ χ(||x− y||)

χ(||y−x−dx||)−χ(||y−x||) = χ(
√

||y − x||2 − 2(y − x)|dx)−χ(||y−x||)+O(dx2)

= χ(||x− y|| − y − x

||y − x|| |dx+O(dx2)) − χ(||y − x||)

= χ′(||x− y||)( x− y

||x− y|| |dx) +O(dx2))

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ dx ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✿

dx =
∑

yi

χ′(||x− y||) x− y

||x− y||(I(yi) −
∫

C(yi)

Ae−
(−→xy.−→w )2

σ dy)2

−4χ(||x− y||)(I(yi) −
∫

C(yi)

Ae−
((y−x).−→w )2

σ dy)

∫

C(yi)

Ae−
((y−x).−→w )2

σ dy
(y − x).−→w−→w

σ

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❞❡s✲
❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t à ♣❛s ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ x ♦♣t✐♠❛❧ ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✳

✶✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡

Pré❞ét❡❝t✐♦♥

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ❛❧✲
❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❝❡tt❡ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉✱ ♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ❝❛s ✷❉✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t✳ ❙♦✐t H(x, y, z) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❡♥ (x, y, z) ❛ss♦❝✐é❡ à
I✳ ❙♦✐t P 5

M ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s X, Y, Z ❞❡ ❞❡❣ré ✷ r❡str❡✐♥ts à ✉♥
❝✉❜❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ M ❞❡ 5 × 5 × 5 ♣✐①❡❧s✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ I ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t M ❡st
❡st✐♠é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ L2 s✉r P 5

M ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ I
à ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ M ❞❡ 5 × 5 × 5 ♣✐①❡❧s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❧✉s st❛❜❧❡ q✉✬✉♥
s❝❤é♠❛ ❞✐s❝r❡t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✳

❙♦✐t λ1, λ2, λ3 ❧❡s tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ H(x, y, z) ✭ ♦♥ ♦♠❡t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ (x, y, z) ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té ✮✱ ❛✈❡❝ |λ1| ≤ |λ2| ≤ |λ3|✳ ❙♦✐t α ✉♥
ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Mα ♣❛r ✿

Mα = {(x, y, z); |λ2λ3| > α}

❙✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s❛♥s ❜r✉✐t✱ −→v1 ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❡❝t✐❧✐❣♥❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r −→v1 s✉r ✉♥ ♣✐①❡❧ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t

✶✵✵ ✶✳ ▼❖❉➮▲❊ ✷❉
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♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ◆♦tr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ −→v1 ❡st r♦❜✉st❡ ❛✉ ❜r✉✐t
❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t −→v ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳

P♦✉r ♥♦tr❡ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ❧❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Mα

♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ α ✜①é ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s −→v1 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s
✜❧❛♠❡♥ts ❛ss♦❝✐és à ❝❡s ♣♦✐♥ts✳

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ x, v ❡t A ♦♣t✐♠❛✉①

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡✲
r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ❝❛s ✷❉✳ ▲✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❡st ✐tér❛t✐❢✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞été❝t❡r ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥t
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ x1, ..., xn, ... ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞ét❡❝✲
tés✳ ❆ ❧✬ét❛♣❡ n✱ ♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡ ♣✐①❡❧ yn t❡❧ q✉❡ |λ2(yn)| s♦✐t ♠❛①✐♠✉♠ ✭❝❡ s❡✲
r❛✐t |λ2(yn)λ3(yn)| ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉✮ ❡t t❡❧ q✉❡ yn ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ❛✉❝✉♥ ❞✐sq✉❡
C(x1, l), ..., C(xn−1, l)✳

▲❡ ♣✐①❡❧ yn s❡r❛ ❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r xn✳ ▲❛
♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ −→v ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡
à yn✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ A ♦♣t✐♠❛❧✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r xn ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ♦♥ ❞é✲
t❡r♠✐♥❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ A ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ dx ❞❡ x q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ E✱
♣✉✐s ♦♥ ✐tèr❡ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ A ♦♣t✐♠❛❧✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡
❣r❛❞✐❡♥t s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t A ❝♦♥st❛♥t ❡t ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❆ à ❝❤❛q✉❡ ✐té✲
r❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✭✶✳✸✮✮✳ ❙✐ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t s✉✐✈❛♥t x✱ ❧❡s ❞✐sq✉❡s
C(x, l) ❡t C(xp, l) ❛✈❡❝ p < n ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ♦♥ ❛rrêt❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ n
❡t ♦♥ é❧✐♠✐♥❡ yn ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s sé❧❡❝t✐♦♥♥❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥✳ xn
♣r❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r x✳

❆♣rès ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs xn ❡t ✈❡rs An✱ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❡ ❛❧♦rs −→v ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡
❣r❛❞✐❡♥t s✉r E✱ xn ❡t An ét❛♥t ❝♦♥st❛♥ts✳ ▲❡ tr✐♣❧❡t (xn,

−→vn, An) ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs
❧❛ ♥ ✐è♠❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥t ❞ét❡❝té❡✱ ♥♦té❡ Fn = F (xn,

−→vn, An) s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
E(xn,

−→vn,An)
A2

n
< γ ❛✈❡❝ γ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✜①é❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ n✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❡ tr✐♣❧❡t Fn tr♦✉✈é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t s❡❧♦♥
♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐tér❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣✐①❡❧ yn+1✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❜✐❡♥ q✉❡ s✉r
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡✱ ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t é♣❛✐s✳ ❈❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t ❛✈❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❛✉ ♣✐①❡❧✳

✶✳ ▼❖❉➮▲❊ ✷❉ ✶✵✶
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❘❡❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t q✉❡ ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❝♦♥♥❡①❡s✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
à ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ (xn,

−→vn, An)✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ✜❧❛♠❡♥t
❛ss♦❝✐é à (xn + l−→vn,−→vn, An)✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❝♦❧❧é ❛✉ ✜❧❛♠❡♥t
❛ss♦❝✐é à xn✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ✜❧❛♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡
♥♦tr❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ à ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2l✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ✜❧❛♠❡♥t F ′

n

❞✬é♥❡r❣✐❡ E ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞♦♥t ❧✬❡①tré♠✐té s♦✐t xn + l
2
−→vn ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✭✺✳✻✮✮✱ ♦♥ ♥♦t❡ −→wn

s❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t x′n s♦♥ ❝❡♥tr❡✳ ❖♥ é❧✐♠✐♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞ét❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♣✐①❡❧s ❝♦♥t❡♥✉s
❞❛♥s C(x′n, l)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐tér❡r ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ F ′

n✳

❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Fn ❡t F ′

n✳

✷ ❘és✉❧t❛ts

❖♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✸✵ ♣✐①❡❧s✳ P♦✉r ❝ré❡r ❧✬✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❡♥ ❝❤❛q✉❡
♣✐①❡❧ q✉✐ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t q✉✐ tr❛✈❡rs❡ ❧❡
♣✐①❡❧ ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✭✺✳✸✮✮✳ ❖♥ ❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ♣✉✐s ♦♥ ❧❡ ❞✐s❝rét✐s❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✐♥q ❢♦✐s ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡ ❡t ❡♥✜♥ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭✈♦✐r
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✭✺✳✹✮✮✳

❖♥ ❛ t❡sté ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ✜❧❛♠❡♥ts ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✭✺✳✹✮✮✳
▲✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✭✺✳✸✮✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✭✺✳✼✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♦♣t✐♠✐sé ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s −→v ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥é ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
x ❡t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s A✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡✳

✶✵✷ ✷✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙
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❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❋✐❣✉r❡
✭✺✳✸✮✮✳

✷✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ✶✵✸
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✸ ▼♦❞è❧❡ ✸❉

✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ét❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♠❛❣❡ ✸❉ ❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦✲
❝❛❧❡ ❡t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥
x ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té A✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣ré❞ét❡❝té ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t
✭❧✬❡rr❡✉r ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶ ♣✐①❡❧✮ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ −→u = (u1, u2, u3)
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (Oxy) ❡t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
s✉✐✈❛♥t ❧✬❛①❡ Oz ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ α2 ❬✻✶❪✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♠❛❣❡ t❤é♦r✐q✉❡
♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t r❡❝t✐❧✐❣♥❡✳

❯♥ ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r dt s✐t✉é ❛✉ ♣♦✐♥t ❇ ❞♦♥♥❡ ❛♣rès ❞♦✉❜❧❡

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té I(M) ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à f(BM) = e−
dXY (BM)2

σ2 e−
dZ (BM)2

α2

❛✈❡❝ dXY ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (Oxy) ❡t dZ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞r♦✐t❡ (Oz)✳
◆♦t♦♥s q✉❡ dXY (BM)2 = dX(BM)2 + dY (BM)2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛②♦♥s ✉♥❡
❞r♦✐t❡ ❞❛♥s ❘3 ♦r✐❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ −→u = (u1, u2, u3) ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳
▲✬✐♥t❡♥s✐té I(x, y, z) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t (x, y, z) ❡st ❞♦♥❝
♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ✿

A0

∫ +∞

−∞
e−

(tu1−x)2+(tu2−y)2

2σ2 − (tu3−z)2

2α2 dt.

❖ù A0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té r❡❧❛t✐✈❡ à ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✳ ❖♥
❞é✜♥✐t β = σ2

α2 ✳

I(x, y, z) = A0

∫ +∞

−∞
e−

(tu1−x)2+(tu2−y)2+β(tu3−z)2

2σ2 dt

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ 2σ2 = 1✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✣♥❡ t = λs✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿

v1 = λu1

v2 = λu2

v3 = λu3

❛✈❡❝ λ ❝❤♦✐s✐ t❡❧ q✉❡ v2
1 + v2

2 + βv2
3 = 1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

I(x, y, z) = λA0

∫ +∞

−∞
e−(sv1−x)2−(sv2−y)2−β(sv3−z)2ds

✶✵✹ ✸✳ ▼❖❉➮▲❊ ✸❉
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❉é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❧✬❡①♣♦s❛♥t ✿

I(x, y, z) = λA0

∫ +∞

−∞
e−t

2v21−t2v22−βt2v23+2tv1x+2tv2y+2βtv3z−x2−y2−βz2dt

❈♦♠♠❡ v2
1 + v2

2 + βv2
3 = 1✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡

I(x, y, z) = λA0

∫ +∞

−∞
e−t

2+2tv1x+2tv2y+2βtv3z−x2−y2−βz2dt

I(x, y, z) = λA0

∫ +∞

−∞
e−(t−v1x−v2y−βv3z)2+(v1x+v2y+βv3z)2−x2−y2−βz2dt

∫ +∞
−∞ e−(t−v1x−v2y−βv3z)2dt ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ x, y, z✳
❉♦♥❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

I(x, y, z) = Ae(v1x+v2y+βv3z)
2−x2−y2−βz2

❛✈❡❝ ❆ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ (x, y, z) r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✳
❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ✳ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

(x, y, z).(x, y, z) = x2 + y2 + βz2

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ β > 0 ❛ss✉r❡ q✉❡ ✳ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ −→w = (v1, v2, v3) ❡st ✉♥
✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

(v1x+ v2y + βv3z)
2 − x2 − y2 − βz2 = (−→w .−−→OM)2 −−−→

OM.
−−→
OM

❙♦✐❡♥t −→w1 ❡t −→w2 ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs✱ t❡❧s q✉✬✐❧s ❢♦r♠❡♥t ❛✈❡❝ −→w ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡
♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ❖♥ ❡①♣r✐♠❡

−−→
OM ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥é❡s (x, y, z) ❞❛♥s

❝❡tt❡ ❜❛s❡✳

−−→
OM = a−→w + b−→w1 + c−→w2

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿
(−→w .−−→OM)2 −−−→

OM.
−−→
OM = b2 + c2

✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ M à ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r −→w ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

I(x, y, z) = Ae−(−→w1.
−−→
OM)2−(−→w2.

−−→
OM)2

❝❡ q✉✐ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ✷❉✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞❡
❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❝✉❜❡s✳ ◆♦✉s ♦♣t♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦✉r
✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ ✉♥ ♣✐①❡❧ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r

✸✳ ▼❖❉➮▲❊ ✸❉ ✶✵✺
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♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❡♥ ❝❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s✉r
❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ♣✐①❡❧✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬é♥❡r❣✐❡ E s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E(x,−→v , A) =
∑

yi

χ(||xyi||)(I(yi) − Ae−
−(−→w1.−→xyi)

2
−(−→w2.−→xyi)

2

σ )2

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r ∂E
∂x

❡t ♦♥ ♣❡✉t
❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t s✉r x ❡t A✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡♥ −→v ✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳

✸✳✷ ❘és✉❧t❛t ❡♥ ✸❉

◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ✸❉ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥t ✐ss✉❡ ❞❡
❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✮✳ ▲❡s ❋✐❣✉r❡s ✺✳✾ ❡t
✺✳✶✵ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦✉s ❞❡✉① ❛♥❣❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡
❜✐❡♥ ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♣rés❡♥ts s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

✶✵✻ ✸✳ ▼❖❉➮▲❊ ✸❉
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❋✐❣✳ ✺✳✽ ✕ ■♠❛❣❡ ✸❉ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✳
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❋✐❣✳ ✺✳✾ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✳

✶✵✽ ✸✳ ▼❖❉➮▲❊ ✸❉
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❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✳

✸✳ ▼❖❉➮▲❊ ✸❉ ✶✵✾
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❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s
séq✉❡♥❝❡s ❞✬■♠❛❣❡ ✭❝♦♥✜❞❡♥t✐❡❧✮

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬✐♠❛❣❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s ✜❧♠é❡s ❞❡♣✉✐s ✉♥ ❛✈✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s♣é❝✐✜❝✐✲
tés ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✺✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❙❛❣❡♠✳ ▲❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s

✶✳ ▲❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛sté❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ r❡st❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡
s♦♥ é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✭✻✳✶✮✮✳

✷✳ ▲❛ ❝✐❜❧❡ ❛ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t r❡❝t✐❧✐❣♥❡✳

✸✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐té❡ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❈❈❉ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛✱ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳

✹✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ s✉❜✐t ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
♦♣t✐q✉❡ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥ s✉♣♣♦rt s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭✈♦✐r
❋✐❣✉r❡ ✭✻✳✶✮✮✳

✺✳ ▲❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛✈✐♦♥✳

✻✳ ❉❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬♦❝❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ à ❝❛✉s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
♥✉❛❣❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✭✻✳✷✮✮✳

▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✈✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❧✉♠✐♥❡✉① s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❚♦✉s ❝❡s ♣♦✐♥ts ❧✉♠✐♥❡✉① ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡r ❞❡s
❢❛✉ss❡s ❛❧❛r♠❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐❧ ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡
❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s s❛♥s ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛♠ér❛✳ ❈❡❝✐ ❡st r❡♥❞✉

✶✶✶
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❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ▲❛ ❝✐❜❧❡ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❡t s✬ét❡♥❞ s✉r tr♦✐s ♣✐①❡❧s
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❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ▲❛ ❝✐❜❧❡ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ♥✉❛❣❡s✱ ❝❛❝❤é❡ ♣❛r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s
❧✉♠✐♥❡✉① ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♥✉❛❣❡✉s❡

✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✶✶✸
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♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❛ ❙❛❣❡♠ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s
✐♠❛❣❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ s❝è♥❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✜❧♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ❛②❛♥t ✉♥❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❡❝t✐❧✐❣♥❡✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ s♦✉s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✷✵
✐♠❛❣❡s✳ ❙✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s séq✉❡♥❝❡ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞✬❛♥❣❧❡
❡t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡
♣ré❞ét❡❝tés✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ tr❛♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ q✉✐✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❤❛q✉❡
✐♠❛❣❡✱ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s très ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ s❛♥s
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛♠ér❛✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✐♥t
❞✉ ♣❧❛♥✳ ■❧ ♣❡✉t ❡♥ rés✉❧t❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❝♦♠♣❡♥sé❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✱ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❜r✉t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈✐♥❣t ✐♠❛❣❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝✐❜❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥✳

✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥

❖♥ ♥♦t❡r❛ I t(x, y)✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✉ t❡♠♣s t✳

❖♥ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❝♦✉rt✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ✭✼ ✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✮✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❞r♦✐t❡
❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ❆ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❞r♦✐t❡s q✉✐ ✐♥t❡r♣♦❧❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✷❉✰t✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❝❡r❝❧❡ St1 ❝❡♥tré ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡
❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ I t ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮✳ ▲❡s ❝❡r❝❧❡s St1 ♦♥t ✉♥ r❛②♦♥ ❝♦♥st❛♥t r1
✭r1 ❡st é❣❛❧ à ✵✳✼✺ ♣✐①❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✮✳ ●râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
q✉❛s✐ r❡❝t✐❧✐❣♥✐té ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♠❛❣❡ I t ❡st
❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ St1✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❞✐sq✉❡s St2 ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❡♥tr❡ q✉❡
❧❡s ❞✐sq✉❡s St1 ❡t ❞♦♥t ❧❡ r❛②♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✜①é❡ r2 ✭r2 ❡st é❣❛❧ à ✷ ♣✐①❡❧ ❞❛♥s
❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✮✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✭✻✳✸✮✳

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐sq✉❡s St1✱ I
t s❡r❛ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❧✉s

❧✉♠✐♥❡✉s❡ s✉r St1 q✉❡ s✉r St2 − St1✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❞r♦✐t❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ❞✐sq✉❡s St1 ❡t St2 − St1 s♦✐t
♠❛①✐♠✉♠✳

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡

∑

t

∫

St
1
I t(x, y)dxdy

|St1|
−

∫

St
2
I t(x, y)dxdy

|St2|
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❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ S1 ❡t S2 s✉r ❝❤❛q✉❡ s❧✐❞❡ t❡♠♣♦r❡❧

s♦✐t ♠❛①✐♠✉♠

✸ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❖♥ ❞é✜♥✐t χ1(i, j) ❞❛♥s ✉♥❡ I t ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞✐sq✉❡
St1 ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ♣✐①❡❧ ❝❡♥tré ❡♥ (i, j)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠ê♠❡ χ2 ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ St2 −St1 ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ♣✐①❡❧ ❝❡♥tré ❡♥ (i, j) ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✭✻✳✹✮
❡t ✭✻✳✺✮✳

❖♥ ♣❛r❛♠ètr✐s❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛r

t→ (x0 + a.t, y0 + b.t)

▲✬é♥❡r❣✐❡ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❡st ❞♦♥❝

E(x0, y0, a, b) =
∑

t

∑

i,j

χ1(i− x0 + a.t, j − y0 + b.t)I(i, j)

surf(St1)

−χ2(i− x0 + a.t, j − y0 + b.t)I(i, j)

surf(St2)

❖♥ ♠❛①✐♠✐s❡ ❊ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t s✉r x0, y0, a, b✳

✸✳ ❉■❙❈❘➱❚■❙❆❚■❖◆ ❉❯ P❘❖❇▲➮▼❊ ✶✶✺
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❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ χ1(i, j)

✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡

◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ rés✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❖♥ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ s♦✉str❛②❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ I s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞❡ ✷✵ ✐♠❛❣❡s✳

✷✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ H ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s❛♥s ❢♦♥❞ ❛✐♥s✐
q✉❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t s❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳

✸✳ ❖♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ x0, y0, a ❡t b à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡ H✳

✹✳ ❖♥ ♠❛①✐♠✐s❡ E(x0, y0, a, b)✳ ▲❡ ♣♦✐♥t (x0, y0, t) ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é s✐ E(x0, y0, a, b)
s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧✳

✺✳ ❖♥ ♦♣t✐♠✐s❡ E s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts (x0, y0, t) ✿ (x0 + a, y0 + b, t + 1) ❡t
(x0 − a, y0 − b, t− 1)✳ ❖♥ ♥♦t❡ Dt ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

✻✳ ❖♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ E ′(x, y, n) ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ I✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
E(x0, y0, a, b) à E ′([x0], [y0], t) ✭❬❪ ét❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡✮✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡
✈❛❧❡✉r à t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ Dt✱ ♦♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r Dt+1 ❡t Dt−1✳

✼✳ P♦✉r t♦✉t t✱ ♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts (x, y) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I t t❡❧s q✉❡ E ′(x, y, t) s♦✐t

✶✶✻ ✹✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊
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❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ χ1(i, j) ❡t χ2(i, j)
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❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Dt ❡t Dt+1

♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡t y ❡t ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧ E ′(x, y, t) >
β✳

❆ ❧✬ét❛♣❡ ✹✮ ♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡ ♣♦✐♥t (x0, y0, t) s✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧✳
❖♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✷ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐♥ts (x0 + a, y0 + b, t + 1) ❡t (x0 −
a, y0 − b, t− 1)✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r Dt+1 ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ Dt✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣♦✉r
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐r❡❝t❡✉r a ❡t b ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✭✻✳✻✮✮✳ ❆ ❧✬ét❛♣❡ ✻✮ s✐ E ′([x0], [y0], t) =
Eold ❡st ❞é❥à ❛✛❡❝té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ E ′([x0], [y0], t) ✿
max(Eold, E(x0, y0, a, b))✳

✺ ❘és✉❧t❛ts

◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❋✐❣✉r❡s
✭✻✳✶✮ ❡t ✭✻✳✷✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✭✻✳✼✮ ♠♦♥tr❡ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s❧✐❞❡ ❞❡
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✭✻✳✶✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ❡t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❛❧❛r♠❡s ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ③ér♦ ❡t
✉♥❡ ❞❡♠✐ ❞♦✉③❛✐♥❡✳ ▲❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ❞ét❡❝té❡ s✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✭✻✳✷✮✱
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s✳

✶✶✽ ✺✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❙②♥t❤ès❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛①é ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ q✉❛tr❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✳ ❈❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ét❛♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ✉♥
t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ r♦✉t❡s✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s
✸❉ ❜r✉✐té❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❡t ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡

❯♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡✱
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à
❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛♥❣✉❧❡✉① ❡t à ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞é♠♦♥tré ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣❡✱ q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré
q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ r♦✉t❡s✱ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞é❞✐é❡✳

❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

é♥❡r❣✐❡ ❞❡ t②♣❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❧♦♥❣é ❧✬ét✉❞❡ ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❬✶❪✱ ❡♥ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❛✉ ❝❛s ♣❧✉s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ −→u : ❘3 → S1✳ ❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝rét✐sé ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r um ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐s❝r❡t ❡t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉① q✉❡ ❝❡✉① ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❬✹✼❪✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ um ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❡t ❞é♠♦♥tré ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡
à um ❡♥ log(m)✳

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ❡t r♦❜✉st❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts
❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✸❉✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ♣❛r
✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ét❛♥t ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥ts✳ ❈♦♠♠❡

✶✷✵ ✺✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙
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✐❧ ② ❛ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❡t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❛❞❛♣té❡ ❛✉① s♣é✲
❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉s à ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✷❉✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❝❛✲
r❛❝tér✐s❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✳

❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ✷❉

❊♥✜♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡t ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ ❡t à ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❝②❧✐♥❞r❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡
❞✐❛♠ètr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉✬❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s r❡st❡♥t ♦✉✈❡rt❡s ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣❡✉t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① r♦✉t✐❡rs ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ♣❧✉s ❣é♥é✲
r❛❧❡♠❡♥t à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❄ ▲❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts s♦♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ é♣r♦✉✈❡♥t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés✳ ▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝♦♥s✐❞éré s❡♠❜❧❡♥t ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ t♦t❛❧❡ r✐sq✉❡
❞❡ ♣♦s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ q✉❡st✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❧✬✐♥✜r♠❛t✐♦♥✮ q✉❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ um ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❞✐s❝r❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u∗ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✳ ▼❛❧❣ré ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés
é✈✐❞❡♥t❡s ❡♥tr❡ uǫ ❡t um✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❝❡s
❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r

∫

Ωn
(1−|um(x)|2)2dx✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✐♥❝✐t❡♥t à ♣❡♥s❡r q✉❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs

u∗ ❡st ✈r❛✐❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❢❛✐❜❧❡✳

✺✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ✶✷✶



❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈■❇▲❊ ❉❆◆❙ ❉❊❙ ❙➱◗❯❊◆❈❊❙ ❉✬■▼❆●❊
✭❈❖◆❋■❉❊◆❚■❊▲✮

❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s
séq✉❡♥❝❡s✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛✈èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧♦❝❛❧✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡
♥❡ ❣èr❡ ♣❛s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ✉❧tér✐❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛
séq✉❡♥❝❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧❡✳

✶✷✷ ✺✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❆♥♥❡①❡s

✶ ▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡
∫

Ω(1 − |um|2)2dx ❡♥ ❧♦❣✭♠✮

❙♦✐❡♥t a, b, c ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t u à s✉♣♣♦rt s✉r ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡
T ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t (0, 0); (1, 0); (1,−1)✳ ❙✉r ❝❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

u = a+ x(b− a) + y(b− c)

❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r u(0, 0) = a;u(1, 0) = b;u(1,−1) = c✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r
∫

T

(1 − |u|2)2dx =

∫

T

1 − 2|u|2 + |u|4dx

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡
∫ 1

0

∫ 0

−x
(a+ x(b− a) + y(b− c))4dydx

=

∫ 1

0

[
(a+ x(b− a) + y(b− c))5

5(b− c)
]0−xdx

=

∫ 1

0

(a+ x(b− a))5 − (a+ x(c− a))5

5(b− c)
dx ✭✼✳✶✮

❉ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✼✳✶✮ ✿

∫ 1

0

(a+ x(b− a))5dx

=
1

6(b− a)
[(a+ x(b− a))6]10

✶✷✸
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=
b6 − a6

6(b− a)

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿
∫ 1

0

∫ 0

−x
(a+ x(b− a) + y(b− c))4dydx =

1

30(b− c)
(
b6 − a6

b− a
− c6 − a6

c− a
)

=
1

30(b− c)
(b5 − c5 + a(b4 − c4) + a2(b3 − c3) + a3(b2 − c2) + a4(b− c))

=
1

30
[(b4+b3c+b2c2+bc3+c4)+(a(b3+b2c+bc2+c3))+a2(b2+bc+c2)+a3(b+c)+a3(b+c)+a4]

✭✼✳✷✮
❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t tr✐♣❧❡t ❞❡ ré❡❧s (a, b, c)✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r

❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (a, b, c) ✭♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✼✳✷ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s (a, b, c)✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉❜st✐t✉❡r à ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ✈❡❝t❡✉r (a, b, c) ❞❡
❘

2 ✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs (a, b, c) ✈ér✐✜❡♥t a2 = b2 = c2 = 1 ✭❛✉ s❡♥s
❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ♠è♥❡ à ✿

∫ 1

0

∫ 0

−x
(a+ x(b− a) + y(b− c))4dydx =

1

30
[(1 + bc+ 1 + bc+ 1)

+(ab+ ac+ ab+ ac) + 2 + bc+ ab+ bc+ 1]

=
6 + 3ab+ 3bc+ 3ac

30

=
1

5
+

1

10
(ab+ bc+ ac)

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❞❡
∫

T

(1 − |u|2)2dx =

∫

T

1 − 2|u|2 + |u|4dx

∫ 1

0

∫ 0

−x
(a+ x(b− a) + y(b− c))2dydx

=

∫ 1

0

[
(a+ x(b− a) + y(b− c))3

3(b− c)
]0−xdx

=

∫ 1

0

(a+ x(b− a))3 − (a+ x(c− a))3

3(b− c)
dx

✶✷✹ ✶✳ ▼❆❏❖❘❆❚■❖◆ ❉❊
∫

Ω(1 − |UM |2)2DX ❊◆ ▲❖●✭▼✮
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∫ 1

0

(a+ x(b− a))3dx

=
1

4(b− a)
[(a+ x(b− a))4]10

=
b4 − a4

6(b− a)

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿
∫ 1

0

∫ 0

−x
(a+ x(b− a) + y(b− c))2dydx =

=
1

12(b− c)
(
b4 − a4

b− a
− c4 − a4

c− a
)

=
1

12(b− c)
(b3 − c3 + a(b2 − c2) + a2(b− c))

=
1

12
(b2 + bc+ c2 + ab+ ac+ a2)

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ a2 = b2 = c2 = 1 ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿

=
1

12
(3 + ab+ bc+ ac)

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞és✐ré❡ ✿
∫

T

(1 − |u|2)2 =

∫

T

1 − 2|u|2 + |u|4

=
1

2
− 1

2
− 1

6
(ab+ bc+ ac) +

6 + 3ab+ 3bc+ 3ac

30

=
1

5
− ab+ bc+ ac

15

=
1

30
((a− b)2 + (b− c)2 + (a− c)2)

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∫

T

|∇u|2 =
1

2
((b− a)2 + (b− c)2)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

1

15

∫

T

|∇u|2 ≤
∫

T

(1 − |u|2)2

✶✳ ▼❆❏❖❘❆❚■❖◆ ❉❊
∫

Ω(1 − |UM |2)2DX ❊◆ ▲❖●✭▼✮ ✶✷✺
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❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥ ❛ ✿

=
1

30
((a− b)2 + (b− c)2 + (a− c)2) ≤ 1

30
((a− b)2 + (b− c)2 + 2(a− b)2 + 2(b− c)2)

=
1

10
((a− b)2 + (b− c)2)

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿
∫

T

(1 − |u|2)2 ≤ 1

5

∫

T

|∇u|2

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r s❡ r❛♠❡♥❡r ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ T ❛✉ tr✐❛♥❣❧❡ Tm
❞❡ ❝ôté 1

m
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

1

15

∫

Tm

|∇u|2 ≤ m2

∫

Tm

(1 − |u|2)2 ≤ 1

5

∫

Tm

|∇u|2

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t tr✐❛♥❣❧❡ Tm ❞❡ Ωm ❞♦♥❝

1

15

∫

Ωm

|∇u|2 ≤ m2

∫

Ωm

(1 − |u|2)2 ≤ 1

5

∫

Ωm

|∇u|2

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C1

str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r m s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♦♥ ❛✐t ✿

m2

∫

Ωm

(1 − |u|2)2 ≤ C22πln(m)

✶✷✻ ✶✳ ▼❆❏❖❘❆❚■❖◆ ❉❊
∫

Ω(1 − |UM |2)2DX ❊◆ ▲❖●✭▼✮
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✷ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ∇um(x) s✉r ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡

❙♦✐❡♥t ❛✱❜✱❝ tr♦✐s ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❙✬ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣✱q✱r ✸ ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s
t❡❧s q✉❡ ✿p+ q + r = 1 ❡t

||pa+ qb+ rc|| < 1

2

❆❧♦rs

|(pa+ qb+ rc).a| < 1

2

pa2 + qb.a+ rc.a = 1 − q + qb.a− r + rc.a

= 1 − 1

2
(q||b− a||2 + r||c− a||2) < 1

2

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
1

2
<

1

2
(q||b− a||2 + r||c− a||2)

1 < ||b− a||2 + ||c− a||2

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s✬ ✐❧ ❡①✐st❡ ① ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❚ ❞♦♥t ❧❡s ❝ôtés s♦♥t
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1

m
t❡❧ q✉❡ ✿ |um(x)| < 1

2
❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ β > 0

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ m t❡❧❧❡ q✉❡
∫

T
||∇um||2 > β✳

✷✳ P❘❊❯❱❊ ❉❊ ▲❆ ▼■◆❖❘❆❚■❖◆ ❉❊ ∇UM (X) ❙❯❘ ❯◆ ❚❘■❆◆●▲❊ ✶✷✼
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✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✿
∫

C(yi)

e−
(−→y .−→w )2

σ dy

▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ r❡♣èr❡ s❡r❛ ♥♦té x ✭❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✮✱ −→w = (cos(θ), sin(θ))
❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t yi ❡st ✉♥ ♣✐①❡❧ ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ ❝❛rré C(yi) ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡
✺✳✷✮✳ ❖♥ ♣❛r❛♠ètr✐s❡ ❧❡s ❝❛rrés ♣❛r ❧❡✉r ❝❡♥tr❡✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝ôté ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✉♥
❝♦té ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜❝✐ss❡s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ C(yi) = (yi, l, 0)✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ z = y

σ
✿

∫

C(yi)

e−
(−→y .−→w )2

σ2 dy =

∫

C′(yi)

e−(−→z .−→w )2σ2dz

❛✈❡❝ C ′(yi) = (yi

σ
, l
σ
, 0)✳

❖♥ ♥♦t❡ Rθ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ Rθ =

(

cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)

❖♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ w = R−θz z = Rθw✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿
∫

C(yi)

e−
(−→y .−→w )2

σ2 dy =

∫

C̃(yi)

e−(−→w .−→i )2σ2dw

❛✈❡❝ C̃(yi) = (R−θ
yi

σ
, l
σ
,−θ)✱ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✭✼✳✶✮✮✳ ❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❡ ❝❛rré C̃(yi) ❡♥ tr♦✐s

♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é❢♦r♠❡r ❡♥ ✉♥ ❤❡①❛❣♦♥❡ ❞❡ ♠ê♠❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t L1✱ L2 ❡t L3✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ e−(−→w .−→i )2σ2 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡
−→w ✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❤❡①❛❣♦♥❡ H ❝♦♠♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❧❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ✸
♣❛rt✐❡s ❡t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ✸ ✐♥té❣r❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s I1✱ I2 ❡t I3✳ ❖♥ ♥♦t❡ cx ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ yi ❞❛♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣èr❡ ✿

L1 =
l

σcosθ

L2 =
l

σ
(1 − tanθ)cos(θ) = L2 =

l

σ
(cos(θ) − sin(θ))

L3 =
l

σ
sinθ

I1 =

∫ cx+
L2
2

cx−L2
2

e−w
2

σ2dw

✶✷✽ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲ ❉✬■◆❚➱●❘❆▲❊ ●❆❯❙❙■❊◆◆❊
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❋✐❣✳ ✼✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ C̃(yi)✱ θ ✱ I1✱ I2 ❡t I3

I2 =

∫ cx−L2
2

cx−L2
2
−L3

(w − (cx −
L2

2
− L3))

L1

L3

e−w
2

σ2dw

L1

2L3

σ2(e−(cx−L2
2
−L3)2 − e−(cx−L2

2
)2) −

∫ cx−L2
2

cx−L2
2
−L3

L1

L3

(cx −
L2

2
− L3)e

−w2

σ2dw

I3 =

∫ cx+
L2
2

+L3

cx+
L2
2

((cx +
L2

2
+ L3) − w)

L1

L3

e−w
2

σ2dw

=
L1

2L3

σ2(e−(cx+
L2
2

+L3)2 − e−(cx+
L2
2

)2) +

∫ cx+
L2
2

+L3

cx−L2
2

L1

L3

(cx +
L2

2
+ L3)e

−w2

σ2dw

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
∫

C(yi)
e−

(−→y .−→w )2

σ dy ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

∫

C(yi)

e−
(−→y .−→w )2

σ dy = I1 + I2 + I3

❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ erf ❡t
♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡✳

✸✳ ❈❆▲❈❯▲ ❉✬■◆❚➱●❘❆▲❊ ●❆❯❙❙■❊◆◆❊ ✶✷✾
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✶✸✵ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲ ❉✬■◆❚➱●❘❆▲❊ ●❆❯❙❙■❊◆◆❊



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s✳ ✓ ❆ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧ st❛❜❧❡ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥s ✿ ❚❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❛s❡ ✔✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ◆✉♠❡r✳ ❆♥❛❧✳✱
✸✹✭✺✮ ✿✶✼✵✽✕✶✼✷✻✱ ✶✾✾✼✳

❬✷❪ ❋✳ ❆❧t❡r✱ ❙✳ ❉✉r❛♥❞ ❏✳ ❋r♦♠❡♥t✳ ❆❞❛♣t❡❞ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❛rt✐❢❛❝t ❢r❡❡
❉❡❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❏P❊● ■♠❛❣❡s✱ ✷✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ✷✵✵✺✳

❬✸❪ ●✳ ❆✉❜❡rt✱ ❏✳ ❆✉❥♦❧ ▲✳ ❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞✳ ✓ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ❈♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❚✇♦
❖❜❥❡❝ts ✐♥ ❛♥ ■♠❛❣❡ ✇✐t❤ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ▼♦❞❡❧s ✔✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✻✺✭✶✮ ✿✷✾✕✹✷✱ ✷✵✵✺✳

❬✹❪ ❈✳ ❇❛❧❧❡st❡r✱ ❏✳▼ ❇❡rt❛❧♠✐♦✱ ❱✳ ❈❛s❡❧❧❡s ❏✳ ❙❛♣✐r♦✱ ●✳ ❱❡r❞❡r❛✳ ✓
❋✐❧❧✐♥❣✲■♥ ❜② ❏♦✐♥t ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❡❝t♦r ❋✐❡❧❞s ❛♥❞ ●r❛② ▲❡✈❡❧s ✔✳ ❚r❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❊❊❊✱ ✶✵ ✿✶✷✵✵✕✶✷✶✶✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✶✳

❬✺❪ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❇❛❧ts❛✈✐❛s✱ ❈❤✉♥s✉♥ ❩❤❛♥❣✱ ❈❤✉♥s✉♥ ❩❤❛♥❣✱ ❙❤✉♥❥✐ ▼✉r❛✐✱
❙❤✉♥❥✐ ▼✉r❛✐ ❊♠♠❛♥✉❡❧ P✳ ❇❛❧ts❛✈✐s❛s✳ ✓ ❘♦❛❞ ◆❡t✇♦r❦ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❜②
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ✔✳ Pr♦❝✳ ■❙P❘❙ ❲♦r❦s❤♦♣ ✸❉ ●❡♦s♣❛t✐❛❧ ❉❛t❛
Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿ ▼❡❡t✐♥❣ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✶✽✺✕✷✵✵✱ ✶✾✾✾✳

❬✻❪ ❆❧❡①✐s ❇❛✉❞♦✉r✱ ●✐❧❧❡s ❆✉❜❡rt ▲❛✉r❡ ❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞✳ ✓ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❧❛♠❡♥ts ✿ ❆ ❱❡❝t♦r ❋✐❡❧❞ ❛♥❞ P❉❊ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✔✳ ❙❙❱▼✱ ✹✺✶✕
✹✻✵✱ ✷✵✵✼✳

❬✼❪ ▼✳ ❇❡rt❛❧♠✐♦✱ ❱ ❈❛s❡❧❧❡s✱ ●✳ ❍❛r♦ ●✳ ❙❛♣✐r♦✳ ❚❤❡ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✺✳

❬✽❪ ❋✳ ❇❡t❤✉❡❧✱ ❋✳ ❇r❡③✐s ❋✳ ❍é❧❡✐♥✳ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❱♦rt✐❝❡✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r✱
✶✾✾✹✳

❬✾❪ ❋✳ ❇❡t❤✉❡❧✱ ●✳ ❖r❧❛♥❞✐ ❉✳ ❙♠❡ts✳ ✓ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ♠♦t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✔✳ ❆♥♥✳ ♦❢ ▼❛t❤✳
✶✻✸✱ ✭✶✮ ✿✸✼✕✶✻✸✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✵❪ ▼❛♥✉❡❧❡ ❇✐❝❡❣♦✱ ❙✐❧✈✐♦ ❉❛❧❢✐♥✐✱ ●✐❛♥♥✐ ❱❡r♥❛③③❛ ❱✐tt♦r✐♦ ▼✉r✐♥♦✳ ✓
❆✉t♦♠❛t✐❝ r♦❛❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❡r✐❛❧ ✐♠❛❣❡s ❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝♦♥t♦✉r tr❛❝❦✐♥❣
✔✳ ■❈■P ✭✸✮✱ ✺✽✺✕✺✽✽✱ ✷✵✵✸✳

✶✸✶
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❬✶✶❪ ❏✳ ❇✐♦✉❝❛s✱ ▼✳ ❋✐❣✉❡✐r❡❞♦ ❏✳ ❖❧✐✈❡✐r❛✳ ✓ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥✲❇❛s❡❞ ■♠❛❣❡
❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❛ ▼❛❥♦r✐③❛t✐♦♥✲▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✔✳ ■❈❆❙❙P✱ ✷✱ ♠❛②
✷✵✵✻✳

❬✶✷❪ ❏✳ ❇♦❜✐♥✱ ❏✳✲▲✳ ❙t❛r❦✱ ❨✳▼♦✉❞❞❡♥ ▼✳❏✳ ❋❛❞✐❧✐✳ ✓ ❇❧✐♥❞ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✿
❚❤❡ s♣❛rs✐t② ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✔✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ■♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥ P❤②s✐❝s✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✸❪ ❆✳ ❇♦r③✐ ❑✳ ❑✉♥✐s❝❤✳ ❆ ▼✉❧t✐❣r✐❞ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❖♣t✐♠❛❧ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❚✐♠❡✲
❉❡♣❡♥❞❡♥t ❘❡❛❝t✐♦♥ ❉✐✛✉s✐♦♥ Pr♦❝❡ss❡s✱ ✻✾✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r✱ ✷✵✵✶✳

❬✶✹❪ ❍✳❇r❡③✐s✳ ✓ ❉❡❣r❡❡ ❚❤❡♦r② ✿ ❖❧❞ ❛♥❞ ◆❡✇ ✔✳ ✐♥ ▼✳ ▼❛t③❡✉ ❛♥❞ ❆✳ ❱✐❣♥♦❧✐ ❡❞s✳✱
❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❆♥❛❧②s✐s ■■✳ ❉❡❣r❡❡✱ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❱❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✺❪ ❍✳ ❇r❡③✐s✱ ❋✳▼❡r❧❡ ❚✳ ❘✐✈✐èr❡✳ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❢♦r −∆u = u(1−|u|2)
✐♥ ❘2✱ ✸✶✼✳ ❈✳❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✳ P❛r✐s✱ ✶✾✾✸✳

❬✶✻❪ ❊✳ ❈❛♥❞ès✳ ✓ ❘✐❞❣❡❧❡ts ✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P❤✳❉✳ ❚❤❡s✐s✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
❘❡♣♦rt✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✔✳ ✶✾✾✽✳

❬✶✼❪ ❊✳❈❛♥❞ès✳ ✓ ❚❤❡ ❝✉r✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✔✳ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✱ ✼✕✶✵✱ ✷✵✵✶✳

❬✶✽❪ ❊✳ ❈❛♥❞ès ❉✳ ❉♦♥♦❤♦✳ ✓ ❈✉r✈❡❧❡ts✕ ❆ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❊✛❡❝t✐✈❡ ◆♦♥❛❞❛♣t✐✈❡
❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❋♦r ❖❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❊❞❣❡s ✔✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛ ■♥st✐t✉t❡
♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✾❪ ❊✳ ❈❛♥❞ès ❉✳ ❉♦♥♦❤♦✳ ✓ ◆❡✇ t✐❣❤t ❢r❛♠❡s ♦❢ ❝✉r✈❡❧❡ts ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ r❡✲
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲C2 s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✔✳ ❈♦♠♠✳ P✉r❡ ❆♣♣❧✳
▼❛t❤✳✱ ✺✼✱ ✷✶✾✕✷✻✻✱ ✷✵✵✷✳

❬✷✵❪ ❙✳ ❈❛rst❡♥✳ ✓ ❆♥ ❯♥❜✐❛s❡❞ ❉❡t❡❝t♦r ♦❢ ❈✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❙tr✉❝t✉r❡s ✔✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s
♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ■❊❊❊✱ ✷✵✭✷✮ ✿✶✶✸✕✶✷✺✱ ❋❡❜r✉❛r②
✶✾✾✽✳

❬✷✶❪ ❨✳ ❈❤❡♥✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♠❛♣s✱ ✷✵✶✳
▼❛t❤ ❩✳✱ ✶✾✽✾✳

❬✷✷❪ ■✳ ❉❡st✐✈❛❧✳ ✓ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s
❙P❖❚ ✔✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ❞❡ ❧❛ ❙✳❋P❚✱ ✺✕✶✻✱ ✶✾✾✾✳

❬✷✸❪ ❘✳ ❉✉❞❛ ❍❛rt P✳✳ ✓ ❯s❡ ♦❢ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡❝t ❧✐♥❡s ❛♥❞
❝✉r✈❡s ✔✳ ❆❈▼✱ ✶✺✱ ✶✶✕✶✺✱ ✶✾✼✷✳

❬✷✹❪ ▲✳ ❊✈❛♥s ❘✳ ●❛r✐❡♣②✳ ▼❡s✉r❡ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❋✐♥❡ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥s✳
❈❘❈ Pr❡ss✱ ✶✾✾✷✳

❬✷✺❪ ❍✳ ●r♦ss❛✉❡r ❖✳ ❙❝❤❡r③❡r✳ ✓ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❈♦♠♣❧❡① ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ❢♦r ❉✐❣✐t❛❧ ■♥♣❛✐♥t✐♥❣ ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ✔✳ ❙❝❛❧❡ ❙♣❛❝❡ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❱✐s✐♦♥✱ Pr❛❣✉❡✱ ✷✻✾✺ ✿✶✵✽✵✱ ✷✵✵✸✳

❬✷✻❪ ❏✳ ❍❛s❧✐♥❣❡r P✳ ◆❡✐tt❛❛♥♠❛❦✐✳ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❲✐❧❡②✱ ✶✾✾✻✳

✶✸✷ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊
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❬✷✼❪ ■❧❧✐♥❣✇♦rt❤ ❑✐tt❧❡r✳ ✓ ❆ ❙✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❍♦✉❣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✔✳ ❈♦♠♣✉t❡r
❱✐s✐♦♥✱ ●r❛♣❤✐❝s✱ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✹✹ ✿✽✼✕✶✶✻✱ ✶✾✽✽✳

❬✷✽❪ ▼✳ ❏❛❝♦❜✱ ❚✳ ❇❧✉✱ ❈✳ ❱❛✐❧❧❛♥t✱ ❏✳❍✳ ▼❛❞❞♦❝❦s ▼✳ ❯♥s❡r✳ ✓ ✸✲❉ s❤❛♣❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❉◆❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢r♦♠ st❡r❡♦ ❝r②♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦✲❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ ❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲st❡❡r❛❜❧❡ s♥❛❦❡ ✔✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✺ ✿✷✶✹✕
✷✷✼✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✾❪ ▼✳ ❏❛❝♦❜ ▼✳ ❯♥s❡r✳ ✓ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ st❡❡r❛❜❧❡ ✜❧t❡rs ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❈❛♥♥②✲❧✐❦❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✔✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐✲
❣❡♥❝❡✱ ■❊❊❊✱ ✷✻✭✽✮ ✿✶✵✵✼✕✶✵✶✾✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✹✳

❬✸✵❪ ▼❛t❤❡✇s ❏❛❝♦❜✱ ❚❤✐❡rr② ❇❧✉✱ ❈✳ ❱❛✐❧❧❛♥t✱ ❏✳ ❍✳ ▼❛❞❞♦❝❦s ▼✐❝❤❛❡❧ ❯♥✲
s❡r✳ ✓ ✸✲❉ s❤❛♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❉◆❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢r♦♠ st❡r❡♦ ❝r②♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦✲
❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲st❡❡r❛❜❧❡ s♥❛❦❡ ✔✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦✲
❝❡ss✐♥❣✱ ✶✺✭✶✮ ✿✷✶✹✕✷✷✼✱ ✷✵✵✻✳

❬✸✶❪ ❆✳ ❏❛❧❜❛✱ ▼✳ ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ❏✳ ❘♦❡r❞✐♥❦✳ ✓ ❈P▼ ✿ ❆ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ▼♦❞❡❧ ❢♦r
❙❤❛♣❡ r❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✔✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥
P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ■❊❊❊✱ ✷✻✭✶✵✮ ✿✶✸✷✵✕✶✸✸✻✱ ❖❝t♦❜❡r
✷✵✵✹✳

❬✸✷❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❑❛ss✱ ❆♥❞r❡✇ ❲✐t❦✐♥ ❉❡♠❡tr✐ ❚❡r③♦♣♦✉❧♦s✳ ✓ ❙♥❛❦❡s ✿ ❆❝t✐✈❡
❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧s ✔✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ❱✶✭✹✮ ✿✸✷✶✕✸✸✶✱
❏❛♥✉❛r② ✶✾✽✽✳

❬✸✸❪ ❈✳ ▲❛❝♦st❡✳ ✓ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❘és❡❛✉① ▲✐♥é✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✬■♠❛❣❡s ❙❛t❡❧❧✐t❛✐r❡s
❡t ❆ér✐❡♥♥❡s ♣❛r Pr♦❝❡ss✉s P♦♥❝t✉❡❧s ▼❛rq✉és ✔✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t❡ ❞❡
◆✐❝❡ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✳

❬✸✹❪ ❈✳ ▲❛❝♦st❡✱ ❳✳ ❉❡s❝♦♠❜❡s ❏✳ ❩❡r✉❜✐❛✳ ✓ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss❡s ❢♦r ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞
▲✐♥❡ ◆❡t✇♦r❦ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣ ✔✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s
❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✷✼✭✶✵✮ ✿✶✺✻✽✕✶✺✼✾✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✺✳

❬✸✺❪ ❈✳ ▲❛❝♦st❡✱ ❳✳ ❉❡s❝♦♠❜❡s✱ ❏✳ ❩❡r✉❜✐❛ ◆✳ ❇❛❣❤❞❛❞✐✳ ✓ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢
❤②❞r♦❣r❛♣❤✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❢r♦♠ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ ❛
st♦❝❤❛st✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✔✳ Pr♦❝✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
✭❊❯❙■P❈❖✮✱ ❆♥t❛❧②❛✱ ❚✉r❦❡②✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✺✳

❬✸✻❪ ❋✳ ❍✳ ▲✐♥ ❚✳ ❘✐✈✐èr❡✳ ✓ ❈♦♠♣❧❡① ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ t✇♦ ❛r❡❛ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝✉rr❡♥ts ✔✳ ❏✳❊✉r✳▼❛t❤✳❙♦❝✳✱
✭✶✮ ✿✷✸✼✕✸✶✶✱ ✶✾✾✾✳

❬✸✼❪ ❋✳ ▼❛❧❣♦✉②❡s✳ ✓ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥✈❡①
❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✔✳ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱
✶✶✭✶✷✮ ✿✶✹✺✵✕✶✹✺✻✱ ✷✵✵✷✳
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❬✸✽❪ ▼✳ ▼❛r✐♠✱ ❇✳ ❩❤❛♥❣✱ ❏✳✲❈✳ ❖❧✐✈♦✲▼❛r✐♥ ❈✳ ❩✐♠♠❡r✳ ✓ ■♠♣r♦✈✐♥❣ s✐♥❣❧❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❣❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✔✳ ■❊❊❊
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣✱ ✷✵✵✽✳

❬✸✾❪ ❆♥❛ ▼❛r✐❛ ▼❡♥❞♦♥ç❛ ❆✉ré❧✐♦ ❈✳ ❈❛♠♣✐❧❤♦✳ ✓ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡t✐♥❛❧
❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡s ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✔✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ▼❡❞✳ ■♠❛❣✐♥❣✱ ✷✺✭✾✮ ✿✶✷✵✵✕✶✷✶✸✱ ✷✵✵✻✳

❬✹✵❪ ❖✳ ◆❡♠✐t③✱ ▼✳ ❘✉♠♣❢✱ ❚✳ ❚❛s❞✐③❡♥ ❘✳❲❤✐t❛❦❡r✳ ✓ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❈✉r✈❛t✉r❡
▼♦t✐♦♥ ❢♦r ❙tr✉❝t✉r❡ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ ✸❉ ▼❘ ❆♥❣✐♦❣r❛♣❤② ❉❛t❛ ✔✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❱✐s✐♦♥✳ t♦ ❛♣♣❡❛r✳

❬✹✶❪ ❙t❛♥❧❡② ❖s❤❡r ❏❛♠❡s ❆✳ ❙❡t❤✐❛♥✳ ✓ ❋r♦♥ts Pr♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❈✉r✈❛t✉r❡✲
❉❡♣❡♥❞❡♥t ❙♣❡❡❞ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❇❛s❡❞ ♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✔✳ ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✼✾ ✿✶✷✕✹✾✱ ✶✾✽✽✳

❬✹✷❪ P✳ Pér❡③✱ ❆✳ ❇❧❛❦❡ ▼✳ ●❛♥❣♥❡t✳ ✓ ❏❡t❙tr❡❛♠ ✿ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝♦♥t♦✉r
❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ✔✳ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ■♥t ❈♦♥❢✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ■❈❈❱✬✵✶✱
❱❛♥❝♦✉✈❡r✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❏✉❧② ✷✵✵✶✳

❬✹✸❪ ❏♦s❡♣❤ ▼✳ ❘❡✐♥❤❛r❞t ❲✐❧❧✐❛♠ ❊✳ ❍✐❣❣✐♥s✳ ✓ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙❦❡❧❡t♦♥ ❛♥❞ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙❤❛♣❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✔✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳
P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧✳ ▼❛❝❤✳ ■♥t❡❧❧✳✱ ✶✽✭✾✮ ✿✾✺✶✕✾✺✼✱ ✶✾✾✻✳

❬✹✹❪ ▼✳ ❘♦❝❤❡r②✳ ✓ ❈♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡t ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐♥é✐q✉❡s ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ té❧é❞ét❡❝t✐♦♥ ✔✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t❡
❞❡ ◆✐❝❡ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s✱ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✺✳

❬✹✺❪ ▼✳ ❘♦❝❤❡r②✱ ■✳❍✳ ❏❡r♠②♥ ❏✳ ❩❡r✉❜✐❛✳ ✓ ❍✐❣❤❡r ❖r❞❡r ❆❝t✐✈❡ ❈♦♥t♦✉rs ✔✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✻✾✭✶✮ ✿✷✼✕✹✷✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✻✳

❬✹✻❪ ▼❛r✐❡ ❘♦❝❤❡r②✱ ■❛♥ ❍✳ ❏❡r♠②♥ ❏♦s✐❛♥❡ ❩❡r✉❜✐❛✳ ✓ ◆❡✇ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❛❝t✐✈❡
❝♦♥t♦✉r ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✔✳ ■❈■P ✭✷✮✱ ✽✷✷✕✽✷✺✱ ✷✵✵✺✳

❬✹✼❪ ❙✳ ❘✉✉t❤✱ ❇✳▼❡rr✐♠❛♥✱ ❏✳ ❳✐♥ ❙✳ ❖s❤❡r✳ ✓ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠♦t✐♦♥ ❜②
♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❢♦r ✜❧❛♠❡♥ts ✔✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✶✭✻✮ ✿✹✼✸✕✹✾✸✱
❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✶✳

❬✹✽❪ ❊✳ ❙❛♥❞✐❡r✳ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ▼✐♥✐♠✐③❡rs ❢r♦♠ Rn t♦ Rn+1 ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧
❈♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ ✺✵✳ ■♥❞✐❛♥❛ ❯♥✐✈❡rs✐t② ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✵✵✶✳

❬✹✾❪ ❆✳ ❙❛♥t❛♠❛r❢❛✲P❛♥❣✱ ❚✳ ❇✐❧❞❡❛✱ ❈✳ ❈♦❧❜❡rt✱ P✳ ❙❛❣❣❛✉ ❆✳ ❑❛❦❛❞✐❛✲
r✐s✳ ✓ ❚♦✇❛r❞s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐rr❡❣✉❧❛r t✉❜✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧
♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡s ✔✳ ▼■❆❆❇ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ✼✻✕✽✺✱ ✷✵✵✻✳

❬✺✵❪ ❏✳ ❲✳ ❙❤❛❡✈✐t③ ❉✳ ❆✳ ❋❧❡t❝❤❡r✳ ✓ ❊♥❤❛♥❝❡❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡❝♦♥✲
✈♦❧✉t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡♣t❤✲✈❛r②✐♥❣ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✔✳
❏✳❖♣t✳ ❆♠✳ ❆✱ ✷✹✭✾✮✱ ✷✵✵✼✳

✶✸✹ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

❬✺✶❪ ❘✳ ❙t♦✐❝❛✳ ✓ Pr♦❝❡ss✉s ♣♦♥❝t✉❡❧s ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① ❧✐♥é✐q✉❡s ❞❛♥s
❧❡s ✐♠❛❣❡s s❛t❡❧❧✐t❛✐r❡s ❡t ❛ér✐❡♥♥❡s ✔✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t❡ ❞❡ ◆✐❝❡ ❙♦♣❤✐❛
❆♥t✐♣♦❧✐s✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✶✳

❬✺✷❪ ❘✳ ❙t♦✐❝❛✱ ❳✳ ❉❡s❝♦♠❜❡s ❏✳ ❩❡r✉❜✐❛✳ ✓ ❆ ▼❛r❦♦✈ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ❢♦r r♦❛❞
❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ r❡♠♦t❡ s❡♥s❡❞ ✐♠❛❣❡s ✔✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ✸✾✷✸✱ ■♥r✐❛✱ ✷✵✵✵✳

❬✺✸❪ ❘✳ ❙t♦✐❝❛✱ ❳✳ ❉❡s❝♦♠❜❡s ❏✳ ❩❡r✉❜✐❛✳ ✓ ❆ ●✐❜❜s ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ❢♦r r♦❛❞ ❡①✲
tr❛❝t✐♦♥ ✐♥r❡♠♦t❡❧② s❡♥s❡❞ ✐♠❛❣❡s ✔✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱
✺✼✭✷✮ ✿✶✷✶✕✶✸✻✱ ✷✵✵✹✳

❬✺✹❪ ❘❛❞✉ ❙t♦✐❝❛✱ ❳❛✈✐❡r ❉❡s❝♦♠❜❡s ❏♦s✐❛♥❡ ❩❡r✉❜✐❛✳ ✓ ❆ ●✐❜❜s P♦✐♥t Pr♦❝❡ss
❢♦r ❘♦❛❞ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❘❡♠♦t❡❧② ❙❡♥s❡❞ ■♠❛❣❡s ✔✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✺✼✭✷✮ ✿✶✷✶✕✶✸✻✱ ✷✵✵✹✳

❬✺✺❪ ❋✳ ❚✉♣✐♥✱ ❏✳✲❋✳ ▼❛♥❣✐♥✱ ❊✳ P❡❝❤❡rs❦②✱ ❏✳✲▼✳ ◆✐❝♦❧❛s ❍✳ ▼❛îtr❡✳ ✓
❆ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡❝t ❧✐♥❡❛r ❢❡❛t✉r❡s ✔✳ ❏♦✉r♥❛❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱
❆r❝❤✐✈❡s ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❙✶✷ ✿✾✽✕✶✵✹✱ ✶✾✾✽✳

❬✺✻❪ ❘✳ ❱❡r❞✉✲▼♦♥❡❞❡r♦ ❏✳ ❆♥❣✉❧♦✳ ✓ ❙♣❛t✐❛❧❧②✲✈❛r✐❛♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❛t❤❡♠❛✲
t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦♣❡r❛t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐✛✉s❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ sq✉❛r❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✜❡❧❞
✔✳ ❆❝✐✈s ✱ t♦ ❜❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❧❡❝t✉r❡s ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✽✳

❬✺✼❪ ●✳ ❱♦ss❡❧♠❛♥ ❏✳ ❞❡ ❑♥❡❝❤t✳ ✓ ❘♦❛❞ tr❛❝✐♥❣ ❜② ♣r♦✜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞
❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ✔✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ▼❛♥✲▼❛❞❡ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ❛❡r✐❛❧ ❛♥❞
s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✷✻✺✕✷✼✹✱ ❛✈r✐❧ ✶✾✾✺✳

❬✺✽❪ ❋ré❞ér✐❝ ❩❛♥❛ ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ❑❧❡✐♥✳ ✓ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡ss❡❧✲❧✐❦❡ ♣❛tt❡r♥s
✉s✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✔✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s
♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✵✭✼✮ ✿✶✵✶✵✕✶✵✶✾✱ ✷✵✵✶✳

❬✺✾❪ ❇✳ ❩❤❛♥❣✱ ▼✳❏✳ ❋❛❞✐❧✐ ❏✳✲▲✳ ❙t❛r❦✳ ✓ ❲❛✈❡❧❡ts✱ ❘✐❞❣❡❧❡ts ❛♥❞ ❈✉r✈❡❧❡ts ❢♦r
P♦✐ss♦♥ ◆♦✐s❡ ❘❡♠♦✈❛❧ ✔✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✼ ✿✶✵✾✸✕
✶✶✵✽✱ ✷✵✵✽✳

❬✻✵❪ ❇♦ ❩❤❛♥❣✱ ❏♦st ❊♥♥✐♥❣❛✱ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❖❧✐✈♦✲▼❛r✐♥ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❩✐♠✲
♠❡r✳ ✓ ❆✉t♦♠❛t❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥t r♦❞s ✐♥ ✷❉ ✔✳ ■❙❇■✱
✶✷✾✻✕✶✷✾✾✱ ✷✵✵✻✳

❬✻✶❪ ❇♦ ❩❤❛♥❣✱ ❏♦s✐❛♥❡ ❩❡r✉❜✐❛ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❖❧✐✈♦✲▼❛r✐♥✳ ✓ ❆ st✉❞②
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