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?�5�+ α ���������� �� ��.�� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � 228

?�5�5 α ���������� �� ����������� �� ������
��� � � � � � � � � 224

?�5�= α ���������� �� ������ ������� �� S(v) + T� � � � � � � � 2+2

?�= ,��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2+2

# '&������ �� ������	�
 �� ���

@�2 �� &���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2+=

@�2�2 G� 
���� ��
��# ����.����
��� �� �!������
��� ���

������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2+=

@�2�+ :
�������� �� � �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2+=

@�2�5 :������� ��� ���
�� ��� �������� ���� �� ������ 
�
����

������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2+A

@�2�= :����0� ���� 
���� ���� ������ �� �!���
��� � � � � � � 2+A

@�+ '������ �� 
���� ���� � ��
���!������ �� ��� �� � 
�
�

����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2+A

@�+�2 :������� ��� ����
����� 
��������� �� � 
�
����� � � 2+4

@�+�+ <������ ����� � ������� �� 
�
����� �� � ������� ��


�
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2+6

@�+�5 >���� �� ��/��� �� 
�
����� � � � � � � � � � � � � � � � 2+6

@�+�= >������� �� 
������� �� � �����
����� � � � � � � � � � � 2+6

@�5 ������ �� ��
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2+?

@�= 9����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2+@

@�A 3�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 258

�� (���)� ( * +
��� ����,��
��� �� �)�����
�� ��� "��	�� �� ���!�������

28�2 ��.���.��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 25+

28�2�2 B�������� �� �����.�� �� ��1��� � � � � � � � � � � � � � � � 255

28�2�+ B�������� �� �����.�� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � 25=

28�+ B�������� �� �����.�� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 25=

28�5 )��
�� �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 25A

28�= (��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 25A
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����� ��� ���	��

2�2 ��!�
� ��� ��D������� 
���!��.��� ����� ����� �����������# ������

�� HI���� ��� (��!��D��# +88=# ".��� +J � � � � � � � � � � � � � 2?

2�+ 7���������� �� � �������� ����� ����� ���� ��� ����� ����
����� 2@

2�5 &����� ���� � �����.������ '����� �� HI���� ��� (��!��D��# +88=#

".��� 5J � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +8

+�2 <�������������� �� � ��������� ���� ������� �� �� � �������


������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ++

+�+ ������� �� �������� 
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +5

+�5 7�.��������� �� ������������ �������� ��� �� � ���
����� ����

"������ '����� �� H�������� �� ��# +885J � � � � � � � � � � � � � +A

=�2 <������������� �� χ(t) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � =?

A�2 >������� �� � .��
����� �� ����� ��� ��
������� � � � � � � � � A=

A�+ 3��� �� � �������� ��� � ��������� �� Bt � � � � � � � � � � � � A4

A�5 &��� - /��� �� ρm K ���".������� ���� ��.
��� �� ������ ��
����

�� ���� �������.
���� �����  �* �� ����� �����
�����  �* � � � � � A6

A�= 3������ ���� ������
��� .�E�� - �� 
���.� ������ � � � � � � 48

A�A <���� �� �������� �� �������� �� ������ ������������ � � � � � � � 42

A�4 9������� �� ��1���
��� �� µm �� � ���������� �� ����� ��� 
����

- /��� �� � .��
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 45

A�6 <������������� ������� �� � ��������� ������
����������� �� ��
��

�L28� �� �������� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4=

A�? '��� �� Bt �� µm2 �� �������� �� ��
��� �� 
���� - /��� �� �

.��
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4A

A�@ <������������� �� � �������� �� �� �!�
� �� �������� � � � � � � � 4A

A�28 3���� �� � ���
� + �� ������� ��� �����������  �� Pa.µm−1*

���� ��1� ��� ��������� �� ���������� �� ��
���� Bt � � � � � � 44

A�22 ,����������� ������� �� � ���
� + �� ������� ��� �����������  ��

Pa.µm−1* ���� ��D������� ���������� �� ��
���� Bt � � � � � � � 46

?



4�2 :��������� �� � ������� ����� ρ �� λ ���� ρm0 = 1 �� km = 2� � 68

4�+ ;��
����� ����� 58 �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 62

4�5 >������� �� ��D������� .�������� - ��1���
��� �� � ���������� � 6+

4�= >������� �� � �������# �� � �������� �� �� ��� ������� - ��1�

���
��� �� � �����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6=

4�A 9��"� �� � ������� �� 
�
����� �� �� � ������� � � � � � � � � � 6A

4�4 3!�
� �� ������� - �L2A� �� µm · s−1 � � � � � � � � � � � � � � � 64

4�6 3!�
� �� �������  µm · s−1* - �L58� � � � � � � � � � � � � � � � � 66

4�? ,�����
��� �� ��1���
��� ��� ������  µm* �� �������� �� ��
��

 �* ���� ��D������� ������ �� ∆x � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6?

4�@ B��
� ��� �����������  µm2* �� �������� �� ��
��  �* ����

��D������� ������ �� ∆x � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6?

4�28 &������ �� � ������� �� �������� �� log(kAct) �� log(λ0) ��� 2A

�������� �� ��
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ?8

4�22 &������ �� � �������� �� �������� �� log(kAct) �� log(λ0) ���

2A �������� �� ��
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ?2

6�2 ;��
����� �����
�� �� ����������� �� � ������� �� 
�
����� -

�L2A� �� �������� �� kV es  �� µm.s−1* � � � � � � � � � � � � � � � ?6

6�+ %1�������  �� µm*# ���
�  �� µm2*# ��.���  �� µm* �� � ����

������� �� ��������  �� µm−1* - ��� �1���
��� �� ���� �� 2A ���

������ �� �����
����� �� �������� �� �.����!
� �� kV es �1���
�

�� µm.s−1* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ??

6�5 $���� ���.���� �� ��� ��
�������� - �L2A� ���� kV es = 0.01µm.s−1 ??

6�= $���� ���
�� �� ��� ��
�������� - �L2A� ���� kV es = 0.01µm.s−1 ?@

6�A ;��
����� �����
�� �� ����������� �� � ������� �� 
�
����� -

�L2A� �� �������� �� λV es� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � @2

6�4 %1�������  �� µm*# ���
�  �� µm2*# ��.���  �� µm* �� � ����

������� �� ��������  �� µm−1* - ��� �1���
��� �� ���� �� 2A

�������� �� �����
����� �� �������� �� λV es � � � � � � � � � � � � @+

6�6 ;��
����� �����
�� �� ����������� �� � ������� �� 
�
����� -

�L+8� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � @5

6�? %1�������  �� µm*# ���
�  �� µm2*# ��.���  �� µm* �� � ����

�������# �� ��������  �� µm−1* - ��� �1���
��� ������ +8 ���

������ ���� ��� ��/��� �� 
�
����� ��� ���� �� ������  ������

.����* �� - +µ
 �� ���� �� �������  ������ �����* �� �������� ��

��
��  �� �*� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � @5

6�@ ;��
����� �����
�� �� ����������� �� � ������� �� 
�
����� -

�L58� �� �������� �� ����� = xV es  �� µm* � � � � � � � � � � � � � @A

@



6�28 %1�������  �� µm*# ���
�  �� µm2*# ��.���  �� µm* �� � ����

������� �� ��������  �� µm−1* - ��� �1���
��� �� ���� �� 58

�������� �� �����
����� �� �������� �� xV es  �� µm*� � � � � � � @4

6�22 ;��
����� �����
�� �� ����������� �� � ������� �� 
�
����� -

�L58� �� �������� �� kV es  �� µm.s−1* � � � � � � � � � � � � � � � @6

6�2+ %1�������  �� µm*# ���
�  �� µm3*# ��.���  �� µm* �� � ����

������� �� ��������  �� µm−1* - ��� �1���
��� �� ���� �� 58

�������� �� �����
����� �� �������� �� kV es  �� µm.s−1* � � � � @?

6�25 ;��
����� �����
�� �� ����������� �� � ������� �� 
�
����� -

�L2A� �� �������� �� λV es �� µm* � � � � � � � � � � � � � � � � � @@

6�2= %1�������  �� µm*# ���
�  �� µm2*# ��.���  �� µm* �� � ����

������� �� ��������  �� µm−1* - ��� �1���
��� �� ���� �� 2A

�������� �� �����
����� �� �������� �� λV es  �� µm* � � � � � � � 288

?�2 χ(t)  ������ ������� �� �����*# �1�������  �� µ
*# �������  ��

µm · s−1*# ��������  �� µm−1* �� �������� �� �����  �� µm−1* -

��1���
��� �� � ���������� ���� β0 = 0 �−1  ������� "��� ������*

�� β0 = 1 �−1  ������� "��� .�����* �� �������� �� ��
��  �� �* � 284

?�+ 3�������  ".���� �� ������ �������*# �������� �� �����  �� ������*

�� ��� ��D������  C−C0# �� ����� ����*# �� µm−1 �� �������� ��

��
��  �*# - ��1���
��� �� � ���������� ���� {0, 1
8 , 1

4 , 1
2 , 1, 2, 4, 8} �−1286

?�5 ;��
����� �� ������������ �� C − C0# �� � ����� ���
�� �� ��

��� ��
�������� ���� β0 ∈ {0, 1
8 , 1

4 , 1
2 , 1, 2, 4, 8} �−1 - �L2A � � � � 28?

?�= %1�������  �� µ
*# �������  �� µm · s−1*# ��������  �� µm−1*

�� �������� �� �����  �� µm−1* - ��1���
��� �� � ����������

���� β0 = 0 �−1  ������ �����* �� β0 = 1 �−1  ������ .����* ��

�������� �� ��
��  �� �* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 222

?�A 3�������  ".���� �� ������ �������*# �������� �� �����  �� ������*

�� ��� ��D������ C −C0# �� ����� ����*# �� µm−1 �� �������� ��

��
��  �*# - ��1���
��� �� � ���������� ���� β0 ∈ {0, 1
8 , 1

4 , 1
2 , 1, 2, 4, 8} �−1

22+

?�4 ;��
����� �� ������������ �� C − C0# �� � ����� ���
�� �� ��

��� ��
�������� ���� β0 ∈ {0, 1
8 , 1

4 , 1
2 , 1, 2, 4, 8} �−1 - �L2A� � � � 225

?�6 %1�������  �� µ
*# �������  �� µm · s−1*# ��������  �� µm−1*

�� �������� �� �����  �� µm−1* - ��1���
��� �� � ����������

���� β0 = 0 �−1  ������ �����* �� β0 = 1 �−1  ������ .����* ��

�������� �� ��
��  �� �* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 226

?�? ;��
����� �� ����� �� β0
α2

α2
0+α2  �� s−1* ��� � ��������� 5 - �LAA

� ���� β0 = 1 �−1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 226

28



?�@ ;��
����� �� ������������ �� C − C0# �� � ����� ���
�� �� ��

��� ��
�������� ���� β0 ∈ {0, 1
8 , 1

4 , 1
2 , 1, 2, 4, 8} �−1 - �LAA� � � � 22@

?�28 ;��
����� �� ������������ �� C − C0# �� � ����� ���
�� �� ��

��� ��
�������� ���� β0 ∈ {0, 1
8 , 1

4 , 1
2 , 1, 2, 4, 8} �−1 - �LAA� � � � 2+8

22�2 %1�������  �� µ
*# �������  �� µm · s−1*# ��������  �� µm−1*

�� �������� �� �����  �� µm−1* - ��1���
��� �� � ����������

���� β0 = 0 �−1  ������ �����* �� β0 = 1 �−1  ������ .����* ��

�������� �� ��
��  �� �* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 25@

22�+ ;��
����� �� ����� �� β0
α2

α2
0+α2  �� s−1* ��� � ��������� 5 - �LAA

� ���� β0 = 1 �−1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 25@

22�5 ;��
����� �� ������������ �� C − C0# �� � ����� ���
�� �� ��

��� ��
�������� ���� β0 ∈ {0, 1
8 , 1

4 , 1
2 , 1, 2, 4, 8} �−1 - �LAA� � � � 2=8
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����� ��� ��������

=�2 3��������� ����� �� ������ ���������� �� �� ������ �� 5, � � � � ==

=�+ 9���
����� �� ��
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � =4

A�2 ����� ��� �������� �� ��
���� ������� � � � � � � � � � � � � � � � A+

A�+ 9���
����� �� 
���.� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � A5

A�5 3��������������� �� � .��
����� �� �� 
���.� �� �������� �� �� 48

A�= 3�
�������� ��� �������� ���� �L�2 �� �L�+ �� ��
�� �L28� 4+

A�A &������ �� � ��������� ������
����������� �� ��
�� �L28� ��

�������� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 45

A�4 7����������� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 46
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����� ��� ��������

%� ��.� .������ �� ��
���� ����.���� ��� �������� �������� ���� �����

���� 
��� �� ���
�# ���1 ����.���� ��� �������� ���� �� 
�������� .������ ��

���1 ������������ ��� ��
���� ������� ≥ 2  ���� 
������* ���� �� 
�/������

.�������

t ��
�� ���� � ��
������

ρ ������� 
������� �� �������
� �� +=

µ ��������� �� �������
� �� +=

Ω ������ ������� �� �������� �� � ������� �� ��������  5,* �� ++

∂Ω1 ��������� �� Ω ������������� - � 
�
����� �� ++

∂Ω2 ��������� �� Ω ������������� �� �������
� �� ++

Bt ���/������ �� Ω ��� � ��� ��� ��������� �� ��� ��������� �� +5

∂Bt ��������� �� Bt �� +5

∂B(cyt)
t = ∂B(1)

t ��������� �� Bt ������������� �� �������
� �� +5

∂B(m)
t = ∂B(2)

t ∪ ∂B(3)
t ∪ ∂B(4)

t ���������� �� Bt - � 
�
����� �� +5

ex, ey, ez ���� ���!����
�� �� R3 �� +=

t ������� ���.��� - ��� ��������� �� +=

n ������� ���
� - ��� ��������� �� +=

s ��.���� ����� �� +?

rm ������� �������� ���� ����� �� � 
�
����� �� +?

v =

(
v1

v2

)
�!�
� �� ������� �� +5

v1, v2 ������� ���� �� ��������� �� �� ��������� �� +5

p �������� �� +=

C �������� �� +=
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C0 �������� �� ����� �� +4

S ������� �� ��������� �� +?

T ������� �M - ��������� �� ������� �� +=

kAct �
������ 
�1�
�� �� ������� T �� +=

fAct ���" ����������� �� T �� �������� �� ��
�� �� +A

uf ������� �������� �� ���� �� ������� ��� ��������1 �������� �� +A

L ��.���.��� �� � 
�
����� �� +?

ft, fn ������ ���.���� �� ���
�� �� +?

λ ������� �� 
�
����� �� +A

λ0 ������� �� 
�
����� �� ����� �� 68

ρm ������� �� 
�
����� �� +4

ρm0 ������� �� 
�
�����# ������� �� 
�
����� �� ����� �� 68

km ��������� �� � �������� ��.
�N��� ���� λ - ρ� �� 68

kf 
���� �� ��1��� �� +A

kV es ���1 �������� �� 
�
����� �� ?4

λV es ��.��� �� ������� �� 
�
����� �� ?4

xV es ����� ����� � ������ �� ������� �� 
�
����� �� @+

α ����� ���������� � ������� ������������ ���� �� � �������� ��

����� �� 28=

β0 ������� 
�1�
�� ������������ �� � �������� �� ����� �� 28=

fα �������� �� ��������� ����� S(v) + T �� τC0 �� 28=

τC0 ��
�� ��������������� ������������ �� � �������� �� ����� �� 28=

Hm(Bt) ������ �� ������ ������� m ��� Bt �� 52

D(Bt) ����
�� ��� ������������� ��"���� ��� Bt �� 52

X X = {u ∈ (H1(Bt))2 |u|∂B
(D)
t

= 0 ��
∫
∂B

(N)
t

u · n ds = 0} �� 5+

V V = {u ∈ X |∇ · u = 0} �� 5+

Y Y = L2
0(Bt) = {ψ ∈ L2(Bt) |

∫
Bt

ψdx = 0} �� 5+

I 
������ ��������

2=



����	��������

O� ����� - ��
������ 
�� ,�������� �� �!���# O��������� &����� K �� ���� ��

��� ������# /��� �� ��������� ��� ������ �� ��.����# �� ������ �������"���# ���

���!������
� �� �� ������������ ������������ '����� �� ��# /��� �����!� 
��

������������� �����- �� 
�� ���������� �� ���
������

I��� ;�����. 
�� ������ ��� ���� ��� ������� ��
��1�� �� � ����.�� ���

������ ��� ��������� - �������� ��
�����# �� ���������� - � 
����������# �

���
�� ��� ���������� ������������

O� ��
����� � &������� � 9��������� 3!������� 7����  G���������� 9�����

B:: P 9�����Q::* ���� ���������� ������ - ��� ������1 �� � ��
�� �������� -

�1�
���� ����� �!����

O� ���� ������������� - &������� � 9��������� O����9����� $���	����  G������

���� 9�����B:* ������� ������� �� � ����������

�� &������� � 9��������� O������ ,�
��.���  G��������� ;������ 2*# ,��

������� �� �%��� ,�������# 
�� ������� ������ ��� ����� ������ �� ���!���!�

�� �� 
��������# /� ��� ��
������

&����# ��"�# - 
�� ��������� �
�� ���� ��� ��������# ���� ���� �� ����

�������������

2A



�  ��	��������

��� ��������

����� �������	
 �
 ������
��	 �����������

��� 
����
���� �� �����
������ �������� ��� ��� ��.�
��� ������� �� �����

��� ���.� ��������� ������ ��� �� ������������� �� ����� �� ��
����1 ���������

�!�����.����� ��P�� ���!��.����� ���� � ��� ����� ����# ��

� � 
�.���

����# � ������������# � �������� ������� �� ���������  
��� �������*�

��� ������1 ���������� ��/�����!�� �D���� ��� ����������� �1��0
�
��� ���!�

���� �� ��� ���������1 ������������ K � ������������ ��������# ���� � ��� ���

���
����� ���� � 
������ �� � �����
����� ��� ����� H(��# +88+J� ,���

�� /����� �������� �� �����1# ��� �1�
��# � �!��� ������� ��� ������� ��


����
��� �� - � �����
����� ������� ����� ��� ��
������ �� "��� �1��������

���!�� �� ������# �� "������� ,� 
������ .������# ��� �1�������� ���
������ -

��� ���� �� �� �������# �� �� �����
�� �� 
0
� �� �� ����������# ��

� �����

� ��� ���� �� ��������# ��� � �������� �������� ������������ ����������������

�� ��
������� �������� �1���������� H&����# +888J� ,��� �� �������� ������#

�� "�
���� �������� ������� ����������� - � ������������ - ��. ���
�  ���.

)��
 9����������� �� �)9*� H���
��# +885J�

����� �� ��
�������

� ����
�	�

�� ������������ �������� ��� �� ������ �� "�
���� �������� ��
�������
���

��.����� ��� ��� ��������� ������
��.�� �� ������ �� ��� ��������� �����
���

�� ���������� �� ������ ���
�� 9�� �1�
��# � ��
��1� ��������� '��+5# �

�������� � ��� ��

���# ������� �� "�
���� ���� �� ��.� ���������������

��� ��� ����� �	
� ���	������� 	� �� ��� ����� �	
� �	�
	����� �������	�� �	��
�
�����
	� 	���
�	����	� �����	� ����	 �����	� �������	� ���
 ������	 �	 �� ������
��� ��������	� �������� �	 ������ ��	��
��	� ��
����	
�� ��
��� ��	���	� ����	�
����	� �	��	�	��� ��� ��	��� �
�� 	� �������������	 �	
�	� �	 ��� 	
 ��
�!�	�	��
�	 �����
�	�	�� ����	 ������	� "	��� �	 �������	 �	���
	� 	��
	 �	� ������ ��� �
�� 	�
�������������	�	��� �� �!�	
�	 ��	 ����	������ ����� �� ��	 ������� ����� �	 ��
�������	 �	 �� ������	� #	 �$���	�	�� �$��������	 	�� ���������� ���� �$���	�	��
��
�$������	 ��	� 	� ��
����	
 ��	��	���� �� �� ������� �	 �� ��
�	 �������������	
����	� �� �	���� �������������	� �� ��� �	
�	� ����	�	�� �	 �
�	
 �	 ����	��	� ������	�
	� �	 ����	��	� ���	��
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�� 68◦  ��� ".��� +�5 ��.� +A# ��.����� 2*� )��� ��D������# � ������� ����
�� ��

"�
���� �� ��������1  ��� ".��� +�5 ��.� +A# ��.����� A*�

�� 
��� ����.��������� �� ������ ��� �����
����� ����� �� ���� �� ������


������ ���� ���� �
����� - � ����� '���� �� ������1 �������� ��� �'��+5

�� ���������� ���� �� �
�������� ���� ��� ���1 �������� ��� � ������� ����

���������������� ��� "��������

�������� ��� ��� ��� 
������ ��� �����
������ ��������� %� �D��# �� "��


���� �������� ��� ����������� � ������������ ���� ��1�
0
�� ��
����� ��


���
���� ��������� :� ���� �������� K �� ��1 �� 
���
��� ���/���� ���������

�
��� - ��� �1���
���# ���� ������# ������ ��� �������� �� ������� - ������

�1���
���# ���� �������� ������� ��� ���1 ��1 �� ���� ��� ���������# � ����

�� "�
��� ������ �� �!���
��� ���/��� �� �� ������� �� 
���
���� ��� �����

������	

	�� � : ���
�� ���1������ � ������
��� �� ����.��� ��� ������ ��������

�� � �����

�������0� ���������� �� ������� ������ ���� � ���� ��� � ������	

	�� ��� �

������� �� ��������� �!�
����� ��������� ��� �� ��
��1�� ����� �� ��.����

������# ����
0
� ��.���� ��� ��� ��.���1 �!�
����� �� ����������� (��� ���

���� ��
��1��# ��� ����� �� ��.���������� ���� ����F ���� �������� ������
���

H9���� ��� (�����# +885J�

����� �� ���	���	���

��� ������ ������������ ���� �� ������� ����������� ��1 ���������������� ���

������ ���� �� ��������� %�� ������������� - � ������ ��������������� ���

�������� �� ���� � �������� ��� �������� ���1���������P��!�������� ���� �� ����

����� R �� �� ����# ��� /����� �� ��� 
�/��� ���� �� ��������� ��������1 ��

��.������� %�� ���� ���� ��
�������# �� �� ��
��� �� 
������ + ��� µ
 ���

�� ������� ����� H(���������. ��� ��!��F# 2@@2J�

(��� ��� ������� ������ ��� �� ���� ��� H<�
�� � 3�/�# 2???J# ��� �����

������
��� ����� ������ ��� �������
��� ��
���� �� ���� ���/�� �� ��
�������

����������� K �� ��� �������� �� ��� �� �����1��� �������������� �� �� ��
�

�����
����.� ��������� �� �!�
�����

��������# �������� �� .����� �������� ���� �� ������ ������������# ��� ������

������� ���� ��� ��������� ��� 
���!��.��� ��� ������ ������������ ������#

��
��1�� �� �������  ���� ".��� 2�2*# �� ���� ��� ��� �� �����
����� �������

�� ���
��� �����0��

��	� ���	�����	� ���� �	� ��
����
	� ����	� 	� ��
�	�� 
	������!�	� �	 �� 
	������ �	�����
	�
��	�  �����	� ���� �	� 	��	����� �
��  �	� �	 �� �	����	 ������	� ���� ��	����
���� ��
��	� 	��
���	�����
	 	� �	 ���	����	�	�� �	 �� �	����	�
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���� 2�2K ��!�
� ��� ��D������� 
���!��.��� ����� ����� �����������# ������
�� HI���� ��� (��!��D��# +88=# ".��� +J

%����	�� �	� ���	� �	��	�� &�
	 �
���	��  �	�� �� 	���
	 �
	��
	 �� '�
�	 ���� �$��������

���� �	
���� ��� �� ����� �� �
����� ����	 ���	 	�� ����	 ��
 ��  �����	 �	��
���	�

'�/�����!�� �� �1��������� �� �)9 ���� ���� ���� 
�S������� K ��� ���
������

��������� �� ���������� � �������� �������� ��� ��� �������� ������  ���� ".���

2�+* ��� �� ���
��� ��������� ���������# ��� ������!� ��� ������ 
������ ��

Ca2+ ���� � ��������� ' ��� ����# � Ca2+ ������ �� ����� �� ��.���������

�!�
����# ���� ���� ��� ��.���� � ���
��������� �� ��������

�� ��������� �� �������� ����� ����� �����������# � �����.�����# ����� ���

������ �����
���� : ��
�� ��� �������� ��� �� ".���� �1������# �� ��� �1�����

� ����������� �� �������� 
����� �1�������� �� � �����.������

��� � ���� �������������� ������ ��� � �����1 ����� �� ����# &���� �� 9�����

��� ������� �� 
���� �� ����� ������  ".��� 2�5 �# H&��� ��� 9�����# 2@?2J*

���� � �����.����� ���� �� �������� ����
����1# ���������������� �� �����1

������� ��� 
�

������� ,��� �� ���
��� ��
��# �� �������� �� ����������

�� ������ �� ������ ����������� �� �� ������� ��� ������ ���� ���������# ���

���������� �� � ��������� 9��� � ��.��� ��������������# ������ ��� ��1���# ��

.��.� �� ��������� ,��� �� �������
� ��
��# ������ ����� ��� ���
� ��������

�������� �� � ���
��� �� ��1��� �������� ��� ������������ 3� 
���� ��..���

���� � ����1������� ��� �������� ��1 ������# �� ��� ��� ������ ���� ��������


����� ���� � ��������
��� ����������# �T � �������� ��
������ �� ����


��� �1���  ��������������* �� �� ������  ���������������* ��
�� ����������

 HU�
���# 2@65# (���������. ��� ��!��F# 2@@2# &���� ��� ����# 2@?5J*�

����� ������ �� 
���� ��D�����  ".��� 2�5 �*# �T � ���
��� �1��� �����

�������� ��� ���� � �������.������ 3� 
����# ���� ���� ������ �� ���
�

��
����
��� ����� � �����1��� ���� ��1���# � ��� ����� ��� ��� ������������

��� ��� ����� �� 9�����/��

%���� ��� ���1 
�����# ���� �� "�����# ������� �� �!����!��� ��������

�������� �� B��.!�# ��..��� ����� "����� ����������� �� �������� - �T

�� ������ ��/- ��� �������� 3��� ���
�� � 
��������� �� "����� �� �����

�� ������ ��� �����1��� ����� � ���
��� �1���  ��������������* �� � ����

������ 9������� �1��������� 
������� ��� �� �������� �� ������ ���� ��������
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���� 2�+K 7���������� �� � �������� ����� ����� ���� ��� ����� ����
�����
'����� �� H%�.��� ��� (��!��D��# 2@@@J  ".���� �� .���!�* ��
HI���� ��� (��!��D��# +88=# ".��� =# �
�.�� �� B� �V.��J  ".���� ��
������*�
�	� ���	� �	 ����$	 
	�
��	��	�� ����
	 �	����� �	 �	��
�	 ( �	� ������� �)�
	��� ������
��	� 	� ���	 ��
 �
�
	 �$
��������	�� *��	� ��� ��� �
�	� 
	��	���	�	�� +, ����	� �����
��������� �	 �� ���� -, ����	� ��
��� ., ����	� ��
��� �� �	��� ����� ��
 �� ����
��	
���	��	� �� !�

	 !����$	 �	��
	 -µ�� �	� /��$	� !����$	� ����	�� �	� �	�� �	 '�
�����
�	� ���	��

�	� ���	� �	 �
��	 ��� ��� �!�	��	� ��
 ��
�����	 !��$���� ��
 �	� �	����	� #%+ ����

�	� �����
	� �	 �
���$	� ��$�������	 �
���������	� �� �$��� �� $��� � ��� �
�	 0 ����	�

����� �	��	 �� !��� ��	 $	�
	 ��
�� ��������� �	 �� ���	������ ���$	��	 ������	 ��� �
����	��

�� /��$	 ��
	 ����	 �	 �	� �1 �����	 �	 '�
�	�

��� HW�� ��� �
��!# 2@@4J� 3�������� � 
����� ������� ��� ��������� �����

����� ��� "������ H����� �� ��# 2@@=J �� �������� �� "������ ��� ��� �����

������ �������� H����� �� ��# 2@@=# &����# 2@?5# X��. �� ��# 2@@+J 
����� ���

�� ��!�
� �� ���� ��� ���/���� 0��� ������� 9�� ������# ������������ �� ����

������ ������ � 
����� ���� ��� � ��� ���/���� �� �!��� Y"�����Z ���� ���

�����������

)��� ��� 
����� ��� �� ��

�� ������ ������� �T ��� ���������� ��� ��


���� "�� �� ���
� - � ������� ��� ���������� %� �� ��������� ������� ���� ���

������� ������� �� ����� �� � ��� �� ��1��� ��D��� ���� �� 
������
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���� 2�5K &����� ���� � �����.������ '����� �� HI���� ��� (��!��D��# +88=#
".��� 5J

�	 �����	 �	 "��	�� �����
	 ��	 �	� ���	� ����
���	�� ����� �� '�
����� �	 �� ������	�

"	��� �	 �����	 �	 2��	
 	� �	�	
�� ��	 ����	��� 	��
	 �� �	
���� ������ 	� �� �	��
�	

�
�	���	 ( �����	� *� �� ���� �	 �����	 ��  �����	� ��  �����	 �	��
���	 	����
	 ��	����	

	� �	 ����	��	 ( ��	 �	
������ ������	 ����� �	 �	�	�
 ��	 ���	�

��	 
�������

����� ������ ������� �� 
���� �� �����
����� �������� : �� ������.�� ���

������1 ����������  H&�.���� ��� 7����# 2@@4# &�.���� ��� %��������[��!��# +88+J*

���� � 
����� �T � ��� �� � 
�
����� ��� �����!���� �� 
������ �� ��� ��

��������� �� ������������ ��������� ,��� �� ������1 �� &�.���� �� %��������

[��!��# � 
���� �� 
�
����� �� �
��� - ��/��� ����� ����� ��������� ��

������
� ���� ��������� �� ���� ��� ������� 3�
��� ���� �� ������0� �� �

�����.����� ���� � �����
����� ������� �� �� .���� ��
��� ��������������

������ - ��� ��/��# ���� ����� ������ �� ����� ���� ����� ����� � �!��� �������

�� � �����.����� K ����������� ����� �����
����� ������� ��� ��� ���������

9��� ������ ��
��� �� ��� ������������# ���� ����� ���� �� ���	� �� 
����

� ��� ��
�� �������� '���� ���� ����� �����������
��� �������� �� ��������

����� ��������� �� ����
�����# �� ���� �� 
����� �� ������� ������������� ���

��� ����
����� 
��� ����� �"� ��� � 
���� ����� ����� �� ������ 0��� �� ���

�� ������ - � ��
���!������ �� �!���
��� 
������ K �� ��
�����
���� ��

�!����� ��� ��
�������� ���� ������ ��� ��� ��� ��������� �� � �!�������

3� 
���� �� ����� - ��� ��!�� ������� �����
������� ����� � ������ 
��

�������  ��� ��������� �1������
��� �� ��
��� ��������� ��� 
���
���� ��

��� "�
���� ��������# �� ������������ ����� "�
���� �������� �� ���������* ��

� ������ �������� : ����� ��� ��� ������� �� �������� �� ������� ��F����� ��


������ �� ��.�����
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��� ��/������ �� �� ������ ����# �� ���
��� ���# � ������������ ���� 
��

��� �!������� ���
������ �� ��
��� ��� ��
�����
���� ����.����
��� ���

�������� ��# �� ������ ���# ��1�
�� �� ��� �� � 
�
����� ���� � �������

�� � �����
����� �������� ' ����� �� �� 
���� �� ��� ��
������� �����

����# ���� ��������� ���1������ ��

��� � ����.��������� �� ������������

�������� �� � ��
�����
��� �� � 
�
����� ����������� - ��
��.���� �� "��

������ ���� ���� ������������� �����������
��� - ��
�������� �� �!����� ��

��� ���������� �� ��� �����.�� ����� ��� ���� �����
���� �� � ������������

��� ������� �������� �� � �����
����� �������# ��

� ��� ��� ��..��� ���

H&�.���� ��� 7����# 2@@4# &�.���� ��� %��������[��!��# +88+J �� ���� �� ��

�����
� ��� ��
��1�# ������� ����

��� � 
�
�����# ���� 0��� ���������

���� �1������ �� �����
������ ��������� 3� 
���� ������� ��� 
������
��

�!�������
��� ������ �� ��
������� ���� �� ������������ �������� ���� ���

������ ���� ���� ������ �� ����1��� ���� � ��
���!������ ��� 
������
��

�������� ��������

��� ����

,��� � ���
��� �!������# ���� ���������� � 
���� ��� � ����� �� ���� ����

�� ������� ���� �������� � �����
� 
������# �� .��
����� �� �� .�������� ���

������ ���� ������� ��� ����� ���� �1������� �� ��� �� ��
�����
��� ��������

�� �� !����!���� ������ ��� ����� 
�����

�� �!������ ������� ��� �������� - ������ 
��!�
������ �� 
����� ���� �

��
������� ��1������� �� �������� �� ������� �� �����
� ����������� ��D�����

����� ������� �� 
�����

���� �1������� ������� ��

��� ���� ����� ������# ������ �� ����
� ��

���������� �������� ���� � 
���� ���� ������ ��
��� �� ��
�����
��� �����

���������

���� ������� ���� � 
��� �� ���� ��� ��
�������� ,��� �� �������
� ��
��#

���� ������������ �� ����� �� � 
������ �������� ���� ���������� ����

���

�� �����"����� �� 
����# ��� ����� �� ��
��� �� � ��������� �� ��������� ���

��
��������

���� �1�������� �� ���������� ������� �� �������� ��� ��
������� ��� ����


������ ��������� ����� �!���
���� K � 
���"������ �� � ������� �� 
�
�����#

��/��� �� 
�
����� �� � 
���"������ �� � �������� �� ������

���� ����������� ��"� ��� � 
���� ���� �������� �� ��� ������� �� �
����#

������� ��� ��������� �������� �� �� ��������� ����������� - �������� ��� ��

����� ���������
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! "����	������ �� ������

	�� �����������

9��� ������� � �����
����� �������# ���� ����� �!���� �� ��������� ��


���� ������� ��
��� ��� ���
����� ������ �� � �����.������ ���� ���������

���� �� �!������ �� ��� ���� ���
�� �������� �� ��������� �� ��
�����
��� ��


�����

	�	 ������ �� ������

����� ���	����� ����������

3	�
��	������ ��$������	 ���� �	�
��	
�������	 �	 444����������5������

�$��� ���� �	�
��	 �!�	�� ��
 ����
����
�������	 �	 6�76 898� #�
�	�� :��	
�
����

���� +�2K <�������������� �� � ��������� ���� ������� �� �� � ������� 
�������

�� 
���� ���������� - ��� ������� �� ��������  ��� ".��� +�2*� ,��� ��� ����

������# � �������
� ��� ����
�� - �� ������� ������� ����� � ���� �� ��������

���� ��� � Y�����!�Z ��������# �������# ������� ���� 
�����  ������ ������ ���

� ".��� +�+  �**� ������ Ω ����� �����!� # ∂Ω1 ��� ���������� ������������� -

� 
�
����� �� ∂Ω2 ���� ������������� �� �������
�� 7� ������� � �������

����� � ����� �� �������� �� ���������� �� � �����!� ��C��

��� �
�������

���� ������� ����
��� Ω - �� ������������ ���� ����� �������

++



�� 
���� ��� �������� - ���1 ��
������� �� �.������ � ��
������ �� �������

���� �� � �����!�  �1� F ��� � ".��� +�+*� ���� Bt# ���/������ ��� � ���  1#�*

�� Ω# � ��
���� ������ ���� 
������� � ������� �� �������� �� ��
�� t� B# �

���".������� �������# ��� ������.������ �� ".��� +�+  �* ���������� � ��
����

Bt - �� ��
�� ���������� ����� ����� 
���.� ���� ����� .��
������

�� �������
� ���������� - int(Bt)� �� ��������� ∂Bt ��� ������� �� ���

������ ����������  2# + �� 5# ��� ".��� +�+  �**� �� ��������� 2# ∂B
(1)
t �� ∂B

(cyt)
t #

���������� ��1 �
���� �� �������
� �� � ������� 
�������� ��� ����������

+ �� 5  ����������
��� ∂B
(2)
t �� ∂B

(3)
t * ������������� - � 
�
������ ������

∂B
(m)
t = ∂B

(2)
t ∪∂B

(3)
t � ���� ��������� � ������� �� �������� "1�� ��� �� ����

������ '���� � ��������� + ����������� ��� ��� ������� ���� �� ������ �

�����

�� ��������� 5# �� ������� ���� � 
���� �1�����������# ��� �����

���� +�+K ������� �� �������� 
�������
3	�
��	������ ��$������	 ����	 �	���� �	 !
���$	 �	 �	��
�	 ���� �� ��� ��
���� ��

���	 ��� 	� �� �����	 Bt ����� ���
 �	 �������� �!�� Bt 	�� �	 �����	 ��

	�������� ( ��

��'�
����� �� �	��� t �	 �� ��� ��
���� ����	 B0� % �����
	�
 �	 Bt� �� ������	 �����

���	�	�� ����� ���
 �	� �������� �	� �)�
	��� ���	� �	 '
����
	� ���� ������ ; �+� ���	

	��
	 �� ��
�	 �������	 	� �	 
	��	 �� �	��
�	� �9� ��
�	  ��	 �� ��!��
��� �-� ��
�	 	� ��

( �� �� ��	� 	��
���	�����
	� '
����
	 �!
	�

���� ���� 
��������� ���
���� �� ��D������� .�������� �������� ���� ���

����� ��������� �� Bt� �� ������� �� 
���� ����������
��� ���� x �� y ���

����� v1(x, y, t) �� v2(x, y, t) �� v(x, y, t) =

(
v1(x, y, t)
v2(x, y, t)

)
� �� �������� ��� ���
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��� p(x, y, t)� �� ������� �� � 
�
����� ��� ����� ρm(s, t)# � �������� C(s, t)
�� � �������� �� ����� C0(s, t)� 3�� ��������� �������� �� ���� ��"���� �����

������ �� � 
�
����� ������-����� ��� �� ���������� �� ���� + �� 5�

����� ������� �
 ������		���

�� ��
���� ������ ���� �� ��
�������# Bt# ��� ������ ��� �� ������ ���!��

���
� ������ (ex, ey) K

\ ex ��� ��.������� - ��1� �� �������� ���� �� �������� ��������

\ ey ��� ������ �� ���� �� ����� �� � �����!��

�����.��� �� ������ ��� �!����� �� ������ �� B0� ������������ ���� ���� �� �����


��� �� �� ������ ���!����
� ������ ���
�� �� ��������� ���� � ����� �!����

������� ���� �� �������������� 
�������� ���� � ���� (ex, ey)�
��� ���������� ���� �������� ��� �� ������ 
���� (t,n)# ������� ���� � ���� ���

��������� �����������  �� ���� �� ��������� ����������� ������ �� ��������� ����

����������*� t �� n ������������� - � ��"������ ���� ������ �� �������$�����

������ � �������� ��� ��� ��� �� ��� � ������� �������� ez ∧ ex ������# �T

ez ��� � ������� �� ��� (ex, ey, ez) ���
� ��� ���� ���!����
�� ������� ��

R3  ��� ".��� +�+*� 7� ������ ��� n ���� �!��.�� �������
��� �� ��������� �

��. ����� ���������  - ��������� ���� �!��.�
��� �� ���������*� 3��� ��� ����

�� ��
��� ���� � 
��� �� ���� ��� ��
�������# ����

��� ���� �����������

����� �������� ��.����

����� ������� �������

&��������

����������� �� � ������� �� ��������# � �������
�# ��� ��������� ��

� ��

����� �������1 ����
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� ��� � ��� 
��!�
������ ��


������ ��� � �����
� ��� ���� �����

+@



# $���� ���%�����&�� �� ������

��� �����������

����/����� �� �� �!������ ��� �� ����"�� ��� � �����
� ���������� ��� ���� ��"��

�� ��� 
��!�
������� >���� ����� ��� �� 
���� �� ������.�� ��� 
�����

��������� �� ������  2* ��� ��/��� �� ������� �� ��������� ����� ��
�������

��� - ������� ��  +* ��� ��1������� ����� ��������� ���� �T �� �D���� ��������

�� ����� ���������� ���1 �� � 
�
�����# � ���1���� ��� ������� �����"���

��������

���� ����� �!���� ��������� � �����
� ���� �� ���
� ��������� ������-�����

��� ���
������ �� �����
� - ������ ��� ��������� �� ������ - � ���� �� ����

�� �������������� 3� �!��1 ���� ���
��# ��� ����� ����� �������
��� ��
��#

�� 
����� �� �������� ��
�������� �� �!���� !����!��� ���� � ��"������ ��

�����
��

������� ����.����� �� ����� ��
�� K

\ ,��� �� ���
��� ��
�� ���� ���� ������ � ���
������ ����� ����������

���� �� �����
� �����������  +�+ �� +�5* �� 
������ ��� ����� ������� ��

�����
� �����������  +�+ �� +�5* ��� ������� �� �����
� ������

\ ���� ���������� ������� ��1������� �� �������� �� � ������� �� �����
�

������

\ %�"�# ���� ��
��������� ��� ����� ������� ��� �.��
��� ������� �� ����

��
� ���������� �������

��	 �������� �� ��������

����� &�'	�
��	� �
 	�
�
��	�

• ���� α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn �� 
����������� ���� ������ Dα � �������

������� ����� �������� u ��� ������� �� 
���������� α�

Dαu =
∂|α|u

∂xα1∂xα2 ...∂xαn
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���� m ∈ N� ���� ������ Hm(Bt) ������� �� ������ ������� m ��� Bt�

Hm(Bt) = {u ∈ L2(Bt) | ∀α ∈ Nm, |α| ≤ m, Dαu ∈ L2(Bt)}

• ���� f ∈ (H2(Ω))d# ���� ��"������� ���������� D ��� D(f) = 1
2(∇f +∇fT )

• ����������� ������� Y :Z ��� � ������� ������� ������� - � ���
� �� ��!���

>���� ������ ���1 �������� A �� B �� ��� ��"��� �� � ��	�� �������� K

A : B = trace(ABT ) =
2∑

i,j=1

AijBij

• %�"�# ���� ������ D(Bt) �����
�� ��� ������������� ��"���� ��� Bt# ��

��������� ����"��
��� ��D���������� ��� Bt - ������� ��
���� ���� Bt�

����� &�'	�
��	 �� ���#����

������ K

p ∈ H1(Ω)

v ∈ (H2(Ω))2

���� �!���!��� - �������� ���� Bt ���������




∇p −∇ · (S(v) + T) = 0
∇ · v = 0∫
Bt

p dx = 0

 5�2*

��� ���������� ��1 ����� ��"���� ���� � 
���� ���������� K

��� ∂B(1)
t : n.(−pI + S(v) + T) = 0

��� ∂B(2)
t : v = 0

��� ∂B(3)
t : n.(−pI + S(v) + T) = fnn + ftt

�T S(v)# T ���� �� �������� ����������
��� ��"��� �� +�5�2 �� +�+�5� fn �� ft

���� �� ��������� ����������
��� ������� ��� �� �������� +�A �� +�4�

3�

� �� ���������� ��� �� ���������� ∂B(1)
t �� ∂B(3)

t ���� �� 
0
� ����#

���� ��
��"����� ��������� ��� ���������� ��1 ����� ���� �� �!������ �� �����
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���� �� ��������� ��������� ∂B(N)
t = ∂B(1)

t ∪ ∂B(3)
t # ∂B(D)

t = ∂B(2)
t ��

f̃ =

{
−n.T ��� ∂B(1)

t

fnn + ftt − n.T ��� ∂B(3)
t

���� ����� ∂Bt = ∂B(D)
t ∪ ∂B(N)

t �� ∂B(D)
t ∩ ∂B(N)

t = ∅� '����# �� ����������

��1 ����� ���������� K

��� ∂B(N)
t : n.(−pI + S(v)) = f̃  5�+*

��� ∂B(D)
t : v = 0

������	� K ∂Bt ��� ��
����� �� ��.
���� �� �������  ��� A�5�+*# �� ��� ����

�������!��F����� �� �� ����� C1  ����
�� ��� ��������� ��������� �� ���� ��

�������� ������� 2 ���� ���������* ��� 
�������

��� #���������� ������

,��� ����� ������ ���� ������ ��"��� � �����
� ����� ������������� �� ����

��
� ������ ���  5�2* ��  5�+* �� 
������ ��� �� ��������� (v, p) ∈ (H2(Ω))2 ×
H1(Ω) ��� ��������� � �����
� ����# ������ ��  5�2* ��  5�+*# ��������� �.��
���

� �����
� ������

���� ��"������� �� ������� �� ��������� �������� K

\ X = {u ∈ (H1(Bt))2 |u|∂B
(D)
t

= 0 ��
∫
∂B

(N)
t

u·n ds = 0}# 
��� �� � ���
�

‖.‖X = ‖.‖(H1(Bt))2
�� X ′ ��� ���

\ V = {u ∈ X |∇ · u = 0}# 
��� �� � ���
� ‖.‖V = ‖.‖(H1(Bt))2

\ Y = L2
0(Bt) = {ψ ∈ L2(Bt) |

∫
Bt

ψdx = 0}# 
��� �� � ���
� ‖.‖Y =
‖.‖L2(Bt)

�� Y ′ ��� ���

���� (v, p) ∈ (H2(Ω))2 ×H1(Ω) ������������ � �����
� ������ �� 5�+�+� '��� v

����"� v ∈ (H1(Bt))2 �� v|∂B
(D)
t

= 0� %� �D��# �� �������� � ��������� ∇·v = 0
�� � ������� �� ;���� K∫

Bt

∇ · vds =
∫

∂Bt

v · nds =
∫

∂B
(D)
t

v · nds +
∫

∂B
(N)
t

v · nds

=
∫

∂B
(N)
t

v · nds  ��� v = 0 ��� ∂B(D)
t *

3�

� ∇ · v = 0 ��� Bt# ���� ����"��� ���
∫
∂B

(N)
t

v · nds = 0 �� ���� ���

v ∈ X� ,������ 5�2
∫
Bt

p dx = 0 # p ∈ Y �

���� Φ ∈ X ��� �������� ����� %� 
�������� � ���
���� �.�� �� �����
�

5+



5�2 �� �� ����.���� ��� Bt ���� �������� K

∫
Bt

(∇p −∇ · (S(v) + T)) · Φdx = 0

����# ������� � ��"������ �� S#

∫
Bt

∇p ·Φdx −
∫
Bt

2µ(∇ · D(v)) ·Φdx =
∫
Bt

(∇ ·T) · Φdx  5�5*

%� ������������ �� ��������� ���������# ���� ���� ���� ��������� - ���

���
������ �������� ��� ��������� �� ������  H;�����# 2@6@J*� 9��� ���# ���

���������� �� ��������� ��������� K

∀u,v ∈ X a(u,v) = 2µ
∫
Bt

D(u) : D(v)dx

∀u, p ∈ X × Y b(u, p) = −
∫
Bt

p∇ · u dx

%� �D��# �� ��������� � ���
�� �� ;����� �� ���
��� ���
� �� � ������

.���!� �� ��������� 5�5# ���� �������� K

∫
Bt

Φ · ∇p dx = −
∫
Bt

(∇ ·Φ)p dx +
∫

∂B
(D)
t

Φ · (pn) ds︸ ︷︷ ︸
= 0 ��� Φ ∈ X

+
∫

∂B
(N)
t

Φ · (pn) ds

= b(Φ, p) +
∫

∂B
(N)
t

Φ · (pn) ds

%� �������� � ���
�� �� ;���� �� � ������� K

∇ · (A · v) = v · (∇·A) + A : ∇v

�T A ��� ��� 
������ �� v �� �������# � ���
�
∫
Bt

2µ(∇ · D(v)) · Φdx ��

���������  5�5* ���� ���1���
�� �� �������� �� a

2µ
∫
Bt

(∇ · D(v)) ·Φdx = 2µ
∫
Bt

∇ · (D(v) ·Φ) −D(v) : ∇Φdx

��� '�
���	 �	 B
		� �	�� &�
	 �����	 ��
 Bt 	�� ( !�
�� ����$�C	��� Φ ∈ (H1(Bt))
2 	�

p ∈ H1(Bt)�
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= 2µ
∫

∂B
(D)
t

n · D(v) ·Φds︸ ︷︷ ︸
= 0 ��� Φ ∈ X

+ 2µ
∫

∂B
(N)
t

n · D(v) · Φds

−2µ
∫
Bt

D(v) : ∇Φdx

= 2µ
∫

∂B
(N)
t

n · D(v) ·Φds − 2µ
∫
Bt

D(v) : ∇Φdx

= 2µ
∫

∂B
(N)
t

n · D(v) ·Φds − 2µ
∫
Bt

D(v) : D(Φ)dx

= 2µ
∫

∂B
(N)
t

n · D(v) ·Φds − a(v,Φ)

�� ������� D(v) : ∇Φ = D(v) : D(Φ) �� /����"� ��� ���������� D ���

��
������� K

D(v) : D(Φ) =
1
2
Tr(D(v) · D(Φ)T )

=
1
2
Tr(D(v) · 1

2
(∇Φ + ∇ΦT )T )

=
1
2
D(v) : ∇Φ +

1
2
Tr(D(v) · ∇ΦT )

=
1
2
D(v) : ∇Φ +

1
2
Tr(∇Φ · D(v)T )

=
1
2
D(v) : ∇Φ +

1
2
∇Φ : D(v)T

= D(v) : ∇Φ

%� ����������� ��� �.����� ���� 5�5# ���� ����� K

a(v,Φ) + b(Φ, p) −
∫

∂B
(N)
t

n · (−pI + 2µD(v)) ·Φds =
∫
Bt

(∇ ·T) · Φdx

%� �/������ � ��������
∫
∂B

(N)
t

f̃ ·Φds - �!���� 
�
��� �� ����� �.����# ����

�������� K

a(v,Φ)+b(Φ, p)−
∫

∂B
(N)
t

(
n · (−pI + 2µD(v)) − f̃

)
·Φds =

∫
Bt

(∇·T)·Φdx+
∫

∂B
(N)
t

f̃ ·Φds

'� �� ��� ���������� ��1 ����� ������� �� 5�+# �� �∫
∂B

(N)
t

(
n · (−pI + 2µD(v)) − f̃

)
· Φds = 0

: ����� ���� K

5=



a(v,Φ) + b(Φ, p) =
∫
Bt

(∇ · T) ·Φdx +
∫

∂B
(N)
t

f̃ ·Φds

���� ������ �� 
������ ��� �� (v, p) ∈ (H2(Ω))2 × H1(Ω) ��������� � ����

��
� ���� ������ �� 5�+�+ ���� ��� ���� �.��
��� �������� �� �����
� �����

���� � � 
0
� ���
� ��� ���� ��"�� ���� H;�����# 2@6@# �!������ :# �������

=J K




)������ �� ����� �� �������� (v, p) ∈ X × Y ����"��� K

a(v,Φ) + b(Φ, p) =
∫
Bt

(∇ · T) · Φdx +
∫
∂B

(N)
t

f̃ · Φds ∀Φ ∈ X

b(v, µ) = 0 ∀µ ∈ Y

 5�=*

��" $������������ �� �%�������� �� �� �%������ �%���

�������� ������

�� �����.� �� � ���
� ����� - � ���
� ����� ��� 
����� ��� ��1������� ��

��
����1 �������� ���
������ ��������� � �����
� ���� �� ���
������ ������

: �1���� �� �D�� �� �!����
� .����� ���1������� �� ��������� ��� ���� ����

������� ������� ���� ����� ����

�� �� (������� ��	����

9��� ��
������ ��1������� �� �������� ����� ������� �� �����
� 5�=# ����

���� ��������� � �!����
� �������# ���� �� � �!����� ��������� ��������� ����

H;�����# 2@6@J �

�������� ������	��
� �	 �����
�	� ����� ����	��� �� �������� ������ �

������ X̃ �� Ỹ ���1 ������� �� U����� ���� �� ���
� ���������� ‖.‖X̃ �� ‖.‖Ỹ �

������ X̃ ′ �� Ỹ ′ ���� ������� ����1 ����������� ���� < . , . > � ������� �������

�� ������ ����� Ỹ ′ �� Ỹ �

������ ã �� b̃ ���1 ���
�� �������� �� ���������# ã( . , . ) : X̃ × X̃ −→ R ��

b̃( . , . ) : X̃ × Ỹ −→ R�

���� ��"������� � �����
� (Q) ��

� � ���� K

(Q)




9��� l ����� ���� X ′ �� χ ���� Y ′# ������� �� ����� �� �������� (ṽ, p̃) ∈ X̃ × M̃ ����"��� K

ã(ṽ, ũ) + b̃(ũ, p̃) =< l, ũ > ∀ũ ∈ X̃

b̃(ṽ, µ) =< χ,µ > ∀µ ∈ Ỹ

������ Ṽ (χ) = {ũ ∈ X̃ | b̃(ũ, µ) =< χ,µ > ∀µ ∈ Ỹ } �� Ṽ = Ṽ (0)�

5A



�� �� ���1 ���������� ��������� ���� ����"���

2� ã ��� �������� ��� Ṽ  ���� � �1���� ��� ��������� α > 0 ��� ��� ���� ����

ũ ∈ Ṽ # ã(ũ, ũ) > α ‖ũ‖2
X̃
*

+� ∃β > 0 �� ��� ���

µ ∈ Ỹ

���

u ∈ X̃

b̃(u,µ)
‖u‖X̃‖µ‖Y

≥ β

���� � �1���� ��� ������ �������� v ∈ V (χ) ��� ��� a(v,Φ) =< l,Φ > ∀Φ ∈ V

�� ��� ������ �������� p ∈ Y ��� ��� � ����� (v, p) ���� ������� ������� ��

�����
� (Q)�
������	��	��� � ���� ������� �� .������ �.��� �� � ��
���������� R ����

� ��
���������� ��
����# �� ������� - H;�����# 2@6@J�

G� �

� ���
�� �� 
������ ��1������� �� �������� ����� �������� ṽ0 �����

"��� b̃(ṽ0, µ) =< χ,µ > ∀µ ∈ Ỹ �

G� ������� �����
� ��� ���� ��"�� ���� Ṽ K

(Q′)

{
)������ ��� �������� w̃ = ṽ − ṽ0 ∈ Ṽ ����"��� K

ã′(w̃, ũ) =< l, ũ > −ã(ṽ0, ũ)∀ũ ∈ Ṽ

%� �������� � ��������� 2# ã′ ��� �������� ��� Ṽ � ������������ �� �!����
�

�� ��1�&�.��
 ���
�� �� ��
������ ��1������� �� ������ �� w̃ ∈ Ṽ # �������

�� �����
� (Q′)� ṽ = w̃ + ṽ0 ��� ���� ��"���

������������ �� 
0
� �

� ��� ��������� ���
�� ������� �� 
������ ��1���

����� �� �������� ����� �������� p̃ ∈ Ỹ ����"��� b̃(ũ, p̃) =< l, ũ > −ã(ṽ, ũ) ∀ũ ∈
X̃�

�� ����� (ṽ, p̃) ∈ X̃ × M̃ ����� ��������� ��� ������� ������� �� �����
�

(Q)�

�� �� )������
��	 * 	�
�� ���#����

���� ���� �������� � �!����
� .����� - ����� ��������� ���� K

\ X̃ = X# Ỹ = Y �� Ṽ = V �

\ ã = a# b̃ = b

\ l ∈ X ′ ��"��� ��� l(Φ) =
∫
Bt

(∇ ·T) ·Φdx +
∫
∂B

(N)
t

f̃ ·Φds

\ χ = 0
X �� Y ���� ���� ��� ������� �� U����� �����

a �� b ���� ���� ���1 ���
�� �������� �� ��������� ��� ���� ����
��� ��

��"������ �����������

: ��C� ���� �� ��
������ �!����� ��� ���1 ���������� �� �!����
� ���������

���� ������� ��1������� �� �������� ����� ������� �� �����
� ������
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0��
1	��
�� �� �� 	���
�
�� �

���� ������ 
������ ���� �1���� ��� ��������� α ��� ��� ���� ���� u ∈ V #

a(u,u) > α ‖u‖2
X �

2�������� ����
�
��
���

3�
��,��
�� �� 4���

�����.���� �� [��� ���� ������ ���# ���� ���� ��
���� ������ Ω ⊂ Rn

 n ≥ 2* - ���� C1 ��� 
������  ��� H<������# 2@??J*# � �1���� ��� ��������� c

��� ���# ���� ���� u ∈ (H1(Ω))n # �� ��� K

‖u‖(H1(Ω))n ≤ c(‖u‖(L2(Ω))n + ‖D(u)‖(L2(Ω))n×n)

3���� ��������� ��� �.��
��� ����"�� ���� ��� !����!���� ��� ������ ��� �

���������  ��� ������� �� ��
���������� ���� H,��^� ��� &���!�����# +88=J*�

���� ��������� !����!����# ����.���� ����� � ���
� ��
��"�� ��������

‖∇u‖(L2(Ω))n×n ≤ cK ‖D(u)‖(L2(Ω))n×n  5�A*

: ��C�# ��� �1�
��# ��� u ����������� - (H1
0 (Ω))n  ���
���� ���.���� ��

[��� H,��^� ��� &���!�����# +88=J* �� ��� u ������� ��� ��� ������ �� �

��������� �� 
����� ��� ���  H<������# 2@??# ,����!# +888J* �� ������ ���∫
Ω

∂ui
∂xj

− ∂uj

∂xi
dx = 0 ���� ���� i, j = 1, ... , n  ���1��
� ���.���� �� [���

H,��^� ��� &���!�����# +88=J*�

,��� ������� X# �� ��������� ��������� ��� ∂B(D)
t ���# ��� ������������ ��


����# ��� �� 
����� ��� ���� ���� ������� ���� �������� ����.���� 5�A�

3�
��,��
�� �� 5�
�	���6/�
���
	��

�����.���� �� 9��������$�������!� �������  ��� H�������# +888J* ��� ���� Ω ⊂
Rn ������ ����� �����1� - ���� �����!��F���# m ∈ N∗ �� V �� �����������

���
� �� Hm(Ω) �� ��� ��� ������������ ���� �� �����
�� �� ��.�� �������
���

��������� - m ���� ������� - {0}# � �1���� ��� ��������� c ��� ��� ���� ����

u ∈ V

‖u‖(Hm(Ω))n ≤ c |u|m,(Hm(Ω))n

: �� ������ ��� �� ���
�� ‖u‖(H1(Ω))n �� |u|1,(H1(Ω))n ���� ����������� ���

���� ������ ����� ���� (H1(Ω))n# ���� ���� �� ��������� ��������� ��� ���

������ �� � ��������� �� Ω �� 
����� ��� ���  ��� H�������# +888J*�
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��� ��������� �� X ��������� ��� ∂B(D)
t # �� 
����� ��� ���# ���� � �1����

cP > 0 �� ��� K

‖u‖(H1(Bt))2
≤ cP |u|1,(H1(Bt))2

= cP ‖∇u‖(L2(Bt))2×2 ∀u ∈ X  5�4*

����������
�� �� �� 	���	
 
�� ���� u ∈ V � ,������ ����.���� �� [���  5�A*

����"�� ��� X# ���� ����� a(u,u) = 2µ
∫
Bt

D(u) : D(u)dx ≥ 2µc−1
K ‖∇u‖(L2(Ω))n×n �

�����.���� �� 9��������$�������!�  5�4* ����"�� ��� X# 
����� ��� ‖∇u‖(L2(Ω))n×n ≥
c−1
P ‖u‖(H1(Ω))n � ���� ����� ���� a(u,u) ≥ 2µc−1

K c−1
P ‖u‖(H1(Ω))n # a ��� ����

���������

0��
1	��
�� �� �� 	���
�
�� �

���� ���� ��
������ ���� �1���� β > 0 �� ���

���

µ ∈ Y

���

u ∈ X

b(u, µ)
‖u‖X ‖µ‖M

≥ β

9��� ��� ���� ���� ���� �������� � ��
���!� �� H;�����# 2@6@J ��� ���


����� ����� ��������� ���� X = (H1
0 )2 �� ����"�� ��� �� �������� ������� �����

���� X �� ���� ��� ��"�� ����

2�������� ����
�
��
��� ����� �  H;�����# 2@6@# �

� 5�+J*

���� W = {u ∈ H1
0 (Bt) | (∇u · ∇w) = 0∀w ∈ H1

0 (Bt) |∇ ·w = 0}�
����������� �����.���� ��� �� ���
���!��
� �� W ��� Y �

����������
�� �� ��
��,��
�� ,������ � �

�# ���������� �����.���� ��� ��

���
���!��
� �� W ��� Y ���� � �1���� k > 0 �� ��� ���� ���� u ∈ W #

‖∇ · u‖Y ≥ k ‖u‖W  �( K‖.‖W = ‖.‖H1(Bt)
*�

���� φ ∈ Y � : �1���� w ∈ W �� ��� φ = ∇ · w ���T

< φ,∇ · w >

‖w‖W

=
‖φ‖2

Y

‖w‖W

≥ k ‖φ‖Y

,� ��� u = −w ∈ W �� b(u, µ) =< φ,∇w >�

u ∈ W ⊂ H1
0 (Bt) ⊂ X �� ����"� b(u,µ)

‖u‖X‖µ‖M
≥ k ����

���

u ∈ X

b(u, µ)
‖u‖X ‖µ‖M

≥ k

3���� ������� ��� ����� ∀φ ∈ Y �� k �� ������ ��� �� φ# ����

5?



���

φ ∈ Y

���

u ∈ X

b(u, µ)
‖u‖X ‖µ‖M

≥ k

�� �� �����
�


��� !����!���� �� �!����
� ���1������� �� ��������� ����� ������� �� ����

��
� (Q) ���� ����"���� : �1���� ���� �� ������ ����� (v, p) ∈ X×M �������

�� �����
� ������

��& '����� ( �� ����������� �����

���� ����� 
����� ��� � �����
� (Q) � ��� ������� ������� ���� ����


��������� ������� �� �����
� ������ �� ���� ��� ������ �� 5�2 �� 5�+� 9���

���# � ���� ���� 
������ ��� � ������� �� �����
� 5�= ����"� 5�2 �� 5�+�

��+�� �����
�
 �������	����

������	� � ���� φ ��� �������� �������� �� L2(Bt)� ��
∫
Bt

ψφdx = 0 ∀ψ ∈
L2

0(Bt) ���� φ ��� ��������� ��� Bt�

������	��	��� � <��������� ��� �������� �� ��������� φ ��� ���������� :

�1���� ���� (u1,u2) ∈ (Bt)2 ��� ��� φ(u1) > φ(u2)� φ ����� ��������# � �1����

ε > 0 �� B(0)
t �� ��� K

\ B(inf)
t = {u ∈ R2 | ||u − u2|| < ε} �� B(sup)

t = {u ∈ R2 | ||u − u1|| < ε}
������ �������
��� ����� ���� Bt �� �������������� ����

\ B(inf)
t # B(sup)

t �� B(0)
t = Bt\

{
B(inf)

t ∪ B(sup)
t

}
���
��� ��� ��������� �� Bt

\ ���(φ)

B(sup)
t

< ���(φ)

B(inf)
t

���� z ∈ Bt# ���� ��"������� � �������� ψz : u → max(1 − ||u−z||
ε , 0) ��������

��� Bt�

���� ��"������� 
��������� � �������� ψ = ψu1 − ψu2 � >���� ����� ���

B(inf)
t �� B(sup)

t ���� �������
��� ����� ���� Bt �� ���������# � ��� ���� ���

ψ ∈ L2
0(Bt)�

∫
Bt

ψφdx =
∫
B

(sup)
t

ψφdx +
∫
B

(inf)
t

ψφdx +
∫
B

(0)
t

ψφdx︸ ︷︷ ︸
= 0��� ������������ �� B(0)

t

5@



∫
B

(sup)
t

ψu1φdx −
∫
B

(inf)
t

ψu2φdx

≥ ���(φ)

B(sup)
t

∫
B

(sup)
t

ψu1dx − ���(φ)

B(inf)
t

∫
B

(inf)
t

ψu2dx

,������ � ������������ �� B(inf)
t # B(sup)

t # ψu1 �� ψu2 # ���� �����
∫
B

(sup)
t

ψu1dx =∫
B

(inf)
t

ψu2dx �� ���(φ)

B(sup)
t

< ���(φ)

B(inf)
t

�

���� ��������� ���� ���
∫
Bt

ψφdx > 0 ���� ψ ∈ L2
0(Bt)�

7�# ������� �� !����!���� ������� ���� ������� �� � ��������� ���� �����∫
Bt

ψφdx = 0
���� ����������� ��� - ��� �������������� ��!����!��� Yφ ��� ��� ���������Z

��� ���� �������

��+�� ,��
��� ��
����

���� (v, p) ∈ X × M ������������ � �����
� ������

����������
�� �� ∇ · v = 0

���� ����� b(v, µ) = 0 ∀µ ∈ M � >���� ����� ��� v ∈ X# ∇ · v ∈ L2(Bt)#
���� ������� �������� � ��������� ������� ��������� �� ������� ��� ∇ · v ���

�������� ��� Bt�

3�

� v ∈ X#
∫
∂B

(N)
t

v · nds = 0� ���� ����� ����

∫
Bt

∇ · v dx =
∫

∂B
(D)
t

v · nds︸ ︷︷ ︸
= 0 ��� v = 0 ��� ∂B(D)

t

+
∫

∂B
(N)
t

v · nds︸ ︷︷ ︸
= 0 ��� ��"������ �� X

= 0

∇ · v ����� ��������# ���� ������ ���� �������� ��� ∇ · v = 0�

����������
�� �� ∇p −∇ · (S(v) + T) = 0

v �� p ����"���

a(v,Φ) + b(Φ, p) =
∫
Bt

(∇ ·T) ·Φdx +
∫

∂B
(N)
t

f̃ · Φds ∀Φ ∈ X

����# �� �������� � ���� ��� D(v) ��� ��
�������#

=8



2µ
∫
Bt

D(v) : ∇Φdx−
∫
Bt

p∇·Φ dx =
∫
Bt

(∇·T) ·Φdx+
∫

∂B
(N)
t

f̃ ·Φds ∀Φ ∈ X

 5�6*

3�

� (D(Bt))2 ⊂ (H1
0 (Bt))2 ⊂ X # ��.���� ��������� ��� ����� ���� �����

�������� Φ ∈ (D(Bt))2� ���.���� ��������� �
����� ����

∇p −∇ · (2µD(v) + T) = 0  5�?*

�� ���� ��� ��������������

����������
�� ��� 	���
�
��� ��) !����

�� ��������� v|∂B
(D)
t

= 0 ��� �
����� ��� � ��"������ �� X�

������� ���������# n.(−pI + S(v)) = f̃ ��� ∂B(N)
t ���� 0��� ��������� ��

��������� ���
��
��� � ���
�� �� ;���� ���� 5�6# �� ��� �����# ∀Φ ∈ X#

!−
∫
Bt

(2µ∇·D(v)+T )·Φdx+
∫
Bt

∇p·Φ dx+
∫

∂B
(N)
t

n·(−pI+2µD(v))·Φds =
∫

∂B
(N)
t

f̃ ·Φds

���T# �� �������� 5�?#∫
∂B

(N)
t

[
n · (−pI + 2µD(v)) − f̃

]
· Φds = 0∀Φ ∈ X

����# ���
��
���# n ·(−pI+2µD(v)) = f̃ ��� ∂B(N)
t � 3���� ��������� �� ����

0��� ��������
��� ��
������ ��� �� v ∈ (H2(Bt))2� ,��� �� ���# � ������� 5�?

���� ����� p ∈ H1(Bt)� : ��� ���� ������� ���������� � ���
�� �� ;����

���� 5�6�

���� ����������� ��� � ��������� ��C���� ���� ������� - � ���
������ ����� K

���� ����� ������ �� ����� ��� !����!��� �����
������� ��� v� 3���� ��C����

�� �������� ���� ���� �� �����
�� ���� ��� ���������� ��1 ����� �� ���� ����


���  ��� H�������# +888J*�

��) ���������

������� 
��!�
������ ��� ��������� �� ������ ���� � ���
�� �� 
������

��1������� �� �������� ����� ������� ���� � ��� �� � ���
������ ����� ��

�����
�� 3���� ������� ��� ����� ����� ���� � ���
������ ����� - ��������� ��

����� ��� !����!��� �����
������� ��� ���
�� �������� � ������� ��� ����������

��� ∂B(N)
t �

=2



%� �����# ���� ��� ����������� - ��� ������� ��
��"�� �� ����� 
����#

����� ����� ���� � ���
�� �� ��
������� �� �� 
������ ��
�������� �� �!����

!����!��� ���� � ��
���������� �� ��1������� �� �������� �� � ��������

���� ������� ��� ���� � ��
���������� ���� ��������� ��
����# ��� ��

�������������� %� �D��# ����� ��
����������# ����� ����� �� ���������� ��1

����� ��� ���� ������# ��
�� �������� ��� ����� �� ��M����� �� ��
��� ,�

�� ����# �� ���� ��� ��/������ �� ����� ������� %� �����# �� ��
������� �D�������

���� �������� � �����
� ��"�� ��� ��
���� �� ���
� ��� ������� ��� ���������

�� ������������� ��� ����� ���1������ �������� ��
�������# �� ��� ���� � ����


�� � �����	�	 �� ������ �� �!��1 ���� � ��"������ �� �����
�� 9�� ������#

H3������ ��� �!����# +88+J ��������� ��� ��
���������� �� ��1������� �� ��

�������� �� � ������� ���� �����
� �� ������������� ��� ������������ �T ����

��
�� ��� ���������� ���� �����# �� ���������� �� ���� �
������ ��.���� �����

�� ������ ���������� �� � ������� �� ��������

3�� ��D������� �������� 
������� ��� ����� 
���� ��� ���� ��"�� �� ���


��!�
������# �� ��� �.���
� � ���!���!� �� �������� ��
�������� 3� 
����#

��� ������� �� ��
������� ����������� ���� � ��
����.� �������# ���� �����

����� - ��
����1 ����
����� ������������� � 
���� ������� �� �����
������� ��

��� ����
�����# ��� ���� ���� ������� ���� � ����!��� �!������# ��� �������

���� � 
��� �� ���� �� ��
������� �� ������ ���� �� �������������

�A� 	���	 �	� �������
����� ����	� �	 ��	���	��	 	� ������� �	 ������� ��� �������� �	
7��	
�"��D	� ��
���	 ���� ����	 ��	 ��	��	 ����	 ��
 �	� '
����
	� ��'� EB
����� +FGF�
H����
� 9,,8I��

=+



' (���	��������� ��� ����������

"�� �����������

�� 
���� ������ �������

��� ���� ���������� �������� ����
����� ��������

������ �� ���������� � �������
� �� � 
�
������ 9��� ������� �� ��
�������

���������� ��� ���# ���� ����� �M �����
���� �� ������ �� �!���� ����1� 7�

�� ������ �� ��� ����
����� ���� .������
��� ��������� ���� �� ����������

3��������# �������� �� ��� ����
����� ���� ���������� ���� � ����������

���� �������� ����� �� ������ _���� �� ������� ����������# ���� ���� ��

��

������ ��� ������ �� .�������� ������������� - ��� ��������

,������� ����
����� �� ���� ��� �������
��� ����������# � ��
���� ����

�������� ����� �� ������ ,��� �� ��� ���� ����� ������� ��� ������ �� �����


����� ��
������� ���� � ���������� �� �� ������������� ��������

>���� ����� ��� � 
���� ��� ����
��������# �� ���C������ ������� �� ����

���������� ��� �������
��� - ���1 
������ �1����
�����
��� �� ����
�� ��

����� ��
�������� ,��� �� �!������# ���� ������.���� ��� ���1 ����� �� �����


����� K ���� ����� ���� 
������# �� 5,# �� ���� ����� ���� ������ �� +,�

3�� �������� ���� ������� ��� ���
���� �� ������ ���C������ ���������� ,���

�� �!������# �� ���� ����� �� �/������ Y���Z �� �1������ �� ��
��� ����������

���� �� ����
����� ,��� �� ������ �!�������# ������� ��� � ��� ���
��.�N��#

���� ����� ������
� � Y���Z �� �1������ ���� ��.�� � ���������

,���� 
������ .������ �� ��������� �������� �� ���1 ��
������� ��� �


0
� ���
� ��� �� ��������� �� ����� ��
������� R ���� �� ���C������ ����

���� �!��.���� 9��� ������ � ����� ��� ���C������ ���������# ���� ����� ����

�� ����� ��� ����� 
���� ���� ��������� ��� � ��� ����.������ - �� 
����

5, ������ ��� �1������� ��� 2µm �� ��� +,# ������-����� ��� � ��
���� Bt

���� ��������� - � �����!� �� �������� Ω ����������� ��� � ".��� +�+ ����

�!����!��� ��� � ������ �� �������� ��� ������.�� ���� ��1� ��� ������

��� ������ �� ���������� ���� � �������  �*# � 
����
����  µ
* �� � ���� ��]�

���  ��* � ��� ������ ������ �� ��������� �� �������� 9�� �1�
�� �� ���������

���� �1���
��� �� �������]��� ��� 
����
���� �����# ������-����� �� 9����� ��

������ =�2 ����� � �������������� ����� �� ������ ��� .�������� �������� ����

� 
���� +, �� ��� ��� .�������� ����������� ���� � ��
���� 5, ����������

=5



����  ������ ��� �1������� �� Bt ��� 2µm*�

;������� ����� �� +, ����� �� 5,

B������ µm.s−1 µm.s−1

$���� ����������# �������� pN.µm−1 Pa

$���� ���
���� pN.µm−2 pN.µm−3

3��C����� �� ������� µg.µm.s−2 µg.s−2 = 10−9J.m−2

&���� �� ��1��� µg.µm3.s−2 µg.µm2.s−2 = 10−21J

3��C����� �� ������� T# kAct pN.µm−1 Pa

3��C����� �� ��������� pN.µm−1.s Pa.s

���� =�2K 3��������� ����� �� ������ ���������� �� �� ������ �� 5,
�	� ����� ����
	��	� ���� 	��
��	� ���� �	 ������	 ������ �� �����	 	� �	� ����� 	� -�

���� 	��
��	� ���� �	 ������	 ������ ���	��

"�	 *������ �%��� ��� �������������

 ���� ������ �� -�%��	

3� ���C����� � �������� ��� ������ ���� �����!������ ��� 
������������

- ����� �� 
������������ H%���� ��� �� 3��# 2@6A# %���� ��� �����# 2@?8#

X��.! ��� (�����
��# 2@@A# U]��. ��� X��.!# 2@@6J� ,��� ���� �� ��� ��

������ ����
��� �� ������� ���� ��������� 10−20 − 10−19 O�

������.�� �� ��1��� �� � 
�
����� ������������� - � �����!� �� �������� Ω
��� �.�� - kf

2

∫
∂Ω1

(C−C0)2da�� ,��� ����� 
����# �� 
0
� ���
� ����.������

���
kapp

f

2

∫
∂B

(m)
t

(C−C0)2ds� 3�� ���1 ���
�� ������� 0��� �1���
�� ���� � 
0
�

����� �� ����� � 
0
� ������ 7� � ���� [kapp
f ] = ML3T−2� 9��� ������� kapp

f �

��C� ������.��� kf ��� ���������� �1������� ,��T kapp
f =

∫
��������� ��Ω kfdz =

kf · 1µm ���� kapp
f = 2102µg · µm3.s−2 ������� HX��.! ��� (�����
��# 2@@AJ�

 ���� (�	���	 �� ���#��	�

�� ������� �� 
�
����� � �.��
��� ��� ������� �� ����� ���� �����!������

��� 
������������ HU��!
��! ��� X��.!# 2@?6# ����!�
 ��� U��!
��!# 2@@+J

�� ��� ������ �������� HU���� �� ��# 2@@@# �����
��� �� ��# +882J� %� � �����

��� 
������ ��� 
������������ ��� ��� �������!��� H����!�
 ��� U��!
��!# 2@@+#

������� �� ��# 2@@AJ �� ��� ��� ��������� H%���� ��� I���.# 2@?@# ������� �� ��# 2@@AJ�

��	 �	
�	 �	 ���
!�
	 B����	��	 ��� ���
!�
	 �����	� ������
�J� ��� ���� ��	��
	���� �	
����	
�	 ��
 Ω �	 �$���	 ��� �	 ���	 ���������	 �� ���
� �	� ��'�
������ ������
�	��
����
�� �	 �$��
��	 =*�
	���> �	 B����� ���� ������ ��	 �	�� ��
'��	� �����
��	�
��� �� �&�	 ���
!�
	 �	 B����� A� ��� � ���� ��� ��
���� �	 �� ���
!�
	 �����	 K ���1
���!�	��	 ���� �	� �	
�	 ���� �	 ���
���	��

==



��� ������ ����
��� ������� ����� 4 �� 36 10−6J ·m−2� �� ������� �� 
�
�����

� �.��
��� ��� 
������ ���� ��� �������� �� 
������  �
��� ��� ����.�*#

�� ������ �� ����� �������# ���� ��� ���������� �1����
������ �������������

���� � ����������� ��� �����# � ������� �� 
�
����� ����� �� 8�8= - 8�=

mNm−1H,�� �� ��# 2@@?J�

%� ��������� �� � 
0
� ��	�� ��� ���� =�+�2# ���� �1���
��� �����.�� ��

������� �� ����� ��
�������
∫
∂Ω λ∆A

A dA �� ���� � 
���� - ���1 ��
�������∫
∂B

(m)
t

λapp

2

∥∥∂rm
ds

∥∥ ds� : �� ������ ��� [λapp] = MLT−2 �� λapp = λ · 1µm ����

λapp = 4.8 103µg.µm.s−2 �� ��� ����� ���� λ � ����� ������ ��� �����
���

H�����
��� �� ��# +882J�

 ���� &�	��
� �������� �
 �������
� �� ��
�������

���� ����������� � �������
� �� �������� ��

� �� ����� �������1 ��

������ ���� �� ������������ �� %��� H%���# 2@??J� 3� ����� ��� ���������
���

��
���� �����# �� ���������# �� ���������� ����������� �� �� "�
���� ���������

3�� �������� ����� ���� 
����������� �� ���
� �� ���
�# � 
���� ���
���� ��

�������
� ���� 0��� ���������� �.�� - ��� �� �����

�� ��������� �� �������
� �� �� ��� ������������ ��� ��� ��� 
������ ����

��� ��������� (��  H(��# +88+J* ������� ��� � ��������� �� �������
� �����

���� �� ����� ����� 2 �� 250Pa.s�

������.�� ������������� �� �������
� ����
∫
Ω(µ(∇v)T ) : ∇v dx� %� ���1 ���


������� �����
∫
Bt

(µapp(∇v)T ) : ∇v da� 7� �� ������ ���� ��� [µapp] = M.T−1

�� ���- µ = 200Pa.s ���������� µapp = 200µgs−1�

=A
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"�� ���������� ��������

 ���� $��.���	
� ��� �	�
��	� ���	���	���������

3������� �!���
���� ���� 
� ������ �� ������ �� �!������ ���1���� ����

�� ������������� 3�������� ���� ��������� �������������� ��� ���
������ ��

������ ��� ���������  �� ���� ��� �1�
�� ��� � ������� �� 
�
����� ���

���S� ���� � ������� �� 
�
�����*� ���� ����� �!���� �� ������ ��
��� �� ���

�!���
���� ��� ��� �������� �!���
����.���� ���� �� ����
����� ���� ���

���
���� - ������ �� ������� �1����
������  ���� ������� ����� � ������� ��

� ������� �� 
�
����� H����!�
 ��� U��!
��!# 2@@+J* �� �� ��	�� - �������

�� ��� ��
�����
��� �� 
����  ���� ������� ����� � ������
��� �� � ��
��

��������������� ������������ �� � �������� �� �����*�

���� ����� �!���� �� ����������� �� ��������� �!���
����.����� ��� �� ��.�


�N��� φ �� ψ  ������� ���� ��� ������� "����� ξ* K

φ(ξ) =
2ξ̃kx

1 + ξ̃kx
 =�2*

ψ(ξ) =
2

1 + ξ̃kx
 =�+*

�T ξ̃ = ξ
ξ0

�� �T �� ����
����� ξ0 �� kξ ������������� ����������
��� � ���� �T

�� ��������� ����� 2 �� � ����� �� ξ = 1  ����� ������1���*� φ ��� ����������

�� 8 - + �� ψ ������������ �� + - 8�, ��

2����
�� ����� �� ����
�� �� �� ����
�� �� ���!����

ρm0 ���������� � ������� ���
�� �� 
�
�����# ���� ����� � ������� ��


�
����� ��� �.�� - �� ����� �� ������ >���� ����� ���� ���1���� ��� �� 
�����

�� �� ����
���� �� ��� � ��� ����� ρ �� λ ��� ����
��� �!���
����.����# ����

����� "1� ρm0 = 1�
�� ������� �� �����# ������������ ��� kρm = 2 ����� ��� ����� ���� �����#

��
������ ���� �� ������������ H����!�
 ��� U��!
��!# 2@@+J�

7���� ���������
�� �� �� 	���!��� �� �����

���� ���������� ���� � �!������ ? ��D������ 
������
�� ���� � 
���"������

�� � �������� �� ������ �� ��
�� ��������������� ������������ �� � ��������

��	 ��	?�	�� 9 ���� ��	��
	���� �	 φ 	� ψ 
	/��	 ���
	 �$�� �	 �
����	
 �� ��
����
�����
�	 �� ������� =��
���	>� ��
���	 ξ = ξ0 φ(ξ) = ψ(ξ) = 1� ����L� ������
� ��
 	�	���	�
�	� '������� ��
�����	� ��
��� ��
 �� ��	
����	 ����
	�

����� ���
	 �����	� �	� ���	�
� 	��
����	� , 	� 9 �	 ���� <���� ���	��	� ��
 �	� ��
�!�	�
����� �	 
L�	 �	 x ���� ��
��	�	�� �����	� 	�  �	��

=6



�� ����� τC0 ���� ��"�� ����� K

1
τC0

= β0
α2

α2
0 + α2

�� �!��1 ��� .�������� α �� α0 ���� ������ �� �!������ ?� 2
β0

��� � �����


���
�� ��� ���� ������� τC0 � %� �������� �� ������� - ��� ��/��# ���� �����

������ �� ������ � 
���� �� �!��������� β0  �1���
� �� ��������* ���� ����

��
�� {0, 1
8 , 1

4 , 1
2 , 1, 2, 4, 8}# ��� �������� �� ������ ���������� �� �����0� -

���!�� �� ��
�� �� ��� ��
������  48 �������� �� 
�1�
�
*�

 ���� )����
��� �
 ������
 �� ����
���
� �� ����
�	�

���� ����� ���� ��

� ���������� ��� fAct

\ ��0��� ��C��

��� �������� �� ��������#

\ �� ������� ��� ������������ ���������� ���������� �� ����
�������

�� �!��1 �� K

fAct(x, y, t) = e
− (x−x0)2

l2x
− (y−y0)2

l2y · χ(t)  =�5*

�T

χ(t) =
t3

t30 + t3
ea·tb  =�=*

������ - ��� ��������� 3���� �������� ��� C∞ �� ������ �� ���
�� ���/����� �

���
� �� ������� �� � ����� �� 
���"��� � ������� lx
ly

�� �� ���������� -

����� �� x0 �� y0� �� �������� χ ���
�� �� ������ ��
��� ����� 
��� �� �!��.�

���.�������  ���
� �������������* �/���� ��� t0 �� �� ��
����� ���.�������
���

��
������ �� ��.��  ���
� �1�������� ���� a < 0*� �� ".��� =�2 
����� �

���" �� � �������� χ ��� 48 �������� ���� t0# a �� b ����� ����������
��� ?#

10−17 �� 28�

0 10 20 30 40 50 60
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

temps (sec)

Amp
litud

e

���� =�2K <������������� �� χ(t)
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����	 �	 �	��� ����	�� �	 , ( .,�� �	� ��
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	� t0� a 	� b ���	�� 
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%� �����# � ������� T ��� ������ ��������� �� ������� ���������� - ��� �����

���
���� ������� ����� ∇ · T� ���
������ 
�1�
�� �� ����� ����� ���


�1

Bt

∥∥∥∥∥∇ · (kActe
− (x−x0)2

l2x
− (y−y0)2

l2y · u ⊗ u)

∥∥∥∥∥ = 
�1

Bt

∥∥∥∥∥∇ · (kActe
− (x−x0)2

l2x
− (y−y0)2

l2y ·
[

u2
1 u1u2

u1u2 u2
2

]
)

∥∥∥∥∥

7� u =

(
0
1

)
����


�1

Bt

∥∥∥∥∥∇ · (kActe
− (x−x0)2

l2x
− (y−y0)2

l2y · u ⊗ u)
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≤ 2kAct

ly
· 
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y ∈ R
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ly

e
− (y−y0)2

l2y

∣∣∣∣∣ =
2
√

2e−1/2

ly
kAct

3� 
�1�
�
 ��� ������� ���� x = x0# y = y0 ±
√

2
2 ly�

,��� �� ��
������� ��� ���� ���������� ���� ����� ������ ly = 1 �� y0 = 1�
,��� �� ��� 2

√
2e−1/2

ly
� 1.7 �� � 
�1�
�
 ��� ������� �� ����� (x = 0, y �

0.3) ���# ���� ����� ������
�����# ���������� - Bt ∀t ∈ [0, 60]� '���� kAct

������������ ������ �� .������� �� ��
������ 
�1�
�� �� � ����� ���
����

.������ ��� ��������

%� ������ ���� �� ������1 �� H[���!�� �� ��# +885J# ���� ����� �!���� kAct

���� ��������� 0.5 − 10 pN µm−2�

"�" ���������

���� ������ �� "1�� �� ������ ���� �� ����
����� �� 
����� ���������

�� ������ 
������� ��� � ������� �� ������ ��� ��������� ���� ��������� -

������� ���� ������� ���� �������� ����� �� ������ �� ���� =�+ �����
�� ��

������ �����.��� �1����
������ ������� ���� �� ��������� ��� ��������������

�����������# ���� ����� ������ ��� ��������� �!���
����.����� ������������

�� ��
�����
��� ��
������ ���� �� ������� �1����
�������
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���� ��� ����� �������
��� ��"�� �� ������ �!�������� '"� ��0��� ������

������# � ���� 0��� 
�� �� ���� �� ������ �����
������# �� ��� ���� ���������
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,��� �� �!������ ���� ��������� ��

��� ���� ����� ������� ���� �������

��� ��
������� ��
������� - ������ �� 
���� ������ �� ������ ���� �� �!�������

�����������

,��� �� ���
��� ��
��# ���� ��������� �� 
������� �� �� 
��!���� �������

�� �1������� �� ������� �� ��� �!��1� ���� �������� ������� � ��������
���

�� �������# �D����� ���� ������� �� ��������� �� �.���� ������ �"� �� �������

�� ��
��� �� �����"����� �� 
����� '���� ����# ���� ���������� �� ��C�����

����������� ��� � 
��� �� ���� �� ��� �������� 9��� "��� ���� 
��������� ��

����� �D������ ���� ������ ��
������
��� � 
���� �� �� ��
��������

&�	 
����� �� �������� ��������

+���� ��
���� �� ������
��	

9��� ��
��� ��� �1��������� - ����� �� ����� 
����# ���� ����� �!���� ��

�������� � �����
� ����������� ��D��������� �� �.�������� ��� � 
��!��� ���

��
���� "���� 3���� 
��!��� �������� �������.� �� ������� �������� �������

�
��� ��� ��� 
���.��# �� ���� ��� .��
������# ��
��1��� G� ����� �����

�� ����� ������!� ��� ���� �1���� �� ��
����1 �.����� �������� �
��
������

����� 
��!���� ���� ��� �!��1 �� ����� �!��� ����� �� �
���� � ������ �������

��
����# ����� ����������� ���� �.���� ������
��� �� "��� ��

� ���� ���

����� ����� ���
�������

'���� �����0��� �� �!��1# ���� ����� �1���� �������� ����������� %� ��������

��� ��� 
��!���� ������� ��� �� ��D������� "���� �� �� 
���
 ��� ��� ������

����� ���������� ��������� ���D�� �.����� ������� ���� ������ - ������� �����

������!� ���� ����� ������

�7��� ����� ���	����� 	� �*% EN��� 9,,+I �� ����� �	 
�������� ����	���
	 �������
���� ��� ��
��	� ��
�	��	�� #����	 �	�� �	 �	��	 	���
	��	� 	� ��
����	
 �� �	���
����� ( ���	����	
5�	��	
5����	
 ���
	 ����	�� 	� �	 �� �����!��� �	 ����	�� ������ 	�
�	
'�
����� ���� ����� ����� ���
	��	
 �	��	 �$��	 �	
� �	� ���	��� �	 ���������� ��
���
�	�� �	 �� ��
�	 ���	����	�	���
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9��
� ��D�� ��� �.����� �� ��������� �� �����
� ����������� ��� � 
��!���

��� ��
���� "���# ���� ����� ������ � �.���� $%&�'( �©� ���� ����� ������

� ������� +�5� ��� ��.�
���� ��� ��� .���� ����� �!��1 ���� K

\ �� ������
����� �� � "������

\ � ��1������ K � ��� ������� �������� ��� .����� ������� �����������# �����

����
��� ������� R ��D������ �.����!
�� �� ����������# .������1 �� �����

��� - ��� ��� �����"����# ���� ���������� R ��� .�

� ����
���� ���� ����

�������# � ��� �.��
��� ������� ���� ��"��� �� �������1�

\ � ������������ K ���� ��� &')�'( �© ���� ��� ���
����� ��������# ��/����

��!�� ���/���� ��
������ ���� �� �������# �� �.���� ���
�� ��������� ��1

���������� �� �������� ���� ������ ���� �������� � �����
�� '����# � ���

������� �� 
���� � ��������� ��� - ���# �� �������� �!���� �����# �����

�� ��
����� ��� ��������� ������� ���
��
��� ��� � �.���� ��� ���

��������� ��������� �� ���� �� ��������

+���� ��
�����

��� ����� ��� ��� �D������ ��� ��� ����������� ��������� ������������ ����

����1# ����� ���� ���������� �� ���� 9�����
� =  ��������� ��
����� ����� +�=

�� +�4 ;!F*# ����� �� 2 - 2�A ;� �� 
�
���� ���� �� �� + - = ;� �� 
�
����

��������

' ����� ���������# � ��
������ �� 48 �������� ���1�������� ��� ��� .��
�����

"��  �L=2 ��� A�A�2 ���� ��� �� ���������* ���� �� ��� �� ��
�� �� ������ ��

8�8+ ��� ��
���� ������� 288! �� �����

&�� ��� ���������

3�����# ���/����� � ��� �� 
���
���� � ��
�� ����� �� ��������
���# � �

��������� ��� ���������� ��� ��������� �� ������� ��
��# �"� ��������� � �.����

������ - ����� ���/��� %� ���������� � � ��� .���� � �����
����� �� ��
����

Bt �� ����� �� ��
��# ��"��� � ����� �� �������� ��� �� ���������� ����� ���

�� �������� ��� ������� - � ��.���� ������

����� �	� ����	� �
	��
	� �	
���� �	� ���
�	� �	� ����
�$�	� �	 
�������� ���	�� ����	�	��
���	��!�	�� #	 ��	�� ���� �
� ����	���� ��� �	� ����
�$�	� ���� �
�� !	� �����	�����
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���� ����� ������ ��� ��
���� �����.������ �� ���� ��.���.� ���� �!�����

��� ��������� ���� ������� ���� � ���� A�2# ���� �!���� �������# ������ ���

��
���� ��������

)����� ��� �������� �� ���� ��� ������� ���� � �����
� ���������� �����

��� $%&�'( �©� 3�������� � ��� ���������� �� �� ��"��� ��

� ��������

���� ������� �� ������� ���� � �����
� ����������� 9�� �1�
�� � ��������

�� � ��������� ����� ��� ��"��� ���� $%&�'( �©� �� ������� C# ��"��� ��� �

���������# ���
�� �� �������# �� �!���� ��� ������ �� � ���������# � ����� �� �

�������� ��� ������ ��� ��� ��������� ��� ���� ����� ���.��

��� ,� 
0
�

$%&�'( �© �� ����� ��� ����� - � ������� ��� ������� - � ��.���� �����

��� �������� ��"���� ��� � ���������� ���� ����� ���� ��"�� ��� �������� ����

������� �� ������ �� ��� ��������# ��� ���� ��������

��������
������� ��

�����	���
	��� ����� ���
���	���

v1, v2 Bt ��.���.� 5 ������� ���� �� ��������� �� �� ���������
p Bt ��.���.� + �������� ���� � �����

λv1 , λv2 ∂Bt ��.���.� 5

������������ �� ��.���.� ������� ���� "1��
�� ���������� ��1 �
���� �� u �� v �� ���
���
���� �����  ��� � ��������� ����*�

C ∂B(m)
t ��.���.� + �������� �� � ���������

C0 ∂B(m)
t ��.���.� 2 �������� �� ����� �� � ���������

Ċ, Ċ0 ∂B(m)
t ��.���.� 2

�������� ��� ������� - � ��.���� ����� �� �
�������� �� �� � �������� �� �����

¨(C − C0) ∂B(m)
t

��.���.� 2
������� ������� ��� ������� - � ��.���� �����
�� � ��D������ ����� � �������� �� � ��������
�� ������

ρm ∂B(m)
t ��.���.� 2 ������� �� 
�
�����

˙ρm ∂B(m)
t ��.���.� 2

������� ��� ������� - � ��.���� ����� �� �
�������

���� A�2K ����� ��� �������� �� ��
���� �������

��
���,� �� ����
��

�� 
���.� �� ��
���� Bt ��� �D����� ��� � ��������� �������� �� $%&�'( �©�

��� ����
����� ������ - ����� ��������� ���� ���������� ���� � ���� A�+�

%� �������� � ���� ��� ��
���� �� 
���.� ��� �����
��� ���������� - �

����� ������ ���� � ���� ���������� �� ���� ��� ��
���� ���� 0��� ���������� ��
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�1�
�� ��� ��
���� �� 
���.� 2µm

���1 �� ���������� �� 
���.� 2�2
����
������� �� � ������ �� 
���.� ���

���� A�+K 9���
����� �� 
���.�

�.�� - ��� ��� ��.
���� ��� ��"������� � ���������  ��� A�5�+*� ��� � ���������

∂B(3)
t # - �L8# ��� ��.
���� 
������� ������� 8�=µm ���� ��� ��"������ �� �


�
����� ��������  ��� A�A�2*� ��� � ��������� ∂B(2)
t # ���� �� 
0
�� ����������#

�� 
������� 2�=µm�

�� ���1 �� ���������� �� 
���.�# ��
���� ����� 2 �� +# ������� � �������


�1�
� ��� ��.����� �� ���1 ���0��� ���������

�� ������ ���� ��
��� �� 
���.� ��� ��"��� ��� � ��
��� 4
√

3a
h2
1+h2

2+h2
3
# �T

a ����.�� ����� �� �����.�# h1# h2 �� h3 � ��.���� �� �!���� ��� ������ 3�

��
��� ����� ����� 8  ���� 
������ ��
��� � ���* �� 2  �1����� ��
��� �

���������*�

�� 
���.� ������ ��� ����
��� ��� ������
��� ��� ��

��� ��� ��������

�������� ��� - � ��������� ���� � ������ �� 
���� ���
� ��� �� ��
���� ��/��

������ ���� ��� ��
�������# ���� ����� 
����� � ������ �� 
���.� ��� �����

��
����� ����� 8�6 �� 2 �� ���� �� 
������ 8�@A� �� ������ ����� ����������

��

� ��������� - ������ �� 8�4  ��� H$�
��# +882J*# ���� ���������� - ���

�1������ ������ �� 
���.��

(�,��
���� �� �������
�� �� �&�����

9��� �������� �� �����
�� ����
�����# ���� ����� ������ ��.����!
� Y��

���Z  ��������� ���� � ��������� ����������� ��D��������� �� �.��������* �
�

��
���� ���� $%&�'( �©� : ��� ���� ��� � 
��!��� (,$  ����]��� ��D�����

������� ���
���* ������� +� ���� ������ ������ �� "1��� � �������� �� �������

������ - 8�882�

9��� �� �����
�� �������������# ���� �������� � ��������� ��
��� �� $%&�'( �©�

%� ��� ������ ��� ��� 
��!��� �� ��]��� �
�������

��	 �
���	 �	 �	��	 ���$��	 	�� �	 ������ ; ����� ����� ���
�
	 �	 �� ���$��	� k ≥ 1�
	� ��	 ������� �)�
	��	��	 ∂u

∂t
(t) = f(t)� �� ������� �� �	��� tn+1 	�� �����	 ��
 ��


	����� u(tn+1) = q(tn+1) �1 q 	�� �� �����L�	 �	 �	�
� k ��
 ��� ;
O q(ti) = u(ti) ∀i ∈ [n − k + 1, n]
O ∂q

∂t
(tn+1) = f(tn+1)

�P���� �����	 ��	 ������� ����	� U0 	� ��	 '������ L �� ������ ��	 ����
���	 L(U) = 0�
�� ���$��	 �	 7	4��� �� �� ��	 ����	��	 	������� �	 �� �������� U0 + δU �1 δU =
∂L
∂U

(U0)� #	 �
����� 	�� ��
� <�����( ���!�	���� ���� 
������� ����'����� �� ���!����� ��
�������
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��� �� 
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��� .����� ��� $%&�'( �©� : ��� �.��
��� ������� �� ��"��� ��� ����������

�� ���
������ ������ ���� �� ����� ������ ���� ������� �� ��
��� � 
�
�

����� ���� � ���� ��� ������ - � ��������� �� �������
�� 9��� ��� � ���

���������� �� ��"��� ��� 
������������ �� ��.���.�# λv1 �� λv2 ������� ���

� �.���� ���� "1�� �� ���������� ���� �� ���� �� ��������� ��� �����.��� ��

��������  ��� +�5�2* �� ������� ��� 0��� �������
��� ������� ��� � �.����# ����

����� �
���� ��� � �������� ���� ��� ��� � ��������� 2� 3�� ���1 ����������

�� ���� ��� �1����
��� ����������� 
��� ����� ��	�� �� �������� ����� ������

���������

+���� �����
��� �
������ �
 ������
��� �� ���� * /���

�� �����
����� �� ��
���� �� ����� �� ��
������ ����� ��� .���� ��� $%&�'( �©�

���� ����� ���� 
�� �� ����� ��� 
��!��� �� 
��� - /��� �� � .��
����� ��

����� �� ��
���

�� ���
���� ����� �������� - ��"��� � .��
����� �� ������ ��

� �� ���.���

�����
��� ��� �� ��
��� Y�
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����� ������� ����

�� 
����# ��� ������������� - ��� 
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������ �� ������� : ���

����������� �� ����� ���# ���� ��� ��1������� �� � �����
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���� �� �����	 �	� ����� ���
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	�
	 ( + ;R
Bt

(y > 1)da� A� ��	��
�	 ���� 	� µm2�

�	 ��
��!�	 �����	� 	� µm3� 	�� 	���� ��
 ����������� �	 �	��	 ���	�
 ��
 +µm� �	
�� 
	�	�� ( ������
	
 ��	��
���� �	 Bt ��
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!	� �
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���� ���������� ��� � 
�
����� 
����� �����

����� �� ��� ��
�������# � ���
� −λC �����
��� ��� �� ���
�� k(∂2C
∂s2 − ∂2C0

∂s2 )
�� −kC2(C − C0))� '����# ��������� ����� �� ������ �������� �� �������
� ��

�� ������ ���������� ��� � 
�
����� ���
�� ��� ��������� ��� �
���������
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������� �� � �������� �� ".���
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λ0

�������� �����������

�% � �������	
 �	 �	��	� ���� �������� ��
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	 �� �������� 	��
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��������	��	 	��
	 ���
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�� ��1�������� ,��� � ��� +# �� ������ �� 
�
����� ���1� ����
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����� �� ������ ���������� ��� � 
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����� ��
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������ 3� 
������
� ��� ����
����
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���� �� ������ �� ��1���
��� ����� �
����# �� ��� ������ ��� ��.
�������� ��
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�����# - �L58�# � ����������� �� � ������� �� 
�
�����

 ������ �����* �� � �������  ������ .����* ���� � ���1��
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�������� �� ������ ��������� �� ��� �������� ��� ��� 
���!��.��� ���� �����


���"� � 
���� ���� ��� ����������� �� ������� �� ����� �� ���1 ������ ����

�� ������� ���� �������� �� ∆x# ∆x ������� �� ������ +# =# 4# ? �� 28 µ
�

��� ����
����� �� � ��
������ ������������� ��1 ������ �1����
������ ����

������ K ��� ��������� �� �������
� �� +88 9���# ��� ������� �� ����� �� �


�
����� �� 5 · 10−6Jm−2# �� 
���� �� ��1��� �� 1 · 10−20J �� ��� �����

kAct �� 28pN.µm−2� �� ����� �� kAct ��� �������� ��� �
�������� ��� ����

�� ��
������� �1������ �� ����.���!� ���������  �T λ = 5 · 10−7Jm−2 �����

������*�

���� 4�4K 3!�
� �� ������� - �L2A� �� µm · s−1

�� ����	�
 ����	 �	 �����	 �	 �� ��	��	 �	� µm.s−1� 	� �	� /��$	� �� �
	�����

�� ".��� 4�4 
����� � .��
����� �� � �!�
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�� �L2A�� %�

���
��� ���# ���� ��
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��������

��� �������

���# ������ ��� �����
������ �������� ��� 
�������� ���� ���

������� ��� ���� ∆x = 2 �� ���1 ������ ������������ �� ������� ���� �� ����!��

���� ��� � ��� ��D����������� �� ���1 ������ 
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��� ,��� �� ������ ������ ���# � ��
������ ��� ��� ���� �����
�� ��

".��� 4�6 ���������� �� ���".�������� �� ��
�� �L58�� 9��� ∆x = 4# �� �������

�����# ��/- ��� ���������� - �L2A�# ���� ��
����
��� ���������� - �L58�� ,���

�� ����� �������� ���# �� ����������� ������� ���������� 
��� � �� ���
� ��� �


�
����� ����� �� ���1 ����������� ��� �������� ��� !��� ��� ∆x ��� ������

,��� ���� �� ��� �� ������� �� ����������
��� ��� ������ �� " �� ��
���

���� 4�6K 3!�
� �� �������  µm · s−1* - �L58�
�� ����	�
 ����	 �	 �����	 �	 �� ��	��	 �	� µm.s−1� 	� �	� /��$	� �� �
	�����

���� ����� ���� ������ �� � ���1�
��� �� ���1 �����
������ �������� ����


���"�� ��� ��.����� : ������S� ��� ��� �� �����
������ ���� ����!��# ���

��� �1������� 
�1�
�� �� ��� ������� �� ���������� ���� �
���������� ��� ���

���
������ ��� ���������� ���� �����������
��� ������.��� ���� ��� �1������� K

���� ∆x = 2 � ��.���� �� � ���������� ������� 5�4µ
 - �L2A� ������ 2�6µ


���� ∆x ≥ 6 �� 
0
� ������� �� ��� ��.���� ����� +�4µ
 �� +�6µ
 - �L58��

���
���	 �� ��	��	 �	 �� �	�!
��	 	�� �
�� 
���	 ��
 
����
� �� ��� �	 �	���� � 	�� ����!�	
��	 �	 ��$��� ����
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 �	 �	��� ���$��� ��*��	
 ���
�
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	�
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2���� 4%�����
��	 ����
��� ������ �� ������
���

��� �������� ���������� 
������� ��� � ������� �� 
�
����� /��� �� ���

���� �
������� ���� �� �����
������ ��
����� ���� ����� �� ��� � ��������

�� 
�
����� ��� ���������
��� �
���� ��� �� �������� 3�
��� ���� �� ����

��� �� �����
������ �������� ���� ����F ��� �
��������� �� ������� �� �� ���

� �������� �� � 
�
����� ����� 
������# ���� ����� ������ �� ������� ��

��
��� ��� ������ �� ������� ����������� - ���� 
������� ��� ��� �1���������

��� � .���� ���.�� ���� ����� ���� ��� ����� �� ��
������ ������ 2A ��������

�� ������� ������ � ������� �� 
�
����� ����� A �� A888µg.s−2� ,��� �!����

���# ���� ����� ��
�� � �����
����� ������� ���� ��� ����� �� kAct ��
�����

����� 8�+pNµm−2 �� A pNµm−2 �� ���� �!���� ��
������ ���� ����� �1�
���

�� ������ 
������� �� � �������� �� �� � ������� ��� �� 2A �������� �� ��
���

����� '"� ��������� �����
�� �� ��� ��
������� �� �� ��
�� ����������  ���
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������� ��� ���� �� ����� ���������� - 8�82� ���� � ��� �� ��
�� ������ ���� �


��� - /��� �� 
���.�� ������
�� ��� ���� ��
������� ������ ���� �� ������
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�������� - ����� �� � ������� �� ������
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�����#
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����� ��������
���# ������-����� ��� �� �������� �� ��
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������� >���� ������ � ����
���� �� �# �� �����
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���� - �������� �� "� �� ��
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������� - ���� 
������� ��� ��� .����� ���.��

���� ���� ��.�� �� ��� ����������  �������� ��� 
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��� ����

��
�����
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%� ���
��� ���# � ������ �� 
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������# ��� �� ����F� ���
�����

��������# ������� ��� � �!��� ������� ����� � ��� �� � 
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�� �� �� �!������# �������� ����
����� ���� ���������� ����

������ �� ��
�������� :� ������������� ��1 ������ ���������  �1���
��� ����

�� �����1�� 5,* µ = 200Pa.s# ρ = 1kg.L−1# kf = 5·10−21J # λ0 = 5·10−7J.m−2#

ρm0 = 1# kAct = 1pN.µm R �� ����
����� ��� ������ ��� �����������
��� ����

���� ���� kV es# ���1 �� ������ ��� �������� ���� � 
�
�����# �� λV es ��� �����

� ������������ ������� �� ��� �������

,�	 '�������� ��� �����������

6���� 41�
 �� ���	
�	��
� ���� �	 �/��
 �� ��	
��

���� ����� ����� ��D�� ���� �/��� �� 
�
����� �� ������ �� � ������� �����

���� �� �������� �� � �������� �� 
�
����� ��������� %� �������� �� �������

�������� - �� ��/��# ���� ����� �������� �� �
������� �������� �� ������ ����

kV es� 3�
������ ����� 10−5µm.s−1 �� 10−2µm.s−1# ��� ������ ������������� -

�� �/��� �� 
�
����� ����� 8#886µm2 �� A#Aµm2 �� 2A ��������# ���� �� �/���

�� 
�
����� �����
��� ��.�.���� �� �� ��������� ���� 
����� ��
��� ���� ���

��
������� ���� ������� �� ����� ������ : ��� ���� ���� ������� ��� �� ������

����� ������ ��
������ ���� ��� ���������

�� ".��� 6�2 
����� � .��
����� �����
�� �� ���� �� 2A �������� �� ��
��

����� �� �������� �� � ����� �� kV es� ���� ��������� ���# ���������
��� ��1

�������� ��������# ��� ������� �� 
�
����� ��� �������# 
���� � �����
�����
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���� 6�2K ;��
����� �����
�� �� ����������� �� � ������� �� 
�
����� - �L2A�
�� �������� �� kV es  �� µm.s−1*

�� ����	�
 
	�
��	��	 �� �	���� �	 �	�!
��	� λV es = 1µm� �� ���	�
 �	 kV es	�� �����	

����	���� �	 �$���	 ����� ��
	�

��� �
��������� �� ������� �� 
�
�����# ����������� ��� � ������ �� �������

��� ����� ".���# ��.
���� ���� log(kV es)� �� ����������� ������� �� � �������

����� �.��
��� �� �������� �� kV es K ��� ������� �� 
�
����� �� ������ ���

�
�������# ��� � .������� �� ������� 
�
����� ������ �� �������

,��� � ".��� 6�+# ���� ����� ����� �� ��	�� �����
������ � ����� �� �

!������ �� � �����
�����  ������ �� ����� ����*# �� � �������� - ��� �1���
���

 ������ �� ������ ��������*# �� ���
� �� � ����������  ������ �� ��������* ��

� ��.��� �� � �����
�����  ������ �� ������* �� �������� �� kV es� ��� 
������

��� ��� ������ ���� �� 
0
� ���".�������� ��� ���� �������� ���� � ".���

6�2�

�� !������# � ���
� �� � ��.��� ���� ��� ��������� ������������� �� �

�������� �� 
�
����� �/�����  �1����� ���� ��� ����� �� �� ��� �������� �

��.���*� ' ��������# � �������� - ��1���
��� ��� ��� �������� ���������� ��

kV es�

��� ������ ���.����� ���������� ��� � 
�
����� ��������� �� .������� ��
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���� 6�+K %1�������  �� µm*# ���
�  �� µm2*# ��.���  �� µm* �� � ����������
�� ��������  �� µm−1* - ��� �1���
��� �� ���� �� 2A �������� ��
�����
����� �� �������� �� �.����!
� �� kV es �1���
� �� µm.s−1*

�� ���
!	 	� �
�� ��	� 
	�
��	��	 ��	��	���� �	 �� �
��
���� ( �S+0�� �	��	 	� �
��� ���	
���
�� 	� �� 
	�
��	��	 �� ���
!�
	 ( ��	��
���� �	 �� �
��
����� �	��	 	� �������� 
	�
��	��	 �	
�����	 �	 �� ��'�
����� 	� �	��	 	� �
	��� �� ��
�	�
�

λV es = 0.5µm� �� ���	�
 �	 log(kV es) 	�� �����	 ��
 ����	 �	� �!����	�� kV es 	�� 	��
�� 	�

µm.s−1�
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���� 6�5K $���� ���.���� �� ��� ��
�������� - �L2A� ���� kV es = 0.01µm.s−1

�� ����	�
 ���	 ����	���� �	� '�
�	� ��
 ���� �	 ��
'��	 �	��
��	� 	� pN.µm−1�� kV es =

0.01µm.s−1� λV es = 0.5µm�

������� �� �� .������� �� ��������  ��� �������� +�4 �� ".��� 6�5*� ' �������

!�
�.���# �� ������ ���� ����.��� ���� � ���� ������� �� .������� �� ��������

�� � �������� ��� �������� �� ���� � ���� �� .������� �� � �������� ��� ��.������

' �������� !�
�.���# ��� ���� ����.��� ���� � ���� ������� �� .������� ��

�������� ���1���
��� �� � �����
����� ���������� �� 
�1�
�
 ���� � ��������
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��� ��� �������� �� �� 
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�
 ���� � �������� : � � ���� ���1 �D��� �������

�� ������# � .������� �� ������� ��������� ��� ����� ���.������ ���������� �� �

.������� �� ��������# ��� ����� ���.������ ��������.�� �� ������� �� 
���� ��

��1��� ��� � ������� ����� ���� �����# � 
�
����� ��� ����
��� �� ������� 9��

kV es ��� �
�������# ��� �����
������ �� 
�
����� �� ������ ��� 
������ ��

���� ��� � .������� �� ������� ��� ����� 3�� �������� ��� ����� �������������

�� 
�
����� �� ������ �� ��� ������ ���� ������� �� � ������� �� 
�
������

3��������# ���� kV es = 0.01µm.s−1# ���� ��������� ��� �� �!���
��� ���

������� �� ������ - ����� �� � ��������� ������ �� � ��������� 3����� �������

��� ��� �������� ��� ������ ��� � �������# �� .�������� �� ��� ���1 ������

�� �������� ��� ���� ������ �1���
��� ��1 
0
�� ��������� �� ".��� 6�5


����� ���- ���1�
��� �

������ �� ������# ��� ��� F��� �������# � .�������

�� �������� ������ ��� ����� ��������.�� G� ��� ��� ��� �� ������# � .�������

�� ������� ������ ��� ����� ���������� ��� �
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���� 6�=K $���� ���
�� �� ��� ��
�������� - �L2A� ���� kV es = 0.01µm.s−1

�� ����	�
 ���	 ����	���� �	� '�
�	� �	��
��	� 	� pN.µm−1�� kV es = 0.01µm.s−1� λV es =

0.5µm�

��� ������ ���
��� ���� ��
������ �� ����� ���
��  �������� +�A �� ".��� 6�=*#

���� ��� ������ �� � ������� �� 
�
����� �� �� � ��������� 3�
��� ����

�� ������ ����� �� ������ �� � ������� �� 
�
����� �� �� 
���� �� ��1���#

�� ���
� ��� !�������
��� 
�/��������� ������� kV es ��� �
�������# � �������
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�� 
�
����� ��� ���� ������� - �T � �������� ��� ����� K �� ���
� �������

��.�.����� �� �������� �� ��� �������� ����� ��� ������ �
���������# ��

���
�� ��������� �� �������� �� �� ���� �� � �������� �������� ��� ������

��� ��.�.�����# ��
������� �� ���
� ��� ������ �� � �������� ��� ������

���
��� ���� ��� �
��������� ��� ���� ��� ������ �� kV es ������������

6���� 41�
 �� �� ������� �� �� 7�	� ���%��� ���%���
��� ���� �	

�/��
 �� ��	
��

���� ����� �.��
��� �����# ���� ��� �������� ������ �� 
�
������# ��D��

���� �!��.�
��� �� � ����������� �� ��/��� �� 
�
������ 9��� ��� ���� �����

������ ��������� 6�2 ���� ������� � ����
���� �� � ������� �� 
�
����� ��

������� ������ � ����� �� λV es� ���� ����� ��� "1� kV es = 0.001µm.s−1# �����

���� ����� ��/��� �� 
�
����� ���������� � ��� � �����
����� ���� ��

�������� �����������

%����� ��� ����# � ���1���� ��� �� ������� �� ��/�� �� λV es� ���� �����

�1���� � ��
�����
��� �� 
���� ���� ��� ������ ��
������ ����� 0.5µm ��

16µm� 9��� λV es = 0.5µm# ��� �� @@#Ab �� ������� �� 
�
����� �� ���� �����

�� ��������� �2µ
 �� 2µ
� ������� λV es = 16µm# 6b ����
��� �� �������

�� 
�
����� �� ���� ��� � 
0
� ��������� �� ���
��� ��� ���������� - ��

�/��� �� 
�
����� ���� ������ R � ������ ���������� �� �/��� �� 
�
�����

.�������� - ���!�� �� ����� 
�����

�� ".��� 6�A 
����� � .��
����� �����
�� �� � ����������� �� � �������

�� 
�
����� �� ��
�� �L2A� ���� �� ��D������� ������ �� λV es� ��� ������


�1�
��� �� � ������� �� 
�
�����# 2�@6# 2�@?# 2�@+# 2�?A# 2�?8 �� 2�66 ����

λV es ����� ����������
��� 8�A# 2# +# =# ? �� 24µ
# ����������� �� �������� ��

λV es� 3�� ������ � ��	�� ���� ��� �������� � 
�
����� K ���� �� �������

������ �� λV es �������# ������ ������ �� ������# ��.
���� �������
��� �

������� �� 
�
����� R ���� �� .������ ������ �� λV es ������� ��� ���� ��

���� �� ������� �� ������ 
��� ����.
���� ��� �����
��� � ������� ��� �����


0
� F����

�� .��
����� �� � �����
����� ��� ����!� ���� ��� - ������� 3�������� � "�

.��� 6�4 ���
�� ������� �� �������� �� ���1 .������ ���� ��� λV es ≤ 2µm

 .����� 2* �� ��� λV es ≥ 4µm  .����� +*� (��� ��� ���� �!���� .�����

�� �������� ������ ���� ����!��# ���� ������ ��� ��D������� ���� .����� -

��� '�Q�� ���� ��������� G�+ � ��� �����	���	 ���� �	 �����	 �	 
	��	��	 ��� 	����	�	��
�	��	 ������� ; �	 �	
�	 �	 ���
�	 	�� ������
� ����	 ������	� 	� ���	�� �	��	�	��
�	 ���!����	 �	� ������ *� ��
����	
� �� �����	�
 �	� ����	��� �� ������	 ��	�� ���
�
�	 	� �����	� #	�	������ �	� ��'�
������ ������� �	��	� ��	 ��
 ���C	 �	����	� 	�
�	� ��'�
������ 
	����� ���	��	�� ��	

	�
 �����	 	�� ���� ���	� �	� ��
 ������ ��	
���� ����� 	)	����	� ��� 
�	�� ���	��	 ��� ����� 	)	� �����	�!�	 ��
 �	� ����������
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���� 6�AK ;��
����� �����
�� �� ����������� �� � ������� �� 
�
����� - �L2A�
�� �������� �� λV es�

�� ����	�
 
	�
��	��	 �� �	���� �	 �	�!
��	� �	� ��
����
	� ������ ���� kV es =

0.001µm.s−1 � �� ���	�
 �	 λV es�	� µm� 	�� �����	 ����	���� �	 �$���	 ����� ��
	�

������� ���1������� �� � ���
� �� � �����
����� ���� ��� �
�������� ���� �

���1��
� .����� ��� ���� � ���
���� �� ��.��� �� � �������� ���� �� ���������


���� �
��������� � ���1��
� .����� ��� ���� � ���
����

���� ��
������� �.��
��� ���# ���� � ���1��
� .����� ������# �� ������

�� ��1�������# �� � ��������# �� ���
� �� �� � ��.��� ������������� - ����

�� � ".��� 6�+ ���� �� ������ �� kV es �� ��� ������� '����
��� ���# ���� ��

.������ ������ �� λV es# ��/��� �� 
�
����� ��� ���� ��� ��� F��� �
��������

�� ��� �D�� ������� ��.�.�����

��� �������� ������� ��� ��/��.���� ���� ���1 �������

��� ������� K �� �/���

�
������� �� 
�
����� �� ������ ������� � ��������
��� �� � ����������

�� ���
�� �� ��.���� �� �� ���
�# 
��� �������� ��� �������� �� ������ ��

��� ��.��� 
������ ��� �
����������

6���� $���������	 �	
�� �	 �/��
 �� ��	
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���� 6�4K %1�������  �� µm*# ���
�  �� µm2*# ��.���  �� µm* �� � ����������
�� ��������  �� µm−1* - ��� �1���
��� �� ���� �� 2A �������� ��
�����
����� �� �������� �� λV es

�� ���
!	 	� �
�� ��	� 
	�
��	��	 ��	��	���� �	 �� �
��
���� ( �S+0�� �	��	 	� �
��� ���	
���
�� 	� �� 
	�
��	��	 �� ���
!�
	 ( ��	��
���� �	 �� �
��
����� �	��	 	� �������� 
	�
��	��	 �	
�����	 �	 �� ��'�
����� 	� �	��	 	� �
	��� �� ��
�	�
�

�	� ��
����
	� ������ ���� kV es = 0.001µm.s−1� �� ���	�
 �	 log(λV es) 	�� �����	 ��
 ����	

�	� �!����	�� λV es 	�� 	��
�� 	� µm�

���� ����� 
������ ������� �� 
�
����� �� ���� �� ������� ���� � ���
� ��

������ �� ��������� 6�+ ���� �!��.�� � ��.��"������ �� λV es �� kV es� 3� ���
�

��� � ��

� �� ���1 ;���������� �� ��.��� ��������������� λV es# �������� ��

±xV es = 2µm# 
�������� ��� kV es
2 # � ������� + ������ ��
��� �� � ��������

�� ���1 ;�����������

∂ρm

∂t
+ ∇ · (ρmV) =

kV es

2λV es

(
e
−

“
x+xV es

λV es

”2

+ e
−

“
x−xV es

λV es

”2)
χ(t)  6�+*

�� ".��� 6�6 
����� � .��
����� �� � �����
����� �� ��
�� �L+8� �� �

������� �� 
�
������ ' .���!�# � 
�
����� ��� �/����� �� ������� ' ������#

� 
�
����� ��� �/����� �� ���� �� ������� �� ������# - +µ
� �� �����
�����

��� �����
��� ��� �
�������� ������ � 
�
����� ��� �������� ��� �� ������

�� ������� �� 
�
����� ��� �������� ��� ����� �� ������ ������ ��/��� ��

���� �� ������ K ���� ����� �� ��� � ������
��� �� � 
�
����� ��� ���� ��

��� �������� ��� � .������� �� �������� ���/��� ���� ������  λV es = 0.5µm*

�� 
�
����� �� ������  ".��� 6�6 - .���!�* �
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���� 6�?K %1�������  �� µm*# ���
�  �� µm2*# ��.���  �� µm* �� � ����������#
�� ��������  �� µm−1* - ��� �1���
��� ������ +8 �������� ���� ���
��/��� �� 
�
����� ��� ���� �� ������  ������ .����* �� - +µ
 �� ����
�� �������  ������ �����* �� �������� �� ��
��  �� �*�

�	� ��
����
	� ������ ���� kV es = 0.001µm.s−1 � λV es = 0.5µm� �	� ���
!	� �
�	� ��

	��

����	�� ( xV es = 0µm K �	� ��
	� ( xV es = 2µm�
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���������� �� ��1�������# �� ���
�# �� � ��.��� �� � ���������� �� �� �

�������� - ��� �1���
��� ���� ������������ ��� � ".��� 6�?� ��� ������� .�����

������������� - ��/��� �� 
�
����� �� ������  ��� 2* �� �� ������� ������ -

��/��� �� 
�
����� ��� �� �����  ��� +*�

��� ������ .�������� ������� �� 
������ ��������� ���� �� ���1 ��� �������

�� ��1 ���
����� ��������� %������ � ��.���� �� � ���
� �� � �����
�����

���������� �����
��� ��� �
�������� ���� � ��� + ��� ���� � ��� 2� %� �D��#

���� � ��� 2  ������ .����*# � ������� �� ���.������� �� ��1���
��� �� � ����

������� ��
����# ���� ��� ���� � ��� +  ������ �����*# �� �������� - �������

������� ���������� '� ��
�� �L+8 �# ��1������� ���� 2#=6µ
 ���� � ��� 2 ��

2#2Aµ
 ���� � ��� +� �� ���
� ���� ��� �������� ����.��� '� ��
�� �L+8�#

� ���� 2#?A µm2 ���� � ��� 2 �� 2#A? µm2 ���� � ��� +� �� �������� �� ���� ��

� ���������� ���.����� �� ��	�� ��� �
�������� ������ ��/��� �� 
�
�����

�� ���� �� ������� %�"�# � ��.��� 
������ ����� ����� ���� � ��� +  ������

�����* 
��� ��.
���� �.���
��� ���� � ��� 2  ������ .����*�

������� ��/��� �� 
�
����� �� ���� �� ���� �� � ����������  - +µ
 ��

������# �� �!���� ����*# ��1������� �� ���� �� +8 ������� ��� �� 2#=@µ
# �

�������� �� 2�8=µm−1� ���� �/��� �� 
�
�����  �������� ��� �������*# ���

.�������� ����� ����������
��� 2#=6µ
 �� 8#@?µm−1 �� ��� ������ ��� �������#

���� ���1�
��� �� ������  +µ
 �� ���� �� �������*# �������� � ���
����� �� �

����������# ���� �� ������ �� ��� �1������� ��� �� �� ��������� (��� ��� ��

�!���
��� ���� ��� 
�����# ���� ������ ������� �����
������
��� - ������ ��

� 17s ��� �� ��
������� 
����� /�����- 58��

6��� 8	-��	�� �� �� ���
�	�� �	
�� �� ��	
�� �
 ��� ����% �������


�� ���#��	�

,��� �� �������� �����������# ���� ����� �� ����� �/��� �� ������ .0�� �

��������
��� �� � ���������� ���� ����� �/��� ��� �� ����� � ��������� ����

����� ������� ������ �� ������������ � �������� - ������ �� ����� ��/��� ��


�
����� ��� ������� ���� � ����������� 9��� ���# ���� ����� 
������ ��

������ �� 
�
����� ���������  λV es = 0.5* �� ���1 ���1# ������ �� ���� ��

������� �� ������ - ��� �������� xV es� ���� ����� 
��� ��� ��
������� ����

��� ������ �� xV es ������� ����� 8�A �� =µ
�

�� ".��� 6�@ 
����� � �����
����� ������� �� ���� �� 58 �������� �� ���
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#

� ������� 
�1�
�� ������� �� ������ ���� +�54� 9��� xV es L=µ
# �� ����
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�
����� �/����� ����� � 
0
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�
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	�
��	��	 �� �	���� �	 �	�!
��	� �	� ��
����
	� ������ ���� kV es =

0.001µm.s−1 � λV es = 0.5µm� �� ���	�
 �	 xV es 	�� �����	 �	� µm� ����	���� �	 �$���	

����� ��
	

��������� ������� ��� �������� ��� ��.� ��� xV es ��� .����� 3��������# 
0
�

���� �� ��� .������ ������ �� xV es# ������ ������� �� 
�
����� �� ���� ����F

��� �� ������ �� � �����
�����# � ��� � ��� ������
������ ��1 ���1 
0
��

�� ������� �� 
�
����� K � ��������� �� � 
�
����� ��� � �!�
� �� �������

��������� � 
�
����� ���� � ������ ���� ���� �� ����

�� ".��� 6�28 �����  2* �� ������ �� � !������ �� � �����
�����  �����

����*#  +* �� � �������� - ��1���
��� �� � ����������  ������ �� ������ �����

���*#  5* �� ��� ���
�  ������ �� ��������* ��  =* � ��.��� �� � �����
�����

 ������ �� ������* �� �������� �� ������ �� ������� �������
��� �� �������

�� !������ �� � �����
����� ��� ��� ����� ���� �� ������ �� xV es �����������

2#Aµ
 
��� � �������� - ��1���
��� �� � ���������� ��� ��� .������ 3�� ���

���� �����
�������� ����� �� �/��� �� ������  xV es = 0µm* �� �� �/��� ���.��

 xV es ≥ 2µm*�

9��� xV es ≥ 2µm# ���� ���������� � ��
�����
��� �� �������

���# ����

���������� - �� �/��� �� 
�
����� ��� �� ������ G� ��
�����
��� �����

��������� ��� ������� ��� ��� ��.� �� ������ �� xV es ��
������ ����� + ��

5�Aµ
�

@A



0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

1

2

3

4

5

6

Extension
Courbure
Volume
Largeur

xV es ��	 µm�

���� 6�28K %1�������  �� µm*# ���
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��� �� ���� �� 58 ��������
�� �����
����� �� �������� �� xV es  �� µm*�

�� ���
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�� ��	� 
	�
��	��	 ��	��	���� �	 �� �
��
���� ( �S+0�� �	��	 	� �
��� ���	
���
�� 	� �� 
	�
��	��	 �� ���
!�
	 ( ��	��
���� �	 �� �
��
����� �	��	 	� �������� 
	�
��	��	 �	
�����	 �	 �� ��'�
����� 	� �	��	 	� �
	��� �� ��
�	�
�

�	� ��
����
	� ������ ���� kV es = 0.001µm.s−1� λV es = 0.5µm� �� ���	�
 �	 xV es �	� µm�

	�� �����	 ��
 ����	 �	� �!����	��

���� ����"��� ��� ������ ��/��� �� ���� ���� ��� �� ������ �� � �����
��

����# ��/��� �� 
�
����� ��������� 
���� �� ��������
��� �� � �����������

���� ��������� ��� ������ �� ���
� �� � ���������� ���� xV es > 3.5µm� ��

����� �� � ��������# �� ������!�# ����� ��� 
���"��� �� ��.��� 
������ ��

� ���������� ����� ��� ��� ��� �D����� �� ��	�� ������ ��� � ����� �� xV es�

6���+ 8	-��	�� �� kV es ���� �	 �/��
 �� ���#��	� * ���
�	�� ��

��	
��

9��� ������� ���������# ��� � �����
�����# �� � �������� �� 
�
����� �/���

��� - �������� �� ������# ���� ����� ���� ������ kV es ����� 10−5  ������ �� 
�
�

����� ������� ��* �� 10−2  ������ �
������� �� 
�
�����*� ���� ����� �!����

��� ����� �� λV es = 0.5µm �� xV es = 2µm ��� ���������� - � ��.� �� ������

���� ����� ���� ����� ������� �� �D�� ������� �� ��/��� �� 
�
����� ���

��
�������� �� � �����
������

�� ".��� 6�22 
����� ��� ���� kV es ∈ {10−5, 10−4, 5 · 10−4}µm.s−1 ��/���

�� 
�
����� ��� ���� ����� �� ������� ������������ ,��� �� ������ ���# kV es ∈
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λV es = 0.5µm� �� ���	�
 �	 kV es 	�� �����	 �	� µm.s−1� ����	���� �	 �$���	 ����  ��
	�

{10−5, 10−4, 5·10−4}µm.s−1# � ��
�������� ��� �������� - �L2A�  ��� 
������*

���� ���1 �� � ".��� 6�2  �/��� �� 
�
����� �� ������*# 
����� ��� � �������

�� 
�
����� ������� ��� ������ 
���� �
��������� �� ����� ��� ��.
�����

��� ��� ��� .����� ����� 9��� kV es = 5 · 10−3µm.s−1 �� �����������
��� ����

kV es = 10−2µm.s−1# �� ����� �� � �����
����� ���� ������.����

��� � ".��� 6�2+# ���� ��������� ��� ���� ��� ������ �� kV es �����������

�� �.��� - 5 · 10−3µm.s−1# ��1�������# � ��.���# � �������� �� � ���
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��.
������ ���� kV es� 9��� kV es = 10−2µm.s−1# ��

� � 
����� � ".���
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�
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�������� ���� ���� ����� �� ������� ��� ������ ���������� ��� � 
�
����� �

���� ������������ �� � !������ �� � ���
� �� � ���������� ���� �����
���
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�� �����
����� �� �������� �� kV es  �� µm.s−1*
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	��� �� ��
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�����	 ��
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 ��� ��� �5
��9 �� �� ������� �� �� 7�	�

���/��
 �� ���#��	�

,��� ����� �������� ������� ���� ���� ������� ��D�� �� � ������������� ��

��/��� �� 
�
����� ������� �� ���� - xV es = 2µm �� ���� �� ������� �� ������

�� kV es = 0.001µm.s−1� ���� ����� ������ ���� λV es � 
0
� ����
�� ��

������ ����� 6�+�+ K `8�A# 2# +# =# ?# 24aµ
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�� ����������� �� � ������� �� 
�
����� �� ��
�� �L2A�# ����������� ����
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������������� 
�1�
��# ������� �� ������# ��� ��������� �.���
��� ��� ���

��� ���� λV es = 2µm  ρm = 1.85* ��� ���� �� ������ ������ �� λV es� 9���

λV es = 0.5µm# � ����� �� ρm �� ������  ρm = 1.82* ��� ��� - � ����������

�� 
�
������ 9��� λV es = 16µm# ρm ��� ��� �����  ρm = 1.78* K ��/��� ��


�
����� ���� � ������ ������� ��� 
������ ��� ���� λV es = 2µm# 
����
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�
����� ����� ��������� ���� � �������.� �

����� �� ������� 9��� ��

������ �� λ �����
�������� ����� 8�A �� +µ
 �� ����� + �� 24µ
# �� ��������

���� ��1 ����� �����
���������

�� ".��� 6�2= 
����� ��������� ��� ������ .�������� ������������  �1�������#
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�� �������� �� λV es �� µm*

�	� ��
����
	� ������ ���� xV es = 2µm kV es = 0.001µm.s−1� �� ���	�
 �	 λV es 	�� �����	

����	���� �	 �$���	 ����� ��
	�

��������# ���
� �� ��.��� �� � ����������* �� ����� �������
��� �� ��������

�� λV es� ���1������� 
�1�
�� �� � ���������� ����� �� ��	�� ��"
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������� ��� ������ ��������# �� ���������� � ��������# ������� ���� �.���
���
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�
������ %D����� �� ������ �� � ������� �� �������# ��/��� ��������

��
��.���� ����� �����
����� 
���� !���� �� ��� ��.� ��� ���� � ��� �T
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�
������ ,� ���� �� ������� �� ������ �� �������#
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���
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�
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	� ������ ���� xV es = 2µm kV es = 0.001µm.s−1 � �� ���	�
 �	 log(λV es) 	��

�����	 ��
 ����	 �	� �!����	�� λV es 	�� 	��
�� 	� µm�

+ - 5�Aµ
 ���� xV es �� �� 8�A - 24µ
 ���� λV es*�

3�����# � ������ �� ��������� �������� ���� � 
�
����� � ��� �1����
�����

�
��� 
��� �� �������� �� ������ �� ������ �� � �����
����� K ����� ����
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��� � ��� ���� �� �������� ��� ��������� �� 
������ 
��������  ���� �

�)9# ��� �1�
��# ��� ���������� ���� ��!�
���� ���� � ������� ���������������

�� ����� ��	��*� 7� ���� ��������� ����� � ��������
��� ������� K � ��� ���
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- �T � ������� ��� �1�����# ����
����� �������
��� ���� ������� ���� ����
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� ��
���������� ���� �1��� ���1������� �� �����!���� �� � F���� ������  ���

H'���.��� �� ��# 2@?6J* K ��� ���1 ������� ��� ����� ����
���� ��� � ������

��������# �� ������
��� ������� �� �������� - �� ������ ��� ���� � ��	�	 ���

����
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�
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� ��
������� ���.����* ���� �� ����
����� ������� K xV es = 0µm  �/��� ��

������*# λV es = 1µm# kV es = 0.5µm.s−1 �� t = 15s�
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���� .������ ���������������
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- (�����&�� ���	 �� ���	��	� ��

	����

-�� $���������

,��� �� ���1 �!������� ����������# ���� ����� ������ �� ������������ ��


������
�� ������# ������� ���� � �����.���!��� ���� ���� 
��������� ����

������ �� 
���� ���� ������ �� ������������ �� 
������
�� �������� 
���

��� ����� ��� ��� 
�� �� �������� /���������

�� �������� �� ����� ��� �������� �������
��� ���� ��� ������������ 
�������

������ ����� ������
��� ���
��# ����� ������� � ����� �����# �� ��������

���� ��� ������� ������� ����� �������� 
���  ��� H;���F����� �� ��# +88+J ��

H)���!������. �� ��# +88+J*� ��� 
������
�� ����.����� ����� !�������
���

�����
��# � ��� ���� ������� ��� � ���� 
���"� � ��������� �� � 
�
�

�����  ������� �� ������ �� �����1 �����/����� - � �������!� ��������* �"�

�� 
���
���� �����.�� ���������� - 
�������� � ��������� �����
�� �� �����

���� ����� �� ���� � �!������ ��������� ��� ��/��� �� 
�
����� ���� 0��� ��


���� ����������� ��� ��/������ ���� ������ �.��
��� ��� ��������� ���������#

��

� ��
�!��!�����# ��������� ���� �������� ���� � 
�
�����# 
���"���

����
��� � �������� �� ����� �� � 
�
�����  H��� ��� ��!��
��# +88=J*�

9�� ������# � �������� �� ����� �� � 
�
������ ��� �����
���� ��� � �����1

��������# � �������!� �������� �� ������� ���� ��1���# ��

� � 
����� � ����


����� �� ����� �� ��� �� ��
��������� �������� ����� ���� ������ �� ������ �� �

�����
�����# ��� "�
���� ���� ��������� ���������
���� '����# � �����1 �����

���� ������ �� ���
�� ��� ������� ���".�������� K �� ���� ����� �!����!���

���� ���������� ��� �� �������� �� ����� �������� - � ���".������� ��������

�� ����� ����� �����
������

���� ��������� �� 
������� �� �!���
��� �� �������� � �������� �� �����

- � �������� �������� ���� �� ��
�� �� ��������������� τC0 K

∂C0

∂t
(s, t) =

1
τC0(s, t)

(C(s, t) − C0(s, t))  ?�2*

����� ���
	 �����	 ���� ���	���� �	�!
��	 �	 �����	�	 '�
�� ��
 �� !�����$	 �����	
	� �	 ��
�	� ������	 ��'� 9�9�-��
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τC0 # ��� ������ �� � ����.��������� �� �����1 ��������# ��� ������� ��������

�� � �������� �� �� ��
��� 9��� ���# ���� ���������� ��D������� !����!����

���� ����� τC0 ��1 ������ ������� �� 
����# �� ��������� � ���
� K

1
τC0

= β0
α2

α2
0 + α2

�T 2
β0

��� � ����� 
���
�� �� τc0 # α ��� ������� ��"��� �� ������ �� �


�
����� �� α0 � ���� - ������ ����� ��D�� �� α ��� τC0 ������� ��������

������� α2

α2
0+α2 = 0 �� ��� β0 = 0 �−1# τc0 ��� ��"�� K � ��� � ��� ������������

�� C0 - � �������� �������

���� ���� �������� �� ������� �������� ��"������� �� α ��� ������������� -

��� !����!���� ��D�������� 3�� !����!���� �� ���� ��� ����
������� ����� ���

�� ���� ��������
��� ������ �������������# ���� ��� �� 
���� ���
��������# ����

� ������� 9��� 
���1 ��
������� �� �D��� �� �!�����# ���� ����� ������ ��

�� ������� ��� ������
����

U2 � ������� α ��� ��������� �� !�
�.���# ����� α0�

U+ α ��� ������ - ��
������ �� ������� �# ��� � ������� α = α0 ·χ(t)�

U5 ���� ��"������� α ��

� ��� �������� �� ������� ��� �����������

�� ����� α = fα(S(v) + T)� ���� ��������� �� ������ � 
����

���� ���1 ��"������� �� fα K ���� ������������� ��1 ����������� ��

������
��� �� ������ ����� ��"��� - ������ ��� ������ ������� ��

S(v) + T�

,��� �� �!������# �������� ����
����� ���� ���������� ���� ������ �� ��
���

������ �� ��� �� ��
�� ���� � 
��� - /��� �� � .��
����� ��� �� 8�8A�� :� ����

���������� ��1 ������ λV es = 2µm# kV es = 0.001# µ = 200Pa.s# ρ = 1kg.L−1#

kf = 5 · 10−21J # λ0 = 5 · 10−7J.m−2# ρm0 = 1# kAct = 1pN.µm R ����� � ��"�

������ �� α# �� ����
����� ��� ������ ��� �����������
��� ������� ���� α0# �

���� - ������ ����� ��D�� �� α ��� τC0 ��� �������# �� β0# ��� ������� � �������


�1�
�� �������������

-�	 .��� �� ���� ������������

O������- C0 ����� ��"�� ���� � 
���� 
��� ������� ��� 
���"� �� ����� ���

��
�������� �� ����
���� ���������� ��� � ��������� ������� ������������ >����

����� ��� ��������� ?�2 ���� ��������� - � �������� �� ��� ����� �������� ���

�������� - �!���� 
��� - /��� �� � .��
�����# � ���� �� C0 ��� �D����� ����

� 
0
� ��
��� ���� ����� 
�� �� ���� �� ��!�
� ��%��� �1������# ������� 2
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�� ��
��� �� ���� �� α �� ���� - ������ ��� ������ �� χ(t) �� �� fα(S(v) + T)
���������� ��� �� ������ �� � ����������

-�� '��������

:���� α ��
 ������	� �
 ��	�
�	


:�� α = α0 - ���� ������� �� ��� �����
�� �� � 
�
������ �� ������� �������

������ �� C0 �� ������ ���� ��� �� ������ ����� � �������� �� � �������� ��

������ �� ��
�� ��������������� ������������ ���� 2
β0

�

3���� ��"������ ���������� - �!����!��� ����� ���������� ������� �� !��


�.��� �� � 
�
����� - � ������ ���".�������� 3��� ���� 0��� ����������

��

� � ������� �� ������	

	�� ���
����� �M - � ������� ��� "�
���� �����

����# ��.������� ���������
��� �� "�
����� �� ��� �����
����� ��� 
��������

������� �� ��
�� �� 5τ0 ��� �1�
��# ���� ������ ����� C �� C0 ��� ������ ��

��� �� @Ab# ���� ��� ���� � ����!���������� ������� �� ��
����� ���� ��

������ �����
���� ���������

3�

� ���� � ���������� ���� �������������# ���� ����� ���� � �!��1 ��

������� ����"����
��� �� ��D������ 
������
�� ��� ���������� �������� - ���


���"������ �� C0� 3�������� � ��� ���� ��� � 
������
� ������ ���# ��� �1����#

������ �����
��� ��� ���������� �� ��.��  ��� �������� �� ��� !�
�.���*

���������� �� � ���
��������� �� � �����
��������� �� ��������

>���� ����� ��� ���� �
������ α = α0# � ����� �� α0 ��� ��� ���
��������#

���� ��� α0 �= 0# �� ��� ���� ���������� ���� ���� �D������ ��� ��
�������

�� ������� ������ � ����� �� β0 ���� �����
�� {0, 1
8 , 1

4 , 1
2 , 1, 2, 4, 8} �−1�

��� � ".��� ?�2# � ������ �������# �� .��� ����# 
����� ��������� �� χ(t)#
���� ���������� �� �������� �� ��
�� �� ������� T� ���� ������� ��!�
������

��� �������� �� ����� �!���� K

2� ����� �L8� �� �L+8�# χ(t) ��.
���� �� 8 - �� ��� 
���� �� 2#

+� �� �L+8� - �L=8�# χ(t) ��� ����� /���� �� ������� �� 2#

5� �� �L=8� - �L48�# χ(t) ��
���� ���� 0��� ������� ��� - �L48��

���� ��������� ��� ���� �� ���1 ���# � ������� �� ���.������� �� ��1���
��� ��

� �����
�����  ������ �� ��������*# ��� �
�������� �� ��������# ���� � �!���

 2*# �������
��� ��� ����� ���� � �!���  +*# �
�������� 
��� ��.����� ���� �

�!���  5*� ,��� �� ����� �!����# � 
���� �� � ������� ���� β0 = 1s−1  ������

.���� �� ��������* ��� ��������� �� �.� - ���� ������ ���� β0 = 0 �−1  ������

����� �� ��������*� ���1������� 
�1�
�� ���� +µ
 �� +�2µ
 ����������
���

������ β0 = 0 �−1 �� β0 = 1 �−1 �
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��� ��

���� ?�2K χ(t)  ������ ������� �� �����*# �1�������  �� µ
*# �������  �� µm·s−1*#
��������  �� µm−1* �� �������� �� �����  �� µm−1* - ��1���
��� ��
� ���������� ���� β0 = 0 �−1  ������� "��� ������* �� β0 = 1 �−1

 ������� "��� .�����* �� �������� �� ��
��  �� �*

������� β0 = 0 �−1# � �������� �� ����� ��� ��� ������� �� - ���� ��������

������� β0 = 1 �−1# � �������� �� ����� ���� ��������� �� � �������� �� ��	��

�������!��# ���� ���� ����������� �� ��
����� �� ������ ���� - � ��1��� � ��

��� �1����� � ��� .����� �1������� �������� ���� β0 = 1 �−1�

�� ��������  ".���� �� ������ �� ������ �������*# � �������� �� �����  ��

������* �� ��� ��D������  �� ����� ����* ���� ������������ �� �������� �� �

����� �� β0 ��� � ".��� ?�+�

9��� �� ������ �� β0 ����������� �� �.��� - 8�A �−1# ����������� �� �

�������� �� ����� ����� ������# �� ������� �� � �������� �� �� � �������� ��

����� ���� ������� ��
������� ���� �����
����� ��� ��.�.���� �� ��!��� ���

�������� �T � �������� ��.
����  �c+8 ��������* �� ��
����  �dA8 ��������*

�����
���� �� ����� 
�1�
�� �� � ��������# ������� 2�5µm−1 ��� ��������

����� �L2A� �� �L24�� ,�� ���# ���� ��� � ����� �1����� ��� � ����� ���� ������

����������# � �������� ��
����# ���������� �� ���.����
��� �� ��1���
��� ��

� �����
������

9��� �� ������ �� β0 ����������� - 8�A �−1# ����������� �� � �������� ��

����� ��� ���� ��
����� - � ������� �� ��������� �� � ��������� ,��� �� ���# �

�������� �� ����� /��� � ��� �� 
�
����  �� � ���".������� ����������*� 9���

β0 = 0 �−1# ����� 
�
���� ��� ��"��� K ����� �� ��������� ����� � ���".�������

������.��� ,��� �� ������ ���# ������� ������� ����� � ���
���� 
����� �� �

��
������# � �������� �� ����� ����� ��.��
�� - � ��������� ,��� � ���1��
�
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���� ?�+K 3�������  ".���� �� ������ �������*# �������� �� �����  �� ������* ��
��� ��D������  C −C0# �� ����� ����*# �� µm−1 �� �������� �� ��
��
 �*# - ��1���
��� �� � ���������� ���� {0, 1

8 , 1
4 , 1

2 , 1, 2, 4, 8} �−1


�����# �� ������!�# � �������� ��
���� ������
���# ������ ��� � �������� ��

����� �������� �� .������ ������ ��� ��.��
��� 9�� ����������# � ���
� ��

� ����� ���
�� −kC2(C − C0) �������� ��1 ������ �� ������� �� ������� �

������������ �� � ����������� ' �L48�# ��1������� �� � ���������� ���� 8�A?µ


�� 8�A6µ
 ������ β0 ���� ����������
��� 8�2+A �� 8�+A �−1� 9��� β0 = 0 �−1#

� ������������ �� � ��1��� - � ����� ���
�� ��� �������� ������� ���� �� ���

C > C0 �� ��1������� - �L48� ��� ��� ����� - 8�A5µ
�

�� ".��� ?�5�2  �* 
����� � .��
����� �� � ���� - �L2A � ����� ��� �

������������ ������� ��� ������ �� C − C0 ���� ��D������� ������ �� β0� 9���

β0 ≤ 2 �−1# � ��D������ C−C0 � ��� ����������� ������� ��
������ ���� ����

�� ��� 
��� ���!�� ��� ������ ��.
���� ������ β0 ��
����� 9��� β0 ≥ 2 �−1

����� ��D������ ��
���� ���/���� ���� ���.
�������� �� β0 
��� �� �����������

��D���� ������� C − C0 ��� ��� �
������� ��� �� ����� ����� ������# �� ��� �

��� ������������ ��� � ����������� ��� ������ ���� - � ��1���# ������� �����

����������� ������ �� � ����� �� C − C0 �� �� �� ������� ������� ��� �������

- � ��.���� ������ ,��� � ��� �T C −C0 �������� ���1 
�1�
� ����1 ��� ��
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��� �� ������ ��� β0 ��� ������ 9��� �� ���1 ��� .������
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������ ��� ������ ���� - �

��1��� - � ����� .������ �� �����  ���� � ���* ���
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��� ���
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������� �� � �����
����� �� �� �� �������� �� �������
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3��������� ���/���� �!����!��� ���� ����� � ���
��������� �� � ������
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���"��� �� � �������� �� �����# ����
���� �� �������
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���� ���������
��� ��� "�
����# ���� ����.���� �� 
���� � ���� ��� �����


0
� ������ ��� ���������� ��� �����
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���� α0 �= 0 �� ������� ������ � ����� �� β0 ���� �����
�� {0, 1

8 , 1
4 , 1

2 , 1, 2, 4, 8} �−1�

'����# - �T ������� ��� ������� �� .����� ��� �����# � ���1 �� ��������
���
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���� ����� ��� �
�������� ���� ���������� ��� ��� ��� ����� �� α

���������� �� ���� τC0 ���������  τC0 ��� ��������� 
����� ��� � ����� 2
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*� �-

�T ������� ����� ��� �������# � ��
�� ��������������� ������������ ��� ��"���
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��������  0.64µm−1* �� "� �� ��
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�� ".��� ?�5�+  �* 
����� - � .��
����� �� � ������������ �� C −C0 ���� ��

��D������� ������ �� β0 �LA8 �� 3�� ������� ���������� - � �!��� �� ������������

�� � ���������� K ����� ����� ��� �����
�� ��� ��������� �� ������� ���� �

��
������� �� ������# � ���� �� �� �����
� ��� ��� ���� � ���������� �� �


�
�����# ��� ����� �� ������� ���� �� ���� ����.������
��� ��� ������

U��
�� ���� β0 = 1 �−1# �T C0 = 0 �� ���� C−C0 = C# � ����������� �������

�� C − C0 �������� ���� ���� �� ��� ��� ������ ��������� ��� �� ����� �� �

���������� �� ��� ������ ��.������ �� ������� ��� ������ �1���
��� �� C −C0

���� ����!�� �� ����� ������� ���� �� ������ �� β0# ��� ������ �1���
���

������� �� 8�85µm−1 ���� β0 = 8 �−1 - 8�+µm−1 ���� β0 ∈ {0.25, 0.5} �−1�

%1�
����� �� ������������ �� � ����������� �� C−C0 ��� �� ������ ���� - �

��1��� �� � 
�
����� ��������  ��� - � ".��� ?�5�+  �**� 9��� ��� ���� ����

��
����� � ��� �T β0 = 0s−1 ���� ���1 �T β0 �= 0s−1� |C − C0| ��� �����
���

��������� ���� � ���
��� ���� '� ������ ∆(C−C0) < 0 ������ β0 = 0 �−1 ����

��� ∆(C − C0) > 0 ������ β0 �= 0s−1� '����# �� ������ �� ��1��� ���� ����F

�
��������� �� ��������� ���� ���������� ������ β0 = 0 �−1 
��� ��.�.�����

������ β0 �= 0� ��� �� ����� �� � �����
�����# ������ β0 = 0 �−1# �� ������

���� ��������� ���� ��1�������# �� ��� ���� - ������ � �����
����� �� ������ ��

��� �1���
���# ������-����� - �T � �������� ��� 
�1�
��� 9��� �� ������ ������

�� β0# �� ������ �� ��1��� ��� �� ����� ���� ��������� �

������
��� �� ���� ��

������� �� ������ �� ��.������ ��� - ��1�������� 3�� ���� �� 
�
��� ��� ���� -

��������� ��� �����
����� ���������� ���
������ ��� ������ ��� 
�1�
�� ����

β0 = 0.5 �−1 �T ��� ������� ����� �=8pN.µm−1  ������ ��������� ���� ��1�������*

�� e58pN.µm−1  ������ ��������� ���� ����������*�

(��� �������# �� ������ ���
��� ���� - � ��1��� ���� ����
��.���� �� ����

���� - � �������  ��� ?�5�+  �**� ��� .��
������ ����� ����!��# ���� ��� ���� �

����� �� β0# �� �� ������ ���
��� �� ��1��� �� ��������� ��� �� � ��������#

� � � ��� �� ��D������� ����� �� ������ �� � ����������� ��� ������ �� ��������

7� ��
����� ���# ���� �� ������ �� β0 ∈ [0.125, 0.5] �−1# � �����
����� ���

��� ��������� � ���� ��� �������� �� ������ �.���
��� ���������� ���� ���

������ �� ������� ��� �
����������

�� ���C����� �� ������� ����� �����
��� ��������� �� 
���� �� ��1���# �

����� ���
�� ��������� ��� � 
�
����� ���� ��
��� �������.� ��� ��
��

������ ��� ������ �� ������� ��� ��� ��D������� ��� ������ �� ��1��� ���������

���� �� ������ �� β0� 3�������� � ����� ���
�� �� ������ ��� ���������� ��

= �� +�?b# ���� �� ��� �T β0 ���� ����������
��� 8�As−1 �� ?s−1# ��� �������

�� ��� �T β0 = 0 �−1 K ���� ���� ��
��� �� � ���������� ������� �� ������ -

����� ������ ��������� � 
���"������ �� � �������� �� ������ >���� ������
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� ��D������ ���
�������� ����� �� ���1 �!���
���� �� ������� �� �� ��1���#

�� ������ �� ��1��� �� ���� ��� ������� � 
����
��� �
���� ��� �� ������ ��

������� 
��� ���� ����C������ ���� 
�������� � �����
������

:���� α �������	
� ��� ��	
���	
�� �� ����������	


�� �������� !����!��� ��� ��� �� ���� ����� �� "�
���� �������� �� � 
�
�

�����# �����
��� �������� ��� �� ����������� 
���������# ������� 0��� �������

��� ���.
���� �� "�
��� ������� ������� ��� ���D��# �� ���� ���� �������� ��

��� �������� ���� - �����
�� ������
��� ��� ���� ���� � 
�
����� ��
�����#

���� - ���S��� ��� ���
��������� - ������ ��� �1���
���� ������
��� �������

'����# �� ���������� � ������ .��
������ ���� ��������� ���� �� ����� α ��1

����������� 
��������� �1������ �� ������ �� � 
�
������ ,��� �� ���
���

��
��# ���� �!���!��� - ������������ �� ���1 �T ���� ��������� ��� �� "��


���� ���� ������ �� �������� �� 
���� �� ������
���� ���� ��"������� K

α = |µ(v1, y − v2, x)|

'���� ����������� �� C0 - C ���� �������� ��� ������ ��� � 
���� �� �������


��� ���� .����� �� ��D������ ���� �� ����������� !����!���� ��� ���α ����� ��

�������� ��� ����
��� �� ��
�� 
��� ����� �� � ���������

���� ����� �!���� � ����� �� α0 �� �������� ��� ��
������� �����������#

�� ��	�� - �� ��� β ����� ��.��"������
��� ����� �� ���1 �T � ������
��� ���


���
� �� ���1 �T � ��� 
�1�
�� ���� ����� ������ � ����� =8µm · Pa� ,��

��
������� ��� ��� 
����� ���� β0 ������� �!����� ��� ������ �� �����
��

{0, 1
8 , 1

4 , 1
2 , 1, 2, 4, 8} �−1�

���1������� �� � ���������� ��� ����������� ��� � ������ ����� ��� � ".���

?�6� ������� β0 = 1 �−1# ��� �������� ��� ���� ����!� �� ��� ������� ������

���� ������ ���� � ���
���� !����!���  α = α0*� %� ��� 
�1�
�� - �L54 �

�� ������� +�2µm� �� �������� ��� ��� �
�������� ���� β0 = 1 �−1 ��� ����

β0 = 0 �−1 K �� ������� 1, 2µm−1 - �L2A �  ���� ����� �����.���� 1, 28µm−1

- �L24 � ��� �� ���� �� � ���
���� !����!���*� 3�� ������� ����������� �����

�����
����� ���� ����� ��.�� 
��� �.���
��� ��� ������ - ��1���
����

���� ��
������� ����� ����� ��� ���.� ���
����� �������� � �����.� �����

�� ������� �� C �� C0 ��� �����
��� ��� �
������� ��� ���� � ���
���� !��

���!��� �T  1
τ0

= 1
2β0* K � ��
�� ������������ ���������������# τ0# ��� �����
���

��� �
������� ����

' ������ �� �L+8 � �� /�����- �L=8 �# χ(t) ����� ����!� �� 2� 3�

� ���� ��

������ !����!����# ���� ��������� ��� ��
������� �� � �������� - ��1���
���

224



0 10 20 30 40 50 60
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5
Force
Extension
Vitesse
Courbure
Courbure de repos


��� ��

���� ?�6K %1�������  �� µ
*# �������  �� µm ·s−1*# ��������  �� µm−1* �� �����
���� �� �����  �� µm−1* - ��1���
��� �� � ���������� ���� β0 = 0 �−1

 ������ �����* �� β0 = 1 �−1  ������ .����* �� �������� �� ��
��  ��
�*

�� ��1�������� ,����� ����� �!���# � �������� �� ����� �������� - ��������� -

� �������� �� ���� ��
���� �.��
����

'����- �� �L=8 �# χ(t) ��
���� ������
���# �����S���� � ������������ �� �

����������� '��� ��� � �������� ��
����# � �������� �� ����� �� 
��������

��������� �� 0.6µm−1# �� ��� ������� ��� τ0 ��� �
������� - ��1���
��� �� �

�����
����� ������ ����� �!��� �� ���� ��� � 
���� �� ������
��� ��� ������

,����� ����� �!���# ��1������� �� � �����
����� ��� �.���
��� ���������� ����

β0 = 1 �−1 ��
���� �� ��� �T β0 = 0 �−1�

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

���� ?�?K ;��
����� �� ����� �� β0
α2

α2
0+α2  �� s−1* ��� � ��������� 5 - �LAA �

���� β0 = 1 �−1

�� ".��� ?�? ������� � .��
����� �� � ����� �� 1
τ0

= β0
α2

α2
0+α2 ��� ∂B(m)

t -

226



�LAA �# ���� � �!��� �T �� ������ ���������� ��� � 
�
����� �������.����

� ���������� - �� ���������� ���� ��
������� ��� � 
���� �� ������
��� ���

��� �
������� R α2

α2
0+α2 ����� ��������� - 8�+s−1� '� ��

�� �� � ����������#

����� �������� ��� ������� ���# �� ��� �1����� � 
������� �� � �������� ��

����� - ��� ������� �� ����� �� � ��
������� �� ���������

��� ������ �� ��D������ C −C0 ��� � ��������� ���� ������������ ��� � ".���

?�28  �*� 9��� β0 ≥ 0.5 �−1# �� ������ �� C−C0 ��� ��� ����������� �� ��� �
�

������ ��
������� K �� 
�1�
�
 ������ �� 8�=µm−1 �� ������ ��� ���������

±3µ �� �� 
���
�
 ������ �� �8�=µm−1 �� ������ �� ������� 3�������� �� ���

�������� �� C −C0 ���� �������� ��� �������� ��� β0 ��� ����� 9��� β0 = 0s−1

� �������� ��� �������� ������� C −C0 = C ��� ������� �� ������ �� ��.���� ���

�� ������ 9��� β0 ∈ {0.125, 0.25} �−1# � ����������� ��� ����!� �� ��� �����

��� ���� ��� ������ ��� ���� �� β0 
��� ��
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�������� ��

C−C0 �������� �� 
�1�
�
 ��� �� ������� 3��� ���� ���
�� �� ��
������� �

����������� ��� ������ ���
��� �� ��1��� �1������ ��� � 
�
����� ��� � �����

���
�# �������� ��� � ".��� ?�28  �*� ,���� 
������ .������ ��
������ �� �

��
������� ���
�� ��� ������ �� ��1��� ��� �������
��� �����# ��
����� ��1

�������� ������� ���� �� ����������� !����!����� 9��� β0 ≥ 0.5s−1# �� ������

���
��� �� ��1��� ���� ��������� ���� ��1������� �� ������ �� ���� ���������� ���

�� ������ %�� ���������� ���� � ������ ���� ��� �����
����� ��� �
��������#

���������
��� �� ��� �T β0 = 0s−1 �T �� ������ �� ��1��� ����������� - �����

�����
��� �� � 
�
������ 9��� β0 ∈ {0.125, 0.25} �−1 � ��
������� ���
��

�� � ����� �� ��1��� ��� ��.����� ��1 �������� ��� ��������� ±2.5µm# ��������

��� �� ������ �� ��.����� �� ������� G�� ��� ������������ �� ������ ������������

� �������� �� � ���������� �� ���1� 9��� β0 ≥ 0.5s−1 �� β0 = 0s−1# � ��
�

������� ���
�� ��� ������ �� �������# ����������� ��� � ".��� ?�28  �*# � ���

����������� ��
������ ��1 �������� ������� ���� �� !����!���� ������������

9�� � ����� �� β0 ��� .�����# ��� � �������� �� �� ������ �� ������� ����

�
���������� 9�� ������# ���� β0 ∈ {0.125, 0.25} �−1# � �������� ��� ����� ��

������ K � ��������� �������� �� ������ - �� ������� 9�� ���������� �� ������ ��

������� ���� �������
��� ������ - ��� �������� �� �������� �� �� ������ ����

���1������ ��� �� ������ �� ��1���# ������������ - �� ������# ��� ��� ��������

��� ������������ �������
��� ��� ������ �� ������ �� � �����
������ 9��� ���

����# �� ������ ������ ���
���  ��� ?�28  �** �� ���� ���� ��� � ��
�� ����� ���

������ �� �������# 
0
� ��# ���� �M�# ���� � ������ ��� ��� ��� ��������� �������

��
�������� '���� ���� ����� ������"��� ��
�����
���� ��D������ �T � ��1���

/��� �� ��� ��� ��.�.���� K ���� β0 = 0.125 �−1 ��
�������� ����� ���
��#

�� ������# ����.�� ���� ����������# ��� ��� - � ��1��� �� ���� β0 = 8 �−1 � �����

22?



−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0.125

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0.25

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0.5

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 1

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 2

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 8

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

��� C − C0

�� ����	�
 ����	 �� ���	�
 �	 C − C0 	� µm−1

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0.125

−120

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0.25

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0.5

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 1

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 2

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 4

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 8

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

�!� W�
�	� ��
���	�
�� ����	�
 ����	 �� ���	�
 �	 �� '�
�	 	� pN.µm−1

���� ?�@K ;��
����� �� ������������ �� C − C0# �� � ����� ���
�� �� �� ���
��
�������� ���� β0 ∈ {0, 1

8 , 1
4 , 1

2 , 1, 2, 4, 8} �−1 - �LAA�

22@



−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0

−80

−60

−40

−20

0

20

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0.125

−150

−100

−50

0

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0.25

−100

−50

0

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0.5

−100

−50

0

50

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 1

−100

−50

0

50

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 2

−150

−100

−50

0

50

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 4

−150

−100

−50

0

50

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 8

−150

−100

−50

0

��� W�
�	� ��	� ( �� �	����
�� ����	�
 ����	 �� ���	�
 �	 �� '�
�	 	� pN.µm−1

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0

−10

−5

0

5

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0.125

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0.25

−50

0

50

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 0.5

−60

−40

−20

0

20

40

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 1

−60

−40

−20

0

20

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 2

−60

−40

−20

0

20

40

60

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 4

−40

−20

0

20

40

60

−5 0 5
−2

−1

0

1

2

3

4

β
0
 = 8

−40

−20

0

20

40

60

��� W�
�	� ��	� ( �� /	���
�� ����	�
 ����	 �� ���	�
 �	 �� '�
�	 	� pN.µm−1

���� ?�28K ;��
����� �� ������������ �� C − C0# �� � ����� ���
�� �� �� ���
��
�������� ���� β0 ∈ {0, 1

8 , 1
4 , 1

2 , 1, 2, 4, 8} �−1 - �LAA�

2+8



�����# ������� ��� � ����� �� ��1���# ����� ��� ���������� - ��� ������� ����

β0 = 0 �−1 ���� ��� � �������� ���� ��� �
���������

:��� α �������	
� ��� ������� ������� �� S(v) + T�

9��� "���# ���� .������ �!����!��� ���� ����� �� �D���� 
��������� �
�

�������� ���� ����������� �� ������ ��� "�
���� �������� ���# �� �� ��.�������#

���� ������� � .��
����� �����
�� ��

� .��
����� �� ������ 3���� ���� ����

������ α ��1 ������ ������� �� S(v)+T �� �������� ��� .������� ��� ������

�� ����������� �� ��� &���� �� ���������� ���� ��"������� K

α =
√

λ2
1 + λ2

2 − λ1 · λ2

�T λi ����.�� �� ������ ������� �� ������� S(v)+T� 3�

� ���� � ����������

��"������# α ����� �� �������� ���� � ��
�� �� !�
�.���� ���� ���� ����


��������� ��
���� �� ����� ����"������ ��� � ������������ ��� ������ �� α ��

��� � ����
���� �� � �����
������

���� ����� �!���� � ����� �� α0 �� �������� ��� ��
������� ����������� ��

�� ��	�� - �� ����� ���� ����� ������
������ ��� �������� ���� ����� "1� α0 =
80pN µm−1 �� β0 �������� �����
�� {0, 1

8 , 1
4 , 1

2 , 1, 2, 4, 8} �−1� 3�� ��������

���� ��
������ - ���1 ������� �� ?�5�5 ��# ����# ���� ��������� �� ����1��

-�" $��������

��� 
���"������� ��������� �� 
���� ���� ���
������ �� ������ ��
���

����� ����
���� �� � �������� �� ����� K � ��� ������� �� ��"��� �� �� ��

��
�����
��� - ������ ��� ������ �������� �� ��� ����������� �� �!���� ������

���� ����� ��������� ������ �� ��
�����
��� �� � �������� �� ����� - ��� ���

�� ��
�����
��� �� � ���
�

∂C0

∂t
=

1
τ0

(C − C0)

�T τ0 ����� �������� ��"��������

��� ��
������� ��� 
����� ���# ���� ��� ���� � ��"������ �� τ0# ��� ��� ���

� �������� �� ����� �������� ������
��� - � ��������# ���� � ��������
���

�� � ���������� ��� ���������

�� ���
���� !����!���  τ0 ��� �������� �� !�
�.���* ��� ������� ���� ������

��
��� �� ����������� ������� �� �����1 - � .��
����� ��������# ����� �����

���� ���1������ ��� �� ��������
��� ������� ��� "�
���� �������� ��� ������

�	

	�� � ���� ����� ������� ����� ����������
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\ 9��� ��� ��
�� ������������ ���� ����� ��� ������� - � ��������� �� �

��������  β0 ≥ 4 �−1*# � �������� �� ����� �� � �������� ���� ���� ����!���

��� ������ �� ��1��� ���� �� ����������� ��� �
��������� K �� ��� �������

������� - �� ��.�.���

\ 9��� ��� ��
�� ������������ ��� �����  ��.� β0 = 0.25 �−1*# � ��������

�� ����� �� ����� �������
��� ��� �� ��� �����
����� �� 
�������� ����

"��

��� ��.��
��� ,��� �� ��� ����� �����
� ��� ������ ��

� ����

�� ����� ���� � ��������� ���� �� ���������� �������# �� ������ �� ��1���

������������� ���� � ���� ���� ������ ���� ����� ����������

\ 9��� ��� ��
�� ������������ ���� �
�������� - ���!�� �� � ��
������#

� ��� � ��� �� ��������� ������ �� C0� 3��� ���������� - ��� 
�
����

������� ��"��� �� ����� ������� ��� ������ �� ��1��� ����������� ���� - �

������������ �� ����� ������# ��� �� ����� �����
��

��� �����
������ ��������� ����� ��� ���.��� ���� ����������� �� �������# �!��

���!��� ���� ����� � ��������
��� ��� "�
���� �������� ������ ������

������ �� � �������� �� ����� �
����� �.��
��� ��� ���������� ��� ������

������� � �����
������ ���� �� ����� ����� ��
��� ��� � ���1��
� !����

�!���� ��� �������� �� ��� ������������ ���� ������� ���� ��� ������ �� β0

����!�� �� 1 �−1� ������������ �� � �������� �� ����� - � �������� �� ����

������
��� ������� � ������� ��� - �������� G�� ���� � ������� ���
����#

���������
��� �� � ���������� ��� ������ ��� �� ������ �� ��1��� ���� - �


�
���� �� � .��
����� �����
���

3�� !����!���� �� �������� �������
��� ��
�����
��� ���� � ������� ����

�������� ���� "���
��� ��� ��"������ �� β0 ���� � ���
� β0 = β1 + β2χ(t)�
β1 �������� ��
��� ����� ���������� .������# ������� �� �������
��� ���� ��

� �������� �� ������ β2 ���������� ��� ���������� �����"��� �� ������ ��� ��

����������� �� ������� ���� � ����� ���� ������� ���� β1 � β2� '"� �� ������

� 
���� ��� �1��� �� ������� ����� � ����������� ����� ���1 �����
������

��
������� � ���� ���� ������ ��� - ��������� �� ������� �� ������ - ��� �����

�1�������� � � ������ ����������� ���/����� �� ���
� �� ���������� ������� ��

������� �� β2�

���� ����� ������� �� � ��
�� ������������ �� � �������� �� ����� ��1

����������� 
���������# ���� ������� �!����!��� ���� ����� �� "�
����#

������ �� ������������ �� � 
�
����� ���� ��D�� ���
��������� �����������# ��

������� ���� ��������# �� �����
��� ������
��� �� �������� � .��
����� ��������

��

� .��
����� �� ������ ���� ����� �D����� ��� ��
������� �� �������� ����

�������
��� �� ����������� �� ������
��� ���� �� ����������� ��������� �� ����

�� ��� &���� �� ���������� ,��� �� ���1 ���# �� �D���� ���� �����������
���

2++



�
������� ��� �� ����� �� � �����
����� R �!����!��� ����� ��� �
����� ���

����� - ��� ��� "�
���� ���� ������ �� ��.������# �������� ����� � ��������

�� ����� - � .��
����� ��������� 9��� �� ������ �� β0 ≥ 0.5s−1# 
0
� ��

�� ����������� 
��������� ���� 
���� �
��������� �� ������ ��� ��� �� �����#

��� � ���� ��C��

��� ��������� ���� ���
����� - � �������� �� ����� ��

��������� - � .��
����� �����
��� ���� �� � ������������ �� � ����������# ��

����������� 
��������� ���� ���� ����������� - α0# ���� - ������ ����� ����

����������� ��� �� ���� ����� �� "�
���� �������� �� � 
�
����� ���� ����

���� �� �������� �� ����� ����� ���� ��� 
���"��� %� .���� ����� � 
�
����

�� ����� �����
�� ,��� � ��� �T � ��
�� ������������ ������ �� 
���� ��

������
���# � ����!���������� ����� ����������� �� ������� �� ����������� ��

� �������� ��� ���� ������

: ��� ����������� �� ����� ���# ���/���� ���� � ��� �T α ������ ��� �����������


���������# ���� β0 ∈ {0.125, 0.25} �−1# ����������� �� C0 �� ������ �� �������

����
���# � ����� �� �������� �� ����� ����� � 
������� �� � �����
����� ���

���������� - � �������� ������� ������� � �����
������ ,��� �� ���# �� ������

�� ��1��� ���������� ��������� � ���������
��� �� � �����
����� �� ������� 3���

����� ������1  H)��� �� ��# 2@@@# (��!���� ��� ���.����
# 2@@AJ ����

���*


������� ��1������� ���� �� �!���
��� ���� �� ������ ������������� '"� ��

������ �� � 
������
� �������� ��� �������� �1������ �� �!���
���# � ��������

������� � ���������� �������� ������ �� ��
��� ���� ���1 ��� K ���� ��� �

���
����� �� ������ ����� ������ ���� ���
��������� ����������� 
��������� ��

�� ��������� �������

<�������# ���� "���# ��� ��
�������� ��� ������ �� ������� ��� ������� ��1

������ �� ��1���� ,��� ������ �� ��
������� 
�����# �� ������ �1������ ��� �


�
����� ���� ��
����� ��� �� ������ �� �������� '����# �� ������ �� ��1��� ��

�������# 
0
� ���� �� ��� �� ��� ��
����������# ��� ������� � ���������� �� �

�����
�����  ���������� ��� ������� ���� ��D�� ��� ������ �� �������*� : ��� ����

�
������� �� ����"�� �� ������ �� 
���� �� ��1��� �� �� ���C����� �� �������

���� � ��������� ��� ��� ���"�
� ��� �� ������ ���� ��
������� - ���� ��

.���� ���.�# �������� ���# ���� �� 
������
�� ��������� ���� �� �!������ ��

��C���� ��� - �1������ �� �!���
���� �� 
������� ��� �����
������� ,���

� ��� ���������# �� ���������� �� � ������� kb
λ ��� �
�������# �� 
������
��

������� ��� ��������� ��� !����!��� �1�������� ������������ ���� � 
�������

��� �����
�������
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. /���%��� �� ��	������+��

���� ����� ���	� �� 
���� ���� ������� � ��� �� � 
�
�����# �������

���������
�# ���� ��
������# ���� �� �����
������ ��������� ���� ����� ���

����� �� 
���� �� ������� ���� ������ ��
��� �� ��
��.���� ����� ����������

�� ����� �� � �����.������ ���� ���� 
��������� ����!������ �� �������� ��
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�
����� �� ���� �����

������� - ����������  � ���.*�

\ ' ��� ��!�� ���������� ������# ����� ���� ���
������� �� 
������� ������

�
��� ��������� �� ���. - ���������� �� ������ 3�� ��.��� ����� ���
� ��

������ 
���������# � �������� 
���"�� �� ��� �� ��
�����
��� �� �����


���� ���� ������� ������ ��
��� �� � ������ ������ �� 
��������

/�" ��������!��

���� ���� ��

�� !������ - ���1 ��C����� 
�/����� ���� � 
����������

��� �����
������ ��� �� � �����.�����# ���� ����S� ���
����� �� ��������� %�

���
��� ���# � ��
�� ���������� �� ����� �������� �� ������� �1����
������

��� �� ���������������� 
��������� ��� ���������� %� ������ ���# � ����S� �
�

������� ��������"�� � �!���
��� ��������� � ����������������� �� 
�
�����

��� ��� ������# - ����# ��� � 
����� ��!����!��� ����� ��D����� �� � 
�
�����

��������� ���!�����
��� 
���# - ����� ������������# ��� ��� ��� �������

���� ����� 
����� ������0� �� �!����!��� �� ����������� �� � ��������

�� ����� - � .��
����� ��������� : ������ ����������� ������������� � ��� ���

���������  ���� ��� ��
�!��!�����* �"� �� ������ ��# ��� ��� ������������� ��

����� �� ��������� �� �����
����� �� � ����# ������� �� ������� ��� ����

����������� � 
�
�����# ��������� ����� ��
��.���� ����� ��������� �������

(��� �����

���# � 
���� .�.������ - 0��� ����� �� ����� ��
�������� %�

���������� ��� ���
������� �� ������ ��
��� �� ������ �� � 
�
�����# ���# ��

���1 ��
�������# ��� ������� �� ���1 �������� 3�� ������������� ��������� ��

�
������� ������ ���!����� �� ��"������ �� � �������� �� 
������# ����� ���

��� �������� ���� �� ���1 �������� ���.���� ���������1� ���/��� ����� �������
�

��
������ ������ �.��
��� ��� ����� ��.
�������� �� 
���.� �� ���� ���

��������� ��
�������  ���������P��
�� �� ���� �� 
�
����* ����������� ����

���������� �� ��
��������

G� ����� ���/��# ���� ����� �1�.����# 
����� ��� ��������� ��� ������������

: ���.�� �� ������� � �����.����� ���� � ����� �������# �T �������������

��� �!���
���� �� ��D������� �������  
���������# �!�
����� �� ����������*�

,��� �� ������# ���� ������� �� ������� �� ��
��� ��� �� ������������ ���

�!���
���� �!�
����� ��� � 
��������� : �1���� �.��
��� ��� �������������
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���� ������ ���� K �� ����������� 
��������� �1������ ��� � ���� /����� ��

��� �����
����� ���� ���.��������� �� � ��������� ������� �� ���� �� �����

���������  ��� HU���. ��� :�.���# 2@@@# :�.���# +88+J*� ,��� � ��� ����������

�� � �)9# �� ������ ���
��� ���� ��D�� �� ����������� 
��������� �����������

�!����� �� ���� ����� ��
�����
���# ���������� �� ����� �� � ����# ��� �
���

"� �� ����������� �� �!���
���� �!�
������ 9������ �� �1�
�� K ����������

�� �������������� �������� ���� ������ �� ���� ��������# ����� - ���������� ���

�����1 ���������� �� ������ �� � �0�� ����� �����# �� �
����� ��� ��������

�� ��.���������� �!�
������ %� ������# �� ��������� �!�
����� ������� 
���"��

�� ����������� 
��������� �1������ ��� � ����# �� ���������� ��� ��
����.�

�� ������������ ��������# �� ������ ��� ����������� �� 
������ ������� .�����

�� "�
���� �� ��� ������ �� ������ ���� �������� ��� �������� ��� �!����


���� ����������# ����������� ��� ������� ������ ���� � ����# ���� ��1 �����

������������� ���� � �����.������ �� ����� �� ��
��� �� �����
�� �� ��� �!��

��
���� 
���������# �!�
����� �� ���������� ������� - ��1������ �� ��
���

�� �������� - ������� �� ���� ��� ���������� ����������� ���� 
���� �� ������

,� ���# ��� �!���
���� ��� ��� ��
�� ���������������� ��� ��
�������  �


��������� ���� �����������# � ������� ���� � �!�
��# � 
����� ���� � 
��

�������*# �� ��� ����� �����
������ ���� � .������ �� ��
�� ���� � ��
�������

%�"�# ��������� ������� �!�
����� ������� ��������� ��� ������������� �������

������# ��C���
��� ������������� �� �������� � 
��!��� ��� ��
���� "���#

�������� ������ ���� ����.���� - �� �����
� ��
��1�� 7� �� ������ �1�����

����� ����������� �������� ����� ������ ��� �������� ���!������ ���� 
����� ��

���� �� ��
��������

<������� ���� "��� ��� ��� �������.����� ��� ���� ��������� ���/���� K �����

������� �� ��� �� ��
�����
��� �� 
����# ���� ���� ��� ��1������� �� ���"�

.�������� ���������� �� � 
�
����� ������� 0��� ������� f ����� ���� ���

���".�������� f �� �������� 
��������� ��0��� ��������

/�& ���������

��� �������� ��������� ��� �� ���������������� 
��������� �� � 
�
�����

���� �����
������� ���� �� �����
������ ��������� ���� ����� 
����� ������


�
����� ���� �� ���������� 
��������� ���� ���� ���� .���� ���.�# ����

�� �����
��� ���# �
�0�!� ��� �����
������ �
���������# �� ��� ��..��� ��� ��

���������� �� � 
�
����� ���� ��������� ��D���

��� ���� ���� ������� - ��

�����  �� ���� ��
�����
��� ������� - �� �����*# ������� � �������� ��
���

��� ��� �����  �� ��� ��
�����
����*� ���� ����� �.��
��� 
�� �� ��������
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�0 1����� 1 � 2���� ���	����&�� ��

���	������ ��� ��	��� ��

����	���

�3�� 0� ��� ���

7� ��"��� � ��.���.��� �� � 
�
�����

G =
∫

∂Bt

{
1
2
kf (C − C0)2 +

λ

2

∥∥∥∥∂r

∂s

∥∥∥∥2
}

ds

���� ���� ������ � ��������� �� ��.���.���

δG =
∫ L

0
kf (C − C0)δ(C − C0) + λṙδṙ ds

���� ��� �����
����� ���������� K r → r + δr = r′

7� ��"��� �� ���� ����� �� � 
�
����� �� �������� ��������# ���
� ��

���.��� �������1# ����������
��� ����� r#n �� t�

������ r′# n′ ��t′ �� �������� ��������# ���
� �� ���.��� ����� � �����
�������

7� ���� r′ = r + ξ �� ξ = ξ1t + ξ2n�

,����
���# ���� ������ �� ������� ��� ������� - s - ����� ���� ����� K∂X
∂s = Ẋ

��∂2X
∂s2 = Ẍ

%1���
��� t′ �� �������� �� t �� n K

t′ = ṙ′

= t + ξ̇1t + Cξ1n + ξ̇2n− Cξ2t

= t + (ξ̇1 − Cξ2von)t + (Cξ1 + ξ̇2)n

= t + x1t + x2n

%1���
��� ṫ′ �� �������� �� t �� n K

��� � �	� 
	������ ������	� ;t = ∂r
∂s
�t′ = ∂r′

∂s
�Ct = − ∂n

∂s
	� Cn = ∂t

∂s
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ṫ′ = r̈′

= Cn + ẋ1t + Cx1n + ẋ2n − Cx2t

= Cn + (ẋ1 − Cx2)t + (Cx1 + ẋ2)n

%1���
��� � ��������� �� ��������# δC# �� �������� �� ������
��� K

C.n = ṫ

(C ′ − C)n = ṫ′ − ṫ

δC = n(ṫ′ − ṫ)

= Cx1 + ẋ2

= Cξ̇1 − C2ξ2 + Ċξ1 + Cξ̇1 + ξ̈2

= 2Cξ̇1 − C2ξ2 + Ċξ1 + ξ̈2

�>���� ,����
��	 �� ���	����� �� -�%��	

%1�������� �� � ��������� �� �����.�� �� ��1��� K∫
∂Bt

kf (C − C0)δ(C − C0) ds

9�������� ��������� �� ����� ������
��� ���� ����� �� � 
�
�����# �

�������� ��� �D������ 9�� ������ � �������� �� ����� ����� � 
0
�# �����

δC0 = 0�
%� ����	��� ���� ��1�������� ��������� δC ��� 0 �� δC ��� ��1�������� ����

��� ��� !���# �� ������� K∫
∂Bt

kf (C − C0)δ(C − C0) ds =
∫

∂Bt

2kC(C − C0)ξ̇1 − kC2(C − C0)ξ2 + kf (C − C0)Ċξ1

+kf (C − C0)ξ̈2 ds

7� ����� ������
��� �!���� ��� ���
�� �� �����.��� K

∫
∂Bt

kC(C − C0)ξ̇1ds = [kC(C − C0)ξ1]∂Bt
−
∫

∂Bt

kf (2CĊ − ĊC0 − CĊ0)ξ1ds
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∫
∂Bt

kf (C − C0)ξ̈2ds =
[
kf (C − C0)ξ̇2

]
∂Bt

−
∫

∂Bt

kf (Ċ − Ċ0)ξ̇2ds

=
[
kf (C − C0)ξ̇2

]
∂Bt

−
[
kf (Ċ − Ċ0)ξ2

]
∂Bt

+
∫

∂Bt

kf (C̈ − C̈0)ξ2ds

$����
���� K∫
∂Bt

kf (C − C0)δ(C − C0) ds =
[
2kC(C − C0)ξ1 + kf (C − C0)ξ̇2 − kf (Ċ − Ċ0)ξ2

]
∂Bt

+∫
∂Bt

kf (−3CĊ + ĊC0 + 2CĊ0)ξ1

+kf ((C̈ − C̈0) − C2(C − C0))ξ2 ds

�>���� ,����
��	 �� ���	����� �� 
�	���	

%1�������� �� �����.�� �� ������� K∫
∂Bt

λṙ∂ṙds

%� �������� �� �������� ṙ = t ��δṙ = t′ − t = (ξ̇1 − Cξ2)t + (Cξ1 + ξ̇2)n# ��

�������� K

∫
∂Bt

λṙδṙds =
∫

∂Bt

λt((ξ̇1 − Cξ2)t + (Cξ1 + ξ̇2)n)ds

=
∫

∂Bt

λξ̇1 − λCξ2ds

= [λξ1]∂Bt
−
∫

∂Bt

λ̇ξ1 + λCξ2ds

= [λξ1]∂Bt
−
∫

∂Bt

(λ̇t + λCn)ξds

�3�	 *�������� �� �%���� �� ���������

%1�������� �� �����.�� ��������� K

K =
∫ L

0
ρ||r,t||2ds

�� �	� �������� ��� ���	� ���� ��
����	� �� � �� ������	�	�� ��� 	�� ����� ���
	��
����� �	 ∂Bt� �	 �	
�	 �	 !�
� �������	�

�#	� �	
�	� ���� �	������� ( ��
	 �'�
���' ��� �	 ���� ��� �
� 	� �����	 ���� �	
�����	�
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7� ������� ��� � ��������� �� ������� 
������� ��� ��� ��� � 
���� ���

��������� ����
��������# ���T K

∂K

∂r
= 0

∂K

∂r,t
=
∫ L

0
ρr,ttds

�3�� 4����� �� �����������

>���� ����� �� ���C����� �� ����������� ζ# �����.�� �� �����������3 ���1�

���
� K

R =
1
2

∫ L

0
ζ||r,t||2ds

%� �������� � ������� δr,t = ξ1,tt + ξ2,tn# �� ������� K

δR =
∫ L

0
ζr,t.δr,tds

=
∫ L

0
ξ1,tζr,t.t + ξ2,tζr,t.nds

= ζ [ξ1r,t.t + ξ2r,t.n]L0 −
∫ L

0
ζ(ξ1r,tt.t + ξ2r,tt.n)ds

�3�" 5����

7� ��������� ��� �� ���������� �
���� ���� ����������� �� ��� � ������
���

��� �� ��1 �1���
���� �� δBt� ��� ���
�� �� ���� ��������� �����

���� ���� ������� �� ��������� �� ��.���.� ���� �1���
�� �� ������ .����

���� ��� � 
�
������

d

dt

∂L

∂r,t
− ∂L

∂r
= − ∂R

∂r,t

���� L = K(r,t) − G(r, r,s) �����.�� ������� �����# K = 1
2

∫
∂Bt

ρ||r,t||2ds

�����.�� ���������# G = −1
2

∫
∂Bt

{
kf (C − C0)2 + λ||r,s||2

}
ds �����.�� ��������

�� R = 1
2

∫
∂Bt

ζ||r,t||2ds �����.�� ��������� 3������ � ���
��� ���
� �� �����

������� K
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d

dt

∂L

∂r,t
=

d

dt

∂

∂r,t

1
2

∫
∂Bt

ρ||r,t||2ds − d

dt

∂

∂r,t

1
2

∫
∂Bt

kf (C − C0)2 + λ||r,s||2ds

=
d

dt

∫
∂Bt

ρr,tds

=
∫

∂Bt

ρr,ttds

�� ���1��
� ���
� ������� K

∂L

∂r
=

∂

∂r

(
1
2

∫
∂Bt

ρ||r,t||2ds

)
− ∂

∂r

(
1
2

∫
∂Bt

kf (C − C0)2 + λ||r,s||2ds

)

=
∫

∂Bt

(λ̇t + λCn)− kf (2CĊ0 − 3CĊ + ĊC0)t

−kf ((C̈ − C̈0) − C2(C − C0))n ds

=
∫

∂Bt

(λ̇ − kf (2CĊ0 − 3CĊ + ĊC0))t

+(λC − kf (C̈ − C̈0) + kC2(C − C0))n ds

∂R

∂r,t
=

∂

∂r,t

∫
∂Bt

1
2
ζ||r,t||2ds

=
∫

∂Bt

ζr,tds

,��T � ���� K
∫
∂Bt

ρr,tt + (−λ̇ + kf (2CĊ0 − 3CĊ + ĊC0))t + (−λC + kf (C̈ −
C̈0) − kC2(C − C0))n ds = − ∫

∂Bt
ζ · r,t ds

ρr,tt + ζr,t = (λ̇ − kf (2CĊ0 − 3CĊ + ĊC0))t +

(λC − kf (C̈ − C̈0) + kC2(C − C0))n

���� ��.�.���� � ���
� �� ����������� ��������� �� ������� �!����!��� ����

������
��� �� � 
�
����� �.� - ���� �� ������������ ��� �� ���������� %�

������� � ������� ��������� ��1 ��������� �� ������������� �� ����� �������#

�� ������� K

\ � ����� ���
�� �1����� ��� � 
�
����� - � ��������� �� ����� K

n · σf · n− p = λC + kf (C̈ − C̈0) − kC2(C − C0)
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\ � ����� ���.���� �1����� ��� � 
�
����� - � ��������� �� ����� K

t · σf · n = λ̇ + kf (2CĊ0 − 3CĊ + ĊC0))

�T σf ����.�� � ������� ���� S(v) + T  ��� +�+�5*�
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�� 1����� 2 � 1��������� �� ��

���	��	� �� 	����3 α 	��	������

��� +����	� �	��	�� �� S(v) + T4

���� ������� �!����!��� ���� ����� �� �D���� 
��������� �
�������� ����
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���� �������� ���# �� �� ��.�������# ���� �������

� .��
����� �����
�� ��

� .��
����� �� ������ 3���� ���� ���� ������ α ��1

������ ������� �� S(v)+T �� �������� ��� .������� ��� ������ �� �����������

�� ��� &���� �� ���������� ���� ��"������� K

α =
√

λ2
1 + λ2

2 − λ1 · λ2

�T λi ����.�� �� ������ ������� �� ������� S(v)+T� 3�

� ���� � ����������

��"������# α ����� �� �������� ���� � ��
�� �� !�
�.���� ���� ���� ����


��������� ��
���� �� ����� ����"������ ��� � ������������ ��� ������ �� α ��

��� � ����
���� �� � �����
������

���� ����� �!���� � ����� �� α0 �� �������� ��� ��
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�� �� ��	�� - �� ����� ���� ����� ������
������ ��� �������� ���� ����� "1�
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�� {0, 1
8 , 1

4 , 1
2 , 1, 2, 4, 8} �−1�

���1������� 
�1�
�� �� ��1���
��� �� � �����
�����# �� ����� ���� ��� �

".��� 22�2# ��� ��
���� - ��� ������� ���� � ���
���� !����!���# �����.����

2.1µm - �L54 �� %� "� �� ��
������# ��1������� 
�1�
�� ��� �.���
���

����������  �� 8�8=µm* ���� � ��� �T β0 = 1 �−1�
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���.����� ������
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��� - � ��������# ������ �� 2A ���
����� ���

������� %������# �� �� 
�������� /����� ���� �L=A � 
�.�� �� �
������� �����

C −C0� '� ����� �� � �!��� �T χ(t) ��
���� �� �T � �����
����� �� ��������#

� �������� �� ����� ����� ������
��� ���� �� �������� - ������ �� �LAA � ��1

�������� �� 0.5µm−1 � 3� ��
�����
��� ������� �� ������ ������# �� ������ ��

��1���
���# ��� �� ����������� 
��������� ��� ��"������� α�

��� ������ ������ ��� β0
α2

α2
0+α2 ��� � ��������� 5 - �LAA � ���� ������� ��� �

".��� 22�+� ������ ��� ���!�� �� ����� ��� ���� �����# �� ������ �� ���������
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� ���� � ��"������ �� α �� �������� ��� ����������� ��

������
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���
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