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Je pense que le GDR de Géométrie Non Commutative et toute l’équipe qui le
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Je pense également à Vivien Clauzon, Malcolm Djenno, Ingrid Violet, Mathieu
Gourcy, Marie-Françoise Ouedraogo, Jacqueline Ojeda et Jérémy Ruiz.
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Sébastien Falguières, Alexandre Rey Alcantara, Elkaioum Moutuou ainsi que Florent



Remerciements iii

Juillard avec qui j’ai pu partager les rencontres conviviales et intéressantes organisées
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Merci de tout coeur Sandrine et Guilhem.
Il y a également Elise Vernet, Julien Bost, Sophie Bardet ainsi que Céline Le Barbey
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2 Théorème de l’indice pour le gap-labeling 31
2.1 Etude de K0

(
C(Ω) � R2 � S1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2 Calcul de l’image par τµ∗ de la copie de Z . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.3 Etude du sommant Ȟ2
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Introduction

En 1982, Shechtman et ses collaborateurs découvrirent, dans un alliage d’alu-
minium manganèse rapidement solidifié, une phase ayant toutes les caractéristiques
d’un cristal ([SBGC84]). Afin de connâıtre la répartition atomique d’un tel solide,
ils réalisèrent son diagramme de diffraction que l’on peut observer sur la figure Fig.
1.

Fig. 1 – Diagramme de diffraction.

Ce diagramme est discret et ressemble à celui qu’on peut obtenir à partir d’un cristal.
A partir de l’étude de ce diagramme, ils déduisirent que les atomes se répartissent
dans l’espace de sorte que la distance entre deux atomes soit supérieure à une cer-
taine constante et qu’il n’existe qu’un nombre fini de configurations locales aux
translations près.
Cependant, le diagramme de diffraction du solide découvert par Shechtman présente
une symétrie d’ordre 10 qui est interdite par la classification des cristaux.
La structure de ce solide est donc différente de celle des cristaux.
En particulier, la configuration atomique n’est stable par aucune translation. Ce-
pendant, chaque configuration d’atomes se répète uniformément.
Pour cette raison, une telle structure fut appelée quasi-cristal.

Cette découverte engendra un énorme intérêt en physique des solides ainsi qu’en
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2 Introduction

mathématiques.
Une façon naturelle de modéliser mathématiquement cette structure atomique est
de construire un pavage apériodique encodant les propriétés géométriques de la dis-
tribution atomique en des propriétés combinatoires.

Un pavage de Rn est une famille dénombrable P = {t0, t1, . . .} d’ensembles non
vides, compacts ti appelés pavés ou tuiles, chaque pavé étant supposé homéomorphe
à la boule unité, telle que les ti recouvrent Rn, muni d’une origine O fixée, les pavés
ne se rencontrant que sur leur bord.
On considérera dans la suite le cas particulier de pavages pour lesquels il existe une
famille finie {p0, . . . , pn} telle que tous les compacts ti sont des G-copies d’un pk,
où G est un sous-groupe des isométries directes de Rn. Les pk sont alors appelées
proto-tuiles.
Un patch est une collection finie de tuiles d’un pavage.
Un pavage est dit de G-type fini si, pour tout rayon R > 0, il n’existe qu’un nombre
fini de patchs de diamètre inférieur à R modulo l’action de G.
Un pavage T ′ est G-répétitif si, pour tout patch A de T ′, il existe un rayon
R(A) > 0 tel que toute boule de Rn de rayon R(A) rencontre T ′ sur un patch
contenant une G-copie du patch A.
Un pavage G-apériodique désignera ici un pavage de Rn deG-type fini, G-répétitif
et non périodique pour les translations de Rn.
Les atomes d’un quasi-cristal sont alors situés à l’intérieur des tuiles du pavage
apériodique le modélisant.

Motivé par les propriétés électromagnétiques et macroscopiques de ces solides, J.
Bellissard étudia le mouvement d’un électron dans un tel quasi-cristal (voir [Bel82],
[Bel86] et [Bel92]).
Ce mouvement est étroitement lié aux sauts d’énergie dans le spectre de l’opérateur
de Schrödinger associé au solide. Cet opérateur est de la forme :

H = − �

2m
∆ + V (x)

où − �

2m
est une constante, ∆ est le laplacien sur Rn et V est un potentiel dépendant

de la structure du quasi-cristal étudié.

V est de la forme V (x) =
∑
y∈L

v(x− y) où L est l’ensemble des positions des atomes

dans le quasi-cristal et v est le potentiel effectif d’un électron de valence près d’un
atome, c’est-à-dire que v est la fonction régissant l’interaction entre un électron et
un atome (voir [BHZ00]).
J. Bellissard chercha donc un moyen d’étiqueter les trous de ce spectre en termes
mathématiques, c’est le problème du gap-labeling.
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Les pavages étaient étudiés d’un point de vue mathématique bien avant la décou-
verte des quasi-cristaux mais l’intérêt engendré par ce nouveau matériau a permis de
faire des progrès énormes dans cette étude en examinant les propriétés des pavages
sous un nouvel angle, celui de la géométrie non commutative.
En 2000, dans [KP00], J. Kellendonk et I. Putnam ont associé une C∗-algèbre à un
pavage G-apériodique pour en étudier les propriétés. Celle-ci est construite comme
le produit croisé des fonctions continues sur un espace topologique Ω par le groupe
G, l’espace Ω encodant les propriétés combinatoires du pavage en propriétés topo-
logiques et dynamiques.

Pour obtenir cet espace, fixons une base orthonormée de Rn ainsi qu’un pavage
G-apériodique P .
Si on laisse agir naturellement G à droite sur P , on obtient une famille de pavages
P.G que l’on peut compléter par rapport à une certaine distance (adaptée à de tels
pavages) pour obtenir l’enveloppe continue Ω du pavage P munie d’une action
naturelle de G et formée de pavages partageant les mêmes propriétés combinatoires
que P (cette construction fut introduite par Kellendonk dans [Kel95]) .
Grâce aux propriétés combinatoires imposées sur P , l’espace Ω est compact et toutes
les orbites sous l’action de G sont denses dans Ω.

En regardant le sous-espace des pavages de Ω vérifiant certaines conditions de
rigidité, on obtient alors un sous-espace Ξ de Ω, appelé transversale canonique.
Cette transversale est un espace de Cantor et permet de voir Ω comme un espace
feuilleté, i.e Ω est recouvert par des ouverts de la forme K ×U , où K est un clopen
de Ξ et U est un ouvert de G, dont les applications de transition vérifient certaines
conditions de régularité. L’espace Ξ en est alors une transversale et les feuilles de Ω
sont homéomorphes à G ou à un quotient de G par un sous-groupe discret.

On peut alors associer au système dynamique (Ω, G) la C∗-algèbre produit croisé
C(Ω) �G.
Comme G est moyennable, l’espace Ω est muni d’une mesure de probabilité G-
invariante et ergodique µ. Cette mesure induit alors une trace τµ densément définie
sur C(Ω) � G ainsi qu’une application linéaire τµ∗ : K0

(
C(Ω) � G

)
→ R sur la K-

théorie de C(Ω) �G.

Pour G = Rn, J. Bellissard put alors faire le lien entre les trous du spectre de
l’opérateur de Schrödinger H et cette K-théorie, remarquant que chaque trou dans
ce spectre donne lieu à une classe de K0

(
C(Ω) � Rn

)
(voir [Bel92] et [BHZ00]).

Il montre également que l’image sous τµ∗ de K0

(
C(Ω) � Rn

)
est reliée à la fonction

physique N : R → R+, appelée densité d’états intégrée, abrégé en IDS (voir p.25).
Pour E ∈ R, la valeur N (E) peut être vue comme la moyenne du nombre de valeurs
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spectrales de H inférieures à E par unité de volume.
Ainsi, c’est une fonction positive et croissante sur R et elle définit donc une mesure
de Stieljes-Lebesgue dN sur R donnée par dN

(
[E;E ′]

)
:= N (E ′) −N (E).

dN est alors absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue dE (i.e∫
A
dE = 0 ⇒

∫
A
dN = 0) et, par le théorème de Radon-Nikodym, on peut définir la

densité d’états comme la dérivation dN /dE.
Cette densité d’états est une quantité bien connue en physique des solides et elle est
accessible par expériences de diffusion (voir [Bel92]).
Cette quantité est importante en physique pour déduire des propriétés de conducti-
vité du quasi-cristal et il est donc crucial de pouvoir prédire l’image de cette fonction.
Pour cela, J. Bellissard a démontré qu’on pouvait relier cette fonction à un objet
mathématique grâce à la formule de Shubin. La formule de Shubin exprime le
fait que, si E est dans un trou du spectre, il existe une projection pE de C(Ω) � Rn

telle que N (E) soit égale à τµ(pE) et que cela ne dépend pas du réel E choisi dans
le trou du spectre.
Ainsi, l’image de l’IDS N est incluse dans l’image, sous τµ∗ , de K0

(
C(Ω) � Rn

)
.

Pour étudier les propriétés de conductivité du quasi-cristal, il est donc important de
connâıtre cette dernière image.

La conjecture du gap-labeling formulée par J. Bellissard prédit alors l’image, sous
τµ∗ , du groupe de K-théorie : µ induit une mesure µt sur la transversale canonique
Ξ (donnée localement comme le quotient de µ(K × U) par le volume de U) et la
conjecture exprime alors le lien entre l’image de K0

(
C(Ω) � Rn

)
sous τµ∗ et l’image

sous µt des fonctions continues sur Ξ à valeurs entières C(Ξ,Z) :

Conjecture : ([Bel92], [BHZ00])

τµ∗

(
K0

(
C(Ω) � Rn

))
= µt

(
C(Ξ,Z)

)

Dans cette conjecture, µt
(
C(Ξ,Z)

)
désigne l’ensemble

{∫
Ξ

fdµt; f ∈ C(Ξ,Z)

}
.

Depuis, plusieurs travaux furent effectués pour prouver cette conjecture.
La suite exacte de Pimsner-Voiculescu permit à Bellissard dans [Bel92] de démontrer
la conjecture pour n = 1 et A. van Elst put prouver le cas n = 2 en itérant cette
suite exacte dans [vE94].
J. Bellissard, J. Kellendonk et A. Legrand démontrèrent la conjecture pour n = 3
dans [BKL01] en utilisant une suite spectrale due à Pimsner.
Enfin, c’est en 2002 que la conjecture fut démontrée dans le cas général d’un pavage
Rn-apériodique dans trois articles indépendants : par J. Bellissard, R. Benedetti et
J.-M. Gambaudo dans [BBG06], par M.-T. Benameur et H. Oyono-Oyono dans
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[BOO02] et par J. Kaminker et I. Putnam dans [KP03].

Il est alors naturel de se demander si cette conjecture reste vraie pour des pavages
plus généraux.
Cette thèse étudie le cas particulier des pavages de type (1 , 2 )-pinwheel du plan
introduit par Conway et Radin (voir [Rad94] et [Rad95]).
Ce sont des pavages construits à partir de deux triangles rectangles de côtés de
longueur 1,2 et

√
5, images l’un de l’autre par réflexion.

On obtient un pavage de type pinwheel grâce à la méthode de substitution. On peut
recouvrir les dilatés, par un facteur de

√
5, des deux triangles par l’union de copies

par translations et rotations des deux triangles, les copies ne se rencontrant que sur
leur bord (voir Fig. 2).

Fig. 2 – Substitution associée aux pavages de type pinwheel.

En itérant le processus, on construit alors une réunion de triangles qui recouvre des
régions de plus en plus grandes du plan et qui, à la limite, recouvre le plan et, par
conséquent, constitue un pavage du plan appelé pavage de type pinwheel et dont un
patch est représenté sur la figure Fig. 3.
Ce pavage est alors non périodique pour les translations du plan, de R2 � S1-type
fini et R2 � S1-répétitif, où R2 � S1 représente le groupe des isométries directes du
plan.
Il n’est pas de R2-type fini puisque dans tout pavage de type pinwheel, on retrouve
les tuiles dans une infinité de directions différentes.
L’enveloppe continue Ω de ce pavage contient alors six cercles laissés stables par une
rotation d’angle π autour de l’origine. La réunion de ces 6 cercles est notée F et ce
sont les seuls points fixes sous l’action des rotations.

On peut alors appliquer la construction expliquée ci-dessus pour obtenir un
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Fig. 3 – Patch d’un pavage de type pinwheel.

système dynamique (Ω,R2 � S1) où Ω est un espace compact et dont toutes les
orbites sous l’action de R2 � S1 sont denses.
On obtient également une transversale canonique Ξ et Ω est alors un espace feuilleté
dont les feuilles sont homéomorphes à R2 � S1 excepté six qui sont homéomorphes
à (R2 � S1)/(0 × <π>).

Nous cherchons à démontrer le théorème suivant :
Théorème 4.1 :

τµ∗

(
K0

(
C(Ω × R2 � S1)

))
= µt

(
C(Ξ,Z)

)
.

Nous voulons donc relier l’image de K0

(
C(Ω× R2 � S1)

)
sous l’application linéaire

τµ∗ au Z-module de fréquence des patchs µt
(
C(Ξ,Z)

)
.

Pour cela, on s’inspire dans un premier temps des travaux effectués par M.-T.
Benameur et H. Oyono-Oyono dans [BOO02].
En effet, dans leur article, ils utilisent le théorème de l’indice pour les feuilletages
démontré par A. Connes (voir [Con79] ou [MS06]) pour relier la partie analytique

τµ∗

(
K0

(
C(Ω×Rn)

))
à une partie topologique, plus calculable, Chτ

(
Kn(C(Ω))

)
qui

vit dans H∗τ
(
Ω
)
, le groupe de cohomologie longitudinale de Ω et où Chτ est le ca-

ractère de Chern longitudinal, cf [MS06].
Nous montrons que ce même théorème peut être appliqué pour les pavages de type
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pinwheel.
Pour cela, nous cherchons à montrer que tout élément de K0

(
C(Ω) � R2 �S1

)
peut

être vu comme l’indice analytique d’un opérateur de Dirac ”tordu par un unitaire”
de K1

(
C(Ω)

)
, i.e pour tout b ∈ K0

(
C(Ω)�R2 �S1

)
, on cherche un [u] ∈ K1

(
C(Ω)

)
tel que b = [u] ⊗C(Ω) [D3], où [D3] ∈ KK1

(
C(Ω), C(Ω) � R2 � S1

)
est la classe de

l’opérateur de Dirac longitudinal D3 le long des feuilles de Ω et ⊗C(Ω) représente le
produit de Kasparov.
Nous montrons en fait que K0

(
C(Ω) � R2 � S1

)
est la somme de Z7 et d’un sous-

groupe H (voir ci-dessous pour plus de détails sur H).
L’image sous τµ∗ de Z7 est calculable explicitement et pour tout b ∈ H , nous pouvons
obtenir un [u] ∈ K1

(
C(Ω)

)
tel que τµ∗ (b) = τµ∗

(
[u] ⊗C(Ω) [D3]

)
, ce qui sera suffisant

pour appliquer le théorème de l’indice et obtenir :

Théorème 2.12 : ∀b ∈ H, ∃[u] ∈ K1

(
C(Ω)

)
tel que :

τµ∗ (b) = τµ∗ ([u] ⊗C(Ω) [D3]) =
〈
Chτ ([u]), [Cµt ]

〉
,

où [Cµt ] ∈ Hτ
3 (Ω) est le courant de Ruelle-Sullivan associé à µt (localement, cette

classe est donnée par intégration sur Ξ×R2×S1, voir [MS06]) et 〈 , 〉 est le pairing
de la cohomologie et de l’homologie longitudinales.

Pour obtenir ce résultat, nous regardons Ω comme un espace doublement feuilleté.
Dans un premier temps, nous pouvons considérer Ω comme feuilleté par l’action de
S1 ⊂ R2 � S1 et construire l’application ψ1 : K1

(
C(Ω)

)
→ K0

(
C(Ω) � S1

)
donnée

par le produit de Kasparov par la classe du triplet défini par l’opérateur de Dirac
d1 le long des feuilles S1.
Ensuite, en considérant Ω feuilleté par R2 � S1, nous pouvons utiliser le triplet de
Kasparov du Dirac D2 transverse à l’inclusion du feuilletage par S1 dans le feuille-
tage par R2 � S1 de Ω.
Ce triplet permet de construire ψ2 : K0

(
C(Ω)�S1

)
→ K0

(
C(Ω)�R2 �S1

)
grâce au

produit de Kasparov par la classe de ce triplet dansKK0

(
C(Ω)�S1, C(Ω)�R2�S1

)
.

Grâce à la construction Dirac-dual Dirac (voir [Kas88], [Ska91]), on peut montrer
que ψ2 est en fait un isomorphisme.
Nous prouvons alors que ψ2 ◦ ψ1 est donné par le produit de Kasparov par la classe
du triplet associé au Dirac longitudinal de dimension 3 (voir [HS87] où, dans le cas
des feuilletages, ils étudient le produit d’applications de Gysin correspondant à des
doubles feuilletages).

Pour obtenir ces résultats, nous démontrons trois résultats intermédiaires.
Tout d’abord, en utilisant une suite exacte à six termes en K-théorie et en notant
Ȟ2(·; Z) la cohomologie de Čech à coefficients entiers et Ȟ2

c (·; Z) celle à support
compact, on montre :
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Proposition 2.5 :

K0(C(Ω) � S1) � Z ⊕ Z6 ⊕ Ȟ2
c

(
(Ω \ F )/S1 ; Z

)
Ensuite, nous montrons que τµ∗

(
ψ2(Z)

)
= 0 et τµ∗

(
ψ2(Z

6)
)
⊂ µt(C(Ξ,Z)) par un

calcul explicite utilisant le théorème de l’indice pour les feuilletages en regardant Ω
feuilleté par R2.

Ainsi, il nous reste à étudier l’image de H := ψ2

(
Ȟ2
c

(
(Ω \ F )/S1 ; Z

))
sous τµ∗ .

Nous prouvons alors que Ȟ2
c

(
(Ω \ F )/S1 ; Z

)
est isomorphe à Ȟ3

(
Ω ; Z

)
et que cet

isomorphisme est donné, modulo le caractère de Chern, par ψ1.
Ainsi, ψ2 ◦ ψ1 est surjective sur la partie H de K0

(
C(Ω) � R2 � S1

)
.

Utilisant un résultat obtenu par Douglas, Hurder et Kaminker dans [DHK91] sur
le théorème de l’indice impair pour les feuilletages, on obtient le théorème 2.12 :

Théorème 2.12 : ∀b ∈ H, ∃[u] ∈ K1

(
C(Ω)

)
tel que :

τµ∗ (b) = τµ∗ ([u] ⊗C(Ω) [D3]) =
〈
Chτ ([u]), [Cµt]

〉
.

Nous étudions donc, dans la suite du manuscrit, la partie cohomologique du théorème.
Le caractère de Chern longitudinal se factorise à travers le caractère de Chern usuel
en cohomologie de Čech qui peut être défini à coefficients entiers (voir 2.2). De plus,
le courant de Ruelle-Sullivan ne prend en compte que la partie H3

τ (Ω). Ainsi, nous
nous ramenons à l’étude de Ȟ3(Ω; Z), le groupe de cohomologie de Čech à coeffi-
cients entiers de degré maximal de Ω.
Ce groupe est isomorphe au groupe de cohomologie de degré maximal Ȟ2(Ω/S1; Z)
de Ω/S1 et le problème se ramène donc à l’étude de ce groupe.

Dans un premier temps, nous montrons que Ω/S1 peut être vu comme la limite
projective de complexes simpliciaux homéomorphes les uns aux autres en utilisant
une idée initiée par Anderson et Putnam dans leur article [AP98].
Comme les pavages de type pinwheel ne « forcent pas leur bord »(voir [Kel95]) ,
on utilise plus spécifiquement la version couronnée de leur construction.
Cette limite peut être vue comme l’encodage des supertuiles couronnées entourant
l’origine dans le pavage limite, une n-supertuile étant une proto-tuile agrandie par
une dilatation de rapport

√
5
n

puis décomposée n fois suivant le schéma de la figure
Fig. 2.
Cette construction permet alors de calculer Ȟ2(Ω/S1; Z) en utilisant des méthodes
simpliciales.
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Savinien et Bellissard ont utilisé cette méthode dans [SB09] pour calculer la
cohomologie des pavages en termes de la cohomologie PV de l’enveloppe continue.
Dans ce texte, nous construisons de façon analogue un espace des proto-tuiles Bc0
formé par le quotient de la réunion disjointe des différentes proto-tuiles couronnées
d’un pavage de type pinwheel par la relation qui identifie deux arêtes si on peut
les rencontrer côte-à-côte l’une de l’autre dans un pavage de type pinwheel. Si l’on
considère un pavage de Ω, l’origine est contenue dans une tuile et on peut donc
considérer l’application qui envoie le pavage sur la position de l’origine dans la
proto-tuile correspondante. On obtient ainsi une surjection de Ω/S1 sur Bc0 qui en-
code le type de proto-tuile couronnée entourant l’origine dans un pavage de type
pinwheel.
Nous choisissons alors une décomposition simpliciale particulière de chaque proto-
tuile couronnée, compatible avec les intersections des différentes arêtes, ce qui munit
Bc0 d’une structure simpliciale de dimension 2.
En pointant chaque cellule de chaque proto-tuile couronnée et en relevant cette
ponctuation au niveau de Ω/S1, on peut construire une nouvelle transversale Ξ∆

partitionnée par les transversales Ξi∆ obtenues en relevant la ponctuation des i-
cellules (i = 0, 1, 2).
La cohomologie PV des pavages de type pinwheel H∗PV

(
Bc0;C(Ξ∆,Z)

)
est obtenue

en ”relevant” la cohomologie simpliciale de Bc0 à Ω/S1.
On montre alors l’isomorphisme suivant :

Théorème 3.10 :
Ȟ∗
(
Ω/S1; Z

)
� H∗PV

(
Bc0;C(Ξ∆,Z)

)
.

Les cochaines de degré 2 de cette nouvelle cohomologie sont données par des fonc-
tions continues sur la transversale Ξ2

∆ à coefficients entiers, ce qui est un premier pas
important vers le module de fréquence des patchs des pavages de type pinwheel qui
est relié aux fonctions continues sur la transversale canonique Ξ à valeurs entières.

Le point crucial est alors la démonstration de l’isomorphisme entre la cohomolo-
gie PV de degré maximal des pavages de type pinwheel et le groupe des coinvariants
entiers de la transversale Ξ2

∆. Cette notion de groupe des coinvariants entiers est
donnée en 3.4, il correspond au quotient des fonctions continues sur Ξ2

∆ par les coin-
variants ”locaux” HΞ2

∆
, d’une manière similaire à la définition donnée dans [Kel97].

HΞ2
∆

est un sous-groupe de C(Ξ2
∆,Z) tel que pour tout h ∈ HΞ2

∆
,
∫
Ξ2

∆
h dµt2 = 0,

pour la mesure µt2 induite par µ sur Ξ2
∆

Théorème 3.16 :

H2
PV (Bc0;C(Ξ∆,Z)) ∼= C(Ξ2

∆,Z)/HΞ2
∆
.
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Cela permet d’obtenir le corollaire important :

Corollaire 3.19 : La cohomologie de Čech de degré maximal de l’enveloppe continue
est isomorphe au groupe des coinvariants entiers de la transversale canonique :

Ȟ3
(
Ω; Z

)
� C(Ξ,Z)/HΞ.

Ce résultat associé à l’étude locale de Ω et à l’étude de l’image sous le courant de
Ruelle-Sullivan de la cohomologie de degré maximal de Ω donne le gap-labeling des
pavages de type pinwheel :

Théorème 4.1 : Si T est un pavage de type pinwheel, Ω = Ω(T ) son enveloppe
continue munie d’une mesure de probabilité ergodique et R2 � S1-invariante µ et Ξ
sa transversale canonique munie de la mesure induite µt, nous avons :

τµ∗

(
K0

(
C(Ω) � R2 � S1

))
= µt

(
C(Ξ,Z)

)
.

Le dernier résultat de cette thèse est le calcul explicite du module de fréquence
des patchs µt

(
C(Ξ,Z)

)
dans la lignée des calculs fait par Kellendonk dans [Kel95]

et [Kel97].
Pour cela, nous explicitons les 108 proto-tuiles couronnées des pavages de type pinw-
heel dans les figures Fig. 7 et Fig. 8 p.101 et p.102.
En considérant alors un quotient de C(Ξ,Z), par un sous-goupe de mesure nulle,
comme le groupe de dimension d’un système simple stationnaire (voir définition 4.3)
et en montrant que µt est en fait une mesure de probabilité, on obtient

τµ∗

(
K0

(
C(Ω) � R2 � S1

))
= µt

(
C(Ξ,Z)

)
=

1

264
Z

[
1

5

]
,

en utilisant un résultat obtenu par Effros (voir [Eff81]) sur les états des groupes de
dimension de tels systèmes.
Ce résultat montre donc que le gap-labeling des pavages de type pinwheel est donné
par le Z-module de fréquence des patchs.

Les calculs effectués dans cette dernière partie permettent également de retrouver un
résultat déjà connu (voir [Fre08] ou [Rad95]) : le système dynamique (Ω,R2 �S1)
est uniquement ergodique.
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Bien qu’ayant remarqué que tous les groupes de cohomologie pour les pavages de
type pinwheel ont été calculés par Barge, Diamond, Hunton et Sadun dans [BDHS]
mais nous n’avons pas trouvé de moyen d’utiliser ces calculs pour calculer le gap
labeling explicitement. En effet, il est difficile de représenter les générateurs de la
cohomologie de degré maximal et par conséquent de voir l’image de cette cohomo-
logie sous r∗ et sous le courant de Ruelle-Sullivan.
Bien que le pavage de type pinwheel soit intéressant d’un point de vue mathématique,
aucun matériau réel ayant les propriétés du pavage de type pinwheel n’a été découvert
dans la nature jusqu’à ce jour.

Une question naturelle est de savoir si les résultats obtenus dans ce manuscrit
sont un fait plus générl, à savoir, s’ils peuvent encore s’appliquer pour démontrer la
conjecture pour les pavages de type (m,n)-pinwheel (voir p.104) ou pour des pavages
généraux de R2 � S1-type finis mais non de R2-type finis.

Le plan de ce manuscrit est le suivant.

Dans un premier chapitre, nous rappelons les différentes notions sur les pavages
du plan et nous introduisons la conjecture du gap-labeling.
Plus précisément, nous construisons un pavage de type pinwheel puis nous introdui-
sons l’enveloppe continue Ω qui contient tous les pavages de type pinwheel. Nous
énonçons alors les différentes propriétés bien connues de cet espace muni d’une ac-
tion du groupe R2 � S1 des isométries directes du plan.
Nous étudions alors la transversale canonique Ξ qui est un espace de Cantor et,
en étudiant les rotations laissant stable un pavage de type pinwheel, nous voyons
l’enveloppe continue comme un espace feuilleté dont Ξ est une transversale.
Nous rappelons alors comment, à partir de tout système dynamique (Ω, G), on peut
associer la C∗-algèbre produit croisé C(Ω) �G.
Appliquant cette construction au cas des pavages de type pinwheel, on obtient une
C∗-algèbre C(Ω) � R2 � S1 associée aux pavages de type pinwheel.
Nous donnons ensuite un rapide aperçu de la conjecture du gap-labeling dans le cas
d’un pavage Rn-apériodique en introduisant la notion de pavage apériodique avant
de définir la densité d’états intégrée (IDS) qui permet de faire le lien entre une fonc-
tion physique et la C∗-algèbre associée à ces quasi-cristaux. Ce lien est donné par la
formule de Shubin.
Nous terminons ce chapitre en énonçant la conjecture du gap-labeling formulée par
J. Bellissard et en rappelant brièvement les étapes de la démonstration donnée par
M.-T. Benameur et H. Oyono-Oyono dans [BOO02].

Dans le deuxième chapitre, nous commençons par étudier le groupe de K-théorie
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de la C∗-algèbre C(Ω) � R2 � S1 en montrant qu’elle se décompose en une somme

Z ⊕ Z6 ⊕ Ȟ2
c

(
(Ω \ F )/S1; Z

)
.

Nous calculons ensuite l’image de la copie de Z dans cette somme sous l’action de
l’application linéaire τµ∗ et nous montrons qu’elle est nulle.
Nous étudions ensuite la partie cohomologique de cette somme dans la section sui-
vante où l’on prouve que ce groupe de cohomologie est isomorphe au sommant
Ȟ3
(
Ω; Z

)
de K1

(
C(Ω)

)
.

Ce résultat permet alors de montrer que l’on obtient une application de K1

(
C(Ω)

)
sur la K-théorie de la C∗-algèbre associée aux pavages de type pinwheel qui est

surjective sur la partie cohomologique Ȟ2
c

(
(Ω \ F )/S1; Z

)
.

La section suivante de ce chapitre a alors pour but de démontrer que cette appli-
cation est obtenue par le produit de Kasparov par la classe d’un Dirac le long des
feuilles.
Pour cela, nous rappelons un théorème dû à Kucerovsky (voir [Kuc97]) qui permet
de faire des calculs de produits de Kasparov dans le cas d’opérateurs non bornés.
Nous introduisons ensuite la notion de groupöıde avant de définir la notion d’opéra-
teurs longitudinaux, finissant cette sous-section en donnant la forme explicite des
opérateurs longitudinaux qui nous intéressent pour la suite.
Nous calculons alors trois produits de Kasparov pour obtenir le résultat escompté
et pour pouvoir appliquer le théorème de l’indice pour les feuilletages démontré par
A. Connes et étendu au cas des espaces feuilletés dans [MS06]. Nous utilisons plus
particulièrement la version de l’article [DHK91] où le cas impair est étudié.
Nous terminons ce chapitre par le calcul explicite de τµ∗ (Z

6) grâce au théorème de
l’indice pour les feuilletages mais en voyant cette fois Ω comme espace feuilleté par
R2. Nous montrons que cette image est incluse dans µt(C(Ξ,Z)).

Dans le troisième chapitre, nous introduisons la notion d’espace des proto-tuiles
et d’espace des supertuiles pour les pavages de type pinwheel. Ces espaces per-
mettent alors de voir Ω/S1 comme limite projective de complexes simpliciaux.
Nous construisons alors la cohomologie PV des pavages de type pinwheel. Nous mon-
trons que cette cohomologie est isomorphe à la cohomologie de Čech à coefficients
entiers de Ω/S1, l’enveloppe continue quotientée par les rotations.
Ce résultat permet de prouver que le groupe de cohomologie de Čech de degré maxi-
mal à coefficients entiers de Ω/S1 est en fait le groupe des coinvariants entiers de la
transversale canonique Ξ qui est un premier pas vers la démonstration de la conjec-
ture du gap-labeling pour les pavages de type pinwheel.

Dans le dernier chapitre, nous prouvons la conjecture du gap-labeling et nous
faisons un calcul explicite de ce gap-labeling.
Nous étudions l’image des générateurs du groupe des coinvariants entiers dans la
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cohomologie de Čech de degré maximal pour obtenir un diagramme commutatif qui
permet de calculer l’image par le courant de Ruelle-Sullivan de la cohomologie de
Čech de degré maximal à coefficients entiers de Ω.
Ce diagramme nous permet de montrer que l’image par la trace de la K-théorie de
la C∗-algèbre associée aux pavages de type pinwheel est incluse dans l’image par µt

des fonctions continues sur Ξ à valeurs entières.
Il nous permet également d’obtenir facilement l’inclusion inverse et de démontrer
ainsi la conjecture du gap-labeling pour les pavages de type pinwheel.
En regardant alors un quotient de C(Ξ,Z), par un sous-goupe dont les éléments sont
de mesure nulle, comme le groupe de dimension d’un système simple stationnaire
et en montrant que µt est en fait une mesure de probabilité, on obtient alors le
calcul explicite du gap-labeling en le reliant au Z-module de fréquence des patchs
apparaissant dans un pavage de type pinwheel, i.e 1

264
Z
[

1
5

]
.

L’Annexe A démontre la Morita équivalence entre
(
C0(X × R2) � R2

)
� S1 et

C0(X) � S1 qui est utilisée dans le deuxième chapitre.

L’Annexe B démontre un résultat nécessaire pour le lemme 2.4 et pour le calcul
de l’image de Z6 sous τµ∗ .

L’Annexe C introduit les notions de C∗-algèbres et de C∗-modules hilbertiens
gradués qui sont utilisés dans l’Annexe D ainsi que dans la définition des triplets de
Kasparov.

L’Annexe D définit les groupes de KK-théorie équivariante de Kasparov et rap-
pelle les principales propriétés qui sont utilisées dans cette thèse.

L’Annexe E commence par la preuve de deux lemmes utiles pour le calcul de pro-
duits de Kasparov faisant intervenir des triplets de Kasparov non gradués et sont
utilisés dans les calculs de produits de Kasparov effectués dans le troisième chapitre.
Nous calculons ensuite les deux commutateurs qui interviennent dans les calculs de
ces produits.





Chapitre 1

Rappels

1.1 Pavages de type pinwheel et enveloppe conti-

nue

Nous appellerons pavage du plan toute famille dénombrable P = {t0, t1, . . .} d’en-
sembles non vides, compacts ti appelés pavés ou tuiles (chaque pavé étant supposé
homéomorphe à la boule unité), vérifiant :

•
⋃
i∈N

ti = E2 où E2 désigne le plan euclidien muni d’une origine O fixée ;

• Les pavés ne se rencontrent que sur leur bord ;
• L’intérieur des pavés sont 2 à 2 disjoints.

Nous nous intéressons au cas particulier où il existe un nombre fini de tuiles
{p0, . . . , pn} (chaque représentant étant fixé), appelées proto-tuiles, de sorte que
chaque ti soit l’image de l’une de ces proto-tuiles par une isométrie directe du plan.
Nous allons nous intéresser plus particulièrement aux pavages de type pinwheel dont
nous allons donner une construction dans ce qui suit.

Notre construction d’un pavage de type pinwheel est basée sur la construction faite
par Charles Radin [Rad94]. C’est un pavage du plan obtenu par la méthode de
substitution décrite dans la figure Fig. 4.

Ce pavage est constitué de deux types de proto-tuile, le triangle de la figure Fig.
4.(a) de côtés de longueur 1, 2 et

√
5 et son symétrique par réflexion par rapport au

côté de longueur 2.

Pour obtenir ce pavage, nous partons du triangle rectangle dont les coordonnées
des sommets sont (0, 0), (2, 0) et (2, 1).

15
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Fig. 4 – Substitution associée aux pavages de type pinwheel.

Cette tuile sera appelée supertuile d’ordre 0 ou 0-supertuile.
Nous définissons ensuite une supertuile d’ordre 1 comme suit : nous prenons le
triangle rectangle dont les sommets ont pour coordonnées (−2, 1), (2,−1) et (3, 1),
puis nous le décomposons comme indiqué sur Fig. 4.(b). La supertuile d’ordre 1
ainsi construite est alors décomposée en 5 supertuiles d’ordre 0, isométriques à la
tuile de départ, avec la tuile de départ en son centre (voir figure Fig. 6.(b)).

Fig. 5 – Construction d’un pavage de type pinwheel.

On plonge alors cette supertuile d’ordre 1 dans une supertuile d’ordre 2 en
répétant le processus. Les coordonnées de cette supertuile d’ordre 2 seront (−5, 5),
(1,−3) et (5, 0) (voir Fig. 5.(c)).
On continue ainsi le processus, incluant cette supertuile d’ordre 2 dans une super-
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tuile d’ordre 3 correctement orientée, et ainsi de suite, ce qui nous donne un pavage
du plan T , appelé pavage de type pinwheel.

Nous allons alors associer à ce pavage un espace topologique qui gardera un maxi-
mum d’informations géométriques sur le pavage.

Pour cela, remarquons que les isométries directes du plan agissent sur le plan eu-
clidien E2 muni d’une origine O. Les isométries directes E2 = R2 � SO(2) agissent
donc naturellement à droite sur notre pavage T . Pour une rotation Rθ et un vecteur
s ∈ R2, T .(s, Rθ) := R−θ(T − s). On notera également (s, θ) pour désigner (s, Rθ).

Définition 1.1 Un patch est une collection finie de tuiles d’un pavage.
Un pavage est dit de E2-type fini si, pour tout rayon R > 0, il n’existe qu’un nombre
fini de patchs de diamètre inférieur à R aux isométries directes du plan près.
Un pavage T ′ est E2-répétitif si, pour tout patch A de T ′, il existe un rayon
R(A) > 0 tel que toute boule du plan de rayon R(A) rencontre T ′ sur un patch
contenant une copie par isométrie directe du patch A.

On montre alors facilement que le pavage T que nous avons construit est de E2-type
fini, répétitif, non périodique pour les translation mais qu’il peut être périodique
sous de l’action des rotations (voir [Pet05]).

Associons à ce pavage un espace topologique. Pour cela, nous munissons T .E2 d’une
topologie métrisable de la façon suivante : soit T1 et T2 deux pavages de T .E2, et
soit

A =
{
ε ∈
[
0, 1√

2

]
/ ∃si ∈ B2

ε (0) , θi ∈ B1
ε(0) t.q. T1.(s1, θ1) ∩ B 1

ε
(O) = T2.(s2, θ2) ∩ B 1

ε
(O)
}

où B 1
ε
(O) désigne la boule de E2 centrée en O de rayon 1

ε
et Bj

ε(0) désigne la boule

de Rj centrée en 0 de rayon ε (i.e on considère les isométries directes proche de Id).
Posons alors :

d(T1, T2) =

{
InfA si A �= ∅

1√
2

sinon
.

d définit ainsi une métrique sur T .E2. Pour cette topologie, une base de voisinages
est définie comme suit : deux pavages T1 et T2 sont voisins ou proches si, par une
isométrie directe proche de l’identité, ils cöıncident sur une grande boule centrée en
l’origine.
Il existe d’autres topologies (équivalentes) que l’on peut définir sur cet espace. La
topologie obtenue est métrisable mais aucune des métriques donnant la topologie
n’est canonique. Pour une méthode plus canonique de définir la topologie, le lecteur
pourra se reporter à [BHZ00].
Le problème de non-unicité de la métrique a été étudiée dans [PB09].
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Définition 1.2 Nous appelons enveloppe continue de T le complété métrique de
(T .E2, d) et nous notons Ω(T ) l’espace ainsi obtenu.

Propriétés 1.3 ([BBG06], [BG03], [BHZ00], [KP00], [LP03] et [Rad94])

• Ω(T ) est constitué de pavages de E2-type fini, E2-répétitifs et non périodiques
(pour l’action des translations).
Tous les pavages de Ω(T ) sont constitués des mêmes patchs que ceux de T .

• Ω(T ) est un espace compact puisque T est de E2-type fini.

• Tous les pavages de Ω(T ) sont pavés par des supertuiles d’ordre n de façon
unique, et cela pour tout n � 0.

• De plus, la répétitivité de T nous assure la minimalité du système dynamique
(Ω(T ),E2), c’est-à-dire que toutes les orbites sont denses.

La dernière propriété de Ω(T ) nous permet de noter simplement Ω pour désigner
l’enveloppe continue (si T ′ ∈ Ω(T ) alors Ω(T ′) = Ω(T )).

Définition 1.4 Tout pavage T1 ∈ Ω sera alors appelé pavage de type pinwheel.

Remarque : On peut facilement voir que notre enveloppe continue Ω correspond à
l’espace compact Xφ construit par Radin et Sadun dans [RS98].

1.2 La transversale canonique

Nous allons construire, dans ce paragraphe, un espace de Cantor inclus dans Ω qui
va nous permettre de munir Ω d’une structure de lamination.
Pour cela, fixons nous un point dans l’intérieur des deux proto-tuiles. Ainsi, à tout
pavage de Ω (i.e construit avec ces deux proto-tuiles), nous pouvons associer une
collection de points du plan, appelée ponctuation du pavage.
Posons alors Ω0 l’ensemble des T ′ ∈ Ω qui ont un point de leur ponctuation qui
cöıncide avec l’origine O.
Nous appellerons alors transversale canonique l’espace quotient Ω0/SO(2).

Nous allons identifier cet espace avec un sous-espace de Ω en construisant une sec-
tion continue s : Ω0/SO(2) → Ω.
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Pour obtenir cette section, il nous suffit de fixer une orientation des 2 proto-tuiles
une fois pour toute, cette orientation sera appelée bonne orientation dans la suite.
Ainsi, quand on prend un patch ntourant l’origine dans un pavage de Ω0, il n’y a
qu’une orientation de ce patch qui fera cöıncider l’orientation de la tuile contenant
l’origine avec celle des proto-tuiles choisie.
Soit alors [w] ∈ Ω0/SO(2), il existe un unique θ ∈ [0; 2π[ tel que la tuile de Rθ(w)
contenant l’origine ait la bonne orientation.
On pose alors s([w]) := Rθ(w).
L’application s : Ω0/SO(2) → s(Ω0/SO(2)) est alors bijective. On vérifie facilement
que s est continue. On a donc un homéomorphisme entre la transversale canonique
et un sous-espace compact Ξ de Ω0 donc de Ω.
Ce sous-espace Ξ sera également appelé transversale canonique.
On peut voir Ξ comme l’ensemble des pavages de Ω dont un point de la ponctuation
cöıncide avec O et dont la tuile contenant O a la bonne orientation.

On a alors :

Proposition 1.5 ([BG03])
La transversale canonique est un espace métrique de Cantor.

Avant d’exhiber la structure de lamination de Ω, nous devons étudier les différents
angles des rotations associées aux isométries directes laissant stable un pavage de
Ω.
On peut trouver des pavages de type pinwheel qui possède des régions qui sont pavés
par des supertuiles de tout ordre. On introduit alors la définition suivante :

Définition 1.6 Une région d’un pavage pavée par des supertuiles d’ordre n pour
tout n � 0 est appelée supertuile infinie (ou supertuile d’ordre infini).

Nous pouvons construire un pavage de type pinwheel contenant 2 demi-plans comme
supertuiles infinies de la façon suivante : Considérons le rectangle formé par les 2
supertuiles d’ordre n − 1 situées au milieu d’une supertuile d’ordre n. Pour tout
n > 1, orientons un tel rectangle de façon à avoir son centre à l’origine et sa dia-
gonale sur l’axe des abscisses, puis complétons le reste en un pavage Tn périodique.
Par compacité, cette suite admet une sous-suite convergente, qui sera un pavage de
type pinwheel et qui sera formé de 2 supertuiles infinies (cette exemple est tiré de
[RS98]).

Notons que la frontière d’une supertuile infinie doit être composée de lignes et ne
doit avoir au plus qu’un sommet, puisqu’elle est pavée par des supertuiles de tous
les ordres.
Nous appellerons de telles lignes des failles.
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Fig. 6 – Pavage de type pinwheel symétrique.

Lemme 1.7 Si (s, Rθ) laisse un pavage de type pinwheel T ′ invariant, alors θ est
égal à 0 ou π modulo 2π. De plus, si θ = 0 alors s = 0 i.e aucune translation ne
peut laisser stable un pavage de type pinwheel.

Démonstration : il faut distinguer plusieurs cas :

1. Le cas où le pavage T ′ laissé stable n’admet pas de faille (i.e n’admet pas de
supertuile infinie).
Nous allons alors montrer que s = 0 et θ = 0 mod(2π).

En effet, soit x ∈ E2 tel que
−→
Ox = s alors O et x sont inclus dans l’intérieur

d’une supertuile d’ordre m après un certain nombre m de compositions puis-
qu’il n’y a pas de supertuile infinie (voir remarque p.29 dans [RS98]).
Comme aucune isométrie non triviale ne laisse stable nos proto-tuiles, s et θ
doivent être nuls.

2. Le cas où le pavage T ′ admet des supertuiles infinies.
D’après [RS98] p.30, le nombre de supertuiles infinies dans T ′ est borné par
une constante K (en fait, dans un pavage de type pinwheel, on peut prendre
K = 2π

α
, où α est le plus petit angle des proto-tuiles). Ainsi, T ′ n’admet pas

plus de K sommets de supertuiles infinies et il n’admet alors qu’un nombre
fini de failles. Ceci va nous permettre d’obtenir le résultat.
En effet, comme (s, Rθ) laisse stable T ′, si on se fixe une faille F , (s, Rθ) envoie
celle-ci sur une autre faille F1 de T ′. Ainsi Rθ envoie F sur une ligne parallèle
à F1.
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Comme il n’y a qu’un nombre fini de failles, il existe alors M ∈ N∗, m ∈ Z∗

tels que Mθ = 2πm.
Si nous faisons alors appel aux résultats de [RS98] p.32, θ doit, de plus,
appartenir au groupe des orientations relatives GRO(Pin) du pavage de type

pinwheel-(1, 2) qui n’est autre que le sous-groupe de SO(2) engendré par
π

2
et

2α.
Ainsi, si θ = 2kα+ l

π

2
avec k ∈ Z∗ et l ∈ Z, ceci voudrait alors dire que α est

rationnellement lié à π, ce qui est absurde (voir [Rad94] p.664) donc k = 0

et θ ∈
{

0,
π

2
, π,

3π

2

}
mod(2π).

En étudiant alors les différentes couronnes d’ordre 1 (i.e les patchs minimaux
autour d’un sommet ou autour du milieu de certaines arêtes), il apparâıt alors
qu’il n’existe que des patchs ayant une symétrie d’ordre 2 ([Sad] ou se reporter
aux figures Fig. 7 et Fig. 8 p.101 et p.102, où l’on a représenté 54 proto-tuiles
couronnées, les 54 autres étant obtenues par réflexion).
Ainsi θ ∈ {0, π} mod(2π) et si θ = 0, s = 0 puisque les pavages ne sont pas
stables par translation.

�

Nous pouvons de plus ajouter au lemme qu’il n’existe, aux isométries directes près,
que 6 pavages admettant une symétrie d’ordre 2 ([Sad]). Il n’y a donc que 6 orbites
ayant des points fixes pour l’action de R2 � SO(2).
De plus, il n’y a que 6 cercles F1, . . . , F6 contenant des points fixés par l’action des
rotations (bien sûr, par suite, les 6 orbites correspondant à ces 6 cercles contiennent
tous les points fixes de l’action de R2 � SO(2)).
Nous obtenons alors le résultat important suivant sur la dynamique de notre pavage
(voir [Ghy99],[BG03]) :

Théorème 1.8 ([BG03])
L’enveloppe continue est munie d’une structure de lamination minimale.

Démonstration :
La preuve est guidée par celle de [BG03] à l’exception que, localement, Ω
ressemble à un ouvert de R2 × un ouvert de SO(2) × un Cantor au lieu de
ressembler à un ouvert de R2 × SO(2) × un Cantor.

Ω peut être recouvert par un nombre fini d’ensembles Ui = φi(Vi × Ti) où :
• Ti est un clopen de Ξ ;
• Vi est un ouvert de R2 � SO(2) qui se lit Vi = Γi × Wi où Wi est un

ouvert de R2 et Γi un ouvert de SO(2) de la forme ]lπ/2− π/3; lπ/2+ π/3[,
l ∈ {0, 1, 2, 3} ;
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• φi : Vi × Ti −→ Ω est l’application définie par φi(v, ω0) = ω0.v.

Comme il existe des partitions de Ξ par des clopens de diamètre arbitraire-
ment petit, en choisissant ce diamètre assez petit et en considérant des sous
ensembles des ouverts Ui, il est possible d’obtenir les conditions suivantes :
• les φi sont des homéomorphismes sur leur image ;
• si T1 ∈ Ui ∩Uj , T1 = φi(v, ω0) = φj(v

′, ω′0), l’élément v′.v−1 est indépendant
du choix de T1 dans Ui ∩ Uj , on le note gij.

Les applications de transition se lisent alors : (v′, ω′0) = (gij.v, ω0.g
−1
ij ).

Il s’ensuit que les Ui et les cartes hi = φ−1
i : Ui −→ Vi × Ti définissent une

structure de lamination sur Ω.
Par construction, les feuilles de Ω sont les orbites de Ω sous l’action de E2.

�

On peut également dire que Ω est un espace feuilleté à la place de lamination.

A ce stade de l’article, nous devons remarquer plusieurs choses concernant l’action
de E2.
E2 n’agit pas librement sur Ω, mais nous avons néanmoins pu adapter des résultats
obtenus par Benedetti et Gambaudo dans leur article en étudiant les symétries pos-
sibles des pavages de type pinwheel.
L’action de E2 n’est pas libre non plus sur Ω0 (voir l’exemple ci-dessus du pavage
de type pinwheel avec 2 supertuiles infinies).

Remarquons également que grâce au groupe GRO(Pin), on peut voir que les or-
bites de Ω sous l’action de R2 sont aussi toutes denses dans Ω. (cf [HRS05])

Ceci étant dit, nous pouvons passer à l’étude dynamique du problème.

1.3 C∗-algèbre associée au pavage

Nous allons procéder comme dans l’article de Kellendonk et Putnam [KP00] pour
associer à un pavage T de type pinwheel une C∗-algèbre des ”observables”.
La C∗-algèbre qui nous intéresse est celle obtenue naturellement à partir du système
dynamique (Ω,E2), i.e le produit croisé A = C(Ω) � (R2 � SO(2)).

Pour les besoins de la prochaine section, considérons un espace topologique Ω muni
d’une action à droite d’un groupe localement compact G (dans le cas des pavages
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de type pinwheel, G = R2 � SO(2)). Supposons pour simplifier les définitions que
G est unimodulaire et fixons une mesure de Haar λ sur G.
Pour construire la C∗-algèbre produit croisée C(Ω)�G, considérons dans un premier
temps l’espace vectoriel Cc (Ω ×G) des fonctions continues à support compact sur
Ω × G. Nous munissons cet espace d’un produit de convolution et d’une involution
par :

f ∗ g(ω, g) :=

∫
G

f(ω, h)g(ω.h, h−1g)dλ(h)

f ∗(ω, g) := f(ω.g, g−1)

où f, g ∈ Cc(Ω ×G) et ω ∈ Ω, g ∈ G.
On définit alors une norme sur cet espace par :

‖ f ‖∞,1= Max

{
sup
ω∈Ω

∫
G

|f(ω, g) | dλ(g), sup
ω∈Ω

∫
G

|f ∗(ω, g) | dλ(g)

}

Considérons alors l’algèbre involutive L∞,1(Ω ×G), complétion de Cc(Ω × G) pour
cette norme.
Cette algèbre se représente sur L2(G) par la famille de représentations {πω, ω ∈ Ω}
définie par :

πω(f)ψ(g) :=

∫
G

f(ω.g, g−1.h)ψ(h)dλ(h),

avec ψ ∈ L2(G).
On a : πω est linéaire, πω(fg) = πω(f)πω(g), πω(f)∗ = πω(f

∗) et ‖πω(f)‖�‖f ‖∞,1.
On définit alors la C∗-norme ‖f ‖= supω∈Ω ‖πω(f)‖ sur L∞,1(Ω×G). Cette norme
permet alors de définir la C∗-algèbre C(Ω) �G comme la complétion de Cc(Ω×G)
ou de L∞,1(Ω ×G).

Dans le cas des pavages de type pinwheel, G = R2 � SO(2) et cette C∗-algèbre
C(Ω) � (R2 � SO(2)) est isomorphe à (C(Ω) � R2) � SO(2) ([Cha99] page 15).
L’action de SO(2) sur Cc(Ω × R2) est la suivante : θ.f(w, s) := f(R−θ(w), R−θ(s))
pour tout f ∈ Cc(Ω × R2). Cette action s’étend alors à tout C(Ω) � R2.

Nous nous intéressons à cette C∗-algèbre pour plusieurs raisons. La première est
due au fait que cette C∗-algèbre contient des informations dynamiques liées à la
géométrie du pavage de départ. La seconde est motivée par la conjecture du gap-
labeling faite par J. Bellissard dans [Bel92] où l’auteur relie le mouvement d’un
électron dans un quasi-cristal à la K-théorie de la C∗-algèbre des observables du
pavage, ce que nous allons décrire dans le paragraphe suivant. Il était alors naturel
de transposer la même conjecture dans le cas d’un pavage de type pinwheel et de
relier la K-théorie de C(Ω) � R2 � SO(2) au Z-module engendré par la fréquence
des patchs apparaissant dans un pavage de type pinwheel (voir la fin de la prochaine
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section pour les motivations).

1.4 Gap-labeling

1.4.1 Quasi-cristaux

Avant de présenter les travaux de Bellissard sur la conjecture du gap-labeling, nous
allons introduire la définition de pavage apériodique modélisant un quasi-cristal.
C’est un pavage de l’espace euclidien Rn ayant les mêmes propriétés combinatoires
que les pavages de type pinwheel introduites dans la première section.

Définition 1.9 Un pavage de Rn est une famille dénombrable P = {t0, t1, . . .}
d’ensembles non vides, compacts ti appelés pavés ou tuiles (chaque pavé étant
supposé homéomorphe à la boule unité), vérifiant :

•
⋃
i∈N

ti = En où En désigne l’espace euclidien Rn muni d’une origine O fixée ;

• Les pavés se rencontrent sur leur bord ;
• L’intérieur des pavés sont 2 à 2 disjoints.

Soit G un sous-groupe des isométries de En.
On considérera dans la suite le cas particulier de pavages pour lesquels il existe une
famille finie {p0, . . . , pn} telle que tous les compacts ti sont des G-copies d’un pk.
Les pk sont alors appelées proto-tuiles.
Un pavage est dit de G-type fini si, pour tout rayon R > 0, il n’existe qu’un nombre
fini de patchs de diamètre inférieur à R modulo l’action de G.
Un pavage T ′ est G-répétitif si, pour tout patch A de T ′, il existe un rayon
R(A) > 0 tel que toute boule de Rn de rayon R(A) rencontre T ′ sur un patch
contenant une G-copie du patch A.
Un pavage G-apériodique est alors un pavage de Rn de G-type fini, G-répétitif
et non périodique pour les translations de Rn.

Par exemple, les pavages de type pinwheel sont des pavages apériodiques avec n = 2
et G = R2 � SO(2) les isométries directes du plan.
Beaucoup d’exemples de pavages apériodiques sont connus, le pavage de Penrose
étant sans doute le plus connu (n = 2, G = R2) (cf [Pet05]).
Pour la suite de cette section sur le gap-labeling, nous supposerons donné un pavage
Rn-apériodique P .
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Nous pouvons alors associer à ce pavage un espace topologique Ω comme nous l’avons
fait pour le pavage de type pinwheel en considérant l’espace des translatés P.Rn du
pavage P et en complétant cet espace pour la distance d obtenue de la même manière
que pour les pavages de type pinwheel :

A =
{

ε ∈
[
0, 1√

2

]
/ ∃xi ∈ Bn

ε (0) t.q. (P1 − x1) ∩ B 1
ε
(O) = (P2 − x2) ∩ B 1

ε
(O)
}

où B 1
ε
(O) désigne la boule de En centrée en O de rayon 1

ε
et Bn

ε (0) désigne la boule

de Rn centrée en 0 de rayon ε (i.e on considère les translations proche de Id) .
On pose alors :

d(P1, P2) =

{
InfA si A �= ∅

1√
2

sinon
.

On définit Ω(P ) := P.Rn comme la complétion de P.Rn pour cette distance d.
On peut montrer que Ω(P ) est un espace métrique compact, que toutes les Rn-
orbites sont denses dans cet espace, montrant que tous les pavages de Ω(P ) ont
même enveloppe.
On peut alors définir de façon similaire à la première section, la transversale cano-
nique en fixant un point dans chaque proto-tuile et en définissant la transversale
canonique Ξ comme l’ensemble des P ′ ∈ Ω qui ont un point de leur ponctuation
qui cöıncide avec l’origine O.
Cet espace est encore un espace de Cantor (voir [BG03]) et Ω hérite encore d’une
structure de lamination dont les feuilles sont des copies de Rn.

1.4.2 Densité d’états intégrée - IDS

Cette section s’inspire des travaux réalisés par J. Bellissard [Bel92] (cf aussi [Ypm]).
Le gap-labeling (”étiquetage des sauts d’énergie”) consiste à décrire de façon quali-
tative le spectre d’un opérateur associé au mouvement d’un électron dans un quasi-
cristal (qui est un solide avec une disposition atomique particulière, modélisée par
des pavages apériodiques).
Ce mouvement est décrit par un opérateur de Schrödinger sur l’espace de Hilbert
L2(Rn) de la forme :

H = − �

2m
∆ + V (x)

où � est la constante de Dirac, soit
h

2π
où h est la constante de Planck, m est la

masse de l’électron, ∆ est le laplacien sur Rn et V est une fonction potentiel dans
L∞(Rn) dépendant de la structure du quasi-cristal étudié.
Le domaine de définition de H est D(H) = {ψ ∈ L2(Rn) | ∆ψ ∈ L2(Rn)}.



26 Chapitre 1. Rappels

On se fixe alors dans la suite un pavage Rn-apériodique P modélisant le quasi-
cristal, ce qui nous permet de considérer les deux espaces introduits dans la section
précédente Ω et Ξ ainsi que la C∗-algèbre associée au système dynamique C(Ω)�Rn

qui sera appelée C∗-algèbre des observables dans la suite.

Définition 1.10 Une famille covariante d’opérateurs auto-adjoints (pouvant être
non bornés) {Hω;ω ∈ Ω} est une famille d’opérateurs vérifiant Ua.Hω.U

∗
a = Hω−a

pour x ∈ Rn et Ua : L2(Rn) → L2(Rn) définie par Ua(f)(x) := f(x+ a).
On dira alors qu’une famille covariante d’opérateurs auto-adjoints {Hω;ω ∈ Ω}
est affiliée à la C∗-algèbre A = C(Ω) � Rn si, pour toute fonction f ∈ C0(R),
l’opérateur borné f(Hω) peut être représenté sous la forme πω(hf) pour un hf ∈ A
tel que l’application h : C0(R) → A : f �→ hf soit un *-homomorphisme borné.

Dans la suite de cet article, nous nous donnons une famille covariante d’opérateurs
auto-adjoints {Hω;ω ∈ Ω} affiliée à C(Ω) � Rn (voir l’article de Bellissard [Bel92]
ainsi que l’article [BHZ00] pour l’existence de tels opérateurs).
Nous nous intéressons alors au spectre de Hω.
Pour cela, Bellissard a reli une fonction physique définie sur R (l’IDS pour Integra-
ted Density of States) à une fonction obtenue à partir de C(Ω) � Rn.

Introduisons d’abord l’IDS N (E) qui est une sorte de moyenne du nombre de valeurs
spectrales inférieures à E par unité de volume.

Définition 1.11 Soit G un groupe localement compact. Une suite de F∅lner est
une suite (Λn) d’ouverts de G, chacun de mesure de Haar | Λn | finie, telle que
G = ∪Λn et telle que pour tout x ∈ G,

lim
n→∞

| Λn∆x.Λn |
| Λn | = 0

où V∆W = (V ∪W ) \ (V ∩W ).

On peut montrer que l’existence d’une suite de F∅lner dans G est équivalente à la
moyennabilité de G (voir [Gre69]).
On peut alors définir

Nω,Λn(E) := #{E ′ ∈ Sp(Hω,Λn) | E ′ � E},

oùHω,Λn est l’HamiltonienHω restreint à Λn, agissant sur l’espace de Hilbert L2(Λn),
avec certaines conditions au bord (voir [Bel92] pour ces conditions).
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L’IDS Nω : R −→ R+ est alors définie par

Nω(E) := lim
n→∞

1

| Λn |Nω,Λn(E).

Jean Bellissard a démontré que cette limite existe et qu’elle est indépendante des
conditions aux bords ([Bel92]).

1.4.3 La formule de Shubin

Nous voulons maintenant relier l’IDS à notre C∗-algèbre C(Ω) � Rn. Ce lien sera
donné par une certaine trace sur l’algèbre.
Classiquement, sur un espace de Hilbert H muni d’une base orthonormée {ei}, on
définit la trace d’un opérateur borné A par la formule :

Tr(A) :=

∞∑
i=1

〈ei, Aei〉.

Cette trace est indépendante de la base orthonormée de H choisie si A est traçable
i.e si Tr(| A |) <∞ où | A |:=

√
A∗A.

On a alors :

Nω(E) = lim
n→∞

1

| Λn |TrΛn

(
χ]−∞;E](Hω,Λn)

)
où TrΛn est la restriction à L2(Λn) de la trace sur L2(Rn) et χ]−∞;E] est la fonction
caractéristique de ] −∞;E].
Pour relier cette formule à la C∗-algèbre des observables, nous allons avoir besoin
d’une mesure sur Ω particulière. Pour cela, nous avons la proposition suivante qui
découle directement du fait que Rn est moyennable et du théorème de Krein-Milman :

Proposition 1.12 Il existe une probabilité Rn-invariante et ergodique µ sur Ω.

Nous pouvons alors définir une trace sur C(Ω) � Rn en posant pour toute fonction
f ∈ Cc(Ω × Rn) :

τµ(f) :=

∫
f(ω, 0)dµ(ω).

On vérifie facilement, grâce à la Rn invariance de µ, que τµ a les propriétés d’une
trace positive i.e τµ(f ∗ f ∗) � 0 et τµ(f ∗ g) = τµ(g ∗ f).
Cette fonction se prolonge alors en une trace fidèle (par ergodicité de µ et minimalité
de l’action de Rn sur Ω) et semi-finie (voir [MS06] p150 et suivantes) sur l’algèbre
de Von Neumann de C(Ω) � Rn. Cette trace est de plus finie sur les projections de
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l’algèbre de Von Neumann (voir [MS06] p154 et [Ped79] 5.6.7).

Le lien entre l’IDS et cette trace est mis en évidence par l’application du théorème
de Birkhoff suivant :

Théorème 1.13 Soit Ω un espace compact muni d’une probabilité µ ergodique et
invariante sous l’action T d’un groupe moyennable G sur Ω.
Alors la mesure de Haar à gauche λ sur G peut être normalisée de telle sorte que
pour tout f ∈ C(Ω), pour µ presque tout ω ∈ Ω, on ait :∫

Ω

f(ω′)dµ(ω′) = lim
n→∞

1

| Λn |

∫
Λn

f(Tgω)dλ(g),

où (Λn) est une suite de F∅lner de G.

On a donc pour tout f ∈ Cc(Ω × Rn) et pour µ presque tout ω :

τµ(f) = lim
n→∞

1

| Λn |

∫
Λn

f(ω.g, 0)dλ(g).

Par définition de πω et de Tr, nous pouvons réécrire cette équation sous la forme :

τµ(f) = lim
n→∞

1

| Λn |TrΛn(πω(f)), pour µ presque tout ω. (1.1)

Remarquons alors que si E ∈ R, on a χ]−∞;E](Hω) = χH�E pour un certain χH�E
dans l’algèbre de Von Neumann de la C∗-algèbre des observables.
De plus, si E ∈ g pour un trou g du spectre de Hω (i.e une composante connexe
du complémentaire du spectre) alors χ]−∞;E] est une fonction continue bornée sur
Sp(Hω) et donc χ]−∞;E](Hω) peut être représenté sous la forme πω(χH�E) pour un
élément χH�E ∈ C(Ω) � Rn, puisque Hω est affiliée à cette C∗-algèbre.

On a alors le lien suivant entre une fonction mesurable physiquement et notre C∗-
algèbre :

Définition 1.14 Une famille coinvariante (Hω) affiliée à C(Ω)�Rn vérifie la for-
mule de Shubin si pour µ presque tout ω ∈ Ω on a :

Nω(E) = τµ(χH�E).

La valeur commune est alors notée N (E).
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1.4.4 Gap-labeling

Dans cette sous-section, nous nous donnons une famille covariante d’opérateurs (Hω)
affiliée à C(Ω) � Rn et vérifiant la formule de Shubin (voir [Bel92] pour l’existence
d’une telle famille).
Comme nous l’avons remarqué ci-dessus, si E /∈ Sp(Hω), χ]−∞;E](Hω) est une pro-
jection de la C∗-algèbre. De plus, si g est un trou dans Sp(Hω) alors pour deux
valeurs E,E ′ ∈ g, χ]−∞;E](Hω) = χ]−∞;E′](Hω). Ainsi, nous avons un étiquetage des
trous g par des projections P (g) de C(Ω)�Rn : P (g) := χ]−∞;E](Hω) pour un E ∈ g.
Maintenant, une propriété importante de la trace τµ est son invariance pour l’équi-
valence de projections qui découle directement du fait que τµ(ab) = τµ(ba). Ainsi
τµ induit une application linéaire τµ∗ sur K0(C(Ω) � Rn).
Nous pouvons alors reformuler la formule de Shubin pour les trous de Sp(Hω) sous
la forme

N (g) = τµ∗ [P (g)].

Utilisant alors le fait que C(Ω) � Rn est séparable, on a le résultat suivant :

Proposition 1.15 Sur les trous de Sp(Hω), N prend ses valeurs dans
τµ∗ (K0(C(Ω) � Rn)), qui est un sous-ensemble dénombrable de R.

Le but est donc de calculer l’image par τµ∗ de la K-théorie de C(Ω) � Rn.

Pour des pavages obtenus par la méthode de coupée projection, cette image avait
été conjecturée dans [BHZ00] en 2000 et fut démontrée indépendamment par Bel-
lissard, Benedetti et Gambaudo [BBG06] d’une part, Benameur et Oyono-Oyono
[BOO02] d’autre part et enfin par Kaminker et Putnam [KP03] :

Théorème 1.16 Soit Ω l’enveloppe continue d’un pavage Rn-apériodique dont la
transversale canonique Ξ est totalement discontinue. Soit µ une mesure de probabilité
ergodique et invariante par translation et µt la mesure induite sur Ξ. On a alors :

τµ∗

(
K0

(
C(Ω) � Rn

))
= µt

(
C(Ξ,Z)

)
où C(Ξ,Z) désignent les fonctions continues sur Ξ à valeurs entières et

µt
(
C(Ξ,Z)

)
:=

{∫
Ξ

fdµt, f ∈ C(Ξ,Z)

}
.

Il est alors normal de se demander si un tel résultat reste vrai dans le cas d’un
pavage de type pinwheel i.e :
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Théorème 1.17 Soit Ω l’enveloppe continue d’un pavage de type pinwheel, µ une
mesure de probabilité ergodique et R2 �SO(2)-invariante et µt la mesure induite sur
Ξ. On a alors :

τµ∗

(
K0

(
C(Ω) � R2 � SO(2)

))
= µt

(
C(Ξ,Z)

)
.

C’est-à-dire, a-t-on toujours ce lien entre l’image de la K-théorie de la C∗-algèbre
des pavages de type pinwheel sous l’application linéaire induite par la trace et le
module de fréquence des patchs ?
Ce théorème est le but des deux prochains chapitres et on montrera dans le dernier
chapitre que dans le cas du pavage de type pinwheel, on a un calcul explicite du
module de fréquence des patchs, montrant que

τµ∗

(
K0

(
C(Ω) � R2 � SO(2)

))
= µt

(
C(Ξ,Z)

)
=

1

264
Z

[
1

5

]
.

Le prochain chapitre est consacré à lier l’image de la K-théorie à la cohomologie
longitudinale de l’enveloppe continue (voir [MS06]), pour cela nous allons suivre la
démarche faite dans [BOO02].
Rappelons les grandes étapes de leur démonstration. Dans l’article en question,
Benameur et Oyono-Oyono se sont efforcés d’utiliser le théorème de l’indice sur
un feuilletage établis par Alain Connes dans [Con79] et plus particulièrement, la
version pour les laminations établie dans [MS06].
Pour cela, ils ont procédé en plusieurs étapes.
Tout d’abord l’inclusion µt(C(Ξ,Z)) ⊂ τµ

t

∗ (K0(C(Ξ) � Zn)) est triviale donc il ne
reste plus qu’à démontrer l’inclusion inverse. Pour démontrer celle-ci, les auteurs
remarque qu’il suffit de la démontrer pour n pair.
Ensuite, ils prouvent que la K-théorie de C(Ω) est isomorphe à celle de C(Ξ) � Zn

et que l’isomorphisme est induit par l’application e �→ IndΩ(∂eΞ,Rn) où ∂eΞ,Rn est un
Dirac à coefficient dans le fibré associé à e et IndΩ(∂eΞ,Rn) est l’indice analytique de ce
Dirac. Le deuxième point crucial de la preuve est alors que le groupe de cohomologie
longitudinale (à coefficients réels) de degré maximal est isomorphe, par ΨZn , au
groupe C(Ξ,R)Zn des coinvariants de C(Ξ,R) par l’action de Zn. L’étape cruciale

est alors de ramener le calcul de τµ
t

∗

(
K0

(
C(Ξ) � Zn

))
à cette cohomologie de degré

maximal grâce au théorème de l’indice et au théorème suivant qu’ils démontrent :

Théorème 1.18
τµ∗ (IndΩ(∂eΞ)) = 〈chnl ([e]), [CZn,µ]〉

où CZn,µ est un certain courant sur Ω et chnl ([e]) est un élément de la cohomologie
de degré maximal (c’est l’image de [e] par la composante de degré n d’un certain
caractère de Chern).

La dernière étape consiste alors à montrer que l’image de chnl ([e]) par ΨZn est ”à
valeurs entières” i.e ΨZn(chnl ([e])) ⊂ C(Ξ,Z)Zn .
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Dans un premier temps, nous allons étudier la K-théorie de la C∗-algèbre associée
à notre système dynamique C(Ω)�R2 �SO(2) puis nous calculerons son image par
l’application linéaire τµ∗ .
Nous identifierons dans la suite les classes de triplets non bornés comme définis dans
[BJ83] avec la classe que ces triplets définissent en KK-théorie.
Le lecteur pourra se référer à l’Annexe D pour un exposé des définitions et prin-
cipales propriétés des groupes de KK-théorie équivariante de Kasparov qui seront
utilisées ci-dessous.

2.1 Etude de K0

(
C(Ω) � R2 � S1

)
Pour calculer cette K-théorie, nous procéderons en deux étapes. La première consiste
à utiliser la construction Dirac-Dual Dirac.
Pour cela, considérons le Dirac ∂2 sur R2. Alors, F = ∂2(1 + ∂2

2)
− 1

2 est un opérateur
pseudodifférentiel elliptique d’ordre 0 sur H = L2(R2,C ⊕ C).
En faisant agir C0(R

2) sur H par multiplication f �→ M(f), on obtient un triplet
de Kasparov (H,M,F).
Comme de plus, G = R2 � SO(2) agit à gauche sur C0(R

2) et sur H de façon na-
turelle et comme F est alors G-invariant, la classe de (H,M,F ) définit un élément
αG de KKG

0 (C0(R
2),C) appelé élément fondamental.

Il existe alors un élément σG ∈ KKG
0 (C, C0(R

2)) tel que le produit de Kasparov
de αG et σG au dessus de C soit αG ⊗C σG = 1C0(R2) i.e σG est un inverse à droite
de αG (voir [Kas95], [Kas88], [Ska91]).

31
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De plus, comme ici G = R2 �SO(2) est moyennable (comme produit semi-direct de
deux groupes moyennables), σG ⊗ αG = 1C.
Nous avons donc un élément inversible de KKG

0 (C0(R
2),C) et nous pouvons alors

montrer :

Proposition 2.1 K0

(
C(Ω) � R2 � SO(2)

)
est isomorphe à K0 (C(Ω) � SO(2)).

Démonstration :
Notons [∂2] la classe du triplet (H,M,F ) ci-dessus.
Nous avons τΩ[∂2] ∈ KKG

0 (C0(Ω × R2), C(Ω)) où τΩ[∂2] := 1Ω ⊗C [∂2].
En poussant cet élément par le morphisme de descente

JG : KKG
0

(
C0(Ω × R2), C(Ω)

)
−→ KK0

(
C0(Ω × R2) �G,C(Ω) �G

)
,

nous obtenons l’élément

JG (τΩ ([∂2])) ∈ KK0

(
C0(Ω × R2) �G,C(Ω) �G

)
.

Comme les applications τΩ et JG respectent le produit de Kasparov et les
éléments unités, JG (τΩ ([∂2])) est un élément inversible et définit donc un iso-
morphisme β := ⊗C0(Ω×R2)�G JG (τΩ ([∂2])) :

β : KK0

(
C, C0(Ω × R2) �G

)
−→ KK0 (C, C(Ω) �G) .

De plus, C(Ω) � SO(2) étant Morita équivalente à C0(Ω × R2) � R2 � SO(2)
(cf Annexe A.3), on a un isomorphisme

δ : KK0 (C, C(Ω) � SO(2)) −→ KK0

(
C, C0(Ω × R2) �G

)
.

L’isomorphisme de la proposition est alors obtenu en prenant la composée βoδ.
�

Ainsi, étudier K0

(
C(Ω) � R2 � SO(2)

)
revient à étudier K0(C(Ω) � SO(2)).

Pour étudier ce dernier groupe, nous allons utiliser les 6 cercles F1, ... , F6 stables
par rotation d’angle π autour de l’origine et F :=

⋃
Fi, pour obtenir la suite exacte

longue à six termes suivante :

KS1

0 (C0(Ω \ F )) �� KS1

0 (C(Ω)) �� KS1

0 (C(F ))

∂
��

KS1

1 (C(F ))

��

KS1

1 (C(Ω))�� KS1

1 (C0(Ω \ F ))��
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Or KS1

i (C(F )) � Ki

(
C(F )�S1

)
� Ki

(
(C⊕C)6

)
, le premier isomorphisme vient de

[Jul81] et le second provient de l’isomorphisme C(Fi)�S
1 � IndS

1

{−1,1}(C)�S1 et du
fait que cette C∗-algèbre est Morita équivalente à C∗(Z/2Z) � C⊕C, voir [Seg68]
(l’action de S1 sur Fi est obtenue par l’action de S1 sur S1 définie par eiθ.z := e2iθz

et IndS
1

{−1,1}(C) est la C∗-algèbre induite donnée par les fonctions f continues sur S1

à valeurs dans C telles que f(−z) = −f(z)).
Ainsi, KS1

0 (C(F )) � Z12 (= Z6 ⊕ Z6) et KS1

1 (C(F )) � 0.
Remarquons que KS1

0 (C(Fi)) � Z2 est engendré par deux fibrés vectoriels S1-
équivariants. Le premier est le fibré trivial Fi × C muni de l’action diagonale de
S1 où S1 agit trivialement sur C et le second est le fibré Fi × C muni de l’action
diagonale de S1 où S1 agit par multiplication sur C.
De plus, S1 agit librement et proprement sur Ω \ F puisque nous avons enlevé tous
les points fixes de l’action de S1 sur Ω. Ainsi,

KS1

i (C0(Ω \ F )) � Ki(C0(Ω \ F ) � S1) � Ki

(
C0

(
(Ω \ F )/S1

))
,

le dernier isomorphisme est obtenu par Morita équivalence (voir [Rie82]).

La suite exacte longue devient donc

K0(C0(Ω \ F )/S1)) �� KS1

0 (C(Ω)) �� Z12

∂
��

0

��

KS1

1 (C(Ω))�� K1(C0((Ω \ F )/S1))��

Pour étudier le morphisme de bord ∂, nous aurons besoin du lemme suivant.

Il relie la K-théorie d’un espace topologique de basse dimension à sa cohomologie
et la preuve de ce lemme est donnée dans [Mat] à la section 3.4 :

Lemme 2.2 Soit X un CW -complexe fini, connexe et de dimension � 3. Il existe
alors des isomorphismes canoniques

chZ

ev := chZ

0 ⊕ chZ

2 : K0

(
C(X)

)
−→ Ȟ0(X; Z) ⊕ Ȟ2(X; Z)

chZ

odd := chZ

1 ⊕ chZ

3 : K1

(
C(X)

)
−→ Ȟ1(X; Z) ⊕ Ȟ3(X; Z)

naturels pour de tels CW -complexes et compatible avec le caracère de Chern i.e tel
que le diagramme suivant commute

Kj

(
C(X)

)
chZ

n

��

chn

����������������

Ȟn(X; Z) �� Ȟn(X; Q)
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où j = n mod 2, Ȟn(X; Z) → Ȟn(X; Q) est le morphisme canonique induit par
l’inclusion Z ↪→ Q et chn la composante du caractère de Chern de degré n.

Comme Ω est limite projective de CW -complexes finis, connexes et de dimension 3
(voir section 3.2), on obtient le lemme suivant :

Lemme 2.3 La Cohomologie de Čech à support compact et à coefficients entiers
Hk
c ((Ω \ F )/S1; Z) est nulle pour k � 3.

De plus,

K0

(
C0

(
(Ω \ F )/S1

))
� Ȟ2

c

(
(Ω \ F )/S1 ; Z

)
et

K1

(
C0

(
(Ω \ F )/S1

))
� Ȟ1

c

(
(Ω \ F )/S1 ; Z

)
.

Démonstration :
En effet, d’après 3.2 p. 70 ou [ORS02], Ω/S1 est limite inverse d’une suite
de CW -complexes de dimension 2. Ainsi, Ȟk(Ω/S1 ; Z) = 0 pour k � 3.
Maintenant, si nous considérons la suite exacte de la cohomologie de Ω/S1

relative à F/S1, nous obtenons :

. . . �� Ȟ2(Ω/S1, F/S1; Z) �� Ȟ2(Ω/S1; Z) �� Ȟ2(F/S1; Z)

�� Ȟ3(Ω/S1, F/S1; Z) �� Ȟ3(Ω/S1; Z) �� Ȟ3(F/S1; Z) �� . . .

Comme F/S1 est un ensemble de 6 points, Ȟk(F/S1; Z) = 0 pour k � 1 et
ainsi, Ȟk+1(Ω/S1, F/S1; Z) � Ȟk+1(Ω/S1; Z) pour k � 1.
Etant donné le résultat rappelé ci-dessus sur la cohomologie de Ω/S1, on a
montré que la cohomologie de Ω/S1 relative à F/S1 et à coefficients entiers
est nulle à partir de l’ordre 3.
Pour conclure, nous utilisons le lemme 11 p.321 de [Spa66] pour dire que

Ȟk(Ω/S1, F/S1; Z) � Ȟk
c

((
Ω/S1

)
\
(
F/S1

)
; Z
)

pour tout k, puisque Ω/S1 est

un compact et F/S1 est un fermé de ce compact.
Puisque F est stable par l’action de S1, on a (Ω/S1 \ F/S1) = (Ω \ F )/S1, ce
qui achève la démonstration du premier point du lemme.

De plus, on a :

K0

(
C0

(
(Ω \ F )/S1

))
= K̃0

(
C
((

(Ω \ F )/S1
)+))

et
K1

(
C0

(
(Ω \ F )/S1

))
= K1

(
C
((

(Ω \ F )/S1
)+))
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où
(
(Ω\F )/S1

)+
est le compactifié d’Alexandroff de (Ω\F )/S1 et K̃0 représente

la K-théorie réduite.
On peut alors voir facilement grâce aux résultats du paragraphe 3.2 du pro-
chain chapitre que :(

(Ω \ F )/S1
)+

= lim
←−

(
Bl \ pl(F/S

1)
)+
.

Comme les espaces
(
Bl \ pl(F/S

1)
)+

sont des CW -complexes de dimension 2,
on peut appliquer le résultat du lemme 2.2 pour obtenir le résultat souhaité.

�

Nous pouvons alors calculer le noyau du bord ∂ :

Lemme 2.4 Ker ∂ =
7⊕
i=1

Z.qi où

q1 = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

q2 = (0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0)

q3 = (1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0)

q4 = (1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0)

q5 = (1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0)

q6 = (1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0)

q7 = (1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1).

Démonstration :

(I) L’inclusion
7⊕
i=1

Z.qi ⊂ Ker ∂ est démontrée à l’Annexe B.

(II) Soit alors (n1, . . . , n6, n
′
1, . . . , n

′
6) ∈ Z12.

On peut supposer que les n′i sont tous nuls grâce au premier point puisque,
par exemple, comme (1, 0, 0, 0, 0, 0,−1, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ Ker ∂,

∂(n1, . . . , n6, n
′
1, . . . , n

′
6) = ∂(n1 + n′1, n2, . . . , n6, 0, n

′
2, . . . , n

′
6).

On peut de plus supposer que les ni + n′i sont dans N également grâce au
premier point (I) puisque, si n désigne le plus petit des entiers ni + n′i, on a
∂(n1 +n′1, . . . , n6 +n′6, 0, . . . , 0) = ∂(n1 +n′1−n, . . . , n6 +n′6−n, 0, . . . , 0) avec
ni + n′i − n ∈ N.
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On se fixe donc (n1, . . . , n6, 0, . . . , 0) ∈ Z12 avec ni ∈ N.
(n1, . . . , n6, 0, . . . , 0) correspond alors à la projection S1-invariante :

f(x) =




Pn1 si x ∈ F1
...
Pn6 si x ∈ F6

où

Pni
:=




1
. . .

1


 ∈ Mni

(C).

Nous allons alors exhiber un relèvement S1-invariant de cette projection dans

M∞(C(Ω)).
Pour cela, considérons

K̃i :=
{
ω ∈ Ω ; d(ω, Fi) � 1

n

}
et

Ṽi :=
{
ω ∈ Ω ; d(ω, Fi) <

1

n− 1

}
avec n choisi assez grand pour que les 6 Ṽi soient disjoints.
Définissons alors Ki := p(K̃i) et Vi := p(Ṽi) où p : Ω −→ Ω/S1.
Ki est alors un compact contenu dans l’ouvert Vi et contenant [xi] := p(xi)
où xi est un élément quelconque de Fi.
Il existe alors des fonctions φi ∈ C(Ω/S1), i ∈ {1, . . . , 6}, telles que
– Supp(φi) ⊂ Vi ;
– 0 � φi � 1 et φi(x) = 1 si x ∈ Ki ;
– φ1 + . . .+ φ6 = 1 sur

⋃
Ki.

Posons Ψ := φ1.P
′
n1

+ . . .+ φ6.P
′
n6

où

P ′ni
:=




1
. . .

1
0

. . .

0




∈ MMax(ni)(C).

Donc Ψ ∈ MMax(ni) (C (Ω/S1)) et Ψ est auto-adjoint.
On voit alors Ψ comme une fonction de C(Ω) constante sur les S1-orbites et
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Ψ peut donc être vue comme une fonction S1-invariante.
On vérifie alors facilement que π∗(Ψ) = f dans M∞(C(F )), donc

∂([f ]) = [exp(−2iπΨ)] ∈ KS1

1 (C0

(
Ω \ F )

)
.

D’après le lemme 2.3, on a un isomorphisme entre KS1

1 (C0(Ω \ F )) et

Ȟ1
c

(
(Ω \ F )/S1,Z

)
=

{
[h] ; h :

(
(Ω \ F )/S1

)+

−→ S1 continue

}

où [h] désigne la classe des fonctions continues
(
(Ω \ F )/S1

)+

−→ S1 homo-

topiques à h et
(
(Ω \ F )/S1

)+

le compactifié d’Alexandroff de (Ω \ F )/S1

(voir [Hat02] pour l’égalité entre la cohomologie et l’ensemble des classes de

fonctions de
(
(Ω \ F )/S1

)+

dans S1
)
.

Cet isomorphisme est l’application det∗.

Ainsi : ∂([f ]) = [exp(−2iπ(n1.φ1 + . . .+ n6.φ6))] ∈ Ȟ1
c

(
(Ω \ F )/S1 ; Z

)
.

Remarquons qu’une fonction continue sur
(
(Ω\F )/S1

)+

peut être vue comme

une fonction continue sur Ω/S1 et constante sur F/S1.

Il nous reste alors à voir pour quelles valeurs de (n1, . . . , n6) il existe une

homotopie continue Ht définie sur
(
(Ω \ F )/S1

)+

et à valeurs dans S1 entre

exp(−2iπ(n1.φ1 + . . .+ n6.φ6)) et 1.
Cela revient à savoir s’il existe une homotopie continue Ht : Ω/S1 → S1 entre
exp(−2iπ(n1.φ1 + . . .+ n6.φ6)) et 1 et constante sur F/S1 pour tout t.
Ou encore, on cherche à savoir si l’on peut trouver une homotopie continue
ht : Ω/S1 −→ R entre h0 := n1.φ1 + . . . + n6.φ6 et une fonction continue
h1 := g définie sur Ω/S1 à valeurs dans Z et telle que ht([xi]) − ht([xj ]) ∈ Z

pour tout t ∈ [0, 1],i, j ∈ {1, . . . , 6}.
Comme Ω/S1 est connexe, ht serait une homotopie entre n1.φ1 + . . . + n6.φ6

et une fonction g constante sur Ω/S1 égale à un entier et vérifiant

ht([xi]) − ht([xj ]) ∈ Z pour tout t, i, j.

Nous allons voir que cela n’est possible que si ni = nj pour tout i, j.
Pour cela, posons evi(h) : [0; 1] −→ R l’application continue définie par
evi(h)(t) := ht([xi]).
evi(h) − evj(h) est alors une application continue à valeur dans Z, c’est donc
une application constante égale à ni − nj.
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Ainsi, ∀t ∈ [0; 1], ht([xi]) − ht([xj ]) = ni − nj .
Or pour t=0, h0 = g = k ∈ Z et donc s’il existe une homotopie ht alors
ni = nj pour tout i, j.
Ainsi,

(n1, . . . , n6, 0, . . . , 0) ∈ Ker∂ ⇒ (n1, . . . , n6, 0, . . . , 0) ∈ Z.(1, . . . , 1, 0, . . . , 0).

Si maintenant on prend (n1, . . . , n6, n
′
1, . . . , n

′
6) ∈ Ker∂,

∂(n1, . . . , n6, n
′
1, . . . , n

′
6) = ∂(n1 + n′1, . . . , n6 + n′6, 0, . . . , 0)

= ∂(n1 + n′1 − n, . . . , n6 + n′6 − n, 0, . . . , 0)

où n = Min(ni + n′i).
Par le résultat que l’on vient de voir, on sait que ni + n′i − n = nj + n′j − n,
i.e ni + n′i = nj + n′j pour tout i, j.
En notant k cet entier commun, on obtient ni = −n′i + k donc

(n1, . . . , n6, n
′
1, . . . , n

′
6) = (−n′1 + k, . . . ,−n′6 + k, n′1, . . . , n

′
6)

= k.q1 + n′1(q2 − q1) + . . .+ n′6(q7 − q1) ∈
7⊕
i=1

Z.qi.

Ainsi, on vient de montrer que Ker ∂ ⊂
7⊕
i=1

Z.qi.

Comme de plus on avait l’inclusion réciproque, on a l’égalité recherchée.

�

Comme q1 se relève en la projection constante égale à 1 sur Ω, nous avons démontré :

Proposition 2.5 On a

K0(C(Ω) � S1) � KS1

0 (C(Ω)) � Z ⊕
(

7⊕
i=2

Z.qi

)
⊕ Ȟ2

c

(
(Ω \ F )/S1 ; Z

)
,

où Z est engendré par la projection constante égale à 1.
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2.2 Calcul de l’image par τµ∗ de la copie de Z

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de calculer l’image par τµ∗ de la partie
β ◦ δ(Z) de K0(C(Ω) � R2 � S1) où β ◦ δ est l’isomorphisme de la preuve de la
proposition 2.1.
Pour calculer cette image, nous allons considérer les applications φ : C → C(Ω) et
φA : A → C(Ω) ⊗ A (A une C∗-algèbre munie d’une action de R2 � S1) données
par φ(z)(ω) := z pour tout ω ∈ Ω et φA := φ ⊗ Id. Nous considérons également
l’application induite φR2

A : A � R2 →
(
C(Ω) ⊗ A

)
� R2. Les applications φ et φA

sont R2 � S1-équivariantes et définissent donc, par fonctorialité de la KK-théorie,
des applications (voir Annexe D) :

φ∗ : KKS1

0 (C,C) −→ KKS1

0 (C, C(Ω)),

(φA)∗ : KKS1

0 (C, A) −→ KKS1

0 (C, C(Ω) ⊗A),

(φR2

A )∗ : KKS1

0 (C, A� R2) −→ KKS1

0

(
C,
(
C(Ω) ⊗A

)
� R2

)
,

φ∗A : KKS1

0 (C(Ω) ⊗A,C(Ω)) −→ KKS1

0 (A,C(Ω)).

Nous désignerons par φ∗ et φ∗ ces morphismes lorsque le contexte ne prêtera pas à
confusions ou si A = C.

Proposition 2.6 Nous avons le diagramme commutatif suivant :

KS1

0 (C)
φ∗ ��

η1
��

δ1

��

KS1

0 (C(Ω))

η

��

δ

��

KS1

0

(
K(L2(R2))

) (
φK
)
∗ ��

Ψ∗
��

KS1

0

(
C(Ω) ⊗K(L2(R2))

)
Ψ∗
��

KS1

0

(
C0(R

2) � R2
) (

φR
2

C0(R2)

)
∗ ��

β1

��

KS1

0

(
C0(Ω × R2) � R2

)
β
��

KS1

0

(
C∗(R2)

) (
φR

2

C

)
∗ �� KS1

0

(
C(Ω) � R2

)
où les isomorphismes δ1 et β1 sont construits de façon analogue à ceux construits
dans la preuve de la proposition 2.1 en prenant C à la place de C(Ω) et en utilisant
le morphisme de descente partiel JS

1

R2 de [Cha99]. De plus, Ψ∗ est l’isomorphisme
induit par l’isomorphisme S1-équivariant entre C(X)⊗K

(
L2(R2)

)
et C0(X×R2)�R2

de l’Annexe A.1 pour X = Ω et X = un point. η et η1 sont les isomorphismes obtenus
par Morita équivalence.
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Démonstration :
La démonstration repose essentiellement sur les propriétés de naturalité du
produit de Kasparov et du morphisme de descente.

– Le carré du milieu commute trivialement.

– L’isomorphisme η−1
1 : KS1

0

(
K
(
L2(R2)

))
→ KS1

0 (C) est le produit de Kasparov

par la classe du bimodule S1-équivariant donnant la Morita équivalence entre
les deux C∗-algèbres K

(
L2(R2)

)
et C i.e

η−1
1 = ⊗K(L2(R2))

[(
L2(R2), i, 0

)]
.

Nous noterons y1 la classe de
(
L2(R2), i, 0

)
dans KKS1

0

(
K
(
L2(R2)

)
,C
)
.

De même, η−1 : KS1

0

(
K
(
L2(R2)

)
⊗ C(Ω)

)
→ KS1

0 (C(Ω)) est donné par

⊗K(L2(R2))⊗C(Ω)y2 où

y2 :=
[(
L2(R2) ⊗ C(Ω), θ, 0

)]
∈ KKS1

0

(
K
(
L2(R2)

)
⊗ C(Ω), C(Ω)

)
avec θ l’action de K(L2(R2))⊗C(Ω) sur le bimodule d’ équivalence S1-équivariant
L2(R2)⊗C(Ω) (cette action est l’action naturelle des compacts sur L2(R2) et
la multiplication dans C(Ω)).
On a alors 2 diagrammes triangulaires commutatifs ([Ska91] ou Annexe D) :

KS1

0 (C)
φ∗ �� KS1

0 (C(Ω))

KS1

0

(
K(L2(R2))

)
N

K(L2(R2)) y1

��

N
K(L2(R2)) φ∗(y1)

����������������������������

KS1

0 (C(Ω))

KS1

0

(
K
(
L2(R2)

))
N

K(L2(R2)) φ
∗
K(y2)

		������������������������������� (
φK
)
∗

�� KS1

0

(
K
(
L2(R2)

)
⊗ C(Ω)

)
N

K(L2(R2))⊗C(Ω) y2

��

Or,
φ∗K(y2) =

[
(L2(R2) ⊗ C(Ω), θ ◦ φK, 0)

]
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et
φ∗(y1) =

[
(L2(R2) ⊗ C(Ω), i⊗ 1, 0)

]
.

Comme θ ◦ φK agit comme i ⊗ 1 sur L2(R2) ⊗ C(Ω), on a φ∗K(y2) = φ∗(y1)
et ainsi, le premier carré du diagramme de la proposition est commutatif (les
flèches verticales sont des isomorphismes).

– Comme ci-dessus, nous avons les diagrammes triangulaires commutatifs :

KS1

0

(
C0(R2) � R2

) (
φR

2

C0(R2)

)
∗ ��

N (
φR

2

C0(R2)

)∗(
JS1

R2

(
τΩ([∂2])

))
��������������������������������

KS1

0

(
C0(Ω × R2) � R2

)
N
JS1

R2

(
τΩ([∂2])

)
��

KS1

0

(
C(Ω) � R2

)
KS1

0

(
C0(R2) � R2

)
N
JS1

R2 ([∂2])

��

N(
φR

2

C

)
∗

(
JS1

R2 ([∂2])
)



����������������������������

KS1

0

(
C∗(R2)

) (
φR

2

C

)
∗

�� KS1

0

(
C(Ω) � R2

)

Or,
(
φR2

C0(R2)

)∗(
JS

1

R2

(
τΩ([∂2])

))
= JS

1

R2

(
φ′∗
(
τΩ([∂2])

))
où φ′ = φC0(R2) qui est R2-

équivariante.
De même,

(
φR2

C

)
∗

(
JS

1

R2 ([∂2])
)

= JS
1

R2

(
φ∗([∂2])

)
.

On a

φ∗([∂2]) =
[(
H ⊗ C(Ω),M ⊗ 1, F ⊗ 1

)]
∈ KKR2�S1

0

(
C0(R

2), C(Ω)
)

avec les notations de la classe [∂2] et

φ′∗
(
τΩ([∂2])

)
=
[(
H ⊗ C(Ω), (M ⊗ iC(Ω)) ◦ φ′, F ⊗ 1

)]
∈ KKG

0

(
C0(R

2), C(Ω)
)

avec iC(Ω) : C(Ω) → L(C(Ω)) la multiplication dans C(Ω).
Puisque (M ⊗ iC(Ω)) ◦ φ′ est la représentation de C0(R

2) sur H ⊗ C(Ω) par
multiplication de C0(R

2) sur H et que M ⊗ 1 est la même représentation, on
a égalité de ces deux classes et ainsi égalité des deux morphismes diagonaux
dans les diagrammes triangulaires.
On vient donc de voir que le carré du bas du diagramme est aussi commutatif.

�
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Considérons le morphisme d’oubli r∗ : KKS1
(A,B) −→ KK(A,B) pour des C∗-

algèbres A et B munies d’action de S1.
Ce morphisme commute trivialement avec le morphisme η1 obtenu par Morita équi-
valence (équivariante ou pas, selon les cas) :

K0(C)

η1

��

KS1

0 (C)
r∗��

η1
��

K0(K) KS1

0 (K)
r∗

��

Le morphisme commute aussi trivialement avec le morphisme Ψ∗ de la proposition
2.6.
Enfin, en reprenant la définition du morphisme de descente partielle dans [Cha99]
et celle du morphisme de descente usuel, on remarque que r∗ ◦ JS1

R2 = JR2 ◦ r′∗ où

r′∗ : KKR2�S1
(A,B) −→ KKR2

(A,B) est le morphisme restriction de R2 � S1 sur
R2 (voir [Ska91] ou l’Annexe D).
En conclusion, on obtient le diagramme commutatif suivant :

KS1

0 (C)
r∗

��������������

β1◦δ1


��

φ∗ �� KS1

0 (C(Ω))

β◦δ


��

K0(C)

β′◦δ′ 


��

KS1

0 (C∗(R2))

r∗��������������

φR
2

∗ �� KS1

0 (C(Ω) � R2)

r∗
��

K0(C
∗(R2))

φR
2

∗

�� K0(C(Ω) � R2)

K0(C0(R
2))

F∗ 

��

où β ′ et δ′ sont obtenues de façon similaire à β1 et δ1 mais sans la S1-équivariance.
Ainsi, nous obtenons que la projection engendrant la copie de Z dans KS1

0 (C(Ω))
provient de la projection constante égale à 1 dans KS1

0 (C) qui, elle même, s’envoie
sur la projection 1 de K0(C).
Donc, r∗◦β ◦δ◦φ∗([1]) = φR2

∗ ◦β ′◦δ′◦r∗([1]) = φR2

∗ ◦F∗(±βott) où βott est l’élément
[Bott] − 1 de K0(C0(R

2)) obtenu grâce au projecteur de Bott et F est la trans-

formée de Fourier donnant l’isomorphisme C∗(R2) � C0(R
2)
(
r∗([1]) = [1] engendre

K0(C) et comme β ′ ◦ δ′ est un isomorphisme, l’image de [1] par ce morphisme est
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nécessairement ± un générateur de K0(C0(R
2))
)
.

Il suffit alors de suivre les transformations que subit l’application linéaire τµ∗ à travers
tous ces morphismes.
Pour commencer, l’application linéaire τµ∗ sur K0(C(Ω) � R2 � S1)) devient τ ′µ∗ sur
KS1

0 (C(Ω) � R2) et sur K0(C(Ω) � R2) où τ ′µ est donnée sur la sous-algèbre dense
Cc(Ω × R2) par (voir [Jul81])

τ ′µ(f) =

∫
Ω

f(ω, 0)dµ(ω).

On a de plus : τ ′µ∗ ◦ r∗ = τ ′µ∗ .
τ ′µ∗ se lit alors sur K0(C

∗(R2)) comme τ∗ où τ est la trace sur C∗(R2) définie par
τ(f) := f(0) pour f ∈ Cc(R

2).
On a alors τ ◦ F (f) := F (f)(0) =

∫
R2 f(x)dx et donc,

τ∗ ◦ F∗(βott) =

∫
R2

(
Tr(Bott(x)) − 1

)
dx = 0.

Ainsi,

τ ′µ
(
β ◦ δ ◦ φ∗([1])

)
= τ ′µ

(
r∗ ◦ β ◦ δ ◦ φ∗([1])

)
et donc

τ ′µ
(
β ◦ δ ◦ φ∗([1])

)
= τ ′µ

(
φR2

∗ ◦ F∗(±βott)
)

= τ∗ ◦ F∗(±βott) = 0.

On vient ainsi de montrer :

Théorème 2.7 La copie de Z.q1 dans K0

(
C(Ω) � R2 � S1

)
est de trace nulle.

2.3 Etude du sommant Ȟ2
c

(
(Ω \ F )/S1 ; Z

)
dans le

groupe K0

(
C(Ω) � R2 � S1

)
Etudions à présent l’image du sommant Ȟ2

c

(
(Ω \ F )/S1 ; Z

)
par τµ∗ .

Pour cela, nous allons construire une application K1

(
C(Ω)

)
−→ K0

(
C(Ω) � S1

)
qui sera surjective sur la partie Ȟ2

c

(
(Ω \ F )/S1 ; Z

)
. Cette application βS1 ◦ δS1 est

construite de façon analogue à celle de la proposition 2.1.
Nous considérons l’opérateur de Dirac ∂1 S

1-équivariant sur le cercle S1. Il nous
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donne alors une classe [∂1] ∈ KKS1

1

(
C(S1),C).

L’application recherchée est alors donnée par la composée de l’isomorphisme δS1 dû
à la Morita équivalence de C(Ω) avec C(Ω × S1) � S1 par le produit de Kasparov
βS1 :=

⊗
JS1

(
τΩ[∂1]

)
.

Grâce au même raisonnement que celui utilisé au début du lemme 2.3, nous déduisons
immédiatement :

Lemme 2.8 Hk(Ω) = 0 pour tout k � 4.
Donc K0(C(Ω)) � Ȟ0(Ω; Z) ⊕ Ȟ2(Ω; Z) et K1(C(Ω)) � Ȟ1(Ω; Z) ⊕ Ȟ3(Ω; Z).

Nous allons alors voir que la partie Ȟ3
(
Ω ; Z

)
de K1

(
C(Ω)

)
est isomorphe à la partie

Ȟ2
c

(
(Ω \F )/S1 ; Z

)
de K0

(
C(Ω) �S1

)
puis nous montrerons que cet isomorphisme

se lit en K-théorie comme l’application que l’on vient de construire.
Remarquons tout d’abord que l’on a le diagramme commutatif suivant :

K1

(
C0(Ω \ F )

)
i∗

��

β′
S1◦δ′S1

��

Ψ

��������������������
K1

(
C(Ω)

)
βS1◦δS1

��
K0

(
C0

(
(Ω \ F )/S1

))
K0

(
C0(Ω \ F ) � S1

)Morita eq.��
i∗

�� K0

(
C(Ω) � S1

)
où ψ est par définition la composée de β ′S1 ◦ δ′S1 et de l’isomorphisme induit par la
Morita équivalence de C0(Ω \ F ) � S1 avec C0

(
(Ω \ F )/S1

)
.

En écrivant la suite exacte pour la cohomologie de Ω relative à F , nous voyons que
i∗ : Ȟ3(Ω; Z) → Ȟ3

c (Ω \ F ; Z) puisque Ȟ2(F ; Z) = Ȟ3(F ; Z) = 0.
Il suffit donc de montrer que la partie Ȟ3

c (Ω \ F ; Z) de K1

(
C0(Ω \ F )

)
s’envoie

isomorphiquement sur Ȟ2
c

(
(Ω \ F )/S1 ; Z

)
puis de comparer cet isomorphisme à

β ′S1 ◦ δ′S1 .
Pour cela, on a la proposition suivante :

Proposition 2.9 ([Bre72]) La projection Ω \ F −→ (Ω \ F )/S1 est un S1-fibré
principal.

Grâce à cette proposition, à la suite spectrale de Leray-Serre et à la suite de Gysin
qui en découle, nous avons alors :

Corollaire 2.10

Ȟ3
c

(
Ω \ F ; Z

)
= Ȟ2

c

((
Ω \ F

)
/S1 ; Z

)
⊗ Ȟ1(S1; Z)

� Ȟ2
c

((
Ω \ F

)
/S1 ; Z

)
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L’isomorphisme de ce corollaire est donné par ”l’intégration le long des fibres”. Il
reste donc à voir que cet isomorphisme est bien la même application, via le caractère
de Chern, que Ψ.

On veut donc montrer que le diagramme suivant est commutatif :

Ȟ3
c

(
Ω \ F ; Z

)
� � �� �� Ȟ2

c

((
Ω \ F

)
/S1 ; Z

)

K1

(
C0(Ω \ F )

)chZ
3

����

ψ �� K0

(
C0

(
(Ω \ F )/S1

))��
chZ

����

Mais Ȟ3
c

(
Ω \F ; Z

)
resp. Ȟ2

c

((
Ω \F

)
/S1 ; Z

)
est engendré par Ȟ3

c (C×D2 ×S1; Z)

resp. Ȟ2
c (C×D2; Z) i.e par Ȟ3

c (D
2 ×S1; Z) resp. Ȟ2

c (D
2; Z) ( où C est un Cantor et

D2 est un ouvert de R2) puisque Ω\F resp.
(
Ω\F

)
/S1 est recouvert par l’adhérence

d’ouverts disjoints de la forme C ×D2 ×S1 resp. C ×D2 dont les intersections sont
de dimensions 2 resp. 1 .
On a alors le diagramme suivant (les cohomologies étant à valeurs entières) :

Ȟ3
c

(
Ω \ F

) 
 ��

�

Ȟ2
c

((
Ω \ F

)
/S1
)

�

Ȟ3
c (D2 × S1)

����������������

Ȟ2
c (D2)

���������������

�

K1

(
C0(D2 × S1)

)
����

ψ′
��

����������������

�

K0

(
C0(D2)

)


�������������

K1

(
C0(Ω \ F )

)

����

ψ
�� K0

(
C0

(
(Ω \ F )/S1

))




��

où ψ′ : K1

(
C0(D

2 × S1)
)
→ K0

(
C0(D

2 × S1) � S1
)
→ K0

(
C0(D

2)
)

est la composée
de β ′′S1 ◦ δ′′S1 (obtenue comme ci-dessus avec D2 × S1 à la place de Ω) et de l’isomor-
phisme induit par Morita équivalence.
Il suffit alors de montrer que le diagramme du milieu est commutatif pour montrer
que l’intégration le long des fibres au niveau des groupes de cohomologie se traduit
en Ψ au niveau des K-groupes.
L’intégration le long des fibres envoie générateur de Ȟ3

c (D
2 × S1; Z) sur générateur

de Ȟ2
c (D

2; Z).
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Il s’agit donc de démontrer que l’application ψ′ envoie le générateur de Bott de
K1

(
C0(D

2 × S1)
)

sur celui de K0

(
C0(D

2)
)
.

On peut encore réduire le problème en considérant le diagramme :

K1

(
C(S1)

) ⊗Cβott ��

β′′◦δ′′=⊗C(S1)y
′
1

��

K1

(
C0(D

2 × S1)
)

β′◦δ′=⊗C0(D2×S1)y
′
2

��
K0(C) ⊗CBott

�� K0

(
C0(D

2)
)

(2.1)

l’application ⊗Cβott (βott ∈ KK0(C, C0(D
2))) étant l’application de périodicité de

Bott en KK-théorie ([Ska91] p.214 ou l’Annexe D).
On notera α ∈ KK0(C0(D

2),C) son inverse.
Notons ε la classe dans KK0

(
C(S1), C(S1 × S1) � S1

)
du bimodule d’équivalence

de C(S1) et C(S1 × S1) � S1. On a alors

y′1 = ε⊗C(S1×S1)�S1 JS1

(
τC(S1)[∂1]

)
et

y′2 = τC0(D2)(ε) ⊗C0(D2)⊗C(S1×S1)�S1 JS1

(
τC0(D2)⊗C(S1)[∂1]

)
.

Comme S1 n’agit pas sur D2 (l’action de S1 sur Ω \ F se lit sur la composante S1

de C ×D2 × S1), on a

JS1

(
τC0(D2×S1)[∂1]

)
= τC0(D2)

(
JS1

(
τC(S1)[∂1]

))
.

D’ où (voir [Ska91] ou l’Annexe D) :

y′2 = τC0(D2)

(
ε⊗C(S1×S1)�S1 JS1

(
τC(S1)[∂1]

))
= τC0(D2)(y

′
1)

Le diagramme ci-dessus est alors commutatif puisque, si X ∈ K1

(
C0(D

2 × S1)
)
, on

a (par commutativité du produit de Kasparov au dessus de C) :(
(X ⊗C0(D2) α) ⊗C(S1) y

′
1

)
⊗C βott = βott⊗C

(
(X ⊗C0(D2) α) ⊗C(S1) y

′
1

)
=
(
(βott⊗C X) ⊗C0(D2) α

)
⊗C(S1) y

′
1

=
(
(X ⊗C βott) ⊗C0(D2) α

)
⊗C(S1) y

′
1

=
(
X ⊗C (βott⊗C0(D2) α)

)
⊗C(S1) y

′
1

= (X ⊗C 1C) ⊗C(S1) y
′
1

= X ⊗C(S1) y
′
1

= X ⊗C0(D2×S1) y
′
2

Il s’agit donc de montrer que le générateur [u] deK1(C(S1)) s’envoie sur le générateur
[1] de K0(C).
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Mais l’application β ′′ ◦ δ′′ : K1(C(S1)) −→ K0(C), du diagramme (2.1), est en fait
simplement ⊗C(S1)[∂1] i.e le produit de Kasparov par la classe du Dirac sur le cercle
[∂1] ∈ KK1(C(S1),C) ou encore, l’indice impair du Dirac tordu par un unitaire de
K1(C(S1)).
Cette application envoie donc bien [u] sur [1].
On vient de démontrer :

Théorème 2.11

L’application K1(C(Ω)) −→ K0

(
C(Ω) � R2 � S1

)
est surjective sur les parties

Ȟ3(Ω; Z) et Ȟ2
(
(Ω \ F )/S1) ; Z

)
.

2.4 Théorème de l’indice pour le calcul de la trace

Nous voulons à présent identifier l’application β◦δ◦βS1◦δS1 construite de K1 (C(Ω))
dans K0 (C(Ω) � R2 � S1) avec le produit par la classe du triplet de Kasparov non
borné (voir [BJ83] pour la définition)

D̃3 := (C(Ω) � R2 � S1 ⊕ C(Ω) � R2 � S1,MC(Ω), D3)

oùD3 désigne l’opérateur de Dirac le long des feuilles de Ω et MC(Ω) la représentation
naturelle de C(Ω) sur C(Ω) � R2 � S1 ⊕ C(Ω) � R2 � S1.

En utilisant alors le théorème de l’indice mesuré sur les feuilletages d’Alain Connes
[Con79] étendu à des espaces feuilletés dans [MS06], on aura (voir plus précisément
[DHK91]) :

Théorème 2.12
∀ b ∈ Im(β ◦δ◦βS1 ◦δS1), τµ∗ (b) =

〈
Chτ ([u]), [Cµt ]

〉
où Cµt est le courant de Ruelle-

Sullivan associé à µt, Chτ est le caractère de Chern longitudinal (voir [MS06]) et
[u] ∈ K1(C(Ω)) est un antécédent de b par β ◦ δ ◦ βS1 ◦ δS1.

Cµt définit une classe dans l’homologie longitudinale Hτ
3 (Ω) et Chτ ([u]) est un

élément de la cohomologie longitudinale H3
τ (Ω) (voir [MS06]).

Les représentants des classes de H3
τ (Ω) s’écrivent localement

σ = a(x1, x2, θ, ω)dx1 ∧ dx2 ∧ dθ.
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Le courant de Ruelle-Sullivan se lit alors localement comme l’intégrale :

[Cµt ]
(
[σ]
)

=

∫
Ξ

∫
R2×S1

a(x1, x2, θ, ω)dx1dx2dθdµ
t(ω).

Pour obtenir le théorème 2.12, nous allons procéder en plusieurs étapes.
Premièrement, nous allons identifier βS1 ◦ δS1 avec le produit de Kasparov par la
classe de l’élément de KK1(C(Ω), C(Ω) � S1) induit par l’opérateur de Dirac d1 de
dimension 1 le long des feuilles de Ω feuilleté par S1.
Ensuite, nous identifierons β◦δ avec le produit de Kasparov par la classe de l’élément
de KK0(C(Ω)�S1, C(Ω)�R2�S1) induit par l’opérateur de Dirac D2 de dimension
2 transverse à l’inclusion du feuilletage par S1 dans le feuilletage par R2 � S1 de Ω
(voir [HS87]).
Enfin, nous montrerons que la composée de ces deux morphismes est donnée par
⊗C(Ω)

[
D̃3

]
.

Pour cela, nous utiliserons la caractérisation du produit de triplets non bornés faite
par Kucerovsky dans [Kuc97] (voir aussi [BJ83] pour les définitions).

Définition 2.13 Soient A et B deux C∗-algèbres graduées (voir Annexe C). On
appelle module de Kasparov non borné tout triplet (H, φ,D) où H est un B-
module hilbertien gradué, φ : A→ L(H) est un ∗-morphisme, et D est un opérateur
non borné régulier densément défini de degré un et auto-adjoint, tel que :

1. φ(a)(1 +D2)−1 ∈ K(H),

2. l’ensemble des a ∈ A, tels que [D, φ(a)] = Dφ(a) − (−1)∂aφ(a)D soit défini
sur DomD et se prolonge en un élément de L(H), est dense dans A.

On notera Ψ(A,B) l’ensemble des modules de Kasparov non bornés.
Dans le cas où H n’est pas gradué, on parlera de modules de Kasparov non
bornés non gradués et on notera l’ensemble de tels modules ψ1(A,B).

On a alors le résultat suivant (voir [BJ83] et [Kuc97]) :

Proposition 2.14 Si (H, φ,D) ∈ Ψ(A,B) alors (H, φ,D(1 + D2)−1/2) définit un
triplet de Kasparov dans KK0(A,B).
De même, si (H, φ,D) ∈ Ψ1(A,B) alors (H, φ,D(1 +D2)−1/2) définit un triplet de
Kasparov dans KK1(A,B).

On obtient une application βBJ : Ψ(A,B) → KK0(A,B) (resp. Ψ1(A,B) → KK1(A,B))
en posant βBJ(H, φ,D) =

[
(H, φ,D(1 +D2)−1/2)

]
.
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Kucerovsky a alors pu démontrer un critère utile pour calculer le produit de Kas-
parov de deux modules non bornés :

Théorème 2.15 Soit (E1⊗̂φ2E2, φ1⊗̂1, D) ∈ Ψ(A,C), (E1, φ1, D1) ∈ Ψ(A,B) et
(E2, φ2, D2) ∈ Ψ(B,C) tels que :

(i) pour tout x dans un sous-ensemble dense de φ1(A)E1, l’opérateur[(
D 0
0 D2

)
,

(
0 Tx
T ∗x 0

)]

est borné sur Dom (D ⊕ D2) (où DomF est le domaine de l’opérateur non
borné F ) ;

(ii) DomD ⊂ Dom (D1⊗̂1) (ou vice versa) ;

(iii) et
〈
(D1⊗̂1)x,Dx

〉
+
〈
Dx, (D1⊗̂1)x

〉
� κ〈x, x〉 pour tout x dans le domaine ;

où x ∈ E1 est homogène et Tx : E2 → E envoie e �→ x⊗̂e.
Alors (E1⊗̂φ2E2, φ1⊗̂1, D) représente le produit de Kasparov des triplets (E1, φ1, D1)
et (E2, φ2, D2).

Ce théorème s’applique pour des modules de Kasparov non bornés de Ψ(A,B).
Dans la suite, nous aurons des modules non bornés non gradués de Ψ1(A,B) et pour
pouvoir appliquer le théorème précédent, il est nécessaire d’utiliser l’isomorphisme
KK1(A,B) � KK0(A,B ⊗C1) (où C1 est l’algèbre de Clifford complexe de dimen-
sion 2 engendrée par un élément α de degré 1 vérifiant α∗ = α et α2 = 1) qui est
donné par :

KK1(A,B) −→ KK0(A,B ⊗ C1)[
(H, φ, F )

]
�−→

[
(H⊗̂C1, φ⊗̂Id, F ⊗̂α)

]
On a également : si (H, φ,D) ∈ Ψ1(A,B) alors

(
H⊗̂C1, φ⊗̂Id,D⊗̂α

)
∈ Ψ(A,B ⊗ C1).

Pour calculer le produit de Kasparov d’un élément de KK1 par un élément de
KK0 ou inversement, on utilisera les deux lemmes de l’Annexe E.
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2.4.1 Rappels sur les groupöıdes et les opérateurs longitu-

dinaux

Dans cette section, nous allons rappeler certaines définitions sur les groupöıdes et
les opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux dont nous aurons besoin pour la
suite de ce paragraphe.
Le lecteur voulant avoir plus d’informations peut se reporter à [Ren80] pour un
développement sur les groupöıdes et à [Con79] ou [Vas01] ou [MS06] pour un
développement sur les opérateurs longitudinaux (nous avons choisi la convention
apparaissant dans la thèse de Stéphane Vassout [Vas01] en prenant des opérateurs
invariants par holonomie à droite).

Définition 2.16 Un groupöıde G d’espace des unités G(0) = X est formé par les
deux ensembles G et X munis de plusieurs applications :

1. ∆ : X → G (l’application unité) ;

2. une involution i : G → G, appelée inversion et notée i(u) = u−1 ;

3. les applications source et but s : G → X et r : G → X ;

4. une multiplication associative m définie sur l’ensemble G(2) des paires (u, v)
de G × G telles que r(v) = s(u), on notera m(u, v) = u.v ou simplement uv.

Ces applications doivent vérifier les conditions suivantes :

r(∆(x)) = x = s(∆(x)),

u.∆(s(u)) = u = ∆(r(u)).u,

r(u−1) = s(u), m(u, u−1) = ∆(r(u)).

Cette notion généralise celle de groupe et aussi celle d’espace.
En effet, si X est réduit à un point, G est un groupe.
Si X est un espace et G = X avec ∆ = r = s = idX alors le groupöıde G est l’espace
X.

Un exemple qui sort de ces deux cadres est le groupöıde de transformation ob-
tenu lorsqu’un groupe H agit sur un espace X à droite. Si x ∈ X et h ∈ H , on
notera x.h l’image de x sous l’action de h.
Dans ce cas, on pose G = X×H , ∆(x) = (x, e) où e est le neutre de H , r(x, h) = x,
s(x, h) = x.h et i(x, h) = (x.h, h−1).
Deux éléments, (x, h) et (y, g) se composent si, et seulement si y = x.h et alors
(x, h).(y, g) = (x, hg).
Ceci définit une structure de groupöıde sur G que l’on note X �H .
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Dans le cas d’un pavage de type pinwheel, le groupöıde associé est Ω �
(
R2 � S1

)
.

Définition 2.17 Pour x, y ∈ G(0), on pose

Gx = r−1(x), Gy = s−1(y) et Gxy = Gx ∩ Gy.

Gxx est un groupe appelé groupe d’isotropie de x.
Pour Y ⊂ G0, on pose

GY = {u ∈ G | r(u) ∈ Y } =
⋃
y∈Y

Gy, GY = {u ∈ G | s(u) ∈ Y } =
⋃
y∈Y

Gy

et enfin
GYY = GY ∩ GY .

Définition 2.18 Un groupöıde G d’espace des unités X est un groupöıde topo-
logique si G et X sont des espaces topologiques et si les conditions suivantes sont
satisfaites :

1. G(2) est fermé dans G × G et la multiplication est continue ;

2. les applications source et but sont continues ;

3. l’application inversion est un homéomorphisme.

Si G et X sont localement compacts, on dira que G est un groupöıde localement com-
pact.

Le groupöıde de transformation qui nous intéresse G = Ω�
(
R2 �S1

)
est localement

compact.
De plus, nous pouvons identifier, pour ω ∈ Ω, l’espace Gω avec le groupe R2 �S1 de
la façon suivante :

Gω −→ R2 � S1

γ = (ω.(x, θ), (x, θ)−1) �−→ (x, θ)
.

Nous allons maintenant définir la notion d’opérateur pseudo-différentiel longitudinal
dans le cas d’un espace feuilleté admettant X � H comme groupöıde d’holonomie
(voir par exemple [MS06] pour cette notion).
On notera C0,∞

c (X × H) l’ensemble des fonctions continues f à support compact
dans X × H telles que pour tout x ∈ X, la fonction φ : H → C définie par
φ(h) := f(x.h, h−1) soit de classe C∞.
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Définition 2.19 Soit H un groupe de Lie agissant sur X un espace topologique.
X peut alors être vu comme un espace feuilleté par l’action de H de groupöıde
d’holonomie G = X �H.
Un G-opérateur ou opérateur longitudinal sur X est un opérateur

P : C0,∞
c (X �H) −→ C0,∞

c (X �H),

tel qu’il existe une famille d’applications linéaires (Px)x∈X, de C∞c (Gx) dans lui-
même, vérifiant :
∀f ∈ C0,∞

c (X �H), ∀(x, h), (x1, h1) ∈ X �H,

(Pf)(x, h) = (Px.hf|Gx.h
)(x, h)(

Px1f(·(x1, h1))
)
(x1.g, g

−1) = (Px1.h1f)(x1.g, g
−1h1)

(Invariance par holonomie à droite)

En terme de groupöıde, les deux conditions ci-dessus se lisent :
si f ∈ C0,∞

c (X �H) et γ, γ1 ∈ G :

(Pf)(γ) = (Ps(γ)f|Gs(γ)
)(γ)(

Pr(γ1)f(·γ1)
)
(γ) = (Ps(γ1)f)(γγ1) si (γ, γ1) ∈ G(2) .

Définition 2.20

1. On dit que P est un opérateur à support compact si le support de P est contenu
dans un compact K de X � H, i.e si pour tout f ∈ C0,∞

c (X � H), on a
Supp(Pf) ⊂ K.Supp(f).

2. On dit que P est un G-opérateur pseudo-différentiel à support compact d’ordre
m si P est un opérateur à support compact et si la famille (Pω)ω∈Ω est une
famille d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre m.

Exemples :

1. Si on considère le groupöıde Rn � Rd (d � n) correspondant au feuilletage
de Rn par l’action de Rd et si ∂d est l’opérateur de Dirac sur Rd, alors la
famille (Px)x∈Rn , définie par Px = ∂d pour tout x ∈ Rn, est un opérateur
pseudo-différentiel à support compact d’ordre 1.

2. Dans notre cas, si on considère Ω feuilleté par l’action des rotations S1, on
obtient le groupöıde Ω � S1. Si l’on considère la famille (Pω)ω∈Ω définie par
Pω = ∂1 (l’opérateur de Dirac sur S1) pour tout ω, on obtient l’opérateur de
Dirac d1 le long des feuilles de Ω feuilleté par S1 que l’on utilisera dans la
prochaine section.
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3. Si on considère maintenant Ω feuilleté par R2 � S1, on peut définir deux
opérateurs supplémentaires.
Chaque feuille de cet espace feuilleté est un groupe de Lie admettant la même
algèbre de Lie (celle de R2 � S1).
On considère le cas où Gω agit non trivialement sur C⊕C dans L2(Gω,C⊕C)
(par rotation sur la deuxième copie de C et identité sur la première), C⊕C = H
étant l’espace des spineurs de R3.
La graduation de C ⊕ C est donnée par (C ⊕ C)0 = C la première copie de
C et (C ⊕ C)1 = C la deuxième copie de C. L’opérateur de Dirac invariant à
gauche sur Gω est :

d3 = id′′1 + j
∂

∂x1
+ k

∂

∂x2

et, en laissant agir l’algèbre des quaternions H par multiplication à gauche sur
C ⊕ C, on obtient la forme matricielle suivante :

d3 =




0 − ∂
∂θ

∂
∂θ

0

− ∂
∂x1

− ∂
∂x2

− ∂
∂x2

∂
∂x1

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x2

− ∂
∂x1

d′′1




où, si f ∈ C∞c (R2 � S1,C) et si Rθ désigne la rotation d’angle θ sur C,

d′′1(f)(x1, x2, θ) = iRθ
∂g

∂θ
(x1, x2, θ)

où g(x1, x2, θ) = R−θ(f(x1, x2, θ)).
Sous forme matricielle, on a :

d′′1 =

(
Id − ∂

∂θ
∂
∂θ

Id

)
d’où

d3 =




0 − ∂
∂θ

∂
∂θ

0

− ∂
∂x1

− ∂
∂x2

− ∂
∂x2

∂
∂x1

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x2

− ∂
∂x1

Id − ∂
∂θ

∂
∂θ

Id


 .

Posons, pour tout θ ∈ S1, Uθ : C ⊕ C −→ C ⊕ C l’action de l’identité sur la
première copie de C et de la rotation d’angle −θ sur la deuxième copie.
On peut ainsi écrire

d3 = ∂′1 + ∂2 ⊗ 1

où ∂2 ⊗ 1 désigne le Dirac sur R2 tensorisé par l’identité et si on considère
f ∈ C∞c (R2 � S1,C ⊕ C),

∂′1(f)(x1, x2, θ) = iU∗θ
∂g

∂θ
(x1, x2, θ)
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où g(x1, x2, θ) = Uθ(f(x1, x2, θ)).
Cet opérateur est celui que l’on utilisera pour les calculs dans la suite. Il diffère
du Dirac classique par un opérateur borné et ces deux opérateurs ont donc le
même symbole principal, ce qui est l’essentiel pour faire les calculs dans la
formule d’indice.
Si on considère maintenant la famille d’opérateurs (d3)ω∈Ω et qu’on l’étend en
un opérateur non borné sur C(Ω) � R2 � S1 ⊕ C(Ω) � R2 � S1 de domaine
C∞c (Ω � R2 �S1,C⊕C) (voir [MS06]), on obtient l’opérateur de Dirac D3 le
long des feuilles de Ω feuilleté par R2 � S1.
On voit également apparaitre l’opérateur de Dirac D2 transverse à l’inclusion
du feuilletage par S1 dans le feuilletage par R2 �S1 de Ω qui est donné sur les
feuilles par l’opérateur ∂2 ⊗ 1.

Ces opérateurs étant définis, on peut maintenant montrer le résultat souhaité à tra-
vers le calcul de trois produits de Kasparov.

2.4.2 Premier produit de Kasparov

Nous commençons par montrer que le morphisme

K1

(
C(Ω)

)
→ K0

(
C(Ω) � S1

)
est le produit de Kasparov par la classe du Dirac de dimension 1 le long des feuilles
de Ω feuilleté par S1.
Rappelons la décomposition de cette application :

K1

(
C(Ω)

)
⊗[(L2(S1)op⊗C(Ω),MC(Ω) ,0)]

��
K1

(
C(Ω) ⊗ C(S1) � S1

)
⊗[Ψ]

��
K1

(
C(Ω × S1) � S1

)
⊗JS1(τΩ[∂1])

��
K0

(
C(Ω) � S1

)
où Ψ : C(Ω) ⊗ C(S1) � S1 → C(Ω × S1) � S1 est l’application de l’Annexe A.1,
MC(Ω) est la multiplication par un élément de C(Ω) et L2(S1)op est l’espace L2(S1)
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muni de la multiplication complexe : λ.ξ := λξ pour λ ∈ C et ξ ∈ L2(S1).
On peut alors simplifier cette application :

Proposition 2.21

[E ] ⊗ [Ψ] ⊗ JS1(τΩ[∂1]) =
[
(C(Ω) � S1,MC(Ω), d1)

]
,

où E = (L2(S1)op ⊗ C(Ω),MC(Ω), 0).

Démonstration :

(a) On a, dans KK1

(
C(Ω) ⊗ C(S1) � S1, C(Ω) � S1

)
,

[Ψ] ⊗ JS1(τΩ[∂1]) = Ψ∗(JS1(τΩ[∂1]))

et donc :

[Ψ] ⊗ JS1(τΩ[∂1]) =
[
(L2(S1) ⊗ C(Ω) � S1, πα ◦ Ψ, ∂1 ⊗ 1)

]
,

avec JS1(τΩ[∂1]) =
[
(L2(S1)⊗C(Ω)�S1, πα, ∂1 ⊗1)

]
(voir [Ska91] ou l’Annexe

D) où, pour ζ ∈ C(S1, C(Ω)), a ∈ C(S1, C(S1)), ξ ∈ L2(S1) et f ∈ C(S1 × Ω),
on a :

πα(ζ ⊗ a)(ξ ⊗ f)(k, h, ω) :=

∫
S1

a(g)(k)ξ(g−1k)ζ(g)(ω)f(g−1h, ω.g)dg.

Considérons l’application

U : L2(S1) ⊗ C(S1 × Ω) → L2(S1) ⊗ C(S1 × Ω)

définie par : ∀ f ∈ C(S1 × Ω), ζ ∈ L2(S1)

U(ζ ⊗ f)(g, h, ω) := ζ(g)f(gh, ω.g−1).

Cette application se prolonge en un unitaire de L2(S1) ⊗ C(Ω) � S1.

En effet, si f, h ∈ C(S1 × Ω) et ζ, ξ ∈ L2(S1), on a

〈
U(ζ � f), U(ξ � h)

〉
L2
(
S1,C(Ω)�S1

)(θ, ω) =
∫

S1

〈
U(ζ � f)(γ), U(ξ � h)(γ)

〉
C(Ω)�S1(θ, ω)dγ
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=
∫
S1

(
U(ζ � f)(γ)∗ ∗ U(ξ � h)(γ)

)
(θ, ω)dγ

=
∫
S1

∫
S1 U(ζ � f)(γ)(α−1, ω.α)U(ξ � h)(γ)(α−1θ, ω.α)dαdγ

=
∫
S1

∫
S1 ζ(γ)f(γα−1, ω.αγ−1)ξ(γ)h(γα−1θ, ω.αγ−1)dαdγ

=
∫
S1

∫
S1 ζ(γ)f(α−1, ω.α)ξ(γ)h(α−1θ, ω.α)dαdγ

=
∫
S1 ζ(γ)ξ(γ)dγ

∫
S1 f(α−1, ω.α)h(α−1θ, ω.α)dα

=
〈
ζ, ξ
〉
L2(S1)

〈
f, h
〉
C(Ω)�S1(θ, ω)

=
〈
ζ � f, ξ � h

〉
L2(S1)⊗C(Ω)�S1(θ, ω).

De plus, la représentation de C(Ω)⊗C(S1)�S1 sur ce module dans le nouveau
triplet définissant [Ψ] ⊗ JS1(τΩ[∂1]) devient, par conjugaison, la représentation
naturelle obtenue par action de C(Ω) sur C(Ω) � S1 et de C(S1) � S1 par
opérateurs compacts sur L2(S1) (grâce à l’isomorphisme de l’Annexe A.2).
L’opérateur ∂1 ⊗ 1 devient, quant à lui, l’opérateur ∂1 ⊗ 1 + 1 ⊗ d1.

En effet, si h ∈ S1 et ω ∈ Ω sont fixés et si Ψ(g) := f(g−1h, ω.g), on a

∂1Ψ(g) = d1f(g−1h, ω.g).

Donc, ∂1U
∗(ζ ⊗ f) = U∗(∂1ζ ⊗ f) + U∗(ζ ⊗ d1f).

Ainsi,

[Ψ] ⊗ JS1(τΩ[∂1])
�[

(L2(S1) ⊗ C(Ω) � S1, πC(S1)�S1 ⊗MC(Ω), ∂1 ⊗ 1 + 1 ⊗ d1)
] .

(b) Comme L2(S1)op ⊗C(S1)�S1 L2(S1) � C, il reste à démontrer que

(C(Ω) � S1,MC(Ω), d1) , E

et

(L2(S1) ⊗ C(Ω) � S1, πC(S1)�S1 ⊗MC(Ω), ∂1 ⊗ 1 + 1 ⊗ d1)

vérifient les conditions du lemme E.1 de l’Annexe E pour obtenir l’égalité de la
proposition.
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Il s’agit donc de vérifier que :[(
d1 0
0 ∂1 ⊗ 1 + 1 ⊗ d1

)
,

(
0 Tx⊗f

T ∗x⊗f 0

)]

est borné sur Dom (d1⊕ (∂1⊗1+1⊗d1)) pour tout x⊗f dans un sous-ensemble
dense de L2(S1)⊗C(Ω) (voir [BJ83] ou [Vas01] pour la définition du domaine
du produit tensoriel d’un opérateur non borné par l’identité).
Grâce à l’identification L2(S1)op ⊗C(S1)�S1 L2(S1) � C, on a, pour tout élément
x⊗f ∈ Dom ∂1⊗C∞τ (Ω) (C∞τ (Ω) étant l’algèbre des fonctions longitudinalement
lisses sur Ω, cf [MS06]),

Tx⊗f : L2(S1) ⊗ C(Ω) � S1 −→ C(Ω) � S1

ζ ⊗ b �−→ 〈x, ζ〉L2MC(Ω)(f)b

et
T ∗x⊗f : C(Ω) � S1 −→ L2(S1) ⊗ C(Ω) � S1

b �−→ (〈x, ζ〉C(S1)�S1 . ζ) ⊗MC(Ω)(f)b
�

x⊗MC(Ω)(f)b

où ζ ∈ L2(S1) est choisie telle que 〈ζ, ζ〉L2 = 1 (par exemple la fonction constante
égale à 1).
Un rapide calcul montre que[(

d1 0
0 ∂1 ⊗ 1 + 1 ⊗ d1

)
,

(
0 Tx⊗f

T ∗x⊗f 0

)]

=

(
Tx⊗Grad1(f) − T∂1x⊗f 0

0 T ∗∂1x⊗f + T ∗x⊗Grad1(f)

)
,

donc cet opérateur est borné pour chaque x⊗ f dans Dom ∂1 ⊗ C∞τ (Ω) qui est
dense dans L2(S1) ⊗ C(Ω) et ceci achève la démonstration de la proposition.
Le lecteur pourra se reporter à l’Annexe E.2 pour les notations et les calculs.

�

2.4.3 Second produit de Kasparov

Nous allons maintenant simplifier la deuxième application

K0

(
C(Ω) � S1

)
→ K0

(
C(Ω) � R2 � S1

)
en montrant qu’elle est le produit de Kasparov par la classe du DiracD2 de dimension
2 transverse à l’inclusion du feuilletage par S1 dans le feuilletage par R2 � S1 de Ω.



58 Chapitre 2. Théorème de l’indice pour le gap-labeling

Rappelons la décomposition de cette application :

K0

(
C(Ω) � S1

)
⊗JS1 [(L2(R2,C⊕C)op⊗C(Ω),MC(Ω),0)]
��

K0

((
C(Ω) ⊗ C0(R

2) � R2
)

� S1
)

⊗JS1

h
ΨR

2
i

��

K0

((
C0(Ω × R2) � R2

)
� S1

)
⊗J

R2�S1(τΩ[∂2])

��
K0

(
C(Ω) � R2 � S1

)
où ΨR2

: C(Ω)⊗C0(R
2) � R2 → C0(Ω×R2) � R2 est l’application de l’Annexe A.1.

Nous noterons dans la suite E(Ω, G; C ⊕ C) (où G sera égal à R2 ou R2 � S1)
le C∗-module hilbertien sur C(Ω) � G, complété de Cc(Ω × G; C ⊕ C) par rapport
au produit scalaire à valeurs dans Cc(Ω ×G)

〈f, f ′〉(ω, g) :=

∫
G

〈f(ω.h, h−1), f ′(ω.h, h−1g)〉Hdg

où 〈, 〉H désigne le produit scalaire dans les quaternions.
Ce module hilbertien admet une action de S1 par rotation sur la deuxième compo-
sante de C ⊕ C.

De manière similaire au premier point, on peut alors montrer, en faisant attention
à l’équivariance par rapport à S1, que :

Proposition 2.22

JS1 [E2] ⊗ JS1

[
ΨR2]⊗ JR2�S1(τΩ[∂2]) =

[
E(Ω,R2 � S1; C ⊕ C), πC(Ω)�S1 , D2)

]
,

où E2 =
(
L2(R2,C ⊕ C)op ⊗ C(Ω),MC(Ω), 0

)
et

πC(Ω)�S1(f)(g)(ω, x, θ) =

∫
S1

f(ω, α)α · g((ω, 0, α)−1(ω, x, θ))dα

pour f ∈ C(Ω × S1), g ∈ Cc(Ω × R2 × S1,C ⊕ C) et où α · représente l’ac-
tion de S1 sur C ⊕ C qui est donnée par la représentation naturelle de SO(2) sur
C�(R2) � H � C⊕C( i.e α.(C⊕C) représente l’action triviale sur la première copie
de C et la rotation d’angle α sur la deuxième) .
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Démonstration :

(a) On a

JS1[E2] ⊗ JS1

[
ΨR2]⊗ JR2�S1(τΩ[∂2]) = JS1

(
[E2] ⊗

[
ΨR2]⊗ JS

1

R2 (τΩ[∂2])
)

où JS
1

R2 est le morphisme de descente partielle construit dans [Cha99].

(b) En utilisant la même démonstration que celle de la proposition 2.21, on montre
que le morphisme :

KS1

0

(
C(Ω)

)
⊗[E2]
��

KS1

0

(
C(Ω) ⊗ C0(R

2) � R2
)

⊗
h
ΨR

2
i

��

KS1

0

(
C0(Ω × R2) � R2

)
⊗JS1

R2 (τΩ[∂2])

��

KS1

0

(
C(Ω) � R2

)
est le produit de Kasparov par

[(
E(Ω,R2; C⊕C),MC(Ω), d2

)]
où d2 est l’opérateur

de Dirac le long des feuilles de Ω feuilleté par R2 qui est S1-invariant.

(c) A présent, si l’on applique le morphisme de descente JS1, on obtient la classe
[(H ′, π′, F ′)] donnée par :
– H ′ = E(Ω,R2; C⊕C)⊗C(Ω)�R2C(Ω)�R2�S1 où l’action à gauche de C(Ω)�R2

sur C(Ω) � R2 � S1 est donnée par :

b.

∫
S1

ahuhdh :=

∫
S1

b ∗C(Ω)�R2 ahuhdh

pour b ∈ C(Ω) � R2 et
∫
S1 ahuhdh ∈ C(Ω) � R2 � S1 .

– Si on identifie E(Ω,R2; C⊕C)⊗C(Ω)�R2C(Ω)�R2�S1 avec E(Ω,R2�S1; C⊕C),
l’opérateur F ′ est l’opérateur de Dirac transverse à l’inclusion du feuilletage
par S1 dans le feuilletage par R2 � S1 car D2(b ∗ ah) = (d2b) ∗ ah pour tout
h ∈ S1 et tout b ∈ C(Ω) � R2 ⊕ C(Ω) � R2.

– π′ est l’action de C(Ω) �S1 sur E(Ω,R2 �S1; C⊕C) décrite dans l’énoncé de
la proposition (voir [Ska91] ou l’Annexe D).

�
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2.4.4 Produit de Kasparov par le Dirac le long des feuilles

de Ω

Pour finir ce paragraphe, il reste à montrer que le produit de Kasparov de la classe[(
C(Ω) � S1,MC(Ω), d1

)]
avec la classe [(

C(Ω) � R2 � S1 ⊕ C(Ω) � R2 � S1, πC(Ω)�S1 , D2

)]
au dessus de C(Ω) � S1 donne la classe du triplet non borné(

C(Ω) � R2 � S1 ⊕ C(Ω) � R2 � S1,MC(Ω), D3

)
où D3 est l’opérateur de Dirac de dimension 3 le long des feuilles de Ω feuilleté par
R2 � S1.
Pour cela, nous allons vérifier les conditions du lemme E.2 :

Théorème 2.23[(
C(Ω) � S1,MC(Ω), d1

)]
⊗C(Ω)�S1

[(
ER2�S1 , πC(Ω)�S1 , D2

)]

=
[(
ER2�S1,MC(Ω), D3

)]
où ER2�S1 = E(Ω,R2 � S1; C ⊕ C).

Démonstration :

On va montrer que les trois triplets de Kasparov non bornés[(
C(Ω) � S1,MC(Ω), d1 − 1

2
Id
)]
,
[(
ER2�S1 , πC(Ω)�S1 , D2

)]
et [(

ER2�S1,MC(Ω), D3 − 1
2
Id
)]

vérifient les conditions du lemme E.2 avec B = C(S1, C∞τ (Ω)).
Comme [(

ER2�S1,MC(Ω), D3 − 1
2
Id
)]

=
[(
ER2�S1,MC(Ω), D3

)]
et [(

C(Ω) � S1,MC(Ω), d1 − 1
2
Id
)]

=
[(
C(Ω) � S1,MC(Ω), d1

)]
,

cela montrera le théorème.
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(a) L’opérateur D3 est donné, sur le champ Hilbertien(
L2({ω} × R2 × S1,C ⊕ C)

)
ω∈Ω

associé au module Hilbertien E(Ω,R2 � S1; C ⊕ C) (voir [Con82] pour cette
notion) comme la somme de l’opérateur de Dirac ∂′1 sur L2(R2 � S1,C ⊕ C) et
de l’opérateur de Dirac ∂2 ⊗ 1 sur L2(R2 � S1,C ⊕ C).
Donc D3 = D′1 +D2 où D′1 (resp. D2) est l’opérateur sur E(Ω,R2 � S1; C ⊕ C)
associé à ∂′1 (resp. 1 ⊗ ∂2) sur le champ Hilbertien.
En identifiant C(Ω) � S1 ⊗C(Ω)�S1 ER2�S1 avec

πC(Ω)�S1(C(Ω) � S1).ER2�S1 � ER2�S1 ,

remarquons que l’on a alors pour f⊗̂g ∈ Dom (d1 ⊗ 1) ∩ DomD2,(
D3 − 1

2
Id
) (
f⊗̂g

)
=
(
D3 − 1

2
Id
) (
πC(Ω)�S1(f)g

)
=

(
D′1 − 1

2
Id
) (
πC(Ω)�S1(f)g

)
+D2

(
πC(Ω)�S1(f)g

)
= (−1)∂gπC(Ω)�S1(d1f)g − 1

2
(f⊗̂g) +D2

(
πC(Ω)�S1(f)g

)
= (−1)∂g(d1f)⊗̂g − 1

2
(f⊗̂g) +D2

(
πC(Ω)�S1(f)g

)
,

le signe venant du fait que C agit sur C ⊕ C par multiplication sur la première
copie de C et par conjugaison sur la deuxième copie.

Nous allons donc vérifier les conditions du lemme pour

P1(f⊗̂g) = (−1)∂fd1(f)⊗̂g − 1
2
f⊗̂g et P2 = D2.

(b) Si x ∈ B, on a :[(
D2 0
0 D2

)
,

(
0 Tx
T ∗x 0

)]
=

(
T ′Grad2(x) 0

0 T ′Grad2(x∗)

)
avec

(1)
D2(πC(Ω)�S1(f)g) = πC(Ω)�S1(f)D2g + πC(Ω)�S1

(
Grad2(f)

)
· g

puisque d2 commute avec l’action de S1 sur C(Ω) � R2 ⊕ C(Ω) � R2 (se
reporter à l’Annexe E.3 pour les notations).
On a noté πC(Ω)�S1

(
Grad2(f)

)
· g pour désigner le produit :(

0 πC(Ω)�S1(−f1 + if2)
πC(Ω)�S1(f1 + if2) 0

)
· g

si Grad2(f) = f1e1 + f2e2.
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(2) pour tout x ∈ B,

Tx : ER2�S1 −→ C(Ω) � S1 ⊗C(Ω)�S1 ER2�S1 � ER2�S1

b �−→ x⊗ b � πC(Ω)�S1(x)b

(3) pour tout x ∈ B,

T ∗x : C(Ω) � S1 ⊗C(Ω)�S1 ER2�S1 −→ ER2�S1

f ⊗ b �−→ 〈x, f〉.b

où 〈x, f〉.b := πC(Ω)�S1(〈x, f〉)b.

(4) pour tout x ∈ B, T ′Grad2(x) : ER2�S1 −→ ER2�S1 est donné par multiplication
par la matrice(

0 πC(Ω)�S1(−G1 + iG2)
πC(Ω)�S1(G1 + iG2) 0

)
,

si Grad2(x) = G1e1 +G2e2.

Pour les calculs de ce commutateur, le lecteur pourra se référer à l’Annexe E.3.

(c) Pour tout b ∈ B et e2 ∈ DomD2 , P1(b⊗̂e2) = (−1)∂e2d1(b)⊗̂e2 − 1
2
b⊗̂e2 est

borné en e2 donc
DomD2 −→ B⊗̂E2

e2 �−→ P1(b⊗̂e2)

est borné.

De plus, pour tout b ∈ B et b′⊗̂e2 ∈ DomP1 ∩ DomP2,

T ∗b P1(b
′⊗̂e2) = (−1)∂e2〈b, d1(b

′)〉.e2 − 1
2
〈b, b′〉.e2.

Ainsi, puisque d1 est auto-adjoint,

T ∗b P1(b
′⊗̂e2) =

[
T ∗d1(b) − 1

2
T ∗b
]
(b′⊗̂e2)

et
DomP1 ∩ DomP2 −→ E2

b′⊗̂e2 �−→ T ∗b P1(b
′⊗̂e2)

s’étend en un opérateur borné sur DomD3.
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(d) On a (par exemple en utilisant le fait que D3 est un opérateur elliptique) :

DomD3 ⊂ Dom (d1⊗̂1).

où, par définition, Dom
(
d1⊗̂1

)
:= Im(1 + d2

1)
− 1

2 ⊗̂1.
Ainsi, Dom

(
D3 − 1

2
Id
)
⊂ Dom

((
d1 − 1

2
Id
)
⊗̂1
)
.

(e) Comme d1⊗̂1 − 1
2
Id et D2 sont auto-adjoints et(
d1⊗̂1 − 1

2
Id
)
D2 +D2

(
d1 ⊗ 1 − 1

2
Id
)

= 0,

on a, pour tout x dans le domaine :〈(
d1⊗̂1 − 1

2
Id
)
x,D2x

〉
+
〈
D2x,

(
d1⊗̂1 − 1

2
Id
)
x
〉

= 0.

(f) On a facilement :
– pour tout x dans le domaine tel que ∂x = 0,〈((

d1 − 1
2Id
)
⊗̂1
)
x, P1x

〉
=
〈((

d1 − 1
2Id
)
⊗̂1
)
x,
((

d1 − 1
2Id
)
⊗̂1
)
x
〉

� 0,

– pour tout x dans le domaine tel que ∂x = 1,

−
〈((

d1 − 1
2Id
)
⊗̂1
)
x, P1x

〉
=
〈(

d1⊗̂1
)
x,
(
d1⊗̂1

)
x
〉
− 1

4 〈x, x〉 � −1
4〈x, x〉,

Ainsi,

(−1)∂x
[〈((

d1 − 1
2Id
)
⊗̂1
)
x, P1x

〉
+
〈
P1x,

((
d1 − 1

2Id
)
⊗̂1
)
x
〉]

� −1
2〈x, x〉,

pour tout x dans le domaine.
La dernière condition du lemme E.2 est donc vérifiée, ce qui démontre le théorème.

�
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2.5 Calcul de l’image par τµ∗ des sommants Z.qi

Nous allons montrer par un calcul explicite que τµ∗ (q̃i) ∈ µt(C(Ξ,Z)) où q̃i est le
relevé de qi dans KS1

0 (C(Ω)) construit dans l’Annexe B.

Il suffit d’effectuer ce calcul pour l’un des q̃i, par exemple q̃2.
Pour calculer cette image, nous allons utiliser le théorème de l’indice en regardant
Ω feuilleté par R2.
En effet, le diagramme suivant est commutatif

K0(C(Ω))

β2◦δ2

��

KS1

0 (C(Ω))

β◦δ

��

r∗
��

K0(C(Ω) � R2)

τ ′µ∗ 

												
KS1

0 (C(Ω) � R2)
r∗

��

τµ
∗

��













R

où β2 et δ2 sont obtenues de façon similaire à β et δ mais sans la S1-équivariance et
τ ′µ∗ a été définie dans le paragraphe 2.2.
Ainsi pour calculer τµ∗ (β ◦ δ(q̃2)), il suffit de calculer τ ′µ∗

(
β2 ◦ δ2 ◦ r∗(q̃2)

)
.

Une version non équivariante de la proposition 2.22 permet de dire que β2 ◦ δ2
est donnée par le produit de Kasparov par la classe du triplet non borné défini
par l’opérateur de Dirac le long des feuilles du feuilletage Ω feuilleté par R2 et le
théorème de l’indice pour les espaces feuilletés nous donne :

τ ′µ∗

(
β2 ◦ δ2 ◦ r∗(q̃2)

)
=
〈
Ch2

τ (r
∗(q̃2)) | [CνZ

]
〉

où Z est une transversale du feuilletage, νZ une mesure transverse invariante, [CνZ
]

son courant de Ruelle-Sullivan associé et Ch2
τ (q̃2) est la composante du caractère de

Chern longitudinal qui est dans H2
τ (Ω), la cohomologie longitudinal de Ω feuilleté

par R2.

Reprenons alors les notations de l’Annexe B.
Soit ω0 le pavage de F1 fixé par la rotation Rπ d’angle π autour de l’origine utilisé
pour construire q̃2.
Notons Ξ00 l’ensemble des pavages ayant même 1-couronne que ω0.
Soit r0 < r < r1 avec r = (r0 + r1)/2 suffisament petit et r0, r1 suffisament proche
de r.
On note Ωr0,r1 := {eiθw + v;w ∈ Ξ00, θ ∈ R, v ∈ R2, r0 ≤ ||v|| ≤ r1}.
Comme en dehors de Ωr0,r1 , le fibré définissant q̃2 est trivial (voir Annexe B), il suffit
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de calculer le caractère de Chern sur cette ”couronne”.

Rappelons que X est formé par des pavages ayant même 1-couronne que ω0 mais
qui ne sont pas fixés par Rπ.
On note X0 := X ∪ {ω0}.
La transversale que l’on considère dans la suite est alors Z = X × S1, muni de
la mesure transverse invariant µtX ⊗ dS1 où µtX est la mesure induite sur X par la
mesure µ de Ω et dS1 est la mesure usuelle sur S1.

Dans la suite, nous noterons lk (k = 1, . . . , 4) les quatre quadrants d’amplitude
π
2

du cercle de rayon r de C i.e lk =
{
rekiθ, θ ∈

[
0; π

2

]}
.

On pose également

Vk := {eiθ(w + v);w ∈ X0, v ∈ lk, θ ∈ R},
Yk := {w + v;w ∈ X0, v ∈ lk}

et Ỹk := Yk/S
1.

Pour la suite, on se fixe une application lisse ε : S1 → C telle que |ε(z)| = 1,
ε(1) = 1, ε(i) = −1, ε′(1) = 0 = ε′(i) et ε(ei(θ+π)) = ε(eiθ).
On définit alors les applications suivantes :
f1 : Ỹ1 → C est définie par f1(y) = ε(eiθ), si y � (w, reiθ) sous les identifications
Ỹ1 � Y1 � X0 × l1.
f2 : Ỹ2 → C est définie par f2(y) = −1.
f3 : Ỹ3 → C est définie par f3(y) = −ε(eiθ), si y � (w, reiθ) sous les identifications
Ỹ3 � Y3 � X0 × l3.
f4 : Ỹ4 → C est définie par f4(y) = 1.
Dans l’annexe, nous n’avions pas besoin du caractère lisse de la fonction et avions
pris ε(z) = z2 mais la construction de q̃2 obtenue dans l’annexe est encore valide
avec une application ε quelconque vérifiant les conditions ci-dessus.

Comme {eiθw0 + v; θ ∈ R, v ∈ R2, r0 ≤ ||v|| ≤ r1} est de µ-mesure nulle ([RS98]),
on cherche à étudier Ch2

τ (q̃2) sur Ωr0,r1 \ {eiθw0 + v; θ ∈ R, v ∈ R2, r0 ≤ ||v|| ≤ r1}.
Or cet ensemble admet une trivialisation :

s : X × ([0; π] × S1) × S1 � Ωr0,r1 \ {eiθw0 + v; θ ∈ R, v ∈ R2, r0 ≤ ||v|| ≤ r1}
donnée par (w, x, eiθ, eiα) �→ eiα

(
w + ( r1−r0

π
x+ r0)e

iθ
)
.

Sur X × ([0; π] × S1) × S1 (qui est une carte de Ω feuilleté par R2), le projec-
teur associé à q̃2 est donné, modulo s, sur C⊕C (avec action de S1 par rotation sur
la première copie de C et par action triviale sur la deuxième) par la matrice :

e(w, x, eiθ, eiα) :=
1

2

(
1 + cos(x) sin(x)e−iαf

(
[w + reiθ]

)
sin(x)eiαf

(
[w + reiθ]

)
1 − cos(x)

)
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où f :
⋃4
k=1 Ỹ

′
k −→ S1 ⊂ C est la fonction continue définie par f(y) = fk(y) si

y ∈ Ỹ ′k ⊂ Ỹk avec Y ′k := {w + v;w ∈ X, v ∈ lk} et Ỹ ′k := Y ′k/S
1.

f([w + reiθ]) ne dépend en fait que de eiθ et non du w choisi dans X.

Ainsi, Ch2
τ (q̃2) =

1

2iπ
Tr(edede) est la forme longitudinale donnée par

(w, x, z, eiα) �→ 1

4iπ
sin(x) f

∂f

∂z
dx dz.

D’où

〈
Ch2

τ (q̃2) | [CνZ
]
〉

=

∫
X

∫
S1

∫
[0;π]×S1

1

4iπ
sin(x) f

∂f

∂z
dx dz dS1(eiα) dµtX .

De plus, on a

1

4iπ

∫
[0;π]×S1

sin(x) f
∂f

∂z
dx dz =

1

4iπ

∫
[0;π]

sin(x)dx

∫
S1

f
∂f

∂z
dz = Ind0(f)

où Ind0(f) est l’indice de 0 relativement à f (on rappelle que ff = 1).
Comme Ind0(f) ∈ Z, on obtient :〈

Ch2
τ (q̃2) | [CνZ

]
〉

= lµtX(X), avec l ∈ Z.

Comme X3 := X ∪ Ξ est une transversale de Ω feuilleté par R2 � S1, µ induit une
mesure transverse invariante µt3 sur X3.
On a alors µtX(X) = µt3(X) = µt3(X − v) = µt3(U \ {ω0 − v}), où v est un vecteur tel
que ω0 − v ∈ Ξ et U est l’ensemble des pavages de Ω cöıncidant sur la 1-couronne
de ω0 mais translatée par −v.
Or µt3({ω0 − v}) = 0 donc µtX(X) = µt3(U) = µt(U).
Comme U est un clopen de Ξ, on en déduit〈

Ch2
τ (q̃2) | [CνZ

]
〉

= lµt(U) ∈ µt
(
C(Ξ,Z)

)
.
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Cohomologie PV et groupe des
coinvariants entiers

Nous avons donc obtenu le théorème 2.12 et ainsi

τ ∗µ (Im(β ◦ δ ◦ βS1 ◦ δS1)) ⊂ [Cµt ]
(
Chτ (K1(C(Ω))

)
.

Or, il existe une application naturelle ([MS06]) r∗ : Ȟ3(Ω; R) −→ H3
τ (Ω) obtenue

par inclusion du faisceau R des germes des fonctions localement constantes à valeurs
réelles dans le faisceau Rτ des germes des fonctions continues localement constantes
le long des feuilles à valeurs réelles et comme Z ⊂ R, nous avons aussi une application
naturelle, encore dénotée r∗, r∗ : Ȟ3(Ω; Z) −→ H3

τ (Ω).
On a alors une factorisation : Chτ = r∗ ◦ chZ où chZ est le caractère de Chern à
valeurs entières chZ : K1(C(Ω)) −→ Ȟodd(Ω; Z) (ce caractère est à valeur dans la
cohomologie de Čech à coefficients entiers car on est en dimension 3, voir 2.2).
Comme le courant de Ruelle-Sullivan [Cµt ] dans la formule du théorème 2.12 ne
prend en compte que la partie H3

τ (Ω), on s’intéresse dans la suite à la cohomologie
Ȟ3(Ω; Z).
Nous étudierons plus particulièrement Ȟ2(Ω/S1; Z) puisque

Ȟ3(Ω; Z) � Ȟ3
c (Ω \ F ; Z) � Ȟ2

c

(
(Ω \ F )/S1; Z) � Ȟ2(Ω/S1; Z)

où ces isomorphismes ont été vus dans la section précédente (voir la démonstration
de 2.3, le corollaire 2.10 et ce qui suit le lemme 2.8).

Pour étudier cette cohomologie, nous allons appliquer des techniques élaborées dans
[SB09] pour montrer que la cohomologie de Čech de degré maximal à coefficients
entiers de Ω/S1 est isomorphe au groupe des coinvariants entiers associé à la trans-
versale canonique.

67
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Pour cela, nous utiliserons une idée introduite par Anderson et Putnam dans [AP98]
puis utilisée par Savinien et Bellissard dans [SB09].
Nous présenterons alors la cohomologie PV des pavages de type pinwheel, notée
H∗PV (Bc0;C(Ξ∆,Z)), qui relie la cohomologie de Čech de degré maximal de Ω/S1 et
le groupe des coinvariants entiers de Ξ.

3.1 Espace des proto-tuiles du pavage de type

pinwheel

Soit T le pavage de type pinwheel construit à la section 1.1.

Définition 3.1 1. Une proto-tuile d’un pavage est une classe d’équivalence de
pavés aux isométries directes près.

2. La première couronne d’un pavé dans un pavage T est la réunion des pavés de
T l’intersectant.

3. Une proto-tuile couronnée de T est la sous-classe d’une proto-tuile dont les
représentants ont la même première couronne aux isométries directes près.

Dans les pavages de type pinwheel, il y a 108 proto-tuiles couronnées (voir Fig. 7
et Fig. 8 p.101 et p.102).
Nous pointerons chaque proto-tuile au point d’intersection de la médiatrice du côté
le plus court avec la médiane issue du sommet formé par l’hypothénuse et le plus
court côté :

Si t̂ est une proto-tuile alors t dénotera sa représentation qui a sa ponctuation en
l’origine O.
On choisit alors la décomposition simpliciale définie dans la figure suivante pour les
proto-pavés des pavages de type pinwheel :
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On peut alors construire un CW -complexe fini Bc0(T ), appelé espace des proto-tuiles,
à partir des proto-tuiles couronnées en les collant le long de leur bord selon toutes
les configurations locales de leurs représentants dans T :

Définition 3.2 Soit t̂cj, j = 1, . . . , N , les proto-tuiles couronnées de T et soit tcj la

représentation de t̂cj ayant sa ponctuation en l’origine et l’orientation choisie pour
les proto-tuiles lors de la construction de la transversale canonique.
L’espace des proto-tuiles couronnées de T , Bc0(T ), est le CW -complexe quo-
tient

Bc0(T ) =
N∐
j=1

tcj/ ∼,

où deux n-cellules eni ∈ tci et enj ∈ tcj sont identifiées si il existe deux isométries
(xi, θi),(xj , θj) ∈ R2 � SO(2) pour lesquels tci .(xi, θi) et tcj .(xj , θj) sont des pavés de
T tels que eni .(xi, θi) et enj .(xj , θj) coincident.

Les images des pavés tcj dans Bc0(T ) seront notées τj et seront encore appelés des
pavés.
On a alors une projection de Ω/S1 sur Bc0(T ) :

Proposition 3.3 [SB09] Il existe une application continue pc0,T : Ω/S1 → Bc0(T )
de l’enveloppe continue modulo les rotations sur l’espace des proto-tuiles couronnées.

Démonstration :

Soit λc0 :
N∐
j=1

tcj → Bc0(T ) l’application quotient et ρc0 : Ω/S1 →
N∐
j=1

tcj l’application

définie de la façon suivante : soit [ω] ∈ Ω/S1, considérons un représentant ω1

de la classe [ω]. Si l’origine O appartient à l’intersection de k pavés tα1 , . . . , tαk ,
dans ω1, avec tαl = tcjl.

(
xαl

(ω1), θαl
(ω1)

)
, l = 1, . . . , k, alors on pose

ρc0
(
[ω]
)

= xαs(ω1)

qui appartient à tcjs où s = Min{jl : l = 1, . . . , k}.
Rappelons que l’action de E2 est donnée par : ω.(x, θ) := R−θ(ω − x) où R−θ
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est la rotation de R2 d’angle −θ. Ainsi, la définition de ρc0 ne dépend pas du
représentant ω1 de [ω] choisi.
L’application ρc0 envoie donc l’origine de R2, qui appartient à des pavés d’un
représentant de [ω], sur la position correspondante dans les pavés tcj corres-
pondants.
La projection pc0,T est alors définie par :

pc0,T :
Ω/S1 −→ Bc0(T )
[ω] �−→ λc0 ◦ ρc0([ω])

.

On peut alors montrer que, comme dans [SB09], pc0,T est bien définie et conti-
nue en notant qu’une classe [ω′] est dans un voisinage de [ω] dans Ω/S1, si les
représentants de [ω′] et de [ω] coincident sur une grande boule à une petite
translation près et aux rotations près.

�

Pour alléger les notations, nous noterons l’espace des proto-tuiles Bc0 et la projection
pc0,T sera notée p0.
Notons Ξ(τj) le relevé de la ponctuation de τj . Alors Ξ(τj) est un sous-ensemble de
la transversale canonique appelé zone d’acceptance de la proto-tuile t̂cj. Cet ensemble

contient tous les pavages ayant la ponctuation d’un représentant de t̂cj à l’origine.
On obtient ainsi une partition en clopens Ξ(τj), pour j = 1, . . . , N , de la transversale
canonique et ce sont des espaces de Cantor, comme Ξ.

3.2 Ω/S1 vu comme une limite projective d’es-

paces de supertuiles

On procède de manière analogue à [SB09] (on peut aussi se référer à [ORS02] pour
voir notre espace comme une limite projective).
Notons toujours T le pavage de type pinwheel de la première section et prenons la
décomposition en CW -complexes des proto-tuiles des pages 69 et 75.
Nous allons alors construire un CW -complexe fini Bck, appelé espace des supertuiles
d’ordre k, associé aux supertuiles d’ordre k de T .
Cette construction sera réalisée à partir des proto-tuiles (qui sont les supertuiles
d’ordre k) du pavage, noté Tk dans la suite, obtenu à partir de T en regroupant les
pavés de T en supertuiles d’ordre k, de la même manière que Bc0 a été construit à
partir des proto-tuiles de T dans la définition 3.2.
La construction s’opère comme suit.
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T peut être décomposé de façon unique en supertuiles d’ordre k. On obtient ainsi
un pavage Tk qui est répétitif, de E2-type fini et dont les pavés sont les supertuiles
d’ordre k.
Chaque supertuile d’ordre k est ponctuée par la ponctuation du pavé en son centre
comme montré sur la figure suivante :

Ce point est encore l’intersection de la médiatrice du côté le plus court du triangle
avec la médiane issue du sommet formé par le plus court côté et l’hypothénuse. Il
est stable par substitution puisqu’il coincide avec le point de ponctuation du pavé
au centre de la substitution.

Ces supertuiles d’ordre k sont alors des CW -complexes puisqu’elles sont formées par
des CW -complexes.

Définition 3.4 L’espace Bck des supertuiles d’ordre k est l’espace des proto-tuiles
couronnées de Tk :

Bck = Bc0(Tk).

Comme tous les pavages Tk ont les mêmes proto-tuiles couronnées, à une dilatation
près, tous les espaces Bck sont homéomorphes. Ces espaces vont quand même nous
permettre d’avoir des informations importantes sur la cohomologie de notre espace
Ω/S1.
Les images dans Bck des supertuiles pj (les pavés de Tk) seront notées πj et seront
encore appelées supertuiles.
La projection p0,Tk

: Ω/S1 → Bck, construite en 3.3, sera notée pk.
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L’application Fk : Bck → Bc0 définie par Fk := p0 ◦ p−1
k est surjective et continue (voir

[SB09]). Elle projète Bck sur Bc0 de façon évidente : un point x de Bck appartient
à une supertuile πj , donc à une certaine proto-tuile, et Fk envoie x sur le point
correspondant du pavé τj′ correspondant.

Donnons nous deux entiers p et q tels que q � p. L’application fq,p : Bcp → Bcq
définie par fq,p = f−1

q ◦ fp = pq ◦ p−1
p est surjective et continue.

Comme expliqué dans [SB09], la famille (Bcp, fq,p) est un système projectif.
Pour montrer que Ω/S1 est la limite projective lim

←−
(Bcp, fq,p), le point important est

le fait que nos supertuiles sont prises de façon à forcer leur bord et la condition ci-
dessus est remplacée par le fait que nos supertuiles admettent les mêmes premières
couronnes, à une dilatation par

√
5 près, que les supertuiles d’ordre inférieur.

Ainsi, si dl représente la distance d’une supertuile pl d’ordre l au complémentaire de
sa première couronne, la distance dl+1 de la supertuile d’ordre l + 1 ayant la même
première couronne que pl mais dilatée d’un facteur

√
5, vérifie alors dl+1 =

√
5dl et

ainsi ces distances tendent vers l’infini. Ceci permettra de démontrer le théorème
suivant, en prenant une suite adaptée d’espaces de supertuiles.
Cette suite est obtenue en prenant la suite {Bcl , fl}l∈N où, pour tout l � 1, Bcl est
l’espace des supertuiles d’ordre l et fl = f(l−1),l, avec la convention f0 = f1 et Bc0 est
l’espace des proto-tuiles.

On démontre alors de la même manière que dans l’article [SB09] :

Théorème 3.5 La limite projective de la suite {Bcl , fl}l∈N, construite ci-dessus, est
homéomorphe à l’enveloppe continue de T quotientée par les rotations :

Ω/S1 ∼= lim
←−

(Bcl , fl).

Démonstration :
L’homéomorphisme est donné par l’application p : Ω/S1 −→ lim

←−
(Bcl , fl), définie

par p([ω]) = (p0([ω]), p1([ω]), . . . ) et nous allons voir que son inverse est donné
par

p−1(x0, x1, . . . ) = ∩{p−1
l (xl), l ∈ N}.

L’application p est surjective puisque chaque pl l’est.
En effet, on a :

p−1
0 (x0) ⊃ p−1

1 (x1) ⊃ p−1
2 (x2) ⊃ . . .

où chaque p−1
i (xi) est un compact non vide de Ω/S1 et donc tout pavage dans

l’intersection ci-dessus définit un relevé de (x0, x1, . . . ).

Pour l’injectivité, considérons ω, ω′ ∈ Ω tels que p([ω]) = p([ω′]).
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Pour tout l ∈ N, pl([ω]) = pl([ω
′]) dans une supertuile πl,j de Bcl . Cela veut

dire que les deux pavages cöıncident, à une rotation près, sur un translaté de
la supertuile pl,j contenant l’origine.
Posons alors rl = inf

p∈Pc
l

inf
x∈p

dR2(x, ∂C1(p)) où Pc
l est l’ensemble des supertuiles

couronnées de T d’ordre l et ∂C1(p) est le bord de la première couronne de p.
Comme notre pavage est de type fini, rl > 0 pour tout l.
De plus, les deux pavages cöıncident, aux rotations près, sur la boule B(0R2 , rl)
puisque Bcl a été construit à partir de supertuiles couronnées.

Comme on l’a vu plus haut, on a rl+1 =
√

5rl donc rl+1 =
√

5
l+1
r0 et en

prenant l suffisamment grand, les deux pavages cöıncident sur des boules ar-
bitrairement grandes et on obtient donc l’injectivité de l’application p et la
formule pour p−1.
p est alors une bijection (trivialement) continue et comme lim

←−
(Bcl , fl) est un

espace séparé, p est un homéomorphisme.

�

3.3 Cohomologie PV

Notre objectif initial était de calculer la cohomologie de Čech de degré maximal à
coefficients entiers de Ω/S1 et de montrer qu’il s’agit en fait du groupe des coinva-
riants C(Ξ,Z)/ ∼ de la transversale canonique sous l’action du groupoide Ω�R2�S1

restreint à cette transversale.
Pour ce faire, nous allons montrer que cette cohomologie est en fait isomorphe à la
cohomologie PV qui fut introduite dans [SB09] en la modifiant de façon à prendre
en compte les rotations qui interviennent dans notre cas.
On suit ainsi la même démarche que Savinien et Bellissard en introduisant d’abord
la structure de complexe simplicial orienté puis en définissant la cohomologie PV
associée à notre pavage et enfin en montrant, grâce à la limite projective obtenue
dans le paragraphe précédent, que cette cohomologie est en fait la cohomologie de
Čech à coefficients entiers de Ω/S1.
Le point intéressant pour nous dans cette nouvelle cohomologie est que les cocycles
de cette cohomologie sont directement définis comme des fonctions continues (à va-
leurs entières) sur Ξ2

∆. Nous montrerons alors que le quotient de ces cocycles par
l’image du bord de la cohomologie cöıncide exactement avec le groupe des coinva-
riants de cette transversale Ξ2

∆.
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3.3.1 Complexes simpliciaux orientés et cohomologie PV

Nous suivrons la présentation faite dans [SB09] en adaptant les notions et les
démonstrations à notre complexe simplicial orienté (voir [HY61]).

Etant donnés n+ 1 points v0, . . . , vn non colinéaires de Rm, m > n, soit [v0, . . . , vn]
le n-simplexe de sommets v0, . . . , vn.
Posons ∆n le n-simplexe standard :

∆n =

{
(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 :

n∑
i=0

xi = 1 et xi � 0 pour tout i

}
,

dont les sommets sont les vecteurs unités le long des axes.
Si un des n + 1 sommets d’un n-simplexe [v0, . . . , vn] est supprimé, les n sommets
restants engendrent un (n− 1)-simplexe, appelé face de [v0, . . . , vn].

On appelle alors bord de ∆n la réunion de toutes les faces de ∆n, il est noté ∂∆n.

L’intérieur de ∆n est alors
◦
∆n = ∆n \ ∂∆n.

Une structure de complexe simplicial sur un espace X est la donnée d’une collec-
tion d’applications σα : ∆k → X, où k dépend de α, telle que :

(i) La restriction σα|∆n est injective.

(ii) La restriction de toute application σα à une face de ∆n est l’une des applications
σβ : ∆n−1 → X.

(iii) Pour tout α, β, Fα,β := σα(∆
n) ∩ σβ(∆

p) est une face des deux simplexes
σα(∆

n) et σβ(∆
p) et il existe une application affine l, de s1 := σ−1

α (Fα,β) vers
s2 := σ−1

β (Fα,β) telle que σα|s1 = σβ |s2 ◦ l.
(iv) Un ensemble A ⊂ X est ouvert ssi σ−1

α (A) est ouvert dans ∆n pour chaque σα.

σα(
◦
∆n) est appelée n-cellule du complexe.

On obtient alors un simplexe orienté à partir d’un n-simplexe σ = [v0, . . . , vn]
comme suit : on choisit un ordre arbitraire fixe pour les sommets v0, . . . , vn. La classe
d’équivalence des permutations paires de cet ordre fixe est le simplexe orienté po-
sitivement, que l’on note +σ. La classe d’équivalence des permutations impaires
de cet ordre est alors le simplexe orienté négativement, −σ.
Un complexe simplicial orienté est alors un complexe simplicial dans lequel on
a choisi une orientation arbitraire fixe pour chaque simplexe du complexe (on fait
ce choix sans tenir compte de la disposition des simplexes entre eux ou du fait que
tel simplexe est la face de tel autre simplexe).

Pour obtenir une structure de complexe simplicial orienté sur Bc0, on décompose
chaque pavé du pavage de type pinwheel comme suit :
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en prenant l’orientation de R2 pour les cellules de dimension 2 et n’importe quelle
orientation pour les arêtes à l’intérieur des pavés.
Puisque Bc0 est de dimension 2, on ne considère que les simplexes de dimension 0, 1
ou 2.
On peut alors voir T comme une décomposition de R2 en complexe simplicial orienté.
On ponctue également chaque cellules par l’image du barycentre de ∆n sous σα :

Bc0 est alors un complexe simplicial orienté fini et les applications σα : ∆n → Bc0
seront appelées les applications caractéristiques des n-simplexes de Bc0.
On introduit alors comme dans [SB09] une nouvelle transversale (n’étant pas reliée
immédiatement à la transversale canonique, voir 3.18) qui permettra d’obtenir la
cohomologie PV :

Définition 3.6 La ∆-transversale Ξ∆ est le sous-ensemble de Ω/S1 constitué des
classes des pavages ayant la ponctuation d’une de leurs cellules en l’origine.

La ∆-transversale est le relevé des ponctuations des cellules de Bc0.
Elle est partitionnée par le relevé des ponctuations des n-cellules, noté Ξn∆, qui est le
sous ensemble de Ω/S1 constitué des classes des pavages ayant la ponctuation d’une
de leurs n-cellules en l’origine.
On montre que la ∆-transversale est un Cantor (comme pour la transversale cano-
nique), et les Ξn∆ en donnent une partition en clopens.

Etant donnée l’application caractéristique σ d’un n-simplexe e de Bc0, notons Ξ∆(σ)
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le relevé de la ponctuation de e, et χσ son indicatrice dans Ξ∆ (i.e χσ([ω]) = 1 si et
seulement si p0([ω]) = punct(e)).
Le sous-ensemble Ξ∆(σ) est appelé zone d’acceptance de σ.
Comme Ξ∆(σ) est un clopen, on a χσ ∈ C(Ξn∆,Z) ⊂ C(Ξ∆,Z).

Donnons nous l’application caractéristique σ : ∆n → Bc0 d’un n-simplexe e de Bc0, et
soit τ une face de σ dont on note f son simplexe associé dans Bc0 (une face de e).
Les simplexes e et f dans Bc0 sont contenus dans un pavé τj. Si on regarde les
simplexes e et f comme des sous-ensembles du pavé tj de R2, on peut définir le
vecteur xστ qui joint la ponctuation de f à celle de e.
Le problème de cette construction est que, dans le cas du pavage de type pinwheel,
le vecteur xστ dépend du pavé τj choisi, si e est un 1-simplexe (le vecteur est unique
aux rotations près). Dans le cas des 2-simplexes, ce vecteur est unique puisque le
quotient définissant Bc0 ne concerne que les arêtes et les sommets des cellules.
Il faut donc trouver une façon de choisir ce vecteur dans le cas de 1-simplexes. Il y
a plusieurs manières de faire ce choix.
En voici une : si e est un 1-simplexe, le vecteur sera obtenu en orientant l’arête
horizontalement et de gauche à droite dans n’importe quel pavage de Ξ∆(σ) :

�

Ainsi construits, les vecteurs xστ sont associés à σ et τ de façon unique, comme
dans le cas d’un pavage où l’on considère uniquement les translations (comme dans
l’article [SB09]).
On définit l’action de xστ sur une fonction de C(Ξ∆,Z) de la façon suivante :

• si σ est l’application caractéristique d’un 2-simplexe e, si τ est une face de σ
et si f ∈ C(Ξ∆(τ),Z) alors, pour [ω] ∈ Ξ∆(σ), on définit

T xστf([ω]) = f([ω0 + xστ ]),

où ω0 ∈ [ω] est orienté correctement, i.e l’origine de E2 appartient à la ponc-
tuation d’une cellule e (un triangle) de ω qui est incluse dans un unique pavé
(image par une isométrie directe du pavé tj utilisé pour construire xστ ) ; ω0

est alors le pavage obtenu en tournant ω pour que ce pavé soit orienté de cette
façon (i.e soit l’image par une translation de tj) :

• Si σ est l’application caractéristique d’un 1-simplexe, si τ est une face de σ et
si f ∈ C(Ξ∆(τ),Z) alors, pour [ω] ∈ Ξ∆(σ), on définit

T xστf([ω]) = f([ω0 + xστ ]),
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où ω0 ∈ [ω] est orienté correctement, i.e l’origine de E2 appartient à la ponc-
tuation d’une arête de ω ; ω0 est alors obtenu en tournant ω pour amener cette
arête horizontalement et l’orientation de celle-ci dans le sens positif (de gauche
à droite).

On peut alors définir des opérateurs qui seront utiles dans la définition du bord de
notre cohomologie :

Définition 3.7 Soit σ l’application caractéristique d’un n-simplexe de Bc0 et τ celle
d’un k-simplexe.
On définit l’opérateur θστ sur C(Ξ∆,Z) par :

θστ =

{
χσT

xστχτ si τ ⊂ ∂σ et n = 1 ou 2
0 sinon, i.e si τ �⊂ ∂σ ou n = 0

où τ ⊂ ∂σ signifie que τ est une face de σ de codimension 1.

Cet opérateur est assez simple à décrire : si on se donne une fonction f ∈ C(Ξ∆(τ),Z)
et une classe [ω] ∈ Ξ∆ alors θστ (f)([ω]) vaut 0 si ω n’est pas dans Ξ∆(σ) ou si τ
n’est pas une face de σ de codimension 1 ou si n �= 1 ou n �= 2, et sinon, θστ (f)([ω])
est égal à la valeur que prend l’application f sur la classe du pavage obtenu à partir
de ω par une isométrie directe amenant l’origine sur la ponctuation de la face τ de σ.

On peut à présent définir la cohomologie PV du pavage de type pinwheel.
Soit Sn0 l’ensemble des applications caractéristiques σ : ∆n → Bc0 des n-simplexes de
la décomposition de Bc0 en complexe simplicial orienté, et S0 la réunion des Sn0 .
Le groupe des n-chaines simpliciales de Bc0, C0,n, est le groupe abélien libre de base
Sn0 .

Pour finir, il nous reste à définir le nombre incident qui permettra de définir la
différentielle de la cohomologie PV :

Définition 3.8 (voir [Eil44]) Soit σ et τ deux simplexes de dimension n et n− 1,
le nombre incident [σ, τ ] est alors défini par :

[σ, τ ] = ±1 si τ ⊂ σ
[σ, τ ] = 0 sinon

Dans le cas où τ est une face de σ, [σ, τ ] vaut 1 si τ a même orientation que celle
induite par σ sur sa face τ et ce nombre vaut −1 si l’orientation est opposée.
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Définition 3.9
La cohomologie PV de Ω/S1 est la cohomologie du complexe {Cn

PV , dnPV }, où :

1. les groupes des cochaines sont les groupes des fonctions continues à valeurs
entières sur Ξn∆ : Cn

PV = C(Ξn∆,Z) pour n = 0, 1, 2, et Cn
PV = 0 sinon,

2. la différentielle, notée dPV , est donnée par la somme sur n = 1, 2, des opérateurs :

dnPV :




Cn−1
PV −→ Cn

PV

dnPV =
∑
σ∈Sn

0

n∑
i=0

[σ, ∂iσ]θσ∂iσ
.

La ”forme simpliciale” de dnPV permet d’obtenir facilement que d2
PV ◦ d1

PV = 0.
Cela vient du fait que l’on a, pour tout simplexe σ (voir [HY61]) :∑

i,j

[σ, ∂iσ][∂iσ, ∂j∂iσ] = 0.

Nous appellerons également cette cohomologie, de façon plus concise, la cohomo-
logie PV de T .
Elle sera notée H∗PV

(
Bc0;C(Ξ∆,Z)

)
.

Le prochain paragraphe aura alors pour but de démontrer le théorème suivant :

Théorème 3.10 La cohomologie de Čech à coefficients entiers de Ω/S1 est iso-
morphe à la cohomologie PV de T :

Ȟ∗(Ω/S1; Z) ∼= H∗PV
(
Bc0;C(Ξ∆,Z)

)
.

3.3.2 Démonstration du théorème 3.10

Encore une fois, nous suivons la ligne directrice de [SB09].
Nous commençons par définir une cohomologie PV de Bcp, notée H∗PV (Bc0;C(Σp, Z)).
Nous montrerons que cette cohomologie n’est rien d’autre que la cohomologie simpli-
ciale de Bcp dans la proposition 3.13 et ensuite nous montrerons que la cohomologie
PV de T est isomorphe à la limite inductive des cohomologies PV de la suite d’es-
paces de supertuiles utilisée dans le théorème 3.5.

Notons Snp l’ensemble des applications caractéristiques σp : ∆n → Bcp des n-simplexes
de la décomposition en complexe simplicial orienté de Bcp, et Sp la réunion (disjointe)
des Snp .
Le groupe des n-chaines simpliciales de Bcp, Cp,n, est le groupe abélien libre de base
Snp .
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Comme ci-dessus, si σp est un simplexe de Bcp, notons Ξp,∆(σp) le relevé de la ponc-
tuation de son image dans Bcp et χσp son indicatrice. Ξp,∆(σp) est appelée la zone
d’acceptance de σp. C’est un clopen de la ∆-transversale.

Lemme 3.11 Etant donné un simplexe σ de Bc0, sa zone d’acceptance est parti-
tionnée par la zone d’acceptance de ses antécédents dans Bcp par Fp :

Ξ∆(σ) =
⊔

σp∈F−1
p# (σ)

Ξp,∆(σp),

où Fp# : Snp → Sn0 désigne l’application induite par Fp sur les simplexes.

La démonstration de ce lemme est analogue à celle de [SB09].

Remarquons que la réunion pour σ ∈ Sn0 des F−1
p# (σ) est Snp .

On note alors Cn
p le groupe des n-cochaines simpliciales Hom(Cp,n,Z), qui est le

dual du groupe des n-chaines Cp,n.
On peut représenter ce groupe de façon fidèle sur le groupe des fonctions continues
à valeurs entières sur la ∆-transversale C(Ξ∆,Z) par :

ρp,n :




Cn
p −→ C(Ξn∆,Z)

ψ �−→
∑
σp∈Sn

p

ψ(σp)χσp
.

On notera C(Σn
p ,Z) l’image de ρp,n.

Σn
p est l’ensemble des ponctuations des n-simplexes de Bcp et on notera Σp la réunion

Σp :=

2⋃
n=0

Σn
p .

La représentation ρp,n est un isomorphisme sur son image C(Σn
p ,Z), son inverse étant

défini comme suit : étant donné φ =
∑
σp∈Sn

p

φσpχσp, où φσp est un entier, ρ−1
p,n(φ) est

le morphisme de groupe de Cp,n dans Z qui prend la valeur φσp sur l’application de
base σp.

Considérons l’application caractéristique σp d’un n-simplexe ep de Bcp. Ce simplexe
est contenu dans une certaine supertuile πj . En regardant ep comme un sous-
ensemble de la supertuile pj de R2, on peut encore définir, de manière analogue
à la méthode utilisée pour la cohomologie PV, le vecteur xσp∂iσp, pour i = 0, . . . , n,
qui relie la ponctuation de la i-ème face ∂iep à la ponctuation de ep.
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Comme Fp préserve l’orientation des simplexes, ces vecteurs xσp∂iσp sont identiques,
pour tout σp dans la préimage d’une application caractéristique σ d’un simplexe
e de Bc0, et ces vecteurs sont égaux au vecteur xσ∂iσ définissant l’opérateur θσ∂iσ

dans la définition 3.7. De la même manière, on définit les opérateurs θσp∂iσp par
χσpT

xσp∂iσpχ∂iσp.
En utilisant la relation T xσ∂iσχ∂iσ = χσT

xσ∂iσ et le lemme 3.11, on a :

θσ∂iσ =
∑

σp∈F−1
p# (σ)

θσp∂iσp.

Ainsi, la différentielle PV peut s’écrire :

dnPV =
∑
σp∈Sn

p

n∑
i=0

[σp, ∂iσp]θσp∂iσp ,

et cela induit bien une différentielle de C(Σn−1
p ,Z) sur C(Σn

p ,Z) (comme Fp préserve

l’orientation des simplexes, pour tout σp ∈ F−1
p# (σ), [σp, ∂iσp] = [σ, ∂iσ], ce qui justifie

l’écriture de la différentielle).

Définition 3.12 Posons Cn
PV (p) = C(Σn

p ,Z), pour n = 0, 1, 2 et Cn
PV (p) = 0 sinon.

La cohomologie PV de l’espace des supertuiles Bcp, notée H∗PV
(
Bc0;C(Σp,Z)

)
, est la

cohomologie du complexe {Cn
PV (p), dnPV }.

Comme dans [SB09], on obtient l’une des deux propositions cruciales dans la
démonstration de 3.10 :

Proposition 3.13 La cohomologie PV de l’espace des supertuiles Bcp est isomorphe
à sa cohomologie simpliciale à coefficients entiers :

H∗PV
(
Bc0;C(Σp,Z)

) ∼= H∗
(
Bcp; Z

)
.

Démonstration :

ρp,n est un isomorphisme entre le groupe des cochaines simpliciales Cn
p et le

groupe des cochaines Cn
PV (p).

Si ψ ∈ Cn−1
p , et [ω] ∈ Ξn∆ est tel que le n-simplexe entourant pp([ω]) soit

σp ∈ Snp , la différentielle de ρp,n−1(ψ) est donnée par :

dnPV ◦ ρp,n−1(ψ)([ω]) =

n∑
i=0

[σp, ∂iσp]ψ(∂iσp).

De l’autre côté, la différentielle simpliciale de ψ est donnée par :

δnψ(σp) =

n∑
i=1

[σp, ∂iσp]ψ(∂iσp),
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donc

ρp,n
(
δnψ
)
([ω]) =

n∑
i=1

[σp, ∂iσp]ψ(∂iσp),

Ainsi, on obtient dnPV ◦ ρp,n−1 = ρp,n ◦ δn pour n = 1, 2.
La famille des isomorphismes ρp,n est donc un morphisme de chaines et induit
donc des isomorphismes ρ∗p,n entre les groupes de cohomologie de degré n.

�

Le lemme qui suit est trivial en utilisant le théorème 3.5 et permet d’obtenir la
deuxième proposition cruciale dans la démonstration qui nous intéresse :

Lemme 3.14 Soit {Bcl , fl} la suite d’espaces de supertuiles utilisée dans le théorème
3.5. On a alors :

Ξ∆
∼= lim
←−

(Σl, fl)

et
C(Ξ∆,Z) ∼= lim

−→

(
C(Σl,Z), f l

)
,

où f l est l’application duale à fl.

Proposition 3.15 Soit {Bcl , fl} la suite du lemme précédent. Il existe alors un iso-
morphisme :

H∗PV
(
Bc0;C(Ξ∆,Z)

) ∼= lim
−→

(
H∗PV

(
Bc0;C(Σl,Z)

)
, f ∗l

)
.

Démonstration :

Par le lemme 3.14 précédent, les groupes des cochaines Cn
PV sont les limites

inductives des groupes des cochaines Cn
PV (l) des espaces de supertuiles Bcl .

Soit f#
l : Cn

PV (l) −→ Cn
PV (l + 1) l’application induite par fl sur les groupes

des cochaines de la cohomologie PV.
Comme la différentielle dPV est la même pour les complexes de chaque espace
des supertuiles Bcl , il suffit de vérifier que le diagramme suivant est commutatif :

· · · �� Cn−1
PV (l)

dn
PV ��

f#
l

��

Cn
PV (l) ��

f#
l

��

· · ·

· · · �� Cn−1
PV (l + 1)

dn
PV �� Cn

PV (l + 1) �� · · ·

et ce résultat est trivial en utilisant les relations (f#
l φ)(∂iσl) = φ(fl#(∂iσl)) et

fl#(∂iσl) = ∂i(fl#(σl)).
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�
On obtient ainsi le théorème 3.10 en utilisant le fait que la cohomologie de Čech
envoie une limite projective sur une limite inductive, que la cohomologie de Čech est
identique à la cohomologie simpliciale pour un CW -complexe (les Bcl ) et que celle-ci,
pour Bcl , est la cohomologie PV de Bcl par la proposition 3.13.
On conclut alors en disant que la limite de ces groupes est la cohomologie PV de T
grâce à la proposition 3.15.

3.4 Le groupe des coinvariants entiers

Dans cette section, nous allons montrer que la cohomologie PV de degré maxi-
mal H2

PV (Bc0;C(Ξ∆,Z)) est isomorphe au groupe des coinvariants C(Ξ2
∆,Z)/ ∼ de

la transversale Ξ2
∆ et ainsi, la cohomologie de Čech à coefficients entiers de degré

maximal de l’enveloppe continue l’est également, par le théorème 3.10.
On peut identifier Ξ2

∆ et Ξ1
∆ à des sous-ensembles de Ω de la même manière que

nous avions identifié la transversale canonique Ω0/S
1 au sous-ensemble Ξ.

En effet, il suffit dans chaque classe [ω] ∈ Ξn∆ (n = 1, 2) de choisir un représentant
ayant la bonne orientation (celle qui a été utilisée p.76 pour définir le vecteur xστ ).
On obtient aussi une représentation des clopens Ξp,∆ dans Ω de cette manière.

On utilisera la même notation pour les sous-ensembles de Ω/S1 et les sous-ensembles
correspondant dans Ω. Quand on prendra une classe dans Ξn∆ ou Ξp,∆, on se placera
implicitement dans Ω/S1 et si on prend un pavage de Ξn∆ ou Ξp,∆, on considèrera
implicitement le sous-ensemble de Ω.

Commençons par définir les coinvariants de la transversale canonique Ξ et de la
∆-transversale Ξn∆ de degré n (n = 1, 2).
Pour ce qui suit, Ξ0 désignera indifféremment Ξ ou Ξn∆ (n = 1, 2) (sous-ensembles
de Ω).
Soit ω0 ∈ Ξ0 et Aω0 un patch de ω0 autour de l’origine, on pose

U(ω0,Aω0) := {ω′ ∈ Ξ0 | ω0 et ω′ cöıncident sur Aω0},
qui est un clopen de Ξ0.
Vu dans Ω/S1, ce clopen est

V ([ω0],Aω0) := {[ω1] ∈ Ξ0 | ω0 et ω1 cöıncident sur Aω0 aux rotations près}.
Par hypothèse, notre pavage T est de R2 � SO(2)-type fini donc la famille

{U(ω0,Aω0), ω0 ∈ Ξ0,Aω0 patch de taille k de ω0 autour de O , k ∈ N}
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est dénombrable.
Si G = Ω � (R2 � SO(2)) représente le groupöıde associé à nos pavages, G0 = GΞ0

Ξ0

désignera le groupöıde restreint à la transversale (voir [Ren80] ou la définition
2.17).
Ce groupöıde est formé par les éléments du groupöıde G qui ont leur but et leur
source dans Ξ0.
On pose alors pour ω0 ∈ Ξ0 :

G
(
U(ω0,Aω0)

)
= {(x, θ) ∈ R2 � SO(2) | (ω0, x, θ) ∈ G0 et x ∈ Aω0},

où x ∈ Aω0 signifie que x est un vecteur de R2 inclus dans le patch Aω0.

L’ensemble G
(
U(ω0,Aω0)

)
est défini de cette façon car, si on prend un pavage ω′

du clopen U(ω0,Aω0), on ne connait ce pavage que sur le patch Aω0 et donc on a :

∀(x, θ) ∈ G
(
U(ω0,Aω0)

)
, ∀ω′ ∈ U(ω0,Aω0), ω

′.(x, θ) ∈ Ξ0.

Le groupe des coinvariants de Ξ0 est alors le quotient de C(Ξ0,Z) par le sous-groupe
HΞ0 engendré par la famille{

χU(ω0,Aω0) − χU(ω0,Aω0).(x,θ) | (x, θ) ∈ G(U(ω0,Aω0)), ω0 ∈ Ξ0

}
.

Théorème 3.16
H2
PV (Bc0;C(Ξ∆,Z)) ∼= C(Ξ2

∆,Z)/HΞ2
∆

Démonstration :

Par définition, cette cohomologie est donnée par C(Ξ2
∆,Z)/Im(d2

PV ).
Nous allons montrer que Im(d2

PV ) = HΞ2
∆
.

1. Si f ∈ Im(d2
PV ), il existe g ∈ C(Ξ1

∆,Z) telle que f = d2
PV (g).

Comme C(Ξ1
∆,Z) est engendré par les indicatrices de la forme χU(ω,Aω

τ ) avec
τ ∈ S1

p pour p ∈ N, ω ∈ Ξp,∆(τ) et Aω
τ un patch de ω autour de l’origine (en

fait autour de l’arête se projetant sur τ) assez grand pour recouvrir la (les)
première(s) couronne(s) de la (des deux) supertuile(s) entourant τ dans ω, il
suffit de montrer le résultat pour f = d2

PV (χU(ω,Aω
τ )) pour τ dans S1 :=

⋃
S1
p .

Fixons nous un τ dans S1
p , ω dans Ξp,∆(τ) et Aω

τ un patch autour de l’origine
(et donc autour de ”l’arête” τ) assez grand, alors χU(ω,Aω

τ ) correspond à l’in-
dicatrice de l’ensemble des pavages de Ω ayant l’origine sur la ponctuation de
τ et qui coincident sur le patch Aω

τ avec ω.
Remarquons que si τ ′ est la fonction caractéristique d’un autre 1-simplexe,
alors

χτ ′χU(ω,Aω
τ ) = δττ ′χU(ω,Aω

τ ).
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Comme de plus, Aω
τ a été choisi assez grand, celui-ci caractérise la (les deux)

supertuile(s) couronnée(s) entourant le simplexe correspondant à τ dans les
pavages de U(ω,Aω

τ ). Ainsi, en notant σ0 et σ1 les deux applications ca-
ractéristiques des 2-simplexes ayant τ comme arête dans ω et la (les) super-
tuile(s) couronnée(s) ci-dessus (respectives) pour supertuile(s) dans Bcp, on a :
pour σ ∈ S2

p

χσχU(ω0,A0
τ ) = δσσ0χU(ω0,A0

τ )

et
χσχU(ω1,A1

τ ) = δσσ1χU(ω1,A1
τ )

où ωi = Rθi
(ω)−xσiτ (i = 0, 1), ωi ∈ Ξp,∆(σi) et Ai

τ = Rθi
(Aω

τ )−xσiτ (ωi sont
les pavages de Ξp,∆(σi) obtenus à partir de ω par une isométrie directe qui
place l’origine sur la ponctuation de σi et tournant ωi pour obtenir la bonne
orientation).
Grâce à ces trois remarques, on trouve facilement :

d2
PV (χU(ω,Aω

τ )) = ±(χU(ω0,A0
τ ) − χU(ω1,A1

τ )),

avec ω1 = ω0.(Rθ0−θ1(xσ1τ ) − xσ0τ , θ0 − θ1) et A1
τ de la même forme.

Donc
d2
PV (χU(ω,Aτ )) = ±(χU(ω0,A0

τ ) − χU(ω0,A0
τ ).(yσ0σ1 ,θσ0σ1)

),

où yσ0σ1 = Rθ0−θ1(xσ1τ ) − xσ0τ , θσ0σ1 = θ0 − θ1 et donc

(yσ0σ1 , θσ0σ1) ∈ G
(
U(ω0,Aω0)

)
.

On a ainsi montré que d2
PV (χU(ω,Aω

τ )) ∈ HΞ2
∆

et ainsi Im(d2
PV ) ⊂ HΞ2

∆
.

2. L’inclusion inverse est assez simple à obtenir en raisonnant encore sur les
générateurs.
Soit χU(ω,Aω) − χU(ω,Aω).(x,θ) un générateur de HΞ2

∆
.

En recouvrant Aω par des supertuiles d’ordre assez grand, on peut supposer
que Aω est une supertuile couronnée ou réunion de deux supertuiles couronnées
de même ordre ou une étoile de supertuiles couronnées de même ordre (une
étoile de supertuiles est l’ensemble des supertuiles autour d’un sommet fixé).
Prenons donc un ω ∈ Ξ2

∆ et Aω un patch constitué de supertuiles d’ordre p
autour de l’origine de la forme ci-dessus que l’on appellera patch couronné.
Vu la forme du patch couronné, on peut alors trouver une suite de pavages
ω0, . . . , ωn telle que ω0 = ω, ωn = ω.(x, θ), ωi = ω.(xi, θi), pour i = 1, . . . , n,

avec (xi, θi) ∈ G
(
U(ω,Aω)

)
et tel que le 2-simplexe de ωi contenant l’origine

ait une arête en commun avec le 2-simplexe de ωi−1 qui contenait l’origine
(voir figure ci-dessous).
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Si par exemple, on a le patch ci-dessous, avec les deux ponctuations représentant
les pavages ω et ω.(x, θ) (sur la figure on a en fait représenter ω et ω − x, il
faut donc imaginer que l’on représente les pavages par des points puis qu’il
faut tourner le pavage pour amener le pavé contenant l’origine dans le bon
sens) :

�

On peut alors représenter la suite des pavages reliant ω à ω.(x, θ) par la suite
de ponctuations suivante (il n’y a pas qu’un seul trajet possible) :

0

10

1 2 3 4
5 6 7

8
9

On peut décomposer χU(ω,Aω) − χU(ω,Aω).(x,θ) en la somme des différences

χ
U
(
ωi,Aω .(xi,θi)

) − χ
U
(
ωi+1,Aω .(xi+1,θi+1)

)
où ωi, ωi+1 sont deux pavages de Ξ2

∆ image par une isométrie directe (xi, θi),
resp. (xi+1, θi+1) de ω et ayant l’origine sur la ponctuation de deux simplexes
ayant une arête en commun.
On considère donc dans la suite la différence

χ
U
(
ω1,Aω .(x1,θ1)

) − χ
U
(
ω2,Aω .(x2,θ2)

)
avec ω1 = ω.(x1, θ1), ω2 = ω.(x2, θ2) et (xk, θk) ∈ G

(
U(ω,Aω)

)
.
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On a alors ω2 = ω1.(x12, θ12) avec (x12, θ12) = (x1, θ1)
−1(x2, θ2).

Ainsi : χ
U
(
ω1,Aω .(x1,θ1)

) − χ
U
(
ω2,Aω .(x2,θ2)

) est égal à

χ
U
(
ω1,Aω.(x1,θ1)

) − χ
U
(
ω1,Aω .(x1,θ1)

)
.(x12,θ12)

et est donc la différentielle de l’indicatrice de U(ω3,A′ω) où ω3 est le pavage de
Ξ1

∆ qui a l’origine sur la ponctuation de l’arête commune aux deux simplexes
ci-dessus et A′ω est le patch obtenu à partir de Aω par isométrie directe en
amenant l’origine sur cette ponctuation et en prenant l’orientation adéquate.
Ainsi, les générateurs de HΞ2

∆
sont images par d2

PV d’éléments de C(Ξ1
∆,Z) et

l’inclusion réciproque est donc démontrée.

�

Par le théorème 3.10 et le fait que Ȟ3(Ω; Z) � Ȟ2(Ω/S1; Z) , on obtient donc :

Corollaire 3.17 La cohomologie de Čech de degré maximal à coefficients entiers de
l’enveloppe continue est isomorphe au groupe des coinvariants de Ξ2

∆ :

Ȟ3
(
Ω; Z

)
� C(Ξ2

∆,Z)/HΞ2
∆
.

A présent, la mesure ergodique invariante µ sur Ω induit une mesure µt0 sur toute
transversale Ξ0 du feuilletage qui est donnée, localement, par : si

(
Vi×Si×Ci, h−1

i

)
i

est un atlas maximal de l’espace feuilleté, alors, si B est un borélien inclus dans Ci,
on a

µt0
(
B
)

=
µ
(
h−1
i (Vi × Si × B)

)
λ(Vi × Si)

où λ est une mesure de Haar invariante à gauche et à droite sur R2 × S1 (avec
λ
(
[0; 1]2 × S1

)
= 1), h−1

i : Vi × Si ×Ci −→ Ui, Vi est un ouvert de R2, Si un ouvert
de S1 et Ci un clopen de Ξ0.

On a alors un lien entre la ∆-transversale et la transversale canonique :

Lemme 3.18 C(Ξ2
∆,Z)/HΞ2

∆
est isomorphe à C(Ξ,Z)/HΞ.

Notons µt3 la mesure induite par µ sur Ξ ∪ Ξ2
∆ qui est une transversale de Ω.

En considérant µt (resp. µt2) la restriction de µt3 à Ξ (resp. Ξ2
∆), on a alors :

µt2

(
C(Ξ2

∆,Z)
)

= µt
(
C(Ξ,Z)

)
.
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Démonstration :

Dans chaque proto-tuile, il y a 8 ponctuations de 2-simplexes qu’on peut
numéroter de 1 à 16 une fois pour toute (on considère les 2 proto-tuiles non
couronnées du pavage de type pinwheel et on numérote les ponctuations de
la première proto-tuile de 1 à 8 et celles de la deuxième de 9 à 16). Ainsi, on
peut définir les vecteurs x0,i reliant la ponctuation de la proto-tuile dans la
définition de Ξ (voir 3.1) à la ponctuation du ième-simplexe de cette proto-
tuile.
Définissons l’application Ψ : C(Ξ2

∆,Z) −→ C(Ξ,Z) par :

Ψ(f)(ω0) =




8∑
i=1

f(ω0 − x0,i)

16∑
i=9

f(ω0 − x0,i)

suivant le type de pavé contenant l’origine dans ω0.
Cette application envoie une fonction f définie sur Ξ2

∆ sur la fonction de Ξ
définie en un pavage ω0 ayant l’origine sur la ponctuation d’un pavé, comme
la somme des valeurs de f aux pavages ayant l’origine sur la ponctuation des
cellules constituant ce pavé.
Ceci définit un morphisme de groupes trivialement surjectif.
En effet, fixons nous un simplexe de chaque proto-tuile (par exemple le 1 pour
la première proto-tuile et le 9 pour la deuxième), alors on peut définir une
section de Ψ en prenant s : C(Ξ,Z) −→ C(Ξ2

∆,Z) comme suit :

s(f)(ω∆) =




f(ω∆ + x0,1) si ω∆ a l’origine dans un pavé congruent
a la première proto-tuile et dans un ”1” simplexe

f(ω∆ + x0,9) si ω∆ a l’origine dans un pavé congruent
a la deuxième proto-tuile et dans un ”9” simplexe

0 sinon

Alors Ψ induit un morphisme surjectif

Ψ : C(Ξ2
∆,Z)/HΞ2

∆
−→ C(Ξ,Z)/HΞ

puisque Ψ envoie les générateurs de HΞ2
∆

dans HΞ.

s induit également un morphisme s : C(Ξ,Z)/HΞ −→ C(Ξ2
∆,Z)/HΞ2

∆
puisque

s(HΞ) ⊂ HΞ2
∆
.

Montrons que Ψ est un isomorphisme et que Ψ
−1

= s.

Comme Ψ ◦ s = id, on a Ψ ◦ s = id.
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On doit alors montrer que s ◦ Ψ = id pour montrer le premier point.
Soit ω∆ ∈ Ξ2

∆ (ayant un simplexe ”i” autour de l’origine et le pavé entourant
l’origine étant du premier type pour simplifier) et Aω∆

un patch de ω∆ autour
de l’origine, on a alors :

s ◦ Ψ
(
[χU(ω∆,A∆)]

)
=
[
s ◦ Ψ(χU(ω∆,A∆))

]
=
[
s(χU(ω∆,A∆)+x0,i

)
]

=
[
χU(ω∆,A∆)+x0,i−x0,1

]
=
[
χU(ω∆,A∆)

]
la dernière égalité venant de la définition de HΞ2

∆
et du fait que −x0,i+x0,1 est

un élément de G
(
U(ω∆,A∆)

)
puisque Aω∆

contient la tuile entourant l’origine
dans ω∆.
Ainsi s ◦Ψ = id et Ψ est un isomorphisme de C(Ξ2

∆,Z)/HΞ2
∆

sur C(Ξ,Z)/HΞ.

On va montrer que ce morphisme préserve les mesures.
Soit ω ∈ Ξ2

∆ (on supposera que l’origine est sur la ponctuation du kème sim-
plexe) et f = χU(ω,Aω) un générateur de C(Ξ2

∆,Z).
On a alors Ψ(f) = χU(ω,Aω)+x0,k

et donc

µt(Ψ(f)) = µt(U(ω,Aω) + x0,k) = µt3(U(ω,Aω) + x0,k)

car µt est la restriction de µt3 à Ξ.
Donc µt(U(ω,Aω) + x0,k) = µt3(U(ω,Aω)) par invariance de µt3.
Finalement, on obtient µt(U(ω,Aω) + x0,k) = µt2(U(ω,Aω)).

Ainsi, Ψ préserve les mesures et µt2

(
C(Ξ2

∆,Z)
)
⊂ µt

(
C(Ξ,Z)

)
.

L’inclusion réciproque est obtenue facilement grâce à la section s :

si µt(f) ∈ µt
(
C(Ξ,Z)

)
alors

µt(f) = µt(Ψ ◦ s(f)) = µt2(s(f)) ∈ µt2

(
C(Ξ2

∆,Z)
)
,

donc l’inclusion réciproque est démontrée ainsi que le lemme.

�

Corollaire 3.19 La cohomologie de Čech de degré maximal de l’enveloppe continue
est isomorphe au groupe des coinvariants entiers de la transversale canonique :

Ȟ3
(
Ω; Z

)
� C(Ξ,Z)/HΞ.



Chapitre 4

Gap-labeling pour les pavages de
type pinwheel

4.1 Démonstration de la conjecture

Pour prouver le gap-labeling pour les pavages de type pinwheel, c’est-à-dire

[Cµt ]
(
Chτ

(
K1(Ω)

))
⊂ µt(C(Ξ,Z)),

on doit à présent montrer que l’inclusion de C(Ξ2
∆,Z) dans C(Ξ2

∆,R) se traduit au
niveau des groupes de cohomologies en l’application

r∗ : Ȟ3(Ω; Z) −→ H3
τ (Ω)

induite par l’inclusion de faisceaux décrite dans [MS06] (voir le diagramme p.91).

Nous allons dans un premier temps regarder comment les générateurs des coin-
variants C(Ξ2

∆,Z)/HΞ2
∆

se relèvent dans Ȟ2(Ω/S1; Z).
On considère dans ce qui suit la suite {Bcl , fl}l∈N du théorème 3.5.
La famille (Ξl,∆(σl))σl∈S2

l ,l∈N
est alors une base de voisinage de Ξ2

∆ et les indicatrices

χσl
engendrent donc C(Ξ2

∆,Z).
Fixons nous l’une de ces indicatrices χσl

. Cette fonction appartient en fait, par
définition, à C(Σ2

l ,Z) et définit donc une classe dans le groupe de cohomologie
H2
P (Bc0;C(Σl,Z)) qui est isomorphe au groupe de cohomologie simpliciale H2(Bcl ; Z)

de Bcl . C’est la classe de la cochaine qui associe à toute application caractéristique
σ de Bcl l’entier 1 si σ = σl et 0 sinon.
On aimerait connâıtre quelle est l’image de cette classe sous l’isomorphisme reliant
la cohomologie simpliciale à la cohomologie de Čech.

89
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Pour cela, si on se réfère à [HY61] 5-5 et 8-2, cet isomorphisme est obtenu en
considérant les recouvrements de Bcl formés par les ouverts étoilés associés aux
décompositions barycentriques successives de Bcl .
On note Un le recouvrement de Bcl par les ouverts étoilés associés à la nème décomposi-
tion barycentrique de Bcl sachant que les ouverts étoilés sont obtenus en prenant
l’intérieur de la réunion des 2-simplexes entourant les sommets de la structure de
complexe simplicial orienté de la nème décomposition barycentrique de Bcl .
La cohomologie de Čech de dimension 2 de Bcl à coefficients entiers est alors la limite
inductive sur la famille Un des cohomologies Ȟ2(Un; Z).
Nous aurons besoin de rétrécir ces ouverts pour la suite de la preuve. Nous ne pren-
drons pas les recouvrements par des ouverts étoilés complets, nous considérerons des
ouverts assez grands (pour pouvoir recouvrir tout l’espace) inclus dans les ouverts
étoilés. Il suffit pour cela de prendre, par exemple, les ouverts obtenus à partir des

ouverts étoilés par homothétie de rapport
5

6
centré au sommet utilisé pour formé

l’ouvert étoilé en question. On appellera ces ouverts des ouverts pseudo-étoilés.
De cette façon, on s’assure que le centre de gravité d’un 2-simplexe appartient à l’in-
tersection des 3 ouverts pseudo-étoilés formés par les 3 sommets du simplexe et donc
la famille U ′n des ouverts pseudo-étoilés, obtenue à partir de la nème décomposition
barycentrique, est bien un recouvrement ouvert de Bcl .
De plus, la famille des recouvrements U ′n est encore une famille ”cofinale” de recou-
vrements de Bcl et donc

Ȟ2(Bcl ; Z) = lim
−→

Ȟ(U ′n; Z).

La classe de χσl
dans les coinvariants s’envoie alors sur la classe, dans Ȟ2(Bcl ; Z), de

la cochaine gσl
de Ȟ2(U ′0; Z) définie en prenant la section nulle pour les 2-simplexes

(U ′1, U
′
2, U

′
3) dont l’intersection n’est pas incluse dans le simplexe σl et en prenant la

section constante égale à 1 pour le simplexe constitué par les ouverts pseudo-étoilés
”entourant” le simplexe σl en respectant l’orientation de σl.
Si on note à présent U1, U2 et U3 les 3 ouverts étoilés entourant σl, on voit que la
classe qu’on vient de définir précédemment dans Ȟ2(Bcl ; Z) se relève dans la coho-
mologie à support compact Ȟ2

c (U ; Z) := Ȟ2(U, ∂U ; Z) (où U = U1 ∩ U2 ∩ U3) en la
cochaine hσl

à support compact ”valant 1 sur l’intersection des 3 ouverts pseudo-
étoilés entourant σl”.
Maintenant, si on revient à la cohomologie de Ω/S1, on voit que l’isomorphisme du
théorème 3.10 envoie la classe de σl sur la classe de p∗l ([gσl

]) de Ȟ2(Ω/S1; Z) qui se
relève en p∗l ([hσl

]) dans Ȟ2
c (U × Ξl,∆(σl); Z).

En effet, on a le diagramme commutatif suivant :

Ȟ2
c (U ; Z) ��

p∗l
��

Ȟ2(Bcl ; Z)

p∗l
��

Ȟ2
c (U × Ξl,∆(σl); Z) �� Ȟ2(Ω/S1; Z)
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où les applications horizontales sont induites par l’inclusion des ouverts U et
U × Ξl,∆(σl) = p−1

l (U) dans Bcl et Ω/S1 respectivement.

On se fixe alors un tel ouvert U ×K où U est un ouvert de R2 et K est un clopen
de Ξ2

∆.
On a alors le diagramme commutatif suivant :

C(K,Z)
� � �� C(K,R)

µt
2

���
���

���
��

��
���

���
��

��
�

Ȟ2
c (R2 ×K;Z)

����
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��

r∗ ��

��������������
H2

τc(R
2 ×K)

Ȟ3
c (R2 × S1 ×K;Z)

r∗ ��

�� ��

































H3
τc(R

2 × S1 ×K)

��

[C
µt
2
]

�� R

Ȟ2(Ω/S1; Z) Ȟ2
c

`
(Ω \ F )/S1; Z

´

��������������

Ȟ3
c

`
Ω \ F ; Z

´
Ȟ3(Ω; Z)

r∗ �� H3
τ (Ω)

[C
µt
2
]

������������������������

Les flèches horizontales faisant intervenir des cohomologies représentent toutes l’ap-
plication restriction r∗ décrite dans [MS06].
C(K,Z) ↪→ C(K,R) est l’inclusion.
Ȟ2
c (R

2×K) � C(K,Z) et H2
τc(R

2×K) � C(K,R) sont des isomorphismes de Thom
et donc sont naturels pour les applications entre faisceaux.
Les flèches verticales sont les applications induites en cohomologie à support com-
pact par l’inclusion d’un ouvert dans un espace et sont donc des morphismes naturels.

Nous remarquons ensuite que le diagramme suivant est composé par des diagrammes
commutatifs :

Ȟ2
c (R

2 ×K; Z)
⊗R �� Ȟ2

c (R
2 ×K; R)

r∗ �� H2
τc(R

2 ×K)

Ȟ3
c (R

2 × S1 ×K; Z)
⊗R �� Ȟ3

c (R
2 × S1 ×K; R)

r∗ �� H3
τc(R

2 × S1 ×K)

L’isomorphisme de gauche est l’isomorphisme de Gysin qui est envoyé sur l’intégration
le long des fibres S1 dans la cohomologie à coefficients réels, elle-même transformée
en l’intégration le long des fibres ”longitudinales” S1 en cohomologie longitudinale.

Les deux diagrammes
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Ȟ2
c (R2 ×K;Z)

��������������

��
Ȟ2(Ω/S1; Z) Ȟ2

`
(Ω \ F )/S1; Z

´

et Ȟ3
c (R2 × S1 ×K;Z)

�� 

������������

Ȟ3
`
Ω \ F ; Z

´
Ȟ3

`
Ω; Z

´

sont commutatifs car l’ouvert R2 × K � U × K (resp. U × S1 × K) est un ou-
vert de Ω/S1 (resp. Ω) inclus dans (Ω \F )/S1 (resp. Ω \F ), puisqu’un pavage de F
a forcément l’origine sur une arête (voir les voisinages de l’origine dans les pavages
de F sur les figures suivantes).

O O O O

O

O

Ainsi l’image dans H3
τ (Ω) d’un générateur [χσl

] des coinvariants s’envoie par le cou-
rant de Ruelle-Sullivan dans µt2

(
C(K,Z)

)
⊂ µt2

(
C(Ξ2

∆,Z)
)

= µt
(
C(Ξ,Z)

)
.

Ainsi,
τµ∗
(
Im(β ◦ δ ◦ βS1 ◦ δS1)

)
⊂ µt

(
C(Ξ,Z)

)
.

Comme de plus, nous avions vu dans le chapitre 2 que, dans K0

(
C(Ω)�R2 �S1

)
, les

7 copies de Z provenant des pavages laissés stables par ratotation d’angle π autour
de l’origine s’envoyent dans µt

(
C(Ξ,Z)

)
sous τµ∗ , on en déduit que

τµ∗

(
K0

(
C(Ω) � R2 � S1

))
⊂ µt

(
C(Ξ,Z)

)
.

L’inclusion réciproque est obtenue en utilisant le diagramme p.91.
En effet, si on prend un générateur χσl

de C(Ξ2
∆,Z), il appartient à un C(K,Z) (K

est en fait Ξl,∆(σl)) qui peut être relevé en utilisant les isomorphismes de Gysin et
de Thom sur une classe dans Ȟ3(Ω; Z) et comme le caractère de Chern est surjectif,
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on obtient un relevé [u] de cette classe dans K1

(
C(Ω)

)
.

On a alors

τµ∗
(
β ◦ δ ◦ βS1 ◦ δS1([u])

)
= [Cµt

2
]
(
r∗ch

Z([u])
)

= µt2
(
χσl

)
.

Ainsi, µt
(
C(Ξ,Z)

)
= µt2

(
C(Ξ2

∆,Z)
)
⊂ τµ∗

(
K0

(
C(Ω) � R2 � S1

))
.

La conjecture du gap-labeling est donc prouvée pour les pavages de type pinwheel :

Théorème 4.1 Si T est un pavage de type pinwheel, Ω = Ω(T ) son enveloppe
continue munie d’une mesure de probabilité R2 � S1-invariante et ergodique µ et Ξ
la transversale canonique munie de la mesure induite µt, on a :

τµ∗

(
K0

(
C(Ω) � R2 � S1

))
= µt

(
C(Ξ,Z)

)
.

4.2 Calcul explicite du gap-labeling

A présent que l’on a vu que τ ∗µ

(
K0

(
C(Ω) � R2 � S1

))
= µt

(
C(Ξ,Z)

)
, il nous reste

à calculer µt
(
C(Ξ,Z)

)
.

Pour cela, nous écrivons C(Ξ,Z) comme limite inductive d’un système (C(Λl,Z), f l)
comme nous l’avions fait pour C(Ξ2

∆,Z) dans 3.14.
Pour définir le groupe C(Λl,Z), nous allons ponctuer dans Bcl les pavés de chaque
supertuile d’ordre l (dans ce paragraphe, le terme ”pavé” signifie prototuile ou 0-
supertuile).
.

Maintenant, de façon analogue à la construction faite pour la ∆-transversale grâce
aux fonctions caractéristiques, si on se fixe un pavé p d’une supertuile πj de Bcl , on
notera Ξ(p) le relevé de la ponctuation de p par pl, et χp son indicatrice dans Ξ (i.e
χp([ω]) = 1 si et seulement si pl([ω]) = punct(p)). Ainsi, Ξ(p) est constitué par les
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classes des pavages de Ω/S1 qui ont l’origine sur la ponctuation d’un pavé de type
p qui est lui-même inclus dans une supertuile de type πj .
On définit alors C(Λl,Z) comme le sous-groupe de C(Ξ,Z) engendré par les indica-
trices χp où p est le pavé d’une supertuile d’ordre l de Bcl .
On définit f l : C(Λl−1,Z) −→ C(Λl,Z) sur les générateurs : soit p un pavé d’une
supertuile πi d’ordre l−1. On peut décomposer de façon unique Ξ(p) comme réunion
disjointe de Ξ(pj) où pj est un pavé d’une supertuile d’ordre l s’envoyant par fl sur
p. f l(χp) est alors la somme des χpj

.

On voit alors que C(Ξ,Z) = lim
−→

(
C(Λl,Z), f l

)
.

En effet, Λl est l’ensemble des ponctuations dans Bcl et par le théorème 3.5, on
obtient Ξ = lim

←−
(Λl, fl).

Pour tout l ∈ N, on peut considérer le sous-groupe Rl de C(Λl,Z) engendré par
les différences du type χp − χp′ où p,p′ sont deux pavés d’une même supertuile de
Bcl .
On a alors, pour tout l, C(Λl,Z)/Rl � Z108 car il y a exactement 108 supertuiles
couronnées différentes dans un pavage de type pinwheel (voir figures 7 et 8 où ap-
paraissent 54 proto-tuiles couronnées, les 54 autres sont obtenues par réflexion).

Notons ql : C(Λl,Z) −→ C(Λl,Z)/Rl l’application quotient.
f l passe alors au quotient puisque, si p et p′ sont deux pavés d’une même supertuile
d’ordre l− 1, f l(χp−χp′) =

∑
χpi

−χp′i où pi et p′i sont deux pavés inclus dans une

même supertuile de Bcl et donc f l(χp − χp′) ∈ Rl.
On a donc un diagramme commutatif :

C(Λl−1,Z)
f l

��

ql−1

��

C(Λl,Z)

ql
��

C(Λl−1,Z)/Rl−1
f̃ l

�� C(Λl,Z)/Rl

Z108 A′
�� Z108

où A′ représente la transposée de la matrice de substitution pour les proto-tuiles
couronnées (i.e la matrice dont le coefficient en position (i, j) est le nombre de
représentants de la proto-tuile couronnée de type i dans la substitution de la proto-
tuile couronnée de type j).

Le système
(
C(Λl,Z)/Rl, f̃ l

)
est inductif et on peut donc considérer la limite in-

ductive CR := lim
−→

(
C(Λl,Z)/Rl, f̃ l

)
.
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Posons également C := C(Ξ,Z)/R où R est le sous-groupe de C(Ξ,Z) engendré par
tous les Rl et q : C(Ξ,Z) −→ C l’application quotient.

Lemme 4.2 Le groupe CR est isomorphe à C.

Démonstration :

Soit l ∈ N, on a alors un morphisme ψl : C(Λl,Z)/Rl −→ C donnée par
ψl(ql(f)) := q(f) (Rl ⊂ R).
On a donc un diagramme commutatif :

C(Λl−1,Z)/Rl−1
f̃ l

��

ψl−1


������������

C(Λl,Z)/Rl

ψl
�������������

C

puisque le diagramme suivant est composé de diagrammes commutatifs :

C(Λl−1,Z)/Rl−1
f̃ l

��

��

C(Λl,Z)/Rl

��

C(Λl−1,Z)

ql−1

��������������
f l

��

id

���
��

��
��

��
��

��
��

C(Λl,Z)

ql

������������

id

����
��

��
��

��
��

��
�

C(Ξ,Z)

q

��
C

En notant jl : C(Λl,Z)/Rl −→ CR les morphismes canoniques envoyant un
élément de C(Λl,Z)/Rl sur sa classe dans la limite CR, il existe un unique
morphisme j : CR −→ C tel que j ◦ jl = ψl (par définition d’une limite induc-
tive).
On va montrer que j est un isomorphisme.

Commençons par la surjectivité : si q(f) ∈ C, alors, comme C(Ξ,Z) est li-
mite inductive des C(Λl,Z), q(f) = q(fi) avec fi ∈ C(Λli).
On a donc q(f) = q(fi) = ψli

(
qli(fi)

)
= j ◦ jli ◦ qli(fi) et donc j est surjective.

A présent, montrons que j est injective.
Supposons j(f) = 0 (f ∈ CR), alors, f peut s’écrire jn(qn(g)) pour g dans
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C(Λn,Z) (par définition d’une limite inductive) et donc j ◦ jn ◦ qn(g) = 0 c’est-
à-dire ψn ◦ qn(g) = 0.
Ainsi, g ∈ R et on peut donc trouver k1 � . . . � kr, c1, . . . , cr ∈ Z et f1, . . . , fr
avec fi ∈ Rki

telles que g = c1f1 + . . .+ crfr.
Par définition, si h ∈ C(Λj ,Z), f j+1(h) = h dans C(Ξ,Z) ( h s’écrit comme
combinaison linéaire d’indicatrices de patchs formés par des supertuiles d’ordre
j et f j(h) est juste la réécriture de cette somme obtenue en décomposant ces
patchs en patchs les contenant et formés par des supertuiles d’ordre j + 1).
Ainsi, fi = fkrki

(fi) pour i = 1, . . . , r − 1 et donc, dans C(Ξ,Z), on a

fkrn(g) = g = c1fkrk1(f1) + . . .+ cr−1fkrkr−1(fr−1) + crfr

et fkrn(g) = g est un élément de Rkr (où l’on a noté fkm := fk ◦ . . . ◦ fm+1 ).
Donc f̃krn(qn(g)) = qkr(fkrn(g)) = 0 où f̃krn = f̃kr ◦ . . . ◦ f̃n+1.
On conclut donc que jkr ◦ f̃krn ◦ qn(g) = 0 et par définition d’une limite induc-
tive, 0 = jkr ◦ f̃krn ◦ qn(g) = jn ◦ qn(g) = f et j est donc injective.

�

Le lemme précédent n’est pas étonnant puisqu’en fait, on remarque que R = ∪Rl

et C(Ξ,Z) = ∪C(Λl,Z).

Remarquons de plus que µt(χp−χp′) = 0 si p,p′ sont deux pavés d’une même super-
tuile puisque, si χp = χU(ω,STω) où [ω] ∈ Ξ(p), STω est la supertuile entourant p et
tel que le pavé p contenant l’origine dans ω ait le bon sens, alors χp′ = χU(ω,STω).(x,θ)

où (x, θ) est l’élément envoyant ω sur le pavage de Ξ(p′) qui a le pavé p′ contenant
l’origine dans le bon sens.
Ainsi, la mesure passe au quotient et µt(C) = µt(C(Ξ,Z)).
Il nous reste donc à calculer µt(C) pour achever le calcul du gap-labeling.

Comme le diagramme

· · · �� C(Λl−1,Z)/Rl−1
f̃ l

�� C(Λl,Z)/Rl
�� · · ·

· · · �� Z108
A′

�� Z108 �� · · ·

est commutatif, on a C � lim
−→

(Z108, A′).

On utilise alors les résultats de [Eff81] puisqu’on a un système stationnaire :
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Définition 4.3 (voir [Eff81]) Un système inductif

Zr
φ �� Zr

φ �� · · ·

où les espaces sont identiques à Zr et où l’application entre les groupes est toujours
la même est dit stationnaire.
Un système stationnaire est dit simple si, pour un n, φn est strictement positive
(i.e a tous ses coefficients positifs).

Un groupe ordonné G est un groupe abélien G muni d’un sous-ensemble P , appelé
le cône positif et noté G+ dans la suite, tel que :

1. P + P ⊂ P ,

2. P − P = G,

3. P ∩ (−P ) = {0},
4. si a ∈ G et na ∈ P pour un n ∈ N, alors a ∈ P .

On notera a � b (resp. a < b) si b− a ∈ G+ (resp. G+ \ {0}).
On dira que u ∈ G+ est une unité pour l’ordre sur G si

{a ∈ G : 0 � a � n.u pour un n ∈ N} = G+.

Un état sur G est un morphisme p : G→ R tel que p(G+) � 0 et p(u) = 1.
On notera Su(G) l’ensemble de tels états.

Par exemple, si G est la limite du système Zr
φ �� Zr

φ �� · · · (avec φ une matrice
à coefficients positifs), G peut être muni d’un ordre en prenant, pour G+, la réunion
des images dans G des (Z+)r.

Avec ces définitions, on a le théorème suivant :

Théorème 4.4 ([Eff81])
Soit u1 = (1, . . . , 1) dans le premier Zr du système stationnaire simple de la définition
alors u = φ∞(u1), son image dans la limite G, est une unité pour l’ordre de G et
Su(G) est réduit à un point.

Or, le système inductif (Z108, A′) est un système stationnaire simple (car la matrice
A est la matrice de substitution de notre pavage qui est une substitution primitive
(A6 est en fait formé de termes tous strictement positifs)) et donc il existe un unique
état p sur la limite inductive G = lim

−→
(Z108, A′).

Cet état a une formulation assez simple, si λ représente la valeur propre de Perron-
Frobenius de A′ et α l’unique vecteur propre de A associé à λ vérifiant

∑
αi = 1,

alors

p([(a1, . . . , a108), n]) =
1

λn−1

∑
αiai.
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Ici, on a λ = 5, u1 = (1, . . . , 1) ∈ Z108 et il existe donc un unique état sur G défini
par :

p
([

(k1, . . . , k108);n
])

=
1

33000

1

5n−1

108∑
i=1

kiα
′
i,

avec α =
1

33000
α′ et

α′ = (765, 1185, 360, 255, 735, 1185, 360, 255, 765, 90, 90, 255, 250, 80,
735, 255, 80, 400, 360, 660, 600, 660, 300, 360, 360, 255, 400, 360,
90, 255, 90, 350, 90, 255, 250, 255, 80, 80, 163, 18, 237, 72, 90, 360,
237, 72, 204, 204, 163, 300, 51, 18, 50, 51, 765, 1185, 360, 255, 735,
1185, 360, 255, 765, 90, 90, 255, 250, 80, 735, 255, 80, 400, 360, 660,
600, 660, 300, 360, 360, 255, 400, 360, 90, 255, 90, 350, 90, 255, 250,
255, 80, 80, 163, 18, 237, 72, 90, 360, 237, 72, 204, 204, 163, 300, 51,
18, 50, 51)

Ce vecteur propre a été obtenu grâce à un calcul en Matlab et Maple.
Comme de plus, chaque C(Λl,Z)/Rl est naturellement ordonné par l’ordre sur Z108,
C est muni d’un ordre compatible avec son isomorphisme avec G et une unité pour
cet ordre est la classe de 1, la fonction constante égale à 1.
Il existe donc un unique état sur C tel que, si pi sont des pavés inclus dans 108
supertuiles d’ordre n différentes dans Bcn, on ait :

p
(∑

kiqi(χpi
)
)

=
1

33000

1

5n

108∑
i=1

kiα
′
i. (4.1)

Or, en prenant
µt

µt(Ξ)
, on obtient un état sur C donc µt = µt(Ξ)p et comme de plus

33000 = 264 × 53, on a

µt(C(Ξ,Z)) =
µt(Ξ)

264
Z

[1
5

]
.

Nous allons terminer ce chapitre en montrant deux résultats supplémentaires.

Le premier est que µt est en fait une mesure de probabilité sur Ξ :

Lemme 4.5 µt(Ξ) = 1.

Démonstration :

Ce résultat est obtenu en utilisant la formule de [MS06] p.90 : si f : Ω → Ξ
est une fonction borélienne telle que f(x) appartienne à la même feuille que
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x, alors pour tout ω ∈ Ξ, on peut définir ρω sur f−1(ω) comme la restriction
de la mesure de Haar sur la feuille l(ω) de ω à f−1(ω) ⊂ l(ω). On a alors :

µ(E) =

∫
Ξ

(∫
f−1(ω)

χE(x)dρω(x)

)
dµt(ω),

pour tout borélien E de Ω.

Il nous suffit donc d’exhiber une telle fonction borélienne.
Pour cela, considérons p̂ci (i = 1, . . . , 108) les 108 proto-tuiles couronnées des

pavages de type pinwheel et V k
i l’ouvert de Ω homéomorphe à Ξ(pci)×

◦
pci × Sk

où
◦
pci est l’intérieur du représentant de p̂ci ayant l’origine sur sa ponctuation

(et ayant la ”bonne” orientation) et Sk =
]

2kπ
3

− π
3
, 2kπ

3
+ π

3

[
pour k = 0, 1, 2.

Posons Ui =

2⋃
k=0

V k
i pour i = 1, . . . , 108.

La réunion des adhérences de ces ouverts est un recouvrement de Ω :

Ω =
108⋃
i=1

Ui =
108⋃
i=1

2⋃
k=0

V k
i .

En posant

F 0
1 = V 0

1 , F
1
1 = V 1

1 \ V 0
1 , F

2
1 = V 2

1 \
(
V 0

1 ∪ V 1
1

)
, F 0

2 = V 0
2 \ U1,

F 1
2 = V 1

2 \
(
V 0

2 ∪ U1

)
, . . . , F 2

108 = V 2
108 \

(
107⋃
l=1

Ul
⋃

V 0
108

⋃
V 1

108

)
,

on obtient un recouvrement de Ω par des boréliens disjoints Fi.
On définit alors f : Ω → Ξ par f(ω) = ωi si ω ∈ F k

i , ω = ωi.(xi, θi) avec
ωi ∈ Ξ(pci) et (xi, θi) ∈ pci × Sk.
C’est une fonction borélienne de Ω vers la transversale Ξ et f(ω) est sur la
même feuille que ω.

On vient de montrer que µ peut être reconstruite à partir de f et µt :

µ(E) =

∫
Ξ

(
2∑

k=0

∫
◦
pc

ω×Sk

χE(ω.(x, θ))dλ(x, θ)

)
dµt(ω), (4.2)

où pcω est le type de proto-tuile du pavé de ω entourant l’origine.
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Comme V k
i et V l

j sont disjoints si i �= j ou k �= l et comme la frontière de
V k
i est un ensemble de mesure nulle, on a :

1 = µ(Ω) =

108∑
i=1

2∑
k=0

µ(F k
i ) =

108∑
i=1

µ(Ui) =

108∑
i=1

µt
(
Ξ(pci)

)
=

108∑
i=1

µt
(
χpc

i

)
= µt(Ξ)

�

On a donc obtenu le résultat suivant :

Proposition 4.6 Pour les pavages de type pinwheel, le gap-labeling (ou module de
fréquence des patchs) est donné par :

τµ∗

(
K0

(
C(Ω) � R2 � S1

))
=

1

264
Z

[
1

5

]
.

Le deuxième point est le fait que l’on peut retrouver, à partir de la formule explicite
(4.1) pour µt, que l’enveloppe continue des pavages de type pinwheel est uniquement
ergodique sous l’action des isométries directes (comparer avec [Fre08], [LMS02],
[Rad95] and [Sol97]) :

Lemme 4.7
(
Ω,R2 � S1

)
est uniquement ergodique.

Démonstration :

Comme Ξ est un espace de Cantor, toute mesure borélienne sur Ξ est entièrement
déterminée par ses valeurs sur les partitions de Ξ par des clopens.
Si µ et ν sont deux mesures de probabilité invariantes sur Ω alors elles in-
duisent deux probabilités invariantes µt et νt sur la transversale Ξ et donc
deux états sur C(Ξ,Z).
Par l’égalité (4.1), ces mesures cöıncident sur les clopens définis par les super-
tuiles couronnées successives qui forment une base de voisinages pour Ξ donc
µt = νt.
Finalement, par la formule (4.2), on voit que µ = ν.

�
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Conclusion

En utilisant des techniques développées dans [BOO02] et [SB09], j’ai donc
prouvé la conjecture du gap-labeling pour les pavages de type pinwheel (de type
(1, 2)).
Je pense que les méthodes développées dans cette thèse sont plus générales.

Je pense qu’en utilisant la construction de Savinien et Bellissard [SB09], on peut
montrer que la cohomologie de Čech de degré maximale de pavages plus généraux
est encore le groupe des coinvariants entiers de la ∆-transversale.
Ce résultat et le diagramme p. 2.6 montre le fait déjà connu (voir [BBG06]) que
l’image sous le courant de Ruelle-Sullivan de la copie de la cohomologie de Čech de
degré maximal à coefficients entiers de l’enveloppe dans la cohomologie longitudinale
de Ω est µt(C(Ξ,Z)).

A mon avis, d’autres généralisations des travaux contenus dans ce manuscrit sont
possibles.
En effet, pour tout m et n de N∗, le nombre de pavages de type (m,n)-pinwheel
(voir [ORS02] et [HRS05]) fixés par une rotation semble être encore fini, puisque
ces pavages sont encore de R2 � S1-type fini, permettant d’appliquer les résultats
du chapitre 2.
Les résultats obtenus dans le dernier chapitre doivent s’appliquer pour de tels pa-
vages, montrant que le gap-labeling des pavages de type (m,n)-pinwheel est donné
par le Z-module de fréquence des patchs c.Z

[
1

m2+n2

]
, où c est un scalaire renorma-

lisant le vecteur de Perron-Frobenius de la matrice de substitution des proto-tuiles
couronnées.

Les pavages de type (m,n)-pinwheel sont obtenus par substitution de deux triangles
rectangles de côtés de longueur m, n et

√
m2 + n2, l’un étant l’image de l’autre par

réflexion par rapport au plus long côté.

103
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Voici l’exemple de la substitution pour les pavages de type (2, 3)-pinwheel :

2

3

⇓

Voici l’exemple de la substitution pour les pavages de type (1, 4)-pinwheel :

1
4

⇓



Annexe A

Morita équivalence entre(
C0(X × R2) � R2

)
� SO(2) et

C0(X) � SO(2)

Dans cette section, on considère un espace topologique localement compact X muni
d’une action d’un groupe localement compact G unimodulaire (pour simplifier les
formules) par automorphismes α.
Nous considérons alors le système dynamique induit (C0(X), α).
Nous allons alors montrer que les C∗-algèbres C0(X) et C0(X ×G) �G sont Morita
équivalentes.
Pour cela, nous allons procéder en plusieurs étapes. Nous allons dans un premier
temps montrer que l’action α ⊗ λ se simplifie en une action sur C0(G) (où λ est la
représentation régulière gauche de G).
Nous montrerons ensuite que C0(G) � G est isomorphe aux opérateurs compacts
sur L2(G) (les produits croisés considérés dans cette annexe sont tous des produits
croisés réduits).
Pour finir, nous appliquerons les résultats ainsi obtenus pour G = R2, X un espace
topologique muni d’une action à droite des isométries directes du plan, et α l’action
obtenue par restriction aux translations. Il restera alors à montrer que les systèmes
dynamiques C0(X), muni de l’action de SO(2), et K

(
L2(R2)

)
⊗ C0(X), muni de

l’action usuelle des rotations sur les opérateurs compacts de L2(R2), sont Morita
équivalents.

105



106 Annexe A. Morita équivalence entre
(
C0(X × R2) � R2

)
� SO(2) et C0(X) � SO(2)

A.1 Isomorphisme entre C0(X ×G) �G et C0(X)⊗
C0(G) �G

Soit A une C∗-algèbre munie d’une action de G par automorphisme α et soit la
représentation régulière gauche λ : G −→ Aut(C0(G)), alors :

Proposition A.1 Le système dynamique
(
A ⊗ C0(G), α ⊗ λ

)
est isomorphe au

système
(
A⊗ C0(G), 1 ⊗ λ

)
(i.e cette isomorphisme est G-équivariant).

Démonstration :
Considérons l’application Ψ : A ⊗ C0(G) � C0(G,A) −→ C0(G,A) définie
par :

Ψ(f)(g) := αg−1(f(g)).

On vérifie facilement que cette application est un isomorphisme de C∗-algèbres
d’application réciproque ψ(f)(g) := αg(f(g)).
De plus, si h, g ∈ G,

(
(α⊗ λ)hf

)
(g) = αh(f(h−1g)) et(

(1 ⊗ λ)hΨ(f)
)
(g) = Ψ(f)(h−1g) = αg−1h(f(h−1g)) = αg−1(αh(f(h−1g)))

c’est-à-dire :(
(1 ⊗ λ)hΨ(f)

)
(g) = αg−1

((
(α⊗ λ)hf

)
(g)
)

= Ψ
(
(α⊗ λ)hf

)
(g).

Donc φ est un isomorphisme G-équivariant.
�

En appliquant la proposition précédente à la C∗-algèbre C0(X), on obtient alors :

Corollaire A.2 C0(X ×G) �G est isomorphe à C0(X) ⊗ (C0(G) �G).

A.2 Isomorphisme entre C0(G) �G et K
(
L2(G)

)
On considère ici l’espace Cc(G×G) des fonctions continues à support compact sur
G×G où l’on regarde la première copie de G comme agissant par λ sur la deuxième.
Pour montrer l’isomorphisme, il suffit de considérer K : Cc(G× G) −→ K

(
L2(G)

)
,

l’application définie par : K(f) := Kf̃ où f̃(t, s) = f(st−1, s) et

Kf̃(ζ)(s) =

∫
G

f̃(t, s)ζ(t)dη(t)
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où η est la mesure de Haar sur G.
K est alors la représentation covariante associée à (π̃, λ, L2(G)) où λ est la représenta-
tion régulière gauche et π̃ : C0(G) −→ B

(
L2(G)

)
la représentation de C0(G) définie

par (π̃(f)ζ)(g) := f(g)ζ(g).
On peut vérifier que K s’étend à C(G) � G et que cette extension est un isomor-
phisme.

Proposition A.3 On a donc obtenu un isomorphisme C0(G) � G � K
(
L2(G)

)
et

donc
C0(X ×G) �G � C0(X) ⊗K

(
L2(G)

)
.

Le deuxième point découle du corollaire A.2.

A.3 Morita équivalence SO(2)-équivariante entre

C0(X × R2) � R2 et C0(X)

Nous considérons dans cette sous-section un espace topologique X localement com-
pact, muni d’une action à droite des isométries directes R2 �S1 du plan et G = R2.
Par la proposition précédente, pour montrer la Morita équivalence voulue, il suffit
de montrer que C0(X) ⊗ K

(
L2(R2)

)
et C0(X) sont Morita équivalentes de façon

SO(2)-équivariante avec l’action de SO(2) sur K
(
L2(R2)

)
⊗C0(X) induite par l’ac-

tion naturelle des rotations sur C0(X ×R2) � R2 suivante : si f ∈ Cc(R
2 ×R2 ×X)

et θ ∈ SO(2), alors

θ.f(t, s, x) := f(R−θ(t), R−θ(s), x.(0, θ)).

Comme la mesure de Lebesgue sur R2 est invariante par les rotations du plan, cette
action se prolonge en une action continue sur C0(X × R2) � R2.
Il faut alors suivre les transformations de cette action suite aux deux isomorphismes
des paragraphes précédents.
L’isomorphisme Ψ : C0(X×R2)�R2 −→ C0(R

2)�R2⊗C0(X) du premier paragraphe
ne change pas l’action des rotations. En effet,

Ψ(θ.f)(t, s, x) = α−t(θ.f(t, s, ·))(x) = θ.f(t, s, x.(−t, 0))

= f
(
R−θ(t), R−θ(s), x.(−t, 0)(0, θ)

)
= f

(
R−θ(t), R−θ(s), x.(0, θ)(R−θ(−t), 0)

)
= αR−θ(−t)

(
f
(
R−θ(t), R−θ(s), ·

))
(x.(0, θ))

= Ψ(f)
(
R−θ(t), R−θ(s), x.(0, θ)

)
= θ.(Ψ(f))(t, s, x)

.
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(
C0(X × R2) � R2

)
� SO(2) et C0(X) � SO(2)

Ainsi, on obtient l’action de SO(2) sur C0(R
2) � R2 suivante :

θ.f(t, s) := f
(
R−θ(t), R−θ(s)

)
pour f ∈ Cc(R

2 × R2).

Prenons alors l’action sur les opérateurs compacts données sur les opérateurs à
noyaux par :

θ.Kh := Kθ.h où h ∈ Cc(R
2 × R2).

On a alors, pour h ∈ Cc(R
2 × R2) et ζ ∈ L2(R2) :

(θ.Kh)ζ(s) =
∫

R2 θ.h(t, s)ζ(t)dt

=
∫

R2 h
(
R−θ(t), R−θ(s)

)
ζ(t)dt

=
∫

R2 h
(
t, R−θ(s)

)
ζ
(
Rθ(t)

)
dt

=
∫

R2 h
(
t, R−θ(s)

)
U−θζ(t)dt

= Kh(U−θζ)(R−θ(s))
= (UθKhU−θζ)(s)

,

où U : SO(2) −→ B
(
L2(R2)

)
est définie par Uθ(ψ)(s) := ψ(R−θ(s)).

On vient donc de voir que l’action que l’on a définie sur K
(
L2(R2)

)
est en fait l’action

par conjugaison de l’action naturelle de SO(2) sur L2(R2).
Nous obtenons alors facilement :

Proposition A.4 Les deux C∗-algèbres K
(
L2(R2)

)
⊗C0(X) et C0(X) sont SO(2)-

Morita équivalents.
Les C∗-algèbres C0(X) �SO(2) et (K

(
L2(R2)

)
⊗C0(X)) �SO(2) sont donc Morita

équivalentes.



Annexe B

Démonstration pour le lemme 2.4

Nous avons vu que KS1

0 (C(F )) � Z12 dans le chapitre 2 et nous voulons montrer

dans cette annexe que
7⊕
i=1

Z.qi ⊂ Ker ∂ où

q1 = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

q2 = (0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0)

q3 = (1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0)

q4 = (1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0)

q5 = (1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0)

q6 = (1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0)

q7 = (1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1).

Pour cela, montrons dans un premier temps que Z.q1 ⊂ Ker ∂.
Il suffit de montrer que (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) ∈ Ker ∂.

Or (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) est la projection de KS1

0

(
C(F )

)
associée à la projection de

C(F ) S1-invariante f(x) := 1 pour tout x ∈ F .
La fonction constante Ψ := 1 de C(Ω) est une application S1-invariante et auto-
adjointe qui relève f (i.e π(Ψ) = f où π : C(Ω) −→ C(F )).
Ainsi, par définition de ∂, on a :

∂([f ]) = [exp(−2iπΨ)] = [1].

D’où q1 ∈ Ker ∂.

Montrons alors que Z.q2 = Z.(0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0) ⊂ Ker ∂.
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Les autres inclusions se montrent de la même manière.

Soit ω0 ∈ F1 un pavage fixé par la rotation Rπ d’angle π autour de l’origine et
soit Ξ00 l’ensemble des pavages ayant même 1-couronne que ω0. Soit :

Ωr :=
{
eiθω + v; θ ∈ R, w ∈ Ξ00, v ∈ R2, ||v|| = r

}
avec r suffisament petit.
L’action de S1 sur Ωr étant libre, on obtient un S1-fibré principal Ωr → Ωr/S

1.
Il est clair, d’après l’étude de Ω/S1 effectuée dans le chapitre 3, que Ωr/S

1 n’a pas
de cohomologie en degré 2 et donc le fibré Ωr → Ωr/S

1 est trivialisable. On cherche
alors à trouver une trivialisation de ce fibré.

Nous allons chercher un domaine fondamental de Ωr pour l’action de S1.
Si l’on considère les 2-couronnes non symétriques de la 1-couronne entourant l’ori-
gine dans ω0, on peut les partitionner en deux ensembles tels que Rπ envoie un des
deux ensembles sur l’autre.
Soit X2 la réunion des clopens de Ξ00 correspondant à l’un de ces deux ensembles.
Ensuite, on considère les 3-couronnes non symétriques de la 1-couronne entourant
l’origine dans ω0 tels que la 2-couronne soit symétrique.
On partitionne comme précédemment et on obtient un clopen X3.
Puis on prend les 4-couronnes non symétriques de la 1-couronne entourant l’ori-
gine dans ω0 tels que la 3-couronne soit symétrique et ainsi de suite. On obtient
X2, X3, X4, . . . des clopens disjoints de Ξ00 et si X =

⋃
n�2

Xn, alors X est un ouvert

de Ξ00 et X, {ω0}, −X est une partition de Ξ00.
On notera X0 := X ∪ {ω0}.
Dans la suite, nous noterons lk (k = 1, . . . , 4) les quatre quadrants d’amplitude π

2

du cercle de rayon r de C i.e lk =
{
rekiθ, θ ∈

[
0; π

2

]}
.

On pose également

Vk := {eiθ(w + v);w ∈ X0, v ∈ lk, θ ∈ R}

et Yk := {w + v;w ∈ X0, v ∈ lk}.

On va montrer dans un premier temps que Vk → Vk/S
1 est un fibré principal trivial

homéomorphe à Yk × S1.

Soit Ψk : Yk × S1 −→ Vk définie par ψk(w + v, eiθ) := eiθ(w + v). Nous allons
voir que cette application est un homéomorphisme.

ψk est évidemment surjective par définition de Yk et de Vk.
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Si ψk(w + v, eiθ) = ψk(w
′ + v′, eiθ

′
) alors

ei(θ−θ
′)(w + v) − v′ = w′.

Si r est suffisament petit, ei(θ−θ
′)(v) − v′ ne permet d’envoyer ei(θ−θ

′)w sur un
autre pavage de X0 que s’il est nul.
Ainsi, ei(θ−θ

′)(v) = v′ et ei(θ−θ
′)(w) = w′.

La seule possibilité est θ′ = θ modulo π.
Or, si θ′ = θ + π + 2lπ (l ∈ Z), alors v′ = −v, ce qui est impossible puisque
v′, v ∈ lk.
Ainsi, θ′ = θ + 2lπ et (w + v, eiθ) = (w′ + v′, eiθ

′
).

Donc ψk est injective.

ψk est une bijection continue du compact Yk × S1 sur le compact Vk, c’est
donc un homéomorphisme.

Ainsi, Yk � Vk/S
1 et en notant Ỹk := Yk/S

1, Ỹk est homéomorphe à Yk. On notera
cet homéomorphisme sk.
Comme Yk � X0×lk, nous remarquons aussi que l’on peut identifier Ỹk avec X0×lk.

Étudions l’intersection Ỹk ∩ Ỹk′ (k �= k′) dans Ωr/S
1.

Si [w+ v] = [w′+ v′] avec [w+ v] ∈ Ỹk et [w′+ v′] ∈ Ỹk′, il existe θ ∈ R tel que

eiθ(w + v) = w′ + v′.

Comme ci-dessus, v′ doit être égal à eiθv et donc w′ = eiθw.
Deux cas sont alors possibles :

• si w �= w0, alors θ = 2lπ (l ∈ Z) et v′ = v, w′ = w.
• si w = w0, alors θ = lπ (l ∈ Z) et alors w′ = w0, v

′ = (−1)lv.
Ainsi,

Ỹk ∩ Ỹk′ � X0 × (lk ∩ lk′)
⋃

{w0} × (−lk ∩ lk′).

Nous allons maintenant définir 4 fonctions qui permettrons de recoller les différents
Ỹk × S1 pour identifier la réunion de ces ensembles avec Ωr.
Nous pouvons identifier chaque Yk avec X0 × lk ce qui permet de parler de la pro-
jection pk sur la deuxième coordonnée.
Dans la suite, nous regarderons les lk plongés dans C ce qui permet de parler du
carré d’un élément de lk.
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f1 : Ỹ1 → C est alors définie par f1(y) = p1(s1(y))2

r2
. Sous les identifications Ỹ1 � Y1

et Y1 � X0 × l1, f1 est obtenue de la façon suivante : si y � (w, reiθ), f1(y) = e2iθ.
f2 : Ỹ2 → C est définie par f2(y) = −1.

f3 : Ỹ3 → C est définie par f3(y) = −p3(s3(y))2

r2
. f3 est obtenue, sous les identifications

Ỹ3 � Y3 � X0 × l3, de la façon suivante : si y � (w, reiθ), f3(y) = −e2iθ.
f4 : Ỹ4 → C est définie par f4(y) = 1.

Nous introduisons ces applications car les applications de transitions sur l’inter-
section d’un Ỹk et d’un Ỹk′ sont données par fkfk′.

Montrons qu’on peut alors définir une application φ :

(
4⋃

k=1

Ỹk

)
× S1 −→ Ωr par

φ(y, eiθ) := fk(y)e
iθsk(y) et que c’est alors un homéomorphisme.

Si y = [w + v] ∈ Ỹk ∩ Ỹk′, alors on a deux possibilités :
• si w �= w0, alors k = k′ ± 1 mod 4.

On peut supposer, quitte à interchanger les rôles, que k = k′+1 mod 4, on
obtient sk([w + v]) = w + rik−1 et sk′([w + v]) = w + rik−1. On vérifie alors
facilement que fk(y) = fk′(y) et donc fk(y)e

iθsk(y) = fk′(y)e
iθsk′(y).

• si w = w0, alors
– soit k = k′ ± 1 mod 4 et on peut supposer k = k′ + 1 mod 4.

Alors sk([w+ v]) = w0 + rik−1 ou sk([w+ v]) = w0 + rik. Dans le premier
cas, on obtient sk′([w+v]) = w0+ri

k−1 et dans le deuxième cas, on obtient
sk′([w + v]) = w0 + rik−2.
Dans le premier cas, on vérifie facilement que fk(y) = fk′(y) et comme
sk′([w + v]) = sk([w + v]), on obtient bien fk(y)e

iθsk(y) = fk′(y)e
iθsk′(y).

Dans le second cas, fk(y) = −fk′(y) et comme sk′([w+v]) = −sk([w+v]),
on obtient également fk(y)e

iθsk(y) = fk′(y)e
iθsk′(y).

– soit k = k′±2 mod 4 et si sk([w+v]) = w0+v, alors sk′([w + v]) = w0 − v.
Ici encore, on vérifie que fk(y)e

iθsk(y) = fk′(y)e
iθsk′(y) puisque, si

k = k′ ± 2 mod 4, fk = −fk′.
Ainsi, φ est bien définie.

Maintenant supposons que y ∈ Ỹk et y′ ∈ Ỹk′ vérifient φ(y, eiθ) = φ(y′, eiθ
′
).

Notons sk(y) = w + v et sk′(y
′) = w′ + v′.

On a donc fk(y)e
iθ(w + v) = fk′(y

′)eiθ
′
(w′ + v′).

Ainsi en projetant dans Ωr/S
1, y = y′ est un élément de l’intersection Ỹk∩ Ỹk′.

Il s’agit donc de montrer que θ = θ′ + 2lπ, l ∈ Z.
Comme ci-dessus, on doit avoir v′ = fk′(y)

−1fk(y)e
i(θ−θ′)(v) et donc

w′ = fk′(y)
−1fk(y)e

i(θ−θ′)(w).
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Il faut alors distinguer plusieurs cas :
• soit fk′(y)

−1fk(y)e
i(θ−θ′) = 1 et w′ = w, v′ = v. Donc k = k′,k′ + 1 ou k′ − 1

mod 4.
Dans les trois cas, fk(y) = fk′(y) donc ei(θ−θ

′) = 1. D’où eiθ = eiθ
′
.

• soit fk′(y)
−1fk(y)e

i(θ−θ′) = −1 alors w = w0 = −w′ et v′ = −v. Comme
pour deux points opposés on a fk(y) = −fk′(y′), on obtient également que
eiθ = eiθ

′
.

On vient de voir que dans tous les cas, (y, eiθ) = (y′, eiθ
′
) donc φ est injective.

On voit alors facilement que φ est surjective et continue donc φ définit un

homéomorphisme entre

(
4⋃
k=1

Ỹk

)
× S1 et Ωr.

Ainsi, on a construit une trivialisation de la projection Ωr −→ Ωr/S
1.

On peut ainsi construire le fibré vectoriel sur Ω relevant

(0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ KS1

0 (C(F )).

Pour cela, on prend un w0 ∈ F1 stable par Rπ et un r assez petit.
On fait alors la construction ci-dessus pour obtenir Ωr, Ω≤r et H = c (Ω<r) où

Ω≤r :=
{
eiθω + v; θ ∈ R, w ∈ Ξ00, v ∈ R2, ||v|| ≤ r

}
et

Ω<r :=
{
eiθω + v; θ ∈ R, w ∈ Ξ00, v ∈ R2, ||v|| < r

}
.

Sur Ω≤r, on prend le fibré en droites Ωs≤r × C avec l’action diagonale de S1 où
l’action de S1 sur C est donnée par rotation.
Sur H , on prend le fibré en droites trivial H × C avec action diagonale de S1 mais
cette fois on regarde l’action triviale de S1 sur C.
L’application de recollement de ces deux fibrés est alors donnée sur l’intersection
Ω≤r ∩H = Ωr � Ωr/S

1 × S1 par

f(w, eiθ, z) = (w, eiθ, eiθz).

Ainsi, comme (0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ KS1

0 (C(F )) se relève en un élément de
KS1

0 (C(Ω)), il est dans le noyau Ker ∂ de ∂.

D’où
7⊕
i=1

Z.qi ⊂ Ker ∂.





Annexe C

C∗-modules hilbertiens gradués

Dans cette annexe, nous allons rappeler la définition de C∗-module hilbertien sur
une C∗-algèbre puis nous donnerons la définition de C∗-module hilbertien gradué
sur une C∗-algèbre graduée.
Nous terminerons par quelques résultats qui sont utiles pour nos calculs en KK-
théorie.
Le lecteur pourra se référer aux articles [Kas81], [Ska91] pour approfondir le sujet.

C.1 C∗-modules hilbertiens

Pour construire les groupes de KK-théorie, on a besoin d’une notion qui généralise
les espaces de Hilbert usuels. Cette généralisation est exactement la notion de C∗-
module hilbertien :

Définition C.1 Un C∗-module préhilbertien sur une C∗-algèbre B est un B-
module à droite H muni d’un produit scalaire à valeurs dans B (appelé B-produit
scalaire dans la suite) 〈, 〉B tel que :

1. H est un C-espace vectoriel,

2. 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉 + 〈x, z〉, 〈x, λy〉B = λ〈x, y〉B, 〈x, y.b〉B = 〈x, y〉Bb pour tout
x, y, z ∈ H, λ ∈ C et b ∈ B,

3. 〈y, x〉B = 〈x, y〉∗B pour tout x, y ∈ H,

4. 〈x, x〉B � 0 pour x ∈ H.

On obtient alors une semi-norme sur H en posant ‖ x ‖:=‖ 〈x, x〉B ‖.
Si H est séparé et complet, alors on dit que H est un C∗-module hilbertien sur
B ou un B-module hilbertien.
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Pour alléger la lecture du texte, nous noterons souvent 〈, 〉 pour désigner 〈, 〉B lorsque
le contexte ne prêtera pas à confusions.

Exemples :
– Les espaces de Hilbert sont des C-modules hilbertiens et inversement.
– Une C∗-algèbre B est un B-module hilbertien sur elle-même muni du produit

scalaire 〈x, y〉 := x∗y.
– Si n est un entier, Bn est aussi un B-module hilbertien muni du produit scalaire

〈(xi), (yi)〉 :=

n∑
i=1

x∗i yi.

– Plus généralement, HB := {(bn)n∈N |
∑
b∗nbn converge } est un B-module hil-

bertien muni du produit scalaire 〈(an), (bn)〉 :=
∑

n a
∗
nbn.

A présent que l’on a généralisé la notion d’espace de Hilbert, on peut généraliser la
notion d’opérateur :

Définition C.2 Soient H1, H2 des B-modules hilbertiens. On notera L(H1,H2)
l’ensemble des applications T : H1 → H2 admettant un adjoint T ∗ : H2 → H1 tel
que 〈Tx1, x2〉 = 〈x1, T

∗x2〉 pour tout x1 ∈ H1 et x2 ∈ H2.
On notera L(H) = L(H,H).

Tout opérateur de L(H1,H2) est alors linéaire, B-linéaire et borné.
Muni de la norme d’opérateurs, L(H) est une C∗-algèbre.

On peut alors définir des opérateurs particuliers de ”rang 1” θx,y ∈ L(H1,H2) en
posant θy,x(z) := y.〈x, z〉B pour x, z ∈ H1, y ∈ H2.
On obtient alors facilement que θ∗y,x = θx,y et pour tout T ∈ L(H2) et S ∈ L(H2) ,
Tθy,x = θTy,x, θy,xS = θy,S∗x.
Le sous-espace engendré par les θy,x pour x ∈ H1, y ∈ H2 est l’ensemble des
opérateurs de ”rang fini”.

Définition C.3 L’ensemble des opérateurs compacts K(H1,H2) est le complété de
ce sous-espace.
On pose K(H) = K(H,H), c’est un idéal de L(H).

Exemples :
– Si H est un espace de Hilbert séparable, on retrouve l’espace K des opérateurs

compacts.
– L(B) � M(B) l’algèbre des multiplicateurs de B. En particulier, si B est

unitale, alors L(B) � B.
K(B) � B pour B unitale ou non.
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– L(Bn) = Mn

(
M(B)

)
.

K(Bn) �Mn(B).
– Plus généralement, L(HB) � M(B ⊗K) et K(HB) � B ⊗K.

C.2 C∗-modules gradués et produits tensoriels

Une C∗-algèbre B est dite graduée si on dispose d’une décomposition B = B0 ⊕B1

où B0, B1 sont des sous-espaces vectoriels fermés auto-adjoints tels que BiBj ⊂ Bi+j

(i, j ∈ Z2).
On dit que la graduation de B est triviale si B1 = 0.
Les éléments x de Bi sont dits homogènes de degré i et on écrit ∂x = i.
Les commutateurs considérés seront gradués i.e si x et y sont deux éléments ho-
mogènes, on écrit [x, y] = xy − (−1)∂x∂yyx.

Soit A et B deux C∗-algèbres graduées.
Un morphisme f : A→ B est dit gradué de degré 0 si f(Ai) ⊂ Bi.

On notera A⊗ B le produit tensoriel des C∗-algèbres A et B muni de la C∗-norme
minimale. A⊗B est alors une C∗-algèbre graduée par ∂(a⊗ b) := ∂a+ ∂b, si a et b
sont homogènes.

On définit également le produit tensoriel gradué A⊗̂B de la façon suivante : A�̂B
désigne le produit tensoriel algébrique des espaces vectoriels A et B. On munit alors
A�̂B du produit :

(a�̂b)(a1�̂b1) := (−1)∂b∂a1aa1�̂bb1
et de l’involution :

(a�̂b)∗ := (−1)∂a∂ba∗�̂b∗.
A⊗̂B est la C∗-algèbre complétée de A�̂B pour la C∗-norme analogue à la C∗-norme
minimale mais où l’on ne considère que les états gradués.
A⊗̂B est une C∗-algèbres graduées par ∂(a⊗̂b) = ∂a + ∂b.

Soit alors B une C∗-algèbre graduée. Un C∗-module hilbertien H sur B est dit
gradué s’il admet une décomposition H = H0 ⊕ H1 en somme directe de deux
sous-espaces vectoriels fermés tels que Hi.Bj ⊂ Hi+j et 〈Hi,Hj〉 ⊂ Bi+j .
La graduation de H définit alors une graduation sur les C∗-algèbres L(H) et K(H) :
un élément T ∈ L(H) est de degré i si THj ⊂ Hi+j.
Si B est graduée trivialement, les sous-modules H0 et H1 sont orthogonaux.

Si à présent on se donne deux C∗-modules hilbertiens gradués H1 et H2 sur les



118 Annexe C. C∗-modules hilbertiens gradués

C∗-algèbres B1 et B2 respectivement, le produit tensoriel algébrique H1�̂H2 est un
B1�̂B2-module :

(h1�̂h2).(b1�̂b2) := (−1)∂h2∂b1h1.b1�̂h2.b2.

On le munit du produit scalaire

〈h1�̂h2, k1�̂k2〉 := (−1)∂h2(∂h1+∂k1)〈h1, k1〉�̂〈h2, k2〉.

Le complété de H1�̂H2 pour la norme définie par ce produit scalaire est un C∗-
module hilbertien gradué sur B1⊗̂B2, noté H1⊗̂H2.
La graduation est définie par ∂(h1⊗̂h2) := ∂h1 + ∂h2.
On a alors un morphisme injectif naturel :

L(H1)⊗̂L(H2) −→ L(H1⊗̂H2)
(F1⊗̂F2)(h1⊗̂h2) = (−1)∂F2∂h1(F1(h1)⊗̂F2(h2))

.

Sa restriction K(H1) ⊗K(H2) → K(H1⊗̂H2) est un isomorphisme.

A partir de deux C∗-modules hilbertiens, on peut définir un deuxième produit ten-
soriel : soit H1 et H2 comme ci-dessus.
Soit φ un morphisme gradué de B1 dans LB2(H2). Le produit tensoriel algébrique
H1 �H2 est un B2-module.
On le munit du produit scalaire à valeurs dans B2 :

〈h1 � h2, k1 � k2〉 := 〈h2, φ(〈h1, k1〉).k2〉.

On note H1 ⊗B1 H2 ou H1⊗̂B1H2 le C∗-module sur B2 séparé complété de H1 �H2

pour ce produit scalaire.
C’est un C∗-module hilbertien gradué pour la graduation

∂(h1 ⊗ h2) := ∂h1 + ∂h2.

On a alors deux lemmes utiles (voir [Kas81]) :

Lemme C.4 Soient H1, . . . ,H4 des Bi-modules hilbertiens, φ : B1 → L(H3) et
ψ : B2 → L(H4) alors on a un isomorphisme gradué :

(H1⊗̂H2)⊗̂φ⊗̂ψ(H3⊗̂H4) � (H1⊗̂φH3)⊗̂(H2⊗̂ψH4)

défini par :

(h1�̂h2)�̂(h3�̂h4) �−→ (−1)∂h2∂h3(h1�̂h3)�̂(h2�̂h4).
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On notera dans la suite C1 pour désigner l’algèbre de Clifford de C engendrée par
un élément α vérifiant α2 = 1 et α∗ = α.
C1 est graduée naturellement par ∂1 = 1 et ∂α = 1.
On a alors :

Lemme C.5 Soit C une C∗-algèbre trivialement graduée et H1 un C-module hil-
bertien gradué.
On notera Hwg

1 le C-module hilbertien H1 sans graduation.
On a alors un isomorphisme gradué :

H1⊗̂C1 � Hwg
1 ⊗̂C1

donné par
h1�̂c1 �−→ h1�̂α∂h1c1.





Annexe D

KK-théorie équivariante de
Kasparov

Nous allons rappeler ici les définitions ainsi que les principales propriétés de la KK-
théorie équivariante de G. Kasparov.
On renvoie le lecteur vers [Kas95], [Kas88] et [Ska91] pour un exposé plus détaillé
de cette théorie.

On suppose dans cette annexe que G est un groupe localement compact et A,B
des C∗-algèbres séparables.
Dans la suite de cette annexe, nous supposons connues les notions de produit croisé
maximal A�G et réduit A�r G.

Définition D.1 Une action α de G sur A est un morphisme de groupe continu
g �→ αg de G dans le groupe des ∗-automorphismes de A.
La continuité de α signifie que pour tout a ∈ A, l’application g �→ αg(a) est continue.
Une C∗-algèbre munie d’une action de G est appelée G-C∗-algèbre.

Supposons pour la suite que A et B sont deux G-C∗-algèbres. On dénote les deux
actions de G par la même lettre α.

Définition D.2 Un A,B-bimodule G-équivariant est un couple (H, π) vérifiant :

1. H est un B-module hilbertien gradué muni d’une action continue de G telle
que :
pour tout a ∈ A, b ∈ B, h, h′ ∈ H et g ∈ G, on ait :
• ∂(αg(h)) = ∂(h),
• αg(h.b) = αg(h).αg(b)
• αg(〈h, h′〉) = 〈αg(h), αg(h′)〉.

121
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2. π : A −→ L(H) est un ∗-morphisme tel que
• π(A) ⊂ L(H)(0),
• αg(π(a)h) = π(αg(a))αg(h).

La continuité de l’action signifie que pour tout h ∈ H, l’application g �→ αg(h) est
continue.
G agit alors sur L(H) et K(H) de la façon suivante :
pour tout T ∈ L(H) et h ∈ H, αg(T )(h) := αg

(
T (αg−1(h))

)
.

L’action de G sur L(H) est continue pour la topologie forte mais pas pour la norme.
Par contre, l’action de G sur K(H) est toujours continue.
Cela conduit à la définition suivante :

Définition D.3 L’élément T ∈ L(H) est G-continu si l’application g �→ αg(T )
est continue pour la norme.

En particulier, si T ∈ K(H), ou T ∈ π(A), alors T est G-continu.

On peut alors définir les cycles définissant la KK-théorie :

Définition D.4 Soit EG(A,B) l’ensemble des triplets
(
H, π, F ) où (H, π) est un

(A,B)-bimodule G-équivariant et F ∈ L(H)(1) tels que :

1. pour tout a ∈ A, π(a)
(
F 2 − 1

)
,
[
π(a), F

]
∈ K(H),

2. F est G-continu et ∀g ∈ G, αg(F ) − F ∈ K(H).

Un triplet
(
H, π, F ) vérifiant ces conditions sera appelé cycle équivariant sur

(A,B).

Définition D.5 Soit C une autre G-C∗-algèbre séparable et un ∗-morphisme G-
équivariant φ : B −→ C.
Soit ξ = (H, π, F ) un cycle équivariant sur (A,B). On pose

φ∗(H) := H⊗̂BC,

le C-module hilbertien obtenu par produit tensoriel interne et

φ∗(ξ) :=
(
φ∗(H), π⊗̂1, φ∗(F )

)
,

où φ∗(F ) := F ⊗̂1, avec 1 ∈ L(C) l’opérateur identité.
Ceci définit une application :

φ∗ : EG(A,B) −→ EG(A,C).
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Pour tout C∗-algèbre B, on note B[0, 1] l’algèbre des fonctions continues sur [0, 1] à
valeurs dans B munie de la norme du supremum.
Pour tout t ∈ [0, 1], on note evt : B[0, 1] → B l’évaluation en t.

Définition D.6 Deux cycles ξ et ζ dans EG(A,B) sont homotopes s’il existe un
cycle δ dans EG(A,B[0, 1]) tel que ev0,∗(δ) = ξ et ev1,∗(δ) = ζ.
Une homotopie est alors un élément de EG

(
A,B[0, 1]

)
.

Définition D.7 On note KKG(A,B) l’ensemble des classes d’homotopie d’éléments
de EG(A,B).
C’est un groupe abélien pour la somme directe de cycles, i.e

(H, π, F ) ⊕ (H′, π′, F ′) := (H⊕H′, π ⊕ π′, F ⊕ F ′).

Le neutre est le cycle (0, 0, 0).
Dans le cas où le groupe G est trivial, on note ce groupe KK(A,B).

Exemples :

1. 1A ∈ KKG(A,A) est la classe du cycle (A, iA, 0) où A est trivialement gradué
et iA : A −→ K(A) est donnée par iA(a)b := ab pour tout a, b ∈ A.

2. Tout ∗-morphismeG-équivariant f : A −→ B définit un élément deKKG(A,B)
par [f ] :=

[
(B, f, 0)

]
.

3. Soit M une variété lisse compacte et E(i) (i = 0, 1) un fibré vectoriel lisse au
dessus de M .
Notons C∞(M,E(i)) l’espace des sections lisses de E(i).
Si P : C∞(M,E(0)) → C∞(M,E(1)) est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre
zéro, il s’étend en un opérateur borné P : L2(M,E(0)) → L2(M,E(1)) des sec-
tions L2 des fibrés E(i).
Si P est de plus elliptique, il possède un quasi-inverse Q, i.e un opérateur
pseudo-différentiel Q : L2(M,E(1)) → L2(M,E(0)) tel que PQ− 1 et QP − 1
soient des opérateurs compacts.
Posons

H := L2(M,E(0)) ⊕ L2(M,E(1)),

π : C(M) → L(H) la représentation naturelle de C(M) par multiplication π(i)

sur L2(M,E(i)) i.e

π :=

(
π(0) 0
0 π(1)

)
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et

F :=

(
0 P
Q 0

)
.[

(H, π, F )
]

définit alors une classe de KK(C(M),C).

4. Dans le cas où A = C et G est trivial, on retrouve la K-théorie usuelle :

KK(C, B) � K0(B).

5. Dans le cas où B = C et G est trivial, on retrouve la K-homology usuelle :

KK(A,C) � K0(A).

6. Si G est un groupe compact, on a l’isomorphisme (voir [Jul81] :

KKG(C, B) � K0(B �α G).

7. Nous allons définir l’élément de Bott βott ∈ KK
(
C, C0(R

2)
)

qui nous servira
dans la suite.
Posons H := C0(R

2)⊕C0(R
2), π : C → L(H) le morphisme unital involutif et

F l’opérateur défini par

F :=
1√

1 + c2

(
0 c−
c+ 0

)
,

où c+, c− sont les opérateurs de multiplication par x− iy et x+ iy respective-

ment et c :=

(
0 c−
c+ 0

)
.

On définit alors l’élément de Bott comme la classe βott :=
[
(H, π, F )

]
.

8. L’élément qui sera l’inverse du précédent pour le produit de Kasparov est
α =

[
(H, π, F )

]
∈ KK

(
C0(R

2),C
)

donné par :

H := L2(R2) ⊕ L2(R2),

π : C0(R
2) → L

(
L2(R2)⊕L2(R2)

)
est l’action par multiplication de fonctions et

F :=
1√

1 +D2

(
0 D−
D+ 0

)
où les opérateurs D− et D+ sont donnés par

D+ = ∂x + i∂y

D− = −∂x + i∂y

et D :=

(
0 D−
D+ 0

)
.
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Propriétés D.8 KKG(A,B) définit un bifoncteur de la catégorie des G-C∗-algèbres
dans la catégorie des groupes abéliens. Ce foncteur est contravariant en A et cova-
riant en B :

– si φ : C → A est un ∗-morphisme G-équivariant alors on a un morphisme :

φ∗ : KKG(A,B) −→ KKG(C,B)[
(H, π, F ) �−→

[
(H, π ◦ φ, F )

.

– si ψ : B → C est un ∗-morphisme G-équivariant alors on a un morphisme :

ψ∗ : KKG(A,B) −→ KKG(A,C)[
(H, π, F ) �−→

[
(ψ∗(H), π⊗̂1, F ⊗̂1)

.

Soit r : G → H un morphisme de groupe continu. Par composition, toute H-
C∗-algèbre (resp. cycle H-équivariant) est une G-C∗-algèbre (resp. un cycle G-
équivariant).
Ainsi, on obtient un morphisme r∗ : KKH(A,B) → KKG(A,B) pour toute paire
A,B de H-algèbres.
Ce morphisme est appelé morphisme de restriction si r est une inclusion.
Cela permet également d’obtenir un morphisme d’oubliKKH(A,B) → KK(A,B).

Définition D.9 On peut alors définir un deuxième groupe de KK-théorie par :

KKG
1 (A,B) := KKG(A,B⊗̂C1),

où C1 est l’algèbre de Clifford engendrée par un élément α tel que α∗ = α et α2 = 1.
Une définition équivalente est la suivante : on considère EG,1(A,B) l’ensemble des
cycles G-équivariants gradués trivialement et KKG

1 (A,B) l’ensemble des classes
d’homotopie d’éléments dans EG,1(A,B).

On peut définir de manière plus générale des groupes de KK-théorie d’ordre supérieur
en posant :

KKG
n (A,B) := KKG

(
A,B(Rn)

)
,

où B(Rn) désigne l’espace des fonctions continues sur Rn à valeurs dans B qui
tendent vers 0 à l’infini.
En particulier, cela donne une définition équivalente de KKG

1 (A,B) et :

KKG
0 (A,B) = KKG(A,B).

Kasparov a alors démontré le théorème de périodicité suivant :
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Théorème D.10 (Périodicité de Bott)
Soient A, B deux G-C∗-algèbres et n,m � 0 :

– si m+ n est pair, KKG
(
A(Rm), B(Rn)

)
� KKG(A,B),

– si m+ n est impair,

KKG
(
A(Rm), B(Rn)

)
� KKG

(
A,B(R)

)
� KKG

(
A(R), B

)
� KKG

1 (A,B).

Le théorème suivant définit un produit sur les groupes de KK-théorie :

Théorème D.11 (G. Kasparov)
Soit G un groupe localement compact et soient A,B,C des G-C∗-algèbres.
Il existe une application bilinéaire appelée produit de Kasparov : pour i, j ∈ Z/2Z,

KKG
i (A,B) ×KKG

j (B,C) −→ KKG
i+j(A,C)

(x, y) �−→ x⊗B y

qui est associative et naturelle.

On a les propriétés importantes suivantes :

Propriétés D.12 Soient G un groupe localement compact et A,B,C,D,E des G-
C∗-algèbres.

1. Le produit de Kasparov induit une action de la KK-théorie sur la K-théorie,
i.e un morphisme :

KKj(A,B) −→ Hom
(
Ki(A), Ki+j(B)

)
x �−→

(
p �→ p⊗A x

) .

2. Pour tout x ∈ KKG(A,B), x⊗B 1B = x et 1A ⊗A x = x.

3. Si φ : A → B est un morphisme de G-C∗-algèbres et y un élément de KKG
i (B,C),

alors
φ∗(y) = [φ] ⊗B y ∈ KKG

i (A,C).

4. Si ψ : B → C est un morphisme de G-C∗-algèbres et x un élément de
KKG

i (A,B), alors

ψ∗(x) = x⊗B [ψ] ∈ KKG
i (A,C).
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5. Soient f : D → E un morphisme de G-C∗-algèbres, x ∈ KKG(A,D) et
y ∈ KKG(E,B), alors

f∗(x) ⊗E y = x⊗D f
∗(y).

6. Il existe un morphisme d’extension des scalaires donné par :

τD : KKG
i (A,B) −→ KKG

i (A⊗̂D,B⊗̂D)[
(H, π, F )

]
�−→

[
(H⊗̂D, π⊗̂1, F ⊗̂1)

].
On a alors τB(1A) = 1A⊗̂B.
De plus, pour tout x ∈ KKG(A,B) et y ∈ KKG(B,C)

τD(x⊗B y) = τD(x) ⊗B⊗̂D τD(y) ∈ KKG(A⊗̂D,B⊗̂D).

7. Le produit de Kasparov induit un produit extérieur : pour toute G-C∗-
algèbres A1, A2, B1, B2 et D,

KKG(A1, B1⊗̂D) ×KKG(D⊗̂A2, B2) −→ KKG(A1⊗̂A2, B1⊗̂B2)
(x, y) �−→ τA2(x) ⊗B1⊗̂D⊗̂A2

τB1(y)
.

De plus, pour tout x ∈ KKG(A1, B1) et y ∈ KKG(A2, B2), on a

x⊗C y = y ⊗C x,

aux isomorphismes A1⊗̂A2 � A2⊗̂A1 et B1⊗̂B2 � B1⊗̂B2 près.

8. On peut définir un morphisme de descente

JG : KKG(A,B) −→ KK(A�G,B �G)[
(H, π, F )

]
�−→

[
(H �G, πα, F ⊗̂B1)

]
où

H �G := H⊗̂B(B �G)

πα : A −→ L(H �G)∫
agugdg �−→

∫
G
(π(a(g)) ⊗B 1)Ugdg

avec

Ug
(
h⊗ (

∫
bhuhdh)

)
:= αg(h) ⊗ ug

∫
bhuhdh = αg(h) ⊗

∫
αg
(
bg−1h

)
uhdh.

Ce morphisme est compatible avec le produit de Kasparov, i.e :

JG(x⊗B y) = JG(x) ⊗B�G JG(y) et JG(1A) = 1A�G.
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9. L’élément de Bott βott et l’élément α construits précédemment permettent
d’avoir une forme explicite de la périodicité de Bott dans le cas où G est
trivial et (n,m) = (2, 0) ou (0, 2) : on a

βott⊗C0(R2) α = 1C et α⊗C βott = 1C0(R2).

Ainsi on a deux isomorphismes :

· ⊗C0(R2) α : KK
(
A,B(R2)

)
� KK(A,B)

et
βott⊗C0(R2) · : KK

(
A(R2), B

)
� KK(A,B)



Annexe E

Calculs pour la proposition 2.21 et
le théorème 2.23

E.1 Lemmes pour le produit KK1⊗KK0 ou inver-

sement

Nous avons déjà remarqué lors de la présentation des modules de Kasparov non
bornés que si on est confronté au produit d’un module non borné (H1, φ1, F1) par
un module non borné (H2, φ2, F2), on peut utiliser le théorème de Kucerovsky ou
celui de Baaj et Julg mais uniquement quand ces modules sont dans Ψ(A,B) et
Ψ(B,C).
Lorsque l’un de ces modules est dans un Ψ1, on doit passer par l’isomorphisme
KK1(A,B) � KK0(A,B⊗̂C1) défini par

[
(H, φ, F )

]
�→
[
(H⊗̂C1, φ⊗̂Id, F ⊗̂α)

]
et

nous proposons de démontrer deux lemmes qui seront utiles dans les deux cas par-
ticuliers qui nous intéressent.
On rappelle que C1 est l’algèbre de Clifford de C qui est engendré par un élément
α vérifiant α∗ = 1 et α2 = α.
Nous noterons βBJ : Ψ(A,B) → KK0(A,B) (resp. Ψ1(A,B) → KK1(A,B)) l’ap-
plication définie par βBJ(H, φ,D) =

[
(H, φ,D(1 +D2)−1/2)

]
Commençons par le lemme qui permet de simplifier le calcul dans la proposition
2.21 :

Lemme E.1 Soient A,B,C trois C∗-algèbres non graduées.
Soient (E1⊗̂φ2E2, φ1⊗̂1, F ) ∈ Ψ1(A,C), (E1, φ1, 0) ∈ Ψ(A,B) et (E2, φ2, F2) ∈ Ψ1(B,C)
tels que :

(a) E1 est trivialement gradué,

129
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(b) pour tout x dans un sous-ensemble D dense de φ1(A)E1, l’opérateur[(
F 0
0 F2

)
,

(
0 Tx
T ∗x 0

)]

est borné sur Dom (F ⊕ F2) (DomG est le domaine de l’opérateur non borné
G), où Tx : E2 → E1⊗̂φ2E2 envoie e2 �→ x⊗̂e2.

Alors (E1⊗̂φ2E2, φ1⊗̂1, F ) représente le produit de Kasparov de (E1, φ1, 0) et (E2, φ2, F2),
i.e

βBJ(E1⊗̂φ2E2, φ1⊗̂1, F ) = βBJ(E1, φ1, 0) ⊗B β
BJ(E2, φ2, F2).

Démonstration :
Nous prouvons que

((
E1⊗̂φ2E2

)
⊗̂C1, φ1⊗̂1, F ⊗̂α

)
∈ Ψ(A, C⊗̂C1), (E1, φ1, 0) ∈ Ψ(A,B)

et (E2⊗̂C1, φ2, F2⊗̂α) ∈ Ψ(B,C⊗̂C1) vérifient les trois conditions du théorème
2.15.
Les conditions (ii) et (iii) sont trivialement vérifiées puisque F1 = 0.
Il reste à voir que, sous les conditions du lemme, la condition (i) est bien
vérifiée.
Grâce au lemme C.4 et au fait que E1 est trivialement gradué, on a un iso-
morphisme

Υ1 :
(
E1⊗̂φ2E2

)
⊗̂C1 −→ E1⊗̂φ2⊗̂Id

(
E2⊗̂C1

)
(e1⊗̂e2)⊗̂c �−→ e1⊗̂(e2⊗̂c)

Il s’agit de vérifier que
(
E1⊗̂φ2⊗̂Id

(
E2⊗̂C1

)
, φ1⊗̂1,Υ1F ⊗̂αΥ−1

1

)
∈ Ψ(A,C⊗̂C1),

(E1, φ1, 0) ∈ Ψ(A,B) et (E2⊗̂C1, φ2, F2⊗̂α) ∈ Ψ(B,C⊗̂C1) vérifient les trois
conditions du théorème 2.15.
Les conditions (ii) et (iii) sont trivialement vérifiées puisque F1 = 0.
Il reste à voir que, sous les conditions du lemme, la condition (i) est bien
vérifiée.
On a alors pour tout x ∈ E1, T

∗
xΥ1 = T ∗x ⊗̂1 :

(
E1⊗̂φ2E2

)
⊗̂C1 → E2⊗̂C1.

Soit x ∈ D, f ∈ DomF , e′2 ∈ DomF2 et c, c′ ∈ C1, on a alors[(
Υ1F ⊗̂αΥ−1

1 0
0 F2⊗̂α

)
;
(

0 Tx
T ∗x 0

)](
Υ1(f⊗̂c)

e′2⊗̂c′

)

=

(
Υ1

([
F (x⊗̂e′2) − x⊗̂F2(e′2)

]
⊗̂αc′

)
[
F2(T ∗(f)) − T ∗xF (f)

]
⊗̂αc

)

Comme par hypothèse, [(
F 0
0 F2

)
,

(
0 Tx
T ∗x 0

)]
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est borné sur Dom (F ⊕ F2), on obtient la condition (iii) du théorème 2.15.
�

Le deuxième lemme concerne le cas particulier qui sera appliqué au théorème 2.23 :

Lemme E.2 Soient A,B,C trois C∗-algèbres non graduées.
Soient (B⊗̂φ2E2, φ1⊗̂1, F ) ∈ Ψ1(A,C), (B,φ1, F1) ∈ Ψ1(A,B) et (E2, φ2, F2) ∈ Ψ(B,C)
tels que φ2 est non dégénérée et :

(a) F est la fermeture de la somme P1 +P2 où P1 est un opérateur non borné auto-
adjoint de degré 0 sur B⊗̂φ2E2 et P2 un opérateur non borné auto-adjoint de
degré 1 sur B⊗̂φ2E2 et DomF = DomP1 ∩ DomP2,

(b) pour tout x dans un sous-ensemble dense B de φ1(A)B (tel que pour tout b ∈ B
et e2 ∈ DomF2, b⊗̂e2 ∈ DomP1 ∩ DomP2), l’opérateur[(

P2 0
0 F2

)
,

(
0 Tx
T ∗x 0

)]

est borné sur Dom (F ⊕ F2), où Tx : E2 → B⊗̂φ2E2 envoie e2 �→ x⊗̂e2 ;

(c) Pour tout b ∈ B,

DomF2 −→ B⊗̂E2

e2 �−→ P1(b⊗̂e2)
est borné, et

DomP1 ∩ DomP2 −→ E2

b′⊗̂e2 �−→ T ∗b P1(b
′⊗̂e2)

s’étend en un opérateur borné sur DomF .

(d) DomF ⊂ Dom (F1⊗̂1) (ou vice versa) ;

(e) 〈(F1⊗̂1)x, P2y〉 + 〈P2x, (F1⊗̂1)y〉 = 0 pour tout x, y dans le domaine DomF .

(f) (−1)∂x
[
〈(F1⊗̂1)x, P1x〉 + 〈(P1⊗̂1)x, (F1⊗̂1)x〉

]
� κ〈x, x〉 pour tout x homogène

dans le domaine DomF .

Alors (B⊗̂φ2E2, φ1⊗̂1, F ) représente le produit de Kasparov de (B,φ1, F1) et (E2, φ2, F2),
i.e

βBJ(B⊗̂φ2E2, φ1⊗̂1, F ) = βBJ(B, φ1, F1) ⊗ βBJ(E2, φ2, F2).

Démonstration :
Comme φ2 est non dégénérée, on a B⊗̂φ2E2 � E2. On utilisera cette identifi-
cation tout au long de la démonstration.
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Grâce aux lemmes C.4 et C.5, on a un isomorphisme unitaire Υ composé des
deux isomorphismes :

Υ1 : (B⊗̂C1)⊗̂φ2⊗̂1(E2⊗̂C1) −→ (B⊗̂φ2E2)⊗̂C1

(b⊗̂c1)⊗̂(e2⊗̂c2) �−→ (−1)∂c1∂e2(b⊗̂e2)⊗̂c1c2
,

et
Υ2 : (B⊗̂φ2E2)⊗̂C1 −→ (B⊗̂φ2E2)

wg⊗̂C1

(b⊗̂e2)⊗̂c1 �−→ (b⊗̂e2)⊗̂α∂e2c1
,

Ainsi, Υ
(
(b⊗̂c1)⊗̂(e2⊗̂c2)

)
= (−1)∂c1∂e2(b⊗̂e2)⊗̂α∂e2c1c2.

Il s’agit de vérifier que les triplets
(
(B⊗̂φ2E2)

wg⊗̂C1, φ1⊗̂1, F ⊗̂α
)
∈ Ψ(A,C⊗̂C1),

(B⊗̂C1, φ1, F1⊗̂α) ∈ Ψ(A,B⊗̂C1) et (E2⊗̂C1, φ2⊗̂1, F2⊗̂1) ∈ Ψ(B⊗̂C1, C⊗̂C1) vérifient
les trois conditions du théorème 2.15 ((B⊗̂φ2E2)

wg représente le moduleB⊗̂φ2E2

avec graduation triviale).

On doit donc vérifier qu’on peut appliquer le théorème de Kucerovsky avec(
(B⊗̂C1)⊗̂φ2⊗̂1(E2⊗̂C1), φ1⊗̂1,Υ−1(F ⊗̂α)Υ

)
∈ Ψ(A,C⊗̂C1),

(B⊗̂C1, φ1, F1⊗̂α) ∈ Ψ(A,B⊗̂C1) et (E2⊗̂C1, φ2⊗̂1, F2⊗̂1) ∈ Ψ(B⊗̂C1, C⊗̂C1).

Comme DomF ⊂ Dom(F1⊗̂1), on a Dom (Υ−1
2 F ⊗̂αΥ2) ⊂ Dom (F1⊗̂1⊗̂α).

De plus, d’après la remarque précédent le lemme C.4, on a, pour b ∈ E1,
e2 ∈ E2 et c1 , c2 ∈ C1 :

Υ1

[
(F1⊗̂α)⊗̂(1⊗̂1)

(
(b⊗̂c1)⊗̂(e2⊗̂c2)

)]
= Υ1

[
(F1(b)⊗̂αc1)⊗̂(e2⊗̂c2)

]
= (−1)(∂c1+1)∂e2(F1(b)⊗̂e2)⊗̂αc1c2

et

(F1⊗̂1⊗̂α)
(
Υ1

(
(b⊗̂c1)⊗̂(e2⊗̂c2)

))
= (F1⊗̂1⊗̂α)

(
(−1)∂c1∂e2(b⊗̂e2)⊗̂c1c2

)
= (−1)(∂c1+1)∂e2(F1(b)⊗̂e2)⊗̂αc1c2.

Ainsi, modulo l’isomorphisme Υ1, l’opérateur non borné F1⊗̂α⊗̂1⊗̂1 défini
sur (B⊗̂C1)⊗̂φ2⊗̂1(E2⊗̂C1) est égal à l’opérateur non borné F1⊗̂1⊗̂α défini sur

(B⊗̂φ2E2)⊗̂C1.
Donc Dom (F1⊗̂1⊗̂α) = Υ1Dom (F1⊗̂α⊗̂1⊗̂1) et donc :

Dom
(
Υ−1(F ⊗̂α)Υ

)
⊂ Dom (F1⊗̂α⊗̂1⊗̂1).
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D’où la condition (ii) du théorème 2.15.

Comme F1⊗̂α⊗̂1⊗̂1 = Υ−1
1 (F1⊗̂1⊗̂α)Υ1 et que Υ1 est unitaire, la condition

(iii) du théorème de Kucerovsky devient :
pour tout X ∈ DomF ⊗ C1,

〈(F1⊗̂1⊗̂α)(X),Υ−1
2 (F ⊗̂α)Υ2X)〉

+〈Υ−1
2 (F ⊗̂α)Υ2(X), (F1⊗̂1⊗̂α)(X)〉

doit être supérieur à κ〈X,X〉.
Or, si X ∈ DomF ⊗ C1, il existe x1, x2 ∈ DomF tels que

X = x1 ⊗ (1 + α) + x2 ⊗ (1 − α).

Posons x0
i et x1

i les parties homogènes de degré 0, resp. 1 de xi pour i = 1, 2.
Ainsi xi = x0

i + x1
i .

Comme 1−α et 1+α sont orthogonaux pour le produit scalaire sur C1 et que
F1⊗̂1 et P1 sont de degré 0 (donc 〈(F1⊗̂1)x, P1y〉 = 0 si x et y sont homogènes
de degré différent), on a :

〈(F1⊗̂1⊗̂α)(X), Υ−1
2 (F ⊗̂α)Υ2(X)〉

+〈Υ−1
2 (F ⊗̂α)Υ2(X), (F1⊗̂1⊗̂α)(X)〉

=
[
(−1)∂x0

1
〈
(F1⊗̂1)x0

1, P1x
0
1

〉
+ (−1)∂x1

1
〈
(F1⊗̂1)x1

1, P1x
1
1

〉]
⊗̂ ‖ α(1 + α) ‖2

+
[
(−1)∂x0

2
〈
(F1⊗̂1)x0

2, P1x
0
2

〉
+ (−1)∂x1

2
〈
(F1⊗̂1)x1

2, P1x
1
2

〉]
⊗̂ ‖ α(1 − α) ‖2

+
[
(−1)∂x0

1
〈
(F1⊗̂1)x0

1, P2x
1
1

〉
+ (−1)∂x1

1
〈
(F1⊗̂1)x1

1, P2x
0
1

〉]
⊗̂ ‖ α(1 + α) ‖2

+
[
(−1)∂x0

2
〈
(F1⊗̂1)x0

2, P2x
1
2

〉
+ (−1)∂x1

2
〈
(F1⊗̂1)x1

2, P2x
0
2

〉]
⊗̂ ‖ α(1 − α) ‖2

+
[
(−1)∂x0

1
〈
P1x

0
1, (F1⊗̂1)x0

1

〉
+ (−1)∂x1

1
〈
P1x

1
1, (F1⊗̂1)x1

1

〉]
⊗̂ ‖ α(1 + α) ‖2

+
[
(−1)∂x0

2
〈
P1x

0
2, (F1⊗̂1)x0

2

〉
+ (−1)∂x1

2
〈
P1x

1
2, (F1⊗̂1)x2

1

〉]
⊗̂ ‖ α(1 − α) ‖2

+
[
(−1)∂x0

1
〈
P2x

1
1, (F1⊗̂1)x0

1

〉
+ (−1)∂x1

1
〈
P2x

0
1, (F1⊗̂1)x1

1

〉]
⊗̂ ‖ α(1 + α) ‖2

+
[
(−1)∂x0

2
〈
P2x

1
2, (F1⊗̂1)x0

2

〉
+ (−1)∂x1

2
〈
P2x

0
2, (F1⊗̂1)x2

1

〉]
⊗̂ ‖ α(1 − α) ‖2

� κ
[(
〈x0

1, x
0
1〉C + 〈x1

1, x
1
1〉C
)
⊗̂ ‖ 1 + α ‖2

C1
+
(
〈x0

2, x
0
2〉C + 〈x1

2, x
1
2〉C
)
⊗̂ ‖ 1 − α ‖2

C1

]
= κ〈x1⊗̂(1 + α) + x2⊗̂(1 − α), x1⊗̂(1 + α) + x2⊗̂(1 − α)〉C⊗̂C1

= κ〈X, X〉C⊗̂C1

en utilisant les conditions (e) et (f) du lemme, en se rappelant que α∗ = α et
α2 = 1, en utilisant l’égalité :

Υ−1
2 (F ⊗̂α)Υ2(x) = (−1)∂x(P1⊗̂α)(x) + (P2⊗̂1)(x),
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et

〈x, x〉C⊗̂〈c, c〉C1 = 〈x⊗̂c, x⊗̂c〉C⊗̂C1
.

La condition (iii) est donc vérifiée.

Il reste à vérifier la condition (i) : pour x dans un sous ensemble dense de
φ1(A)(B⊗̂C1), [(

Υ−1F ⊗̂αΥ 0
0 F2⊗̂1

)
,

(
0 Tx
T ∗x 0

)]

est borné sur Dom (Υ−1F ⊗̂αΥ ⊕ F2).

Soit y1 = Υ−1(f⊗̂c2) avec f ∈ (DomP1 ∩ DomP2) homogène, c2 ∈ C1,
x = b⊗̂c1 avec b ∈ B, c1 ∈ C1 homogène, e′2 ∈ DomF2 et c′2 ∈ C1 homogènes
alors :[(

Υ−1F ⊗̂αΥ 0
0 F2⊗̂1

)
,

(
0 Tb⊗̂c1

T ∗
b⊗̂c1 0

)](
Υ−1(f⊗̂c2)
e′2⊗̂c′2

)
(E.1)

=

(
Υ−1

1

[
Υ−1

2 (F ⊗̂α)Υ(b⊗̂c1⊗̂e′2⊗̂c′2) − (−1)∂c1Υ1(b⊗̂c1⊗̂F2(e
′
2)⊗̂c′2)

]
(F2⊗̂1)T ∗x (y1) − (−1)∂c1T ∗xΥ−1(F ⊗̂α)(f⊗̂c2)

)

Calculons maintenant T ∗
b⊗̂c1Υ

−1 et montrons que cet opérateur est égal à :

T ′∗
b⊗̂c1 : (B⊗̂φ2E2)⊗̂C1 −→ E2⊗̂C1

(f⊗̂f2)⊗̂c �−→ (−1)∂c1∂f2T ∗b (f⊗̂f2)⊗̂α∂f2c∗1c

où T ∗b : B⊗̂E2 → E2 est défini par T ∗b (b′⊗̂e2) = b∗b′⊗̂e2 = 〈b, b′〉B .e2.

On a :
T ∗
b⊗̂c1((b

′⊗̂c′1)⊗̂(e2⊗̂c2)) = 〈b⊗̂c1, b′⊗̂c′1〉.(e2⊗̂c2)
= (−1)∂〈c1,c

′
1〉∂e2〈b, b′〉e2⊗̂〈c1, c′1〉c2

= (−1)(∂c1+∂c′1)∂e2〈b, b′〉.e2⊗̂c∗1c′1c2
= (−1)(∂c1+∂c′1)∂e2T ∗b (b′⊗̂e2)⊗̂c∗1c′1c2

et

T ′∗
b⊗̂c1Υ

(
(b′⊗̂c′1)⊗̂(e2⊗̂c2)

)
= T ′∗

b⊗̂c1

(
(−1)∂c

′
1∂e2(b′⊗̂e2)⊗̂α∂e2c′1c2

)
= (−1)(∂c1+∂c′1)∂e2T ∗b (b′⊗̂e2)⊗̂c∗1c′1c2
= T ∗

b⊗̂c1

(
(b′⊗̂c′1)⊗̂(e2⊗̂c2)

)
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On obtient ainsi, en posant y2 = b⊗̂c1⊗̂e′2⊗̂c′2 :

Υ−1
2 (F ⊗̂α)Υ(y2) − (−1)∂c1Υ1(b⊗̂c1⊗̂F2(e

′
2)⊗̂c′2)

= (−1)∂c1∂e
′
2

(
P1(b⊗̂e′2)⊗̂αc1c′2 +

[
P2(b⊗̂e′2) − b⊗̂F2(e

′
2)
]
⊗̂c1c′2

)
(E.2)

qui est borné en e2 et c′2 pour b, c1 fixés, par les hypothèses (c) et (d) et

(F2⊗̂1)T ∗x (y1) − (−1)∂c1T ∗xΥ−1(F ⊗̂α)(f⊗̂c2)

= (−1)∂c1∂fF2(T
∗
b (f))⊗̂α∂f ic∗1.c2

−(−1)∂c1T ′∗x (F (f)⊗̂αc2),
F ⊗̂α(f⊗̂c2) = F (f)⊗̂αc2 car f⊗̂c2 ∈ (B⊗̂φ2E2)

wg⊗̂C1.
Or

T ∗xΥ−1(F (f)⊗̂αc2) = (−1)∂c1(∂f+1)T ∗b P2(f)⊗̂α∂f+1+1c∗1c2

+(−1)∂c1∂fT ∗b P1(f)⊗̂α∂f+1c∗1c2

car P2 est de degré 1 donc ∂P2(f) = ∂f + 1.
Par l’hypothèse (c), la deuxième partie du second membre est bornée en f⊗̂c2.

On obtient donc

(F2⊗̂1)T ∗x (y1) − (−1)∂c1T ∗xΥ−1(F ⊗̂α)(f⊗̂c2)

= (−1)∂c1∂f
(
F2

(
T ∗b (f)

)
− T ∗b P2(f)

)
⊗̂α∂fc∗1c2 (E.3)

−(−1)∂c1+∂c1∂fT ∗b P1(f)⊗̂αc∗1c2
et ainsi (F2⊗̂1)T ∗

b⊗̂c1 − (−1)∂c1T ∗
b⊗̂c1Υ

−1(F ⊗̂α)Υ est un opérateur borné sur

Υ−1(DomP1 ∩ DomP2) comme somme de deux opérateurs bornés et s’étend
donc en un opérateur borné sur Dom (Υ−1F ⊗̂αΥ) par densité.
Grâce aux équations (E.1), (E.2) et (E.3), la condition (i) du théorème 2.15
est vérifiée, ce qui achève la preuve.

�
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E.2 Calculs pour la proposition 2.21

Commençons ce paragraphe en introduisant la notion de gradient sur C∞τ (Ω) par
rapport à S1.
Soit f ∈ C∞τ (Ω) alors le gradient de f par rapport à S1 est donné par :

Grad1(f)(ω) := lim
θ→0

f(ω.θ) − f(ω)

θ
.

Si d1 désigne l’opérateur de Dirac sur C(Ω) � S1 agissant le long des feuilles de Ω
feuilleté par S1, on a : pour tout f ∈ C∞τ (Ω) et ζ ∈ Dom d1 :

d1(MC(Ω)(f)ζ) = MC(Ω)(f)d1ζ +MC(Ω)(Grad1(f))ζ. (E.4)

On peut alors faire le calcul du commutateur :
pour tout x ∈ Dom ∂1, f ∈ C∞τ (Ω), c, c′ ∈ Dom d1 et φ ∈ Dom ∂1,

[(
d1 0
0 ∂1 ⊗ 1 + 1 ⊗ d1

)
,

(
0 Tx⊗f

T ∗x⊗f 0

)](
c′

φ⊗ c

)

est égal à

(
d1(〈x, φ〉MC(Ω)(f)c) − 〈x, ∂1φ〉MC(Ω)(f)c − 〈x, φ〉MC(Ω)(f)d1(c)
∂1(x) ⊗MC(Ω)(f)c′ + x⊗ d1(MC(Ω)(f)c′) − x⊗MC(Ω)(f)d1(c

′)

)

où les produits scalaires représentent le produit scalaire sur L2(S1).
En utilisant la formule (E.4) et le fait que ∂1 est auto-adjoint, on a :

d1(〈x, φ〉MC(Ω)(f)c) − 〈x, ∂1φ〉MC(Ω)(f)c− 〈x, φ〉MC(Ω)(f)d1(c)
�

〈x, φ〉d1(MC(Ω)(f)c) − 〈∂1x, φ〉MC(Ω)(f)c− 〈x, φ〉MC(Ω)(f)d1(c)
�

〈x, φ〉MC(Ω)(f)d1(c) + 〈x, φ〉MC(Ω)(Grad1(f))c
−〈∂1x, φ〉MC(Ω)(f)c− 〈x, φ〉MC(Ω)(f)d1(c)

�

〈x, φ〉MC(Ω)(Grad1(f))c− 〈∂1x, φ〉MC(Ω)(f)c
�(

Tx⊗Grad1(f) − T∂1x⊗f
)
(φ⊗ c)
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et

∂1x⊗MC(Ω)(f)c′ + x⊗ d1(MC(Ω)(f)c′) − x⊗MC(Ω)(f)d1(c
′)

�

∂1x⊗MC(Ω)(f)c′ + x⊗MC(Ω)(f)d1(c
′)

+x⊗MC(Ω)(Grad1(f))c′ − x⊗MC(Ω)(f)d1(c
′)

�

∂1x⊗MC(Ω)(f)c′ + x⊗MC(Ω)(Grad1(f))c′

�(
T ∗∂1x⊗f + T ∗x⊗Grad1(f)

)
(c′)

Ce calcul montre que[(
d1 0
0 ∂1 ⊗ 1 + 1 ⊗ d1

)
,

(
0 Tx⊗f

T ∗x⊗f 0

)]

=

(
Tx⊗Grad1(f) − T∂1x⊗f 0

0 T ∗∂1x⊗f + T ∗x⊗Grad1(f)

)
.

E.3 Calculs pour le théorème 2.23

Nous utiliserons tout au long de cette section l’identification :

C(Ω) � S1 ⊗C(Ω)�S1 ER2�S1 � ER2�S1 .

Nous commençons ce paragraphe en introduisant la notion de gradient sur C(S1, C∞τ (Ω))
par rapport à R2.
Soit f ∈ C∞τ (Ω) et e1, e2 les deux vecteurs de la base canonique de R2, alors, si

∂1f(ω) := lim
y→0

f(ω + ye1) − f(ω)

y

∂2f(ω) := lim
y→0

f(ω + ye2) − f(ω)

y

,

le gradient par rapport à R2 est donné par :

Grad2(f)(ω) := ∂1f(ω)e1 + ∂2f(ω)e2

=

(
0 −∂1f(ω) + i∂2f(ω)

∂1f(ω) + i∂2f(ω) 0

) .
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Comme dans le cas d’une variété, on montre que, si d2 désigne l’opérateur de Dirac
sur C(Ω) � R2 agissant le long des feuilles de Ω feuilleté par R2, on a :
pour tout f ∈ C∞τ (Ω) et ζ ∈ C(Ω) � R2 ⊕ C(Ω) � R2 :

d2(MC(Ω)(f)ζ) = MC(Ω)(f)d2ζ +Grad2(f).ζ (E.5)

où Grad2(f).ζ est défini comme l’élément
(
MC(Ω)(−G1 + iG2)ζ2,MC(Ω)(G1 + iG2)ζ1

)
de C(Ω) � R2 ⊕ C(Ω) � R2 si Grad2(f) = G1e1 +G2e2 et ζ = (ζ1, ζ2).
Pour toute fonction x de C(S1, C∞τ (Ω)), nous noterons encoreGrad2(x) pour désigner
l’application de C(S1, C∞τ (Ω) ⊕ C∞τ (Ω)) : θ �−→ Grad2(x(θ, .)).
Comme d2 commute avec l’action de S1, nous obtenons le résultat annoncé dans la
preuve du théorème 2.23 :

D2(πC(Ω)�S1(f)g) = πC(Ω)�S1(f)D2g + πC(Ω)�S1

(
Grad2(f)

)
· g (E.6)

i.e ”D2(f ⊗ g) = f ⊗D2g +Grad2(f) ⊗ g” en faisant un abus de notation.
Nous allons alors calculer le commutateur[(

D2 0
0 D2

)
,

(
0 Tx
T ∗x 0

)]
qui apparait dans la preuve du théorème 2.23 et nous allons montrer qu’il est égal
à (

T ′Grad(x) 0

0 T ′Grad(x∗)

)
.

En notant f⊗̂g = πC(Ω)�S1(f)g = f.g et en se rappelant de l’identification

C(Ω) � S1 ⊗C(Ω)�S1 ER2�S1 � ER2�S1,

on a :
T ∗x : ER2�S1 −→ ER2�S1

ξ �−→ x∗.ξ = x∗⊗̂ξ
Si x ∈ C0,∞(Ω � S1), ξ ∈ DomD3 et ξ′ ∈ DomD2, on a alors :[(

D2 0
0 D2

)
,

(
0 Tx
T ∗x 0

)](
ξ
ξ′

)
=

(
D2(x⊗ ξ′) − x⊗D2(ξ

′)
D2(x

∗.ξ) − x∗.D2(ξ)

)

où 〈x, f〉 représente le produit scalaire de x avec f dans C(Ω) � S1.

En utilisant la formule (E.6), on a :

D2(x⊗ ξ′) − x⊗D2ξ
′

�

x⊗D2ξ
′ + πC(Ω)�S1(Grad2(x)).ξ

′ − x⊗D2ξ
′

�

T ′Grad2(x)(ξ
′)

.
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De même, on a :

D2(x
∗.ξ) − x∗.D2(ξ)

�

x∗.D2(ξ) + πC(Ω)�S1(Grad2(x
∗)).ξ − x∗.D2(ξ)

�

T ′Grad2(x∗)(ξ)

.
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feuilles et fonctorialité en théorie de Kasparov (d’après une conjecture
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de doctorat, Univ. de Bourgogne I, 2005.

[Rad94] C. Radin : The pinwheel tilings of the plane. Ann. of Math., 139:661–
702, 1994.

[Rad95] C. Radin : Space tilings and substitutions. Geom. Dedicata, 55:257–264,
1995.

[Ren80] J. Renault : A groupoid approach to C∗-algebras. Lecture Notes in
Mathematics, 793, 1980. Springer-Verlag.

[Rie82] M.A. Rieffel : Morita equivalence for operator algebras. Proc. of Sym-
posia in Pure Math., 38:285–298, 1982.

[RS98] C. Radin et L. Sadun : An algebraic invariant for substitution tiling
systems. Geom. Dedicata, 73:21–37, 1998.

[RW98] I. Raeburn et D.P. Williams : Morita equivalence and continuous-
trace C∗-algebras, volume 60. Mathematical Surveys and Monographs,
1998. AMS Providence.

[Sad] L. Sadun : Private conversation in september 2007.

[SB09] J. Savinien et J. Bellissard : A spectral sequence for the K-theory of
tiling spaces. Ergod. Th. & Dynam. Sys., 29:997–1031, 2009.

[SBGC84] D. Shechtman, I. Blech, D. Gratias et J.V. Cahn : Metallic phase
with long range orientational order and no translational symmetry. Phys.
Rev. Lett., 53:1951–1953, 1984.

[Seg68] G. Segal : Equivariant K-theory. Inst. Hautes Études Sci. Publ. Math.,
34:129–151, 1968.

[Ska91] G. Skandalis : Kasparov’s bivariant K-theory and applications. Expo-
sition. Math., 9:193–250, 1991.

[Sol97] B. Solomyak : Dynamics of self-similar tilings. Ergod. Th. & Dynam.
Sys., 17:695–738, 1997. B. Solomyak : Corrections to Dynamics of self-
similar tilings, Ergod. Th. & Dynam. Sys. 19 (1999), 1685.

[Spa66] E.H. Spanier : Algebraic topology. McGraw-Hill series in higher mathe-
matics, 1966.

[Vas01] S. Vassout : Feuilletages et résidu non commutatif longitudinal. Thèse
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