N

N
N

HAL

open science

Gap-labeling des pavages de type pinwheel

Haija Moustafa

» To cite this version:

Haija Moustafa. Gap-labeling des pavages de type pinwheel. Mathématiques [math]. Université Blaise
Pascal - Clermont-Ferrand II, 2009. Francais.

NNT: . tel-00509886

HAL Id: tel-00509886
https://theses.hal.science/tel-00509886
Submitted on 17 Aug 2010

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00509886
https://hal.archives-ouvertes.fr

N° d’ordre : D.U. 1987

UNIVERSITE BLAISE-PASCAL
(U.F.R. de Sciences et Technologies)

ECOLE DOCTORALE DES SCIENCES FONDAMENTALES
N° : 625

These

présentée pour obtenir le grade de

DOCTEUR D’UNIVERSITE
(SPECIALITE : MATHEMATIQUES PURES)

par
Halja MOUSTAFA

Diplomé d’un Master Recherche
(GAP-LABELING DES PAVAGES DE TYPE PINWHEEL.

Soutenue publiquement le 07 décembre 2009, devant la commission d’examen :

M. Saad BAAJ Examinateur
M. Thierry FACK Président du jury
M. Francois GAUTERO Examinateur
M. Johannes KELLENDONK Examinateur
M. Hervé OYONO-OYONO Directeur de these
M. Jean RENAULT Examinateur

Rapporteurs : M. Jean Bellissard
M. Thomas Schick






A Lucie . ..






Remerciements

J’aimerais commencer par remercier Hervé Oyono-Oyono, mon directeur de these.
C’est un grand plaisir pour moi et 'occasion de lui manisfester toute ma gratitude
pour m’avoir proposé un sujet aussi passionnant. Il a su me guider avec patience et
précision pendant ces trois années tout en me laissant toute la liberté dont j’avais
besoin. J’ai eu la chance de bénéficier de son grand savoir et de ses idées ingénieuses.
Il m’a aussi permis de rencontrer énormément de personnes qui travaillent dans ce
domaine en m’envoyant vers des destinations variées. Cela m’a beaucoup enrichi
tant sur le plan personnel que professionnel. Pour tout cela et pour m’avoir fait
confiance, j'aimerais lui exprimer mes remerciements.

Je remercie également Jean Bellissard ainsi que Thomas Schick, qui ont bien
voulu rapporter ma these.
Ce n’est pas la seule raison que j’ai de les remercier.
Jean Bellissard m’a beaucoup appris sur le gap-labeling. Il s’est toujours montré
d’un grand enthousiasme quand je discutais avec lui de mes résultats partiels sur le
gap-labeling des pavages de type pinwheel et il m’a toujours encouragé a aller plus
loin.
J’aimerais exprimer ma reconnaissance a Thomas Schick pour m’avoir fait des re-
marques judicieuses concernant mes travaux.

J’aimerais aussi exprimer ma reconnaissance a Saad Baaj, Thierry Fack, Francois
Gautero, Johannes Kellendonk et Jean Renault pour avoir accepté de faire partie
de mon jury.

C’est un grand honneur pour moi d’avoir Thierry Fack dans mon jury, avec qui
j’ai pu discuter du théoreme de I'indice lors de mon séjour a Nashville en 2007.
Comment ne pas remercier Frangois Gautero avec qui j’ai pu parler de la dynamique
des pavages dans son bureau et dans le couloir du laboratoire de Mathématiques de
Clermont-Ferrand.

J’exprime également ma gratitude a Johannes Kellendonk, avec qui j’ai pu parler
de pavages et de gap-labeling au cours de plusieurs séjours en commun et qui m’a
toujours répondu avec patience et gentillesse.

C’est un plaisir pour moi d’avoir Jean Renault dans mon jury, lui qui m’a tant appris



1 Remerciements

sur les groupoides et leur C*-algebres. Il m’a également toujours encouragé et j’ai
ressenti beaucoup de soutien de sa part.

Que dire du role que Saad Baaj a joué durant mes trois années de these. Je lui
exprime ici mon plus grand respect pour m’avoir toujours acceuilli les bras ouverts
dans son bureau, pour m’avoir toujours bien guidé et conseillé que ce soit durant ma
these ou durant mon mémoire de Maitrise en tant que directeur, ainsi que durant
ma préparation a l'agrégation.

J’ai eu la chance de faire ma these au sein de ’équipe de Géométrie, Algebre et
Algebres d’Opérateurs de Clermont-Ferrand ol 'ambiance a toujours été tres stimu-
lante. J’aimerais remercier particulierement Jérome Chabert, Jean-Marie Lescure,
Claire Debord, Michael Heusener, Sylvie Paycha, Thierry Lambre, Julien Bichon,
Dominique Manchon ainsi que Yves Stalder et Frangois Dumas.

D’autres personnes m’ont beaucoup apporté au sein de ce laboratoire et j’aimerais
exprimer ma gratitude a Francois Martin, a Jérome Lemoine et a Emmanuel Royer.

Je pense que le GDR de Géométrie Non Commutative et toute I'équipe qui le
forme mérite une place de choix dans cette page de remerciements. Je remercie en
particulier Georges Skandalis, Michel Hilsum, Emmanuel Germain, Stéphane Vas-
sout, Moulay-Tahar Benameur, Claire Anantharaman Delaroche, Pierre Julg, Jean-
Louis Tu, Stéphane Vaes, Kroum Tzanev et Mikael Pichot. Ce GDR est en effet un
lieu de partage et de convivialité qui permet autant d’apprendre que d’exposer ses
propres travaux. Merci a tous.

Notre travail d’enseignant chercheur ne pourrait pas s’exercer dans d’aussi bonnes
conditions si nous n’avions pas a nos cotés des personnes aussi compétentes et gen-
tilles au niveau de I’administration. Je pense tout particulierement a Noélle Rou-
ganne, Valérie Sourlier, Marie-Paule Bressoulaly et Annick Montori, sans oublier
Séverine Miginiac et Karine Darot.

Du c6té des thésards de Clermont-Ferrand, Nicolas James est un grand ami et
un compagnon de route de cette aventure qu’est la these. On a partagé énormément
de choses ensemble, tant a 'université qu’a l'extérieur et je lui suis profondément
reconnaissant pour toute 1’aide et le soutien qu’il m’a apporté.

Je pense également a Vivien Clauzon, Malcolm Djenno, Ingrid Violet, Mathieu
Gourcy, Marie-Frangoise Ouedraogo, Jacqueline Ojeda et Jérémy Ruiz.

Au cours de ma these, j’ai eu la chance de pouvoir rencontrer beaucoup d’autres
doctorants de par le monde qui m’ont beaucoup apporté.
J’aimerais remercier en particulier Maria-Paula Gomez Aparicio, Paulo Carrillo
Rouse, Pierre Clare, Ivan Lassagne, Frédéric Albert, Pierre Fima, Cyril Houdayer,
Sébastien Falguieres, Alexandre Rey Alcantara, Elkaioum Moutuou ainsi que Florent



Remerciements 1ii

Juillard avec qui j’ai pu partager les rencontres conviviales et intéressantes organisées
par le GDR de Géométrie Non Commutative.

J’ai une pensée pour Mike Whittaker et Robin Deeley avec qui j’ai pu discuter des
pavages de type pinwheel pendant mon séjour a 'université de Victoria au Canada.
J’aimerais remercier également Walther Paravicini, Siegfried Echterhoff et Wolfgang
Liick pour avoir organisé le semestre spécial de K K-théorie a Miinster qui m’a per-
mis de beaucoup apprendre et de rencontrer d’autres étudiants de tous horizons.
Je tiens a les remercier ici, tous autant qu’ils sont, pour 'ambiance qu’ils ont su
instaurer pendant les trois mois du semestre.

Antoine Julien, Samuel Petite et Jean Savinien ont également toute ma reconnais-
sance pour les discussions que l'on a eues sur les pavages et le gap-labeling.

J’ai également beaucoup de reconnaissance envers mes amis avec qui j'ai partagé
beaucoup de bons moments et qui m’ont toujours soutenu.
Je pense a Guilhem, Sandrine, Arthur et Jules Rouger avec qui il est toujours
agréable de passer du temps, tant pour discuter de tout et de rien, de problemes du
quotidien que pour se retrouver autour d’une table pour jouer a un jeu de société.
Merci de tout coeur Sandrine et Guilhem.
Il y a également Elise Vernet, Julien Bost, Sophie Bardet ainsi que Céline Le Barbey
avec qui j'ai pu partager de tres bons moments autour d’un verre en soirée ou au
cours de randonnées aux quatres coins de la région et du pays.

Je remercie également mes parents Christine et Ahmad sans qui je n’en serai pas
la aujourd’hui s’ils ne m’avaient pas toujours encouragé et soutenu.
J’aimerais exprimer ma gratitude envers ma soeur Nadia, mon frere Fares, sa com-
pagne Delphine et leurs enfants Emile et Joséphine, que je vois trop rarement mais
que j’aime de tout mon coeur méme si je ne leur montre pas assez.

Comment finir ces remerciements en ne faisant pas apparaitre Lucie, sans le
soutien de qui je n’aurais strement jamais pu finir ma these. Elle a su supporter
mes sautes d’humeur et me remonter le moral quand j’en avais besoin. Elle m’a
toujours poussé et soutenu dans tous les choix que j’ai pu faire. Je te remercie pour
tout cela Lucie.

J’aimerais aussi pouvoir dire a ses parents Joélle et Jean-Luc combien ils ont pu
m’apporter pendant toutes ces années et combien de choses j’ai pu apprendre a leur
coté. Ne changez rien, merci pour tout.






Table des matieres

Introduction

1

Rappels

1.1 Pavages de type pinwheel et enveloppe continue . . . . . .. . .. ..

1.2 La transversale canonique . . . . . . . ... ... ... .. .. ....

1.3 C*-algebre associée au pavage . . . . . . . . . ...

1.4 Gap-labeling . . . . . .. .o
1.4.1 Quasi-cristaux . . . . . . ...
1.4.2  Densité d’états intégrée - IDS . . . . . . .. ..o
1.4.3 La formule de Shubin . . . . . . . ... ... ... ...
1.4.4 Gap-labeling . . . . . . .. .. oo

Théoreme de l’indice pour le gap-labeling

2.1 Etudede Ko(C(Q) xR*x SY) ... ... .

2.2 Calcul de I'image par 7* de lacopiede Z . . . . . . . . .. ... ...

2.3 Etude du sommant H? ((2\ F)/S'; Z) dans le groupe Ko(C(Q)
R2xSY) o

2.4  Théoreme de 'indice pour le calcul de la trace . . . . . . .. ... ..
2.4.1 Rappels sur les groupoides et les opérateurs longitudinaux . .
2.4.2  Premier produit de Kasparov . . . . .. ... .. ... ....
2.4.3 Second produit de Kasparov . . . . . . ... ... ... ...
2.4.4  Produit de Kasparov par le Dirac le long des feuilles de €2

2.5 Calcul de I'image par 7# des sommants Z.q; . . . . . . . .. .. ...

Cohomologie PV et groupe des coinvariants entiers

3.1 Espace des proto-tuiles du pavage de type pinwheel . . . . . . .. ..

3.2 Q/S! vu comme une limite projective d’espaces de supertuiles .

3.3 Cohomologie PV . . . . . . . ...
3.3.1 Complexes simpliciaux orientés et cohomologie PV . . . . ..
3.3.2 Démonstration du théoreme 3.10 . . . . . . . .. .. .. ...

3.4 Le groupe des coinvariants entiers . . . . . . . . ... ... L.

15
15
18
22
24
24
25
27
29

31
31
39

43
47
20
54
57
60
64



4 Gap-labeling pour les pavages de type pinwheel 89

4.1 Démonstration de la conjecture . . . . . .. ... 89
4.2 Calcul explicite du gap-labeling . . . . . ... ... ... ... ... 93
Conclusion 103

A Morita équivalence entre (Co(X xR?) xR?) xSO(2) et Co(X)xSO(2) 105

A.1 Isomorphisme entre Co(X X G) x G et Cop(X) @ Co(G) x G . . . .. 106
A.2 TIsomorphisme entre Co(G) x G et K(L*(G)) . . .. .. .. ... ... 106
A.3 Morita équivalence SO(2)-équivariante entre Co(X x R?) x R? et Co(X)107
B Démonstration pour le lemme 2.4 109
C (C*-modules hilbertiens gradués 115
C.1 C*-modules hilbertiens . . . . . .. .. .. ... ... ... .. ... 115
C.2 C*-modules gradués et produits tensoriels . . . . . .. .. ... ... 117
D KK-théorie équivariante de Kasparov 121
E Calculs pour la proposition 2.21 et le théoréme 2.23 129
E.1 Lemmes pour le produit K K; ® KK, ou inversement . . . . . . . .. 129
E.2 Calculs pour la proposition 2.21 . . . . . .. .. ... ... 136
E.3 Calculs pour le théoreme 2.23 . . . . . . .. ... ... ... ... .. 137

Bibliographie 141









Introduction

En 1982, Shechtman et ses collaborateurs découvrirent, dans un alliage d’alu-
minium manganese rapidement solidifié, une phase ayant toutes les caractéristiques
d’'un cristal ([SBGC84]). Afin de connaitre la répartition atomique d’un tel solide,
ils réaliserent son diagramme de diffraction que ’on peut observer sur la figure Fic.
1.

Fic. 1 — Diagramme de diffraction.

Ce diagramme est discret et ressemble a celui qu’on peut obtenir a partir d’un cristal.
A partir de ’étude de ce diagramme, ils déduisirent que les atomes se répartissent
dans 'espace de sorte que la distance entre deux atomes soit supérieure a une cer-
taine constante et qu’il n’existe qu'un nombre fini de configurations locales aux
translations pres.

Cependant, le diagramme de diffraction du solide découvert par Shechtman présente
une symétrie d’ordre 10 qui est interdite par la classification des cristaux.

La structure de ce solide est donc différente de celle des cristaux.

En particulier, la configuration atomique n’est stable par aucune translation. Ce-
pendant, chaque configuration d’atomes se répete uniformément.

Pour cette raison, une telle structure fut appelée quasi-cristal.

Cette découverte engendra un énorme intérét en physique des solides ainsi qu’en
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mathématiques.

Une facon naturelle de modéliser mathématiquement cette structure atomique est
de construire un pavage apériodique encodant les propriétés géométriques de la dis-
tribution atomique en des propriétés combinatoires.

Un pavage de R™ est une famille dénombrable P = {to,t1,...} d’ensembles non
vides, compacts t; appelés pavés ou tuiles, chaque pavé étant supposé homéomorphe
a la boule unité, telle que les ¢; recouvrent R™, muni d’une origine O fixée, les pavés
ne se rencontrant que sur leur bord.

On considérera dans la suite le cas particulier de pavages pour lesquels il existe une
famille finie {po,...,p,} telle que tous les compacts t; sont des G-copies d'un p,
ol G est un sous-groupe des isométries directes de R™. Les p, sont alors appelées
proto-tuiles.

Un patch est une collection finie de tuiles d’un pavage.

Un pavage est dit de G-type fini si, pour tout rayon R > 0, il n’existe qu'un nombre
fini de patchs de diametre inférieur a R modulo l'action de G.

Un pavage 77 est G-répétitif si, pour tout patch A de 77, il existe un rayon
R(A) > 0 tel que toute boule de R™ de rayon R(A) rencontre 7’ sur un patch
contenant une G-copie du patch A.

Un pavage G-apériodique désignera ici un pavage de R™ de G-type fini, G-répétitif
et non périodique pour les translations de R™.

Les atomes d'un quasi-cristal sont alors situés a l'intérieur des tuiles du pavage
apériodique le modélisant.

Motivé par les propriétés électromagnétiques et macroscopiques de ces solides, J.
Bellissard étudia le mouvement d’'un électron dans un tel quasi-cristal (voir [Bel82],
[Bel86] et [Bel92]).

Ce mouvement est étroitement lié aux sauts d’énergie dans le spectre de 'opérateur
de Schrodinger associé au solide. Cet opérateur est de la forme :

h
H=-——A+V
G

ol —% est une constante, A est le laplacien sur R™ et V' est un potentiel dépendant

de la structure du quasi-cristal étudié.

V est de la forme V(x) = Z v(x —y) ou L est 'ensemble des positions des atomes

yeL
dans le quasi-cristal et v est le potentiel effectif d'un électron de valence pres d'un

atome, c’est-a-dire que v est la fonction régissant 'interaction entre un électron et
un atome (voir [BHZO00]).

J. Bellissard chercha donc un moyen d’étiqueter les trous de ce spectre en termes
mathématiques, c’est le probleme du gap-labeling.
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Les pavages étaient étudiés d'un point de vue mathématique bien avant la décou-

verte des quasi-cristaux mais 'intérét engendré par ce nouveau matériau a permis de
faire des progres énormes dans cette étude en examinant les propriétés des pavages
sous un nouvel angle, celui de la géométrie non commutative.
En 2000, dans [KP0O], J. Kellendonk et I. Putnam ont associé une C*-algebre & un
pavage G-apériodique pour en étudier les propriétés. Celle-ci est construite comme
le produit croisé des fonctions continues sur un espace topologique €2 par le groupe
G, l'espace §2 encodant les propriétés combinatoires du pavage en propriétés topo-
logiques et dynamiques.

Pour obtenir cet espace, fixons une base orthonormée de R™ ainsi qu'un pavage
G-apériodique P.
Si on laisse agir naturellement G a droite sur P, on obtient une famille de pavages
P.G que I'on peut compléter par rapport a une certaine distance (adaptée a de tels
pavages) pour obtenir ’enveloppe continue 2 du pavage P munie d’une action
naturelle de GG et formée de pavages partageant les mémes propriétés combinatoires
que P (cette construction fut introduite par Kellendonk dans [Kel95]) .
Grace aux propriétés combinatoires imposées sur P, l'espace €2 est compact et toutes
les orbites sous 'action de G sont denses dans 2.

En regardant le sous-espace des pavages de () vérifiant certaines conditions de
rigidité, on obtient alors un sous-espace = de €, appelé transversale canonique.
Cette transversale est un espace de Cantor et permet de voir {2 comme un espace
feuilleté, i.e 2 est recouvert par des ouverts de la forme K x U, ou K est un clopen
de = et U est un ouvert de GG, dont les applications de transition vérifient certaines
conditions de régularité. L’espace = en est alors une transversale et les feuilles de €2
sont homéomorphes a G ou a un quotient de G par un sous-groupe discret.

On peut alors associer au systeme dynamique (2, G) la C*-algebre produit croisé
C(92) x G.
Comme G est moyennable, l'espace {2 est muni d’'une mesure de probabilité G-
invariante et ergodique p. Cette mesure induit alors une trace 7 densément définie
sur C'(2) x G ainsi qu'une application linéaire 7/ : K (C(Q) X G) — R sur la K-
théorie de C'(2) x G.

Pour G = R", J. Bellissard put alors faire le lien entre les trous du spectre de
I'opérateur de Schrodinger H et cette K-théorie, remarquant que chaque trou dans
ce spectre donne lieu & une classe de Ko (C(2) x R™) (voir [Bel92] et [BHZ00]).
Il montre également que I'image sous 7/ de Ko(C(€2) x R") est reliée a la fonction
physique N : R — R* appelée densité d’états intégrée, abrégé en IDS (voir p.25).
Pour E € R, la valeur N'(E) peut étre vue comme la moyenne du nombre de valeurs



4 Introduction

spectrales de H inférieures a E par unité de volume.

Ainsi, ¢’est une fonction positive et croissante sur R et elle définit donc une mesure
de Stieljes-Lebesgue dA sur R donnée par dN ([E; E']) := N(E') — N(E).

dN est alors absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue dFE (i.e
fA dE =0= fA dN = 0) et, par le théoréme de Radon-Nikodym, on peut définir la
densité d’états comme la dérivation dN /dE.

Cette densité d’états est une quantité bien connue en physique des solides et elle est
accessible par expériences de diffusion (voir [Bel92]).

Cette quantité est importante en physique pour déduire des propriétés de conducti-
vité du quasi-cristal et il est donc crucial de pouvoir prédire I'image de cette fonction.
Pour cela, J. Bellissard a démontré qu’on pouvait relier cette fonction a un objet
mathématique grace a la formule de Shubin. La formule de Shubin exprime le
fait que, si E' est dans un trou du spectre, il existe une projection pg de C'(2) x R™
telle que NV (E) soit égale a 7#(pg) et que cela ne dépend pas du réel F choisi dans
le trou du spectre.

Ainsi, I'image de I'IDS N est incluse dans 'image, sous 7/, de K (C’(Q) X ]R").
Pour étudier les propriétés de conductivité du quasi-cristal, il est donc important de
connaitre cette derniere image.

La conjecture du gap-labeling formulée par J. Bellissard prédit alors I'image, sous
7/, du groupe de K-théorie : p induit une mesure p' sur la transversale canonique
= (donnée localement comme le quotient de p(K x U) par le volume de U) et la
conjecture exprime alors le lien entre I'image de K| (C’ (Q) % ]R”) sous T et I'image
sous ' des fonctions continues sur Z a valeurs entieres C(Z,7Z) :

Conjecture : ([Bel92], [BHZO00])

(Ko (C(0) # R") ) = ! (C(E, 2)

Dans cette conjecture, u'(C(Z,Z)) désigne 'ensemble {/ fdu'; f € C(E,Z)}.

Depuis, plusieurs travaux furent effectués pour prouver cette conjecture.

La suite exacte de Pimsner-Voiculescu permit a Bellissard dans [Bel92] de démontrer
la conjecture pour n = 1 et A. van Elst put prouver le cas n = 2 en itérant cette
suite exacte dans [VE94].

J. Bellissard, J. Kellendonk et A. Legrand démontrerent la conjecture pour n = 3
dans [BKLO1] en utilisant une suite spectrale due a Pimsner.

Enfin, c’est en 2002 que la conjecture fut démontrée dans le cas général d'un pavage
R™-apériodique dans trois articles indépendants : par J. Bellissard, R. Benedetti et
J.-M. Gambaudo dans [BBGO6]|, par M.-T. Benameur et H. Oyono-Oyono dans
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[BOOO02] et par J. Kaminker et I. Putnam dans [KPO03].

Il est alors naturel de se demander si cette conjecture reste vraie pour des pavages
plus généraux.
Cette these étudie le cas particulier des pavages de type (1, 2)-pinwheel du plan
introduit par Conway et Radin (voir [Rad94] et [Rad95]).
Ce sont des pavages construits a partir de deux triangles rectangles de cotés de
longueur 1,2 et v/5, images I'un de I'autre par réflexion.
On obtient un pavage de type pinwheel grace a la méthode de substitution. On peut
recouvrir les dilatés, par un facteur de v/5, des deux triangles par I'union de copies
par translations et rotations des deux triangles, les copies ne se rencontrant que sur
leur bord (voir F1G. 2).

: :> (b)

(a)

U

(c)

U

(d)

F1G. 2 — Substitution associée aux pavages de type pinwheel.

En itérant le processus, on construit alors une réunion de triangles qui recouvre des
régions de plus en plus grandes du plan et qui, a la limite, recouvre le plan et, par
conséquent, constitue un pavage du plan appelé pavage de type pinwheel et dont un
patch est représenté sur la figure F1G. 3.

Ce pavage est alors non périodique pour les translations du plan, de R? x S'-type
fini et R? x Sl-répétitif, on R? x ST représente le groupe des isométries directes du
plan.

Il n’est pas de R2-type fini puisque dans tout pavage de type pinwheel, on retrouve
les tuiles dans une infinité de directions différentes.

L’enveloppe continue {2 de ce pavage contient alors six cercles laissés stables par une
rotation d’angle m autour de l'origine. La réunion de ces 6 cercles est notée F' et ce
sont les seuls points fixes sous 'action des rotations.

On peut alors appliquer la construction expliquée ci-dessus pour obtenir un
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Fi1Gc. 3 — Patch d’un pavage de type pinwheel.

systeme dynamique (£2,R? x S*) ot Q est un espace compact et dont toutes les
orbites sous 'action de R? x S* sont denses.

On obtient également une transversale canonique = et €2 est alors un espace feuilleté
dont les feuilles sont homéomorphes & R? x S* excepté six qui sont homéomorphes
a(R? x SH/(0 x <m>).

Nous cherchons & démontrer le théoreme suivant :
Théoréme 4.1 :

T (KO(C’(Q x R? Sl))) — i'(C(E,2)).

Nous voulons donc relier I'image de K| (C OxR2xS 1)) sous l'application linéaire
7/ au Z-module de fréquence des patchs ut(C’ (=, Z))

Pour cela, on s’inspire dans un premier temps des travaux effectués par M.-T.
Benameur et H. Oyono-Oyono dans [BOO02].
En effet, dans leur article, ils utilisent le théoreme de 'indice pour les feuilletages
démontré par A. Connes (voir [Con79] ou [MSO06]) pour relier la partie analytique

T (KO (C(Q X ]R"))) a une partie topologique, plus calculable, Ch. (Kn(C’(Q))) qui
vit dans H (Q), le groupe de cohomologie longitudinale de € et ou Ch, est le ca-

ractere de Chern longitudinal, cf [MS06].
Nous montrons que ce méme théoreme peut étre appliqué pour les pavages de type
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pinwheel.

Pour cela, nous cherchons & montrer que tout élément de Ko(C(2) x R? x S) peut
étre vu comme l'indice analytique d’un opérateur de Dirac "tordu par un unitaire”
de K;(C(9)), i.e pour tout b € Ko(C(2) xR? x S'), on cherche un [u] € K;(C(Q))
tel que b = [u] ®c(q) [Ds), ot [Ds] € KK;(C(2),C(Q) x R? x S1) est la classe de
l'opérateur de Dirac longitudinal Ds le long des feuilles de €2 et ®¢(q) représente le
produit de Kasparov.

Nous montrons en fait que Ko(C(Q2) x R? x S*) est la somme de Z7 et d'un sous-
groupe H (voir ci-dessous pour plus de détails sur H).

L’image sous 7* de Z" est calculable explicitement et pour tout b € H, nous pouvons
obtenir un [u] € K;(C(Q)) tel que 7#(b) = 7#([u] ®c(a) [Ds]), ce qui sera suffisant
pour appliquer le théoreme de l'indice et obtenir :

Théoréme 2.12 : Vb€ H, 3[u] € K,(C(Q)) tel que :

7i(b) = 7 ([u] ®c) [Ds]) = (Ch-([u]), [Cp]),

ou [Cp] € HI(Q) est le courant de Ruelle-Sullivan associé a pi* (localement, cette
classe est donnée par intégration sur 2 xR? x S, voir [MS06]) et (, ) est le pairing
de la cohomologie et de I’homologie longitudinales.

Pour obtenir ce résultat, nous regardons {2 comme un espace doublement feuilleté.
Dans un premier temps, nous pouvons considérer {2 comme feuilleté par ’action de
ST C R? x S* et construire 'application ¢y : K7 (C(2)) — Ko(C(Q2) x S') donnée
par le produit de Kasparov par la classe du triplet défini par 'opérateur de Dirac
d; le long des feuilles S*.

Ensuite, en considérant ) feuilleté par R? x S!, nous pouvons utiliser le triplet de
Kasparov du Dirac D, transverse & l'inclusion du feuilletage par S* dans le feuille-
tage par R? x St de €.

Ce triplet permet de construire ¢, : Ko(C(Q2) xS1) — Ko(C(2) xR? x S?) grace au
produit de Kasparov par la classe de ce triplet dans K Ko (C(€2) xS*, C(Q)xR?».S!).
Grace a la construction Dirac-dual Dirac (voir [Kas88], [Ska91]), on peut montrer
que 9 est en fait un isomorphisme.

Nous prouvons alors que 5 0 97 est donné par le produit de Kasparov par la classe
du triplet associé au Dirac longitudinal de dimension 3 (voir [HS87] ou, dans le cas
des feuilletages, ils étudient le produit d’applications de Gysin correspondant a des
doubles feuilletages).

Pour obtenir ces résultats, nous démontrons trois résultats intermédiaires.
Tout d’abord, en utilisant une suite exacte a six termes en K-théorie et en notant
H?(-;Z) la cohomologie de Cech & coefficients entiers et H?2(-;Z) celle & support
compact, on montre :
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Proposition 2.5 :
Ko(C(Q) x 8Y) ~ Z & Z° @ Hg((ﬂ \ F)/St; Z)

Ensuite, nous montrons que 74 (¢2(Z)) = 0 et 7#(¢2(Z°)) C p'(C(E,Z)) par un
calcul explicite utilisant le théoreme de I'indice pour les feuilletages en regardant (2
feuilleté par R2.

Ainsi, il nous reste & étudier I'image de H := 1y <H§((Q \ F)/St; Z)) sous TH.

Nous prouvons alors que H2 <(Q \ F)/St; Z) est isomorphe & H3(Q2; Z) et que cet

isomorphisme est donné, modulo le caractere de Chern, par ;.
Ainsi, 1y 0 ¢y est surjective sur la partie H de Ko(C(Q) x R? x S1).

Utilisant un résultat obtenu par Douglas, Hurder et Kaminker dans [DHK91] sur
le théoreme de I'indice impair pour les feuilletages, on obtient le théoreme 2.12 :

Théoréme 2.12 : Vb€ H, 3[u] € K;(C(Q)) tel que :

7(b) = 7 ([u] ®c(o) [Ds]) = (Ch-([u]), [Cp])-

Nous étudions donc, dans la suite du manuscrit, la partie cohomologique du théoreme.
Le caractere de Chern longitudinal se factorise a travers le caractere de Chern usuel
en cohomologie de Cech qui peut étre défini & coefficients entiers (voir 2.2). De plus,
le courant de Ruelle-Sullivan ne prend en compte que la partie H3(€2). Ainsi, nous
nous ramenons a étude de H 3(Q; Z), le groupe de cohomologie de Cech & coeffi-
cients entiers de degré maximal de €.

Ce groupe est isomorphe au groupe de cohomologie de degré maximal H?(Q2/S"; Z)
de ©2/S! et le probleme se ramene donc a I’étude de ce groupe.

Dans un premier temps, nous montrons que §2/S! peut étre vu comme la limite
projective de complexes simpliciaux homéomorphes les uns aux autres en utilisant
une idée initiée par Anderson et Putnam dans leur article [AP98].

Comme les pavages de type pinwheel ne « forcent pas leur bord »(voir [Kel95]) ,
on utilise plus spécifiquement la version couronnée de leur construction.

Cette limite peut etre vue comme ’encodage des supertuiles couronnées entourant
I'origine dans le pavage limite, une n-supertuile étant une proto-tuile agrandie par
une dilatation de rapport NG puis décomposée n fois suivant le schéma de la figure
F1G. 2.

Cette construction permet alors de calculer H?(Q2/S'; Z) en utilisant des méthodes
simpliciales.
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Savinien et Bellissard ont utilisé cette méthode dans [SB09] pour calculer la
cohomologie des pavages en termes de la cohomologie PV de 'enveloppe continue.
Dans ce texte, nous construisons de fagon analogue un espace des proto-tuiles B
formé par le quotient de la réunion disjointe des différentes proto-tuiles couronnées
d’un pavage de type pinwheel par la relation qui identifie deux arétes si on peut
les rencontrer cote-a-cote I'une de l'autre dans un pavage de type pinwheel. Si I'on
considere un pavage de €2, l'origine est contenue dans une tuile et on peut donc
considérer 1’application qui envoie le pavage sur la position de l'origine dans la
proto-tuile correspondante. On obtient ainsi une surjection de €/S* sur B qui en-
code le type de proto-tuile couronnée entourant l'origine dans un pavage de type
pinwheel.

Nous choisissons alors une décomposition simpliciale particuliere de chaque proto-
tuile couronnée, compatible avec les intersections des différentes arétes, ce qui munit
B d'une structure simpliciale de dimension 2.

En pointant chaque cellule de chaque proto-tuile couronnée et en relevant cette
ponctuation au niveau de /S, on peut construire une nouvelle transversale Za
partitionnée par les transversales =% obtenues en relevant la ponctuation des i-
cellules (i = 0,1,2).

La cohomologie PV des pavages de type pinwheel Hp,, (Bg; C (EA,Z)) est obtenue
en "relevant” la cohomologie simpliciale de B5 a Q/S*.

On montre alors I'isomorphisme suivant :

Théoréme 3.10 : )
H*(Q/S%Z) ~ Hpy, (B5; C(Ea, 7).

Les cochaines de degré 2 de cette nouvelle cohomologie sont données par des fonc-
tions continues sur la transversale =% a coefficients entiers, ce qui est un premier pas
important vers le module de fréquence des patchs des pavages de type pinwheel qui
est relié aux fonctions continues sur la transversale canonique = a valeurs entieres.

Le point crucial est alors la démonstration de I'isomorphisme entre la cohomolo-
gie PV de degré maximal des pavages de type pinwheel et le groupe des coinvariants
entiers de la transversale Z%. Cette notion de groupe des coinvariants entiers est
donnée en 3.4, il correspond au quotient des fonctions continues sur Z3 par les coin-
variants ”locaux” Hgz , d’'une maniere similaire a la définition donnée dans [Kel97].

HEzA est un sous-groupe de C(Z34,Z) tel que pour tout h € HE2A, fEQA hdub = 0,
pour la mesure b induite par u sur =%

Théoréme 3.16 :
Hpy (B5; C(Ea, 2)) = O(ZX,Z) / Hzz .
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Cela permet d’obtenir le corollaire important :

Corollaire 3.19 : La cohomologie de Cech de degré mazimal de Uenveloppe continue
est 1isomorphe au groupe des coinvariants entiers de la transversale canonique :

H3(Q;Z) ~ C(Z,Z)/Hz=.

Ce résultat associé a I’étude locale de €2 et a I’étude de I'image sous le courant de
Ruelle-Sullivan de la cohomologie de degré maximal de {2 donne le gap-labeling des
pavages de type pinwheel :

Théoréme 4.1 : Si T est un pavage de type pinwheel, Q = Q(7T) son enveloppe
continue munie d’une mesure de probabilité ergodique et R? x S'-invariante p et =
sa transversale canonique munie de la mesure induite u', nous avons :

o (KO((J(Q) 1 R? 51)) — 1(CE 7).

Le dernier résultat de cette these est le calcul explicite du module de fréquence
des patchs 1" (C(Z,Z)) dans la lignée des calculs fait par Kellendonk dans [Kel95]
et [Kel97].

Pour cela, nous explicitons les 108 proto-tuiles couronnées des pavages de type pinw-
heel dans les figures F1G. 7 et F1G. 8 p.101 et p.102.

En considérant alors un quotient de C'(Z,7Z), par un sous-goupe de mesure nulle,
comme le groupe de dimension d’un systeme simple stationnaire (voir définition 4.3)
et en montrant que u' est en fait une mesure de probabilité, on obtient

1 1
Ko (C(Q) x R? 1>:t =7)) = —27|=
r(Ko(C(Q) # R % 81) ) = i (CE2) = 522 | £ -
en utilisant un résultat obtenu par Effros (voir [Eff81]) sur les états des groupes de
dimension de tels systemes.
Ce résultat montre donc que le gap-labeling des pavages de type pinwheel est donné
par le Z-module de fréquence des patchs.

Les calculs effectués dans cette derniere partie permettent également de retrouver un
résultat déja connu (voir [Fre08] ou [Rad95]) : le systéme dynamique (2, R? x S!)
est uniquement ergodique.
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Bien qu’ayant remarqué que tous les groupes de cohomologie pour les pavages de
type pinwheel ont été calculés par Barge, Diamond, Hunton et Sadun dans [BDHS]
mais nous n’avons pas trouvé de moyen d’utiliser ces calculs pour calculer le gap
labeling explicitement. En effet, il est difficile de représenter les générateurs de la
cohomologie de degré maximal et par conséquent de voir I'image de cette cohomo-
logie sous r* et sous le courant de Ruelle-Sullivan.

Bien que le pavage de type pinwheel soit intéressant d’'un point de vue mathématique,
aucun matériau réel ayant les propriétés du pavage de type pinwheel n’a été découvert
dans la nature jusqu’a ce jour.

Une question naturelle est de savoir si les résultats obtenus dans ce manuscrit
sont un fait plus générl, a savoir, s’ils peuvent encore s’appliquer pour démontrer la
conjecture pour les pavages de type (m, n)-pinwheel (voir p.104) ou pour des pavages
généraux de R? x S'-type finis mais non de R-type finis.

Le plan de ce manuscrit est le suivant.

Dans un premier chapitre, nous rappelons les différentes notions sur les pavages
du plan et nous introduisons la conjecture du gap-labeling.
Plus précisément, nous construisons un pavage de type pinwheel puis nous introdui-
sons l'enveloppe continue € qui contient tous les pavages de type pinwheel. Nous
énoncons alors les différentes propriétés bien connues de cet espace muni d’'une ac-
tion du groupe R? x S! des isométries directes du plan.
Nous étudions alors la transversale canonique = qui est un espace de Cantor et,
en étudiant les rotations laissant stable un pavage de type pinwheel, nous voyons
I’enveloppe continue comme un espace feuilleté dont = est une transversale.
Nous rappelons alors comment, a partir de tout systeme dynamique (2, G), on peut
associer la C*-algebre produit croisé C'(§2) x G.
Appliquant cette construction au cas des pavages de type pinwheel, on obtient une
C*-algebre C'(02) x R? x St associée aux pavages de type pinwheel.
Nous donnons ensuite un rapide apercu de la conjecture du gap-labeling dans le cas
d'un pavage R"-apériodique en introduisant la notion de pavage apériodique avant
de définir la densité d’états intégrée (IDS) qui permet de faire le lien entre une fonc-
tion physique et la C'*-algebre associée a ces quasi-cristaux. Ce lien est donné par la
formule de Shubin.
Nous terminons ce chapitre en énoncant la conjecture du gap-labeling formulée par
J. Bellissard et en rappelant brievement les étapes de la démonstration donnée par
M.-T. Benameur et H. Oyono-Oyono dans [BOOO02].

Dans le deuxieme chapitre, nous commencgons par étudier le groupe de K-théorie
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de la C*-algebre C(Q) x R? x S! en montrant qu’elle se décompose en une somme
Z&75 e Hg((Q\F)/sl;Z).

Nous calculons ensuite 'image de la copie de Z dans cette somme sous l'action de
I’application linéaire 7/ et nous montrons qu’elle est nulle.

Nous étudions ensuite la partie cohomologique de cette somme dans la section sui-
vante ou l'on prouve que ce groupe de cohomologie est isomorphe au sommant
H3(Z) de Kq(C(9)).

Ce résultat permet alors de montrer que I'on obtient une application de K; (C’ (Q))
sur la K-théorie de la C*-algebre associée aux pavages de type pinwheel qui est
surjective sur la partie cohomologique H? ((Q \ F)/S1; Z).

La section suivante de ce chapitre a alors pour but de démontrer que cette appli-
cation est obtenue par le produit de Kasparov par la classe d'un Dirac le long des
feuilles.

Pour cela, nous rappelons un théoreme da & Kucerovsky (voir [Kuc97]) qui permet
de faire des calculs de produits de Kasparov dans le cas d’opérateurs non bornés.
Nous introduisons ensuite la notion de groupoide avant de définir la notion d’opéra-
teurs longitudinaux, finissant cette sous-section en donnant la forme explicite des
opérateurs longitudinaux qui nous intéressent pour la suite.

Nous calculons alors trois produits de Kasparov pour obtenir le résultat escompté
et pour pouvoir appliquer le théoreme de I'indice pour les feuilletages démontré par
A. Connes et étendu au cas des espaces feuilletés dans [MIS06]. Nous utilisons plus
particulierement la version de l'article [DHK91] ou le cas impair est étudié.

Nous terminons ce chapitre par le calcul explicite de 7/(Z°) grace au théoreme de
I'indice pour les feuilletages mais en voyant cette fois {2 comme espace feuilleté par
R2. Nous montrons que cette image est incluse dans p'(C(Z,7Z)).

Dans le troisieme chapitre, nous introduisons la notion d’espace des proto-tuiles

et d’espace des supertuiles pour les pavages de type pinwheel. Ces espaces per-
mettent alors de voir £2/S* comme limite projective de complexes simpliciaux.
Nous construisons alors la cohomologie PV des pavages de type pinwheel. Nous mon-
trons que cette cohomologie est isomorphe & la cohomologie de Cech & coefficients
entiers de /S, 'enveloppe continue quotientée par les rotations.
Ce résultat permet de prouver que le groupe de cohomologie de Cech de degré maxi-
mal & coefficients entiers de €2/S! est en fait le groupe des coinvariants entiers de la
transversale canonique = qui est un premier pas vers la démonstration de la conjec-
ture du gap-labeling pour les pavages de type pinwheel.

Dans le dernier chapitre, nous prouvons la conjecture du gap-labeling et nous
faisons un calcul explicite de ce gap-labeling.
Nous étudions I'image des générateurs du groupe des coinvariants entiers dans la
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cohomologie de Cech de degré maximal pour obtenir un diagramme commutatif qui
permet de calculer I'image par le courant de Ruelle-Sullivan de la cohomologie de
Cech de degré maximal & coefficients entiers de Q.
Ce diagramme nous permet de montrer que l'image par la trace de la K-théorie de
la C*-algebre associée aux pavages de type pinwheel est incluse dans 'image par !
des fonctions continues sur = a valeurs entieres.
Il nous permet également d’obtenir facilement l'inclusion inverse et de démontrer
ainsi la conjecture du gap-labeling pour les pavages de type pinwheel.
En regardant alors un quotient de C'(Z, Z), par un sous-goupe dont les éléments sont
de mesure nulle, comme le groupe de dimension d'un systeme simple stationnaire
et en montrant que u' est en fait une mesure de probabilité, on obtient alors le
calcul explicite du gap-labeling en le reliant au Z-module de fréquence des patchs
apparaissant dans un pavage de type pinwheel, i.e -7 [1].

L’Annexe A démontre la Morita équivalence entre (C’O(X x R?) x ]RQ) x ST et
Co(X) x St qui est utilisée dans le deuxiéme chapitre.

L’Annexe B démontre un résultat nécessaire pour le lemme 2.4 et pour le calcul
de I'image de Z° sous 7".

L’Annexe C introduit les notions de C*-algebres et de C*-modules hilbertiens
gradués qui sont utilisés dans I’Annexe D ainsi que dans la définition des triplets de
Kasparov.

L’Annexe D définit les groupes de K K-théorie équivariante de Kasparov et rap-
pelle les principales propriétés qui sont utilisées dans cette these.

L’Annexe E commence par la preuve de deux lemmes utiles pour le calcul de pro-
duits de Kasparov faisant intervenir des triplets de Kasparov non gradués et sont
utilisés dans les calculs de produits de Kasparov effectués dans le troisieme chapitre.
Nous calculons ensuite les deux commutateurs qui interviennent dans les calculs de
ces produits.






Chapitre 1

Rappels

1.1 Pavages de type pinwheel et enveloppe conti-
nue

Nous appellerons pavage du plan toute famille dénombrable P = {ty,t1,...} d’en-
sembles non vides, compacts t; appelés pavés ou tuiles (chaque pavé étant supposé
homéomorphe a la boule unité), vérifiant :

° U t; = Fs ou Ey désigne le plan euclidien muni d’une origine O fixée;

ieN

° fes pavés ne se rencontrent que sur leur bord ;

e L’intérieur des pavés sont 2 a 2 disjoints.

Nous nous intéressons au cas particulier ou il existe un nombre fini de tuiles
{po,--.,pn} (chaque représentant étant fixé), appelées proto-tuiles,; de sorte que
chaque t; soit I'image de I'une de ces proto-tuiles par une isométrie directe du plan.
Nous allons nous intéresser plus particulierement aux pavages de type pinwheel dont
nous allons donner une construction dans ce qui suit.

Notre construction d'un pavage de type pinwheel est basée sur la construction faite
par Charles Radin [Rad94]. C’est un pavage du plan obtenu par la méthode de
substitution décrite dans la figure F1a. 4.

Ce pavage est constitué de deux types de proto-tuile, le triangle de la figure FIG.
4.(a) de cotés de longueur 1, 2 et v/5 et son symétrique par réflexion par rapport au

coté de longueur 2.

Pour obtenir ce pavage, nous partons du triangle rectangle dont les coordonnées
des sommets sont (0,0), (2,0) et (2,1).

15
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F1G. 4 — Substitution associée aux pavages de type pinwheel.

Cette tuile sera appelée supertuile d’ordre 0 ou O-supertuile.

Nous définissons ensuite une supertuile d’ordre 1 comme suit : nous prenons le
triangle rectangle dont les sommets ont pour coordonnées (—2,1), (2,—1) et (3,1),
puis nous le décomposons comme indiqué sur F1G. 4.(b). La supertuile d’ordre 1
ainsi construite est alors décomposée en 5 supertuiles d’ordre 0, isométriques a la
tuile de départ, avec la tuile de départ en son centre (voir figure F1G. 6.(b)).

e @?@7
U

(©

Fi1G. 5 — Construction d'un pavage de type pinwheel.

On plonge alors cette supertuile d’ordre 1 dans une supertuile d’ordre 2 en
répétant le processus. Les coordonnées de cette supertuile d’ordre 2 seront (—5,5),
(1,-3) et (5,0) (voir F1G. 5.(c)).

On continue ainsi le processus, incluant cette supertuile d’ordre 2 dans une super-
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tuile d’ordre 3 correctement orientée, et ainsi de suite, ce qui nous donne un pavage
du plan 7, appelé pavage de type pinwheel.

Nous allons alors associer a ce pavage un espace topologique qui gardera un maxi-
mum d’informations géométriques sur le pavage.

Pour cela, remarquons que les isométries directes du plan agissent sur le plan eu-
clidien B, muni d’une origine O. Les isométries directes E* = R? x SO(2) agissent
donc naturellement a droite sur notre pavage 7. Pour une rotation Ry et un vecteur
s € R?, T.(s,Ry) := R_4(T — s). On notera également (s, ) pour désigner (s, Ry).

Définition 1.1 Un patch est une collection finie de tuiles d’un pavage.

Un pavage est dit de E2-type fini si, pour tout rayon R > 0, il n’existe qu’'un nombre
fini de patchs de diamétre inférieur a R aux isométries directes du plan pres.

Un pavage T' est BE2-répétitif si, pour tout patch A de T', il existe un rayon
R(A) > 0 tel que toute boule du plan de rayon R(A) rencontre T' sur un patch
contenant une copie par isométrie directe du patch A.

On montre alors facilement que le pavage 7 que nous avons construit est de E2-type
fini, répétitif, non périodique pour les translation mais qu’il peut étre périodique
sous de l'action des rotations (voir [Pet05]).

Associons a ce pavage un espace topologique. Pour cela, nous munissons 7 .E? d’une
topologie métrisable de la facon suivante : soit 7; et 75 deux pavages de 7 .JE?, et
soit

A= {5 e [o, %] / 3s; € B2(0), 0; € BX0) t.q. Ti.(s1,601) N B1(0) = To.(s2,02) N B%(O)}

olt B1(0) désigne la boule de E;, centrée en O de rayon + et BJ(0) désigne la boule

de R7 centrée en 0 de rayon ¢ (i.e on considere les isométries directes proche de Id).
Posons alors :

InfA siA#40D
A1, D) = { L sinon '
V2

d définit ainsi une métrique sur 7 .JE2. Pour cette topologie, une base de voisinages
est définie comme suit : deux pavages 7; et 75 sont voisins ou proches si, par une
isométrie directe proche de I'identité, ils coincident sur une grande boule centrée en
I’origine.

Il existe d’autres topologies (équivalentes) que 'on peut définir sur cet espace. La
topologie obtenue est métrisable mais aucune des métriques donnant la topologie
n’est canonique. Pour une méthode plus canonique de définir la topologie, le lecteur
pourra se reporter a [BHZO00].

Le probleme de non-unicité de la métrique a été étudiée dans [PB09].
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Définition 1.2 Nous appelons enveloppe continue de T le complété métrique de
(T .E?%,d) et nous notons Q(T) l’espace ainsi obtenu.

Propriétés 1.3 ([BBGO06], [BG03], [BHZ00], [KP00], [LP03] et [Rad94])

o Q(T) est constitué de pavages de E2-type fini, E*-répétitifs et non périodiques
(pour l’action des translations).
Tous les pavages de QU(T) sont constitués des mémes patchs que ceux de T .

o Q(T) est un espace compact puisque T est de E*-type fini.

o Tous les pavages de U7T) sont pavés par des supertuiles d’ordre n de fagon
unique, et cela pour tout n = 0.

o De plus, la répétitivité de T nous assure la minimalité du systeme dynamique
(UT),E?), c’est-a-dire que toutes les orbites sont denses.

La derniere propriété de €2(7°) nous permet de noter simplement {2 pour désigner
I'enveloppe continue (si 7’ € (7)) alors Q(7") = Q(7)).

Définition 1.4 Tout pavage T, € Q) sera alors appelé pavage de type pinwheel.

Remarque : On peut facilement voir que notre enveloppe continue €2 correspond a
I'espace compact X4 construit par Radin et Sadun dans [RS98].

1.2 La transversale canonique

Nous allons construire, dans ce paragraphe, un espace de Cantor inclus dans 2 qui
va nous permettre de munir {2 d’une structure de lamination.

Pour cela, fixons nous un point dans I'intérieur des deux proto-tuiles. Ainsi, a tout
pavage de  (i.e construit avec ces deux proto-tuiles), nous pouvons associer une
collection de points du plan, appelée ponctuation du pavage.

Posons alors €y I'ensemble des 7' € Q qui ont un point de leur ponctuation qui
coincide avec 'origine O.

Nous appellerons alors transversale canonique 'espace quotient 4/S0(2).

Nous allons identifier cet espace avec un sous-espace de €2 en construisant une sec-
tion continue s : Q/S0(2) — Q.



1.2. La transversale canonique 19

Pour obtenir cette section, il nous suffit de fixer une orientation des 2 proto-tuiles
une fois pour toute, cette orientation sera appelée bonne orientation dans la suite.
Ainsi, quand on prend un patch ntourant I'origine dans un pavage de €y, il n'y a
qu'une orientation de ce patch qui fera coincider 'orientation de la tuile contenant
I'origine avec celle des proto-tuiles choisie.

Soit alors [w] € 4/S0(2), il existe un unique 6 € [0; 27| tel que la tuile de Ry(w)
contenant 1’origine ait la bonne orientation.

On pose alors s([w]) := Ry(w).

L’application s : Q/SO(2) — s(£20/S0(2)) est alors bijective. On vérifie facilement
que s est continue. On a donc un homéomorphisme entre la transversale canonique
et un sous-espace compact = de €2y donc de 2.

Ce sous-espace = sera également appelé transversale canonique.

On peut voir = comme ’ensemble des pavages de {2 dont un point de la ponctuation
coincide avec O et dont la tuile contenant O a la bonne orientation.

On a alors :

Proposition 1.5 ([BG03])
La transversale canonique est un espace métrique de Cantor.

Avant d’exhiber la structure de lamination de 2, nous devons étudier les différents
angles des rotations associées aux isométries directes laissant stable un pavage de
Q.

On peut trouver des pavages de type pinwheel qui possede des régions qui sont pavés
par des supertuiles de tout ordre. On introduit alors la définition suivante :

Définition 1.6 Une région d’un pavage pavée par des supertuiles d’ordre n pour
tout n > 0 est appelée supertuile infinie (ou supertuile d’ordre infini).

Nous pouvons construire un pavage de type pinwheel contenant 2 demi-plans comme
supertuiles infinies de la fagon suivante : Considérons le rectangle formé par les 2
supertuiles d’ordre n — 1 situées au milieu d’une supertuile d’ordre n. Pour tout
n > 1, orientons un tel rectangle de facon a avoir son centre a l'origine et sa dia-
gonale sur ’axe des abscisses, puis complétons le reste en un pavage 7, périodique.
Par compacité, cette suite admet une sous-suite convergente, qui sera un pavage de
type pinwheel et qui sera formé de 2 supertuiles infinies (cette exemple est tiré de
[RS98)).

Notons que la frontiere d’une supertuile infinie doit étre composée de lignes et ne
doit avoir au plus qu’'un sommet, puisqu’elle est pavée par des supertuiles de tous
les ordres.

Nous appellerons de telles lignes des failles.
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F1G. 6 — Pavage de type pinwheel symétrique.

Lemme 1.7 Si (s, Ry) laisse un pavage de type pinwheel T' invariant, alors 0 est
égal a 0 ou m modulo 27w. De plus, si @ = 0 alors s = 0 i.e aucune translation ne
peut laisser stable un pavage de type pinwheel.

Démonstration : il faut distinguer plusieurs cas :

1. Le cas ou le pavage 7' laissé stable n’admet pas de faille (i.e n’admet pas de
supertuile infinie).
Nous allons alors montrer que s = 0 et § = 0 mod(27).
En effet, soit x € E5 tel que Oz = s alors O et  sont inclus dans Vintérieur
d’une supertuile d’ordre m apres un certain nombre m de compositions puis-
qu’il n’y a pas de supertuile infinie (voir remarque p.29 dans [RS98]).
Comme aucune isométrie non triviale ne laisse stable nos proto-tuiles, s et
doivent étre nuls.

2. Le cas ou le pavage 7' admet des supertuiles infinies.
D’apres [RS98] p.30, le nombre de supertuiles infinies dans 7" est borné par
une constante K (en fait, dans un pavage de type pinwheel, on peut prendre
K = %’r, ou « est le plus petit angle des proto-tuiles). Ainsi, 7’ n’admet pas
plus de K sommets de supertuiles infinies et il n’admet alors quun nombre
fini de failles. Ceci va nous permettre d’obtenir le résultat.
En effet, comme (s, Ry) laisse stable 7", si on se fixe une faille F', (s, Ry) envoie

celle-ci sur une autre faille /7 de 7’. Ainsi Ry envoie F' sur une ligne parallele
a Fj.
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Comme il n’y a qu'un nombre fini de failles, il existe alors M € N*, m € Z*
tels que MO = 2mm.

Si nous faisons alors appel aux résultats de [RS98] p.32, 6 doit, de plus,
appartenir au groupe des orientations relatives G ro(Pin) du pavage de type

pinwheel-(1,2) qui n’est autre que le sous-groupe de SO(2) engendré par g et
2a. -
Ainsi, si 0 = 2ka + [— avec k € Z* et | € Z, ceci voudrait alors dire que « est

rationnellement lié & 7, ce qui est absurde (voir [Rad94] p.664) donc k = 0

et 6 € {O, g, T, 3;} mod(2).

En étudiant alors les différentes couronnes d’ordre 1 (i.e les patchs minimaux
autour d'un sommet ou autour du milieu de certaines arétes), il apparait alors
qu’il n’existe que des patchs ayant une symétrie d’ordre 2 ([Sad] ou se reporter
aux figures F1G. 7 et F1G. 8 p.101 et p.102, ou 'on a représenté 54 proto-tuiles
couronnées, les 54 autres étant obtenues par réflexion).

Ainsi 0 € {0, 7} mod(27) et si § = 0, s = 0 puisque les pavages ne sont pas
stables par translation.

0

Nous pouvons de plus ajouter au lemme qu’il n’existe, aux isométries directes pres,
que 6 pavages admettant une symétrie d’ordre 2 ([Sad]). Il n’y a donc que 6 orbites
ayant des points fixes pour I'action de R? x SO(2).

De plus, il n’y a que 6 cercles Fi, ..., Fs contenant des points fixés par 'action des
rotations (bien sur, par suite, les 6 orbites correspondant a ces 6 cercles contiennent
tous les points fixes de Paction de R? x SO(2)).

Nous obtenons alors le résultat important suivant sur la dynamique de notre pavage
(voir [Ghy99],[BGO03]) :

Théoréme 1.8 ([BG03))
L’enveloppe continue est munie d’une structure de lamination minimale.

Démonstration :
La preuve est guidée par celle de [BGO03] a l'exception que, localement, ()
ressemble & un ouvert de R? x un ouvert de SO(2) x un Cantor au lieu de
ressembler & un ouvert de R? x SO(2) x un Cantor.

Q) peut étre recouvert par un nombre fini d’ensembles U; = ¢;(V; x T;) ou :

e T} est un clopen de =;

e V; est un ouvert de R? x SO(2) qui se lit V; = T; x W; ot W; est un
ouvert de R? et I'; un ouvert de SO(2) de la forme |in/2 — w/3; 17 /2 + /3],
1€{0,1,2,3};
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o ¢, : V; x T; — Q est l'application définie par ¢;(v,wy) = wp.v.

Comme il existe des partitions de = par des clopens de diametre arbitraire-

ment petit, en choisissant ce diametre assez petit et en considérant des sous

ensembles des ouverts U;, il est possible d’obtenir les conditions suivantes :

e les ¢; sont des homéomorphismes sur leur image;

e siTh eU;NU;, Th = ¢i(v,wo) = ¢;(v,wf), Pélément v'.v~! est indépendant
du choix de 7; dans U; N Uj, on le note g;;.

Les applications de transition se lisent alors : (v',w() = (gi;.v, wo.glgl).

Il s’ensuit que les U; et les cartes h; = ¢, L. U, — V; x T, définissent une

structure de lamination sur ).

Par construction, les feuilles de 2 sont les orbites de € sous 1'action de E2.

g

On peut également dire que €2 est un espace feuilleté a la place de lamination.

A ce stade de I'article, nous devons remarquer plusieurs choses concernant 1’action
de E2.

E? n’agit pas librement sur €2, mais nous avons néanmoins pu adapter des résultats
obtenus par Benedetti et Gambaudo dans leur article en étudiant les symétries pos-
sibles des pavages de type pinwheel.

L’action de E? n’est pas libre non plus sur € (voir 'exemple ci-dessus du pavage
de type pinwheel avec 2 supertuiles infinies).

Remarquons également que grace au groupe Gro(Pin), on peut voir que les or-
bites de  sous l'action de R? sont aussi toutes denses dans Q. (cf [HRSO05])

Ceci étant dit, nous pouvons passer a I’étude dynamique du probleme.

1.3 (*-algebre associée au pavage

Nous allons procéder comme dans l'article de Kellendonk et Putnam [KP0O] pour
associer a un pavage 7 de type pinwheel une C*-algebre des ”observables”.
La C*-algebre qui nous intéresse est celle obtenue naturellement a partir du systeme

dynamique (€2, E?), i.e le produit croisé¢ A = C(02) x (R? x SO(2)).

Pour les besoins de la prochaine section, considérons un espace topologique 2 muni
d’une action a droite d’'un groupe localement compact G (dans le cas des pavages
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de type pinwheel, G = R? x SO(2)). Supposons pour simplifier les définitions que
G est unimodulaire et fixons une mesure de Haar A sur G.

Pour construire la C*-algebre produit croisée C'(£2) x G, considérons dans un premier
temps l'espace vectoriel C,. (2 x GG) des fonctions continues a support compact sur
2 x GG. Nous munissons cet espace d'un produit de convolution et d’une involution
par :

fxg(w,g) :Z/Gf(w,h)g(wh h~'g)dA(h)

[ (w,9) = flwg,g7")
ou f,g e C.(2xG)etweN ged.

On définit alors une norme sur cet espace par :

HfHOC,l—Max{sup/Uwg\d)\ sup/\f (w,9)] dA\(g )}

Considérons alors I'algebre involutive L>!(Q x G), complétion de C.(2 x G) pour
cette norme.
Cette algebre se représente sur L?(G) par la famille de représentations {m,,w € Q}
définie par :

_ /G Fw.g. g~ )Y (h)dA(R),

avec ¥ € L*(G).

On a: m, est linéaire, m(£g) = mulf)malg), Tulf) = Tulf*) et Ml ) I<I1F o
On définit alors la C*-norme || f ||= sup,cq || 7o (f) ]| sur L>1(Q x G). Cette norme
permet alors de définir la C*-algebre C'(2) x G comme la complétion de C.(€2 x G)
ou de L=1(Q x G).

Dans le cas des pavages de type pinwheel, G = R? x SO(2) et cette C*-algtbre
C(Q) x (R? x SO(2)) est isomorphe a (C(2) x R?) x SO(2) ([Cha99] page 15).
L’action de SO(2) sur C.(©2 x R?) est la suivante : 0.f(w, s) := f(R_g(w), R_4(s))
pour tout f € C.(Q x R?). Cette action s’étend alors & tout C(Q) x R,

Nous nous intéressons a cette C*-algebre pour plusieurs raisons. La premiere est
due au fait que cette C*-algebre contient des informations dynamiques lies a la
géométrie du pavage de départ. La seconde est motivée par la conjecture du gap-
labeling faite par J. Bellissard dans [Bel92] ou l'auteur relie le mouvement d’un
électron dans un quasi-cristal a la K-théorie de la C*-algebre des observables du
pavage, ce que nous allons décrire dans le paragraphe suivant. Il était alors naturel
de transposer la méme conjecture dans le cas d'un pavage de type pinwheel et de
relier la K-théorie de C(Q) x R? x SO(2) au Z-module engendré par la fréquence
des patchs apparaissant dans un pavage de type pinwheel (voir la fin de la prochaine
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section pour les motivations).

1.4 Gap-labeling

1.4.1 Quasi-cristaux

Avant de présenter les travaux de Bellissard sur la conjecture du gap-labeling, nous
allons introduire la définition de pavage apériodique modélisant un quasi-cristal.
C’est un pavage de l'espace euclidien R™ ayant les mémes propriétés combinatoires
que les pavages de type pinwheel introduites dans la premiere section.

Définition 1.9 Un pavage de R" est une famille dénombrable P = {to,t1,...}
d’ensembles non wvides, compacts t; appelés pavés ou tuiles (chaque pavé étant
supposé homéomorphe a la boule unité), vérifiant :
° U t; = E, ou E, désigne l’espace euclidien R™ muni d’une origine O fizée;
iEN
° Ees pavés se rencontrent sur leur bord ;
o Lintérieur des pavés sont 2 a 2 disjoints.

Soit G un sous-groupe des isométries de E,.

On considérera dans la suite le cas particulier de pavages pour lesquels il existe une
famille finie {po,...,pn} telle que tous les compacts t; sont des G-copies d’un py.
Les py sont alors appelées proto-tuiles.

Un pavage est dit de G-type fint si, pour tout rayon R > 0, il n’existe qu’un nombre
fini de patchs de diametre inférieur a R modulo ’action de G.

Un pavage T' est G-répétitif si, pour tout patch A de T', il existe un rayon
R(A) > 0 tel que toute boule de R™ de rayon R(A) rencontre T' sur un patch
contenant une G-copie du patch A.

Un pavage G-apériodique est alors un pavage de R" de G-type fini, G-répétitif
et non périodique pour les translations de R™.

Par exemple, les pavages de type pinwheel sont des pavages apériodiques avec n = 2
et G = R? x SO(2) les isométries directes du plan.

Beaucoup d’exemples de pavages apériodiques sont connus, le pavage de Penrose
étant sans doute le plus connu (n = 2, G = R?) (cf [Pet05]).

Pour la suite de cette section sur le gap-labeling, nous supposerons donné un pavage
R"™-apériodique P.
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Nous pouvons alors associer a ce pavage un espace topologique €2 comme nous ’avons
fait pour le pavage de type pinwheel en considérant ’espace des translatés P.R" du
pavage P et en complétant cet espace pour la distance d obtenue de la méme maniere
que pour les pavages de type pinwheel :

A= {e e [o, %} / 32: € BX(0) t.q. (Pi —21) N B1(0) = (Py — ) N Bé(O)}

ot B1(0O) désigne la boule de E,, centrée en O de rayon L et BZ(0) désigne la boule
de R™ centrée en 0 de rayon ¢ (i.e on considere les translations proche de Id) .
On pose alors :

InfA siA#0)
d(Pl’ P2) - { L sinon ’
NG

On définit Q(P) := PR" comme la complétion de P.R™ pour cette distance d.

On peut montrer que 2(P) est un espace métrique compact, que toutes les R"-
orbites sont denses dans cet espace, montrant que tous les pavages de (P) ont
méme enveloppe.

On peut alors définir de facon similaire a la premiere section, la transversale cano-
nique en fixant un point dans chaque proto-tuile et en définissant la transversale
canonique = comme l'ensemble des P’ € Q qui ont un point de leur ponctuation
qui coincide avec l'origine O.

Cet espace est encore un espace de Cantor (voir [BGO03]) et 2 hérite encore d'une
structure de lamination dont les feuilles sont des copies de R™.

1.4.2 Densité d’états intégrée - IDS

Cette section s’inspire des travaux réalisés par J. Bellissard [Bel92] (cf aussi [Ypm]).
Le gap-labeling (”étiquetage des sauts d’énergie”) consiste a décrire de fagon quali-
tative le spectre d’un opérateur associé au mouvement d’un électron dans un quasi-
cristal (qui est un solide avec une disposition atomique particuliere, modélisée par
des pavages apériodiques).

Ce mouvement est décrit par un opérateur de Schrodinger sur 'espace de Hilbert

L?(R") de la forme :

h

h
ou h est la constante de Dirac, soit o ou h est la constante de Planck, m est la

7r
masse de I'électron, A est le laplacien sur R™ et V est une fonction potentiel dans
L>(R"™) dépendant de la structure du quasi-cristal étudié.

Le domaine de définition de H est D(H) = {v € L*(R") | Ay € L*(R™)}.
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On se fixe alors dans la suite un pavage R™-apériodique P modélisant le quasi-
cristal, ce qui nous permet de considérer les deux espaces introduits dans la section
précédente €) et = ainsi que la C*-algebre associée au systeme dynamique C(£2) x R”
qui sera appelée C*-algebre des observables dans la suite.

Définition 1.10 Une famille covariante d’opérateurs auto-adjoints (pouvant étre
non bornés) {H,;w € Q} est une famille d’opérateurs vérifiant U,.H, .Ul = H,,_,
pour ¥ € R™ et U, : L*(R™) — L*(R™) définie par U,(f)(z) := f(z + a).

On dira alors qu’une famille covariante d’opérateurs auto-adjoints {H,;w € }
est affiliée a la C*-algébre A = C(Q) x R™ si, pour toute fonction f € Ch(R),
Vopérateur borné f(H,) peut étre représenté sous la forme m,(hy) pour un hy € A
tel que Uapplication h : Co(R) — A : f — hy soit un *~homomorphisme borné.

Dans la suite de cet article, nous nous donnons une famille covariante d’opérateurs
auto-adjoints { H,;w € Q} affiliée a C'(2) x R™ (voir l'article de Bellissard [Bel92]
ainsi que 'article [BHZO00] pour 'existence de tels opérateurs).

Nous nous intéressons alors au spectre de H,,.

Pour cela, Bellissard a reli une fonction physique définie sur R (I'IDS pour Integra-
ted Density of States) a une fonction obtenue a partir de C(€2) x R™.

Introduisons d’abord I'IDS NV (E) qui est une sorte de moyenne du nombre de valeurs
spectrales inférieures a F par unité de volume.

Définition 1.11 Soit G un groupe localement compact. Une suite de Folner est
une suite (A,) d’ouverts de G, chacun de mesure de Haar | A, | finie, telle que
G = UA,, et telle que pour tout x € G,

A ATAL |

lim =0
NS00 | A, |

ot VAW = (VUW)\ (VN W).

On peut montrer que I'existence d'une suite de Felner dans G est équivalente a la
moyennabilité de G (voir [Gre69]).
On peut alors définir

N, (E) :=#{E € Sp(H,,) | F' < E},

ou H, A, est 'Hamiltonien H,, restreint a A,,, agissant sur I’espace de Hilbert LQ(An),
avec certaines conditions au bord (voir [Bel92] pour ces conditions).
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L’IDS NV, : R — R* est alors définie par
NL(E) == lim ——AN, 4, (E).

Jean Bellissard a démontré que cette limite existe et qu’elle est indépendante des
conditions aux bords ([Bel92]).

1.4.3 La formule de Shubin

Nous voulons maintenant relier 'IDS & notre C*-algebre C'(§2) x R". Ce lien sera
donné par une certaine trace sur ’algebre.

Classiquement, sur un espace de Hilbert H muni d’une base orthonormée {¢;}, on
définit la trace d’un opérateur borné A par la formule :

[e.e]

Tr(A) =) (e, Aey).

i=1

Cette trace est indépendante de la base orthonormée de H choisie si A est tracable
LesiTr(] A]) <ocoou|A|:=vVA*A.
On a alors :

Nw(E) = nlljglo |A—1n|TTAn (X]—OO;E](HW,An))
ot Try, est la restriction & L*(A,,) de la trace sur L*(R") et x)—o0;5) st la fonction
caractéristique de | — oo; E.
Pour relier cette formule a la C*-algebre des observables, nous allons avoir besoin
d’une mesure sur €2 particuliere. Pour cela, nous avons la proposition suivante qui
découle directement du fait que R™ est moyennable et du théoreme de Krein-Milman :

Proposition 1.12 [l existe une probabilité R™-invariante et ergodique p sur €.

Nous pouvons alors définir une trace sur C(€2) x R™ en posant pour toute fonction
feC(QxR"):

()= [ . 00dno).

On vérifie facilement, grace a la R" invariance de p, que 7 a les propriétés d’une
trace positive i.e 7H(f x f*) = 0 et 7#(f * g) = (g * f).

Cette fonction se prolonge alors en une trace fidele (par ergodicité de p et minimalité
de l'action de R™ sur ) et semi-finie (voir [MS06] p150 et suivantes) sur I’algebre
de Von Neumann de C(Q2) x R"™. Cette trace est de plus finie sur les projections de
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'algebre de Von Neumann (voir [MIS06] p154 et [Ped79] 5.6.7).

Le lien entre I'IDS et cette trace est mis en évidence par 'application du théoreme
de Birkhoff suivant :

Théoreme 1.13 Soit Q2 un espace compact muni d’une probabilité p ergodique et
invariante sous 'action T d’un groupe moyennable G sur Q.

Alors la mesure de Haar a gauche A sur G peut étre normalisée de telle sorte que
pour tout f € C(Q2), pour pu presque tout w € , on ait :

Q _"*OO|An| An

ot (A,) est une suite de Folner de G.

On a donc pour tout f € C.(2 x R") et pour p presque tout w :

TH(f) = lim !

oo | Ay | a,

f(w.g,0)dA(g).
Par définition de 7, et de T'r, nous pouvons réécrire cette équation sous la forme :

1
™(f) = lim ——Try, (7,(f)), pour u presque tout w. (1.1)

e T4, |

Remarquons alors que si £ € R, on a X|—oo;5(H,) = Xa<e PoOur un certain xp<g
dans l'algebre de Von Neumann de la C*-algebre des observables.

De plus, si E € g pour un trou g du spectre de H, (i.e une composante connexe
du complémentaire du spectre) alors X)_o;r] est une fonction continue bornée sur
Sp(H,,) et donc X|—oo;g(H,,) peut étre représenté sous la forme 7, (xr<r) pour un
élément yp<p € C(2) x R™, puisque H,, est affiliée a cette C*-algebre.

On a alors le lien suivant entre une fonction mesurable physiquement et notre C*-
algebre :

Définition 1.14 Une famille coinvariante (H,) affiliée a C(Q) xR™ vérifie la for-
mule de Shubin si pour p presque tout w €  on a :

No(E) = 7"(xn<E)-

La valeur commune est alors notée N (E).
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1.4.4 Gap-labeling

Dans cette sous-section, nous nous donnons une famille covariante d’opérateurs (H,,)
affiliée & C'(Q2) x R™ et vérifiant la formule de Shubin (voir [Bel92] pour I'existence
d’une telle famille).

Comme nous I'avons remarqué ci-dessus, si £ ¢ Sp(H,,), X]—oc:5)(H.,) est une pro-
jection de la C*-algebre. De plus, si g est un trou dans Sp(H,) alors pour deux
valeurs I, E' € g, X]—oo;5](Hw) = X]—oc;(H.). Ainsi, nous avons un étiquetage des
trous g par des projections P(g) de C(Q) xR" : P(g) := X]—oo;r](H,) pour un E € g.
Maintenant, une propriété importante de la trace 7 est son invariance pour 1’équi-
valence de projections qui découle directement du fait que 7#(ab) = 7#(ba). Ainsi
7 induit une application linéaire 7/ sur Ko(C(Q2) x R™).

Nous pouvons alors reformuler la formule de Shubin pour les trous de Sp(H,,) sous
la forme

N(g) = [P(g)].

Utilisant alors le fait que C'(€2) x R™ est séparable, on a le résultat suivant :

Proposition 1.15 Sur les trous de Sp(H,), N prend ses valeurs dans
TH (Ko(C(Q2) x R™)), qui est un sous-ensemble dénombrable de R.

Le but est donc de calculer 'image par 7 de la K-théorie de C'(£2) x R™.

Pour des pavages obtenus par la méthode de coupée projection, cette image avait
été conjecturée dans [BHZO00] en 2000 et fut démontrée indépendamment par Bel-
lissard, Benedetti et Gambaudo [BBGO06| d'une part, Benameur et Oyono-Oyono
[BOOO02] d’autre part et enfin par Kaminker et Putnam [KPO03] :

Théoreme 1.16 Soit €2 'enveloppe continue d’un pavage R"-apériodique dont la

transversale canonique = est totalement discontinue. Soit p une mesure de probabilité
ergodique et invariante par translation et ' la mesure induite sur =. On a alors :

 (Ko(C(0) w RY)) = i (C(E. 2)
ou C(=2,7Z) désignent les fonctions continues sur = d valeurs entiéres et
t o R t =
wicem)={ [ recen}

Il est alors normal de se demander si un tel résultat reste vrai dans le cas d’'un
pavage de type pinwheel i.e :
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Théoreme 1.17 Soit 2 [’enveloppe continue d’un pavage de type pinwheel, p une
mesure de probabilité ergodique et R? x SO(2)-invariante et ' la mesure induite sur
=. On a alors :

rt(Ko(C(Q) % R? % SO(2) ) = i (C(E, 7).

C’est-a-dire, a-t-on toujours ce lien entre 'image de la K-théorie de la C*-algebre
des pavages de type pinwheel sous 'application linéaire induite par la trace et le
module de fréquence des patchs?

Ce théoreme est le but des deux prochains chapitres et on montrera dans le dernier
chapitre que dans le cas du pavage de type pinwheel, on a un calcul explicite du
module de fréquence des patchs, montrant que

. (KO(C(Q) x R? X SO(2))> = ' (C(E,2)) = 1 H :
264 |5

Le prochain chapitre est consacré a lier 'image de la K-théorie a la cohomologie
longitudinale de I’enveloppe continue (voir [MSO06]), pour cela nous allons suivre la
démarche faite dans [BOOO02].
Rappelons les grandes étapes de leur démonstration. Dans l'article en question,
Benameur et Oyono-Oyono se sont efforcés d’utiliser le théoreme de l'indice sur
un feuilletage établis par Alain Connes dans [Con79] et plus particulierement, la
version pour les laminations établie dans [MS06].
Pour cela, ils ont procédé en plusieurs étapes.
Tout d’abord l'inclusion p!(C(Z,7Z)) C 7 (Ko(C(Z) x Z")) est triviale donc il ne
reste plus qu’a démontrer l'inclusion inverse. Pour démontrer celle-ci, les auteurs
remarque qu’il suffit de la démontrer pour n pair.
Ensuite, ils prouvent que la K-théorie de C(2) est isomorphe a celle de C(Z) x Z™
et que I'isomorphisme est induit par 'application e — Indq(9g gn) olt 0% g. est un
Dirac a coefficient dans le fibré associé a e et Indg(0g g ) est U'indice analytique de ce
Dirac. Le deuxieme point crucial de la preuve est alors que le groupe de cohomologie
longitudinale (a coefficients réels) de degré maximal est isomorphe, par Wz, au
groupe C(Z,R)z» des coinvariants de C'(Z,R) par 'action de Z". L’étape cruciale

est alors de ramener le calcul de 7/ (KO (C (2) Z”)) a cette cohomologie de degré
maximal grace au théoreme de l'indice et au théoreme suivant qu’ils démontrent :
Théoréme 1.18

i (Indo(02)) = (chi'([e]), [Crn ul)
ou Cyn ,, est un certain courant sur Q et chj'([e]) est un élément de la cohomologie

de degré mazximal (c’est l'image de [e] par la composante de degré n d’un certain
caractere de Chern).

La derniere étape consiste alors & montrer que l'image de ch}'([e]) par Wz est "a
valeurs entieres” i.e Wzn(ch}([e])) C C(Z,Z)zn.



Chapitre 2

Théoreme de ’indice pour le
gap-labeling

Dans un premier temps, nous allons étudier la K-théorie de la C*-algebre associée
a notre systéme dynamique C'(2) x R? x SO(2) puis nous calculerons son image par
I’application linéaire 7.
Nous identifierons dans la suite les classes de triplets non bornés comme définis dans
[BJ83] avec la classe que ces triplets définissent en K K-théorie.
Le lecteur pourra se référer a I’Annexe D pour un exposé des définitions et prin-
cipales propriétés des groupes de K K-théorie équivariante de Kasparov qui seront
utilisées ci-dessous.

2.1 Etude de K,(C(2) x R? x S)

Pour calculer cette K-théorie, nous procéderons en deux étapes. La premiere consiste
a utiliser la construction Dirac-Dual Dirac.

Pour cela, considérons le Dirac 0, sur R?. Alors, F' = 05(1 + 8%)_% est un opérateur
pseudodifférentiel elliptique d’ordre 0 sur H = L*(R* C & C).

En faisant agir Co(R?) sur H par multiplication f — M(f), on obtient un triplet
de Kasparov (H,M,F).

Comme de plus, G = R? x SO(2) agit & gauche sur Cy(R?) et sur H de fagon na-
turelle et comme F' est alors G-invariant, la classe de (H, M, F') définit un élément
ag de KK§(Cy(R?),C) appelé élément fondamental.

Il existe alors un élément og € KK§ (C,Cy(R?)) tel que le produit de Kasparov
de ag et og au dessus de C soit ag ®@c 0g = lgywre2) i.e 0¢ est un inverse a droite

de a¢ (voir [Kas95], [Kas88], [Ska9d1l]).

31
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De plus, comme ici G = R? x SO(2) est moyennable (comme produit semi-direct de
deux groupes moyennables), o ® ag = lc.

Nous avons donc un élément inversible de K K§(Co(R?),C) et nous pouvons alors
montrer :

Proposition 2.1 K, (C(Q) x R? x SO(2)) est isomorphe a Ko (C(Q) x SO(2)).

Démonstration :
Notons [0s] la classe du triplet (H, M, F) ci-dessus.
Nous avons 7q[0] € KK§ (Co(Q2 x R?), C(Q)) olt 7q[0s] := 1q ®c [0s).
En poussant cet élément par le morphisme de descente

Jo: KK§ (Co(Q x R?),0(Q)) — KK (Co(Q2 x R?) x G,C(Q) x G),
nous obtenons 1’élément
Je (10 ([05]) € KKy (Co(2 x R?*) x G,C(Q) x G).

Comme les applications 7o et Jg respectent le produit de Kasparov et les
éléments unités, Jg (1q ([02])) est un élément inversible et définit donc un iso-

morphisme 3 := @cyaxr2)xe Ja (Ta ([02])) :
B: KKy (C,Co(2xR?*) x G) — KK, (C,C(Q) xG).

De plus, C'(2) x SO(2) étant Morita équivalente & Cp(Q x R?) x R? x SO(2)
(cf Annexe A.3), on a un isomorphisme

§: KKo (C,C(2) x SO(2)) — KK, (C,Co(2 x R?*) x G) .

L’isomorphisme de la proposition est alors obtenu en prenant la composée (306.
O

Ainsi, étudier Ko(C(2) x R? x SO(2)) revient & étudier Ko(C(2) x SO(2)).

Pour étudier ce dernier groupe, nous allons utiliser les 6 cercles Fi, ... , Fg stables
par rotation d’angle 7 autour de l'origine et F' := | F}, pour obtenir la suite exacte
longue a six termes suivante :

K3 (Co(Q\ F)) —= K5 (C(Q) K3 (C(F))

| |

K7 (C(F)) K7 (O(Q) =— K7 (Co(Q\ F))
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Or K5 (C(F)) ~ K, (C(F)»S') ~ Ki<((C€9C)6), le premier isomorphisme vient de

[Jul81] et le second provient de I'isomorphisme C(F;) xSt ~ Indfim}(C) x St et du
fait que cette C*-algebre est Morita équivalente a C*(Z/27Z) ~ C & C, voir [Seg68]
(I'action de S* sur Fj est obtenue par I'action de S* sur S' définie par €.z := 2?2
et Indfim}(@) est la C*-algebre induite donnée par les fonctions f continues sur S!
a valeurs dans C telles que f(—z) = —f(2)).

Ainsi, K5'(C(F)) ~ Z'? (= 25 @ Z°) et K3'(C(F)) ~ 0.

Remarquons que K§' (C(F;)) ~ Z? est engendré par deux fibrés vectoriels S'-
équivariants. Le premier est le fibré trivial F; x C muni de 'action diagonale de
St oot St agit trivialement sur C et le second est le fibré F; x C muni de 'action
diagonale de S* olt S* agit par multiplication sur C.

De plus, S! agit librement et proprement sur €\ F puisque nous avons enlevé tous
les points fixes de I'action de S* sur €. Ainsi,

K5 (Co(Q\ F)) =~ K;(Co(Q\ F) x 8% =~ K; (Co((Q\ F)/SY)),

le dernier isomorphisme est obtenu par Morita équivalence (voir [Rie82]).

La suite exacte longue devient donc

Ko(Co(2\ F)/S1)) K$'(C(Q)) 7?2
T :
0 K (C(@) K1 (Col((@\ F)/5")

Pour étudier le morphisme de bord 0, nous aurons besoin du lemme suivant.
Il relie la K-théorie d'un espace topologique de basse dimension a sa cohomologie
et la preuve de ce lemme est donnée dans [Mat] a la section 3.4 :

Lemme 2.2 Soit X un C'W -complexe fini, connexe et de dimension < 3. Il existe
alors des isomorphismes canoniques

chZ, == chy ® chy : Ko(C(X)) — H(X:;Z)® H*(X;Z)
chlyy =chi®chy: Ki(C(X)) — H'(X;Z)® H*(X;Z)

naturels pour de tels CW -complexes et compatible avec le caracére de Chern i.e tel
que le diagramme suivant commute

K; (j(X))

H™(X;Z)

H"(X;Q)
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oty j = n mod 2, H*(X;Z) — H™(X;Q) est le morphisme canonique induit par
linclusion Z. — Q et ch,, la composante du caractére de Chern de degré n.

Comme ¢ est limite projective de CW-complexes finis, connexes et de dimension 3
(voir section 3.2), on obtient le lemme suivant :

Lemme 2.3 La Cohomologie de Cech & support compact et & coefficients entiers
HY(Q\ F)/SY Z) est nulle pour k > 3.
De plus,
Ko (Co((\ P)/8Y)) = B2((@\ F)/$"; Z)
et

K (co((sz \ F)/sl)) ~ ((Q \ F)/S%; z).

Démonstration :
En effet, d’apres 3.2 p. 70 ou [ORS02], ©/S! est limite inverse d'une suite
de CW-complexes de dimension 2. Ainsi, H*(Q/S"; Z) = 0 pour k > 3.
Maintenant, si nous considérons la suite exacte de la cohomologie de ©/S*
relative & F//S!, nous obtenons :

- —— [*(Q/S', F/SY,Z) — H?*(Q/S", Z) — H?*(F/S"; Z)

—— H3(Q/S', F/S", Z) — H*(Q/S";, Z) —= H*(F/S", Z) — - - -

Comme F/S* est un ensemble de 6 points, H*(F/SY;7Z) = 0 pour k > 1 et
ainsi, H**1(Q/St, F/SY, 7Z) ~ H*"(Q/SY; Z) pour k > 1.

Etant donné le résultat rappelé ci-dessus sur la cohomologie de ©/S!, on a
montré que la cohomologie de /S relative & F//S! et & coefficients entiers
est nulle a partir de 'ordre 3.

Pour conclure, nous utilisons le lemme 11 p.321 de [Spa66] pour dire que
H*Q/S' F/SYZ) ~ Hf((Q/Sl) \ (F/Sl);Z> pour tout k, puisque Q/S* est
un compact et F'/S! est un fermé de ce compact.

Puisque F est stable par l'action de S', on a (Q/S'\ F/S') = (Q\ F)/S?, ce

qui acheve la démonstration du premier point du lemme.
De plus, on a :

Ko (Go((@\F)/8Y)) = Ko (0((@\ F)/s1) )

et

K (Go(@\F)/sY)) = K (c((@\ Fy/sh )
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ol ((Q\F)/Sl)Jr est le compactifié d’Alexandroff de (Q\F)/S" et K représente
la K-théorie réduite.
On peut alors voir facilement grace aux résultats du paragraphe 3.2 du pro-
chain chapitre que :

(Q\F)/s)" =1im (B, \ pi(F/S") "

Comme les espaces (B, \ pi(F/S 1))+ sont des C'W-complexes de dimension 2,
on peut appliquer le résultat du lemme 2.2 pour obtenir le résultat souhaité.

0

Nous pouvons alors calculer le noyau du bord 0 :

7
Lemme 2.4 Ker 0 =@ Z.q; ou
i=1

g1 = (17 17 17 17 17 1707070707070>

¢ =(0,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0)

g3 =(1,0,1,1,1,1,0,1,0,0,0,0)

qs = (1,1,0,1,1,1,0,0,1,0,0,0)

¢ =(1,1,1,0,1,1,0,0,0,1,0,0)

% =(1,1,1,1,0,1,0,0,0,0,1,0)

g =(1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,1).
Démonstration :

7
(I) L’inclusion € Z.q; C Ker 0 est démontrée a I’Annexe B.
i=1
(IT1) Soit alors (ny,...,ne,ny,...,ng) € Z*=.
On peut supposer que les n; sont tous nuls grace au premier point puisque,
par exemple, comme (1,0,0,0,0,0,—1,0,0,0,0,0) € Ker 0,

/ / !/ /! !/
d(ny,...,ng,ny,...,ng) = 0(ny +nj,ng, ..., ng 0,05, ...,105).

On peut de plus supposer que les n; + n; sont dans N également grace au
premier point (I) puisque, si n désigne le plus petit des entiers n; + n}, on a
d(ny+ny,...,ng+ng0,...,0) =9(ny+n|—n,...,ng+ng—n,0,...,0) avec
n; +n; —n €N



36

Chapitre 2. Théoreme de I'indice pour le gap-labeling

On se fixe donc (n4,...,ng,0,...,0) € Z2? avec n; € N.

(n1,...,m6,0,...,0) correspond alors & la projection S'-invariante :

P, sixzeF

flz) =9

P, sizeF;

ou
1
P, = e M, (C).
1

Nous allons alors exhiber un relevement S'-invariant de cette projection dans

Meo(C(€)).

Pour cela, considérons

fomfocn: o< )

et

%::{WEQ; d(w,Fi)<ni1}

avec n choisi assez grand pour que les 6 V; soient disjoints.

Définissons alors K; := p(K;) et V; :=p(V;) oup: Q — Q/S.

K; est alors un compact contenu dans l'ouvert V; et contenant [x;] := p(z;)
ou z; est un élément quelconque de Fj.

Il existe alors des fonctions ¢; € C(Q/S1), i € {1,...,6}, telles que

— Supp(¢i) C Vi;

- 0<¢;<letgi(z)=1size K,

- gbl—l——f-gb@:l sur UKZ

Posons W := ¢1.P, + ...+ ¢6.P; ol

1

Pl. = € MMax(nl)((C)

0

Donc U € Msazny) (C(Q2/S")) et ¥ est auto-adjoint.
On voit alors ¥ comme une fonction de C(2) constante sur les S'-orbites et
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U peut donc étre vue comme une fonction S'-invariante.
On vérifie alors facilement que 7, (V) = f dans M (C(F')), donc

O(1f]) = lexp(~2im0)] € KT (Co(Q\ F)).

D’aprés le lemme 2.3, on a un isomorphisme entre K3 (Cy(Q\ F)) et
§ +
H! <(Q \ F)/Sl,Z> = {[h] ; he ((Q \ F)/Sl> — St continue }

+
ou [h] désigne la classe des fonctions continues ((Q \ F)/ Sl> — S homo-

topiques a h et <(Q \ F)/S1>Jr le compactifié d’Alexandroff de (2\ F)/S!
(voir [Hat02] pour I’égalité entre la cohomologie et I’ensemble des classes de
fonctions de <(Q \ F)/S1>Jr dans Sl>.

Cet isomorphisme est I'application det,.

Ainsi : 3([f]) = [exp(=2im(n1.61 + ... . + ng.¢06))] € H. ((Q \ F)/S'; Z).

Jr
Remarquons qu’une fonction continue sur <(Q\F )/S 1) peut étre vue comme

une fonction continue sur ©/S! et constante sur F/S?.

I1 nous reste alors a voir pour quelles valeurs de (nq,...,ng) il existe une
+
homotopie continue H; définie sur ((Q \ F)/ Sl> et & valeurs dans S! entre

exp(—2im(ny.¢1 + ...+ ne.gg)) et 1.

Cela revient a savoir s'il existe une homotopie continue H; : /S — S* entre
exp(—2im(ny.¢1 + ... + ne.¢)) et 1 et constante sur F'/S* pour tout ¢.

Ou encore, on cherche a savoir si I’on peut trouver une homotopie continue
hi : Q/S' — R entre hy := ny.¢; + ... + ng.d¢ et une fonction continue
hy := g définie sur Q/S* & valeurs dans Z et telle que h;([z;]) — h([z]) € Z
pour tout ¢ € [0,1],i, j € {1,...,6}.

Comme /St est connexe, h; serait une homotopie entre ny.¢; + ... + ng.¢
et une fonction g constante sur /S égale & un entier et vérifiant

hi([z]) — hi([z;]) € Z pour tout t,1, j.

Nous allons voir que cela n’est possible que si n; = n; pour tout 1, j.

Pour cela, posons ev;(h) : [0;1] — R T'application continue définie par
ev;(h)(t) := hy([x:]).

ev;(h) — ev;(h) est alors une application continue a valeur dans Z, c’est donc
une application constante égale a n; — n;.
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Ainsi, Vt € [0;1], he([z:]) — he([z5]) = ni — nj.

Or pour t=0, hg = g = k € Z et donc s’il existe une homotopie h; alors
n; = n; pour tout 7, j.

Ainsi,

(711,...,716,0,...,0) € Kerd = (nl,...,ng,O,...,O) 62.(1,...,1,0,...,0).
Si maintenant on prend (nq,...,ng, n},...,ng) € Kero,

d(ny,...,ng,ny,...,ng) = O(n+nl,...,n6+ng0,...,0)
= Odni+ny—n,....,n6+ng—n,0,...,0)

oun = Min(n; +n).
Par le résultat que I'on vient de voir, on sait que n; +nj —n = n; +nj —n,
i.e n; +nj = n; +n’; pour tout i, j.

En notant k cet entier commun, on obtient n; = —n + k donc
(ny,...,ne,nY,...,ng) = (=) +k,...,—ng+k,n},...,ng)
7
= kg +n(e—a)+...+n5(er — @) € DZag.

=1

7
Ainsi, on vient de montrer que Ker 0 C € Z.q;.
i=1
Comme de plus on avait l'inclusion réciproque, on a 1’égalité recherchée.

O
Comme ¢ se releve en la projection constante égale a 1 sur 2, nous avons démontré :

Proposition 2.5 On a

=2

Ko(C(Q) x S ~ K5 (C(Q) ~ Z & (@ Z.ql-> o Hg((Q \ F)/S*; Z),

ou 7 est engendré par la projection constante égale a 1.
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2.2 Calcul de I'image par 7. de la copie de Z

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de calculer 'image par 7# de la partie
Bod(Z) de Ko(C(R2) x R? x S') ot 30§ est 'isomorphisme de la preuve de la
proposition 2.1.

Pour calculer cette image, nous allons considérer les applications ¢ : C — C(Q) et
da:A— C(Q)® A (A une C*-algebre munie d'une action de R* x S!') données
par ¢(z)(w) := z pour tout w € Q et ¢4 := ¢ ® Id. Nous considérons également
Papplication induite ¢& : A x R? — (C(Q2) ® A) x R% Les applications ¢ et ¢4
sont R? x Sl-équivariantes et définissent donc, par fonctorialité de la K K-théorie,
des applications (voir Annexe D) :

¢.: KK (C.C) — KK{ (C,C(Q)),
(¢a)s : KKS'(C,A) — KK5'(C,C(Q) @ A),
(%), : KES' (C, A% R?) — KKS' (C, (C(Q) ® A) x R2>,
o KK§ (C(Q) ©A,C(Q)) — KKG (A,C()).

Nous désignerons par ¢, et ¢* ces morphismes lorsque le contexte ne prétera pas a
confusions ou si A = C.

Proposition 2.6 Nous avons le diagramme commutatif suivant :

(15*

K§'(C) K3 (C(Q))

ol Ky (K(L*(R?)) (9x). K5 (C(Q) ® K(L*(R?))) e

U, , W,
(d)ﬂéo(mz?)) *

K5 (Co(R?) x R?) K5 (Co(Q x R?) x R?)

B1 B
K5 (@) — B @) am)

ou les isomorphismes 0, et 31 sont construits de facon analogue da ceux construits
dans la preuve de la proposition 2.1 en prenant C a la place de C(2) et en utilisant
le morphisme de descente partiel Jﬂg de [Cha99]. De plus, V, est l'isomorphisme
induit par isomorphisme S'-équivariant entre C(X)®K (L*(IR?)) et Co(X xR?)xR?
de ’Annexe A.1 pour X = Q) et X = un point. n et ny sont les isomorphismes obtenus
par Morita équivalence.
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Démonstration :
La démonstration repose essentiellement sur les propriétés de naturalité du
produit de Kasparov et du morphisme de descente.
— Le carré du milieu commute trivialement.
— L’isomorphisme 7t : K5 <IC(L2 (RQ))> — K§'(C) est le produit de Kasparov

par la classe du bimodule S'-équivariant donnant la Morita équivalence entre
les deux C*-algebres K(L*(R?)) et C i.e

77;1 = ®IC(L2(R2)) [(LQ(RQ), 1, O):| .

Nous noterons y; la classe de (L*(R?), 4, 0) dans KK§ (IC (Lz(Rz)),C>.
De méme, 7' : K5 <IC(L2(R2)) ® C(Q)) — K$'(C(Q)) est donné par
QK (L2(R2)0C(Q)Y2 OU

o 1= [(LQ(]RZ) ® C(Q), 0, o)} € KKS' (/c(ﬁ(R?)) ® C(Q), (J(Q))

avec 6 I'action de K(L?(R?))®C(£2) sur le bimodule d’ équivalence S!-équivariant
L*(R?*) @ C(Q) (cette action est 'action naturelle des compacts sur L?(R?) et
la multiplication dans C(£2)).

On a alors 2 diagrammes triangulaires commutatifs ([Ska91] ou Annexe D) :

¢*

K3 (C) K (C())

Qr(r2r2)) Y1
®’C(L2(]R2)) o (yl)

K§' (K(L*(R?)))

K3 (C(9))

®IC(L2(R2)) ¢7c(y2)
Orr2@2)sc() Y2

KS' (K (L2 (R2) K§' (K(12(R2) @ C(9)

(ox).

S (y2) = [(L*(R*) ® C(Q), 00 ¢, 0)]
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et
o.(n) = [(LP(R*) @ C(Q), i® 1, 0)].

Comme 6 o ¢ agit comme ¢ ®@ 1 sur L*(R?) ® C(Q), on a ¢i(ya) = d.(v1)
et ainsi, le premier carré du diagramme de la proposition est commutatif (les
fleches verticales sont des isomorphismes).

— Comme ci-dessus, nous avons les diagrammes triangulaires commutatifs :

((z’néi(na?)) *

K5 (Co(R?) x R?) K5 (Co(Q x R?) x R?)

® 1% (ra((22])
® (62 1)) (42 (ution)) :

K5 (C(Q) x R?)
K5 (Co(R?) x R?)

® (¢8%) (75, (122))
® 51 (12]) (687). (22 @)

K§' (C*(R?)) S K§' (C(Q) x R?)
Or, (#fnge)) " (Vi (ra(2]) ) = I (" (a((221)) ) 01t &' = B2 qui est R2-
équivariante.
ge méme, (¢F) (722 ([02]))) = Tz (6+([02])).
na

6.([0]) = [(H QCQ),M®1,Fe 1)} e KKE»S' (C)(R?), C(Q))
avec les notations de la classe [0y] et
& (ral[2]) = [(H & C(), (M @ ic) 0 6, F@1)| € KK (Co(R?), ()

avec ic(o) : C(Q2) — L(C(£2)) la multiplication dans C(£2).

Puisque (M ® ic)) © ¢ est la représentation de Co(R?) sur H ® C(Q) par

multiplication de Cy(R?) sur H et que M ® 1 est la méme représentation, on

a égalité de ces deux classes et ainsi égalité des deux morphismes diagonaux

dans les diagrammes triangulaires.

On vient donc de voir que le carré du bas du diagramme est aussi commutatif.
O
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Considérons le morphisme d’oubli * : KK5'(A, B) — KK (A, B) pour des C*-
algébres A et B munies d’action de S*.

Ce morphisme commute trivialement avec le morphisme 7; obtenu par Morita équi-
valence (équivariante ou pas, selon les cas) :

Ko(C) <"— K5'(C)

ml |

Ko(K) <~ K5 (K)

Le morphisme commute aussi trivialement avec le morphisme ¥, de la proposition
2.6.

Enfin, en reprenant la définition du morphisme de descente partielle dans [Cha99]
et celle du morphisme de descente usuel, on remarque que r* o Jﬁggl = Jp2 o™ ou
. KK®*5' (A, B) — KK® (A, B) est le morphisme restriction de R? x S* sur
R? (voir [Ska91] ou I’Annexe D).

En conclusion, on obtient le diagramme commutatif suivant :

(15*

Kg'(C) K5 (C(9)
Ky(C) =~ | B1o61 ~ | fod
o |~ K§'(C*(R?) —2> K5 (C(Q) % R?)

Ko(C*(R?))

Ko(Co(R?))

KQ(C(Q) X Rz)

2
R
d)*

ol 3 et &' sont obtenues de facon similaire & 3; et §; mais sans la S-équivariance.
Ainsi, nous obtenons que la projection engendrant la copie de Z dans Kj (CQ))
provient de la projection constante égale a 1 dans K@gl(C) qui, elle méme, s’envoie
sur la projection 1 de Ky(C).

Donc, r*oB0d0¢,([1]) = ¢¥ o F 08 or*([1]) = ¢¥ o F,(£Bott) ot Sott est I'élément
[Bott] — 1 de Ky(Cy(R?)) obtenu grace au projecteur de Bott et F est la trans-
formée de Fourier donnant 'isomorphisme C*(R?) ~ Cy(RR?) (r*([l]) = [1] engendre

Ko(C) et comme (' o §' est un isomorphisme, l'image de [1] par ce morphisme est
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nécessairement £ un générateur de KO(CO(R2))>.

Il suffit alors de suivre les transformations que subit ’application linéaire 7/ a travers
tous ces morphismes.

Pour commencer, I'application linéaire 7/ sur Ko(C(2) x R? x S')) devient 7/* sur
K$'(C(Q) x R?) et sur Ko(C() x R?) ot 7# est donnée sur la sous-algebre dense
C.(2 x R?) par (voir [Jul81])

(f) = / £ (@, 0)du(w).

On a de plus : 7/ or* = 71
7 se lit alors sur Ko(C*(R?)) comme 7, ol T est la trace sur C*(R?) définie par

7(f) == f(0) pour f € C(R?).
On a alors 7o F(f) := F(f)(0) = [z f(x)dz et donc,

7, 0 F.(Bott) = /

RQ

(Tr(Bott(x)) - 1) dx = 0.
Ainsi,
(880 0.([1])) = (r o Bod o u((1)
et donc
(B0 6.(1)) = (65 o F.(&fott)) = 7. 0 F.(£ott) = 0.

On vient ainsi de montrer :

Théoreme 2.7 La copie de Z.q1 dans Ky <C’(Q) x R? Sl> est de trace nulle.

2.3 Etude du sommant H? ((Q\ F)/S'; Z) dans le
groupe K,(C(Q2) x R? x S1)

Etudions & présent I'image du sommant H?2 <(Q \ F)/St; Z) par TF.

Pour cela, nous allons construire une application K;(C(Q)) — Ko(C(2) x S*)
qui sera surjective sur la partie 2 <(Q \ F)/St; Z). Cette application Bg¢1 0 dg1 est

construite de facon analogue a celle de la proposition 2.1.
Nous considérons l'opérateur de Dirac 9; S'-équivariant sur le cercle S!. Il nous
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donne alors une classe [0;] € KK (C(S'),C).
L’application recherchée est alors donnée par la composée de I'isomorphisme dg:1 du
a la Morita équivalence de C() avec C(Q x S1) x S par le produit de Kasparov

ﬁsl = ® JSl (79[81]) .
Grace au méme raisonnement que celui utilisé au début du lemme 2.3, nous déduisons
immédiatement :

Lemme 2.8 H’“(Q)v: 0 pour tout k > 4. ) )
Donc Ko(C(Q)) ~ HY(Q;Z) & H*(Z) et Ki(C(Q)) ~ HY(Z) @ H3(Q;Z).

Nous allons alors voir que la partie H? (Q ; Z) de K, (C (Q)) est isomorphe a la partie
H? ((Q \ F)/St; Z) de Ko(C(2) x S*) puis nous montrerons que cet isomorphisme

se lit en K-théorie comme 'application que 'on vient de construire.
Remarquons tout d’abord que 'on a le diagramme commutatif suivant :

K1 (Col(Q\ F)) ——— K1 (C(9)

Tx

v
/ l ' o8, Bg100g1

Ko(Co((\ F)/81) ) <" K (Co( @\ F) % 81) 5= Ko (C(9) x S

olt 1 est par définition la composée de (¢, o o, et de Iisomorphisme induit par la
Morita équivalence de Co(Q2\ F) x S* avec Co((Q2\ F)/S?).

En écrivant la suite exacte pour la cohomologie de €2 relative a F', nous voyons que
iy H3(Q:Z) — H3(Q\ F;Z) puisque H*(F;Z) = H*(F;Z) = 0.

1l suffit donc de montrer que la partie H3(Q \ F;Z) de K, (Co(Q\ F)) s’envoie
isomorphiquement sur H. 3((9 \ F)/St; Z) puis de comparer cet isomorphisme a

ﬁigl o 51@1

Pour cela, on a la proposition suivante :

Proposition 2.9 ([Bre72]) La projection Q\ F — (Q\ F)/St est un S*-fibré
principal.

Grace a cette proposition, a la suite spectrale de Leray-Serre et a la suite de Gysin
qui en découle, nous avons alors :

Corollaire 2.10

H}Q\F;Z) = H((Q\F)/S';Z) @ H'(S"Z)

~ H2((Q\F)/S'; Z



2.3. Etude du sommant HZ ((Q\ F)/S'; Z) dans le groupe Ko (C(Q) x R? x S) 45

L’isomorphisme de ce corollaire est donné par ”l'intégration le long des fibres”. Il

reste donc a voir que cet isomorphisme est bien la méme application, via le caractere
de Chern, que V.

On veut donc montrer que le diagramme suivant est commutatif :

B3O\ F; 2)— H2((2\ F)/S"; Z)

Ch%T \Tchz

K1 (Co(@\ F)) —= Ko (Co((@\ F)/5") )

Mais H3(Q\ F'; Z) resp. Hf((Q\F)/Sl ; Z) est engendré par H3(C x D? x S*; 7)
resp. H2(C' x D% Z) i.e par H>(D? x S*; Z) resp. H2(D?;7Z) ( ot C est un Cantor et
D? est un ouvert de R?) puisque Q\ F resp. (Q\F ) /S est recouvert par 'adhérence
d’ouverts disjoints de la forme C' x D? x S* resp. C x D? dont les intersections sont
de dimensions 2 resp. 1 .

On a alors le diagramme suivant (les cohomologies étant a valeurs entieres) :

1

H3(Q\ F) w2 ((@\F)/s")

\H 5 /

73(D? x S1) H%(D?)

T N

K1 (Co(D? x SY)) —— Ko (Co(D?))

— . T

K1 (Co(Q\ F)) KO(CO (Q\ F) /Sl)>

P

ot ¢ : K1 (Co(D? x SY)) — Ko(Co(D? x 5*) x 5*) — Ko(Co(D?)) est la composée
de 3%, 0 6%, (obtenue comme ci-dessus avec D? x S' & la place de Q) et de I'isomor-
phisme induit par Morita équivalence.

I1 suffit alors de montrer que le diagramme du milieu est commutatif pour montrer
que l'intégration le long des fibres au niveau des groupes de cohomologie se traduit
en ¥ au niveau des K-groupes.

L’intégration le long des fibres envoie générateur de H?(D? x S*; Z) sur générateur
de H?(D* 7).
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Il s’agit donc de démontrer que I'application ¢’ envoie le générateur de Bott de
K1(Co(D? x SY)) sur celui de Ko(Co(D?)).

On peut encore réduire le probleme en considérant le diagramme :

K, (C(Sl)) M)Kl (C’O(D2 X Sl)) (2.1)
ﬂ//°6,,®0(51)y,1l l,@/o&:@CO(lﬂxsl)yé
Ko (C) @cBott Ko (CO(D2>)

'application ®@cBott (Bott € K Ky(C, Cy(D?))) étant 'application de périodicité de
Bott en K K-théorie ([Ska91] p.214 ou I’Annexe D).

On notera a € K Ky(Cy(D?),C) son inverse.

Notons ¢ la classe dans KKy (C(S'),C(S* x S*) x S') du bimodule d’équivalence
de C(S') et C(ST x S') x St. On a alors

Ui = € o(sixstyxst Js1 (Tegsn)[01])

et
Yh = Teu(p2)(€) ®cu(p?ec(sixshxst Jsi (Teop2)eo(sn[01]).

Comme S' n’agit pas sur D? (Paction de S* sur Q \ F se lit sur la composante S*
de C'x D* x S1), on a

Js1 (Teo(p2xs1)[D1]) = Toy(p2) (JSI (TC(Sl)[31]))~

D’ ou (voir [Ska91] ou I’Annexe D) :
Yy = Teo(D2) (8 Qo(s1x51)ust Js1 (TO(SI)[al])> = Teu(02) (V1)

Le diagramme ci-dessus est alors commutatif puisque, si X € K; (C’O(D2 xS 1)), on
a (par commutativité du produit de Kasparov au dessus de C) :

((X ®CO(D2) a) Rc(sh) yi) ®c fott = Pott Q¢ ((X ®CO(D2) a) ®C(Sl) yi)

= E(ﬁott ®c X) @cy(p2) @) Oc(st) Y1
(X K Bott) ®CO(D2) a) Ro(st) yi

= (X ®c (Bott @cy(p2) @) @c(s1) Ui

= (X ®c 1c) ®c(s1y ¥1

= X ®c(s) 1

= X ®cy(p2xs1) Yo

Il s’agit donc de montrer que le générateur [u] de K(C(S')) s’envoie sur le générateur
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Mais lapplication 3" 0 §" : K1(C(S')) — Ky(C), du diagramme (2.1), est en fait
simplement ®¢(g1)[01] i.e le produit de Kasparov par la classe du Dirac sur le cercle
[01] € KK(C(S'),C) ou encore, I'indice impair du Dirac tordu par un unitaire de
Ki(C(S")).

Cette application envoie donc bien [u] sur [1].

On vient de démontrer :

Théoréeme 2.11

L’application Ki(C(Q)) — Ko(C(Q) x R* x S*) est surjective sur les parties
T3 Z) et H? <(Q \ F)/SY); z).

2.4 Théoreme de I’indice pour le calcul de la trace

Nous voulons a présent identifier I'application fodoBg100¢1 construite de K; (C'(2))
dans K, (C(Q2) x R? x S1) avec le produit par la classe du triplet de Kasparov non
borné (voir [BJ83] pour la définition)

D3 = (C(Q) xR?x S'® C(Q) x R* x S*, Mc(qy, D3)

olt D3 désigne I'opérateur de Dirac le long des feuilles de €2 et M¢(q) la représentation
naturelle de C'(Q2) sur C(2) x R* x S' @ C(Q) x R? x St

En utilisant alors le théoreme de 'indice mesuré sur les feuilletages d’Alain Connes
[Con79] étendu a des espaces feuilletés dans [MS06], on aura (voir plus précisément
[DHK91)) :

Théoreme 2.12
Vbe Im(BodofBsiods), TH(b) = <C’h7([u]), [Out]> ou Cy¢ est le courant de Ruelle-

Sullivan associé a pt, Ch, est le caractére de Chern longitudinal (voir [MS06]) et
[u] € K1(C()) est un antécédent de b par fod o g1 0 dg1.

C)+ définit une classe dans I'homologie longitudinale HI () et Ch,([u]) est un
élément de la cohomologie longitudinale H3(f2) (voir [MS06]).
Les représentants des classes de H3(§2) s’écrivent localement

o = a(xy,x9,0,w)dxr; Adry Ad.
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Le courant de Ruelle-Sullivan se lit alors localement comme l'intégrale :

[Cel([o]) = /H/R2 . a(xy, T2, 0,w)dr drydfdp’ (w).

Pour obtenir le théoreme 2.12, nous allons procéder en plusieurs étapes.
Premierement, nous allons identifier 8q1 0 dg1 avec le produit de Kasparov par la
classe de I’élément de K K(C(€2),C(2) x S') induit par 'opérateur de Dirac d; de
dimension 1 le long des feuilles de ) feuilleté par S*.

Ensuite, nous identifierons Fod avec le produit de Kasparov par la classe de I’élément
de KKy(C(2) xS, C(2) xR? % St) induit par Popérateur de Dirac Dy de dimension
2 transverse a l'inclusion du feuilletage par S* dans le feuilletage par R? x St de Q
(voir [HS87]).

Enfin, nous montrerons que la composée de ces deux morphismes est donnée par
®c(a) [Ds]-

Pour cela, nous utiliserons la caractérisation du produit de triplets non bornés faite
par Kucerovsky dans [Kuc97] (voir aussi [BJ83] pour les définitions).

Définition 2.13 Soient A et B deux C*-algébres graduées (voir Annexe C). On
appelle module de Kasparov non borné tout triplet (H, ¢, D) ou H est un B-
module hilbertien gradué, ¢ : A — L(H) est un x-morphisme, et D est un opérateur
non borné régulier densément défini de degré un et auto-adjoint, tel que :

1. ¢(a)(1+ D)~ € K(H),
2. lensemble des a € A, tels que [D,¢(a)] = Dé(a) — (—1)%¢(a)D soit défini
sur ®om D et se prolonge en un élément de L(H), est dense dans A.
On notera V(A, B) l'ensemble des modules de Kasparov non bornés.

Dans le cas ou 'H n’est pas gradué, on parlera de modules de Kasparov mnon
bornés non gradués et on notera 'ensemble de tels modules ' (A, B).

On a alors le résultat suivant (voir [BJ83] et [Kuc97]) :

Proposition 2.14 Si (H,¢,D) € (A, B) alors (H, ¢, D(1 + D*)~Y/2) définit un
triplet de Kasparov dans KKy(A, B).

De méme, si (H,$, D) € V'(A, B) alors (H, ¢, D(1 + D?)~Y2) définit un triplet de
Kasparov dans KKq(A, B).

On obtient une application 387 : W(A, B) — KKy(A, B) (resp. ¥1(A, B) — KK;(A, B))
en posant 4% (H, 6, D) = [(H, 6, D(1 + D?)~/2)].
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Kucerovsky a alors pu démontrer un critere utile pour calculer le produit de Kas-
parov de deux modules non bornés :

Théoreme 2.15 Soit (E1®¢2E2,¢1®1,D) S \I/(A,C), (E1,¢1,D1) S \I/(A, B) et
(Es, 92, Do) € U(B,C) tels que :

(i) pour tout x dans un sous-ensemble dense de ¢1(A)Ey, l'opérateur

D 0 0 T,

0 Dy )7\ Ty O
est borné sur Dom (D & Ds) (ot Dom F est le domaine de ['opérateur non
borné F);

(ii) Dom D C Dom (D;®1) (ou vice versa) ;
(iii) et ((D1®1)z, D) + (Dx, (D1®1)x) > k(z,z) pour tout x dans le domaine;

ou x € Ey est homogéne et T, : By — E envoie e — x®e.
Alors (B\®4, By, 9121, D) représente le produit de Kasparov des triplets (Ey, ¢1, D)
et (B, ¢2, D).

Ce théoréme s’applique pour des modules de Kasparov non bornés de W(A, B).
Dans la suite, nous aurons des modules non bornés non gradués de U*( A, B) et pour
pouvoir appliquer le théoreme précédent, il est nécessaire d’utiliser I'isomorphisme
KK (A,B) ~ KKy(A, B® Cy) (ou C; est 'algebre de Clifford complexe de dimen-
sion 2 engendrée par un élément o de degré 1 vérifiant o* = « et a? = 1) qui est
donné par :

KKi(A,B) — KKy(A,B® Cy)

[(H.¢, F)] +— [(H®Cy,¢01d, F&a)]

On a également : si (H, ¢, D) € U(A, B) alors (H®Cy, ¢&Id, DRa) € ¥(A, B® Cy).

Pour calculer le produit de Kasparov d'un élément de KK, par un élément de
K K, ou inversement, on utilisera les deux lemmes de I’Annexe E.
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2.4.1 Rappels sur les groupoides et les opérateurs longitu-
dinaux

Dans cette section, nous allons rappeler certaines définitions sur les groupoides et
les opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux dont nous aurons besoin pour la
suite de ce paragraphe.

Le lecteur voulant avoir plus d’informations peut se reporter a [Ren80] pour un
développement sur les groupoides et a [Con79] ou [Vas01] ou [MS06] pour un
développement sur les opérateurs longitudinaux (nous avons choisi la convention
apparaissant dans la these de Stéphane Vassout [Vas01] en prenant des opérateurs
invariants par holonomie a droite).

Définition 2.16 Un groupoide G d’espace des unités GO = X est formé par les
deux ensembles G et X munis de plusieurs applications :
1. A: X — G (Uapplication unité) ;
2. une involution i : G — G, appelée inversion et notée i(u) = u=!;
3. les applications source et but s : G — X etr: G — X ;
4. une multiplication associative m définie sur l’ensemble G® des paires (u,v)
de G x G telles que r(v) = s(u), on notera m(u,v) = u.v ou simplement uv.
Ces applications doivent vérifier les conditions suivantes :
F(A) = o = s(A)),
wA(s(u)) =u = A(r(u)).u,
r(u™t) =s(u), mu,u™t) = Alr(u)).

Cette notion généralise celle de groupe et aussi celle d’espace.
En effet, si X est réduit a un point, G est un groupe.
Si X est un espace et G = X avec A =r = s = idx alors le groupoide G est 'espace

X.

Un exemple qui sort de ces deux cadres est le groupoide de transformation ob-
tenu lorsqu’un groupe H agit sur un espace X a droite. Si x € X et h € H, on
notera x.h 'image de x sous l'action de h.

Dans ce cas, on pose G = X X H, A(x) = (z,¢) ou e est le neutre de H, r(z,h) = x,
s(x,h) = z.h et i(x,h) = (z.h, h71).

Deux éléments, (z,h) et (y,g) se composent si, et seulement si y = z.h et alors
(2, h).(y, 9) = (z, hg).

Ceci définit une structure de groupoide sur G que l'on note X x H.
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Dans le cas d’un pavage de type pinwheel, le groupoide associé est {2 x (R2 xS 1).

Définition 2.17 Pour x,y € GO, on pose
G =r"'(z), G,=5"'(y) et G, =G"NG,.

G2 est un groupe appelé groupe d’isotropie de x.
Pour'Y C G°, on pose

G ={ueg|rwev}=Jg¢" G ={ueg|swev}=JG,

yey yey

et enfin

g;)// =G NGy.

Définition 2.18 Un groupoide G d’espace des unités X est un groupoide topo-
logique si G et X sont des espaces topologiques et si les conditions suivantes sont
satisfaites :

1. G est fermé dans G X G et la multiplication est continue;
2. les applications source et but sont continues ;
3. Uapplication inversion est un homéomorphisme.

S1G et X sont localement compacts, on dira que G est un groupoide localement com-
pact.

Le groupoide de transformation qui nous intéresse G = €2 x (R2 xS 1) est localement
compact.

De plus, nous pouvons identifier, pour w € Q, l'espace G, avec le groupe R? x St de
la fagon suivante :

gw e Rz X Sl
v = (w.(z,0),(z,0)"!) — (x,0)

Nous allons maintenant définir la notion d’opérateur pseudo-différentiel longitudinal
dans le cas d'un espace feuilleté admettant X x H comme groupoide d’holonomie
(voir par exemple [MSO06] pour cette notion).

On notera C%*°(X x H) l'ensemble des fonctions continues f & support compact
dans X x H telles que pour tout z € X, la fonction ¢ : H — C définie par
o(h) == f(z.h,h™1) soit de classe C.
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Définition 2.19 Soit H un groupe de Lie agissant sur X un espace topologique.
X peut alors étre vu comme un espace feuilleté par l’action de H de groupoide
d’holonomie G = X x H.

Un G-opérateur ou opérateur longitudinal sur X est un opérateur

P:CY%(X xH) — C>(X x H),

tel qu’il existe une famille d’applications linéaires (Py)rex, de C°(G,) dans lui-
meéme, vérifiant :
Vf S CS,OO(X X H)a \V/(IL', h)7 (xlahl) €X X H7

(Pf)(l’, h) = (chf\gxh)(x’ h)
(Pt Clar ) ) @19,97) = (P f)(@r.g,97 )
(Invariance par holonomie a droite)

En terme de groupoide, les deux conditions ci-dessus se lisent :
sifeCd(X xH)ety,1€G:

(PHO) = (Papfige.,) )
(Pronf ()0 = (PuanH)m) si (r,m) €92

Définition 2.20

1. On dit que P est un opérateur a support compact si le support de P est contenu
dans un compact K de X x H, i.e si pour tout f € CO®(X x H), on a

Supp(P f) C K.Supp(f).

2. On dit que P est un G-opérateur pseudo-différentiel a support compact d’ordre
m si P est un opérateur a support compact et si la famille (P,),cq est une
famille d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre m.

Exemples :

1. Si on considere le groupoide R x R¢ (d < n) correspondant au feuilletage
de R™ par l'action de R et si 9; est l'opérateur de Dirac sur R¢, alors la
famille (P,)zegrn, définie par P, = 0y pour tout x € R", est un opérateur
pseudo-différentiel a support compact d’ordre 1.

2. Dans notre cas, si on considere € feuilleté par 'action des rotations S!, on
obtient le groupoide © x S'. Si I'on considere la famille (P,),cq définie par
P, = 0, (lopérateur de Dirac sur S!) pour tout w, on obtient 'opérateur de
Dirac d; le long des feuilles de Q feuilleté par S' que 'on utilisera dans la
prochaine section.
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3. Si on considére maintenant Q feuilleté par R? x S, on peut définir deux
opérateurs supplémentaires.
Chaque feuille de cet espace feuilleté est un groupe de Lie admettant la méme
algebre de Lie (celle de R? x S1).
On considere le cas ot G, agit non trivialement sur C & C dans L?(G,,,C& C)
(par rotation sur la deuxieme copie de C et identité sur la premiere), CEC = H
étant ’espace des spineurs de R3.
La graduation de C & C est donnée par (C @ C)° = C la premicre copie de
C et (C® C)! = C la deuxieme copie de C. L’opérateur de Dirac invariant a
gauche sur G, est :

et, en laissant agir l'algebre des quaternions ‘H par multiplication a gauche sur
C @ C, on obtient la forme matricielle suivante :

0 0 o) o)

0 I % 3
d3 — E i 87;2 87;1
% %% di
0z ox1
ol, si f € C®(R? x S, C) et si Ry désigne la rotation d’angle 6 sur C,
9g

d{(f)(z1,22,0) = iRy

ou g(z1,22,0) = R_g(f(21,72,0)).

Sous forme matricielle, on a :

89 (xla X2, 0)

00
d’ou

0 o 8 _ o
00 87)1 8])2

LI SO A

_ 00 16) 16)

=5 o 97 %

351 3335 P o6

Id

0z oxr1 00
Posons, pour tout § € St, Uy : C® C — C @ C l'action de identité sur la
premiere copie de C et de la rotation d’angle —@ sur la deuxieme copie.
On peut ainsi écrire
dg == 8{ —|— 82 ® 1
oll &y ® 1 désigne le Dirac sur R? tensorisé par Iidentité et si on considere
feCER*xS,CaC),

/ 0
A (f)(x1,22,0) = iU, a—g(xl,xg,e)
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ou g(xy1,x9,0) = Up(f(x1,22,0)).

Cet opérateur est celui que I'on utilisera pour les calculs dans la suite. I1 differe
du Dirac classique par un opérateur borné et ces deux opérateurs ont donc le
méme symbole principal, ce qui est 'essentiel pour faire les calculs dans la
formule d’indice.

Si on considere maintenant la famille d’opérateurs (ds),cq et qu'on I'étend en
un opérateur non borné sur C'(2) x R? x ST @ C(Q) x R? x S* de domaine
Cx(QxR?2x S',CoC) (voir [MS06]), on obtient 'opérateur de Dirac D3 le
long des feuilles de € feuilleté par R? x S*.

On voit également apparaitre 'opérateur de Dirac D, transverse a l'inclusion
du feuilletage par S! dans le feuilletage par R? x S de Q qui est donné sur les
feuilles par I'opérateur 0y ® 1.

Ces opérateurs étant définis, on peut maintenant montrer le résultat souhaité a tra-
vers le calcul de trois produits de Kasparov.

2.4.2 Premier produit de Kasparov

Nous commencons par montrer que le morphisme

Ki(C() — Ko(C(Q) x S")

est le produit de Kasparov par la classe du Dirac de dimension 1 le long des feuilles
de Q feuilleté par S*.
Rappelons la décomposition de cette application :

K, (C(Q))
BI(L2(S)P@C(R), Mo s 0)
K, (C(9) ® C(SY) x S)

R[¥]

K1 (C(Q x SY) x SY)

®Jg1(1a[01])

KQ (C(Q) X Sl)

ot U : C(Q) @ C(S') x St — C(Q x S') x St est Papplication de ’Annexe A.1,
Mec(q) est la multiplication par un élément de C'(2) et L?(S')% est 'espace L*(S')
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muni de la multiplication complexe : X\.£ := A pour A € C et &€ € L?(S).
On peut alors simplifier cette application :

Proposition 2.21
[€]® [¥] @ Jsi (raldn]) = [(C(Q) % S', Mcq), di)],
ou &€ = (L2(Sl)op ® C(Q)a MC(Q)a O)

Démonstration :

(a) On a, dans KK;(C(Q) ® C(S) x 5%, C(Q) x §Y),
(V] @ Jsi(1al0h]) = ¥ (Js1(Tal0n]))
et donc :
(W] ® Joi(1a[d1]) = [(L*(SY) @ C(Q) x S*, 7, 0 W,0; @ 1)],
avec Ja1 (To[01]) = [(L*(S") @ C(2) x S, 74, 01 @1)] (voir [Ska91] ou I’Annexe

D) o, pour ¢ E_C(Sl,C(Q)), a€ C(SHO(SY), £ e LA(SY) et f e C(S! xQ),

on a :

TalC ©a)(E® f)(k,h,w) = / o) (R)E(g k)¢ () () F g~ hw.g)dg.

g1
Considérons I'application

U:L*(SYH®C(S'x Q) — LA (S e C(S' xQ)
définie par : V f € C(S' x Q), ¢ € L*(S")

UC® f)g,h,w) = C(g)f(gh,wg™).

Cette application se prolonge en un unitaire de L?(S') @ C(Q) x S*.
En effet, si f,h € C(S* x Q) et ¢,& € L*(S1), on a

(U NUEDM) 2 (g0 sy @) = [

[ (VO NELUED R ¢y (O
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= Jor U O L) *UE©h)(7))(0,w)dy
= Ja JaUCO H)(e ™ wa)UEoh)(7)(a 10,w.a)dady
= Jo Jor CNF(va L w.ay D) h(va™ 0, w.ay ™) dady
= Jor Jor CONF (o™ w.a)é(y)h(a "0, w.a)dady
= fSl Wf('y)dy fsl fla Y w.a)h(a™10,w.a)do
= << £>L2 (S1) <fa >C(Q XSI(G)(‘))
= <C®fvf®h>L2(51)®C(Q)>¢51(07w)'
De plus, la représentation de C'(Q) @ C'(S1) x St sur ce module dans le nouveau
triplet définissant [V] ® Jg1(7q[01]) devient, par conjugaison, la représentation
naturelle obtenue par action de C(Q2) sur C(Q2) x S' et de C(S') x S! par
opérateurs compacts sur L?(S!) (grace & 'isomorphisme de 1’Annexe A.2).
L’opérateur 07 ® 1 devient, quant a lui, 'opérateur 0; ® 1 + 1 ® d;.
En effet, si h € St et w € Q sont fixés et si ¥(g) := f(g 'h,w.g), on a
010 (g) = dif(g"h,w.g).
Donc, 9,U"(¢ ® f) = U(0i¢ @ f) + U (( ® du f).
Ainsi,
[‘I’] ® JSI (79[81])
I :
[(L2(31)®C(Q) x St WC(Sl)x51®MC 81®1+1®d1)}
(b) Comme L*(S")? ®c(s1yust L*(S') = C, il reste & démontrer que

(C(Q) X Sl,Mc(Q),dl) , &
et

(L*(S") @ C(Q) x S', mo(s1yust @ Moy, 01 @ 14+ 1@ dy)

vérifient les conditions du lemme E.1 de I’Annexe E pour obtenir ’égalité de la
proposition.
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Il s’agit donc de vérifier que :

dy 0 0 Ther
0 hel+lwd )"\ Ty, O

est borné sur Dom (dy @ (0, ®1+1®d;)) pour tout x® f dans un sous-ensemble
dense de L*(S') @ C(Q) (voir [BJ83] ou [Vas01] pour la définition du domaine
du produit tensoriel d'un opérateur non borné par 'identité).

Grace a I'identification L*(S') ®c¢(s1yust L*(S*) =~ C, on a, pour tout élément
rz®f € DomdRCX(Q) (C(Q) étant I'algebre des fonctions longitudinalement
lisses sur Q, cf [MS06]),

Toor: LASH®CQ) xS —  C(Q) xSt

(®b — (2, ()2 Mc)(f)b
t
) Tiep: COQ) xSt — LA(SHeC() xSt
b — (2, Qcsnymst- €) @ Mooy (f)b
I
T ® Moy ()b

ou ¢ € L*(S") est choisie telle que (¢, ()2 = 1 (par exemple la fonction constante
égale a 1).
Un rapide calcul montre que

d1 0 0 Tm@f
0 hel+1lwd )"\ Ty, O

_ ( Tw@Gradl(f) - T31$®f 0 >
0 Téklz@f + T;@Grad1 f) ’

donc cet opérateur est borné pour chaque z ® f dans Domd; ® C>°(Q2) qui est
dense dans L*(S') @ C(Q) et ceci acheve la démonstration de la proposition.
Le lecteur pourra se reporter a ’Annexe E.2 pour les notations et les calculs.

0

2.4.3 Second produit de Kasparov
Nous allons maintenant simplifier la deuxieme application
Ko(C(Q) x S') = Ko(C(Q) x R*> x ')

en montrant qu’elle est le produit de Kasparov par la classe du Dirac D, de dimension
2 transverse a 'inclusion du feuilletage par S* dans le feuilletage par R? x St de €.
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Rappelons la décomposition de cette application :
Ko(C(Q) x SY)
l@ﬂsl [(L2(R%,CaC)PRC(Q),Mc(0),0)]
KO((C(Q) ® Co(R?) x R?) x 51)
l@usl [95°]
K0<((JO(Q x R?) x R?) x Sl)
l@Jkaxsmm[&D

Ko(C(2) x R? x S)
ot UF* 1 C(Q) ® Cp(R?) x R? — Cy(Q x R?) x R? est application de I’Annexe A.1.

Nous noterons dans la suite £(Q,G;C & C) (on G sera égal A R? ou R?* x S*)
le C*-module hilbertien sur C'(2) x G, complété de C.(2 x G;C & C) par rapport
au produit scalaire a valeurs dans C.(2 x G)

o ) (w.g) = /G (. b, f(wh k') adg

ou (, )y désigne le produit scalaire dans les quaternions.
Ce module hilbertien admet une action de S! par rotation sur la deuxiéme compo-
sante de C @ C.

De maniere similaire au premier point, on peut alors montrer, en faisant attention
a I'équivariance par rapport a S*, que :
Proposition 2.22
Ts1[E2) @ Js1 [UR] @ Jp2 st (0[ds]) = [E(2,R? % SYC @ C), moqywsts D))
ou & = (L*(R*, C & C)” ® C(), M), 0) et
Te@xst (f)(9)(w, z,0) = . flw,a)a- g((w,0,0)" (w, z,0))da

pour f € C(2x SY), g € C.(2xR*x S, C® C) et ou a- représente lac-
tion de S* sur C & C qui est donnée par la représentation naturelle de SO(2) sur
CUR?) ~H ~ CHC(i.e a.(CadC) représente l’action triviale sur la premiére copie
de C et la rotation d’angle o sur la deuziéme) .
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Démonstration :
(a) On a

Ts1[E2] ® T [UF] @ Jp2sasi (1[02]) = Jon <[52] ® [T¥] @ Ji (ra [32]))

ol Jﬂg est le morphisme de descente partielle construit dans [Cha99].

(b) En utilisant la méme démonstration que celle de la proposition 2.21, on montre
que le morphisme :

K3 (C(9)
®[&2]
K (0(9) ® Cy(R?) x R2)

o[v¥’]

K <(JO(Q x R?) R2>

.75, (0 [02])

K$' (C(Q) x R?)

est le produit de Kasparov par [(E(Q, R%, CaC), Mc (), dg)i| ol ds est I'opérateur
de Dirac le long des feuilles de € feuilleté par R? qui est S!'-invariant.

(c) A présent, si 'on applique le morphisme de descente Jgi, on obtient la classe
[(H',7', F")] donnée par :
— H' = &(Q,R* ChC)Rc ) xr2C(Q2) xR*x ST ot 'action & gauche de C(2) xR?
sur C(Q) x R? x S! est donnée par :

b/ ahuhdh I:/ b*C(Q)xRQ ahuhdh
st st
pour b € C(Q) X R* et [, apupdh € C(Q) x R* x S* .

— Sion identifie £(Q2, R?; CHC) Q¢ () urz C(Q) xR* xSt avec £(Q, R*x St CaC),
lopérateur F” est I'opérateur de Dirac transverse a l'inclusion du feuilletage
par S! dans le feuilletage par R? x S car Dy(b * aj,) = (dob) * a; pour tout
h € St et tout b e C(Q) xR*® C(Q) x R2

— 7’ est laction de C'(Q2) x St sur £(2, R? x S*; C @ C) décrite dans I’énoncé de
la proposition (voir [Ska91] ou I’Annexe D).

O
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2.4.4 Produit de Kasparov par le Dirac le long des feuilles
de 2

Pour finir ce paragraphe, il reste a montrer que le produit de Kasparov de la classe
(€)% 8, Moy, di) |
avec la classe
[(C(Q) xR*x ST @ C(Q) x R? x Sl,wC(Q)xsl,DQ)]
au dessus de C'(Q2) x S! donne la classe du triplet non borné
(C(Q) xR*x S'® C(Q) xR* % 5", Mca), Ds)
ol Dj est I'opérateur de Dirac de dimension 3 le long des feuilles de € feuilleté par
R2 x St
Pour cela, nous allons vérifier les conditions du lemme E.2 :

Théoréme 2.23

[(C(Q) X Sl,MC(Q),dl)} Q¢ () st [(5R2><15’177TC(Q)><15’17D2):|

= [(5R2>4517MC(Q)5D3>]
ol 5R2><Sl = g(Q,Rz X Sl,C@C)

Démonstration :

On va montrer que les trois triplets de Kasparov non bornés

[(C(Q) x S, Meq), di — %[d)] : [(8R2>45177TC(Q)>4517D2>]
. [(8R2><1517MC(Q)7 D; — %fd)]

vérifient les conditions du lemme E.2 avec B = C(S', C>(Q)).
Comme

[(5R2x51>MC(Q),D3 - %fd)} = [(5R2><151>MC(Q)aD3)]

! [(C(Q) x 8%, Mooy, di — %Id)} - [(O(Q) X Sl’MC(Q)’dl)}’

cela montrera le théoreme.
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(a)

L’opérateur D3 est donné, sur le champ Hilbertien

(L?({w} «R? x §',C & C))

weN

associé¢ au module Hilbertien £(2,R? x S1;C @ C) (voir [Con82] pour cette
notion) comme la somme de 'opérateur de Dirac 9] sur L?(R? x S1,C @ C) et
de lopérateur de Dirac 0, ® 1 sur L*(R? x S*,C @ C).

Donc D3 = D} + Dy ot D} (resp. D) est I'opérateur sur £(Q,R? x S*;C & C)
associé a 0 (resp. 1 ® 0y) sur le champ Hilbertien.

En identifiant C'(Q) % S* ®c(q)xst Erzust avec

WC(Q)X]Sl(O(Q) b Sl).gRQX]Sq ~ 5R2><15’1>
remarquons que l'on a alors pour f®g € Dom (d; ® 1) N Dom Dy,
(Ds —31d) (f@g) = (Ds—31d) (me@yxs (f)9)

= (D1~ 31d) (ro@ust (f)g) + D2(To@)xst (f)9)
= (=1)"mc@us (dif)g — 5(f@g) + Da(me(@yxst (f)9)
= (=1)%(dy f)®g — 1(f&g) + Da(mcyxst (£)9),

le signe venant du fait que C agit sur C & C par multiplication sur la premiere
copie de C et par conjugaison sur la deuxieme copie.

Nous allons donc vérifier les conditions du lemme pour
Pi(f&g) = (=1)Ydi(f)&g — 3 f&g et Py = D,.

Six e B,ona:
Dy 0 0 T,
0 Dy )’\ Ty O

Ds(Te@ynst (£)9) = Towyxst (f)Dag + moust (Grada(f)) - g
puisque dy commute avec I'action de S sur C(Q2) x R? & C(Q) x
reporter a I’Annexe E.3 pour les notations).

On a noté meq)ust (Gradg(f)) - g pour désigner le produit :

( 0 To@ust(—fi +if2) > g
To@)xst (f1 +if2) 0

si Gradg(f) = f1€1 -+ f2€2.

(T(,;radg (z) ) 0 )
0 TGradg (z*)

avec

(1)

R? (se
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(2) pour tout x € B,

Tp: Erexsr — C() xS Rc()xst Er2xst = Er2 51
b — rT®b ~ Wc(Q)Nsl(JZ‘)b
(3) pour tout x € B,

Tr: C(Q) % S' Qcaynst Erzust —  Erzust
f®b — (z, f).b

ot (z, f).b:= 7TC(Q)><151(<x7 L.

(4) pour tout x € B, T,
par la matrice

rada () Er2ygt — Ep2ygt est donné par multiplication

( 0 To@xst (—G1 +iG2) )
Wc(Q)xsl (Gl + ZGQ) 0 ’

si Grads(x) = Greg + Gaes.
Pour les calculs de ce commutateur, le lecteur pourra se référer a I’Annexe E.3.

Pour tout b € B et e; € Dom Dy , P(b®ey) = (—1)%%2d;(b)®ey — %b@eg est
borné en e, donc
Dom Dy — BRF,
€9 —  P(b®es)

est borné.
De plus, pour tout b € B et H'Qes € Dom P, N Dom P,
Tb*Pl(b/®€2) = (—1)862 <b, dl(b/)>.€2 — %(b, b/>.€2.

Ainsi, puisque d; est auto-adjoint,

TJPl(b'®62) = [Td*l(b) — %TJ] (b/®62)
et

QomplﬂﬁomPg — EQ

b/®€2 — TJP1(5/®€2)

s’étend en un opérateur borné sur Dom Dj.
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(d) On a (par exemple en utilisant le fait que D3 est un opérateur elliptique) :
Dom D3 C Dom (d;®1).

oll, par définition, Dom (d;®1) := Im(1 + d?)"2 &1,
Ainsi, Dom (D3 — 11d) C Dom ((d; — 31d) ®1).

(e) Comme d;®1 — %Id et Dy sont auto-adjoints et
(d1®1 — $1d) Dy + Dy (dy ® 1 — 31d) =0,
on a, pour tout x dans le domaine :
<(d1®1 — %Id)x,DQ@ + <D2x, (d1®1 — %Id)x> =0.

(f) On a facilement :
— pour tout z dans le domaine tel que dx = 0,

Ainsi,
(—1)‘% [<<(d1 — %Id)@l)x,P1x> + <P1x, ((d1 — %Id)®1>x>] > —%(x,x>,

pour tout x dans le domaine.
La derniére condition du lemme E.2 est donc vérifiée, ce qui démontre le théoreme.

0
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2.5 Calcul de I'image par 7' des sommants Z.g;

Nous allons montrer par un calcul explicite que 7/(¢;) € p*(C(Z,7Z)) ou ¢; est le
relevé de ¢; dans K5 (C(€)) construit dans I’Annexe B.

11 suffit d’effectuer ce calcul pour I'un des ¢;, par exemple 5.

Pour calculer cette image, nous allons utiliser le théoreme de l'indice en regardant
Q feuilleté par R2.

En effet, le diagramme suivant est commutatif

Ko(C()) = K5 (C(Q))

:lﬁgo&g zlﬁots

Ko(C(Q) x R?) - K$'(C(Q) x R?)

’
X Tf

R

oll 5 et d, sont obtenues de facon similaire & 3 et § mais sans la S'-équivariance et
T/ a été définie dans le paragraphe 2.2.
Ainsi pour calculer 7#(8 0 §(¢a)), il suffit de calculer 7/ (2 0 65 0 *(g2)).

Une version non équivariante de la proposition 2.22 permet de dire que (35 o 9o
est donnée par le produit de Kasparov par la classe du triplet non borné défini
par lopérateur de Dirac le long des feuilles du feuilletage Q feuilleté par R? et le
théoreme de I'indice pour les espaces feuilletés nous donne :

4 (Br0 801 (@)) = (CHG™(@)) | [C.y)

ou Z est une transversale du feuilletage, v; une mesure transverse invariante, [C,,]
son courant de Ruelle-Sullivan associé et Ch?(¢) est la composante du caractere de
Chern longitudinal qui est dans H?(Q), la cohomologie longitudinal de € feuilleté
par R2.

Reprenons alors les notations de I’Annexe B.

Soit wy le pavage de F} fixé par la rotation R, d’angle 7 autour de 'origine utilisé
pour construire ¢s.

Notons Zgg I'ensemble des pavages ayant méme 1-couronne que wy.

Soit 19 < 7 < ry avec r = (ro + r1)/2 suffisament petit et 7o, r; suffisament proche
de r.

On note Q. = {e%w + v;w € Zg9,0 € R,v € R% 1y < ||| < 7y}

Comme en dehors de €, ., le fibré définissant ¢ est trivial (voir Annexe B), il suffit
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de calculer le caractere de Chern sur cette ”couronne”.

Rappelons que X est formé par des pavages ayant méme 1-couronne que wy mais
qui ne sont pas fixés par R,.

On note X := X U {wp}-

La transversale que l'on considere dans la suite est alors Z = X x S, muni de
la mesure transverse invariant pfy ® dgi ot Y est la mesure induite sur X par la
mesure 4 de Q et dg1 est la mesure usuelle sur S*.

Dans la suite, nous noterons I, (k = 1,...,4) les quatre quadrants d’amplitude
% du cercle de rayon r de C i.e [ = {rekw, 0 e [O; %] }
On pose également,

Vi = {e?(w+v);we X vel,beR},
Vi = {wt+vwe X vel}
et Yk = Yk/Sl

Pour la suite, on se fixe une application lisse € : S* — C telle que |e(z)] = 1,
(1) =1,¢e(i) = —1, £(1) = 0 = £'(i) et (') = g(&?).

On définit alors les applications suivantes :

fi 1 Y1 — C est définie par fi(y) = e(e”?), si y ~ (w,re?) sous les identifications
}71 ~Y ~ X% x.

fa: Yy — C est définie par fo(y) = —1.

fs 1 Y3 — C est définie par f3(y) = —e(e), si y ~ (w,re) sous les identifications
Yy~ Vs~ X0 x 5.

fi: Yy — C est définie par fy(y) = 1.

Dans 'annexe, nous n’avions pas besoin du caractere lisse de la fonction et avions
pris €(z) = 2? mais la construction de ¢ obtenue dans l’annexe est encore valide
avec une application € quelconque vérifiant les conditions ci-dessus.

Comme {ewy + v;0 € R,v € R% rg < ||v|| < r1} est de g-mesure nulle ([RS98]),
on cherche a étudier Ch2(ga) sur Qo \ {€%wo +v;0 € R,v € R2 rg < ||v]] < 1}
Or cet ensemble admet une trivialisation :

50X x ([0;7] x SY) x ST~ Qs \ {ePwo +v;0 € R v € R 1 < |[v]] < 11}
donnée par (w,z,e”, e) — e (w + (B=2x + r)e'?).
Sur X x ([0;7] x S1) x ST (qui est une carte de Q feuilleté par R?), le projec-

teur associé & ¢ est donné, modulo s, sur C @ C (avec action de S* par rotation sur
la premiere copie de C et par action triviale sur la deuxiéme) par la matrice :

1 1+ cos(x) sin(z)e~" f ([w + Tew]))

e(w,z,e” ) = 2 (sin(x)e“"f([’w +ré?]) 1 — cos(z)
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ou f : Uk 1Y’ — S C C est la fonction continue définie par f(y) = fi(y) si
y ey, CYk avec V) = {w+uv;w € X, UElk} et Y/ :=Y//S".
f([w + 7e"]) ne dépend en fait que de e® et non du w choisi dans X.

1
Ainsi, Ch2(g) = 2—_T7“(edede) est la forme longitudinale donnée par
i

L. 50f

(w,z, 2, €") — ——sin(z) f == dr dz.

0z

D’ou

(CR(@) | [C,y]) = ///ﬂ ()T L v dzdss () dyy

De plus, on a

[ @ T L araz= [ x| T az= mnap)

4T J(0x)x 51 4T J (0.2 g1 0%

oit Indy(f) est I'indice de 0 relativement & f (on rappelle que ff = 1).
Comme Indy(f) € Z, on obtient :

(Ch2(g2) | [Coy]) = Ly (X), avec | € Z.

Comme X3 := X UZ est une transversale de € feuilleté par R? x S!, p induit une
mesure transverse invariante p sur Xs.

On a alors pi (X) = ph(X) = ph(X —v) = (U \ {wo — v}), ou v est un vecteur tel
que wy — v € = et U est I'ensemble des pavages de {2 coincidant sur la 1-couronne
de wy mais translatée par —v.

Or p({wy — v}) = 0 done i (X) = pl(U) = (V).

Comme U est un clopen de =, on en déduit

(CR2(d) | [Co)) = (V) € 1 (C(E.2).



Chapitre 3

Cohomologie PV et groupe des
coinvariants entiers

Nous avons donc obtenu le théoreme 2.12 et ainsi
7+ (Im(B 080 Bgr 0 0g1)) C [Cl] (ChT(Kl(C(Q))).

Or, il existe une application naturelle ([MS06]) r, : H3(Q;R) — H3(Q) obtenue
par inclusion du faisceau R des germes des fonctions localement constantes a valeurs
réelles dans le faisceau R, des germes des fonctions continues localement constantes
le long des feuilles a valeurs réelles et comme Z C R, nous avons aussi une application
naturelle, encore dénotée r,, 7, : H3(Q; Z) — H3(1Q).

On a alors une factorisation : Ch, = r, o ch? olu ch? est le caractere de Chern a
valeurs enticres ch” : K,(C(Q)) — H°¥(Q;7Z) (ce caractere est a valeur dans la
cohomologie de Cech & coefficients entiers car on est en dimension 3, voir 2.2).
Comme le courant de Ruelle-Sullivan [C):] dans la formule du théoreme 2.12 ne
prend en compte que la partie H3(€2), on s’intéresse dans la suite & la cohomologie
H3(Q, 7).

Nous étudierons plus particulierement H?(Q/S'; Z) puisque

HYQZ) ~ HX(Q\ F;Z) ~ H2((Q\ F)/S" Z) ~ H*(Q/S"; Z)

ou ces isomorphismes ont été vus dans la section précédente (voir la démonstration
de 2.3, le corollaire 2.10 et ce qui suit le lemme 2.8).

Pour étudier cette cohomologie, nous allons appliquer des techniques élaborées dans
[SB09] pour montrer que la cohomologie de Cech de degré maximal & coefficients
entiers de /5! est isomorphe au groupe des coinvariants entiers associé¢ a la trans-
versale canonique.

67
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Pour cela, nous utiliserons une idée introduite par Anderson et Putnam dans [AP98]
puis utilisée par Savinien et Bellissard dans [SB09].

Nous présenterons alors la cohomologie PV des pavages de type pinwheel, notée
Hpy (BS; C(Ea, Z)), qui relie la cohomologie de Cech de degré maximal de /5! et
le groupe des coinvariants entiers de =.

3.1 Espace des proto-tuiles du pavage de type
pinwheel

Soit 7 le pavage de type pinwheel construit a la section 1.1.

Définition 3.1 1. Une proto-tuile d’un pavage est une classe d’équivalence de
Paveés aux isométries directes pres.

2. La premiére couronne d’un pavé dans un pavage T est la réunion des pavés de
T l'intersectant.

3. Une proto-tuile couronnée de T est la sous-classe d’une proto-tuile dont les
représentants ont la méme premiére couronne auz isométries directes pres.

Dans les pavages de type pinwheel, il y a 108 proto-tuiles couronnées (voir Fia. 7
et F1G. 8 p.101 et p.102).

Nous pointerons chaque proto-tuile au point d’intersection de la médiatrice du coté
le plus court avec la médiane issue du sommet formé par I’hypothénuse et le plus
court coté :

=, =&

Si ¢ est une proto-tuile alors ¢ dénotera sa représentation qui a sa ponctuation en
lorigine O.

On choisit alors la décomposition simpliciale définie dans la figure suivante pour les
proto-pavés des pavages de type pinwheel :




3.1. Espace des proto-tuiles du pavage de type pinwheel 69

N, o

On peut alors construire un C'W-complexe fini B§(7 ), appelé espace des proto-tuiles,
a partir des proto-tuiles couronnées en les collant le long de leur bord selon toutes
les configurations locales de leurs représentants dans 7 :

Définition 3.2 Soit fj, Jj=1,..., N, les proto-tuiles couronnées de T el soil 15 la
représentation de f; ayant sa ponctuation en l’origine et l’orientation choisie pour
les proto-tuiles lors de la construction de la transversale canonique.

L’espace des proto-tuiles couronnées de T, B5(T), est le CW -compleze quo-
tient

N
By(T) = [Tt/ ~
j=1

ou deuzr n-cellules eif € tf et €] € t; sont identifiées si il existe deuz isométries
(2i,0:),(;,0;) € R? % SO(2) pour lesquels t{.(x;,0;) et t5.(x;,0;) sont des pavés de
T tels que e} .(xi,0;) et €}.(x;,0;) coincident.

Les images des pavés t§ dans Bj(7) seront notées 7; et seront encore appelés des
pavés.
On a alors une projection de /S sur B§(7) :

Proposition 3.3 [SB09] Ii existe une application continue p, : Q/S* — B§(T)
de ’enveloppe continue modulo les rotations sur [’espace des proto-tuiles couronnées.

DémonstratioNn : N
Soit AG : H t; — BG(T) lapplication quotient et pg : Q/ st H t; Papplication
j=1 j=1
définie de la fagon suivante : soit [w] € /S!, considérons un représentant w,
de la classe [w]. Si l'origine O appartient a U'intersection de k pavés t®1, ... ¢,
dans wq, avec t% = tjl.(xal (w1), Oq, (wl)), l=1,...,k, alors on pose

pi([w]) = Ta. (w1)

qui appartient a t§ ou s = Min{j, : I =1,...,k}.
Rappelons que I'action de E? est donnée par : w.(x,0) := R_y(w — ) o R_4
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est la rotation de R? d’angle —6. Ainsi, la définition de p§ ne dépend pas du
représentant w; de [w] choisi.

L’application p§ envoie donc lorigine de R?, qui appartient & des pavés d’un
représentant de [w], sur la position correspondante dans les pavés t; corres-
pondants.

La projection pg 7 est alors définie par :

. Q/SY —  BY(T)
Por: w] > A§op5([w])

On peut alors montrer que, comme dans [SB09], po.7 est bien définie et conti-
nue en notant qu'une classe [w'] est dans un voisinage de [w] dans /S, si les
représentants de [w'] et de [w] coincident sur une grande boule & une petite
translation pres et aux rotations pres.

n

Pour alléger les notations, nous noterons l'espace des proto-tuiles Bf et la projection
po.7 sera notée po.

Notons =(7;) le relevé de la ponctuation de 7;. Alors =(7;) est un sous-ensemble de
la transversale canonique appelé zone d’acceptance de la proto-tuile fj Cet ensemble
contient tous les pavages ayant la ponctuation d’un représentant de ij a 'origine.
On obtient ainsi une partition en clopens =(7;), pour j = 1,..., N, de la transversale
canonique et ce sont des espaces de Cantor, comme =.

3.2 Q/S! vu comme une limite projective d’es-
paces de supertuiles

On procede de maniere analogue a [SB09] (on peut aussi se référer & [ORS02] pour
voir notre espace comme une limite projective).

Notons toujours 7 le pavage de type pinwheel de la premiere section et prenons la
décomposition en CW-complexes des proto-tuiles des pages 69 et 75.

Nous allons alors construire un CW-complexe fini B}, appelé espace des supertuiles
d’ordre k, associé aux supertuiles d’ordre k de 7.

Cette construction sera réalisée a partir des proto-tuiles (qui sont les supertuiles
d’ordre k) du pavage, noté 7y dans la suite, obtenu a partir de 7 en regroupant les
pavés de 7 en supertuiles d’ordre £, de la méme maniere que B a été construit a
partir des proto-tuiles de 7 dans la définition 3.2.

La construction s’opére comme suit.
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T peut étre décomposé de fagcon unique en supertuiles d’ordre k. On obtient ainsi
un pavage 7, qui est répétitif, de E2-type fini et dont les pavés sont les supertuiles
d’ordre k.

Chaque supertuile d’ordre k£ est ponctuée par la ponctuation du pavé en son centre
comme montré sur la figure suivante :

Ce point est encore I'intersection de la médiatrice du coté le plus court du triangle
avec la médiane issue du sommet formé par le plus court coté et 'hypothénuse. I
est stable par substitution puisqu’il coincide avec le point de ponctuation du pavé
au centre de la substitution.

/N

Ces supertuiles d’ordre k sont alors des CWW-complexes puisqu’elles sont formées par
des C'W-complexes.

Définition 3.4 L’espace Bj, des supertuiles d’ordre k est l’espace des proto-tuiles

couronnées de Ty, :
c __ paC
i = B5(Zy).

Comme tous les pavages 7 ont les mémes proto-tuiles couronnées, a une dilatation
pres, tous les espaces Bj sont homéomorphes. Ces espaces vont quand méme nous
permettre d’avoir des informations importantes sur la cohomologie de notre espace
Q/S1t.

Les images dans Bj des supertuiles p; (les pavés de 7;) seront notées m; et seront
encore appelées supertuiles.

La projection poz, : Q/S' — B, construite en 3.3, sera notée py.
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L’application Fy, : By — B définie par F}, := py op,;1 est surjective et continue (voir
[SB09]). Elle projete Bj sur Bf de fagon évidente : un point x de Bf, appartient
a une supertuile 7;, donc a une certaine proto-tuile, et [} envoie z sur le point
correspondant du pavé 7; correspondant.

Donnons nous deux entiers p et ¢ tels que ¢ < p. L’application f,, : B, — B
définie par fo, = f, ' o f, =pgop, ! est surjective et continue.

Comme expliqué dans [SB09], la famille (Bj, f,,) est un systeme projectif.

Pour montrer que €/S* est la limite projective lim(By, fq,), le point important est

le fait que nos supertuiles sont prises de facon a forcer leur bord et la condition ci-
dessus est remplacée par le fait que nos supertuiles admettent les mémes premieres
couronnes, & une dilatation par v/5 pres, que les supertuiles d’ordre inférieur.
Ainsi, si d; représente la distance d’une supertuile p; d’ordre [ au complémentaire de
sa premiere couronne, la distance d;;; de la supertuile d’ordre [ + 1 ayant la méme
premiere couronne que p; mais dilatée d’un facteur \/3, vérifie alors d; 1 = V5d, et
ainsi ces distances tendent vers I'infini. Ceci permettra de démontrer le théoreme
suivant, en prenant une suite adaptée d’espaces de supertuiles.

Cette suite est obtenue en prenant la suite {Bf, f}en o, pour tout [ > 1, Bf est
I'espace des supertuiles d’ordre [ et f; = f;_1);, avec la convention fy = f; et Bf est
I’espace des proto-tuiles.

On démontre alors de la méme maniere que dans l'article [SB09] :

Théoréme 3.5 La limite projective de la suite {Bf, fi}ien, construite ci-dessus, est
homéomorphe a l’enveloppe continue de T quotientée par les rotations :

Q/S" = lim(B;, fi).

Démonstration :
L’homéomorphisme est donné par I'application p : /ST — lim(Bf, f;), définie

par p(jw]) = (po([w]), p1([w]), - .. ) et nous allons voir que son inverse est donné
par
pN(zo, 21, ...) = N{p; " (z;),] € N}.
L’application p est surjective puisque chaque p; I'est.
En effet, on a :
Py (o) D py (1) D py () O .

ot1 chaque p; *(z;) est un compact non vide de ©/S* et donc tout pavage dans
I'intersection ci-dessus définit un relevé de (zg, z1,...).

Pour l'injectivité, considérons w,w’ € Q) tels que p(jw]) = p([w']).
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Pour tout | € N, p;([w]) = pi([w']) dans une supertuile 7 ; de Bf. Cela veut
dire que les deux pavages coincident, a une rotation pres, sur un translaté de
la supertuile p; ; contenant 1’origine.

Posons alors r; = inpf inf dgz (7, 0C" (p)) ot Pf est 'ensemble des supertuiles
PEP] €D

couronnées de 7 d’ordre [ et dC1(p) est le bord de la premicre couronne de p.
Comme notre pavage est de type fini, r; > 0 pour tout [.

De plus, les deux pavages coincident, aux rotations pres, sur la boule B(Ogz, ;)
puisque Bj a été construit a partir de supertuiles couronnées.

Comme on l'a vu plus haut, on a r;y; = V51, donc Tl = \/glﬂro et en
prenant [ suffisamment grand, les deux pavages coincident sur des boules ar-
bitrairement grandes et on obtient donc l'injectivité de ’application p et la
formule pour p~1.

p est alors une bijection (trivialement) continue et comme lEl(Bf, fi) est un

espace séparé, p est un homéomorphisme.

3.3 Cohomologie PV

Notre objectif initial était de calculer la cohomologie de Cech de degré maximal &
coefficients entiers de €2/S1 et de montrer qu’il s’agit en fait du groupe des coinva-
riants C'(Z,Z)/ ~ de la transversale canonique sous I’action du groupoide 2 xR? % S!
restreint a cette transversale.

Pour ce faire, nous allons montrer que cette cohomologie est en fait isomorphe a la
cohomologie PV qui fut introduite dans [SB09] en la modifiant de fagon & prendre
en compte les rotations qui interviennent dans notre cas.

On suit ainsi la méme démarche que Savinien et Bellissard en introduisant d’abord
la structure de complexe simplicial orienté puis en définissant la cohomologie PV
associée a notre pavage et enfin en montrant, grace a la limite projective obtenue
dans le paragraphe précédent, que cette cohomologie est en fait la cohomologie de
Cech & coefficients entiers de /S

Le point intéressant pour nous dans cette nouvelle cohomologie est que les cocycles
de cette cohomologie sont directement définis comme des fonctions continues (a va-
leurs enticres) sur Z4. Nous montrerons alors que le quotient de ces cocycles par
I'image du bord de la cohomologie coincide exactement avec le groupe des coinva-
riants de cette transversale =3 .
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3.3.1 Complexes simpliciaux orientés et cohomologie PV

Nous suivrons la présentation faite dans [SB09] en adaptant les notions et les
démonstrations a notre complexe simplicial orienté (voir [HY61]).

Etant donnés n + 1 points vy, ..., v, non colinéaires de R™, m > n, soit [vg, . .., v,]
le n-simplexe de sommets vy, ..., v,.
Posons A" le n-simplexe standard :

n
A" = {(xo,...,xn) e R le =1 et x; > 0 pour tout z} ,
i=0

dont les sommets sont les vecteurs unités le long des axes.

Si un des n + 1 sommets d’un n-simplexe [vg, ..., v,] est supprimé, les n sommets
restants engendrent un (n — 1)-simplexe, appelé face de [vg, . .., v,].

On appelle alors bord de A" la réunion de toutes les faces de A", il est noté 0A™.
L’intérieur de A" est alors A™ = A™\ 0A™.
Une structure de complexe simplicial sur un espace X est la donnée d’une collec-
tion d’applications o, : A¥ — X, ot k dépend de «, telle que :

(i) La restriction o4jan est injective.

(ii) La restriction de toute application o, a une face de A™ est I'une des applications
og: A" — X,

(iii) Pour tout «, B, F,3 = 04(A") N og(AP) est une face des deux simplexes
o (A") elt o3(AP) et il existe une application affine I, de s; := o, (F, ) vers
sg = 05 (Fop) telle que 045, = )5, 0 L.

(iv) Un ensemble A C X est ouvert ssi 0, '(A) est ouvert dans A™ pour chaque o,.

0 (A™) est appelée n-cellule du complexe.

On obtient alors un simplexe orienté a partir d'un n-simplexe o = [vg, ..., v,]
comme suit : on choisit un ordre arbitraire fixe pour les sommets vy, . .., v,. La classe
d’équivalence des permutations paires de cet ordre fixe est le simplexe orienté po-
sitivement, que 'on note +o. La classe d’équivalence des permutations impaires
de cet ordre est alors le simplexe orienté négativement, —o.

Un complexe simplicial orienté est alors un complexe simplicial dans lequel on
a choisi une orientation arbitraire fixe pour chaque simplexe du complexe (on fait
ce choix sans tenir compte de la disposition des simplexes entre eux ou du fait que
tel simplexe est la face de tel autre simplexe).

Pour obtenir une structure de complexe simplicial orienté sur B, on décompose
chaque pavé du pavage de type pinwheel comme suit :
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N,

en prenant l'orientation de R? pour les cellules de dimension 2 et n’importe quelle
orientation pour les arétes a l'intérieur des pavés.

Puisque Bf est de dimension 2, on ne considere que les simplexes de dimension 0, 1
ou 2.

On peut alors voir 7 comme une décomposition de R? en complexe simplicial orienté.
On ponctue également chaque cellules par 'image du barycentre de A" sous o, :

B§ est alors un complexe simplicial orienté fini et les applications o, : A" — Bj
seront appelées les applications caractéristiques des n-simplexes de 5.

On introduit alors comme dans [SB09] une nouvelle transversale (n’étant pas reliée
immédiatement a la transversale canonique, voir 3.18) qui permettra d’obtenir la
cohomologie PV :

Définition 3.6 La A-transversale =x est le sous-ensemble de /S constitué des
classes des pavages ayant la ponctuation d’une de leurs cellules en [’origine.

La A-transversale est le relevé des ponctuations des cellules de B.

Elle est partitionnée par le relevé des ponctuations des n-cellules, noté =, qui est le
sous ensemble de /51 constitué des classes des pavages ayant la ponctuation d’une
de leurs n-cellules en 'origine.

On montre que la A-transversale est un Cantor (comme pour la transversale cano-
nique), et les =X en donnent une partition en clopens.

Etant donnée 'application caractéristique o d'un n-simplexe e de B, notons Za (o)
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le relevé de la ponctuation de e, et x, son indicatrice dans Za (i.e xo([w]) = 1 si et
seulement si po([w]) = punct(e)).

Le sous-ensemble = (o) est appelé zone d’acceptance de o.

Comme Za(0) est un clopen, on a x, € C(ZX,Z) C C(Ea,Z).

Donnons nous l'application caractéristique o : A™ — Bf d’un n-simplexe e de B, et
soit 7 une face de o dont on note f son simplexe associ¢ dans Bf (une face de e).
Les simplexes e et f dans Bfj sont contenus dans un pavé 7;. Si on regarde les
simplexes e et f comme des sous-ensembles du pavé ¢; de R? on peut définir le
vecteur x,, qui joint la ponctuation de f a celle de e.

Le probleme de cette construction est que, dans le cas du pavage de type pinwheel,
le vecteur z,, dépend du pavé 7; choisi, si e est un 1-simplexe (le vecteur est unique
aux rotations pres). Dans le cas des 2-simplexes, ce vecteur est unique puisque le
quotient définissant Bf ne concerne que les arétes et les sommets des cellules.

Il faut donc trouver une fagon de choisir ce vecteur dans le cas de 1-simplexes. 1l y
a plusieurs manieres de faire ce choix.

En voici une : si e est un 1-simplexe, le vecteur sera obtenu en orientant l'aréte
horizontalement et de gauche a droite dans n’importe quel pavage de Za(0) :

——

Ainsi construits, les vecteurs z,, sont associés a ¢ et 7 de fagon unique, comme
dans le cas d’un pavage ou l'on considere uniquement les translations (comme dans
larticle [SB09]).
On définit 'action de z,, sur une fonction de C(Za,7Z) de la fagon suivante :
e si o est 'application caractéristique d’un 2-simplexe e, si 7 est une face de o
et si f € C(Z2a(7),2Z) alors, pour [w] € Za(c), on définit

T f([w]) = f([wo + or]),

oll wy € [w] est orienté correctement, i.e I'origine de Fy appartient a la ponc-
tuation d’une cellule e (un triangle) de w qui est incluse dans un unique pavé
(image par une isométrie directe du pavé t; utilisé pour construire z,,); wp
est alors le pavage obtenu en tournant w pour que ce pavé soit orienté de cette
facon (i.e soit I'image par une translation de ¢;) :

e Si o est I'application caractéristique d’'un 1-simplexe, si 7 est une face de o et
si f € C(Ea(7),Z) alors, pour [w] € Za(0), on définit

T f([w]) = f(lwo + zor]),
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oll wy € [w] est orienté correctement, i.e lorigine de Fy appartient a la pone-
tuation d’une aréte de w; wy est alors obtenu en tournant w pour amener cette
aréte horizontalement et I'orientation de celle-ci dans le sens positif (de gauche
a droite).

On peut alors définir des opérateurs qui seront utiles dans la définition du bord de
notre cohomologie :

Définition 3.7 Soit o l'application caractéristique d’un n-simplexe de B et T celle
d’un k-simplexe.
On définit Uopérateur 0,, sur C(Za,7Z) par :

0 _ Xol® "Xy siTCOo etn=1 ou?2
oo 0 sinon, i.e si T ¢ do oun =0

ou T C do signifie que T est une face de o de codimension 1.

Cet opérateur est assez simple & décrire : si on se donne une fonction f € C(ZEa(7),Z)
et une classe [w] € Ea alors 0, (f)([w]) vaut 0 si w n’est pas dans Ex(o) ou si 7
n’est pas une face de o de codimension 1 ou si n # 1 ou n # 2, et sinon, 6,,(f)([w])
est égal a la valeur que prend I'application f sur la classe du pavage obtenu a partir
de w par une isométrie directe amenant 1’origine sur la ponctuation de la face 7 de o.

On peut a présent définir la cohomologie PV du pavage de type pinwheel.
Soit §§ I'ensemble des applications caractéristiques o : A™ — B§ des n-simplexes de
la décomposition de B en complexe simplicial orienté, et Sy la réunion des S.

Le groupe des n-chaines simpliciales de Bf, Cj.,, est le groupe abélien libre de base
Sy

Pour finir, il nous reste a définir le nombre incident qui permettra de définir la
différentielle de la cohomologie PV :

Définition 3.8 (voir [Eil44]) Soit o et T deux simplezes de dimensionn etn —1,
le nombre incident [o, 7| est alors défini par :

1 siTCo
o,7] = 0 sinon

B
i
I

Dans le cas ot T est une face de o, [o,7] vaut 1 si T a méme orientation que celle
induite par o sur sa face T et ce nombre vaut —1 si ['orientation est opposée.
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Définition 3.9
La cohomologie PV de Q/S' est la cohomologie du compleze {C}y,,dby}, ot :

1. les groupes des cochaines sont les groupes des fonctions continues a valeurs
DY =n . n J— =n J— n —_ ;
entiéres sur =X : Cp, = C(ZX,Z) pour n =0,1,2, et Cp,, =0 sinon,

2. la différentielle, notée dpy, est donnée par la somme surn = 1,2, des opérateurs :
n—1 n
Cpy — Cpy

dT};V : ?’V = Z Z[O’, 8¢a]eaa¢a

oSy i=0

La ”forme simpliciale” de d%,, permet d’obtenir facilement que d%,, o dpy, = 0.
Cela vient du fait que l'on a, pour tout simplexe o (voir [HY61]) :

Z[a, 0,0](0;0, 0;0;0] = 0.

0,

Nous appellerons également cette cohomologie, de facon plus concise, la cohomo-
logie PV de 7.
Elle sera notée Hpy, (B§; C(2a, Z)).

Le prochain paragraphe aura alors pour but de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 3.10 La cohomologie de Cech a coefficients entiers de Q/S' est iso-
morphe a la cohomologie PV de T :

H*(Q/S%Z) = H}yy (By; C(Ea, Z2)).

3.3.2 Démonstration du théoréme 3.10

Encore une fois, nous suivons la ligne directrice de [SB09].

Nous commengons par définir une cohomologie PV de By, notée Hp, (Bf; C(Xp, Z)).
Nous montrerons que cette cohomologie n’est rien d’autre que la cohomologie simpli-
ciale de B, dans la proposition 3.13 et ensuite nous montrerons que la cohomologie
PV de 7 est isomorphe a la limite inductive des cohomologies PV de la suite d’es-
paces de supertuiles utilisée dans le théoreme 3.5.

Notons &) 'ensemble des applications caractéristiques o, : A" — By des n-simplexes
de la décomposition en complexe simplicial orienté de By, et S, la réunion (disjointe)
des S).

Le groupe des n-chaines simpliciales de By, C), , est le groupe abélien libre de base
S
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Comme ci-dessus, si 0;, est un simplexe de B;, notons =, a(op) le relevé de la ponc-
. . . P I .

tuation de son image dans By et X, son indicatrice. =, A(0;,) est appelée la zone

d’acceptance de o,. C’est un clopen de la A-transversale.

Lemme 3.11 Etant donné un simpleze o de Bf, sa zone d’acceptance est parti-
tionnée par la zone d’acceptance de ses antécédents dans By, par F), :

Ealo) = |_| Ep,a(0p),

-1
op€F, 4 (0)

ou Fypy : Sy — Sy désigne Uapplication induite par F), sur les simplexes.

La démonstration de ce lemme est analogue a celle de [SB09].
Remarquons que la réunion pour o € S} des Fp;él(a) est S

On note alors C7' le groupe des n-cochaines simpliciales H om(Cpn,Z), qui est le
dual du groupe des n-chaines C,, ,,.

On peut représenter ce groupe de fagon fidele sur le groupe des fonctions continues
a valeurs entieres sur la A-transversale C(Za,7Z) par :

C;L — C(EX,2)
pp7n : ¢ — Z ¢(UP)XJP

opESY

On notera C(X7,7Z) 'image de p,, .
3., est Pensemble des ponctuations des n-simplexes de B et on notera %, la réunion

La représentation p, , est un isomorphisme sur son image C'(3, Z), son inverse étant

défini comme suit : étant donné ¢ = Z b0, Xop, OU Py, €st un entier, p, 1(9) est
opESY

le morphisme de groupe de C,,, dans Z qui prend la valeur ¢, sur I'application de

base o,.

Considérons I'application caractéristique o, d'un n-simplexe e, de B,. Ce simplexe
est contenu dans une certaine supertuile 7;. En regardant e, comme un sous-
ensemble de la supertuile p; de R?, on peut encore définir, de maniére analogue
a la méthode utilisée pour la cohomologie PV, le vecteur z4,5,5,, pour it =0, ..., n,
qui relie la ponctuation de la i-eme face 0;e, a la ponctuation de e,.
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Comme F), préserve l'orientation des simplexes, ces vecteurs z4,,,, sont identiques,
pour tout o, dans la préimage d’une application caractéristique o d’un simplexe
e de B, et ces vecteurs sont égaux au vecteur z,,, définissant 1'opérateur 0,s,,
dans la définition 3.7. De la méme maniere, on définit les opérateurs 0,,9,,, par

XJpTzapaiapxaiUp'
En utilisant la relation 7% Y., = x,1%° et le lemme 3.11, on a :

Qaai o = E eap diop-

Jper;#l(J)

Ainsi, la différentielle PV peut s’écrire :

?V = Z Z[Upaaiap]eopaiapa

opESY =0

et cela induit bien une différentielle de C(¥271, Z) sur C(X7,Z) (comme F, préserve
'orientation des simplexes, pour tout o, € Fp’#(a), [0, 0;0p] = [0, 0;0], ce qui justifie
Iécriture de la différentielle).

Définition 3.12 Posons Cpy(p) = C(X},7Z), pourn =0,1,2 et C}y(p) = 0 sinon.

La cohomologie PV de l'espace des supertuiles By, notée Hpy, (Bg; C(3,, Z)), est la
cohomologie du complexe {C},(p),dpy }.

Comme dans [SBO09], on obtient I'une des deux propositions cruciales dans la
démonstration de 3.10 :

Proposition 3.13 La cohomologie PV de l'espace des supertuiles By, est isomorphe
a sa cohomologie simpliciale a coefficients entiers :

Hpy (Bg; C(5,Z)) = H* (B} Z).

Démonstration :

Pp.n €st un isomorphisme entre le groupe des cochaines simpliciales C} et le
groupe des cochaines C%y,(p).

Siy e Cp', et [w] € ZX est tel que le n-simplexe entourant p,([w]) soit
o, € Sy, la différentielle de p,, ,—1(3)) est donnée par :

n

dpy © ppn-1(Y)([W]) = Z[Upa ;0¥ (0io).

i=0
De l'autre coté, la différentielle simpliciale de 1 est donnée par :

n

§"p(0p) = > [0y, 00y |1 (Dicry),

i=1
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donc
n

ppn (8"0) ([W]) = Z[Up’ 9500 (904),
i=1
Ainsi, on obtient dby, 0 ppn—1 = ppn 00" pour n = 1,2.
La famille des isomorphismes p,, , est donc un morphisme de chaines et induit
donc des isomorphismes pj ,, entre les groupes de cohomologie de degré n.

OJ

Le lemme qui suit est trivial en utilisant le théoreme 3.5 et permet d’obtenir la
deuxieme proposition cruciale dans la démonstration qui nous intéresse :

Lemme 3.14 Soit {By, fi} la suite d’espaces de supertuiles utilisée dans le théoréme
3.5. On a alors :

Ea = lim(5, fi)

et
C(Ea,2) 2 lim (C(2,2). '),

ot f! est lapplication duale a f;.

Proposition 3.15 Soit {By, fi} la suite du lemme précédent. Il existe alors un iso-
morphisme :

Hipy (B3 C(Ea,2)) 2 lim (Hpy (B3 C(212), ).

Démonstration :

Par le lemme 3.14 précédent, les groupes des cochaines Cp,, sont les limites
inductives des groupes des cochaines Cp,, () des espaces de supertuiles Bf.
Soit fz# : OBy (1) — C3y (1 + 1) lapplication induite par f; sur les groupes
des cochaines de la cohomologie PV.

Comme la différentielle dpy est la méme pour les complexes de chaque espace
des supertuiles By, il suffit de vérifier que le diagramme suivant est commutatif :

dn, .
- O () — P Oy (1) —— -

lfl# lfl#

d
= O ) == Oy (I 1) —

et ce résultat est trivial en utilisant les relations (7 ¢)(9,01) = ¢(fix(8i07)) et
iy (0ion) = 0i(fiy (1))
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U

On obtient ainsi le théoréme 3.10 en utilisant le fait que la cohomologie de Cech
envoie une limite projective sur une limite inductive, que la cohomologie de Cech est
identique a la cohomologie simpliciale pour un C'W-complexe (les Bf) et que celle-ci,
pour B}, est la cohomologie PV de Bj par la proposition 3.13.

On conclut alors en disant que la limite de ces groupes est la cohomologie PV de 7°
grace a la proposition 3.15.

3.4 Le groupe des coinvariants entiers

Dans cette section, nous allons montrer que la cohomologie PV de degré maxi-
mal H3, (B5; C(Ea,Z)) est isomorphe au groupe des coinvariants C'(Z%,Z)/ ~ de
la transversale Z3 et ainsi, la cohomologie de Cech & coefficients entiers de degré
maximal de ’enveloppe continue I'est également, par le théoreme 3.10.

On peut identifier Z4 et =4 & des sous-ensembles de §2 de la méme maniere que
nous avions identifié la transversale canonique /5! au sous-ensemble =.

En effet, il suffit dans chaque classe [w] € ZX (n = 1,2) de choisir un représentant
ayant la bonne orientation (celle qui a été utilisée p.76 pour définir le vecteur z,.,).

On obtient aussi une représentation des clopens =, o dans €2 de cette maniere.

On utilisera la méme notation pour les sous-ensembles de 2/S! et les sous-ensembles
correspondant dans 2. Quand on prendra une classe dans =% ou =, A, on se placera
implicitement dans ©/S* et si on prend un pavage de =4 ou Z, A, on considerera
implicitement le sous-ensemble de (2.

Commencons par définir les coinvariants de la transversale canonique = et de la
A-transversale =} de degré n (n = 1,2).

Pour ce qui suit, =y désignera indifféremment = ou ZX (n = 1,2) (sous-ensembles
de Q).

Soit wy € =g et A,, un patch de wy autour de l'origine, on pose

U(wo, Ay,) = {w € Zo | wo et w' coincident sur A, },

qui est un clopen de =.
Vu dans Q/S?, ce clopen est

V(Jwo), Awy) = {[w1] € Zo | wo et wy coincident sur A, aux rotations pres}.
Par hypothese, notre pavage 7 est de R? x SO(2)-type fini donc la famille
{U(wp, Awy), wo € Zo, Ay, patch de taille k& de wy autour de O , k € N}
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est dénombrable.

Si G = Q x (R? x SO(2)) représente le groupoide associé & nos pavages, Gy = ggg
désignera le groupoide restreint a la transversale (voir [Ren80] ou la définition
2.17).

Ce groupoide est formé par les éléments du groupoide G qui ont leur but et leur
source dans =.

On pose alors pour wy € = :

g(U(wo,AwO)) — {(2,0) € R2 x SO(2) | (wo,7,0) € Go et z € A},

ou z € A, signifie que = est un vecteur de R? inclus dans le patch A,,.
L’ensemble g(U (wo,.AwO)> est défini de cette fagon car, si on prend un pavage w’

du clopen U(wy, A,,), on ne connait ce pavage que sur le patch A, et donc on a :
Y(z,0) € g(U(wo,AwO)>, Vo' € Uwo, Auy), o'-(,0) € Zo.

Le groupe des coinvariants de =g est alors le quotient de C'(Z¢, Z) par le sous-groupe
H=, engendré par la famille

{XU(wo,.AwO) - XU(uJo,.AwO).(:E,@) | (37, 0) S g(U(WOa Awo))awo S EO} .

Théoréme 3.16
Hpy(By; C(2a, 7)) = C(EQAaZ>/HEQA

Démonstration :

Par définition, cette cohomologie est donnée par C(=34,Z)/Im(d%y,).
Nous allons montrer que Im(d%,,) = Hzs .

1. Si f € Im(d%y), il existe g € C(ZX,Z) telle que f = d%(g).

Comme C(Z},Z) est engendré par les indicatrices de la forme X, av) avec
T €S, pour p € N, w € Z,A(7) et A2 un patch de w autour de lorigine (en
fait autour de I'aréte se projetant sur 7) assez grand pour recouvrir la (les)
premiere(s) couronne(s) de la (des deux) supertuile(s) entourant 7 dans w, il
suffit de montrer le résultat pour f = dpy (Xv(w,as)) pour 7 dans S :=JS;.
Fixons nous un 7 dans S;, w dans Z, A(7) et A% un patch autour de P'origine
(et donc autour de "l'aréte” 7) assez grand, alors Xy, ) correspond a l'in-
dicatrice de I’ensemble des pavages de €2 ayant ’origine sur la ponctuation de
T et qui coincident sur le patch AY avec w.

Remarquons que si 7/ est la fonction caractéristique d’un autre 1-simplexe,
alors

X7 XU (w0,42) = O XU (w,A%) -
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Comme de plus, A¥ a été choisi assez grand, celui-ci caractérise la (les deux)
supertuile(s) couronnée(s) entourant le simplexe correspondant a 7 dans les
pavages de U(w,.A¥). Ainsi, en notant oy et o7 les deux applications ca-
ractéristiques des 2-simplexes ayant 7 comme aréte dans w et la (les) super-
tuile(s) couronnée(s) ci-dessus (respectives) pour supertuile(s) dans B, on a :
pour o € Sg

Xo XU (w0,A2) = Opo XU (w0, A9)
et

Xo XU(w!,AL) = Ogoy XU (w1, AL)
ol w' = Ry, (W) — Zyr (1 =0,1), w" € Zpa(0;) et AL = Ry, (AY) — 4,, (W' sont
les pavages de =, A(0;) obtenus a partir de w par une isométrie directe qui
place l'origine sur la ponctuation de o; et tournant w® pour obtenir la bonne
orientation).
Grace a ces trois remarques, on trouve facilement :

d?DV(XU(w,.A‘;:’)) = :t(XU(wO,AQ) - XU(wl,Ai))a

avec w! = W' (Rgy_o, (Toyr) — Togrs 0o — 01) et AL de la méme forme.
Donc

dpy (XU (war)) = FXU@,A9) = XU(@0,42).(yog o, Oogor):

O Ypoo, = Roo—0, (Toyr) — Togrs Oopey = B0 — 01 et donc

Wouor: Oone) € G (Ui, Auy)).

On a ainsi montré que dpy (Xv(w,.av)) € Hzz et ainsi Im(dpy,) C Hz .

. L’inclusion inverse est assez simple a obtenir en raisonnant encore sur les

générateurs.

Soit XU(w,4.) = XU(w,Au).(z,0) UN générateur de HE2A.

En recouvrant A, par des supertuiles d’ordre assez grand, on peut supposer
que A, est une supertuile couronnée ou réunion de deux supertuiles couronnées
de méme ordre ou une étoile de supertuiles couronnées de méme ordre (une
étoile de supertuiles est ’ensemble des supertuiles autour d’un sommet fixé).
Prenons donc un w € =% et A, un patch constitué de supertuiles d’ordre p
autour de 'origine de la forme ci-dessus que 1'on appellera patch couronné.
Vu la forme du patch couronné, on peut alors trouver une suite de pavages
W, - - - ,wy telle que wy = w, w, = w.(z,0), w; = w.(x;,0;), pour i = 1,...,n,
avec (z;,0;) € G <U (w, Aw)> et tel que le 2-simplexe de w; contenant l'origine
ait une aréte en commun avec le 2-simplexe de w;_; qui contenait 1’origine
(voir figure ci-dessous).
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Si par exemple, on a le patch ci-dessous, avec les deux ponctuations représentant
les pavages w et w.(z,0) (sur la figure on a en fait représenter w et w — x, il
faut donc imaginer que 'on représente les pavages par des points puis qu’il
faut tourner le pavage pour amener le pavé contenant l'origine dans le bon
sens) :

TV

On peut alors représenter la suite des pavages reliant w a w.(z, 0) par la suite
de ponctuations suivante (il n'y a pas qu'un seul trajet possible) :

10

1/9 3 AN 8N

7V

On peut décomposer Xu(w,A.) = XU(w,A.).(z,0) €1 la somme des différences

XU (wi,Aw.(xi,Gi)) XU (UJ'L+17-Aw-(fl‘i+1,9i+1))

oll w;, wiy1 sont deux pavages de =4 image par une isométrie directe (z;,6;),
resp. (2;41,0;41) de w et ayant l'origine sur la ponctuation de deux simplexes
ayant une aréte en commun.

On considere donc dans la suite la différence

XU (wl,Aw.(a}1,91)> N XU (W27v4w-(7?2:62)>

avec wy = w.(x1,01), wa = w.(12,07) et (zy,0k) € Q(U(w,Aw))
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On a alors wy = wy.(T19, 012) avec (w19, 012) = (x1,01) (2o, 0).

Ainsi : XU(%AW.(%GQ) - XU(%AW(MM) est égal a

XU (o Au(21,00) XU (1,40 (21,01)) (@12,012)

et est donc la différentielle de 'indicatrice de U(ws, A))) ol ws est le pavage de
=X qui a l'origine sur la ponctuation de l'aréte commune aux deux simplexes
ci-dessus et A/, est le patch obtenu a partir de A, par isométrie directe en
amenant 1’origine sur cette ponctuation et en prenant 'orientation adéquate.
Ainsi, les générateurs de Hzz sont images par d%y, d’éléments de C (=4, Z) et
I'inclusion réciproque est donc démontrée.

U
Par le théoreme 3.10 et le fait que H?(Q;Z) ~ H?*(Q/S";Z) , on obtient donc :

Corollaire 3.17 La cohomologie de Cech de degré mazimal & coefficients entiers de
I’enveloppe continue est isomorphe au groupe des coinvariants de Z3 :

H?(Q;Z) ~ C(2X,Z)/Hz=3 .

A présent, la mesure ergodique invariante p sur  induit une mesure pf) sur toute
transversale =y du feuilletage qui est donnée, localement, par : si (Vi x S; x Cj, h; 1)@.
est un atlas maximal de I'espace feuilleté, alors, si B est un borélien inclus dans C;,
on a

,u(hi_l(Vi X S X B))
Ho(B) =
oll A est une mesure de Haar invariante & gauche et & droite sur R? x S* (avec
A([0; 1) x SY) =1), ;' 1 V; x S; x C; — U, V; est un ouvert de R?, S; un ouvert
de S' et C; un clopen de =y.

On a alors un lien entre la A-transversale et la transversale canonique :

Lemme 3.18 C(Z},7Z)/Hz est isomorphe a C(Z,Z)/H=.
Notons b la mesure induite par p sur =U =4 qui est une transversale de ).
En considérant pt (resp. ub) la restriction de pf a = (resp. 4 ), on a alors :

wh(CELD) = w(cE D).
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Démonstration :

Dans chaque proto-tuile, il y a 8 ponctuations de 2-simplexes qu’on peut
numéroter de 1 a 16 une fois pour toute (on considere les 2 proto-tuiles non
couronnées du pavage de type pinwheel et on numérote les ponctuations de
la premiere proto-tuile de 1 a 8 et celles de la deuxieme de 9 a 16). Ainsi, on
peut définir les vecteurs zg; reliant la ponctuation de la proto-tuile dans la
définition de Z (voir 3.1) & la ponctuation du i*™°-simplexe de cette proto-
tuile.

Définissons Papplication ¥ : C(=%,Z) — C(Z,Z) par :

i:lf(wo - $0,z‘)

V(f)(wo) = 16
;} f(wo = 20:)

suivant le type de pavé contenant 1’origine dans wy.

Cette application envoie une fonction f définie sur =% sur la fonction de Z
définie en un pavage wy ayant 'origine sur la ponctuation d’un pavé, comme
la somme des valeurs de f aux pavages ayant 1’origine sur la ponctuation des
cellules constituant ce pavé.

Ceci définit un morphisme de groupes trivialement surjectif.

En effet, fixons nous un simplexe de chaque proto-tuile (par exemple le 1 pour
la premiere proto-tuile et le 9 pour la deuxieme), alors on peut définir une
section de W en prenant s : C(=,Z) — C(Z4,7Z) comme suit :

flwa +20,1) si wa a lorigine dans un pavé congruent
a la premiere proto-tuile et dans un ”1” simplexe
s(f)lwa) =4 flwa+zo9) si wa a lorigine dans un pavé congruent
a la deuxieme proto-tuile et dans un ”9” simplexe
0 sinon

Alors ¥ induit un morphisme surjectif
E C(EZ,Z)/HEQA — C(E,2)/H=

puisque W envoie les générateurs de Hzz dans Hz.
s induit également un morphisme 5 : C(Z,Z)/Hz — C(Z},2)/Hz3 puisque

= . . ——1
Montrons que ¥ est un isomorphisme et que ¥ =~ =3.

Comme ¥ os=id,ona Vo3 =id.
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On doit alors montrer que 5o ¥ = id pour montrer le premier point.

Soit wa € =4 (ayant un simplexe ”i” autour de l'origine et le pavé entourant
l'origine étant du premier type pour simplifier) et A, un patch de wa autour
de l'origine, on a alors :

SO qj(XU(O-’A,.AA))
S(XU(WA,AA)—Fwo,i)
= | XU(wa,Ar)+x0,i—x0,1
= [XU(@waAa)

§0 E([XU(WA,AA)]) =

la derniere égalité venant de la définition de Hzz et du fait que —x¢; + 9,1 est
un élément de G(U(wa,Aa)) puisque A, contient la tuile entourant I'origine

dans WA- _
Ainsi So ¥ = id et ¥ est un isomorphisme de C'(Z3, Z)/Hzz sur C(Z,Z)/H=.

On va montrer que ce morphisme préserve les mesures.

Soit w € Z4 (on supposera que lorigine est sur la ponctuation du k*™¢ sim-
plexe) et f = Xy(w,4.) un générateur de C(E3,Z).

On a alors Y(f) = XU(w,Au)+a0, €6 donc

pA(P(f) = 1 (Uw, A) + zox) = p5(U(w, Au) + zo,k)

car u' est la restriction de pf a =.
Donc p'(U(w, Ay) + 2o %) = p4(U(w, A,)) par invariance de pf.
Finalement, on obtient p(U(w, Ay) + zox) = p5(U(w, Ay)).

Ainsi, ¥ préserve les mesures et ) <C(E2A, Z)) Cut (C(E, Z))

L’inclusion réciproque est obtenue facilement grace a la section s :
sipt(f) € ut <C’(E,Z)> alors

W) = B(W o () = s(s())) € b (C(ER,2)),
donc l'inclusion réciproque est démontrée ainsi que le lemme.

U

Corollaire 3.19 La cohomologie de Cech de degré mazimal de ’enveloppe continue
est 1isomorphe au groupe des coinvariants entiers de la transversale canonique :

H*(Q;Z) ~ C(Z,Z)/Hz=.



Chapitre 4

Gap-labeling pour les pavages de
type pinwheel

4.1 Démonstration de la conjecture

Pour prouver le gap-labeling pour les pavages de type pinwheel, c’est-a-dire
Cl(Che (K1) ) € W(C(E, 2)),

on doit & présent montrer que U'inclusion de C(Z3%,Z) dans C(=%,R) se traduit au
niveau des groupes de cohomologies en 'application

r: H3(Q;Z) — H2(Q)
induite par l'inclusion de faisceaux décrite dans [MS06] (voir le diagramme p.91).

Nous allons dans un premier temps regarder comment les générateurs des coin-
variants C(E3,Z)/Hz=z se relevent dans H?(Q/S; Z).

On considere dans ce qui suit la suite {Bf, fi}ien du théoreme 3.5.

La famille (Zya(01)), ¢ s2en oSt alors une base de voisinage de Z3 et les indicatrices

Xo, engendrent donc C(Z4,7Z).

Fixons nous 'une de ces indicatrices x,,. Cette fonction appartient en fait, par
définition, & C(X?,Z) et définit donc une classe dans le groupe de cohomologie
H2(B5; C(%;,7Z)) qui est isomorphe au groupe de cohomologie simpliciale H?(B{; Z)
de Bj. C’est la classe de la cochaine qui associe a toute application caractéristique
o de Bj l'entier 1 si o = oy et 0 sinon.

On aimerait connaitre quelle est 'image de cette classe sous 'isomorphisme reliant
la cohomologie simpliciale & la cohomologie de Cech.

89
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Pour cela, si on se réfere a [HY61] 5-5 et 8-2, cet isomorphisme est obtenu en
considérant les recouvrements de Bj formés par les ouverts étoilés associés aux
décompositions barycentriques successives de By.

On note U, le recouvrement de Bf par les ouverts étoilés associés a la n®™° décomposi-
tion barycentrique de Bj sachant que les ouverts étoilés sont obtenus en prenant
I'intérieur de la réunion des 2-simplexes entourant les sommets de la structure de
complexe simplicial orienté de la n®™® décomposition barycentrique de B¢.

La cohomologie de Cech de dimension 2 de B; a coefficients entiers est alors la limite
inductive sur la famille U, des cohomologies H?(U,; Z).

Nous aurons besoin de rétrécir ces ouverts pour la suite de la preuve. Nous ne pren-
drons pas les recouvrements par des ouverts étoilés complets, nous considérerons des
ouverts assez grands (pour pouvoir recouvrir tout 'espace) inclus dans les ouverts
étoilés. Il suffit pour cela de prendre, par exemple, les ouverts obtenus a partir des

ouverts étoilés par homothétie de rapport — centré au sommet utilisé pour formé

I'ouvert étoilé en question. On appellera ces ouverts des ouverts pseudo-étoilés.

De cette fagon, on s’assure que le centre de gravité d’'un 2-simplexe appartient a I'in-
tersection des 3 ouverts pseudo-étoilés formés par les 3 sommets du simplexe et donc
la famille I’ des ouverts pseudo-étoilés, obtenue & partir de la n°™¢ décomposition
barycentrique, est bien un recouvrement ouvert de Bj.

De plus, la famille des recouvrements U, est encore une famille ”cofinale” de recou-
vrements de Bf et donc

H*(BS;7) = lim HU.; Z,).

La classe de x,, dans les coinvariants s’envoie alors sur la classe, dans H 2(B&Z), de
la cochaine g,, de H 2(U}; Z) définie en prenant la section nulle pour les 2-simplexes
(U7, U4, UL) dont I'intersection n’est pas incluse dans le simplexe o; et en prenant la
section constante égale a 1 pour le simplexe constitué par les ouverts pseudo-étoilés
“entourant” le simplexe o; en respectant l'orientation de o;.

Si on note a présent Uy, Us et Uz les 3 ouverts étoilés entourant o;, on voit que la
classe qu'on vient de définir précédemment dans H 2(Bf; Z) se releve dans la coho-
mologie & support compact H2(U;Z) := H*(U,0U;Z) (ot U = U, N Uy N Us) en la
cochaine h,, a support compact "valant 1 sur l'intersection des 3 ouverts pseudo-
étoilés entourant o;”.

Maintenant, si on revient & la cohomologie de ©/S*, on voit que I'isomorphisme du
théoreme 3.10 envoie la classe de o7 sur la classe de pf([gs,]) de H?(2/S'; Z) qui se
releve en pi([h,,]) dans H2(U x Za(0); Z).

En effet, on a le diagramme commutatif suivant :

HX(U;Z) H*(B§;Z)

P?l lpf

I:ICQ(U X Zya(01);2) — I:IQ(Q/Sl; Z)
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ou les applications horizontales sont induites par l'inclusion des ouverts U et
U x Eja(o;) = p; 1(U) dans Bf et Q/S! respectivement.

On se fixe alors un tel ouvert U x K ot U est un ouvert de R? et K est un clopen
de Z4.
On a alors le diagramme commutatif suivant :

C(K,Z)C C(K,R)
) 2 . Z‘ 1h
H2(R? x K;7) H2.(R? x K)
\ . 2 (]
H3(R? x S' x K;7Z) H3,(R?x S'x K) —————=R
H2(Q/8Y2) e HZ((Q\ F)/S"; Z) ©
\ )
H3(Q\ F;Z) -~ [3(Q; Z) ——— H3(Q)

Les fleches horizontales faisant intervenir des cohomologies représentent toutes 1’ap-
plication restriction r, décrite dans [MS06].

C(K,Z) — C(K,R) est I'inclusion.

H>R?x K) ~ C(K,Z) et H2,(R?x K) ~ C(K,R) sont des isomorphismes de Thom
et donc sont naturels pour les applications entre faisceaux.

Les fleches verticales sont les applications induites en cohomologie a support com-
pact par l'inclusion d’un ouvert dans un espace et sont donc des morphismes naturels.

Nous remarquons ensuite que le diagramme suivant est composé par des diagrammes
commutatifs :

H?(R? x K;7) H?(R? x K;R) —— H?(R? x K)

\2 \2 2

H3(R? x S x K;Z) > H3(R? x ' x K;R) > H3,(R? x S x K)

®R r

L’isomorphisme de gauche est I'isomorphisme de Gysin qui est envoy¢é sur l'intégration
le long des fibres S! dans la cohomologie & coefficients réels, elle-méme transformée
en l'intégration le long des fibres ”longitudinales” S! en cohomologie longitudinale.

Les deux diagrammes
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H2(R? x K;7) et H3(R2 x S' x K;7Z)
H2(Q/SY;7) —~— H?((2\ F)/S%; 2) H3(Q\ F;Z) H3(Q;Z)

sont commutatifs car Pouvert R? x K ~ U x K (resp. U x S' x K) est un ou-
vert de /5! (resp. Q) inclus dans (Q\ F)/S? (resp. Q\ F), puisqu’un pavage de F
a forcément l'origine sur une aréte (voir les voisinages de l'origine dans les pavages
de F sur les figures suivantes).

0 0 ‘O o‘

Ainsi I'image dans H2(Q) d’un générateur [x,,] des coinvariants s’envoie par le cou-
rant de Ruelle-Sullivan dans pb(C(K,Z)) C pub(C(24,2)) = ' (C(E, Z)).
Ainsi,

T (Im(ﬁ odo g0 551)) C ut(C(E, Z))
Comme de plus, nous avions vu dans le chapitre 2 que, dans K| (C’ (Q)xR?x S 1), les
7 copies de Z provenant des pavages laissés stables par ratotation d’angle m autour
de T'origine s’envoyent dans ! (C (=, Z)) sous 7!, on en déduit que

(Ko (C(@) n R 1 81)) € 4 (C(2,2)).

L’inclusion réciproque est obtenue en utilisant le diagramme p.91.

En effet, si on prend un générateur y,, de C(Z3,7Z), il appartient & un C(K,Z) (K
est en fait = A(0;)) qui peut étre relevé en utilisant les isomorphismes de Gysin et
de Thom sur une classe dans H?(€2; Z) et comme le caractere de Chern est surjectif,
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on obtient un relevé [u] de cette classe dans K; (C(€2)).
On a alors

(B od o Bsr 0 ds([u])) = [Cpsl (rech®([u])) = 5 (Xor)-
Ainsi, it(C(E, Z)) = 1t (C(2%,Z)) C 7 <KO(C(Q) x R? x 51)).
La conjecture du gap-labeling est donc prouvée pour les pavages de type pinwheel :

Théoréme 4.1 Si T est un pavage de type pinwheel, Q = Q(7T) son enveloppe
continue munie d’une mesure de probabilité R?> x S'-invariante et ergodique p et =
la transversale canonique munie de la mesure induite pt, on a :

Tf (KO (C(Q) x R? x 51)) = 1 (C(2,2)).
4.2 Calcul explicite du gap-labeling

A présent que 'on a vu que 7;; (KO (C(Q2) x R? x Sl)> = ' (C(E,Z)), il nous reste
a calculer 1! (C(2,Z)).

Pour cela, nous écrivons C'(Z, Z) comme limite inductive d’un systeme (C'(A;,Z), f!)
comme nous l'avions fait pour C'(2%,Z) dans 3.14.

Pour définir le groupe C(A;,Z), nous allons ponctuer dans By les pavés de chaque
supertuile d’ordre [ (dans ce paragraphe, le terme ”pavé” signifie prototuile ou 0-
supertuile).

Maintenant, de facon analogue a la construction faite pour la A-transversale grace
aux fonctions caractéristiques, si on se fixe un pavé p d’une supertuile 7; de B}, on
notera Z(p) le relevé de la ponctuation de p par p;, et x, son indicatrice dans = (i.e
Xp([w]) = 1 si et seulement si p;([w]) = punct(p)). Ainsi, Z(p) est constitué par les
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classes des pavages de €/S? qui ont l'origine sur la ponctuation d'un pavé de type
p qui est lui-meéme inclus dans une supertuile de type ;.

On définit alors C'(A;, Z) comme le sous-groupe de C(Z,Z) engendré par les indica-
trices x, ou p est le pavé d'une supertuile d’ordre [ de B;.

On définit ' : C(Aj_1,Z) — C(A;,Z) sur les générateurs : soit p un pavé d'une
supertuile 7; d’ordre [ —1. On peut décomposer de fagon unique Z(p) comme réunion
disjointe de Z(p;) olt p; est un pavé d’une supertuile d’ordre [ s’envoyant par f; sur
p- f1(xp) est alors la somme des x,,.

On voit alors que C(Z,Z) = lim (C (A, Z), f*).
En effet, A; est I'ensemble des ponctuations dans Bj et par le théoreme 3.5, on
obtient = = lim(Ay, f;).

Pour tout [ € N, on peut considérer le sous-groupe R; de C'(A;,Z) engendré par
les différences du type x, — X, ol p,p’ sont deux pavés d’'une méme supertuile de
B;.

On a alors, pour tout I, C(A;,Z)/R; ~ Z'% car il y a exactement 108 supertuiles
couronnées différentes dans un pavage de type pinwheel (voir figures 7 et 8 ou ap-
paraissent 54 proto-tuiles couronnées, les 54 autres sont obtenues par réflexion).

Notons ¢, : C(A;,Z) — C(A;,Z)/ R, application quotient.

f! passe alors au quotient puisque, si p et p’ sont deux pavés d’une méme supertuile
dordre I — 1, fl(xp— Xp/) = D Xpi — Xp, OU p; et p; sont deux pavés inclus dans une
méme supertuile de Bf et donc f'(x, — x,1) € Ri.

On a donc un diagramme commutatif :

l
C(A1,Z) —1 C(A,Z)

v s

C(Ar_1,Z) /R, — C (A, Z) /Ry

( |

ZlOS ZIOS

A/

ou A’ représente la transposée de la matrice de substitution pour les proto-tuiles
couronnées (i.e la matrice dont le coefficient en position (7,j) est le nombre de
représentants de la proto-tuile couronnée de type ¢ dans la substitution de la proto-
tuile couronnée de type j).

Le systeme (C’ (A, Z)/ Ry, fl) est inductif et on peut donc considérer la limite in-
ductive CR := lim (C’(Al, Z)/ Ry, fl)
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Posons également C := C(Z,Z)/R ou R est le sous-groupe de C(Z, Z) engendré par
tous les R; et ¢ : C(Z,Z) — C l'application quotient.

Lemme 4.2 Le groupe C'R est isomorphe a C.

Démonstration :

Soit [ € N, on a alors un morphisme ¢, : C(A;,Z)/R, — C donnée par
Ui(a(f)) = q(f) (BRI CR).

On a donc un diagramme commutatif :

C(Ar1,Z)/ Ry C(A,Z)/ Ry

$i—1 %

C

puisque le diagramme suivant est composé de diagrammes commutatifs :

fl
C(A-1,Z)/R;—1 C(A\,Z2)/Ry

En notant j; : C(A;,Z)/R, — CR les morphismes canoniques envoyant un
élément de C(A;,Z)/R; sur sa classe dans la limite C'R, il existe un unique
morphisme j : CR — C tel que j o j; = ¢, (par définition d’une limite induc-
tive).

On va montrer que j est un isomorphisme.

Commengcons par la surjectivité : si q(f) € C, alors, comme C(Z,Z) est li-

mite inductive des C'(A;, Z), q(f) = q(f;) avec f; € C(Ay,).
On & donc g(f) = a(fs) = v (&, (/}) = f 0, © @, (£ et donc j est surjective.

A présent, montrons que j est injective.
Supposons j(f) = 0 (f € CR), alors, f peut sécrire j,(g,(g)) pour g dans



96

Chapitre 4. Gap-labeling pour les pavages de type pinwheel

C(A,,Z) (par définition d’une limite inductive) et donc joj,0¢,(g) = 0 c’est-
a~dire 1, 0 ¢,(g) = 0.

Ainsi, g € R et on peut donc trouver k; < ... < k., ¢q,...,¢. €EZet f1,..., [
avec f; € Ry, tellesque g =c1f1 +... + ¢ fr.

Par définition, si h € C(A;,Z), f7*(h) = h dans C(Z,Z) ( h s’écrit comme
combinaison linéaire d’indicatrices de patchs formés par des supertuiles d’ordre
j et fI(h) est juste la réécriture de cette somme obtenue en décomposant ces
patchs en patchs les contenant et formés par des supertuiles d’ordre j + 1).
Ainsi, fi = fex,(fi) pour i =1,...,7 — 1 et donc, dans C(=,Z), on a

fkrn(g) =g= lekrkl(fl) +...+ CT_lfkrkr—l(fT—l) + Crfr

et fr.n(g) = g est un élément de Ry, (olt 'on a noté fr, == ffo...o fm).

On conclut donc que ji, © fr,n ©qn(g) = 0 et par définition d'une limite induc-

tive, 0 = Jk. © feon © @u(9) = Jn 0 gu(g) = f et j est donc injective.

O

Le lemme précédent n’est pas étonnant puisqu’en fait, on remarque que R = UR;
et C(E,2) =UC(\,,Z).

Remarquons de plus que pf(x, — Xp) = 0 si p,p’ sont deux pavés d’une méme super-

tuile puisque, si xp = Xv(w,s7,) out [w] € Z(p), ST, est la supertuile entourant p et
tel que le pavé p contenant I'origine dans w ait le bon sens, alors X,y = Xv(w,57.).(x,6)

ou (z,0) est I'élément envoyant w sur le pavage de Z(p') qui a le pavé p’ contenant
I'origine dans le bon sens.

Ainsi, la mesure passe au quotient et p!(C) = p*(C(Z,72)).

Il nous reste donc & calculer p!(C) pour achever le calcul du gap-labeling.

Comme le diagramme

= O(Ai_1, Z) /Ry 2= O(N, Z) Ry — - -

2 |

ZlOS ZIOS

A/

est commutatif, on a C ~ lim(Z'*®, A").

—

On utilise alors les résultats de [Eff81] puisqu’on a un systéme stationnaire :
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Définition 4.3 (voir [Eff81]) Un systeme inductif

7T _¢> 7 _d)) ce
ot les espaces sont identiques a Z" et ou ’application entre les groupes est toujours
la méme est dit stationnaire.
Un systeme stationnaire est dit simple si, pour un n, ¢" est strictement positive
(i.e a tous ses coefficients positifs).

Un groupe ordonné G est un groupe abélien G muni d’un sous-ensemble P, appelé
le cone positif et noté G dans la suite, tel que :

1. P+ PCP,

2. P-P=aG,

3. PN (—=P)={0},

4. sta € G etna € P pourunn €N, alorsa € P.

On notera a < b (resp. a <b) sib—a € Gt (resp. GT\ {0}).
On dira que u € G est une unité pour l’ordre sur G si

{a e G:0<a<nupourunneN}=G".

Un état sur G est un morphisme p : G — R tel que p(GT) > 0 et p(u) = 1.
On notera S,(G) l'ensemble de tels états.

Par exemple, si G est la limite du systeme 7~ LN 7" ... (avec ¢ une matrice

a coefficients positifs), G peut étre muni d’un ordre en prenant, pour G, la réunion
des images dans G des (Z*)".

Avec ces définitions, on a le théoreme suivant :

Théoréme 4.4 ([Eff81])

Soitu; = (1,...,1) dans le premier Z" du systéme stationnaire simple de la définition
alors u = ¢oo(u1), son image dans la limite G, est une unité pour l'ordre de G et
Su(G) est réduit a un point.

Or, le systeme inductif (Z'%, A’) est un systéme stationnaire simple (car la matrice
A est la matrice de substitution de notre pavage qui est une substitution primitive
(AS est en fait formé de termes tous strictement positifs)) et donc il existe un unique
état p sur la limite inductive G = lin(ZlOS, A").

Cet état a une formulation assez simple, si A représente la valeur propre de Perron-
Frobenius de A’ et o 'unique vecteur propre de A associé a A vérifiant > «; = 1,
alors

plllar, - mos), ) = 5 O o
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Ici,ona A =05, u; = (1,...,1) € Z'% et il existe donc un unique état sur G défini

par :
108

1 1
p([(kjlw"aklOS);n}) = n— kjla;7
33000 51 Zl

1=

o et

avec v =

33000

o/ = (765,1185,360,255, 735, 1185, 360, 255, 765, 90, 90, 255, 250, 80,
735, 255, 80, 400, 360, 660, 600, 660, 300, 360, 360, 255, 400, 360,
90, 255,90, 350, 90, 255, 250, 255, 80, 80, 163, 18, 237, 72, 90, 360,
237,72, 204,204, 163, 300, 51, 18, 50, 51, 765, 1185, 360, 255, 735,
1185, 360, 255, 765, 90, 90, 255, 250, 80, 735, 255, 80, 400, 360, 660,
600, 660, 300, 360, 360, 255, 400, 360, 90, 255, 90, 350, 90, 255, 250,
255,80, 80, 163, 18,237, 72, 90, 360, 237, 72, 204, 204, 163, 300, 51,
18,50, 51)

Ce vecteur propre a été obtenu grace a un calcul en Matlab et Maple.

Comme de plus, chaque C'(A;,Z)/R; est naturellement ordonné par l'ordre sur Z'%3,
C est muni d’'un ordre compatible avec son isomorphisme avec GG et une unité pour
cet ordre est la classe de 1, la fonction constante égale a 1.

Il existe donc un unique état sur C tel que, si p; sont des pavés inclus dans 108
supertuiles d’ordre n différentes dans B;,, on ait :

108

1 1
p(Z kin’(Xm)) = 3300057 kic;. (4.1)
=1

t

Or, en prenant t,u , on obtient un état sur C donc uf = p'(Z)p et comme de plus

pH(E)
33000 = 264 x 53, on a

o -2

Nous allons terminer ce chapitre en montrant deux résultats supplémentaires.
Le premier est que ! est en fait une mesure de probabilité sur = :

Lemme 4.5 p'(2) = 1.

Démonstration :

Ce résultat est obtenu en utilisant la formule de [MS06] p.90 :si f : Q — =
est une fonction borélienne telle que f(x) appartienne a la méme feuille que
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x, alors pour tout w € Z, on peut définir p,, sur f~!(w) comme la restriction
de la mesure de Haar sur la feuille I(w) de w & f~}(w) C I(w). On a alors :

wo) = [, xeldoo)) o)

pour tout borélien E de (2.

Il nous suffit donc d’exhiber une telle fonction borélienne.

Pour cela, considérons p§ (i = 1,...,108) les 108 proto-tuiles couronnées des
pavages de type pinwheel et V¥ louvert de Q homéomorphe a Z(p§) x p§ x S
ou pf est I'intérieur du représentant de ﬁf ayant 1’origine sur sa ponctuation
(et ayant la "bonne” orientation) et Sy = ] %Tﬂ -5 %T’T +3 [ pour k =0,1,2.

2
Posons U; = U Vzk pour i =1,...,108.

La réunion des adhérences de ces ouverts est un recouvrement de € :

108 08 2
o-Ur-Uum
i=1 1=1k=0

En posant

Flozv_loa Fllzv_ll\v_loa F12:V_12\<V_10UV_11)7F20:V_20\717

107
F} :V21\<VQOU71>> cee F1208 = Vigs \ (UEU%%SU‘G%8>’
=1

on obtient un recouvrement de €2 par des boréliens disjoints F;.

On définit alors f : Q — Z par f(w) = w; si w € FF, w = w;.(7;,0;) avec
w; € Z(p§) et (x;,0;) € p§ X Sk.

C’est une fonction borélienne de € vers la transversale = et f(w) est sur la
meéme feuille que w.

On vient de montrer que p peut étre reconstruite a partir de f et ' :

(Z / - XE(w.(x,Q))d)\(x,(‘))> dp'(w), (4.2)

k=0

ou p¢, est le type de proto-tuile du pavé de w entourant 'origine.
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Comme V7 et le sont disjoints si ¢ # j ou k # [ et comme la frontiere de
V¥ est un ensemble de mesure nulle, on a :

L= (@) =3 > w(FE) =D pU) = nt(E) = 31" (ur) = #'(E)

O
On a donc obtenu le résultat suivant :

Proposition 4.6 Pour les pavages de type pinwheel, le gap-labeling (ou module de
fréquence des patchs) est donné par :

Tf(Ko(C(Q) x R? % Sl)> = 2%342 {ﬂ .

Le deuxieme point est le fait que 'on peut retrouver, a partir de la formule explicite
(4.1) pour !, que I'enveloppe continue des pavages de type pinwheel est uniquement
ergodique sous l'action des isométries directes (comparer avec [Fre08], [LMS02],

[Rad95] and [Sol97]) :
Lemme 4.7 (Q,R2 X Sl) est uniquement ergodique.

Démonstration :

Comme = est un espace de Cantor, toute mesure borélienne sur = est entierement
déterminée par ses valeurs sur les partitions de = par des clopens.

Si p et v sont deux mesures de probabilité invariantes sur 2 alors elles in-
duisent deux probabilités invariantes p' et v' sur la transversale = et donc
deux états sur C(Z,Z).

Par I’égalité (4.1), ces mesures coincident sur les clopens définis par les super-
tuiles couronnées successives qui forment une base de voisinages pour = donc
put =1t

Finalement, par la formule (4.2), on voit que pu = v.



E; LN g RN | ;é;
FiG. 7 — 28 proto-tuiles couronnées.
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A
3

FiG. 8 — 26 autres proto-tuiles couronnées.

&
3




Conclusion

En utilisant des techniques développées dans [BOOO02] et [SB09], j’ai donc
prouvé la conjecture du gap-labeling pour les pavages de type pinwheel (de type

(1,2)).

Je pense que les méthodes développées dans cette these sont plus générales.

Je pense qu’en utilisant la construction de Savinien et Bellissard [SB09], on peut
montrer que la cohomologie de Cech de degré maximale de pavages plus généraux
est encore le groupe des coinvariants entiers de la A-transversale.

Ce résultat et le diagramme p. 2.6 montre le fait déja connu (voir [BBGO06]) que
I'image sous le courant de Ruelle-Sullivan de la copie de la cohomologie de Cech de
degré maximal a coefficients entiers de I’enveloppe dans la cohomologie longitudinale
de Q est p'(C(Z,7)).

A mon avis, d’autres généralisations des travaux contenus dans ce manuscrit sont
possibles.

En effet, pour tout m et n de N*, le nombre de pavages de type (m,n)-pinwheel
(voir [ORSO02] et [HRSO05]) fixés par une rotation semble étre encore fini, puisque
ces pavages sont encore de R? x Sl-type fini, permettant d’appliquer les résultats
du chapitre 2.

Les résultats obtenus dans le dernier chapitre doivent s’appliquer pour de tels pa-
vages, montrant que le gap-labeling des pavages de type (m,n)-pinwheel est donné
par le Z-module de fréquence des patchs c.Z [m], ou c est un scalaire renorma-
lisant le vecteur de Perron-Frobenius de la matrice de substitution des proto-tuiles
couronnées.

Les pavages de type (m, n)-pinwheel sont obtenus par substitution de deux triangles

rectangles de cotés de longueur m, n et v/m? 4+ n?, 'un étant I'image de 'autre par
réflexion par rapport au plus long coté.
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Voici 'exemple de la substitution pour les pavages de type (2, 3)-pinwheel :

(N

Voici 'exemple de la substitution pour les pavages de type (1, 4)-pinwheel :

| —




Annexe A

Morita équivalence entre
(Co(X x R?) x R?) x SO(2) et
Co(X) x SO(2)

Dans cette section, on considere un espace topologique localement compact X muni
d’une action d’un groupe localement compact G unimodulaire (pour simplifier les
formules) par automorphismes .

Nous considérons alors le systeme dynamique induit (Co(X), av).

Nous allons alors montrer que les C*-algebres Cyp(X) et Cp(X x G) x G sont Morita
équivalentes.

Pour cela, nous allons procéder en plusieurs étapes. Nous allons dans un premier
temps montrer que l'action a ® A se simplifie en une action sur Cy(G) (ou X est la
représentation réguliere gauche de G).

Nous montrerons ensuite que Cy(G) X G est isomorphe aux opérateurs compacts
sur L?(G) (les produits croisés considérés dans cette annexe sont tous des produits
croisés réduits).

Pour finir, nous appliquerons les résultats ainsi obtenus pour G = R?, X un espace
topologique muni d’une action a droite des isométries directes du plan, et o ’action
obtenue par restriction aux translations. Il restera alors a montrer que les systemes
dynamiques Co(X), muni de l'action de SO(2), et K(L*(R?)) ® Cp(X), muni de
I’action usuelle des rotations sur les opérateurs compacts de L?*(R?), sont Morita
équivalents.
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A.1 TIsomorphisme entre C)(X X G) x G et Cy(X) ®
Co(G) x G

Soit A une C*-algebre munie d’une action de G par automorphisme « et soit la
représentation réguliere gauche A : G — Aut(Cy(G)), alors :

Proposition A.1 Le systeme dynamique (A ® Co(G),a ® )\) est isomorphe au
systeme (A ® Co(G),1® N) (i.e cette isomorphisme est G-équivariant).

Démonstration :
Considérons 'application ¥V : A ®@ Cy(G) ~ Co(G,A) — Cy(G, A) définie
par :
U(f)(g) == g1 (f(9))-
On vérifie facilement que cette application est un isomorphisme de C*-algebres

d’application réciproque ¥(f)(g) := ay(f(9)).
De plus, si h,g € G, ((a @ Maf)(g) = an(f(h™"g)) et

(L@ Na¥(f))(9) =W (f)(h'g) = ag-1n(f(h79)) = ag-1(an(f(h'g)))
c’est-a-dire :

(1@ () (9) = agr (0@ Nif)(9)) = ¥((a @ Naf)(9).

Donc ¢ est un isomorphisme G-équivariant.

O
En appliquant la proposition précédente a la C*-algebre Cy(X), on obtient alors :

Corollaire A.2 Cy(X x G) x G est isomorphe a Co(X) ® (Co(G) x G).

A.2 Isomorphisme entre Cj(G) x G et K(L*(G))

On considere ici I'espace C.(G x G) des fonctions continues a support compact sur
G x G ou I'on regarde la premiere copie de G comme agissant par A sur la deuxieme.
Pour montrer I'isomorphisme, il suffit de considérer K : C.(G x G) — K(L*(G)),

Iapplication définie par : K(f) := Kf ot f(t,s) = f(st™',s) et

KAC)(s) = /G F(t. $)C(t)dn(t)
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ou 7 est la mesure de Haar sur G.

K est alors la représentation covariante associée a (7, A, L?(G)) ol A est la représenta-
tion réguliere gauche et 7 : Co(G) — B(L*(G)) la représentation de Co(G) définie
par (7(f)¢)(g9) == f(9)¢(g)-

On peut vérifier que K s’étend a C'(G) x G et que cette extension est un isomor-
phisme.

Proposition A.3 On a donc obtenu un isomorphisme Co(G) x G ~ K(L*(G)) et
donc

Co(X x G) x G ~ Cy(X) © K(L*(@)).

Le deuxieme point découle du corollaire A.2.

A.3 Morita équivalence SO(2)-équivariante entre
Co(X x R?) x R? et Cy(X)

Nous considérons dans cette sous-section un espace topologique X localement com-
pact, muni d’une action & droite des isométries directes R? x S! du plan et G = R2.
Par la proposition précédente, pour montrer la Morita équivalence voulue, il suffit
de montrer que Co(X) ® K(L*(R?)) et Co(X) sont Morita équivalentes de fagon
SO(2)-équivariante avec l'action de SO(2) sur K(L?(R?)) ® Co(X) induite par I'ac-
tion naturelle des rotations sur Cp(X x R?) x R? suivante : si f € C.(R? x R? x X))
et 8 € SO(2), alors

0.1(t,5,2) = F(R_o(t), R_o(s),2.(0,0)).
Comme la mesure de Lebesgue sur R? est invariante par les rotations du plan, cette
action se prolonge en une action continue sur Co(X x R?) x R?.
Il faut alors suivre les transformations de cette action suite aux deux isomorphismes
des paragraphes précédents.
L’isomorphisme ¥ : Cy(X xR?)xR? — Cy(R?*)xR2®Cy(X) du premier paragraphe
ne change pas l'action des rotations. En effet,

V(O.f)(t,s,2) = a(0.f(Es,)(x) =0.f(t,s,2.(=t,0))
7 (Roo(t), Bo(s), 2.(£,0)(0,0))
= F(Roo(t), Roo(5),2.(0,6)(R_s(~1),0))
— an o (F(Boalt), Rols),) ) (200,0))

(0,

= () (Roo(t), Roo(s),2.(0,0))
= 0.(U(f))(t s, x)
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Ainsi, on obtient I'action de SO(2) sur Cp(R?) x R? suivante :

0.f(t,s) = f(R_g(t),R_9(8)> pour f € C.(R?* x R?).

Prenons alors l'action sur les opérateurs compacts données sur les opérateurs a
noyaux par :
0.Kj, := Ky, on h € C.(R* x R?).

On a alors, pour h € C.(R?* x R?) et ¢ € L*(R?) :

(0.K)C(s) = [on 0.B(t, 5)C(t)dt

= Kn(U_gC)(R_s(s))
= (UgKthGC)(S)

ou U : SO(2) — B(L*(R?)) est définie par Up(¢)(s) := ¥(R_g(s)).

On vient donc de voir que l'action que 1'on a définie sur K (LQ(]RQ)) est en fait I’action
par conjugaison de I’action naturelle de SO(2) sur L*(R?).

Nous obtenons alors facilement :

Proposition A.4 Les deur C*-algebres K(L?(R?)) @ Co(X) et Co(X) sont SO(2)-
Morita équivalents.

Les C*-algébres Co(X) x SO(2) et (K(L*(R?)) ® Co(X)) x SO(2) sont donc Morita
équivalentes.



Annexe B

Démonstration pour le lemme 2.4

Nous avons vu que Kj 1(0 (F)) ~ Z dans le chapitre 2 et nous voulons montrer
7

dans cette annexe que @ Z.q; C Ker 0 ou
i=1

1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0)

= (
=(0,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0)
=(1,0,1,1,1,1,0,1,0,0,0,0)
=(1,1,0,1,1,1,0,0,1,0,0,0)

(1,1,1,0,1,1,0,0,0,1,0,0)
=(1,1,1,1,0,1,0,0,0,0,1,0)

qr = (17 17 17 17 17070707070707 1)

51
a2
UE]
44
4s
3

Pour cela, montrons dans un premier temps que Z.q; C Ker 0.
Il suffit de montrer que (1,...,1,0,...,0) € Ker 0.

Or (1,...,1,0,...,0) est la projection de K& (C(F)) associée a la projection de
C(F) S'-invariante f(z) := 1 pour tout = € F.

La fonction constante ¥ := 1 de C(Q) est une application S'-invariante et auto-
adjointe qui releve f (i.e 7(¥) = foun:C(Q) — C(F)).

Ainsi, par définition de 0, on a :

O(f]) = lexp(=2im¥)] = [1].

D’ou ¢; € Ker 0.
Montrons alors que Z.qo = Z.(0,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0) C Ker 0.

109
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Les autres inclusions se montrent de la méme maniere.

Soit wg € F; un pavage fixé par la rotation R, d’angle 7 autour de l'origine et
soit Zpp ’ensemble des pavages ayant méme 1-couronne que wy. Soit :

Q, = {eww—kv;@ eR,weEy,ve R2,||v|| :T}

avec r suffisament petit.

L’action de S! sur €, étant libre, on obtient un S*'-fibré principal €2, — Q,./S1.

Il est clair, d’apres I'étude de Q/S? effectuée dans le chapitre 3, que ,./S! n’a pas
de cohomologie en degré 2 et donc le fibré 2, — Q,./S? est trivialisable. On cherche
alors a trouver une trivialisation de ce fibré.

Nous allons chercher un domaine fondamental de €2, pour 'action de S*.

Si l'on considere les 2-couronnes non symétriques de la 1-couronne entourant 1’ori-

gine dans wy, on peut les partitionner en deux ensembles tels que R, envoie un des

deux ensembles sur 'autre.

Soit X5 la réunion des clopens de Zgg correspondant a I'un de ces deux ensembles.

Ensuite, on considere les 3-couronnes non symétriques de la 1-couronne entourant

I'origine dans wq tels que la 2-couronne soit symétrique.

On partitionne comme précédemment et on obtient un clopen Xs.

Puis on prend les 4-couronnes non symétriques de la 1-couronne entourant 1'ori-

gine dans wq tels que la 3-couronne soit symétrique et ainsi de suite. On obtient

X2, X3, X4, ... des clopens disjoints de Zg et si X = |J X,,, alors X est un ouvert
n=2

de Zqp et X, {wo}, —X est une partition de Z.

On notera X° := X U {wp}.

Dans la suite, nous noterons I, (k = 1,...,4) les quatre quadrants d’amplitude

du cercle de rayon r de C i.e [, = {T@kie, 0 e [0; g} }

On pose également

s
2

Vi = {e(w+v);we X v el R}

et Vi, :={w+v;we X vel}.

On va montrer dans un premier temps que Vj, — V;/S! est un fibré principal trivial
homéomorphe & Y}, x S?.

Soit Wy : Yy x St — V; définie par ¢y, (w + v, ) := e (w + v). Nous allons
voir que cette application est un homéomorphisme.

Y est évidemment surjective par définition de Yy et de V.
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Si by (w + v, e) = Y (w' + ', ) alors

Si r est suffisament petit, e/®~%)(v) — v’ ne permet d’envoyer ¢~y sur un

autre pavage de X° que s’il est nul.

Ainsi, €= (v) = v’ et ) (w) = w'.

La seule possibilité est #/ = # modulo 7.

Or,sif =0+ 7m+2n (Il €Z), alors v' = —wv, ce qui est impossible puisque
v, v € .

Ainsi, 0 = 0 + 27 et (w+v,e?) = (W +0',e?).

Donc 9 est injective.

1y, est une bijection continue du compact Y, x S! sur le compact Vj, c’est
donc un homéomorphisme.

Ainsi, Y, ~ V,/S! et en notant Y =Y, /St Y} est homéomorphe & Y. On notera
cet homéomorphisme sy. .
Comme Y}, ~ X x [;,, nous remarquons aussi que I’on peut identifier Y}, avec X x [j,.

Etudions l'intersection Y, N Yy, (k # k') dans Q,/S*.

Si [w+v] = [w + '] avec [w+v] € Yy et [w' +v'] € Yy, il existe § € R tel que
e (w+v)=w +7.

Comme ci-dessus, v’ doit étre égal a e”v et donc w' = e w.
Deux cas sont alors possibles :

e siw # wy, alors § =2ir (I € Z) et v/ = v, v = w.
e si w = wy, alors § = Ir (I € Z) et alors w' = wy, v' = (—1).
Ainsi,

Yik N YNVk/ ~ XO X (lk N lk/) U{wo} X (—lk N lk/)

Nous allons maintenant définir 4 fonctions qui permettrons de recoller les différents
};k x S pour identifier la réunion de ces ensembles avec €2,.

Nous pouvons identifier chaque Y} avec X° x I, ce qui permet de parler de la pro-
jection py sur la deuxieme coordonnée.

Dans la suite, nous regarderons les [ plongés dans C ce qui permet de parler du
carré d’un élément de .
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fi: 3?1 — C est alors définie par fi(y) = & Sous les identifications Y1 Yi
et Y1 ~ X% x [y, fi est obtenue de la fagon suivante : si y =~ (w,re?), fi(y) = e*?.
fs:Ys — C est définie par foly) = —1.

f3:Ys — C est définie par f3(y) = & f3 est obtenue, sous les identifications
Y ~ ~ Y3~ X0 x I3, de la fagon suivante : si y ~ (w,re”), fs(y) = —e*.
f1:Y; — C est définie par faly) = 1.

Nous introduisons ces applications car les applications de transitions sur l'inter-
section d’un Y} et d’un Y}, sont données par fi fi.

4
Montrons qu’on peut alors définir une application ¢ : (U Yk) x 81 — Q, par
k=1

By, e?) == fi(y)e?si(y) et que c’est alors un homéomorphisme.

Siy = [w+v] € Y, N Yy, alors on a deux possibilités :
e si w # wy, alors k =k +1 mod 4.
On peut supposer, quitte a interchanger les roles, que k = k'+1 mod 4, on
obtient sy, ([w +v]) = w +ri* ! et sp([w + v]) = w + ri*~1. On vérifie alors
facilement que fi(y) = fir(y) et donc fi(y)e“si(y) = fir(y)esw (y).
e si w = wy, alors
— soit k=K £1 mod 4 et on peut supposer k =k’ +1 mod 4.
Alors s, ([w +v]) = wo + ri*~! ou sp.([w + v]) = wp + ri*. Dans le premier
cas, on obtient sy ([w-+v]) = wo+7i*~* et dans le deuxieme cas, on obtient
sp([w +v]) = wy + rik¥2.
Dans le premier cas, on vérifie facilement que fk( ) = fr(y) et comme
sp([w +v]) = si([w + v]), on obtient bien fi(y)e?si(y) = fu(y)esw (y).
Dans le second cas, fi(y) = —fk/( ) et comme s ([w+v]) = —sg([w+v)),
on obtient également fi.(y)e“s(y) = fi(y)esp (y).
— soit k = K'£2 mod 4 et si sk([w—i—v]) = wo+v, alors s ([w + v]) = wy — v.
Ici encore, on vérifie que fi.(y)e“si(y) = fr(y)e??sw (y) puisque, si
k=k +2 mod 4, fk = —fk/.
Ainsi, ¢ est bien définie.

Maintenant supposons que y € Y, et ' € Yy, vérifient ¢(y, €) = o(y/, ).
Notons si(y) = w + v et sp(y') = w' —|— v,

On a donc fi.(y)e(w +v) = fir(y)e? (w' +v').

Ainsi en projetant dans ,/St, y =y est un élément de I'intersection YeNYy.
Il s’agit donc de montrer que 6 = 0" + 2ix, [ € Z.

Comme ci-dessus, on doit avoir v/ = fu (i)' fx(y)e'®=?)(v) et donc

w' = fi(y) " fre(y)e ) (w).
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Il faut alors distinguer plusieurs cas :

e soit fir(y)  fu(y)e!® ) =1 et w =w, v' =v. Donc k=K k' +1ouk' —1
mod 4.
Dans les trois cas, fi,(y) = fw(y) donc /@) = 1. D’on e = ",

o soit fur(y) ' fiu(y)e'®?) = —1 alors w = wy = —w' et v = —v. Comme
pour deux points opposés on a fr(y) = —fir(y'), on obtient également que
T
e =e".

On vient de voir que dans tous les cas, (y,e?) = (v, ¢?") donc ¢ est injective.

On voit alors facilement que ¢ est surjective et continue donc ¢ définit un

4
homéomorphisme entre (U Yk) x Stet Q,.
k=1

Ainsi, on a construit une trivialisation de la projection €2, — €,./S.

On peut ainsi construire le fibré vectoriel sur €2 relevant
(0,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0) € K5 (C(F)).

Pour cela, on prend un wy € F} stable par R, et un r assez petit.
On fait alors la construction ci-dessus pour obtenir ,, Q<, et H = ¢ (Q.,) ou

Qg = {eww—kv;é’ €R,w € Eg,v € R, [|v]| <7}

et
Q= {’w+v;0 € R,w € Zgp,v € R?, ||v]| <7}

Sur Q«,, on prend le fibré en droites Q.<, X C avec I'action diagonale de S' ou
'action de S* sur C est donnée par rotation.
Sur H, on prend le fibré en droites trivial H x C avec action diagonale de S! mais
cette fois on regarde 'action triviale de S* sur C.
L’application de recollement de ces deux fibrés est alors donnée sur l'intersection
Q. NH=0Q,~Q,/S" x S par

flw,e? 2) = (w,e?, e?z).

Ainsi, comme (0,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0) € KOSI(C(F)) se releve en un élément de
K$'(C(Q)), il est dans le noyau Ker 9 de 4.

7
D’ou @ Z.q; C Ker 0.

=1






Annexe C

C*-modules hilbertiens gradués

Dans cette annexe, nous allons rappeler la définition de C*-module hilbertien sur
une C*-algebre puis nous donnerons la définition de C*-module hilbertien gradué
sur une C*-algebre graduée.

Nous terminerons par quelques résultats qui sont utiles pour nos calculs en K K-
théorie.

Le lecteur pourra se référer aux articles [Kas81], [Ska91] pour approfondir le sujet.

C.1 (C*-modules hilbertiens

Pour construire les groupes de K K-théorie, on a besoin d'une notion qui généralise
les espaces de Hilbert usuels. Cette généralisation est exactement la notion de C*-
module hilbertien :

Définition C.1 Un C*-module préhilbertien sur une C*-algebre B est un B-
module a droite H muni d’un produit scalaire a valeurs dans B (appelé B-produit
scalaire dans la suite) (,)p tel que :

1. 'H est un C-espace vectoriel,

2. <fL‘,y+ Z> = <:L‘7y> + <ZL‘,Z>, <l’, )‘y>B = /\<‘T7y>B; <x7yb>B = <x7y>Bb pour tout
r,y,z€ H, A€ Cetbe B,

5. (y,2)p = (2,9} pour tout z,y € H,
4. {x,xyp = 0 pour x € H.

On obtient alors une semi-norme sur H en posant || x ||:=|| (x,x)p |
St H est séparé et complet, alors on dit que H est un C*-module hilbertien sur
B ou un B-module hilbertien.

115
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Pour alléger la lecture du texte, nous noterons souvent (, ) pour désigner (, ) g lorsque
le contexte ne prétera pas a confusions.

Exemples :
— Les espaces de Hilbert sont des C-modules hilbertiens et inversement.
— Une C*-algebre B est un B-module hilbertien sur elleeméme muni du produit
scalaire (x,y) := z*y.
— Sinest un entier B" est aussi un B-module hilbertien muni du produit scalaire

((z Zaz Yi-

— Plus generalement Hp = {(bp)nen | D b5y onverge } est un B-module hil-
bertien muni du produit scalaire ((a,,), (b )) Yo

A présent que l'on a généralisé la notion d’espace de Hilbert, on peut généraliser la
notion d’opérateur :

Définition C.2 Soient Hy, Hy des B-modules hilbertiens. On notera L(Hi, Hs)
l’ensemble des applications T : Hy — Ho admettant un adjoint T : Hy — Hy tel
que (Txq, x9) = (x1, T*x9) pour tout x1 € Hy et xs € Ha.

On notera L(H) = L(H, H).

Tout opérateur de L£(H;, Hz) est alors linéaire, B-linéaire et borné.
Muni de la norme d’opérateurs, L(H) est une C*-algebre.

On peut alors définir des opérateurs particuliers de "rang 17 0,, € L(H;,Hsz) en
posant 0, ,(2) == y.(x, 2)p pour z,z € Hy, y € Ha.

On obtient alors facilement que 0; , = 0, , et pour tout 7' € L(Hy) et S € L(H) ,
IOy, = Oryy, 0y oS = 0y 5.

Le sous-espace engendré par les 0,, pour x € H;, y € Hy est 'ensemble des
opérateurs de "rang fini”.

Définition C.3 L’ensemble des opérateurs compacts K(Hy, Hs) est le complété de
ce sous-espace.
On pose K(H) = K(H, H), c’est un idéal de L(H).

Ezxemples :
— Si H est un espace de Hilbert séparable, on retrouve ’espace K des opérateurs
compacts.
— L(B) ~ M(B) l'algebre des multiplicateurs de B. En particulier, si B est
unitale, alors £(B) ~ B.
K(B) ~ B pour B unitale ou non.
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— L(B") = M, (M(B)).
K(B™) ~ M, (B).
— Plus généralement, L(Hp) ~ M(B®K) et K(Hp) ~ B® K.

C.2 (*-modules gradués et produits tensoriels

Une C*-algebre B est dite graduée si on dispose d’une décomposition B = B¢ B!
o1 BY, B! sont des sous-espaces vectoriels fermés auto-adjoints tels que B'B/ C B/
(i,7 € Zy).

On dit que la graduation de B est triviale si B = 0.

Les éléments x de B’ sont dits homogeénes de degré i et on écrit Ox = i.

Les commutateurs considérés seront gradués i.e si x et y sont deux éléments ho-
mogenes, on écrit [z,y] = zy — (—1)%%yz.

Soit A et B deux C*-algebres graduées.
Un morphisme f : A — B est dit gradué de degré 0 si f(A") C B,

On notera A ® B le produit tensoriel des C*-algebres A et B muni de la C*-norme
minimale. A ® B est alors une C*-algebre graduée par d(a ® b) := da + 0b, si a et b
sont homogenes.

On définit également le produit tensoriel gradué A®B de la facon suivante : A®B
désigne le produit tensoriel algébrique des espaces vectoriels A et B. On munit alors
A®B du produit :

(a®b)(a10by) = (=1)%9 ga, Obb,

et de l'involution :
(a@b)* — (_1)8a8ba*©b*'
AR B est la C*-algebre complétée de A®B pour la C*-norme analogue a la C*-norme

minimale mais ou ’on ne considere que les états gradués.
A®B est une C*-algebres graduées par d(a®b) = da + Ob.

Soit alors B une C*-algebre graduée. Un C*-module hilbertien H sur B est dit
gradué s’il admet une décomposition H = H’ & H' en somme directe de deux
sous-espaces vectoriels fermés tels que H*. B/ C H™ et (H',H?) C B".

La graduation de H définit alors une graduation sur les C*-algebres L(H) et K(H) :
un élément T € L(H) est de degré i si TH? C H™H.

Si B est graduée trivialement, les sous-modules H° et H! sont orthogonaux.

Si a présent on se donne deux C*-modules hilbertiens gradués H; et Hy sur les
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C*-algebres By et B, respectivement, le produit tensoriel algébrique H;®H, est un
B,®By-module :

(hléhg)(blébg) = (—1)8h28b1h1.b1©h2.b2.
On le munit du produit scalaire
(hi®ha, kiOka) := (—1)72OMF0) (b o) (ha, ks).

Le complété de H;&H, pour la norme définie par ce produit scalaire est un C*-
module hilbertien gradué sur B;®Bs, noté HiQHo.

La graduation est définie par 9(hi®hy) := Ohy + Ohs.

On a alors un morphisme injectif naturel :

LH)QL(H,) — L(H1@Hs)
(ROF)(®hy) = (=1)229M(Fy(hy)QFy(hy))

Sa restriction K(H;) ® K(Hz) — K(H1&Hz) est un isomorphisme.

A partir de deux C*-modules hilbertiens, on peut définir un deuxieme produit ten-
soriel : soit H; et Hy comme ci-dessus.

Soit ¢ un morphisme gradué de B; dans Lp,(Hs). Le produit tensoriel algébrique
Hi ® Hsy est un Bs-module.

On le munit du produit scalaire a valeurs dans B, :

(1 © hy, k1 © ky) := (ha, @((h1, k1)) .Ka).

On note H; ®p, Hy ou H1®31H2 le C*-module sur By séparé complété de Hy @ Ho
pour ce produit scalaire.
C’est un C*-module hilbertien gradué pour la graduation

a(hl ® hg) = 8h1 + 8h2
On a alors deux lemmes utiles (voir [Kas81]) :

Lemme C.4 Soient Hy,...,Hy des B;-modules hilbertiens, ¢ : By — L(H3) et
Y : By — L(Hy4) alors on a un isomorphisme gradué :

(H1®H2)®¢®¢(H3®H4) ~ (H1®¢H3)®(H2®¢H4)
défini par :

(hléhz)é(h3®h4) | — (—1)8h28h3 (hléhg)é(hzéfhl)
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On notera dans la suite C; pour désigner l'algebre de Clifford de C engendrée par
un élément o vérifiant o? = 1 et o* = .

C; est graduée naturellement par 01 =1 et da = 1.

On a alors :

Lemme C.5 Soit C' une C*-algébre trivialement graduée et Hy un C-module hil-
bertien gradué.

On notera Hy"? le C-module hilbertien Hy sans graduation.
On a alors un isomorphisme gradué :

Hl ®C1 >~ H}”gé@@l

donné par
hiGey — hiGae.






Annexe D

KK-théorie équivariante de
Kasparov

Nous allons rappeler ici les définitions ainsi que les principales propriétés de la K K-
théorie équivariante de G. Kasparov.

On renvoie le lecteur vers [Kas95], [Kas88] et [Ska91] pour un exposé plus détaillé
de cette théorie.

On suppose dans cette annexe que G est un groupe localement compact et A,B
des C*-algebres séparables.

Dans la suite de cette annexe, nous supposons connues les notions de produit croisé
maximal A X G et réduit A x, G.

Définition D.1 Une action o de G sur A est un morphisme de groupe continu
g — oy de G dans le groupe des *-automorphismes de A.

La continuité de o signifie que pour tout a € A, Uapplication g — «g4(a) est continue.
Une C*-algebre munie d’une action de G est appelée G-C*-algébre.

Supposons pour la suite que A et B sont deux G-C*-algebres. On dénote les deux
actions de GG par la méme lettre a.

Définition D.2 Un A, B-bimodule G-équivariant est un couple (H, ) vérifiant :

1. 'H est un B-module hilbertien gradué muni d’une action continue de G telle
que :
pour tout a € A, be B, h,h/ € H et g € G, on ait :
e dlay(h) = dh),
o o,y(h.b) = ay(h).a,b)
o o,((h, 1)) = (ay(h),a,(h)).
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2. m:A— L(H) est un x-morphisme tel que
. ﬂ‘(A) - C(’H)(O),
o ay(m(a)h) = m(ay(a))ay(h).

La continuité de I'action signifie que pour tout h € H, 'application g — ay(h) est
continue.

G agit alors sur L(H) et K(H) de la fagon suivante :

pour tout T € L(H) et h € H, ay(T)(h) := ag(T(ag-1(h))).

L’action de G sur L(H) est continue pour la topologie forte mais pas pour la norme.
Par contre, 'action de G sur K(H) est toujours continue.

Cela conduit a la définition suivante :

Définition D.3 L’élément T € L(H) est G-continu si Uapplication g — oy (T)
est continue pour la norme.

En particulier, si T € IC(H), ou T € w(A), alors T est G-continu.
On peut alors définir les cycles définissant la K K-théorie :

Définition D.4 Soit Eg(A, B) lensemble des triplets (H,m, F) ou (H,7) est un
(A, B)-bimodule G-équivariant et F € L(H)Y tels que :

1. pour tout a € A, m(a)(F? — 1), [n(a), F] € K(H),
2. F est G-continu et Vg € G, ay(F) — F € K(H).

Un triplet (H,W,F) vérifiant ces conditions sera appelé cycle équivariant sur
(A,B).

Définition D.5 Soit C' une autre G-C*-algébre séparable et un x-morphisme G-
équivariant ¢ : B — C.
Soit £ = (H,m, F) un cycle équivariant sur (A, B). On pose

¢.(H) := H®pC,
le C'-module hilbertien obtenu par produit tensoriel interne et
¢*(§) = (¢*(H>77T®17¢*(F)>7

ot ¢ (F) := F®1, avec 1 € L(C) Uopérateur identité.
Ceci définit une application :

¢* : Eg(A, B) E— Eg(A, C)
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Pour tout C*-algebre B, on note B[0, 1] 'algebre des fonctions continues sur [0, 1] &
valeurs dans B munie de la norme du supremum.
Pour tout t € [0, 1], on note ev; : B[0,1] — B l'évaluation en t.

Définition D.6 Deuzx cycles £ et ( dans Eg(A, B) sont homotopes s’il existe un
cycle § dans Eq(A, B0, 1]) tel que evy.(d) =& et evy (0) = (.
Une homotopie est alors un élément de Fq (A, BJ0, 1])

Définition D.7 On note KK%(A,B) l'ensemble des classes d homotopie d’éléments
de Eg(A, B)
C’est un groupe abélien pour la somme directe de cycles, i.e

H,m, F)e (H, 7', F')=HeH ror , F&F).

Le neutre est le cycle (0,0,0).
Dans le cas ot le groupe G est trivial, on note ce groupe KK(A, B).

Exemples :

1. 1, € KKC%(A, A) est la classe du cycle (4,i4,0) olt A est trivialement gradué
et ig : A — K(A) est donnée par i4(a)b := ab pour tout a,b € A.

2. Tout *-morphisme G-équivariant f : A — B définit un élément de K K“(A, B)
par [f] := [(B, [,0)].

3. Soit M une variété lisse compacte et E® (i = 0,1) un fibré vectoriel lisse au
dessus de M.
Notons C*®(M, E®) I'espace des sections lisses de E®.
Si P:C®(M,E®) — C=(M, EW) est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre
zéro, il s’étend en un opérateur borné P : L*(M, E©) — L*(M, E™) des sec-
tions L? des fibrés E®.
Si P est de plus elliptique, il possede un quasi-inverse (), i.e un opérateur
pseudo-différentiel Q : L2(M, EM) — L2(M, E®) tel que PQ — 1 et QP — 1
soient des opérateurs compacts.
Posons

H = L*(M,E©)® L*(M, EWY),
7 : C(M) — L(H) la représentation naturelle de C'(M) par multiplication 7

sur L2(M, E™) i.e
o 7@ 0
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r-(3)

[(H, 7, F)] définit alors une classe de KK (C(M),C).

. Dans le cas o A = C et GG est trivial, on retrouve la K-théorie usuelle :

KK(C, B) ~ Ko(B).

. Dans le cas ou B = C et GG est trivial, on retrouve la K-homology usuelle :

KK(A,C) ~ K°A).
Si G est un groupe compact, on a 'isomorphisme (voir [Jul81] :
KKC%(C,B) ~ Ky(B x, G).

Nous allons définir 'élément de Bott Sott € KK (C, Co(IR?)) qui nous servira
dans la suite.

Posons H := Cy(R?) & Cy(R?), 7 : C — L(H) le morphisme unital involutif et
F lopérateur défini par

oo (o c)
CViI+E\e+ 0)7

ou ¢, c_ sont les opérateurs de multiplication par x — 1y et x + 1y respective-

ment et ¢ := (O C).
C+ O

On définit alors I’élément de Bott comme la classe fott := [(H, w, F )]

. L’élément qui sera l'inverse du précédent pour le produit de Kasparov est

a=[(H,n,F)] € KK(Cy(R?),C) donné par :
M= L*(R*) & L*(R?),

7 : Co(R?) — £<L2(R2)®L2(R2)> est I’action par multiplication de fonctions et

e 1 (0 D_>
C V1+D2\Dy 0

ol les opérateurs D_ et D, sont donnés par
D+ — 835 + Zay
D_ = -0, +10,
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Propriétés D.8 KKY(A, B) définit un bifoncteur de la catégorie des G-C*-algébres
dans la catégorie des groupes abéliens. Ce foncteur est contravariant en A et cova-
riant en B :

- si ¢ : C — A est un x-morphisme G-équivariant alors on a un morphisme :

¢ : KK9AB) — KK9C,B)
(H,m,F) — [(H,mo0¢,F)"

- sty : B — C est un x-morphisme G-équivariant alors on a un morphisme :

Y. : KK%A,B) — KKC%(A,C)
[(H,m,F) +— [(¢(H),7®1, F&L)

Soit v : G — H wun morphisme de groupe continu. Par composition, toute H -
C*-algebre (resp. cycle H-équivariant) est une G-C*-algebre (resp. un cycle G-
équivariant).

Ainsi, on obtient un morphisme r* : KK%(A, B) — KK%(A, B) pour toute paire
A, B de H-algébres.

Ce morphisme est appelé morphisme de restriction sir est une inclusion.

Cela permet également d’obtenir un morphisme d’oubli K K" (A, B) — KK (A, B).

Définition D.9 On peut alors définir un deuziéme groupe de K K-théorie par :
KKS(A,B) := KK%(A, B&C,),

ot C; est lalgebre de Clifford engendrée par un élément o tel que o = o et a® = 1.
Une définition équivalente est la suivante : on considére Eg1(A, B) Uensemble des
cycles G-équivariants gradués trivialement et K KY(A, B) l'ensemble des classes
d’homotopie d’éléments dans Eg1(A, B).

On peut définir de maniére plus générale des groupes de K K -théorie d’ordre supérieur
en posant :

KKS(A,B) .= KK%(A, B(R")),

ot B(R™) désigne l’espace des fonctions continues sur R™ a valeurs dans B qui
tendent vers 0 a l’infini.
En particulier, cela donne une définition équivalente de KK (A, B) et :

KK§(A,B) = KKY(A, B).

Kasparov a alors démontré le théoreme de périodicité suivant :
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Théoréeme D.10 (Périodicité de Bott)

Soient A, B deur G-C*-algebres et n,m =0 :
— sim+n est pair, KKY(A(R™), BR")) ~ KK°(A, B),
- st m+ n est impair,

KK9(AR™),B(R")) ~ KK“(A, BR)) ~ KK“(A(R), B) ~ KK{ (A, B).
Le théoreme suivant définit un produit sur les groupes de K K-théorie :

Théoréeme D.11 (G. Kasparov)
Soit G un groupe localement compact et soient A, B,C" des G-C*-algébres.
Il existe une application bilinéaire appelée produit de Kasparov : pouri,j € 7/27,
KKEF (A, B) x KKJG(B, C) — KKﬁrj(A, )
(z,9) —  T®pY

qui est associative et naturelle.
On a les propriétés importantes suivantes :

Propriétés D.12 Soient G un groupe localement compact et A, B,C, D, E des G-
C*-algebres.
1. Le produit de Kasparov induit une action de la K K-théorie sur la K-théorie,
i.e un morphisme :

KK;(A,B) — Hom(Ki(A), KHJ'(B))
T — (pr—>p®A x) ’

2. Pour toutr € KKY(A,B), z2®plp=xzetly®@, o =nu.

3. Si¢: A — B estun morphisme de G-C*-algébres ety un élément de KK (B,C),
alors
¢0"(y) = [0l @5y € KKT(A,C).

4. 8t B — C est un morphisme de G-C*-algébres et x un élément de
KKE(A, B), alors

() =2 ®p U] € KKF(A,C).
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5. Soient f : D — E un morphisme de G-C*-algébres, v € KK%(A, D) et
y € KKY(E, B), alors

f«(2) ®ey =1 ®p f*(y).

6. 1l existe un morphisme d’extension des scalaires donné par :
m : KKF(A B) — KK A®D,B&D)
[(H,m,F)] — [(H®D,r®1, F®1)]
On a alors T(14) = 144 p.
De plus, pour tout v € KK%(A,B) ety € KK%(B,C)
mp(z ®@pY) = 7p(z) ®pep To(y) € KKY(A®D, BD).

7. Le produit de Kasparov induit un produit extérieur : pour toute G-C*-
algebres Ay, Ay, By, By et D,

KKG(A1,31®D) X KKG(D®A2,BQ) — KKG(A1®A2,Bl®BQ)
(x7 y) — TAQ (:C) ®Bl®D®A2 TBI (y> .
De plus, pour tout v € KK%(Ay, By) ety € KK%(Ay, By), on a
T®cy=Yyc7,
auz isomorphismes A1® Ay ~ Ay®A, et Bi®By ~ Bi®By prés.

8. On peut définir un morphisme de descente

Jo : KK9AB) — KK(AxG,BxGQ@)
[(Haﬂ-aF)] — [(H X G7 7Ta7F®Bl>}

ot
HxG:=Hp(BxG)
Ta ! A — L(H Q)
Jagugdg — [ (w(alg)) @5 1)Usdg
avec

Uy(h® (/ brundh)) = ay(h) ® ug / bpupdh = ay(h) ® /ag (bg-11) updh.
Ce morphisme est compatible avec le produit de Kasparov, i.e :

JG(ZL‘ Xp y) = JG(I') ®B><1G JG(y) et J(;(lA) = ].A><]G.
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9. L’élément de Bott PBott et l’élément o construits précédemment permettent
d’avoir une forme explicite de la périodicité de Bott dans le cas ou G est
trivial et (n,m) = (2,0) ou (0,2) : on a

Bott Rcy®2) @ = 1c et a Q¢ Pott = Ley(r2)-
Ainsi on a deux isomorphismes :
- Ry (r2) O KK(A,B(RQ)) ~ KK(A, B)

et
Bott ®cyme2) - : KK (AR?), B) ~ KK (A, B)



Annexe E

Calculs pour la proposition 2.21 et
le théoreme 2.23

E.1 Lemmes pour le produit K K1 ® K K ou inver-
sement

Nous avons déja remarqué lors de la présentation des modules de Kasparov non
bornés que si on est confronté au produit d’'un module non borné (Hy, ¢y, F}) par
un module non borné (Hy, ¢, F5), on peut utiliser le théoreme de Kucerovsky ou
celui de Baaj et Julg mais uniquement quand ces modules sont dans W(A, B) et
U(B, ().

Lorsque 1I'un de ces modules est dans un Wq, on doit passer par l'isomorphisme
KKi(A,B) ~ KKo(A, B®Cy) défini par [(H, ¢, F)] — [(HRCy, ¢R1d, FRa)| et
nous proposons de démontrer deux lemmes qui seront utiles dans les deux cas par-
ticuliers qui nous intéressent.

On rappelle que C; est 'algebre de Clifford de C qui est engendré par un élément
a vérifiant o* =1 et o? = a.

Nous noterons 57 : W(A, B) — KKy(A, B) (resp. ¥'(A, B) — KK,(A, B)) lap-
plication définie par 35/ (H, ¢, D) = [(H, ¢, D(1 + D?)~1/2)]

Commencons par le lemme qui permet de simplifier le calcul dans la proposition
2.21 :

Lemme E.1 Soient A, B, C trois C*-algébres non graduées.
Soient (E1®¢2E2,¢1®1,F) € \I’l(A, C), (E1,¢1,0) S \I/(A, B) et (E2,¢2,F2) S \IJI(B,C)
tels que :

(a) Ey est trivialement gradué,
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(b) pour tout x dans un sous-ensemble D dense de ¢1(A)FEy, 'opérateur

(o n)(n )

est borné sur Dom (F @& Fy) (Dom G est le domaine de l'opérateur non borné
G), ouT, : By — El®¢2E2 envoie ey — T@es.
Alors (E1®¢, B2, 91801, F) représente le produit de Kasparov de (Ex, ¢1,0) et (Ea, g2, Fb),
1.e
BBy, Ba, 101, F) = B (E1, ¢1,0) @5 B (Ea, ¢2, F).

Démonstration :
Nous prouvons que ((E1®¢2E2)®(Cl, ¢1®1,F®a) € U(A,C®Cy), (E1,¢1,0) € U(A, B)
et (Ey2®Cy, ¢, Fo®a) € U(B, CRC,) vérifient les trois conditions du théoreme
2.15.
Les conditions (ii) et (iii) sont trivialement vérifiées puisque F; = 0.
I reste a voir que, sous les conditions du lemme, la condition (i) est bien
vérifiée.
Grace au lemme C.4 et au fait que F; est trivialement gradué, on a un iso-
morphisme

Tli (E1®?2E2)A®C1 — E1®¢2®1d(€2®cl)
(e1®@e9)@c — e1@(e2®c)

11 S’agit de vérifier que <E1®¢2®1d (E2®C1) s (b1®1, T1F®OJTI1> € \IJ(A, C®(C1),

(E1,¢1,0) € U(A, B) et (Ey®Cy, ¢, Fo®a) € U(B,CRC,) vérifient les trois
conditions du théoreme 2.15.

Les conditions (ii) et (iii) sont trivialement vérifiées puisque F; = 0.

I reste a voir que, sous les conditions du lemme, la condition (i) est bien
vérifiée.

On a alors pour tout z € By, T Y = T;®1 : (E1®y, E2)QCi — E,&C;.

Soit x € D, f € Dom F, e, € Dom F; et ¢, € Cy, on a alors

T1F@aXit 0\ (0 T, T1(f&c)
0 Poa) \TF 0 eh@d

) (Tl ﬂ[F(mé) — 28R (e))] ®ac’>>
E(T*(f)) — T F(f)] ©ac

(6 8) (%))

Comme par hypothese,
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est borné sur ®om (F' @& Fy), on obtient la condition (iii) du théoreme 2.15.
U

Le deuxieme lemme concerne le cas particulier qui sera appliqué au théoreme 2.23 :

Lemme E.2 Soient A, B, C' trois C*-algebres non graduées.

Soient (B&g,Ey, 6101, F) € U(A,C), (B, ¢1, F1) € U'(A, B) et (Ey, ¢, Fy) € U(B,C)
tels que ¢o est non dégénérée et :

(a) F est la fermeture de la somme Py + Py ot Py est un opérateur non borné auto-

adjoint de degré 0 sur BRy,Ey et Py un opérateur non borné auto-adjoint de
degré 1 sur BRy,Fy et Dom F = Dom P, N Dom Py,

(b) pour tout x dans un sous-ensemble dense B de ¢1(A)B (tel que pour tout b € B
et eo € Dom Fy, bRes € Dom P, N Dom P,), Uopérateur

(Ve )(n )

est borné sur Dom (F @& F,), ou T, : By — B®¢2E2 envoie ey — T®ey ;
(c) Pour tout b € B,
Dom F2 — B®E2
€9 [— P1 (b®€2)
est borné, et

Dom P, NDom P, — Ey
b/®€2 [ — Tb*Pl(b/®€2)

s’étend en un opérateur borné sur Dom F.
(d) Dom F C Dom (Fy®1) (ou vice versa);
(e) (F1®1)x, Pyy) + (Pox, (F1®1)y) = 0 pour tout x, y dans le domaine Dom F .

(f) (=1)% [((Fi®1)z, Piz) + ((Pi®1)z, (Fi®1)z)] > k(z, ) pour tout x homogéne
dans le domaine Dom F.

Alors (B&g, Ea, p1&1, F) représente le produit de Kasparov de (B, ¢1, F1) et (Ea, ¢a, F5),
1.€

BBJ(B®¢2E% ¢1®]—> F) = BBJ(Ba ¢1, Fl) ® BBJ(E% gb?) FQ)
Démonstration :

Comme ¢4 est non dégénérée, on a B®¢2E2 ~ F5. On utilisera cette identifi-
cation tout au long de la démonstration.
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Grace aux lemmes C.4 et C.5, on a un isomorphisme unitaire T composé des
deux isomorphismes :

Tli (B® 2®1(E2®(C1) e (B®¢2E2)®Cl
(

)8y (E )9,
c1)®(ea®cs) — (=1)%1%2(b@ey)Recy

C
b®
et

To: (BRyEr)®C) — (B®g,[)"0C,

~ ~

(b®€2)®01 — (b®€2)®a86201 ’
Ainsi, T((b®c1)®(ea®0c2)) = (—1)2192 (b&es ) @a2cqco.

Il s’agit de vérifier que les triplets ((B®¢2 E5)IRC, p191, F®a) € U(A,CRC,),
(B&Cy, ¢1, Fi®a) € W(A, BRCy) et (Ea®Cy, ¢o®1, Fo®1) € ¥(BXCy, O®C;) vérifient
les trois conditions du théoreme 2.15 ((B®y, E2)"9 représente le module BRy, Fy
avec graduation triviale).

On doit donc vérifier qu’on peut appliquer le théoreme de Kucerovsky avec
((B®(C1)®¢2®1 (E2®Cl)7 ¢1®]—7 T_l(F®Oé)T) S \IJ(A7 C®(C1)7

(B®C1,¢1,F1®Oé) S \I/(A,BQAQ(Cl) et (E2®C1,¢2®1,F2®1) < \I/(B®C1,C®(C1)

Comme Dom F C Dom( F{®1), on a Dom (T, FRaY,) C Dom (Fi®1Ra).
De plus, d’apres la remarque précédent le lemme C.4, on a, pour b € Ej,
626E2 etcl,CQEClz

T [(F1©a)®(101) ((b&c1)@(es®es))] = T1[(Fi(b)®ac))®(ex®cs)]

= (_1)(801+1)862 (Fl(b)®€2)®0[0102
et

(F®1®a) <T1 ((b®01)®(62®02))> = (F1®1®Oé)((—1)861862@@62)@0102)

= (- 1)(861“)862 (FL(b)®es)@accs.

Ainsi, modulo Iisomorphisme Y;, 'opérateur non borné Fi®a®1&1 défini
sur (B&C1)® 4,5, (E2QC1) est égal & lopérateur non borné Fi®1®a défini sur
(B®g, E2)®Cy. o

Donc Dom (F1®1®a) = T1Dom (Fi®a®1®]) et donc :

Dom <T_1(F®a)T> C Dom (F®a®1®1).
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D’ou la condition (ii) du théoreme 2.15.

Comme Fi®a®1®1 = T7H(F1®1®0a)YT; et que T est unitaire, la condition
(iii) du théoreme de Kucerovsky devient :
pour tout X € Dom F ® Cy,

(F®1®a)(X), T3 (F&a)TeX))

HT5 (F®a)T2(X), (F®18a)(X))

doit étre supérieur a (X, X).
Or, si X € Dom F' ® Cq, il existe x1, 12 € Dom F tels que

X=210(14+a)+r3((1—a).

Posons z? et x} les parties homogenes de degré 0, resp. 1 de x; pour i = 1, 2.
Ainsi x; = 29 + ).
Comme 1 — « et 1+ « sont orthogonaux pour le produit scalaire sur C; et que
Fi®1 et P, sont de degré 0 (donc ((Fi®1)x, Piy) = 0 si x et y sont homogenes
de degré différent), on a :

(F1®1&a)(X), T3 (F&a)T2(X))

+<T_1(F®a)T2(X) (Fi®1®a)(X))

+( 61 Pox?, (F1&1)al

= [0 (Fié1)al, Piad) + (-1)%7 (Fié1)al, Pia})| & [ a1+ a) |
+ (=173 (R&1)af, Piag) + (—1)77 (Ré1)wh, Puah)| & || a(1 - a) |1
+ [0 (R&1), Poal) + (~1)7 (Ré1)e], Pal)| & || a1 + ) |12
+ (=18 (P &1)a8, Pob) + (—1)77 (P &1)ah, Poaf)] & || a1 - ) |12
+ (=12 (P, (R&1)af) + (-1 (Pral, (R&De)| & || a(l +a) |
+ [(—1)8963 (P, (Fy&1)al) + (—1)772 5 )} & all —a) |?

( )at) H 21)at)] &

it )Jaa) + ( 1)

(Fie1)
Pizj, (Fi®1)a;

(F11)

(F11)

1)97 (Pyaf, (F&1)a3)] & || a(1 - ) |
>k [((29, 2])c + (xix1>0)® 11+ a g, +(a3,25)c + (@3, 22)0)& | 1 - a |12,]
= K11 +a) + 226(1 — a), 211 + @) + 226(1 - a))cge,
= 1(X, X)esac,
en utilisant les conditions (e) et (f) du lemme, en se rappelant que o = « et

a? =1, en utilisant I'égalité :

T3 (F&a)Ta(r) = (-1)*(Pi&a)(x) + (P&1)(),
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et
<l‘, x>C®<Ca C><C1 = <ZL‘®C, x®C>C®C1‘

La condition (iii) est donc vérifiée.

Il reste a vérifier la condition (i) : pour x dans un sous ensemble dense de

$1(A)(BRCy),
YT1F&aT 0 0 T,
0 R&l )\ T 0

est borné sur Dom (Y 1F@aY @& F).

Soit y; = Y7 (f®cy) avec f € (Dom P, N Dom P,) homogene, ¢, € Cy,
r = b®c; avec b € B, ¢; € C; homogene, €, € Dom F; et ¢, € C; homogenes

alors :
YT 1F&aY 0 0 Ty, Tﬁl(f®c2) (E.1)
0 ol Ty, O eh®ch )

_ (712 (Fea) Y (e b i) — (-7 (ea S By (eh)ad)
(F@1)T; (y1) — (1) ;T (F@a)(foc)
Calculons maintenant Tb%qT*l et montrons que cet opérateur est égal a :

Ty, (BRg, E2)&Cy  — E,&C;
(f&f)&c  r— (=1)21ORT(f&f)@a%ce

o Ty : BREy — Ey est défini par T} (' ®es) = b*b'@es = (b, 1) p.eo.

On a:
Ty, (VO ®(ex®02)) = (bRey, V' @cy).(e29¢,)
= (=1)%even?ez (b We,@(cr, ;) e
= (=1)@ato)dez (1) erddctc) e
— ( 1)(8cl+8cl 8€2T*(b/®€2)®610102
et

e Y (000)8(e0e)) = T, (1247 (6e;) 807 c)
= ( 1)(801 +8cl)<962 T* (b/®62)®clc’1 .

b&cy
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On obtient ainsi, en posant ¥, = b&c;®eHRc
T3 (F&a)T(y2) — (—1)7 T (b1 @ Fa(eh)@ch)

— (—1)%10¢% (Pl(b®e'2)®ozclc’2 + [Bse) - b®F2(e’2)} ®clc'2) (E.2)
qui est borné en e, et ¢, pour b, ¢; fixés, par les hypotheses (c) et (d) et
(F@1)T; (1) — (~1)" T (Fa)(f&cz)
= (—1)" T By (T; () @a™ ici.co
—(=1)* T (F(f)@acy),
F@a(f&ce) = F(f)®acy car f&cy € (B®g, E2)“92C,.
Or
;YN (F(f)®acy) = (-1)* OV Py(f)@a ey
+(_1>8c18fTb*P1 (f)@OéaerlCTCg

car P, est de degré 1 donc 0P, (f) = 0f + 1.
Par I'hypothese (c), la deuxieéme partie du second membre est bornée en f&c;.

On obtient donc
(R T () — (—1)° T (FRa) (f&cs)

— (-1 (B(T; () = Ty Pal)) @0 cles (E.3)
— (=1 P (f)acies

et ainsi (F,@N)Ty,  — (=1)%1Ty, T 1 (F&a)T est un opérateur borné sur
T~ (Dom P, N Dom P,) comme somme de deux opérateurs bornés et s’étend
donc en un opérateur borné sur Dom (T 1 F®aT) par densité.

Grace aux équations (E.1), (E.2) et (E.3), la condition (i) du théoreme 2.15
est vérifiée, ce qui acheve la preuve.

0
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E.2 Calculs pour la proposition 2.21

Commencons ce paragraphe en introduisant la notion de gradient sur C2°(Q2) par
rapport a S*.
Soit f € C°(Q) alors le gradient de f par rapport a S! est donné par :

Grad:(f)(w) = lim w

Si d; désigne I'opérateur de Dirac sur C'(2) x S1 agissant le long des feuilles de ©
feuilleté par S', on a : pour tout f € C=(Q) et ¢ € Domd, :

di(Meoy(f)€) = Moy (f)di€ + Mooy (Gradi (f))C. (E4)

On peut alors faire le calcul du commutateur :
pour tout x € Domdy, f € CX(Q), ¢, € Domd; et ¢ € Dom Iy,

dl 0 0 Tx®f d
0 dol+lod T, 0 6@ c

est égal a

(d1(<x, ¢)Mco)(f)e) — (x,010) Mca) (f)e — (z,¢) Moy (f )dl(c))
O1(z) ® Moy (f)d + 2 @ di(Mey(f)d) — @ Me Q)(f)d1(0/)

ott les produits scalaires représentent le produit scalaire sur L?*(S1).
En utilisant la formule (E.4) et le fait que 0; est auto-adjoint, on a :

di({x, ) My (f)e) — (x,010) Mey(f)e — (x, o) Moy (f)di(c)
(2, 9)di (Mo (f)e) — (01, ¢) Mooy (f)e — (z, ¢) Mooy (f)di(c)
(,0) Mca)(f)di(c) + (z, ¢) Mooy (Gradi (f))e
—(O1x, o) Mooy (f)e — < ¢) M) (f)di(c)

(z,90) Mc(o)(Gradi(f))e — (O, ¢) Mooy (f)c

Il
(Tm®Gmd1(f) - Tﬁw@f) ((b ® C)
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et

hr @ Mooy (f)d + 2 @ di(Moy (f)e) — 2 @ Mooy (f)da(c)
I
hr ® Mco)(f)d' + 7 @ Meo)(f)di(c')
+2 ® Mco)(Gradi(f))d — x @ Mco)(f)di(c)
I
01x @ Mcwo)(f)d + 2 ® Mey(Grad(f))c
I

(T51z®f + T:®Gmd1(f)) (<)
Ce calcul montre que

d 0 0 They
0 h@l+1®d J'\ Tjyy O

- ( TosGrad (f) — Towwes ; )
0 T51x®f + T:@Gradl )

E.3 Calculs pour le théoreme 2.23

Nous utiliserons tout au long de cette section I'identification :
C(Q) x S' @c(aywst Erzust ~ Erzyst

Nous commengons ce paragraphe en introduisant la notion de gradient sur C'(S*, C>°(2))
par rapport a R2.
Soit f € C(Q) et ey, es les deux vecteurs de la base canonique de R?] alors, si

flw+yer) — f(w)

O f(w) :=lim
y—0 Yy ’
y—0 Yy

le gradient par rapport a R? est donné par :

Grady(f)(w) = 0'f(w)er + 0 f(w)eq

_ ( 0 —81f(w)+z'82f(w)) '
O f(w) 410 f(w) 0
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Comme dans le cas d'une variété, on montre que, si dy désigne 'opérateur de Dirac
sur C(Q) x R? agissant le long des feuilles de ) feuilleté par R? on a :
pour tout f € C®(Q) et ( € C(N) xR? ® C(N) x R? :

da(Mca)(f)C) = Me@) (f)d2€ + Grada(f).C (E.5)

ou Grads(f).C est défini comme 1’élément (MC(Q)(_Gl +iG2) (2, Mooy (G +Z'G2)C1)
de C(Q) X R2 D C(Q) X R2 si Gradg(f) = G161 + Ggeg et g = (gl, gg)

Pour toute fonction x de C'(S*, C°(£2)), nous noterons encore Grads(x) pour désigner
'application de C'(S, C=(Q) & C>(Q)) : 6 — Grady(z(6,.)).

Comme dy commute avec ’action de S', nous obtenons le résultat annoncé dans la
preuve du théoreme 2.23 :

Ds(me@xst (f)9) = To@ywst () D29 + mo@ywst (Grads(f)) - g (E.6)

i.e "Do(f ® g) = f @ Dag + Grady(f) ® g” en faisant un abus de notation.
Nous allons alors calculer le commutateur

(5 5) (2 5)]

qui apparait dans la preuve du théoreme 2.23 et nous allons montrer qu’il est égal

a /
( TGrad(x) 0 ) )
0 Térad(z*)

En notant f®g = Toq)yxst (f)g = f.g et en se rappelant de l'identification
C(Q) x St D (Q)xst Er2yst ~ Ep2xsi,

on a :
Ty Erenst — Er2 st

e A 3
SixzeCl(Q xS, EeDomDset ¢ €DomD,y, on a alors :

(% 3)(2 D)0 049 2228
0 Dy )7\ T; O §') U Da(a*.§) — 2".Dy(§)
ol (z, f) représente le produit scalaire de = avec f dans C(Q) x St

En utilisant la formule (E.6), on a :

Dy(z ®¢') — 2 ® Dot
I
T D2£/ + Wc(Q)xsl(GTCLdg(l')).gl - Dggl )
I

T/GTadg (z) (fl)
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De méme, on a :

Dy(a*.§) — x*.Ds(§)
I
1. Do (&) + meyust (Grady(z¥)).§ — x*.Dy(&)
I

Téradg (z*) (g)
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