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RESUME

Th. Doctorat d'Etat : Robotique : Toulouse III : 1982 ; 1065

A partir du formalisme des systémes de régles de décision, on définit

deux types de processus décisionnels : les processus fermés (PDF) portant

sur des systémes représentés dans des espaces finis ; et les processus
ouverts (PDO) pour des systémes & espaces d'états infinis.

On considére ces processsus comme des algorithmes particuliers et on s'in-
téresse & leur modélisation, leur analyse et l'optimisation de leur complexi-
té, selon différents critéres, en tenant compte de la complexité de la tiche
d'optimisation elle~méme. La caractérisation de cette téche, en tant que
probléme NP-dur au sens fort et approximation Np-dur, conduit & développer
des schémas d'approximation qui généralisent les algorithmes de recherche
heuristique dans les graphes et hypergraphes en procédures £ -admissibles.
Deux processus décisionnels en robotique sont traités :

1'un fermé portant sur 1l'apprentissage d'un classifieur pour l'identification
d'objets, et 1l'autre ouvert pour la génération de plans.
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Abstract :

On the basis of the general formalism of "Production Systems",
two types of Decision Processes are defined : closed processes for finite state-
space systems, and Open processes for infinite state space systems.

The thesis considers  such processes as particular algorithms, and
deals with their modelization, analysis and optimization of their complexity for
various criteria and cost models, taking into account the complexity of the opti-
mization task itself. This task is characterized as NP~hard in the strong sense,
and carried out by some original approximation schemes, developped as a genera-
lisation of admissible heuristic search procedures to near admissible ones.

Two Robotics decision Processes are considered : synthesis of optimal
classifiers for object recognition, and plan generation.

Key words : Robotics, Production Systems, Heuristic Search, Algoritmic Complexity,
NP-Completeness
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INTRODUCTION






Dans ce mémoire consacré & 1'"Optimisation de Processus Décisionnels
pour la Robotigque”, je présente, dans une problématique unifiée, des contri-
butions sur les thémes clés de :

{i) Processus Décisionnels,
(ii) Optimisation combinatoire, et

{iii) Application & la Robotique.

L}introduction de ces themes et leur adéquation dans la problématique

adoptée sont développés dans ce qui suit.

(i) Processus Décisionnels

Le terme "décision"” figure dans de nombreuses disciplines scienti-
fiques avec des sémantiques trés diverses {par exemple théorie de la
décision [246], analyse de la décision [199], problémes décisionnels en
inférence logigue [120],,...]. I1 semble curieux que celle initialement
rattachée & l'expression "Processus Décisionnels” fasse uniquement réfé-
rence au contexte de 1l'’optimisation combinatoire, et en particulier 3 la
programmation dynamique considérée comme procédure d'optimisation par une
séquence de choix (de décisions). Les premiéres formulations dans ce sens
seraient dues & DENARDO [30] puis KARP et HELD [115] qui définissent les
.. notions de Processus Décisionnels Discret et de Processus Décisionnels
Séquentiels pour modéliser la Programmation Dynamique. IBARAKI [101] apporte
des généralisations sur ces modeles (Processus Décisionnels Séquentiels

Monotones), y incluant le "Branch-and-Bound”.

On retiendra ici les caréctéristiques fondamentales de processus
discret et séquentiel, mais on adoptera une définition, plus générale que
celles citées, et qui permet de retrouver les procédures d'optimisation

combinatoires comme cas particulier intéressant.

On part initialement d'un formalisme qui intervient fréguemment
en résolution automatiqdé de problemes, dans de nombreuses autres applications

de 1'Intelligence Artificielle, et qUi est fondamental dans tous les aspects

décisionnels en robotigue : celui de systéme de régles de décision.



Un tel systéme est représenté dans un eshace d'état discret
(fini ou infini), et on dispose d'un ensemble (fini) de régles qui
appliquent 1’espace d’état sur un ensemble d’actions, définies au préala-
ble, ces actions entrainant éventuellement un changement d'état du
systéme. Chague régle est du type : "Si (Antécédent}) alors {Conséguent)” ;
i'antécédent caractérise 1'état, ou le sous-ensemble d'états, du systéme
auxquels doivent &tre associées 1l'action, ou la suite d’actions décrites

dans le conséqguent.

Sur ce modéle de base, on distinguera deux types de processus

décisionnels : les processus Fermés (PDF) et les processus Quverts (PDO).

Un PDF consiste en une suite d’'opérations d’acquisitions et de
traitements d'informations qui permettent de caractériser (partiellement)
1'état du systéme & un moment donné, pour déterminer la régle de décision
qui lui correspond. La mise en oeuvre des actions associées a cette regle,
et le changement d'état éventuel qui en résulte ne sont pas du ressort
direct du PDF.

Un PDO a pour but, au contraire, de déterminer une séquence de

régles qui aménerait le systéme d'un état initial & un état objectif.

Alors que dans un PDF & un état donné correspond une et une seule
régle de décision, dans un PDO 1l'ensemble des regles ne définissent gu'une
application multivogue ; un des problémes étant alors de choisir une regle
particulidre parmi celles associées & un état, et de revenir éventuellement

sur ce choix.

Par ailleurs, on peut toujours se ramener dans un PDF & un espace

de représentation fini. L'’espace d'état dans un PDO sera en général infini.

Finalement, aussi bien dans un PDF gque dans un PDO on décrira les
antécédents des régles par des expressions logigques. L'état du systeme
sera alors un modéle d’interprétation pour ces expressions : une regle est
associée aux états pour lesguels son antécédent est valide. Mais dans un
PDF, on se contentera d'expressions de logique propositionnelle (ne conte-
nant que la seule variable d'état), alors que dans un PDO, les antécédents
des régles seront exprimés en logigue des prédicats du 1er ordre, avec des

variables quantifiées.



Ces deux types de processus décisionnels apparaissent dans la
littérature dans des domaines complétement indépendants et cloisonnés.
On- trouvera des modeles simplifiés de PDF dans les articles traitant de

Procédures d'Identification, Questionnaires, et Tables de Décision. Les

~

PDO gquant & eux figurent dans le domaine de 1'Intelligence Artificielle

et en particulier des Systémes de Régles de Production. Malgré les diffe-

rences entre PDF et PDO qui viennent d'&tre soulignées, il nous a paru
fructueux de rapprocher ces deux types de processus, entre autres pour
les raisons suivantes :

- Un PDF est un cas particulier simple de PDO pour lequel on
dispose de nombreux outils efficaces de traitement. Il est donc important
de reconnaitre le ¢as particulier "fermé” & chaque fois qu'il se présente.
Or ceci est trés rarement fait en Intelligence Artificielle {je ne connais
gu'une seule exception : le systéme de diagnostic médical IRIS [234]
organisé en un réseau de tables de décision). Au contraire, de nombreux
"Systémes Experts” ne faisant intervenir que des PDF sont présentés dans
le formalisme général des Reégles de Production (PDO). Ainsi Jles exemples
de ce formalisme donnés dans [245] sont immédiatement exprimables en
tables de décision. Un cas plus probant est celui du systéme Prospector [35],
gui, indépendamment de son mécanisme d'actualisation des probabilités a
postériori [183}, ne fait qu'intervenir & mon avis qu'un PDF (cf. 1la compi-
lation de ses régles en arbre de décision [127}].

- Il apparait intuitivement de la présentation rapide qui vient
d'8tre faite qu'un PDO peut 8tre organisé en une séquence de PDF. On verra
dans le Chapitre 6 1l'avantage qui peut en 8tre tiré.

- Finalement, le rapprochement POF/PD0 sera prolongé au niveau des
algorithmes d'optimisation des procédures qui-y interviennent. Le méme
algorithme sera utilisé dans les deux cas : ce qui est outil d'optimisation
dans un PDF devient 1l'objet & optimiser dans un PDDA; et ce gqui est
complexité d'un algorithme dans le 1er cas, devient colit d'un processus

dans le second.



Remarques :
- La terminologie Processus Décisionnels Fermés/Ouverts qui est
adoptée fait référence aux aspects : espace
d?état fini/infini, ou ri&gle unigue/ségquence de régles ; on peut aussi
. la rapprocher de : clause fermée (sans variable quantifiée}/clause ouverte.
- Une analogie pour le lecteur automaticien : un PDF serait a
mettre en parallzle avec la notion d'observabilité, alors qu'un PDO le
serait avec celle de gouvernabilité (en notant la différence entre

1'existence d'une propriété et le processus correspondant].

{ii) Optimisation combinatoire

On s'intéresse dans ce mémoire & la modélisation des Processus

Décisionnels, & leur analyse, et surtout & leur optimisation.

Un Processus Décisionnel est considéré comme une procédure
particuliére, et l'optimisation porte sur sa complexité, selon différents
modéles et critéres de coflit. La prise en compte dans ces critéres de
la complexité de la tache d'optimisation elle-méme, et la caractérisation
de cette tache en tant gque probléme NP-dur, conduisent & défendre la
thése de 1' e-optimisation par des algorithmes généraux & approximation

garantie (schémas d'approximation). Montrons rapidement pourquol.

I1 est aujourd'hui largement reconnu que 1l'optimisation exacte
d'un probléme NP-dur ne pourra se faire que par un algorithme énumératif
et n’échappera pas & une complexité exponentielle. Il est par contre
beaucoup moins admis que pour de trds nombreux problémes, méme une optimi-
sation approchée relévera du méme sort. On pense le plus souvent gu'en
exploitant la structure particuliére d'un probléme difficile, on pourra
trouver pour le résoudre un algorithme polynomial fournissant une bonne
approximation (de préférence quantifiée et bornée d’'une fagon ou d'une

autre).

I1 est exact que plusieurs problémes se sont prétés & cette
approche (cf. par exemple [105]), et des techniques pour la construction
de schéma d'approximation ont été dégagées [ 217]. Mais GAREY et JOHNSON
ont pu montrer qu'elles me sont en- fait applicables qu’a des problémes
dont le caractére NP-dur est d0 uniquement & 1'amplitude des paramétres
qui y interviennent, et qu’elles échouent sur tous les problémes NP-durs
~ au sens io___r_i-;iBZ]. _
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Juelques problémes relevant de cette derniére catégorie ont été
cependant résolus avec de bonn;s approximations (constantes) par des
algorithmes polynoniaux du type "glouton” (cf. exemples dans [60]).
Cependant, méme pour ce.type d'algorithmes des résultats négatifs ont
récemment été établis sur une large classe de probleémes. Analysant la
minimisation de "Systémes de dépendance” (structures plus générales que
les matroides, définies par : famille S d'’éléments de gp[E] pour E ensemble
fini, telle que Y € S : s'c s = s’ € S ) pour des critéres addifits,
KORTE [128] a établi que l'algorithme "glouton” pouvait fournir des solutions
arbitrairement €loignées du minimum, et que de plus il n'existe aucun
algorithme d'apprpximation meilleure que 1'algorithme "glouton” (en proximité

a 1'optimum) tout en étant polynomial.

Ces résultats éclairent les constatations faites (section 1.5.2.)

& propos de 1'utilisation de 1'approche "glouton” pour notre probléme

d'optimisation des PDF ; et justifient le recours & un schéma d'approxima-
tion (écart & 1'optimum garanti). De plus, compte tenu de la caractérisa-
tion (Chapitre 4) de ce probléme comme étant a approximation NP-dur , un
tel schéma ne peut reposer que sur un algorithme général du type semi-
énumératif. Finalement, 1'approche "schéma d'approximation” permet de
paramétrer l'optimisation et d'envisager 1'inclusion de la complexité de

1’optimisation dans le critére global & optimiser.

Pour résumer, la problématique d'optimisation adoptée dans ce
mémoire est celle de la complexité :
a) optimiser la complexité de PDF selon divers modeéles,
b) analyser et modéliser 1a complexité des algorithmes d'optimisation
utilisés en (a), et
¢) considérer un PDO comme équivalent & une procédure d'optimisation
de PDF, et minimiser sa complexité grice aux moddles de (b)

(point envisagé & un niveau prospectif).

~

(iii) Applications & la Robotique

La robotique est essentiellement multidisciplinaire, et ce n'est

pas faute de les ignorer qu'on ne mentionnera méme pas dans ce mémoire un
grand nombre (sinon la majorité) des thémes et des problémes importants

gui s'y posent (cf. [ 747 pour une présentation générale).




L'ambition de ce travail est d'amener & la robotique une contri-
bution extrémement limitée, dans le cadre étroit de notre problématigue

d'optimisation des processus décisionnels.

S'il semble inutile de justifier l’existence de problémes déci-
sionnels dans la robotique d’aujourd’hui (malgré les réserves qui
s'expriment parfois sur ce point}, il est par contre nécessaire d'argumen-
ter en faveur de la nécessité d'une optimisation. Pourguoi, demanderait-on,
s'intéresser a 1l'optimisation de processus décisionnels dans un domaine

oti mdme la définition de tels processus est encore problématique ?

Le principal argument de réponse, & mon avis, est’qué cette méme
définition se pose le plus souvent en termes d'optimisation. A la base de
tous les processus décisionnels en robotique (du moins,ceux & ma connais-
sance) se trouve le probléme d'un ensemble de cholx sur un univers fortement
combinatoire ; et la définition du processus serait triviale si on pouvailt
résoudre ce probléme d'une maniére exhaustive. Commne dans tous les cas
concrets, on ne le peut pas, la nécessité d'une sélection fait intervenir

{éventuellement & plusieurs niveaux) une optimisation, au sens large.

Illustrons ceci par quelqueé exemples. En classification -
identification d'objets, on peut définir a priori un nombre trés grand
de caractéristiques redondantes, et la sélection de celles pertinentes
pour une application particuliére se résoud par 1'optimisation du classi-
fieur. En génération de plans, non seulement il n'est pas question d'essayer
toutes les séguences d'opérateurs d'une certaine longueur, mais de plus,
méme 1'application d'une procédure d'inférence, telle que le Principe de
Résolution, est impraticable sans de puissantes heuristiques, de bons
algorithmes et stratégies pour guider 1'inférence, et méme une optimisation
des opérations é€lémentaires qui y interviennent le plus fréquemment. On
peut ajouter d’'autres exemples, notamment ceux faisant intervenir

1'’apprentissage.
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Un deuxiéme argument peut &tre invogqué en faveur de 1’optimisatioh :
dans le contexte de la robotique, tout probleme est par nature fortement
contraint. Cela est vrai méme pour les problémes décisionnels : colits écono-
miques de mise en ceuvre d'un processus décisionnel, temps de réponse de

ce processus, colts de la solution fournie, éventuellement sa fiabilite, etc.

Je n'essayerai pas davantage de convaincre le lecteur sceptigue
qu'une approche telle que celle exposée peut amener une contribution effective
au domaine de la robotique. Je tenteral par contre de montrer ce que la

robotique a amené (en contre-partie ?) & cette problématigque.

Sur un plan général, j'ai . bénéficié d'un support de
réflexion extr8mement riche. Comme il a &té dit, on rencontre en robotique
un grand nombre de problémes de nature combinatoire, et on peut trouver
en chacun de multiples extensions et ramifications intéressantes (par
exemple, tous les modéles de colits d’optimisation abordés ici ont été
suggéres par des applications concrétes). De plus, ces problémes se posent
d'une manigére trés précise, ou bien leur formulation peut étre précisée

par confrontation a 1'application robotique (ce qui est particuliérement

important pour les problémes du type Intelligence Artificielle).

D'une maniére plus spécifique, une des principales raisons pour

lagquelle ce mémoire défend une thése sur 1’ approximation algorithmique

provient de son développement dans le contexte d'applications & la robotique.
51 1'intégration des multiples contraintes d'une de ces applications rend
1'optimisation nécessaire, elle exclut une optimisation stricte, par

rapport & un seul critére et sur un seul sous-systdme. Le souci d'intégra-
tion conduit au contraire & prendre en compte, dans une approche globale,

toutes les ressources du robot, y compris ses ressources de calcul .

Les colits associés & ces calculs sont rarement négligeables, et
souvent du méme ordre de grandeur que ceux correspondants au critére a
optimiser. La relation est critique dans le cas de la génération d'un plan
exécuté une seule fois (un robot qui, pour gagner 1 ou 2 minutes dans son
chemin entre 2 points, consacrerait 15 & 20 minutes & optimiser sa trajec-

toire aura un sens bien curieux de 1'économie).
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De ces considérations découlent, et la nécessité d'algorithmes
fournissant une approximation quantifiée et paramétrable, et celle de

bons modeéles du comportement de ces algorithmes.

Pour éclairer la démarche suivie et montrer 1l'adéquation d'une
problématique scientifique (en définitive trés appliquée) avec son domaine
d'application, cette rapide présentation a développé des considérations
prospectives et mentionné des objectifs non encore atteints. Insistons pour
gque cette introduction n'induise pas en erreur : le mémoire présenté ici
ne se propose d‘amener que: guelques contributions limitées dans le sens

de ces objectifs.

Le traitement de la problématique qui vient d'8tre exposée

s'articulera autour de 3 thémes :

1. Outils : développement d'algorithmes de recherche heuristique
admissibles et €-admissibles dans les graphes et les hypergraphes, consi-
dérés comme des procédures générales de recherche et d'optimisation

{schémas d'approximation) pour une large classe de problémes discrets.

2. Concepts : modélisation, analyse et optimisation, par les
outils précédents, de Processus Décisionnels ; la contribution portant
essentiellement sur les PDF, étudiés directement ou en tant qu'éléments
constituants des PDO ; et en présentant quelques éléments prospectifs sur
la modélisation et 1l'optimisation des PDO par les méthodes de recherche

heuristique.

3. Applications : étude de deux Processus Décisionnels en Robotique,
1'un fermé portant sur un probleme d'apprentissage de classifisur pour

1'identification d'objets, et l'autre ouvert traitant de génération de plans.

Le premier théme fait 1'objet du Chapitre 2 {qui peut &tre abordé
indépendamment du reste du mémoire). On y propose 2 algorithmes originaux :
A pour la recherche heuristique dans les graphes, et AO, pour celle
dans les hypergraphes. Chacun de ces algorithmes peut &tre considéré comme
une classe de procédures paramétrées dans laquelle 1l'’utilisateur, en fixant

une valeur du paramétre € et en optant pour certaines stratégies, choisit
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un algorithme particulier réalisant un compromis entre les deux critéres :
colit de la solution requise - colit de sa recherche. Ces classes compren-
nent comme cas particuliers les algorithmes A‘ et AC? . Le Chapitre reprend,
avec quelgues am@liocrations, une présentation synthétique de ces deux
derniers algorithmes, en développant de nouvelles preuves de propriétés
connues et quelques propriétés originales, ainsi qu'une étude de leur

complexité. Ceci conduit & introduire et & justifier les généralisations

proposées : A et  AQ, .

On démontre les théorsmes de convergence et d' e-admissibilité,
et on analyse les comportements de ces algorithmes, pour plusieurs types
de fonctions heuristiques et de stratégies d'exploration, et différentes
structures de.l'espace de recherche. Finalemenf, on propose une Jjonction
originale entre les méthodes d’optimisation en Recherche Opérationnelle
et celles de résolution de problémes en Intelligence Artificielle : on
compare les algorithmiques du type A* aux procédures de Séparation et
d’Evaluation Progressives [Branch-and-Bound) et on démontre 1'inclusion
de ces derniéres comme cas particulier des premiers. les contributions

de ce Chapitre ont été partiellement publiées dans [71—72].

Le deuxieme théme est traité plus longuement en trois chapitres
(1, 3 et 4).

Le Chapitre 1 est, pour la plupart de ses sections, un Chapitre
de synthése. Il introduit un modéle général de PDF & partir des modales
connus : Questionnaires et Tables de Décision. lLes outils de bases, arbres
de décision, partitions sur le n-cube, sont exposés. Le probléme d'optimi-
sation est ensuite abordé, en proposant 5 modéles de colit originaux, pour
la plupart compatibles additivement entre-esux, et dont la nécessité
s'impose & partir de lakformulation d'un PDF en algorithme et de sa

complexité en colt.

Le Chapitre 3 appligue 1'algorithme AC% a cette optimisation.
On en propose une instance exploitant efficacement la structure particuligre
du probleme, et on analyse de nombreuses variantes de stratégies d'explora-

tion ainsi que les phases de la recherche ol elles devraient intervenir.
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Pour chacun des modéles de colt, on développe une fonction d'évaluation
heuristique dont on démontre les propriétés assurant 1' e-admissibilité
de 1'algorithme. Le modéle des coiits d'acces est particulierement intéres-
sant : 1'évaluation de 1l’heuristique fait intervenir une deuxiéme optimi-
sation combinatoire par résolution approchée du probléme dual du
"knapsack”. On s'intéresse finalement & certaines structures particulieres

de .PDF et on propose des heuristiques pour les traiter.

Le Chapitre 4 caractérise théoriquement la complexité du probléme
d'optimisation, exacte ou approchée, des PDF. Par plusieurs réductions poly-
nomiales, on établit les théorémes d'appartenance & la classe des probléemes
NP-dur au sens fort, de la non-appartenance du probléme décisionnel corres-
pondant & la classe NP, et, méme en se restreignant aux instances ol ce
probleme est dans NP, de 1'’inexistance d'algorithmes d’optimisation exacte
polynomiaux, de schéma d'approximation pleinement polynomiaux ou simplement
polynomiaux, ou d'algorithmes & approximation garantie absolue ou relative
polynomiaux. On développe ensuite un modale empirique du comportement moyen
de 1'algorithme AO¢ dans le cas de 1l'optimisation des PDF, d'el il
ressort une complexité variant entre 0(2") et 0(1.3™) pour € variant de O
&8 1'infini. Le Chapitre se termine par une section prospective : si on
s'intéresse & un systeme de régles dont les parametres et éventuellement méme
la structure évoluent dynamiguement, conduisant & n’utiliser le méme PDF
qu'un nombre limité de fois, et si 1l'on dispose d'un modéle Fiablé de 1la
complexité (traduite en colit) de l'optimisation des PDF, on peut alors se
poser les problemes suivants : guel est le domaine précis d'application de
1’algorithme 2, et si on se trouve dans le domaine ol une optimisation se
justifie, quel degré d'approximation adopter une premiére fois ?, et comment
suivre la dynamique du systéme pour remettre en cause la solution utilisée
et en rechercher une autre meilleure ? On propose quelques contributions

dans cette direction.

Cetains des résultats développés dans les Chapitres 3 et 4 ont été
décrits dans [87—88].

Le dernier theéme abordé, celui des applications a la robotique fait

1'objet d’une deuxieme partie du mémoire comprenant les Chapitres 5 et B.
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On consacre le Chapitre 5 aux méthodes décisionnelles en identifi-
cation d'objets représentés par des images & 2 dimensions. L'application
est située dans le contexte de la robotique, avec les contraintes de cofit,
fiabilité et temps de réponse qui‘lui sont spécifigues, et en justifiant
la nécessité d'un apprentissage automatique et d'une optimisation du classi-
fieur. Une premiére section traite d'identification d’objets totalement
observés, .utilisant une Reconnaissance de Formes Séquentielles (RFS) et une
représentation par caractéristiques globales. Aprés une présentation criti-
gue des principales techniques de RFS connues, on propose unebméthode ori-
ginale en trois phases : 1) partitionnement de 1'espace de représentation,
2) synthése d'un systéme de régles d'identification, et 3) génération d'un
classifieur en PDF arborescent minimal pour le colit moyen d'identification
et ayant un taux d’erreur inférieur & une contrainte spécifiée a priori,
et un taux de non classification faible. Une implémentation est décrite.
La section suivante du Chapitre aborde le probléme d’identification d'objets
partiellement observés : on expose la problématique et quelgues approches
de résolution du probléme d'apprentissage par des technigues de recherche
de séquences (locales) caractéristiques dans une représentation de contours
codée sur un alphabet ; ce qui fait intervenir le probléme de recherche de
facteurs dans un mot (string matching). Le Chapitre se termine par une

contribution algorithmique & ce probléme qui se pose dans de nombreuses

applications. L'algorithme proposé généralise les deux principaux algorithmes

connus, basés sur la comparaison dans 1l'ordre gauche-droite (Knuth-Morris-
Pratt [124] )] ou droite-gauche (Boyer-Moore [18] J. Son originalité est

de déterminer, pour un facteur donné, un ordre de comparaison optimal en
moyenne sur tout texte dont on connaitrait la distribution des lettres.

On démontre la validité de 1l'algorithme, on déerit une implémentation, et

on analyse son comportement dans les phases de prétraitement et de recherche,

en le comparant & d'autres algdrithmes. Quelques extensions & des problémes

dérivés sont étudiées.

Les contributions proposées en 12re partie de ce Chapitre ont

fait 1l'objet des publications suivantes f73—75—76].
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Le Chapitre 6 traite de la génération de plan en robotigue,
dans la problématique de la complexité des processus décisionnels qui
y interviennent. On introduit les systémes de Régles de Production
comme modale de PDO, puis on aborde le probléme de 1'unification
(Pattern-matching) dont on justifie 1l'importance cruciale pour 1la
complexité de ces processus. On en discute les alternatives (unification/
demi-unification, 1er ordre/2&me ordre) en complexité du PDO par rapport
a4 la puissance expressive des reégles ; et on argumente en faveur d'une
demi-unification avec usage restreint des opérateurs du type "segment”.
Ce cas est traitéd en considérant le probléme : "a quels prédicats
s'unifie telle donnée ?* comme en PDF ; on lui applique les outils et
concepts développés en 1ére partie du mémoire. Quelques exemples obtenus
sur une implémentation en cours sont exposés. On propose ensuite des
procédures d’instanciation des PDO en considérant les 2 cas : recherche
de toutes les instances valides, et recherche d'une ou de gquelgues instances
particuligres. La dernidre section développe une approche & 1l'application
des algorithmes de recherche heuristique tels que A_ ou AO¢ pour

guider et optimiser un PDO. Pour l'essentiel, les contributions de ce

Chapitre ont été décrites dans [69-70].

Le plan de ce mémoire n'a pas échappé & la difficulté de la
projection d'une structure thématique, ol les adjacences sont multiples,
en une séquence linéaire. Malgré un souci d’unité et de cohésion, nous

avons tenté de simplifier la lecture en modularisant certaines sections.

Le Chapitre 2 peut &tre lu de fagon autonome. De plus chacune
de ses parties, recherche dans un graphe (2.2. et 2.3.) et recherche dans
un hypergraphe (2.4. et 2.5.), est dans une certaine mesure indépendante

de 1'autre.

Dans une premiére lecture, les deux Chapitres 5 et 6 d’applica-
tions & la robotique peuvent également 8tre abordé séparemment 1'un de
1'autre et du reste du mémoire. La section sur le "string-matching” {5.3.4.)
utilise les notations propres & ce domaine, et en dehors d'un algorithme

d'optimisation combinatoire, fait peu référence au reste du mémoire.

Le lecteur familier des outils tables et arbres de décision, parti-
tions sur le n-cube, peut restreindre sa lecture du Chapitre 1 de synthése
aux sections (1.3.),{1.4.) et 1.5.).
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Le Chapitre 3 nécessite la lecture de la section sur AOe (2.5.)
On peut cependant aborder chacun des modéles de colits généralisant le
~modéle de base (3.3.) et chacune des généralisations structurales d’une

fagon indépendante des autres.

Enfin, la premiére partie du Chapitre 4 (section 4.2.) qui carac-
térise la complexité du probléme d’optimisation des PDF ne fait référence
& aucun' algorithme spécifique et‘peut 8tre lu directement aprés le
Chapitre 1. Les deux autres parties (4.3. et 4.4.) nécessitent la lecture
du début du Chapitre 3 (3.2.).

Nous avons essayé d’utiliser des notations homogénes tout le long
du mémoire. Les changements de notations doivent &tre attribués (aux erreurs
involontaires prés) & une différence sémantique qui sera explicitée ulté-
rieurement (par exemple u ; variable d'état dans le Chapitre sur la
recherche heuristique correspond & un k-cube ou sous-ensemble d'états e du
Chapitre 1, car u qualifie 1'état de la recherche, et e celui du systeme

sur lequel porte cette recherchel.

Finalement, la contribution de cette thése se situant dans le
domaine algorithmique, nous avons essayé d’exposer formellement tous les
algorithmes développés (en privilégiant cependaht la 1lisibilité a une
syntaxe lourde, et en utilisant la typographie et la numérotation pour
les structurer), d'en proposer des preuves rigoureuses et des analyses
de leur complexité. Le lecteur qui n'est pas particulidrement intéressé

peut omettre ces presuves.
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I.1. INTRODUCTION

Un Processus Décisionnel Fermé (PDF) est une séquence d'acquisitions
et de traitements d'informations sur un systéme dont 1'espace de représentation est
discret fini, conduisant & une décision de choix d'une action (ou d'une suite
d'actions) dans un ensemble fini et connu. Ce choix repose sur un ensemble de
reégles de décision qui constitue une application de 1'espace de représentation du

systéme sur l'ensemble des suites d'actions possibles.

Ainsi informellement défini, un PDF est une généralisation de certains
modéles du type procédure d'identification, questionnaire, ou table de décision.
Les principales définitions et propriétés de ces diverses représentations sont
rappelées dans la section suivante. La troisiéme section est consacrée au dévelop-
pement d’'un modéle général reposant sur les deux notions de base de systéme de
régles de décision, et procédure interprétant un arbre de décision représentant ce
systéme. Certaines propriétés structurales de consistance et de complétude d’un
systéme de régles sont présentées et un algorithme permettant leur vérification

sur un systéme de régles est introduit et analysé.

La section 4 de ce chapitre expose divers modeles de colits d’'un processus
décisionnel fermé et formule les critéres d'optimisation relatifs 3 ces modéles.
On aborde ensuite le probléme d'optimisation des PDF, d’abord en présentant un
algorithme non déterministe de génération d'arbres de décision et diverses fonctions
de choix heuristiques permettant de 1'instantier en un algorithme déterministe,

puis en discutant deux approches a une optimisation exacte : la programmation

dynamique et les procédures de recherche arborescente.
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I.2. MODELES DE BASE

I.2.1. ARBRES DE DECISION ET PARTITIONS SUR UN HYPERCUBE

Rappelons quelques définitions

- un arbre est un graphe connexe sans cycle ;

- un latticiel est un graphe quasi-fortement connexe inférieurement sans

circuit, i.e., un graphe connexe muni d'une racine uhilique et sans circuit ;

- une arborescence est un graphe guasi-fortement connexe inférieurement sans

cycle, i.e., un arbre muni d'une racine unigue.

WA AR

arbre : latticiel arborescence

FIGURE 1.1.

L'arborescence est une structure particuliérement riche en applications.
On la retrouve entre autresdans les problémes d'énumération, de classification,
d’analyse et de recherche de données, en tant gque moyen de représentation et de
définition (grammaire formelle, monoide, partitions), en tant que description et
modélisation de procédure (inférence logique, optimisation combinatoire), etc...

(voir Knuth (121, p.405) pour une présentation générale).
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Un abus de langage communément admis restreint la notion d'arbre au
seul cas particulier de 1’arborescence. Sauf mention explicite, une telle sim-

plification sera faite ici. On adoptera également la terminologie habituelle

qui désigne un arc par branche et un sommet par noeud ou feuille suivant qu'il

a ou n'a pas de sucecesseur. Seuls les arbres finis seront considérés.
On notera un arbre t = (VuL,T)

-V ={ Vs ese s vp} : ensemble des noeuds de t, ordonné par 1l'ordre scriptural

(la racine v,, suivie de ses fils dans 1l'ordre gauche -

1
droite, ..., etcl ;

- L = i11, can s lq} : ensemble des feuilles de t ;

- ': relation d'ordre partiel sur [(VulL) définissant 1l'adjacence des sommets de

t =

ey = {y € WL { (v,y) est une branche de t }: ensemble des fils de v ;

A . o~
T est la fermeture transitive de [, i.e., [ {v) = ensemble des
descendants de v ;
-1 r.-‘l : .
0 est la relation inverse : {y) est le pére de y s’'il existe, et
— -~

-~

r1—1(y] est 1l’ensemble de ses ascendants ( r“4(v13 = 7).

Le rang d'un noeud ou d'une feuille de t est :

~
-4
rang (y] = ‘ r (y) » i.e., le nombre de branches du chemin (unigque)

reliant la racine de t & vy.

Un arbre de décision est un outil qui permet de sélectionner un &lément

=

particulier dans un ensemble fini donné. Pour ce faire, il associe 3 la structure

arborescente la sémantique suivante :
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- & un noeud correspcend ur2 condition ou test sur un ensemble de données ;

- les branches issues d'un noeud v définissent une partition du domaine

d'application de la condition associée & v ;

- & une feuille est associée une étiquette unique prise dans un ensemble
donné. L'arbre est traversé séquentiellement de la racine jusqu’a une feuille.
En tout noeud rencontré, la condition correspondante est &valuée et sa valeur

détermine la branche unique par laguelle le parcours sera poursuivi.

Seit un systéme décrit par un vecteur d'état e dans un espace E. Un

arbre de décision sur ce systéme est défini formellement par le 7-tu ple

t={A, X, V, L,F,:Z,’D’} ol :

- A ={A,l, “cens Aa} est un ensemble de a étiquettes distinctes appelées actions
ou décisions ; chague Aj pouvant 8tre une séguence d'actions
élémentaires ordonnées Aj ={o(j1, cens otji} 3

- X = { X,s enas Xn} est un ensemhle de n fonctions discrétes définies dans E.
On dira que Xy : E—» Z4 = {D, 1, aus zi—'l} » Z{ 2> 2, est une

fonction caractéristique du systéme décrit par e, et que

n
1'hypercube correspondant au produit Cartésien (¥ 71) est

1’espace de représentation de ce éystéme ; 1=1

- (vuL, ") est un arbre vérifiant g = |L{a a, et Yv EvV :lf"(v)‘a 2 ;

- x est une application surjective de L dans A, associant & chaque feuille de

1'arbre une action unique dans A ; et

- U est une application de V dans X, associant & chaque noeud v une condition

X4 tel que :

Yvev I (v) définit une partition du domaine Z4i de la caractéristigque
X4 ='lf[v), chaque branche issue de v étant associée & un sous-ensemble
de Zj ; et
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=4
. V1 €L V(M7 (1) est un ensemble sans répétition, i.e., les
caractéristiques associées aux noeuds du chemin (v1, 1) sont toutes

distinctes.

A tout état e € E du systéme est associé gn point unique
[X1(el, e Xn[e)) de 1l'espace de représentation E?&Zi]' A ce point correspondent
un chemin et une feuille dans l'arbre t, ainsi gu'une action dans A uniques. Un
arbre de décision est donc une structure définissant d'une part une partition de
1'espace de représentation d’'un systéme, et d'autre part, une application des
classes de cette partition dans un ensemble A. La donnée d'un tel couple
(partition surszzi 3 application dans A) ne définit pas néanmeoins un arbre unique,

. i= P P
mais une classe d1arbres de décision équivalents.

Développons cette équivalence dans le cas particulier ol pour tout
noeud v de l'arbre tel que Tr[v) = Xi, v a exactement z; branches, une branche
pour chague valeur possible de X;. Introduisons pour cela le formalisme et les

propriétés des partitions sur un hypercube.

L.’ hypercube est une structure gui permet une représentation commode en
aigébre de Boole. Les notions de sommets 2lémentaires, d’'ar8tes et de faces, ainsi
que les relations d'adjacence définies dans le cas booleen sur{ 0, 1} n sont ici

n

généralisées & 1'hypercube CK Z1).
i=1

n
Soit U 1'ensemble de tous les T{ (1 + z;) r-cubes (r = 0,1, ..., n)

n ‘=
définis sur CK'Zi]. Un élément de U est %0%é vectoriellement

i=]
We U (), e, 0 ), e, u ()5 et u (€0, 1, wans 2z -1 JULR L,

Un O-cube est un sommet élémentaire qui ne posséde aucune composante égale a @ .,
L'union de zj sommets &lémentaires adjacents le long de leur iéme coordonnée est

une aréte ou 1-cube :

z3-1
U (ul),eee, uli-1), 3, ulEst),een, uln)) = (Ul1),.ee, uli-1),Q, uli+1),...,uln))
3=0

\P étant la composante non spécifiée

&
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On notera :

. O®(u) = {1éi5n u (1) =(‘P} 5 81 u est un r-cube , alor‘sl @[u)l =r,
et u est équivalent & 1'union des (Hieﬁu)lg)sommets élémentaires obtenus en
remplagant dans u chaque coordonnge u(ij= (F,de toutes les maniéres possibles
par 0, 1, ..., zi—‘l 5

e
cu =@, ...,¥P) : n-cube entier, équivalent & tout (X Z3) ;
0 i=1
- (u/iej) = (W), ..., uli-=1), j, uli+1), ... uln)) : r-cube obtenu en fixant

la iéMme coordonnée de'u & j , jez; U {(?}.

On utilisera comme synonyme de r-cube, les mots impliquant ou terme,
Lmp 21 guant =le
sans faire de distinction particuliére entre 1'é1émﬁnt u, et 1l'ensemble équiva-

lent de sommets élémentaires de 1'hypercube : u & (X Zi).
=1

La relation d'inclusion entre r-cubes (u,ve&U,wcvsi Yi e{'], eess N }:
u (1) = v(i) ou v(i) =9) donne & (U, ©) une structure d'ordre partiel. Une borne

supérieure pour cet ordre est ug = (¢, «ee>,¥P), une borne inférieure est obtenue

~

par l'adjonction 3 U de r-cube vide #.

Ainsi augmenté, U est un demi-treillis inférieur, avec

Inf (u,v) = ull v = w, tel que :

- sidi tel que ul(i) # v(i),et uli) # Q@ et v(i) #9 , alors w = @ (u et v sont

dits-indépendant$s ou-sans recouvrement),
- sinon Vi€ & (u) : w(i) = u(i), et Vi¢§ (W) = wii) = vid).
On remarque que :
- le demi-treillis inférieur correspond & un latticiel Dedekindien de racine ug

i.e., un latticiel oltous les chemins entre 2 sommets quelcongues ont le méme

nombre d'arcs (Cf. figure 1.2. pour un exemple correspondant & {0,1,2} X {D,’I} 2);
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- sauf dans le cas booleen ol U est un treillis complet, 1’opération
Sup (u,v) = u e v ne définit pas en général un 8lément, mais un sous-ensemble

de U.

FIGURE 1.2.

Considérons 1l'ensemble TT'des partitions sur les sommets de [; Z3) et
la relation d'ordre partiel : ﬂ} est une partitiom plus fine que7r2 =1
(notée TF1 S»TFZJ si tout bloc de'ﬂ} est inclus dans un bloc de'ﬁé.
( 17:, <) posséde également une structure de treillis dont le plus petit €lément
est la partition de ()r(\ Z;) en sommets élémentaires. ‘
i=1

La borne inférieure de deux partitions est leur partition produit. La
borne supérieure de?T& etTTé est la partition 7T telle que: 2 sommets sont
équivalents modulo TU s'il existe une suite d'équivalences, chacune étant soit

modulo!TH, solt moduloTTZ, qui permette de passer d'un sommet & 1’autre.

Une partition TT est dite homogéne si chacun de ses blocs est un r-cube

de U. On a la :
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Proposition 1,1. : la partition de 1'hypercube définie par un arbre de décision t

est une partition homogene.

Preuve : résulte simplement des faits :

1) que la partition définie par t posséde un bloc par feuille 1 de t ;
fa)
-1
2) gue les caractéristiques associées a r (1} sont toutes distinctes, et

3) qu'une branche issue d'un noeud v correspond & une valeur unique de la

caractéristique X, = WY(Y). 3

On note [11, e lq] la partition définie par 1'arbre t, la feuille 1
g
de rang k étant identifiée & un {n-k)-cube tel que : 1(i) = J si Xie—ﬁy( = an
et le chemin de la racine de t & 1 emprunte la j®M@ pranche de X4» sinon 1(i) =@,
Exemple 1.1. : La partitionT définie par 1'arbre ci-dessous sur
{o. 1.2, 3} x fo, 1,232 est

T ={@o, (910),0912),(011),(111),(211),(311)
(0291, (129), (2293, (320), (321), (322)}

FIGURE 1.3.

A toute partition homogéne correspond-il un arbre de décision qui la
définisse ? La réponse est négative, comme le montre le contre-exemple suivant

(Fig. 1.4) d'une partition sur 1l'hypercube {0,1,2}3 .
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Exemple 1.2. : E:{(‘PDOJ, @o2), @201, @223, (0%, 293), (1191, (010), (012),
(101, (102), (2100, (212)}

FIGURE 1.4.

7 —
X3

L'existence d'au moins une coordonnée explicite (i.e., différente de "9")

dans tous les termes d'une partition homogéne T est une condition nécessaire (mais
non suffisante) pour gque W soit définissable par un arbre. On note T(T le sous-

ensemble des partitions définissables par un arbre, et T(H celui des partitions

homogénes. On a :T[T < T(H < T( .

Deux partitions de WH (ou de TCT J n'ont pas nécessairement une borne
supérieure dans TTH (resp. dans —'(T J. Ces deux sous-ensembles ne sont donc pas des
sous-treillis de (U, < ), mais on peut s'y ramener moyennant certaines extensions
(Cf. par exemple Yasui (244) }.

n

Soit TC une partition quelconque de (X Z;).en a blocs, chague bloc étant
étiqueté d'une fagon biunivogue par une dgs acti%;g de A = {A’l’ cans Aa} ; et soit
t un arbre de décision définissant sur (X Z;), la partition [11, vees 1q].

On dira que : =1

-~ 1l'arbre t réalise la partition 7T si [11

s emns lq)ST\— , et pour toute feuille 1
incluse dans un bloc de T associé a Aj : 2(1) = Aj

- deux arbres t et t’' sont faiblement équivalents modulo n s'ils réalisent tous

deux cette partition T ;

- t'n. et t' sont fortement équivalents s'ils définissent une méme partition sur

X Z;) et une méme application dans A.
i=1
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Exemple 1.3. : deux arbres fortement éguivalents définissant la partition
4

T ={(mq7m, (1109, (10493, (0O¥9), (01913, (1113} sur {D, 1}

FIGURE 1.5.

I.2.2. PROCEDURES D'IDENTIFICATIONS ET QUESTIONNAIRES

De nbmbreuses applications dans les domaines du diagnostic, du test et
de la détection de pannes, en ih?ormatique pour des problémes de codage ou de
recherche et de tri dans un ensemble, ou en reconnaissance de forme dans certains
cas d'identification et de classification automatique, ont stimulé le développement
d’outils ahpelés suivant les auteurs : Questionnaires (37,184) ou Procédures

d'identifications (57,58) .

Ces diverses applications font en effet intervenir un méme probleme
central que 1l'on peut formuler ainsi : comment isoler un élément inconnu dans un
ensemble par une succession de partitions de cet ensemble et d'identifications des

classes ot figure 1’élément recherché ?
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Le modele idéal, que la théorie des questionnaires s’est initialement
attachée & développer, suppose que toutes les partitions d'une certaine cardinalité
sont utilisables. Plus réaliste pour la plupart des applications citées, le modgle

des Procédures d'identification et des Questionnaires réalisables{(33-138) s'efforce

d'isoler 1'@lément inconnu au moyen de partitions admissibles données & priori.
Dans ce modéle, on formalise le probléme d'identification par :

. C) = i91, cses Grng un ensemble fini d'événements ou d'états mutuellement exclusifs,

parmi lesquels figure 1'état inconnu © & identifier ;

. B = {Q s aaas Qn} un ensemble d'applications surjectives de ® dans des domaines
finis d'entiers. Chagque application
0, : @~ {0, T eees zi"l} définit une partition de ® en
zZ; classes ; elle est dite test ou guestion SUI‘C). Poser 1la
qguestion Q4 pour identifier 1'état inconnu 0 revient a

déterminer la classe Q4 (0 ) od figure cet état.

La matrice (n x m) d’é€lément générique Q; (95], appelée table

d'identification, résume 1’ensemble des donn2es d'un probleme d’identification.

Exemple 1.4. : Un systéme (idéalisé) de tri d'objets dans une chaine robotisée doit

>

reconnaitre une piéce mécanique (isolée) appartenant & 1l'ensemble suivant :

C) = { rondelle, écrou, vis, plaque, joint, raccord } {(FIGURE 1.6.)

7 7
B B2 5 7,

FIGURE 1.6. : Objets & trier
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Le systéme sait répondre aux trois questions suivantes :

une autre forme ?

QB : le périmetre externe de cet objet

Les partitions définies pour ces 3 questions sur ® sont

la table d'identification (fig. 1.7.)

: quel est le nombre de trous de 1'objet percgu ?

est-il petit, moyen ou grand ?

le contenu externe de l1'objet est-il circulaire, rectangulaire, ou a-t-il

données par

rondelle écrou vis plaque joint raccord
Q1 1 1 0 2 3 2
QZ circulaire autre autre rectangulaire]rectangulaire| autre
QB petit petit moyen grand grand grand

FIGURE 1.7.

: Table d’'identification

Deux événements Qj et O e seront dits inséparables si les

colonnes j et k de la table d'identification sont identiques. De tels événements

doivent 8tre regroupés en un événement unique, ce gue nous supposerons par la suite.

Si deux questions définissent la m8me partition sur @

(a2 une permutation des

indices des classes pr&s), alors l'une est redondante et peut &tre supprimée.

RN T
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Lhaque événement Bj du probleme d'identification peut &tre considérs
comme un somme? élémentaire de 1'hypercube FX {D, 1, wnes Zi‘1})'dont les coordon-
nées sont la jeme colonne [Q1 [QJ), cees infgj]] de la table d'identification.
Cette table est donc une partition en (m+1) blocs : un bloc par sommet &lémentaire

-

. . : . eme
associé & un événement de ® > et un (m+1) bloc pour tous les autres sommets

considérés implicitement comme des états "impossibles”.

En effet dans un probhleme d'identification, on suppese que seuls sont
possibles les événements explicités de !@ . Les autres combinaisons des valeurs
des gquestions traduisent des relations de dépendances entre celles-ci. Ainsi dans
1'exemple précédent, on exclut & priori la possibilité. de rencontrer un objet cir-
culaire & plus d’un trou, ou & grand périmétre. Le fait de savoir qu'un objet est

circulaire suffit pour identifier une rondelle. D'od les définitions

. Une partition homogéne TU est admissible pour le probléme d’identification si

tout bloc de T contient au plus un événement unique de @ ,

~» Une procédure d'identification ou guestionnaire sur un probléme d'identification

est un arbre de décision définissant une partition admissible pour ce probléme.
Dans un tel arbre A = ® gt L (1) = QJ si 1'événement J appartient au bloc
défini par la feuille 1 . Une feuille ne contenant aucun événement est élaguée

de 1l'arbre.

La figure(1.8.) est un questionnaire sur le probléme de 1'exemple 1.4.

circul)aire

Rendelle Ecrou e Joint
angle \Aitre

Plaque Raccord

FIGURE 1,8. : Une procédure d'identification
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Remarguons que du fait de 1'élagage des feuilles "impossibles”

- un gquestionnaire a autant de feuilles que d'événements, et ;f est une bijection

entre L et ® :

- un noeud correspondant & une guestion Qi n'a pas nécessairement z; branches, et
le questionnaire ne définit plus qu’une partition d'un sous-domaine de 1'hypercube

incluant tous les événements de ® .

Le modéle des questionnaires, tel gqu’il a été briévement exposé, semble
extrémement restreint. Deux types de généralisations portant sur la nature des

questions ont été abordés dans la littérature :

- en supposant toutes les questions d'une certaine cardinalité disponibles, Picard
(185, 1886) a étudié le cas ol chaque guestion est un recouvrement et non une

partition de ® . Le questionnaire devient alors un latticiel.

- dans les pseudo-questionnaire déveleppés par Terrenocire et Chenais (23,233) & une
guestion Qj sont associées une distribution de probabhilités discreétes, chacune
fournissant la probabilité conditionnelle de Qj sachant un événement eL.

L'identification de 1'état inconnu repose alors sur une classification Bayesienne .

I.2,3, TABLES DE DECISION

Ftudiées initialement en parall2le avec des outils de synthese de
fonctions booléennes (19} , puis comme moyen assez général d'analyse.et de traitement
d'information logique, les tables de décision ont copnu un développement important
et continuent d'8tre largement utilisées. Un grand nombre d’'ouvrages et de publica-
tions leur ont été consacrés, parmi lesquels (96,142,153,159,190,182) sont guelques

livres de base et articles de synthése.
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lLe principal domaine d'application des tables de décision réside dans
l'analyse, la documentation, la vérification et la conception de logiciels. Dans ce
domaine, les tables offrent des avantages de simplicité, de clarté, de facilité
d'élaboration et de modification, et surtout de nomhreuses possibilités de test et

de manipulations automatiques.

Certains systémes, pour la certification et la preuve de programme,
transforment ceux-ci en tahles de décision (39,20) . D’autres systémes plus nombreux
font la transformation inversé, en optimisant éventuellement le programme résultant

et en testant au préalable la structure logique de la table.

Sur un plan théorique, Larson(132)a montré qu'une table de décision est

d'une part équivalente & une machine de Turing, et, d'autre part, qu’elle peut

représenter tout processus modélisable par un réseau de Petri. Sur un plan pratique,

le programmeur désireux de s'exprimer sous forme de tables de décision trouvera sur
le marché plus de 50 "packages” différents allant de préprocesseurs pour de nombreux
langages (y compris LISP(218Jou APL{132)), jusqu'aux compilateurs intégrés a des

systémes de programmation complets (152,159) .

A cbté des applications & la programmation et aux problémes qui en sont
proches, telsque ceux de recherche et d'organisation de fichiers, ou des problémes
de simulation, les tables de décision ont également été utilisées dans toutes les
applications précédemment citées pouf les questionnaires : inspection, diagnostic,
tri, reconnaissance de Formek[12,220] ;s et récemment, on les trouve dans certains

"systémes experts” en intelligence artificielle (234).

De nombreuses définitions formelles des tables de décision ont été
proposées. Cavouras (20)en cite 5 équivalentes, allant des équations conditionnelles
de Mc Carthy(180)aux fonctions partielles sur un domaine fini (497) définition

étendue aux fonctions récursives dans (164,132)

Informellement, une table de décision censiste en la description d'un
ensemble de conditions (traditionnellement des propositions logiques), d'un ensemble
d'actions élémentaires et d'une correspondance entre les valeurs des conditions et

les actions a entreprendre.
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Exemple 1.5. : La structure tahbulaire est habituellement celle de la figure 1.9(a).
X, , et

1’ X2’ XB' 4
les trois actionsD%, o%, a% ; la partie droite précise la correspondance entre les

La partie gauche décrit les 4 conditions binaires de la table X
valeurs des conditions et des actions. Ainsi, la 1ére colonne s'interpréte

Si (X1 = 1 et X2 = 1 et X3 = 0 et quelle que soit la valeur de X4]

Alors effectuer les actions (W1 et 43].

X9 ] 10 ¢ 0% o Xy |19 o0 @

Xp | V1 1 ¢ 0 0 X, |1 1|10

X3 | 04 1 0 0 1 X3 /01| % o0 1
X, | €1 0 01 ¢ Xg |90 1 1 [0
X * * X A, A, Asj
%) * * % %

X3 *- *-

(a) (b}

FIGURE 1.8.

On remarque dans la figure 1.8(a) des colonnes identiques dans 1la
partie actions, qui sont regroupées dans la représentation équivalente (b) avec :

A1 = [“1,‘15] ; A2 = (Nq’ NZ] ; et A3 = (WZ].

Dans certaines tables de décision, l'ordre d’exécution des actions
élémentaires dans une ségquence est explicité pour chaque colenne. Dans une autre
variante, la table comporte une regle Autre; i.e, une séquence d'actions a effectuer
si les.valeurs des conditions ne correspeondent & aucune autre séguence. Pour les
applications & la programmation, deux types d'actions élémentaires sent distinguées
les actions agissant sur les données et les actions de contrfile qui permettent de

relier entre elles plusieurs tables et d'introduire éventuellement des récursions.
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Plusieurs variantes interviennent également dans 1'interprétation d'une
table de décision. Certains auteurs(119) admettent gque la table puisse spécifier
plusieurs séquences d'actions peour une méme combinaison de valeurs des conditions,
auguel cas 1l faudrait les exécuter toutes. Cette interprétation rejoint celle des
"wrilles de décision” {Decision Grid Charts), lesquelles peuvent &tre transformées par
regroupement en tables de décision, ol & toute combinaison de valeurs des cenditions
correspond une séquence d'actions unigue(144,230). Une table qui ne vérifie pas cette
propriété est alors incompléte (pas d’action prévue pour certains cas), ou ambigud

(recouvrement de plusieurs séquences d’actions]).

Traditionnellement, les conditions d'une table de décision sont supposées

8tre des propositions logiquement indépendantes, Un algorithme simple peut alors étre

utilisé pour détecter les ambiguités dans une table(190) . La notion de dépendance
entre conditions discutée par King (116-118) permet de distinguer, lors de la

vérification d'une table, les ambigultés réelles des ambiguités apparentes.

Plusieurs méthodes ont &té proposées pour mettre en oceuvre une table
de décision sur calculateur. La plus simple consiste & tester successivement toutes
les conditions et & incrémenter, suivant le résultat de chaque test, un compteur gui
fournit en fin de procédure l'adresse de la séquence d'actions & exécuter (238). Cette
méthode du type " Hash table” est trés coQteuse relativement au nombre de conditions
testées. La méthode des masques explore la table de décision colonne par colonne, et
ne teste pour chacune gue les conditions non encore testées nécessaires pour éliminer

ou retenir éventuellement la séquence d'actions correspondantes.

Malgré quelques heuristiques proposées pour ordonner les colonnes de
la table en vue de réduire les tests, cette approche reste peu performante
(27,116,165) . Si 1'on désire optimiser 1l'implémentation d'une table, il faut avoir

recours a la méthode des arbres de décision. On reviendra ultérieurement & cette

méthode et & la littérature importante gqui lui a été consacrée.

ta principale extension apportée par. le modéle des tables de décision
relativement & celui des tables d’'identification provient du fait gue ce dernier ne
considére que des sammets £lémentaires de 1'espace de représentation, alors que les

colonnes d'une table de décision portent sur des sous-ensembles de r-cubes:
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certaines conditions y sont "indifférentes” (coordonnées Y ). I1 s'epsuit qu'une

guestion est une partition sur les événements d’un questionnaire, alors gu’une
condition n’est qu'un recouvrement des séquences d'actions d’une table. Par ailleurs,
un probléme d’'identification est implicitement complet et non ambigu : tout événement
qui ne figure pas dans ® est impossible. En conséquence, la notion de regle Autre ,
qui présente des avantages pour de nombreuses applications, est indéfinissable sur

un questionnaire.

Le modéle de processus décisionnel fermé pour un systéme de régles de
décision, exposé dans la section suivante, est assez proche dans sa formulation
initiale de celui des tables de décision. Néanmoins, i1 permettra de prendre en
compte certaines généralisations sur les caractéristiques (relations de dépendance,
contraintes de succession et valeurs indifférentes). Par ailleurs, le formalisme des
systémes de régles de décision permettra une présentation unifiée des processus

décisionnels ouverts et fermés.

OU-O
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I.3. FORMULATION D’UN MODELE GENERAL ET PRINCIPALES PROPRIETES

On définira un systéme de régles de décision sous forme généralisée,
puis sous forme normale. Les propriétés de consistance et de complétude seront
introduites. Un processus décisionnel fermé pour systéme de régles sera défini en
terme de procédure récursive interprétant un arbre de décision associé aux partitions

d’un hypercube,

I.3.1. SYSTEME BE REGLES.DE DECISION

Une condition sur un systeme est un prédicat du type (Xi[e] S ki] avec :

- e &€E ; E espace d'état du systéme ;

N

- Xi : E— Ki ; fonction caractéristique du systéme & valeursdans un domaine Ki’

ensemble guelconque, et ki c Ki'

Périodigquement, ou & la suite d’'un événement particulier, un automate
est amené & exécuter une ségquence d'actions prises dans un ensemblE'{Q%, ‘ens “r}
fini et donné d'actions élémentaires, et qui dépend de 1'état e du systeme a ce

moment.

Ce sygtéme est dit gouverné par un ensemble de régles de décision, ou

systeme de reégles de décision, si 1’on dispose d'un ensemble fini de regles du type :
"Si Q?) , alors ( Aj]" ol =

- 6? est une expression bien formée {(ebf) de logigue propositionnelle portant sur un

ensemble de conditions liées par les connecteurs usuels A, v, 1 3

- Pj est une ségquence ordonnée d'actions &lémentaires prises dans 1'ensemble

{0(1, ...,o(r}.

On dit que [Eﬁ] est 1l’antécédent de la regle et (6? est son conséguent.
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Une telle régle précise que si au moment de la décision, le systéme se
trouve dans un état e pour lequel afest vrai, alors Aﬁ est la séquence d’actions &
exécuter, Dans un premier temps, on ne s'intéressera pas & la modification de 1’état
du systéme résultant de 1'exécution de Aj.On admet é&galement la possibilité de

spécifier une régle "Autre” qui précise la séquence d'actions a exécuter si aucune

autre reégle n'a son antécédent (?%] vrai.

En général, les diverses fonctions caractéristiques du systéme ne sont
pas indépendantes. Plusieurs types de relations de dépendances sont possibles, mails
on ne considérera initialement que le type logique, i.e., les dépendances exprima-

bles sous les formes :
Ve?’f, ou Ve(é‘»‘%) 3 ou Ve (5?<=->(%)

gﬁ et %g étant des ebf sur un ensemble de conditions.

=

On cherchera & ramener un systéme de régles sous forme normale.
Cette représentation passe par :

1) la segmentation du domaine des fonctions caractéristiques ;
2) le regroupement des régles menant & des séquences d'actions identiques ;
3] la transformation des antécédents des régles sous forme normale disjonctive ; et

4) la transformation des relations de dépendances de tautologies en contradictions

sous forme normale disjonctive.

Le domaine d’application des caractéristiques est discrétisé et segmenté
par un produit de partitions. Si ki1, «ens kis sont tous les sous-domaines de Ki qui
interviennent dans les diverses conditions ol figure la caractéristique Xj, on cons-
truit la partition produit des bi-partitions (kij 3 Ky - kij]. On regroupe ensuite
en une seule classe tous les blocs de ce produit qui ne figurent dans aucun kij-
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Les z; blocs de la partition résultante sont indicés sur Z; = {0,1, ""21_1 } gui
devient le nouveau domaine d'application de X;. Toute condition (Xj(e) € ky) est
alors remplacée par la disjonction : (Xj(e) = jq) v ... v (Xy(e) = 3.)

jq, . jr étant les indices des hlocs inclus dans Ky«

Soit A = {A1, vea, Aa% 1’ensemble des diverses séquences d'actions
élémentaires spécifiées par le systéme de régles. Les régles menant & la méme

ségquence A; sont regroupées en une régle unigue : B
"Si (g ) v oeaa v I gij b, alors (A;)"

L'antécédent de chacune de ces a régles est ramené sous forme normale

disjonctive par les transformations classiques suivantes :

- suppression des opérateurs de négation (report de chaque opérateur au niveau d'une

condition, et remplacement de 7 (X&(e] = j) par la disjonction complémentaire) ;

- mise sous forme normale disjonctive dont chagque terme est considéré comme un

.
r-cube sur (XTZi] : au terme [Xi1(e] = quh NN (Xik(eJ = jk} correspond u

tel que : u(i1] = j-,] 5 oaee 3 u[ik) = jk 3 et uli) =L? Pour i¢ ii’l’ veas ik’;.

Remarquons que la représentation obtenue n’est pas unique : on peut

~

procéder & des regroupements de monBmes et, éventuellement, & une minimisation.

Les mémes transformations s'appliquent aux relations de dépendances
P

ramenées au préalahle & des contradictions.

Finalement, un systéme de régles sous forme normale sera représenté

par le 4- tuple 5={X, A, D,R} N

—x={x,,..,x} , x.:E—>z.={D,1,..., z.—’l};
1 n i i i

§A1, s Aa; ;

- R = {Rq, caes Ra} ensemble des régles de décision de S ; la régle Rj associée a

]
o>
i
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1’action Aj est considérée comme équivalente & l'’ensemble des relations qui in-

terviennent dans son antécédent ;

- D : relation de dépendance entre les caractéristiques du systeme, également
équivalente & un ensemble de r—cube{ Ugs wens ud} . Chacun étant une conjonction

de conditions fausses pour tout état e & E,

Remargue : Chaque regle -Ri ou D est & la fg;s un sous-ensemble de termes de U et un

sous-ensemble de sommets élémentaires de (X Z;), les deux structures n'étant distinguées

gue par le contexte. i=1

T.3.2. CONSISTANCE ET COMPLETUDE D'UN SYSTEME DE REGLES DE DECISION

Un systeéme de régles S est complet si pour tout état e€E, il existe au
moins une regle Rj dont 1’antécédent est vrai pour e. Le systéme S est consistant

si cette regle est unique.

la v8érification de la consistance et de la complétude fait intervenir
deux types de problémes, 1'un sémantique et 1l'autre syntaxique. Au niveau sémantique,
on suppose que les relations de dépendance ne sont pas connues ou ne le sont que
partiellemeht. Il s'agit alors, & partir d'une description de l’ensemble des carac-

téristiques, de déterminer D, ou de le compléter et de le vérifier.

Dans le cas .particulier oll chaque caractéristique est une forme lingéaire
sur le vecteur d’'état e, on peut utiliser des méthodes algé&briques. En se restrei-
gnant & des caractéristiques binaires ne faisant intervenir que des'inégalités de
formes linéaires, Ibramsha et Rajaramanfl03)ont développé un algorithme polynSmial
qui permet de vérifier que . 1l'ensemble des contraintes correspondantes admet au moins

une solution.
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Dans le cas ofi les caractéristiques sont décrites en termes de prédicats
du premier ordre, on pourra vérifier (principe de résolution) qu'un terme de D
correspond bien & une contradiction si tel est le cas, mais on ne pourra pas générer
ou compléter D (semi-décidabilité des théories du premier ordre), Dans le cas
général, le probléme de la vérification de la consistance et de la complétude est

indécidable.

Au niveau syntaxique, on suppose que D exprime toutes les dépendances
du systéme ; il ne reste alers a vérifier que 1l’ensemble des régles. On a les condi-

tions nécessaires et suffisantes suivantes :

Proposition 1.2. : S est un systéme complet ssi Rub = (X Z;) 3
i=1

S est consistant ssi Vi, j # 1 : Rin Rj < .

Preuve : A tout état e € E, il correspond un terme u = [X (e}, +uu, X {el)) qui,
par hypothese, n'appartient pas & D. Si RuD = [X’le, alors il ex1ste une regle

R. tel que u € R , et donc S est complet. R901groquement, la complétude entraine
que pDur tout u € ()T(LZ }J, u ft- D, il existe une régle Ry tel que u ERi et donc

RUD = (leJ. -1 O
i=1

La condition sur la consistance s'établit aussi simplement.

La vérification de la complétude d’un systéme de régles est un probléme
équivalent & la réalisation d'une expression de logigue propositionnelle. En effet,
n

rRUp = (X Z3) si 1a disjonction de termes {L = Vu est une tautologie, ou d’une
i=1 u€e s ;
maniére éguivalente, si la négation de £ n’est pas réalisable. Le probléme de la réa-

ld:sation d'une expression logique est bien connu comme élément générique initial de
la classe des problémes NP-Complets (26) , Un algorithme vérifiant la complétude de
S n'évitera donc une complexité exponentielle (si P # NP) que dans le cas particulier
oll tous les termes de S sont 2 & 2 disjoints. En effet, un comptage des coordonnées

(LPJ des termes suffit dans ce cas. S est complet si :

E: (7T z; = T z3
u€s 1€ [u] 1¢ign
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Ayant une latitude dans 1'expression des régles, en particulier lors
de la mise sous forme normale de S, on admettra une hypothése moins contraignante
d'indépendance 2 & 2 des termes d’une méme régle, et d'indépendance 2 3 2 des
termes de D. Un algorithme de vérification de la censistance et de la complétude
de S peut alors &tre le suivant (Q est un ensemble de termes de U ; ¢, y et d sont

des entiers)

Algorithme VERIFICATION

Données d'entrée : S = {X, A, D, R}

1. Tnitialisation : Q« @ ; y « O

2. Ttérer sur {[u. veRr xR | 1¢3¢a 4 1¢1¢a 5 5 A1)

2.1. si (w<+uflv) # g, alors faire :

2.1.1. ~d « O

2.1.2. Itérer sur &w' (2 D}
Si wllw' #0 , alors de d + T ' Z4

ie€d® (whw)

Fin itération 2.1.2,

2.1.3. 8i d-= T zy , alors y4y + d (w est inclus dans D]

- v i GQIWJ

2.1.4. Sinon (= QU {w}

2.1.5. Fin itération 2.

3.  gqe TU z4 - [ =z (T zy ) -2y ]

1¢ign u€es i €¢P (W)

Données de sortie : Q et qg.
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Proposition 1.3. :-S est consistant ssi@ = g ; et dans ce cas, S est complet

ssiqg = 0.

Preuve : Par hypothése, les termes de D sont 2 & 2 disjoints. Donc, & la fin de
1'itération (2.1.2.), d est le nombre de sommets élémentaires distincts de w qui
figurent dans D ; et we D si d =71€E££.[u] z;. Cecl établit la preuve de la
consistance. Relativement & la complétude, les sommets de tous les termes

w = ullv sont comptés trois fois dans(_—ug’s ( 1Ter§ (w) 2 1] : 1) dans uE:Rj 5
2] dans VERy; et 3) dans D. Tous les autres sommets ne sont comptés gu'une seule

fois du fait de 1'indépendance des termes d'une régle.

Analyse de 1l'algorithme : Si m est le nombre total de termes de S, le nombre de

couples distincts de 1'itération 2 est au plus m (m-1)/2. L’'itération (2.1.2.) est
effectuée d fois, d étant le nombre de termes de D 5 et l'intersection de 2 r-cubes

nécessite n opérations. La complexité de VERIFICATION est donc en O Uﬁ% nxd).

Remarques :

1) Le test (2.1.3.) peut &tre déplacé et modifié pour, d’une part,
réduire 1'itération (2.1.2.) & un sous-ensemble de D, et d'autre part, donner la

complétude de S indépendamment de sa consistance.

2) Dans le sens d’une mise en oeuvre interactive pour l'aide a 1la
vérification d’'un systdéme, la donnée des incomsistances (termes de Q) est essentielle.
Celle des incomplétudes, explicitées par un ensemble de termes non couverts par S
est également souhaitable, mais elle ne peut 8tre ?Durnie gu'au prix d'une complexité
exponentielle. Pour 1'éviter, on peut utiliser la régle Autre qui, par définition,

rend S complet.‘
Pour cl8re cette section, mentionnons deux autres interprétations
possibles pour la consistance d'un systéme de régles. Si plusieurs régles sont

simultanément valides pour un mé&me état e , on peut :

- soit les exécuter toutes ;
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- soit en choisir une particuliére gqui sera exécutée ("Conflict set resolution”).

Dans le premier cas, on pourra définir une nouvelle regle correspondant
a 1l'intersection de celles qui sont simultanément valides et se ramener & la
définition donnée. Pour certaines applications, la résolution du conflit (choix
d’'une régle parmi les valides) s’effectue en testant certaines caractéristiques qui
pourront éventuellement &tre ajoutées aux antécédents des régles et permettront de

se ramener a un systéme consistant.

1.3.4. PROCESSUS DECISIONNEL SUR UN SYSTEME DE REGLES

D’une maniére générale, par processus décisionnel fermé (PDOF) sur un
systéme de régles de décision S, on entend toute procédure qui appelée sur un état
e € E quelconque, fournit la regle de décision unique qui s'appligue a cet état.
Une telle procédure peut, soit examiner directement le systéme S, socit porter sur
une structure éguivalente & ce systéme obtenue par un prétraitement préalable.

En utilisant la terminologie des langages de programmation, on parlera de systéme

- interprété ou compilé dans 1'un ou l'autre cas.

Une procédufe interprétant un systdme S commencera par évaluer toutes
" les caractéristiques de S sur 1'état e, puis passera en revue les termes des régles
de S en s'arrdtant au premief terme u tel que (Xq(e), ..., X (e)) € u ; la régle
contenant u est celle qui est valide dans e. On peut améliorgr la procédure en

examinant les réglés terme par terme, et en n'évaluant pour chague terme u que les
caractéristiques qui permettent, soit de confirmer 1'inclusion précédente, soit de

rejeter u. Cela correspond & l'algorithme suivant :
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Algorithme INTERPRETATION

Données d'entrée : S = {X, A, D, R} 3 e €E

1. Initialisation : V 4 Ug 3 Action & (.
2. Itérer sur { u € Ry . R{€R, et ullv # m} tant que’ {Action = 0)
2.1. . Itérer sur{ 3 eféﬁ V) - (ullvy] } tant que (ullv # 0)
2.1.1. Evaluer Xj(e}
- 2.1.2. Ve (V/3 < Xj(e))
2.1.3. Fin itération 2.1.
2.2, Si V € u, alors Action« Aj
2.3. ii_n__itération 2
3. Fin

Données de sortie : Action

Tl est simple de voir gue, pour S consistant, 1l’algorithme s'arréte
en fournissant 1l'action correspondante a ,1'unique. régle valide du systéme. Notons
que si 1l'itération (2) porte sur un terme u tel que v €u, alors 1'itération (2.1.)
n'a pas lieu car, dans ce cas, § {u} = § (ull vl. Ne sent donc testées en plus sur
chaque‘ terme u que les caractéristiques indifférentes de V qui sont explicitées
dans u. Néanmoins, comme on le verra plus loin, 1'évaluation de toutes les caracté-
ristiques explicites de u n'est pas strictement nécessaire & la décision. De plus,
pour v< u, on n'aura§ (v) - é (uflv) = {1, 2, wuns n-} -§ (u) que si u est le
premier terme testé dans 1'itération (2). Aussi, en général, cet algorithme évaluera

beaucoup plus de caractéristiques que nécessaire.



A8,

Plusieurs auteurs se sont intéressés a cette approche (27,116,165)
(dénommée "méthode des masques” dans la littérature sur les tables de décision].
Une contribution typique est celle de King (118)qui, -en vue de réduire le nombre de
caractéristiques évaluées, propose quelques critéres heuristiques pour ordonner les
divers termes de 1’itération (2). Cela conduit & un ordre d'évaluation des caracté-
ristiques statiques, i.e., pratiguement indépendant de 1'état e ; et surtout cela

ne supprime pas les évaluations redondantes.

En fait, méme en ordonnant aussi bien 1'itération (2) que 1l'itération
(2.1.), la méthode restera peu performante (relativement & 1'évaluation des carac-
téristigues), et cela tant que le choix de la caractéristique testée a chague étape
ne tire pas profit au mieux de 1l'information acquise, i.e., de la valeur des carac-

téristiques précédemment évaluées sur e.

Cela nous conduit au deuxiéme type de processus décisionnels gui portent
sur une structure arborescente obtenue par compilation du systéme de régles. Sauf
mention explicite, on ne s'intéressera dans le reste de ce mémoire qu'’a ce type de

PDF.

n
Une partition TU de [LX;Zi ) est dite partition admissible de
S = {X, A, D, RE si T comporte la + 1) blocs, chacun inclus dans 1'un des ensembles

(Rqy U D), (R2 UuDJ, ..., (Ra U D), D seul le bloc inclus dans D pouvant Btre vide.

Un arbre de décision t ={A, X, Vv, L,l",:ﬁ,ﬂ?} représente le systéme S
si t réalise une partition admissible de S. Sur un tel arbre, une feuille correspon-
un
dante & r-cube inclus dans (Rj U D} est associée 3 L) = Aj« Une feuille incluse

dans D est élaguée.

Notons que si t est faiblement équivalent a t', et si t représente S,

alors t' aussi représente S.

Un processus décisionnel fermé sur un arbre t représentant S est

défini par 1'algorithme récursif suivant :
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Procédure PDF (t, e) récursive :
1. Evaluer Xi[e), avec Xi = lr(vil caractéristique associée 3 la racine
de t
2. Si la branche de vy correspondant a la valeur Xi(e) méne a une feuille 1,

alors Retourner avec Aj‘"éf(ll

3. Sinon faire :
la
3.1. t' = sous-arbre de t engendré par [* (v'), avec v' fils de v, le long

) 1
de la branche correspondante a Xi[e]

3.2. Appeler PDF (t', e}
4, Fin
Proposition 1.4. : Pour tout état e €E, cet algorithme

- i} parcourt un chemin unique dans t de la racine & la feuille 1 qui correspond

a la regle valide dans e ;

-1i) n'évalue le long de ce chemin une caractéristique Xi qu’'au plus une fois.

Preuve : résulte immédiatement de la consistance et complétude de S et de la

définition d'un arbre de décision représentant S.

000
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T.4. PARAMETRES ET CRITERES D'OPTIMISATION

L'opfimisation d'un processus décisionnel sur S consié%e a rechercher
- un arbre t représentant S qui minimise la complexité de 1'algorithme PDF selon un
modéle réaliste du colit global de sa mise en oeuvre. Cette section présentera divers
modéles et formulera les critéres relativement auxquels 1l'optimisation sera entre-

prise.

Dans ce qui suit, on considérera que les étapes (23, (3.1.) et (3.2.)
de 1'algorithme PDF ont un colt négligeable devant celui de 1'étape 1 (évaluation
d'une caractéristique). En effet, nous~avons pu ramener ces &tapes  Par un codage
adéguat de 1l'arbre t & la lecture de deux entiers dans un tableau, & un test & zéro,

et & un appel de programme ou un retour.

Comparativement & cela, chaque X; est une procédure plus ou moins com-
plexe et longue des données caractérisant le systéme, lesquelles données ne sont pas
nécessairement présentes dans le processeur et doivent gtre acquises, éventuellement

par des interactions trés coliteuses avec 1’'environnement extérieur au processeur.

1.4.1. DISTRIBUTIONS DE PROBABILITE

Le calcul de la complexité moyenne de PDF nécessite la donnée d'une
distribution de cofit sur les caractéristiques, et d’une mesure de probabilifé sur
1'espace d’état E du systéme. L'hypothése de la donnée d'une telle mesure de pro-
babilité ne semble pas réaliste, surtout si l'on se préoccupe de trouver une pro-

cédure pour son acquisition dans une application concréte.

nUne distribution de probabilité sur les sommets de 1'espace de repré-
sentation ( X' Z; ) du systéme n'est pas plus facile & obtenir en 1'absence

d'hypothésé glmplificatrice. Deux situations seront envisagées.
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Dans un premier cas, On suppose connue pour chaque séquence d’actions
Aj la probabilité d’avoir & exécuter cette séquence, ainsi que pour chague carac-
téristique X; une distribution de probabilité sur Zj sachant Ajg- L’estimation de

ces ax(1 +ﬁzzi] paramétres scalaires ne pose pas de grandes difficultés si les

caractéristiques sont statistiguement conditionnellement indépendantes. En 1'absence
de cette hypothése, il faudrait estimer les distributions croisées de probabilités
(Prob [Xi(el =~k‘ Aj et Xj1[e) =AK1, et ..., et Xjr[B] = kr] ), cg'qui est encore
moins faisable que d'acquérir directement une distribution sur ( X Z; J.
i=1

Dans une deuxiéme approche, on remarque qu'un processus dEFisionnel ne
permet pas d'observer individuellement chaque sommet élémentaire de ( XfZi 3,
puisque le processus s'arréte dés gqu'une seéquence d'actions est isol%gj Seules les
r - cubes correspondant aux feullles de 1’arbre de décision sont observables. On
pourra acquérir, par estimation, -une fréquence pour chacun d’entre eux et supposer,
en 1'absence d'informations supplémentaires, que les sommets d'un r-cube sont

équiprobables. Ceci permettra de construire un autre arbre de décision sur lequel

de nouvelles observations pourront &tre faites. La question importante de la conver-

gence d'un tel processus ne sera pas abordée ici,

Dans 1'un comme dans l’autre des deux cas précédents, on est en mesure
de calculer, pour tout r-cube w la probabilité rL(wJ que (Xq(e), ..., Xp(e)) soit

1'un des sommets &lémentaires de W.

Remargues :

- Pour u€D, rL_(u] =0 ;

- Sur un arbre t,fL(v] et }L(l] désignent les probabilités des termes associés au
noeud v et & la feuille 1 respectivement, i.e., les probabilités dans un processus

décisionnel sur t de passer par v et d’aboutir & 1; on a :

Py = Y (Q) (somme sur toutes les feuilles issues de v) ; et
ve r{?)

%’L(E} 1. »
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I.4,2. MDDELEbDES COUTS UNITAIRES

D’une maniére générale, le colt d'évaluation d'une caractéristique Xj
est une fonction, d’'une part de 1'état e du systéme sur lequel X; est évalude, et
d'autre part de 1'ensemble des caractéristiques précédemment évaluées. Il est peu
vraisemblable que de telles fonctions puissent &tre déterminées, et méme si elles
le sont, leur évaluation sera aussi complexe que celle des caracteristiques dont
elles donnerit le cofit. Aussi, est-il nécessaire de faire des hypothéses simplifica-
trices. Sur les sept modales qui seront présentés (et dont seuls les deux premiers
ont été abordés dans la littérature traitant de l'optimisation des arbres de déci-

sion), le plus simple est celui du moddle des colts unitaires.

Selon ce modéle, toutes les caracterlsthues ont le méme colt constant,
pris égal & 1. Le colt du PDF est alors égal 3 ff‘ [1)1 pour un appel menant & la
feuille 1. La somme pondérée sur 1' ensemble des feuilles de 1’arbre donne 1la hauteur

moyenne de t comme complexité du processus décisionnel.

L'optimisation des questionnaires(59,184) et des tables de décision

{162,189)a &té initialement 6tudiée sur ce modéle trés simple auguel on ne s'intéres-

sera plus dans ce qui suit.

I.4.3. MODELE DES COUTS CONSTANTS

On suppose la donnée de n parametres§j31, sans P } sur WE
Pl etant le colt d’évaluation de Xi, constant pour tout e€E, et quelles que soient
les autres caracteristiques préalablement &valudes. Ce modéle est assez réaliste si
les caractéristiques du systéme ne font pas intervenir des traitements communs &
plusieurs d'entr’elles, et si la dispersion du colt réel de chacune est assez faible

autour du colt moyen.
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Trois formulations de la complexité moyenne de PDF sur un arbre t
peuvent 8tre proposées dans ce modéle. La premiére est une somme pondérée du coGt

d'accés & chaque feuille de 1'arbre :

Vi) = z (2 E,\ i. | i
W= xiev(r"mP "

Exprimé matriciellement :

kV(b) P M. }_LL ;  avec

=
il

matrice binaire (g, n) dont 1'élément (ligne 3, colonne 1) vaut 1si X se '

trouve sur le chemin menant & la feuille lj, il.e., sl X E:TT(‘"-‘(Q))

= / A .
vecteur \?1’ ey Pn] transposé ;

|
;:‘-m

= yecteur (fk[l1], fass ft(lq] ).

On peut mettre en relief le colit maximal du processus décisionnel :

=

Yl) = (Z o ) . (L
lt) (;,31&.) ee\_rL )x séU(P"LU)P

Une deuxieme formulation du colit exprimera le caractére récursif de
1'algorithme PDF : son colit est la somme du colt d’évaluation de la caractéristique
& 1a racine vy de 1l'arbre t, et des colits des processus décisionnels sur chacun des

sous-arbres issus de cette racine pondérés par leurs probabilités :

\'VU:) = P(V1)+ ;/e.“_ZT"( f.L(\I LP(‘!') © avec
vyq) v

P[W):ﬂ, st Xi =0 (v) 3 et

tv : sous-arbre engendré par I (v) pour v € P(vjj.

En étendant la récursion jusqu'aux feuilles de t, et en’remarquant‘que

sur une feuille 1, qj(tlJ est nul :

Yey) = Viv p ) ) (11)
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Les formulations (i) et (ii} sont éguivalentes.

(Preuve : Y - 2 d’ & .
e t)y= Z }L( ) x X: E'U’(l"""(?_)) ?L«: aprés (1) ; tous les
noeuds de t apparaissent par 1’ 1ntermed1a1re de (1), et en factorisant la

somme par noeuds,a P[v] correspondra le facteur

=
be v H'(P—) - F(V) =)

La troisiéme formulation est une somme sur les diverses caractéristiques

qui résulte directement de la factorisation de (ii)

Y(t) = Z P: z p(v) | (111)
On nofe qu’'a une caractéristique Xy ne figuraht dans aucun noeud de

1'arbre, correspond un facteur Fiv nul.

QT(V) Xi
Remarguons gque si t et t’' sont 2 arbres fortement éguivalents, alors
d’'une part ils représentent un m8me systéme de régles (car faiblement éguivalents]),
et d'autre part le PDF a le mé@me colit sur ces deux arbres. En effet, t et t’
définissent la m8me partition, donc & une permutation prés, il leur correspond la

méme matrice M et le mé8me vecteur }LL.

I.4.4. MODELE DES COUTS DEPENDANTS

: On se donne une partition de 1l'ensemble des caractéristiques
[ﬁ? f cees ‘6 ) et k paramétresif1 e Pk} sur {P\-‘—. La classe de caractéristi-
gues EZ traduit une relation de dépendance de cofit entre ses membres. Si 1'une
quelconque des caractéristiques deV3 est évaluée, elle entrainera un colit constant
Pj {colit de la classe) et fournira "gratultement" la valeur des autres éléments de
¢6j. Grace - & un tel modéle, on peut tenir compte des traitements communs, dans le

cas par exemple d'un programme calculant simultanément plusieurs caractéristiques

et qui ne peut 8tre partitionne.
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Le colit du processus décisionnel est directement obtenu & partir des

formulations (i) ou (ii) de la section précédente. Par exemple

W(t) = VEJV ?.(v), P(v) aves :

vy - (P S Vet e VI'WNECr-0 ;
? B ‘ 0 sinon

I.4.5. MODELE DES COUTS CONDITIONNELS

Pour généraliser le modéle précédent, on doit se donner le cofit

s X

d'évaluation de chaque caractéristique Xi sachant les caractéristiques X, ik

précédemment évaluées. Il n'est cependant pas trés réaliste de supposer g;nnu
1'ensemble des (n x 2n—1] paramgtres nécessaires & un tel modéle. On admettra donc
gue les dépendances de colit sont faibles, et on se contentera pour ce modéle

d'un colit "a priori”, plus guelques (2 & 3 en moyenne) cofits conditionnels par carac-

téristique.
Pour avoir W (t), on remplacera alors dans (ii) P(v] par

Y
P[v l Pﬂ‘(V) ] : colt conditionnel de Xi =U'tv) sachant les caractéristiques évaluées

avant Xi‘

T.4.8. MODELE DES CDUTS VARIABLES

Les colits d'évaluation considérés dans les modeéles précédents sont
des moyennes sur l'ensemble des états e&E . Dans certains cas, la dispersion des
colits réels est telle gque ces moyennes sont peu significatives. Un modéle réaliste
qui ne soit'pas trop complexe supposerait ici que le colit. d'évaluatien de'Xi est

constant sur tous les états e pour lesquels Xi a la méme valeur.
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n
(

< +
soq Zi) paramétres sur R

On se donne alors un ensemble de
@(i,k) : colit d’évaluation de Xi sur les états{ e €E IXi(e] = k%

Le colit d’un chemin de la racine d'un arbre t et une feuille 1 est

?(1, 1(i)) ; la somme pondérée sur toutes les feuilles donne :
1[1) Y

= . = nr
ORI p(2) b 20 p(i,tw)

Pour retrouver une formulation telle que (ii), il suffit de définir

P(v] comme le colit moyen d'évaluation de Xi =1r(v) en ce noeud :
/‘”(v) k=0 PLLR) < (M) 5 et
?2 0 (L,%) x p (Mg 1))

VEV -0

]

PV
Y

I

On remarque que la m@me caractéristique Xi a des colts moyens d’'éva-

luation différents dans les divers noeuds de 1l'arbre o0 elle apparait.

I.4.7. MODELE DES COUTS D’ACCES

L'évaluation d'une caractéristique correspond & 1'exécution d’'un code
par un processeur, lequel devra d'abord accéder & ce code. Jusgu'a présent, on a
supposé implicitement que toutes les caractéristiques étaient au méme niveau d'ac-
cessibilité, et gue leurs colts d'évaluation intégraient un colt d'accés. Dans
certaines applications, 11 est nécessaire de distinguer plusieurs supports de mé-

morisation d'un code avec des colits d'accés st des espaces disponibles distincts.

On considérera le cas d'un processeur dont la mémoire centrale ne per-
met de stocker gu'un sous-ensemble des caractéristigues du systéme, le reste étant

mis en mémoire secondaire. Soit (11, 12) une partition de {1,2, cons n} telle que :
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- pour'iEI1 3 Xi correspond & un logiciel mis en mémoire principale qui occupe

1’espace ngans un espace total disponible Y ;

- peur-i.EIZ : Xi est en mémoire secondaire, et son évaluation entratne un coiit

d'acces }L » en plus du colt d'évaluation.

On suppose que le colt d'accés pour la mémoire principale est nul, et

que l’espace disponible en mémoire secondaire n'est pas contraint.

Le co@it d'accés sur un arbre t et pour la partition (Iq, 12] est alors:

n .
LP (b) = 2:: . }:: (v s en vérifiant la contrainte
alt) LeET, §i X =Vtv) - )
L s
LETL, v

Le colit total du POF est

= A . V) o+ . ©ox v)
Yo e Log 2 ) 2 %x e

X =V(v LE T, X;=U(v

I.4.8. MODELE DES COUTS DE MAINTENANCE

L'ensemble des fonctions de colt considérées jusqu’a présent correspond
a une complexité temporelle du PDF pour divers mod@les du colt (en temps du proces-
seur) de 1'étape 1 de cet algorithme. Quelle serait une fonction de colit associée a

sa complexité spatiale ?

La littérature traitant de 1'optimisation des arbres de décisiocn a
abordé 2 types de critéres : un correspaondant au modéle des cofits constants (et la
simplification dans le modéle des coiits unitaires), et un. correspondant & 1'espace
mémoire occupé par un arbre(21,140,202,244) . La fonction optimisée est ici 1la
somme sur tous les noeuds de la taille mémoire nécessaire pour stocker leurs carac-

téristigues.
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~

En fait, un tel critere ne correspond & aucun modéle réaliste d'un

processus décisionnel pour les raisons suivantes :

- le code associé a une caractéristigue Xi n'est mémorisé qu'une seule fois, méme

si Xi figure dans plusieurs noeuds de 1'arbre ;

- si on considére alors 1'unique colt associé& au codage de 1'arborescence {on cher-
cherait & minimiser p =l v!), ce coat devient négligeable relativement aux
autres colits du processus : l'arbre t peut 8tre codé en une table de

(p+qg)l (1+ max {Zig } entiers ;

- cette table peut, de plus, étre réduite par la transformation de 1'arbre en

latticiel.

On admet donc gue le nombre de noeuds d'un arbre t n'est pas un critéere
significatif. Par Cdntre, chaque caractéristique Xi utilisée dans t peut entrainer
un colt indépendant du nombre de noeuds ol figure X; et de son évaluation plus ou
moins fréquente ; colt qui reflete entre autre 1'espace occupé par X; sur un support
et le fait qu'ellé soit accessible par t. Ce colit de maintenance de'Xi dans t est,
en toute rigueur, constant par unité de temps, mais on le raméne par commodité & un
colt m. constant par décision prise, en le supposant additif aux autres coits du
processus décisionnel. Si on ne considére que les cofits d'évaluation et de maintenance,

‘on aura :

Y ) = L P V) p(v) + L my
vev v Xo= V)
Combingés aux cofits d'accés, les cofits de maintenances peuvent 8tre dif-
férenciés suivant que la caractéristigue est mise en mémoire centrale ou en mémoire

secondaire.

Plus généralement, on peut associer entre eux plusieurs des sept modéles

de colts présentés, les critdres étant additifs.
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Par exemple, les 4 modéles de colts conditionnels, colits d'acces, colts
vartables et cofits de maintenance peuvent 8tre combinés entre eux 2 3 2, 3 & 3, ou
tous les 4,si on veut tenir compte & la fois de la valeur de Xi’ des caractéristigues
évaluées avant Xi’ du colit d'acceés a Xi & chague fois que Ci est évaluée, et de son

cofit de maintenance gu'elle soit ou non évaluée.

Terminons cette section en mentionnant un dernier critére d'optimisation
qui s'impose trés naturellement lorsqu'on exprime le colt d'un PDF en terme de com-
plexité algorithmique.Il s'agit de la complexité de 1'algorithme compilant le systéme

de regles en arbre de décision.

Le cofit de génération d'un arbre t rejaillit bien évidemment sur le
colit du PDF utilisant t, et ceci en fonction du nombre total d’utilisations de t.
Si le systéme de régles n'est pas figé et s'il peut évoluer, soit au niveau de la
logique m@me de régles, soit par simple dérive des paramétres qui y interviennent
{colts, probabilité), des recompilations seront nécessaires, et 1'optimisation peut
gtre formulée en terme d’'une problématique intégrant a la fois la dynamique du
systéme et les deux critéres : colt de compilation d'un systéme de régles en arbre,

=

colit du PDF sur cet arbre. Une approehe & ce probléme sera abordée au chapitre 4.
Les deux dernigres sections de ce chapitre présentent des algorithmes

exacts et approchés d’optimisation de PDF pour le seul modéle des coiits constants.

Des généralisations seront développées au chapitre 3.

QGQ
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I.5. ALGORITHMES APPROCHES D'OPTIMISATION

On présente, dans un premier temps, un algorithme non déterministe de
génération d’arbres de décision représentant un systéme S. Cet algorithme sera
considéré comme élément générigque d’'une classe d'algorithmes approchés d'optimisa-
tion obtenus en fixant le choix non déterministe par diverses méthodes et fonctions

développées par la suite.

T.5.1. UN ALGORITHME NON DETERMINISTE

En vue de construire un arbre t représentant un systéme S, introduisons
les notions de sous-arhre partiel et de sous-systéme de régles associé & un terme.
Un sous-arbre partiel T est soit un arbre vide Ty(i.e., V = L = @), soit un arbre de
décision T dont au moins un chemin issu de la racine ne se termine pas par une
feuille. La derniére branche sur un tel chemin est dite branche pendante. A cette
bggnche est associé, comme pour tout chemin sur un arbre de décision, un terme de
(Xzy ). si Xiq» +xes X5 sONt les caractéristiques des noeuds rencontrés sur ce
%ﬁgmin et si jq, sees jk sont les indices sur Zj4, ..., Zjkx des branches du chemin,
alors le terme qui lui est associé est celul représenté par le mon8me

[(Xi1 (e) = j1] A eae A Xy (8) = jk]] .

Par convention T, & une seule branche pendante, il lui correspond

n
1'hypercube ( )( Z; ) entier.
i=1

Soit u un terme quelcongue. Le sous-systéme de régles de S associé a

u est par définition :
S/u = {X/u, A/u, D, R/u } ; avec :

X/u

]

{Xié X | i€d [u)} : caractéristiques non spécifiées dans u,

'{RJ.G.R |RAugt 0} s
A/u={Aj€A | R, € R/u}.

[}

R/u
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L’algorithme suivant permet de générer un arbre de décision repré-

sentant un systéme de régles S

Algorithme A1

Domnées d’'entrée : un systéme de régles de décision § = {X, A, D, R }.

1. Initialisation : C< T

o arbre partiel vide ;

2. Itérer tant que ( T n'est pas un arbre complet)
2.1. Prendre une branche pendante dans T , soit u le terme correspondant ;
2.2. Si R/u comporte une régle de décision unigue Rj’ Alors

augmenter T le long de la branche pendante par une

feuille 1 avec® (1) = Aj 3

2.3. Sinon Faire ;

2.3.1. - Choisir dans X/u une caractéristique Xi :

2.3.2. Augmenter T le long de 1la branche pendante par un noeud v,
avec U (v) = X5 3

2.3.3. Associer a ce noeud zj branches pendantes indicées par

{ 0, 1, ... zi—1} ;

2.3.4. Elaguer toute branche issue de v qui correspond & un

terme < D ;
2.4, ’ ' Fin de 1*ftération 2,
3. Fin ;

Données de sortie : l'arbre de décision t « T,
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Proposition 1.5. : L'arbre t généré par A1 représente S,

Preuve : S étant consistant et complet par hypothése, Yu€U ou bien u&€D et la
branche correspondante a été élaguée (2.3.4.), ou bien R/u # #A. Dans ce dernier
cas, si R/u comporte plus d’une régle, alors nécessairement X/u # @ et 1'algorithme
peut se poursuivre jusqu'a 1l'obtention d'un arbre complet. Il reste & établir que
1) t est un arbre de décision valide, et 2) gu'il définit une partition admissible
pour S. La premiére proposition résulte du. fait que la caractéristique Xi associée
& un noeud v est choisie dans X/u (2.3.2.), et donc que Xi ne figure dans aucun des
noeuds .de r1-%v] : tout chemin de t rencontre une caractéristique au plus une fois.
Pour jusgéfier la deuxiéme proposition, on remarque que t définit une partition

T de (X Z1) dont tout bloc, autre que ceux de D (branches élaguées), correspond &
un,term%=a tel que R/u ={ Rj}régle unigue : u est inclus dans (Rju D). Donc, K est

plus fine qu'une partition admissible pour S. =3

La complexité de A1 est proportionnelle au nombre de branches de t,
i.e..,en0 (p*+qg) ;p-= lvl, o} =|L]. Exprimée en fonction des parametres d'entrée,
n
cette complexité est dans le pire des cas en O ({£1 z;) sl 1l'arbre t a toutes ses

feuilles de rang n.

On remarque que 2 étapes de cet algorithme font intervenir un choix non
spécifié. Celui de 1'étape (2.1.) n'intervient gue dans l'ordre d'exploration de
1’itération 2, i.e., l’ordre de développement de 1l'arbre partiel. La fonction de

choix dans 1‘*étape (2.3.1.) fait, par contre, intervenir un non-déterminisme vrai.

Calculons le nombre maximum d'arbres représentant un systéme S, i.e.,
susceptibles d'étre générés par A1 du fait de son noen-déterminisme. Pour un systéme
de n caractéristiques, & la premiére itération de A1, n cheix sont possibles en
(2.3.1.), chacun ajoutant z; branches pendantes, et donc faisant intervenir zj choix

J
ron-déterministes sur des sous-systémes de (n - 1) caractéristiques

— —Z] N
Hin) = n = n -1 ; et =1} =1 3 d'od
2} =n (- N3 (n-2)331 A2 (pek)EIT 2K, 23317 2in-2 50 )

(j1,..., jn] étant une permutation de (1, ..., n) pour laquelle (zjq, ..., zjp) est

une séguence non croissante.
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=2 (n), majorant qg nombre d'arbres distincts représentant S, n'est atteint que

si S comporte a =iih z3 séquences d'actions (et donc, D = #).

Plusieurs simplifications peuvent &tre faites sur 1'arbre t résultant
de l'algorithme A1 sans altérer les propriétés de PDF relativement & S. Du fait de
1'élagage des branches correspondantes & des dépendances, certains noeuds peuvent
ne plus avoir qu'une seule branche. La caractéristique testée dans un tel noeud ne
contribue en rien au processus décisionnel : son unique valeur possible est prévi-
sible dés 1'évaluation précédente. Une telle caractéristique est redondante. Pour
éviter son apparition dans un arbre t, il suffit de modifier la définition de X/u

comme suit :
X/u ={xi€;x‘ ié}fu), ét?j, k # J tel que (u/ie3)#D et (u/i< k)gﬁD} .

Une telle définition garantit 1'existence pour chaque noeud d’au moins

2 branches j et k ne correspondant pas & des dépendances.

Dans une deuxiéme simplification de t, si 2 branches d'indices j et k
issues d'un noeud v ménent & deux sous-arbres identiques, 1'un d'eux peut &tre
supprimé et les deux branches regroupées en une seule indexée par le couple (j,k).
A 1'issue d'une telle simplification I'(v) ne définira plus une partition de Z4
domaine de X \r(v], en singletons, mais en blocs guelcongues. Il en résulte que
la partltlon de O(Zl) définie par t ne sera plus une partition homogéne.

i=1

La simg}ificat%gn précédente peut 8tre généralisée : si deux sous-arbres
de t engendrés par " (v) et (v') sent identigques, alors 1'un d'eux peut étre
supprimé. On transforme, dans ce cas, la branche ( P_1(V'J, v') en (fﬂd[v'], v), si
le sous-arbre de racine v' est celui qui est supprimé. A 1'issue d'une telle trans-
formation, t n'est plus une arborescence, mais un latticiel qui a exéctement

1 = a feuilles, une par séqguence d’actions Aj.

L'algorithme A1 peut &tre modifié, de fagon & générer directement t
sous la forme simplifiée finale de latticiel. Néanmoins, on ne retiendra pour
1'instant que .la premiére des 3 simplifications, car elle seule influe sur la com-

plexité de PDF.
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En effet, les deux autres transformations réduisent le nombre de noeuds

de t, mais ne modifient en rien la composition de ses différents chemins et les

probabilités de leurs parcours.

I.5.2. DIVERSES FONCTIONS DE CHOIX HEURISTIQUES

Un "oracle” pour un algorithme non déterministe est une procédure gqui,
parmi diverses alternatives, désigne toujours le meilleur choix relativement a
1'objectif qui est poursuivi. Dans notre cas, il s'agit d'optimiser l'arbre t pour
le critere q’sur les distributions de colit et de probabilité? et - L.’aracle
dont on aurait besoin remplacerait 1’étape (2.3.1.) de A1. Appelé sur 1'argument u,

il fournirait en retour la caractéristique XiE:X/u qui assure 1l'optimalité de t.

A défaut de proposer un oracle infaillible, la littérature concernée
par 1l'optimisation des arbres de décision est extrémement riche en bons conseils et
recettes permettant de faire un choix plus ou moins judicieux d'une caractéristique
Xi' I1 s'agit toujours de définir un ordre total sur X/u par 1l'intermédiaire d'une
fonction Y : X/u~»R, dite fonction d’'évaluation ou de choix heuristigque, et de

~

prendre dans 1'étape (2.3.1.) de A1 1'élément extrémal relativement & cet ordre.

En résumant assez schématiquement une littérature abondante, on dis-
tinguera 5 principaux types de fonctions heuristiques. Les heuristiques du fer et
2&me types sont basées sur 1'idée gque plus le recouvrement que définit une caracté-
ristique Xi sur R se rapproche d'une partition fine et équilibrée (i.e., & parts
égales), plus i est efficace ; et gu’au contraire, si toutes les régles se retrouvent
dans chacun des termes du recouvrement, 1'évaluation de Xi aura peu contribué a

isoler une décision unique.

Pour des modéles simplifiés de tables de décision, Egler (39) , puis
Press (196J)proposent de choisir dans X/u la caractéristique Xi correspondant & un

. . eme .
nombre minimal de termes ayant "Y" pour i coordonnee,
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L'algorithme de Pollack (189) procédé également & ce comptage de coo-
données "$”, mais y introdult une pondération confuse qui tient compte & la fois des
probabilités et des cardinalités (nombres de sommets élémentaires équivalents) des
termes. Yasui (244), puis Verhelst (23%améliorent cette pondération. Ils font interve-
nir les colts (constants) des caractéristiques, et procedent, préalablement au
comptage, & des regroupements de termes au sein d'une régle en vue de maximiser le
nombre de "?", ce qui permet de traduire réellement les recouvrements dans une carac-

téristique.
Aprés un tel regroupement, la fonction d'évaluation heuristique est

Y, X = p 2 P (w) s on choisit X, a Y, minimale.
11 L) = i 1

w) =

L'idée d’une partition équilibrée apparait chez Montalbano (182)
("delayed-rule method”) pour les tables de décision, et chez de nombreux auteurs
(59,172) pour les procédures d'identification(Binary Splitting Algorithm J.
Dans la formulation de cette heuristique due & Lemaitre(138)on commence par maximiser
les regroupements des termes dans chaque régle et relativement 3 chaque caractéris-

tique, puis on détermine (dans le cas binaire)

4 : *

Y,(X) = — . min z ply) 2 P (w) f;
PL w(i)=1 wle)=0

On choisit la caractéristique ayant Y2 maximale. Cette heuristique se généralise au

cas non binaire.

Le troisiéme type de fonction heuristique est basé sur la théorie de
1I’information. Schwayder{ZZZ]développe une définition de 1l'entropie d’'une caractéris-
tigue et propose de choisir Xi dont la fonction entropie serait maximale.

Ganapathy et Rajaraman(56), puils Schwayder(2?23)améliorent cette heuristigue : aprés
maximisation des regroupements & 1'intérieur de chaque régle relativement & une
caractéristique Xi : ’

Ya(XiJ =

pa FJ LOQ -‘—:: ; avec P, = Z tb(u.)

o~

~

On choisit Xi ay [Xi) maximale.

3
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Ce type de critére reste traés populaire en optimisation des guestion-
naires. Picard(84,185)et d’autres chercheurs(33,35,84) ont étudié tres extensivement
les propriétés de la fonction d'information de Shanmom et d’autres types de fonctions
d'information, appliquées & ce probleme. Néanmoins, selon 1'expérimentation de
Lemaitre (138kur les questionnaires réalisables, 1'heuristique Y2 donnerait des ré-

sultats nettement meilleurs (en proximité par rapport & 1'optimum )gue Y3.

Le guatrieme type de fonction heuristique donne un contenu plus rigou-
reux a 1'approche de Yasui et de Verhelst. Cette approche est basée sur le calcul
de la probabilité d'atteindre une régle de décision sans évaluer une caractéristique
Xi' La fonction d'évaluation, proposée dans (67) en tant que généralisation de celle
développée par Reinwald et Soiand (201)et utilisée parallélement par d’autres
chercheurs[149,164), est

Y4 [Xi/u] = ei X q; {u) avec

qi(u) = Probabilité d'atteindre dans S/u une régle de décision sans évaluer Xi'
Le calcul de qi(u] sera développé ultérieurement et les performances de Y4 seront

analysées dans le chapitre 4.

A partir d'une fonction heuristique guelcongue Y, on peut construire

une autre fonction heuristigue Y' de la fagon suivante

YUOX /) = Y (X /) ¢ 2. min {Y (XK/[u/i«j))}
0¢j<zg X/ (u/1+3)

~

(u/i<j) étant obtenu & partir de u en fixant la ;M8 Loordonnée & la valeur j, et

Y[Xk/u)= D si S/u contient une régle unigue.

Cette heuristique au deuxime ordre assure, en général, de meilleurs
résultats que Y, mais elle est plus complexe & calculer : si le calcul de Y est en
0 (£(n)), alors celui de Y' est en O (fin) + z4. f{n-1)] . Avec quelques variantes,
Verhelst(238)en présentant & tort son algorithme comme une optimisation exacte),
ainsi que Sethi et Chattejee(229ont préconisé une telle approche heuristique sur la

base de Y1.
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Il est possible de procéder & 1'extension d'une heuristique Y au-dela
du deuxiéme ordre. L'algorithme devient alors du type Programmation Dynamique a

horizon limité (approche proposée dans un cas particulier par Slagle et Lee(226).

Soit A1(Y) 1l'algorithme approché d’optimisation obtenu en fixant le
choix non déterministe de A1 par la fonction heuristique Y, Les performances de cet
algorithme peuvent &tre jugées sur la base de sa complexité et de 1avproximité a

1'optimum des solutions qu'il fournit.

Concernant la complexité de A1(Y), (une analyse détaillée est reportée

au chapitre 4), on peut remarquer que :

1) A4lY) ajoute & la complexité de A1 celle de calcul et de la minimisa-
tion (ou maximisation) de Y sur X/u, ainsi que la complexité de 1'étape initiale de
prétraitement de S pour certaines heuristigues (maximisation des" ¢ ¥ sur chagque

caractéristique) ;

2) Pour aucune heuristique connue, A1(Y) n’a &té prouvé polyncmial.
Ceci est du au fait gue cet algorithme peut générer un arbre de taille exponentielle
en la dimension de S {sauf si S est restreint au modéle des procédures d'identifica-
tions, car un questionnaire a toujours a =|dt’feuilles, et donc un nombre de noeuds

pgal ;

3) Les guatre heuristiques Yﬂ, Y2’ Y3, Y4 présentées ici sont équivalen-

tes, au sens de la complexité de 1’algorithme A1(Y;]) résultant.

I1 ne sera pas plus simple de juger et de comparer 1les divers algo-
rithmes A1(Y;) sur la base de leur degré d’approximatian; En effet, pour aucune
heuristique Y, on ne connait de majorant constant, ni de caractérisation en moyenne,
de 1l'écart relatif ou absolu par rapport a 1'optimum des sclutions fournies par
A1 (Y). Pour presque toutes les fonctions Y,des exemples ont 6té trouvés, montrant

que A1(Y) pouvait générer des solutions arbitrairement éloignées de 1’optimum
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(Yasui(244)en propose pour Y1, Moret(184])pour Y4 et i'exemple de Garey et

Graham (58} couvre Yz’et Y3).Dé‘plus, la littérature ne présente que quelques rares

résultats, trés peu significatifs, de temps de calcul sur des exemples académiques ;

et les études statistiques comparatives sur la base de données générées aléatoire-

ment sont pratiguement inexistantes. A ma connaissance, les exceptions sont :

- LemaitreﬂBQ]qui a pl conclure & la supériorité de Y2 sur Y3 pour 1l'optimisation
des questionnaires (2 points de mesure : 10 et 15 caractéristiques binaires,

chacun moyenné sur 100 essais) ;

- Schumacher etSeveik(218)qui ont testé Ai(YSJ sur des tables de décision, les so-

lutions obtenues s’écartaient de l'optimdm de 2 % en moyenne, et au plus de 9 %

(2 points de mesure : 5 et 8 caractéristiques, nombre d'essais non précisé].

ODO
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I.6. ALGORITHMES EXACTS D'OPTIMISATION

Comme pour de nombreux problémes d'optimisation combinatoires diffici-
les, les seuls algorithmes exacts d'optimisation des PDF connus sont des algorithmes
énumératifs et reposent soit sur une exploration ascendante par composition de sous-
problémes du tyﬁe Programmation Dynamique, soit sur une recherche descendante dans
une arborescence, du type PSES (recherche en profondeur ou "backtrack search”) ou

" PSEP (recherche ordonnée, "Best Search”, ou "Branch-and-Bound"}.

I.6.1. PROGRAMMATION DYNAMIQUE

Dans le modeéle des cofits constants, on a précédemment obtenu une formu-

-
.

lation récursive du colit 4’(t) d'un arbre t de racine v,

Yty = F(V4) -+ z }’L(V) q”(tv) (1)

v e [M(vq)
uf(vq} + c=0t de la caractéristique Xi tel que Xi =1J(v1] 5

&L[v] : probabilité du terme correspondant au chemin menant a v ;

-~

t : sous-arbre de t engendré par M.
Définissons pour un terme quelconque u€4l, la fonction f{u) par :

- si u tel que R/u comporte une régle unique ou bien est vide, alors f(u) = 0 ;

-~

- sinon f(u) =fou3 qJ(tU] ; t, sous-arbre optimal représentant S/u.

»

L'expression précédente (i) de 4’donne alors pour ce dernier cas :

flu) = tnin (u.) (X,) « Z Fluriey) (i)
e é(uv){ a P O¢ <3¢ }
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Le probléme de la recherche d'un arhre minimal relativement au critére
HI se raméne alors au probléme de la résclution de 1'équation récurrente(ii) pour
le n-cube ug- La formulation de cette résolution en programmation dynamique est

immédiate :

~Algorithme A2

Données d'entrée : Systéme de régles S consistant et complet, distributionsf>et)k;

1. Ttérer sur k =1, 2, ..., 0 ;

1.1. Itérer sur tous les k-cubes u € U,

1.1.1. Si R/u est vide ou se raméne & ume regle unique, Alors f(ul« O

1.1.2. Sinon f(u) < mip {]u.(u.) P(% )y Z -Y-(u./(,«-j)}
- LE d(w) 0sj< 3L

1.1.3. Fin de 1'itération 1.1.

1.2. Fin

-~

Données de sortie : f[uOJ cofit d'un arbre optimal t représentant S, t pouvant &tre

~

géneré récursivement a partir de u, en remplagant un k-cube par un noeud contenant
la caractéristique Xi correspondante au minimum de (1.1.2.), ou par une feuille

si f(u) = 0 (feuille éventuellement &laguée).

lLa preuve de cet algorithme est bien connue dans sa formulation

générale (13) . La complexité de A2 est en premiére approximation en D[g} (1+#241) ;

1
i.e. proportionnelle au nombre total de termes dans U. Dans une analyse plue fine,
on doit tenir compte pour chague k-cube, 1& kg¢n, de k comparaisons dans 1'étape
X mn
(1.1.2.), car’:§ [u)! = k, Le nombre de k-cubes est égal a la somme de CmJ{ produits

d'ordre (n-k)} de termes distincts de {z nes Zn} >, i.e.

11

) 2o .3 Zi 2 a2y , (1)

X . . . 1 92 Jn-k
1< Jg1< k44 J4<J2 SRz dn_ka<imb$n
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Les O-cubes n’étant pas explorés {car, par définition, f(u) = 0 pour
un O-cubel), le nombre total de comparaisons dans A, est :

2. & DI 2 2. _
Lskgn [ ‘31<r£+1 314‘32(&-*2. jh-k.-d<jn_§,~<h %J“ §JZ"'éJn_&]

<

Cette expression se raméne & {(preuve par récurrence}

) ‘,—‘[
_ Z, o (1+3) (iv)
Lk ¢n L¢ jgsn
iR
Remarquons que du fait de 1l'expleration ascendante systématique de 1la
Programmation Dynamigque, la complexité meyenne de cet algorithme est du méme ordre
que sa complexité au pire des cas : 1l'itération (1.1 ) est toujours effectuée
TT

[145‘ (-+%L) 1‘L JFOls, seules les k comparaisons de la m1n1mlsat10n de (1.1.2.)

sont évitées dans certalns termes.

Compte-tenu du fait gque les valeurs de f(u) trouvées a l’'itération (1)
sur k ne doivent B&tre retenues que jusqu'a 1l'itération suivante sur (k +. 1}, la
complexité spatiale de A2 est proporticnnelle & la valeur maximale de l'expression
(iii). Dans le cas de caractéristiques binaires, cette expression se rameéne &
[Cn?h 2n—k] dont le maximum est atteint pour k = % .

Dubaill33} et Garey (57,58) ont étudis 1'application de la Prograﬁmation
Dynamique & l'optimisation des guestionnaires. Un algorithme similaire & A2 fut

proposé par Schumacher et Sevcik@18)sur un modéle restreint de tables de décision.
Expérimentant sur des tables comportant jusqu'a 10 caractéristiques binaires, ces
auteurs ont constaté une croissance de la complexité moyenne de leur algorithme,
aussi bien spatiale que temporelle, en D(Bn]. Ils en affirment, néanmoins, la supé-
riorité sur 1l’approche "Branch-and-Beund” de(201) (infaisable au-dela de 5 carac-
téristiques selon eux), et le faible &cart en complexite par rapport & un algorithme
approché tel gue celui de (4g5) dont la croissance moyenne serait en D(n2.2n].
Lew(140)2 généralisé 1'algorithme de Schumacher et Sevcik & un modéle plus large de
tables de décision. Tout en en vantant les mérites, il admet néanmoins gque 1'utili-
sation de la Programmation Dynamique est limitée a des tables d’une douzaine de

caractéristiques binaires.
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1.6.2. PROCEDURES DE SEPARATION ET D'EYALUATION, RECHERCHE ARBORESCENTE

Ce type de procédure d'optimisation repose sur le principe de la divi-
sion de l'’espace initial des solutions du probléeme en sous-espaces de plus en plus
réduits. La décomposition (on dit aussi "séparation”) se fait en général par des
partitions successives, ce qui confére & la recherche une structure arborescente.
La procédure développe et explore cette arhorescence selon une certaine stratégie

Jjusqu'a ce qu’un sous-ensemble singleton contenant une solution optimale soit isolé

L'arborescence 'sur 1'ensemble des solutions du probléme d'optimisation
des PDF est introduite simplement par une relation d'ordre sur l'ensemble

T = {tq, t vae, T des arbres de décision représentant un systeme S.

2 Efn) ;

Les noeuds {v1, . vp }d'un arbre t sont indicés suivant 1'ordre
scriptural (préordre des rangs, et pour les noeuds ayant méme rang, ordre d'aligne-
ment transverse gauche-droite). On associe & t la liste ordonnée correspondante
(Qr(v1], ...,17(vp]] de ses caractéristiques. L'ordre lexicographique (& partir des
indices sur X) permet de comparer les listes associées a deux arbres t et t', et

d'induire sur T une relation d'ordre total.

Deux arbres t et t' sont dits k-équivalents si leurs K.premiers noeuds
respectifs sont 2 & 2 identiques. La partition induite sur T par cette relation

d'équivalence est désignée par PK ={ Tkqs =ons TN1§ .

-

Chaque classe d'équivalence Tk est un sous-arbre partiel constitué par

les k premiers noeuds communs aux arbres de cette classe. On note :

t’\\uopé
Po =1

P = T ¢ partition dont chague classe contient un arbre complet unique (les

{ To, Ty« - - } 1’ensemble des sous-arbres partiels, avec

T,} ; To sous-arbre vide, ou classe d’'équivalence contenant tout T 3

arbres de T n'ayant pas tous le méme nombre de noeuds, M correspondra
au maximum de ce nombre, en convenant gu'une partition sur une classe

reduite a un arbre unique ne modifie pas cette classe).

Z: posséde une structure d’arborescence dont 1, est la racine, les

K en sont les éléments de rang k, et si v € Pk’

¥ ? } . P
T E Pk+1 avec v < T |, alors 1t  est successeur immédiat de T .

sous-arbres partiels de P
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L'algorithme non déterministe A1 parcourt un et un seul chemin dans
l'arborescence L, de la racine 74 & une feuille t représentant un arbre complet.
Le passage d'un élément v de rang k & son successeur T <& T  se faisant par 1le
choix de la caractéristique Xi a affecter au (k+1)°"¢ noeud.(au sens de 1'ordre
scriptural) de t . Comme on l'a déja mentionné, aucune méthode connue ne permet
de faire les choix qui ménsraient, en Tin de parcours, a une solution optimale, ou

méme & une solution dont 1'écart relatif & 1'optimum est borné a priori.

Les Procédures de Séparation et d'Evaluation apportent un ensemble de
techrniques d'exploration de » en vue de visiter un nombre limité d'arbres par-
tiels, tout en isolant en fin de recherche une solution optimale. On ne reprend pas
ici un exposé détaillé de ces méthodes qui sont relativement bien connues
[(Cf. Lawler-Wood(137), Mitten(181), ou Roy [209)parvexemplel, mais on en développe

briévement quelques applications & 1'optimisation des processus décisionnels.

Les procédures d'explaration par Séparation et Evaluation Séquentielle
(PSES, "depth-first”, ou "backtrack search”) sont basées sur un développement en

profondeur de . En chaqué noeud ¥ de l'arborescence :

- on calcule le colit de 7 en suppesant qu’il s'agit d’un arbre complet

( 2 - ) o
W) YETPW)FM

PN . eme
- on ordonne les caractéristiques Xia affecter au (k+1) sommet de T par

1'intermédiaire d'une des fonctions heuristiques Y; ;

= on poursuit sur le successeur r/de T utilisant la premiére caractéristique
relativement a vj.
Arrivé a une feuille t de ?:: on reprend 1l'exploration en profondeur
& partir du premier ascendant 7T de t ayant des successeurs ' non encore explorés.
De plus, si 1 est le meilleur arbre complet atteint & un certain moment, 1'algorithme
abandonnera 1’exploration du neeud t (et de toute la sous-arborescence de qui
en est issue) si Y (1) » 41(2) .
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. Lemaitre(38)a proposé, pour l'optimisation des questionnaires réali-
sables, un algorithme reprenant un principe d’exploration équivalent & celui-ci,
mais dans une formulation récursive.

.y

Transposé dans notre cas, cet algorithme serait le suivant :

Algorithme (récursif) A3 (u)

»*
1. Initialisation : Y <« e T 4 To
2. Itérer sur {Xi € X/u }
2.1. Affecter & la racine de 7 1la caractéristique ;

2.2. Y(7) « PL .ru(w)

2.3, Itérer suryj | 0¢J §z; 1 } tant que
v « (u/iej)

Si veD, élaguer la jeme branche issue de X;

2.3.3. Sinon Si R/v comporte une régle unigue Rk’ alors augmenter <
le long de 1la jemB branche de Xi par une feuille 1 avec
£ (1) = Aj.

2.3.3.2. Sinon faire :

t e A3 (v)
Augmenter 7 le long de la jeme branche de Xi par

le sous-arbre complet t

Pr) e WlT)+ W(b)

2.3.4. Fin itération 2.4.
i * e Y e ¥
2.4. Si Y(r)gs ¥ alors T <« T et e
2.5. Fin itération 2
%
3. Retourner T

4, Fin.
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Cet algorithme (improprement dénommé PSES) est en fait un mélange
d'exploration en profondeur (succession d'appels récursifs jusgu'ad 1'obtention
d'un terme réduit & une régle unique) et de recherche en largeur (itération (2)
sur toutes les caractéfiétiques de X/u, et retour au niveau appelant qu'aprés
avoir trouvé un sous-arbre complet optimal correspondant & ul). Un des avantages
essentiels de la PSES, qui est d'atteindre trés rapidement une solution complite
lors de la premiére descente en profondeur, et d'améliorer successivement cette
relation dans la suite de 1'exploration, est perdu par 1'algorithme A3, car il
‘n’atteint un arbre complet qu'en isolant 1’arbre optimal (retour de 1'appel sur
u, = (4, vees Y3, Par contre, cet algorithme est plus simple & implémenter
qu'une procédure PSES (Cf. détails et résultats expérimentaux de temps de calcul

dans(138)}.

Les procédures de Séparation et Evaluation Progressive (PSEP,
"Best-Search”, "Branch-and-Bound”) reposent essentiellement sur ume fonction
d'évaluationf{ 7 ) qui est un estimateur du co&tLP(%J de l’arbre complet optimal
inclus dans 1la classe d’équivalence 7 . L'’arborescence Y est construite au fur et

~

a mesure a partir de T, par "développement” d’arbres partiels. Lorsque le noeud T
est développé, on génere et ajoute & v tous ses successeurs T'e T en déterminant
pour chacun d’eux son évaluation f(“). Le noeud développé & chaque itération est
celui qui parmi tous les neeuds non développés de posséde 1'évaluation minimale.
Si ce noeud est une feuille de (i.e., un arbre complet), la procédure s'arréte.

On démontre que si 1'évaluation ¥ est :

’ '
- monotone, i.e., V 7 successeur de T : f ( 7 ) & FlTd) ;5 et

-.coincidente, i.e., Yt € = , t arbre complet : f (t) = Y L),

alors le noeud t provoquant 1’arrét de l'algorithme correspend & un arbre complet

optimal.

Une PSEP est plus difficile & implémenter et & mettre en oceuvre qu'une
PSES. De plus, elle nécessite 1'élaboration d'une fonction d'évaluation monotone et
coIncidente, et le calcul (parfois long) de la valeur de cette fonctien sur chaque

noeud visité de 1l'arborescence de recherche Z;.
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Par contre, la PSEP a deux avantages déterminants 1

- elle génere une solution optimale en visitant, en général, beaucoup moins de

noeuds de que ne le ferait une PSES ;

- elle permet d'atteindre une solution sous-optimale & écart relatif & 1’optimum
majoré par un paramétre & donné & priori, et dans ce cas, la recherche dans

est encore plus rapide.

Reinwald et Soland(201,202)ont proposé un algorithme du type PSEP
pour la traduction optimale de tables de décision entidrement développées (contenant
2" régles pour n caractéristiques binaires}. Il est possible de développer entiére-
ment toute table de décision (en remplagant chaque r-cube par ses 2% sommets
élémentaires), mais le développement augmente considérablement la dimension de la
table. Cela restreint 1'utilisation de cet algorithme et justifie les critiques
gqu'il a rencontrés (Cf., par exemple (56,221) _ ou (218) pour gui cet algorithme
nécessiterait "plusieurs heures de calcul pour n = 6 (caractéristiques) et des
années et des siécles de calcul au-deld de n = 6”). A ma connaissance, cet algorithme
ne fut pa= implémenté (Reinwald et Soland ont préféré développer une PSES utilisant

la méme f nction d'évaluation que(201)].

On présente dans (67) un algorithme de méme type basé sur une fonction

d'évaluation généralisant celle de Reinwald et Soland.

Dans la version de recherche d'un arbre £-optimal,i.e., dont 1'écart’

relatif & 1'optimum est majoré par € , cet algorithme est le suivant.
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Algorithme A4

Données d'entrée : S = {X, A, D, R'} , distributions ? et }L, fonction ¥,

paramdtre &€ 20

1. Initialisation : Te T3 P +{ 7of

2. Itérer. tant que { T n'est pas un arbre complet])

2.1. Supprimer T de P

2.2. Soit u le terme c-orreépondant & la premiére branche pendante de T

(au sens de l'ordre scriptural, i.e., si T est de rang k dans '(Zo,

c'est la branche qui ménerait au [K+1)eme noeud)

2.3. Si (u & D),alors élaguer cette branche pendante de =7
2.4. : Sinon Si (R/u comporte une réegle uniqué Rk], alors augmenter 7 le
long de 1la jeme branche de Xi par une feuille 1 aVECof (1) = Ak
2.4.2. Sinon faire :
F «- o2
2.4.2.2. Itérer sur{ X & X/u }
———

Seit 7’1e successeur de v obtenu en augmentant la
branche u par un noeud contenant Xi

Evaluer f(7 } ; mettre =’/ dans P

si (F>f( /), alors faire : 14« 1/ ; Fa £(7)

Fin itération 2.4.2.2.

A
2.4.2.3. Soit T 1'arbre de P ayant 1’évaluation f minimale
A A
2.4.2.4. si [(flg) - FITI/F(TISE] , alors 7 ~ 74
A
2.4.2.5. Sinon T e T
2.5. Fin itération 2
" 3. Fin

Données de sortie : L'arbre de décision t<7 de coat Y (k)= £ (7))
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L'arbre t est & -optimal, en particulier pour € = o, il est exactement
pptimal. Les définitions de la fonction f pour les divers critéres d'optimisation

introduits et les preuves de ses propriétés seront présentées au Chapitre 3.

Comme tout autre algorithme du type PSES ou du type PSEP, A4 procéedera,
dans le pire cas, & autant d'itérations qu'il y a d'arbres partiels dans
Sa complexité est doncen O ( Gl ). sitesn caractéristiques de X sont toutes bi-

naires, on vérifie que :
na3 2 R4 &

TT CoiL )
R:l - A4ns Eo E [L:O (n-4)2 ] (n-&k_4)

»

lLa table suivante donne guelgues valeurs de cette expression :

n!1|2|3|4|5 | 3]

l 7 | 8 9 10 l 11 | 12
; 3 13
|E I z|7}22 |1133]3,31.107} 3,03.10 |3,62.10

r v .
27|5,83.105’|1,53.1D112|1,17.10225 | 7,51.104SD| 3,36.10

gozl'

L'expression littérale de l?: est trop complexe dans le cas de caractéristigues
p

quelconques.kSachant que ZT posséde TI= E3 UL) feuilles, on peut prendre comme

approximation : ~ &
h.2 RIS ;,‘
‘Zl -2 Emn)= 2xn. U (n_fe)”"%‘)
fe =1

En pratique, 1'évaluation f est souvent suffisamment discriminante

P

pour permettre d'utiliser A4 sur des systémes ayant jusqu'ad 10 caracteristiques
binaires avec & = 0, et au-deld pour des valeurs plus grandes de £ . On trouvera
dans [67J des détails d'implémentation et gquelgues résultats sur les performances

de cet algorithme. .

o U‘O
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I.7. CONCLUSION

Résumons rapidement les performances des algorithmes d'optimisation

présentés dans ce chapitre :

- l'algorithme A1(Y) fournit une approximation dont 1'écart & 1’optimum ne peut

. 12
&tre borné, et sa complexité est en C)(gﬂ; Z;)

n
- la programmation dynamique (A2) est en 0 (T 1 +2.)) ; k

[
= 20
" W 2o

- les procédures de recherche arborescente (A3 et A4) sont en 0(1\3i (ﬂ*-k)’:‘ ) .
Les raisons des comportements non pelynomiaux de ces algorithmes (y

compris de celui non déterministe A1) seront établis au Chapitre 4. Mais, dés

a8 présent, on voit la nécessité d'un algorithme fournissant une approximation

garantie et dont la complexité soit bien inférieure & celle de A4. Um tel

algorithme sera €tabli comme cas partibulier d'une procédure générale de recherche

heuristique dans des hypergraphes. Le Chapitre suivant est consacré & cette

famille de procédures.

ODO
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CHAPITRE 3

SCHEMA D'APPROXIMATION POUR PROCESSUS DECISIONNELS FERMES
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3.1. INTRODUCTION

Ce chapitre présente un schéma d'approximation pour pro-
cessus décisionnels fermés comme cas particulier de 1'algorithme ADg¢ .
On introduit,tout d'abord, un hyperlatticiel H correspondant & l'es-
pace de recherche de notre probleme et on définit une distribution de
coldt sur H et une fonction heuristique h pour le modele des colts

constants.

Les propriétés de monotonie et de coIncidence de h sont

établies.

Profitant de la structure particuliére du probléme, on
développe diverses simplifications de 1l'algoarithme A0¢ et on discute
plusieurs stratégies d’exploration : heuristique hc’ probleme de
backtracking, stratégie persévérante, amélioration de £ . Finalement,
on propose un algorithme d'amélioration d’'un arbre de décision par
des technigues de post-optimisation.

Le reste du chapitre est consacré a l'analyse détaillée de
diverses généralisations. On passe en revue les six modéles de coldt
de PDF introduits en (1.4.), proposant et discutant pour chacun une
heuristique pour guider la recherche et guelgues modifications des
algorithmes de base. L'exemple du modéle des colts d'accés est parti-
culiérement intéressant : on utilise un premier schéma d'approximation
sur un probléme NP-Complet (dual du "sac-a-dos”) pour obtenir une
heuristiqué ®-minorante, laquelle guidera la recherche e-admissible

d'un arbre de décision.

Trois généralisations au modeéle initial des PDF sont ensui-
te étudiées : systéemes avec contraintes de successions, avec regle

"Autre”, ou plusieurs systémes récursifs interconnectés.
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3.2. SCHEMA D'APPROXIMATION POUR PROCESSUS DECISIONNELS FERMES

3.2.1. Un esbace de recherche

- 0On a présenté au chapitre 1 divers algorithmes (Aq - A4) pour 1la
génération d’arbres de décision représentant un systéme de régles S. A 1'exception
de A2 (qui résoud une égquation récurrente par programmation dynamique), tous ces
algorithmes procédent par exploration de 1'arborescence s 1.e., de l'ensemble
des sous-arbres partiels représentantss, Ils effectuent tous un méme traitement
~de base qui consiste & déterminer le r-cube u correspondant & une branche pendante
d'un arbre partiel T, et suivant que u€D, ‘R/u] = 1, ou ]R/u]:>1, a élaguer cette
branche, & la prolonger par une feuille, ou bien & 1a prolonger par un noeud con-
tenant une caractéristique de X/u. L'itératiocn principale de A1 ou de A4, ou la
récursion de A3 sont donc complétement spécifiées par la donnée de u. Or, aux
branches pendantes de deux arbres partiels distincts de s peut correspondre - le
méme r-cube u. Ainsi, par exemple, le (n-2)-cube u = (O, 1,9, ....9) correspond

aux branches pendantes des deux sous-arbres suivants :

FIGURE 3.1.

~

Généralement, & un chemin dans un arbre {de la racine & une branche

pendante) correspond un terme u unique, mais A u peuvent correspondre des chemins
distincts dans (n-k) | arbres différents. Ceci est di au fait que u ne refléte pas

l'ordre dans lequel les {n-k} caractéristiques spécifiées de u ont été testées.
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~

Pour éviter d'avoir & refaire dans un algorithme d’optimisation
plusieurs fois les mémes itérations, il faut donc 8tre en mesure de reconnaitre
gu'un terme u a déja été exploré. Ceci est réalisé au niveau de 1'implémentation
de A3ou de A4 par 1l'introduction des relations d'équivalences du type de celle
d'Ibaraki (99} . Martelli et Montanari (148) proposent de porter cette reconnais-
sance dans l'’espace de recherche lui-méme, et de contracter 1’arborescence a
un graphe ET/0U, graphe qu’ils explorent alors par leur algorithme admissible HS
(du type d'AD‘].

-Dans la terminologie du chapitre précédent, cet espace de recherche
est un hyperlatticiel H = (U,®) dont

- la racine est 1e n-cube u0‘= (. Z-L);

n
L=

1

- chaque terme u de U est un sommet de H ;

-~ du sommet u part 1'ensemble devconnecteurs & r}(“3\ L € Q?(“) }
le connecteur |i(W)reliant u & ses z, sous-termes (u/i < j] obtenus en fixant
la premigre coordonnée de u & j 5 j = 0, 1, ..., z4-1.
D'apres cette définition, il ne part aucun connecteur des O-cubes, lesquels sont

pris pour sommets terminaux.

Exemple 3.1. : On présente, en figure 3.2., une partie de 1l'hyperlatticiel H

~

correspondant & un systéme de quatre caractéristiques binaires, en précisant les
sommets issus de (1 PP, (P oL Yy et (9Y¥ 0Y).

Il n'est pas difficile de vérifier que H ainsi défini est bien un
hyperlatt%ciel. En fait, le graphe associé & H est le latticiel Dedekindien du
n-cube (23 ZL). I1 lui correspond l'ordre partiel des rangs sur U suivant : la
racine ug est de rang 0, le r-cube u est un sommet de rang (n-r), et tous ses

successeurs sont au rang (n-r+1j.

Pour refléter les particularités d'un systéme de régles

S = {X. A, D, R} » on précise légerement la définition de H comme suit :
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- 1'ensemble des sommets terminaux est :

W = iu eu l u€D ou lR/ul = 1} . Cet ensemble inclut bien entendu tous 1les

0- cubes,

- l'ensemble des connecteurs issus d'un terme u non terminal est :
{ M| x e xu} =
{ rol 1€ &u et 35, ks 3 # k tel que & (w/i=3) @D et (uia K)g D).

Cette restriction permet de supprimer les connecteurs n’ayant pas plus

de un sommet successeur autre que ceux de D (ce qui est équivalent a supprimer

~

dans un arbre les noeuds & une seule branche).

On définit également la structure de colit de H dans le modéle des

colts constants, et relativement aux distributions P et F’ de S par :
i = PR {w
Klu, 1) = py - po ()
On peut alors énoncer la :

Proposition 3.1. : Tout sous-latticiel A. de H est un arbre t représentant S, et

son - colt est: LP (JAJ = &y(t];

Preuve : Par définition, pour tout sommet u d’'un SL A, , ou bien u est terminal,
ou bien de u est issu un connecteur unique dans A . Etiquetons un sommet u de A
dont est issu le connecteur rt(u)par la caractéristigue Xi {ce connecteur cor-

~

respond bien & une caractéristique de X/uj.

A un sommet terminal u tel gue |R/u| = 1, associons 1'action Aj
correspondant & la régle unique de R/u ; et si u€D, élaguons ce sommet terminal,
ainsi que toutes les arétes'dEJA_qui y parviennent. On peut alors établir 1’équi-
valence des algorithmes A4 et SOUS-LATTICIEL. S’ils effectuent tous deux le méme
choix non déterministe (lorsque SOUS-LATTICIEL choisit pour u le connecteur fl(m),
A1 choisit pour le méme terme la caractéristique Xi dans X/u), alors. une itération

de SOUS-LATTICIEL est identique & une iteération de A1, & la différence prés que Al
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réserve une itération propre aux sommgts terminaux. Il s'ensuit que le SL
défini par SOUS-LATTICIEL est identique & 1l'arbre t défini par A1, arbre qui

représente bien S (proposition 1.5.].

Finalement, 1l'’expression (1.4.3.-ii) du colt d’'un arbre s'identifie

avec la définition du colt d’'un SL. O

™
L'espace de recherche H comporte au maximum |Ul =TU (1 + zi]
sommets. Pour déterminer le nombre maximum de connecteurs l%lde ;, il suffit de
revenir & l'analyse de l'algorithmeAAZ en remafquant que la programmation dynami-
gue parcourt, d’une maniére ascendante, le graphe associé & H, et gqu'il y a autant
de connecteurs issus d'un sommet u de H que de comparaisons dans la minimisation
de 1'équation récurrente (1.1.2.) de A2. L'’expression (1.6.1.-iv]) donne alors le
nombre total de comparaisons :
. n
el . L
R=1

-

n
3T=(1 (A+z)
iR
I1 est intéressant, pour estimer la contraction de 1'’espace de re-
cherche obtenue, de comparer IUI ou | € |é rz:l(1.5.1.-i]. A titre d'exemple, pour
12ycaractéristiques binaires, on passe d’un espace de recherche arborescent
de 3.36 x 10902 nosuds & un hyperlatticiel H de 5.3 X 105 sommets. Ceci provient
du fait que tout arbre {partiel ou complet) est représenté comme un noeud explicite

de , alors qu'il ne figure que comme un sous-arbre de H.

3.2.2. Un estimateur heuristique

Pour permettre une exploration efficace de H par un schéma d'approxi-
mation du type d'A0g , on a besoin d'une fonction d'estimation heuristique mino-
rante sur U. On définira cette fonction & partir d’une procédure qui- permettra de
déterminer pour une caractéristique Xi’ quelle est la probabilité d’avoir & ne

pas évaluer'xi dans le processus décisionnel.

Rappelons nos hypothéses :

-5 ={X,'A, D, R} est un systéme de régles consistant et complet, et dont les

termes d'une méme régle sont sans recouvrement ; les seuls
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recouvrements permis sent entre termes appartenant & des regles distinctes et dont
l'intersection est dans D, ou entre termes de D (le non recouvrement des termes

de D n'est nécessaire qu'a la vérification en temps polyndmial de la complétude de
S) ;

- On dispose d'une distribution de probabilité H.sur U.

La procédure RECOUVREMENT définit pour chague caractéristique Xi un

sous-ensemble Ci de r-cubes ol Xi est indifférente :

Algorithme RECOUVREMENT

Données d'’entrée : S =‘{X, A, D, R}

1. Hémrsmxx.éx} '
_—— i
1.1. c, & '
1.2. Itérer sur{Rj e R}
1.2.1. ¢, - U fuenr] ie ¢}
1.2.2. P« fueRyuD | i¢ §w}
1.2.3. Partitionner P en Zi sous-ensemble Po’ "".Pl’ s PZ -1 avec
Py 4—{u €P| uld) =,j} *
1.2.4. : Itérer sur{(vo, e Vis oesss Véi_1] € Pox...xF’lx...xPZi_1 }
v .
U‘"Oétsgg,( g/ 4+9)
Si u# @, alors C, « C, U {u }
— — i i
Fin itération 1.2.4.
- 1.2.5. . Fin itération 1.2.
1.3. Fin itération 1
Donnée de sortie : C,, ..., C,, ..., C_ .
1 i n
Proposition 3.2. : a; =i£2;c- fb(uJ est la probabilité de se trouver dans un
L
état e€ E pour lequel il est possible de déterminer la régle de décision valide
cs a4 P . - 2. N w
sans avoir & évaluer la caractéristique Xi-' et qi[u) veeo }b {v ) est

~

la probabilité jointe d'avoir & la fois l'événement précédent et [X1[e],,..,xn[e])cu.
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Preuve : Le processus décisionnel n'évaluera pas Xi s'il traverse t, un arbre

représentant S, le leng d’un chemin ol ne figure pas Xi’ i.e., un chemin représenté
par un terme u annt u(i) =Y. Or, par définition, t représente S ssi t réalise une
partition de (_)( z; } en (a+1]) blocs inclus respectivement dans[un D),...,{RaU DI,

L=4
D ; le dernier bloc pouvant étre vide.

L'algorithme RECOUVREMENT détermine pour chacun des a ler blocs tous
les termes distincts pouvént avoir u{i) = @ . Il s'agit de 6eux ayant cette proprié-
té dans la représentation initiale de S {1.3.1.), et de ceux qui peuvent &tre
obtenus par regroupements de z; termes adjacents le long de leur iéme‘coordonnée,
chacun &tant un sous-terme d’un €lément de bloc Rj U D. La preuve se compléte en
remarquant que du fait de nos hypothéses sur S, Yu, V&S, ou bien uflv = ﬂ, ou bien

uflveD, et dans les deux casrktuﬂv) = 0. 0

Analyse de RECOUVREMENT : Si m = max{leu D l‘ 1¢j<a § , la partition de P se fait

en m opérations, et l'itération (1.2.4.), sur tous les z;-tables des blocs de cette
partition,se fera au plus [m/zilzi fois. L'intersection dezi termes nécessite

{n x zi] opérations. Compte—tenu-dgs itérations sur les a regles et les n conditions,
1'algorithme exécutera au plus [ g;, axnxz x [m/zi]ZiJ instructions élémen-

1 2 z .
taires. Sa complexité sera donc en O(a x n” x m”) ; z = max %Zi%

Remarque : Le probléme abordé par RECOUVREMENT est similaire 3 celui de la minimi-
sation des fonctions booléennes (lequel est NP-Complet (214) J. I1 s'’en dis-
tingue, néanmoins, par le fait qu'on n'a pas besoin de la représentation minimale
de la fonction [Rj U D), mais uniguement de ses monémes admettant Xi comme variable

consensus.

On peut définir, & présent, une fonction d’évaluation heuristique sur

1'ensemble U des sommets de H :

u €U hlw =L:_E§(UL) P (P' (w) - 9qc (u.))

Proposition 3.3. : h {u) est une fonction d'évaluation, menotone et coincidente du

colit d’un SL A (u) issu d'un sommet u, i.e. du colit d'un sous-arbre de décision

représentant S/u.
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Preuve :

1) Monotonie de h : on veut montrer que Vi€ § {ul, on a
h(u) € K(w,3) + 2% hiv).
VE T (w)
J
Les Zj termes v € I"J-(UJ constituent une partition de u (au sens des
ensembles d’'états du systeme appartenant & chacun d'entre eux), on a donc :
P (u) = V;Z;;-}m)“ tv) » et de méme pour les probabilités jointes :

g (u) qilv) . sii#j.

Vel'";(u-)

D'old : Z,h(v):_z, 2, Pe (}J«(V) - qu (V”

VET(w) venw) i€ &w)

Dr,‘dver'j(u] : ‘%(v) =_§[u) - j. On a done :

Z: hbd = ' ‘
Ver) tte%(u,) P vgrsw)(f"“)‘c\u(\’”

Lezé(m) P (}L(u') ~ O\L(U‘)) . On en déduit :

K{u,3) + 2 hv)= hlw) + Py g; (W
Ve F'J.(u.)

h est donc bien monotone.

2) Coincidence de h : u est terminal par définition si u€D ou si IR/ul = 1.

- si ued = fk[u) = 0 et qi[u) =0 = hi{ul =0

- si |R/u] = 1 = B35 unique tel que u< [RJ.U D). Donc, ou bien @ (u) = & et
h(u} = 0 ; ou bien Y1 € ¢ (u) 1’ensemble Ci contient u ou contient une décomposi-

tion de u en termes adjacents, et dans les deux cas, qi[u) = V»(u) et h{u) = 0.

Remarques :
1) La preuve de la monotonie de h a permis également de montrer que

l'incrément d'estimation, aprés développement d’un sommet u, est :

min K(u,j) + Z/ ﬂ(v) _RLu,) = min p. . g; (w)
jedw { Ve § J'Eé(u){ﬂ i)

On mettra & profit cette relation pour simplifier AOg .
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2) Monotonie et coincidence assurent que h est aussi minorante. Mais,

on peut le prouver directement en notant que :

.[}L(u] - qi(u)] est la probabilité pour que Xi'soit nécessaire dans S/u ;

. h(u) = zszE'L[uJ - qi[u]] est 1'espérance de colt nécessaire de S/u.

En partant de ce qui précede, on peut aborder la question de la re-

dondance d'une caractéristique dans un systéme S (ocu dans un sous-systéme S/u).
Définition : Xi est une caractéristique redondante dans S ssi il est possible de
supprimer cette caractéristique de toutes les régles de S tout en gardant un systeme

consistant et complet (définition similaire en remplagant S par S/ul.

lLa proposition suivante est immédiate

n

Proposition 3.4. : Xi est redondante dans S ssi a;
ssi qi(u] =R (ull.

1 [xiest redondante dans S/u

I1 est donc possible, si Xi est redondante dans S, de trouver un arbre
de décision représentant S et ne contenant Xi dans aucun de ses noeuds. Mais un tel
arbre est-il nécessairement meilleur en colt qu'un autre arbre contenant Xi ?

Plus précisément, la suppression de Xi de S n'entraine-t-elle aucune incidence sur
-1e colt de 1l'arbre optimal représentant S. La réponse est positive, comme le montre

le contre-exemple trés simple suivant :

Exemple 3.2. : S contient quatre regles et trois caractéristiques binaires :
R, = {[1.1,0)5 s R, = {(1,0,0]} s Ry = {(0,0,0)} P R, = {(0,1,1)} et

D = {[1,1,13 ; (1,0,1) 5 (0,0,1) (0,1,01}.

On remarque immédiatement gue X3 est redondante. Néanmoins, pour les
distributions de coit P, = Ps= Pz =10 > et de probabilité R (1,1,0) = 0.1 ;
fL(1,D,D] = 0.2 ; P—(D,D,D] = 0.3 et B (0,1,1) = 0.4, 1'arbre optimal représentant

S sans X3 est t, de coiit q)[t1] = 20, alors qu'avec X3, on trouve l'arbre t2 de

1
cont Y (t,) = 19.
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A3 A3 2

AZ A1

FIGURE 3.3.

L'identification parmi les caractéristiques redondantes dans un systé-
mes S (ou dans un sous-systéme S/u), de celles qui pourront & priori &tre supprimées
sans aucun risgue de perte d'obtimalité, est cependant trés importante, car elle
permettra de simplifier considérablement la recherche dans H. Aussi, on dira que

Xi est une caractéristique complétement redondante dans S ssi Xi est redondante,

et pour tout arbre t contenant Xi et représentant S, il existe un autre arbre t' ne
contenant pas Xi tel que, quelles que soient les distributions P et fL :

Yit')¢ Wit). On peut alors établir la condition nécessaire et suffisante suivante :

Proposition 3.5. : Xi est complétement redondante dans S gsi 1’un des deux cas

suivants est vrai :

i) les sous-systemes S/(X; =0}, ..., s/[xi = 30, .ee, SAUX

gques ; ou

zi-1) sont identi-

ii) pour un seul des sous-systémes précédents : R/[Xi = jl # 8.

Preuve {par l'absurde) : Il est clair que si Xi vérifie (i) ou (ii), alors elle
est redondante. Soit t un arbre optimal représentant S et contenant Xi' Si Xi
vérifie (ii), alors de tout noeud de t contenant Xi ne part gu’une seule branche
. (celle correspondant & la valeur j). La suppression de ce noeud (et la liaison de

son prédécesseur a son successeur), conduit & un arbre t' qui représente toujours S,

mais q)[t'ls q’(t] et t n'est donc pas optimal.

Si Xi vérifie (i), alors les sous-arbres de t correspondant & chacune

des branches du noeud Xi sont identiques, et de nouveau ce noeud et tous ses sous-



-174.

arbres, sauf un pouvant 8tre supprimé en obtenant toujours un arbre représentant
S et de coft inférieur & celui de t.
Réciproquement, soit Xi une caractéristique complétement redondante,
et € un arbre contenant Xi {admettons, pour simplifier, gque Xi est sa racinel.
Par défipition, il existe t' ne contenant pas Xi tel que
\l? et p : Prer) eWPee). Yit) contient donc tous les termes qui interviennent
dans le développement formel de W(t') : t' est un sous-arbre de t. Or, t' repré-
sente égalément Si’ donec tout noeud de t non compris dans t' correspond & une ca-
ractéristique redondante, et on peut passer de t & t' en enlevant un tel noeud.
Finalement, les seuls cas ou un noeud peuﬁ étre supprimé sont ceux de la proposi-

tion. .

On géneralise simplement ce qul précede a la redondance compléte dans
un sous-systéme S/u en remarquant, cependant, gu'une caractéristique Xi vérifiant

le cas {ii) n’appartient pas & S/u par définition.

Un moyen pratique d’identifier si une caractéristique X est complete-
ment redaondante dans un systéme {(ou sous-systeéme), est d'analyser les termes qui -
interviennent dans C; {ou Ciﬂ {u} .

Il y a redondance compléte si w) = 1 et si:
Ze M)

- tous les éléments de Ci ont &té obtenus par regroupeemnt de z; termes dont

aucun n'appartient & D (cas (1)) ; ou bien

- tous ont été obtenus par regroupement de z; termes : ViV sV

12V g
les vy €& D, sauf un seul Vj’ la valeur j étant commune & tous les termes de

C, {cas (ii)).
i

et tous

On peut modifier la procédure RECOUVREMENT pour simplifier la recon-
naissance des caractéristiques complétement redondantes. Pour chaque Xi’ on défini-

ra trois ensembles de recouvrements Ci’ C'i, C"i :
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-1} dans Ci’ on mettra :

. tous les u € (S - D) tel que u(i) =Y et V1, 0gl<z, (W/i<1) £D s
. tout u obtenu par regroupement d'un zi-tuple [vo, sees V, _1) tel que

Vi vlﬁi D *

-2} dans C’i. on mettra :

. tout u€(S - D) tel que uli).=¥ etIIVI, 1 £3 : (Wi« FD (Wil =D

. tout u obtenu par regroupement sur (vo, cees Vz,-1] tel gue un seul vy ne
figure pas dans D ;

. & chaque élément de C'i, on associe 1l'indice j de son sous-terme V3 n'appar-
tenant pas a D ;

-3) dans C"i’ on mettra tous les autres regroupements.

Le test de redondance est alors le suivant :

-1) X, est redondante dans S/u ssi P , t.A. (v ML):/.L (v) ;
+ 4 vecuciucy
-2) Xy est complétement redondante dans S/u ssi :
(1) . soit 2 w(viw)=
VG M) = i)
(i1l . soit = P,(vﬂu.)sr;(uJet il correspond le méme j & tous les v de la
ch

v
somme précédente pour lesquels vl u # 2.

Remarques :

1) Si plusieurs caractéristiques sont redondantes dans S, il n'est
en général pas possible de les supprimer toutes : la suppression de 1l'une d’entre
elles peut conduire & un systéme ol les autres ne sont plus redondantes. Cependant,
on vérifie facilement que la suppression simultanée de toutes les caractéristiques

complétement redondantes continue & fournir un systéme consistant et complet.

2) La définition des connecteurs issus de u, ou celle de X/u, donnée
par X/u = {X, € X J1 €& (u), et 35, k5 J £k ¢ (wWie3IED et (Wivkl<D §
est facilement obtenue par la vérification de la redondance complete :
si ie & (u) et Xi¢‘ X/u, alors Xi est complétement redondante dans S/u. La réci-
progue est fausse : X/u n'est pas exempte de caractéristiques complétement redon-
dantes (dues au cas (1)), méme celle correspondante au min {fﬁ qj(u]} peut 1’étre.

Le test de la redondance compléte sera donc nécessaire a un algorithme de recherche

dans H.
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3) Le calcul direct de (1 - qu,vprobabilité pour que Xi soit néces-
saire dans S (ou celui de P,(u] - qifu} pour S/u), est plus complexe gque celui de
q; la recherche des termes et sous-termes n'intervenant dans aucun recouvrement

par rapport a Xi peut nécessiter un nombre exponentiel d'étapes.

4) Si tj est un arbre de décision représentant S, tel que tout chemin
de t, n'évalue la caractéristique Xj gu'en dernier lieu, lorsqu’un test est encore
- nécessaire ( lR/uI >1), et qu'aucune autre caractéristique n'est disponible

{X/U =3X.%), alors 1 - q, = o ]
ia} r q; XJC—.'\J‘((“*(U)}L()

3.2.3. Un schéma d'approximation pour PDF

~ =~

On 1'obtient directement & partir de ADe appliqué & la recherche
dans un espace H dont tout'SL est un arbre, et avec une heuristique minorante et
coincidante. Développons, ici, guelques simplifications de cet algorithme et une
instang€iation de certaines de ses stratégies d'exploration, d'actualisation et de

"backtracking” en vue d'exploiter la structure particuliére du probléme.

L'algorithme AOg n'utilise pas 1'estimation du codt d'un sommet
d'une maniére absolue, mais unigquement d’une manidre incrémentale. On vérifie
qu'a une seuie ekception prés (pour la racine uD], les fonctions f et h n'y inter=
viennent jamais autrement gque dans 1l'expression (f(u) - h(ull), ou (f'(u) - f(ull.
Or, 1l'heuristique définie précédemment possede 1'intéressante propriétéAd'avoir un

incrément d’estimation particulieérement simple & calculer. Cet incrément, noté
Ah, est :

Aﬁj(u] =[Klu,j) + 2 FL(V)] - htu) = PJ g.(u)
ve Nw) J
J
Au lieu d'associer & un sommet u le vecteur (fj1[u],...,fjk(u)]
d’estimation des colts des SL de racine u sur ces divers connecteurs;

§J1, cee JK§= $ (u), associons lui plutdt le vecteur [gj1(u],“.,gjk[u)], avec

gj(t.l] = fj[u) - h(u).

Par définition f.(u) = K(u,j) + Z £ (V) et
J ve G (uw)
f{u) =‘miné fj(uJ}. d

J . '
Si on pose g(u) = min{gj(ul} , on aura : flu) = g(u) + h{u) ; d'od &
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gjtua Klu, §) +Z £f(v) - hlw
K(u, 3} +) (glv) +-h{v)) - h{ul

h,u) + glv)
J v

Donc, finalement : g{u) = mi . g, lu) + (Viy 5 g'(u)
n inalemen glu m;anJ q‘J vzé\':'j(w) g } g'(u

correspondra au deuxiéme minimum de cette expression, et on a :
f'{u) - flu) = glu) - glul).

Compte-tenu du fait que pour un sommet non encore développé

f{v) = .h(v]), et donc glv} = 0, le calcul de g(u) auquel on s'est ramené est beaucoup

plus simple que celui de T{u) = m%nf Klu,j) + Jz ZC PL(}'L(LL)JN_(V))}-

Pour la mise en oeuvre de cette simplification, on se contentera de
remplacer partout dans ADg les expressions (f'(u) - f(u)) et F[uo) par
{g'(u) - glu)) et (g(uo] + h(uOJJ respectivement. Les procédures INITIALISER et
DEVELOPPER définiront ces quantités et permettront également de supprimer de H tout

connecteur correspondant & une caractéristique complétement redondante :

INITIALISER :

) !
1. Pe g ;Qéguoi;/\i—ﬁ ;\P‘—%; qg< 0
2. Itérer sur{ 12Jgn }
Si Xj est complétement redondante, alors gj[uo) “ o0
j i -3 +0. g, U :
Sinon faire gJ{uD] PJ qa; PepP {VG I'j(u,o)}

Fin itération 2.
3. g(uD) = m‘?n{gj[uolf 5 J « indice du minimum précédent
4, g'[uojzrpilj {g.(uO]}
J*J
5. F o glu) + hlu)
B. F'e g’(uvDJ * -h[uOJ
7. P'f{vel}[uol Lvéw}

8. Fin

——



.178.

DEVELOPPER (u)

1. P <P -{U}; Q*—QU{U}

2. Itérer g_l_J_x_*_{j e $ (W }

2.1. §1.Xj est complétement redondante dans S/u, Elgzg_gj(u] - =0

2.2. Sinon faire
Pour{ve\"j[u] \vﬁPUQ} faire : glv) = 0 ; I(vle 0 ; Pe PU{V}
b2 v '
gy (u) <= P q,(u) +ver3m) g (v)
2.3. Fin iteération 2.

3. glu) < min %gj(u]} ;j indice du minimum
4, g'(u) = min { gj[u)}

J#3
5. Fe F+glu)

6. Ple (P’ - {u,}JU{vefE(uJ | vé W}

7. S5i glu) # 0, alors faire :
A< AU {u }
Pour {v €F—4[u)} faire : I(v)e I{V)U {j | uér‘j[v]}

Les modifications & apporter & la procédure ACTUALISER seront plus
substantielles. L'ensemble A est redéfini en : ensemble des sommets dont il faut
actualiser les péres (Cf. instruction 7.1. de DEVELOPPER). Par ailleurs, malgré la
monotonie de h, une actualisation compléte de tous les sommets de H ayant hérité
de nouveaux descendants est plus avantageuse qu'une actualisation restreinte aux
seuls sommets sur les connecteurs minimaux j. Les arguments discutés en section
>2.4. sont renforcés ici par le fait que la relation d'ordre sur H sime}ifie l’actua-
lisation ascendante : si v € A est de rang maximal dans A, alors AN (v) = @.

En contre partie, 1l'utilisation d'un incrément d'estimation, au lieu d'une estimation
absolue, conduira & restreindre l’actualisation en ne reportant sur un sommet u

gue les g(v] de ses successeurs dont il n'a pas été tenu compte lors du développe-
ment de u, i.e., ceux développés apres u. Il s'agit des descendants de u mis dans A,
car la straﬁfgie d'exploration d'ADE assure gu'entre deux actualisations, aucun

sommet w € " 7(u) ne sera développé aprés u.
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D'ol, finalement, la procédure :

ACTUALISER
1. K -« rang maximal des sommets de A
2. Itérer tant que Kk # O
2.1. B4-{ sommets de A de rang k }
2.2. E« B
2.3. Itérer sur{u € E | I(u) # ﬁ}
Pour { J€ I(u) faire : g, (u) & g, (u) + > 3 (v)
P NP J vE BUT: (u)
J 4 indice du min {gj(u]} J
g'(U) = min{gj[u]} 3 I(u)e
J#3 :
2.3.4. Siglu) # gjfu], alors faire :
glu) - g, (u)
J
As AU {u}
Pour{vel’-tu]} faire : I(v) < I{v]JU {j Jue r'j(v]}
Fin itération 2.3.
2.4. A+ A -B
2.5. k o k - 1
2.8. Fin itération 2.
3. Fin.

L'instanciation de la procédure LHOIX; qui & chaque itération sélec-
tionne parmi 1'ensemble P' des sommets & développer sur le SL en cours d’exploration
celui qui sera examiné, profitera également de la relation d'ordre sur H. Si un
sommet v est de rang plus élevé qu'un sommet u, J-(v]) est en général inférieur 3
fL(uJ (1'inégalité a toujours lieu si v € M({u)). Aussi, 1'incidence d’un sommet
sur le colt global d'un SL diminue généralement avec son rang. Sachant que
qj[ul$ rL[u), la méme remarque s'applique au niveau des estimations. L'’acceptabilité
du SL exploré sera moins souvent remise en cause par le développement d'un sommet de
rang é€levé que par celui d'un sommet de rang faible. Ainsi, une exploration, dans
l'ordre de Tamy par exemple, en laissant des sommets de rang trés faible non déve-
loppés, entrainera le plus souvent des développements inutiles. On développera donc

les sommets de P’ par ordre de rang croissant et pour les sommets de méme rang, par
p ! g P
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ordre transverse. Remarquons que cette instanciation de CHOIX fait qu'une explo-
ration en "profondeur” de H correspond en fait & un développement en "largeur”

d'un arbre .

Par ailleurs, 1l est facile d'établir que si pour un sommet u

,R/ula,1 et ]X/ul = 1, alors qj[u] = 0 pour {j} = § (ul.

Un tel sommet n'entraine donc pas d'incrément sur 1l'estimation F, et
tous ses fils (sur son connecteur unique) sont terminaux ; sa procédure de dévelop-
pement peut donc étre simplifiée. Notons que cette propriété ren?orce les considé-
rations précédentes sur l'instanciation de CHOIX.

Une propriété symétrique & la précédente, et également trés simple &
démontrer, établit que si un sommet u a.tous ses fils le long d’un connecteur
" (w homogeénes, alors ce connecteur correspond & un incrément d'’estimation nul,
I.e., si Bjé@(u] tel que Vvérj].(u) :‘R/u\= 1, alors qj(u) = 0 (la réciprogque
est fausse). On peut en déduire que le test d'homogénéité d'un sommet v peut &tre
fait au moment ol l’on essayera de développer v {au lieu d'g@tre fait lors du déve-
loppement de son pére). Ainsi, certains tests seront évités {ceux de tous les sommets
de P’ lorsqu'un backtracking intervient), tout en étant sir de ne pas passer a cdté
de sommets terminaux sans les voir (puisqu’ils correspondent au connecteur minimall.
La relation suivante est plus importante a exploiter :

Si pour u et j'&éﬁ[u) : qj(ul = 0, alors Vvér:j[u] tel que j€§(v) : qj[v] = 0.

En d'autres termes, si une caréctéristique Xj est nécessaire dans un sous-systéme
S/u, alors ou bien elle sera évaluée, ou bien elle restera nécessaire dans chacun
des sous-systémes S/v, v successeur de u. Une pfocédure peut donc étre écrite pour
accélérer la recherche dans ce cas : lors de 1l’examen du sommet u, on effectuera un
- développement en profondeur de tous les connecteurs (dans un ordre‘QUelconque]
correspondant & ces caractéristiques ‘nécessaires, et cela sans incrément des esti-
mations. Relativement & la racine de H, cette procédure pesut &tre appliquée non
seulement pour les caractéristiques nécessaires dans tout S, mais aussi pour celles
a colt nul et non redondantes. Notons gue cette procédure est en fait une décompo-
sition (algorithmigquement simple) du systéme initial en plusieurs sous-systémes

gui seront optimisés les uns indépendamment des autres.
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Il est possible d'avoir pour une caractéristique Xj : qj[u] # 0 et

qj(v) = 0 pour certain v E:rg(u]. Dans un cas avantageux, on a la proposition sui-

vante :

Proposition 3.6. : S'il existe dans H un SL J\. tel gque pour tout connecteur

r}[u) €A on ait : qj[u] = 0, alors /L est un arbre optimal et, quel gue soit le
parametre £ fourni en entrée a ADg , cet algorithme effectuera une simple recherche
en profondeur dans H (sans backtracking) et fournira, en sortie, la solution A,

ainsi que sa garantie d'optimalité ( € = 0).

Preuve : L'optimalité de A résulte immédiatement des faits gue h est minorante
et‘P(JL)= h[uol, g racine de H. L'algorithme AOg ne développe que les sommets
appartenant & M et ne "backtrack” pas, car tout au long de la recherche, on a

FgF' (premier cas de la preuve du lemme 2.14.). (.

Une autre relation intéressante peut &tre exploitée :
q,lu) = = © (v "
3 vErim) AW 5ot
Pour 1'un des z, successeurs de u sur Fi[u], la quantite qj[v) se
déduit simplement par soustraction. Ceci est simplifié par le développement des som-

mets de méme rang dans 1l'ordre transverse.

Finalement, certaines am@liorations de l'algorithme qui dépendent
étroitement du choix d’une structure de donnée particuliére, seront présentées au

chapitre 4 avec la description d'un exemple d'implémentation.

Discutons, a présent, guelques variantes dans les stratégies d'explo-
ration et de backtracking d'A0g . Comme il a &été mentionné précédemment (section
2.7.), i1 n'est pas nécessaire de prendre glu) = m%ni gj(u)}et J 1l'indice de mini-
mum. On peut poursuivre la recherche sur tout connecteur conservant 1l’acceptabilité
de A, i.e. prendre j dans l’ensemble{j 6@ (u) IF + gj[u] £ (1 +8]F'}.

L'heuristique hC pour guider le choix de J peut &tre construite &

partir du degrd de développement de JLj[uJ, SL de racine u sur le connecteurl1j[u).
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I1 est beaucoup plus intéressant de poursuivre la recherche sur un connecteur dont
tous les successeurs sont développés, gue sur un connecteur dont tous les succes-
seurs sont encore pendants : non seulement il y aura moins de développements &

faire par la suite, mais surtout les estimations g(v) des successeurs développés
seront prises en compte dans gj[u], entrainant ainsi moins de risque de backtracking

ultérieur . D'o0 une définition possible de hC :

- si v est un sommet terminal : hc[v) =0 ;

- si v est un sommet pendant de rang Kk : hc(v) =n-k;

- si v est un sommet développé : h (v) = L = h_(w).
c Zj(v) WE ﬁ}(v) c

Lors du développement de u, on prendra pour j{u) le connecteur accep-
table qui minimise hC[u]. Dn vérifie que cette heuristique choisira toujours le
connecteur correspondant & un SL complet s'il en existe (SL sans sommet pendantl,
sinon elle sélectionnera celui dont le rang moyen des sommets pendants est maximal.

Remarquons que les rangs n'y interviennent que par leurs valeurs relatives.

L'inconvénient majeur de cette heuristique est le colit algorithmigue

supplémentaire nécessaire a son actualisation et & sa mise & jour.

A priori, 1'éventuel bénéfice de la stratégie risque d'dtre remis en
cause par ce colt de mise en oeuvre. On peut alors se rabattre sur une heuristique
beaucoup moins riche, mais n’entralinant pas de calcul supplémentaire : un sommet v
sera dit complet s'il est soit terminal, soit racine d’un SL”Aj[v] complet ; et on
poursuivra le développement d'un sommet u par le connecteur acceptable ayant un

nombre maximum de descendants complets.

De méme qu'il n'est pas nécessaire, lors d'un développement, de pour-
suivre sur le connecteur minimal ; il n'est pas nécessaire lors d'un backtracking
de revenir au meilleur SL de H. Si le SL A en cours d’exploration a cessé d'étre
acceptable, 1l'actualisation ascendante, en modifiant les connecteurs j, changera
progressivement/\ a4 partir de ses sommets de plus grand rang. Une mise a jour
décrémentale de l'estimation F du colit deA peut avoir lieu & la suite de 1'actua-
lisation de chaque sommet de A ; et il est possible d'arréter 1'actualisation

globale de H dés que le nouveau A est redevenu acceptable relativement a F'.
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En effet, les nouveaux sommets de -\ qui 1'ont rendu non acceptable
.ne remettent pas en cause le minorant F' (lequel ne peut qu’augmenter)}. Par ajil-
leurs, 1’estimation de tous ces sommets de /L a &té comptée dans F (par DEVELOP-
PEMENT). Si 1l'actualisation d’un sommet u change son connecteur minimal j de
1'indice 31 a 1l'indice 52, cela veut dire que AL jz[ul a une meilleure estimation

queAA-j1(u]. L'estimateur global F peut alors étre décrémenté de :

F = F - [gj1[ul - gj(u)];
2

les valeurs gj[u] gtant celles apres actualisation de u.

L'inconvénient de cette stratégie est de conduire & des "backtracking”
courts =T nombreux : on revient & la premiere bifurcation acceptable en se conten-
tant de petites modifications locales sur A . Appliquée en début d'exploration sur
un H peu développé, cette stratégie sera bloguée par une valeur de F' relativement
faible. En conduisant 1'algorithme & s’obstiner laborieusement sur des améliorations
d'autant plus mineures que l'incidence sur le colt global diminue avec le rang,
elle risque d'étre le plus souvent pénalisante. Par contre, en fin d’exploration,
lorsque le A obtenu est presque complet et que éeules quelques "retouches” sur
certaines branchés sont nécessaires pour converger, cette stratégie est nettement
avant- -euse relativement & un "backtracking” long qui repartirait & la racine u, en
gaspillant 1'information acquise. La difficulté réside, bien entendu, dans 1'appré-

ciation des phases début et fin de 1l'exploration.

Remarquons que la valeur (relative) de F' est déterminante dans cette
appréciation. On peut profiter du fait que 1'’incidence sur le cofit global est
d'autant plus grande que le rang d'un sommet est faible pour essayer d'augmenter F'
au prix d'un léger investissement algorithmique. Quelques variantes de la stratégie

persévérante, discutée au chapitre précédent, pourraient &tre les suivantes :

- développer systématiquement au début de l'algorithme tous les sommets de H de

rang inférieur ou égal a k {k faible : 2 ou 3] ;

- développer au début de l'algorithme 1l’hyperlatticiel H le long des m meilleurs
connecteurs issus de sa racine ug puis récursivement, le long des m meilleurs

de leurs descendants, et ainsi de suite jusqu'’au rang k, avec m< n - k ;
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- méme stratégie pour démarrer l'algorithme que la précédente, mais m n'étant plus
un parametre constant : on développe le long du meilleur connecteur et de tous
les connecteurs dont 1'estimation ne s'écarte pas de celle du meilleur de plus

de & % .

Toutes ces stratégies permettraient de commencer 1'exploration sur un
hyperlatticiel & un stade avancé de développement et avec une valeur relative de E’

importante.

Une approche différente consisterait & essayer d'augmenter F’ en fin
d'exploration, lorsgqu'une solution acceptable est déja connue, et cela dans le but
d'améliorer le majorant E'. on adoptera cette approche, en particulier, lorsque le
schéma d'approximation est utilisé, non pas avec une borne e sur 1’acceptabilité de
- la solution requise, mais plutﬁf avec une borne sur ies ressources de calcul dispo-

nibles pour la recherche (on répond & une demande du type : que pourrais-je avoir

gde mieux pour s secondes de CPU 7).

‘Une procédure qui ne s arreteralt gqu'a 1'’épuisement des ressocources

pourralt etre la suivante :

- effectuer une recherche en profondeur dans H (£ =°0) qui fournirait une premigére

solution t et un majorant &'

~ itérer tant qu'il reste des ressources :
- 51 les ressources encore disponibles sont faibles (par exemple, inférieures
a celles consommées pour atteindre t), on les exploitera dans 1'amélioration

de E: par une recherche dans H selon la stratégie opportunlste F

- Sinon (ressources encore suffisantes), on tentera une recherche
€- admissible, en utilisant le colit de la meilleure solution connue comme
fonction d’élimination des sommets de H, et avec & = &€ /x (& est fonction

~

des ressources disponibles par rapport & ceux précédent utilisées).

- Fin.

Il est bien entendu possible de formuler le probléme avec les deux

contraintes d'acceptabilité et de ressources. De mBme, il est possible de combiner
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N

plusieurs des stratégies discutées ici. Par exemple, on peut procéder & une des
variantes de développemént partiel systématique de H pour initialiser 1l'algorithme ;
faire des backtracking "longs” en début d'exploration, puis des backtracking
"courts” en fin de recherche lorsque le SL exploré est presque complet, et finale-
ment, lorsqu'une solution acceptable est atteinte, terminer par une stratégie oppor-

tuniste pour améliorer e

Certaines des stratégies proposées ont &té implémentées. Le chapitre 4

présente gquelques résultats empiriques sur leur utilisation.

Terminons cette section par une analyse de la complexité maximale de
schéma d’approximation obtenu. On se rappelle due dans le cas général, sur un hyper-
latticiel fini de N sommets, AD‘ et A0 npnt , dans le pire cas, la méme complexité
en O[Nz). Ici, H possede au maximumiy =33; (1 + zi] sommets, et donc le schéma

d'approximation est au plus en O ([IT1( 1+ zi]]2]. Améliorons ce majorant en exploi-
=

tant la structure particuliere du probleme.

v Dans le pire cas, 1l'algorithme développe tous les i=1[1 + zi} sommets
de H, et chaque sommet développé entraine 1'actualisation de tous ses ascendants.
Bien que le colit de développement ou d'actualisation d’un sommet diminue avec son
rang (si v est de rang k, le nombre d'itérétions sur v dans DEVELOPPER ou ACTUALISER
est majoré‘par‘é (vl<n - k), continuons & admettre un mdme colt unitaire (maximal)
pour uné guelconque de ces deux opérations, considérées comme élémentaires. Le nom-

bre de sommets de H au rang k est
n.k+4

> Z; e Zg

U1 (4<ipen-Ra2 T g 4clp g M k
(Toutes les fagons de choisir k coordonnées explicites parmi n, et pour chaque

choix, toutes les combinaisons possibles des valeurs de ces coordonnées]).

Un sommet v au rang k posséde :

C1K péres au rang k-1 (choix de 1 coordonnée explicite dans v parmi Kk} ;

C2k ascendant au rang k-2 (choix de 2 coordonnées explicites dans v

parmi k) ;

3

L
au total, le nombre des ascendants de v est : .211 C:.ﬁL = 2k-1.
L=



.186.

Le développement de v et 1'actualisation de tous ses ascendants

entrainent donc 2K opérations. La complexité maximale de 1l'algorithme est donc :

n-R+4
5 3 3 > Z. ae. Z. 2K ]
. . 4 . . i i
k=0 L1=1 L1(L2<T\-{'Z.+2 L&-,,("f?_én n 1 k

Cette expression est égale a : (=4 (1 + 2211.

(Preuve par récurrence :

n n-1
JU tre2z)=t1+2z) « T (1 +22)
i=1 i=1
n-1 n-k.2
= (1 + 22 )« Z,[E Z: Zi, z;k.zk_]
N g=o0 Lln=1 L q<lp gn-1
=1 +
n.1
+ 2z + 2z
L =14 n
n-2 -4
+E l(Z.L1 Zi, + Zzn xﬂz;,; 22i

‘I.1=4 L1<Lz$ n-.t

. nA ) . n-1 nA
. n- n-2
+ T\— Z’L 2 + 2z XZ T Z;_Z
L =1 n J:'] L=

no b oog

+ + 2z« TTT ZL 2"
vz

)
On retrouve, dans le cas de n caractéristigues binaires, le résultat de

(14" sur AD" : complexité en os™.

On ne peut malheureusement am@liorer danvantage 1'ordre de complexité
du majorant précédent, car il constitue une borne effectivement atteinte par 1'al-
gorithme comme le montre l'exemple suivant :

Exemple 3.3. : Soit le systéme constitué de n caractéristiques binaires ; de 2n—1
régles chacune correspondante & un O-cube unique contenant un nombre impair de

n-1

coordonnées égales a 1 et les autres & 0 ; et de 2 relations de dépendance :
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tous les O-cubes ayant un nombre pair de coordonnées a 1. La distribution de
probabilité est uniforme, et le colt de Xi est : Pi 1+ .1 ; & <1/2n.

Pour 1/E,)(n-1) % 2n—2 - 1, on vérifiera que la symétrie de S conduit le schéma
d'approximation & développer fous les sommets de H de rang kgn - 2, et pour chagque
sommet développé, & actualiser tous ses (2k - 1) ascendants. (Un méme colt unitaire
pour les n caractéristiques ne conduirait pas a chagque fols l'actualisation

Jjusqu'a la racine de H : on changerait sur certains sommets u de connecteur Jul,

mais pas de minimum de gj(uJJ.

En effet, il est simple de voir gue toutes les regles figurent dans
les ensembles consensus de toutes les caractéristiques, et cela pour tout sous-
systeme S/u, u ¢ D. Toutes les caractéristiques sont donc informationnellement re-
dondantes et, dans tout &tat, (n - 1) caractéristiques sont nécessaires et suffi-
santes pour accéder & une déecision. L'afﬁre optimal posséde 2n—1 feuilles, chacune

correspondant & un chemin testant successivement X1 Xé, P ><n_1 .

Remarque : Cet exemple extréme montre que le majorant obtenu est une borne, mais
il n'est pas illustratif du comportement général de 1'algorithme. En fait, il n'est
méme pas illustratif d’un comportement exponentiel : l'algorithme est bien en
D(SnJ, mais vu la taille des données d'entrée, N = 2n, il est polyn6mial en

D[NlogS/logZJ - D(N2'32).

3.2.4. Post-optimisation : améliorations d'un arbre de décision

~

Certaines améliorations peuvent &tre apportées 3 1'arbre de décision
acceptable t, représentant le systéme S, obtenu par le schéma d'approximation pré-
cédent. L'une d'elles concerne la transforamtion de cet arbre en latticiel :
les X, ne définissent qu'un recouvrement de A (et non une partition), et si t a plus
de a = |A] feuilles, il posséde nécessairement des sous-arbres identiques ; 1l'éla-

-

gage des duplications conduira & un latticiel de a feuilles.

Une procédure peu sophistiquée consisterait a associer a chague noeud
de t un code représentant le sous-arbre dont ce noeud est la racine. Par exemple, 3
une feuille contenant 1'’action Ak' on associe la liste (Ak), et & un noeud contenant

la caractéristique X,, la liste {X.,, L, ..., L } s L, «.u, L étant les
i i [s] zi-1 o z,~1
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listes correspondantes aux branches issues de Xi {représentation parenthésée d'un
arbre) . Une exploration ascendante qui coderait tous les nosuds de 1'arbre, serait
suivie d'une recherche descendante dans l'ordre des rangs. Le éode du noeud v
examiné est comparé a celui des noeuds qui le précédent dans la recherche et, en
cas d’égalité avec le code de y, le sous—arbre‘F (v) est élagué, et la branche

( rj-}v], v} est transformée en ( r14(v], y). Cette procédure est de complexité

guadratique en | X .

Est-il possible, en modifiant AQg , de construire directement la

structure décisionnelle représentant S sous forme d'un latticiel ?

La réponse est, a priori, affifmative : on explore un hyperlatticiel
dans lequel chaque sommet ne représente plus un r-cube unigue, mais une union de
r-cubes (non nécessairement adjacents). Deux termes u et v pourront atre unis dans
le méme sommet gsi les sous-systémes S/u et S/v sont identiques : mémes ensembles
de caractéristiques et de régles (X/u = X/v et R/u = R/v), mais aussi mémes distri-
butions de probabilité sur les termes de S/u et ceux de S/v (l'absence de cette
derniere condition ne garantirait pas que l'algorithhe trouverait leskmémes sous-—
arbres & partir de S/u et de S/v). Non seulement cette condition nécessaire est
beaucoup plus difficile & tester que 1l'identité des sous-arbres, mais, de plus,
elle fait intervenir tous les sous-systémes explorés par l'algorithme (leur nombre
est supérieur & celui des sous-arbres de la solution fourniel). Finalement, ces
regroupements ne garantissent mBme pas l'absence de sous-latticiels identiques

dans le latticiel solution.

On se contentera donc d'améliorations a postériori sur 1l'’arbre, et cela
d’'autant plus qu'il existe pour le faire des procédures plus performantes que celle
donnée précédemment en exemple. Myers(166) én propose plusieurs qui s'apparentent
aux technigues de post-optimisation utiliséesdans certains compilateurs. Les mani-
pulations d'un arbre qui y sont proposées vont jusqu'au”hissage des actions” :
décomposition d'une action globale en ses composantes élémentaires, et si une com-
posante est commune & toutes les feuilles d'un sous-arbre, elle est exécutée dés
la racine de ce sous-arbre.

On ne discutera pés davantage ici ce type d’améliorations & postériori

d’arbre de décision, car comme on 1'a montré précédemment, ces transformations ne
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modifient pas le colt du PDF sur l'arbre, mais affectent seulement le coilit de
mémorisation de sa structure, critaére peu intéressant dans notre optique. Dévelop-

pons plutdt une transformation & postériori d’un arbre t qui affecterait le cofit

V().

~

Si t contenait un noeud v dont toutes les branches m2nent & des sous-
arbres identigues, alors ce noeud et tous ses sous-arbres, sauf un, pourraient 8tre
supprimés, et’ le pére de v serait relié au sous-arbre restant. L'arbre résultant t’

aurait comme colt :
\P(t'] =Yy - ’*—[v)_ * Pl 3 aQec Pi colt de Xi =V ().

Cependant, une telle situation ne peut se produire dans 1l'arbre t
fourni par AD, : Xi =V (v) serait une caractéristique pomplétement redondante dans
S/v (cas (i) de la proposition 3.5., les sous-systémes S/(v/i - D],...,S/(v/io—zi—1]
étant identiques) et donc &liminée par l'’algorithme lors du développement du
sommet v de H. Mais, la redondance dans S/u est une propriété locale qui n'est
détectée par l'algorithme que siu (ou u'e,% {u)) est développée. I1 n’est pas exclu
qu'un arbre t' fortement équivalent & t ne contienne un noeud avec une caractéristi-
que complétement redondante. t’ définissant la méme partition sur { )< Z. ) que
. t, a le méme colt que t. Une simplification de t' conduirait donc & la méme réduc-

tion de colt que ci-dessus.

Exemhle 3.4. : L'arbre t (figure 3.4.) détinit sur{ G, 1}4 la partition

IT= (ocoYyY, C 190, (0141, 1OPY), (110%), (1119 ) . L'arbre t°
est fortement équivalent a t, et posséde un noeud dont toutes les branches sont
1dent1ques. Notons gque la caractéristique correspondante X > complétement redondan-
te dans le sous-systéme S/(M 0 @Y 3}, n'est pas redondante dans le systéme

initial.

I1 est simple de voir que 1'existence d'une redondance dans un arbre
t' fortement éguivalent & t, impligque que dans la partitior17r= (11, “ees lq]
commune a t et t', plusieurs termes correspondant & la mé@me action sont adjacents
(selon la caractéristique redondante). La réciproque de cette implication est
. fausse. Pour mettre en oeuvre la simplification mentionnée, on cherchera les adja-

cences des termes de TU qui conservent une partition T (T < T' ) définissable
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par un arbre.

Insistons sur le fait que pour rester dans la méme famille d'arbres

fortement équivalents, on s'interdit de décomposer un bloc de .

FIGURE 3.4.

Une procédure, admettant comme entrée 1l'arbre t fourni par ADE ,v

pourrait étre la suivante :

Procédure SIMPLIFICATION

1. Déterminer toutes les adjacences possibles entre blocs de la partition

T = (11. sees lq] définie par t qui correspondent & la mé@me action.

2. Si aucune adjacence n'est trouvée, alors t ne peut &tre amélioré ; arrét de la

procédure en donnant en sortie t' o= t.
3. Sinon, soit 1'i = LJ 1 H l'i $ ... 1', les regroupements des
1 1skgiy Ik 2 r
blocs pour toutes les adjacences trouvées, ceux de 1', étant adjacents par

~ lk

rapport & la caractéristique Xi .
K

3.1. On construit l'arbre t*' fortement équivalent & t en prenant comme racine de

t' la caractéristique Xj tel que :
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(i) pour tout bloc 1 de T lk[j) 9 ; et
(ii) 1la somme sur’toutes les adjacences trouvées sur Xj :
2:. M ( ng)PJ est minimale.
(11 eifgig'au moins une Xj véerifiant (i), car Tt est définissable par un
arbre ; (ii), qui minimise la perte & gagner dans  le choix de Xj, conduira
aussi a prendre une caractéristique qui ne figure dans aucun regroupement si

elle existel.

3.2. On reprend récursivement la construction de t' sur chacune des branches de
X., en considérant pour la iéme branche la sous-partition de
TC: {1K€.Tf l lktj] =3 } ; et tous les regroupements lik tel que ik F
Une tranche est transformée en feuille dés que tous les blocs de sa partition

corrsspondent a8 la méme action.
On vérifie simplement que

- 1'arbre t' résultant est optimal dans la classe des arbres fortement éguivalents

ats;
- la procédure est au plus en O[nqzz], avec z = max {zi§.
i

Notons, pour finir, qu'une amélioration éventuelle du colt de 1’arbre

de décision pourra &tre répercutée sans difficulté sur le majorant &' de son

nouveau degré d'optimalité : & = & _ (W) _ W (tl))//qJ(E') .

ODO
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3.3. GENERALISATIONS PARAMETRIQUES

Cette section aborde le probléme d'optimisation des processus
décisionnels pour les autres modéles de coiits introduits en (1.4.). L'algorithme
utilisé continuera & &tre un schéma d'approximation du type AOe » Aussi, pour
chaque modgle, on développera une fonction heuristique h dont on établira les
propriétés et on discutera les éventuelles modifications & faire dans 1'algorithme

de base pour 1'adapter au cas particulier traita.

3.3.1. MODELES DES COUTS CDNDITIDNNELS ET _DES CDUTS DEPENDANTS

La généralisation du moddle des colts constants aux colts condition-
nels sera trés simple. Dans ce modeéle, le coft P [j/i1, ces, ir) de la caractéris-

tique Xj dépend des caractéristiques Xi s eeus Xi évaluées avant Xj'
1 r

On vérifie facilement que la structure de coiit de H est

K(u,3) = P Gi/u) . o (w)

avec : P(j/u) =P‘(j/i1, irJ pour {i‘l’ ir}=_{1, ‘ens n} -% {u).

A Notons le coiit minimum d’'une caractéristique Xj par :
PJ = mu1{P(J /11, - lrJ’ {11,...,1r}C{1, vsas N}y DS‘rslw} 3

et définissons la fonction h

" Fpuy P (- ()

Proposition 3.7. : h(u) est une évaluation heuristique monotone et coincidante

du colt d'un arbre optimal représentant S/u.

Preuve
2, S - O
Ve "",'(uf\)(‘/)= ve%(u_ ted) Po (L ) qe( ))
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L. ?(}*(V)-qdvﬂ

. : L
ve M LLE#% (w) P

-2 B (p(w)-qu) = R ey (pw) =g ()

L#:J
K{w, () + ZE: = ﬁ,(Lb + P q; (U.) + (w) ( j/LL) -0; ]
( /J)Ver:‘(u/) ) F‘, C“ V‘ [P PJ
.par définition é& £ F> (j /u,) , donc h est bien monotone. La preuve de la
coincidence de h est identique a celle du modeéle des cofits constants. g

On remargue gue l'incrément de colit, aprés le développement d’un

sommet u, est :

fl = Py qj(e) + P‘(“‘)k [pGiie)- ]

Cet incrément n'est pas plus complexe & déterminer que dans le cas

~

général. Méme la simplification qui consistait & prendre Fj(u) = 0 dés que
[é (u]l = 1 demeure valide ici [qj(u] =0 et P[j/u] = PJ)

Par ailleurs, le tréitement des redondances des caractéristiques est
1q méme que dans le modéle de base, & condition de supposer une "cohérence"” dans
les distributions de colts, i.e., gque le coit d'évaluation a priori d'une carac-
téristique Xi n*est parvinférieur 3 la diminution du colt des autres caractéristi-

=

gques due a la connaissance de Xi'

Dans le modéle des colits dépendants, on dispose de k sous-ensembles

de caractéristigues %4 T ,(f&_ de colits respectifs P1 R )?k' Une
caractéristique Xié.f% colte Pj s'il n'existe aucune autre caractéristique déja

évaluée et appartenant & E%, sinon le colit d’évaluation de Xi est nul.

On peut considérer ce modéle comme un cas particulier du précédent.
-

Néanmoins, s'il y a un nombre important de dépendances, fﬁ'= 0 sur presque toutes

les caractéristiques.

L’heuristique h sera souvent nulle, et donc peu efficace.
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Sur un plan pratique, le modéle des coiits .dépendants correspond,
en général, au cas ol chague E?j refléte un logiciel calculant simultanément plu-
sieurs Xi' On peut admettre que la répartition des n caractéristiques de X est
faite de fagon a ce que 311,. <y %fﬁ_en soit une partition. Il est alors possible
par regroupement des Xi communs & un méme &?j’ de passer d'un systeme de n carac-

-

téristiques & un systéme de k¢ n macro-caractéristiques.

o

Sauf, dans le cas oll la dépendance en colit est é&troitement couplée
la dépendance structurelle des caractéristiques (auquel cas, cette redefinition de
X en {%31,...)Q3k}s'impose) ;5 un tel regroupement sera algorithmiguement tres
lourd. Il nécessitera 1'éclatement en composantes élémentaires de tout terme u,

tel quejﬁ (u) ne corresponde pas aux caractéristiques d'un méme bloc ng.

Toujours en supposant que 81 PSR 8(‘% est une partition de X, on peut
af?pter une autre approche qui consiste & associer a Xi e;%gj un colit moyen
P = Fj//‘&%\ et a utiliser 1'estimateur h précédent avec cette définition de
ft . L'estimateur n'aura plus les propriétés de minoration et de coIncidence. Il
peut, néanmoins, 8tre utilisé dans 1'optigue de la recherche d'une approximation non
bornée, en modifiant 1'un des algorithmes A1 ou SOUS-LATTICIEL de fagon & ce gque le
choix de Xi’ pour un certain noeud de 1l'arbre, entraine le développement de toutes

les branches issues de i par des sous-arbres contenant toutes les autres caractéris-

tiques communes au méme bloc que Xi'

On retient, en conclusion pour ce modéle des cofits dépendants,que la
seule approche satisfaisante correspond & la redéfinition des caractéristigues sur
les bases des dépendances structurelles et des dépendances de colt lorsque ces deux

dépendances sont suffisamment corrélées.

3.3.2. MODELE DES COUTS VARIABLES

Ici, le co(it d'évaluation de Xj dépend de la valeur de cette caracté-

ristique. Sur un état e tel que Xj(el = k, ce colt est : P (3.K).

La distribution correspondante sur les connecteurs de H est

K(u,3) = ., P UK xptul ge.
o<k <Yy v
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On vérifie tres simplement que cette distribution conduit bien au

colt d'un arbre tel que défini en 1.4.8.

. L 2 R O

Y (t) vev 0$Q<5;\P(J:)“P~ ( &(v))
,U.(V)SC:S
Si on généralise 1'heuristique du modeéle des colts constants sur la

base des K{u,j} ; colts moyens des caractéristigues en un noeud u, i.e., en utili-
sant comme estimation la valeur de : )

i Z Z/ VR wl \ « & -[ wloqg:(w

JES(W) ogk <3 PU')'P‘( s ) P’() ql()]
on n'aura plus un estimateur minorant. En fait, il est nécessaire de revenir a la

définition initiale de h, gqui est 1l'espérance de colit nécessaire en un sommet u,

ce que ne représente pas la formule.précédente.

Soit Ei = {VC u€sl| v ¢_ Ci} » 1.e., 1l'ensemble des termes u de
S tel que u(i) #Y , et que u ne donne lieu & aucun regroupement sur Xi ; et des
sous-termes veau €S tel que v n'est inclus dans aucun des regroupements auxquels
a donné lieu u. Par définition de Ei' Yee€E tel que [X,‘[e],...,xn(e] < v G'Ei’
et pour tout arbre t représentant S, le processus décisionnel PDF (t,e) nécessitera

1'évaluation de la caractéristique Xi'

On définit :

1

q'. = . Z\f v = 1 - q, : probabilité de se trouver dans un état od
rte Gluw) rb( ) 1
1’évaluation de Xi est neécessaire ;

’ = = _ R s 1Sl e ’ . PP
q i(u] Z: P,kv ﬂu,,) ’-L[u] qi(u] : probabilité jointe d’avoir 1'événement

ve C¢
précédent, et que cet état corresponde & un des sous-termes de u.

L’espérance de colt nécessaire en u est alors :

hlu) = Z/ Z:I P(C,&,),o\'(’(w(t‘.ﬁk)

LE D) osk <3

Proposition 3.8. : h est une évaluation monotone et colncidente.

Preuve : On a q'i[u/i - Kk} = E q'i(v/i *~ k) i # 3.
VEQ(w)
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D

L o (LR) b (v[iet)

VET(w) v (] ogR<a
L#ZJ % Lo op(LR) qo(vlick)
| . ‘E‘j z P(CR) L qh(wl (e k)
oou s K (w.;s):i:q(tt)w “”*E’& . P (5.8 [p(e]iek)-q](e]ick)]

La monotonie de h en résulte simplement.

Coincidence: si u est terminal, plus aucune caractéristique n'est nécessaire au
processus décisionnel, et YU e é (ul: Ci» lu-= 9’, donc :

q’; (W) = 0 et h(u) = O. Q

Comme on 1l'a remarqué précédemment,.fi n'est pas aussi simple 3 déter-
miner que Ci. En utilisant 1'algorithme RECODUVREMENT, on procedera par différence
par rapport aux termés mis dans Ci : 51 u€ S contient un sous-terme v qui donne
lieu & un recouvrement sur Xi’ on supprimera u de.S en le remplagant par (u-v] ;
Cisera l'ensemble des termes restant dans S en fin d’itération sur Xi' On obtient
une procédure de complexité exponentielle en pire cas, car la différence (u-v)
entraine le remplacement d'un terme unique u par . TT QL- termes. Cetie procé-

L€ Pu)- )
dure demeure utilisable dans les casy assez fréquents,ol il y a peu de recouvrements
autres gue ceux contenus dans la formulation initiale de S (si Ci ne contient que

les u € S tel gque ul(i) =L? . Ei en sera le simple complémentaire).

Remargue : L'ensemble Ci continuera d’étre utile pour 1'élimination des caractéris-
tiques complétement redondantes, le test ne se faisant néanmoins que sur les Xi

telles que Z::___ ru(vﬂu.)= 0.
. vec,

Si la détermination des Ei s'avére trés difficile, on peut préconiser
dans une approche d’approximation non bornée, l'utilisation de 1'heuristique h du

modéle de base avec les colits moyens & priori des caractéristiques :

» P L el + k).
o\du%
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Combinaison des modéles des colts variables et conditionnels

Si p {3, K/i1, cees ir] est le colt de ijour un état e tel gque

Xj(e] = k, et lorsque Xi s wens Xi ont &té évalués, on prendra :
1 : r : :

P (3K = min{P-[j, k) age w1 i o1 3efn oo n}} s et
hiu) = 22 o (i k ’ w/liek
[ TR - A A

L'incrément de colt, aprés le développement d!un sommet u,'séra-:

- o ; N\ . = /. R
gt = 25 [o(j Rlu)p(eljck)=p (jR)qj(uflicR)]
, ‘°$k<§5 » - . -
© La monotonie de h (gj(szwn et sa colncidence s?_vérifient trés sim-

plement. - ‘ . ST

3.3.3. MODELE DES COUTS D'ACCES ‘ - -

,‘12) est une partition de{1,...,n}

On rappelle que dans ce modele [I1

telle que : -

- pour i & 11,‘la caractéristique Xi correspond & un logiciel mis en mémoire prin-

cipale ; elle y occupe 1l'espace gg dans un espace total disponible 7 ;

- pour i € IZQ la caractéristique Xi est en mémoire secondaire, et son évaluation
entraine, en plus du colt P , un colt d'acces § L '

On 6ﬁerche un, arbre t représentant S et une partition (I,. IZJ de

' 1
_{1, essas N z, de fagon & minimiser le colit moyen total de processus décisionnel :

4 ) . , -
Y= 2_ p: W+ 25 £ 2 (v).
o L=1 PLv XL.-.’U(V)P' - LEIp g" X0y e
én respectant la contrainte‘ZZZ 'gi'g,1”.
’ 0611

Dans une premi&re approche, on décompose le probléme en :
i) recherche de l'arbre t en supposant les colits d'acces nuls ; et

ii) recherche d'une partition (11, IZ] minimisant ces derniers colts sur t.
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Le premier probleme étant supposé résolu, on formulera le deuxiéme

en :
min .2:: . Xt
L e:£z § L PL ( Ly )
(1)
avec E gL > T’ et I c:{'], n} ; I, = I-I
n
. 4
en notant : F(Xi.t) = ‘Z:: )L (v ) et T = Z:g gL - T
. L=
’U‘(V)=XL X
Ce probléme a pour dual le probléme bien cannu du "sac-é;dos" : étant

donné n objets, chacun ayant une valeur (EL .rL(Xi, t)) et un volume [gi], et un

/
sac de capacité limitée Y, remplir le sac de fagon & emporter une valeur totale

maximale :

nax 2o Eo p(ci,t)

i€.11
(11)

avec Z:/ Q(-_ FaNE et I C{’l, n}
I, 1

Le "sac-a-dos” est un probléme NP-Complet (110) , mais pas au sens
fort, car il admet un algorithme pseudo-polyndmial (la Programmation Dynamique), et
un schéma d’approximation pleinement polyndmial. Ibarra et Kim (102) ont proposé

un tel algorithme basé sur les technigques de segmentation du domaine des colts. De

=

nombreux autres algorithmes & approximation garantie existent (106,136,215).

>

L'un des plus simples{algorithme glouton)consiste & passer en revue tous les objets
dans 1l'ordre du rapport (valeur/volume) décroissant, tout objet examiné é&tant mis
dans le sac si celui-ci peut le contenir. Moyennant une précaution supplémentaire,
cet algorithme en O( nlogn ) fournit une solution minorée par 0.5 fois la valeur

du maximum exacte (& = 0.5).

Si 1'on cherche une solution exacte, notre probleme et son dual sont
- 2XgbLi,

rigoureusement équivalents, et I, est simplement le complémentaire de la solution
A

2

optimale I, du "sac-a-dos”. Ceci n'est pas vrai relativement a la recherche d'une

II
solution approchée. Comme pour presque tous les problémes d'optimisation, 1la borne
garantissant le degré d'approximation d'une solution dans la formulation "max” est

perdue pour la formulation "min”. Plus précisément, elle se transforme en un
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majorant absclu non constant : si I1 est une solution & - optimal du dual, son

complémentaire I2 = {1, aan n}- I,]mest une solution du primal majorée par :

Lo g (8 « Zg5ep i)+ 5 Ly b plxit)

(Preuve : en simplifiant les notations, on a : -

~ A
v X 0= X o+ X s et 3, est & - optimal :

1

< f . o }:=_§ . E‘_‘..Z ' 0)

Ce majorant non constant n’est pas tres satlsfalsant Un peut cependant
mieux explolter le schema d’ approx1mat10n pleinement polynomlal du "sac-a- dos" pour
obtenir, pour le probleme prlmal, un algorlthme approximation absolue ou relatlve
-'-garantle En dehors. des cas -triviaux ol la connalnte -est soit partout satlsfalte
( 2 § .Y ), soit ne 1'est que pour 1'ensemble vide ( YL : §{{ > T ), on
peut proceder é;n51 P s N o -

- - si on désire une‘ approximation a écart absolu dLi minimum major‘ée‘: 2,»_' 3 + X 3

il suffit de résoudre le probleme dual avec & = =/ X +X ) et y= 2, § r»(XH)

La solution obtenue est alors Z, telle que : (1 —6]:‘3; < 21 P §1< 3z
: , & o & a
d'ol : ZZ$ Zz + WZ, = Z,L + 5 24 < 22 + X .
A -
- si on désire une solution & écart relatif majoré : Zzé {1 +X) 22:. une procé-
dure en deux étapss pourrait -gtre : '
1) recherche d'une solution 21 ¢-optimale, € parametre initial
quelcongue : posons alors : '
m = 5/(1-£), dod: % & m;
1 1 ’ . 4 ° 5
'} . '] -~ A
m2— z "m1“{§t—}L(XL,*)\4$L$R§ , d'od : zlémz 3
= : Ymi] e A P
m mln{m1,m2}.dou..zd\m<z
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2) Recherche d'une deuxi@me solution Z; Efoptimale, avec

; -
€ =/ \_o( +m/( X - m)] . Cette solution vérifie :

1.8 z A N
1-8)%2, < 21 £z, ¢ m , dot

g euts -mffatz -moinlgacs -mffacs -mo+ oz ]
g’ , A A

= — £ - -
TE 21 x (X mlg & (X z

. - . s ’ Lot p
La solution complémentaire & Z& vérifie alors :

5 4.3 £ 5 & (1+003
£ . L — £ + ¢
2 22 1- &' i ~ a2
On vérifie que , dans les deux cas, et gquelle que soit la valeur de
X > 0, 1l'algorithme d'approximation obtenu est polyndmial. (Il est donc inexact que
le "sac-a&-dos” en formulation "min" soit & approximation NP-dur comme on le prétend

dans (126). ).

La garantie d'approximation qui vient d'&tre obtenue ne nous est pas
trés utile dans cette premiére approche, car en décomposant le probléme global en
recherche d'un arbre, puis affectation de ses caractéristiques, méme une résolution
exacte de chacun des sous-problémes ne permettra pas de borner l'écart & 1'optimum
- global. Par contre; si dans une deuxieme épproche plus ambitieuse, on cherche a
garantir une approximation dans le critere global, alors la résolution du "sac-a-dos
min” interviemdra dans la construction de 1'évaluation heuristique. Cette résolution
par un algorithme d'approximation polynfmial sera déterminante, non seulement pour
la complexité de la recherche, mais aussi pour garantir une bonne heuristique

{ & - minorante).

Abordons cette approche en notant gu'une résolution globale par un
algorithme non déterministe (tel que A1) nécessitera a chaque itération deux choix
non déterministes : 1) guelle caractéristique Xj € X/u mettre dans un noeud u de
1'arbre, et 2) si Xj n'a pas encore regu d’'affectation, & quelle mémoire 1'affecter ?
Un algorithme déterministe aura donc & résoudre une double combinatoire, la deuxieme

n'étant pas caractérisée uniguement par le seul sommet u en cours de développement.
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En effet, le colt d'un connecteur ( fﬁ P (u) si j & I1 3 et ( ?j +—§j)rL (u) si
Jd € IZ) n'est plus une constante, mais varie en fonction du SL ol figure ce
connecteur. De méme, la place restante en mémoire principale & un moment de la
recherche dépend du SL en cours d'exploration. Une heuristique tenant compte des
colts d’accés ne pourra plus 8tre définie comme fonction des sommets u seuls, mais
variera également avec le SL auquel appartient u. En fait, l'espace H ne convient

~

plus 3 la modélisation de la recherche et il faudra revenir a 1'arborescence .

On développera cette arbofescence telle que décrit en section (1.5.1.],
mais en considérant initialement 2n caractéristiques : chaque XjE.X est dédoublée
- en X; affectée & la mémoire principale et X? affectée a la mémoire secondaire. Pour
traduire le fait qu'une caractéristigue ne posséde qu'une affectation unique en fin
d'exploration, dés que X; (ou X? } figure dans un noeud d'un arbre partiel T , on
supprimera son double des choix restants. On associe également a T :
I(T) = {1, n}‘_ij ‘ X;_l T ou X?Gt}: indice des caractéristiques ne figurant
pas dans T .
YTy = ]”-Xg;é.t j -t place restante en mémoire principale relativement a

1'affectation des caractéristiques de C.

L'heuristique proposée pour guider la recherche est une fonction
d'évaluation globale sur les noeuds de l'arborescence 1:‘, i.e., sur les arbres
partiels. Elle comporte un premier terme, identigue & 1l'heuristique du modéle de
base, pour estimer les colits d'évaluation des caractéristiques, et un deuxieme terme

estimant les colits d’acceés.

Celui-ci sera basé sur une partition (provisoire) de T (T) qui mini-
mise le colit d'acces moyen global des caractéristiques nécessaires pour compléter T
en un arbr complet, tout en respectant la contrainte TT’EU. Pour une caractéristi-
gue Xj tel que j& I(T), si Xj est affectée & la mémoire secondaire par la parti-

tion précédente, son colit d'accés relativement & la branche pendante u de T sera :

Fi s 02 5 () - q5c)

Vo w

-~

La somme de ce colUt relativement 3 l'ensemble des branches pendantes
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de T est minorée par : ?j (1 - q ), car WZI" (\C/l)“ w) = qi(v) et sachant que

X ¢’C la somme sur toutes les branches pendantes : qj (w) = qj'

Aussi, on définit la partition provisoire de I{TJ par la résolution

approchée de :

min § (4- Ol

C (3 Ia (,t)
(II1)
avec . 2 S < T\T) et I,(T) =1I(T) -1, (T)
Le I1(ft) ¢ 1 2
Relativement & cette partition, la fonction d'évaluation heuristique
est :

- pour l'arbripar’ciel vide TO

(o) = 2 p: (4-qu) +. Z . (4-qi)
. . L
») Pe ) CeI,(T,)
- pour un arbre partiel T’obtenu en développant T selon sa branche pendante u,

! .
1'incrément d'estimation est : F(T) = F(T) + g(T, u, X; ), tel que :

(1) . Si u est reliée & la caractéristique X; avec X;E’C ou J € I1 (T)
1
(T, u X, ) =9, a.(w
& J PJ J
{(ii) . Si u est reliée & la caractéristique X? avec X?G'C’ ou j& 12 (T)

2, _
g (T, u X[ ) =(p;+ fj)qj[ul

(iii) . Si u est reliée & X; avec j € IZ(T]

lrad 1
g (T, u, X;) =0, q,(u) = Z - (A-q Z : - (A-qr
. Fa % LG—Ia('C)s\zL (-4 )+L‘elzct’)§‘ (4-ac)

(iv) . Si u est reliée & X? avec j € I,l('t]

2 . -
g (Toou X7 = (py +F a0 +¥,01-q;) %;(t)g(“\)

‘€(‘u

LETIHT

(v) . Si u est reliée & une feuille g(T, u) = O.

L’heuristique s'appuie sur une prévision de ce gue seront les affecta-
tions des caractéristiques dans un arbre. Cette prévision est obtenue par la réso-

lution de (III}. Si le développement de T s'effectue, soit par des caractéristiques
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. qui figurent déja dans T (et qui sont déja affectées), soit par des caractéristiques
affectées selon la partition prévue, alors on poursuit sur la base de la m&me
prévision {cas (i) et (ii)J). Si, au contraire, le développement de T utilise une
affectation contraire & celle prévue dans [I,I('C'), IZ('C]J, alors on corrige
1l'estimation pour les caractéristiques restantes sur la base d'une nouvelle parti-
tion (I,l['Z"J, IZ[T’]] conforme & 1'affectation dans T’ (cas (iii) et (iv)). On peut

établir, pour cette heuristique, le résultat suivant :

Proposition 3.8. : Si chaque partition [I,I[tl, IZ['C'] utilisée dans le calcul

de f est issue d'une résolution ®-optimale de (III), alors 1'heuristique f est

A& - minorante et coincidante.

Preuve :

CoIncidence : Dn veut établir que pour un arbre complet t :
= = 2 . . 3
£t) =¥t) ; P; &L(X E) JGZ:I (l‘)(gJ P (XJ‘t) avec

’,L(X., t) = (V) , et (I,(t), I_(t)) correspondant a 1l’affectation dans t.
i P 1 2
’U'(v = X
On ne s'intéressera qu'aux colts d’accés, car f est linéaire en.p et W
et la coIncidence est vérifiée par rapport aux cofits d'évaluation (le terme cor-

=~

respondant dans f est identique & 1'heuristique du modéle de base).

- Pour une caractéristique X affectée dans t selon la partition initiale

(I[ ],I('C]]

(i) . 51 j &€ I,l('t'ol : §j n’intervient ni dans f(t), ni dans¥(t) ;

{ii) . 81 j & IZ(TOJ :EJ. apparait dans f(t) avec exactement le méme coefficient
que P., et la méne chose est vraie pour{ (t). Comme
il y a colncidence pour P » 11 y a aussi coincidence

pour?

- Pour Xj dont 1'affectation n'est pas conforme & [I’i( Tl 12{ To))

(iii) . si jGIZ[TOJ n I,l(t] : lors du développement du premier noeud de t ot

figure X’.l, 1'incrément d'évaluation est :

1, _ .
g(t,u,Xj] =P qj(u] - (’t)f (4-9:) + Z’(t)} (4- -q¢)
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Le terme correctif Z I(T) supprime § (1 - q J de ¥ ; et
. 7/
J ¢ IZ(T I ?j n'intervient ni dans %(t], ni dans‘-P[t]

(iv) . 51 j e 11( Tol N Iz(t) : 1'incrément a 1'affectation de X? dans t est :

2,
gltu X)) = (P« f 0 aiw 00 - a) -Zog, (9 Dy (o)

L'indice j n'intervient ni dans 12(77), ni dans 12[?:3. Le terme
?j(1 - qj] est pris en compte comme si Xj se trouvait dans 12 (To), et on se

ram&ne au cas (ii).

(vl . Une caractéristique Xj dont 1'indice J change plusieurs fois de classe dans
les partitions successives (I1[tfl, IZ(ICJ] au cours du développement de
l'arbre ne modifie pas 1'évaluation : chague changement annule le précédent ;
seule est prise en compte la position de j au moment de 1'affectation de Xi

dans L.

(vi) . Finalement, si X‘3 ne figure pas dans t, alors d'une part’ ? n'intervient pas
dans q’[tJ, et d'autre part, q = 1 car XJ est redondante, et quelle que soit
1'affectation de j dans (11[t] Iz(t)), ?j n'intervient pas dans f(t).

o - minoration : On veut établir que VT , t< T ; F('C')g 1+ Y(b).

Vérifions que l'estimétion initiale estD(-minorante. On sait que pour tout arbre t
1 - q f&(X ,t), et que: n
' PJ (4-q;) sf?; Fi'f"'(x."t)
Par ailleurs, si (11[t), Iz(t]) correspond & la partition des carac-
tétistiques de 1'arbre t, alors cette partition est une solution acceptable de (III),
ét, au mieux, elle en constitue une solution optimale. Un majorant de la solution

o-optimale IZ('CBJ est donc :
Z/ ‘4-*<4VZ: (A-0:) £(4 ; Xk
L i (90 €U) L A €O I 6 (X)

D'ol le majorant global de f(Toe)
n

FT) = ng‘ PJ (A"qJ)"* Z"Ig('l’o) ?J (/{"C‘d) N J; ?J }‘L(Xbli_) +@+D() Z:'Iz(t)§:) Hxi)h)

F(To) ¢ (1 +x) Wt
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Un argument similaire peut 8tre repris‘pour 1'estimation d'un arbre

partiel

1-q, + Z, CI (\U) < ‘«L KX' k) : est vérifié pour tout t «T .

J ) 4 .
w)=gj

Donc, pour les caractéristiques figurant dans T et déja affectées,

1'estimation est minorante, aussi bien pour les colts d'évaluation, que pour les

a

colits d’acces.

Pour les autres caractéristigues, 1'’estimation se base sur une résolu-

tion &X-optimale de (III), au pire, elle est &-minorante.

Cette fonction d'évaluation privilégie, pour le développement d'un
sommet, les caractéristiques qui figurent déja dans 1l'arbre et qui sont affectées a
la mémoire principale : l'utilisation de toute autre caractéristique Xj entrainerait
soit un colt d’accés si X, est‘mise en mémoire secondaire, soit une contrainte plus
forte sur 1'espace Y(T) restant en mémoire principale et, par 1&, une valeur du
minimum de (III) plus élevée. Dans le cas d'une recherche en profondeur sans
backtracking (€ =<0), 1'évaluation conduira pratiquement & prendre pour les noeuds
de rang faible (et de probabilité p(v] élevée) des caractéristiques en mémoire prin-
cipale, et cela jusgqu'a saturation de la contrainte, puis a affecter a la mémoire

secondaire toutes les autres caractéristiques associées aux noeuds de rang élevé

- ou non utilisées dans 1'arbre.

Méme si 1'heuristique proposée s'avérait trés efficace pour guider la
recherche, son évaluation serait pénalisante sur les performances de 1'algorithme
g'il fallait,lors du développement de chaque noeud u, résoudre[%{’(u)] fois le
probléme (III) (si aucune des caractéristigues de X/u ne figure déja dans T, sur
les 2x‘4§:(u11 choix possibles, la moitié n'est pas conforme a la partltlon projetée,
ce qui nécessiterait autant de résolutions de (III)). Ce n'’est cependant pas le cas

griace & la relation de dominance de la proposition suivante :

Proposition 3.10. : Soit gmin[?:' u) le minimum d'incrément de ¥ pour un développe-

ment de (T, u) conforme & la partition projetée (11(171, 12(7733. Les deux seuls
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cas ou un développement non conforme & cette partition peut conduire & un gain

par rapport a gmin('t , u) sont :

(i) développement par X; avec j € I, (T) et :
ijj(u]<g (T,uJ+0§Z} )§ (45[) 3 ou

{ii) développement par X? avec j & I (T) et :

T RERTPPENCNRTE S ACED

~

Preuve : Une affectation de Xj non conforme & [I (T, I {T)) ne conduit a une
amélioration de g(T . u, XJ.) par rapport a l'affectatlon conforme que si la cor-

rection A d'estimation des colits d'accés est positive.

-Pour jELIT): A= I("C)§ (4q I(’t’)§ ('161)
Or la solution I () de (III) sur I(T) = I1(T) - { }est aussi une solution
acceptable pour (III} sur I(T) (la contrainte Z (%) ¢ est la méme que celle
sur 2:1 (’t’ §-L } ; au mleux, elle en est une solution optimale.
I (T) étant x¢-optimale, si 12 est une solution optimale de (III}, on a :
A ZJ::l?_('t) 212 @) ¢ % Z\"I (r) & X Z:Iz ()

L'incrément d'estimation est : glt ., u, X,!J =P. x g, (u) -A ?F gq.(u) ~x Z
J J J J J 12
. 1
r T .
Si Pj qj(u]agminl'r, u) +0(Z312(T) , alors gl 7, u, Xj Yzg . (T, W

min
-Pour €I (T): A - ; .
T , Zr,0v) = Fry() v {4}
La solution Iz[t]Uij}.est acceptable pour (III) sur I(7T ), et comme précédemment:
Ag_ o N s et
212 € 212 ()
= - A - .
gle. u X)) = (py+¥ ) a;u > (P §) o -« EIZ(T) 0

L'obtention de 8nin M€ requiert pas de calecul supplémentaire par

rapport & 1'heuristique du modéle de base. La quantité « pa ne nécessite pas

I,(7)
toujours la résolution de (III) sur I(7T) : s'il n'y a pas eu de modification dans
les affectations prévues, la partition (I,l( T],~IZ(T )J) peut &tre héritée directe-

ment du pére de 7 . Le test des deux inégalités de la proposition est donc trés
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rapide, et la résolution de (III) n'interviendra que pour les caractéristiques qui

les vérifient.

Remarquons gue la condition (ii) de cette proposition est trés res-

trictive, car sa vérification implique :

x 212 () > Pj9; (w) ~ 3 min (T,w) S0 pour (Jé'.[i('t):3m‘m$ﬁc‘j(w):
et g, q; W) < 21,00 (P55 () - ‘émm(’f.w))
ce qui ne peut pas, en particulier, se produire si f utilise une résolution optimale
de (III) X = 0). '

~

Par ailleurs, a la restriction couverte par la condition (i), s'ajoute
celle due a la contrainte 211“\;) {0 < T((t) : trés vite, cette contrainte
sera saturée et il ne sera pas possible d'affecter en mémoire principale une

caractéristique Xj pour j initialement prévue en IZI'C].

Notons, que méme si la résclution de (III) se produit beaucoup moins
fréquemment que 1l'évaluation de f, on gagnerait & résoudre (III) par un algorithme
qui proceéde en "différentiel” par des changements locaux sur une solution déja

~

connue (la partition [I,l('t), 1_(T)) pour obtenir une autre solution & la suite

2
t

d'une modification du référentiel (I(T ) = I(T) -fj})et, éventuellement, de la

contrainte. L'algorithme glouton (rapport "valeur/volume" décroissant) est facilement

aménageable dans ce sens.

Finalement, rappelons que si le schéma d'approximation utilise une
heuristique &-minorante, alors le degré d'approximation de la solution fournie est
‘
au plus [EI_['I +{) + 0(], € gtant 1'écart relatif & 1'’estimation du meilleur arbre

partiel pendant. Pour garantir une solution &, - optimale, il faudrait résoudre (III)

&, -
avec X < 50 » et fournir comme argument d'appel & 1'algorithme & = 4—:-_-0—(_

Une précision plus grande dans 1'heuristique (& faible) est compensée par une

recherche plus sélective ( € grand).
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3.3.4. MODELE DES COUTS DE MAINTENANCE

Le colit de maintenance m, d’une caractéristique Xi intervient sur le
colit du processus décisionnel indépendamment de la (ou des) position de Xi dans un
arbre t, avec uniquement une pondération 1 ou O suivant que Xi figure ou ne figure

pas dans t :

n
V- Z o« % (v = m
i=24 PL ,U’(V)'—‘XL }L ) + )(Lel: ¢

1

Pour ce modéle également, 1'espace de recherche H est insuffisant, car
le colt K(u,j) n'est pas intrinséque au connecteur TB(U], mais contient une compo-
sante qui dépend du SL ol figure ce connecteur. Une modification mineure de 1'al-
gorithme ADg (plus précisément de la procédure SOUS-LATTICIEL) permettra de prendre

en compte cette particularits.

Définissons :
Klu,j) = Fj * }L[u] + "ﬁ _ si Xj est rencontré bour la premiére fois dans le SL
’ en cours de développement,
K(U,J)’= Pj X }L[u) sinon.
L’estimation héuristique pour la racine de H pourrait &tre :
n
htu) = Z pir (oq) + Z  my ;
t=1 qQi#4

et 1'incrément d’estimation gj[u], apres le développement du sommet par le con-

necteur (u, FE{U]] est :

. (u) .2 ogL(u) si g, # 1ousi X, adéja é6té rencontré dans fL
gJ Fﬁ qJ( qJ J J

il

: . * g, (u) + m, sinon.
gJ(u] PJ qJ u nh non

Proposition 3.41. : L'heuristique définie par h[uOJ et par la fonction incrément

gj[u) est un estimateur monotone et coincidant.
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Preuve : La monotonie découle immédiatement de : Vu, J e gj(uJ.; C.
La coincidence s'établit. par différence relativement au modéle de base. Toute
caractéristique Xi tel que a # 1 figure nécessairement dans tout arbre t repré-
sentant S. Son colt de maintenance est compté dans 1'’estimation du colt de la
racine : h(uOJ. Par ailleurs, g est définie de telle sorte que tout autre terme
intervenant dans 22 m. a été compté une et une seule fois dans 1'estimateur.
XLE k O
Remarque : L'heuristique qui, pour tout j reporterait la prise en compte de mj au
moment ol Xj est rencontrée pour la premiére fois dans JL. , serait également
monotone et colncidante, mais elle serait moins efficace sur un plan algorithmigque

que celle définie ici, car moins informée.

ODO
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3.4. GENERALISATIONS STRUCTURELLES

3.4.1. RESTRICTION DU DOMAINE DES CARACTERISTIQUES ET CONTRAINTES DE SUCCESSION

Une des hypoth&ses, jusqu'a présent,a el€que toute caractéristique

dans un systéme de régles S est une fonction partout définie sur E. Sa conséquence

pratique est que les n caractéristiques peuvent 8tre évaluées dans un ordre guel-

conque, ce qui permet entiére liberté dans la génération d'un arbre de décision
représentant S. Dans de nombreuses applications (Cf. exemple dans le chapitre 5),

cette hypothése n'’est pas valide et doit 8tre remise en cause.

Soit donc, pour i = 1, ..., n, Ei<: E le domaine de définition de Xi'
Une premiere interprétation pourrait &tre que si Xi est testée dans un état
e E.(E - Ei), une sortie indiguant gque Xi est "Non-définie” est obtenue. Cela re-
vient & étendre chaque domaine de définition de Ei akE ?t a ajouter au domaine
d’application de chague caractéristique Xi une [zi + 1]eme valeur, laguelle n'aE—
porte gqu'une information indirecte et peu explocitable par le processus décisionnel.
De plus, cette interprétation exige qu'a chague &valuation d'une caractéristique
Xi’ le test tréé coliteux "e & Ei ?" soit exécuté. En fait, on reporte la difficulté

en se ramenant au modele de base.

Une deuxieme approche considérera gue le test d'une caractéristique
non définie conduit & une erreur et ne doit avoir lieu dans aucun arbre. On res-
treint alors la définition d’un arbre t représentant un systéme S au cas ol pour
tout noeud v de t : V(v) = Xi = 1l'ensemble d'états associés au r-cube v est inclus

dans Ei' Ceci introduit une contrainte sur la "représentabilité” d’un systéme S :

S est représentable si dans tous les cas, le test "e € Ei ?" peut &tre effectué
uniquement grace & 1’évaluation d'autres caractéristiques du systéme, lesquelles
devront donc &tre définies (il doit, en particulier, exister au moins une caracté-

ristique partout définie sur E).

En adoptant cette approche, on s'intéressera dans ce gqui suit, au cas

o0 la restriction du domaine d'une caractéristigue Xi guelconque peut 8tre faite
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par des régles du type :

"Si [fﬁ) alors Xi n'est pas définie” ;

fﬁ étant une ebf portant sur des conditions ol ne figure pas Xi'

Une telle regle, appelée contrainte de succession, sera représentée

par un ou plusieurs termes de U : u = (u(1), ..., uli - 1), 6, u(i + 1J,..,uln)) ;

. Bme . e o sps P
le symbole "Q" comme i coordonnée de u signifiant que Xi n'est pas définie sur

1’ensemble des états e € E tel que :

[X1(e], e X

d(e] » Xi+q[e], ...,Xn[e]]c: (ul1¥, oo, wli-1), ulie1), ... ulnl)).

Remarque : Pour garder & l'espace de représentation U la méme sémantique que pré-
cédemment, on admettra que toute caractéristique Xi est partout définie sur E, mais
qu'on s’interdit de 1'évaluer sur (E - Ei] (car, par exemple, son coﬁf d'évaluation
Y devient infini). La contrainte de succession s'énoncera :

"Si [Q?) ‘alors X; n'est pas évaluable”.

>

Les termes correspondaht a cette contrainte pourront &tre manipulés comme tous les
termes des autres régles du systeme (regroupement, recouvrement, développement), en
interprétant le symbole "©" comme un " ", et en prenant la précaution de ne pas

perdre 1l'information : u(i) = Q = X; est non évaluable.
Une condition nécessaire de représentabilité d'un systéme est

Proposition 3.12. : Soit u une contrainte de succession telle que Vi ui) #Y¥

(i.e., u(i) =6, ou u(i) est explicite sur {U, veas zi—1}3. Si u- recouvre plu-
sieurs reégles de décision, i.e., si dJ, k # j tel que (u Nl legi D et [ufTRKJQfD,

alors S n’est pas représentable.

Preuve : (par 1’absurde) - Soit t un arbre représentant S. t réalise une partition
de [,X'ZZL )] admissible pour S. Dans cette partition, la contrainte de succession
u estb;ecouverte par, au moins, deux feuilles l1 et l2 de t. Or, par hypothése,

U ne contient aucune coordonnée "? ". Elle ne peut donc 8tre partitionnée par

11 et 12 qu'en développant une coordonnée "B, j:fi;, en testant dans t une carac-

téristique non évaluable. : ]
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On déduit de cette proposition que S n’est représéhtéble-due éi tquté
contrainte de succession peut &tre .développée (suiv@nt:5353?95&1;anterme§;chachn
inclus dans une regle unique nu dans D. On s'évitera donc de définir un ensemble
particulier pour les contraintes:de succession, en se ramenant -4 un systame
S = ix, A, D, R} dansniequel toutes les contraintes sont exprimées dans les dif-
ferentes régles Rynss.. Ry s avec pour u € Ry, uli)€ fo. ez 1pUuf @8 } .

On étend;@,1a-notati@nkgé'[u3?=m§iZé{1,~«.an}:‘u(i)7=*?f eu ufij=-= f}fdn'-“g -

meio cimlal oase Jem 4w Pt iRIoslaor mhomhimoni B Y
Remarques : DB e 2TASS BD silwend

1) Une contrainte de succession sur un terme de dépendance peut &tre
ignorée (O confondue: avec.$ ) :.il est; en-effet, inutile-de- tenir compte de‘ce - -

qui n'’est pas évaluable dans un état par définition impossible.

con o mis2)iAyant considérécchaque: X; -comme-partout-définfessiioE; fet ayant”
interprété. le-symbole-”8 % & un.niveau: purement -opératiofinel; ‘ge-qif a- “Et&7BtaBli” +P

sur la consistance et la Gomplatudemd!uanystemewde r8gledendirs valite™ avec“pu‘

sans contraintes de succession. En particulier;¢lYalgerithmé VERIPI@ATTDNiéstidfi =

rectement applicable en considérant une coordonnée " ©" comme.éguivalente-a.up2% %,
A T Bt L S IR RSN SO N A PR R . AP N S RCIN . T ITIY SRR A

m§/9v?gif/9'@A{F*;Qﬂfségiasgfﬁﬁr Lo sl surainons sl

X/u = {xex ‘1e§[u1}

]J, K £ tel que [u/14—~ JJ¢.D et (u/1+K]¢p 3 et, .

il n! ex15te auoune Contralnte de succession v tel .gue,v e u-et
oo}

A/u et R/u gardent la méme définition gue dans le modéle de base.

e sdm ¥ n
Pomrities i VB

T A e
: Pt N

Notphélfx /pour 1! hyberﬁube entler .7X/u # x [l egallte a.lieu; dans e modele de Vo

base) 5 X/u est restrelnt aux. Seules caracterlsthues évaluables gur tout, E,,wf‘

. - ~ Sy T AV TIOE T
EXE -4 Ll L N H
’
- i
e - oy ] : N
[ RN S 3
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Proposition 3.13. : S, un systéme consistant et complet, est représentable ssi
pour tout u € U, 1l'une des trois conditions suivantes est vérifigée :

1 ue D 2) |R/u| = 1; ou 3) X/u # 9 .

Preuve (condition suffisante) : l'algorithme non déterministe A1 trouverait a
chaque itération, soit une caractéristigue évaluable (X/u = @ ), ce qui permet de
poursuivre la génération de 1l’arbre ; soit une régle de décision unigue [‘R/ul = 1)
ou une dépendance, ce qui permet de transformer une branche en feuille ou de
1’élaguer. ' _

(Condition nécessaire, par 1l’absurde) : admettons que u ne vérifie aucune des trois
conditions et que t représente S. X/u = @ et \R/u|.>1 entrainent que
§ (u) # B et Yie é (u), il existe veu tel que v(i) = © . Soit

Vgr mees Vi r > 2 tous ces sous-termes de u développés tels gu'aucun ne con-
tienne de coordonnée "\P”. Ou bien, 1’'un deux vj recouvre plus d'une regle
( lR/uf >1}, et suivant la proposition précédente, S n'est pas représentable ; ou
bien il existe au moins deux sous-termes vy et Vo chacun inclus dans une regle
unigue, tels que leur intersection non vide n'est pas dans D
(v, (1) = e, v, (1) 9, et v, (k) #9, v, (k) = O , avec i,k € & (u)), et dans ce

cas, S est inconsistant. 0O

Cette proposition ne fournit pas un test opérationnel simple de re-
présentabilité d’un systéme. Elle est pourtant trés importante, car on en déduit
facilement que les contraintes de succession n'augmentent en rien la combinatoire
du probléeme de recherche d'un arbre représentant un systéme, mais, au contraire,
diminuent cette combinatoire. En effet, 1l'algorithme A1 peut faire un choix non
déterministe quelcomque dans X/u, si ce choix conduit plus tard & un blocage sur
une branche (absence de caractéristique évaluable sur un terme non homogéne), tout

~

autre choix dans X/u aurait conduit aussi & un blocage, car S n'est de toute fagon

pas représentable. A1 n'aura jamais & revenir en arriere, et une séguence de choix

arbitraires déterminera la représentabilité ou la non représentabilité du systeme.

Abordons alors le probléme de 1'optimisation d'un systéme de régles
consistant, complet et représentable. Moyennant la transposition & H de la restric-
tion de X/u précédente, i.e., f1j(u] est un connecteur de H ssi Xj € X/u, 1l'espace

de recherche du modéle de base demeure valide. Sa distribution de colit également.
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Notons que S est représentable ssi H ne contient aucun sommet non terminal sans

connecteur. Soit alors : o

g, : probabilité de se trouver dans un état ol une décision est accessible sans

évaluer Xj' compte-tenu des contraintes de succession ; et

.a} : méme guantité que qj, en ignorant les contraintes de succession ;
qj(uJ et E}(u) sont les probabilités d’avoir les événements précédénts joints a

celui de se trouver dans un état de u.

Proposition 3.14. : Yy e U, JE & (U} a—j[u'] > qj[u].
Preuve : La remarque 4 (page 1787 )} demeure valide ici

aj = P Pp(%) sur l'ensemble des feuilles 1 d'un arbrértj tel que

Xj §é \f’( M s tj étant un arbre qui, sur tout chemin, n'évalue la caractéris-
tique Xj gu'en dernier ressort, lorsqu'un test reste néanmoins
nécessaire et qu’aucune autre caractéristique n'est disponible

(i.e. sur une branche telle que X/u = {ng ).

Les contraintes de succession imposent & un arbre tj de tester Xj

dans un chemin au moins plus t&t qu’il ne le ferait sans les contraintes : Xj,ap—
paraitra dans davantage de feuilles de tj, d'ol qj < E;. O

Proposition 3.15. : 1l'estimation h(u) = jZG}Q(u.) ?J [ fL(u) - C( “ (u.)]

est une heuristique monotone et colncidente.

Preuve : la monotonie est immédiate : gj(uJ = Pj x qj(uJ; Pj qj(u];.O.
Si 1'on ignore les contraintes de succession, 1l'estimation proposée est celle du
modéle de base, la structure de colt est la méme que dans ce modele, d'od la

O

coincidence.

Remarguons gue l'’estimation initiale du sommet ug est plus petite
gue c911%1qu'on ayrait pl avoir en tenant compte des contraintes de succession :

. . \ ) . [ P [ . 0 t ,
h(uol < 231 Fﬁ (4- qJ) 3 1'incrément d'’estimation gj(u] est, par contre
plus grand ; mais globalement, }'estimation risque d'8&tre moins efficace avec les

T. qu’avec les q,.
qJ q qJ
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Pour pouvoir améliorer 1'heuristique, il faudrait deéterminer les qj,
i.e., pour tout terme u d'une regle Ri’ il faudrait répondre & la double guestion
u figure-t-il dans un terme v dont Xj est consensus ? et, existe-t-il un arbre
représentant S et admettant v comme feuille ?

Cela revient, en fait, & déterminer un arbre tj pour chaque caractéristique.

Bien que ce calcul ne doit g2tre fait qu'une seule fois (chague tj
fournit 1'ensemble consensus Cj], il représente un investissement important pour
une amélioration incertaine de 1'heuristigque. C’est une complication d'autant p}us
inutile que le peu perdu dans l'efficacité de h est compensé par la réduction de

la combinatoire du probléme due aux contraintes de succession.

Les mémes considérations peuvent 8tre inwquées sur la question de la
redondance des caractéristiques dans un systéme contraint : les E} ne constituent
plus qu'un indicateur nécessaire (mais non suffisant) de redondance, il faudrait non
seulement déterminer un arbre tj, mais tester pour chacune de ces feuilles 1 tel que
Xj ¢ ‘\7’( r'°1(l)] que 1D = B . On évitera ce calcul colteux, en espérant que les
reéductions apportées par les tests de redondance dans le modéle de base soient com-

pensées ici par les contraintes de succession.

3.4.2. REGLE AUTRE

La régle "Autre” permet d’assurer implicitement la complétude d'un
systéme. Elle spécifie 1l'action (ou les actions) & prendre pour tout état autre que
ceux des régles explicites de décision. Reﬁarquons que le test de consistance d’un
systéme est le méme avec ou sans régle "Autre”, le test de complétude ne peut &tre
utile que pour déterminer si cette regle correspond & un .ensemble d'états vide ou

non.

Comme on 1'a déja mentionné, expliciter les termes d’une régle "Autre”
est équivalent au probléme NP-Complet de la réalisation d'une expression logigque.

On tachera, donc, de traiter un systéme avec régle "Autre” sans avoir a expliciter

cette regle.
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Soit RA la régle "Autre” et]k(RAJ la probabilité de se trouver dans

un état correspondant a cette régle :

WRD =1- Z B (V)

ve S
R Nw - wj - | Mo
F Fh()vezs)u'w )
(par ve;S; on ne fait référence qu'aux termes explicites du systeme)l .

L'espace de recherche H pour un systéme muni de la régle "Autre”

est le méme que dans le modele de base, en précisant gu 'un sommet u est terminal
" si|Ruf =1 et uaRj, & u correspond alors 1'action A; si R/u - LRY

- 8l R/u =@ et ucD, & u correspond alors 1'action de la régle "Autre” ;

=

- siuc D : sommet terminal & élaguer.

Soit Ci l'ensemble consensus de la caractéristique Xi’ en ne tenpant

- - v .
compte gue des termes explicites de S, et q; \,ézc }L-( ) « I1 est simple de
voir gque q; est supérieure ou égale & la probabilité de ne pas évaluer Xi dans le

PDF, compte-tenu de la regle "Autre"”. L'heuristique proposée est

- Je%(u. P [ves p(viuw) - q (Lb)}

Proposition 3.16. : h est une estimation monotone et coincidante.

Preuve : monotonie :

K(u,j) + 2o ﬁ(.v.= : w wnu_ - g ()
- R4 [Mw =3k (whw) +q5ce) ]

K{w )+ vez;;&u)l)— Ao(w) + Py (ﬁj (w) + }L’(Ra ﬂw))
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© L'incrément d'estimation est donc gj[u) = fj(qj(u) +rL[RAn ul =20
Coincidence :

- si1 u est un sommet terminal inclus dans une regle unique Rj‘ alors pour tout
v € Rj tel que v flu # 0, et pour tout i € é (u), v figure dans un terme de

C; et 21’4, (uﬂ»v)=c\‘b(u_) 3

- si u est terminal avec R/u = @, alors YvE€ S : v{lu=10et qi[u] = 0;

3.4.3. SYSTEMES DE REGLES RECURSIFS INTERCONNECTES

On a considéré, jusgqu'a présent, qu’un processus décisionnel s'arrétait
sit8t gque la regle de décision correspondante & 1'état du systeéme était déterminée.
On ne prenait pas en compte dans le PDF la partie action des regles. Mais, dans de
nombreuses applications, l'exécution de 1l'action d'une régle conduit le plus souvent
ad la poursuite du processus décisionnel. Aussi, est-il intéressant de distinguer

deux types de regles

- celles dont 1’action modifie éventuellement 1’état du systéme, puls arrgte le

processus décisionnel ; et

- celles qui, en hlus d’une modification d'état, conduisent & l'appel d'un autre
{ou du méme) systéme de réglespour déterminer et exécuter une regle valide sur le

nouvel état.

Le processus décisionnel consiste alors en un enchainement (aou
récursion) de PDF élémentaires sur un ou plusieurs sous-systdmes de régles, et cela

jusqu'a la rencontre d'une reégle d’arrét.

Notons qu'il est équivalent de considérer toutes les régles comme des
opérateurs de changement d'états, et de distinguer certains états particuliers

~

comme terminaux, guitte & définir ces derniers par une ou plusieurs régles.
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L'analyse d'un systéme de regles contenant des appels .récursifs
sera similaire & celle que font Moret, Thomason et Gonzalez L1647 sur les
fonctions booléennes récursives. Dans notre cas, l'interprétation d'un appel
recursif peut &tre la suivante : 1la regle Rj améne le systéme d'un état e & un
état e’, pour lequel on cherche la nouvelle régle applicable R' ; comme 1’état e’
n'est pas directement accessible & partir de Rj et de ce qui a été connu de e
(i.e., la feuille 1 correspondante & e). La seule fagon d'ebtenir R' est de passer

par une nouvelle séquence d'évaluation de caractéristiques.

Soit.{R1, cnas Rr} les reégles dont 1'actualisation comporte un appel
4]

zZ = rL(V):

récursif, et{R 1’ seas R g les raégles d’arrét. Notons u
r a =1 veR;

r:
probabilité d’appliguer une regle avec appel récursif. On a

Proposition 3.18. : si t est un arbre représentant S, & - optimal relativement au

critere LP (colGt moyen d’accés & une regle quelconque indépendamment des récursions),
alors t est également &- optimal relativement au coiit moyen d'accés a une régle

d'arrét, et son colt dans ce dernier critére, est
Y = Yo x b - [aanp

Preuve : lLe premier passage dans t colte Y(t). Avec une probabilité Fb’ ce passage

conduira & une feuille correspondante & une des régles{R1, e Rr% » entrainant un

nouveau passage de coﬂtkp(t], .+« tc, D'old :
_ @ g o

2 4

Py = V() [ 4 o g e _]:LP&%QZ:O forn = W(E). Z

Comme }Lr ne dépend que de S et pas de t, si t est & - optimal rela-

tivement a LV » 11 1'est aussi relativement a ¥ . . -

En pratique, on construira 1'arbre t représentant S en négligeant les
appels recursifs, puis on ajoutera sur t un arc de retour entre chaque feuille 1
tel que ;8 (1) = Ak’ kgr, et la racine de 1'’arhre vy et on actualisera le cofit
detpm‘[1-FrL
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Cas de plusieurs sous-systémes de reégles s'appelant mutuellement : soient

81, e SS un ensemble de sous-systémes portant sur le méme espace d'état E,
mutuellement connectés, et tel que pour tout i, j # i : toute caractéristique de

Si est logigquement indépendante de toute caractéristique de Sj (donec, en particulier,
distinctel. Notons!Lji la probabilité totale des regles de Si contenant un appel a

. a2 1y . .
Sj 5 ;Lii la probabilité d'un appel récursif sur Si'

Admettons que chaque sous-systéme soit traité isolément et sans tenir
compte de ses récursions propres ; et que pour chaque Si on ait obtenu ainsi un
arbre ti de colt LPi le représentant. Il est possible, en généralisant le raisonne-
ment précédent, de montrer que si chacun des ti est & - optimal, alors la structure
totale est &€ - optimale et son colt est une fonction linéaire (& coefficients po-

sitifs) des LPi.

Exemple 3.5. : Soit la structure suivante (figure 3.5.a) : début du processus sur

Sq, puis arrét, ou appel récursif, ou appel de 82 ; et, dans ce dernier cas, le

processus peut soit se poursuivre sur S1 ou 82, spit s'arréter. On peut remplacer

t2 par un arbre (infini) t'2 sans récursion et de colt \Pg= (Pa x 4//(4‘fL22)
(schéma figure 3.5.b). Ici, le colt du processus décisionnel sans récursion est
g = LP1 + Fae q}al , et la probabilité de retour sur t, estft = P"H + }*;]2 ]-*‘22 .
On remplace la structure précédente par un arbre unique t de colit 4’ et on se
raméne au cas de la proposition 3.13. (figure 3.5.c). D’'ol, le colt global :

Y = Wy + pae- W2 A/ (A-p2e)

-1 - (}’\‘-11 + Pqz - ""2‘?_)

©)

FIGURE 3.5.
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Remarques :

1) La structure de l'exemple précédent est symétrique, mais le coiit
du processus décisionnel démarrant initialement en Si n'est pas le méme gque celui
commengant par SZ' LLa donnée du sous-systéeme initial est fondamentale pour un pro-

cessus par nature essentiellement séguentiel.

2) si 1'on suppose gue toute regle d'un sous-systeme Si qui fait appel
& un Sj’ effectue un changement dfétat, 1'hypothése d’indépendance des caractéris-
tiques n'est plus nécessaire. En effet, l'indépendance n'est évidemment pas véri-
fiée dans le cas d'un appel récursif, cas pour lequel la proposition fut initialement

établie (Si la régle R, fait un appel récursif sur S. sans changer d'état au pré-

K
alable, on retraversera l'arbre t par le méme chemin, aboutissant de nouveau a

R ..., 2t ainsi de suite sur une boucle infinie).Par contre, R e:S peut falre

K’
un appel sans Changement d'état a Sj’ j# i, et dans ce cas, 1’ 1ndependance des

caractéristiques est nécessaire pour justifier que la non prise en compte dans Sj
de l'information acgquise par le procesSUS décisionnel sur Si n'affecte pas 1'opti-

~

malité globale du systéme. Si R, avait procédé a un changement d'état (ou était

k _
susceptible de le faire), cette information aurait, de toute fagon, &té perdue (ou

non exploitable).

‘La séquence de réduction de boucles et de transformation de structure
illustrée dans l'exemple précédent, devient rapidement trés longue et fastidieuse
_pour un systéme un tant‘soit peu complexe. L'analqgie entre cette ségquence et les
techniques de réduction de boucles sur des schémas fonctionnels d’asservissements
n'échappera pas au lecteur familier des méthodes de calcul des fonctions de transfert.
Une de ces méthodes, s'appuie sur la formule de Masson, donnant le flot entre deux
sommets d'un>graphe de fluence. Elle est systématique et facilement implémentable.
Pour pouvoir 1l'utiliser, nous avons développé une procédure qui traduit une struc-
ture de systémes récursifs interconnectés en un graphe de fluence, tel que le flot
entre deux noeuds conventionnels de ce graphe corresponde au colt du PDF sur la

structure.

000
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3.5. CONCLUSION

Ce chapitre a développé une instance de 1'algorithme de recherche

heuristique AOg pour l'optimisation des PDF.

Plusieurs propriétés caractérisant la structure particuliére du
probléme ont été établies, et explocitées pour simplifier certaines phases

de 1'algorithme et proposer des stratégies efficaces de recherche.

Pour chacun des six modéles de colits développés au Chapitre 1, une
fonction d'évaluation heuristique a &té proposée et ses propriétés assurant
1’ £-admissibilité de 1'algorithme ont été démontrées. On a fait de méme

pour certaines structures particuliéres de POF.

Le domaine d'utilisation de cet algorithme sera précisé au chapitre
suivant par le développement d'un modéle empirique de son comportement, et
par la caractérisation de la complexité intrinségque du probléme traité, en

optimisation exacte ou approchée.

ODO
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4.1. INTRODUCTION

mamrerecrae s}

’ Le but de ce chapitre est d'analyser la complexité du probléme
d'optimisation des PDF et de modéliser, plus précisément, le comportement moyen

du schéma d’approximation.

Rappelons les résultats obtenus jusqu'a présent en matiére de com-

plexité. Pour un systéme de a régles et de n caractéristiques

1'algorithme non déterministe A1 est en O(p + g) ; p est le nombre de noeuds et
q le mebre de feuilles de 1l'arbre généré. Dans le pire des cas, A1 est en
o II Zi) ; et aucune des heuristigues instanciant A1 en un algorithme approche

L= .
(fonctions Y1, Y Y_ ou Y4] ne réduit cette borne ;

2’ '3
m‘

- la programmation dynamique (A2) est en O( 1T1 (4+ 2.1
L=

- les procédures par séparation et exploration [AE ou A4} sont en O {z:] 3 avec

n-2
lz"i =~ 2 B(n)=2nr II (m_.Rk) 39" Zij

. m
- 1'algorithme AOg est en O ( 111 (A+ 22i3].
L2

Non seulement aucun de ces algorithmes n'est polynomial, mais, de plus,
on caractérisera {(section 4.2.) le probléme d'optimisation traité dans une classe
de complexité qui exclut théoriguement 1’existence d'algorithmes polynomiaux, aussi

bien pour 1'optimisation exacte que pour 1’approximation garantie.

Malgré cela, on argumentera en faveur de l’approche de traduction d'un
systéme de régles en arbre de décision; et de la nécessité de disposer d'un modele
de comportement moyen d'un bon algorithme, et d’une caractérisation aeussi précise

que possible de son domaine d’'application.

C'est ce que développe la troisiéme section du chapitre pour le
schéma d’approximation AQg sur la base d'une approche empirigue : une implémenta-
tion et des conditions d’expérimentation sont décrites, une analyse statistique des

données recueillies est effectuée, un modéle est proposé et critiqué.
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La derniere partie est treés prospective et aborde une guestion
encore largement ouverte : comment suivre la dynamique d'un systéme de regles,
dont les paramgtres et la structure &voluent, en optimisant un critere global

intégrant & la fois les colis de recherche et de transformation des PDF, et les

colits de décision sur ces PDF ?

000 .
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4.2. CARACTERISATION DE LA COMPLEXITE DU PROBLEME

D'OPTIMISATION DES PODF

Dans cette section, on répondra par la négative (conditionnelle &

P # NP) aux questions suivantes :
Existe-t-il pour le probléme d'’optimisation des PDF

- un algorithme exact polynomial ?

- un schéma d'approximation pleinemént polynomial *?
- un schéma d’approximation simplement polynomial ?
- un algorithme poiynomial d’'approximation absolue ?

- un algorithme polynomial d'approximation relative ? (dans un cas particulier ).

On discutera également de la position, relativement & la classe NP,
du probléme d'existence correspondant & 1l'optimisation des PDF et de la possibilité
de trouver des algorithmes polynomiaux sans garantie d'approximation (cf.(111) ou

{63) pour une introduction aux notions de complexité discutées ici).

4.2.1. DIMENSION D'UN SYSTEME DE REGLES

La notion de dimension d'une instance d'un probleme xn, définie comme
étant la longueur d'une chaine de caractéres (dans un alphabet donné) codant cette
instance, est fondamentale pour la caractérisation de la complexité de x . En
toute rigueur, une telle caractérisation ne peut &tre gue relative au schéma de
codage utilisé ; mais en pratique, on s'en affranchit en admettént un "codage
raisonnable” qui fournirait un code facilement décodable (toute donnée élémentaire

de l'instance doit &tre accessible en temps polyndmiall et concis (de longueur
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(N

bornée polyndmialement par celle de tout autre code facilement décodable).

Il s'agit donc, dans notre cas, de dé?inir une fonction Dimension
telle que tout systéme de régles S puisse &tre codé par une chaine de caractéres
de longueur bornée polyndmialement par Dimension (S). La difficulté réside dans le
fait que S n’a pas une représentation unique. Sous la forme normale disjonctive
dans 1aquélle le systéme est supposé 8&tre donné, on peut procéder au développement
de chague terme en O-cubes, ou au contraire, effectuer des regroupements de termes
adjacents d’une méme régle ou de D. On peut méme effectuer une minimisation du
nombre de termes (algorithme du type Quine - McCluskey (151) .} ; mais cette
minimisation est un probléme NP-dur et elle n'est pas nécessaire dans 1'optique de

1’optimisation des PDF.

On admettra, par contre, 1'hypothése peu contraignante que le nombre

de termes de S ast borné polyndmialement par celui de sa représentation minimale.

Notons que malgré cette hypothése, le nombre de'caractéristiques
n =}|Xlet le nombre de regles a = ]R‘ =7lAl ne sont pas des paramdtres suffisants
pour définir Dimension (S), car méme dans la représentation minimale, le nombre de
termes peut &tre exponentiel en n et a (exemple : systame de n caractéristiqués
binaires et de a = 2 régles; R, comporte tous les O-cubes ayant un nombre pair de

1

g, et R2 contient tous les O-cubes ayant un nombre impair de "0" : aucun regrou-

pement n'est possible, et la forme minimale de S poss&de m = 2" termes).

a.
Si m est le nombre total de termes de S : m = |D| + ;Zg | Ry ,
. L=
on prendra finalement comme définition :
- 8'il existe un polyndme de n majorant m : Dimension (8) = n ;
- sinon : Dimension (S) = m.
(1) Gafey et Johnson. (63, p.21) » tout en avouant ne connaitre aucun moyen de

formaliser cette notion de "codage raisonnable”, proposent quelques régles de

ce que pourrait étre une méthode standard de codage de données structurées.
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4.2.2. LE PROBLEME D'OPTIMISATION, EXACTE OU APPROCHEE

Pour caractériser la complexité du probléme d’optimisation des PDF,

on utilisera une réduction pseudo-polynGmiale du probléme du transversal minimal.

Soit G = (V, E) un graphe ; un sous-ensemble de sommets T V est
un transversal de G ssi toute aréte de G a une de ses extrémités dans T. De nom-
breux problemes combinatoires se raménent & la recherche d’un transversal de
cardinalité minimaled'un graphe [(ou plus généralement, d’un hypergraphel). Le

minimum de cette cardinalité est appelé nombre de transversalité de G et est noté :
T(6) = min {ITI [ T est un transversal de G } .

; Karp {110) a établi le résultat suivant : étant donné G un graphe
et k un nombre entier, le probléme "G admet-il un transversal de cardinalité infé-
rieure ou égale a k " est NP-Complet.

(Preuve par réduction du probléme de la clique maximale : si G admet une clique de
r sommets, G' son complémentaire admet comme transversal les ]V 1- r somméts qui
ne figurent pas dans la clique.“La clique maximale”est lui-méme NP-Complet par
réduction du probléme de la réalisation d'une expression logigue).

On peut alors énoncer :

Proposition 4.1. : L’optimisation des PDF est un probleme NP-dur au sens fort.

Preuve : Définissons l'application gqui & tout graphe G (V, E)J, V = {vﬂ""’vn }et

]El = m, assocle le systeme de regles S = {X, A, D, R} particulier suivant :

- X contient n caractéristiques binaires, & chagque sommet vy de V correspond une

caractéristique Xi de X ;

- R comporte (m + 1) régles :

. a l'aréte (vi, vj] de E correspond la régle R qui possede comme

k
unique terme un O-cube U ayant toutes ses coordonnées & 0 sauf la
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. &me Bme |
i et la j a1

Uk(i] = uk[jJ = 1, et uk[l) =0 Vi, 1 f ietl#j

. la regle Rm+1 posséde un O-cube unigue dont toutes les coordonnées

sont a3 O

- D contient tous les autres r-cubes de U qui ne figurent pas dans R :

- les n DO-cubes ayant une coordonnée ad 1 et les autres a 0 ;

. les [C2 - m) O-cubes ayant (n - 2) coordonnées & 0 et 2 coordonnées
1etJa1 telque(V,V]¢E;

. les C3 {n-3)- cubes ayant 3 coordonnées a 1, et (n - 3)autres ay .

- La distribution de colit sur X est unitaire (VYj, Pj = 1).; et la distribution de

probabilité sur U associe la probabilité 1 au O- cube de la régle R + 1’ et O 3
tous les autres termes. Notons gue S ainsi deflnl est consistant et complet, et

que son nombre total de termes est polynomial en n.

Exemple 4.1. : Le systéme associé au graphe G suivant est

FIGURE 4.1.

R, = {(1 1 0 Vo)} ;R = {(D 1 0 1)} s Ry = {0 0 1 1}
R, = {[D 11 03} s Ro={(1 0 0 07 s -{t o o oy
D={(1 000 ; (@ 100 ; (@ g 10 3 (00 0 1) ;

1013 5 1 1AY) 5 119D, 19 110, ($1 1 n}.

Chaque regle de S ne comporte comme unique terme gu'un O-cube, dont

tout arbre t représentant S posséde exactement {(m + 1) feuilles, une par action.
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Soit Xi > wnes Xi , les caractéristigues de X rencontrées sur le
1 k

chemin unique menant & l'action A

‘1" Le terme u correspondant & ce chemin est

alors défini par : u(11] = u(12] = L.. = u[1k] =0etulj) =Y pour‘]¢ i11,...1k}.
Sachant que R/u = {Rm+1})ce terme u € recouvre auclin des O-cubes correspon-
dant aux ardtes de G. Or, ceci ne peut avoir lieu que si,pour chaque aréte

(v., v.JEE, ou bien ie{i y eens i
i J 1

fi - e

K
}est donc un transversal de G.
K

}, ou bien,j€§i1, enes ik} : 1’ensemble

Etant donné la distribution de probabilité sur U, la seule feuille de

l'arbre t & avoir un poids non nul est celle correspondante & l'action Am+1 ; elle
seule intervient dans le colit de t. L'arbre est donc optimal ssi le chemin de sa
racine a Am+1 est minimal en nombre'de noeuds, i.e., ssi le transversal correspon-
dant de G est minimal.

Dn terminera la preuve en notant gue :

- S est construit & partir de G par un algorithme polyndmial en la taille de G
(au plus en O[n4]J, la dimension de S et tous les param@tres qui y interviennent
sont bornés polynbmialement par n : la transformation de G & S est donc pseudo-

polynomiale ;

- le probléme du transversal minimal ne faisant pas intervenir de paramétre numé-

rique non borné polynomialement par n, est NP-Complet au sens fort. 0
On peut alors affirmer que :

le probléme d'optimisation des PDF n'admet pas d'algorithme exact polyndmial

{3 moins que P = NP).

De plus, le qualificatif "sens fort” permettra d’exploiter le théoréme
suivant (Garey et Johnson (682) J : si A& , un probléme d'optimisation NP-dur
au sens fort, est & paramdtres et & critéres surlN, et si pour toute instance I de
7, la valeur de 1l'optimum sur I est bornée polyn@mialement par la dimension de
I et par la valeur du plus grand paramgtre y intervenant, alors 7 n’'admet pas de

schéma d'approximation pleinement polynomial (& moins que P = NPJ.
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Il est relativement simple, dans notre cas, de se ramener aux
hypothéses du théoréme précédent. Partant d'un systdme avec des distributions
quelcongues P et p sur R+, on obtiendra les distributions sur N P'et ru en
multiplianﬁichaque parametre par un nombre K assez grand (on pourra prendre
K = 10“, J:[ é; , Si P et rL sont sonnées en représentation décimale avec &
digits fractionnaires, le facteur LLL1%L garantissant que méme dans 1'hypothése
d'équiprobabilité des sous-termes d’un terme, tout élément de U aura un poids

entier). Le critére optimisé étant :

!
Vwr = = oy Z P (V) ;
' Lt gn WV)'-'-'X(, .
la valeur de 1'optimum est entiére, et elle est majorée polyndmialement (méme si
1'ensemble {v € V" ]](V) ='Xi} est exponentiel en la dimension de 1'instance, la
deuxiéme somme est majorée par K°). De plus, tout arbre & - optimal sur les dis-
! ’
tributions P et 1t 1'est également sur les distributions e et P_[or, son coit
!
est Yty = k% . W),

D'oll :

le pfobléme d'bptimisation des PDF n'admet pas de schéma d’approximation pleinement

polynomial (& moins que P = NP).

Un corrolaire trés simpie de la proposition 4.1. est :

Proposition 4.2. : Pour tout € tel que O < € < 1/n, le probléme de

1’ E-optimisation des PDF comportant n ou plus de n caractéristigues, est NP-dur.

Preuve : On reprend la méme réduction du probléme du transversal minimal d'un graphe
que précédemment. Pour le systéme S obtenu, si t est un arbre de colt K, tout arbre
t' strictement meilleur due t est de colit inférieur ou égal 3 K - 1

(Yo -Peen / Peey > k-1 > .

Donc, pour 1/n3» € , tout arbre t E-optimal est également optimal,
et un algorithme d°* E-optimisation des PDF résoud de fagon exacte le probléma

du transversal minimal. O
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On en déduit que :

le probléme d’optimisation des PDF n'admet pas de schéma d’approximation polynomial

(& moins que P = NP).

>

Finalement, montrons (par un argument similaire & celui de (63)
sur le probléme duy sac-a-dos) qu’une approximation & écart absolu garanti revient
& une résolution exacte du probléeme. Scit A un algorithme qui fournit un arbre dont
1'écart absolu & 1'optimum est majoré par & 2 0. En partant d'un systéme S ayant
les distributions F et rL‘, péssons par un facteur multiplicatif K aux distributions
entiéres Pl et ,.;,' . puis aux distributions P" = (1 +X) P’et ]-‘«"= " . Llarbre t
obtenu par 1’algorithme A a pour colt ‘P”(t] tel que : 4ﬂ%t] - 4/"(?) & s
; étant une solution optimale (dans les trois distributions). En revenant aux colts
Yor el (Y - YD ¢ x.

Or, WY {(t) et YI(t) sont des entiers > Yit) = q’ {t) et t est également optimal.

D'ol le résultat :

=

le probléme d'optimisation des PDF n'admet pas d'algorithme & approximation absolue

polynomial (& moins que P = NP).

Une seule alternative reste ouverte : celle de 1'éventuelle existence

d'un algorithme polynomial d’approximation & écart relatif garanti par une constante.

"Deux voies sont possibles pour essayer d’exclure cette éventualité :

1) trouver une réduction d'un probléme NP-dur au probleéme de 1'approxima-

tion des PDF ;

2) trouver un probléme dont 1'approximation est NP-dur et qui se réduit

fortement & l'optimisation des PDF.

La réduction proposée dans la preuve de (4.1.) est une réduction forte
(conserve les garanties d'approximation) ; cependant, le probléme du transversal
minimal d’un graphe n’est pas & approximation NP-dur (si E' est un couplage maximal
d'un graphe G = (V, E}, alors V', l’ensemble des sommets intervenant dans les arétes

de E', est un transversal de G avec | V'] € 2 x T (G) ; la détermination polynomiale
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de E' fournit donc une (& = 1) - approximation). En fait, relativement peu de
problémes d'optimisation sont & approximation NP-dur pour tout E> 0 (les plus
communs étant, par exemple, le probléme du "voyageur de commerce”, la programma-
tion linéaire en nombres entiers, la K-partition minimale d'un graphe, ...

Cf. (216) 3} ; et leur structure est assez &loignée-de celle des PDF pour qu’'une
réduction forte polynomiale apparaisse intuitivement. Un probléme particulier
intéressant est celui du nombre chromatique minimal d'un graphe (61) : son

€ - approximation n'’est NP-dur gue pour & <« 1. Mais, nous n'avons pl trouver

fqu'une réduction (laborieuse) du probléme d’existence "G est-il k-chromatique ?" &

celui de 1’optimisation exacte (ou & & prés, pour € £ 1/n) des PDF.

, Un autre probléme dont une réduction aurait pl &tre intéressante
est celui de 1'ensemble stable maximum d’un graphe (S < V est un stable de G=(V.E)
ssi deux sommets quelcongues de S sont non adjacents). Garey et Johnson ont montré
(63) que, soit ce probléme est & approximation NP-dur, soit il admet un
schéma d'approximation polynomial (excluant 1'alternative d’un algorithme & appro-
ximation garantie). De plus, il est simple d’établir que si S est un stable maximal
de G, alors (V - S) en est un transversal minimal. La transformation de la proposi-
tion (4.1.) est donc facilement généralisable, mais uniquement en tant que réduction
faible, car malheureusement un probléme de maximisation n’est pas fortement réduc-
tible & un probléme de minimisation (les réductions de ce type dans le théoreme

.10 de (77) sont inexactes).

L'autre alternative évoquée a été explorée pour un certain nombre de
problémes, mais il n'a pas été possible de trouver une réduction qui s'affranchisse
d'une contrainte entre le degré d’approximation et la taille de 1’'instance (du type

€ ¢ 1/n), et cela & 1'’exception du cas particulier suivant

Proposition 4.3. : L'approximation des PDF avec régle Autre est un probléme NP-dur.

Preuve : Par réduction du probleme de la réalisation d’une expression logique.
Soit E une ebf de m clauses sur n variables booléennes §y1, sess Y } sour forme

normale conjonctive. On construit a partir de E le systéme de réegles S=§X,A,D,R} :

- X comporte (n + m) caractéristiques binaires ;
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- R posseéde m régles explicites en plus de la regle Autre ; la regle Ri correspond
.eme’
i

a la

clause de E et comporte un terme unique u;, avec :

. pour 1€ jgn : ui[j) = 1 si yj figure dans cette clause sous forme

complémentée, ui(j] = 0 si y‘:i figure sous forme positive, et ui[j) =9

si yj n'y figure pas.

« pour n¢jgmn j £ n o+ i ui[j] =0

/

et uln + i) =1

~

2
- D comporte m termes ; a la 1&Me . clause de E correspondent m termes dont les

n premieres coordonnées sont identiques a celles de U, s et les m derniéres .

coordonnées choisies de telle sorte que l'union de ces m termes de D soit le

complémentaire de u; dans le m-cube (u, (1), ..., u,;(n), .9, ... 9.

les colits des (n + m) caractéristiques sont : Py = f>2 = aes =f)n = K 3

Fn+1 N

Exemple 4.2. :

O
i}

=Fm;' 1, et la distribution de poids (entiers) sur U est uniforme.

SiE=1(y,vyJdaly, vy )daly, vy.Jaly, vy ), on a:
‘ 2 3 2 3 1 2 1 2

1110001}

0‘?0001)}

i@ 1100003001 11 19,01 11010,

La

(@ 11 100 1), (1 0Q@O0PY), (10 1 10 0],
(@ '

1001 1 @), (@ 1 0 01 0 1, ... }

transformation de E & S est polynomiale en n et m ; S est consistant

et complet. De plus :

- Si E n'est pas reéalisable, alors la négation de E est une tautologie et S est

complet sans la régle Autre. On peut alors avoir un arbre représentant S, ne con-
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tenant la régle Autre dans aucune de ses feuilles, et utilisant uniguement les

caractéristiques Xn+1' Xn+2’

représentant S aura la structure suivante (figure 4.2.)

e Xm*ﬁPour K assez grand, 1l'arbre minimal

X . A1

A2
4!!!’

Am AnﬁJ
FIGURE 4.2.

son colt est \P[EJ =1+ 2+ .0+ ({m=-1) +m-1) =12 (m- 1) (m+ 2).

- Si E est réalisable, sa négation n’est pas une tautologie, et la régle Autre n’est

~

pas vide(correspond & tous les termes vérifiant E). Tout arbre représentant S

aura au moins une feuille correspondante & cette régle, et au moins une des carac-

téristiques de{X1, “ees XU§ sera nécessaire pour y accéder. Donc : qjtt] >k .

Admettons qu’il existe un algorithme A d'approximation des PDF garantis-
sant une solution € - optimale ( & constante propre & A). Partant d’une ebf E, on
construit le systéme S en prenant k > (1 + &) (m +2) (m' - 1)/2, et on applique 3
S 1'algorithme A : »

- si l'arbre t obtenu posséde plusieurs feuilles correspondant & la régle Autre,
alors 4’[t)>l&> (1 +€) (m + 2) (m - 1)/2 et E est nécessairement réalisable
(car, sinon : Y (t) = (m+ 2) (m - 1)/2 et t ne pourrait &tre € - optimal) ;

- si, au contraire, t ne comporte pas de régle Autre, alors E n'est évidemment pas

réalisable.
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~

Un algorithme polynomial & approximation garantie (guel gue soit son
degré d'approximation) pour PDF avec régle Autre résoudrait donc polynomialement

le probleme de la réalisation de E. a

- Remarque : Un algorithme polynomial générant un arbre représentant le systéme pré-

cédent pourrait 2tre : tester la séquence Xn+ X ; et sur chacune des

branches droites de Xn+i’ séparer la regle Ri1de la réZZZAAuFre par le test d’'une
caractéristique Xj telle que la variable yj figure dans la 1°me clause de E. L'arbre
correspondant a l'exemple (4.2.) posséde plusieurs feuilles "Autre” (figure 4.3.)
pourtant E n'est pas réalisable . L'hypothése d'une garantie sur le degré d'appro-

ximation, aussi faible soit-elle, est donc nécessaire pour établir la réduction.

FIGURE 4.3.

Terminons cette section en signalant deux autres preuves dans la 1litté-
rature sur la complexité de l'optimisation des arbres de décision : Hyafil et
Rivest (87) , et Loveland (143) (la premiére référence est antérieure & la
preuve de 4.1., mais elle n'est parvenue, & ma connaissance, que postérieurement).
Ces deux résultats portent sur les guestionnaires binaires et établissent que le
probléme de l'existence d'un arbre d*identification de colit inférieur ou égal &
une constante donnée, est NP-complet. Lavpreuve de (97) utilise une réduction

du probléme de la partition d’'un ensemble en classes de trois éléments. Celle de
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(143) reprend ce héme type de réduction sur le probléme du recouvrement d’un
ensemble par un nombre minimal de ses sous-ensembles pris dans une famille donnée.
Un questionnaire étant un PDF particulier, on hérite de sa complexité, mais on ne
conserve pas l'appartenance & NP pour les raisons gui vent suivre. Les deux réfé-
rences citées ne se sont pas intéressées & la caractérisation du probleme d'appro-

ximation.

4.2.3. LE PROBLEME D'EXISTENCE CORRESPONDANT

Jusqu'a présent, nous n'avons pas abordé une question importante sur la
complexité de notre problame : est-il dans la classe NP ? ou plus rigoureusement,
le probléme d'existence correspondant appartient-il a NP ? Ce probléme peut
s'énoncer ainsi : ayant un systéme de régles S, les distributions P et M, et une

constante K, existe-t-il un arbre de décision t représentant S de cofit q'[t) ¢ K 7?

Par définition, un probléme est dans NP ssi il admet un algorithme non
déterministe polynomial. Le probléme précédent en admettra un ssi pour tout
S, P et | il existe un arbre de décision optimal représentant S qui posséde

un nombre de noeuds et de feuilles majorés polynomialement par la dimension de S.

(Preuve trés simple : un algorithme non déterministe est celui qui & un noeud de

recherche arborescente effectue toujours le bon choix en poursuivant sur la branche
menant & une solution si elle existe - ou bien c’est un algorithme disposant d’une
machine & parallélisme infini qui se dédouble en autant de copies d'elle-méme gqu'il
y a de branches, chague copie poursuivant sa propre exploration. La complexité d’un
algorithme non déterministe est alors égale & la longueur du chemin le plus court

entre le sommet de 1'arborescence et une solution. Dans notre cas - A1 explorant® - -
cette longueur correspond & (p + q) si 1l'arbre fourni en solution a p= |X|noeuds

et q = | L] feuilles.

On retrouve bien sur O(p + g) comme complexité d’une machine de Turing non détermi-
niste : ayant deviné, sans colt de recherche, un arbre t, celle-ci se contentera de

vérifier si Y (tJ g K . Or, le calcul de Y (t) nécessite une itération par noeud

ou feuille de t.
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Notons que l'optimalité de 1'arbre est nécessaire dans la proposition,

car s'il existe t de dimension polyndmiale, il suffit & un algorithme non détermi-
niste de deviner % et de résoudre le probléme pour tout K en vérifiant si

W[%] € K ; si, au contraire, aucun arbre optimal n'est de dimension polyntmiale,
alors il suffit de prendre K = LP(E] pour exclure une résolution non déterministe

polyndmiale) . =

-

On peut alors répondre & la question initiale par la négative gréace au

contre-exemple suivant :

Exemple 4.3. : Socit le systeme S = {X, A, D, R} de n caractéristiques binaires

comportant les (2n-1) termes suivants :

- - - -/ - 7
u, = :L?,-__ ___/(P//, 0,1 )
S A 970 e
Ve
u3=<!LP,___ .- 70 ,/(P/,o})
T N A L R I
] _// S s '
| <y - a
s e |
]l ,// //, l‘
I// Vs // :l
Un_2 =( L"Py,o,1 ,kP/}O — — — —_ __)Ol)
W, =70, R 0 o .=, 0
u = ( 1 s ¢ ‘éfQD - - - - — —, VU]
n — —— —— ___—'::‘::_'—;:'——“—‘—
T le_ _. ._____B/)'l , 4 ,/1/])
by = W= - N VA I B P
n+ (?/
P O [ R R B o})
| //// o |
/ 1
l, - / |
§d S ¥
u =(l&P/|’\ ) 1 )1 )/O)——'— —‘--70 )
2n-3 % yd i
T R STV
u . 0 o 0 - . - ..., 0 )
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Ces (2n-1) termes sont répartis entre n régles et une relation de

dépendance de la fagon suivante :

D = §Un+1§

On vérifie facilement que tous les termes de S sont 2 & 2 disjoints et

qu'ils couvrent tout le n-cube : S est consistant et complet.

On peut également voir que pour tout r-cube u tel que ul(n-TFuln) =9,
U recouvre plus d'une régle de S :‘IR/u\ > 1. Un arbre t gui systématiquement

testerait en dernier lieu Cn_ ou Cn aurait, dens tous ses chemins, au moins (n-1)

1
caractéristiques ; toutes ses feuilles seront de rang supérieur a (n-2), il possée-
dera donc au moins 2n-1 feuilles et 2n-1 - 1 noeuds.

" 8pit T la classe des arbres représentant S, qui testent dans tout chemin

les caractéristiques Xq, ae s Xn— dans un ordre gquelconque, puis qui, soit

2
évaluent Xn 5'il ne reste que deux actions séparables par cette caractéristique,

soit évaluent Xn- et, si nécessaire, Xn (un exemple d’arbre de T pour n = 5 est

1
donné figure 4.4 ). Prenons une distribution de colit telle quef>1= PZ="‘=Pn—2=D et
P|1>§)n-1 > 0 et admettons une distribution }x uniforme sur U. On vérifie alors

que :

- tout arbre t € T posséde g = 2n—1 + 2n—3 + 2n75 feuilles, (g-1) noeuds, et son

o~ . n-1 .n-4 .n-5 n . n-3, _
cott est W (£) = (p P ) x (20 +2" 4277)/(20-277) = @+ ) x 19/28
- tout arbre t'€ T est de colt Yie) 2 Pe) + Pn_q/QZn_1 - 2n-3].

Donc, pour S, P et e tout arbre optimal appartient & T et posséde

une taille exponentielle en la dimension de S. a



241,

FIGURE 4.4
Ce résultat négatif nécessite quelques commenﬁaires :

1) Si un probléme n'admet m&me pas un algorithme non déterministe
polyndmial, il admettra encore moins une résolution déterministe polyndmiale,
exacte ou approchée (de quelgue fagon que ce soit). Aussi, les caractérisations de
la section précédente pourraient sembler inutiles. Mais, en fait, le probléme
d'existence considéré n'appartient pas & NP, non pas & cause de sa combinatoire
propre, mais parce que la quantité de données (un arbre de décision) a vérifier
par un algorithme non déterministe n'est pas bornée polyndmialement par la dimension

des données d'entrée ;

. 2) Cette composante de la complexité du probléme est assez génante. On
peut, cependant, 1'éliminer en se restreignant 3 la classe de systémes de régles

admettant des arbres de décision bornés polyndmialement (dont un exemple particulier
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sont les procédures d'identification ou gquestionnaires gqui ont exactement autant
de feuilles gque de régles). On vérifie,sans difficultés,que toutes les réductions
de la section précédente s'appliquent & cette classe de systémes. L’optimisation
des PDF est donc un probleme complexe (NP-dur au sens fort, a3 € - approximation
NP-dur, ...), du fait de la combinatoire propre de ia recherche et indépendamment
de la taille des données & générer, laquelle ne peut qu'augmenter une complexité

déja non polyndmiale ;

3) On évite en geénéral,dans la littérature, 1l'interférence de la dimen-
sion des données de sortie sur la complexité d'un probléme. (Pour f63] , un
probléeme pouvant générer une quantité de données exponentielle en la dimension des
données d'’entrée, est mal défini, car on ne peut exploiter raisonnablement toutes
les sorties demandées. Si 1'affirmation est vraie dans l'exemple cité - Recherche
de tous les circuits Hamiltoniens d'un graphe -, elle est inexacte ici ¢ le proces-
sus décisionnel ne parcourt, & chague fois, qu'un chemin de 1l'’arbre, ilvest donc

toujours de complexité temporelle polyndmiale, mais peut &tre de complexité

spatiale exponentielle). La complexité est alors analysée soit en fonction de la

dimension maximale des données de sortie, soit en redéfinissant la fonction

=

"Dimension” des données d’entrée de fagon & avoir des sorties bornées polynfmialement.

~

Ici, %gs deux alternatives reviennent & caractériser la complexité en fonction de

N = g?; %L,. Mais, aloré; tous les algorithq$s’présentés Jjusqu'ici seraient poly-

nﬁmiqu (1a Programmation Dynamique est en 1 (1 + zi].s N log3/log2 ; AOg est

L=
en ;T; (1 + 2 zi] < NngS/IOgZJ et on perdrait 1'information, en pratique la plus

importante, gue la recherche reste exponentielle méme lorsque 1'arbre trouvé est

de dimension polynGmiale.

La non appartenance du probléme & NP n’exclut pas sa résolution polynd-
miale par un algorithme approché sans garantie d'’approximation {pour 1l'exclure, il
aurait fallu trouver un systéme S tel que tout arbre le représentant,quel que soit
son colt, soit exponentiel). Mais, & ma connaissance, aucun des algorithmes appro-
chés proposés dans la littérature n’a été prouvé polyndmial. De plus, on vérifie

facilement que le contre-exemple précédent a raison des 4 fonctions Y 'YB et Y4

.Y
1°°2
discutées en (1.5.2.) : elles conduisent toutes & un arbre de T. En fait, il fau-

~

drait se restreindre & un choix heuristique trés pauvre qui ne tienne compte ni des

‘colits, ni des probabilités pour &tre en mesure, éventuellement, de générer un arbre
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polyndmial s'il en existe (sur l'exemple 4.3., c'est le cas de 1l'heuristique du

nombre minimal de * % » (39, 196) : on teste d'abord X et X _,. ce gqui conduit

& un arbre polyntmiall.

000
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4.3. MODELE EXPERIMENTAL DE LA COMPLEXITE MOYENNE D’ACE

Les résultats obtenus jusqu'a présent sur la complexité de 1l'optimisation
des PDF sont peu encourageants. Ils pourraientyconduire 3 abandonner entierement
1'approche de compilation d'un systeme de regles en arbres de décision, au profit
d'une interprétation ségquentielle de 1l'ensemble des regles dans un certain ordre,
laguelle interviendrait lors de chague décision pour déterminer la regle valide.
Cependant, plusieurs arguments militent en faveur d'une compilation en arbre, en

outre, évidemment du colt beaucoup plus réduit du processus décisionnel :

1) Les dimensions de systémes de régles utilisés en pratique, en parti-
culier dans les applications que nous avons considérées, sont assez faibles pour
- permettre d'envisager raisonnablement leur € - optimisation. En Reconnaissance de
Formes, le nombre de caractéristiqﬁes est de l'ordre de 10 & 20, avec au maximum
une centaine de régles. L'brdre de grandeur est encore plus faible pour 1'applica-
tion au "Pattern-matching”. Dans le domaine des applications a la programmation,
quelgues statistiques ont été publiées : sur 113 cas d'utilisation de compilateurs
de tables de décision analysés dans [104] , aucun ne comportait plus de dix carac-
téristiques [(binaires) ou de 60 réglés. Pour ces ordres de grandeur, méme une opti-
misation exacte par programmation dynamique est faisable.

2) Si 1’on s'intéresse & un systéme de régles dont la dimension reste
(méme aprés les réductions proposées de redondance, de codt, et de contraintes de
succession) beaucoup trop grande, une compilation paftielle demegure avantageuse.
_ Le processus décisionnel démarrera par un arbre de décision opérant une partition
aussi fine gque possible sur l’ensemble des régles ; les régles de la classe sélec-
tionnée dans une feuille de 1'arbre étant alors séparées par une interprétation

séquentielle portant sur celles de leurs caractéristiques non encore évaluées.

3) A l'exception de 1'algorithme AZ (Programmation Dynamique dont les
complexités moyenne et maximale sont similaires), jusqu'a présent, tous les algo-
rithmes ont été anlaysés en pire cas, et tous les problémes caractérisés par leur
complexité maximale. Comme il a été souligné au chapitre 2, les hypothéses de

-

1’analyse en pire cas sont particuliérement pessimistes et défavorables & un schéma



.245.

d’approximation tel que AO¢ . Par ailleurs, la non appartenance 3 NP est basée
sur un seul contre-exemple. Il n'est pas exclu que pour une large classe d'appli-
cations, les arbres de décision représentant un systéme ne restent polyndmiaux,
et les algorithmes d'approximation ne conduisent & des temps de recherche moyens
trés raisonnables. Un modele des performénces moyennes de l'algorithme AOg est,
en particulier, absolument nécessaire pour délimiter son domaine d'application

pratique.

L'analyse théorique de la complexité moyenne d'un algorithme doit faire
face & deux types de problémes. L'un est di a la difficulté de définir des distri-
butions de probabilité, significatives pour le type d’applications considérées, sur
les instances de données que 1'algorithme aura & traiter. L'autre est db & la dif-
ficulté intrinseque d'analyse dQ comportement moyen d’un algorithmé?]Ces deux

difficultés sont amplifiées,dans notre cas, par :

1) 1le niveéu glevé de structuration d'un systéme de régles : caractéris-
tiques explicites et leurs valeurs et caractéristiques indifférentes dans un terme,
distribution des termes sur l'ensemble des régles, multiples relations de dépen-
dance et, éventuellement, contraintes de succession et régle Autre, avec de plus
les distributions paramétriques de colit et de probabilité. A titre de comparaison,
le modéle des graphes aléatoires de Erdfs nécessite la donnée d’une fonction
unique : p(n), probabilité uniforme avec laguelle un couple de sommets quelconques
est une aréte d'un graphe de n sommets ; de plus, de nombreux théorémes caractéri-
sant les propriétés essentielles de ces graphes sont connus [d12;113,114:1933 ,

‘alors qu'aucun résultat de ce type n'est disponible sur les systémes de regles.

(1) Sur cette difficulté, Karp apporte la caution suivante (112)
"The algorithms we have chosen to analyze are very simple. In every instance
heuristics will occur to the reader that would undoubtedly improve the per-
formance of the algorithms ; unfortunately, the introduction of complex heuris-
tics introduces probabilistic dependancies that are extremely difficult to |

analyze”.
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2) La complexité conceptuelle importante de 1'algorithme ADg qui fait
intervenir de nombreuses stratégies : de développement d’un sommet (choix d'un

~

connecteur § par SELECTION), d’extension d’un SL (sommet suivant & développer par

=

CHOIX), de backtracking (complet, partiel jusqu'ad la premiére bifurcation accepta-
ble, ou intermédiaire), d'exploration de H, et éventuellement, stratégie persévé-
rante. Une condition nécessaire et suffisante de développement d'un sommet de H
segrait un premier pas dans l'analyse en moyenne de l'algorithme, mais elle ne

semble pas facile a trouver.

On a donc réalisé une analyse empifique du comportement moyen du schéma
d’approximation, en projetant d'aborder une étude théorique ultérieurement. Le reste
de cette section décrit le contexte d’expérimentation, 1'implémentation de 1'algo-

rithme utilisé et 1'analyse des résultats obtenus.

4.3.1. IMPLEMENTATION

Trois implémentations du schéma d’approximatibn pour processus décision-
nels ont été réalisées. La premiére, orientée vers la traduction des tables de
décision, est assez rigide et restreinte, aussi bien au niveau du modéle du systéme
de regles, qu'au niveau des stratégies d'explorations incorporées (1000 lignes de

PL1, performances partiellement décrites dans (67) ). La deuxiéme est spécifique

(0114

la génération darbres d'identification en reconnaissance de forme pour des carac-
téristigques & distributions paramétriques (75 fonctions APL, décrites au chapitre 5].
Moyennant quelques modifications, 1'une quelconque de ces deux versions aurait pii
étre utilisée pour élaborer un modéle du comportement moyen de 1l'algorithme. Mais,
pour des difficultés pratiques’ (transportabilitédu logiciel de CIRCE-Paris au
Centre de €alcul de Barkeley), aussi bien que pour pouvoir disposer d’une
implémentation orientée des la conception vers le test de plusieurs variantes de

stratégies de recherche, on a préféré en développer une troisiéme décrite ici.
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L'e*périmentation a porté sur des systéemes de régles a caractéristiques
binaires, sans régle Autre ni contrainte de succession, et sur le critere et les
paramétres de colt du modéle de base. Mais, la structure des données et des pro-
grammes a &té prévue pour permettre d'y incorporer la plupart des extensions men-
tionnées au chapitre 3 sans trop de difficultés ; certaines de ces extensions,

telles que les contraintes de succession ayant été programmées.

Pour disposer de la souplesse et de la facilité de modification du code
nécessaires au test de plusieurs stratégies, mais aussi pour des raisons de simpli-
cité et de rapidité d’implémentation, on a adopté APL comme systéme de programmation.
Cela a pratiguement imposé le type de structure de données, les choix de détails

ayant été effectués :
- en admettant 1l'hypothése d’'un nombre relativement faible d'actualisations, et donc
en optant pour une structure plus favorable & des descentes en profondeur dans H

qu'ad des backtracking fréquents ;

- en essayant d’exploiter, au mieux, l’ordre partiel des rangs sur H ; et

- en fixant le compromis "information apportée par un pointeur - colit de gestion de
ce pcinteur” en faveur d'un parcours plus rapide sur le SL J_ en cours de dévelop-

pement, que sur le reste de 1’espace H.

~

. PP .eme ..
Cela conduit a définir le 1 sommet u créé dans H par :

- le r-cube (u(1), u(2), ..., uln}) ;

-~ les deux listes d'indices § {(u) et {1, n} - § (u) ;

- les colts cumulés sur les [é [u)l connecteurs : g.(u) = P g.(u) + 2 glv) ;
- 1'indice du connecteur j(u) ;

- un pointeur vers w tel gue u & ﬁT[w) : pére unigue de u dans A

- des pointeurs vers r?g[u] : ensemble des fils de u dans M\ ;

- la fraction de valeur de g(u) non encore reportée par une actualisation sur tous

les péres de u.
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Chacun de ces ensembles de données peut 8tre adressé dans une table

‘particuliére par la seule connaissance de l'indice 1.

L'ordre partiel des rangs sur H est explicitement retenu en associant 3
chague rang k la liste de tous les sommets de ce rang connus dans H (i.e., pendants

ou développés).

Au SL M. courant correspondent deux piles FIFD gqui rendent triviale la

procédure CHOIX :

NP : liste des sommets de A. de rang k dont un des fils dans A est pendant ;

~NQ : liste des sommets de./\ de rang k dont tous les fils dans_AL sont développés.

. La définition de J\L aprés une actualisation (SQuUS - LATTiCIELJ consiste
3 examiner tous les sommets de NQ, en répartissant leurs fils entre les listes
NP et N du rang suivant ; on initialise & NQ = {UDE , et on arréte au premier rang
k pour lequel NP est non vide. Les développements de A procédent alors en prenant
le premier sommet de la liste NP, en développant ses fils pendants et en les

répartissant entre les listes du rang suivant ; M_est complet lorsque NP est vide.

Cette structure facilite également une actualisation partielle qui ne
remonte pas le backtracking jusqu’a la racine u,» mais proceéde par des modifications
~ascendantes de H, complétes par rang, jusqu'au premier rang pour lequel le A

obtenu est de nouveau acceptable.

On a exploité la plupart des propriétés et simplifications décrites en

{3.2.3.), en particulier les suivantes :

- glimination des caractéristiques complétement redondantes dans un sous-systéme
S/u par l’intermédiaire de pénalisations sur les estimations de colt des con-
necteurs correspondants ;

- développement en profondeur systématique pour les caractéristiques nécessaires ;

- test si un sommet est terminal, effectué uniguement lors du développement de ce

sommet
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- procédure de développement simplifiée pour les sommets u tel que Ixzul = 1.

Le logiciel complet est relativement concis. Il comporte 22 fonctions

APL structurées en :

- fonctions d'entrée-sortie intéractives ;
- générateur de données pseudo-aléatoires ;
- prétraitement d'un systéme de régles ;

- algorithme AQ. ;

- gestion de l'expérimentation pour la construction du modéle de comportement

moyen de l’algorithme.

On suppose que le systeme de régles S, fourni par 1'utilisateuf ou généré
aléatoirement, est sous forme normale, consistant et complet ; et que la distribu-
tion de probabilité donne explicitement u(u) pour tous les termes u de S, les états
couverts par u étant supposés équiprobables. Moyennant ces hypotheses, le prétrai-
tement de S se réduit & l'algorithme RECOUVREMENT et fournit pour chaque caractéris-
tigque X, les ensembles C , C'j et C", sous forme d'une table unique comportant
moins de m = 22 (RJ ter%es. ‘ -

i=1

Le calcul de :

. g.(u) = D , . (v lu

et la détermination de la redondance compléte se font par un parcours de cette

table au pire en O(mx{n - léﬁ [u)l)].

Le générateur de données pseudo-aléatoires utilise 1l'opérateur d'APL "?”
de tirage uniformement distribué sur un segment d'entiers (1), et correspond a

1'algorithme suivant

. (1) Opérateur du type congruentiel : vy 4 ? k affecte & y un entier entre 1 et k
par : X 4—(x At 75)modulo (231 - 1), suite initialisée par le systéme a 73,
ety Mk x /(231 -]

Comme tous les générateurs de ce type, les distributions sur un ensemble de
séquences sans répétitions sont biaisées. On y a remédié en appliguant & chaque
séquence générée une permutation aléatoire (Cf. Knuth (122)et, récemment
Herzog (80) J.
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Algorithme GENERATIGN

Données d'entrée : 3 entiers n.d ., et A

Prendre m uniformément distribué dans {n, n+t, «.., 3n }

Prendre a uniformément distribué dans {2, 3, sees m}

£+ 1-n
si d# 0, alors dq—rn X 2 ]

Sinon d <0

0

Te{u e TR v 9}

Itérer tant que T comporte moins de (m+d} termes
Prendre aléatoirement un terme u non élémentaire dans T et le
supprimer de T
Prendre aléatoirement un indice i dans @ {ul
Mettre dans T les 2 termes (W/i - 0) et {(u/i< 1)

Fin

Si d # 0, alors prendre ahéatoiremnt d termes { U ;... ud§ dans T
d- 1@ ew)} R
tel que 2 < 20 2 £2

[
affecter ces termes a l'ensemble D en les supprimant de T

, et

Répartir aléatoirement les m termes restants de T entre a régles, avec

au minimum 1 terme par regle

Générer n entiers F’I' ooy Pn tel que Pi est uniformément distribué dans

{1, ces B}

Générer m entiers h, I.Lm tel que F’i est uniformément distribué dans

§1. A}

Données de sortie : un systéme de régles S de n caractéristiques binaires, de

d termes de dépendance, de a régles comportant un total de m termes, et admettant

la distribution de colt [f’,l, vens ?n] et la distribution de probabilité

: (,’L,l/Z,Li;._-.-;I&m/ZJ-LLI-
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Le nombre m des termes des régles de S a &€té pris entre n et 3n
en se référant aux observations empiriques sur l'utilisation des tables de décision
qui notent, en général, un nombre de termes de l'ordre de 2n (plutdt que la limite
maximale de 2" pour n caractéristiques binaires).

Les bornes pour le nombre a des régles de .S ont été prises a leurs
valeurs extrémes : 2 et m. Le paramétre d'entrée d représente le "degré de dépen-
dance” des caractéristiques du systéme gu'on veut générer : a peu pres ZJ sommets
€lémentaires ée n-cube {U, 1}n seront couverts par D et correspondront & des états
impossibles. Le nombre d de termes de D est pris en admettant une distribution
uniforme des *f dans les termes. Le troisidme paramétre d’entrée A représente le
degré de dispersion des distributions de coitt et de probabilité. Dans toutes 1les
expérimentations effectuées, on a borné & 50 le rapport entre les valeurs max gt

min de ces distributions.

On vérifie facilement que le systéme S généré est consistant et complet
et gque deux quelconques de ses [(m+d) termes sont sans recouvrement. Cependant, méme
en admettant gue 1’'cpérateur "?” d'APL est statisguement parfait, le générateur de
données est structurellement biaisé : les (m+d) termes de S ne constituent pas une

partition quelconque du n-cube, mais une partition définissable par un arbre.

La raison de cette restriction aux partitions de TI} réside principale-
ment dans la simplicité du générateur (m+d itérations seulement). Par ailleurs, on
a estimé (et 1l'expérimentation le confirme) que ce biais a un impact négligeable sur
les performances de l'algorithme qu'on cherche & modéliser : vu du cBté de ADg ,
seule compte la partition en {a+1), blocs définie par les a régies et 1’ensemble D.
Les (m+d) termes étant répartis aléatoirement entre <ces (a+1) blocs, cette partition
est de nouveau quelcongue (ni homogéne, ni dans TTTJ, et des regroupements peuvent
s'effectuer entre les termes des ensembles [RilJ D} selon 1l’'une quelcongue de leurs
-coordonnées sans privilégier aucune caractéristique. Une seule exception cependant :
pour S sans dépendance et ayant exactement 1 terme par . regle (d = 0 et a = m),
1'arbre correspondant & la partition des m termes de S est toujours optimal, et il
est trouvé par ADE par une simple recherche en profondeur en 0O(m). Ce cas 1la fut

éliminé par la suite.
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4.3.2. EXPERIMENTATION

Elle a consisté a :

- choisir un couple de paramétres (n, 8J) ;

- générer aléatoirement les systémes de régles de n caractéristiques de degré de
dépendance ¢ , et pour chacun, générer 1 distributions de colit et de probabilité
(avec A = 50) ;

- appeler 5 fois 1l'algorithme A0g sur chacun des (k x 1) jeux de données avec &

fixé successivement 5[1]: £ =00; E=0.1 ; £=0.05 ; £=0.01 ; et £= 0.

Chaque appel de ADg entralne 1l'enregistrement d'un point de mesure

consistant en les 11 paramétres (n, m, a, d, €, Y, &’ 6, D, B, T, I) suivants :

- n, m a, d, & : paramdtres du systéme de régles traité dans 1l'essai ;
- Wr

- &' : valeur retournée par 1l'algorithme du majorant de 1l'’écart relatif a 1'optimum ;

n
Yt/ Z;1 P. ) @ colt relatif de la solution trouvée ;
L=

- G : nombre total de sommets de H (pendants ou développés) générés ;
- D : nombre total de sommets de H développés ;
- B nombfe total d’acdtualisations effectuées ;
- T : temps Cpu mis pour atteindre la sclution ;
- I : nombre total d'opérateurs APL interprétés durant 1l'essai.

Un total de 3039 essais furent effectués pour des systemes de regles
ayant entre 4 et 15 caractéristiques, et de 2 & 41 régles. Les résultats ont ete

analysés gréce aux programmes du logiciel statistique STATPACK (M.

L'expériméntation a démarré sur un DEC.20 au Centre de Calcul de

1'Université de Californie & Berkeley, puis s'est poursuivie successivement sur :

- un IBM 370.168 (CIRCE - Paris] ;

(1) La notation € =o0 , utilisée par commodité, correspond en pratique & la valeur
€= (iz_ pc J/hl{u_ ) gui assure exactement le méme comportement de 1'algorithme
que 1a valeur théorique & =00 . ‘
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un AMDAHL V7 (CIRCE - Paris) ;

1

un IBM 3033 (CNUSC - Montpellier).

Des précautions ont été prises pour ramener les mesures de complexité
3 des variables algorithmiques, de facgon & garder des résultats comparables malgré
cette ségquence de déménagements {en partie imprévue). Une analyse de 851 points

de mesure effectués & Berkeley a conduit aux observations suivantes :

- 1'indicateur I (disponible uniquement sur 1'APL-SF de DEC ; mesure globalement le
nombre d’opérateurs interprétés indépendamment de la taille des opérandes] est
corrélé au temps CPU avec un coefficient de corrélation r» 0.99 ; T est cepen-
dant moins fiable, car pour le méme calcul, il peut varier de fagon significative
avec la charge de la machine. I a donc €té retenu comme premier indicateur de la

complexité ;
- les variables G et D sont totalement corrélées (r = 1) ; D a été retenu ;

- sur 330 essais avec £ = oo .(i.e., sans backtracking : B = 0) Y'indicateur I a

gté trouvé linéaire en le produit n x D avec une corrélation : r = 0.99 ;

- divers polyndmes en n; D et B ont été testés sur les 851 points de mesures, la
corrélation maximale donne I linéaire en n x D et en n x B. Numériquement, le

maximum correspond & 'Y = n (D + 2.3 x B) avec une corrélation r = 0.87 .

On a donc retenu Y(n, D, B) comme l'indicateur algorithmique de com-
plexité indépendant de la machine utilisée. Testée par la suite, la validité de Y

s'est révélée satisfaisante :

- sur 561 points de mesure effectués sur 1'AMDAHL, T (temps Cpu) et 'Y sont corrélés

avec r = 0.87 ;
- sur 937 mesures effectués sur 1’IBM 3033, la corrélation a été de r = 0.93 .
Pour des.raisons de colt d'expérimentation,. le nombre de points de

mesures enregistrés est décroissant avec n. De plus, & partir de n = 8, la séquence

d’essais a été restreinte a & G:%w , 0.1, U.DS}, et pour n = 14 et n = 15, on s’est
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contenté de £ =90, Par ailleurs, dans de nombreux cés (surtout pour n faible),

I4 = . - . . Py -
la valeur de &' retournée par 1’algorithme était. inférieure & la valeur suilvante

de £ , ce qui contraignait'ﬁ omettre les (ou la) mesures suivantes.

Toutes les mesures effectuges n’ont pas été retenues pour 1'élabpra-
tion du modegle dg complexité. Les points éliminés correspondent, en treés grande
majorité, au probléme du € - inférieur aux €& suivants, et aux mesufes manquantes.
Certains de ces cas étaient dus au biais du générateur de données : quelles que
soient les distributions de pafamétres sur un systéme de .-régles, 1'a1gorithme'trouve
“toujours la solution optimale ( € = 0) dés le premier appel avec € = . N'ont pas
&té retenus également, les systémes comportant initialement plus de deux caracté-
ristiqués complétement redondantes. ‘

-~

Les élimiﬁétions précédentes correspondent a des valeurs de 1'indica-
teur de complexité y trés faibles par rapport & la moyenne. On a hésité a effectuer
1'élimination symétrique (du type : suppressioh des mesures a plus de 3 écarts
types de la moyenne). Il s’est avéré que les points de complexité la plus élevée

.corresponﬁeﬁt au probléme de la dimension exponentielle de 1l'arbre de décision
généré. On é estimé gue cela représentait une des composantes de la complexité &
modéliser, et seuls 4 points aberrants n'ont pas été retenus (par exemple : systéme.
de 14 caractéristiques non redondantes et de 2 regles, pour une des distributions
de‘paramétres 1'arbre soclution &8 & = oo comportait 2155 noeuds, alors gque la moyen-

ne sur ce méme systéme pour d'autres distributions était de l'ordre d’une centaine

. de noeuds).

Finalement, la table ci-dessus fournit le nombre de points de mesure

retenus et sur lesquels s'appuie le modéle qui va suivre :

n I4»l5'8'7‘8'9]10"11'12'14!’ISI

nombre

d'essais - 197

307
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4.3.3. MODELE ET TEST DE STRATEGIES D'EXPLORATION

Une analyse quantitative de données expérimentales devrait viser,

dans notre cas, les objectifs suivants :

- modélisation de 1'indicateur de complexité Y =n (D + 2.3 B) par une fonction Y
des parametres des données d'entrée : €., n, m a, d;
- modélisation du majorant &' de 1l'écart a 1'optimum fourni par 1l'algorithme, et de

1'écart réel 3 l'optimum, &, , par des fonctions de &, n, m, a, d ;
- modélisation du colt relatif Yy = 4’(t]/[2i(>L ) par une fonction de € , n,m,a,d.

A cause de 1'insuffisénce des essais effectués par rapport aux dimen-
sions du probléme, ces objectifs n'ont été que trés partiellement atteints. En fait,
le quintuplet ( &€, n, m, a, d} n'est constant gue sur un nombre extrémement faible
de points de mesure, lesquels peuvent 2tre considérablement dispersés (dans un
rapport 20 sur le méme systéme de régles). Une agrégation par rapport aux paramétres
les moins significatifs étaif donc nécessaire. La modélisation a été finalement
restreinte & Y en fonction de n et de € , en se contentant d’une analyse qualitative

pour les autres paramétres.

Les courbes(Figures 4.5. et 4.6) représentent les valeurs moyennes de
Y tracées respectivement en fonction de n et de € (tout au long de cette section,
£ sera exprimé en pourcentage d'écart relatif) ; 1'écart type de Y étant indiqué sur

quelques points par une barre verticale.

Ces courbes suggerent des modeles du type :

VinE) =X (€) + B(€) x¥ (€3 5 oubien

YmE) = alm) + bln) x olm) ©

Des modéles polyndmiaux furent également essayés, mais les meilleurs

résultats ont été obtenus par une formulation exponentielle.
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FIGURE 4.8.
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La démarche menant au modéle finalement retenu a été la suivante :

- les régressions entre Y

n
et ¥ , pour les valeurs de

corrélation maximale, donnent :

-~

Y (E=0) = - 57.6 + 8.36
Y (E=1) = - 123 +25.91
Y (€=5) =- 11 +21.04
Y (£=10) = - 30 + 22.52
Y (£=%°) = 137 + 45.27

N(O ; V) étant une erreur

- la courbe tragant ¥ en.

exponentille, que la régression donne num@riquement égale 3 :

x 1.94° + N(D ; 14),

x 1.62" + N(O ; 8.9), avec

x 1.50° + N(O ; 44),
x 1.46 + N(O ; 45),

x.1.32° + N(O ; 88},

=

gaussienne & moyenne

avec

avec

avec

avec

¥ correspondant & une

i

.989

.8998

.885

.998

.985

nulle et & écart type V.

fonction de & (figure 4.7.) suggére une décroissance

_E
¥ (&) = 1.42 + 0.57 x 2.86 + N(O ; 0.07).

A Ve
2

asymptote

FIGURE 4.7.

*
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- sur ces résultats, les distributions de @ et de B ., pour une formulation du type

-~

Y (n,&) = al€) + B (&) . % (€£)", ne conduisent pas & un modéle simple satis-

faisant. On peut alors remarquer gue :

. les valeurs de ¥ (&) correspondent & des maxima du coefficient de corréla-
: -3
tion extrémement plat : un A¥ = 0.1 entraine un Ar = 10

*
s

. en dehors de b(E= 0) et b(& =00}, b{ &} est pratiquement constant entre
21 et 25.

Aussi, a-t-on légeérement modifié ¥ (€ ) dans le voisinage des valeurs

-~
=

précédentes pour se ramener & une formulation Y= &(€) + 3. ¥e", /3 étant

constant. Les régressions conduisent & :

Q{€) = - 27.3 - 152.6 x 1.845 4 N(O ; 2.33)
p = 22
-E
Yie) = 1.41 + 0.36 x 1.37 + N(O ; 0.037)

- une analyse de cette formulation montre que la discontinuité importante entre
Y(&€= 1) et Y(E€ =00) est improprement modélisée. Cette discontinuité se remargue
facilement sur les figures 4.6. et 4.7. : les valeurs Y(& = ©?) et ¥ (20) sont
trés inférieures aux asymptotes des courbes exponentielles. En fait ¥ (=2) = 1.41
conduit & une croissance de ;(6 = 03] divergente par rapport aux valeurs mesurées
de Y. Une formulation tenant compte séparément de £= 09 serait plus précise.

En reprenant les régressions sur cette base, on obtient :

§(n,£)=tx(&)+ 22 x¥ce)" pour € <oo , avec :
@E) = - 45 - 105 x 1.72° ©
Ve ) = 1.465 + 0.315 x 1.65° 5 et

Y(n,e0) = - 105 + 43.3 x 1.32"

Les trois tables ci-dessows donnent respectivement les moyennes des
valeurs mesurées de Y(n,E) ; les valeurs prédites Y(n,& ) par ce modeéle ; et les
gcarts relatifs en pourcentage : 100 x by - YI/ Y. On constate que 1'écart maximal

est de 28.2 %, alors que 1l'écart moyen est de 8.3 %.
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Y
0 1 5 10 oo
n
4 70.853 . 59.366 56.68 56.459 26.457
5 243.12 167.86 110 104 .07 68.523
B 548.75 347 .52 189.5 173.91 124.05
7 1085.6 645.02 308 - 276.39 197.35
8 2067 .1 1137.7 484 .66 426.72 294.1
g 748.01 647.29 421.81
10 1140.8 970.87 590.39
11 812.91
12 2142.1 1108.6
14 2006.2 .
15 2681.7
Vel
Y
nE 0 1 5 10 oo
4 71.054 58 52.533 44,022 29.394
5 207.81 157.35 115.25 99.621 65.649
B 497.3 356.35 255.35 199.56 113.1
7 998.32 629.35 354,36 297.08 173.83
8 2088.3 1107.6 596.67 513.18 292.87
g 806.62 659.7 336
10 1166.5 896.73 580
11 827 .44
12 2104.7 1046
14 2278.7
15 2665
y-vi
100 x v
ne 0 1 5 10 oo
4 0.28284 2.3554 7.8934 28.251 8.9917
5 16.992 6.6791 4.5563 4,483 4,3776
B 10.547 2.47B5 25,789 12.851 9.6823
7 9.6734 2.3919 13.084 6.9693 13.526
8 1.0158 2.7131 18.773 16.847 0.489
g 7.2683 1.8817 25.538
10 2.2192 8.2686 1.791
11 1.7563
12 1.777 5.7977
14 11.999
15 0.62824
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Une démarche similaire peut &tre effectuée pour la formulation

symétrique en n et & . On obtient :

Y(n, € =a(n) + b(n) x c[n]~€ , pour £<e0, avec

a(n) = - 80.7 + 32.1 x 1.42" + N(D ; 16.3) ;

b(n) = - 48.11 + 3 x 2.24" + N(O 5 5.2) ;

c(n) = 1.46 + 0.0038 x 1.55" + N(O ; 0.012), et
Y(n,®a) = -°105 + 43.3 x 1.32"

Comme le montrent les deux tables suivantes (donnant respectivement
les valeurs prédites et les écarts relatifs) ce modéle est légerement plus précis

que le précédent ; en particulier pour &€ = 5 gt & = 1 .,

L’écart maximal est de 25.7 %, alors qu’en moyenne, il n’est que de
7.2 %. Notons également que pour € = 0, 1'ordre de croissance de Y est plus élevé

" dans ce modeéle que dans le précédent (2.21“, au lieu de 1.78M).

~
Y
€ oo
0 1 5 10
4 73.374 " B5.768 53,757 © 51.279 26.457
5 214.95 176.85 118.44 105.35 68.523
8 484.4 373.38 213.91 186.97 124.35
7 1018.2 731.77 353.02 299.54 197.35
8 2110.3 1392.7 549.61 458,02 294 .1
g 814.88 - 681.07 421.81
10 1158.5 996.64 590.39
11 812.91
12 2084.8 1106.8
14 / 2006.2
15 . 2BB1.7

A .
100 x _11§XL ,
€ ' OO

n 0 1 5 10

4 3.266 13.389 2.33 16.485 9.9917

5 3.4385 12.265 2.7634 7 .7561 4.,3776

B 2.5934 4.7807 16.229 6.3095 9.6823

7 1.9285 16.1862 0.37955 0.82396 13.526
8 1.0535 25.73B - 7.888 - 10.749 0.489

g 1.0328 3.2398 25.538
10 0.68672 11.141 1.791
11 1.7563
12 : : 0.95296 5.7377
14 11.9399
15 _ : 0.62824




Finalement, on peut retenir comme conclusion sur 1l'analyse de Y

que la complexité moyenne de 1l’algorithme AO¢ est en U[X'(E.]n] avec :

¥ (£ =0)~ 2, alors que la complexité moyenne de la Programmation Dynamique

est en D[Bn], et gque 1'analyse au pire des cas donne A0g- en o™ ;

¥ (&) décroit exponentiellement avec £ (ce que ne montre pas l'analyse au pire
des cas), ainsi 1’ordre de complexité est tris sensiblement réduit méme pour des

valeurs faibles de £ ;

la décroissance de ¥ (€ ) s'accompagne d’une discontinuité & € = ©© qui conduit,

pour la recherche sans backtracking, a4 une complexité exponentielle en 0(1.32“]

assez modérée ;
la complexité moyenne augmente avec le nombre total de termes du systéme (m et dl,
mais un grand nombre de régles (a) ou de soumets élémentaires impossibles [2 )

entraine plutdt sa diminution.

Abordons maintenant l’analyse des trois autres grandeurs 6:, Er et 4‘

mesurées durant l'expérimentation.

La table suivante donne le colt relatif moyen - en fonction de n et

de & . On y remarque que :

les variations de Y, en fonction de € ne sont pas trés significatives et d'un

ordre de grandeur bien inférieur & € ;

-V, (n) est une courbe (figure 4.8 pour& =0o° } décroissante & peu prés linéaire-

ment. La droite de régression est :

W, (n,0) = 0.74 - 0.023 x n -+ N(O ; 0.03) avec r = 0.92.

Sachant que Y.(t) = [23‘%)/ Y (t), un arbre de co@it relatif qJ(t] = 1 posséde
(2"- 1) noeuds (tous ses chemins de la racine & une feullle rencontrent les n
caractéristigues). Or, on constate que la taille moyenne des arbres générés
n'augmente pas en 2" bien qu'elle soit exponentielle en n (c’est ce que reflete
Y(n,od)}. Cela est dG, en partie, au fait d’avoir pris m et a bornés linéaire-

ment en n, et explique pourquoi *} décroit avec n.
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P
N 0 1 5 10 oo
4 0.61974 . 0.6293 0.66213 0.59466 0.60493
5 0.68017 0.67591 0.67064 0.65533 0.67434
6 0.62567 0.62563 0.61673 0.5942 0.63968
7 0.56116 0.55026 0.54454 0.54543 0.56593
8 0.57208 0.57286 0.58687 0.60602 0.58941
9 : 0.492 0.48447 0.50285
10 0.42896 0.42819 0.44548
1 0.48966
12 0.4413 0.45487
14 0.44096
15 0.40759
A Yn, o) ¢
°
° \\\\
0.6
®
°
0.5 PYEEAN
®
®
0.4 *
3 15 n"

FIGURE 4.8.
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L’analyse de 1a sensibilité de Y aux parametres m, a et d donne les

résultats suivants :

- leAcoefficient de corrélation partiel de Y ef de m bour n,a,d et & constants,
est de l'ordre de + 0.4. On peut attribuer la croissance de la complexité en
fonction de m esssentiellement auy temps de calcul plus long de la fonction d'é-
valuation f, car 1la combinatoire de la recherche ne dépend pas du nombre pldus ou

moins grand des termes des regles ;

- la corrélation partielle de Y et de a8 pour n,m,d et € constants, est négative
et de l'ordre de - G.25. Cela est vraisemblablement dii au fait qu'un nombre de
regles plus élevé réduit les regroupements entre termes ; ce qui entraine davan-
tage de caractéristiques nécessaires (qj = 0) et diminue la combinatoire de la
recherche. Une interprétation prudente reléverait également, dans cette corréla-
tiqn négative, 1'influence du biais du générateur de données (malgré 1'élimina-

tion des cas extrémes a = m et d=0) ;

- la corrélation partielle de Y et de d est trop faible pour &tre significative.
De plus, elle passe d'une corrélation positive pour € = 0.1 ou 10, 3 une corréla-

tion négative 3 € = 5 gy oo ., En fait, 1'analyse de 1'algorithme montre que les

relations de dépendances ont deux influences contradictoires :

. d'une part, elles augmentent considérablement les regroupements possibles

entre termes, et donc le temps de calcul de la fonction d'évaluation ;

. d'autre part, elles réduisent 3 chague développement le nombre de choix
possibles { lX/u I est plus faible), et diminuent 1a dimension des arbres
de décision représentant un systéme de regles (du fait de 1’&lagage des
branches impossibles) ; ce qui entraine une reduction de la combinatoire de

la recherche.

La premiére influence devrait etre prépondérante pour d grand et

petit ; un rapport inverse étant favorable 3 la deuxiéme. Les hypothéses dans 1le

générateur de données (d = 1 + rn x 2° ¢ - n] J ne permettent pas de séparer

ces deux influences.
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Le majorant du degré d'optimalité retourné par 1'algorithme qui a été

mesuré tout au 10ng de 1’ expérimentation n'est pas £ = max:%x§l— s D} en fin

d! exploratlon, mais plutDt 5 = max'{maxy s D} ,>i B, écart relatif corres-
pondant. & la valeur de F, avant backtracklng, la plus proche du seu11 (1+&)y , qu1
ait été enregistré tout au long de la recherche. On a bien sar E EI'$ € H
et tous les appels de AOE‘ avec des parametres compris entre £’ et 3 conduisent
exactement aux développements et actuallsatlons des mémes sommets dans le méme
ordre. Cette propriété justifie 1'utilité de E"pour 1'expérimentation (il permet
d'omettre des essals identigues), mais son enregistrement dans chaque point de me-
sure a la place de gl résulte en fait d'une erreur gui n a ete détectée qu’a
1'analyse des résultats (les chances de passer "t s pres" du seuil (1+ &£1F’ aug—
mentent avec 1e nombre de backtracklngs,et 1 ecart moyen entre Ef'et & devient
1n51gn1f1ant pour .n grand et & petlt) Cependant pour un appel de ADe sans back-

tracking (& ao) 1'erreur preoedente est sans consequenoe, car E"bet 6' sont

identigues.

. . - {
_ La table suivante donne les moyennes des valeurs enregistrées T (n,e0 J.
On note une croissance quasi-linéaire en fonction de n, la droite de régression

étant :

€ (n,s0) = 0.043 + 0.015 x n + N(O ; 0.058) ; avec r = 0.7

/
n €(n, € =00)
4 0.08253 i
5 . 0.10552
B 0.13084
7 0.15947
8 - 0.11788
8 0.18787
10 0.19375
11 0.32304
12 0.18842
14 0.3169
15 0.17138

On note également gue 1’ordre de‘grandeur de ¢’ est tout a fait satis-
faisant : un écart & 1'optimum meilleur que 15 & 20 % (pour € =09) constitue une

garantie trés appréciable sur le plan pratique;
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Cette remarque peut &tre renforcée par le fait gue les mesures enre-
-gistrées de 1'écart réel & a 1’optimum, Er-. sont trés dispersées entre 0 et &' .

En moyenne, €-n'est cependant que de 1’ordre de E’ /410 {table suivantel.

100 x €, (n,o0) \\E\Jl‘xj 4 -I 5 ’ B l 7 " .8 I

oo 1.6 | 1.8 2.3 | 3.15 | 3.3 3.5
1 5 7 .83 | .75 1.5

- Le dernier aspect de ce travail de modélisation enpiriqué porte sur le
test de plusieurs stratégies d’exploration. Sur 1'ensemble des variantes mentlonnéesi
dans les chapltres 2 et 3, seules deux stratégies, en plus de celles décrites
Jusqu'a présent, ont été expérimentées (experlmentatlon effectuee a Berkeley ; oh ‘
,contlnue a projeter de la poursuivre sur un probleme a combinatoire beaucoup plus

réduite que celle de 1* optlnusatlon des PDF).

La premiére stratégie testée (S1) est celle du backtracking "court® :
1*actualisation ascendante des sommets de H s'arréte dés le pPremier rang pour lequel
J\ est de nouveau acceptable . La deux1eme (S2) est la variante de la strategie
persévérante qui tend a augmenter initialement F’ par un développement au debut de
1'algorithme de tous les sommets de H de rang inférieur ou égal a k (k = 2) ; S2 a

~

été combinée & un backtracking long (stratégie SO).

Notons que 1’incidence sur la conplex1te de 1l'algorithme du developpe‘
ment d'un sommet ou d'une actualisation est différente dans les trois stratégies
SO, S1 et S2. Aussi, Y = n (D + 2.3 B) cesse d'&tre un indicateur valide de la com-
plexité et i1 a fallu revenir a 1°' 1nd1cateur I {nombre d'opérateurs APL 1nterpretesl;f?
La figure suivante fournit les courbeg des valeurs moyennesnde I en fonction de & ,

pour n = 7, et sur les trgis stratégies SO, S1 et $2.

‘ Les valeurs correspondantes 3 & =92 p'ont pas été indiquées, car.elles
sont identiques pour SO et $1, la stratégie S2 ne présentant pas d'intérét pour la

recherche en profondeur sans backtracking. -
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' FIGURE 4.9.

nV
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Qn remarque que les trois courbes sont quasi-parallieéles et conduisent
a un ordre parfait : SO meilleur que S1, gqui est meilleur que S2. On prendra ce
résultat avec quelgues réserves, sachant que l'expérimentation.a été restreinte & -
une seule valeur de n, et qué les écarts types éur chacun des pdints de ces courbes
se recouvrent largement. On retiendra cependant les conclusions qualitatives sui-

vantes :

= l'inconvénient de S1 (nombre important de backtrackings et recherche—tétonnante en
\ début d’ekplorationl‘se révéle primordial par rapport & son avaﬁtage {raccourcir
la fin de 1l'exploration en concervant,autant que possible, 1facquis d’une solution
presque compléte et acceptable). On remargque, cependant, une légere ‘
tendance favorable - pour & = 0. Globalement, il semble gque 51 n'est intéres-
sante que dans le cadre d’'une stratégie mixte qui démarre.l'explcration avec SU

et la termine avec S1 ;

+

P

- le développenent en -‘largeur de H neksemble pas conduire & une vaieur de seuii
(1# &)y suffisamment élsvée pour réduire la rebherche au point d’amortir cet
investissement 1n1t1a1 I1 est probable qu’une’ strategle telle -que S2 ne devienne
avantageuse que pour des valeurs plus élevées de n, et pour une variante un peu
plus sophlsthuée'que le développement en largeur systématique pqurvl élévation

du seuil.

On terminera cette section par la question critigque suivante : gquel
dégré de confiance faut-il accorder aux moddéles et au% diverses conclusions tirées
de l'analyse des données enregistrées ? Autrement dit, dans gquelle mesure ces données
sont-elles typiques et représentatives de 1l'espace des données possibles ? Cela
beut gtre estimé a un niveau gualitatif, si chaque>mesufe faite est un élément géné-
rique d'uné classe de treés faible variabilité, ou & un niveau quantitatif si 1'ex-
. périmentation s;est basée sur un échantillon de dimension éppréciablé par rapport a

celle de 1'ensemble des données possibles.

Sur le plan qualitatif, on a deja note la variabilité considérable du
probléme : deux systémes de regles identiques ne différant que par la dlstrlbutlon
de colit peuvent conduire, pour la méme valeur de £ , & des complexltes de 1'algo-.

rlthme dans un rapport exponentiel.
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Quantitativement, le nombre de systémes de regles comportant a regles
sur n caractéristiques binaires, éventusllement dépendantes, est exactement égal
au nombre de partitions des 2" sommets élémentaires du n-cube en (a + 1) blocs
(les possibilités du générateur de données utilisé sont plus falbles, du fait de
la restriction & ’Tt} notamment). En général, p gléments peuvent &tre partitionnés

en g blocs de{Z} fagons possibles, {S} étant le nombre de Sterling de deuxiéme

‘espece :
_ e
p}"= 2 Ky X Ky X e X koo = 2. Py @ et
al ek gk, gtk <q P9 gl k=0 A
~ 1\ 2\"'\ p_q\

On en déduit gque le nombre G{n) de systémes de régles ayant au plus n
caractéristiques binaires, avec ou sans dépendances, et a régles pour 2ga ¢3n est :
n 3n+d 26" _
w- L L0
R =1 j=2 |
Calculé par la relation de réCUPrence{Z}: q{2'1} +{E:1} , en se limitant

=

dn =15, on trouve :

G(15) = 3.221 x 1054427.

(Une analogie peut aider & apprécier cet ordre de grandeur : pour se
placer dans la'situation équivalente & celle, peu confortable, d'un expérimentateur
observant 1'univers entier a partir d’un échantillon de 1 mg de matiére, il nous
faudrait enregistrer 1054387 points de mesures ; cela en admettant 1l'estimation

actuelle de 1080 atomes dans 1'univers]).

Notons que l'ordre de grandeur de G(n) est suffisamment convaincant ‘
pour qu’il ne soit pas nécessaire de tenir compte davantage du nombre des distribu-

tions possibles des paramgtres et des valeurs de & .

La conclusion qui s'impose. finalement est que les résultats de 1'analyse
empirique développé ne peuvent &tre pris comme modéle quantitatif précis de la com-

plexité moyenne de l'algorithme qu’avec beaucoup de réserves.
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Il faudra en retenir principalement les inforamtions qualitatives qui
confirment et prolongent 1’analyse faite en pire cas et certaines considérations

intuitives (telle que la décroissance de l’ordre de complexité avec &£ ).

On peut conclure plus généralement que 1’approche d'une modéiisation
empirique précise du comportement moyen d’'un algorithme sur un probldme combinatoire
tel gue le notre est, & priori, vouée a 1'échec. Elle ne peut prendre un sens que
dans le cadre d'une application qui restreint qualitativement et quantitativement
1'espace des données possibles, le comportement de l'algorithme n'étant modélissg
que pour cette application.

Un exemple type, dans notre domaine, est 1'application & la Reconnais-
sance de Formes ol l’on se donne, a priori, un ensemble de n caractéristiques, leurs
relations de dépendance et leurs colits. C'est en tant qu'illustration de ce quipour-

rait &tre fait dans un tel cas qu'il faut lire 1'ensemble de la section suivante.

ODO
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4.4. APPROCHE POUR UNE OPIMISATION DYNAMIQUE

Un schéma d’approximation offre beaucoup plus de souplesse qu'un algo-
rithme d'optimisation exacte ou qu*un algorithme approché. Son domaine d'applica-
tion pratique est beaucoup plus étendu gue le premier, et il fournit en plus du
second et pour le méme ordre de complexité, une garantie appréciable sur le degré
d’'approximation de sa solution, lequel degré peut 8tre modulé en fonction des

exigences et des moyens de calcul disponibles.

Un modele de la complexité moyenne (si on lui accorde une confiance
suffisante) accroit les avantages de l’algorithme et permet d'exploiter sa souplesse.
Ayant une constante donnant le repport entre 1'unité de colt du PDF et 1'unité ge
codt de son optimisation (coilit de mise en oeuvre de ADg J, et si on peut estimer

le nombre total d’utilisation du PDF, on pourra répondre aux questions suivantes :

- est-il plus avantageux d'interpréter un systéme de régles ou de le compiler en

arbre ?
- Dans ce dernier cas, avec quel degré d'optimisation & ?

- Utilisant un POF &£ - optimal, si une modification intervient dans le systéme de

régles, faudra-t-il le recompiler et avec quelle nouvelle valeur de & ?

La dernigére question généralise les deux préceédentes et pose globalement
le probleme d’une optimisation incluant les deux critéres : cofit d'une solution -
colt de sa recherche, et intégrant la dynamique du systéme.

Une approche & ce probléme d'optimisation dynamique est développée dans
cette section. Aprés avoir délimité le domaine d'application de 1'algorithme AO g
sur les PDF et analysé le choix du & initial, on considérera deux types d'évelu-

tions d'un systéme de régles :

- les évolutions paramétriques : dérives ou meilleures estimations des distributions

de colit et de probabilités, réévaluation du nombre total d'utilisationsdu PDF ;



- du colt relatif Y. (n, o).
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- les évolutions structurales : ajout, suppression ou modification d'une regle,

d’'une relation de dépendance, d’'une caractéristique.

4.4.1. DOMAINE D’APPLICATION DE L'ALGORITHME

Le domaine d'’application de ADg peut &tre restreint :

= s0it par une utilisation trop faible de 1’arbre-solution 3

~ s0it par une dimension trop grande du systéme de reégles S.

Le premier cas, correspondant & la borne inférieure du domaine, est assez
faible & apprécier. Soit K une estimation du nombre total de processus décisionnels
utlllsant S (avec la m@me structure et les mémes parametres). Un modéle empirique

du comportement de 1'algorithme fournit une estimation :

- du cofit th € ) de mise en oeuvre de ADg sur S, exprimé dans les mémes unités
que le colt ‘P du PDF, et

8i S est compilé en un arbre t, au minimum le colit de compilation est
Y{n,o2), et 1le cout des K processus décisionnels utilisant t est

K x Y (n,oole: P

3i S est interprétsé, le colit des K processus décisionnels est au plus
K x 2 Pj . D'ol:

- 8i Y(n,e0)» K x (% Py 1 x (1 - % (n,e0)), alors i1 est plus avanta'geux

d’interpréter K fois le systéme S que de 1le compiler ;

= Sinon le colt Y{n, £) peut 8tre amorti par 1'utilisation d’'un systéme compilé

en arbre £ - optimal.
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Quel degré d'approximation & faut-il alors prendre ?

-~

Le colt global d'utilisation d’un arbre t optimal est :
Fa .
Y(n,0) + K x Y (t).

Pour tg , arbre €- optimal, ce colt est : Y(n, &) + K x 4’[te 1.

On distinguera le cas particulier & =°°, ol le coft de t oo est :

Y(n,00) #+K x P (£l

En adoptant le modéle : . A i
Y(n,€) = aln) + b(n) x ct)”" 8 et Y(M,00) = a'(n) s a'<a  ¥n

et en admettant que les majorahts € ou &' sont proches des écarts réels :

Plegd = 1 +€) V()
Yite) = (1 + &' (n,e0)) Plt)
‘avec 1'estimation suivante de W (t) = (3 L ) x Y (r,0)° ; on adoptera

pour &£ la valeur correspondante au minimum des trois expressions :

a(n) + b(n) + K x LP(%] [pbur & =0)
aln) + b(n) x ctn) & K(1 + &) Prt)

a'(n) + K(1 +8& (n,e0)) W(t) (pour & =e9)

>

Cela revient & chercher le maximum de :

0 ' 1)
-5 A

b(1 -¢c ) -Kx& =z Y(t) (2)

b+ (a-a)-Kx€& x Pt) (3)

fa)
On vérifie facilement (Cf. Figure 4.10.) gue le & optimal est obtenu

par les critéres suivants :

-

~-s1 K> max{b logc/q’(tl s (b+a-a')l /&"P(t)}, alors & = 0,

i.e., une compilation en un arbre optimal s'impose ;
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- Sinon :

Lsiogf > 2 a . ! [1 + 10g ( 22198 C ] alors
K WYt log c K Vit

~ .
E - 1 b log c .
Tog o x log { KPe), } , valeur pour laguelle (2] est maximale

et supérieure a (3) ;
”~
. Sinon, €& =oo.

Remarquons que les écarts a 1'optimum, basés dans ce qui précéde sur des
estimations pessimistes défavorables aux solutions & - optimales, pourront &tre
corrigés soit par une pondération globale {telle gue q’ttg } = (1 +-E/1D)KWJ[E]J,
soit plus finmement si on dispose d'une estimation fiable de 1’écart moyen réel a

1'optimum.

b+ (a-a') ,///

0 | P

g
|
3 |
\#b { '
y |
S
o l |
L 1 e

£ g’

FIGURE 4.10. +

Sachant que Y(n, & ) croit exponentieliement en n, il n’est pas certain
qu'une solution € - optimale puisse &tre pratiquement accessible. On retrouve ici
la borne supérieure du domaine d’application de 1'algorithme ADéi qui est déter-

minée par les ressources maximales de calcul dont on dispose.
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Soit Ymax cette borne, traduite dans 1’unité appropriée.

- 31 Y(n, &) > Ymax et Y(n, <o) < Ymax, alors on se contentera d'un arbre

”
€ - optimal pour & < & goo et Y(n, £) = Ymax ;

- Sinon, si Y(n,e0])> Ymax, alors on procédera & une compilation partielle avec
€ =00, pt limitée 2 ng caractéristiques, pour N tel que :
Y[n0,°°)$\haxxet Y(n0+1,oOJ> Ymax. Une alternative serait de générer un arbre
(avec & = e0) par ordre de rang croissant, et cela jusqu'a épuisement des res-

sources ou achévement de 1'arbre.

7~ .
Notons que la détermination de &€ est inutile pour n2 n,-

4.4.2. EVOLUTIONS PARAMETRIQUES

Un aspect de la dynamique d’'un systéme de régles S concerne les évolutions

de ses distributions paramétriques de coiit et de probabilitél Celles-ci peuvent
varier daﬁs le temps, du fait de réajustements périodigues de leurs estimations au
fur et & mesure de 1'utilisation du PDF, et éventuellemen%, du fait de dérivés
propres.

Soit S un systeme éppartenant au domaine d'application de ADg , et pour
lequel un premier arbre t a déja été obtenu. Un suivi de la dynamique_de S consis-

tera 3 :

- surveiller lgs évolutions des distributions de colit et de probabilité de S, et

le nombre d’'utilisations de t par 1le PDF ;
- réestimer le degré d'optimalité de t pour ces nouvelles distributions ; et
- si 1’évolution est importante, ou en 1'absence d’&volution si le nombre d'utili-

sation de t est plus grand que celui prévu, déterminer si une nouvelle compila-

tion de S devient nécessaire et pour quelle valeur de € .
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Si t, de cofit Y (t), est £ - optimal dans les distributions [? s ’u-] 3
il est simple de calculer son noweau colit \V'(t} dans les distributions (?',I_L'),

mais guel est son nouveau degré d'optimalité &' ?

Soit t 1'arbre optimal dans (P ,rl.], et t' l'optimum dans (?',}L').
Relativement au degré d’'optimalité de t, dans le pire cas, la valeur du nouvel
optimum a baissé : 4/(1:1 LP(t J.

De plus, £ est sous—optlmal dans (P, }J—J kl—’(t ) > W[t) ; d'od
Y -YiiEn e Y - Wi,

1
Développons un majorant de 1'écart ¥ (s) - W (s) pour un arbre s quel-

conque dont le colt a baissé entre ( p, j+) et { Pl( }A«') :

Pis) - (s) é}_ xg’\f(r"(h) [p: w(¥) - p; f‘l(%)] >0

%%L xg‘mf“‘(h) PC(MQ)"ME))QL XQU(F‘"(U)F({)(P‘—PI‘)
o Laopt(rO ) e B ) (o p))

_ Dans les relations précédentes, certains termes sont positifs (pour
P(- )’P'L: ou }.L(U) ’.L' (Q)) et d'autres sont négatifs. On obtient un majorant en ne
considérant que les termes positifs. Par ailleurs, l’ensemble des termes interve-
nant dans chacune de ces sommes (positifs et négatifs) est strictement inclus dans
celui de tous 195 couples {1 € L} x{’i £ign } :non obtient un autre majorant en

sommant sur tous les termes positifs de 2, }_, ; d'ol :

., REL (=1

Yo _LP () < T MR LZ;T PLW(Q)"V'(Q)) t 2;’ Z }*’(M (p:-p%)
n‘ ) p 2: ( -1
G b O - 0%)

du fait de ZE: }L({ = 1, L'’expression symétrique donne :

Wes) -9'(s) ¢ LZ_{ 0: xE )(fL }x(’l)-;Z: (PL e?) ; d'ol s
’ “a ).LLQ))}L(Q P> '
Piis) -V ¢ [ é min {P“ }] [}L(Z‘;';}"(e) rl, () _ );(9. ] %P‘L(?L_ ei)
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n
Posons : U}, = -LE’ min { P ?IL}

Ao

(P PY)  pour dgign et pL >k

L

‘AP, % ( p (W) - }x'(w)) pour ué( )((l Z; ) et pe (w> P/(u]

t=1

Sachant que }L(l] = th }L[u] ; pour 1 tel que ,.L(13>}L'[1], on a :
A

(1) 'f"l (1)<§( JL () -}»\«'[u]) pour u €1 et fL(u]>}-L'(u].

D'ol, finalement, le majorant qui ne dépend que des distributions [P,}L]

et?',’*«’] :

Vo) - Yiey ¢ 0o A e

P + D

(1)

-~

En appliquant ce majoraht 4 1'arbre t', on obtient :
Yo - Yt - Y < oy Ap + Bp

] I
résultat qui va 8tre exploité pour majorer Y'(t) en fonction de W (t') :

Wiy = AY + W (b) ;aves - AY- Yo - Yo
< AV + (1+€) LPU:) ; car t est &€ - optimal dans (?,}-L}
1~ N .
< AV + (4+8) [\P (¢) + o p AP“+ A?] ; d’aprés (i)
WI(IEI) [4+£ N AY +(4+E) EG’P Ap,i-Ap) ]
) )
Sit est £- optimal par rapport a t' : Y'ie) ¢ (4 8 P,
D’oll, en minorant le dénominateur et en identifiant :
| AV 4+ (A+E) (Tp Ap s+ Do)
g . _Ero aves o = PP

1 - w'ce)
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Pour des petites variations des parametres, A‘P pourrait éfre de 1'ordre
de W(t)/10, ArLet Af? ne faisant intervenir gque les écarts positifs, la somme
( 0} A}p + A1> ) serait du mé@me ordre de grandeur ; ce gqui conduit & &« de 1'ordre
de 0.1, et &' assez proche de & . Notons gue X peut &tre négatif (AY est cal-

culé algébriquement) et inférieur a £ .

Une procédure de suivi de la dynamique du systéme, utilisant &¢ comme in-

dicateur de sa stationnarité, pourrait 8tre la suivante :

A la suite d'une évolution des paramdétres, on calcule kP’[t], et leg écarts par

rapport & la distribution initiale (@, r-LJ : AKP , AP , A'u,, q‘;

~ 51 la valeur de & correspondante est telle que(Xs(xlim : on estime que le systeme
est resté stationnaire. On compare alors le nombre K' d'utilisations de 1'arbre t

déja effectuées au nombre K gui était initialement estimé :
. 81 K ¢ K : on poursuit sur 1l'utilisation du m@me arbre t ;

» 81 K'> K : on réestime une nouvelle valeur K du nombre de processus déci-
sionnels futurs utilisant t, compte-tenu de la stationnariteé constatée. Sur
cette base, on compare le colt de K utilisations de t par rapport au coit
de K utilisations d'un arbre t' meilleur que t auquel s'ajouterait le coit
d’une nouvelle compilation pour obtenir t'. Si un nouvel arbre s'avere
avantageux, on détermine g'< & par une procédure similaire & celle de la

section précédente et on recherche un autre arbre & - optimal, en poursui-

vant 1ltutilisation sur le meilleur de £t et t'.

- Si(X)»Nlim : 1'évolution est suffisamment importante pour détériorer le degré
d’optimalité de t et remettre en question son utilisation. On réestime alors K
et on reprend la procédure décisionnelle : poursuite de 1l'utilisation de t (dont
le degré d’optimalité n’est plus que € = (& +&)/ (1 -) ou nouvelle compi-

é
lation g - optimale.

L'estimation de K doit prendre en compte la dynamique du systéme :

K doit &tre grand en cas de stationnarité et faible en période de grande variabi-

lite.
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On peut prendre heuristiquement K « [3 [‘xlim - & }K pour une réestimation

stationnaire, et K <+ K/]3 o ~ mj dans le cas non stationnaire. Ainsi, pour

une trés longue période de statioiﬁarité (systeme statiquel), K tendra vers 1l'in-
fini et on convergera en quelques compilations vers un arbre optimal. Si, au con-
traire la dynamique est importante, K sera de plus en plus faible et le suivi de

la dynamique se fera avec un écart a 1'optimum d’audtant plus grand que la va-

riabilité est importante.

Notons finalement que & q PourTa 8tre pris de l'ordre de 1l'incertitude

1i
relative sur les distributions de colit et de probabilité ; et qu'’éventuellement,
on pourra corriger 1l'estimation £'= (€+x®)/(1-x) pour tenir compte de 1'Ecart

moyen entre le majorant &€ et le degré réel d’optimalité Ex .

4.4.3. EVOLUTIONS STRUCTURALES

Pour un grand riombre d’appliecations, 1l'utilisation du formalisme des
systémes de régles est avantageuse principalement & cause de sa souplesse. La 1lit-
térature vantant cette qualité présente chaque régle de décision d'un systéme
comme u4n "grain” de connaissance pratiquement indépendant ; ce gqui permettrait au
conceptéuf de se focaliser sur ce grain et de le modifier sans trop se préoccuper
des couplages avec les autres régles. De plus, la méme facilité pourrait &tre mise
& profit par une procédure d’auto-modification qui, inférant’par apprentissage une

nouvelle régle, l'ajouterait au systeme.

Bien que l'indépendance des régles soit inexacte(si on veut conserver
la consistance de 1’ensemble), la souplesse du formalisme est effective, mais elle
est malheureusement perdue par la compilation en arbre : si t représente S, toute
modification dans les régles ou les caractéristiques de S annulera,ben général,
cette propriété. Dans quels cas la mise & jour de t est possible,et dans guels
cas une recompilation s’impose ? A partir de quelle fréquence des évolutions
structurales, l'approche compilation est & abandonner au profit d'une interpréta-

tion ?
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Restreignons-nous aux évolutions structurales qui n’affectent que les
régles d'un systéme (on examinera au chapitre 68 un cas particulier dans lequel
1’ensemble des caractéristiques peut également Etre modifié). D'une maniére géné-
rale, on peut ramener toute modification des reégles & un ensemble d'ajouts et de
suppressions de termes. I1 est relativement simple de développer une procédure
gui, 34 la suite d'une ou plusieurs de ces transformations élémentaires, permettrait
de mettre & jour un arbre de décision de fagon & ce qu’il continue & représenter
le systéme de regles transformé. On pourrait, par exemple, procéder de la maniere
suivante :

!

- si u est un terme dont les sous-termes figuraient dans plusieurs ragles

Rj1’ sy Rj«’ et qu’il se trouve ajduté a la regle Ri’ alors on parcourt

1'ensemble des feuilles de t

. pour une feuille 1< u : on modifie le label de 1, en la faisant correspon-
dre a R, : &(1) = A, ;
: i i

. pour une feuille 1 tel que ucl et &(1) = Ai : on remplace cette feuille
par un sous—arbre représentant le sous-systéme S/1, car R/1 contient plus

d'une regle.

Qs

~ si u est un terme qui figurait dans D et se trouve ajouté Ri’ alors on par-

-

court l'arbre t récursivement & partir de la racine

. pour un noeud v tel que uev et Yy €T(v) : ufly = 8 : on ajoute a v

une branche supplémentaire menant & une feuille 1 avec qf[l) -« Ai 3

. pour v tel que ucv etdy€T(v) avec ufl y # 0 : on reprend récursivement

la procédure sur chaque y € M(v) avec u - ufly lorsque u # O.

- si u est un terme qui figurait dans une ou plusieurs régles et qu’'il se trouve
ajouté a D, alors on parcourt les feuilles de t en élagant toutes celles incluses
dans D, puis en 2lagant tous 1les noeuds qui n'ont plus gqu'une seule branche.

~ =

La mise & jour d'un arbre de décision évite d’avoir & recompiler le

systéme de regles & la suite d’une évolution structurale, mais on ne répond pas a

la question initiale du point de vue de 1‘'intérét de cette mise & jour par rapport
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=

a une recompilation. En effet, le colit de t mis & jour est immédiatement calculable,
le colit de la mise & jour peut 8tre estimé, mais les techniques de majorations de 1la
section précédente ne permettront pas d'évaluer le nouveau degré d'optimalité de t.
Une modification, méme minime, dans la répartition des termes de 5 peut aveoir un
impact considérablen?ur 1e codt du nouvel optimum. Ni le minorant dont on dispose
a priori (g(uo] = g;% Pj qJ }, ni la variation du colit de t ne sont d’une quel-

conque utilité pratique pour déterminer &' .

En 1l'absence d’'un critére permettant de décider de 1'opportunité d'une
mise & jour ou d'une recompilation (critére qui restera parmi les nombreux probléemes
ouverts dans cette approche a une optimisation dynamique), on peut procéder empi-
riguement comme suit :

- on fixe un maximum de r mises & jour successives sur le méme arbre, au-dela des-
guelles une recompilation s'impose. Le cofit du nouvel arbre permettra de situer
la dégradation de l'’arbre mis éAjour, et éventuellement, de modifier r en con-

séquence ;

A Yerd
r [
(4-%r) 2P

K : estimation du nombre de processus décisionnels sur S entre deux évolutions

- si , avec J : coiit moyen d’une mise & jour, et

structurales, alors il est plus intéressant d’interpréter le systeme de reégles

que de 1le compiler.

4

ODO
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4.5. CONCLUSION

Ce chapitre, qui termine la 1&re partie du mémoire, a été consacré

a 1'étude de la complexité du probléeme d’optimisation des PDF.

La caractérisation théorique de cette complexité révéle deux
aspects :
{i) la non-appartenance du probléme décisionnel correspondant & la classe
NP, et
(ii) 1'inexistence de schéma d'approximation polynomial, ou d'algorithme
3 approximation garantie polynomial (& moins gue P=NP), et cela méme

pour les instances ol le probleme décisionnel est dans NP.

Le premier point explique le comportement des algorithmes ALY )
a approximation non borﬁée [Chapitre 1), et permet d’aqymenter en faveur
d'un schéma d'approximation tel que ADg , pour les dimensions des
instances rencontrées en pratique, et en particulier pour celles des

applications traitées en deuxiéme partie du mémoire.

Le modéle empirique de la complexité moyenne d'A0¢ qui a été
développé par la suite renforce cette argumentation et illustre 1'intérét

de 1l'approche &-admissible par rapport & celle admissible.

-

La deuxiéme section s'est attachée & délimiter 1le domaine
d'utilisation de 1l'algorithme proposé, et & développer des procédures de
choix du parametre & en fonction du nombre d’utilisationsd’'un PDF et du

modele de comportement de 1'algorithme.
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5.1. INTRODUCTION : PRESENTATION DE L'APPLICATION

Il n’est pas nécessaire, pour souligner 1l'importance de la perception
en robotique, de revenir & de longues généralités sur cette discipline, ni
d'avoir a redéfinir lés quatre ou cing fonctions de base indispensables dans un
robot de la iéme génération (voir par exemple G. GIRALT (74) ) pour qui
"C'est 1'existence de la fonction de perception de l'environnement...gui sera un
des aspects dominants de la seconde génération de robots, les seuls justifiant

réellement de ce nom aux yeux des scientifiques, etc...”).

De trés nombreux problémes de perception se posent en robotique, parmi

lesquels on pourrait citer 1la liste (non exhaustive) suivante

- les problémes de localisation-positionnement : présence/absence d'un objet,
localisation simple le long d’un axs, localisation dans le plan, localisation

dans 1'espace, positionnement relatif de plusieurs objets en mouvement, etc... ;

- les problémes de classification : tri d’objets isolés, identification dans un
vrac planaire (peu de recouvrements), identification dans un vrac volumigue,

objets plans ou tridimensionnels fixes ou en mouvement, etc... ;

- les problémes d'inspection : macro-inspection, analyse de conformité, interpré-
tation de tolérances, micro-inspection et traitements fins d'états de

surface, etc... 3

- les problémes d’analyse de scenes.

Le contexte spécifique de la robotique ajoute & ces problémes de nom-
breuses contraintes et les infléchit dans une formulation souvent assez différente
de celle qu'ils peuvent avoir dans d'autres applications de la reconnaissance de
formes. Aussi, la plupart de ces problemes n'ont pas encore trouvé de solution
entiérement satisfaisante et posent, & des degrés de difficultés variables, des

questions non résolues au niveau
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- des capteurs utilisés ;
- des systémes de numérisation, filtrage, et prétraitement du signal physique ;

- des algorithmes d'interprétation et de traitement de 1*information sensorielle ;

- des méthodes d’apprentissage (ou d’acquisition rapide en conversationnel) des

algorithmes précédents ;

- des modéles de représentation d’objets et des méthodes d'acquisition de ces

modeles ;

- des structures informatiques particuliéres de systémes de percepticn, etc...

Parmi toutes ces guestions, ce chapitre n’aborde gqu’un probleme tres
restreint et sous 1l'angle relativement étroit des processus d901310nnels. Il s’agit

du probléme d'identificatian d’ objets plans.

Le quallflcatlf plan recouvre ici des notions relatives & la fois aux
DbJBtS pergus et au type de perception qui en est faite. Plus précisément, on admet

en particulier les hypothd®ses suivantes

(H1) les objets considérés possadent une, ou un nombre trés faible de positions
d’'équilibre stable sur le plan horizontal (par exemple, objets plats dont

une dimension est négligeable par rapport aux autres) 3

(H2) 1les diverses classes d'objets & identifier sont reconnaissables a leur
"ombre”, i.e. & la projectien sur le plan horizontal de leur contour externe

(et interne s'ils ont des trous) ;

(H3) les objets pergus sont isclés les uns des autres, ou bien sont en vrac
planaire avec un nombre trés faible de niveaux de superposition, et tel que
ces superpositions n'introduisent pas de trop grandes‘déformations de pers-

pectives susceptibles d'annuler (H2).

Bans une application typique de ce probléme d'identification d'objets

plans, une caméra vidéo surplombe un. plan de travail fixe oy un tapis roulant.
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Diverses piéces mécanigues plates sont pos€es sur le plan de travail, ou bien
arrivent sur le tapis roulant gui en a été alimenté par des gouttieres & un débit
assez lent pour garantir (H3). Le champ de la caméra est de 1’ordre de quelgues
unités de la dimension (plane) la plus grande des objets & percevoir, et les di-
mensions de tous ces objets ont des ordres de grardeur similaires. La lumiére
arrive & la caméra par éclairage direct (plan de travail lumineux), ou par ré-
flexion si 1'état de surface et la couleur des objets donnent une image suf-
fisamment constrastée pour garantir (H2). Un ou plusieurs bras manipulateurs opérant
sur le méme plan de travail (ou en aval sur le tapis roulant) sont chargés de la
prirce de ces objets en vue, par exemple, de réaliser un assemblage, de charger

une machine-outil, et/ou tout simplement, de les ranger dans 1'emballage qui leur

correspond.
Dans cette application, la té&che de la perception consiste donc a :

1) localiser les objets avec une précision suffisante pour permettre
leur prise ; ce qui correspond a la détermination de leur face d'éguilibre, de

leur barycentre, et de leur orientation dans le plan ;

2) identifier les objets pergus parmi 1l’ensemble des classes connues, ou

bien comme étant des objets inconnus ;

3) éventuellement, effectuer une macro-inspection des objets reconnus

" (par exemple bord cassé, trou manguant, etc...J).

Trois contraintes essentielles de fiabilité, rapidité et colt doivent

gtre prises en compte :

- Fiabilité : trés faible taux d'erreur d’identification (inférieur & 1 %). Par
contre, on admet un taux de non identification plus grand (de 1'’ordre de quelques
pour-cent). En effet, une identification incorrecte entrainera une manipulation
erronée de 1'objet avec, éventuellement, une incidence treés codteuse sur la suite

" du processus {blocage d'une chaine d'assemblage, détérioration d’un outil
d'usinage, etc...), alors gque cet objet classé comme inconnu sera recyclé devant
le poste de perception et trié dans une classe particulidre si un deuxigme

échec a lieu.
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- Rapidité : le temps de traitement complet d'une image contenant 1 & 5 objets
doit &tre de l'ordre de la seconde (éventuellement, moins dans le cas du tapis

roulant).

- CoQt : cette contrainte intervient au niveau du matériel mis en oceuvre et de son
systeme de programmation :
. le systéme de perception ne doit pas immobiliser, en temps réel, des
moyens de calculs considérables. On ne disposera généralement que d'un

ensemble autonome de trois modules :

1) Caméra ;

2) Sous-systéme spécialisé de numérisation et prétraitement de 1'image.

et
3) Micro-processeur réalisant 1’identification proprement dite.

1'acquisition du modéle des objets & identifier et de leur programme
d’'identification ne doit pas nécessiter une longue programmation. Une
période de 1'ordre de 1'heure devrait suffire & un opérateur utilisant,
en conversationnel, un logiciel d’apprentissage (sur, gventuellement,
des moyens de calcul plus puissants), en plagant successivement dans le
champ de la caméra et sous diverses conditions de positions, d'éclai-
rage . et de face d'équilibre, plusieurs échantillons de la méme classe

a apprendre.

La satisfaction de ces deux dernidres contraintes de rapidité et de
colit est facilitée, dans notre cas, par 1'hypothese (H2). Elle permet, en effet,
d’'effectuer une discrétisation de 1’image & deux niveaux, noir et blanc, et de
restreindre toute 1’'information utile & un ensemble de contours fermés et & leur

arbre d’'inclusion.

Pour donner une idée de ce prétraitement, tel qu’il a été réalisé dans
1'application développée au L.A.A.S., les figures suivantes (Figure 5.1.) pré-

sentent
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(a) une photographie des objets & percevoir ;
(b) 1l'image discrétisée en noir et blanc ;
(c) les contours extraits ; et

(d) leur arbre d'inclusion.

Le passage de 1'image (a) & la mise en mémoire des 1listes complétes
codant 1'information (c) + (d) est effectué en 20 ms par un matériel de prétrai-
tement spécialisé (vitesse de balayage du signal vidéo). Ce systéme fournit, en
plus, les barycentres des contours extraits et, éventuellement, d'autres carac-
téristiques. On ne donnera pas ici de détail supplémentaire sur les problémes
inhérents & ce prétraitement (seuil de discrétisation, codage des points, etc...),

. on renvoie au travail de Bourdeau et al (17,231) , Stuck (231) et Talou. (232) -

(b)

FIGURE 5.1.

Les contours extérieurs (de rang 1 dans 1'arbre d'inclusion]) sont alors
successivement traités. On tente d'interpréter un contour ne se refermant pas

sur le bord de 1'image comme un objet isolé entiérement pergu. Si on arrive a
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1'identifier (sur la base de ses caractéristiques globales), on confirme 1'iden-

tification par quelques tests supplémentaires destinés également & achever une

localisation précise (en orientation et symétrie miroirs par exemplel.

Si 1'identification échoue (non identification ou non confirmationl, ou
bien pour un contour partiellement hors du champ de vision, on tente une identi-
fication sur la base de caractéristiques locales et par des méthodes syntaxiques

du ou des contours en recouvrement pergus.

Ainsi, on peut distinguer deux grandes classes de problémes d'identifi-

cation d’objets plans :

- identification d'objets isolés entiérement observés ;

- identification d’'objets en recouvrement et/ou partiellement observés.

Ce chapitre présente une méthode originale assez compléte pour la réso-
lution du premier probleme dans le contexte des syétémes de reconnaissance de
formes séquentielles. La contribution porte sur 1’aspect processus décisionnels
d’'identification : partitionnement des caractéristiques, génération d’'un ensemble
de régles de décision (d'identification) fiables et leur compilation en un arbre

£ - optimal.

'La mise en oeuvre expérimentale de la mé&thode proposée a fait 1'objet
de la theése de F. Stuck (231) . On renvoie & ce document pour tous les aspects
intégration systéme et pour la résolution des problémes de localisation et de
vérification. L’exposé sera donc restreint 3 la contribution méthodologique. Aprés
une rapide présentation de la Reconnaissance de Forme Séguentielle (RFS), de guel-
ques approches connues dans la littérature et‘de leurs difficultés, on introduira
les diverses &tapes de la méthode proposée en mettant l'accent sur les aspects

speécifiques qui s'écartent du modele général des PDF présenté précédemment.

La troisieme et derniere partie du chapitre ést une approche au problée-

me d'identification syntaxigue d'objets en recouvrement.
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On présentera briévement les grandes lignes de la problématigue de
recherche sur laquelle le travail se poursuit, puis on‘développera guelques
algorithmes originaux de recherche de facteurs dans un mot (string-matching)
qui, indépendamment de leur intér&t propre, peuvent 8tre avantageusement utilisés

dans cette application.

OUO
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5.2. IDENTIFICATION D’OBJETS COMPLETEMENT OBSERVES

5.2.71. LA RECONNAISSANCE DE FORMES SEQUENTIELLES (RFS). APPROCHES CONNUES
DIFFICULTES
En essayant de respecter les notations habituelles en Reconnaissance de
Formes (pour un ouvrage de référence, voir par exemple (34,48) )], on définira :

- €

: ensemble des ensembles de données d’entrées possibles. Ces données sont

fournies par le prétraitement du signal physique que génere le capteur.
On suppose, dans cette section, que le prétraitement réalise aussi la seg-
mentation de 1l'information initiale (par exemple, segmentation de 1'image],
de telle sorte - que les données e & interpréter ne concernent gqu'un objet
unique. Dans le cas de l'application citée, e constituera 1'ensemble des
points codant un contour externe et tous 'ses contours internes (sous-
arbre de rang 1 dans la figure 5.1.cl). On dira que e est 1l'objet in-

connu & identifier.

{uﬁ, cess Uorn} : ensemble des classes d’objets & un élément duquel le
systéme de perception doit identifier e. On écrira
e E;uﬁ si les données e sont reconnues comme é&tant

~

celles correspondantes a un objet de la classe W i

{X1, . Xng : ensemble de fonctions caractéristiques, chaque Xi étant une
application partielle de E, sur un domaine Ki ayant une

bonne structure mathématique {en général, le corps R)J.

Exemple 5.1. : L’application développée au L.A.A.S. utilise,entre autre$ les carac-

téristiques suivantes

- surface d'un contour ;

- finesse [(carré du périm@tre divisé par la surfacel ;

- distance moyenne centre de gravité - point du contour ;
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- rapport de la distance minimale (ou maximale) & la distance moyenne ;
- nombre de trous ;

- rapport de la surface totale des trous a celle du contour externe.

On fait habituellement référence & (2 comme étant 1'espace de décision
du systeme et a ( % Ki] domaine d'application des caractéristiques comme étant
son espace de représentation. Le passage de ( X Ki] a 1 n'est pas déterministe

13

et leur relation est souvent mal connue et modélisée de fagon approximative.

Dans le cas de la Treprésentation paramétrique, on suppose que les
valeurs possibles de Xi pour tous les objets de la classe Wj sont celles d'une
variable aléatoire distribuée suivant une loi de probabilité connue. On estime
les paramétres de cette loi sur quelques échantillons d'objets de u)j. Si les
caractéristiques sont conditionnellement indépendantes, on modélisera chaque Xi~
par 1l'ensemble des n densités de probabilités de Xi sachant W 3 :

Pig Kij-—-Eo,ﬂ .

-

Cette représentation commode n'est pas toujours possible (par exemple,
caractéristiques binaires, distributions ne ressemblant & aucune loi simple,
dépendances exigeant 1'estimation de densités multi-dimensionnelles dans X: Ki].
Aussi, dans le cas de la représentation non paramétriqﬁe, on acquierf inizialement
et on retient un nuage de points [Xq(el, vees Xn(e)], chague point étant étiqueté
par la classe qu 5 laquelle appartient 1l'objet correspondant & l'échantillon e.
Da ns certains cas, ce nuage peut 8tre réduit par des techniques statistiques

classigues, par exemple partitionnement d’un axe K;, comptage de fréquences et

construction d’'un histogramme par classe d'objets.

En RFS, 1'identification s'effectue en évaluant successivement sur e
bertaines caractéristiques de X. A chaque étape, on exploite 1'information obtenue,
Xi[e], pour soit poursuivre le processus par 1l'évaluation d'une autre caractéris-
tique, soit 1’arréter si on dispose de suffisamment d'informations pour classer
e. Le principal probléme, celui de 1'apprentissage, est de définir a partir d’'un
ensemble d'échantillons étiquetés un algorithme appelé le classifieur qui précisera

chacune des étapes du processus décisionnel précédent.
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Ce probléme sous-tend plusieurs Sous-problémes (non indépendants),dont

les principaux portent sur

(1} la définition des caractéristiques : i}l s’agit de définir ou de compléter
automatiquement 1'ensemble X. On cherche quelles pourraient &tre les transfor-
mations les plus discriminantes 3 appliquer aux donnges g, compatibles avec

les échantillons étiquetés d’apprentissage et permettant 1’identification de

e 3

(i1} la partition de 1'espace de représentation : on voudrait savoir ol placer
dans ( %g KiJ les surfaces de séparation entre classes d'objets, de facon
& ce que chaque point corresponde & une classe unique et que cette correspon-

dance soit compatible avec les échantillons d'apprentissage 3

(1ii) la sélection des caractéristiques pertinentes : on dispose, en général, d’un
ensemble X trés redondant, on en cherche un sous-ensemble qui soit discrimi-

nant pour les classes d'objets considérées ;

(iv) 1la génération du classifisur : {11 s'agit de définir dans quel ordre (séquence
linéaire ou structure plus complexe) &valuer les caractéristiques et 3 guoi
. Comparer chaque valeur obtenue pour déterminer dans gquel sous-domaine de

( X K.J) se trouve le point (X, (e), ... X (e)).
[ 1 1 no

' Remarque : Certains auteurs - (108,131) distinguent les classifieurs
séquentiels des classifieurs hiérarchisés 3 ils restreignent les premiers & un
ordre total sur les Caractéristiques et admettent, pour les seconds, une structure
" arborescente. L’aspect séquentiel étant présent dans les deux €as, on ne suivra

pas cette distinction ici.

Ces problémes sont résolus en optimisant comme critére de codt général

la somme pondérée de deux composantes

- le cofit d’identification (correspond souvent 3 un temps moyen) ;

~ le risque d'identification (espérance de cofit de I'erreur).
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On peut éventuellement tenir compte de 1’espérance de cofit de non
identification et du colt de 1’apprentissage (taille des échantillons, complexité

des algorithmes, temps opérateur s’'ils sont interactifs, etc...).

Peu de travaux traitant du probléme (i) me sont connus. L'approche de
Roche (206)est criticable dans le sens ol elle se restreint initialement & un jeu
d’opérateurs trop élémentaires et qu’elle cherche 3 générer une caractéristique
unique entiérement discriminante pour 1l'application considérée.

Le plus souvent, on est au contraire en mesure de définir, & priori, une
collection de fonctions caractéristigues couvrant une large classe d'applications
et le probléme (i) ne se pose pas. C'est ce que nous supposerons, en admettant que

X eat une donnée pour les problémes (ii) & (iv).

L’approche Bayesienne .est une des méthodes de classification les plus
connues et dont il n'est pas nécessaire de rappeler la formulation (Cf. par
exemple (34,49) )J. 8es principaux avantages sont d'éviter le probléme (ii}
‘des surfaces de séparation et de minimiser la probabilité d'erreur. Par contre,
elle possede de nombreux inconvénients, parmi lesquels la lourdeur des calculs
mis en oeuvre (actualisation des probabilités & postériori a chague étapel, la
difficults 3 prendre en compte des caractéristiques structurales (relation d'in-
clusion,. par exemplel,. et la nécessité de disposer de densités multidimensionnelles

.ou d’admettre 1'hypothése d'indépendance conditionnelle des caractéristigues.

De plus, on ne sait pas bien résoudre les problémes (iii) et (iv) dans
1’approche Bayesienne : la seule formulation connue est celle de Fu (48)
restreinte & ses caractéristiques eonditionnellement indépendantes. Pour un ordre
fotal d'évaluation des baractéristiques donné & priori, son approche utilise la
programmation dynamigque pour sélectionner un sous-ensemble de caractéristiques
pertinentes. Inversement, on peut & partir d’un sous-ensemble de caractéristiques,
donné & priori, déterminer un ordre linéaire de leur évaluation optimisant un

critére colt (temps de classification - risque d'erreur).

De nombreuses autres approches d’'identification statistiques existent,
mais aucune, & ma connaissance, ne réscud les problemes mentionnés dans 1l'optique

de la RFS.
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Comme plusieurs auteurs 1l'ont remarqué; 1'aspect séquentiel apparente
ces problémes & celui du tri (informatigue) ol 1'cutil arbre est particuliére-

ment adapté.

La méthode de Agin et Duda. (1) 1'utilise d'une maniére assez rudi-
mentaire. Elle modélise toutes les caractéristiques supposées indépendantes, par
des densités Gaussiennes de méme écart type. Pour chague caractéristique, on
calcule les distances entre moyennes consécutives des différentes classes et on
place un seuil au milieu de 1'’écart le plus grand. La caractéristique Xi dont
cet écart est maximal, est choisie pour racine d'un arbre binaire qui partage le
probleme entre classes dont la moyenne est inférieure au seuil et celles dont la
moyenne est supérieure. Le processus se répete sur chaque scus-ensemble de classes
{jusqu'a réduction & un singleton), et avec toutes les caractéristiques de départ.

Ainsi, une méme caractéristique peut se retrouver en plus d'un noeud d’un chemin

de la racine a une feuille.

L’'avantage de cette méthode est 1'extréme simplicité de sa mise en oceuvre.
Ceci a permis d'ailleurs de 1’intégrer, avec quelgues extensions, & un systeme de
vision développé industriellement (Machine Vision, Automatics). Ses inconvénients
sont lar restrictivité des hypotheses initiales, la non prise en compte d'un quel-
conque critere de colt d’identification, mais surtout 1’absence de tout résultat
sur la probabilité d’'erreur du classifieur obtenu (aucune donnée expérimentale sur

les performances des modules commercialement disponibles ne m'est connuel.

Slagle et Lee {228) s’appuient sur 1'inférence Bayesienne et ils appa-
rentent la classification, non pas au probleme du tri, mais & un jeu contre la

nature. Ils construisent un arbre de jeu ol & chague état (noeud de décision), on

a le choix entre :

- guitter le jeu : identification 3 la classe la plus probable avec risgue

d'erreur ; et

- poursuivre le jeu en évaluant une des caractéristiques restantes (compromis

colt d’évaluation - information apportéel.



.289.

L'arbre est construit avec une méthodee(-ﬁ a profondeur variable
(procédure & ). Le principal inconvénient de la méthode est d'élaborer un arbre
gui ne peut servir gu'une seule fois et qui est reconstruit a chaque processus

d’identification (& chaque partie du jeul.

L'approche de Stoffel (229) est différente. Constatant 1’échec des
méthodes statistiques sur des caractéristiques structurales (ou ce qu'il appelle
caractéristiques discrétes de type 2, i.e. dont le domaine est de trés faible
cardinalité), il propose de réduire le nuage de points des échantillons d’'appren-
tissage par une méthode d?mpplicants premiers. DOn modélise 1l’ensemble des points
d'une méme classe par un nombre réduit d'implicants sans recouvrement avec ceux

des autres classes. L'identification se fait moyennant une distance de Hamming.

On peut étendre sa méthode en compilant les implicants obtenus en un
arbre de décision. C’'est ce que font Sethi et Chatterjee (220) dans un
cas particulier (caractéristigues binaires et approche des qguestionnaires : tout
implicant non explicité est impossible), et avec une heuristique assez complexe

3 calculer gqu'ils ne Jjustifient pas.

Les contributions aux problemes {iii) et (4iv]) de plusieurs auteurs
(par exemple Meisel (157} , Payne (178) , Dattatreya (28) ) peuvent se
ramener, & quelgues variantes prés, a l'approche suivante : compte-tenu des échan-
tillens d'apprentissage, on partitionne l’espace de représentation par des hyper-
plans orthogonaux (suivant des technigues classiques de clustering). On formule
ensuite, d’une manidre récurrente, un critére somme du colt d’'identification et du
coﬂt d’erreur, critére gque 1'on optimise par la programmation dynamigue en cons-
truisant un arbre de test binaire dont chague noeud est la comparaison de la valeur
d’'une caractéristique mesurée a un hyperplan frontiére. Sur un méme chemin de
1'arbre, la méme caractéristique peut &tre rencontrée plusieurs fois avec, &

chaque fois, le méme colt (celui d’une comparaison].

L*approche de Kulkarni et Kanal (108,131) est plus ambitieuse que les
précédentes. Ils ne se restreignent, dans leur formulation initiale, & aucun type
particulier de caractéristique. Ils posent globalement, sans les décomposer, les

problemes (ii), (iii), et (iv), et ils prennent en compte dans le critére a la
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fois le coft d’identification et le risque d'erreur. Le premief modele qu’ils
adoptent est celui d'une recherche heuristique dans un espace d'état de dimension
. 2n2m (chaque état étant défini par un sous-ensemble de caractéristiques mesurées

et par un sous-ensemble de classes restant possibles), mais alors l'identification
de chaque objet nécessite la mise en oeuvre d'un algorithme A* de complexité
exponentielle (en n et m}. Devant 1’inefficacité du classifieur obtenu, ils se pro-
posent de restreindre le graphe d'état & un de ses sous-arbres, en choisissant
parmi les sous-arbres possibles celui optimal en moyenne. La formulation de ce
choix par Programmation Dynamique, méme en se restreignant & des caractéristiques

indépendantes et des arbres binaires et ol chague classe figurera une et une seule

fois dans une feuille (questionnairel), leur apparait trés vite comme infaisable.

Contraints de faire des hypoth&ses restrictives suppiémentaires, Kulkarni
et Kanal adoptent 1’optique d'un syst@me interactif ol 1'opérateur fournirait le
"squelette” de 1'arbre d'identification (i.e. un arbre binaire ayant m feuilles
étiquetées d'une fagon biunivogque par les classes def2 ), le systéme se chargeant
(par Branch-and-Bound) de déterminer les caractéristiques a mettre aux noeuds de
cet arbre. On voit mal comment l'opérateur pourrait fournir au systéme une struc-
ture aussi élaborée a partir de considérations intuitives et des informations

partielles dont il peut disposer & priori, et 1'argumentation des auteurs cités

est peu convaincante sur ce point.

De trés nombreux autres travaux sur la RFS ont &té publiés dans la
littérature, et ce qui précdde est loin de constituer un exposé complet sur les
diverses méthodes connues (cf.(2,10,24,50,107,225) ). Les références citées
ont été restreintes & celles gqui permettraient au lecteur de situer la contribu-

tion de 1'approche développée ici.

Les grandes lignes de cette méthode reposent sur les choix simplificateurs

syivants :

1) I1 n'est pas tenu compte de 1'erreur d'identification comme compo-

-

sante du critére & optimiser. On la considére comme une contrainte & respecter :
la probabilité d’erreur du classifieur génédré devra 8tre inférieure a 7 ypara-

-

metre fourni & priori ;
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2) On n'exige pas du classifieur d'identifier tout ensemble de données
et on admet une probabilité de non classification sensiblement plus élevée que la

probabilité d’erreur ;

3) Grace & (1), on peut décomposer le probleme en : (il) partitionnement
de l'espace de représentation vérifiant la contrainte sur la probabilité d'erreur,
et (iii) plus (iv) sélection des caractéristiques et leur organisation en un arbre

de décision ;
4) Le probléme (ii) de partitionnement de 1l’espace de représentation

est résolu en introduisant des zones de non classification. Seules les zones éti-

guetées doivent satisfaire la contrainte sur la probabilité d'erreur.

5.2.2. PARTITIONNEMENT DE L’ESPACE DE REPRESENTATION

On admet, & ce niveau, 1'hypothdse restrictive d’indépendance condi-
tionnelle des caractéristigques, hypothgse dont on envisagera la relaxation ulté-

rieurement.

A partir de 13, le probléme du partitionnement de 1l’espace de représen-

tation ( X Ki) se raméne & celui du partitionnement de chacun des axes Ki'

L

L’approche suivante reste valable en représentation paramétrique ocu non
paramétrique et, quel que soit le type de caractéristiques utilisées. Pour des
raisons de simplicité, on la développera initialement sur le cas paramétrique.

L’argumentation repose sur les trois propositions suivantes :

Proposition 5.1. : Le partitionnement par seuil unigue entre deux classes ne

permet pas, en général, de respecter une contrainte sur la probabilité d'erreur.
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Proposition 5.2. : L'introduction d'une bi-partition par classe (sous-domaine

de sélection et sous-domaine d'exclusion pour chague classe Loj] permettra de
respecter cette contrainte, mais ne garantira pas une identification de 1’objet

inconnu & la classe la plus probable (compte-tenu de 1'information disponiblel.

Proposition 5.3. : Le partitionnement de chaque axe Ki par produit de tri-

partitions, une pour chague classe (sélection, exclusion, non-classification)

permet une identification identidque a celle que fournirait un classifieur Bayesien,

et donc avec une probabilité d’erreur minimale.

On présente, ‘en annexe, les preuves des propositicns 5.71. et 5.2.
I1 en ressort que, si l'on cherche une RFS par simple localisation d’une mesure
relativement a des bornes (simplifiant ainsi 1'apprentissage et la génération du
classifieur), sans détériorer les performances du systéme en négligeant une infor-
mation disponible, alors il est nécessaire d'introduire dans la partitien de
1'espace de représentation une zone tampon entre domaine de sélection et domaine
d'exclusion d'une classe donnée. Cette zone augmente la probabilité de non-
classification, mais en méme temps, elle introduit un écart en probabilité entre
une classe sélectionnée et une autre exclue suffisamment grand pour gque 1'iden-

tification corresponde au maximum de vraisemblance.

On partitionnera le domaine Ki d’une caractéristique Xi relativement a

chaque classe u& en trois sous-domaines

- KSij : sous-domaine ol le est sélectionnée par Xi 3
- KE,, + " " voon " exclue par X, ;

ij i
- KN,, ¢ " " v » non classée par X, .

ij i

La partition finale de Ki est le produit des tri — partitions

[KSij, KNij’ KEij] = (kio’ Ki1’ ""Ki,zi—1]'

=
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A chague sous-domaine ki Dgilgziv1, on associe une partition de Q2

1?
en trois sous-ensembles :

- 254, =§wj | Ky = KSyy %

- ‘Q'Eil

il
A,
3
[ 3
X
[
=
D
s
m
e
Cae
(4

- N, i“’j \KichNij}

I1 est possible de simplifier cette partition en regroupant en un seul
sous-domaine tous les Kil tels que SlSil = @ . On peut également supprimer cer-
tains sous-domaines dont la probabilité d’'y trouver une mesure est inférieure a

un seuil : si
Z:A B, [wj] ‘{ ch () db ¢ seuil.
kit

on regroupe ki

1

avec un sous-domaine voisin k., en k', = K; Uk, et
. 14 iq iqg il

Qs = ﬂsiq N0 S,; s Qe = _ﬂEiqﬂ NE, .

A partir de la partition résultante, on peut transformer le domaine
d’application de Xi de 1'ensemble Ki au segment d'entiers Zi = {O, 1, cues zi-1§ 3
Xi[e] = 1 voulant dire Xi(e] s kil' Cette transformation n'est pas un simple
allégement des notations, elle correspond a 1’abstraction d’'une mesure entéchée
d'incertitude en une information précise (mais plus pauvrel, en vue d’'une clas-

sification déterministe.

Exemple 5.2. : Illustrons cette méthode de segmentation sur un systéme de quatre

classes d'objets{to1, e 5 W iet deux caractéristiques X et X' de densités

) 4
Gaussiennes. La figure 5.2. donne, pour chaque caractéristique, la tri-partition

[Ksij‘ KNij’ KEij] relative & chaque classe et la partition produit avec les tri-

partitions ( IlSil, IZ’Eil, Lol Nill correspondant & chaque sous-domaine (en

regroupant en Ko et k'o tous les sous-domaines pour lesquels 2 S = @).
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Finalement, un algorithme de RFS basé sur une telle partition

serait

Algorithme RFS

Données d'’entrée : X, L1, et e

1. Initialisation : 25 =« {2 ; (QE<+ ON <« @

2. Itérer tant que [X # @ et S # @ et ( | as| >4 ou QN # 2))

2.1, Prendre et supprimer de X une caractéristique Xi
2.2, ~ Evaluer Xi(e], soit i - Xi(e].
2;3. . Ls <« Os | {25,
2.4, . QEeQE U .(?. Eii
2.5, Qv+l - (Qs U,.QE)‘
- 2.8. o Fin itération 2.
3. | Fin

" Données de sortie : Si \118\ =1 et 2N = @, alors classer s comme

appartenant a l'unique classe de Qs
Sinon : non-classification.

A tout moment (LS, £2N, L2 E) est une 3 - partition de (2 .
L'algorithme s'arrdte dés que cette 3 - partition permet d'isoler une classe
unique ooj sélectionnée par toutes les caractéristiques évaluées,alors que
toutes les autres classes ont &té exclues au moins une fois (i.e.,

s = {uﬁ}et Qe=0 -{ulji]. Il y a arrét avec décision de non-classifi-
- gation si la condition précédente ne peut plus 8tre satisfaite par la poursuite
de 1'algorithme : absence de caractéristique non encore évaluée, ou intersection

des classes sélectionnées vide (i.e., X = @ ou 2.5 = @).



.306.

Pour (X., W.J), on peut définir les domaines KS,,, KE , KN, par
i ] 1J ij 1]

ks
i

LE
i

L (t)de =V, : =
DIJ[ Jdt et Vx,y: xe KSij’ V¢ KSij = pij[x] > pij(yJ

J
.(t)dt =A N > : L=
- P et Vx,y : x e KEij’ y ¢ KEij = pij[x]_<_ p‘ij(yl
J
KN,, = K - KS,, U KE,, ., et ¥ +A g1
1] iJ iy -
Il est évident gque la segmentation par bi-partition correspond aux
cas particuliers ol ¥ - 1 - A , 1.e. KNij =@ . Par ailleurs, on vérifie facile-

ment que le majorant de la probabilité d'erreur (&tablie en Annexe I pour la

segmentation par bi-partitions)

Pr [erreur] £ (m - 1) PE! -7\]r—/1

demeure valide dans le cas général. Il suffit de remarquer qu’en pire cas, on
identifie e 3 LOj sachant uli si u)i a été sélectionnée [r—ﬂ] fois et exclue

1  fois.

Montrons, & présent, qu'il est possible de choisir ¥ et A tels que
toute identification de 1'algorithme RFS corresponde au maximum de vraisemblance.
Si les distributions sont Gaussiennes : on peut passer des parametres é; et A

. —x2/2
aux paramdtres a et b (en notant P (x) = (1/ \/EU e X/ ; et § (x) =] Yrt) dt)
o

EE (a) = 8/2 et § (b) = (1 -AN)/2 5 i.e., le domaine de sélection sera
K = [mij - ad’ij, mij

- o0 . -
b G}j] U[mij + bcfij, + [ : mij et o‘ij étant les moyennes et

S, . + aGZ.] , et le domaine d'exclusion
ij 1]

KE;= |- =0y my,
écart type de Fij”

Pour une classification dans UJj, en pire cas :

- les r caractéristiques évaluées sélectionnent W ., mais leurs valeurs sont

toutes aux limites des domaines de sélection (mij : Ela}j) H

- toute autre classe u)l est au mieux exclue 1 seule fols, a la limite du domaine

. . N
d’exclusion (mij - b o&j] et sélectionnée (r-1) fois, aux valeurs maximales des

domaines de sélection [mij].
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La classe W, correspondra au maximum de vraisemblance si
r .
TPy Cmijracyy) s Fap (mqpt bage)n L Re(mi)
r r ) g r
() xg (Alo) 2 P (w) C?M(o) : Lll (4 /o)

n
Soit M = max"!g' { LTJ; U'{_j /O_L?. } _ ; 1'inégalité précégente sera
vérifise st : (¥ (a)/ QN7 / (P (6)/Q0)) 5 M 5 i.e., DT TTAI 2y,

Pour tout r et M donné, un choix de a et b (et donc de ¥ et A )
vérifiant cette inégalité est possible. Si par exemple 1l'on admet des écarts-
types pour les différentes classes & produits & peu prés équivalents, et M = 1,

il suffit de prendre byayr. Ainsi, pour a = 1.5 et r = 7, une valeur acceptable
serait b = 3.97 ; notons qu'alofs les domaines de sélection, de non-classification

et d'exclusion correspondraient respectivement & 86.7 %, 13.3 % et moins de 0.01 %

des cas.

La généralisation au cas non Gaussien est simple. Soit

s
i

min{ﬁij(le 1¢ig¢n,  1¢igm, xeKs;; } oo et

o
1

;max{Fij(x)l1gisn, 1¢igm, xEKEij}.

Pour garantir une identification au maximum de vraisemblance, il suffit

de prendre les domaines KSij et KEij’ tels que :

r-1
P = P
s - e
Les deux inégalités précédentes correspondent au cas le plus défavorable
et imposent une méme regle de segmentation pour toutes les caractéristiques d'une
application donnée, indépendamment de leur pouvoir discriminant et des recouvrements

plus ou moins importants entre leurs densités conditionnelles.

Pour certaines caractéristiques, il sera possible de réduire, ou méme
de supprimer les domaines de non-classification, tout en garantissant une identifi-

cation au maximum de vraisemblance. On pourra procéder de la maniére suivante :
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- On fixe A , et donc KEij en fonction de la contrainte sur la probabilité
d'erreur : A = n/m-1) ;

- On prend initialement ¥ a 8=1-2A » il.e., KN,. = @ et KS,., = K-KE, ..
) ij ij ij

Pour chaque Xi’ on détermine

4
il

min {Fij[xJ/Pil(XJ I3 1415, «x €Ksy, 0 KSil){

P

max {Fijfo/FiltxJ \ 3. 143, x€KE,Q KSil}

51 (min, { c><3.L}Jr—’I

est garantie.

> maxifpi}, 1'identification au maximum de vraisemblance

Sinon, on reprend la segmentation de 1la caractéristique X correspon-
dant au mln{ul} sur la base de >\ + % < 1, ce qui aura pour e-F-Fet d’augmenter
o%_et, accessoirement, de diminuer ﬁ&. On peut poursuivre sur plusieurs caracté-

ristiques (en augmentant & chaque fois la différence 1 - (5-*)) précédente)

Jusqu'a ce que 1'inégalité (min {ai}]r_1z max §Pl} soit vérifiée.

Bien entendu, 1'exigence que toute identification corresponde au maximum
de vraisemblance se payera dans tous les cas d'une probabilité de non-classification
d’autant plus importante vque r est grand. En fait, il suffit de garantir que 1la

probabiliteé d'dne-identification autre qu’au maximum de vraisemblance est négligea-
| ble par rapport & la contrainte 7. Une procédure intégrant le calcul effectif de
cette probabilité dans la définition des domaines de séiection et d'exclusion serait
cependant d'une mise en oeuvre trés lourde. On préconisera plutdt l'utilisation de

la procédure Drecedente avec une régle d’arrét heuristique sur 1’ecart

[max{ i} - (min {oc § T,

Terminons cette section en abordant brigdvement la généralisation au cas

d'une représentation non paramétrique ou pour des caractéristiques structurales.

Dans le cas non paramétrique, le nuage de points Xi(e], e ezsﬁ, des

échantillons d’apprentissage est représenté par un histogramme.
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La méthode de segmentation de Ki est alors inhérente aux techniques
statistiques utilisées. Dans le cas de l'application du L.A.A.S., une partition
a8 priori en 10 & 20 segments d’égale longueur fut adoptée. On définira les do-
maines [KSij’ KNij’ KEij] d’une maniére a peu prés équivalente au cas paramétri-

que :

- on met dans KEij les segments de plus faible fréquence, et tels que la fréguence
totale des points r:lszz‘KE:.Lj soit inférieure ou égale a A . (En pratique, A est
tres faible et on mettra dans KEij les segments ol aucun point n'a été enregis-

tré) ;

- on met dans KNij les segments adjacents & KEij (il y en aura deux pour un

histogramme uni-modall ;

- KS,, comportera les segments restants.

ij

On définit, par rapport aux fréguences Fij des segments, les quantités

>
i

Pi.

- Si (miﬁ{ud]?q a max {pl} : arrdét ;

min {fij(s]/fil[s) i 1 # j, s segment de sélection de cDj gﬂqu 1}

i}

- maix {fij(sl/fil[sl | 173, sexny ks, b

- Sinon, on modifie les partitions de certaines caracféristiques en ajoutant un
ségment au doqgine KNij’ entre KSij e? KEij’ et cela uniguement pour les classes
6oj dont 1’hfstogramme est assez &talé, i.e., 13 ol cette modification permettra
d'augmenter O(i.

‘Notons que la définition de ﬁi utilise le majorant

Pr{eec%.lxiteléKEij}smax {fij[s] s E-_KNi.}.

A partir de la, on pourra définir les tri-partitions
( iZSil, .fZNil, IZEill pour chaque segment k;, de K, et effectuer les regroupements

et simplifications sur la segmentation finale, comme précédemment.

Une caractéristigue structurale {par exemple, relation d'inclusion

entre contours, ou nombre de trous d'un objet) a pour domaine d'application un
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ensemble discret & trés faible cardinal (2 ocu 3). Le probléme de la segmentation
ne se pose pas et la définition des sous-domaines relatifs aux diverses classes

se fera par :

KNij =@
KEij ={ valeurs de Xi pour lesguels aucune mesure sur les échantillons d’appren-
tissage n'a été enregistrée }
KS,. = K - KE, .
1] 1]

5.2.3. GENERATION D'UN SYSTEME DE REGLES D'IDENTIFICATION

Les méthodes de la section précédente fournissent pour chague carac-

téristique Xi

- une transformation de son domaine d'application Ki en un domaine discret
=4 -
Z, =10, 1, .., 2,01, et

- une partition de £2 en (RS, , QN.., QE,.) pour chaque valeur 1 € z,..
i1 il 1" i

Ici, on cherche & définir les regles de décision du type :
Si [(Xii = 111) et ... et (Xir = 1ir]] , a10r519€uﬁ gui correspondent aux
régles d'arrét avec identification de 1’algorithme SPR précédent = si SPR évalue

X. 5 «ess X, et trouve respectivement 1, , ..., 1. , alors il s'arrétera en
1, i i, i
identifiant e a u)j. En d’autres termes, cette régle sera valide si

Cie lr
s = {uj v U RER = Do)
L=L‘1 \::L-1

On voudrait générer toutes les regles valides minimales pour la rela-
tion d'inclusion sur leur terme {i.e., la régle précédente sera minimale =i aucun
sous-ensemble propre de conditions de {(Xi = 1i ) [Xi = 1i ]f ne conduit

3 une régle valide). 1 1 T r
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Basiquement, on procédera en ajoutant une condition (Xi = 1i) a un

terme candidat :

@ : on rejette le terme obtenu de toute considération ultérieure ;

- si Q _O_si'li

- si “1 QSJ‘,L'

1 et \U 0 Esq \= m-1 : on géndre la régle d'identification
L 1
correspondan%e 3

1

- sinon, on retient le terme obtenu comme candidat pour un développement ultérieur.

Dans le pire cas, la procédure examinera tous les k~-tuples pour
1¢ kgn et sera donc en D(T} (1 + zi)], mais, en fait, la régle d'élimination des
K-tuples sera d’autant plus sélective et la procédure efficace, que les caracté-
_ristiques utilisées seront discriminantes, car alors peu de termes auront une

intersection 1ns, £ 0 .
L ;11

Exemple 5.3. : pour les quatre classes 0)1, 002, w_, w

3 4
deux caractéristiques X et X' (figure 5.2) conduisent aux régles d'identification

de 1l'exemple 5.2., les

suivantes (présentées sous forme regroupée ; avec X et X' transformées sur le domaine
{0,1,...,12}:

"G (X = 1) ou
(X'= 5} ou
2 ou 3} gz.(X"= 3,4,6 ou 7]] alors e e_u01"

1
—
>

i}

"Si (X'=12) ou

[(x = 3,45 ou B) et (x'= ] alors e €W,"
"Si (X = 8) ou
(X*= 1) ou

[[X = 7,3 ou 10) et (X'= 2 ou 3]] alors e & LOB"
"Si (X = 12) ou
(X'= 8) ou

[[X = 10 ou 11) et (X'= 7,8 ou 1D]] alors e E,u)4"

' & = s
L'ensemble des regles{R1, R2, .o Rm} obtenues (avec Rj {Uj1""ujr§
termes sur (2K z; ) conduisant & 1'identification de e dans W j) ne constitue
pas un systéme S = {X, A, D, R} complétement spécifié : il nous reste & définir D

et 3 discuter de sa complétude. De plus, les regles possédent des propriétés
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particulidres : les coordonnées indifférentes " ¥ " de leurs termes doivent
étre interprétées d'une maniére restrictive et ces termes sont & recouvrement

non vide.

Dépendance des caractéristiques : Le systéme de régles générées est apparemment

inconsistant : certains termes de regles distinctes sont & intersection non vide.
Ainsi, pour 1l'exemple précédent, des termes tels que (1,39) ou (12,5) sont des

intersections de termes de R, et R4.

4]

Par définition des ragles, si u = v lw, avec vE:Rj,vJ < Rl
1 # 3, alors {LS(u) = @ et 2E(W) =0 5 en notant

Qsw = N 25, LW 3 et New-=U 0E
(g Py LERen huld)
Puisque dans u toutes les classes sont exclues, la probabilité totale
d’avoir un état e tel que (Xite], ceus Xn(e)) € u est inférieure & A , et donc
a la contrainte 7) sur la probabilité d'erreur.
Ceci nous autorise & admettre gue tous les états correspondants a g
sont gquasi-impossibles, a ] prés, et gue u est une relation de dépendance sur les

caractéristiques plutdt qu’une inconsistance du systéme.

En définissant 1'ensemble des dépendances par :
0 -fu | Qew - Q}
l'ensemble de régles générées devient consistant.

Remarque : 1'hypothése d’indépendance conditionnelle des caractéristiques

n'exclut pas, bien entendu, les dépendances dues aux données.

Complétude : Tous 1les termes de ( 2§ Z.) pour lesquels 1l'algorithme RFS fournit
une sortie de non classification ne sont pas couverts par 1l'ensemble de régles
générées (pour 1'exemple précédent des termes tels gue

(.91, (P, 0), (2, 23, (2, 8), ou (2,10)).
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On complétera le syst@me par une régle Autre implicite correspondant

3 la non classification et dont tout terme u vérifie 1l'une des trois conditions :

s(u) =8 et NE) # £2
<] 2stu s et u est élémentaire (i.e. § (u) = @)

. l_SLS(u]]= 1 et SSZE.(UJ | > m-1 et u est élémentaire.

Interprétation des n Qe a décomposition d’un terme u € Rj tel que u(i) =< ,

en ses sous-termes (u/i = 1) pour 0O0g1l¢g zi—1, ne condult pas nécessairement &

z; regles d'identification dans qu qui sont toutes valides. Autrement dit, si

Qs = wj et LE(U) = ﬂ—{wjg ,

il n'est pas nécessaire que pour tout kK& § (u) et 0g 1% zk-’l, on ait :

DSk +« 1) = W et Qewk - 1 = 2 -{wf.

Ainsi, dans 1’exemple précédent (5.3), pour la reégle :

"si- (X =13, alors e €& uJ,]”

seules les régles suivantes correspondent & une décomposition valide de (1,9 ]
nsi (X = 1) et (X' = 3,4,5,6, ou 7), alors e €W,",

alors que (4,0}, (1,2). ou (1,8) correspondent 3 la régle Autre et que (1,13,01,9],
(1,10), (1,11) et (1,12) sont des relations de dépendances.

L'interprétation est la suivante : si le processus décisionnel évalue
X(e) d*abord ef trouve (X = 1), alors 1'information disponible est suffisante pour
identifier e a Q)1 (car la probabilité d’erreur dans 1’état (1,%), qui est la somme
pondérée des probabilités d'erreur dans chacun de ses sous-états, est inférieure
3 la contrainte) ; mais si 1'on évalue d'abord X'(el), puis X(e) en trouvant
(X' = 0,2 ou 8) et (X = 1), alors il n'est plus possible de négliger une partie de

1'information obtenue et de classer e avec les garanties requises.

Notons que la probabilité de se trouver dans 1’un des états correspondant

~

la régle Autre n’est pas négligeable (relativement a la contraintel, contrairement

ay

oy

celle de se trouver dans 1'un des états de D.
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Recouvrement des termes d'une méme régle : (exemple : (1,5) ou (12,9))

Par définition, toutes les régles valides minimales ont été générées.
S comporte donc explicitement tous les recouvrements possibles, compte-tenu de
1'interprétation précédente des L? . On tiendra compte de ce fait avantageux

pour la compilation de S en un arbre de décision.

5.2.4. GENERATION DU CLASSIFIEUR

La génération d'un arbre de décision € - optimal pour 1l'’application

considérée pose quelques problemes particuliers. Passons-les rapidement en revue.

Obtention des paramétres d'optimisation

La distribution de probabilité sur ( X Z{ ) est donnée immédiatement
L

par la connaissance :

- des probabilités & priori des classes (frégquences des objets & reconnalitre) ;

- des densités conditionnelles des caractéristiques obtenues par apprentissage

(avec ou sans 1'hypothése des densités paramétrigues)

I (w) = Ja P [w.l] E‘ p (X = & (i) /wd)

Le colt d'une caractéristique Xi correspond essentiellement au temps
de calcul CPU du logiciel évaluant Xi[e], en v incluant le temps de détermination
de 1'indice 1 du sous-domaine de Ki ol se trouve la mesure Xi[e] (lequel peut &tre

ramené a la lecture d'une hash-table en 0(1)).

_ Pour les caractéristiques de 1'expérimentation du L.A.A.S., les mesures
effectuées donnent des temps de calcul linéaires en nombre de points des contours
et dépendants des caractéristigues précédemment évaluées (231] . Un modele

adéquat sera donc celui des colts conditionnels et variables.

Eventuellement, la structure informatique de l'application peut imposer
des cofits d’accés ; et, comme on le justifie plus loin, il sera avantageux d'intro-

duire des colits de maintenance.
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Enfin, pour certaines caractéristiques (par exemple Xg = taux de
remplissage, ou surface du contour externe divisée par la surface totale de ses

trous), des contraintes de successions devront gtre introduites.

Génération de 1l'arbre

On utilisera les algorithmes développés au chapitre 3 et une faonction
heuristique pour guider la recherche correspondante & un systéme avec régle Autre
et pour le modéle de colt adopté. La seule difficulté réside dans l'interprétation
restrictive des ¢ . Pour la résoudre, on restreindra, en conséquence, la défini-

tion d’un sous-systéme S/u par :

Rj/u = {u ﬂbv l v E,Rj et ‘JlS[u‘7v1| =1 et ‘12E[un vﬂ = m-1 }

Exemple 5.4. : pour u =(3,0) et S étant le systéme de 1'exemple 5.3., on a-:

Ry /y = § (3,3),(3,4), (3,5), (3,6), (3,7) }
Ry, = {311, (3.12)
Rq-/U - R4/u -0

Compte-tenu du fait gque tous les regroupements de termes valides sont
présents dans le systéme de régles, le calcul des guantités qj (probabilité d'ar-
river & une décision sans tester Xj] ne nécessitera pas la mise en oeuvre de la
procédure RECOUVREMENT. Par contre, la transposition des formules de la proposition

J

(3.3.2.) en : q', = Z) @ tb(uJ ; somme sur tous les termes de S (compte-tenu
u.(J):
des recouvrements des termes d'une méme ré&gle), ne correspond pas a qj en général,

mais en est un majorant : q'. > q..

Cela est di a 1'interprétation restrictive des ” Q " et au fait gu'un
terme u tel que u(j) =Y n'est équivalent qu’ad un sous-ensemble de termes de
%(u/j 1] ]oslszj—’l} .

Relativement & un sous-systéme S/v et a q'j(vJ = 2z tlugvl, on a

uljlse
1'inégalité : q'j[v)‘g,qj[v].



.316.

Aussi, on reprendra pour heuristique h, la formulation développée
dans le cas des contraintes de succession (Proposition  3.15) qui reposait
également sur des majorants de qj.

Probléme des sorties de non-classification

Comme on 1'a précisé en section (3.4.2.), dans le cas d'un systéme
avec regle Autre, la procédure de compilation en arbre affecte & toute branche u,
tel gque wu ¢ D et S/u = @, une feuille qui correspondra ici & une sortie de non-
classification. Aussi, nous aurons de telles feuilles dés le premier rang de

l'arbre et comme successeurs de pratiquement tous les noeuds.

Exemple 5.5. : Un arbre représentant le syst&me de 1'exemple 5.3. est donné en

figure 5.3 (une branche non étiquetée correspond & toutes les valeurs de la carac-

téristique, autres que celles des branches étiquetées de méme noeud).

12

b= 2

W @

o ®

" .
wylINC wy| INC

FIGURE 5.3.

Intuitivement, il n'est pas tres satisfaisant de conclure & la non-
classification d’un objet aprés une seule mesure (ou un nombre trés faiblel, alors

qu’il est possible d'acquérir davantage d'informations sur cet objet et, éventuel-
lement, de 1l'identifier.
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La réglé de classification qui a été adoptée (une seule classe
sélectionnée par toutes les caractéristiques, toute autre classe exclue par
au moins une) simplifie considérablement la génération du classifieur et permet
de garantir une bonne identification. Si la probabilité de non identification
sur 1'arbre de décision obtenu ( z:]L(u] sur les Féuilles correspondantes) parait
élevée, on peut alors enrichir cette régle de classification moyennant un traite-

ment supplémentaife sur les branches "Autre” de l'arbre.

Pour une branche associée & un terme u non &lémentaire [§ {(ul # @),
on aura £2S(u) = @ ; aussi, on n'exigera plus qu'une seule classe soit sélec-

tionnée par toutes les caractéristiques {Xi‘ i# § [u)} . On procédera comme suit:

- Si \IlE(u]] = m-1, on calcule la probabilité d'erreur dans u pour une identi-
fication dans 1'unique classe non encore exclue, et on conclut si cette proba-

bilité est satisfaisante ;

- Sinon, on poursuit par l'évaluation d'autres caractéristiques (choisies heuris-
tiquement) jusqu'a ce gue toutes les classes soignt exclues, sauf une pour
laquelle la probabilité d'erreur est satisfaisante. Les termes ne remplissant
‘pas cette condition (ou tout simplement, dont la probabilité est devenue trés

faible) seront associés & des.feuilles de non-classification.

o Dans le cas d’une branche Autre de rang n, u est elementalre et il ne
reste plus de caractéristique non encore evaluee. Néanmoins, on peut procéder
comme ci-dessus lorsque lElE[u)\ = m-1, ou bien fournir toutes les classes sélec-

) tlonnees sl ‘IlS(uJ‘ 1 en vue d'une séparation par d’'autres méthodes.

Remarques :

- Le sous- domalne de K dans lequel on avait regroupé tous les segments correspon-

dants a {1 s,
i,1

traitement supplémentaire des feuilles de non-classification, suivant que

N,

=0 (KD et;k'o pour 1l'exemple 5. 2)devra 8tre séparé, pour ce

est vide ou non ;
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- Dans certains cas, on sera conduit & poursuivre le développement de chemins
de 1'arbre jusgu'au rang n. Pour éviter de retrouver les n caractéristiques du
systéme présentes dans le classifieur, on pourra introduire des colts de main-
tenance et un seuil sur la probabilité de passer. par un chemin au-dessous de

laquelle ce chemin est arrété par une feuille de non-classification.

Terminons cette section en revenant sur les aspects de vérification

aprés identification, et de dépendance conditionnelle des caractéristiques.

Vérification

Dans l'arbre généré, une feuille de non identification ne signifie
pas que l'objet observé est inconnu et n'appartient & aucune des n classes de L.
Tout au contraire, on suppose que eappartient nécessairement aux classes de {2 ,
et 1'arbre se contente d'effectuer une discrimination (quand cela est possible)

parmi ces classes.

Cette hypothése n’est pas toujours justifiée. Ainsi, comme on ne teste
pas que ce qui est observé est effectivement un objet unigue, on pourra, par
"exemple, identifier deux objets de £L en recouvrement comme étant un troisieme

objet.

En conséguence, aprés une identification de e a qu et localisation
précise, une vérification sera nécessaire. Au mieux, elle se fera par une méthode
de corrélation de motifs ("template matching”) sur le contour externe, et/ou les

trous de e et u)j.

Dépendance conditionnelle

En Reconnaissance de Forme, l’indépendance conditionnelle est consi-
dérée en général comme une hypothése forte et une simplification peu rigoureuse.
Cependant, dans le cas du probleme d'identification d'objets plans, on peut légi-
timement admettre qu'en dehors du bruit dd au systéme d'acquisition, la dispersion
des objets d’une méme classe est suffisamment faible pour justifier cette hypothése
pour presque toutes les caractéristiques. Une considération intuitive serait la

suivante : si on connait & priori quel est 1l’objet observé, la connalssance de son

périmdtre apporte peu d'information supplémentaire sur la valeur de sa surface.

[
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On procédera, bien entendu,au test quantitatif de 1'hypothese en
estimant la matrice de corrélation sur la base des échantillons d'apprentissage
et on comparera les coefficients de corrélation partiels (pour une classe donnée)

3 un seuil,

i toutes les caractéristiques sont étroitement dépendantes, alors
la méthode proposée ici n'est pas applicable ; et toutes les autres m3thodes qui
nécessitent 1'estimation des densités de probabilités n - dimensionnelles ne le

sont pas non plus, car cette estimafion est en pratique difficilement réalisable.

Par contre, s'il y a trés peu de dépendance, on pourra iscler certains
groupes de caractéristiques et considérer chaque groupe comme une caractéristique
unique.'Si, par exemple Xi et Xj‘sont étroitement dépendantes, on supprimera cha-
cune d’elle individuellement en les remplagant par le produit Xin. On estimera
les densités bi-dimensionnelles et on procédera & la partition du domaine Ki X Kj

- pour chague classe de ) en trois sous-domaines de sélection, d'exclusion et de
non—classification de cette classe. On utilisera des droitesorthogonales comme
frontigre de séparation (méthode de [(88) par exemple). Comme précédemment,
la partition finale de Ki X Kj gsera le produit (simplifié) des 3-partitions.

le reste de la méthode s’appliquera sans changement.
Les limites de cette généralisation sont, bien entendu, dans la diffi-

culté d’estimation des densités et la complexité des partitions des domaines

k-dimensionnelles. -

5,2.5. MISE EN DEUVRE EXPERIMENTALE

Plusieurs logiciels mettant en oeuvre diverses parties de 1'applica-
tion décrite ici ont &té réalisés. Jusqu'a présent, ils n'ont Eté testés que sépa-
rément les uns des autres, et leur intégration en un systéme complet allant de la
phase d'apprentissage & 1'identification en ligne, n'a pas encore été achevée.

Diverses difficultés ont retardé cette intégration, parmi lesquelles :
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- plusieurs modifications, en cours de projet, du matériel informatique utilisé,

alors qu’une partie des logiciels a &té écrite en langage Assembleuq

- structure informatique complexe mettant en Oeuvre plusieurs Processeurs et

inexistence des programmes syst&me permettant de les interfacer.

Divers chercheurs du L.A.A.S. ont participé 3 1la réalisation de ces
logiciels. F. Stuck a développé (sur un systéme Mitra 15, couplé a un numériséur
d'image Airazur ) les programmes-d’extraction des contours, d'évaluation des
diverses caractéristiques préseritées dans 1'exemple 5.1., de localisation et de
vérification dans la phase d'identification ; aihsi gue des programmes conversa-
tionnels d’acquisition des échantillons d’apprentissage ef de construction des

histogrammes (Cf. (231) J.

Ma Contribufion @ poerté sur la partie apprentissage, dans le cas

S d'une reﬁrésentation paramétrique : & partir de la donnée des moyennes et écart-
types des différentes densités, des parametres de représentation et de différents

- seuils, un systéme comportant 75 fonctions APL (sur CIRCE) effectue la segmentation
de 1'espace de représentation, 1la définition du systaéme de régles et 1la génération
d'un arbre d’identification & - optimal. Une partie de ce systéme a €té reprise
par les services techniques du L.A.A.S. en un programme PL1 traitant le cas non

‘paramétrique  (32).

La réalisation actuellement en cours d'intégration repose sur la

. structure suivante :

- identification en ligne : par extracteur c&blé de contours en temps réel, couplg
a un microprocesseur 16 bits qui évalue les caractéristiques en parcourant un
arbre d’identification et effectue les tdches de localisation et de vérification
(travail de J.c. TALOU);

- acquisition des donnses et apprentissage : par couplage du systéme précédent 3
un mini-calculateur 32 bitsrqui'déterminera les diverses densités, définira 1e
systéme de ragles et générera (éventuellement en liaison avec un- centre de calcul

lourd) 1'arbre qui sera fourni comme classifieur au processeur 16 bits.

Une expérimehtation approfondie sera nécessaire pour valider 1les

performances en lignes du classifieur, ainsi que la fiabilité de 1'identifica-

tion pour des ensembles d'échantillons d'apprentissage de taille limités

(cf. (178} ).
ODO
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5.3. APPROCHE A UNE IDENTIFICATION SYNTAXIQUE
D'OBJETS PARTIELLEMENT OBSERVES,

Comme il a été mentionné en introduction, la méthode précédente
reposant sur les caractérisfiques globales d'un confour n’'est utilisable que dans
le éas d’objets isolés entiérement percus. Dans de nombreuses applications, il est
_difficile ou méme impossible de garantir cette derniére condition ; aussi la résoc-
lution du probléme d’'identification d'objets partiellement observés est d'un intérét
pratique important. De plus, cette résolution, dans le cas des hypothéses restric-
tives de 1'identification d 'objets plans (dont on ne retiendra que H1 et H3),
constituera un premier pas vers le probléme plus général de 1'identification tri-

dimen$ionnelle.

L'identification d'objets partiellement observés releve de la
Reconnaissance des Formes Syntaxiques. De trés nombreuses publications lui ont été
consacrées, parmi les plus significatives, on peut voir (8,16,51,52,173-175).

Une synthése critigque de ces travaux dépasse le cadre de cette courte section, mais
aucune Méfhode a ma coﬁnaissance ne résoud, d’une maniére satisfaisante, les diver-
ses phases [codagé/représentation, classification, apprentissagej de ce probléme

encore ouvert.

_ On présentera ici, sous forme d'esquisse, les grandes lignes d’une
approche en cours de développement, en mettant principalement 1'accent sur les
problémes relevant de notre problématique ; et on développera une contribution

algorithmiqus au probléme de recherche de facteurs dans un mot.

Les aspects filtrage et représentation canonigue d'un contour,rela-

tivement bien résolus,ne seront pas abordés (voir par exemple (31,158) J.

5.3.1. MODELE ET REPRESENTATION D’'OBJETS PLANS

D’une maniére générale, pour permettre une identification sur une vue
partielle d’un.objet, le modéle de représentation devra reposer sur des caractéris-

tigques locales. Aussi bien ces caractéristigues que les relations qui les lient
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dans ce modéle seront de deux types :

- type

- type

mono-dimensionnel le long d’un contour :

caractéristiques : parties spécifiques d'un contour externe, ou d’une

ligne de niveau interne H
relation : distance 1le long d’un contour entre deux caractéristiques mono-
dimensionnelle ;
bi-dimensionnel :

caractéristiques ! parties représentatives de la surface d'un objet

(trou, détail de texture) 3

relation : position relative dans le plan entre deuxvcaractéristiques

mono ou bi-dimensionnelles,

En vue d’un apprentissage simplifié, on définira un alphabet permettant

de représenter toute fonction de courbure discrétisée. On pourra prendre, par

exemple, en s'inspirant du code de Freeman, l'alphabet Z} = f—B, ‘2,-..’+2’,+3} 5

avec

.
,oqo
.
e

"2"

RN
2 W

”3 ”

I1 n'est pas nécessaire de prendre le méme quantum d'abscisse curviligne pour

toutes les lettres de cet alphabet. Typiquement, il sera de 1'ordre de quelques

{5 3 75 unités de distance élémentaire (inter-pixel).

. ¢

—— segment d’une longueur donnée (courbure nulle )

arcs convexes et concaves d'une longueur donnée
.__1 coin convexe et concave

pointe rentrante et sortante




«323.

Un contour donné peut 8tre repreésenté par une caoncaténation de
lettres de Z: en précisant les angles que forment les lettres entre elles.
Certains auteurs utilisent un alphabet & attribut (235) , mais il est plus
simple de décrire méme ces angles par des lettres de Z: . Ainsi, les séguences

"2 0 -2" et "2 -2 2" représentent respectivement

—
0 : -2f 2
———— -2 ) et
=t
Exemple 5.6. : La figure 5.3 donne le codage sur Z: d'une partie de contour

en la séqguence :

»20000020-11000-10-11~2000-1000-120012000-20-102".

FIGURE 5.3.

Les avantages de cette représentation sont sa simplicité et son in-
variance a la rotation. Il reste & vérifier sa sensibilité au point initial de
codage (diverses heuristiques, tel gque choix d'un point;d'inflexion, sont utili-
sables), & une légére translation ou homothétieet au bruit de quantification ; et
3 déterminer dans quelle mesure elle permet une unicité de reprééenfatian. I1 reste

également & préciser 1'algorithme de codage, suivant gu’il porte sur un contour

filtré ou non filtré.

A partir de 1a, on peut supposer que tout contour Cj est représentable

*
par un mot (cycligue) Nj de 2 . Pour représenter un objet uoj en termes .de
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caractéristiques locales mono?dimensionnelles, admettons que 1'an dispose d’un
ensemble de mots sur Z: ,» qu'on appellera primitives P = {p1, p2, cens pr} .

Le premier niveau du modele de aﬁ sera une décomposition de Mj en facteurs de P :
C. M, "p,, &, co maa &, "

370 T P ®ye Py eee Py ¥y

aveclxj : distance curviligne le long de Cj entre deux facteurs successifs de Mj

(par exemple, entre les positions de leur premiére lettre).

Puisqu’on ne suppose plus que les objets sont reconnaissables dhique-

~

ment & leur ombre, des lignes de niveau internes & un contour peuvent 2tre également
observées. L’hypothése d’objets en recouvrement conduit & s'intéresser plus parti-
culiérement aux lignes intersectant le contour externe. On suppose que les points

communs & ces lignes et au contour sont accessibles. On codera également les lignes

internes par des mots de X dont on cherchera une décomposition en facteur de P.

En adoptant certaines conventions de parcours et de codage des points
d'intersection, le contour Cj et ses lignes internes pourront &tre représentés par
un arbre étiqueté :

C. ", &, )
> Py %51 Py i3

L] ’ y ”
3 Pis A,](O(J.z pJ.ch i3 " AZth. pjlo(jl

Exemple 5.7. : Une représentation du contour de la figure 5.4 est

P%qP X1 (X3P XAy ISP P XA P ek

A1 et A2 étant 1és points d’intefsection entre la

ligne interne et le contour.

FIGURE 5.4.

Remarque : L'aspect cyclique ne pose pas de probléme pour le contour externe,
~ parcouru toujours dans le m8@me sens. Par contre, une ligne interne pourra 8tre

parcourue dans 1'un des deux sens. Ainsi, une représentation équivalente pour

1’exemple précédent sera :
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Py %, Ay, Py Xy AJJKg Pg &g Py Xy P, X, Ay O Py O

Notons, cependant, gue si 1'on tient compte de la symétrie miroir, alors méme

les contours externes pourront &tre lus dans 1'un des deux sens.

Le dernier niveau du modéle de représentation qu'on préconise dans
cette approche porte sur les caractéristigques et relations bidimensionnelles.
Soit §L1, L2, - LQ} un ensemble de motifs bidimensionnels donné. On mettra en
relation une primitive d’'un niveau quelconque de la représentation précédente
avec les motifs et les primitives dans son voisinage (surfaciquel, en précisant

leurs pasitions et orientations relatives.

Exemple 5.8. :

Une partie de la représentation du.contour

de la figure 5.5. sera :

"o LIBILY 5 (ByLy) s (PP

FIGURE 5.5.

Chaque-pj ou_Li étant une entité orientée, la relation du type "P"

sera‘donnéé)par exemple, par deux angles et une longueur.

v Notons, finalement, qu'aussi bien pour les primitives mono-dimension-
nelles gue pourvles motifskbidimensionnels, la présence d'une caractéristique dans
un contdur sera définie & un seuil prés sur une distance & préciser. Dans le cas
‘des primitives, on peut prendre une distance de Hamming du type zajlai - bi! »
ai,bi € ) . Pour tout ce qui suit, on dira que P est facteur de Mj’ ou que Li
est présente dans Cj’ en sous entendant que la distance correspondante est infé-

rieure au seuil.
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5.3.2. APPRENTISSAGE

L’apprentissage porte, bien entendu, sur des objets isolés enti&rement

pergus, et donc éventuellement sans tenir compte des lignes de niveau internes.

On admet gue 1l’ensemble des échantillons d'une classe qu peut &tre

*
moyenng& en un contour unigue Cj’ lequel sera codé par un mot Mj de .

Informellement, le probléme de 1'apprentissage peut se poser de la

maniére suivante :

1) Déterminer un ensemble de primitives P ={ Pyr wees pr} , de telle
sorte que la décomposition de chaque Mj en facteur de P, "pj1(xj1 - pjl", cons-
titue un ensemble de caractérisations locales de Mj' On veut dire par 1la, qu'au
mieux chaqug pji n'est Facteqr d'aucun mot autre que Mj; Plus vraisemblablement,

plusieurs sous-séquences courtes (2 & 3 facteurs) de pj‘l ‘xj'] pjl“jl ne

figurefont dans la décomposition d'aucun autre mot gue Mj

2) Chercher dans le "voisinage" de chaqué pji de la décomposition
] . ” s 3 3 s S STy o —
pj,l(xle - pj1 “jl de Mj 5’1l existe & 1'intérieur du contour des caractéris

tigues bidimensionnelles de type donné a priori, ou bien sur le contour lui-méme

des primitives‘pjk,(y compris celles pj ou p, si les longueursO(;j ou

,1-1 j,i+1 ,i-1
0<.i dépassent un seuil), et définir les positions relatives de ces caractéristi-
gues par rapport a pji' On en déduira la représentation de Mj
Piq DB L) 5 (B by 5 v & pyy een By &0 s
3) Générer, & partir de ces reprééentations, un ensemble de regles

du>type :

"Si une partie d'un contour comporte la séguence

"pi'l[(P’lL*]]" (PZLZ}’ ey piz['...] ...", alors e E""j"‘
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Une approche & la premiére téche pourrait 8tre la suivante :

- 81 F est un facteur de M, de largeur 1 donnée (de l'ordre de 5 lettres), on

1
cherchera toutes les positions ol F est facteur du mot M2M3 . Mm

. si le nombre de ces positions dépasse un seuil, on abandonne cette

recherche et le facteur F correspondant ;

. sinon, on essaie de réduire ce nombre en augmentant F & gauche et/ou &

droite par les lettres qui lui sont adjacentes dans Mq.

On aura ainsi une liste des facteurs spécifiques & M1, des facteurs
qui figurent dans un seul autre mot gue M1, de ceux qui figurent dans deux
autres mots, ... etc, en se restreignant par exemple & m/2.

M

- La méme opération sera répétée pour M s Mm’ et 1’'ensemble des facteurs

2° 3

obtenus constituera P.

Au total, la procédure s'effectuera, au pire des cas, en D(N2] si N
est le nombre total de caractéeres de M1M2 . Mm ;s moyennant certaines heuristi-
ques de sélection & priori des facteurs qui seront testés (notamment sur la

by

fréquence de lettres), elle pourrait 8tre ramenée & une complexité plus faible.

La prihcipale difficulté de la phase 2 porte sur la définition &
priori (et indépendamment d'un ensemble de classes d'objets) des types de motifs
bidimensionnels quil seront.utilisés. On devra également définir un seuil sur le
Voisinage de chaqgue primitive dans lequel sera restreinte la recherche, et sur le

nombre maximal de relations bidimensionnelles gqu’on autorisera.

On peut aborder la phase 3 en se restreignant tout d'abord un ensemble
de séquences discriminantes sans relations bidimensionnelles. Partant des repré-

sentatiocns "pj1u' ", pour 1<¢jg¢m, des m classes, et connaissant les

31t pjijl
mots autres que Mj ol figure chaque pji’ on procédera d'une maniere similaire & la
phase 1. On se limitera a des séquences ne couvrant pas plus d’une fraction

(par exemple 1/3) d'un contour, et on introduira une autre distance pour mesurer



" section, et dans les lignes internes de ségquences discriminantes correspondantes a
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1'écart entre une séquence "pjijl ..." et une partie d’un contour M # M .
La recherche de ces séquences discriminantes se fera également en temps polynom1al

en M.

Les relations bidimensionnelles peuvent n'8tre ajoutées qu'a titre
de vérification sur les séquences obtenues. Mais si 1'on est plus ambitieux sur
le type de régle, admettant une discrimination sur la base des relations bidimen-
sionnelles, et de plusieurs séquences, chacune non discriminante {tel que, par
exemple, la régle : "si le contour comporte la séquence 11[[P1L1JOU[F2L21]« 2

et la séquence "p " ."), alors la synthése de 1’ ensemble de régles

31™%51P52 -
sera beaucoup plus dlfflqlle et complexe. Il en va de méme si 1'on veut prendre
en compte les lignes de niveau internes propres & un objet donné. Les représenta-
tions des objets seront alors des arbres étiquetés et 1° apprentissage consistera

a en chercher un ensemble de sous-arbres discriminants.

5.3.3. IDENTIFICATION-

Le processus d'identification des objets correspondants 3 un contour

donné comportera (dans un ordre non séquentiel) les quatre opérations suivantes :

1) Recherche des prlmltlves de P figurant dans un chtour et dans

ces 11gnes internes ;

~

2) Recherche des caractéristiques bidimensionnelles internes a . ce

contour ;

3) Séparation des objets pergus sur la base d'une interprétation des

lignes internes ;

4) Recherche dans chaque partie de contour entre deux points d'inter-

des régles d'identification.
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L'opération (1) peut se faire avec ou sans codage préalable des
contours en lettre:de 2, . Bien gue ce choix doive &tre fait sur la base des
performances de 1’ensemble du processus d*identification (et,en particulier

1'opération (4)), il semble & priori plus avantageux de procéder comme suit

- lors de la phase d'apprentissage,effectuer le codage inverse de chaque primi-

tive Py de P en une liste de points de la fonction de courbure correspondante ;

- lors de la phase d'identification, déterminer les occurrences de P dans un
contour, par corrélation, entre les points de la fonction de courbure associée

au contour et ceux correspondants & Py-

Cette détermination peut se faire

- soit par une recherche de chaque primitive individuellement, qui sera combinée
a4 la recherche de séguences dlscrlmlnantes. L’ordre des prlmltlves sera donné

par une arborescence binalre obtenue par compllatlon des regles d’identification

- soit par une recherche simultanée de toutes 1es occurrences de toutes les pri-
mltlves dans un contour, qui s’effectuera en O[lqr], avec : 1 = nombre de points
. dans le contour, g = nombre de points d'une primitive, r —\ﬂ La recherche des

séquences discriminantes se fera alors sur la base des informations obtenues.

7 ~ On résoudra le pfobléme de la séparation des objets pergus par une;
mét hode d'”hypothése - confirmation”. La principéle difficulté réside dans la
distinction entre une ligne interne correspondant au recouvrement de depx objets,

et celle propre & un objet donng.
Finalement, on cherchera les caractéristiques bidimensionnelles con-

formes aux relations "P" des séguences discriminantes obtenues et vérifiant la

séparation des objets retenue.

ODO

-
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5.3.4. ALGORITHMES DE RECHERCHE DE FACTEURS DANS UN MOT

La recherche de facteurs dans un mot est un probleme commun & de
nombreuses applications en informatique. Les algorithmes qui vont sulvre ne sont
pas spécifiques & celle développée dans ce chapitre ; aussi, sont-ils présentés

dans une formulation générale.

Soit E*‘le monoide libre engendré par l'alphabet X de 0= |2| lettres;
et T et M deux mots de X* de 10ngueufvrespective t = |T| et m =_|M| . On note
T(1) & i°™ lettre de T
T(i, i+1, ... i+j) = T(i) T(i+1) ... T(i+j) séquence des (J + 1) lettres de T

34 partir de la ieme position.
On définit 1'ensemble (ordonné) des occurrences de M dans T par :
Occ(M,T) = {1g1gt-m1 | T(i, i+, ... i+m=1) = M}

et on dit que M est un facteur de T si Occ (M,T) # @ .
En généfal, T est un "texte”"avec t >m,et on cherche & savoir si le

mot M apparait dans T. Plus précisément, on peut se poser les problemes suivants :

~P1 : M est-il un facteur de T ?

- P2 : ‘Quel est 1'ensemble Occ(M,T)‘?

~

- P3 : On se donne T et plusieurs mots M1, ...,M5 ; et on cherche & résoudre P1

ou P2 pour 1'ensemble de ces mots par rapport a T.

- P4 : On autorise une certaine dissemblance entre un facteur et la partie du
texte qui lui correspond : on introduit ure lettre ¢ ¢ X s Met/ou T

appartiennent 2 (zufe})® , et on définit :

Occ(M,t) ={1 gigt-mﬂl Vi 1g3gm s Ti-1+3)

N

M(j) ou M(J) = ¢
..

ou T(i-1+j)
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Un algorithme traitant P1 peut 8tre & la base d'une résolution, non
seulement de P2 - P4, mais aussi d'autres problémes dérivés, parmi lesquels on

peut citer :

- le facteur bidimensionnel : T et M sont des matrices sur £ , et on généralise

la définition de 1'occurrence de M dans T (7) H

- le facteur d'un arbre : T et M sont des arbres étiquetés sur X , chague lettre
ayant une arité fixée (nombre de branches issues du noeud correspondant]) et on

cherche les positions oll M est un sous-arbre de T (82) ;
- le plus grand Factéur commun & deux mots (4,91)

On s'intéressera donc initialement au probleme P1 et on traitera quel-
ques généralisations par la suite. ‘

=

La procédure "naive” cherche la concordance avec M & partir du premier
caractére de T, abandonne dés gqu’une erreur est trouvée et reprend a partir du
caractére suivant de T. Elle est trés inefficace et nécessite, en pire cas, un

nombre de bomparaisons quadratiques en O{mt].

L'algorithme qu’on propose ici est une généralisation des deux princi-
paux algorithmes linéaires connus dans la littérature : celui de Knuth, Morris et

Pratt (124) et celui de Boyer et Moore (18} . Le premier compare M & T dans
1'ordre gauche-droite ; le deuxiéme dans 1’ordre droite-gauche ; celui que nous

proposons génére pour chague M un ordre optimal de comparaison.

L'algorithme de. (124) ‘est basé sur 1'idée suivante : dans le cas
d'unekcomparaison de M & T séquentielle (dans 1'ordre croissant des indices], si

on trouve dans une certaine position

M(3) # T(K) , ' (1)
alors, on a nécessairement :

M(1,2, ov-p §-1) = T(k=j+1, ‘..,k=1) ' (ii)
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En reprenant la comparaison dans une position ol M est décalée

par rapport 8 T de A caracteres, il ne pourra y avoir occurrence que si :

M(1,2, «.uy 3 -A) = Tk -~ (j - 4), ..., K) . (iii)
T : r,#-"';*l
- [ 2. N {
M : ¥ Nisade T e me e m ’A
Position suivante : Weresstnsssassisty ]
3-A
Par transitivité (sur la partie hachurée), (i} - (iii] impliguent

MCA+ 1, veey, 3= 1) =M1, veey § -4 -1)
M(j -A) # M)

{(iv]

Si 1'on connait la valeur minimale de A vérifiant (iv]), alors & la
suite d'un test négatif M(j) # T(k}), il suffit de décaler M de A positions par

. ? X
rapport & T, et de reprendre la comparaison & partir du test M(j -4} = T(k},

sans revenir en arriére dans T.

‘ Or, on voit dans (iv) que cette valeur minimale ne dépend que de M
et de j. On pDurra, par un prétraitement de M, générer une table
Al1), ..., Afj], ve., A(m) grace & laguelle 1l’algorithme de recherche de la

premigre occurrence de M dans T sera le suivant :

Algorithme KMP

.,années‘d'entrée : T, M, table A

1. Initialisation : je 1 ; ke1 (j pointeur sur M, k pointeur sur T)

2. ‘Itérer tant que [ Jg¢m et kgt ]
2. - Si T(k) = M(j), alors faire : je~ Jj*1 ; ke k+1
2.2. Sinon Si  A(j) = j, alors faire : je1 5 ke k+1

Sinon J e A(3) - 3
3. ~ Fin

" Dohndes de sortie : Si (j = m) ; sortir (kem+1) : position de la premiére occur-

- rence de Mdans T

Sinon (k =t et J #m} : M n'est pas un facteur de T.
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On estime traditionnellement la complexité de ce type d’'algorithmes en
nombre total de comparaisons de deux caractéres, en supposant que M n'est pas un
facteur de T. Ici, chaque itération incrémente k, ou bien décrémente jJ (i.e.,
avance M par rapport & T), et ceci peut &tre fait au plus t fois par indice :
1’algorithme KMP effectue au plus (2t) comparaisons. Mais, il est important de voir

qu’il effectuera au moins t comparaisons, chaque caractdre de t étant adressé au

moins une fois.

Knuth et al (124) présentent plusieurs analyses et extensions de

leur algorithme, parmi lesquelles :

- la compilation des données M et A directement en langage machine, avec deux

instructions par comparaison ;
- la résoclution des problémes P2 et P3 ;

- et surtout 1'utilisation du m@me algorithme pour générer la table A en temps
linéaire en O(m) (analyse de la réoccurrence de M(1,2, «eey J - A - 1) dans

mea +1, ..., 3 -13).

‘L'algorithme de Boyer et Moore (18). est basé sur le méme principe :
prétraitement de M pour exploiter les réoccurrences de sous-séquences de M dans
flui—mémé, Mais, alors que KMP compare M & T séquentiellement de gauche a droite.
'l’idée originale de cet algorithme est de partir a chaque fois du caractére le
. plus a droite de M, et de procéder vers la gauche (en décrémentant les pointeurs

J et k).

Un avantage trés suhsfantiel en résulte : un test négatif dans une
certaine position peut permettre d’économiser les comparaisons sur tous 195 carac-
téres a gauché de cette position. Ainsi, pour T(k]) # M(m), on pourra déplacer
M par rapport & T vers la premiére position (& partir de la droite) ol T(k}) appa-
rait dans M. En particulier, si T(k) est un caractére qui ne figure pas dans M,

=

on reprendra directement & partir de T(k+m).
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Exemple 5.9: pour ¥ ={a, b, c, d} et les deux mots ci-dessus, la séquence des
positions successives de M par rapport & T, si on les compare dans 1'ordre

droite gauche, est la suivante (on souligne les caractéres testés)

T:becbab g_b dabec dabcabecbba...

M: bebecbb

Un algorithme (légérement amélioré par rapport & celui de (18) )
utilisera une table bidimensionnelle donnant le déplacement de M par rapport & T,

si un test négatif T(k) # M(j) se produit. Cette table sera définie par :

(a,3) € Zu {1, ..., m}___;A(a,jJ avec

- (@, 3] o si a=M(j] f sinon

- (@3} =min{1< & <m | (M(j-8) =a@ou &23) et
(Vi, j<i<m: ML - &) = M(i) ou &1

Comme pour 1'algorithme KMP, 1la table A est définie de fagon a ce
gue les caractéeres de M qui concordent avec ceux de T; réoccurrent dans M avec un
décalage A. Ainsi, les conditions :

(Vi j<i<m ¢ M1 -8)=MMH) ou 8>i)

-~

correspondent respectivement aux deux cas de figure (a) et (b)

k

T : Janbentriy 4
(a)
M t bt """""---~-~-)A
S !

T ] .kl Pyyey) 9

} (b)
M M o IJI £L LLLll
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Cependant, on exige, de plus ici, que le caractére « = T(K) corres-

ponde & M(j - 8) (cas al), ou bien que le décalage Af{wa,j) dépasse T(k) (cas b).

Exemple 5.10 : Pour le mot M de 1l'exemple précédent, la table A est :

b b b
SN 3 | a4 | s 5
a 5 s{s5 | 5| 5| s
b 0 sl o | s | o] o
e 5 ol s | o | 1 2
d 5 s s | 5| 5| s

Remarquons que a et d ne figurant pas dans M, on a pour tout j

A(a,j)} = Ald,]).

Connaissant A , la recherche de la premiére occurrence de M dans T

procédera simplement sulvant 1'algorithme :

Algorithme BM

‘Données d'entrée : T et A

1. Initialisation : je M ; kKe-m

2. Itérer tant que (j>0 et kgt

2.1, Si A(T(k),j) = 0, alors faire : je= j-1 ; ke k-1
2.2, Sinon faire :
k = k *+ A(T(k),j)} + m-]
jJ & m
3. Fin
Données de sortie : Si (j = 0), sortir (k+1)

Sinon : M n'est pas un facteur de T
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Cet algorithme effectue deux types d’'itérations :

- examen de M et de T dans l'ordre droite—gauché, lorsqu'’une concordance est

constatée (on décrémente j et kK en 2.1) ;

- décalage relatif de M par rapport & T de A positions en cas de test négatif

(k est incrémenté de A+ (m - j)). et reprise de 1l'examen & partir du carac-

tére le plus a droite: je m).

Cette derniére opération correspond a un saut dans T : 1’algorithme
BM. contrairement & KMP, n'adresse pas tous les caractéres de T. Par contre,
aprés avoir effectué un saut, BM oublie les caractéres de T précédemment adressés,
et peut les tester de nouveau lors des parcours droite-gauche suivants, et cela
plusieurs fois. Il s'ensuit que la preuve de la linéarité de BM est loin d'étre

aussi simple que célle de KMP.

La plus intéressante est due & Guibas et Odlyzko (79) , qui
développent, & propos de cet algorithme, plusieurs théorémes sur les périodes des
mots (P est période de M si M = P'PK avec P = P'P" ; et on vérifie facilement que
Va.j, si Ala,j) # 0, alors les Ala,j) derniers caractéres de M sont une période
de M{j -4+ 1, «v:, m)). La présentation de 1'algorithme gui est faite ici
{une table A vbidimensionnelle unigue, au lieu de deux tables monodimensionnelles)
permet de simplifier légérement leur preuve. Le résultat est que le nombre Y de

comparaisons effectuées par BM est majoré par 4t.

Dn a montré que Y peut atteindre 2t (sur 1’exemple suivant :
babaat(p a]K s et T = b bla a b aa(b a]k—1b3ra, on vérifie gue
2t x (k+8/4-1/4r)/(k+1/2+6/4r) , Y tend asymptotiquement vers 2t avec k). Il

< =
1 1

est vraisemblable que (2t) soit le majorant effectif de Y.

Notons finalement que la génération de A s'’effectue en 0(o'm) ;

o' = min{cr, 1+ le nombre de caractéres distincts de M ;.

L'intérét pratique de BM n'est pas sa linéarité en pire cas, mais

plutft son comportement moyen "sous-linéaire”. En effet, Boyer et Moore proposent
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une étude théorique et expérimentale de leur algorithme, d'oll il ressort (en
admettant que tous les mots M sont équiprobables et tous les caractéres de T des
variables aléatoires indépendantes équidistribuées) gque le nombre moyen de com-
paraisons est inférieur a t et décroit avec T et m. Par exemple, pour 1'alphabet
latin et m = 14, moins de (t/10) comparaiscns sont e%fectuées. Selon leur analyse.
ce bon comportement est dfi essentiellement au fait que dans le test T(K) z M{m3},
le plus souvent le caractére T(k) n'appartiendra pas &8 M (pour T grand]), ce qui
permettra & 1'algorithme de faire, pour une seule comparaison, un saut maximal de

m= A (T(k},m) caractéres.

L'algorithme que nous proposons part de 1’idée suivante : si la dis-
tribution des lettres dans T n'est pas uniforme, alors la position j dans
1, «»., m pour laguelle le test T(k]) z M(j) a le plus de chance d'étre négatif
ne correspond pas nécessairement & j = m. La position sulvante la plus avantageuse
n'est pas non plus j = m-1 ; et 1l'ordre droite-gauche, méme s'il améliore le com-
portement moyen de BM par rapport & KMP, n'est pas le meilleur ordre de comparai-
son possible pour chaque M. Ceci est de plus vrai méme lorsque la distribution

des lettres est uniforme.

On formulera donc la phase de prétraitement de M comme un probléme
d'optimisation. Il s’agit de trouver, pour un mot M donné, un ordre des lettres de
M de fagon & ce que la recherche de la premiére occurrence de M dans un texte T
quelcongque effectue, en moyenne, un nombre minimal de comparaisons, si elle com-
pare les lettres de M & ceux de T suivant cet ordre. Précisons cette procédure

de recherche.

Soit r une permutation de 1,2, ..., m , r(i) &tant 1l'entier en 18me

position dans r. Par commodité, on convient de noter : r(m+1) = 1.

Définissons une table bidimensionnelle Ar“ pour un mot M et une per-

mutation r données par :

0 siMlr((j))=«a 3 sinon
min [ 1¢ 85n1I[ M(r (j) -8) =a ou é&3r (§)) et
(Vi, 1¢1i < 3:M(r(i)-8) =M (r (i) oudrii)

A (a,])
r
AL (a,]3)

#
0
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Algorithme RO (Recherche Ordonnée)

Données d'entrée : A_, T, r

r

I. Initialisation J «— 1 ; K & (1)

2, Itérer tant que (j&m et kgt -m+ (1))
2.1. Si Angk],j] = (0, alors faire :

kK « k + r(j*1) - r(j)

2.2 Sinon faire :
k & k + AiT(k],j] + r(1) - r(j)

J « 1

3. Fin

Données de sortie : Si (j = m+1), alors sortir (k) position de la premiére

occurrence de M dans T ;

Sinon : M n'est pas un facteur de T.

Exemple 5.11. : Illustrons le comportement de 1l'algorithme RO pour
M=bdddbbbbca e r=1(8,9,10,7,6,5,4,3,2,1).

La table Ap(a,j) est donnée ci-dessous :

™ 0.

v(j)

N
=1 0 O
HEN O

b b b
B8 5 4 1
5 6 7

N} o jQ
w
(62}
w
N
o

10 10 10 10 10 10 10
0101010 0O 0O O
10 10 10 10 10 10 10
10 0 0 0 10 10 10

o o

0

[m
H O O
~N O -
-
[w ]
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L'ordre des comparaisons avec les caractéres de T et la séguence

des déplacements de M est :

T:abcbcdabcabeabececd

bbcCcaieiess

i)}

‘M:bdddbbbbca

4 1 2 3
s 6
bdddbbbbt¢e¢a
1t 10 7 8 8
bdddbbbbececa

Proposition 5.4. : Pour toute permutation r donnée, 1'algorithme RO est correct.

Preuve :

. Base :

Par récurrence sur la séquence des déplacements de M.

Par définition A (a,j) = 0 lorsque M(r(j)) = @ ; donc pour la position
, 5 L
initiale de M, on effectuera la suite de tests : T(r(1))= M(r(1]}],

-
T(r(2)) = M(r(2)), ... etc, et cela jusqu’d ce que :

ou bien j = m+ 1, auquel cas les m tests précédents ont tous été

positifs, la premigre occurrence de M est en position 1,et la donnée

de sortie est : k = r(1) + (r(2) - r(1)) + «o. + (1 - r(m)) =1 ;

ou bien A (T(r(j),j) #0, pour un j : 1{jgm, on a alors le schéma

suivant :

T H — e Y
” r(jy v Q2
. t oot Sl fourt . . A

e 2
¥ 1

Le déplacement de M par rapport a T de A caractéres assure :

1) La concordance avec le caractére : T(r(j)) = M(r(j} - A), ou que

la position suivante ne recouvre pas T(r(j)) ;

2) 1a concordance avec tous les caractgres M(r(1])), ..., M{r(j-1})
pour lesguels on a eu précédemment un test positif :
Vi, 1¢ i¢J ¢ Mr(i) -A) = Mr(i)) ou A%r[i) ; et

2) aucun autre déplacement inférieur & A ne garantit (1) et (2].
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Donc. aucune occurrence ne peut se trouvera gauche de la deuxiéme

position de M dans T.

Notons que dans ce déplacement, la valeur du pointeur k est passée
de r(j) a8 (A+ r(1)) ; ce qui fait reprendre les tests en position suivante :
?
T(A+ r(1)) = M(r(1)), ... etc.

. Induction : L’absence d’occurrence & gauche de la iéme position de M dans T
permet de reprendre le mé8me raisonnement que précédemment. De plus,
la séquence des déplacements de M s’arréte sit6t que k + (m- r(1) t,
i.e., dés que le déplacement suivant aménera le dernier caractére
de M & 1'extérieur de T ; et dans ce cas, M n'est pas un facteur
de T. ' o
Il est remarquable de voir a quel point les algorithmes RO et BM
sont éimilaires. La recherche dans un ordre quelconque n'est pas plus compliquée
que dans 1’ordre séquentiel droite-gauche : & 1l'exception de 1l'adressage d'une
table en (RO : 2.1.1.), une itération de RO entraine le m&me nombre d'opérations
qu'uné itération de BM (on intégre, bien entendu, dans le prétraitement les
opérations indépendantes de T : (a,j) + r(1) - r(j) et r(j+1)-r(j)). Le compor-
tement linéaire, en pire cas de BM, n'est cependant pas conservé par RO pour tout
ordre r (sur M ='anb, T=a nb, et r=0(1.2, «.., n+t1), on retrouve la procédure
naive en D[(n+1)2]]. Mais, la complexité de RO ne doit gtre jugée que pour

1'ordre r optimal relatif & un mot M. Abordons cette optimisation.

Soit {p[a)[ ae X} , la distribution de probabilité des lettres de
dans un texte Te =" . On admet 1'hypothese d'indépendance des lettres de T. On

notera, pour simplifier :

Py =P (M(r(3}}) ; et Py = 1.

Pour un mot M donné, on cherche un ordre r tel gue 1'algorithme RO
effectue, en moyenne (sur 1'ensemble des textes dont les lettres vérifient la
distribution précédente), un nombre minimal de comparaison par lettre de T, lors-

~

que M n’est pas facteur de T. D’une maniére équivalente. on cherchera a maximiser
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le criteére inverse : saut moyen maximal par comparaison :

|7 f}-l Z“Ar(“-:\) P(d),
\j ‘)4 F:. r.')‘-l (1 ) rl)

Le probléme général de la recherche de la permutation r qui

P(r)leigm

1¢ig¢m

maximise W est NP-Complet (Sahni (214) : "Permutation functions problem”].
De plus, la formulation du probléme en une recherche arborescente (choix de
r(1) en la racine, puis choix de r(2) en le noeud suivant,...etclne bénéficiera
pas d'un critére additif, sauf lorsque les lettres de X sont éguidistribuées,

auquel cas, le dénominateur de ¥I(r) ne dépend pas de r :

39 -p) = (1- pPMtme1-mp) )/ C1-p)

utvjs

On remarque, dans ce cas particulier, que le terme associé au choix

de r(j) décrolt treés rapidement avec j
& r(1) correspond : (1-p) X A'l‘l)( a ,1)

> s o j"1 - A .
34 . r{j) correspond : p- (1-p] é} M. r(j) (a, ))

’ Comme dans tous les cas Ar@x,j Y¢ m , le terme associé a r(j+1)
sera du jeme ordre (en base o = 1/p) par rapport a celui de r(1), et donc rapide-

ment négligeable.

On exploitera cette remarque pour déterminer, linéairement en m et

o' . un ordre r sous-optimal constituant une bonne approximation. On procedera. par
z - - - . s = .

une recherche bornée dans 1'arborescence précédente, guidee par 1l'estimation heu-

~ristique F(r(1),--+» r(k)) de w(r) pour tout r'commengant par r(1), ..., r(k)

. i p PR
Cflr(1) r(k))= [‘sjzsk?" Pi-1 g Ar(a'” pu) + m[hnszssm P e P (1-1)
T - (PP (1- : UL e k-1 s
[usf:s K P i { h),] +k~(€‘§<.'m JP P B (- )

avec Ef= maxj {pj} et '£L= minj {pj}

L'estimateur ¥ est majorant et coincidant.



.342.

Preuve trés simple : Vr = (r(13,..., k), ..53 : Ar[a,j].g m, et
... .. : . = j-kR-1 _ ; et

Zhngiom B R (MR 2 2GR B B

I1 est donc possible de mettre en oeuvre rigoureusement un algorithme

A avec le test suivant pour borner 1l'exploration : on arréte la recherche en

€ ?
un noeud (r{1),..., r(k)) si 1l'écart relatif de F(r{(1),...,r(k)) 3 ®¥(r), pour
r obtenu en complétant les (m-k}) valeurs restantes dans le sens décroissant, est

inférieur a .

En pratique, on a implémenté une simple descente en profondeur limitée
au rang 3 . Comme 1l'optimalité n'est pas garantie, on compare le Y(r) obtenu
a Ceiui de 1'ordre droite-gauche, et on adopte le meilleur. La généfation de r et
de Ar est alors, & une constante multiplicative pres, du méme ordre de complexi-

té que la génération de A pour 1'algorithme BM.

Le comportement moyen de 1l'algorithme RO sera toujours supérieur ou
égal & celui de PM. Le gain par rapport a cet algorithme dépend, bien entendu,
du masgue M et de la distribution de probabilité sur X . A titre d’illustration
pour "2 mot M de 1'exemple précédent et une distribution uniforme des quatre
lettres a, b, c,d . l'ordrer = (8,9,10 7,6, ..., 1) permet 3 RO d'effectuer
(t/5) comparaisons en moyenne, alors que BM en nécessitera (t/3.56 ), soit 40,4 %
de plus. Bien entendu, la distribution uniforme n'est pas favorable & RO : sur
le méme exemple, une distribution telle que (.54, .01, . 44, .01) conduit la re-
cherche en profondeur & prendre l'ordre r = (8,7,4,10,9,6,5, ..., 1), gréce auguel
RO ne fera que (t/7.87) comparaisons, alors gue BM continuera & en faire (t(3.32),

soit 2.37 fois plus.

Nous avons implémenté ces algorithmes et testé leur comportement en

pratique, sur des textes et des mots générés aléatoirement.

Les conclusions d'une expérimentation réduite (4 tailles d'alphabet
0 = 447,12 et 25 ; 4 & 5 tailles de mots de 7 & 20 lettres, textes de 5000 carac-

teéres, 20 essais par points) sont les suivantes :
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- les comportements moyens mesuréset prédits concordent trés étroitement ;

- le gain de RO par rapport a BM augmente rapidement avec la taille des mots.
puis se stabilise ; ainsi, par exemple pour o= 4, on trouve respectivement

des gains moyens de 3, 10, 17 et 22 % pour m = 7,10,15 et 20 ;

- ce gain diminue avec la taille de 1'alphabet : pour m = 15 et 0=4,7,12 et 25

lettres, on trouve respectivement un avantage moyen de 17,11,8 et 3 %.

Notons que les distributions de probabilités utilisées (elles-mBmes
générées aléatoirement) étaient trés faiblement dispersées (par exemple, en com-
paraison & la distribution des lettres de 1’alphabet latin pour un texte en
anglais, ol le rapport des probabilités extrémes dépasse 150, mais ol, par contre
1'hypothése d'indépendance est erronéde). Il n'est pas exclu que, pour des dis-
tributions plus contrastées le gain moyen ne soit plus important.

Comment se situe notre algorithme RO par rapport a un algorithme
optimal ? Par un argument trés simple Knuth et al (124) établissent 1l’existence
d'un algorithme optimal dont la complexité moyenne est en 0(t log m/m}. Plus
récemment, Yao (243) montre, par preuve plus élaborée, que (t log m/m) est
aussi un minorant de la complexité moyenne de tout algorithme (alors qu'un mino-
rant de la complexité; en pire cas, est (t-m*+1) selon Rivest (203) ).

La preuve de Yao suppose qu'on ne teste jamais deux fois le mBme caractére de T.
Or, l'algorithme RO, tout autant que BM, oublie, a chaque décaiagé‘ de M les
tests précédemment effectués (voir exemple 5.11 : tests 6-7 et 5-10). Ceci ex-
plique que malgré 1'optimisation de r, ¥(r) restera inférieur au maximum théori-

que qu’'est (m/log m).

Nous avons donc élaboré un algorithme qui reprend le méme principe que
RO, mais, qui de plus, se souvient des positions précédemment testées. On pré-
calcule quelles seraient, aprés un décalage A, les positions dans la séquence
A+ r(1), A+ (r(2) ....etc, gui correspondent & celles déja testées en
r(1), r{2), ... etc. De mBme, on détermine les recouvrements possibles aprés deux
_décalages , 3, ... etc, jusqu'a ce que 2%13 > m . A l'issue de ce prétraitement.
chaque élément» de la table A n’est plus un entier unigue, mais une liste de

sauts successifs.
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Le prétraitement est assez complexe. L’algorithme lui-méme doit gérer
plusieurs pointeurs et listes de décalages, et calculer les sauts successifs
{vers la doite ou vers la gauche) par comparaison de ces listes. Cela réduit son
intérét pratigque, bien que minimal relativement au nombre moyen de caractéres

comparés (critére & prendre avec précaution).

Dans 1'implémentation gue nous avons effectuée, la comparaison a l'algo-
rithme BM ne s'est révélée favorable a 1l'algorithme "optimal” gue pour un
alphabet biraire (i.e., 13 ol BM est inefficace, car les déplacements sont faibles
et les recouvrements importants). Mais, dans ce cas, il y a intérét, plutdt que
d'effectuer les comparaisons individuellement, & exploiter les facilités de com-
paraison en parall@le sur plusieurs bits existantes dans presque tout processeur.

On ne détaillera pas plus avant cet algorjthme.
Passons en revue, a présent, guelques généralisations du probléme P1.

La recherche de toutes les occurrences de M dans T (probléme'PZJ est im-
médiate en recommengant & partir de chaque occurrence. Galil (53) présente
une amélioration de BM dans ce cas, gui précalcule un [m+’|]ém8 saut & effectuer
aprés une occurrence. On gagne quelques comparaisons si M apparalit fréquemment
dans T. Cette amélioration est directement applicable & RO.

M

' La recherche de plusieurs facteurs M . Ms dans T (probléme P3)

ést pius intéressante. Karp, ainsi que Aho»el Eoiasick (3) proposent une
-généralisation de KMP gui procéde ainsi : on 1lit T séquentiellement de gauche &
droiﬁe, chague caractére une et une seule fois, un caractére 1u entraine un chan-
gement d’état d'un automate fini (ayant autant d’états que de préfixes distincts
Mi[1, cees 31, 14 jffmax{ mi} ). L'algorithme est en 0(t) et le prétraitement

.en O(@ 2 .mi).
: ¢

Nous avons proposé une généralisation des algorithmes BM et RO reprenant
1’idée de sauts dans T pour réduire le nombre moyen de comparaisons. Présentons-
1a, informellement sur un exemple, en prenant pour simplifier 1'ordre droite-

gauche;
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Exemple 5.12 : Soient les mots sur A=={a, b, c, d} , que nous alignons sur

le caractere le plus & droite :

M1 = a b b c
M2 = b c a c
M3 = a b a b c
M4 = a b c a b

Ces mots sont prétraités en 1’arbre de comparaison et de saut suivant :

o
A b [=) d
() @
1 4
. c,d
a t c.,d a b
& 1 4 Q
a,bsd c
a,0 D C
[J ()
2 1 4
b a,cqd b
a,d,d
(J
2 4 4 Mz
b,c,d
a
2 M4 2 2 M3 2

FIGURE 5.6.
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On procéde, & partir du oa?actére m@n{ mi} de T, et de la racine de
1'arbre. Chague caractére 1lu fait prendre la branche correspondante. Si cela
méne & un noeud interne, on lit le caractare suivant (dans 1'ordre droite-gauche)
de T. 51 elle méne & une feuille étiguetée par 1'entier A , on déplace tous
les masques par rapport 3 T de A positions (le pointeur sur T est incrémenté
de A -1+ rang de la feuille) ;5 éventuellement, on note 1’ occurrence du mot M

présent dans la feuille. L'ordre des tests sur T est

T= b bcaccbawcb a a b dbababocab ...
8 7 6 11 10 9 16 15 14 °

5 4 3 2 13 12 21 20 19 18 17

"y . "3

La génératioh d'un tel arbre se fera d'une manigre similaire & celle
d'une table de saut. Soit M le mot associé a un chemin de 1'arbre d'une branche
de rang k & la racine. S'il existe un mot Mi tel que M = Mi (mi - k+1, ..., mE],
alors :

- si m:»k : la branche sera transformée en un noeud interne ;

- si m; = k : elle sera transformée en une feuille associée & 1'occurrence de Mi_;

Sinon, elle correspondra & une feuille étiquetée uniquement par un entier A,
calculé comme &tant le déplacement minimum compatible avec 1'un quelconque des

masques Mi (réoccurrence de M dans Mi décalé de A).

Il est simple, une fois 1'arbre généré, de déterminer le saut moyen par
comparaison gui lui correspond. Dans le cas de 1'exemple précédent, on vérifie
que pour la distribution de probabilité sur X (0.4, 0.1, 0.1, 0.4}, 1'algo-
rithme présenté effectuera (t/2.088) comparaisons en moyenne, soit 2 fois moins

que celul séquentiel de gauche & droite.

On peut généraliser 1'approche de RO & la détermination d'un ordre de

comparaison optimal pour chaque chemin de 1'arbre. A une branche seront alors

associés une étiquette correspondant au caractére lu, et un entier relatif indi-

quant le déplacement du pointeur sur T pour le caractére suivant & lire. Le
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calcul du saut en une feuille respectera 1'ordre du chemin qui y méne. On cher-

chera 1'arbre maximisant le rapport du saut moyen & la hauteur moyenne.

Cette recherche est évidemment plus cofiteuse que celle d'un ordre unique
nécessaire & RO. Aussi, on ne la recommandera que dans le cas d'un aplhabet
faible, & distribution contrastée et pour un ensemble de masques utilisés tres
intensivement. Autrement, on préconisera la génération de 1l'arbre correspondant

~

a l’ordre droite-gauche (cet arbre a au plus m; noeuds internes, un noeud par
suffixe distinct Mi[j, J*1, aees mL] pour 3 ) 2, 15:15’5]. le calcul du saut
moyen correspondant, et 1'adoption de 1'approche Karp-Aho-Corasick si ce saut est

inférieur & 1.

Abordons finalement le cas oll M et/ou T contiennent le caractére parti-
culier " ¢ ", considéré comme étant équivalent & toute lettre de 2 (probléme P4).
(cf. (44) ). :

Aussi bien pour 1'algorithme KMP que pour les algorithmes BM et RO,
la définition du déplacement A repose sur la transitivité de la relation d'égali-
té entre deux caractéres. Or, la relation d’égquivalence considérée ici n'est pas
transitive. Aussi, 1'algorithme KMP, qui ne revient pas en arriére dans T pour
vérifier 1' éguivalence aprds décalage, n'est plus utilisable. Par contre,1’incon-
vénient de BM et de RO d’oublier les tests précédemment effectués devient ici un

avantage qui permettra leur généralisation sans difficulté.

On définira 1’équivalencerdans ( 2 U {?} ] par :

a=p ssi (a= ) ou { @ = ¢ ) ou ( B=¢).

On reprend les définitions de la table A en remplagant chague relation

‘d'égalité par une équivalence. Pour 1l'ordre droite-gauche, on aura par exemple :

Ala, j) 0 si M(j)=a (et donc, en particulier A (¢, j) = 0O, Vj]; sinon

Al a, ) min{‘l\(&\(m l (M(j -8) =& ou 8y3) et

(i, j(i{m : M(i -8} =M ou 8>i} .

On vérifie qu'avec cette définition, BM et RO restent valides sans autre

modification.
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Remarque : Le travail présenté ici a été effectué en 1878 - 1979, exposé a
divers sémipaires, mais n'a jamais été publié. On m’'a transmis récemment une
étude due & Commentz-Walter (25) qui reprend 1'idée d'une exploration droite-
gauche dans le cas de plusieurs masgues ; son algorithme utilise un arbre (trie)
similaire & celui présenté ici, il en montre la non-linéarité en pire cas et
propose une modification qui le rend linéaire, mais moins performant en moyenne.
Jusqu'a présent, je n'ail eu connaissance d'aucune référence développant 1'idée

d’'un ordre de comparaison autre gue séguentiel.

000
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5.4. CONCLUSION

~

Ce 5eme Chapitre a porté sur une application & 1'identification

d'objets plans en Robotique.

Une premiére partie a été consacrée au développement et 3 la justifi-
cation d’'une méthode originale pour l’apprentissage d'un classifieur €-optimal

et & probabilité d'erreur inférieure & une constrainte, dans le cas d'objets

entierement observés.

On a introduit ensuite une problématique d'approche pour 1l'identifica-
tion d'objets partiellement observés, laguelle fait intervenir un probléme
de recherche de facteurs dans un mot. Une contribution algorithmique a ce
probléme a été développée. L'algorithme proposé, qui n'est pas spécifigque a
cette application, se rattache au reste du mémoire par 1l'utilisation des mémes
techniques de prétraitement d’ une partie des données (ici un facteur ou un
ensemble de facteurs) et‘leur compilation . en une structure €&-optimal (une

table ou un arbre) relativement & la complexité de 1'algorithme.

De ce probleme de "string-metching”, on passera dans le chapitre suivant
a8 un probleme de "Pattern-matching” qui sera également interprété en terme de

Reconnaissance de Formes par un ensemble de caractéristigques.

000






CHAPITRE 6

PROCESSUS DECISIONNELS OUVERTS POUR LA GENERATION DE PLANS
EN ROBOTIQUE
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6.1. INTROBUCTION

De méme gque le chapitre précédent n'a traité qu’une classe de probleme
trés restreinte en Reconnaissance de Forme$, dans ce chapitre on n'abordera le
théme de génération de plan en robotigue gue Sous 1'angle étroit de la probléma-
tique de cette thése : celle de 1l'analyse de la complexité et 1l'optimisation des

algorithmes du type Processus Décisionnels mis en jeu.

Un systéme de génération de plan, non spécifique dans sa structure & un

domaine d’application particulier, se présente en général comme :

1) Une base de donriée relationnelle décrivant 1'état du systéme

(univers + générateur de plan) ;

2) Un ensemble de régles de transformation d’état {correspondant, en

partie, aux opérateurs-actions glémentaires du robot), et
3) un interpréteur pour 1l'application et 1'utilisation des regles.

Ces trois éiéments sont, en fait, communs & pratiquement tout systeme
mettant en oeuvre un mécanisme d'inférence-déduction, et elles caractérisent ce
gue l'on-désigne en général dans la littérature par Systéme de Reégles de Production
[C%. par eXemple(29,87;242] ) trés largement utilisées dans les Systémes Experts
(134,135,228) . :

- - On trouvera, dans de nombreuses références (Nilsson (171 ,
_Sacerdotti (212) , Farreny (41) , Prajoux et al(194,185) par exemple)
des introductions assez complétes sur les divers aspects des Systémes de Regles de
. Production spécifiques & la génération de plan en robotique. On vy reléve que, !
méme en se restreignant aux systémes limités a des plans purement séquentiels, de
trés nombreux problémes demeurent ouverts (interaction-consistance des regles ;
caractérisation de 1'état et gestion de 1'espace de recherche ; backtracking ;
complétude ; efficacité des générateurs ; interaction planification-exécution ;

..., gtc), et gque de plus en plus les ambitions des chercheurs se portent sur des
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systemes capables de générer des plans complexes : plans arborescents, plans

avec parallélisme, plan avec boucles.

Une analyse immédiate des systémes existant$ dans le sens de notre
problématique, montre que dans tous les cas l'opération la plus frégquemment
effectuée, la plus cruciale et pénalisante pour l'efficacité de ces systémes,

est l'opération d’unification ou "Pattern-matching”, i.e., celle qui permet

-~

1'accés relationnel a la base de donnée.

Dans un cas particulier, celui de la demi-unification, on peut consi-
dérer cette opération comme un PDF, et lui appliquer les techniques d’'optimisation
développées en premiére partie de ce mémoire. On propose ici une méthode dans ce
sens, qui permet de réduire considérablement le colt du "Pattern-matching”. Elle

est basée sur :

- la structuration de la base de donnée par 1'unification aux conditions (ou pré-

dicats) ;
- le prétraitement des conditions en un arbre d'unification ; et
- le prétraitement des antécédents des régles en un arbre d'instanciation.

Dans une premiere section, on introduit les Gystémes de Régles de Pro-
duction comme modeéle de Processus Décisionnels Ouverts, en développant essentiel-
lement le formalisme issu des régles de réécriture, et en mentionnant quelgues
aspects des systémes utilisant le formalisme de la logique des prédicats du pre-
mier ordre. On situe alors le probléme de 1'unification, en argumentant en faveur
d'une demi-unification ol 1l'utilisation de certains opérateurs de "matching” puis-
sant serait contrainte. Puis, on développe la méthade proposée pour l'unification
et 1'instanciation des régles. On termine le chapitre par une section prospsective
sur les_possibilités d'utilisation des algorithmes de recherches heuristiques,
précédemment développés, pour guider et optimiser le Processus Décisionnel Ouvert

qu'est le générateur de plan.

000
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6.2. MODELE DE PROCESSUS DECISIONNELS OUVERTS

Le but de cette section est d’introduire des notations et concepts sur
les Systémes de Régles de Production (SRP) nécessaires au reste du chapitre. On
en profitera pour proposer un modeéle de Processus Décisionnels Ouverts (PDOJ), en
parallgle avec celui précédemment introduit des PDF, en montrant ce qui distingue

un SRP d'un systéme de régles de décision.

Un PDF porte sur un systéme représenté dans un espace discret fini.
Dans chague état de cet espace, une et une seule régle est valide. Le but du
Processus Décisionnel est d'acquérir suffisamment d'information sur 1'état du sys-
téme, & un moment donné, pour déterminer quelle est cette régle valide. L'applica-

tion de la régle trouvée n'intéresse plus le PDF.

Dans un PDO, on dispose également d'un. ensemble fini de regles de

décision, mais :
- d'une part, l'espace d’'état discret du systéme peut 8tre infini ;

- d'autre part,zéro'ou plusieurs régles, peuvent &tre valides dans un état donne,
et 1’application d’une régle valide transforme 1'état du systeme en un autre

état.

Le but du PDO consiste & gérer ces changements d’états, en trouvant une
séquence de régles qui, partant d’un état initial, améne le systéme & un état-

objectif (décrit explicitement, ou pour lequel certaines régles sont valides).

L'antécédent d'une régle, dans un PDF, est une ebf de logique proposi-

tionnelle.

Pour modéliser un espace d'état discret infini, on admettra, dans le
cas d'un PDO, une ebf de logique des prédicats du premier ordre. Un état particu-
lier du systéme consistera donc en une interprétation {modéle au sens logique)
sur laguelle seront évalués les antécédents des regles, i.e., en un domaine K

non vide et un ensemble d’'affectations qui assignent :
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- & chaque constante des ebf, un élément de K ;

chague symbole fonctionnel, n-adique, une application de K" dans K 3

!
v

chague prédicat, n-adique, une application de K" dans {Vrai, Fau}.

i
Qy

Le conséguent d'une régle définit le changement d'état du systeme, en
précisant gquelles sont les modifications & apporter & une interprétation particu-

liére, laguelle constitue un modéle pour 1l'antécédent de cette regle.

Pour résumer, un PDO se compose de :

- un ensemble de régles-opérateurs de changement d'états ;

- une base de donnéegsdéfinissant 1'état du systéme et constituant une interpréta-

tion pour les antécédents des régles ; et

- une procédure, appelée interpréteur, permettant de faire passer le systéme d'un

état initial & un état objectif.

Suivant que cet interpréteur utilise ou n'utilise pas une méthode for-
melle de démonstration de théorémes, le PDO reposera sur le formalisme de la logi-
gue des prédicaté, ou sur celui issu des régles de réécriture (auxquels certains
réservent la dénomination de SRP). On étudiera essentiellement ce dernier forma-
lisme, en précisant brigévement guelgues inconvénients du premier dans le cas de

la génératidn de plan.

6.2.1. FORMALISME DES SYSTEMES DE REGLES DE PRODUCTION

Ce typekde formalisme s'est développé comme généralisation des régles

de réécriture de Post (168) sur des expressions réguligéres. En tant gu’outil
de définition de grammaires et de langages formels, son étude est treés poussée :
on sait, par exemple, &tablir les cas d'équivalence 3 une machine de Turing

(94) , ou a des classes d'automates particuliers (par exemple, graphes ET/0U

{80) J. Mais, en tant qu'outil d’inférence et de déduction, son développement
est résté essentiellemenf empirique ; et cela malgré une utilisation intensive
depuis prés d’une quinzaine d’années, et l'existence de nombreux leogiciels basés

sur les reégles de production.
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En effet, & ma connaissance, il n'existe aucune caractérisation théo-
rigue générale de la puissance déductive d'un SRP (par exemple : cas de complétude,
de consistance, de décidabilité). Je ne connais pas non plus de résultat sur la
puissance expressive des riégles de production, en comparaison notamment aux langa-
ges des prédicats du premier ordre ou du deuxiéme ordre, et en fonction des
opérateurs et termes autorisés dans les régles. Le rapprochement des SRP et des
démonstrateurs logiques des théorémes est fréquent dans la littérature, mals 1'ex-
tension rigoureuse aux premiers des propriétés connues des seconds reste & faire
{voir par exemple (154) a propos de leur présentation unifiée dans

{(171) ). La tAche dépasse les ambitions de ce chapitre.

La syntaxe et les notations que nous utiliserons seront similaires a

ceux des systdmes PSG (167) ., RITA (6] » ou OPS (45,57)

0On considére trois types de symboles :
- les constantes atomiques (exemple : A, B, C, ...) ;
- les variables (exemple : X, Y, Z, «ss) 3

- les segménts (exemple : o, v , § , «+.].

La base de données d'un SRP, appelée Mémoire des Faits (MF) est consti-

" tuée d'un ensemble de donnée, chacune étant une liste structurée de constantes
atomigues. Ainsi, par exemple, la liste d = ((A(B C)) D(E F)) est une donnée dont

la structure est représentée par 1l'arbre :

B : C

Quelques notations sur ces arbres nous seront utiles. Chagque noeud
(ou feuille) est indexé par sa position dans 1'ordre scriptural (préordre des

rangs x ordre transverse gauche-droite). Ainsi d(1.2.2) est la feuille é&tiquetée
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par C, et d(3) la sous-liste (E F). On désignera par (P), la racine de l'arbre.

De plus, si v est un noeud de 1'arbre,-on notera :

. L{d(v)}) : le nombre de branches issues de v (exemples : L(d(1.2])) = 2,
L(d(3.2)) = 0) ;

. K(d(vl}) : la constante atomigue étiquetant une feuille v
{(K(d(2])) = D, K(d(3.1)) = E).

Le plus souvent, on écrira L(v) ou K(v) en sous-entendant le nom de la

donnée quand il n'y a pas de confusion.

L'ensemble des régles d'un SRP est appelé Mémoire des Régles (MR].
L'antécédent de chague régle de MR est une conjonction de prédicats, positifs ou
négatifs, particuliers qu'on appellera conditions. Une condition est une liste
structurée de constantes, de variables et de segments. Ainsi, par exemple, 1l'anté-

cédent de la régle :
»si JaB € x)) 4D x) [xFy]]r alors ... "
comporte trois conditions, dont une négative : (D xJ.
Le conséquent d’une régle peut &tre une procédure quelcongue. On ne
considérera ici que les effets du conséquent sur la MF, lesquels peuvent 8tre

ramenés aux deux opérations de suppression d'une donnée ou d'ajout d'une donnée

(on parlera de donnée rentrante ou sortante en MF, du fait de 1'exécution d'une

réegle).

La validité d’une régle repose sur une opération de "mise en correspon-
dance” (Pattern-matching) entre les conditions de son antécédent et les données
de.la MF. Par définition, une condition c et une donnée d sont "en correspondance”

ssi il existe une substitution qui remplace séguentiellement

- chague variable de c, partout ol elle apparait dans c, par une constante ou une

sous-liste de constantes, et
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- chaque segment de ¢ par un ensemble ordonné de constantes et de sous-listes de

constantes,

et tels qu'a 1'issue de ce remplacement, c et d sont identiques.

Il s'agit, en fait, d'une opération de demi-unification particuliére

("demi”, car seul un des termes de 1'équation c = d contient des variables ;

Cf. Huet (85) pour une présentation généralel, appelée dans la littérature
filtrage ou appariement . On utilisera ici le terme unification (en précisant
demi-unification en cas d'ambiguité par rapport a l'unification complete), et on

-~

réservera "filtrage” & une technique particuliere d'unification.

On appellera demi-unificateur de c 34 d la substitution, si elle existe,

qui permet de les identifier ; et instance d'une variable Xq {ou d'un segment i]

de ¢, l'expression qui la remplace dans cette substitution.

Un ensemble de conditiors{c,, ..., ck}admet une unification consistante
dans -un ensemble de donnée ssi chaqgue 4 s'unifie & une donnée de l'ensemble, et
tel que la méme variable (ou segment) est instanciée par la méme expression par-

tout ol elle apparait dans toutes les conditions.

Une régle R dont 1'’antécédent comporte les conditions positives

c ..., ¢, et les conditions négatives 0’1, aes c'j est valide par rapport a un

1’ Kk
état de la MF ssi il existe une unification consistante de{c1, sees ck}avec les
données de la MF, mais il n'existe aucune unification consistante de

y
g7 +et Gy By
substitution correspondante des variables de ses conditions positives. Une régle

{c . c'j} avec ces données. L'instance d'une régle valide est la

peut avoir plusieurs instances dans un gtat de la MF.

Ainsi, la régle de 1’exemple précédent pour MF ={(A(B C 1)), (A(B C 1)),
(D J), (I FG), (IFH) possdde deux instances :
(x —I ; y— G) et (x —I;y—H); lavaleur x —J n'est pas valide du fait

de la condition négative {D x].
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Certains systemes permettent 1'expression de contraintes sur 1l'instan-
ciation des variables {(ou segments) d'une condition. Par exemple (x A y| y # %)
autorise 1l'unification avec (B A C), mais 1l'exclut avec (B A B} (Cf. Argos 2

(41) pour la définition de nombreux opérateurs et fonctions opérant sur
1'instanciation des variables].

Notons finalement, & propos de la MR, quelques remarques sur la structure

des antécédents des regles :

- il peut &étre tenu compte d'une disjonction de conditions par la décomposition

en plusieurs regles ;

- les variables (et segments) des conditions positives sont gquantifiées existen-

tiellement (par rapport a l'interprétation qu'est la MF) ;

- celles des conditions négatives (qui n'apparaissent dans aucune condition posi-

tive du mé@me antécédent) sont gquantifiées universellement ;

- i1 n'y a pas delsymbole de prédicat constant dans une condition : elle peut

" avoir des variables dans n’importe quelles positions. De plus, comme un segment
peut 8tre instancié par une séquence quelcongue de sous-listes, on pourra expri-
mer des relations quantifiant des prédicats ou des symboles fonctionnels

" (d’arité variable).

Enbplus d'une MR et d’une MF, un SRP comporte un troisiéme élément,

1'interpréteur,qui permet-1'interaction des deux premiers. Il correspond a une

procédure dont le cycle de base comporte trois phases :

"1 - recherche de toutes les instances de toutes les régles valides ; 1'ensemble

de ces instances est appelé 1l’ensemble de conflit ;

2 - choix d'une instance d'une régle valide (résolution du conflit) ;

3 - exécution du conséguent de la régle choisie (modification de la MF).
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La contribution algorithmique de ce chapitre porte essentiellement sur

la premigre phase. On considérera qu'elle se décompose en deux étapes :

1.1 - unification des conditions : recherche, pour chague condition c utilisée
dans l'antécédent d'une régle de la MR, de toutes les données de MF gui

s'unifient avec ¢ ;

1.2 - instanciation des régles : détermination & partir du résultat de (1.1) de

1'ensemble de conflit.

Enfin, il sera avantageux de ne faire intervenir le nom des variables
(et des segments) qu'a 1'étape 1.2. Aussi, pour la premiére é&tape, on considerera
gue toutes les variables sont muettes, ainsi que les segments ; et deux conditions
seront prises comme équivalentes si elles ne différent gque par le nom de leurs

variables.

6.2.2. FORMALISME DE LA LOGIQUE DES PREDICATS DU PREMIER ORDRE

On peut voir essentiellement deux avantages a 1’utilisation dans un PDO

du formalisme des prédicats du premier ordre, 1'un théorique, et 1l’autre pratique :

- sur le plan théorique, ce formalisme a été trés extensivement étudié et on dis-
pose des caractérisations et théorémes généraux {consistance, complétude, semi-
décidabilité, Cf. par exemple, Kleene (120) ) gui font défaut au formalisme

ad-hoc des SRP ;

- sur le plan pratique, on dispose d’une procédure d;inférénce automatique complée-
te (le principe de résoclution (204) ), de nombreuses stratégies pour la
mettre en ceuvre (Cf. (22) ), ainsi que de langages et d'outils informati-
ques intégrant cette procédure (principalement le langage Prolog (208)

et ses extensions).
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On trouvera, dans la littérature, plusieurs références en faveur du
formalisme des prédicats du premier ordre (par exemple [ §5, 85, 119, 130] )
et de ses nombreuses gualités. Sans prétendre remettre en cause les arguments qui
y sont présentés, il me parait cependant que les outils du type démonstrateurs de
théorémes logigues ne sont pas particuliérement bien adaptés a la génération de
plans et que leurs avantages ne sont pas déterminants dans cette application.

Montrons rapidement pourquoi.

Sur les trois phases de 1'interpréteur d’'un PDO, seule la premiere (et
dans une moindre mesure, la deuxiéme) se prete & une formulation logique et a
1'utilisation d'un démonstrateur de théoréme. En effet, la troisiéme phase consiste
en un changement d'état de la MF, et selon notre présentation des PDO, ce changement

d'état correspond & une modification d’'interprétation. Or, on ne sait pas prendre

en compte, dans une procédure de preuve automatigue, des interprétations variables.

Une autre facon de procéder serait de formuler les données constituant
un état du PDO en tant qu'’axiomes logiques. Mais, 1& encore, On ne saura pas con-

duire une inférence avec des axiomes variables (Cf. discussion dans (54) , (133) J.

Deux solutions sont alors possibles pour résoudre cette difficulté sans

abandonner le formalisme de la 1ogique’:

(i) on restreint 1l'utilisation d'une procédure de preuve formelle & la premiere
' phase de 1'interpréteur, i.e., pour la validation des regles {ou. la vérifica-
tion de 1'objectif, que 1'on peut considérer comme régle particuliére) ; et on
se contente de procédures ad-hoc pour les autres phases de 1'interpréteur

{modification d'état, gestion du PDOJ} ;

(iiJon introduit, dans chague prédicat, un argument supplémentaire indiguant 1'état
dans lequel ce prédicat est & considérer ; un changement d'état correspondra

donc & une fonction de transformation de cet argument.

La premigére solution est celle mise en oeuvre par STRIPS (43)
(ainsi que ses nombreux dérivés (42,211) }. Elle conduit, de mon point

de vue, & un systéme qui ne se distingue en rien d'un SRP avec le formalisme de la
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section précédente (par exemple, la réécriture des opérateurs de STRIPS en régles
d'OPS ou d'ARGDS.2 est immédiate). Les mérites (réels) d'un systéme tel que STRIPS
ne sont pas & 1'actif de 1'’utilisation apparente des prédicats du premier ordre,

car ce formalisme ne lui apporte aucun des avantages cités, mais plutét des incon-

vénients :

- on perd les théorémes généraux, en particulier la complétude n'est plus celle
garantie par le principe de résclution, mais plutét celle qu’apporte ou n'apporte

pas la procédure ad-hoc de gestion du PDO et de backtracking ;

- 1'utilisation d'une procédure de preuve pour la validation des rdgles est trés
inefficace : mise en oeuvre d’un algorithme d'unification compléte, et structu-
ration rudimentalirede la MF (imposée par 1'interface changement d'état-démonstra-

teur de théoréme]).

La deuxiéme solution est celle proposée par Green (78) , puis
amgliorée  par Warren (dans Warplan (240) . Elle permet de
conduire entiérement le PDO de génération de plan par un démonstrateur de théoreme,
mais au prix d'un inconvénient majeur. En effet, la description d’'un changement
d’'état par une fonction de transformation de 1'argument-é&tat oblige & décrire ex-
plicitement, non seulement les faits qui ont été modifiés dans ce changement, mais
aussi ceux gui ne l'ont pas été. On retrouve ici le fameux "frame problem”, évité
dans les SRP paf la convention que tout ce qui n'est pas modifié par le conséquent
de la regle exécutée reste inchangé. - ’

La caractérisation d’un état par un terme de prédicats logiques interdit
cette convention et oblige & préciser les "frame axioms” : regles de conservation
des faits dans un changement d’'état. La solution de Green est impraticable, aussi
Warren propose de contourner la difficulté en décrivant les faits, non plus par
des prédicats, mais par des symboles fonctionnels {(pour dire, par exemple que le
robot r tient 1'objet x & 1'instant t,au lieu du prédicat TIENT (r,x,t), on écrira
VRAI (tient(r,x),t}, tient étant manipulé comme une fonction). L'avantage immédiat
est de pouvoir quantifier les termes correspondants, et de décrire les faits in-

variants dans un changement d'état par un seul axiome général.
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Cette approche de WARPLAN, qui semble &tre une des meilleures misesen
oeuvre d'un démonstrateur de théoreme en génération de plan, n'est cependant pas

trés efficace :

- elle conduit & utiliser un nombre trés réduit de prédicats (par exemple, toute
régle est définie par trois instances des prédicats CAN, ADD et DELETE]), ce qui
entraine 1le démonstrateur de théoréme dans de nombreuses tentatives d'unifica-

tion (complete) ;

- méme si on procede a une compilation préalable des clauses . h s
cette compilation repose en général sur une indexation par le premier prédicat

de chague clause, et l’inconvénient précédent en annulerait les bénéfices.
(Bn trouvera d'autres causes d'inefficacit® de WARPLAN dans (240) ou (38) s

par exemple).

Notons, finalement, que la stratégie de résolution (ainsi que sa complétude) est

celle du démonstrateur utilisé (incompléte dans le cas de WARPLAN sur Prolog).

OGO
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6.3. L'UNIFICATION PAR UN PROCESSUS DECISIONNEL FERME

5.3.1. POSITION DU PROBLEME

Dans la trés grande majorité des Systémes de Regles de Production,
1'acces associatif aux données repose sur une opération de "Pattern-matching”
ol un des termes ne contient gue des constantes. Cela est particuliéfement vrai
pour l'application & la génération de plan. Méme les systémes utilisant le for-
malisme de la logique du premier ordre et/ou implanté dans un langage disposant
de procédures d'unification compléte (tels que STRIPS ou NOAH sur QA4 ou QLISP

(210,213) }, se restreignent, en fait, & une demi-unification.’

Notons que la demi- unification ne 1limite pas, & priori, la pulssance
expressive d'un systéme, mais impose seulement une séparation entrerles faits
glémentaires et les connaissances sur ces faits. La définition de propriétés géné-
rales sur un ensemble de données, telles gue les fermetures de relations tran-
sitives (par exemple, "est connexe &", "est parent de"), passe par 1’écriture d’un
ensemble de régles auxquelles l’inferpréteur peut ou non donner un statut particu—

lier (cas des "théorémes” d'Argos-2  [(41]) ).

Intervient donc un premier choix gue 1l'on peut résumer comme suit :
par rapport a 1'unification compléte, la demi-unification réduit la complexité des
algorithmes d’'accés aux doﬁnées ét d'instanoiatioh des regles (proposition que
1’on argumentera plus loin) ; par contre, elle conduit & introduire des régles
supplémentaires qui peuvent alourdir le processus de déduction. Je ne connais pas
d'étude analysant quantitativement ce compromis et permettant de trancher, méme
dans un seul cas particulier. Cela est vraisemblablement d& au fait gue jusqu'a
présent, rares sont les systémes gui exploitent pleinement les simplifications
potentielles de la demi-unification ; soit tout simplement parce qué ces possibili-
tés n'ont pas été explorées ; soit le plus souvent parce gue les nombreux cpérateurs
de "matching”, gui ont été introduits pour faciliter 1’écriture des régles,

remettent en cause les simplifications de la demi-unification.
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On retrouve, ici, un deuxiéme choix tout aussi important. Si 1'on
se restreint 3 des conditions ne contenant que des variables et des constantes,
alors le demi-unificateur d’une condition c et d’une donnée d, s'il existe, est
unigue ; de plus, il peut 8tre trouvé en temps linéaire en le nombre total de
constantes de d. Si, par contre, on s'autorise 1l'usage des segments (ou certains
opérateurs de "matching”, tels que 1'appartenance), alors le nombre de demi-
unificateurs distincte entre ¢ et ¢ peut &tre exponentiel en le nombre de segments
de ¢ (plus exactement en le nombre maximal de segments d'une méme sous-liste de

c). Ainsi, par exemple, pour :

c = [‘ﬁ A 02 A Oy -er O A an+1), et

= (A A vereeennernens A); avec [d' = m ; le nombre de demi-unificateurs
-n
).

est en D[nm

Méme la recherche d’un seul demi-unificateur, s'il existe, peut &tre

de complexité exponentielle.

On peut rapprocher ce probléme de "matching” avec segments de la
demi-unification en logique d’ordre 2 (un segment correspondant a une variable
fonctionnelle d'arité inconnue), leguel est un probléme NP-complet {Baxter,

cité dans (63) ).

VLfinconvénient des segments apparait donc clairement. Leurs avantages
résident dans la souplesse de formulation des conditions, la puissance expressive
des régles et leur facilité de programmation. Sur ce deuxiéme choix non plus, je
ne connais pas d'étude présentant une analyse comparative détaillée et les

opinions exprimées dans la littérature sont souvent trés divergentes (Cf. par
L {1

exemple Rosenschein (207} , ou Hayes-Roth et al (87) , et
Farreny(ZJ {41) . . " ). On note cependant une tendance vers la simplification
du "matching” dans“certains systémes {par exemple ACT1 (141) s, version
récente de PLASMA (181) , ol 1'Dpérafeur UNPACK est restreint au seul cas

~

ol 11 n'introduit pas un mécanisme similaire & celul des segments).

(1) Selon eux :... embedding complex matching processes within a pattern matcher
to allow simple descriptions of rule antecedents is very misleading” . '

(2) Son appréciation est : "... au vu de notre expérience dans la rédaction des re-
gles, nous attachons du prix dans 1'existence de telles facilités (opérateurs
et fonctions de filtrage manipulant des segments), en vue de permettre a l'uti-
lisateur une expression plus directe des désignations ou appels associatifs”.
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Remarque : Si dans les deux choix précédents, on opte pour la solution la plus
complexe, alors on obtiendra un probléme équivalent a celui de 1'unification com-
pléte en logique d'ordre 2 , dont la décidabilité était emcore un probléeme ouvert
jusqu’a récemment (CFf. Huet (85) qui le situe par rapport a la résclution
d’équations dans le monolde libre, et Makanin, cité dans (200) , qui aurait

prouvé cette résoclution décidable).

I1 reste, pour bien situer le prabléme, & montrer quelle est la part

relative de 1'unification dans la complexité globale de 1'interpréteur d'un SRP.

D'une maniére générale, 1'importance essentielle de cette opération
pour les systémes mettant en oceuvre un mécanisme de déduction, fut reconnue de-
puis longtemps (Cf. par exemple, Robinson(1] (205) }J. MBme en se limitant
aux SRP restreints-au "matching” le plus simple (demi-unification sans segment},
la premiére phase de 1'interpréteur reste de loin la plus lourde algorithmiguement

et la plus colteuse.

Ainsi, Forgy (48] constate que le premier interpréteur d'0OPS
y consacre les 9/’1Déme de son temps. Dans une étude quantitative sur le systéme
PSG, Mc Dermott et al (155) mesurent des proportions supérieures & 98 %
du temps de calcul réservé a l'instantiation des régles. Leur analyse montre que
la  recherche de toutes les instances de toutes les régles  valides est quadratique
- en D[' MFI x|MR"], en admettant gue 1’unification d’une condition & une donnée
est une opération élémentaire en temps constant. Ils soulignent donc que pour des
systémes comportant plusieurs centaines (voir des milliers) de regles, les algo-
rithmes naifs, tels que ceux initialement implémentés dans PSG ou 0OPS, sont impra-

ticables.

Au vu de ces résultats, l'approche qui a été adoptée ici privilégie
1'efficacité algorithmique de 1l'unification auxdépens des autres considérations.

On se limitera donc a une demi-unification en essayant de tirer partie au mieux

(1) I1 souligne : "Whatever else goes on during a deduction calculation, an egnormous
amount of unification computation has to be done... There is accordingly a very
strong incentive to design the last possible ounce of efficiency into a unifi-

cation program”.
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de cette limitation, et en n'autorisant des opérateurs de "matching” élaborés
que dans la mesure ol ils ne remettent pas en cause la complexité des algorithmes
utilisés ; les segments, en particulier, ne seront admis que sous certaines res-

trictions.

6.3.2. APPROCHES CONNUES

~

Dans la littérature, on propose de remédier 3 1'inefficacité des
procédures d’'instantiation dans les SRP par, essentiellement, les trois approches

suivantes :

- la méthode des partitions ;
- la méthode des filtres ;

- la méthode des réseaux.

La premiére est trés simple ; elle se contente de réduire les données
d'entrées des algorithmes classiques : on précise qu’a un moment donné, séules
certaihes regles sont candidates & 1'unification et gue leurs conditions ne peu-
vent‘étre unifiées qu’'avec une partie des données de la MF. Cela est obtenu
en définissant des partitions, soit sur les données (par exemple (189) ), soit sur
les régles "Active .and guiescent knowledge” de (87) ), s0it sur les deux

("Faits”et "Problémes” dans Argos 2 (41) ).

.La méthode des filtres, ainsi que celle des réseaux, est basée sur

les. deux prdpriétés suivantes des SRP :

- 1’exécution d’une régle quelconque ne modifie, en général, qu'un nombre réduit
de’dohnées élémentaires, i.e., entre deux &tats adjacents du systéme, la MF a

. peu varié (2 & 5 changements ﬁour une MF d'une centaine de données selon
Forgy J. Il sfensuit qu'une regle qui deviendra valide, dans un cycle de 1*in-
terpréteur, était souvent proche de 1'&tre le cycle précédent, et qu’il est
avantageux d'effebtuer'l'instanéiation des regles en. "différentiel”, par actua-

lisation a chaque cycle des unifications précédemment trouvées.

- la méme condition apparait souvent dans plusieurs régles ; aussi est-il intéres-
sant d’effectuer séparemment une procédure d'unification des conditions par
- rapport aux données de la MF, puis d'utiliser les unificateurs obtenus pour

1'installation des régles.
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La méthode des filtres a été mise en oeuvre par McDermott et al
sur PSG  (155) . Un filtre est un programme obtenu par prétraitement de
1’ensemble des régles d’un SRP. Son rdle est de sélectionner, & chague cycle, un
sous-ensemble réduit de régles candidates & &tre insténtiées :

Instanciation

MR —» Ensemble de conflit

:_filEEEEE, p* ={Fégles candidates}:

Sur les guatre filtres proposés dans  (155) ' , le plus

efficace fonctionne de la fagon suivante :

- chaque condition apparaissant dans 1'antécédent d’une régle est caractérisée

par la premidre constante qui y apparalit (dans 1l'ordre de Tarryl ;

- & chaque constante correspondent
. une liste des conditions. caractérisées par cette constante 5

. une liste des régles contenant ces conditions ;

- & chaque régle, on associe un compteur initialisé au nombre de conditions de

son antécédent.

Au debut d’'un cycle, on examine les données de la MF qui ont varieé
par rapport au cycle précédent. Pour chacune, on détermine la constante qui la

_caracterlse et la llste des régles associées a cette constante :

- pour une donnée rentrante dans MF : on décrémente le compteur de chacune des

régles de la liste ;

- pour une donnée sortante de MF : on incrémente ces compteurs.
Les régles candidates sont celles dont le compteur est & zéro.

L'analyse des auteurs cités montre que la complexité de 1’algorithme
" ‘d’instantiation avec filtre est au ‘plus’ en U(lMR'] ;3 pour les exemples traités,

un gain par rabport 3 1’algorithme naif dans un rapport de 10 & 15 était enregis-

tré.
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La méthode du réseau de couplage a été proposée par Hayes-Roth et
MostoWw (88) ., et principalement développée par Forgy sur le systéme
OPS (47,48) . Elle constitue une extension de 1'épproche précédente :
les tests effectués par le filtre sont poursuivis jusqu’a 1'instantiation finale

des regles.

Forgy caractérise chaque wmndition par les longueurs de Ses sous-
listes et ses constantes. Ainsi, par exemple, la condition (A (B C x)) est décom-
posée en la séquence de valeurs : L) = 2 5 L{2) =3 ;5 K(1) =A; K I(2.1) =B ;
K(2.2.)= C. "

Les séquences associées aux diverses conditions d’un systéme sont

"concaténées” en un réseau de tests.

Exemple 6.1. : Le réseau associé aux deux regles suivantes est donné en figure

6.1

R: »si [(ABCx) (xDyld  alors ...

R2: "gi E[A[B Cx)) (xDy) (BD yl] 7 alors vee "

.Noeud de distribution

L(g) =2 L(g) =3 7
! L —
L(2) = 37 K(2) =D ? K(1) =B ?
X ¥
K1) = A ? K(2) =D ?
1
K(2.1) =B ?
¢ ’ Regroupement Regroupement
K(2.2Y = C? méme valeur méme valeur
de x ? de y ?
! v
R1 est valide R2 est valide

FIGURE 6.1.
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Au début de chaque cycle, toute donnée rentrante ou sortante dans MF
traverse le réseau sous forme de plusieurs "jetons”. Si par exemple
d=(BA (UV) est une telle donnée, elle sera transmise par le noeud initial
5 ses deux fils ; sur celui de gauche, le test "L{(0) = 2 ?” ne sera pas satisfait
et d ne poursuivra pas plus loin sur cette branche du réseau ; par contre, le
test L(O) = 3 ? sera positif et d sera transmise aux deux fils de ce noeud, ... etc.
~ A 1l'issue de ces tests, la donnée arrive éventuellement en un ou plusieurs noeuds
de regroupement. Chacun de ces noeuds gére une pile de produits de données et ne

=

transmet & ses successeurs que les produits ayant m@me instance d’'une variable.

Le parallélisme du réseau fait qu'une méme donnée peut le traverser
par plusieurs chemins, et donc &tre présente simultanément en plusieurs noeuds.

Ceci présente guelques inconvénients :

- comme tous les tests sont binaires, la méme information peut 8tre extraite de

la méme donnée plusieurs fois (exemple :,L[ﬂ)] 3

- le méme test apparait plusieurs fois dans le réseau (exemple : K(2) =D ?) ; et
plus généralement, l'information acquise dans un chemin du réseau n’est pas

exploitée dans un autre chemin, ce qui introduit une grande .redondance ;

- dans certains cas, il y a des problémes de synchronisation qui font que la

méme instance de la mdme régle peut &tre générée plus d'une fois.

Cette approche est particuligrement intéressante si 1’on peut ex-
ploiter le parallélisme du réseau par un matériel informatigque multiprocesseurs
spécialisé, et Forgy propose une méthode pour la conception de ce matériel

(46) . Pour un processeur universel, l'approche n'est cependant pas trés

efficace et elle peut 8tre améliorée.
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6.3.3. ARBRE D'UNIFICATION

Si 1’'on admet que toute donnée de la MF s'unifie nécessairement avec

au moins une des conditicns d'un SRP, alors la détermination de la ou des condi-
tions avec lesquelles s’unifie une donnée particuliére peut &tre considérée comme
un probléme d'identification qu'on résoudra d'une fagon avantageuse par les tech-

nigues d'’arbres de décision. La méthode développée ici généralise celle des

réseaux dans ce sens.

Notre hypothese restrictive est donc qu'il n’y a pas de "données inu-
tiles”. Provisoirement, on supposera de plus gue les segments ne peuvent appa-

raitre dans les conditions que comme dernier élément des sous-listes, au maximum

un par sous-liste.

Introduisons la méthode par un exemple :

Exemple 6.2. : Soit un systéme dont la MR contient les huit regles suivantes :

R, : "si [(A(BCx)) (Dx) (xFy] alors . ..”
R.: "si L(ABCx)) (Dx) (xFy) (EFy)] alors ... "
R, : "si ‘[(A (BC x))aD x) (x Fyl] alors . .."
R, st [(A(BCxADx) (xFy) (BF yJaicBa] alors ...°"

R.: "si [(A(xFy)) (Hx) (xFz)] alors . ..”

5

Rg: "si [(A(BFao)) (BF x)] alors . ..”"
R, : "si [(A(BFa)) (BF x) (xCB)] alors . ..”
Rg ¢ ngi  [(A (x B)) (xC B) ] alors ..."

Ces huit régles comportent 25 conditions, mais seules les 11 suivantes
sont distinctes : (A(BC x)) ;s (Dx) 5 (xFy); (EFx); (B Fx}; (CBo);
(Alx F y)) 5 (Hx) 5 (A(BF o)) 5 (AxB)) ;3 (xC BJ.

Etant donné notre hypothése, il suffit de discriminer parmi ces
 11 conditions pour déterminer laquelle ou lesquelles s'unifient avec une donnée

particuliére. L'arbre suivant réalise cette discrimination (figure 6.2.].



RC B aﬂ l (D xll |(H x)

Autre
(alx )] [tate ¢ 0 (x Fy)
(A(B F o))
(A(B F 0l) (Ax F y| ' FIGURE 6.2.
(Alx F y)]

Les noeuds de 1'arbre d'unification sont étiquetés par des caracté-
ristiques a évaluer sur une donnée particuliére. Les étiquettes des branches
correspondent aux valeurs des caractéristiques ; une branche "Autre” est associée

3 toutes les valeurs possibles autres que celles des branches du méme noeud.

Au début d’un cycle, si d = (E F( U V W)} est par exemple une donnée
rehfrante ou sortante en MF, elle parcourrd l'arbre de la racine a une feuille.
En la rabine;-op détermine que d comporte trois sous-éléments. La branche cor-
respondante méne au noeud "K (2)" dont la valeur sur d est la constante "F". Le
noeud suivant extrait le premier sous-£lément de d. Sa branche "E" conduit & une
feuille étiquetée par les deux conditions (E F x) et (xFyl, les seules a s'unifier

avec d.

La procédure de génération d'un tel arbre comporte les trois phases

suivantes :

1Y Définition des caractéristiques discriminantes pour 1l'ensemble des

conditions du systéme ;
2) Définition d'un ensemble de régles d’unification ; et

* 3) BGénération d'un arbre de décision représentant l’ensemble de. régles

précédentes.
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La premiére phase passe d'abord par 1'énumération de 1'ensemble des
conditions distinctes du systéme (toutes les variables sont muettes et indiffé-
renciées, de méme que tous les segments). On examine ensuite chaque condition Cj’
et on détermine toutes les caractéristiques d'un certain type définies pour une

donnée s'unifiant avec Cj'

Plusieurs types de caractéristiques sont utilisables. On se conten-

tera ici des deux types :
. L : longueur d’une liste ou d'une sous-liste (L(v]) = 0 si v correspond & un
atome) ;

K : constante atomique en une certaine position (K{v) = "LISTE”, ou tout autre

~

atome réservé, si v correspond & une sous-listel.

Pour énumérer les caractéristiques du type "L" ou "K" associées

une condition, il suffit de construire son arbre-structure :

s

L est définie sur tous les noeuds internes et toutes les feuilles de cet arbre ;

- K est définie sur toutes ses feuilles.

Exemple B3 - : pour ¢ = (A(B x (UV a))],

on aura les caractéristiques suivantes :

L, L(1), L(2), L(2.1), L(2.2), L(2.3),
L(2.3.1), L(2.3.2), L(2.3.3) ;

K{1), K(2.1), K(2.2), K(Z2.3.1), K(2.3.2],
K(2.3.3].

La phase 2 devra générer des régles d’unification du type

Si pour une donnée d:(L[v1) = 11] et [L[sz = 1) ... et [K[vi] = k;) et ...

et ¢ "

alors d s'unifie avec les conditions °j1 52

Du fait de la présence éventuelle de segments en fin de sous-liste,
on pourra également avoir des régles avec relations d'inégalité sur les caractéris-

tiques L :

"Si pour d:[L[v1]‘211] et [L(vzlz,lzl «:» alors d s'unifie ...”
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On définira ces régles en construisant tout d'abord une table regrou-

pant les valeurs de toutes les caractéristiques précédemment obtenues pour toutes

les conditions du systeme. L'élément courantvde cette table (condition C,
Al

.
>

caractéristique L{v) ou K(v)) appartient & 1'ensemble :

- .
N ui{e, 6}ufr"a”| ac N} u{constantes atomigues du systemej y{"LISTE" }

et

11 sera défini comme suit :

- si v désigne un noeud n'appartenant pas & 1’arbre-structure de cj, alors
Kiv) =8  ,Lwv =86
- si v est un noeud de Cj, on a.alors un des cas suivants :
. v est une feuille étiquetée par une variable : K(v) = L(V) =9
. v est une feuille étiquetée par un segment .: ~“K{v} = L(v] = ©

v est un noeud dont un fi1gest étiqueté par un segment : L(v) =Aa+,

avec a = (nombre de fils de v)-1

dans tous les autres cas, l1'élément courant de la table est égal a la

valeur de L(v) ou K{v) évaluée sur la condition cj'

Exemple 6.4. : la table correspondant aux conditions de 1'exemple 6.2. est :

Y/ S/ S - -
o/ oof «f F) /) o /) &) X/ &/ 3
é? . ;5 & N cf qf éf ~ Qﬁ :? :h
/S s sl el )a) x) &) &f s
L | 2 2 2 2 2 2 3 3 3 M E
L) | o 0 0 0 ) 0 0 ¢ 0 0 9
K(1) A A A A D H B 9 E C 9
Le2) | 3 3 2" 2 9 ¢ 0 0 o 0 0
K(2) | LISTE|LISTE|LISTE|LISTE | @ 9 F T F B F
L(3) 0 (V] (7] 7] (7] 14 0 [ 0 @
K(z) | @ 6 9 ) ) ) 9 B 4 0 9
L(2.1] 8] 0 0 4 0 6 6 0 0 1] 0
K{2.1) B 1 B 4 0 6 7} (] 0 0 0
Liz.2) | o o | o 0 0 0 o U 4 0
K(z.2) | ¢© F F B ) 0 0 0 0 )
L(2.3) @ P 0 0 0 0 0 0 0 0
K(2.3) o 9 0 (7] 0 0 0 0 0 /] ]
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les symboles " B "et” W » sont utilisés avec les mémes définitions

que précédemment {chapitres 1 et 3]

- @ » : valeur indéterminée ou variable (exemple : L(2.1) pour (A (x B)),
X pourra 8tre instancié par une constante, ou une sous-liste de la longueur

quelconguel

-" ® " : caractéristique non définie {exemple : L(3) pour (A (B C x)} , aucune
donnée s'unifiant avec cette condition ne peut comporter 3 sous-éléments). Il
suffit d'une seule donnée pour laquelle la caractéristique est non définie pour

imposer le symbole © (exemple : L(3) pour (C BOG), ou K (2.1) pour (D x)J.

~

Le symbole " a+" correspond & une relation d'inégalité pour caractéristi-
gue du type L : si v désigne une sous-liste de c, de longueur {1+a) et comportant
un segment, alors pour toute donnée s'unifiant avec c, on aura : L OJ);> a ; le
cas d'égalité correspond & une instanciation du segment & la séquence vide
(exemples : L{0)22 pour (CB&), ou L({2.1) 22 pour(A (B FO'}) ) . Si la ligne
asgociée a3 L(v) comporte les pombres k1, . ki et les symboles "a:T...,"ag",
le domaine d'application de L sera inclus comme étant
‘{m, m+1, ..., M } avec. m = "EE {ki: aj} et M = mis{ ki: aj—1} .

Par convention, on ajoutera une valeur "Autre” au domaine d'application
de toute caractéristique comportant les symboles "(p " ou "a+" dans sa ligne.
Certaines caractéristiques dont le domaine d'application est réduit & un single-
ton (L (2.2), L(2.3) et K(2.3) pour 1l'exemple 6.4) seront supprimées de la

table car elles ne contribuent en rien a8 la discrimination entre les conditions.

A toute colonne de la table correspond une régle d'unification particuliére,
dont 1'antécédent comporte les relations d’'égalité ou d’'inégalité sur toutes
les caractéristiques de la table, autre que celle dont la valeur est "e " ou
"‘? " dans cette colonne. Par exemple, la régle correspondant a 15 derniere
colonne de (6.4) est A
" si pour une donnée d on a (L (#) = 3) et (L (2) = 0) et (K (2) = F) alors
d s’unifie avec (x Fy) ". L'ensemble de régles ainsi obtenu ne ccnstitue pas
un systéme (X, A, D, R) consistant et complétement spécifié. On s'y raménera

en procédant d'une maniére similaire & celle du chapitre 5. On remarque cepen-

dant que :
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- la table précédente est une généralisation du type "décision grid chart”
plusieurs regles peuvent gtre simultanément valides ; elles correspondront

a des données s'unifiant & plusieurs conditions ;
- 1'introduction des valeurs "Autres” rend le systéme complet ;

- les relations de dépendance entre caractéristique sont implicites : a 1'in-
+
terprétation des symboles "?"et "a " prés , les seules combinaisons de valeurs

de caractéristiques possibles sont celles explicitées dans la table.

On n'insistera pas davantage sur 1eﬂpassagé a une représentation normalisée
de ce systéme de régles d'unification. En effet, une telle représentation n'est
ici nécessaire que pour pouvoir effectuer des regroupements de termes sur ( X Zi],
calculer les guantités %’ et évaluer les heuristiques guidant la recherche
d'un arbre d'unification optimal cu e- optimal. Or ces caleuls nécessitent la
connaissance d'une distribution de probabilité sur [)-‘(.Zi]‘ ce qui semble trés
difficile & acquérir dans cette application. Concrétement, celd exige d'avoir
a priori la liste de toutes les doﬁnées susceptibles d'étre produitesdans le
systéme et de connaitre 1la fréquence d'apparition et de disparition de chacune
d'entre ellesen MF. Par ailleurs, admettre 1'hypothése d'équiprobabilité des '
 gtats de [)(Zi] n'est pas plus réaliste que de supposer 1'information précédente

\
disponible.

. I1 nous semble donc plus raisonnable dans cette application d'abandonner
1'exigence d'un critére d'optimisation exacte et de procéder heuristiquement

L} " N
a la.recherche d’un bon arbre d’unification.

Informellement, une procédure (similaire a A1) générant un arbre d'unifica-

-tion & partir de la table précédente pourrait &tre la suivante :
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-~ Parmi les caractéristiques partout définies (n'ayant pas ”(f" dans leur ligne),
en choisir une Xi comme racine de l'arbre ;

- Associer & cette racine autant de branches qu’il y a de valeurs dans le domaine
d'application de Xi {y compris la valeur "Autre", s'il y a lieu), et faire

=

correspondre a chaque branche une sous-table de la table initiale contenant

- 1’ensemble des conditions suivantes :

. pour une branche étiquetée par une constante K : toutes les condi-
tions pour lesquelles Xi vaut K, ou "@", ou " a+ " si k est une

constante numérique avec a ) k ;

. pour une branche &tiquetée par "Autre"” : toutes les conditions

pour lesquelles Xi vaut "\f" ou "a+", pour tout a.

- 1'ensemble des caractéristiques de la table initiale sauf Xi’ en modifiant
les valeurs "0 » ou "\P" s'il y a lieu pour certaines caractéristigues
(Exemples :.1) pour la branche L(#) = 3, les caractéristiques L(3) et K(3)
passent de "0" a "Y” pour {C Bol ;

-2) pour K(1) = B, L(1) passe de "§" a 0 sur (x F y)); puis en
€liminant les caractéristiques non discriminantes.
- Associer & une branche dont la sous-table comporte un ensemble vide de caracté-
ristique, une feuille étiquetée par toutes les conditions de cette sous-table
{toute donnée traversant 1'arbre jusqu’a cette feuille s'unifie nécessairement

avec toutes ces conditions) ;

- Associer & toute autre branche le sous-arbre défini récursivement par la méme

procédure.

Proposition 6.1. : Cette procédure génére un arbre d'unification correct pour

l'ensemble des conditions du systéme.

Preuve : Il suffit de remarquer gue 1l'ensemble des caractéristigues de la table
initiale est complet : la reformulation de toutes les conditions du systéme

a partir de cette table est immédiate. Par ailleurs, les caractéristiques

non définies et les contraintes de succession qu’elles entrainent, ne limitent
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pas la réalisabilité du systéme : pour toute L({v) ou K(v) non définie sur
certaines conditions,il existe L(w), w : liste incluant v, qui est définie

et permet d'isoler ces conditions. Le reste de 1'argument découle sans
difficulté de nos hypothéses : absence de données inutiles, et segment unigue-

ment en fin de sous-listes. ]

Le choix de la caractéristique & mettre en un nceud donné de 1’arbre

d'unification sera effectué en fonction d'heuristiques estimant

1 - La quantité d'information apportée par une‘caractéristique (son "pouvoir
discriminant”). On reviendra & 1'idée de partition fine et éguilibrée.

En fait, plutdt gu'une partition, chaque caractéristique en un noeud de
1'arbre réalise un recouvrement de l'ensemble des conditions de la sous-
table & laquelle ce noeud est associé (ce n’est une partition que si le noeud
n'a pas de branche "Aqtre"]. Aussi on pourra favoriser la caractéristique:
(i) dont le nombre de "¢ " ou de na*" dans sa ligne est minimal, ou celle
(ii) dont le nombre moyen de conditions par branche est minimal, ou bien
celle ’

(iii) - dont lé nombre maximal de condition par branche est minimal.

{Pour les 5 caractéristiques partout définies dans 1'exemple précédent

] ces -3 critéres donnent :

{Lig) L{1) K{1) L(2) K(2)
(11 1 2 2 3 2
(ii) 4.33 6.5 3.28 4.75 3.8
itz 11 B , 7 8 )

Le 1er entier ne prend pas en compte le nombre de branches d'un noeud. Dans le
2&me, la notion d’&quilibre d'une partition” est masquée par 1'opération de
moyenne. Le 38me nous parait &tre plus intéressant. En cas d'ex aequs, On favorise

l1a caractéristique ayant le nombre maximum de branches.

2- Le poGt d'évaluation d’une caractériétique. Dans tous les cas il y aura
(i) - un colt daccés & la sous-liste v ; »
(ii)- un colt de calcul de Klvlou L (v];
(1iii)- un colt de détermination de la branche correspondante a la valeur

trouvée.
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La guantificationde ces 3 composantes dépend bien entendu de chaque implémenta-
tion particuliére. Dans celle effectuée par R. Sobek (227) & laquelle nous
avons contribué , la structure de donnéesest celle du systeme hote (Interlisp).
Le colit d'accés & v est donc une fonction du rang de v dans l'arbre-structure;
et de sa position dans 1'ordre d’ allgnementtransverse (pour v = [i:j.KJ, l'accés
a v se fera par LADK 1 ADJ 1 AD 11 R, en admettant des fonctions CAR, CDR
généralisées). De plus, dans cette implémentation, chaque noeud de 1'arbre est

une "Hash-table”. Une caractéristique de type K nécessite une opération pour
trouver K(v]) dans la table s'il y est, et sinon un test supplémentaire pour déter-
miner si K(v) est une liste. Le colt d’une caractéristique de type L est propor-
tionnel & la longueur de la liste v. Les deux notions de cofts conditionnels et de
colts variables sont donc présentes ici. L’absence d'un critére d'optimisation

exacte fait qu’on se contentera, en pratique, de colts constants.

Exemple 6.5:Pour les conditions de 1'exemple 6.2, ces heurlsthues conduisent &

1l'arbre suivant (figure 6. 3)

v K(2) :
B F/ \ Autre @

D H C F LISTE ) H

{D x)

(D x)J [[H x)lkc B qﬂ ILD x]l |[H x)
D . -
I(D x]] 1Lﬂ xﬂ
‘l!!’ (x CB) :

D H A
Autre

C B
(AB © xolAax-8))

3 2 3
(x cB) [twx)] lixc®

utre

@

Autre

(Alx F y)
1(A(B F a))

FIGURE B.3.
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6.3.4. QUELQUES EXTENSIONS

On analysera, dans cette section, ia relaxation des hypoth&ses restric-
tives faites précédemment, ainsi que les problémes de mise & jour de 1'arbre

d'upification en cas de modification d’'un systéme de regles.

On pourralt craindre que la transformation d’un ensemble de conditions
’en un arbre d’ unlflcatlon ne détruise une des principales qualités des systémes
de réglesde production : leur souplesse ou "granularité”. Cette situation est com-
parable & la compilation d'un code par rapport a son interprétation : initialement,
on falt appel érl'interpréteur {(un programme de pattern-matching classique), puis
on procede 3 la compilation aprés une premiére phase de mise au point. Il est
néanmoins intéressant de prévoir la possibilité de modifications peu fréguentes

dans un systéme de regles de production tout au long de son utilisation.

On a proposé, en section 4.4.2.,un algorithme de mise & jour d'un
arbre de décision gqui supposekque 1'ensemble des caractéristiques du systeme demeu-
re 1nchange. Tci, les caractéristiques évoluent avec les modifications des condi-

tions, aussi on procédera d'une manigére légérement différente :

- si Cj est une condition qui vient d’étre supprimée du systéme : on 1’enleve de
toutes les feuilles de l'arbre ol elle apparait, on supprime toutes les branches

'rmenant'é une feuille vide et tous les noeuds ayant un fils unique ;

C- sl cj vient d'étre ajouté au systdme : on parcourt récursivement 1l'arbre 3

partir de la racine de la maniére suivante :

- Bn une feuille : on détermine une table d'unification pour Cj et 1'ensemble
des condltlons ethuetant cette feuille, et pour toutes leurs caractéristiques
[autres que celles dans le chemin menant & la feuille), et on géndre un sous-
arbre representant cette table qui remplacera la feuille ; '

. en un noeud étiqueté par une caractéristique X,, on cherche a évaluer'xi

sUur c,
J
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* si Xi n'est pas définie : on procéde, comme pour une feuille, par rapport a

toutes les conditions issues de ce noeud ;

* si Xi = k et qu'il existe en ce noeud une branche étiquetée par la constante k :

on poursuit le parcours de l'arbre le long de cette branche ;

* si Xi = k et qu'il n'existe en ce noeud ni branche Kk, ni branche "Autre”, alors

on ajoute au noeud une branche étigquetée k menant & une feuille contenant c; 3

* si Xi = k, et qu'il y a une branche Autre mais pas de branche k, alors on
ajoute une branche k & laquelle on associe un sous-arbre représentant cy et

toutes les conditions de la branche "Autre” ;

+
x si Xi = ”‘?" ou "a " et qu’'il existe une branche "Autre”, alors on-poursuilt le
parcours de 1l'arbre sur toutes les branches du noeud pour Xi = "LP", ou sur

4
n

toutes les branches autres que celles étiquetées par k< a, pour Xi = "g 5

+
% si Xi = "LP" ou - "a " et qu’il n'existe pas de branche "Autre”, alors on ajoute

une branche Autre menant & une feuille contenant cy» et on poursult le parcours

de 1’arbre sur les autres branches comme précédemment.

Analysons, & présent, 1'hypothése relative aux segments. L'usage d'un
outil tel que l'’arbre d'unification est 1ié au fait qu'entre une donnée et une
condition, le demi-unificateur, s'il existe, est unique. La méthode précédente
reste applicable, quelle gue soit la position d’'un segment unique dans une sous-
liste, et cela & condition de pouvoir accéder aux éléments ‘de cette sous-liste

aussi bien & partir du début, gqu'a partir de la fin. L’acce&s ascendant dans une

liste peut 8tre fait de deux maniéres différentes :

- en parcourant la liste jusgu’a la fin (NIL) et en reprenant en sens inverse a

partir de 1a (cofiteux en temps de traitement) ;

- en utilisant des structures de listes doublement pointées (cofiteux en espace

mémoire).



.383.

»*
On notera algébriquement v = (jq'j2' cne ij 3 ji e Z , le sous-
glément de rang k d’une liste, obtenu en prenant :

eme .

- si jk> 0 : le jk glément de la sous-liste [j1- “es l

Jk-1

. s . . eme ... . .
si 3k< 0 : le [L[J1. .o JK_1) + 1 ) glément de (31 . Jk_1].

Ik
On suppose, dans tous les cas, Que V est accessible et gue les carac-
téristiques L(v) et K(v) sont évaluables si définies (on parlera de caractéristi-

ques négatives si v comporte un indice négatif).
La génération de 1l'arbre d'unification se fait d'une maniére similaire
a précédemment. Sculignons rapidement quelques points spécifiques & cette exten-

sion :

- définition de la liste de l'ensemble des caractéristigues évaluables : une sous-

liste de rang k peut 8tre adressée de 2k fagons différentes, ce qui peut condui-
re a 2K caractéristiques identiques du type L ou K. Aussi, on restreindra
1'adressage négatif aux sous-listes contenant un segment ailleurs gqu'en derniére

position (pour accéder aux gléments situés aprds le segment) ;

- définition de la table d’unification : on conservera toutes les caractéristiques

négatives de la liste précédente, car méme celles non discriminantes dans la

table initiale peuvent le devenir dans une sous-table ;

- génération de 1'arbre d'unification : on évite 1'évaluation de caractéristiques

identiques le long d’'un méme chemin par :

. le mécanisme des contraintes de succession (exemple : la caractéristique K(2)
n'est pas définie pour (O H), & moins que L{Z) n'ait été préalablement

évaluée) ; et

. 1'6limination des caractéristiques identiques dans une sous-table (exemple

si L(@) = 3, alors L(1) = L(-=3), K(2) = K(-2}, ...].
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Par ailleurs, le domaine d'application des caractéristiques L sera
défini différemment : pour v donné, sur l'ensemble des sous-listes v des conditions

contenant un segment ', on détermine :

glv) nombre maximum de sous-&léments de v a gauche du segment ;

~

nombre maximum de sous-éléments de v a droite du segment ;

il

dlv)

le domaine de L(v) sera %m, m+l, ..., g{v) + dlv]) - 1 }.

La valeur "Autre” correspond alors & L{v)=d{v) + g(v) ; auquel cas,
pour aucune paire de sous-listes v il n’y a recouvrement entre les &léments
adressés négativement (partie droite), et ceux adressés positivement (partie

gauche d’un segment). On aura le schéma suivant

e P AR Y dlv) i

Exemple 6.5 :»Pour 1’ensemble de huit conditions suivantes (A(CF x)) ;

(A(B Fo)) 5 (A(x B)) ; {(Dx) ; (FH) ; (xCB); (COB); (ABC xJ),

le compilateur décrit dans L 227%3] fournit,en 0.6 s,1'arbre d'unification de 1la
figure 6.4 . On y remarque, par exemple, que le ‘chemin contenant les deux carac-

téristiques K(2.-2) et K(2.2) correspond & une 1bngueur L(2)3 4.

L*information apportée par une caractéristique peut Etre estimée par

[

les m8mes heuristiques que précédemment. On remarque, cependant, qu'a moins de
disposer de listes doublement pointées, le colt d’'évaluation d'une caractéristique
négative est plus élevé : il intégre le colt d'accés au dernier élément d’une sous-

liste et de retour jusqu'a la position adressée.

De plus, l'introduction de segments dans des positions quelconques
accroit, d'une maniére importante, les recouvrements des sous-listes ; ce qui
nécessite un plus grand nombre de tests pour discriminer entre 1les conditions.

A titre simplement illustratif, l'arbre de la figure 6.2 représente onze conditions
ne contenant des segments qu'en fin de sous-liste, et celui ci-dessus n’en

représente que huit ; cependant
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H 2 Autre
Autre
B, H
A C D (o H) ((c o B)} [(o HI]
B H H Autre

_ ltc o BYlta HIJ(D x) (D x)

F Autre
(A(B F o])

(C o 3)

Autre

. (Ale F x)) (Alo F x)XK(2.2 (A&r F xJ))
5\ ¢ (A(B F 0)) -
EKEX B [(A(B F a1 ) e F Autre
(Ale F x )} l(A[a F x))l
R (A(BF o))
B Autre

(Alo F x))| [(Alo F xJ)
(Alx B)) (A(B F 0))

FIGURE B6.4.
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- le premier comporte 14 feuilles de hauteur moyenne 2.86 ;

- le deuxieme en comporte 24, de hauteur moyenne 3.88, soit un test de plus

pour chaque feuille.

On retiendra donc que malgré la compilation en arbre, 1'unification

avec segments reste un processus complexe.

Abordons maintenant 1'hypothése d'absence de données ne s'unifiant
avec aucune condition. Son utilité pour notre approche est évidente : elle permet
de résoudre un probléme de demi-unification colOteux en le transformant en un

probléme de discrimination trés simple.

Sa justification est davantage discutable. Dans la plupart des systémes
de regles de production, les données de la MF sont produites de fagon interne,
par les différentes regles exécutées. La partie conséquent d’'une régle peut
ajouter une donnée dans la MF, la supprimer si elle s'y trouve déja, ou la modi-
fier. Ces deux derniéres opérations portent, en général, sur les données qui ont
instancié 1'antécédent de la régle, alors que l'ajout d'une donnée correspond &
un appel associatif d’'un sous-ensemble de reégles, et dans tous cés cas, l"hypothése

est justifiée.

Par ailleurs, une opération sur une donnée ne s'unifiant avec aucune
condition alourdit inutilement le systéme : on Cherchera, sans succeés a l'unifier,
on abandaonnera sa suppression s'il s'agit de la supprimer. ou de la modifiertrou
bien elle sera ajoutée autant de fois que la régle sera exécutée. Il est donc scu-
haitable d'épurer le conséquent des régles de ce type d'opération, mais il n'est

pas trés réaliste d’en faire porter la responsabilité sur le programmeur.

Dans certains cas, il sera possible de vérifier a priori notre hypothése
sur les données des conséquents de toutes les regles du systéme. Mais, souvent, ces
données comporteront des variables quantifiées gui n'aoquér?font une valeur gu’a
1'instanciation de la regle, et la vérification de 1'hypothése sefa trés difficile

(elle dépend de 1'état initial et de tout état obtenu & partir de lui par fermeture

transitive de 1l'application des regles).
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Par ailleurs, dans 1l'application a la génération de plan en
robotique, il est trés important de pouvoir prendre en compte des données
générées de Fagon externe par un des systémes de perceptlon du robot. Aussi
bien pour ces données, que pour celles dans 1'é&tat initial de 1a MF, notre

hypothése n'est pas justifiée.

Cependant 1’approche développés jusqu’ici restera utilisable, au
prix d'un supplément de coft, dans tous les cas ol des données "inutiles”
risquent d'étre rencontrées. A certaines feuilles de 'arbre d'unification
précédemment obtenu, on ajoutera des tests de confirmation. Ainsi, par exemple,

1’arbre de la figure 6.2. sera transformé en (figure 6.5 ).

Autre
C F

A ~D H B

@ (D x) (H x) K(1)= C @
’ C - 5 E Autre
(C B aﬂ .

K(2) = B C[BF x[tE F x)] [(x Fy)
(x F yYl{x F vy

(C B o)
](A[B C x)ﬂ
Autre
K(2.1) = B )
B Autre

(A(B Fo)) [tatx F y))} [(A(B F_0))]
(Alx F y)) ’ : - FIGURE 6.5.
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Pour une donnée traversant l'arbre :

- si elle rencontre en un noeud interne une caractéristique non définie, ou
bien si le test associé & un noeud de confirmation est négatif, alors cette
donnée sera ignorée (on ne cherchera pas & la supprimer, & l'ajouter ou &

la modifier dans la MF) ;

- sinon, elle sera unifiée aux conditions de la feuille atteinte et traitée

normalement.

On remarque que l’arbre d’unification ainsi augmenté restera, malgreé
tout, beaucoup plus efficace que la procédure de matching classique (le test de
confirmation se fera pour une seule condition, ou un groupe de conditions indis-

tinguables), et ne contiendra pas de test redondant comme le réseau d’unification.

Par ailleurs, il sera toujours possible de traiter séparément, par
deux arbres d'unification, 1'un: augmenté, 1'autre pas, les données produites de

fagon externes, et celles pour lesquelles 1’hypothése est vérifiée.

Terminons cette section en envisageant trés rapidemént les possibili-

tés d'extension de l'arbre de demi-unification & une unification compléte

(sans segment])..

Une donnée d contenant des variables ne traversera plus 1l’arbre par
un chemin unique,‘mais éventuellement par plusieurs chemins : si (d(v]) est une
variable, on poursuivra sur toutes les branches issues d'un noeud contenant la
caractériétique K(v). De plus, en certains noeuds, on rencontrera des caracté-
ristiques non définies pour d : L{w) ou K{w), w sous-liste de v, ne seront pas
définies si d(v) eét variable. L& encore, il faudra prendre toutes les branches
issues de ces noeuds. '

Finalement, les feuilles gui seront atteintes pour d ne correspon-
dront pas aux conditions s'unifiant effectivement avec d, mais & celles suscep-
tibles de le faire. Il restera & vérifier, pour chague paire condition-donnée,
que la correspondance variables-termes obtenue est bien'un unificateur valide

(substitution acyclique, sans affectations multipleé 3 la méme variable).
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En effet, 1'arbre ne prend pas en compte le nom des variables d'une
condition ¢, mais uniquement de leur position dans c. Le fait gu'une donnée d
traverse l'arbre (avec tests de confirmation) jusqu'a une feuille étiquetée par

o, signifie simplement gue :

- les structures de c et de d se correspondent {i.e., seraient identiques si

on remplace les variables par des sous-arbres) ; et

- chaque constante atomique de ¢ correspond & la méme constante dans d, ou a
une variable, ou bien la sous-liste dans laquelle figure cette constante

correspond & une variable.

Admettons, par exemple, que la donnée d = {x(B F z)) traverse l'arbre
de la figure 8. (en faisant abstraction des conditions contenant des segments).
Elle aboutira aux feuilles étigquetées par les conditions {(Alx F y]),‘(D x), et
(H x) dont aucune ne s'unifie & d (par rapport & la premiére, on aura la corres-

pondance (A/x, B/x, y/z}, ol X apparait 2 fois associée a 2 termes distincts].
On peut conclure ces remargues en notant que :

" - gi les variables qui apparaissent dans les données de la MF et celles qui
figurent dans les conditions appartiennent a deux ensembles disjoints, alors

1'unification pourra se faire par un arbre ;

- sinon, dans le cas général, 1'arbre d'unification apportera :

. une restriction de l'ensemble des conditions auxquelles 1'unification

pourra &tre tentée ; et

g éventqellement, une simplificatidn des algorithmes d'unification qui
seront alors utilisés, 1’opération se ramenant & une simple vérifica-
tion d'un systéme de multi-équations trés simplifié {dans le sens de
Martélli et Montanari ['1.5C>}, en notant que 1l'exploitation de leur

algorithme dans cette direction gserait un probléme intéressant).

_-.dans tous les cas, le parcours ‘de l'arbre sera plus codteux que pour la demi-
unification : tests en chaque noeud plus complexes, et exploration d'un plus

grand nombre de chemins.
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6.4. INSTANCIATION DES REGLES

Nous avons décomposé la premiére phase de 1l'interpréteur en deux

étapes :

- unification des conditions aux données de la MF ;

- instanciation des regles.

L'arbre d'unification fournit, en permanence, la liste de toutes les
données s'unifiant & chaque condition. Au début de chague cycle de 1l'interpréteur,
il fournit de plus une mise & jour de cette liste : données qui viennent de la

guitter et celles qui viennent de s'y ajouter.

- A partir de 13, nous aborderons la composition de ces données en ins-

tance de régles valides. Deux cas seront considérés :

- celui ol tout 1l’ensemble de conflit est reguis, i.e., toutes les instances de

toutes les régles valides ; et

- celui ol 1'on cherche une instance d’'une régle particuliére & partir d'informa-

tion a priori .sur 1'utilité des régles dans un état.

6.4.1. INSTANCIATION EXHAUSTIVE

Soit une reégle R dont 1'antécédent comporte les conditions

C,s Chy sea C

1 2 k
a un moment donné avec la condition c; Chague élément de Ci est un demi-

;3 et soit Ci 1'ensemble de toutes les données de la MF s'unifiant
unificateur entre une donnée et cys i.e., une substitution qui & chaque variable
ou segment de cy fait correspondre une sous-liste d'atomes, ou une séquence de

sous-listes.
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On cherche, pour la régle R, tous les k-tuples du produit cartésien
C1 X CZ X aan Ck’ tels que les substitutions associées a chaque k-tuple soient
consistantes, i.e., gu'a la méme variable ou segment soit substituée, partout ol

elle apparait dans 1’antécédent de R, la méme expression.

Bien entendu, & partir de 13, les variables ne sont plus considérées
comme muettes. On fait également intervenir, & ce niveau, les contraintes et
fonctions de "matching” (telles que, par exemple : (x Ay |P(x,y)] qui contraint,
pour une donnée s'unifiant & (x A y), les instances de x et de y & vérifier le

prédicat PJ.

Le probléme est donc de faire,le plus efficacement possible, les produits
Cartésiens relatifs aux antécédents de toutes les régles du systéme ; et de véri-
fier sur chague k-tuple, la consistance de (et, éventuellement, certaines contrain-

tes sur) 1'instanciation des variables.

i Ce probléme est bien connu dans le domaine des Bases de données relatiaon-
nelles, et correspond & 1l'opération de "joint”. Si r'est une relation & n attributs
incluse dans D, X «.. X Dn’ et r' une relation & m attributs incluse dans

1
D', X se0s X D'm, chague Di gtant un ensemble de données élémentaires ; alors le

"j;int" de r et de r', rs r' est le produit Cartésien r x r' restreint aux éléments
ayant des valeurs identiques sur le méme attribut (Cf. par exemple (238) J.

Une des voies poursuivie par les chercheurs dans ce domaine et qui semble é&tre

trés fructueuse, est la conception de matériels spécialisés (adjoints & des pro-

cesseurs universels) pour la réalisation de cette opération "Joint” (158).

Algorithmiquement, 1'approche qui me paralit la plus efficacement
adaptée aux spécificités d'un systéme de régles de production est celle de
Forgy - (486) . I1 détermine 1'ensemble de conflit en différentiel par rapport
3 1'état précédent, en supprimant les instances qui ne sont plus valides et en
ajoutant celles qui le sont devenues. Ceci est effectué par un réseau d'instancia-
tion comportant deux types d’'opérateurs : les noeuds "Produit” pour les conditions

positives et les noeuds "Validation” pour les conditions négatives. Chague noeud
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gére un produit Cartésien restreint, sur leguel consistance et contraintes
d'instanciation des variables ont été vérifiées. Le réseau est construit de
fagon & ce gue les sous-produits de conditions communes aux antécédents de plu-

sieurs régles ne soient effectués gu’une seule fois.

On propose dans (89) - quelques améliorations & cette approche,
gui consistent essentiellement en :

~

- un troisiéme type d'opérateur, dit de "Partition”, destiné a regrouper davantage

~

les sous-produits communs & plusieurs antécédents, et

- une procédure d'actualisation de l'ensemble de conflit, reduisant les parcours

des données sortantes et rentrantes dans le réseau.

Exemple B.7. : Pour présenter informellement cette méthode, reprenons les huit

régles de l'exemple 6.2. On peut remarquer, & propos de leur antécédent, que :

?‘la variable z apparait une seule fois dans RS’ de mé&me gue X dans RB’ y dans

R, et R_, ou o dans R R R_. L'instanciation de ces variables n'est donc pas

™ 3 4* g’ 7 o
contrainte : elles n'interviendront pas dans le réseau d'instanciation pour les
régles mentionnées, et le traitement des conditions oli elles apparaissent en

gera simplifié ;

- les trois conditions (A(B C xJ)), (D x) et (x F y] sont communes aux quatre

reégles R1, R_, R., R,, de plus, aucune paire de condition de ces quatre regles

2’ 3’ 4)
ne figure dans une autre régle. On peut donc traiter 1'instanciation de ces
quatre régles indépendamment des autres. On le fera par le réseau suivant

(figure 6.8)
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(A(B € xJ) (x F y)

(A(B C x)) (x F y) ; (D xJ.

Partition
X

(B F y)

(EFy) R1 | o RS

Produit

Produit
: y

L . IR i‘
R o (A(B C x))=(D x)(x F yJ(B F y]

Validation

FIGURE 6.6. _ | | R
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I1 s'agit d'un arbre structuré par un préordre de rang et ayant

- un ensemble de noeuds correspondant & des piles de k-tuples de données, et

~

- un ensemble de noeuds correspondant & des opérateurs particuliers ayant chacun
deux noeuds péres et un ou plusieurs fils auxquels ils sont chargés de trans-

mettre les modifications intervenues dans les données de noeuds peéres.

On rappelle que la MF est structurée par 1'unification aux conditions
du systeme. Pour.chague condition c; on dispose de la liste des données qui
s'unifient a Cy . et des modifications & apporter & cette liste au début de chague
cycle : données rentrantes ou sortantes en MF (information gérée par une pile de
pointeurs aux données, ou plus économiquement, de pointeurs aux instances des

variables de cy correspondante a chague donnée).

Ces modifications se propagent dans 1l'arbre d'instanciation en deux

phases
- traitement des données sortantes, puis
- traitement des données rentrantes.

La propagation de chaque phase se fait d'une fagon compléte par rang
(on actualise tous les noeuds donnés de rang r avant d'aborder la propagation au
rang r+1). Les procédures relatives & chacun des noeuds-opérateurs sont les sui-

vantes :

Noeud "Produit” : posséde un fils unique et ses deux péres jouent un rdle symé-

trigue :

- pour une donnée d (ou un k-tuple) sortante dans un pére : on examine la pile-

fils, et tout prbduit ol figure d est marqué comme produit sortant ;

- pour une donnée d rentrante dans un pére : on examine la pile de 1l'autre pere,
et pour chaque d' tel que (d x d') correspond & une instanciation consistante,

on transmet au fils (d x d') comme produif rentrant.
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Noeud "Partition” : possé&de deux péres, l'un au moins correspondant a une condi-

tion négative, et deux a trois fils (dans le cas général, les peres sont associés
a deux conditions 4 et e, et les fils aux piles des trois produits

[f:,| X 02], (01 X = c2], ( c, X 02]].

- pour une donnée d sortante en c; ¢ on passe en revue la pile (c1 X 02], tout
produit (d x d') ol apparait d est marqué sortant de (01_x 02],'et si d' ne
figure qu’une seule fois dans [01 X 02], d' sera marquée rentrante dans

(= c xczl;

1

- pour une donnée d rentrante.en c, : on examine cé, tout produit (d x d’') con-
sistant est marqué rentrant dans (01 X CZ] et s'il n'existe aucun tel d' dans

bz, d est marqué rentrant dans [01 X = 02).

Noeud "Validation” : correspond & un cas particulier du noeud "Produit” ot seul

un des deux fils (01 X = 02] ou [ — c, X C2] est retenu {on maintient cependant.

;a pile (01 X c2]].

Remarques. :

- un produit tel que (= g, X Mc, X c3] peut &tre obtenu comme fils d’'un noeud
"Partition” (ou "Validation") dont un pére serait [01] et 1'autre (= c, X c3]

par exemple ;

- chaque opérateur est étiqueté par la, ou les variables sur lesquelles doivent
'porter les vérifications de 1l'instanciation. Pour une condition ne contenant
aucune variable contrainte (cas de (B F x] dans RB], les opérations précé-

dentes se raménent au plus & un produit Cartésien, et au mieux, & une trans-

mission ou blocage d'une pile entiére.

L'implémentation de cette phase d’instanciation des régles, par la
méthode décrite ici, n'a pas encore été faite. Aussi, nous ne proposons pas de
procédure particuligre pour la génération de 1'arbre d’instanciation. On pense
pouvoir dinspirer des algorithmes utilisés en Programmation dynamigue "non-série”

{probléme primaire'd'ordre d'élimination des variables (15) } ; ou bien
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de certaines méthodes d'optimisation utilisées en compilation, telles gue les
technigues de décomposition et de recherche de sous-expressions communes & plu-
sieurs expressions (5) . I1 nous reste également & préciser plusieurs

détails sur la réalisation des opérateurs proposés.

6.4.2. INSTANCIATION SELECTIVE

Dans cette section, ainsi que dans la suivante, aucune contribution
spécifigue ne sera développée. On se contentera de proposer quelques idées pros-

pectives sur des problemes ouverts.

S'ilrest exact que peu de données seront en moyenne modifiées dans la
MF a chague cycle, la phase d’unification donnges-condition sera peu colteuse. Sa
complexité est proportionnelle au nombre de données modifiées et & la hauteur
moyenne de 1'arbre, laquelle, raisonnablement, est en O(log |C| }; ‘C\ gtant 1le

nombre de conditions distinctes du systéme .

La phase d'instanciation des regles risque, par contre, d’'&tre plus
pénalisante, puisqu'elle porte non seulement sur les données modifiées, mais aussi

celles qui ne 1l'ont pas éte.

Sa complexité fera intervenir le nombre d’instances de régles modifiées
dans 1l'ensemble de conflit, ainsi que le produit des nombres totaux de données
s'uni?iént aux conditions de ces régles ; ce qu'on peut estimer en
o( ]MR! x ( |MF‘/ |c| 17}, en admettant a conditions par régles et |MF|/ | c| données

"dans la pile associée & chague condition.

Par ailleurs, une fois 1l'ensemble de toutes - les régles valides généré,
il faudra résoudre le conflit en choisissant une instance particuliere, lequel
choix peut lui-méme &tre treés colteux et de complexité proportionnelle & la dimen-

sion de l'ensehble de conflit.

L’'idéal serait de pouvoir anticiper sur la résolution du conflit avant

1'instanciation des régles. En quelque sorte, on admettrait par avance que les
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régles "utiles” dans un gtat sont susceptibles d'y étré valides, et on fournirait
a la procédure d'instanciation le nom de la régle gui aurait été sélectionnée dans
ce cas, en lui demandant d’'en chercher une instance {éventuellement, une instance
particuliére). Connaissant les données s'unifiant & chaque condition, la procé-
dure d'instanciation serait alors immédiate. Notons qu'on pourrait également
fournir & cette procédure un sous-ensemble, ordonné par préférehce, de regles dont

il s'agirait de trouver la premiére valide.

Le principe auguel on pense immédiatement pour la mise en oesuvre d'une
telle approche, est celui du chainage arriere selon 1'archétype canonigue de
STRIPS.

L'intégration des outils présentés ici se fera de la maniére suivante :
- 1'objectif & atteindre {sous forme de conjonction de conditibns positives ou

négatives) est considéré comme une regle particuligre dont le conséquent produit

1'arrét du systéeme ;

- toutes les conditiohs des antécédents des régles (y compris 1'objectif) sont

compilées en un arbre d'unification (1'arbre-antécédent] ;

- les données dans les parties "ajout” des conséquents des régles ("add-list”}
contiennent, en général, des variables qui sont instanciées en méme temps gue
la régle . On les considére comme un ensemble de conditions, et on les compile

en un deuxieme arbre d’unification (1'arbre-ajout). Les feuilles de cet arbre

seront étiquetées, non seulement par ces conditions, mais aussi par les régles

qui les produisent. D'une maniére similaire, on construit un troisiéme arbre

(1'arbre-suppression) pour les ndelete-list” des conséguents.

On procédera alors ainsi :
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- toutes les données de la MF définissent 1’état initial traversant 1'arbre-

antécédent ;

- on met la régle~0bjectif au sommet d’'une pile de régles en attente d’instancia-

tion, puis on itére sur ce qui suit jusqu'ad la rencontre d'une régle d'arrét

. on cherche & instancier la regle au sommet de la pile (produit consistant des

sous-ensembles de données associées a son antécédent)

- si1 on y parvient, alors on exécute son conséquent (modification de 1'état
de la MF et incidence sur 1’arbre-antécédent), on 1l'enléve de la pile, et

on poursuit sur la regle suivante ;

- sinon :

- on choisit un sous-ensemble A de données, positives ou négatives, suffisantes

pour compléter une instanciation de cette régle que 1'on met au sommet de la

pile ;

les données de A traversent, suivant leur type, 1'arbre-ajout ou 1'arbre-
‘suppression, et on choisit une regle, parmi cellrassociées aux feuilles atteintes

par ces données, pour la mettre au sommet de la pile.

Cette procédure admet 1'hypothése implicite que le choix de la régle a
instancier pourra se faire sur la base de la simple unification des données néces-
saires & l'objectif partiel (ensemble A] avec celles des données modifiées par
cette reégle, chaque couple &tant considéré isclément (on ne cherchera pas une

instance compléte d’'un conséquent).

Si cette hypothése n'est pas valide, alors on n'élimine plus le probléme
de 1'instanciation exhaustive. On le déplace simplement de 1'antécédent des régles
a leur conséquent, ce qui correspond tout de méme a un gain, car l'ensemble de
conflit est, en général, beaucoup plus important gue 1l’ensemble des régles modi-

fiant certaines données.

Soulignons, finalement, gque les trois arbres de demi-unification proposés
ici amélioreront 1'efficacité des générateurs de plan du type STRIFS, mais ne
résoudront en rien tous les problémes qui leur sont inhérents, en particulier ceux
des divers choix non-déterministes (guel ensemble A, guelle régle), et ceux de

-

gestion du graphe de recherche et de backtracking.
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6.5.APPROCHE POUR UN PDO GUIDE PAR UNE RECHERCHE HEURISTIQUE

Les méthodes de recherche heuristique dans un graphe d'espace d'état
(ou dans un graphe ET/0U) sont parmi les outils les mieux formalisés de 1'Intel-
ligence Artificielle, et considérés dans la littérature comme le moyen le plus
adéquat pour guider un PDO. Pourtant, 3 ma connaissance, aucun SRP n'utilise veé-
ritablement un algorithme de recherche heuristigue (& 1l'exception d’exemples
académiques simples, tels que le B—puzzle). On se contente, le plus souvent, d'une
simple recherche en profondeur, 1imitée arbitrairement, et sans possibilité de

détection de circuit.

Deux arguments pour justifier le recours a3 des méthodes dont on connait,

a priori, 1l'inefficacité :

- la difficulté de définir des heuristiques suffisamment précises et ayant les

propriétés requises de monotonie ou minoration ; et surtout

- la difficulté de caractériser l'état u courant de 1l’espace de recherche et de
répondre trés rapidement aux questions (fondamentales pour tous les algorithmes
du chapitre 2) : u est-il développé ?,u est-il pendant ?, u est-il fils de v ?

>[u cQ ?,ue P?, ue I(v)?l.

Si 1'on admet gque 1'optimisation (ou 1'€ —oﬁtimisation] du colit de mise
en oeuvre d'un plan (selon un modéle précis différenciant les colits de chague
opérateur) est, aujourd'hui, un probléme secbndaire par rapport & 1'optimisation
de son coft d'obtention (i.e., l'optimisation du PDO qui le génére), alors la
premiére difficulté peut &tre en partie résblue par les heuristigues connues du
type "Means-erdranalysis” (40) et ses nombreuses extensions (65,89) .

En effet, le modéle de colt associé a 1’espace de recherche est alors trés simple,

.. et seule une heuristique du type hC est nécessaire.

Un probléme beaucoup plus complexe est & l'origine de la deuxiéme dif-
ficulté. Un état u de 1'espace de recherche est caractérisé par toutes les données
" présentes en MF (de l'ordre de la centaine de données structuréesj, et répondre
aux guestions évoquées, signifie la sauvegarde de tous les états antérieurs de la

MF, et la comparaison de 1'état u & tous ces états.
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La complexité de la tadche semble, a priori, remettre en cause le
bénéfice de tout algorithme de recherche efficace (& 1'exception, encore une fois,
de problémes de jeuxet autres cas simples ol u peut &tre caractérisé par un entier
tenant sur un mot machine). Elle nous semble, cependant, envisageable grace & la
étructuration de la MF proposée ici, et & 1’utilisation des techniques les plus

efficaces de tri. Développons rapidement guelques idées dans ce sens.

"On remarque, tout d'abord, gue seules les données s'unifiant avec au
moins une condition du systéme, partitipent & la caractérisation de 1'état u
{les autres données n'interviennent en rien dans 1l'instanciation des régles dans u,
ou dans tout autre état). De plus, l'arbre de demi-unification est construit de
telle sorte que toute donnge "utile” débouche sur une et une seule feuille de cet
arbre. La structuration de la MF pas sous-ensembles de données associées aux

feuilles de 1’arbre, est donc complete et sans redondance.

Par ailleurs, les données dans chacun de ces sous-ensembles ne différent
que par les instances des vafiables. On ne retiendra donc que ces instances, en
considérant celles de chaque variable comme une "clé” sur un domaine ordonné (par
exemple : ordre alphabétique, ou position dans la table des symboles des constantes

correspondantes).

. &me . . .o . L

Ala i feuille de 1'arbre de demi-unification sera donc associe un
sous-ensemble Ei de r-tuples (r = nombre de variables pour cette feuille) de clés
~ordonné, ainsi que certaines caractéristiques de ce sous-ensemble faciles & déter-

miner (par exemple, son cardinal |E | ).

Finalement, il sera avantageux de caractériser chaque état en différen-
tiel par rapport a 1'état initial ug Pour un  -arbre de demi-unification possé-
dant 1 feuilles, u, sera caractérisé par 1 sous-ensembles vides. S5i [E1,...E1]
caractérisent un état v, alors la caractérisation de u fils de v eét[E'1,...,E'1],
chague E':.L étant obtenue par la mise & jour de Ei (ajout des données rentrantes
et suppressions des donTées sortantes produites par la regle faisant passer de v &

. s . eme . . . 2 s .
u.et aboutissant a la i feuille). Si Ei n'‘a pas varié de v a u, il sera commun

aux deux états.
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On associe & chague ensemble d'états particuliers (états pendants,
gtats développés) un arbre de recherche (par exemple du type "Quad-tree”, ou
toute autre technigue de structuration d’un ensemble de l-tuples (123) )
dont les feuilles sont étiguetées par les [lqu . [E2| . e |El|) distincts
des états de cet ensemble. Pour déterminer si u € P, on commence par chercher si
la configuration (lE1]. ... |E

1
ble (recherche trés peu colteuse)

) qui le caractérise est présente dans cet ensem-

- si elle n'y est pas, alors u ¢ P, et on 1'ajoute éventuellement (si u doit figu-

rer dans P) ;

- sinon, on restreint la comparaison de u auxiétats ayant le méme 1l-tuple
-[|E1|. ...|E1| } que u. Pour chague paire u-v & comparer, on paSsera en revue,
dans un certain ordre, les feuilles distinctes qui leur cqrrespondent. lLes en-
sembles qg r-tuples Ei[u') et Ei(v) étant ordonnés, leur comparaisoh se fera
séquentiellement (premier élément & premier é&lément, ...) en s'arrétant et en

abandonnant la comparaison & v d&s la premigre différence.

En pfemiére analyse, la lourdeur de 1'approche proviendrait essentielie-
ment de 1la géstion des structures associées aux sous-ensembles d'états, et de
l'ordonnancement'des_l~tuples d'ensembles [E1, ...,AEl] caractérisant chague état.
Elle nous parait cependant praticable, surtout si le nombre de données modifiées

~par chaque régle est faible, et si 1 est grand.

Insistons sur le fait que le bénéfice éventuel d'une telle gestion de

; 1'espabe‘dg recherche ne devra pas &tre apprécié uniguement au niveau du codt
(utilisation de meilleurs algorithmes pour guider le PDO, simplicité du backtrac-

"king), mais également au niveau décisionnel, puisqu’elle permet de préserver la

semi-décidabilité du systéme : s'il existe une solution, elle sera trouvée

(preuve d'admissibilité ou d’ e-admissibilité des algorithmes du chapitre 2).

000
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B5.6. CONCLUSION

Ce Chépitre a permis de développer un modéle de Processus Décisionnels
Ouverts, pour la génération de plans en Robotique, & partir des Systeéemes de

Reégles de Production.

L’analyse des PDO, dans l'optique de cette thase, montre que la complexité
d'une étape €lémentaire de ces, processus provient essentiellement de 1'acces

associatif aux données.

Le Chapitre a développé une méthode originale, qui interpréte cet accés
comme un PDF, et qui compile en conséquence les antécédents des régles. Ce pré-
traitement conduit & une procédure de demi-unification améliorant les "Pattern-

matcher” connus.

La complexité de 1l'ensemble du PDO est celle des algorithmes et stratégies
de recherche mis en oeuvre. Une approche pour 1l'utilisation des algorithmes

de recherche heuristique & -admissibles développés au Chapitre 2 est proposé.

ODO
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Les contributions que propose ce mémoire ont été résumées dés
1'introduction et rappelées & la fin de chacun des chapitres ou le probleme
correspondant est développé. Je n'y reviendrai pas ici. Un aspect mérite
.cependant d’&tre souligne, c'est les rapprochements. et paralléles qui sont
établis entre des concepts et des outils utilisés jusqu'a présent dans des

disciplines relativement cloisonnées, particuliérement :

- entre les méthodes de Recherche Heuristique et Résolution de Problémes
en Intelligence Artificielle, et celles d’Optimisation Combinatoire en

Recherche Opérationnelle, et

- entre les systémes de régles mettant en oeuvre des Processus Décisionnels -

Fermés, et ceux conduisant & des Processus Décisicnnels Ouverts.

=

Ces rapprochements se sont révélés fructueux & plusieurs niveaux :

- extension des procédures de Recherche Heuristique & des schémas d’approxima-

~

tion, et leur application & l'optimisation des PDF,

- mise en évidence d'un PDO comme processus faisant intervenir une ségquence de

PDF, et optimisation de chacune de ses étapes élémentairesen conséquence,

- formulation de 1'optimisation d'un'PDO en tant qul minimisation de la

complexité'diune procédure de Recherche Heuristique.

A cbté des contributions et résultats'obtenus, que j’ai essayé de -
dégager tout le long de ce mémoire, l'approche adoptée et les solutions proposées
se situent dans des limites qu’il me parait nécessaire de relever dans cette

conclusion.

La limitation la plus importante me semble &tre la restriction de
texte 1a'prob1ématique abordée & des processus essentiellement séguentiels,
et la non-prise en compte dans ces processus- d'un quelconque.nivead de
parallélisme: Le risque réel (dont je suis conscient pour l'avoir observé sur
des problématiques étroites telle que la minimisation du nombre de "portes”
d'un opérateur Booleen), -est qu'une technologie, qui se maintient en progression
~géométrique, ne rende pbsqléte une approche qui n'intégre pas les problémes de

- décomposition de processus décisionnel en plusieurs processeurs/décideurs et ne

prend pas en compte leur coordination. Dans le domaine de la Robotique, ce risque

n'est plus & mettre au conditionnel. Deux remarques cependant permettent
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d'espérer que les solutions et outils développés ici ne seront pas totalement

inutiles dans une approche plus générale :

1) Sauf dans des cas tres heureux et des situations de grande abondance
{processus entierement décomposable, disposant d'un processeur par tache
élémentaire et convergent en une seule &tapel) un processus décisionnel
restera séquentiel & deux niveaux

- au niveau de chacun des processus é€lémentaires qui le décomposent, et

- au niveau de leur coordination, la décomposition restant en général imparfaite.

2) Le degré de parallélisme le plus ttendu ne changera en rien la classe de
complexité d'un probléme NP-complet ; et des algorithmes exponentiels, tels
gue ceux abordés au Chapitre 2, continueront & exiger des approches par

approximation, des heuristiques et des stratégies de résolution.

La deuxiéme ouverture importante que cette thiése n'a pas abordée

est celle de 1'algorithmique probabiliste. Le probleme de l'optimisation

dynamique (qui me parait trés séduisant, et pour lequéi une approche a été
proposée au Chapitre 4} ne pourra en particulier &tre résolu d'une fagon
satisfaisante sans 1'introduction de modeles théoriques et de mesures
d'incertitude ; modeles et mesures nécessaires pour quantifier finement,
aussi bien le degré d'approximation des solutions fournies (au lieu des
simples majorants proposés ici), que la complexité des algorithmes de

recherche.

Les difficultés de ce dernier probléme, pour des algorithmes tel
que Ag et AOg , sont nombreuses et ont été soulignées aux Chapitres 2 et 4.
I1 est cependant important de s'y atteler car 1'approche expérimentale n’est
pas trés satisfaisante & mon avis. La validation empirique d'un algorithme
ou d'une méthode de rééolution, ou plus généralement l'assimilation d'un

>

programme a une expérience scientifique (assimilation courante en Intelligence
Artificielle) fait face a une difficulté méthodologique importante ;

.= d'une part le nombre d'observations et de points de mesures qui peuvent &tre
fait ‘dans le meilleur des cas restera trés négligeable par rapport aux dimen-
sions de 1l'espace des données raisonnablement possibles (m@me les 30000 essais

de (64) sur le domaine trés restreint du "8—pu2218” représentent moins de 1
échantillon sur 3 million de points), et - d'autre part le degré de variabi-

lité du comportement d'un programme, d'un jeu de données & l'autre, est trés

grand.
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Au deld de ces 2 limitations majeures de 1l’approche développée

dans ce mémoire, plusieurs problémes ouverts ont &té rencontrés, et pour

lesquels je n'ai pu proposer au mieux que la définition d'une problématique

et une esquisse possible de résolution. Parmi ces problemes, il me parait

intéressant de rappeler :

l’applibation a 1'identification d'objets partiellement observés, probléme
a8 mi-chemin entre la perception bidimensionnelle et tridimensionnelle,

la mise en oeuvre effective d'algorithme tel que A et AOg pour guider
et optimiser un PDO, et 1l'’évaluation du colit de gestion de la recherche
inhérent & ces algorithmes,

1'extension des méthodes de demi-unification (dans le sens proposé icl ou
différemment) & 1'unification compléte, et la comparaison aux meilleurs
algorithmes connus,

1'étude comparative des variantes d’acces associatifs (unification demi-
unification; avec ou sans opérateur du type segment) en quantifiant le
compromis entre la complexité du matching et la puissance expressive des
regles,

dans le mé@me sens que précédemment, étude comparative (plus approfondie que
les paralléles syntaxiqués proposées ici) entre les systémes de regles

de ré-écriture et ceux mettant en oceuvre une procédure d'inférence formelle.

_ Pour clore ce mémoire, je voudrais mentiomner gque sur plusieurs

des problémes ouverts abordés dans cette conclusion (notamment celui des

processus décisionnels non strictement séquentiels, et celui de 1'identifica-

tion d’'objets partiellement observés) le travail de recherche a déja démarré

~ -~

au L.A.A.S. J'espére gue je pourrai continuer & m'associer a cette recherche,

et que sur un plan plus général, la lecture de ce mémoire contribuera & une

meilleure formulation de ces problémes ouverts et & leur résolution.

ODO
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On discutera, dans cette annexe, deux méthodes simples de segmenta-
tion d’uh espace de représentation constitué par n caractéristiques conditionnel-

lement indépendantes. On établira les deux propositions :

Proposition 5.1. @ Le partitionnement par seuil unique entre deux classes ne

permet pas, en général, de respecter une contrainte sur la probabilité d'erreur .

Proposition 5.2. : L’introduction d’une bi-partition par classe (sous-domaine de

sgélection et sous-domaine d'excluéion pour chaque classe u)j) permettra de res-
pecter cette contrainte, mais ne garantira pas une identification de 1'objet

inconnu & la classe la plus probable (compte-tenu de 1’informaticn disponiblel.

Segmentation par frontiére unique

~

La preuve de (5.1) est extrémement simple & établir sur un: contre-

exemple oomportanﬁ une caractéristique unique X et deux classes u% et W, .

Exemple A 1. : Soit la caractéristique X dont les densités conditionnelles pour

1
A R

w, et 032 sont données en figure f.1.

'JV

FIGURE A 1.

On veut partitionner K par.un seuil unique © de fagon a avoir les

deux régles d’identification :

1

n"gi . X(e) = © , alors e € u)z "

"3i X(e) <« © , alors- e & W, "
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La probabilité d’erreur sera alors :

. &
Pr [erreur] = Pr (w,) f Py (%) dt  + Pr (wa)f P, (t) Akt .
e -l

On peut simplifier 1'exemple en admettant des densités Gaussiennes

-

de méme écart type, et des classes & priori équiprobables. D’'ol

e - - 6_
7201 -¢ (—) - § (—2) )

il

Pr [(erreur]

-L/2
avec ¢ (x) ='f 1 e akt
- o Y2TT .
Méme en positionnant 6 & la valeur conduisant au minimum de cette
expression (i.e., O = (my - mq)/2), 1'erreur pourrait &tre trés importante, par

[

exemple 7 % pour my, - mq = 30,

Par ailleurs,,l'introduction de plus de deux classes d'objets avec

les régles du type :

"Si X(e) < O . s alors e appartient au sous-ensemble de classes
dont la moyenne est inférieure a O »,

et la prise en compte de plusieurs caractéristiques ne modifie pas le résultat
précédent : se donner comme seul degré de liberté, la position des seuils

ne permettra qu'’exceptionnellement de satisfaire une contrainte sur la probabilité

erreur.

Segmentation par bi-partitions

On évitera cet inconvénient si 1'on accepte une partition de 1'espace
de représentation avec des zones de non-classification, lesquelles correspondront

aux sous-domaines oll la probabilité d’erreur est plus grande gque la contrainte.

Une procédure simple serait de définir une bi-partition de 1'axe X

‘relativement & chaque classe Ubi en

(i) KSi : zone ol uJi est "sélectionnée" par la caractéristique X _;

(ii) K =KS;: zone ob u)i est "exclue” par X.
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La partition globale de 1l'axe K sera le produit de ces bi-partitions :

2{ [KSi s K - KSi) = (Kq, K2, eras kr] ;s avec les régleg suivantes :

"Si . X(e) € Kj , alors e eiwi | kj < KS:.L}

Exemple f.2. : On obtient, pour 1'exemple précédent, la partition suivante :

A r,

Wy ///// K S 4 T S v / // //
w, 2 // oz //////1 KSa

[ i H : 1 }
%-1 . ’ &,2_ hs ﬁ’.q &.5
FIGURE R.2. ’

. La composition de plusieurs caractéristiques, partitionnées comme

précédemment, se fera suivant la régle de conjonction : il y aura identification

-~

de e a a& si 1'intersection des sous-ensembles de classes sélectionnées par les
caractéristiques évaluées est exactement wi' Si cette intersection est vide, ou
bien si elle comporte plus d’une classe et qu'aucune caractéristique non encore

" gvaluée ne reste disponible, le systéme concluera par la non-classification.

Dans 1’ exemple précédent, et si on ne dispose que d'une seule carac-

terlsthue, 11 y aura non- cla351flcat10n en k1 k et k

Evaluons, & présent, la'probabilité d'erreur d'un tel classifieur :
Pr | erreur] = }E.Pr'(a&) . Pr[érreurﬁwi] ; et
L v

Pr [ erreur/wj:_]- = ;i Pr[identifier wj/ ]
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Dans le pire cas, il y aura identification de tnj sachant U)i si au
moins une de r caractéristiques évaluées (par exemple X1] eXclut UJi, et les

{r-1) autres sélectionnent U)i

Pr[identifier “H/UEJS Pr[X1(e] excluttoiﬂni] X Pr[XZ(e] séleotionnetﬂi/uﬁ ]

z = w
... x Pr [ X (e) sélectionne i/ug] .

Si 1'on définit les zones de section et d’'exclusion, KSi et KEi’ de

"chaque classe uoi par :

/ pi(t).dt = >L ;. ¥x, y : x € KE, y¢KE = plx)<ply) ; et KS = K - KE
KE. .
1

on aura :
Pr [identi-Fier wj/wﬂs A1 _>‘]r—1 5 pour r caractéristiques évaluées ;
Pr[erreur] < =1 A [1_)‘]1‘-—1 pour m classes.

Finalement, si 7 est la contrainte fixée sur la probabilité d’erreur,

il suffit de prendre : A g i)

Erjf?—- pour'la respecter.

La non-classification correspond & deux cas de figure

- 1l'intersection des sous—ensembles de classes sélectionnées est vide : la
probabilité de cette situation admet le méme majorant que la probabilité

d'erreur ;

- deux (ou blus de deux) classes demeurent sélectionnées aprés 1'évaluation de
toutes les caractéristiques connues : la probabilité de cette situation dépend
du cas particulier traité et neipeUt gtre a priori méjorée‘[pour une seule
caractéristique et déux-classss dont les densités se recouvrent largement, cette
probabilité peut &tre arbitrairement proche de 1). On peut, cependant, la calcu-
ler assez>simplement, et sa connaissance fournit & 1'utilisateur une bonne indi-
cation du pouvoir séparateur du classifieur. Dans 1'exemple précédent, elle

correspond & :

fk [Pruw,) p,(t) + Pr,) p ()] dt .
3
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Ce classifieur est trés facile & mettre en osuvre, mais il a un in-
convénient majeur : il conduit & une identification qui ne correspond pas toujours
au. maximum de vraisemblance. En effet, dans un ensemble de situations qui peuvent
gtre de probabilité non négligeable, la classe identifiée n'est pas la plus proba-

ble, compte-tenu de 1l'information dont on dispose. Autrement dit, si au lieu de ne

retenir que le segment auquel appartient la mesure effectuée, on conservait la
valeur de cette mesure, un calcul des probabilités a postériori conduirait, avec
les mémes hypothéses, & une classification différente de celle obtenue par les ré-

gles de décision précédentes.

Exemple §.3. : Déterminons guelle peut &tre, dans un cas défavorable, la probabilité
: de ces situations. Reprenons, pour cela, l'exemple de deux classes W 1 et w 5

8 3 priori équiprobables, avec deux caractéristigues X et X' de densités Gaussiennes

“ _normales (figure £.3.). Si s est tel que m*s pltl).dt = 1 - A, le domaine

de sélection dans chaque cas est alofs le sgé%ent [ m- s, m+ s]. Un exemple

_ défavorable de recouvrement des distribﬁtions est celui de la figur@aq,4n avec

% m, = m, + 8 et m'2 = m'1 + 2 8.

Dans un tel systéme, il y aura identification a ‘u)1, alors que 5

est & postériori la plus probable si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

. X(e) = x " tel que XGKS,]ﬂ KS2 ; di.e. : MEXEM + S
. X'(e) = x' tel que x'EKS'," et x' ¢ KS’2 5 i.e. s m'-sg&x'Em'+s
] k] v .’
. p1(x) p 1(x ) < p2(x] P, (x']
Cette dernigre relatign conduit a :
’ ’ ] ’ -
P 2(x ) /P 1(x ) P1(x} / PZCX] >0
eZs(n'—m'—s) ~s{x-m-s/2)

-— e >0

2(x'-m’') + x-m = 58/2 0

. La probabilité de cette situation est donc celle de trouver le point

(x,x') dans le triangle hachuré (figure §§.4.).
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En tenant compte de la situation symétrique (identification a u)z
alors que u)1 est la plus probablel), et pour s = ¢ (écart typel), la probabilité

de classification autre gu’au maximum de vraisemblance est alors :

m+s m'+g
[172 5m+5+2 (p,(t) + p(t)dt)] x[1/2 fm{+35/4 (p',(£) + p', (£))dt | =

174xP (1) x (P (5/4) - P (3/4)) = 0.0103.

Ce contre-exemple établit la proposition 5.2. De plus, il est assez
simple de montrer, gqu'au pire des cas, la probabilité précédente croit avec le nom-
bre de caractéristiques et de classes d'objets. Dans un exemple similaire de trois
classes et trois caractéristiques, 1'identificétion ne correspondra pas a la classe

la plus probable dans 1.7 % des cas.

Pour résumer l'argumentation justifiant la méthode adoptée au chapitre 5,
on cherche & retenir, autant que possible, 1'avantage de la classification Baye-
sienne [minimisation de la probabilité d’erreur), tout en évitant ses inconvénients

(lourdeur, complexité, difficulté d’apprentissagel}. Autrement dit, on voudrait
une partition de 1'espace de représentation qui permette une RFS par simple

localisation d’une mesure relativement & des bornes (simplifiant ainsi 1'appren-
tissage et la génération du classifieur), mais on ne s'autorise pas & négliger
~une information disponible gquand cela détériore sensiblement les performances du

systéme.

Il a été possible de satisfaire cette double exigence dans le cas de

notre application, grace a la marge de non-classification, importante relativement

& 1la marge d'erreur que l'on s’autorise.

ODO
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