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THÈSE DE DOCTORAT
DE L’ ÉCOLE NORMALE SUP ÉRIEURE DE CACHAN
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Remarque sur les notations

Considérons une applicationf d’un ensembleX vers un ensembleY :

f : X −→ Y
x 7−→ y = f (x)

(1)

Nous notonsf (x) l’image dex par l’applicationf .

Considérons maintenant une applicationa d’un ensembleE versYX, l’ensemble des
applications deX versY :

a : E −→ YX

e 7−→ f = a(e)
(2)

L’application f , qui est l’image deepar l’applicationa, est donc notéea(e).

Avec ces notations, la quantitéa(e)(x) désigne donc l’image dex par l’image deepar
l’applicationa.
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Introduction

Le contrôle des vibrations d’une structure sous chargement dynamique est un su-
jet d’études important. Il couvre des applications variées comme la réduction de bruits
indésirables, la maı̂trise des processus de fabrication ou bien encore la préservation de
l’intégrité physique de composants mécaniques ou de grands ouvrages. Tous ces besoins
ont motivé le développement de la maı̂trise des oscillations de systèmes vibrants de plus
en plus complexes. Cependant, il reste des exemples de structures qui ne peuvent pas être
traités efficacement en l’état actuel des connaissances.

Lorsque le comportement de la structure est aléatoire, ou bien lorsqu’il évolue dans le
temps, il devient plus compliqué de diminuer efficacement les vibrations. Des difficultés
supplémentaires peuvent survenir quand on souhaite contrôler les oscillations d’une
famille de structures similaires tellement grande qu’il n’est plus raisonnable de traiter
chacun de ses membres individuellement. Tous ces cas de figures peuvent se retrouver
dans un ensemble de cartes électroniques embarquées. C’est donc un exemple sur lequel
nous allons nous appuyer tout au long de cette thèse.

Pour réduire des vibrations, les procédés les plus faciles à mettre en œuvre reposent sur
un contrôle passif [Mead 98], c’est-à-dire sans retour d’informations sur les oscillations
de la structure. Ils sont réalisés grâce à des raidisseurs et/ou des amortisseurs judicieu-
sement placés. Malheureusement, ils ne fonctionnent que sur une plage de fréquences
limitée et accroissent significativement la masse, ce qui peut être rédhibitoire pour du
matériel aéronautique.

Pour avoir plus d’efficacité et moins de masse ajoutée, on leur préfère des procédés
de contrôle actif [Jzquel 95]. Ils sont décomposés en trois phases. La première phase, dite
d’observation, est la mesure des oscillations de la structure. Cela peut se faire notamment
à l’aide de capteurs piézoélectriques ou de lasers. La phase de réflexion consiste à calculer
le chargement à imposer à la structure afin de réduire les vibrations. La dernière phase,
dite d’action, est la mise en application de ce chargement. Pour remplir cette fonction,
on peut par exemple utiliser des actionneurs piézoélectriques (structures légères) ou des
vérins hydrauliques (structures plus massives).

Lors de la phase de réflexion, le calcul des sollicitations `a exercer sur la structure à
contrôler requiert un modèle numérique satisfaisant. Il doit être le plus fidèle possible à
la structure instrumentée. Le domaine de la validation regroupe les méthodes s’efforçant
de résoudre ce genre de problèmes. Les plus adaptées aux sciences de l’ingénieur sont les



2 Introduction

méthodes de recalage de modèles, dont un état de l’art peut se trouver dans [Ienny 09].
Le recalage de modèle consiste à se donner une distance entre le modèle numérique et

les résultats d’essais sur la structure instrumentée. Cette distance constitue une fonction
objectif qu’on cherche à minimiser, et dont la définition varie d’une méthode de recalage
à l’autre. Les plus répandues s’appuient sur des équations aux dérivées partielles (EDP)
paramétrables. Un modèle numérique est construit pour trouver une solution approchée à
ces EDP. La distance aux mesures est enfin calculée à partirde cette solution.

Quel que soit la méthode de recalage, l’évaluation de la fonction objectif peut devenir
très coûteuse. La première source d’accroissemment destemps de calcul est la taille du
modèle numérique. Les coûts augmentent aussi quand on introduit des incertitudes ou des
probabilités dans le modèle afin de pouvoir prendre en compte des phénomènes aléatoires.
Les temps de calcul peuvent également être rédhibitoires lorsque le nombre de modèles à
recaler est trop grand.

Deux approches, compatibles entre elles, permettent de réduire les coûts. La première
consiste à faire une réduction de modèle, c’est-à-dirediminuer la taille du problème
numérique. Cette réduction peut être faite à l’aide d’une projection dans une base
modale par exemple, ou encore par une méthode de condensation . . . C’est le choix qui
a été retenu par exemple dans [Feuardent 98, Deraemaeker 01]. La deuxième approche
consiste à construire une approximation de la fonction objectif. C’est la démarche qui a
été privilégiée dans cette thèse.

Il existe de nombreuses méthodes de résolution de problèmes dont le but est d’ap-
procher une quantité issue d’une solution à une EDP param´etrable. Elles peuvent être
classées en deux catégories.

La première catégorie consiste à construire l’approximation de la fonction objectif
à partir de plusieurs points d’évaluation. Les méthodesde krigeage [Baillargeon 05], de
Proper Orthoganal Decomposition [Chatterjee 02] ou de Monte-Carlo [Fishman 95] font
par exemple partie de cette catégorie. Elles présentent l’avantage d’être faciles à mettre
en œuvre. Pour chaque jeu de paramètres en entrée, on peut trouver aisément une solution
aux EDP grâce à un large choix de logiciels. L’approximation de la fonction objectif n’est
qu’un post-traitement de ces solutions. Ce post-traitement mathématique fait perdre la
dépendance physique de la grandeur et l’approximation peut s’avérer insatisfaisante.

La seconde catégorie évite cet inconvénient en introduisant les variabilités pa-
ramétriques dans le modèle numérique. On peut par exemple mettre la théorie des
perturbations [Nayfeh 32], les méthodes asymptotiques [Rabinovich 72] ou les éléments
finis stochastiques [Ghanem 91] dans cette catégorie. Ces méthodes donnent des résultats
de bien meilleure qualité mais sont difficiles à mettre en œuvre et ont généralement des
coûts numériques élevés.

Cette thèse introduit une méthode reprenant les avantages des deux catégories d’ap-
proximation fonctionnelle. Nous l’appelons la méthode éléments finis sur algèbre polyno-
miale (MÉFAP). Son principe fondamental est de ne plus résoudre lesproblèmes éléments



Introduction 3

finis sur le corps des réels ou des complexes, mais sur une algèbre de polynômes multiva-
riables.

Elle nous permet de faire efficacement de l’analyse multivariable, notamment pour
le recalage ou pour les études stochastiques. De plus, ellenous donne la possibilité
de recaler aisément des structures dont le comportement varie à cause du temps ou de
phénomènes aléatoires. Elle sert aussi à traiter à moindre coût des familles de structures
similaires.

Cette thèse est divisée en quatre chapitres. Nous commenc¸ons par explorer les
méthodes existantes en recalage de modèles, en analyse multivariable et en études sto-
chastiques.

Ce premier chapitre s’attarde en particulier sur le recalage basé sur l’erreur en relation
de comportement modifiée (ERCM) [Ladevèze 93] car nous allons l’utiliser dans nos tra-
vaux. Nous nous attachons au fait que c’est une méthode de r´esolution d’un problème où
un intérêt particulier est porté à une quantité issue d’une solution à une EDP paramétrable.

Cette première partie de notre travail nous donne l’occasion de classer, en deux
catégories, les méthodes de résolution de ce genre de problème. En détaillant les prin-
cipes de notre classement, nous dégageons des avantages etdes inconvénients propres à
toutes les méthodes d’une même catégorie. Enfin, nous donnons des exemples de telles
méthodes dédiées aux études multivariables et à l’analyse stochastique.

Le deuxième chapitre présente la MÉFAP et étudie ses performances sur des exemples
simples, mais qui se veulent représentatifs de structuresplus complexes.

La MÉFAP a les avantages des méthodes issues des deux catégories de méthodes de
résolution de problèmes dont le but est d’approcher une quantité issue d’une solution à
une EDP paramétrable. Nous détaillons ses principes de façon formelle, puis nous ex-
plicitons sa mise œuvre sur un problème avec deux ressorts.Ce petit exemple montre
comment cette nouvelle méthode permet de faire de l’analyse multivariable et des études
stochastiques.

Pour continuer, nous évaluons les capacités de la MÉFAP en la testant sur un calcul
de poutre en statique, avec des grandeurs matériaux param´etrables. Nous étudions
plus particulièrement l’influence du degré des polynômes sur le temps de calcul et
sur la qualité de l’approximation d’une quantité d’intérêt. Pour finir, nous comparons
ces performances à celles de méthodes issues des deux cat´egories d’approximations
fonctionnelles. Cette comparaison est faite sur une étudestochastique d’une poutre dont
la liaison avec le bâti a un comportement aléatoire.

Le troisième chapitre de cette thèse aborde le recalage basé sur l’ERCM en vue du
contrôle actif d’une structure légère.



4 Introduction

Nous détaillons deux algorithmes de mise en œuvre de ce typede recalage : l’un
s’appuyant sur la ḾEFAP et l’autre se basant sur une méthode plus traditionnelle. Nous
les appliquons à une poutre munie d’un capteur et d’un actionneur piézoélectriques et
comparons leurs performances.

À cette occasion, nous introduisons un nouveau type d’élément fini 1D
piézoélectrique. Dans ce type de discrétisation, la forme du champ électrique est tra-
ditionnellement imposée, linéaire ou quadratique en fonction de l’épaisseur. Notre
discrétisation, qui laisse plus de degrés de liberté au champ électrique, a été testée lors
d’une comparaison avec un calcul 3D avec le logiciel Abaqus.

Enfin, nous recalons les paramètres matériau d’une structure réelle à l’aide de la
MÉFAP. La principale difficulté vient du bruit de mesure. Cela empêche notamment
d’obtenir une distance nulle entre le modèle numérique etles essais.

Le quatrième chapitre de cette thèse traite de l’application de la MÉFAP au recalage
de modèles multiples, terme englobant plusieurs cas de figures. Il peut s’agir d’une fa-
mille de structures similaires qu’on souhaite recaler simultanément à moindre coût. Il
peut également être question d’une structure dont le comportement évolue au fil du temps
et dont on ne souhaite pas recommencer le recalage pour chaque stade de vieillissement.
Enfin, il peut s’agir d’un modèle dont le comportement est aléatoire.

Nous expliquons tout d’abord comment la MÉFAP permet de construire une fonction
objectif qui englobe plusieurs structures, et comment s’enservir pour recaler très rapi-
dement une structure particulière grâce à ses propres r´esultats d’essais. Nous appliquons
cette démarche à une poutre dont les caractéristiques dela liaison avec le bâti changent.

Enfin, nous traitons un cas où interviennent de fortes variabilités géométriques. Il
s’agit d’un ensemble de plaques de différentes tailles quise veulent représentatives d’un
ensemble de cartes électroniques. Sur ces plaques sont ajoutées à différents emplacements
des masses ponctuelles variables qui modélisent des composants électroniques.
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6 Méthodes existantes et leurs structures algébriques

1 Introduction

L’objet principal de ce travail est de recaler des structures déterministes ou à compor-
tement incertain. Cette action consiste à trouver un modèle numérique dont la réponse
soit la plus proche possible de celle d’une structure instrumentée. Les méthodes les plus
répandues emploient un modèle numérique paramétrablepour minimiser une distance par
rapport aux résultats d’essais.

Ce chapitre s’attache à voir le recalage de modèles comme un problème où un intérêt
particulier est porté à une quantité (la distance par rapport aux mesures) issue d’une
solution à une EDP paramétrable. Nous passons donc en revue les méthodes les plus
couramment utilisées dans l’étude des structures param´etriques, que ce soit dans le cadre
déterministe ou stochastique. De plus, nous cherchons à classer ces méthodes suivant le
type de traitement numérique sur lequel elles s’appuient.

Ce chapitre se décompose en quatre parties. Nous commençons par examiner les
méthodes de recalage les plus répandues. Ensuite, nous d´ecrivons une manière de classer
les méthodes faisant appel à l’analyse multivariable. Pour continuer, nous rangeons les
techniques d’étude paramétrique les plus utilisées dans ce classement. Enfin, nous faisons
de même pour les méthodes d’analyse des modèles à comportement aléatoire.

2 Recalage de mod̀eles

Le recalage est un procédé rentrant dans le cadre de la validation. Il consiste donc à
trouver un modèle numérique dont la réponse soit la plus proche possible de celle d’une
structure instrumentée. Tout d’abord, nous développonsce qu’est la validation et notam-
ment quels sont les modèles en jeu. Pour continuer, nous rappelons les méthodes de reca-
lage les plus utilisées. Enfin, nous entrons plus en détailsur le recalage basé sur l’ERCM
car nous allons l’utiliser au cours de cette thèse.

2.1 Validation

2.1.1 Mod̀ele exṕerimental

On considère une structure instrumentée, c’est-à-direque nous avons un moyen de
l’exciter (pot(s) vibrant(s), actionneur(s) piézoélectrique(s) . . .) et un moyen de mesu-
rer ses vibrations à l’aide denc capteurs (accéléromètre(s), capteur(s) piézoélectrique(s),
vélocimètre laser . . .).

Ces capteurs donnent une information temporelle qui est tr`es couramment passée
dans le domaine fréquentiel à l’aide d’une transformée de Fourier. Lorsqu’il est
fait numériquement, un tel procédé limite l’information expérimentale à plusieurs
échantillons de fréquences{ f̂i |i = 1, . . . ,nω}. À chacune d’entre elles, on attribue un vec-
teur{Ŝ}i de taillenc, dont la je ligne contient l’information duje capteur (accélération,
vitesse, déplacement, différence de potentiel ou autre).
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Il arrive également qu’on fasse une analyse modale des mesures. Dans ce cas, elles
prennent la forme denc couples(ω̂2

i ,{φ̂}i) où ω̂i est laie pulsation propre expérimentale
et où{φ̃}i est leie mode propre expérimental, un vecteur de taillenc.

2.1.2 Mod̀ele numérique

Constructionà partir d’un modèle continu

La structure est modélisée par un domaineΩ, généralement un sous-ensemble deR3.
Le comportement de la structure est modélisé par un ensemble d’équations aux dérivées
partielles (EDP) faisant intervenir un opérateur de raideur et de masse. Par exemple, dans
le cadre de la mécanique des solides déformables 3D, ce sont respectivement un tenseur
d’ordre 4 que nous noteronsK et un tenseur d’ordre 0 que nous noteronsρ.

Bien souvent, le problème continu est soumis à des conditions aux limites. Elles
peuvent être intégrées aux EDP régissant le comportement de la structure de deux façons.

La première méthode, dite de pénalisation, consiste à donner un sens physique à ces
conditions. Par exemple, si un déplacementud est imposé sur un bord∂1Ω, cela revient à
introduire une grandeur raideur entre le bord∂1Ω et un solide translaté deud depuis∂1Ω.

La deuxième méthode, celle des multiplicateurs de Lagrange, consiste à rajouter un
champ supplémentaire à la solution inconnue. Par exemple, si un déplacementud est
imposé sur le bord∂1Ω, cela revient à chercher le champ d’effort défini sur∂1Ω tel que
la condition soit respectée.

Discrétisation

En règle générale, la solutions à ces EDP est inconnue. Le modèle numérique est une
approximatioñsde cette solution, cherchée sous la forme :

s̃=
dΩ

∑
j=1

sjϕ j
(1.1)

où l’ensemble{ϕ
j
| j = 1, . . . ,dΩ} est une base générant un module libre (ou un espace

vectoriel de dimension finie) contenu dans l’ensemble de définition des EDP. Pour trou-
ver cette solution approchée, il est nécessaire de projeter les termes de l’EDP sur ce mo-
dule libre à l’aide de produits scalaires. Cette projection nous permet d’avoir une version
discrétisée des opérateurs de raideur et de masse sous forme de matrice de tailledΩ×dΩ.
On les appelle respectivement[K ] et [M ]. Par exemple, dans le cadre de la mécanique des
solides déformables 3D, on peut définir le produit scalaire :

(.|.)K : H1(Ω)×H1(Ω) −→ R

(u,v) 7−→ (u|v)K =

Z

Ω
Tr

[
K(x)ε(u)(x)ε(v)(x)

]
dx

(1.2)
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oùε est l’application qui à un champ de déplacementu∈ {R3}Ω (l’ensemble des applica-
tions deΩ dansR3) associe un tenseur des déformations (dans l’ensemble desapplications
deΩ versL (R3), l’ensemble des endomorphismes surR3) :

ε : {R3}Ω −→ {L (R3)}Ω

u 7−→ ε(u) =
1
2

grad(u)+
1
2

gradT(u)
(1.3)

et définir également le produit scalaire :

(.|.)ρ : L2(Ω)×L2(Ω) −→ R

(u,v) 7−→ (u|v)ρ =
Z

Ω
ρ(x)u(x)v(x) dx

(1.4)

On peut alors construire un problème discrétisé en suivant une méthode de Galerkin (pro-
jection de l’EDP sur l’espace vectoriel engendré par l’ensemble{ϕ

j
| j = 1, ...,dΩ}) par

exemple. Les matrices[K ] et [M ] ont alors pour coefficient sur laie ligne et la je colonne
les scalaires :

ki j = (ϕ
i
|ϕ

j
)K (1.5)

mi j = (ϕ
i
|ϕ

j
)ρ (1.6)

respectivement.

Mode propre nuḿerique

On appelle mode propre numérique un couple(ω̃2,{φ̃}) solution du problème aux va-
leurs propres généralisé des matrices[K ] et[M ]. En d’autres termes, leie couple(ω̃2

i ,{φ̃}i)
vérifie : [

[K ]− ω̃2
i [M ]

]
{φ̃}i = {0} (1.7)

pour i = 1, . . . ,dΩ, où{0} est le vecteur nul.
Pour les besoins du recalage, on construit la matrice des modes propres numériques

[Φ̃], de tailledΩ × dΩ, dont la ie colonne vaut{φ̃}i . On construit également la matrice
diagonale des pulsations propres numériques[Λ̃], de tailledΩ ×dΩ, dont leie terme de la
diagonale vaut̃ω2

i .

Usuellement, on normalise les vecteurs propres{φ̃}i afin d’avoir :

[Φ̃]T [K ][Φ̃] = [Λ̃] (1.8)

[Φ̃]T [M ][Φ̃] = [1] (1.9)

où [1] est la matrice identité.
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2.1.3 Écart entre les mod̀eles nuḿerique et exṕerimental

En règle générale, le nombre de capteursnc de la structure instrumentée est inférieur
au nombre de degrés de libertédΩ du modèle numérique. Pour pouvoir comparer les deux
modèles, il existe deux possibilités.

Certaines méthodes de recalage utilisent un opérateur deprojection pour calculer la
restriction du modèle numérique à la position des capteurs.

D’autres méthodes ont la démarche inverse, elles étendent les résultats d’essais à tous
les degrés de liberté du modèle numérique. Un état de l’art de telles techniques peut se
trouver dans [Balmès 00]. On note alors[Φ̂] la matrice des modes propres expérimentaux
de tailledΩ×dΩ, dont laie colonne est l’extension duie mode expérimental. On note[Λ̂]
la matrice diagonale desdΩ premières pulsations propres expérimentales, dont leie terme
de la diagonale vaut̂ω2

i .

2.2 Méthodes de recalage existantes

2.2.1 Norme minimale

Parmi les premières méthodes de recalage numérique répandues, se trouvent celles
ditesde norme minimale. Elles ont été introduites dans [Baruch 82] et [Berman 83]. Elles
consistent à corriger les matrices[K ] et [M ] à l’aide de matrices[∆K ] et [∆M ] respective-
ment. Ces corrections doivent minimiser les quantités :

∥∥∥[K ]
1
2 [∆K ][K ]

1
2

∥∥∥ (1.10)
∥∥∥[M ]

1
2 [∆M ][M ]

1
2

∥∥∥ (1.11)

où‖.‖ : [Z] 7−→
dΩ

∑
i=1

dΩ

∑
j=1

zi j est la norme de Frobenius, sous les contraintes :

[Φ̂]T [K +∆K ][Φ̂] = [Λ̃] (1.12)

[Φ̂]T [M +∆M ][Φ̂] = [1] (1.13)
[
[K +∆K ]− [Λ̂][M +∆M ]

]
[Φ̂] = [0] (1.14)

où [0] est la matrice nulle.

Le principal inconvénient de ces méthodes est que les modifications effectuées sur
les matrices de raideur et de masse peuvent leur faire perdreleur sens physique. Afin de
coutourner cet écueil, des améliorations à ces méthodes ont été apportées notamment dans
[Kabe 85] et [Smith 85].
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2.2.2 Modal Assurance Criterion

Les méthodes basées sur lesModal Assurance Criterionont été introduites dans
[Allemang 80]. Elles se basent sur l’application :

MAC : AdΩ ×AdΩ −→ A

({U},{V}) 7−→
({U}T{V})2

({U}T{U})({V}T{V})

(1.15)

oùA est un ensemble muni de deux lois internes lui donnant une structure d’anneau com-
mutatif (A,+,×), généralement le corps des réelsR ou les corps des complexesC. Leur
but est de trouver un modèle numérique dont les modes propres vérifient :

MAC({φ̃}i ,{φ̂} j) = δi j (1.16)

pour i, j = 1, . . . ,dΩ, où δ est le symbole de Kronecker. En d’autres termes, leie mode
propre numérique doit être le plus proche possible duie mode propre expérimental et le
plus orthonormal possible aux autre modes propres expérimentaux.

De nombreuses méthodes s’appuient sur la simplicité de mise en œuvre des MAC,
parfois sans tenir compte de leurs limites [Allemang 03].

2.2.3 Méthodes des ŕesidus en entŕee

Les méthodes de résidus en entrée [Berger 91, Farhat 93] consistent à imposer au
modèle numérique les déplacements mesurés comme conditions aux limites, puis à cal-
culer les efforts de réaction, et enfin à les comparer aux efforts imposés à la structure
instrumentée.

Plus concrètement, pour leie échantillon de fréquencêfi , on impose{Ŝ}i comme
condition aux limites au modèle numérique. Pour des corrections[∆K ] et [∆M ] des ma-
trices de raideur et de masse, on définit les efforts{F̃}i :

[
[K +∆K ]− (2π f̂i)

2[M +∆M ]
]
{Ŝ}i = {F̃}i (1.17)

Il faut alors trouver les corrections telles que ces effortssoient le plus proche possible des
efforts{F̂}i imposés à la structure lors des essais.

Ces métodes présentent l’avantage d’être des méthodesd’optimisation linéaire. Mais
elles ont l’inconvénient d’être très sensibles aux bruits de mesures [Fritzen 86, Cotti 84].

2.2.4 Les ḿethodes des ŕesidus en sortie

Les méthodes de résidus en sortie [Piranda 91, Lammens 95]consistent à imposer au
modèle numérique les mêmes efforts qu’à la structure instrumentée, puis à calculer les
déplacements nodaux résultants, et enfin à les comparer aux mesures.
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Plus concrètement, pour leie échantillon de fréquencêfi , on impose au modèle
numérique les efforts{F̂}i. Pour des corrections[∆K ] et [∆M ] des matrices de raideur
et de masse, on définit la solution{S̃}i du système linéaire :

[
[K +∆K ]− (2π f̂i)

2[M +∆M ]
]
{S̃}i = {F̂}i (1.18)

Il faut alors trouver les corrections telles que cette solution soit la plus proche possible
des mesures{Ŝ}i .

Les méthodes de résidus en sortie s’avèrent être moins sensibles aux bruits de mesures
que les méthodes de résidus en entrée. Par contre, elles nécessitent de résoudre un système
linéaire.

2.3 Erreur en relation de comportement modifíee

Cette sous-partie présente l’ERCM, un outil introduit dans [Ladevèze 93] pour faire
du recalage paramétrique de modèle. Nous l’exposons dansle cas particulier d’une struc-
ture visco-élastique dont les caractéristiques des mat´eriaux et/ou des liaisons sont mal
connues. Nous les modélisons grâce à des paramètresθ, souvent appelésvariables de
conception, situés dans un ensembleΘ, généralement appeléespace de conception.

2.3.1 Pŕesentation de la structure et de sa mod́elisation

Présentation de la structure

Nous considérons une structure visco-élastiqueΩ (voir FIG. 1.1). Elle vibre pendant
un intervalle de temps[0,T]. Elle est soumise à une force volumiquef

d
. Un déplacement

ud est imposé sur un bord∂1Ω. Une force surfaciqueFd est appliquée sur un bord∂2Ω.
Au tempst = 0, elle occupe la positionu0 et possède une vitessev0.

Problème de ŕeférence

Nous modélisons la structure avec la théorie de la mécanique des milieux continus,
sous les hypothèses de petits déplacements et de petites déformations.
Pour une valeur deθ définissant les paramètres structuraux, le problème de référence
consiste à trouver une solution :

s(θ)(x, t) =
(

u(θ)(x, t),σ(θ)(x, t),Γ(θ)(x, t)
)

∀x∈ Ω,∀t ∈ [0,T] (1.19)

c’est-à-dire un triplet déplacement, contrainte, quantité d’accélération qui vérifie les
conditions cinématiques :

u(θ)|∂1Ω = ud (1.20)

u(θ)|t=0 = u0 (1.21)

u̇(θ)|t=0 = v0 (1.22)
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∂1Ω

∂2Ω

∂3ΩΩ

Fd

f
d

ud

û

FIG . 1.1– Le domaine d’étude

les équations d’équilibre de la dynamique :

divσ(θ)+ f
d

= Γ(θ) (1.23)

σ(θ)n|∂2Ω = Fd (1.24)

les relations de comportement :

σ(θ) = K(θ)ε(u(θ))+D(θ)ε(u̇(θ)) (1.25)

Γ(θ) = ρ(θ) ü(θ) (1.26)

où K(θ) est le tenseur d’élasticité,D(θ) est le tenseur d’amortissement etρ(θ) est la

masse volumique.

Écart aux mesures

Pendant une expérience, on mesure un déplacementû sur ∂3Ω. On souhaite donc
trouverθ tel que la solutions(θ)(x, t) vérifie au mieux :

u(θ)|∂3Ω = û (1.27)

2.3.2 L’erreur en relation de comportement modifíee

Principe

L’approche adoptée dans [Ladevèze 93] est de séparer leséquations (1.20) à (1.27) en
deux groupes : les équations fiables et les équations moinsfiables. On cherche alors une
solution vérifiant les équations fiables et minimisant l’ERCM, qui représente un résidu
sur les équations moins fiables.
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On définit des notions d’admissibilité pour les champs vérifiant les équations fiables.
Un champ de déplacementu(θ)c est dit cinématiquement admissible s’il vérifie les
équations (1.20) à (1.22). Des champs de contrainteσ(θ)d et de quantité d’accélération
Γ(θ)d sont dit dynamiquement admissibles s’ils vérifient (1.23)et (1.24). On complète
ces champs admissibles en introduisant les champsu(θ)d, σ(θ)c et Γ(θ)c tels que, pour
une structure visco-élastique :

σ(θ)d = K(θ)ε(u(θ)d)+D(θ)ε(u̇(θ)d) σ(θ)c = K(θ)ε(u(θ)c)+D(θ)ε(u̇(θ)c)

Γ(θ)d = ρ(θ) ü(θ)d Γ(θ)c = ρ(θ) ü(θ)c
(1.28)

On définit l’ERCM, qui représente un résidu sur les équations moins fiables, comme :

e2 : s(θ) 7−→ sup
τ∈[0,T]

(1− γ)
Z τ

0

Z

Ω
(Γ(θ)c−Γ(θ)d)(u̇(θ)c− u̇(θ)d)dxdt

+ γ
Z τ

0

Z

Ω
Tr
[(

σ(θ)c−σ(θ)d

)(
ε(u̇(θ)c− u̇(θ)d)

)]
dxdt

+
r

1− r

Z τ

0
‖u(θ)− û‖2dt (1.29)

où ‖.‖ est une norme énergétique choisie telle que le dernier terme de e(θ)2 soit
comparable aux deux premiers. Les coefficientsγ ∈ [0,1] et r ∈ [0,1[ sont des paramètres
de poids. Le paramètreγ permet de quantifier la confiance relative dans les opérateurs
définissant les relations de comportement. Le termer

1−r ∈ [0,∞[ permet de définir la
confiance de l’utilisateur dans les mesures expérimentales. Il sert également à corriger
leurs poids dans l’expression dee2 s’il est initialement très différent de celui des autres
termes.

L’approche du recalage basé sur l’ERCM consiste à trouverles paramètresθ qui
donnent une solution admissible(u(θ)c,σ(θ)d,Γ(θ)d) minimisante2(s(θ)).

Écriture en d́eplacement

Afin de pouvoir faciliter le traitement numérique de la recherche d’une solu-
tion s(θ), on adopte une écriture en déplacement de l’ERCM. Au triplet admis-
sible (u(θ)c,σ(θ)d,Γ(θ)d), on fait correspondre un triplet de champs de déplacement
(u(θ),v(θ),w(θ)) tel que :

u(θ)c = u(θ) (1.30)

σ(θ)d = K(θ)ε(v(θ))+D(θ)ε(v̇(θ)) (1.31)

Γ(θ)d = ρ(θ)ẅ(θ) (1.32)
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L’ERCM se récrit alors :

e2(s(θ)) = sup
τ∈[0,T]

(1− γ)
Z τ

0

Z

Ω
ρ(θ)(ü(θ)− ẅ(θ))(u̇(θ)− ẇ(θ))dxdt

+ γ
Z τ

0

Z

Ω
Tr

[(
K(θ)ε(u(θ)−v(θ))+D(θ)ε(u̇(θ)− v̇(θ))

)(
ε(u̇(θ)− v̇(θ))

)]
dxdt

+
r

1− r

Z τ

0
‖u(θ)− û‖2dt (1.33)

Cas du ŕegime permanent

Dans le cas d’un chargement à régime permanent à la pulsation ω, et dans le cas où la
durée d’étude est un multiple de la périodeT ′, l’ERCM peut se récrire :

e2
ω(s(θ)) =

1− γ
2

ω2
Z

Ω
ρ(θ)(ü(θ)− ẅ(θ))⋆ (u̇(θ)− ẇ(θ))dx

+ γ
Z

Ω
Tr

[(
K(θ)+T ′ω2D(θ)

)(
ε(u̇(θ)− v̇(θ))

)⋆(
ε(u̇(θ)− v̇(θ))

)]
dx

+
r

1− r

Z τ

0
‖u(θ)− û‖2 (1.34)

où les champs(u(θ),v(θ),w(θ)) sont maintenant à valeurs dansC et où ⋆ désigne le
conjugué.

2.3.3 Effets de la discŕetisation

On discrétise les champs de déplacementsu(θ), v(θ) etw(θ) (voir équation (1.1)). On
note respectivement{U(θ)}, {V(θ)} et {W(θ)} les vecteurs contenant les coordonnées
deũ(θ), ṽ(θ) et w̃(θ) dans la baseΦ = {ϕ

j
| j = 1, . . . ,dΩ}.

L’ERCM s’écrit alors :

ẽ2
ω(s(θ)) =

1− γ
2

ω2{U(θ)−W(θ)}⋆[M(θ)]{U(θ)−W(θ)}

+
γ
2
{U(θ)−V(θ)}⋆

[
[K(θ)]+Tω2[D(θ)]

]
{U(θ)−V(θ)}

+
r

1− r
{Π3U(θ)−Û}⋆[G(θ)]{Π3U(θ)−Û} (1.35)

où [K(θ)] est la matrice de raideur discrétisée (voir équation (1.5)), [M(θ)] est la ma-
trice de masse discrétisée (voir équation (1.6)),[D(θ)] est la matrice d’amortissement
discrétisée obtenue de manière similaire à la matrice de raideur discrétisée.Π3 est un
opérateur de projection sur∂3Ω. La matrice[G(θ)] permet de quantifier l’erreur dans les
mesures. Parmi les différentes possibilités étudiéesdans [Deraemaeker 01], on peut la
prendre comme valant :

[G(θ)] =
γ
2

Π3
[
[K(θ)]+T′ω2[D(θ)]

]
Π⋆

3+
1− γ

2
ω2Π3[M(θ)]Π⋆

3 (1.36)



Recalage de mod̀eles 15

Les conditions d’admissibilité se récrivent :

Π1{U(θ)} = {Û} (1.37)
[
[K(θ)]+ iω[D(θ)]

]
{V(θ)}−ω2[M(θ)]{W(θ)} = {F} (1.38)

où Π1 est un opérateur de projection sur∂1Ω et {F} est le chargement discrétisé. L’ex-

pression dẽe2
ω(s(θ)) sous les contraintes d’admissibilité discrétisées estobtenue en in-

troduisant des multiplicateurs de Lagrange. Les détails du calcul de la stationnarité du
Lagrangien ne sont pas présentés ici. Ils permettent de faire disparaı̂tre le multiplica-
teur de Lagrange correspondant à l’équation (1.38) et le changement de variables de
({U(θ)},{V(θ)},{W(θ)}) vers({U(θ)},{U(θ)−V(θ)},{U(θ)−W(θ)}) apparaı̂t natu-
rellement.À l’issue du calcul, les champs de déplacement apparaissent comme la solution
du système linéaire :




[A11(θ)] [A12(θ)] [A13(θ)] 0
[A21(θ)] [A22(θ)] 0 0
[A31(θ)] [A32(θ)] [A33(θ)] ΠT

1
0 0 Π1 0







{U(θ)−V(θ)}
{U(θ)−W(θ)}

{U(θ)}
{λ}


=




r
1−r [G(θ)]{Û}

0
{F}
{Ud}


 (1.39)

avec :

[A11(θ)] = [A21(θ)] =
γ
2

[
[K(θ)]+Tω2[D(θ)]

]
(1.40)

[A31(θ)] = −
[
[K(θ)]+ iω[D(θ)]

]
(1.41)

[A12(θ)] =
1− γ

2
ω2[M(θ)] (1.42)

[A22(θ)] =
1− γ

2

[
[K(θ)]+ iω[D(θ)]

]
(1.43)

[A32(θ)] = ω2[M(θ)] (1.44)

[A13(θ)] =
r

1− r
[G(θ)] (1.45)

[A33(θ)] = [K(θ)]+ iω[D(θ)]−ω2[M(θ)] (1.46)

Une fois les champs{U(θ)}, {V(θ)} et{W(θ)} connus, la valeur de l’ERCM au point
θ est calculée en utilisant l’équation (1.35).

2.3.4 Normalisation et pond́eration

En règle générale, on recale dans un but précis : pour faire du contrôle actif par
exemple. On souhaite alors que le modèle soit pertinent surune bande de fréquences
Iω = [ωmin,ωmax] donnée. On définit alors une erreur couvrant toute cette plage :

e2
Iω(θ) =

Z ωmax

ωmin

p(ω)e2
ω(s(θ))dω (1.47)
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où :
p : Iω −→ [0,1]

ω 7−→ p(ω)
(1.48)

est un facteur de pondération, choisi en fonction de l’application qu’on souhaite faire du
recalage. Par exemple, si on recale un modèle pour faire du contrôle de vibrations, on
donne un poids important aux fréquences de résonance.

En pratique, on discrétise la bande ennω pulsations{ωk|k = 1, . . . ,nω}. L’erreur de la
plage de fréquences se récrit alors :

e2
Iω(θ) =

nω

∑
k=1

p(ωk)e
2
ωk

(s(θ)) (1.49)

Lorsque la bande de fréquences est large, c’est-à-dire lorsqu’on rencontre deux in-
dicesk et l tels queωk ≪ ωl , les erreurs associéese2

ωk
(s(θ)) et e2

ωl
(s(θ)) ont des ni-

veaux énergétiques très différents. On les ramène à des niveaux comparables en les di-
visant par un terme correctifd2

ω(s(θ)). Parmi les différentes possibilités étudiées dans
[Deraemaeker 01], on peut le prendre comme valant :

d2
ω(s(θ)) =

1− γ
2

ω2{U(θ)+W(θ)}⋆[M(θ)]{U(θ)+W(θ)}

+
γ
2
{U(θ)+V(θ)}⋆

[
[K(θ)]+T ′ω2[D(θ)]

]
{U(θ)+V(θ)} (1.50)

L’erreur est ainsi normalisée et se récrit sous la forme :

ε2
ω(s(θ)) =

e2
ω(s(θ))

d2
ω(s(θ))

(1.51)

pour la pulsationω. Pour la plage de fréquenceIω, l’erreur normalisée devient :

ε2
Iω(θ) =

nω

∑
k=1

p(ωk)ε2
ωk

(s(θ)) (1.52)

Par ailleurs, il est plus facile de recaler un modèle avec une erreur relative qu’avec une
erreur absolue. On peut se fixer un critère d’arrêt indépendamment de la structure qu’on
souhaite recaler par un processus itératif.

3 Cadre de classification des ḿethodes paraḿetriques

Dans cette partie, nous considérons le recalage de modèles paramétriques comme un
problème où un intérêt particulier est porté à une quantité issue d’une solution à des
EDP paramétrables. Tout d’abord, nous formalisons ce genre de problèmes. Ensuite, nous
examinons comment approcher les solutions des EDP et les quantités d’intérêt pour un
traitement numérique. Enfin, nous classons les méthodes numériques de résolution de ce
genre de problèmes.
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3.1 Formalisation

3.1.1 Formalisation du probl̀eme de ŕeférence

Le problème décrit par les équations (1.20) à (1.26) peut s’écrire d’une manière for-
melle commune à de très nombreux problèmes en sciences del’ingénieur. Il s’agit de
trouver une applications(θ) :

s(θ) : Ω −→ S
x 7−→ s(θ)(x)

(1.53)

oùSest un ensemble quelconque (R3 dans notre problème de référence), vérifiant :

D(θ)(s(θ)) = b(θ) (1.54)

oùb(θ) appartient à l’ensembleSΩ des applications deΩ versS, etD(θ) est un opérateur
différentiel linéaire surSΩ.

Pour alléger l’écriture, nous noterons par la suiteS l’ensembleSΩ. De plus, l’opérateur
linéaireD(θ) fait partie de l’ensemble des endomorphismes surS, que nous appellerons
L (S) par la suite.

3.1.2 Formalisation de la quantit́e d’int érêt

En sciences de l’ingénieur, il est très courant de dégager une quantité d’intérêt
f (θ) ∈ F à partir de la solution du problème (1.54). Cette quantit´e peut par exemple être
la contrainte maximale ou l’ERCM (voir équation (1.29)). Nous noteronst l’application
qui permet de dégager cette quantité à partir de la solution :

t : S −→ F
s(θ) 7−→ t(s(θ))

(1.55)

pour toutθ ∈ Θ. Ainsi, l’application f : θ 7−→ f (θ) peut se voir comme la composée des
deux applicationsset t :

s t
f : Θ −→ S −→ F

θ 7−→ s(θ) 7−→ f (θ) = t(s(θ))
(1.56)

où on rappelle queΘ est l’espace de conception, ensemble dans lequel se situentles
variables de conceptionθ. Par la suite, nous noteronsF l’ensemble auquel appartientf ,
celui des applications deΘ versF. La composition (1.56) fait apparaı̂tre l’ensemble des
applications deΘ dansS que nous appelleronsS .
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x Ω

s(θ)

s̃(θ)

ϕ
j

S

s(θ)(x)
s̃(θ)(x)

ϕ
j
(x)

FIG . 1.2– La solution de l’EDP et son approximation

3.2 Approximations

3.2.1 Discŕetisation de la solution

En règle générale, la solutions(θ) du problème (1.54) n’est pas connue. On cherche

à l’approcher par une applicatioñs(θ) appartenant à un sous-ensembleS̃ ⊂ S, par
exemple l’espace vectoriel généré par une base éléments finis. Très régulièrement, ce
sous-ensemble est choisi comme un module libre(S̃,+, .) de dimensiondΩ. Appelons
(AS,+,×) 1 l’anneau sur lequel est construit ce module, où l’ensembleAS est très souvent
S. Soit Φ = {ϕ

j
| j = 1, . . . ,dΩ} une base de ce module, généralement choisiea priori.

Ainsi, l’approximations̃(θ) est cherchée sous la forme :

s̃(θ) =
dΩ

∑
j=1

sj(θ).ϕ
j

(1.57)

où les inconnues deviennent les scalaires2 sj(θ). Une fois cesdΩ scalaires trouvés, l’image

d’un pointx∈ Ω par s̃(θ) pourra se calculer facilement :

s̃(θ)(x) =
dΩ

∑
j=1

sj(θ).ϕ
j
(x) (1.58)

La figure FIG. 1.2 schématise toutes ces informations, en prenant commeexemple une
approximation des(θ) par une application affine par morceaux.

1La loi additive+ de l’anneauAS n’est pas forcément la même que la loi additive+ du moduleS̃.
Cependant, nous préférons garder la notation+ pour toutes les lois additives afin de ne pas compliquer
l’écriture.

2Le termescalairedésigne un membre de l’anneauAS, qui n’est pas forcément un tenseur d’ordre 0.
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θ Θ

f

f̃

ψi

F

f (θ)
f̃ (θ)

ψi(θ)

FIG . 1.3– L’application objectif et son approximation

3.2.2 Approximation de la quantité d’int érêt

En règle générale, l’applicationf , exprimant la dépendance de la quantité d’intérêt
par rapport aux paramètresθ (voir équation (1.56)), est inconnue. On peut alors chercher
à l’approcher par une applicatioñf appartenant à un sous-ensembleF̃ ⊂ F, par exemple
l’ensemble développements en série de Taylor autour d’unpointθ(0) jusqu’à un degrénd.
Très régulièrement, ce sous-ensemble est choisi comme un module libre(F̃,+, .) 3 de
dimensiondΘ. Appelons(AF ,+,×) 4 l’anneau sur lequel est construit ce module, où
l’ensembleAF est très souventF. Soit Ψ = {ψi |i = 1, . . . ,dΘ} une base de ce module,
généralement choisiea priori. Ainsi, f̃ est cherchée sous la forme :

f̃ =
dΘ

∑
i=1

fi .ψi (1.59)

où les inconnues deviennent les scalairesfi ∈ AF . Une fois trouvées, une approximation
de la grandeur d’intérêt pourra ensuite être calculée facilement :

f̃ (θ) =
dΘ

∑
i=1

fi .ψi(θ) (1.60)

La figure FIG. 1.3 schématise toutes ces informations.

3La loi externe. du modulẽF n’est pas forcément la même que la loi externe. du modulẽS. Cependant,
nous préférons garder la notation. pour toutes les lois externes afin de ne pas compliquer l’écriture.

4La loi multiplicative× de l’anneauAF n’est pas forcément la même que la loi multiplicative× de
l’anneauAS. Cependant, nous préférons garder la notation× pour toutes les lois multiplicatives afin de ne
pas compliquer l’écriture.
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Θθ

Ω

x

ϕ
j

ϕ
j
(x)

S

s
s(θ) s̃(θ)

s(θ)(x)

s̃(θ)(x)

FIG . 1.4– Dépendance de la solution aux paramètres

3.2.3 Deux points de vue sur les approximations

Il existe de nombreuses méthodes pour chercher desfi adéquats. Les plus répandues
peuvent se séparer en deux catégories en fonction du pointde vue qu’elles adoptent sur les
quantités dépendant des paramètresθ, notamment l’opérateur différentielD(θ) et la so-
lution s(θ). Nous avons schématisé cette dépendance sur la figure FIG. 1.4, dans laquelle
on peut retrouver des éléments de la figure FIG. 1.2.

Nous dirons des méthodes de la première catégorie qu’elles suivent unestrat́egie
ponctuelle, présentée dans la sous-partie 3.3. Nous dirons des méthodes de la deuxième
catégorie qu’elles suivent unestrat́egie biprojective, présentée dans la sous-partie 3.4.

3.3 Résolution par une strat́egie ponctuelle

3.3.1 Principe

Le principe d’une stratégie ponctuelle est d’approcher l’application f à partir ded′
Θ

valeurs de la grandeur d’intérêtf (θ).
Pour ce faire, on se donned′

Θ valeurs des paramètres d’entréeθ. Pour lake de ces

valeursθ(k), on calcule la solution approchée˜s(θ(k)), comme il est illustré dans la figure
FIG. 1.5. On en déduit ensuite uneke valeur de la grandeur d’intérêtf (θ(k)). Enfin, ces
d′

Θ valeurs permettent de calculer̃f par une technique d’approximation fonctionnelle au
choix : interpolation, moindres carrés, surface de réponse . . .

On peut distinguer plusieurs façons d’appliquer la strat´egie. Il est possible de se
donner, dès le départ, l’ensemble desd′

Θ valeurs des paramètres d’entrée et la baseΨ.
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Θθ(1) θ(k) θ(dΘ)

Ω

x

S

s

ϕ
j

ϕ
j
(x)

˜
s(θ)(1)

˜s(θ(k))
˜

s(θ)(dF )

˜
s(θ)(1)(x)

˜s(θ(k))(x) ˜
s(θ)(dF )(x)

FIG . 1.5– Solutions ponctuelles à l’EDP

On peut aussi adapter les valeurs successives desθ(k) et/ou les vecteurs de la baseΨ en
fonction des résultats obtenus pour les valeurs précédentes.

3.3.2 Calcul d’une approximation de la solution

Une stratégie ponctuelle doit trouver une solution au problème de référence (voir
équation (1.54)) pour chacune desd′

Θ valeurs des paramètres d’entréeθ(k). Avec les no-
tations de l’équation (1.57), il s’agit de trouver lesdΩ scalairessj(θ(k)) ∈ AS vérifiant au
mieux :

dΩ

∑
j=1

sj(θ(k)).D(θ(k))(ϕ
j
) = b(θ(k)) (1.61)

Il existe de nombreuses façons de trouver ces scalaires. Par exemple, les méthodes de
Galerkin consistent à munirS (ou un sous-ensemble deS, par exemple l’ensemble des
applications de carré sommableL2(Ω)) d’un produit scalaire(.|.) et à s’en servir pour
projeter l’équation (1.61) sur̃S :

dΩ

∑
j=1

sj(θ(k))× (D(θ(k))(ϕ
j
)|ϕ

i
) = (b(θ(k))|ϕ

i
) (1.62)

pour i = 1, . . . ,dΩ. Ainsi, si on prend pour produit scalaire :

(.|.) : L2(Ω)×L2(Ω) −→ AS

(u,v) 7−→ (u|v) =
Z

Ω
u(x)×v(x) dx

(1.63)
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et que l’anneauAS est commutatif5, l’équation (1.61) se transforme en système linéaire
de tailledΩ ×dΩ : [

D(θ(k))
]{

S(θ(k))
}

=
{

B(θ(k))
}

(1.64)

où
[
D(θ(k))

]
est la matrice dont le coefficient de laie ligne et de laje colonne vaut :

di j (θ(k)) =
Z

Ω
D(θ(k))(ϕ

j
)(x)×ϕ

i
(x) dx (1.65)

{S(θ(k))} est le vecteur dont laje ligne est l’inconnuesj(θ(k)) et {B(θ(k))} est le vecteur
dont laie ligne vaut :

bi(θ(k)) =
Z

Ω
b(θ(k))(x)×ϕ

i
(x) dx (1.66)

Le système linéaire (1.64) à coefficients dansAS, dont la résolution nous donne les
scalairessj(θ(k)), est souvent qualifié deversion discŕetiśeedu problème (1.54).

Il existe d’autres méthodes, de Ritz [Ritz 09] ou de Trefftz[Qin 00] par exemple, pour
arriver à ce type de système linéaire. Par la suite, quandnous nous référerons au problème
discrétisé ou à l’équation (1.64), cela ne voudra donc pas forcément dire que le système
linéaire a été obtenu par une méthode de Galerkin.

Cette remarque sous-entend qu’on peut changer de méthode entre différentes valeurs
des paramètres d’entrée. Même si cela est rare, on peut également changer de baseΦ de
recherche de la solution. C’est par exemple le cas lorsqu’onremaille le domaineΩ en
fonction de l’avancée d’une fissure.

3.3.3 Calcul d’une approximation de la grandeur d’intérêt

Chacune des méthodes se basant sur une stratégie ponctuelle a sa propre façon
de calculer les scalaires définissantf̃ (voir équation (1.59)) à partir des valeurs
{ f (θ(k)) | k = 1, . . . ,d′

Θ}. Des exemples sont donnés dans la sous-partie 4.1.

3.3.4 Remarques

Une stratégie ponctuelle présente l’avantage d’être facile à mettre en œuvre : de
nombreux codes commerciaux permettent de trouver une solution approchéẽs(θ(k))
aux EDP paramétrées parθ. Le calcul des scalaires définissant une approximation de la
fonction objectif f̃ est un simple post-traitement de ces solutions.

Ce post-traitement mathématique fait perdre la dépendance physique de la grandeur
d’intérêt f (θ) par rapport àθ. La question du choix des pointsθ(k) et de la technique de
post-traitement est alors très délicate si on veut trouver une approximatioñf satisfaisante.
Une stratégie biprojective permet d’éviter cet inconvénient.

5∀(x,y) ∈ A2
S,x×y= y×x
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3.4 Résolution par une strat́egie biprojective

3.4.1 Principe

Dans une stratégie biprojective, le but est d’essayer de r´esoudre au mieux le problème
de référence (1.54) pour toutθ ∈ Θ, en introduisant les dépendances paramétriques dans
le modèle éléments finis. Pour ce faire, toute grandeurz(θ) dépendante des paramètres
d’entrée est approchée à l’aide d’une applicationz̃. C’est notamment le cas des deux
membres du problème (1.54). Nous le verrons donc sous la forme :

D
D̃

(̃s) = b̃ (1.67)

où D
D̃

est un endomorphisme surS que nous détaillerons plus tard. Nous verrons
également comment obtenir une solutions̃ grâce à deux projections orthogonales qui
donnent leur nom à la stratégie.

Une stratégie biprojective se consacre ensuite à trouverl’application f̃ , décrivant la
dépendance de la quantité d’intérêt aux paramètres d’entrée, à partir de la solutioñs. Elle
le fait à l’aide d’une applicationt telle que :

f̃ = t(̃s) (1.68)

Cette application se veut être une extension de l’application t (voir équation (1.55)) à un
sous-ensemble deS défini plus tard. Nous détaillons plus loin comment cette extension
est construite.

3.4.2 Approximation des grandeurs d́ependantes des param̀etres d’entrée

Approximation d’une grandeur quelconque

La première étape d’une stratégie biprojective consiste à approcher toute grandeur
dépendante des paramètres de la même manière que la quantité d’intérêt, par exemple en
utilisant des développements séries de Taylor. Ainsi, considérons une grandeurz(θ) ∈ Z
dépendante des paramètres d’entrée et l’application :

z : Θ −→ Z
θ 7−→ z(θ)

(1.69)

NotonsZ l’ensemble des applications deΘ dansZ. Pour construire une approximation
z̃ de l’applicationz, la stratégie biprojective consiste à la chercher dans unmodule libre
(Z̃,+, .) isomorphe à(F̃,+, .), avecZ̃ ⊂ Z. Appelons(AZ,+,×) l’anneau sur lequel est
construit ce module etΨZ = {ψZ

k |k = 1, . . . ,dΘ} une base de ce module. On pourra alors
approcherz etz(θ) par :

z̃=
dΘ

∑
k=1

zk.ψZ
k et z̃(θ) =

dΘ

∑
k=1

zk.ψZ
k (θ) (1.70)
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Approximation de la solution

Intéressons-nous maintenant à la solutions(θ) du problème (1.54). La stratégie bipro-
jective nous invite à considérer l’application :

s : Θ −→ S

θ 7−→ s(θ)
(1.71)

Le principe décrit précédemment nous permet d’écrire les approximations :

s̃=
dΘ

∑
k=1

sk.ψS

k
et s̃(θ) =

dΘ

∑
k=1

sk.ψS

k
(θ) (1.72)

où lesψS

k
génèrent un module libre(S̃ ,+, .) isomorphe à(F̃,+, .), avecS̃ ⊂ S .

Pour illustrer ces décompositions, considérons un cas o`u la solutions(θ) vaut :

s(θ) : Ω −→ S
x 7−→ s(θ)(x) = α+βθ1+(γ+δθ2)x1+(µθ1+νθ2)x2

(1.73)

avecα, β, γ, δ, µ et ν appartenant à l’ensembleAS. On peut alors décomposers sous la
forme de l’équation (1.72) avecdΘ = 3. Les scalairessk sont les applications :

s1,s2,s3 : Ω −→ S
x 7−→ s1(x) = α+ γx1

x 7−→ s2(x) = β+µx2

x 7−→ s3(x) = δx1 +νx2

(1.74)

Les vecteursψS
k sont les applications :

ψS

1
,ψS

2
,ψS

3
: Θ −→ S

θ 7−→ ψS

1
(θ) = 1S

θ 7−→ ψS

2
(θ) = θ1.1S

θ 7−→ ψS

3
(θ) = θ2.1S

(1.75)

où 1S est l’application deS constante qui renvoie toujours 1.

De plus, la stratégie biprojective impose de choisir l’anneauAS = S̃. Les scalairessk

peuvent donc être décomposés grâce à l’équation (1.57). Cela nous permet de récrire les
quantités décrites dans (1.72) :

s̃=
dΘ

∑
k=1

dΩ

∑
m=1

skm.ϕ
m
.ψS

k
et s̃(θ) =

dΘ

∑
k=1

dΩ

∑
m=1

skm.ϕ
m
.ψS

k
(θ) (1.76)
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ϕ
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ϕ
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ψS

k

FIG . 1.6– Décomposition de la solution pour une stratégie biprojective

Cette écriture nous permet de voirs̃comme appartenant auAS-module généré par la base
{ϕ

m
.ψ

k
|m = 1, . . . ,dΩ;k = 1, . . . ,dΘ} de taille dΘ.dΩ. La figure FIG. 1.6 illustre cette

décomposition, dans le cas où lesψS

k
(θ) ∈ S sont des applications constantes surΩ.

Approximation de l’oṕerateur différentiel

Intéressons-nous maintenant à l’opérateur différentiel D(θ) du problème (1.54). La
stratégie biprojective nous invite à considérer l’application :

D : Θ −→ L (S)
θ 7−→ D(θ)

(1.77)

NotonsL l’ensemble des applications deΘ versL (S), auquel elle appartient. Le principe
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décrit précédemment nous permet d’écrire les approximations :

D̃ =
dΘ

∑
l=1

Dl .ψ
L (S)
l et D̃(θ) =

dΘ

∑
l=1

Dl .ψ
L (S)
l (θ) (1.78)

où lesψL (S)
l génèrent un module libre(L̃,+, .) isomorphe à(F̃,+, .), avecL̃ ⊂ L. De

plus, la stratégie biprojective impose de choisir l’anneau AL (S) = L (S).

Pour illustrer les décompositions (1.78), considérons un cas où l’opérateur différentiel
du problème (1.54) vaut :

D(θ) : S −→ S

u 7−→ a(θ)×u+b(θ)×
∂u
∂x1

+c(θ)×
∂u
∂x2

(1.79)

où les applicationsa(θ), b(θ), c(θ) sont par exemple :

a(θ),b(θ),c(θ) : Ω −→ S
x 7−→ a(θ)(x) = α(x)+β(x).θ1

x 7−→ b(θ)(x) = γ(x)+δ(x).θ2

x 7−→ c(θ)(x) = µ(x).θ1+ν(x).θ2

(1.80)

avec α, β, γ, δ, µ et ν des applications appartenant à l’ensembleS. On peut alors

décomposer̃D sous la forme de l’équation (1.78) avecdΘ = 3. Les scalairesDl sont
les opérateurs différentiels :

D1,D2,D3 : S −→ S

u 7−→ D1(u) = α×u+ γ×
∂u
∂x1

u 7−→ D2(u) = β×u+µ×
∂u
∂x2

u 7−→ D3(u) = δ×
∂u
∂x1

+ν×
∂u
∂x2

(1.81)

Les vecteurψL (S)
l sont les applications :

ψL (S)
1 ,ψL (S)

2 ,ψL (S)
3 : Θ −→ L (S)

θ 7−→ ψL (S)
1 (θ) = 1L (S)

θ 7−→ ψL (S)
2 (θ) = θ1.1L (S)

θ 7−→ ψL (S)
3 (θ) = θ2.1L (S)

(1.82)

où 1L (S) est l’identité deL (S).
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3.4.3 Construction de l’oṕerateur D

Étant donné̃D =
dΘ

∑
l=1

Dl .ψ
L (S)
l une application dẽL, on définit l’endomorphisme :

D
D̃

: S̃ −→ S̃

s̃=
dΘ

∑
k=1

sk.ψS

k
7−→ D

D̃
(̃s) =

dΘ

∑
k=1

dΘ

∑
l=1

Dl (sk).ψL (S)
l

.ψS

k

(1.83)

L’applicationD
D̃

(̃s) sera donc :

D
D̃

(̃s) : Θ −→ S

θ 7−→ D
D̃

(̃s)(θ) =
dΘ

∑
k=1

dΘ

∑
l=1

Dl(sk).ψL (S)
l

(θ).ψS

k
(θ)

(1.84)

3.4.4 Calcul d’une approximation de la solution

La stratégie biprojective consiste à trouver une solution s∈ S au problème (1.67).
Avec les approximations (1.72) et (1.78), cela revient à trouver lesdΘ.dΩ scalairesskm∈
AS vérifiant au mieux :

dΘ

∑
k=1

dΘ

∑
l=1

dΩ

∑
m=1

skm.Dl(ϕm
).ψL (S)

l
.ψS

k
= b (1.85)

Pour les trouver, les méthodes basées sur une stratégie biprojective munissentS (ou
un sous-ensemble deS ) d’un produit scalaire :

< .|. >: S ×S −→ AS = S̃

(u,v) 7−→ < u|v >
(1.86)

différent d’une méthode à l’autre. Elles s’en servent pour projeter l’équation (1.85) sur̃S.
Il s’agit alors de trouver lesdΘ.dΩ scalairesskm∈ AS vérifiant au mieux :

dΘ

∑
k=1

dΩ

∑
l=1

dΘ

∑
m=1

skm. < Dl (ϕm
).ψL (S)

l
.ψS

k
|ψS

j
>=< b|ψS

j
> (1.87)

pour j = 1, . . . ,dΘ. Les membres de ces équations sont des applications de l’ensemble
S. On peut donc résoudre cesdΘ problèmes en appliquant une méthode éléments finis
de notre choix. Appelons(.|.) le produit scalaire utilisé par la méthode éléments finis
retenue (voir équation (1.63) pour un exemple) pour la projection desdΘ équations (1.87).
Lorsque l’anneauAS est commutatif, cette projection donne :

dΘ

∑
k=1

dΩ

∑
l=1

dΘ

∑
m=1

(
< Dl(ϕm

).ψL (S)
l

.ψS

k
|ψS

j
>
∣∣∣ ϕ

i

)
×skm =

(
< b|ψS

j
>
∣∣∣ ϕ

i

)
(1.88)
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pour i = 1, . . . ,dΘ et j = 1, . . . ,dΩ. On peut récrire ces équations sous forme de système
linéaire de tailledΘ.dΩ ×dΘ.dΩ :

[D]{S}= {B} (1.89)

où la matrice[D] a pour coefficient sur la lignedΘ( j −1)+ i et sur la colonnedΘ(l −1)+
k :

ddΘ( j−1)+i,dΘ(l−1)+k =
dΘ

∑
k=1

dΩ

∑
l=1

dΘ

∑
m=1

(
< Dl(ϕm

).ψL (S)
l

.ψS

k
|ψS

j
>
∣∣∣ ϕ

i

)
(1.90)

{S} est le vecteur dont la lignedΘ(l −1)+k est l’inconnueskl et {B} est le vecteur dont
la lignedΘ( j −1)+ i vaut :

bdΘ( j−1)+i =
(
< b|ψS

j
>
∣∣∣ ϕ

i

)
(1.91)

3.4.5 Calcul d’une approximation de la grandeur d’intérêt

Pour une valeur des paramètres donnéeθ, la quantité d’intérêt est obtenue à partir de
la solutions(θ) à l’aide d’une applicationt (voir équation (1.56)) définie sur l’ensemble
S. La stratégie biprojective l’étend à l’ensemblẽS grâce à l’application :

t : S̃ −→ F̃

s̃=
dΘ

∑
i=1

si .ψS

i
7−→ t(̃s) =

dΘ

∑
i=1

t(si).ψF
i

(1.92)

Une fois la solutioñs trouvée, grâce aux équations (1.59) et (1.68), on peut donc écrire
que :

dΘ

∑
i=1

fi .ψF
i

= f̃ = t(̃s) =
dΘ

∑
i=1

t(si).ψF
i

(1.93)

Cela nous donne les scalaires{ fi |i = 1, . . . ,dΘ}, décrivant une approximation de la quan-
tité d’intérêt f̃ (θ).

3.4.6 Remarques

Étant donné qu’on s’efforce d’introduire les dépendances par rapport aux paramètres
d’entréeθ dans le modèle numérique, les méthodes basées sur une stratégie biprojective
donnent généralement des résultats de meilleure qualité que les méthodes basées sur une
stratégie ponctuelle. Cela est illustré par exemple dansla partie 5 du chapitre 2.

La principale contrepartie est qu’il faut modifier la base dans laquelle est cherchée une
approximation de la solutioñs. Cet aspect fait que ces méthodes sont souvent qualifiées
d’intrusives. Cette modification donne une grande taille au système lin´eaire (1.89), ce qui
peut poser problème lorsque le coût numérique de résolution n’est plus linéaire endΩ et
endΘ.
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4 Analyse multivariable déterministe

Dans cette partie nous passons en revue les méthodes d’analyse multivariable les
plus répandues, c’est-à-dire les techniques les plus communes pour la résolution de
problèmes faisant intervenir simultanément plusieurs paramètres. Nous commençons par
les méthodes se basant sur une stratégie ponctuelle. Puisnous examinons celles reposant
sur une stratégie biprojective.

4.1 Méthodes suivant une strat́egie ponctuelle

4.1.1 Méthodes d’interpolation

Les méthodes d’interpolation consistent à construire une approximationf̃ qui est
exacte pour les valeurs des paramètres d’entrée{θ(k)|k = 1, . . . ,dΘ}. Elles se fixenta
priori la baseΨ (voir équation (1.59)). Ces fonctions de base peuvent prendre la forme
de fonctions affines par morceaux, de polynômes, de splines. . .

Ainsi, les méthodes d’interpolation consistent à trouver lesdΘ scalairesfi vérifiant :

f (θ(k)) =
dΘ

∑
i=1

fi .ψi(θ(k)) (1.94)

pourk = 1, . . . ,dΘ. On peut mettre cela sous forme de système linéaire[A]{F}= {B}, où
le scalaire de lake ligne etie colonne de[A] vautψ

i
(θ(k)), la ie ligne de{F} vaut fi et la

ke ligne de{B} vaut f (θ(k)).

Les méthodes d’interpolation ont les avantages et les inconvénients propres aux
stratégies ponctuelles (voir sous-partie 3.3.4). En outre, on force l’approximatioñf à être
exacte pour les valeurs des paramètres d’entrée{θ(k)|k = 1, . . . ,dΘ}. C’est un bénéfice si
l’erreur qu’on commet lors des calculs des solutions approchées{̃s(θ(k))|k = 1, . . . ,dΘ}
est faible. Dans le cas contraire, il faut leur préferer desméthodes de moindres carrées
exposées ci-après.

Les méthodes d’interpolation ont de multiples domaines d’application. Elles ont par
exemple été utilisées au LMT-Cachan pour faire de l’optimisation multiniveau à grande
échelle d’assemblages de structures [Soulier 09]. En ce qui concerne le recalage de
modèles, une interpolation par des splines a par exemple été utilisée dans [Icardi 07] pour
recaler des paramètres de plaques composites.

4.1.2 Moindres carŕes

Comme les méthodes d’interpolation, les méthodes de moindres carrés reposent sur
une baseΨ choisiea priori. Par contre, elles sont plus souples que les méthodes d’in-
terpolation : elles n’imposent pas à l’approximation d’être exacte pour les valeurs des
paramètres d’entrée{θ(k)|k = 1, . . . ,d′

Θ}. À la place, elles cherchent à minimiser l’écart
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entre l’approximation et les quantités d’intérêt{ f (θ(k))|k = 1, . . . ,d′
Θ} grâce à la fonc-

tionnelle :

J : AF
dΘ −→ F

( f1, . . . , fdΘ) 7−→
1
2

d′Θ

∑
k=1

pk

(
f (θ(k))−

dΘ

∑
i=1

fi .ψi
(θ(k))

)2
(1.95)

où {pk|k = 1, ...,d′
Θ} sont des poids attribués à chaque valeur des paramètres d’entrée.

Comme la fonctionnelleJ est quadratique définie positive, son minimum est atteint au
point vérifiantgrad(J)( f1, . . . , fdΘ) = 0. Ce point est donc la solution du système linéaire
[A]{F} = {B}, où [A] est la matrice dont le coefficient de laje ligne et de laie colonne
vaut :

a ji =
d′Θ

∑
k=1

pkψ
j
(θ(k))ψ

i
(θ(k)) (1.96)

{F} est le vecteur dont laie ligne est l’inconnuefi et {B} est le vecteur dont laje ligne
vaut :

b j =
d′Θ

∑
k=1

pkψ
j
(θ(k)) f (θ(k)) (1.97)

Les méthodes de moindres carrés ont les avantages et les inconvénients propres aux
stratégies ponctuelles (voir sous-partie 3.3.4). En outre, le fait que l’approximation ne
soit pas exacte pour les valeurs des paramètres d’entrée permet de mieux corriger les
erreurs du calcul de la solution approchées̃. Ces erreurs sont d’autant mieux gommées
qued′

Θ est grand, mais cela se fait au détriment des coûts de calculs.

Les méthodes de moindres carrés ont de multiples domainesd’application, dont le
recalage de modèles. Par exemple, elles ont été utilisées dans [Asma 07] pour recaler les
paramètres d’un treillis tridimensionnel constitué de 36 barres.

4.1.3 Krigeage

Bien qu’elles s’appuient sur une approche stochastique, les méthodes de krigeage ont
été introduites dans [Matheron 62] dans le but de résoudre des problèmes multivariables.
Les quantités déterministes y sont vues commes des réalisations de variables aléatoires.
Afin de trouver l’approximatioñf (voir équation (1.59)), elles considèrent les scalaires
connus : on prendfk = f (θ(k)), pourk = 1, . . . ,dΘ. Les inconnues sont les vecteursψk.

Les méthodes de krigeage considèrent les applicationsf , f̃ et les ψk comme des
réalisations de processus stochastiquesF , F̃ et Ψk respectivement. Elles cherchent alors
à minimiser la varianceV(F − F̃) (voir équation (1.126)) de l’écart entre le processusF
et son approximation, sous la contrainte d’une espérance (voir équation (1.125)) nulle :
E(F − F̃) = 0.
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Il existe plusieurs méthodes de krigeage. Elles sont nomm´ees en fonction du choix
retenu pour l’allure des processus stochastiques. Pour le krigeage appelé ordinaire, qui
est le plus utilisé, les processus stochastiques sont la somme d’un processus stochastique
constant et d’un processus stochastique stationnaire.

Un processus stochastiqueF est dit stationnaire si sa loi de probabilité est
indépendante par translation dansΘ. En d’autres termes, quel que soit le momentm
(espérance, variance . . .) et quel que soit(θ,h) ∈ Θ2, la quantitém(F(θ + h)− F(θ))
est indépendante du pointθ et de la norme‖h‖. Dans le cas oùm est la variance, cette
quantité est appelée variogramme de la distance‖h‖ et souvent notée 2γ(‖h‖).

Dans le cadre du krigeage ordinaire, il est montré dans [Baillargeon 05] que pour tout
θ ∈ Θ, la contrainte d’espérance nulle se traduit par :

dΘ

∑
k=1

ψk(θ) = 1 (1.98)

et que la variance qu’on cherche à minimiser peut s’exprimer sous la forme quadratique
suivante :

{Ψ(θ)}T [A(θ)]{Ψ(θ)}+{Ψ(θ)}T{B(θ)} (1.99)

où{Ψ(θ)} est le vecteur dont lake ligne est l’inconnueΨk(θ), [A(θ)] est la matrice dont
le coefficient de laie ligne et de laje colonne est le variogrammeγ(‖θ(i)−θ( j)‖) et{B(θ)}

est le vecteur dont lake ligne est le variogrammeγ(‖θ−θ(k)‖).
Pour trouver lesψk(θ), il suffit juste de trouver le point stationnaire de la forme

quadratique (1.99) sans oublier de tenir compte de la contrainte (1.98) par une méthode
au choix : multiplicateur de Lagrange, pénalisation, substitution . . .

Comme les autres méthodes basées sur les stratégies ponctuelles, le krigeage est
simple à mettre en œuvre car il post-traite des solutions qui peuvent être facilement
obtenues par des codes commerciaux. Cependant, on ne sait pas comment choisira priori
les valeurs des paramètres d’entrée pour obtenir un krigeage de bonne qualité. En outre,
l’appel à la théorie des probabilités permet de construire des intervalles de confiance pour
estimer la pertinence de l’approximatioñf en dehors des points d’évaluation.

Les méthodes de krigeage ont de multiples domaines d’application, mais elles sont très
peu employées pour le recalage de modèles mécaniques. L’identification des paramètres
d’une structure en acier présentée dans [Munan 05] est un des rares cas que nous pouvons
citer.

4.1.4 Proper Orthogonal Decomposition

Les méthodes de Proper Orthogonal Decomposition font une ´etude spectrale de
la solution au problème (1.54) afin d’en calculer une approximation. Il est montré
dans [Liang 02] qu’elles sont équivalentes à la décomposition de Karhunen-Loève, à
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l’analyse en composantes principales et à la décomposition en valeur singulière. Toutes
ces méthodes trouvent leur racines dans [Pearson 01].

Avant d’expliquer comment mettre en œuvre les méthodes POD, il est nécessaire d’in-
troduire un sous-ensemble particulier deS, l’ensemble des applications deΩ dansS, au-
quel elles font appel. NotonsSc ce sous-ensemble des applications constantes surΩ à
valeurs dansS. Ainsi, une applicationz appartient àSc si et seulement s’il existe une
constantezc ∈ S telle que :

∀x∈ Ω,z(x) = zc (1.100)

La grandeur d’intérêtf (θ) est la solutions(θ) de l’EDP. La POD consiste donc à
trouver une approximatioñs à l’application :

s : Θ −→ S

θ 7−→ s(θ)
(1.101)

dans unS-module particulier, généré par une base d’applications deΘ dansSc. En d’autres
termes, l’approximatioñs est cherchée sous une forme particulière de l’équation (1.59) :

s̃=
dΘ

∑
i=1

fiψi
(1.102)

avec fi dans l’ensembleS etψ
i
dans l’ensemble des applicationsΘ dansSc. Étant donnée

une valeurθ ∈ Θ, on pourra ainsi obtenir une approximation de la solutions(θ) grâce à
une forme particulière de l’équation (1.60) :

s̃(θ) =
dΘ

∑
i=1

fiψi
(θ) (1.103)

avecsi ∈ S et ψ
i
(θ) ∈ Sc. Ainsi, pour une valeur donnéex∈ Ω, on a :

s(θ)(x) =
dΘ

∑
i=1

fi(x)ψi
(θ)c (1.104)

oùψ
i
(θ)c ∈ Sest la valeur constante prise par l’applicationψ

i
(θ).

Pour mettre en œuvre une POD, on se donned′
Θ valeurs des paramètres d’entréeθ,

avecd′
Θ ≥ dΘ. Pour lake de ces valeursθ(k), on calcule la solution approchée˜s(θ(k)) dans

la baseΦ :

s̃(θ(k))(x) =
dΩ

∑
j=1

sjkϕ
j
(x) (1.105)

On construit alors la matrice[S] dont le coefficient de laje ligne et de lake colonne vaut
sjk. On la décompose en valeurs singulières, c’est-à-dire sous la forme :

[S] = [χ][Σ][Ψ]T (1.106)
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où [χ] et [Ψ] sont des matrices carrées unitaires de tailles respectivesdΩ etd′
Θ. [Σ] est une

matrice rectangulaire dont tous les termes sont nuls sauf ceux sur la diagonale. Ils sont
positifs ou nuls et classés par ordre décroissant sur la diagonale. On les appelle valeurs
singulières. On pose ensuite[F] la matrice de tailledΩ×d′

Θ. La matrice[S] peut se récrire
sous la forme :

[S] = [F][Ψ] =
d′Θ

∑
i=1

{Fi}{Ψi}
T (1.107)

où{Fi} et{Ψi} sont lesie colonnes de[F] et [Ψ] respectivement. On tronque cette somme
pour avoir une approximation[S̃] de la matrice[S] :

[S̃] =
dΘ

∑
i=1

{Fi}{Ψi}
T (1.108)

En remarquant que cette dernière équation est la version matricielle de l’équation (1.104),
on peut reconstruire les applicationsfi et ψ

i
.

Les méthodes de POD ont les avantages et les inconvénientspropres aux stratégies
ponctuelles (voir sous-partie 3.3.4). En outre, contrairement aux autres méthodes
d’analyse multivariable présentées ici, elles bénéficient d’une insensibilité au nombre de
paramètres, ce qui est un énorme avantage dès que celui-ci devient grand.

Les méthodes de POD ont de multiples domaines d’application. Elles ont par
exemple été utilisées au LMT-Cachan pour des calculs multiéchelle en temps et espace
[Passieux 08]. En ce qui concerne le recalage de modèles, elles ont été utilisées dans
[Lenaerts 01] pour recaler les paramètres d’une poutre à comportement non linéaire.

4.2 Méthodes suivant une strat́egie biprojective

4.2.1 Th́eorie des perturbations

La théorie des perturbations [Nayfeh 32] est une méthode suivant une stratégie bipro-
jective. Sa mise en œuvre est donc expliquée dans la sous-partie 3.4. Elle consiste à écrire
les grandeurs dépendantes des paramètres d’entrée sousforme de séries de Taylor autour
deθ = 0 à l’ordrend. Pour une telle grandeurz(θ)∈ Z, la baseΨZ (voir équation (1.70)) :

{
ψ

i
= ψ

i1,...,inp
: θ 7−→ θi1

1 . . .θ
inp
np

∣∣∣∣ i1+ · · ·+ inp 6 nd

}
(1.109)

nous permet d’écrire les approximations :

z̃= ∑
i≤nd

zi .ψi
= ∑

i1+···+inp≤nd

∂i1+···+inpz

∂θi1
1 . . .∂θ

inp
np

(0) .ψ
i1,...,inp

(1.110)
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et

z̃(θ) = ∑
i≤nd

zi .ψi
(θ) = ∑

i1+···+inp≤nd

∂i1+···+inpz

∂θi1
1 . . .∂θ

inp
np

(0) .θi1
1 . . .θ

inp
np (1.111)

Le produit scalaire< .|. > (voir équation (1.86)) utilisé par la théorie des perturbations
est :

< .|. >: S̃ × S̃ −→ AS = S̃(
u = ∑

i≤nd

ui .ψi
, v = ∑

i≤nd

vi .ψi

)
7−→ < u|v >= ∑

i≤nd

ui ×vi
(1.112)

La théorie des perturbations a de multiples domaines d’application, dont le recalage
de modèles. Par exemple, elle a été utilisée dans [D’Souza 08] pour recaler les paramètres
de treillis de poutres à comportement non linéaire.

4.2.2 Méthodes asymptotiques

Les méthodes asymptotiques [Rabinovich 72] sont une gén´eralisation de la théorie des
perturbations. Elles consistent à écrire les grandeurs dépendantes des paramètres d’entrée
sous forme de développements asymptotiques au voisinage d’un point θ(0) ∈ [−∞,+∞].
Une application fonctions de la baseΨZ (voir équation (1.70)) a donc pour allure :

ψZ
k : Θ −→ Z

θ 7−→ ψZ
k (θ) =

np

∏
j=1

(
θ

αkj
j (lnθ j)

βkj exp

[nkj

∑
i=1

ck j i
θ

γkj i
j

])
(1.113)

Le produit scalaire< .|. > (voir équation (1.86)) utilisé par les méthodes asympto-
tiques est :

< .|. >: S̃ × S̃ −→ AS = S̃(
u = ∑

i
ui .ψS

i
, v = ∑

i
vi .ψS

i

)
7−→ < u|v >= ∑

i
ui ×vi

(1.114)

5 Calcul de structures aĺeatoires

Le calcul de structures aléatoires consiste à étudier unproblème lorsque le hasard
peut donner différentes valeurs aux paramètres d’entrées. Les méthodes de résolution de
ce type de problèmes sont classiquement divisées en deux catégories : les méthodes non
stochastiques et les méthodes stochastiques.
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5.1 Méthodes non stochastiques

5.1.1 Ǵenéralit és

Les méthodes non stochastiques consistent en deux choses :à placer les gran-
deurs incertaines dans des objets (intervalles, ensemblesflous, ensembles aléatoires,
méconnaissances . . .) et à propager ces objets dans le mod`ele numérique. Elles doivent
donc premièrement décrire comment placer une grandeur incertainex dans un objetX.
Deuxièmement, étant donné un ensembleX denv objetsX1, . . . ,Xnv et une applicationg
denv variablesx= (x1, . . . ,xn) ∈ X, les méthodes doivent dire comment construire l’objet
Y auquel appartient la grandeur incertainey = g(x).

Ainsi, cette approche ne nous permet pas de savoir ce que vautla grandeur d’intérêt
f (θ) pour une réalisationθ donnée. Avec ces méthodes, on sait juste qualifier un objet
auquel la grandeur d’intérêt appartient.

Les méthodes non stochastiques ne rentrent pas dans le cadre décrit dans la partie 3.
Elles sont classiquement regroupées dans ce qu’on appellela théorie ǵeńeralisée de l’in-
formation[Klir 91].

5.1.2 Th́eorie des intervalles

La plus simple des méthodes non stochastiques est la théorie des intervalles. Elle a
été développée dans les années 1950 et 1960, notammentdans [Moore 66].

Elle consiste à placer une grandeur incertainex entre deux bornes déterministes. Cela
peut s’écrire de la manière suivante :

x∈ X = [x−,x+] (1.115)

Pour propager les intervalles dans le modèle numérique, les bornes de l’intervalle
Y = g(X) sont :

y− = min
x∈X

g(x) et y+ = min
x∈X

g(x) (1.116)

En d’autres termes,Y est le plus petit intervalle contenant l’image deX1×·· ·×Xnv parg.

Un des principaux défauts de la théorie des intervalles est qu’elle peut être très pes-
simiste. Par exemple, l’image de tout intervalleX contenant 0 par la fonctionx 7−→ 1/x
est l’intervalle]−∞,+∞[. Cela n’a pas empêché cette théorie d’être mise en œuvre, entre
autres pour le recalage de modèles. Par exemple, elle a ét´e utilisée dans [Lauwagie 06]
pour recaler les paramètres matériaux d’une plaque de cuivre.

5.1.3 Ensemble flous

La théorie des ensembles flous a été introduite dans [Zadeh 65] comme une extension
de la théorie des intervalles.
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Un ensemble flou est une paire(X,µX) où X est un ensemble etµX est une applica-
tion deX vers [0,1] appeléefonction de participation. Elle permet de qualifier le degré
d’appartenance d’une grandeur incertainex∈ X.

Si on est certain quex est dansX, alorsµX(x) = 1. Inversement, si on est certain quex
est en dehors deX, alorsµX(x) = 0. Si on a un doute quant à l’appartenance dex àX, alors
0< µX(x) < 1. Cette valeur est d’autant plus proche de 1 que l’on est sûrquex est dansX.

Pour propager les ensembles flous dans le modèle numérique, la fonction participation
µY deY = g(X) est définie par :

∀y∈Y,µY(y) =





0 si X−g(y) = ∅

sup
X−g(y)

min(µX1(x1), . . . ,µXnv
(xnv)) si X−g(y) 6= ∅ (1.117)

oùX−g(y) est l’ensemble des antécédents dey parg :

X−g(y) = {(x1, . . . ,xnv)|g(x1, . . . ,xnv) = y} (1.118)

Le calcul deX−g(y) peut s’avérer difficile à réaliser. Pour contourner cet obstacle
numérique, on décrit un ensemble flou(X,µX) comme plusieurs ensembles classiques,
appelésα-coupures :

αX = {x∈ X|µX(x) > α} (1.119)

pour différentes valeurs deα ∈ [0,1]. La propagation desα-coupures se fait ensuite
comme dans la théorie des intervalles. On risque alors de trouver des résultats pessimistes.
Cela n’a pas empêché cette théorie d’être mise en œuvre,entre autres pour le recalage
de modèles. Par exemple, elle a été utilisée dans [Duque07] pour recaler les paramètres
matériaux de l’ossature métallique d’un autobus.

La théorie des méconnaissances [Ladevèze 02, Puel 04], développée au LMT-Cachan,
s’appuie sur des concepts extrêmement similaires à la th´eorie des ensembles flous.

5.1.4 Th́eorie de Dempster-Shafer

La théorie de Dempster-Shafer a été développée à partir des travaux de Dempster
[Dempster 68] et de Shafer [Shafer 76]. Les grandeurs incertaines y sont placées dans des
ensembles aléatoires, qui peuvent être vus comme une généralisation des ensembles flous.

Étant donné un ensembleX, notonsP(X) l’ensemble des parties deX, c’est-à-dire
l’ensemble des sous-ensembles deX :

P(X) = {A|A⊂ X} (1.120)

Un ensemble aléatoire est une paire(E,mE) où E est un ensemble etmE une application
deP(E) vers[0,1] appeléemassevérifiant :

mE(∅) = 0 et ∑
A∈P(E)

mE(A) = 1 (1.121)
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Elle permet de donner la probabilité qu’une grandeur incertaine e ∈ E appartienne
exclusivement au sous-ensembleA⊂ E, indépendamment des autres sous-ensembles de
E.

Pour propager les ensembles aléatoires dans le modèle numérique, l’ensemble
aléatoire(Y,mY) de Y = g(X) est défini par l’ensemble des images parg des sous-
ensembles deX :

Y = {g(A)|A∈ P(X)} (1.122)

et par sa massemY telle que :

∀B∈ P(Y), my(B) = ∑
{A∈P(X)|B=g(A)}

mX(A) (1.123)

La théorie de Dempster-Shafer n’est pas très utilisée dans le domaine du recalage de
modèles. Toutefois, elle a été employée dans [Guo 06] pour identifier l’endommagement
de certains éléments d’un treillis de constitué de 31 barres.

5.2 Méthodes stochastiques

5.2.1 Notations

Les méthodes stochastiques consistent à utiliser la théorie des probabilités pour
modéliser le fait que le hasard puisse donner différentesvaleurs aux paramètres d’entrée.
Les réalisations possibles deθ ∈ Θ appartiennent donc à un espace probabilisé. Nous
noteronsF une σ-algèbre (ou tribu) surΘ. Nous nous donnonsp, une mesure de
probabilité surF .

Pour une variable aléatoirez∈ Z :

z : Θ −→ Z
θ 7−→ z(θ)

(1.124)

on appelleE(z) son espérance mathématique :

E(z) =
Z

Θ
z(θ)dp (1.125)

etV(z) sa variance :
V(z) = E((z−E(z))2 = E(z2)−E(z)2 (1.126)

5.2.2 Monte-Carlo

Les méthodes de Monte-Carlo [Fishman 95] ont été introduites dans [Metropolis 49].
Ce sont des méthodes très largement répandues depuis l’introduction de l’outil informa-
tique pour la résolution des problèmes en sciences de l’ingénieur. Cette popularité est
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due à la facilité de leur mise en œuvre, qui suit une stratégie ponctuelle.

Ces méthodes consistent à générerd′
Θ réalisations deθ. Pour chacune d’entre

elles, on fait un calcul déterministe de la grandeur d’int´erêt f (θ). La variable aléatoiref
est ensuite reconstruite par une méthode au choix à partirdes résultats desd′

Θ expériences.

Les méthodes de Monte-Carlo ont les avantages et les inconvénients propres aux
stratégies ponctuelles (voir sous-partie 3.3.4). En outre, le théorème de la limite centrale
assure qu’elles convergent enO(1/

√
d′

Θ). Ce taux de convergence, même s’il peut
paraı̂tre faible donne une estimation de l’erreur commise sur l’approximation f̃ (θ). De
plus, elles bénéficient d’une insensibilité au nombre deparamètres, ce qui est un énorme
avantage dès que celui-ci devient grand.

Les méthodes de Monte-Carlo ont de multiples domaines d’application. Elles ont par
exemple été utilisées pour la réduction des vibrationsd’une poutre équipée de pastilles
piézoélectriques [Blanzé 09]. En ce qui concerne le recalage de modèles, elles ont par
exemple été utilisées dans [Esfandiari 10] pour recalerl’endommagement d’un treillis
composé de 25 barres.

5.2.3 Th́eorie des perturbations stochastique

La théorie des perturbations stochastiques [Kleiber 92] consiste à développer toutes
les variables aléatoires en série de Taylor denv variables aléatoires élémentaires
{ξi |i = 1, . . . ,nv}. On peut prendre par exemplenv variables aléatoires indépendantes
gaussiennes centrées réduites à valeurs dansR.

Cette méthode suit une stratégie biprojective : elle peutdonc être mise en œuvre en
suivant les explication de la sous-partie 3.4. Pour ce faire, on prend la baseΨZ (voir
équation (1.70)) sous la forme :

{
ψ

i
= ψ

i1,...,inp
= ξi1

1 . . .ξinv
nv

∣∣∣∣ i1+ · · ·+ inv 6 nd

}
(1.127)

Ainsi une approximation de la variable aléatoirez s’écrit sous la forme :

z̃= ∑
i≤nd

zi.ψi
= ∑

i1+i2+···+inp≤nd

zi1,....ξ
i1
1 . . .ξinv

nv (1.128)

et une réalisationz(θ) sera approchée sous la forme :

z̃(θ) = ∑
i≤nd

zi .ψi
(θ) = ∑

i1+i2+···+inp≤nd

zi1,....(ξ1(θ))i1 . . .(ξnv(θ))inv (1.129)
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Le produit scalaire< .|. > (voir équation (1.86)) utilisé par la théorie des perturbations
stochastique est :

< .|. >: S̃ × S̃ −→ AS = S̃(
u = ∑

i≤nd

ui .ψi
, v = ∑

i≤nd

vi .ψi

)
7−→ < u|v >= ∑

i≤nd

ui ×vi
(1.130)

La théorie des perturbations stochastique a de multiples domaines d’application, dont
le recalage de modèles incertains. Par exemple, elle a ét´e utilisée dans [Khodaparasta 08]
pour recaler le module d’Young d’une poutre dont 3 segments ont un comportement
aléatoire.

Elle a les avantages et les inconvénients propres aux stratégies biprojectives (voir sous-
partie 3.4.6). De plus, le produit scalaire employé est tr`es simple à calculer. Cependant,
il n’est pas fondé sur la théorie des probabilités et celanécessite souvent de monter à
un degrénd élevé pour obtenir des approximations de bonne qualité.Cet inconvénient
n’existe plus dans la méthode des éléments finis stochastiques.

5.2.4 Éléments finis stochastiques

La méthode des éléments finis stochastiques a été introduite dans [Ghanem 91].
Elle peut être mise en œuvre, soit par une stratégie ponctuelle soit par une stratégie
biprojective.

Dans les deux cas, elle s’appuie sur le produit scalaire :

< .|. >: Z×Z −→ AZ

(y,z) 7−→ < y|z>= E(y×z) =
R

Θ y(θ)×z(θ)dp
(1.131)

.
Il nous permet de définir une base d’approximationΨ de la quantité d’intérêt (voir

équation (1.59)) appelée chaos polynomial. Elle est orthogonale au sens du produit
scalaire (1.131) et peut être construite en suivant un algorithme de Gram-Schmidt,
comme il est indiqué dans [Ghanem 91]. Cette construction dépend de la mesure de
probabilitép utilisée. Par exemple, pour la mesure gaussienne on obtient les polynômes
de Hermite.

Pour employer les éléments finis stochastiques en stratégie ponctuelle, il est conseillé
dans [Webster 96] de prendre des pointsθ(k) tels que les réalisations desnv variables
aléatoires soient des racines du chaos polynomial.

Pour utiliser les éléments finis stochastiques en stratégie biprojective, il faut suivre la
démarche décrite dans la sous-partie 3.4 en prenant le chaos polynomial comme baseΨZ

et choisissant (1.131) comme produit scalaire< .|. > (voir équation (1.86)).
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Les méthodes des éléments finis stochastiques ont de multiples domaines d’applica-
tion. Elles ont par exemple été utilisées au LMT-Cachan pour l’étude de liaisons incer-
taines dans [Champaney 05] en comparant les stratégies ponctuelle et biprojective. En ce
qui concerne le recalage de modèles, elles ont servi à l’identification des raideurs d’un
modèle coques et poutres représentatif d’un support de satellites [Faverjon 09].

6 Conclusion

Nous avons considéré le recalage de modèles comme un problème où un intérêt
particulier est porté à une quantité issue d’une solution à une EDP paramétrable. Ce point
de vue nous a amené à considérer les méthodes de résolution de ce type de problèmes
dans le domaine de l’analyse multivariable et pour les études de structures aléatoires.
Nous avons classé ces méthodes en deux catégories : celles s’appuyant sur ce que nous
avons appelé une stratégie ponctuelle, et celles se basant sur ce que nous avons nommé
une stratégie biprojective.

Les méthodes ponctuelles sont faciles à mettre en œuvre grâce aux nombreux codes
éléments finis existants. Cependant, elles font une reconstruction de la quantité d’intérêt
qui n’a aucun sens physique. Cet écueil peut être évité grâce aux méthodes biprojectives.
Mais elles reposent sur la résolution d’un système linéaire dont la taille peut s’accroı̂tre
extrêmement vite.

Dans la suite de ce travail, nous mettons en œuvre une méthode basé sur une stratégie
tirant les avantages des stratégies ponctuelle et biprojective. Cette méthode nous permet de
recaler des modèles déterministes ou aléatoires. Nous nous en servons aussi pour recaler
à moindre coût des familles de structures similaires, ou encore des structures dont le
comportement varie à cause du temps ou de phénomènes aléatoires.
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1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons vu qu’il existe de nombreuses méthodes pour
obtenir une approximation d’une quantité d’intérêt issue d’une solution à une EDP pa-
ramétrable (voir équation (1.56)). Nous les avons rangées dans deux catégories suivant
les stratégies de résolution sur lesquelles elles s’appuient : ponctuelle ou biprojective.
Au sein d’une de ces deux catégories, les méthodes partagent beaucoup d’avantages et
d’inconvénients.

Ce chapitre a pour but principal d’introduire une méthode basée sur une nouvelle
stratégie reprenant les avantages des stratégies ponctuelle et biprojective. Nous l’ap-
pelons la méthode éléments finis sur algèbre polynomiale (MÉFAP). Nous qualifions
d’algébriquela stratégie sur laquelle elle s’appuie.

Ce chapitre se décompose en quatre parties. Tout d’abord, nous expliquons les prin-
cipes d’une stratégie algébrique, et plus particulièrement ceux de la ḾEFAP. Ensuite, nous
explicitons comment mettre en œuvre cette méthode sur un exemple simple avec deux res-
sorts. Après, nous évaluons ses performances sur l’étude paramétrique d’une poutre dont
le matériau est variable. Pour finir, nous comparons la MÉFAP à des méthodes basées sur
des stratégies ponctuelle et biprojective, grâce à un exemple de liaison à comportement
aléatoire.

2 Principes d’une strat́egie alǵebrique

Cette partie explique ce qui nous incite à introduire un nouveau type de stratégie pour
la résolution des problèmes du type (1.56). Nous donnons les principaux avantages et
inconvénients des stratégies ponctuelle et biprojective. Puis, nous expliquons comment
est construite la stratégie algébrique pour reprendre les avantages des deux premières.
Pour finir nous présentons la ḾEFAP, cas particulier de méthode basée sur cette stratégie.

2.1 Motivations

Une stratégie ponctuelle présente l’avantage d’être facile à mettre en œuvre :
de nombreux codes éléments finis permettent de trouver lessolutions approchées

{
˜s(θ(k)) | k = 1, . . . ,d′

Θ} de l’équation aux dérivées partielles paramétrée parθ. Le calcul
des coefficientsfi de l’approximationf̃ est un simple post-traitement de ces solutions.

Ce post-traitement mathématique fait perdre la dépendance physique de la grandeur
d’intérêt f (θ) par rapport àθ. La question du choix des pointsθ(k) et de la technique de
post-traitement peut alors se révéler très délicate sion veut trouver une approximatioñf
satisfaisante.

Une stratégie biprojective présente l’avantage d’introduire la dépendance par rapport
aux paramètres d’entréeθ dans le modèle numérique. Cependant, elle est difficile àmettre
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en œuvre, parce qu’elle nécessite de modifier la baseΦ dans laquelle est cherchée une ap-
proximation de la solutions(θ). Cet aspect fait que les méthodes basées sur cette stratégie
sont qualifiées d’intrusives.

De plus, lorsque le coût de calcul n’est plus linéaire par rapport à la taille deΦ, les
temps peuvent vite augmenter.

Nous cherchons à mettre en œuvre une approche intermédiaire : une stratégie que
nous appelleronsalgébrique. Nous conservons la dépendance par rapport aux paramètres
d’entrée de la stratégie biprojective, grâce à l’approximation de toutes les grandeurs qui
s’expriment en fonction deθ (voir sous-partie 3.4.2 du premier chapitre). Cependant, pour
chercher une solution à l’équation (1.67), nous conservons la baseΦ et obtenons une
approximation de cette solution comme le fait une stratégie ponctuelle (voir sous-partie
3.3.2 du premier chapitre) par la résolution d’un systèmelinéaire du type (1.64).

2.2 Nouvelle approche

2.2.1 Enrichissement des structures alǵebriques

L’idée centrale d’une stratégie algébrique est de voir chaque grandeur dépendante
des paramètres d’entréeθ comme un scalaire appartenant à un anneau particulier. Pour
ce faire, il est nécessaire de munir leAF -module(F̃,+, .), présenté dans la partie 3.2.2
du premier chapitre, d’une loi interne associative ’×’ afin de lui donner une structure
d’algèbre associative sur l’anneau(AF ,+,×). Ainsi, (F̃,+,×) est également un anneau.
Cet enrichissement des structures algébriques nous permet d’avoir un nouveau point de
vue sur les principes des stratégies ponctuelle et biprojective.

2.2.2 Approximation des grandeurs d́ependantes des param̀etres d’entrée

La stratégie algébrique reprend les principes de la stratégie biprojective en ce qui
concerne l’approximation des grandeurs dépendantes des paramètres d’entrée (voir
sous-partie 3.4.2 du premier chapitre).

Reconsidérons la solution telle qu’elle est exprimée dans l’équation (1.76), en utilisant
le fait que nous disposons maintenant d’un anneau(S̃ ,+,×). En la récrivant :

s̃=
dΩ

∑
m=1

(
dΘ

∑
k=1

skm.ψS

k

)
.ϕ

m
(2.1)

nous la voyons comme appartenant aũS -module généré par la baseΦ. Ce point de vue
est schématisé sur la FIG. 2.1.
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Θ
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ψZ
k
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kΩ

ϕ
m

S

s̃

FIG . 2.1– Décomposition de la solution pour une stratégie algébrique

2.2.3 Calcul d’une approximation de la solution

Reconsidérons le problème tel qu’il est exprimé dans l’´equation (1.85), en utilisant le
fait que nous disposons maintenant d’un anneau(S̃ ,+,×). On peut le réécrire dans le
S̃ -module généré par la baseΦ. Il s’agit alors de trouver lesdΩ scalaires de l’anneaũS
vérifiant au mieux :

dΩ

∑
m=1

(
dΘ

∑
k=1

dΘ

∑
l=1

skm.ψL (S)
l

.ψS

k

)
.Dl(ϕm

) = b (2.2)

Ce point de vue sur le problème est très similaire à celui adopté par la stratégie ponc-
tuelle, décrit grâce à l’équation (1.61). La base dans laquelle est cherchée la solution ne
change pas, seule la structure algébrique des scalaires est modifiée. On peut donc réutiliser
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les méthodes basées sur une stratégie ponctuelle (voir sous-partie 3.3.2 du premier cha-
pitre), en remplaçant juste l’anneauAS par l’anneauS̃ .

2.2.4 Calcul d’une approximation de la grandeur d’intérêt

Une fois trouvée l’approximatioñs∈ S̃ de la solution, on calculer une approximation
de la quantité d’intérêt grâce à l’applicationt décrite dans l’équation (1.92).

2.3 Cas particulier : algèbre polynomiale

Nous introduisons ici un cas particulier d’algèbre associative (F̃,+, .,×), celle sur
laquelle est construite la ḾEFAP.

2.3.1 Ensemble des polyn̂omes

NotonsP(nd,nX,K) l’ensemble des polynômes ennX variables de degré maximal
nd à coefficients dans un corps(K,+, .). Par souci de simplicité, quand il n’y aura pas
d’ambiguı̈té, cet ensemble sera notéP dans le reste de cette thèse. LesnX variables seront
notéesX = (X1, . . . ,XnX). La base :

{
Xi1

1 ×·· ·×X
inX
nX

∣∣∣ i1+ · · ·+ inX 6 nd

}
(2.3)

permet de générer cet ensemble. Un polynômep∈ P peut donc être écrit sous la forme :

p = ∑
i≤nd

piX
i = ∑

i1+···+inX≤nd

pi1,...,inX
Xi1

1 ×·· ·×X
inX
nX (2.4)

2.3.2 Lois sur les polyn̂omes

Pour(p,q) ∈ P2 :
p = ∑

i≤nd

piX
i , q = ∑

i≤nd

qiX
i (2.5)

notons ’+’ la loi :
p+q = ∑

i≤nd

(pi +qi)X
i (2.6)

et ’×’ la loi :

p×q = ∑
i≤nd


 ∑

(α,β)∈Σi

pα.qβ


Xi (2.7)

oùΣi est l’ensemble :

Σi =
{

(α,β)
∣∣∣∀s∈ {1, . . . ,nX},αs+βs = is

}
(2.8)
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(P,+,×) a alors les propriétés requises pour être un anneau.

De plus, si nous nous donnons un scalairek∈ K et que nous notons ’.’ la loi externe :

k.p = ∑
i≤nd

(k.pi)X
i (2.9)

(P,+, .,×) a alors les propriétés pour être une algèbre associative sur le corpsK.

2.3.3 Division des polyn̂omes

Nous mettons ici en évidence que(P,+,×) n’est pas un corps. En effet, un élément a
un inverse pour l’opération ’×’ si et seulement si son terme constant est non nul. Notons
P÷ le sous-ensemble des éléments de l’ensembleP qui ont un inverse pour l’opération
’×’. Nous montrons ici queP÷ 6= P−{0P}, où 0P est l’élément neutre pour l’opération
’+’.

Soit p∈ P. On peut trouverq∈ P tel que :

p×q =

(

∑
i≤nd

piX
i

)
×

(

∑
i≤nd

qiX
i

)
= 1P (2.10)

(où 1P est l’élément neutre pour l’opération×) quand :

qi =





1
p(0,...,0)

si i = (0, . . . ,0)

−1
p(0,...,0)

∑
(α,β)∈Σ′

i

pα.qβ si i 6= (0, . . . ,0)
(2.11)

oùΣ′
i est l’ensemble :

Σ′
i =
{

(α,β)
∣∣∣(α,β) ∈ Σi etα 6= (0, . . . ,0)

}
(2.12)

En d’autres termes, un tel polynômeq existe si et seulement sip(0,...,0) 6= 0. Dans un tel
cas, nous noteronsq = 1P ÷ p.

3 Exemple de mise en œuvre

La partie précédente étant assez formelle, nous cherchons ici à expliciter la ḾEFAP.
Nous la mettons donc en œuvre sur un exemple simple. Nous choisissons un problème de
ressorts, car l’ensemble de discrétisationS̃ où chercher une approximation de la solution
s(θ) est le même que l’ensemble de rechercheS. L’écriture de la mise en œuvre s’en
trouve alors grandement simplifiée.
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k1 k2

u1 u2

f

FIG . 2.2– Deux ressorts

3.1 Présentation de l’exemple

Nous considérons un assemblage en série de deux ressorts,influencés par des
paramètres d’entréeθ et soumis à un effortf (voir FIG. 2.2). Nous y appliquerons
la MÉFAP pour traiter deux problèmes, dans lesquels la grandeur d’intérêt est le
déplacementu2(θ).

Dans le premier problème, les deux raideursk1 etk2 sont déterministes et paramétrées
de la façon suivante :

k1(θ) = k(0)
1 (1+θ1) et k2(θ) = k(0)

2 (1+θ1) (2.13)

Dans le deuxième problème, elles ont un comportement aléatoire et sont modélisées à
l’aide de deux variables aléatoiresξ1 et ξ2 telles que :

k1(θ) = k(0)
1 (1+ξ1(θ)) et k2(θ) = k(0)

2 (1+ξ2(θ)) (2.14)

Dans les deux cas, nous récrivons ces raideurs dansP(nd,2,R) sous la forme :

k1(X) = k(0)
1 (1+X1) et k2(X) = k(0)

2 (1+X2) (2.15)

3.2 Mise enéquation

Les deux problèmes peuvent être mis en équation de la même manière. Ils consistent
à trouver un couple de déplacement(u1(θ),u2(θ)) ∈ R2 = S = S̃ vérifiant le système
linéaires d’équations :

{
k1(θ)u1−k2(θ)(u2(θ)−u1(θ)) = 0

k2(θ)(u2(θ)−u1(θ)) = f
(2.16)

Il peut se récrire matriciellement. Dans le cadre de la MÉFAP, cela donne :
[

k(0)
1 (1+X1)+k(0)

2 (1+X2) −k(0)
2 (1+X2)

−k(0)
2 (1+X2) k(0)

2 (1+X2)

][
u1(X1,X2)

u2(X1,X2)

]
=

[
0

f

]
(2.17)
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3.3 Résolution

La résolution de ce problème nous donne la solution :





u1(θ) = f
1

k1(θ)

u2(θ) = f
k1(θ)+k2(θ)

k1(θ).k2(θ)

(2.18)

Avec les notations de la ḾEFAP, cette solution s’écrit :




u1(X) = f ÷
(

k(0)
1 (1+X1)

)

u2(X) = f ×
(

k(0)
1 (1+X1)+k(0)

2 (1+X2)
)
÷
(

k(0)
1 (1+X1)×k(0)

2 (1+X2)
) (2.19)

Lors de la résolution du système linéaire (2.17) suivantun algorithme au choix, les
opérations élémentaires permettant d’obtenir la solution (2.19) sont effectuées en suivant
les définitions données par les équations (2.6), (2.7) et(2.11). Lorsque le degrénd vaut 2,
nous obtenons comme solution :





u1(X1,X2) =
f

k(0)
1

−
f

k(0)
1

X1+
f

k(0)
1

X2
1

u2(X1,X2) =
f

k(0)
1

+
f

k(0)
2

−
f

k(0)
1

X1+
f

k(0)
1

X2
1 −

f

k(0)
2

X2+
f

k(0)
2

X2
2

(2.20)

3.4 Évaluation de la grandeur d’int érêt

Dans le cadre de l’analyse multivariable, pour connaı̂tre l’expression de l’approxi-
mationũ2 de la fonctionu2 : θ 7−→ u2(θ) par la MÉFAP, il faut substituerX par θ dans
l’expression deu2(X). Dans cet exemple, nous constatons que la MÉFAP nous donne
un développement limité à l’ordre 2 de la solution. Cela nous permet de nous faire une
bonne idée de la qualité de l’approximation.

Dans le cadre stochastique, pour connaı̂tre l’expression de l’approximationũ2 de la va-
riable aléatoireu2 : θ 7−→ u2(θ) par la MÉFAP, il faut substituerX = (X1,X2) par(ξ1,ξ2)
dans l’expression deu2(X).

3.5 Cas des exemples plus complexes

Afin de pouvoir mettre en œuvre la ḾEFAP sur des exemples plus complexes, nous
avons utilisé la plateforme logicielle LMT++. Pour mener `a bien nos travaux, nos avons
développé du code C++ qui a été intégré à cette plateforme. Nos apports sont détaillés
dans l’annexe B.
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Ω = [0,L]

x = 0 x = L
4 x = L

2 x = 3L
4 x = L = 200 mm

a = 1,6 mm

b = 10 mm

F = 10 N

w(θ)(L)

x

y
z

FIG . 2.3– Poutre

4 Application à l’analyse multivariable

Maintenant que nous avons vu comment fonctionne la MÉFAP, nous cherchons dans
cette partie à évaluer ses performances. Nous appliquonsla MÉFAP à une analyse mul-
tivariable, ce qui peut servir par exemple dans le cadre du recalage paramétrique. Nous
prenons pour exemple un calcul de poutre en statique, avec des grandeurs matériaux va-
riables. Cet exemple, même s’il est simple, se veut représentatif d’un assemblage de plu-
sieurs structures mal connues. Cela nous permet de tirer desconclusions sur le temps et
la qualité des calculs de la ḾEFAP.

4.1 Présentation de l’exemple

4.1.1 Pŕesentation de la structureétudiée

Nous nous intéressons à une poutre en aluminium, hétérogène, isotrope, à section
constante, dont une extrémité est encastrée et l’autre soumise à un effortF (voir FIG. 2.3).
Les modules d’Young et de cisaillement de cette poutre sont influencés par quatre pa-
ramètres d’entréeθ. Elle est divisée en quatre morceaux de longueurs égales sur lesquels
le module d’Young et le module de cisaillement sont constants. Pour cet exemple, la
grandeur d’intérêt est la flèche en bout de poutrew(θ)(L). La MÉFAP va nous permettre
d’obtenir une approximatioñwL de la fonctionwL : θ 7−→ w(θ)(L).

4.1.2 Mod́elisation

La théorie des poutres de Timoshenko [Timoshenko 32] permet de modéliser ce
problème comme la recherche d’un couple de champs(θ) = (w(θ),β(θ)) oùw représente
le déplacement suivantzet β la rotation autour dey.
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Pour notre problème, la solution doit vérifier les conditions cinématiques :

w(θ)(0) = 0 (2.21)

β(θ)(0) = 0 (2.22)

les équations d’équilibre :

∂T(θ)

∂x
(x) = 0 ∀x∈ Ω (2.23)

∂M(θ)

∂x
(x)−T(θ)(x) = 0 ∀x∈ Ω (2.24)

T(θ)(L) = F (2.25)

M(θ)(L) = 0 (2.26)

où T(θ) est l’effort tranchant etM(θ) est le moment fléchissant, et les relations de com-
portement :

T(θ)(x) = G(θ)(x) .ab.

(
β(θ)(x)+

∂w(θ)

∂x
(x)

)
∀x∈ Ω (2.27)

M(θ)(x) = E(θ)(x).
a3b
12

.
∂β(θ)

∂x
(x) ∀x∈ Ω (2.28)

oùE(θ)(x) est le module d’Young etG(θ)(x) le module de cisaillement.

Nous traitons deux exemples. Dans le premier, le module de cisaillementG(θ)(x) =
G0 = 26 GPa reste constant et le module d’Young est défini par :

E(θ)(x) =





E0(1+θ1) si x∈
[
0, L

4

[

E0(1+θ2) si x∈
[L

4, L
2

[

E0(1+θ3) si x∈
[

L
2, 3L

4

[

E0(1+θ4) si x∈
[3L

4 ,L
[

avecE0 = 70 GPa (2.29)

Dans le deuxième exemple, le module d’YoungE(θ)(x) = E0 reste constant et le module
de cisaillement est mis sous la forme :

G(θ)(x) =





G0(1+θ1) si x∈
[
0, L

4

[

G0(1+θ2) si x∈
[L

4, L
2

[

G0(1+θ3) si x∈
[

L
2, 3L

4

[

G0(1+θ4) si x∈
[3L

4 ,L
[

(2.30)
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4.1.3 Ensembles d’approximation

Pour construire l’ensemble d’approximatioñF, nous utilisonsP(nd,4,R) en faisant
plusieurs tests avec le degrénd variant entre 0 et 8. Dans le premier exemple, cela nous
amène à prendre comme module d’Young :

E(x) =





E0(1+X1) si x∈
[
0, L

4

[

E0(1+X2) si x∈
[

L
4 , L

2

[

E0(1+X3) si x∈
[L

2 , 3L
4

[

E0(1+X4) si x∈
[

3L
4 ,L

[
(2.31)

et dans le deuxième exemple, le module de cisaillement devient :

G(x) =





G0(1+X1) si x∈
[
0, L

4

[

G0(1+X2) si x∈
[L

4 , L
2

[

G0(1+X3) si x∈
[

L
2 , 3L

4

[

G0(1+X4) si x∈
[3L

4 ,L
[

(2.32)

Pour construire l’ensemble de discrétisationS̃, nous utilisons les éléments finis
poutres mixtes linéaires (PML) présentés dans [Batoz 90].

4.2 Résultats

4.2.1 Étude des temps de calcul

La figure FIG. 2.4 nous donne le temps de calcul utilisateurt en fonction du degrénd,
qui est similaire pour les deux exemples. Les calculs ont été effectués sur un processeur
dual core 2 GHz avec 512 Mo de RAM. La figure FIG. 2.5 nous permet d’apprécier la
perte de temps :

p(nd) = log

(
t(nd)

t(0)

)
(2.33)

par rapport à un calcul sans paramètres, c’est-à-dire avecnd = 0.

4.2.2 Étude de la qualité de l’approximation

Pour tester la qualité de la ḾEFAP, l’approximation de la quantité d’intérêt
wL : θ 7−→ w(θ)(L) a été évaluée pour différentes valeurs des paramètres d’entrée
θ. Ces valeurs ont été obtenues par des tirages aléatoiressuivant une loi uniforme, dans
des intervalles du type[−10n,10n] avec l’entiern ∈ [−4,0]. Elles sont détaillées dans
l’annexe A.
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Pour chacune de ces valeurs, nous avons estimé la qualité de l’approximation par la
quantité :

q(θ) = log

∣∣∣∣∣
w̃(θ)(L)−wre f

wre f

∣∣∣∣∣ (2.34)

où wre f est la flèche en bout de poutre, obtenue avec un calcul effectué dansR (en
remplaçant le module d’Young par sa valeur dans l’équation (2.29) dans le premier
exemple, et le module de cisaillement par sa valeur dans le deuxième exemple).

Les figures FIG.2.6 (relative au premier exemple) et FIG.2.7 (relative au deuxième
exemple), montrent les variations de la qualitéq(θ) en fonction du degrénd et des valeurs
des paramètres d’entréeθ. Elles mettent en avant plusieurs choses :

– les niveaux d’erreur dépendent fortement de la grandeur perturbée,
– les niveaux de qualité baissent quand les valeurs des paramètres d’entrée s’éloignent

de 0,
– pour chaque jeu de paramètres, il existe un degré au-del`a duquel la qualité ne

s’améliore plus,
– ce degré critique est d’autant plus grand que les valeurs des paramètres sont

éloignées de 0.

Ces conclusions amènent à s’intéresser aux rapports qualité/prix −q(θ)(nd)− p(nd)
des calculs, montrés sur les figures FIG. 2.8 (relative au premier exemple) et FIG. 2.9 (re-
lative au deuxième exemple). Pour les valeurs où nous sommes monté suffisamment haut
en degré pour atteindre le degré critique, nous voyons qu’il existe un rapport qualité/prix
optimal. De plus, cet optimum est atteint pour le degré critique.

5 Application au calcul de structures aĺeatoires

Dans cette partie, nous comparons les performances de troisstratégies (ponctuelle,
biprojective et algébrique) sur un calcul de poutre avec une liaison aléatoire. Cet exemple,
même s’il est simple, se veut représentatif d’une structure possédant une liaison dont le
comportement est incertain. Nous y montrons également un avantage de la ḾEFAP : en
réutilisant les résultats de calculs déjà effectués,nous pouvons calculer à moindre coût
une nouvelle variable aléatoire d’intérêt.

5.1 Présentation de l’exemple

5.1.1 Pŕesentation de la structureétudiée

Nous nous intéressons à une poutre en aluminium, homogène, isotrope, à section
constante. Sa liaison élastique avec le bâti a un comportement aléatoire. Son extrémité est
soumise à un effortF = 0,1 N (voir FIG. 2.10). Pour cet exemple, la grandeur d’intérêt
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FIG . 2.6– Qualité du calcul, pourE variable etG constant
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FIG . 2.10– Poutre et sa liaison avec le bâti

est la flèchew(θ)(L) à l’endroit où est appliqué l’effortF. La MÉFAP va nous permettre
d’obtenir une approximatioñwL de la variable aléatoirewL : θ 7−→ w(θ)(L).

5.1.2 Mod́elisation

Le comportement des poutres est modélisée par la théoriede Timoshenko (voir
équations (2.21) à (2.28)). Le comportement de la liaisonest modélisé par deux raideurs
(en déplacement et en rotation) aléatoires indépendantes :

T(θ)(0) = kw(θ).w(θ)(0) (2.35)

M(θ)(0) = kβ(θ).β(θ)(0) (2.36)

Nous modélisons ces raideurs grâce à un couple indépendant (ξw,ξβ) de variables
aléatoires gaussiennes centrées réduites :

kw(θ) = kw
0 (1+δξw(θ)) aveckw

0 = 10 N/m (2.37)

kβ(θ) = kβ
0(1+δξβ(θ)) aveckβ

0 = 0,1 N.m/rad (2.38)

avecδ = 0,1.

5.1.3 Approximations

Pour construire l’ensemble de discrétisationS̃, nous utilisons les éléments finis
poutres mixtes linéaires (PML) présentés dans [Batoz 90].

Pour les stratégies ponctuelle et biprojective, nous utilisons le chaos polynomial
à l’ordre nd comme ensemble d’approximatioñF. Pour la stratégie algébrique, nous
utilisonsP(nd,2,R). Nous avons testé ces stratégies avecnd variant entre 1 et 6.



Application au calcul de structures aĺeatoires 57

Comme stratégie ponctuelle, nous choisissons la méthodeéléments finis stochas-
tique non intrusive présentée dans la partie 5.2.4 du chapitre 1. Nous faisonsdΘ calculs
déterministes avec des réalisations de(ξw,ξβ) correspondant aux racines des polynômes
de Hermite, comme il est conseillé dans [Webster 96]. Nous construisons ensuite une sur-
face de réponse par une minimisation au sens des moindres carrés. Nous notonsw(p)

L la
variable aléatoire d’intérêt obtenue par cette méthode.

Comme stratégie biprojective, nous choisissons la méthode des éléments finis stochas-

tique présentée dans la partie 5.2.4 du chapitre 1. Nous notonsw(b)
L , la variable aléatoire

d’intérêt obtenue par cette méthode.
Comme stratégie algébrique, nous avons utilisé la MÉFAP en posant :

kw = kw
0 (1+δX0) et kβ = kβ

0(1+δX1) (2.39)

A la fin du calcul, la variable aléatoire d’intérêtw(a)
L est obtenue en évaluant la flèche en

bout de poutrew(X)(L) pourX = (ξw,ξβ).

5.2 Résultats comparatifs

5.2.1 Temps de calculs

La figure FIG. 2.11 nous donne les temps de calcul utilisateurt(a), t(p), t(b) (respecti-
vement des stratégies algébrique, ponctuelle et biprojective) en fonction du degrénd. Les
calculs ont été effectués sur un processeur dual core 2 GHz avec 512 Mo de RAM. Nous
constatons que la stratégie biprojective, dont la taille de la base de recherche dépend du
degré, a des coûts qui augmentent plus vite que les deux autres stratégies. Nous constatons
que la stratégie algébrique est plus lente que la stratégie ponctuelle et plus rapide que la
stratégie biprojective.

5.2.2 Qualit́es

Pour pouvoir comparer les qualités des différentes stratégies, nous construisons les
quantités :

q(a)(nd) =
E(((w(a)

L (nd)−wre f )
2)

E(w2
re f)

(2.40)

q(p)(nd) =
E(((w(p)

L (nd)−wre f)
2)

E(w2
re f)

(2.41)

q(b)(nd) =
E(((w(b)

L (nd)−wre f )
2)

E(w2
re f)

(2.42)

où wre f = w(b)
L (10) et E(z) est l’espérance de la variable aléatoirez (voir

équation (1.125)).
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FIG . 2.13– Vérification de la réutilisation des calculs

Sur la figure FIG. 2.12, nous voyons que la stratégie ponctuelle, qui construit la
dépendance à la réalisationθ a posteriori, est de bien moins bonne qualité que les deux
stratégies propageant cette dépendance. Il y a un léger avantage pour la stratégie bipro-
jective, mais il est plus faible que l’avantage en coût de lastratégie algébrique.

5.2.3 Ŕeutilisation des calculs

Nous cherchons ici à réutiliser le résultatw(X)(L) en l’évaluant en un autre point
que (ξw,ξβ). Soit εβ la variable aléatoire uniforme centrée réduite. Nous avons tracé
la fonction densité de probabilité de la variable aléatoire w̃(ξw,εβ)(L) sur la figure
FIG. 2.13.
Pour vérifier la pertinence de ce calcul, nous avons utilis´e une méthode de Monte-Carlo
avec 100 000 tirages de(ξw,εβ) avec les calculs de structures déterministes correspon-
dants. Le résultat est reporté sur la même figure et validele calcul fait avec la ḾEFAP.

Les méthodes éléments finis stochastiques que nous avonsemployées pour l’obtention
de la variable aléatoirew(ξw,ξβ)(L) ne sont pas conçues pour le calcul dew(ξw,εβ)(L).
En effet, elles sont faites pour des variables aléatoires gaussiennes. On aurait pu utiliser
des méthodes basées sur le chaos polynomial généralis´e [Xiu 02] pour contourner cet
obstacle. Cependant, il aurait quand même fallu recommencer le calcul depuis le début,
car la projection des raideurskw(θ) et kβ(θ) sur le chaos polynomial généralisé aurait
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changé.
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6 Conclusion

La MÉFAP est une méthode qui utilise une stratégie algébrique. Elle reprend donc les
avantages des méthodes basées sur une stratégie biprojective, notamment la propagation
de la dépendance aux paramètres d’entréeθ. Elle partage également les forces des
méthodes basées sur une stratégie ponctuelle comme la conservation de la baseΦ dans
laquelle est cherchée une approximation de la solutions̃(θ).

Nous avons comparé les performances de la MÉFAP avec deux méthodes éléments
finis stochastiques, l’une suivant une stratégie ponctuelle et l’autre version utilisant une
stratégie biprojective. Pour tous les tests réalisés dans ce chapitre, nous avons utilisé
un exemple académique certes, mais pertinent en terme de modèle et aussi en terme
de taille pour des applications de contrôle actif. Nous voyons sur ces exemples qu’en
terme de qualité la ḾEFAP est quasiment aussi efficace qu’une méthode basée surune
stratégie biprojective, tout en ayant des avantages sur les temps de calculs. Comparée
à une méthode reposant sur une stratégie ponctuelle, elle est certes plus coûteuse mais
offre des résultats de bien meilleure qualité.

Ce chapitre met également en lumière la facilité de réutilisation d’un calcul fait avec
la MÉFAP ainsi que la pertinence de l’approche, notamment dans le cadre stochastique.

Comme de nombreuses autres méthodes d’approximation, un des inconvénients de la
MÉFAP est que nous ne pouvons pas connaı̂tre, pour l’instant,le degré qu’il faut choisir
au début du calcul pour avoir une marge d’erreur souhaitée. Les exemples développés
dans ce travail nous donnent cependant des bonnes indications sur le choix à faire. Des
travaux plus approfondis permettront sans doute de mieux r´epondre à cette question. On
peut également imaginer de tester la qualité d’un résultat a posteriori, en envisageant de
développer un estimateur d’erreur.

Dans la suite de ce travail, nous mettons en œuvre la MÉFAP pour résoudre des
problèmes plus complexes que ceux abordés dans ce chapitre. Nous l’utilisons notamment
pour le recalage de modèles en la comparant avec une méthode basée sur une stratégie
ponctuelle. Nous nous en servons aussi pour recaler à moindre coût des familles de struc-
tures similaires, ou encore des structures dont le comportement varie à cause du temps ou
de phénomènes aléatoires.
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1 Introduction

Pour faire du contrôle actif de structures, il est nécessaire d’avoir un modèle
numérique pertinent lors de la phase de réflexion. On peut l’obtenir par recalage d’un
modèle initial, en se basant par exemple sur l’ERCM présentée dans la partie 2.3 du pre-
mier chapitre.

Ce chapitre-ci a pour but principal l’étude comparative dedeux stratégies de mise
en œuvre de ce type de recalage. Nous l’avons testé dans plusieurs cas : en suivant
une stratégie ponctuelle ou algébrique, avec des mesuressimulées ou réelles, sur des
structures mécaniques classiques ou piézoélectriques. Ce dernier cas permet de prendre
en compte la présence des capteurs et actionneurs piézoélectriques nécessaires au
contrôle actif.

Ce chapitre se décompose en trois parties. Pour commencer,nous présentons deux
algorithmes de recalage basé sur l’ERCM, l’un s’appuyant sur une stratégie ponctuelle
et l’autre sur une stratégie algébrique. Ensuite, nous comparons ces deux stratégies en
prenant pour exemple une structure piézoélectrique pourlaquelle nous avons simulé des
mesures. Enfin, nous appliquons la MÉFAP au recalage de paramètres matériaux d’une
structure réelle.

2 Algorithmes de recalage

Quand on souhaite faire du recalage de modèles en suivant une stratégie ponctuelle ou
algébrique, la marche à suivre n’est pas la même. Cette partie présente deux algorithmes
de recalage basé sur l’ERCM.

2.1 Algorithme de recalage suivant une strat́egie ponctuelle

Comme toutes les fonctions objectifs des méthodes de recalage existantes, l’erreur
ε2

Iω(θ) (voir équation (1.52)) a des sensibilités différentes `a chacun des paramètres. Plus
leur nombrenX est grand, plus la disparité de ces sensibilités risque d’augmenter.

Il est alors préférable de recaler sur un petit nombrenloc de paramètres judicieusement
choisis. Ce choix est appeléétape de localisationdans [Chouaki 97] et [Deraemaeker 01].
On cherche alors le minimum de l’ERCM modifiée sur ce jeu de paramètres restreint,
ce qu’on appelléetape de correction. Une fois le minimum atteint, on peut refaire une
nouvelle étape de localisation puis de correction. On continue ainsi jusqu’à convergence.
Cet algorithme est décrit sur la figure FIG. 3.1.

Quand la structure peut être découpée en plusieurs sous-domainesΩ1 àΩnΩ , on définit
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Initialisation desnX paramètres

Calcul ponctuel de l’erreur

Fin du recalage Critère d’arrêt ?

Localisation : choix denloc paramètres

Correction desnloc paramètres

Calcul ponctuel de l’erreur

Critère d’arrêt ?

oui

non

non

oui

FIG . 3.1– Algorithme de recalage suivant une stratégie ponctuelle

une erreur par sous-structure :

e2
Ωi

(s(θ)) = sup
τ∈[0,T]

(1− γ)
Z τ

0

Z

Ωi

(Γc−Γd)(u̇(θ)c− u̇(θ)d)dxdt

+ γ
Z τ

0

Z

Ωi

Tr
[(

σ(θ)c−σ(θ)d

)(
ε(u̇(θ)c− u̇(θ)d)

)]
dxdt

+
r

1− r

Z τ

0
‖u(θ)− û‖2

Ωi
dt (3.1)

pouri = 1, . . . ,nΩ qui diffère de l’erreur globale (voir équation (1.29)) par le seul fait que
l’intégrale spatiale se limite à une seule sous-structure.

De la même manière qu’on a défini une erreur normalisée sur une plage de fréquence
ε2

Iω (voir équation (1.52)), on définit une erreur normaliséesur une plage de fréquence par
sous-structureε2

Iω,Ωi
pour i = 1, . . . ,nΩ.

Dans l’étape de localisation, on choisit commenloc paramètres à recaler ceux cor-
respondant aux sous-structuresΩloc dont l’erreur est la plus élevée. Il est suggéré dans
[Chouaki 97] et [Deraemaeker 01] de choisir celles dont l’erreur vérifie :

ε2
Iω,Ωloc

(θ) > δ sup
i=1,...,nΩ

ε2
Iω,Ωi

(θ) (3.2)

avecδ = 0,8.
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Initialisation desnX grandeurs

Calcul de l’erreur approchée

Minimisation de l’erreur approchée

Critère d’arrêt ?

Fin du recalage

oui

non

FIG . 3.2– Algorithme de recalage suivant une stratégie algébrique

2.2 Algorithme de recalage avec la ḾEFAP

Étant donné que le but du recalage est de trouver les paramètresθ minimisant l’erreur
ε2

Iω(θ) (voir équation (1.52)), la ḾEFAP sied à ce genre de problème. En effet, elle

permet de construire une approximatioñε2
Iω de l’erreurε2

Iω : θ 7−→ ε2
Iω(θ) qui pourra être

évaluée à moindre coût.

Nous écrivons donc toutes les grandeurs dépendant des paramètres d’entréeθ dans
des ensembles isomorphes àP. C’est notamment le cas de laie grandeur à recalerzi

paramétrable sous la forme :

zi(θ) = z(0)
i (1+θi) (3.3)

oùz(0)
i est une estimation initiale. Dans le cadre de la MÉFAP, elle se retrouve écrite sous

la forme :
zi(X) = z(0)

i (1+Xi) (3.4)

En résolvant le système linéaire (1.39) à coefficients dans P, et en utilisant les

équations (1.35) et (1.52), nous obtenons une première expression de l’erreurε(0)
Iω (X)

dansP.
Nous cherchons ensuite à minimiser cette approximation. Le minimum local le plus

proche de(0, . . . ,0) est calculé et le point où il est atteint est appeléθ(1). Nous récrivons
alors laie grandeur à recaler sous la forme :

zi(X) = z(1)
i (1+Xi) = z(0)

i (1+θ(1)
i )(1+Xi) (3.5)

Nous continuons ainsi jusqu’à convergence. Cet algorithme est décrit sur la figure
FIG. 3.2.
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Champs mécaniques Champs électriques

Déplacement u Potentiel électrique ϕ
Déformation 2ε = grad(u)+grad(u)T Champ électrique e= −grad(ϕ)

Contrainte σ Déplacement électriqued

TAB. 3.1– Champs d’un matériau piézoélectrique

3 Recalage d’une structure píezóelectrique

Après avoir expliqué comment appliquer une stratégie ponctuelle et une stratégie
algébrique au recalage basé sur l’ERCM, nous comparons dans cette partie leurs per-
formances respectives. Nous prenons pour exemple une structure piézoélectrique pour
laquelle nous avons simulé un essai en modifiant ses caract´eristiques de raideur et d’amor-
tissement. Pour ce faire, nous avons introduit des éléments finis piézoélectriques 1D
décrits ci-dessous et validés par un calcul 3D fait avec lelogiciel Abaqus.

3.1 Píezóelectricité

Nous expliquons dans cette sous-partie ce qu’est la piézo´electricité, comment elle peut
être modélisée et mise en équation pour un traitement numérique.

3.1.1 Mod́elisation thermodynamique

Un matériau est dit piézoélectrique quand il se polariseélectriquement sous charge-
ment mécanique et inversement quand il se déforme sous l’action d’un champ électrique.
Traditionnellement (voir [Ikeda 90] par exemple), on modélise ce phénomène en s’ap-
puyant sur la définition de plusieurs champs (voir TAB. 3.1).

Pour un milieu piézoélectrique 3D, le premier et le secondprincipe de la thermody-
namique permettent d’obtenir des relations de comportement entre ces champs :

σi j =
3

∑
k=1

3

∑
l=1

Ki jkl εkl −
3

∑
k=1

Eki jek (3.6)

di =
3

∑
k=1

3

∑
l=1

Eikl εkl +
3

∑
k=1

εikek (3.7)

pour(i, j) ∈ {1,2,3}2 et avec les relations de symétrie :

Ki jkl = Ki jlk = K jikl = Kkli j (3.8)

Ei jk = Eik j (3.9)

εi j = ε ji (3.10)
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pour (i, j,k, l) ∈ {1,2,3}4. Les tenseurs intervenant dans ces relations sont appelésle
tenseur élastiqueK, le tenseur piézoélectriqueE et le tenseur diélectriqueε.

Des relations de symétrie du matériau piézoélectriquepermettent de simplifier
l’expression des tenseurs. Par exemple, une céramique PZTde structure hexagonale
symétrique, polarisée suivant la direction 3, est isotrope transverse. En utilisant les no-
tations de Voigt, il est montré dans [Ikeda 90] que ces relations deviennent :




σ1

σ2

σ3

σ4

σ5
σ6

d1

d2

d3




=




k11 k12 k13 0 0 0 0 0 −E31

k12 k11 k13 0 0 0 0 0 −E31

k13 k13 k33 0 0 0 0 0 −E33

0 0 0 k44 0 0 0 −E24 0
0 0 0 0 k44 0 −E15 0 0
0 0 0 0 0 k66 0 0 0
0 0 0 0 E15 0 ε11 0 0
0 0 0 E24 0 0 0 ε11 0

E31 E31 E33 0 0 0 0 0 ε33




.




ε1

ε2

ε3

ε4

ε5
ε6

E1

E2

E3




(3.11)

aveck66 =
k11−k12

2
.

3.1.2 Probl̀eme de ŕeférence píezóelectrique

Nous considérons une structure visco-élasto-piézoélectriqueΩ. Elle vibre pendant un
intervalle de temps[0,T]. Nous lui imposons les conditions aux limites suivantes :

– un déplacementud est imposé sur une partieδuΩ de sa frontière,
– un potentiel électriqueϕd est imposé sur une partieδϕΩ de sa frontière,
– une densité surfacique de forceFd est imposée sur une partieδFΩ de sa frontière,
– une charge électrique surfaciqueQd est imposée sur une partieδQΩ de sa frontière,
– une densité volumique de forcef

d
est imposée sur tout le milieuΩ,

– une charge électrique volumiqueqd est imposée sur tout le milieuΩ.
Les conditions initiales en déplacement et en vitesse sontrespectivementu0 et v0.

Nous cherchons à trouver une solutions(x, t) =
(

u(x, t),ϕ(x, t),σ(x, t),Γ(x, t),d(x, t)
)

vérifiant les équations de liaison :

u|∂uΩ = ud (3.12)

ϕ|∂ϕΩ = ϕd (3.13)

u|t=0 = u0 (3.14)

u̇|t=0 = v0 (3.15)
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les équations d’équilibre :

divσ+ f
d

= Γ (3.16)

divd = qd (3.17)

σn|∂FΩ = Fd (3.18)

dn|∂QΩ = Qd (3.19)

et les relations de comportement :

σ = K ε(u)+Dε(u̇)−Ee(ϕ) (3.20)

d = Eε(u)+ εe(ϕ) (3.21)

Γ = ρ ü (3.22)

3.1.3 Formulation variationnelle piézóelectrique

Afin de pouvoir construire plus facilement un espace de discrétisatioñS où rechercher
une solution approchée, on peut récrire le problème en termes cinématiques uniquement.
Le problème de référence piézoélectrique revient à trouver un couple(u,ϕ) ∈ S tel que :

{
m(u,u∗)+a(u,u∗)−b(u∗,ϕ) = k(u∗)

c(ϕ,ϕ∗)+b(u,ϕ∗) = l(ϕ∗)
∀(u∗,ϕ∗) ∈ S

0 (3.23)

avec :

m : (u,v) 7−→
Z

Ω
ρ ü.vdV (3.24)

a : (u,v) 7−→
Z

Ω
Tr

[(
K ε(u)+Dε(u̇)

)
ε(v)

]
dV (3.25)

b : (u,ϕ) 7−→
Z

Ω
Eε(u).e(ϕ)dV (3.26)

c : (ϕ,ψ) 7−→
Z

Ω
εe(ϕ).e(ψ)dV (3.27)

k : (v) 7−→
Z

Ω
f

d
.vdV +

Z

δFΩ
Fd.vdS (3.28)

l : (ϕ) 7−→
Z

Ω
qdϕdV +

Z

δQΩ
QdϕdS (3.29)

etS0 = {(u,ϕ) ∈ S | u|∂uΩ = 0, ϕ|∂ϕΩ = 0}

3.2 Cas d’une poutre sandwich

Dans cette sous-partie, nous nous intéressons au cas particulier d’une poutre sand-
wich. Nous introduisons une formulation variationnelle 1Dqui, contrairement à l’usage
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x = 0 x = L

x

y

z

znc

zi
z0

S(i)(L)

FIG . 3.3– Poutre avecdwich

[Trindade 00, Maurini 06, Bruant 99], est écrite avant la discrétisation du potentiel
électrique. Nous testons les éléments finis qui en découlent par comparaison avec les
éléments 3D piézoélectriques d’Abaqus [Hibbitt 09], qui ne propose pas d’élément fini
piézoélectrique 1D. La comparaison a été faite seulement sur un calcul statique, car
la piézoélectricité n’affecte pas (ou extrêmement peu) le comportement dynamique des
matériaux.

3.2.1 Ǵeométrie

Nous considérons une poutre sandwich constituée denc couches planes (voir
FIG. 3.3). Elles sont soit purement visco-élastiques (ne couches), soit piézoélectriques
(np couches). La poutre est symétrique par rapport au plan d’équation y = 0. Les
couches piézoélectriques sont polarisées suivant la directionzet leurs faces inférieures et
supérieures sont recouvertes d’une électrode.

Nous adoptons une modélisation continue desnc couches de la poutre. Nous notons
K(i), E(i), ε(i) etρ(i) les tenseurs définissant les relations de comportement de la ie couche

de l’empilement. Nous notonsS(i)(x) la section droite de laie couche de l’empilement (à
l’abscissex), etzi l’altitude de sa face supérieure. Nous appellonsz0 l’altitude de la face
inférieure de la couche la plus basse.

3.2.2 Hypoth̀eses cińematiques etélectriques

Nous faisons l’hypothèse que toute section droiteS(x) =
nc
[

i=1

S(i)(x) est animée d’un

mouvement de corps rigide. Le déplacement de tout pointP deS(x) est donc donné par la
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relation :

u(P, t) = u(x, t)+β(x, t)∧GP (3.30)

oùu(x, t) est le déplacement du pointG, intersection deS(x) avec la ligne moyenne de la
poutre, etβ est la rotation deS(x).

Compte tenu de la symétrie par rapport au plan d’équationy = 0, les vecteursu(x, t)
etβ(x, t) sont de la forme :

u(x, t) =




u(x, t)
0

w(x, t)


 , β =




0
β(x, t)

0


 (3.31)

oùu est le déplacement longitudinal deG, w le déplacement vertical deG et β la rotation
de la section autour de l’axe(G,y).

La relation (3.30) peut donc se récrire :

u(P, t) =




u(x, t)+zβ(x, t)
0

w(x, t)


 (3.32)

Nous considérons que chaque électrode est une surface équipotentielle. Cette
indépendance du potentiel par rapport àx et ày est généralisée à l’ensemble de la couche
piézoélectrique. Le potentiel de tout pointP∈ S(x) s’écrit donc :

ϕ(P, t) = ϕ(z, t) (3.33)

Contrairement à l’usage [Trindade 00, Maurini 06, Bruant 99], nous ne faisons pas l’hy-
pothèse supplémentaire que ce champ est linéaire ou quadratique enz.

3.2.3 Formulation variationnelle de la poutre sandwich

Sous les hypothèses (3.32) et (3.33), les fonctions (3.24)à (3.29) intervenant dans la
formulation variationnelle deviennent :
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m : (u,u∗) 7−→
Z L

0
ρSüu∗ +ρSẅw∗ +ρI β̈β∗ +ρSz(üβ∗ + β̈u∗)dx (3.34)

a : (u,u∗) 7−→
Z L

0
ESu,xu

∗
,x +EIβ,xβ∗

,x +ESz(u,xβ∗
,x+β,x +u∗,x)

+GS(w,xw
∗
,x +ββ∗ +w,xβ∗ +βw∗

,x)dx (3.35)

b : (u,ϕ) 7−→

Z L

0

Z zN

z0

eYu,xϕ,z+eYzβ,xϕ,zdzdx (3.36)

c : (ϕ,ϕ∗) 7−→
Z zN

z0

εSϕ,zϕ∗
,zdz (3.37)

k : (u) 7−→

Z L

0
fxu+ fzw+ fxzβ dx+

[
Fxu+Fzw+Fxzβ

]
x=L +

[
Fxu+Fzw+Fxzβ

]
x=0

(3.38)

l : (ϕ) 7−→
Z zN

z0

qzϕ dz+
N

∑
i=0

Qzi ϕ(zi) (3.39)

avec :

ρS: x 7−→
nc

∑
i=1

Z

S(i)(x)
ρ(i) dydz ES: x 7−→

nc

∑
i=1

Z

S(i)(x)
K(i)

1111dydz (3.40)

ρSz: x 7−→
nc

∑
i=1

Z

S(i)(x)
ρ(i)zdydz ESz: x 7−→

nc

∑
i=1

Z

S(i)(x)
K(i)

1111zdydz (3.41)

ρI : x 7−→
nc

∑
i=1

Z

S(i)(x)
ρ(i)z2 dydz EI : x 7−→

nc

∑
i=1

Z

S(i)(x)
K(i)

1111z
2 dydz (3.42)

GS: x 7−→
nc

∑
i=1

Z

S(i)(x)
K(i)

1313dydz (3.43)

EY : (x,z) 7−→
nc

∑
i=1

Z

L(x,z)
E(i)

311dz (3.44)

εS: z 7−→
nc

∑
i=1

Z

S(z)
ε(i)

33 dxdy (3.45)

fx : x 7−→
Z

S(x)
fd1 dydz Fx : x 7−→

Z

S(x)
Fd1 dydz (3.46)

fz : x 7−→
Z

S(x)
fd3 dydz Fz : x 7−→

Z

S(x)
Fd3 dydz (3.47)

fxz : x 7−→
Z

S(x)
fd1zdydz Fxz : x 7−→

Z

S(x)
Fd1zdydz (3.48)

qz : z 7−→
Z

S(z)
qddS= qdS(z) Qz : z 7−→

Z

S(z)
QzdS= QdS(z) (3.49)

oùL(x′,z′) est la ligne d’équation(x,z) = (x′,z′) etS(y′) est le plan d’équationy = y′.
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FIG . 3.4– Poutre instrumentée

Paramètre Valeur

Module d’Young 70 GPa
Module de cisaillement 26 GPa

Masse volumique 2700 kg/m3

Amortissement en traction-compression0,7 MPa.s
Amortissement en cisaillement0,26 MPa.s

TAB. 3.2– Propriétés matériaux de la poutre

3.2.4 Comparaison avec deśeléments 3D

Nous considérons une poutre en aluminium homogène isotrope, instrumentée avec un
actionneur et un capteur piézoélectrique (voir FIG. 3.4). Tous les deux sont homogènes
isotropes transverses suivant la directionz. Les propriétés matériaux sont données dans
le tableau TAB. 3.2 pour la poutre et dans le tableau TAB. 3.3 pour les composants
piézoélectriques. Les dimensions de la structure sont données dans le tableau TAB. 3.4.
Nous faisons fléchir la poutre en imposant une différence de potentiel de−1 V sur la
céramique PZT actionneur. Nous nous intéressons à la flèche en bout de poutre et à la
différence de potentiel sur le capteur.

Pour construire la partie mécanique de l’espace de discrétisationS̃, nous utilisons les
éléments finis poutres mixtes linéaires (PML) présent´es dans [Batoz 90]. Pour la partie
électrique, nous nous donnons 1 degré de liberté par couche piézoélectrique et nous
supposons que le potentiel électrique est linéaire enz.

Pour valider cette discrétisation, nous utilisons Abaquscomme référence. Le calcul
Abaqus a été fait en 3D car son code ne possède pas d’éléments piézoélectriques 1D. Dix
éléments ont été mis dans le sens de l’épaisseur de la poutre.

La déformée de la poutre est visible sur la figure FIG. 3.5. La flèche en bout de poutre
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Paramètre Valeur

Module d’Young dans la directionx 127 GPa
Module de cisaillement dans la directionx,z 22,9 GPa

Constante piézoélectrique dans les directionsx,z -6,62 kg/m2

Constante diélectrique dans la directionx 127.10-11 F/m
Masse volumique 7 500 kg/m2

Amortissement en traction-compression dans la directionx 0,5 MPa.s
Amortissement en cisaillement les directionsx,z 0,5 MPa.s

TAB. 3.3– Propriétés matériaux des composants piézoélectriques

Nom Dimension

L 1 000 mm
a 5 mm
b 10 mm
c 10 mm
d 20 mm
e 1 mm

TAB. 3.4– Dimensions de la structure piézoélectrique

vaut 1,07.10-8 m. La différence de potentiel sur le capteur vaut 3,05.10-2 V.

Notre espace de discrétisatioñS donne des résultats proches (voir FIG. 3.6). La
flèche en bout de poutre vaut 1,16.10-8 m. La différence de potentiel sur le capteur vaut
3,50.10-2 V.

Même s’ils ne sont pas suffisamment grands pour invalider notre modélisation, les
écarts avec les résultats d’Abaqus existent. Nous pensons qu’ils sont principalement dus
aux effets mécaniques 3D (notamment les effets de bord sur les faces latérales de la
poutre) et au fait que nous n’avons pas pu imposer à Abaqus unpotentiel électrique inva-
riant par rapport àx et ày.

3.3 Recalage d’une poutre píezóelectrique

Dans cette sous-partie, nous nous servons de notre modèle 1D piézoélectrique pour
tester les performances de la MÉFAP appliquée au recalage basé sur l’ERCM.
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FIG . 3.5– Déplacement suivantzpour le code Abaqus
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FIG . 3.6– Déplacementw pour nos éléments finis 1D piézoélectriques

Nom Dimension

L 200 mm
a 1,6 mm
b 10 mm
c 6 mm
d 20 mm
e 0,5 mm

TAB. 3.5– Dimensions de la structure piézoélectrique utilisée pour le recalage
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FIG . 3.7– FRF du potentiel électrique du capteur piézoélectrique

3.3.1 Pŕesentation de l’exemple

Nous considérons une poutre instrumentée similaire à celle présentée dans la sous-
partie 3.2.4. Seules les dimensions changent et sont présentées dans le tableau TAB. 3.5.

Nous avons fait un essai virtuel en perturbant le module d’Young et l’amortissement
en traction-compression. Les mesures expérimentales ontété simulées en multipliant
ces grandeurs parα(exp) = (0.7,1.4). Nous avons obtenu une fonction de réponse
en fréquence (FRF) du potentiel électrique du capteur, sur la plage de fréquences
Iω = [0,200 Hz] (voir FIG. 3.7).

Cette FRF nous a permis de choisir les fréquences deIω retenues pour le calcul de
l’erreur ε2

Iω (voir équation (1.49)) : celles correspondant aux pics de la FRF. Ce choix est
motivé par le fait que, lors d’essais réels, c’est pour cesfréquences que le bruit de mesure
est le plus petit par rapport aux amplitudes mesurées.

3.3.2 Ŕesultats du recalage

La valeur initiale des paramètres étaitα(0) = (1,1). Pour un degrénd = 4, nous avons
atteint le minimum de l’erreur exacte (voir TAB. 3.6) après trois itérations (voir FIG. 3.2).
La figure FIG. 3.8 montre les trois approximations de l’erreur que nous avons dû faire
jusqu’à convergence. Elle montre également l’erreur exacte, dont le coût de calcul du
tracé était abordable sur cet exemple 1D.
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Paramètre d’amortissement

Erreur

FIG . 3.8– La fonction objectif et ses approximations

i θ(i) α(i)

1 (−0.356099,0.587651) (0.643901,1.58765)
2 (0.0868269,−0.118969) (0.699809,1.39877)
3 (0.00027282,0.00087909) (0.7,1.4)

TAB. 3.6– Les minima des approximations successives

Degré des Temps pour une Nombre d’ap- Temps
polynômes approximation proximations total

2 15s ∞ ∞
3 21s 5 105s
4 31s 3 93s
5 46s 3 138s
6 73s 2 146s

TAB. 3.7– Temps de calcul en fonction du degré des polynômes
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Chaque calcul de l’approximationε(i)
Iω a pris 31 secondes sur un processeur dual core

à 2 GHz avec 512 Mo de RAM, pour un temps total de 93 secondes. C’est 2,5 fois plus
rapide que la méthode suivant une stratégie ponctuelle, qui a pris 232 secondes pour
obtenir un résultat de qualité équivalente : une erreur sur la valeur finale des paramètres
de moins de 10−6.

3.3.3 Influence du degŕe des polyn̂omes

Le degré des polynômes a une influence sur le temps de calculet la qualité de l’ap-
proximation. Le tableau TAB. 3.7 montre que plus le degré est bas, plus le calcul d’une
approximation est rapide, mais augmenter le degré accroı̂t la qualité des approximations
et réduit donc le nombre de calculs nécessaire pour arriver à convergence.

Ce raisonnement est également valable pour d’autres typesde problèmes. Pour le
nôtre, le degré 4 était le meilleur choix.

4 Application à une structure réelle

Après avoir recalé un modèle poutre dont les essais ont été simulés, nous cherchons à
confronter la ḾEFAP au recalage d’une structure réelle avec un modèle 2D.La présence
de bruits de mesure a notamment pour conséquence qu’on ne peut pas atteindre une valeur
nulle de l’erreurε2

Iω.

4.1 Description de l’exemple

Nous considérons une structure en aluminium composée d’une plaque principale et
de trois bras cylindriques (voir FIG. 3.9 et FIG. 3.11). La plaque principale mesure 400
mm de long, 50 mm de large et 6 mm d’épaisseur. Les bras ont un diamètre de 14 mm.
Les deux bras principaux ont une longueur de 200 mm et le troisième une longueur de 65
mm. Ils sont reliés à la plaque par un boı̂tier de 80 mm de long, 40 mm de large et 26 mm
d’épaisseur. Le matériau est considéré comme étant homogène isotrope. Ses propriétés
sont données dans le tableau TAB. 3.8.

La structure est excitée par un pot vibrant exerçant un chargement normal à la plaque
principale. Le point d’application de l’effort est excentré par rapport au plan de symétrie
de la structure, afin de pouvoir solliciter aussi bien les modes de flexion que les modes
de torsion.À l’aide d’un vélocimètre laser, nous venons mesurer la vitesse normale à la
plaque principale en 244 points de mesure montrés sur la figure FIG. 3.10.



Application à une structure réelle 79

Liaison

Support

Pot vibrant
S

tr
u

ct
u

re
P

o
in

td
e

m
es

u
re

−
→

BrasBras

FIG . 3.9– Structure sur le banc d’essai

Paramètre Valeur avant Valeur après
recalage recalage

Module d’Young 70 GPa 57,68 GPa
Module de cisaillement 26 GPa 30,24 GPa

Masse volumique 2 700 kg/m3 2 700 kg/m3

Amortissement en traction-compression 0,7 MPa.s 1,12 MPa.s
Amortissement en cisaillement 0,26 MPa.s 0,26 MPa.s

TAB. 3.8– Propriétés matériau de la structure réelle
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FIG . 3.10– Position des points de mesure
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FIG . 3.11– Modélisation de la structure
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4.2 Modélisation de la structure

4.2.1 Th́eorie des plaques

Nous modélisons la structure grâce à la théorie des plaques de Reissner-Mindlin
[Mindlin 51] en flexion. Elle consiste à chercher un déplacement verticalw(θ) du plan
moyen et deux rotationsβ(θ) = (βx(θ),βy(θ)) des fibres normales à ce plan.

Pour notre problème, la solution doit vérifier les conditions cinématiques :

w(θ)∂1Ω = 0 (3.50)

β(θ)∂1Ω = 0 (3.51)

où∂1Ω est le bord deΩ d’équationx = 0.

Elle doit également satisfaire les équations d’équilibre :

divT(θ)+ fd = Γ(θ) (3.52)

divM(θ)−T(θ) = δ(θ) (3.53)

T(θ).n|∂2Ω = 0 (3.54)

M(θ)n|∂2Ω = 0 (3.55)

où
– ∂2Ω est le complémentaire de∂1Ω sur le bord deΩ,
– T(θ) sont les efforts tranchants,
– M(θ) sont les moments fléchissants,
– Γ(θ) sont les quantités d’accélérations,
– δ(θ) sont les moments dynamiques,
– fd sont les efforts imposés qui sont nuls partout sauf au point(xf ,yf ) (voir

FIG. 3.11).

Enfin, la solution doit vérifier les relations de comportement :

T(θ) = eG(θ)
(

β(θ)+grad(w(θ))
)

(3.56)

M(θ) =
e3

12
H(θ)ε(β(θ)) (3.57)

Γ(θ) = eρ(θ)ẅ(θ) (3.58)

δ(θ) =
e3

12
ρ(θ)β̈(θ) (3.59)

où :
– eest l’épaisseur de la plaque,
– ρ(θ) est la masse volumique,
– E(θ) est le module d’Young,
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a

b∅d

FIG . 3.12– Sections

– G(θ) est le module de cisaillement,
– H(θ) est la rigidité en flexion intervenant dans l’équation (3.57) qu’on peut récrire

en utilisant les notations de Voigt :




Mx(θ)
My(θ)

Mx(θ)+My(θ)


=

e3

12




E(θ) ν(θ)E(θ) 0
ν(θ)E(θ) E(θ) 0

0 0 G(θ)






βx,x(θ)
βy,y(θ)

βx,y(θ)+βy,x(θ)




(3.60)
avecν(θ) le coefficient de Poisson. Il est lié aux modules d’Young et de cisaillement

par la relationG(θ) =
E(θ)

2(1+ν(θ)) .

4.2.2 Cas des bras cylindriques

Afin de pouvoir modéliser les deux bras principaux à l’aidede la théorie des plaques,
nous les représentons à l’aide de parallélépipèdes. Leur section est choisie de façon à
conserver l’aire et l’inertie par rapport au plan moyen de lastructure (voir 3.12). Ainsi :

ab=
πd2

4
(3.61)

a3b
12

=
πd4

64
(3.62)

(3.63)

Le troisième bras est modélisé par l’ajout d’une masse ponctuelle et d’une inertie
ponctuelle au point(xm,ym) (voir FIG. 3.11).

4.2.3 Espaces de discrétisation

Pour construire l’espace de discrétisationS̃, nous utilisons les éléments quadrangu-
laires mixtes à 4 points de Gauss (QM4) présentés dans [Batoz 90].
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4.3 Stratégie de recalage

4.3.1 Choix des fŕequences

Avec cette structure, nous avons testé notre méthode en recalant le module d’Young,
le module de cisaillement et l’amortissement en traction-compression. Pour définir l’er-
reur (1.49), nous avons choisi les fréquences où les bruits de mesures étaient les plus
faibles par rapport aux amplitudes mesurées : les pics de r´esonances à 43 et 125,5 Hz. Ces
pics correspondent au premier mode de flexion (voir FIG. 3.15) et au deuxième mode de
flexion (voir FIG. 3.16). Nous avons écarté le premier mode de flexion (voir FIG. 3.14)
car les bruits de mesure y étaient trop importants, à caused’une saturation de l’appareil
de mesure.

4.3.2 Choix des param̀etresà recaler

Le choix des paramètres à recaler s’est fait en jouant sur les paramètres matériaux
présentés dans le tableau TAB. 3.8 et en regardant leur influence sur les FRF de la struc-
ture. Cette étude nous a montré que le module d’Young, le module de cisaillement et
l’amortissement en traction-compression avaient une influence suffisante pour espérer
trouver une FRF satisfaisante par rapport aux mesures.

4.4 Résultats

Les valeurs des paramètres du modèle recalé par la MÉFAP, avec des polynômes de
degré 3, sont présentés dans le tableau TAB. 3.8. De plus, la figure FIG. 3.13 présente
les FRF de la moyenne spatiale pour les mesures expérimentales, le modèle numérique
initial et le modèle numérique recalé.

Le calcul met près de 20 heures pour aboutir sur un processeur dual core à 2 GHz avec
512 Mo de RAM. Nous avons essayé de faire le même recalage enadoptant une stratégie
ponctuelle, mais au bout d’une semaine nous n’avions toujours pas atteint le minimum de
l’erreur.

5 Conclusion

Le recalage basé sur l’ERCM a été mené dans ce chapitre ensuivant deux stratégies,
ponctuelle ou algébrique. Pour des raisons de sensibilit´e de l’erreur aux paramètres
de recalage, il est nécessaire, dans le cadre d’une stratégie ponctuelle, de procéder en
plusieurs étapes de localisation et de correction. Sans ces étapes, on perdrait beaucoup
de temps de calcul à minimiser la fonction objectif sur des paramètres peu influents. La
MÉFAP permet d’ignorer ce processus car, une fois l’approximation de l’erreur calculée,
on peut en avoir une bonne estimation pour un coût très faible.
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Sur un exemple académique, mais pertinent en termes de mod`ele et de taille pour
des applications de contrôle actif, nous avons montré quela MÉFAP arrive aux mêmes
résultats qu’une stratégie ponctuelle. En termes de temps de calcul, la ḾEFAP offre
un gain assez peu significatif par rapport à une stratégie ponctuelle. Ce gain semble
s’améliorer grandement au fur et à mesure que la complexité de la structure augmente.
Toutefois, nous n’avons pas encore de critère pour connaı̂tre a priori le degré des
polynômes qui nous permettrait de recaler, au plus vite, unmodèle donné.

Jusqu’ici, nous n’avons traité que le cas du recalage de structures déterministe
uniques. La suite de ce travail utilise les facilités de réutilisation d’un calcul fait avec
la MÉFAP pour recaler à moindre coût des familles de structures similaires, ou encore
des structures dont le comportement varie à cause du temps ou de phénomènes aléatoires.



Chapitre 4

Application de la MÉFAP
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2 Démarche du recalage multiple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

2.1 Principe global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

2.2 Construction de la fonction objectif multistructure . .. . . . . . . 90

2.3 Exploitation de l’erreur multistructure . . . . . . . . . . . .. . . . 90

3 Recalage d’une structure dont les param̀etres varient avec le temps . . 91
3.1 Présentation d’un exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.2 Mise en œuvre du recalage multiple . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4 Recalage d’une famille de structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 94
4.1 Présentation d’un exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.2 Modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.3 Mise en œuvre du recalage multiple . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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1 Introduction

Quand on fait du contrôle actif sur une structure dont le comportement change (fa-
tigue, endommagement, fluage . . .), le modèle initial devient obsolète et la maı̂trise des vi-
brations n’est plus possible. Au vu des temps de calcul exposés dans le chapitre précédent,
il n’est parfois pas raisonnable de recommencer la procédure de recalage depuis le début.
Il est alors intéressant de pouvoir recaler rapidement cette structure à partir de nouvelles
données expérimentales. Cela est même impératif dans certaines situations, par exemple
un avion qui doit redécoller rapidement et dont le dernier vol a modifié le comportement
de son matériel embarqué.

Le facteur temps rentre aussi en ligne de compte pour le recalage d’une famille de
structures semblables, comme des cartes électroniques similaires. Lorsque cet ensemble
est grand, il devient très coûteux de recaler chaque structure indépendamment. Dans cette
situation, nous pouvons aussi exploiter la ressemblance deleurs comportements pour trou-
ver rapidement les paramètres propres à chaque modèle.

Enfin, nous pouvons appliquer cette ressemblance au recalage de modèles aléatoires.
Pour chaque essai sur la structure instrumentée, nous pourrons trouver rapidement
la réalisation des paramètres qui a conduit à ces mesures. Il sera donc possible de
reconstruire à moindre coût les variables aléatoires d´ecrivant le modèle.

Ce chapitre se décompose en trois parties. Tout d’abord, nous expliquons com-
ment construire une fonction objectif permettant de modéliser plusieurs structures (ou
une structure à comportement variable) et comment l’exploiter pour faire du recalage à
moindre coût. Ensuite, nous appliquons cette démarche aurecalage d’un modèle dont les
paramètres évoluent avec l’âge, en l’occurrence une poutre avec une liaison vieillissante.
Pour terminer, nous nous intéressons à un exemple plus compliqué avec des variabilités
géométriques : un ensemble de cartes électroniques de différentes tailles et dont les com-
posants ne sont pas tous à la même place.

2 Démarche du recalage multiple

Pour recaler plusieurs structures semblables (ou une structure à comportement va-
riable), nous cherchons à exploiter les similitudes de leurs comportements. Cette partie
commence par expliquer globalement la mise en œuvre de ce type de recalage, que nous
qualifierons demultiple. Suivent les détails de deux étapes du processus.

2.1 Principe global

Pour faire du recalage multiple, nous procédons en deux étapes schématisées sur la
figure FIG. 4.1.

La première étape consiste à construire une fonction objectif qui modélise plusieurs
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erreur

grandeurs à recaler

mesures

ε2
Iω

ε(k)
Iω

c(k)

z(k)

FIG . 4.1– Erreur multistructure

structures semblables (ou une structure à comportement variable). En plus d’exprimer
comment l’erreurε2

Iω (voir équation (1.52)) varie en fonction des grandeurs à recaler,
nous nous intéressons à sa dépendance par rapport aux mesures. Pour calculer cette fonc-
tion, nous nous appuyons sur une structure que nous appelleronsreprésentative, dont le
comportement est proche des structures que nous souhaitonsrecaler.

Une structure évolutive est représentée par elle-mêmeavant vieillissement. Pour
une famille de structures similaires, nous les représentons par un modèle dont chaque
paramètre est la moyenne des estimations de ce paramètre sur toute la famille. Une
structure aléatoire est représentée par un modèle déterministe qui est une estimation de
son comportement moyen.

La deuxième étape consiste à recaler chaque structure àpartir de ses propres FRF
mesurées. Pour ce faire, nous prenons la restriction de la fonction objectif multistruc-
ture correspondant aux mesures de la structure qui nous int´eresse. Nous obtenons ainsi
une application qui ne dépend que des paramètres à recaler, dont la minimisation coûte
numériquement très peu.
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2.2 Construction de la fonction objectif multistructure

Lors du recalage d’une seule structure, nous avions paramétré la ie grandeur à recaler

(voir équation (3.3)). Cela nous a permis d’avoir une approximation ε̃2
Iω : θ 7−→ ε̃2

Iω(θ)
de l’erreur. De la même manière, nous allons adopter une vision paramétrique des FRF
de la structure représentative afin de pouvoir construire une approximation de l’erreur

ε̃2
Iω : (θ,η) 7−→ ε̃2

Iω(θ,η), où η est un vecteur qui va nous permettre de paramétrer les
mesures de la structure représentative.

Nous considérons qu’elle est munie denc capteurs. Lors denω essais à différentes pul-
sations, nous récupérons les parties réelles et imaginaires des mesures. Nous les appelons

c(0) = (c(0)
1 , . . . ,c(0)

2ncnω
). Nous paramétrons laie de ces mesures sous la forme :

c(0)
i (η) = c(0)

i (1+ηi) (4.1)

Afin de pouvoir calculer une approximation de l’erreurε2
Iω(θ,η) à l’aide de la ḾEFAP,

nous écrivons ces mesures sous forme polynomiale :

c(0)
i (X) = c(0)

i (1+Xnp+i) (4.2)

pour i = 1, . . . ,2ncnω. Le décalage d’indices est dû au fait que nous réservons les np

premières inconnues aux grandeurs que nous souhaitons recaler.

Pour obtenir une approximation de l’erreurε(0)
Iω (X), nous résolvons le système

linéaire (1.39) à coefficients dansP(nd,np + 2ncnω,C), puis nous utilisons les
équations (1.35) et (1.52).

2.3 Exploitation de l’erreur multistructure

Pour uneke structure particulière ou unke stade de vieillissement ou encore uneke

réalisation des mesures, un essai nous donne 2ncnω mesuresc(k)
1 à c(k)

2ncnω
. Nous les re-

lions aux mesures de la structure de référence en calculant une valeur particulière des
paramètresη(k) telle que :

c(k)
i = c(0)

i (1+η(k)
i ) (4.3)

pour i = 1, . . . ,2ncnω. Ce calcul n’est pas faisable lorsquec(0)
i = 0. Cela arrive quand

un capteur se trouve sur un nœud de la structure. Il faut alorsdéplacer le capteur ou bien
changer la fréquence de mesure. Si aucune des deux possibilités n’est envisageable, il faut
alors supprimer les informations de ce capteur lors du calcul de l’erreur multistructure
ε2

Iω(θ,η).
Nous calculons ensuite la restriction de cette erreur correspondant à lake structure :

ε(k)
Iω (X1, . . . ,Xp) = ε2

Iω(X1, . . . ,Xp,η
(k)
1 , . . . ,η(k)

2ncnω
) (4.4)
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Ω = [0,L]

x = 0 x = L = 200 mm

a = 1,6 mm

b = 10 mm

F

w(θ)(L)

x

y
z

FIG . 4.2– Poutre et sa liaison avec le bâti

Nous cherchons alors le minimum local deε(k)
Iω le plus proche de(0, . . . ,0) et nous ap-

pelonsθ(k) le point où il est atteint. Il nous permet d’obtenir les valeurs des grandeurs à
recalerz(k) de lake structure particulière ou duke stade de vieillissement ou encore d’une
ke réalisation des mesures :

z(k)
i = z(0)

i (1+θ(k)
i ) (4.5)

3 Recalage d’une structure dont les param̀etres varient
avec le temps

Après avoir expliqué la démarche du recalage multiple, nous la testons sur un exemple
simple. Il se veut représentatif d’une carte électronique dont le comportement de la liaison
avec son support varie avec le temps. Une fois l’exemple présenté puis mis en œuvre, nous
nous intéressons particulièrement à l’influence sur lesrésultats des pulsations retenues
pour le calcul de l’erreur.

3.1 Présentation d’un exemple

3.1.1 Structure

Nous considérons une poutre en liaison avec un bâti (voir FIG. 4.2). Son extrémité
est soumise à un effort F = 0,1 N. Nous mesurons la flèche en bout de poutre (nc = 1).

La liaison avec le bâti a une raideur et un amortissement à la fois en déplacement et
en rotation. Nous la modélisons avec les relations de comportement :

T(θ)(0) = kw(θ).w(θ)(0)+dw(θ).ẇ(θ)(0) (4.6)

M(θ)(0) = kβ(θ).β(θ)(0)+dβ(θ).β̇(θ)(0) (4.7)
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Paramètre Valeur avant vieillissement Valeur après vieillissement

kw k(0)
w = 100 N/m k(1)

w = 30 N/m

dw d(0)
w = 0,01 N.s/m d(1)

w = 0,03 N.s/m

kβ k(0)
β = 1 N.m k(1)

β = 1 N.m

dβ d(0)
β = 0,001 N.m.s d(1)

β = 0,001 N.m.s

TAB. 4.1– Propriétés de la liaison

Les valeurs, avant et après vieillissement, de ces raideurs et amortissements sont
présentées dans le tableau TAB. 4.1. Dans notre exemple, seuls les paramètres matériaux
régissant le comportement de la liaison en cisaillement (´equation (4.6)) évoluent au fil du
temps.

3.1.2 Essais virtuels

Des essais ont été simulés sur la bande de fréquenceIω = [0,100 Hz]. L’évolution de
la FRF du capteur est présentée sur la figure FIG. 4.3.

L’allure de l’erreurε2
Iω dépend du choix des pulsations retenues pour son calcul (voir

équation (1.52)). Afin de pouvoir analyser l’effet de ce choix, nous n’en gardons qu’une,
notéeωr , pour chaque démarche de recalage multiple entreprise surcet exemple. Ainsi,
l’erreur sur la plage de fréquenceIω vaut ε2

Iω = ε2
ωr

. De plus, cela permet de réduire les
temps de calcul.

3.2 Mise en œuvre du recalage multiple

3.2.1 Espaces d’approximation

Pour construire l’espace d’approximationF̃, nous utilisonsP(4,4,C). Nous posons :

kw(X) = k(0)
w (1+X1) (4.8)

dw(X) = d(0)
w (1+X2) (4.9)

ŵ(X)(L) = c(0)
1 (1+X3)+ i c(0)

2 (1+X4) (4.10)

où les valeurs dec(0)
1 et dec(0)

2 dépendent de la pulsation retenue.

Pour construire l’espace de discrétisationS̃, nous utilisons les éléments finis poutres
mixtes linéaires (PML) présentés dans [Batoz 90].
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FIG . 4.3– Évolution de la FRF

3.2.2 Ŕesultats

Sur l’ensemble des pulsations retenues, le calcul de la fonction objectif multistructure
ε a pris en moyenne 14 secondes sur un processeur dual core à 2 GHz avec 512 Mo de
RAM. Son exploitation a pris 6 millisecondes en moyenne.

Pour se donner une idée plus précise de la signification de ces temps, nous avons fait
un recalage traditionnel de la structure après vieillissement. Il a pris 510 millisecondes
sur le même processeur.

Pour étudier la qualité des résultatsz(1) en fonction de la pulsation retenueωr pour le
calcul deεωr , nous définissons les erreurs :

ek(ωr) = log

∣∣∣∣∣
z(1)
1 (ωr)−k(1)

w

k(1)
w

∣∣∣∣∣ et ed(ωr) = log

∣∣∣∣∣
z(1)
2 (ωr)−d(1)

w

d(1)
w

∣∣∣∣∣ (4.11)

Leur dépendance à la pulsation retenueωr est visible sur la figure FIG. 4.4.

Nous constatons qu’en retenant une pulsation en dessous de 20 Hz, où la FRF a beau-
coup changé, ces erreurs sont très grandes. Par contre, les résultats sont très bons ailleurs,
à l’exception du voisinage du troisième mode. Cela s’explique par le fait qu’à proximité
d’un pic peu amorti, il y a un grand changement de phase, donc quec(1) est très différent
dec(0).
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FIG . 4.4– Influence du choix de la pulsation retenue pour le calcul de l’erreur

4 Recalage d’une famille de structure

Après avoir fait du recalage multiple sur un exemple où seul le comportement de la
structure changeait, nous examinons une situation où il y aégalement des variabilités
géométriques. Nous nous intéressons à un ensemble de cartes électroniques de différentes
tailles et dont les composants, de différentes masses, ne sont pas tous à la même place.

Tout d’abord, nous décrivons l’ensemble des structures àrecaler. Ensuite nous
décrivons comment nous les modélisons, notamment comment nous les représentons à
l’aide d’une carte électronique« moyenne». Pour finir, nous analysons les résultats d’un
recalage multiple construit à partir de cette structure représentative.

4.1 Présentation d’un exemple

Nous considérons un ensemble dence cartes électroniques (voir FIG. 4.5), de
différentes tailles, avecncp composants principaux chacune, disposés de façon similaire.

Le ie composant de lake carte a une massem(k)
i et son centre se situe aux coordonnées

(x(k)
i ,y(k)

i ).
Nous nous intéressons à un cas particulier de quatre cartes avec quatre composants

principaux. Leurs masses et positions, ainsi que les dimensions des cartes, sont données
dans l’annexe A et résumées dans le tableau TAB. 4.2.
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Ω = [−Lx,Lx]× [−Ly,Ly]

2L(k)
x

2L(k)
y

e= 0,5 mm

F = 10 N

w(θ)(Lx,Ly)

x
y

z(x(k)
1 ,y(k)

1 )

(x(k)
2 ,y(k)

2 )
(x(k)

3 ,y(k)
3 )

(x(k)
4 ,y(k)

4 )

FIG . 4.5– Plaque avec quatre composants principaux

Écarts de Positionnements Écarts des masses
Numéro de ses dimensions de ses composants de ses composants
la structure par rapport par rapport par rapport

à la moyenne à la moyenne à la moyenne

(1) Petits (≈ 20 mm) Proches (≈ 10 mm) Petits (≈ 2 g)
(2) Petits (≈ 20 mm) Proches (≈ 10 mm) Grands (≈ 6 g)
(3) Grands (≈ 60 mm) Éloignés (≈ 30 mm) Petits (≈ 2 g)
(4) Grands (≈ 60 mm) Éloignés (≈ 30 mm) Grands (≈ 6 g)

TAB. 4.2– Description résumée des quatre structures similaires
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4.2 Modélisation

4.2.1 Structure représentative

Nous construisons la structure représentative en plaçant ncp composants principaux de

la façon suivante. Leie composant a une massem(0)
i et son centre se situe aux coordonnées

(x(0)
i ,y(0)

i ) tels que :

m(0)
i =

1
nce

nce

∑
k=1

m(k)
i et (x(0)

i ,y(0)
i ) =

1
nce

nce

∑
k=1

(x(k)
i ,y(k)

i ) (4.12)

Il est important de remarquer qu’ici, nous nous sommes fixésa priori les paramètres
des structures à recaler afin de pouvoir simuler des essais de mesures. Cette connaissance
nous permet de pouvoir les représenter aisément autour d’un modèle« moyen». Dans
le cas contraire, la construction de la structure représentative doit se faire à partir de la
moyenne des estimations des paramètres à recaler.

Nous modélisons la structure représentative grâce à lathéorie des plaques de Reissner-
Mindlin [Mindlin 51] en flexion (voir équations (3.50) à (3.59)). Les composants sont
modélisés par l’ajout de masses ponctuelles et nous supposons qu’ils sont suffisamment
minces pour négliger leur apport en raideur.

4.2.2 Espaces d’approximation

Pour construire l’espace de discrétisationS̃, nous utilisons les éléments quadrangu-
laires mixtes à 4 points de Gauss (QM4) présentés dans [Batoz 90].

Pour construire l’espace d’approximatioñF, nous choisissonsP(4,12,C). Les 4
premières inconnues correspondent aux paramètres de massem(0) et les 8 dernières aux
mesures effectuées sur 4 pulsations et 1 point de mesure.

Pour deux raisons, il n’a malheureusement pas été possible de prendre en compte les
variabilités géométriques dans la structure représentative. Premièrement, les temps de
calculs auraient été trop longs en l’état actuel du code ´eléments finis. Deuxièmement,
nous n’avons pas eu le temps de développer un mailleur sur algèbre polynomiale, c’est-à-
dire un algorithme qui construirait un maillage dont la position des nœuds appartiendrait
à l’ensembleP. Même si un mailleur automatique n’est pas nécessaire pour discrétiser
un domaine rectangulaire, il est plus sain de s’assurer qu’on peut facilement mailler sur
P avant de traiter des problèmes sur des domaines discrétisés manuellement.

Plusieurs logiciels de Conception Assistée par Ordinateur permettent de paramétrer
la géométrie continue des structures qu’on souhaite mod´eliser. Pour faire le maillage, on
fixe la position des éléments géométriques par un jeu de paramètres. La dépendance de la
position des nœuds du maillage par rapport au paramètres est perdue.

Un mailleur sur algèbre polynomiale permettrait de conserver cette dépendance.
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FIG . 4.6– FRF des quatre cartes et de la carte représentative

4.3 Mise en œuvre du recalage multiple

4.3.1 Essais virtuels

La figure FIG. 4.6 montre les FRF des quatre cartes ainsi que celle de la structure de
référence. D’après les conclusions de la sous-partie 3.2.2, pour le calcul de l’erreur nous
avons retenu des pulsations entre les pics : 25, 65, 120 et 180Hz.

4.3.2 Construction et exploitation de la fonction objectifmultistructure

L’étape de construction de la fonction objectif multistructure a pris 8 jours sur un
processeur dual core à 2 GHz avec 512 Mo de RAM. Son exploitation pour une carte a
pris en moyenne 42 millisecondes.

Pour se donner une idée plus précise de la signification destemps exposés ici, nous
avons fait un recalage traditionnel de la carte (1). Il a pris96 minutes sur le même
processeur. Ce temps paraı̂t rapide comparé à celui exposé dans la sous-partie 4.4 du
chapitre précedent. Cependant, l’exemple de ce chapitre aété maillé avec 8,2 fois moins
de degrés de libertés et il y a un paramètre de moins à recaler.

Le temps de construction de la fonction objectif multistructure est donc très grand
pour un problème 2D. Cette lenteur s’explique par le fait que nous avons utilisé le même
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code surP(4,12,C) d’un bout à l’autre de notre exemple. C’est notamment le caspour
la factorisation du système linéaire (1.39). En effet, pour pouvoir écrire la matrice[A(θ)]
sous la forme[A(θ)] = [L(θ)] [U(θ)] (avec[L(θ)] une matrice triangulaire inférieure et
[U(θ)] une matrice triangulaire supérieure) nous avons utiliséun algorithme manipulant
des termes de l’ensembleP(4,12,C). Or la matrice[A(θ)] ne contient pas de termes de
mesures. On aurait donc pu la factoriser avec le même algorithme, mais qui manipule des
termes de l’ensembleP(4,4,C). Le gain en coût de calcul aurait été considérable, mais
cela aurait nécessité de faire des développements logiciels dont n’avons malheuresement
pas eu le temps de nous occuper.

4.3.3 Ŕesultats

Les figures FIG. 4.7 à FIG. 4.10 montrent les FRF expérimentales des quatre cartes
ainsi que leurs FRF après recalage. Nous constatons que seule la carte (1), dont les
composants sont proches de ceux de la structure représentative, donne des résultats
satisfaisants.

Les mauvais résultats de cet exemple s’expliquent par le fait que la géométrie de la
structure de référence n’est pas variable. Pour mieux faire, il aurait par exemple fallu un
mailleur sur algèbre polynomiale, qui n’a pas pu être cod´e par manque de temps.

5 Conclusion

La MÉFAP permet de recaler à moindre coût des familles de structures similaires, ou
encore des structures dont le comportement varie à cause dutemps ou de phénomènes
aléatoires. Dans le cas où il n’y a pas de variabilité géométrique, nous pouvons arriver à
de très bons résultats, à condition de bien choisir la pulsation pour le calcul de l’ERCM.
Par contre, les résultats sont beaucoup plus mitigés quand il y a une forte variabilité
géométrique d’une structure à une autre. Cela pourra être certainement amélioré quand
on disposera d’un mailleur sur algèbre polynomiale.

L’étape de construction de la fonction objectif multistructure peut être très long. Le
recours à cette technique n’est rentable que si nous voulons recaler de nombreuses struc-
tures particulières, ou une même structure à de nombreuxstades de vieillissement, ou
encore une structure à comportement aléatoire sur laquelle on a effectué un grand nombre
d’essais. Cependant, nous pouvons réduire très fortement les coûts numériques en effec-
tuant la factorisation du système linéaire (1.39) surP(nd,np,C) au lieu de le faire sur
P(nd,np+2ncnω,C). Cela n’a pas pu être codé par manque de temps.
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FIG . 4.7– Fonctions de réponse en fréquences de la carte (1)

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

0 50 100 150 200 250

lo
g
∣ ∣ w

ex
p∣ ∣

Fréquence (Hz)

Carte représentative
FRF de la carte (2)

Recalage

FIG . 4.8– Fonctions de réponse en fréquences de la carte (2)
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FIG . 4.9– Fonctions de réponse en fréquences de la carte (3)
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Conclusion et perspectives

L’objectif principal de cette thèse était de recaler des structures légères en vue du
contrôle actif de leurs vibrations. Nous nous sommes particulièrement intéressé aux struc-
tures dont le comportement varie à cause du temps ou de phénomènes aléatoires, ainsi
qu’à des familles de structures semblables.

Nous avons considéré le recalage de modèles comme un problème où un intérêt
particulier est porté à une quantité issue d’une solution à des EDP paramétrables.
L’examen de méthodes les plus répandues pour la résolution de ce genre de problèmes
nous a amené à les séparer en deux catégories. D’un côt´e, il y a les techniques suivant
une stratégie que nous avons appelée ponctuelle. Elles ont l’avantage d’être faciles à
mettre en œuvre, mais n’introduisent pas les variabilitésparamétriques dans le modèle
numérique. De l’autre côté, il y a les méthodes se basantsur une stratégie que nous avons
baptisée biprojective. Elles présentent le bénéfice d’introduire la dépendance par rapport
aux paramètres d’entrée dans le modèle discrétisé, mais elles requièrent de modifier la
base de recherche de la solution aux EDP.

Cette analyse nous a permis de définir une stratégie, dite algébrique, reprenant les
avantages des stratégies ponctuelles et biprojectives. Elle s’appuie sur des algèbres asso-
ciatives, comme par exemple l’algèbre des polynômes multivariables tronqués sur laquelle
nous avons construit la ḾEFAP. Comme son nom l’indique, c’est une méthode éléments
finis qui, au lieu de s’appuyer sur des scalaires réels ou complexes, se base sur des sca-
laires polynomiaux.

Sa faisabilité et ses performances ont d’abord été validées sur des calculs statiques
de modèles académiques mais représentatifs de structures plus complexes. En terme de
qualité, la MÉFAP est quasiment aussi efficace qu’une méthode basée surune stratégie
biprojective, tout en ayant des avantages sur les temps de calculs. Comparée à une
méthode reposant sur une stratégie ponctuelle, elle est certes plus coûteuse mais offre des
résultats de bien meilleure qualité.

Nous avons ensuite appliqué la MÉFAP au recalage de modèles basé sur l’ERCM.
Cette mise en œuvre a été confrontée avec une autre par le biais d’une stratégie ponc-
tuelle. Pour appuyer notre démarche, nous avons choisi unepoutre avec un capteur et
un actionneur piézoélectriques qui est illustratrive des structures légères dont on souhaite
contrôler les vibrations. Cela a été l’occasion d’introduire de nouveaux éléments finis
poutres piézoélectriques validés avec un calcul Abaqus. Ils donnent plus de choix dans la
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discrétisation des champs électriques que les autres éléments finis 1D déjà existants.
De plus, pour tester la robustesse de notre démarche, nous l’avons testée sur une

structure réelle dont nous avons réussi à identifier des paramètres de raideur et d’amortis-
sement. Il en est sorti que les gains de temps obtenus par la MÉFAP s’améliorent quand
l’exemple devient plus complexe.

Pour finir, la MÉFAP nous a permis de recaler à moindre coût des familles destruc-
tures similaires, ou encore des structures dont le comportement varie à cause du temps
ou de phénomènes aléatoires. Ce type de recalage a été rendu possible par l’introduction
dans le modèle numérique de la variabilité par rapport aux mesures expérimentales.

Dans le cas où il n’y a pas de variabilité géométrique, nous sommes arrivés à la
conclusion que nous pouvons obtenir de très bons résultats, à condition de bien choisir
la pulsation pour le calcul de l’ERCM. Par contre, les résultats ont été beaucoup plus
mitigés en présence de fortes variabilités géométriques d’une structure à une autre.

Le recalage multiple peut encore être largement amélior´e en termes de temps de calcul.
Cela passe principalement par une introduction plus subtile dans le modèle numérique de
la dépendance par rapport aux résultats d’essais. Il est ´egalement possible d’améliorer
les résultats en termes de qualité lorsqu’il y a des variabilités géométriques. Pour le faire
de façon robuste, cela nécessite par exemple le développement d’un mailleur sur algèbre
polynomiale.

Une fois ces améliorations effectives, nous pourrons plusefficacement faire du
contrôle actif sur des familles de structures similaires,ou encore des structures dont
le comportement varie à cause du temps ou de phénomènes aléatoires. On pourra
par exemple commander la structure grâce à des matrices modales réduites à coeffi-
cients polynomiaux. Elles seraient mises à jour très rapidement à l’issue d’une démarche
de recalage multiple entamée à chaque nouvelle expérimentation sur la structure à recaler.

Ce thèse constitue la première utilisation de la MÉFAP. Sa programmation n’est donc
pas tout à fait optimisée, mais ses performances sont encourageantes et prometteuses. Il y
a donc de nombreuses pistes à explorer pour l’améliorer.

Comme de nombreuses autres méthodes d’approximation, un des inconvénients de la
MÉFAP est que nous ne pouvons pas connaı̂tre, pour l’instant,le degré qu’il faut choisir
au début du calcul pour avoir une marge d’erreur souhaitée. Les exemples développés
dans ce travail nous donnent cependant des bonnes indications sur le choix à faire. Des
travaux plus approfondis permettront sans doute de mieux r´epondre à cette question. On
peut également imaginer de tester la qualité d’un résultat a posteriori, en envisageant de
développer un estimateur d’erreur.
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De plus, la ḾEFAP est handicapée par le fait qu’elle ne permet pas de traiter des
problèmes fortement non linéaires suivant les variablesde conception. Pour contourner
cet inconvénient, on peut envisager de créer une autre méthode se basant sur une stratégie
algébrique. Par exemple, on peut imaginer de construire une algèbre sur des fractions
rationnelles multivariables. Pour le moment, cette construction se heurte à quelques
soucis semblables à ceux rencontrés par les approximantsde Padé multivariables
[Cuyt 99, Little 03].

On peut envisager des champs d’applications pour la MÉFAP (ou pour toute autre
méthode basée sur une stratégie algébrique) autres quele recalage de modèles. Par
exemple, on peut l’utiliser dans la conception assistée par ordinateur afin de résoudre
des problèmes d’optimisation compliqués. On peut aussi prévoir de l’employer dans des
calculs de fatigue, de fissuration, d’endommagement . . .
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Annexe A : Tableaux

Intervale θ1 θ2 θ3 θ4

[−1,1] 0.680375 -0.211234 0.566198 0.59688
[−0.1,0.1] 0.0823295 -0.0604897 -0.0329554 0.0536459

[−0.01,0.01] -0.00444451 0.0010794 -0.000452059 0.00257742
[−0.001,0.001] -0.000270431 2.68018e-05 0.000904459 0.00083239

[−0.0001,0.0001] 0.0000271423 0.0000434594 -0.0000716795 0.0000213938

TAB. 4.3– Valeur des paramètres pour l’analyse multivariables
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Carte 2L(k)
x 2L(k)

y

(1) 180 mm 200 mm
(2) 200 mm 180 mm
(3) 220 mm 160 mm
(4) 160 mm 220 mm
(0) 190 mm 190 mm

TAB. 4.4– Dimensions des cartes électroniques à recaler

Carte (x(k)
1 ,y(k)

1 ) (x(k)
2 ,y(k)

2 ) (x(k)
3 ,y(k)

3 ) (x(k)
4 ,y(k)

4 )

(1) (-30 mm, 30 mm) (-50 mm, -30 mm) (30 mm, -50 mm) (50 mm, 50 mm)
(2) (-50 mm, 50 mm) (-30 mm, -50 mm) (50 mm, -30 mm) (30 mm, 30 mm)
(3) (-70 mm, 10 mm) (-10 mm, -10 mm) (70 mm, -70 mm) (10 mm, 70 mm)
(4) (-10 mm, 70 mm) (-70 mm, -70 mm) (10 mm, -10 mm) (70 mm, 10 mm)
(0) (-40 mm, 40 mm) (-40 mm, -40 mm) (40 mm, -40 mm) (40 mm, 40 mm)

TAB. 4.5– Positions des composants principaux des cartes électroniques à recaler

Carte m(k)
1 m(k)

2 m(k)
3 m(k)

4

(1) 15 g 10 g 9 g 6 g
(2) 20 g 15 g 16 g 11 g
(3) 13 g 14 g 11 g 10 g
(4) 8 g 9 g 4 g 5 g
(0) 14 g 12 g 10 g 8 g

TAB. 4.6– Masses des composants principaux des cartes électroniques à recaler
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Une plate-forme pour ǵenérer des codeśeléments finis

Les codes utilisés dans le cadre de cette thèse ont été d´eveloppés grâce à LMT++1.
C’est une plate-forme logicielle libre dont le but principal est de générer des codes
éléments finis en C++. Elle se veut être très générique: elle permet de discrétiser de
façon quelconque n’importe quel type de problème continu.

On peut soumettre à LMT++ un grand nombre de problèmes continus grâce à des
formulationsgénéralement écrites en python. Par exemple, on pourra générer des codes
qui traiteront un problème thermique, visco-élastique,piézoélectrique . . .

On peut donner en entrée à LMT++ de nombreuses manières dediscrétiser nos
problèmes. Cela se fait grâce à desélémentsgénéralement écrits en python : tétraèdre
à 4 noeuds, quadrilatère à 9 noeuds, segment à 2 noeuds . ..

Les polynômes

Afin de pouvoir générer des codes sur l’anneau(P(nd,nx,K),+,×), nous avons inclus
dans LMT++ un nouveau type de scalaire, le polynôme, par l’intermédiaire de la classePol2.

Pour que le code C++ soit plus rapide à l’éxécution, le degrénd, le nombre de variables
nX et le corpsK doivent être connus dès la compilation. Ils sont donc définis grâce à trois
attributs templates : deuxint et une classe quelconque qui permet de définir le corpsK

(généralementdouble).
Nous avons choisi de ne pas coder le degré et le nombre de variables enunsigned pour

se laisser la liberté de pouvoir les mettre un jour à-1, au cas où quelqu’un souhaiterait
utiliser la classePol sans connaı̂tre au préalable le degré de ses pôlynomes et/ou son
nombre de variables.

1Le logiciel libreGit permet de récupérer LMT++ grâce à la commande :git lone git ://www.lmt.ens-ahan.fr/lmtpp
2définie dans le fichierinclude/containers/polynomials.h
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La minimisation

Pour minimiser l’erreur (voir équation (1.52)), nous avons développé un outil3

suffisamment générique pour pouvoir être inclus dans LMT++. Il permet de chercher
itérativement un minimum local pour n’importe quelle fonction.

De plus, à l’aide de paramètres templates, il permet de choisir librement comment
sont calculés la direction de recherche et la longueur du pas dans cette direction. Enfin, il
offre la possibilité de choisir entre de nombreux critères d’arrêt.

Il a été conçu afin de pouvoir rajouter facilement d’autres méthodes de recherche
de direction, de nouvelles manières de calculer une longueur de pas et d’autres critères
d’arrêt.

Les outils pour l’analyse stochastique

Par manque de temps, les outils pour l’analyse stochastiqueutilisés dans le cadre
de cette thèse n’ont pas pu être codés de façon générique. Ils ne sont donc pas encore
disponibles dans LMT++.

3Il s’agit de la classeLoalMinimizer définie dans le fichierinlude/ontainers/loal_minimizer.h
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