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✺✳✷✳✷ ❈❛s ♠✐s❝✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✺✳✷✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡♥s✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✻ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✶✹✺
✻✳✶ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣r♦♣r✐étés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✻✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✻✳✷✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✶✺✶
✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚▲❘ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ s②♥t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✻✳✸✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼
✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✼ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✶✻✸
✼✳✶ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✐s♦t❤❡r♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✼✳✶✳✶ ❈♦♥❥✉❣✉é❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❝♦♠♣❧èt❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
✼✳✶✳✷ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ (⋒,�, Conv(Rn)) ✲ (max,+, Conv(Rn)) ✳ ✳ ✶✻✺
✼✳✶✳✸ ❈♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✼✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✶✻✼
✼✳✸ ▲♦✐s ❞✬ét❛ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

✼✳✸✳✶ ▲♦✐ ❞✬ét❛t ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❡t r❛✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
✼✳✸✳✷ ▼é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
✼✳✸✳✸ ▼é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷
✼✳✸✳✹ ▼é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ r❛✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✾✶
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s é❝♦✉✲
❧❡♠❡♥ts ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❞❡ ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
✐♥tér❡ssés ❛✉ ❝❛s ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❤❛s✐q✉❡s ❛✈❡❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✲
✈❛♣❡✉r✳

❊♥ s❡ ré❢ér❛♥t ❛✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✵✳✶✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡
❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✲✈❛♣❡✉r ♣❡✉t êt❡ ❡✛❡❝t✉é ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉①
♠❛♥✐èr❡s s✐♠♣❧❡s✳ P❛rt❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t L✱ ❞és✐❣♥❛♥t ✉♥ ét❛t ❧✐q✉✐❞❡✱ ♦♥ ❡♥tr❡ ❡♥ ♣❤❛s❡
❣❛③❡✉s❡ ✿

✕ s♦✐t ❡♥ ❜❛✐ss❛♥t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ✈❛♣♦r✐s❛t✐♦♥✳

✕ s♦✐t ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ à ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♣❛r ❛♣♣♦rt ❡①té✲
r✐❡✉r ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r✱ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✬é❜✉❧❧✐t✐♦♥✱

▲❛ ❝❛✈✐t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❤é♥♦♠è♥❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ■❧ s❡ tr❛❞✉✐t
♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❝❤❡s ❡t ❞❡ ❜✉❧❧❡s ❞❡ ✈❛♣❡✉r ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❧✐q✉✐❞❡
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❬❋+✾✺❪✳ ▲❡ ❧✐q✉✐❞❡✱ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ s♦✉♠✐s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
à ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳ ■❧ ❡♥tr❡ ❛❧♦rs ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♠ét❛st❛❜❧❡ ✿ ✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❞❡
✈❛♣❡✉r ❡t ❞❡ ❣❛③ s❡ ❝ré❡✳ P✉✐s ❛♣rès ✉♥❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✱ s✐ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡st tr❛♥s♣♦rté❡
❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♦ù ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡✱ ❧❛ ✈❛♣❡✉r s❡ r❡❝♦♥❞❡♥s❡
❡t ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❞✐s♣❛r❛ît✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡st ❝réé❡ ♣❛r ❝❤❛✉❢✲
❢❛❣❡ ❧❛s❡r✳ ▲✬❛♣♣♦rt ✐♥t❡♥s❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉r ✉♥❡ ③♦♥❡ très ❝♦♥❝❡♥tré❡ ♣❡✉t ♠ê♠❡
❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❡t à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❛③ ♥♦♥ r❡❝♦♥❞❡♥✲
s❛❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬♦s❝✐❧✲
❧❛t✐♦♥s ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s✬❛rrêt❡♥t✱ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t
♣❧✉s ❞❡ ✈❛♣❡✉r ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❣❛③ ♥♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛❜❧❡✳

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡
❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦♣♦sés✳

❯♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡ ❝❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r✲
❢❛❝❡s✱ ♥♦✉s ♣r✐✈✐❧é❣✐♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❞✐t❡s ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡
❢r♦♥t ✭❢r♦♥t ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✮ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s ❞❡
s✉✐✈✐ ❞❡ ❢r♦♥t ✭❢r♦♥t tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✮✱ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡s à ❧❛

✶
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❋✐❣✳ ✶✳✵✳✶ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ét❛ts ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❡t ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡✳

rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝❛r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❡st❡ ✜①❡✳
▲❡s ♠♦❞è❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①✳

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❊❉P✮ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
❝♦♥s✐t✉é ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥t ❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ❢❡r♠é
♣❛r ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r q✉❡ s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳
❈❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ s♦✐❣♥❡✉s❡♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡
❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ✭❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té✱ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ▲❛①✮✳
■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❡st ♠❛❧ ♣♦sé s❛♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡
❡t ♣❡✉t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡✱
❝❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❞✐✈❡rs❡s ❞✐✣❝✉❧tés ✿ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✐s❝rèt❡✱
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ●✐❜❜s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤♦❝s✳

❉✬❛✉tr❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ❧✐é❡s ❛✉① ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✱ ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❡♥t✳

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ t②♣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳
✕ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ●♦❞✉♥♦✈ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t
à ❞❡s ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s r❡♥❞❛♥t ❝❡s s❝❤é♠❛s ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✭♥♦✉s ♥♦✉s
ré❢ér♦♥s ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❑❛r♥✐ ❬❑❛r✾✻❪✱ ❆❜❣r❛❧❧ ❡t ❙❛✉r❡❧ ❬❙❆✾✾❛❪ ✱ ❇❛r❜❡r♦♥
❡t ❛❧✳ ❬❇❍❘✵✸❪✱ ▲❛❣♦✉t✐èr❡ ❬▲❛❣✵✵❪✮✳

✕ ◆♦s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦✉ ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ ■❧ ❡st ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣té❡s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s t❡r♠❡s
s♦✉r❝❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à é✈✐t❡r✱ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s ♦✉ ✉♥❡ ♠❛✉✲
✈❛✐s❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳

✕ ◆♦s ♠♦❞è❧❡s✱ ét❛♥t ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✱ ❛❞♠❡tt❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡ ❞✬♦♥❞❡s
très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ètr❡s
♣❛r s❡❝♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐q✉✐❞❡✲✈❛♣❡✉r✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠✐❧❧✐❡r ❞❡ ♠ètr❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳ ❈❡s



✸

❢♦rt❡s ❞✐s♣❛r✐tés ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s à ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ à ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ✜①é✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés s✉❜s✐st❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t✳
✕ ▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥✲
t❡s ✭❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐q✉❡s ✭❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡✮ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥
à ✈ér✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳

✕ ❊❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t ❞é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✜❞è❧❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s
✢✉✐❞❡s à s✐♠✉❧❡r✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t ♥é❝❡ss✐t❡r ❞❡ st♦❝❦❡r ❝❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t s♦✉s ❢♦r♠❡
❞❡ t❛❜❧❡s✳

✕ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❡s t❛❜❧❡s s✉♣♣♦s❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ♥✉♠é✲
r✐q✉❡s à ❞é✜♥✐r✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s✳

▲❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✿ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦✲
❞è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s

▲❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛♣♣r♦❝❤❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t s❡
♠❡tt❡♥t t♦✉s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∂t(ωW ) +∇(ωF (W )) = ωS(W ), ✭✶✳✶✮

♦ù W ∈ Rm ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ x ❡t ❞✉
t❡♠♣s t ✿

W : R
3 × R

+ → Ω

(x, t) 7→ W (x, t).

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s R
4✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

F : Ω → R
4 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① ❡t S : Ω → R

4 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✳ ▲❡
t❡r♠❡ ω ❞és✐❣♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳

◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❞✐✈❡rs❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❡s s②stè♠❡s✳

▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✉❧❧❡s
❞✐♣❤❛s✐q✉❡s
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ s♣❤ér✐q✉❡

❞❡ ❣❛③ ✐♠♠❡r❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ❡t ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❢♦rt❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡ s②stè♠❡
❣❧♦❜❛❧ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✱ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛❞❥♦✐♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t
❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♠❛ss❡✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡st
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣❤❛s❡s ❧✐q✉✐❞❡ ❡t ❣❛③❡✉s❡✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞é♣❡♥❞
❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❧✐q✉✐❞❡ ❡t ❣❛③❡✉s❡ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ r❛✐❞❡ ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡st
tr❛♥s♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à



✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é❧✐❝❛t❡✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡
s♣❤ér✐q✉❡✳

▼❛❧❣ré s♦♥ ❛s♣❡❝t ❛♥♦❞✐♥✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s✬❛✈èr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞é❧✐❝❛t à s✐♠✉❧❡r
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧✱ q✉✐ ❡st ♣r❡sq✉❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
s✉♣♣♦sé ❧❛ s②♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡✱ ♣❡✉t ❞✉r❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❥♦✉rs s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡
❜✉r❡❛✉ ❛❝t✉❡❧✳ ■❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ tr❛✐t❡r s♦✐❣♥❡✉s❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❢❛✉t❡
❞❡ q✉♦✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣❡✉ ♣ré❝✐s✱ ✈♦✐r❡ ✐♥st❛❜❧❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✳✶✮✳ ▲❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t
✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞♦♥t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ✐✳❡✳

W (x, t = 0) =

{
WL, s✐ x < 0,
WR, s✐ x > 0,

❛✈❡❝ WL ❡t WR ❞❛♥s Ω✳ ❖♥ s❡ r❡str❡✐♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉t♦s✐♠✐❧❛✐r❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ W ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt x/t✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥
❝❤❡r❝❤é❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬ét❛ts ❝♦♥st❛♥ts sé♣❛rés ♣❛r ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❘♦✉② ❬❘♦✉✵✵❪ ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮
❛❞♠❡t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ✢✉✐❞❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣❛③
r❛✐❞❡s✱ q✉✐tt❡ à ❛✉t♦r✐s❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ✈✐❞❡✳

P✉✐s ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬♦s✲
❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③✳

■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ✐♥❞✐q✉é ❞✬❛❞♦♣t❡r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s✉r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❛❣r❛♥✲
❣✐❡♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ très ♣❡t✐ts✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ ♣❧✉s r❡str✐❝✲
t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛✉ ♠♦②❡♥
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡t ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✭❆▲❊✮ ✿ ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ét❛♥t ✜①❡✱ s❡✉❧❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❞é♣❧❛❝é❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ❈❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ❞♦♥t ❍✐rt ❡t ❛❧✳ ❬❍❆❈✼✹❪ ♣♦✉r
❧✬❛s♣❡❝t ❆▲❊ ❡t ❑♦❦❤ ❡t ▲❛❣♦✉t✐èr❡ ❬❑▲✶✵❪ ♣♦✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s
❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐t♦②❡♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡✈✐❡♥t tr♦♣ ♣❡t✐t✱
❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❝♦♠♣r✐♠é❡ ❡st ❢✉s✐♦♥♥é❡ à s❛ ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉①
ét❛♥t ré❛❧✐sé s✉r ❝❡tt❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❢✉s✐♦♥♥é❡✳ ➚ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s✱ ❧❛
♠❛✐❧❧❡ ❝♦♠♣r✐♠é❡ ❡st s✉♣♣r✐♠é❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
é❧❛r❣✐❡ ❡st s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♥✬❡st ❡✛❡❝t✉é❡ q✉❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ t❡♠♣s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥
s❝❤é♠❛ r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ à
❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ▼❯❙❈▲ ❬❇❡r✵✺❪✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❡st
❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❞❡ ❣❛③ ✐♠♠❡r❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s ❬❑▼✽✵❪✱ ❞ét❛✐❧❧é
❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❛❥♦✉t❡ ✉♥

t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❜✉❧❧❡



✺

s♣❤ér✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ t✉②èr❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ét❛♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡
s②stè♠❡s ❛✈❡❝ t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s ♣❡✉t ♣rés❡♥t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧♦rs✲
q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ♦✉ ❞❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣ ✭❝✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❡❣✉✐♥ ❬●❍❙✵✸❜✱ ❈▲❙✵✹❪ ♦✉
❞❡ ❇♦✉❝❤✉t ❬❇♦✉✵✹❪✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ s❝❤é♠❛
éq✉✐❧✐❜r❡ ❛❞❛♣té ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ S(W )✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞♦♣té❡ s✬✐♥s✲
♣✐r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥❜❡r❣ ❡t ▲❡r♦✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❝❛❧❛✐r❡ ❬●▲❇◆✾✼❪✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t❡ ❡st tr❛✐té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✿ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❛❥♦✉té❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤❛♠♣
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ q✉✐ s✬❛✈èr❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s
❞❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ♠❛✐s ❞❡✈✐❡♥t ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✳ ■❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s rés♦♥❛♥t ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ W ✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉
✢✉① ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ét✉❞✐é❡ ♣❛r ■s❛❛❝s♦♥ ❡t ❚❡♠♣❧❡ ✭♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✱ ♦♥ ❝♦♥s✉❧✲
t❡r❛ ❬■▼P❚✾✷❪✱ ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ét❛♥t tr❛✐té ❞❛♥s ❬■❚✾✺❪ ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
s❝❛❧❛✐r❡s✮ ♣✉✐s ♣❛r ▲❡❋❧♦❝❤ ❡t ●♦❛t✐♥ ❬▲●✵✹❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❡♥
t✉②èr❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
❞é✜♥✐r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛
éq✉✐❧✐❜r❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛♣♣r♦❝❤é ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✢✉① ❛✉① ✐♥✲
t❡r❢❛❝❡s✳ ◆♦tr❡ ❝❤♦✐① s✬❡st ♣♦rté s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❱❋❘♦❡✲♥❝✈ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬❇●❍✵✵❪
✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✮✳ ❈❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s é❝r✐t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s
❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ✭♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s
♥♦t❛♠♠❡♥t✮✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❝♦♠♠❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥
❧✐és à ❧✬♦♥❞❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❇✐❡♥ q✉❡ ♣ré❝✐s✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❱❋❘♦❡✲♥❝✈ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛❧ ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❞ét❡♥t❡ s♦✲
♥✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳ ❆✉ ♣❛ss❛❣❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❱❋❘♦❡✲♥❝✈✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛✲
♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❝❛❧❛✐r❡✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ s❝❤é♠❛
♠♦♥♦t♦♥❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♠♣❧été ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛tt❡st❛♥t ❞✉
❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s❝❤é♠❛ ❣❧♦❜❛❧✳

❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛❣♥ét♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❜✐❡♥ q✉✬❛②❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s

♣r♦♣r✐étés ✭st❛❜✐❧✐té✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣❛③✲❧✐q✉✐❞❡ ♥♦♥ ❞✐✛✉sé❡✮✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✱ ♠ê♠❡ s✉r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ✓ ♠♦②❡♥♥❡
❣é♦♠étr✐q✉❡ ✔✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ r❡♣♦s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡♥❞ ❞é❧✐❝❛t❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡
✷ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❙❡✉❧❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ré❛❧✐sé❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡
s❝❤é♠❛ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té r❡str✐❝t✐✈❡s✳
P✉✐sq✉✬✐❧ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆▲❊ ❡t ❞❡ ❧✬ét❡♥❞r❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ r❡✈❡♥✐r à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣✉r❡♠❡♥t
❡✉❧ér✐❡♥♥❡s✳

▲❡ ❝❛s✲t❡st ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ s✬❛✈èr❡ ❝❡♣❡♥✲
❞❛♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r❛✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❣❛③ ❡st à ✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ✉♥❡



✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ très ❢❛✐❜❧❡s✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t très
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t très ❣r❛♥❞❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡✳ ❈❡s très
❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❞✐s❡♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ ♠♦✐♥❞r❡ ✓ ✉♥❞❡rs❤♦♦t ✔ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♥✉♠ér✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ♣✉ ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é ❞❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❧✐♠✐tés à ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ t②♣❡ ✭✶✳✶✮✱
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛s✲t❡sts ♠♦✐♥s r❛✐❞❡s✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✱ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡✲
❧és ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳ ■❧s ♦✛r❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s
✜♥✐s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❬❈❙✵✶❪✱ ❬❍❆▼+✵✹❪✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡
❞✉ s②stè♠❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ ❡st ❝❤❡r❝❤é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s L2✱ ❞♦♥t ❧❛ r❡s✲
tr✐❝t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝
❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✮✳ ❯♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ é❧❡✈é ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❡✉t
êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré é❧❡✈é✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❘✐❡♠❛♥♥ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞éq✉❛t✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❛✐♥s✐ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé
❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❬❇❛r✵✻❪✳

❆♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥✲
❞✉✐t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t
r❡❝♦♠♠❛♥❞é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞♦♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st
❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ◆♦t♦♥s Wn ❧❡ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✭q✉✐
❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s✮ ❛✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
tn✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s♦♥t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳ ❖♥ ❝✐t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ❈♦❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧ ❬❈❙✾✽✱ ❈❙✾✶✱ ❈❙✵✶❪ ♦✉ ❞❡ ❇✉r❜❡❛✉ ❡t ❛❧✳ ❬❇❙❇✵✶❪✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s
à ✉♥ ♣❛s ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r Wn+1 à ❧✬✐♥st❛♥t tn+1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛
✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤é❡Wn✳ ❙✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ k✱ ✐❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡
k ❛♣♣❡❧s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s
❞é❝✐❞♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t q✉✬✉♥
❛♣♣❡❧ ❛✉ ✢✉① ♣❛r ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
s❛t❜✐❧✐té✮✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♣❛s ♠✉❧t✐♣❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡s q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❬❈▼✽✹❪✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧✬✉s❛❣❡
❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝
❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥trô❧és ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❬▼❙✵✼❪✳ ▲❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡♠❡✉r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛ss✉r❡r ♣♦✉r ✉♥
s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✭à ❝❡ s✉❥❡t✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ P✐♣❡r♥♦ ❬P✐♣✵✻❪ ❡t ❉✉♠❜s❡r ❡t ❛❧✳ ❬❉❇❚▼✵✽❪✮✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉
♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠❛✐❧❧❡✱
❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❞é❝❡♥tr❡♠❡♥t ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉
s❝❤é♠❛✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ♣❧✉s é❧❡✈é s♦♥t ✉t✐❧✐sés✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣r♦✲
❞✉✐t ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤♦❝s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡s ❛♣rès ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ♣♦✉r ♣ré✈❡♥✐r ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❬❑❉❲✵✽❪✱ ❬❇❙❇✵✶❪✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡t ❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❈❊▼❘❆❈❙ ✷✵✵✽✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
♣r♦❥❡t ●❛❉▼❍❉✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❈✳ ❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❚✳ ❇❡❧❛t ✭s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
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❞❡ ▼✳ ●✉t♥✐❝✱ P✳ ❍❡❧❧✉② ❡t ❊✳ ❙♦♥♥❡♥❞rü❝❦❡r✮ ❡t ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ❬❆❇●+✵✾❪✳ ■❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✬é❧❛❜♦r❡r ✉♥ ❝♦❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ✸❉ ♣❛r❛❧❧è❧❡
♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ét❛♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱
♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥é✲
t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s s❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❝♦✉♣❧é❡s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❙✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ B ∈ R

3 ❡st à ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ à
❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿

∇ ·B = 0,

♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡♠♣s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s
❝❛r ❡❧❧❡ ❡①♣r✐♠❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❧✐❜r❡s✳

❖r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❛♣rès ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t ❧❛
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞ér✐✈❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ■❧ ❡st
❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡ ♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❉❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t été ♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲
❞èr❡r♦♥s ❝❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❉❡❞♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬❉❑❑+✵✷❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡
✐♥❝♦♥♥✉❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ q✉✐ ❝♦✉♣❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❤②♣❡r✲
❜♦❧✐q✉❡✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t tr❛♥s♣♦rté❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ✉♥❡
✈✐t❡ss❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ ❝♦rr✐❣é r❡st❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱
❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✐❞é❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù
s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡r ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s♦♥t ❝♦♣❧❛♥❛✐r❡s✳ ▲❡s ♦♥❞❡s ❝♦♠♣♦sé❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❬❚♦r✵✸❜✱ ❚♦r✵✸❛❪✳ ❖♥
♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❘❤♦
❙❤②♥ ▼②♦♥❣ ❬▼②♦✾✻❪ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✿ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❧♦✐s
❞✬ét❛t ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❛✈❡❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡ s✉♣✲
♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré s♦✐t ❢❡r♠é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦✐
❞✬ét❛t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✱ ❛✉①✲
q✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛❞❥♦✐♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱
❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té q✉✐ ❛ss✉r❡♥t✱ ♥♦✲
t❛♠♠❡♥t✱ ❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ■❧
❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t ♥✬❡st ♣❛s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ✢✉✐❞❡ s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❬▼P✽✾❪✳ P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧
✭♦✉ ❧♦✐ ❞❡s ❛✐r❡s é❣❛❧❡s✮ ❬❉▼❱✵✺❪✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❝♦ût❡✉①✳



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✱ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ♦✉
✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ré❛❧✐st❡s✳ ■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t t❛❜✉❧é❡s✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞s✱
t❡❧s q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ♥❡ ♣rés❡r✈❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té✳
▲✬✉s❛❣❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❧♦✐s ♣❡✉t ❛❧♦rs ❢❛✉ss❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t ❡♥tr❛î♥❡r
❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡
♣❛rt✐❡✱ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t
t❛❜✉❧é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✲✈❛♣❡✉r✳

❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ t❤❡r♠♦❞②✲

♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡✱
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡
❬▲❊✾✹❪✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❤♦rs éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é♥❡r✲
❣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞♦✐t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s❡ ré❞✉✐t ❞♦♥❝ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ rés♦✉❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❥♦✉❡
✉♥ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡✳ ◗✉❡ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✐t ♠✐s❝✐❜❧❡
♦✉ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳

❆✜♥ ❞✬✐♥❝♦r♣♦r❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞✬ét❛t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❈❋❉✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t s✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t
é❝r✐t❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ✿
❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡ ✭♦✉ s♣é❝✐✜q✉❡✮ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s✬❛✈ér❛♥t
♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t
✐♥t❡♥s✐✈❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✿ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡
❡st ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡✉①
é♥❡r❣✐❡s✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛ss✉r❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r
❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡✳

❆♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡

▲❡❣❡♥❞r❡ ✭❚▲✮ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❞é❝r✐t❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ♦✉ ✐♠♠✐s✐❝✐❜❧❡✳

✕ ❧❛ ❚▲ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
✕ ❧❛ ❚▲ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠✳

❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡✲
❣❡♥❞r❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
❡①trê♠❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❧♦✐s + ❡t max✳

❆✜♥ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é ♣❛r
▲❡❣❡♥❞r❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❚▲✳



✾

❖r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❛❞✲
♠❡t✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❬❇r❡✽✾❪✱ ❬▲✉❝✾✻✱ ▲✉❝✾✼❪✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲✉❝❡t ❬▲✉❝✾✼❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ■❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❞✐✈❡rs❡s ❛st✉❝❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
r❛♣✐❞❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥
❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❬▲✉❝✾✼❪ ❞❡ ❧❛
❚▲ ✿ s❡✉❧❡s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ✶❉ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ✷❉✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♠♣❧été ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐❧❧✉s✲
tr❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉♥✐✲ ❡t ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ ❛tt❡st❡♥t ❞✉ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s
▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♦✉t✐❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣✲

♣és ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥s✐st❡ ❞✬❛❜♦r❞
à t❛❜✉❧❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞✬ét❛t ♣❤②s✐q✉❡ ♦✉ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs
❛✉① t❛❜❧❡s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞✐s❝rèt❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥t ❡①trê♠❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s ✭✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s max
♦✉ ❞❡s +✮✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ s✉r ❧❛ t❛❜❧❡ rés✉❧t❛♥t❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ r❡✈❡♥✐r ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥✐t✐❛❧✳ ◆♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
♣r❛t✐q✉❡ très s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ t❛❜✉❧é❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛✈❡❝ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞❡ ♣❤❛s❡✳ ◆♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬❛♣♣❧✐q✉❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡✉① tr❛♥✲
❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ éq✉✐✈❛✉t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ✭❧♦✐ ❞❡s ❛✐r❡s é❣❛❧❡s✮✳
❖♥ s✬❛tt❛❝❤❡ ❡♥s✉✐t❡ à ❝♦♥tr✉✐r❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♣❛r ❏❛♦✉❡♥ ❬❏❛♦✵✶❪ ❡t ❍❡❧❧✉② ❡t ❙❡❣✉✐♥ ❬❍❙✵✻❪✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❧♦✐s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❖♥ tr❛✐t❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ r❛✐❞❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞✐✈❡rs❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✶✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♦♥t été ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝♦♥❣rés ❋❱❈❆ ✺ ❡t s♦♥t
❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t❡s ❞❡ ❝♦♥❣rés s♦✉s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✿
❍❡❧❧✉②✱ P✳✱ ▼❛t❤✐s✱ ❍✳✱ ▼ü❧❧❡r✱ ❙✳✱ ❆♥ ❆▲❊ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ♦❢ ❜✉❜❜❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❱✱ ✹✽✼✕
✹✾✹✱ ■❙❚❊✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✷✵✵✽✳

❯♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t✱ q✉✐ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦✲
♣♦sé❡ ❝✐✲❛♣rès à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ●❧✐♠♠✱ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥✳

✷✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t❡s ❞✉ ❝♦♥❣rés ❞❡
❧✬❆■❆❆ ✿
❍❡❧❧✉② P✳✱ ❍ér❛r❞ ❏✳▼✳✱ ▼❛t❤✐s ❍✳✱ ❆ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❘✐❡♠❛♥♥



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

s♦❧✈❡r ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s✳ ❆■❆❆ ♣❛♣❡r ✷✵✵✾✲✸✺✹✵✱
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛✐❛❛✳♦r❣✴✱ ✷✵✵✾✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ ♣♦✉r ♣✉❜❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳

▲❡ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ❛rt✐❝✉❧é ❛✉t♦✉r ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❱❋❘♦❡✲♥❝✈✱ ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t
♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❡ ❉❖■ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝r♠❡✳✷✵✶✵✳✵✼✳✵✵✼ é❞✐té❡ ❛✉① ❈♦♠♣t❡s
❘❡♥❞✉s ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ✿
❍❡❧❧✉② P✳✱ ❍ér❛r❞ ❏✳✲▼✳✱ ▼❛t❤✐s ❍✳✱ ▼ü❧❧❡r ❙✳✱ ❆ s✐♠♣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❢r❡❡ ❡♥✲
tr♦♣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s♦❧✈❡rs✱ ❤❛❧✲✵✵✹✻✻✾✾✾✱ ✷✵✶✵✳

✸✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ♠❛❣♥ét♦✲
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❛✉ ❈❊▼❘❆❈❙ ✷✵✵✽ ❡t ♣✉❜❧✐és
s♦✉s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❆❧t♠❛♥♥✱ ❈✳✱ ❇❡❧❛t✱ ❚✳✱ ●✉t♥✐❝✱ ▼✳✱ ❍❡❧❧✉②✱ P✳✱ ▼❛t❤✐s✱ ❍✳✱ ❙♦♥♥❡♥❞rü❝❦❡r✱
❊✳✱ ❆♥❣✉❧♦✱ ❲✳✱ ❍ér❛r❞✱ ❏✳✲▼✳✱ ❆ ❧♦❝❛❧ t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ▼❍❉ s②st❡♠✳ ❊❙❆■▼✱ Pr♦❝✳ ✷✽✱ ✸✸✲✺✹✱ ✷✵✵✾✳

✹✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞❡ ♠é✲
❧❛♥❣❡ ❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✭♠❛①✱✰✮ ❡t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡t ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❛❝❝❡♣té ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❛ r❡✈✉❡ ▼✸❆❙ ✿
❍❡❧❧✉② P✳✱ ▼❛t❤✐s ❍✳✱ Pr❡ss✉r❡ ❧❛✇s ❛♥❞ ❢❛st ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠✱
❤❛❧✲✵✵✹✷✹✵✻✶✱ ✷✵✶✵✳



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡

♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❢❧✉✐❞❡s
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛❞❛♣tés à ❧❛ ♠♦✲
❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞✐♣❤❛s✐q✉❡s s❛♥s tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♠❛ss❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r é❝r✐t❡s ❡♥
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞❡ ♣❛rt s♦♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡
❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❛❞✈❡❝té❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ s❝❤é♠❛
❞❡ t②♣❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❞❛♣té ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉
t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❡st ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥ ② ❝♦♥str✉✐t ✉♥ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❛rt✐✲
❝✉❧é ❛✉t♦✉r ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❛♣♣r♦❝❤é ❱❋❘♦❡✲♥❝✈✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛
●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét❤♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳

✶✶





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✉❧❧❡s

❞✐♣❤❛s✐q✉❡s

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ❡❛✉✲❛✐r✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❞❡ ❣❛③ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ s♦♥t ❢♦rt❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ③♦♥❡s
❞❡ ❝❛✈✐t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✳ ▼❛✐s ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù
❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡✳ ▲❛ ❜✉❧❧❡ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡♠♣❧✐❡ ❞✬❛✐r ❡t
✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡
♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❛❞❛♣té❡ à s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❣❛③❡✉s❡ ❡st
❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✳ P♦✉r ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ r❛✐❞❡
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ré❛❧✐st❡ t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t s✐♠♣❧❡ ❞✬❡♠♣❧♦✐✳

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
❡st ✉♥ s✉❥❡t ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❡t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✿

✕ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ♣❛r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ q✉✐ s✉✐t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥ s✉✐✈✐ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s✉❜✐t tr♦♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠❛♥q✉❡♥t ❞❡ ❣é♥ér❛✲
❧✐té✳

✕ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡✉❧ér✐❡♥♥❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜①❡✱ s✉r
❧❡q✉❡❧ é✈♦❧✉❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❡✉t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡s s❛♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❡♥tr❛✈❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱
❧✐é❡ à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥✱ ❡♥tr❛î♥❡ s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳

▲❡s s❝❤é♠❛s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥s✱ ❞❡ ♣❛rt ❧❡✉r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té s♦♥t ❞❡ ♠♦✐♥s ❡♥ ♠♦✐♥s
❡♠♣❧♦②és ✭♠❛❧❣ré q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛❜❧❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬●❑▼+✽✺❪✮
❡t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡✛♦rts ♦♥t été ❢❛✐ts ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡s s❝❤é♠❛s ❡✉❧ér✐❡♥s✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s❝❤é♠❛s ❡✉❧ér✐❡♥s
❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s ❞♦♥♥❡ ❞❡ très ♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s
❬❇❍❘✵✸❪✱ ❬❆❜❣✾✻❪✱ ❬❑❛r✾✻❪✳ ❈❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é ✓ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡s✲

✶✸



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

s✐♦♥ ✔ ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té q✉❡ ❞✬✉♥❡
✐♠♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❑❛r♥✐ ❞❛♥s ❬❑❛r✾✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s
✓ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✔ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s
s♦♥t rés♦❧✉❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡✳ ➚ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐✈❡ s✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st rés♦❧✉❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❣❧♦❜❛❧ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s
ét❛ts ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ♣ré✈❡♥✐r ❧❡s ♦s❝✐❧✲
❧❛t✐♦♥s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆❜❣r❛❧❧ ❡t ❙❛✉r❡❧ ❬❙❆✾✾❜❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ s❝❤é♠❛ ❜❛sé s✉r
❧❛ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞❡s ❣❛③ r❛✐❞❡s ✭✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s
❬●❍❙✵✷❪✮✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ♠❛✐s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♣❡t✐t
tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ✢✉① à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡s✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣❤♦st ✢✉✐❞✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❋❡❞❦✐✇ ❡t ❛❧✳ ❬❋❆▼❖✾✾❪ ❡t r❡♣r✐s❡s
♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ▼ü❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬▼❇❑+✵✾❪✳

❉❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t❡♥t❡r ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥t❡r✲
♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛♥t ❞é❧✐❝❛t❡✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ✶❉✱ ❡♥ ❝♦✲
♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡✉❧ér✐❡♥ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ s❛✉❢ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦ù ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥✳ ◆♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✭❆▲❊✮
❬❍✐r✼✸❪✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ❡st ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ✐❧ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ét❛ts à ✈✐t❡ss❡ ❡t
♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡
à ❝❡rt❛✐♥s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧❡ r❡t♦✉r à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡✉❧ér✐❡♥✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ r❡t♦✉r à ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉ à t♦✉s ❧❡s
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❞❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣❛r ❉❡s♣rés ❡t ▲❛❣♦✉t✐èr❡ ❬❉▲✵✶❪✱ ❑♦❦❤ ❡t ▲❛❣♦✉t✐èr❡
❬❑▲✶✵❪✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s ❡✛❡ts tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s
❞ét❡♥t❡s ❡t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥s ❡①trê♠❡♠❡♥t ✈✐♦❧❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬é❝❛rt ❞❡ ✈✐✲
t❡ss❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❡t ❧❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❞✉ré❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✭♣❧✉s✐❡✉rs ❥♦✉rs s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉✮✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✦ ❊♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉és ❬▼❇❑+✵✾❪✳

▲❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❣❛③ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s ❬❑▼✽✵❪ ❡t ❞✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲P❧❡ss❡t
❬❋+✾✺❪✳ ❘❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ✐❧ ❞é❝r✐t
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ s❛♥s t♦✉t❡❢♦✐s
❞♦♥♥❡r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉✳ ❊♥
s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▼ü❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬▼❇❑+✵✾❪✱ ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ r❛②♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s✳

P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ à t❡r♠❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈✐t❡ss❡



✶✺

❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡❧✉✐ ❞❡ ❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s
s❡r❛ ✉t✐❧✐sé à t✐tr❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐❢✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡ s❡❝♦♥❞
♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡
❣❛③❡✉s❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞✉ ♠✐❧❡✉ ❣❛③❡✉① ϕ✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦rt❛♥t s✉r ϕ✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st
♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❇❛r❜❡r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇❍❘✵✸❪ r❡❧❛t✐❢s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥
s❡r♦♥t ❜r✐è✈❡♠❡♥t r❛♣♣❡❧és✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ét❛♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ♣♦sé✱
♥♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥
❡①❛❝t✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❆r✲
❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡✉❧ér✐❡♥♥❡s ❡t ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s✳ ❙✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡✱ ♦♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡
♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❜✐✢✉✐❞❡ rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤②❜r✐❞❡ ❡st ♣❧✉s
❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢
❡✉❧ér✐❡♥ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐①
♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ϕ ♥❡ ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ❞❛♥s {0, 1}
✭❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✮✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ét❛❜❧✐❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
❛❞❥❛❝❡♥t❡ Ci ❞✐♠✐♥✉❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci ❡t s❛ ✈♦✐s✐♥❡ Ci−1 ❡t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡s ✢✉① s✉r ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st
❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧é s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❤♦r♠✐s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❢✉s✐♦♥♥é❡ ❡t ❛❥✉sté s✐ ❜❡s♦✐♥✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ◆✉ss❜❛✉♠ ❬◆✉s✵✼❪ ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ s✉❝❝✐♥t❡♠❡♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ▼❯❙❈▲✳ ❖♥ s❡ ré❢èr❡ ❛✉① ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❍❛rt❡♥ ❬❍▲❱▲✽✸❪ ♦✉ ❇❡rt❤♦♥ ❬❇❡r✵✺❪✱
❧❛ ❧✐st❡ ét❛♥t ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ▲✬❡①t❡♥st✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ t❡♠♣s s❡♠❜❧❡ ❞é❧✐❝❛t❡ ❡t
♥✬❡st ♣❛s ❛❜♦r❞é❡ ✐❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✷ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♥❡ ❣❛r❛♥t✐r❛✐t ♣❧✉s q✉❡ ϕ = 0 ♦✉ 1✳ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥❡
s❡r❛✐t ♣❧✉s ❛❧♦rs ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t rés♦❧✉❡✳

❉✐✛ér❡♥ts t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♠♣❧èt❡♥t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥
t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✶❉ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛✳ P✉✐s ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❞❡ ❣❛③ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡✳ ❉❛♥s
❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ♦s❝✐❧❧❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲❡s
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥
❡t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡✉①
t❡sts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ r❛②♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❡t ♣❡t✐t✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡st ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❧✬❛✉tr❡
t❡st ❝♦rr❡♣♦♥❞❛♥t à ❞❡ ❢♦rt❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧✬♦r❞r❡ ✶
❡t ✷ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❑❡❧❧❡r ▼✐s❦✐s✳



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

✷✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❞❡ ❣❛③ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞✐❧❛té❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ très ❢❛✐❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ✈❛ ❛✈♦✐r
t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞✐♠✐♥✉❡r✳ ❆♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s ✉♥ r❛②♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s✬ét❛❜❧✐t✳ ❖♥
s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③
❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ■♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡♥ ✶✾✶✼✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲P❧❡ss❡t
❞é❝r✐t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❣❛③ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s ❬❑▼✽✵❪✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❡♥ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✷✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ d = 1, 2 ♦✉ ✸ ✭r ∈ R

+ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t t ∈ R
+ ❧❡ t❡♠♣s✮✳

P♦✉r ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ r❛②♦♥ R ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ s❡❧♦♥
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

pb(R) = KR−dγ , ✭✷✳✶✮

♦ù γ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②tr♦♣✐q✉❡ ❡t K ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❣❛③
❝♦♥s✐❞éré✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ pb(R) ❞❛♥s ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
❞✉ ✢✉✐❞❡ p(r, t) à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ r = R ✿

pb(R) = p(R, t),

❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ Φ(r, t)✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ R′(t) ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛
❜✉❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✿

R′(t) = ∂rΦ(R, t). ✭✷✳✷✮

▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ρ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✿

∂tρ+ ∂rΦ∂rρ+ ρ△Φ = 0, ✭✷✳✸✮

ρ(∂rtΦ + ∂rΦ∂rrΦ) + ∂rp = 0. ✭✷✳✹✮

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ R✱ ρ✱ p ❡t Φ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭✷✳✶✮✲✭✷✳✹✮✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐✲
t✐❛❧❡s✳

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t Φ∞ = 0 ❡t p∞ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♣✉✐s ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✷✳✹✮ ❡♥tr❡ r ❡t +∞✱
✐❧ ✈✐❡♥t ✿

−∂tΦ−
1

2
(∂rΦ)2 +

∫ p∞

p

1

ρ
dp = 0. ✭✷✳✺✮

▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c s❛t✐s❢❛✐t c2 = ∂ρp ❬▼P✽✾❪✱ s♦✐t ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❞❛♥s ✭✷✳✺✮ ❡t ❡♥
❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂ttΦ + ∂rΦ∂rtΦ +
c2

ρ
∂tρ = 0. ✭✷✳✻✮

❉✬❛♣rès ✭✷✳✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r ∂tρ ❞❡ ✭✷✳✻✮ ❡t s❡ r❛♠❡♥❡r à

1

c2
∂ttΦ−△Φ = − 1

c2
(∂rΦ∂rtΦ) +

∂rρ∂rΦ

ρ
. ✭✷✳✼✮
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P♦✉r ✉♥ ✢✉✐❞❡ q✉❛s✐ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ c2 ❡st ❣r❛♥❞ ❡t ∂rρ ♣❡t✐t✳ ▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
❡st ❞♦♥❝ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ρ = ρ0

❝♦♥st❛♥t❡✳ ❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛❧♦rs à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ✿

1

c2
∂ttΦ−△Φ = 0. ✭✷✳✽✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✺✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✿

p = p∞ − ρ0

(
∂tΦ +

1

2
(∂rΦ)2

)
. ✭✷✳✾✮

◆♦t♦♥s δ(R) ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r ρ ✿

δ(R) =
1

ρ
(pb(R)− p∞) =

1

ρ
(KR−dγ − p∞), ✭✷✳✶✵✮

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ r = R(t) ✿

δ(R) = −∂tΦ−
1

2
(∂rΦ)2. ✭✷✳✶✶✮

❖♥ é❝r✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ✭✷✳✽✮✱ ♣♦✉r f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱

Φ(r, t) =
1

r
f

(
t− r

c0

)
+

1

r
g

(
t+

r

c0

)
, ✭✷✳✶✷✮

q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥❥❡❝t❡ ❞❛♥s ✭✷✳✶✶✮ ✿

δ(R) = c0R
′(t) +

c0
R

Φ(R, t)− 1

2
(R′(t))2 − 2

R
g′
(
t+

a

c0

)
. ✭✷✳✶✸✮

❉ér✐✈❛♥t ✭✷✳✶✶✮ ❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✺✮ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r Φt✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s ✿

(
1− R′(t)

c0

)
R(t)R′′(t) +

3

2
R′(t)2

(
1− R′(t)

3c0

)
=

(
1 +

R′(t)

c0

)
pb(t)− p0

ρ0
+
R(t)

ρ0c0
p′b(t). ✭✷✳✶✹✮

❈❤♦✐① ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ❞♦✐t êtr❡ ❛ss♦rt✐❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦rt❛♥t s✉r R(0) ❡t
R′(0)✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t R′(0) = 0✳ ❉❛♥s ❬▼❇❑+✵✾❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts✱

γ = 4/3, c0 = 1482 ♠✳s−1, ρ0 = 998 ❦❣✳♠−3, p0 = 105 P❛. ✭✷✳✶✺✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s r❛②♦♥s R(0) ❡t Req s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✿

R(0) = 0.7469× 10−3 ♠ Req = 0.692× 10−4 ♠. ✭✷✳✶✻✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c ✐♥✜♥✐❡✱
♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲P❧❡ss❡t✳



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✶✳✶ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ R ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ t❡♠♣s t✳ ▲✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡st ❞û ❛✉① ❡✛❡ts ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✲
❜✐❧✐té✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❤♦✐s✐s s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ ✭✷✳✶✺✮ ❡t ✭✷✳✶✻✮✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✭♣❛r ▼❛♣❧❡✮ ♥♦✉s ❢♦✉r✲
♥✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡s ✷✳✶✳✶ ❡t
✷✳✶✳✷✮✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞é❝r♦ît ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲P❧❡ss❡t✳ ▲✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❡st
❧✐é à ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ✭❛❜s❡♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲P❧❡ss❡t✮ ✿ ❧❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉s✲
t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐ss✐♣❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ❛♠♦rt✐ss❡♥t ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ c ❡st
❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲▲✐♣s❝❤✐t③ à ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✷✳✶✹✮✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ r❛②♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ t❡♠♣s
❡t ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡❜r♦✉ss❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧❛✐ss❡ s✉♣♣♦s❡r ❧❛ ✜❣✉r❡
✷✳✶✳✶✳ P♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥ ③♦♦♠ s✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ♣rès ❞✉q✉❡❧
R′(t) ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s✐❣♥❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳✸✮✳

❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

◆✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s ♥✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ❞❡
tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣❛③ ♥♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛❜❧❡✳ ❙❡✉❧ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ r❛②♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
Req ✜①❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣❛③ ❞❛♥s ❧❛ ❜✉❧❧❡✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ♠♦❧❡s ν✳ ▲❡
r❛②♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❧❡ r❛②♦♥ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
❛❣✐ss❛♥t ❞❡ ❧✬❡①tér✐❡✉r✳ ❈❡❧❛ tr❛❞✉✐t ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐q✉❡ q✉✐✱ ❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s
❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ s✬é❝r✐t ✿

p(Req) = p0. ✭✷✳✶✼✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ✿

T (Req) = T0, ✭✷✳✶✽✮
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❋✐❣✳ ✷✳✶✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲P❧❡ss❡t ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ R ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s t✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦s❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉
s♦♥ ✐♥✜♥✐❡✮✳ ▲❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛♠♦rt✐✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭✷✳✶✺✮ ❡t ✭✷✳✶✻✮✳

♦ù T0 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts s✬é❝r✐t ✿

pV = νRT,

❛✈❡❝ R = 8, 314472 ❏✳♠♦❧✳❑−1 ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜✉❧❧❡ ✿

ν = νeq =
peqVeq

TeqR
. ✭✷✳✶✾✮

▲❛ ❜✉❧❧❡ ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡ s♣❤ér✐q✉❡✱ s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✈ér✐✜❡ ✿

Veq(Req) =
4πR3

eq

3
.

▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜✉❧❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ r❛②♦♥ Rb ❞♦♥♥é✱ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡ ✿

p(Rb) = peq

(
R3

eq

R3
b

)γ

. ✭✷✳✷✵✮

❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❧❡s νeq ❡t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ V (Rb) =
4πR3

b

3
✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛

t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t

T (Rb) =
p(Rb)V (Rb)

νR
= p(Rb)

(
R3

eq

peqR3
b

)
= Teq

(
R3

eq

R3
b

)γ−1

. ✭✷✳✷✶✮



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✶✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ R ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s t✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❧❛✐ss❡ s✉♣♣♦s❡r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳✶✱ ❧❡ r❛②♦♥
❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ t❡♠♣s ❡t ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡
r❡❜r♦✉ss❡♠❡♥t✳

❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ s♦✉♠✐s❡ à
✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭❝❡s ✈❛❧❡✉rs s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✹✳✸✮✳ ▲❡ r❛②♦♥
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ✜①é à Req = 0.692×10−4 ♠✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st T0 =
293.15 ❑✳ ▲❡s ❞❡♥s✐tés ❡t ♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
P♦✉r ✉♥ r❛②♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❡t ❞♦♥❝ ♠❛①✐♠❛❧✱ Rb = 0.7469 × 10−3 ♠✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡s
❢♦r♠✉❧❡s ✭✷✳✷✵✮ ❡t ✭✷✳✷✶✮ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜✉❧❧❡ ✿

p(Rb) = 4.579 P❛ T (Rb) = 16.9 ❑✳ ✭✷✳✷✷✮

▲❛ ❞❡♥s✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ét❛♥t ρ0 = 1.186 ❦❣✳♠−3✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

ρ(Rb) = 0.957× 10−3 ❦❣✳♠−3.

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s ❡t ❘❛②❧❡✐❣❤✲P❧❡ss❡t ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡
s❛♥s t♦✉t❡❢♦✐s ❞♦♥♥❡r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞❛♥s
❧❡ ♠✐❧✐❡✉✳ ❖r ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡r❛✐t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥s ❡t ✈✐t❡ss❡s ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✿ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st
s✉♣♣♦sé ♠♦♥♦✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ét❛♥t ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t
❛❞❛♣té❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s❡r♦♥t ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑❡❧❧❡r✲
▼✐❦s✐s✳

✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s q✉❡ s♦♥t ❧❛
♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρ✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ e✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡



✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✷✶

❞✬❡s♣❛❝❡ x ∈ R
d, d = 1, 2 ❡t 3 ❡t ❞✉ t❡♠♣s t ∈ R

+✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉
✢✉✐❞❡ ♦❜é✐t ❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❊♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t ✈✐sq✉❡✉s❡ ❡t ❧❛
❣r❛✈✐té✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ✿





∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u + p) = 0,

∂t(ρE) + div((ρE + p)u) = 0,

✭✷✳✷✸✮

♦ù E =
|u|2
2

+ e ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳

❆✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣❤❛s❡s ❣❛③❡✉s❡ ❡t ❧✐q✉✐❞❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ q✉❛♥t✐té ϕ✱ ✐♥❞✐✲
❝❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❧✐q✉✐❞❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

ϕ(x, t) =

{
0, ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❣❛③❡✉s❡✱
1, ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✳

✭✷✳✷✹✮

▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ϕ s❛t✐s❢❛✐t ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✿

∂t(ρϕ) + div(ρϕu) = 0, ✭✷✳✷✺✮

q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s✳ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❧♦r❡ ❧❡ s②stè♠❡✳ ❖♥ ② ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t✱
❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥

Π(ρ, ε, ϕ) = (γ(ϕ)− 1)ρε− γ(ϕ)π(ϕ), ✭✷✳✷✻✮

❛✈❡❝
γ(0) = γvap, γ(1) = γliq, π(0) = πvap = 0, π(1) = πliq.

❆✐♥s✐ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❣❛③❡✉s❡ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡st
❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ r❛✐❞❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✶✳ ❈❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t s❡r♦♥t ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts γ(ϕ) ❡t π(ϕ) ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t
s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞é❞✉✐ts ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❡♥s✉✐t❡ ✿

p(x, t) = Π (ρ(x, t), e(x, t), ϕ(x, t)) . ✭✷✳✷✼✮

P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ s♣❤ér✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♠♦❞❡
❞❡ s❡ ♣❧❛❝❡r ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿

(x, y, z) 7→ (r, θ, ψ), ✭✷✳✷✽✮

t❡❧ q✉❡

r =
√
x2 + y2 + z2, x = r sin θ cosψ, y = r sin θ sinψ, z = r cos θ,

♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

ρ̃(r, t) = ρ(x, y, z, t), ũ(r, t) = u(x, y, z, t), p̃(r, t) = p(x, y, z, t),

ϕ̃(r, t) = ϕ(x, y, z, t), Ẽ(r, t) = E(x, y, z, t).

P✉✐s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✸✮ s✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿




∂t(r
d−1ρ̃ϕ̃) + ∂r(r

d−1ρ̃ϕ̃ũ) = 0,

∂t(r
d−1ρ̃(1− ϕ̃)) + ∂r(r

d−1ρ̃(1− ϕ̃)ũ) = 0,

∂t(r
d−1ρ̃ũ) + ∂r(r

d−1(ρ̃ũ2 + p̃)) = (d− 1)p̃r(d−2),

∂t(r
d−1ρ̃Ẽ) + ∂r(r

d−1(ρ̃Ẽ + p̃)ũ) = 0.

✭✷✳✷✾✮

P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♦♥ s✬❛✛r❛♥❝❤✐t ❞és♦r♠❛✐s ❞❡s ·̃✳

Pr♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐é✱ q✉✐ s✬❛✈èr❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛
♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✾✮ ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡

∂tW + ∂rf(W ) = S(W, r) ✭✷✳✸✵✮

❛✈❡❝

W =




ρϕ
ρ(1− ϕ)
ρu
ρE


 ✱ f(W ) =




ρϕu
ρ(1− ϕ)u
ρu2 + p

(ρE + p)u




❡t S(W, r) =




(1− d)r−1ρϕu
(1− d)r−1ρ(1− ϕ)u

(1− d)r−1ρu2

(1− d)r−1(ρE + p)u


 . ✭✷✳✸✶✮

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ✭♣♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ s❡ ré❢❡r❡rr❛ à ❬●❘✾✶❪✱ ❬●❘✾✻❪✱ ❬▲❡❱✾✷❪✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❙✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉①

A(W ) =

(
∂fi

∂Wj
(W )

)

1≤i,j≤4

s♦♥t ré❡❧❧❡s ❡t A ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✐t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ ▼✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬ét❛t ✭✷✳✷✻✮ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✸✵✮ ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
q✉❛♥❞

p+ π(ϕ) ≥ 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t s = s(ρ, e, ϕ) ❧✬❡♥tr♦♣✐❡

s =
p+ π(ϕ)

ργ(ϕ)
,

❡t c ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❞✬✉♥ ❣❛③ r❛✐❞❡

c =

√
γ(ϕ)

p+ π(ϕ)

ρ
. ✭✷✳✸✷✮



✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✷✸

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s Y = (ρ, u, s, ϕ)T ❡t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐❥❡❝t✐❢ Y = Y (W )✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✸✵✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡ ✿

∂tY + Ã(Y )∂rY = S̃(Y, r), ✭✷✳✸✸✮

♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡

Ã(Y ) =




u ρ 0 0
1

ρ

∂p

∂ρ |s

u
1

ρ

∂p

∂s |ρ
0

0 0 u 0
0 0 0 u



. ✭✷✳✸✹✮

❆❧♦rs✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉① ❛❞♠❡t ♣♦✉r ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✿

λ1 = u− c, λ2 = u, λ3 = u+ c, λ4 = u, ✭✷✳✸✺✮

❡t ♣♦✉r ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✿

r1 =




1

− c
ρ

0
0


 , r2 =




−∂p
∂s |ρ
0
c2

0



, r3 =




1
c

ρ
0
0


 , r4 =




0
0
0
1


 . ✭✷✳✸✻✮

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ré❡❧❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ c ≥ 0 ✐✳❡✳ s✐

p+ π(ϕ) ≥ 0.

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✺✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♥é❣❛t✐✈❡s
✭♦✉ t❡♥s✐♦♥s✮ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❡①❝❧✉ ✭❝❢✳ ❬❋+✾✺❪✮✳

❘❛♣♣❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ t②♣❡ ●♦❞✉♥♦✈ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t
✉♥ rés✉❧t❛t é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❬❘♦✉✵✵❪ ❡t ❬❇❍❘✵✸❪ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ r❡♥✈♦✐❡
❧❡s ❧❡❝t❡✉rs ❛✉① ♦✉✈r❛❣❡s ❬●❘✾✻❪✱ ❬▲❡❱✾✷❪✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥
❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✸✵✮ ❡t ✭✷✳✷✻✮ ✿





∂tW + ∂xf(W ) = 0,

W (x, 0) =

{
WL s✐ x < 0,
WR s✐ x > 0.

✭✷✳✸✼✮

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐✳❡✳ à ❧❛

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉t♦s✐♠✐❧❛✐r❡sW (x, t) = R
(x
t
,WL,WR

)
✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st
❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (x, t) q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈✐t❡ss❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✷✳✶ ✕ ❖♥❞❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✭✷✳✸✽✮✳

❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ✹ ❝❤❛♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ✷ ❡t ✹ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
❞é❣é♥érés✱ ✐✳❡✳

(∇λ2,4) · r2,4 = 0.

▲❡s ❝❤❛♠♣s ✶ ❡t ✸ s♦♥t ✈r❛✐♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✿

(∇λ1,3) · r1,3 6= 0.

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛ts ❝♦♥s✲
t❛♥ts sé♣❛rés ♣❛r ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❞ét❡♥t❡s✱ ❞❡ ❝❤♦❝s ♦✉ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✱
✐✳❡✳

R (ξ,WL,WR) =





WL s✐ ξ ≤ λ−1 ,
W1 s✐ λ+

1 ≤ ξ ≤ λ2,
W2 s✐ λ2 ≤ ξ ≤ λ−3 ,
WR s✐ ξ ≥ λ+

3 ,

✭✷✳✸✽✮

♦ù W1 ❡t W2 s♦♥t ❧❡s ét❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡t λi✱ i = {1, 2, 3} ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

λ−1 ≤ λ1+ < λ2 < λ3− ≤ λ3+ . ✭✷✳✸✾✮

▲❡ s❝❤é♠❛ ✷✳✷✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ (x, t)✳ ❙✐ λ−i <
λ+

i ✱ ❧❛ ✐✲♦♥❞❡ ✈r❛✐♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❞ét❡♥t❡✳ ▲❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥
ét❛♥t ❝♦♥st❛♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❞ét❡♥t❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ R (ξ,WL,WR)✱ ♣♦✉r
λ−i < ξ < λ+

i ✳ ❙✐ ❧❛ i✲♦♥❞❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ✈✐t❡ss❡ σ✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡
❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t s✬é❝r✐✈❡♥t

σ(Wa −Wb) = f(Wa)− f(Wb),

❧❡s ✐♥❞✐❝❡s (a) ❡t (b) ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡s ét❛ts ❝♦♥st❛♥ts ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s✲
❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡ vi = ui − σ✱ i = a ♦✉ b✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛



✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✷✺

❬●❘✾✻❪ ✿

M = ρava = ρbvb, ✭✷✳✹✵✮

ρav
2
a + pa = ρbv

2
b + pb, ✭✷✳✹✶✮(

ρa

(
ea +

1

2
v2
a

)
+ pa

)
va =

(
ρb

(
eb +

1

2
v2
b

)
+ pb

)
vb, ✭✷✳✹✷✮

ρavaϕa = ρbvbϕb. ✭✷✳✹✸✮

❙✐ M = 0✱ ❧❡s ♠❛ss❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ρa ❡t ρb ét❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s va ❡t vb

s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs u ❡t p s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ϕ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲✬♦♥❞❡
❡st ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝♦♥t❛❝t s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ va = vb = σ✳ ❙✐ M 6= 0✱
✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ✿ ❧❛ q✉❛♥t✐té ϕ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ à ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡
✈r❛✐♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✻✳ ▲❡s q✉❛♥t✐tés u ❡t ϕ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐✲
♥✉❡s✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ✭✷✳✸✸✮ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ✶ ❡t ✷ ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ét❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

p1 = p2 = p∗, ✭✷✳✹✹✮

ϕ1 = ϕL, ✭✷✳✹✺✮

ϕ2 = ϕR, ✭✷✳✹✻✮

❡t ❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐❞❡ ✿

u1 = u2 = u∗. ✭✷✳✹✼✮

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭♣♦✉r a = L ♦✉ R✮

Ξa(p
∗) =

{
Φa(p

∗) s✐ p∗ ≥ pa,
Ψa(p

∗) s✐ p∗ ≤ pa,

❛✈❡❝

Φa(p
∗) =

√
(p∗ − pa)(1/ρa − ha(p∗)),

Ψa(p
∗) =

2

γa − 1

√
γa

ρa
(pa + πa)



(
p∗ + πa

pa + πa

)γa − 1

2γa − 1


 ,

ha(p
∗) =

1

ρa

(γa + 1)(pa + πa) + (γa − 1)(p∗ + πa)

(γa + 1)(p∗ + πa) + (γa − 1)(pa + πa)
.

❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

u1 = uL − ΞL(p∗), ✭✷✳✹✽✮

u2 = uR + ΞR(p∗). ✭✷✳✹✾✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡st rés♦❧✉ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît p∗✳



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✼✳ ❬❘♦✉✵✵❪ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ à
❞❡♥s✐té ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ❧❡s ét❛ts WL ❡t WR s❛t✐s❢♦♥t ✿

uR − uL ≤ −ΞR(p)− ΞL(p), ✭✷✳✺✵✮

♦ù p = inf(πL, πR)✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ p∗ ≥ −p ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

uL − ΞL(p∗) = uR + ΞR(p∗). ✭✷✳✺✶✮

❙✐ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✺✵✮ ❡st ❢❛✉ss❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ✈✐❞❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✽✳ ❬❘♦✉✵✵❪ ❙✐ uR−uL > −ΞR(p)−ΞL(p), ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥
❛❞♠❡t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ p = πL✱ ♦♥ ❛ p∗ = −p✱
ρ1 = 0✱ u∗2 = uR + ΞR(p∗)✱ u∗1 = uL − Ξ(p∗) ❡t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ u∗1 6= u∗2✳

✷✳✸ ❙❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡

❘❡✈❡♥♦♥s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜✉❧❧❡ ❞❡ ❣❛③ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞✉
t❡♠♣s✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③ é✈♦❧✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✺✮ ♣❛❣❡ ✷✶✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞❛♣té ❛✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡
❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ✿

✕ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡✉❧ér✐❡♥♥❡s ✿ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡st ✜①é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
r❡♣èr❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

✕ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s ✿ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s é✈♦❧✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬é❝♦✉✲
❧❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✉❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❞❡✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❤②❜r✐❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ✐❞é❡s
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

✷✳✸✳✶ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ϕ s♦✉s ❢♦r♠❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ❛✉
♠♦②❡♥ ❞✬♦✉t✐❧s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭s❝❤é♠❛s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s ❞❡ t②♣❡ ❣♦❞✉♥♦✈
❬❍▲❱▲✽✸❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✜①❡ ❡t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥❡ s✉❜✐t
❛✉❝✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❙♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✈✐s✉❛❧✐sé❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❖♥ ♣❛r❧❡
❞❡ ✓ ❢r♦♥t ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✔✳ ❇✐❡♥ q✉❡ s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ✿ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t
❛❧tèr❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ✭✷✳✸✵✮ ❡t ✭✷✳✷✻✮✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✬ét✉❞❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Ci ❝❡♥trés ❡♥ xi t❡❧s
q✉❡ ✿

Ci =
]
xi− 1

2

, xi+ 1

2

[
.

▲❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ h ✈ér✐✜❡ xi = ih✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ét❛♥t ♥♦té τ ✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ W s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci ❛✉ t❡♠♣s tn = nτ ✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❡st ✿

Wn+1
i = Wn

i −
τ

h

(
Fn

i+ 1

2

− Fn
i− 1

2

)
, ✭✷✳✺✷✮



✷✳✸ ❙❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✷✼

➱t❛t ❣❛✉❝❤❡ WL ➱t❛t ❞r♦✐t WR

ρL = 10 ❦❣✴♠3 ρR = 1 ❦❣✴♠3

uL = 50 ♠✴s uR = 50 ♠✴s
pL = 1, 15 P❛ pR = 15 P❛
γL = 1, 4 γR = 1, 1
πL = 0 πR = 0

❚❛❜✳ ✷✳✶ ✕ ❉♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✳

t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

τ ≤ max
i

h

|un
i± 1

2

|+ cn
i± 1

2

. ✭✷✳✺✸✮

▲❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s Fi± 1

2

s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ●♦❞✉♥♦✈✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡
xi+ 1

2

✱ ♦♥ rés♦✉t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥

Wn
i+1/2 = R

(
0,Wn

i ,W
n+1
i

)
. ✭✷✳✺✹✮

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✮ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬ét✉❞❡
]−0.5, 0.5[ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ✜♥❛❧ ❡st t = 1 ♠s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❡st ✹✵✵ ❡t ❈❋▲❂✵✳✾✳

▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣❛③✲❧✐q✉✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✱
❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❖r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♣ré✲
s❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✓ ♦r❡✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛♣✐♥ ✔ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡
✷✳✸✳✶✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♥✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣❛s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ♥✐
♠ê♠❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ▼❯❙❈▲ ✭❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ ✷
s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✳✺✮✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❙❛✉r❡❧ ❡t ❆❜❣r❛❧❧
❬❙❆✾✾❜❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡
ϕ✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥t ❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥t rés♦❧✉❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❡st rés♦❧✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣rés❡r✈❡r ❧❡s ét❛ts (u, p) ❝♦♥st❛♥ts✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❡st
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❞❡s ❧♦✐s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s très r❡str✐❝t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❬●❍❙✵✸❛❪✱ ❧❡s
❛✉t❡✉rs ét✉❞✐❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
s❝❤é♠❛s ❞❡ ●♦❞✉♥♦✈ ❬●♦❞✺✾❪ ❡t ❱❋❘♦❡ ❬❇●❍✵✵❪ ❬●▼✾✻❪✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦ût❡✉s❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s✱ à ♣ré❝✐s✐♦♥ é❣❛❧❡✳

✷✳✸✳✷ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✓ ❢r♦♥t
tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✔✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ s❡ ❞é❢♦r♠❡ ❛✉ ❣ré
❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✻✮✲✭✷✳✸✵✮✳ ▲❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ét❛♥t s✉♣♣♦sé ♠♦❜✐❧❡✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s Cn

i ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts xn
i ❞é♣❡♥❞

❞✉ t❡♠♣s tn✳ ▲❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ✈ér✐✜❡ ✿

hn
i = xn

i+ 1

2

− xn
i− 1

2

. ✭✷✳✺✺✮

▲❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ v✱ ✐✳❡✳

xn+1
i+ 1

2

= xn
i+ 1

2

+ τnvn
i+ 1

2

. ✭✷✳✺✻✮



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✸✳✶ ✕ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ t❛❜❧❡ ✷✳✶ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❛
❝♦✉r❜❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝r♦✐① ❡st ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ●♦❞✉♥♦✈ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✳

◆♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s ❝♦♥♥✉❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Wn ❞❡ W ❛✉ t❡♠♣s tn ❡♥ x ∈ Cn

i ✿

W (tn, x) ≃Wn
i . ✭✷✳✺✼✮

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
{
∂tU + ∂xf(U) = 0
U(0, x) = Wn(x), x ∈ R,

✭✷✳✺✽✮

❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❛✉① ❛rêt❡s✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✸✵✮

s✉r ❧❡ tr❛♣è③❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s
]
xn

i− 1

2

, xn
i+ 1

2

[
× ]tn, tn+1[ ❞♦♥♥❡ ✿

0 = hn+1
i Wn+1

i − hn
i W

n
i ✭✷✳✺✾✮

+ τn

(
f
(
R
(
vn
i+ 1

2

,Wn
i ,W

n
i+1

))
− vn

i+ 1

2

R
(
vn
i+ 1

2

,Wn
i ,W

n
i+1

))

− τn

(
f
(
R
(
vn
i− 1

2

,Wn
i−1,W

n
i

))
− vn

i− 1

2

R
(
vn
i− 1

2

,Wn
i−1,W

n
i

))
.

❙✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ vn
i+ 1

2

❡st ♥✉❧❧❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ r❡✈✐❡♥t ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ●♦❞✉✲

♥♦✈ ❡✉❧ér✐❡♥✳ ❙✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ vn
i+ 1

2

❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝♦♥t❛❝t

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s Cn
i ❡t Cn

i+1✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♥t❛❝t ❡st ♣❛r❢❛✐✲
t❡♠❡♥t rés♦❧✉ ✭♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ d = 1✮✳ ❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ♣❡✉t
❝♦♥s✐st❡r à ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❬❑▲✶✵❪✳



✷✳✸ ❙❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✷✾

▲❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t s♦♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ❢♦rt❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ❡①trê♠❡♠❡♥t ♣❡t✐ts ✭❝✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❛①✐s②♠é✲
tr✐q✉❡✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✮✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té
❞❡✈✐❡♥♥❡♥t très ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t à q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s é❣❛❧❡✱ ❝❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s s♦♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡✉❧ér✐❡♥♥❡s✳

✷✳✸✳✸ ➱t❛♣❡ ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❛①✐s②♠é✲
tr✐q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s❝❤é♠❛ à ✉t✐❧✐s❡r✳
P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❞❡ ❝❛✈✐t❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ✓ r❡❜♦♥❞ ✔✱ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❛♣♣r♦♣r✐é✳ ▼❛✐s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t très ♣❡t✐t❡✱ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t très ♣❡t✐ts✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❢♦rt❡✲
♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ✿ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré✲
❝✐s❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤②❜r✐❞❡ ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t❡ ✿
❡♥✲❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡✉❧ér✐❡♥✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ N ✈♦❧✉♠❡s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Cn

i ✱ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ri✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉
✢✉✐❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣s tn ❡t tn+1 ✿

Cn
i =]rn

i− 1

2

, rn
i+ 1

2

[.

❖♥ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ rn
− 1

2

❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Cn
0 ❡st ✜①❡✳ ➚ t = 0 ♦♥ s✉♣♣♦s❡

q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❖♥
♥♦t❡ τn = tn+1 − tn ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❊♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣s tn+1 ❡t tn ✱ ❧❡s ❝ôtés ❞✬✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ Cn

i s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡ vn
i+ 1

2

✿

rn+1
i+ 1

2

= rn
i+ 1

2

+ vn
i+ 1

2

τn. ✭✷✳✻✵✮

❙✐ vn
i+ 1

2

= 0✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡st❡ ✜①❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡✳ ❙✐ vn
i+ 1

2

=

un
i+ 1

2

✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❆▲❊ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡

❧❛❣r❛♥❣✐❡♥✱ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s✱ ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t s✉r❢❛❝❡s é✈♦❧✉❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
t❡♠♣s ❡t s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

V n
i =

r
i+1

2∫

r
i− 1

2

rd−1dr, ✭✷✳✻✶✮

rn
i =

1

V n
i

r
i+1

2∫

r
i− 1

2

rddr, ✭✷✳✻✷✮

Sn
i+ 1

2

=
(
ri+ 1

2

)d−1
. ✭✷✳✻✸✮



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✾✮ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✷✻✮✱ s♦✐t ✿

∂t

(
rd−1W

)
+ ∂r

(
rd−1f(W )

)
= g(W ), ✭✷✳✻✹✮

♦ù W =




ϕρ
(1− ϕ)ρ
ρu
ρE


✱ f(W ) =




ϕρu
(1− ϕ)ρu
ρu2 + p

(ρE + p)u


 ❡t g(W ) =




0
0

(d− 1)prd−2

0


 .

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❛✉ t❡♠♣s tn ♦♥ ❝♦♥♥❛✐ss❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Wn ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡①❛❝t❡ W ✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✿

W (tn, r) ≃Wn(r) = Wn
i , r ∈ Cn

i .

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
s✉r ❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ✿

Q =
]
rn
i− 1

2

, rn
i+ 1

2

[
×]tn, tn+1[.

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ r❡✈✐❡♥t à ❧❛ s♦♠♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∫ r

i+1
2

r
i− 1

2

W (r, tn+1)dr +

∫ r
i+1

2

r
i− 1

2

W (r, tn)dr

+

∫ tn+1

tn
f(W (ri+ 1

2

, t))dt−
∫ tn+1

tn
f(W (ri− 1

2

, t))dt

=

∫ tn+1

tn
g(W (ri− 1

2

, t))dt.

❊♥ ♥♦t❛♥t

Fn
i+ 1

2

=

∫ tn+1

tn
f(W (ri+ 1

2

, t))dt,

❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① s♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Cn
i ❡t Gn

i ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡
s♦✉r❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V n+1
i Wn+1

i − V n
i W

n
i + τn

(
Sn

i+ 1

2

Fn
i+ 1

2

− Sn
i− 1

2

Fn
i− 1

2

)
= τnGn

i . ✭✷✳✻✺✮

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ●♦❞✉♥♦✈✳ ❆ ❝❤❛q✉❡
❛rêt❡✱ ❧❡ ✢✉① ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❝❛rtés✐❡♥ ✿





Wt + f(Wx) = 0,

W (0, t) =

{
WL s✐ x < 0,
WR s✐ x > 0.

✭✷✳✻✻✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✼✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s ✿

R(x/t,WL,WR) = W (x, t).

❉❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ●♦❞✉♥♦✈ st❛♥❞❛r❞✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ x/t = 0✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡
❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ❛rêt❡s✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r

Wn
i+ 1

2

= R(vn
i+1,W

n
i ,W

n
i+1)



✷✳✸ ❙❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✸✶

❋✐❣✳ ✷✳✸✳✷ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉r ❧✬❛rêt❡ i+
1

2
✳ ▲❡ ✢✉① ❆▲❊ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é

♣❛r ✿
Fn

i+ 1

2

= f(Wn
i+ 1

2

)− vn
i+ 1

n

Wn
i+ 1

2

. ✭✷✳✻✼✮

■❧ r❡st❡ à ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ✿
∫ r

i+1
2

r
i− 1

2

(d− 1)prd−2dr. ✭✷✳✻✽✮

❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t q✉❡ ✿

(d− 1)prd−2 =
(
rd−1p

)′
− rd−1p′(r), ✭✷✳✻✾✮

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿

Gn
i = pn

i

(
Sn

i+ 1

2

− Sn
i− 1

2

)
. ✭✷✳✼✵✮

▲❡ s❝❤é♠❛ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t ✈ér✐✜❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❙✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✱ ✐✳❡✳
vn
k+ 1

2

= un
k+ 1

2

t❡❧ q✉❡ ϕn
k 6= ϕn

k+1 ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ✿

✕ ▲❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ♣✉r❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s♦♥t ♣rés❡r✈é❡s ♣♦✉r d =
1✳

✕ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ✓ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✔ rés♦❧✉❡ ✿ ∀i, ϕn
i (1− ϕn

i ) = 0.

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❛ss✉r❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♠❛ss❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

❖♥ ét❛❜❧✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❆▲❊✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Cn

i ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥✱ ❞♦♥t
❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❛✉① ✈✐t❡ss❡s vi±1/2 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳✷✮✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❞♦✐t ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts xi±1/2 r❡st❡♥t ♦r❞♦♥♥és ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ✐✳❡✳ q✉❡ ❧❡s
✈♦❧✉♠❡s Vi r❡st❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ♣♦✉r i = 0, . . . , n✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡s✱ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❛✉①
✈✐t❡ss❡s ui±1/2±ci±1/2✱ ♥✬❛tt❡✐❣♥❡♥t ♣❛s ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Cn+1

i ✳ ▲❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✈ér✐✜❡♥t ✿

xn+1
i−1/2 = xn

i−1/2 + τn max(ui−1/2 + ci−1/2, vi−1/2),

xn+1
i+1/2 = xn

i+1/2 + τn min(ui+1/2 − ci+1/2, vi+1/2),

❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ✿

xn
i−1/2 + τn max(ui−1/2 + ci−1/2, vi−1/2) <

xn
i+1/2 + τn min(ui+1/2 − ci+1/2, vi+1/2). ✭✷✳✼✶✮

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ Ci ❡t ♦♥ s✬❛✛r❛♥❝❤✐t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s
i± 1/2 ✭ré♣ét♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲
❡①❛❝t❡✮✳ ▲❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ❛♣rès ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥✜♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
Ci✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✿

min(ui − ci, vi+1/2)τ
n + xi+1/2 > xi−1/2 + vi−1/2τ

n, ✭✷✳✼✷✮

max(ui + ci, vi−1/2)τ
n + xi−1/2 < xi+1/2 + vi+1/2τ

n. ✭✷✳✼✸✮

P❧❛ç♦♥s ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❆▲❊ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s❡✉❧❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③ ❡♥ i+ 1/2 s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ui+1/2 < 0✳ ▲❡s ❛✉tr❡s
✐♥t❡r❢❛❝❡s ét❛♥t ✜①❡s✱ ♦♥ ❛ vi−1/2 = 0✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✷✮ ✐♠♣❧✐q✉❡

(ui − ci)τn + xi+1/2 > xi−1/2,

s♦✐t

τn <
hn

i

ci + |ui|
. ✭✷✳✼✹✮

❊♥ rés✉♠é ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✉ t❡♠♣s tn ✈ér✐✲
✜❡♥t ✿

vn
i+ 1

2

= 0, ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r ϕn
i = ϕn

i+1, ✭✷✳✼✺✮

vn
i+ 1

2

= un
i+ 1

2

, à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r ϕn
i 6= ϕn

i+1. ✭✷✳✼✻✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❆▲❊ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡st ✿

τn ≤ max
i

hn
i

ci + |ui|
. ✭✷✳✼✼✮

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❆▲❊ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✷✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ❝❛s ♣♦✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡r
✭✷✳✼✸✮✳ ❙✐ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st s✉❜s♦♥✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ✿

(ui + ci)τ
n + xi−1/2 < xi+1/2 + uiτ

n,



✷✳✸ ❙❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✸✸

❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à

τn <
hn

i

ci
. ✭✷✳✼✽✮

❙✐ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✸✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à

xi−1/2 < xi+1/2 + uiτ
n,

s♦✐t

τn <
hn

i

ui
. ✭✷✳✼✾✮

✷✳✸✳✹ ➱t❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❆▲❊✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛rêt❡
rn
i+1/2 ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ϕi = 0 ❡t ϕi+1 = 1✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ s♦✐t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜✉❧❧❡✳
▲❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③ s❡
❞é♣❧❛❝❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✭✈♦✐r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✸✳✸ à ✷✳✸✳✺✮ ❡t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡
❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❙♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ✭✷✳✼✼✮✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡
♣♦✉rr❛ ♣❛s s❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ s✐ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Ci ❞✐s♣❛r❛ît✳ ❖r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st
❢réq✉❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ s❡ ❞✐❧❛t❡✱
❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci+1 t❡♥❞ à ❞✐s♣❛r❛îtr❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉ ❞❡❧à ❞✉
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲✱ ♦♥ ❛❞❛♣t❡ ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞é✈❡❧♦♣♣é
❞❛♥s ❬◆✉s✵✼❪ ❡t ❬●❍❍◆✵✽❪✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s Ci−1 ❡t Ci à ❧❛
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡s ✢✉① s✉r ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❈❡❧❛
r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s W s✉r ❝❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t rés♦❧✉❡ ✿

∀i, ϕn
i (1− ϕn

i ) = 0.

▲❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❤♦r♠✐s Ci ❞✬❛♣rès
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✼✼✮ ✿

τn ≤ max
j 6=i

hn
j

cj + |uj |
.

■❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♥❡ ❞✐s♣❛r❛✐ss❡ ♣❛s ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♠♣❧♦✲
s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡✳ ❖♥ ❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci s♦✐t é❧✐♠✐♥é❡✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡
♣❛r t̃n ❧❡ t❡♠♣s ❛✉q✉❡❧ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci ❞✐s♣❛r❛ît ✿

t̃n =
rn
i+1/2 − rn

i−1/2∣∣∣vn
i+1/2 − vn

i−1/2

∣∣∣
. ✭✷✳✽✵✮

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❝❡ t❡♠♣s ♣❡✉t êtr❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci

❞✐s♣❛r❛ît✱ ♦♥ ❞✐✈✐s❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci+1 ❡♥ ❞❡✉① ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝♦♥s❡r✈❡r N ♠❛✐❧❧❡s ✭✈♦✐r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳✺✮✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ✜①❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

τn = min(t̃n, τ
n). ✭✷✳✽✶✮

❈❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci ❞✐s♣❛r❛ît ❡t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci+1

❡st ❞é❝♦✉♣é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ τn = t̃n✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥✲❞é❝♦✉♣❛❣❡



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✸✳✸ ✕ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Cn
i t❡♥❞

à ❞✐s♣❛r❛îtr❡✳

❡t ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❛ ❧✐❡✉ ❡♥✈✐r♦♥ t♦✉t ❧❡s c/u ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❝❡
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ♣é♥❛❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦rsq✉❡ c >> u✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡t ♣♦✉r
❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠✲
♣❧✐q✉é❡✳ ■❧ ② ❛✉r❛✐t ❛✉ss✐ ✉♥ r✐sq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❣❧♦❜❛❧ s♦✐t ❛❥✉sté ♣❧✉s
s♦✉✈❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛✐t ♣é♥❛❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞♦♥❝ ❛✉❣♠❡♥✲
t❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st s❛♥s
❞♦✉t❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳✳✳

✷✳✸✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ ✷

❉❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ▼❯❙❈▲
❛ été ❡♥✈✐s❛❣é❡✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ✐❝✐ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ♣❛r ❍❛rt❡♥ ❞❛♥s ❬❍▲❱▲✽✸❪ ❀ ❧❡
❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r ❛✉① ♦✉✈r❛❣❡s ❬▲❡❱✾✷❪✱ ❬●❘✾✻❪ ♦✉ ❬❚♦r✾✾❪✳ ❙✐ d = 1✱ ❛✉ ♣❛s
❞❡ t❡♠♣s n+1✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥✐t✐❛❧✐sé ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❆✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r✱ ♦♥
r❡❝♦♥str✉✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦r❞r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s✳
❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❛✣♥❡ ✿

W (tn, x) ≃Wn(x) = Wn
i + sn

i (x− xi), x ∈ Ci. ✭✷✳✽✷✮

▲❛ ✈❛❧❡✉r Wn+1
i ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ✭✷✳✻✺✮ ♠❛✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧❡s ♣❡♥t❡s sn
i ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✿

f
i+ 1

2
n = f

(
R
(

0,Wn
i +

hi

2
sn
i ,W

n
i+1 −

hi+1

2
sn
i+1

))
. ✭✷✳✽✸✮

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣❡♥t❡ sn
i ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s

Wn
i−1, W

n
i ❡t Wn

i+1✳ ❖♥ ♥♦t❡ a ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞é❝❡♥tré❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ b ❧❛ ♣❡♥t❡ ❝❡♥tré❡ ❡t



✷✳✸ ❙❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✸✺

❋✐❣✳ ✷✳✸✳✹ ✕ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s Cn
i−1 ❡t Cn

i s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡s ✢✉① ❡st ❝❛❧❝✉❧é
s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Cn

i−1 + Cn
i ✳

❋✐❣✳ ✷✳✸✳✺ ✕ P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Cn
i+1 ❡st ❞✐✈✐sé❡✱

à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❡♥ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s Cn+1
i ❡t Cn+1

i+1 ✳



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

c ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞é❝❡♥tré❡ à ❞r♦✐t❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

a = 2
Wn

i −Wn
i−1

hi + hi−1
, ✭✷✳✽✹✮

b = 2
Wn

i+1 −Wn
i−1

hi−1 + 2hi + hi+1
, ✭✷✳✽✺✮

c = 2
Wn

i+1 −Wn
i

hi+1 + hi
. ✭✷✳✽✻✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛✈♦✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ sn

i ❬✈▲✼✾❪✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r
♠✐♥♠♦❞✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ s♦✐t E ∈ R ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t

♠✐♥♠♦❞(E) =





inf E s✐ E ∈ R
+,

supE s✐ E ∈ R
−,

0 s✐♥♦♥✳
✭✷✳✽✼✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t sn
i = ♠✐♥♠♦❞({a, b, c})✱ ♦♥ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥

❡s♣❛❝❡ ❡st ❚❱❉ ✭♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡✮✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷
❡♥ t❡♠♣s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛
❞✬♦r❞r❡ ✷ ♦✉ ❊✉❧❡r ❛♠é❧✐♦ré✳ ▼❛✐s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s n+ 1

2 ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❧✉s
ϕ = 0 ♦✉ 1 ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té ϕ ✿ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❡st ♠❛❧ rés♦❧✉❡✳ ❖♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❞♦♥❝ à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳
▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡st ❞♦♥❝ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡
♣❡t✐t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲✳

✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✳ ❖♥ s✬✐♥té✲
r❡ss❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ✉♥ ❝❛s t❡st ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳
▲❡ s❝❤é♠❛ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③ ❡♥ ❣é♦✲
♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡✉① t❡sts ❞✐✛ér❛♥t ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r❛②♦♥ ✐♥✐t❛❧ ❞❡
❧❛ ❜✉❧❧❡ ❞❡ ❣❛③✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞✉ s❝❤é♠❛
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡t ✷ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❡✛❡❝t✉és s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭✷✳✼✼✮✳

✷✳✹✳✶ ❚❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣♦✉r d = 1

❆ t✐tr❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ t❡st ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞♦♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ t❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ [0, 4Rb] ❡st ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ✺✵✵ ❝❡❧❧✉❧❡s
❛✈❡❝ Rb = 0.7469 × 10−4 ♠✳ ▲❡ t❡♠♣s ✜♥❛❧ ❡st t = 10−7 s ❡t CFL = 0.8✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✺✳✶✱ ✷✳✺✳✷ ❡t ✷✳✺✳✸ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✭❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠❛✐❧❧❡s✱ ❝❡
q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ ✓ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r ✔✮✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♠❛✐s
s✉rt♦✉t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ❛✈❡❝ ✉♥
s❝❤é♠❛ ❞❡ ●♦❞✉♥♦✈ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
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➱t❛t ❣❛✉❝❤❡ WL ➱t❛t ❞r♦✐t WR

uL = 0 ♠✳s−1 uR = 0 ♠✳s−1

pl = 72567.68 P❛ pR = 105 P❛
ρL = 0.92 ❦❣✳♠−3 ρR = 1000 ❦❣✳♠−3

ϕL = 0 ϕR = 1

❚❛❜✳ ✷✳✷ ✕ ❉♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡st ✶❉ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✜❣✉r❡s ✷✳✺✳✶ à
✷✳✺✳✸✮ ❡t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✳✹✮✳

✷✳✹✳✷ ❇✉❧❧❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ s♣❤ér✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
❞✐❧❛té❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s ♣ré✲
s❡♥té ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✶✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❡✛❡❝t✉és s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω = [0, ARb]✱
❛✈❡❝ A = 20✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st
Req = 0.692×10−4 ♠✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥ r❛②♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ Rmax = 0.7469×10−4 ♠✱
♦♥ s✬❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ✈ér✐✜❛♥t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

c =

√
γ(ϕ)

p+ π(ϕ)

ρ
, ✭✷✳✸✷✮

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

πliq =
c2liq,0 − ρliq,0

γliq
− pliq,0. ✭✷✳✽✽✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ pliq,0 ≪ πliq✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ✿ γvap =
1, 4✱ γliq = 3✱ pliq,0 = 105 P❛✱ ρliq,0 = 1000 ❦❣✳♠−3✳ P♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✉ s♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ cliq,0 = 50 ♠✳s−1✱ s♦✐t πliq ≃ 833333, 33 P❛✳ ▲❡s
❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷✳

▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣♦✉r ❛❧❧❡r ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✉ ♠✉r ❡t r❡✈❡♥✐r✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡
q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ s♦✐❡♥t ✾ ❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✷✳✺✳✹ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥ts ♦r❞r❡s✳
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ✓ r❡t❛r❞ ✔ ❛✉ r❡❜♦♥❞✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ s✉r ✉♥❡
❣r✐❧❧❡ ❞❡ ✷✵✵ ❝❡❧❧✉❧❡s ré❛❧✐s❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ré❡❧✳ ■❧ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♠❛✐s ♥♦♥
❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳✳✳

✷✳✹✳✸ ❇✉❧❧❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡ ✿ ❝❛s r❛✐❞❡

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st Ω = [0, ARb] ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❢♦✐s
Rb = 0.7469×10−3 ♠✳ ▲❡ r❛②♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ét❛♥t ❞✐① ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ r❛②♦♥ ❞✬éq✉✐✲
❧✐❜r❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❜r✉t❛❧❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ✜①❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ à c0 = 1500 ♠✳s−1 ✭❧❡s ❛✉tr❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✮✳ ❊♥ ✐♠♣♦s❛♥t γ2 = 1.1 s❡❧♦♥



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▼ét❤♦❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

➱t❛t ❣❛✉❝❤❡ WL ➱t❛t ❞r♦✐t WR

uL = 0 ♠✳s−1 uR = 0 ♠✳s−1

pl = 4.5787 P❛ pR = 105 P❛
ρL = 0.000925 ❦❣✳♠−3 ρR = 1000 ❦❣✳♠−3

ϕL = 0 ϕR = 1

❚❛❜✳ ✷✳✸ ✕ ❉♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✳✽✮✳

❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✽✽✮✱ ♦♥ ❛ π2 = 2045454545, 454 P❛✳ ■❧ ❡st ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛✲
t✉r❡ ❞❡ ✈♦✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❡①♣♦s❛♥ts ♣♦❧②tr♦♣✐q✉❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s ♣♦✉r ❧✬❡❛✉ ✭✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❈❙✾✼❪✮✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ s♦✐❡♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ s♦✐t ❣r❛♥❞✱ s♦✐t pliq,0 ≪ πliq✳ ❖r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✽✽✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣❧✉s γ2 ❡st ♣❡t✐t ♣❧✉s πliq ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ❆✈❡❝ ❝❡ ❝❤♦✐①✱ ♦♥
❛ss✉r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ✈❛r✐❡ ♣❡✉✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
s♦♥t ❝♦♥s✐❣♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✸✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✳✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥
❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ♦✉ ✷✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ très ✜♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s✲
❢❛✐s❛♥ts✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛
❞✬♦r❞r❡ ✷ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬❡st ❞✬♦r❞r❡ ✷ q✉✬❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❈❡❝✐ ❡st
❜✐❡♥ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✳✺✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❛✈❡❝ ✸✵✵✵
❝❡❧❧✉❧❡s ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛❜❛♥❞♦♥♥é ♣♦✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳
▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✶ à ✶✵ ✵✵✵ ♠❛✐❧❧❡s ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❧é❣❡r r❡t❛r❞ ❛✉ r❡❜♦♥❞✱ ♠❛✐s ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ r❛②♦♥
❞❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s r❡❜♦♥❞s s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t tr♦♣ ❛♠♦rt✐s✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ r❡st❡ ❝♦û✲
t❡✉① ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✶✵ ✵✵✵
❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❛ ❞✉ré ❡♥✈✐r♦♥ tr❡♥t❡ ❤❡✉r❡s s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s tr❛❝és ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉✲
♠✐q✉❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡s ✷✳✺✳✺ à ✷✳✺✳✼✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✉♥ s❛✉t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît à
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ à ✶✵ µs✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧✐q✉é✳ ■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r ❞✬✉♥❡ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ✐♠♣ré❝✐s❡ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡
s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❣❛③ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé r❡♣♦s❡
s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✱ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à
❞é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✜❞è❧❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts
❡t r❛✐❞❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣❤❛s❡s ❣❛③❡✉s❡ ❡t ❧✐q✉✐❞❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ϕ ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r ❧❛
♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt s✉r ϕ✳

P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s
é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞✐♣❤❛s✐q✉❡s tr❛✐tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❞✬❛❞❛♣t❡r ✉♥
s❝❤é♠❛ ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st



✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✾

rés♦❧✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡✳ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ q✉✐ ❝♦ï♥✲
❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡st tr❛✐té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡t é✈♦❧✉❡ ❛✈❡❝
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳

▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❜✉❧❧❡
❞❡ ❣❛③ ❡st ❝♦♠♣r❡ssé❡✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✈❡rs ❧❡q✉❡❧ s❡ ❞✐r✐❣❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❢♦r✲
t❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é ❡t t❡♥❞ à ❞✐s♣❛r❛îtr❡✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s
❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s r❡st❡♥t ♠✐♥♦rés✳ ▲❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❢✉s✐♦♥✲
♥é❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s s✉r ❧❡s ❞❡✉①
❝❡❧❧✉❧❡s ❢✉s✐♦♥♥é❡s à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ➚ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❣✉❧✐❡rs✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✲❞é❝♦✉♣❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♥✬❡st ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡ ❡t ♥✬❡st
❡✛❡❝t✉é❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♠♣r✐♠é❡ s✬❛♥♥✉❧❡✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
❡st ❝❛❧❝✉❧é s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❢✉s✐♦♥♥é❡✳ P♦✉r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s♦✐t ❡①❛❝t❡ s✉r ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❧❡
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛❞❛♣té s✐ ❜❡s♦✐♥✳

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ▼❯❙❈▲ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣ré✲
s❡♥té❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ t❡♠♣s ♥✬❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣é❡✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉ t❡♠♣s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐é ϕ✳ ❉❡ ❝❡
❢❛✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥ t❛♠♣s ✐♥❞✉✐r❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❡t ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♠❛ss❡✳

❆✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t✱ ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛ rés♦✉t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ♣rés❡r✈❡ ❧❡s
ét❛ts ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❉✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛✳
■❧ ❡st ♠❛♥✐❢❡st❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡st ♣❧✉s ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✉❧❧❡ ❞❡ ❣❛③
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛
❜✉❧❧❡ ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑❡❧❧❡r✲▼✐❦s✐s✳ ▲❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡
à ét✉❞✐❡r ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣✐st❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❡❛❧ ●❤♦st✲❋❧✉✐❞ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts très s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ♣♦✉r ❧❡
t❡st ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡✳ ❈✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼ü❧❧❡r
❡t ❛❧✳ ❬▼❇❑+✵✾❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✱ très ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡✱
♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ♣❧✉tôt à ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ●❧✐♠♠ ❬●▼▼✽✶❪
❬❚♦r✾✾❪✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❛ss✉r❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡
✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ét❛ts ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ♣rés❡r✈és ❡♥ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✶✮✳ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❛✈❛♥❝é❡ st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❆✉❝✉♥❡ ét❛♣❡
❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✐ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st ❞❡ ♣❧✉s ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❝❛rt❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭●P❯✮ ❝❡ q✉✐
♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳



❋✐❣✳ ✷✳✺✳✶ ✕ ❚❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣♦✉r d = 1 ✿ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ s✉r ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ [0, ARb] à t = 10−7 s✳

❋✐❣✳ ✷✳✺✳✷ ✕ ❚❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣♦✉r d = 1 ✿ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ [0, ARb]
à t = 10−7 s✳



❋✐❣✳ ✷✳✺✳✸ ✕ ❚❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣♦✉r d = 1 ✿ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
[0, ARb] à t = 10−7 s✳

❋✐❣✳ ✷✳✺✳✹ ✕ ❈❛s t❡st ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛
❜✉❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳



❋✐❣✳ ✷✳✺✳✺ ✕ ❱✐t❡ss❡ à ✶ µs ❡t ✶✵ µs✳

❋✐❣✳ ✷✳✺✳✻ ✕ Pr❡ss✐♦♥ à ✶ µs ❡t ✶✵ µs✳

❋✐❣✳ ✷✳✺✳✼ ✕ ▼❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ à ✶ µs ❡t ✶✵ µs✳



❋✐❣✳ ✷✳✺✳✽ ✕ ❈❛s t❡st ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛
❜✉❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡

♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉✲
❧❡r✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ t✉②èr❡ ❞❡
s❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦s❛♥t A(r) = rd−1 ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✉②èr❡✱ ❧❡ s②stè♠❡
✐♥tr♦❞✉✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❡✈✐❡♥t ✿

∂t(ρA) + ∂r(ρAu) = 0, ✭✸✳✶✮

∂t(ρAu) + ∂r

(
A(ρu2 + p)

)
= p∂rA, ✭✸✳✷✮

∂t

(
AρE) + ∂r(Au(ρE + p)

)
= 0, ✭✸✳✸✮

∂t(ρAϕ) + ∂r(ρAϕu) = 0. ✭✸✳✹✮

❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥✈✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❡♥ ♠✐❧✐❡✉① ♣♦r❡✉①✱ A
❞és✐❣♥❛♥t ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣♦r♦s✐té ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❧✐❝❛t❡ ✭♠❛✉✈❛✐s❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡
s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛❞♦♣t❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬●▲❇◆✾✼❪✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ A ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡t ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❛✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
é✈✐❞❡♥t❡ ✿

∂tA = 0. ✭✸✳✺✮

❆❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s♦✉s ❢♦r♠❡
♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥✲
tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦♥❞❡
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❛♥s ❝❡r✲
t❛✐♥s ❝❛s rés♦♥❛♥t ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s u±c s✬❛♥♥✉❧❡♥t✱ ❧❡s ♦♥❞❡s ✈r❛✐♠❡♥t
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré❡s s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡
❞✉ ✢✉① ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✳ ▲❡s s②stè♠❡s rés♦♥❛♥ts ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥
✷✳✷✳✸✮ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ❞♦♥t ❬●▼P✽✹❪ ❡t ❬▲✐✉✽✼❪✱ ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲
❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ét❛♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❬▲●✵✹❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧❡s s❝❤é♠❛s

✹✺



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❬●▲❇◆✾✼❪ ❡t
❬❈▲❙✵✹❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ t②♣❡ ●♦❞✉♥♦✈✱
❜❛sé s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛✈❡❝ t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡
s♦❧✈❡✉r ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❡①trê♠❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧✲
❝✉❧✳ ❙✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡ s❝❤é♠❛✱ ❞✐✈❡rs❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ré❝❡♠❡♥t✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❬❑❚✵✺❪ ❡t ❬❆❲✵✹❪✱ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❡♥
t✉②èr❡✳ ▲❡ s♦❧✈❡✉r ❡①❛❝t ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✐❝✐
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ t②♣❡ ❱❋❘♦❡✲♥❝✈ ❬❇●❍✵✵❪✱ ❡♥ ♣r✐✈✐❧é✲
❣✐❛♥t ✉♥ ❥❡✉ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❈❡ s♦❧✈❡✉r ❛ ❞é❥à été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬❛✉tr❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t
✭♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬●❍❙✵✸❜❪ ❡t ❬❈▲❙✵✹❪✮✳ ❋❛❝✐❧❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❡ s❝❤é♠❛
s✬❛✈èr❡ très ♣ré❝✐s ❡t ✜❛❜❧❡ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡
✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r
♣rés❡r✈❡r ❧❡s ét❛ts éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❡s ❜♦♥♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❬●❍✶✵❜❪✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐és à ❧✬♦♥❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❉❡
❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❡r♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♣ré✲
s❡r✈é❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♥✜r♠❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡✳

✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ♣r♦♣r✐étés

❖♥ s❡ r❡str❡✐♥t à ❧✬ét✉❞❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r
A(r) > 0 ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s②♠étr✐❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡
✭r❡s♣✳ s♣❤ér✐q✉❡✮✱ ♦♥ ❛ A(r) = 2πr ✭r❡s♣✳ A(r) = 4πr2✮✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r s❛ ❞❡♥s✐té
ρ(r, t)✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ e(r, t) ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u(r, t)✳ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✲✈❛♣❡✉r ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ q✉❛♥t✐té ϕ(r, t)✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

ϕ(r, t) =

{
0, ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❣❛③❡✉s❡✱
1, ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✳

✭✷✳✷✹✮

❊♥ ❡♥ ♥♦t❛♥t W = (A, ρA, ρAu, ρAE, ρAϕ) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s✱
♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ✿

∂tW + ∂rf(W ) = g(W ). ✭✸✳✻✮

❛✈❡❝ f(W ) =




0
ρAu

ρAu2 +Ap
A(ρE + p)u

ρAϕu




❡t g(W ) =




0
0

p∂rA
0
0



✳

▲✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡st E = e+ 1
2u

2✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ Π(ρ, e, ϕ) ✈ér✐✜❡ ✿

Π(ρ, e, ϕ) = (γ(ϕ)− 1)ρe− γ(ϕ)π(ϕ). ✭✷✳✷✻✮

❡t ♦♥ ♣♦s❡ p(r, t) = Π(ρ(r, t), e(r, t), ϕ(r, t))✳



✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ♣r♦♣r✐étés ✹✼

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✶✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à ❞❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡s ✭❛✉tr❡s q✉❡ ❞❡s ❣❛③ r❛✐❞❡s ✭✷✳✷✻✮✮ ❬❍❍▼✶✵❜❪✳

▲✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✸✵✮ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✻✮ ❛ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

λ0 = 0, λ1 = u, λ2 = u− c, λ3 = u+ c, λ4 = u, ✭✸✳✼✮

♦ù ❝ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✸✷✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s à ❞r♦✐t❡ ❛ss♦❝✐és rk(W ) ❢♦r♠❡
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ R

5 t❛♥t q✉❡ |u| 6= c✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✸✳ ▲♦rsq✉❡ u = c ✭r❡s♣✳ u = −c✮✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λ0 ❡t λ2 ✭r❡s♣✳
λ0 ❡t λ3✮ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉① ♥✬❡st ♣❛s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✳ ▲❡
s②stè♠❡ ❡st ❞✐t rés♦♥❛♥t ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ét❛♥t ♥♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞❡ ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ p∂rA✱ s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲
✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐é✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ét✉❞✐é❡ ♣❛r ■s❛❛❝s♦♥ ❡t ❚❡♠♣❧❡ ✭♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✱ ♦♥ ❝♦♥s✉❧✲
t❡r❛ ❬■▼P❚✾✷❪✱ ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ét❛♥t tr❛✐té ❞❛♥s ❬■❚✾✺❪ ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
s❝❛❧❛✐r❡s✮ ♣✉✐s ♣❛r ▲❡❋❧♦❝❤ ❡t ●♦❛t✐♥ ❬▲●✵✹❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❡♥
t✉②èr❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ✵✱ ✶ ❡t ✷ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é❣é♥érés✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s
✸ ❡t ✹ s♦♥t ✈r❛✐♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧✬ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s q✉❛♥t✐tés
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ s =
p+ π(ϕ)

ργ(ϕ)
✱

✕ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t Q = ρAu✱

✕ ❧✬❡♥t❤❛❧♣✐❡ t♦t❛❧❡ H = e+
p

ρ
+
u2

2
✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳ ◆♦t♦♥s η = Aρ ln(s) ❡t G = Aρ ln(s)u ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡♥tr♦♣✐❡✲✢✉①✳
❆❧♦rs t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ W (x, t) ❞❡ ✭✸✳✻✮ s❛t✐s❢❛✐t

∂tη +∇ ·G = 0. ✭✸✳✽✮

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✻✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ I : F → R ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❦✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡
❘✐❡♠❛♥♥ s✐

∀W ∈ F, ❣r❛❞W I(W ) · rk(W ) = 0.

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ q✉❛tr❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞♦♥t ❧❡s ❣r❛✲
❞✐❡♥ts s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❝♦♠♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❧❡s q✉❛♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✼✳ ▲❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡ λ0 s♦♥t ✿

I0
1 = ϕ I0

2 = s I0
3 = Q I0

4 = H. ✭✸✳✾✮

▲❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♦♥❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré❡s 1 ❡t 4 s♦♥t ✿

I1
1 = A I1

2 = s I1
3 = u I1

4 = p,
I4
1 = A I4

2 = ϕ I4
3 = u I4

4 = p.
✭✸✳✶✵✮



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤♦❝s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✻✮✳ ❯♥❡ ♦♥❞❡
❞❡ ❝❤♦❝ ❛❧❧❛♥t ❞✬✉♥ ét❛t ❣❛✉❝❤❡ WL à ✉♥ ét❛t ❞r♦✐t WR✱ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t à ❧❛ ✈✐t❡ss❡
σ✱ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡
❡st ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t✳ P♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡
✭✸✳✺✮✱ ❧❡ s❛✉t ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ✿

σ[A] = 0,

♦ù [·] = ·R − ·L✳ ❉ès ❧♦rs s♦✐t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ A ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ s♦✐t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ σ ❡st
♥✉❧❧❡ ✭❧❡ ❝❤♦❝ ❡st ❛❧♦rs st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤♦❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ✉♥❡
s❡❝t✐♦♥ A ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭✸✳✻✮ ❞✐s♣❛r❛ît ❡t ❧✬♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉①
éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ✭✷✳✷✸✮ ❡t ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t ✭✷✳✹✵✮✲✭✷✳✹✸✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❤♦❝ s♦✐t ♥✉❧❧❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ A ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ x = 0 ❡t ✈ér✐✜❡ ✭✸✳✺✮✳
▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ A ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦♥❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré✱ ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ② s♦♥t
❝♦♥st❛♥ts✳ ▲❡ s②stè♠❡ ét❛♥t ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t ❞♦✐t êtr❡
♣ré❝✐sé✳ ■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ✐❝✐ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐és à ❧✬♦♥❞❡ λ0

♣♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐r ✿

[ϕ] = 0, [s] = 0, [Q] = 0, [H] = 0. ✭✸✳✶✶✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✽✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
✈ér✐✜é❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ [s] = 0 ❡st
♠✐s❡ ❡♥ ❞é❢❛✉t ❬●❍✶✵❛❪✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s
❡t ✈ér✐✜❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣r✐✈é ❞❡s ❞ér✐✈é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t ✭♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✮ ✿

∂x(Aρu) = 0, ✭✸✳✶✷✮

∂x

(
A
(
ρu2 + p

))
= p∂xA, ✭✸✳✶✸✮

∂x (Au(ρE + p)) = 0, ✭✸✳✶✹✮

∂x(Aρϕu) = 0. ✭✸✳✶✺✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✾✳ ▲❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐és à ❧✬♦♥❞❡ ✵ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és
❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ✭✸✳✶✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢

∂tW +A(W )∂xW = 0,

t❡❧ q✉❡ A(W ) ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ0(W ) ♥✉❧❧❡✳ ◆♦t♦♥s

R1(W ), . . . , Rm−1(W )

❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ m− 1 ✜①é ✿

∂xRi(W ) = ∇Ri∂xW.

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ W ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♦♥ ❛ A(W )∂xW = 0✳ ❉♦♥❝
∂xW ❡st ❝♦❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ r0(W ) ❞❡ A(W ) ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
λ0(W )✱ ✐✳❡✳

∂xW = α(W )r0(W ).



✸✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ✹✾

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
∂xRi(W ) = ∇Riα(W )r0(W ) = 0,

❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ Ri(W ), 1 ≤ i ≤ m−1, s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts
❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❈♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Z = (A,ϕ, s,Q,H)T ✱ ♦♥ ❛

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✵✳ P♦✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s Z(x, t) ré❣✉❧✐èr❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✻✮ s✬é❝r✐t ✿

∂tZ + C(Z)∂xZ = 0, ✭✸✳✶✻✮

❛✈❡❝

C(Z) =




0 0 0 0 0
0 u 0 0 0
0 0 u 0 0

0 A

(
∂p

∂ϕ
− ρ∂h

∂ϕ

)
A

(
∂p

∂s
− ρ∂h

∂s

)
u ρA

0
∂p

∂ϕ

u

ρ

∂p

∂s

c2

ρA
u




. ✭✸✳✶✼✮

✸✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ é♥♦♥❝és ♣❛r ●r❡❡♥❜❡r❣ ❡t ▲❡r♦✉①
❞❛♥s ❬●▲✾✻❪ ❡t ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❡♥ t✉②èr❡ ❞❛♥s ❬❑❚✵✺❪ ❡t ❬❆❲✵✹❪✳

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Ci =
]xi−1/2, xi+1/2[✱ ❝❡♥trés ❡♥ xi✳ ▲❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡st ♥♦té hi✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉
s❡♥s ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❞❡ W ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ i ❛✉ t❡♠♣s tn ✈ér✐✜❡ ✿

Wn
i ≃

1

hi

∫

Ci

W (x, tn)dx. ✭✸✳✶✽✮

▲❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τn = tn+1 − tn ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❞✉ t②♣❡ ✿

τn ≤ max
i

hi

|ui|+ ci
. ✭✸✳✶✾✮

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐s❝rèt❡ Ai ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠❛✐❧❧❡✳ P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s✉r ❧❡
q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ]xi−1/2, xi+1/2[×]tn, tn+1[ ❞♦♥♥❡ ✿

hi(W
n+1
i −Wn

i ) + τn
(
Fi+1/2,−(Zn

i , Z
n
i+1)− Fi−1/2,+(Zn−1

i , Zn
i )
)

+ τnAi

(
Gi+1/2,−(Zn

i , Z
n
i+1)−Gi−1/2,+(Zn−1

i , Zn
i )
)

= 0. ✭✸✳✷✵✮

▲❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s Fi+1/2,− ❡t Gi+1/2,− s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

Fi+1/2,−(Zn
i , Z

n
i+1) = f(W (Zi+1/2,−)), ✭✸✳✷✶✮

Gi+1/2,−(Zn
i , Z

n
i+1) = g(W (Zi+1/2,−)). ✭✸✳✷✷✮



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

▲❡s ét❛ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Zi+1/2,− ❡t Zi−1/2,+ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❱❋❘♦❡✲
♥❝✈✱ q✉❡ ❧✬♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s W → Z ♥✬❡st ♣❛s
✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✭❛ ❢♦rt✐♦r✐ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Z → Y ✱
♦ù Y = (A, ρ, u, p, ϕ) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s✮✳ ❙♦✐t Z∗ ❧✬ét❛t
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❱❋❘♦❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s Ci ❡t Ci+1✳ P♦✉r ❡♥
❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s W ∗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ♦♥ ❡st ❛♠❡♥é à
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ③ér♦s ρ∗ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

F (ρ) =
γ

γ − 1
sργ−1 +

Q2

2ρ2A2
−H, ✭✸✳✷✸✮

♦ù γ✱ s✱ Q✱ ❡t H s♦♥t ❞♦♥♥és✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ A✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳

✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❛❞♠❡t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥

ρmin =

(
Q2

γsA2

) 1

γ + 1
.

✷✳ ❙✐ Q = 0✱ F ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❛❝✐♥❡ ✿

ρ∗ =

(
H

s

γ − 1

γ

) 1

γ − 1 .

✸✳ ❙✐ Q 6= 0✱ ❛❧♦rs F ❛❞♠❡t ③ér♦ ♦✉ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠✲
♠❡♥t ❞❡ ✭✸✳✷✸✮✳

❙✐ Q 6= 0✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ρ∗ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❝❛s
s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ ❙✐ F ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛t Z∗ ❝♦♥s✐❞éré✱ ♦♥ ♣♦s❡ ρ∗ = ρmin✳

✷✳ ❙✐ F ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❛❝✐♥❡ ρ∗✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ρ∗ = ρmin✳

✸✳ ❙✐ F ❛❞♠❡t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ρ∗1 > ρmin ❡t ρ∗2 < ρmin ✿

✭❛✮ ρ∗ = ρ∗1 ❡st s✉❜s♦♥✐q✉❡✱

✭❜✮ ρ∗ = ρ∗2 ❡st s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡✳

P❧❛ç♦♥s ♥♦✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✭✸❛✮✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ρ∗ = ρ∗1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉❜s♦♥✐q✉❡✳

❊①♣r✐♠♦♥s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ à ρmin =

(
Q2

γsA2

) 1

γ + 1 ✿

umin =
Q

ρminA
,

c2 = γsργ−1
min .



✸✳✸ ❙♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❱❋❘♦❡✲♥❝✈ ✺✶

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ F ′(ρ) =
1

ρ
(c2 − u2) ❡t ♣❛r s✉✐t❡ q✉❡ ✿

F ′(ρmin) = 0⇔ u2
min = c2min.

▲✬ét❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ρ∗ = ρmin ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ s♦♥✐q✉❡✳ P♦✉r ρ∗ > ρmin✱ ♦♥ ❛
F ′(ρ) > 0 ✐✳❡✳ ρ−1(c2 − u2) > 0✳ ❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿

u2

c2
< 1.

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ρ∗ = ρ∗1 ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧✬ét❛t ❡st s✉❜s♦♥✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ρ∗ = ρ∗2 ❛ss✉r❡
q✉❡ ❧✬ét❛t s♦❧✉t✐♦♥ ❡st s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡✳

✸✳✸ ❙♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❱❋❘♦❡✲♥❝✈

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ i±1/2 ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ●♦❞✉♥♦✈ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬●❩■+✼✾❪ ❡t
❬❚♦r✾✾❪✱ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ à ❝❤❛q✉❡
✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t ∀i ∈ Z ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Un

i ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s
tn✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s tn+1 ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ L2 ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡①❛❝t❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠❛✐❧❧❡✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❞✉
s❝❤é♠❛ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ▼❛✐s
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s✬❛✈èr❡ ♣❛r❢♦✐s ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❆✉ss✐ ❡st✲✐❧ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛♣♣r♦❝❤é✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❘♦❡ ❬❘♦❡✽✶❪
❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❧✐♥é❛r✐sé ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∂tW +A(W,W )∂xW = 0. ✭✸✳✷✹✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❘♦❡ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ❤②♣❡r❜♦✲
❧✐q✉❡✳ ■❧ ❢❛✉t r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❘♦❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t✳ ▲❡
s❝❤é♠❛ ❞❡ ❱❋❘♦❡✲♥❝✈ ❡st ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❧✐♥é❛r✐sé ❛♣♣r♦❝❤é q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡s✲
s✐t❡ ♣❛s ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❘♦❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❱❋❘♦❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s
❬▼❋●✾✾❪✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ❞✉ s❝❤é♠❛
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❇●❍✵✵❪✳

✸✳✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❛♣♣r♦❝❤é

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉✐✈❛♥t ✿




∂tW +A(W )∂xW = 0,

W (x, 0) =

{
WL s✐ x < 0,
WR s✐ x > 0.

✭✸✳✷✺✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s Y s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s❡r♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛✉
❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✮ ✿

W = W (Y )⇔ Y = Y (W ). ✭✸✳✷✻✮



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

❖♥ ♥♦t❡ YL = Y (WL) ❡t YR = Y (WR)✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ét❛ts ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t ❡st
♥♦té❡ ✿

Ŷ =
YL + YR

2
❡t Ŵ = W (Ŷ ). ✭✸✳✷✼✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ s✬é❝r✐t

∂tY +B(Y )∂xY = 0, ✭✸✳✷✽✮

♦ù B(Y ) = ∇YW
−1A (W (Y ))∇YW (Y )✳ ❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❧✐♥é❛r✐sé ✿ 



∂tY +B(Ŷ )∂xY = 0,

Y (x, 0) =

{
YL s✐ x < 0,
YR s✐ x > 0.

✭✸✳✷✾✮

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❉❡❣♦♥❞
❡t ❛❧✳ ❬❉P❘❱✾✾❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

λ1 < λ2 < . . . < λm.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ✿

s❣♥(ζ) =





1 s✐ ζ > 0,
−1 s✐ ζ < 0,
0 s✐ ζ = 0.

✭✸✳✸✵✮

❙♦✐t P ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♥❡ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
A t❡❧ q✉❡ ✿

d◦P ≤ m− 1, ✭✸✳✸✶✮

P (λi) = s❣♥(λi), i = 1 . . .m. ✭✸✳✸✷✮

✭✸✳✸✸✮

❆❧♦rs
s❣♥(A) := P (A). ✭✸✳✸✹✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ✭✸✳✷✾✮ ❡st

Y ∗
(
YL, YR,

x

t

)
=
YL + YR

2
− s❣♥(B − x

t
I)
YR − YL

2
, ✭✸✳✸✺✮

♦ù I ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ M
m×m✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B(Ŷ ) ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s (λi)i=1...m✳ ❖♥
♥♦t❡ (ri)i=1...m ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s à ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t ✿

P = (r1r2 . . . rm) ❡t D =




λ1 0
. . .

0 λm


 .

♦♥ ❛
P−1B(Ŷ )P = D.



✸✳✸ ❙♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❱❋❘♦❡✲♥❝✈ ✺✸

❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✳✶✮ ❞❛♥s ✭✸✳✷✾✮ ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t Y = PZ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t





∂tZ +D∂xZ = 0,

Z(x, 0) =

{
ZL s✐ x < 0,
ZR s✐ x > 0.

♦ù ZL,R = P−1YL,R✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✿

Zi(x, t) = Zi(x− λit, 0) =

{
ZL,i s✐ x− λit < 0,
ZR,i s✐ x− λit > 0.

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♦♥ ❛ ✿

Zi(x, t) =
(x− λit)

−

x− λit
ZL,i +

(x− λit)
+

x− λit
ZR,i,

❡♥ ♥♦t❛♥t Φ+ = max(0,Φ) ❡t Φ− = min(0,Φ)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

Zi(x, t) =
ZL,i + ZR,i

2
− s❣♥(λi −

x

t
)
ZR,i − ZL,i

2
.

❊♥ r❡♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

Z(x, t) =
ZL + ZR

2
− s❣♥(D − x

t
I)
ZR − ZL

2
,

❞✬♦ù

Y ∗(x, t) =
YL + YR

2
− s❣♥(B − x

t
I)
YR − YL

2
,

s♦✐t ❡♥ x = 0 ✿

Y ∗(0, t) =
YL + YR

2
− s❣♥(B)

YR − YL

2
.

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✸✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝é❞é
❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✿

P (B) = s❣♥[λ1] + s❣♥[λ1, λ2](B − λ1I)

+ s❣♥[λ1, . . . , λm](B − λ1I)(B − λ2I) . . . (B − λmI).

♦ù ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✐✈✐sé❡s s❣♥[λ1, . . . , λm] ✈ér✐✜❡♥t

s❣♥[λi] = s❣♥(λi),

s❣♥[λ1, λ2, . . . , λi+1] =
s❣♥[λ2, . . . , λi+1]− s❣♥[λ1, . . . , λi]

λi+1 − λ1
.

❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❱❋❘♦❡ ♥✬❡st ♣❛s st❛♥❞❛r❞ ♠❛✐s ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❛✈❛♥t❛❣❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ B✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ P (B) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❍ör♥❡r s♦✐t m−1 ♣r♦❞✉✐ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s ✭q✉✐ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és r❛♣✐❞❡♠❡♥t
❡♥ ❢♦rtr❛♥✾✵✮✳



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

✸✳✸✳✷ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❬❍❍▼✶✵❛❪

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❱❋❘♦❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❘♦❡✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛❧ ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❞é✲
t❡♥t❡ tr❛✈❡rs❛♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ x = 0 ❡t ❛✉t♦r✐s❡ ❡♥ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡s ❝❤♦❝s ♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡s✳
❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s Ci ❡t Ci+1 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥
k−❝❤❛♠♣ ✈r❛✐♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈ér✐✜❡ ✿

λk(W
n
i ) ≤ 0 ≤ λk(W

n
i+1).

❯♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥✲
❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t✳ ❈❡❧❧❡ ❞❡ ❍❛r✲
t❡♥ ❬❍❍✽✸❪ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s✬❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞❡ ③ér♦✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é✲
♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❥✉st❛❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ q✉✬✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❣ér❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉❝✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♠❛✐s ❝♦♥s✐st❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ q✉❛♥❞ ♦♥ ❞ét❡❝t❡ ✉♥❡ ❞ét❡♥t❡ s♦♥✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ✢✉① à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❧✐✲
♥é❛r✐sé ♣❛r ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❬❘✉s✻✶❪ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡
♣rés❡r✈❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐té ❞✉ ✢✉① ❡t ❛ss✉r❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳
▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st q✉❡ ❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❘✉s❛♥♦✈

✕ ❙✐ λk(W
n
i ) ≤ 0 ≤ λk(W

n
i+1) ❞❛♥s ✉♥❡ k−♦♥❞❡ ✈r❛✐♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛❧♦rs ❧❡

✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ✿

Fi(W
n
i ,W

n
i+1) =

f(Wn
i ) + f(Wn

i+1)

2
− si

Wn
i+1 −Wn

i

2
, ✭✸✳✸✻✮

♦ù si = max
(
ρ (A (Wn

i )) , ρ
(
A
(
Wn

i+1

)))
❡t ρ(A(W )) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝✲

tr❛❧ ❞❡ A✳
✕ ❙✐♥♦♥

Fi(W
n
i ,W

n
i+1) = f(Y ∗(Wn

i ,W
n
i+1, 0)). ✭✸✳✸✼✮

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✭q✉✐ ❡st ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ s✐ ❧❡ ✢✉①
♥✉♠ér✐q✉❡ à ❝♦rr✐❣❡r ❡st ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✳ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✈✐s❝♦s✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡

❙✐ λk(W
n
i ) ≤ 0 ≤ λk(W

n
i+1) ❞❛♥s ✉♥❡ k−♦♥❞❡ ✈r❛✐♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛❧♦rs ❧❡ ✢✉①

♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✿

Fi(W
n
i ,W

n
i+1) = f(Y ∗(Wn

i ,W
n
i+1, 0))

− min(|λk(W
n
i )|, |λk(W

n
i+1)|)((/2))(Wn

i+1 −Wn
i ). ✭✸✳✸✽✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✻✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭✸✳✸✽✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❇✉r❣❡rs ❝♦♥✲
❞✉✐t à ✉♥ s❝❤é♠❛ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳



✸✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞✉ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ✺✺

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡

∂tW + ∂xf(W ) = 0,

❛✈❡❝ W ∈ R
d✱ d = 1 ❡t f(W ) = W 2/2✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r λ1(W ) =

W ✳ ▲❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ●♦❞✉♥♦✈ s✬é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿

f1(WL,WR) =





W 2
L/2 s✐ WL ≥ 0 ❡t WL +WR ≥ 0,

W 2
R/2 s✐ WR ≤ 0 ❡t WL +WR < 0,

0 s✐ WR > 0 ❡t WL < 0.

▲❡ ✢✉① ❱❋❘♦❡ ✈ér✜❡ ✿

f2(WL,WR) =

{
W 2

L/2 s✐ WL +WR > 0,
W 2

R/2 s✐ WL +WR ≤ 0.

❆♣rès ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧❡ ✢✉① ❱❋❘♦❡ ❝♦rr✐❣é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✳✸✽✮ s✬é❝r✐t ✿

f3(WL,WR) =





W 2
L/2 s✐ WL ≥ 0 ❡t WL +WR ≥ 0,

W 2
R/2 s✐ WR ≤ 0 ❡t WL +WR < 0,

WRWL/2 s✐ WR > 0 ❡t WL < 0.

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ ✢✉① ♥✬❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ✢✉① ❞❡ ●♦❞✉♥♦✈ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦♥✐q✉❡WL <
0 < WR✳ ▲❡ ✢✉① f3 ❡st ❝♦♥t✐♥✉ s✉r R

2 ❡t ❝♦♥s✐st❛♥t ✭f3(a, a) = f(a)✮✳ ■❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s
❝r♦✐ss❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳
■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❛ss♦❝✐é ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡♥tr♦♣✐❡
❞✐s❝rèt❡ ❡t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❬❊●❍✵✵❪✳

✸✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞✉ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡

❆✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳ ▲❡ s♦❧✈❡✉r ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✈ér✐✜❡ ✿

ϕi+1/2,− = ϕi+1/2,+, ✭✸✳✸✾✮

si+1/2,− = si+1/2,+, ✭✸✳✹✵✮

Qi+1/2,− = Qi+1/2,+, ✭✸✳✹✶✮

Hi+1/2,− = Hi+1/2,+. ✭✸✳✹✷✮

▲❡s ét❛ts s♦♥t ❝♦♥s✐st❛♥ts ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ à ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐és à ❝❡tt❡ ♦♥❞❡ s♦♥t I =
{ϕ, s,Q,H}✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳
Ai+1/2,− = Ai−1/2,+ = Ai. ✭✸✳✹✸✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✸✳ ❙✐ Ai = Ai+1✱ ❧❡s ét❛ts Zi+1/2,− ❡t Zi+1/2,+ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮ ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
s❛♥s ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ Ai✳



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✿

ϕi = ϕ0, Si = S0, Qi = Q0, Hi = H0,

♣♦✉r t♦✉t i ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ Ai ✭❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠❛✐❧❧❡✮✳
❆❧♦rs ❧❡ s❝❤é♠❛ ✭✸✳✷✵✮ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ét❛ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✿

ρn+1
i − ρn

i = 0, ✭✸✳✹✹✮

ρn+1
i un+1

i − ρn
i u

n
i = 0, ✭✸✳✹✺✮

En+1
i − En

i = 0, ✭✸✳✹✻✮

ρn+1
i ϕn+1

i − ρn
i ϕ

n
i = 0. ✭✸✳✹✼✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ δ(·)i ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✿

δ(·)i = (·)n+1
i − (·)n

i .

▲❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ♠❛ss❡ s❛t✐s❢❛✐t ✿

hδ(Aρ)i + τ
(
(ρAu)i+1/2,− − (ρAu)i−1/2,+

)
= 0, ✭✸✳✹✽✮

t❡❧ q✉❡ ✿ {
(ρAu)i+1/2,− = Ai(ρu)i+1/2,−,

(ρAu)i−1/2,+ = Ai(ρu)i−1/2,+.

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ✿




ϕi = ϕ0,
si = s0,
Qi = Aiρiui = Q0,
Hi = h(s0, ϕ0, ρi) + 1

2u
2
i = H0.

❖r ❞✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✶ ❡t ✸✳✹✳✷✱ ♦♥ ❛ ✿

Qi+1/2,− = Ai+1/2,−ρi+1/2,−ui+1/2,− ✭✸✳✹✾✮

= Aiρi+1/2,−ui+1/2,− ✭✸✳✺✵✮

= Q0, ✭✸✳✺✶✮

❡t

Qi−1/2,+ = Ai−1/2,+ρi−1/2,+ui−1/2,+, ✭✸✳✺✷✮

= Aiρi−1/2,+ui−1/2,+, ✭✸✳✺✸✮

= Q0. ✭✸✳✺✹✮

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ hδ(Aρ)i = 0 ❡t (ρu)i+1/2,− = (ρu)i−1/2,+✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱
❧✬❡♥t❤❛❧♣✐❡ t♦t❛❧❡ ét❛♥t ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s i± 1/2✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

H(s0, ϕ0, ρi+1/2,−) +
1

2
(ui+1/2,−)2 = H(s0, ϕ0, ρi−1/2,+) +

1

2
(ui−1/2,+)2.

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

ρi+1/2,− = ρi−1/2,+, ✭✸✳✺✺✮

ui+1/2,− = ui−1/2,+, ✭✸✳✺✻✮



✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✺✼

❝❛r ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♠❛✐❧❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s✬é❝r✐t ✿

hδ(AE)i + τ
(
(ρAuH)i+1/2,− − (ρAuH)i−1/2,+

)
= 0, ✭✸✳✺✼✮

❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ✿

hδ(AE)i = 0. ✭✸✳✺✽✮

❊♥✜♥ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❧✬❡♥t❤❛❧♣✐❡ ét❛♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

Hi+1/2,− = Hi−1/2,+ = H0, ✭✸✳✺✾✮

(ρAu)i+1/2,− = (ρAu)i−1/2,+, ✭✸✳✻✵✮

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡

hδ(Aρu)i + τ
(
(ρAu2)i+1/2,− − (ρAu2)i−1/2,+

)

+ τAi

(
pi+1/2,− − pi−1/2,+

)
= 0, ✭✸✳✻✶✮

❛✈❡❝ {
pi+1/2,− = p(ρi+1/2,−, ϕ0, s0),

pi−1/2,+ = p(ρi−1/2,+, ϕ0, s0),

s♦✐t hδ(Aρu)i = 0✳

✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❡s
❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s t❡sts ✈❛❧✐❞❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ét❛ts st❛t✐♦♥✲
♥❛✐r❡s (A,ϕ, s,Q,H)✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t
♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❢❛✐r❡
✉♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
♣rés❡♥tés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡
s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s ❢❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ✓ ♦r❡✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛♣✐♥ ✔
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❣❛③ r❛✐❞❡✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳

❈♦♥t❛❝t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
A(x) = 1 s✐ x < 0, 5 ❡t A(x) = 1.5 s✐♥♦♥✳ ❯♥ ét❛t ❞r♦✐t ét❛♥t ❞♦♥♥é✱ ❧✬ét❛t ❣❛✉❝❤❡
❛❞ ❤♦❝ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡ ③ér♦ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮ ♣❛r ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t❡st ✜❣✉r❡♥t ❡♥ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st
♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡ ❡t s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ γ = 1.4✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡st [0, 1] ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❞❡ 0.8 ♣♦✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✵✳✷ s✳ ▲❛
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✶✵✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳ ▲❡ s❝❤é♠❛
éq✉✐❧✐❜r❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳✶✳



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

➱t❛t ❣❛✉❝❤❡ WL ➱t❛t ❞r♦✐t WR

uL = 1 ♠✳s−1 uR = 0.8035007 ♠✳s−1

pl = 1 P❛ pR = 1.1886922 P❛
ρL = 1 ❦❣✳♠−3 ρR = 1.1314126 ❦❣✳♠−3

ϕL = 1 ϕR = 1

❚❛❜✳ ✸✳✶ ✕ ❉♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥t❛❝t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✶ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✺✳✶✮✳

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✶ ✕ ❈♦♥t❛❝t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✶ ✿ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ à t = 0.2 s✳



✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✺✾

❙♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✻✮ ❡①♣r✐♠é❡
❞❛♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s (A, s, u, p, ϕ) ✿

∂tA = 0, ✭✸✳✻✷✮

∂ts+ u∂xs = 0, ✭✸✳✻✸✮

∂tu+ u∂xu+
1

ρ
∂xp = 0, ✭✸✳✻✹✮

∂tp+ u∂xp+ γp∂xu+
γpu

A
∂xA = 0, ✭✸✳✻✺✮

∂tϕ+ u∂xϕ = 0. ✭✸✳✻✻✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ∂tp = 0✳ ❙❡❧♦♥ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ▲❡r♦✉① ❬●▲✾✻❪ ♦♥
é♠❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ u ❡t p s♦♥t ❧♦❝❛❧❛♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r
u ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ p✳ ❆❧♦rs ✐❧ ✈✐❡♥t

u∂pu+
1

ρ
= 0, ✭✸✳✻✼✮

(u+ γp∂pu)∂xp = −γpu
A

∂xA. ✭✸✳✻✽✮

▲❡ ✢✉✐❞❡ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ❡t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st s✉♣♣♦sé ✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✭♣✉✐s✲
q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✸✮✮ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿

ρ = p1/γs−1/γ .

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

u(p)2 = B − 2γ

γ − 1
p

γ − 1

γ s

1

γ . ✭✸✳✻✾✮

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ B ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ B ≥ 2γ

γ − 1
p

γ − 1

γ s

1

γ ✳ P✉✐s ♦♥ ✐♥tè❣r❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✽✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ✿
∫
− 1

γpu
(u+ γp∂pu)∂xpdx =

∫
1

A
∂xAdx. ✭✸✳✼✵✮

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ p = p(x) ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿

∂xpdx = dp.

❆❧♦rs ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✸✳✼✵✮ r❡✈✐❡♥t à ✿

−1

γ
ln p− lnu = lnA− lnK,

♦ù K ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

u(p) =
K

A
p
−

1

γ .



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✷ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ré❣✉❧✐èr❡ ✿ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠✲
♠✐s❡✳

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❞❛♥s ✭✸✳✻✾✮✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

2γ

γ − 1
s1/γ

(
Au

K

)1−γ

= B − u2.

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t S(x, t) = S0 = 0.2✱ ϕ(x, t) = 1✱ γ = 1.2✱ C = 1 ❡t B = 10✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r A(x) = x2✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ [1, 2]
❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ✶✵✵✵ ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ✜♥❛❧ ❡st t = 0.2 s ❡t ❧❛ ❈❋▲ ✈❛✉t 0.5✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✸✳✺✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❝♦♠♠✐s❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ❊❧❧❡
❡st ♥✉❧❧❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞✬❛rr♦♥❞✐ ♣rès✳ ➚ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣rés❡r✈❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧✬♦❜s❡r✈❡r s✉r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱
✈✐t❡ss❡ ❡t ♣r❡ss✐♦♥ ♣rés❡♥tés ❡♥ ✜❣✉r❡s ✸✳✺✳✸ à ✸✳✺✳✺✳

❘❡❜♦♥❞ ❞❡ ✓ ❜✉❧❧❡ ✔ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✓ ❜✉❧❧❡ ✔ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s
s✉✐✈❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ❛✈❡❝ γ = 1.01✳ ▲❛ ❜✉❧❧❡ ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡ s♣❤ér✐q✉❡✱
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r A(r) = 4πr2✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✈ér✐✜❡♥t

W (r, 0) =

{
WL, s✐ r < 0.4,
WR, s✐ r > 0.4,

❧❡s ét❛ts WL ❡t WR ét❛♥t ❞ét❛✐❧❧és ❡♥ t❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ♦♥❞❡
❞❡ ❞ét❡♥t❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ✈✐❞❡✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥
❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✱ ♣✳✸✼✮✳ ▲❡
❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞ét❡♥t❡
s♦♥✐q✉❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st [0, 1]✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❡st ✵✳✺✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st
ré❣✉❧✐❡r ❡st ❝♦♠♣♦rt❡ ✶✵✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✺✳✻✱ ✸✳✺✳✼✱ ✸✳✺✳✽ ❡t ✸✳✺✳✾ ♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t



✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✻✶

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✸ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ré❣✉❧✐èr❡ ✿ ♣r♦✜❧s ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρ à
t = 0.2 s✳

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✹ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ré❣✉❧✐èr❡ ✿ ♣r♦✜❧s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u à t = 0.2 s✳

➱t❛t ❣❛✉❝❤❡ WL ➱t❛t ❞r♦✐t WR

uL = 0 ♠✳s−1 uR = 0 ♠✳s−1

pl = 5 P❛ pR = 105 P❛
ρL = 0.01 ❦❣✳♠−3 ρR = 1000 ❦❣✳♠−3

ϕL = 1 ϕR = 1

❚❛❜✳ ✸✳✷ ✕ ❉♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡ r❡❜♦♥❞ ❞❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ✜❣✉r❡s ✸✳✺✳✻ à ✸✳✺✳✶✸✮✳



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✺ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ré❣✉❧✐èr❡ ✿ ♣r♦✜❧s ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p à t = 0.2 s✳

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✻ ✕ ❘❡❜♦♥❞ ❞❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡ ✿ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρ à
t = 0.05923 s✳



✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✻✸

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✼ ✕ ❘❡❜♦♥❞ ❞❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡ ✿ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
Q à t = 0.05923 s✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✽ ✕ ❘❡❜♦♥❞ ❞❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡ ✿ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u à t = 0.05923
s✳



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✾ ✕ ❘❡❜♦♥❞ ❞❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡ ✿ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p à t = 0.05923
s✳

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✶✵ ✕ ❘❡❜♦♥❞ ❞❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡ ✿ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✳



✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✻✺

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✶✶ ✕ ❘❡❜♦♥❞ ❞❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡ ✿ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρ à
t = 0.0795 s✳

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✶✷ ✕ ❘❡❜♦♥❞ ❞❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡ ✿ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u à t = 0.0795
s✳



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡

❋✐❣✳ ✸✳✺✳✶✸ ✕ ❘❡❜♦♥❞ ❞❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡ ✿ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p à t = 0.0795
s✳

❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ à t = 0.05923 s✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✺✳✶✶ à ✸✳✺✳✶✸ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s à t = 0.0795 s✱ ❥✉st❡ ❛♣rès ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ✐♥✐t✐❛❧❡✳



✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✻✼

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ t❡r♠❡
s♦✉r❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡✱ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞♦♣té❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ●r❡❡♥❜❡r❣ ❡t ▲❡r♦✉① ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s s❝❛❧❛✐r❡ ❬●▲✾✻❪✳ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ❝ré❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤❛♠♣ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré✳ ▲❡ s②stè♠❡
❣❧♦❜❛❧ ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st rés♦♥❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉① ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s
❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❉❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐té ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣ré❝✐sé❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ r❡❧❛t✐❢s
à ❧✬♦♥❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡
❝♦♥str✉✐t ❞❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Z = (A,ϕ, s,Q,H)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡
♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s (A,ϕ, s,Q,H) ♥✬❡st ♣❛s ❜✐❥❡❝t✐❢✳
◆♦✉s ✐♥s✐st♦♥s s✉r ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛♣♣r♦✲
❝❤é ❞❡ ❱❋❘♦❡✲♥❝✈✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❧✐♥é❛r✐sé ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❉❡❣♦♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬❉P❘❱✾✾❪ ❡t ❆❧♦✉❣❡s
❬❆❧♦✵✹❪✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❱❋❘♦❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉① ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r
❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✈r❛✐♠❡♥t ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♥❞❡ ré❣✉❧✐èr❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r
❧❛ ✈✐s❝♦s✐té s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ ♣♦✐♥t s♦♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❞é♠♦♥tré
q✉❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✉r❣❡rs✳

▲❡ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ét❛ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛ été ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❞❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝♦♥t❛❝t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t rés♦❧✉s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❝♦♥❝❧✉t s✉r ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t
❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❛ss❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡ s♦✐❡♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥
❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛

♠❛❣♥ét♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡

▲❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❛②❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ s♦✉✛r❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✐♥s✉✣s❛♥t❡✱ ♠ê♠❡ s✉r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡s ♦✉ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❈✬❡st
❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡ ♦✉ ❡♥ ♠❛❣♥ét♦✲
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭▼❍❉✮✳ ❏✬❛✐ ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ♠✬✐♥tér❡ss❡r à ❝❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
❧♦rs ❞✉ ❈❊▼❘❆❈❙ ✷✵✵✽✱ ✜♥❛♥❝é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t ❈❆▲❱■ ❬❙+✵✾❪✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r❡♥❞
❝❡rt❛✐♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡t ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❬❆❇●+✵✾❪✳

▲❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✱ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧és ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✱
s♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s ❬❈❙✵✶❪✱ ❬❍❆▼+✵✹❪✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ à ré✲
s♦✉❞r❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠❛✐❧❧é✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ str✉❝t✉ré✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡st ❝❤❡r❝❤é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s L2✱ ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s
❝❡❧❧✉❧❡s✮✳ ❯♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ é❧❡✈é ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
❞❡ ❞❡❣ré é❧❡✈é✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡①❛❝t ♦✉ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳
◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✐s❝r❡t ❡♥ ♥❡ ❞✐s✲
❝rét✐s❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ▼♦②❡♥♥❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
♣ré❝❛✉t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛✐♥s✐ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ❡s♣❛❝❡
❡st ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❇❛rt❤ ❬❇❛r✵✻❪ s❡r❛ r❡♣r✐s❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥
❝♦♥s✉❧t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❲❡s❡♥❜❡r❣ ❬❲❡s✵✸❪ ❡t ❉❡s♣rés ❬❉❡s✾✾❪✳

❆♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥✲
❞✉✐t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ■❧ ❡st ❢réq✉❡♥t ❞✬✉t✐✲
❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞✬♦r❞r❡ é❣❛❧ à ❧✬♦r❞r❡ ❛tt❡✐♥t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳
◆♦t♦♥s Wn ❧❡ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✭q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s✮ ❛✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s
❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s♦♥t s❛♥s
❞♦✉t❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✭❘❑✮✳ ❖♥ ❝✐t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈♦❝❦❜✉r♥

✻✾



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❡t ❛❧ ❬❈❙✾✽❪ ❬❈❙✾✶❪ ❬❈❙✵✶❪ ♦✉ ❞❡ ❇✉r❜❡❛✉ ❡t ❛❧✳ ❬❇❙❇✵✶❪✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s à ✉♥
♣❛s ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r Wn+1 à ❧✬✐♥st❛♥t tn+1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❛♣♣r♦❝❤é❡ Wn✳ ❙✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ k✱ ✐❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ k
❛♣♣❡❧s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣❛s
❞❡ t❡♠♣s s✉✐✈❛♥t✳ ❆✉ss✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤
q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t q✉✬✉♥ ❛♣♣❡❧ ❛✉ ✢✉①✱ ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥s ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣ré❝é❞❡♥ts ✭♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐♣❛s ❬❈▼✽✹❪✮✳
▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✉ ✢✉① ❡♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣s tn ❡t tn+1 ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♣❛s ♠✉❧t✐♣❧❡s s♦♥t
❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡s q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ très r❡str✐❝t✐✈❡ s✐ ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❡ très ♣❡t✐t❡s ♠❛✐❧❧❡s✳ ❊♥ ✶✾✽✸✱ ❖s❤❡rs ❡t ❙❛♥❞❡rs
❬❖❙✽✸❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧ ✿ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é✈♦❧✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡
♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❡♥ ✷✵✵✼ ♣❛r
▼ü❧❧❡r ❡t ❙tr✐r✐❜❛ ❬▼❙✵✼❪ ♣♦✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉t❧✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✭♥♦✉s ♥♦✉s ré❢èr❡r♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❛r❜❡r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇❍❘✵✸❪ ❡t ❞❡ ◆❣✉②❡♥ ❬◆❣✉✵✾❪✮✳ ■❧s
✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ r❡❧❛t✐❢ ❛✉① ❣r♦ss❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡ ♠❛❝r♦ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ➚
❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ t❛✐❧❧❡ s♦♥t ♠✐s❡s
à ❥♦✉r✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠❛❝r♦ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❛tt❡✐♥t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st s②♥❝❤r♦♥✐sé❡
s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡♥t✐èr❡✳ ❙✐ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❧❡
❣❛✐♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢
❡♥ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ♦❜t❡♥✐r ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❘✉♥❣❡✲
❑✉tt❛ ✭❝✐t♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ P✐♣❡r♥♦ ❬P✐♣✵✻❪✮✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉
♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠❛✐❧❧❡✱
❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❞é❝❡♥tr❡♠❡♥t ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉
s❝❤é♠❛✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ♣❧✉s é❧❡✈é s♦♥t ✉t✐❧✐sés✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣r♦✲
❞✉✐t ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ●✐❜❜s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤♦❝s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡s ❛♣rès ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ♣♦✉r ♣ré✈❡✲
♥✐r ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡st ❛❜♦♥❞❛♥t❡ s✉r ❝❡ s✉❥❡t✱ ♦♥ s❡ ré❢èr❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ à ❬❑❉❲✵✽❪ ❡t ❬❇❙❇✵✶❪✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r s✐♠♣❧❡
❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡t ❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✉♥✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❈❊▼❘❆❈❙ ✷✵✵✽✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
♣r♦❥❡t ●❛❉▼❍❉✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❈✳ ❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❚✳ ❇❡❧❛t ✭s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞❡ ▼✳ ●✉t♥✐❝✱ P✳ ❍❡❧❧✉② ❡t ❊✳ ❙♦♥♥❡♥❞rü❝❦❡r✮✳ ■❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✬é❧❛❜♦r❡r ✉♥ ❝♦❞❡ ●❛✲
❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ✸❉ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ét❛♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ✢✉✐❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s s❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r
❝♦✉♣❧é❡s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s



✼✶

✭❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❬❲❡s✵✸❪✮✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ B ∈ R
3 é✈♦❧✉❡ s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿
∂tB +∇× (B⊗ u) = 0,

♦ù u ∈ R
3 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳ ▲❛ ♣❤②s✐q✉❡ ✐♠♣♦s❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❛

❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ✿

∇ ·B = 0.

❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ tr❛❞✉✐t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❧✐❜r❡✳ ❖r ♦♥ ❛ ✿

∇ · (∇× ·) ≡ 0,

s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠✲
♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳ ■❧ s✉✣r❛✐t ❞♦♥❝
❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t
✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡♠♣s✳

❖r✱ ❛♣rès ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❡t s✬❛❝❝✉♠✉❧❡♥t ❝❛r ❧❡ s②stè♠❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
♥✉❧❧❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡ ♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❈❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬❇❙✾✾❪ ❡t ❬❇❇✽✵❪✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t été
♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ q✉✐ ❡st✱ ré♣ét♦♥s✲❧❡✱ ♣✉r❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡✳
❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❬◆❡❞✽✻❪ ❬❏✉♥✵✼❪✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❡st ❛❧♦rs
♣❧✉s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ❊♥ ✶✾✾✹✱ P♦✇❡❧❧
♣r♦♣♦s❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞✐✜é✱ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥♥❡❧s à ∇·B s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉✳ ❆✐♥s✐
❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❤✉✐t✐è♠❡ ♦♥❞❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ tr❛♥s♣♦rt ❞❡s s❛✉ts ❞❡
B à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ s❡ ré❢èr❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ P♦✇❡❧❧
❡t ❛❧✳ ❬P❘▲+✾✾❪✱ ❬P♦✇✾✹❪✱ ❞❡ ❉❡❧❧❛r ❬❉❡❧✵✶❪ ❡t ❚ót❤ ❬❚ót✵✵❪✳ ■♥s♣✐rés ♣❛r ❝❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡✱ ❉❡❞♥❡r ❡t ❛❧✳ ♣✉❜❧✐❡♥t ❡♥ ✷✵✵✷✱ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ✓ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❝❧❡❛♥✐♥❣ ✔ ❬❉❑❑+✵✷❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ q✉✐ ❝♦✉♣❧❡
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
s♦♥t tr❛♥s♣♦rté❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ ❝♦rr✐❣é r❡st❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❛ss❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦✇❡❧❧✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✐❞é❛❧❡ ♥✬❡st
♣❛s str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡r
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡st ❝♦♣❧❛♥❛✐r❡ ✐✳❡✳ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s❡♥s ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t
❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧✬ét❛t ❞r♦✐t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ▲❛
q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s❡ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❚♦rr✐❧❤♦♥ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❬❚♦r✵✸❜✱ ❚♦r✵✸❛❪✳
■❧ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡①❛❝t ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❡t ét✉❞✐❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳ ❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ s✐♠♣❧✐✜é✱ ❇r✐♦ ❡t ❘♦s❡♥❛✉ ❬❇❘✾✸❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é 3 × 3
✐ss✉ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✐❞é❛❧❡ ❡t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧❛ ▼❍❉



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❬▼②♦✾✻❪ ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é s❡r❛ r❡♣r✐s❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❘✐❡♠❛♥♥ s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡✳ ❖♥ ✐♥s✐st❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡ ▲❛① ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❡ ♣❧❛♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ✭●❉✮✱

s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ très ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ▲❛①✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ s✐
❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐ ✈ér✐✜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❬❇❛r✵✻❪✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s r❡t❡♥✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛✲
r♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❡t ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
s❡ ♣♦rt❡ s✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉① ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❛✐❧❧é❡
❡t ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❞❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st très ❣é✲
♥ér❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❈▼✷ ✭❈♦❞❡ ▼✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡
▼✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✮ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ✉♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
▼❍❉✳ ◆♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞✬❛❞♦♣t❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ♥❡tt♦②❛❣❡ ✔ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡st❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❝❤é♠❛
❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ▼②♦♥❣✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ❞✐✛ér❡♥ts t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r
✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛ ●❉✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❡st ét✉❞✐é❡ s✉r ❞❡s ❝❛s ✉♥✐✲
❡t ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
▼❍❉✳

✹✳✶ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

∂tW +∇ · f(W ) = 0, ✭✹✳✶✮

♦ù W (x, t) : R
d × R

+ 7→ R
m ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ❡t

f(W ) : R
m 7→ R

m×d ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✢✉①✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ ✿

W (x, t = 0) = W0(x).

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮ ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ♠ê♠❡ s✐
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st très ré❣✉❧✐èr❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡✳ ❖r ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ✉♥✐q✉❡s✳ ❯♥ ❝r✐tèr❡ s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡
❞❡ ▲❛①✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿

∂tS(W ) +∇ ·G(W ) = 0. ✭✹✳✷✮

❈❡❝✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ✿
∇S∇f = ∇G. ✭✹✳✸✮



✹✳✶ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✼✸

❋✐❣✳ ✹✳✶✳✶ ✕ ❉ét❛✐❧ ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ T ✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ S êtr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡W ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ S ❡st ❛♣♣❡✲
❧é❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ▲❛① ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮ ❡t G ❧❡ ✢✉① ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✱
♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∂tS(W ) +∇ ·G(W ) ≤ 0, ✭✹✳✹✮

❛✉ s❡♥s ❢❛✐❜❧❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ✭●❉✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts

✜♥✐s✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♥✬❡st s✉♣♣♦sé❡ ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ T ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ R

d ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s
L ✈ér✐✜❛♥t ✿
• ∀L ∈ T ✱ L ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R

d✱
• ∀(L,R) ∈ T × T ✱ L 6= R ⇒ L ∩R = ∅✱
• ⋃

L∈T

L = R
d✳

❖♥ ♥♦t❡ h ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ t❡❧ q✉❡ ✿

h = sup
L∈T

|L|
|∂L| , ✭✹✳✺✮

♦ù |L| ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ L ❡t |∂L| ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ L✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r
♥♦r♠❛❧ ♦r✐❡♥té ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ L ✈❡rs s❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✈♦✐s✐♥❡ R✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ∂L∩∂R✱ ❡st
♥♦té nL,R ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✮✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥W ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ L ❡♥ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❛♥t ♣❛r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✳ P✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥t✐♥✉✐té ♥✬❡st ✐♠♣♦sé❡ ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉①
❢r♦♥t✐èr❡s ∂L ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❙♦✐t P

k(L) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré k ❞é✜♥✐s s✉r
❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ L✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❉✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ϕ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s
❞é✜♥✐ ♣❛r

∇WS(W ) = ϕ. ✭✹✳✻✮

▲❛ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ✭✹✳✶✮ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
t❡st ψ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡ s✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t L ❞❡ T ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ϕ ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ✈♦❧✉♠❡ L t❡❧ q✉❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❡t ♣♦✉r t♦✉t ψ✱ ♦♥ ❛✐t ✿

∫

L
∂tW (ϕ) · ψdx ✭✹✳✼✮

+
∑

R∈V(L)

∫

∂L∩∂R
f(W (ϕL)) · nL,RψLdν −

∫

L
f i(W (ϕ))∂iψdx = 0.



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ V(L) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ L✳ ❖♥
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ψL ❞❛♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❜♦r❞s ❝❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ψ ❡st é✈❡♥✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ à ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂L✳ ➚ ❝❛✉s❡ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés
é✈❡♥t✉❡❧❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ✢✉① f(W (ϕ)) ♣❛r ✉♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿

f(W (ϕ)) · nL,R ≃ f(W (ϕL),W (ϕR),nL,R). ✭✹✳✽✮

▲❛ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ϕ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ (x, t)✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✱ t❡❧ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r t❡st ψ✱ ❡t t♦✉t❡ ❝❡❧❧✉❧❡ L✱ ♦♥ ❛✐t

∫

L
∂tW (ϕ) · ψdx ✭✹✳✾✮

+
∑

R∈V(L)

∫

∂L∩∂R
f(W (ϕL),W (ϕR),nL,R)ψLdν

−
∫

L
f i(W (ϕ))∂iψdx = 0.

◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✹✳✾✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡t s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t
t✱ ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ϕ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ (eL,i) ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ P

k(L) ✿

ϕ(x, t) =

k∑

j=1

ϕL,j(t)eL,j(x). ✭✹✳✶✵✮

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s s♦♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ♣❛r ♠♦r✲
❝❡❛✉① s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

ϕ|L ∈ C1([0, T ],Pk(L)m),

T ∈ R ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ✜♥❛❧✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ψ = eL,i✱ i = 1, . . . , k✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✐s❝r❡t s✬é❝r✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❡❧❧✉❧❡ L ∈ T ✿

∫

L
∇ϕW (ϕ)ϕ′(t)eL,j · eL,i

+
∑

R∈V(L)

∫

∂L
T

∂R
f(W (ϕL,jeL,j),W (ϕR,jeR,j),nL,R)eL,i

−
∫

L
fk · ∂keL,i = 0, ✭✹✳✶✶✮

♦ù V(L) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ L✳
❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ❡s✲

♣❛❝❡ ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✐s❝rèt❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❇❛rt❤ ❞❛♥s ❬❇❛r✵✻❪✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡✲
❣❡♥❞r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s
❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s s❡r❛ ♠❡♥é❡ ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❙♦✐t f : R
m → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳

❖♥ ♥♦t❡ f∗ s❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

f∗ : s ∈ R
m → R

s 7→ sup
x∈Rm

{s · x− f(x)} .

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f 7→ f∗ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳

❙✐ f ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

f(x)

‖x‖ −→
‖x‖→+∞

+∞,

❛❧♦rs ❧❡ s✉♣ ❡st ❛tt❡✐♥t ✐✳❡✳

f∗(s) = s · x− f(x), ✭✹✳✶✷✮

❛✈❡❝ ∇f(x) = s✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

∇f∗(s) = x⇔ ∇f(x) = s. ✭✹✳✶✸✮

▲✬❡♥tr♦♣✐❡ S(W )✱ ét❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ W ✱ ✈ér✐✜❡ ✿

S∗(ϕ) = W · ϕ− S(W ). ✭✹✳✶✹✮

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

∇WS(W ) = ϕ,

∇ϕS
∗(ϕ) = W. ✭✹✳✶✺✮

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ G⋆(ϕ) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

G⋆(ϕ) = f(W ) · ϕ−G(W ), ✭✹✳✶✻✮

❡t ❞❡ ❢❛✐t
f(W ) = ∇ϕG

⋆(ϕ). ✭✹✳✶✼✮

▼❛❧❣ré ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥✱ s✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✻✮ ♥❡ ❞é✜♥✐t ♣❛s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ G s✬é❝r✐r❛✐t

G∗(ϕ) = W.ϕ−G(W ).

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✷✳ ◆♦✉s ❛tt✐r♦♥s ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❧❡❝t❡✉r s✉r ❧❛ s✉❜t✐❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ∗ ✭q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✮ ❡t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ⋆✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✸✳ ❬❇❛r✵✻❪ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥
❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ✭✹✳✶✶✮✱ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❡①✐st❡r ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ f(WL,WR,n) s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

(ϕR − ϕL) · (f(WL,WR,n)− f(ϕ(η)) · n) ≤ 0, ∀η ∈ [0, 1], ✭✹✳✶✽✮



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

♦ù ϕ(η) = ηϕR + (1− η)ϕL✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ W (ϕ) s❛t✐s❢❛✐t ❛❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rèt❡ ❧♦✲
❝❛❧❡ ✿ ∫

L
∂tS(W )dx+

∫

∂L
G(WL,WR,n)dν ≤ 0, ∀L ∈ T , ✭✹✳✶✾✮

♦ù ❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✹✳✷✷✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞✬❡♥tr♦♣✐❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rèt❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✿

∂t

∫

Rd

S(W )dx ≤ 0. ✭✹✳✷✵✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✹✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ s❛✉❢ à ❧✬♦r❞r❡ ✶✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡♠♣s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρ ✭q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s
❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮✮ ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ♥é❣❛t✐✈❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ●✐❜❜s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ψ = ϕ ❝♦♠♠❡
❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ✿

∫

L
∂tW · ϕdx−

∫

L
f(W )∂xi

ϕdx+

∫

∂L
f(WL,WR,n) · ϕLdν = 0. ✭✹✳✷✶✮

❖r ♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ϕ = ∇WS(W ) ❡t f(W ) = ∇ϕG
∗(ϕ)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t ✿

∫

L
∇WS(W )∂tWdx−

∫

L
∇ϕG

∗(ϕ)∂xi
ϕdx+

∫

∂L
f(WL,WR,n) · ϕLdν = 0,

s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ✿
∫

L
∂tS(W )dx+

∫

∂L
f(WL,WR,n) · ϕLdν −

∫

L
∇ϕG

∗(ϕ)dx = 0.

P❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿
∫

L
∂tS(W )dx+

∫

∂L
f(WL,WR,n) · ϕLdν −

∫

∂L
G∗(ϕL) · ndν = 0

■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡

G(WL,WR,n) := f(WL,WR,n) · ϕL −G∗(ϕL) · n. ✭✹✳✷✷✮

q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ S ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ D✱ ✐✳❡✳

G(WL,WR,n) = S(WL,WR,n) +D(WL,WR,n),

♦ù

S(WL,WR,n) = F (WL,WR,n) · ϕL + ϕR

2
− G∗(ϕL) +G∗(ϕR)

2
· n, ✭✹✳✷✸✮

❡t

D(WL,WR,n) = −1

2
(f(WL,WR,n) · (ϕR − ϕL)

− (G∗(ϕR)−G∗(ϕL)) · n) . ✭✹✳✷✹✮
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❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉① S(WL,WR,n) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❡t ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐✈❡ ❞✉ ✢✉① ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ G✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✻✮
❡t s✬é❝r✐t ✿

S(W,W,n) = (f(W,W,n) · ϕ−G∗(ϕ)) · n = G(W ).

▲❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞ér✐✈❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ✭✹✳✷✸✮ ✿

S(WL,WR,n) = −S(WR,WL,−n).

P♦✉r q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ✭✹✳✶✾✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞ét❡r♠✐✲
♥❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s s✉r ❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ f(WL,WR,n) ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿

D(WL,WR,n) ≥ 0.

❖r ❧❡ ✢✉① D ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

D(WL,WR,n) = −1

2
(f(WL,WR,n) · (ϕR − ϕL)− (G∗(ϕR)−G∗(ϕL)) · n)

= −1

2
(ϕR − ϕL) ·

(
f(WL,WR,n)−

∫ 1

0
∇ϕG

∗(ϕ(η)) · ndη
)

= −1

2
(ϕR − ϕL) ·

(
f(WL,WR,n)−

∫ 1

0
f(ϕ(η)) · ndη

)

= −1

2

(∫ 1

0
ϕ′(η) · (f(WL,WR,n)− f(W (ϕ(η))) · n) dη

)
.

❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❞✐ss✐♣❛t✐❢ D(WL,WR,n) s♦✐t ♣♦s✐t✐❢ ❡st
❞♦♥❝ q✉❡ ✿

(ϕR − ϕL) ·
(
f(WL,WR,n)−

∫ 1

0
f(ϕ(η)) · n

)
≤ 0, ∀η ∈ [0, 1], ✭✹✳✶✽✮

❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé
❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭✹✳✶✾✮✳ ❊♥ s♦♠♠❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛✲
❧✐té s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ✢✉① S(WL,WR,n) s❡
té❧❡s❝♦♣❛♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✭✹✳✷✵✮✳

P♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s♦✐t ❝♦rr❡❝t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡
✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮✳ ❉❛♥s ❬❇❛r✵✻❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ♣r♦♣♦s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ✢✉① ❞❡
▲❛①✲❋r✐❡❞r✐❝❤s✳ ▲❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❬❘✉s✻✶❪ s❛t✐s❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
◆♦t♦♥s A(W,n) = ∂W f i(W ) ·ni ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉①✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡
✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

F (WL,WR,n) =
f(WL) + f(WR)

2
· n− αWR +WL

2
,

♦ù
α = max

η
(ρ (A (W (ϕ(η)) ,n)) , ✭✹✳✷✺✮

♣♦✉r ϕ(η) = ηϕR + (1 − η)ϕL✱ η ∈ [0, 1]✱ ❡t ρ(A) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ A✳
▼✉♥✐ ❞❡ ❝❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ✭✹✳✷✵✮✳



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✺✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ α s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✺✮ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❝♦♠♣❧✐✲
q✉é ❡t ❡st r❡♠♣❧❛❝é✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❛r ✿

α = max (ρ (A (WL,n)) , ρ (A (WR,n))) .

❖❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡
∫
L∇ϕW (ϕ)ϕ′(t)eL,j · eL,i✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r✲

♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮✱ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s ✭♥♦t♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ∇ϕW (ϕ) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ S∗✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ♣✉✐s ❞✬✐♥✈❡rs❡r ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡
❡st ❧♦❝❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ L✱ ♠❛✐s ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ r❡st❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉s❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐✲
s✐t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s W ✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠❛ss❡ s♦✐t ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡✲
♠❡♥t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s
s♦♥t t♦✉t à ❢❛✐t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ❉ét❛✐❧❧♦♥s
à ♣rés❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ s✬♦❜t✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✹✳✶✮ ♣❛r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ψ ∈

(
P

k(L)
)m

❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡ s✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t L ❞❡ T ✳
❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ W ✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ϕ✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ (eL,i) ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ P

k(L) ✿

W (x, t) =

k∑

j=1

WL,j(t)eL,j(x). ✭✹✳✷✻✮

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ψ = eL,i✱ i = 1, . . . , k✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ s✬é❝r✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡
❝❡❧❧✉❧❡ L ∈ T ✿

W ′
L,j(t)

∫

L
eL,j · eL,i +

∑

R∈V(L)

∫

∂L
T

∂R
f(WL,jeL,j ,WR,jeR,j ,nL,R)eL,i

−
∫

L
fk · ∂keL,i = 0. ✭✹✳✷✼✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✻✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♦✉ ❧❡s ❛rêt❡s ❡st ♦❜t❡♥✉
♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss✳

▲❡ t❡r♠❡
∫
L eL,j · eL,i ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭✹✳✷✼✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ♠❛ss❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✐♥✈❡rs❡r ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré k✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ Pl ❝♦♠♠❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❛♥s L2✱ ♦♥ ❛ ✿

∫ 1

−1
Pl(s)Pl′(s)ds =

(
2

2l + 1

)
δll′ .

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ P♦✉r x ∈ L = [xj−1/2, xj+1/2]✱ ♦♥ ❡①♣r✐♠❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ WL ♣❛r ✿

W (x, t) =

k∑

l=0

W l
L(t)ωl

L(x),



✹✳✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ✼✾

❛✈❡❝ ωl
L(x) = Pl

(
2(x− xj)

h

)
❡t h = xj+1/2−xj−1/2 ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

W l
L(0) =

2l + 1

h

∫

L
W0(x)ω

l
L(x)dx, ∀l = 0, . . . , k,

❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭✹✳✷✼✮ s✬é❝r✐t ✿

d

dt
W l

L(t) +
2l + 1

h

(∫

∂L∩∂R
f(WL,WR,n)ωl

L −
∫

L
f(W (x, t)∂xω

l
L(x)dx

)
= 0.

❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ωl(xj+1/2) = Pl(1) = 1 ❡t ωl(xj−1/2) = Pl(−1) = (−1)l✳
◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❛♣rès s♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛✲

t✐♦♥ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ✭✹✳✷✼✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s
♦r❞✐♥❛✐r❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t ✿

d

dt
WL(t) = L(WL(t)), t ∈ [0, T ], ✭✹✳✷✽✮

WL(t = 0) = W0.

✹✳✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✭✹✳✷✽✮
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠❛✐❧❧❡ ❡t ❧✬✐♥té✲
❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ r❡✈✐❡♥t à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳ ❙✐ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥
❡s♣❛❝❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s
❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s
❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞✉ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳ ❖♥ s❡ ré❢èr❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈♦❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳ ❬❈❙✾✶✱ ❈❙✾✽✱ ❈❙✵✶❪✱ ❞❡ ❑✉❜❛t❦♦ ❡t ❛❧✳ ❬❑❉❲✵✽❪
❡t ❇✉r❜❡❛✉ ❡t ❛❧✳ ❬❇❙❇✵✶❪✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t st❛❜❧❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡
❞❡s ♦r❞r❡s é❧❡✈és✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s❝❤é♠❛s ●❉ ❛✈❡❝ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
❡♥ t❡♠♣s ♣❛r ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s
♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡s ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss✐t❡ k ❛♣♣❡❧s à
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ✭s✐ k ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✮✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♣❛s ❞❡ t②♣❡ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✱ q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✢✉①
♣❛r ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s ❧♦❝❛✉①✳ ❊♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ét❛❜❧✐ s✉r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝❡❧✲
❧✉❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ à ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s s❡❧♦♥ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s✳

✹✳✷✳✶ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✳

❙♦✐t (tn)n ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ [0, T ] ✿

0 = t0 < t1 < . . . tN = T.



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❖♥ ♥♦t❡ ∆tRK = tn − tn−1 ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳
❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r k ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡
♣❛r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré p = k − 1✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❘❑ s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à ✉♥ ♣❛s

Wn+1
L = Wn

L + ∆tRKΦ(tn,W
n
L ,∆tRK),

❙✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ k✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ Φ ♥é❝❡ss✐t❡ k é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡s ✢✉①✳
❙✉♣♣♦s♦♥s L ▲✲❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❡♥ WL✳ ❆❧♦rs Φ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ét❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆tRK ❡t ❞✬❡s♣❛❝❡ h ❞♦✐✈❡♥t
s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ ●❉✳ ◗✉❛♥❞
∆tRK ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ✿

∆tRK ≤
1

L
,

♦ù L ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ L✳ P❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ f(W ) = cW ✱ ♦ù c ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬♦♥❞❡✳ ❈♦❝❦❜✉r♥ ❡t ❙❤✉ ❬❈❙✵✶❪
♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞t✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

|c|∆tRK

h
≤ 1

2p+ 1
.

❈❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ L ✿

L ≃ c(2p+ 1)

h
.

P♦✉r ❧❡s ❝❛s p = 0 ❡t p = 1✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✬❛✈èr❡ ❡①❛❝t❡ ✭♦♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r p = 0✱ ❧❡ ❝❛s p = 1 ét❛♥t ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❈❙✾✶❪✮✳ P♦✉r p ≥ 2

❧❛ q✉❛♥t✐té
1

2p+ 1
❡st ♠♦✐♥s ❞❡ ✺✪ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲ ♦❜t❡♥✉❡s

♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❈♦❝❦❜✉r♥ ❡t ❙❤✉ ✭✈♦✐r t❛❜❧❡ ✷✳✷ ❞❡ ❬❈❙✵✶❪✮✳
❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❛s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✳ ❈♦♥s✐✲

❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✭✹✳✷✽✮ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭✹✳✷✼✮ ❛♣rès ✐♥✲
✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥tr❡ tn ❡t tn+1✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

Wn+1
L −Wn

L =

∫ tn+1

tn
L(WL(t))dt.

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s ❇❛s❤❢♦rt❤ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧✬✐♥té❣r❛♥❞❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡
❞r♦✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
Pr ❞❡ ❞❡❣ré r ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Pr(tn−i) = L(WL(tn−i)), ∀i = 0, . . . , r, ✭✹✳✷✾✮

Pr(t) =
∑

0≤i≤r

L(WL(tn−i))Li(t), ✭✹✳✸✵✮

♦ù Li(t) =
∏

0≤j≤r
j 6=i

t− tn−j

tn−i − tn−j
❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✳ ❖♥

✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✿

bi =
1

∆tAB

∫ tn+1

tn

Li(t)dt.



✹✳✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ✽✶

❖r❞r❡ ❆✲❇ β

r + 1 = 1 1
r + 1 = 2 2
r + 1 = 3 3.66
r + 1 = 4 6.66
r + 1 = 5 12.24

❋✐❣✳ ✹✳✷✳✶ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ à r + 1 ♣❛s s✬é❝r✐t ✿

Wn+1
L = Wn

L + ∆tAB
∑

0≤i≤r
biL(WL(tn−i))✱ n ≥ r✱

tn+1 = tn + ∆tAB✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✿ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs W 0
L, . . . ,W

r
L✱

♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳ ❯♥❡ s❡✉❧❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
L ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛
❞✬♦r❞r❡ k✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❑ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❇ ✿

∆tRK = k∆tAB.

❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ❡st ♣❧✉s
r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st st❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ β
t❡❧ q✉❡ ✿

∀n,
r∑

i=0

|bi| ≤ β.

❖♥ r❡♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷✳✶ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs β ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞✐✛ér❡♥ts ♦r❞r❡s
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ❬❈▼✽✹❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ f(W ) = cW ✱ ♦♥
❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❝♦✉♣❧é à
❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ✿

∆tAB ≤
h

|c|(2p+ 1)β
≃ 1

Lβ
.

❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ❡st ❝♦♠♣ét✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❛ré à ❘✉♥❣❡✲
❑✉tt❛ t❛♥t q✉❡ β ≃ k✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡r❛ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❛✉ ❝❛s r = 2✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞✬♦r❞r❡ k = 3✳

❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞✉ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉ ♣❛r ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❝❡rt❛✐♥s t❡♠♣s

t0 < t1 < · · · < tn < . . .



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts Wn(·) ≃W (tn, ·) ∈ Eh✳ ❆♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✷✼✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

(WL,j(t
n+1) − WL,j(t

n))

∫

L
eL,j · eL,idx+

∫ tn+1

tn

∑

R∈V(L)

∫

∂L
T

∂R

f(WL,jeL,j ,WR,jeR,j ,nL,R)eL,idνdt

−
∫ tn+1

tn

∫

L
fk · ∂keL,idxdt = 0. ✭✹✳✸✶✮

▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧és ✢✉① ❡t s♦♥t ♥♦tés ✿

FL/R,i(t) =

∫

∂L∩∂R
f(WL,jeL,j ,WR,jeR,j ,nL,R)eL,idν. ✭✹✳✸✷✮

▲❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s ✿

SL,i(t) =

∫

L
fk · ∂keL,idx. ✭✹✳✸✸✮

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭✹✳✷✼✮ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

(WL,j(t
n+1)−WL,j(t

n))

∫

L
eL,j · eL,idx +

∑

R∈V(L)

∫ tn+1

tn
FL/R,i(t)dt −

∫ tn+1

tn
SL,i(t)dt = 0. ✭✹✳✸✹✮

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ♥é❝éss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❡t ❞❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t r + 1 ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s
✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s F̃ ❡t S̃ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ✿

F̃L/R,i(t
n−l) = FL/R,i(t

n−l), ✭✹✳✸✺✮

S̃L,i(t
n−l) = SL,i(t

n−l), ✭✹✳✸✻✮

♣♦✉r l = 0 . . . r✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t st♦❝❦❡r ❧❡s ✢✉① FL/R ❛✉① ❛rêt❡s ❡t ❧❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s SL

❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❛✉① r+1 ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡q✉✐❡rt é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r ♦✉ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✭❧❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❡♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✺ ✉t✐❧✐s❡♥t
✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r✮✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡s t❡r♠❡s
s♦✉r❝❡s ❡t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ F̃L/R,i(t) ❡t

S̃L,i(t) s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [tn, tn+1] ✿
∫ tn+1

tn

∫

∂L∩∂R
f(WL,jeL,j ,WR,jeR,j ,nL,R)eL,idνdt ≃

∫ tn+1

tn
F̃L/R,i(t)dt, ✭✹✳✸✼✮

∫ tn+1

tn

∫

L
fk · ∂keL,idxdt ≃

∫ tn+1

tn
S̃L,i(t)dt.✭✹✳✸✽✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧✳



✹✳✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ✽✸

✹✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧

❉❛♥s ❬❖❙✽✸❪✱ ❖s❤❡r ❡t ❙❛♥❞❡rs ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s❝❤é♠❛ à ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
❧♦❝❛❧ ✿ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é✈♦❧✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥trô❧és ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡
♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❯♥❡ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❇❛r❜❡r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇❍❘✵✸❪✳ ▲❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼ü❧❧❡r ❡t ❙t✐r✐❜❛ ❬▼❙✵✼❪ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡✱ ❛❞❛♣té ❛✉① ❣r♦ss❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé
❡♥ s♦✉s✲♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓ ♠✐❝r♦ ✔ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts
❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❧✉s ✜♥❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✓ ♠✐❝r♦ ✔ ♣❛s✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
t❛✐❧❧❡ s♦♥t tr❛✐té❡s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st s②♥❝❤r♦♥✐sé❡ s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ t♦✉t ❡♥t✐èr❡ ✉♥❡ ❢♦✐s
❧❡ ✏♠❛❝r♦✑ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❛tt❡✐♥t✳

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
❧♦❝❛❧✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s

❆✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ st❛♥❞❛r❞ à ✉♥ ♣❛s✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛
♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✿

∆t = CFL
hmin

λmax
,

♦ù λmax ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r
❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❣r♦ss❡s ❡t ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❆✉ss✐ ❡st✲✐❧ ♣ré❢ér❛❜❧❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ L ❡st
❛ttr✐❜✉é ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❈❋▲✱ ❞ét❡r♠✐♥é s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✿

hL =
|L|
|∂L| , ✭✹✳✸✾✮

hmin = min
L∈T

hL, ✭✹✳✹✵✮

hmax = max
L∈T

hL. ✭✹✳✹✶✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❯♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ▲ ❡st ❞✐t❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ n s✐

2nhmin ≤ hL < 2n+1hmin. ✭✹✳✹✷✮

❖♥ ♥♦t❡ level(L) = n✳

▲❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ n = 0 ❡t ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❞❡
♥✐✈❡❛✉ ✿

N =

[
log2

(
hmax

hmin

)]
.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ∂L ∩ ∂R = L/R ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

level(L/R) := min(level(L), level(R)). ✭✹✳✹✸✮

▲❡ ♠❛❝r♦ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❣r❛♥❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈ér✐✜❡ ✿

∆t = CFL
hmax

hmin
2N .

❖♥ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ✿

∆t ≤ CFLhmax

λmax
.



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ t❡♠♣s s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

P♦✉r ✐ ❞❡ ✶ à 2N ❢❛✐r❡
❙♦✐t ❥ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ 2j ❞✐✈✐s❡ ✐✳
P♦✉r P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s L/R ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ≤ j ❢❛✐r❡

■♥té❣r❡r ❧❡ t❡r♠❡ FL/R s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
2j−N∆t✳
❉✐str✐❜✉❡r ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s L ❡t R✳

❋✐♥ P♦✉r
P♦✉r P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s L ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ≤ j ❢❛✐r❡

■♥té❣r❡r ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ SL s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧♦♥✲
❣✉❡✉r 2j−N∆t✳
❉✐str✐❜✉❡r ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

❋✐♥ P♦✉r
▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ≤ j✳

❋✐♥ P♦✉r

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✿ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧✳

❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ✢✉① s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣❧✉s ❞❡ ❢♦✐s s✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ❛rêt❡s q✉❡
s✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ♠❛✐s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞✐str✐❜✉és ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
❧❡ s❝❤é♠❛ r❡st❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡♥ t❡♠♣s✳

■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉✬à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞✬❖s❤❡r✲❙❛♥❞❡rs✱ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❬▼❙✵✼❪ ❬❚❲✵✻❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❛✉ t❡♠♣s n + 1 ♥✬❡st ♣❛s ♠✐s❡ à ❥♦✉r à t♦✉s ❧❡s ♠✐❝r♦✲♣❛s
❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
Wn ❡①✐st❛♥t❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦✲♣❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖s❤❡rs✲❙❛♥❞❡rs ❬❖❙✽✸❪ ❡t ▼ü❧❧❡r✲❙t✐r✐❜❛
❬▼❙✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ✐❧❧✉stré❡s ❡♥ ✜❣✉r❡s ✹✳✷✳✷ ❡t ✹✳✷✳✸✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼ü❧❧❡r✲❙t✐r✐❜❛ ❬▼❙✵✼❪ ❡st ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ ♠❛✐s ❝♦♥s✐st❛♥t❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t très s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬◆❣✉✵✾❪ ♣♦✉r
❞❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧ ❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡
✢✉① ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❬❖❙✽✸❪ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ♦❜✲
t❡♥✉❡s ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t ♠❛❝r♦ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❆✉ ♠✐❝r♦ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s δt0✱ s❡✉❧❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ k = 0 ❡st ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳ ❆✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠✐❝r♦ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ✐❧ ②
❛ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧✉❧❧❡s Ci ❡t Ci+1✳ ▲❡s ✢✉① s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t tn ♣♦✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci+1 ❡t à ❧✬✐♥st❛♥t tn + δt0 ♣♦✉r ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ Ci✳
▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✐téré s❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳ ■❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❚❲✵✻❪ q✉❡ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s✐st❛♥t❡✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬▼❙✵✼❪ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛✳
❊❧❧❡ ❝♦♥st✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❛✉① ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s
❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❆✉ t❡♠♣s tn + δt0✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ wn,(1)

i ❡st

♠✐s❡ à ❥♦✉r✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ wn,(1)
i+1 ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❝r♦ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s

δt0✳ ❆✉ ♠✐❝r♦ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t s②♥❝❤r♦♥✐sé❡s ✿ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
w

n,(2)
i+1 ❡st ❛❧♦rs ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡①❛❝t✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡



✹✳✸ ▲✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡s ✽✺

❋✐❣✳ ✹✳✷✳✷ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ✿ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❖s❤❡r✲❙❛♥❞❡rs ❬❖❙✽✸❪✳

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❧❡ ♠❛❝r♦ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❛tt❡✐♥t ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳

❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧ ❡st q✉❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t s✐ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ à ♣❡✉ ♣rès éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡
❣❛✐♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 2N ✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été
♣❛r ❞❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳✸✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ♠♦❞✐✜é ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❛❞♠❡tt❡ ✽
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❈❋▲✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❛✈❡❝ ❈❋▲ ❂ ✵✳✷ ❡t tfinal = 1 s✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉①✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞❡ ✷✳✾ s ❝♦♥tr❡ ✺✶ s
❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❣❧♦❜❛❧✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳✹✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ t②♣❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✳ ▲❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé s✉✐✈❛♥t ✼ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❈❋▲ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✹✮✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥
s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❈❋▲❂✵✳✸ ❡t tfinal = 0.5 s✳ ❯♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞✉r❡ ✶✶✷✳✽✶ s✳ ❝♦♥tr❡ ✸✹✳✷✾ s✳ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉①✳

✹✳✸ ▲✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡s

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ●❉ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥t✐✲
♥✉✐té ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❋✐❣✳ ✹✳✷✳✸ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ✿ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼ü❧❧❡r✲❙t✐r✐❜❛ ❬▼❙✵✼❪ ✳

é❧❡✈é ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❙✐ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠❛✐❧❧❡✱
❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭❞✉❡ ❛✉ ❞é❝❡♥tr❡♠❡♥t✮ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ♠♦♥♦✲
t♦♥✐❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ♣❧✉s é❧❡✈é ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❞❡ t②♣❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ●✐❜❜s✱
♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡s ♣rès ❞❡s ❝❤♦❝s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r
❞❡ ♣❡♥t❡s ♣♦✉r ♣ré✈❡♥✐r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬❡①tr❡♠❛ ❧♦❝❛✉① ❡t ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉
s❝❤é♠❛✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡✉rs ❞❡ ♣❡♥t❡ ❡st ❛❜♦♥❞❛♥t❡✳ ❖♥ s❡
ré❢èr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❬❈❙✾✶❪ ❡t ❬❇❙❇✵✶❪✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ●❉ ❝♦✉✲
♣❧é❡s à ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❝✐✲❛♣rès ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r très s✐♠♣❧❡✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡t
❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳

❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ L✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✐♠✐t❡✉rs ✐♥✐t✐t❛❧✐sés à ✶ ✿

βi
L = 1, i = 1, . . .m.

▲❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ ❖♥
♥♦t❡ WL ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ L ✿

WL(t) =
1

|L|

∫

L
W (x, t)dx.

❆♣rès ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛✲
t✐✈❡s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♠✐té❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ✿

W̃ i
L(t) = βi

LW
i
L(t) + (1− βi

L)W
i
L. ✭✹✳✹✹✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✶✳ ❙✐ βi
L = 0✱ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r

♠♦②❡♥♥❡ WL s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ L✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳



✹✳✸ ▲✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡s ✽✼

0 3 6

A scalar view

❋✐❣✳ ✹✳✷✳✹ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ à ✼ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❈❋▲✳



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ▲❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❡st ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡t ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ WL s✉r
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ L ❞♦♥♥é❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❡st ❡♥tr♦✲
♣✐q✉❡ ✐✳❡✳

1

|L|

∫

L
S(W̃L)(x, t)dx ≤ 1

|L|

∫

L
S(WL)(x, t)dx.

▲✬❡♥tr♦♣✐❡ S ét❛♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❏❡♥s❡♥ ❛ss✉r❡ ✿

S(WL)(t) = S

(
1

|L|

∫

L
WL(x, t)dx

)
≤ 1

|L|

∫

L
S(WL)(x, t)dx.

❖r ♦♥ ❛ ✿

1

|L|

∫

L
S(W̃L)(x, t)dx =

1

|L|

∫

L
S(βLWL(x, t) + (1− βL)WL(x, t))dx

≤ βL

|L|

∫

L
S(WL)(x, t)dx+

1− βL

|L|

∫

L
S(WL)(x, t)dx

≤ 1

|L|

∫

L
S(WL)(x, t)dx,

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

▲❛ ✈❛❧❡✉r βi
L ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞✬❛♣rès ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s L/R ❞❡ L ❢❛✐r❡

P♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ●❛✉ss ● ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❢❛✐r❡
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢❛✐r❡

❙✐ ✭❧✬✐♥é❣❛❧✐té (wi
L ≤ W̃ i

L(G) ≤ wi
R) ❡st ❢❛✉ss❡✮ ❆❧♦rs

βi
L = max

(
min

(
βi

L,
wi

R − wi
L

wi(G)− wi
L

)
, 0

)

❋✐♥ ❙✐

❋✐♥ P♦✉r

❋✐♥ P♦✉r

❋✐♥ P♦✉r

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✿ ▲✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡s✳

✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ▼❍❉

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭▼❍❉✮ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❤②✲
♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ■❧ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ❡t ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ s✉♣♣♦sé ♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st❡✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦✉♣❧é à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ B ∈ R

3

∇ ·B = 0. ✭✹✳✹✾✮



✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✽✾

❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐t ✭✹✳✹✾✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡①❛❝t❡ ❧❛ s❛t✐s❢❡r❛ ❡♥ t♦✉t t❡♠♣s✳ P♦✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é✲
❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥

∂tB +∇× (B× u) = 0, ✭✹✳✹✽✮

q✉✐ ❞é❝r✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭u ∈ R
3 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✮✳

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞✬✉♥ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧ ❞✐s❝r❡t ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✱
❞❡s ❡rr❡✉rs ♣r♦✈❡♥❛♥ts ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✹✾✮ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à s✬❛♠♣❧✐✜❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❡ s②stè♠❡ s❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ét✉❞✐é ♣❛r ❇❛❧s❛r❛ ❡t
❙♣✐❝❡r ❬❇❙✾✾❪ ♦✉ ❇r❛❝❦❜✐❧❧ ❡t ❇❛r♥❡s ❬❇❇✽✵❪ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs s❝❤é♠❛s ♦♥t
été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
♥✉❧❧❡✳

❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ✭❞✐t❡s ✓ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ tr❛♥s♣♦rt ♠❡t❤♦❞s ✔✮ r❡♣♦s❡ s✉r
✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❞❡
s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à
③ér♦✳ ❉✬❛❜♦r❞ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♣❛r ❨❡❡ ❬❨❡❡✻✻❪✱ ❝❡ s❝❤é♠❛
❡st ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ♣❛r ❇r❡❝❤t ❡t ❛❧✳ ❬❇▲❋❍✽✶❪ ♣✉✐s ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ♣❛r ❉❡❱♦r❡ ❬❉❡❱✾✶❪ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✉❧t❡r❛ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❞❡ ❬❉❑❑+✵✷❪✮✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ▲✐ ❡t ❙❤✉ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s✲
❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ❬▲❙✵✺❪✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝❤♦✐s✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r P♦✇❡❧❧ ❬P♦✇✾✹❪ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ▼❍❉✳ ❉❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s à ∇ · B s♦♥t ❛❥♦✉tés ❛✉ s②stè♠❡✳
▲❡ s②stè♠❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✱ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t
❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❉❡❞♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬❉❑❑+✵✷❪✳ ■❧s ✉t✐✲
❧✐s❡♥t ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣♦✉r ❝♦✉♣❧❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉①
éq✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t tr❛♥s♣♦r✲
té❡s ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t s♦♥t ❛✐♥s✐ é✈❛❝✉é❡s ✭♦♥
♣❛r❧❡ ❞❡ ✓ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ✔✮✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦❤②❞r♦❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ✐❞é❛❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ❣❛✉❝❤❡
à ✉♥ ét❛t ❞r♦✐t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉① ❝♦ï♥✲
❝✐❞❡♥t✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❧✉s str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭t♦✉t❡❢♦✐s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡✲
♠❡✉r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✮✳ ❉❡ ❢❛✐t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s s♦✐t ✈r❛✐✲
♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s♦✐t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é❣é♥érés✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ❞❡s ♦♥❞❡s ♥♦♥
ré❣✉❧✐èr❡s ❝♦♠♠❡s ❞❡s ❝❤♦❝s ❝♦♠♣♦sés✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ❛ ❧❛r✲
❣❡♠❡♥t été ét✉❞✐é ♣❛r ❚♦rr✐❧❤♦♥ ❬❚♦r✵✸❜✱ ❚♦r✵✸❛❪✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✉❧t❡r
❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❲❡s❡♥❜❡r❣ ❬❲❡s✵✸❪✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬♦♥❞❡s ❡t
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧✐✜és✳ ❉❛♥s s❛ t❤ès❡✱ ❘✳
❙✳ ▼②♦♥❣ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s à tr♦✐s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ q✉✬✐❧ ♦❜t✐❡♥t
❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✹✺✮✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
s②stè♠❡ ❡st ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡ ❡t ♣ré❝è❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦✲
❝✐é✳ ▲❡ s②stè♠❡ s✐♠♣❧✐✜é ❛❞♠❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✐❞é❛❧❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s❡r❛ ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❞❡s t❡sts
♥✉♠ér✐q✉❡s✳



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

✹✳✹✳✶ ▼♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥
✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s
s♦♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρ✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u ∈ R

3✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ e✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p ❡t
❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ B ∈ R

3✳ ❚♦✉t❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ x ∈ R
3 ❡t

❞✉ t❡♠♣s t ∈ R
+✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❡t ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ❛♣rès q✉❡❧q✉❡s

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ❡st ❢♦r♠é ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛ss❡✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

∂tρ+∇ · (ρu) = 0 ✭✹✳✹✺✮

∂t(ρu) +∇ ·
(
ρu⊗ u + (p+

B ·B
2

)I −B⊗B

)
= 0 ✭✹✳✹✻✮

∂t(Q) +∇ ·
((

Q+ p+
B ·B

2

)
u− (B · u)B

)
= 0 ✭✹✳✹✼✮

∂tB +∇ · (u⊗B−B⊗ u) = 0 ✭✹✳✹✽✮

♦ù Q = ρe +
ρu · u

2
+

B ·B
2

❞és✐❣♥❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ I

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ p ❡st r❡❧✐é❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ e ❡t à ❧❛
♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡
❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ✿

p = Π(ρ, e) = (γ − 1)ρe,

♦ù γ > 1 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②tr♦♣✐q✉❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✳✶✳ ▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❣❛③ ré❡❧s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ s♦♥t
❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❲❡s❡♥❜❡r❣ ❬❲❡s✵✸❪✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✭✹✳✹✽✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∂tB +∇× (B× u) = 0,

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✿

∂t(∇ ·B) = 0.

▲❡ s②stè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✿

∇ ·B = 0, ✭✹✳✹✾✮

s✐ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t = 0✳

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡✉t ♠❡♥❡r à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s sé✈èr❡s✳ ❆✉ss✐ ❝❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs
❬❉❑❑+✵✷❪ ❬▼❖❙+✵✵❪ ❬P♦✇✾✹❪ s✉❣❣èr❡♥t✲✐❧s ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r✲
❣❡♥❝❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ψ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✹✺✮✲✭✹✳✹✽✮ ❞❡ ❧❛



✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✾✶

♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂tρ+∇ · (ρu) = 0 ✭✹✳✺✵✮

∂t(ρu) +∇ ·
(
ρu⊗ u + (p+

B ·B
2

)I −B⊗B

)
= 0 ✭✹✳✺✶✮

∂t(Q) +∇ ·
((

Q+ p+
B ·B

2

)
u− (B · u)B

)
= 0 ✭✹✳✺✷✮

∂tB +∇ · (u⊗B−B⊗ u + ψI) = 0 ✭✹✳✺✸✮

∂tψ +∇ · (c2hB) = 0 ✭✹✳✺✹✮

▲❛ q✉❛♥t✐té ψ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✓ ♥❡tt♦②❡r ✔ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✿ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s♦♥t
tr❛♥s♣♦rté❡s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ch ❡t s♦♥t ❛♠♦rt✐❡s s✉✐✈❛♥t ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛❞éq✉❛t❡s✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ch ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ch ❞♦✐t êtr❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✬♦♥❞❡
❞✉ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭✹✳✹✺✮✲✭✹✳✹✽✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✳✷✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ s✐ ∇ ·B = 0 ❡t s✐ ψ = cste✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♠♦❞✐✜é
✭✹✳✺✵✮✲✭✹✳✺✹✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭✹✳✹✺✮✲✭✹✳✹✽✮✳

❍②♣❡r❜♦❧✐❝✐té

▲❡s s②stè♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡

∂tW +

d∑

i=1

∂xi
f i(W ) = 0,

❛✈❡❝ d = 3 ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡ ✢✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✺✵✮✲✭✹✳✺✹✮
❡st ✿

f(W,n) =




ρu · n
ρ(u · n)u +

(
p+

B ·B
2

)
n− (B · n)B

(
Q+ p+

B ·B
2

)
u · n− (B · u)(B · n)

(u · n)B− (B · n)u + ψn

c2hB · n




. ✭✹✳✺✺✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉① ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

A(W,n) = ∂W f i(W ) · ni.

❖♥ ♥♦t❡ b ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✿

b = B · n,

❡t B⊥ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳ ▲❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❆❧❢✈é♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ca =
b√
ρ
. ✭✹✳✺✻✮



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

▲❡s ✈✐t❡ss❡s ♠❛❣♥ét♦❛❝♦✉st✐q✉❡s r❛♣✐❞❡ ❡t ❧❡♥t❡ s♦♥t ✿

cf,s =

√√√√1

2

(
b2 +B2

ρ
+ a2

)
±
√

1

4

(
b2 +B2

ρ
+ a2

)2

− a2b2

ρ
. ✭✹✳✺✼✮

▲❛ ✈✐t❡ss❡ a ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ✿

a =

√
γp

ρ
.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A(W,n) s♦♥t ✿

λ1 = −ch,
λ2 = u · n− cf , λ3 = u · n− ca, λ4 = u · n− cs,
λ5 = u · n,
λ6 = u · n + cs, λ7 = u · n + ca, λ8 = u · n + cf ,
λ9 = ch.

.

▲❡s ♦♥❞❡s ✷ ❡t ✽ ✭r❡s♣✳ ✹ ❡t ✻✮ s♦♥t ❞✐t❡s ♦♥❞❡s ♠❛❣♥ét♦❛❝♦✉st✐q✉❡s r❛♣✐❞❡s
✭r❡s♣✳ ❧❡♥t❡s✮✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✸ ❡t ✼ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ♦♥❞❡s ❞✬❆❧❢✈é♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✺✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ré❡❧❧❡s ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✺✵✲✹✳✺✹✮ ❡st
t♦✉❥♦✉rs ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ❡st ❞♦♥❝ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❬❘❇✾✻❪✳

✹✳✹✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✿ ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
s✐♠♣❧✐✜é

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥✐t❛❧ à s❡♣t éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✹✺✲✹✳✹✽✮✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ u =
(ux, uy, uz)

T ✱ B = (b, By, Bz)
T ✱ ❡t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ B⊥ = (By, Bz)

T ✳ ▲❡s ✈✐t❡ss❡s
❞✬♦♥❞❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ (λi − u · n) s♦♥t

0, ±cs, ±ca, ±cf ,

❖♥ ♥♦t❡ a ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ✈ér✐✜❛♥t a =

√
γ
p

ρ
✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ❖♥

❞és✐❣♥❡ ♣❛r ri ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s à ❞r♦✐t❡ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t
∇λi · ri ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ s✐❣♥❡ ❡t s✬❛♥♥✉❧❡r ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts✳ ◗✉❛♥❞

B⊥ ·B⊥ = 0,

❛❧♦rs
cs = ca, cf = ca, ♣♦✉r a > ca,
cf = ca, cs = a, ♣♦✉r a < ca.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬♦♥❞❡ ❞✬❆❧❢✈é♥ ✐♥t❡r❢èr❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♥❞❡s ♠❛❣♥ét♦❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞

B⊥ ·B⊥ = 0

❡t ca = a✱ ❛❧♦rs
cs = c1 = cf = a.

❈❡t ét❛t ❡st ❛♣♣❡❧é ♣♦✐♥t tr✐♣❧❡ ✏♦♠❜✐❧✐q✉❡✑✳ ■❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡
❞✬❆❧❢✈é♥ ❡t ❞❡s ♦♥❞❡s ♠❛❣♥ét♦❛❝♦✉st✐q✉❡s ❧❡♥t❡s ❡t r❛♣✐❞❡s✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡



✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✾✸

❞✉ ✢✉① ❞❡♠❡✉r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ♥✬❡st ♣❧✉s str✐❝t❡♠❡♥t
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣❡✉t ❛❞♠❡ttr❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❚♦r✲
r✐❧❤♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡①❛❝t ❡t ét✉❞✐❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✉♥✐❝✐té
❞❛♥s ❬❚♦r✵✸❜❪ ❡t ❬❚♦r✵✸❛❪✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❲❡✲
s❡♥❜❡r❣ ❬❲❡s✵✸❪✳

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐✈❡ à ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡
♠♦❞è❧❡ 3× 3 ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ▼②♦♥❣ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬▼②♦✾✻❪✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♦♥❞❡s
❞❡ ❧❛ ▼❍❉✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ♦♠❜✐❧✐q✉❡✱ ♣❡✉t êtr❡ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
♣❤❛s❡s à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s✐① ♦♥❞❡s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬♦♥❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ à λ5 = u · n✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3 × 3 ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ s✐♥❣✉❧❛r✐té s❡ ❞é❞✉✐t
❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✹✺✮✲✭✹✳✹✽✮ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥ ux ❡t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡♥
By ❡t Bz✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

∂tW + ∂xf(W ) = 0,

W =




ρux

By

Bz


 , f(W ) =




ρu2
x + p+

B2
y +B2

z

2
Byux −Bxuy

Bzux −Bxuz


 .

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿

Bx = 1, ρ = 1, uy ≃ By, uz ≃ Bz.

▲❛ ✈✐t❡ss❡ ux ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ q✉❡ a✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ p ∼ u2
x✳ ❖♥ tr♦✉✈❡

❛❧♦rs
∂tW + ∂xf(W ) = 0,

W =




ρux

By

Bz


 , f(W ) =




1

2

(
au2

x +B2
y +B2

z

)

(ux − 1)By

(ux − 1)Bz


 .

✭✹✳✺✽✮

▲❛ q✉❛♥t✐té ux tr❛❞✉✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t a ❝♦♥trô❧❡ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬ét✉❞❡✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥
sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t tr✐♣❧❡ W ∗ = (1/(1− a), 0, 0) ✿

f(W ) = f(W ∗) + df(W ∗)(W −W ∗) +O(W −W ∗)2.

◆♦t♦♥s fT ❧❛ ❢♦r♠❡ tr♦♥q✉é❡ ✿

fT (W ) = f(W ∗) + df(W ∗)(W −W ∗). ✭✹✳✺✾✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ df(W ∗) ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t dT f(W ) ❛ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✐st✐♥❝t❡s
∀W ∈ R

3 \W ∗✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✺✽✮ ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é s✐ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ f(W ) − f(W ∗)
♣❛r f(W )✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ✿

df(W ∗) = λI,

♣♦✉r λ =
a

1− a ✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s t❡r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ✭✹✳✺✾✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❧✐♠✐♥és ❡♥

❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x′ = x− λt✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ (W −



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

W ∗) ♣❛r W ❡t ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ W = 2W ′✳ ◆♦t❛♥t u = ux✱ v = By

❡t w = Bz✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∂tW + ∂xf(W ) = 0,

W =




u
v
w


 , f(W ) =




au2 + v2 + w2

2uv
2uw


 .

✭✹✳✻✵✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡ ❡t ♠❡ttr❡
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❞é❢❛✉t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ▲❛①✳

❍②♣❡r❜♦❧✐❝✐té

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉① f ❡st ✿

A(W ) =




2au 2v 2w
2v 2u 0
2w 0 2u


 . ✭✹✳✻✶✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ré❡❧❧❡s✳ ▲❡ s②stè♠❡
❡st ❞♦♥❝ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❆♣rès ❝❛❧❝✉❧s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐sé♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉
s②stè♠❡ ✿

λs = (a+ 1)u− r, λa = 2u, λf = (a+ 1)u+ r,

❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és

rs =




1
2λs − u

v
w


 , ra =




0
w
−v


 , rf =




1
2λf − u

v
w


 .

❛✈❡❝ r =
√

(a− 1)2u2 + 4(v2 + w2). ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s a = 1✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s❡ s✐♠♣❧✐✜❡♥t

λs = 2u− 2r, λa = 2u, λf = 2u+ 2r,

rs =



−r
v
w


 , ra =




0
w
−v


 , rf =




r
v
w


 ,

✭✹✳✻✷✮

❛✈❡❝ r =
√
v2 + w2✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❧✐é à ❧✬♦♥❞❡ A✱ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré✱ t❛♥❞✐s q✉❡

❧❡s ❝❤❛♠♣s s ❡t f s♦♥t ✈r❛✐♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳

❊♥tr♦♣✐❡

▲❡ s②stè♠❡ ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s W =
(u, v, w)T ✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ϕ ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐✈❡s W ✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼♦❝❦ ❬▼♦❝✽✵❪ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡
❡♥tr♦♣✐❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐❝✐ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✻✳ ❙♦✐❡♥t ❧❡s q✉❛♥t✐tés

S =
1

2

(
u2 + v2 + w2

)
, ✭✹✳✻✸✮

G = 2u

(
au2

3
+ v2 + w2

)
. ✭✹✳✻✹✮

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (S,G) ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❡♥tr♦♣✐❡✲✢✉① ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✳



✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✾✺

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿

∇WS(W ) = ϕ, ✭✹✳✻✺✮

f(W ) = ∇ϕG
⋆(ϕ), ✭✹✳✻✻✮

G⋆(ϕ) = f(w) · ϕ−G(w), ✭✹✳✻✼✮

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ⋆ ♥❡ tr❛❞✉✐t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✭✈♦✐r r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✷✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✻✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ S✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ G⋆ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✹✳✻✻✮ ✿

G⋆ = a
u3

3
+ uv2 + uw2. ✭✹✳✻✽✮

P❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✻✼✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✻✹✮ ❞✉ ✢✉① ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ G✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s Y = (u, r, θ)T ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✿

∂tY +B(Y )∂xY = 0,

Y (0, x) =

{
YL, s✐ x < 0,
YR, s✐ x > 0,

❛✈❡❝ B(Y ) =




2au 2r 0
2r 2u 0
0 0 2u


 .

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ✿

r′s =



−1
1
0


 , r′a =




0
0
1


 , r′f =




1
1
0


 .

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✼✳ ▲❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐és ❛✉① tr♦✐s ❝❤❛♠♣s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ✿

R1
s = θ, R2

s = u+ r,
R1

a = u, R2
a = r,

R1
f = θ, R2

f = u− r.
✭✹✳✻✾✮

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✻✵✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❝♦♥♥✉s
❧❡s ét❛t ❣❛✉❝❤❡s ❡t ❞r♦✐ts WL ❡t WR✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ét❛ts ❝♦♥st❛♥ts
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s sé♣❛rés ♣❛r ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤♦❝s ♦✉ ❞❡ ❞ét❡♥t❡✳

❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ✉♥ ét❛t ✐♥❞✐❝é (0)✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬ét❛t (1) ❝♦♥♥❡❝té à ❝❡t
ét❛t ♣❛r ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t ♦♥t ♣♦✉r ❢♦r♠❡
❣é♥ér❛❧❡ ✿

nt[w] + nx[F (W )] = 0, ✭✹✳✼✵✮



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❋✐❣✳ ✹✳✹✳✶ ✕ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t ✭✹✳✼✻✮

♦ù −→n = (nx, nt) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❛✉ ❝❤♦❝ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (x, t) ❡t [·] ❞és✐❣♥❡ ❧❡
s❛✉t à ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✵✮ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✿

nt(W1 −W0) + nx(F (W1)− F (W0)) = 0. ✭✹✳✼✶✮

❙♦✐t σ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ s✬é❝r✐t ✿

−→n =

(
1
−σ

)
. ✭✹✳✼✷✮

❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Y =
1

2
(Y0 + Y1)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✽✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

σ(u1 − u0) = 2cu(u1 − u0) + 2v(v1 − v0) + 2w(w1 − w0) ✭✹✳✼✸✮

σ(v1 − v0) = 2v(u1 − u0) + 2u(v1 − v0), ✭✹✳✼✹✮

σ(w1 − w0) = 2w(u1 − u0) + 2u(w1 − w0). ✭✹✳✼✺✮

❉❡ ♣❧✉s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✾✳ ▲❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❝❤♦❝
♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✻✵✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ ❧❛ ✶✲♦♥❞❡ s♦♥t ✿

R1
s = θ, R2

s = u+ r.

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✼✹✮ ❡t ✭✹✳✼✺✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ❡♥❝♦r❡ ✿

(σ − 2u)(v1 − v0) = 2v(u1 − u0),

(σ − 2u)(w1 − w0) = 2w(u1 − u0).

❙✐ σ 6= 2u✱ ♦♥ ❛ ✿

v1 − v0 =
v

w
(w1 − w0),



✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✾✼

s♦✐t ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳✷✮ ✿
v1 − v0
w1 − w0

=
v

w
. ✭✹✳✼✻✮

▲❡ r❛t✐♦ ét❛♥t ❝♦♥st❛♥t✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ❝❤♦❝✳
❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t θ ❝♦♥st❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ét✉❞✐❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
♣♦❧❛✐r❡s✳ ▲❡s ét❛ts (0) ❡t (1) s♦♥t

Y0 =




u1

r1 cos θ1
r1 sin θ1


 ❡t Y1 =




u1

r1 cos θ0
r1 sin θ0


 .

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❍✉❣♦♥✐♦t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s s♦♥t ✿

σ1(u1 − u0) = 2u(u1 − u0) + 2r(r1 − r0), ✭✹✳✼✼✮

σ1(r1 − r0) = 2u(r1 − r0) + 2r(u1 − u0). ✭✹✳✼✽✮

❛✈❡❝ σ1 = 2u− 2r. ❆♣rès s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✼✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

(2u− 2r)(u1 − u0) = 2u(u1 − u0) + 2r(r1 − r0),

s♦✐t
u1 = u0 − r1 + r0 ✭✹✳✼✾✮

▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ A ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛♥t à ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞✉ ❝❤♦❝✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱
♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ f ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

u1 = u0 + r1 − r0. ✭✹✳✽✵✮

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✐♠♣❧✐✜é ✭✹✳✻✵✮ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❚❡♠♣❧❡ ✿ ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❝❤♦❝s ❬❙❡r✾✻❪✳

▲❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬♦♥❞❡s ❝♦♥s✐st❡ à r❡❧✐❡r ❧✬ét❛t (0) à ❧✬ét❛t (1)
♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r M ✿

M(γ, u0, r0, θ0) =




u1(γ)
r1(γ)
θ1(γ)


 .

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✵✳ ▲❡s ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬♦♥❞❡s s✱ a ❡t f s♦♥t ✿

Ms(r) =




u0 − r + r0
r
θ0


 , Ma(θ) =




u0

r0
θ


 ,

Mf (r) =




u0 + r − r0
r
θ0


 . ✭✹✳✽✶✮

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ▲❛① ♣♦✉r ❧❡s s✲❝❤♦❝ ❡t ❢✲❝❤♦❝✳



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✶✳ ❙♦✐t (S,G) ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡♥tr♦♣✐❡✲✢✉① ❞♦♥♥é ❡♥ ✭✹✳✻✸✮✲✭✹✳✻✹✮✳
◆♦t❛♥t σ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❤♦❝✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ▲❛① ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✻✵✮
❡st

σ[S]− [G] =
2

3
(u0 − u1)

3 ≥ 0. ✭✹✳✽✷✮

❊❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ▲❛①✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ▲❛① ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬✉♥
✐✲❝❤♦❝ r❡❧✐❛♥t ✉♥ ét❛t ❣❛✉❝❤❡ (0) ❡t ✉♥ ét❛t ❞r♦✐t (1) ✈ér✐✜❡ ✿

λi,0 > σ > λi,1.

P♦✉r ✉♥ ❢✲❝❤♦❝✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ σ = 2u0 + 2r✱ s♦✐t ✿

r0 > r1,
u0 < u1.

P♦✉r ✉♥ s✲❝❤♦❝✱ ♦♥ ❛ ✿
r0 < r1,
u0 > u1.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ▲❛① ✐♠♣❧✐q✉❡

σ[S] ≥ G.

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡✈✐❡♥t

(2u0 − 2r1)
1

2
[u2 + v2 + w2]− [2u(

cu2

3
+ v2 + w2)] ≥ 0

(u0 − r1)[u2 + r2]− [2u(
cu2

3
+ v2 + w2)] ≥ 0.

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✵✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

(u0 − r1)(u2
1 − u2

0 + r21 − r20) −(
2u1

(
cu2

1

3
+ v2

1 + w2
1

)
− 2u0

(
cu2

0

3
+ v2

0 + w2
0

))
≥ 0, ✭✹✳✽✸✮

s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❡♥tr♦♣✐❡✲✢✉①

σ[S]− [G] =
2

3
(u0 − u1)

3 ≥ 0 ✭✹✳✽✹✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ✸✲♦♥❞❡✱ ❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ θ
❡st ❝♦♥st❛♥t ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞✬❆❧❢✈é♥✳ P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱
✐❧ s✉✣t ❞✬❡①♣r✐♠❡r u∗ ❡t r∗✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✵ q✉✐ ❛ss✉r❡ ✿

u∗ =
u0 + u1 + r0 − r1

2
, ✭✹✳✽✺✮

r∗ =
r0 + r1 + u0 − u1

2
. ✭✹✳✽✻✮



✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✾✾

❋✐❣✳ ✹✳✹✳✷ ✕ ❖♥❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡
❧❛ ♠❛❣♥ét♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

▲❛①✳ ❈❡tt❡ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λs ❡t λf ❛✉①
♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s v = w = 0✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥ ❡✛❡t q✉✬✉♥❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛① ❡st q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❘✐❡♠❛♥♥ ❛ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❬▲❛①✼✸❪✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥t✐❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥
t❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s
❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝❤♦❝ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ét❛tsWL ❡tWR✳
▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❤♦❝ ❡st σ = 3/2✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ✿

σ [S]− [G] =
49

48
> 0, ✭✹✳✽✼✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✽✺✮ ❡t ✭✹✳✽✻✮✳ P♦✉r ❧✬ét❛t ✐♥t❡r✲
♠é❞✐❛✐r❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t u∗ = 3/4 ❡t v∗ = 1/2✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ ✿

θL = θ1 = 0,

θR = θ2 = π.

■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✻✵✮ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ●♦❞✉♥♦✈ st❛♥❞❛r❞✳
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ [0, 1] ❡st ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ✶✵✵✵ ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞❡



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

➱t❛t ❣❛✉❝❤❡ WL ➱t❛t ❞r♦✐t WR

uL = 1 uR = 1/2
vL = 1 vR = 1
wL = 0 wR = 0

❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ▼♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ✿ ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣❧❛♥✳

❋✐❣✳ ✹✳✹✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣❧❛♥ ✿ u ❛✉ t❡♠♣s
t = 0, 2s ♣♦✉r ∆x = 0, 001✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✽✺✮ ❡t ✭✹✳✽✻✮✳

t = 0.2 s ♣♦✉r CFL = 0.45✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✹✳✸ ❡t ✹✳✹✳✹ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡✲
♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ❧❛ ▼❍❉✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦♣❧❛♥❛✐r❡s✱ r❡♣r♦❞✉✐t❡s ❡♥ t❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ♠è♥❡♥t
à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✹✳✷ ❡t ✹✳✹✳✷ ✐❧❧✉str❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ▲❡
s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✹✳✹✳✷✳ ■❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✐t ❝❡❧❧❡
❞❡ ▲✐✉✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡
❧❛ ▼❍❉ ✐❞é❛❧❡✳



✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✶✵✶

❋✐❣✳ ✹✳✹✳✹ ✕ ▼♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣❧❛♥ ✿ v ❛✉ t❡♠♣s
t = 0, 2s ♣♦✉r ∆x = 0, 001✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✽✺✮ ❡t ✭✹✳✽✻✮✳

➱t❛t ❣❛✉❝❤❡ WL ➱t❛t ❞r♦✐t WR

uL = 1 uR = 1/2
vL = 1 vR = −1
wL = 0 wR = 0

❚❛❜✳ ✹✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ✿ ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❝♦♣❧❛♥❛✐r❡✳



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❋✐❣✳ ✹✳✹✳✺ ✕ ▼♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❝♦♣❧❛♥❛✐r❡ ✿ u
❛✉ t❡♠♣s t = 0, 2s ♣♦✉r ∆x = 0, 001✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✽✺✮ ❡t ✭✹✳✽✻✮✳

❋✐❣✳ ✹✳✹✳✻ ✕ ▼♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❝♦♣❧❛♥❛✐r❡ ✿ v
❛✉ t❡♠♣s t = 0, 2s ♣♦✉r ∆x = 0, 001✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✽✺✮ ❡t ✭✹✳✽✻✮✳



✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✵✸

✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥
❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❛✈❡❝ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✳ ❖♥
✐♥s✐st❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧ ❡t s✉r
❧✬♦❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛tt❡✐♥t✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞✐✛ér❡♥ts t❡sts ❢réq✉❡♠♠❡♥t r❡♥❝♦♥trés
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳

✹✳✺✳✶ ❈❛s t❡st ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s

❚❡st ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❡♥ ❝♦♥s✐✲
❞ér❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ▲❡
❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡st s✉♣♣♦sé ♥✉❧ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ rés♦✉t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✺✵✮✲✭✹✳✺✹✮ ✿

ρ(x, t) = t− 1

2
sin(2π(x− t)),

u(x) = 1,

v(x) = w(x, t) = 0,

p(x) = 2,

bx(x) = by(x, t) = bz(x, t) = 0.

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L1✱ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳✶✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞❡♥s✐té ρ✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳ P❧✉s ❧❡s ♣❡♥t❡s
❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✐♠✐♥✉❡♥t✱ ♣❧✉s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ♣❡♥t❡ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧✬♦r❞r❡
✶✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝❛✉sé❡ ✈r❛✐ss❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s✲
❇❛s❤❢♦rt❤ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦r❞r❡ ♠♦✐♥s é❧❡✈é ❞✉ t②♣❡ ❊✉❧❡r✳



✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✶ ✕ ❊rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ✿ ρ s❛♥s ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✭✹✳✹✺✮✲✭✹✳✹✽✮ ♣♦ssè❞❡♥t ♥❡✉❢ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❞♦♥t
❝❡rt❛✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡r s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳
▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♥♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♥♦♥ rés♦♥❛♥t ❬❘❇✾✻❪✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s♦♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s
❞❡ ❝❤♦❝ ❡t ❞❡ ❞ét❡♥t❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥
❝♦♥s✉❧t❡r❛ ❬▼P✽✾❪✮✳ P♦✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s t❡sts ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s
♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡①❛❝t ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❚♦rr✐❧❤♦♥ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇♠❛t❤✳❡t❤③✳❝❤✴

⑦♠❛t♦rr✐❧✴♠❤❞s♦❧✈❡r✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❬❚♦r✵✸❜❪
❡t ❬❚♦r✵✸❛❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ s❡
ré❢❡r❡r❛ à ❬❆❇●+✵✾❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ ✜①❡ γ = 5
3 ✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡st

❝♦♥st❛♥t ❡t x0 = 0 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳

❈❤♦❝ ❝♦♠♣♦sé

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡st ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ❝❤♦❝ ❝♦♠♣♦sé ❞♦♥t ❧✬é✈❡♥t❛✐❧ ❞✬♦♥❞❡s ❡st ❞♦♥♥é
❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳✷✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❡♥t❡ ✈❡♥❛♥t ❞❡
❣❛✉❝❤❡ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤♦❝ ❧❡♥t ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té
❞❡ ❝♦♥t❛❝t✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈✱ ❍❍▲❉
❡t ❱❋❘♦❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ✭❧❡ s♦❧✈❡✉r ❍▲▲❉ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ▼✐②♦s❝❤✐ ❡t ❛❧✳
❞❛♥s ❬▼❑✵✺❪ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉✮✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ [−0.5, 0.5] ❡st ❞✐s❝rét✐sé ❡♥
✶✵✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱ ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ét❛♥t ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡ t❡♠♣s ✜♥❛❧ ❡st ❞❡ ✵✳✶ s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡
✉♥ s❝❤é♠❛ ●❉ ❞✉ ♣❡r♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠❛✐❧❧❡ ❡t
✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r✮✳ ▲❛ ❈❋▲ ❡st ✵✳✽✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✺✳✸✱
✹✳✺✳✹✱ ✹✳✺✳✺ ❡t ✹✳✺✳✻ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺✳✶✳



✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✵✺

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✷ ✕ ❖♥❞❡s ❞✉ t❡st ❞✉ ❝❤♦❝ ❝♦♠♣♦sé✳

➱t❛t ❣❛✉❝❤❡ ➱t❛t ❞r♦✐t

ρL = 1. ρR = 0.125

uL = 0. uR = 0.

vL = 0. vR = 0.

wL = 0. wR = 0.

pL = 1. p = 0.1

Bx,L = 0.75 Bx = 0.75

By,L = 1. By = −1.

Bz,L = 0. Bz = 0.

❚❛❜✳ ✹✳✸ ✕ ❉♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ t❡st ❞❡ ❝❤♦❝ ❝♦♠♣♦sé✳



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✸ ✕ ❈❤♦❝ ❝♦♠♣♦sé ✿ ρ ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ∆x =
0.001✳

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✹ ✕ ❈❤♦❝ ❝♦♠♣♦sé ✿ ux ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ∆x =
0.001✳



✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✵✼

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✺ ✕ ❈❤♦❝ ❝♦♠♣♦sé ✿ By ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ∆x =
0.001✳

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✻ ✕ ❈❤♦❝ ❝♦♠♣♦sé ✿ p ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ∆x =
0.001✳



✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✼ ✕ ❖♥❞❡s ❞✉ t❡st ❞❡s s❡♣t ♦♥❞❡s✳

❚❡st ❞❡s s❡♣t ♦♥❞❡s

❈❡ t❡st ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s❡♣t ♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉✱
ré♣❛rt✐❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳✼✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❡♥ t❛❜❧❡ ✹✳✺✳✶✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ [−0.5, 0.5] ❡st
❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ✶✵✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱ ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡ t❡♠♣s ✜♥❛❧ ❡st ❞❡ ✵✳✶ s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ●❉ ❞✉ ♣❡r♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠❛✐❧❧❡ ❡t ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r✮
♣♦✉r ✉♥❡ ❈❋▲ ❞❡ ✵✳✽✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈✱ ❍▲▲❉ ❡t ❞❡ ❱❋❘♦❡ à ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡s ✹✳✺✳✾✱ ✹✳✺✳✶✵✱ ✹✳✺✳✶✶ ❡t ✹✳✺✳✶✷✮✳ P✉✐s ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s❝❤é♠❛s ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s ♣r❡♠✐❡r ❡t tr♦✐s✐è♠❡ ♦r❞r❡✱ t♦✉s
❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥
✜❣✉r❡s ✹✳✺✳✶✸✱ ✹✳✺✳✶✹✱ ✹✳✺✳✶✺ ❡t ✹✳✺✳✶✻✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s
❝❤♦❝s s♦♥t ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✺✳✶✼✱ ✹✳✺✳✶✽✱ ✹✳✺✳✶✾ ❡t ✹✳✺✳✷✵ ✐❧❧✉str❡♥t
❧✬❡✛❡t ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡s ✿ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤♦❝s✱
♠❛✐s s♦♥t ét❛❧é❡s ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ❝♦♥st❛♥ts✳



✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✵✾

➱t❛t ❣❛✉❝❤❡ ➱t❛t ❞r♦✐t

ρL = 1.08 ρR = 1.

uL = 1.2 uR = 0.

vL = 0. vR = 0.

wL = 0. wR = 0.

pL = 0.95 p = 1.

Bx,L = 2./
√

4π Bx = 2.
√

4π

By,L = 3.6
√

4π By = 4.
√

4π

Bz,L = 2.
√

4π Bz = 2.
√

4π

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✽ ✕ ❉♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ t❡st ❞❡s s❡♣t ♦♥❞❡s✳

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✾ ✕ ❙❡♣t ♦♥❞❡s ✿ ρ ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ∆x = 0.001✳



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✶✵ ✕ ❙❡♣t ♦♥❞❡s ✿ ux ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ∆x = 0.001✳

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✶✶ ✕ ❙❡♣t ♦♥❞❡s ✿By ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ∆x = 0.001✳



✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✶✶

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✶✷ ✕ ❙❡♣t ♦♥❞❡s ✿ p ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ∆x = 0.001✳

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✶✸ ✕ ❙❡♣t ♦♥❞❡s✱ ♦r❞r❡ ✸✱ s❛♥s ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ✿ ρ ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s
❛✈❡❝ ∆x = 0.001✳



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✶✹ ✕ ❙❡♣t ♦♥❞❡s✱ ♦r❞r❡ ✸✱ s❛♥s ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ✿ ux ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s
❛✈❡❝ ∆x = 0.001✳

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✶✺ ✕ ❙❡♣t ♦♥❞❡s✱ ♦r❞r❡ ✸✱ s❛♥s ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ✿ By ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s
❛✈❡❝ ∆x = 0.001✳



✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✶✸

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✶✻ ✕ ❙❡♣t ♦♥❞❡s✱ ♦r❞r❡ ✸✱ s❛♥s ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ✿ p ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s
❛✈❡❝ ∆x = 0.001✳

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✶✼ ✕ ❙❡♣t ♦♥❞❡s✱ ♦r❞r❡ ✸✱ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ✿ ρ ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s
❛✈❡❝ ∆x = 0.001✳



✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✶✽ ✕ ❙❡♣t ♦♥❞❡s✱ ♦r❞r❡ ✸✱ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ✿ ux ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s
❛✈❡❝ ∆x = 0.001✳

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✶✾ ✕ ❙❡♣t ♦♥❞❡s✱ ♦r❞r❡ ✸✱ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ✿ By ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s
❛✈❡❝ ∆x = 0.001✳



✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✶✺

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✷✵ ✕ ❙❡♣t ♦♥❞❡s✱ ♦r❞r❡ ✸✱ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ✿ p ❛✉ t❡♠♣s t = 0.1 s
❛✈❡❝ ∆x = 0.001✳

✹✳✺✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L1

❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✱ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ✷π✱ s✉r ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳✷✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
♦r❞r❡s ✶ ❡t ✷✳ ➚ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ♣❡♥t❡s s♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞✉❡s ❛✉
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦r❞r❡
♠♦✐♥s é❧❡✈é s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡❧❛ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❡✉r ♥♦♥ str✉❝t✉ré ✿ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
●▼❙❍ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❣r✐❧❧❡s à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❈❋▲✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
❧♦❝❛❧ ❡st ❞♦♥❝ ❛❝t✐✈é ♣♦✉r ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s q✉❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❡s✉rés ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r❛t✐q✉❡s q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡s✳
▼❛❧❣ré ❝❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ✿ ❧❛ ♣❡♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é❝r♦ît
❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✈♦rt❡①

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st tr❛♥s♣♦rté❡ s✉r
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡❧♦♥ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ 45◦✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s
❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞❡ t = 10 s✳ ❆✉ t❡♠♣s ✜♥❛❧✱ ❧❡ ✈♦rt❡① ❞♦✐t
r❡tr♦✉✈❡r s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r tr❛✈❡rsé ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✳
❈❡ t❡st ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t❛❧❡s



✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

Ordre 1, CFL=0.9, pente=–0.911
Ordre 2, CFL=0.4, pente=–2.032

 

–7

–6

–5

–4

–3

–2

Log(erreur L1)

2.5 3 3.5 4

Log(Nombre de mailles) (dans la direction x)

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✷✶ ✕ ❊rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ✿ ρ s❛♥s ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡✳



✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✶✼

s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(ρ, u, v, w, p,Bx, By, Bz) = (1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0) . ✭✹✳✽✽✮

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡ ❡st γ =
5

3
✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ✈♦rt❡① ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉

❞♦♠❛✐♥❡✳ ❯♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ♠❛❣♥ét✐q✉❡
à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

ρ(x) = 1,

u(x) = 1− y κ
2π

exp

(
1

2
(1− r2)

)
,

v(x) = 1 + x
κ

2π
exp

(
1

2
(1− r2)

)
,

w(x) = 0,

p(x) = 1 +
1

2

( µ
2π

)2
(1− r2) exp(1− r2),

bx(x) = −y µ
2π

exp

(
1

2
(1− r2)

)
,

by(x) = x
µ

2π
exp

(
1

2
(1− r2)

)
,

bz(x) = 0,

ψ(x) = 1.

❖♥ ✐♠♣♦s❡ κ = 1.0✱ µ = 1.0 ❡t r =
√
x2 + y2✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

❡st ♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳✷✷✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳✷✸✮✳



✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

0.843 0.999 1.15

A scalar view

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✷✷ ✕ ❚❡st ❞✉ ✈♦rt❡① ✿ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ u✳



✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✶✾

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✷✸ ✕ ❊rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ✿ ρ s❛♥s ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡

✹✳✺✳✸ ■♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❑❡❧✈✐♥ ❍❡❧♠♦❧t③

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥ t❡st ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❉❑❑+✵✷❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡
❑❡❧✈✐♥✲❍❡❧♠♦❧t③ ♣r♦♣❛❣é❡s s✉r ✉♥❡ ❞♦♠❛✐♥❡ [0, 1] × [−1, 1] ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳✷✹ ✿ ✐❧ ❛❞♠❡t ✸
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❈❋▲✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

(ρ, u1, u2, u3, p, B1, B2, B3) = (1, u0
x, u

0
y, 0, 1, 0, 0, 50), ✭✹✳✽✾✮

u0
x(x, y) = 5(tanh(20(y + 0.5))

− (tanh(20(y − 0.5)) + 1)), ✭✹✳✾✵✮

u0
y(x, y) = 0.25 sin(2πx)(e−100(y+0.5)2

− e−100(y−0.5)2). ✭✹✳✾✶✮

▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st Tfinal = 0.5 s ❡t CFL = 0.4✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ✺ ✾✻✼ s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ à ✹ ✺✼✸ s✳
❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡
❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳✷✺✳



✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✷✹ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❑❡❧✈✐♥✲❍❡❧♠❤♦❧t③✳



✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✷✶

❋✐❣✳ ✹✳✺✳✷✺ ✕ ▼❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❑❡❧✈✐♥✲❍❡❧♠❤♦❧t③ ✿ à ❣❛✉❝❤❡✱
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ρ ∈ [0.62, 1.22]✱ à ❞r♦✐t❡✱ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ρ ∈ [0.62, 1.26]✳



✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ▼❍❉

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦r❞r❡
é❧❡✈é ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❝♦r♣♦rés ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ✸❉ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❈▼✷ ✿ ❈♦❞❡ ▼✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡ ▼✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✮✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣r♦♣♦sé ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s s✉r ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥✲str✉❝t✉rés✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦✲
♣r✐étés✳ ▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳ ▲✬✉s❛❣❡ ❞❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✱
❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❱❋❘♦❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞✉ s❝❤é♠❛✳

▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❉✬✉♥❡
♣❛rt✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ✢✉① ♣❛r ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❞✬♦r❞r❡ k q✉✐
♥é❝❡ss✐t❡♥t k ❛♣♣❡❧s ❛✉① ✢✉①✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ s♦✐t ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✱ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡♠❡✉r❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈❡ s✐ ❧✬♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦r❞r❡ ✸✳ ❯♥
❛✈❛♥t❛❣❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❆❞❛♠s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ❢❛❝✐❧✐t❡♥t
❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦❝❛✉①✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❝r♦
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ét❛❜❧✐s s❡❧♦♥ ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❧♦❝❛❧✱ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ✢✉①
❡t ❧❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠❛❝r♦ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❛tt❡✐♥t✱ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥
❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ r❡st❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡t ❝♦♥s✐st❛♥t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡♥ t❡♠♣s ♣❡r♠❡t ❛✉ ✜♥❛❧ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳

▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥té❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦♥té❡ ❡♥ ♦r❞r❡✱ ❡♥ té✲
♠♦✐❣♥❡♥t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❧❡ s❝❤é♠❛✱ ❝♦♠♠❡ ❞✬❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é✱ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤♦❝s✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r
très s✐♠♣❧❡✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡t ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳ ■❧ ❡st très s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t tr♦♣ r♦❜✉st❡ ❡t ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
s✉♣ér✐❡✉r❡s✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡st ❜✐❡♥ ❛♣♣r♦♣r✐é à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉✐❞❡s
❝♦♥❞✉❝t❡✉rs✳ ■❧ ét❛✐t ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦❤②✲
❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡ s②stè♠❡ ✐♥❝❧✉t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❖r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ♠è♥❡ à ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♥✉✲
♠ér✐q✉❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❑rö♥❡r ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬❉❑❑+✵✷❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❞❡
✓ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ✔ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts
♥✉♠ér✐q✉❡s✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥ ❛s♣❡❝t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ▼❍❉ ✐❞é❛❧❡ ❡st q✉❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣❡✉t ❛❞♠❡ttr❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦♣❧❛♥❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
♣❡✉✈❡♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡r✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t
❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡t ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ✿

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❛✈❡❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡
♣❤❛s❡✱ ♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❝❡
t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ✢✉✐❞❡s ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉✲
❧❡r✱ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛❞❥♦✐♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té q✉✐
❛ss✉r❡♥t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r
❲❛❛❧s ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❝❡tt❡
❧♦✐ ❞✬ét❛t ♥✬❡st ♣❛s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ✢✉✐❞❡ s♦♥t
❞❡ t②♣❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❬▼P✽✾❪✳ P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ✭♦✉ ❧♦✐ ❞❡s ❛✐r❡s é❣❛❧❡s✮✳
❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r
❲❛❛❧s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
♠é❧❛♥❣❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉✐❞❡s ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s ❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞s✱ t❡❧s q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ♥❡ ♣rés❡r✈❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s
❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡st ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞✐t❡s ♠❛①✲♣❧✉s ❬❑▼✾✼❪✱ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s étr♦✐t❡✲
♠❡♥t ❧✐é❡s à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s s♦♥t ❞✬♦r❞✐♥❛✐r❡ ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦✉ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛

✶✷✸



✶✷✹

str✉❝t✉r❡ ét❛❜❧✐❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ✢✉✐❞❡s ré❡❧s✳

▲❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r

✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♣✉r❡ ✭❧✐q✉✐❞❡ ♦✉ ✈❛♣❡✉r t②♣✐q✉❡♠❡♥t✮✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①t❡♥s✐✈❡s
q✉✬✐♥t❡♥s✐✈❡s✳ P✉✐s ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ■❧ ❡st ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s s❡❧♦♥ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ♠✐s❝✐❜❧❡s ♦✉ ♥♦♥✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡
❝♦r♣s ♣✉r ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❍❙✵✻❪✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡①t❡♥s✐✈❡s✳ P✉✐s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡✉① é♥❡r❣✐❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été
❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ✭✈♦✐r ❬❋❛❝✵✽❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à ❢♦r♠✉❧❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡①t❡♥s✐✈❡s ♦✉ ✐♥t❡♥s✐✈❡s✳

▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ s♦♥t ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖r✱ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❡❧❧❡s ❞❡✲
✈✐❡♥♥❡♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥
❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ♠❛①✐♠✉♠✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❥♦✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❛✉
♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❛♣✐❞❡ ✭✈♦✐r ❇r❡♥✐❡r ❬❇r❡✽✾❪ ❡t ▲✉❝❡t ❬▲✉❝✾✻✱ ▲✉❝✾✼❪✮✳ ❆✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✻ s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋❡♥❝❤❡❧✲
▲❡❣❡♥❞r❡✳ ❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡
✭❚▲❘✮✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❚▲❘ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡
▲❡❣❡♥❞r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧❡s✳ ❈❡✉①✲
❝✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s✳ ▲❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r
❲❛❛❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❡✈✐❡♥t
à ❝♦♥✈❡①✐✜❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✱ q✉✐ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ♦✉ ❧♦✐ ❞❡s ❛✐r❡s é❣❛❧❡s✳ ◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
❞✐s❝rèt❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡
à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦t❜❡♥✉s ♣❛r ❏❛♦✉❡♥ ❬❏❛♦✵✶❪ ❡t ❍❡❧❧✉② ❡t ❙❡❣✉✐♥ ❬❍❙✵✻❪✳ ❖♥
♣r♦♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡st ♠❡♥é❡ s✉r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛③ r❛✐❞❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡
❧✐q✉✐❞❡✲✈❛♣❡✉r ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ é❝r✐ts ♣♦✉r ✉♥
s❡✉❧ ✢✉✐❞❡ ✭✐♥s♣✐rés ❞❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❈❛❧❧❡♥ ❬❈❛❧✽✺❪ ❡t ▲❛♥❞❛✉
❡t ▲✐❢s❝❤✐t③ ❬▲❊✾✹❪✮✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ s❡s
❛r❣✉♠❡♥ts ✿ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❛ss✉r❡♥t
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✳ ❖r ❧♦rsq✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡
✐♥t❡r✈✐❡♥t✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ♣❡r❞ s❛ ❝♦♥✈❡①✐té✳ P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ✐❧ ❢❛✉t
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐✜é❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥t s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r❡ss✐♦♥✲t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭♦✉ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s❛t✉r❛✲
t✐♦♥✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s✱ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ❞ô♠❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s
❧❡ ♣❧❛♥ ♣r❡ss✐♦♥✲✈♦❧✉♠❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡
❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❡①t❡♥s✐✈❡s ❞❡s ♣❤❛s❡s ♣✉r❡s ❧✐q✉✐❞❡
❡t ❣❛③❡✉s❡ ❬❈❛❧✽✺❪✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❤♦rs éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳
➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❍❡❧❧✉② ❡t ❙❡❣✉✐♥ ❞❛♥s ❬❍❙✵✻❪ ♦✉ ♣❛r ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❬❆❋❑✵✼✱
❋❛❝✵✽❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❧❡s ♠é✲
❧❛♥❣❡s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡s ❡t ♠✐s❝✐❜❧❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡
❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✱
q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠✐s❝✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛ss❡ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡s❛✐r❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝❛s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ♠✐s❝✐❜❧❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
é♥❡r❣✐❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡
❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ s✉♣✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥❝❛✈❡✳

✶✷✺



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡

✺✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❤②♣♦t❤ès❡s

✺✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♣✉r❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦r♣s ♣✉r ❞❡ ♠❛ss❡ M ≥ 0✱ ♦❝❝✉♣❛♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ V ≥ 0 ❡t
❞✬é♥❡r❣✐❡ E ≥ 0✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✿

W̃ = (V,M,E) ∈ C̃.

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ C̃ ❡st ✉♥ ❝ô♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ R
3 ❞♦♥♥é ♣❛r

C̃ = {W̃ = (V,M,E), V > 0,M > 0, E > 0},

q✉✐ ❞é✜♥✐t ❞❡s ét❛ts ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ❡♥ s❡ ré❢ér❛♥t ❛✉① ♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡t ▲✐❢s❝❤✐t③ ❬▲❊✾✹❪✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r
P (W ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉ ♠ê♠❡ ét❛t
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ W ✳ ❖♥ ♥♦t❡ ωn ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬ét❛t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ n ∈ P (W )✳
▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✿

S(W ) = −
∑

n∈P (W )

ωn ln(ωn).

P✉✐sq✉❡ 0 ≤ ωn ≤ 1✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ S ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♣♦s✐t✐✈❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❡①t❡♥s✐✈❡✱ ❞♦♥t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ C ❞❛♥s R
+✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té F ❡st ❞✐t❡

❡①t❡♥s✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ F ❡st P♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❍♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✉♥ ✭♦✉ P❍✶✮✱
✐✳❡✳

∀λ ∈ R
+, ∀W ∈ C, F (λW ) = λF (W ). ✭✺✳✶✮

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♠♠♦❞❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ C ❞❛♥s R
+✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té F ❡st ❞✐t❡

✐♥t❡♥s✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ F ❡st P♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❍♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré ③ér♦ ✭♦✉ P❍✵✮✱
✐✳❡✳

∀λ ∈ R
+,∀W ∈ C,F (λW ) = F (W ). ✭✺✳✷✮

■❧ s✬❡♥s✉✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s M 6= 0 ❡t V 6= 0✳ ▲❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés
❡①t❡♥s✐✈❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s✱ s♦✐t ♠❛ss✐q✉❡s
s♦✐t ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ✿

✕ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❛ss✐q✉❡ ✭♦✉ s♣é❝✐✜q✉❡✮ ✿ τ =
V

M
✱

✕ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡ ✭♦✉ s♣é❝✐✜q✉❡✮ ✿ s =
S

M
✱

✕ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡ ✭♦✉ s♣é❝✐✜q✉❡✮ ✿ e =
E

M
✱

✕ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ρ = 1/τ =
M

V
✱

✕ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ σ = ρs =
S

V
✱

✕ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿ ε = ρe =
E

V
.



✺✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✷✼

▲❡ ♣♦st✉❧❛t s✉✐✈❛♥t r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❬❈❛❧✽✺❪ ✿

P♦st✉❧❛t ✺✳✶✳✹✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ S ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ C̃✱
❡①t❡♥s✐✈❡ ❡t ❝♦♥❝❛✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à W̃ = (V,M,E)✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✿
∂S

∂E
> 0✳

❉és♦r♠❛✐s ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ♣r♦❧♦♥❣é❡ ♣❛r −∞ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ C̃ ✿

S(W̃ ) =

{
S(W̃ ), s✐ W̃ ∈ C̃,
−∞, s✐♥♦♥✳

✭✺✳✸✮

P♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✈❡❝ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ❈❡❝✐ s❡ ❢❛✐t
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ (V,M,E) → (V,M, S)✱ ❜✐❥❡❝t✐❢ s❡❧♦♥
❧❡ ♣♦st✉❧❛t ✺✳✶✳✹✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡
♣❛r s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ✿

E : (V,M, S)→ E(V,M, S).

❖♥ ♥♦t❡r❛ W = (V,M, S) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡t C ❧❡ ❝ô♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

C = {W = (V,M, S), V > 0,M > 0, S > 0}.

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣r♦r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✺✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ C✱

❡①t❡♥s✐✈❡ ❡t ❝♦♥✈❡①❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à W = (V,M, S) ❡t
∂E

∂S
> 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡✱
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❛❞❞✐t✐✈❡✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐✈❡✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♣♦st✉❧❛t ✺✳✶✳✹ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ P✉✐sq✉❡
❧✬❡♥tr♦♣✐❡ S ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à W̃ = (V,M,E)✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ S =
S(V,M,E) ❞é❧✐♠✐t❡ ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ Ω = {S ≤ S(V,M,E)}✳ ❖r ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱

♦♥ s❛✐t q✉❡
∂S

∂E
> 0✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ S ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ E✳

❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ Ω ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ Ω = {E ≥ E(V,M, S}✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ E(V,M, S) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts W = (V,M, S)✳
P✉✐sq✉❡ S ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡✳

▲✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ❞♦♥❝ ét❡♥❞✉❡ ♣❛r +∞ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ C✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r
❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✿

dE = TdS − pdV + µdM, ✭✺✳✹✮

♦ù T ❞és✐❣♥❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ p ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t µ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ●✐❜❜s ♦✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

T =
∂E

∂S
, ✭✺✳✺✮

p = −∂E
∂V

, ✭✺✳✻✮

µ =
∂E

∂M
. ✭✺✳✼✮



✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡

❊♥ t❛♥t q✉❡ ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s P❍✶✱ ❝❡s q✉❛♥t✐tés s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥t❡♥s✐✈❡s✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s P❍✶ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✿

E(W ) = ∇E(W ) ·W, ✭✺✳✽✮

s♦✐t ✿

E = M
∂E

∂M
+ V

∂E

∂V
+ S

∂E

∂S
= Mµ− V p+ ST.

❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r M 6= 0✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✻✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ●✐❜❜s ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ✿

µ = τp− Ts+ e. ✭✺✳✾✮

P✉✐sq✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ E ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ P❍✶✱ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ✭✺✳✹✮ ♣❛r M ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✼✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✭✺✳✹✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥✲
s✐✈❡ ♠❛ss✐q✉❡ ✿

de = Tds− pdτ. ✭✺✳✶✵✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✵✮ s❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ✿

dε = Tdσ + µdρ. ✭✺✳✶✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡
✭✺✳✶✵✮ ❡t s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s e ❡t ε ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✮ ✿

de = Tds− pdτ

= Td

(
σ

ρ

)
− pd

(
1

ρ

)

=
T

ρ
dσ − Tσ

ρ2
dρ+

p

ρ2
dρ.

♦r e = ε/ρ✱ ❞✬♦ù ✿

dε = Tdσ +

(
p− Tσ + ε

ρ

)
dρ.

❖r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ●✐❜❜s ✭✺✳✾✮ ✿

µ = pτ − Ts+ e =
p− Tσ + ε

ρ
.

❈❡❝✐ ♠è♥❡ à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

P♦✉r q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés T ❡t p s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧✬é♥❡r❣✐❡ e ✭r❡s♣✳ ε✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ s ✭r❡s♣✳ σ✮ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ τ ✭r❡s♣✳ ρ✮✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ♣rés❡r✈é❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s ✿



✺✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✷✾

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✽✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬ét❛t e = e(τ, s) ❡t ε = ε(ρ, σ) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

e(τ, s) = E

(
1,
V

M
,
S

M

)
.

❉✬❛♣rès ❧❡ ♣♦st✉❧❛t ✺✳✶✳✺✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ s❡s ❛r✲

❣✉♠❡♥ts✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ E

(
1,
V

M
,
S

M

)
= E(1, τ, s) ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ ❝❡

q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s♣é❝✐✜q✉❡ e✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ε✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡s ❡♥tr♦♣✐❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s s ❡t σ s♦♥t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❛✈❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s e ❡t ε str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦r♣s ♣✉r✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s é♥❡r❣✐❡s s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✵✮✳

❘❡♠❛rq✉❡s ✺✳✶✳✾✳

✶✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❧❛ str✐❝t❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ e ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ (τ, s) 7→ e ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✈❡rsé ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡t s✬é❝r✐r❡
(τ, e) 7→ s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (τ, s) 7→ (τ, e) ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦rsq✉❡ e ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❬❈r♦✾✶❪✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡
(τ, e) 7→ s ❛❞♠❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❧✬é♥❡r❣✐❡ (τ, s) 7→ e✳

✷✳ ▲❛ ❝♦♥❝❛✈✐té ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r ❞ès
❧♦rs q✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❛ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s u− c✱ u ❡t u+ c✱ ♦ù u ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t c ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉
s♦♥✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p(τ, e) s❡❧♦♥ ✿

c2 = τ2

(
p
∂p

∂e
− ∂p

∂τ

)
.

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✵✮ ♥♦✉s ♠è♥❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ρ2c2 = −T
(
p2∂

2s

∂e2
− 2p

∂2s

∂τ∂e
+
∂2s

∂τ2

)
. ✭✺✳✶✷✮

P✉✐sq✉❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ s ❡st ❝♦♥❝❛✈❡✱ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❡st s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♥é❣❛✲
t✐✈❡✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c ❡st ré❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ T > 0✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦♥❝❛✈✐té ❞❡ s ❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ T ✱ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ p > 0 ♥✬❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐✲
❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❢èr❡r à ❧❛ t❤ès❡
❞❡ ❈r♦✐s✐❧❧❡ ❬❈r♦✾✶❪✳



✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡

❋✐❣✳ ✺✳✶✳✶ ✕ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t e ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❆❇❈❉❊✳ P✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st
♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ BCD ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❡ s❡❣♠❡♥t BFD✳

✺✳✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ✢✉✐❞❡

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡
♣✉r❡ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
♣❤❛s❡ ♣✉r❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✭r❡s♣✳ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✮ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ✭r❡s♣✳
❝♦♥❝❛✈❡✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✭r❡s♣✳
❧✬❡♥tr♦♣✐❡✮ ♣❡r❞ s❛ ❝♦♥✈❡①✐té ✭r❡s♣✳ ❝♦♥❝❛✈✐té✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❈❛❧❧❡♥ ❬❈❛❧✽✺❪✱ ❏❛♦✉❡♥ ❬❏❛♦✵✶❪ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳✶ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ e ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts τ ❡t s✳ ▲❡s ét❛ts ❆❇ ❡t ❉❊ ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s ♣✉r❡s
✭✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❤❛s❡✮✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❆❇❈❉❊ tr❛❞✉✐t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♣✉r❡ à ❧✬❛✉tr❡✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❝♦♥❞✉✐t ❞♦♥❝ à ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés
✭✈♦✐r ❬❈❛❧✽✺❪✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♠♣❧❛❝❡r
❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❇❈❉ ♣❛r ❧❡ s❡❣♠❡t ❇❋❉✳ ▲❡s ét❛ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡ s❡❣♠❡♥t s♦♥t ❞❡s
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡s ét❛ts ❇ ❡t ❉✳

▲❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ s❡❣♠❡♥t✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈ér✐✜❡ ✿

∂e

∂τ |s
= −p =

eB − eD
τB − τD

= cste,

∂e

∂s |τ
= T =

eB − eD
sB − sD

= cste.

❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ●✐❜❜s ✭✺✳✾✮✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ µ ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❝♦♥st❛♥t
❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ s❡❣♠❡♥t ❇❉✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ s❡ ❢❛✐t à ♣r❡ss✐♦♥✱
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ●✐❜❜s ❝♦♥st❛♥ts✳ ❆✐♥s✐ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ♣✉r❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
❡①✐st❡r à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉✬à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❡t t❡♠♣é✲
r❛t✉r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡
❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (T, p)✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡
❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦✉ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳✷✮✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s
❧✐q✉✐❞❡ ❡t ❣❛③❡✉s❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ µ ❞❡ ❝❤❛q✉❡



✺✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✸✶

❋✐❣✳ ✺✳✶✳✷ ✕ ❈♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡✳

♣❤❛s❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡s✲
s✐♦♥ p ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ●✐❜❜s ✭✺✳✾✮ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✭✺✳✶✵✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ s❡✲
❧♦♥ ✿

dµ = sdT − τdp. ✭✺✳✶✸✮

❆✐♥s✐ µ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ p ❡t T ✱ ❞♦♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s♦♥t ✿

∂µ

∂p
= −τ, ∂µ

∂T
= s.

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t (p̃, T̃ ) ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡✳ ▲❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ●✐❜❜s
❞❡s ♣❤❛s❡s ❣❛③❡✉s❡ ❡t ❧✐q✉✐❞❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t ✈ér✐✜❡♥t ✿

µvap(p̃, T̃ ) = µliq(p̃, T̃ ),

❡t
∂µvap

∂p
= −τgaz,

∂µliq

∂p
= −τliq,

∂µvap

∂T
= sgaz,

∂µliq

∂T
= sliq.

▲❡s ét❛ts ❧✐q✉✐❞❡ ❡t ✈❛♣❡✉r s♦♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞✐✛ér❡♥ts ♣✉✐sq✉❡ τvap 6= τliq ❡t svap 6=
sliq✳ ❉❡ ❢❛✐t ♦♥ ❛ ❧❛

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✵✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ µ s♦♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
♣❤❛s❡ ❡st ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳

❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧✐q✉✐❞❡✲✈❛♣❡✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡✳ ❚♦✉t❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ t②♣❡ 




τ = λτvap + (1− λ)τliq,
s = λsvap + (1− λ)sliq,
e = λevap + (1− λ)eliq,



✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡

❋✐❣✳ ✺✳✶✳✸ ✕ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✿
✉♥ ét❛t A ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s❡❣♠❡♥t AA′

❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (τ, p)

❞é✜♥✐t ✉♥ ét❛t à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p̃ ❡t à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T̃ t❡❧ q✉❡ µgaz = µliq✳ ▲❛ ré✉♥✐♦♥
❞❡ ❝❡s s❡❣♠❡♥ts ❞é✜♥✐t ❧❛ ③♦♥❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❧✐q✉✐❞❡ ❡t
✈❛♣❡✉r à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦rr❡♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
(τ, p) à ❞r♦✐t❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❧❛♥ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞é❧✐♠✐t❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ♣✉r❡s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞ô♠❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❙❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
(T, p) ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦✉ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❯♥ ét❛t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
A à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s❡❣♠❡♥t AA′ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (τ, p)✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①tr❡♠✐tés ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞é✜♥✐t ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❞ô♠❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳
❆✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❡ s❡❣♠❡♥t s❡ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡
✐♥t❡r✈✐❡♥t à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts AA′ ❡t BB′ s♦♥t
❤♦r✐③♦♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛♥s (τ, p) ❡t (τ, T )✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ✐❝✐ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡
♣❤❛s❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t
❞✐✛ér❡♥t❡ ❡t ♠♦✐♥s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❡❧❧❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛✉ss✐ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❈❛❧✽✺❪✮✳ ▲❡s
♣❤❛s❡s ❧✐q✉✐❞❡ ❡t ✈❛♣❡✉r s❡r♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❞❡✉① ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞✐st✐♥❝t❡s✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❡♥tr♦♣✐❡s
❡t é♥❡r❣✐❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té r❛♣♣❡❧é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s✳

✺✳✷ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ à ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✮

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ sé♣❛ré♠❡♥t ♣❛r
s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ Ei ✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬ét❛t Wi ∈ R

3✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡



✺✳✷ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ à ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✮ ✶✸✸

❡st ét❡♥❞✉❡ ♣❛r +∞ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❝ô♥❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C✳ ◆♦t♦♥s M ❧❛ ♠❛ss❡
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ V s♦♥ ✈♦❧✉♠❡✱ S s♦♥ ❡♥tr♦♣✐❡ ❡t W = (V,M, S) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r s♦♥ ❡♥tr♦♣✐❡
Si✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❛❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛t W̃ = (Vi,Mi, Ei) ∈ R

3✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ét❛♥t ♣r♦❧♦♥❣é❡
♣❛r −∞ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ C̃ s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❡①♣r✐♠❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡t
❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❡t ❡♥tr♦♣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ à
❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ t = 0✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
❡♥tr♦♣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ✿

S(W̃1, W̃2) = S1(W̃1) + S2(W̃2).

❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ s✬ét❛❜❧✐t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥st✐✲
t✉❛♥ts✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ ♠é✲
❧❛♥❣❡ ❝r♦ît ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡
s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❧♦rsq✉❡
❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ✿

E(W1,W2) = E1(W1) + E2(W2).

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❬❈❛❧✽✺❪ ✿ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞é❝r♦ît ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠
à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

❘❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✐♠♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿

M = M1 +M2.

❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E = E1 + E2.

❆✜♥ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❛❞❞✐t✐✈❡ ✿

S = S1 + S2.

◗✉❡ ❧✬♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♦✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ét❛❜❧✐r ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♠✐s❝✐❜❧❡
♦✉ ♥♦♥ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

✺✳✷✳✶ ▼é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡

❙✐ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✈ér✐✜❡ ✿

V = V1 + V2. ✭✺✳✶✹✮

❆❧♦rs ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t W ∈ R
3 ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬ét❛t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ✿

W = W1 +W2.



✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ Wi ∈ C✱ i = 1, 2✱ ❡t q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ♣r♦❧♦♥❣é❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

E(W ) =

{
E(W ), s✐ W ∈ C,
+∞, s✐♥♦♥.

✭✺✳✶✺✮

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r W2 ❡t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝✉❜❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Q ✿

Q =
{
W1 ∈ R

3, 0 ≤W1 ≤W
}
.

▲❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❢♦r♠❛❧✐sés s❡❧♦♥ ❧❡ ♣♦st✉❧❛t s✉✐✲
✈❛♥t ✿

P♦st✉❧❛t ✺✳✷✳✶✳ ❍♦rs éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❡st ✿

E(W ) = E1(W1) + E2(W −W1), W1 ∈ Q.

➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ✿

E(W ) = min
W1∈Q

E1(W1) + E2(W −W1) ✭✺✳✶✻✮

= min
W1∈R3

E1(W1) + E2(W −W1) ✭✺✳✶✼✮

= E1 � E2 (W ). ✭✺✳✶✽✮

P✉✐sq✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ W 7→ E(W ) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧❡ ❝✉❜❡ Q✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss✉r❡
q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ✉♥✐q✉❡ ✭♠ê♠❡ s✐ ❧❡s W1 ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❡st ❛tt❡✐♥t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥✐q✉❡s✮ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥W 7→ E(W ) ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥
❞é✜♥✐❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✷✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥❢✲❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥✱ ♥♦té❡ �✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st très ✉t✐❧❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t
r❡❧✐é❡ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✻ s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳

▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t ❡♥ ✉♥ W1 s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
∂Q ♦✉ ❞❛♥s s♦♥ ✐♥tér✐❡✉r Q̊✳ ❙✐ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ❞❛♥s Q̊✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s
s♦♥t ♣rés❡♥t❡s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡ à s❛t✉✲
r❛t✐♦♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❡t ♣❤②s✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ✦ ▲❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ✭q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ éq✉✐❧✐❜r❡
t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡✮ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❞✉ t♦✉t à ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠❛ss❡ s❛t✉ré❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ s♦✐t
M1 = M s♦✐t M1 = 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❤❛s❡ ❡st st❛❜❧❡✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛
s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t❡✳

▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❧❛ ♠❛ss❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❡t ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s
♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❙♦✐t W 1 ∈ Q ❧✬ét❛t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳



✺✳✷ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ à ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✮ ✶✸✺

❋✐❣✳ ✺✳✷✳✶ ✕ ❈✉❜❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Q✳ ❙✐ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉
❝✉❜❡✱ ♣r❡ss✐♦♥✱ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ s♦♥t é❣❛✉①✳ ❙✐ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st
❛tt❡✐♥t s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❝✉❜❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✱
❞❡ ♠❛ss❡ ♦✉ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ s♦♥t s❛t✉ré❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡
❛tt❡✐♥t s✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ ♦✉ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✐♥✳

✕ ❙✐ W 1 ∈ Q̊✱ ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ♣r❡ss✐♦♥s ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝❤✐♠✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣❤❛s❡ s♦♥t é❣❛✉①✳

✕ ❙✐W 1 ∈ ∂Q✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
■❧ ❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝❛s ✿

✶✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st s❛t✉ré❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳✶✱ ❝✉❜❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ✱
♦♥ ❛ ✿
✕ s♦✐t V 1 = V ✱ ❛❧♦rs (−p1 + p2)(V1 − V ) ≥ 0, ✐✳❡✳ p1 ≥ p2✱
✕ s♦✐t V 1 = 0✱ ❛❧♦rs (−p1 + p2)(V1) ≥ 0, ✐✳❡✳ p1 ≤ p2✳

✷✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st s❛t✉ré❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳✶✱ ❝✉❜❡ ❝❡♥tr❛❧✮ ✱
♦♥ ❛ ✿
✕ s♦✐t S1 = S✱ ❛❧♦rs (T1 + T2)(S1 − S) ≥ 0, ✐✳❡✳ T1 ≥ T2✱
✕ s♦✐t S1 = 0✱ ❛❧♦rs (T1 + T2)(S1) ≥ 0, ✐✳❡✳ T1 ≤ T2✳

✸✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡st s❛t✉ré❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳✶✱ ❝✉❜❡ ❞r♦✐t✮ ✱ ♦♥
❛ ✿
✕ s♦✐t M1 = M ✱ ❛❧♦rs (µ1 + µ2)(M1 −M) ≥ 0, ✐✳❡✳ µ1 ≥ µ2✱
✕ s♦✐t M1 = 0✱ ❛❧♦rs (µ1 + µ2)(M1) ≥ 0, ✐✳❡✳ µ1 ≤ µ2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ W 1 s♦✐t ❛tt❡✐♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ Q✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ S1 s✬é❝r✐t ✿

∂

∂S1
(E1(M1, S1, V1) + E2(M −M1, V − V1, S − S1)) = T1 − T2 = 0. ✭✺✳✶✾✮

▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❞♦♥❝ ❛tt❡✐♥t ❡♥ T1 = T2✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
V1 ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿

p1 = p2. ✭✺✳✷✵✮

▲✬é❣❛❧✐té ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝❤✐♠✐q✉❡s ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ E ♣❛r
r❛♣♣♦rt à M1 ✿

∂E

∂M1
= −µ1 + µ2 = 0. ✭✺✳✷✶✮



✶✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ W 1 ❡st ❛tt❡✐♥t s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∂Q✳ P✉✐sq✉❡ E ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t W1 ∈ Q ✿

∇W1
E(W )(W1 −W 1) ≥ 0.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳
❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

∂

∂V1
(E1(M1, S1, V1) + E2(M −M1, V − V1, S − S1)) = −p1 + p2,

s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ✿
(−p1 + p2)(V1 − V 1) ≥ 0.

❙✐ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st s❛t✉ré ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ V 1 = V ✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té r❡✈✐❡♥t à ✿

(−p1 + p2) ≤ 0.

❆❧♦rs ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✭✷✮✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱
s✐ V 1 = 0✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡✈✐❡♥t ✿

(−p1 + p2) ≥ 0.

▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✭✶✮✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✹✳ ❙✐ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ❛tt❡✐♥t s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❡✉t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣r♦✲
❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿
❧✬✉♥❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ t②♣❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ✭❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡♥
❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②tr♦♣✐q✉❡ γ1 = 1.4 ✿

E1 = M1

(
V1

M1
+ 1

)1−γ1

exp

(
S1

M1

)
,

❧✬❛✉tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✿

E2 = 0.01M2 + S2 + 0.01
M2

V2

M2
+ 1

.

❊♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ E2 ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥✈❡①❡
❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à V2✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡
❣❧♦❜❛❧ s♦♥t ✜①és ✿

V = 2, M = 1, S = 1.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ❛tt❡✐♥t à s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ V1 = V ✳ ❊♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ❞❡s
♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ♦♥ ❡st ❛♠❡♥é à rés♦✉❞r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉①
éq✉❛t✐♦♥s ✿

T1 = T2,
µ1 = µ2,



✺✳✷ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ à ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✮ ✶✸✼

à ❞❡✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s (M1, S1)✳ ❊♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ▼❛♣❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ✿

V1 = 2, M1 = 0.06783, S1 = 0.09272.
V2 = 0, M2 = 0.93217, S2 = 0.90728,

t❡❧❧❡ q✉❡ p1 = 0.01312 > p2 = 0.01✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✭✷✮ ♦❝❝✉♣❡ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♥✉❧✱ ♠❛✐s
s❛ ♠❛ss❡ ❡t s♦♥ ❡♥tr♦♣✐❡ s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡
❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st ♣r♦❧♦♥❣é❡
♣❛r −∞ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ C̃✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ✭✺✳✶✻✮✳

P♦st✉❧❛t ✺✳✷✳✺✳ ➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❡st ❧❛ s✉♣✲❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tr♦♣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ✿

S(W̃ ) = max
fW1∈ eQ

S1(W̃1) + S2(W̃ − W̃1)

= max
fW1∈R3

S1(W̃1) + S2(W̃ − W̃1)

= S1 ♦ S2 (W̃ ), ✭✺✳✷✷✮

♦ù ♦ ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉♣✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t Q̃ ❡st ❧❡ ❝✉❜❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿

Q̃ =
{
W̃ ∈ R

3, 0 ≤ W̃1 ≤ W̃
}
.

✺✳✷✳✷ ❈❛s ♠✐s❝✐❜❧❡

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬ét❛t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❝♦r♣s ♣✉r✱
t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡✉rs é♥❡r❣✐❡s Ei✱ i = 1, 2✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✱
❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s♦♥ ✈❡❝t❡✉r Wi ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Wi = (Vi,Mi, Si) ∈
C✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞✬ét❛ts W̃i = (Vi,Mi, Ei) ∈ C̃✳

▲❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ét❛♥t ♠✐s❝✐❜❧❡s✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♦❝❝✉♣❡r t♦✉t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐✳❡✳

V = V1 = V2.

❈❡❧❛ ❛rr✐✈❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡✉① ❣❛③ s✉✣s❛♠❡♥t ❞✐❧✉és s♦♥t ♠é❧❛♥❣és✳ ❈❤❛❝✉♥
❞❡s ❞❡✉① ❣❛③ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ s✐ ❧✬❛✉tr❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♣rés❡♥t ❝❛r ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❡♥tr❡
❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ❣❛③ s♦♥t r❛r❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ Zi ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬ét❛ts Zi = (Mi, Si)✳
❆❧♦rs ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t Z ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬ét❛t ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝♦♥st✐t✉❛♥t ✿

Z = Z1 + Z2.

❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝❛rré Q =
{
Z1 ∈ R

2, 0 ≤ Z1 ≤ Z
}
✱ ♦♥

♣❡✉t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ✿

P♦st✉❧❛t ✺✳✷✳✻✳ ❍♦rs éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ✿

E(V,Z) = E1(V,Z1) + E2(V,Z − Z1). ✭✺✳✷✸✮



✶✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡

➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Z ❞❡s é♥❡r❣✐❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ✿

E(V,Z) = min
Z1∈Q

E1(V,Z1) + E2(V,Z − Z1)

= min
Z1∈R2

E1(V,Z1) + E2(V,Z − Z1).

E(V, ·) = (E1(V, ·) � E2(V, ·)). ✭✺✳✷✹✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Z̃i = (Mi, Ei) ∈ R
2✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ à

❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

P♦st✉❧❛t ✺✳✷✳✼✳ ➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❡st ❧❛ s✉♣✲❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tr♦♣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ✿

S(V, Z̃) = max
eZ1∈ eQ

S1(V, Z̃1) + S2(V, Z̃ − Z̃1)

= max
eZ1∈R2

S1(V, Z̃1) + S2(V, Z̃ − Z̃1).

S(V, ·) = (S1(V, ·) ♦ S2(V, ·)). ✭✺✳✷✺✮

♦ù Q̃ ❡st ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿

Q̃ =
{
Z̃ ∈ R

2, 0 ≤ Z̃1 ≤ Z̃
}
.

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t à ❧✬✐♥✲
tér✐❡✉r ❞✉ ❝❛rré ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Q ♦✉ s✉r s❡s ❜♦r❞s✳ ▲❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ✈ér✐✜❡♥t ❛❧♦rs ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✽✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♠✐s❝✐❜❧❡ ❡t ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s
♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❙♦✐t Z1 ∈ Q ❧✬ét❛t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

✕ ❙✐ Z1 ∈ Q̊✱ ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝❤✐♠✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t
é❣❛✉① ✿

µ1 = µ2 = µ, ✭✺✳✷✻✮

T1 = T2 = T, ✭✺✳✷✼✮

❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛❧t♦♥ ✿

p1 + p2 = p. ✭✺✳✷✽✮

✕ ❙✐ Z1 ∈ ∂Q✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❝❛rré ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

p1 + p2 = p. ✭✺✳✷✽✮

P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r
❧❡s ❝❛s ✿

✶✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st s❛t✉ré❡✱ ♦♥ ❛ ✿
✕ s♦✐t S1 = S✱ ❛❧♦rs (T1 + T2)(S1 − S) ≥ 0, ✐✳❡✳ T1 ≥ T2✱
✕ s♦✐t S1 = 0✱ ❛❧♦rs (T1 + T2)(S1) ≥ 0, ✐✳❡✳ T1 ≤ T2✳

✷✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡st s❛t✉ré❡✱ ♦♥ ❛ ✿



✺✳✷ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ à ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✮ ✶✸✾

✕ s♦✐t M1 = M ✱ ❛❧♦rs (µ1 + µ2)(M1 −M) ≥ 0, ✐✳❡✳ µ1 ≥ µ2✱
✕ s♦✐t M1 = 0✱ ❛❧♦rs (µ1 + µ2)(M1) ≥ 0, ✐✳❡✳ µ1 ≤ µ2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ Z ❛tt❡✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s Q̊✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ S1 s✬é❝r✐t ✿

∂

∂S1
(E1(M1, S1, V ) + E2(M −M1, V, S − S1)) = T1 − T2. ✭✺✳✷✾✮

▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❞♦♥❝ ❛tt❡✐♥t ❡♥ T1 = T2✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
M1 ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿

µ1 = µ2 = µ. ✭✺✳✸✵✮

▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ V ❝♦♥❞✉✐t à ✿

∂E

∂V
= −p1 − p2 = −p. ✭✺✳✸✶✮

▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t
à é♥♦♥❝❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛❧t♦♥✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛tt❡✐♥t s✉r ❧❡ ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Z ∈ ∂Q✳
▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ E ♣❛r r❛♣♣♦rt à Z ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ Z✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

∀Z ∈ Q, ∇E(Z)(Z − Z) ≥ 0.

❙✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡st s❛t✉ré❡✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡✈✐❡♥t ✿

(µ1 − µ2)(M −M) ≥ 0.

❙✐ M = M ❛❧♦rs µ1 ≥ µ2✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✭✶✮ ❡st ♣rés❡♥t❡✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t s✐ M = 0✱
❛❧♦rs µ2 ≥ µ1✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✭✷✮ ❡st ♣rés❡♥t❡✳ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠❡♥é s✉r ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✺✳✷✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡♥s✐✈❡s

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①t❡♥✲
s✐✈❡s ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s
s♦♥t é❝r✐t❡s ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s✳ ❊♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s✱ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①✳ ❈✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❈❛❧❧❡♥
❬❈❛❧✽✺❪✱ ❏❛♦✉❡♥ ❬❏❛♦✵✶❪ ♦✉ ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❬❋❛❝✵✽❪✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦(f) ❡t ❝♦(f) ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é❡ ❡t ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢❡r♠é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ ❡♥
r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✾✳ ❙♦✐t f : R
n → R∪{±∞} ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧❡

à ±∞✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

❝♦(f)(x) := sup {a · x+ b, ∀y ∈ R
n, a · y + b ≤ f(y), (a, b) ∈ R

n × R
n} .

❙♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ✿

❝♦(f)(x) := inf {a · x+ b,∀y ∈ R
n, a · y + b ≥ f(y), (a, b) ∈ R

n × R
n} .



✶✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡

❈❛s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s s♦♥t ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

V = V1 + V2.

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✵✳ ➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ e ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡
❢❡r♠é❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡✉① é♥❡r❣✐❡s e1 ❡t e2✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s

e = ❝♦(min(e1, e2)). ✭✺✳✸✷✮

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ♣❛r ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❬❋❛❝✵✽❪✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t E1 ❡t E2 ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡s ♣❤❛s❡s ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t W1 ❞♦♥♥é ✿

E(W1,W2) = E1(W1) + E2(W2) = E1(W1) + E2(W −W1), ✭✺✳✸✸✮

♦ù 0 ≤ W1 ≤ W ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✐✳❡✳ q✉❛♥❞ 0 < W1 < W ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

∇W1
(E(W1) + E(W −W1)) = 0, ✭✺✳✸✹✮

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿
p1 = p2, µ1 = µ2, T1 = T2. ✭✺✳✸✺✮

➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s✱ ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝❤✐♠✐q✉❡s ❡t ❧❡s t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s s♦♥t é❣❛✉①✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r ✿

p := p1 = p2, µ := µ1 = µ2, T := T1 = T2. ✭✺✳✸✻✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❡①t❡♥s✐✈❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s P❍✶✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞✐✈✐s❡r ✭✺✳✸✸✮ ♣❛r M 6= 0 ❡t ♦❜t❡♥✐r ✿

e(τ, s) = ϕe1 (τ1, s1) + (1− ϕ)e2 (τ2, s2) , ✭✺✳✸✼✮

❛✈❡❝ 0 ≤ ϕ =
M1

M
≤ 1✱ τi =

Vi

Mi
❡t si =

Si

Mi
✳ ❙♦✐t N ✭r❡s♣✳ Ni✱ io = 1, 2✮ ❧❡

♣♦✐♥t (τ, s, e(τ, s)) ✭r❡s♣✳ (τi, si, ei(τi, si))✮ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥
e = e(τ, s) ✭r❡s♣✳ Ei ❞✬éq✉❛t✐♦♥ e = ei(τi, si)✮✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥tN ❛♣♣❛rt✐❡♥t
❛✉ s❡❣♠❡♥t ❥♦✐❣♥❛♥t N1 ❡t N2 ❝❛r





e = ϕe1 + (1− ϕ)e2,
τ = ϕτ1 + (1− ϕ)τ2,
s = ϕs1 + (1− ϕ)s2.

✭✺✳✸✽✮

❙✐ ϕ = 0 ✭r❡s♣✳ ϕ = 1✮✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✭✶✮ ✭r❡s♣✳
❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✭✷✮✮ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ❞é♠♦♥tr❡r✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❛s 0 < ϕ < 1✳
❉✬❛♣rès ✭✺✳✶✵✮ ❡t ✭✺✳✸✻✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ Ei ❛✉ ♣♦✐♥t Ni✱
i = 1, 2✱ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

e = −pi(τ − τi) + Ti(s− si) = −p(τ − τi) + T (s− si). ✭✺✳✸✾✮



✺✳✷ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ à ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✮ ✶✹✶

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ N ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❝❡s ❞❡✉① ♣❧❛♥s✱ q✉✐ s♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳
❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ N ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ♣❧❛♥ ❜✐t❛♥❣❡♥t ❛✉① s✉r❢❛❝❡s E1 ❡t E2✳ ▲❛
s✉r❢❛❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡✉①
s✉r❢❛❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

e = ❝♦(min(e1, e2)). ✭✺✳✹✵✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✶✶✳ ❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛✲
r✐té s✉r ❧❡s é♥❡r❣✐❡s✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✷✳ ❙♦✐❡♥t ei, i = 1, 2 ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❡st ♥♦té❡ ✿

e1 ⋒ e2 := ❝♦(min(e1, e2)). ✭✺✳✹✶✮

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✭✺✳✷✳✶✵✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ✈♦❧✉✲
♠✐q✉❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✸✳ ➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ε ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ε1 ❡t ε2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

ε = ❝♦(min(ε1, ε2)) = ε1 ⋒ ε2. ✭✺✳✹✷✮

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✺✳✷✳✶✵✳

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ⋒ ♣rés❡r✈❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐✈❡ ❡t s♦♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ≡ +∞✳

❊♥ ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❬❆❋❑✵✼❪ ❡t ❬❍❙✵✻❪✮✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✳✶✹✳ ➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥❝❛✈❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s s1 ❡t s2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

s = ❝♦(max(s1, s2)) = s1 ⋓ s2. ✭✺✳✹✸✮

▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

σ = σ1 ⋓ σ2. ✭✺✳✹✹✮

▲❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✵✱ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡ ✐♥s♣✐ré❡s
❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❬❋❛❝✵✽❪✳

▼é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s s♦♥t ♠✐s❝✐❜❧❡s✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ V = V1 = V2✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ E ❡t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ S s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s P❍✶✱ ♦♥ ♣❡✉t
❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s✳



✶✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✺✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✿

ε(ρ, σ) = min
(ρ1,σ1)∈D

ε1(ρ1, σ1) + ε2(ρ− ρ1, σ − σ1)

= min
(ρ1,σ1)∈R2

ε1(ρ1, σ1) + ε2(ρ− ρ1, σ − σ1)

= ε1 � ε2(ρ, σ). ✭✺✳✹✺✮

❛✈❡❝✱ ♣♦✉r i = 1, 2✱

σi = ρisi,
D = {(ρi, σi) , 0 ≤ ρi ≤ ρ, 0 ≤ σi ≤ σ},
εi(ρi, σi) = ρei(τi, si).

✭✺✳✹✻✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①t❡♥s✐✈❡s ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✭✺✳✷✹✮✳ P✉✐sq✉❡ E ❡st P❍✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐✈✐s❡r ♣❛r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜①é V ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

E

(
M

V
,
S

V
, 1

)
=

min
(M1,S1)∈Q

E1

(
M1

V
,
S1

V
, 1

)
+ E2

(
M −M1

V
,
S − S1

V
, 1

)
.

✭✺✳✹✼✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✭✺✳✹✻✮✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳

❖♥ é♥♦♥❝❡ é❣❛❧❡♠❡♥t

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✳✶✻✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉♣✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✿

σ(ρ, ε) = max
(ρ1,ε1)∈ eD

σ1(ρ1, ε1) + σ2(ρ− ρ1, ε− ε1)

= max
(ρ1,ε1)∈R2

σ1(ρ1, ε1) + σ2(ρ− ρ1, ε− ε1)

= σ1 ♦ σ2(ρ, ε). ✭✺✳✹✽✮

❛✈❡❝✱ ♣♦✉r i = 1, 2✱

εi = ρiei,

D̃ = {(ρi, εi) , 0 ≤ ρi ≤ ρ, 0 ≤ εi ≤ ε},
σi(ρi, εi) = ρsi(τi, ei).

✭✺✳✹✾✮

✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♦♥ ❛ r❡♣r✐s ✉♥ ♣r♦❝é❞é
❝❧❛ss✐q✉❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛❧❧❡♥ ❬❈❛❧✽✺❪ ♦✉ ❍❡❧❧✉② ❡t ❙❡❣✉✐♥
❬❍❙✵✻❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✲✈❛♣❡✉r ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥
♠é❧❛♥❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❍♦rs éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞é❝r♦ît ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡①t❡♥s✐✈❡s✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ♦✉ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳
❉❡ ♠ê♠❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ✉♥❡ s✉♣✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
❡♥tr♦♣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❡①t❡♥s✐✈❡s ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✿



✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✹✸

✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ s❡ ❢❛✐t à ♣r❡ss✐♦♥✱ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝❤✐♠✐q✉❡s ❝♦♥st❛♥ts✱

✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✐s❝✐❜❧❡✱ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♦❜é✐t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛❧t♦♥✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡
♣❤❛s❡ s❡ ❢❛✐t à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

❊♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r s❡❧♦♥ ❧❛ ♠✐s❝✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠♦❧❛✐r❡ ✭r❡s♣✳ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ♠♦❧❛✐r❡s ✭r❡s♣✳ ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✮ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡
✉♥ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❈❛❧❧❡♥ ❬❈❛❧✽✺❪✮✱ ❣é✲
♥ér❛❧✐sé ♣❛r ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❬❋❛❝✵✽❪ ❡t ❏❛♦✉❡♥ ❬❏❛♦✵✶❪ ❞❛♥s ❧❡✉rs t❤ès❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
♠✐s❝✐❜❧❡✱ s❡✉❧❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣❡✉t étr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ⋒ ❡t
�✳ ❊♥ t❡r♠❡ ♣❧✉s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ♦♥ ❛ ❞ét❡r♠✐♥é ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❝♦♥✈❡①❡s✱ ♠✉♥✐ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s � ❡t ⋒✱ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ⋓ ❡t ♦ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❛✈❡s✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ♠é✲
❧❛♥❣❡s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡s ♦✉ ♠✐s❝✐❜❧❡s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r❛ s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ⋒ ❡t �✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥
❡①❛♠✐♥❡r❛ ❧❡✉r ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✼✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❆♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧ ✭❚▲✮ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ✉s✉❡❧ ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ✭❬❈❛❧✽✺❪✱ ❝❤❛♣✳ ✺✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ✿ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞❡ ●✐❜❜s✱ ❡♥t❤❛❧♣✐❡✳✳✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ⋒ ❡t � ✐♥✲
t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡✳
❖r ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥✈❡①❡ s♦♥t étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡s à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡
▲❡❣❡♥❞r❡✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❞é❝r✐ts ♣❛r ❧❡✉rs é♥❡r❣✐❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s εi✱ i = 1, 2 ❀ ♦♥
r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ✿

✕ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s s♦♥t ♠✐s❝✐❜❧❡s✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧✬✐♥❢✲
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① é♥❡r❣✐❡s ✿

ε = ε1�ε2,

✕ s✐ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✭♠❛ss✐q✉❡ ♦✉ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✮ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡
❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡✉① é♥❡r❣✐❡s ✿

ε = ε1 ⋒ ε2.

❖♥ ✐♥s✐st❡r❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ à
s❛✈♦✐r ✿

✕ ❧❛ ❚▲ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té✱
✕ ❧❛ ❚▲ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
✕ ❧❛ ❚▲ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠✳

❆✐♥s✐ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ R
n ♠✉♥✐❡ ❞❡s ❧♦✐s � ❡t ⋒ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

ré❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s
❞❡ R

n ♠✉♥✐ ❞❡s ❧♦✐s ✰ ❡t max✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❛❞♠❡t

✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❛♣✐❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❇r❡♥✐❡r ❬❇r❡✽✾❪ ❡t ▲✉❝❡t ❬▲✉❝✾✻✱ ▲✉❝✾✼❪✳ ◆♦✉s
r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ▲✉❝❡t ❞❛♥s ❬▲✉❝✾✻❪ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛♠é❧✐♦r♦♥s ❧❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à
❞é❝r✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ➚ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ▲✉❝❡t ❬▲✉❝✾✼❪✱
♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

✶✹✺



✶✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡

❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❇r❡✲
♥✐❡r ❬❇r❡✽✾❪✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❬▲✉❝✾✼❪ ❞❡ ❧❛ ❚▲ ✿ s❡✉❧❡s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ✶❉ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ✷❉✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st
❝♦♠♣❧été ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥♦✲ ❡t ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐
❛tt❡st❡♥t ❞✉ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✻✳✶ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣r♦♣r✐étés

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ❞ét❛✐❧s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ ❍✐r✐❛rt✲❯rr✉t② ❡t ▲❡♠❛ré✲
❝❤❛❧ ❬❍❯▲✵✶❛✱ ❍❯▲✵✶❜❪ ♦✉ ❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛r ❬❘♦❝✾✼❪✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡ Conv(Rn)
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ R

n à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R ∪ {+∞}✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f : R
n → R ∪ {+∞}✱ ♥♦té ❞♦♠(f)✱ ❧❡

s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R
n ♦ù f ♣r❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✜♥✐❡s ✿

❞♦♠(f) := {x ∈ R
n, f(x) < +∞} .

❙✐ ❞♦♠(f) 6= ∅✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❞✐t❡ ♣r♦♣r❡✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡①♣♦sé✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : R
n →

R ∪ {+∞} ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ♣r♦♣r❡ ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❧❛
♠✐♥♦r❛♥t

✐❧ ❡①✐st❡ (s, b) ∈ R
n × R, f(x) ≥< s, x > −b, ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R

n,

♦ù < ·, · > ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ R
n✳ ■❧ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡

❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❝♦♥✈❡①❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R
n✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡

❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ A✱ ♥♦té❡ IA✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r R
n à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R s✉✐✈❛♥t❡ ✿

IA(x) =

{
0, s✐ x ∈ A,
+∞, s✐♥♦♥.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ IA ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ A ❡st ❝♦♥✈❡①❡✳ ❯♥❡
❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❡st s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✓ s✉♣♣♦rt ✔ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✸✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R
n✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉♣♣♦rt ❞❡ A✱

♥♦té❡ σA ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r R
n ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σA(p) = sup
x∈A

< p, x > .

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉♣♣♦rt ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ♥❡
❧✬❡st ♣❛s✳ ❊❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✶✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✿

∀α > 0, ∀p ∈ R
n, σA(αp) = ασA(p).

❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✿



✻✳✶ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣r♦♣r✐étés ✶✹✼

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹✳ ❙♦✐t f : R
n → R∪{+∞} ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✳ ❙❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ f∗

❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

f∗ : s ∈ R
n → R ✭✻✳✶✮

s 7→ sup
x∈❞♦♠(f)

{< s, x > −f(x)} . ✭✻✳✷✮

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f 7→ f∗ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥✈❡①❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡
s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ❡♥ s✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f∗ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❛✣♥❡s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t f s✉r R

n✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✲
❋❡♥❝❤❡❧ ✿

< s, x >≤ f(x) + f∗(s), ∀x ∈ ❞♦♠(f) ❡t ∀s ∈ ❞♦♠(f∗).

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡ f∗∗ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

∀x ∈ R
n, f∗∗(x) = (f∗)∗(s) = sup{< s, x > −f∗(s), s ∈ ❞♦♠(f∗)}.

❆ t✐tr❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉①✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✳✺✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❝♦♥✈❡①❡ I[a,b] ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b] ⊂ R ✿

I[a,b](x) =

{
0 s✐ a ≤ x ≤ b,
+∞, s✐♥♦♥✳

❆❧♦rs
(I[a,b])

∗(χ) = sup
x∈R

(
χx− I[a,b](x)

)
= sup

x∈[a,b]
χx,

s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ✿

(I[a,b])
∗(χ) =





0, s✐ χ = 0,
aχ, s✐ χ < 0,
bχ, s✐ χ > 0.

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✬✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ A ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ A ✿

(IA)∗ = σA.

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✳✻✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ [a, b] (a < 0 < b) ✿

f(x) =





−x, s✐ a ≤ x ≤ 0,
x, s✐ 0 ≤ x ≤ b,
+∞, s✐♥♦♥.

❆❧♦rs s❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ f∗ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ s✉r [−1, 1] ✐✳❡✳

f∗(s) =





as− 1, s✐ s ≤ −1,
0, s✐ −1 ≤ s ≤ 1,
bs− 1, s✐ s ≥ 1.



✶✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✼✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❞✐t❡ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ✭s❝✐✮ ❡♥
✉♥ ♣♦✐♥t x s✐

f(x) ≤ lim inf
y→x

f(y).

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✽✳ ❙♦✐t f : R
n −→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s♦✉s✲❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ f ❡♥ x ✭❛✈❡❝ f(x) < +∞✮ t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞❡ r ∈ R
n q✉✐

✈ér✐✜❡
f(y)− f(x) ≥< r, y − x >, ∀y ∈ R

n.

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✈✐❞❡ ♦✉ ♥♦♥ ✈✐❞❡✮ ❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡st ❛♣♣❡❧é s♦✉s✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ f ❡♥
x ❡t ❡st ♥♦té ∂f(x)✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✾✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ♣r♦♣r❡✳ ❆❧♦rs
✕ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱
✕ ❙✐ f∗ ❡st ♣r♦♣r❡ ❧❛ ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ f ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ f ✿

f∗∗ = ❝♦(f).

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ f∗✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❛✣♥❡s ♠✐♥♦r❛♥t f ✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s
♠✐♥♦r❛♥t ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦(f)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ f ❡t ❝♦(f) ❛❞♠❡tt❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡
❝♦♥❥✉❣✉é❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❝♦♥✈❡①❡ s❝✐✳ ❆❧♦rs f∗∗ = f ✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ R

n✳ ❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✵✳ ❙♦✐t f : R
n −→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ s❝✐✳ ❆❧♦rs

sx = f(x) + f∗(s) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ∈ ❞♦♠(f) ❡t s ∈ ∂f(x),

s ∈ ∂f(x) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ∈ ∂f∗(s).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥
♠é❧❛♥❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡
❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✵✮✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ♣r♦♣r❡ ❡t s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦♥t
❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✾✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❖♥
♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✶✳ ❙♦✐t (fj)j∈J ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s✱ ♠✐♥♦ré❡s ♣❛r
✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡✳ ❆❧♦rs

(inf
j
fj)

∗ = sup
j

(f∗j ).

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡

(min(f1, f2))
∗ = (❝♦(min(f1, f2)))

∗ = max(f∗1 , f
∗
2 ).



✻✳✶ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣r♦♣r✐étés ✶✹✾

❙✉♣♣♦s♦♥s ❝♦♥♥✉❡s ❧❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳ ❆❧♦rs ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ s❡ rés✉♠❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❞❡s é♥❡r❣✐❡s✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢✲
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♠✐s❝✐❜❧❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✷✳ ❙♦✐❡♥t f1 ❡t f2 ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ R
n ❞❛♥s R✳ ❖♥

❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ f1 ❡t f2 ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

f(x) = (f1�f2)(x) = inf
x1+x2=x

f1(x1) + f2(x2)

= inf
y∈Rn

f1(y) + f2(x− y).

❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ x 7→ s0x−r0 q✉✐ ♠✐♥♦r❡ f1 ❡t f2 ❛❧♦rs f ❡st ❝♦♥✈❡①❡✳

▲✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦✲
❧✉♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ✈♦❧✉✲
♠✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✱ ❞❡♠❡✉r❡ ❝♦♥✈❡①❡✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛ss♦❝✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
❡t ✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✸✳ ❙♦✐❡♥t f1 ❡t f2 ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s s❝✐✱ ♠✐♥♦ré❡s ♣❛r
✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❡st

(f1�f2)
∗ = f∗1 + f∗2 .

▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✹✳ ❙♦✐❡♥t f1 ❡t f2 ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s s❝✐✳ ▲❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡
❞❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡ ✈ér✐✜❡

(f1 + f2)
∗ = f∗1 � f∗2 .

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ét❛♥t ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s s❡♠✐✲
❝♦♥t✐♥✉❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ s✐ f1 ❡t f2 s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s s❝✐ ❛❧♦rs ✿

(f1 � f2) = (f∗1 + f∗2 )∗. ✭✻✳✸✮

❈❡s ♣r♦♣r✐étés ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡st ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳
❈❡s r❛♣♣❡❧s ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡✱

♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❧✉s é❧é❣❛♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✵✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✵✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s
❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡✉rs é♥❡r❣✐❡s ❡①t❡♥s✐✈❡s Ei, i = 1, 2✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ✿

E(W ) = (E1�E2)(W ), W ∈ R
3.

P✉✐sq✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡st ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s s❝✐✱
♦♥ ❛ ✿

E∗∗ = (E∗
1 + E∗

2)∗.



✶✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡

❖r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ E1 s✬é❝r✐t ✿

E∗
1(M ′, S′, V ′) = sup

M,S,V ≥0

(
MM ′ + SS′ + V V ′ − E1(M,S, V )

)

= sup
M,S,V ≥0

V
(
ρM ′ + σS′ + V ′ − ε1(ρ, σ)

)

= sup
V ≥0

V
(
V ′ + ε∗1(M

′, S′)
)
.

❙♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A := {M ′, S′, V ′, ε∗1(M
′, S′) ≥ −V ′}✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ E∗

1 ❡st ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡ A✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s P❍✶
❬❍❯▲✵✶❛❪✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ E∗

2 ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B := {M ′, S′, V ′, ε∗2(M

′, S′) ≥ −V ′}✳ ❆❧♦rs E∗ = IA∩B✱ ♦ù

A ∩B :=
{
M ′, S′, V ′, max(ε∗1, ε

∗
2)(M

′, S′) ≥ −V ′
}
.

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✶✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ∩B ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

A ∩B := {M,S, V, (min(ε1, ε2))
∗ (M,S) ≥ −V } .

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ε ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ min(ε1, ε2)✳

▲❡s t❤é♦rè♠❡s ✺✳✷✳✶✵ ❡t ✺✳✹✻ ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉✬à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✬✉♥

♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣❤❛s❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❝♦♥♥✉❡s ❧❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
é♥❡r❣✐❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳

❊♥ rés✉♠é✱ ♦♥ é♥♦♥❝❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✺✳ ❙♦✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ (⋒,�) s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ R

n ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡♥❣❡♥❞r❡ ❞é✜♥✐t s❛
str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉❛❧❡ (max,+) s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ R

n ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳

❙✐ ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ très ❢❛❝✐❧❡ ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
s❡ ❧✐♠✐t❡♥t ❛✉① max ❡t +✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐r♦♥s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s
❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❡t ❡♥tr♦♣✐❡s ♠❛ss✐q✉❡s ❡t ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❡♥✲
s✉✐t❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ (max,+) ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s
✐♠♠✐s❝✐❜❧❡s ♦✉ ♠✐s❝✐❜❧❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✶✳✶✻✳ ▲❡ t❡r♠❡ ✓ ❛❧❣è❜r❡ ✔ (max,+) ❡st ❛❜✉s✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ❧♦✐ max
♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♠❛✐s ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥❞❡♠♣♦t❡♥t❡ ✐✳❡✳ max(a, a) = a✳ ▲❛
❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ + s✉r ❧❛ ❧♦✐ max ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥ s❡♠✐✲❛♥♥❡❛✉
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ R

n✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡
str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❞✬✉s❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ ▼❛s❧♦✈ ❬▼❛s✽✼✱
❑▼✾✼❪✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ⋒ ❡st ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ R

n✳ ▲❡s ❧♦✐s ⋒ ❡t � s♦♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ s✉r
Conv(Rn) q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ❞❡ � s✉r ⋒✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ s❡♠✐✲❛♥♥❡❛✉ s✉r Conv(Rn)✳



✻✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✶✺✶

✻✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ét❛❜❧✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s r❡♣♦s❡r❛ s✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts t❡♥s♦r✐❡❧s ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠é❡s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇r❡♥✐❡r
❬❇r❡✽✾❪ ❡t ❞❡ ▲✉❝❡t ❬▲✉❝✾✻✱ ▲✉❝✾✼❪✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ▲✉❝❡t ❡♥ ✶✾✾✻ ❡st
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇r❡♥✐❡r✳ ■❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡
❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡ ✭♦✉ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠✱ ❛❜ré❣é ❋❋❚✮ ❡t tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡✲
❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐❢✱ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❧✬❛❧❣♦rt✐❤♠❡ ❞❡ ❋❋❚ ❞❡ ❈♦♦❧❡②✲❚✉❝❦❡②✳ ❙❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❡♥ N log(N)✱ ♦ù N ❡st
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré ❞❛♥s ❬▲✉❝✾✼❪
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ O(N)✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① st❛❜❧❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥✲
s✉✐t❡ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹ ♣♦✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ➚ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡
▲✉❝❡t ❬▲✉❝✾✼❪✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❛♣✐❞❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r
❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t tr❛♥s❢♦r♠❡r✳

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡st ❢❛❝✐❧✐té❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✓ ❢❛❝t♦✲
r✐s❛t✐♦♥ ✔ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❬▲✉❝✾✼❪✳ ❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡r❛ ❧❡ ❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧✱ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞é♠♦♥trés ♣❛r ▲✉❝❡t✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
❝♦♠♣❧èt❡♥t ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳

✻✳✷✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉①✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ❞❡ t②♣❡ ✓ ❜♦ît❡ ✔
❡t ❞❡ t②♣❡ ✓ ❛✣♥❡ ✔ ✐❧❧✉stré❡s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳✶✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳ ❙♦✐t f : [a, b]→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b] ∈ R✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ♣r♦❧♦♥❣é❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿

✕ s♦✐t ♣❛r +∞ ✿

f(x) = f(x) + I[a,b](x) =

{
f(x), s✐ x ∈ [a, b],
+∞, s✐♥♦♥.

✭✻✳✹✮

❖♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ f ❡st ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡✳
✕ s♦✐t ♣❛r ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❛✣♥❡s ✿

f(x) =





f ′(a)(x− a) + f(a), s✐ x ≤ a,
f(x), s✐ x ∈ [a, b],
f ′(b)(x− b) + f(b), s✐ x ≥ b.

✭✻✳✺✮

❆❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❞✐t❡ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✳

❆❧♦rs ♦♥ ❛

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ ♦✉ ❜♦ît❡ ❡st st❛❜❧❡
♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s max ❡t +✱ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ✐♥❢✲
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳



✶✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡

❋✐❣✳ ✻✳✷✳✶ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞❡ t②♣❡
❛✣♥❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t f1 ❡t f2 ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡ ✭r❡s♣✳ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✮✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ ♠❛① ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ f1 ❡t f2 ❡st ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡ ✭r❡s♣✳ ❞❡ t②♣❡
❛✣♥❡✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡ ✭r❡s♣✳ ❞❡ t②♣❡
❛✣♥❡✮ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡ ✭r❡s♣✳ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ t②♣❡
❜♦ît❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧♦♥s s❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st s✉♣♣♦sé❡ ♣r♦❧♦♥❣é❡ ♣❛r +∞ ❡♥✲
❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ [a, b]✳ ❙♦✐t s = inf

x∈[a,b]
(inf ∂f(x))✳ ❖♥ ♣♦s❡ λ < s✳ ▲❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡

❞❡ f ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

f∗(λ) = max
x∈R

λx− f(x)

= max
x∈R

λx− f(x)− I[a,b](x)

= max
x∈[a,b]

λx− f(x).

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x ∈]a, b[ ♠❛①✐♠✐s❡ f∗(λ)✳ ❆❧♦rs λ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ s♦✉s✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
❞❡ f ❡♥ x✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❡❞✐t ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ λ < s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❢♦r❝é♠❡♥t
f∗(λ) = λa − f(a) ♦✉ f∗(λ) = λb − f(b)✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛
❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡✳

❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡✱ ❧❛ ♣r♦❝é✲
❞✉r❡ ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b] ⊂ R✱ ♣r♦❧♦♥❣é❡ ♣❛r +∞ ❡♥
❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❙♦✐t {x0, x1, . . . , xN} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N + 1 ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts
♦r❞♦♥♥és ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b]✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✈ér✐✜❡

∀x ∈ R, f(x) =





f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
(x− xi) + f(xi), s✐ xi ≤ x ≤ xi+1,

i ∈ {0, . . . , N − 1},
+∞, s✐♥♦♥.

✭✻✳✻✮



✻✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✶✺✸

❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ f∗ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣❡♥t❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t f ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡
❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ f∗ ✿

(❝♦(f))∗ = f∗.

❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❛✈❛♥t
❞✬❡♥ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬▲✉❝✾✻❪ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡ O(Nlog(N)) à O(N)✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡
♦ù ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❬▲✉❝✾✻❪✳ ❉❡
♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés ♣❛r ▲✉❝❡t ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❡♥❡❛t❤✲
❇❡②♦♥❞ ♦✉ ❉✐✈✐❞❡✲❛♥❞✲❈♦♥q✉❡❡r ❞é❝r✐ts ♣❛r ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❬❊❞❡✽✼❪ ♦✉ Pr❡♣❛r❛t❛ ❡t
❙❤❛♠♦s ❬P❙✽✺❪✮✳ ❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ✐❝✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① f ✳

❙♦✐❡♥t Pi ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (xi, f(xi)) , i = 0, . . . N ✳ ▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❞✐s❝rèt❡ ❝♦(f) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts Pk, k = 0, . . . , N∗

✭N∗ ≤ N✮✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ ❝♦(f)✱ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡
s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡✱ s♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡
❝♦(f) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {P0, PN}✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❧✐✲
♠✐♥❛✐r❡s✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r G ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts G := {Pi, i = 0, . . . , N} ❡t |G| s♦♥ ❝❛r❞✐♥❛❧✳
▲❛ ♣❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts Pi ❡t Pk ❞❡ G ❡st ✿

S(Pi, Pk) =
f(xi)− f(xk)

xi − xk
.

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❝é❞✉r❡ ❈♦✭G✮
r❡♠♦✈❡ ✿ ❜♦♦❧é❡♥ ❀
❚❛♥t q✉❡ ✭✭|G| > 2✮ ❊❚ ✭r❡♠♦✈❡❂ ✈r❛✐✮✮ ❢❛✐r❡

r❡♠♦✈❡ ←− ❢❛✉① ❀
P♦✉r i = 1, . . . , |G| − 1 ❢❛✐r❡

❙✐ ✭S(Pi−1, Pi) < S(Pi, Pi+1)✮ ❆❧♦rs
G = G \ {Pi}
r❡♠♦✈❡ ←− ✈r❛✐

❋✐♥ ❙✐

❋✐♥ P♦✉r
❋❛✐t

❋✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦(f) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ t②♣❡
❜♦ît❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❡♥t❡s s♦♥t ✿

ξi =
❝♦(f)(xi)− ❝♦(f)(xi−1)

xi − xi−1
, i = 1, . . . , N∗,



✶✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡

❋✐❣✳ ✻✳✷✳✷ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉①✳

♦ù N∗ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❝♦(f)✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣❡♥t❡s
✈ér✐✜❡ ✿

ξ1 ≤ ξ2 ≤ . . . ≤ ξN∗ . ✭✻✳✼✮

❘❡♠❛rq✉❡s ✻✳✷✳✸✳

✶✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts Pi à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ▼♦②❡♥♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ O(N) ✭♦♥ é✈✐t❡ ❛❧♦rs ❞❡
♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞é❥à ♦r❞♦♥♥é❡s✮✳

✷✳ ▲❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✳
▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✐s❝rèt❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❡♠❡✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✳

✸✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♣♦s❡ N∗ = N ♣♦✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉❛❧ ♣❡✉t ❞✐✛ér❡r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❡❧✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ (❝♦(f))∗ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳✷✮✳
✕ P♦✉r t♦✉t x ✜①é ❞❛♥s ]xi−1, xi[, i ∈ {1, . . . , N}✱ s♦✐t ∆i ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ ξi✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r (❝♦(f))∗ (ξi) ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❛❧❣é❜r✐q✉❡✮ ♠❛①✐♠❛❧❡ δ
❡♥tr❡ ❧❡ s❡❣♠❡♥t [Pi−1, Pi] ❡t ❧❛ ❞r♦✐t❡ ∆i✳

✕ P♦✉r t♦✉t x < a ✭r❡s♣✳ x > b✮ ✜①é✱ ♦♥ tr❛❝❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ∆a ❞❡ ♣❡♥t❡ ξ1 ✭r❡s♣✳
❧❛ ❞r♦✐t❡ ∆b ❞❡ ♣❡♥t❡ ξN ✮✳ P✉✐sq✉❡ ❝♦(f) ❡st ♣r♦❧♦♥❣é❡ ♣❛r +∞ ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b]✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ∆a ✭r❡s♣✳ ∆b✮ ❡t ❝♦(f) ❡st
❛tt❡✐♥t❡ ❡♥ a ✭r❡s♣✳ b✮✳



✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚▲❘ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ s②♥t❤ès❡ ✶✺✺

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ f∗ s❛t✐s❢❛✐t ✿

f∗(ξ) = (❝♦(f))∗ (ξ) =





aξ − ❝♦(f)(a), s✐ ξ ≤ ξ1,
xiξ − ❝♦(f)(xi), s✐ ξi ≤ ξ ≤ ξi+1,

i = 1, . . . N − 1,
bξ − ❝♦(f)(b), s✐ ξ ≥ ξN .

✭✻✳✽✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (❝♦(f))∗✱ ❝♦♥✈❡①❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✉❛❧ [ξ1, ξN ] ❡t ❡st ♣r♦❧♦♥❣é❡ ♣❛r ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ ♣❡♥t❡s a ❡t b ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
✭❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✮✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ (❝♦(f))∗ ♥❡
s♦♥t ♣❧✉s éq✉✐ré♣❛rt✐s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❆✉ss✐ ♣❡✉t✲✐❧ êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r
❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✬❛✈èr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✷❉ ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❜❛s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✷✳✹✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❜✐✲
❝♦♥❥✉❣✉é❡ f∗∗✱ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t
s❡♠❜❧❡r r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❥✉st❡♠❡♥t ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉r ❞é✲
t❡r♠✐♥❡r f∗✳ ❊❧❧❡ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱
❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r R

n, n ≥ 3 ❬❊❞❡✽✼❪✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✾✱ ❛♣♣❧✐q✉❡r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡✉① ❢♦✐s à ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ❞♦♥❝
✉♥ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡✳

✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚▲❘ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ s②♥t❤ès❡

▲❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡ ❛ été ❞ét❛✐❧❧é ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡ ♦✉ ❛✣♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
❣é♥ér❛❧✐sé à t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

❙♦✐t f : [a, b] ∈ R→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ❙♦✐t {x0, x1, . . . , xN} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N + 1 ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b] t❡❧ q✉❡ ✿

xi = a+ i
b− a
N

, i = 0, . . . , N.

❖♥ ♥♦t❡ Πf ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ f t❡❧❧❡ q✉❡

∀x ∈ R, Πf(x) =





f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
(x− xi) + f(xi), s✐ xi ≤ x ≤ xi+1,

i ∈ {0, . . . , N − 1},
+∞, s✐♥♦♥.

✭✻✳✾✮
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣r♦❧♦♥❣❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
✐♥t❡r♣♦❧é❡ ♣❛r ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❛✣♥❡s✳

P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡
✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✿



✶✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡

➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❈♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦(Πf)✳

➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉❛❧ ❞✐s❝r❡t Γ ❞❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ ❝♦(Πf)✳

➱t❛♣❡ ✸ ✿ ❈❛❧❝✉❧❡r (❝♦(Πf))∗✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✻✳✽✮✳

➱t❛♣❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ f∗ ≃ Π ((❝♦(Πf))∗) ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r N ✈❛❧❡✉rs
❞✐s❝rèt❡s✮✳

➱t❛♣❡ ✺ ✿ ➱t❡♥❞r❡ f∗ ♣❛r ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❛✣♥❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✉❛❧ Γ✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✶❉ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡✳

❖♥ ✐♥s✐st❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
❜♦ît❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦✐❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱
♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
❛✣♥❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : [a, b] ∈ R → R ♣r♦❧♦♥❣é❡ ♣❛r ❞❡s ❞r♦✐t❡s
❛✣♥❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❈♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦(Πg)✳

➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉❛❧ ❞✐s❝r❡t ∆ ❞❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ ❝♦(Πg)✳

➱t❛♣❡ ✸ ✿ ❈❛❧❝✉❧❡r (❝♦(Πg))∗✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✻✳✽✮✳

➱t❛♣❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ g∗ ≃ Π ((❝♦(Πg))∗) ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r N ✈❛❧❡✉rs
❞✐s❝rèt❡s✮✳

➱t❛♣❡ ✺ ✿ ➱t❡♥❞r❡ g∗ ♣❛r +∞ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ∆✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✶❉ ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✉r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
t②♣❡ ❜♦ît❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡ f ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ [a, b] ✭♣r♦❧♦♥✲
❣é❡ ♣❛r +∞ ❡♥ ❞❡❤♦rs✮✳ ❈❛❧❝✉❧❡r s❛ ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡ r❡✈✐❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✻✳✸ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ s❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ f∗✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✸ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛
❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡ q✉✐ s❡r❛ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f∗∗✱ ✐✳❡✳

❞♦♠(f∗∗) = {x ∈ R, f∗∗(x) 6= +∞},

❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ✐♥✐t✐❛❧ [a, b]✳



✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚▲❘ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ s②♥t❤ès❡ ✶✺✼

▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦♥❥✉✲
❣✉é❡s ♦✉ ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✸✳✷✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❝♦♥✈❡①❡ I[−2,3] ✭✈♦✐r ❡①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✳✺✮✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❡t ❞❡ s❛ ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❡♥
✜❣✉r❡s ✻✳✸✳✶✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s r❡❧❛t✐❢s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✳✻ s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥
✜❣✉r❡s ✻✳✸✳✷✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✸✳✸✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✸✳✸ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ❞✐❝rét✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x) = x2✳

✻✳✸✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s

▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡st ❛ss❡③ ✐♠♠é❞✐❛t ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❛♥s R

n éq✉✐✈❛✉t à n tr❛♥❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❛♥s R✳ ❆✐♥s✐ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ O(N)✱ ♦ù N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s R

n✳
P♦✉r f : R

n → R ∪ {+∞}✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❥✉❣✉é❡ f∗ ✿

f∗(ξ) = sup
x1∈R

[
ξ1x1 + sup

x2∈R

[
ξ2x2 + . . .+ sup

xd∈R

[ξdxd − f(x)]

]]
. ✭✻✳✶✵✮

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿

f∗(ξ1, ξ2) = sup
x1∈R

[
ξ1x1 + sup

x2∈R

[ξ2x2 − f(x1, x2)]

]
. ✭✻✳✶✶✮

P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡r❛ f∗,1 ✭r❡s♣✳ f∗,2✮ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1 ✭r❡s♣✳ x2✮✳ ❙❡❧♦♥ ✭✻✳✶✶✮ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✹✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡
q✉❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ✐✳❡✳

f∗ =
(
−f∗,2

)∗,1
.

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✬ét❡♥❞ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ é♥♦♥❝és ❞❛♥s ❬▲✉❝✾✼❪ r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✸✳✺✳ ❙✐ f ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x1✱ ❛❧♦rs f∗,2 ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à x1✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣♣♦sé −f∗,2 ♣♦✉r q✉❡ f∗ s♦✐t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳

❙♦✐t f : [a, b]× [c, d]→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ f
♣r♦❧♦♥❣é❡ ♣❛r +∞ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ [a, b]× [c, d]✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿



✶✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡

❋✐❣✳ ✻✳✸✳✶ ✕ ❈♦♥❥✉❣✉é❡ ❡t ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ I[−2,3]✳



✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚▲❘ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ s②♥t❤ès❡ ✶✺✾

❋✐❣✳ ✻✳✸✳✷ ✕ ❈♦♥❥✉❣✉é❡ ❡t ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ f(x) = |x|+ I[−2,3]✳



✶✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡

❋✐❣✳ ✻✳✸✳✸ ✕ ❈♦♥❥✉❣✉é❡ ❡t ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ f(x) = x2 + I[−4,4]✳



✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚▲❘ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ s②♥t❤ès❡ ✶✻✶

➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❝r❡ts X ❡t Y t❡❧s
q✉❡ ✶ ✿

X :=

{
xi = a+ i

b− a
N

, i = 0, . . . , N

}
, ✭✻✳✶✷✮

Y :=

{
yj = c+ j

d− c
M

, j = 0, . . . , M

}
. ✭✻✳✶✸✮

➱t❛♣❡ ✷ ✿ P♦✉r yj ∈ Y, j ∈ {1, . . . ,M} ❢❛✐r❡
❈♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① Πf(·, yj)✳
❈♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦(Πf)(·, yj)✳
❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ξ = {ξ1, . . . , ξN}
❞❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ ❝♦(Πf)(·, yj)✳

❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ f∗,1 ≃ Π
(
(❝♦(Πf))∗,1

)

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✸✳
❋✐♥ P♦✉r

➱t❛♣❡ ✸ ✿ P♦✉r ξi ∈ Γ, i ∈ {1, . . . , N} ❢❛✐r❡
❈♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① Π(−f∗,1)(ξi, ·)✳
❈♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦(Π(−f∗,1))(ξi, ·)✳
❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ = {γ1, . . . , γM}
❞❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ ❝♦(Π(−f∗,1))(ξi, ·)✳
❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ f∗ ≃ Π

((
❝♦
(
Π
(
−f∗,1

)))∗,2)

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✸✳
❋✐♥ P♦✉r

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳

▲❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♣r♦❧♦♥❣é❡ ♣❛r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ré❣❧é❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✉❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s f : R

2 → R✳ ❙♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❛♣♣❡❧é s✉r❢❛❝❡ ré❣❧é❡ ❞❛♥s
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ξ s✐

f(ξ, γ) = g(γ) + h(γ)(ξ − ξ0),

♦ù g ❡t h s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ (ξ, γ) ∈ R
2 ❡t ξ0 ∈ R✳ ❉✬❛♣rès

❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣♦✉r ξ < ξ1 ❡t ξ > ξN ✭r❡s♣✳ ♣♦✉r γ < γ1 ❡t γ > γM ✮✱ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡
♣❛rt✐❡❧❧❡ f∗,1(ξ, γ) ✭r❡s♣✳ f∗,2(ξ, γ)✮ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ré❣❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ξ
✭r❡s♣✳ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ γ✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ f∗ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥
❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❛♥s R

2 \ {([a, b]× R) ∪ (R× [c, d])}✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ✉♥❡

s✉r❢❛❝❡ ♣r♦❧♦♥❣é❡ ♣❛r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ré❣❧é❡s✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ s❡r❛✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
♣r♦❧♦♥❣é❡ ♣❛r +∞ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉❛❧✳

✶P♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ s✉♣♣♣♦s❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉

❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉❛❧ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❡❧✳ ❙❛♥s ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t Π ❧✬♦♣ér❛t❡✉r

❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ y✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Π ét❛♥t ❞é✜♥✐

s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x✳



✶✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❛♠✐♥é ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡♥❣❡♥❞r❡
❡t ♦♣ér❛t✐♦♥s ⋒ ❡t � ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t ♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡✱ ♣❛r
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❡❧❧❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✉❛❧❡s q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t max ❡t +✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡✛❡❝t✉és ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s (max,+)✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡
❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬▼❛s✽✼✱ ❑▼✾✼❪ ❡t ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
✭♥♦✉s ♥♦✉s ré❢ér♦♥s ❛✉ s✐t❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♥r✐❛✳❢r✴r❡❝❤❡r❝❤❡✴❡q✉✐♣❡s✴♠❛①♣❧✉s✳
❢r✳❤t♠❧ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ▼❆❳P▲❯❙ ■◆❘■❆✮✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s✳ ❉✬✉♥❡
♣❛rt✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ st❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ t②♣❡
❜♦ît❡ ♦✉ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶❉ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ➚ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ▲✉❝❡t
❬▲✉❝✾✼❪✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❢✲
✜♥❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡t ❧✬♦♥
s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡✳ P✉✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
s❡ rés✉♠❡ à ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t
♣❧✉s r♦❜✉st❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲✉❝❡t ❬▲✉❝✾✻❪ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❖♥ ✐♥s✐st❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❚▲❘ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❛ ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ f ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
f ✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✿ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ s✉r R

n ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à n ❚▲ s✉r R✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷❉ ❝♦♥s✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶❉
✉♥❡ ❢♦✐s s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ t❛❜✉❧é❡ ♣✉✐s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦✐s s✉r ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té r❡st❡♥t ❞♦♥❝ ✈❛❧❛❜❧❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡
▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✲✈❛♣❡✉r
♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ R

2 ✿
❧✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ � ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ⋒✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡
❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ét✉❞✐é❡ ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❞✉❛❧❡ (max,+) ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ s✬❛tt❛❝❤❡ à
✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t t❛❜✉❧é❡s✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s très ✉t✐❧❡s ❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭♣♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♦♥ s❡ ré❢èr❡
à ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❝r♦✐s✐❧❧❡ ❬❈r♦✾✶❪✮✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ét❛❜❧✐r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s✲
❝rèt❡ ❞❡ ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❧s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♠❛ss❡✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥✱ ét✉❞✐é ♣❛r ❏❛♦✉❡♥ ❬❏❛♦✵✶❪✱ ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❬❋❛❝✵✽❪✱ ❍❡❧❧✉② ❡t ❙❡❣✉✐♥ ❬❍❙✵✻❪✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥✜♥ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡✳

✼✳✶ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✐s♦t❤❡r♠❡s

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ (⋒,�)✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✉❛❧❡ (max,+)✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✺✳ ❖♥
❡①♣r✐♠❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬ét❛t ❝♦♠♣❧èt❡s ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❡t ♠❛ss✐q✉❡s✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡r❛ q✉❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳

✼✳✶✳✶ ❈♦♥❥✉❣✉é❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❝♦♠♣❧èt❡s

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❧❡s

✶✻✸



✶✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❝♦♥❥✉❣✉é❡s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡s✮ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬ét❛t ❝♦♠♣❧èt❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ♠❛ss✐q✉❡ e∗ ❡t
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ε∗ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t ♣❛r ❧❛ ♣r❡s✲
s✐♦♥ ✿

e∗(−p, T ) = −µ(p, T ), ✭✼✳✶✮

ε∗(µ, T ) = p(µ, T ). ✭✼✳✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡ e(τ, s) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ s❡s ❛r❣✉✲
♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s♦♥t ✿

∂e

∂τ
= −p, ∂e

∂s
= T.

▲❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹ ✿

e∗(−p, T ) = Ts− τp− e(τ, s)

❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ●✐❜❜s ✭✺✳✾✮ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❝❤✐♠✐q✉❡ µ(p, T )✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ε(ρ, σ)✳ ▲❛ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✭✺✳✶✶✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s
s♦♥t ✿

∂ε

∂ρ
= µ,

∂ε

∂σ
= T.

❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹✱ ♦♥ ❛ ✿

ε∗(µ, T ) = Tσ + µρ− ε(ρ, σ)

= ρ(Ts+ µ− e).

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ●✐❜❜s ✿

µ = τp− Ts+ e, ✭✺✳✾✮

♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

●râ❝❡ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡✱ q✉✐ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡✳ ❘❛♣♣❡✲
❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ ✭✺✳✾✮ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬❊✉❧❡r✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭✺✳✼✮ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡①t❡♥s✐✈❡s✳

▲❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ e∗ ét❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ♣❛r ♣r♦♣r✐été ❞❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t très s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ❞❡ p ❡t T ✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡
❞❡ µ ❡t ❞❡ T ✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❞❡s ❡♥tr♦♣✐❡s✳ P✉✐sq✉❡
❝❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❛✈❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❧❡✉rs
♦♣♣♦sé❡s✳



✼✳✶ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✐s♦t❤❡r♠❡s ✶✻✺

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡s ❡♥tr♦♣✐❡s ♠❛ss✐q✉❡ s∗ ❡t
✈♦❧✉♠✐q✉❡ σ∗ s♦♥t ✿

(−s)∗
(
− p
T
,− 1

T

)
= − 1

T
µ(p, T ), ✭✼✳✸✮

(−σ)∗
(
µ

T
,− 1

T

)
= − 1

T
p(µ, T ). ✭✼✳✹✮

▲❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ss✐ ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠❛s✲

s✐q✉❡✱ q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝♦♥♥✉s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✸✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡
e(τ, s) ♣❛r r❛♣♣♦rt à τ ❡st ❧✬♦♣♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬❡♥t❤❛❧♣✐❡ ✿

e∗,τ (−p, s) = −pτ − e = −h(−p, s). ✭✼✳✺✮

❉❡ ♠ê♠❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡ e(τ, s) ♣❛r
r❛♣♣♦rt à s ❡st ❧✬♦♣♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❍❡❧♠♦❧t③ ✿

e∗,s(τ, T ) = Ts− e = −f(τ, T ). ✭✼✳✻✮

❈❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ✈ér✐✜❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

dh = τdp+ Tds, ✭✼✳✼✮

df = −pdτ − sdT. ✭✼✳✽✮

▲❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡ s(τ, e) ❞é✜✲

♥✐ss❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s✱ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r
1

T
♣rès✳

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é ❧❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❞❡
❧✬❡♥tr♦♣✐❡✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♦✉ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♠✐s❝✐❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✲
♠✐s❝✐❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❡st
❛♠❡♥é à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s max ❡t +✱ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r q✉❡
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ⋒ ❡t �✳ ▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t tr❛✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳

✼✳✶✳✷ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ (⋒, �, Conv(Rn)) ✲ (max, +, Conv(Rn))

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉✬à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❜✐♥❛✐r❡
ét❛✐t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ⋒ ❡t � s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ✻✳✶✳✶✺ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉①
♦♣ér❛t✐♦♥s ♠❛① ❡t + ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡
❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡s ❡t ♠✐s❝✐❜❧❡s✳ ❖♥ ✐♥s✐st❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳

❈❛s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✱ ♥♦té❡s ✭✶✮ ❡t ✭✷✮✱ ❞✬✉♥
♠ê♠❡ ❝♦r♣s ♣✉r✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡ ei(τ, s)✱ i =
1, 2✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs



✶✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✹✳ ▲❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✿

e∗(−p, T ) = −µ(p, T ). ✭✼✳✾✮

➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡
❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ✿

µ(p, T ) = min(µ1, µ2)(p, T ). ✭✼✳✶✵✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡✉rs é♥❡r❣✐❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s εi(τ, s)✱
i = 1, 2✱ ♦♥ ❛

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✺✳ ▲❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✿

ε∗(µ, T ) = p(µ, T ). ✭✼✳✶✶✮

➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣❤❛s❡ ✿

p(µ, T ) = max(p1, p2)(µ, T ). ✭✼✳✶✷✮

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✼✳✶✵✮ ❡t ✭✼✳✶✷✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✿

µ(p, T ) = µ1(p, T ) = µ2(p, T ),

❡t
p(µ, T ) = p1(µ, T ) = p2(µ, T ).

❈❛s ♠✐s❝✐❜❧❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✐s❝✐❜❧❡✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡ à tr❛✈❛✐❧❧❡r
❞❛♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡✉rs é♥❡r❣✐❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s εi(ρ, σ)✱ i = 1, 2✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✻✳ ▲❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✿

ε∗(µ, T ) = p(µ, T ).

➚ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣❤❛s❡ ✿

p(µ, T ) = p1(µ, T ) + p2(µ, T ). ✭✼✳✶✸✮

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛❧t♦♥ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ♠✐s❝✐❜❧❡s ❡t ❞é♠♦♥✲
tré❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✽✳

❊♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✈❡❝ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ❧❡ ♠ê♠❡
rés✉❧t❛t✳

✼✳✶✳✸ ❈♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s

■❧ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡
♣❧❛♥ (τ, p)✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❣é♥ér❡r ❝❡s ❝♦✉r❜❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❛
❧♦✐ ❞✬ét❛t ❝♦♠♣❧èt❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳



✼✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✶✻✼

❙✉♣♣♦s♦♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❞é❝r✐t ♣❛r s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡ e(τ, s)✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ e ♣❛r r❛♣♣♦rt à s ❡st ❧✬♦♣♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❧✐❜r❡ ❞❡ ❍❡❧♠♦❧t③ ✿

f(τ, T ) = Ts− e(τ, s), ✭✼✳✻✮

q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
df = pdτ + sdT. ✭✼✳✽✮

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ✿

∂f

∂τ
(τ, T ) = p(τ, T ). ✭✼✳✶✹✮

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
♦♥ t❛❜✉❧❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ e(τ, s)✱ ♣♦✉r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ τ ❡t ❞✬❡♥tr♦♣✐❡
s ❞♦♥♥és✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚▲❘ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❍❡❧♠♦❧t③ t❛❜✉❧é❡ Π(f)✳ ❊♥✜♥ ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❞✬❛♣rès ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ Π(f) ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
τ ✱ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✜♥✐❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✜①é❡✱ ♦♥ tr❛❝❡

❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♣❛r❛♠étré❡ τ 7→
(
τ,
∂f

∂τ
(τ, T )

)
✳

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♦♥ ❛ ✈✉ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
� ❡t ⋒✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ♦✉ ❞❡ ❣❛③ r❛✐❞❡s✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐r❛ ❞❡s
❧♦✐s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ♠✐s❝✐❜❧❡s ♦✉ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✳

✼✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❙♦♥ é♥❡r❣✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

e(τ, s) = (τ − b)
−
R

cV exp

(
s

cV

)
− a

τ
, ✭✼✳✶✺✮

♦ù R ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✱ cV ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ à ✈♦❧✉♠❡
❝♦♥st❛♥t✱ a ❡t b s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳✺ ❞❡ ❬❈❛❧✽✺❪✳ ❉❡s ét✉❞❡s ❛♣♣r♦♥✲
❢♦♥❞✐❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞✬ét❛t s♦♥t ♠❡♥é❡s ♣❛r ❱♦ÿ ❬❱♦ÿ✵✺❪ ❡t ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❬❋❛❝✵✽❪ ❞❛♥s
❧❡✉rs t❤ès❡s✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✭✺✳✹✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✿

T =
1

cV
(τ − b)

R

cV exp

(
s

cV

)
= cV

(
e+

a

τ

)
, ✭✼✳✶✻✮

p =
R

cV
(τ − b)

−1−
R

cV exp

(
s

cV

)
− a

τ2
=

RT

τ − b −
a

τ2
. ✭✼✳✶✼✮



✶✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❈♦♥st❛♥t❡s ❱❛❧❡✉rs

R 8.314J.K−1.mol−1

cV 4186J.Kg−1.K−1

a 0.544Pa.m−6

b 30.510−6m3

❚❛❜✳ ✼✳✶ ✕ ❈♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♣♦✉r ❧✬❡❛✉ ❧✐q✉✐❞❡✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧✬❡❛✉ ❧✐q✉✐❞❡ ✜❣✉r❡♥t ❡♥ t❛❜❧❡ ✼✳✷✳ P♦✉r ❞✬❛✉tr❡s
♠❛tér✐❛✉① ♦♥ s❡ ré❢èr❡ à ❧✬♦✉✈r❛❣❡ ❞❡ ❈❛❧❧❡♥ ❬❈❛❧✽✺❪ ♦✉ ❛✉① t❤ès❡s ❞❡ ❏❛♦✉❡♥
❬❏❛♦✵✶❪ ❡t ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❬❋❛❝✵✽❪✳

▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❙♦✉s
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ Tc✱ ❞✐t❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❧♦✲
❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ✼✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡s✱ ❝r✐t✐q✉❡s ❡t s✉♣❡r❝r✐t✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (τ, p)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬✐s♦t❤❡r♠❡ s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡ ❡♥ ❜❧❡✉✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ n1 ❡t n2 t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

p′(n1) = p′(n2) = 0,

p′(τ) > 0, ∀τ ∈ [n1, n2].

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ♣♦✐♥ts s♣✐♥♦❞❛✉①✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦✉s✲
❝r✐t✐q✉❡s✱ ❧❡ ❧✐❡✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❝❡s ♣♦✐♥ts ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ③♦♥❡ s♣✐♥♦❞❛❧❡✳ ▲❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ♣♦✐♥ts τ1 ❡t τ2 q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t✱
♣♦✉r t♦✉t T < Tc ✿

p∗(τ2 − τ1) =

∫ τ2

τ1

p(τ, T )dτ, ✭✼✳✶✽✮

p∗ = p(τ1, T ), ✭✼✳✶✾✮

p∗ = p(τ2, T ). ✭✼✳✷✵✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡✱ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❣❛③❡✉s❡ ❡t ❧✐q✉✐❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥t✳ P♦✉r τ ∈ [τ1, n1] ❡t
τ ∈ [n2, τ2]✱ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st très ✐♥st❛❜❧❡ ❡t s❡ ✈♦✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥
❧✐q✉✐❞❡ ♦✉ ✈❛♣❡✉r✳ ❈❡s ③♦♥❡s s♦♥t ❞✐t❡s ♠ét❛st❛❜❧❡s✳ ➚ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡✱
❧❡s ✈❛❧❡✉rs τ1 ❡t τ2 ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ✿ ❧✬✐s♦t❤❡r♠❡ ❝r✐t✐q✉❡ ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ❛❞♠❡t ✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ ❡♥ τ1 = τ2 = τc q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ C✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✷✳✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à Tc = 273, 16
❑ ❡t Pc = 611 P❛✳

■❧ ❡st ❢réq✉❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✓ ré❞✉✐t ✔ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✱ q✉❡ ❧✬♦♥
♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛♥t ✭✼✳✶✺✮ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t
❝r✐t✐q✉❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣r❡♠✐èr❡ ❡t s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✿

∂p

∂τ |T
= 0,

∂2p

∂τ2 |T
= 0.

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥ ét❛t ré❞✉✐t ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✿

pc =
a

27b2
, Tc =

8a

27Rb
, τc = 3b.



✼✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✶✻✾

❋✐❣✳ ✼✳✷✳✶ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✳ ▲❡ ❞ô♠❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛
❝♦✉r❜❡ ❜❧❡✉❡✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧❡s ③♦♥❡s ♠ét❛st❛❜❧❡s ❡t ❧❛
③♦♥❡ s♣✐♥♦❞❛❧❡✳ ▲❡ s♦♠♠❡t ❞✉ ❞ô♠❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ♥♦té
❝✳ ❊♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s
❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ s♣✐♥♦❞❛❧❡✳ ❆✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧✬✐s♦t❤❡r♠❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬✐♥✢❡①✐♦♥✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s
❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳



✶✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❋✐❣✳ ✼✳✷✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✿ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✳ ❉❛♥s ❧❛ ③♦♥❡
s♣✐♥♦❞❛❧❡✱ ❧❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ✈♦❧✉♠❡
s♣é❝✐✜q✉❡✳ ▲❛ ♣♦rt✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❝♦rr❡❝t❡✱ ❞♦✐t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡
♣❛r ❧❡ s❡❣♠❡♥t [L, V ] ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❛✐r❡s ❆ ❡t ❇ s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡s✳

❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ♣❛r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ré❞✉✐t❡s✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡s ✿

p =
p

pc
, T =

T

Tc
, τ =

τ

τc
.

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♦♥ s✬❛✛r❛♥❝❤✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ·✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥é❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

e(τ, s) =





exp(s)

(3τ − 1)8/3
− 3

τ
s✐ τ >

1

3
, s > 0,

+∞, s✐♥♦♥✳
✭✼✳✷✶✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à Tc = 1✱ pc = 1 ❡t τc = 1✳
❆✉ ❞❡ss✉s ❞✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ✭❝♦✉r❜❡ ✈❡rt❡✮ s♦♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦♥♦✲

t♦♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ s♣✐♥♦❞❛❧❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡s ♥✬❡st

♣❛s ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡
∂p

∂τ |T
> 0✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r

❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ♦✉ ❧♦✐ ❞❡s ❛✐r❡s
é❣❛❧❡s✱ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐s♦t❤❡r♠❡ s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡ ♣❛r
❧❡ s❡❣♠❡♥t [L, V ] ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❛✐r❡s ❆ ❡t ❇✱ ❞é❧✐♠✐té❡s ♣❛r ❧✬✐s♦t❤❡r♠❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡
❡t ❧❡ s❡❣♠❡♥t [L, V ]✱ s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✼✳✷✳✷✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (τ1, τ2) ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✼✳✶✽✮✲✭✼✳✷✵✮ s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ▲❛ ♠✐s❡
❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❛❜♦r✐❡✉s❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs τ1 ❡t τ2 ♥❡ s❡
❞ét❡r♠✐♥❡♥t ♣❛s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ P♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ♦♥ s❡ ré❢èr❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❱♦ÿ ❡t ▼ü❧❧❡r ❬❉▼❱✵✺✱ ▼❱✵✻✱ ❱♦ÿ✵✺❪✳



✼✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✶✼✶

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✷✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡s ❛✐r❡s é❣❛❧❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥st✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭✼✳✶✺✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ e ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❤♦r♠✐s
❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ s♣✐♥♦❞❛❧❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❍❡❧♠♦❧t③ F (τ, T ) ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ❧✬♦♣♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ e(τ, s) ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ✿

e∗,s(τ, T ) = Ts− e(τ, s) = −F (τ, T ).

❖♥ ♣❡✉t r❡❧✐❡r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ F s✉✐✈❛♥t ✿

❝♦(e) = e∗∗ = F (∗∗,τ)∗,T

.

❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡
F (τ, T ) ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à T ✱ ♠❛✐s ♣❛s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à τ
✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✼✳✷✳✸✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ τ1 ❡t τ2 ❧❡s ♣♦✐♥ts ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐té
à ❚ ✜①é✳ P✉✐sq✉❡ F ∗∗,τ (τ, T ) ❡st ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐✜é❡ ❞❡ F ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ τ ✱ F ∗∗,τ (τ, T )
❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à τ ✭❡t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥❝❛✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à T ✮ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡

τ1 ❡t τ2✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✳✽✮ ❛ss✉r❡ q✉❡
∂F

∂τ
= p✱ ❛❧♦rs ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

∫ τ2

τ1

∂F ∗∗,τ

∂τ
dτ = K = p0(τ2 − τ1).

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥ ❛ ✿
∫ τ2

τ1

∂F

∂τ
dτ = F (τ2, T )− F (τ1, T )

= F ∗∗,τ (τ2, T )− F ∗∗,τ (τ1, T )

= K.

❆✐♥s✐
∫ τ2
τ1
p(τ, T )dτ = p0(τ2 − τ1)✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❛✐r❡s é❣❛❧❡s✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡
▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❛✐r❡s é❣❛❧❡s ❡t ❝♦r✲
r✐❣❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✳ ❖♥ ✐♥s✐st❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
s✉r ❧✬❛s♣❡❝t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✭✼✳✶✺✮ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❝♦♥s✐❣♥és ❡♥ t❛❜❧❡ ✼✳✷✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✿

s ∈ [5.7× 103, 5.77× 103] τ ∈ [5.× 10−5, 3.× 10−4].

▲❛ ❣r✐❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t 1000 × 1000 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✸✳✶ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ t❛❜✉❧é❡ Π(e)✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❡♥✈❡✲
❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦(e(τ, s))✳ ▲❡ ❞ô♠❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (τ, p) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t
♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✿

H(e, ❝♦(e)) =

{
1, s✐ e(τ, s) > ❝♦(e)(τ, s) + 10−4,
0, s✐♥♦♥.

✭✼✳✷✷✮

▲❛ ③♦♥❡ ♦ù ❧❛ q✉❛♥t✐té H(e, ❝♦(e)) ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞ô♠❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠è♥❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✳✹✳



✶✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❋✐❣✳ ✼✳✷✳✸ ✕ Pr♦✜❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ F (τ, T ) ❡t ❞❡ s❛ ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é❡
F ∗∗(τ, T ) à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✜①é❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é❝r✐ts ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐❧ ❡st
❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ Π(e) ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐✲
✜é❡ ❝♦(e)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ t❛❜✉❧é❡ Π(e)✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚▲❘
❡st ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❍❡❧♠♦❧t③
t❛❜✉❧é❡ Π(F )✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✳✽✮✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

p =
∂F

∂τ
.

P♦✉r tr❛❝❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ τ ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ Π(F )
♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦(e) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❝♦rr✐❣é❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ♦♥ ♣❡✉t
❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❛✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡
✼✳✷✳✺✮ ❡t ❛♣rès ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✼✳✷✳✻✮✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❡♥
❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❛✐r❡s é❣❛❧❡s✳ ❆♣rès ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ s✬❡✛❡❝t✉❡
à ♣r❡ss✐♦♥ ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳

✼✳✸ ▲♦✐s ❞✬ét❛ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s (⋒,�) ❡t (max,+) ♣♦✉r ❝♦♥st✉✐r❡
❞❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥st✉✐r❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
♠é❧❛♥❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
♣r❡ss✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡s✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ♣❤❛s❡s ❡t ♦♥ ❝♦♠♣♦s❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❧♦✐s
❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❡t ❞❡s ❣❛③ r❛✐❞❡s✳ ▲❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡
❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s✳ ❖♥ s❡ ré❢èr❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉①



✼✳✸ ▲♦✐s ❞✬ét❛ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ✶✼✸

❋✐❣✳ ✼✳✷✳✹ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✿ ❞ô♠❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✼✳✷✷✮✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs
♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ H(e, ❝♦(e))✳

tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏❛♦✉❡♥ ❬❏❛♦✵✶❪ ❡t ❆❧❧❛✐r❡ ❡t ❛❧✳ ❬❆❋❑✵✼❪✳ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❬❍❙✵✻❪✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❣❛③ r❛✐❞❡s ❡st ét✉❞✐é
❡♥ ❞ét❛✐❧ ♣❛r ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬❋❛❝✵✽❪✳

❆♣rès ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❡t r❛✐❞❡s✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t
✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s
❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ❙✐ ❧❡s ❝❤❛❧❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s à ✈♦❧✉♠❡
❝♦♥st❛♥ts cV ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t é❣❛❧❡s✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❜❛♥❞❡✳
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❏❛♦✉❡♥✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s
❝❤❛❧❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ✶✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ s❛t✉✲
r❛t✐♦♥ ❡st ✓ t♦r❞✉❡ ✔ ♠❛✐s ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞é❝r✐t ♣❛r ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ✭❬❋❛❝✵✽❪✱ ❝❤❛♣✳ ✺✮ q✉❡ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡
❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✭✶✮ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡
♠❛ss❡ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é✲
❧❛♥❣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛③ r❛✐❞❡s ✭♣♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❞❡ ❬❋❛❝✵✽❪✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❚▲❘ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡
✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♠✐s❝✐❜❧❡✳



✶✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❋✐❣✳ ✼✳✷✳✺ ✕ ❈♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s s♦✉s ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳
❈❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡
✻✳✸✳✶ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬é♥❡r❣✐❡ t❛❜✉❧é❡ Π(e) s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ 1000 × 1000 ♣♦✐♥ts✳ ▲❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st (s, τ) ∈ [5.7× 103, 5.77× 103]× [5.× 10−5, 3.× 10−4]✳ ❙❛♥s
❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❛♥s
❧❛ ③♦♥❡ s♣✐♥♦❞❛❧❡✳



✼✳✸ ▲♦✐s ❞✬ét❛ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ✶✼✺

❋✐❣✳ ✼✳✷✳✻ ✕ ❈♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❛♣rès ❝♦♥✈❡①✐✜❝❛t✐♦♥✳
❈❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡
✻✳✸✳✶ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬é♥❡r❣✐❡ t❛❜✉❧é❡ ❝♦(e) s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ 1000 × 1000 ♣♦✐♥ts✳ ▲❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st (s, τ) ∈ [5.7×103, 5.77×103]×[5.×10−5, 3.×10−4]✳ ●râ❝❡ à ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦(e)✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳



✶✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

✼✳✸✳✶ ▲♦✐ ❞✬ét❛t ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❡t r❛✐❞❡s

❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇♦②❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡
❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✜①é❡ ✿

pV = RT,

♦ù R ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r❛t✐♦ ❞❡ ❧❛
❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✮✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ♥✬❡st ✈❛❧✐❞❡ q✉❡ ♣♦✉r
❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ❞❡♥s✐tés✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ❣❛③✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t
♣❛s✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣❛③ r❛✐❞❡s ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té ❛✉① ❧✐q✉✐❞❡s ✿ ❡❧❧❡ ✐♥tè❣r❡ ❧❡s
❡✛❡ts ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ré♣✉❧s✐♦♥✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞✬ét❛t ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

e(τ, s) = τ1−γ exp

(
s− s0
cV

)
−Q+ πτ. ✭✼✳✷✸✮

▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s γ, s0, cV , Q ❡t π ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✿ ❧❛
q✉❛♥t✐té Q ❡st ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❧❛t❡♥t❡✱ γ > 1 ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②tr♦♣✐q✉❡✱ s0 ❡st
❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ cV > 0 ❡st ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ à ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡
♣r♦❞✉✐t γπ ≥ 0 tr❛❞✉✐t ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs ❡♥ ♣♦s❛♥t
π = 0 ❡t Q = 0 ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✸✳✶✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ss✉r❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ✭♠❛✐s ♣❛s ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✮ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✭❧❡s ♣r❡✉✈❡s r✐❣♦✉r❡✉s❡s ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ❬❋❛❝✵✽❪✮✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✭✺✳✹✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✿

T (τ, s) =
∂e

∂s |τ
(τ, s) =

1

cV
τ1−γ exp

(
s− s0
cV

)
, ✭✼✳✷✹✮

p(τ, s) = −∂e
∂τ |s

(τ, s) = (γ − 1)τ−γ exp

(
s− s0
cV

)
− π, ✭✼✳✷✺✮

s♦✐t ❡♥❝♦r❡

p = (γ − 1)cV
T

τ
− π. ✭✼✳✷✻✮

❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ●✐❜❜s ✭✺✳✾✮✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣❛③ r❛✐❞❡ ❡st ✿

µ(p, T ) = cV T

(
γ − ln

(
(cV T )γ

(
γ − 1

p+ π

)γ−1
))
− Ts0 −Q. ✭✼✳✷✼✮

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞♦♥❝ q✉✬à ✈♦❧✉♠❡ ✜①é✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ✳ ❆ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✜①é❡✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦♥t ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s
❞✬❤②♣❡r❜♦❧❡✳ ❆✉ss✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st✲✐❧ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s ♣✉r❡s✳

✼✳✸✳✷ ▼é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲❡s
♣❤❛s❡s ❧✐q✉✐❞❡ ❡t ✈❛♣❡✉r ✭♥♦té❡s ✶ ❡t ✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❞❡s ❧♦✐s



✼✳✸ ▲♦✐s ❞✬ét❛ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ✶✼✼

❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ✿

e1(s1, τ1) = exp

(
s1
cV,1

)
τ1−γ1

1 , ✭✼✳✷✽✮

e2(s2, τ2) = exp

(
s2
cV,2

)
τ1−γ2

2 , ✭✼✳✷✾✮

❛✈❡❝ γ1 > γ2 ✭❧❡s ❡♥tr♦♣✐❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥✉❧❧❡s✮✳ P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧✬é♥❡r✲
❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♦♥ tr❛❞✉✐t ❧❡s é❣❛❧✐tés ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ♣r❡ss✐♦♥s ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧s
❝❤✐♠✐q✉❡s ❞❡s ♣❤❛s❡s✳

▲✬é❣❛❧✐té ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s T1 = T2 = T ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿

e1 = cV,1T,

e2 = cV,2T.

❊♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐tés ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s p1 = p2 = p✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

τ2 =
cV,2(γ2 − 1)

cV,1(γ1 − 1)
τ1. ✭✼✳✸✵✮

❊♥✜♥ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝❤✐♠✐q✉❡s s✬é❝r✐t ✿

cV,1T

(
γ1 − ln

(
(cV,1T )γ1

(
γ1 − 1

p

)γ1−1
))

=

cV,2T

(
γ2 − ln

(
(cV,2T )γ2

(
γ1 − 1

p

)γ2−1
))

.

❆♣rès ❝❛❧❝✉❧s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ τ1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✿

τ1 =


c

cV,2

V,2

c
cV,1

V,1

T cV,2−cV,1
(γ2 − 1)c

(γ2−1)cV,2

V,2

(γ1 − 1)c
(γ1−1)cV,1

V,1

exp (γ1cV,1 − γ2cV,2)




κ

, ✭✼✳✸✶✮

♦ù κ =
1

cV,2(γ2 − 1)− cV,1(γ1 − 1)
✳

❊♥ tr❛❞✉✐s❛♥t τ1 ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✿

p =

(
exp(cV,2γ2 − cV,1γ1)

(
cV,1γ1(γ1 − 1)γ1−1

)cV,1

(cV,2γ2(γ1 − 1)γ2−1)cV,2

)κ

× T κ(γ1cV,1−γ2cV,2). ✭✼✳✸✷✮

▼é❧❛♥❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❛✈❡❝ cV,1 = cV,2 = 1

❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ cV,1 = cV,2 = 1✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡
♣❧❛♥ (T, p) s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ✿

p = exp(−1)

(
(γ1 − 1)γ1−1

(γ2 − 1)γ2−1

) 1

γ1 − γ2 T. ✭✼✳✸✸✮



✶✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❋✐❣✳ ✼✳✸✳✶ ✕ ❈♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡
❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ❯♥ ♣♦✐♥tA ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s❡❣♠❡♥t
AB ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (T, p)✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦❜❛r❡s ❡t ✐s♦t❤❡r♠❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (T, p)✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡✳
❉✬❛♣rès ✭✼✳✷✻✮✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

p =
(γi − 1)T

τ
= κT, ✭✼✳✸✹✮

❛✈❡❝ κ = exp(−1)

(
(γ1 − 1)γ1−1

(γ2 − 1)γ2−1

) 1

γ1 − γ2 ✳

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
❡st ✿

p(τ, T ) =





(γ2 − 1)
T

τ
, s✐ τ ≤ τ2,

κT, s✐ τ2 ≤ τ ≤ τ1,
(γ − 1)

T

τ
, s✐ τ ≥ τ1.

✭✼✳✸✺✮

➚ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡
[τ2, τ1]✳ ❉❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t
❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ✭✶✮ ♦✉ ✭✷✮✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ✼✳✸✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧❛
③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ❙♦✐t A ✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (T, p)✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s❡❣♠❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❬❆❆✬❪ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (τ, p) ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳✶✮✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r
❲❛❛❧s✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✲✈❛♣❡✉r ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❝r✐t✐q✉❡✳

▲❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳

❩♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

H(e, (♠✐♥(e1, e2))
∗∗) =

{
1, s✐ e(τ, s) > (♠✐♥(e1, e2))

∗∗(τ, s),
0, s✐♥♦♥.

✭✼✳✸✻✮

▲❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ H(e, (♠✐♥(e1, e2))
∗∗)✳ ■❧

❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ♠✐♥(e1, e2))
∗∗ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r♦❞é❝✉r❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿



✼✳✸ ▲♦✐s ❞✬ét❛ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ✶✼✾

▲✐q✉✐❞❡ ❱❛♣❡✉r

γ1 = 1.6 γ2 = 1.5
cV,1 = 1 ❏✳❑❣−1.❑−1 cV,2 = 1 ❏✳❑❣−1.❑−1

s0,1 = 0 ❏✳❑❣−1.❑−1 s0,2 = 0 ❏✳❑❣−1.❑−1

Q1 = 0 ❏✳❑❣−1 Q2 = 0 ❏✳❑❣−1

π1 = 0 P❛ π2 = 0 P❛

❚❛❜✳ ✼✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✳

✕ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s é♥❡r❣✐❡s t❛❜✉❧é❡s Π(e1) ❡t Π(e2)✱
✕ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ♠✐♥(Π(e1),Π(e2))✱
✕ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡✉① ❢♦✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✸✳✶ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ t❛❜✉❧é❡ ♠✐♥(Π(e1),Π(e2))✳

❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ❞❡ e1 ❡t e2✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡
❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ t❛❜❧❡ ✼✳✸✳✷✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é
s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐s❝r❡t (τ, s) ∈ [0.8, 1.2] × [0.8, 1.2] ❝♦♥t❡♥❛♥t 1000 × 1000 ♣♦✐♥ts
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡ ❞ô♠❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t
❝r✐t✐q✉❡✳ ▲❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ s♦♥t ❜✐❡♥ ✈❡rt✐❝❛✉① ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ τ1 ❡t τ2✳

❈♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s P♦✉r tr❛❝❡r ❧❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t
✕ s♦✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❍❡❧♠♦❧t③✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✱

✕ s♦✐t s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
p(µ, T ) ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✷✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ µ ❡t
T ✿

p(µ, T ) = (γ − 1)

(
T−γ exp

(
γ − µ
T

)) 1

1− γ .

❖♥ ❝♦♥♥❛ît ❞♦♥❝ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ε✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✈ér✐✜❡ ✿

p(µ, T ) = max(p1, p2)(µ, T ).

P✉✐sq✉❡
∂p

∂µ
= ρ = 1/τ ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡

❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ µ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ♣♦✉r tr❛❝❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
✈♦❧✉♠❡ ♠❛ss✐q✉❡ τ ✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ré❛❧✐sé s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ (µ, T ) ∈ [−2, 3]× [5, 6]✳ ▲❛
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✶✵✵✵ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡
s❛t✉r❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t à ♣r❡ss✐♦♥ ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡
❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❧❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✉ ♣❧❛♥ (τ, p)✳
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ♣❡♥t❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ s❛✲
t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳✸✳



✶✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❋✐❣✳ ✼✳✸✳✷ ✕ ❇❛♥❞❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ▲❛
③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✼✳✸✻✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡
H(e, (♠❛①(p1, p2))

∗) ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳

▼é❧❛♥❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❛✈❡❝ cV,1 6= cV,2 6= 1

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝❤❛❧❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❞❡ 1✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❧♦✐s ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ♣✉✐ss❡♥t ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t✳
❖♥ r❡♣r❡♥❞ ✐❝✐ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❬❋❛❝✵✽❪ à ❝❡ s✉❥❡t ✭❬❋❛❝✵✽❪✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱
♣✳✶✷✾✮✳ ➚ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ τliq < τvap ❡t eliq < evap✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✿

(γ1 − 1)cV,1 < (γ2 − 1)cV,2,

cV,1 < cV,2.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ✏❧✐q✉✐❞❡✑ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✉ s♦♥ ❞❛♥s s❛ ✈❛♣❡✉r ✿

γ1(γ1 − 1)cV,1 > γ2(γ2 − 1)cV,2.

❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ ✿

γ1cV,1 − γ2cV,2

(γ1 − 1)cV,1 − (γ2 − 1)cV,2
> 0.

❆❧♦rs ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡✱ ❞♦♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡s ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✼✳✸✷✮✱ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡
❞r♦✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛♥ (T, p)✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s
✈❡rt✐❝❛❧❡ ♠❛✐s ❝♦✉r❜é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs τ1 ❡t τ2✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✼✳✸✶✮
❡t ✭✼✳✸✵✮✱ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ✱ ❝❛r

cV,2 − cV,1 > 0.



✼✳✸ ▲♦✐s ❞✬ét❛ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ✶✽✶

❋✐❣✳ ✼✳✸✳✸ ✕ ❈♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❣❛③ ♣r❛❢❛✐ts✳ ▲❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ à ♣r❡ss✐♦♥ ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s
✐s♦t❤❡r♠❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ s❛✉t ❞❡ ♣❡♥t❡ ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❉❡
♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✳
❊❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣❤❛s❡s ♣✉r❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts e1
❡t e2✳



✶✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

▲✐q✉✐❞❡ ❱❛♣❡✉r

γ1 = 1.9 γ2 = 1.6
cV,1 = 1040 ❏✳❑❣−1.❑−1 cV,2 = 1816.2 ❏✳❑❣−1.❑−1

s0,1 = 0 ❏✳❑❣−1.❑−1 s0,2 = 0 ❏✳❑❣−1.❑−1

Q1 = 0 ❏✳❑❣−1 Q2 = 0 ❏✳❑❣−1

π1 = 0 P❛ π2 = 0 P❛

❚❛❜✳ ✼✳✸ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ t❡❧ q✉❡ cV,1 6=
cV,2 6= 1 ✳

➚ t✐tr❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡
❬❋❛❝✵✽❪✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✼✳✸✳✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛
③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st (µ, T ) ∈ [−1, 2]× [2×10−4, 2×10−3]✳
▲❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥t✐❡♥t 1000×1000 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
✈ér✐✜❡ ✿

∂p

∂µ
= ρ,

✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ t❛❜✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ µ ♣❛r ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳✹ ♣rés❡♥t❡
❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❞❡ ❝❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡st
❝♦✉r❜❡✳ ▲❡s ✈♦❧✉♠❡s s♣é❝✐✜q✉❡s τ1 ❡t τ2 s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛
♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ♣❡♥t❡ à ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❧❛
❜❛♥❞❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳ ❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t
❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
(T, p)✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts
❧♦rsq✉❡ cV,1 6= cV,2✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ❡♥
❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✭✼✳✸✷✮✳

✼✳✸✳✸ ▼é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✱ ♥✉♠ér♦tés
✭✶✮ ❡t ✭✷✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✻✱ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r s❛
♣r❡ss✐♦♥ p(µ, T )✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

p(µ, T ) = (p1 + p2)(µ, T ).

❉❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ré❛❝t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡✱ q✉❛♥❞ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝❤❛♥✲
❣❡✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡ ❝❛r ✐❧ ② ❛ ✉♥ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥st✐t✉❛♥ts✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à t❡st❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♥♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r
❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ t❛❜✉❧é❡
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s t❛❜✉❧é❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∂p

∂µ
= ρ = 1/τ.



✼✳✸ ▲♦✐s ❞✬ét❛ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ✶✽✸

❋✐❣✳ ✼✳✸✳✹ ✕ ❈♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❛✈❡❝
cV,1 6= cV,2✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ♣❡♥t❡s à ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❧❛
③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✐t ❝♦✉r❜❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s
❞❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳

❋✐❣✳ ✼✳✸✳✺ ✕ ❈♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts
❛✈❡❝ cV,1 6= cV,2✳ ❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♦♥ tr❛❝❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳



✶✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ µ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ♣✉✐s ♦♥ tr❛❝❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ τ ✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (τ, p) ❛✈❡❝ µ ∈
[−10,−5] ❡t T ∈ [2, 20]✳ ▲❡s ❡①♣♦s❛♥ts ♣♦❧②tr♦♣✐q✉❡s s♦♥t γ1 = 1.4 ❡t γ2 = 1.8✳ ▲❡s
❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s ❡t s♦♥t très s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥
❞❡ ♠❛ss❡ ❞✉ ❣❛③ ✭✶✮ ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❖♥
♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ =
M1

M
=
M1

V1

V

M
=
ρ1

ρ
, ✭✼✳✸✼✮

♣✉✐sq✉❡ V1 = V ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✈ér✐✜❡
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿

M = M1 +M2,

s♦✐t ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r V 6= 0 ✿

ρ = ρ1 + ρ2.

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ s❛t✐s❢❛✐t

0 ≤ ϕ =
ρ1

ρ
=

ρ1

ρ1 + ρ2

=

∂p1

∂µ1

∂p1

∂µ1
+
∂p2

∂µ2

≤ 1.

▲❡ r❛t✐♦ ✭✼✳✸✼✮ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ (µ, T ) ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s s✉r
❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s t❛❜✉❧é❡s p1 ❡t p ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ µ✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡st
❞♦♥♥é ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳✼✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ϕ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳ ◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
♦♥ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ 0 ≤ ϕ ≤ 1✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✉ss✐ q✉❡ s✐ γ1 = γ2 ❛❧♦rs ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥
ϕ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à ✶✴✷✳

✼✳✸✳✹ ▼é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ r❛✐❞❡s

▲❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t ét❡♥❞✉❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❣❛③ r❛✐❞❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♠♦❞é❧✐s❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬❛t✲
tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ré♣✉❧s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡s ❣❛③ ❡t ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡
❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ r❛✐❞❡s✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞❡✉①
♣❤❛s❡s ♣❛r ❧❡✉rs é♥❡r❣✐❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s εi✱ i = 1, 2✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t
s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶ ♣❛❣❡ ✶✻✹✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s max ❡t ✰
❛✉① ♣r❡ss✐♦♥s pi(µ, T )✱ i = 1, 2, ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳

▼é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ r❛✐❞❡s

▲❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ r❛✐❞❡s ❛ été ét✉❞✐é ♣❛r ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❛✉ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ✻ ❞❡ s❛ t❤ès❡ ❬❋❛❝✵✽❪✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ T → P (T ) s❡



✼✳✸ ▲♦✐s ❞✬ét❛ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ✶✽✺

❋✐❣✳ ✼✳✸✳✻ ✕ ▼é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ✿ ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s✳ ▲❡s ✐s♦✲
t❤❡r♠❡s s♦♥t ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞✬❤②♣❡r❜♦❧❡✳ ▲❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✉♥ ❣❛③
♣❛r❢❛✐t✳



✶✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❋✐❣✳ ✼✳✸✳✼ ✕ ▼é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡
♠❛ss❡ ❞✉ ❣❛③ ✭✶✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✜①é❡✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡
♠❛ss❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✱ ✐❧ ② ❛ ❜✐❡♥ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✳
▲❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✳



✼✳✸ ▲♦✐s ❞✬ét❛ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ✶✽✼

▲✐q✉✐❞❡ ❱❛♣❡✉r

γ1 = 3.3 γ2 = 2.33
cV,1 = 0.11 ❏✳❑❣−1.❑−1 cV,2 = 1 ❏✳❑❣−1.❑−1

s0,1 = 1. ❏✳❑❣−1.❑−1 s0,2 = 0 ❏✳❑❣−1.❑−1

Q1 = 3. ❏✳❑❣−1.❑−1 Q2 = 0 ❏✳❑❣−1.❑−1

π1 = 4. P❛ π2 = 0 P❛

❚❛❜✳ ✼✳✹ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❣❛③ r❛✐❞❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❡t ♠✐s❝✐❜❧❡✳

❞é❞✉✐t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ●✐❜❜s ❞❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿

cV,1T

(
γ1 − ln

(
(cV,1T )γ1

(
γ1 − 1

p+ π1

)γ1−1
))
− Ts0,1 −Q1 =

cV,2T

(
γ2 − ln

(
(cV,2T )γ2

(
γ2 − 1

p+ π2

)γ2−1
))
− Ts0,2 −Q2. ✭✼✳✸✽✮

❙✐ Qi 6= 0✱ i = 1, 2✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡
❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡✳ ▲✬❛✉t❡✉r ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ T → P (T )
♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉ ♣❛♣✐❡r ❞❡
❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬❋❑❆✶✵❪✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡
♣❛s ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❙❡✉❧❡s ❧❡s ❧♦✐s t❛❜✉❧é❡s
❞❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ t❛❜✉❧é❡ ❞✉
♠é❧❛♥❣❡✳

➚ t✐tr❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ✈✐rt✉❡❧s✱ ❧✬✉♥ ❞é❝r✐t
♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ r❛✐❞❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❧♦✐ ✜❣✉r❡♥t ❡♥ t❛❜❧❡ ✼✳✸✳✹✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶ ✿

p(µ, T ) = max(p1, p2)(µ, T ).

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st (µ, T ) ∈ [−15, 0]× [2, 25]✳ ▲❛ ❣r✐❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t 1000 ♣♦✐♥ts
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s
❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳✽✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡st ❝♦✉r❜❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ s❡ t❡r♠✐♥❡
❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧❛✐ss❡ s✉♣♣♦s❡r ❧❛ ✜❣✉r❡✳

▼é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ r❛✐❞❡s

P❛r s♦✉❝✐ ❞✬❡①❤❛✉st✐✈✐té✱ ♦♥ tr❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡✱ q✉✐ r❡✈✐❡♥t
à ét❛❜❧✐r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛❧t♦♥✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✻✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❝❤♦✐s✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡
❞❡ ❞❡✉① ❣❛③ r❛✐❞❡s✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳✾✳ ❖♥
❝♦♥st❛t❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❡t
♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡✳



✶✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❋✐❣✳ ✼✳✸✳✽ ✕ ▼é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞✬✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ❡t ❞✬✉♥ ❣❛③ r❛✐❞❡ ✿ ❝♦✉r❜❡s
✐s♦t❤❡r♠❡s✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ t❛❜❧❡ ✼✳✸✳✹✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡
❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♥❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛s ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t
❝r✐t✐q✉❡✳

❋✐❣✳ ✼✳✸✳✾ ✕ ▼é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡ ❞✬✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ❡t ❞✬✉♥ ❣❛③ r❛✐❞❡ ✿ ❝♦✉r❜❡s ✐s♦✲
t❤❡r♠❡s✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ t❛❜❧❡ ✼✳✸✳✹✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣❛③
♣❛r❢❛✐ts✱ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡✳



✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✽✾

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ � ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ⋒ ❥♦✉❡♥t ✉♥❡ rô❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✐♠✲
♠✐s❝✐❜❧❡s ❡t ♠✐s❝✐❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥✈❡①❡
é♥♦♥❝é❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡
❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥ + ❡t max r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ (max,+)
❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳

P✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s max ❡t +✱ ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❞❡s
é♥❡r❣✐❡s ❡t ❡♥tr♦♣✐❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❡t ♠❛ss✐q✉❡s✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✿

✕ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t✱ s✐ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✐♠♠✐s✲
❝✐❜❧❡ ✿

p(µ, T ) = max(p1, p2)(µ, T ).

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

p(µ, T ) = p1(µ, T ) = p2(µ, T ).

✕ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✱ s✐ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ♠✐s❝✐❜❧❡ ✿

p(µ, T ) = (p1 + p2)(µ, T ).

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛❧t♦♥✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ♣rés❡♥té ❞✐✈❡rs❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (τ, p) ✿

✕ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✓ ré❡❧ ✔✱ s✐ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡
e(τ, s)✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❍❡❧♠♦❧t③✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ e ♣❛r r❛♣♣♦rt à s ✿

F (τ, T ) = Ts− e(τ, s).

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ F ♣❛r r❛♣♣♦rt à τ ✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❍❡❧♠♦❧t③ t❛❜✉❧é❡ s❡❧♦♥ τ
♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ t❛❜✉❧é❡✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ✜①❛♥t ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♦♥ tr❛❝❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ s❡❧♦♥ τ ✳

✕ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞é❝r✐t ♣❛r s❛ ♣r❡ss✐♦♥
p(µ, T )✳ ▲❡ tr❛❝é ❞❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡
τ = 1/ρ✳ ❖r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡
ρ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s s❛♥s ♠ê♠❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧
à ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡✳

❖♥ ❛ ♣r♦♣♦sé ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❧❛ ❝♦♥s✲
tr✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛
❧♦✐ ❞❡s ❛✐r❡s é❣❛❧❡s ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡



✶✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚▲❘ ❞ét❛✐❧❧é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❍❡❧♠♦❧t③✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡
❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ✿ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥
❝♦♥str✉✐t ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s r❡❝♦✉✈r❡♥t
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ s♣✐♥♦❞❛❧❡✳

▲❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s
♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞✐♣❤❛s✐q✉❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛③ ♣❛r✲
❢❛✐t✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚▲❘ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐s♦t❤❡r♠❡s ❡t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s
♣❛r ❏❛♦✉❡♥ ❬❏❛♦✵✶❪✱ ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❬❋❛❝✵✽❪✱ ❍❡❧❧✉② ❡t ❙❡❣✉✐♥ ❬❍❙✵✻❪ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✳ ❈❡
t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡♥r✐❝❤✐ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝❤❛❧❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s à
✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥st❛♥t s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ✶✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❝♦rr♦❜♦rés ♣❛r
❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞♦♥♥és ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❋❛❝❝❛♥♦♥✐ ❬❋❛❝✵✽❪✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛✲
t✐♦♥ s♦✐t ❝♦✉r❜é❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳ ❯♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ❞❡
❣❛③ r❛✐❞❡s ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✐s❝✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥
❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❣❛③ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡s
❧♦✐s ❞✬ét❛t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✿ ♠é❧❛♥❣❡s ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡s✱
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠✐s❝✐❜✐❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s✱ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ♥♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭t❛❜✉❧é❡s ❡t✴♦✉
♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❡t❝✳✳✳

◗✉❡❧q✉❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡♠❡✉r❡♥t ✿
✕ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ R

2✳
❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❚▲❘✱ ♣❡✉t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❛ ❜♦ît❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬ét❛t ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ré❛❧✐sé s♦✐❣♥❡✉s❡♠❡♥t✳

✕ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ t❛❜✉❧é❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧♦✐s t❛❜✉❧é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❈❋❉ ❡st ❛ss❡③ ❞é❧✐❝❛t❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ❧❛
t❛❜❧❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡st ❧❛r❣❡✳
■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞♦♥❝ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ t❛❜✉❧é❡ ♣♦✉r
❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳
■❧ ❢❛✉t ✈❡✐❧❧❡r à ❝❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é❣r❛❞❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ♣♦✉rr❛✐❡♥t
✈❡♥✐r ♣❡rt✉r❜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳

P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡s s♦✉❝✐s✱ ✐❧ ❡st ❡♥✈✐s❛❣é ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❡r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ✭♦✉
❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣rés❡r✈❡r ❧❛
❝♦♥✈❡①✐té✳ ❯♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥s✐st❡r à ét❡♥❞r❡ à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❚▲❘✱ s❡❧♦♥ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ▲✉❝❡t ❬▲❇❚✵✾❪✳ ❊♥✜♥ ✉♥ ✐♥térêt
t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ♣♦rté à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝r✐t✐q✉❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s r✐❝❤❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s
❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❞❡ ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❤❛s✐q✉❡s ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts
❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ✿

✕ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❀

✕ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❛❞✲
♠✐ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡✳

⋆ ⋆ ⋆

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♣♦✉r s✐✲
♠✉❧❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❞❡ ❣❛③ ✐♠♠❡r❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st
❝♦♥st✐t✉é ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛❞❥♦✐♥t
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛tt❛❝❤és à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥♦♥ ❞✐ss✐♣❛t✐❢s✱ ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s♦✐t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t rés♦❧✉❡✳ ❯♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡
✭q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ❡t ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ✭❞✐✣❝✐❧❡ à
♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡✮ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝♦✉♣❧é❡ à ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ▲❡
s❝❤é♠❛ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ t❡r♠❡
❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡✱ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❯♥
✐♥❣ré❞✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❝♦♥s✐st❡ ❛✉ss✐✱ à ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❣✉❧✐❡rs✱ à ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
t♦✉t ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ♦✉ ❞é❝♦✉♣❛♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❈❡
s❝❤é♠❛ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡t ❞❡ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞✐❢✲
❢✉s✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ■❧ ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
s✉♣ér✐❡✉r❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ s❡r❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞é❧✐❝❛t❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ à
❧✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❡♥ t❡♠♣s s❡♠❜❧❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐♠é❡ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r
✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✲❣❛③✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞û

✶✾✶



✶✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞♦♥❝ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞

❝❤❛♣✐tr❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ s❡❝♦♥❞ s❝❤é♠❛ ❞✉ t②♣❡ éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ét❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ t✉②èr❡✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣❤❛s✐q✉❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✉♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✱ ❡st ❛❥♦✉té❡ ❛✉ s②stè♠❡✳
▲❡ s②stè♠❡ ♠♦❞✐✜é ♥✬❛ ♣❧✉s ❞❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ♠❛✐s ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♥♦♥✲
❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s✳ ▲❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐és à ❧✬♦♥❞❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ st❛t✐♦♥✲
♥❛✐r❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✉ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❱❋❘♦❡✲♥❝✈✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦sé ♣rés❡r✈❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❡s ét❛ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ s❝❤é♠❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣♦rt ❞❛♥s ❝❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❛ ❝♦♥s✐sté à ✐♥té❣r❡r ❡♥ t❡♠♣s ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❆❞❛♠s✲
❇❛s❤❢♦rt❤✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧♦✲
❝❛✉①✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❞❛♠s ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s
✸✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♥♦♥
♣❤②s✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤♦❝s ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é✳ ▲❡
❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ✶❉ ♠❛✐s s✬❛✈èr❡ tr♦♣ r❡str✐❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

❙✐ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❡st ♣❡✉ ❛♣♣r♦♣r✐é à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❝❛✈✐t❛♥ts✱ ✐❧ ❞♦♥♥❡
❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡ s②stè♠❡
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡st ♥♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉① ♣❡✉✈❡♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦♣❧❛♥❛✐r❡s s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ◆♦tr❡
♦❜❥❡❝t✐❢ r❡st❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜✉❧❧❡ ❞❡ ❣❛③ ✐♠♠❡r❣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✲
q✉✐❞❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ ✉♥✳ ▲❡ ❝❛s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬✐♥st❛♥t ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡ ♠❛✐s ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ▲❛❣r❛♥❣❡✲
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ s✐♠✲
♣❧✐✜❡r ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ q✉✐tt❡ à ♣❡r❞r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛✲
t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❝♦✉♣❧é à ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ ●❧✐♠♠ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❈❤❛❧♦♥s ❡t ●♦❛t✐♥ ❬❈●✵✽❪✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❛ss✉r❡
❧❛ ❜♦♥♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t❛❝ts ❡t ❡st ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s✉r ❝❛rt❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❡t
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

⋆ ⋆ ⋆

❯♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞✐♣❤❛s✐q✉❡s ❛✈❡❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡
♣❤❛s❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬ét❛t à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡
✭❧✐q✉✐❞❡✲✈❛♣❡✉r✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞é✜♥✐ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ♣♦✉r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞✬ét❛t
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❊♥ ❞✐st✐♥❣❛♥t ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ♠✐s❝✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s



✶✾✸

❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ❧✬❡♥✈❡✲
❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡
❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡st ét✉❞✐é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳
◆♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ♥❛t✉r❡❧ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ (max,+) s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s✳ ◆♦✉s
❝♦♥str✉✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ t❛❜✉❧é❡s✳
❉✐✈❡rs ❡①❡♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❡t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣é❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✐❧ s✬❛❣✐r❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❝❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t à ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❈❋❉✱
♣♦✉r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❡r ❧❛ ❜✉❧❧❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡
♣❤❛s❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞✬ét❛t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❉❡✉① ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✕ ❖♥ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡
❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞♦♥♥és✳ ❆✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❞❡✈r❛ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦✲
♣r✐étés t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ✭❝♦♥✈❡①✐té✱ ❝♦♥t✐♥✉❡✲❞ér✐✈❛❜✐❧✐té✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✐❧ ❢❛✉❞r❛ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té✱
q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❯♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ét✉❞✐é❡
❡st ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦rt✐❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡
❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ▲✉❝❡t ❬▲❇❚✵✾❪✳ ❯♥ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❝❡ s✉❥❡t ❡st ❡♥
❝♦✉rs ❛✈❡❝ ❙✳ ▼ü❧❧❡r ❡t ▼✳ ❇❛❝❤♠❛♥♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞✬❆❛❝❤❡♥✳

✕ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✐♥té❣ré ❛✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❈❋❉✳ ➚ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
❞❡ ❇❛r❜❡r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇❍✵✺❪✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st rés♦❧✉ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s
❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r
❞❡s ❛❝❝ès à ❞❡ ✈❛st❡s ③♦♥❡s ♠é♠♦✐r❡ ♣❛r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧♦❝❛✉①✳ ❈❡s ❝❛❧❝✉❧s✱
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡st❡♥t
❝❡♣❡♥❞❛♥t à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✱ ❡st ♥é❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡
t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ré✉ss✐r à ❞é❝r✐r❡ ♣❧✉s
✜♥❡♠❡♥t ❧❡s ✢✉✐❞❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ (max,+)✳
❯♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs s✉r ❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts✳





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❜❣✾✻❪ ❘✳ ❆❜❣r❛❧❧✳ ❍♦✇ t♦ ♣r❡✈❡♥t ♣r❡ss✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t
✢♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✿ ❛ q✉❛s✐✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✶✷✺✭✶✮ ✿✶✺✵✕✶✻✵✱ ✶✾✾✻✳

❬❆❇●+✵✾❪ ❈✳ ❆❧t♠❛♥♥✱ ❚✳ ❇❡❧❛t✱ ▼✳ ●✉t♥✐❝✱ P✳ ❍❡❧❧✉②✱ ❍✳ ▼❛t❤✐s✱ ❊✳ ❙♦♥♥❡♥✲
❞rü❝❦❡r✱ ❲✳ ❆♥❣✉❧♦✱ ❛♥❞ ❏✳✲▼✳ ❍ér❛r❞✳ ❆ ❧♦❝❛❧ t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣ ❞✐s✲
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ▼❍❉ s②st❡♠✳ ❊❙❆■▼✱ Pr♦❝✳✱
✷✽ ✿✸✸✕✺✹✱ ✷✵✵✾✳

❬❆❋❑✵✼❪ ●✳ ❆❧❧❛✐r❡✱ ●✳ ❋❛❝❝❛♥♦♥✐✱ ❛♥❞ ❙✳ ❑♦❦❤✳ ❆ str✐❝t❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❈✳ ❘✳✱ ▼❛t❤✳✱ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s✱
✸✹✹✭✷✮ ✿✶✸✺✕✶✹✵✱ ✷✵✵✼✳

❬❆❧♦✵✹❪ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s✳ ▼❛tr✐❝❡ s✐❣♥❡ ❡t s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱ ✷✵✵✹✳

❬❆❲✵✹❪ ◆✳ ❆♥❞r✐❛♥♦✈ ❛♥❞ ●✳ ❲❛r♥❡❝❦❡✳ ❖♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣r♦✲
❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❞✉❝t ✢♦✇✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✻✹✭✸✮ ✿✽✼✽✕
✾✵✶ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✱ ✷✵✵✹✳

❬❇❛r✵✻❪ ❚✳ ❇❛rt❤✳ ❖♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s✲
❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s✳ ■♥ ❈♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✹✷ ♦❢ ■▼❆ ❱♦❧✳ ▼❛t❤✳ ❆♣♣❧✳✱
♣❛❣❡s ✻✾✕✽✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✻✳

❬❇❇✽✵❪ ❏✳ ❇r❛❝❦❜✐❧❧ ❛♥❞ ❉✳ ❇❛r♥❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦♥③❡r♦∇·B ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱
✸✺✭✸✮ ✿✹✷✻✕✹✸✵✱ ✶✾✽✵✳

❬❇❡r✵✺❪ ❈✳ ❇❡rt❤♦♥✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❯❙❈▲ s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❈♦♠♠✉♥✳ ▼❛t❤✳ ❙❝✐✳✱ ✸✭✷✮ ✿✶✸✸✕✶✺✼✱ ✷✵✵✺✳

❬❇●❍✵✵❪ ❚✳ ❇✉✛❛r❞✱ ❚✳ ●❛❧❧♦✉ët✱ ❛♥❞ ❏✳✲▼✳ ❍ér❛r❞✳ ❆ s❡q✉❡❧ t♦ ❛ r♦✉❣❤ ●♦❞✉✲
♥♦✈ s❝❤❡♠❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❧ ❣❛s❡s✳ ❈♦♠♣✉t✳ ✫ ❋❧✉✐❞s✱ ✷✾✭✼✮ ✿✽✶✸✕
✽✹✼✱ ✷✵✵✵✳

❬❇❍✵✺❪ ❚✳ ❇❛r❜❡r♦♥ ❛♥❞ P✳ ❍❡❧❧✉②✳ ❋✐♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛✈✐t❛t✐♥❣
✢♦✇s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❋❧✉✐❞s✱ ✸✹✭✼✮ ✿✽✸✷✕✽✺✽✱ ✷✵✵✺✳

❬❇❍❘✵✸❪ ❚✳ ❇❛r❜❡r♦♥✱ P✳ ❍❡❧❧✉②✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘♦✉②✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐✲
s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ✢♦✇s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡s✱
✶✭✶✮ ✿✶✕✸✹✱ ✷✵✵✸✳

❬❇▲❋❍✽✶❪ ❙✳ ❍✳ ❇r❡❝❤t✱ ❏✳ ▲②♦♥✱ ❏✳ ❆✳ ❋❡❞❞❡r✱ ❛♥❞ ❑✳ ❍❛✐♥✳ ❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②
♦❢ ❡❛st✲✇❡st ✐♠❢ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦s♣❤❡r❡✳ ●❡♦♣❤②s✳ ❘❡s✳ ▲❡tt✳✱
✽✭✸✾✼✮✱ ✶✾✽✶✳

✶✾✺



✶✾✻ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❇♦✉✵✹❪ ❋✳ ❇♦✉❝❤✉t✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ s❝❤❡♠❡s ❢♦r s♦✉r❝❡s✳ ❋r♦♥t✐❡rs ✐♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r ❱❡r❧❛❣✱ ❇❛s❡❧✱ ✷✵✵✹✳

❬❇❘✾✸❪ ▼✳ ❇r✐♦ ❛♥❞ P✳ ❘♦s❡♥❛✉✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ❢♦r 3×3 ♠♦❞❡❧ ▼❍❉
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✿ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧✱ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ✭❚❛♦r♠✐♥❛✱ ✶✾✾✷✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✸ ♦❢ ◆♦t❡s ◆✉♠❡r✳
❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤✳✱ ♣❛❣❡s ✼✼✕✽✺✳ ❱✐❡✇❡❣✱ ❇r❛✉♥s❝❤✇❡✐❣✱ ✶✾✾✸✳

❬❇r❡✽✾❪ ❨✳ ❇r❡♥✐❡r✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡
▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧ ❞✐s❝rèt❡s✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ❞❡s ❙é❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❆❝❛❞é✲
♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s✳ ❙ér✐❡ ■✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✸✵✽✭✷✵✮ ✿✺✽✼✕✺✽✾✱ ✶✾✽✾✳

❬❇❙✾✾❪ ❉✳ ❇❛❧s❛r❛ ❛♥❞ ❉✳ ❙♣✐❝❡r✳ ❆ st❛❣❣❡r❡❞ ♠❡s❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤
♦r❞❡r ●♦❞✉♥♦✈ ✢✉①❡s t♦ ❡♥s✉r❡ s♦❧❡♥♦✐❞❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐♥ ♠❛❣♥❡t♦✲
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱ ✶✹✾✭✷✮ ✿✷✼✵✕✷✾✷✱ ✶✾✾✾✳
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❬❍❆❈✼✹❪ ❈✳ ❍✐rt✱ ❆✳ ❆♠s❞❡♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❈♦♦❦✳ ❆♥ ❛r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✲❊✉❧❡r✐❛♥
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛❧❧ ✢♦✇ s♣❡❡❞s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱ ✶✹ ✿✷✷✼✕✷✺✸✱
✶✾✼✹✳

❬❍❆▼+✵✹❪ ❍✳ ❍♦t❡✐t✱ P❤✳ ❆❝❦❡r❡r✱ ❘✳ ▼♦sé✱ ❏✳ ❊r❤❡❧✱ ❛♥❞ ❇✳ P❤✐❧✐♣♣❡✳ ◆❡✇
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❧♦♣❡ ❧✐♠✐t❡rs ❢♦r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞s ♦♥
❛r❜✐tr❛r② ♠❡s❤❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✳ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ▼❡t❤♦❞s ❊♥❣r❣✳✱ ✻✶✭✶✹✮ ✿✷✺✻✻✕
✷✺✾✸✱ ✷✵✵✹✳

❬❍❍✽✸❪ ❆✳ ❍❛rt❡♥ ❛♥❞ ❏✳ ❍②♠❛♥✳ ❙❡❧❢✲❛❞❥✉st✐♥❣ ❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱
✺✵✭✷✮ ✿✷✸✺✕✷✻✾✱ ✶✾✽✸✳

❬❍❍▼✶✵❛❪ P✳ ❍❡❧❧✉②✱ ❏✳✲▼✳ ❍ér❛r❞✱ ❛♥❞ ❍✳ ▼❛t❤✐s✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❢r❡❡ ❡♥✲
tr♦♣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s♦❧✈❡rs✳ ❈✳ ❘✳ ▼❡❝❛✳ ❆❝❛❞✳
❙❝✐✳✱ ✷✵✶✵✳ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳

❬❍❍▼✶✵❜❪ P✳ ❍❡❧❧✉②✱ ❏✳✲▼✳ ❍ér❛r❞✱ ❛♥❞ ❍✳ ▼❛t❤✐s✳ ❆ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❘✐❡♠❛♥♥ s♦❧✈❡r ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❞✉❝ts✳
s♦✉♠✐s✱ ✷✵✶✵✳

❬❍✐r✼✸❪ ❈✳❲✳ ❍✐rt✳ ❆♥ ❛r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✲❊✉❧❡r✐❛♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
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❬❍▲❱▲✽✸❪ ❆✳ ❍❛rt❡♥✱ P✳ ▲❛①✱ ❛♥❞ ❇✳ ❱❛♥ ▲❡❡r✳ ❖♥ ✉♣str❡❛♠ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ ❛♥❞
●♦❞✉♥♦✈✲t②♣❡ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❙■❆▼ ❘❡✲
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❬❍❙✵✻❪ P✳ ❍❡❧❧✉② ❛♥❞ ◆✳ ❙❡❣✉✐♥✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✢♦✇s✳
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❬❍❯▲✵✶❛❪ ❏✳✲❇✳ ❍✐r✐❛rt✲❯rr✉t② ❛♥❞ ❈✳ ▲❡♠❛ré❝❤❛❧✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❛♥❛✲
❧②s✐s✳ ●r✉♥❞❧❡❤r❡♥ ❚❡①t ❊❞✐t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✵✶✳

❬❍❯▲✵✶❜❪ ❏✳✲❇✳ ❍✐r✐❛rt✲❯rr✉t② ❛♥❞ ❈✳ ▲❡♠❛ré❝❤❛❧✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❛♥❛✲
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❬■▼P❚✾✷❪ ❊✳ ■s❛❛❝s♦♥✱ ❉✳ ▼❛r❝❤❡s✐♥✱ ❇✳ P❧♦❤r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❚❡♠♣❧❡✳ ▼✉❧t✐♣❤❛s❡
✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ s✐♥❣✉❧❛r ❘✐❡♠❛♥♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼❛t✳ ❆♣❧✳ ❈♦♠♣✉t✳✱
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❬■❚✾✺❪ ❊✳ ■s❛❛❝s♦♥ ❛♥❞ ❇✳ ❚❡♠♣❧❡✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ 2×2 ●♦❞✉♥♦✈ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s♦♥❛♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❛❧❛♥❝❡ ❧❛✇✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱
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❬❏❛♦✵✶❪ ❙✳ ❏❛♦✉❡♥✳ ❊t✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛✈❡❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✲
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❬❏✉♥✵✼❪ ❙✳ ❏✉♥❞✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ▲♦✉✐s
P❛st❡✉r✱ ❙tr❛s❜♦✉r❣✱ ✷✵✵✼✳
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❬❑❉❲✵✽❪ ❊✳ ❑✉❜❛t❦♦✱ ❈✳ ❉❛✇s♦♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲❡st❡r✐♥❦✳ ❚✐♠❡ st❡♣ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r
❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞s✳ ❏✳
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t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛
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❬❑▼✾✼❪ ❱✳ ❑♦❧♦❦♦❧ts♦✈ ❛♥❞ ❱✳ ▼❛s❧♦✈✳ ■❞❡♠♣♦t❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✵✶ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛✲
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❬❑❚✵✺❪ ❉✳ ❑rö♥❡r ❛♥❞ ▼✳✲❉✳ ❚❤❛♥❤✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s
✐♥ ❛ ♥♦③③❧❡ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ◆✉♠❡r✐❝❛❧
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❬▲❛❣✵✵❪ ❋✳ ▲❛❣♦✉t✐èr❡✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥st✐t✉❛♥ts✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
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❬▲❛①✼✸❪ P✳ ▲❛①✳ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
t❤❡♦r② ♦❢ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s✳ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ■♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛✲
t✐❝s✱ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ P❛✳✱ ✶✾✼✸✳ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❇♦❛r❞ ♦❢ t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❙❝✐❡♥❝❡s ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ◆♦✳ ✶✶✳

❬▲❇❚✵✾❪ ❨✳ ▲✉❝❡t✱ ❍✳ ❍✳ ❇❛✉s❝❤❦❡✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚r✐❡♥✐s✳ ❚❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r✲
q✉❛❞r❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡① ❛♥❛❧②s✐s✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❖♣t✐♠✳
❆♣♣❧✳✱ ✹✸✭✶✮ ✿✾✺✕✶✶✽✱ ✷✵✵✾✳

❬▲❊✾✹❪ ▲✳ ▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ▲✐❢❝❤✐t③ ❊✳ P❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✳ P❤②s✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳
❊❧❧✐♣s❡s✱ P❛r✐s✱ ✶✾✾✹✳

❬▲❡❱✾✷❪ ❘✳ ❏✳ ▲❡❱❡q✉❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ▲❡❝t✉r❡s ✐♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❊❚❍ ❩ür✐❝❤✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r ❱❡r❧❛❣✱ ❇❛s❡❧✱ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱
✶✾✾✷✳

❬▲●✵✹❪ P✳ ●✳ ▲❡✢♦❝❤ ❛♥❞ P✳ ●♦❛t✐♥✳ ❚❤❡ r✐❡♠❛♥♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢
r❡s♦♥❛♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡ ❧❛✇s✳ ❆♥♥❛❧❡s ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t
❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré✳ ❆♥❛❧②s❡ ◆♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡✱ ✷✶ ✿✽✽✶✕✾✵✷✱ ✷✵✵✹✳

❬▲✐✉✽✼❪ ❚✳✲P✳ ▲✐✉✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢♦r q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❏✳
▼❛t❤✳ P❤②s✳✱ ✷✽✭✶✶✮ ✿✷✺✾✸✕✷✻✵✷✱ ✶✾✽✼✳

❬▲❙✵✺❪ ❋✳ ▲✐ ❛♥❞ ❈✳✲❲✳ ❙❤✉✳ ▲♦❝❛❧❧② ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥
♠❡t❤♦❞s ❢♦r ▼❍❉ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✷✷✴✷✸ ✿✹✶✸✕✹✹✷✱ ✷✵✵✺✳

❬▲✉❝✾✻❪ ❨✳ ▲✉❝❡t✳ ❆ ❢❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧
tr❛♥s❢♦r♠✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✻✭✶✮ ✿✷✼✕✺✼✱ ✶✾✾✻✳

❬▲✉❝✾✼❪ ❨✳ ▲✉❝❡t✳ ❋❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢❛st ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲t✐♠❡
▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✶✻✭✷✮ ✿✶✼✶✕✶✽✺ ✭✶✾✾✽✮✱
✶✾✾✼✳



✷✵✶

❬▼❛s✽✼❪ ❱✳ ▼❛s❧♦✈✳ ▼ét❤♦❞❡s ♦♣ér❛t♦r✐❡❧❧❡s✳ ➱❞✐t✐♦♥s✱ ✶✾✽✼✳
❬▼❇❑+✵✾❪ ❙✳ ▼ü❧❧❡r✱ ▼✳ ❇❛❝❤♠❛♥♥✱ ❉✳ ❑rö♥✐♥❣❡r✱ ❚✳ ❑✉r③✱ ❛♥❞ P✳ ❍❡❧❧✉②✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❛s❡r✲
✐♥❞✉❝❡❞ ❝❛✈✐t❛t✐♦♥ ❜✉❜❜❧❡s✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❋❧✉✐❞s✱ ✸✽✭✾✮ ✿✶✽✺✵✕✶✽✻✷✱ ✷✵✵✾✳

❬▼❋●✾✾❪ ❏✳✲▼✳ ▼❛s❡❧❧❛✱ ■✳ ❋❛✐❧❧❡✱ ❛♥❞ ❚✳ ●❛❧❧♦✉ët✳ ❖♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❣♦❞✉♥♦✈
s❝❤❡♠❡✳ ■♥t✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❋❧✉✐❞ ❉②♥✳✱ ✶✷✭✷✮ ✿✶✸✸✕✶✹✾✱ ✶✾✾✾✳

❬▼❑✵✺❪ ❚✳ ▼✐②♦s❤✐ ❛♥❞ ❑✳ ❑✉s❛♥♦✳ ❆ ♠✉❧t✐✲st❛t❡ ❤❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r✐❡♠❛♥♥
s♦❧✈❡r ❢♦r ✐❞❡❛❧ ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱ ✷✵✽ ✿✸✶✺✕
✸✹✹✱ ✷✵✵✺✳

❬▼♦❝✽✵❪ ▼✳ ❙✳ ▼♦❝❦✳ ❙②st❡♠s ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ♦❢ ♠✐①❡❞ t②♣❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✸✼✭✶✮ ✿✼✵✕✽✽✱ ✶✾✽✵✳

❬▼❖❙+✵✵❪ ❈✳✲❉✳ ▼✉♥③✱ P✳ ❖♠♥❡s✱ ❘✳ ❙❝❤♥❡✐❞❡r✱ ❊✳ ❙♦♥♥❡♥❞rü❝❦❡r✱ ❛♥❞ ❯✳ ❱♦ÿ✳
❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♠❛①✇❡❧❧ s♦❧✈❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤②✲
♣❡r❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱ ✶✻✶✭✷✮ ✿✹✽✹✕✺✶✶✱ ✷✵✵✵✳

❬▼P✽✾❪ ❘✳ ▼❡♥✐❦♦✛ ❛♥❞ ❇✳ ❏✳ P❧♦❤r✳ ❚❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♦❢
r❡❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❘❡✈✐❡✇s ♦❢ ▼♦❞❡r♥ P❤②s✐❝s✱ ✻✶✭✶✮ ✿✼✺✕✶✸✵✱ ✶✾✽✾✳

❬▼❙✵✼❪ ❙✳ ▼ü❧❧❡r ❛♥❞ ❨✳ ❙t✐r✐❜❛✳ ❋✉❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣✳ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✉t✳✱
✸✵✭✸✮ ✿✹✾✸✕✺✸✶✱ ✷✵✵✼✳

❬▼❱✵✻❪ ❙✳ ▼ü❧❧❡r ❛♥❞ ❆✳ ❱♦ÿ✳ ❚❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ♥♦♥s♠♦♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ✿ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
✇❛✈❡ ❝✉r✈❡s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✷✽✭✷✮ ✿✻✺✶✕✻✽✶ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✱ ✷✵✵✻✳

❬▼②♦✾✻❪ ❘✳ ❙✳ ▼②♦♥❣✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥❧✐✲
♥❡❛r ✇❛✈❡s ✐♥ ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐✲
❝❤✐❣❛♥✱ ✶✾✾✻✳

❬◆❡❞✽✻❪ ❏✳❈✳ ◆❡❞❡❧❡❝✳ ▼✐①❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ✸❉ ✐♥ ❍✭❞✐✈✮ ❛♥❞ ❍✭❝✉r❧✮✳ ❉✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❊q✉❛❞✐✛ ✻✱ Pr♦❝✳ ✻t❤ ■♥t✳
❈♦♥❢✳✱ ❇r♥♦✴❈③❡❝❤✳ ✶✾✽✺✱ ▲❡❝t✳ ◆♦t❡s ▼❛t❤✳ ✶✶✾✷✱ ✸✷✶✲✸✷✺ ✭✶✾✽✻✮✳✱
✶✾✽✻✳

❬◆❣✉✵✾❪ ◗✳ ▲✳ ◆❣✉②❡♥❣✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥ts ❞✐♣❤❛s✐q✉❡s ❡♥ ❝♦♥❞✉✐t❡ ♣étr♦❧✐èr❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s
❱■✱ P❛r✐s✱ ✷✵✵✾✳

❬◆✉s✵✼❪ ❏✳ ◆✉ss❜❛✉♠✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛❧✐st✐q✉❡ ✐♥tér✐❡✉r❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ▲♦✉✐s
P❛st❡✉r✱ ❙tr❛s❜♦✉r❣✱ ✷✵✵✼✳

❬❖❙✽✸❪ ❙✳ ❖s❤❡r ❛♥❞ ❘✳ ❙❛♥❞❡rs✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❣r✐❞s✳ ▼❛t❤✳
❈♦♠♣✳✱ ✹✶✭✶✻✹✮ ✿✸✷✶✕✸✸✻✱ ✶✾✽✸✳

❬P✐♣✵✻❪ ❙✳ P✐♣❡r♥♦✳ ❙②♠♣❧❡❝t✐❝ ❧♦❝❛❧ t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣ ✐♥ ♥♦♥✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❉●❚❉
♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼✷❆◆ ▼❛t❤✳ ▼♦❞❡❧✳
◆✉♠❡r✳ ❆♥❛❧✳✱ ✹✵✭✺✮ ✿✽✶✺✕✽✹✶ ✭✷✵✵✼✮✱ ✷✵✵✻✳

❬P♦✇✾✹❪ ❑✳ P♦✇❡❧❧✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s♦❧✈❡r ❢♦r ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛✲
♠✐❝s ✭t❤❛t ✇♦r❦s ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt
◆❆❙❆✴❈❘✲✶✾✹✾✵✷ ■❈❆❙❊ ❘❡♣♦rt ◆♦✳ ✾✹✲✷✹✱ ■❈❆❙❊✲◆❆❙❆ ▲❛♥❣❧❡②✱
■❈❆❙❊✱ ◆❆❙❆ ▲❛♥❣❧❡② ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✹✳



✷✵✷ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬P❘▲+✾✾❪ ❑✳ P♦✇❡❧❧✱ P✳ ❘♦❡✱ ❚✳ ▲✐♥❞❡✱ ❚✳ ●♦♠❜♦s✐✱ ❛♥❞ ❉✳ ❉❡ ❩❡❡✉✇✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥✲
❛❞❛♣t✐✈❡ ✉♣✇✐♥❞ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✐❞❡❛❧ ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳
P❤②s✳✱ ✶✺✹✭✷✮ ✿✷✽✹✕✸✵✾✱ ✶✾✾✾✳

❬P❙✽✺❪ ❋✳ Pr❡♣❛r❛t❛ ❛♥❞ ▼✳ ❙❤❛♠♦s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❡①ts ❛♥❞
▼♦♥♦❣r❛♣❤s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✽✺✳
❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❬❘❇✾✻❪ P✳ ▲✳ ❘♦❡ ❛♥❞ ❉✳❙✳ ❇❛❧s❛r❛✳ ◆♦t❡s ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥s②st❡♠ ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦❤②✲
❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✺✻✭✶✮ ✿✺✼✕✻✼✱ ✶✾✾✻✳

❬❘♦❝✾✼❪ ❘✳ ❚✳ ❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛r✳ ❈♦♥✈❡① ❛♥❛❧②s✐s✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ▲❛♥❞♠❛r❦s ✐♥ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆❏✱ ✶✾✾✼✳ ❘❡♣r✐♥t ♦❢
t❤❡ ✶✾✼✵ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ Pr✐♥❝❡t♦♥ P❛♣❡r❜❛❝❦s✳

❬❘♦❡✽✶❪ P✳ ▲✳ ❘♦❡✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s♦❧✈❡rs✱ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs✱ ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✹✸✭✷✮ ✿✸✺✼✕✸✼✷✱
✶✾✽✶✳

❬❘♦✉✵✵❪ ❙✳ ❘♦✉②✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞✐✲
♣❤❛s✐q✉❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❚♦✉❧♦♥✱ ✷✵✵✵✳

❬❘✉s✻✶❪ ❱✳ ❘✉s❛♥♦✈✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② s❤♦❝❦
✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❜❛rr✐❡rs✳ ➎✳ ❱②↔✐s❧✳ ▼❛t✳ ✐ ▼❛t✳ ❋✐③✳✱ ✶ ✿✷✻✼✕✷✼✾✱ ✶✾✻✶✳

❬❙+✵✾❪ ❊✳ ❙♦♥♥❡♥❞rü❝❦❡r ❡t ❛❧✳ Pr♦❥❡❝t✲t❡❛♠ ❈❛❧✈✐ ✿ ❙❝✐❡♥t✐✜❝❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞
❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ■◆❘■❆ ●r❛♥❞✲❊st✱ ✷✵✵✾✳

❬❙❆✾✾❛❪ ❘✳ ❙❛✉r❡❧ ❛♥❞ ❘✳ ❆❜❣r❛❧❧✳ ❆ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ●♦❞✉♥♦✈ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜❧❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
P❤②s✐❝s✱ ✶✺✵✭✷✮ ✿✹✷✺✕✹✻✼✱ ✶✾✾✾✳

❬❙❆✾✾❜❪ ❘✳ ❙❛✉r❡❧ ❛♥❞ ❘✳ ❆❜❣r❛❧❧✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞
✢♦✇s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✷✶✭✸✮ ✿✶✶✶✺✕✶✶✹✺ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✱ ✶✾✾✾✳

❬❙❡r✾✻❪ ❉✳ ❙❡rr❡✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ■ ❡t ■■✳ ❉✐❞❡r♦t ❊❞✐t❡✉r✱
✶✾✾✻✳

❬❚♦r✾✾❪ ❊✳ ❋✳ ❚♦r♦✳ ❘✐❡♠❛♥♥ s♦❧✈❡rs ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✢✉✐❞ ❞②♥❛✲
♠✐❝s✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✾✳

❬❚♦r✵✸❛❪ ▼✳ ❚♦rr✐❧❤♦♥✳ ◆♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡s ❢♦r
❘✐❡♠❛♥♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ✐❞❡❛❧ ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱
✶✾✷✭✶✮ ✿✼✸✕✾✹✱ ✷✵✵✸✳

❬❚♦r✵✸❜❪ ▼✳ ❚♦rr✐❧❤♦♥✳ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❘✐❡♠❛♥♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ✐❞❡❛❧
♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❏✳ P❧❛s♠❛ P❤②s✳✱ ✻✾✭✸✮ ✿✷✺✸✕✷✼✻✱ ✷✵✵✸✳

❬❚ót✵✵❪ ●✳ ❚ót❤✳ ❚❤❡ ∇ ·B = 0 ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ s❤♦❝❦✲❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦✲
❞②♥❛♠✐❝s ❝♦❞❡s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱ ✶✻✶✭✷✮ ✿✻✵✺✕✻✺✷✱ ✷✵✵✵✳

❬❚❲✵✻❪ ❍✳✲❩✳ ❚❛♥❣ ❛♥❞ ●✳ ❲❛r♥❡❝❦❡✳ ❍✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❧❛✇s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡
❣r✐❞s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ ▼❛t❤✳✱ ✷✹✭✷✮ ✿✶✷✶✕✶✹✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✈▲✼✾❪ ❇✳ ✈❛♥ ▲❡❡r✳ ❚♦✇❛r❞s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡✳ ❛
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s❡q✉❡❧ t♦ t❤❡ ●♦❞✉♥♦✈✬s ♠❡t❤♦❞✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✸✷ ✿✶✵✶✕✶✸✻✱ ✶✾✼✾✳

❬❱♦ÿ✵✺❪ ❆✳ ❱♦ÿ✳ ❊①❛❝t ❘✐❡♠❛♥♥ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r ❊q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥❝♦♥✲
✈❡① ❛♥❞ ♥♦♥s♠♦♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❲✉♣♣❡rt❛❧✱ ✷✵✵✺✳



✷✵✸

❬❲❡s✵✸❪ ▼✳ ❲❡s❡♥❜❡r❣✳ ❊✣❝✐❡♥t ✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②✲
♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ s♦❧❛r ♣❤②s✐❝s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❋r❡✐❜✉r❣
✐♠ ❇r❡✐s❣❛✉✱ ♠❛rs ✷✵✵✸✳

❬❨❡❡✻✻❪ ❑✳ ❙✳ ❨❡❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✲
✈✐♥❣ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆♥t❡♥♥❛s
Pr♦♣❛❣✳✱ ✶✹✭✸✮ ✿✸✵✷✕✸✵✼✱ ✶✾✻✻✳


