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Introduction générale

Malgré le développement des puissances des machines de calculs (la puissance des
machines est multipliée par 10 tous les quatre ans, pour le méme cott), les simulations
demandent de plus en plus de temps de calcul et occupent de plus en plus de place
mémoire. Ceci rend impossible I'utilisation de tels modeéles (dits détaillés) pour des ap-
plications de type commande ou pour la résolution de problémes inverses. Dans ces deux
cas, le besoin d’obtenir des réponses fiables et rapides est primordial. C’est a ce niveau
que les méthodes de réduction de modéle jouent pleinement leur role.

Pour I'utilisation des algorithmes de la théorie de la commande optimale, les modéles
dynamiques d’ordre faible sont particulierement adaptés. De nos jours, les besoins d’opti-
miser le fonctionnement des systémes est devenu indispensable pour réduire, par exemple,
des fonctions de cotits de production ou encore des taux de pollution comme les émissions
des gaz a effet de serre. Les industries sont de plus en plus confrontées a ce type de pro-
bléme : le controle commande des processus devient de plus en plus nécessaire. La gestion
optimale d’un systéme permet d’atteindre un objectif final satisfaisant tout en respectant
certaines contraintes.

Depuis de nombreuses années, les automaticiens ont développé de nombreuses théo-
ries et stratégies de commande. La premiére étape, lorsqu’on envisage la commande d’un
systéme consiste & le modéliser. Cette modélisation permet de décrire et de prédire le
comportement du systéme lorsque celui-ci est soumis a des sollicitations externes.

Dans les domaines de la thermique et de la mécanique des fluides, la modélisation
revient souvent a une discrétisation des équations locales (1’équation de la chaleur et/ou
les équations de Navier-Stokes) et ensuite & une résolution des équations aux dérivées
ordinaires qui en découlent. Cette discrétisation, qui devient de plus en plus fine pour
comprendre et simuler certains phénomeénes jusqu’ici inconnus, implique donc des mo-
déles avec un grand nombre de degrés de libertés.

Le but de la réduction de modéle est donc de construire un modeéle de petite taille, per-
mettant des temps d’exécution trés courts et occupant une faible place mémoire. Ils sont
particuliérement adaptés a des applications en temps réel. Ce modéle réduit doit conserver
les propriétés des phénomeénes physiques étudiés et doit aussi capturer les caractéristiques
essentielles du modéle de référence (modéle détaillé) pour avoir une précision acceptable.
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Il existe une bibliographie abondante ou 1’on peut trouver de nombreuses techniques
de réduction de modéles que ce soit pour les systémes linéaires ou non. Bien que nous n’en
citions que quelques unes dans le chapitre suivant, le lecteur intéressé par les techniques
et les commentaires de ces méthodes peut se référer aux revues et articles plus détaillés
[91, 62, 11, 44, 23, 79] pour n’en mentionner que quelques uns. Les travaux présentés
dans ce mémoire sont consacrés spécialement aux développements les plus récents de la
Méthode d’Identification Modale (MIM).

[’approche MIM utilise des concepts provenant de la communauté d’automatique.
Elle est basée sur la représentation d’état sous forme modale. La MIM a été développée
a lorigine pour identifier des modéles réduits dans un processus de diffusion thermique
linéaire a partir de mesures de champ de température par thermographie infrarouge [71].
La méthode a ensuite été étendue aux transferts thermiques non linéaires [103, 44, 15].

L’apport de cette thése par rapport aux travaux précédents se situe principalement
dans :

— la formulation d’une structure de Modéle Réduit (fluide) sur des systémes d’écoule-
ments laminaires incompressibles ;

— la formulation d’une structure de Modéle Réduit (thermique) dans le corps des
complexes;

— la formulation des Modéles Réduits comprenant le couplage (faible) du champ de
vitesse et du champ de température;;

— la mise en place de méthode d’optimisation d’ordre zéro (algorithmes génétiques et
essaim de particules) pour 'identification de tels modéles;

— une application combinant la théorie du controle par retour d’état et un Modéle
Réduit.

Ainsi ce mémoire est organisé de la facon suivante :

Dans le chapitre 1, nous présentons quelques techniques de réduction de modéle
en mettant ’accent sur les méthodes qui nous semblent les plus importantes dans
le domaine du controle, a savoir la réalisation équilibrée, la décomposition orthogo-
nale aux valeurs propres (POD ') avec la projection de type Galerkin et la Méthode
d’Identification Modale (MIM). Nous rappelons aussi I’écriture sous forme de repré-
sentation d’état, qui est la base de la méthode MIM développée dans ce mémoire.
La MIM est ensuite décrite plus en détail, ainsi que les techniques d’optimisation
utilisées.

Dans le chapitre 2, nous appliquons I’approche MIM a des problémes de convection-
diffusion. Nous proposons la forme modale correspondante du Modéle Réduit Ther-
mique (MRT) qui tient compte a la fois des conditions aux limites thermiques et
du champ stationnaire en vitesse. Le cas de I’écoulement incompressible chauffé en
amont d’'une marche descendante est pris comme exemple d’application.

1. Proper Orthogonal Decomposition



Dans le chapitre 3, la MIM est appliquée a des écoulements laminaires pour des
fluides newtoniens incompressibles. Aprés un rappel des équations de Navier-Stokes,
nous proposons la structure du Modéle Réduit « Fluide » (MRF). Dans ’hypothése
de stationnarité, deux configurations d’écoulement sont présentées : la cavité entrai-
née et ’écoulement le long d’'une marche descendante.

Le chapitre 4 concerne le couplage de deux Modéles Réduits. L’objectif est I'iden-
tification de Modéles Réduits Couplés (MRC) non linéaires, relatifs aux équations
de Navier Stokes et de I’énergie. On s’intéresse ici plus particuliérement & un écou-
lement paramétré par un nombre de Reynolds, au champ de vitesse qui en résulte,
ainsi qu’au champ de température lorsque des conditions aux limites thermiques
transitoires sont appliquées. A titre d’illustration, ’écoulement de convection forcée
le long d’une marche descendante est repris avec des conditions aux limites en tem-
pérature et en flux.

Enfin, dans le chapitre 5, nous abordons 'aspect de la commande optimale par
retour d’état. Ce chapitre concerne plus précisément 'utilisation des MRT dans des
applications de controle : il s’agit de déterminer le jeu de parameétres de commande
pour controler une partie du champ de température, en tenant compte des fluctua-
tions des conditions aux limites et de mesures simulées et bruitées. Un des MRT
exposés au chapitre 2 est choisi comme application.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

L’utilisation des méthodes de réduction de modéle intervient pour faire face au coiit
élevé des simulations numériques de Modéles Détaillés. Ce coiit provient de la résolution
des systémes matriciels de plus en plus grands. L’utilisation en délai rapide est plus pres-
sante lorsqu’il s’agit de résoudre des problémes d’optimisation (probléme inverse ou de
commande optimale par exemple). La réduction de modéle offre une alternative intéres-
sante pour 'ingénieur et le chercheur, elle apporte un gain de temps et un gain de place
mémoire trées significatifs comparés au modéle de référence.

Beaucoup de techniques de réduction utilisent la représentation d’état des systémes
dynamiques, issue du monde de ’'automatique. Dans cette perspective, la connaissance
instantanée d’un systéme, est comprise dans un vecteur d’état X (¢) comprenant N com-
posantes, associé a un vecteur d’état initial X (¢9) et un vecteur de commande U (¢, t).
Ce vecteur d’état est calculé a chaque instant a travers une relation :

F (X (t), X (to),U(lo, 1)) =0 (1.1)

d’ordre N que nous appelons Modéle Détaillé, ou U (ty,t) est un vecteur d’entrée com-
portant p composantes et comprenant I’histoire de la commande depuis l'instant t.

L’objectif de la réduction de modéle consiste alors a trouver un état d’ordre faible
x € R" (o n < N) avec une équation :

F,. (x(t),z(ty),U(ty,t)) =0 (1.2)
appelé Modéle Réduit.

On notera par la suite U (o, t) = U ().

Dans la pratique, 'utilisateur est concerné par des observables compris dans un vecteur
de sortie Y (¢). La réduction de modéle peut étre vue alors de la fagon suivante : il s’agit
de trouver un Modéle Réduit tel que la sortie du Modéle Réduit y(t) soit trés proche de
celle du Modéle Détaillé, comme présenté en figure 1.1 :
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Modéle Détaillé

F(X(t),X(t),U(t)) =0 —)

X e RN

Modéle Réduit

F, (2(1), 2(ty), U(1)) = 0 —>

x e R"avec n < N

FIGURE 1.1 — Principe de la réduction de modéle.

Nous présentons dans ce qui suit quelques techniques de réduction qui se rattachent
a la représentation d’état. L’accent est mis ensuite sur la présentation de la Méthode
d’Identification Modale (MIM) ainsi que sur les méthodes d’optimisation qu’elle emploie.

1.2 Représentation d’état des systémes dynamiques

D’une fagon générale, trouver une solution & un probléme physique revient souvent a
formuler, puis & résoudre, un systéme d’équations aux dérivées partielles. Souvent, la ré-
solution analytique des ces équations aux dérivées partielles n’est pas possible. On passe
alors a une discrétisation spatiale, et les méthodes numériques habituellement utilisées
(éléments finis, différences finies, . ..) conduisent & une représentation matricielle compo-
sée de N équations différentielles.

Dans le principe, une équation aux dérivées partielles sur une variable X (M,t) peut
s’écrire sous la forme :

0X (M, 1)
ot

ou L (X (M,t)) est 'opérateur aux dérivées partielles sur l’espace.

— L(X (M,1)) (1.3)

En plus de la condition initiale et des conditions aux limites, le probléme (1.3) aprés
discrétisation spatiale peut s’écrire :

Trouver X = X (t) € R" tel que :

%:A(X,U) Vtel (1.4)

ou :
— N est le nombre de degrés de liberté, également appelé ordre du systéme;
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— X est le vecteur d’état solution du probléme discret, par exemple la variable tem-
pérature T sous forme discréte dans le cas de I’équation de la chaleur;

— U est le vecteur regroupant les conditions aux limites et/ou les termes sources ;

— A(X,U) est 'opérateur différentiel discret décrivant le systéme d’équations du phé-
nomene.

Par la suite nous cherchons & décomposer 'opérateur discret A (X ,U) sous la

forme :
AX)=AX +®(X)+ BU (1.5)
ou :
— A est la matrice de transition d’état, AX étant la partie linéaire de 'opérateur
A(X);

— @ (X)) est un opérateur représentant la partie non linéaire ;
— B est la matrice d’application du vecteur U.

La résolution numérique des équations (1.4), aprés discrétisation temporelle, méne a
la solution X cherchée. Dans la pratique, I'utilisateur n’est intéressé que par une partie
du champ. On introduit alors un vecteur de sortie Y de dimension ¢ < N, permettant
d’observer la solution X () en certains points & travers une matrice de sélection C' :

Y =CX (1.6)

Si la solution X est observée en tout point du domaine €2 alors C = I et ¢ = N.

Le probléme (1.4) associé a I’équation (1.5) et a 'équation de sortie (1.6) s’écrit :

Trouver X = X (t) e RN, Y =Y (1) € R? tels que :

dX
— =AX+®(X)+ BU Vtel
i TEX)F (L.7)
Y =CX Vtel
Remarques :

— Nous détaillerons dans les prochains chapitres comment obtenir cette formulation
(1.7) a partir d’un probléme physique gouverné par des équations aux dérivées par-
tielles.

— Dans le cas ou les systémes étudiés sont linéaires, le terme ® (X) dans I’équation
(1.7) est nul.

L’objectif de cette section est de présenter un certain nombre de méthodes de Réduc-
tion de Modéle qui permettent de traiter des problémes de commandes et dont le forma-
lisme correspond a une représentation d’état permettant de distinguer I'impact des entrées
sur les sorties via un vecteur d’état. De nombreuses techniques de réduction existent, cha-
cune avec ses avantages et ses inconvénients. Selon ANTOULAS [11], ces techniques de
réduction doivent satisfaire les qualités suivantes :
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— un écart (entre le Modéle Détaillé et le Modele Réduit) faible et borné;
— la conservation de la stabilité du systéme;
— la procédure de réduction doit étre numériquement stable.

ANTOULAS [11] classe les méthodes de réduction en trois catégories :

— celles basées sur la Décomposition aux Valeurs Singuliéres SVD (Singular Value
Decomposition) ;

— celles basées sur une méthode de Krylov;

— celles qui visent a combiner certains aspects de la SVD et des méthodes de Krylov.

Parmi les méthodes de réduction, nous nous intéressons ici a celles qui font ressortir
un formalisme de représentation d’état, basé sur la distinction des entrées U d’un systéme
et de ses sorties Y, et tout particuliérement & deux méthodes :

— la réalisation équilibrée (Balanced Realization) [59, 99, 72| ;

— la Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres avec une projection de Galerkin

[10, 15, 21].

1.3 Meéthode de réalisation équilibrée

Pour son formalisme entrée-sortie, et ses propriétés de commandabilité et d’observabi-
lité adaptées aux problémes de controle, on s’intéresse tout particuliérement a la méthode
de réalisation équilibrée.

En reprenant le systéme (1.7) sous sa forme linéaire (®(X) = 0), le systéme s’écrit :

dX
Y =CX

ce systéme est caractérisé par les trois matrices A, B et C et noté par S = {A, B,C}.

Développée par MOORE [66], la méthode de réalisation équilibrée (Balanced Reali-
zation) est basée sur la transformation du systéme dynamique S (1.8) sous forme de
représentation d’état, en une forme équilibrée : une forme dont le grammien de com-
mandabilité W, (1.9) est égal au grammien d’observabilité W, (1.11), tous deux étant
solutions des équations de Lyapunov (1.10) et (1.12). Dans ses travaux MOORE, [66]
définit les grandeurs suivantes :

— Le grammien de commandabilité W, :

(e}
W, = / exp BBT exp?™t dt (1.9)
0
qui est solution de I’équation de Lyapunov :

AW, +W_.A" = —BB7T (1.10)

et qui quantifie le degré de commandabiliteé 2.

2. Définition donnée dans le paragraphe 5.2.2 page 140

10
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— Le grammien d’observabilité W, :
W, :/ eprTt CTC expAtdt (1.11)
0

qui est solution de I’équation de Lyapunov :
AW, +W,A=-C"C (1.12)

et qui quantifie le degré d’observabilité 3.

Remarque : Pour A stable?, W, est défini positif si la paire (A, B) est controlable,
et W, est défini positif si la paire (A, C) est observable.

Le systéme S = {A, B, C'} est dit équilibré si et seulement si les solutions des équa-
tions de Lyapunov (1.10) et (1.12) vérifient :

W, =W, =3 = diag(o;) (1.13)
ou les o; sont les valeurs singuliéres de Hankel données par :
o = Vi (WW,) (1.14)

Si le systéme S = {A, B, C} est controlable et observable, il existe alors une trans-
formation par changement de base X = TX telle que S’ = {f‘ilAT, f‘ilB, CT} soit
équilibré :

dX ~ 1 |~ = ~_1

= _T ATX+T BU

a + (1.15)
Y =CTX

La technique de MOORE [66] consiste alors & éliminer les états peu controlables et peu
observables. Ceci permet donc de construire par troncature un modeéle réduit composé de
n vecteurs propres associés aux n plus grandes valeurs propres de 3 23] :

da
y=C,x

ou le systeme S, = {A,, B,, C,.} est une sous partition du systéme équilibré (1.15), avec
x l'état réduit et y le vecteur de sortie du Modéle Réduit.

Pour distinguer les modes dominants, MOORE suggére d’utiliser le critére :

n 1/2 N 1/2
[203] > [Z af] (1.17)

i=n-+1

3. Définition donnée dans le paragraphe 5.2.1 page 140
4. Une matrice est dite stable si toutes ses valeurs propres sont & parties réelles strictement négatives.
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Chapitre 1. Réduction de modéle

ou n est cherché de facon récurrente.

L’avantage, qui rend cette approche attractive pour la réduction de modéle, est que
sa mise en ceuvre est particulierement aisée. Une partition quelconque d’une réalisation
équilibrée est toujours stable. Elle posséde aussi ’avantage d’avoir une erreur bornée
globalement [108] :

N
1Y —yll, <2 o |U] (1.18)

i=n-+1

L’inconvénient principal de cette méthode réside dans la résolution des équations de
Lyapunov (1.10) et (1.12) pour des problémes de grandes dimensions.

1.4 Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres en
vue de la réduction de modéle

1.4.1 La décomposition orthogonale aux valeurs propres

La méthode qui ressort le plus lors d’une recherche bibliographique pour des systémes
non linéaires est la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD), appelée aussi
Décomposition de KARHUNEN-LOEVE (KLD) ou Analyse des Composantes Principales
(PAC).

La POD fut introduite dans le domaine de la mécanique des fluides par LUMLEY [63],
dans le but d’identifier les structures cohérentes® d’un écoulement turbulent. Elle a été
appliquée ensuite dans de nombreux domaines, comme en traitement d’images [56], en
génie chimique [70] ou aussi en mécanique des fluides [9, 8, 10, 14| notamment pour des
problémes de controle [51, 22, 80].

Parmi les différentes variantes de la POD, la POD classique introduite par LUMLEY
[63], consiste & chercher, sous les hypothéses de stationnarité et d’ergodicité®, une base
de modes qui approche au mieux en moyenne une réalisation v(M,t), avec M € Q) la
variable d’espace et t € Z la variable temporelle.

D’un point de vue mathématique, la détermination de ces modes consiste a chercher
a maximiser la moyenne de projection du signal v sur la base constituée des vecteurs
propres @ :

(v, %)) _ {(v,®))
verr (U, 0) (B, ) (1.19)

5. Un motif qui apparait de maniére répétée dans ’écoulement.
6. L’hypothése d’ergodicité permet de confondre la moyenne statistique et la moyenne temporelle.
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1.4. Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres en vue de la réduction de modéle

ou H* =H \ {0}, et H est 'espace muni du produit scalaire (e, e) et (o) désigne 'opéra-
teur moyenne.

De nombreux travaux [21, 102] montrent que le probléme de maximisation (1.19) se
rameéne & la résolution d’un probléme aux valeurs propres. On cherche donc ® dans H*

solution du probléme :
(P, v)v) = \P (1.20)

Dans le cas ot on se place dans un espace L*(2) 7, le produit scalaire est alors défini
par :

(f.g) = / F(M) - g(M) M (1.21)

le probléme (1.20) peut étre alors reformulé comme une équation intégrale de Fredholm :

/R(M,M’)@(M’)dM’ = \®&(M) (1.22)
Q
ou R(M, M) = <'U(M, t) @ v(M t)> est le tenseur des corrélations spatiales.

En fonction du choix de l'opérateur de moyenne (o) utilisé, différentes approches de
la POD peuvent étre obtenues. On s’intéressera dans ce qui suit aux deux approches les
plus utilisées : la POD classique (§1.4.1.1) et la POD « snapshot » (§1.4.1.2)

1.4.1.1 POD classique

Introduite par LUMLEY [63], la POD classique considére l'opérateur moyenne (e)
comme une moyenne temporelle :

(o) = T/o o di (1.23)

Les modes propres obtenus par résolution de 1’équation intégrale de Fredholm sont
orthogonaux et toute réalisation v peut étre écrite sur la base des fonctions propres :

v(M,t) = Zai(t)fbi(M) (1.24)

=1
ou les coefficients temporels a;(t) sont obtenus par projection de v sur la base (®;) :
a;(t) = (v(t), ®;) (1.25)

Ces coefficients de projections sont non corrélés et leurs valeurs moyennes sont les
valeurs propres J; :
(aia;) = 0y (1.26)

D’autres propriétés de la POD classique sont discutées dans |15, 21, 61].

7. L? est un espace hilbertien des fonctions a valeurs réelles de carré sommable telles que :

/ (@) d < 00
Q
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Chapitre 1. Réduction de modéle

1.4.1.2 POD snapshot

Pour des problémes de grande dimension (maillage trés fin, probléme 3D) la méthode

POD classique peut s’avérer trés cotteuse lors du calcul du tenseur des corrélations spa-
tiales R(M, M ).

C’est la raison pour laquelle STROVICH [95, 96, 97| a introduit la méthode des Snap-
shots. La POD snapshot considére que seulement K réalisations (snapshots) non corrélées

sont suffisantes pour décrire d’'une maniére satisfaisante la dynamique observée.

L’opérateur moyenne de la POD snapshot différe de la POD classique, dans le sens ot
il correspond a une moyenne spatiale évaluée sur tout le domaine :

(o) :/QodM (1.27)

Soit alors {v(M,t;)},_; j l'ensemble des K réalisations. Le principe de la POD

snapshot est de chercher en premier lieu les coefficients a(t;) {i = 1,..., K} tels que :
(M) = a(t;)v(M,t;) (1.28)
i=1

On montre que |21, 7, 102|, dans la méthode snapshot POD, on se raméne a un nouveau
probléme aux valeurs propres, de dimension K :

K
1
k=1

ol C; est le tenseur des corrélations temporelles :

Cir = (v(t),v(ty)) Vi k=1,... K (1.30)

En général le premier mode représente le champ moyen. Les modes suivant repré-
sentent les contributions de ’écart a la moyenne.

La principale caractéristique de la POD est son optimalité énergétique. En effet, trés
peu de modes suffisent pour capturer l’essentiel de I’énergie. On peut citer 'exemple
d’ALLERY [9] ot 4 modes sur 100 capturent 99,9 % de I’énergie dans le cas d'un écou-
lement & travers un diffuseur. LIBERGE [61], dans son application d’écoulement autour
d’un cylindre & Re = 200, constate que 7 modes sur 20 suffisent a reconstruire la solution
avec une erreur inférieure a 1 %.

1.4.2 La projection POD-Galerkin

L’optimalité énergétique de la base POD permet ainsi, en utilisant une projection
de type Galerkin des équations aux dérivées partielles, de construire des systémes dyna-
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1.5. Méthode d’Identification Modale

miques d’ordre faible.

Comme I’a rappelé BUI-THANH [27], il convient de noter que la propriété d’optimalité
de la POD n’est relative qu’aux données reconstruites et ne concerne pas la solution d’un
modeéle réduit basé sur la POD.

Le premier Modéle Réduit POD-Galerkin capable de reproduire un écoulement tur-
bulent a été présenté dans le papier pilote d’AUBRY [14] en 1988. Elle a construit un
modeéle d’ordre faible pour décrire la dynamique des structures cohérentes pour un écou-
lement sur une paroi a l'intérieur d’un canal. Depuis cet article, la réduction de modéle
par POD-Galerkin a été appliquée a différentes configurations en mécanique des fluides,
par exemple a la couche limite en proche paroi [81, 82|, & I’écoulement dans un canal
[33, 76] ou a I’écoulement dans une cavité entrainée [28] et, récemment, a I’écoulement le
long d’une marche descendante [10].

Dans le cas des équations de Navier-Stokes, de nombreux auteurs |7, 61, 102] montrent
que la projection de type Galerkin donne un systéme dynamique d’ordre réduit n s’écrivant

sous la forme :
dal
— D, Zzakajokﬂ + ZAM (1.31)

k=1 j=1

On peut citer aussi les travaux de BALIMA [15, 16] pour une application sur un pro-
bléme instationnaire de conduction non linéaire dans laquelle il a mis en place la POD-
Galerkin sous forme de représentation d’état :

(ilaz (BU); —i—ZZaka]Ckﬂ ZA”a] (1.32)

k=1 j=1

On retrouve bien un systéme dynamique non linéaire d’ordre réduit, représenté par
des équations différentielles ordinaires contenant un opérateur linéaire A ainsi qu’un opé-
rateur non linéaire C', ici quadratique.

D’autres approches de réduction telles que la POD équilibrée ont été proposées par
WiLcox [108] et ROWLEY [89]. L’idée principale de la POD équilibrée est d’obtenir pour
des systémes linéaires de grande dimension une approximation de la réalisation équilibrée,
en considérant des snapshots des gramiens empiriques sans devoir calculer les gramiens
eux-mémes.

1.5 Méthode d’Identification Modale

Il existe de nombreuses méthodes de réduction basées sur I'espace modal ; ces méthodes
s’appuient sur un changement de base pour trouver une forme modale du Modéle Détaillé

(1.7).
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Chapitre 1. Réduction de modéle

1.5.1 Forme modale des équations de représentation d’état

Reprenons ’équation d’état non linéaire (1.7) :

Trouver X = X (t) e RN, Y =Y (t) € R? tels que :

dX

—  =AX +d (X BU Vtel

i +®(X) + (1.33)
X(0) = X, t=0

Y=CX Vtel

avec A € RNV ® ¢ RN, B € RWVP) et C € R@NY) o1t p est le nombre d’entrées et ¢ le
nombre de sorties.

Le principe est de reformuler I’équation du Modéle Détaillé (1.33) par un changement
de base qui fait intervenir les vecteurs propres de la matrice A (c’est-a-dire la partie li-
néaire de 'opérateur discret A ( 1.4 page 8)). Nous mettons en ceuvre dans ce qui suit les
différentes étapes pour obtenir la forme modale du systéme (1.33).

Imaginons que I’on résolve le probléme aux valeurs propres associé a la matrice A. Soit
M et F respectivement la matrice des vecteurs propres et la matrice des valeurs propres
de A. On a alors :

F=M'1AM (1.34)

soit le changement de variable :
X=MX" (1.35)

L’introduction du changement de variable (1.35) dans (1.33) permet de réécrire le
probléme (1.33) :

Trouver MX* = MX*(t) e RN)Y =Y (t) € R? tels que :

d(MX*)
——— - AMX*+®(MX*)+ BU Vtel
dt + & (MXT) + (1.36)
Y =CMX* vtel
MX*(0) = M X} t=0

En multipliant (1.36) & gauche par M ™! et en utilisant ’équation (1.34) on obtient :

Trouver X* = X" (t) e RN)Y =Y (t) € R? tels que :

dx*
—  =FX*"+ M '®(MX")+GU Vtel
ai * (MX7) + (1.37)
Y =HX* vtel
X =X t=
ou
G=M'B (1.38)
et
H=CM (1.39)
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1.5. Méthode d’Identification Modale

L’originalité de I'approche [44, 15| consiste & introduire un vecteur traduisant les non-
linéarités Z (X™) et une matrice % tels que :

SZ(X*) = M'® (MX") (1.40)
Cette transformation permet d’exprimer la non linéarité M ~'® (M X*) dans une base
de fonctions polynomiales qui dépendent des éléments X (i), t = 1,..., N.

Dans cette transformation, les éléments de la base constituent les composantes du
vecteur Z (X™) et les éléments de la matrice ¥ sont les coefficients de projection de
M~'® (M X*) dans cette base [15].

En tenant compte de la relation (1.40), le probléme (1.37) devient :

Trouver X* = X* (t) e RV Y =Y (t) € R? tels que :
dXx

—— =FX*"+3XZ(X")+GU vtel

i FEZ(X) + (1.41)
Y =HX" Vel
X=X t=0

La nouvelle structure du systéme (1.41) est appelée forme modale du Modéle Détaillé
(1.7). Elle est relative aux matrices F' € RN 33 ¢ RWdm(Z) G ¢ RNP) ot H € R@N),

La forme modale offre 'avantage, dans le cas linéaire, d’avoir NV équations découplées.
La taille de la matrice 3 dépend de la dimension de Z (X), avec dim ¥ = (N, dim Z).
Nous montrerons dans les prochains chapitres comment exprimer 1'opérateur Z (X™*) et
sa dimension en fonction de la non linéarité traitée. En général si N est grand, la dimen-
sion de X est trés grande, rendant ainsi inintéressante la formulation (1.41) en Modéle
Détaillé. Ceci ne sera pas le cas pour un Modéle Réduit d’ordre n avec n < N.

Parmi les méthodes de réduction modale dans le cas linéaire (3 = 0), on peut citer :

— la plus simple & mettre en ceuvre, la méthode de Marshall [64] qui consiste a conser-
ver les n plus grandes valeurs propres;

— laméthode d’Agrégation [12]| qui différe de la méthode de MARSHALL par son critére
de sélection des modes; en effet il s’agit de classer les valeurs propres en fonction du
potentiel énergétique des modes. Le principe consiste & imposer une relation linéaire
entre les états du Modéle Détaillé et du Modéle Réduit = LX, ou L de dimension
(n, N) dépend de la contribution énergétique de chaque mode dans la reconstruction
des sorties ;

— la méthode d’amalgame modal [69] qui utilise une partition de I’espace modal en n
sous-espaces. Chacun de ces sous-espaces contient un mode dominant qui est ensuite
associé a quelques modes dits « mineurs » pour former un pseudo-mode appelé mode
amalgamé. Ces n modes amalgamés forment le Modéle Réduit.

Une autre formulation modale, permettant de traiter des phénoménes thermiques non
linéaires, se situe dans la technique de réduction par « modes de branches » [53] qui peut
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étre également associée a la méthode de MARSHALL [67| ou a la méthode d’amalgame
modal [105, 78§].

Ces méthodes s’appuient donc sur des critéres de dominance pour choisir les n valeurs
propres parmi les N existantes. Leur inconvénient majeur est qu’elles nécessitent le calcul
des valeurs et des vecteurs propres de la matrice de transition d’état A.

La Méthode d’Identification Modale repose sur une approche différente : plutot que
de calculer les N valeurs propres, puis de sélectionner les n valeurs propres dominantes,
la détermination du Modéle Réduit repose sur l'identification d’un Modéle Réduit sous
forme modale avec les n valeurs propres associées.

1.5.2 Historique de la Méthode d’Identification Modale

La méthode de réduction de modéle utilisée dans ce travail est basée sur la Méthode
d’Identification Modale. Cette méthode permet d’obtenir un modéle dynamique d’ordre
faible a partir de données. Ces données peuvent provenir soit de simulations issues de mo-
déles de référence, soit de mesures réelles issues d’une expérimentation. La méthodologie
est la méme dans les deux cas.

Cette approche est développée depuis plusieurs années dans notre laboratoire. Initiale-
ment, elle a été développée pour analyser les modes d’un processus de diffusion thermique
a partir de données mesurées par thermographie infrarouge |71]. Elle a été ensuite em-
ployée par PETIT [73| dans le but d’identifier des modéles linéaires d’ordres réduits.

Dans le cadre de la thése de HACHETTE [50, 75, 74], la technique de réduction de
modeéle linéaire a été améliorée en introduisant le principe de superposition : des Modéles
Réduits Eléementaires ont été étudiés. Le couplage de Modéles Réduits par une technique
de flux d’interface a été également traité.

Dans les travaux de VIDECOQ [103, 107, 106], toujours sous 'hypothése de linéarité,
les Modéles Réduits ont été utilisés pour résoudre des problémes inverses en conduction
thermique : identification de densité de flux et de sources thermiques a partir de mesures
simulées ou réelles.

Dans les travaux de GIRAULT [44] la méthode a été modifiée pour identifier des Mo-
déles Réduits dans le cadre de problémes de conduction thermique non linéaires pour
lesquels la conductivité variait avec la température [48, 47|. Plusieurs applications dans la
résolution de problémes inverses ont été également présentées : en convection forcée [46|
et en conduction non linéaires [47], ou le but était d’estimer des conditions aux limites
(densité de flux et température). Une formulation de la méthode en convection naturelle
a également été proposée [45].

Dans une phase plus récente, dans les travaux de BALIMA [15], la méthode a été amé-
liorée par la mise en place de la méthode de I'état adjoint et des équations de sensibilité
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pour le calcul du gradient permettant ’identification. Une formulation a été proposée pour
des systémes conductifs avec des conditions aux limites radiatives [17] et une comparaison
a été effectuée entre la Méthode d’Identification Modale et la méthode POD-Galerkin sur
un systéme instationnaire de diffusion non linéaire [16]. Une premiére approche de réduc-
tion de modéle dans des écoulements incompressibles stationnaires laminaires a également
été proposée |18], sur la base des variables fonctions de courant/vorticité (i, w).

Le probléeme d’identification d’'un Modéle Réduit en utilisant la Méthode d’Identifica-
tion Modale se pose en deux grandes étapes :
— le choix d’une structure (paramétrique) du Modéle Réduit & partir de la forme du
probléme physique ;
— l'estimation des parameétres de ce modéle a travers la résolution d’un probléme
d’optimisation.

1.5.3 Structure du Modéle Réduit

On a défini dans la section 1.5.1 la forme modale du Modéle Détaillé. 1’idée consiste
maintenant a définir une structure du Modéle Réduit analogue a celle de la forme modale
du Modéle Détaillé (1.41) mais avec n < N équations. Le probléme définissant le Modéle
Réduit s’écrit donc :

Trouver x = x (t) € R", y = y (t) € RY tels que :
dx

— =Fx+XZ(z)+GU vtel
ai () (1.42)
y=Hx Vtel
ou :
— x € R" est la variable d’état réduite ;
— F € R™" est la matrice diagonale contenant les n valeurs propres:;
— 3 e R™dim(Z(m)) est, [a matrice de non linéarité;
— U € R? est le vecteur d’entrée du Modéle Réduit (identique au vecteur d’entrée U
de (1.41));
— G € R™P) est la matrice d’application du vecteur U ;
— H € R@" est la matrice d’observation ;
— y € RY est le vecteur de sortie approché y ~ Y.
L’ensemble des matrices peut étre regroupé dans un vecteur 6 = [F, 3, G, H] qui

représente le vecteur des parameétres du Modele Réduit. 11 est constitué de 'ensemble des
composantes des matrices et des vecteurs qui interviennent dans les équations du Modéle
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Reéduit.

Dans la matrice diagonale F', on trouve des modes dits dominants du systéme étudié.
La Méthode d’Identification Modale repose sur I'identification des parameétres @ du Modéle
Réduit permettant aux équations (1.42) de reproduire de maniére satisfaisante la sortie
du Modéle Détaillé (1.41) et ce, avec un ordre réduit n < N.

1.5.4 Identification des paramétres du Modéle Réduit

Le vecteur des parameétres 8 est identifié par la résolution d’un probléme d’optimisa-
tion. Le probléme d’optimisation consiste a chercher le vecteur des paramétres optimal 6
minimisant la norme d’un critére 7. Le critére J est basé sur ’écart e entre la réponse
Y du Modeéle Détaillé et la réponse y du Modele Réduit, pour un méme signal d’entrée
U. Ce signal d’entrée U doit couvrir I’ensemble des phénoménes physiques du probléme.

On définit I’écart par :
e=Y —vy (1.43)
La norme Lo de I’écart est la plus courante, ainsi, le probléme d’identification se raméne
a la minimisation du critére quadratique :

T (0)=llel, =Y —y O] [Y —y(6) (1.44)

Remarque : dans la pratique, on n’a pas besoin de connaitre les matrices du Modéle
Détaillé : seules les données provenant du Modéle Détaillé sont nécessaires.

Le probléme d’optimisation qui permet d’identifier les paramétres s’écrit alors :

Trouver 5_6 RAm(6) .tel que : (1.45)
0 = arg [min J (0)]
ou dim (@) dépend implicitement de I'ordre n du Modéle Réduit, de la dimension p du
vecteur d’entrée U et de la dimension ¢ du vecteur de sortie y :

dim@ =n+nxdim(Z(n))+nxp+nxgq (1.46)

Pour résoudre le probléme (1.45), il est nécessaire d’introduire une méthode d’optimi-
sation. Tout d’abord on remarque dans le systéme (1.42) que le vecteur de sortie y est
linéaire par rapport a la matrice H. Ainsi, une fois que le vecteur d’état réduit x est
déterminé pour F', 3 et G donnés et pour chaque vecteur d’entrée U, la matrice H peut
étre obtenue directement par une méthode de moindres carrés linéaires :

H" = (x XT)flx d (1.47)
ou Y = [yt 9% ... .y'] et xT = [z', 2% ..., 2!], avec pour chaque [ simulation
yl = Hm;
v = H:w (1.48)
Yl = I_fwl
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Ceci permet de scinder le probléme d’identification en deux parties :
— une partie non linéaire portant sur F, ¥ et G ;
— une partie linéaire portant sur H.

Concernant 'identification des composantes des matrices F', 3 et du vecteur G, 1'utili-
sation d’une méthode itérative de programmation non linéaire de type Quasi-Newton ou
une méthode stochastique est nécessaire. Dans ce qui suit, le vecteur de paramétres 6
représente les composantes a identifier, autant pour les méthodes de programmation non
linéaire, que pour les méthodes stochastiques :

9=[F,% G (1.49)

En résumé, la Méthode d’Identification Modale comporte donc deux étapes :

— La premiére consiste a définir la structure du Modéle Réduit. En partant des équa-
tions aux dérivées partielles décrivant le probléme physique, les méthodes de dis-
crétisation permettent de définir la structure sous forme représentation d’état du
Modeéle Détaillé. Finalement, la structure du Modéle Réduit est choisie similaire a
celle du Modéle Détaillé sous forme modale.

— Une fois la structure du Modéle Réduit établie, I’étape suivante consiste a identifier
les parameétres du Modéle Réduit a travers la minimisation d’un critére quadratique.
Ce critére est bati sur ’écart entre les réponses du Modéle Détaillé et celles du Mo-
déle Réduit pour un méme signal d’entrée.

Il faut noter qu’aucune information géométrique et aucune propriété physique n’appa-
rait explicitement dans le Modéle Réduit. Toutes ces informations sont en fait contenues
dans les données utilisées pendant la procédure d’identification et donc implicitement
transmises au Modéle Réduit via les simulations ou les mesures réelles.

Pour la Méthode d’Identification Modale au méme titre que la POD-Galerkin, la me-
sure de l'erreur commise par le Modéle Réduit est obtenue uniquement pour les données
utilisées dans la procédure d’identification. Ceci ne pose pas de probléme dans le cas de
Modéles Réduits linéaires, ot le principe de superposition permet de quantifier I'erreur
pour n’importe quelle autre entrée. Pour des Modéles Réduits non linéaires, une erreur
suffisamment faible obtenue pour un signal « suffisamment riche », permet d’espérer mais
sans aucune garantie que ’erreur commise par le Modéle Réduit reste faible pour un autre
signal d’entrée.

Cependant, si la solution du Modéle Détaillé est disponible pour n’importe quelle en-
trée, on peut toujours analyser la qualité des Modéles Réduits par le calcul a posterior:

de l'erreur.

Le principe général de la procédure de I’identification modale est résumé dans le schéma
1.2
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MODELE DETAILLE (MD) sortie (MD)
Y (t) € R

de dimension N

/

Entrée connue Critére d’écart quadratique :
o0 j(F,%, G, H)

\IOD] LE REDUIT (MR)

i
|
I
i
|
reR" n<« N sortie (MR) !
b — Fe+3XZ(x)+ GU(t) y(t) € R? :
y=Hx 1
I
i
v

Algorithmes de minimisation :
) ) —moindres carrés linéaires pour H
Procédure itérative —programmation non-linéaire pour F,3 et G

FIGURE 1.2 — Principe de la Méthode d’Identification Modale.

1.6 Les méthodes d’optimisation utilisées avec la Mé-
thode d’ldentification Modale

Pour résoudre le probléme d’optimisation (1.45), on dispose des méthodes itératives
dites :

1. de type gradient, qui s’appuient sur une étude locale du critére quadratique J. Ces
méthodes déterministes de descente nécessitent une évaluation simultanée du critére
ainsi que de ses dérivées par rapport aux parametres;

2. d’ordre 0 (stochastiques ou déterministes) ne nécessitant aucune information concer-
nant ’étude différentielle locale du critére 7.

1.6.1 Meéthodes de type gradient

En plus de I’évaluation de 7, les méthodes d’ordre 1 nécessitent le calcul du gradient
de J a chaque itération. Pour des fonctions convexes, les méthodes de gradient convergent
sans probléme vers la solution quelque soit l'initialisation. Par contre, si le critére J preé-
sente des minima locaux, alors la solution obtenue dépendra du jeu initial des paramétres.

1.6.1.1 Le principe de la méthode de Newton

La méthode de Newton est un algorithme itératif qui permet de trouver des approxi-
mations d’un zéro d’une fonction.
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1.6. Les méthodes d’optimisation utilisées avec la Méthode d’ldentification Modale

Ici, on cherche a obtenir la condition d’Euler :
VJ (0) =0 (1.50)

La méthode de Newton consiste a linéariser la fonction en un point et a prendre le
point d’annulation de cette linéarisation comme approximation du zéro recherché. Les ap-
proximations successives obtenues convergent généralement avec une vitesse quadratique
vers le vrai zéro de la fonction.

Iei, VJ (0") est remplacé par son approximation linéaire (formule de Taylor) autour
de 0" :
VT (07Y) = VT (6°) + V2T (6°) d' + o (||d]) (1.51)

ot V27 est la matrice Hessienne de 7.

On veut avoir V.J (0”1) le plus petit possible c’est-a-dire, si on néglige o (Hd’”), d'
est solution de :

VT (6)+ V2T (6')d =0 (1.52)
donc :
d = —[V27(6')] 'V.7 (6 (1.53)
Pour calculer 8 la méthode de Newton revient donc 4 :
— calculer :
d =—[V27(6)] VT (6) (1.54)
— Ppuis poser : . A .
0 =0 +d (1.55)
Remarques :

— Pour résoudre (1.54), il faut a chaque itération disposer de J (Oi), vJ (0’) et
\VEN4 (0’) Or si le systéme est trés grand, le calcul de la matrice Hessienne (V27 (0’))
et de son inverse ([V2j (GZ)] 71) peut étre une opération trés cotiteuse en temps de
calcul.

— d' nest pas forcément une direction de descente. Elle ne I'est que si la matrice
Hessienne V27 (01) est définie positive.

1.6.1.2 Le principe de la méthode de Quasi-Newton

Afin de surmonter les difficultés propres a la méthode de Newton (calcul de la matrice
Hessienne et de son inverse), des méthodes alternatives dites de type Quasi-Newton ont
été développées. Le principe des méthodes de Quasi-Newton est d’approcher la matrice
Hessienne V27 (02) par une matrice d’approximation beaucoup plus simple & calculer
B'. La direction de descente d' est alors construite par :

d=—(B) 'vJ(#) (1.56)
et la solution a l'itération ¢ + 1 est donnée par :

0 = 6"+ pid’ (1.57)
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avec B' =~ V27(0") est 'approximation de la matrice Hessienne du critére 7, mise a jour
a chaque itération, et p’ est le pas a effectuer (le long de la direction de descente d') pour
diminuer suffisamment le critére 7.

Plusieurs approches ont été développées pour calculer cette approximation. Parmi
elles, I’approche la plus stable numériquement dite de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
(BFGS) [65] ou I"approximation du Hessien est donnée par :

~i 4T Bisi g7 B

Bt'=pBiy+ .1~ — - - 1.58
,YZTSZ SZTBZSZ ( )

avec s' = 0" — @' et 4 = VI — VT

Pour chaque itération 7, on calcule 'approximation de I'inverse du Hessien, qui permet
ensuite de déduire la direction de descente.

1.6.1.3 Probléme de I’état adjoint et calcul du gradient

Le calcul du gradient du critére J est effectué par la méthode de I’état adjoint [39, 52].
Cette méthode permet de mettre en ceuvre des algorithmes a faible coiit par rapport a une
méthode de type différence finie, car seul le probléme adjoint (linéaire) doit étre résolu en
plus du probléme réduit (1.42).

On se base ici sur une une formulation lagrangienne pour établir les équations du
probléme adjoint. A partir du probléme d’optimisation, décrit par les équations (1.45),
on considere la formulation lagrangienne définie par :

L(x,0,X) =7 (0)+ (L' (x,0),)),., (1.59)
ou L! est I’équation de contrainte sur la variable d’état o définie par :
1 dx
L (w,@):E—Fw—EZ(w)—GUzﬂ (1.60)

et A est la variable adjointe associée a I’équation de contrainte. Dans (1.59) le produit
scalaire (.,.)gn, ; est défini par :

(a,b)gny; = /Zaibi dt (1.61)
Ii=1

On remarque que ’équation de contrainte est par définition toujours nulle, ce qui nous
meéne a une égalité entre le lagrangien L et le critére J.

On définit les sensibilités &, obtenues a travers le calcul des dérivées directionnelles
par rapport aux composantes du vecteur des paramétres 0 :

(6 60):hmw(9+660)—m(0)

e—0 €

(1.62)
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1.6. Les méthodes d’optimisation utilisées avec la Méthode d’ldentification Modale

La différentiation de £! permet d’écrire :

1 1
88% X 60 = —% X & (1.63)

et la différentiation du lagrangien L (1.59) par rapport a 8 s’écrit :

oL oJ oLt
Lo (20 0) (2 ws0) w6

et en tenant en compte de (1.63) I’équation (1.64) devient :

oL oJ oLt
L s (S0) - (% an) e

La condition nécessaire d’optimalité pour que 6 soit solution du probléme d’optimisa-
tion (1.45) s’écrit :

, oJ 0T
J (0) .60 = <80 60) (3:1: ) 0 Voo (1.66)
Nous choisissons A de sorte que :
oL
% x 60 =7 (0).9 (1.67)

ceci implique que A doit vérifier :

oct @.7

Par transposition dans le produit scalaire, on obtient le probléme adjoint :

((%—‘g)* x A, a:) + (g—g,ﬁz) =0 (1.69)

oL! oJ
(5;) A+55_0 (1.70)

Dans les équations (1.70), ’exposant (*) désigne la transposée des opérateurs. L’équa-
tion (1.70) constitue I’équation de la variable adjointe. Lorsque I’équation £' décrivant le
Modéle Réduit est donnée par (1.42), alors le probléme adjoint s’écrit [39] :

soit, si & # 0 :

Trouver A = X (t) € R" tel que :

oA T T oJ
_ _ = Vtel
o~ FA- Z'sTA+ 2 5~ 0 (1.71)

A=0 t=t;
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oil Z est le jacobien de Z (x) par rapport & x. Le probléme adjoint (1.71) doit étre
résolu de maniére rétrograde. Ainsi pour que le probléme adjoint (1.71) soit bien posé, il
faut le munir d’une condition terminale.

Une fois la variable adjointe déterminée (équation (1.71)), les composantes du gradient
de J sont déduites par simple somme de produits scalaires :

T (6).60 = (VT (8),60) = <%—€ X 50,>\) + @—g,(se) (1.72)

Si le critére J ne contient pas de terme de pénalisation (J ne dépend pas explicitement
des composantes de ), alors 22 = 0 et (VT (0),66) = (%—%1 X 00, )\) V0.

1.6.1.4 Algorithme global

Nous résumons dans I’Algorithme 1 le processus d’identification du vecteur des pa-
ramétres @ des Modéles Réduits dans la Méthode d’ldentification Modale. Les critéres
d’arrét utilisés sont définis ci-dessous.

n =0, n I'ordre du Modéle Réduit;

répéter

n=n+1;

Soit i = 0, initialiser 8°. Choisir une matrice B° définie positive;

répéter

Déterminer « solution de (1.42);

Estimer H par moindres carrés (1.47);

Calculer J (1.44);

Déterminer A (1.71);

Calculer VT (1.72);

Construire la direction d' = —B'V.J (OZ) et trouver "t au minimum de
J (Oi + di);

Poser s' = 0"t — 0’ et calculer v = VJ (6'"') — V.7 (8') pour actualiser
la matrice B’ (mise & jour BFGS);

1=14+1;

jusqu’a Test d’arrét 1

jusqu’a Test d’arrét 2 ;
Algorithme 1 : Méthode d’Identification Modale

Test d’arrét 1 : Ce critére est utilisé pour arréter I'itération pour un ordre n fixé du
Modéle Réduit, lorsque on trouve le minimum de J (c’est-a-dire |[V.J||, < €) ou
lorsque le nombre maximal d’itérations est atteint (c’est-a-dire i = iyay)-

Test d’arrét 2 : Le test d’arrét 2 permet d’arréter l'incrémentation de l'ordre du
Modéle Réduit lorsque :
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— on atteint une stabilisation globale de J c’est a dire :

’ (0;(0:11()0 ) <e (1.73)

ol € est un parameétre fixé par ['utilisateur ;

— ou lorsque l'erreur quadratique o atteint, soit une précision demandée par 'uti-
lisateur dans le cas ou les données du Modéle Détaillé sont obtenues par des si-
mulations, ou l'ordre de grandeur de la précision des mesures lorsque les données
sont issues de manipulations expérimentales.

1.6.2 Meéthodes d’ordre 0

Ces méthodes se basent sur une exploration globale du critére a partir d’un certain
nombre d’estimations. Elles ne nécessitent pas de calcul de gradient et elles permettent de
mieux résoudre les problémes présentant des minima locaux. Leur principal inconvénient
est la nécessité d’évaluer le critére J un grand nombre de fois ce qui les rend cotiteuses en
temps de calcul. Parmi les méthodes d’ordre 0 on peut citer les Algorithmes Génétiques
(AG) et ’Optimisation par Essaim de Particules (OEP)

1.6.2.1 Optimisation par Essaim de Particules

L’Optimisation par Essaim de Particules [31] est une méthode d’optimisation stochas-
tique. L’algorithme a été décrit pour la premiére fois en 1995 par KENNEDY et EBERHART,
sous le nom de Particle Swarm Optimization (PSO).

L’algorithme est basé sur une métaphore de l'interaction sociale : on considére un
ensemble d’individus originellement disposés de facon aléatoire, que nous appelons dés
lors des particules. Chaque particule se déplace dans ’espace de recherche, et constitue
une solution potentielle. Chaque particule est capable de communiquer & certaines autres
sa meilleure position, et de les interroger afin d’obtenir leurs meilleures positions. A partir
de ces informations, la particule va suivre une tendance faite, d’'une part de sa volonté de
revenir vers sa meilleure position, et d’autre part, de son mimétisme par rapport a son
voisinage. La figure 1.3 résume le schéma de déplacement d’une particule.

La formulation générale de ce comportement est donné par :

860" = x 80' + )i aléa; (p? — 0') + Xy aléay (p' — 0")

ou :
— 0" est la position de la particule, représentant le jeu de paramétre a l'itération i;

— 86" sa vitesse de déplacement ;
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FIGURE 1.3 — Shéma du principe du déplacement d’une particule.

— p?Y la meilleure position atteinte dans son voisinage ;
— p’ sa meilleure position atteinte ;

— X, A1 et Ay sont des coefficients pondérant les trois directions de la particule : vo-
lontariste, suiviste et conservatrice ;

— aléa; et aléay sont des variables aléatoires qui suivent une loi uniforme sur [0, 1].
Configuration de la méthode

Taille de I’essaim : en premier lieu, il faut définir la taille de 'essaim. L’idée la plus
simple est de lui donner une taille fixe. Il n’y a pas de régle pour déterminer ce
parameétre. Faire de nombreux essais permet de se doter de ’expérience nécessaire a
I’appréhension de ce paramétre. En effet les expérimentateurs proposent des tailles
de 'ordre de 20 a 30 particules qui se révélent tout a fait suffisantes pour résoudre
la quasi-totalité des problémes. A noter que cette valeur est faible comparée a celles
utilisées par exemple dans les algorithmes génétiques.

Initialisation : A l’état initial, chaque particule se voit attribuer une position 6° aléa-
toire dans l'espace de recherche. Cette étape est commune a tous les algorithmes
d’optimisation stochastique mais, pour 'optimisation par essaim de particules, en
plus de la position, les particules possédent une vitesse de déplacement 86, qui,
appliquée & une position va donner une autre position. La vitesse initiale 68" de
chaque particule est initialisée suivant une loi uniforme sur [0, 1].
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Topologie du voisinage : La topologie du voisinage définit avec qui chacune des
particules va pouvoir communiquer. La version la plus simple est la topologie fixe
de type social circulaire (figure 1.4), ou les N, particules de Iessaim sont dispo-
sées virtuellement sur un cercle. Chaque particule a un ensemble d’informatrices
(couramment de taille 3), d’abord elle-méme, puis celle & sa droite et celle a sa
gauche.

! \
! / | 4
/ )
- [
| I
o8 ! !
\ | /
\ \
\ \ rJ /
\ \ ‘ /
\ \ /
\ ! /
\ ! 5
\ /
\ N
N 7 n //
N~ \\ . ~

FIGURE 1.4 — La topologie circulaire pour un essaim de 8 particules.

La définition du voisinage n’a ici aucune notion de distance entre particules dans
I’espace de recherche. Elle différe du voisinage géographique qui utilise une métrique,
et pour lequel le voisinage est formé par des particules les plus proches, cette version
est plus cotteuse en temps de calcul [31]. Il existe de nombreuses topologies parmi
lesquelles ont peut citer aussi la topologie étoile (figure 1.5) ou chaque particule
communique avec toutes les autres, et la topologie rayon (figure 1.6) ou les particules
ne communiquent qu’avec une particule centrale.

Facteur d’inertie : le facteur d’inertie x introduit par SHI et EBERHART [94] permet
de définir la capacité d’exploration de chaque particule en vue d’améliorer la conver-
gence de la méthode. Une grande valeur de x est synonyme d’une grande amplitude
de mouvement et donc, in fine, d’exploration globale. A contrario, une faible valeur
de x est synonyme de faible amplitude de mouvement et donc, d’exploration locale.
Fixer ce facteur revient donc a trouver un compromis entre I'’exploration locale et
I'exploration globale. SHI et EBERHART [94] ont étudié 'effet du facteur y dans
I'intervalle [0; 1, 4] sur la fonction Schaffer F6 de dimension 2; cette étude montre
une meilleure convergence pour y € [0,8;1,2] et au dela de 1,2 I"algorithme tend a
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FIGURE 1.5 — La topologie étoile.
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6

FIGURE 1.6 — La topologie rayon.

avoir des difficultés de convergence.

Coefficients de confiance : concernant les facteurs de constriction A; et Ao, une
analyse mathématique mené par CLERC et KENNEDY [32] de l'algorithme (1.74),
a été faite en faisant appel a des résultats de la théorie des systémes dynamiques.
Ils ont montré que le choix de ces coefficients aide & assurer une convergence de
I’algorithme.
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L’un des choix les plus populaires testé sur plusieurs types de fonction® (celui choisi
pour la suite de ce travail) est A\; = Ay = 1,46618 et y = 0, 7298 [35]. Ce choix méne
a un comportement convergent sans avoir & borner la vitesse de déplacement &6.
Pour de plus amples informations sur les réglages et les tests de ces parameétres, on
peut se référer & [100, 101].

Critéres d’arrét : la convergence vers le minimum global n’est pas garantie dans
tous les cas. Pour cette raison, il existe deux critéres d’arrét, le premier est un
nombre d’itérations maximum assurant une porte de sortie pour l'algorithme et le
deuxiéme est atteint quand la solution ne varie plus sensiblement au cours des ité-
rations.

Il existe plusieurs librairies libres? plus ou moins évoluées. L’algorithme de base étant
facile a coder, nous avons donc décidé d’écrire notre propre code Fortran. Ce code maison
utilise les parameétres décrits ci-dessus (A} = Ay = 1,46618 et y = 0,7298). Un essaim de
20 particules avec un voisinage circulaire de taille 3 a été utilisé.

1.6.2.2 Algorithmes Génétiques

L’Algorithme Génétique [34] est une métaphore biologique inspirée des mécanismes
de la sélection naturelle et de la génétique de ’évolution. Il s’agit d’un algorithme itératif
de recherche globale dont le but est d’optimiser un critére. Pour atteindre cet objectif
I’algorithme travaille sur une population d’individus, appelés aussi chromosomes. Chaque
individu est caractérisé par un ensemble d’éléments appelés génomes. A chaque itéra-
tion, appelée génération, I’algorithme génétique fait évoluer la population en créant une
nouvelle population avec le méme nombre d’individus!®, cette évolution consiste généra-
lement en des individus mieux adaptés a I'environnement (critére). Au fur et & mesure
des générations, la population d’individus tend en général vers un optimum du critére.

L’algorithme génétique fait évoluer une population d’individus a partir de la génération
précédente en quatre étapes :
évaluation : l'algorithme génétique évalue le critére J de chaque individu de I’an-
cienne population.
sélection : l'algorithme génétique sélectionne les individus. Il existe plusieurs tech-
niques de sélection. Voici les principales utilisées :

1. Sélection par rang : cette technique de sélection choisit toujours les individus
sur la base de leur critére J. Plus précisément, seuls les individus les mieux
adaptés gagnent la compétition de la reproduction tandis que les moins adaptés
meurent avant la reproduction, ce qui améliore globalement 1’adaptation.

8. de type sphére, Rosenbrock, Rastrigin, ...
9. les sources sont disponibles sur le site internet : http ://www.particleswarm.info/Programs.html.
10. D’autres variantes d’algorithme avec des tailles de population variables existent.
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2. Probabilité de sélection proportionnelle a I'adaptation : pour chaque individu,
la probabilité d’étre sélectionné est proportionnelle a son adaptation au pro-
bléme (critére 7).

3. Sélection par tournoi : cette technique utilise la sélection proportionnelle sur
des paires d’individus, puis choisit parmi ces paires I'individu qui a le meilleur
score d’adaptation.

4. Sélection uniforme : la sélection se fait aléatoirement, uniformément et sans
intervention de la valeur d’adaptation. Chaque individu a donc une probabilité
d’étre sélectionné.

Ainsi aprés I’étape de sélection, l'algorithme recombine les individus sélectionnés
au moyen d’opérateurs génétiques tels que le croisement et la mutation. Ces deux
opérateurs sont appliqués respectivement avec des probabilités fixées p. et p,,.

croisement : il symbolise la reproduction sexuée en associant aléatoirement des indi-
vidus de la population. Le cas le plus courant est celui ot deux individus s’associent
afin de former un couple. Chaque couple donne naissance a deux enfants compor-
tant chacun des séquences de chaque parent. Remplacer un couple de parents par
les enfants permet de conserver une taille de population constante. La figure 1.7
illustre un croisement a un point avec deux parents (A,B) qui échangent une partie
de leur génes pour donner naissance a deux enfants (C,D).

- 00000000
90000000

c 00000000
900000060

FIGURE 1.7 — Schéma de croisement & un point.

mutation : en biologie, ce terme désigne des changements dans la séquence de ’ADN
des individus. Dans le domaine de ’algorithme génétique, comme pour le croisement,
la mutation vise a modifier de fagon aléatoire une partie des génomes de certains
individus dans la population concernée. A travers le taux de probabilité de la muta-
tion p,,, 'opérateur ne s’applique pas a tous les individus de la population a chaque
génération. Il permet ainsi, tout au long de l'algorithme de maintenir une certaine
hétérogénéité dans la population et ainsi d’éviter une convergence trop rapide vers
un optimum local. A noter qu'un taux p,, élevé risque de produire une dispersion
aléatoire importante de la population et de ralentir la convergence de 1’algorithme.
L’algorithme génétique réside en un assemblage des étapes de sélection, croisement,
mutation et évaluation jusqu’a un test d’arrét :

32



1.7. Conclusion

début

Initialisation de la population P;
Evaluation de P°;

répéter

A Pétape 1;

Sélection ;

Croisement;

Mutation;
Evaluation de P’ ;

1=14+1;
jusqu’a Test d’arrét ;

fin
Algorithme 2 : Algorithme Génétique

Pour ce qui est du critére d’arrét, le plus courant est le nombre maximal de généra-
tion fixé a ’avance. On peut aussi suivre le meilleur élément de la population et décider
de construire le critére d’arrét sur une absence d’évolution pendant un certains nombre
d’itérations, ce qui nécessite de fixer une tolérance d’évolution.

Globalement, il y a trois parameétres de base au fonctionnement d’un algorithme géné-
tique : le nombre d’individus dans la population, les taux de croisement p. et de mutation
Pm- Trouver de bonnes valeurs a ces paramétres est un probléme parfois délicat. La taille
de la population dépend fortement du probléme (nombre de paramétres a identifier), tan-
dis que les valeurs des taux p. et p,, sont parfois difficiles a déterminer. Or le succes
de I'évolution en dépend et plusieurs essais sont donc nécessaires. Les valeurs p. = 0,7
et p,, = 0,005 sont souvent utilisées, elles peuvent étre de bons points de départ pour
démarrer une recherche de solution a I'aide d’un algorithme génétique.

Il existe d’excellentes librairies en C qui fournissent toutes sortes d’Algorithmes Gé-
nétiques, il suffit de leur fournir le calcul du critére J. Parmi ces librairies ont peut citer
celle qui a été utilisée pendant ce travail, la PGAPACK [58|. Cette librairie utilise I'inter-
face MPI pour fonctionner en paralléle mais fonctionne aussi en séquentiel. On peut citer
aussi les librairies Galopps [2] en C et GALIB 3] en C++.

1.7 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons d’abord présenté quelques techniques de réduc-
tion de modeéles. Nous avons plus particuliérement détaillé la Méthode d’Identification
Modale développée dans notre laboratoire. Nous avons montré comment obtenir la for-
mation modale & partir de la formulation discréte du Modele Détaillé. Cette forme modale
définit la structure du Modéle Réduit. On définit alors un vecteur des écarts entre les sor-
ties du Modéle Détaillé et celles du Modele Réduit. Un critére quadratique, construit sur
la norme de ce vecteur, permet de définir une fonctionnelle dépendant des paramétres du
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Chapitre 1. Réduction de modéle

Modéle Réduit. La minimisation permet d’identifier ces paramétres. Nous avons introduit
les différents outils d’optimisation que nous utiliserons par la suite : méthode de type
gradient-Quasi-Newton utilisant 1’état adjoint, Optimisation par Essaim de Particules et
Algorithmes Génétiques.

Dans les chapitres suivants, nous allons mettre en ceuvre la Méthode d’Identification
Modale pour des applications thermiques dans des écoulements.
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Chapitre 2

La Méthode d’Identification Modale
pour un écoulement convectif
stationnaire : application a un champ
thermique sur un écoulement chauffé en
amont d’une marche descendante
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Aprés avoir introduit au chapitre précédent le formalisme de la Méthode d’Identifi-
cation Modale (MIM), ainsi que les étapes de l'identification d’'un Modeéle Réduit pour
un systéme issu de la discrétisation des équations aux dérivées partielles, nous présentons
dans ce chapitre une application de la Méthode d’Identification Modale & un probléme de
convection-diffusion.

Il s’agit d’'un écoulement de convection forcée le long d’'une marche descendante, ou
le chauffage est situé en amont de la marche. Rappelons qu’une des principales caracté-
ristiques de la MIM consiste en une relation entrées/ sorties a travers un état d’ordre faible.

Pour le méme systéme convectif, nous proposons donc plusieurs cas :

cas 1 : Un Modeéle Réduit a une seule entrée (une densité de flux) et tout le champ
thermique (144 247 observables issus d’un maillage 2D) est considéré en sortie.

cas 2 : Un Modéle Réduit avec la méme densité de flux comme entrée et les points sur
une ligne (135 observables) sont considérés en sortie.

cas 3 : Un Modéle Réduit construit sur trois entrées (deux densités de flux et une tempé-
rature d’entrée du fluide) par superposition de trois Modéles Réduits élémentaires,
chacun étant relatif & une seule entrée et a la méme sortie (135 observables).

cas 4 : Un Modéle Réduit identifié directement sur les trois entrées du cas 3 avec la
méme sortie (135 observables).

L’identification des paramétres des Modeéles Réduits est faite a travers la résolution
d’un probléme d’optimisation avec deux méthodes : Quasi-Newton et Optimisation par
Essaim de Particules. Une ouverture consistant en l’identification d’'un Modéle Réduit
dans le corps des complexes a été réalisée dans les cas 1 et 2.

2.2 Le systéme étudié et sa modélisation

2.2.1 Description

On considére I’écoulement de convection forcée 2D stationnaire, laminaire, d’un fluide
incompressible et newtonien le long d’une marche descendante (figure 2.1).

J b Entrée —

J h 32? D

_______________________________

4h X 30h

Sortie

FIGURE 2.1 — Géométrie du systéme étudié.
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Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique

On suppose que les propriétés thermophysiques du fluide (air) ne dépendent pas de la
température. La température est donc un scalaire passif; le champ de vitesse est indépen-
dant du champ de température. Dans cette partie on s’intéresse au champ de température
pour un champ de vitesse fixé.

L’équation de la chaleur qui gouverne 1’évolution du champ instationnaire de la tem-

pérature est :

o A
VT - L AT = 2.1
gr TV VT oAl =0 (2.1)

*>
avec t € T la variable temporelle, x € Q la variable d’espace, VV (z,t) € R? le vecteur
vitesse, T'(x,t) € R la température, p la masse volumique du fluide, A la conductivité
thermique et C), la chaleur massique.

La condition initiale et les conditions aux limites associées a (2.4) sont :

— la condition initiale & une température de 7' (x,0) = 7(0) = 300 K sur tout le
champ ;

— une température T, = g = 300 K imposée a U'entrée du canal (0€);

— une densité de flux de chaleur pariétale ¢ (t), variable au cours du temps, appliquée
en amont de la marche, pour x; € [—2h;0] et 3 = h (0€), et un flux nul sur les
autres parois solides (0€23) (c.f. figure 2.2);

— un profil de vitesse parabolique et constant a I’entrée du cana

— a la sortie (0€)4) une condition de type frontiére ouverte dite « outflow boundary »

—

11,

ou 71 est la normale extérieure :

VV-1=0 (2.2)
—
VT =0 (2.3)

Cette condition a la limite suppose que I’écoulement est entiérement développé a la
sortie du domaine, elle peut étre utilisée quand la sortie est située assez loin de la
marche [41]. Dans notre probléme la sortie est localisée a 30h.

Remarque :
Dans notre cas Ty, = T (x,0) = 300, le changement de variable " = T'—300 raméne
I’équation 2.1 a :
3Tl — / A /
— VT — —AT =0 24
ot v pC, (24)

avec une condition aux limites homogéne T, = g = 0 K sur 0€);.

La construction des données du Modéle Détaillé pour I'identification est issue du lo-
giciel Fluent® [41]. La taille du maillage a fait 'objet d’une étude de convergence qui a
montré la nécessité d’une discrétisation en 144 247 neeuds (c.f. §3.5.1 pour la validation
du Modeéle).

11. Les paramétres et la description de ’écoulement fluide sont donnés dans le §3.5
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2.2. Le systéeme étudié et sa modélisation

Les simulations issues de ce Modéle Détaillé constituent les références. Ce Modéle Dé-
taillé permettra d’obtenir les données nécessaires a I'identification des Modéles Réduits.

2.2.2 Modéle de référence

On applique une densité de flux de chaleur ¢(t) sur une partie du canal, juste avant
la marche descendante le long de 2h (figure 2.2).

b Entrée % C/

— Sortie

-------------------------------

FIGURE 2.2 — Le systéme étudié.

Nous souhaitons rester dans un régime de convection forcée. Pour cela nous « contro-
lons » la densité de flux afin que le rapport entre ’énergie potentielle gravitationnelle et
I’énergie cinétique soit trés inférieur a 1. Rappelons que ce rapport sans dimension est
connu sous le nom du nombre de Richardson Ri (appelé aussi le nombre d’Archimeéde
Ar) :

Gr  gBATD

Ri= 35 U2

(2.5)

avec :
— Gr nombre de Grashof;
— Re nombre de Reynolds;
— g accélération de la pesanteur [m s7|;
— f3 coefficient d’expansion thermique [K™?];
— D longueur caractéristique [m]|;
— AT différence de température (AT = Tharei — Too) [K];
— U vitesse du fluide [m s™].

Dans la configuration de 1’écoulement chauffé en amont de la marche descendante et
pour un champ de vitesse fixé (ici Re = 500), seul le terme AT dans I'expression du
nombre de Richardson peut varier. En effet ce terme dépend de la densité de flux ¢(t)
appliquée, ce qui impose une densité de flux a ne pas dépasser (donc un AT maximal)
afin de rester dans ’hypothése de convection forcée.

Dans cette application, en régime stationnaire et pour une densité de flux ¢ = 300
(W/m?) on trouve un écart AT ~ 21 K, ce qui correspond a Ri = 0, 11, permettant ainsi
de rester dans I’hypothése du régime en convection forcée. Ceci nous impose donc par la
suite des écarts de température qui ne sont pas trés grands.
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Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique

2.2.3 Formulation de I’équation de la chaleur sous forme discréte

Dans un premier temps, nous utiliserons une formulation sous forme d’équation d’état
de l’équation de la chaleur (2.4). Une formulation modale est ensuite proposée dans le
paragraphe 2.2.4.

On multiplie I'équation de la chaleur (2.4) par la fonction scalaire 1) € H,_, (Q)'?,
puis on intégre par parties en utilisant la formule de Green '® sur le domaine . On obtient
alors la formulation faible de (2.4) (en omettant le symbole ') :

Vi) € H,_o (Q) on cherche T € H,, (€2) solution de :

/8—T¢dm+/17-VT¢dm+/iVT-wda:—/ A 9T g ds =0
o Ot Q a rCy 20, PCp (26)
2.6

Seul I'intégral sur la frontiére 02y apparait dans la formulation faible (2.6) : sur la
frontiére 023 et 0€24 on a une condition de flux nul et sur 02, on a ¥ = 0.

Soit N le nombre de nceuds issus de la discrétisation spatiale du domaine 2. Nous
prenons N fonctions tests v; tel que la solution approchée 7' de T solution de (2.4)
s’écrive :

T(@.t)= Y vi@) Ti (1) (2.7)

Pour un champ de vitesse fixé, 'introduction du développement (2.7) dans ’équation
(2.6) nous donne le systéme dynamique suivant :

T - -
E= =FT+G <v> T+ Ho (1) (2.8)

12. H, () est espace des fonctions réguliéres avec Hy () = { € H' (Q) [ = g Vo € 9 } oa H' (Q)
est 'espace de Sobolev défini classiquement par :

H(Q) = {v e L*(@)]Vyll € L* ()}

avec L? (Q) I’espace de Hilbert des fonctions de carré sommable sur . L? est défini par :
2@ ={v@| [ el <ocf,
13. Pour deux fonctions & valeurs scalaires f et g, la formule de Green s’écrit :

Jo fAgdz = [, (Vg-n)fds— [,Vf-Vgdzx
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2.2. Le systéeme étudié et sa modélisation

ou les opérateurs £, F, G et H intervenant dans I’équation (2.8) s’écrivent :

Eij = /Qiﬂﬂﬂj de

A
Fij=——1[ V- Vi), dx
J pOp o J
(2.9)
— —
gz] <V) - _\/g; <V V@Zh) 77Z)] da
H, = L Y; ds
' pOP 892 '
A partir de (2.8), le probléme peut s’écrire sous la forme :
dT ~ ~
C _FT+g (17) T + By (1) (2.10)
dt
oWF =E'F, G =E'G, et B=E ', ou encore :
df * « (7 T
= = [}' 4G (v)] T + By () (2.11)
Soit la matrice Ag4. telle que :
k * =
Age=F +G (v) (2.12)

Cette matrice tient compte a la fois des phénomeénes de diffusion a travers la matrice
ﬁ
F* et des phénomeénes de convection a travers G* (V)

En omettant le tilde dans I’équation (2.11) on obtient :
T = Ay T + By (t) (2.13)

Par ailleurs, on considére la matrice d’observation C € R@Y) o1 ¢ est le nombre
d’observables :

Y =CT (2.14)

Ainsi I’équation définissant le probléme thermique peut s’écrire sous la forme :

{ T = Ay T + By (t) (2.15)

Y =CT

ot T est le vecteur des températures et T sa dérivée temporelle. On a donc la méme
forme que la représentation d’état ( 1.7 page 9) avec T =X, ® () =0 et U (t) = p (1).
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Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique

2.2.4 Formulation de I’équation de la chaleur sous forme modale

De facon similaire & ce qui a été fait au paragraphe 1.5.1, appliquons ici le changement

de variable tel que :
T=MX (2.16)

ot M est la matrice des vecteurs propres de Age.

Le fait que la matrice Ag. tienne compte a la fois des phénomeénes de convection et
de diffusion (transfert non-réciproque) permet de dire que les éléments propres de Ag4. ne
sont pas que des réels.

En effet, les travaux [36, 77| ont permis d’élargir le champ d’application de I’analyse
modale des systémes thermiques dans le cadre de transferts non-réciproques (Ag. opéra-
teur non auto-adjoint). Dans ces cas, les éléments propres de la matrice diagonale de A g4,
sont complexes conjugués deux a deux ou réels.

On obtient ainsi la forme modale du Modéle Détaillé :

{ X=FX+Gopt (2.17)

Y =HX

avec F' = M~ 1Ay M, G =M B, et H = CM.
Dans (2.17) :
— X € CV est le vecteur d’état et X € CN sa dérivée par rapport au temps:
— F" € CV:N) est la matrice des valeurs propres complexes conjugués deux a deux ;
— (t) € R est la condition de flux en amont de la marche;
— G € CN est le vecteur d’entrée lié & ¢ (1)
— H' e ClM est la matrice d’observation ;
— Y € R? est le vecteur de sortie.

2.3 Meéthode d’Identification Modale avec une seule en-
trée

2.3.1 Forme modale du Modéle Réduit pour une seule entrée

Rappelons que le principe de la réduction de modéle en utilisant la MIM est d’admettre
que le Modéle Réduit a la méme structure que la forme modale du Modéle Détaillé, mais
avec un vecteur d’état réduit x € C" ou n < N. La forme du Modéle Réduit est donc :

{ =Fx+ Gop(t)

v — Ha (2.18)

avec y € R? le vecteur sortie du Modéle Réduit tel que y ~ Y. F € C™" G € C" et
H < C" gont les paramétres du Modéle Réduit (2.18).
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2.3. Meéthode d’Identification Modale avec une seule entrée

Le nombre de composantes complexes & identifier est n+n+q xn, soit au total n(24¢q)
inconnues, correspondant a n composantes de la matrice diagonale F', n composantes de
la matrice G et ¢ X n composantes de la matrice de sortie H.

Nous allons voir comment réduire ce nombre de composantes a identifier en fixant la
matrice G et en n’identifiant que les matrices F' et H.

Comme dans [44], en effectuant le changement de variable suivant dans (2.18) :

/

x = Diag(G)x (2.19)
ou Diag(G);; = G;0;j, on obtient :
& =Fx +1p(t)
P 2.2
{yzﬂw (2:20)

avec H = HDiag(G) et 1 le vecteur de dimension n dont chaque composante vaut 1.
Dans la suite, les symboles prime seront omis afin d’alléger les notations.

2.3.2 Identification des paramétres du Modéle Réduit

Comme il a été exposé au paragraphe (1.5.4), le critére quadratique J & un ordre
n donné intégre les différences entre les sorties du Modéle Détaillé Y et les sorties du
Modeéle Réduit y sur tous les observables et pour tous les pas de temps :

TO =3 (Yy -y, 0)’ (2.21)

i=1 j=1

ou n; est le nombre de pas de temps utilisés pour l'identification et ¢ correspond au nombre
d’observables.

La MIM est un processus d’identification. Jusqu’a présent, méme en présence de trans-
ferts non réciproques, nous n’avons identifié que des composantes réelles de Modéle Réduit
[103, 44].

La contribution de nos travaux réside ici dans l'identification des composantes com-
plexes et dans la comparaison des deux Modéles Réduits a composantes réelles et a com-
posantes complexes.

On rappelle que, comme au chapitre 1, cette minimisation est faite a travers la réso-
lution du probléme d’optimisation pour un ordre n donné :

Trouver 8 € CH™O) tel que :

0 = arg [min J (6)] (2.22)

sous la contrainte que les équations définissant le Modéle Réduit (2.18) soient satisfaites.
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Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique

Comme on I'a vu au chapitre 1, chaque itération ¢ du probléme d’optimisation de
Quasi-Newton consiste en deux étapes :
— on identifie les matrices F' et G au minimum de J (6" + d'), avant d’actualiser
I’approximation de 'inverse du hessien ;
— le vecteur d’état x peut alors étre calculé ; la matrice H est déterminée par moindres
carrés.

De méme, pour ’Optimisation par Essaim de Particules, & chaque particule est asso-
ciée la matrice de sortie H.

Afin de quantifier la qualité de la réduction de modéle, nous utilisons les deux critéres
suivants :

0
Verreur quadratique o = J (6) (2.23)
qny
Perreur maximale ¢ = sup |Y;; —y,;(0)| (2.24)
Jj=1,...q
i=1,...,n¢

Le choix de 'ordre du Modéle Réduit se fait en utilisant :

- I’évolution de la fonctionnelle 7 : plus J est faible et plus le Modéle Réduit sera a
priors précis;

- la valeur de 'erreur quadratique o : peut étre aussi considérée comme un critére no-
tamment si on se base sur des mesures expérimentales.

2.3.2.1 Formulation du Modéle Réduit avec des parameétres réels

C’est la méthode classique qui a été développée jusqu’a présent, tous les paramétres
a identifier (matrices F' et H) ont des composantes réelles et le modéle a identifier a la
forme :

z=Fx+1p(t)
{ y— Hz (2.25)
ou encore :
([ iy J1 T 1
N o] [ e®)
.n n n ]_
’ 4 g (2.26)
Y1 hivn hia -+ hiy T
\ Yq hlq th o hnq Tp

Au final, pour un Modéle Réduit d’ordre n on a donc n+n x ¢ composantes a identifier.
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2.3. Meéthode d’Identification Modale avec une seule entrée

2.3.2.2 Formulation du Modéle Réduit avec des paramétres complexes

Comme I’étude présentée est le siége d’'un phénomeéne de transport, le probléme aux
valeurs propres de l'opérateur discrétisé conduit & une mise en évidence de fonctions
propres complexes (c.f. §2.2.4). Nous cherchons donc maintenant en respectant plus cette
caractéristique : un Modeéle Réduit a composantes complexes. La forme de ce Modéle
Réduit reste semblable a la précédente (2.25), mais cette fois les paramétres sont complexes
conjugués deux a deux. Pour n, paires de valeurs propres complexes conjuguées, ce modéle
s’écrit sous la forme :

(

T i X 1
T Ji Z1 1
- + @ ()
'TTLC fTLC xnc 1
< / (2.27)

x1

Y1 hii ha Pine  hine 1

Yq hlq l_llq e hqnc ]_lqnc Tne
Tne

\
En posant f; = f/ +ifj, x; = o} + iz} et hj, = hf;, + ik}, le systéme complexe (2.27)
fi =1 )

peut étre transformé, en faisant apparaitre la matrice de similitude directe ( fiogr
J J

correspondante aux valeurs propres complexes f;, en un systéme réel non diagonal :

(

i - o 1
i fi A 7} 0
. — . . + . (p (t)
T :zc TCC _f ric Z :zc 1
j:i fz T [L’i 0
< nc nc nc nc xr (228)
1
hn h71"1 _hlll T hqnc _hllnc le
' =2 X : : ' . :
Yq h11nq _hllq e thc _hlqnc I;c
%
Tne

\

On remarque bien que, dans le cas ou les parties imaginaires des paramétres sont
nulles, c’est a dire f; = 0, 2% = 0 et A%, = 0, on retrouve bien la forme (2.26) correspon-
dant & un Modéle Réduit a composantes réelles.

Remarque :
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Par la suite, on qualifiera la dimension n d’'un Modéle Réduit dans le corps des
complexes par le nombre d’équation d’état dans (2.27), ce qui correspond a n = 2n,.

2.3.3 Exemples d’application

Les simulations de référence proviennent du code FLUENT®. Le champ de vitesse
étant fixé pour Re = 500, nous appliquons un échelon de densité de flux ¢ (¢) :

{s@(t)zo t=0s

e(t)=300Wm™> 0<t<30s (2.29)

Les températures obtenues auxquelles a été retranchée la température initiale 7°(0) =
300 K, ont ensuite été utilisées comme données pour l'identification.
2.3.3.1

Cas 1 : identification du Modéle Réduit sur tout le champ

Le but ici est d’identifier un Modéle Réduit sur tout le domaine incluant les 144 247
nceuds du maillage FLUENT® (c’est-a-dire pour z; € [—4h; 30h)).

La valeur moyenne des écarts de températures utilisées pour l'identification par rap-
port a T'(0) est de 2,25 K.

a - Modéle Réduit & composantes réelles

Dans une premiére étape, nous identifions les parameétres du Modéle Réduit sur le
corps des réels (2.26). On présente dans le tableau 2.1 les résultats de I'identification des
Modéles Réduits d’ordre 1 & 10 en utilisant la méthode de Quasi-Newton d’une part, et
I’Optimisation par Essaim de Particules d’autre part, pour minimiser le critére J.

‘ Quasi-Newton ‘ OEP
ordre n J(K?) o(K) J(K?) o(K)
1 7,11x107° 1,81x107' | 7,11x10"® 1,81x107!
2 6,73x10%*  5,57x107% | 6,73x10t* 5,57x1072
3 1,99x10%  3,04x1072 | 1,99x10"* 3,04x10~2
4 4,30x10"3  1,41x107% | 4,16x10%3 1,39x102
5 9,56x10"% 6,64x107% | 9,31x10"> 6,56x103
6 1,85x10%t2 2,92x1073 | 1,76x1072 2,85x1073
7 5,10x10T" 1,53x1073 | 4,71x10"" 1,48x1073
8 1,74x10T" 8,95x107% | 1,44x10T" 8,15x10~*
9 1,72x10T" 8,90x107% | 4,19x107% 4,40x10~*
10 1,72x10t  8,90x107* | 1,15x10™" 2,31x107*

Tableau 2.1 — Résultats relatifs a 'identification des composantes réelles des Modéles
Réduits. Evolution du critére J et de 'erreur quadratique o en fonction de 'ordre n du

Modéle Réduit.
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2.3. Meéthode d’Identification Modale avec une seule entrée

Commentaires :

on remarque que pour les deux méthodes d’optimisation le critére quadratique J
ainsi que l'erreur quadratique o décroissent en fonction de 'ordre n du Modéle
Réduit ;

avec les deux méthodes, jusqu’ a 'ordre n = 3 la décroissance de la fonctionnelle J
est la méme;

a partir de n = 4 la décroissance avec ’'OEP est meilleure qu’avec Quasi-Newton.
Ceci prouve que pour la méthode de Quasi-Newton le minimum n’est pas atteint :
soit la descente n’est pas terminée, soit on est dans un minimum local ;

a partir de n = 8 l'incrémentation sur n n’améliore pas les résultats avec Quasi-
Newton mais les améliore trés nettement avec 'OEP. Ceci montre que 'optimum
de Quasi-Newton ne correspond pas au minimum alors que ’OEP semble 'avoir
trouvé : ceci pose le probléme général de la découverte d’un minimum local ;
I’amélioration apportée par 'OEP s’accompagne cependant d'un cotit supplémen-
taire de temps de calcul : & titre d’exemple, pour obtenir un Modéle Réduit d’ordre
8 'OEP nécessite environ 10 heures de temps de calcul pour environ 1 heure en
Quasi-Newton.

Dans le tableau 2.2, nous montrons les résultats de I'identification (avec Quasi-Newton)
des valeurs propres de la matrice diagonale F' (équation 2.26) sous forme de constantes
de temps 7; telles que : 7; = —1/f;.

Ordre n  Constantes de temps identifiées
1 1,391
1,695 0,143
1,685 0,542 0,150
1,747 0,429 0,236 0,177
1,781 0,388 0,276 0,230 0,148
1,778 0,353 0,271 0,235 0,168 0,121
1,779 0,356 0,274 0,238 0,170 0,123 0,101
1,779 0,356 0,274 0,238 0,170 0,123 0,101 0,100

OO ~J| | U = | W[

Tableau 2.2 — Constantes de temps identifiées avec Quasi-Newton.

On voit comment la premiére constante de temps 71 se stabilise & 1,78 & partir de
n = 5, de la méme maniére 7, se stabilise & partir de n = 6 et ainsi de suite. A partir
de n = 8, l'algorithme ne trouve pas un gros écart entre 75 et 7,. On comprend pourquoi
I'incrémentation de n a partir de 8 n’améliore pas les résultats (c.f tableau 2.1).

Remarque importante : ’analyse des tableaux 2.1 et 2.2 montre que 'obtention

du minimum réel n’est pas vraiment un probléme : il suffit d’avoir « minimisé suffi-
samment » la fonctionnelle pour obtenir un Modéle Réduit satisfaisant par la suite.
Il n’y a pas de notion d’'unicité de la solution mais plutét une notion de « quasi-
solution ». On aurait eu naturellement cette notion si les données avaient été des
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mesures bruitées avec un écart type connu : il n’est alors pas nécessaire de minimiser
I’écart quadratique en dessous de I’écart type. C’est le principe de I'écart généralisé.
Par la suite, nous validerons le Modéle Réduit d’ordre 8 obtenu par Quasi-Newton.

Aprés avoir présenté les valeurs propres identifiées (matrice F'), nous montrons main-
tenant la matrice H formée par les modes spatiaux associés aux constantes de temps
identifiées. Pour le Modéle Réduit d’ordre 8 obtenu par Quasi-Newton, la figure 2.3 pré-
sente ces modes thermiques : ils correspondent en fait aux 8 colonnes de la matrice H.

Rappelons que les sorties du Modéle, contenues dans le vecteur y, sont une combi-

naison linéaire de ces modes, les coefficients de pondérations étant les composantes du
vecteur d’état réduit & qui sera fonction de lentrée p(t) (c.f. 2.25).
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—

Limite de la zone de recirculation

‘

1" Mode identifié H; € [0;0,03]

(N —

2¢me Mode identifie Hy € [—7,1;4, 2]

|

\ -
3%me Mode identifie H3 € [—50;57]

4%me Mode identifie Hy € [—81;83]

|

5éme Mode identifié Hy € [—112; 74]

6¢™e Mode identifié Hg € [—190; 354]

|

7¢me Mode identifie H; € [—3407; 1802]

geme Mode identifié Hg € [—1654; 3133]

FIGURE 2.3 — Modes thermiques spatiaux.
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D’aprés la figure 2.3, on observe les phénoménes suivants : le premier mode identifié
a des amplitudes minimum et maximum faibles dont les effets se font ressentir essentiel-
lement en contrebas de la marche et dans la zone de recirculation. Les autres modes ont
des amplitudes qui sont de plus en plus importantes avec le numéro du mode.

Dans la combinaison linéaire qui restitue le vecteur de sortie, cet inconvénient apparent
n’est cependant pas pénalisant car chaque amplitude est pondérée par le terme e~ /7 : les
constantes les plus courtes verront donc leurs contributions s’éteindre rapidement.

b - Modéle Réduit & composantes complexes
Considérons maintenant la forme complexe du Modéle Réduit (2.27). Nous résumons

dans le tableau 2.3 les résultats de 'identification des Modéles Réduits a composantes
complexes obtenus par I’Optimisation par Essaim de Particules.

ordren J (K?) o(K)
2 1,50x107° 8, 31x10 2
4 6,94x10%3  1,79x1072
6 4,81x1072 4,71x1073
8 2,46x10T1 1,07x1073
10 1,08x10MY  2,24x10~*
12 1,06x10° % 7,00x10°

Tableau 2.3 — Résultats de I'identification des Modéles Réduits complexes. Evolution du
critere J et de 'erreur quadratique o en fonction de 1'ordre n.

On remarque que ces résultats (en termes de J et o), par rapport aux Modéles Réduits
réels (tableau 2.1) ne sont meilleurs que pour n = 10.

Cela nous pousse a reprendre une identification de Modéle Réduit réel pour n = 12,
afin de savoir si cette tendance se confirme. Effectivement, & 'ordre n = 12 l'erreur
commise avec le Modéle Réduit & composantes complexes (7 = 1,06x107! K? et 0 =
7,00x107° K) est inférieure a celle commise par le Modéle Réduit réel (7 = 2,81x107! K?
et 0 =1,14x107* K).

Dans le tableau 2.4, nous présentons pour n = 12, c’est-a-dire 6 paires de valeurs
propres complexes conjuguées deux a deux, les valeurs des parties réelles et imaginaires
de I'équation (2.28).
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2.3. Meéthode d’Identification Modale avec une seule entrée

paires de valeurs propres fr fr

1 5,62x 107 1,25 x 1073
-2,08 x 10 1,55 x 1070
-2,43 x 100 1,98 x 1070
5,23 x 107 8.36 x 101
1,17 x 107T 2,82 x 1070
21,71 x 1071 2,52 x 1070

O O =] W DN

Tableau 2.4 — Valeurs complexes conjuguées identifiers.

Ces valeurs montrent que :

— toutes les parties réelles sont négatives (le systéme est stable) ;

— on retrouve la constante de temps principale dans la partie réelle de la premiére
valeur propre identifiée ;

— l'interprétation des parties imaginaires de ces valeurs propres reste délicate. EL KHOURY
[36] dans ses travaux, les assimile & des pulsations.

Les figures 2.4 et 2.5 présentent respectivement les parties réelles et imaginaires des
modes thermiques issus du Modéle Réduit complexe d’ordre 12 identifié a partir des don-
nées en température sur tout le champ. A la suite de la remarque du paragraphe 2.3.2.2,
I'ordre du Modéle Réduit complexe est pair et égal au double du nombre de paires de
valeurs propres complexes conjuguées.

On remarque que la variation spatiale des composantes réelles des modes complexes
(figure 2.4) est surtout présente dans la zone de recirculation. D’une fagon globale la par-
tie réelle de ces modes est semblable aux modes du Modéle Réduit réel (figure 2.3). Par
contre, la variation spatiale des composantes imaginaires (figure 2.5) est surtout présente
a proximité de I’élément de chauffage, dans la zone de recirculation, ainsi que loin en aval
de la marche.

Il nous reste maintenant & valider et comparer les différents Modéles Réduits.
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Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique

Partie réelle du 1* couple de modes conjugués identifie H} € [—0,12;0, 37]

Partie réelle du 2°™° couple de modes conjugués identific H} € [—0,2;0, 2]

Partie réelle du 3™ couple de modes conjugués identifie Hj € [0;0,01]

Partie réelle du 4°™¢ couple de modes conjugués identifiec H', € [0;0,02]

4
|

Partie réelle du 5*™¢ couple de modes conjugués identific Hy € [—0,17;0,12]

)

Partie réelle du 6°™¢ couple de modes conjugués identifié Hy € [—0,44;0, 23]

FIGURE 2.4 — Parties réelles des modes thermiques.
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Partie imaginaire du 1¢ couple de modes conjugués identific H’: € [—20,4; 35, 7]

Partie imaginaire du 2™ couple de modes conjugués identific H, € [—161; 280]

—'_———-__"‘_,

Partie imaginaire du 3°™° couple de modes conjugués identifié Hg € [-0,22;0,12]

T —— —

Partie imaginaire du 4°™° couple de modes conjugués identifié Hf1 € [-0,29;0,18]

e Cae ——

Partie imaginaire du 5™ couple de modes conjugués identifié H’5 € [—34,9; 20, 5]

Partie imaginaire du 6°™° couple de modes conjugués identifié Hé € [—29,2;54,0]

FIGURE 2.5 — Parties imaginaires des modes thermiques.
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2.3.3.2 Validation du Modéle Réduit sur tout le champ

La validation consiste a tester le Modéle Réduit, en s’assurant qu’il est capable de
reproduire la réponse du Modéle Détaillé quand celui-ci est soumis & un flux test ¢ (t)
autre que celui utilisé lors de I'identification.

La figure 2.6 présente le flux ¢ (t) utilisé pour la validation.

300
| \ P —
| \
| \
250 | \ S S S S N T
| \ \ A [ [ [ [ [ [ [
— | \ I A A A A A
: i
L L T Y O B O
E 200t SRR RERERE RN
Y IRy
= A
= o
150_ V V V v v V V v v
100‘ I I I I I )
0 5) 10 15 20 25 30
Temps (s)

FIGURE 2.6 — Flux test ¢ () en fonction du temps.

En partant de 1’état stationnaire avec ¢(0) = 100 W m™ et ou la sortie est donnée

par Yy, = —HF_llgo(O), ce flux est appliqué a la fois sur le Modéle Détaillé et sur les
différents Modéles Réduits, a savoir :

— le Modéle Détaillé d’ordre N = 144 247 obtenu par le code Fluent®;

— le Modéle Réduit réel d’ordre n = 8 obtenu par la méthode de Quasi-Newton ;

— le Modéle Réduit réel d’ordre n = 8 obtenu par ’Optimisation par Essaim de
Particules;

— le Modéle Réduit complexe d’ordre n = 8 obtenu par I’Optimisation par Essaim de
Particules.

Pour évaluer la qualité des différents Modéles Réduits, nous utilisons les deux critéres
o (équation 2.23) et £ (équation 2.24). Nous résumons dans le tableau 2.5 les erreurs as-
sociées a chaque Modéle Réduit. Les positions de ’erreur maximale dans 1’espace et dans
le temps y sont aussi données pour permettre de localiser le point ot I’erreur est maximale.

D’aprés le tableau 2.5, on remarque que les erreurs commises par les Modéles Réduits
restent trés faibles comparées au niveau atteint de température.
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Méthode d’optimisation ordre n o(K) e(K) x1/h  x9/h Temps (s)
Quasi-Newton 8 814x10~* 1,20x10°% -1,88 1 16,6
OEP réel 8  6,70x107% 1,13x10°2 -1.85 1 16,9
OEP complexe 8  892x10~* 1,83x1072 -1,82 1 15,2

Tableau 2.5 — Comparaison entre le Modéle Détaillé et les différents Modéles Réduits a
I’étape de validation.

On constate aussi que les Modéles Réduits réels d’ordre n = 8 sont sensiblement plus
précis que le Modéle Réduit complexe du méme ordre. Concernant les Modéles Réduits
réels, ’Optimisation par Essaim de Particules est plus précise que la méthode de Quasi-
Newton. Il faut rappeler que cette précision s’est accompagnée par un effort considérable
au niveau des temps de calcul a I'identification.

A titre d’illustration, dans ce qui suit, on va se limiter & comparer le Modéle Détaillé
au Modéle Réduit d’ordre n = 8 obtenu par Quasi-Newton (le Modéle Réduit le moins
précis).

Les figures 2.7 & 2.9 présentent respectivement les champs de température calculés
avec le Modele Détaillé et le Modele Réduit d’ordre n = 8 pour les temps ¢t =0s,t =5
s et t = 16,6 s, ces temps correspondent respectivement au temps initial, au temps ou la
densité de flux est maximale et au temps ou I’écart est maximal.

300.0 300.7 301.4 302.1 302.8 303.5 304.2 304.9 305.6 306.3 307.0

T

FIGURE 2.7 — Champs de température obtenus par le Modéle Détaillé (haut) et par le
Modéle Réduit d’ordre n = 8 (bas) a t =0 s.

On remarque la bonne adéquation entre les champs obtenus par les deux modéles.
Afin de mieux visualiser la différence entre les deux modeéles, détaillé et réduit d’ordre
8, on affiche respectivement sur les figures 2.10 a 2.12 la différence en valeur absolue entre,

d’une part le champ obtenu avec le Modéle Détaillé et d’autre part le champ obtenu avec
le Modéle Réduit d’ordre 8 pourt =0s,t =5set ¢t =16,6 s.
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300.0 302.1 304.2 306.3 308.4 310.5 312.6 314.7 316.8 318.9 320.9

FIGURE 2.8 — Champs de température obtenus par le Modéle Détaillé (haut) et par le
Modéle Réduit d’ordre n = 8 (bas) at =5 s.

300.0 301.7 303.5 305.2 306.9 308.6 310.4 312.1 313.8 315.6 317.3

FIGURE 2.9 — Champs de température obtenus par le Modéle Détaillé (haut) et par le
Modéle Réduit d’ordre n = 8 (bas) a t = 16,6 s.

0.0e+00 3.6e-04 7.1e-04 1.1e-03 1.4e-03 1.8e-03 2.1e-03 25e-03 2.9e-03 3.2e-03

FIGURE 2.10 — Ecart absolu entre les sorties du Modéle Détaillé et les sorties du Modéle

Réduit d’ordre 8 a ¢t =0 s.

0.0e+00 3.3e-04 6.7e-04

1.0e-03  1.3e-03 1.7e-03  2.0e-03 2.3e-03 2.7e-03 3.0e-03

FIGURE 2.11 — Ecart absolu entre les sorties du Modeéle Détaillé et les sorties du Modéle
Réduit d’ordre 8 At =5 s.
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0.0e+00  1.4e-03 2.7e-03  4.1e-03  5.4e-03 6.8e-03 8.1e-03  9.4e-03 1.1e-02 1.2e-02

FIGURE 2.12 — Ecart absolu entre les sorties du Modéle Détaillé et les sorties du Modéle
Réduit d’ordre 8 a t = 16,6 s.

En faisant référence a tous les résultats présentés dans ce paragraphe, on constate
que la précision du Modéle Réduit est trés satisfaisante. On souligne que les temps de
simulation avec les Modéles Réduits sont de l'ordre de 21 s contre 420 s pour le Modéle
Détaillé.

2.3.3.3 Identification du Modéle Réduit relatif au cas 2.

A travers la matrice d’observation H, nous considérons une ligne dont une partie est
située dans la zone de recirculation a z;/h = 6. Cette ligne comporte 135 observables.
Elle est indiquée par des pointillés sur la figure 2.13.

Jh Entréeé CJ

— Sortie

J ' ’Ll% ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

4h ‘Xl I h==06 30h

FIGURE 2.13 — Géométrie du systéeme étudié. Cas 2.

De la méme maniére que dans le cas 1, le champ de température a été calculé avec
le Modéle Détaillé pour un flux appliqué de ¢ (t) (équation (2.29)) pendant 300 pas de
temps de 0,1 s.

a - Modéle Réduit & composantes réelles

Les résultats de I'identification des Modéles Réduits & composantes réelles d’ordre 1 a
10 sont résumés dans le tableau 2.6.

Notons a titre d’information que 2,71 K est la valeur moyenne des écarts de tempéra-
ture utilisées pendant l'identification.

Concernant les résultats de I'identification on remarque que :
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Quasi-Newton OEP
ordre n | J (K?) o(K) J (K?) o(K)
1 2,23x10%72 1,05x107' | 2,23x1072 1,05x107!
2 2,55x10%1  3,55%x107% | 2,55x107"  3,55x1072
3 1,14x10 2,37x1072 | 1,12x10""  2,35x10~2
4 1,22x10%0  7,74x1073 | 6,04x10" 5,46x1073
5 1,25x1071 2,48x1073 | 9,52x10~" 2,17x1073
6 3,70x1072 1,35x1073 | 3,58x1072 1,33x1073
7 2,51x107% 1,11x1073 | 8,63x10~% 6,53x10~*
8 1,68x1072 9,08x107% | 1,80x10~3 2,98x10~*
9 1,67x1072 9,07x107* | 2,75x10™* 1,16x107*

—_

6,30x10°

"0 [ .03 10

Tableau 2.6 — Résultats de Uidentification des Modéles Réduits réels. Evolution du critére
J et de 'erreur quadratique o en fonction de 'ordre n du Modéle Réduit.

— pour les deux méthodes J et o décroissent en fonction de 'ordre n du Modéle
Réduit ;

— jusqu’a l'ordre n = 3 la décroissance est la méme pour les deux méthodes d’optimi-
sation ;

— POEP améliore nettement la minimisation de la fonctionnelle a partir de n > 3;

— avec la méthode de Quasi-Newton, J et o décroissent en fonction de I'ordre du
modéle jusqu’a atteindre un quasi-plateau a l'ordre n = 8§

— a ’ordre 10 'algorithme de Quasi-Newton explose alors que 'OEP continue sa des-
cente.

On note que les temps d’identification du Modéle Réduit d’ordre n = 8 par les deux
méthodes sont 0,16 s pour Quasi-Newton et 49 s pour ’Optimisation par Essaim de par-
ticules.

b - Modéle Réduit & composantes complexes

Dans le tableau 2.7, on donne les résultats de 'identification en termes de J et o des
Modéles Réduits sur le corps des complexes obtenus par I'Optimisation par Essaim de
Particules.

On remarque que J et o décroissent en fonction de 'ordre n et que ces résultats sont

plus satisfaisants pour n > 6 que ceux des Modéles Réduits réels. Le temps de calcul pour
Iidentification du Modéle Réduit a 'ordre n = 8 est de 56 secondes.
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ordren J (K?) o(K)
2 5,63x10" 5,27x1072
1 3,18x10™0 1,25x10 2
6 1,97x107%2 9,87x10~*
8 3,77x107% 1,36x1074
10 7,34x107° 6,02x107°

Tableau 2.7 — Résultats de Iidentification des Modéles Réduits complexes. Evolution du
critére J et de erreur quadratique o en fonction de ’ordre n.

2.3.3.4 Validation du Modéle Réduit. Cas 2

La validation du Modéle Réduit est effectuée par le premier flux test présenté sur la
figure 2.6. Les résultats sont résumés dans le tableau 2.8.

Méthode d’optimisation ordre n o(K) £(K) x1/h za/h Temps (s)
Quasi-Newton 8 8,06x10™% 3,30x107° 6 0 15,3
OEP réel 8 216x107* 998x10~* 6 7.31x10°' 156
OEP complexe 8 1,36x10~* 7,85x107* 6  7,46x1072 0

Tableau 2.8 — Comparaison entre le Modéle Détaillé et les différents Modéles Réduits a
I’étape de validation. Cas2.

Comparés aux niveaux de différence de température atteints par rapport a 7'(0) (en
moyenne 2,71 K), on peut dire que les écarts o et € sont trés faibles, en particulier pour
le Modéle Réduit complexe d’ordre n = 8.

L’illustration de la validation ne concernera que le Modéle Réduit donnant les moins
bons résultats c’est a dire le Modéle Réduit d’ordre 8 identifié par la méthode de Quasi-
Newton.

La figure 2.14 présente I’écart de température entre le Modéle Détaillé et le Modéle
Réduit au point ou I'écart est maximal (en (x1/h = 6;x9/h = 0)).

La figure 2.15 donne les profils de température obtenus par le Modéle Détaillé en
zo/h=06etat=0st=5st=10s,t=154s,t=20s,t=25sett=30s.

Afin de comparer ces profils au Modéle Détaillé, on trace sur la figure 2.16 I’écart entre
le Modéle Détaillé et le Modéle Réduit (Y — y) aux temps donnés ci dessus.

L’évolution des écarts entre le Modéle Détaillé et le Modéle Réduit d’ordre n = 8 et
les erreurs o et ¢ associées sont trés faibles comparées aux valeurs moyennes.
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FIGURE 2.14 — Evolution des écarts ¢ de température entre le Modéle Détaillé et le Modéle
Réduit en fonction du temps en (z1/h = 6;22/h = 0).

2 ¢
§ t=0s
18 L t:5 S ,,,,,,,,,,
i t=10s -~
1.6 +\ t=154s
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o 1.4 t=25s
8
s 1
'g 0.8
[l ‘
0.6 |
0.4t /
0.2 /
‘ | H
0 | e ]

301.5 302 3025 303 303.5 304
Température (K)

300 300.5 301

FIGURE 2.15 — Profils de température donnés par le Modéle Réduit d’ordre n = 8.

Notons que les temps de simulation sont de 420 s pour le Modéle Détaillé et de
3 X 1072 s pour le Modéle réduit.
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2 -
1.8
1.6
1.4
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FIGURE 2.16 — Ecarts des Profils de température. Comparaison entre le Modéle Détaillé
et le Modéle Réduit d’ordre n = 8.

2.3.3.5 Synthése et discussion

A travers ces deux exemples, nous avons montré comment identifier un Modéle Réduit
a partir de données provenant d’'un modéle de référence. Nous avons vu deux types de
Modeéles Réduits : un sur le corps des réels, et un sur le corps des complexes. En présence
d’opérateur de transport, le Modéle Réduit & composantes complexes est plus représentatif
de la physique du systéme.

Néanmoins, les résultats de I’exemple d’application montrent que pour ce type d’écou-
lement, le Modéle Réduit & composantes complexes n’est plus précis que pour des ordres
élevés. Dans la suite, puisque nous n’identifierons que des modéles d’ordre faible (n < 10),
nous nous contenterons alors de Modéles Réduits & composantes réelles.

2.4 Méthode d’Identification Modale & plusieurs en-
trées

2.4.1 Formulation du Modéle Réduit pour trois entrées

Dans ce paragraphe, nous mettrons en ceuvre un Modele Réduit a trois entrées ther-
miques.

Dans le paragraphe 2.3.1 page 42, on a vu comment écrire la représentation d’état d’'un
Modéle Réduit relatif & une entrée. En reprenant ces résultats la structure d’un Modéle
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Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique

Réduit relatif a p = 3 entrées s’écrit sous la forme :

{ = Fx+ GU (t) (2.30)

y=Hx

oit : x € R*, F ¢ R® G € R™P) est la matrice d’entrée liée & p entrées, U € R est le
vecteur des p entrées, H € R(@™) est la matrice d’observation et y € RY est le vecteur de
sortie.

L’identification de F', G et H peut se faire d’une maniére directe pour les p entrées
simultanément :

Entrée uq

MR Global

Entrée ug —

/ Vecteur d’état = € R(™

Entrée us

y € RY

FIGURE 2.17 — Identification d’un Modéle Réduit Global pour p = 3 entrées.

On peut aussi se baser sur la construction de Modéles Réduits dits élémentaires [103,
75, 74] relatifs a chacune des entrées (les sorties y du modéle étant linéaires par rapport
a chacune des entrées u’). On procéde ensuite & un assemblage par superposition pour
obtenir le Modeéle Réduit global :
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Entrée v —

MRE n°1

Vecteur d’état réduit x; € R(1)

Entrée ug —

MRE n° 2

Vecteur d’état réduit xo € R("2)

Entrée us —

MRE n° 3

Vecteur d’état réduit x5 € R(7s)

——y; €R?

— Y, eRq

— Y3 c R4

FIGURE 2.18 — Modéles Réduits Elémentaires relatifs aux p = 3 entrées.

ou chaque Modéle Réduit élémentaire s’écrit sous la forme :

{

&' = F'a' + 1u; (t)

Y, =

H'x'

(2.31)

La forme globale du Modéle Réduit correspondant aux trois entrées a la forme (2.30).
Formellement @, F', G, U, H et y s’écrivent :

U (t)

uy (t)
= | u2(t)
uz (t)
z' (1)
z? (1) | =
z® (1)

(2.32)

(2.33)
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- p )
1
F' 0 o0 " 12
F=|0 F> o0 |= b (2.34)
0O 0 F? "
2
n2
3
L n3
[ 1 0 0]
(1 7] 1 0
. 01 :
G = 1 = : (2.35)
10
- 1. 0 1
[0 0 1
p=3
y(t)=> y' () (2.36)

La relation (2.36) exprime le principe que la sortie du Modéle Réduit global est la super-
position des réponses des p = 3 Modéles Réduits Elémentaires.

H = [H'H*H’] (2.37)

L’ordre n du Modéle Réduit global est égal a la somme des ordres des Modéles Réduits

Elémentaires :
p=3

n= an (2.38)

i=1

L’influence de chaque entrée est découplée a travers les matrices définissant les Modéles
Réduits Elémentaires. En effet, chaque Modéle Réduit Elémentaire agit avec sa propre
dynamique (F") relative aux sorties (y*) via la matrice d’observation (H").

2.4.2 Modéle Réduit a trois entrées : construction par modéles
réduits élémentaires. Cas 3

Pour illustrer le principe de superposition des Modéles Réduits linéaires et en vue du
probléme de controle optimal (chapitre 5), on développe ici un Modéle Réduit a p = 3
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2.4. Meéthode d’Identification Modale a plusieurs entrées

entrées, @1, o et AT, (figure 2.19). C’est le cas 3 envisagé dans 'introduction. ¢, s’ap-
plique en xo = h, 1 = [=2h;0], @2 s’applique en xo = 2h, 1 = [—2h;0] et AT, est
I'écart de température a 'entrée du canal par rapport a la température initiale (300 K).

Wy .
b ATZS d
b, O

FIGURE 2.19 — Systéme étudié. Cas 3.

Pour chaque entrée, on définit un Modéle Réduit Elémentaire de la méme structure
que (2.31). On applique ensuite le principe de superposition.

Ici, la sortie du Modele Réduit est composée de ¢ = 135 observables sur une ligne
située a x;/h = 16 (figure 2.19).

2.4.2.1 Identification du Modéle Réduit relatif & ¢,

En utilisant la méthodologie décrite dans la section 2.2.2, on applique un créneau de
flux sur ¢; (équation 2.39) pendant 300 pas de temps de 0,1 seconde, ¢y et AT, étant
maintenus respectivement 4 0 W m™2 et 0 K :

1 (t)=0 t=0s
01 (1) =300Wm™? 0<t<30s
2 (t) =0 vt (2.39)
AT, (1) =0K Vi

Les écarts de température obtenus de valeur moyenne de AT =T — T(0) = 1,54 K,
ont été ensuite utilisés comme données pour l'identification.

Le tableau 2.9 résume les résultats de 'identification. On constate la décroissance du
critéere J en fonction de 'ordre n du Modéle Réduit jusqu’a n = 6.
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Ordren  J(K?) o(K)
1 6,76x10"1  5,00x1072
2 1,53x10T1  2,38x1072
3 6,25x1070  1,52x1072
4 1,15x10MY  6,52x1073
5 1,01x10°1 1,93x1073
6 2,63x1072 9,85x10~*

Tableau 2.9 — Résultats de identification du Modéle Réduit Elémentaire relatif a ;.
Evolution de la fonctionnelle J et de 'erreur quadratique o en fonction de 'ordre n du

Modéle Réduit.

2.4.2.2 Identification du Modéle Réduit relatif & oo

Pour identifier le Modéle Réduit Elémentaire relatif a 9, cette fois-ci ¢ et AT, sont
fixés respectivement & 0 W m™2 et 0 K, et on applique un échelon de flux sur ¢, (équation
2.40) pendant 30 secondes. La valeur moyenne des données utilisées pour l'identification

est de AT = 1,65 K.

wa(t) =0 t=0s
0 (1) =300Wm? 0<t<30s
AT, (1) =0K Vit

(2.40)

Le tableau 2.10 présente les résultats de l’identification. On constate la décroissance du

critere J et de l'erreur quadratique o en fonction de 1'ordre n du Modéle Réduit.

Ordre n  J(K?) o(K)
1 1,70x10%2  7,93x1072
2 2,53x10" 3,06x1072
3 1,91x1070 8,39x10 3
4 1,18x1070 6,60x10°
5 148x10 1 2,34x10°
6 7,60x102 1,68x10°7

Tableau 2.10 — Résultats de l'identification du Modéle Réduit Elémentaire relatif a (.
Evolution de la fonctionnelle J et de 'erreur quadratique o en fonction de 'ordre n du

Modéle Réduit.

2.4.2.3 Identification du Modéle Réduit relatif a AT,

On utilise un échelon (équation (2.41)) pour identifier un Modéle Réduit Elémentaire
relatif & AT,,. Les températures obtenues, dont la moyenne est AT = 24,8 K ont été
ensuite utilisées comme données pour l'identification.
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2.4. Meéthode d’Identification Modale a plusieurs entrées

p1(t)=0 Vit
5 (1) =0 Vi
ZTOO (t)=0 t=0s (2.41)

AT (1) =25K 0<t<30s

Le tableau 2.11 présente les résultats de l'identification.

Ordre n  J(K?) o(K)
1 2,54x10™  5,60x107!
2 5,33x1073  5,57x1071
3 1,68x107 1,44x10 !
4 7,37x107%  9,54x 1072
5 2,97x1072 6,06x10 2
6 5,43x10T1  2,59x 102

Tableau 2.11 — Résultats de 'identification du Modeéle Réduit AT.. Evolution du critére
J et de l'erreur quadratique o(K) en fonction de I'ordre n du Modéle Réduit.

2.4.2.4 Validation du Modéle Réduit Global. Cas 3

Les équations ( 2.31 page 63) permettent de définir un Modéle Réduit Elémentaire
pour chaque entrée. Le Modéle Réduit Global relatif aux p entrées est obtenu par super-
position des p Modéles Réduits Elémentaires (2.30).

L’objectif de cette partie est de valider le Modéle Réduit Global, c’est-a-dire, de com-
parer les réponses en température données d’une part par le Modele Détaillé et d’autre
part par le Modéle Réduit Global, pour un méme jeu de sollicitations.

La figure 2.20 donne I’évolution en fonction du temps des sollicitations thermiques ¢,
o et AT, utilisées pour tester le Modéle Réduit.

Pour construire le Modéle Réduit Global, on assemble les Modéles Réduits Elémen-
taires du méme ordre (on peut choisir des ordres différents). Trois Modéles Réduits Glo-
baux sont ici construits , d’ordre 12, 15 et 18.

Le Tableau 2.12 résume tous les résultats de la validation et montre que les tempé-
ratures calculées avec les Modéles Réduits Globaux sont trés proches de celles calculées
avec le Modeéle Détaillé avec un faible écart quadratique o. L’erreur maximale € ainsi que
la position correspondante dans 1’espace et dans le temps sont aussi données.

La figure 2.21 présente le comportement, d’'une part du Modéle Détaillé, et d’autre

part du Modéle Réduit Global d’ordre n = 18, au point o 'erreur ¢ est maximale (c’est-
a~dire x1/h = 16 et x5/h = 1,95).
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Température (K)

350

300

= = [\ [\
e [0 =] [
ja) ja) ) )

Densité de flux (W/m?)
Ot
ja)

. AT, —— ]
Y1
Y2
0\ 1
10 20 30 40 50 60 70
Temps (s)

80

FIGURE 2.20 — Entrées 1, o et AT, pour valider les Modéles Réduits identifiés.

Ordre n o(K) £(K) z1/h za/h Temps (s)
12 621x10° 311x10 2 16 15x102 163
15 4,20x1073  2,02x1072 16 0 17,0
18 341x1073 1,02x10~2 16 1,95 23,1

Tableau 2.12 — Validation des Modéles Réduits Globaux.

Sur la figure 2.22) on trace les écarts des Modéles Réduits Globaux (d’ordre 12, 15
et 18) par rapport au Modéle Détaillé aux points ou ¢ est maximale (c.f. tableau 2.12),

c’est-a-dire aux points :

C(16h,1,95h) pour 'ordre 18.

B(16h,1,5x1072h) pour l'ordre 12, A(16h,0) pour l'ordre 15 et

On constate que les niveaux d’erreur sont trés faibles, notamment pour le Modéle
Réduit Global d’ordre 18. On note également des pics d’erreurs plus importants pour le
Modéle Réduit Global d’ordre 12. Ces pics correspondant aux changements brusques des
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306

\ MD
/ \\ MR d’ordre 18
305 - / \ N
/ \ / \
/ Vo
— [ \ N
S
I // \ // a A R
= / / \ // [\ /\\ //\ A
?G 303 /‘/ N \\ / \\ f‘/ \\ J/ \\ f/ \\‘\ r‘/ \\\
2 / \ \\ /'s \\ “f \‘\ r \\ / \‘\
8‘ // \\/ \\ / \ / \ / \ // \
E 302 // N v \J \V
= - /
/
301 F
////
300 1 1 1 1 1 1 1 )
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Temps (s)

FIGURE 2.21 — Comparaison Modéle Détaillé-Modéle Réduit Global d’ordre 18 pour le
point z5/h = 0.

0.02
MR d’ordre 12 point B
0.015 + MR d’ordre 15 point A
i MR djordre 18 point C ——
0.01 + “\ Y 'V

0.005 4

-0.005 H |
-0.01 |
00151 ]
-0.02 + w ,
-0.025 | 1
0.03 |

_0035 I I I I I I I )
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Temps (s)

Ecart de température (K)

FIGURE 2.22 — Ecarts entre le Modeéle Détaillé et les Modéles Réduits Globaux.

entrées appliquées, montrant la difficulté du Modéle Réduit a reproduire les plus hautes
fréquences. Ces pics ont tendance & s’atténuer lorsqu’on augmente l'ordre du modéle.
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Concernant le temps de simulation du Modéle Détaillé, pour 800 pas de temps il a
fallu environ 15 minutes. Donc pour chaque itération le temps de simulation était de
I’ordre de 1,13 s, tandis que pour le Modéle Réduit Global d’ordre 18, la simulation de
800 pas de temps n’a duré que 7,19 X 1072 s.

L’inconvénient majeur de la méthode de superposition des Modéles Réduits Elémen-
taires est dans le fait qu’elle nécessite autant de procédures d’identification que d’entrées.
On montre par la suite comment identifier un Modéle Réduit Global « directement » en
n’utilisant qu’un seul probléme d’optimisation.

2.4.3 Modéle Réduit a trois entrées : construction « directe ».
Cas 4

On cherche ici a identifier le Modeéle Réduit de la forme (2.30) rappelée ci-dessous,
mais sans passer par le principe de superposition des Modéles Réduits Elémentaires :

= Fx+ GU (t)
y=Hx

Pendant la procédure d’identification, le choix de la forme de 'entrée U (t) est trés im-
portant. L’entrée U (t) est choisie de telle sorte a bien reproduire la dynamique de chaque
entrée u; séparée : on applique en fait les trois échelons des Modéles Réduits Elémen-
taires, mais en donnant le temps aux thermogrammes d’atteindre les régimes permanents
(équation (2.42)) :

P (=0  @a(t)=0 ATy ()=0 =0

01 (1) =300 po(t)=0 AT, (t)=0 0<t<40s (2.42)
o1 (1) =300 s (t) =300 ATo (1) =0 40<t<80s ‘
o1 (1) =300 s, (t) =300 AT (1) =25 t>80s

2.4.3.1 Identification du Modéle Réduit a construction directe

Le tableau 2.13 résume ’évolution du critére 7 ainsi que de I’erreur quadratique o en
fonction de I'ordre du modéle n.

On remarque que la fonctionnelle J décroit avec 'ordre du Modéle Réduit jusqu’a at-
teindre un quasi-plateau a ’ordre n = 12. Ces résultats ont été obtenus avec la méthode
d’optimisation de Quasi-Newton. Notons que plusieurs tests de paramétres initiaux ont
été effectués pour avoir une bonne diminution du critére 7.

Pour éviter ce probléme d’initialisation des paramétres, on a procédé a une autre iden-
tification en utilisant cette fois-ci la méthode d’Optimisation par Essaim de Particules. On
résume dans le tableau 2.14 les résultats de I'identification obtenus avec une Optimisation
par Essaim de Particules, ou 20 particules ont été utilisées avec un voisinage circulaire de
taille 3.
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ordren  J(K?) o(K)
1 2,14x107°  1,41x10°
2 2,21x107*  4,52x107!
3 7,83x10%73  2,69x107!
4 2,34x10%3  1,47x107!
5 8,72x1072 8,99x10~2
6 5,17x1072 6,92x1072
7 3,34x1072 5,56x1072
8 2,96x1072  5,23x1072
9 1,28x10%2  3,44x1072
10 6,66x107"  2,48x1072
11 5,87x10T1 2,33x1072
12 5,66x10TT  2,29%x 1072

Tableau 2.13 — Résultats de lidentification par Quasi-Newton du Modéle Réduit a
construction directe. Evolution du critére J et de l'erreur quadratique o en fonction

de Uordre n.

ordre n  J(K?) o(K)
8 7,61x107 2,66x1072
9 3,31x10*Y 1,75%x1072
10 2,20x1071 1,45x10 2
11 9,92x1070 985103
12 4,74x1070 6,63x103

Tableau 2.14 — Résultats de I'identification du Modéle Réduit a construction directe en
utilisant I’Optimisation par Essaim de particules. Evolution du critére J et de l'erreur
quadratique o en fonction de 'ordre n du Modéle Réduit.

On note alors que les résultats obtenus avec la méthode OEP sont meilleurs que ceux
obtenus avec la méthode de Quasi-Newton. Cela confirme que certains des résultats d’op-
timisation dans le tableau 2.13 correspondent a des minima locaux.

2.4.3.2 Validation du Modéle Réduit 4 construction directe

Dans le tableau 2.15 sont donnés les résultats de la validation des Modeles Réduits
a construction directe d’ordre 12 identifiés par les deux méthodes : Quasi-Newton et
Optimisation par Essaim de Particules pour le jeu d’entrées test tel que présenté sur la
figure 2.20. Les températures calculées avec les deux Modéles Réduits sont trés proches
de celles calculées avec le Modéle Détaillé avec un faible écart quadratique o. L’erreur
maximale € ainsi que la position correspondante dans I’espace et dans le temps sont aussi
données.
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Méthode d’optimisation Ordre n o(K) e(K) x1/h  x9/h Temps (s)
OEP 12 247x10 2 550x10 2 16 125 77,1
Quasi-Newton 12 2,68x107% 5,54x107% 16 1,75 22,4

Tableau 2.15 — Comparaison entre le Modéle Détaillé et les Modéles Réduits Directs pour
la sollicitation test (figure 2.20).

En comparant ces résultats avec ceux du tableau 2.12, on constate qu’ils sont moins
bons que ceux des Modéles Réduits assemblés d’ordre 12. Ceci est probablement da au
choix des entrées qui n’ont pas été normalisées : par exemple les variations de la tempé-
rature dues a AT, sont importantes (par rapport aux entrées) et donnent ainsi un poids
plus fort dans la fonctionnelle & minimiser.

La figure 2.23 montre ’évolution de la température obtenue d’une part, par le Modéle
Détaillé et d’autre part par le Modéle Réduit Direct d’ordre 12 identifié par la méthode
OEP, au point de coordonnées (x1/h;z2/h) = (16h;1,25h).

306
MD ——
MR d’ordre 12 OEP
N\
305 + /A
// \ A~
/ // \
< 304t /o ‘
5} / \ /'/ \
= / VR
/ \V \ 7\ . ~ §
§ 303 / \ A AN A A\ 2\
QO / \ fJ \“ / \“‘ “/ \\ / \ “/ \
g / \J oV oV v
’/,“ > \ / \ / \\ // v \
S 302 + / Y U Y \ /
H /j/ e A\ \/
301 +
300 L— - - - . . . .

0 10 20 30 40 20 60 70 80
Temps (s)

FIGURE 2.23 — Evolution de la température en fonction du temps au point (16h; 1, 25h).

L’évolution des écarts entre le Modéle Détaillé et le Modeéle Réduit d’ordre 12 au point
ou l'erreur est maximale est représentée sur la figure 2.24.
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FIGURE 2.24 — Evolution de 'écart de température entre le Modéle Détaille et les deux
Modeéles Réduits a construction Directe d’ordre 12.

2.5 Conclusion

Une méthode d’identification de Modéle Réduit thermique pour les écoulements de
convection forcée est proposée dans cette étude. Nous avons montré comment formuler la
structure du Modéle Réduit a partir de la discrétisation spatiale de ’équation de 1’énergie,
puis comment identifier les paramétres des Modéles Réduits en utilisant un algorithme de
minimisation.

Le cas d’un écoulement 2D, laminaire, incompressible, soumis a une densité de flux
de chaleur ¢ (t) est considéré, le champ de vitesse étant par hypothése indépendant de la
température. Deux types de sorties ont été traités :

— une matrice d’observation permettant de considérer tout le champ;

— une matrice d’observation qui permet de sélectionner quelques points du domaine.

Les résultats de la validation des Modéles Réduits sont trés satisfaisants par leurs
précisions ainsi que par leurs temps de simulation. L’identification des Modéles Réduits a
composantes complexes n’a donné, pour cette application, de meilleurs résultats que pour
des ordres n > 10. Dans la pratique les Modéles Réduits réels seront largement suffisants
pour des ordres n < 10.

Nous avons aussi montré comment construire un modeéle réduit relatif a plusieurs
entrées, soit en utilisant le principe de superposition de plusieurs Modéles Réduits Elé-
mentaires, soit par construction directe. Il faut remarquer que I'ordre 12 sélectionné cor-
respond & 3 Modéles Réduits Elémentaires d’ordre 4. Chaque Modéle Réduit Elémentaire
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(donc chaque entrée) n’a donc que 4 valeurs propres pour exprimer sa dynamique. Dans
le Modéle Réduit d’ordre 12 identifié par construction directe, chaque entrée bénéficie
alors de 12 valeurs propres pour exprimer la dynamique du systéme. Celui-ci devrait donc
atre a priori plus précis que I’assemblage des Modéles Réduits Elémentaires. Ceci n’est
pas le cas dans notre application, il aurait fallu construire ce modéle avec des entrées
adimensionnées pour éviter une pondération de la fonctionnelle & minimiser.

On souligne que dans cette étude, la construction de Modéles Réduits par identification
modale a permis un gain considérable en temps de simulation et en place mémoire avec
une précision trés satisfaisante. Une partie des résultats présentés dans ce chapitre a fait
'objet de publications [86, 85, 40|
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La méthode de réduction de modeéle par
identification appliquée a un
écoulement stationnaire laminaire
incompressible

7



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressibles
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons vu comment la Méthode d’Identification Modale per-
mettait d’identifier un Modéle Réduit thermique dynamique linéaire. Dans ce cadre, nous
avons traité plus précisément 1’équation de I’énergie sur un systéme d’advection-diffusion,
sous la condition que le champ de vitesse restait constant et stationnaire, seules les condi-
tions aux limites thermiques étant des fonctions du temps.

Afin d’aborder des problémes convectifs plus complexes ot le champ de vitesse est
susceptible de varier, nous formulons dans ce chapitre, une approche de la MIM relative
aux équations de Navier-Stokes, pour des écoulements stationnaires laminaires incompres-
sibles. Nous verrons donc successivement dans ce chapitre :

— les équations de Navier-Stokes sous forme de représentation d’état, faisant ressortir
les entrées et les sorties du systéme (sections 3.2.1 et 3.2.2);

— cette représentation sous forme modale (section 3.2.3);

— D'écriture de cette représentation modale en régime stationnaire, donnant la structure
du modeéle réduit, et le principe de I'identification du modéle réduit correspondant
(section 3.3);

— deux exemples d’application d’écoulement : un écoulement fermé dans une cavité en-
trainée et un écoulement ouvert le long d’une marche descendante. Aprés obtention
des modéles réduits, la simulation de champs de vitesse stationnaires pour différentes
valeurs du nombre de Reynolds d’entrée (sections 3.4 et 3.5) devient possible.

3.2 Le type d’écoulement étudié et sa formulation

3.2.1 Equations de Navier-Stokes

Soit Q2 € R? le domaine physique occupé par un fluide & tout instant ¢, oil d correspond
a la dimension du probléme, et 02 la frontiére du domaine 2.

On considére ’écoulement d’un fluide visqueux, incompressible et newtonien pour le-
quel les forces volumiques sont nulles, décrit par les équations de continuité et de conser-
vation de la quantité de mouvement :

V- V=0
0 v — — 1 — (31)
4 (Vv) v= VP AV

ﬁ
oil t € T est la variable temporelle, VV (x,t) € R? est le champ de vitesse et p (z,t) € R
est le champ de pression, p est la masse volumique du fluide et v sa viscosité cinématique.

Pour calculer a chaque instant le champ de vitesse et le gradient de pression dans tout
le domaine €2, il est nécessaire d’associer au systéme (3.1) des conditions aux limites et
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des conditions initiales.

Pour les écoulements que nous allons étudier nous avons les conditions aux limites

suivantes :

— pour un écoulement fermé : des conditions aux limites de type adhérence aux parois
(vitesse nulle sur la frontiére 0€2;) et des conditions aux limites de type Dirichlet
(une vitesse imposée sur la frontiére 0 ) ;

— pour un écoulement ouvert, une condition & la limite d’entrée imposant une vitesse
qui peut se traduire par un nombre de Reynolds, des conditions aux limites de
type adhérence aux parois et des conditions de sortie de type frontiére ouverte, dite
« outflow boundary ».

3.2.2 Représentation d’état des équations de Navier-Stokes

Soit un écoulement décrit par le modeéle (3.1) muni de ses conditions aux limites. Dans
la plupart des cas, un tel modeéle n’a pas de solution analytique et I'on a recours a une
discrétisation spatiale du domaine pour trouver une solution approchée. L’objectif de ce
paragraphe est de déterminer une structure discréte de ce systéme basée sur la méthode
des éléments finis.

La résolution des équations de Navier-Stokes nécessite le traitement de la variable de
pression p, qui n’intervient que par son gradient (Vp) dans les équations (3.1). Une fois
le probléme résolu, la solution des équations de Navier-Stokes ne fera donc intervenir que
le champ de vitesse et le gradient de pression. Il convient alors d’avoir une pression de
référence. Pour traiter le terme Vp dans les équations de Navier-Stokes, il existe plusieurs
approches :

— Rempfer [81] propose d’utiliser une équation de Poisson pour relier la pression a la

vitesse ;

— d’autres auteurs [7, 15] ont choisi d’utiliser dans le cas bi-dimensionnel, la formula-
tion en vorticité/fonction de courant de I’équation de Navier-Stokes afin d’éliminer
le terme de Vp;

— lapproche « Navier-Stokes Généralisée » [30], que nous développons ci-dessous per-
met d’exprimer la pression comme une forme quadratique de la vitesse.

Appliquons I'opérateur divergence a I’équation de la quantité de mouvement :

v (%—f + (V) Vav +%Vp> —0 (3.2)
d’ou :
%(v- ?) 4V ((?-v) V) — VA (v ?) +%Ap:() (3.3)
soit encore :
v ((v-v)v)+ /—1)Ap —0 (3.4)
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3.2. Le type d’écoulement étudié et sa formulation

Le Laplacien de la pression peut alors s’écrire :

Ap — — -\ 4. Ou, ou;
p=—pV-((V-V) V) == > s, o, (3.5)
y

A partir de cette relation, on peut définir un opérateur inverse de I’'opérateur Laplacien
que nous notons A=, On peut donc écrire la pression sous la forme :

d
8’LLZ‘ 8uj
Y o &Ei] (3.6)

,j=1

p=A"

A partir de ce résultat, on peut réécrire le systéme de Navier-Stokes sous la forme
généralisée [30, 29| :

h% "
S = vAV +aV V) (3.7)

- —
ou q(V,V) est une forme quadratique des composantes de la vitesse définie par :

8ui an

d
(v, V)Y~ <I7 -V) v+ vat

(3.8)
=1 8xj aI'Z
et ou les u; sont les composantes de vitesse de 17
Remarque :
On retrouve dans [30] une autre écriture du systéme (3.7) :
a —
— — —
a_fs/ —va v+ ((V V) V) (3.9)
ou P = —Ij+ VA~ldiv- est le projecteur de Leray sur les champs a divergence nulle

et Iy est l'identité sur R9.

En vue d’établir une représentation d’état, on utilise ici la formulation variationnelle.
L’équation (3.7) est classiquement multipliée par une fonction vectorielle test 1. Le choix
de cette fonction test dépend de la nature des conditions aux limites. Généralement on
choisi une fonction test ¥ qui s’annule sur la frontiére (02 ) 1a ot on impose une condition
de Dirichlet (condition dite essentielle).

Soit H,(€2) P'espace des fonctions dans lequel on cherche la solution de (3.1)

HL(Q) = {¢ e H'(Q) [ = gva € 90}

oit H' (Q) est 'espace de Sobolev défini dans le chapitre 2.
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*>
Pour des fonctions suffisamment réguliéres 1/, I’équation (3.7) nous conduit a la formu-
—
lation variationnelle, qui consiste a chercher V€ [H,_,(Q2)]? satisfaisant V 1) € [H,_,(2)]*

R
/ %—fwdw = —u/ VV-Vbde +v | VU -nepds + / oV, V)gpdz (3.10)
Q Q

o0 Q

Le choix de l’espace ’H;:O(Q) ainsi que les autres conditions aux limites (c’est-a-dire

ﬁ
adhérence aux parois (vitesse nulle) et frontiére libre a la sortie (V V - n= 0)) nous
permet d’obtenir :

.
OV e — _,,/ \V \7-v¢dw+/q(\7, V)pde (3.11)

Soit N le nombre de nceuds issus d’'une discrétisation spatiale du domaine €2. Nous

—
prenons N fonctions vectorielles tests 1, telles que la solution approchée 1V de (3.1)
s’écrive :

N
5 -
Ve t)=) Vi(t)y; () (3.12)
i=1
L’introduction de (3.12) dans (3.11) donne la formulation discréte :
v oo =
AE =BV +CVRV (3.13)

ou les opérateurs A, B et C intervenant dans 1'équation (3.13) s’écrivent :
Aij = / Y ¢de
Q

B = _”/Q Vp; - Vipda (3.14)

B —1 a":bz a’l’bﬂ
Cijk = /Q”bi (V) pda + /Q YiVA ]zk: Oz Ox; o

et V ® V est le tenseur d’ordre 2 de composantes V;V ;.

Remarques :

— Dans I’équation (3.13), la condition de Dirichlet n’est pas effective, elle est forcée par
l’appartenance a 'espace ’H;ZU(Q). Dans notre méthodologie, on cherche a imposer
cette condition essentielle dans 1’équation (3.13).

— On impose donc la condition de Dirichlet en modifiant le systéme (3.13). Le nombre
de modifications est égal au nombre de nceuds pour lesquels une condition de Diri-
chlet est appliquée.

— Classiquement, pour un systéme linéaire Az = B, la modification est effectuée, pour
chaque neeuds 7 ot 'on a une condition essentielle u;, comme suit [55, 57, 84] :
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3.2. Le type d’écoulement étudié et sa formulation

1. On multiplie la i-iéme colonne de la matrice A par la valeur u;, et on la soustrait
au second membre.

2. La i-iéme ligne et la i-iéme colonne de la matrice A sont remplacées par une
ligne et une colonne de zéros.

3. Le terme A;; est remplacé par 1.

4. La composante B; est remplacée par u;

L’introduction de la condition & la limite sur 9€2, de type Dirichlet u = u(x,t), nous
permet de réécrire le systéme différentiel (3.13) sous la forme :

f\% — BV +CV @V + Du(a, 1) (3.15)

oit A, B et C sont les matrices modifiées de A, B et C, afin de prendre en compte les
conditions aux limites de Dirichlet sur les nceuds concernés.

Remarque :
L’écriture formelle de ces matrices est inutile pour nous : seule la structure du sys-
téme (3.15) nous intéresse par la suite.

Dans le cas oil on peut exprimer i(x, t) en fonction d’un scalaire U (par exemple vitesse
moyenne ou vitesse maximale) alors le systéme (3.15) peut se mettre sous la forme :

~dV
AT

BV +CV &V +DU (3.16)
Sous I'hypothése que A soit inversible, en multipliant par .2{71 a gauche le systéme
(3.16) devient :

d ~ ~ ~ _
d—‘tf =B'V+CVRV+DU (3.17)
ot ~—1 ~ ~—1~ ~—1 ~
BP=A B ,CC=A C, D'=A D. (3.18)

En vue de privilégier certains points sur lesquels les Modéles Réduits interviendront,
nous introduisons un vecteur de sortie Y € R%9 permettant d’observer une partie ¢ du
champ de vitesse a travers la matrice de sélection H € R(@xa:dxN) .

Y=HV (3.19)

Finalement les équations de Navier-Stokes sous forme discréte peuvent s’écrire sous la
forme d’un systéme formé de I’équation du systéme dynamique (3.17) associé a I’équation
du vecteur de sortie (3.19). Pour des raisons de lisibilité, on omettra les symboles™ et
dans les équations (3.17) et(3.19).
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Les équations sont alors :

Trouver V. =V (t) e R"N Y =Y (1) € R™ tels que :

dv _

- = Vitel

& BV + %9 (V) + DU (3.20)
V(0)=V, =0

Y=HV Viel

ou ¥ (V) =CV ®V représente le terme convectif, non linéaire en V.

3.2.3 Forme modale des équations de Navier-Stokes discréte

De fagon analogue & ce qui a été exposé au chapitre 1, on cherche une formulation
modale des équations (3.20) qui serviront ensuite de structure pour les Modéles Réduits.

En diagonalisant la matrice B (F = X7'BX) du systéme (3.20) et en utilisant la
matrice 3 des vecteurs propres correspondants (V' = XX), on obtient :

d(XX) _
=BEXX +V¥(XX)+D
dt | B +¥ )+ DU (3.21)
Y=HYX
En multipliant & gauche par la matrice 37!, on arrive a :
dX _
— =FX +Y ¥ (ZX
P + (XX)+GU (3.22)
Y=HX
ou
G=Xx"'D (3.23)
et
H=HYX (3.24)

Le terme quadratique peut étre écrit dans une base de fonctions polynomiales (d’ordre
2) Z sous la forme [15] (développement détaillé dans I’annexe) :

NZ(X)=2'¥(TX) (3.25)

oil les élements de la matrice € REXNAim(Z)(dxN) gont les coefficients de projection
dans la base Z € REXN(@XN+D/2 composée des éléments du second ordre en X (1),
i=1,...,d x N :
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3.8. Identification du Modele Réduit

X
XX,
X1 X3

XlXéixN
X2
Z(X) = X2 X3 (3.26)

L’introduction de la forme quadratique (3.25) nous conduit a réécrire la forme modale
du systéme (3.22) :
Trouver X = X (t) e R™NY =Y (t) € R™ tels que :
dX -
& = FX+02(X)+GU (3.27)
Y=HX
avec F € RNAN) matrice diagonale, € RENdim(Z)(dxN)) " ¢ RN et ]a matrice
de sortie H € R@*@4xN) 5 formulation (3.27) méne & la résolution d’un systéme de

d x N équations. L’idée de base de la Méthode d’Identification Modale est d’utiliser cette
forme pour construire la structure du Modéle Réduit de dimension beaucoup plus petite.

3.3 Identification du Modéle Réduit

3.3.1 Structure du Modéle Réduit

La Méthode d’Identification Modale utilise la forme modale du Modéle Détaillé (3.27)
pour définir une structure de Modéle Réduit avec un état « tel que dimx < dim X :

Trouver = x (t) € R", y = y (t) € R™7 tels que :

d _
d_?: =Fx+QZ(xz)+ GU (3.28)
y=Hzx

oil les parameétres du Modéle Réduit sont : F € R Q € Rdm(2)®) G ¢ R” et la
matrice de sortie H € R(@%™_ On rappelle que dim (Z)(n) = n(n +1)/2.

Dans la suite de ce travail, nous nous limiterons a un régime d’écoulement stationnaire
pour lequel :
dx
~_0
dt
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conduisant au nouveau probléme :

Trouver € R",y = y (t) € R™ tels que :
0=Fz+ QZ(x)+GU (3.29)
y=Hx

Et en multipliant & gauche la premiére équation de (3.29) par la matrice F~', on arrive
a la nouvelle forme :

Trouver © € R",y =y (t) € R tels que :
0=z+QZx)+GU (3.30)
y=Hzx

o1 QY =F 'Qet G = F'G.

3.3.2 Identification des paramétres du Modéle Réduit

L’objectif de la prochaine étape consiste a identifier un Modele Réduit dans une gamme
de U donnée, correspondant & une gamme de nombre de Reynolds Re. Le vecteur des
parameétres définissant le Modéle Réduit stationnaire (3.30) est défini par :

0 — [QGH] (3.31)

Pour identifier le vecteur des paramétres € dans une certaine gamme de fonctionne-
ment, il nous faut un certain nombre Ng. de champs stationnaires (correspondant chacun
a une valeur de U (3.30)) dans la gamme considérée.

Comme dans les chapitres précédents, pour chaque ordre n donné, 'identification de
0 est faite a travers la minimisation du critére quadratique J :

NRE qu

TO)=>"> (Vi —yu(0) (3.32)

i=1 k=1

ol Npg. est le nombre de champs stationnaires utilisés pendant la procédure d’identification
du Modéle Réduit et d x g est le nombre d’observables. Il faut noter que 'incrémentation
de l'ordre n du Modéle Réduit est limitée par un ordre critique : le nombre de données
doit étre supérieur au nombre d’inconnues.

Npg. champs stationnaires et d X ¢ observables donnent Ng, X d X ¢ données. Le nombre
de paramétres inconnus correspond aux dimensions des matrices définissant le Modéle
Réduit (3.30), c’est-a-dire les matrices Q', G et H. Ainsi, le nombre d’inconnues est
n?(n+1)/2+n+nxdxq. L'ordre n du Modéle Réduit doit donc satisfaire la condition
suivante :

Npexdxqg>n*(n+1)/24+n+nxdxq (3.33)

84
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Dans la pratique quand ¢ est trés grand, 'ordre maximal qui peut étre identifié est
donné par ny.x = Nge — 1.

Afin d’illustrer la méthodologie d’identification de Modéle Réduit pour des champs
de vitesse stationnaires, deux exemples sont présentés ici : I’écoulement dans une cavité
entrainée (section 3.4) et I’écoulement le long d’une marche descendante (section 3.5).

3.4 Application : cavité entrainée

L’écoulement dans une cavité entrainée compte parmi les problémes les plus étudiés
dans le domaine de la mécanique des fluides (|25, 38, 68, 92| pour ne citer que quelques
références). Bien que la géométrie soit simple, cet écoulement présente une certaine com-
plexité : grande structure tourbillonnaire au centre, et structures de petites tailles situées
dans les coins de la cavité.

[’exemple considéré consiste en un écoulement stationnaire bi-dimensionnel laminaire
incompressible dans une cavité de coté D = 1 m (figure 3.1 page suivante). Le fluide est
considéré newtonien de viscosité cinématique v. Le nombre de Reynolds est basé sur la
vitesse de la paroi supérieure mobile Uy :

(3.34)

3.4.1 Simulations de référence

Dans ce qui suit, nous considérons une gamme de nombre de Reynolds entre Re = 400
et Re = 2500 pour laquelle le régime de l'écoulement est laminaire et stable [38]. Les
données du Modéle Détaillé constituant le vecteur de sortie Y proviennent de simulations
faites en utilisant le code FLUENT®. Un maillage cartésien avec N = 131 x 131 = 17161
noeuds et un raffinement prés des cotés a été utilisé (figure 3.1).

Les conditions aux limites sont une vitesse imposée U,, pour la paroi supérieure et la
condition de non-glissement pour les autres cotés :

U =Usx us3=0 en a,=1 (3.35)
up =0 uy=0 en x9=0,21=0et ;=1

La validation des simulations de ce modéle de référence a été faite avec des données
issues de la littérature, en particulier les travaux numériques d’ERTURK [38], qui utilise
une formulation fonction de courant 1 vorticité w et ceux de BOTELLA [25| qui utilise la
discrétisation spatiale de type Tchebychev Collocation a grille unique.

La formulation fonction de courant vorticité (1, w) est classiquement utilisée pour des

écoulements bi-dimensionnels. Elle permet de décrire la dynamique d'un écoulement de
fluide & travers le calcul des deux variables : fonction de courant ¢ et vorticité w.
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FIGURE 3.1 — Géométrie et maillage de la cavité entrainée.

Dans le cas d’un écoulement 2D, la formulation (¢, w) des équations de Navier-Stokes
(3.1) s’écrit :

AY = —w
88_(,: +v.Vw =rvAw (3.36)

Cette formulation élimine la variable de pression p. Elle permet ainsi de réduire le
nombre d’inconnues (3 & 2). On passe d’une formulation en wuq, uy et p & une formulation

en 1 et w, définis par :
W _ ., 9 _

81‘2 U1l awl —Uo (337)
N 8uQ aul
w = 0, Ot (3.38)

Dans le tableau 3.1, nous comparons les résultats obtenus, avec le Modéle de référence
et les résultats issus de la littérature, en particulier : la valeur de la vorticité au centre du
tourbillon principal ainsi que les coordonnées qui correspondent et la valeur de v, qui
représente le débit entre une paroi verticale et le centre de la cavité.

Nous présentons dans la figure 3.2 le champ de vorticité obtenu par le Modéle Détaillé.

Nous comparons ensuite sur les figures 3.3 et 3.4 les profils de vorticité w, issus du
Modéle Détaill¢, avec les résultats de BOTELLA [25] et du code '* d’ERTURK [38], le long
des axes x = 0,5 et y =0, 5.

14. code fortran disponible sur http ://www.cavityflow.com
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Référence Maillage Ymax w x Yy
Modéle Détaille N =131 x 131 0,1204 2,0576 0,5300 0,5625
ERTURK [38] N =401 x 401 0,118 2,0627 0,5300 0,5650
ERTURK [38] N =601 x 601 0,1187 2,0655 0,5300 0,5650
BOTELLA [25] N =128 x 128 10,1189 2,0677 0,5308 0,5652
SCHREIBER [92] N =141 x 141 10,1160 2,0260 0,5286 0,5643
NIsHIDA [68] N =129 x 129 0,1190 2,0685 0,5313 0,5625

Tableau 3.1 — Comparaison entre les résultats du Modéle Détaillé et les résultats numeé-
riques issus de la littérature pour Re = 1000.

1.00e+01
8.56e+00
7.11e+00
5.67e+00
4.22e+00
2.78e+00
1.33e+00
-1.11e-01
-1.56e+00
-3.00e+00
-4.44e+00
-5.89e+00
-7.33e+00
-8.78e+00
-1.02e+01
-1.17e+01 |
1.3le+01 |
-1.46e+01
-1.60e+01

FI1GURE 3.2 — Champs de vorticité w du Modéle Détaillé pour Re = 1000.
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FIGURE 3.3 — Profil de la vorticité pour Re = 1000 le long de ’axe vertical & x = 0, 5.
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FIGURE 3.4 — Profil de la vorticité pour Re = 1000 le long de I’axe horizontal & y = 0, 5.
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3.4.2 Identification des paramétres du Modéle Réduit

Nous utilisons pour I'identification du Modéle Réduit Nr, = 8 champs de vitesse sta-
tionnaires obtenus avec des nombres de Reynolds égaux a 400, 800, 1100, 1400, 1700,
2000, 2300 et 2500, correspondant respectivement a des vitesses Uy, de 0,4 m/s, 0,8 m/s,
I,1m/s, 1,4m/s, 1,7m/s, 2,0 m/s, 2,3 m/s et 2,5 m/s.

On rappelle que I'identification des paramétres du Modéle Réduit (3.30) est faite a tra-
vers la minimisation du critére J (3.32) par la méthode de Quasi-Newton. On commence
par l'identification du Modéle Réduit d’ordre n = 1, et on incrémente ensuite ’ordre n
jusqu’a atteindre le critére d’arrét défini par la condition (3.33), ici Ng. — 1.

Une série de 7 Modéles Réduits d’ordre n = 1 & 7 est alors identifiée. Le tableau 3.2
résume les résultats de I'identification en terme de valeur du critére 7, d’écart quadratique
moyen o et d’écart maximal €.

Ordren J (m/s)? o (m/s) Emax (M/S)
1 9,13 x 1071 2,58 x 1072 1,68 x 107!
2 4,78 x 1070 5,90 x 1073 5,69 x 1072
3 4,42 x 1071 1,79 x 1073 1,71 x 1072
4 2,18 x 1072 3,99 x 107* 4,35 x 1073
5 5,98 x 107* 6,60 x 10™° 8,68 x 10~*
6 1,65 x 107 1,09 x 10> 2,64 x 10~*
7 3,36 x 1075 4,95 x107% 2,09 x 10~*

Tableau 3.2 — Résultats de I'identification du Modéle Réduit. Evolution de 7, de o et de
Emax € fonction de l'ordre n du Modéle Réduit.

Bien évidement, ces grandeurs sont relatives aux 8 champs stationnaires de vitesse
utilisés, tenant compte des 8 x 2 x 17 161 = 274 576 composantes de vitesses. Pour donner
quelques ordres de grandeur, le tableau 3.3 présente les valeurs maximales et les moyennes
statistiques '° et quadratiques'® des champs de vitesse utilisés.

15. La moyenne statistique est définie par :
X
U= 2:1 |
-

16. La moyenne quadratique est définie par :
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Vitesse (m/s) maximale | moyenne statistique | moyenne quadratique
Composante |u;| | 2,50 x 1010 1,41 x 107! 3,36 x 107!
Composante |us| | 1,72 x 1070 1,25 x 107! 2,72 x 107!

Tableau 3.3 — Valeurs maximales et moyennes des champs de vitesse utilisés dans la
procédure d’identification du Modéle Réduit.

On remarque d’apres le tableau 3.2 qu’a partir de I'ordre n = 5 les écarts sont trés
faibles par rapport au niveau des vitesses utilisées pendant la procédure d’identification
des Modéles Réduits (voir tableau 3.3). Cependant, par la suite on choisit pour la valida-
tion le Modéle Réduit d’ordre n = 7 qui donne les plus faibles valeurs pour J, o et ¢.

3.4.3 Validation du Modéle Réduit

La validation du Modeéle Réduit d’ordre n = 7 est faite avec des nombres de Rey-
nolds Re différents de ceux qui ont servi a construire le modéle. Il faut évidement que les
nombres de Reynolds tests soient compris dans la gamme [400, 2500].

Nous présentons ici la validation sur les deux nombres de Reynolds suivants : 1000
et 1800. Pour ces nombres de Reynolds les vitesses imposées sur la paroi supérieure sont
respectivement égales & 1 m/s et 1,8 m/s.

e Validation & Re = 1000

Les valeurs maximales et les moyennes statistique et quadratique des composantes de
vitesse pour Re = 1000 sont données dans le tableau 3.4.

‘ Vitesse (m/s) ‘ maximale ‘ moyenne statistique ‘ moyenne quadratique ‘
Composante |u;| | 1,00 x 1070 9,31 x 1072 2,10 x 1071
Composante |us| | 6,74 x 107* 8,29 x 1072 1,64 x 107!

Tableau 3.4 — Valeurs maximales et moyennes des composantes de vitesse du Modéle
Détaillé pour Re = 1000.

Les figures 3.5 et 3.6 présentent respectivement les champs des composantes de vitesse
u; et uy obtenus avec le Modéle Détaillé et avec le Modéle Réduit d’ordre 7.

Dans le tableau 3.5 on compare les deux modéles en terme d’écart quadratique o
et d’écart maximal €. On constate que ces écarts sont faibles par rapport aux valeurs
maximales et moyennes des champs de vitesses donnés par le modéle Détaillé (tableau
3.4).

Les équations du Modéle Réduit (3.30) fournissent le champ de vitesse en sortie (com-
posantes u; et ug). A partir de ce champ de vitesse calculé, on peut remonter aux champs
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1.00e+00
8.61e-01
7.22e-01
5.83e-01
4.44e-01
3.05e-01
1.66e-01
2.76e-02
-1.11e-01
-2.50e-01
-3.89e-01

FIGURE 3.5 — Champs de la composante de vitesse u; du Modeéle Détaillé (a gauche) e
du Modéle Réduit (& droite), pour Re = 1000.

400e-01 |
2.90e-01
1.80e-01
7.00e-02
-4.00e-02
|
-1.50e-01
-2.60e-01
-3.70e-01
-4.80e-01
-5.90e-01
-7.00e-01

FIGURE 3.6 — Champs de la composante de vitesse uy du Modéle Détaillé (a gauche) e
du Modéle Réduit (& droite), pour Re = 1000.

| Ecart (m/s) | maximal e | quadratique o |

Composante u; | 3,27 x 107 | 2,64 x 107°
Composante uy | 3,52 x 107% | 2,42 x 107°

Tableau 3.5 — Ecarts ¢ et o entre le Modéle Détaillé et le Modeéle Réduit d’ordre n = 7
pour Re = 1000.

de fonction de courant v et de vorticité w. Les figures 3.7 et 3.8 présentent respectivement
les champs de la fonction de courant 1 et de vorticité w obtenus avec les deux modéles.

Ces figures montrent la bonne adéquation entre les résultats du Modéle Détaillé et
ceux du Modéle Réduit d’ordre n = 7. Les résultats sont meilleurs pour la fonction de
courant que pour la vorticité. Ceci est di au fait que la fonction de courant est obtenue a
partir d’une intégration du champ de vitesse, tandis que la vorticité est obtenue par une
différentiation. Le champ de vorticité est ainsi sensible aux erreurs sur la solution, parti-
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1.21e-01
1.09e-01
9.68e-02
8.47e-02
7.26e-02
6.05e-02
4.84e-02
3.63e-02

2.42e-02

1.21e-02

0.00e+00

FIGURE 3.7 — Champs de fonction de courant 1 du Modéle Détaillé (a gauche) et du
Modéle Réduit (a droite) pour Re = 1000.

1.00e+01
8.00e+00
6.00e+00

4.00e+00

2.00e+00

0.00e+00

-2.00e+00

-4.00e+00

-6.00e+00

-8.00e+00

-1.00e+01

FIGURE 3.8 — Champs de vorticié w du Modéle Détaillé (& gauche) et du Modéle Réduit
(& droite) pour Re = 1000.

culiérement quand la discrétisation est fine. A I'opposé, l'intégration du champ de vitesse
joue le role de filtre; c’est ainsi que le champ de la fonction courant est plus continu que
celui de la vorticité.

Pour ces écoulements stationnaires, les lignes de courant sont données par les lignes
a 1 constante. On peut également comparer les deux modéles détaillé et réduit au ni-
veau de la valeur maximale de la fonction de courant ¢,.,. Avec le Modéle Détaillé nous
avons Ymax = 12,041 x 1072 kg/s et avec le Modéle Réduit d’ordre n = 7 nous avons
Ymax = 12,048 x 1072 kg/s. Rappelons que cette valeur représente le débit massique
([ purdxy = 6¢)) entre une paroi et le centre de la caviteé.

e Validation & Re = 1800

De fagon semblable nous comparons le Modéle Réduit d’ordre 7 et le Modéle Détaillé
pour Re = 1800. Le tableau 3.6 donne I’écart maximal € et I’écart quadratique o entre
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le Modéele Détaillé et le Modeéle Réduit d’ordre 7. Les valeurs maximales et moyennes des
champs de vitesse pour Re = 1800 sont données dans le tableau 3.7.

Ecart (m/s)

‘ maximal ‘ quadratique o

Composante

1,42 x10%] 9,59 x 10°°

Composante usy

2,67 x107* | 1,06 x 107°

Tableau 3.6 — Ecarts ¢ et o entre le Modéle Détaillé et le Modeéle Réduit d’ordre n = 7

pour Re = 1800.

‘ Vitesse (m/s) ‘ maximale | moyenne statistique | moyenne quadratique ‘
Composante |u;| | 1,800 x 10° 1,66 x 107! 3,63 x 107!
Composante |us| | 1,23 x 10° 1,47 x 1071 2,93 x 107!

Tableau 3.7 — Valeurs maximales et
Détaillé pour Re = 1800.

moyennes des composantes de vitesse du Modéle

L’exemple de comparaison entre le Modéle Détaillé et le Modéle Réduit est fait ici sur

les profils des composantes de vitesse
profils des composantes de vitesse u

. Les figures 3.9 et 3.10 donnent respectivement les
et uy le long des axes 1 = 0,5 et o =0, 5.

m— S

' ~— MD
MR
//
/
0.75 ]
)
> Va
5 0.5 | / .
3
o /
0.25 + J 4
////
\\\\
0 |\\ ) 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Vitesse u (m/s)

FIGURE 3.9 — Comparaison Modéle Détaille-Modeéle Réduit des profils de la composante

horizontale de vitesse u le long de I’

axe r1 = 0, 5.
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0-8 T T T
- MD
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F1GURE 3.10 — Comparaison Modéle Détaille-Modéle Réduit des profils de la composante
verticale de vitesse us le long de 'axe x5 = 0, 5.

3.4.4 Conclusion partielle

A travers 'analyse de ces résultats, nous pouvons conclure que le Modéle Réduit
d’ordre 7 est validé.

Le temps de simulation pour le Modéle Détaillé Fluent ® pour Re = 1000 est de
I’ordre de 1800 secondes et 2700 s pour Re = 1800. Le code d’ERTURK, pour un maillage
cartésien régulier avec N = 131 x 131, nécessite quant a lui environ 500 secondes de temps
de calcul. Pour le Modéle Réduit d’ordre 7, quelque soit le nombre de Reynolds, les temps
de simulation sont inférieurs a 0,1 seconde.

3.5 Application : écoulement le long une marche des-
cendante

Les écoulements décollés-recollés recoivent une attention toute particuliére car ils sont
présents dans de nombreuses applications dans le domaine de I'ingénierie. Parmi eux, on
peut citer I’écoulement le long d’'une marche descendante. Cet écoulement est un cas-test
pour de nombreux codes de simulation, et pour lequel il existe de nombreux résultats
numériques et expérimentaux [13, 20, 37, 49, 43, 109].

On considére 1’écoulement bidimensionnel stationnaire incompressible et laminaire
d’un fluide (air) newtonien le long d’une marche descendante (figure 3.11). La géomé-
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trie de I’écoulement a été considérée par ARMALY [13], qui a choisi de définir le nombre
de Reynolds tel que :
Uso2h

v

Re =

(3.39)

ou U, est la vitesse moyenne a entrée du canal et v = £ est la viscosité cinématique
du fluide avec g = 1,81 x 107 kg/(m s) et p = 1,205 kg/m?. L’utilisation de 2h comme
longueur caractéristique est due au fait que le nombre de Reynolds Re est construit sur
le diameétre hydraulique du canal a ’entrée.

””””””””””””””””””””””””””””””” hd X;g
”””””””””””””” hd XQ
‘ h Entrée F—
) Sortie
g s
e ——
4h X1 30h
FIGURE 3.11 — Géométrie du systeme étudié.
On considére un profil de vitesse parabolique a I'entrée du canal :
Re v
Ug(—4h, .’ﬂg) =0

%
ou (uy,us) sont les composantes de la vitesse V.

Pour cet écoulement ouvert, la condition de sortie employée peut tout a fait étre
interprétée comme une condition de Neumann. En effet, la composante normale de la
vitesse est alors extrapolée tandis que le gradient normal des composantes tangentielles

est choisi nul :
%

- =
VV-1=0 (3.41)

Sur les autres frontiéres du domaine la condition de non-glissement est appliquée.

Nous considérons une gamme de vitesse U, a travers le nombre de Reynolds, de telle
sorte que le régime de I’écoulement soit laminaire. De nombreuses études [43, 49| ont
conclu qu’il était possible d’obtenir une solution stable jusqu’a Re = 800. BARKLEY [19|
a continué une analyse de stabilité jusqu'a Re = 1500, en affirmant que le régime restait
stable.

Concernant notre étude, nous avons choisi de nous placer dans une gamme de Rey-
nolds entre 100 et 800.
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BARTON [20] déclare que lors de l'utilisation de la condition d’entrée (équation (3.40))
en amont de la marche, d’'importantes erreurs peuvent se produire pour les faibles nombres
de Reynolds. Cependant, ces erreurs sont localisées dans la région de ’expansion du ca-
nal. Dans cette étude, afin de réduire au minimum son incidence possible sur la solution
numérique, nous avons décidé d’utiliser un canal de longueur 4h avant la marche.

Selon ERTURK |[37| la position de la condition de sortie est également trés importante
pour la précision du calcul, car elle peut affecter les positions des zones de décollement et
de recollement. Pour minimiser 'effet de la condition de sortie sur les longueurs des zones
de recirculation, la sortie a été placée suffisamment loin de la marche, a 30h.

3.5.1 Simulations de référence

Le code de calcul Fluent(®) [41] a été utilisé pour effectuer les simulations numériques
de référence du Modéle Détaillé. Des tests de convergence de maillage ont été effectués en
utilisant plusieurs densités de maillage. La présence de la marche provoque le décollement
de I'écoulement et la formation de tourbillons en aval (figure 3.11).

Un maillage comportant 144 247 nceuds a été utilisé. Pour valider notre Modéle Dé-
taillé, ’étude expérimentale d’ARMALY [13] et les études numériques fournies par ERTURK
[37] et ZANG [109] ont été utilisées. Pour tous les nombres de Reynolds dans la gamme
choisie, on trouve une zone de recirculation principale, dont la longueur X; augmente
avec le nombre de Reynolds. A partir de Re = 400 une deuxiéme zone de recirculation
apparait, mais cette fois ci elle est attachée a la paroi supérieure entre X5 et X3.

Les points de décollement et de recollement X7, X, et X3 ont été pris comme critéres
de validation.

Les figures 3.12 et 3.13 présentent 1’évolution des longueurs adimensionnées X;/h,
Xy /h et X3/h en fonction du nombre de Reynolds compris entre 100 et 800. On peut y
comparer les résultats de notre Modéle Détaillé et ceux de la littérature : la concordance
est trés satisfaisante.

Le but ici n’est pas de faire une étude exhaustive de ’écoulement le long de la marche
descendante, mais de fournir un Modéle Détaillé avec des simulations de référence afin

d’illustrer la méthodologie de la Réduction de Modeéle.

A titre d’illustration nous présentons respectivement sur les figures 3.14 et 3.15, les
champs de vitesse des deux composantes u; et uy dans le cas Re = 600.
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12 T T T T T T
+ ARMALY
ZANG #
* ERTURK ;
10 F = MD i
8+ 5 i
E
6 i
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FIGURE 3.12 — Evolution de la longueur X /h en fonction du nombre de Reynolds Re.

25 T T T T T T
+  Xy/h ERTURK
Xs/h MD
x  X3/h ERTURK
= X3/h MD
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15 + 1
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10 # ]
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FIGURE 3.13 — Les longueurs caractéristiques de 1’écoulement X5/h et X3/h en fonction
de Re.
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-0.082 -0.015 0.053 0.12 0.19 0.25 0.32 0.39 0.46

FIGURE 3.14 — Champ de vitesse horizontale u; (m/s) donné par le Modéle Détaillé pour
Re = 600.

-0.066 -0.058 -0.05 -0.042 -0.034 -0.027 -0.019 -0.011 -0.0029 0.005 0.013 0.021

e —— W

FIGURE 3.15 — Champ de vitesse verticale us (m/s) donné par le Modéle Détaillé pour
Re = 600.



3.5. Application : écoulement le long une marche descendante

3.5.2 Identification du Modéle Réduit

En utilisant ce Modéle Détaillé (144 247 noeuds), Ng. = 8 champs de vitesse ont été
calculés pour des nombres de Reynolds allant de 100 & 800 par pas de 100. Tous les nceuds
dont labscisse est comprise entre z1/h = —2 et x1/h = 30 (soit 139 677 noeuds) sont utili-
sés pour constituer les données qui vont servir a 'identification des Modéles Réduits. Une
série de 7 Modéles Réduits d’ordre n = 1 & 7 est alors identifiée en utilisant la méthode
de Quasi-Newton.

Le tableau 3.8 résume les résultats de l'identification, ou J est donné, ainsi que les
écarts quadratiques moyens o et les écarts maximum e (définis respectivement par (3.42)
et (3.43)) entre le Modéle Détaillé et Modéle Réduit. Cette fois-ci, ces écarts sont définis
pour chacune des composantes de vitesse u; et us, car les ordres de grandeurs des deux
composantes sont trés différents, ceci est da a la direction privilégiée de I’écoulement.

4
Oy, = N % ) (3.42)
(8ui)max = sup ’Yﬂk - y]k’ (343)
Jj=1,...,Nge
k=1,...,q ug
ordre n J Ou, Euy Ous Eug
1 496x1072 292x1072 1,31x107' 1,62x10~%* 4,22x1072
2 7,22%x1071 1,09x1072 4,95x1072 9,92x107° 1,89x102
3 1,33x10T"  4,63x107% 2,36x1072 6,44x107° 9,02x1073
4 2,18x1010 1,84x1073 1,28x1072 4,06x107° 5,52x1073
5 4,09x107"  7,80x107* 3,71x107% 2,64x107° 2,41x1073
6 5,51x1072 2,79x107* 1,44x107% 1,58x107° 1,03x1073
7 480x107% 815x107° 4,91x107* 8,54x107% 3,39x10~*

Tableau 3.8 — Evolution du critére 7 (m/s), de 'écart quadratique o, (m/s), i = 1,2 et
de I’écart maximal ¢,, (m/s), i = 1,2 en fonction de 'ordre n du Modéle Réduit.

Afin de comparer ces résultats avec les ordres de grandeur des vitesses, nous présentons
dans le tableau 3.9 les valeurs moyennes et les valeurs maximales pour chaque composante
de vitesse, relatives aux 8 champs de vitesse.

Dans la pratique, I'identification est faite en incrémentant I’ordre n du Modéle Réduit.
Ainsi le résultat de l'identification a 'ordre n — 1 sert a initialiser les parameétres avant
la procédure d’identification du Modéle Réduit a 'ordre n. Ceci nous permet a prior: de
partir d’un jeu de parameétres initial proche de la solution recherchée.
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Vitesse (m/s)  maximale moyenne statistique
Composante |u;| 8,76x107! 1,73x1071
Composante |us| 1,04x107! 4,95x1073

Tableau 3.9 — Valeurs maximales et moyennes des deux composantes de vitesse u; et us.

On présente dans figure 3.16 I’évolution du critére J (défini par (3.32)). On remarque
que pour un ordre n donné du Modéle Réduit, la fonctionnelle 7 décroit en fonction des
itérations intérieures (algorithme 1). Cette figure montre aussi que J décroit en fonction
de 'ordre du Modéle Réduit n. Pour certains ordres n des pics apparaissent aux débuts
des itérations (ici n = 3, n = 6 et n = 7). Ces pics sont dis a I'initialisation imparfaite
des paramétres du Modéle Réduit.

0 50 100 150 200 250

FIGURE 3.16 — Evolution de 7 ((m/s)?) en fonction des itérations intérieures (de 1’algo-
rithme 1 page 26) pendant 'optimisation et de I'ordre du Modeéle Réduit.

Rappelons que ’équation de sortie du Modéle Réduit :
y=Hx (3.44)
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permet d’obtenir le champ de vitesse par une combinaison linéaire des colonnes de la
matrice H avec les composantes de 'état réduit & qui sont pris comme coefficients de
pondération. Les colonnes de la matrice H correspondent en effet aux modes spatiaux
identifiés. Les figures 3.17 et 3.18 montrent respectivement les modes spatiaux pour les
composantes de vitesse u; et uo.

e R —

H,,, €[-17,77;14,74]

e R

H,, € [-1,21;0,96]

- R
- . P

H,,, €[-3,03;3,44]

Y:X\ P ——

H,,, €[-7,39;6,80]

e

H:,, €[-13,28;11,87]

e

Heg,, € [-21,38;25, 35]

'%\ =

H, €[-12,07;14,43]

FIGURE 3.17 — Modes spatiaux correspondant a la composante de vitesse u;.
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B D3 B .

H,, €[-9,66;7,00]

H,,, € [—0,40;0,51]

DOLIR NS

H,,, € [~1,20;1,61]

S B e

H,,, € [~2,96:3,47]

B N TE i

H;,, € [—5,89:4,61]

Heg,, € [-12,61;14, 40]

H.,,, €[—6,11;7,64]

FIGURE 3.18 — Modes spatiaux correspondant a la composante de vitesse us.

Sur les figures 3.17 et 3.18, on distingue quelques structures de I’écoulement en faisant
référence aux figures 3.14 et 3.15 qui donnent respectivement les champs des composantes
uy et uy de la vitesse.
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3.5.3 Validation du Modéle Réduit

Le but ici est de valider le Modéle Réduit en utilisant d’autres valeurs du nombre de
Reynolds que celles utilisées lors de I'identification. En faisant référence au tableau 3.8,
on remarque que le Modéle Réduit d’ordre 7 est le plus précis en terme d’écarts (7, oy,
et g,,). Comparés aux niveaux atteints par les vitesses moyennes et maximales (données
dans le tableau 3.9), ces écarts peuvent étre considérés comme étant faibles.

Les résultats de la validation du Modéle Réduit d’ordre 7 pour des nombres de Rey-
nolds allant de 150 & 750 par pas de 100 sont donnés dans le tableau 3.10, & travers des
écarts o, et g,, 1 = 1, 2.

Re Ou, Ouy Euy Euy

150 3,98x107% 223x10~* 227x107% 1,44x1073
250 2,06x107* 1,20x107* 1,05x107% 7,15x1074
350 1,25x107* 7,47x107° 5,34x107* 3,82x107*
450 5,81x107° 3,55x107° 2,82x107* 1,81x10~*
550 5,77x107° 2,74x107° 2,56x107* 1,47x107*
650 1,35x107* 6,78x107° 5,00x10™* 3,19x107*
750 2,57x107* 1,26x107* 1,00x1073 6,09x107*

Tableau 3.10 — Résultats de la validation du Modéle Réduit d’ordre 7 en terme d’erreur
quadratique o, et d’erreur maximale €,, pour les deux composantes de vitesse, en fonction
des nombres de Reynolds.

R S i v )
Ce Modéle Réduit d’ordre 7 donne de bons résultats avec des erreurs quadratiques
moyennes o,, et des erreurs maximales ¢, tres faibles.

On s’attache maintenant plus particuliérement a la reconstruction des zones de recir-
culation par Modeéle Réduit. Le tableau 3.11 compare la longueur de la premiére zone de
recirculation X /h entre le Modele Détaillé et le Modéle Réduit d’ordre 7, et les tableaux
3.12 et 3.13, donnent respectivement les positions des zones de décollement X, /h et de
recollement X3/h, calculées avec les deux Modéles, Détaillé et Réduit.

On constate que le Modéle Réduit d’ordre 7 est capable de retrouver la position des
points de décollement et de recollement avec une précision satisfaisante, sauf pour le point
Xs/h a Re = 450 ou l'erreur relative reste toutefois inférieure a 6%.

A titre d’exemple, pour Re = 550, les figures 3.19 et 3.20 donnent une vision globale
de I’écoulement et permettent de comparer respectivement les champs des composantes
de vitesse u; et uy calculés avec le Modéle Détaillé et le Modéle Réduit d’ordre 7.

Ces deux figures montrent la bonne concordance entre les champs donnés par le Modéle
Détaillé (haut) et le Modéle Réduit d’ordre 7 (bas). Afin de mieux visualiser la différence
entre les deux modeles détaillé et réduit, les figures 3.21 et 3.22 donnent I’écart entre les
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Re (Xl/h)MD (Xl/h)MR } (%)MD — (%)MR Erreur %
150 3,962 4,038 0,076 1,917
250 5,872 0,841 0,031 0,514
350 7,507 7,450 0,057 0,748
450 8,843 8,770 0,073 0,819
550 9,885 9,809 0,076 0,767
650 10,71 10,67 0,040 0,438
750 11,44 11,39 0,050 0,459

Tableau 3.11 — Longueur de la zone de recirculation X;/h pour les différents Re, obtenue
d’une part avec le Modéle Détaillé, et d’autre part, avec le Modéle Réduit d’ordre 7.

Re (XQ/h)MD (XQ/h)MR }(%)MD — (%)MR} Erreur %
450 7,769 8,215 0,446 5,733
550 8,190 8,503 0,313 3,821
650 8,663 8,982 0,319 3,682
750 9,145 9,423 0,278 3,035

Tableau 3.12 — Position du point de décollement X,/h pour les différents Re, obtenue
d’une part avec le Modéle Détaillé, et d’autre part, avec le Modeéle Réduit d’ordre 7.

Re (X3/h)MD (Xg/h)MR } (%)MD — (%)MR Erreur %
450 11,633 11,290 0,343 2,951
550 14,478 14,281 0,197 1,359
650 17,011 16,727 0,284 1,668
750 19,361 19,069 0,292 1,510

Tableau 3.13 — Position du point de recollement X3/h pour les différents Re, obtenue
d’une part avec le Modéle Détaillé, et d’autre part, avec le Modeéle Réduit d’ordre 7.

deux modéles pour les deux composantes de vitesse u; et us.

Sur ces deux figures, on arrive & distinguer ’endroit ot on commet le plus d’erreur,
et plus particuliérement, on constate que les deux figures 3.21 et 3.22 ont une certaine
ressemblance avec les modes spatiaux identifiés (figures 3.17 et 3.18). Ceci nous laisse

interpréter ces écarts comme la contribution des modes non-identifiés.

Les figures 3.23 et 3.24 donnent respectivement les profils des deux composantes de
vitesse, horizontale u; et verticale uy en X/h =6, X/h = 14 et X/h = 30.
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-0.07 -0.01 0.06 0.13 0.20 0.26 0.33 0.40 0.47 0.53 0.60

|

FIGURE 3.19 — Champs de vitesse horizontale u; (m/s) donnés par le Modeéle Détaillé
(haut) et par le Modéle Réduit d’ordre 7 (bas) pour Re = 550.

-0.058 -0.05 -0.042 -0.035 -0.027 -0.019 -0.011  -0.0034 0.0044 0.012 0.02

[

FIGURE 3.20 — Champs de vitesse verticale uy (m/s) donnés par le Modéle Détaillé (haut)
et par le Modéle Réduit d’ordre 7 (bas) pour Re = 550.

-1.8e-04 -1.5e-04 -1.1e-04 -6.7e-05 -2.8e-05 1.1e-05 5.0e-05 8.8e-05 1.3e-04 1.7e-04 2.1e-04 2.5e-04

FIGURE 3.21 — Ecart sur la vitesse horizontale u; (m/s) entre le Modéle Détaillé et le
Modéle Réduit d’ordre 7 pour Re = 550.
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-1.5e-04 -1.2e-04 -1.0e-04 -7.9e-05 -5.6e-05 -3.4e-05 -1.1e-05 1.2e-05 3.4e-05 5.7e-05 7.9e-05 1.0e-04

FIGURE 3.22 — Ecart sur la vitesse verticale uy (m/s) entre le Modeéle Détaillé et le Modéle
Réduit d’ordre 7 pour Re = 550.

FIGURE 3.23 — Comparaison entre le Modéle Détaillé et le Modéle Réduit d’ordre 7 :
profils de la composante horizontale de vitesse u; pour Re = 550.
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1.5

0.5

1 | 1 | 1 | 1 1 | 1
-8. 04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02

FIGURE 3.24 — Comparaison entre le Modéle Détaillé et le Modeéle Réduit d’ordre 7 :
profils de la composante verticale de vitesse us pour Re = 550.
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De méme que pour I'exemple précédent (cavité), nous calculons et présentons dans les
figures 3.25 et 3.26 le champ de fonction de courant ¢ et le champ de vorticité w calculés
a la fois par le Modéle Détaillé et par le Modéle Réduit d’ordre 7. De méme que pour la
cavité entrainée, les résultats sont bien meilleurs pour la fonction de courant que pour la
vorticité, 'opérateur d’intégration spatial jouant le role d’un filtre, alors que 'opérateur
de dérivée spatiale augmente les erreurs.

0.00e+00 5.30e-04 1.06e-03 1.59e-03 2.12e-03 2.65e-03 3.18e-03 3.71e-03 4.24e-03 4.77e-03 5.30e-03

FIGURE 3.25 — Champs de fonction de courant 1) du Modéle Détaillé (haut) et du Modéle
Réduit d’ordre 7 (bas) pour Re = 550.

0 37 74 1.1e+02 1.5e+02 1.9e+02 2.2e+02 2.6e+02 3e+02 3.3e+02 3.7e+02

FIGURE 3.26 — Champs de vorticité w du Modéle Détaillé (haut) et du Modéle Réduit
d’ordre 7 (bas) pour Re = 550.
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3.5.4 Comparaison du Modéle Réduit avec une interpolation clas-
sique

Le modéle Réduit identifié grace aux données d’écoulements relatifs aux différents
nombres de Reynolds, est en fait un « fittage » de données qui s’appuie sur une structure
de modéle qui décrit les équations de Navier-Stokes.

Dans ce paragraphe, nous allons comparer les résultats obtenus avec le Modéle Réduit
a ceux obtenus par une interpolation linéaire. Nous employons encore le Modéle Réduit
d’ordre 7 identifié dans la section 3.5.2. Le principe de l'interpolation linéaire, pour un
nombre de Reynolds Re inclus dans la gamme [Re™; Re™| ou V (@, Re) représente le champ
de vitesse, est donné par :

V(x, Re™) — V(x, Re™)
Ret — Re~

V(x,Re) =V (x, Re™) + - (Re — Re™)

La méthode d’interpolation linéaire a été appliquée aux sept nombres de Reynolds précé-
dents allant de 150 & 750 par pas de 100, avec sept Re™ de 100 & 700 par pas de 100 et sept
Ret de 200 a 800 par pas de 100. Le tableau 3.14 présente les résultats de I'interpolation
linéaire en terme d’erreurs quadratiques o,, et d’erreur maximum ¢,, pour les différents
nombres de Reynolds utilisés pour la validation.

Re Ou, Ous Euy Eug

150 1,547x107% 4,891x10~* 7,321x1073 2,774x1073
250 1,573x1073 4,771x107* 7,328x107% 2,480x1073
350 1,618x1073 4,883x107* 7,279x107% 2,432x1073
450 1,641x1073 4,804x107* 6,880x107% 2,392x1073
550 1,673x1073 4,606x10~* 6,790x1072 2,424x1073
650 1,758x1073 4,642x10~* 7,377x1073 2,621x1073
750 1,846x1073 4,844x107* 8,033x107* 2,895%x1073

Tableau 3.14 — Résultats fournis par I'interpolation : o, et €,,, ¢ = 1,2 pour les nombres
de Reynolds allant 150 a 750 par pas 100.

En comparant ces résultats a ceux du tableau 3.10, on constate que les résultats
fournis par le Modéle Réduit d’ordre 7 sont nettement plus précis que ceux obtenus par
interpolation linéaire : de 4 fois pour o,, & Re = 150 jusqu’a 29 fois pour o,, & Re = 550.

3.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la construction de Modéles Réduits en utili-
sant la Méthode d’Identification Modale sur des écoulements stationnaires 2D laminaires
incompressibles. Nous avons montré comment trouver la forme non linéaire du Modéle
Réduit a partir des équations de la quantité de mouvement et de ’équation de continuité.
L’approche a été illustrée et validée sur deux géométries simples : I’écoulement dans une
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cavité entrainée et 1’écoulement le long d’une marche descendante. Ces travaux ont été
présentés en partie dans [84, 83, 18]. L’objectif était d’étudier la capacité des Modéles Ré-
duits & reproduire les champs de vitesse calculés avec un Modéle Détaillé. Pour ces deux
cas tests, nous avons constaté que les Modéles Réduits identifiés d’ordre 7 représentaient
de maniére satisfaisante les écoulements fournis par les Modéles Détaillés, avec des temps
de simulation inférieurs & 0,1 s. Dans le cas de ’écoulement le long de la marche des-
cendante, la comparaison avec une interpolation classique a montré que le Modéle Réduit
était beaucoup plus précis.

Dans le chapitre suivant, nous allons aborder la formulation et I'identification de Mo-

déles Réduits couplés, contenant le couplage faible des Modéles Réduits Fluides avec des
Modéles Réduits Thermiques.
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Nous avons traité I'identification des Modéles Réduits relatifs a 1’équation de 1’éner-
gie d'une part (chapitre 2), et aux équations de Navier-Stokes d’autre part (chapitre 3).
L’objectif de ce chapitre porte sur la mise en ceuvre d’'un Modéle Réduit non linéaire fai-
blement couplé relatif aux équations de Navier-Stokes en régime permanent et de 1’énergie
en régime transitoire.

Nous décrivons dans la section 4.2 les équations qui gouvernent le systéme considéré.
Comme dans les chapitres précédents, nous montrons comment obtenir une formulation de
type représentation d’état a partir de la discrétisation des équations aux dérivées partielles.
Nous formulons ensuite dans la section 4.3 la structure du Modéle Réduit couplé ainsi que
le probléme d’optimisation permettant d’identifier ses paramétres. Enfin dans la section
4.4, nous présentons ’exemple de ’écoulement de convection forcée le long d’une marche
descendante avec deux différents types d’observables.

4.2 Le couplage faible des équations de Navier-Stokes
et de I’énergie

4.2.1 Mise sous forme d’équation d’état

On considére dans un domaine §2 un écoulement incompressible de convection forcée
d’un fluide Newtonien de masse volumique p et de viscosité cinématique . En chaque
point x € () et a chaque instant ¢t € Z, le champ de vitesse 17 (x,t) € R? (d correspond a
la dimension du probléme) et le champ de température 7' (x,t) € R sont donnés par :

— les équations de Navier-Stokes :

V- V=0 (4.1)
ov 1
— — —
E + <V V) V —vA Vv +;Vp = (42)
— et I’équation de 'énergie :
ar - A
— VT — —AT =0 4.3
ot v pC, (43)

avec p la pression, A la conductivité thermique et C), la chaleur massique. On suppose
que les propriétés thermophysiques du fluide ne dépendent pas de la température et que
le champ de température est un scalaire passif, c’est a dire qu’il n’influe pas sur le champ
de vitesse. A chacune de ces équations sont associées des conditions aux limites et des
conditions initiales.

Dans le chapitre 3, on a vu que la discrétisation spatiale des équations de Navier-Stokes
((4.1) et (4.2)) aboutissait & une représentation d’état de la forme :

V =A;V + 9 (V) + B;U; (4.4)
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ot I'on rappelle que V' € RY*? est le vecteur de vitesse regroupant les composantes aux
N nceuds de discrétisation, Ay € RWxdNxd) ot 13 matrice qui correspondant a la discré-

N
tisation du terme de diffusion vA V.

Le vecteur W (V') de dimension Ny = N X d(N x d + 1)/2 représente les termes
convectifs V;V;, et B;U; est le terme résultant de la discrétisation des conditions aux
limites, By € RY*? ¢tant le vecteur d’entrée et U; € R la valeur de I'entrée. On note que
ces matrices sont indépendantes de la température, qui est considérée comme un scalaire
passif.

Une approche similaire au développement fait dans le paragraphe (2.2.3) (équation
(2.8)) permet d’écrire la représentation d’état 1’équation de I’énergie (4.3) sous la forme :

T = AT + QI1(V,T) + BU,(t) (4.5)

ot Ag € RWN) est la matrice correspondant & la discrétisation du terme de diffusion
A
oCp
IT(V,T) est le vecteur de dimension Ny; = N x d x N, modélisant les termes croisés
V,T;. Enfin, B; € RY est le vecteur d’entrée qui relie I'évolution des températures & une

entrée thermique U, (t) € R (par exemple une densité de flux).

N
AT, Q; € RW-N) est 1a matrice correspondant aux termes de transport V -V7T et

4.2.2 Formulation modale

On a vu dans le chapitre 2 comment obtenir la structure d’'un Modéle Réduit reprodui-
sant le champ de température pour un champ de vitesse constant. Le but ici est de trouver
la structure d’'un Modéle Réduit couplé capable de fournir le champ de température quel
que soit le champ de vitesse basé sur le nombre de Reynolds relatif a 'entrée Uy, et quelle
que soit I'entrée thermique U; (t) :

Entrée fluide Uy Modéle Réduit Thermique Couplé
\ . .

— Sortie thermique y*
Entrée thermique U, — Vecteur d’état réduit

Sous 'hypothése du couplage faible ou la température est considérée comme un sca-
laire passif, le probléme de la dynamique des fluides caractérisé par 1’équation (4.4) et le
probléme de transfert de chaleur (4.5) sont faiblement couplés :

(4.6)

V = AV + ¥ (V) + B Uy
T = AT + Q.I1(V,T) + B:Uy(t)

On définira dans une premiére étape (§4.3.1) la structure de Modéle Réduit & partir
de la forme modale du Modéle Détaillé. On formulera ensuite un probléme d’optimisation
dont la résolution permettra d’identifier les paramétres du Modéle Réduit (§4.3.2).
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4.3 Réduction de modéle par identification

4.3.1 Forme modale du Modéle Réduit couplé

On reprend ici le raisonnement qui a été fait au chapitre 1.
Pour trouver la structure du Modéle Réduit couplé relatif au systéme (4.6), on introduit
les changements de variables V' = M}Z et T = M;X tels que M} et Mt' soient respec-
tivement les matrices modales de Ay et Ag4. Ceci permet d’écrire les matrices diagonales
des valeurs propres sous la forme :

’ r—1 ’
F, =M, AyM, (4.7)
et .
F,=M, AqM, (4.8)
En opérant les changements de variables dans le systéme (4.6), on obtient la forme
modale du Modéle Détaillé couplé :

Z=F,Z+T,%(Z)+G,U;

Y/ =H,Z
(4.9)
X =F,X +T,11(Z,X) + G,U (t)

Y'=H,X

\
ou comme dans les chapitres précédents les matrices d’observations H} et H; permettent

de sélectionner un certain nombre d’observables en composantes de vitesse Y7 et de tem-
pérature Yt. Cette structure modale est relative aux deux états : Z € RV*4 et X € RV.

La procédure d’identification du Modéle Réduit est relative aux deux états réduits :
I'état réduit « fluide » z € R"/ et I’état réduit « thermique » £ € R™ avec ny < N x d

et ny K N :
( Z:FfZ—FI‘f\IJ(Z)—FGfo

yf = Hyz
(4.10)
T = Fda: + FtH (Z, l’) + GtUt (t)

L y' = Hyx
Sous les hypothéses de couplage faible et de stationnarité du probléme fluide, le modéle
réduit couplé (4.10) peut ainsi étre décomposé en deux sous Modéles Réduits :
— un Modéle Réduit « fluide » stationnaire capable, a travers son état réduit z et sa
matrice d’observation Hy, de reproduire les vitesses aux points séléctionnés pour
une entrée Uy donnée :

{ 0=2z+T;¥(2)+G,Us

4.11
y'f:HfZ ( )
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— et un Modéle Réduit « thermique couplé » au Modéle Réduit fluide, qui tient compte
a la fois de I'entrée Uy a travers I’état réduit « fluide » 2z, et d’autre part, de I’entrée
thermique transitoire U;(t) pour calculer les températures aux points sélectionnés :

&= Far+ I (z,2) + G U (1)
{ ' — Hyz (4.12)

ou le vecteur W (z) de dimension ny = nys(ny+ 1) /2 est défini précédemment dans le
chapitre 3 :

zi
Z1%22
Z1%3

zlznf

2
=D

U (z) = Z223 (4.13)
ZQan

2
znffl
an—lznf

2
L an .

et le vecteur IT (z, x) de dimension ny = ny x n; est défini par :

211
221

anwl
219

II(z,x) = : (4.14)
anwg

Z21Tp,

Zn; T, |

La figure 4.1 explique de facon schématique la procédure du couplage faible des Mo-
déles Reéduits :
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Modéle Réduit Fluide
Entrée Uy —| Vecteur d’état réduit z € R(s)
ny K N xd

yf c Raxd

z

Modeéle Réduit Thermique couplé
Entrée U,(t)—| Vecteur d’état réduit = € R(™)
ny <K N

yt € R?

FIGURE 4.1 — Principe des Modéles Réduits faiblement couplés.

Remarque :
Seul 'état réduit fluide z est nécessaire pour calculer, a partir de Uy et de Uy(t), la
solution thermique y*. On n’a pas besoin de calculer y.

4.3.2 Identification des paramétres du modéle réduit

Les structures des deux sous Modéles Réduits étant établies, I’objectif est d’identifier
les paramétres de chaque modéle. Pour cela, comme décrit dans le chapitre 1, on cherche
a minimiser deux critéres quadratiques batis sur 1’écart entre les réponses du Modéle
Détaillé et celles du Modele Réduit, pour le Modéle Réduit fluide d'une part et pour le
Modéle Réduit thermique d’autre part.

— on rappelle que pour le Modéle Réduit fluide, les paramétres a identifier sont les

composantes du vecteur 85 = [I‘I}, G'}, Hf].

L’entrée de ce Modéle Réduit fluide est une vitesse caractéristique Uy correspondant
a un nombre de Reynolds Re. Soit Ng. le nombre de champs de vitesse utilisés
dans les simulations nécessaires pour l'identification, et ¢ le nombre d’observables,
I’expression du critére quadratique j est donnée par :

NRe qu

TO5) =33 (47 (8y) —Y7)° (4.15)

1=1 k=1

Cette procédure de minimisation utilise la méthode de programmation non linéaire
Quasi Newton, développée dans le chapitre 1 pour identifier I‘f” et G'f', et dans
laquelle le gradient du critére j est calculé par la méthode de ’état adjoint [39, 52].
On rappelle que la matrice H ¢ est identifiée par moindres carrés linéaires en utilisant
les Ng. simulations :

—1
H;' = (Xf Xf) xr s (4.16)

ou Yy e R(@xdNRe) ot Xf € R®s:Nre) sont donnés par :
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Nge
Ty= [y},---,yff‘ ] (4.17)
et
X5 = [m}, . ,a:ffVRe} (4.18)
— Pour le Modéle Réduit thermique, les paramétres a identifier sont les composantes
du vecteur 8, = [Fy, Ty, Gy, Hy|. Les entrées du Modéle Réduit thermique sont

I'entrée transitoire thermique U;(t) et I’état réduit fluide z. Le critére a minimiser
est :

Nge dit q
TO) =3 ('u(0) = Y'i)° (4.19)
i=1 j=1 k=1
ou Ng. est le nombre d’états réduits fluides utilisés pour I'identification (chacun est
associé a une valeur de Uy), Npq est le nombre de pas de temps et ¢ est le nombre
d’observables.

De la méme maniére que pour le Modéle Réduit fluide, la matrice H; est identi-
fite par la méthode des moindres carrés linéaires en utilisant les [ = Nge X Npg

simulations :
1
HtT = (Xt XtT) Xt TtT (420)
ot Yy € RONreXNpar) of, y, € RONrXNpat) qyec Yy = [yt ye, .. ] et xe =
[a: L ox,? T l]
t st 5oLt |-

Les composantes des matrices Fy, I'y et G sont identifiées en utilisant les méthodes
d’optimisation décrite dans le chapitre 1 (c’est-a-dire Quasi-Newton, Algorithmes
Génétiques et Optimisation par Essaim de Particules). Au total le nombre de para-
meétres a identifier pour le Modéle Réduit thermique couplé est donné par :

dim(6;) = ny +n? x ng+mng+ng X q (4.21)

4.4 Exemples d’application

On réutilise I'exemple de ’écoulement chauffé le long de la marche descendante pour
lequel on a déja identifié et validé, dans le chapitre 3, un Modéle Réduit fluide d’ordre
ny = 7 pour tout le champ, pour une gamme de nombres de Reynolds allant de 100 a
800. Le systéme est décrit sur la figure 4.2.

Le but ici est d’utiliser ce Modéle Réduit fluide, pour ensuite identifier le Modéle
Réduit thermique couplé, capable de donner le champ de température quel que soit le
nombre de Reynolds Re € [300;800] relatif & une entrée Uy a l'entrée du canal et quelle
que soit la densité de flux U(t) = ¢(t) (appliquée juste avant la marche (c.f. figure 4.2))
dans une gamme respectant I’hypothése de convection forcée.
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Remarque : il est évident que pour identifier le Modéle Réduit thermique couplé, il ne
faut pas se contenter uniquement de la densité de flux (t). Il faut aussi tenir compte
du nombre de Reynolds Re qui, en modifiant 1’état réduit fluide z, va également
modifier I’état réduit thermique a.

4.4.1 Modéle de référence

Dans le but de constituer un ensemble de données représentatives de la dynamique
thermique de notre systéme, une densité de flux de chaleur est appliquée sur une partie
du canal x; € [—2h;0], juste avant la marche descendante :

b Entrée % C/

— Sortie

-------------------------------

FIGURE 4.2 — Géométrie du systéme étudié.

Pour vérifier I’hypothése d’un régime de convection forcée, c’est a dire vérifier que le
nombre de Richardson Ri (défini dans §2.2.2) reste trés inférieur a 1, on a choisi d’appli-
quer un échelon de flux ¢ = 300 W/m? pour 6 nombres de Reynolds allant 300 & 800 par
pas de 100.

Le champ de température a d’abord été calculé avec le modeéle Fluent®) (N = 144 247)
pour les 6 nombres de Reynolds et pour I’échelon de densité de flux ¢ = 300 W/m? pen-
dant Npg = 300 pas de temps de 0,1 s. Le tableau 4.1 donne les nombres de Richardson
R relatifs aux températures maximales en fonction du nombre de Reynolds Re.

Re 300 400 500 600 700 800
Re 0,27 0,19 0,11 0,07 0,05 0,04

Tableau 4.1 — Evolution du Ri en fonction de l'ordre Re.

De méme qu’au chapitre 2, les sorties des modéles seront des écarts par rapport a la
température initiale 7" (x,0) = 300 K.

Deux cas de Modéles Réduits thermiques couplés, pour deux vecteurs d’observables
différents, ont été envisagés :

— Cas 1, un Modéle Réduit sur une ligne;

— Cas 2, un Modéle Réduit sur un quadrillage d’une partie du domaine.
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Chapitre 4. Identification de Modeéle Réduit Couplé pour des problémes de convection forcée

Ces deux Modéles Réduits sont relatifs au méme Modéle Réduit fluide.

Le Modéle Réduit fluide est obtenu a partir de ce qui a été fait précédemment sur tout
le champ :

{ 0=Z+Ff‘I’ (Z)+GfR6 (4‘22)

yf = H;z
Ce modéle a été validé dans le chapitre 3 (§3.5.3). Nous allons utiliser ces résultats par

la suite, mais seulement aux observables choisis. Le Modéle Réduit correspondant peut
s’écrire sous la forme :

{ 0=2+T;¥(2)+GysRe (4.23)

yf =CH;z
ou C est une matrice de sélection.
Rappelons que le couplage fluide-thermique n’intervient que dans I’équation d’état

(4.12) au niveau des états réduits z et @ et non pas au niveau des sorties. Dans la pra-
tique on n’utilise donc que la relation 4.23.

Dans la mesure ou l’on ne cherche que les évolutions de températures a travers le
Modéle Réduit thermique couplé, seul le systéme (4.12) est utilisé par la suite.

4.4.2 Modéle Réduit relatif au cas 1 : 135 observables situés a
.’,Cl/h =0

On utilise les données du Modéle Détaillé relatives & 6 nombres de Reynolds Re allant
de 300 & 800 par pas de 100, et a I’échelon de flux ¢ = 300 W/m?. On considére une ligne
de 135 points située dans la zone de recirculation a z1/h = 6 (figure 4.3).

‘ h Entrée% C,
= Al Sortie
o

-------------------------------

4h X 30k

FIGURE 4.3 — Géométrie du systéme étudié. Cas 1.

4.4.2.1 Identification par la méthode de Quasi-Newton

Les résultats de I'identification par la méthode de Quasi-Newton sont résumés dans le
tableau 4.2 en terme du critére J et de I’écart quadratique o!. Ces résultats concernent
les ordres n; allant de 1 & 10. En fait, I'identification est faite en incrémentant ’ordre n;.
Ainsi le Modéle Réduit d’ordre n; —1 sert a initialiser une partie des paramétres du Modéle
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4.4. Ezremples d’application

Réduit d’ordre n;, 'autre partie est initialisée par I'utilisateur. On donne également dans
ce tableau le nombre de paramétres a identifier par une méthode de Programmation Non
Linéaire (PNL), c’est-a-dire toutes les matrices sauf la matrice Hy qui est identifiée par
moindres carrés.

Ordre n, J(K?) o' (K) Nbparam
1 1,67x10%  3,70x1071 9
) 1,40x107% 1,07x10 T 32
3 94Ix1072 879x102 63
1 1131072 5,82x10 2 120
) 2,76x1072  4,76x107? 185
6 1801072 384x10 2 264
7 1,37x10%2  3,35x1072 357
8 1,27x10%2  3,24x1072 464
9 921x107T 2,75x10° 2 585
10 5,48x10"1  2,12x1072 720

Tableau 4.2 — Résultats de l'identification du Modéle Réduit couplé spécifique aux 135
points en utilisant une méthode de Quasi-Newton. Evolution du critére J de l'écart
quadratique o' ainsi que le nombre de paramétres a identifier par PNL en fonction de
l'ordre ny.

On remarque que le critére J ainsi que ’écart quadratique o décroissent en fonction
de I'ordre du Modéle Réduit jusqu’a atteindre un écart quadratique o = 2,12 x 1072 &
I’ordre n; = 10. On constate également que le nombre des inconnues a identifier par PNL
(Nbparam) passe de 9 pour n; = 1 a 720 pour n, = 10. A cause de ce nombre important, les
résultats de I'optimisation sont trés sensibles a I'initialisation. Par exemple, pour n; = 2
(c’est-a-dire Nbpgram = 32), il a été nécessaire d’effectuer 6 identifications avec des para-
meétres initiaux différents avant d’obtenir le critére j = 1,40 x 1073 K2,

Cette dépendance a l'initialisation s’explique par le fait que l'algorithme reste piégeé
dans des minima locaux. Ainsi, nous ne sommes pas assurés que le résultat obtenu cor-
responde a la solution optimale. Cependant, nous pouvons constater que les résultats de
I'identification sont satisfaisants en terme d’erreur quadratique comparés a la moyenne
quadratique des températures qui est de ’ordre de 302,65 K.

Afin de contourner la difficulté du choix des valeurs initiales des paramétres inconnus,
nous nous sommes tournés vers des méthodes d’optimisation stochastiques d’ordre zéro
utilisant les Algorithmes Génétiques ou 1’Optimisation par Essaim de Particules. Ces
algorithmes munis d’une population, permettent de mieux balayer 1’espace de recherche
a l'initialisation, et 'utilisation d’algorithmes globaux s’avére un choix pertinent pour les
problémes a plusieurs minima locaux.
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Chapitre 4. Identification de Modeéle Réduit Couplé pour des problémes de convection forcée

4.4.2.2 Identification en utilisant la méthode des Algorithmes Génétiques

L’Algorithme Génétique étant une méthode d’optimisation stochastique d’ordre zéro,
il permet & l'utilisateur de s’affranchir de l'initialisation manuelle des paramétres : pour
chaque ordre n;, 'initialisation est aléatoire pour chaque individu, sauf pour une partie
de I'un des individus pour laquelle on utilise les paramétres du modéle d’ordre n; — 1. Le
minimum trouvé est a priori le minimum global, et on n’a pas besoin de tester l’algorithme
a partir de plusieurs initialisations.

Dans le tableau 4.3 on résume les résultats de l'identification obtenus en utilisant un
Algorithme Génétique, en terme d’évolution du critére 7 et d’écart quadratique o'.

Ordre n,  J(K?) o' (K)
1 1,49x107% 3,50x10 !
2 7,89x1073  8,04x 1072
3 3,67x10%%  549x10~2
1 1.25x1072 3,21x10 2
5 9,20x10*  2,75x1072
6 3,90x107T 1,79x10 2
7 2,090x107T 1,31x10 2
8 1,40x107° 1,07x10 2
9 9.43x1070 8,79x10°3
10 6,27x10%  717x107°

Tableau 4.3 — Résultats de l'identification du Modéle Réduit couplé spécifique aux 135
points en utilisant un Algorithme Génétique. Evolution du critére 7 et de ’écart quadra-
tique ot en fonction de 'ordre n;.

On remarque également que les deux critéres J et o' décroissent avec I'ordre n; du
Modéle Réduit, et plus particuliérement on constate que les résultats d’identification ob-
tenus sont meilleurs que lors de I'utilisation de la méthode de Quasi-Newton (tableau 4.2).

Cependant, cette méthode nécessite de nombreux réglages (nombre d’individus, type
de sélection et de mutation, taux de mutation) et des temps d’identification conséquents.
Pour ces raisons, nous nous sommes tournés vers la méthode d’Optimisation par Essaim
de Particules qui est plus simple d’utilisation.

4.4.2.3 Identification par Optimisation par Essaim de Particules

On utilise ici la méthode d’Optimisation par Essaim de Particules décrite au chapitre
1. Lors de I'identification du Modéle Réduit d’ordre n;, on utilise le Modéle Réduit d’ordre
ny — 1 pour initialiser une partie des paramétres d’une seule particule. L’autre partie ainsi
que les paramétres des autres particules sont initialisés d’une facon aléatoire.
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4.4. Ezremples d’application

On récapitule dans le tableau 4.4 les résultats de l'identification du Modéle Réduit

thermique couplé, de 'ordre 1 a ’ordre 10.

Ordre n,  J(K?) o'(K)
1 9,90x10%3  2,85x107!
2 5,49x10%2  6,71x1072
3 2,67x1072  4,68x1072
4 7,67x10TT  2,51x1072
5 3,56x10TT  1,71x1072
6 1,48x10T1 1,10x1072
7 6,41x107° 7,25x1073
8 5,20x1070  6,53x1073
9 499%x10T° 6,40x1073
10 3,03x1070  4,99%x1073

Tableau 4.4 — Résultats de I'identification du Modéle Réduit relatif au cas 1 en utilisant
I’Optimisation par Essaim de Particules. Evolution du critére J et de I’écart quadratique
o' en fonction de l'ordre n,.

On constate que les résultats de I'identification en terme de critére j et d’écart quadra-
tique o! sont nettement meilleurs que ceux obtenus avec les méthodes d’optimisation pré-
cédentes (c’est-a-dire Quasi-Newton et Algorithmes Génétiques), tout en s’affranchissant
du choix des paramétres initiaux crucial avec Quasi-Newton, et des nombreux parameétres
de réglage des Algorithmes Génétiques.

Concernant ces réglages, on a utilisé 20 particules, un voisinage circulaire de taille 3,
et le jeu de parameétres \; = Ay = 1,494 et x = 0, 7298 proposé par CLERC et testé par
EBERHART [35] (c.f le chapitre 1). Ces réglages s’avérent performants pour nos problémes
d’identification.

Le choix du Modéle Réduit se fait ici en fonction de I’écart quadratique of. On considére
pour cette application o' < 1072 (K) comme critére d’arrét. Ainsi, d’aprés le tableau 4.4,
le Modéle Réduit d’ordre n; = 7 sera choisi pour la validation.

4.4.2.4 Validation du Modéle Réduit identifié

On présente dans la figure 4.4 la densité de flux utilisée pour valider les Modéles
Réduits couplés :
— Modéle Réduit couplé d’ordre n, = 7 identifié par Optimisation par Essaim de
Particules (MRC-OEP);
— Modéle Réduit couplé d’ordre n, = 10 identifié par Quasi-Newton (MRC-QN).

Re = 550 est le nombre de Reynolds utilisé, différent de ceux utilisés dans I’identifi-
cation.
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FIGURE 4.4 — Flux test ¢ (t) en fonction du temps

Les figures 4.5 et 4.6 illustrent I’évolution de la température donnée par le Modéle
Détaillé et par les Modéles Réduits couplés, en deux points A(6h; 1,075h) (A correspond
au point ot Uerreur € est maximale) et B(6h;0,835h) (B correspond au point ot la tem-

pérature est maximale).

Pour mieux visualiser la différence entre les résultats du Modéle Détaillé et ceux des
Modeéles Réduits aux deux points A et B, on trace respectivement sur les figures 4.7 et
4.8 I’évolution des écarts de température aux points A et B.
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FIGURE 4.5 — Evolution de la température au point A. Comparaison Modéle Détaillé,
Modéles Réduits.
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FIGURE 4.6 — Evolution de la température au point B. Comparaison Modéle Détaillé,
Modéles Réduits.
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FIGURE 4.7 — Evolution des écarts € de température au point A entre le Modéle Détaillé
et les Modeéles Réduits obtenus par Quasi-Newton et par Optimisation par Essaim de
Particules.
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FIGURE 4.8 — Evolution des écarts € de température au point B entre le Modéle Détaillé
et les Modeéles Réduits obtenus par Quasi-Newton et par Optimisation par Essaim de
Particules.
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On remarque que le Modéle Réduit identifié par la méthode d’Optimisation par Essaim
de Particules d’ordre ny = 7 (MRC-OEP) est beaucoup plus précis que le Modéle Réduit
identifié par la méthode de Quasi-Newton n; = 10 (MRC-QN). Et plus particuliérement,
le MRC-QN est surtout moins précis dans la zone ot le flux test est maximal, alors que
le MRC-OEP est plutot moins précis dans la zone ou le flux test est sinusoidal.

Le tableau 4.5 résume les résultats de la validation des Modéles Réduits. L’erreur
maximale £ par rapport au Modéle Détaillé et sa position dans I’espace et dans le temps
sont aussi données.

Méthode d’optimisation Ordre n, o' (K) e (K) x1/h  x9/h Temps (s)
OEP 7 6,16x10 3 1,83x10 2 6 1,075 16,9
QN 10 143x10°% 549x10°% 6 1,075 34

Tableau 4.5 — Résultats de la validation des Modéles Réduits par le flux test ¢ ().

Dans les figures 4.9 et 4.10 sont respectivement comparés avec le profil fourni par
Modeéle Détaillé, les profils de température en z;/h = 6 obtenus respectivement aux
instants t = 16,9 s par le MR-OEP d’ordre 7 et t = 3,4 s par le MR-QN d’ordre 10.
Dans la figure 4.11 on trace les écarts entre les Modéles Réduits et le Modéle Détaillé aux

instants t =3,4sett =16,9s.

MRC-OEP ny =7 ———
Modéle Détaillé

15 [\

-
.S .
Rt 1+ ) —
w \
0.5 |
J//
0 |

300 300.5 301 301.5 302 302.5 303

Température (K)

FIGURE 4.9 — Comparaison Modéle Détaille/ Modeéle Réduit-OEP du profil de tempéra-
ture & x1/h =6 et t = 16,9 s.
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FIGURE 4.10 — Comparaison Modéle Détaille/ Modele Réduit (Quasi-Newton) du profil
de température a x;/h =6 et t = 3,4 s.
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FIGURE 4.11 — Ecarts entre le Modéle Détaillé et le Modéle Réduit OEP a ¢t = 16,9 s et
le Modéle Réduit QN at = 3,4 s.

Tous ces résultats montrent qu’on arrive a identifier un Modéle Réduit couplé, capable
de donner avec précision 1’évolution de la température en fonction des conditions aux li-
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mites fluide et thermique.

On souligne que les temps de simulation avec les deux Modéles Réduits sont inférieurs
ao0,1s.

4.4.3 Modéle Réduit relatif au cas 2 : 213 observables

Afin d’illustrer I'avantage de la Méthode d’Identification Modale, qui permet de ne
sélectionner que les sorties désirées a travers la matrice d’observation, on s’intéresse ici a
un ensemble de 213 points localisés dans la zone (—2 < xy/h < 6) (c.f la figure 4.12).

h Entrée% Cf
Jh it L Ty B
o(t) o L= N

Sortie

-------------------------------

4h X 30h

FIGURE 4.12 — Géométrie du systéeme étudié. Cas 2.

4.4.3.1 Identification par Optimisation par Essaim de particules

Les mémes nombres de Reynolds (Re = 300,400, . ..,800) et le méme échelon de den-
sité de flux (p = 300 W/m?) qui ont servi pour construire le Modéle Réduit relatif au cas
1, sont utilisés ici pour générer les données pour identifier le Modéle Réduit relatif au cas 2.

La moyenne quadratique de I’ensemble de ces données est 303,76 K. Les écarts par
rapport a la température initiale (300 K) sont utilisés comme données pour identifier le
Modeéle Reéduit.

Les résultats de I'identification, sous la forme des valeurs de la fonctionnelle 7 et de
lécart quadratique o' sont donnés dans le tableau 4.6. Ces résultats ont été obtenus en
utilisant la méthode d’Optimisation par Essaim de particules avec le jeu de réglage pro-
posé par CLERC et utilisé dans la section 4.4.2.3.
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Ordre n,  J(K?) o' (K)
1 3,78x10™  0,44x10™0
3 9.55x107%  0,22x1070
3 105107 7,37x10 2
4 4,50x10™%  4,84x1072
5 2.35x1072 3,50x10 2
6 121x1072 25110 2
7 6,42x107T 1,83x10 2
8 3,63x10"  1,37x107
9 2.23x107T 1,08x10 2
10 1,36x107 8,40x10 °

Tableau 4.6 — Résultats de 'identification du Modéle Réduit relatif au cas 2.

En utilisant le méme critére d’arrét que dans le §4.4.2.3 c’est-a-dire of < 1072 K, le
choix se fait cette fois-ci sur le Modéle Réduit couplé d’ordre n; = 10.

4.4.3.2 Validation du Modéle Réduit identifié

On utilise le méme test de validation utilisé dans le §4.4.2.4 pour valider le Modéle
Réduit d’ordre n; = 10.

Le tableau 4.7 résume les résultats de la validation, et montre que les températures
calculées avec le Modéle Réduit sont trés proches de celles données par le Modéle Détaillé,
avec un faible of. L’erreur maximale € et ses positions dans ’espace et dans le temps sont
aussi données.

Cas Ordre n;
cas 2 (¢ = 213) 10

o' (K)
7.27x1073

e (K)
385x102 1 0

x1/h xy/h Temps (s)
15.4

Tableau 4.7 — Résultats de la validation des Modéles Réduits par le flux test ¢ (¢), pour
le cas 2.

Sur les figures 4.13 et 4.14, on trace respectivement I'évolution de la température ainsi
que les écarts entre le Modéle Détaillé en 3 points, C(—h; h) (voisinage de la densité de
flux), D(h;0) (en bas de la marche) et E(4h;0,77h) (& la limite de la zone de recirculation)
(c.f figure 4.12).

Sur les figures 4.15 et 4.16 on trace respectivement les profils de température en
x1/h=-2,—1,0et en x;/h =1,2,3,4,5,6, a t = 30 s.
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FIGURE 4.13 — Evoluti

on de la température en 3 points C,D et E du domaine. Comparaison

Modéle Détaille/ Modéle Réduit.

0.06
Point C ——
0.05 Point E

0.04

0.01

Température (K)

-0.01
-0.02

0.03

0.02 || |

-0.03

0 5 10 15 20 25 30
Temps (s)

FIGURE 4.14 — Evolution des écarts de température aux 3 points C,D et E du domaine,
entre le Modéle Détaillé et le Modéle Réduit.
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FIGURE 4.15 — Comparaison entre Modéle Détaillé et Modéle Réduit d’ordre n, = 10 :
profils de température en z1/h = [-2,—1,0] a t = 30 s.
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FIGURE 4.16 — Comparaison entre Modéle Détaillé et Modéle Réduit d’ordre n, = 10 :
profils de température en z;/h = [1,2,3,4,5,6] a ¢t = 30 s.
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4.5. Conclusion

On remarque 1a encore la bonne concordance entre les profils donnés par les deux
modéles, détaillé et réduit d’ordre n, = 10. Notons encore une fois que les temps de calcul
avec le Modéle Réduit sont toujours inférieurs a 0,1 seconde.

4.5 Conclusion

A travers ce chapitre nous avons complété la Méthode d’Identification Modale pour les
écoulements de convection forcée. Nous avons proposé une formulation de Modéle Réduit
qui inclut le couplage faible vitesse-température.

Une application a été faite sur I’écoulement 2D laminaire incompressible le long d’une
marche descendante, soumis a une densité de flux de chaleur ¢(¢). En minimisant le cri-
tére quadratique basé sur I’écart entre les réponses du Modéle Détaillé et celles du Modéle
Réduit, nous avons vu que les résultats de I'identification dépendent du choix de la mé-
thode d’optimisation. Malgré son cout (temps d’identification), I’Optimisation par Essaim
de Particules semble le choix le plus pertinent pour ce type de probléme. En effet, elle
permet de mieux balayer ’espace de recherche et d’éviter les minima locaux.

Cette premiére approche d’identification de Modéle Réduit faiblement couplé s’avére
trés prometteuse. Nous avons obtenus des résultats trés concordants avec ceux fournis par
le Modeéle Détaillé, avec des temps de simulation inférieurs a 0,1 seconde. Ces travaux ont
été présentés en partie dans [88, 87].

Parmi les perspectives offertes par cette approche, on peut citer 'identification des
Modéles Réduits fortement couplés pour des applications en convection naturelle.

133



Chapitre 4. Identification de Modeéle Réduit Couplé pour des problémes de convection forcée

134



Chapitre 5

Commande optimale par modéle Réduit
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

Dans le chapitre 2 nous avons utilisé la Méthode d’Identification Modale (MIM) pour
identifier des Modéles Réduits relatifs a plusieurs entrées. Le but de ce chapitre est d’abor-
der 'aspect de la commande optimale en boucle fermée en utilisant ces Modéles Réduits.

Dans un premier temps, la théorie de la commande optimale par retour d’état et
plus spécialement les commandes Linéaire Quadratique (LQ) et Linéaire Quadratique
Gaussienne (LQG) sont présentées. L’estimateur d’état nécessaire a la commande LQG
est ensuite introduit. Enfin, afin de montrer la faisabilité de "approche combinant les
Modéles Réduits identifiés par la MIM, et la théorie de la commande optimale, une ap-
plication sur un Modéle Réduit thermique est présentée dans la section 5.5.

Selon BREZINSKI [26], commander (ou controler) un systéme consiste a agir sur les
variables de commande afin que les sorties présentent les caractéristiques désirées.

Il existe plusieurs stratégies pour définir une loi de commande. On reprend dans la
figure 5.1 une classification donnée par GAD-EL-HAK [42].

[Stratégies du contréle]

[Prédéterminé ]
Boucle ouverte Boucle fermée
Feedforward Feedback

\ \ —
[Systéme dynamique ] [Mod\ele physique ] [Adaptatif ]

FIGURE 5.1 — Classification des différentes stratégies de controle, d’aprés GAD-EL-HAK
[42].

Le choix d’une stratégie dépend de la nature du systéme a commander et de ’objectif
de la commande en terme de performance et de coiit. L’objectif peut étre la réduction de
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trainée, la réduction de bruit, le pilotage automatique, la régulation de température ou
encore le controle du pH d’une solution.

D’aprés [42], un dispositif de controle peut étre passif ou actif.

Le controle passif utilise essentiellement des caractéristiques géométriques ou physiques
du systéme pour agir sur la sortie. Il n’exige aucun apport d’énergie ni d’information pour
fonctionner.

A Tinverse, le controle actif nécessite la présence d’'un capteur qui mesure la sortie,
d’un actionneur qui apporte de I’énergie au systéme, et d’'une loi de commande qui permet
d’adapter la réponse de 'actionneur a la sortie.

Le controle actif présente deux branches principales (voir figure 5.1) : le controle prédé-
terminé et le controle réactif. Le controle prédéterminé impose une loi de commande sans
tenir compte de la réponse du systéme, ainsi il ne nécessite aucun capteur. Le controle ré-
actif présente encore deux branches principales, qui sont les commandes en boucle ouverte
« Feedforward » et en boucle fermée « Feedback ». Chacune posséde ses propres avantages
et inconvénients :

La commande en boucle ouverte : le systéme cherche & commander la sortie sans
en vérifier la valeur obtenue. Ce type de controle n’est performant que si le com-
portement du systéme est déterministe et s’il n’existe pas de perturbations (ou que
celles-ci sont faibles). Ses avantages sont sa stabilité et son faible cout. La figure 5.2
présente le schéma-bloc relatif au systéme de commande en boucle ouverte.

Entrée : u(t) [Equation d’état] Etat : a(t)

FIGURE 5.2 — Boucle ouverte.

La commande en boucle fermée : le systéme cherche a ajuster continuellement les
commandes en fonction de I’état obtenu. La commande en boucle fermée est plus
complexe, plus coiiteuse et peut devenir instable. Le fait de modifier la commande
en tenant compte de la sortie s’appelle commande par retour, bouclage ou rétroac-
tion (en anglais Feedback). La figure 5.3 présente le schéma bloc d’un systéme de
commande en boucle fermée.

Entrée : u(t)—»[Equation d’état] Etat : x(t)

[Loi de commande]

FIGURE 5.3 — Boucle fermée.
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La commande en boucle fermée est certainement I’approche la plus intéressante car
elle s’adapte a tous les types de perturbations, internes ou externes. Elle demande ainsi la
présence de capteurs et d’actionneurs. Ceci fait donc intervenir deux notions importantes
qui sont l'observabilité et la controlabilité :

— L’observabilité : cette notion permet de savoir si les informations obtenues sont

suffisantes pour déterminer ’état du systéme.

— La controélabilité : cette notion concerne la possibilité de faire passer, grace a une

commande appropriée, un systéme d’un état initial & un état final donné.

Aprés l'introduction de la forme et de la représentation du systéme & commander,
nous reviendrons plus loin sur les définitions mathématiques des notions de controlabilité
et d’observabilité.

5.2 Systéme dynamique et commande optimale

Comme dans les chapitres précédents, nous nous intéressons aux systémes dynamiques
MIMO (Multiple-Input Multiple-Output) d’ordre n & p entrées, ¢ sorties et décrits par
une représentation d’état :

dx
{ E = f(.’B,’U;,t) (51)
y=h(z ul)

ou :
— x € R" est le vecteur d’état ou n représente la dimension du systéeme;

— u € RP est le vecteur d’entrée ou de commande;

— y € R7 est le vecteur de sortie;

— t est I'instant courant avec t > .

Cette représentation a pour but de fournir une loi d’évolution de la variable d’état
x (t) en fonction des entrées u (t) et de I'état initial @ (¢y). Cette représentation fournit
également les valeurs de sortie y (¢) en fonction de la variable d’état @ (t) et des entrées

u (t).

Dans le cadre des systémes linéaires invariants (LTI pour « Linear Time-Invariant »)
le systéme (5.1) devient :

dt (5.2)

{ dz (1 = Az (t) + Bu (t)
y(t) = Cx (t) + Du (t)

avec A ¢ R B e R C c R@™ et D € RP),
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La matrice D représente un transfert direct d’information entre le vecteur de com-
mande u (t) et le vecteur de sortie y (¢). Dans la pratique, on se limite souvent au cas
D =0.

5.2.1 Observabilité

L’observabilité d’un systéme est établie si la connaissance de la commande wu (¢) et de
la sortie mesurée y (t) suffit pour connaitre I'état x (). Si c’est le cas, le systéme est alors
observable, comme ’annonce le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.1 Le systéme est observable si, et seulement si, la matrice
0= [C CACA*. .. CA”fl] (5.3)
est de rang n.

On trouve aussi d’autres critéres d’observabilité, basés notamment sur le grammien
d’observabilité W, défini dans le paragraphe 1.3 page 10 et solution de I’équation de
Lyapunov (1.12). Le systéme est observable si, et seulement si, le grammien W, est défini
positif.

5.2.2 Controélabilité

La controlabilité d’un systéme est établie si la commande w (t) agit sur toutes les
variables d’état @ (t). Si c’est le cas, le systéme est controlable et sa dynamique peut étre
imposée totalement, comme ’annonce le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.2 Le systeme est controlable si, et seulement si, la matrice
C = [B AB A’B .. .A”le] (5.4)
est de rang n.

De fagon équivalente, le systéme est controlable si, et seulement si, le grammien W,
est défini positif (voir §1.3).

La théorie de la commande optimale s’est développée au cours des années 60-70, en
particulier grace aux contributions importantes de BELLMANN dans le domaine de la
programmation dynamique, celles de KALMAN avec la commandabilité, le filtrage et la
commande linéaire quadratique, et celle de PONTRYAGIN avec la commande optimale.

Le probléme de la commande optimale consiste a trouver une commande u* (t) mini-
misant un certain critére 7. Le choix de ce critére est important, car il doit tenir compte
des contraintes physiques imposées au systéme, sinon il peut aboutir a une solution non
réaliste.

Ici, on s’intéressera plus particuliérement aux commandes par retour d’état avec un
critére quadratique :
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— « LQ » pour Linéaire Quadratique dans le cas d’'un modéle parfait ou 1’état est
complétement accessible ;

— « LQG » pour Linéaire Quadratique Gaussien ou ’estimation de ’état est traitée
en présence de bruit.

5.3 Commande Linéaire Quadratique (LQ)

Soit le systéme (5.2), la commande Linéaire Quadratique (LQ) consiste & minimiser
un critére quadratique qui peut étre basé soit sur I’état (§5.3.1) soit sur ’écart entre les
consignes et les sorties (§5.3.2).

5.3.1 Critére basé sur ’état

Dans le cas ou le critére a minimiser repose sur 1’état du systéme, son expression
correspond a :

J (x,u) =" (t;) Sz (t;) + / f [z (t) Qz (t) + u” (1) Ru(t)] dt (5.5)

to

ou :
— x (t) € R™ est I'état a l'instant ¢, et ¢ est instant final ;
— § e R™™ et Q € R™™ sont les matrices de pondération symétriques définies non
négatives et quantifiant les poids attribués a 1’état ;
— R € RPP) est une matrice de pondération symétrique définie positive. R quantifie
le poids de chaque commande : plus les composantes de R sont élevées, plus le cotit
de la commande augmente.

Le critére quadratique J permet donc de minimiser I'écart sur 1’état mais également
de limiter I’énergie consommeée, quantité liée directement a la commande w (t). Il permet
aussi de privilégier certains actionneurs (commandes) a travers la matrice de pondération

R.

Pour caractériser 'optimum du critére J (5.5), I'une des méthodes consiste a reprendre
les notions de fonction lagrangienne et de multiplicateurs de Lagrange introduits au cha-
pitre 1. Cette méthode permet de déterminer la solution @ et la commande w minimisant
le critére J.

Soit la fonction lagrangienne L :
ou F (x,u) =& — Ax — Bu = 0 représente la contrainte égalité liée a I’équation d’état

(5.2), A est un multiplicateur de Lagrange (variable adjointe) et (.,.) désigne le produit
scalaire dans R".
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On reprend également la définition de la dérivée directionnelle de £ utilisée dans le
chapitre (1) :
oL L(a+eda) — L ()

9 0 = lIim ;

Voo

Les conditions de stationnarité s’obtiennent en explicitant la variation 0L de £ qui
doit étre nulle pour toute variation infinitésimale de dx, du et O :

oL oL oL

L’hypothése que x, u et A soient indépendants permet ainsi d’écrire :

oL oL oL

— Commencons tout d’abord par écrire la variation de £ dans la direction o\ :

lim L(x,u,A+edX) — L(x,u, )

e—0 €

=0

J(x,u) — (F(z,u) , A+ o) — T (z,u) + (F (x,u),A)

lim =0
e—0 €
soit :
(F (x,u),0A) =0 YoA
Ceci nous permet de retrouver I’équation d’état :
F (x,u) =0 (5.9)
— Continuons maintenant par écrire la variation de £ mais cette fois-ci dans la direction
ou :
hm[,(a:,u—l—e(Su,)\) —L(x,u,N) _0
e—0 €
lir% J (x,u+edu) — (F (x,u+edu) , X)) — J (z,u) + (F (z,u),A) _0 (5.10)
€E— €

En insérant ’expression de 1'équation d’état F' (x,u) dans (5.10) on obtient :

N4
— - du+ (Bou,\) =0
S ( )
Comme on cherche a vérifier cette relation pour toute direction du, on trouve alors
la condition d’optimalité :
Ru+B"A=0 (5.11)
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— Terminons par la variation de £ dans la direction dx. On doit avoir, pour toute
variation dx une variation 0L = 0

lim L(x+ edx,u,\) — L(x,u,\)

e—0 €

=0

en tenant compte des expressions du Lagrangien et de ’équation d’état, on peut

écrire :
lim J(x+ez,u) —J (x,u)
e—0 €
_ <w — A (x + edx) —Bu,)\> — (% — Az — Bu, \)
lim =0
e—0 €
permettant d’écrire :
oT d (0x)
-0x — A Adx, A
oz " < dt > (Adz, A) =0
soit : 406
(6x, Q) — < ((ﬁ‘”),x> + (Adz,A) =0
En transposant (Adx, A) = <(5:1: AT)\> et en faisant une intégration par parties

d
sur le deuxiéme terme, nous pouvons éliminer le terme (df et faire apparaitre A

De plus, en considérant dxz(ty) = 0 et A(ty) = Sx(tf), nous obtenons ’équation
adjointe associée :

{ “A=Qz+ ATX (5.12)

Alty) = Sx(ty)
Connaissant ’état adjoint A, la loi de commande w4 minimisant le critére quadratique
J, est alors déduite de I’équation (5.11) :
u(t)=—-R*B'X(1) (5.13)
Cette relation introduite dans I’équation d’état (5.2), donne :
& (t) = Az (t) — BR'B"X(t) (5.14)
En reprenant les équations (5.12) et (5.14), on obtient le systéme d’équations :

{a:() Az (t) - BR'B"X(t) (5.15)

A=Qz () +ATX()
Ce systeéme couplé peut s’écrire sous la forme d’un systéme matriciel appelé systéme

Hamiltonien : . o
[i 8] N [—122 _BFATB ] [f Eg] (5.16)
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A —-BR'BT
-Q —_AT

ou la matrice est la matrice Hamiltonienne.

La particularité des équations (5.15) est qu’elles admettent une solution explicite sous
forme d’une relation linéaire entre la variable d’état @ (t) et la variable d’état adjoint
A(t) -

At)=P(t)x(t) (5.17)
avec P (t;) = Py.

En reportant cette relation (5.17) dans ’équation adjointe (5.12), il vient, aprés éli-
mination de I'état x (t), que la matrice P (t) est solution de I’équation différentielle, dite
de Riccati :

PtH)+Pt)A+ATP(t)-P(t)BR'B"TP(#)+ Q=0 (5.18)

Seule la condition finale est connue. Ainsi cette équation doit étre résolue en temps
rétrograde. Elle permet alors d’en déduire I'expression de la loi de la commande optimale
LQ, obtenue par retour d’état :

u(t) = Kx(t) (5.19)
oi K = —R "B P (t) désigne la matrice de gain.

L’équation (5.18) peut étre résolue en utilisant des algorithmes disponibles dans plu-
sieurs bibliothéques comme par exemple SLICOT (Subroutine Library In Control Theory)
[5] ou en utilisant des codes numériques tels que Scilab [1] ou Matlab [4].

5.3.2 Critére basé sur ’écart consignes/sortie

Le critére quadratique peut aussi étre basé sur ’écart € entre des consignes stockées
dans un vecteur z et les sorties correspondantes y :

e(t)=yt)—2z(t)=Czx(t)— z(t) (5.20)

Dans facon semblable a (5.5) on peut écrire le critére :

ty
J (x,u) =€ (t;) Se (ty) +/ [ (1) Qe (t) + u" (t) Ru (t)] dt (5.21)
to
Plutot que de présenter le développement avec la méthode du Lagrangien, nous pro-
posons ici un calcul variationnel équivalent s’appuyant cette fois-ci sur la notion du Ha-
miltonien défini par [24] :

H(z,u,\) = T (z,u) + A" (Az (t) + Bu (1)) (5.22)
la minimisation de ‘H nous améne aux équations d’optimalité [24, 79| :
: 0
A = % — A" X+ C"QCx -CTQ= (5.23)
OH
0 = —=Ru+B"\ 5.24
5y~ But (5.24)
OH
x 5\ z + Bu (5.25)
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avec la condition terminale :
Aty) = Cc’s (Cx(ty) — z¢) (5.26)
En couplant ces équations, on obtient le systéme optimal :

{ﬂ N { —C?QC _B—IEBT] {f} + { C:(F)Q } z (5.27)

La forme linéaire de la condition terminale (5.26) permet de définir une loi de rétro-
action :

A=Px+L (5.28)

En insérant cette loi dans ’équation adjointe (5.23) et en y intégrant la condition
d’optimalité (5.24), on obtient 'expression de la commande optimale :

u(t)=-R'B"Px - R'B'L (5.29)
ou P et L sont respectivement les solutions des équations matricielles de Riccati :

P+PA+A"P-PBR 'B'P+C"QC =0

L-A"L -PBR'B'L+C"Qz=0 (5:30)

Ce probléme de commande (LQ) par retour d’état est connu sous le nom d’asservis-
sement optimal (ou poursuite optimale); le cas z = 0 correspondant au probléme de
régulation.

5.3.3 Ajout d’un intégrateur

La commande optimale présentée ci-dessus permet ainsi de régler la dynamique du sys-
téme commandé. Cependant sous cette forme et en présence de perturbations constantes,
cette commande ne permet pas toujours de garantir une erreur statique nulle. Pour ce
faire, il est possible d’y insérer un intégrateur. Si on reprend la définition de l'erreur e
entre les consignes et les sorties décrites par (5.20), intégrale de l'erreur s’écrit :

t
T- / (Cz — =) dt (5.31)
0
avec Z le nouvel état du systéme. On adjoint donc ce nouvel état a I’état « classique »

pour construire I’état augmenté :
X = ( ; ) (5.32)

L’équation d’état correspondant a 1’état augmenté s’écrit alors :
X =AX + Bu—Cz (5.33)
avec :
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(2 3) 5 (2)0e (1)

La commande optimale assurant la précision statique s’écrit sous la forme générale :

u(t) = [ K1 K ] [;] (5.34)

avec K et Ky matrices respectives de gain de la commande (LQ) et du retour d’intégrale.

5.4 Commande Linéaire Quadratique Gaussienne (LQG)

L’intérét de la commande LQG par rapport & la commande LQ est qu’elle s’applique
a des systémes bruités, ot I'on ne dispose que d’une connaissance incompléte de 'état a
a travers un vecteur d’observation y. Elle s’applique également dans le cas ou I’état n’a
pas de sens physique et n’est donc pas directement mesurable.

Pour ce type de probléme, il faut concevoir un estimateur (re-constructeur d’état)
capable d’estimer I'état d’un systéme dynamique & partir des informations disponibles,
c’est a dire les sorties y et la commande u.

Le théoréeme de séparation énonce que la solution d’un probléme LQG est la réunion
des solutions de deux problémes :
— rechercher I'estimation & de I'état x;
— considérer ensuite un probléme de commande par retour d’état LQ appliqué a I'es-
timé &.

Le filtre de Kalman-Bucy est un re-constructeur d’état dans un environnement sto-
chastique qui se base sur un certain nombre d’hypothéses, notamment sur la nature des
bruits. Il permet de donner une estimation de I’état d’'un systéme observable, compte-tenu
des informations disponibles jusqu’a cet instant.

On considére le systéme continu stochastique défini par :

z(t) = Az (t)+ Bu (t) + Gw (t)
y(t)=Cx(t) +v(t)
ou x (t) € R™ est I’état du systéme, u (t) € RP est l'entrée (déterministe) connue, w ()

représente un bruit qui agit comme une perturbation sur I’état du systéme, y () € RY est
le vecteur de sortie, et v (t) € R? est le bruit de mesure.

(5.35)

On suppose que les deux bruits w et v sont des bruits blancs, gaussiens, centrés
caractérisés par leurs matrices de covariance :

Elw () w (t +7)] = Wa(r) (5.36)
Elv (H)v (t + 7)) = V(r) (5.37)
Elw(t)v(t+7) =0 (5.38)
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ou E[.] est I'espérance mathématique et ou §(7) est I'impulsion de Dirac en 7.

Soient & l’estimation de I'état @ et e,(t) 'erreur d’estimation a l'instant ¢ définie par :
ex(t) = x(t) — &(t) (5.39)

Le filtre de Kalman-Bucy permet d’établir la structure du systéme linéaire (1'estima-
teur) fournissant & tel que la moyenne de I'erreur d’estimation e, (t) tende vers 0 lorsque ¢
tend vers l'infini. L’équation de l'estimateur est donnée par [6, 24, 79| :

& (t) = [A& (t) + Bu (t)] + Ky [y (t) — Ci ()] (5.40)

Le premier terme de cette équation représente le modeéle du systéme, ce terme est uti-
lisé pour prédire dans une premiére étape 1’évolution de I’état &(t). Le modéle étant faux,
la prédiction est corrigée par le deuxiéme terme, représenté par I’écart entre la mesure y ()
et la mesure prédite C'Z (t) et par la matrice K¢, appelée matrice de gain de I'observateur.

Cette matrice K ; est déterminée de fagon a minimiser la variance de I'erreur d’esti-
mation e, (t) pour tout ¢ (c’est-a-dire E[e,” e,]). On montre que [6, 24] :

K;(t)=xC"v! (5.41)

ot X () est la solution de I’équation de Riccati :

»=3A" +t AX - xC'V'CE + GWGT (5.42)

avec la solution initiale 3 (0) = ¥ qui traduit la confiance que 1'on a dans Uinitialisation
du filtre.

Les équations (5.40),(5.41) et (5.42) forment les équations du filtre de Kalman continu.

Maintenant que la loi de commande par retour d’état w est définie ainsi que les équa-
tions du filtre de Kalman donnant l’estimation de 1’état &, nous allons présenter un
exemple d’application pour illustrer la méthode.

5.5 Commande optimale appliquée & un Modéle Réduit

Le but ici est de montrer la faisabilité de I’approche combinant la réduction de modéle
et la théorie de la commande optimale. Il existe de nombreuses applications combinant
ces deux approches, parmi lesquelles on peut citer, entre autres :

— le controle d’un processus de convection-diffusion décrit par des équations aux dé-

rivées partielles [60] ;

— le controle en boucle ouverte d’un écoulement en régime laminaire (Re = 200) autour

d’un cylindre en utilisant un Modéle Réduit POD [22];
— la mise en place de stratégies de chauffage optimal par la résolution d’un probléme
(LQ) utilisant un Modéle Réduit [98].
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Pour notre part, nous proposons d’utiliser un Modéle Réduit identifié par la Méthode
d’Identification Modale, afin de déterminer une loi de commande pour controler une partie
d’un champ température ou un profil de température.

5.5.1 Le systéme étudié et son Modéle Réduit

Comme exemple d’application, on s’intéresse au Modéle Réduit d’ordre n = 6 identifié
et développé dans le chapitre 2, section ( 2.4.3 page 70).

On rappelle que ce Modéle Réduit est basé sur trois entrées g (1), o (t) et ATy (1),
et a pour vecteur de sortie 135 observables localisés sur la ligne ;7 = 16h. L’écoulement
est chauffé par les deux densités de flux g (t) et oo () placées juste en amont de la
marche et AT, (t) correspond a la fluctuation de la température d’entrée par rapport a
la température initiale : AT (1) = T (t) — T(0) avec T'(0) = Ty = 300 K (figure 5.4).

h T:)c C// ¢ Point C

— ¢ Point B

D

4h X4 30h

FIGURE 5.4 — Systéme étudié.

La forme du Modéle Réduit correspondant est donnée par :

(t)=Fz(t)+ GU (t)
{ y(t) = Ha (1 (543)
avec . o (t)
Ui(t)=| ¢2(t) (5.44)
AT (1)

et ol y est I'écart de température par rapport a 7Tj.

5.5.2 Commande LQG
5.5.2.1 Commande LQ

On formule le probléme de commande ainsi :
« Quelle que que soit la perturbation supposée inconnue AT, (t), on cherche les com-
mandes ¢ (t) et o, (t) pour que le vecteur de sortie y (t) € R3® soit égal a un vecteur
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constant y, € R fixé par I'utilisateur (dans la suite chaque composante de y.. est égale
a 20 K pour T, € [290, 310] c’est-a-dire AT, € [—10,10]) ».

Le Modéle Réduit (5.43) est ainsi réécrit afin de séparer les commandes déterministes
des perturbations :

{ & (t) = Fa (t) + G1U (1) + G2 AT (t) (5.45)

y(t) = Hx (1)

ou cette fois ci on a :

U (1) = [ o1 () } (5.46)
2 (1)

Dans la pratique, la commande par retour d’état (LQG) est un régulateur con¢u pour
conduire la sortie du systéme a zéro. Cependant, dans beaucoup d’applications, le but
de la commande est de produire une sortie du systéme égale a une certaine valeur de
référence non nécessairement nulle.

Comme dans [90], le but ici est de déterminer la loi de commande qui minimise la
différence entre la sortie désirée et un profil de référence. Il convient de corriger la com-
mande U par rapport a une commande de référence U afin de compenser la déviation
entre la consigne et la sortie.

Pour déterminer la commande de référence U on considére un systéme stationnaire
sans perturbation (AT, = 0 K) de sorte a obtenir un profil de température constant
(ye; = 20 K Vi). Ceci revient a résoudre le probléme d’optimisation stationnaire suivant :

minimiser la fonctionnelle

1
=3 (Hx —y., Hx — y.) (5.47)

ou x est fonction de la commande U et (-, ) est ici le produit scalaire dans R?.

J(U)

La résolution de ce probléme d’optimisation nous donne la valeur de la commande de
référence U, permettant ainsi de déduire la valeur de 1’état de référence .

. . = e || 2182,8
La solution du probléme (5.47) est U = { 5 } = [ 21747 |
Remarque : B
Cette valeur de référence (U) peut étre aussi obtenue par la résolution du systéme
surdéterminé : B
(8"8)U = S"y. (5.48)
qui meéne a la solution au sens des moindres carrés :
U= (S7S) " 87y, (5.49)
olt S est la matrice des sensibilités statiques donnée par S = —HF 'G;.
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Dans la figure 5.5, on donne le profil de température obtenu a 1 = 16h avec T, =
300 Ket U.

1 -
0.75 + ///
: —
: =
8 //
S
g R \\7\‘\;
&' : ) T
0.25 | \\\\\\
\\
0 I | I

318 3185 319 319.5 320 320.5 321 321.5 322
Température (K)

FIGURE 5.5 f_Proﬁl de température a 1 = 16h obtenu avec T, = 300 K et le vecteur de
flux optimal U.

En I’absence de perturbations (c’est-a-dire T,,, = 300 K ou AT,, = 0), cette com-
mande permet ainsi de maintenir le profil de température sur la ligne z; = 16h proche
de 320 K (les valeurs sont comprises entre 318,2 et 321,05). Cependant, en présence de
perturbations, ici lorsque la température a I'entrée du canal T, varie, la commande U

n’est plus valable.

L’objectif maintenant est donc de perturber la température d’entrée 7., avec le signal
de la figure 5.6 et de chercher la commande permettant de corriger cette influence.

Dans la figure 5.7, on trace 'évolution de la température obtenue avec la commande U
et la perturbation T, (¢) (figure 5.6) en trois points représentatifs A(16h,3h/2), B(16h, h)

et C(16h, h/2).
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Température T, (K)

Température (K)

310

305

300

295

290

330

325

320

315

310

|
| \‘ ‘ |
L \ ‘\ \‘
| |
\—1 \—ﬁ
I | |
| |
\—/—‘
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FIGURE 5.6 — Evolution de la température Ty (t).

point A ———
point B
point C ———

0 5 10 15 20 25 30

Temps (s)

FIGURE 5.7 — Evolution de la température aux points A, B et C pour Th(t) (figure 5.6)

On remarque que les températures sont loin de la consigne. Il faut donc trouver une
loi de commande U (t) qui va compenser continuellement la perturbation AT, (t) pour
maintenir le profil de température a 320 K, c’est-a-dire y, = 20 K.
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Dans la pratique la loi de commande par retour d’état (LQG) est la solution du
probléme de minimisation de la fonctionnelle 7, basée sur la déviation 0x =  — & entre
I’état actuel x et ’état de référence & et sur la correction de la commande U = U —U

1
JU) = 3 /I [5wTHTH5a;+5UT£§5U dt (5.50)

ou Ez = (?I, est la matrice diagonale correspondant & la matrice R dans I'équation (5.5).
I, est la matrice identité de dimension p et £* le paramétre quantifiant le coit de la com-
mande : si le controle est cotiteux, alors I'utilisateur choisit une valeur de ¢? plus grande.
Ce terme de pénalité est employé pour éviter I'utilisation de commandes excessives.

En vue de la résolution numérique de la commande optimale et pour une question de
pratique le Modeéle Réduit (5.45) est écrit sous forme discréte :

{ Lpir1 = ACL’k + BUk + CATO% (551)

vy, = Hzy,

ou les matrices A, B et C sont obtenues par une discrétisation temporelle implicite
d’Euler, avec un pas de temps de 0t :

A= (I-6tF)" (5.52)
B = (I —6tF) " Gyt (5.53)

et
C = (I - 0tF) " Gyt (5.54)

La forme discréte de la fonctionnelle (5.50) s’écrit alors :

1
i) =3 [M}{HTHcsa:k + SUTE25U, (5.55)
k

Dans le cas ol on s’intéresse & une commande a horizon fini avec k € [1; K| la fonc-
tionnelle peut étre écrite telle que :

K-1

1 1
j(U) = sonk H Howre + 5> [5az;§ H”Héz, + U7 e;aUk] (5.56)
k

ou le terme %(5:1:};HTH(5:1:K est la contribution de I’état final. Cette partie du critére n’est
plus pertinente sur un horizon infini.
L’équation (5.51) écrite pour la variable stationnaire & est de la forme :

x = Az + BU + CAT,, (5.57)
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avec AT, = 0.
Par différence avec ’équation (5.51) on obtient alors I’équation :

521 = Adzy + BSU), + C AT, (5.58)

par la suite, on notera ATy, = wy la fluctuation de la température a I'entrée du canal a
I'instant k.

Pour concevoir la commande, c¢’est-a-dire la relation entre I'état dévié dx; et la com-

mande déviée Uy, on utilise la formulation Hamiltonienne introduite dans (5.22) mais
cette fois-ci par rapport aux variables discrétes :

1
M, = 5 <(5a:;‘fHTH(5wk + 08U} z;(sUk) + Wy - (Adzy, + BOU + Cwy) (5.59)

ol pg € R™ est la variable adjointe relative a I’état dévié (5.58) pour la fonctionnelle
(5.56).

Les conditions de stationnarité de I’Hamiltonien conduisent a :
— l’équation de la variable adjointe

O,
o= 53}’; = H Héx, + A", (5.60)
— et la condition d’optimalité
O,
0= 86Ukk = 20U+ B (5.61)

Afin d’obtenir la loi de commande, on utilise la propriété de linéarité entre 1’état et
I’état adjoint :

Ainsi, la solution au probléme de commande optimale LQG est la loi de commande

par retour d’état :

ou le gain discret I';, est donné par :
T L or
T, = <e§+B Hk+lB) BII, A (5.64)
ot IT;, € R(™™ est solution de I’équation récurrente [24] :
-1
I, = AT, A — ATTL,,, B (ef, + BTHk+lB) BT, A+ HTH  (5.65)
[’équation de Riccati (5.65) est résolue en temps rétrograde avec la condition finale

II,=H'H.
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Dans le cas d’une fonctionnelle & horizon infini (lorsque K tend vers I'infini), la solution
I, de I’équation de Riccati tend vers une matrice constante I solution de :

-1
M= ATA - ATTIB (z; + BTHB) BTTIA + HTH (5.66)
Dans ce cas il vient :

-1
U, = — {(z; + BTHB> BTHA] Sz (5.67)

Ce résultat est particuliérement significatif pour le controle en temps réel, car le nombre
de calculs qui doit étre effectué en ligne est faible. En effet, les expressions U, & ainsi

)
que le gain T' = (EZ + BTHB) B'TIA, tous impliqués dans la loi de commande (5.67)
peuvent étre calculés hors ligne.

La loi de commande étant définie, il ne reste qu’a évaluer ’état a;. Pour cela, on va
mettre en place un estimateur par filtre de Kalman.

5.5.2.2 Filtre de Kalman discret

Soit le systéme discret :

{ T = Axp+ Buy + Cuwy (5.68)

2y = HyesTy + vg

avec wy, la perturbation sur la température 7T,.. H s est la matrice d’observation qui fait
correspondre I'état x aux mesures z € R®, et vy est le bruit de mesure associé. En régle
générale, 'entier « est indépendant de n (taille de ’état réduit, ici n = 6), de p (nombre
d’entrées, ici p = 3) et également de g (nombre de sorties égal a 135).

Le principe du filtre de Kalman discret est le méme qu’en formulation continue. L’al-
gorithme s’appuie sur deux étapes distinctes : la prédiction et la correction.

L’étape de prédiction utilise 1'état estimé a I'instant précédent &(k — 1|k — 1) pour
donner une estimée a l'instant courant &(k|k — 1) a laquelle on associe une matrice de
covariance de 'erreur de prédiction P(k|k —1) :

P(klk —1) = E [(x(k) — &(k|k — 1)) - (x(k) — &(k|k — 1))] ; (5.69)
Dans la phase de correction, les observations de l'instant courant z(k) sont utilisées

pour corriger 'état prédit et ré-estimer @(k|k). On associe aussi a 'estimée x(k|k) la
matrice de covariance de l'erreur d’estimation P(k|k) :

P(klk) = E [(®(k) — &(k|k)) - (x(k) - &(klk))] . (5.70)
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Les équations récursives du filtre de Kalman [54| donnant l'estimée de 1’état sont :

&(klk — 1) = Az(k — 1|k — 1) + Buy_; + CTx (5.71)
Pklk—1)=AP(k— 1|k - 1A'+ W (5.72)

K (k) = P(klk — 1) H',,, (Hnes P(k|k — )H', (. + V)™ (5.73)
(5.74)
(5.75)

mes mes

P(k|k) = (I, — K ;(k) H ) P(k]k — 1)
2(klk) = &(k|k — 1)+ K (2(k) — Hypeso(klk — 1))

L’équation (5.71) est initialisée avec 'estimée initiale 2(0]0). L’équation (5.72) est ini-
tialisée avec P(0]0).

L’équation (5.73) est I’équation du gain de Kalman, et K ¢(k) est appelé le gain de
Kalman. Les équations (5.72) et (5.74) permettent de calculer les matrices de covariance
P(k|k — 1) et P(k|k) nécessaires au calcul du gain K (k). On remarque que ces trois
équations ((5.72), (5.73) et (5.74)) sont indépendantes des mesures z(k) et des valeurs de
x(klk — 1) et x(k|k). Ainsi, dans le cas ou le modéle et les bruits sont stationnaires, les
équations (5.72), (5.73) et (5.74) peuvent étre calculées hors ligne ; il s’agit dans ce cas de
stocker le gain K ¢(k) pour chaque itération k.

L’évolution du gain K ¢(k) dépend de la confiance que 'on a dans I’équation d’état a
travers la matrice W, de la confiance que 'on a dans la mesure a travers la matrice V'
ainsi que de la confiance que 'on a dans l'initialisation P(0]0). Le gain de Kalman K ¢(k)
et Perreur d’estimation de 'état e, = x, — @) dépendent du poids relatif de P(0[0) par
rapport & V' (en régime transitoire), et du poids relatif de W par rapport & V' (en régime
permanent) [6].

Les matrices de covariance V' et W dans le filtre de Kalman ont été choisies comme
suit [93] :
— Pour la covariance du bruit d’observation V', la connaissance du bruit de mesure
permet de la déterminer. On considére un bruit non corrélé ayant une variance [3,.
Ainsi nous écrivons :

V =51, (5.76)

ou I, est la matrice identité de taille o et 3, € RT.
— Le choix de la matrice de covariance de I'erreur d’état W portant sur  n’est pas
évident. En toute rigueur, il faut tenir compte a la fois des erreurs de modélisation,

des erreurs dues a la réduction de modéle et surtout des écarts concernant la tem-
pérature d’entrée a travers la matrice C.

Cependant, dans notre application, les erreurs de modélisation et de réduction étant
trés inférieures a la variation de la température a ’entrée du canal, seule ’erreur
due a la méconnaissance de la température d’entrée est considérée. On choisit donc :

W = 3,CC" (5.77)
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La température a l'entrée est une variable aléatoire dans le temps avec une moyenne
de 300 K. Dans le cas traité, la température T, varie approximativement entre 290 K et
310 K (figure 5.6), c’est-a-dire que AT, varie entre -10 K et 10 K.

On rappelle que notre objectif est de trouver, en ligne, les flux ¢(t) et ps(t) & ap-
pliquer en amont de la marche, pour que la température y € R obtenue sur la ligne
x, = 16h soit la plus proche possible de la consigne y. € R quelle que soit la variation
inconnue de AT,,.

On rappelle que le filtre de Kalman est utilisé ici pour évaluer 1’état x; a partir des
mesures de température z, € R* avec £ = 0, ..., k. Soulignons ici la difficulté de remonter
a lestimation de I’état a partir d’'un nombre limité o de mesures. Ce filtre de Kalman est
cependant indispensable pour évaluer 1’état nécessaire a la loi de commande en feedback.

Dans cette étude, pour remonter a 1’état nous avons simulé trois mesures de tempé-
rature dans 1’écoulement, sur la ligne d’observables a controler, a xy = 16h et pour des
positions verticales z» = £ (point A), zo = h (point B) et x5 = 2 (point C). Par consé-
quent z; € R3. On suppose que le bruit associé aux mesures est normal, centré, avec une
déviation de 0,05 K. On note que le nombre de mesures est inférieur a I’ordre du Modéle
Reéduit pour lequel x;, € R® dans le cas considéré.

Remarque :

— Ce choix des positions de capteurs est le plus pénalisant : les entrées thermiques
(perturbation et densités de flux) sont trés en amont et font sentir leurs effet de
fagon décalée dans le temps. Des capteurs plus proches des sources auraient facilité
le controle.

Pour le cas test présenté, la matrice de covariance d’erreur de bruit de mesure et la
matrice de covariance d’erreur d’état ont été établies avec respectivement 3, = 2 1073 et
By = 1075,

La figure 5.8 présente le schéma fonctionnel de la commande utilisée ici pour réaliser
le controle du profil de température.
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[Perturbation : wk]

|

[ état : I — Amk,1 + BUk + Cﬂ)k ]—>mk

[Entrée U,=U + 5Uk]

Mesures

- —»[Estimateur : ﬁz(/f|k)]

|

[Commande :0U = =T [z(k|k) — :I:]]

FIGURE 5.8 — Schéma fonctionnel de la commande LQG.

Une contrainte est appliquée aux commandes (densités de flux de chaleur ¢; et ).
Cette contrainte impose aux densités de flux d’étre positives, car physiquement ¢; et o
peuvent ajouter de la chaleur a ’écoulement mais ne peuvent pas en enlever. En consé-
quence, quand le résultat de la loi de commande est un flux négatif, la contrainte impose
un flux nul. On remarquera ici que ’on n’a pas introduit de contraintes pour des valeurs
positives maximum.

5.5.2.3 Application : commande LQG avec critére sur 1’état réduit

Le calcul de I’évolution des commandes ¢1(t) et po(t) résultant de la loi de commande
(LQG) est reporté sur la figure 5.9. Cette solution est relative a une loi de commande
(LQG) basée sur un critére sur I'état et pour un paramétres de cotit 2 = 10~* (on fera
varier ce paramétre plus loin).

Les figures 5.10, 5.11 et 5.12 présentent respectivement 1’évolution de la température
aux points A, B et C pour les différents cas :
cas 1 : la température T, définie dans la figure 5.6 et une commande nulle;
cas 2 : la température T,, définie dans la figure 5.6 et la commande de référence U ;
cas 3 : la température T, définie dans la figure 5.6 et la loi de commande U = U +§U
solution du probléeme LQG.
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FIGURE 5.9 — Evolution des commandes ¢;(t) et oy(t) en fonction du temps pour Tk,
définie dans la figure 5.6.
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FIGURE 5.10 — Evolution de la température au point A.
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FIGURE 5.11 — Evolution de la température au point B.
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FIGURE 5.12 — Evolution de la température au point C.
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Commentaires :

— pour le cas 1 (en bleu), seule la propagation de la fluctuation de I'entrée se fait
ressentir : on observe des amplitudes semblables & celles de la température T (),
avec des effets d’amortissement ;

— pour le cas 2 (en vert), on voit effet des flux ¢ et @, calculés en régime stationnaire
pour AT, = 0 et la consigne & 320 K. On retrouve des évolutions semblables aux
précédentes, mais avec un décalage de 1'ordre de 20 K vers le haut. Cependant les
fluctuations sont toujours présentes ;

— pour le cas 3 (en rouge), la commande optimale entre en jeu et vient réduire I’écart
entre la consigne y. et les températures obtenues.

Influence du paramétre du coiit de controdle (>

Les résultats précédents sont relatifs & une valeur du cotit 2 = 10~*. Dans ce para-
graphe on analyse la sensibilité des résultats a ce parameétre. Rappelons que dans le critére
a minimiser (5.50), le paramétre £2 vient pondérer Peffet de la commande 60U : pour avoir
un 60U faible il faut donner une valeur élevée a ¢?. Ceci permet d’éviter l'utilisation de
commandes excessives.

Pour différentes valeurs de ¢, on présente dans les figures 5.13 et 5.14 les évolutions

des commandes optimales ¢, et ¢o et dans la figure 5.15 I’évolution de la température
moyenne correspondante.
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3500 22 1o
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15 20 25 30
Temps (s)

FIGURE 5.13 — Contribution du paramétre 2 sur I’évolution de la commande ¢;.
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FIGURE 5.14 — Contribution du parameétre £ sur 1’évolution de la commande (,.
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FIGURE 5.15 — Contribution du paramétre ¢? sur I’évolution de la températures moyenne.

Commentaires :

— comme il était prévu, les variations U = U — U (c’est-a-dire 1 (t) et 6po(t))
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diminuent au fur et & mesure que ¢* augmente (de 107> & 1). La valeur ¢* = 1
« écrase » la variation 6U. On a alors o1 (t) = ¢ = 2182,8 W m™ et py(t) = @y =
2174,7 W m™;

— pour une valeur faible de ¢* (par exemple ¢* = 107°) les commandes optimales
présentent de fortes fluctuations (p1(t) € [0;4200] W m™ et po(t) € [1600;2700]
W m™). En contrepartie, cette valeur permet d’obtenir le meilleur résultat vis & vis
de la consigne (c.f. figure 5.15);

— d’aprés Iensemble de ces courbes, on voit donc que Iajustement de la valeur de ¢2
correspond & un compromis entre des fluctuations de densités de flux acceptables et
un écart par rapport a la consigne.

— en ce sens, les résultats obtenus pour £ = 10~* présentent des fluctuations de com-
mandes acceptables (entre 500 et 3500 W m™ environ pour ¢;(t) et entre 1700 et
2600 W m™? pour ¢(t)).

Application de la commande optimale sur le Modéle Détaillé

On vient de voir comment associer un Modéle Réduit identifié par la MIM avec un
probléme de commande optimale. On se propose ici de voir quel effet a cette commande
sur le Modéle Détaillé d’origine.

Dans la figure 5.16 on présente les évolutions des températures moyennes de la ligne
observée obtenues par le Modéle Détaillé et relatives aux différents cas présentés au pa-
ragraphe 5.5.2.3.
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FIGURE 5.16 — Evolution de la température moyenne obtenu par le Modéle Détaillé pour
les différents cas (c.f 5.5.2.3).
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5.5. Commande optimale appliquée a un Modéle Réduit

On voit que les résultats sont quasiment identiques a ceux du Modéle Réduit : la com-
mande optimale réduit d’'une maniére significative I’écart entre les températures obtenues

par le Modele Détaillé et la consigne.

5.5.2.4 Application : commande LQG avec critére sur la sortie du Modéle
Réduit

Dans le paragraphe précédent, nous avons introduit une commande optimale par une
minimisation d’un critére quadratique construit sur un écart sur 1’état (c.f paragraphe
5.3.1). Nous proposons ici de minimiser un critére quadratique construit avec un écart
sur les sorties (c.f 5.3.2). C’est cette procédure qu’il faut utiliser dans un probléme de
poursuite ot la consigne dépend du temps. Pour se ramener & un probléme de régulation
ol la consigne est constante, nous fixons y. = 20 K.

On présente dans la figure 5.17 la commande optimale obtenue (avec 2 = 107%).
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FIGURE 5.17 — Evolution des commandes 1 (t) et oy(t) en fonction du temps.

Nous ne présentons ici (figure 5.18) que les évolutions des températures moyennes

obtenues pour les différents cas étudiés :
cas 1 : celle relative a la variation de la température AT, seulement (commandes

nulles) ;
cas 2 : celle relative & AT, et a la commande de référence stationnaire U (obtenue

au paragraphe 5.5.2.1);
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Chapitre 5. Commande optimale par modele Réduit

cas 3 : celle relative & AT, et a U solution du probléme de régulation (paragraphe
5.5.2.3);
cas 4 : et celle relative a AT, et a U solution du probléme de poursuite.
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FIGURE 5.18 — Evolution de la température moyenne a z; = 16h pour les différents cas.

On retrouve des résultats similaires a ceux du paragraphe 5.5.2.3. Les résultats issus
des deux commandes différentes (cas 3 et cas 4) sont équivalents. Cependant on remarque
dans la figure 5.18 qu’il y a un léger écart entre le cas 3 et le cas 4, tout en gardant la méme
dynamique. L’introduction d’un intégrateur permettrait de corriger cet écart statique.

Tous ces résultats correspondent au cas oil le cofit de controle £2 est égal a4 1074,

5.6 Conclusion

Dans cette étude, nous avons combiné deux techniques : la réduction de modéle par la
Méthode d’Identification Modale et la théorie de la commande optimale. Comme exemple
d’application, nous avons pris un écoulement laminaire chauffé en amont d’une marche
descendante. Cet exemple nous a permis d’illustrer la commande linéaire quadratique
gaussienne (LQG) avec le Modeéle Réduit. L'intérét principal de l'utilisation du Modéle
Réduit, d’ordre faible n, réside essentiellement dans la résolution rapide des équations de
Riccati nécessaires pour calculer les matrices de gain : le méme travail avec un Modéle
Détailé d’ordre N > n pourrait poser des problémes, voire étre impossible a résoudre. Par
ailleurs, si la dimension de 1’état est petite, la construction de filtre de Kalman & travers
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5.6. Conclusion

I’observateur est certainement plus facile : dans notre cas I’état réduit était de dimension
6 pour un observable de dimension 3. LL’augmentation de ce nombre d’observables aurait
conduit trés probablement a de meilleurs résultats.

Nous avons principalement travaillé sur un critére quadratique construit sur I’état du
systéme (en fait une variation de I’état par rapport un état de référence), mais nous avons
aussi montré une illustration avec un critére quadratique construit sur un écart sur les
sorties. Cette derniére formulation offre une ouverture vers les problémes de poursuite, ce
qui n’a pas été exploité dans ce travail oli nous nous sommes restreints a un probléme de
régulation.

D’une fagon générale, les résultats obtenus sont trés satisfaisants. On aurait pu les
améliorer trés sensiblement en rapprochant les capteurs de I'entrée du canal, afin d’anti-
ciper plus rapidement les perturbations et pouvoir ainsi ajuster plus tot les commandes
nécessaires pour compenser ces perturbations. Une partie des résultats de ce chapitre a
été présentée dans [88].

Ce travail constitue en fait une premiére approche. La suite de nos travaux permet-
tra une étude paramétrique plus approfondie (positions et nombre de capteurs, matrices
de pondération Q et R, réglages du filtre de Kalman, introduction d’autres estimateurs
d’état, ...). Nous avons présenté ici un exemple de controle thermique sur un écoule-
ment & vitesse constante. De futurs travaux seront relatifs aux Modéles Réduits couplés
fluide/thermique développés dans le chapitre 4.
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Le travail présenté dans cette thése est essentiellement une continuité de travaux pré-
cédents relatifs a la réduction de modéle par identification. Dans cette méthode, les modes
propres dominants du systéme sont identifiés alors que dans les méthodes classiques, il est
nécessaire de résoudre un probléme aux valeurs propres, suivi d’une sélection d’un faible
nombre de modes.

Cette identification nécessite tout d’abord de mettre en ceuvre une structure pour
le Modéle Réduit. Celle-ci dépend de la physique du phénoméne étudié (par exemple :
conduction linéaire, conduction non linéaire, prise en compte de conditions aux limites
radiatives, couplage thermique/mécanique des fluides, . ..). La structure est alors déduite
de la forme modale du Modeéle Détaillé relatif aux équations qui gouvernent le systéme.
Le Modéle Réduit s’explicite en fonction de paramétres (matrices et vecteurs) qu’il faut
ensuite identifier. Cette identification est un probléme d’optimisation qui consiste a mi-
nimiser un critére quadratique, bati sur les écarts entre les sorties du Modeéle Détaillé et
celles du Modéle Réduit.

Les principales contributions de ces travaux et les perspectives correspondantes consistent
en :

1. La mise en place d’un Modéle Réduit non linéaire, relatif aux équations

de Navier-Stokes pour les écoulements 2D stationnaires, laminaires et in-
compressibles.
Ce Modéle Réduit simule le champ de vitesse pour une seule entrée : dans cette
étude, il s’agit d’'un nombre de Reynolds choisi dans une gamme spécifique. Les
résultats obtenus sont trés satisfaisants par rapport a ceux du Modéle Détaillé et
ce, avec des temps de simulation qui sont de 'ordre de 0,1 s. Des perspectives im-
portantes pour la MIM consistent & mettre en place des Modéles Réduits fluides,
avec plusieurs entrées relatives a des nombres de Reynolds différents en régime sta-
tionnaire, puis des formulations en régime instationnaire.

2. L’application de la MIM sur un écoulement de convection forcée & champ
de vitesse fixé.
Ici, les Modéles Réduits sont tous relatifs & des entrées thermiques transitoires, pour
un champ de vitesse fixé. Une formulation mettant en ceuvre un Modéle Réduit dans
le corps des complexes a été proposée. Cette formulation est plus en accord avec
le phénoméne de transport qui engendre des valeurs propres complexes conjuguées.
Dans nos exemples la contribution de ces valeurs propres complexes n’est pas si-
gnificative : le Modele Réduit réel est suffisant. Pour tirer profit des ces Modéles
Réduits complexes, il faudrait trouver une configuration adaptée et faire une analyse
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fréquentielle pour solliciter les parties imaginaires de telles valeurs propres.

3. La formulation des Modéles Réduits comprenant le couplage (faible) du

170

champ de vitesse et du champ de température qui correspondent aux
équations de Navier-Stokes et de 1’énergie.

Il s’agit du Modéle Réduit (fluide) statique précédent couplé avec un Modéle Réduit
thermique dynamique. La variable de couplage est ’état réduit du modeéle fluide.
On souligne qu’il n’est pas nécessaire de calculer le champ de vitesse pour obte-
nir finalement le champ de température. Une ouverture de ce travail consisterait
a identifier directement un Modéle Réduit thermique tenant compte de conditions
d’entrée du fluide différentes, sans passer par l'identification d’'un Modéle Réduit
fluide. Par ailleurs, il est envisagé de s’intéresser au couplage fort entre les équations
de la thermique et celles de la mécanique des fluides, pour traiter des situations de
type convection naturelle ou mixte.

. La mise en place de méthodes d’optimisation d’ordre zéro (algorithmes

génétiques et essaim de particules) pour la minimisation de la fonction-
nelle permettant ’identification.

On a constaté que le trés grand nombre de paramétres a estimer dans les Modéles
Réduits non linéaires entraine une fonctionnelle présentant des minima locaux : en
utilisant des algorithmes déterministes, la solution était fortement dépendante de
I'initialisation des paramétres. Ce probléme a été résolu par l'utilisation des algo-
rithmes stochastiques d’ordre 0. L’inconvénient réside alors dans la longueur des
temps de calcul. Il serait intéressant de se retourner vers des algorithmes mixtes,
pour lesquels les algorithmes d’ordre 0 serviraient d’initialisation & une méthode de
type gradient.

. L’utilisation de Modéles Réduits linéaires identifiés dans une application

de commande optimale.

La représentation d’état d’ordre faible est particuliérement bien adaptée au couplage
avec la théorie de commande optimale. Notre choix s’est porté sur la commande li-
néaire quadratique gaussienne (LQG) pour la simplicité de sa mise en ceuvre et ses
bonnes performances. Elle utilise la notion de retour d’état, qui nécessite la mise
en place d’'un estimateur (filtre de Kalman), ainsi que la minimisation d’un critére
quadratique qui prend en compte une partie relative a 1’état optimum, mais aussi
une partie relative au cott de la commande. L’illustration de cette approche a été
réalisée sur un écoulement chauffé : les résultats montrent comment on peut réduire
les écarts entre les consignes et les sorties du modeéle malgré les perturbations. Les
outils introduits dans cet aspect de controle vont étre affinés au niveau du labora-
toire, notamment avec une étude de sensibilité a différents paramétres tels que les
matrices de pondération de commande, le réglage du filtre de Kalman, .... D’autres
études, actuellement en cours, ont un aspect expérimental pour tester en temps réel
ce type de commandes sur un démonstrateur [104].



Ces travaux, a l'articulation de la thermique, de la mécanique des fluides et de I'au-
tomatique constituent un potentiel solide qu’il faut continuer de développer pour mieux
aborder les problémes de gestion énergétique et gestion thermique dans le domaine des
sciences pour l'ingénieur.
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L’objectif de cette annexe est d’expliciter le détail du développement du terme non
linéaire W (V) de I’équation ( 3.25 page 82) :

NZ(X)=2'¥(ZX)
La composante n°i du tenseur d’ordre 1 (vecteur) V est V;.

La composante n°i du tenseur d’ordre 1 (vecteur) W (V) s’écrit :

W (V)], = Z Z Ciji Vi Vi (78)

j=1 k=1

Cji est la composante du tenseur d’ordre 3 C.
V; Vi, est la composante courante du tenseur d’ordre 2 V. @ V.

La double somme sur les indices j et k correspond a une double contraction du produit
tensoriel ® (notée ®) entre les tenseurs C et V@ V.

On a donc :

T (V)=CR(V V)

On opére le changement de variable :

Remarques :
1. le produit matriciel est un produit tensoriel contracté 1 fois entre deux tenseurs
d’ordre 2 (matrices). En effet, soient A € R"*? et B € RP*7 :

= AB=A®B

>

ij

p
[é é} ij = Z AikBkj = E®E]
k=1

2. le produit matrice vecteur est un produit tensoriel contracté 1 fois entre un tenseur
d’ordre 2 (matrice) et un tenseur d’ordre 1 (vecteur). En effet, soient A € R™? et
W eRP:

p
AW], =3 Aul; - [ATW] » AW - AT
j=1
D’ou :

V(V)=CoVeV)=C8(MX)(MX)=

Nous allons maintenant donner une autre expression du tenseur d’ordre 2 (V. @ V) =
(MEX) © (MBX).
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D’une maniére générale, soient A € R"? et B € R™* deux tenseurs d’ordre 2,
X € RP et Y € R? deux tenseurs d’ordre 1. Alors :

[(48X) ® (BRY)], = [(48X)], [(B®Y)],

[(A2X) ® (BRY)] ZZAZka B,

k=1 =1

[(A®X) ® (BRY)] ZZAZ,C 1 XY

k=1 =1

Q

M~

[(48X) © (BEY)],; = A® B, [XeY],

1

T

11

[(ABX) ® (BRY)], =

ij

(AeB)B(X oY)

ij

Finalement : (é@i) ® (é@i) = (é ® é) @(X RY).
Donc le tenseur d’ordre 2 (V. @ V) = (%@X) ® (%@X) s’écrit aussi :

(VeV)=(MeX)e (MBX)= (Mo M)&(X®X)

T(V)=Co(VeV)=Cs (MeX)® (MBX)

=CO(MeoM)® (X ®X)

C est un tenseur d’ordre 3 et (g ® %) est un tenseur d’ordre 4. Le produit tensoriel
doublement contracté de C et (% ® %) est donc un tenseur d’ordre 3 :

C®(MoM)=R

D’ou :
¥(V)=CE(VeV)=Ro(X®X)

Nous allons proposer une nouvelle expression pour le tenseur d’ordre 2 (X ® X).

On définit le tenseur d’ordre 1 (vecteur) Z (X) € RY2 ot Ny = w, tel que :

Z(X) = (X7, X1 X, ..., X1 XN, X5, Xo X3, .., Xo X, ooy oo Xae g Xvoi Xy - .XJQV)T
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Chaque composante X;X; du tenseur (X ® X)) peut s’écrire en fonction des compo-
santes du tenseur Z (X)) :

On a donc :
(X®X)=K®Z(X)

La nouvelle expression de ¥ (V') est maintenant :

¥ (V)= R® (X ®X)=ROKSZ (X)

R et K sont des tenseurs d’ordre 3. Le produit tensoriel doublement contracté de R
et K est donc un tenseur d’ordre 2 : -

|||:U||

[l
I

=]

D’ou :
¥ (V)= B3 (X ®X) = RRK®Z (X) = O8Z (X)

D’prés la remarque n° 2, on a finalement :
¥Y(V)=020Z(X)=0 Z(X)

Ce qui permet d’exprimer ¥ (V') sous la forme d’un simple produit matrice-vecteur.
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Résumé

Les travaux numériques décrits dans ce mémoire portent sur la réduction de modéle dans
le domaine de la thermique et de la mécanique des fluides. Ces modéles réduits étant rapides
en temps d’exécution, ils permettent la mise en place d’algorithmes de controle optimal. La
construction des Modeéles Réduits est réalisée a partir de la Méthode d’Identification Modale
(MIM) développée au laboratoire depuis de nombreuses années. Cette méthode s’appuie sur la
représentation d’état sous forme modale : le modéle réduit est identifié & travers la minimisation
d’une fonctionnelle comprenant les paramétres du modéle et basée sur ’écart entre les réponses
du modeéle détaillé et celles du modéle réduit. Une application est proposée sur un écoulement
le long d’une marche descendante, avec un flux de chauffage intervenant en amont de la marche.
On montre comment on peut réduire de facon importante les temps de simulation, tout en
gardant une trés bonne précision. Sur cette application, nous proposons également une approche
combinant la théorie de la commande optimale avec les modéles réduits obtenus par la MIM.
Cette approche est utilisée pour trouver une loi de commande en flux permettant de maintenir
un profil de température proche d’une consigne dans 1’écoulement en aval de la marche.

Mots-clés: Représentation d’état, analyse modale, systéme non linéaire, simulation numérique,
méthodes d’optimisation, méthode adjointe, contréle optimal LQG, filtre de Kalman.

Abstract

Model reduction by identification in forced convection for systems
subjected to unsteady thermal boundary conditions.
Application to the flow over backward-facing step with thermal state feedback control

The numerical work described in this thesis deals with model reduction in the field of heat
transfer and fluid mechanics. The Reduced Models being solved rapidly, they can be coupled
with some optimal control algorithms. The construction of Reduced Models is performed based
on the Modal Identification Method (MIM) that has been developed in our laboratory for many
years. This method is based on the state representation under a modal form. The reduced model
is identified through the minimization of a function containing the parameters of the model and
based on the difference between the outputs of a detailed model and those of a reduced one. An
application is proposed dealing on a flow over a backward-facing step, with a time-varying heat
flux density applied upstream of the step. Reduction modelling leads to important reduction of
simulation times, still while maintaining a very good accuracy. We then propose an approach
combining the theory of optimal control with the model obtained by the MIM. This approach is
used to find, on-line, the fluxes applied upstream the step such that the obtained temperature
stays as close as possible to the set point.

Keywords: State representation, modal analysis, nonlinear system, numerical simulation, opti-
mization méthods, adjoint method, optimal control LQG, Kalman filter.
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