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Résumé

L’objet de cette these est 'étude de la valorisation des options exotiques dans les modeles exponentiels de
Lévy.

Dans le premier chapitre nous définissons les processus de Lévy, et nous présentons leurs différentes propriétés.
Dans le deuxieme chapitre nous rappelons d’abord les résultats sur ’existence et la régularité de densité
des processus de Lévy. Pour le processus supremum d’un processus de Lévy, nous donnons des conditions
suffisantes pour existence et la régularité de densité (théoremes 2.17, 2.19 et 2.23).

Dans le troisieme chapitre nous étudions les erreurs entre le supremum continu d’un processus de Lévy et sa
version discrete. Dans la premiere partie du chapitre, nous nous intéressons a lerreur Ly (théoréemes 3.4, 3.8
et 3.11) en utilisant une reformulation de 'identité de Spitzer pour les processus de Lévy (proposition 3.2).
Dans la deuxieme partie, nous étendons le théoreme d’Asmussen-Glynn-Pitman aux processus de Lévy a
activité finie et & variation infinie (théoréme 3.14). La derniere partie de ce chapitre étudie le cas particulier
des processus de Poisson composé (théoreme 3.15).

Dans le quatrieme chapitre nous nous intéressons aux erreurs d’approximation des petits sauts des processus
de Lévy a activité infinie. La deuxieéme partie du chapitre est consacrée a 1’étude de la troncation des petits
sauts. Dans la troisieme partie nous étudions I'approximation des petits sauts par un mouvement Brownien
en utilisant le théoreme 4.23, qui résulte de ’application du théoréeme de plongement de Skorokhod. Dans la
derniere partie, nous comparons les deux méthodes d’approximation des petits sauts.

Dans le cinquieme chapitre nous appliquons les résultats des chapitres précédents a la valorisation des options
exotiques (barriere, lookback et asiatique). Nous étudions d’abord le comportements asymptotique des erreurs
dues a la discrétisation. Nous montrons que, dans les cas des options lookback et barriere, des corrections
sont possibles. Le résultat principal permettant la correction des options a barriere est le théoreme 5.1. Nous
étudions également les erreurs dues a I’approximation des petits sauts. Dans la derniere partie de ce chapitre,
en utilisant le théoreme 5.60 et le lemme 5.61 (qui est une conséquence du théoréme 2.23), nous évaluons les
options lookback et barriere digitale (continues) par des formules semi-fermées, sous I'hypothese d’absence
de saut positif.

Enfin, dans le sixieme chapitre nous proposons des méthodes de Monte-Carlo pour calculer les prix de
certaines options exotiques. Dans le cas activité finie, nous appliquons les corrections obtenues dans le
cinquieme chapitre, et nous utilisons des techniques de réduction de variance. Dans le cas activité infinie,
nous proposons une méthode pour calculer les prix de ces options de fagon approchée. Dans le cas des options
asiatiques, nous donnons des formules simples qui permettent de simuler ces options lorsque le processus de
Lévy initiale n’a pas de partie Brownienne.
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Introduction

L’observation des prix des actifs financiers sur les marchés organisés montre la présence, a certaines dates,
de grandes variations de prix entre deux instants d’observation. Ces variations de prix sont d’autant plus
grandes que ’échelle de temps est réduite. Ce phénomene n’est pas explicable par les modeles continus, a
moins de considérer des valeurs de la volatilité extrémement grande. L’usage de tels modeles conduit aussi
a la redondance des options. Dans un marché ou les modeles sont continus, les options peuvent étre en
général répliquées. La présence de discontinuités dans les modeles permet de justifier ’existence des options
et d’expliquer les grandes variations de prix observées sur les marchés.

Inaugurés par Merton en 1976 ([36]), les modeles financiers discontinus ont depuis engendré d’innom-
brables articles et ouvrages en tout genre. Parmi les modeles discontinus, le plus connu est sans aucun doute
le modele exponentiel de Lévy. Dans ce modele, le prix d’'un actif de valeur initiale Sy est donné a un instant
t par

St = S()ext,

o X est un processus de Lévy. Les propriétés des processus de Lévy sont étudiées dans [8] et [43]. Les
méthodes de valorisation des actifs dérivés utilisant les modeles exponentiels de Lévy sont étudiées dans [17],
[16], [4], [23], [32], [38] et [30]. Les modeles exponentiels de Lévy ont I'avantage d’étre relativement simples
pour permettre une valorisation rapide des principaux actifs dérivés liquides, et sont assez riches pour cap-
turer d’importants phénoménes empiriques observés sur le marché, notamment la présence de queues de
distributions épaisses sur les lois des taux de rendement des actifs et le phénomene de smile (ou skew) ob-
servé sur le marché des options.

Le marché des options a, par ailleurs, vu ces dernieres années ’émergence de certains produits dérivés
dits exotiques, notamment, les options barriere, lookback et asiatique. Ces produits dérivés dépendent de
la trajectoire (jusqu’a la maturité) de l’actif sous-jacent. La valorisation de ces options est en général beau-
coup plus complexe que dans le cadre du célebre modele de Black-Scholes. Lorsque les options considérées
sont discretes, ne dépendant de la trajectoire du sous-jacent qu’a certaines dates prédeterminées, des tech-
niques basées sur la FF'T donnent de bons résultats pour certains modeles dans le cas des options barriere
et lookback. Nous pouvons citer par exemple [12], [13], [19], [20], [28] et [47]. Le cas continu a été étudié
par [40]. Cependant leurs résultats sont difficilement exploitables numériquement. Une méthode basée sur
les équations intégro-différentielles est proposée dans [18]. Deux nouvelles méthodes d’évaluation des options
barriéres continues sont étudiées dans [23] et [38]. L’évaluation des options asiatiques discretes est étudiée
dans [15] et [21].

La valorisation des options exotiques continues de fagon “exacte” est tres difficile (voir impossible) dans
les modeles exponentiels de Lévy. Comme exemples de payoffs d’options exotiques, nous avons
— le call barriere Up and Out
+
(ST - K) H{SUPogth St<H}’

— le put lookback (& strike flottant)

( sup S; — ST) ,
0<t<T



— le call asiatique & moyenne arithmétique et a strike fixe

e !
(5[ )

La constante T' désigne la maturité de 'option. Dans le premier et dernier cas, K est appelé le strike de I'op-
tion. Dans le premier cas, H est la barriere de I'option. La complexité des payoffs rend difficile la valorisation
de ces options par des formules fermées ou semi-fermées (numériquement exploitable). Sous ’hypotheése que
les sauts de ’actif sous-jacent sont tous négatifs, nous montrerons que pour les options lookback et barriere
digitale, nous avons des formules semi-fermées. Dans le cas ou le processus de Lévy X est a activité finie et &
variation infinie, une technique que 1’on retrouve dans [Cont-Tankov(2004), exemple 6.1/permet de simuler
exactement le payoff des options a barriére continue par des méthodes de Monte-Carlo. En général, il faut
recourir a des techniques qui permettent d’approcher les prix de ces dérivés, ce qui engendre des erreurs.
Nous étudierons le comportement asymptotique de ces erreurs. Dans certains cas ces erreurs peuvent étre
corrigées de sorte a obtenir une convergence plus rapide vers la valeur “exacte” recherchée. Nous proposons
aussi des méthodes permettant d’évaluer les prix des options exotiques par des techniques de Monte-Carlo.
Cette these est divisée en six chapitres.

Le premier chapitre introduit les processus de Lévy. Nous verrons comment nous pouvons les carac-
tériser, notamment par la représentation de Lévy-Khintchine et la décomposition d’It6-Lévy. A la fin de ce
chapitre, nous nous intéresserons au cas particulier des processus de Lévy réels qui sont utilisés dans cette
these. Nous donnons notamment quelques notations et définitions qui nous seront utiles pour la suite.

Le deuxieéme chapitre traite de la distribution des processus de Lévy. Nous rappellerons d’abord les
résultats de [43] sur lexistence et la régularité de densité des processus de Lévy. Pour le processus supremum
d’un processus de Lévy, seule la continuité de la loi a été démontrée par [43]. Rappelons que pour un processus
de Lévy réel X, son processus supremum est défini par

My = sup X, Vi>0

0<s<t

Nous montrons que sous certaines conditions classiques, la densité de M; existe pour tout ¢ > 0 (théo-
reme 2.17). Et que cette densité est bornée lorsque X est un processus a variation infinie et activité finie
(théoreme 2.19). Nous établissons aussi la régularité de la densité sous ’hypotheése d’absence de saut positif
(théoreme 2.23).

Le troisieme chapitre est consacré a I’estimation des erreurs entre le supremum M; d’un processus de
Lévy et sa version discrete définie, pour tout entier n > 1, par M{* = supy<j<, X k&t . Nous nous intéressons
d’abord a la quantité E (M; — M]"). Asmussen-Glynn-Pitman (1995) et Broadie-Glasserman-Kou (1999) ont
traité le cas Brownien en utilisant l'identité de Spitzer. Nous reformulerons d’abord cette identité, pour les
processus de Lévy (proposition 3.2), et nous l'utilisons pour trouver un développement limité de lerreur
considérée sous certaines conditions (théoremes 3.4, 3.8 et 3.11). Dans la deuxieme partie de ce chapitre,
nous allons étendre le théoreme d’Asmussen-Glynn-Pitman & certains processus de Lévy. Ce théoréme stipule
que lorsque X est un mouvement Brownien la suite \/n (M; — M]") converge en loi vers une certaine variable
aléatoire. Nous démontrerons que ce résultat reste vrai pour les processus de Lévy a activité finie dont le
coefficient de diffusion est non nul (théoréme 3.14). La derniere partie de ce chapitre étudie le cas particulier
des processus de Poisson composé. Le résultat principal de cette partie est que, si f est une fonction bornée
dérivable avec une dérivée bornée, alors

« 1

E(f (M) — f(M])) = +()

n n

oll v est une constante que nous expliciterons (théoréme 3.15).



Le quatriéme chapitre s’intéresse aux erreurs d’approximations des petits sauts des processus de Lévy
a activité infinie. Un tel processus a, sur chaque intervalle de temps fini, une infinité de (petits) sauts. Simu-
ler exactement ce processus est en général impossible. Un moyen de remédier & ce probleme est de tronquer
les petits sauts ou de les remplacer par un mouvement Brownien (Asmussen-Rosinsky(2001)). En fait nous
allons nous donner un seuil € > 0, et enlever tous les sauts de X plus petit que € en valeur absolue. Et en-
suite remplacer X par ce nouveau processus ou ajouter en plus un mouvement Brownien avec un coefficient
bien choisi. Ce qui introduit un biais. Nous étudions les majorations de ces erreurs, et nous obtenons un
développement limité dans le cas non path-dependent. La deuxieme partie de ce chapitre est consacrée au cas
de la troncation des petits sauts. Dans la troisieme partie nous allons estimer les erreurs d’approximation
des petits sauts par un mouvement Brownien, en utilisant le théoreme 4.23 qui résulte de I’application du
théoreme de plongement de Skorokhod. Dans la derniere partie nous comparerons les différentes méthodes
d’approximation des petits sauts.

Le cinquiéme chapitre est divisé en trois parties. La premiére étudie les relations entre les options
continues et les options discretes pour les options barriere, lookback et asiatique. C’est ’application financiere
du troisieme chapitre. Nous étudions donc les comportements asymptotiques des erreurs dues a la discrétisa-
tion. Nous montrons que, dans les cas des options lookback et barriere, des corrections sont possibles lorsque
le processus de Lévy est un processus jump-diffusion. Ces corrections sont similaires a celles obtenues par
Broadie-Glasserman-Kou ([10], [11], [27]) dans le modele de Black-Scholes. Le résultat principal permettant la
correction des options a barriere est le théoreme 5.1. Dans la quatrieme partie, nous étudions les erreurs dues
a la troncation des petits sauts ou leur approximation par un mouvement Brownien. Nous nous intéresserons
aux options barriere, lookback, asiatique et américaine. Dans la derniere partie de ce chapitre, en utilisant le
théoreéme 5.60 et le lemme 5.61 (qui est une conséquence du théoreme 2.23), nous évaluons les options look-
back et barriere digitale (continues) par des formules semi-fermées, sous ’hypothese d’absence de saut positif.

Le sixiéme chapitre est consacré a I’aspect numérique. Nous proposons des méthodes de Monte-Carlo
pour calculer certaines options exotiques. Dans le cas activité finie, nous appliquons les corrections obtenues
dans le chapitre 5, et nous utilisons des techniques de réduction de variance. Dans le cas activité infinie,
nous proposons une méthode pour calculer les prix de ces options de facon approchée. Nous approximons
le processus X par un processus a activité finie défini dans le quatrieme chapitre. Pour simuler les sauts
du processus approché, nous estimons la fonction réciproque de fonction de répartition. Cette estimation
dépend du modele considéré. Nous les expliciterons pour les modeles VG, NIG et CGMY, et donnerons des
exemples de simulations pour les options lookback, barriere et asiatique. Dans le cas des options asiatiques,
nous donnons des formules simples qui permettent de simuler ces options lorsque le processus de Lévy initiale
n’a pas de partie Brownienne.



Chapitre 1

Préliminaires sur les processus de
Lévy

On se place sur un espace de probabilité (2, F,P). Tous les objets aléatoires que nous allons considérer
seront, sauf indication contraire, définis par rapport a cet espace. Les définitions et les résultats présentés
dans cette partie sont principalement tirés de [Sato(2005)].

1.1 Définition des processus de Lévy

Un processus de Lévy est un processus a accroissements indépendants et stationnaires, et dont les tra-
jectoires sont continues & droite et limitées & gauche (cadlag).
Définition 1.1 Un processus X défini sur R% est un processus de Lévy s’il vérifie les conditions suivantes

1. Pour tout n > 1 et pour tous to,t1,...,tn € RT avec 0 < tg <ty < ... < t,, les variables aléatoires Xy,,
Xt — Xeo, Xty — Xty, Xt, — Xt,,_, sont indépendantes (indépendance des accroissement).

Xo =0 p.s.
La distribution de X;1s — X5 ne dépend pas de s (accroissements stationnaires).

X est stochastiquement continu.

AR NI

Il existe Qy € F avec P[Qo] = 1 tel que pour tout w € Qo, X¢(w) est continu & droite surt > 0 et
limité d gauche surt > 0 (trajectoires cadlag).

La notion de continuité stochastique est définie comme suit.

Définition 1.2 ([Sato(2005), définition 1.5]) Un processus stochastique X défini sur R est dit stochasti-
quement continue si pour tout ¢t > 0 et pour tout € > 0

lim P [| X, — X,| > ] = 0.
s—t

Notons que lorsque les conditions (1) & (3) et (5) sont satisfaites alors la condition (4) est automatiquement
vérifiée. Un processus stochastique qui vérifie seulement les conditions de (1) & (4) est appelé processus de
Lévy en loi. Un processus stochastique qui vérifiant les conditions de (1), (2), (4) et (5) est appelé processus
additif. Un processus additif en loi est un processus qui vérifie les condition (1), (2) et (4). Un exemple tres
connu des processus de Lévy est le processus de Poisson.

Définition 1.3 Un processus stochastique réel X est un processus de Poisson de paramétre X > 0 si c’est
un processus de Lévy et pour tout t > 0, Xy a une distribution de Poisson d’espérance \t.

Remarque 1.4 On peut construire un processus de Poisson de la fagon suivante. Soient (2y,),~, des v.a.
1.9.d. de loi exponentielle de paramétre X. Posons pour tout n > 0 B

n
i=1
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Alors le processus X définit pour tout t > 0, par
Xi(w) =n si Wp(w) <t < Wpi1(w),
est un processus de Poisson de paramétre A.

Les processus de Poisson sont des processus a sauts. La taille de leurs sauts est déterministe et vaut 1. Un
processus qui généralise les processus de Poisson est le Poisson composé. Un processus de Poisson composé
X de parametre A et F, est défini pour tout ¢ > 0 par

Ny
X =YV,
i=1

olt N est un processus de Poisson de parametre A et les (Y;),~, sont des v.a. i.i.d. de loi commune F.

Le plus célebre des processus de Lévy n’est autre que le mouvement Brownien. En effet un processus X
défini sur R? est un mouvement Brownien ou un processus de Wiener, si c’est un processus de Lévy et si
pour tout ¢ > 0, X; a une distribution gaussienne de moyenne 0 et de matrice de covariance tI (I étant la
matrice identité de RY) et il existe Qg € F avec P[] = 1 tel que pour tout w € g, X;(w) est continu en ¢.
Un mouvement Brownien défini sur R? est aussi appelé un mouvement Brownien de dimension d.

1.2 Formule de Lévy-Khintchine

Nous allons établir le lien entre processus de Lévy et distribution indéfiniment divisible, et déduire la
forme explicite de la fonction caractéristique d’un processus de Lévy. Pour la suite, si p est une mesure de
probabilité sur R?, on désignera par ji sa fonction caractéristique, et u™ la n-eme puissance de convolution
de p.

Définition 1.5 Une mesure de probabilité i sur R? est indéfiniment divisible si, pour tout entier n > 0, il
existe une mesure de probabilité ., sur R? telle que p = (jin)"™.

Voici le lien entre les processus de Lévy et les distributions indéfiniment divisible.

Théoréme 1.6 ([Sato(2005), théoréme 7.10))
1. Si X est un pocessus de Lévy en loi sur R%, alors pour tout ¢ > 0, Py, (la loi de X;) est indéfiniment
divisible.
2. Inversement, si p est une distribution indéfiniment divisible sur R?, alors il existe un pocessus de Lévy
en loi tel que Px, = .
3. Si X et X sont des processus de Lévy en loi sur R? tels que Py, = PX{’ alors les processus X et X l
ont méme loi.

La représentation de Lévy-Khintchine permet de caractériser les distributions indéfiniment divisible.

Théoréme 1.7 ([Sato(2005), théoréme 8.1))

1. Si p est une distribution indéfiniment divisible sur R, alors pour tout z € R¢
1 )
A(z) =exp |i <7,z > —5 < 2, Az > —|—/ (<" —1—i<z,x> 1<) v(da)]|, (1.2.1)
R4

o1 v € R?, A est une matrice d x d symétrique et positive, v est une mesure positive sur R? satisfaisant
v({0})=0et / (1A |z?) v(dz) < oo. (1.2.2)
Rd

2. La représentation de /i dans (1) par 7, A et v est unique.

3. Inversement, si v € R?, A une matrice d x d symétrique et positive, et v une mesure satifaisant (1.2.2),
alors il existe une distribution indéfiniment divisible p dont la fonction caractéristique est donnée par
(1.2.1).
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On appellera (v, A,v) le triplet caractéristique de p. C’est aussi le triplet caractéristique du processus de
Lévy en loi X vérifiant Py, = u. Ainsisi X est un processus de Lévy en loi de triplet caractéristique (v, 4, v),
la fonction caractéristique de X; pour ¢ > 0 est donnée par

Eei<z,X1,> — etkp(z) Vz € Rd,

ol ¢ (appelée exposant caractéristique de X) est donnée par :

1 .
o(z) =i <~,z> —5 < 2, Az > —I—/ (<" —1—i<z,x> 1<) v(da). (1.2.3)
Rd

Remarque 1.8 Si X est un processus additif en loi sur R%, alors pour tout t > 0, X; a une distribution in-
définiment divisible ([Sato(2005), théoréme 9.1]). On associe donc & X; un triplet caractéristique (¢, A¢, v4).
La famille de triplet (v, As, v¢)i>0 est appelé systéme de triplets caractéristiques du processus X.

1.3 Décomposition de Lévy-Ito

Une autre facon de représenter un processus de Lévy, est de I’écrire sous la forme d’une somme d’un
mouvement Brownien, d’un processus de Poisson et d’'une martingale de sauts pure de carré intégrable.
Commencons par définir une mesure aléatoire de Poisson.

Définition 1.9 ([Sato(2005), définition 19.1]) Soient (O, B, p) un espace mesurable o-fini. Une famille de
v.a. {N(B) : B € B} definie sur NU {400}, est appelé une mesure aléatoire de Poisson de mesure d’intensité
p sur O si les conditons suivantes sont vérifiées

1. Pour tout B € B, N(B) a une distribution de Poisson d’espérance p(B).
2. Siles ensembles By, ..., B, € B sont disjoints, alors les v.a. N(By),..., N(B,) sont indépendants.
3. Pour tout w € O, B — N(B)(w) est une mesure sur O.

Les deux théoremes que nous allons énoncer sont appelés les décomposition de Lévy-Ito.

Théoréme 1.10 ([Sato(2005), théoréme 19.2]) Soit X un processus additif sur R? de systeme de triplets
caractéristiques (¢, A¢,14). On définit la mesure & sur H =]0, +-00[x {R%/{0}} par

7(10,t] x B) = »(B), B € B(R). (1.3.4)
En utilisant g tel que défini dans la définition 1.1, on définit pour tout B € B (H)

t{s: (s, Xs(w) — X,-(w)) € B}, weQ
0, w € Q.

J(B,w) = {

Alors on a
1. {J(B): B € B(H)} est une mesure aléatoire de Poisson sur H de mesure intensité .

2. 1l existe 0y € F avec P[] = 1 tel que, pour tout w €
X} (w) = lim (@] (d(s,2),) = 7 (d(s,2)) + | 2 (d(s,2), ),
€20 J10,61x (e,1] 10,81 x]1,+00]

est défini pour tout ¢t > 0 et la convergence est uniforme en ¢ sur tout intervalle borné. Le processus
X1 est un processus additif de systeme de triplet (0,0, v;).

3. On définit
X (w) = X(w) — X} (w), we Q.

Il existe Qo avec P[Qs] = 1 tel que, pour tout w € Oy, X? est continu en t. Le processus X2 est un
processus de systeéme de triplet (¢, A, 0). additif
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4. Les processus X! et X? sont indépendants.

Théoréme 1.11 ([Sato(2005), théoreme 19.3]) Supposons que le processus additif X défini dans le théo-

reme 1.10 vérifie f\1|<1 |z|v¢ (dx) < oo pour tout ¢ > 0. Posons vo(t) = v¢ — 1l ;<14 (dx) pour tout ¢ > 0.

Alors il existe Q3 avec P[Q23] = 1 tel que pour tout w € Q3
X} (w) = / xJ (d(s,z),w),
10,#]x]0, 400
est défini pour tout ¢ > 0. Le processus X> est un processus additif sur R tel que

ei<z,Xt3> = exp |:/ (ei<z,;ﬂ> _ 1) Vt(d.’b):| .
Rd

On définit
XHw) = Xi(w) — X2 (w), w € Q3.

Alors pour tout w € Q5 N3, X*(w) est continu en ¢ et X* est un processus additif sur R? tel que

i<z,X}>

1
e = exp {i<70(t),z>—2 <z, Az >] )

Les processus X? et X* sont indépendants.

1.4 Processus de Lévy réels

Dans toute la suite, nous considérons uniquement des processus de Lévy réels. Nous allons ainsi réecrire
la représentation de Lévy-Khintchine et la décomposition d’Tt6-Lévy dans le cas réel. Soient donc (v,0) €
R x RT, et v une mesure de Radon sur R* qui vérifie

/ (1A 2?) v(dz) < cc.
R

On considére X un processus de Lévy réel de triplet caractéristique (v, 02, v). C'est & dire que X peut s’écrire
sous la forme (décomposition de Lévy-1t0)

Xy =7t+ 0B+ X} +1ig)1)~(f7 (1.4.5)

avec
IAX,[>1

X! = / alx(ds x dv)= > AX,
|I|>1,SE[0,t] 0<s<t

X; = / x(Jx(ds x dx) — v(dx)dt)
e<|z|<1,s€[0,t]

/ aJx (ds x dx)
e<|z|<1,5€[0,t]

e<|AX,|<1

S AX, -t / 2v(dz).

0<s<t e<|z|<1

Ot J est une mesure de Poisson sur R x [0, co[ d’intensité v(dx)dt et B un mouvement Brownien standard.
Par la représentation de Lévy-Khinchine on a aussi

Ee'Xt = () vy e R,



8 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES SUR LES PROCESSUS DE LEVY

ol ¢ est donnée par

0'2U2 .
o(u) = iyu — + /R(e““” — 1 —duxll,<;)v(dz). (1.4.6)
Pour ¢ €]0, 1] on définit les processus R par

R = —X¢ +1§i?35(f, (1.4.7)

et X° par
X =~t+0B, + X! + X¢. (1.4.8)

On a ainsi
X, = XF+RE. (1.4.9)

Le processus X°© n’est autre que le processus X tronqué des sauts compensés de taille plus petite que €. Si
X est a activité finie (c’est a dire si v (R) < 00), alors on P’écrira sous la forme

Ny
X, :’yOtJrchtJrZYi, (1.4.10)

i=1

avec N un processus de Poisson de parameétre A = v(R), (Yi);>; des v.a. iid. de loi commune ”V((dﬂg)) et

7027—/||<1xy(dx). (1.4.11)

Par construction le processus X¢ est un processus a activité finie. Donc on a

Nf
Xf=5t+oBi+ > Y7, (1.4.12)

=1

avec N un processus de Poisson de parametre A, = v(] — oo, —¢[U]e, +o0[), (Y;7),~; des v.a. i.i.d. de loi

commune %(:t) (o1 v# est la restriction de v sur | — 0o, —¢[U]e, +00[) et
% =7- / av(dx). (1.4.13)
e<|z|<1
Si la partie a sauts du processus X est a variation finie (f|$|<1 |z|v (dz) < 00), alors on écrira X sous la
forme -
Xy =t +0B; + / xJx(ds x dx), (1.4.14)
z€R,s€[0,¢]

avec g =y — f|m|<l zv(dz). Notons que (par [Cont-Tankov, proposition 3.18]) X est une martingale si et
seulement si

0% Jr/ av(dz) =0, (1.4.15)
|z|>1

et eX est une martingale si et seulement si
2

v+ % +/ (e”” —1- $]1|x\§1) v(dz) = 0. (1.4.16)
R

[Sato (2005)] classifie les processus de Lévy en trois groupes.

Définition 1.12 X est dit de
— Type A : sio =0 et v(R) < oo (Poisson composé + drift) ;
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- Type B :sioc =0, v(R) =00 et flw\<1 |z|v(dx) < oo (activité infinie + variation finie) ;
— Type C : sio >0 ou flm|<1 |x|v(dx) = oo (variation infinie).

Les notations suivantes (reprises de [Sato(2005)]) seront utiles pour la suite.

Définition 1.13 On note

MX = sup X,
0<s<t
my = inf X,
0<s<t
X=-X
MY = sup X;
0<t<T
ﬁ’LT = inf Xt-
0<i<T
Et
RX =inf{s >0, X,>ux}
R;X =inf{s >0, X,>uz}
RX =inf{s >0, X,VX, >z}
A =inf{s€[0,t], X,VX, =M}
AX =sup{s €[0,1], X,V X, =M,}.
Avec par convention inf()) = 0o et X;- = Xp. On écrira M, au lieu de M;X s’il n’y a pas de confusion. De

méme pour les autres notations.
Remarque 1.14 Signalons que par [Sato (2005), formule 49.7], pour tout > 0
R, =R, p.s.

Ceci découle de la quasi-continuité & gauche de X. Et de plus si X est de type B ou C on a par [Sato (2005),
lemme 49.6] pour tout = > 0,

R, =R, =R, ps.
Remarque 1.15 ([Sato (2005), remarque 45.9/) Notons que

M, =1 Xy —my
my = Xt — Mt.



Chapitre 2

Régularité des distributions des
processus de Lévy

L’objet de ce chapitre est d’étudier I'existence et la régularité de densité pour les processus de Lévy et
les processus supremum associés. Dans la premiere section nous rappelons les résultats d’existence et de
régularité des densités des processus de Lévy, ainsi qu’un résultat sur la continuité de la loi des processus
supremum. Ces résultats peuvent étre trouvés en detail dans [Sato (2005)]. Dans la deuxiéme section nous
donnons des criteres d’existence de densité pour le processus supremum (théoreme 2.17), et nous montrons
que, dans le cas activité finie et variation infinie, cette densité est bornée (théoreme 2.19). Dans la derniere
section nous montrons que sous ’hypothese d’absence de saut positif, la densité du processus supremum est
réguliere (théoreme 2.23).

2.1 Résultats généraux

La continuité de la loi d’un processus de Lévy, ou l'existence d’une densité pour cette loi ont largement
été étudié dans la littérature. Nous compléterons les rappels sur les résultats existants, par une étude du cas
du processus supremum. La continuité de la loi d’un processus de Lévy est vraie dés que celui-ci n’est pas
un processus de poisson composé.

Théoréme 2.1 ([Sato (2005), théoréme 27.4]) Soit X un processus de Lévy sur RY de triplet (v, A, v), alors
st X est de type B ou C, X; a une loi diffuse pour tout t > 0.

Pour l'existence de densité, différents types d’hypothes permettent de la justifier. Regardons d’abord les
hypotheses sur la mesure de Lévy.

Théoréme 2.2 ([Sato (2005), théoréme 27.7]) Soit X un processus de Lévy sur RY de triplet (v, A,v) avec
v (Rd) = 00. On définit U par
v(B) = / LA |z|?v(dz), BeB(R?).
B
Si ! (la 1'*™¢ puissance de convolution de v) est absolument continue pour un certain | € N, alors pour tout
t >0, X; a une lot absolument continue.

Une autre fagon de vérifier qu'une loi est absolument continue est d’étudier sa fonction caratéristique.
Commencgons par énoncer quelques définitions.

Définition 2.3 ([Sato (2005), définition 27.9]) Une mesure v sur R? est radialement absolument continue,
s’il existe une mesure finie p sur la sphére unité S et une fonction mesurable positive g sur Sx]0,+oo| telles
que

+o0
V(B):/Su(dﬁ)/o g(0,r) 15 (r6)dr B e B(R?).

10
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Une mesure v radialement absolument continue satisfait la condition de divergence, si v et g satisfont la
condition

400
/ g(@,r)dr =400 v—p.s.
0

Définition 2.4 ([Sato (2005), définition 15.1]) Soit v une mesure de probabilité sur RY. v est de classe L
(ou selfdecomposable) si pour tout b > 1 il existe une mesure de probabilité p, sur R telle que

U (2) =0 (b7'2) pu(2),
ou ¥ et g, sont respectivement les transformées de Fourrier de v et de py.

Notons qu'un processus de Lévy correspondant a une mesure de classe L est dit processus de classe L. Et
tout processus de Lévy stable est de classe L. Nous allons maintenant introduire la notion de dégénérescence
des processus des processus de Lévy.

Définition 2.5 ([Sato (2005), page 148]) Soit p une mesure sur R:. Son support S, = S(p) est défini par
S,={zeR? / VG € B(R) et x € G alors p(G) > 0}.

Pour une wvariable aléatoire X, le support de Px (la loi de X ) est appelé le support de X et est noté
Sx =8(X).

A noter que le support S, de p est fermé, et que le support Sx est le plus petit fermé qui vérifie P [X € F] = 1.
On dit que le support de p est supporté par un ensemble B, si S, C B.

Définition 2.6 (/Sato (2005), définition 24.17]) Une mesure p sur RY est dit dégénérée si il existe a € RY
et un sous-espace vectoriel V. de R? de dimension d — 1, tel que S, Ca+V. Sinon p est dit non-dégénérée.

Dans le cas des mesures de probabilité, le résultat suivant donne une condition équivalente de non dégnftes-
cence.

Proposition 2.7 ([Sato (2005), proposition 24.19]) Soit u une mesure de probabilité sur R. Alors il existe
e>0etc>0 tel que

|(2)] < 1= cl2]? pour |2] <,
st et seulement st pu est non-dégénérée.

Théoréme 2.8 ([Sato (2005), théoréme 27.10]) Soit X un processus de Lévy sur RY non dégénéré avec une
mesure v radialement absolument continue qui satisfait la condition de divergence, alors pour toutt > 0 la
lot de X, est absolument continue.

Théoréme 2.9 ([Sato (2005), théoréme 27.13]) Soit X un processus de Lévy sur R non dégénéré et de
classe L (ou seldecomposable), alors pour tout ¢ > 0 la loi de X; est absolument continue.

Le resultat suivant caractérise les processus de Lévy de classe L sur R.

Corollaire 2.10 (/Sato (2005), corollaire 15.11]) Soit X un processus de Lévy de triplet (vy,02,v) sur R,
alors X est de classe L si et seulement si

v(de) = —*=dx, (2.1.1)

ou k est une fonction positive croissante sur | — oo, 0 et décroissante sur |0, 4o0].

Des conditions supplémentaires sur la fonction k ci-dessus permettent d’obtenir une meilleure régularité des
densités des processus de Lévy. Remarquons que si X est de classe L et de mesure de Lévy non nulle, la
fonction k apparaissant dans (2.1.1) vérifie £(04) + k(0_) > 0.
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Théoreme 2.11 ([Sato (2005), theoréréme 28.4]) Soit X un processus de Lévy de classe L sur R, d’exposant
caractéristique

o(u) = / (e — 1 —iuzl ;<) k|(x|)da: + iyu,
R - X

avec k une fonction positive continue & droite et croissante sur | — oo, 0| et continue & gauche et décroissante
sur )0, +o0[. Soit ¢ = k(04) + k(0_). On suppose que ¢ > 0, alors
— Si ¢ < 00. Definissons N € Z par N < ¢ < N + 1. Alors X1 a une densité [ continue sur R\{vo}, et
la fonction g définie par

@ =)f(z), #
g(z) = 0 _
) T = "0-

est continue sur R. Si ¢ < 1, alors f ne peut pas étre prolongée en une fonction continue sur R. Si
c> 1, alors f peut étre prolongée en une fonction CN~=1 (R) et g est CN (R).
- Si ¢ =400, alors X1 & une densité C> (R).

En présence d’'un mouvement Brownien, ou sous une hypothése assez forte sur la mesure de Lévy, on a une
densité indéfiniment dérivable.

Proposition 2.12 ([Sato (2005), proposition 28.3]) Si o > 0 ou v vérifie :
€
38 €]0,2], 1i%nfs*<2*5)/ |z2dv(z) > 0, (2.1.2)
€ —&
alors ¥t > 0, X; admet une densité pi(.) telle que

0"py

1111

pr € C[R), VYVn>1 (z) = 0.

Dans le cas du processus supremum d’un processus de Lévy, les résultats sur la régularité de sa loi sont rares.

Le résultat principal concerne la continuité.

Lemme 2.13 ([Sato (2005), lemme 49.3]) Soit X un processus de Lévy de type B avec Ry = 0 p.s. ou de
type C, alors pour tout t > 0, M; a une loi diffuse.

Les théoremes suivants donnent des hypotheses sous lesquelles la condition Ry = 0 p.s. est satisfaite.

Théoreme 2.14 ([Sato (2005), théoréme 47.2]) On a Ry =0 p.s. si et seulement si
1
/ t'P[X; > 0] dt = +oc.
0
Et on a Ry > 0 p.s. si et seulement si
1
/ t'P[X; > 0] dt < occ.
0

Théoréme 2.15 ([Sato (2005), théoréme 47.5])

St X est de type A et y9 > 0 alors Ry =0 p.s.

Si X est de type A et v < 0 alors Ry > 0 p.s.

Si X est de type B et vg > 0 alors Ry = 0 p.s.

Si X est de type B et v9 < 0 alors Ry > 0 p.s.

Si X est de type B, v =0 et v (] —00,0[) < 0o alors Ry =0 p.s.

~

S St Lo

Si X est de type B, vo =0 et v (]0, +00[) < 0o alors Ry > 0 p.s.



2.2. EXISTENCE DE DENSITE POUR LE PROCESSUS SUPREMUM 13

7. St X est de type B, v =0, v (] — 00,0[) = 00 et v(]0,+00[) = oo alors il y a des cas ot Ry = 0 p.s.
et des cas ou Ry > 0 p.s.

8. Si X est de type C alors Ry =0 p.s..

Dans le cas des processus de Lévy stables, on peut déduire a partir de leurs parametres si Ry = 0 p.s. ou si
Ry > 0 p.s. Rappelons qu’un processus de Lévy est dit a—stable (avec a €]0, 2]) si

Va >0, 3c e RY : (Xat)y>0 =4 (aiXt + ct) N
= t>0

Le seul processus de Lévy 2—stable est le processus Brownien. Pour « €]0, 2[ 'exposant caractéristique d’un

processus o — stable est donné par

iTu — clul® (1 —if tan (%) sgn(u)) , sta#1l
p(u) = 2
iTu — c|ul <1 + if—sgn(u)log |u> ,  sia=1.
7r

Ooupel[-1,1, 7 € R, ¢ >0, et sgn est la fonction qui vaut 1 si uw > 0, 0 en 0, et —1 sinon. Donc pour
0 < @ < 2, un processus de Lévy stable est déterminé par ses parametres («, 3,7, ¢).

Théoréme 2.16 ([Sato (2005), théoréme 47.6]) Soit X un processus de Lévy a-stable non trivial avec
0<a<2. Alors

- Si0<a<l —-1<pg<1,etT <0, alors Ry > 0 p.s.

-Si0<a<l f=-1,et7<0, alors Ry > 0 p.s.

— Dans tous les autres cas Ry = 0 p.s.

Remarquons que si a € [1,2], Ry =0 p.s.

2.2 Existence de densité pour le processus supremum

Nous allons maintenant établir une condition suffisante d’absolue-continuité de la loi du processus su-
premum. L’existence de densité pour la loi du supremum d’un processus de Lévy, est liée directement a
I’existence de densité pour la loi de ce dernier.

Théoréme 2.17 Soit X un processus de Lévy de triplet (yv,0%,v). Si X; a une loi absolument continue pour
tout t > 0, alors pour tout t > 0, la restriction de la loi de My a 10, +00] est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue.

Corollaire 2.18 Soit X un processus de Lévy de triplet (v,02,v). Si X; a une loi absolument continue pour
tout t > 0 et si Ry =0 p.s., alors pour tout t > 0 M; a une loi absolument continue.

Ce corollaire résulte du théoreme 2.17 et du fait que si Ry = 0 p.s., alors M; > 0 p.s. pour tout ¢ > 0.

Démonstration du théoréme 2.17. Cette démonstration est inspirée de [Sato(2005), section 49]. Soit
A CJ0,4o00[ un ensemble de mesure de Lebesgue nulle, on va montrer que P[M; € A] = 0. Soit Z, :=
X(t—s)- — X;- pour tout s € [0,1). Le processus Z est un processus de Lévy sur [0, ) de triplet caractéristique
(—7,02,0) et (Zs)geser =2 (—Xs)g<oe; (i-€. pour tout z € R ¥(dz) = v(—dx) par [Sato (2005), proposition
41.8]). On a donc o
M, = sup X,
0<s<t

=  sup X,-
0<s<t

= sup Xy -
0<s<t

=  sup Zs+ X;-

0<s<t

= M7 -27-.
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Et par conséquent
PIMye Al = P[M7eA+7Z).
Sur {M? € A+ Z,;} on a M7 # Z, car les éléments de A sont strictement positifs. Donc
PM, e A] = P[M?e€A+2Z, A <t
= limP (M7 € A+ Zi, A7 < s].

P[MZ € A+ Z,Af <s] = P[MZ=MZc A+ Z,AF <s]
P[M7 € A+ Z]
P(Z,— Z,e M? — Z, — A]

| Pl € dy o) Plzis € 2 -y - a1,

IN

Les deux dernéres égalités découlent respectivement de I'indépendance de Z; — Z; et de (Zs, My), et de la
stationnarité des acrroissements. Or Z;_4 a une densité (car X;_, a une densité par hypothese). D’out

PZis€z—y— Al =0.
Et par suite
P[M; € A] = 0.

Donc, d’apres le théoreme de Radon-Nikodym, la loi de M; est absolument continue (sur ]0, +00[) par rapport
a la mesure de Lebesgue. o

Dans le cas jump-diffusion, on peut montrer que la densité du processus supremum d’un processus de
Lévy est bornée.

Théoréme 2.19 Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (v,02,v). Si X vérifie v(R) < co et
o > 0, alors pour tout t > 0, My a une densité bornée.

La bornitude de la densité du processus supremum dans le cas jump-diffusion est liée, a la dépendance de
la borne de la densité du processus de Lévy par rapport au temps, qui elle méme dépend de la décroissance
a 'infini de sa fonction caratéristique.

Lemme 2.20 Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (v,02,v). Supposons que o > 0 ou
(2.1.2) est vrai. Alors pourt >0

|E€iUXt ’ < e—ct\u|°‘7

otc>0 (c:%2 sic>0)eta=2sio>0, sinona=p avec f donné par (2.1.2).

Lemme 2.21 Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (v,02,v). Supposons que o > 0 ou
(2.1.2) est vrai. Si on désigne par f; la densité de X, (pourt >0), alors

1 o 1
< (= —lul® g | —
Hft”oo = (QW/]Re ’U,> téa

ot ¢ >0 et a sont donnés par le lemme 2.20.

Lemme 2.22 Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (v,02,0). Supposons que o > 0, alors
la densité f; de My (pour t > 0) est donnée par

2 y—t 2y 29y ( y+’yt)

= — ——e2d | — , Yy >0, 2.2.3

ft(y) 0'\/£¢<U\/E> 0_2 O'\/% Yy ( )

ou ® est la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite, et ¢ sa densité. De plus pour t > 0
2, 2
oV 2t o’

[ felloo <
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Démonstration du lemme 2.20. On a par la formule (1.4.6)

. 2.2 ; .
|]EeiuXt| ez'yutfa o —t+t fR(e“mflfzu:L’]].|m|51)u(da:)

2,2

_ofu

= e 2

t et fR(ei“zflfiu:v]]. lz)<1)v(dx)

Si o > 0, le terme au-dessus entre les valeurs absolue a droite de 1’égalité est fonction caractéristique du
processus de Lévy de triplet caractéristique (0,0, ) dont le module est par conséquent < 1. Donc on a bien

’EeiuXt ’ < eI

Si o =0, par [Sato (2005), propostion 28.3]

|EeiuXt ‘ < e—Ct|u‘B )

o
Démonstration du lemme 2.21. On a par le lemme 2.20
—cs\u|“_
Donc
1 —iux iuX
|fe(z)] = |=— | e "Ee™"**du
2T R
< i / e—ct|u\o‘du
21 R
1 —clul®
= ¢ —du
2 Jp  ta
_ L g, L
2T R té
o

Démonstration du lemme 2.22. En remarquant que conditionnellement & X, le processus (Xy) < <, €st
un pont Brownien et la loi du processus ne dépend pas du drift (voir [Borodin-Salminen(1996)]), on obtient
pour tout y > 0

u—~t)2
Y C2yy—w)\ € : 202?
P [Mt S y} = / (1 — € a2t ) Wdu. (224)

D’ou

P[M, <yl = <ya_\; ) ( y+7t> (2.2.5)

Et en dérivant on obtient

o = 2o () e () - (252
- e aee ()

D’autre part si v > 0 on a
y—ns
s <
ro < Zeo(F)
2

< .
T oV27s
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Sinon si ¥y < 0 on a

2 y—7s\ , 2y 2p y+s
s = ——e€ o @ —
1) Uﬁ¢(aﬁ>+ o2 o/
2 y—s\ , 2N 2
< ——— e o2
o sd)( ov\/'s > * o2 ¢
< 2 2

ovV2rs o?

Démonstration du théoréme 2.19. On peut écrire X sous la forme (voir (1.4.10))

Ny
Xy =10t+0B,+ Y Y;, V£ >0.

i=1

Soient x,y € RT avec y > x (le cas & > y est trivial). Pour montrer I'existence d’une densité bornée, il suffit
de montrer I'existence d’une constante C' > 0 telle que

Pla <M <y]<Clz—yl.

On a
Or
_ N,
Pla <M<y, Ny=0] = P|z< sup ('yos—&—oBs—i—ZK-) <y,Nt:0]
| Ossst i=1

- N,
= Plxz< sup ('yos—&—oBs—i—ZYZ)<y/Nt:01P[Nt:O]
0<s<t —

IN
~

x < sup (yos+0B;s) < y} .
L 0<s<t

Donc par le lemme 2.22, on a
3Co: >0/ Plz < My <y,N,=0] < Co.ly— ).

D’autre part, en notant (7;);>1 les instants de saut du processus (Ns)s>0, on a

Ple < My <y,N:>0] < ]P’[x< sup ngy,Nt>O}—|—IP{J;< sup ngy,Nt>0].
0<s<T1 T1<s<t

Or, en posant pour tout s > 0 Z; = vps + 0B

P[m< sup ngy,Nt>O] = IP’[x< sup ngy,T1<t}
0<s<Ty 0<s<Ty

IF’[Q:< sup Z5<y,T1<t]
0<s<Ty

Soit f la densité de supy<,, Zs, donc en utilisant le lemme 2.22, 3C; > 0 tel que

Ch
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Donc

]P’[x< sup ngy,Nt>O}

t
/ P [x < sup Z < y] Ae Mdr
0<s<Ty 0

0<s<T

E e
< C(y—az/ dr.
Al e

La derniere intégrale est finie. Notons alors C; ; = C g )‘e:/; d7. On a aussi
P[m< sup ngy,Nt>0} = IP’[JC< sup Xs <y, Ty <t}
Ty <s<t Ty <s<t

= IP’[$<XT1+( sup XS—XT1)<y,T1<t}.

T <s<t
Les v.a. X7, et (SUPTlgsgt X5 — XTI) sont indépendantes conditionnellement a 77. De plus
Aﬁq = ZT1+wA)Qn.

Donc en utilisant le lemme 2.21 on a

t —AT
e
Pla< sup Xs<y,N;>0 §K/ dr(y — x).

[ Tigokt o } 0o VT w-2)

02 — T
Avec K = (% Iz e‘Tuzdu) On note Coy = Kft Ae 27 4r Et on conclut que

0 VT
Pla <M <y] < maX(Co,t,CLt’CZt) (y — o).

2.3 Cas des processus de Lévy sans saut positif

Dans cette section, on fait les hypotheéses de [Sato(2005), section 46] suivantes : ) désigne 'ensemble des
fonctions continues & droite et limitées & gauche de [0, 4+00) dans R (que l'on note D ([0, +00),R)) et

PIX, < X,-, Vt>0] =1 (2.3.6)
P {limsupXt = oo} =1 (2.3.7)
t—+o0

Notons que la condition (2.3.6) est équivalente & v (]0,4+o00[) = 0. Et si (2.3.6) est vérifiée alors (2.3.7) est
vraie si et seulement si 0 < E|X;| < co et EX; > 0 pour tout ¢ > 0 ([Sato (2005), remarque 46.1]).

Nous allons montrer que, sous les hypothese mentionnées ci-dessus, la densité du supremum d’un processus
de Lévy est indéfiniment dérivable. Le comportement du temps d’atteinte du processus de Lévy est la clé de
ce résultat. En fait, sous les hypotheses (2.3.6) et (2.3.7), le processus (R;),~, est un processus de Lévy, ses
trajectoires sont strictement croissantes p.s., et -

P[Xp, =2 Vo>0]=1.

Et par ailleurs par [Sato (2005), théoréme 46.4] il existe, pour x > 0 et ¢t > 0, une relation entre la densité
de X; en z et celle de R, en t. Cette relation est essentielle pour démontrer le théoreme 2.23.

Théoréme 2.23 Soit X un processus de Lévy de triplet (v,02,v). On suppose (2.3.6) et (2.3.7) et, que
o > 0 ou que v vérifie (2.1.2). Alors pour tout t > 0, la restriction de la loi de My sur]0,+o00[ a une densité
M qui se prolonge en une fonction C>=(R™) et vérifie

o ftM > o"m o tlm ds
— [ — VY >
oy (2) /t (n+1) ooy (s,z) +=x oo (s, ) 5 z >0, Vn2>0,
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et

1 1
n+1tnT+l + (n_i_?’_l)tn;r3_1>, Vn >0,
«

[0}

ox"

n £ M
3c, >0, ‘8}‘} ’§0n<

ot x — m(s,x) est la densité de X, et o =2 si o >0, sinon o = f3.
De plus, si fly\>1 ly|?v(dy) < oo alors

lim a7t(3:) =0 V¥n>0. (2.3.8)

Remarque 2.24 Si on suppose en plus des hypotheses du théoréme 2.23 que Rg = 0 p.s., on voit que My a
une densité sur RT donnée par la fonction fM.

Pour démontrer le théoreme 2.23, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.25 Soit X un processus de Lévy de triplet (v,02%,v). Si o > 0 ou si (2.1.2) est vraie alors
m € C*([t, +00) x R) et j:_oo m(s,.)% € C*(R) pour tout t >0 avec

o [T ds oo 9nm ds
— _ = _— —_— R > .
pp /t m(s,x) . /t e (s,x) . VreR, Vn>0

Si en plus f\y\>1 ly|?v(dy) < oo alors

13

lim m(s,x) =0 Vn>0, Vs>0. (2.3.9)

o
|z|]s+o00 O™

Démonstration du lemme 2.25. Soit ¢ > 0. Sous ’hypotheése o > 0 ou (2.1.2), on sait que pour tout s > 0
X a une densité de classe C*°. Donc = — m(s, z) est C>°(R) pour tout s > 0 (voir la proposition 2.12). On
a (voir le lemme 2.20)

|Ee™X:| < emeslul”, (2.3.10)
avec ¢ > 0 et un exposant @ = 2 si 0 > 0, et égale S si 0 = 0 (et si on a (2.1.2)). Remarquons qu’'on a
EetuXs = e5¢(%) (yvoir (1.4.6)). Donc on peut écrire m comme suit :

1 . ) 1 .
m(s,x) = o / e T Ee™ X du = o e"wrest Wy Vs >0,z €R. (2.3.11)
T JR T JR

On va maintenant démontrer le lemme 2.25.
FEtape 1 : montrons que m € C*°([t,+00) X R) et que ft+oo m(s,.) % € C=(R).
On sait que _ _ _
(u,s,2) €R X [t,400) x R — e~ W2EeitXs = g~ uees?(w) est 000 %(R x [t, +00) x R) et que
5n+p
oxn0sP

1l est facile de voir que 3K; >0, |p(u)| < K (1 + |ul?). Donc

(—iw)"

5 (o(u))? e “*Ee'Xs  Vn,p e N.

(efiu:r}EeiuXS) —_

|(7’L"U,)n (<p(u))p efiux]EeiuXS < Kf|u|n (1 + |u|2)1)6—cs|u|a

< KPu"(1+ |u|2)pefct|“‘a Vs > t.

Dot m € C™([t,+00) x R) et

ontp -
W&T;(s,x) = /]R(—iu)” (o(w))? e EeXsdy  Vn,p € N.
D’apres ce qui précéde on a (s, ) — @ est C%>°([t, +00) x R), et pour tout n >0

1 o"m
s Ox™

1 |u|nefcs\u|°‘du.

(s.0)| <

_27TR8
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Reste a savoir si s — fR %e%s'“'adu est intégrable sur [t, +00). Par le changement de variable y = us® on

obtient :
+o0 n N +o0 d N
/ Me*‘:slu‘ duds:/ %/ \y|”efc|y| dy < .
t R S t s TLJR
Donc
+0oo n +oo
10™m 1 ds o
- ds < — —_ nelvl®qy. 2.3.12
| meo|ass [ s [wretay (2312)
D’olt j:—oo m(s,.)% € C*(R) et
o [t ds oo orm ds
-— — = — Vv R, Vn>0.
oo |, m(s,x) . /t S (s,x) S reR, Vn>

Etape 2 : montrons qu’avec I’hypotheése f‘y|>1 ly|?v(dy) < oo, lim ) 400 x‘s;TT(s, x)=0 Vn>0.
Sous cette hypothese, on sait (voir [Voltchkova, proposition 3.4.2])

der,e0 >0 ‘@'(u)'§01(1+|u|), ’go”(u)‘SCQ Vu € R.

Soit n > 0. Par 2 intégrations par parties, on obtient :
o"m (=) [e™ d (o, )
—-— = — ‘ d
ox" (s,) 27 /]R (—iz) du (u c “

B (_Z)n e—iuz d2 n_ ()

- or /R (—ix)? du? (u ¢ ) du
i

2r|z| Jr

(n(n — 1) fn—1(w) + nsfn (u)(pl (u)> 5P (w)
(n(n = 1) fn—2(u) + 2nsfn,1(u)<pl (u) 4 sfn(u) (80// (w) + (gol (u)>2>> 5P ()

o"m

du,

d ()
= |z W(ue‘p )

x’ﬂ

(s,x)' <

ou

U
<
/
<
3
9]
w
5
£
Il

‘&
[\v]

/
<

3

)

w
5
£

~
I

avec Vk € Z fr(u) = u¥ si k > 0 et 0 sinon. Donc K5, K3 > 0 tels que

diu (unesw(u)>‘ < Ko (|fno1 ()] + | fra1(u)]s) emeslel”
2
% (unesso(u))‘ < K3 ([ faa(W)| + [ fao1(W)|s + | fu(w)]s 4 | fara(u)]s) el

On a donc bien limj,| oo 2 (u"e*?(™) = 0. Ce qui justifie le resultat de l'intégration par parties et on a

du
/
"

m
= i —(s,2) =0.

aussi :

d2
— (u"ew(“)) du < 00

du?
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Démonstration du théoréme 2.23. Sous les hypotheses du théoreme 2.23, pour tout s > 0, X5 a une
densité m(s,.) € C*°(R) (voir proposition 2.12). Et on a pour tout ¢ > 0, et pour tout > 0

P[M; <z] = P[M, <z], parle Théoréme 2.17
= P[R, >{]

+oo
= / gm(s,x)ds, par [Sato (2005), théoréme 46.4]
t

+o0 d
x/ m(s, x)—s
t

S

La fonction x — ft+oo m(s, )% est C°>°(R) (lemme 2.25), donc il en est de méme de z — x ft+oo m(s,z)%.

Donc z — P[M; < z] est C*°]0, +00[. D’on 'existence d’une densité pour M; sur ]0, +oo[ que 'on note ftf/[
On a alors pour tout x > 0, pour tout n > 0

anftM 8n+1
g @) = gt Mesal
o [ ds ontlt [ ds
= ("+1)@/t m(s7x)?+xw/t m(Sva)?

i o"m o tim ds

Avec I'hypothese | ly|?v(dy) < oo on a d’apres le lemme 2.25

ly|>1

" n+1
lim ((n + 1)%—7:(3,30) + x%ﬂ%(s, x)) =0 VYn>0.
x

T—+00

On a besoin, pour conclure, d'un argument de domination pour faire passer la limite dans l'integrale. On
. n . o, no_ e [e% . ., n+1
sait que %%zﬁ? (s,z) est dominée par 5= [p %e eslul” du. On doit donc dominée f%w%(s,x). Par une

intégration par partie, on obtient

an—Hm (_iu)n-i-l e—iux d ntl
oHm (o160
Gt (52 7) o /R (—iz) du (“ ¢ "
Donc
z 0" m 1 d [ i1 s
il A ’sa(u)) d
s Qxntl (5,) 2rs Jp | du (u € Y

< ﬁ/ |U"n + S|u|n+2 e—cs|u\"‘du_
- 2T R S

Par le changement de variable y = us=, on obtient
v 0" hm O O TG T G
-z — —cly|
D’ou
n £ M

En combinant (2.3.12) et (2.3.13), on obtient le deuxieéme resultat du théoreme. o



Chapitre 3

Etude asymptotique du supremum
d’un processus de Lévy

Dans ce chapitre nous cherchons & controler erreur commise lorqu’on remplace le supremum d’un pro-
cessus de Lévy par son supremum discret.
Définition 3.1 On pose
X
M"™ = max X
0<k<n n
X .
m; " = min Xg.
0<k<n n
S’il n’y a pas d’ambiguité on omettra 'exposant X. Dans la premiere partie nous allons donner des dévelop-
pements de E(M; — M), en utilisant 'identité de Spitzer que nous reformulons dans le cas des processus de
Lévy. Dans la deuxiéme partie, nous étendons le théoreme d’Asmussen-Glynn-Pitman (1995) sur la conver-
gence de v/n(M; — M]"), au cas des processus de Lévy a activité finie et & variation infinie. Dans la troisiéme
partie, nous montrons que dans le cas des processus de Poisson composé nous avons un développement de
E(f(M:) — f(M])), lorsque f est bornée dérivable avec une dérivée bornée.

3.1 Identité de Spitzer et applications

L’identité de Spitzer, permet d’exprimer I’éspérance du maximum d’une marche aléatoire par une somme
)
dépendant des éspérances des termes composant ce maximum. Définissons la marche aléatoire suivante

So=0
Sp=X1++X,, n>1,

avec (Xp), >, des v.a. ii.d. intégrables. Soient

M, = max Sk
0<k<n

My = sup Sg.
0<k<+o00

Alors par [Asmussen (1987), proposition 4.5, page 177], on a

|
EM, =Y -8

+oo 1
EM., = ; Es,j.

Ce résultat transposé dans le cadre des processus de Lévy, nous donne des outils que nous utiliserons tout
au long de ce chapitre.

21
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Proposition 3.2 Si X est un processus de Lévy de triplet (v, 02, v) verifiant f$>1 av(dz) < 0o, alors on a

n EXT t +
Kt EX
I ™= s d

k.t
EM” — n
t Z k
k=1
t
EXS
EMt :/ 5 ds
0 8

Pour démontrer ce résultat on a besoin de connaitre la dépendance de EM; par rapport a t.

Proposition 3.3 Soit X un processus de Lévy de triplet (v, 02, v) verifiant jjt>1 av(dz) < oo.

- Si flm’\<1 |z|v(dz) < oo, alors
N )
EM; < |~ + zv(de) | t+ oy =Vt
R+ T

- Si f|x\<1 |z|v(dx) = +o0, alors

EM, < <7+ +/I>1xy(d:c)> t+ (0\/2—1— 2 /Iwglx%(dx)) Vi

Démonstration de la proposition 3.3. Si flw|<1 |z|v(dx) < oo, alors on a (voir (1.4.14))

sup Xy = sup ’YoS—FO'BS-i—/
0<s<t 0<s<t z€R,7€[0,s]

xJx (dx X dT))

IN

Yt +o sup Bs—|—/ xJx (dx x dT).
0<s<t zE€R+ ,7€[0,t]

Donc

E sup Xy < ~gt+oE sup Bs+t/ av(dx).
0<s<t 0<s<t R+

Par le théoréme de réflexion, on sait que supy<,<; Bs a méme loi que |B;|. Si on désigne par ¢ la densité de
la v.a. gaussienne centrée réduite alors un calcul simple nous donne :

E sup Bs = E|B;
0<s<t
2
= —\/E.
T

D’ou
N 2
E{ sup Xs)] < (ng + zv(dz) | t+ o/ =Vt
0<s<t R+ 7r
Considérons maintenant le cas Oﬁfmgl |z|v(dz) = +00. On définit le processus (Ry), par

Ry :=lim X{ = lim xJx (dx x ds).
el0 el0 Je<|z|<1,5€[0,1]
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E ( sup XS) = E sup (ys+0B; + X! + R;)
0<s<t 0<s<t

< E sup (ys+0Bs+X.)+E sup (Ry).

0<s<t 0<s<t

Le processus (’ys + 0B, + X i) est & activité finie (et sa mesure de Lévy ne charge pas [—1,1]), donc

t>0

2
E sup (’ys+oBs+Xé) < (7+ +/ gcy(dx)) t_i_g\[\/g.
z>1 ™

0<s<t

D’autre part, en utilisant Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Doob (car R est une martingale) on obtient :

2
E sup (Rs) < E(Sup |Rs|)

0<s<t 0<s<t

< 2\/ER?

2, /t/|x|<1x2u(da:).
E (Oiligtxs> < <7+ +/m>1:c1/(dx)) t+ <a\/3+2 /I|<1z2y(dx)> V.

D’ou

Démonstration de la proposition 3.2. Par la proposition 3.3 on a

Jer,00 >0, E sup X, < et +coVt, VE>0. (3.1.1)
0<s<t

On a alors

EX;_ < ESupOSTSS XT

S o s
< 1+ 2
< a+—.
Vs
Or s — % est intégrable sur [0,¢]. Donc il en est de méme de s — %. Notons
EX};
f:s€]0,t] » —=
- kt
fm 18 €10,t] = Zl((k—l)t7ﬁ] (s)f (m) :
k=1 "o
Donc
m EX+ m
Sl = (2L
kLt m m/) m
k=1 "'m k=1

t fm(s)ds.
0

La fonction f est continue sur (0, t]. En effet le processus X a des trajectoires continues a droite et supy< <, X
est intégrable (voir (3.1.1)),donc s € [0,¢] — EX] est continue & droite. D’autre part on a X;- = X p.s..
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Dol s € [0,t] = EX est continue sur [0,¢]. Et par conséquent f est continue sur (0,t]. On en déduit que
limy, 400 frn = f p-p. On a aussi pour tout s € (0, ]

= kt
|[fm(s)] < Z G (s) ()‘
77n m
k=1
e ¢
< 1 o+ ——
> Z (k=1)t 1)f kt ) 1 ot
k=1 m
< L2
1+ —.
< < NG
Donc par convergence dominée on a lim,,— fot fm(s)ds = fo s)ds. D’ou le premier résultat de la propo-
sition. D’autre part
Jmax X = max (O,XL,X2L, . ,Xt>
= max(XJ{,X;t,...,X;r).

Remarquons que Vk > 1 Xpr = 25:1 (Xjﬁ — X(j,l)%) et que les v.a. (Xj% — X(J'*l)ﬁ>j>1 sont i.i.d.

Donc par l'identité de Spitzer ([Asmussen (1987), proposition 4.5, page 177]), on a

+
E max X 7Zkﬂ£x e
Or la suite (maxk 0,....m X ki) est dominée par supy<,<; Xs, donc en utilisant le théoreme de conver-

gence dominée on a

E sup X = E lim max th

0<s<t m——+oo k=0,..., m

= lim E max th
m—+oo  k=0,...,m

- mLirﬂooZ RN

EXT
= / 5 ds.
0 S

n

3.1.1 Cas des processus de Lévy a activité finie

L’utilisation de l'identité de Spitzer dans le cas des processus de Lévy permet d’extraire ce premier
resultat.

Théoréme 3.4 Soient X un processus de Lévy a activité finie intégrable, t > 0, et n € N. Le processus X
s’écrit sous la forme (1.4.10) et on a

1. Sio>0

Ny v
E(M;— M) = 1<7°t+)\t]EY1 — oV1E (W\/{+m>>
a oVt

2n 2

—%E (%Hii@) ® (70\/+ Z;\}Yl>
_"ﬁé‘(g)ﬂ(l)’

2mn n
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lorsque n — 4o00. La fonction ( est la fonction zeta de Riemann et, ¢ et ® représentent la densité et
la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

EXF
S

2. Sio =0, alors s — est absolument continue sur [0,t] et on a

1 1
E (M, — M) = o (vt +MEYF —EX;) +o <n) ,

lorsque n — 400. De plus
(a) SiY1 a une densité fy, € Cp(R)

1 1
E(M; — M) = 5 (vt +MEY;F —EX;") + O (n2> 7

lorsque n — +o00.
(b) Siyo=0
1 1
E(M; — M) = (MEY]" —EX;") + O <n?> :

lorsque n — +00.

Rappelons que dans le cas ot X est un mouvement brownien, (/Brodie-Glasserman-Kou (1999), lemme 3])
montre un résultat simulaire au point 1 du théoréme (dans lequel on annule les Y;). Pour démontrer le
théoreme ci-dessus, nous allons utiliser les lemmes suivants.

Lemme 3.5 i f € C?[0,t], alors

n

[ smas = Lyt f< ’“)—m(?)m
k=1

0 Vs n e [kt n n

VUV -t0) (1) |

2n

Lemme 3.6 Soit f une fonction absolument continue sur [0,t], alors on a
K t — kt t 1
[roa=530 () = guo-so+o (7).

Pour démontre le lemme 3.6 on utilise le résultat suivant.

Lemme 3.7 Soit h € L'([0,t]), on définit la suite (L,(h))m>1 par

I (h) = i/%)% h(u) (u (k- 1)t> du.

1 J (k=1 m
Alors on a
m— +0oo 2

t
lim mI,(h) = E/ h(u)du.
0

Démonstration du lemme 3.7. Considérons d’abord le cas ou h € C([0,t]). Par les changements de
variable v = u — (k — 1)-L, puis w = mwv on obtient

In(h) = Z/mh(er(kl);)vdv
k=170
m t
S h(%(k_l)t)wdw
—Jo m m/) mm

m

1 [t
— 7/ Zh(w—f—(k—l)t)wdw.
m.Jo m i m m
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Or h est continue et pour tout w € [0,f] ona £ + (k—1)Lt € [(k—1)L, kL], donc

- Z h ( );) = /Ot h(s)ds.

mgr{lkoomlm(h) = /075 (1 /Oth(s)ds) wdw
= ;/Ot h(s)ds.

Considérons maintenant le cas ou h est intégrable sur [0, ¢]. Il existe alors une suite de fonctions (hy,)n>0 de
C([0,1]) telle que

D’ou

lim / | (u (uw)|du = 0.

n— +oo
On a donc
\ > !
up, = |mly(hy) —m / h(u) (u — (k- 1)) du
=17 (k=1 m
m k-t
= |m / hnu)h(u))<u(k1) >du
k=17 (k=1)5
Par suite

<
33
IN
3

—

=
=
£

|
=
£

AN
~
NER
—
>
3
=
~—"
=
=
S
=
<

<t |ha(w) = h(w)ldu.

0
La convergence (en m) de mlI,,(h;,) est uniforme par rapport & m. D’ou par le théoréme d’inversion des
limites

lim  lim ml,(h,) = lim lim ml,(h,)

m— +oon— +oo n— +ocom— +oo

¢
= lim ml,(h)= lim E/ hy (w)du

m— +oo n— +oo
= lim mli,, / h(u
m— +00

Démonstration du lemme 3.6. Soit h la derivée p.p. de f. On a

+

from—2s () = 2L, b0 (5))
)f/:l u)duds

>
/ h(u)dsdu, par Fubini.
(k—1

)£ J (k=1L

7 EM:

=~
Il

1
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Donc
t t o, [kt k t
/ f(s)ds — = f<> = —Z/ h(u) (u—(k—l)) du
0 i N k=1 (k=13 "
t [ 1
= —— [ h(u)du+o|—|, parlelemme 3.7.
2n Jo n
D’ou

&

Démonstration du lemme 3.5. On va prendre ¢ = 1. Le cas t # 1 se déduit par un changement de
variable. On a

Lo ) FWE) )
Ve = s e
Posons
f (Vz) — £(0)

Donc g est prolongeable en une fonction continue sur [0, 1], avec lim, 0 g(z) = f/(0). D’autre part g est

dérivable et

f0) = f (Vo) + Vel (Vo)
22
La fonction ¢’ est intégrable sur [0, 1]. Donc g est absolument continue. Donc

| 1 1 k L £(0) ! I~ f(0) 1 k
| ﬁf(ﬁ)dx_nkz_l\/gf< n) = /oﬁdx+/o g(x)dx—nkz\/g—nkz_:g(T)

g (x) =

[ 5 (E) = (S0 Lo ()22 ()
=1y n

_ <(3) F0)  f(1) = £'(0) — f(0) 1
VA on +O(n>
IO OB IOETAO) 1

- 2n To (n) '

Maintenant regardons le cas t # 1.

b1 e 1 kt ' | kt
Oﬁf(ﬁ)dx—nsz< n) = \/i/o \/Ef(\/%)dx_nzktf< n)

- \/Z(/ %f(VE)dx—iZI,Cf( f))

n
k=1 -



28 CHAPITRE 3. ETUDE ASYMPTOTIQUE DU SUPREMUM D’UN PROCESSUS DE LEVY

La premiere égalité est obtenu par un simple changement de variable. On définit la fonction h par

Donce, par ce qui précéde

[FromiEgg () - ([ memiEgp ()

k=1 n =1

CRVIO) VI ~10) | (1
i m (n)

Démonstration du théoréme 3.4. On sait d’apres la proposition 3.2 que

+
EXS t e EX
E(sup X, — max antL>:/0 ds—az T

0<s<t k=0,...,m S

ExXt

On va alors etudier la régularité de la fonction s € [0,#] — === et conclure avec les lemmes 3.5 et 3.6 et

[Asmussen-Glynn-Pitman (1995), lemme 5].
Casl:0>0etE|Y7] < o0
Soit U ~ N(m,o?). Par un calcul simple on obtient

oo () oo (2).

Donc pour tout s > 0

)ZJ’-—E (70\[_1_2 Y>+E<7°+Z%1Yi>q)<a\[ 221Y>

Ve Vs o

Soient f et g les fonctions définies sur (0,¢] comme suit

f(s) = E¢< P 1Y)

ool B 5 5)

Xj_i .
E= _\/gf(f)+

Si f et g se prolongent en fonctions C?[0,¢] alors, en utilisant le lemme 3.5, on prouve la premiére partie du
théoréme. Par [Cont-Tankov(2004), proposition 9.5],

Ny
f(S) — ESQNlefk(s 71)(25 <,YOS+ Zz:l ) .
g ags

La fonction f a donc la méme régularité que la fonction f définie comme suit

Ny
f(s) — ES2N1¢ (MS + M) ,
ags

Donc
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ot = 22, Pour z € R, on définit la fonction

s—>h(s,x):¢(us+§).

Donc
Ny
~ LY
f(s) = Es*Mip, <s, IR ) :

Remarquons que

et

oo = (e 3)
1 0

Or

—px

Il
=
[LIRVY
—
~/~
8

| ™
—

IN

. _ L .
Si on prend € = 73> on obtient

_ < 2.2 T
FE= +452
D’ou
h(s,z) < ! (“252 ””22A1> (3.1.2)
$,2) < ——= (e 2 e 1 . 1.
V2T

Par ailleurs, on a

et

th B 3z 9 x x 9 2 x
P2l () = (_54_ >¢(MS+S)+<SS—MS) ¢<us+g).

En utilisant (3.1.2), on obtient

0] u?s 22 22 22
—h(s,x < + ———e 2 € 12
‘83 (s,2) V2r o 8327

< u?s N 0111{#0}6;12;2

V2T S ’
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2

2 2
avec C1 = sup,~ <y64> En utilisant toujours (3.1.2) et le fait que (f—i — ,LLQS) <2 (f—z + u452), on

NeZ
obtient
0? 322 zt
‘éls?h (s,z)] < (u°+2u*s®) h(s,x) + (34 + 236> h(s,x)
2 4.2
< w4 2u%s +Cg]l;¢o ue’
\V2m s
2
avec Uy = sup,~ (39\;;3‘” e ) On a alors
N N N
g 82N1h Z ' Y — 2N182N1_1h s, Zz:lly; +82N1 ﬁh s, 22:11}/2 .
0Os o 0s o
Donc

o ZNl Y; IN, s2N1—1 2 .2N;—1 2.2
SQNlh’ < L5 + il +01]].{N1>0}52N1716l 3.
s V2T V2T

On en déduire que f est dérivable et

Ny Ny 3
2N182N1_1h< Z Y>+52N16h (S, Zi_lm>

o s

4

f(s)=E

2 My MY 9 ny;
82<82N1h<5, Ez:l Z)) — 2N1(2N1_1)32N172h <S7 Z'Lz—l l>+4N152N1188h <S, ZZ;I v

N;
an, O Y Yi
+s 952 h ( > >

Or
N —
IN; (20 — 1) $2Mi=2p [ 5, 2=t Vi 2N (2N, — 1) 52N 2
o - V2T
) My, 4N, (2N; — 1) sM 1252
4N132N1_1% <s le ) < it \/1% ) +4AN; (2N; — 1) 2720, Ly, e 2
82 N1 sz 2 9 4.2 2,2
N h( ch:fl ) < - +\/27L: =N+ ol o8P 2

On en déduire que f est 2 fois dérivable et

N N
Y 0 i1 Yi

2Ny (2N; — 1) s*M1 2R <s, Limt Vi ) + ANk <s, 2zt )
g S

(53]

D’ou f est C2[0,t] et on vérifie que f(0) = \/% et f'(0) = 0. D’autre part la fonction g peut sécrire sous la
forme suivante (voir [Cont-Tankov(2004), proposition 9.5])

N N
LY Y
g(s) = Es?Niem A" -D) <%s + 2 Vi ) P (70 + i Vi ) )
ag ags ag ags

~11

f(s) = E

+E |2V
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On définit alors la fonction § comme suit

N N
LY LY
g(s):]Es2N1 <%S+ZZ_1 1>@<’Y08+ 2121 Z>.
o os o os
La fonction g a la méme régularité que la fonction §. Pour z € R on définit la fonction
s = k(s,x):= (us—f— f) D (,us—i— E) )
5 S

avec = 2. Donc

On a
0 x z 2, 7 T
ko) = (e 5) o (oo 2) v (18 ) (o)
x €T $2
- ( - ?) ® (“”g) + (/ﬁs— 53) h(s,z),
et
2 2x T Qu 2 qu 472 ot "
2z T 2H2$2 2MSC Ag? g
B 33(1><'u8+3>+(2u2’u432+32 52 JrsTiSiﬁ h(s,x).
Notons que ¢ (,us + ﬁ) < 1. Donc par le méme raisonnement que dans le cas de f, on déduit que § est
C?[0,t]. Et on a
N N
’ Y LY
G(s) = E|2N; M1k (8721—11> 1s on, O ( Do )
g 85 o
Ny N
1 / }/; vy Y;
g (s) = E[2N (2N —1)s*™ %k <5’ Zﬂ) +4N152N“1§’f (szlﬂ
o s o

+E |s2N

()]

Donc g est C2[0, 1], et on vérifie que g(0) = 0 et ¢ (0) =
Cas2 :0=0 et E|Y1| < o0
On a

/\IEY1 Yo
+
20°

EX+ +0oo Angn— 1
s :,yare—)\s +€—Aez 'YOS+ZY

n=1

Si o = 0, voir le cas 4. Sinon, soit u” la loi de 7’)%0 >, Y; pour tout n € N*. On a
E(’Y@S-‘rz}/i) = 70E<5+72Yi>
i=1 0

)
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Dot
n + S
E (%s+21€> = 70/ (s —z)u" (dx)
i=1 -
S S
w [ [ dun)

70/ / w" (dz)du.

Donc s = E (yo5 + >0y YZ-)+ est absolument continue. Il en est donc de méme de
)\nsn—l
n!

s —

E (yos + Z?:l Yi)+. Si on note h,, sa derivée p.p. alors pour tout n > 2

n n +
s = -2 e Sy < n=1ingn-2pg Y,
n(8) = =7 Z S (1 ol S Yo$ + Z i

+

n!
oo i=1 i=1
ntn—l

A n—1
= |hn(s)] < |0l + T)\"t"_Q (Ivolt + nE|Y1]) Vs € 0,¢].

n!

EXS

D’ot1 la convergence normale de ) h,, sur [0,t], et par conséquent I’absolue continuité de ==

par la proposition 3.2 et le lemme 3.6

t n EXT

EXS t t

E(Sup Xs — max th> = / Sds—fg hin
0<s<t k=0,...,n n 0 n k=1 n

t < . Exf IEXﬁ) <1>
= — | lim = — — | +ol|—
2n \s—0t s t n

1 1
= o (0 +2EY) t = BX{) +o (n)

sur [0, t]. Donc

1 1
= (ot + MEY;F — EX[P) + 0 ( ) :

2n n
Cas 3 :0=0, E|Y1| < 0 et fy, € Cp(R)

Dans ce cas
N, +
EXj 1 =
= -E E Y;
S 5 ('yos + 1)

=1

+oo n +
1 2 — s (/\S)n § :jf
- g € T]E oS + =1 ‘

n=0
N N N +o0 /\nsn—l n +
= e Y+e SZ py E 703+ZYi )
n=1 i=1

Si on note fyy; pour n > 1, la n-ieme convolution de fy,, on a

n + “+o0
E (Wos + Z Yi) = / (08 + @) fu vy (v)dzx
i=1

—7Yo0sS

'Yg/ (s — ) fry, (—y0z)dx

— 00

73/ / fnyi (—70)dudx
%/ / Fori (—02)dedu



3.1. IDENTITE DE SPITZER ET APPLICATIONS 33

La derniére égalité s’obtient par Fubini. La fonction s — E (yos + >, Y;)" est bien C2([0,]). Et on a
n + s
ZE (%8 + ZYz) = / Fuyi (—0z)de
i=1 -
2 n +
—E (%s +) Yi> = %5 fa,vi (—708)-
i=1

Et on verifie que pour tout s € [0, ]

n +
E (708-5-25@) < |yolt + nEY1
=1
d " \"
2
ds]E<708+ZYi> <2

i=1

2 n
E (%Hzm) <2,
=1

EXF .
ou Ky est un majorant de fy,. Ce qui nous permet de conclure que s - ——= se prolonge en une fonction

C?[0,t]. On conclut en utilisant [Asmussen-Glynn-Pitman (1995), lemme 5/
Cas 4 : 0 =0, v =0 et E|Y1]| < o0

On a
EX; S+°°>\"" 1
Tzekz (Zy>

n=1

OrE(}, )t < nE|Y1]. On en déduit comme précédemment que s — )S(;r se prolonge en une fonction
C?([0,t]). D’ott par [Asmussen-Glynn-Pitman (1995), lemme 5], on obtient la derniere partie du théoréme.
o

3.1.2 Cas général pour les processus de Lévy

Lorsqu’on relache la condition activité finie, le processus de Lévy considéré ne s’écrit plus sous la forme
(1.4.10). Et donc les techniques utilisées pour démontrer le théoréme 3.4 ne sont plus valables. Nous allons
donc utiliser une autre approche.

Théoréme 3.8 Soit X un processus de Lévy intégrable de triplet (y,02,v).
1. Sio>0

E(Mt—Mf):O<\}ﬁ>.
2. 8ioc=0
]E(Mt—Mt”)—o<1>.

3. Sio=0cet [, |zlv(dr) <oo
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Le résultat du point 2 du théoreme 3.8 est optimal dans le sens suivant.

Proposition 3.9 Pour tout € > 0, il existe un processus de Lévy X sans partie Brownienne tel que

lim n?eE (M, — M) = 4o0.

n—-+oo
Pour le résultat du point 2, on utilise le lemme ci-dessous.

Lemme 3.10 Soit X un processus de Lévy intégrable de triplet (v,0,v). Alors on a
EIX| = o (Vi)

lorsque t — 0.

Démonstration de la proposition 3.9. Soit X un processus de Lévy a—stable intégrable de triplet
(7,0,v). Le processus X intégrable implique 1 < a < 2 (voir [Cont-Tankov (2004), formule (3.33)]). De plus
pour tout a > 0, on a (voir [Cont-Tankov (2004), formule (3.31)])

X
( 1t> = (Xt)t>0 :
Ao />0 -

Et on obtient facilement que pour s > 0

X, =% sv X,
D’ou
t n EXT
EXS L
E(M, - M) = / 5-ds — Z A, par la proposition 3.2
o k=1 k

o ()
n

Or par [Abromowitz-Stegun (1972), formule (23.2.9)]

. 1 = 1 1
ngr—{loo (ana _;klf ) =—C <1_ 04)7

ou ( est la fonction zéta de Riemann. Donc

Q=

1
ta¢ (1-LYEXTF 1
E(M; — M) = - ¢ nla) ! +0(n1)'

D’autre part on sait que % < é < 1. Donc pour € > 0, on choisit « tel que é soit dans l'intervalle (%, % + 5).
Et on obtient

lim n?teE (M, — M) = 4o0.

n—-+oo
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Démonstration du lemme 3.10. On peut écrire X sous cette forme.

X, = X} + R},

avec

X} = At+ / rJx (ds,dz)

|z|>1,s€[0,t]
R} = / zJx (ds x dz).
|z|<1,s€[0,t]
Donc
X X} R!

VioT VeV

Comme X/ est un processus de Lévy a activité finie, alors par la proposition 3.3 on a

s —o(vi).

. . Ry o S
D’autre part on sait que lim;_,q | \/%‘ = 0 (c’est une limite en probabilité), et de plus

E(ﬁ) _/|a:|g1x (dx).

On en déduit par uniforme intégrabilité que

lim E@ =0.
NG

t—0

D’ou
X
lim ]EM =0.
t—0 \/E
o
Démonstration du théoréme 3.8. On pose 6 = %
EX;S " EX
E(M, — M")) = / 5-ds — Z kk5,par la proposition 3.2

k=1

+ EX+
Z/ EX; 72/ kéd
-1)5 S —1)8
EX;) EXS EXS EX5
B /0( s )d+Z/ 1)5( s ko )ds.

On note u(d) (respectivement v(d)) le premier (respectivement le deuxieéme) terme & droite de la derniere

égalité. On pose f(s) =

1 sioc=0et / |z|v(dz) < o0
|z|<1
1

5 stnon.

2

p:
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Donc, lorsque s tend vers 0, on a

F(s) = O(1) sip=1ouo >0, par la proposition 3.3
o= o(1) si 0 =0, par le lemme 3.10

Par un simple changement de variable on a

YYEXE EXS

_ 5?/01 (ZES? —f(5)> ds.
u(5)

Par la proposition 3.3, on sait que f est bornée sur [0,¢]. Donc il en est de méme de =7*. Lorsque o = 0, on
a par convergence dominée

TG Ol(f(s‘” —f(é)) ds

520 /5 50 st=»p
1
_ /O lim (J;(f? _ f(é)) ds
= 0.
Par conséquent
O (9) sip=1
u(d) = O(\/S) sio>0
0 (\/5) st o =0.

Posons maintenant X, = X, — as pour tout s > 0, avec o = EX;. Alors X est une martingale. Et pour
s >0 fixé, (X, + as) :_;0 est une sous-martingale. Car x — z™ est convexe. Donc pour s € [(k — 1)d, k]

X = (Xs+as)+
< E((Xk6+as)+/xs).

Et par suite

Donc
no ks +
EXf EX
v(d) = / < g M) d
( ) ];2 (k—1)6 S ko
B z": /k5 EX} E(Xis+ akd) )
=5 \ 8 ko
n ké " "
< Z E (Xk(; + as) B E (Xk(; + aké) ds
2 (k—1)5 S ]{16
no ks ~ N 1
= / E (ng + aké) ( — ) ds
(k=1)5 ko

+

n /’“‘S E (Xps + as)+ — B (Xps + ak5)+

o (k—1)8 &)
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En remarquant que pour tout z,y € R on a | — y™| < |z — y|, on obtient

v < ZIEX (log( kl);)+§[:51)5st

- kZJIEX,;%(log<l+k1 ) )ds-i—Z/ |a|(—1)ds

" 1 1 k
< ZIEX;% (kl - k> Z |ex|d (klog (kl) - 1) ds.
k=2 k=2
Donc
" 1 1 = k
v(d) < kZ:Q]EX,j(; <k 1—k>+|a(5§_:2<kl—l>
n n 1
— ];Q(kd)”f(ké)k(k ) + \a|5kZ:2 o
(ko
< P kZ:Q Moo - 1) + |a|dlog(n)
B = (ko log(n)
= 61)2]&*1’(/@'71) +O( - >

Soit C, la borne supérieure de f. Dans le cas flﬂ?\<1 |z|v(dx) < 0o et 0 =0 (donc p=1), on a

— f(k) log(n)
v(d) < 5;(k_1)+0< - )

|
Q
VRS
S
3 (=
=
N————

.On a

u 1
=Lyt

k=2

. 1 _ n
Sip= 3, notons w, =, _, (k 1)7

La série ) ( L 7 converge. Donc w,, est bornée. Si 0 =0 on a
k—1)3

De plus, on a

k=N+1 k=N-+1
1
E>N (k—1)2
La série (k 11) = est convergente, donc pour € > 0 donné
— 2

1
INfEN/N2Nf = CY ——— <.
S (k-1)2 2

>N
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Or
N*® N¢
L ko = ko
lim Z f( )3 _ lim f( )3
n—-+oo P (k _ ]_)2 P n—-+oo (k _ ]_)2
= 0.
Donc
Ni
F(kS) e
dNS eN/n> N5 = —_ < .
Posons N¢ = max (N, N5). Alors si n > N°¢
L f(k) O~ f(kD)
S o (ORI S (COR
i (k—1)2 k:Nf+1(k_1)2
L E,¢€
2 2
< e

En definitive

Ve>0 IN*eN/n>N° = w, <e.

D’ott wy, = 0(1). Ce qui nous donne finalement

<&

Dans le cas variation finie, avec une hypothése un peu plus forte, on étend les résultats sur les processus
de Poisson composé, obtenus dans le paragraphe précédent, au cas activité infinie.

Théoréme 3.11 Soit X un processus de Lévy intégrable de triplet (v,0,v). Supposons que
flfv\<1 |z] |log (Jz])| v(dz) < oo et v(R) = +o0, alors

E (M, — M) = (<70+ +/Rx+y(dx)> tIEXj) % +o0 <i) .

Lemme 3.12 Si X est de type B et yg # 0, alors
t T
/ ds/ dul [P[X, > 0] = P[Xou > 0]] < 0. (3.1.3)
0 0 8
Démonstration du lemme 3.12. Considérons d’abord le cas ou v9 < 0

S

t 1 t t 1
1 1 1
/ds/ dul PIX, >0 - P[Xe > 0] < / P[sto]ds+/ ds/ dulpx,, > 0.
0 0 S 0 0 0 S
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D’une part
"1
up = / -P[X, > 0]ds
o S
il t1
< / Ipix, > O}ds+]lt>1/ Ipix, > 0]ds
o $ 1S
1
< / -P[X,>0]ds+ |t — 1]
0 S
!
< / —P[X, > 0]ds + |t — 1|, par le théoréme 2.1
o S
< o0, par le théoreme 2.14.
D’autre part
t -
Uy = / ds du—P[Xg, > 0]
0 0

Or pour tout s > 0

et comme on I’a montré plus haut

Alors

Ug < 0.

Et par suite

t 1
1

/ ds/ du=|P[Xs > 0] — P[X,, > 0]] < oco.
0 0 $

Si maintenant o > 0. Soit X le processus dual de X (e.g. X = —X ). Alors clairement ’yg( = —7p, et donc
& < 0. D’autre part

t 1
1
/ ds dug IP[Xs < 0] — P[Xs, <0

t 1
1
/ds/ du [P[X, > 0] — P[X,, > 0]
0 0 S 0

0 S

0
t 1
= ds/ du1|P[sto]—P[Xsuzo]\
0
< ©o0.

Démonstration du théoréme 3.11. Par la proposition 3.2, on a

'EXH " EX
E(M; — M) = / S ds — k’“s.
o 8 k=1
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Posons

EXS
S

h(s) =

Pour montrer le théoreme on va montrer que h est dérivable et que f(f |h/(8)|d8 < o0o. Et on conclut avec le
lemme 3.6. On va d’abord montrer montrer que

d

ECG) =P 2 0+ [ B (040" - (0)*) wldy)

R

Soit f une fonction dérivable avec une dérivée bornée. Comme X est & variation finie, alors par It6 (/Cont-
Tankov (2004), proposition 8.17]) on a

F(X2) = 1(0) + 0 / XAt S () - F(X,0).
0<7<s

Donc

Ef(X,) = +70E/ f(X)dr+E > (f f(X-).

0<7<s

La formule de compensation de [8] (voir les préliminaires) implique que si
E [f()s ds f]R |f (XT + Z-,I) - f (X.,.>| V(dy)} < 00, alors

B Y (0 - £ )= [ar [(706 40 - £ (x)vian).

0<7<s

La condition ci-dessus est bien vérifiée car f est lipschitzienne et donc

B | [Car [ 17054 - FC0Ivan)| < \fH [ ar [ vty
<
D’ou
Ef(X) = +’YOIE/ 7 dHE[/ dv/ f(Xr+3) = £ (X0) (dy)}

- f(0)+E[70 [y ecars [ [ (f(XT+y)—f(XT))V(dy)]-

D’efinissons maintenant, pour € > 0

/ 2
() TLVERT weR
2 2
On vérifie que f. est dérivable avec
’ 1 X
) = —4+—, VxR
L) = 5t e
Donc
fe .= 1.

La fonction f. est donc dérivable avec une dérivée bornée, par ce qui précéde on a

B = S| [ drs [Car [0 e - o))
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La fonction f. converge uniformément vers x — x+ lorsque ¢ tend vers 0. Et pour tout z € R*

lim f2 () = Lo>0.

e—0

De plus pour tout 7 € R, X # 0 p.s. (car X est & activité infinie), et pour tout x € R

T e+ |x
fl) < Dpverl
< el + L

Par convergence dominée, on obtient

= 'yo/ P[X, > 0] dT+/ dT/ X +y)* (XT)+) v(dy).
0
Et par suite
d
TR = P20+ [ B () - (X)) vy,
S R
Donc
E(X,)*
h(S)*/yW(dy) - EX) /y v(dy)
R S
= / ('yOIP’ (X, > 0]+ /]E ((Xu +y)" - X{f) V(dy)) du
s Jo R
- frv
R
= 10/ P[X, > 0]du+ — / / X +y)t Xj—er)V(dy)du.
0
Or
(Xu +y)+ —X{f - y+ = (Xu +y) ]l{Xu+y>()} _Xu]l{Xu>O} _y]l{y>0}
= Xy (]l{Xu+y>0} - ]l{Xu>o})
+y (Lix, 500 — Lysop)
= 1 XulLgyx, <oyi>1xay — W yx. <o i<ix.y
= _|Xu| A ‘y|]1{yXu<O}-
Donc
S 1 S
s = [wtvdy) = 2 [Pz 0du— [ B AL o] vidn)du
R s Jo sJo Jr

On vérifie que h est continue et dérivable sur RY, et

h(s) = wus+vs+ws,
avec
uy — EP[XSZO]—lg/SIP[Xuzo]du
5 s2 Jo
v = = [EIXI AL, <o) )

1 S
o= 5 [ EIX AL, <o] o)
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La continuité est évidente. Pour la dérivabilité, on a besoin de montrer que les fonctions suivantes sont
continues

fiis—= P[Xs >0
fris— [ B[, <o) )
Soient s, € R%, on a

filt) = fis) = P[X; >0 -P[X;>0
= P[X,<0]-P[X; <0].

Or lim;, s X; — X5 = 0 p.s. Donc X; converge en loi vers X, et par suite

lim f1(t) — fi(s) = 0.

t—s

D’ou la continuité de fi. D’autre part, on a

f2(t) = f2(s)

/R E [|1X0] A Iyl Ly, <oy] #(dy) — / E [|X.] A lyL gy x.<0p] #(dy)

J B0 = 1D Al gx,<0] ()
+ [ B ] (Lcor = L, <op)] ()
Par convergence dominée

lim fo(t) — f2(s) = 0.

t—s

La fonction fo est donc continue sur R . Par le changement de variable v = %, on obtient

1 1
hs) - / ydy) = / P (X, > 0]dv— / / E|X o] A 9/ 1 gyx.. <0y (dy)do.
0 0

Or par convergence dominée

1
lim / / E[X o] A ly/L gy x.. <op(dy)do = 0,
0 R

s—0
et
1 1
lim P[Xs > 0]dv = / lim P [X,, > 0] dv
s—0 0 0 s—0
1
0
= ]I{Am>0}, par le théoreme 2.15.
D’ou

s—0

lim h(s) = / yTu(dy) + v
R

La fonction h est donc prolongeable par continuité sur R*. Nous allons montrer maintenant que

t
/ 11 (s)|ds < oc.
0
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On a us =0 si 9 = 0, sinon

|US| =

Dpx, 20]713/ P[X, > 0]du
S S 0

1
M/ (X, > 0] - P[Xp > 0] du.
s Jo

t
/ lus|ds < oo.
0

Par ailleurs, en utilisant la concavité de la fonction x € RT™ — x A |y| et la proposition 3.3, on a

IN

D’ou par le lemme 3.12

1
ol < 5 [EOXIAD Lo, cor(dy)
1
< 5 [EOXIA D).
S JR
Par suite
1
ol < 5 [ @) A
S JRr
1
< 5 [ Alylvtan)
S JRr
Donc
t tl
lvslds < // —(es) A |yldsv(dy), par Fubini
0 rRJo S
1ul -
< c// dsv(dy)+// =yl Ly <cerdsv(dy).
R Jo R/l S
D’ou

¢
/ lvs|ds
0

IN

/RI:L/IV(dy) /log<| |> YLy <cey v (dy)
[ ooty + /| log (| |) ylv(dy)

< 00, par hypothese.

%/S/(cu) A lylv(dy)du
< / / cs) A lylv(dy)du

5 [ ) A lulvlay).
R

t
/|ws|ds < oo.
0
t !
/|h (s)lds < oo
0

D’autre part

IN

On en déduit que

Et donc finalement

Ce qui conclut le théoreme.
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3.2 Extension du théoréme d’Asmussen Glynn et Pitman

Nous avons noté dans le paragraphe précédent, que dans le cas Brownien le point 1 du théoreme 3.4 pou-
vait étre obtenu grace & un résultat de [Brodie-Glasserman-Kou(1999)]. Pour un développement & o (ﬁ
prés, on peut aussi utiliser une reformulation du théoreme 1 de [Asmussen-Glynn-Pitman(1995)]. Cette

derneére peut étre déduite d’une lecture attentive de la démonstrartion du théoréme 1 dans [3] (voir particu-
licrement les pages 879 & 883, et la remarque 2).

Théoréme 3.13 ([Asmussen-Glynn-Pitman(1995)]) Considérons quatre réels a, b, x and y, avec 0 < a < b.
Soient 8 = (B;)a<t<p un pont Brownien partant de x et arrivant en y dans l'intervalle [a,b] (cad 8, = x et
By = y) et t un réel strictement positif. Notons M le supremum de § et, pour tout entier positif n, par M"™
le supremum discret associé au pas de discrétisation %

kt
M= sup By and M"™ = sup B, oﬁIn:{k€N|€[a,b]}.
a<t<b kel, " n

Alors, lorsque n tend vers I'infini, le couple (y/n (M — M™), 3) converge en loi vers le couple (vtR, 3) ott R
est indépendant de 3 et s’écrit sous la forme

R = min R(U + ). (3.2.4)
{jez}

Le processus (R(t))ser est un double processus de Bessel de dimension 3 (i.e. R(t) = Ry(t) pour t > 0 et
R(t) = Rao(—t) pour t < 0, ou R; et Ry sont deux processus de Bessel de dimension 3 indépendants, issus
de 0) et U est uniformement distribuée sur [0, 1] et est indépendante de R.

Ce résultat se généralise aux processus de Lévy a activité finie possédant un coefficient de diffusion non nul
(jump-diffusion).

Théoréme 3.14 Soit X = (X;);>0 un processus de Lévy a activité finie de triplet (v, 02, v) vérifiant o > 0.
Pour un réel t > 0 donné, considérons le supremum continu de X sur [0,t] et, pour tout entier n > 0, le
supremum discret associé au pas de discrétisation %

M= sup X and M= sup Xm.

0<s<t k=0,1,....,n

Alors, lorque n tend vers U'infini, le couple (\/ﬁ (M; — M), X®) = (Xs)ogsgt) converge en loi vers le couple
(oVtR, X®)) ot R est indépendant de X et est donné par (8.2.4).

Notons que, dans I’énoncé ci-dessus, X ® est vu comme une v.a. & valeurs dans I’espace des fonctions cad-lag
definies sur lintérvalle [0, t], qui peuvent étre représentées par la topologie de Skorohod.

Démonstration du théoréme 3.14. On va montrer que, pour toute fonction continue bornée f et pour
toute v.a. bornée Z qui est mésurable par rapport a la tribu générée par X, 0 < s <t¢,on a

lim E (f (Va(M, — M) Z) =E (f (a\/iR)) E(Z). (3.2.5)

n—oo
Le processus X étant & activité finie, il peut sécrire sous la forme suivante (voir (1.4.10))

N
st'yos—I—aBs—i—ZYj, s> 0.

j=1

En conditionnant par rapport a Ny, on a

NE

E(f (Vo — M) Z) =Y E(f (VoM — M) Z | Ny = m) P(N; = m).

0

3
]
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Notons que conditionnellement & {N; = 0, X; = y}, le processus %
en utilisant le théoreme 3.13

est un pont Brownien de 0 & £. Donc

lim E(f (Va(M, — M) Z| N, =0) =E (f (m/iR))E(Z | N, =0).

n—-+4oo

Pour 'espérance contionnelle sachant {N; = m}, m > 1, on conditionne encore par rapport aux instants de

saut, aux valeurs de X et & ses valeurs limites a gauches aux instants de saut. Notons T, T5,..., Tj,...les
instants de saut du processus N. Pour tout réels 0 < t; <ty < ... <ty <t Ti, ..y T, Yloe - - yYms Ym+1,
Soit

Am = {Nt :m7Ti:ti7XT; :xiaXTi :y“Z: 1)"'amaXt:ym+1}-

On remarque que conditionnellement & A,,, les processus 3%, ..., /™ définis par

1
—X, ifs€ [tj,tj+1)

X - if s = tj+1
g J+1

avec tg = 0 et t,,41 = t, sont des ponts Browniens indépendant sur les intervalles [¢;,¢;4+1]. Introduisons les
v.a. _
M’ = sup B, M""=supfi,
tj<s<tj+1 keri ™

oun Il ={keN|t < % < tj41}. Conditionnellement & A,,, les v.a. M7 sont indépendantes et chacune
admet une densité. Donc 'une d’entre elles et strictement plus grand que les autres p.s.. Pour j =0,..., m,
posons . 4 ,

Al ={M’ > M* pouri # jeti<m+1}.

Conditionnellement & A,,, on a
f(f(Mt Z]-AJ f UM] )) Gj(ﬁoa"'aﬁm)7

pour une fonction borélienne bornée G definie sur I'espace [[[L, C([t;,t;+1]). Sur Uensemble A7, , on a, pour
n assez grand, M]* = o M’". Ceci est du au fait que le maximum de 47 & un point intérieur de I'intervalle
(tj,tj+1) et que pour n assez grand, certains points de I7 sont arbitrairement proche de ce point. Donc, pour
n assez grand, on a

f(Vn(M; - ZlAJ foel) Gi(8°,....8™),

avec &, = \/n(M7 — M?™). On déduit du théoréme 3.13 et de I'indépendance des ponts Browniens que
lim E(f (vVa(My — MP)) Z | Ay) = angroloE( ap (05) GH(B° .. B™) | An)

- i E(f (oViR))E (14, G, (... 5™ | A,)
- E(f(a\/%R))E(ZMm).

D’ou, pour tout m > 1,

lim B (f (Vai(M, = M) Z | Ny =m) = E (f (oViR) ) E(Z | Ny = m),

n—oo

On en déduit facilement (5.1.5). o
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3.3 Processus de Poisson composé

Soient f une fonction définie sur R et X un processus de Lévy de triplet (v,0,v) intégrable a activité
finie. Alors X peut s’écrire sous la forme

Ny
Xe="0t+) Y.
i=1

On notera A I'intensité de N. On se place sur {N; = m} (avec m > 1). On note T} le k™ temps de saut
de N. Sur chaque sous-intervalle [0,T%), [T1,72),. ., [Tm—1,Tm), [Tm,t] la trajectoire de X est affine, donc
atteint son sup aux extrémités. Plus précisément, si vg > 0

M, = max(XTl_7...,XTT;,Xt)
k—1 m—1 m
= max<’YOT17"'7’YOT]€+ZY;7"'a’70Tm+Zma’yot+zn>7
i=1 i=1 i=1
et siyy <0
Mt = naXx (O,XTI, e 7XTm)
k m
= max (0,70T1 +Y1,...,70Tk+2m,...,me+Zm> :
i=1 1=1
Dans les deux cas on peut écrire
Mt = max(Xo,Xl,...,Xm).
Soient donc
Um :inf{j € {0,...,m}, X; :Mt}
X = (XO,Xl,...,Xm>
k
Sk =2 Yi
i=1
% ) (ot otz + Sty 0tm + Sme1,70t + S sty 20
Flyeenstm (O,"}/Qtl +Sl,"}/0t2+Sg,...,")/0tm+sm), st v < 0.
On définit également
. _ m+1 i
m ¢ = (Toy...,Tm) ER —>01§n%)§nxl
Lo _ m+1 ) )
Wy @ = (Toy...,Tm) ER — 0§i1<rlx.1a<>§mgm(sc“, e X))
Tm = (Tg,...,2y) € R™T! —>inf{j €{0,...,m}, z; = max :EZ}
0<i<m

1, st ) =1nx
X5 :x:(xo,...,xm)eRm+1—>{ ’ J m()
0, sinon

f;-"(tl, coytm) =E (f (Mm (th,‘..,tm)> - f (N;n (th,...,tm))) X;-n (th,...,tm> .
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Pour m > 2, (t1,...,tm) E R™ et 1 < j <m — 1, notons

—
tj—1= (t1,...,tj-1)
~—m

tj+2: (tj+27 e 7tm)

N
Hs(tj—l) = ]l{O<t1<---<tj—1<5}
—m

Hoo(t o) = Mpoct i <octn<ty

m—1
~ m! - «m <_m
fm(a,b)/[ md tj—ldtj+2 E ffl(ty 1,a,b, J+2)
0 :
Jj=1

’t]m—z t

><]1{0<t1<---<tj71<a§b<tj+2<---<tm<t}

m—1

~ — +—m «~—m
fm(a,b) :/[0 . AMe— A tia d tj+2 Z fgm (tj 1,Q b, tj+2)

j=1

X ]l{0<t1 <"'<tj71<a§b<t]‘+2<"'<t7n <t} .

Le théoreme que nous allons énocer, a défaut de généraliser le théoreme 3.4 dans le cas des processus de
Poisson composé, la compléte.

Théoréme 3.15 On suppose que f € C}(R), alors sivy >0, on a
'70t +o0 ¢ too et 1
E(f(My)— f(M]) = Ef (My) Z (1=Tg, —my) Lnymmy + o Z / fm(s,8)ds + o (n> ,
m=1 m=2 0
et siv9 <0, on a
"yot +oo t +o00 t _ 1
E(F(M)~ fOF) = ~25f (04) Y (1= D) Loy + 52 5 / Fn(s, 8)ds + o (n) .
m=1 m=2 0

Des résultats intermédiaire sont nécessaire pour démontrer ce théoreme. Nous verrons leurs intéréts dans
la démonstration du théoreme.

Lemme 3.16 Pour tout g € C(R), x € R™*! — (g o pm(r) —go ,u;n(x)) Xj' () est continue sur R.

Lemme 3.17 Soient t}} = % et (T;)i>1 les instants de saut de N, désignons par E,, éspérance condition-
nelle a {N; = m} et notons

400 m—1 n

=E Z Z [Ty To) Lo oryery <oy Ly =m)

m=2 j=1 k=1

t X 1
Un:%mz_:z/o fm(s,s)ds+o(n>.

Lemme 3.18 Si U est une v.a. & valeurs dans [0,t] a densité fy continue, alors n (U — [%] %) converge
en loi vers une v.a. uniforme sur [0,t], et elle est indépendante de U.

Alors on a

Démonstration du lemme 8.16. On sait que fi,, 1, € C(R™! R). Donc on a aussi gogi, —gop.,, € C(R).
Remarquons également que 7(x) demgne le premier indice maximisant de x.
Cas 1 : Soit = tel que pm, () > g1, (). Alors il existe un voisinage de z (V(x)), tel que pour tout y € V (),
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i (y) > ,u;n (y). Et d’autre part, il existe un seul indice maximisant pour z, qui est aussi I'indice maximisant
pour y, pour tout y € V(z). Donc X" est constante sur V(x) et soit ¢ sa valeur. Donc

Lim (goum(y) - goulm(y)) Xj'(y) = lim (goum(y) - gou;n(y)) ¢
= (90 mm(@) — gopu,(@)e
= (g0 mm(@) = go (@) X} (@).
Cas 2 : Soit  tel que iy, (z) = p,, (). Alors
90 Him(2) — g0 fry,(x) =0
= lim (g o fim(y) — g ou;n(y)) =0.

Et comme 7" est bornée, alors

lim (g o tim(y) —go um(y)) Xj'(y) = 0
y—)w
= (90 nm(@) = go (@) X ().
Ce qui montre le lemme. o
Démonstration du lemme 3.17. Rappelons que conditionnellement & {N; = m}, (T1,...,T;,) est un

réarrangement de v.a. uniformes sur [0, ¢]. Donc

n m-—1
- (Z POE/GRE "Tm)ﬂ{tﬁ1<T1<Ta'+1<t?}]l{Nt_m}>

k=1 j=1

n m-—1
= Em (Z Z fjm (Tl, P 7Tm) ]l{tz1<Tj<Tj+1<t2}> P[Nt = m}

k=1 j=1

n m—1
Z m! Z m

= / ﬁdtldt’rn f] (tl’""tm)ﬂ{t271<t1<tj+1<tz}
k=1 0. j=1

— om
XHyj (tj-1)Hey g 1(tj40)P [Ne =m].

Um,n

On fait deux changements de variables, t; = t}_; +u et t;41 = t}}_; +v. Donc

n m—1
m! — «m e o
Umon = Z pen /[0 . d tj_1dudvd t Z I (tj—l,t2_1 +u, -1 + v, tj+2)
- : j=1

+~—m

R
L iocucvetyHey wu(tj—1)Hey ot (t j40)P [Ny = m]

I
NE

/ dudv fr (£7_1 +u, 8]y +0) P[Ny = m]
{0<u<v<t}

k=1

1
n

I
M=

(]

/ dudv f, (t’,g,l + i+ 3) P [N, = m)
{0<u<v<t} n n

b
I

1

1 t e & U v
S dudv™ m("_ U f)IP’N: .
nt/{0<u<v<t} u Un;f k=1 T b1 T [Ny = m]

Or f,, est continue sur {(a,b) e R?, 0 <a <b<t},car fj— est continue (par le lemme 3.16). Donc

lim f, (t" Lo +v)—/tf (s,s)ds
m \Yk—1 n’ k-1 n - 0 m 2 :

n—-+oo
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De plus Z;nzl fi* est bornée (indépendemment de m), donc fim est bornée (avec une borne dependant de
m). Donc par convergence dominée

1 b
lim nvy,, = 7/ dudv/ fm (8,8) dsP[Ny = m)
n—-+oo t {O<u<v<t} 0

= ;/Otfm(s,s)dsP[Nt:m]

t
= %/0 fm(svs)ds

De plus du fait que f]" est bornée (indépendemment de j et de m), on a (en notant C' = H f]T”HOO)
C ' n m-—1
m:
omal < =Y Z/ —dtl TS P
k=1 j=1

xLjocty<tz<<tr,, <tyP [Ne = m]

n m—1 tT AL t
C | J+3 kN ti4+2 j+1
= == E E / dtm, / dtm-1 . / dtjyo / dtj / dt;
t'”. t”L

k=1 j=1 k—1 k—1

t; to
X/ dtjfl.../ dtlp[Nt :m}
0 0

Donc
Cml Szt tm tjts ty ti+1
"Um,n| S tTZ Z/ dtm/ dtmfl.../ dthrQ/ dtj+1/ dtj
k=1 j=1"0 0 0 tho— tioa
tj to
X/ dtj_l dtﬂp[Nt —m]
0 0
Or
tit1 tj to t t J
/ dt}/ it / aw, — ) ‘(k 1)
tr 0 J
D’ou

tz’ tit1 t; to 1 (tn)]+1_ (t’ﬂ t X
dt; 1/ dt»/ dtt_l.../ dty, = — | ().
/t" J+ o J 0 J o ]! j+1 n ( k 1)

k—1

D’autre part

Donc

Or
-1
at =t =(a=b)> a7, VI>1, Va,beR
q=0
()™ = ()™ _

Jj+1

(tr) -

3\@#
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Donc
Cm'”m1 AT PO BN
|Um,n| S Z Z — [(t ) ( kfl)j] P[Nt = m]
(m—j—1)!
k=1 j=1
Cm! o~ e thl t2jIIP’N
< — ) [j¥~ =m).
Jj=
Par suite
C’m' n m-—1 sm 1
|’U7n,n| S ™ Z B ] " 172P[Nt = m]
e (= =D m—j—1)tn
C m—1 m'
= —PN,=m] ) — — .
n = G=Dim—j -1
D’ou
C mol m
|Um,n| < —P[N; =m] < 1)
n = 7 —
m—2 m
n — J
7=0
C m m
n — J
7=0
2m
n
On a alors

[nvm.n| < C2™P[N, =m)].

D’ou par convergence dominee

+o0 ¢ +oo t 1
mmn = 5 m S, d — .
mz::Qv i 2717”2_:2/0 fm (s,9) s+0(n>

Démonstration du lemme 3.18. Remarquons que n (U — [%]
R. Posons

) =t (2F — [2Z]) € [0,t]. Soient z,y €

pn(x,y):IP’[n (U— [”ﬂ n) <z, U<y:|

pu(r,y) =0,

S

Siz<0ouy<0

etsiz>touy >t

pn(xa y) =1

Supposons maintenant que z,y € [0, ¢].

pu(z,y) = ZP[H<U— [nU} ;) Sx,kz—lgntU<k,U§y}

I
[
&=
S
=
|
—
=
IA
S ls
=
|
—
=
A
<
A
|
~
A
s
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D’ou
- k—1)t (k—1)t kt
pn(@,y) = ZP[U<$+( ),( ) <U<7U<y]
= n n n
- k—1)t k—1)t
_ ZP’{( ey k2l ,Ugy]
n n n
k=1
Soit n, = [%¥], alors "T”f <y< (nyTH)t De plus
lim ¥ =Y (3.3.6)
n—+oo N t
Donc
ny oy (ko
pale) = > [0 Sl
k=1""n
Ty -
1 k—1)t
S (A G,
= Jo n n
La fonction fy étant continue, alors lim,,, 1 fu (% + @) — fu (@) =0, et la limite est uniforme
sur [0, ¢]. Donc
N1 [T (k—1)t
n ] = - d 1
mien = S0 ([ o (C5 ) aurom)
Ny
x k—1)t
= > 2 (B oy
n
k=1
Ry (k—1)t
= : 1
nrS g +o()
k=1
Or
i Bt (k=Dy| k=Dt ny
n——+o00 n Ty n—+00 n Nyt
< lim ‘1 A
n—-+o0o nyt
= 0, par la formule (3.3.6).
D’ou

P[n(U— ["LLU} 2) <a:,U<y} = Winyﬁ (Utl)y) +o(1)

Y

Démonstration du théoréme 3.15. On a

E (f(Mt) - f(Mtn)) ]l{Nt=7TL} = Z]E (f(Mt) - f(Mtn)) ]]-{Nt=m,um:j}~
=0
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Donc

+oo m

EY > (F(My) = (M) L n,—mw—iy

m=0 j=0

B (f(My) = f(M"))

400 m

ED D (F(M) = FM) Linmm=s)-

m=1 j=0

Remaquons que comme f est bornée, un simple argument de domination justifie qu’on peut permuter somme
et espérance.

Cas1l :v >0

Sur {v;,, =0}, on a M; = ~yT;. De plus

n
M = ZMtn]l{(kq)%<Tlg%}'
k=1

Donc sur {(k— 1)L < Ty < &}

My

v

X(k—l) 1d

= ’Yo(k

)

E ) SO Ly = 232 (50007 (3= (7= 6= ) ) )

D’autre part

X]]'{Nt:m,ll,m:o’(kfl)L<TIS m}

+ Eé (f (Mt — (T1 — (k- 1);)) —f(Mt"))

X]l{Nt:m,Vm:O,(kfl)%<T1§%}'

Notons y, m (resp. vpnm) le premier (resp. le deuxieme) terme droite de 1’égalité ci-dessus. On a

Vnm = EZ( ( (T1 (k — 1)2)) - f(Mt"))

X1{Nt=7rl,um=0,(k—1)%<T1< kt NrotM,— fyo(Tl—(k—l)%)}‘

>

Si yo = 0 alors vy, = 0, sinon sur {(k — 1)L < Ty < B MP £ My — 0 (T1 — (k— 1))} on a

t
Mtn > M — o (Tl —(k—l))

n
N,;f

t

=3Jpe{0,...,n}, 70 +ZY >70(k—1)—.
Jj=1

Si Nt =0,0ona 2 <T).Doncp<k—1,et

Npt

pt ~ pt t
— E Y, =9 — < k—1)—
%n +j:1 j %n < 70 )n
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C’est qui est absurde. Donc il existe p € {1,...,n} tel que Nyt > 1 et

Npt
pt ~ t
Yo7 +ZYJ > 70T =0
Jj=1
Npt
~ t
=dle {1,--.,774}, ’YO/I’H»I At"‘zli/j >’Y()T1 —’VOE
=

N t
:>3l€{1,...,n}, X >’70T1—’}/0E.

Or lorsque vy # 0 on a X, < Xy p.s., pour | # 0 sur {Vm = 0}. On a ainsi

t kt t kt
Bn7mﬁ{(k1)<T1§}CAn7mﬂ{(/€1)<T1§},
n n n n
ol
t
Bn,m = {Mt?éMt—’)/O <T1—(k—1)n)}ﬂ{ym:0,Nt=m}
5 5 t
An,m = {3[6{1,,771}, XZ>X0’YOn}m{VmO,Ntm}-
D’ou

;Zjvn,m <y Ei‘{ (f (Mt — %0 (Tl - 1)2)) _f(Mtn)>

m=1

Lt er<e}na,.,

t I
- IPAnm-

IN

Or P[A,, ] <P[N; =m]. Donc par convergence dominée on a

+oo +oo
nEIJIrloo Z:l P [An,m] = Z: mllg}m P [An,m]
= 0.

Car limy, 400 P[4p,m] = 0. Dol
—+o00
S v = 0 () |
n
m=1
D’autre part

Unm = EZ (f(Mt) - f (Mt — % <T1 — (k- 1);))) ]]‘{Ntzm,um=0,(k—1)%<Tlg%}

E
I
-

= ZE <f(Mt) - f (Mt — 7 <T1 - (k - 1);))) ]1{Nt:mﬂ,,,n:o7(k,1)%<T1§%}~
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On vérifie facilement que P [(k — 1)L < Ty < %] = O (1) et si on note 2™ = [22] L on a

400 n

iun,m = Z ZE ( (Mt (Tl — Tl(")))) ]l{Nt:m,ym:O,T{L:(k—l)%}

m=1 k=1

4o n

n / 1
= z;lkz_:lE [70 (T1 — Tl( )) f (M) +o (n)} ]]-{Nt:m,VmZO,Tlnz(k_l)%}

4o n

= S S (T - T F O (oo 12y +O (i)

m=1 k=1

—+oo
n 4 1

= Z E~o (Tl = Tl( )) f (Mt)]l{Nt:m,l/m:O} +o <’I’L)

m=1

+oo

’}/0t ’ 1

= —Ef (M) n, - —

Z o [ (M) {Ntm,umO}JFO(n)

t 1
— 70 ]Ef (M) Z]l{zvt mym_0}+o( )

m=1

L’avant derniere égalité est obtenue en utilisant la convergence dominé, car n (Tl — Tl(")> est bornée, et le

lemme 3.18. D’ou

+00 too
E Z (f(Mt) - f(Mtn)) IL{Nt:m,um:O} FYOtEf Mt Z ]l{Nt m,v, =0} +o (i) .

m=1

Sur {v,, =j}avecje{l,...,m—1} et m > 2, onaMt:’yoTjHJer:lYi. On a

Mp = > MPL g sy
k_

3

- My (]I{Tj<(’€—1)%<Tj+1§%} + ]l{(k—l)%<Tj<Tj+1S%}) ’

el
I
—

Sur {T; < (k— 1)L <Tj;1 < %} on a alors
M=z Xyt
= -1+
= 7 n i i
t
= M;—o <Tj+1 — (k- 1)n> :
Et par consequent M; — M* < 70%. Notons

U{fzﬂn = (f(Mt) - f (Mt — 7 (Tj+1 - Tj(z)1>>) ]l{Nt:m,Vm:j}]l{T.<(k,1)£<Tj+1§%}
k,j __ (n) n

Uy = E (f (Mt — 70 (Tj+1 - TjL)) - f (M ))) ]l{Nt =m VWL—]}]]'{TJ<(]€ 1)t<Ty<ht

wflﬂn =E (f(Mt) - f(Mtn)) ]]-{Nt:m,um:j}]l{Tj<(k,1)%<T Jrl<

—n

kg — kg k,j ’
On a bien wy7, = u,}, + v, D’autre part

7
ki | < IS lloc0t
[onon| < n El Ne=mvm=j,T; <(k=1) & <Tj1 <5 M > My =0 (T4 -1, ) }
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Sur {Ny =m, v, =3}
M > M, — o (Tiny —T™ 0, M™ > M, —~ (Tiy —T™
t > M=y \1j+1 J+1 = Y% >0, My > Mg =7 |1Lj4+1 J+1
- HpG{O,...,n}X%t>Mt—’y0(Tj+1—Tj(_T_)1>
Npt

pt n .
= EPE{Oaa”}’YOg—FZYZ>Mt—'yO(Tj+1—T](+)1>

i=1

Or M; — (Tjﬂ Tj(ﬁ)l) = ]H + Z 1 Yi, Donc on a necessairement N%t # j. Car sinon on aurait
NL

Ty < pt < Ty et %+ Xf i <) + L

l

. 4 n t
= A < <Tipy, wolia At+Y_ Y > M= (T2 -T2 > M, - 2=
i=1
t
= A4 X>X -1
D’ou
e Nloo 0t Yot
Skl < MP[Nt:m m = 7,3 # §, X1 > X; — ,0>o}
, n n
k=
Or
m—1 t m—1
P[ mym—j,ﬂl;éj,Xl>X ,70>0} < PV
j=1 j=1
< (m—-1P[N; =m]
Et donc par convergence dominée on a
+oco m—1 t
lim ZZP{ mum—j,ﬂl#]7Xl>X—,’yo>0} = 0.
n—>+<>om:2 e

D’ou

)

400 m—1 1
'Uk,j B ? ()
n,m n .
m=2 j

Donc en notant a;, = E (f(Mt) —f (Mt — % (Tj—H - T](ﬂ)))

+o0o m—1 n m—1 n 1
E k,j — . . E -
wn,m - a’Ja’”]l{Nt:m;l/m:J} ]]'{Tj<(k71)%<Tj+1S%} t+o (n>
m=2 j=1 k=1 j=1 k=1

1
]I{Nt =m,vm ]}Z]l{T<k DL T =(k—1) % }+0<n)

T

<.
Il
—

;LM iM§
3
|

3
L

1
= aj,n]l{Nt:m,um:j} Z ]I{T;Jﬂ:(k—l)%} +o (n>
k=1

U
N
<.

Il
_

+ 3
8
i

1
= @jn g N,=m =g} + 0 (n)

400 m—1
= Ef (Mt Z Z 1{Nt=m7ym=j} 4+ o0 <711) .

m=2 j=1

3
3
U
N
<
Il
-

ﬁ
a
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La troiseme égalité provient du fait que

+oo m—1 n

1
Z Z aj,n]l{Nt:m,l/m:j} ﬂ{(k—l)%gTJ<TJ+1§%} =0 (n) )
1

m=2 j=1 k=

et la derniere égalité est obtenue en faisant d’abord du Taylor-Young a l'ordre 1, puis en utilisant le
lemme 3.18. Reste a étudier

+oo m—1
D E(M) — f (M) Vinmmam=y Loyt <y <1, 1< 52}
m=2 j=1 k=1
Notons
Mt(n7m7j) = max {VOTl(n)a cee ”yofrj(ﬁ)l + Sj—?a ’Yozrj(n) + Sj—l,fYOTj(-T-)Q + Sj+1, cee 370t + Sm}
M =max {y0T1, ..., 70 Tj—1 + Sj—2,%Tj + Sj—1,7%0Tj+2 + Sjt1,- - -, Yot + Sm}
Urj;,]'fn = ZE (f(Mt) —f (th,])) ]l{Nt:m,l’m:j}]l{(kfl)%<Tj<Tj+1<%
k=1
ik _ - Sr(n,m,j) n
Vr‘z,m - ZE (f (Mt ! ) - f(Mt )) ]l{Nt:m,Vm:j}]1{(]6—1)%<T7’<T7’+1<%}
k=1
R%%;z}ZE(f(Aﬂmq-—f(kdmmdd)ﬂ{M:mwm;ﬂﬂ{w7n5<n<ﬂu<%}
k=1
erzﬁz = ZE (f (My) = f(M")) ]I{Nt:myvm:j}]l{(k—l)%<T,-<Tj+1<%}'
k=1
On a bien
U, + Vit + Rih, = Wi,
On a aussi

Vsl < D E2|flleol
k=1

{(k=1) £ <T;<Tj 1<kt }n {Hl;ﬁk, Ny =Nz 22}

< 2fllbe D0 P[Nu— Nypye 22| P[Nu = Ny_yys 2]
1<lLk<n
1#£k
A\
<2l S (S
1<lLk<n
1+ k
1
= o()
On remarque aussi que
m—1 )
VIikl < (m—1)P[N,=m].
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Par convergence dominée on a

De plus on a

Jsk
Reche
D’ou
Et donc
Par suite
+o0o m—1
7.k
anm
m=2 j=1
Donc
+oco m—1
wik
m=2 j=1

+oo m—1
.k
Jmon D > Vi =0
m=2 j=1
+oo m—1 1
N Jk
> Y vih=o(2)
m=2 j=1
< D ENS o [N NN Dy e
k=1
£ [lsev0t
< IS llo0t P[N,,—N t>2}.
< " ; kt (k—1)% =

< leerot 5~ (A (1
it < IS () =0 ().

k=1

+oco m—1 1
.k -
Rn,m =0 <Tl)
m=2 j=1
+o00 m—1

- 528 (5 (e (47)) = (i (£7))) 7 (57)

avec [iy, et /~le définies dans le lemme 3.16. En utilisant les lemmes 3.16 et 3.17, on déduit que

+o0o m—1

m=2 j=1

Wn’,m QnZ/fmssds—i—o( )
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D’ou
+oco m—1 +oo m—1
E Z Z (f(My) = FM{) Liny—mp=iy = %Ef,(Mt) Lin,—mm =i}
m=2 j=1 m=2 j=1
t Xt
—&—% Z /0 fm(s,8)ds + o ()

Et enfin sur {v,, = m}, on a M; = X; et donc nécessairement M;* = X; (car M;* > X;), d’ou

E (f(Mt) - f(Mtn)) ]]-{Nt:m,,um:m,} = 0.

Ce qui permet de déduire la premiere partie du théoreme.

Cas 2 : v <0

On a alors M = max {0,771 + S1,.-.,%Tm + Sm }. Donc Sur {v,, = 0}, on a M; = Xo=0.Or M >0,
ce qui entraine que M;* = 0. Et par conséquent

E(f(Me) = (M) LN, =m,v,,=0} =0

Sur {v;, = j} avecj6{L...,m—l}etm22,onaMt:7oTj+Zg:1Yi. On a

n
M= Y My eny ey
k=1
= S M (]1
k=1

{te—1)t<Ty<ktar; i} + ]l{(k—1)5<Tj<Tj+1§%}) :

Sur {(k—1)L < T; <—<Tj+1} on a alors

My > Xw

Donc My — M* < |’y()% | Notons maintenant
. kt
kg _
un,qm - (f(Mt) - f (Mt + Yo ( - T; >)> Il{Nt:vam:j}]l{(kfl)%<Tj§%<Tj+1}

. kt
Ufbﬂn = E <f (Mt +'YO ( — T )) f (M?))) ]1{Nt:mvl’m:j}]l{(k—l)%<Tj§%<Tj+1}
Wiy = E(f(Me) = FO)) Linmmm =y L o1yt ey < by )

k] _ ok,
On a bien whd, = ull, +vfJ . Dautre part

/ - n
I o0t gy
n

k.j
[onml < {Ni=mpm=j,(b=1) £ <Ty <E<Ty 0, M > My =70 (Tj11-T, ) }*

J=n

Sur {N; =m, v, =35}

n kt kt
M§)>Mt+’}/o(n—Tj> = EIpG{O,...,n}X;:>Mt+’yo<n—Tj>

Npt

kt
= 3Jped0,...,n} 70—+ZY>Mt+70 (—T)
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Or M; + 7o (% — T-) = ot —|— Zz 1 Y;, donc on a necessairement pr # j. Car sinon ou aurait T < pf <

Tj+1et
Npt .
Pt pt <
PiSv = o2+ dw
’YOTL-FZZ;T ’Yon+z
< 70*+ZY
pt ! kt Yot
= Hl?éJ}TngSTH-l’ 'YOTl-i-l/\t-i-ZYi>Mt+’Yo(n—T)>Mt+0
i=1
t
= 44 X >X; +vi
D’ou
SNy ||f||’yt+°°’”1 ot
Z|nm i ZZ |:Nf/maVTnjazll%jaXl>Xj+,’(;v'yO>O:|
m=2 j=1 k=1 m=2 j=1
(1)
= o —].
n
Donc
+oo m—1

Bt - EE (s (nen(3-0)

Jj=1 k=1

1
X]l{Nt,:m,Vm:j}]]‘{(k—l)%<T <kt Ty +1} +o <n>
’)/Qt +oco m—1 1
= ]Ef (M) D2 Y Viwimmu—gy +o0 (n> :
m=2 j—=1

Reste a étudier

“+oo m—1
m=2 j=1

Z]E (f (M) — f (M) ]l{Nt:m,y,,,L:j}]l{(k,l)%<Tj<TH1<%}.
k=1

Posons
Mt(”,’m’j) = Inax {07 FYOT (n) + S17 oo 770T]§ﬁ)]. + Sj—17 ’YOT]-‘rl + S]+17 o 770Tr(nn) + Sm}
th’j = max {O7 YoI1 + S1, ... yvolj—1 + ijla YoTLj41 + Sj+17 w0 i + Sm}

Le méme raisonnement que dans le cas vy > 0 montre que

400 m—1 n

Z ZE Mt ))]I{Nt =m,Vm= J}]l{(k Di<Tj<T <k}

m=2 j=1 k=1

+oo m—1 n 1
- E (1 (o (X)) = 1 (s (X)) ) 23" (27 5 Ly gy ey ety Liemmr +0 ()

m=2 j=1 k=1

+oo t

t = 1

= 5 /0 fm(s,s)ds—i—o(g) .

M

m=
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D’ou

+o0o m—1 " ¢ +oo m—1

n 0 !
E (f(My) - f(Mt ) ]]'{Nt:mﬂ/'rn:j} = _%Ef (M) Z Z ]l{Nt:m,Vm:j}
m=2 j=1 m=2 j=1
t X[ 1
+2nmz_2/0 fm(s,8)ds + o (n) .
Sur {vy;, =m}, on a My = X, . Posons T = he1 %ﬂ(k_l)L<Tm§ﬁ. Donc on a
My > Xpm

m

%ﬂf) =+ Z Y;
=1

Mt + Yo (Tr(rzl) - Tm) .
En particulier [M, — Mp| < 2l Notons

Vo =E (f (M 4+ 30 (T = Ton) ) = FOE)) L =m =y

Alors
S 2 f e ;
S Wl < I SR My 0 (T = T) > M7 N = m, v =
m=1 m=1
(&)
= of—]).
n
D’ou
+o0 too .
Z E (f(Mt) - f(Mtn)) ]]-{Ntzm,umzm} = Z E (f(Mt) - f (Mt + Y (Tr(nn) — Tm)))
m=1 m=1
Xﬂ{Nt:m,um:m} +o0 (TlL)
400 ~ , 1
= mz::lE {_’YO (Tv(n") — Tm) f (Mt)]l{Nt:m,Vm:m}} +o0 (n)
e S 1 1
- _% f ( t) Z {N¢y=m,vm=m} +o E .

m=1

Ce qui permet de déduire la deuxiéme partie du théoreme. o



Chapitre 4

Approximation des petits sauts

Le but de cette partie est d’établir 'erreur d’approximation (dans un sens a préciser) d’un processus
de Lévy a activité infinie par un processus de Lévy a activité finie. Cette approche est intéressante du fait
qu’en général la simulation d’un processus de Lévy a activité finie est plus commode que celle d’un processus
de Lévy a activité infinie. Dans la premiere partie nous allons donner des majorations des moments des
petits sauts du processus de Lévy X (RF) par rapport & leur variance o(g)?. Dans la deuxiéme partie nous
allons établir les estimations des erreurs dues a la troncation des petits sauts. Dans la troisieme partie
nous établirons les estimations des erreurs résultant de ’approximation des petits sauts par un mouvement
Brownien, en utilisant le théoréme de plongement de Skorokhod. Dans la derniére partie nous ferons une
comparaison des méthodes d’approximations des petits sauts.

4.1 Préliminaires

La simulation d’un processus de Lévy X est relativement aisée dans le cas a activité finie. Lorsque X est
un processus de Lévy a activité infinie, la simulation d’une trajectoire (discrete) de X est possible si on peut
simuler la loi de X; pour tout ¢t > 0 comme dans les cas stable, Gamma et inverse Gaussien. En général, la loi
de X; est difficilement simulable dans le cas activité infinie. En pratique, on approxime X par un processus
& activité finie X (défini en (1.4.8)), obtenu en enlevant les sauts (compensés) de X plus petit que €. Une
autre méthode consiste & remplacer ces petits sauts par o(e)W, o W est un mouvement Brownien standard
indépendant de X, et o(¢)? est la variance des petits sauts (& I'instant 1). Cette méthode a été introduite
par Asmussen et Rosinsky (voir [Asmussen-Rosinsky (2001)] ). On verra que sous certaines conditions, cette
méthode permet de réduire I'erreur d’approximation.

Définition 4.1 Soit X un processus de Lévy de triplet (y,o,v). On note

oX(e) = /|7;<8 x?v(dx)

o (e) =0X(e) Ve
/i iy (dx)
B () = =~
T )

e, X __ €
M = sup X;
0<s<t

X .
m;" = inf X¢.
0<s<t

S’il n’y a pas d’ambiguité, on omettra ’exposant X. Rappelons que pour t > 0

X, =X;{ +R;,

61
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et
Var (R;) = E(R;)?
= (o(e))’t.
On peut trouver des majorations pour les moments de R°. C’est I’'objet de la proposition suivante.

Proposition 4.2 Soit X un processus de Lévy de triplet (vy,02%,v). Et RS tel que défini en (1.4.7). On a
alors

E|R[* = t/6 zv(dr) + 3 (t0(5)2)2.

—E&
Et de plus pour tout réel ¢ > 0
E[R]|" < Kgio0(e)?,

ot K44 est une constante qui dépend de g et de t.

Démonstration de la proposition 4.2. On utilise ici les mémes notations que dans [Cont-Tankov(2004),
paragraphe 2.2.5] (en remplagant X par Rf). On pose

®.(u) = Ee™Fi,
Remarquons que ER; = 0. On a
D (u) =¥,

avec U, = tfl (e™¥ — 1 — iuy) v(dy). Posons

y|<e

En utilisant [Cont-Tankov(2004), proposition 3.13]
cn(e) = t/ 2"v(dz), Vn > 2.
|lz|<e

On sait que d’une part

B(R))" = 5 52 0)

™ Qum

Et d’autre part par simple dérivation on a

0, oV,
() = 5 2 (). (u)

0%®. v, \* 970,

e () = (( W) + % (u>> ()

3 3 2 3

T e () = ((a;;@ (u)) 320 ) e )+ 20 (u)> 3. (u)

4 4 2 ~2 3
e () = ((68% W) +6(Gew) Taew + a5 w5

2 2 4
+3 <882\I;6 (u)) + aa;ljf (u)) O (u).

et
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Or, comme ER; = 0, on a 2¥=(0) = 0. D’oit

ou
4 2 2 4
8<I>5(0)3<6 qu(O)) +8\I/€(O).

out 0%u out

Et par suite

. 1 0*®,
E(R))" = T o (0)
1020, , \?> 1047,
N (22 9%u (0)> it out (©0)

= 3(c2(e))” + cule)

= $21/ X $4V X
- 3<t/$|§6|| (@ >> “/ME" (d)

= 3t20(5)4+t/ lz[*v(dx).

lz|<e
D’ou le premier point de la proposition. Par ailleurs on peut écrire
. k q
OEN0) = D ks (Y0) (v0)
{4.k,p,a}€Ex

Avec Ej, un ensemble fini, (ajkp.q) () 1 pqren, des réels positifs qui peuvent étre déterminés explicitement.
Notons que l'on doit avoir V{j, k,p,q} € E,

ji>1
p>1
jk 4+ pg =2n
On a donc
. k q
@O = Yt [P0 [#0)]
{4,k.p,a}EE,

Et par conséquent
EIR™" = |27 (0)
k
<D Gapale@ @)

{4,k,p,q}EE,

()] <t / leuda), j > 2.
|z|<e

Pour j > 2, on a alors

()] < tei? / _ i)
z|<e
te? 20 (e)?
< oo(e)'t.

De méme pour p > 2

lep(e)l < oo(e)Pt.
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D’ou

ok
E|R{|™ < > @ kpq |00(€)7t]" |oo(e)Pt|?
{4,k.p,a}€En,j>1,p>1

— . k+q Jk+pq
= E , ajkpgt” Po0(e)
{j.k.p,q}€En

_ . k+q 2n
- Z Aj kgt too(e)™"
{4:k:p,q}EEn

On note K, ¢ = \/Z{j kopate B, @ikopgt™ T, et on obtient

EIR{*™ < K2,00(e)™

D’ou

Nl=

BRI < (E|RP")
< Kmtao(a)".

Soit maintenant un réel ¢ > 1. Si ¢ n’est pas un entier alors il existe un entier ny > 1 tel que ny—1 < g < n,.
Donc

E|R|Y < (E|RS|")% , par Holder
< (Kn,100(e)") ™
< (I(nq,t)E 00(5)q-

a
On pose Kq; = (Kn,+) ™, et on obtient
E|R|" < Kgi00(e)?.
Si g < 1, on sait que la fonction  — x? est concave sur R’ . Donc par Jensen

E|R|*

IN

(B | R ])*

t3 09 (e)".

IN

4.2 Troncation des petits sauts

L’idée dans cette partie, est de remplacer X; par X7 et donc d’ignorer le terme R5. Il s’agit en fait des
petits sauts compensés. Cette méthode semble judicieuse lorsque (sans vraiment étre rigoureux) R° tend
rapidement vers 0 avec ¢, C'est & dire son écart-type o(¢)v/t tend rapidement vers 0. Dans le cas oit X
est a variation finie, une alternative a cette méthode est de tronquer les petits sauts non compensés. On
remplacera alors X par le processus X¢ qui est défini par

Xi=Xi— > AXdjax, <, Vt>0.

0<s<t

On verra qu’en général il vaut mieux tronquer les petits sauts compensés.
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4.2.1 Estimation des fonctions réguliéres

Soient X un processus de Lévy de triplet (v, 0,v) et f une fonction C-lipschitzienne avec C' > 0. Alors

Elf (X)) - F(XP)] < CE|X, - X]|
CE|[R;|
< Cy\/E|R:|.
D’olt
E|f(X:) = [(X{)] < CVio(e). (4.2.1)

Remarquons qu’on a pas besoin que f (X;) soit intégrable. Si f est un peu plus réguliere, on obtient les
résultats suivants.

Proposition 4.3 Soient X un processus de Lévy de triplet (v,0,v) a activité infinie et t > 0,

1. Si f € CY(R) avec une dérivée bornée, on a alors
E(f(X:) = f(X7)) = o(a(e)) .

2. Si f € C*(R) avec une dérivée seconde bornée, et vérifiant E ‘f' (X5)| < oo, alors on a

7 s (x5) + o (o0l

E(f(Xe) = f(X7)) =

Rappelons que la troncation des sauts se fait dans le cas ot ¥(R) = +00. On s’attend donc moralement a ce
que @ ne converge pas vers 0. En d’autres termes que @ soit minoré. Dans ce cas o (00(5)2) correspond
en fait a o (0(5)2). Les processus de Lévy dont la mesure de Lévy a une densité qui se comporte au voisinage
de 0 comme z~¢ avec o > 1, vérifient cette condition. On peut citer comme exemples, les processus VG,

NIG et CGMY.
Démonstration de la proposition 4.3. On a
Xt

f (z)dx

X3

F(Xe) = f(XF)

1
/0 F(XE+0(X, — X7)) (X, — X7)do

1
/nf(Xf+9RﬂRwa
0

L’avant derniere égalité est obtenue par le changement de variable § = ;:3;51, et de plus on a
P[X; - X; =0 = P[R; =0
= 0, car ¥(R) = 0.
Donc
RGP0 = [ E(F 0 0R) ()
o(e) t ' 0 ! K ) o(e)
T Re
Ef (X; do
+ [ Bf oo 2
1
! € £ ’ e Rf
= /0 E (f (Xi +0R;) — f (Xt)) O_(E)da.
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Car R; et X[ sont indépendants et ER; = 0. D’autre part

Ri
o(e)

| ( (xF+0m0) - £ (7)) Ve ot +om) - 1 (xo7 [B (2 )

— VIVE( (X5 +608) - f (X))
Or

, , 2 , , 2
lm E (f (X7 +0R)) ~ £ (X)) = Elim (£ (X5 +0R;) - £ (X0))
= 0.

o\ re . re . ’ ! ’ LB . . re /
La premiere égalité est obtenu par convergence dominée (f est bornée), et la dernieére par continuité de f
et convergence de X7 vers X;. D’ol

E(f(Xe) = [(X7)) = o(a(e)).

D’autre part par le théoreme de Taylor avec reste intégrale, on a

X,
E(f(X0) = f(X7) = Ef (X)) (X —X7) + . f (@) (X; — w)da

1
= Ef (X;)R; +/0 7 (XE + 0R;) (1 - 0) (Rp)* de.

Or R? et X7 sont indépendants et ER; = 0. Donc
1
E(f(X) - f(X7) = / £(XE+0R) (1-0) (R;)* do
0

1
=/ fXE) (1 - 0) (R;)* o

"

v (7 (X 4 089) — £ (X)) (L 0) (R .

Donc

1"

B(F(X)=£(X7) = 5B (XDoler+ [ B (5" (X7 +0R) — 7 (X7)) (1-0) (R)* .

Or

"

E|f (X +0R:) — 1 (x| (B> < E(F (X7 +0R;) — £ (X7)*VE ()"

< CVE( (X: +05) — £ (XF) oo(e).

N . ’ . ’ A N o . ~ . ’
La dernere inégalité est obtenue grace a la proposition 4.2. Pour les mémes raisons que dans le cas de f , on
a

1" 1" 2
i E (7 (X; +0R;) - [ (X7) = 0.
D’ou

U(E)Zt "

E(f(Xe) = F(X7)) = Ef (X7)+o0(00(e)).

<&

Remarquons que dans la proposition 4.3, on a imposé que f/ soit borné dans le premier point et f”
dans le deuxieme, uniquement pour pouvoir faire de la domination et donc permuter limite et espérance. En
fait on pourrait remplacer les conditions de bornitude par des conditions plus faibles, a savoir d’uniforme
intégrabilité.
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Proposition 4.4 Soient X un processus de Lévy de triplet (’y,oz, 1/) a activité infinie et t > 0,

1. Si f est une fonction C*(R) vérifiant E ‘f/ (XE)| < oo et si il existe > 0 tel que

’ / 1+B
sub-cpo B|f (X7 + 0R) — 1 (X7)

< 00, alors

E(f (Xe) = f(X7)) = 0(00(e)) -

2. Si f est une fonction C*(R) vérifiant E’f/ (X9)| + E‘f” (X7)| < oo, et si il existe § > 0 tel que
1" 1" 1+B
SUP.¢[o,1] B ’f (X§4+0R:) — f (X§) < 00, alors
ol\e 2t ”
E(7 (%) - £(x0) = ZVBF (X0) 10 (00(6)?)

Cette proposition se démontre de la méme fagon que la proposition 4.3. La seule différence c’est qu’au lieu
d’utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on va utiliser les inégalités de Holder et la proposition 4.2. La
proposition 4.4 permet de montrer par exemple, que si il exite 3 > 0 tel que Ee' X+ < 0o alors

B (¢4 - ) = “GRN o ote).

Nous utiliserons ce résultat dans la partie simulation. Si on choisit f' lipschitzienne, on obtient un dévelop-
pement plus faible.

Proposition 4.5 Soient X un processus de Lévy intégrable de triplet (v,o0,v) & activité infinie et t > 0, Si
f est une fonction C1(R) avec f lipschitzienne, alors on a

E(f (X:) = f(X])) =0 (0(e)?).

La démonstration est similaire a celle de la proposition 4.3. On notera C' la constante de Lipschitz de f/ et
f” sa dérivée presque partout. On a donc ‘ f”‘ < C'. Ce qui permet de montrer que

E|f" (X +0R)) = £ (X7)| (R))® < 2Cta (o).

Lorsqu’on considére des fonctions dépendant de la trajectoire de X, les erreurs dans le cas lipschitzien
sont similaires & celles obtenues ci-dessus.

Proposition 4.6 Soit X un processus de Lévy de triplet (y,0%,v), € € (0,1], t > 0 et f une fonction de
R* x R dans R K-lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable. Alors

sup E.f (TvXT)f sup ]Ef(T,Xi) SQK\/ZU(g)a

TE€T0,4] T€T0,4]

ot Tp,4 designe l'ensemble des temps d’arrét a valeurs dans [0,t].

Démonstration de la proposition 4.6. Soit 0 € T4, on a

Ef(0,Xg) = Ef(0,X5)+E(f(0,X9) - f(0,X7))
TE [0,t]
< swp Ef(r,X3)+ KE|X, - X;|
TET[(),t]
< sup Ef(r,X:)+ KE|Rg|.

T€7’[071,]
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Donc

Ef(0,Xy) < sup Ef(r,X:)+ KE sup |R|
TE€T0,4] 0<s<t

sup Ef (r,X5)+ K [E sup |Re)?
T€7_[0,t] OSSSt

sup Ef (1, X:)+2K4/E |R§|2,par Doob
TG'T[QH

=  sup Ef(r,X%)+2KVto(e).
T€T0,1]

IN

IN

D’ou

sup Ef (r,X,) < sup Ef(r,X%)+2KVto(e).
767—[0,t] 7'67_[0,t]

Le méme raisonnement, nous donne

sup Ef (1,X5) < sup Ef(r,X,)+2KVto(e).
T€T0,4] TE€T0,4]

Et par suite

sup Ef (1,X,;) — sup Ef(r,X%)| <2KVto(e).
T€T0,1) TE€T0,¢)

<

Proposition 4.7 Soient X un processus de Lévy de triplet (vy,o,v), f une fonction K-lipschitzienne et
t >0, on a alors

E|f (M:) — f (MF)| < 2KV1o(e).

Démonstration de la proposition 4.7. Soit R® défini en (1.4.7). Donc R est une martingale. On a alors

E f(sup XS) —f(sup Xj)‘ < KE|sup X;— sup X;
0<s<t 0<s<t 0<s<t 0<s<t
< KE sup |XS_X§‘
0<s<t
< KE suwp |E|
0<s<t
2
< wyfe (s (2)
0<s<t
< 2K\/E|Rs|*, par Doob

= 2KVto(e).

Dans les applications financieéres, la fonction f définie dans la proposition 4.7 n’est pas toujours Lipschitz,
comme dans le cas du call lookback ou la fonction est une exponentielle (croissante). D’ou la proposition
suivante.

Proposition 4.8 Soient X un processus de Lévy de triplet (vy,0%,v), p > 1 et t > 0. On suppose que,
EePM: < 0o, alors

E ‘eM" —eMi| < Chop(e),

ot Cp est une constante indépendante de €.
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Remarque 4.9 Si [

eo1 €7V(dz) < 00, alors

),

E’ext — X

ou C' est une constante indépendante de €.

En effet, on a

et

£
E’eX‘— X e

E ‘eXf+Rf X

EeX'E ‘eRi — 1‘
EeX E|R| e(BDY
EeX E|R| (eRf + 1) .

IN

IN

Et on peut montrer que pour tout g € R, (eBR;S)
0<6<1

est uniformément intégrable. Et si [, e*v(dz) < oo

alors <eXf ) est aussi uniformément intégrable. Donc on applique 'inA©galitA© de Holder, et on

0<6<1
utilise la proposition 4.2.

. . € ’ . 7’
En fait on doit s’assurer que EePM est bornée par une constante indépendant de .

Lemme 4.10 Soit un réel p > 0 et € €]0,1]. Si EeP™t < 0o , alors

eP M}

sup EeP™t < oo.

0<6<1

Remarque 4.11 Pour p > 0, EePMt < oo est équivalent a Jyur €PFv(da) < 0.

Démonstration du lemme 4.10. Soient ¢ €]0,1],

X! = ~s+oB, +/ Jx (ds x dzx)
0<7<s,|z|>1
R = / Jx(ds x dx).
0<7<s,6<|z|<1
Donc
EEPMZS < [EePSUPo<s<t X1 4supgc <y RS

53
[EePSWPo<s<t X;EBSUPogsgt |R5 | .

IN

1 . )
Par hyposthese et la remarque 4.11, EePS%Po<s<t Xs < 50, On va donc majorer EeP S"Po<s<t

ment de §. On a

]EepsuPogsgt|Rg| — EZ psup0<s<t ‘R ’)

+<>on

= IEZ sup |R‘;|n

! o<s<t

too n

= 'IE sup |R‘S|
oo v 0<s<t

—= 1+pE sup ’R6|+Zi Eos<u;<) |R|".

53
| indépendam-
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Donc par Doob (R’ est une martingale)

+oo n
< 1+p /]Eos<upt|R5 Z];( ﬁ ) ]E‘Rf‘n

< 1+2p\/E[RI|" + Z p—2”E|R5
21 p" n
= o (VERF i)+ 3 22 5w
n=0
D’oul
Ppsupo< <t|R6‘ 512 5 400 2npn sin
Eertosesel ol < 2p (VEIRY —E|R]| | +E)_ = |Rj|
n=0
— 2 (V2 |RIf - B[R]} + B
< 2p <\/]E IRI|” - E |Rf|> + BB 4 Bem 2R
Or
E|R!| < \E|R|
\/t/ z2v(dx)
0<|z|<1
< t/ 22v(dx).
|z <1
Et on peut montrer que pour tout 5 € R, (eﬁéf)o<5<1 est uniformément intégrable. D’ou

53
sup EePswPo<oe| BI| o o0,
0<6<1

Démonstration de la proposition 4.8. Par le théoreme des accroissements finis, on a

ou My est compris entre M; et My .

constante dépendant de p.

€
E )eMt —eM:

D’ou

€
E ‘eM” — M

IN

IN

IN

eMe — Mo — (M, — M) eM:

Soit ¢ le conjugué de p (e.g. 1% + % = 1). Dans la suite C), désignera une

< E|M; — Mf| M

< E sup |RS|eM:
0<s<t
i e\ L
< (IE sup |R§|q> (]Eeth)p.
0<s<t

1

Ll (E |R§|q)% (EethE) v , par Doob

1
Cpoo(e) (E (epM‘ + e”MtE>> ", par la proposition 4.2

Cpoo(e), par le lemme 4.10.
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4.2.2 Estimation des fonctions de répartition

Si la fonction f ci-dessus est la fonction indicatrice, on s’attend a ce que les erreurs de la troncature soit
moins précises. Cependant sous certaines conditions sur le processus de Lévy, nous obtenons des résultats
assez intéressants. Commencons par énoncer une proposition qui nous sera utile pour la suite.

Proposition 4.12 Soient X et Y deuz v.a. On suppose que X a une densité bornée au voisinage de © € R,
et qu’il existe p > 1 tel que E|X —Y|? < oo. Alors il existe une constante K, > 0, telle que pour tout § > 0

E|X -Y

PX >z]-P[Y >z]| < K0+ 5

Remarque 4.13 S’il eziste o > 0 et K, > 0 tels que au voisinage de x on a pour tout § > 0

Ple <X <+ < K6
Plz -6 < X <z] < K, 6%

Alors

VP
|IP’[X2;E]7[P>[Y2$]|SK15“+]E|X§7PH.

Démonstration de la proposition 4.12. On a
PX>2]-P[Y >z]] = [PX>2Y<z]-PX<zY >2a].
Etudions les termes a droite de la dérniere inégalité.

PX>z,Y<z] = Pe<X<z+(X-Y)]
= Pe<X<z+(X-Y),|X-Y|<J]
+Pr<X<z+(X-Y),|[X-Y|>/
< Ple<X<z+d|+P[|X-Y]|>].

Or la densité de X est bornée au voisinage de z, donc il existe une constante K} > 0 telle que

Plx <X <z+d] <KL

D’ou
PX>2z,Y<z2] < KLN+P[|X-Y|>J
< K;5+1E|X57;Y|p, par Markov.
D’autre part
PX<z,Y>2] = Pa—(X-Y)<X <z

= Pe—-(X-Y)<X<uz|X-Y|<
Pz — (X -Y)< X <z, | X -Y]| >
< Pae—-0<X<z]+P[|X-Y]>4].

La bornitude de la densité de X au voisinage de z implique qu’il existe une constante K2 > 0 telle que
Plz -0 < X <] < K2,
D’ou

E|X - Y[

PX<zY>2] < K25+ 5
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Et par conséquent

P
P(X >z —P[Y >z]] < max (K} K? 5+M.
xT xT 61)
<&

Une hypothese d’existence d’une densité localement bornée pour le processus X ou M permet d’affiner
le controle de 'erreur de troncature. On verra plus loin que sans une telle hypotheése le controle est moins
précis.

Proposition 4.14 Soit X un processus de Lévy de triplet (v,02,v), € € (0,1] et t > 0.

1. Sio >0, alors

1
sup [P[X; > 2] — P[X] > a]| <
z€R 2ro

o(e).

2. Si X a une densité localement bornée, alors pour tout q €]0,1]
IP[X; > 2] —P[X{ > ]| < Cpypgoo(e) 9

3. St My a une densité localement bornée sur (0,400), alors pour tout q €]0,1]
IP[M > a] — P[M; > ]| < C, ,00(e)' 7.

Ou Cy t,q désigne une constante ne dépendant que de x, q et t.

Démonstration de la proposition 4.14. On a
PX, >z -PX; >z)] = |IP[Xe>2,X] <z2]-P[X; <z, X; >2z].
Or, dans le cas 0 > 0
PX: >z, X, <z] = Plo—(Xy—X;) <X; <2
Par construction, les v.a. 0By, (X§ — 0B;) et RS sont indépendants. Remarquons que ﬁ est un majorant
de la densité de o B;, alors
1
P(X,>o,X; <a] < ——E|R|

\V27to

1 / 2
E|R§
V2mto | t |

IN

De méme

PXy<z,X;>z] = Pla<Xf<z+ (Xy—X7)]
= Ple<oB;+ (X; —0B:) <z + R{]

Donc
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Regardons maintenant la deuxieme partie de la proposition. Par la proposition 4.12, il existe une constante
K.+ > 0 telle que pour tout p > 1, on a

E|X; — X£P

or

E|R;|
opr

IP[X, > o] - PX{ > ]

IN

Ky 10 +

K46+

Or par la proposition 4.2, il existe une constante K, ; > 0 telle que

BRI < Kpuoole).

Donc
P
IP[X, > 2] ~P[X] > 2] < Km,tMK,;fo%
oo(e)?
< max (Kgz4, Kp4) <5+ ng) )

< max (Kg¢, K, 4) 00(e) 75T, en choisissant § = o(g)7+T.
Et par suite pour tout ¢ €]0,1[, on a
P[X: >z -P[X; >2]] < max (Cift,Kq,t) o).
Notons maintenant
I=|P[M;>2x]—-P[M; >x]|.
Par la proposition 4.12, il existe une constante K/m > 0 telle que

E (M, — M¢)?

I<K,,b0+ =

Et d’autre part

p
E(M;, — M{)P < E(sup |XSX§|)
0<s<t

P
< E ( sup |R§|)
0<s<t
» \”
< () E|R;|”, par Doob
p—1
» \*
< Ky (1> oo(e)?, par ce qui précede.
D

Et par suite

’

P
I < max (Kx o Kp ot (pl) > Jo(€)ﬁ7 en prenant § = J(s)ﬁ.
: p—

Donc pour ¢ €]0,1], on a

/

P
I < max (Kw  Kqt <pl> ) 00(¢)'79, en prenant § = o (e) 77T,
: p—
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Proposition 4.15 Soit X un processus de Lévy de triplet (vy,02,v) de carré intégrable, x > 0, ¢ € (0,1] et
t > 0. On suppose que 0 > 0 ou (2.1.2) est vérifié. On note a > 0 le réel défini dans le lemme 2.20. Alors
pour tout 8 > 0

[P[M, > a] = P[Mf > ]| < Cyoo(e) T
Si o > 0 alors
IP[M, > 2] — P[M{ > ]| < Coo(e)5.
Les constantes C' et Cy sont indépendantes de €.

La condition o > 0 ou (2.1.2) nous assure en fait que la loi de M; est localement Holderienne, comme le
montre le résultat suivant.

Lemme 4.16 Soit X un processus de Lévy de triplet (v,02,v) de carré intégrable, x > 0, § > 0 et t > 0.
On suppose que 0 > 0 ou (2.1.2) est vérifié. On note a > 0 Le réel défini dans le lemme 2.20. Alors

Plz < M, <x+6] < Coa+1.
Et de plus si 0 > 0 alors
Pz < Mf < z+6] < C%,
ot C' designe une constante indépendante de 0 (et de € dans le deuziéme cas, mais dépendant de x) qu’on
explicitera dans la démonstration.
Démonstration du lemme 4.16. On a
Pla <M, <zx+46 <I + I,

ou

Ilz}P[scS sup Xs§$+5:|
0<s<0

IgzIF’[x< sup X5<9c—i—5}7

0<s<t

avec 6 € [0,t]. On a d’une part

I < P[sup stx}
0<s<6
2
E ‘supogsgg X8’
= 2
T
8 2 2 5012
< = 7202+02E< sup BS> +IE( sup Xé) +E sup |Xg‘
x 0<s<6 0<s<6 0<s<6

2
< % (7202 +020+E< sup Xé) +4¢9/ yZV(dy)> .
z 0<s<6 lyl<1

Dans l'avant derniere inégalité, on utilise I'inégalité de Doob. D’autre part, on a

N,
Xi=> Y
i=1
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Ou N est un processus de Poisson de parametre A = f‘$|>1

commune %, avec vy la restriction de v sur (1,400). Donc
2 Ny 2
E( su Xg) < E Y;
e (%)
L 00" ()
= D S E( I
n=0 =1
+oo n n
-0 (AH) n—1 2
< e ZTQ EZ|Yi| )
n=1 i=1
D’ou
2 00 n—1
2)0)
E( su Xg) < eSOy
<03s20 T ; (n—1)! |
= MeME|Y?
= 96)\0/ y2u(dy).
ly|>1
On pose
c1 =8 (72t+02 + e)‘t/ y*v(dy) +4/ ygl/(dy)> .
ly[>1 lyl<1
Donc
C1
I < ?9.

D’autre part

I, < P{xﬁ(sup XS—X9>+X9§$+5]

0<s<t
C2

Sej

0,
avec ¢ = (5= [5 e~elul” du) t% (voir le lemme 2.21). D’ou
C1 0
Pla <M, <z+4+6] < max(—z,CQ) 0+ —
T O~
C1 _a
2 max (—2,02) datT,
x

IN

. RN -, <, o o —_ I ~
On obtient la derniere inégalité en choisissant § = §=+1. Dans le deuxiéme cas, on pose de méme

Ilz}P’[xS sup Xf§m+5]
0<s<0

IgzIP’[x< sup X§<x+5].

0<s<t

Et on obtient, d’une part

2 2
8 -
L < — (7292 +02E< sup BS) —|—E< sup Xé) +E sup ’X§|2> .
x 0<s<0 0<s<0 0<s<0

v(dz) et les (Y;);5, sont des v.a. iid. de loi
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Or
E sup |X:|° < E sup |X0—Re|”
0<s<6 0<s<0
< 4E|X90—R§ 2, par Doob
S / 2w (dy)
e<]y|<L1
< 49 / w2 (dy).
ly|<1
Donc
c1
L < ﬁe

D’autre part

I, < P[acg(sup XSE—Xg)—&—Xng—I—(S]
0<s<t

C2

03

avec a = 2 dans ce cas. On obtient donc comme dans le premier cas

< o,

Ple < M; <x+4] < 2max (%702) 0%,
x

Démonstration de la proposition 4.15. Par le lemme 4.16 et la remarque 4.13, il existe une constante
K+ > 0 telle que, pour tout p > 0, on a

I = |P[M;>z]—P[M; > x|
E (M, —Mf)p

S ](zﬁéa%T'+ 6p

Or

p
E (M, — M{)P < E(sup |XSX§|)

0<s<t

P
e sup 111)
0<s<t

» \?
<> E|R;|?, par Doob.
p

IN

IA

—1
Par la proposion 4.2, on sait qu’il existe une constante K, > 0 telle que
E|R;[" < Kpio0(e)'.

Donc

D’ou

~
IN

p D
p o ople
max (Km,t,Km (p_1> ) <5a+1 n o(gp) )

P
= 2max <K3¢7t,Kp7t (p 1) >ao(5)a<p+1)+p.
p—
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(at1)p .
La derniere égalité est obtenue en choisissant § = oo (g) *@+D+7 . Par la suite on notera par C toute constante
ne dépendant pas de €. Dans le deuxiéme cas on notera qu’on peut écrire I sous la forme

I = |Pla—(M;—M;)<M; <z|-Ple < M; <x— (M; — M.

Plo— (M7~ M7) < Mf <] < Plo- sup R <0 <

0<s<t

IN

4T
CE ( sup |Ri> , par le lemme 4.16

0<s<t

atl1\ @in?
< C E(sup |R§|>
0<s<t

C <E (|R§|)a+1) (@+D% " bar Doob

IN

IN

Cooy(e)=+T, par la proposition 4.2.

Ce qui nous permet de déduire que

o

Ple < Mf <z— (M;i —M;)] < Cop(e)=+1.

Et donc
I < Cogle)ar.
Notons que dans le cas 0 > 0, on a a = 2. D’olt

1 S CO’()(E)%.

4.3 Approximation des petits sauts par un mouvement Brownien

Cette deuxieme approche consite & remplacer R® par un mouvement Brownien. Cette technique se révele
particulierement efficace, sous réserve de la condition de convergence que nous allons énoncer. En effet
Asmussen et Rosinski (2001) ont montré que si X est un processus de Lévy, alors le processus o(¢) ' R®
converge en loi vers un mouvement Brownien standard, lorsque € tend vers 0, si et seulement si pour tout
k>0

lim & (ko(e) Ne)

i == = 1. (4.3.2)

Une condition suffisante pour que ce résultat soit vérifié est que

tim 2 _ 4o (4.3.3)
e—=0 ¢
Les conditions (4.3.2) et (4.3.3) sont équivalentes si v n’a pas d’atome dans un certain voisinage de 0

([Asmussen-Rosinski (2001), proposition 2.1]).

4.3.1 Estimation des fonctions régulieres

Les contoles d’erreur dans le cas des approximations des petits sauts n’ont pas beaucoup étaient étudiés
dans la littérature, du moins d’un point de vue théorique. On peut cependant citer un résultat de [Cont-
Tankov (2004)] allant dans ce sens. Pour un processus de Lévy X, si on définit

A ~

X=X+ o(e)W

Mf = sup Xf, vt >0,
0<s<t
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ot W est un mouvement Brownien standard indépendant de X (donc de X¢). Alors (/Cont-Tankov, pro-
position 6.2]), si f est une fonction dérivable vérifiant |f | < C pour une certaine constante C' > 0, on
a

Ef (X,) ~Ef (X7)| < ACp(e)e),

f" <e z3v(dx)

ou p(e) = —H5 57— et A est une constante qui vérifie A <16.5.

Si on demande plus de régularité a la fonction f (deux fois dérivable), on obtient un résultat particulie-
rement intéréssant.

Proposition 4.17 Soient X un processus de Lévy de triplet (’y,oz, 1/) a activité infinie, t > 0, f € C*(R)
avec une dérivée seconde bornée, alors on a

E (f (Xo)— f (Xf)) =o0(0o(e)?).

Démonstration de la proposition 4.17. Par la proposition 4.3, on a

o(e)?t
2

E(f (X)) = F(X7)) = Ef" (X7) +o0(00(e)?) -

D’autre part par le théoreme de Taylor avec reste intégrale, on a

Xf+a(s)Wt

£(%0) -7 = B (XDoeWit [ 1 @) (XF + () Wy — 2)da
- Ef (Xf)a(g)wt+/01f’ (XE+90 vf/) ( t) df

1 . E 2
_ /Olf (X7 +00()V02) (1= 0) (o210 ) do
= [ a0 (cew)
+/01 (f” (Xf n Ga(e)Wt> _ 7 (Xf)) (1-6) (a(e)Wt)2d0.

Donc
E(f(%)-r(x) = %Ef (X)) + / E (" (x5 +00@W:) — 1" (X)) (1 6) (o)W ab.

Or

()’ = B (1 (X +0000:) = £ (1)) E (tei2)

\/ 3E ( Iz (Xf + 90(€)Wt> — (Xf))an(e)Qt.

E ‘ IS (X; + 90(5)Wt) —(xe)

IN

On a, par convergence dominée

"

i E (1 (X7 +00(2)0) — 1 (Xf))2 Y

e—0
Donc

o(e)?t

5B (X7) + 0 (00(e)?)-

E(f (X7 +oeWn) - £ (X)) =
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D’ou
E (f (Xe)— f (Xf)) =0 (00(e)?).

o

Comme dans la partie précédente, on peut relacher la condition de la bornitude de la dérivée seconde, et
la remplacer par une condition d’uniforme intégrabilité.

Proposition 4.18 Soient X un processus de Lévy de triplet (7,02, 1/) a activité infinie et t > 0,

1. Si f est une fonction C*(R) vérifiant E ‘f/ (X¥)

< oo et si il existe f > 0 tel que

1+ / / 1+
+ sup ]E‘f (XF+0R) — f (x5)] " < .

sup E ] f (Xf + 90(5)134) )
e€[0,1]

€€0,1]

Alors, on a

E(f(X) £ (X5)) = olonle)).

2. Si f est une fonction C*(R) vérifiant E ‘f/ (X5)|+E ‘f” (X5)| < oo, et si il existe § > 0 tel que
s ) PNIEY: e 1B
sup E|f (X5 +00(e)W2) — £ (X0)| T + swp E|f7 (X5 +0R) - 1" (X7)| < oo

e€(0,1] e€l0,1]

Alors, on a
E(f(X0) - £(X7)) =o(o0(e)?).

La démonstration est similaire a celle des proposition 4.3 et 4.17. On remplacera les inégalité de Cauchy-
Schwartz par les inégalités de Holder. En combinant I'estimation de la proposition 6.2 de [16] et 'identité de
Spitzer, on obtient le résultat suivant.

Proposition 4.19 Soient X un processus de Lévy intégrable de triplet (v, 02,v) vérifiant v(R) = 400, on

a alors
EM, — EME‘ < 4max (1 + \/z, A> a(e)p(e) (1 + log (2/:2))) )

ot A est une constante < 16.5.

Démonstration de la proposition 4.19. Par la proposition 3.2 on sait que

t

EXS

E sup X, = a
0<s<t 0 S

ds

t | (X§ + 0(5)W3)+d

S

S

E sup (XE+U(5)W9> :/0

0<s<t

Notons

I° =

E sup X;—E sup (Xj—l—cr(s)VVS)
0<s<t 0<s<t

I = ‘Ef ( sup XS) —Ef ( sup (XS—FO’(E)WS))‘.

0<s<t 0<s<t
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Soit § > 0, alors on a

. /t EX} —E (X; T U(s)WS)+d
0

S

S

ds

S

~ \ T ~ \T
s EXF —E (Xt +o(e)W, tEXF — R (X2 4 o(e)W,
|y’ e e

IN

S

N Nt
/05 EXf —E (Xs + U(E)Ws) i /(: EXS -E (Xs +0(5)Ws) ;

s
/6 ds /t
—+
0 & )
On notera I1 (resp. I2) le premier (resp. le deuxiéme) terme de la derniere expression. la fonction z — 2™
étant lipschitzienne de coeflicient 1, donc par [Cont- Tankov(2004), proposition 6.2] , on a

S

| ds

IN

E(X:+RS)" —E <X§ + 0(5)WS>+

EXS —E (Xj + a(z—:)Ws)

‘]E (X:+ R B (X2 + 0(€)Ws)+‘ < Ao()p(e),

ou A < 16.5. Donc

12 < Ao(e)p(e) ;is
= Ao(e)p(e)log ((L;) .
D’autre part
E(X§+R§)+—E(X§+U(5)WS>+ < ]E’(X§+R§)+— (X§+U(E)VVS)+
< E|(X:+ R - (X2 +o(0W)
- E‘Ri — (&)W,
< E|R:| +o(e)E|W,
< VEIRSP +o@E|W.

(1 + \/z> Vsa(e).

(1y2) o0 [
= 2 (1 + \/Z) o(e)Ve
= Ay0(e)Vs, avec Ay =2 (1 + \/Z> .

o< AV Ao() (\/g—l—p(a)logC;)).

D’ou

I1

IN

Et en définitive on a
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Le terme & droite de I'inégalité est minimal pour § = 4p(¢)?. Donc

< 24V A0()p(e) (l—Hog(;/i)).

D’otu la proposition. o

4.3.2 Estimation par plongement de Skorokhod

On va utiliser un outil assez puissant pour démontrer les résultats de ce paragraphe, c’est le théoreme
de plongement de Skorokhod. Enongons maintenant quelques notations qui nous serons utiles par la suite.
Rappelons d’abord que

Définition 4.20 On note

Boole) = Ble) 7 <1og <1>> |
B(e) 7

Remarque 4.21 On notera que sous la condition (4.3.3), on a

lim f(e) = 0. (4.3.4)

La démonstration de la proposition 4.19 ne peut plus étre étendu au cas des fonctions lipschitziennes, car
I'identité de spitzer ne peut étre appliquée. Nous allons alors utiliser une autre méthode.

Théoréme 4.22 Soient X un processus de Lévy intégrable de triplet (v,0%,v) vérifiant v(R) = 400, € €
10,1], t > 0 et f une fonction lipschitzienne, on a alors

‘]Ef (M) — Bf (3 )| < Co(e)i(e),

ou C' designe une constante indépendante de € qu’on explicitera dans la démonstration.

Démonstration du théoréme 4.22. Notons

L(n) = |E (f <03§I<) X) —f (ﬁig (XL +a(s)W§;)>)‘.

La fonction f étant lipschitzienne (de constante K), on a

Us(n) = ‘f( sup Xm)f( sup (Xit”(g)w’?f))‘

0<k<n " 0<k<n z

< K| sup Xwx — sup (Xi, —I-O'(E)Wm)’
0<k<n ™ 0<k<n \ ™
= K| sup (X; —|—R5ﬁ)— sup (Xit +U(5)Wﬁ)
0<k<n N ™ n 0<k<n \ "
< K sup |Ri —o(e)Wi
0<k<n n "
< K( sup |R%|+o(e) sup Wm)
0<k<n n 0<k<n "
< K(sup IBE| + () sup |V, )
0<s<t 0<s<t
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La derniere expression étant intégrable, par convergence dominée on en déduit que

lim I5(n) = I}.

n—-+oo

On va donc s’intéresser a ch(n) On sait que pour k € {1,...,n}, on a

R

s[z®

1k
SN
] )
Vi
oll
n __ 15 €
V= vi (B = R )
Les v.a. (an)je{l .y SOnt i.i.d. et de méme loi que v/nRS . Or EV; = 0, et var (V1) = o(¢)?t, donc par le
théoreme de Skorokhod ([Skorokhod (1965), Theorem 1, pp. 163]), il existe des v.a. positives i.i.d., ()¢, .,
et un mouvement Brownien standard, B, tels que (Z?Zl Vihkedl,... ,n}) et (B@TH_‘.._HM ke{l,... ,n})

ont la méme loi jointe. Donc (Raﬁ,k e{1,... ,n}) et (§71+-~-+7,€ Jked{l,... ,n}) ont la méme loi jointe. De

plus
Er = var(Vy), (4.3.5)

et pour tout ¢ > 1, il existe une constante Lg > 0 telle que
2
Er{ < L,EV;™. (4.3.6)

On a également

<J(E)W%,k€ {1,...,n}) —d (B%zm,ke {1,...,n}).

Posons
ﬂ_ﬁ+-+m
n
TE = o(e)?kt
n
On a alors
I5(n) < KE sup Br, — BT]: .
1<k<n
Le théoreme suivant conclut la démonstration. o
Théoréme 4.23 1. On a . .
limsupE sup |Br, — Bre| < Coo(g)P1(e).

n—+oo  1<k<n

R .2
limsupE sup |Br, — Bre < Coo(e)?Ba(e).

n—+oo  1<k<n

3. Pour tout réel p > 1 et pour tout 0 €]0,1[, on a

P
limsupE sup < Cpo00()"Bpo(e)-

n—-+oo 1<k<n

BTk — BT/?

Ou C et Cp g désignent des constantes indépendantes de € que Uon déterminera dans la démonstration.

Ce théoreme est le résultat principal de cette partie. L’autre outil important dont nous aurons besoin par
la suite est le lemme suivant.
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Lemme 4.24 Soit § > 0, on a
4 Lot 4
limsup P { sup |y —Tj| > 5] < M.
n—too  0<k<n J
Démonstration du lemme 4.24. On a
Es Ty, — T¢[?
P { sup [Ty — T3] > 5} < buplSkSnJ L~ Tl par Markov.
0<k<n 1)
D’autre part (T — 1% ), <4<, est une martingale, donc par Doob on a
AR |T,, — T¢|?
IE”{ sup |1y — Ty | >(5} < %
0<k<n
< 4 var (1)
- 62 n
4 Er?
< ——1
- 62 n
AL,EV{
S W, par (436)
4
ALynE (R; )
_ 5 m
Or par la proposition 4.2
5 t 2
E R’% = = /_E rty(dr) + 3 (no(E)Q)
Donc
+e
lim nE (Rz) = t/ |z4v(dz).
n—-+oo e
Et par suite
4
Jim_nE (Rf% ) — oo(e) ()t (4.3.7)
Donc
4Lt 4
lim sup P { sup [T, —T%| > 6] < M.
n—+oo  [0<k<n o
o

Démonstration du théoréme 4.23. On a, pour 6 > 0 fixé,

E sup |Br, —Bre| < E sup |Br, —Bre|1
ronen | Tk N H T s g DTz | <0}
E su Br, — Bre|1 . ’
+ 1§kI§)n T TE | “H{supi<pan|Te—T5 >0}
On pose

I; =E su Br, — Br:| 1

1 1Sk1§)n T T | HHsupi<pen | Tu—T5[<8}

I =E sup |Brp, — BTE ]]'{Sup1gk-,§n|Tk_T§|>6}.

1<k<n
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Sur {sup; <<, |Tk — Ti;| < 0}, notons, pour k fixé

81=T]§/\Tk
SQZTE\/T]C.

On a 57 < s < 81+ 4. Soit 7 tel que 76 < 57 < (j+1)d. On a 51 < 59 < (5 + 2)4.
Sijoi<s1<s3<(j+1)dona

IA

‘le - ng‘ + ’Bj(; - BS2

IN

2 sup sup

| _ ABu-Egéw
0<j<[2Q2] 41 79Su<(+1)38

Sijo<s1<(+1)i<s3<(j+2)dona

Bs1 Bsz < ‘le - Bj(;’ + ‘Ejé - B(j+1)5 + ’B(j+1)5 o BS?
< 3 sup sup Eu - Bj5 .
OSjS[5(3)2t}+2j5§u§(j+1)6
D’ou
L < 3E sup sup Eu - Bj&
ogjg["(3’2‘]+2j5§“5(j+1)6
= 3E sup sup Eu — ng‘ .

1<i< [a<sé>2t] 43 (—1)6<u<js

Les v.a. (sup(j_l)ésugjé ‘Bu - Ej,;‘) sont i.i.d. de méme loi que

1< [ 295 ] 43

. On a alors

~ ﬁsupogug ‘Bu

SUPg<y<s ‘Bu

I, < 3VOE sup Vi,
1<< (292 ] 43

avec (Vj)1<j<[(,(?2t]+3 des v.a. i.i.d. de méme loi que supg<,<q )Bu

. D’autre part, on sait que si on a

.. ya 2
(Vi)i<j<m des v.a. iid. vérifiant Ee*V1 < oo avec a > 0, alors

E sup V;<g (mEeO‘V12) ,

1<j<m

avec g : x € [1,+00) = 1/ % log(z). En effet g étant concave, on a

E sup V; = E sup g(eO‘VJ'2>
1<j<m 1<j<m

2
= Eg ( sup e*Vi > , car g est croissante
1<j<m

2
< g (E sup e*Vi > , par Jensen
1<j<m
m
2
< g EZean , car g est croissante
Jj=1
<

g (mIEe“VlQ) .
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. Donc

Dans notre cas Vi = supg<, <1 ’Bu

V1 < sup B%—&— sup (—Eu)
0<u<1 0<u<l1

2 2
= Vf <2 << sup B’u) + < sup (—Bu)) )
0<u<l1 0<u<l

= oV < 62"‘((5‘%9@ Bu)z’*(SUPOSuSl(’B”))Z)
i ) 1
N Eean < (Ee4a(supo§u§1 Bu)2) ? <E64Q(SUPOS'ILSI(7B“))2) :

A\ 2
= Eeavf < Ee4a(SUP0§u§1 Bu) .

22
Or la densité de supy<,<; By est 2% 1,50, donc un calcul simple nous donne que pour tout 3 < %

2 .
Eef(swPosusi Bu)” = (1 — 98)~ 3. (4.3.8)
Donc en choisissant o < %, on obtient

Ee*Vi < (1- 804)_%.

3\/5\/; log (([U(?Qt} + 3) Ee"‘V12>
e e

b = o1 e (]
= Ca\/dlog <[U(?2t] +3)
< Ca\/élog (”(?zt + 3).

_ log(1—-8a)
21log(3)

D’ott pour a € (0, §)

I

IN

IN

Donc

On notera que C, = 3 é (1 ) et que la deuxiéme inégalité provient du fait que pour tous

x,y € RT on alog(x +3) +y < (1 + %) log(x 4 3). Regardons maintenant le cas de Is.

2\ 3 3
I, < (]E< sup BTkBTf) ) ([P’{sup |TkT,§|>5}>
1<k<n ' 1<k<n
2\ 2 1

< <IE< sup |Br, |+ sup |Bre ) ) (IP’ { sup [Ty —Tj| > 5})

1<k<n 1<k<n 1<k<n

1 1 1
A 2\ 2 N 2\ 2 2

< <(E sup |Br, ) + (IE sup |Bre ) ) <IP’[ sup [Ty —Tj| > 5}) .

1<k<n 1<k<n 0<k<n
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Donc
2\ 3 . 2\ 2 3
I, < E sup |R%: ) + (IE sup B2kt ) (IP’ [ sup |Tp —Ty| > 5})
1<k<n! 1<k<n 0<k<n
: 2\ 2 :
< IE sup |RZ| ) + (IE sup | B, ) (IP’ [ sup [Ty —Tj| > 5})
0<s<t 0<s<o(e)2t 0<k<n
1 1 1
2\ 2 A 2\ 2 2
< 2 ((E|R§| ) + <IE ‘Ba(e)% ) > <IP’ [ sup |1 —Tj| > 5}) par Doob.
0<k<n
D’ou

[N

I, < 4Vto(e) (P[ sup |Ty — T§| >5D

1<k<n

Or par le lemme 4.24, on a

4Lt 4
limsup]P’{ sup |Tk—T,f|>5] < M.

n—too  [0<k<n 02
Donc
4 3
limsupl, < 4vto(e) (W) .
n—-+4oo 5
D’ou
. . 2 L
limsupE sup |Br, — Bre| < C'a\/é log (U(E) t + 3) i 8v/ 2t0—(5)00(5)2 B(e)
n—4oo  1<k<n ' ) 0
2 VL
< Ca\/élog (Uo(g) ! + 3) + 8 5 2tao(s)?’ B(e)

= Cuu <\/5log <00(§)2t +3> + %00(6)3 ﬁ(s)) ,

avec Cyy = max (Cy, 8v/Lot). En choisissant § = 00(£)23(¢) 3, on obtient

< Coé,tao(s)ﬂ(e)é <\/log (6(;;‘ + 3> + 1) )

limsupE sup ETk — BTE

n——+oco 1<k<n

Pour la deuxieme partie du théoréeme, on a

~ ~ 2 ~ . 2
E su BT' — BTE < E su BT' — BTE ]].
1§k2n § T 1§k2n § k| THsupichgn |Te-T[<0}
N N 2]1
+E sup |Br, — Bre
1§kI§)n T R {supy<pcn [T =T |>6}

avec § € R%. On appelera I; (resp. I3) le premier (resp. le deuxieme) terme a droite de 'inégalité ci-dessus.
Par le méme raisonnement que pour I(n) (en prenant cette fois g : x € [1, +00) — Llog(z) et a € (0, 3)),

on obtient
2
I < Cudlog (J(? t +3) :
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avec Cy, = 32é (1 — 7lo§f§g(§?)), et

1
4\ 2 3
I, < (E(sup BT,C—BT;) ) (P{sup |Tk—T,f|>(5]>
1<k<n 1<k<n
4\ z B
< (E( sup ETk + sup BT;?) ) (IP{ sup |Tk—T,f|>5]>
1<k<n 1<k<n 1<k<n
1 1y 2 1
A 4\ 1 3
< ((]E sup |Br, ) + (E sup |Bre ) > (IP[ sup |Tp —Ty| > 5]) .
1<k<n 1<k<n 1<k<n
Donc
1 1\ 2 1
4\ 1 . 4\ 1 3
I, < <<IE sup |R5%: ) + (E sup Byt ) ) (IP’[ sup [Ty — Ty| > 5})
1<k<n ! 7 1<k<n B 0<k<n
2
O 0\ :
< (E sup |RZ| ) + sup (IP’{ sup |1 — 1| > 5})
0<s<t 0<s<a(€ )2t 0<k<n

NG

2 1
1 2
) ) (IP’ [ sup |Ty — 15| > 5}) par Doob.
0<k<n

E|R:|* = t/e ztu(dz) +3 (t0(5)2)2,

—E

< (5) ()

Or par la proposition 4.2

+ (E ‘Ba(s 2¢

et

On sait aussi par le lemme 4.24 que

4L2t0’0 (6)45(6)

limsupIP’{ sup [Ty — Ty | >5} < 52

n—+4o00 1<k<n

Donc

lim sup I
n—-+oo

A\
Q
o
—~
o
[ )
~
VR
7 N
‘Q
—
N—
+
w
~_
I
+
w
N
~
7 N
W
~
[ V]
~
S
| =~
(V]
=
[0)
S—
"
Nl=

< 700(5)4 5(5)7

1 2
avec Cy = /L t((w‘w“ﬁ()+3)4+3}l>.D’oﬁ

* < ou (s (2 1) 4 Lo VB )

avec Cy, = max (Cy, C}). En choisissant § = 00(5)26(5)%, on obtient

(10e </3<Z>i +3) 1)

limsupE sup ETk — BTE

n——+oco 1<k<n

[N

Br, —B’Tf < Ca,00(€)?B(e)

limsupE sup
n—+oo  1<k<n
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Pour la troisieme partie du lemme, on définit g comme suit

o) = (L1o60))

avec a > 0. Ce qui nous donne

9" (@) = 5 (log(@))"* (p — 1 ~ log(x).

La fonction ¢ est concave sur {w eRy, z> e”’l}. De plus g est croissante. Posons

N N p
I;=FE sup |Bp, — Bpe| 1
! 1§kIS)n T R {supy << | T =T | <6}
I,=F By — Bre| 1
= Ssu — =5 .

On a alors (voir plus haut)

I, < 3P5%R sup Vjp,
1<i<[ 295 ] 43

avec m = [U(ET)%} +3.0na

E sup V) = E sup g (e*"9)
1<j<m 1<j<m

= Eg ( sup eavf) , car g est croissante
1<j<m

IN

Eg ( sup ema"("‘vj’pl)) , car g est croissante.
1<j<m

Donc

EKSQE Vi < g (IEKSQE emax(a‘/jvpl)) , par Jensen
>Jsm <gs<m

m
< g|E g emax(@Vip=1) | " car g est croissante
=1

< g (mEemax(aVl,pfl)) )
Notons que Ee™®(@V1:p=1) < o0 pour tout a > 0. Il existe une constante Cy,, > 0 tel que

. o2\ \?
Ii < C,p02 (log <5>) .

Soit ¢ > 1, on pose [1=1— %. Donc on a par Hoélder

pq I
) ) (]P’{sup |T;€—T,§|>5})
1<k<n

Q=

]é f; <E:< sup l}n:—‘éjf

1<k<n

ap\ & 19
< (IE ( sup |Br,|+ sup |Brs ) ) (IP’ { sup |Ty —Ty| > 5})
1<k<n 1<k<n!| % 1<k<n
1 1N\ P 19
. |ap\ @ . |ap\ @
< ((E sup |Br, ) + (IE sup |Bre ) ) (IE” [ sup |Tx — Tq| > 5}) .
1<k<n 1<k<n 1<k<n
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Donc

I

IN

ap\ 7 . ap\ 7 ™
(E sup |R%. > + (IE sup B, (o2 ke > (IP’ [ sup |Tp —Ty| > 5])
1<k<n!| 1<k<n " 0<k<n

1\ P .
a\ ? I
> (]P’{sup |Tk—Tlf|>6]>
0<k<n

a\ A\ P i
)qp) <IP[ sup |Tk—T,§|>5}> par Doob.

0<k<n

B,

1
< (E sup Riqp> + <IE sup

0<s<t 0<s<o(e)2t

< (227 (@mmy o+ (2

ap — 1 Bo(s)%

On sait que

A

B (e)2¢

A

(B [Boio] ") ™ = otV (B|B:] ")

Donc en utilsant la proposition 4.2 et lemme 4.24, on sait qu’il existe une constante C, , tel que

oo(e)*B(e)\ "
o) ) |

limsuply < Cypoo(e)? (

n—-+oo

D’ou, en notant Cy 4, = max (Cyp, Cq)

o (55 (log(aog€)2>>p+ao(€)p (Uo@gi@>1>

. o oy N 200 .
En choisissant § = oq(€)?5() »+417 | on obtient

P
P < C’am,pao(g)l’ﬂ(g)pi% <<10g <1pm>> n 1) '
()

Ceci est vrai pour tout ¢ > 1. Et donc il existe Cp, 9 > 0 tel que pour tout 6 €]0, 1]

p
" < Cpooo(e)Ble) <10g (1)) .
B(e) 7o

La méthode de plongement utilisée ci-dessus nous permet de montrer d’autres résultats intéréssants qui
pourront étre appliqués a ’approximation des options vanilles américaines lookbacks et barrieres.

limsupE sup ETk — ET§

n—+oo  1<k<n

Br, — Br:

limsupE sup
n—-+400 1<k<n

BT;‘., — BTE

limsupE sup
n—+00 1<k<n

&

Proposition 4.25 Soient X un processus de Lévy de triplet (y,0%,v), t > 0, € €]0,1] et f une fonction
lipschitzienne. Alors

Ef (X;) - Ef (X5)| < CAi(e)oo(e),

ot C est une constante > 0 qu’on explicitera dans la démonstration.

Si on remplage maintenant la condition f' bornée par f, lipschitzienne, alors en utilisant une technique du
type extrapolation de Richardson, on arrive & treés bien approcher Ef (X}).

Proposition 4.26 Soient X un processus de Lévy de triplet (y,0%,v), f une fonction dérivable vérifiant f/
est lipschitzienne. Alors

Ef(X;) —E (2f (X5) - f <Xt))’ < OBa(e)o0 ()2,

ot C est une constante > 0 qu’on explicitera dans la démonstration.
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Proposition 4.27 Soient X un processus de Lévy de triplet (v, 02, v) vérifiant v(R) = +o0, € €]0,1], ¢t > 0
et f une fonction de RT™ x R dans R K -lipschitzienne par rapport & sa deuziéme variable. On suppose que
0] est bornée. Alors

< Coo(e)bu(e),

sup Ef (7,X;)— sup Ef (T,Xi)
TE€T 0,4 T€T0,¢]

ot Tjo4) designe Uensemble des temps d’arrét a valeurs dans [0,t], et C' est une constante indépendante de e.

Proposition 4.28 Soient X un processus de Lévy de triplet (y,0%,v), p>1,t > 0 et ¢ €]0,1]. On suppose
que EePMt < oo, alors pour tout x € R et pour tout réel 6 €]0,1]

1—1

‘E(eMt—ag+-E(er_x)+’gc;ﬂadg)oap oe) 7

p—1’

ot Cp, 9 est une constante > 0 indépendante de €.

Pour démontrer les propositions ci-dessus, on considére B un mouvement Brownien standard et, (T3, T, k € {1, ...

et (V;,7 € {1,...,n}) définis comme dans la démonstration du théoreme 4.22. Alors (éTk,k: e{1,... ,n}) et

ke {lw..,n}>.

(R;%,k e{l,... ,n}) ont la méme loi jointe. De méme pour (ETE’ ke{l,... ,n}) et (a(s) A,f

t
n

Démonstration de la proposition 4.25. On a

Donc, si f est K-lipschitzienne, on a

Ef (X) —Ef (X +0(@We)| < E|f(X)—f (X7 + o))

. — Bre|.

A\
=
=
oS}
S

On conclut avec le théoréeme 4.23. o

Démonstration de la proposition 4.26. On a toujours

R = By,
O'((:f)Wt =4 ET; .

On a déja montré dans la démonstration de la proposition 4.3 que
1
BJ(X) B (X)) = [ Bf (X +0R)) Riao,
0
Et donc par indépendance de R® par rapport a X< et W, on a

Ef (X:) —Ef (X{) = /OIE(wawaf)—f’ (X7 +00()1W7) ) Rido.

De la méme facon on aura

Ef (X7) —Ef (X7)

L/lEf’(Xf—%@a&)ﬁ@)a&jﬁ@d&
0
(1

/01 E(f (Xf + Go(s)Wt> — f/ (X; + 03§)> g(g)Wtdg.
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D’ou
Ef (X)) ~E(2f (X)) - £ (XF)) = E((X)-fXD)+E(f (%) -7 (xD)
/0 E (5 (X7 +08) — £ (X +00(2W) ) (B — o)) o

= [ B(s (xi o) - (i 4 0Br)) (B - Bag) o

Et par suite, si f est K-lipschitzienne, on a

IN

Ef(Xt)—E@f(Xf)—f(Xf))\ /OlKQE (BTn —BTﬁ)Qde

gna (Br. - Bry) .

On conclut avec le théoreme 4.23. o

Démonstration de la proposition 4.27. Posons t; = % On définit les fonctions suivantes :

p(t) = sup Ef(7,X;)

T€T0,1]
Pt = sup Ef (r,X7)
TE€T0,4]
pn(t) = Sup Ef (T, XT)
7'67_[3'1”
pi(t) = sup Ef (7.X7),
TGT[&ﬂ
ou T[gt]désigne I’ensemble des temps d’arrét & valeurs dans {t;, kK =1,...,n}. On sait que

lim _pn(t) = p(t)

n——+oo
_ £
Jum pn () = po().
Soit 0 € 'TO 0.4 On &
Ef(6,X9) = Ef(0,X;)+E(f(6.X0) - f(0.%5))
§ pn +]E sup (f tkath (tk,ka)>
1<k<n
— () +E sup (f th, X, )ff(tk,kaJra(s)Wtk))
1<k<n
= pi(t)+E sup ( (tx, X;, + Br,) — f(tk.,kaJrBTf))
1<k<n ;
< pL(t)+KE sup |Br, — Bre|.
1<k<n
Donc
1<k<n
Par le méme raisonnement, on a
pn(t) < pu(t) + KE sup |Br, — Bre|.

1<k<n
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Et par suite

lpn(t) —p5(t)] < KE sup

BTk — BTlf .
1<k<n

Et on conclut avec le théoreme 4.23. o

Démonstration de la proposition 4.28. On définit

M} = sup (X,ii —l—Ri;)
0<k<n ™ "

M;"™ = sup (XZL + U(E)Wéi) .
0<k<n n n

On sait que

lim M =M; p.s.

n—-+oo
lim M" = N¢ p.s.
n—-+oo t t p
Posons
U= sup (X,ii + BTk)
0<k<n n
rem .
U™ = sup (Xlii JrBT;) .
0<k<n n
On a donc

n  _d n
My = U
Myt o=4 U,
Par le théoréeme des accroisssements finis, on a

n re,m A FTE,TL
U — el = (Ut" - Ufn) eV,

ou U;"" est compris entre U* et U;"". Donc

n + re,m + n fre,m
‘E (eUf —x) —]E(eUt —x) < E’eUﬂ — el
< E’Ut”—f]f" eV
S E sup BTk — BT}? 6Ut,’
0<k<n
» \1-3 _ 1
A A —1 e,n
< <E sup BTk — BTf i > (Eepr, )p

0<k<n

s =

=T 1= ore.mn
S (E sup éTk — ETE pl) (E (ethn + eP]\/tY ))

0<k<n

D=

_p_\ 1- .
< (E sup ETk — Brpe p1> (IE (epM* Jreth))
0<k<n k
E (eth + Bths) < E (epMi + er(e) supog,< We ethE>

2
EePMe 4 Qe%U(S)Qt]Eepr

22 (€)%t M M¢
2027 E(ep t 4 eP t).

IN

IN
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Donc en utlisant la convergence dominée, le théoreme 4.23 et le lemme 4.10, on a

n + rEsm +
= lim ’E (eMt — x) —E (eMt — x)

n——+o0o

E (eMt — x)+ —E (eMﬁE — m)+

n + re,n +
= limsup ’E (eUf - x) —-E (eUt — x)

n—-+oo

Cp,000(€) (ﬁp% 9(5))17% :

10

IN

4.3.3 Estimation des fonctions de répartition

Les majorations d’erreurs obtenues dans cette section, comme dans le cas des fonctions réguliéres, sont
meilleures que dans le cas de la troncation, & condition bien stir que la condition (4.3.3) soit vérifiée.

Proposition 4.29 Soit X un processus de Lévy de triplet (y,0%,v) vérifiant v(R) = +oo, >0 ,t >0 et
¢ €]0,1]. Notons

Brol€) = B1_14(e).
1. St o >0, alors

sup |P[X; > 2] —P [Xf > x” < Cop(e)Bi(e).
Tz€R

2. Si X: a une densité localement bornée, alors pour tout réels 0, p €]0,1]
[PIX: 2 a] - P[X7 2 0| < Craoo(e) ™ (Bya(e))”

3. Si My a une densité localement bornée sur (0,+00), alors pour tout réels 0, p €]0,1]
[P(M, = a] - P [31; 2 ]| < Crooo()'* (Buale))”

Les constantes C et C, 9 designent des constante indépendante de €.

Démonstration de la proposition 4.29. Soient B un mouvement Brownien standard et (Tw, Ti ke {1,...,n})
et (V;,5 € {1,...,n}) définis comme dans la démonstration du théoreme 4.22. Alors (ET,“ ked{l,... m}) et

(Ri%,k e{1,... ,n}) ont la méme loi jointe. De méme pour (BT,g,k e{1,... ,n}) et (O’(&)Wg%,k‘ e{1,... ,n})
Donc

On note

Donc

=t
s
\%
B,
|
=
D>
o
vV
=
I
=
=
\%
B,
|
=
=
™
V
Iil

|
=
=
v
8
<
m
A
B
|
=
=
A
&
=<
v
Iil
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Or, dans le cas 0 > 0

IP’[YtZ:C,lA/f<x} = P[m—(ﬁ—ﬁa)§ﬁ5<x}

= P |:£L' - (Bng - BT;) <oB;+ (Yf — aBt) < x] .

Par construction, ¢B; est indépendante de (17;5 — O’Bt> et de (ETn — BT5>. On sait que est un

majorant de la densité de o B;, donc

1
oV2nt

P[Y;zx,ﬁ€<x] < IE:’ET;BT5 .

1
oV 2mt
On obtient le point 1 de la proposition par le théoreme 4.23. Regardons le cas 2 de la proposition. Par la
proposition 4.12, on sait qu’il existe K, > 0 telle que

R E ‘Yt _ ffts’p
P> Y] -P[¥7 20]| < Koo+ ———-
]E ETIL - ET,‘EL :
= K, 6+ =
Par le théoreme 4.23, on sait qu'il existe Cp 9 > 0 telle que
& p
Pvi 2 Y]-P[¥f 2a]| < K.oi+C ,QW
P
< max (K,,Cpyg) <5 + C’W)

1

< 2max (Kq, Cp) 0o(e) "7 f(e) 7.
La derniere inégalité est obtenu en choisissant § = 00(5)1_ﬁ6p,9(5)ﬁ. On note

I:‘P[Mtzx}—lp[z\%fzx”

Posons .
= ‘]P’[Mt" > ] — P [Mf’" > x} :
avec
M = sup (X,ii +Rii)
0<k<n " o
M{™ = sup (XZL + 0(5)W,§1) .
0<k<n w o
On sait que
. n_
ngr_ir_loo M =M, p.s.
lim M" = N p.s.
i M= ps
Donc
lim 1" =1.
n—+oo
Posons

U= sup (X,ii + Bn)
0<k<n n
Uteﬂ = sup (Xlii + BT;S) .
0<k<n n
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Donc
" = |PUr>a]—P [Uf’” Zx”

Par la proposition 4.12 (voir la démonstration)

D
E|vp - 07"
m < ]P)[xSUZZ<x+5]+6—p
R . P
< Ple<Uf<z+0]+
or
Or
lim Plz<Ul'<z+4+46 = lim Plx <M <z+7]
n—-4oo n—-+4oo
= Pla <M <z+)

< CLé.

ou C, est une constante > 0 dont I'existence est justifiée par la proposition 4.12. Donc par le théoreme 4.23

1

IN

C
Cad + ~2200(e)" B0 ()

< 2max(Cy, C'p,e)Uo(@Pﬁﬂpﬁ(f)ﬁ

La dernére inégalité est obtenue en prenant § = ao(a)kﬁﬁg(s)ﬁ. o

Proposition 4.30 Soit X un processus de Lévy de triplet (v,0%,v) de carré intégrable, x > 0, € €]0,1] et
t > 0. On suppose que o > 0 ou (2.1.2) est vérifié. On note o > 0 Le réel défini dans le lemme 2.20. Alors
pour tout 6, p €]0,1]

__ap
]P[Mt > IE] —-P |:Mt€ > LU:| ’ < Cp’go'()(g)m (5%4)(5)) a(l+p)+1 ]

La constante C, ¢ est indépendante de ¢.

Démonstration de la proposition 4.30. Le méme raisonnement que dans la démonstration de la propo-
sition 4.29 et la remarque 4.13, nous donne pour tout p > 1

. . C
P[M, > a] P [Nf 2 a]| < Cud™ + 2Loy(e) Bro(e)

2max(Cy, Cpg)oo(€) Gy (Bp,o(€)) AT

IN

La dernere inégalité est obtenue en prenant

otl at1
)= go(g) (At plati (ﬁp)e(g))m(l-%—p)-%—p .

On déduit facilement la proposition. o

4.4 Discussion sur les méthodes d’approximation des petits sauts

On se donne un processus de Lévy X a variation finie. Comme nous ’avons souligné plus haut, une
alternative a la troncation des petits sauts compensés, est de tronquer les petits sauts non compensés. On
remplace X par le processus X¢ défini par

Xi=Xi— Y AXJjax, <, VE>0.

0<s<t
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Pour illustrer le fait qu’en général il est préférable de tronquer les sauts compensés, on considére le cas ou
la mesure de Lévy v du processus X est définie comme suit

e—x

v(dz) = Tﬂzzodm-

On note J la mesure de Poisson d’intensité v(dx)dt. On a alors

IE/ xJ(dx x ds)
0<z<e,s€[0,t]

€
t/ zv(dz)

0

154
= t/ e Ydx

0

= t(l—e"%).

E (X, — X;)

D’autre part

ole)? = /O R

£
= / re Ydx
0

= 1—(1+¢)e".
On remarque facilement que
E(X;—Xf) ~ et
o(e) e

D’ou
E (Xt — Xf) ¥ o(e)t.
En termes de vitesse de convergence, on ne peut faire mieux que O (o(g)). Si on considére maintenant que

Xt:/ xJ(dz x ds), Vt>0.
©>0,5€[0,1]

Alors le processus X est croissant, et par suite si on note Mf = SUPg< <t X
E (M, — M;) =E(X; — X;) ~ o(e)t.
(M — M;) (Xe = X7) ~o(e)
En clair de maniére général on peut obtenir
|E (M, — M;)| < Col(e).
Et on ne peut pas faire mieux en terme de vitesse de convergence. L’inéquation précédente se généralise ainsi

Proposition 4.31 Soient X un processus de Lévy de triplet (v, o,v) vérifiant flI|<1 |x|v(dx), f une fonction
K-lipschitzienne et t > 0, on a alors -

E|f (M) = f (M;)] < K2Vt +t)Vio(e).
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Démonstration de la proposition 4.31. Soit R défini en (1.4.7). On a

E‘f(sup XS)—f<sup X’j)’ < KE|sup X,— sup X¢
0<s<t 0<s<t 0<s<t 0<s<t
< KE sup ‘XS—)_(E‘
0<s<t
< KE sup RZ—!—S/ zv(dx)
0<s<t |z|<e
< KE sup |R{| +Kt/ |x|v(dx)
0<s<t |z|<e
< K E sup |RE +Kt |z|v(dx)
\ O<s<t \w|2<g
< E|R:|* + Kto(e), par Doob

= K(2\/i +t)Vto(e).
3

L’autre question qui se pose est I'optimalité des majorations obtenues dans le cas de la troncation des
petits sauts (compensés). A t-on vraiment intérét a remplacer les petits sauts par un mouvement Brownien
lorsque certaines conditions le justifient ? Dans le cas non path-dependent les résultats des paragraphes
précédents montrent que 'on a de meilleures approximations quand on remplace les petits sauts par un
Brownien (sous les hypothéses justifiant ce remplacement). Dans le cas path-dependent cette discussion est
justifiée par le résultat suivant.

Théoréme 4.32 Soient X un processus de Lévy intégrable de triplet (v, 02, v) vérifiant v(R) = +oo, £ €]0,1]
ett >0, on a alors

0<E(M;—M;)=o0(c(e)).

Démonstration du théoréme 4.32. On a par la proposition 3.2

—+ t e\t
E (M, —M;) = /’EX8d<—/’@&ﬁifw
0 0

S S

¢ - ds
/O E (X -(x)") <

Posons I¢ = E (Xg+ — (X§)+). On a

o= E(x-x)7)
— E((X:+R)T - (x)7)
= EX; (]1X§+R§>0 - ]1X§>0> + ER§]1X§+R§>O
1 _geexe<o— Locxe<—r:) +ER L xes_ge

X5 (
= 5 (I_Rrecxe<o — Docxe<—ps) +ERL _gecxe<o + ER L xes_Re x50
= EX; (L_pecx:<o— Locxe<—rs) + BRI _pecxe<o+ ERS (Lxen0 — Locxe<—r:) -
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On sait par ailleurs que R et X¢ sont indépendant et ER® = 0, donc
IF = EX; (L_gecxs<o— Locxe<—re) + ERIL _pecxe<o+ ER Lo xe<—g:
E (XS + RY) L peex:<o — B (XS + RY) Locxe<—re
E (185 — 1 X50) ]LR.2<X.§§0 —E([X5] - [R)) ]IO<X§§7R§
= E(|R;| - [X5]) (]l—R§<X§§O + ]10<X§§—R§)
E(

|RS| — |va|)Jr (]1—R§<X§§O + 10<X§§—Rg) .

On voit facilement que conditionnellement & {|R:| > |X¢|}, on a

1 _gecxe<o+ Nocxe<—re = Lrex:<0 + L xe—0,r: <0

D’ou
I; = E(|R;]— |X§|)+ (]lR§X§<O + ]1X§:O,R§<O)
= E(|R;| - |Xs€|)+ ]lR§X§<O +E|R{] 1X§:O,R§<O
= E(R:|—|X:)" Lgexeco + E|RI Lp:oP [XS = 0]
= E(R:|—|X:)" Lpexeco+E (RS PIX; =0].

On voit bien que I > 0 donc on a aussi
E(M; — M;) >0

D’autre part, par Cauchy-Scwartz
1 e\t 2\
o< (ElRP) E<<1_ ||R§||) ) + (BIR) PIXE =0
N\ 2 3
> ) +P[X: =0]

Notons que comme v(R) = 400 on a RS # 0 p.s. On obtient ainsi

E(M, — Mj) < o(e)/ot E<(1;§>+>2 +P[XE = 0]

Par ailleurs, par convergence dominée on a

2
. IXe\T\
351%“5((1‘ re) ) =

En effet RS — 0 p.s. et X — X, p.s. avec X # 0 p.s. On a aussi

[N

< oe)Vs| |E <(1 - |)1§§|

Sl

limP[X:=0] = P[X,=0]
e—0
= 0.

D’autre part on a

2\ 3
xz\* .
) 1—|RE| +P[XE=0] <2
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Donc par convergence dominée on a

¢ X< + 2\ 2 d
lim E (1—' S') +P[XE=0] | 2 =o.
==0Jo | 5| Vs

D’ou

E (M; — M;) = 0 (0(c)).

Dans la démonstration ci-dessus, on a montré que
E(X,)" -E(X5)" = E(Rs|—|X;)" Lrsx:<o+E(R)) ™ P[X; =0].
Donc

E(X,)" —E(X5)"

S

v

E(R)P[XS =0

1
SEIRIPXS =0).

car ERS = 0. Soit un processus de Lévy de triplet (0,0, v) avec

dz
v(dr) = a]lo<|m|<1W7
ou « €]0,2[. On a
9 3
_ @ 1-%
ole) = (2 — cv)
Remarquons que
1 a(e) = +o00,
e—=0 €

et on peut montrer qu’il existe une constante C, > 0 telle que
E (M, — M) > Caolc)7=.

On peut alors trouver un « assez petit tel que la majoration d’erreur obtenue dans le cas de ’approximation
des petits sauts par un mouvement Brownien (proposition 4.19) soit meilleure que dans le cas de la tron-
cation. La conséquence de ce résultat est que dans le cas des fonctions réguliéres, la vitesse de convergence
obtenue par I'approximation des petits sauts par un mouvement Brownien est meilleure que dans le cas
de la troncation. Pour les fonctions de repartition, les résultats obtenus dans les paragraphes précédents
montrent que nous obtenons de meilleures majorations d’erreurs dans le cas ou les petits sauts sont ap-
proximés par un mouvement Brownien. S’il est vrai que nous n’avons pas pu prouver 'optimalité de tels
résultats, il semble peut probable que 'approximation des petits sauts par un mouvement Brownien puisse
engendrer des erreurs plus grande que dans le cas de la troncation comme le laisse supposer les travaux
de [Levendorskii-Kudryavtsev(2009)] et [Powers(2008)]. En effet les majorations d’erreurs obtenues dans
cette section permettent de déduire les majorations d’erreurs similaires (dans la section 5.4) pour les options
lookback, barriere, américaine et asiatique.



Chapitre 5

Applications financieres

Considérons (St );eo,r) le prix d'un actif financier modelisé comme un processus stochastique sur un espace
de probabilité filtré (Q, F, (}—t)te[O,T]vP)- La tribu F; représente I'information historique sur le prix jusqu’a
Iinstant ¢. Dans les modeles de Lévy exponentiels, la dynamique de S est ’exponentielle d’un processus de
Lévy.

S, = Spet

Le processus X est un processus de Lévy de triplet caractéristique (v, 02,v) sous P. On notera r le taux
d’intérét sans risque, et ¢ le taux de dividende. Les options que nous allons considérer par la suite auront pour
sous-jacent 'actif financier de prix S. On notera K le prix d’exercice d’une option (strike) et H sa barriere
(si elle existe). Trois types d’options nous intéresserons dans cette partie : les options barriere, lookback et
asiatique.

5.1 Options barrieres

Les différents types d’options barrieres (& barriere continue ou discrete) sont résumés par les tableaux de
payoffs suivants.

Barriere Continue Discrete
Up Out | 51— )" Lygporrn cny | (51— K" Ly )
Up In (St —K)© ]l{soeMTzH} (S — K)* ]1{3061”55211}
Down Out | (Sp— K)© Lispemrsmy | (ST — K)T ]l{soe’”?">H}
Down In | (St —K)" Ligyemr<my | (St —K)T ﬂ{soemggH}

FIGURE 5.1.1 — Payoffs des options call barriere

Dans cette section, nous allons d’abord montrer que la correction de continuité est possible dans le cas
des processus jum-diffusion. Ensuite nous allons donner des estimations de ’erreur entre les options barrieres
continue et discrete dans le cas général.

5.1.1 Correction de continuité

La correction de continuité dans le cadre du modele de Black-Scholes est étudiée dans [Broadie- Glasserman-
Kou(1997)] et [Kou(2003)]. Nous allons montrer que ces corrections sont toujours valables pour les processus
de Lévy & activité finie et a variation infinie. Notons UOC(H) le prix d’'un call Up and Out continue de
barriere H, on a

—r +
UOC = Ee T (SO@XT — K) ]lsupogth SoeXt<H-

100
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Barriere Continue Discrete
Up Out (K —Sp)* Il.{SOEIWT<H} (K —Sr)" ]l{soeM¥<H}
UpIn | (K =57)" Ly onpspy | (K= S1)7 Lig oo
Down Out | (K — ST)Jr ]l{SOemT >Hy | (K — ST)+ ]l{soem% >H}
Down In | (K = S7)" Lygyemr<my | (K —Sr)" ]l{soemaf <H}

FIGURE 5.1.2 — Payoffs des options put barriere

Posons

On peut donc écrire
UOCH) = SoEe " TeXT 1 ppcnxpsr — Ke TP [My < h, X1 > k]
= Spe TR " IT Xy cp xpok — Ke "TP [Myp < hy X7 > K]

La condition d’absence d’arbitrage implique que le processus (e’(r"s)text) est une martingale. Soit PP la

probabilité équivalente a P, de densité de Radon
dP
dP

t>0

= (r=HXe >,

Fi

Par [Kyprianou(2006), théoréme 3.9], X est un processus de Lévy sous P de triplet (7,7, 7) défini par

’_yr5+022+/R(ex1x]l|$§1)l7(dx)
g =0
v(dz) = e"v(dx).
Par conséquent
UOC(H) = Soe *TP[Myr < h,Xp > k| — Ke "™ 'P[Mp < h, X7 > k].

Si on note UOC™ le prix d’un call Up and Out discrete de barriere H, comportant n date de fixing (de pas
L) "alors on a de méme

n

UOC™(H) = Soe TP[Mp} < h,Xr >kl — Ke ""P[M} < h, X1 > k].

Trouver une correction de continuité entre les options barriéres continue et discrete, revient en fait a trouver
une correction entre les probabilités ci-dessus. C’est ’objet des résultats suivants.

Théoréme 5.1 Soit X un processus de Lévy a activité finie intégrable de triplet (v, 02, v) vérifiant o > 0,
oVTH

et x € R. Alors
(2
ol — ).
vn Vn

Avec 51 = ER, et R est la variable aléatoire définie dans le théoréme 3.13. Le résultat précédent peut s’écrire
sous la forme

P[MTZI]—P[M%Zx]:P[MTZ$>MT—

oVTH
NG

P[M}L<x]+o<l>.

P[MT<$+ \F
n
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Remarque 5.2 La démonstration du théoréme 5.1, montre que le théoréme reste vrai st on remplace x par
une suite T, qui converge vers x lorsque n — 400, ou si on ajoute une condition sur Xp. Donc, sous les

hypotthéses du théoréme 5.1, on a

vT 1
iy MT<x+U\fnﬁl,XT>y] - P[M¥<x,XT>y]+o<\/ﬁ>
varﬁl 1
]P)[MT<.'E,XT>y] = PlM¥<$—ﬁ,XT>y +O<\/ﬁ>

La conséquence directe de la remarque 5.2 est la relation entre les options barriéres continue et discrete.

Proposition 5.3 Soit X un processus de Lévy de triplet (v,0%,v) vérifiant o > 0 et v(R) < oo, V(H) le
priz d’une option a barriére continue H et V™ (H) le priz de loption d barriére discréte correspondante. On
suppose que le processus (eX‘_(T_‘S)t)t>O est une martingale. Alors

oVTBq

VP(H) = V(He = )m(%)
V(H) = V" (He”FU@Bl) +o (%) .

014 dans £ et F, le cas supérieur est pour les options Up et le cas inférieur pour les options Down.

Démonstration de la proposition 5.3. Le théoreme 5.1 et la remarque 5.1 entrainent évidemment que

oVTH
Jn

oVTh
Jn

Oyﬁfﬁl n 1
Tn Xr <z :]P’[MT<y,XT<x]+0(\/ﬁ>.

Les prix des options barriéres peuvent s’écrire en fonction des probalités ci-dessus (comme dans le cas du
call Up and Out étudié au début du paragraphe). Rappelons que pour le cas Down, le processus minimun
m de X vérifie

P\ Mp < Y+

] 1
JXr <z :]P’[M}L<y,XT§x]+o(

)

1
,)6T S e ::P[Af% Z y7)6T S x]+—0 (\/n>

P|\Mr2>y+

P|Mr<y+

my = inf X,
0<s<t

— — sup (-X,),
0<s<t
On en déduit facilement le premier point la proposition. Pour la deuxieme partie de la proposition, on procéde
de la méme facon en utilisant le deuxieme point de la remarque 5.2. o

Toute la suite de ce paragraphe est consacrée a la démonstration du théoreme 5.1. Rappelons qu’un
processus de Lévy & activité finie et & variation infinie (jump-diffusion) peut s’écrire sous la forme

Nt
Xy =~t+oB; +ZY]
j=1
On note T1,...,T,,. . .les temps de sauts du processus (N;);>o.

La démonstration du théoreme 5.1 consiste a conditionner par rapport aux temps de saut et aux valeurs
du processus aux instants de saut, puis a représenter le maximum du processus sur les intervalles de temps
entre les sauts a 'aide du processus de Bessel, dans l'esprit de l'article de Asmussen-Glynn-Pitman(1995).
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On a ensuite a étudier les probabilités conditionnelles, puis a en déduire le comportement asymptotique de
la probabilité inconditionnelle.

Le plan de I’étude est le suivant : dans la suite de cette section, on donne des résultats préliminaires
élémentaires sur les temps de saut d’'un processus de Poisson. On établit ensuite quelques résultats sur le
conditionnement par les temps de sauts. Le conditionnement par rapport aux valeurs de X aux instants de
saut est développé dans le paragraphe suivant, ot la représentation par le processus de Bessel est précisée. Puis
on donnera quelques lemmes techniques sur le noyau de transition du processus de Bessel. On établira ensuite
des estimations de domination qui permettront de passer des probabilités conditionnelles a la probabilité
inconditionnelle. Et on terminera par I’étude asymptotique des probabilités conditionnelles pour en déduire
le théoréeme 5.1.

Les propositions suivantes permettront d’assurer des conditions de domination dans la convergence d’es-
pérances.

Proposition 5.4 Soit (Ny)¢>0 un processus de Poisson homogeéne, de temps de saut (1});>1. Pourt > 0 fizé
et pour tout entier I > 1, on a, pouri=20,...,1 —1,

1 21
El——m N =1]<Z
Tiy1 —T; Vit

1 21
E({ —m— | Ny =1 ) < —.
(7mz M=) <%

Démonstration. En utilisant la loi conditionnelle des temps de saut sachant {N; =}, on a

1 1 [!
E 7‘]\/}:1 = / ———dt;...dY
( Ti1 —T; ) 0<ty<..<ti<t VEip1 — ti t!
11
= —— —duy ...dy
/u1>07...,ul>07221 uj<t VUi #
21 1—1)!
> —F ( l—l) dulﬁ'thdul
\/i u1>0,‘..,ul>0,zj¢i u; <t t

il
\/'E,

ou dans la derniére intégrale, la variable u; est omise. La démonstration de I’autre inégalité est analogue. ©

Proposition 5.5 Soit (Ny)i>0 un processus de Poisson homogéne, de temps de saut (1});>1. Pourt > 0 fixé
et pour tout entier 1 > 1, on a, pouri=20,...,l —1 et pour tout A > 0,

n n

et
P(tTlgAt|Ntl)§lA.
n n

Démonstration. On peut supposer A < n et écrire, pour ¢ = 0,...,l — 1, en utilisant la loi conditionnelle
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des temps de saut sachant {N; =},

At l!
P (Ti+1 ~T; < — | Ny = l> = / 1, —ti<atyny pdta ... db
n 0<t<...<t;<t t

!
1{ui§At/n}t7dU1 cooduyg

!
/ul >0,...,ul>0,2j:1 uj <t

LA 1—1)!

< — ( l—l) duy ... ... du;
n u1>0,.‘.7ul>07zj¢i u; <t t

_u

= ot

ou dans la derniere intégrale, la variable u; est omise. La démonstration de I'autre inégalité est analogue. ©

5.1.1.1 Conditionnement par rapport aux temps de saut

Soit z >0 et ¢t > 0 fixés. On a

P(M; > z) = P(M{" > 2) = P(M;>x> M)

> P(M; > x> M| N, = )P(N; = 1).
=0

Conditionnellement & {N; = 0}, on a X, = vs + 0B, pour s € [0,¢] et
P(M; > x> M| Ny=0)=P(M° >z >M""| N, =0),

avec M0 = supogsgt(’ys +0B,), MO = maxXy=0,....n Xkt/n-
Conditionnellement & {N; =1} et {Th = ¢1,..., 11 =t;}, avec 0 < t; < ... < t; <t, on pose t;41 =t et,
pour 5 =0,...,1,

M} = sup X, M= max Xbt/n
€[t L1l B kikt/nelts /s
avec, par convention Mtjn = —oo s'll n’existe pas d’entier k tel que kt/n € [t;,t;41]. Dans la suite on désigne

par 6 le vecteur (t1,...,%;) et par P;p la probabilité conditionnelle sachant {N; = I, T} = t1,...,T; = t;}.
Conditionnellement aux valeurs de X aux instants t;, les variables aléatoires M7 sont indépendantes et
admettent une densité. Elles sont donc presque siirement deux a deux distinctes et on a

l
Pro(M; > x> M) = ZPZ,G(Mt >a > M et M7 > max M?)
. 1F]
7=0
1
ZIP’H;(MJ >x > M et M7 > max M").

= i#£]
D’ott l
PLo(Mi =@ > M) =Y (of™(0) — 57(0)),
j=0
avec
al™(0) =Py (Mj >z > MP™ et M7 > max Mi)
1#]
et

BI™M(0) = Pre (Mj >z > MP" M7 > max M*, max M*>™ > x) :

i#] i#]

En intégrant par rapport aux temps de sauts, on obtient

P(M; > x> M) :E(a’&t(Tl,...,TNt) —ﬂ}\’,t(Tl,...,TNt)),
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ol, pour [ € N,
af(ty,... ) =Y af™(tr,..., )
et

l
Tty 1) = Zﬁlj’"(tl, oo t).
j=0

Avec ces notations, on peut établir la proposition suivante.

Proposition 5.6 On a lim,_, /nE (ﬂ]’\}t (Ty,...,Tn,)) = 0.

Démonstration. On a

PrO) < Y Pg (M) > a> M MY > MY > MY > )
i#]
< D Prg(z <M <zt (M) =M™, < M <z + (M) — MI™)).
i#j
Conditionnellement a {N; = [}, {(T1,...,T;) = 0} et {X7, = 23,4 = 1,...1}, les processus (X — Xy, ), <s<t,4y
et (X — th)tjgsqj 41 sont des mouvements browniens indépendants. Les couples de variables aléatoires
(M7 — 25, M3 — M?™) et (M* — x;, M* — M*") sont indépendants et on a

) . r—x;+MI—MI™
E (1{xSMiS$+Mj_Mj,n} | ]\4J7 Mj’") = / fl(u)du,

T—XT4

o f; est la densité de la variable aléatoire supg< <y, , ¢, (75 + 0Bs). On sait (lemme 2.22) que la fonction

fi est bornée par C/\/T;+1 — t;, ou la constante C' ne dépend que de v, o et de t. On en déduit que, avec
A} ={x < MI <z + (M) — MI"™)},

C
Viigr — &

IN

Pro(e< M <az+ (M —M™),0 <M <az+ (M - M™) ol ((Mj - Mj’")lA;_L)

c \/7
Vi — 6V n’

pour une constante C' ne dépendant que de o et . On a donc

. J,n l C t
;oﬁl’ 0= sz\/; (5.1.1)

7=0 i
l
t 1
< Cl\/7 —_—. 5.1.2
n ; Vi — i (6.12)
On en déduit que la suite de variables aléatoires \/ﬁﬂﬁ,t (Ty,...,Tn,) est dominée par une variable aléatoire
qui est intégrable d’apres la Proposition 5.4 o

5.1.1.2 Représentation a ’aide du processus de Bessel

On a
ol ™(ty, ..., t) =P (Mj >z > M M > rg?iji |Ny=1,Ty =ty,..., T} = tl> .
Pour j =0,...,l, on pose
3 = 7Xtﬁu(t”17tj), pour u € [0,1[, et 3] = o

AV S oVt —t;
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On a, en posant o; = o+/Tj41 — {5,
M) =o;M? et M»™ =g, No™,

ou
M = sup B7 et NMI™=sup P,
u€[0,1] kel i
avec les notations \; = t/(tj41 — t;), t; = t;/(tjy1—t;) et IJ = {k € N | t; < kt/n < tj41} pour
J=0,...,0—let ] ={keN|t; <kt/n <tj}.
Si, dans le calcul de la probabilité conditionnelle définisant g™ (¢1, ..., %), on ajoute le conditionnement
par {Xr, = x1,..., X7, = 21}, les variables aléatoires (M7, M?™) d’une part et M* pour ¢ # j d’autre part
sont indépendantes et, avec les notations

9:(t1,...,t5), §:(Z‘1,...,Jil), Pl7975=P(-|Nt=l,Tk:tk,XTkZxk,kZL...,Z),

on peut écrire

Plﬁ,E <Mj 2 x > ijn,Mj > mij’) = ]El,@,f (1{M1>w>MJ':”}Oél,j(Mj79,5)) ,
1F£] =
ou |
‘WJ("%97§)==PLa5022§A42<7n)

Posons 77 = sup{u € [0,1] | 33 = M7}. Conditionnellement & 79 = s et M’/ = m, on pose R)(u) =
m— Bj(s —u), pour u € [0, s] et Ré(v) =m— Bj(s +v), pour v € [0,1 — s]. On sait que, conditionnellement
a{ri =s, M = m, B{ =y}, les processus R{ et Ré sont des ponts de Bessel indépendants. On peut écrire,
conditionnellement & {77 = s, M7 = m},

M7 — NP™ = min R (s +1; — X\j(k/n)) A min Ry(\j(k/n) —1t; —s),
kel

kel
avec
D’ou
VeV F ; J (47 . ; J () . _ I
N N = min B (5)+ Ay /) A i RAO, (/) — i 5) (5.1

avec di (s) =t; + s — ’\n—J [n(tj\i:r)} (ot [x] est la partie entitre de z; notons que 0 < d/,(s) < \;/n) et

N} = max{k e N|d(s)+ \;j(k/n) < s},

N2 = max{k e N| —d(s)+ \;(k/n) <1-s}.

Notons que N! ne définit un entier naturel que si I, est non vide et que N2 ne définit un entier strictement
positif que si I est non vide. Quand I'un des deux ensembles est vide et pas I'autre, le minimum dans
(5.1.3) est pris sur ’ensemble non vide. Si les deux ensembles son vides (ce qui n’arrive que si A\j/n > 1), le
minimum est par convention égal & +oc0. Dans la proposition suivante, on utilise aussi les notations

~ T —x;
V=W —fe, B = —
J

Proposition 5.7 On a

1
J VO V¥ i — Iy .
Proe <M > > M MY > max M > - /0 4B (Liog (Ry(5)1 (5 < o)<a, e e} ) -
ou
1 Vi (Ri(8)=Ra2(1-8))=(7}/2)
L=
s 2 Rl(s)Rg(l - S)

oag(m) =Prge <m;g]x M < o;(m+ a;j)) ,
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Ry et Ry sont des processus de Bessel tri-dimensionnels indépendants, issus de 0 et

Jin i (7 .

avec R(u) = Ry (u) pour u >0 et R(u) = Ry(—u) pour u < 0.
Notons que par convention R?™ = +oo si 'intervalle [t;,#;41] ne contient pas de multiple entier de t/n.

Démonstration. On a {M7 > x > M7} = {z/o; < M7 < (z/0;) + M7 — NMF™}. Sous la probabilité P o ¢
le processus (,Bi)ue[o’” est un mouvement Brownien issu de &; = z;/0;, de coefficient de dérive ~; et de
coefficient de diffusion 1. Il en résulte que la densité du couple (77, M ) sachant B{ = y est donnée par

u(s,m — &;)u(l —s,m —y)

P(r7 e ds, M7 edm | 3 =y) = -
| S nly— )

)

ou n est la densité de la loi normale centrée réduite et

(s, m) = —= M g=m®/(29),

N

Cette expression de la loi conditionnelle de (77, WE ) résulte de [Karatzas-Shreve, proposition 2.8.15]. On en
déduit, en notant z; = x/0;,

m > 0.

Eroe (Liarisesnimyor;(M?,0,€)) = Eige (1{§:j§Mj<;zj+Mj_Mj,n}alyj(O-ij’eag)) .

On remarque que

P(ij < M <£j+Mj — NI | 79 =g, N’ zm,,@{ zy) = p(m,m—2=2;,m—y),
avec ' 4 4

p(m,m —&j,m —y) z]P’(a_cj <m<zj+RM|R|(s)=m—2;,R)(1—s) :m—y>.
D’ou

Ei0,¢ (1{fj<1\?ﬂ<ij+1\?fj—Mj.n}o‘lyj(Uij 0 5)) =
[ ri e ay / s [ om0 )0(smam — d5m ),
a:]\/y

avec

o(s,m,m —z;,m—y) =u(s,m—z;)u(l —s,m—y)p(m,m—=2;,m—y).

Comme P(5] € dy) = n (y — &; — ;) dy, on peut écrire
Fi0.¢ (1{3;..<Mj<i.,+m_mn}Oélj(Uij 0 f)) =
/Oo dyei (V=25 “’1/2)/ ds/ dm oy;(o;m, 0,8)p(s,m,m —Z;,m —y)
&5Vy
/ ds/ dm/ / dzei (m'=2)= (/2 Doy (oj(m! +15),0,€)p(s,m' +&j,m, 2),
ou la derniere égalité résulte du changement de variables m' =m — Z;, z=m —y. On a donc
Ei0.¢ (1{jj§1\?jj<§;j+Mj_Mj,n}al,j(Uija075)) =

1 e} o0
/Ods/o dm/O dze”j(m_z)_(V?/Q)alj(aj(m+:%j),9,£)¢(s,m+®j,m7z),
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avec
d(s,m~+&;,m,z) = u(s,mu(l —s,z)p(m+&;,m,z)

= u(s,m)u(l —s,z)P (ij <m<Z;+ Rg’" | R{(s) =m, R;(l —s) = z) ,

avec &; = &; — &; = (x — x;)/0;. Rappelons maintenant que la densité de transition du processus de Bessel
tri-dimensionnel est donnée par

N 1
G@(r,y) = —a(@,y)y, 2,y>0,t>0,
ot ¢;(x,y) est la densité du Brownien tué en 0, qui s’écrit

qt(w,y) = gt(x — y) — g:(x + y),

ou g; est la densité de la loi normale centrée de variance t. Pour ces propriétés du processus de Bessel, voir
[Revuz-Yor(1994), chapitre VI, section 3]. Pour = 0, on a

2 2
@(0,y) = | = 55e 0,y > 08>0

On remarque que, pour tout m > 0 et pour tout t > 0,

1
u(s,m) = 7\/§q8(0,m).

m

Dot
Ei0.¢ (1{@31\%<5j+Mijj,n}az,j(Uijv975)) =

1 o oo . )
%/ ds/ dm/ dzP(R}(s) € dm, R(1 — s) € dz)
0 0 0

i (m=2)—(73/2)
.

2 (Uj(m+‘%j)79a§))ﬁ(mv m,z),

avec _ , ,
p(m,m,z) =P (5:]- <m<Z;+RM|R|(s) =m,R}(1—s) = z) )

D’ou la proposition. o

5.1.1.3 Densité de transition du processus de Bessel

On donne dans cette section quelques estimations concernant la densité de transition (G:(x,y))t>0, €,y > 0
du processus de Bessel de dimension 3. Comme rappelé précédemment, on a

~ 1
Qt(fE7y) = eq(xay)ya xay>07t>07
ot ¢;(x,y) est la densité du Brownien tué en 0, qui s’écrit

a(z,y) = gi(x — y) — gi(z + ),

ou g; est la densité de la loi normale centrée de variance ¢t. Pour x = 0, on a

~ 2 y2 a2
qt(o,y): ;t3/26 y/(2t)? y>07t>0
On pose, pour r > 0, m > 0,
ge(r,m
Gi(r,m) = t(m ) = ;qt(r,m).
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Remarquons que

Glrm) = (ol —m) — g+ m))
+1

— / gL(m + rE)de.

-1

Cette derniére expression permet de prolonger par continuité la définition de g;(r, m) pour r =0 ou m = 0,
de sorte que

q o 2 m —m?/(2t
@ (0,m) = —/ gi(m)dé = —2g,(m) = — 373 /(2t)

-1

Notons aussi que, pour tout r > 0, g(r,0) = 0.

Proposition 5.8 On a les estimations suivantes, pour tout réel ~y.
1. Pour tous s,r,m > 0,
1
qs(r, m)e“’mf(fs/z) < ;e”’” (C’l + C'Q’y+\/§) ,

avec C1 = \/er et Cy = +/2/7.

2. Pour tous r,m > 0,

1
/ dse™= (/g (r m) < 23/2¢77+0E/2)
0
3. Pour tous s, r > 0,
TS

+oo
/ dme”m*(“*Qs/Q)(js(r, m) < V2 err+t(1is/2)
0

Démonstration. Notons qu’on peut supposer v > 0 car, pour v < 0, eYm—(7"s/2) < 1. On a, en utilisant les
égalités g(z) = g1(x/V1)/Vt et ¢i(2) = —zg1(x)

+1
G(rm) = - / gl (m + rE)de

-1
1 [T m+re (m+7’§>d§.

sl s MU s

Notons que
m—(~2s m+r o m+ré—s
M=) <\/§£) _ g, (\/27) ,
D’ou
+1
ity = L[ e (mane e L
e qs(r,m) s/, e 7 g1 Ve 3 (5.1.4)
e (T im4ré — s m-+ré—s
< [, (P o) (P
~1
Y
<

e 1
2— | supzgi(x) + s ,
. (DIS 91(z) + Vs 777)

ce qui donne la premiere inégalité.
Pour la deuxiéme et la troisieéme inégalité, on part de (5.1.4) et on remarque que

(m+71€—v8)> = (m+r)* + %2 — 2ys(m + 7€)
(m + r&)“‘)

Y

(m +ré)? + 4% — (27252 + 5
_ (mzrﬁ)Q 422,
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On en déduit que

<m—|—r§—’ys> < 7% (m—!—rf)
g1 \/g = g1 \/E

o a2 o m 4+ m+ré
=P/ D g (r m) < O 5/2)/_1 | = |g1( Nors )df, (5.1.5)

D’ou

et, en intégrant par rapport a s,

1 41 1
- B + ré| m+ré

dse™ ('vzs/2)qs rm) < 677"4-(72/2)/ (/ m ( >ds) d

/0 ( ) = . 0 83/2 g1 ,728 g

. —+1 “+oo
- 23/267’7+(72/2)/ / g1(u)du | d§
-1 |m4re]/V2

93/2¢r1+(v*/2)

IN

ol on a posé u = |m + r&|/v/2s.
En intégrant (5.1.5) par rapport & m, on obtient

+00 +1 +o00
m—(~v2%s/2) = r+(~2s/2 |m—|—r€| m+r§
/0 g m)dn <O /)/_1 </0 an 9\ )i ®
+1 “+o0
) |m 4 r€| m+ré
| (/OO o (P Y ) e

< 67T+(72S/2
T H(3%s/2) oo e +(77s/2)
= 4 /m |zlg1 (2) dz = 4\/57,
ol on a posé z = (m + 1) /v/2s. o

Nous complétons cette section par un lemme concernant le minimum du processus de Bessel, inspiré de
[Asmussen-Glynn-Pitman, lemme 3].

Lemme 5.9 Soit (R(t));>0 un processus de Bessel de dimension 3 issu de O et soit t1, ta, y, m, b des
nombres strictement positifs, avec t; < ty. On a, en utilisant la notation R¥(t1, ty) = Milye(t, ,to) R(u),

P (Ré(t1,t2) < b | R(t1) =y, R(tz) =m) < W

Démonstration. On peut supposer b < y A m, car si b > y A m, le majorant est supérieur ou égal a 1. On
a alors, d’apres le Lemme 3 d’Asmussen-Glynn-Pitman,

eZ(b—y)(m—b)/T _ e—2ym/T

1 —e—2ym/T ’

P (Rﬁ(tm) <b|R(t) =y, R(ts) = m) -

avec T =ty — t1. D’ol, en utilisant la convexité de 'exponentielle et 'inégalité b(m — b+ y) < ym,

e2((b=y)(m=b)+ym)/T _

P (Ré(t1,t2) < b | R(t1) =y, R(tz) =m) =

e2ym/T _ 1
o2b(m—bty)/T _ 1
- e2ym/T _ 1
b(m —b+y) < b(m +y)
ym ym
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5.1.1.4 Domination de la probabilité conditionnelle

Proposition 5.10 Il existe une constante Cy 5, (ne dépendant que de t, -y et o) telle que, pour tous ! € N,
f=0<t;<...<ty<t)cR et £ € R, on a, pour j=0,...,1,

| o . c, 1
P M’ > x> M»™ M7 > M) <1 4 it )
1,0, ( T T ) S Ligyp—ty<st/ny + NN

Démonstration. D’apres la Proposition 5.7, on a, en remarquant que la fonction a; est bornée par la
constante 1,

i#]

1
Pro.c (Mj > > M M > maxMi> < / dsE (Lgl{izj<R1(s)<§:j+Rj'”}) .
0 < < 3

On peut évidemment supposer t;1 —t; > 8t/n, ce qui, avec les notations de la Section 5.1.1.2, s’écrit
Aj/n < 1/8 et assure que I'un au moins des ensembles I, et I} est non vide. On peut alors majorer la
variable aléatoire R?'™ par R*(\;/n) o, pour u € [0, 1], on pose

v

R*(u) = max R(v).

—u<v<+u
D’ou
. . . . 1 .
Py <MJ >a > M M > mij(M’> < / dsE (L.]sl{ijgRl(s)gij-i—R*()\j/n)}) .
t 0
On a

)\j/n i )\,/n .
/ dsE (LI1 (3, <Ry (s)<iy+ R (0 /m)}) < / dsE (L])
0

0
2s 2(1—s
Ag/n ele(s)—% ew,-Rz(l—s)_”ﬂ<2 )
= / dsE E
0 V2R (5) V2Ry(1 - s)

Par scaling, on a

v2s ~2
eviRi(s)— =5 E eViVsR1(1)— =5
V2R (s) - V2y/5Ri(1)
1
< Ciyo—F-
= t,7, \/g
De méme
~Z(1—s)
eViR2(1=5)— 1= 1

< -

V2Ry(1 — s) VI—s

On en déduit que

Ctmv L
Vi =t vn

On obtient de la méme fagon une majoration de fll,)\./n dsE (Lgl{jj<R1(s)<ij+R*()\j/n)}). Reste a étudier
; < <

Aj/n _ s
/O dsE (Ll(z, < ()5, 4R 0y /m}) < Cro\[ 37 <

I'intégrale sur intervalle [A;/n,1 — X\;/n]. Notons (Fs)s>o la filtration naturelle du couple (R!, R?). Pour
s € [Aj/n,1—X;j/n], on a, en conditionnant par Fy, /n,

E (LI1{p, (s)es; 5,4+ R 0 /m)]}) = E(/O qu—g_,\j/n(Rl()\j/n)vm)¢{_s_,\j/n(R2(>\j/n))1Ij(m)>,
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ou I; désigne l'intervalle (aléatoire) [Z;,Z; + R*(\;/n)],
. _ 1 [®
@ (r,m) = e”mfﬁﬂcj‘g(r, m) et @l(r)= 5/ dme™ ™" qs(r,m).
0
D’apres la Proposition 5.8, on a

5ir) < 22t ¢ Goo oy,

VTS Vs

On a
1-Xj/n ) 1-2\j/n )
A ) dsqy_y, jn(Bi(Aj/n),m)d_ s, n(Ra(Aj/m)) = /0 ds gz (Ra(Aj/n),m)dr 5, (Ra(Xj/n)).
Pour s € [0,1/2 — (\;/n)], on a
1 1

V1—s5-2)\/n = V1/2 = (\;/n) =2

car A\;/n < 1/4. D’ou

1/2=(xj/n) , 1 ,
/ dsq,_y jn(Bi(Aj/m),m)éi_ 5 jn(R2(Ai/n)) < Ctmo/ ds @l (R1(A;/n), m)ehsFz(a/m)
Aj/n 0

< Ctmgem|(R1()‘j/”)+R2()‘j/”)),

la derniere inégalité résultant de la Proposition 5.8. On a d’autre part, pour s € [1/2 — ()\;/n),1—\;/n], en
utilisant la premiere inégalité de la Proposition 5.8,

o Ct’y o ) )
q‘;—kj/n(’r’ m) < mer"ﬁ' << 4Ct,'y7o'erlfy'7‘,

la derniere inégalité résultant de la condition A;/n < 1/8. On en déduit

1=(X;/n) ) . 1 |
/ ds lﬂf,\./n(Rl()\j/n),m)¢j175,)\_/n(R2()\j/n)) < Ct,%gehiml(/\i/”) / dS(;SJliS(RZ()\j/n))
12O fm) ; 1/
1
ds

< C ge‘"’j‘(Rl(/\j/ﬂ)+R2(>\j/n))/ _ds
t,, » m

< Ct,yo_e"\fj‘(Rl()\j/n)+R2()\j/n)).

On a alors

1-Xj/n ) )
/ dsE (LI1{R, (s)efs; 2,4+ R0y /1)) < CryoB <6'”'(Rl(AJ’/"”RQ(Aj/”))/ dmllj(m))
Aj/n 0

IN

CiroE (R*()\j/n)elw\(Rl(,\j/n)+R2(A,-/n)))

Chmyor/ A /E ( R*(l)em|\/Aj/n(R1(1)+Rz<2>>)

Ctmo 1
Vi =1 v
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5.1.1.5 Convergence de la probabilité conditionnelle
Le but de cette section est de montrer le résultat suivant et d’en déduire le Théoréme 5.1.

Théoréme 5.11 Pour tout entier | > 1, et pour tous 0 = (0 <t; <...<t; <t) €R!, & = (z4,..
avec x; # x, on a, pour chaque j € {0,1,...,1},

.,ﬂfl) € Rl,

E(oVtR)
Vn

avec R = ming¢yz é(U + k), ou U est uniformément distribuée sur [0, 1], indépendante du processus R.

Plﬂ,{ (Mj >x > Mj’n,Mj > Ig?JXMZ> = Plﬂ,{ (Mj >x > M — ,Mj > Ig?jXMz> + O(l/\/ﬁ),

Montrons d’abord comment le théoréeme 5.1 se déduit du Théoreme 5.11.

Démonstration du théoréme 5.1. On déduit d’abord de la Proposition 5.6 que

N

ZI{MJZI>MJ’",Mj>maxi¢j M;} +0(1/\/ﬁ)
=0

P(M, >z > M)

N

Z Lor, o —my>st/n} L Mi>asMin My>max;; M} | T o(1/v/n),
§=0

la deuxieme égalité résultant des Propositions 5.5 et 5.10. La Proposition 5.10 montre aussi, avec la Propo-
sition 5.4 que 'espérance conditionnelle sachant Ny =1, (Ty,...,T;) =0 et (X1y,...,X1) = £ de la somme
ci-dessus multipliée par y/n est dominée par une fonction de [ et 6 qui est intégrable par rapport & la loi de
Ny et des temps de sauts antérieurs a ¢. Le Théoreme 5.1 se déduit donc du Théoreme 5.11 par convergence
dominée. o

Pour la démonstration du Théoreme 5.11, on part de la représentation donnée par la Proposition 5.7, qui
s’écrit
Proe <Mj>a:>M7”M >maxM> / Eljg'g

avec

Ez]’e e(s)=E (L a; (R (s >1{ij§R1(s)§fj+R£’"})'

Pour tout entier J > 1, on peut écrire, pour n assez grand,
Aj(J+1) XiJ

1 _ 257
E;;E 5)ds = /0 I (5)ds + /1 L Blge(s)ds + / Bl (s)ds. (5.1.6)

Les deux premiers termes de cette décomposition font I’'objet du lemme suivant.

Lemme 5.12 Pour tout entier J > 1, pour tout (1,6,§), et pour j =0,1...,1, on a, siz; #0

X (J+1)

n

1
B (s)ds + /1 L Be(s)ds = o(1/ i)

0

Démonstration. On traite seulement le premier, ’argument étant analogue pour ’autre. Notons que pour
n assez grand et s € [0,\;(J+1)/n], on a1 —s> \;/n et on peut donc majorer R>™ par R3(\;/n) (avec
R3(s) = maxo<y<s R5(u). On a alors

2

MG/ (T +1)/n 13 (Ra ()= Ra(1—5))— 4
\/E/O Ejge(s)ds \/ﬁ/o dsk 2R (s)Rao(1 — s) l{ijSRMs)SijJrRE(/\j/n)}

IA

42
)\j(.]Jrl)dSl e'yj(Rl(s//n) Ro(1—s"/n))— 77
B /o vn 2R1(s'/n)Ra(1 — s'/n) Yay<mito m<a+m;00/m} |
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oll on a posé s’ = ms. Par scaling, on peut écrire

N/ MU [ i (Ra()/vi—Ra(1—s/n))
\/5/0 Eijpe(s)ds < /0 B S R ) Rall —sjm) @S Ri(o)VA<a,+ R /m)}

Aj(J+1) eVi(Ri(s)/v/n—y/1=s/nRs(1))
dsE 1 i
/0 2R1(s)/1— s/nRy(1) {B<R@)/Vagi, +T=5 R (i) }

IN

Aj(J+1) elvil(Ri(s)+R2(1))
/ dsE 1, . S e
o 2R (s)\/1 — s/nRy(1) {%‘SRl(S)/\/ﬁS%ﬂL 1*532(m)}

IA

A (I+1) el (R (5)+Ra (1)
/ dsE | 1, VRS
o VIR (5)Ra(1)  {5<Ri(e)/VR<a; +R3(30) }

la derniere inégalité étant valide des que A;(J + 1)/n < 1/2 (ce qui assure que l'on a 1 — s/n > 1/2 dans
l'intégrale). Il est clair que la derniére intégrale tend vers 0 quand n tend vers l'infini, pour vu que &; soit
non nul, c’est-a-dire z; # . o

Pour ’étude du troisieme terme de (5.1.6), on suppose n assez grand pour que A;J/n < 1/4. On remarque
que, pour s € [A\;(J +1)/n,1—\;J/n], on a N} > J et N2> J. On a donc

J,n J,Jim
RI™ < RIS
ou

j,J,n — 1 (47 .
RV = i R((5) + Ay (/).

Donc, si on pose
i) .
Eljﬂ)gn(s) =K (LgOéj (Rl(S))l{ijSRl(S)Sij—O—RZ;’J’"}) ,
On a Efy'.(s) < Bl (s).

Lemme 5.13 On a, si les x; sont distincts de x,

A J
1— 1=
o " (il jin _
JEIEoo hgfolip\/ﬁ /M'(Hl) (E“”& (5) - El’(”&(s)) ds | =0.

Démonstration. On remarque que
I, J,n I,m j
Bl () = Blye(s) = B (Llag(Ra(s)1p0m )
avec
ATT = {;zj < Ri(s) < i@+ RI7™ et 3k € [0, N U1, N2], R(d,(s) + A (k/n)) < Rl(s)} :
Posons, pour i = 1,2, et pour tous réels sy, ss tels que 0 < 51 < $9,

Ri(s1,s0) = min R;(u).

u€[s1,82]

On voit que
AP {E; < Ri(s) <&+ RN {Rﬁ(AJ/n, s) < R0P™ ou RA(AJ/n,1—s) < Rg"]’”} .
Notons que R ™ < Ri(\;/n) A R3(\;/n) et que Ri(s1,52) < Rg(sl), si on pose

Ri(s)= min Rﬁu, s> 0.
o) = min_ B(u), s>
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On a donc
El57(s) = Blye(s) < Fl5(s) + Gl (s),
ou 4
Fl;i'(s) =E (Lil{fc,-SRl(s>§fc,-+R;(Aj/n>,R§<A,- J/n><R;<Aj/n>})
et

7,J,n _ j
Gioe(s) =E (Lgl{fej§R1<s>s@+Rz<Aj/n>,R§<AjJ/n,s><R;<Aj/n>}> :

Dans la suite, on note (F});>0 (i = 1,2) la filtration naturelle du processus (R;(t))s>0 et F* la tribu engndrée
par la réunion des F}, t > 0.

. 7, J. ;.
Pour estimer F; "(s), on écrit
2

. iR (s)— 2 (s) o
s — T(S) 1—s°

avec
2

vy
o3 Ra(1—s5)— 4 (1-3)

2Ry(1 — )

M{_, =
on conditionne par F! et on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour avoir

"2
e Ra(1—8)— 4 (1-s)

4 1/2
1 J 1
=5 Hmewmeriogmi 7S IV (E (o, omensonmy | 7))

N

MY [l20/ £5" (R (A5 /n)), (5.1.7)
ol f," désigne la fonction de répartition de la variable aléatoire Rg()\j J/n). Notons que, par scaling, on a,
pour tout r > 0,

) = fi (m/n/Aj> ; (5.1.8)
en notant f; la fonction de répartition de Rg(l). On a d’autre part

2
1 ||emwVImsR()=4(1-9)
2\/1 — S Rg(l)

2
. - 5 1/2
— —2y;VI—sm—r2 (1—s)— 22 \/>d
2V —s (/0 ¢ m

1/2
1 /00 o= 21V Tmsm—r2 (1-5)— > \de
2¢/1—s o T

(2030-9) " = 2(11 e, (5.1.9)
— S

1M _lla =

IN

1
2y/1—s

On a, en reportant les inégalités (5.1.7) et (5.1.9) dans Pexpression de sz;’a{’gn (s), on obtient, aprés condition-
nement par }"}\j/n,

2
evi /2

o0
i, Jin 1 (% —j
Flj,e,g (S) = )E ( LJI (Rl ()‘J/n))/o Qi,,\j/n(Rl()‘j/n% m)l{fcjgmgjj.g.pq()\j/n)}dm) ,

avec

1 m—~2 /92 —
qi*Aj/’ﬂ,@“? m) = eV /2q$—)\j/n(rv m).
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On montre (par la méthode utilisée dans la démonstration de la Proposition 5.10) que

77 15l
qsf i n(r7 m) S Ct7 o€ 7
/AJ-(JH)/n A/ 21—s) = "

D’ou

A

1-X\J0/n :
/ Flj,b{’gn(s)ds < CiyoE < ;’n(RT(x\j/n))@\"ﬁIRl()\j/n)RT ()\j/n))
Aj(J+1)/n )

= Ctmf’E< f1(R;(1))ehilvAas/nBa®) Aj/nRT(1)>’

la derniere inégalité résultant de 'invariance par scaling de Ry et de (5.1.8). On a donc

lim sup v B2 6)ds < Cuna/NE (BRI

n—o0 A (J+1)/n

On a fs(r) = P(RA(J) < r) = P(R5(1) < r/v/J). Done, pour tout > 0, lim; s f7(r) = 0. On en déduit,
par convergence dominée, que

I7o0 e i (J+1)/n
Reste a montrer la méme propriété pour G{é}g (s). On a, en conditionnant par F2 et par le couple (Ry(A;J/n), R1(s)),

7,Jym _ 7
Giog(s) = E(le{fcjsms)sz;<Aj/n),R?<AjJ/n,s><R;<Aj/n>})
E (Lgl{jngl(s)gijJrR;(Aj/n)}A()‘jJ/nv S, Rl()‘j‘]/n), R1(5)7 R; ()‘]/n))> )

avec la notation

Aty ta,y,m,b) =P (R’i(tl,tg) <b|Ri(t1) =y, Ri(t2) = m) , pour 0 <ty <tyetbym>D0.

D’aprés le Lemme 5.9, on a A(ty, ta,y,m,b) < A(y,m,b), avec

= b(m +
A(y,m,b):(ymy).

On a donc
Gl (s) < (LA, cpyza, o0, ) ARG /0). Ra(s), B3 (4 /)

Notons que

2

=i Ra(1=8) =4 (1=s) 1

o) ~2
2 1 — —y;m——(1—s) = ]
i P V) = g [ ame IO Rl

2
< c e|'¥j\R‘Z(Aj/n)'i‘l;7
V1—s=X\/n

en utilisant la troisieme estimation de la Proposition 5.8. On conditionne maintenant par F ;j gm Y F? pour

obtenir (en introduisant l'intervalle aléatoire I7 = [Z;,; + R3(\j/n)] dans les notations)

ol (B2 (A /m)+Ra () + 4 )

Glyi(s) < CE 1,5 (Ri(s))A(Ry(A;J/n), Ra(s), R(X;/n))

V1—s—X\;j/nRi(s

sl Ra\s )+ 4 oo -
= CE| —F/———— /dm qsf)\jJ/n(Rl (A]J/n)vm)A%(Rl(/\j‘]/n)amaR;()‘]/n)) ’
0

V1—s—=X\j/n

2
J
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oll on a posé o )
A7 (r1,m,r2) = €|’Yj\m1[:j (m)A(ry, m,ra).

En remarquant (grace, de nouveau, & la méthode utilisée dans la démonstration de la Proposition 5.10) que

1—X J/n ‘ ‘ dS | |
el m(i— ;I \Ty M) —F——— SC, ,aeT’Yj ’
/Aj(J+1)/n =/ )\/1—5—)\j/n "
on obient
1-X;J/n i oo _
/ dsG{”é’?(s) < CiyoE <@|'Yj|(R2()\j/n)+R1(AjJ/n))/ dm1,.; (m)A(Rl()\jJ/n),m,R;(/\j/n))>
X (J+1)/n 0
— ct,wnz< Pilv/As /n(Ba()+ Rz (1) >/ dm1f*j(m)Ag(R1(J),m,R;(l))>,
o M
avec
f;j = [:ij,aﬁj—i— )\j/nRZ(l)], AJ I (r1,m,re) <1/)\ Jnri,mo/ A /nrg).
On a
NI (Ry (), m, RE(1 rRi1) | =2 () Al
n( 1( >7m7 2 )) - 2() Rl(J)+ m

LTE I (P VERO)

- Rl(J)Jr

Par hypothese, z; # x, donc Z; # 0. Si Z; > 0, on peut majorer 1/m, pour m € I}, par 1/&; et écrire

o0 - . MR(J
[ am 1 AL R ), B3 0) < \/Ay 1) ﬁjé}))m;(nw ,

de sorte que

1-\;J/n . R*(1)2
lim sup v/n dsG7, g(s) < Ciy oV AE <2) ,
n—oo A (J4+1)/n ” Ry (J)
et, comme limj_, o Ri(J) =0, on a
1-X;J/n )
lim limsup+/n dsG{’eJ’g(s) =0.
T2 nooo N+ /T

Si #; < 0, on majore A par 1 et on remarque que

/Odmlf:j(m)A%(Rl(J) m, R3(1)) < l{mml j}./Aj/nR;m

On en déduit facilement que
1-X;J/n

lim sup v/n dsG{;g(s) =0.
novoo Iy
3

On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique de f iy ( J +1) Elj ’9‘] 5" (s)ds. Notons que, en condi-

tionnant par }'AJ,J/n \ }—A7J/n’ na
j,J,n j
Eljﬂ,5 (s) = E (L?saj(Rl(5))1{ijSRl(S)Sij+Rg'J’"}>

E/O dm (jg,)\jl]/n (Rl ()‘jj/n) ,m) aj(m)(b{fsf)\jJ/n(RZ()‘jJ/n))l{jjgmgjjpb.{v"v”}a
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avec les notations
2

W . 1 [
Blrm) = " q(rm), 6) =3 [ dma(rom)e ",
0

Lemme 5.14 On a, pour tout entier J > 1,

7/\jJ

lim \/ﬁ/ ! ‘Ej"]’"(s) - E‘lja];(s)‘ ds =0,

=00 Aj(J+1) 1,0,¢
ol
&g, Jon * _j j
Ez]fe,’g (s)=E (/0 dm qg(ovm)aj(m)¢'1—s(0)1{gzjgmgij+R§J*"})
Démonstration. On consideére d’abord

Elj,’f;{gl(s) =k </0 dm qg)\jJ/n(()’m)aj(m)gb{s)\jJ/n(O)l{ijSmﬁ.’lﬁj-&-Ri’J’W'})

Posons Z{3/¢ (s) = EL¢ (5) = BYE (5) et
CAlraira,m) =Gy gy m) Gy gy (r2) = Ty, (0657, (0).
On a
lengn(S) = E (/Ooodm aj(m)l{g’cjgnLSjJ+Rz;v-f="}<g(Rl()\jj/n)7R2()\jj/n)7m)> .
On a

‘Csj (Tlv T2, m)| < |(j§7)\jj/n(7nlv m) - qu)\jj/n(ov m)|¢j1‘757)\j]/n(7ﬂ2)
+ qgf,\jJ/n(Ovm)|¢]1fsf>\j,1/n(7"2) - ¢J1757>\j.1/n(0)|

Par les techniques de la Proposition 5.8, on montre facilement que

‘ o

9 (r,m)’ < %erleﬁ-’? ’d(b;(r)' < ger|7j|+~,j.
T S

dr S
On en déduit que

1
(s = NjJ/n)3/2(1 — s — N\;J/n)1/?

|<g (7’1,7"2, m)| S C’e(“"'r"‘)hﬂ'l"'%? (

T2
TG oI —s )\jJ/n)) '

On en déduit que

200 6)] < CR (RiFmehs|(Ba O me RO ImI2 Ry (3, 7 /m) v Ry (AT /m) 85 (s)
< G\ oE (R*()\j/n)elw\(Rl(AjJ/n)+R2(A]»J/n))R1(AjJ/n) V. Rz(/\jj/n)(;;t(s))
= Cuor 2 (R P VAT RN Ry (1) v Ra((1)35())
avec 1 1
67 (s) =

(s =N J/n)32(1 — s — \;J/n)1/2 + (s =X J/n)(1—s—X\;J/n)
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Pour p > 2, et pour n assez grand, on vérifie que

AL

/ % (s)ds < C(w%”’g(w%))

Aij

On en déduit que

1—

hmsupf ‘Zl]ngn )‘dsg

n—oo

Ctma
N —1)J
Mais, on peut montrer (comme dans le Lemme 5.12) que, pour p fixé,

Xjpd XiJ

o —
Aj(J+1) Zlﬂwf (8)’ ds + 1 Xird
n n

Zl{g{gl(s)\ ds = o(1/v/n).

Par suite

AjJ
Cf o
lim sup v/n ‘ z5n (s )‘dsg"i”’
n—o00 A <J+1) 19,8 )‘j(p - 1)J
et, en faisant tendre n vers 'infini, on conclut que
ij
. " B ]n J J,n _
nlinéo\/ﬁ/wm ‘Eles — By (s)]ds = 0.
Il reste alors & montrer que
1-247
: " Js m FdiJn _
lim. \/E/Aj(m) |BL () = Bl ()| ds = 0.

Notons qu’on peut supposer Z; > 0 car si Z; < 0, chaque terme est un o(1/y/n), comme le montre ’argument
donné dans le lemme précédent. On a

B2 - B = B[ dmapomasont s, cce o).
avec
Wom) = @O0 Ty, OmE oy, (0)
(ng (O, m) - q_i_)\jj/n(oﬁ m))¢j1—s(0) + Cji_)\jJ/n(Oa m)) ( {_S(O) - ¢{_s_)\jj/n(0))

On a ¢s(0,m) = /2/m 3/26*’”2/25. Sur {fj <m<ZT;+ Rg"]’”}, on peut majorer e—m’ /2t par e~ % /2t ot
controler ainsi les derlvees par rapport au temps indépendamment de s. Par ailleurs

A0 = 3 [ dmao.m)

1 oo
= 2—\/5/0 dm 2/7rme*m2/2*7j‘/gm.

A partir de cette expression, on obtient une domination de (,ZS{_S_ A, J/n PAT C/v/1—s et on en déduit
facilement le résultat souhaité. o

Lemme 5.15 On a, si &; > 0,

Ajd

n

o B2 )s =[5 mB(RY) [ asai(0.2,)6],(0) +o1/v),
ot 5
R’ = min R(U + k),
[k|<J

avec U uniforme sur [0, 1], indépendante de R.
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Démonstration. Posons
- S PP
EJ 8 (s) = E(RDP™) (0, 8)¢7_,(0).
On a, pour s €]\;/n,1— A;/n],

i, J, =i, J,
B2 () = B2 )|

IN

E </0 dmd)jl-fs |‘jg (Oam)aj (m) - ‘jg (Oajj)aj (i'])| l{jj<m<j]-+Rg"]’"})

IN

C

E ( / dm]_, | (0,m)o;(m) — (0, 2,)0;(55)| Lz, cmes, o1, M)
< \/ﬁE (/0 dm ’(jg((),m)aj(m) - qg(oajj)aj(fj)‘ 1{§;j§m§5gj+3§y’>"}>

On en déduit facilement, en utilisant la continuité de a;; et de @ que

1N 127

" g Jn " EAY-7] ~ j
o B2 s = [, BORIME0,3,)610)ds + o1/ V).
On a

E(R}"") = E (ﬂﬂligr}] R(d],(s) + Ajk/n)>

— oo/ (i Rl (/5 + b))

= \JA/nf <nd/i’(s)) :

J

en posant f(u) =E (mianJ R(u+ k)), pour u € [0, 1]. Il est classique de vérifier que, pour toute fonction

intégrable g sur [0,1], on a

1-27 & 1 1
nlggo/wm f(" ij‘s)>g(s)d5/0 g(s)ds/o F(u)du.

D’ou le lemme. o

Démonstration du théoréme 5.11. On a d’apres les résultats des lemmes précédents,

1
lim /n (]PZ,Q,E (MJ' >z > M»" M; > mff%) — )\j/nIE(RJ)/ dsq (0, ;) {_S(o)) =0.
o 0

J—o0

Mais
lim E(R’) = E(R).

J—o0

D’ou
Proe <MJ >a > M M; > mijZ) = /\j/n]E(R)/ dsq(0,%;)¢7_,(0) + o(1/v/n).
i#] 0
Et, en reprenant la démonstration, on voit que

Proe (Mj > > M — oVtE(R)/Vn, M; > ijMi) = )\j/nE(R)/ dsq (0, ;) {_S(O) +o(1/y/n).
i#£] 0
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5.1.2 Estimation des erreurs

Dans cette partie nous nous intéresserons a ’erreur entre des options barriéres continue et discrete. Nous
allons en fait relier cette erreur a la différence entre les probabilités de franchissement (ou non) de la barriere
dans le cas continue et dans le cas discret.

Proposition 5.16 Soit X un processus de Lévy de triplet (v,02,v) intégrable. En se référant aux notations
des figures 5.1.1 et 5.1.2, on a

1. Soit V le priz d’une option barriére call Up, et V™ sa contrepartie discréte.

[ <vn ()] -l <ne(2)]

2. Soit V le prix d’une option barriére put Up, et V™ sa contrepartie discreéte.

|V -V" <e ™K |P | Mg < log AN _p M} < log HAN
So SO

3. Soit V' le prixz d’une option barriére put Down, et V™ sa contrepartie discréte.
~ So ~ So
P [MT < log (H)] —-P [MT < log (H)}

4. SoitV le prixz d’une option barriére call Down, et V™ sa contrepartie discréte. Supposons que (e_(r_‘s)text)po

[ (3] - o< (3]

ot P est une probabilité équivalente ¢ P, X est un processus de Lévy sous P de triplet (7,0,v), avec

V-V <e T (H-K)"

Vv <e (K- H)t

b

ot My = SuPogth(_Xt)-

est une martingale, alors

K +
[V —V" < S, <1 - H) e 0T

ﬁzé—r—*—/(ew—l—xﬂ\r\g)ﬂ(dfﬂ)
R

Démonstration de la proposition 5.16. On démontre le cas des Out. On déduira le cas des In, grace a
la relation qui les lie aux Out : la somme d’une option In et d’une option Out de méme type, est égal a une
option européenne. On pose h = log (%) Dans le cas du call Up (voir la figure 5.1.1)

Soezu; <H

vV —-vrl = ‘Ee‘TT (St — K)" Lg onr oy —Ee ™ (Sr — K)" 1

IA

Ee™ T (ST — .K)+ ‘]ISOeMT<H -1

n
So@A{T <H‘

IN

—rT +
Ee (H*K) ‘]ISO‘?MT<H7]1SOeM¥<H’

= T (H - K)+E (]ISOeM;<H - ]15«06MT<H>

T (H = K)* (P [Soe™t < H| =P [Soe™" < H])

— T (H-K) (IP’ [M% < log (g))} _p [MT < log (;)D |
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Pour le put Up on a

[V -v" = ‘Ee_TT (K —Sr)* Lgyerir cpr —Be T (K — St)" ]lsoeM¥ <H
< Ee "T(K - Sp)* ‘]lsgeMT<H - ]lsOeM¥<H’
< Ee T (K — ST)+ ‘]]-SOeMT<H - ]lsOeM¥<H’
< ERe"TK ‘]ISOEZMT<H - ]ISOQM¥<H‘

—rT
e KE (]lSUeM;<H _]]-SoeMT<H>

= T (P[Soct < H| ~ P [Soe" < H])
H H
= ¢ "TK(P|M}<log( = )| —P|Mr <log| = .
So SO
Das le cas put Down on a

|V -Vv" = ’EefrT (K — ST)+ Tsyemrsm — Ee~ T (K — ST)+ ]lsoem;}>H‘

IN

—rT +
Ee~T (K — Sr) ‘nsoemDH NS P

IN

—rT +
Ee (K - ST) ‘]lsoemT >H — ]lsoem;i >H‘

IN

Ee T (K — H)" |Lsyemron = Lg np |
— T (K — H)+ E <]]-S()€m7%>H - ]lSoemT>H)

e T (K — H)* (IP [Soem¥ > H} — P [Spe™ > H])

= eT(K -t (JP’ [Mg < log (i}))] —P [MT < log (i;)]) .

Enfin dans le cas call Down on a
V = Ee " (Sr- K)+ Lsjemrsn
= Ee'" (S()eXT - K>+ ]]-SoemT >H

oo+
L 0T (r—8)T+Xx (SO_KeXT) ]lMT<1og(%)'

Or (e*(’"*‘s)T*Xf)tzo est une martingale avec
Ee~ (=0T+Xe —
On définit alors la probabilité P, équivalente a P, par

dP

—| =Xy >,
dP € $ V=

Fi

Par [Kyprianou(2006), théoréme 3.9], X est un processus de Levy sous P de triplet (7,7, 7). Ol

7}/:5—r7——/(e“"—lfx]lugl)ﬂ(dx)
R
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Et 7 est défini deés que f‘ 2y (dz). Donc

x\>1e

_ _—
-5 T
Vo= Be T (So—Ke¥T) Ly o,

De méme
Vo Ee~°7 (5’0 KexT) 1M;<10g(%ﬂ)
D’ou
V-V, = Ee 7 (So - KeXT>+ ’]IMT<1og(%) M <log(F?)
< EeoT <50 - ?)Jr ‘ Nip<log(¢) — T Mg <log( )

IN
®
&,
»ﬂ
95}
N
—
|
——
+
N
i
r—'§ =
X 1
N3
AN
o}
0]
N
| &
S~ =

Remarque 5.17 On a
PMr <z]-P[Mp <z|=P[Mr>z]-P[Mp >z]=P[Mpr>az,Mp <z, Ve €R.

Tout l'intérét de la proposition 5.16 réside alors dans I’éstimation de la quantité P[Mp > x, M} < z].
Commengons par le cas activité finie.

Théoréme 5.18 Soit X un processus de Lévy a activité finie intégrable de triplet (v, 02, v), vérifiant o > 0.
Alors

1
sup P [M 2:1:,M"<1::O().
xeg [ T T ] \/’ﬁ

Théoréme 5.19 Soit X un processus de Lévy a activité finie de triplet (y,0%,v) vérifiant o = 0.

1. Si’YOZO

1
supP [Mr >z, M} <x] =0 () .
z€R n

2. Siv a une densité bornée

1
supP[Myp >z, M} <z] =0 (> .
z€R n

Dans le cas jump-diffusion, nous allons nous servir du caractere Brownien du processus entre deux instant
saut.

Lemme 5.20 Soient X un processus de Lévy de triplet (v,02,0), T >0, 7 < T et n € N*. Alors

sup P[sup XSZI:|P sup Xer >
z€R 0<s<rt 0< kT <7 n

n

< C 1
ERVARV
Ou C est une constante > 0.

Ce lemme se démontre en utilisant le théoréme 3.2.2 de [Seumen Tonou(1997)] que nous énongons ci-
dessous.
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Théoreme 5.21 ([Seumen Tonou(1997), theoreme 3.2.2]) Soient X un processus de Lévy de triplet (v, 1,0),
T>0,7<TetnecN* Onpose h=ZL, et pourz >0

n’

Em(x) =P LKS}:E Xin < x} —-P Lszip hXS < x} )

Alorspourhgl%‘etmgnona

2

(x — myh)?
em(z) < \/ﬁexp{—m}-&-w\/ﬂ.

Remarque 5.22 Une lecture attentive de la démonstration du théoréme 5.21 permet de voir que la condition
h < ﬁ n’est nécessaire que si v < 0. Dans le cas v < 0 la démonstration par réccurence utilisée dans le
théoréme montre que

2
P { sup Xpn < x] < — +|y|V2rh.
0<k<m vm

Et pour x < |7y| on peut montrer que

Ivh

P| sup X, <z| <
{ b ] V2w

0<s<mh
En définitive on a pour h > ﬁ etm<n

em(z) < \/2%+<1+217T> |V

Démonstration du lemme 5.20. On suppose o = 1. Le cas o # 1 se déduit facilement. On pose h = % et

En = P[Sup X, >z —]P’[ sup thzx]

0<s<t 0<kh<T

Notons que si z < 0 alors &, = 0. On considére donc que x > 0. Si 7 < h, alors n < % Donc

Vne, = +/nP| sup X5>x]

L0<s<7

IA
N

Donc
T
en < —.
nT
On va donc supposer que h < 7. On a
En = IP’{ sup stx} ]P’{ sup Xer 24
0<s<t 0<k<n, "

_ 1, 2
= ¢&,+¢,.

Ou n, = [%F] et [ ] désigne la partie entiere.

EiL:]P’[ sup stx} —P[ sup Xekr 21‘]
0<s<n,h 0<k<n, "

si—P[sup XSZx]]P’[ sup XSZx}

0<s<7 0<s<n-h
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Remarquons que 1 < n; < n. On a d’une part

[\S]

e, = P| sup XSZ.Z‘:| —IP’[ sup XSZ:E]
L0<s<T 0<s<n.h

= P x—<sup Xs— sup Xs> < sup Xs<x}
L 0<s<t 0<s<n,h 0<s<n,h

< Px—( sup Xs—XnTh>§ sup XS<9L‘].

nrh<s<r 0<s<n,h

La dérniere inégalité vient du fait que

sup Xg— sup X;< sup Xs— Xnoh
0<s<T 0<s<n-h nrh<s<rt

Les v.a. supg<g<p,, p, Xs €t (supmhgsgr X, — X, 1) étant indépendantes, alors par le lemme 2.22 il existe

Cy > 0 tel que
G )
E( sup X,- X,
" n-h nThSI:ST ) "

Co
= E sup Xs_n,n
\/n'rh nrh<s<t o

Co
= E su Xs.
\% nrh Ogsg‘rIznTh

)
©
IA

Or

T
T—nh < —.
n

Donc

Co
E sup X,
" \/n'rh Ogsgh
Co nr
= — E sup X
\/’F n‘rT Ogsgh *
2
CO\[]E sup Xs.

VT o<s<h

IA

IA

En effet

nr
nrt o T

T = T

nT
< 2, car — > 1.
< 7 2
Donc, en utilisant la proposition 3.3, il existe C; > 0 telle que

2 G
En S \/77

D’autre part, par le théoreme 5.21 et la remarque 5.22 il existe une constante Cy > 0 telle que

m»—l
IA

(%)

c nt T +L
2 n.T~nt  n/)’

IN
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D’ou 'existance d’une constante Cs > 0 telle que

e < Cs
T /Tyn
En conclusion, il existe une constante C' > 0 telle que
e < C1
T TN
o
Démonstration du théoréme 5.19. Soit z € R, si x < 0 alors
P[Mr >z, Mf <z] = 0.
On considérera par la suite que £ > 0. On a
P[Mr >ax, My <z] = Ple<Mr<z+ (Mr— Mp)]
= P |:CL' < Mr<x+ (MT — M%),lrgll’?g(n (Nk% — N(kfl)%) < 1]
+P {x < My <o+ (My — M), max (Nk% - N(,H)%) > 1] .
Or
P Lgﬁ(ﬂ (Miz = Nz ) > 1} = 1-P Linz?i‘n (Miz = Nz ) < 1}
- 1-P KN’CZ - N(k_l)%) <1,1<k< n}
= 1-(p[vz <1])
. Car N 7>\7T>\7T n
= e e -
AT\"
= 1—e?7T <1+)
n
Donc
_ —AT+nlog(142L
PL%??n (Nk% —N(kfl)%) >1} = 1l-e s )
AT
~ AT —nlog <1+ >
n
AT \2T? 1
= AT‘”<n‘2nz+"<n2>>
\2T7? (1)
= +o|—|.
2n n
D’ou .
P Lgl]?é(n (Nk% - N(k,l)%) > 1] -0 <n) . (5.1.10)
Donc

P {x < My <@+ (M — M), max (Nk% - N(k_l)%) > 1] - 0 () .
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D’autre part, sur {maxlgkgn (Nkl — N(k71)1> < 1}, si 7o = 0 alors My = MF, et donc
P [w < Mr <o+ (Mr — M), max (Nkz - N(,H)z) < 1} _—
On obtient le point 1 de la proposition. Sinon si g # 0, on a My — M7 < H% On a donc

]P’[x<MT<$+(MT—MT) mkaé( (NkT_N(k_l)T>§1:| < Up,

avec

En reprenant les notations de la section 3.3, on a en notant p,, = P [Ny = m]

+oo
T
Uy = ZP[QCSMT<$+|’YSL /NT:m}IP’[NT:m]

m=1

+oo m -

m=1 j=0

400 m

= ZZP_I<M <z+

m=1 j=1

|’Yo\

, m—j/NT—m}pm, car x >0

+oo m r
Sty s BT i ]

m=1 j=1

Si Y7 a une densité bornée par une constante Cy, on peut facilement remarquer que X j a une densité bornée
par ", pour 1 < j < m. Et par suite

R \W’O|T

w o< Sy

m=1j=1

h/O|T m—1
" meax(l,C’Y )pm

m=1

IN

+oo m
= [0l T Z mmax (1,C’$_1) (/\Z;?

n

m=1
(AT)(m—=1)
(m—1)!

2 too
= Al%‘T mmax (1,0;,"*1)

m=1

o)

Ce qui montre le point 2 de la proposition. o

Démonstration du théoréme 5.18. Soit x € R, si x < 0 alors
P[Mr>z,M} <x] = 0.
On considérera par la suite que > 0. On a

PMr >z, My <z] = P[M{<z]-P[Mr<z].
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Soit 17 le pemier instant de saut de N. Posons, pour tout 7 > 0

M, = sup X;
0<s<T

M.r = sup X
T<s<T

M = max Xar

O§%<T o
+r = max Xer.
retber”
La v.a. T7 est une exponentielle de parametre A = v(R). Donc on a

]P)[MT < LL'] = P[MTI < ',I:7MT17T < ‘r]

= ]P[MTl <ux, (MTl,T — XTl) +XT1 < 1’]
e P[Afn <:$,)9n7<:$<—(A4ThT<—)QH)L

De méme, on a

PM} <az] = P[Mg <z, X, <z— (M} p—Xn)].

Notons que conditionnellement a T la v.a. My, r — X7, est indépendante de X7, et de Mr, 7, de méme la
v.a. M7, — X, est indépendante de Xr, et de M7 1. Sion note Z la partie continue de X, on a

Xr, = Zp+1h

My = sup Zs
0<s<Ty

M7, = sup  Zir.
0<EL <

Ou Y] est la taille des sauts de X. Donc on a

T
P[My <z] = / A MP (M, <2, X, <x— (M, 7 — X,)|dr

0
T
= N MP[M, <2, Z, <x— (My7 — X,)—Y1]dr.

0
On a également

T
P[M}E<x] = / N VP [MP <, Z <x— (Mlp— X)) — V1] dr.
0
D’ou
T
P[Mr > 2, M} <z] = / A NP (M < 2,2, <x— (M
0
T
—/ N MPIM, <2,Z, <x— (M,7—X,) —Y]dr
0
T
= / e M (67 (1) + 07 (7)) dr,
0
avec
o(r) = PIM!<a,Z; <x—(M}'r—X:)=V1| =P[M; <2,Z <z — (M'y — X;) = V1]
ot (r) = ]P’[MT <z, Z,<T— (MT",T—XT) —Yl] —-PM, <z,Z; <zx—(M.7—X;)—Y1].

Les fonctions 7 et 0% sont évidemment positives. Par ailleurs

I = XT) — Yl] dr

(r) < PM,<a,Z;, <az—(Mlp—X;)-V1] -P[M}<,Z, <z — (

< , par le lemme 5.20,

S
VTV

rr—X7) = Y]
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ou C est une constante indépendante de 7. D’autre part

03(r) < Plo—(Mrr—X:)=Y1 < Z; <a— (M2p - X;) = V1]
JrIP’[x—( ;’,T—XT) -1 <Z; <zf(MTnyXT)—Y1]
<
VT

ou C est une constante indépendante de 7 (qui est différent du précédent). Posons

< E (MﬁT — M”T) , par le lemme 2.22,

T

nrT
ne= 7|+
ou [] désigne la partie entiére. On pose h = % Comme n.h > 7
M, —M" < X — X
§ < sup Xs - XT> - ( max th - Xn,h) + (XT - Xn.,.h) .
T<s<T nr<h<n
Or
sup X, — X, =¢ sup X,
7<s<T 0<s<T—71
max th _anh =d max th
n<h<n 0<h<n—m,
X, = XnTh =4 _XnTh—T-
Donc
E(M,r—M" < E Xs —E Xen —EX, pr.
(Myp—M!7) < oS Xo—E max X, -
Remarquons que
T
nh—17< —.
n
Donc
EX, hr| = *yoJr/ av(dx)| (nh —7)
|z|>1
T
< ’yo—|-/ av(dx)| —.
|z]>1 n
On sait aussi, que par la proposition 3.2, on a
T—1 n—nr +
EXF EX
E sup X,— max Xpp| = / SdS,ZJ
0<s<T—T 0<h<n—n, 0 S =0 k
(n—n-)h EX+ T—1 EX+ n—mn, EX+
= / 5 ds+/ Sds—z kh
0 s (n—n.)h S k—0 k

Par la proposition 3.3, il existe deux constantes positives c; et co telles que

T—1 + T—1
/ EX, ds < / (01 + 62> ds
(n—n)h S (n—n-)h \/g

= cl(T—T—(n—nT)h)—l—%\/T—T—(n—nT)h

C1(n7—h—7’)+% n-h—71

T C2 T

C1— — .
n 2V n

IA
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D’autre part

(n—n)h @ x+ " EXx T nonrooekh gyt kh  nonr @t
[ R e -y [ B
0 $ =0 k o J(E=Dh S (k=Dh 1.5, kh

En reprenant la démonstration du théoréme 3.8 on peut voir qu’il existe une constante C' > 0 telle que
(n—n,)h + n—mr EX+
/ EXS 4o S B o <
0 S k' \/ﬁ
k=0
En définitive, il existe une constante C' > 0 (indépendant de 7 et de x) telle que

< C
NN

o7 (7) +61'(7)

D’ou

C [T xe
— ——dr.
Vide VF

P[Mp >, M} < 2] <

Contrairement au cas activité finie, dans le cas activité infinie, la vitesse de convergence de
P[Mrp > x, M} < z] dépend de z.

Proposition 5.23 Soit X un processus de Lévy intégrable de triplet (y,02%,v) et & > 0. On suppose aussi
que Mr a une densité localement bornée sur ]0, +o00[, alors
1. Sio>0
1
P[Mp >z, M} <z]=0 <1) .
n4
2. Sioc=0

1
IP’[MTEQ:,M¥<$]:0(1
ni

N—

3. Sioc=0cet flr|<1 |z|v(dz) < oo

P[Mr > 2, M} < 2] = O <<log(”))é> .

4. Sioc=0cet [, |zlog(|z|)|v(dr) < oo

P[Mr > x, M} < z] :O<\/177>.

Démonstration de la proposition 5.23. On a (voir la démonstration du théoréme 5.18)

PMr >z, M} <z] < Cé+P[|Mp— Mp|> 0]
E‘MT—M%|
5 b

ou C est un majorant de la densité de My au voisinage de x. On choisit § = \/E [Mp — M|, et on obtient

P[MTZZ‘7M%<$] < (Ox+1)1/E|MT—M%L|

On conclut par la proposition 3.8 et la proposition 3.11. o

< Cid+

Lorsqu’on suppose ’absence de saut positif, on arrive a améliorer les vitesses de convergence du cas
activité infinie.
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Proposition 5.24 Soit X un processus de Lévy a variation finie de triplet (v,0%,v) et x > 0. On suppose
aussi que X n'a pas de sauts positifs (v(]0,+oo[) = 0) et My a une densité localement bornée sur )0, +oo],
alors pour tout € >0 on a

1. S0 >0

IP’[MTZI,M}L<:U]O< 71 >
2. Sioc=0

nl-¢

1
]P’[MTZx,M}L<x]=O( )

Remarque 5.25 Sous les hypothéses de la proposition 5.24, si o > 0 ou, o = 0 et la condition (2.1.2) est
vérifée, alors la condition (2.3.7) est suffisante pour que My ait une densité bornée. C’est une conséquence
du théoréeme 2.23. Et dans ce cas les vitesses de convergence sont indépendantes de x.

La proposition 5.24 repose sur le contrdle des moments de M7y — M7, qui est possible dans le cas sans
saut positif.

Lemme 5.26 Soit X un processus de Lévy de triplet (v,02,v) dont la partie a sauts pures est a variaion
finie. On suppose aussi que X n’a pas de sauts positifs (v(]0,4o00[) = 0), alors pour tout § > 1 on a

1. Si0>0
s
E(Mr — M}’ =0 ((log(n)> ) .

B

2. Sioc=0

Démonstration du lemme 5.26. On a

Mp— M7 = sup X;— max Xer

0<s<T 0<k<n n

= max sup Xs— max Xgr
1<k<n (k_nl)T SSSkTT 0<k<n n

<  max sup Xs— max Xu-nr
1§k§n(h*UT<S<EI 1<k<n n

n —_— — n

< max sup X — Xw—nr |,

1<k<n (=T o kT )

ou les v.a. (Sup(k—l)T ookt X5 — X(k—l)T) sont i.i.d. de méme loi que supy<,«r Xs. Or comme X n’a
n —"=n n - —n

1<k<n

pas de sauts positifs, on a (voir (1.4.14))

sup Xy, < sup (vos+0Bs)
0§s§% Ogsg%

T
ol 4+ o0 sup Bs.
n 0<s<Z

IN
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On déduit facilement la partie 2 du lemme (¢ = 0). Dans le cas ¢ > 0, on a donc

1 |’YO|T
sup X, < — +o0vn sup B
0<s<L ’ Vn ( NG 0<s<T °

1
— [ |y0|T +ovn sup B,
Vn ( 0<s<T ’

1
=4 T+ o0 su BS).
Vn (ho 028t

Soient alors (Vk)lgkgn des v.a. i.i.d. de méme loi que |yo|T + o supg< <7 Bs. On a alors

IN

5
1
E(Mp— M’ < <> E max V.

Soit g la fonction définit comme suit
g(x) = (log(x))”.

La fonction g est croissante et concave sur {33 eRy, z2> eﬂ_l}. Donc on a

E sup Vkﬂ = E sup g(evk)
1<k<n 1<k<n

= Eg ( sup ev’“> , car g est croissante
1<k<n

< Eg ( sup emax(v’“”ﬁ_l)> , car g est croissante
1<k<n
< g (IE sup emax(v’“’ﬁ_l)> , par Jensen

1<k<n

n
< g <EZ emax(v’“ﬁl)> , car g est croissante
k=1

< g (nEemaX(Vhﬂ—l)) .

max(Vy,8—1)

Notons qu’on a Ee < 0o. D’ou la partie 1 du lemme. o

Démonstration de la proposition 5.24. On a

PMyr >z, Mp<z] = Plz<Mp<ax+ (Mp— M}))

Plz < My <z + (Mr — M}),|Myr — M}| < 6]
+P [z < My <z + (Mp — M7), |Mr — Mz| > 4]
Plz < My < z+ 6]+ P[|My — M}| > 4]

Cy0 +P[|Mr — Mzp| > 4],

INIA

ou C, est un majorant de la densité de Mp au voisinage de x. Soit p € N*, on a

E|M, — M}P
P[|M, — M| > 6] < %.
Donc
P[Mr >z, M} < z] < max(1,C,) ((5+ IWK#) .
On choisit § tel que § = W, donc § = (E|M; — Mmp)ﬁ. D’ott

P[Mp >z, M} < 2] < 2max(1,Cy) (E|M, — MP|P)77 |
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Et ceci pour tout p € N*. Et on conclut avec le lemme 5.26. o
Lorsque l'existence de densité localement bornée pour Mr ne peut étre vérifié, d’autres hypothes sur X

permettent de contréler la vitesse de convergence de P [My > z, M} < z].

Proposition 5.27 Soit X un processus de Lévy de carré intégrable de triplet (y,0%,v) et x > 0. On suppose
dans le cas 0 =0 que (2.1.2) est vérifié. On note oo > 0 Le réel défini dans le lemme 2.20. Alors

1. Sioc >0

IP’[Msz,M}l<:E]O( ! )

niaTe
2. 85ioc=0
1
IP’[MTZI,M}L<JS]:0< a).
n4a+2
3. Sioc=0 et flw\él |z|v(dx) < oo
1 ZaFT
P[MTZI,M}L<I]_O<(°g(”)> >
n

4. Sioc=0 et f|a:\§1 |z log (|2])| v(dz) < co

IP[Msz,M?<z]—O( ! )

o
n2a+1

Démonstration de la proposition 5.27. On a toujours en utilisant la démonstration du théoreme 5.18
et le lemme 4.16

IN

P[My > z, M} < 1] Cod =41 + P[| My — M7| > 0]

6 b

A

CodaiT +

ou Cp est défini dans le lemme 4.16. On choisit 6 = (E | My — M}‘|)T++ll, et on obtient
P (Mr >z, M7 < 2] < (Co + 1) (E| My — Mp|)=T |

Et on conclut par la proposition 3.8 et la proposition 3.11. o

5.2 Options lookback et hindsight

Cette partie généralise les résultats de [Broadie-Glasserman-Kou(1999)] (qui porte sur le modele de
Black-Scholes) dans le cas des options lookback et hindsight au cas des modeles exponentiels de Lévy. Les
différents types d’options lookback et hindsight (& extremum continu ou discret) sont résumés par les tableaux
de payoffs suivants.

Lookback Continue Discrete
Call St — Spe™” | Sp — Spe™T
Put SoeMT — ST SoeM;L - ST

FIGURE 5.2.3 — Payoffs des options lookback
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Hindsight Continue Discrete
Call | (SoeMr — K)¥ | (SpeF — K)"
Put (K — Spemr)* (K — S’oem%)-‘_

FIGURE 5.2.4 — Payoffs des options hindsight

5.2.1 Régularité du prix des options lookback continues

On va s’'ntéresser a la régularité de 'option lookback continue dans le cas jump-diffusion.

Théoréme 5.28 Soient X un processus de Lévy de triplet (v,02,v), T > 0 et f et g les fonctions définies
par

f(t,z) =E (eM** — 1)+
g(t,x) =E (1 - e_MtJ””)+ .

On suppose que o > 0 et v(R) < co. Alors g € C%1 (]0, +oo[xR). Si EeMT < o0, alors f € C*1 (]0,T] x R).
Si de plus EeM= < oo, alors f € C%1 (]0, +o0[xR).

Lemme 5.29 Soient X un processus de Lévy de triplet (v,02,v) vérifiant o > 0 ou v(R) = +oo et Ry =
0 ps., T >0 et f etg les fonctions définies dans le théoréme 5.28. Alors g est continue sur RT™ x R. Si
EeMr < o0, alors f est aussi continue sur [0, T] x R. Si de plus EeMe~ < oo, alors f est continue sur R™ x R

Démonstration du lemme 5.29. Nous allons uniquement démontrer la continuité de f. Celle de g se
déduira de la méme fagon. Commengons par la continuité par rapport & t. Soient t,7 € [0,7T] et x € R.

|f(t, ) — f(r,2)] < E|eMts — Mt

< Ee* }eMt — eMT| .

‘eMt — eMT} < EeMr,
Donc par convergence dominée
li — =0.
lim [ f(¢,2) = f(r,2)] =0
A noter que t — M; est cadlag et que My = M, p.s.. Soient maintenant z,y € R et ¢t € [0,7]. On a

|f(t7$) - f(t,y)| < E ‘eMt-i-x _ eMt.t,_y‘
< EeMt |ex _ 6y|

< (EeM7)le” —eY|.
D’ou

lim [£(t,2) — £(t,9)| = 0.

y—T
Et ceci uniformément en t. La fonction f est donc continue sur [0,7] x R. Dans le cas eM~ < oo, on
remplacera dans la démonstration My par M. o

Démonstration du théoréme 5.28. Par le lemme 5.29, on sait que f et g sont continues. On va montrer
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que f € C%1(]0,T] x R). Le cas de g se déduira facilement. En fait on va montrer que pour tout e > 0, %
est continue sur [e, T] x R. Soit alors € > 0. On a

0
%f(t’ .T) = EeM‘+x]lerft+m21

= EeM‘+x]lMtZ,w.
Etudions la continuité de %. Soient t,7 € [0,T] et z € R.

0 0
%f(t,l‘) - %f(Tv l‘)

M, M,
’Ee t+$ﬂM¢Z—I — Ee +m]1MTZ—;E|

< E[eMH — M Ly +BeM T [Lags oo — Lo o
< e’E |€Mt — €MT + EGM‘—HU |]]‘Mt§7$ — ]lMTS*$|
< €$E|€M" — M- +E|]]-Mt§71_1MTS7I|.

Or
lim E }er — eM’| =0.
T—t

D’autre part comme P [M; = 0] = 0, alors par convergence dominée

lim E |]1Mt>*w - ]lMT>fz| =0.
T—t - -

Donc
i |- p(t,2) 2 fr,0)| = 0.
Soient z,y € R et ¢t € [0,T].
‘8f(t,x) - 8f(t,y)‘ = |E6Mt+”3]lMt2_x - Eer+y]lMt2_y| )
Ox Ox
Siy>ax,ona
‘af(t,x) - af(t,y)‘ < EeM|e®Lag>—w — Ee¥lpy> |
ox ox
< EeMT e —e¥| Lags o + BV 1ays 0 — Lag>y
< EeMT e — eV + ReM Y 1y« — Lag<y
< EeMmie” — V| +E|La,<—0 — Lar<—yl-

Siy<z,ona

5 (t0) -~ 3 fe)

Ee™ "> -0 — Ee?Las> -y

< Bt Ly o — Lpgys oy + B [ — Y| Lpg>y
< BT Lap <o — Larcmy| + EeMT [ — e
< Elyc—o— D<oy +EMT e — Y.
Donc on a dans tout les cas
0 0
e (t0) = g n)| < BT e 4 BlLaes - Taeo)

= EeMT|e® — Y|+ P~y < M; < —x] + P[—x < M; < —y]

C
< EeM7 |e® — Y|+ — |z — y|, par le lemme 2.21
< | |\/Z| yl, p

C
< EeMTle® —e¥| + — |z —y).

NG
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D’ou
o 5 B
lim 7f(t,$) - %f(tvy) =0.

Et ceci uniformement en ¢t. D’ou la continuité de % sur ]0,T]. Dans le cas eM~ < oo, on remplace dans la
démonstration M7 par M. o

5.2.2 Correction de continuité pour valorisation a la création

Les relations entre les prix des options continue et discret sont relativement différents, entre I'instant de
I’émission de 'option et une date postérieur a celle-ci. Dans le cas de la Valorisation a la création qui nous
intéresse dans ce paragraphe, le développement peut étre obtenu a I'odre de 1. Reste & savoir si le terme de
covariance, qui apparait dans ce développement (voir la proposition qui va su1v1re)7 est numériquement exploi-
table. Dans le cas Brownien [Broadie-Glasserman-Kou(1999)] ont remarqué que ce terme est numériquement
negligeable. Nous proposons une méthode de calcul de ce terme par simulation dans le chapitre 6. En fait,

dans le cas de la valorisation & la création, nous supposerons également que (E (vn(Mr — M%))2 eMT)
n>0

et (E(\/ﬁ(m?« - mT))2 emT)n>0 sont uniformement intégrables. Ces hypotheses semblent se vérifier sous
certaines conditions d’intégrabilité. Cependant, nous n’avons pas pu établir de tels résultats. Par contre
ces hypotheses ne sont plus nécessaires pour un développement en o ( \/ﬁ) Introduisons maintenant les

hypotheses suivantes.
- (Hl) X est un processus de Lévy a activité finie, intégrable, vérifiant o > 0 et il existe ¢ > 2 tel que
EeqMT < 00.
H 1 ) X est un processus de Lévy a activité finie, intégrable, vérifiant o > 0, et

(IE V(Mg — M"))2 eMT) N est uniformément intégrable.
n>0

(H 2) X est un processus de Lévy a activité finie, intégrable, vérifiant ¢ > 0.
(H 2 ) X est un processus de Lévy a activité finie, intégrable, vérifiant o > 0, et
(]E (vn(mp — mT))2 emT> est uniformement intégrable.

n>0

Proposition 5.30 Soient V le priz d’une option lookback continue d la création, put ou call, V,, sa version
discréte (on se référera aux notations de la figure 5.2.3). On note

70f+2}y

9+_;< S~ + ATEY," — oVTE® (2) <70T+ZY> )

0 :_% (WOQT—F)\T]E(Yl) +0\FE<J5( <70T+ZY> >
V.

Alors sous I’hypothese Hll, on a, pour le put,

Vi = (V+Soe7) <1 _ oV | et 50%52)

Vn n

—Sp (6_5T —e eov (eMT,M% — MT)) + 0 (i) .
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et sous l’hypothése H2 on a, pour le call,

T 0_ + Lo2t
Vo = (V=Se") <1+"fﬁl+ — ﬁZ)
n

NG n
T - ~ 1
+5o (ef‘;T + e eov (efMT, M7 — MT)> +o <n) .

Les constantes 51 et B2 sont données par

_mp_ S0
fr=ER= T
By = ER?.

Ou R est la variable aléatoire qui apparait dans le théoreme 3.13. La relation entre option lookback continue
et discret, dépend évidemment de la relation entre les suprema continu et discret du processus de Lévy qui
dirige le sous-jacent.

Lemme 5.31 Si X vérifie H1' alors

" T —0, + Lot 1
EMP  — EeMr <10\F[31+ ++ 50 52>+cov(eMT,M}1MT)+O<n),

Vn n

avec 01 défini dans la proposition 5.30.

Lemme 5.32 Si X vérifie H2' alors

" T 6_ + 1ot 1
Ee~ Mt — ReMr <1 + oVTh + 29 BZ) + cov (e M7, My — M}) + 0 () .
vn n n

Avec 0_ définie dans le lemme 5.31.

Démonstration du lemme 5.31. Par la formule de Taylor-Lagrange on a
n 1 S
eMr =M (M} — My)eMT + 5 (M7 - My)?eMr

n 1 7"

= (M — M (Mg D)) = L (0 — b2

n 1 —n
= nE (eMT _ M (M - MT)eMT) = JEn(Mg — My)2eMr.

Avec My € (M}, Mr). Donc (n(M{k - MT)QeM;) est uniformément intégrable. Et par conséquent

n>1
) . -
Jim (M= M (M= Mp)eMT) = SR T (M~ M)
1
= §O'Qtﬂ2E€MT.

En remarquant que E(M} — Mp)eM™ = cov (eMT, M7 — Mrp) + E(M} — Mr)EeMT, on obtient

n %t 1
EeMr = EeMr (1 +E(M3 — Mrp) + 02 '82> + cov (M, M}t — Mr) + o (> .
n n

D’ou en utilisant le point 1 du théoréme 3.4, on a

. T —04 + 0%t 1
EeMr = [EeMr (1 — J\Fﬁl + + 1329 Bg) + cov (GMT,M%I — MT> +o (n> .

vn n
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o
Démonstration du lemme 5.32. Par la formule de Taylor-Lagrange on a
n 1 —=n
nkE (e_MT —e Mt _ (My - M{f)e_MT) = i]En(MT — M)2e Mr,
Avec My € (M3, Mr). Donc (n(MT — M{ﬁ)Qe‘M;) N est uniformément intégrable. Et par conséquent
n>1
n 1 -—n
: — M _ —MT _ _ n —J\/]T — - s _ n\2 _—M
nEIJIrlOO nlE (e T —¢ (My — Mp)e ) ZEnBToo n(Mp — Mp)“e™"r
1
= *U2t52E€_MT.
2
On a par ailleurs E(Mp — M7)e M7 = cov (e” M7, My — M}) + E(Mp — M7)Ee ™7, on obtient
n , 2 1
Ee M7 = Ee Mr (1 +E(Mp — M7) + 02f2> +cov (e M*, My — M}) + o0 (n> .
D’ou en utilisant le point 1 du théoreme 3.4, on a
. T 04 + $0%t 1
Ee Mr = Ee Mt |14 VT h T2 e +cov (e M My — MP)+o(=).
vn n n
o
Démonstration de la proposition 5.30. Pour le put on sait qu’on a
V =e "TES eMr — 703,
V, = e "TES jeMr — =0 g,.
Donc
6TT
EeM" = —(V + e7'5,)
So
nooeT
EeMr = —(V, +e7%S).
So
On conclut avec le lemme 5.31. Dans le cas du call, on a
eTT
Ee™T = 7(6_&50 — V)
So
n erT
Ee™T = —(e7°1Sy — V).
So
Ce qui implique
_ erT
Ee M1 = —(e7%8, — V)
So
~ erT
Ee M? = —(e7°1S) — V).
So
Et on conclut avec le lemme 5.32. o

En réalité, comme nous ’avons souligné plus haut, pour un développement en o (%), on a besoin
n

d’hypotheéses moins contraignantes.



5.2. OPTIONS LOOKBACK ET HINDSIGHT 139

Proposition 5.33 Soient V le priz d’une option lookback continue a la création, put ou call, V,, sa version
discrete. Alors sous ’hypothése H1, on a, pour le put,

Vo = (V+ Soe_‘sT) (1 - Uﬁﬁl) — Spe™T + 0 (1> )

vn Vn

et sous l’hypothése H2 on a, pour le call,

Vi, = (V- Spe™T) (1 - "\/T51> + Spe™T + 0 (1) :

Vn Vn
Par rapport a la proposition 5.30, nous aurons besoin de conditions d’uniforme intégrabilité plus faibles.

Lemme 5.34 Soit X un processus de Lévy a activité finie de triplet (v,02,v) vérifiant ¢ > 0. Posons
en = My — M. Alors (\/nene ™t),>1 est uniformément integrable. Si de plus, il eviste ¢ > 2 tel que
Eet™t < oo, alors (v/nepeMt),>1 est uniformément intégrable.

Démonstration du lemme 5.34. Nous allons montrer que (y/ne,e™*),>1 est uniformément intégrable.
L’autre cas peut se déduire facilement. Nous allons utiliser les mémes notations que la démonstration du
théoréme 3.14. Notons que sur ’ensemble {N; = 0}, on a X; = 7q9s + 0B, pour 0 < s < t, l'uniforme
intégrabilité de (v/ne,eMt 1y, —0})n>1 est une conséquence du lemme 6 de [3]. Sur I'ensemble {N; > 1}, nous
devons tenir compte du cas ou il n y a pas de saut entre deux instants de discrétisation. Nous introduisons
donc I'événement

Ap={N;>1and Fje{l,... N} T; —Tj—1 < t/n} U{t —Tn, <t/n}.

Remarquons que

Nt
P(An) < P(t —In, < t/n) + ]EZ 1{Tj*Tj—1§t/”}

j=1
< ENy(N; +1)/n,
ou nous avons utilisé les inégalités P(t — Ty, < t/n | Ny =1) <l/net P(T; —T;—1 <t/n| Ny =1) <l/n

(Proposition 5.5).
Donc, on a en utilisante,, < M; et I'inégalité de Holder,

1
E(VieneM1y,) < n (EMPePMo)7 (B(A,)) 77
pour tout p > 1. Du fait que Ee?™: < 0o pour tout ¢ > 2, on peut prendre p > 2. D’olt
lim E (viie,"1,,) = 0.

n—oo

Nous allons maintenant montrer que (\/ﬁeneMtl{ N,>1}nAc Jn>1 est uniformeément intégrable.
Soit m > 1 et ty,..., b, vérifiant 0 < t; < ... < t,, < t. Sachant {N; = m,T1 =t1,..., Ty =t} NAS,

on a p.s.,
m

n __ J n ) )
& = Z (M - Mt ) 1{Mﬂ>maxi¢j M}
j=0

oun M7 = SUPy <s<t, X, to =0 et t,,41 = t. Cependant, en raison de la définition de A,,, chaque intervalle
[tj,tj+1) contlens au moins un point de discrétisation. Notons

k; =min{k € {0,1,...,n} | kt/n > t;}, ; =max{ke {0,1,...,n}|kt/n <tj41},

et soit s* ol X, atteint son supremum sur [t;,t;41). Si s* € (t;,k;t/n), on peut écrire M7 — M* <
SUPse(t, kyt/n) (Xs — Xijeym)- Sis™ € (lit/n,tj11), ona MY — Mi" < SubPge(i1/n,, 1) (Xs — Xije/n). D'olt

M7 — M < 5™ g™ o nn,j’
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ol
o™= sup  (Xy— Xpm), 0™ = sup (Xs = Xi;¢/n),
se(tj,kjt/n) Se(ljt/n,tj+1)
et
emd = sup X, — max Xii/n.
kjt/n<s<ljt/n Tk <k<l t/m
Remarquons que
N kjt
ol = sup Y08 +0Bs — [ Y0—— + 0By, i/n
s€(tj,k;t/n) n
t
< hol=+0  sup  |Bs— Byl (5.2.11)
n sE(tj,kit/n)
De méme
; t
< olsdo sup o [Bo= Byl (5.2.12)

se(ljt/n,tj11)

Nototons que [t; — kjt/n| < t/n and tj11 — [jt/n < t/n. Donc, on déduit de (5.2.11) (resp. (5.2.12))
que Pespérance conditionnelle de toute puissance de /ndé™? (resp. v/nn™7) est bornée par une constante
indépendante du conditionnement. Nous avons aussi

ng j J
el = sup Bl —  max 6kt/n,
0<s<(l—kj)t/n 0<k<l;j—Fk;

olt #1 = ygs + 0(Bsik;t/n — Bi,t/n)- En utilisant le lemme 6 de [3], on voit que I'espérance conditionnelle de
toute puissance de \/ne™’ est bornée par une constante indépendante du conditionnement. On conclut que
pour tout p > 1,

E[(vne"lagnvzy)” | Ni] < CpNY,
ot C), est une constante constante (déterministe) ne dépendant que de p, 7o, o et t. L’uniforme intégrabilité
de /ne"eMt se déduit facilement. o

Démonstration de la proposition 5.33. On va démontrer le cas du put. Le cas du call se fera de la méme
maniere. En se reportant a la demonstration de la proposition 5.30, il suffit de démontrer que

cov (Mt My — M}) = o (%)
E(Mp — M2 Mt = o <\/15> .

Comme (y/n(M} — Mr)e™T) est uniformément intégrable, alors

lim +/ncov (eM*, M} — Mr) = lin Evn(M}: — Mr)eM”
n—-+0oo

n—-+oo

— lim Eyn(MZ} — Mgp)EeMr

n—+oo

_ . n _ M~
= Enggr_loo Vn(M3 — Mr)e
—E lim +/n(M} — Mp)EeMT

n—-+oo

= —U\/TﬁlEBMT + o\/TﬁlEeMT

Donc
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D’autre on peut facilement déduire de la démonstration du lemme 5.34 que (\/ﬁ(Mqﬁ’ - MT)QeMT) est uni-
formement intégrable. Donc on a

E (Mp — M) Mt = o (%) .

Ce qui montre la proposition. o

5.2.3 Correction de continuité pour la valorisation dynamique

A un instant ¢ €]0, 7] donné, la valeur d'un put lookback continu est donnée par
\% (S+) = e*T(Tft)E max (S+7t1<11?<XT Su> _ Stefé(TfT)’

ol S; = maxg<y<t Sy, est le maximum courant. La valeur du call continue dependra similairement de
S_ = ming<y<; S, (le minimum courant) et de min;<, <7 S,. Le prix d’un put lookback discret & la k-ieme
date de fixing est donné par

Vi, (S4) = e "2 =M E max (S+, max S]-At> — Spage tn—RAL
k<j<n
ou S; = maxo<j<k Sjae. La valeur du call discret dépendra similairement de S_ = ming<;<xr Sja: et de

minkgjgn SjAt~

Proposition 5.35 Le prixz d’une option lookback discrete a la k-iéme date de fixing et le prixz d’une option
lookback continue a la date t = kAt, sont reliés par les relations suivantes

Vi (S2) = eFVEV (SpetVE) & (50oVE 1) 705, 10 (jﬁ)

V(8s) = VY, (sue79VE) & (e=aevE Z1) 0005, 1o (}) ,

ot dans + et F, le cas supérieur est pour le put et cas inférieur est pour le call. Les relations sur le put sont
vraies sous ’hypothése H1, et celles sur le call sont valables sous [’hypothése H2.

La proposition 5.35 est équivalent aux résultats suivants.

Lemme 5.36 Si X vérifie H1 alors
E (eMg — x)Jr = e_ﬁl"@E (eMT — eﬁlg@x)+ +o0 <1
n + 1
E (eMT - a:)+ = 651‘7\/;1[*3 (eMT — e‘ﬁloﬁx> +o0 () .
Lemme 5.37 St X vérifie H2 alors

N +
E(a:—e_MT) = fOVIE (6_’810\/ %x—e_MT) +o =
Vvn

+
E (ac - e_MT)+ = G_BIU@E (eﬂl"ﬁx - e_M;> +0 <\1f> .
n

Démonstration du lemme 5.36. La demonstration est similaire & celle du lemme 4 dans [Broadie-
Glasserman-Kou (1999)]. On a

I (eMT B m)+ - E (eMT — g;) ]l{eMT>$}
- E (CMT _ eM%) ]]-{eMT >:1:} +E (eM:T" — 56) ]]-{eMT >:1:}

n n + n
E (eMT — eMT) ]1{6MT>1} +E (eMT — x) +E (eMT - x) 1

M .
e T<x<eMT }
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Donc
E (ew - z)+ = E(M —2)" —E (eMT - eM¥) Lirs,y —E (eM¥ - x) ]l{eM; cocerir)
= A-B-C.
Or
cl = E (eMT B eM;) ]l{eM¥<x<eMT}
< E(Mp—MYe MT]I{

My <z<eMT }

%E\/ﬁ (Mr = M) M7 1

e T<ac<eMT}
De plus on a

Vi (Mr — M) e MT]l{e T<w<eMT} < vn(Mr— M7) M.

Donc (\/ﬁ (Mg — M2 eMr1 M §x<eMT}> . est uniformement intégrable (par le lemme 5.34). D’ou

= E lim n(Mpr— MM

T<z<eMT} m——+o0o {e T<I<eMT}

= 0.

m——+o00

lim Evn(Mp — ME)e Tﬂ{M

Ce qui implique que C = o ( f) D’autre part
B o= E(eM = M) g,y

/T 1
= ob Ee ]1{ MT g} +o0 (ﬁ) , par les arguments du lemme 5.31.

On a ainsi
n + T 1
M M + M
E(e T‘""”) = BT —a) - by Re T]l{eMT”}“(\/ﬁ)

MT (1 —of \/Z> B x] Lermsay +o (\/Iﬁ)

= w[ornVE 1y o (L)
R () 1y o)

Vvn
— VR (M e E) 1
e e xe {$<6MTSRU;31\/§}

+
+e’”ﬁ1\/§E(eMT—me"ﬁl\/§) +o0 L .
Vn

= E]le

IN

E (eMT - xeoﬁl‘/é) 1 E (ﬂce"ﬂlﬁ - :v) 1

/T /T
{w<eMT§;Eegﬁ1 ?} {I<6MT§xeaﬁ1 7}

E]P’ [m < eMr < xe”ﬁl@}
Vn

()

IA
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avec K une constante > 0. D’ou
. + +
E (eMT - x) = ef"ﬁlﬁE (6MT - xe”ﬁlﬁ) +o0 L .
Vn
Pour la deuxieéme partie du lemme, on a en utilisant (5.2.13)
T + T +
E( Mr _ xe—aﬁl\/; = E(eMr_ xe—oﬂl\/; _E (eMT B eM%”:) 1
{EI\/IT >z€fﬂﬂ1\/§}
M2 —oBiy/ L
—-E (e T — ge 1\F> ]1{61\45596—6/*1\/?@1\/17-}'
Le méme raisonnement que dans la premiere partie permet d’aboutir au deuxéme resultat du lemme. o

Démonstration du lemme 5.37. On a

E (ﬂc — e_MT)+ =

Donc
n\ T n
E(m—e_MT) = E(m—e_MT)Jr E(G_MT e MT) ]l{e—MT<x}
M
—E (x—e T)]l M1 <z<e ]\/IT}
= A-B-C.
Or
|C‘ < E(e—]ﬂ¥ —e_MT)]l e MT <x<e MT}
= E(MT_M%)eiM% e M1 <gz<e MT}
1

Il
=
3
IS
|
&
]
g
N
=
<
L]
——

De plus on a

Vv (Mg — M) e*MT]l{ gy <Vn(Mp — Mp)e M,

e~ Mr <z<e

Donc <\/ﬁ (My — M7) e’MT]l{e,MqufM; }) est uniformeément intégrable (par le lemme 5.34). D’ou

m<1

lim Evn(Mr — Mp)e M1 Cun

m——4o00 {67A1T<,’x)<e T}

Ce qui implique que C = o (ﬁ) D’autre part

B E (e*M; — e*MT) ]]'{e’MT<w}

T 7MT 1
ot/ EEE ]l{e,MT@} +o <\/ﬁ> , par les arguments du lemme 5.32.
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On a ainsi
E(:c—e*M’?f = E(z—e M) _0p \/TIEe ML g gy 0 ( 1n>
= Elz—e <1+oﬂ1[>]]l{ ~mr o) TO <1n
= Efr—e e VE] 1, o (})
= VIR (s VE ) 1, o (})
+emVEE (g VE i) (}) .
Or

E (meaﬁl\/f _ eMT) 1

IN
&=
VRS
8
|
8
]
Q
>
iy
N———
[

/T
{ze_dﬁl ;S€7A4T<I}

IA
>
=
| —
8
m\
q
@
i
IA
[a)
g
&
A\
8

ou K est une constante > 0. D’ou
n + T T +
E(Jc—e—MT) =MV E (xe‘”ﬂlVW —e_MT> +0(

Pour la deuxiéme partie du lemme, on a en utilisant (5.2.13)

+ +
E <aﬁewl\/f — e_M¥> = E <$6061ﬁ — e_MT) —E (e_M;1 — e_MT) 1
-E (aze”ﬁl\/Z - eMi?) 1

{efMT<zeoﬂ1 Vv %}

r —Mn |
{e*MT<xe"/31 nw <e T}

Le méme raisonnement permet d’aboutir au deuxeme resultat du lemme. o

Démonstration de la proposition 5.35. Notons que

max Sja¢ max Spe~iat
k<j<n k<j<n
— max SOeXkAterAt_XkAt
k<j<n
max SpapeiarXrae
k<j<n
— SkAtemakaan(XjAt_chAt)
— SkAtemaxongn—k(XjAt).

Ot X est un processus de Lévy indépendant de S;. De méme, comme kAt = ¢, on a

sup S, = SteSHPOSTST*t(X*).
t<r<T
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Donc pour simplifier la démonstration, on se place a ¢t = 0 (ou k = 0). Le resultat de la proposition se déduira
en remplacant dans les resultats finals, 0 par ¢, et T par T —t, sauf dans I’ expressmn qui représente le pas

de discrétisation, donc qui ne change pas. Regardons d’abord le cas du put
Vi(Sy) = e "'E |max (S+, SOeM;) - ST}

[ n +
= €_TTE (S()GJWT — S+) + S+:| — So€_6T

- +
— TR 70’51\/> (Soe T S+6Uﬁl\/§) + S+:| — S()eiéT

1
+o0 (ﬁ) , par le lemme 5.36.

Donc
T T + e
Vo (Sy) = efrTefaﬂl\/;E |:<S06]WT _ S+6051\/;) + S+60ﬁ1\/?:|
—S e_6T _|_ o L
' Vi
e e _Uﬂl\ﬁ]E [max (SOeMT S ea,&f) 4 ST}
T 1
#(eomVE 1) S0 0 ()
T T 1
6_051\/;V (S+€Uﬁl\/;) + ( —051\/: _ 1) Soe—éT +o (f) .
n
On a aussi
V(Se) = 7B [max (5. Soe T) 5]
= ¢ "TE [(SOeMT — _|_ S+:| _ 50676T
n =\ +
+o (ﬁ) par le lemme 5.36.
Donc
T n =\ + -
V(S+) _ e—rTeoﬁl\/;]E |:(SO€MT _ S+e_0'81\/;) + SJre—aBl\/:}

1
_ o1 i
Soe +o (\/ﬁ)

— TeoB/ IR {max (SoeMT Sie” ”ﬁl\/»> + ST}

+( "ﬂl\ﬁ71> Soe~ 5T+0(\}ﬁ)

= e”ﬂl@Vn (S+e*"51\/§) + (e”ﬁl@ - 1) Soe™T + o (\/15> .
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Dans le cas du call
Vo(S_) = TR :ST — min (S_, Soem?)}
= ¢ "TE [ST — min (S’,, Soe_fw)}

e "TE _<S_ — Soe_M;)Jr — S_} + Spe™ 0T

r N
e TR |7 VE (S,e—‘fﬁu/? _ Soe_MT) — S} + Spe 0T

1
+o0 (ﬁ) , par le lemme 5.37.
Donc

T T \ 7 + T
Va (S,) — e_TTeU’@l\/;E [(56—051\/: _ S()G_MT> . Se_ggl\/::|
+Soe T + 0 L
’ NG
= efrTe”ﬁl\/?E [ST — min (SoemT,S_e*Um@)}
1
_ (6051\/; _ 1) SoeféT Yo <\/ﬁ>
— ob1/T ~oBVE _ (08VE _ —oT L
e V(S_e ) (6 1)5’06 +0<\/ﬁ .
Et finalement on a
V(S.) = e "E[S; —min(S_, Spe™7)]
= ¢ "TE |Sp — min (8_7 SOQ*MT)}

= ¢ TE _(S, - SoefMT)—F - S] + Spe~T

- _oNF
— TR E*Uﬁl\/é (S_egﬂlﬁ — SoefMT) — S_:| + SoeiaT

1
+o0 (ﬁ) , par le lemme 5.37.

Donc

T T Vi + T
V(S_) — e—rTe—crﬁl\/;E |:(S_eaﬁ1\/j _ Soe_MT) _ S_eaﬁl\/j]

1
w50 (75)

= e_TTe_UﬁlﬁE [ST — min (Soem;", S,egﬁl\/?)}
— (e“’ﬁl@ — 1) Soe T + 0 (\/15)

= e mVEY, (e VE) - (e VE Z1) seoT 4 (}) |

o
Lorsqu’on enléve le mouvement Brownien, et qu’on se retrouve avec un processus de Poisson composé

(avec drift éventuellement), les prix continue et discret sont asymptotiquement proches I'un de 'autre. Notons
donc H3 I'hypothese suivante :
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- (H 3) X est un processus de Poisson composé (éventuellement avec drift) intégrable.

Proposition 5.38 Sous l’hypothese H3, le priz d’une option lookback discret est relié a sa version continue,
a la date T = kAt, par les relation suivantes

1. pour le call

Vn(S_):V(S_)—I—Z—i-O(i).

2. pour le put, si en plus il existe B > 1 tel que EePMT < 0o, alors

Vi (S2) =V (Sy) +o0 (j) .

ne
Ou « est une constante que l'on peut determiner explicitement.

Le premier resultat de la proposition 5.38 est une conséquence de la section 3.3. pour le deuxiéme point
on utilise un autre résultat intérmédiaire.

Lemme 5.39 On suppose H3 et qu’il existe B > 1 tel que EePMT < 0o. On a, pour x >0

E(eMT fx)+ —E (eM% fx>+ =o0 (Bll> .

n B

Démonstration du lemme 5.39. On a

]E(eMTfeM;"') = E(eMTeM;)]l{

maxi<k<n (Nk%—N(kil)%)>l}
+E (eMT - eMT) 1 .
{maxlskgn (Nk%iN(k—l)%)Sl}

Par le théoreme des accroissements finis, on sait qu’il existe ]\;[773 € [M}, Mr) tel que

eMr _eMT = (Mp — MP) Mr

< (Mg — M»)eMr,
Or sur {maxlgkgn (Nk; - N(k71)1> < 1} ona Mr— Mz < %, donc

< |70|TE6MT.

maxlSk‘S"(Nk%_N(kfnT?)Sl} n

E (eMT - e”fg) ]l{

D’autre part, par Holder on a

]E(eMT_eM;E)]l < (E (eMT_eM,IQ)B> B
{maxlgkgn (NkZ_N(kfl),Z)>1}

Or par (5.1.10) on a

1
P L?B;‘n (Niz = Nyyz) > 1] -0 (n> .

De plus
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D’ou

Démonstration de la proposition 5.38. Soit f la fonction z € Rt — Sy;e 0Tt —¢=7(T=t) min (S_, Spe%).
On a

Vi (S-) = Ef (317)
V(S-) = Ef (31,).

La fonction f est continue bornée et p.p. dérivable sur R, et sa dérivée (p.p.) est bornée. On applique le
théoreme 3.15, et on obtient le point 1 de la proposition 5.38. Pour le put, on a

V(Sy) =V (Sy) < e"THGE (eMT B eM?) .

On déduit le point 2 par le lemme 5.39. o

Pour les options hindsight, les résultats sont similaires au cas lookback. Le prix d’un call hindsight continu
a 'instant ¢ avec un maximum courant S, et de strike K est

+
V(S:,K)= (TR <max (S+,t1<1}la<xT Su> — K) .

Et similairement pour le put on a

+
V(S_,K)=e"T7YE (K — min (S, min Su>> .

t<u<T

Les versions discretes a la k-ieme date de fixing sont
+
Vo (S4, K) = e AR <max (S+, max S]At) - K> :
k<j<n
et
+
Vo (S, K) = e TAHN—R)R (K — min (S, min SjAt>) .
k<j<n

Proposition 5.40 Le priz d’une option hindsight discrete a la k-iéme date de fixing et le prix d’une option
hindsight continue a la date t = kAt, sont reliés par les relations suivantes

_ TFhio/ L +pioy/ L +B10y/L 1

Vi (Sy, K) = 010V V(Sie VE, Kethov )—|—0<\/ﬁ
T T T 1

V (8., K) = eFProvVEy, (Siﬁﬂl”vﬁ,f(ewlovw) Yo (\/ﬁ) .

Ou dans £ et F, le cas supérieur est pour le call et cas inférieur est pour le put. Les relations sur le call
sont vraies sous l'hypothése H1, et celles sur le put sont valables sous l’hypothése H2.

Corollaire 5.41 La proposition 5.38 reste vrai lorsqu’on remplace "lookback” par “hindsight”, “call” par "put”
et "put” par “call”.
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Démonstration de la proposition 5.40. Regardons le cas du call. Par un simple calcul, on a a I'instant
t la relation suivante

Ve (Sy, K) = VP (max (Sy,K)) +e0T05, — e (T, (5.2.13)

ou Ve (Sy, K) est le prix d’un call hindsight continu de maximum courant Sy et de strike K, et V? (max (S5, K))
le prix d’un put lookback continu de maximum courant max (S, K'). La version discréte de cette relation
s’écrit

Ve (Sy, K) = VP (max (Sy, K)) + e dm=RAtG, \, — e r(n=kAL [ (5.2.14)

pour k € {1,...,n}. On déduit de la proposition 5.35 les resultats du lemme concernant le call. Pour le put,
on utilise cette relation entre put hindsight et call lookback

VP(S_,K)=V¢(min(S_,K)) —e?T=8g, 4 ¢TI (5.2.15)

ou Ve (S_, K) est le prix d’un put hindsight continu de minimum courant S_ et de strike K, et V¢ (min (S_, K))
le prix d’un call lookback continu de minimum courant max (S_, K). La version discrete de cette relation
s’écrit

VP (S_,K) = V¢ (max (S_,K)) — e *(n=RALG, 4 e T(n=R)AL K (5.2.16)

De méme en utilisant la proposition 5.35 on déduit les resultats sur le put. o

Démonstration du corrolaire 5.41. C’est une conséquence des equations (5.2.13), (5.2.14), (5.2.15), et
(5.2.16). o

5.2.4 Estimation dans le cas activité infinie

Dans le cas activité infinie, mais sans partie Brownienne, les prix des options call continue et discrete
sont de bonnes aprroximations I'une de 'autre. Soit H4 I'’hypothese suivante :
- (H4) X est un processus de Lévy intégrable et vérifie, o = 0 et v(R) = +o0.

Proposition 5.42 Sous l’hypothése H4, le priz d’un call lookback discret est relié a sa version continue, a
la date T = kAt, par les relation suivantes

1. On a

2. Si flxlﬁl |z|v(dz) < oo

3. Si flwlél |z|log(|z])v(dx) < oo

Va(S)=V(S)+0 (1) .

n

Dans le cas put, I’ erreur entre prix continu et discret est intéressante dans le cas variation finie, et sous
réserve d’une condition d’intégrabilité.

Théoréme 5.43 On se place sous Uhypothése H4. On suppose qu’il existe B > 1 tel que EePMT < co. Le
priz d’un put lookback discret est relié a sa version continue, a la date T = kAt, pour tout € > 0, par les
relation suivantes
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1. On a

2. Si f\z|§1 |z|v(dx) < oo

3. Si f\zlgl || log(|z|)v(dz) < oo

V(54 =V (5 +0 ().

n B
En fait toute la difficulté du théoréme 5.43, est de trouver une relation entre E (e — eM%) et E (Mp — M}).

Lemme 5.44 On suppose qu’il existe B > 1 tel que EePMT < 0o. Alors on a pour tout € > 0
n b_
E (eMT - eMT) < C(E My — M) 7 <.

Avec C une constante > 0 indépendante de n.

Démonstration du lemme 5.44. On a par le théoreme des accroissements finis, il existe M{i € [M}, Mr]
tel que

Mr M}

(Mr — M) M7
(Myp — M) M.

(& — €

IN

Donc par Holder
n i s N\
E (eMT — eMT) < (EePMr)? (IE (Mp — M;)ﬁ)

Notons que Ee”M7 < oo entraine que EM. < oo pour tout ¢ > 0. Soit p €]0,1[, on a

5 N -
E(Mp—Mp)PT = E(Mp— Mg)’ (Mp—Mg)717"
B(l=p)+p

= E(Mp— Mp)” (M — M7)™ 71

(1—p) 1=p
< (E(Mp — M}))” (]E (M — M;)ﬁfn%) .

D’o, du fait que limy,, o E (My — M%)% = 0, il existe une constante C' > 0 telle que
E (eMT _ eM?) < C(E(Myp-— M}L))p%
= C(E(Mp—Mp)T 05
Et par suite pour tout ¢ > 0, il existe une constante C' > 0 telle que

B (Mr — M) < C (E My — M) 7 <.
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Démonstration de la proposition 5.42 et du théoréme 5.43. Pour le call on a

V(S2) = Vi (S2)] < e " T 985K ‘emT _emi
< ¢ (T-OgR ‘efMT _ M}
< e " TTNSE (My — M) .

Donc en appliquant les théoremes 3.8 et 3.11, on obtient la proposition 5.42. Dans le cas du put, on a
V(S4)=Va(Sy) < eI ISR (eMT - eM%L) :

On déduit le théoreme 5.43 par le lemme 5.44. o

Lorsque le processus de Lévy qui dirige le sous-jacent est sans saut positif, les prix du put lookback
continu et discret deviennent plus proches .

Proposition 5.45 Soit X un processus de Lévy de triplet (,02,v), dont la partie a saut est & variation
finie. On suppose aussi que X n’a pas de sauts positifs (v(]0,+oo[) = 0) et qu’il existe B > 1 tel que
EefMr < o0. Alors le priz d’un put lookback discret est relié a sa version continue, ¢ la date T = kAt, par
les relation suivantes

1. Sio>0

Vi (Sy) =V (5.) +0 (log(m) .

N

2. Sic=0
n

Vn(S+)V(S+)+O(1>.

Démonstration de la proposition 5.45. Pour démontrer la proposition 5.45, il suffit de montrer que

O(bg\/(ﬁm> si0>0

O<1> si o =0.
n

eMr _ My < o Mr (Mp — M7).

E (eMT - 61\/[;> =
Or par le théoreme des accroissements finies on a

Donc par Hélder, on a

E(Mr — M) < EeMr (My - M)

B—1

B

IN

1 8
(™) (B (My — Mf)77 )
Et on conclut avec le lemme 5.26. o

Les résultats pour les options hindsight sont similaires & ceux des options lookback.

Corollaire 5.46 Les propositions 5.42 et 5.45, et le thoréme 5.43 restent vrai lorsqu’on remplace “lookback”
par “hindsight”, “call” par “put” et "put” par “call”.

Démonstration du corrolaire 5.46. C’est une conséquence des equations (5.2.13), (5.2.14), (5.2.15), et
(5.2.16). o
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Call Strike fixe Strike flottant
T ¥
Arithmétique (% fOT SoeXeds — K) (ST - % fOT SoeXs ds)
¥ ¥
Géométrique (So exp (% fOT Xsds) - K) (ST — Sp exp (% fOT Xsds>)
FIGURE 5.3.5 — Payoffs des options call asiatique
Put Strike fixe Strike flottant
¥ ¥
Arithmétique (K - % fOT SoeXs ds) (% fOT SoeXsds — ST)
. 1 (T + 1 (T +
Géométrique (K — Spexp (T Jo Xsds>> (SO exp (T Jo Xsds) - ST)

FIGURE 5.3.6 — Payoffs des options put asiatique

5.3 Estimation pour les options asiatiques

Les différents types d’options asiatiques (4 moyenne continue ou discréte) sont résumés par les tableaux
de payoffs suivants.

La convergence des options asiatiques discetes vers leurs contrepartie continue a éte étudiée dans le cas
du modele de Black-Scholes. Elle est en % (o1 n est le nombre de points de discrétisation). Nous allons voir
que dans le cas des processus de Lévy, pour les options & moyenne arithmétique la vitesse de convergence est

la méme que le cas gaussien. Cependant en absence de partie Brownienne cette vitesse peut étre meilleure.

Proposition 5.47 Soient V' une option asiatique continue de moyenne arithmétique et V™ sa contrepartie
discréte. On suppose que X est intégrable et EeMT < co. Alors
- Ona

1

V:V"+O<\/ﬁ).

- Sio=0 et f\w\<1 |zv(dz) < oo

V:V"+O<1>.
n

Démonstration de la proposition 5.47. Posons pour tout k € {1,...,n}, tx = % On a
S . I~
[V -v" < ET/O Soe Sdsfgzsoe b
k=1
So I~ [
< ?OE Z/t (eX" —eX*‘k)ds
k=1 k—1
Sox~ [ X, x
< ?EZ/t ’e "—e"k'!ds
k=1"th—1

eXe™Xu — 1‘ ds

SO & /tk X
— Ee*s
So /tk X
— Ee*s

eXo—tr — 1’ ds.
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Notons que pour s € [tr_1,1], les v.a. X, et Xg — Xy, sont indépendantes. Donc

n oot
[V-v" < &Z/k EeXSIE‘eXS—% — 1| ds
T = o

S0 atr [ X
< ?Ee TZ/ E’e s*tk—1|ds.
k=1

tr—1

La démonstration du lemme 4.2.3 dans [39] montre que pour un processus de Lévy a variation finie (donc
o =10), on a pour tout t < T

E|€Xt - ].| < C()t7

avec Cp > 0 indépendante de t. Si on a toujours ¢ = 0, mais sans condition sur la variation de la partie a
saut pur, on peut facilement déduire, de la démonstration du lemme 4.2.3 de [39], que

E|€X" — 1’ S Cl\/lz,

avec C7 > 0 indépendante de t. Si 0 > 0 et la partie saut est a variation finie, on aura

E|3X‘—1| _ E|eO'BteXt_0'Bt—1|
< Ee”Bt |6thaBt _ 1| +E |eoBt — 1|
< R[N 1| 4B B
= R[NP 1) + U\/H?Bg\/ﬁ
o2T

Donc pour s € [tg_1,tx], on a

1
E|6Xs—tk _1‘ :O (\/ﬁ)’

uniformement en s. Si de plus 0 =0 et f\w|<1 |z|v(dz) < oo alors on a

]E‘eXS*‘k — 1’ =0 (1> )
n

uniformeément en s. Ce qui conclut la proposition. o

Lorsqu’on considére les options asiatiques & moyenne géométrique, les vitesses de convergence obtenues
sont moins bonnes que dans le cas arithmétique. En plus les hypotheéses sont plus contraignantes. Cependant
Si sup {q € RY, EetMr < oo} = 400 (on verra 'utilité de cette condition dans le résultat suivant) on obtient
des résultats similaires.

Proposition 5.48 Soient V une option asiatique continue de moyenne géométrique et V" sa contrepartie
discrete. On suppose que X est intégrable et a variation finie et sup {q € RT, EetMr < oo} > 1. 50 ce

dernier est fini on le note p sinon p désignera tout réel> 1. Alors, si E|X1\P%1 +E|X1)? < 00

- Ona
1
V:Vn+o< p1>'

n 2»

- Sioc=0cet f\x|<1 |z|v(dz) < oo

1
V:Vn+o<p1>
n r
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Démonstration de la proposition 5.48. Posons pour tout k € {1,...,n}, tx = % On a

. 1t 1 &
V—-V" < SE exp(T/O Xsd5>exp<n;th>

1T 1 — 1 [r 1<
< SHE T/o XSdS_Ekzletk max | exp T/o Xyds | ,exp E;th , par Taylor
n th
< SE|D / (Xs — Xy, ) ds| M
k=1"tk—1
tr
< SOZ/ EeMT | X, — X, | ds.
te—1

Par Holder, pour s € [ti_1, ti]
p—1

EeMT X, - X;,| < (Ee?™T)7 (E|X, — X,, |77 )7

p—1

1 p—1
— EepMT P (E‘th s|p 1) P

1
< ePMT P

1 D p771 p ijl
< (BePMr)?¥ {(}E|Xt,c_s —aBtk_s\Fl) +ovip—s (]E|G|F1) } ;
oil G est une v.a. gaussienne standard. Notons que ¢, —s < L wet o= > 1 Sil <=2 alors

E|Xt,—s — 0By —s|7™7 < E|Xy—s— 0B —s| +E|Xp—s — aBtk_S\Q

< VEIXy o= 0By P +E|X, 0By,

_ / 220(dz) (b — 5) + / 220(dz) (t, — 5)

R R
<

,//Rx2y(dx)\/f+/mx2y(dx)z

(1 —oBu 1) T o (517 ) 7 |

Si p% > 2, alors par la démonstration du théoréme 1 de [Luschgy-Pagés(2008)], il existe Cy > 0 tel que

E|X, s — 0B, |77 < Co(ty—s)
< GT
n

On a donc

_p_ 1
E|Xt—s — 0By 5|77 =0 <\/ﬁ> .

uniformement en s. D’ott la premiere partie du théoreme. Si maintenant o = 0 et flw|<1 |z|v(dx) < oo, alors,

comme —£= > 1, en utilisant toujours la démonstration du théoreme 1 de [Luschgy-Pagés(2008)] il existe

C7 > 0 tel que

E|X, 5|77 < Co(ti—s).
. G
n

Et on retrouve la deuxieme partie de la proposition.



5.4. ERREURS DUES A L’APPROXIMATION DES PETITS SAUTS 155

5.4 Erreurs dues a Papproximation des petits sauts

Nous avons plus haut que tronquer ou approximer (par un Brownien) les petits sauts d’un processus de
Lévy, engendre une erreur que nous pouvons controler. Nous allons voir 'application des résultats obtenus
dans le cas de certaines options exotiques. Comme nous ’avons souligné dans le paragraphe 4.4, et méme si
nous n’avons pa pu prouver 'optimalité de certains résultats, il est trés peut probable que ’approximation
des petits sauts par un mouvement Brownien puisse engendrer des erreurs plus grande que la troncation
des petits sauts contrairement aux conclusions de [Levendorskii-Kudryavtsev(2009)] et [Powers(2008)]. On
notera par V¢ le prix d’une option obtenue en remplagant X par X¢ dans la dynamique du prix du sous-
jacent, et par V¢ lorsque X est remplacée par X¢.

5.4.1 Cas des options barrieres

L’erreur d’approximation dans le cas options barriéres est la plus importante comparée aux autres options
que nous étudions ici. Ceci est dii a la présence de I'indicatrice dans le payoff de ce type d’option.

Proposition 5.49 Soit X un processus de Lévy de triplet (v, 02, v) intégrable. On suppose que My & une
densité localement bornée. Alors le priz d’une option barriére continue est reliée a sa valeur approchée par
troncation des petits sauts par les relations suivantes

1. Pour une barriére put, pour tout g €)0,1]
V=Ve+0 (o0(e)'77).
2. Pour une barriére, si EeXT < 0o alors pour tout ¢ €]0,1]

V=V"+0 ((00(6))1_q) .

Proposition 5.50 Soit X un processus de Lévy de triplet (v, 02,v) intégrable. On suppose que My d une
densité localement bornée, alors pour tout réels p,0 €]0,1[, le priz d’une option barriére continue est reliée d
sa valeur approchée par approximation des petits sauts par un movement Brownien, par les relations suivantes

1. Pour une barriére put Up ou Down
V=740 (00(e) " (Bra(e)’)
2. Pour une barriére call, si EeXT < 0o alors

V=740 ((00(e) ™ (roe))”) .

Démonstration des propositions 5.49 et 5.50. On désignera par C toute constante indépendant de ¢.
Dans le cas du put Up and Out, on a

—r + —r <\t
vV —vE| < ‘Ee T (K = SpeX7) " Ngprig oy — Be T (K - SoeXT) ]150€M;<H‘

= ‘Ee_TT (K o SOeXT)+ (ﬂSOEMT<H - ]ngeM;<H) ‘

r + =\t
+ |Ee T ((K— SoeXT) - (K— S()€XT> > ]]'SoeM;<H"

On note I; le premier terme a droite de la dernere inégalité, et I3 le deuxieme terme. Posons h = log (S%)?
on a

[1 — ‘Ee—TT (K—SO@XT)+ <I|~MT<h_]lM§*<h)’

. +
‘Ee T (K = 80e™™) " (Laspanmazzn — ]lMTzh,M;<h)‘
KP[My < h, M5 > h] + KP[My > h, M5 < h]

(@) (00(5)1*‘7) , voir la démonstration de la proposition 4.14.

IN
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D’autre part

I, < SoE ‘eXT — X1
= O (oo(e)), par la remarque 4.9.
D’ou
V—Ve = 0O(oo(e)'™9).

Pour le put Down Out, on a

V=V

IN

Ee~"" (K — SOeXT)+ Tsyemrsm — Ee~"T (K — SOeX;)Jr 1

e
S()Em'T >H ‘

IN

—r +
‘]Ee T (K - SO@XT) (]lS()emT<H — ]]-Soem?<H)‘

+ ‘Ee_rT ((K — SoeXT)Jr — (K — SOeX;)+) 1

Soem; <H’ :

On note toujours I; le premier terme a droite de la dernere inégalité, et I le deuxiéme terme, mais cette
fois h = log (5%), on a

Iy eXT — X7

IN

SoE

O (00(€)), par la remarque 4.9.

Et

. +
I [Be™ (K = 506) " (Lggpcn — Lz )|

’Ee_rT (K - SOGXT)Jr (]IMT<h,M;2h - ]IMTzh,M;@)‘
KP [My < h,M§ > h] + KP [My > h, M§. < h]

@) (00(5)1*‘1) , voir la démonstration de la proposition 4.14.

IN

Donc, on a bien
V-V = O(oo(e)'79).

Pour le call Down and Out, on a

|V - VE| S ]EeirT (SOeXT - K)+ ]lS()emT >H — EeiTT (Soe)(; — K)+ ]].

e
SoEmT >H ‘

IN

— +
e (568 0” (Lrs~)|

. +
S

On note I le premier terme a droite de la dernere inégalité, et I3 le deuxieme terme. On garde h = log (ﬁ)
Donc, on a

+

L = ‘]Ee_TT (SoeXT — K)Jr (L_prcn — ]Lm6T<h)‘

e T ’]EeXT (SO — KQ*XT)"" (]l—mT<h7_m§th — ]]'—mTZhy—m?<h)‘

_ o\
—rT X X
e EetT E(SO—Ke T) (]l]\ZT<h,I\7[§Zh_]ll\7IT2h,M§<h)

b
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ot E est Pespérance sous P, une probabilité équivalente & P avec une dérivée de Radon-Nikodym

dP B eXt
dP| 5, T EeX:

On notera par (3,52, 7) le triplet de X sous P. En particulier on a
v(dz) = e "v(—dzx). (5.4.17)
Pour plus de details sur ce changement de mesure, voir les paragraphes 9.4 et 9.5 de [16]. Donc
L < Soe "TEeX" (P [Mr < h,M§ > h] +P [My > h, M5 < h])
= O ((05{(5)) 1_q> , voir la démonstration de la proposition 4.14
= O (oo(e)'79).

Le 0¢(e) obtenu par la démonstration de la proposition 4.14, doit étre celui obtenu en utilisant v. En raison
de l'equation (5.4.17), le résultat reste vrai lorqu’on utilise v. On aégalement

I, < SoE ‘eXT — X7
= O (op(¢)), par la remarque 4.9.
On a donc
V—Ve = O/(oo(e)'79).

Pour le call Up and Out, on a

+

V-V < BT (Soe*T - K) Lgpeur e —Be T (Spe¥T - K) 1

sDeM?<H‘
—rT X +
< ‘Ee T (SpeXT — K) (]1306MT<H—11806M,;<H)’

- +

On note I; le premier terme a droite de la dernére inégalité, et I5 le deuxieme terme. On note ici h = log (sﬁo)

L = ‘IEe*TT (SoeX™ — K)+ (M arr<n — ]]-M;<h)‘
— e—’r‘T ‘]EBXT (SO _ Ke_XT)+ (]l]\/[T<h,Mr1E~Zh — ]lMTzh,M;<h)’

e "TEeXT |E (So - KeXT)+ (]l 1

M;th,M;X’E<h)

-x —Xeup T
MpX <n,M;%*>h

IA

Soe ™ TEXT (B [ Mz < b, M™% = ] + B[ Mz ¥ = Mz < 1))

- 1—q
0 ((O’O X (5)) > , voir la démonstration de la proposition 4.14

= 0((ooe))"™).
On aégalement

Iy

IN

SolE ‘eXT — X1

= O/(oo(e)), par la remarque 4.9.
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On a donc
[V-Ve = O (00(5)17‘1) .

Le cas des options In se déduit de celui des Out. En effet la somme des prix des options In et Out de méme
type (c-a-d call ou put) est égale au prix d’une option vanille. Dans le cas de 'approximation par des petits
sauts par un mouvement Brownien, la démonstration est similaire au cas ci-dessus. On considérera d’abord
les prix discrets, c-a-d que les supremums considérés seront les supremums discrets. Et on s’inspirera de la
démonstration du point 3 de la proposition 4.29. o

5.4.2 Cas des options lookback et hindsight

On ne s’intéressera en fait qu’au cas des options lookbacks. Le cas des options hindsight se déduira
facilement a partir des formules 5.2.13-5.2.16.

Proposition 5.51 Soit X un processus de Lévy a activité infinie de triplet (v, 02, v). On suppose qu’il existe

un réel p > 1 tel que flw\>1 ePry(dx) < oo. Alors le prixz d’un call lookback continu est relié a ses valeurs

approchées par approximation des petits sauts par les relations suivantes

V(5-) =V (5-) + O(o0(e))

V(S-) = Ve (5-) + O (00(e)Bie)) -

Démonstration de la proposition 5.51. Pour simplifier la démonstration on suppose que r = 0 et Sp = 1.
On rappele que mp = —M7p. On a

V(So)—VE(sSo)| < E’ﬂh _ N

+E ‘eXT — Xt

= O (op(e)), par la proposition 4.7 et la remarque 4.9.

D’autre part, on a

IA

V(s) - Ve (s0)] \E (e - 5) B (e - s) |4 [B (X - ),

= O/(op(g)), par le théoreme 4.22 et la proposition 4.18.

Proposition 5.52 Soit X un processus de Lévy a activité infinie de triplet (v,02,v). On suppose qu’il existe
un réel p > 1 tel que fll‘|>1 epmu(dac) < o0. Alors le priz d’un put lookback continu est relié a ses valeurs
approchées par approximation des petits sauts par les relations suivantes

V(S4) =V (S+) + O (o0(e))
. 1-1
V(S,) =V (S,)+0 (00(8) (51%1,9(5)) ) V0 €10, 1[.
Démonstration de la proposition 5.52. Pour simplifier la démonstration on suppose que r = 0 et Sy = 1.

On a

IV (54) = Vo (5S4l

IN

€
E ‘GMT _ M5

+E ’eXT —eXr

O (0g(€)) , par la proposition 4.8 et la remarque 4.9.
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D’autre part, on a
V) -Te | < B =50 B (0 - 5,) T+ B (7 - )|

)1‘1’) Vo €]0, 1],

par les propositions 4.28 et 4.18. o

Il
Q
N
)

[e=}
O
N
‘Q}
)
—
Q)

N—

Corollaire 5.53 Les propositions 5.51 et 5.52 sont valables pour les options hindsight a condition d’y rem-
placer, call par put, et put par call.
5.4.3 Cas des options américaines

L’erreur d’approximation pour ce type d’options exotiques est meilleure que dans les autres cas. Le prix
d’une option américaine de strike K et de maturité T est donné par

sup Ee™ "7 (SoeXT — K)+ , pour le call
T€7—[0,T]

sup Ee™ "7 (K — SOEXT)Jr , pour le put,
7'67_[0,7"]

ott Tjo, 7] designe I'ensemble des temps d’arrét a valeurs dans [0, 7.

Proposition 5.54 Soit X un processus de Lévy a activité infinie de triplet (v,02,v). Alors le priz d’une
option américaine continue est reliée a sa valeur approchée, par troncation des petits sauts, par les relation
sutvantes

1. Pour le put, on a
V=VE+0(o(e)).
2. Pour le call, si EeXT < oo alors
vsz+o(aﬁa)
Proposition 5.55 Soit X un processus de Lévy a activité infinie de triplet (v,02,v). Alors le priz d’une

option américaine continue est reli€e a sa valeur approchée, par approximation des petits sauts par un Brow-
nien, par les relation suivantes

1. Pour le put, on a
V=V +0(00(e)Bu(e)) -
2. Pour le call, si EeXT < 0o alors
V =V+0(00(c)f1(c)).
Démonstration des propositions 5.54 et 5.55. Dans le cas du put on utilise les propositions 4.6 et 4.27.

Par ailleurs, en utlilisant la démonstration de la proposition 5.49, le prix du call est donné par

_ o\t
sup e ""Ee*"E (Sg - KeXT) ,
T€T0, 1)
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et la mesure de Lévy de X sous P est donnée par (5.4.17). D’olt

|V—V€

3 _ oo\ F B . oo\
sup e TTReXTE (So - KeXT) — sup e TTReXTE (So - KeXT)
T€T(o, 7] T€T(o, 7]

= ce\ T £ — e\ T
< sup e ""Ee*E (So — KeXT) — sup e "EeE (So — KeXT)
T€T(0,T] T€T0,T]
—rT X+ X + —rT X Xe +
+| sup e "Ee""E (SofKe T) — sup e "Ee""E (SofKe T) .
€T, 7] €T, 7]

Notons par I; (resp. I2) le premier (resp. le second) terme a droite de la derniere égalité. Les mémes arguments
que dans la démonstration de la proposition 4.6 nous donne

Il = O (0(8)2) .

Par ailleurs par la proposition 4.6, on a

L = Of(o(e).
Ce qui prouve le deuxieéme résultat de la proposition 5.54. Pour le second résultat de la proposition 5.55, on
utilise les mémes arguments, et on conclut avec la proposition 4.27. o

5.4.4 Cas des options asiatiques

Les erreurs d’approximation sont, dans ce cas, similaires au cas des options lookback. Les payoffs d’une
option asiatique de moyenne arithmétique a strike fixe K sont données par

1T !
( / SpeXeds — K) , pour le call
T Jo

1 [T i
(K — —/ SOeXSds> , pour le put.
T Jo

Proposition 5.56 Soit X un processus de Lévy a activité infinie de triplet (v,02,v). On suppose qu’il existe
p > 1 tel que EePMT < oo. Alors le priz d’une option asiatique de moyenne arithmétique continue & strike
fize est reliée a sa valeur approchée par troncation des petits sauts, par la relation suivante

V=V"+0(oo(e)).

Démonstration de la proposition 5.56. Pour simplifier la démonstration on suppose que r = 0 et Sp = 1.

On a

ds

5 1 T X X
V-ve < Eg ‘es—es
0
]. T s
= Ef/ | X, — X5|eXeds,
0

avec X¢ compris entre X, et X<. Soit p* le conjugué de p (i.e.  + pi* =1).0na

D=

[V-V® < E sup |R§|max(eMT,eM;>

0<s<T
L 1
* P e e
< IE( sup |R:|” ) (Emax (epMT,epMT>)p
0<s<T
* o\ 1
< *p IE (|R8T|p )p (Ee”MT + IEepMT) !
D —

= O (oo(e)), par la proposition 4.2 et le lemme 4.10.
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Proposition 5.57 Soit X un processus de Lévy a activité infinie de triplet (v, 02, v). On suppose qu’il existe
p > 1 tel que EePMT < oo. Alors le priz d’une option asiatique de moyenne arithmétique continue & strike
fixe est reliée a sa valeur approchée, par approximation des petits sauts par un Brownien, par la relation
suivante, pour tout 6 €]0,1]

V=V+0 <00(6) (53179(6))1_;’> .

Démonstration de la proposition 5.57. Pour simplifier la démonstration on suppose que r = 0 et Sy = 1.
On note f le payoff de 'option asiatique, et on pose

V, =Ef (iieXT>

Les quantités V,, et V,° convergent respectivement vers V et V°. En se référant aux notations de la démons-
tration du théoreme 4.22 on a

n n N
Z Xk g Z X +Bry,
e n = e n
k=1 k=1

n

Xz +o@OWir 5~ Xir+Bre
Ze n no= e n .
k=1 k=1
Donc
Voo Vil < by | Kt
k=1

Avec X§ compris entre Xr + Brp, et X5, + BTE' Soit p* le conjugué de p. On a

L 1
1 " N N p* p* 1 n .\ 7
V=Vl < (]En > ’BTk ~ Br: ) (En 3 erki
k=1 k=1
p*\ 7 1 & »
A A P Se
< (E sup |Br, — Bre > E= Zepxk '
1<k<n k n
Or
1 - ¢ 1 . p(XiffT +BTk) 1 n P(XitT +BT5)
E= pXi < R i gl : .
n Z € — n Z € + n Z (&
k=1 k=1 =1
_ gy o) | plys o(Vig o)
= "=
< EePMr 4 RerMi
< E (6th + 6pa(e) SUPg< < WSBPM;)
< ]Eep]V[T + 2€§U(E)2TEBPM%
< 26§U(5)2TE (epMT + epM?) )
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La derniere expression a droite de 1'inégalité est bornée par une certaine constante C, par le lemme 4.10.

Donc
p") P

> Vo €]o, 1].

V- Ve < C(E sup

1<k<n

BTk — BT}?

D’ou, par le théoreme 4.23

v -v1=0 (oufe) (200))

<

Ces résultats sur les options & strike fixe, sont évidemment vrai dans le cas ou le strike flottant. Et dans
le cas ou la moyenne consiérée est géométrique, on aura les mémes résultats que dans le cas arithmétique.

Corollaire 5.58 Les résultats des propositions 5.56 et 5.57 sont vrais pour toute option asiatique de moyenne
arithmétique ou géométrique a strike five ou flottant.

La démonstration est similaire & celles des propostions précédentes.

5.5 Valorisation en absence de saut positif

En absence de saut positif, les prix des options lookback (et donc hindsight) continues peuvent s’écrire de
facon explicite et elles sont régulieres. On verra que la régularité des options lookback découle de Iexistence
d’une densité explicite pour le supremum d’un processus de Lévy sans saut positif.

Théoréme 5.59 Soient X un processus de Lévy sans saut positif (v(]0,+oc[) = 0) de triplet (v,0%,v)
vérifiant (2.3.7) et 0 > 0 ou (2.1.2), T > 0, h une fonction intégrable vérifiant h(x) = 0 pour tout x < 0, et
f la fonction définie par

f(t,z) =Eh (M; + ).
Alors f est C* (]0,T]x] — o0, 0]).

Avant de démontrer le résultats précédent, nous allons énoncer les deux résultats fondamentaux de cette
partie.

Théoréme 5.60 Soient X un processus de Lévy sans saut positif (v(]0,+oo[) = 0) de triplet (y,0%,v)
vérifiant (2.3.7) et 0 > 0 ou (2.1.2) et T > 0. On définit

9:sup{520, / A7ty (da) <oo}
|z|>1

hr(v) = meﬂp(“), Im(v) < 0.

Si Re(u) < 0, alors on a

1 hT(’U>
Ee"Mr = — — | ———_du.
‘ 27 /]R (u— iv)dv

Si on suppose que 0 > 0. Alors pour tout u € C tel que 0 < Re(u) < 8, on a

Ee*MT = hp(—iu) — i/ L@dv.
21 Jg (u —iv)



5.5. VALORISATION EN ABSENCE DE SAUT POSITIF 163

Lemme 5.61 Soient X un processus de Lévy sans saut positif (v(]0,+oc[) = 0) de triplet (v, 0%, v) vérifiant
(2.3.7) et o >0 ou (2.1.2), T > 0 et fr la densité de Mp. Alors pour tout y > 0

1
T or

fr(y) /Re*i”yhT(v)dv.

Nous avons besoin d'un autre résultat intérmédiaire pour démontrer le théoreme 5.60.
Lemme 5.62 Sous les hypothéses du théoréeme 5.60, on définit la fonction g par
1

9(y) = o

/e_i“yhT(v)dv, Yy € R.
R
Et soit

U={ueC, —0 < Re(u) <6}.

Si 6 >0 alors les fonctions u — [o, e "Vg(—y)dy, u — Ee"MT et u — hy(—iu) sont holomorphes sur U.

Démonstration du théoréme 5.59. Soit fy, la densité de M; et € > 0. On a

flt,x) = R+h(y+$)fMt(y)dy

= [ h+a) iy
= [ o) )y

Notons que h(z —y) =0si 2z —y < 0, donc si y > z. D’ou

ft,2) = hx fag(x).
Avec far, () = far,(—z). Par le lemme 5.61, on a

1

by Re hr(v)dv

S, (z) =

_ i eiv:z: vy (U) et@(v)dv'
v Je o p(v)

On montre facilement que (v,t,z) — ei”%fj)v)eww) est 0% (R x [g,T]x] — o0,0]). De plus on a pour
tout n,p € N

aner T IU()DI v v WwT;n, n ! - v
dxr"OtP (6 ( )eTLP( )> =€ v +1§0 (U) (@(U))p 16t<,0( )

Et cette derniére quantité est dominée par [v" 1o (v) (0(v))? ™" e==ll” | qui est intégrable. Donc (t,z) —

fMt est C ([e, T]x] — 00,0]), et

e wxn, n ! - v
G @) = [ g @) (e e
La fonction h étant intégrable, alors f est C*° ([g,T]x] — 00, 0]). D’ou le théoreme. o

Démonstration du lemme 5.61. Par le théoreme 2.23 on a

frw) = [ - <m<s,y> " y%Z%s,y)) ds

T S
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ol m(s,.) est la densité de X. Donc

+oo s
frl = [ 5 s, %

T
Or
ym(s,y) = — [ ye ey
’ 27T R
i ey o
- [ewyew} =L ey (w)ese)
2 e 2mJR
'I:S —iv ’ s (’U)
= —5.|c¢ Yo (v)e’' dv, par le lemme 2.20.
R
D’ou
—_ 7i —ivy scp('u)d
5y (Wmls,y)) or ) U° ¢ (v)

Et par suite

+oo d
—wy egp(v)d S
fr(y) / 27T/ve v
+oo ) ,
= —— ds/dvveﬂvy@ (v)e*? )
+oo
= ——/dv/ dsve™ ™Y ( )e*?(") | par Fubini

= e_“’yw Te(®) dy, par le lemme 2.20.

o p(v

Démonstration du lemme 5.62. La difficulté du lemme 5.62 est de montrer que fR+ e~ "Wg(—y)dy et
f]R+ ye~"“Wg(—y)dy sont bien définies pour tout u € U. Rappelons que la démonstration du lemme 5.61 (lue
dans le sens inverse) implique que pour tout y € R

/;oo (m(syy) +yg;(s,y)) %
= [ s .

T
/ eg(y)dy

Foo ds
/7 “y/ (ym(s,y)) —dy.

Comme Re(u) < 0, alors il existe 6y > 0 telle que Re(u) < 0y < 6. On reécrit 'expression précédente sous la

forme
“+o0
/e‘"yg(—y)dy = / ew”‘“”’/ e 2 (ym(s,y)) Zay.
R+ - T Ay 8

9(y)

Donc

/ e "g(—y)dy
R+
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Notons que Re(fy—u) > 0 et qu’on s’intéresse a y < 0, et le terme f; g0y 2 6 5 (ym(s, y)) % est évidemment
fini (c’est égale & e~%Yg(y)). Par ailleurs on a

OE(X,) e~ X = 6 / e Vym(s, y)dy
B o D
= eyl + [ s d

Le fait que # > 0 (voir sa définition dans le le théoréme 5.60) entraine I'intégrabilité de e=%Yym(s,y) sur R
(donc sur R7). Et par suite

lim e %Yym(s,y) = 0.
y——00
Donc
80X, —toy O
OoE(Xs) e 0% = e Y — (ym(s,y)) dy.
R- dy

Dot [, e v 2 8 5 (ym(s,y)) dy est bien définie et

0
lim e %Y _— = 0.
ey, mls ) 0
Donc y — f; e~ 0oy 0 a 5 (ym(s,y)) 95 ne peut pas croitre comme une exponentielle lorsque y tend vers —
A noter enfin qu’on peut montrer que y — f; e~ foy 0 3 (ym(s y)) % est continue sur R (car g est contlnue)

Ce qui entraine l'intégrabilité de

oo 0 ds
(eo—u)y/ —oy
e e ym S, y y
; 9 (ym(s,9)) -

et de

+oo 0 ds
(Bo—u)y —boy
ye /T e By (ym(s,y)) S

Démonstration du théoréme 5.60. Par le lemme 5.61, on a pour tout v € R
hr(v) = / e"g(y)dy
R
= / e fr(y)dy + / eg(y)dy
R+ R-
= Ee™Mr 4 / e "V g(—y)dy.
R+
Par le lemme 5.62 les fonctions u € U — hp(—iu) — [, e Yg(—y)dy et v € U — Ee*M7 sont holo-

morphes. Ces deux fonctions sont égales sur I'intersection de U avec I’axe imaginaire pure. Par le prncipe du
prolongement analytique, pour tout u € U avec Re(u) > 0

EevMr  — hT(—iu)—/ e~ Wg(—y)dy

= hr / / e WY h (v)dudy
R+

- = [

RU— IV
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Si Re(u) < 0on a

EevMr  — / e fr(y)dy
R+

= i/ /e"ye_i”yhT(v)dvdy
2 Jr+ Jr

1 _
= —/dv dye =Y b (v)
2 Jr R+

= —i/Mdv.
2 Jpu—1v

Nous allons maintenant voir les applications du théorem 5.60. Nous avons des expressions explicite pour
les prix du put lookback, mais dans le cas du call nous n’avons le prix que a linstant initial. Introduisons les
hypotheses suivantes.

~ (H5) X est un processus de Lévy intégrable vérifiant (2.3.6), (2.3.7), et 0 > 0 ou (2.1.2), et 3o > 0

tel que f\z\>1 e(Folzly (dg) < oo.

<&

~ (H6) X est un processus de Lévy intégrable vérifiant (2.3.6), (2.3.7) et o > 0 ou (2.1.2).

Proposition 5.63 On se place sous U’hypothése H6, et on suppose de plus que (e_(r_5)t+Xt)t>0 est une
martingale. Alors le prix d’une option call lookback continue a la création est donné par B

B 1 hr(v)
_ =0T 1 — T
V=e SO< 27r/]Rl ivdv ,

ol

et ¢ est exposant caractéristique du processus de Lévy de triplet (¥,52,v), avec

2

r—o+Z +/ (" =1 —aljpy<r) #(da)
2 R

=2l
I

QI
Il

(dx) = e"v(dzx).

NI

Proposition 5.64 Sous l’hypothése HS, le priz d’une option put lookback continue a la création est donné

par
1
V = e_TTSO (hT(—Z) 7/ hT(U) d?]) — 6_6TSO.
R

o Jo 1 —iv

Proposition 5.65 Sous l’hypothése HS, le prix d’une option put lookback continue a la date t est donné par

1 6(171'1))(1
% (S+) = €7T(T7t)5t <hT_t(i) — 7/ hT_t(U)d’U)
R

2w 11—
+e T8, P[My < a]\rlog( A e 0T=g,
—log (5

ol S+ > St.

Notons que dans le cas S, < S, le prix de 'option se déduit de la proposition 5.64.
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Démonstration de la proposition 5.63. On a

vV = ¢ "TE (ST— inf St>
0<t<T
= e TSy —e TSy Re™

= e TGy — e TS REeXTemr X

e*(sTSO _ ef&TSOEBXTf(Tf(S)TemTfXT
e—JTSO _ 8_5TSQE€mT_XT,
ou E est 'éspérance sous la probabilité P équivalente & la probabilité P et de densité de Radon

@ — eXT—('r'—(S)T
2P|, '

De plus X est un P-processus de Lévy de triplet (3,02, v) (voir[Kyprianou(2006), théoréme 3.9)), et m est
son processus infimum. On notera M son processus supremum. Donc

Vv = 7§, (1 — IEe_MT> , par la remarque 1.15
1 [h
= ¢ 7Tg, (1 — —/ T(U> dv) , par le théoreme 5.60.
2 Jp 14+ v
o
Démonstration de la proposition 5.64. On a
vV = e_TTIE( sup S —ST>
0<t<T
= e "TSEeMT — TS,
1 h
= e TS, (hT(—i) - —/ T(v) dv) — e TSy, par le théoreme 5.60.
27 Jgp 1 =
o

Démonstration de la proposition 5.65. On a

V(Sy) = e TR (max< sup ST,S+) — ST/]-}>

t<r<T

= e "I-NE (maX ( sup ST,S+> /]-'t) — e 0Ttg,

t<7<T
e~ T(T-YE (max (Soesuptgng XT, S+) /]:t) _ e—é(T—t)St

e " T g (max (xeMT*t, S+))‘ — e 0T=0g,.

I:St

Donc

\%4 <S+) = E_T(T_t)StEeMTft]lMTitZa

omton(5)

+e—r(T—t) S+ P [MT < a] |a—10g(s—+) — 6_5(T—t) So
= -

e—r(T—t)StEe]\/IT,t _ e_T(T_t)St]EeMTit]lIWT,t<a

_—

+e T8, P[Myp < d| —e 0Tt g,.

octos(%)



168 CHAPITRE 5. APPLICATIONS FINANCIERES

Or en utilisant le lemme 5.61

EeMr-iTy, o = / e fr—i(y)dy
0

1 @ )
= %/0 dyey/Rdve_“’yhT_t(v)
1

a
= 5 Rdv/o dyeM ="V hy 4 (v)

1 e(lfi'u)a -1

- [ h ().
or J Ty )

D’ou en utilisant le théoréeme 5.60

1 e(lfiv)a
\%4 (S+) = eir(Tit)St <h/]‘t(—l) / " hTt(U)d’U)
R

o 1—w
+e "I98, P[My < a]

(Tt
‘a:log(%) e St.

<&

L’expression de la probabilité qui apparait dans la proposition précédente est dooné par le résultat suivant.

Proposition 5.66 Sous l’hypothése H5, On a pour tout x > 0

i e~ tvr _ 1

P[Mr < z] hr(v)dv.

- % R v
Ce dernier résultat permet de déduire les prix des options barriere digitale Up.

Corollaire 5.67 On se place sous l’hypothése H5. On pose a = log (%) Alors le priz d’une option barrére
digitale est donné par
1. Pour le put Up and Out

i e~ve 1
=— [ —h d
v 2 Jr v r(v)dv
2. Pour le call Up and In
i e~ _ 1
V=1-—[| —h dv.
27 Jr v r(v)dv

Démonstration de la proposition 5.66. Par le lemme 5.61, on a

P[Mr <z] = /OxfT(y)dy

1 [ .
= _ vy
27r/0 dy/Rdve hr(v)

1 " e
— = [ dv | dye=vn

o7 . v/o ye 7(v)
_ 76_7:1)1 — 1h (v)dv
o 2T R v T '



Chapitre 6

Etudes numériques

Nous nous intéresserons dans cette partie a définir des techniques de Monté Carlo pour la valorisation
des options exotiques. Ces techniques ont vocation a étre générales. Nous montrerons quelques applications
dans certains modeles tres populaires en Finance.

6.1 Options lookback et barriere dans le cas jump-diffusion

On se place dans le cas olt X est un processus de Lévy a activité finie de triplet (v, 02,v) avec ¢ > 0. Le
processus X s’écrit alors sous cette forme (voir (1.4.10)

N,
Xy =9t+0B+ Y Y;, Vt>0.
i=1
6.1.1 Valorisation d’une option lookback

Nous avons vu dans la partie 5.2, que nous pouvons approcher le prix d’une option lookback continue,
par le prix de l'option discrete correspondante. Dans le cas de la valorisation a la création, un terme de
covariance (cov (e, My — M7)) apparait dans la formule. Nous allons donner une méthode de calcul de
ce terme.

6.1.1.1 Approximation du terme de covariance de la correction des options lookback

En fait c’est cov (eM;,MT - M%) que nous allons calculer. En effet en utilisant les techniques de la
partie 5.2, on peut montrer que

n - B2 1
cov (eMT7 My — M) = cov (eMT,MT — M}l) + UQTMIE(EMT +o (> .
n n

Les constantes (3; et B3 sont définies apres la proposition 5.30. Noter que le terme EeM™ s’écrit en fonction
V', le prix de l'option lookback. On a évidemment

cov (eM'?’, My — M;) — EeM? (Mg — MZ) — EeMPE (My — M2).

On va s'intéresser d’abord au terme EeM7 (Mp — M7). Soient t;, = XX pour k € {0,...,n}, et (T)) 5, les
instants de sauts du processus X. Conditionnellement & Ny = m, on définit les (f}) comme le
0<ji<m—+n
réarrangement croissant des (tx)o<y<, et des (1}),;,,. Posons, pour 1 <j <m+n
M;= sup X,.
Tj71 SS<TJ'

169
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Et soit A,, ’événement défini par

Am:{NT:mvfj:TﬁX’j‘j :x]ayvz:ylanr“l:Znalgj§m+n71§Z§m}

On posera 79 = 0. Remarquons que Conditionnellement & A,,, on peut déterminer les (XTf On

j )1§jgm+n'

notera (), ~ i< leurs valeurs. Conditionnellement & Ay, le terme & éstimer est done E (Mr — 2,/ Ap).

On a par ailleurs, pour x > 0
PMr<z]|=P[M; <z,1<j<m+n].

Or conditionnellement & A,, les (M;) sont indépendants. Donc

1<j<m+n
m—+n
P[Mp <a]= [] P[M; <a].
j=1

Sur [7j_1, 7;[, conditionnellement & A,,, le processus X est un pont Brownien (issu de z;). Donc

P[M; <z] = (1 — exp <_2(x — 2@ —)%))) ]lxj,1<x]lmj<x.

o%(tj —1j—1

Posons

Z=max | max rj;, max . |.
1<j<m 77 1<i<m

Donc conditionnellement a A,,, My > max (Z, z,). Pour tout > max (Zz, z,,), on a donc

2@ —xj_1)(x — xj)> .

o?(7j = 7j-1)

P[M; <z]=1-—exp (—

D’ot1 pour tout x > max (2, z,), on a

m+n
PMr>a] = 1- [ P[M; <a
j=1
mtn 2 — 2;-1)(w — ;)
= 1- H 1l—exp|— 5 J .
e o?(1j — 7j-1)
Le dernier terme ci-dessus s’écrit comme la somme de fonctions a décroissance exponentielle. Donc on a
+oo
E(Myp— 2,/ Ay) = / (@ — 2,)dP [ My < 1]
max(Z,zy)
+oo
max(Z,zy)

_ oo g 2z —zj_1)(z —z5)
= —(Z—zn)" - —exp | — ! x.
= ~Eom) +/ =11 <1 p( o?(7j = 7j-1) )) !

max(Z,zn) j=1

Calculer explicitement lintégrale ci-dessus lorsque m et n sont petits est possible. Cependant une approxi-
mation est souhaitable pour obtenir des résultats rapides. On fait approximation (du ler ordre) suivante

Eed 2z —wj-1)( — a7 — 20 —wj-1)(@ —a7)
1- H (1 — exp <— 721, iTj_l) >> ~ z_:l exp (— o2(r; iTj_l) ) .

Jj=1
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Notons que

2 —xj_1)(x — x;) _ (x; — xj,1)2 2 (;v — %(m; + xj,l))2
B N Gy A W ZEI Tl Al R Gy '

D’ou

¢

= P 1)°
E(Mrp — zp/Am) = — )T+ Z exp | ——————— | x

(Tj —7j-1)
_ 2
/+<>o exp —2<$_%(xj +2j-1)) dx
max(Z,zn) UQ(Tj - ijl)
m—+n —
S —xi
= Z_Zn +Zexp< ZJ(j_]le> —A/ T T] 1\/

o _ max (z,2n) — %(Jj] +x,_1)

ou P est la fonction de répartition de la loi normale standard. En définitive pour calculer cov (eM T Mp — MQ’Z),
on procéde comme suit :
— On simule Ny et les (T}).

— On simule les (Y;) et les (XTJ)

— On calcul approximation de E (My — M3 /A,,).
Pour ¢ tirages, si on note M;" le i-eme tirage de méme loi que MZ, et e Papproximation de E (Mp — Mt/ A,,)
correspondante, alors

q

1 n,i n,j
72 M § eM ;n

753
. . M'IL n
est une approximation de cov (e T Mp — MT).

6.1.1.2 Méthode de Monte-Carlo pour les options lookback

Nous avons évaluer les prix discret. Pour passer au prix continue on utilise les corrections de la partie 5.2.3.
Nous allons évaluer des quantités de ce type

Vi, (S4) = e "TEmax (S+, Spemaxosisn ij) — Spe 0T

Vo (S2) = Spe T — ¢~ "TE min (S_, Spemino<i<n ij) .

Notre but est de trouver des techniques de réduction de variance pour simuler ces objets. Nous allons nous
intéresser au premier terme ci-dessus, le deuxieéme ce traitera de la méme maniere. On a

Vi (S4) = e "TE (Spemaxo<izn Xjat _ S+)+ +e TS, — ST

Sans perte de généralité, notre but revient a simuler un objet du type
" +
p=E (eMT — a:) .

Une premiere technique permettant de réduire la variance est la technique des variables antithétiques. Ainsi

par la remarque 1.15, on a
1 n + n +
D= Ei ((eMT — ac) + (eXT*mT — a:) ) .
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Numériquement, le gain en variance est relativement faible. Nous avons aussi une variable de controle qui
s’impose naturellement, c’est eX7, d’autant plus que l’on connait explicitement son espérance. En effet, du
fait de la condition de non-arbitrage, on a

EeXT = (r=0T,

La réduction de variance est d’autant plus importante que la probabilité et 'occurence des “grands” sauts
positives sont plus grandes que celles des sauts négatives. On observera, bien entendu, le phénomene inverse

lorsqu’on considére E (a: — em%)Jr (terme qui intervient dans le calcul de V' (S_)). Lorsque la partie continue
de X “domine” sa partie saut, on s’attend a ce que M7 soit proche du maximun discret de la partie continue.
Nous entendons par “domine”, le fait que le nombre de sauts soit relativement petit, ou que la probabilité
d’avair de “grands” soit petite, ou bien que la volatilité de la partie continue soit grande. Si on note

Zt :’Yot+O'Bt, tZO

La deuxeéme variable de controle que nous utiliserons sera alors

n + n
Yy — % ((eMTZ’ _ x) + (eZTmeZ; _ x)+> ,
avec

z
M7" = max Zja,
0<j<n

Zn __ . A
my = min Zja;.
0<j<n

L’espérance de Y ne peut pas étre determiné de maniere explicite. Cependant par le lemme 5.36, on a

+
EY = eﬁl”\/éE (eMTZ“ — e_ﬁ“’ﬁx) +o0 L .
Vn

+
Reste a calcuer E (eMTZ — e_ﬁl"\/?x) . Rappelons que par le lemme 2.22; on a

2 — T 2 Y0y T
Of [MF <] = o (L) - Tnce (LENT),

oVT oVT o2 oVT
Posons
o log (%) + (70+02)T
' ovT
o log (%) + vT
? ovT
o log (%) — T
’ T
On a alors
22 1 1
e( 2 JWO)T(I)(el) L+ ——- | —a®(e2) — o $1+%¢(€3)7 x>1
z + 14 720 1+ 720
E (eMT — x) = 7 7
a2 1 1
+70 )T
6(2 ) @(61)<1+1+2:20>+1+20720¢)(63)—1‘, x < 1.

On sait alors calculer EY. Nous pouvons donc écrire

s[5 s ) () - ()]
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avec b un vecteur de R?, et 'exposant tr désigne la transposée. Notons
H= 1 <<6M5Z - a:)+ + (eXT_m? - x)Jr)
2
Y
U == ( EXT ).

Soit ng le nombre de simulations utilisées pour estimer p. Notons

_ 1 &
==Y H,
UZ

=1
_ 1 &
U=— Uiv
Ng
=1

ou les (H;);<;<, sont des v.a. iid. de méme loi que H, et les (U;),.;,, sont des v.a. ii.d. de méme loi
que U. Les paires (H;,U;), -;,, sont supposées indépendantes avec comme matrice de variance-covariance
<i<n,

( v Xum )
T 2 )
EEH On

olt Lyest la matrice de covariance de U, Syy = (cov (UW, H)) et 02 = var(H). Alors pour b € R?

1<i<2
fixé, un estimateur de p est

p(b) = H =" (U ~EU),
et la variance par simulation est donnée par
var [H —b" (U —EU)] = o — 20" Syy + b Syb.
Cette variance est minimale en (/Glasserman(2004), formule 4.13] )
b =Y, Sum.
On a alors

var [H — (b*)"" (U -EU)] = o — S0y Son
(1 - RQ)U%%

avec
2 1 ir —1
R - TEUHEU ZUH
OH
En pratique b* n’est pas connu, il estimé par ([Glasserman(2004), formule 4.16])
bn, = S; ' Sum

Ou S est une matrice 2 x 2 dont la composante jk est donné par

1 1 (Z Uy _ nSU(j)U(k)> ’
Ng —

1 o= -
— (Z U9 H, - nSU(J)H> .
s 1
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Le nouveau estimateur de p, est ]E(En) L’utilisation de Bn introduit un biais, du fait que lA)nS et U ne
sont pas indépensant. Cependant ce biais est de 'ordre de O (%) ([Glasserman(2004), paragraphe 4.1.3]),

alors que 'erreur standards est de 'ordre O (\/%) Pour tester notre méthode, nous considérons le modele

double-exponentiel (ou modele de Kou) introduit par [Kou(2002)]. On a dans ce cas 0 > 0 et les (Y;),~,
suivent une loi double-exponentielle de densité B

fy (@) =pme M L >0 + (1 — p)pee” ™" 1,00, z € R,

oun,me > 0,et 0 < p < 1. Le prix “exacte”, dans le tableau 6.1.1, est obtenu en utilisant la méthode de Kou

n | erreur statistique | erreur totale
1 0.2% 10.97%
2 0.18% 4.85%
3 0.17% 3.05%
4 0.17% 1.45%
5 0.17% 1.69%
6 0.17% 1.45%
7 0.169% 1.05%
8 0.167% 0.74%
9 0.165% 0.67%
10 0.161% 0.49%

TABLE 6.1.1 — Approximation du prix du put lookback dans le modele double-exponentiel. Les parametres
sont : Sp =100, r=0.05,§=0,T =1, S, =100, 0 = 0.3, A =7, p = 0.6, 51 = 50, 2 = 25, ny; = 100000.
La valeur “exacte” du put lookback continu est 24.8859.

([Kou-Wang(2004)]). Et les erreurs sont considérées relativement au prix “exact”. Pour observer la reduction
de variance, on introduit également le modele de Merton introduit par [Merton(1976)]. Dans ce modele les
(Y3);>, suivent une loi normale de moyenne a et de variance v2. Les parameétres utilisés pour le modele de
Kou sont les mémes que dans le tableau 6.1.1. Pour le modéle de Merton on utilise les parametres suivants :
0 =03,a=0,v=04et A =0.1. La technique de réduction de variance que nous utilisons permet de
réduire considérablement la variance (voir tableau 6.1.2).

6.1.2 Valorisation d’une option barriere

Dans le cas des options barriéres, il y a une technique que 'on retrouve dans [Cont-Tankov(2004), exemple
6.1], qui permet d’éviter la discrétation des trajectoires du prix du sous-jacent. Cette technique est valable
des que le processus de Lévy utilisé est un jump-diffusion. Ce qui est le cas qui nous intérésse dans ce
paragraphe. On veut donc calculer une quantité de ce type.

C=Ef(X7) La<p

ou f est une fonction vérifiant des hypotheses de régularité suffisantes et b > 0. Toutes les options barrieres
peuvent se ramener sous cette forme, si bien sur la loi de M7 est continue, ce qui est le cas dans le cas
Jump-diffusion. On note (7;),~, les instants de saut de X, F* la tribu des instants de saut, du nombre de

Modele | var ((SoeMT - S+)+) var (H) | var (H —b""U)
Kou 591.09 517.36 39.54
Merton 703.82 630.45 45.57

TABLE 6.1.2 — Réduction de variance obtenu par utilisation de variable antithétiques puis de variable de
controle. Les parametres sont So = 100, 7' =1, S; = 100, n = 10 et ns = 100000.
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sauts, des tailles des sauts et des valeurs aux instant sauts et en 7" de X. On note également 75 = 0 et pour
i>1

7 o= Tint
M, = max X;.
Tio1 <t<T;

Donc on a

C = E(f(Xp)E[Lrp<n/F])

Nr+1
i=1
Donc par [Cont-Tankov(2004), exemple 6.1] , on obtient
Nr+1 2(X, —b) (Xry )
C=E|f(Xr) ][] Ix, <ox —<vql—eap|— E7_" )07

i=1

Pour un cadre un peu plus général voir [Metwally-Atiya(2002)]. Pour réduire la variance, on peut utiliser les
deux variables de contrdle suivantes : St (ou S désigne le processus prix du sous-jacent) et 'option barriére
correspondant a la partie continue de X, qu’on va noter Z. Notons que pour tout ¢ > 0

Zt = ’)/0t + O'Bt.

Rappelons que par (2.2.5), on a

z y — T 219y y+ T
P[MT Sy]:¢(m>_87¢<_a\/f .

Et que pour z < y

(u=~t)?
i 2y(y—u)\ € 202t
P(MZ <y Zr <a] = / (1—e—Tt )7du
[ T ] —o0 V2mo?t

Ces deux expressions permettent de determiner de fagon exacte les prix des options barrieres dans un modele
Black-Scholes (méme si la condition martingale n’est pas vérifiée). A titre d’exemple le prix d’une option Up

and Out put (voir le tableau5.1.2), lorsque le processus prix du sous-jacent est (St = Soez‘) >0 est donnée
par h

H K iy > H\ - K
Ke ™ TP |MZ <log | = ), Zr <log|( = || — 506(70 +5)Tp MZ <log| = ),Zr <log| = ||.

SO So SO SO

Les constantes K et H désigne respectivement le strike et la barriere de 'option, et

Zy =4 (o + o®)t + 0By, Yt > 0.

La méthode de réduction de variance par variables de controle est expliquée dans le paragraphe précédent.
Nous allons observer maintenant la vitesse de convergence des options barrieres discretes vers les options
barrieres continues dans les modeles de Kou et de Merton. L’option considérée sera la UOP. Pour différentes
valeurs de n qui désignera le nombre de dates d’observations pour 'option UOP discréte, nous allons calculer
le produit entre la valeur absolue de 'erreur entre les options continue et discréte, et y/n. Les parameétres
du modele de Merton seront les mémes que dans le tableau 6.1.2. Les parametres du modele de Kou sont :
c=02, A=17p=0.6, m = 50, ny = 25, ng = 100000. Nous prenons comme parametres de 'option :
So = 100, r = 0.09531, § = 0, T = 1, K = 100, une barriere= 110 et un rebate= 10. Le prix “exacte”
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n Kou | Merton
100 0.873 1.922
1000 | 1.219 2.118
2000 | 1.508 2.167
3000 | 1.706 2.213
4000 | 1.828 2.106
5000 | 1.959 2.199
6000 | 2.234 2.130
7000 | 2.202 2.176
8000 | 2.399 2.166
9000 | 2.533 2.110

10000 | 2.626 2.149

TABLE 6.1.3 — Erreur entre les options UOP continue et discrete.

n | prix discret | prix corrigé
10 10.588 10.579
20 10.697 10.703
30 10.741 10.751
40 10.766 10.777
50 10.779 10.794
60 10.793 10.806
70 10.802 10.815
80 10.808 10.822
90 10.813 10.827
100 10.818 10.832

TABLE 6.1.4 — Prix des options UOP discretes.

dans le modele de Kou est obtenu par la méthode de [Kou- Wang(2003)], dans le modele de Merton on fait
une simulation de Monté Carlo comme suggérée ci-dessus. L’erreur est bornée, comme on I’a montrée dans
le paragraphe 5.1. La simulation des options barrieres discretes est cependant couteuse en temps de calcul
lorsque n devient grand. Il est alors plus judicieux de 'approximer par la méthode de correction proposée
dans le paragraphe 5.1. Nous observons la precision de cette méthode dans le tableau 6.1.4. Le prix corrigé
désigne, le prix discret résultant de la correction de continuité. Et le prix continue est de 10.9034. L’erreur
relative maximale est de 0.13%.

6.2 Options éxotiques dans le cas activité infinie

Un processus de Lévy a activité infinie peut étre approximé par un processus de Lévy a activité finie.
Les erreurs qui en résultent sont controlées dans la partie 5.4. Dans cette partie nous allons voir comment,
une fois I'approximation faite, peut-on évaluer les prix des options lookback, barriere et asiatique.

6.2.1 Méthode de simulation

On s’intéresse a la simulation d’une option path-dependent de maturité T', dans le cas ou le processus de
Lévy est a activité infinie sans partie Brownienne. Notre objectif est de simuler une v.a. dépendant de la
trajectoire de X sur [0, 7). En fait il est tres difficile (voir impossible dans certains cas) de simuler une telle
v.a., on va alors 'approximer. Ce qui introduit un biais (voir la partie 5.4). Designons par J la mesure de



6.2. OPTIONS EXOTIQUES DANS LE CAS ACTIVITE INFINIE 177

Poisson sur R x [0, 00) d’intensité v(dx)dt, alors pour ¢ > 0, on a
X; = X.—R;

= fyt+/ xJX(dxxds)Jr/ xJx (dz x ds)
|z|>1,s€[0,t]

e<|z|<1,5€[0,1]

v - / av(dr) t—|—/ xJx (dx x ds)
e<|z|<1 |z|>e,s€[0,t]

v - / xv(dx) t+/ xJx (dx X ds)
e<|z|<1 z>¢,5€[0,t]

+/ JIJX (dl‘ X ds)
z<—e,5€[0,]

NS N
R ORI B
=1 =1

+
Ot 75 = 7 = Jocjuy<1 @v(d2), les vaa. (Y;"),5, sont iid. de loi %, les v.a. (Y;7),., sont iid. de
loi % Les mesures vl et v sont respectivement les restrictions de v sur ]0, +oo[ et sur | — oo, 0.

Le processus X¢ est un processus de Poisson composé. Le probéme qui se pose, c’est étant donné que le
nombre saut sur [0,7] est relativement grand, comment faire pour simuler rapidement la taille des sauts.
La simulation des temps de saut étant relativement simple, nous allons nous concentrer sur la simulation

des sauts, notamment des (Yi+)z’>1' La simulation des (Yi*)i>1 se fera de maniere identique. Notons A5 =

v(Je, +o00[). La fonction de répartition de Yfr ne peut donc pas étre déterminé de facon explicite, et par
suite la fonction de répartition inverse non plus. Donc une fagon de simuler Y, est d'utiliser une méthode
de rejet. Cette derniere est couteuse en temps, d’autant plus on devra faire en moyenne, A% T simulations.
L’alternative est donc de faire une inversion discréte de la fonction de répartition de Y1+ qu’on notera F .
On a, pour tout z > ¢

1 x

Fi(x)= —/ v(dz).
A5 Je

Nous définissons un réel positif A de sorte que v(]A, +oo[) soit trés petit, de 'odre de 10716 par exemple

(c’est ce que nous considérons dans nos simulations). On suppose alors que la variable aléatoire évolue dans

[e, A]. Posons pour tout k € {0,...,n}

A—

v, = k €+E

u = Fy (zy)
Fy(A)’

ou n est le nombre de points de discréstisation que I'on choisit sur [, A]. A noter que yo = 0. Comment
évaluer les (Fly (2k)); <<, ! Remarquons que pour tout k € {1,...,n}, on a

k
Fi(zg) =Y (Fi(z;) — Fi(z-1)),

Jj=1
avec

(P~ Felayo)) = 5 [ vida).

T\
)\Jr Tj-1

En fonction de la mesure de Lévy, on définira des techniques d’approximation de l'intégrale f;’ . v(dz). On

j—

définit également la fonction G par, pour tout y € [0, 1]

Gily) ==



178 CHAPITRE 6. ETUDES NUMERIQUES

Ou z est I'unique réel qui vérifie 51((?) = y. Soit donc y € [0,1] fixé, pour calculer G (y), on procéde de la

fagon suivante. On identifie d’abord 'entier k£ > 1 qui vérifie yx_1 < y < y%. On a alors

G (y)
YFy(A) = gy + / v(dy).

Tk—1

1l faut donc approximer 'intégrale ci-dessus en fonction de G4 (y), et exprimer cette derniére en fonction
de y. Nous appelerons la fonction G4, la fonction réciproque discréte de F. En faisant tendre n et A vers
I'infini, on obtient la fonction réciproque de F';. Pour nos simulations, on supposera que Y1+ est égale en loi
A G4 (U), ott U est une v.a. uniforme sur [0, 1]. Nous utiliserons comme variables de contéle, eX7 ou eXT.
Les espérances ces v.a. sont connues a une erreur de o (o(¢)?) prés (voir le chapitre 4).

6.2.2 Estimation de la fonction de répartition réciproque des sauts

Nous allons, pour certains modeles, estimer la fonction G .. Les modeles auxquels nous nous intéresserons
dans ce paragraphe, sont les modele VG, CGMY et NIG. Pour d’autres types de modeles on pourra utiliser
les mémes techniques.

6.2.2.1 Le cas Variance-Gamma

Le modele Variance-Gamma (VG) a été d’abord introduit par [Madan-Seneta(1990)], puis étendu plus
tard par [Madan et al.(1998)]. C’est un processus a saut pur. Il se définit comme suit. Soit W un mouvement
Brownien de la forme

Wt:9t+O'Bt, tZO,

ou B est un mouvement Brownien standard, § € R et ¢ > 0. On se donne galement un processus gamma,
G, de parametres (i, k) € R% x R% . Rappelons qu'une distribution gamma de parametres (a,b) € RY x R* ,
est une distribution définie sur R% de densité de probabilité

-z
b

falw) =1

T (a)’ x> 0.

Et le processus gamma G, de parametres (p,x) € R% x R, vérifie, Go = 0 et pour tout t > 0 et h > 0,
Gi4p — Gy a un distribution gamma de parametres (h“??, ﬁ) En fait on choisit 4 = 1, et le processus

(Wa, ) est alors un processus VG de parametres (6,0, ). Son exposant caractéristique est donnée par

o(u) = log ((1 — ifku + U;mﬁ) )

Le processus (Wg,),~(, peut étre défini par sa mesure de Lévy v. Et c’est cette définition que nous allons
adopter. En effet

2l

e~ Mz e—G|:E|
v(dr) = C——1 ,~odz + C———1 ,codx,
z ||
avec
1
c = =
K
1 /2 62 0
M o= =2+l 2
oV K + o2 o2
1 /2 62 0
G = —\/[—+ — 1t
cVk o o
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Le processus VG peut étre donc vu comme un cas particulier des processus CGMY en considérant ¥ = 0
(voir [Carr-Madan-Geman-Yor(2002)] ). La densité de Y;" est alors

C e—Mgc

f+($) = ET, x > €.

On a donc, pour tout x > ¢

D’ou

c o[
Fela) - Pr(os) = 1 [
+ JTi—1

On approxime cette derniére intégrale par

C _uy /I’“ dy C _u < Tk )
—e MR- —dy = —e " 110 .
A s v T #\ 2

k—1

La fonction G4 vérifie, dans lemodele VG, cette equation

C G+ o—My
/ dy.

Yy (A) = yp—1 +
Ay Jay Y
Comme précedemment on approxime l'intégrale ci-dessus par

Qe—Ma:k,l IOg G+(y) )
/\i_ Tk—-1

D’ou I'approximation suivante pour G4 (y)
X
C

Zg—1 €XP { (yFr(A) —yr—1) eMI’“—l} . (6.2.1)

6.2.2.2 Le cas CGMY

Le modele CGMY (Carr, Madan, Geman et Yor), version simplifiée du modele stable tempérée, a été
introduit par [Carr-Madan-Geman-Yor(2002)]. C’est un processus de Lévy & saut pur de mesure de Lévy

—Mzx e—G|x\

1,2 0de+ Cr——1,c0dx.

e
v(de) =C P

21ty

Ou les réels C, G et M sont strictement positifs, et Y €]0,2[. Lorsque ¥ = 0, on retrouve le modele
Variance-Gamma. Sa fonction exponentielle caractéristique est donné par

O((Miu)log(133)+(G+iu)1og<1+g>), siY =1

MY (1= Y—1+@ v (e Y—1—@
M M G G

Dans le cas du modeéle CGMY, la densité de Y;" s’écrit sous la forme

p(u) =
CT(-Y)

C e—Mav
)= ——F—, T >E.
f+( ) )\3_ ot
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Ce qui nous donne comme fonction de répartition

C T e—My

D’ou

C Tk efhfy
F+($k) - F+(5Uk71) = AT/ ﬁdy
+ JxE—1

On approxime alors Fy (zy) — F (xg—1) par

EG*MIk—l/Ik de: ¢ e~ Mzr—1 }} 7% .
AS S ' ALY L1 Ty

Donc G4 est solution de I’équation

C [G+W) o—My
/ ¢ dy.

yF+(A) = Yp—1 + E le

Tp—1
On approxime 'intégrale ci-dessus par
C May, 1 1
e - — .
ALY zy_y (Ge(y)Y

D’ou I'approximation suivante pour G (y)

1 ALY
[xY - %eMxH (yFy(A) - yk1)] : (6.2.2)
k—1

6.2.2.3 Le cas NIG

Introduit par /[Bandorff-Nielsen(1995)], le modele NIG (Normal Inverse Gaussian) est, comme le modele
VG, un cas particulier des modeles hyperboliques. Il est caractérisé par quatre parametres : «, 3, § et p.
Avec 0 < |f] <, 0 >0 et u € R. La densité de transition d’'un processus NIG est donné pour ¢ > 0, par

~ 2
Kl <Oz(5t 1+ (%ﬁ“t) >
tNIG(x):% : exp(&( a2_52+(a:gut))),
T—pu t
1 (25

ou py = ut, 6 = ot et K désigne la fonction de Bessel modifée de troisieme type, avec

1 _ 1 1
Ky (z)= §/R+ v exp (—22 (y-i— y)) dy.

Son exposant caractéristique est définie comme suit, pour tout u € R

o(u) :iuu—FS(\/aQ—ﬂQ—\/aQ—(ﬂ—|—iu)2).

Dans la représentation de Lévy-Khintchine le triplet associé au processus NIG est (7,0, ), avec

N 1

)
v o= u+2a— sinh(Bx) K1 (o)
T Jo
v(de) = —Ki(ajz|)e’ dx.

mlz|
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Notons que le processus NIG peut étre représenté comme un mouvement Brownien de drift 3 et de variance 1,
subordonné par un processus IG (Inverse Gaussian) de parametres (0, v/a? — 32). Rappelons qu’un processus
IG de parametres (a,b) & pour densité de transition pour tout ¢ > 0

1605y =~y ep (2 (- 0Y’
; (x)—mx exp( Qx(x b) .

Dans les applications financieres, on prend p = 0. Le processus NIG que nous considérons est alors représenté
par trois paramétres : (a, 3,0). La densité des sauts positifs (donc de Y;) est la suivante

fr(z) = —Ki(ax)e’, > e.
T

Ce qui nous donne la loi de Y|
o [TK
Fi(z)= OL/ ﬂeﬁydy_
T Je Y

Et par suite
ad [T Ki(a
Fo(ay) — Fy(zp_y) = 7/ Ly)eﬂydy.
T Sz )

Pour approximer I'intégrale ci-dessus, on a besoin de connaitre le comportement asymptotique de K;. On a
(voir [Abramowitz-Stequn(1972), formules 9.7.2 et 9.8.7))

C
Ki(x) oyl pour un certain C>0

D’ou I'approximation suivante
ad rod ad 1 1
— 1 Ky (amp_)el ™ / %’ = — a1 Ky (amg_y ) ( - ) :
™ w1 Y 7T Tk—1 Tk

Dans le cas NIG G vérifie

as G+ Ki(ay)

YF(A) = g1+ — e’Vdy.

Thk—1

D’olu cette approximation de G (y)

1 T yF(A) —yk-1 g )1
e e . 6.2.3
<-Tk—1 ad Tp—1 K1 (axp_1) ( )

Le cas Y|~ se traite exactement de la méme facon, on remplace juste 3 par —f.

6.2.3 Valorisation d’une option asiatique

Nous allons nous interésser a la simulation d’une option put asiatique a strike fixe. Le cas call pourra
étre facilement déduit. Pour les options a strike flottant, il existe des techniques permettant de les ramener
au cas fixe. Considérons les payoffs suivants

+
1 /T
(K -7 / Spe’s ds) , put asiatique de moyenne arithmétique
0

1 (T +
<K — SpeT fo XSdS) , put asiatique de moyenne géométrique.
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On notera alors

+
—rT 1 T X
Vo = e ™E K_f Sope*ds
0

T +
b = (ks 1)

Le processus X a pour triplet (v,0,v). En réalité ce sont les quantités V2, V(f , Vg et Vgs que nous allons

évaluer. Ce sont les quantités obtenues en remplacant X par X¢ ou X¢. Dans le paragraphe 5.4.4 nous avons
étudié les erreurs résultant de ces approximations. Soient (T ]-E)j> L les instants de saut de X*. On pose

c = 0
;7 = T; NT.
On a donc
I ’
Ve = TR (K— / Soexids>
T
N&+1
= ¢ "TE Kf— Z/ eXods
NT+1 o +
_ TR Z/ LY gs | (voir (1.4.13)).
Donc
Sp A s 13 !
Vi = eTE[K-J Y e :Y/ 85 s
Jj=1 j—1
+
N&+1
= e Sy e e
T <4 %
Jj=1 0
NiHl s e S e gt ve |
_ otp gy e e
= %
Déu N
S N%Jrle o —eX;jEfl
Vi=e"TE K-22 Z —_— . (6.2.4)
T =1 Yo
De méme on montre que
1 ersw+1j 1 . 9 A 9 +
Vi=eTE | K —Soexp {5 D D Yty (( ) - (Tjil) ) . (6.2.5)
j=1 =1

Dans le cas géométrique si on ajoute un Brownien W (en remplacant X© par Xe ), on obtient

1 N7+1j5-1 9 9 A7,5 +
‘7; — e—rTE K — SO exp | = Z Zys 4+ = (( As) — (T]‘E—l) ) + 0'(8) R . WédS . (626)
e

Jj=1 =1 j—1
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N T 4
Et sachant N7 et (Tje) , les v.a. ( s Wsds> sont indépendantes de loi gaussienne de
j—1

1Sj<Nz 1<j<NE+1

. . 3
moyenne nulle et de variance % (Tjs - Tjil) . Dans le cas arithmétique en utilisant le théoreme de Taylor

on peut montrer le résultat suivant.

Proposition 6.1 Soit X un processus de Lévy o activité infinie de triplet (v,0,v) et f une fonction lip-
schitzienne. On suppose que EeMT < oo. Alors on a

N5&+1 e (e _ e
1 (T s Sy < s (e(T-T) _q
Ef —/ SpeXsds | =Ef [ = e it | ——— +o(e)g; +0 (0(e)?).
(5[ soetias) e (25 E @5 ) | +0 (o1
avec

5 . . .
gJE — / e’YO(Sij—l) <Ws — WTE_l) dS.

e
Tj—l

Démonstration de la proposition 6.1. Posons

€ 1 T Xa
Z° = T Spesds.
0

On a
Nf+1 e
S, & i-tve (L5 .
oo R [ o
j=1 j—1
SO Nr+1 ]:11 YieJr,yng_lJrg(E)er T; 'YS(S*T;—I)‘FU(E) (bewTs )
= — Z e— "= j—1 e i1/ ds
T < Tre
Jj=1 Jj—1
N5 ~ fre ~ N N
SO i‘l X;a . /Tj ’yS(s—T]il)-q—a(s)(Ws—WT_s 1)d
= — e Ji— e e S.
T 4 T
j=1 j—1
Remarquons que par le théoreme de Taylor avec reste intégrale, on a
o(e) (WFWT»E ) N “ o(e) (WS_WT].E_I) “ ~
e )= 1to(e) (W - Wy ) +/ e (o) (W= Wi ) =) dy.
i-1 0 i-1
Donc, en notant « la constante de lipschitz de f, on a
N&+1 e (e _ e
1T So et xz  [en(TF-TEa)
0. = |Ef (T/o Soe sds) —Ef T Z e i1 - +o(e)g;
j=1
N7+1 ~ e 'y i
SO T EA.E T; (o a(s)(Ws—WTjg_ ) R R
< QET Z e i1 [s (=15 1) /o Yoey (U(E) (Ws _WT]-il) —y) dy|ds
Jj=1 j—1
N5+1 € 'f‘fz 7 % % +
0(e)2 Sop, Ox K5 (T N2 (et )bt (W)
S « B TIE Zl e J-1 - (WS — WT]?_1> e ds.
j=

j—1
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Remarquons que pour s dans [T 15 Tj]

A~ ~ ~ ~ —+ J-1 R R . +
X5 +7% (8 - T¢_1) +o(e) (Wg — Wie ) = ZY{E +955 +o(e)Wie +o0(e) (WS — W )
T j e 2 e -

1=
j—1
< Y Yi+ais+o(e) swp W,
i=1 T, <r<T*¢
j—1
< ZYZ-5+788+0(5) sup W,.
Py 0<7<T
Par suite
S NT+1 fj—vjs . . 2 X
0 < OE Z / e%s< sup W, — inf WT) e (E)suPoc <7 Wr ¢
< 0<r<T 0<r<T
Np+ o . R . 7€ ) 2 X
= &E Z eZZ:in (BVETJ’E JreVSTJ'E—l)/ ' dsE( sup W, — lnf W) e () supo<rcr Wr
T j=1 A;_l 0<7<T 0<7<
NE+1 X? ) )
< E Tsi i (T-E—Tg )IE W, — inf W o(e)supo<r < Wr
N Z ( ] ) 1) PS8 T i ) €
Donc
g NE+1 5 )
b < e)? OE Z MT( — 15 )E< sup W, — inf WT) e (&) suPo< <7 Wr
0<r<T 0o<r<T

IA

2

e A . A . 2

aa(e)zSoEeMTE( sup W, — inf WT> e?(&)suPocr<r W
0<7<T 0<7<T

En appliquant le lemme 4.10 on conclut que
5. =0 (a(e)?).
o

Sachant N7 et (Tf ) les v.a. (gj"E ) 1<j<Na+1 sont indépendantes de loi gaussienne de moyenne nulle

1<j<N5
et )
var (95) = —— (206 (T5 = 751 ) = 3) 20T =T0) 4 4065 =T50) — 1) (6.2.7)
2(75)
Cependant les v.a. (gja) 1<j<Ne41 D€ sont pas indépendants de tous les autres objet aléatoires apparaissant
=J=Nr

dans la proposition 6.1. Notamment g; dépend de W — Wzﬁs . On a par ailleurs
j i1

Te — T ; % (75 -T50) 4
~ A 1 e (e _rpe (&
cov ga_’ V‘/’f".f — ‘/‘/’IA“.E =4 J—- evo (TJ TJ 1) —

J J j—1

v (78)2 (6.2.8)

Pour évaluer V7, on procéde de la manere suivante
— On simule NF.

— On simule (Tf) .
1<j<Nz

— On simule pour tout j € {1,..., N5 + 1} le vecteur gaussien (gj, WTE — WTE ) dont la matrice peut
j i1

étre déduite des formules ci-dessus.
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La variable de controle naturelle pour V¢ (resp. V) est T fOT SoeXids (resp. 7 fOT SpeXsds). Tl faut alors
approximer leurs espérances.

Proposition 6.2 Soit X un processus de Lévy a activité infinie de triplet (y,0%,v) et f une fonction lip-

schitzienne. On suppose que flw\>1 e*v(dr) < co. Alors on a

T T oe)? [T .
E/ eXods — ]E/ eXeds = 2 / sEe¥eds + 0O (00(5)3)
0 0 0

T T
E/ eXsdsf]E/ eXeds = O (og(e)?).
0 0

Rappelons que dans le cas ou 'on remplace X par X:, Perreur sur les prix des options asiatiques est de
O (09(€)). Donc il n’est pas nécessaire de connaitre le terme fOT sEeX:ds. Par ailleurs sous la condition
(e(T_5)5+X3)5>0 est une martingale, on a

e(rfé)Til )
E/Tex'*dSZ r—29 sir—07#0
0

T sinon.

Démonstration de la proposition 6.1. On a

T T
0 = E/ eXﬁds—IE/ eXsds
0 0

= /OTIE<eXS —eX§> ds.

En utilisant la deuxieéme partie de la démonstration de la proposition 4.3, on obtient

2 1
E (eXS - eXi) = @Eex-f +/ E (eXfJ“gRi - eXf) (1—0) (R%)*do
0
25 xe - . R:)?
_ O'(E) SE6X5+E€XS <E€R’—1_Ri— ( &) .
2 2
La derniere égalité est obtenue par simple intégration. D’autre part
€ 14 RE 2 € €
EeXs [Eefs —1 - RS — ( 25) < EeXE|Re| e¥Posuss Fa
3 1
< BN (BIR) " (Betomoses. 72
3 1
< EeX: (IE |R§\4) 4 (E64SUP0§uST Ri) 4
De la proposition 4.2, on conclut que
| ge R%)?
EeX: |Eefs —1 - RS — ( 5) = 0(00()?).
uniformeément en s € [0,7]. D’ou
T T e 0(6)2 T e
E/ BXSdS—E/ eXeds = 5 / sEe*ds + O (o0(c)?) .
0 0 0

En remplacant dans ce qui précéde X, par X £, on obtiendra O’(E)WS a la place de R:. Et donc

T . T . 0(5)2 T .
E/ eXsds — E/ eXsds = 5 / sEeXsds + O (00(6)3) .
0 0 0
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Et par suite

T T
IE/ eXeds — ]E/ eXsds
0 0

O (0’0(8)3) .

6.2.4 Exemples numériques

Pour valoriser une option lookback on doit simuler Mz, que I'on va alors en réalité approximer par M7
ou ]\iji Quant a la variable aléatoire M;} on doit I'approximer par sa version discrete dans le cas des options
lookback. Dans le tableau 6.2.5 on s’interésse au cas VG. La v.a. My est approché par M7. Pour simuler
M7, il suffit en fait de simuler X aux instants de sauts et en 7', et prendre le maximum. On observe que pour
e = 1073, on obtient des résultats relativement précis. Pour une erreur statistique de I’ordre de 0.05% et
e = 1073, le temps d’exécution est de I'ordre de la seconde. Notons que les erreurs considérées sont relatives,

€ prix | erreur statistique | erreur totale
10~1 | 7.076 0.05% 24.7%
1072 | 9.347 0.05% 0.50%
1073 | 9.401 0.05% 0.04%

TABLE 6.2.5 — Approximation du prix du call lookback continue dans modele VG. Les parametres sont :
So = 100, » = 0.0548, § = 0, T' = 0.40504, S, = 100, # = —0.2859, £ = 0.2505, ¢ = 0.1927 et n = 100000.
La valeur “benchmark” du call est 9.3982.

et on désigne par valeur “benchmark” du call celle obtenu par [Becker(2008)]. Dans le cas CGMY, pour avoir
un temps d’exécution et une erreur statistique similaires on choisira ¢ = 1072. La valeur de € est plus petite
que dans le VG, Ceci est di au fait que dans ce cas on approxime My par N , et donc la convergence du prix
du lookback ainsi approximé est plus rapide. En terme de temps de calcul, la rapidité est la méme que dans le
cas VG (de l'ordre de la seconde), car ce qu'on gagne en prenant ¢ plus petit, on le perd par la discrétisation
de la trajéctoire de X. En fait dans le tableau 6.2.6, on a les prix du lookback discret. Pour passer au continu,
il suffit d’appliquer les techniques du paragraphe 5.2.3. Les erreurs sont relatives, et on désigne par valeur

€ prix erreur statistique | erreur totale
1071 | 14.120 0.05% 1.88%
1072 | 13.869 0.05% 0.06%
1073 | 13.860 0.05% 0.00%

TABLE 6.2.6 — Approximation du prix du put lookback discret (ot le nombre de points de discrétisation est
N = 252) dans modele CGMY. Les parametres sont : So = 100, »r = 0.05, 6 = 0.02, T =1, S = 100, C = 4,
G =50, M =60,Y = 0.7 et n =100000. La valeur “benchmark” du put est 13.8600.

“benchmark” du put celle obtenu par [Feng-Linetsky(2009)]. Dans le modele NIG, on approche My par M:?.
Les prix du tableau 6.2.7, sont les prix d’options lookback discret. La relation avec le prix continu est donnée
au paragraphe 5.2.3. Prendre ¢ = 1072 donne des temps d’exécution similaires par rapport aux modeles
précédents. Les erreurs sont relatives comme dans les précédent, et la valeur “benchmak” est la valeur du
put obtenue par [Feng-Linetsky(2009)].

Le tableau 6.2.8 montre la valorisation d’une option asiatique dans les modeles NIG et CGMY. Nous
utilisons ici la technique proposée dans le paragraphe 6.2.3. Les parametres pour le modele NIG sont :
o =6.1882, 3 = —3.8941, 6 = 0.1622 et r = 0.0387. Les parametres pour le modéle CGMY sont : C' = 0.2703,
G =17.56, M = 54.82, Y = 0.8 et r = 0.04. Les autres parametres sont précisés dans le tableau 6.2.8. Ces
résultats peuvent étre comparés aux valeurs du call asiatique discret obtenues par Fusai-Meucci (2008, pour
le cas NIG) et Cerny-Kyriakou (2009, pour le cas CGMY). Pour une erreur relative de lordre de celle
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€ prix | erreur statistique | erreur totale
10~1 | 12.89 0.05% 5.46%
1072 | 12.24 0.05% 0.15%
1073 [ 12.21 0.05% 0.01%

TABLE 6.2.7 — Approximation du prix du put lookback discret (ou le nombre de points de discrétisation est
N = 252)~dans le modele NIG. Les parametres sont : Sg = 100, » = 0.05, 6 = 0.02, T'= 1, S; = 100, o = 15,
B =—5,0 =0.5 et n =100000. La valeur “benchmark” du put est 12.2224.

e/Modele | NIG | CGMY
10~ 1 12.624 | 11.624
1072 12.673 | 11.642
10-3 12.675 | 11.642

TABLE 6.2.8 — Approximation du prix d’un call asiatique & strike fixe et de moyenne arithmétique. Les
parametres sont : Sg = 100, K =90, 6 =0, T =1 et n = 1000000. L’erreur statistique est de 0.03%

considérée pour les options lookback, le temps de calcul est plus rapide, particulierement dans le cas VG (car
on ne remplace pas les petits sauts par un mouvement Brownien).

Dans le tableau 6.2.9, on approxime les prix des options barrieres continues par la méthode décrite dans
les paragraphes 6.2.1 et 6.1.2 pour les modeles CGMY (C =4, G =50, M = 60 et Y = 08), NIG (a = 15,
B=—5etd=0.5), VG (0 =0.16, 0 = —0.2 et k = 0.1) et DEVG (0, 0 = 0.16, § = —0.2 et x = 0.1). Le
modele DEVG (diffusion extended variance gamma) est le modele VG (de parameétres o, 0 et x) auquel on
ajoute un mouvement Brownien standard de coefficient de diffusion o . Notons que le seul biais provient de
Papproximation des petits sauts. Nous utilisons les mémes parametres que [Feng-Linetsky (2008)]. Les prix
“benchmak” (pour les modeles DEVG, NIG et CGMY) sont naturellement ceux obtenus par Feng-Linetsky
pour les options discretes. Comparé aux options précédentes, le temps de calcul est moins rapide pour une

Modele/e | 10°1 [ 1072 | 1073
VG 5.228 | 7.964 | 8.057
DEVG 6.729 | 8.962 | 9.039
NIG 8.959 | 8.961 | 8.965
CGMY 9.107 | 9.093 | 9.107

TABLE 6.2.9 — Approximation du prix d’une option DOC. Les parameétres sont : Sy = 100, K = 100, r = 0.05,
0 =0.02, T =1 et n = 1000000. L’erreur statistique est de 0.02%

erreur relative similaire. Le temps de calcul reste cependant raisonnable, de 'ordre de 5 secondes pour une
erreur relative inferieure & 1%.
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TITRE : Options exotiques dans les modeles exponentiels de Lévy

L’objet de cette these est I’étude de la valorisation des options exotiques dans les modeéles exponentiels de
Lévy.

Dans le premier chapitre nous définissons les processus de Lévy, et nous présentons leurs différentes propriétés.
Dans le deuxieme chapitre nous rappelons d’abord les résultats sur I'existence et la régularité de densité
des processus de Lévy. Pour le processus supremum d’un processus de Lévy, nous donnons des conditions
suffisantes pour existence et la régularité de densité (théoremes 2.17, 2.19 et 2.23).

Dans le troisieme chapitre nous étudions les erreurs entre le supremum continu d’un processus de Lévy et sa
version discrete. Dans la premiere partie du chapitre, nous nous intéressons & lerreur Ly (théoréemes 3.4, 3.8
et 3.11) en utilisant une reformulation de 'identité de Spitzer pour les processus de Lévy (proposition 3.2).
Dans la deuxieme partie, nous étendons le théoréme d’Asmussen-Glynn-Pitman aux processus de Lévy a
activité finie et & variation infinie (théoréme 3.14). La derniére partie de ce chapitre étudie le cas particulier
des processus de Poisson composé (théoréme 3.15).

Dans le quatrieme chapitre nous nous intéressons aux erreurs d’approximation des petits sauts des processus
de Lévy a activité infinie. La deuxieme partie du chapitre est consacrée a I’étude de la troncation des petits
sauts. Dans la troisieme partie nous étudions I'approximation des petits sauts par un mouvement Brownien
en utilisant le théoreme 4.23, qui résulte de I'application du théoreme de plongement de Skorokhod. Dans la
derniere partie, nous comparons les deux méthodes d’approximation des petits sauts.

Dans le cinquieme chapitre nous appliquons les résultats des chapitres précédents a la valorisation des options
exotiques (barriere, lookback et asiatique). Nous étudions d’abord le comportements asymptotique des erreurs
dues a la discrétisation. Nous montrons que, dans les cas des options lookback et barriere, des corrections
sont possibles. Le résultat principal permettant la correction des options a barriere est le théoreme 5.1. Nous
étudions également les erreurs dues a I’approximation des petits sauts. Dans la derniére partie de ce chapitre,
en utilisant le théoreme 5.60 et le lemme 5.61 (qui est une conséquence du théoréme 2.23), nous évaluons les
options lookback et barriere digitale (continues) par des formules semi-fermées, sous 'hypothese d’absence
de saut positif.

Enfin, dans le sixietme chapitre nous proposons des méthodes de Monte-Carlo pour calculer les prix de
certaines options exotiques. Dans le cas activité finie, nous appliquons les corrections obtenues dans le
cinquieme chapitre, et nous utilisons des techniques de réduction de variance. Dans le cas activité infinie,
nous proposons une méthode pour calculer les prix de ces options de fagon approchée. Dans le cas des options
asiatiques, nous donnons des formules simples qui permettent de simuler ces options lorsque le processus de
Lévy initiale n’a pas de partie Brownienne.
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