
HAL Id: tel-00521437
https://theses.hal.science/tel-00521437

Submitted on 27 Sep 2010

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Modèle dynamique et assimilation de données de la
variation séculaire du champ magnétique terrestre

Elisabeth Canet

To cite this version:
Elisabeth Canet. Modèle dynamique et assimilation de données de la variation séculaire du champ
magnétique terrestre. Géophysique [physics.geo-ph]. Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 2009.
Français. �NNT : �. �tel-00521437�

https://theses.hal.science/tel-00521437
https://hal.archives-ouvertes.fr


Université Joseph-Fourier de GrenobleObservatoire des S
ien
es de l'Univers de GrenobleLaboratoire de Géophysique Interne et Te
tonophysique
Thèseprésentée pour obtenir le grade deDo
teur de l'Université Joseph-Fourier de Grenoblespé
ialité : géophysiqueparÉlisabeth Canet

Modèle dynamique et assimilation dedonnées de la variation sé
ulaire du
hamp magnétique terrestre
Thèse soutenue le 10 Dé
embre 2009 devant le jury 
omposé de :Gauthier Hulot Institut de Physique du Globe (Paris) RapporteurOlivier Talagrand É
ole Normale Supérieure (Paris) RapporteurEmmanuel Cosme Université Joseph-Fourier (Grenoble) ExaminateurChristopher Finlay Institute of Geophysi
s, ETH (Zuri
h) ExaminateurPhilippe Roux Université Joseph-Fourier (Grenoble) ExaminateurAlexandre Fournier Institut de Physique du Globe (Paris) Dire
teur de thèseDominique Jault Université Joseph-Fourier (Grenoble) Dire
teur de thèse





Modèle dynamique et assimilation de données de la variation sé
ulaire du
hamp magnétique terrestreRésumé Les 
hangements du 
hamp magnétique terrestre sur une grande gammed'é
helles spatiales et temporelles re�ètent les pro
essus variés de la géodynamo. Jepropose un modèle simpli�é de la dynamique rapide du noyau, adapté à l'étude desvariations du 
hamp magnétique de l'année au sié
le ; la variation sé
ulaire. L'hypothèsequasi-géostrophique du modèle est basée sur la prépondéran
e des for
es de rotationpar rapport aux for
es magnétiques à 
es é
helles de temps. La partie axisymétrique
orrespond au formalisme d'ondes de torsion d'Alfvén. La dynamique se pla
e dansle plan équatorial. À la frontiére noyau-manteau, l'é
oulement interagit ave
 le 
hampmagnétique radial via la 
omposante radiale de l'équation d'indu
tion. Cette partiedu modèle 
onne
te la dynamique et les observations. L'assimilation variationnelle dedonnées permet d'interpréter la variation sé
ulaire en terme de dynamique. Une fon
tionobje
tif est minimisée en 
al
ulant sa sensibilité par rapport aux variables de 
ontr�levia l'intégration du modèle adjoint. J'illustre 
ette inversion par des expérien
es jumellespour un é
oulement stationnaire dans le noyau et pour des ondes de torsion. On a

èdeainsi à des variables d'état qui ne sont pas dire
tement observées. En utilisant 
ommeobservations des é
oulements re
onstruits à la surfa
e du noyau, 
ette méthode permetde déduire que la tension magnétique dans le noyau, for
e de rappel des ondes de torsion,
orrespond à un 
hamp magnétique fort, au minimum 3-4 mT. De telles ondes de torsionrapides sont 
ohérentes ave
 un signal à 6 ans dans les données de variations de lalongueur du jour.Dynami
al model and variational assimilation of the geomagneti
 se
ularvariationAbstra
t The 
hanges in the Earth's magneti
 �eld on a wide range of time and spa
es
ales re�e
t the various time and spa
e s
ales of 
ore pro
esses. I propose a simpli�edmodel of the rapid dynami
s of the Earth's 
ore, tailored to the study of the rapidvariations of the geomagneti
 �eld ranging from years to 
enturies, referred to as thegeomagneti
 se
ular variation. The quasi-geostrophi
 approximation used in the modelrelies on the prevalen
e of rotation for
es over magneti
 for
es on short times
ales. Theaxisymmetri
 
omponent of the model 
orresponds to the formalism of Alfvén torsionalwaves. Within this framework, the magnetohydrodynami
s takes pla
e in the equato-rial plane. At the 
ore-mantle boundary, the equatorial �ow intera
ts with the radialmagneti
 �eld through the radial 
omponent of the magneti
 indu
tion equation. This
omponent of the model 
onne
ts the dynami
s with the observations. Variational dataassimilation allows for the interpretation of the se
ular variation in terms of the under-lying dynami
s. It seeks to minimize an obje
tive fun
tion by 
omputing its sensitivityto its 
ontrol variables through the integration of the adjoint model. I illustrate thisinversion s
heme with twin experiments, performed for a steady �ow and in a torsio-nal wave s
enario. It enables the retrieval of 
ore state variables whi
h are not dire
tlymeasured. By assimilating 
ore �ow models at the 
ore surfa
e, the inferred magneti
tension (the restoring for
e of torsional waves) yields a large magneti
 �eld inside the
ore, at least on the order of 3-4 mT. Su
h fast torsional waves are 
onsistent with a6-year signal in the length-of-day variation timeseries.
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1Introdu
tion générale
Les séries temporelles de mesures du 
hamp magnétique datent des premiers ob-servatoires magnétiques ; la dé
linaison -angle entre le Nord magnétique et le Nordgéographique- est mesurée à Paris depuis la �n du 16ème siè
le (Alexandres
u et al.1996). On dispose également depuis 
ette époque de 
ahiers de mesures de la dé
li-naison et de l'in
linaison par les navigateurs qui se servent du 
hamp magnétiquepour se diriger. Depuis 
es premières observations, des mesures de l'intensité ou destrois 
omposantes du ve
teur 
hamp magnétique ont 
omplété 
es séries. A�n desynthétiser les mesures, on peut les interpoler pour en faire des 
artes du 
hampmagnétique. Lorsqu'on dispose de mesures de plusieurs 
omposantes, on peut utili-ser la théorie de Gauss pour 
al
uler un potentiel géomagnetique d'origine interne.La �gure 1.1 représente des 
artes 
onstruites de 
ette façon de la dé
linaison du
hamp magnétique à la surfa
e de la Terre en 1590 et en 1990. Le 
hamp magné-tique n'est uniforme ni en espa
e, ni en temps. Ces �gures mettent en parti
ulier enéviden
e une dérive vers l'Ouest de la ligne de dé
linaison nulle du 
hamp surtoutau niveau de l'équateur.Le 
hamp magnétique terrestre varie sur des é
helles de temps très nombreuses.Les plus 
ourtes, de la se
onde à l'année, sont supposées 
orrespondre aux va-riations du 
hamp magnétique d'origine externe : le vent solaire penètre dans lamagnétosphère et l'ionosphère et y produit des 
ourants éle
triques. Le terme va-riation sé
ulaire regroupe les variations du 
hamp magnétique d'origine internede l'ordre de l'année au siè
le. C'est, tout d'abord, une diminution de deux de-grés de la dé
linaison en une dizaine d'années qui a été remarquée par Gellibranden 1635 (voir Pumfrey (1989) pour une analyse so
iologique des 
oïn
iden
es quipermettent de faire une dé
ouverte bien qu'elle 
ontredise l'idée, à l'époque, quele 
hamp magnétique était stationnaire). La dérive vers l'Ouest des stru
tures du
hamp magnétique fait partie de la variation sé
ulaire mais le ra�nement des ob-servations montre également des se
ousses géomagnétiques (Courtillot et Le Mouël1984) : il s'agit de dis
ontinuités dans la dérivée se
onde du 
hamp magnétique surdes é
helles de temps de l'ordre de l'année. Les variations du 
hamp magnétique
on
ernent aussi son intensité. Depuis que Carl Friedri
h Gauss a trouvé une mé-thode pour la mesure absolue du 
hamp il y a 150 ans, l'intensité du dip�le axialà diminué de 9%. En�n, les renversements irréguliers du dip�le géomagnétique seproduisent sur des é
helles de temps bien plus longues que la variation sé
ulaire,de l'ordre de quelques 
entaines de milliers d'années.Gauss a mis au point la dé
omposition en harmoniques sphériques du potentielmagnétique et a ainsi montré que la très grande majorité (environ 97%) du 
hamp 1
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Fig. 1.1 � Cartes de la dé
linaison du 
hamp magnétique en degrés à la surfa
e de la Terre(a) en 1590, (b) en 1990 à partir du modèle gufm1 de Ja
kson et al. (2000). La dé
linaisonest l'angle entre le Nord magnétique et le Nord géographique. Figure tirée de Ja
kson etFinlay (2007, p. 167)
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Fig. 1.2 � S
héma de la struture interne de la Terre. La graine a un rayon de 1220 km, lenoyau liquide a un rayon de 3480 km et le rayon de la Terre est 6371 km. Le manteau aune épaisseur de 2900 km. Communi
ation de J. Aubert.mesuré est d'origine interne. Cette dé
omposition rend possible l'analyse du spe
tred'énergie du 
hamp magnétique, le 
arré de son intensité intégrée sur une surfa
eparti
ulière (la surfa
e de la Terre ou la frontière noyau-manteau), en fon
tiondu degré harmonique. Le degré harmonique est une mesure de la longueur d'ondespatiale des stru
tures. L'étude du spe
tre d'énergie du 
hamp mesuré à la surfa
ede la Terre met en éviden
e deux sour
es internes très distin
tes : le 
hamp 
rustaldominant aux petites é
helles spatiales, de tailles inférieures à 3000 km, et le 
hampdu noyau, appelé également 
hamp prin
ipal, dominant à grande é
helle.La stru
ture de la Terre, s
hématisée dans la �gure 1.2, est 
ara
térisée parl'étude de la propagation des ondes sismiques. Le noyau liquide a un rayon de
3480 ± 5 km. En raison de l'augmentation de la pression ave
 la profondeur, unegraine solide de 1220 km de rayon se trouve au 
entre. L'ensemble se situe sousun manteau 
omposé de ro
hes sili
atées d'une épaisseur de 2900 km. Le noyauest 
omposé de fer liquide et de ni
kel et d'élements plus légers pour environ 10%de sa 
omposition en masse. Sous les 
onditions de température et de pressiondu noyau, le fer liquide est supposé avoir une très faible vis
osité (une vis
osité
inématique d'environ 107 m2/s), et 
'est aussi un ex
ellent 
ondu
teur d'éle
tri
ité(
ondu
tivité d'environ 5 × 105 S/m). Si l'aimantation de la 
roûte est une sour
e de
hamp magnétique observé, on a, en revan
he, peu d'éléments sur la 
ondu
tivitééle
trique du manteau (au minimum 10−6 S/m pour les ro
hes sili
atées). Elledépend de la température, de la pression, de la 
omposition 
himique du manteaumais aussi de la présen
e d'eau dans le manteau (Kelbert et al. 2009). Pourtant,la 
ondu
tivité éle
trique du manteau a un impa
t sur la 
onnaissan
e du 
hampprin
ipal observé en faisant di�user les stru
tures du 
hamp magnétique 
e quiaboutit à un retard ou un �ltrage des observations. La déte
tion des se
oussesgéomagnétiques, variations d'origine interne sur des é
helles de temps de l'année, aainsi diminué la limite maximale de la valeur e�
a
e de la 
ondu
tivité du manteau
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Fig. 1.3 � Cartes du 
hamp magnétique radial en 2003. Haut : à la surfa
e de la Terre(maximum 66000 nT), 
ontours tous les 10000 nT et bas : à la frontière noyau-manteau(maximum 1 mT), 
ontours tous les 0.1 mT. Ces 
artes sont réalisées ave
 le modèlexCHAOS d'observations satellitaires (Olsen et Mandea 2008) tronqué au degré harmonique
n = 14.profond. La réponse du manteau à des variations de 
hamp magnétique externepermet de remonter à la stru
ture de la 
ondu
tivité (Kuvshinov 2008, par exemple).On 
onsidère généralement que la 
ondu
tivité du manteau est inférieure à 1 S/mdans le manteau supérieur et peut augmenter en profondeur pour atteindre 10 à
100 S/m à la frontière noyau-manteau. Ainsi on peut 
onsidérer que le manteau estisolant en première approximation lorsqu'on s'intéresse au 
hamp magnétique dunoyau.Dans 
es 
onditions, on peut extrapoler les observations du 
hamp magnétiquevers la frontière noyau-manteau a�n d'avoir une des
ription de sa 
on�guration auplus près de sa sour
e. La �gure 1.3 
ompare deux 
artes du 
hamp magnétiqueradial à la surfa
e de la Terre et à la frontière noyau-manteau. Les stru
tures pré-sentes à la surfa
e du noyau sont d'autant plus atténuées ave
 la distan
e que leuré
helle spatiale est petite. Ce
i se traduit par une dominan
e en
ore plus forte dudip�le à la surfa
e de la Terre. Au niveau de l'équateur de la surfa
e du noyau(�gure 1.3 en bas) on distingue des stru
tures de forte intensité, alors qu'à 
et en-droit le dip�le axial est le plus faible. D'autres régions de �ux intense se situent



5aux hautes latitudes et semblent symétriques par rapport au plan équatorial. On
her
he à 
omprendre la dynamique dans le noyau à l'origine de telles stru
tures etdes variations temporelles du 
hamp magnétique.Les variations temporelles du 
hamp magnétique, 
ouplées à sa longévité, jus-ti�ent un mé
anisme dynamique pour sa génération (par exemple Sta
ey et Davis2008, se
tion 24.1). La dynamo est un phénomène qui 
onvertit de l'énergie 
iné-tique en énergie magnétique par indu
tion à partir d'un 
hamp magnétique initial.La 
onve
tion à l'origine des mouvements de �uide est due au refroidissement sé-
ulaire de la Terre et à la libération d'élément légers lors de la 
ristallisation de lagraine. Tout 
omme pour les enveloppes �uides externes, la dynamique du noyauest dominée par la rotation de la Terre. Les for
es de Coriolis y jouent don
 unr�le plus important que les for
es d'Ar
himède et de Lorentz (due à la présen
e de
hamp magnétique).Le phénomène dynamo est étudié sous des aspe
ts théoriques, expérimentauxet numériques. On a d'abord 
her
hé à 
omprendre le phénomène 
inématique en
ara
térisant le type d'é
oulement pouvant produire un e�et dynamo. Les premièresexpérien
es de dynamo �uides (en 2001), avaient ainsi un é
oulement fortement
ontraint selon les prédi
tions théoriques de Ponomarenko (1973, pour l'expérien
ede Riga) ou de G.O. Roberts (1972, pour l'expérien
e de Karlsruhe). L'étude duphénomène dynamique prend en 
ompte la rétroa
tion du 
hamp magnétique sur le
hamp de vitesse. Les dé�s expérimentaux et numériques sont alors plus ambitieux.Une dynamo expérimentale a été obtenue dans un é
oulement turbulent et non
ontraint de Von Kármán (Mon
haux et al. 2007). D'autres études numériques ouexpérimentales 
her
hent à 
omprendre les équilibres de for
es en jeu dans le noyauen présen
e de rotation et d'un 
hamp magnétique fort (expérien
e DTS à Grenoble,par exemple, S
hmitt et al. 2008, et les référen
es à l'intérieur).Les premiers modèles numériques de géodynamo ont été obtenus il y a unequinzaine d'années en renforçant les pro
édés di�usifs par rapport à 
e qu'ils repré-sentent réellement dans le noyau (voir par exemple la revue de Christensen et Wi
ht2007). Ces modèles reproduisent des stru
tures typiques du 
hamp magnétique ter-restre mais fon
tionnent 
ertainement dans des régimes dynamiques di�érents de
eux du noyau. Par exemple, mettre beau
oup de poids sur les pro
édés di�usifsaboutit à mélanger des é
helles de temps 
ourtes et don
 à une distin
tion déli
atedes phénomènes rapides.Ainsi, si on souhaite étudier la variation sé
ulaire il faut des modèles spé
iale-ment adaptés à l'étude de la dynamique rapide. On propose de prendre en 
omptele fait qu'elle est portée par des é
helles de temps bien plus 
ourtes, le siè
le parexemple, que les temps de di�usion magnétique, thermo
himique ou visqueuse ; letemps de di�usion magnétique, le plus 
ourt des trois, est de l'ordre de 104 ansdans le noyau pour des é
helles spatiales de la taille du noyau.C'est d'ailleurs en supposant que la di�usion magnétique est négligeable dans lenoyau aux é
helles de temps de la variation sé
ulaire -elle agit sur des stru
tures detaille 100 km pour des périodes de 100 ans- et que, par 
onséquent, les 
hangementsdu 
hamp magnétique observé sont dus uniquement à l'adve
tion du 
hamp par le�uide à la surfa
e du noyau, que l'on inverse des données géomagnétiques en vue
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tion généralede l'obtention de l'é
oulement de grande é
helle 
apable de réorganiser le 
hampobservé (Holme 2007, pour une revue)On peut véri�er la qualité des 
hamps de vitesse ainsi 
al
ulés grâ
e à une sérietemporelle indépendante, les données de variations de la longueur du jour. La Terreest un système dynamique global dans lequel on in
lut également les o
éans etl'atmosphère. Les pro
édés internes et les for
es gravitationnelles externes exer
entun 
ouple sur la Terre solide 
e qui entraîne des �u
tuations de la période derotation de la Terre par rapport à une rotation uniforme. Ces é
arts 
orrespondentà des 
hangements de la longueur du jour de l'ordre de quelques millise
ondes, et 
esur des é
helles de temps saisonnières à interannuelles (Gross 2007). Les variationsde la longueur du jour sont dues à des é
hanges de moment 
inétique entre laTerre solide et l'atmosphère, les o
éans ou le noyau. On étudie 
es déviations enappliquant le prin
ipe de 
onservation du moment 
inétique pour le système Terre.À 
ause du faible moment d'inertie de l'atmosphère par rapport à 
elui du manteau,on attribue les �u
tuations saisonnières à des 
hangements du moment 
inétique del'atmosphère, les �u
tuations sur des é
helles de temps géologiques étant attribuéesau manteau. L'éloignement de la Lune entraîne une augmentation de la longueur dujour de l'ordre de 2, 7 ms/siè
le tandis que les 
hangements du moment d'inertie dela Terre à 
ause du rebond post-gla
iaire 
ompensent d'une millise
onde par siè
le
ette augmentation.L'interprétation des variations de longueur du jour dues à l'atmosphère a pro�tédes nombreuses observations disponibles qui 
ouvrent des périodes plus longuesque la période 
ara
téristique des pro
édés atmosphériques (variations annuellesou évènements El-Niño). Les modèles obtenus par assimilation de 
es données ont
ontribué à améliorer la des
ription des transferts de moments 
inétique entre lesenveloppes �uides externes (Chen 2005).Bien que de 
ourtes é
helles de temps, les variations dé
ennales de longueurdu jour sont de trop grande amplitude (variations d'amplitude 7 ms environ) pourêtre attribuées à l'atmosphère. L'exemple que donne Gross (2007) est que si lesmouvements de l'atmosphère s'arrêtaient 
omplètement alors la longueur du jour nediminuerait que de 3 ms. On 
her
he alors d'autres 
auses à 
es variations dé
ennalesde longueur du jour.Le noyau a un moment d'inertie bien plus grand que l'atmosphère et pourraitgénérer des variations de longueur du jour d'une telle amplitude. Les mé
anismesde 
ouplage noyau-manteau sont supposés importants aux é
helles de temps dé-
ennales et on 
her
he à attribuer les variations dé
ennales de longueur du jourà des mouvements dépendant du temps dans le noyau liquide. On 
al
ule ainsi lemoment 
inétique porté par l'é
oulement 
al
ulé à partir des observations géoma-gnétiques. Seule la partie symétrique par rapport à l'axe de rotation transporte dumoment 
inétique. Par ailleurs, on la suppose invariante dans la dire
tion de l'axede rotation.De tels é
oulements invariants sur des surfa
es 
ylindriques appelées 
ylindresgéostrophiques -s
hématisés sur la �gure 1.4- peuvent être interprété par des ondesde torsion. Une appro
he par des ondes est aussi motivée par l'aspe
t apparem-ment ondulatoire de la variation de longueur du jour mesurée depuis une 
entained'années (Braginsky 1970).
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Fig. 1.4 � S
héma des 
ylindres géostrophiques représentatifs de la stru
ture des ondesde torsion. Le 
er
le représente la surfa
e du noyau et l'axe verti
al 
orrespond à l'axe derotation de la Terre. Figure tirée de Holme (2007, p. 121).



8 Chapitre 1. Introdu
tion généraleCes ondes ont des propriétés de propagation qui dépendent de l'intensité du
hamp magnétique à l'intérieur du noyau, une quantité ina

essible ave
 seulementles données de 
hamp magnétique puisque l'analyse de Gauss n'est valable qu'endehors des régions 
ontenant les sour
es de 
hamp magnétique. En parti
ulier leslignes de for
es du 
hamp magnétique toroïdal sont 
on�nées à l'intérieur du noyau.Obtenir une estimation de l'intensité du 
hamp magnétique à l'intérieur dunoyau est une motivation et un résultat du travail présenté dans 
e mémoire.Dans les inversions évoquées 
i-dessus où les données de 
hamp géomagnétiquesont inversées pour l'obtention de l'é
oulement 
orrespondant, le temps a été ré-
emment in
lu 
omme un paramètre (Ja
kson 1997, Pais et Hulot 2000, Gillet et al.2009b, par exemple). Il ne reste qu'un pas à faire pour rempla
er 
ette paramétri-sation mathématique par des lois physiques. L'inversion devient alors une inversiondynamique. Les similarités de notre o
éan de fer liquide ave
 les enveloppes �uideexternes nous amènent naturellement à 
onsidérer les te
hniques d'assimilation dedonnées, mises au point pour l'étude de l'atmosphère (par exemple Talagrand 1997,Kalnay 2003).Cette te
hnique d'inversion utilise deux ingrédients - un modèle de la dyna-mique d'un système et un jeu d'observations de 
e système - pour produire desestimations de l'état du système 
ohérentes du point de vue dynamique. L'obje
tifest d'ajuster les prédi
tions d'un modèle à un jeu d'observations en minimisantl'é
art entre les deux. Comme le modèle est dynamique, les variables sont 
oupléesentre elles et on a

ède ainsi également aux variables qui ne sont pas dire
tementmesurées. Ce
i s'adapte bien à la thématique du noyau terrestre où seule une partiedu 
hamp magnétique n'est pas enfermée dans le noyau. Comme la traje
toire 
om-plète du système est déterminée par la 
ondition initiale, l'assimilation de donnéesréduit la dimension du problème inverse en ne 
her
hant que la 
ondition initialequi produit une traje
toire qui s'a

orde au mieux aux observations. Dans l'assimi-lation variationnelle, l'estimation à une époque est 
al
ulée en utilisant l'ensembledes observations disponibles pour toute la période 
onsidérée. Lors d'une analysehistorique, la 
ontrainte apportée par les nombreuses observations de bonne qualitésur les époques ré
entes, peut être propagée vers le passé à travers la dynamique(Fournier et al. 2007).Dans 
ette thèse, je propose un modèle adapté à l'étude de la dynamique rapidedu noyau aux é
helles de temps annuelles à dé
ennales de la variation sé
ulaire,dans l'optique de l'in
lure au 
÷ur d'un pro
édé d'assimilation de données géoma-gnétiques. Cette méthode me permet de déduire que la tension magétique dans lenoyau, for
e de rappel des ondes de torsion, 
orrespond à un 
hamp magnétiquefort. Des ondes de torsion rapides sont alors 
ohérentes ave
 un signal à 6 ans dansles données de longueur du jour.Plan du manus
ritDans la partie 2, je présente le problème de l'étude de la variation sé
ulairetout d'abord du point de vue des observations - les quantités observées, les para-métrisations de 
es mesures - puis du point de vue de la magnétohydrodynamique.J'y développe les équations prin
ipales et met en avant les di�
ultés numériques



9de la modélisation globale de la géodynamo. Dans 
ette partie, je propose un mo-dèle quasi-géostrophique de la dynamique rapide du noyau adapté à l'étude de lavariation sé
ulaire. Dans la partie 3, je présente le problème inverse qui 
onsiste àretrouver des informations sur l'état du noyau à partir de données géomagnétiques.Je présente également la méthodologie de l'assimilation de données qui 
onsiste àintroduire un modèle dynamique dans le problème inverse. Je montre égalementdes résultats d'expérien
es de validation ave
 des données synthétiques. La partie4 est 
onsa
rée à l'étude des ondes de torsion dans le noyau, ondes pouvant existerdans le modèle quasi-géostrophique dé
rit dans la partie 2. La partie 5 regroupeles 
on
lusions et quelques perspe
tives issues de 
e travail. L'annexe A synthétiseles notations du mémoire. Les annexes B et C dé
rivent des variantes du modèlede la dynamique rapide du noyau proposé dans la partie 2. L'annexe D donne desexemples pratiques pour 
onstruire les 
odes adjoints. Deux arti
les portant sur lestravaux de 
e mémoire sont joints en annexes E et F.





2Dynamique du noyau
2.1 Les observations et les modèles du 
hamp magnétique2.1.1 Les mesures du 
hamp magnétiqueLes observations du 
hamp magnétique terrestre sont dire
tes et indire
tes (mesuresde l'aimantation rémanente de ro
hes ou de poteries). Il y a 400 ans, les navigateursfaisaient des mesures dire
tes de la dé
linaison (D) du 
hamp magnétique, angleentre le Nord magnétique et le Nord géographique, et de son in
linaison (I), angleentre le ve
teur 
hamp magnétique et l'horizontale, lors de traversées marines pourse diriger. Les mesures plus ré
entes sont e�e
tuées ave
 des magnétomètres dansdes observatoires terrestres, lors de 
ampagnes de mesures marines ou aériennes,ou embarqués dans des satellites depuis les années 1960. Kono (2007) retra
e unhistorique de la dé
ouverte du 
hamp magnétique terrestre et Turner et al. (2007)détaillent l'instrumentation. Le 
hamp magnétique est un 
hamp ve
toriel, il estdon
 dé�ni par trois 
omposantes, ou plus généralement trois s
alaires indépen-dants.Les mesures terrestres 
onsistent en moyennes annuelles ou horaires, puis plusré
emment en moyennes à la se
onde des 
omposantes Nord (X), Est (Y ), verti
alevers le bas (Z), in
linaison, dé
linaison, et des intensités horizontale (H) et totale(F ) en approximant le géoïde par une ellipsoïde. La �gure 2.1 repla
e 
es 
ompo-santes dans un repère de 
oordonnées lo
ales. Les mesures d'intensité du 
hampmagnétique ont été mises au point par Gauss il y a 150 ans. Avant 
ette période, la
onnaissan
e de deux s
alaires sur trois (D et I) fait que l'on 
onnaît la morphologiedu 
hamp mesuré, à une 
onstante multipli
ative près. La �gure 2.2 regroupe desséries temporelles de moyennes mensuelles des 
omposantes X, Y et Z du 
hampmagnétique à Chambon-la-Forêt entre 1930 et 2008. On remarque d'une part quele 
hamp magnétique varie en fon
tion du temps ; la variation sé
ulaire regroupeles �u
tuations non-périodiques du 
hamp sur des é
helles de temps de l'année ausiè
le. Sur 
ette �gure, on remarque également que la dispersion des mesures estplus importante sur les 
omposantes X ou Z que sur la 
omposante Y : 
e
i estdû au 
hamp magnétique d'origine externe, en parti
ulier à 
ause de l'anneau de
ourant équatorial qui produit un 
hamp magnétique dipolaire aligné ave
 
eluid'origine interne. On 
omprend don
 déjà que l'étude de la variation sé
ulaire seraobs
ur
ie par la présen
e d'autres sour
es de 
hamp magnétique.Gauss et ses 
ollègues ont mis en pla
e en 1834 le premier réseau d'observa-toires magnétiques, dont le nombre a bien augmenté au début du vingtième siè
le. 11
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Fig. 2.1 � Les 
omposantes X et Y sont dirigées vers le Nord géographique et l'Est. Z estla 
omposante verti
ale vers le bas. H =
√

X2 + Y 2 est la norme du 
hamp horizontal et
F est la norme totale du 
hamp magnétique. Les angles I et D sont l'in
linaison (angleentre le ve
teur 
hamp magnétique et l'horizontale) et la dé
linaison (angle entre le Nordmagnétique et le Nord géographique). Figure tirée de Hulot et al. (2007, p. 35).
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Fig. 2.2 � Moyennes mensuelles des 
omposantes Nord (X), Est (Y ) et verti
ale (Z) du
hamp magnétique mesuré à Chambon-la-Forêt en fon
tion du temps. Le 
hamp magné-tique varie en fon
tion du temps en années. La petite os
illation sur la 
omposante Nordest due au 
hamp d'origine externe. La 
omposante Est est la moins polluée par le 
hampexterne.



2.1. Observations et modèles du 
hamp magnétique 13

Fig. 2.3 � Di�éren
e en nT, en fon
tion du temps en années, entre la 
omposante Z mesuréeen deux observatoires (Gau
he : Sitka - Meanook, droite : Chambon-la-Forêt - Dourbes)à laquelle la moyenne du 
hamp magnétique a été retirée. La �gure de gau
he 
ommen
een 1920 et 
elle de droite en 1960. On montre la diminution du bruit, amélioration desmesures. Communi
ation de N. Gillet.Depuis, la qualité des observations du 
hamp magnétique de la Terre s'est beau-
oup améliorée en pro�tant d'avan
ées te
hniques dans les années 1960-1970 (voirTurner et al. 2007, pour plus de pré
ision sur les te
hniques de mesures et les ma-gnétomètres). L'introdu
tion de la statistique dans la prise des mesures avait déjàfortement 
ontribué à diminuer les erreurs d'observation au 19ème siè
le, d'autresbonnes pratiques de mesures ont été o�
ialisées par l'établissement du réseau In-termagnet d'observatoires qui les partagent depuis 1990. Cette amélioration de laqualité des mesures est parti
ulièrement mise en éviden
e lorsque l'on regarde ladi�éren
e de la 
omposante Nord du 
hamp magnétique entre deux observatoires.Dans la �gures 2.3, on mesure la di�éren
e en nT, en fon
tion du temps, entre la
omposante Z mesurée à deux observatoires (Gau
he : Sitka (Alaska) - Meanook(Canada), droite : Chambon-la-Forêt (Fran
e) - Dourbes (Belgique)) à laquelle lamoyenne du 
hamp magnétique a été retirée. Ces �gures mettent en éviden
e unediminution du bruit, d'un ordre de grandeur (�gure 2.3 à gau
he), entre 1920 et lesannées 1960 grâ
e aux nouveaux magnétomètres et d'un autre ordre de grandeur(�gure 2.3 à droite) depuis les années 1960 grâ
e aux avan
ées te
hniques et auréseau Intermagnet. L'amélioration de la mesure donne plus de pré
ision pour la
ompréhension des phénomènes à l'origine des observations de 
hamp magnétique.Comme le montrent les points rouges de la �gure 2.4, les observatoires sonttrès nombreux en Europe, et au 
ontraire très peu nombreux dans l'hémisphèreSud ou dans les o
éans. Inégalement réparties sur la surfa
e du globe, les mesuresterrestres sont pourtant parfaitement adaptées pour 
ouvrir la variation temporelledu 
hamp magnétique. En e�et, les mesures 
ouvrent des é
helles temporelles allantde la 
aden
e d'a
quisition jusqu'à la durée de vie de l'observatoire 
'est-à-dire neufordres de grandeur. Love (2008) pré
ise qu'elles ont 
hangé de r�le depuis qu'il existedes mesures satellitaires puisqu'elles sont passées de seules données pour dé
rire le
hamp à une utilisation plus restreinte pour la des
ription des variations temporellesdu 
hamp. Ces variations temporelles sont en e�et moins fa
ilement a

essiblespour les satellites du fait de leur mouvement. La �gure 2.5 représente le nombrede données par siè
le, en fon
tion de l'âge des données, provenant d'observatoires(bleu), des satellites (rouge) ou de mesures ar
héomagnétiques (vert).
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60°–120°–180° 120° 180°–60° 0°Fig. 2.4 � Carte sur laquelle �gurent la distribution spatiale des observatoires, ayant fournitdes moyennes mensuelles entre 1995 et 2004, (points rouges) et la tra
e au sol du satelliteØrsted pendant 24 h (ligne bleue). Figure tirée de Hulot et al. (2007, p. 38).

Fig. 2.5 � Nombre de données par siè
le, en fon
tion de l'âge des données (en années,les époques ré
entes sont don
 100). Les di�érentes 
ouleurs 
orrespondent aux donnéessatellitaires (rouge, nombre de données utilisées pour le modèle de 
hamp magnétiquexCHAOS (Olsen et Mandea 2008)), aux données historiques (bleu, nombre de donnéesutilisées pour le modèle de 
hamp magnétique gufm (Ja
kson et al. 2000)) et aux donnéesar
héomagnétiques (vert, pour la base de données Geomagia Korhonen et al. (2008)).L'obtention de modèles de 
hamp est dé
rite dans la se
tion 2.1.3. Communi
ation deN. Gillet.



2.1. Observations et modèles du 
hamp magnétique 15On béné�
ie de mesures satellitaires depuis la série de satellites, POGO (1965-1972) et MAGSAT (1979). Les mesures satellitaires peuvent être uniquement s
a-laires pour l'intensité du 
hamp magnétique (POGO) ou ve
torielles (MAGSAT) :ils mesurent alors Br, Bθ, Bφ dans leur référentiel à réorienter en 
oordonnées géo-
entriques. Les observations des satellites ont une 
ouverture spatiale globale hormisles 
alottes polaires (voir la tra
e en bleu de l'orbite de Ørsted sur la �gure 2.4)et 
'est le même instrument qui prend toutes les mesures, 
e qui rend plus fa
ilela des
ription et l'interprétation des erreurs de mesure. En revan
he, à 
ause dumouvement du satellite, les mesures ne sont pas e�e
tuées plusieurs fois au mêmeendroit, et deux mesures pro
hes spatialement ne sont pas faites au même moment.La distin
tion entre les variations spatiales ou temporelles du 
hamp est don
 plus
ompliquée. De plus, les périodes de fon
tionnement des di�érents satellites se re-
ouvrant peu, peu de mesures sont disponibles à un temps donné. Gillet et al.(2009a) fournissent des détails sur les mesures des di�érents satellites, l'erreur demesure asso
iée variant globalement entre 2 et 8 nT selon les missions. Les erreursles plus élevées sont dues à des di�
ultés initiales d'orientation du satellite Ørs-ted et à un problème de rigidité du bras de CHAMP portant le magnétomètre.Olsen et al. (2006) proposent une méthode pour 
o-estimer les angles d'Euler qui
onne
tent le système de 
ontr�le d'attitude du satellite au magnétomètre ve
toriel.Depuis le lan
ement de trois satellites basse orbite -Ørsted, CHAMP et SAC-C- qui fournissent des données géomagnétiques, une série temporelle 
ontinue demesures satellites dure maintenant depuis presque 10 ans (voir également la �gure2.5). La mission Ørsted fera très probablement le lien jusqu'à la future missionSWARM de l'ESA (par exemple Olsen et al. 2006, Friis-Christensen et al. 2006),une 
onstellation de trois satellites qui fournira des données d'une qualité sanspré
édent à partir de 2011.Les mesures dire
tes du 
hamp magnétique terrestre ne nous renseignent que surun instant très bref de l'histoire de 
e 
hamp. C'est pourquoi la gamme temporelleo�erte par l'ar
héomagnétisme et le paléomagnétisme est si importante. Les mesuresar
héomagnétiques et paléomagnétiques sont des mesures indire
tes du 
hamp ma-gnétique et permettent de remonter a
tuellement jusque 3, 5 milliards d'années.Les mesures ar
héomagnétiques donnent l'intensité et la dire
tion de l'aimantationthermorémanente des oxydes de Fer a
quises par les poteries après 
uisson. Les me-sures paléomagnétiques proviennent des ro
hes ayant enregistré le 
hamp ambiantau moment de leur formation. Les ro
hes sédimentaires possèdent une aimantationrémanente par orientation de leurs minéraux magnétiques au moment de leur dép�tet les sédiment la
ustres donnent ainsi des mesures 
ontinues temporellement. Lesro
hes vol
aniques atteignent une aimantation thermorémanente lors de leur miseen pla
e. On mesure ainsi l'intensité du 
hamp an
ien de façon presque instanta-née puisque l'époque 
orrespond au refroidissement de la ro
he en dessous de satempérature de Curie. Le nombre de 
es mesures an
iennes est faible (voir la �gure2.5) mais leur interêt réside dans le fait qu'elles permettent de remonter très loindans le temps. Ce sont par exemple des mesures sur des laves dont l'aimantationrémanente est de dire
tion opposée au 
hamp a
tuel qui ont permis de dé
ouvrir lesrenversement de polarité du 
hamp sur des é
helles de temps du million d'années.Ces su

essions de polarité dire
te ou inverse sont également ins
rites sur le plan-
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Fig. 2.6 � S
héma des sour
es de 
ourants qui 
ontribuent au 
hamp magnétique mesurépar les observatoires terrestres et les satellites. Ce s
héma donne une idée des di�érentesorigines du 
hamp magnétique mesuré mais n'est pas représentatif des épaisseurs relativesdes di�érentes enveloppes sphériques représentées. Modi�ée de Hulot et al. (2007).
her o
éanique. La possibilité de périodes stables de polarité opposée s'explique parla symétrie des équations qui gouvernent la dynamique du noyau.2.1.2 Les di�érentes sour
es du 
hamp géomagnétiqueLe 
hamp magnétique terrestre 
onne
te la Terre et l'espa
e pro
he jusqu'à la ma-gnétopause. Que 
e soit en profondeur ou dans l'atmosphère, des 
ourants éle
-triques génèrent des 
hamps magnétiques qui 
ontribuent à la totalité du 
hampmagnétique observé. La situation est s
hématisée sur la �gure 2.6. Le 
hamp ma-gnétique, résultant des di�érentes sour
es, a des intensités variées et évolue sur denombreuses é
helles spatiales et temporelles. Ce
i 
ontribue à identi�er les di�é-rentes sour
es de 
hamp, mais il reste des é
helles spatiales ou temporelles où lesphénomènes sont imbriqués. La �gure 2.7 regroupe les é
helles temporelles 
ara
-téristiques de quelques phénomènes d'origine interne ou externe.Le 
hamp d'origine interne 
orrespond en majeure partie au 
hamp généré parle pro
édé de géodynamo, dans le noyau externe. Son intensité, estimée à la surfa
ede la Terre, est de 60000 nT aux p�les et 30000 nT à l'équateur. On l'appelle le
hamp prin
ipal. L'étude de sa sour
e est l'objet de 
e travail.En moindre proportion, le 
hamp d'origine interne 
orrespond également à l'ai-mantation de la 
roûte. La lithosphère est aimantée si sa température ne dépassepas 
elle de Curie au-delà de laquelle une ro
he perd ses propriétés magnétiques.Comme 
e 
hamp est d'origine interne, tout 
omme le 
hamp prin
ipal, on souhaitebien l'identi�er pour mieux le soustraire des données a�n de n'étudier que la partieinterne due au noyau. Le 
hamp 
rustal est d'intensité de l'ordre de 100 nT, trèsinférieure à 
elle du 
hamp prin
ipal. Il est majoritaire sur les petites é
helles spa-tiales inférieures à 3000 km mais, à plus grande é
helle, son intensité est plus grande



2.1. Observations et modèles du 
hamp magnétique 17au dessus des 
ontinents qu'au dessus des o
éans. Ce
i introduit une di�
ulté lorsde l'étude des données de 
hamp magnétique pour paramétrer le 
hamp prin
ipal.Au regard des 
onstantes de temps du noyau, le 
hamp 
rustal peut être 
onsidéré
omme stationnaire dans le temps, on peut don
 s'en a�ran
hir en étudiant la dé-rivée temporelle du 
hamp magnétique. Cependant, l'étude de Hulot et al. (2009)donne des limites à 
ette pratique en pré
isant que les variations temporelles du
hamp 
rustal (induites par la variation sé
ulaire du 
hamp prin
ipal de grandeé
helle) deviennent plus importantes que 
elles du 
hamp du noyau au delà du de-gré harmonique 22 (∼ 1800 km). Les observatoires terrestres mesurent toujours lamême 
omposante 
rustale, 
e qui induit alors plut�t un biais dans les observations.En revan
he, les satellites déte
tent di�
ilement la partie 
rustale s'ils sont à trophaute altitude puisque l'intensité diminue rapidement ave
 l'altitude 
e qui rendson étude di�
ile. La modélisation du 
hamp 
rustal béné�
ie a
tuellement d'une
oïn
iden
e positive. Le satellite CHAMP était programmé pour voler à 450 kmd'altitude et rester en orbite basse (les orbites des autres satellites qui mesurentle 
hamp magnétique se situaient plut�t autour de 700 km d'altitude). En 2006 ilest des
endu sur une orbite à 350 km d'altitude et pourra voler jusque mi-2010.D'autre part, le 
y
le solaire est a
tuellement à un minimum 
e qui limite la pollu-tion (de notre point de vue) des données par le 
hamp externe. Les mesures prisesa
tuellement par CHAMP sont don
 parti
ulièrement bien adaptées pour une bonneidenti�
ation du 
hamp 
rustal (voir, par exemple, Maus et al. 2007).Dans le 
adre de l'étude du 
hamp prin
ipal, le 
hamp 
rustal est traité 
ommeune erreur d'observation (Ja
kson 1990, par exemple), ou bien 
o-estimé ave
 le
hamp prin
ipal.D'autres sour
es de 
hamp géomagnétique sont externes à la Terre. Le milieuinterplanétaire est balayé par un vent de parti
ules 
hargées éle
triquement, le ventsolaire. Le vent solaire 
on�ne le 
hamp magnétique de la Terre dans une 
avitéappelée la magnétosphère. La magnétosphère n'est pas une stru
ture statique maisest 
onstamment en mouvement. Par exemple, l'orientation par rapport au soleilde l'axe du dip�le du 
hamp magnétique interne varie ave
 la rotation de la Terreet sa révolution autour du soleil. D'autre part, le vent solaire a une variabilitétemporelle allant de la se
onde à plusieurs années. Un e�et de 
ette variabilité estle mouvement os
illant de la magnétopause pour rétablir l'équilibre entre la pressiondu vent solaire et la pression magnétosphérique.Dans la magnétosphère terrestre, la distribution des 
ourants éle
triques n'estpas uniforme mais surtout lo
alisée dans la magnétopause, et dans l'anneau de
ourant équatorial. L'intensité de 
e 
hamp (40 à 2000 nT) varie en fon
tion del'a
tivité solaire. Les 
ourants magnétosphériques et ionosphériques varient dans letemps en réponse aux marées thermiques dans l'ionosphère, aux intera
tions entremagnétosphère et vent solaire, et aux variations de l'a
tivité du soleil (voir, parexemple, Légaut 2005, Gubbins et Herrero-Bervera 2007, (
hapîtres ionosphèreet magnétosphère) pour des des
riptions des 
ourants ionosphériques et magnéto-sphériques ). En 
onséquen
e, les é
helles de temps 
onsidérées sont 
elles de lavariabilité et de l'a
tivité du soleil. Les é
helles de temps typiques sont la journée,l'année, le 
y
le à 11 ans des ta
hes solaires (voir également la �gure 2.7), 
es phé-
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Fig. 2.7 � Variations temporelles du 
hamp magnétique terrestre en 
omparaison ave
l'âge de la Terre et de l'Univers. Les phénomènes d'origines interne et externe se re
oupent.Figure tirée de Turner et al. (2007).nomènes re
oupent don
 les é
helles de temps de la variation sé
ulaire du 
hampmagnétique.Dans le 
adre de l'étude du 
hamp d'origine interne, on souhaite s'a�ran
hir dusignal externe. D'une part, la séle
tion des données permet de limiter la 
ontributionexterne des mesures du 
hamp magnétique. On 
hoisit alors des données de jours
almes et des données du 
�té nuit. Pourtant, 
ette séle
tion se fait toujours en
ompromis ave
 un é
hantillonnage spatial et temporel homogène. D'autre part, unedes
ription du 
hamp magnétique observé par des harmoniques sphériques permetde réaliser 
ette séparation (voir en
adré 1). Cette méthode est plus adéquate pourles mesures en observatoires, pour lesquelles le 
hamp ionosphérique est externe,que pour les mesures des satellites e�e
tuées dans la ionosphère. Cependant ladé
omposition est quand même envisageable pour des données satellites e�e
tuéesdans la ionosphère.Comme le présentent Olsen et al. (2009) dans leur arti
le de revue 
onsa
ré à laséparation des 
hamps externe et interne, une solution alternative à la séparationpar dé
omposition sur la base des harmoniques sphériques 
onsiste à modéliser laphysique du 
hamp externe, et ensuite à soustraire 
es e�ets des données géoma-gnétiques pour n'en tirer que le 
hamp d'origine interne.Utiliser la physique du système est pré
isement une des motivations de notretravail (
onsa
ré à la partie interne du 
hamp). Comme i
i où l'on remarque quedé
rire le 
hamp externe ave
 de la physique est plus 
omplet qu'une séle
tion dedonnées ou une paramétrisation simple, le 
hamp du noyau sera également dé
ritplus pré
isément si on in
lut la physique du noyau à la des
ription.Tsyganenko et Sitnov (2007) modélisent les sour
es de 
ourants magnétosphé-riques 
omme une somme de plusieurs 
ourants : l'anneau de 
ourant -dont les e�ets



2.1. Observations et modèles du 
hamp magnétique 19
Dans une zone sans 
ourants (manteau, basse atmosphère au premier ordre), le
hamp magnétique peut être exprimé 
omme dérivant d'un potentiel B = −∇V .L'absen
e de monopole magnétique ∇ ·B = 0 implique également que 
e potentiel
V est solution de l'équation de Lapla
e ∇2V = 0. Les harmoniques sphériques sontles fon
tions propres de l'opérateur lapla
ien sur une sphère. On suppose que larégion r1 < r < r2 est sans 
ourants mais qu'il y a don
 des sour
es de 
hamp àl'intérieur de la 
oquille sphérique de rayon r1 (par exemple, le noyau liquide) età l'extérieur de la 
oquille sphérique de rayon r2 (par exemple, la magnétosphère).Les solutions de l'équation de Lapla
e en harmoniques sphériques sont 
omposéesde termes dont la dépenden
e radiale est 1/rn+1 et rn

V total(r, θ, ϕ) = RT

∞
∑

n=1

(

RT

r

)n+1 n
∑

m=0

Pm
n (cos θ) [gm

n cos(mϕ) + hm
n sin(mϕ)]

+ RT

∞
∑

n=1

(

r

RT

)n n
∑

m=0

Pm
n (cos θ) [qm

n cos(mϕ) + sm
n sin(mϕ)] .(2.1)Dans 
ette équation, gm

n , hm
n , sm

n et qm
n en nT sont les 
oe�
ients de Gauss dé�nisà la surfa
e de la Terre en r = RT . Les harmoniques sphériques de degré n etd'ordre m utilisent les fon
tions asso
iées de Legendre Pm

n (cos θ) ave
 une semi-normalisation de S
hmidt en géomagnétisme (voir, par exemple, Langel 1987).L'équation 2.1 dé
rit l'ensemble du potentiel magnétique de la région sans 
ourants.Elle 
ontient des termes en 1/rn+1 et rn pour dé
rire un 
hamp d'origine internequi doit s'annuler à l'in�ni ou un 
hamp d'origine externe qui doit rester �ni dansle volume d'étude.Pour r > r1, les solutions signi�
atives sont 
elles en 1/rn+1 et 
onduisent à lades
ription des sour
es d'origine interne par les 
oe�
ients harmoniques gm
n et

hm
n . Pour r < r2, en revan
he, les solutions signi�
atives sont 
elles en rn et les
oe�
ients sm

n et qm
n dé
rivent le 
hamp magnétique d'origine externe. Séparer les
hamps externe et interne 
onsiste à déterminer les 
oe�
ients gm

n , hm
n et qm

n , sm
nà partir des 
omposantes du 
hamp magnétique mesuré. Langel (1987, p. 263)pré
ise qu'il faut au moins la 
omposante verti
ale du 
hamp magnétique et une
omposante horizontale pour réaliser la séparation.En
adré 1 � Des
ription d'un 
hamp potentiel sur la base des harmoniques sphériques.
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omposante X du 
hamp magnétique mesuré à Chambon-la-Forêtdans la �gure 2.2-, les 
ourants de queue à des distan
es plus éloignées (supérieuresà huit rayons terrestres), les 
ourants alignés dont un r�le est de transférer le mo-ment 
inétique du vent solaire à la haute ionosphère et le système de 
ourants dela magnétopause qui 
on�ne le 
hamp dans la limite de la magnétosphère (voirégalement Tsyganenko (2002) et Olsen et al. (2009)).L'étude des 
ourants ionosphériques se fait par assimilation de données, parexemple, GAIM (Global Assimilation of Ionospheri
 Measurements) par S
herliesset al. (2006) est un modèle ré
ent de l'ionosphère et de la plasmasphère. L'assimila-tion de données pour les 
ourants magnétosphériques est plus ré
ente et 
onsa
réeprin
ipalement à l'étude de la 
einture de radiation par le �ltre de Kalman (Kolleret al. 2007, par exemple).2.1.3 Les modèles du 
hamp magnétiqueContexteUn modèle de 
hamp magnétique est une interpolation et une paramétrisation desmesures du 
hamp magnétique. L'obje
tif de la modélisation du 
hamp magné-tique est de fa
iliter la des
ription de ses stru
tures spatiales et de ses variationstemporelles.Dans la partie pré
édente, j'ai insisté sur le fait que les mesures du 
hamp ma-gnétique ne sont pas régulièrement distribuées en temps et en espa
e. Par exemple,les mesures satellites semblent avoir une distribution spatiale idéale mais les 
alottespolaires sont toujours en dehors des orbites. De plus, même si les zones de hautelatitude ont une densité de données plus importante qu'à l'équateur, la plupart desauteurs ne retiennent, pour 
es hautes latitudes, que les données d'intensité du faitde fortes perturbations 
réées par le signal externe (les 
ourants éle
triques alignésave
 le 
hamp magnétique font peu varier l'intensité du 
hamp total). Une mesureve
torielle est pourtant né
essaire pour déterminer 
omplètement le 
hamp magné-tique. Temporellement, les la
unes dans les observations traduisent le 
hoix de neprendre que des données de nuit, pour lesquelles le signal externe est moins fort ;on a alors des données pendant 6 mois sur 12 aux hautes latitudes. D'autre part,la série 
ontinue de données satellites depuis 10 ans paraît 
ourte pour étudier desmouvements dans le noyau dont l'é
helle de temps 
ara
téristique est environ la du-rée de 
ette série : le lan
ement pro
hain de la mission SWARM (Friis-Christensenet al. 2006), en plus de son originalité du fait de la présen
e de trois satellites, vaprolonger 
ette série. Le lan
ement est pourtant prévu pour 2011, alors que le satel-lite CHAMP 
ir
ulera 
ertainement jusqu'à mi-2010. Ørsted pourra probablementfaire le lien jusqu'à la mission SWARM mais il ne fait plus que des mesures s
alairesdepuis 2006. L'obje
tif de la modélisation du 
hamp magnétique est alors de pallier
es di�érentes la
unes dans les données. Le modèle doit aussi tenir 
ompte de la va-riabilité en qualité et quantité des données au 
ours du temps. Par ailleurs, le 
hampmagnétique du noyau trouve son origine environ 3000 km sous nos pieds. Pour le
omprendre, il est judi
ieux de le dé
rire là où sont e�e
tuées les observations maisaussi à la frontière noyau-manteau, au plus pro
he possible des sour
es.Les modèles a
tuel du 
hamp interne appellent vraies données des mesures déjà
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hamp magnétique 21remaniées. Par exemple, les données ajustées du réseau Intermagnet sont des don-nées brutes auxquelles ont été ajoutées des lignes de bases, des pi
s ayant égalementété enlevés. On a don
 déjà là une première supposition des 
ara
téristiques spatio-temporelles du 
hamp magnétique. Ces données sont ensuite séle
tionnées pour negarder que les moins polluées par le 
hamp externe. Pour le 
hamp prin
ipal, lemodèle sera ensuite la paramétrisation la plus simple, 
elle présentant le minimumde 
omplexité, qui re�ète au mieux les données.Une des perspe
tives de 
ette thèse est d'utiliser une modélisation de la dy-namique du noyau, dont la sortie est le 
hamp magnétique prin
ipal, 
omme pa-ramétrisation pour expliquer les données. Nous pensons que 
ette paramétrisationdynamique peut mieux pallier les la
unes temporelles ou spatiales des données évo-quées 
i-dessus. Par la dynamique, l'information des zones ri
hes en données sepropage aussi vers les zones pauvres en données.Par ailleurs, à l'image de 
e qui se fait pour les autres sour
es de 
hamp magné-tique 
omme le 
hamp externe, utiliser un modèle de la dynamique du noyau pourdé
rire le 
hamp prin
ipal l'isole mieux du 
hamp 
rustal et des autres sour
es de
hamp magnétique. Isoler et 
omprendre une des sour
es du 
hamp magnétique me-suré permet de mieux isoler et 
omprendre les autres dont la physique est di�érentemais 
omplémentaire.Dans la suite du manus
rit je parlerai de modèle (quasi-géostrophique) de ladynamique du noyau, à ne pas 
onfondre ave
 les interpolations/paramétrisationdu 
hamp magnétique observé qui sont l'objet de 
ette partie. Ces paramétrisationsdu 
hamp magnétique observé sont le résultat d'un problème inverse que je dé
risdans le paragraphe suivant.Problèmes dire
t et inverseLe manteau est 
onsidéré 
omme un isolant éle
trique aux é
helles de temps de lavariation sé
ulaire, le 
hamp magnétique peut alors être prolongé vers la frontièrenoyau-manteau. De plus, dans le 
as d'un �uide parfaitement 
ondu
teur, seul le
hamp magnétique radial Br est 
ontinu à la frontière noyau-manteau. On va don
s'intéresser uniquement à la paramétrisation de Br.Une donnée magnétique γ à l'altitude r 
orrespond à la 
onvolution du vrai
hamp magnétique Br à la frontière noyau-manteau en r = ro ave
 la fon
tion deGreen G(r, ro)

γ(r, θ, ϕ, t) =

∫

Σ
G(r, ro)Br(ro, θ, ϕ, t)dΣ + ǫ, (2.2)où ǫ est i
i l'erreur d'observation. Cette équation signi�e qu'une mesure donnée estune moyenne pondérée du 
hamp Br sur la surfa
e du noyau Σ (voir Bloxham et al.1989, pour une représentation de la fon
tion de Green selon les 
omposantes).Le problème se pré
ise en 
her
hant une paramétrisation pour Br. Dans l'en-
adré 1, on a vu que le 
hamp magnétique dérive d'un potentiel s
alaire dans unezone sans 
ourants éle
triques. Ce potentiel peut se développer sur la base desharmoniques sphériques. Le potentiel magnétique d'origine interne se résume à

V (r, θ, ϕ) = RT

∞
∑

n=1

(

RT

r

)n+1 n
∑

m=0

Pm
n (cos θ) [gm

n cos(mϕ) + hm
n sin(mϕ)] , (2.3)
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n et hm

n en nT sont les 
oe�
ients de Gauss dé�nis à la surfa
e de la Terre en
r = RT .On peut don
 dé
rire Br, à une époque donnée, 
omme une somme de 
oe�-
ients de Gauss :

Br(ro, θ, ϕ) =

∞
∑

n=1

(

RT

ro

)n+2 n
∑

m=0

Pm
n (cos θ) [gm

n cos(mϕ) + hm
n sin(mϕ)] . (2.4)Pour les modèles dépendant du temps (voir également Ja
kson et Finlay 2007,se
tion 5.05.3), le 
hoix de la paramétrisation temporelle Φp(t) dépend des modèles(B-splines de plusieurs niveaux, séries de Taylor, interpolation linéaire), on é
rit

gm
n (t) =

∑

p

gm,p
n Φp(t), (2.5)

hm
n (t) =

∑

p

hm,p
n Φp(t). (2.6)Qu'il y ait ou non paramétrisation temporelle, le problème inverse 
orrespond àla re
her
he du jeu de 
oe�
ients de Gauss gm

n et hm
n ou gm,p

n et hm,p
n qui expliquentle mieux les données.On retrouve i
i toutes les 
ara
téristiques des problème inverses telles que lanon-uni
ité des solutions puisque le nombre de données est �ni (Ba
kus 1970), lebesoin, en 
onséquen
e, d'une 
ontrainte supplémentaire pour l'inversion. Dans sathèse, Ja
kson (1989) détaille 
e problème inverse et montre qu'on se ramène àun problème d'optimisation qui se résoud ave
 une méthode de minimisation (voirégalement Bloxham et al. 1989).Quelques modèles de 
hampLes modélisations du 
hamp magnétique sont nombreuses. Les arti
les de Hulotet al. (2007), Ja
kson et Finlay (2007), par exemple, 
ontiennent des revues des mo-dèles de 
hamp prin
ipal et de variation sé
ulaire, et Gillet et al. (2009a) passent enrevue les modèles 
onstruits à partir de données satellitaires. Dans les modèles dé-pendants du temps, on distingue pour l'instant les modélisations du 
hamp interneuniquement (ave
 ou sans 
o-estimation du 
hamp 
rustal) et les modèles globaux(
omprehensive models en anglais) qui modélisent les 
hamps interne et externe.Utilisé de façon indire
te dans la dernière partie de 
e mémoire, le modèle gufm(Ja
kson et al. 2000) regroupe des données d'observatoires et de navigateurs pourles quatre derniers siè
les. D'autres modèles n'utilisent que des données satellites,je montre quelques 
artes des modèles satellitaires CHAOS (Olsen et al. 2006) etxCHAOS (Olsen et Mandea 2008) dans la se
tion suivante.Ce premier problème inverse n'est pas dire
tement l'objet du travail présentédans 
ette thèse. Pourtant son produit �ni, un modèle (ou paramétrisation) du
hamp magnétique, est un des obje
tifs à plus long terme de notre travail : noussouhaitons dériver des modèles pour le 
hamp magnétique interne pour lesquels lesproblèmes liés aux la
unes de la répartition non-uniforme des données en tempsou en espa
e, leur qualité variable, ainsi qu'aux 
hoix arbitraires de régularisationspatiale ou temporelle sont partiellement résolues par la dynamique du noyau.
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hamp magnétique 23Des dédu
tions sur la dynamique du noyau à partir de 
es observations 
onstitueun deuxième problème inverse (dé
rit dans le 
hapitre 3) et s'étudie généralementen 
onsidérant 
es modèles de 
hamps (
oe�
ients de Gauss) 
omme des � obser-vations �.2.1.4 Le 
hamp magnétique à la frontière noyau-manteauLes modèles de 
hamp ont rendues plus fa
iles les des
riptions du 
hamp magnétiqueà la surfa
e de la Terre, et les ont rendues possibles à la frontière noyau-manteau.Les modèles dépendant du temps mettent en éviden
e la variation sé
ulaire globaledu 
hamp magnétique.La �gure 2.8 montre un modèle de 
hamp magnétique radial à la surfa
e de laTerre pour l'année 2003. Le 
hamp est prin
ipalement dipolaire ave
 une in
linaisonde l'axe du dipole de 11 degrés environ par rapport à l'axe de rotation de la Terre. Saproje
tion à la frontière noyau-manteau (�gure 2.9) met en éviden
e de plus petitesé
helles spatiales qui étaient atténuées par l'éloignement entre sour
e et mesures surla 
arte 2.8. Bien que toujours dominant, le dip�le est moins important relativementaux autres 
ontributions de plus petite é
helle. On remarque deux régions de grandeintensité dans 
haque hémisphère et aux hautes latitudes. Ces stru
tures semblentsymétriques par rapport au plan équatorial. Elles peuvent être la signature d'une
onve
tion en 
olonnes parallèles à l'axe de rotation dans le noyau. Plus près del'équateur, on remarque deux autres régions de �ux intenses ; l'une d'elles se situeà 
�té d'une autre région de �ux inverse, au niveau de l'Afrique du Sud.L'augmentation de la quantité et de la qualité des données 
ontribue à ra�nerles stru
tures du 
hamp magnétique que l'on peut voir sur 
e type de 
artes. Cellesde la �gure 2.9 ont été tronquées au degré n = 14 à partir du modèle xCHAOS(Olsen et Mandea 2008).Les degrés harmoniques sont une mesure de la longueur d'onde spatiale desstru
tures et on peut analyser le 
hamp magnétique en traçant son énergie, 
arréde son intensité B2 intégré sur une surfa
e sphérique de rayon r, en fon
tion dudegré harmonique n

R(n, t) = (n + 1)

(

RT

r

)2n+4 n
∑

m=0

[

gm
n (t)2 + hm

n (t)2
]

. (2.7)La �gure 2.10 montre 
es spe
tres d'énergie à la frontière noyau-manteau(
ourbe noire) ou à la surfa
e de la Terre (
ourbe rouge) à partir du modèle GRIMM(Lesur et al. 2008) pour l'année 2003.5. À la surfa
e de la Terre, le spe
tre logarith-mique présente deux bran
hes ave
 deux pentes di�érentes. La transition entre 
esdeux bran
hes se trouve entre les degrés harmoniques 13 et 16 (é
helles spatialesde 3000 à 2500 km). Pour les degrés faibles, le 
hamp du noyau est majoritaire,et l'ensemble est dominé par le degré harmonique n = 1, qui représente le dip�le.Pour les hauts degrés, le spe
tre est plat 
e qui signi�e que la sour
e est pro
he etsur toutes les é
helles spatiales. Le spe
tre est dominé par le 
hamp 
rustal.On peut don
 envisager de séparer le 
hamp prin
ipal du 
hamp 
rustal enétudiant le 
hamp prin
ipal jusqu'au degré 14 uniquement. Le 
hamp 
rustal estpourtant existant, mais de faible intensité, pour les bas degrés. Mais surtout, se
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Fig. 2.8 � Carte du 
hamp à la surfa
e de la Terre (maximum 66000 nT), 
ontours tousles 10000 nT. Cette 
arte est réalisée ave
 le modèle xCHAOS (Olsen et Mandea 2008) en2003.0 tronqué au degré n = 14.
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Fig. 2.9 � Carte du 
hamp à la frontière noyau-manteau (maximum 1 mT), 
ontours tousles 0.1 mT. Cette 
arte est réalisée ave
 le modèle xCHAOS (Olsen et Mandea 2008) en2003.0 tronqué au degré n = 14.
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Fig. 2.10 � Spe
tre d'énergie du 
hamp magnétique, 
arré de son intensité B2 intégréesur une surfa
e parti
ulière : la surfa
e de la Terre (rouge) ou la frontière noyau-manteau(noir), en fon
tion de degré harmonique. Figure tirée de Gillet et al. (2009a), réalisée àpartir du modèle de données satellitaires GRIMM (Lesur et al. 2008) pour l'année 2003.5.limiter aux 14 premiers degrés du 
hamp signi�e que l'on aura toujours une image�oue du noyau, 
e qui est un problème pour l'étude de la dynamique du noyauasso
iée à 
ette image. Cette limitation 
on
erne surtout le 
hamp prin
ipal lui-même. Sa dérivée temporelle peut être évaluée à des degrés supérieurs à 14 puisquele 
hamp 
rustal est prin
ipalement stationnaire.Le spe
tre à la frontière noyau-manteau est plat pour les bas degrés 
onformé-ment à la proximité de la sour
e dans l'hypothèse d'un spe
tre blan
. En revan
heil remonte pour les hauts degrés. Cette partie de la 
ourbe n'est pas signi�
ativepuisque l'on a prolongé vers la frontière noyau-manteau les mesures du 
hamp ma-gnétique en 
onsidérant que le manteau ne 
ontenait pas de sour
es de 
hamp.L'obtention de 
artes du 
hamp magnétique pour plusieurs époques met enéviden
e une dérive vers l'Ouest des motifs équatoriaux aux é
helles de temps dela variation sé
ulaire. Dans la �gure 2.11, Finlay (2005) a mis 
et e�et en éviden
een traçant l'intensité du 
hamp radial à l'équateur, en fon
tion de la longitude enabs
isse et du temps en ordonnée. Le signal semble se propager vers l'Ouest à unevitesse de 17 km/an et sa stru
ture ondulatoire laisse Finlay et Ja
kson (2003)suggérer que son expli
ation est liée à des ondes hydromagnétiques dans le noyau.La �gure 2.12 est une 
arte de la variation sé
ulaire du 
hamp magnétique
al
ulée à la surfa
e de la Terre à partir du modèle xCHAOS en 2003. D'après
ette 
arte, l'amplitude maximale de la variation sé
ulaire est de 180 nT/an. Si ladérive vers l'Ouest est une stru
ture plut�t lente et a été observé sur l'ensemble desdonnées historiques, les se
ousses magnétiques, elles, ont une é
helle 
ara
téristiques
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Fig. 2.11 � Champ magnétique radial à l'équateur, en fon
tion de la longitude en abs
isseet du temps en ordonnée. (La moyenne temporelle de Br a été soustraite et les périodessupérieures à 400 ans ont été �ltrées.) Cette 
arte est réalisée à partir du modèle gufm1(Ja
kson et al. 2000). Figure tirée de Finlay (2005).de l'ordre de l'année. Elles se repèrent dans les données d'observatoire par des
hangements brusques de la pente de la variation sé
ulaire dY/dt, 
omposante lamoins bruitée par le signal externe.Les observations satellitaires ont permis de 
onnaître les bas degrés del'a

élération sé
ulaire, la se
onde dérivée temporelle du 
hamp magnétique ra-dial. En 
onnaissant la variation sé
ulaire, on estimait l'a

élération sé
ulaire maisla surprise est venue de l'évolution trés rapide de 
es 
artes. Il su�t de quelquesannées pour que le 
hamp d'a

élération sé
ulaire soit 
omplètement bouleversé(par exemple Lesur et al. 2008).Holme et Olsen (2004) tra
ent le spe
tre de puissan
e de la variation sé
ulaireet en déduisent qu'il n'y a pas de raison d'imaginer une sour
e de variation sé
u-
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Fig. 2.12 � Carte de la variation sé
ulaire du 
hamp magnétique à la surfa
e de la Terre(extrema −101; 179 nT/an), 
ontours tous les 20 nT/an. Cette 
arte est réalisée ave
 lemodèle xCHAOS (Olsen et Mandea 2008) en 2003.0 tronqué au degré n = 14.
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elle du 
hamp prin
ipal. Hulot et Le Mouël (1994) dé�nissentl'é
helle de temps 
ara
téristique τSV de la variation sé
ulaire du 
hamp historiqueen fon
tion du degré harmonique n (voir aussi Hongre et al. (1998) pour une étudesimilaire des données ar
héomagnétiques)
τSV
n =

√

R(n, t)
˙R(n, t)

, (2.8)où ˙R(n, t) est l'énergie de la variation sé
ulaire du 
hamp magnétique de degrés net sommé sur tous les ordres m. τSV
n mesure le temps né
essaire à une stru
turedu 
hamp magnétique de taille n pour 
hanger 
omplètement. On trouve que τSV

nest de l'ordre de 100 − 200 ans pour les degrés de 2 à 7, τSV
n diminue quand naugmente. Pour le dip�le axial τSV

n est plut�t de l'ordre de 400 ans.Les motifs du 
hamp magnétique présentés dans 
ette partie sont 
ara
téris-tiques de la variation sé
ulaire du 
hamp magnétique. Dans 
e travail, on s'intéresseà la dynamique du noyau à l'origine de la variation sé
ulaire du 
hamp magnétique.2.2 La dynamique du noyau2.2.1 Lois de 
onservation et e�et dynamoLes observations paléomagnétiques attestent la présen
e d'un 
hamp magnétiquesur Terre depuis au moins 3,5 milliards d'années. Pourtant on peut estimer del'ordre de quelques dizaines de milliers d'années le temps que mettrait un 
hampmagnétique à s'éteindre par dissipation ohmique uniquement. Par ailleurs, le 
hampmagnétique observé n'est pas le 
hamp d'un aimant permanent, 
omme l'indiquentles hautes températures au 
entre de la Terre, bien supérieures à la températurede Curie. En�n, les mesures magnétiques témoignent d'un 
hamp magnétique non-uniforme et qui �u
tue dans le temps. Toutes 
es observations jouent en faveur d'unmé
anisme d'un 
hamp magnétique auto-entretenu. La possibilité d'un e�et dy-namo pour la Terre a été dis
utée par Larmor dès 1919, mais le premier mé
anismede dynamo magnétohydrodynamique a été élaboré par Elsasser (1946). L'e�et dy-namo est un mé
anisme qui 
onvertit de l'énergie 
inétique en énergie magnétique.Au 
÷ur d'un 
hamp magnétique préexistant (par exemple le 
hamp magnétique in-terplanétaire), des mouvements dans le noyau liquide, 
ondu
teur d'éle
tri
ité, vontgénérer des 
ourants éle
triques qui produisent un 
hamp magnétique qui renfor
ele 
hamp magnétique initial. Si l'auto-indu
tion du 
hamp magnétique dépasse sadissipation ohmique, alors on a une dynamo auto-entretenue.De la 
haleur est extraite du noyau par le manteau 
e qui fournit, par le phéno-mène de 
onve
tion thermique, une sour
e d'énergie 
inétique 
apable d'entretenirle 
hamp magnétique malgré sa dissipation ohmique. Le �uide du noyau est soumisà une 
onve
tion vigoureuse dont la prin
ipale sour
e d'énergie, aux longues é
hellesde temps 
omme 
elles de la génération de 
hamp magnétique, est le refroidissementsé
ulaire du noyau, 
e qui entraîne la nu
léation puis la 
roissan
e d'une graine defer solide au 
entre. La 
roissan
e de la graine libère de la 
haleur latente (solidi�-
ation du fer) et des éléments légers 
e qui 
ontribue à une 
onve
tion thermique et
ompositionnelle. Les 
ouplages entre le noyau et le manteau, le forçage des marées
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ρ [∂tu + (u · ∇)u + 2Ω × u] = −∇Π′ − Cg + j × B + ρν∇2u, (2.9)

∂tC + (u · ∇)C = κ∇2C + ST/χ, (2.10)
∂tB = ∇× (u× B) + η∇2B, (2.11)

∇ · u = 0, (2.12)
∇ ·B = 0. (2.13)Tab. 2.1 � Équations de 
onservation de la quantité de mouvement, de l'énergie, de l'in-du
tion magnétique, et de la masse. ∇ ·B = 0 traduit l'absen
e de monopole magnétique.Ces équations sont é
rites dans le 
adre de l'approximation de Boussinesq et de l'approxi-mation de la magnétohydrodynamique. La dé�nition des variables et des di�érents termesest pré
isée dans le 
orps du texte.ou la pré
ession, sur des é
helles de temps diurnes, sont à l'origine de mouvementssus
eptibles de 
ontribuer également au mé
anisme dynamo.À 
ause de la rotation de la Terre, et par
e que le �uide est très peu visqueux,
es mouvements 
onve
tifs sont dominés par la for
e de Coriolis. Les intera
tionsnon-linéaires indire
tes entre la for
e de Coriolis, le 
hamp magnétique et la for
ed'Ar
himède produisent un é
oulement sur de nombreuses é
helles spatiales et tem-porelles.L'étude des pro
édés physiques qui entrent en jeu dans le noyau né
essite detraiter le système d'un �uide 
ondu
teur d'éle
tri
ité en rotation à l'intérieur d'une
oquille sphérique. Les lois physiques qui régissent son mouvement sont les lois de
onservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l'énergie, le tout dansle 
adre des lois de l'éle
tromagnétisme (voir, par exemple, Braginsky et Roberts1995, pour un traitement théorique détaillé). On suppose que le �uide est homogène,visqueux et in
ompressible mais dans le 
adre de l'approximation de Boussinesq.Le �uide est 
ara
térisé par son 
hamp magnétique B, son 
hamp de vitesse u, sa
o-densité C et sa pression Π. Les équations sont regroupées dans le tableau 2.1.La 
onservation de la quantité de mouvement du �uide en rotation uniformeest régie par l'équation de Navier-Stokes (équation 2.9). Dans l'approximation deBoussinesq (voir Spiegel et Veronis 1960, pour des 
ompléments sur les 
onditionsd'appli
ation), les variations de la masse volumique du �uide ρ sont négligées saufpour les for
es d'Ar
himède. La formulation en 
o-densité regroupe en une seulevariable C les sour
es de �ottabilité thermiques (αρT ′, où α est le 
oe�
ient d'ex-pansion thermique et T ′ un 
hamp de température dé�ni par rapport à un étatisentropique) et 
himiques (produit de la di�éren
e de densité entre le fer pur etles éléments légers ave
 un 
hamp de 
on
entration dé�ni par rapport à un étatde base homogène) (Braginsky et Roberts 1995, Aubert 2009). Dans le 
adre del'approximation de Boussinesq, la 
onservation de la masse se réduit à une 
ondi-tion d'in
ompressibilité du �uide (équation 2.12). L'équation de Navier-Stokes (2.9)signi�e qu'une parti
ule de �uide est soumise à l'a
tion des for
es d'inertie, de lafor
e de Coriolis (on se pla
e dans le repère en rotation), du gradient de pression,et des for
es volumiques : poussée d'Ar
himède, for
e de Lorentz, et fri
tion vis-queuse. Le gradient de pression 
ontient i
i les for
es gravitationelle et 
entrifuge.
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himède fait intervenir la 
o-densité et le 
hamp de gravité pris àla surfa
e du noyau g. La for
e de Lorentz est produite par l'intera
tion entre les
ourants éle
triques j et le 
hamp magnétique et re�ète la rétroa
tion du 
hampmagnétique sur l'é
oulement.L'équation d'évolution de la 
o-densité traduit la 
onservation de l'énergie, elles'exprime par l'équation (2.10) dans le 
adre de l'approximation de Boussinesq.Dans 
ette équation on suppose que les deux sour
es (thermiques et 
omposition-nelle) ont la même di�usivité κ. Par ailleurs, ST/χ est un terme sour
e qui dé
rit lerefroidissement sé
ulaire du noyau et son enri
hissement en élément légers (Aubertet al. 2008, Aubert 2009).On se pla
e, de plus, dans le 
adre de l'approximation de la magnétohydro-dynamique qui néglige les 
ourants de dépla
ement, et �ltre ainsi les ondes éle
-tromagnétiques. L'évolution de l'indu
tion magnétique B est régie par l'équationd'indu
tion (2.11) qui se déduit des équations de Maxwell. Dans 
ette équation,
η = (µ0σ)−1 est la di�usivité magnétique du �uide, σ sa di�usivité éle
trique, et
µ0 la perméabilité magnétique du vide.L'équation d'indu
tion est un équilibre entre la 
réation et la dissipation de
hamp magnétique. Le premier terme du membre de droite de l'équation (2.11)représente l'e�et d'indu
tion éle
tromagnétique par lequel des 
ourants éle
triquessont générés par les mouvements (u est le 
hamp de vitesse) d'un 
ondu
teur éle
-trique à travers un 
hamp magnétique. Le se
ond terme 
orrespond à la dissipationdu 
hamp magnétique par e�et Joule, 
onséquen
e de la 
ir
ulation de 
ourantséle
triques dans un matériel de résistivité éle
trique non-nulle. L'e�et relatif de 
esdeux pro
édés se mesure ave
 le nombre de Reynolds magnétique

Rm = Ul/η, (2.14)ave
 U une vitesse 
ara
téristique et l une taille 
ara
téristique des stru
tures. Sion voit 
e rapport en terme de temps, on a un e�et dynamo si le temps d'adve
-tion du �uide l/U est plus 
ourt que le temps de di�usion éle
tromagnétique l2/η.L'équation (2.11) sans di�usion, indique que le 
hamp magnétique est gelé dans le�uide : 
'est l'approximation de �ux gelé qu'on ren
ontrera également en se
tion3.1. Les lignes de 
hamp se 
omportent 
omme des lignes matérielles et le 
hamp devitesse 
rée ainsi un 
hamp magnétique en étirant 
es lignes de 
hamp. Le systèmed'équations se 
omplète par la 
ondition d'un 
hamp magnétique solénoïdal quitraduit l'absen
e de monopole magnétique (équation 2.13).L'ensemble de 
es équations doit être résolu en a

ord ave
 des 
onditions auxlimites. Les limites (graine et frontière noyau-manteau) sont 
onsidérées 
ommedes surfa
es rigides, impénétrables. Le 
hamp magnétique se ra

orde à un 
hamppotentiel dans le manteau (Christensen et Wi
ht 2007, se
tion 8.08.2.3, résume les
onditions aux limites typiques sur les variables du problème). Par ailleurs, si la
onve
tion est limitée à la 
onve
tion thermique, alors les 
onditions aux limitespour la température sont, par exemple, une température 
onstante ou un �ux de
haleur 
onstant à la frontière noyau-manteau (Sakuraba et Roberts 2009).Les équilibres de la magnétohydrodynamique font intervenir des pro
édés dif-fusifs qui agissent sur des é
helles de temps assez longues par rapport à 
elles de lavariation sé
ulaire. Le tableau 2.2 regroupe les ordres de grandeurs des di�usivités



30 Chapitre 2. Dynamique du noyaudi�usivité ordre de grandeur l pour TD = 100 ansmagnétique η = 2 m2/s ∼ 80 kmthermique κ = 10−5 m2/s ∼ 180 mvisqueuse ν = 10−7 m2/s ∼ 18 mTab. 2.2 � Ordre de grandeur des pro
édés di�usifs dans le noyau liquide et taille 
a-ra
téristique l asso
iée à 
es pro
essus sur une é
helle de temps de 100 ans (TD = l2/D,
D = [η; κ; ν] ). Pour 
omparaison, le rayon du noyau ro est 3480 km.magnétique, thermique et visqueuse, ainsi qu'une é
helle spatiale 
ara
téristiqueasso
iée à une é
helle de temps typique de la variation sé
ulaire de 100 ans. Onremarque que la taille des stru
tures sur lesquelles agissent les pro
édes di�usifssont négligeables par rapport à la taille du noyau ro pour les é
helles de temps dela variation sé
ulaire.Dans l'équation (2.9) l'e�et de la for
e de Coriolis relativement aux for
es vis-queuses, et aux for
es inertielles se 
ara
térise par deux nombres sans dimension,le nombre d'Ekman E et le nombre de Rossby Ro

E =
ν

Ωl2
, (2.15)

Ro =
U

Ωl
. (2.16)Le nombre de Rossby mesure les e�ets inertiels par rapport à la for
e de Coriolis.Ave
 l = ro et U = 15 km/an (vitesse typique des é
oulements 
al
ulés à la surfa
edu noyau), Ro ∼ 2 · 10−6 pour la Terre 
e qui indique que la rotation l'emporte surles for
es inertielles et 
entrifuges. D'autre part, E ∼ 10−15.Ave
 une vis
osité aussi faible, l'é
oulement ressent fortement la rotation. Ilsuit prin
ipalement l'équilibre géostrophique dans lequel le gradient de pression estéquilibré par la for
e de Coriolis

2ρΩez × u = −∇Π. (2.17)En prenant le rotationnel de 
ette équation, on trouve le théorème de Proudman-Taylor
∂zu = 0, (2.18)où z 
orrespond à la dire
tion de l'axe de rotation dans un système de 
oordon-nées 
ylindriques (O, es, eϕ, ez). Cette équation, 
ombinée à la 
ondition de non-pénétration du �uide, u · n = 0, signi�e que l'é
oulement géostrophique est axisy-métrique selon eϕ, en 
olonnes organisées en 
ylindres emboités, 
entrés sur l'axede rotation.2.2.2 Modélisation de la géodynamoLe fait que les di�usivités soient très petites pour le noyau pose des problèmes pourles 
al
uls 
ar les ordinateurs a
tuels ne sont pas assez puissants pour résoudretoutes les petites é
helles et 
ou
hes limites asso
iées aux pro
édés dissipatifs (par
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ht 2007, Zhang et Gubbins 2000). Pourtant 
es pro
édéssont né
essaires. D'une part, la dissipation visqueuse est parti
ulièrement impor-tante dans la 
ou
he limite d'Ekman et le pompage du �uide dans 
ette 
ou
helimite a une rétroa
tion sur l'é
oulement dans l'ensemble de la sphère. D'autrepart, l'équilibre du 
hamp magnétique ne peut se faire sans dissipation magnétiquepuisque la saturation résulte d'un équilibre entre l'indu
tion du 
hamp et sa dissi-pation ohmique. Cependant la dynamique se fait également sur de grandes é
hellesspatio-temporelles. Le traitement numérique de 
es grandes disparités d'é
helle estdi�
ile a
tuellement.Une première appro
he 
onsidère que la limite ν → 0 n'est pas singulière etest don
 équivalente à ν = 0. Cela 
onsiste à négliger les for
es visqueuses sauféventuellement dans des 
ou
hes limites. Taylor (1963) a montré que si les e�etsde l'inertie sont négligeables par rapport aux for
es de rotation, le système a unesolution sous une 
ondition de morphologie pour le 
hamp magnétique
∫

SCG

(j × B)ϕ dSCG = 0, (2.19)où SCG est la surfa
e d'un 
ylindre géostrophique dans le noyau et d'axe, l'axe derotation. Malgré les tentatives, les 
odes 
onstruits sous 
es 
onditions n'ont pasen
ore produit de dynamo.La se
onde appro
he rempla
e 
ette petite vis
osité par une plus grande. C'estsous 
ette 
ondition que les 
odes géodynamo produisent des dynamos, à la suitedu travail pionnier de Glatzmaier et Roberts (1995) qui, dans 
e premier modèle,utilisaient l'hypervis
osité 
omme il est d'usage dynamique atmosphérique. Cesdynamos reproduisent 
ertains motifs du 
hamp magnétique observé 
omme le 
a-ra
tère prin
ipalement dipolaire, et surtout les renversements non-périodiques dudip�le magnétique aux é
helles de temps géologiques (Christensen et Wi
ht 2007,se
tion 8.08.4). Ces résultats donnent 
on�an
e dans le fait que la dynamo estbien un problème de 
onve
tion en présen
e de rotation et de 
hamp magnétique,dans une géométrie sphérique. Pourtant, en donnant un r�le majeur aux for
esvisqueuses, on prend le risque que la dynamique reproduite soit dans un régimedi�érent de 
elui de la Terre.Le problème dynamo est 
ara
térisé par 4 paramètres d'entrée : le nombre d'Ek-man qui mesure le poids de la vis
osité par rapport aux e�ets de rotation, lesnombres de Prandtl Pr et de Prandtl magnétiques Pm qui sont les rapports destrois di�usivités, magnétique, thermique et visqueuse du problème et le nombre deRayleigh Ra qui mesure le �ux de �ottabilité (ou plus généralement de 
o-densité).Les nombres de Rayleigh et de Prandtl sont les seuls paramètres d'entrée dont l'es-timation peut être similaire à 
elle de la Terre, E et Pm sont en revan
he surestimésde plusieurs ordres de grandeur. Après saturation, les 
ara
téristiques de sortie sontle transport de 
haleur par 
onve
tion (nombre de Nusselt), l'intensité du 
hamp devitesse, mesurée par le nombre de Rossby, et 
elle du 
hamp magnétique (nombrede Lehnert). En se basant sur une étude systématique des paramètres d'entréedu problème dynamo, Christensen et Aubert (2006) établissent des lois d'é
hellesasymptotiques qui montrent qu'au premier ordre, les paramètres 
ara
téristiquesde sortie dépendent du nombre de Rayleigh et non pas des trois paramètres di�usifs
E,Pr, Pm. On peut don
 penser que, 
omme Ra est étudié dans une vaste gamme



32 Chapitre 2. Dynamique du noyaureprésentative du noyau, la dynamique de saturation du 
hamp magnétique est étu-diée dans le bon régime par les 
odes dynamo. D'autre part, 
ette vision des 
hosespermet de diminuer le nombre de degrés de liberté du problème. Ces lois d'é
hellesont en plus l'avantage d'uni�er le 
omportement des dynamos de plusieurs planèteset étoiles (Christensen et al. 2009). De telles lois estiment l'intensité du 
hampmagnétique à l'intérieur du noyau non pas à partir d'un équilibre de for
es mais àpartir de la puissan
e disponible pour équilibrer la dissipation ohmique (Christen-sen et Aubert 2006, Christensen et al. 2009). La dernière estimation de l'intensitédu 
hamp magnétique à l'intérieur du noyau est de 2 mT (Christensen et al. 2009).Pourtant d'autres études ré
entes qui re
her
hent toujours à se rappro
her desvaleurs des paramètres di�usifs du noyau montrent que les motifs de la 
onve
tionsemblent dépendre des di�usivités. Par exemple, Kageyama et al. (2008) voientles 
olonnes axiales de 
onve
tion se modi�er en nappes de 
ourants axiales lors-qu'ils pro
èdent à un 
al
ul à E = 10−7 au lieu des valeurs jusqu'alors typiquesde 10−5 − 10−6 (E = 10−15 pour le noyau). Le 
hamp magnétique radial résultantest plut�t non-dipolaire, en 
onséquen
e une dynamo dont un paramètre (E) estplus pro
he du 
as terrestre produit un 
hamp moins 
omparable au 
hamp ter-restre (Christensen 2008). Les 
onditions aux limites sont aussi primordiales dans letype de 
onve
tion 
omme le montrent Sakuraba et Roberts (2009). La 
onve
tionest de petite é
helle lorsque que la température de surfa
e du noyau est imposée
omme uniforme. Sakuraba et Roberts (2009) imposent un �ux de 
haleur uniforme,qui autorise don
 des gradients latéraux de température de surfa
e. Leur motif de
onve
tion est alors de bien plus grande é
helle. Dans une étude plus dire
tementpertinente pour mon travail, Takahashi et al. (2008) 
ontrastent l'é
helle 
ara
té-ristique du 
hamp de vitesse, de plus en plus petite au fur et à mesure que l'ondé
roît le nombre d'Ekman, et l'é
helle 
ara
téristique du 
hamp magnétique quireste de l'ordre de la taille du noyau.Dans 
es 
odes, on augmente le rapport entre la vis
osité et la di�usivité ma-gnétique, à travers l'augmentation du nombre de Prandtl magnétique a�n de rendrepossible l'e�et dynamo. En 
onséquen
e, les é
helles temporelles 
ourtes ou del'ordre du temps de di�usion magnétique Tη se mélangent et il est di�
ile de di�é-ren
ier les phénomènes.Dans les systèmes sans rotation, les ondes d'Alfvén résultent d'un équilibreentre les for
es inertielles et les for
es magnétiques. Braginsky (1970) a montréque si le système est en rotation, des ondes d'Alfvén ne peuvent exister que surdes mouvements axisymétriques. L'é
oulement zonal de 
es ondes de torsion estorganisé en 
ylindres orientés selon l'axe de rotation. Leur période, TA = l
√

µ0ρ
B2

0

,dépend d'une mesure B0 de l'intensité du 
hamp magnétique à l'intérieur du noyau.Si le 
hamp magnétique a une valeur rms (pour root mean square en anglais, 
'est-à-dire valeur e�
a
e en français) de 2 mT, et pour l = ro, TA est de l'ordre de 6ans. Ces ondes sont don
 bien distin
tes des phénomènes de l'ordre du temps dedi�usion magnétique Tη ∼ 104 ans.Pourtant dans les 
odes géodynamo, si on modi�e les aspe
t di�usifs pour l'ob-tention d'une dynamo, alors le rapport entre le temps de di�usion magnétique etla période des ondes d'Alfvén, mesuré par le nombre de Lundquist, dé
roît. En ef-fet, le nombre de Lundquist peut être réé
rit en fon
tion des nombres de Prandtl
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ulaire 33magnétique et d'Elsasser
S =

√

ΛPmE−1. (2.20)Le nombre d'Elsasser Λ est une mesure des for
es magnétiques par rapport auxfor
es de rotation en sortie des 
odes géodynamo. Pour la Terre, le nombre deLundquist est de l'ordre de 104 mais n'est que de l'ordre de 400 dans les 
odes dy-namo ré
ents à bas-Pm, en se basant sur les estimations les plus faibles a
tuellementde Sakuraba et Roberts (2009), 
e qui 
omplique la distin
tion entre les di�érentsphénomènes. Jault (2003) pré
ise également que le renfor
ement des aspe
t dissipa-tifs rend les ondes de torsion di�
iles à repérer dans les 
odes géodynamo. En e�et,le rapport entre la période des ondes de torsion TA et leur temps d'atténuation pardissipation visqueuse TE

TA

TE
= P 1/2

m Λ−1/2 (2.21)est de l'ordre de 0.75−1 pour les 
al
uls de Sakuraba et Roberts (2009), alors qu'ilest de l'ordre de 10−3 pour le noyau. Si 
e rapport est supérieur à 1 
ela signi�eque les ondes de torsion sont trop dissipées pour être déte
tées dans leur signaturegéomagnétique induite par l'intera
tion de l'é
oulement ave
 le 
hamp magnétiqueradial à la frontière noyau-manteau.Pour étudier la dynamique rapide, on ne va don
 pas utiliser un 
ode géodynamomais développer un modèle dynamique adapté aux é
helles de temps 
ourtes, 
'est-à-dire peu dissipatives.2.3 Modèle physique de la variation sé
ulaire du 
hamp ma-gnétique2.3.1 Étude de la variation sé
ulaireAux é
helles de temps de la variation sé
ulaire, la di�usion magnétique agit sur desé
helles spatiales plus grandes que les di�usions thermique ou visqueuse 
omme lesuggère le tableau 2.2. Cependent 
es é
helles ne sont que de l'ordre de la 
entainede kilomètres (degré harmonique ∼ 500), bien inférieures à 
e qu'on étudie i
i.Les mouvements de 
ourte é
helle de temps peuvent être étudiées en l'absen
e depro
édés di�usifs. On se dispense ainsi des problèmes numériques relatifs à leurdes
ription, et on travaille ave
 les nombres sans dimension du noyau.Les pro
édés dans le noyau à l'origine de la variation sé
ulaire sont générale-ment étudiés par un problème inverse qui 
onsiste à inverser les données de 
hampmagnétique et de variation sé
ulaire pour obtenir les mouvements de grande é
hellequi en sont à l'origine. Par exemple, Bullard et al. (1950) ont estimé à 12 km/an lavitesse de l'é
oulement né
essaire à la surfa
e du noyau à l'origine de la dérive versl'Ouest des stru
tures magnétiques. Ce problème 
inématique introduit la méthoded'assimilation de données que je présente dans le 
hapitre 3. En 
onséquen
e, 
esinversions sont détaillées dans la se
tion 3.1.Une appro
he alternative, dynamique, 
onsiste à s'intéresser à la réponse deséquations de la géodynamo à une perturbation des variables du système. Les 
ondi-
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onve
tive d'un �uide 
ondu
teur ont été étudiées par Chandra-sekhar (1961) sur des systèmes en rotation et Braginsky (1964) a mis en avantl'importan
e de mouvements de 
e type pour l'étude du noyau terrestre. La propo-sition d'ondes hydromagnétiques dans le noyau pour expliquer la variation sé
ulairea été soutenue par Hide (1966). En 
onsidérant la géométrie sphérique du noyau,il a montré que des ondes de Rossby magnétiques pouvaient avoir des périodes del'ordre de 
elles de la variation sé
ulaire. La propagation vers l'Ouest de 
es ondesest due à l'épaisseur de la 
ou
he de �uide (les ondes de Rossby de l'atmosphère,�ne 
ou
he de �uide, se propagent vers l'Est, voir également �gure 2.13). Dans le
as d'une géométrie d'épaisse 
ou
he de �uide le signe du paramètre β, qui me-sure la variation de la for
e de Coriolis ave
 la latitude est de signe opposé au 
asoù l'épaisseur de �uide est �ne (voir aussi A
heson et Hide 1973). Il donnait ainsiune alternative à l'hypothèse d'adve
tion grande é
helle pour expliquer la dérivevers l'Ouest par inversion de données. En e�et, ave
 son estimation de la dérive versl'Ouest (environ 3 km/an) et de la taille 
ara
téristiques des stru
tures, les ondes deRossby magnétiques ont une période de l'ordre de quelques 
entaines d'années pourun 
hamp magnétique de 10 mT dans le noyau. Il remarque également qu'un autremode d'os
illation, inertiel, est présent mais que sa fréquen
e est trop importantepour que les variations de 
hamp magnétique qu'il engendre arrivent jusqu'à la sur-fa
e de la Terre à 
ause de la 
ondu
tivité non-nulle du manteau. Plusieurs typesd'ondes sont sus
eptibles d'avoir des périodes 
orrespondant ave
 
elles de la va-riation sé
ulaire (voir par exemple Finlay 2005). En parti
ulier, dans le 
adre d'unéquilibre magnétostrophique -for
es de Coriolis, d'Ar
himède et de Lorentz- desondes lentes (le terme d'adve
tion non-linéaire est négligé), appelées ondes MAC,voient leur période dépendre du gradient de densité dans le noyau. Dans le 
as oùles for
es d'Ar
himèdes peuvent êtres négligées, les ondes Magnéto-Coriolis ont unefor
e de rappel faible puisque les for
es magnétiques et de Coriolis agissent de façonpresque opposée. Les ondes d'Alfvén font aussi partie des ondes dont la for
e derappel est la tension magnétique. En présen
e de rotation, 
es ondes de torsion nese propagent que sur les mouvements zonaux (Braginsky 1970; 1984). Pour toutes
es ondes, la période est fon
tion de l'inverse de l'intensité du 
hamp magnétiquedans le noyau. D'autre part, 
ertaines de 
es ondes sont dispersives, si les stru
-tures du 
hamp magnétique observé le sont aussi, 
ela peut 
ontribuer à trouver unmé
anisme ondulatoire responsable de son origine. Finlay (2005, se
tion 3.7, sa �-gure 3.18) a re
her
hé dans la dérive vers l'Ouest du 
hamp magnétique une preuvede dispersion en traçant la vitesse azimutale des stru
tures du 
hamp magnétique(auquel on a soustrait sa moyenne temporelle) en fon
tion du nombre d'onde, maisla dispersion éventuelle est in
lue dans les barres d'erreur des vitesses. L'hypothèsed'ondes dans le noyau est également soutenue par une étude des observations du
hamp magnétique, en parti
ulier de la dérive vers l'Ouest des stru
tures équato-riales du 
hamp magnétique étudiées ré
emment par Finlay et Ja
kson (2003) (voirla �gure 2.11).Dans la suite de 
e 
hapitre, nous proposons un modèle dynamique, dans l'hy-pothèse quasi-géostrophique, de la variation sé
ulaire du 
hamp magnétique. Cemodèle est en parti
ulier 
apable de reproduire 
ertaines de 
es ondes 
omme lesondes d'Alfvén.
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Fig. 2.13 � Exemple de géométrie de �ne (gau
he) ou d'épaisse 
ou
he de �uide (droite).Dans le 
as de gau
he, la hauteur de 
olonne augmente depuis l'axe de rotation et versl'équateur, à l'inverse du 
as de droite. Dans le 
as �ne 
ou
he de �uide, la plupart du �uidese trouve à l'intérieur du 
ylindre tangent à la sphère interne, à l'inverse de la géométried'épaisse 
ou
he de �uide. Figures tirées de Hide (1966).2.3.2 Dynamique rapide et hypothèse quasi-géostrophiqueJault (2008) a montré que dans l'optique où les pro
édés rapides sont non-di�usifs,on 
ompare le poids de la for
e de Coriolis par rapport à 
elui de la for
e de Lorentzave
 le nombre de Lehnert (Lehnert 1954), ratio entre la période des ondes inertielleset 
elle des ondes d'Alfvén
λl =

B0

Ω(µ0ρ)1/2l
; λro =

1

ΩTA
, (2.22)Si λ ≫ 1, alors les ondes d'Alfvén ne sont presque pas modi�ées par la rotation.Si au 
ontraire λ ≪ 1, alors l'é
oulement, dominé par la rotation, est invariant dansla dire
tion parallèle à l'axe de rotation (
ela 
orrespond au théorème de Proudman-Taylor, équation 2.18). Jault (2008) illustre 
ette invarian
e axiale ave
 des 
al
ulsaxisymétriques. Dans ses 
al
uls, l'é
oulement est invariant dans la dire
tion pa-rallèle à l'axe de rotation si λl ≪ 1. Pour le noyau, ave
 B0 de l'ordre de 2 mT(Christensen et al. 2009) et l ≈ 106 m, λl ≈ 10−4. La �gure 2.14 montre un exemplede ses résultats. Ces résultats sont 
omplétés par des 
al
uls non-axisymétriques,les résulats de 
es 
al
uls, sur la �gure 2.15, montrent toujours une invarian
e axialepour les faibles nombres de Lehnert.L'approximation quasi-géostrophique permet de simpli�er l'étude de la dyna-mique rapide, pour laquelle λ ≪ 1, en pro�tant du fait que l'é
oulement est qua-siment bidimensionnel pour travailler non plus en trois dimensions mais en deuxdimensions.Cette hypothèse a été beau
oup utilisée pour l'étude de la 
onve
tion thermiquesans 
hamp magnétique (Aubert et al. 2003, Gillet et Jones 2006). Des 
omparaisonsentre simulations numériques et expérien
es (par exemple Cardin et Olson 1994,Aubert et al. 2001, Gillet et al. 2007) ont justi�é son utilisation en dehors de lalimite de pente faible dans une sphère, alors que la pente tend vers l'in�ni versl'équateur.



36 Chapitre 2. Dynamique du noyau

Fig. 2.14 � Illustration d'invarian
e axiale de l'é
oulement à faible nombre de Lehnert
λ pour des 
al
uls axisymétriques. Vue méridienne limitée à l'hémisphère nord. Le petit(resp. grand) quart de 
er
le représente l'interfa
e graine-noyau (resp. frontière noyau-manteau). Contours de vitesse angulaire géostrophique pour λ = 1.72 × 10−4 pour (a)
t = 8.6 × 10−2TA, (b) t = 0.26TA, (
) t = 0.52TA et (d) t = 1.03TA après une impulsionde rotation de la graine. Figure tirée de Jault (2008).

Fig. 2.15 � Illustration d'invarian
e axiale de l'é
oulement à faible nombre de Lehnert λpour un 
hamp magnétique non-axisymétrique (degré harmonique m = 1). Vue méridiennede vitesse angulaire pour λ = 2 × 10−4, le petit (resp. grand) demi-
er
le représente l'in-terfa
e graine-noyau (resp. frontière noyau-manteau). Les vitesses négatives, vers l'Ouest,sont en bleu et positives, vers l'Est, sont en rouge. Les �gures de gau
he à droite montrentl'évolution ave
 le temps à partir d'une impulsion de la vitesse de rotation de la graine.Communi
ation de N. S
hae�er.
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Fig. 2.16 � Géometrie du système et notations du problème ; a : Vue de 
oté, b : Se
tionéquatoriale. Σ est le plan équatorial et la sphère externe représente la frontière noyau-manteau, située en r = ro. ri est le rayon de la graine. Les systèmes de 
oordonnéessphériques (O, er, eθ, eϕ) et 
ylindriques (O, es, eϕ, ez) sont dé�nis respe
tivement à lafrontière noyau-manteau et dans le plan Σ.Des simulations dynamo ré
entes montrent également un é
oulement invariantselon l'axe de rotation (Kageyama et al. 2008, Sakuraba et Roberts 2009).Si l'é
oulement quasi-géostrophique est invariant selon l'axe de rotation, il n'esttoutefois pas limité à un é
oulement géostrophique zonal. D'ailleurs des inversionsde données géomagnétiques (voir se
tion 3.1) pour l'obtention du 
hamp de vitesse
orrespondant dans le noyau qui utilisent l'hypothèse quasi-géostrophique montrentque l'é
oulement est agéostrophique (non-axisymétrique) 
omme le montrera la �-gure 3.1. On a don
 bien besoin de for
es qui peuvent in�é
hir la 
ontrainte géo-strophique, 
omme les for
es de Lorentz et d'Ar
himède.2.3.3 Modèle quasi-géostrophique de la variation sé
ulaireCette partie 
orrespond à la se
tion 2 de l'arti
le Canet et al. (2009), joint aumanus
rit en annexe F. Les parties 3.4 et 4.2 (expérien
es jumelles d'assimilationde données) sont également reprises de 
et arti
le.Le noyau terrestre est approximé par une 
oquille sphérique de rayon interne riet de rayon externe ro. Le �uide, 
ondu
teur d'éle
tri
ité, est de masse volumique
ρ et de di�usivité magnétique η. Le système est en rotation autour d'un axe zà la vitesse angulaire Ω. La �gure 2.16 s
hématise la géométrie et synthétise lesnotations.Le �uide est dé�ni par son 
hamp magnétique B, sa vitesse u et la pressionréduite Π, qui in
lut la pression et le potentiel 
entrifuge. Soient ro l'é
helle 
ara
-téristique de longueur, B0 une intensité typique du 
hamp magnétique à l'intérieurdu noyau, l'é
helle du 
hamp magnétique. Les vitesses sont mises à l'é
helle par lavitesse des ondes d'Alfvén

VA =
B0√
µ0ρ

, (2.23)où µ0 est la perméabilité magnétique du vide. L'é
helle de pression est alors ρV 2
A,et l'é
helle de temps est la période des ondes d'Alfvén : TA = ro/VA.



38 Chapitre 2. Dynamique du noyauL'évolution du 
hamp dans le noyau est régie par l'équation de l'indu
tion sansdimension
∂tB = ∇× (u× B) + S−1∇2B. (2.24)Le nombre de Lundquist S est le ratio entre le temps de di�usion magnétiqueet la période des ondes d'Alfvén (e.g. Roberts 1967),

S =
roVA

η
. (2.25)Pour la Terre, S est de l'ordre de 104 à 5 × 104 (Jault 2008). Pour les é
hellesde temps de la variation sé
ulaire, la di�usion devient négligeable par rapport àl'indu
tion du 
hamp magnétique, d'où la valeur importante de S qui 
onduit àl'approximation du �ux gelé.En supposant que le manteau est un isolant éle
trique aux é
helles de temps dela variation sé
ulaire, le 
hamp magnétique peut être prolongé vers la surfa
e dunoyau. Dans le 
as d'un �uide parfaitement 
ondu
teur (la limite du �ux gelé), la
omposante radiale du 
hamp magnétique Br est la seule 
omposante magnétique
ontinue à travers la frontière noyau-manteau. À la surfa
e du noyau, Br interagitave
 le �uide selon la 
omposante radiale de l'équation d'indu
tion (2.24), sansdi�usion

∂tBr = −∇H · (uBr) , (2.26)dans laquelle l'opérateur de divergen
e horizontal est dé�ni par
∇H · v = (sin θ)−1 ∂θ (sin θvθ) + (sin θ)−1 ∂ϕvϕ, (2.27)où (r, θ, ϕ) sont les 
oordonnées sphériques. C'est 
ette équation, à la frontièrenoyau-manteau, qui relie le modèle aux observations. La 
omposante Br peut êtrevue 
omme un tra
eur passif (un dériveur) puisqu'il interagit ave
 le 
hamp devitesse à la surfa
e du noyau mais n'a�e
te pas la dynamique qui se pla
e dansl'intérieur du noyau (voir plus bas).Aux é
helles de temps de la variation sé
ulaire, les for
es de rotation sont bienplus importantes que les for
es magnétiques dans le volume du �uide. Dans la partie2.3.2, on a vu que Jault (2008) propose que les mouvements rapides d'une é
hellespatiale l sont invariants par rapport à l'axe de rotation si le nombre de Lehnert,

λl (voir équation 2.22), est su�samment petit. Comme λro ≈ 10−4 pour le noyaude la Terre, on suppose que l'é
oulement est géostrophique à l'ordre prin
ipal. Les
oordonnées 
ylindriques, (s, ϕ, z), sont don
 adaptées à l'étude des mouvementsrésultants organisés en 
olonnes dans le plan équatorial Σ (ha
huré dans la �-gure 2.16).L'équilibre prin
ipal est un équilibre entre les for
es de Coriolis et le gradientde pression
2ez × u0 = −∇Π0, (2.28)dans lequel l'exposant 0 dé�ni l'ordre prin
ipal. On retrouve le théorême deProudman-Taylor, 
'est-à-dire l'invarian
e selon z de l'é
oulement (voir équation2.18), si on prend le rotationnel de l'équation (2.28).
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ulaire 39Dans une sphère, u0 ne satisfait pas la 
ondition de non-pénétration à la frontièrenoyau-manteau sauf s'il 
onsiste en un é
oulement organisé en 
ylindres autour del'axe de rotation. On doit don
 ajouter la 
ontribution de la for
e de Coriolis aupremier ordre en λro , 
e qui 
onduit à
Dtu

0 + 2λ−1
ro

ez × u1 = −∇Π1 + (∇ × B) × B, (2.29)où Dt est la dérivée materielle Dt = ∂t +
(

u0 · ∇
). Au premier ordre, les for
esmagnétiques sont un 
andidat naturel pour entraîner des é
arts à la géostro-phie puisque l'énergie magnétique est plus grande que l'énergie 
inétique dans lenoyau terrestre. Les for
es d'Ar
himède sont un autre 
andidat, que nous pourrionsprendre en 
ompte mais on les laisse de 
�té dans un premier temps pour des raisonsde simpli
ité. Les for
es visqueuses sont négligées. L'équation (2.29) montre que lafor
e de Coriolis est mise à l'é
helle par l'inverse du nombre de Lehnert λro .La 
ondition de non-pénétration à la frontière noyau-manteau : u1·er = 0 en z =

±h, où h =
√

r2
o − s2 est la demi-hauteur de 
olonne au rayon s, implique unedépenden
e en z de u1 que nous 
hoisirons linéaire :

u1
z(s > ri, ϕ, z) = zβu0

s(s, ϕ). (2.30)À la frontière noyau-manteau, la pente de la surfa
e dépend de s et vaut dh/ds, eton dé�nit
β(s) = h−1dh/ds. (2.31)La notation β a été 
hoisie en référen
e à l'approximation de plan β. Cette approxi-mation -ave
 β uniforme- est 
lassique en dynamique des �uides géophysiques (e.g.Vallis 2006, se
tion 2.3). On étudie généralement les ondes de Rossby planétairesen supposant que le paramètre de Coriolis (f0 = 2Ω cos θ) varie linéairement ave
la latitude ; β est le gradient du paramètre de Coriolis 
ompté positivement vers leNord.D'après notre appro
he quasi-géostrophique, l'é
oulement dans le noyau estpresque à deux-dimensions, il est don
 naturel de prendre la moyenne verti
alede l'équation de Navier-Stokes (2.29).La moyenne verti
ale 〈·〉 d'une quantité X est dé�nie par

〈X〉 (s, ϕ) =
1

2h(s)

∫ h

−h
X (s, ϕ, z) dz. (2.32)Dans notre domaine d'étude (une enveloppe de �uide par 
omparaison à unesphère pleine), la moyenne longitudinale de l'équation de vorti
ité n'est pas équiva-lente à la moyenne longitudinale de l'équation de Navier-Stokes (Plaut 2003). Par
onséquent, nous dé
rivons l'évolution de la vitesse non-zonale uNZ ave
 l'équationde vorti
ité axiale alors que l'équation de 
onservation de la quantité de mouvementmoyennée en ϕ nous fournit dire
tement l'évolution temporelle de la vitesse zonale

uZ = uZ
ϕeϕ. Dans la suite de la des
ription du modèle, l'exposant Z représente lesquantités zonales (à ne pas 
onfondre ave
 z qui fait référen
e à la dire
tion de larotation d'ensemble).
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hamp de vitesse non-zonal (NZ) uNZ peut s'é
rire 
omme le rotationneld'une fon
tion de 
ourant Ψ non-zonale et indépendante de z,
uNZ(s, ϕ) = ∇ × Ψ(s, ϕ)ez . (2.33)Le 
hamp de vorti
ité non-zonal ζ est dé�ni par ζ = ∇×uNZ , et sa 
omposanteverti
ale s'é
rit

ζz(s, ϕ) = −∇2
EΨ(s, ϕ), (2.34)où l'opérateur Lapla
ien équatorial est dé�ni par

∇2
E = s−1∂s (s∂s) + s−2∂2

ϕ. (2.35)Si on prend le rotationnel de la partie non-zonale de l'équation de Navier-Stokes (2.29) moyennée verti
alement, on trouve que la 
omposante verti
ale del'équation de vorti
ité est identique à l'équation (17) de Pais et Jault (2008), dontle membre de droite s'é
rit
Dtζz − 2λ−1

ro
βs−1∂ϕΨ =

(

s−1∂s∂ϕ + s−2∂ϕ

) (〈

B2
ϕ

〉

−
〈

B2
s

〉)

+
(

3s−1∂s − s−2∂2
ϕ + ∂2

s

)

〈BsBϕ〉 . (2.36)On néglige les termes de surfa
e magnétique, qui apparaissent lorsqu'on prendla moyenne verti
ale de la for
e de Lorentz, par
e qu'on suppose que le 
hampmagnétique à la surfa
e du noyau est de bien plus faible amplitude que dans levolume du noyau. La 
ondition de non-pénétration en s = ro et au 
ylindre tangent
s = ri, impose Ψ = 0 aux deux limites.L'évolution temporelle de la vitesse zonale uZ

ϕ (s) = sωg(s) est régie par
Dtωg =

(

s3h
)

−1
∂s

(

s2h 〈BsBϕ〉
)

. (2.37)Les deux équations du mouvement (2.36) et (2.37) 
ontiennent des quantitésmagnétiques quadratiques et moyennées verti
alement 〈

B2
s

〉, 〈B2
ϕ

〉 et 〈BsBϕ〉, dontl'évolution temporelle est dérivée de la version sans di�usion de l'équation d'indu
-tion (2.24)
∂t

〈

B2
s

〉

= −
[

u0 · ∇
] 〈

B2
s

〉

+ 2
〈

B2
s

〉

∂su
0
s + 2s−1 〈BsBϕ〉 ∂ϕu0

s, (2.38)
∂t

〈

B2
ϕ

〉

= −
[

u0 · ∇
] 〈

B2
ϕ

〉

− 2
〈

B2
ϕ

〉

∂su
0
s + 2s 〈BsBϕ〉 ∂s

(

s−1u0
ϕ

)

, (2.39)
∂t 〈BsBϕ〉 = −

[

u0 · ∇
]

〈BsBϕ〉 + s
〈

B2
s

〉

∂s

(

s−1u0
ϕ

)

+ s−1
〈

B2
ϕ

〉

∂ϕu0
s,(2.40)dans lesquelles on a utilisé la propriété solénoïdale de B et u (∇ · B = ∇ · u = 0).La moyenne verti
ale pla
e la magnétohydrodynamique dans le plan équatorial(Figure 2.16b). L'é
oulement est ensuite projeté à la frontière noyau-manteau, oùil interagit ave
 le 
hamp magnétique radial Br via l'équation (2.26). L'en
adré 2synthétise l'ensemble du modèle.Un modèle alternatif est proposé en annexe B.1. Dans 
ette variante, le 
hamp devitesse qui entre dans les équations (2.38) à (2.40) possède une 
omposante verti
aledonnée par l'équation (2.30) et sa 
omposante azimutale est modi�ée pour assurerla 
onservation de la masse. Une dis
ussion sur un 
omportement empirique desquantités magnétiques quadratiques se trouve également en annexe B.2.
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Le système d'équation 
omplet 
orrespond aux équations (2.36) à (2.40) dans levolume du noyau. Il est 
omplété par l'équation (2.26) à la frontière noyau-manteauqui 
onne
te la dynamique ave
 les observations. L'ensemble du système peut serésumer à :Dans le volume :
Dt

(

−∇2
EΨ

)

− 2λ−1
ro

βs−1∂ϕΨ = f
(〈

B2
s

〉

,
〈

B2
ϕ

〉

, 〈BsBϕ〉
)

,

Dtωg =
(

s3h
)

−1
∂s

(

s2h 〈BsBϕ〉
)

,

∂t

〈

B2
s

〉

= F1

(

Ψ, ωg,
〈

B2
s

〉

, 〈BsBϕ〉
)

,

∂t

〈

B2
ϕ

〉

= F2

(

Ψ, ωg,
〈

B2
ϕ

〉

, 〈BsBϕ〉
)

,

∂t 〈BsBϕ〉 = F3

(

Ψ, ωg,
〈

B2
s

〉

,
〈

B2
ϕ

〉

, 〈BsBϕ〉
)

,À la frontière noyau-manteau :
∂tBr = −∇H ·

(

uNZBr

)

−∇H ·
(

uZBr

)

.Dans 
es équations, Ψ est la fon
tion de 
ourant non-zonale, ωg est la vitesse an-gulaire zonale et 〈

B2
s

〉, 〈

B2
ϕ

〉 et 〈BsBϕ〉 sont des quantités magnétiques quadra-tiques et moyennées verti
alement. Dans l'équation d'indu
tion radiale à la frontièrenoyau-manteau, uNZ et uZ désignent les vitesses non-zonale et zonale respe
tive-ment.Ce système servira dans la suite du manus
rit à dé
rire la façon dont les sous-partiesde 
e modèle, utilisées dans les se
tions 3.4 et 4.2, sont obtenues à partir du modèle.En
adré 2 � Résumé synthétique des équations du modèle quasi-géostrophique.



42 Chapitre 2. Dynamique du noyau2.3.4 Fon
tion �ux magnétiqueJ'évoque dans 
ette partie une alternative pour dé
rire le problème magnétiqueanalysé dans le paragraphe pré
édent. En e�et, les intera
tions entre les for
esmagnétiques et les for
es de rotation dans un modèle à deux dimensions ont étéétudiées dans d'autres 
ontextes. Tobias et al. (2007) ont étudié ré
emment un mo-dèle numérique ave
 un plan β lo
al pour montrer l'impa
t d'un 
hamp magnétiquede grande é
helle et de faible intensité sur la dynamique de la ta
ho
line solaire.Au lieu d'utiliser les produits quadratiques du 
hamp magnétique, 〈

B2
s

〉

, 〈BsBϕ〉 et
〈

B2
ϕ

〉, ils é
rivent le 
hamp magnétique 
omme une fon
tion d'un potentiel s
alaire
A :

B(s, ϕ) = ∇ × [A(s, ϕ)ez ] . (2.41)Dans 
e 
as, le terme magnétique de l'équation de vorti
ité axiale s'é
rit
Dtζz − 2λ−1

ro
βs−1∂ϕΨ = [∇ × (Aez)] · ∇

[

∇2
EA

] (2.42)(à 
omparer ave
 le membre de droite de l'équation (2.36)), et l'équation de l'in-du
tion devient
∂tA = −u · ∇A + S−1∇2

EA. (2.43)La des
ription (2.41) est restri
tive puisqu'elle suppose l'invarian
e axiale du 
hampmagnétique. En revan
he, elle rend possible l'in
lusion de la di�usion magnétique,dont l'e�et ne peut pas être pris rigoureusement en 
ompte dans les équations (2.38)à (2.40). Le modèle donné par les équations (2.41) à (2.43) est attra
tif puisqu'ilpermet malgré tout de dé
rire une grande quantité de situations physiques. Parexemple, Diamond et al. (2005) mentionnent la transition de la turbulen
e magné-tohydrodynamique à deux-dimensions aux petites é
helles spatiales, à la turbulen
e
ontr�lée par des ondes de Rossby aux plus grandes é
helles. Les solutions de (2.41)et (2.43) (sans le terme de di�usion) sont également des solutions permises par leséquations (2.36) à (2.40).Une telle hypothèse ne permet pas de 
al
uler un 
hamp dipolaire à l'intérieurdu noyau 
ar il n'est pas symétrique par rapport à l'équateur. Ce
i est pourtant ena

ord ave
 notre appro
he de 
onsidérer le 
hamp magnétique radial, possiblementdipolaire, 
omme un tra
eur modi�é par l'é
oulement à la frontière noyau-manteau.Tandis que le 
hamp magnétique dans le volume du noyau, d'amplitude plus im-portante que Br, est dé
ouplé de Br. Les 
onditions aux limites magnétiques sontalors A = 0 en s = ri et, en s = ro, ANZ = 0 et ∂sA
Z = 0.L'étude de 
e modèle, 
omme étape préliminaire dans la 
onstru
tion du modèle
omplet de la se
tion 2.3.3 fait partie de mes projets en 
ours (voir l'annexe C).



3
Problème inverse

3.1 Inversion des données géomagnétiquesDans 
ette partie, je présente le problème inverse qui 
onsiste à inverser des don-nées géomagnétiques (ou des modèles de 
hamp magnétique à la frontière noyau-manteau) pour aboutir à des 
onnaissan
es sur la dynamique du noyau 
apablede réorganiser le 
hamp observé. Le pro
édé passe généralement par deux inver-sions, la première des données vers des modèles de 
hamp magnétique (évoquéese
tion 2.1.3) et la se
onde des modèles vers le 
hamp de vitesse, objet 
entral de
e paragraphe.Les intera
tions entre le 
hamp magnétique et le 
hamp de vitesse sont dé
ritespar l'équation de l'indu
tion radiale à la surfa
e du noyau
∂tBr = −∇H · (uhBr) + S−1r−1∇2 (rBr) . (3.1)On inverse généralement 
ette équation pour retrouver le 
hamp de vitesse hori-zontal uh asso
ié aux observations ∂tBr en négligeant la di�usion. Roberts et S
ott(1965) ont suggéré 
ette approximation, dite du �ux gelé, pour réaliser 
es inversionssur la base des é
helles spatio-temporelles 
onsidérées. Cette hypothèse se justi�esur des périodes de temps assez 
ourtes par rapport au temps de di�usion magné-tique et pour des mouvements d'é
helles spatiales relativement grandes par rapportaux é
helles spatiales sur lesquelles agit la di�usion (la di�usion magnétique agit surdes stru
tures d'une vingtaine de km pour des périodes d'études de 10 ans, voir éga-lement le tableau 2.2). Dans la se
tion 2.3.3, on a estimé le nombre de Lundquist Sde l'ordre de 104 pour la Terre. Les variations du 
hamp magnétique sont alors duesà l'adve
tion du 
hamp par les mouvements de �uide. On valide 
ette hypothèseen étudiant le 
omportement du 
hamp magnétique. En e�et, 
ette approximationa des 
onséquen
es sur le 
hamp magnétique observé, indépendamment du 
hampde vitesse, et les auteurs étudient alors, à partir de modèles de 
hamp, la validitéde l'approximation. Par exemple, l'hypothèse rend impossible la 
réation ou la sup-pression de lignes Br = 0 (null �ux 
urves en anglais) à la frontière noyau-manteau.Ja
kson et Finlay (2007) font une revue ré
ente des 
onséquen
es de l'approxima-tion du �ux gelé, de ses in
onvénients et des situations dans lesquelles elle ne peutpas être validée.L'équation d'indu
tion radiale, à la frontière noyau-manteau, se résume dansl'approximation du �ux gelé à

∂tBr = −∇H · (uhBr) . (3.2) 43



44 Chapitre 3. Problème inverseLe problème inverse 
orrespond à retrouver le 
hamp de vitesse x = uh tangent àla frontière noyau-manteau en a

ord ave
 un modèle de 
hamp prin
ipal (m = Br)et un modèle de variation sé
ulaire y = ∂tBr. En parallèle, on 
her
he des relationsentre 
ette vitesse à la frontière noyau-manteau et des interprétations en termes devitesses dans le volume du noyau.Dis
rétisée, l'équation (3.2) 
orrespond au problème dire
t instantané
yi = A [mi]xi + ǫ, (3.3)l'indi
e i 
orrespond à une époque donnée, A est une matri
e qui dépend du modèlede 
hamp prin
ipal m, et y sont les données à inverser ave
 leur erreur asso
iée ǫ.L'ensemble des ve
teurs peut se dé
omposer sur la base des harmoniques sphériqueset l'exer
i
e est d'inverser des 
oe�
ients de Gauss (ou plus pré
isément dans 
e
as, leur dérivée temporelle ˙gm

n , ˙hm
n , voir la se
tion 2.1.3) et d'obtenir des 
oe�
ientsharmoniques pour la vitesse. La dé
omposition spe
trale du 
hamp de vitesse estobtenu en utilisant la des
ription de Helmoltz du 
hamp de vitesse tangentiel, quifait intervenir deux s
alaires toroîdal T et poloïdal S

u = ∇HS − er × (∇HT ), (3.4)où ∇H = ∇ − ∂r est le gradient tangent à la surfa
e du noyau. Ces deux s
alairesse dé
omposent sur la base des harmoniques sphériques, 
e qui fait intervenir les
oe�
ients poloïdaux (sm,c
n , sm,s

n ) et toroïdaux (tm,c
n , tm,s

n ). Les notations sm,c
n , sm,s

npour le s
alaire poloïdal S ne doivent pas être 
onfondues ave
 les 
oe�
ients deGauss pour le 
hamp magnétique externe (voir en
adré 1), dans 
e mémoire ellesne sont présentes que dans 
ette équation.Pourtant, malgré l'hypothèse de �ux gelé, déduire le 
hamp de vitesse à lasurfa
e du noyau qui est à l'origine d'observations du 
hamp magnétique est unproblème inverse non unique (Ba
kus 1968). On ajoute alors des hypothèses sup-plémentaires sur le type d'é
oulement, par exemple un é
oulement stationnaireVoorhies et Ba
kus (1985), Waddington et al. (1995) (Waddington et al. (1995) ontsurtout montré qu'un é
oulement stationnaire ne su�sait pas à expliquer l'ensemblede la variation sé
ulaire), purement toroïdal, tangentiellement géostrophique (Ey-min et Hulot 2005, Pais et al. 2004) (Pais et al. (2004) ont plut�t implémenté 
ette
ontrainte en pénalisant les 
omposantes non-géostrophiques), ou des é
oulementsayant une héli
ité donnée (Amit et Olson 2004). Holme (2007) dé
rit 
e problèmeinverse et fait une revue des hypothèses qui ont été faites sur le type d'é
oulement.Ré
emment, Pais et Jault (2008) et Gillet et al. (2009b) ont utilisé l'approximationquasi-géostrophique (voir se
tion 2.3.3). Cette dernière approximation apporte uneinformation sur l'é
oulement en volume, et non plus uniquement en surfa
e (voirégalement plus bas). De telles 
ontraintes peuvent s'é
rire sous la forme
xi = Gwi, (3.5)
e qui transporte le problème de re
her
he de x en re
her
he de w. w représentel'é
oulement dans une base qui satisfait automatiquement une des 
ontraintes dé-
rites 
i-dessus.En�n, pour des raisons pratiques et à 
ause du nombre �ni de données à inver-ser, on inverse seulement pour les grandes é
helles spatiales du 
hamp de vitesse



3.1. Inversion des données géomagnétiques 45et on le régularise. En 
onséquen
e, on tronque les modèles de variation sé
ulaireau degré harmonique ny = 14 (
ette valeur 
orrespond au moment où le 
hamp dunoyau est masqué par le 
hamp 
rustal), le 
hamp de vitesse au degré nx (souvent
26, su�samment grand pour tenir 
ompte de la variation sé
ulaire de degré n ≤ nygénérée par les intera
tions entre m et x) et le modèle de 
hamp prin
ipal au degré
nm. Les régularisations asso
iées 
onsistent à pénaliser la 
omplexité du 
hamp devitesse plus ou moins fortement selon que les régularisations sont proportionnellesà n1, n3 ou n5, où n est le degré harmonique. En faisant 
ela, 
ertes on simpli-�e le problème mais on 
her
he aussi à expliquer toute la variation sé
ulaire parl'intera
tion d'un 
hamp de grande é
helle ave
 un é
oulement de grande é
helle.On verra plus bas 
omment tenir 
ompte du fait que les petites é
helles du 
hampmagnétique, masquées par le 
hamp 
rustal, interagissent ave
 le 
hamp de vitessepour 
ontribuer aussi à la variation sé
ulaire de grande é
helle.La solution du problème est alors obtenue en minimisant la fon
tion obje
tif

J(w) = (y − A [m] Gw)TR−1(y − A [m] Gw) + ξwTWw, (3.6)où le premier terme est l'é
art entre les prédi
tions et les observations, dans lequel
R est la matri
e de 
ovarian
e des erreurs d'observations et l'exposant T spé
i�e latransposée. Le se
ond terme 
orrespond à la régularisation d'amplitude ξ, W étantla matri
e de régularisation. I
i le problème est linéaire et la solution est

w =
[

GTAT
mR−1AmG + ξW

]−1
GTAT

mR−1y, (3.7)dans laquelle j'ai 
ondensé l'é
riture A (m) par Am.Au départ, la motivation de 
es inversions fut de 
onnaître la vitesse de l'é
ou-lement 
apable de provoquer la dérive vers l'Ouest (Bullard et al. 1950). Les stru
-tures de l'é
oulement à la frontière noyau-manteau généralement retrouvées sontun é
oulement vers l'Ouest à l'équateur, surtout sous l'o
éan Atlantique, et unevitesse rms de 15 km/an, 
'est-à-dire 0, 5 mm/s.Ces inversions évoluent depuis peu dans des dire
tions 
omplémentaires (je lesprésente séparemment mais les auteurs font généralement tout en même temps).Une première évolution est de s'a�ran
hir de la première inversion (inversion desdonnées réelles pour l'obtention de 
oe�
ients de Gauss), pour retrouver dire
te-ment l'é
oulement de surfa
e à partir des données réelles de type X(t), Y (t), Z(t)moyennées mensuellement. C'est 
e que font Waddington et al. (1995) ave
 uné
oulement stationnaire, en montrant toutefois que 
ette hypothèse ne su�t pas àexpliquer l'ensemble des observations. Beggan et Whaler (2008) inversent des don-nées d'observatoires 
ar la séparation du 
hamp interne est plus fa
ile que pour lesdonnées satellites où une partie du 
hamp externe est 
onsidérée 
omme internepuisque sous l'orbite du satellite. Même si on n'utilise pas de modèle de 
hamp, ilfaut bien paramétrer les autres 
ontributions des mesures du 
hamp magnétique.Un des avantages, pour l'étude de la variation sé
ulaire, est de s'a�ran
hir d'unehypothèse supplémentaire sur la paramétrisation temporelle du 
hamp magnétique.D'autre part, 
ela permet de mieux identi�er les in
ertitudes sur les données (Beg-gan et Whaler 2008).Dans le même ordre d'idée, on re
her
he à faire des inversions simultanées pourretrouver le 
hamp magnétique et le 
hamp de vitesse à la surfa
e du noyau à



46 Chapitre 3. Problème inversepartir d'observations (Lesur et al. 2009, Fanjat 2009). On garde don
 les avantagesévoqués juste au dessus des inversions dire
tes des données magnétiques, et on aen sortie un modèle du 
hamp magnétique à la frontière noyau manteau qui estun 
ompromis entre les observations d'une part, et une 
ontrainte sur la sour
e du
hamp magnétique d'autre part. Du point de vue du modèle de 
hamp magnétique,la régularisation ne prend plus en 
ompte la seule pénalisation de normes maiségalement la physique du noyau. On sépare alors l'équation (3.3) en deux équations
yi = Hi [mi] + ǫ, (3.8)

∂tmi = −∇H · (uhmi) = A [mi] + ǫM , (3.9)la première équation relie les 
oe�
ients de Gauss d'un modèle de 
hamp ma-gnétique m aux observations réelles y, la se
onde est l'équation d'indu
tion sansdi�usion (3.3), ave
 l'erreur modèle asso
iée ǫM . En 
onséquen
e, la fon
tion ob-je
tif (3.6) est réé
rite en séparant le premier terme en un terme d'é
art du modèlede 
hamp prédit et des observations réelles et un terme 
orrespondant à la minimi-sation de l'équation de l'indu
tion radiale (3.9)
JH,M = [y − H (m)]T R−1 [y − H (m)]

+ [∂tm − A (m)]T Q−1 [∂tm− A (m)] , (3.10)dans laquelle Q est la matri
e de 
ovarian
e des erreurs modèle ǫm. Le problèmede minimisation devient non-linéaire par les deux équations (les données d'intensité
H,F sont reliées de façon non-linéaire au vrai 
hamp magnétique) et on le résoutitérativement à l'aide du Hessien de J .Une se
onde dire
tion que prend le problème d'inversion est dans la re
her
hedes hypothèses 
on
ernant le type d'é
oulement, et l'in
orporation de 
ritères quipermettent d'évoquer la dynamique (volumique) du système. En e�et, on a fait jus-qu'i
i une hypothèse sur l'é
oulement de surfa
e, mais plusieurs types d'é
oulementvolumique peuvent avoir la même tra
e en surfa
e. Par exemple, l'hypothèse quasi-géostrophique (détaillée dans la se
tion 2.3.3) est plus restri
tive que l'é
oulementtangentiellement géostrophique qu'elle impose en surfa
e (Pais et Jault 2008). Ene�et, l'hypothèse quasi-géostrophique impose en plus une symétrie par rapport àl'équateur à l'extérieur du 
ylindre tangent et une interdi
tion au �uide de traverserle 
ylindre tangent. La vitesse du �uide est imposée nulle au 
ylindre tangent dansle travail de Pais et Jault (2008). La fon
tion obje
tif 
ontient alors un terme deplus qui tient 
ompte de 
es deux 
ontraintes supplémentaires. On peut dès lorsreprésenter le 
hamp de vitesse (ou plus pré
isement la fon
tion 
ourant) dans leplan équatorial, plut�t qu'à la surfa
e dans 
ha
un des deux hémisphères, et onajoute ainsi une indi
ation sur l'é
oulement en volume. Pais et Jault (2008) et Gil-let et al. (2009b) utilisent 
ette 
ontrainte et retrouvent 
omme motif prin
ipal ungrand jet agéostrophique qui en
er
le le 
ylindre tangent et porte la majorité dumoment 
inétique de l'é
oulement.La �gure 3.1 montre la fon
tion 
ourant de 
e jet dans une vue du plan équa-torial. Le jet n'est pas symétrique par rapport à l'axe de rotation 
e qui imposedeux régions de forts gradients radiaux, preuve d'agéostrophie (la géostrophie im-pose l'absen
e de gradient radiaux). Ce
i leur permet de 
al
uler une estimation du
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Fig. 3.1 � Contours de la fon
tion 
ourant Ψ, dans le plan équatorial du noyau, obte-nue pour l'année 2003.5 par inversion de données du modèle xCHAOS ave
 l'hypothèsequasi-géostrophique. Les régions bleues (res. jaunes) 
orrespondent à une 
ir
ulation an-ti
y
lonique (res. 
y
lonique). La �ne ligne noire 
orrespond au méridien de Greenwi
h.L'é
helle de 
ouleur varie entre ±8 (la vitesse est mise sans dimension par VA et les lon-gueurs par Ro, la fon
tion 
ourant est don
 mise à l'é
helle par roVA) et les 
ontours sonttra
és tous les 0, 4. Figure tirée de Gillet et al. (2009b).
hamp magnétique à l'intérieur du noyau de 3 mT en supposant que l'agéostrophieest due au 
hamp magnétique. Ils trouvent en plus des tourbillons de petite é
hellespatiale dont la variabilité en terme d'amplitude et de position semble plus impor-tante. Ils 
her
hent à les expliquer en réalisant que les petites é
helles spatiales du
hamp magnétique, masquées par le 
hamp 
rustal, peuvent intéragir ave
 le 
hampde vitesse, et produire de la variation sé
ulaire de grande é
helle.Dans le 
adre de la modélisation de 
es petites é
helles du 
hamp magnétique,Gillet et al. (2009b) é
rivent le 
hamp magnétique 
omme la somme d'un 
hampde grande é
helle Br et d'un 
hamp de petite é
helle B̃r tel que Br = Br + B̃r.L'équation d'indu
tion (3.2) s'é
rit alors
∂tBr + ∂tB̃r = −∇H ·

(

uhBr

)

−∇H ·
(

uhB̃r

)

. (3.11)On observe uniquement les grandes é
helles de la variation sé
ulaire
∂tBr = −∇H ·

(

uhBr

)

−∇H ·
(

uhB̃r

)

. (3.12)Dans les inversions 
lassiques, on ne 
onsidère que le premier terme du membrede droite. Le se
ond 
orrespond à l'intera
tion des petites é
helles du 
hamp ma-gnétique ave
 le 
hamp de vitesse, pour former une variation sé
ulaire de grandeé
helle.Hulot et al. (1992) ont 
her
hé à évaluer l'erreur 
ommise par 
es tron
aturesen estimant les petites é
helles du 
hamp magnétique et du 
hamp de vitesse. Ilsmontrent que la prise en 
ompte des petites é
helles du 
hamp magnétique ne
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helles de l'é
oulement (degrés et ordres inférieursà 5) mais bien plus les degrés supérieurs à 8. En testant les pro
édés d'inversionave
 des données synthétiques issues d'un 
ode de géodynamo, Rau et al. (2000)et Amit et al. (2007) ont étudié les 
onséquen
es d'une résolution spatiale limitée.Ils trouvent en parti
ulier que l'é
oulement inversé ave
 des données synthétiquestronquées à l'ordre 14 
onsiste en un 
ourant équatorial vers l'Ouest de plus forteintensité que pour les solutions d'inversions à résolution 
omplète. Il est don
 im-portant d'évaluer les petites é
helles pour le 
hamp magnétique. Eymin et Hulot(2005), Pais et Jault (2008) et Gillet et al. (2009b) utilisent les propriétés du spe
tredu 
hamp magnétique, pour un modèle de 
hamp magnétique donné. Ils 
her
hentà a

order la partie non-dipolaire du spe
tre ave
 des lois statistiques (loi exponen-tielle, loi de puissan
e) jusqu'au degré 13. Puis ils extrapolent pour le spe
tre despetites é
helles masquées par le 
hamp 
rustal. Eymin et Hulot (2005) et Pais etJault (2008) montrent ainsi que le bilan des erreurs est dominé, pour les bas degrésharmoniques, par la variation sé
ulaire 
réée par l'é
oulement et le 
hamp de petiteé
helle B̃r. Pais et Jault (2008) in
luent alors 
es intera
tions dans leur erreur mo-dèle par un pro
édé itératif. L'estimation des petites é
helles du 
hamp repose surla statistique du spe
tre du ratio du 
hamp prin
ipal et de la variation sé
ulaire.C'est dans 
e 
adre que les méthodes d'ensemble prennent toute leur importan
e(par exemple Evensen 1994, Kalnay 2003). Gillet et al. (2009b) utilisent une mé-thode d'ensemble a�n de tenir 
ompte de la variabilité temporelle de B̃r. Cetteméthode d'ensemble permet d'obtenir la matri
e de 
ovarian
e des 
oe�
ients 
al-
ulés du 
hamp de vitesse. Cette information s'avisera pré
ieuse quand j'utiliserai
es 
oe�
ients 
omme � observations � dans le 
adre d'un autre problème inversedé
rit dans la partie 4.4.2.La prise en 
ompte des petites é
helles devient également plus 
ru
iale mainte-nant que les observations sont de très bonne qualité et dé
rivent mieux que jamaisles petites é
helles du 
hamp magnétique et de sa variation sé
ulaire.La troisième dire
tion que prend le problème inverse 
onsiste à paramétrer tem-porellement le 
hamp de vitesse a�n d'envisager des inversions dépendant du temps.Dans 
e 
adre, la question était notamment de savoir si 
es inversions 
onduisaientà des é
oulements 
apables de rendre 
ompte des se
ousses géomagnétiques. Gilletet al. (2009b) (voir également Ja
kson (1997)) suivent 
ette appro
he et posent
w(t) =

∑

p

Φp(t)w
p, (3.13)dans leur des
ription, Φp(t) sont des B-spline d'ordre 4. Ces fon
tions d'interpo-lation sont dé�nies sur une fenêtre temporelle et par un espa
e entre les n÷udsde la fon
tion (voir par exemple, De Boor 2001, Ja
kson et Finlay 2007, se
tion5.05.3.1.3). Ces fon
tions ont une bonne réa
tivité fa
e au système puisqu'elles per-mettent de rendre 
ompte des se
ousses magnétiques faisant parties des données àinverser.L'appro
he dépendant du temps 
ouplée aux inversions 
onjointes des donnéesde 
hamp magnétique pour l'obtention d'un modèle de 
hamp et d'un modèle de
hamp de vitesse peut être poussée plus loin.Tout 
omme l'équation de l'indu
tion radiale à la frontière noyau-manteau estdéjà prise en 
ompte dans le deuxième terme du membre de droite de la fon
tion
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oût (équation 3.10), on pourrait envisager d'in
lure les équations de l'ensembled'un modèle dynamique tel que
∂txi = Mi (xi) + ǫM . (3.14)La fon
tion 
oût s'é
rirait alors de façon plus générale

JH,M = [y − H (m)]T R−1 [y − H (m)] + [∂txi − Mi (xi)]
T

Q−1 [∂txi − Mi (xi)] .(3.15)Cette appro
he ne prend pas en 
ompte la dynamique et le temps doit toujoursêtre paramétré. Le 
hoix d'une paramétrisation a des 
onséquen
es sur l'é
oulementretrouvé et on peut 
her
her à s'en dispenser.L'obje
tif de 
ette thèse n'est plus de 
onsidérer une paramétrisation tempo-relle du 
hamp de vitesse mais dynamique, en in
luant un modèle de dynamique dunoyau au pro
édé d'inversion. L'in
lusion de la dynamique dans l'inversion (assimi-lation de données), à la pla
e d'une paramétrisation, allège le problème. Puisque latraje
toire du système ne dépend que de sa 
ondition initiale, la minimisation de lafon
tion 
oût porte sur la re
her
he de la meilleure 
ondition initiale uniquement.Les petites é
helles sont in
lues dans l'appro
he dynamique puisqu'elles sont géné-rées par les non-linéarités du modèle. Les observations peuvent être des 
oe�
ientsde Gauss (
omme dé�nis dans l'équation 2.3) ou des observations magnétiques(X,Y,Z, I,D,H,F ).3.2 Obje
tifs et méthodes d'assimilation de donnéesAssimilation de donnéesLa proximité physique entre le noyau et les enveloppes �uides externes nous amènenaturellement à utiliser des méthodologies mathématiques identiques. En dyna-mique atmosphérique, la motivation était de dé
rire de façon optimale la situationà un instant donné pour s'en servir 
omme 
ondition initiale dans un modèle dedynamique atmosphérique dans l'obje
tif de prévoir l'état futur de l'atmosphère(par exemple, Kalnay 2003). Dans 
e 
adre, la qualité des prévisions s'est amélioréeave
 l'ajout d'un modèle physique aux interpolations des observations. La prévisionde l'état futur du système se perfe
tionne au fur et à mesure des 
orre
tions surl'état initial. Par ailleurs, à partir du moment où on utilise un modèle d'évolutiondu système, d'autres obje
tifs sont rendus possibles. La ré-analyse 
onsiste en l'as-similation de données passées : le but est d'améliorer la 
onnaissan
e de l'état dusystème, à un temps donné ou sur une fenêtre temporelle. L'assimilation rend pos-sible la véri�
ation d'hypothèses physiques et l'évaluation de leur pouvoir prédi
tif.L'assimilation dépend de la qualité des modèles physiques mais aussi de la qualitéet de la nature des observations ; ainsi 
ertaines missions spatiales, dans le 
adre del'étude de l'atmosphère, peuvent être 
onçues pour répondre à un besoin de l'assi-milation, par exemple la mesure d'une nouvelle quantité pour mieux 
ontraindre lesystème.Méthodes d'assimilation de donnéesLes méthodes d'assimilation peuvent être regardées selon leurs obje
tifs. Les mé-thodes de lissage estiment l'évolution d'un système sur un temps passé, en utilisant
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Fig. 3.2 � S
héma pour l'assimilation variationnelle de données. Les observations sontreprésentée par des étoiles ave
 des barres d'erreur. La traje
toire du modèle est repré-sentée en fon
tion du temps pendant la période d'assimilation. Les tirets s
hématisent latraje
toire de l'estimation initiale.des mesures sur toute une fenêtre temporelle. Elles sont don
 appropriées pourl'analyse historique d'observations passées, les tests d'hypothèses physiques et lesétudes de sensibilité du système. La prévision d'observation futures est égalementpossible.La �gure 3.2 s
hématise l'idée prin
ipale de l'assimilation variationnelle. On
onsidère un jeu d'observations sur une période d'assimilation T (étoiles + barresd'erreurs). Un modèle dynamique fournit une traje
toire sur 
ette période qui n'estfon
tion que de sa 
ondition initiale x0. Pour 
ette raison, l'algorithme ne 
her
heque la 
ondition initiale x0 à l'origine de la traje
toire qui minimise l'é
art quadra-tique entre prédi
tions et observations.Les méthodes de �ltrage reposent sur la détermination de l'état optimal pré-sent (ou futur) au moyen d'observations passées. Elles sont don
 parti
ulièrementadaptées à l'assimilation de données en temps réel. La traje
toire d'un systèmeest 
orrigée au vu des observations passées et présentes. En e�et, les méthodesde �ltrage s'appuient sur l'étude statistique des états possibles du système a�n dedéterminer 
elui qui sera le plus probable au vu des observations.La �gure 3.3 s
hématise la méthodologie des méthodes de �ltrage. Comme pré-
édemment, on 
onsidère un jeu d'observations sur une période d'assimilation T(étoiles + barres d'erreurs) et on dispose d'un modèle dynamique. On part d'une
ondition initiale et on intègre le modèle. Comme 
e modèle est imparfait, l'erreurde prédi
tion augmente au fur et à mesure de l'intégration. Lorsqu'il y a une ob-servation, on pro
ède à une étape d'analyse qui vise à 
al
uler la position la plusprobable pour x 
ompte tenu de la position de l'observation et de son erreur et del'état a
tuel et de son erreur de prédi
tion. On repart alors de la nouvelle positionpour poursuivre l'intégration.Ces deux grands types de méthodes ont des obje
tifs di�érents mais aboutissentà la même estimation à la �n de la période d'assimilation dans le 
adre d'un modèlelinéaire (Bouttier et Courtier 2002). La 
omparaison des avantages et limites desdi�érentes méthodes est à l'origine du développement d'une grande partie des va-
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Fig. 3.3 � S
héma pour l'assimilation séquentielle de données. Les observations sont re-présentée par des étoiles ave
 des barres d'erreur. Les tirets s
hématisent la traje
toire del'estimation initiale. L'erreur de prédi
tion (fore
ast en anglais) augmente lors de l'intégra-tion du modèle, à 
haque fois qu'une observation est disponible, l'étape d'analyse 
al
uleune nouvelle 
ondition initiale, à la même époque, dont l'erreur d'analyse est plus faible.riantes de 
ha
une des appro
hes. Par exemple, on va 
her
her à pouvoir introduirel'erreur modèle dans les méthodes d'assimilation variationnelle qui impliquent quele modèle est parfait dans leur version traditionnelle. L'autre grande partie des va-riantes est la rédu
tion de la dimension du problème ; l'obje
tif de la rédu
tion dela taille du système est soit un gain de temps, soit de pouvoir augmenter la résolu-tion du modèle, améliorer la 
onnaissan
e des paramètres physiques, la statistiquedes erreurs de mesure, prendre en 
ompte l'erreur modèle sans trop pénaliser larésolution numérique.De nombreux arti
les, souvent 
omplémentaires, traitent le développement etla 
omparaison du �ltre de Kalman et de l'assimilation variationnelle, par exempleTalagrand (1997), Courtier (1997b) sont des arti
les fondamentaux. Ide et al. (1997)sont souvent 
ités par
e qu'ils regroupent les notations d'usage, mais ils dé
riventégalement très bien la problématique. Holm (2003) a ajouté des s
hémas expli
atifsà propos des erreurs et des modèles parfaits et imparfaits, il dérive les méthodes d'as-similation en montrant les simpli�
ations de l'inverse généralisé qu'elles entraînent.Daget (2007) fait une revue des méthodes prin
ipales mais aussi de nombreusesvariantes. Les livres de Evensen (2007) et Kalnay (2003) sont ré
ents et 
omplets.Assimilation de données en géomagnétismeDans 
e travail, nous introduisons un modèle de la dynamique de la variation sé
u-laire au 
÷ur d'un pro
édé d'assimilation variationelle. La dynamique ainsi intro-duite nous permet d'avoir une information sur des variables du noyau qui ne sont
onne
tées qu'indire
tement aux observations, par le biais de la dynamique ; 
'estle 
as du 
hamp magnétique à l'intérieur du noyau puisque seul Br est 
ontinu àla frontière noyau-manteau. Nous souhaitons également avoir la possibilité de faireune analyse historique des mouvements dans le noyau et de son 
hamp magnétique,et se rendre 
ompte dans quelle mesure la qualité et la quantité des observations
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 une meilleure 
ontrainte, peut se rétropropager vers le passé àtravers la dynamique (Fournier et al. 2007, pour une étude ave
 un modèle jouet).En géomagnétisme, d'autres auteurs utilisent un algorithme séquentiel ave
 un 
odegéodynamo. Les modèles géodynamo ont l'intérêt de 
her
her à in
lure l'ensemblede la dynamique du noyau. Ces modèles reproduisent quelques 
ara
téristiques im-portantes du 
hamp magnétique terrestre 
omme la prédominan
e du dip�le ou lesinversions de 
hamp magnétique. L'in
onvénient réside dans les limitations a
tuellesde moyens de 
al
uls ; on est obligé de les faire fon
tionner ave
 des paramètres de
ontr�le parfois assez éloignés de leur valeur terrestre (revoir se
tion 2.2.2). En plusd'avoir l'e�et de �ltrer une partie de la dynamique rapide, 
ela fait fon
tionner lesystème dans un régime dynamique di�érent de 
elui du noyau. Ce
i rend la 
om-paraison des sorties de 
es modèles ave
 des observations auda
ieuse. Pourtant, 
es
odes sont très ri
hes et sont bien adaptés pour 
omprendre 
e que la te
hniqued'inversion permet de retrouver. En testant les te
hniques d'inversion 
inématiquesave
 des données synthétiques issues de 
odes géodynamo, Rau et al. (2000) etAmit et al. (2007) ont utilisé des 
odes de géodynamo pour réaliser à quel pointles 
ontraintes supplémentaires que l'on ajoute sur l'é
oulement permettent de ré-duire l'espa
e nul du problème dé�ni par l'équation 3.2 dans des situations où de ladissipation magnétique peut être faible mais présente. Ces études quanti�ent égale-ment l'e�et de l'absen
e de 
onnaissan
e des petites é
helles du 
hamp magnétique,masquées par la 
hamp lithosphérique, sur l'é
oulement retrouvé et sa pré
ision.Ave
 un algorithme séquentiel et un 
ode de géodynamo (Kuang et Bloxham 1997),Kuang et al. (2008) travaillent sur la formation de la matri
e de 
ovarian
e d'erreurd'ébau
he en suivant deux méthodes. La première 
her
he des simpli�
ations, lase
onde (Sun et al. 2007) utilise les méthodes d'ensemble en assimilation (Evensen1994) ave
 des données synthétiques et plus ré
emment ave
 des modèles de 
hampmagnétique (Kuang et al. 2009) (voir également l'arti
le de revue de Fournier et al.(2009)). Par ailleurs, Liu et al. (2007) et Kuang et al. (2008) 
her
hent à quanti�erave
 des expérien
es jumelles le gain obtenu en 
ontraignant le modèle ave
 des ob-servations, synthétiques ou magnétiques, sur les autres variables d'état du systèmequi ne sont pas observées 
omme la vitesse radiale dans le noyau. Leur algorithmed'interpolation optimale leur permet de prendre en 
ompte l'erreur du modèle (lenombre de Rayleigh ave
 lequel ils font l'assimilation vaut 97% de 
elui qui leursert pour 
onstruire l'état vrai). Par ailleurs, on a vu que pour pallier 
et in
onvé-nient, on re
her
he des lois d'é
helles dont le but est de déterminer quels sont lesparamètres de 
ontr�le ou 
ombinaison de 
es paramètres (revoir se
tion 2.2.2) quirégissent la dynamique du noyau. L'assimilation de données peut être utilisée pouratteindre le même obje
tif, 
'est-à-dire étudier la sensibilité du système par rapportaux paramètres de 
ontr�le du modèle en 
ontraignant le modèle géodynamo ave
les observations du 
hamp magnétique.3.3 Méthodologie de l'assimilation variationnelle3.3.1 Problème de 
ontr�le optimalOn suivra dans 
ette partie les notations de Ide et al. (1997).On 
onsidère i
i le noyau de la Terre ; le système étudié est un �uide 
ondu
teur



3.3. Méthodologie de l'assimilation variationnelle 53d'éle
tri
ité en rotation à l'intérieur d'une 
oquille sphérique. Il 
ara
térisé par la
onnaissan
e de son 
hamp de vitesse et de son 
hamp magnétique à l'intérieur duvolume et à la surfa
e du noyau 
omme dé
rit dans la se
tion 2.3.3. On peut dé�nirl'état réel de 
e système xt (t pour true en anglais).La dynamique du système est dé
rite par un modèle numérique Mi (par exempleles equations (2.36) à (2.40) pour notre système)
{

xi+1 = Mi (xi) ,
x0 = x0,

(3.16)pour lequel xi est le ve
teur dé
rivant l'état du modèle à l'instant i. Ce modèledire
t évolue ave
 le temps ti, i ∈ {0, ..., n}. La traje
toire de l'état x du systèmeest entièrement dé�nie par la 
onnaissan
e de son état inital, noté x0.Le modèle est généralement imparfait, et quand bien même il serait sans défaut,il a une résolution moindre que la réalité (à 
ause de la dis
rétisation) : les erreursengendrées sont des erreurs modèle.Cependant l'assimilation variationnelle 
lassique 
onsidère impli
itement que lemodèle est parfait, le modèle est don
 d'une 
ontrainte forte au problème d'opti-misation. Cette hypothèse peut être relaxée en ajoutant un paramètre de 
ontr�lesupplémentaire dans le membre de droite de l'équation du modèle (3.16) et en ré-solvant le problème, plus 
oûteux numériquement et faisant intervenir la matri
ede 
ovarian
e des erreurs modèle Q, par la méthode des représenteurs (Bennett etThorburn 1992, Egbert et al. 1994, voir également Courtier (1997a)).On a, par ailleurs, des observations yO
i de la variable d'état x. Elles appar-tiennent à l'espa
e des observations. On dé�nit don
 un opérateur Hi, possiblementnon-linéaire, qui permet, à 
haque pas de temps i de passer de l'espa
e des 
al
ulsà l'espa
e des observations. On a ainsi

yi = Hi(x
t
i) + ǫi (3.17)où xt est l'état vrai du système et ǫ sont les erreurs d'observations.L'espa
e des observations est généralement plus petit que 
elui du système ;toutes les variables ne sont pas observées dire
tement mais 
onne
tées aux obser-vations par le biais de la dynamique.En géomagnetisme, l'opérateur d'observation prend en 
ompte l'éloignemententre la sour
e du 
hamp magnétique et le lieu des observations. Cette partie 
or-respond alors au problème inverse dé
rit en se
tion 2.1.3.Par ailleurs, il y a souvent plusieurs façons équivalentes de représenter l'état dusystème. D'une part, les variables peuvent être des quantités physiques ou spe
-trales, la di�éren
e est que la solution spe
trale est �ltrée puisqu'elle est tronquée.Dans la se
tion 4.4, les variables du modèle sont des quantités physiques mais lesobservations sont des 
oe�
ients d'harmoniques sphériques, l'opérateur d'observa-tion 
ontient alors également le passage des unes aux autres. D'autre part, suivant lavariable observée -la vitesse angulaire, la vitesse azimutale ou le moment 
inétique,la fon
tion de 
ourant ou la vorti
ité- on met de façon arti�
ielle des poids di�érentsà 
ertaines parties du système. Ces di�érentes représentations ne vont pas 
hangerle problème d'analyse lui-même mais seulement sa représentation. Il est important



54 Chapitre 3. Problème inversede dé�nir une bonne représentation du problème, qui peut être di�érente entre lesobservations et le modèle.L'erreur d'observation est la somme de l'erreur de mesure et de l'erreur de re-présentation (due à la dis
rétisation du problème, les mesures sont des phénomèneslo
aux et ne traduisent pas la valeur de l'observation sur l'ensemble de la maille).La matri
e de 
ovarian
e des erreurs d'observations est notée R = E(ǫiǫ
T
i ). Dansla se
tion 4.4.2, je montre la 
onstru
tion de la matri
e d'erreur d'observations(équation (4.44)) dans un problème inverse où les observations sont des 
oe�
ientsharmoniques d'un 
hamp de vitesse, résultats d'une inversion pré
édente, et dontla statistique des erreurs est 
onnue.La fon
tion 
oûtDans l'espa
e des observations, on 
al
ule l'é
art entre les observations et les prédi
-tions du modèle numérique sur toute la fenêtre d'assimilation. Cet é
art est mesurépar une fon
tion 
oût, quadratique si H est linéaire, basée sur l'hypothèse que leserreurs sont gaussiennes :

JH(x0) =
1

2

n
∑

i=0

[Hi(xi) − yi]
T

R−1
i [Hi(xi) − yi] . (3.18)Par ailleurs, on dé�nit une fon
tion 
oût asso
iée à l'é
art entre l'état initial etl'ébau
he

JB(x0) =
1

2

[

x0 − xb
0

]T
Pb−1

0

[

x0 − xb
0

]

, (3.19)
Pb est la matri
e de 
ovarian
e des erreurs d'ébau
he. En météorologie, l'ébau
he
onsidère la 
limatologie, ou une prédi
tion pré
édente lorsqu'on fait des 
y
lesd'assimilation. Dans 
e travail, on n'a pas utilisé d'ébau
he étant donné le peud'information ou même de statistiques sur l'état du système. Pourtant si on disposed'un résultat d'assimilation ave
 un 
ode plus simple (sous-partie linéaire ou dedimension moindre par exemple), il sera probablement judi
ieux d'ajouter 
e termed'ébau
he.Il se peut que l'on re
her
he une 
ertaine 
omplexité pour le ve
teur x. On yasso
ie la fon
tion 
oût :

JC =
1

2

n
∑

i=0

xT
i Wxi, (3.20)pour laquelle W est la matri
e qui représente les 
ontraintes. La dimension tempo-relle est présente ou non selon le type de 
ontrainte que l'on souhaite imposer.Plusieurs auteurs utilisent 
e terme, qui pénalise la 
omplexité de la solution(Sasaki 1970, pour une vision théorique). Courtier et Talagrand (1987) évitent ainsiun bruit sur la solution qui se développe si on prolonge l'optimisation.Dans 
e 
as, la fon
tion 
oût totale est J = JH + JB + αCJC . Le s
alaire αCtraduit le poids que l'on a

orde aux 
ontraintes par rapport à la 
on�an
e auxobservations ou à l'ébau
he qui, elles, sont déjà prises en 
ompte dans R et Q.
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ontrainteLe problème de minimisation sous 
ontrainte 
onsisterait à 
her
her à minimiserla fon
tion 
oût tout en 
her
hant à satisfaire le modèle. En remarquant qu'ave
l'utilisation d'un modèle dynamique, la traje
toire 
omplète est 
ontrainte par la
ondition initiale, le problème d'assimilation se résume à 
her
her quel ve
teurd'état initial x∗

0 minimise J . Comme on n'a pas de 
ontrainte sur l'état initial, ils'agit bien d'un problème de minimisation sans 
ontrainte.La solution x∗

0 est 
ara
térisée par J(x∗

0) = minx0
J(x0). x∗

0 véri�e alors la
ondition d'Euler-Lagrange :
∇x0

J(x∗

0) = 0 (3.21)où ∇x0
J(.) est le gradient de la fon
tion 
oût dans la dire
tion x0. Cette équationdé
rit la 
ondition né
essaire d'optimalité du système.On voit don
 apparaître i
i deux sous problèmes qui font l'objet des deux pa-ragraphes suivants :i) le 
al
ul du gradient de J , d'une part,ii) et la dé�nition d'un algorithme d'optimisation pour 
her
her x∗

0 d'autre part.3.3.2 Le 
al
ul du gradientMéthodes pour le 
al
ul du gradientOn peut 
al
uler le gradient de J de plusieurs façons di�érentes, faisant intervenirle 
ode dire
t, le 
ode linéaire tangent ou bien le 
ode adjoint.Le 
ode dire
t est la dis
rétisation et la mise en ÷uvre d'un modèle physique,toute la traje
toire spatiale et temporelle de l'état du système dépendant de l'étatinitial x0. On peut obtenir le gradient de J en 
al
ulant la limite
〈∇J(x0), δx0〉 = lim

α→0

J(x0 + αδx0) − J(x0)

α
. (3.22)Les problèmes sont nombreux puisqu'il faut 
al
uler δx0 dans 
haque dire
tion 
a-ra
térisant l'espa
e de 
ontr�le. Don
, si x0 vient d'un espa
e de grande dimension,la masse de 
al
uls sera trop importante. De plus 
e 
al
ul donne une approximationdu gradient puisque la limite dépendra de 
e qu'on appelle � α petit �. En�n lesalgorithmes de minimisation supportant mal les gradients appro
hés, 
ette méthoden'est généralement pas utilisée de manière opérationnelle.Le 
ode linéaire tangent permet de 
al
uler dire
tement la perturbation

Ĵ(x0, δx0) asso
iée à δx0. Si on fait 
ela pour 
haque dire
tion possible de l'es-pa
e de 
ontr�le, on 
al
ule un gradient exa
t mais 
her de la fon
tion 
oût.Ave
 le 
ode adjoint, le gradient est 
al
ulé ave
 seulement une intégration di-re
te et rétrograde des modèles dire
t et adjoint respe
tivement. On 
al
ule don
rapidement un gradient exa
t. Cette méthode est détaillée dans le paragraphe sui-vant.Cal
ul du gradient ave
 l'adjointL'utilisation du modèle adjoint pour le 
al
ul d'un gradient lo
al provient de lathéorie du 
ontr�le optimal. Le Dimet et Talagrand (1986) et Talagrand et Courtier



56 Chapitre 3. Problème inverse(1987) donnent une présentation générale de la méthode. Les méthodes adjointessont également beau
oup utilisées dans le 
adre de l'inversion de la forme d'ondesismique (Fi
htner et al. 2006, Tromp et al. 2005), pour les modèles de 
ir
ulationdu manteau (Bunge et al. 2003), ou pour l'étude de la 
ondu
tivité du manteau parindu
tion éle
tromagnétique (Kuvshinov et al. 2006, Martine
 et Velímsk�y 2009).Par dé�nition, si Ĵ(x, δx) peut s'é
rire sous la forme
Ĵ(x, δx) = 〈∇xJ, δx〉 (3.23)alors ∇xJ s'appelle le gradient de J . Dans 
ette dé�nition, Ĵ(x, δx) est la dérivéefon
tionnelle de la fon
tion 
oût dans la dire
tion δx et vaut

Ĵ(x, δx) = lim
α→0

J(x + αδx) − J(x)

α
. (3.24)Pour 
al
uler ∇x0

J en utilisant l'adjoint, on distingue don
 deux étapes :1. le 
al
ul de la dérivée fon
tionnelle dans la dire
tion δx02. la mise en éviden
e de la linéarité par rapport à δx0Si on applique une petite perturbation δx0 à x0, alors la di�érentielle x̂ suitl'évolution du modèle linéaire tangent M ′

{

x̂i+1 = M ′

i (x̂i) ,
x̂0 = δx0,

(3.25)Pour illustration, j'é
ris l'équation linéaire tangente d'une partie du systèmephysique de variation sé
ulaire dans la se
tion 3.4.1 (équation 3.42).De même, la di�érentielle dans la dire
tion δx0 de la fon
tion 
oût vaut, dansun 
as sans ébau
he mais ave
 une 
ontrainte, sur la 
ondition initiale (n = 0dans l'équation (3.20)) uniquement 
omme 
ela sera le 
as dans les appli
ationsprésentées dans le mémoire
Ĵ(x0, δx0) =

n
∑

i=0

[

H
′

ix̂i

]T
R−1

i [Hi(xi) − yi] + αCδxT
0 Wx0 (3.26)Pour mettre en éviden
e la linéarité par rapport à δx0, on remarque que Ĵdépend de δx0 par le biais de x̂. L'idée est don
 déliminer x̂ des équations. Onréé
rit d'abord,

ĴH(x0, δx0) =
n

∑

i=1



H
′

i

i−1
∏

j=1

M ′

j−1δx0





T

R−1
i [Hi(xi) − yi]

+
[

H
′

0δx0

]T
R−1

i [H0(x0) − y0] + αCδxT
0 Wx0, (3.27)

=
n

∑

i=1

δxT
0





i−1
∏

j=1

M ′

j−1





T

H
T
i R−1

i [Hi(xi) − yi]

+ δxT
0 H

T
0 R−1

i [H0(x0) − y0] + αCδxT
0 Wx0. (3.28)Dans 
es expressions, j'ai 
ondensé la notation du modèle dire
t 3.16 par

xi =

i
∏

j=1

Mj−1x0. (3.29)



3.3. Méthodologie de l'assimilation variationnelle 57L'équation (3.28) est plut�t de la forme ĴH(x0, δx0) =
〈

δxT
0 , (∇x0

JH)T
〉, d'où

(∇x0
JH)T =

n
∑

i=1





i−1
∏

j=1

M ′

j−1





T

H
T
i R−1

i [Hi(xi) − yi]

+H
T
0 R−1

i [H0(x0) − y0] + αCWx0. (3.30)Si on dé�nit l'état adjoint a, de même dimension que x, solution du système
{

ai = M
′T
i ai+1 + H

T
i R−1

i [Hi(xi) − yi] ,
an+1 = 0,

(3.31)alors (voir également l'annexe D)
(∇x0

JH)T = a0 + αCWx0 (3.32)Pour 
al
uler le gradient, il faut don
� intégrer le modèle dire
t de 0 à n

{

xi+1 = Mi (xi) ,
x0 = x0,

(3.33)� intégrer le modèle adjoint de n à 0

{

ai = M
′T
i ai+1 + H

T
i R−1

i [Hi(xi) − yi] ,
an+1 = 0,

(3.34)� la transposée du gradient étant donnée par
(∇x0

JH)T = a0 + αCWx0 (3.35)3.3.3 Les 
odes adjointsMise en ÷uvreL'intégration de l'adjoint passe par le 
al
ul de M
′T
i =

[

∂Mi

∂x

]T . Ce
i né
essite unedi�érentiation puis une transposition. Dans 
e travail, les espa
es ve
toriels sontde dimension �nie. Dans 
e 
as parti
ulier, l'opérateur adjoint est le transposé :
L∗ = LT .Comme l'adjoint d'une suite d'opérateur ABC est la suite des transposées desopérateurs prise dans le sens opposé CTBT AT , on détermine don
 un 
ode ad-joint en partant de la dernière instru
tion du 
ode dire
t et en é
rivant l'adjointde 
haque instru
tion. Giering et Kaminski (1998) donnent des informations pra-tiques pour la 
onstru
tion du 
ode et de nombreux exemples de petites séquen
esde 
ode dire
t et leurs ajoints. Talagrand et Courtier (1987) regroupent d'autresinformations pratiques dans leurs annexes. L'obtention du 
ode adjoint a été pré-sentée i
i par une appro
he dis
rète mais on le dérive aussi de façon 
ontinue 
e quedé
rivent par exemple Leredde et al. (1998) sur l'équation de Burger, ou bien Mar-tine
 et Velímsk�y (2009) dans le 
adre des études d'indu
tion éle
tromagnétique.



58 Chapitre 3. Problème inverseIls expliquent ave
 beau
oup d'étapes utiles l'obtention des 
onditions aux limitesdu modèle adjoint.Dans un but pédagogique et dans le 
adre spé
i�que de travail lié au modèledynamique de la variation sé
ulaire, je fournis dans l'annexe D les 
odes adjointsde quelques séquen
es dire
tes simples. Leur but est de fa
iliter la 
ompréhensionde l'obtention du 
ode adjoint (équations 3.48 à 3.56) dans la se
tion 3.4.1, à partirdes équations linéaires tangentes (équations (3.45) à (3.47) eux même obtenus àpartir des 
odes dire
ts (3.41). D'autres équations adjointes �gurent dans la se
tion4.2.2.Outils de di�érentiation automatiqueAu 
ours de mon travail, j'ai eu l'o

asion de véri�er des parties de 
odes ad-joints ave
 l'outil de di�érentiation automatique tapenade de l'inria (Has
oët etPas
ual 2004). Cet outil 
al
ule de façon automatique le 
ode adjoint d'une séried'instru
tions. Ce logi
iel qui prend en entrée un ou plusieurs sous-programmesdu 
ode dire
t, a plusieurs modes de fon
tionnement selon que l'on veut le 
odelinéaire tangent ou le 
ode adjoint asso
ié à 
e sous-programme. Il prend en entréele sous-programme dont on souhaite déterminer l'adjoint, et les variables d'état etde 
ontr�le du problème 
onsidéré.Véri�
ation des 
odes adjointsTest du gradient Ce paragraphe est 
omplété par un erratum situé dans l'annexeE. Pour véri�er l'exa
titude du ve
teur gradient de la fon
tionnelle J , le test dugradient 
onsiste à employer un développement de Taylor au point x0. En notant
αδx une perturbation autour de l'état x0, on a

J(x0 + αδx) = J(x0) + α 〈∇x0
J, δx〉 + α2O(

∥

∥δx2
∥

∥) (3.36)où 〈. , .〉 désigne le produit s
alaire et α permet de régler l'intensité de la pertur-bation.Si pour toutes les dire
tions de perturbation δx, la limite quand α tend verszéro de :
F (α) = J(x0 + αδx0) − J(x0) − α 〈∇x0

J, δx0〉 (3.37)tend vers zéro plus rapidement qu'α, 
'est à dire en α2, alors le test du gradient estsatisfait.En pratique, sur des exemples de petite taille et très simples j'ai pu e�e
tive-ment retrouver 
e 
omportement. Cependant, le résultat de la plupart de mes testsde gradients dépendait de la dire
tion de perturbation, et la fon
tion se 
ompor-tait en α2 tant qu'α n'est pas très faible puis elle se 
omportait en α au voisinagede 0 
omme le montre la �gure E.1. Dans 
ette �gure, x0 = xt
0 (l'état vrai), laperturbation est dans une dire
tion donnée et le test du gradient est e�e
tué pourtrois 
as : en faisant varier la taille de la fenêtre d'assimilation T (voir légende dela �gure E.1). Si T est 
ourt, alors F (α) se 
omporte 
omme α2 pour des valeursde α supérieures à 10−3 (
ourbe orange parallèle à la 
ourbe verte), puis F (α)
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Fig. 3.4 � Exemples de tests de gradient pour les ondes de torsion des se
tions 4.2.2 et4.3. E�et de la durée d'intégration T (mesurée en TA) sur le test du gradient. La 
ourbenoire est F (α) pour T = 0.25 TA, la 
ourbe bleue F (α) pour T = 0.1 TA, la 
ourbe orangepour T = 0.012 TA. Pour référen
e, la 
ourbe rouge montre F (α) = α, et la 
ourbe vertemontre F (α) = α2.tend vers zéro 
omme α (
ourbe orange parallèle à la 
ourbe rouge). Cette ten-dan
e disparaît si on augmente la durée d'intégration, et F (α) tend toujours verszéro 
omme α (
ourbe noire parallèle à la 
ourbe rouge). À durée d'intégration
T �xée, la �gure E.4 montre l'impa
t de l'é
art entre l'estimation initiale x0 etl'état vrai xt

0 sur le test du gradient. On 
ompare i
i une réalisation du test ave

x0 = xt

0

[

(1 + 10−1f(s, ϕ)
] (
ourbe bleue) et une autre réalisation du test ave


x0 = xt
0

[

1 + 10−3f(s, ϕ)
] (
ourbe noire). Dans les deux 
as, la fon
tion f(s, ϕ)est la même fon
tion, de l'espa
e uniquement. De plus, pour la réalisation du testdu gradient, j'utilise dans les deux 
as, la même fon
tion de perturbation δx. Onvoit dans la �gure E.4 que si x0 est plus pro
he de xt

0 (
ourbe noire) alors le test dugradient est mieux réussi. Malgré 
es 
ompli
ations, des tests ave
 des expérien
esjumelles me permettent 
ependant de retrouver les variables de 
ontr�le. J'ai don

onsidéré que les expérien
es jumelles étaient également une façon de tester un 
odeadjoint.Pour réaliser des expérien
es jumelles, on 
rée un jeu de données synthétiquesave
 ou sans erreur d'observation ave
 le modèle dire
t ave
 la 
ondition initialequ'on voudra retrouver. On part d'une autre estimation initiale pour réaliser en-suite l'inversion de 
es données synthétiques. J'ai réalisé de nombreuses expérien
esjumelles dont les pro
édés et les résultats sont dans les se
tions 3.4.2 et 4.3.Versatilité du 
ode adjointLe 
al
ul du gradient par rapport à la 
ondition initiale ou par rapport à unevariable stationnaire (par exemple {

B2
s

}

(s)) se fait par le biais du même modèleadjoint (voir également Leredde et al. 1998, par exemple). Les gradients di�èrent
ependant (voir la séquen
e 6 de l'annexe D).
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Fig. 3.5 � Exemples de tests de gradient pour les ondes de torsion des se
tions 4.2.2 et4.3. E�et de l'é
art entre l'estimation x0 et l'état vrai xt
0
sur le test du gradient. La
ourbe noire est F (α) pour x0 = xt

0

[

1 + 10−3f(s, ϕ)
], la 
ourbe bleue F (α) pour

x0 = xt
0

[

1 + 10−1f(s, ϕ)
]. Pour référen
e, la 
ourbe rouge montre F (α) = α, et la
ourbe verte montre F (α) = α2.Che
kpointingL'intégration de l'adjoint de T à 0 né
essite la 
onnaissan
e de la traje
toire dire
te.Il existe alors deux stratégies extrêmes : (i) sto
ker tous les xi, état du systèmeà l'instant i, lors de l'intégration du modèle dire
t, (ii) à 
haque pas de temps dumodèle adjoint, re
al
uler le modèle dire
t jusqu'à i pour avoir le xi 
orrespondant.La stratégie intermédiaire utilisée dans 
e travail, appelée 
he
kpointing (parexemple, Hersba
h 1998), est un 
ompromis entre les deux méthodes pré
édentes.On intègre le modèle dire
t en sto
kant un état xi tous les ndt pas de temps. Puison intègre le modèle adjoint et quand on a besoin d'un xi dans l'adjoint, on repartseulement de l'état sauvegardé le plus pro
he pour intégrer le modèle dire
t.3.3.4 L'optimisationIdée généraleOn veut résoudre la 
ondition né
essaire d'optimalité (3.21), ∇x0

J(x∗

0) = 0, non-linéaire si le modèle l'est. Pour 
e faire, on va utiliser des méthodes itératives,appelées algorithmes de des
ente, qui doivent résoudre la suite dé�nie par :
xl+1

0 = xl
0 + ρldl (3.38)

l est l'itération de l'optimisation, ρl un s
alaire appelé pas de des
ente et la dire
tionde des
ente dl est un ve
teur de même dimension que xl
0.Le pas de des
ente est tel que, si la dire
tion de des
ente dl est �xée, ρl doitminimiser J le long de la dire
tion de des
ente. On le 
al
ule ave
 des méthodesde re
her
he linéaire. Plusieurs algorithmes permettent de 
al
uler la dire
tion dedes
ente (voir par exemple No
edal et Wright 2000). La dire
tion la plus évidenteest la dire
tion opposée au gradient dl = −

(

∇xl
0

J
)T . Le problème est qu'elle
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onverge lentement (selon la forme du Hessien). Les autres méthodes sont le gradient
onjugué ou des méthodes de type Newton, dont les variantes sont Newton tronqué,quasi-Newton.En pratique : il existe des bibliothèques gratuites d'algorithmes. Pour 
e travail,j'ai utilisé des algorithmes de plus grande pente et de gradient 
onjugué mais j'aiensuite prin
ipalement utilisé la routine m1qn3 de Gilbert et Lemaré
hal (1989)dé
rite dans le paragraphe suivant.Le module d'optimisation m1qn3La routine m1qn3 utilise un algorithme quasi-Newton à mémoire limitée (Gilbertet Lemaré
hal 2008, Gilbert 2008, Gilbert et Lemaré
hal 1989).Les algorithmes de Newton sont itératifs et basés sur le 
al
ul de la dire
tionde des
ente à partir du Hessien (dérivée se
onde de J). On é
rit ainsi que
dk = −H(J)−1

k · ∇J(xk), (3.39)où H(J)k est la matri
e hessienne de J . On 
omplète alors 
ette dire
tion de des-
ente par une re
her
he linéaire du pas de des
ente.En pratique le Hessien est peu utilisé 
ar non-dé�ni ou très 
oûteux (matri
e
arrée de taille [ve
teur de 
ontr�le℄2). Son inversion est alors impossible. La mé-thode de quasi-Newton 
onsiste à rempla
er l'inverse du Hessien par une suite Wkd'approximations symétriques dé�nies positives (pour sa variante bfgs). Pour desproblèmes de grande taille, on 
her
he à limiter le besoin de mémoire en utilisantun algorithme à mémoire limitée (l-bfgs) qui ne sto
ke que les m dernières misesà jour de Wk (No
edal 1980, Gilbert et Lemaré
hal 2008).L'algorithme de minimisation s'arrête lorsque la norme du gradient 
al
ulée at-teint un 
ertain seuil relatif à la norme du gradient 
al
ulé par la première itération.Gilbert (2008, p. 216) explique le risque qu'on prend en arrêtant la 
onvergen
e surle fait que J ne diminue plus beau
oup d'une itération à l'autre. En e�et, il peuty avoir plusieurs zones pour lesquelles le gradient ne varie pas beau
oup d'une ité-ration à l'autre bien que la solution x∗

0 ne soit pas atteinte. En e�et, si on note kl'indi
e de l'itération de l'optimisation, J(xl+1
0 ) ∼ J(xl

0) signi�e (équation 3.38) que
ρl

〈

∇xl
0

J,dl
〉

∼ 0, 
e qui peut être obtenu si la solution x∗

0 est atteinte mais égale-ment si ρl est très petit ou si la dire
tion de des
ente est presque perpendi
ulaireau gradient. Même si 
es deux situations peuvent être identi�ées, 
e 
ritère d'arrêtn'est alors pas pertinent. Gilbert (2008) ajoute alors un exemple plus quantitatifave
 une fon
tion quadratique.Utilisation : Il est très fa
ile d'introduire le module dans son 
ode si 
elui-
iest également modulaire. La subroutine s'appelle m1qn3 et fait appel à la routine
simul que l'on 
rée soit-même. Dans un module appelé simulator, la routine
simul prend en entrée le ve
teur de 
ontr�le et sa taille et sort la valeur de lafon
tion 
oût et son gradient. Cette subroutine 
ontient don
 une intégration dire
tedu modèle, ave
 
al
ul du 
oût J asso
ié, et une intégration du modèle adjoint.Dans sa thèse sur l'assimilation d'observations de télédéte
tion, Lauvernet(2005) a é
rit une des
ription détaillée de l'utilisation de m1qn3, des signes pré-
urseurs d'une non-
onvergen
e et les modes d'arrêts de l'optimisateur. J'ajouterai



62 Chapitre 3. Problème inversei
i seulement que la sortie en mode 1 
orrespond au 
ritère de 
onvergen
e é
rit
i-dessus. Le mode de sortie que j'ai obtenu le plus fréquemment est la sortie enmode 6. Elle signi�e que l'algorithme ne trouve plus de dire
tion de des
ente plusadaptée que 
elle qu'il a déjà à l'itération pré
édente. Cela peut venir d'un 
ritère de
onvergen
e trop sévère, ou bien d'un mauvais 
onditionnement du problème. Dansmon travail, j'ai fait beau
oup de tests qui m'ont amené à ne pas systématiquementrefuser un résultat d'une sortie en mode 6, s'il y a eu dé
roissan
e signi�
ative del'é
art aux observations.Estimations initialesPuisque l'optimisation est une méthode itérative, il faut une estimation initiale dela solution. Si la variable est une des quantités observées (par exemple, le 
hampmagnétique radial à la frontière noyau-manteau ou, dans la se
tion 4.4, le 
hampde vitesse), alors il s'agit d'une représentation de 
ette quantité dans l'espa
e dumodèle. Cette partie nous paraît la plus simple a
tuellement 
ar, dans nos exemplesqui utilisent des harmoniques sphériques, si la quantité est observée, alors elle l'esten de nombreux points d'espa
e en même temps. Mais s'il s'agit d'observationssatellitaires, on n'a qu'une observation lo
ale à un temps donné. On peut 
onsidérerque dans la plupart des 
as la quantité n'est pas observée. Dans 
e 
as, l'estimationinitiale est une estimation de la variable par une autre méthode. Par exemple, le
hamp magnétique à la frontière noyau-manteau obtenu par les inversions de lase
tion 2.1.3 ou le 
hamp de vitesse produit par la résolution du problème inversedé
rit dans la se
tion 3.1. Pour d'autres variables, l'estimation initiale ne porterapeut être que sur une partie de la variable (par exemple sa partie zonale, ou lerespe
t d'une intensité typique de 
ette variable).3.4 Expérien
es jumelles : un é
oulement stationnaire dansle noyauEn guise de premier exemple, je reprends dans 
ette se
tion l'inversion réalisée parWaddington et al. (1995), qui propose de re
her
her un é
oulement stationnaire àla frontière noyau manteau qui expliquerait les observations de Br. Ils ont montréqu'un tel é
oulement ne su�sait pas à expliquer les données mais dans l'inversionque je réalise i
i, les données sont synthétisées à partir d'un é
oulement purementstationnaire.3.4.1 Modèles dire
ts et adjointsL'hypothèse d'un é
oulement stationnaire à été utilisée par Voorhies et Ba
kus(1985) puis Waddington et al. (1995) pour 
ompléter la non-uni
ité du problèmed'inversion 
inématique. On étudie i
i l'e�et d'un é
oulement stationnaire non-zonalet symmétrique par rapport à l'équateur sur l'évolution du 
hamp magnétique, pluspré
isément sa variation sé
ulaire Ḃr = ∂tBr, (L'en
adré 3 rapelle le modèle quasi-géostrophique 
omplet a�n de mettre en éviden
e la sous-partie 
onsidérée dans
ette se
tion)
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∂tBr = −∇H ·

(

uNZBr

)

. (3.40)Le résumé synthétique des équations du modèle quasi-géostrophique est le suivant(voir également les équations (2.36) à (2.40) et (2.26)) :Dans le volume :
Dt

(

−∇2
EΨ

)

− 2λ−1
ro

βs−1∂ϕΨ = f
(〈

B2
s

〉

,
〈

B2
ϕ

〉

, 〈BsBϕ〉
)

,

Dtωg =
(

s3h
)

−1
∂s

(

s2h 〈BsBϕ〉
)

,

∂t

〈

B2
s

〉

= F1

(

Ψ, ωg,
〈

B2
s

〉

, 〈BsBϕ〉
)

,

∂t

〈

B2
ϕ

〉

= F2

(

Ψ, ωg,
〈

B2
ϕ

〉

, 〈BsBϕ〉
)

,

∂t 〈BsBϕ〉 = F3

(

Ψ, ωg,
〈

B2
s

〉

,
〈

B2
ϕ

〉

, 〈BsBϕ〉
)

,À la frontière noyau-manteau :
∂tBr = −∇H ·

(

uNZBr

)

−∇H ·
(

uZBr

)

.Dans 
es équations, Ψ est la fon
tion de 
ourant non-zonale, ωg est la vitesse an-gulaire zonale et 〈

B2
s

〉, 〈

B2
ϕ

〉 et 〈BsBϕ〉 sont des quantités magnétiques quadra-tiques et moyennées verti
alement. Dans l'équation d'indu
tion radiale à la frontièrenoyau-manteau, uNZ et uZ désignent les vitesses non-zonale et zonale respe
tive-ment.On s'intéresse i
i uniquement à la tra
e à la frontière noyau-manteau d'un é
ou-lement non-zonal à travers son intera
tion ave
 le 
hamp magnétique radial à lasurfa
e du noyau. L'é
oulement est également stationnaire. Le modèle se simpli�edon
 en l'étude de l'évolution temporelle de Br :
∂tBr = −∇H ·

(

uNZBr

)

.En
adré 3 � Lien entre le modèle 
omplet et l'étude de l'impa
t d'un é
oulement non-zonalstationnaire sur l'évolution du 
hamp magnétique radial à la frontière noyau-manteau.La symétrie par rapport à l'équateur assure l'uni
ité de la solution lorsque Bret Ḃr sont parfaitement 
onnus. L'é
helle de temps qui 
ara
térise le problème estle temps d'adve
tion, tadv. La vitesse non-zonale entre dans l'équation (3.41) via lafon
tion 
ourant non-zonale Ψ(s, ϕ) (voir l'équation (2.33)), projetée à la frontièrenoyau-manteau. L'état du système 
omprend alors un paramètre, la fon
tion de
ourant Ψ, et une variable le 
hamp magnétique radial Br. Dans 
ette expérien
e,on dit que Ψ est un paramètre 
ar il est stationnaire. On re
her
he le pro�l de
Ψ(s, ϕ) qui explique au mieux les observations de la variation sé
ulaire synthétique
Ḃo

r à la surfa
e du noyau.Le modèle dire
t se pré
ise lorsque l'on prend en 
ompte le fait (i) que lesobservations synthétiques sont des observations de variation sé
ulaire Ḃr = ∂tBr,et (ii) que Ψ, dé�ni dans le plan équatorial, doit être exprimé à la frontière noyau
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 Br. Par 
onséquent le modèle dire
t 
omporte troiséquations
Ψo = Mθ

s Ψ,

Ḃr = (sin θ cos θ)−1 [∂θΨo∂ϕBr − ∂ϕΨo∂θBr] + (cos θ)−2 Ψo∂ϕBr, (3.41)
∂tBr = Ḃr.L'opérateur Ms dé�nit Ψo, à la surfa
e du noyau, à partir de Ψ dans le plan équa-torial (l'é
oulement est invariant suivant ez).Le modèle linéaire tangent de (3.41) s'é
rit

δΨo = Mθ
s δΨ,

δḂr = (sin θ cos θ)−1 [∂θΨo∂ϕδBr + ∂θδΨo∂ϕBr]

− (sin θ cos θ)−1 [∂ϕΨo∂θδBr + ∂ϕδΨo∂θBr] ,

+ (cos θ)−2 Ψo∂ϕδBr + (cos θ)−2 δΨo∂ϕBr,

∂tδBr = δḂr. (3.42)dans laquelle δΨ, δΨo, δBr et δḂr sont les di�érentielles de Ψ, Ψo, Br et Ḃr,respe
tivement.
Ψ est dis
rétisé sur un rayon 
ylindrique s = is∆s(s); is ∈ [0, Ns]. La partie latitu-dinale de Br est dis
rétisées sur un méridien et 
haque point de grille est le projettésur la frontière noyau-manteau d'un point de grille du plan équatorial Σ, sauf àl'équateur où il n'y a pas de point. En 
onséquen
e θ = iθ∆θ(θ); iθ ∈ [0, 2Ns − 1].La partie azimutale des variables est exprimée en séries de Fourier

Ψ(s, ϕ, t) =

mmax
∑

m=1

[am(s, t) cos (mϕ) + bm(s, t) sin (mϕ)] , (3.43)
Br(θ, ϕ, t) =

mmax
∑

m=0

[cm(θ, t) cos (mϕ) + dm(θ, t) sin (mϕ)] , (3.44)où le nombre maximum de modes de Fourier, mmax, est relié au nombre de pointséquidistant en longitude, Nϕ : mmax = (Nϕ − 1) /2.Le temps est dis
rétisé ave
 des di�éren
es �nies t = j∆t; j ∈ [0, Nt], où ∆t est lepas de temps. Les dérivées spatiales sont 
onstruites par di�éren
es �nies en s et
θ. Les dérivées longitudinales sont 
al
ulées dans l'espa
e spe
tral en utilisant latransformée de Fourier rapide.Le nombre de points de grille est spé
i�é dans le 
orps du texte page 67.En
adré 4 � Résolution numérique du modèle d'é
oulement stationnaire dans le noyau.En faisant le 
hoix d'un s
héma d'intégration temporelle, i
i un s
héma d'Eulerexpli
ite, et de dis
rétisation spatiale (voir en
adré 4), l'é
riture d'une itérationtemporelle du modèle linéaire tangent fa
ilite la formulation du problème adjoint.
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rit
δΨo(i) = Mθ

s δΨ(i), (3.45)
δḂr(i) = (sin θ cos θ)−1 [∂θΨo(i)∂ϕδBr(i) + ∂θδΨo(i)∂ϕBr(i)]

− (sin θ cos θ)−1 [∂ϕΨo(i)∂θδBr(i) + ∂ϕδΨo(i)∂θBr(i)]

+ (cos θ)−2 Ψo(i)∂ϕδBr(i) + (cos θ)−2 δΨo(i)∂ϕBr(i), (3.46)
δBr(i + 1) = δBr(i) + ∆tδḂr(i). (3.47)Soient ΨT ,ΨT

o , BT
r et Ḃr

T les variables adjointes de Ψ,Ψo, Br et Ḃr. Le modèlelinéaire tangent 
ontient trois équations (3.45) à (3.47). Le modèle adjoint 
orres-pondra alors à la résolution de l'adjoint de la troisème équation (3.47), suivie parla résolution de l'adjoint de la se
onde équation (3.46), suivie par la résolution del'adjoint de la première équation (3.45). J'ai donné des détails sur l'obtention del'adjoint dans l'annexe D. L'adjoint de la première équation 
orrespond alors à l'ad-joint de la séquen
e 1 de 
ette annexe où A = Ψo et B = Ψ, l'adjoint de la troisèmeéquation 
orrespond à l'adjoint de la séquen
e 6 de 
ette annexe où A = Br et
B = Ḃr. L'adjoint de la se
onde équation est plus 
ompliqué et fait en 
onséquen
el'objet de la séquen
e 7 de 
ette même annexe. En utilisant 
es éléments, mis en an-nexe pour �uidi�er la le
ture du manus
rit, le modèle adjoint des l'équations (3.45)à (3.47) 
ommen
e alors par le forçage dû à l'é
art entre prédi
tions du modèle etobservations (voir également la séquen
e 4 de l'annexe D) :

Ḃr
T
(i) = Ḃr

T
(i) + H

T R−1
(

HḂr − Ḃo
r

)

, (3.48)puis le modèle se 
omplète par l'adjoint de l'équation (3.47)
Ḃr

T
(i) = Ḃr

T
(i) + ∆tB

T
r (i + 1) (3.49)

BT
r (i) = BT

r (i) + BT
r (i + 1) (3.50)

BT
r (i + 1) = 0. (3.51)puis par l'adjoint de l'équation (3.46)

ΨT
o (i) = ΨT

o (i) + ∂T
θ

[

(sin θ cos θ)−1 ∂ϕBrḂr
T
(i)

]

− ∂T
ϕ

[

(sin θ cos θ)−1 ∂θBrḂr
T
(i)

]

+ (cos θ)−2 ∂ϕBrḂr
T
(i) (3.52)

BT
r (i) = BT

r (i) + ∂T
ϕ

[

(sin θ cos θ)−1 ∂θΨoḂr
T
(i)

]

− ∂T
θ

[

(sin θ cos θ)−1 ∂ϕΨoḂr
T
(i)

]

+ ∂T
ϕ

[

(cos θ)−2 ΨoḂr
T
(i)

]

, (3.53)
Ḃr

T
(i) = Ḃr

T
(i), (3.54)où ∂T

ϕ et ∂T
θ sont les adjoints de ∂ϕ et ∂T

θ (voir également la séquen
e 2 de l'annexeD). En�n l'adjoint de l'équation (3.45) est (voir l'obtention de l'équation D.98 dansl'annexe)
ΨT (i) = Mθ,T

s ΨT
o (i) (3.55)

ΨT
o (i) = 0. (3.56)Ce modèle allant de l'équation (3.48) à (3.56) représente une itération vers le passédu modèle adjoint (l'intégration du modèle adjoint se fait vers le passé d'aprèsl'équation 3.31).
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es jumellesJ'ai réalisé de nombreuses expérien
es jumelles 
e qui a eu pour interêt, outre detester le 
ode adjoint, de me familiariser ave
 la réponse du système d'assimilation.Au lieu d'être des données de satellites et d'observatoires, les observations dansle 
adre d'expérien
es jumelles sont 
rées à partir d'un état vrai synthétique, résultatd'une intégration du modèle dire
t pour un jeu donné de 
onditions initiales, xt
0.Les données synthétiques ont l'avantage de représenter uniquement la physique quientre en jeu dans le modèle, et sont don
 appropriées, dans un premier temps, autest de l'implémentation de l'algorithme d'assimilation variationnelle de données.Une base de données d'observations est produite ave
 l'équation (3.17). Ensuite,on 
ommen
e l'assimilation ave
 un jeu di�érent de 
onditions initiales, l'estimationinitiale, xg

0. Après une intégration dire
te, la prédi
tion de l'observable est 
omparéeave
 les observations (sur l'ensemble de la fenêtre temporelle). Dans la suite de lathèse les observables sont la variation sé
ulaire HḂr
f dans la se
tion 3.4, le 
hampmagnétique radial HBf

r dans la se
tion 4.2 et des 
oe�
ients de vitesse zonaledans l'appli
ation géophysique 4.4. Après assimilation et dans le 
adre d'expérien
ejumelles, la dé
roissan
e de l'é
art entre prédi
tion et observations avant et aprèsassimilation, ainsi que la di�éren
e relative entre xt et xa au sens l2 sont utiliséspour quali�er la qualité de la solution.Une vision �oue du noyauPour 
onstruire le 
atalogue d'observations, on prend en 
ompte la réalité géo-physique qui ne nous permet de voir seulement les grandes é
helles de l'état à lafrontière noyau-manteau. La fon
tion moyenne que nous utilisons 
orrespond à la
onvolution à la frontière noyau-manteau de l'état vrai ave
 un polyn�me de Ja
obide degré L (Ba
kus et al. 1996, paragraphe 4.4.4) :
(Hxt)(θo, ϕo) =

L + 1

4π

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0
xt(θ, ϕ)P

(1,0)
L (cos α) sin θdθdϕ, (3.57)où (θo, ϕo) sont les 
oordonnées des lieux d'observations, α est la distan
e angulaireentre deux points (θo, ϕo) et (θ, ϕ), et P

(1,0)
L est le polyn�me de Ja
obi (Abramowitzet Stegun 1964, p. 773). Dans les expérien
es suivantes, on pose L = 15 et lesobservations sont faites à une fréquen
e donnée d'observation, notée fy.Constru
tion de l'opérateur d'observation : L'a
tion de l'opérateur d'ob-servation sur le ve
teur d'état est dé
rit par l'équation 3.57. Pour fa
iliter l'é
riturede son adjoint je 
onstruis la matri
e 
orrespondante expli
itement puis je prends satransposée. D'une part le ve
teur d'observation ne 
ontient que des observations de

Br et pas d'observations de la fon
tion 
ourant Ψ. Sous forme matri
ielle, l'équation3.57 
orrespond don
 à
[

HΨt

HBt
r

]

=

[

0 0
0 M

]

×
[

Ψt

Bt
r

]

. (3.58)
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teurs Bt
r et HBt

r se dis
rétisent de la façon suivante
Bt
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
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(3.59)
alors la matri
e M est dé�nie par

M[ij][kl] =
L + 1

4π
P

(1,0)
L (cos αijkl) sin θidθidϕj , (3.60)où cos αijkl = cos θi cos θo

k + sin θi sin θo
k cos(ϕj − ϕo

l ).L'adjoint de l'opérateur d'observation est alors la transposée : HT = transpose(H).É
oulement stationnaire à la surfa
e du noyauLa traje
toire de l'état vrai est 
al
ulé à partir des 
onditions initiales suivantes1. Bt
r(θ, ϕ, t=0) est obtenu à partir du modèle de 
hamp magnétique prin
ipalCHAOS (Olsen et al. 2006) pour les époques 2002, et tronqué au degré et àl'ordre harmonique 12. On le prend à l'extérieur du 
ylindre tangent et onle multiplie par une fon
tion sinus en θ pour assurer Bt

r(θ, ϕ, t = 0) = 0 au
ylindre tangent (voir la �gure 3.6),2. Ψt(s, ϕ) est montré dans la �gure 3.7a, il s'agit de la partie non-zonale d'uné
oulement inversé par Pais et al. (2004) et tronqué au degré et à l'ordre 4,et multiplié par cos2 θ = (1− s2) et une fon
tion de s, (s− ri), pour satisfaireles 
onditions aux limites de l'é
oulement en s = ri, ro. Il est mis à l'é
hellepour avoir une vitesse rms sans dimension d'ordre 1 ; la mise à l'é
helle Vadvest telle que ∫ 2π
0

∫ π−θc

θc
(u2

s + u2
ϕ) sin θdθdϕ = V 2

adv

∫ 2π
0

∫ π−θc

θc
sin θdθdϕ, with

θc = asin(ri/ro).On 
onsidère des observations parfaites en posant ǫ = 0 dans l'équation (3.17).Pour les simulations suivantes, le pas de temps numérique vaut 6× 10−5 tadv et lestemps d'intégrations vont de 0.03 tadv à 0.57 tadv.Dans 
e problème où l'on re
her
he la fon
tion 
ourant stationnaire qui ex-plique au mieux les observations de variation sé
ulaire, on souhaite mettre en avantl'apport de la dimension temporelle sur la solution.On 
onsidère, tout d'abord, les solutions obtenues lorsqu'on n'a qu'une seuleépoque d'observation et moins de lieux d'observations (NO
θ = 50, NO

φ = 11) que depoints de grille (Nθ = 200, Nφ = 15) . Dans 
e 
as, on a 50× 11 = 550 observationspar époque d'observation alors que le nombre de paramètres de 
ontr�le est de
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Fig. 3.6 � Carte du 
hamp prin
ipal à l'époque 2002 et tronqué au degré et à l'ordreharmoniques 12 modi�é à partir du modèle CHAOS (Olsen et al. 2006). Dans le 
adre denos expérien
es jumelles, 
e ve
teur est la 
omposante radiale du vrai 
hamp magnétique
Bt

r à l'instant initial. Les 
ontours sont tra
és tous les 0.5Brms
r (trait plein (resp. tirets)pour les valeurs positives (resp. negatives)). L'é
helle de 
ouleur est arbitraire puisque leproblème est linéaire en Br.

99 × 15 = 1485 (Ψ est dans le plan équatorial). On 
ommen
e l'assimilation ave
une première estimation de Ψg qui 
orrespond à une hypothèse minimale : Ψg = 0.La solution que nous obtenons donne une information sur 
e qui peut êtreréalisé dans un 
adre un peu extrême mais qui était 
ependant 
elui des premièresinversions, 
inématiques, pour l'étude des é
oulements du noyau. La �gure 3.7bmontre en parti
ulier que l'état vrai (Figure 3.7a) n'est pas 
omplètement retrouvé,à 
ause de la tron
ature utilisée dans la 
onstru
tion de l'opérateur d'observation Have
 les polyn�mes de Ja
obi, et à 
ause du nombre limité de lieux d'observationspar rapport au nombre de points de grille.On va utiliser 
ette solution obtenue ave
 une seule époque pour montrer lebéné�
e d'avoir une série temporelle d'observations, par rapport à un 
li
hé ins-tantané. En d'autres termes, on se demande si le sous-é
hantillonage spatial peutêtre 
ompensé par l'addition de la dimension temporelle au problème. Dans 
etteoptique, on pro
ède à des expérien
es d'assimilation sur des périodes temporellesallant de 0.03 tadv à 0.57 tadv , la fréquen
e d'é
hantillonage temporelle restant
fy = 175 t−1

adv.Un résultat typique d'expérien
e jumelle est montré dans la �gure 3.7
, pourlequel T = 0.57 tadv. Le motif de grande é
helle est retrouvé mais la solution estpolluée par des petites é
helles spatiales (il n'y pas pas de terme supplémentaire delissage dans la fon
tion 
oût). D'après l'ensemble des expérien
es, nous trouvons quela prise en 
ompte de la dimension temporelle améliore la solution. La distan
e entrela vraie fon
tion 
ourant et les prédi
tions diminue lorsque la fenêtre temporelled'assimilation est plus grande (voir la �gure 3.8).Taille de la fenêtre d'assimilation, 
hoix de la première estimationLa �gure 3.9 représente l'é
art aux données, avant assimilation, en fon
tion dudé
alage en longitude entre la position d'un tourbillon (estimation initiale) dansle plan équatorial et le tourbillon de l'état vrai. Les trois 
ourbes 
orrespondent à
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−0.55

0.55a b c

Fig. 3.7 � Cartes de fon
tion 
ourant Ψ dans le plan équatorial Σ : a : état vrai, b : solutionave
 une inversion d'une seule époque, 
 : solution ave
 T = 0.57 tadv. Les 
ontours sonttra
és tous les 0.05 (
ourbe pleine (resp. tiretée) pour les valeurs positives (resp. negatives)). Les extrema sont −0.33; 0.54 (a), −0.49; 0.54 (b) et −0.43; 0.56 (
).
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TFig. 3.8 � E�et de la période d'assimilation T sur la solution pour une fréquen
e d'ob-servation �xe fy = 175 t−1

adv. On mesure la norme de l'erreur relative ‖Ψt − Ψa‖
2
/‖Ψt‖

2
.Cette norme est égale à 1 lorsque l'estimation initiale est Ψg = 0. La simulation à T = 0réfère à l'inversion ave
 une seule époque d'observations.
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art aux données, avant assimilation, en fon
tion du dé
alage en longitude entrela position d'un tourbillon (estimation initiale) dans le plan équatorial et le tourbillon del'état vrai. Les trois 
ourbes, verte, rose, bleu, 
orrespondent à trois tailles de fenêtresd'assimilation T = 0.1, 0.25 et 0.5 tadv, respe
tivement. L'é
art aux données est normalisépour 
haque T par sa valeur maximale sur les longitudes.trois tailles de fenêtres d'assimilation T = 0.1, 0.25 et 0.5 tadv. Cette �gure montreque si on augmente la fenêtre d'assimilation alors la fon
tion 
oût présente de plusen plus de pi
s et de minima, 
e que dé
rit également Evensen (2007, 
hapitre 6).On remarque en parti
ulier que la fon
tion 
oût se resserre autour du minimumglobal si on augmente T . Dans 
es 
onditions, la 
onvergen
e vers le minimumglobal demande une très bonne estimation initiale. Pour pallier 
e problème, on adé
idé, pour 
onstruire la �gure 3.8, d'utiliser les résultats obtenus sur des fenêtresd'assimilation plus 
ourtes 
omme estimations initiales des expérien
es ave
 unefenêtre d'assimilation plus longue. Cette stratégie est analogue à l'appro
he utiliséeen assimilation variationnelle pour l'atmosphère qui 
onsiste à résoudre une sériede problèmes inverses en 
ontrainte forte, dé�nis sur des sous-intervales du tempsd'étude 
onsidéré (e.g. Evensen 2007).Résumé des résultatsLes expérien
es jumelles ave
 
e modèle d'é
oulement stationnaire dans le noyauintéragissant à la frontière noyau-manteau ave
 le 
hamp magnétique radial ontmis en avant la possibilité de retrouver une fon
tion 
ourant à deux dimensionsspatiales. Les petites é
helles présentes dans la solution témoignent de l'absen
e determe de lissage ainsi que de l'absen
e de 
ontraintes imposées à 
es petites é
hellespar les observations. En e�et, pour se rappro
her de la réalité physique, l'opéra-teur d'observation est une fon
tion moyenne du 
hamp magnétique vrai. L'impa
tde la dimension temporelle au problème est positif, puisque la durée d'observation
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es jumelles 71permet d'augmenter le nombre d'observations et de mieux retrouver la fon
tion
ourant, mais a également des 
onséquen
es non-négligeables. En e�et, si la pé-riode temporelle augmente, alors la fon
tion 
oût, sans terme de régularisation oud'ébau
he, devient de moins en moins lisse, et l'estimation initiale doit être su�-samment pro
he de la solution pour permettre une 
onvergen
e vers le minimumglobal.





4
Ondes de torsion rapides dansle noyau terrestre

4.1 Contexte des études d'ondes de torsionLes observations des variations de la longueur du jour nous renseignent sur lesé
hanges de moment 
inétique entre les di�érentes enveloppes de la Terre : Terresolide, atmosphère, o
éans et noyau liquide. Aux é
helles de temps dé
ennales, 
esvariations sont attribuées à la dynamique du noyau.Pour 
omprendre 
es variations, on distingue deux types d'appro
hes. La pre-mière 
onsiste à déterminer les mé
anismes de 
ouplages à l'origine de 
es varia-tions de longueur du jour (Jault 2003, par exemple) et leurs proportions. La dérivéetemporelle des variations de longueur du jour mesure alors la somme des 
ouplesappliqués au manteau par les systèmes extérieurs. Les 
andidats sont un 
ouplagepar fri
tion visqueuse à la frontière noyau manteau mais il a été jugé généralementtrop faible (voir 
ependant Delepla
e et Cardin 2005, qui l'utilisent en 
ombinaisonave
 un 
ouplage éle
tromagnétique pour expliquer la dissipation estimée à partir dedonnées de nutation), un 
ouplage éle
tromagnétique qui n'existe que si le manteaun'est plus 
omplètement isolant mais aurait à sa base une �ne 
ou
he 
ondu
tri
ede forte 
ondu
tivité par rapport au manteau. Le 
ouplage gravitationel 
onsisteà prendre en 
ompte les hétérogénéités de densité dans le �uide et le manteau.Des hétérogénéités de densité dans le manteau peuvent également 
oupler le man-teau ave
 la graine. Le 
ouplage topographique est dû à l'e�et de variations de lapression dynamique du �uide sur la frontière noyau-manteau qui n'est alors plus
onsidérée 
omme sphérique (voir, par exemple, Bu�ett 2007, sur les intera
tionsentre le manteau et le noyau).Dans la se
onde appro
he, on 
al
ule le moment 
inétique axial de l'é
oulementdans le noyau
Jz =

∫

V
s2ωgdV (4.1)et la variation de période de rotation δT que ses variations engendrent

δT =
T 2

0

2π

δJz

Ic + Im
. (4.2)Dans 
ette expression Ic et Im sont les moments d'inertie du noyau et du manteaurespe
tivement, 
al
ulés par rapport à l'axe verti
al, et T0 = 86400 s est la durée 73



74 Chapitre 4. Ondes de torsion rapides dans le noyau terrestremoyenne du jour. La quantité δT doit expliquer les observations. Il s'agit don
 d'un
ontr�le qualité de l'é
oulement 
onstruit puisqu'on utilise les variations dé
ennalesde la longueur du jour 
omme observations indépendantes.Seule la partie zonale de l'é
oulement porte du moment 
inétique mais pour
al
uler 
e terme, on a besoin de 
onnaître l'é
oulement dans le volume. En sebasant sur le faible nombre de Lehnert, λ ∼ 10−4, dans le noyau (Jault 2008), onsuppose que 
es mouvements sont invariants dans la dire
tion de l'axe rotation dela Terre. La dé
omposition d'un 
hamp de vitesse en parties poloïdale et toroïdale(voir l'équation 3.4) permet d'assurer la 
onservation de la masse. La partie zonalede 
e 
hamp de vitesse ne fait alors intervenir que les 
oe�
ients toroïdaux zonaux
t0n, et la symétrie par rapport à l'équateur ne fait intervenir que les degrés toroïdauxzonaux impairs. L'équation (4.1) se simpli�e et on remarque, de plus, que seuls les
oe�
ients t01 et t03 entrent en jeu (des étapes supplémentaires de 
es 
al
uls setrouvent par exemple dans Ja
kson et al. (1993) ou Pais et Hulot (2000)). On aalors pour des variations δT en ms et des 
oe�
ients t01 et t03 en km/an (Jault 1990,Ja
kson et al. 1993)

δT = 1.138

(

δt01 +
12

7
δt03

)

. (4.3)Les variations δt01 et δt03 des 
oe�
ients sont estimées à partir d'un é
oulement
onstant dans le noyau. On estime don
 plut�t δT à une 
onstante arbitraire prèsà partir des 
oe�
ients t01 et t03 eux-mêmes. Jault et al. (1988) puis Ja
kson et al.(1993) et Pais et Hulot (2000) ont 
al
ulé le moment 
inétique asso
ié à l'é
oulementobtenu à la surfa
e du noyau par inversion des données de 
hamp magnétique entre1969 et 1985, entre 1900 et 1985, et de 1840 à 1990 respe
tivement. Ils ont trouvéun bon a

ord entre leur prédi
tion et les observations de la période de rotation dela Terre.Depuis 
es premiers travaux, les re
onstru
tions de 
hamp de vitesse dans lenoyau sont de plus en plus élaborées (voir aussi se
tion 3.1) et Gillet et al. (2009b)montrent ave
 des inversions d'ensemble que 
ette prédi
tion de variation de lalongueur du jour ne dépend pas fortement des poids des régularisations introduitesdans l'inversion. Pourtant, ils remarquent que le grand jet illustré sur la �gure 3.1 sestru
ture et s'intensi�e fortement pendant la dé
ennie 1985-1995. Cela 
orrespondà une augmentation du moment 
inétique dans le noyau sans 
ontrepartie visibledans les variations de la durée du jour sur 
ette période. Les 
hamps de vitesses
onstruits dépendent du modèle de 
hamp magnétique qui a été inversé mais 
eproblème se retrouve dans d'autres études.Les mouvements géostrophiques qui entrent en jeu dans le 
al
ul des variationsde longueur du jour peuvent être de plusieurs origines. Si le système est dans unétat de Taylor, 
'est-à-dire si le 
hamp magnétique suit la 
ondition de morphologiede l'équation 2.19, le 
hamp de vitesse non-zonal se déduit à 
haque instant del'équation de Navier-Stokes dans l'approximation magnétostrophique, et l'é
oule-ment zonal est alors la solution d'une équation du se
ond degré dont les 
oe�
ientssont fon
tion du 
hamp magnétique et du 
hamp de vitesse non-zonal (Taylor 1963).Si le système n'est pas exa
tement dans un état de Taylor, les é
arts à 
et état sont
ompensés par un terme d'inertie. Les solutions sont os
illantes, 
e sont les ondes



4.1. Contexte des études d'ondes de torsion 75de torsion dont la for
e de rappel est la tension magnétique qui 
ouple les 
ylindresgéostrophiques (voir le s
héma de la �gure 1.4).Braginsky (1970) a été le premier à exploiter le mé
anisme des ondes de torsiondans le noyau dans l'obje
tif d'expliquer les variations de la longueur du jour. Maisl'idée alternative d'expliquer la variation sé
ulaire, en 
ommençant par la dérivevers l'Ouest du 
hamp magnétique, par des mouvements ondulatoires non-zonauxest due à Hide (1966). En prolongeant le 
hamp magnétique à la frontière noyau-manteau, on peut avoir une estimation de l'intensité des grandes é
helles du 
hamppoloïdal Br à la surfa
e du noyau de 0, 3 mT. Ces estimations ne peuvent pasêtre extrapolées à l'intérieur du noyau sans hypothèses supplémentaires. Braginsky(1970) 
al
ule une période à 60 ans des ondes de torsion dans le noyau 
orrespondantà une intensité du 
hamp magnétique de 0, 2 mT.La possibilité d'ondes de torsion dans le noyau ouvre des perspe
tives intéres-santes sur l'étude du noyau puisque les propriétés de propagation de 
es ondessont fon
tion de l'intensité rms du 
hamp magnétique Bs à l'intérieur du noyau,selon un rayon 
ylindrique. Cette quantité est en grande partie ina

essible puisqueseul le 
hamp radial est 
ontinu à la frontière noyau-manteau lorsqu'on suppose lenoyau parfaitement 
ondu
teur d'éle
tri
ité. D'autre part, l'étude des mé
anismesd'ex
itation et d'atténuation des ondes apporte des 
onnaissan
es ou des 
ontraintessupplémentaires sur la dynamique du noyau. En e�et, si le lien est 
lair entre l'é
ou-lement et les variations de longueur du jour, les mé
anismes qui permettent 
eté
hanges de moment 
inétique entre le noyau et le manteau sont moins 
onnus.Zatman et Bloxham (1997), Bloxham et al. (2002) et Amit et Olson (2006) ontexpliqué les é
oulements zonaux re
onstruits par inversion par une superpositiond'ondes amorties. Zatman et Bloxham (1997) ont représenté l'é
oulement zonalentre 1900 et 1990 par deux ondes stationnaires de périodes 76, 2 et 52, 7 ans.Bloxham et al. (2002) prennent en 
ompte un é
oulement stationnaire et troisondes de périodes 45, 20 et 13 ans entre 1957 et 2001, et avan
ent que les ondesde torsion peuvent aussi expliquer les se
ousses géomagnétiques. Ave
 deux ondes,Amit et Olson (2006) expliquent mieux entre 1890 et 1990 qu'en 
ommen
ant en1840 les é
oulements zonaux re
onstruits par inversion de modèles magnétiques.Les périodes de leurs deux ondes sont grandes 110.8 ans et 53.5 ans.Les os
illations libres des ondes de torsion suivent l'équation d'onde (le modèleest donné ave
 plus de détails dans la se
tion suivante)
∂2

t ωg =
(

s3h
)

−1
∂s

(

s3h
{

B2
s

}

∂sωg

)

− s−1∂tfϕ (4.4)où ωg est la vitesse angulaire du �uide et {

B2
s

} dont dépend la tension magnétiquequi 
ouple les 
ylindres géostrophiques. Dans 
ette expression, fϕ est la somme desfor
es qu'un 
ylindre géostrophique exer
e sur la frontière noyau-manteau. Les pro-priétés des ondes 
ontraignent don
 {

B2
s

}, le 
arré de la 
omposante perpendi
ulaireà l'axe de rotation moyenné sur les 
ylindres géostrophiques. De plus, l'informationsur fϕ 
ontraint le mé
anisme de 
ouplage entre le noyau et le manteau (voir parexemple Bu�ett 1998).Zatman et Bloxham (1997) ont utilisé les propriétés de 
es ondes pour obtenir unpremier modèle radial de {

B2
s

}. Ce pro�l, représenté par un trait gris sur la �gure4.1, présente un fort gradient à proximité du 
ylindre tangent et une singularité en
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Fig. 4.1 � Pro�ls de √

{B2
s} en mT en fon
tion du rayon 
ylindrique.Pro�ls de √

{B2
s} en mT en fon
tion du rayon 
ylindrique. Résultats des 
al
uls deBu�ett et al. (2009) (trait plein : inversion sur 1850-1990, tirets larges : moyenne detrois inversions sur des sous-parties de 60 ans de la fenêtre temporelle), trait pleingris : solution de Zatman et Bloxham (1997), tirets gris : estimation d'un modèlede geodynamo (Matsui et Okuda 2004). Figure tirée de Bu�ett et al. (2009).

s = 0.85 ro. L'intensité rms de Bs est de l'ordre de 0.4 mT. Au modèle d'ondes detorsion était ajouté un terme de fri
tion à la frontière noyau-manteau qui servaitpour l'atténuation et l'ex
itation des ondes.Bu�ett et Mound (2005) développent un formalisme pour 
al
uler les fon
tionsde Green en étudiant la réponse impulsionnelle du système noyau-graine-manteau.L'obje
tif est d'isoler les propriétés de propagation des ondes du mé
anisme d'ex-
itation. Bu�ett et al. (2009) utilisent 
ette appro
he pour séparer les propriétésde propagation des ondes de leur ex
itation. Ils 
onsidèrent des ondes de torsionet un 
ouplage gravitationnel entre la graine et le manteau. Ils remarquent qu'onne 
onnaît pas parfaitement le 
hamp de vitesse géostrophique mais seulement saproje
tion sur les plus bas degrés harmoniques (n = 1, 3, 5). Par 
onséquent, 
esdonnées ne sont pas assez dis
riminantes pour valider un modèle physique. Leurétude in
lut le 
ylindre tangent à proximité duquel leur modèle de {

B2
s

} présenteun gradient important. À l'extérieur du 
ylindre tangent, 
e modèle a son maxi-mum autour de s = 0.55ro à 0.3 mT, 
omme le montrent les 
ourbes noires de la�gure 4.1. Ils se servent d'une estimation du 
hamp magnétique à la frontière noyau-manteau de 0.3 mT pour 
ontraindre leur modèle de {

B2
s

} à l'intérieur du noyau.Ils trouvent de plus que le 
ouplage gravitationel entre la graine et le manteau estimportant.



4.2. Modèles dire
t et adjoint des ondes de torsion 77Des hypothèses similaires (ondes de torsion, 
ouplage gravitationnel) avaientété proposées par Mound et Bu�ett (2003) pour expliquer un signal à 6 ans dansles variations de longueurs du jour. Ce signal a été mis en éviden
e par Abar
a delRio et al. (2000). En e�et, ils 
onsidèrent des ondes de torsion lentes, dont le modefondamental a une période de 60 ans, ils pensent que le 
ouplage gravitationel ex
iteun mode à 6 ans.Dans 
e travail, nous proposons une autre expli
ation pour 
e signal à 6 ans ave
des ondes de torsion, basée sur une méthodologie di�érente, qui permet de lever unparadoxe : les lois d'é
helles relient le 
hamp dipolaire à la surfa
e obtenu par des
odes de dynamo à l'intensité rms du 
hamp magnétique plus forte dans le volumedu �uide et donnent ainsi une estimation de 2 mT (Christensen et al. 2009). Ave
un 
hamp magnétique de 
et ordre de grandeur, les ondes de torsion asso
iées sontalors plus rapides et l'é
oulement asso
ié peut porter un moment 
inétique dont lesvariations expliquent le signal à 6 ans dans les variations de longueur du jour. Parrapport à Bu�ett et al. (2009), nous aurons l'avantage de disposer d'une statistiqued'erreur sur les 
oe�
ients de la vitesse géostrophique.Contexte de 
ette étude Cette partie fait l'objet d'un arti
le soumis ave
 Ni-
olas Gillet (CNRS Grenoble), Dominique Jault et Alexandre Fournier (
et arti
leest en annexe G). Un signal à 6 ans dans les observations de la longueur du jourest bien expliqué par l'inversion de Gillet et al. (2009b), ave
 l'hypothèse quasi-géostrophique, des observations de variation sé
ulaire telles que je les ai dé
ritesdans la se
tion 3.1. Ensuite, l'é
oulement résultant de 
ette inversion a été �ltré à6 ans. L'é
oulement zonal ainsi obtenu est représenté en fon
tion du temps sur la�gure 4.9. Il indique une propagation radiale depuis la graine vers l'équateur et, àl'intérieur du 
ylindre tangent, depuis la graine vers l'axe de rotation, 
e qui faitpenser à un s
énario d'ondes progressives de torsion.Ave
 une modélisation dynamique des ondes de torsion dans le noyau, on véri�e
e s
énario à l'extérieur du 
ylindre tangent. Cela nous permet de proposer uneintensité rms du 
hamp magnétique 
ompatible ave
 les observations, ainsi que sonpro�l radial.Le modèle d'ondes de torsion et le modèle adjoint sont présentés dans la se
tion4.2 
omme sous-partie du modèle dé
rit par les équations 2.36 à 2.40 de la se
tion2.3.3. Je montre ensuite des expérien
es jumelles de validation (se
tion 4.3) avant depro
éder à l'assimilation de données d'é
oulement dans le noyau pour l'obtentiond'une intensité et d'un pro�l pour le 
hamp magnétique {

B2
s

} à l'intérieur dunoyau, en a

ord ave
 des ondes de torsion rapides dans le noyau (se
tions 4.3 etsuivantes).4.2 Modèles dire
t et adjoint des ondes de torsion4.2.1 Modèle dire
tLes ondes de torsion peuvent être étudiées 
omme une sous-partie du modèle dy-namique 
omplet (on garde également l'adimensionnement des variables présentédans la partie 2.3.3), mais 
omme 
es ondes sont des mouvements géostrophiqueset axisymétriques, on abandonne l'é
oulement non-zonal des équations (2.36) to
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adré 5 rapelle le modèle quasi-géostrophique 
omplet a�n de mettreen éviden
e la sous-partie 
onsidérée dans 
ette se
tion).Le résumé synthétique des équations du modèle quasi-géostrophique (équations(2.36) à (2.40) et (2.26)) est rappelé dans l'en
adré 2 page 40.Les ondes de torsion sont des mouvements géostrophiques, on abandonne don
l'é
oulement non-zonal dans les équations du modèle ; il reste
∂tωg =

(

s3h
)

−1
∂s

(

s2h 〈BsBϕ〉
)

,

∂t

〈

B2
s

〉

= −uϕ∂ϕ

〈

B2
s

〉

,

∂t

〈

B2
ϕ

〉

= −uϕ∂ϕ

〈

B2
ϕ

〉

+ 2s 〈BsBϕ〉 ∂s

(

s−1u0
ϕ

)

,

∂t 〈BsBϕ〉 = −uϕ∂ϕ 〈BsBϕ〉 + s
〈

B2
s

〉

∂s

(

s−1u0
ϕ

)

. (4.5)On s'intéresse à la proje
tion du système sur 
es 
ylindres géostrophiques en appli-quant la moyenne sur un 
ylindre géostrophique dé�nie par l'équation 4.6
∂tωg =

(

s3h
)

−1
∂s

(

s2h {BsBϕ}
)

,

∂t

{

B2
s

}

= 0,

∂t

{

B2
ϕ

}

= 2s {BsBϕ} ∂sωg,

∂t {BsBϕ} = s
{

B2
s

}

∂sωg,À la frontière noyau-manteau, l'équation d'indu
tion radiale se résume à l'intera
-tion entre l'é
oulement zonal et le 
hamp magnétique radial :
∂tBr = −ωg∂ϕBr.En
adré 5 � Lien entre le modèle 
omplet et l'étude des ondes de torsion.En plus de la moyenne verti
ale, 〈·〉, introduite dans l'équation (2.32), on dé�nitla moyenne sur un 
ylindre géostrophique, {·}, par

{X} (s) =
1

2π

∫ 2π

0
〈X〉 (s, ϕ) dϕ. (4.6)On applique la moyenne sur un 
ylindre géostrophique {·} à l'équation (2.37), 
equi donne

∂tωg =
(

s3h
)

−1
∂s

(

s2h {BsBϕ}
)

. (4.7)Par le même pro
édé, les équations d'évolution des quantités magnétiques de-viennent
∂t

{

B2
s

}

= 0, (4.8)
∂t {BsBϕ} = s

{

B2
s

}

∂sωg. (4.9)É
rite en termes de vitesse angulaire géostrophique ωg, l'équation des ondes detorsion est
∂2

t ωg =
(

s3h
)

−1
∂s

(

s3h
{

B2
s

}

∂sωg

)

. (4.10)
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t et adjoint des ondes de torsion 79L'équation du se
ond ordre (4.10) peut se réé
rire 
omme deux équations du premierordre
∂tωg =

(

s3h
)

−1
∂sτ, (4.11)

∂tτ = s3h
{

B2
s

}

∂sωg, (4.12)dans lesquelles τ = s2h {BsBϕ} est une variable auxiliaire.Projetés à la frontière noyau-manteau, 
es mouvements interagissent ave
 Brvia l'équation d'indu
tion radiale sans di�usion (2.26), qui se simpli�e i
i sous laforme
∂tBr = −ωg∂ϕBr. (4.13)Dans 
e 
hapitre, j'utilise le modèle d'ondes de torsion d'une part pour réaliserdes expérien
es jumelles, d'autre part pour assimiler des pseudo-observations de
hamp de vitesse à la surfa
e du noyau. Les 
onditions aux limites du modèle sontdi�érentes pour 
es deux appli
ations.Pour les expérien
es jumelles de la se
tion 4.3, la 
ondition à la frontière noyau-manteau est en e�et

∂sωg = 0, en s = ro. (4.14)Dans 
e 
as, la 
ondition au 
ylindre tangent
∂sωg = 0, en s = ri, (4.15)assure la 
onservation du moment 
inétique total porté par le �uide dans le domained'étude.Dans le 
adre de l'appli
ation géophysique de la se
tion 4.4, la 
ondition à lafrontière noyau-manteau sera

τ = 0, en s = ro. (4.16)On ajoutera un 
ouple au 
ylindre tangent présent à travers la 
ondition au 
ylindretangent
∂sωg = (∂sωg)

obs, en s = ri et quelque soit t. (4.17)Je dé
ris en détail 
omment obtenir (∂sωg)
obs dans la se
tion 4.4.3.L'état du système est 
omposé de la vitesse angulaire géostrophique ωg, de lavariable τ , de la moyenne 
ylindrique de la 
omposante dans la dire
tion s du du
hamp magnétique, {

B2
s

}, et de la 
omposante radiale du 
hamp magnétique à lafrontière noyau-manteau, Br.In�uen
e d'une 
ou
he 
ondu
tri
e à la base du manteau La présen
ed'une 
ou
he 
ondu
tri
e à la base du manteau implique un 
ouplage entre le noyau�uide et le manteau. À la frontière noyau-manteau, les mouvements zonaux 
isaillentle 
hamp méridien. Des 
ourants éle
triques résultants bou
lent dans 
ette 
ou
he
e qui 
rée le 
ouplage éle
tromagnétique noyau-manteau dont l'intensité dépend
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ondu
tan
e de 
ette 
ou
he et du pro�l du 
hamp magnétique radial à lasurfa
e du noyau. La for
e de Lorentz asso
iée à 
es 
ourants est fon
tion du 
hampmagnétique b∆ à l'intérieur de la 
ou
he.Soit σm la 
ondu
tivité de la 
ou
he et ∆ sa taille. La 
ondu
tan
e de la 
ou
heest alors G = σm∆.En utilisant la 
ontinuité de la 
omposante horizontale du 
hamp éle
triquede part et d'autre de la frontière noyau-manteau, ainsi que les approximations de
ou
he limite, on montre que la 
omposante azimutale b∆ϕ qui intervient dans le
al
ul de la for
e de Lorentz s'exprime sous forme adimensionnée (le 
al
ul estdétaillé p. 111-112 de la thèse de Légaut (2005))
b∆ϕ = −GsωgBr. (4.18)Le système d'équation des ondes de torsion devient alors

∂tωg =
(

s3h
)

−1
∂sτ + TAGo

roGB̃2
r

h2
ωg, (4.19)

∂tτ = s3h
{

B2
s

}

∂sωg. (4.20)La période des ondes d'Alfvén TA est utilisée pour é
rire 
ette équation sans dimen-sion ; de même on a 
hoisi G0 = 108 S 
omme é
helle 
ara
téristique de 
ondu
tan
e(
ette valeur 
orrespond à la valeur minimale né
essaire pour Bu�ett et al. (2002)pour expliquer l'attenuation d'un signal de période diurne 
omme la nutation parun 
ouple éle
tromagnétique). La quantité
B̃2

r =
1

4π

∮

[

B2
r (s, ϕ, h) + B2

r (s, ϕ,−h)
]

dϕ (4.21)sera 
al
ulée ave
 un 
hamp magnétique radial uniforme de 0, 5 mT.La présen
e d'une 
ou
he 
ondu
tri
e à la base du manteau implique l'exis-ten
e d'un 
ouple éle
tromagnétique à la frontière noyau-manteau. Si on l'ajouteun 
ouple au 
ylindre tangent présent à travers la 
ondition au 
ylindre tangent
∂sωg(ri, t), l'évolution temporelle de la somme de 
es deux 
ouples doit 
orrespondreà dérivée temporelle des observations de variations de longueur du jour à 6 ans.Le système d'équation (4.45) et (4.46), ave
 la 
ondition au 
ylindre tangent
∂sωg(ri, t), est 
elui qui va être utilisé dans le 
adre de l'appli
ation géophysique dela se
tion 4.4.4.2.2 Modèle adjointDans 
e paragraphe, je dé
ris une itération du modèle linéaire tangent asso
ié aumodèle des ondes de torsion, puis je développe une itération vers le passé du modèleadjoint. Tout 
omme lors de la des
ription du modèle adjoint dans la se
tion 3.4.1,j'utilise i
i de nombreuses séquen
es simples de l'annexe D.La des
ription d'une itération du modèle repose sur le 
hoix d'une dis
rétisationtemporelle et spatiale. Comme dans le 
as stationnaire (voir en
adré 4 page 64),j'utilise des di�éren
es �nies en temps et en espa
e sauf pour les dérivées longitudi-nales de Br, 
al
ulées dans l'espa
e spe
tral en utilisant la transformée de Fourierrapide. Cependant, les variables du modèle des ondes de torsion sont dis
rétisées
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{B2

s} , τ

ωg

Br

Fig. 4.2 � S
hémas d'une grille en quin
on
e régulière dans le plan équatorial et sa pro-je
tion à la frontière noyau-manteau.sur une grille en quin
on
e irrégulière (la �gure 4.2 montre la grille en quin
on
erégulière et la répartition des variables sur 
ette grille), s = is∆s(s); is ∈ [0, Ns] ;
ωg(is +1/2, j) et τ(is, j). {

B2
s

} et τ sont 
al
ulés sur la même grille spatiale ({B2
s

}n'est pas dé�ni sur les points aux bords).Une itération du modèle linéaire tangent (la prise en 
ompte d'une 
ou
he
ondu
tri
e est réalisée dans le paragraphe suivant), i désignant une itération tem-porelle, s'é
rit
δωg(i + 1) = δωg(i) + ∆t

(

s3h
)

−1
∂sδτ(i) (4.22)

δτ(i + 1) = δτ(i) + ∆ts
3h

{

B2
s

}

∂sδωg(i) + ∆ts
3hδ

{

B2
s

}

∂sωg(i), (4.23)
δBr(i + 1) = δBr(i) − ∆tM

θ
s δωg(i)∂ϕBr(i) − ∆tM

θ
s ωg(i)∂ϕδBr(i) (4.24)où l'opérateur Mθ

s projette ωg du plan équatorial vers la frontière noyau-manteauet δωg, δτ, δ
{

B2
s

} et δBr sont les di�érentielles de ωg, τ,
{

B2
s

}

, Br respe
tivement.On dé�nit ωT
g , τT ,

{

B2
s

}T
, BT

r les variables adjointes de de ωg, τ,
{

B2
s

}

, Br res-pe
tivement.Le modèle adjoint des l'équations (4.22) à (4.24) 
ommen
e par le forçage dûà l'é
art entre prédi
tions du modèle et observations (voir également la séquen
e 4de l'annexe D) :
BT

r (i) = BT
r (i) + H

T R−1 (HBr − Bo
r) , (4.25)puis le modèle se 
omplète par l'adjoint de l'équation (4.24) :

ωT
g (i) = ωT

g (i) − ∆tM
θ,T
s

[

∂ϕBr(i)B
T
r (i)

]

, (4.26)
BT

r (i) = BT
r (i + 1) − ∆t∂

T
ϕ

[

Mθ
s ωg(i)B

T
r (i)

]

, (4.27)
BT

r (i + 1) = 0, (4.28)puis l'adjoint de l'équation (4.23),
ωT

g (i) = ωT
g (i + 1) + ∆t∂

T
s

[

s3h
{

B2
s

}

τT (i)
]

, (4.29)
τT (i) = τT (i), (4.30)

{

B2
s

}T
=

{

B2
s

}T
+ ∆ts

3h∂sωg(i)τ
T (i). (4.31)
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rit
ωT

g (i) = ωT
g (i), (4.32)

τT (i) = τT (i + 1) + ∆t∂
T
s

[

(

s3h
)

−1
ωT

g (i)
] (4.33)Dans 
es équations, ∂T

s et ∂T
ϕ sont les adjoints des opérateurs di�érentiels ∂sand ∂ϕ (voir également la séquen
e 2 de l'annexe D).Pour assurer sa positivité pendant la phase d'optimisation, {

B2
s

} est é
rit
{

B2
s

}

= exp [F (s)], ave
 F ∈ R, et l'equation 4.31 est rempla
ée par
F T = F T + ∆ts

3h∂sωg(i)τ
T (i)

{

B2
s

}

, (4.34)
ar
F T (s) =

{

B2
s

}{

B2
s

}T
. (4.35)Nous ajoutons une 
ontrainte qui vise à pénaliser la dérivée se
onde de la fon
-tion F : W = ∂T

s ∂s dans l'équation (3.20). L'obtention de la 
ondition asso
iée à
ette 
ontrainte dans le 
al
ul du gradient est détaillée à partir de l'équation (3.20)pour l'obtention de l'équation 3.32. D'après 
ette équation, on ajoute αCWF (s) àla variable F T (s) à la �n de l'intégration du modèle adjoint :
F T (s) = F T (s) + αC∂T

s ∂sF (s). (4.36)Le modèle 
ommen
e par le forçage due aux é
arts entre prédi
tions et obser-vations (équation (3.26) et annexe D). Les 
onditions aux limites pour le modèleadjoint sont τT = 0, en s = ri et s = ro.Traitement de l'in�uen
e d'une 
ou
he 
ondu
tri
e à la base du manteauSi on ne 
onsidère i
i que la partie de 
ode dire
te asso
iée à la présen
e de la 
ou
he
ondu
tri
e à la base du manteau, 
ette dernière s'é
rit
∂tωg = TAGo

roGB̃2
r

h2
ωg. (4.37)L'adjoint de 
ette séquen
e lorsque la 
ondu
tan
e G et la vitesse angulaire ωg sontdes variables de 
ontr�le est

ωT
g (i) = ωT

g (i + 1) + ∆tTAGo
roGB̃2

r

h2
ωT

g (i + 1), (4.38)
ωT

g (i + 1) = 0, (4.39)
GT =

T
∑

j=0

Ns
∑

i=0

∆tTAGo
roB̃2

r

h2
i

ωgω
T
g , (4.40)dans laquelle GT est la variable adjointe de G.
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Fig. 4.3 � Résultat d'expérien
es jumelles ave
 des ondes de torsion : pro�ls su

essifs devitesse angulaire ωg, montrant la propagation d'une onde de torsion à travers le domained'étude s ∈ [0.35, 1] pendant 1.16 temps d'Alfvén TA. Condition initiale (noir) pour ωg, etinstantanés aux temps 0.12 (vert), 0.18 (bleu) et 1.16 TA (orange).4.3 Expérien
es jumellesCette série d'expérien
es jumelles a le même obje
tif et le même mode opératoireque les expérien
es de la se
tion 3.4 et le même opérateur d'observations H quiprend en 
ompte notre vision uniquement grande é
helle du 
hamp magnétique dunoyau (voir le paragraphe 3.4.2).Dans les expérien
es suivantes, le jeu d'estimations initiales qui dé�nissent l'étatvrai est1. le même Bt
r(θ, ϕ, t = 0) que dans les expérien
es de la se
tion 3.4.2,2. une fon
tion Gaussienne pour la vitesse angulaire : ωt

g(s, 0) =
ω0 exp

[

−σ−2
ω (s − sω)2

], ave
 σ−2
ω = 150 et sω = 0.65 ; elle satisfaitles 
onditions aux limites (4.14) et (4.17), son intensité est mise à l'é
hellepar ω0 (voir également plus bas),3. τ t(s, 0) = 0,4. une fon
tion arbitraire {

B2
s

}t (voir la 
ourbe noire sur la �gure 4.4, à droite)donnée par :
{

B2
s

}t
(s) = c1 + c2 sin (π/2 − L) + c3 exp

[

−σ−2
B (s − sB)2

], ave
 c1 = 0.1,
c2 = 0.02, c3 = 1, σ−2

B = 20, sB = 0.8 et L = 14s. Il est mis à l'é
helle pouravoir un 
hamp magnétique rms sans dimension d'ordre 1 ; la mise à l'é
helle
B0 est telle que ∫ 2π

0

∫ ro

ri
B2

sdsdϕ = B2
0

∫ 2π
0

∫ ro

ri
dsdϕ.Comme les vitesses sont mises à l'é
helle par la vitesse des ondes d'Alfvén, ω0 estle rapport entre la période des ondes d'Alfvén et le temps d'adve
tion ω0 = TA/tadv .Dans 
e problème on re
her
he à la fois le pro�l stationnaire de 
hamp magné-tique {

B2
s

} et le pro�l initial pour le 
hamp de vitesse ωg qui expliquent au mieuxla base de données synthétique de Bo
r . Nos premières estimations sont des pro�lsplats : ωg

g(s, 0) = 0.1ω0 et {

B2
s

}g
= 0.6 (voir les 
ourbes rouges de la �gure 4.4).On montre i
i des expérien
es ave
 une fréquen
e �xée d'observations

fy = 27, 8 T−1
A et autant d'observations que de points de grille (Nθ = 100, Nφ =
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B
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sFig. 4.4 � Résultat d'expérien
es jumelles ave
 des ondes de torsion : état vrai (noir), pro�lavant assimilation (rouge) et solution après assimilation (tirets orange) pour ωg (gau
he)et {

B2

s

}

(s) (droite). Les paramètres de 
ette référen
e sont ω0 = 0.34 and T = 1.16 TA.On pénalise la dérivée spatiale de {

B2
s

}, l'amplitude de 
ette pénalisation est αC = 10−8dans la fon
tion 
oût (
ompléments d'information dans le texte).
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Fig. 4.5 � Di�éren
e relative entre les observations et les prédi
tions HBr au temps �nal,
[

Bo
r (T ) − HBf

r (T )
]

/ ‖Bo
r (T )‖

2
avant assimilation (a) et après assimilation (b) pour le 
asde référen
e (paramètres identiques à la �gure 4.4). Les 
ontours sont dessinés tous les

0.1 (a) et 10−4 (b) (solide (resp. tirets) pour les valeurs positives (resp. negatives)). Lesextrema sont [−0.94; 0.86] (a) et [−6.4; 7.2]×10−4 (b).
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sFig. 4.6 � E�et de la taille de la fenêtre d'assimilation T (gau
he) et de l'amplitude dela vitesse initiale ω0 (droite). Gau
he : état vrai (noir), pro�l avant assimilation (rouge)et solution après assimilation (tirets verts, tirets-double-point bleus, tiret-point orange)pour {

B2
s

}

(s), pour di�érentes valeurs de T (0.12, 0.18 et 1.16 TA respe
tivement) pour
ω0 = 0.34 �xé. Droite : état vrai (noir), pro�l avant assimilation (rouge) et solution aprèsassimilation (violet) pour {

B2

s

}

(s), Les 
ourbes violettes pointillé, tiretées, tiret-point
orrespondent à des valeurs de l'amplitude de la vitesse initiale ω0 = 0.014, 0.14 et 1.4,respe
tivement. T est �xé à 0.18 TA.
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Fig. 4.7 � E�et de la taille de la fenêtre d'assimilation T . État vrai (noir), pro�l avantassimilation (rouge) et solution après assimilation (trait plein verts, tirets bleus, pointilléorange) pour la vitesse angulaire ωg(s), pour di�érentes valeurs de T (0.12, 0.18 et 1.16 TArespe
tivement). ω0 est �xé à 0.34.
33). Dans 
e 
as, on a 100× 33 = 3300 observations par époque d'observation alorsque le nombre de paramètres de 
ontr�le est de 49 + 50 = 99 (on re
her
he ωg et
{

B2
s

} qui sont zonaux et dans le plan équatorial). Les observations 
orrespondentà une vision �oue de l'état vrai en 
orrespondan
e ave
 l'utilisation d'une fon
tionmoyenne (équation (3.57)), 
e qui 
ause des erreurs. En 
onséquen
e, la solutionpeut développer des petites é
helles qui ne sont pas 
ontraintes par les observa-tions. L'ajout d'un terme de lissage dans la fon
tion 
oût permet de réduire la
omplexité de la solution : on prend αC = 10−8 dans l'équation (3.18). On pénalisei
i seulement les forts gradients de {

B2
s

}. Le 
as de référen
e (ave
 ω0 = 0.34et T = 1.16 TA, voir les �gures 4.4 et 4.5) montre que la vitesse angulaire et le
hamp magnétique à l'intérieur du noyau sont bien retrouvés. Comme montré surla �gure 4.5, les erreurs d'analyse sont bien plus faibles après assimilation.L'algorithme m1qn3 (Gilbert et Lemaré
hal 1989) utilisé pour l'optimisations'arrête dans 
e 
as lorsque l'é
art au données initial est divisé par un fa
teur
4 × 105, 
e qui est atteint en 214 itérations.Pour 
omprendre l'e�et de la longueur de la fenêtre d'assimilation T sur lessolutions, on la fait varier entre 0.12 et 1.16 TA, en gardant ω0 
onstant, égal à 0.34
omme 
i-dessus. La vitesse angulaire géostrophique est 
omplètement retrouvéedans tous les 
as, 
omme montré sur la �gure 4.7, ave
 des os
illations parasitesprès de la frontière externe. D'autre part, la zone sur laquelle {

B2
s

} est 
orre
tementretrouvée augmente ave
 T , 
e qui indique que la zone d'assimilation dépend de ladistan
e sur laquelle la gaussienne initiale s'est propagée (Figure 4.6, à gau
he). La�gure 4.3 montre que, si T = 1.16 TA, l'onde a su�samment de temps pour explo-rer le domaine entier. En revan
he, si T = 0.12 ou 0.18 TA, une plus petite partiedu domaine est visité par l'onde, sur laquelle {

B2
s

} a été e�e
tivement retrouvé.La vitesse angulaire est mieux retrouvée que {

B2
s

} par
e qu'elle est dire
tement
onne
tée aux observations au 
ontraire de {

B2
s

}. Cela peut se voir dans les équa-tions adjointes : ωT
g (équation (4.26)) dépend de BT

r qui 
ontient Bo
r , la quantité
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sFig. 4.8 � Résultat d'expérien
es jumelles ave
 des ondes de torsion, en présen
e de don-nées bruitées : état vrai (noir), pro�l avant assimilation (rouge) et solution après assi-milation (orange, vert) pour ωg (gau
he) et {

B2
s

} (droite). Les 
ourbes en tireté-orangesont 
al
ulées ave
 des observations parfaites, les 
ourbes tiret-point-verts ave
 des erreursd'observations gaussiennes, 
entrées, selon une distribution normale, de déviation stan-dard 10−1Brms
r . On pénalise des forts gradient spatiaux de {

B2

s

}, ave
 une amplitude
αC = 10−8. La fenêtre d'assimilation est T = 1.16 TA, et ω0 = 0.34.observée, alors que {

B2
s

}T (équation (4.31)) n'est 
onne
té dire
tement qu'à τT .Ensuite, τT voit ωT
g , qui est �nalement relié aux observations.Pour une longueur T �xée à 0.18 TA, on a étudié la dépenden
e des solutionsà l'amplitude ω0 (Figure 4.6, à droite). Pour ω0 = 0.014, ωg et {

B2
s

} ne sont pas
orre
tement retrouvés. En partant de ω0 = 0.14, en revan
he, augmenter ω0 deplus d'un ordre de grandeur n'a que peu d'e�et sur {

B2
s

} et pas d'e�et sur ωa
g .Les solutions sont sensibles au pro�l de 
onditions initiales (pour l'état vrai etla première estimation) et à la quantité de mesures, 
omme dans le 
as stationnairede la se
tion 3.4.Jusqu'à maintenant on a supposé des observations parfaites : ǫ = 0 dans l'équa-tion (3.17). En vu d'appli
ations géophysiques futures, l'erreur d'observation doitêtre prise en 
ompte. Dans l'expérien
e suivante, on assimile des observations 
onta-minées par des erreurs. On ajoute don
 à la base de données pré
édente, des erreursd'observation gaussiennes, de déviation standard 10−1Brms

r . Cette expérien
e estréalisée ave
 une fenêtre d'assimilation de 1.16 TA. Même ave
 
ette base de don-nées, on retrouve la forme et l'intensité de l'état vrai (voir la �gure 4.8). {

B2
s

}semble moins sensible aux erreurs d'observations que ωg par
e qu'il y a toujoursle terme de lissage dans la fon
tion 
oût. Plus globalement la présen
e d'erreurdégrade la solution de 
ha
une des variables.En diminuant la fréquen
e temporelle d'observations, nous avons observé qu'ilest possible de retrouver l'état vrai si la fréquen
e d'observations, fy, est plus grandeque 4 T−1
A .Dans 
es expérien
es, on a montré qu'il était possible de retrouver une quantité

{

B2
s

} 
a
hée dans le noyau, 
onne
tée aux observations par le biais de la dyna-mique. En étudiant la qualité de la solution en fon
tion de la taille de la fenêtred'assimilation, on a mis en avant qu'il fallait qu'il y ait su�samment de dynamiquepour que la solution soit bien retrouvée. La pénalisation des gradients spatiaux de



4.4. Appli
ation géophysique : ondes de torsion dans le noyau terrestre 87
{

B2
s

} s'est avérée être un moyen e�
a
e pour produire des analyses ave
 un niveaumodéré de 
omplexité.4.4 Appli
ation géophysique : ondes de torsion dans le noyauterrestreDans l'étude géophysique qui suit, on n'utilise plus des observations synthétiquesde Br à la surfa
e noyau-manteau, mais un 
hamp de vitesse géophysique à lafrontière noyau-manteau, résultat d'une inversion pré
édente. En 
onséquen
e, les� données � ou � observations � dans la suite de 
ette se
tion sont plut�t des pseudo-observations.4.4.1 Inversions d'ensemble pour l'obtention d'é
oulementsCes inversions sont dé
rites de façon générale dans le 
hapitre 3.1, et 
ette inver-sion en parti
ulier est réalisée et dé
rite dans leur arti
le par Gillet et al. (2009b).Il s'agit de l'inversion de modèles du 
hamp magnétique pour l'obtention de modèlede 
hamp de vitesse à la frontière noyau-manteau. Comme l'é
oulement est supposéquasi-géostrophique, l'é
oulement inversé n'est pas limité à la surfa
e du noyau maisdé
rit les mouvements en volume en relation ave
 l'hypothèse d'invarian
e axiale(voir la �gure 3.1). L'é
oulement est dé
rit par deux s
alaires, un s
alaire poloïdalet un s
alaire toroïdal, eux-mêmes dé
omposés sur la base des harmoniques sphé-riques et tronqués au degré et à l'ordre 22. La dépendan
e en temps est paramétrée
omme indiqué dans l'équation 3.13. De plus, il s'agit d'inversions d'ensemble, l'en-semble 
omportant K = 20 membres. La solution est alors l'é
oulement obtenu parmoyenne d'ensemble (représenté dans la �gure 3.1), tandis que les erreurs sur lessolutions sont estimées à partir de la dispersion de 
haque membre autour de lamoyenne.On étudiera la 
apa
ité de sa 
omposante zonale à prédire les variations delongueur du jour. Or, les mesures de période de rotation de la Terre ont gagné enpré
ision ave
 l'utilisation de l'horloge atomique en 1955 qui a pris le relais deshorloges astronomiques réglées par la révolution de la Terre ou de Vénus autourdu soleil, et de la lune autour de la Terre. D'autre part, les prédi
tions des é
oule-ments 
al
ulés à partir de modèles de 
hamp ne sont pas bien reproduites à partirdes années 1980-1985 (voir la dis
ussion de 
e problème 
i-dessus se
tion 4.1). En
onséquen
e, les inversions sont restreintes à la fenêtre temporelle 1955-1985.La �gure 4.9 montre l'é
oulement géostrophique, �ltré autour de 6 ans en fon
-tion du temps et du rayon 
ylindrique. Les 
ouleurs 
orrespondent aux vitesses versl'Ouest (bleu) ou vers l'Est (rouge). Cette �gure montre une propagation qui partde la graine vers l'équateur de la surfa
e du noyau, et vers l'axe (s = 0).Cet é
oulement porte un moment 
inétique qui s'a

orde bien ave
 les donnéesde longueur du jour 
omme en témoigne la �gure 4.11. Cette �gure regroupe troisgraphes visant à montrer la bonne 
orrélation entre 
es deux séries temporelles.Les graphes en haut de la �gure 4.11 
orrespondent aux spe
tres de 
ohéren
eet de dé
alage de phase entre les deux séries. Les zones vertes 
orrespondent auxfréquen
es pour lesquelles le dé
alage de phase est inférieur à 30 degrés. Le spe
tre
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Fig. 4.9 � Contours de vitesse azimutale en fon
tion du temps en abs
isse et du rayon
ylindrique en ordonnée. Les 
ouleurs 
orrespondent aux vitesses azimutales vers l'Ouest(bleu) ou vers l'Est (rouge). Les extrema de l'é
helle de 
ouleur sont −3 × 10−4; 3 × 10−4et les 
ontours sont tra
és tous les 2 × 10−5. Les vitesses sont adimensionnées par VA =
103 km/an. Les extrema sont −2, 8 × 10−4; 2.6 × 10−4 (zone en
adrée). Solution moyennede l'inversion d'ensemble jusqu'au degré 22, �ltrée à 6 ans. La zone en
adrée délimite lazone de l'étude : extérieur du 
ylindre tangent entre 1960 et 1982.de 
ohéren
e a deux pi
s, pour les basses fréquen
es et pour les périodes de 6 ans.La �gure du bas regroupe les données et les prédi
tions des variations de longueurdu jour en fon
tion du temps. Les observations sont en noir, les prédi
tions par lesé
oulements de la méthode d'ensemble sont en vert, trait �n pour 
haque membre ettrait épais pour la moyenne. La 
ourbe rouge est une prédi
tion après optimisation(voir plus bas).L'a

ord sur la longueur du jour étant parti
ulièrement réussi entre 1960 et 1982,
'est sur 
ette période que j'utilise l'é
oulement zonal 
omme pseudo-observationspour l'étude des ondes de torsion dans le noyau. La zone d'étude 
orrespond à lazone en
adrée d'un trait épais sur la �gure 4.9.4.4.2 Pseudo-observationsLes données utilisées sont des 
oe�
ients d'harmoniques sphériques d'un 
hampde vitesse quasi-géostrophique. Par ailleurs, on ne s'intéresse qu'à la partie �ltréeautour de 6 ans de 
e signal, et à sa partie zonale.Les données résultantes sont des 
oe�
ients toroïdaux zonaux et de degrésharmoniques impairs (symétrie par rapport à l'équateur). De toute façon, 
ommela symétrie par rapport à l'équateur était imposée dans la première inversion, les
oe�
ients toroïdaux zonaux pairs sont quasiment nuls.En résumé, le ve
teur d'observation est

y(t) =
[

t01(t), t
0
3(t), t

0
5(t), ...t

0
nmax

(t)
]T

, (4.41)�ltré à 6 ans. Ces 
oe�
ients sont reliés à la vraie vitesse géostrophique ut
ϕ parl'opérateur d'observations H

y(t) = Hut
ϕ(s, t) + ǫ, (4.42)
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Fig. 4.10 � Contours de vitesse azimutale en fon
tion du temps en abs
isse et du rayon
ylindrique en ordonnée. Les 
ouleurs 
orrespondent aux vitesses azimutales vers l'Ouest(bleu) ou vers l'Est (rouge). Les extrema de l'é
helle de 
ouleur sont −3 × 10−4; 3 × 10−4et les 
ontours sont tra
és tous les 2 × 10−5. Les vitesses sont adimensionnées par
VA = 103 km/an. Les extrema sont −2, 7 × 10−4; 2.7 × 10−4. Haut : solution moyennede l'inversion d'ensemble jusqu'au degré harmonique n = 9, �ltrée autour de 6 ans, à l'ex-térieur du 
ylindre tangent entre 1960 et 1982. Il s'agit don
 du 
hamp de vitesse dontles 
oe�
ients toroïdaux zonaux impairs sont utilisés 
omme pseudo-observations dansl'étude d'assimilation. Bas : Prédi
tion de vitesse azitumale après assimilation, jusqu'audegré n = 9 (voir la se
tion résultats).
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Fig. 4.11 � Haut : Spe
tre de 
ohéren
e (gau
he) et de dé
alage de phase (droite) entreles observations de variations de longueur du jour et les prédi
tions de l'inversion d'en-semble �ltrées autour de 6 ans. Les zones vertes sont 
elles où les deux séries sont enphase (déphasage inférieur à 30 degrés). Les séries sont 
ohérentes et en phase pour desfréquen
es autour de 0.15 (6 ans). Bas : observations (
ourbe noir) et prédi
tion des va-riations de la longueur du jour à partir des inversions d'ensemble (vert : membre, rouge :solution moyenne et pseudo-observations) �ltrés à 6 ans. Courbe rouge : prédi
tion aprèsassimilation (voir la se
tion 4.6).
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Fig. 4.12 � Pseudo-observations. Mesure de l'amplitude des 
oe�
ients,
√

[

N−1

tobs

∑

ti
t0n(ti)

]2 (trait plein), et des varian
es des erreurs Rnn (pointillés), enfon
tion du degré harmonique. Les 
oe�
ients sont �ltrés à 6 ans et en km/an.l'opérateur d'observations H relie la vitesse en 
oordonnées 
ylindriques aux 
oef-�
ients spe
traux, en utilisant les propriétés des harmoniques sphériques (voir parexemple Langel 1987, se
tion 4.2). Ces propriétés 
on
ernent un 
hamp dé�ni surune sphère alors que la vitesse prédite est dans le plan équatorial et à l'extérieurdu 
ylindre tangent. Comme la vitesse géostrophique est indépendante de z, la vi-tesse dans le plan équatorial est la même qu'à la frontière noyau-manteau. De plus,
omme les observations sont les 
oe�
ients d'un 
hamp de vitesse, leur proje
tionsur la partie à l'intérieur du 
ylindre tangent 
omplète la prédi
tion de 
hamp devitesse. On se retrouve ainsi ave
 un 
hamp de vitesse sur toute la surfa
e du noyau,rendant possible la détermination des 
oe�
ients spe
traux 
orrespondants ave

2n + 1

4
t0n(t) =

√

2

n(n + 1)

∫ θ=π

θ=0
uϕ(s, t)P 1

n(cos θ) sin θdθ. (4.43)La matri
e de 
ovarian
e d'erreur d'observations est estimée à partir de la dis-persion moyennée des solutions de l'inversion d'ensemble {

t0n
}k=1,...,K

Rnn′ =
1

Te − Ts

∫ Ts

Te

1

K

K
∑

k=1

[

{

t0n
}k − t0n

] [

{

t0n′

}k − t0n′

]

dt. (4.44)Les 
orrelations ρnn′ = Rnn′/
√

RnnRn′n′ sont élevées, par exemple
(ρ13, ρ15, ρ35) = (−0, 49; 0, 29;−0, 44), 
e qui indique que les erreurs ne sontpas indépendantes.L'intérêt d'utiliser les 
oe�
ients d'harmoniques sphériques 
omme données (
eque font également Bu�ett et al. (2009)), à la pla
e de la vitesse géostrophique re
al-
ulée à partir de 
es mêmes 
oe�
ients sur les points de grilles est de pouvoir tenir
ompte de la 
on�an
e variable en les 
oe�
ients selon le degré harmonique. Ce
in'empê
he pas la vitesse physique prédite d'avoir des plus petites é
helles spatiales,mais elles n'entreront pas en 
ompte dans le 
al
ul de l'é
art entre prédi
tions etobservations.La �gure 4.12 représente les 
oe�
ients toroïdaux zonaux impairs �ltrés à 6ans en km/an en fon
tion du degré harmonique (trait plein) et les erreurs as-so
iées (pointillés). Entre les degrés 7 et 9, les varian
es des erreurs deviennent
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helles de l'é
oulementsont les mieux résolues, mais les 
ovarian
es sont importantes. En 
onséquen
e, lespseudo-observations seront 
es 
oe�
ients toroïdaux zonaux impairs jusqu'au degré
nmax = 9.La �gure 4.10 (haut) représente les 
ontours de vitesse géostrophique en fon
tiondu temps et du rayon 
ylindrique. Ce 
hamp de vitesse est tronqué au degré 9. Onremarque que le temps de propagation depuis la graine jusqu'à l'équateur de lafrontière noyau-manteau est de l'ordre de 4-5 ans. Par ailleurs, on peut séparer lapropagation de l'onde en trois tronçons de vitesse en fon
tion du rayon 
ylindrique.Les vitesses les plus élevées sont au milieu du noyau entre 0.55 et 0.75 et la vitessedé
roît fortement vers la frontière noyau-manteau. Or la vitesse des ondes de torsiondépend de la forme de {

B2
s

}. Le 
hamp magnétique est don
 plus fort dans le milieudu domaine spatial et diminue à proximité de la surfa
e du noyau. Ce
i nous donneune première indi
ation sur le pro�l du 
hamp magnétique en fon
tion du rayon
ylindrique.4.4.3 Modèle et estimations initiales des variables de 
ontr�leLe modèle, et son adjoint, ont été dé
rits dans la se
tion 4.2. Cependant, 
ommeles observations sont des 
oe�
ients harmoniques sphériques de vitesse angulaire,
ωg, et non pas le 
hamp magnétique radial je réé
ris les équations utilisées i
i :

∂tωg =
(

s3h
)

−1
∂sτ + TAGo

roGB̃2
r

h2
ωg, (4.45)

∂tτ = s3h
{

B2
s

}

∂sωg, (4.46)résolues ave
 
omme première 
ondition aux limites
τ = 0, en s = ro, (4.47)en a

ord ave
 la dé�nition τ = s2h {BsBϕ} puisque h, la demi-hauteur de 
olonnes'annule en s = ro.D'après l'é
oulement 
al
ulé ave
 les pseudo-observations, l'ex
itation des ondessemble se situer au niveau du 
ylindre tangent. Nous souhaitons rendre 
omptede 
ette ex
itation et prenons 
omme 
ondition aux limites ajustable la valeurde la dérivée de ωg au 
ylindre tangent, ∂sωg, qui est proportionnelle au 
oupletransféré au système au niveau du 
ylindre tangent. L'os
illation présente dans lesobservations (∂sωg)

obs est obtenue en 
onstruisant la vitesse angulaire observée àpartir des pseudo-observations (
oe�
ients toroïdaux zonaux), et en la dérivantspatialement. D'après 
e 
al
ul, (∂sωg)
obs os
ille en fon
tion du temps ave
 uneamplitude variable et une période d'environ 6 ans (voir la 
ourbe épaisse de la�gure 4.18). Mais nous n'avons qu'une vision grande é
helle des vitesses et le 
al
ulde 
ette valeur est de 
e fait impré
ise. Ajouter 
ette quantité dans le ve
teur de
ontr�le pour le problème d'optimisation met moins de poids sur notre ignoran
e despetites é
helles du 
hamp de vitesse. Plut�t que de 
her
her tout le pro�l ∂sωg(ri, t),nous 
her
hons à nous ra

order à une sinusoïde d'amplitude ABC , de période TBCet de phase ΦBC , et posons en s = ri

∂sωg = ABC cos

(

2π

TBC
t + ΦBC

)

, (4.48)
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ation géophysique : ondes de torsion dans le noyau terrestre 93et on re
her
he ABC , TBC et ΦBC ave
 l'algorithme d'assimilation de données.Dans 
es équations, la prise en 
ompte des e�ets d'une �ne 
ou
he 
ondu
tri
ede 
ondu
tan
e G à la base du manteau n'a pas été réalisée dès le début de l'étudemais s'est avérée né
essaire pour expliquer les données.Le modèle et son adjoint ont été validés par des expérien
es jumelles spé
i�quespuisque 
elles présentées dans la se
tion 4.3 ne 
ontiennent ni le terme de dissipationdue à la 
ou
he de 
ondu
tan
e G ni la 
ondition os
illante au 
ylindre tangent.Problème d'assimilationOn re
her
he l'intensité du 
hamp magnétique dans le volume {

B2
s

}

(s), un termede forçage à la graine ∂sωg(ri, t) et la 
ondu
tan
e G de la 
ou
he 
ondu
tri
e à labase du manteau né
essaire pour expliquer les données t0n.La fon
tion 
oût J(x) = JH +JC du problème 
ontient une mesure quadratiquede l'é
art JH entre la prédi
tion t0,f
n et les observations t0n

JH(x) =

Ty
∑

i=1

[Hiuϕ(i) − y(i)]T R−1 [Hiuϕ(i) − y(i)] , (4.49)et une pénalisation des 
ara
téristiques indésirables de la solution JC

JC =
αG

2
G2 +

αB

2

∑

is

(

F ′′

is

)2
. (4.50)Le premier terme du membre de droite limite la valeur de la 
ondu
tan
e, ave
un poids αG. Dans 
e problème, 
omme pour les expérien
es jumelles, on assurela positivité de {

B2
s

} en posant {

B2
s

}

(s) = exp [F (s)] où F est une fon
tion durayon 
ylindrique dans R. Le se
ond terme du membre de droite, limite les gradientsspatiaux de 
ette fon
tion F . On pénalise la dérivée se
onde ave
 un poids αB .Comme les observations ne sont pas parfaites, nous 
her
hons le minimum de
J(x) mais pas le minimum de JH . Si JH était nul, 
ela signi�erait qu'on a donné unetrop grande 
on�an
e aux données alors qu'elles ont des erreurs. Dans les 
al
ulsprésentés ensuite, l'é
art aux observations est 
ompris entre JH = 0.5 et 1.Estimation initiale des variablesIl nous faut une estimation initiale pour la vitesse angulaire et pour τ (nous n'assi-milons pas sur 
es deux variables), et sur les variables sur lesquelles nous assimilons
{

B2
s

}, G et la 
ondition à la graine ∂sωg(s = ri) -plus pré
isément, 
omme indi-qué 
i-dessus, sur son amplitude, période et phase-. L'estimation initiale de ωg est
al
ulée ave
 les 
oe�
ients toroïdaux zonaux (observations) à l'époque de départet ave
 le même degré de tron
ature que 
e qui a été 
hoisi pour les observations.L'estimation initiale de τ se 
al
ule à partir l'équation (4.45) :
τ(s, 0) =

∫ s=ro

s=ri

s3h

{

[∂tωg]t=0 +
TAGoroGB2

r

h2
ωg(s, 0)

}

ds. (4.51)La 
onstante d'intégration est la se
onde 
ondition aux limites, τ = 0 en s = ro.Puisque la te
hnique d'inversion utilisée pour obtenir les 
oe�
ients de ωg (Gillet
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e temporelle du 
hamp devitesse étant paramétrée par des splines, l'obtention de la dérivée temporelle de 
ettevitesse à l'époque de départ est dire
te, et on la prend ave
 la même tron
ature quele 
hamp de vitesse. Le 
al
ul de τ(s, 0) prend aussi en 
ompte l'estimation initialede la 
ondu
tan
e. En 
onséquen
e, même sans assimiler sur τ(s, 0), 
ette variablesera mise à jour à 
haque itération d'optimisation, en a

ord ave
 les 
hangementssur la 
ondu
tan
e.L'estimation initiale de la 
ondu
tan
e Gg 
orrespond à la valeur minimale es-timée né
essaire par Bu�ett et al. (2002) pour expliquer l'attenuation d'un signalde période diurne 
omme la nutation, soit 108 Siemens. La 
ondu
tan
e a été misesans dimension par 
ette valeur, G = G∗G0, ave
 G0 = 108 Siemens. Je pré
iseraidans la se
tion 4.5.6 que le 
hoix d'adimensionnement s'est révélé être assez impor-tant pour l'optimisation. Ave
 une telle estimation initiale, les ondes ne sont pasassez atténuées. On a don
 étudié la variabilité de l'analyse ave
 des estimations de
G∗ = 1 à 5.Un pro�l initial de {

B2
s

} peut se déduire de la forme des ondes sur la 
arte devitesse azimutale en fon
tion du temps puique la vitesse des ondes est proportionelleà l'intensité du 
hamp magnétique dans le noyau. Le pin
ement des 
ontours etle fait qu'il n'y ait pas de ré�exion indique que le pro�l de {

B2
s

} doit diminuervers l'équateur. Ce
i est en a

ord ave
 l'hypothèse que nous faisons que le 
hampmagnétique est plus fort à l'intérieur du noyau et peut être dé
ouplé du 
hamp,plus faible, vu par les observations. Mais pour ne pas introduire d'a priori trop fort,le pro�l initial de {

B2
s

} est 
hoisi presque plat partant de (2, 5 mT)2 en s = riet dont le maximum en s = 0.5 est très légèrement supérieur à 
ette valeur, avantde dé
roître dou
ement jusqu'à une valeur de (0.6 mT)2 à l'équateur. L'estimationinitiale est représentée en tirets-pointillés sur la �gure 4.15 à droite.En�n le pro�l, fon
tion du temps, de la 
ondition à la graine s = ri a été obtenuen essayant d'a

order à l'÷il l'os
illation présente dans les observations (∂sωg)
obs(voir la 
ourbe épaisse de la �gure 4.18), ave
 une amplitude, période et phase.On obtient ABC = 3 × 10−3, TBC = 2, 1 et ΦBC = 4, 4 (
es quantités sont sansdimension).4.5 Résultats d'assimilation4.5.1 Importan
e de la dissipationL'absen
e dans les observations d'une onde ré�é
hie n'est pas en 
ontradi
tion ave
un s
énario d'onde de torsion. En e�et, 
ela peut être dû à des grands gradientsspatiaux dans la vitesse des ondes d'Alfvén (dont on n'a pas 
ons
ien
e ave
 notrevision de l'é
oulement limitée aux grandes é
helles) ou par exemple à la présen
ed'une 
ou
he 
ondu
tri
e à la base du manteau. Je montre tout d'abord quelquesrésultats d'assimilation sans 
ou
he 
ondu
tri
e.En partant des estimations initiales dé
rites dans la se
tion 4.4.3, mais sans
ondu
tan
e, la �gure 4.13 montre les 
artes de vitesse azimutale en fon
tion dutemps avant et après assimilation. L'absen
e de pro
édé dissipatif se traduit dans
es 
artes par un a

roissement de l'amplitude des ondes au 
ours du temps. Lasolution en vitesse (�gure 4.13 à droite) montre des ré�exions à la frontière noyau-
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hamp de vitesse géostrophique avant (gau
he) et après (droite)assimilation. Les 
ouleurs 
orrespondent aux vitesses azimutales vers l'Ouest (bleu) ou versl'Est (rouge). L'é
helle de 
ouleur est entre −3 × 10−4; 3 × 10−4, 
es 
al
uls sont les seulsqui la saturent. Les extrema sont −3×10−3; 3×10−3 (gau
he), −8×10−4; 8×10−4 (droite)et les 
ontours sont tra
és tous les 2× 10−5. Les vitesses sont mises aux dimensions par lavitesse d'Alfvén VA. Les observations sont représentées sur la �gure 4.10(haut).
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Fig. 4.14 � Estimation initiale de √

{B2
s} (pointillés) et solution après assimilation (traitplein).manteau. L'é
art aux observations, JH , après assimilation reste grand (supérieurà 2). La solution pour le 
hamp magnétique (trait épais sur la �gure 4.14) montredeux maxima, dont un en s = 0, 8, qui n'est pas présent dans les solutions ave
dissipation (montrées plus bas). Augmenter le gradient de 
hamp magnétique àproximité de l'équateur tente de pallier l'absen
e de pro
édés dissipatifs. J'anti
ipeun peu en pré
isant que 
e type de 
al
ul est le seul où la période, TBC = 8 ans,de la 
ondition à la graine (voir équation 4.48) n'est plus autour de 6 ans aprèsassimilation mais plus longue. Le déphasage et le 
hangement d'amplitude de la
ondition à la graine sont des 
ara
téristiques présentes pour toutes les simulations(voir aussi plus bas).4.5.2 Compromis entre 
ondu
tan
e et intensité rms du 
hamp magné-tiqueLes résultats suivants sont obtenus en présen
e de dissipation par l'a
tion d'une
ou
he 
ondu
tri
e de 
ondu
tan
e G à la base du manteau. Pour une estimationinitiale du pro�l de {

B2
s

} et une pénalisation de sa dérivée se
onde (αB = 10−7),données. On fait varier la pénalisation sur la norme de la 
ondu
tan
e (αG ∈
[

10−3 − 102
]). Je réfère à 
ette série de 
al
uls en l'appelant série � étoile �. De
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Fig. 4.15 � Gau
he : 
arte de vitesse azimutale après assimilation en fon
tion du tempsentre 1960 et 1982 (mêmes é
helles que pour la �gure 4.10, sur laquelle �gurent les ob-servations en haut). Droite : pro�ls de 
hamp magnétique √

{B2
s} en fon
tion du rayon
ylindrique. Estimation initiale (tiret) et résultats après assimilation (trait plein) pour lasérie de simulations � étoile � (voir le texte). L'intensité maximale du 
hamp magnétiquen'est pas 
ontrainte par le système.façon attendue, moins on pénalise la 
ondu
tan
e, plus sa valeur après assimilationa la possibilité d'être grande. Si on ne la pénalise pas, alors elle atteint le mêmetype de valeur que lorsque αG = 10−3. On réalise 
ette série de 
al
uls pour des
ondu
tan
es initiales de Gg = 1, 2.5, 3 ou 5 × 108 S.La �gure 4.15 montre les résultats typiques de 
e type d'expérien
e, la �gurede gau
he montre la 
arte de vitesse azimutale après assimilation en fon
tion dutemps entre 1960 et 1982. On y retrouve une propagation depuis la graine vers lafrontière noyau-manteau, sans ré�exion à 
ette interfa
e. Pour 
e 
al
ul, l'é
art auxobservations, mesuré par JH est de 0, 54 pour une 
ondu
tan
e de 3, 6×108 S et uneintensité rms de Bs de 4, 7 mT. La �gure de droite regroupe tous les pro�ls de 
hampmagnétique √

{B2
s} de 
ette série de 
al
uls en fon
tion du rayon 
ylindrique, aprèsassimilation en trait plein et avant assimilation pour les tiret-pointillé. La solutionsemble bien 
ontrainte au delà des rayons s = 0, 85ro. En revan
he, si la solutionprésente un maximum d'intensité du 
hamp magnétique entre s = (0, 55− 0, 65)ro,son amplitude n'est pas 
ontrainte par le système dynamique.Après assimilation, il y a un 
ompromis entre la valeur de 
ondu
tan
e et l'in-tensité rms de √

{B2
s} pour expliquer les observations de façon similaire en termed'é
art aux observations 
omme le montre la �gure 4.16. Cette �gure représente les
ontours de JH , l'é
art aux observations, en fon
tion de √

{B2
s}

rms en abs
isse etde la valeur de la 
ondu
tan
e en ordonnée. Cette �gure met en éviden
e le �an
d'une vallée longue et es
arpée. Ainsi si la 
ondu
tan
e est trop faible (inférieureà 2 × 108 S) par
e que fortement pénalisée, alors il faut un √

{B2
s}

rms très fort(supérieur à 10 mT) pour obtenir un mis�t entre 0, 6 et 0, 8 (voir la �gure 4.17gau
he). Si on pénalise moins la 
ondu
tan
e, on l'autorise à être plus forte (del'ordre de 3 ou 5 × 108 S). En 
onséquen
e, le √

{B2
s}

rms peut être de l'ordre de 3ou 4 mT pour un mis�t entre 0, 5 et 0, 6 (voir la �gure 4.17 droite). Toutefois, JHaugmente si G est trop grand.Les di�érents motifs de 
ette �gure 4.16 
orrespondent à di�érentes séries de
al
uls. Les étoiles sont les 
al
uls évoqués jusqu'à maintenant (série � étoile �) :une estimation �xée de {

B2
s

}, la pénalisation de ses gradients également �xée et
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{B2
s}

rmsen abs
isse et de Ga en ordonnée, après assimilation. L'é
helle de 
ouleur est entre JH =
0, 45 (blan
) et JH = 1, 3 (rouge puis noir). Les di�érents motifs sur la �gure 
orrespondentà di�érentes séries de 
al
uls (voir dans le texte). Interpolation réalisée par le logi
ielGeneri
 Mapping Tool (GMT, Wessel et Smith 1991)on fait varier la pénalisation de la 
ondu
tan
e pour plusieurs estimations initialesde 
ondu
tan
e. Ces 
al
uls mettent déjà en éviden
e la vallée prin
ipale sur la�gure mais j'ai voulu y faire �gurer l'ensemble des 
al
uls pour tra
er la �gure pour
ontraindre le plus possible l'interpolation que fait le logi
iel GMT (Wessel et Smith1991) pour tra
er les 
ontours. Ainsi les 
er
les 
orrespondent à 
e type de 
al
ulsmais ave
 d'autres estimations initiales de {

B2
s

} (dont je parle en se
tion 4.5.4).Les points représentés par des diamants sont des 
al
uls pour lesquels l'amplitude
αB de la pénalisation des gradients du 
hamp magnétique a été modi�ée.
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helles que pour la �gure 4.10, sur laquelle �gurent les observations enhaut). Gau
he : 
ondu
tan
e faible (1, 9 × 108 S) 
ompensée par un 
hamp magnétiqueelevé (8 mT) pour un é
art aux données de 0, 61. Droite : e�et d'une 
ondu
tan
e élevée(5 × 108 S), et d'un 
hamp magnétique de 3, 4 mT pour un é
art aux données de 0, 57.
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tions de 
hamp de vitesse dont le mis�t est 
ompris entre 0, 5 et 0, 6di�èrent peu 
omme le montre la �gure 4.17 qui regroupe deux 
as extrêmes. Onremarque que le 
hamp de vitesse d'un 
al
ul pour lequel une trop faible 
ondu
-tan
e est 
ompensée par une grande intensité de 
hamp magnétique (
as 
ondu
-tan
e faible, �gure 4.17 à gau
he) présente un maximum à l'équateur plut�t qu'à
s = 0, 8 
omme les observations entre 1970 et 1980. De plus, la forme en boomerangdes 
ontours est plus a

entuée dans 
e 
as que dans les autres simulations ou lesobservations. La �gure 4.17 à droite représente la solution pour le 
as 
ondu
tan
eélevée (5 × 108 S). Cette �gure s'a

orde mieux aux observations au début de lapériode (1960 − 1970).Les observations montrent un maximum de vitesse angulaire un peu éloigné del'équateur au début de la période (1960 − 1970) et au niveau de l'équateur à la �nde la période d'assimilation (1970−1980). Par 
onséquent 
es deux 
omportementssont possibles dans les prédi
tions. Le 
al
ul ave
 une 
ondu
tan
e faible a uné
art aux données plus faible à la �n de la période d'assimilation à l'opposé du 
as
ondu
tan
e élevée, pour un é
art aux données global similaire. Pour les 
al
uls dela série � étoile � les di�éren
es dans l'é
art entre les prédi
tions et les observations
on
ernent surtout les degrés 7 et 9, sur lesquels l'erreur d'observation est la plusimportante. Ces degrés sont mal 
ontraints par la physique.J'ai montré jusqu'à maintenant que la fon
tion 
oût semble présenter une valléeétirée, ne permettant pas de dis
riminer une valeur de 
ondu
tan
e ou une inten-sité rms du 
hamp magnétique. Regarder la solution produite en vitesse azimutalemontre que 
ertains 
oe�
ients toroïdaux zonaux s'a

ordent mieux aux observa-tions pour 
ertains 
ouples (G,

{

B2
s

}), ou pour un sous-ensemble des observations(début/�n de la période temporelle, proximité de la graine/de l'équateur). Cepen-dant 
omme on s'intéresse à l'é
art global entre les prédi
tions et les observations(é
arts sommés en espa
e et en temps), on ne 
ontraint pas un type de 
on�gu-ration. Cal
uler la longueur du jour prédite ave
 l'é
oulement après assimilationaurait pu permettre de valider ou refuser 
ertaines solutions, mais 
omme indiquéplus haut, les solutions ne di�érent quasiment pas sur les 
oe�
ients t01 et t03, lalongueur du jour prédite ne varie pas signi�
ativement entre les di�érentes simu-lations (voir la �gure 4.11 pour une prédi
tion des variations de longueur du jourtypique des 
al
uls 
omparée ave
 les données).On ne garde quand même pas les 
al
uls de 
ondu
tan
e inférieure à 2 × 108 Sdont les é
arts aux données sont les plus importants (supérieurs à 0, 6).4.5.3 Variabilité par rapport à l'estimation initiale de la 
ondu
tan
e GgLes 
onsidérations suivantes ne 
on
ernent que des 
al
uls dont l'é
art aux obser-vations après assimilation est 
ompris entre 0.5 et 0.6.Pour Gg = 1, 2.5 ou 3 × 108 S, les valeurs �nales de 
ondu
tan
e varient entre
3.2 et 4 × 108 S pour des √

{B2
s}

rms entre 3.5 ou 5 mT, en fon
tion de la pénali-sation de la 
ondu
tan
e. Pourtant si Gg = 5 × 108 S, alors la 
ondu
tan
e aprèsassimilation est 
omprise entre 4 et 5 × 108 S et l'intensité rms du 
hamp magné-tique reste inférieure à 4 mT. Ces valeurs de 
ondu
tan
e sont plus élevées 
ar j'ai



4.5. Résultats d'assimilation 99gardé les mêmes amplitudes de pénalisation pour 
es 
al
uls. Le poids relatif de lapénalisation est don
 plus faible si Gg = 5 × 108 S.J'en 
on
lus que la solution (prédi
tion de 
hamp de vitesse, 
ondu
tan
e) dé-pend peu de l'estimation initiale de la 
ondu
tan
e si l'é
art aux observations aprèsassimilation est inférieur à 0, 6. En revan
he, on a vu, par exemple sur la �gure4.16, que la variabilité de la solution de 
hamp magnétique est grande dans 
ettemême gamme d'é
art aux observations.4.5.4 Variabilité par rapport à l'estimation initiale de {B2
s}

gIl est possible d'anti
iper le pro�l du 
hamp magnétique d'aprés le 
hangementde la vitesse de propagation de l'onde (voir la se
tion 4.4.3). Par 
onséquent, lespossibilités de tests d'estimations initiales de {

B2
s

} sont assez limitées. En parti-
ulier, si on ne respe
te pas la diminution de {

B2
s

} vers l'équateur de la frontièrenoyau-manteau (par exemple en partant d'un pro�l 
onstant : {

B2
s

}

=(2 mT)2),l'optimisation s'arrête très rapidement sans avoir fait dé
roître l'é
art aux obser-vations. Je propose don
 de tester des estimations initiales de {

B2
s

} dont la forme
hange peu par rapport à 
elle représentée en tiret-pointillé sur la �gure 4.15 àdroite, mais dont les intensités doivent quand même pouvoir varier. La �gure 4.15montre que l'intensité du 
hamp est assez peu 
ontrainte par le modèle puisqu'ellefait l'objet d'un 
ompromis ave
 la valeur de la 
ondu
tan
e. En 
onséquen
e, dèsque l'estimation initiale de {

B2
s

} se trouve in
luse entre les deux traits épais de
ette �gure (�gure 4.15), l'optimisation ne 
hange pas son pro�l. J'ai don
 testédes pro�ls plus faibles que 
elui en pointillé sur la �gure 4.15, qui lui même estdéjà bien en dessous des solutions (traits pleins de la �gure 4.15). J'ai égalementfait varier la pénalisation des gradients du 
hamp magnétique. Beau
oup de 
es
al
uls se sont arrêtés en mode 6 (m1qn3 ne trouve plus de dire
tion plus adéquateque la pré
édente), ou ont explosé si je ne pénalisais pas su�samment les gradientsspatiaux de {

B2
s

}. Je n'ai don
 gardé qu'une minorité de simulations. En revan
he,les simulations réussies du point de vue des 
ritères d'optimisation présentaient lesmêmes 
ara
téristiques pour {

B2
s

} et la 
ondu
tan
e que les résultats présentés
i-dessus, en termes d'amplitudes et de 
ompromis entre 
ondu
tan
e et intensitédu 
hamp magnétique après assimilation.4.5.5 Assimilation sur la 
ondition à la grainePour tous les 
al
uls, on a également re
her
hé l'amplitude, la période et la phasepour le 
al
ul de la 
ondition à la graine qui 
ontribue aussi au minimum de lafon
tion 
oût. Cette 
ondition est reliée au forçage des ondes de torsion à la graine.Au début de l'étude, l'estimation initiale sur 
es valeurs a été déterminée ena

ordant à vue la sinusoïde (équation 4.48) de (∂sωg)
g au 
al
ul de 
ette quantitéd'après les observations (trait épais de la �gure 4.18). Pourtant les solutions aprèsles diverses assimilations sont toujours similaires mais di�érentes du pro�l initial
omme le montre la �gure 4.18. La période TBC est 
omprise entre 5 et 7 ans pourl'ensemble des 
al
uls ave
 dissipation mais la sinusoïde n'est pas en phase ave

e qu'on peut re
onstruire d'après les observations et 
ette di�éren
e de phase nedépend pas des pénalisations. L'amplitude du forçage augmente si la pénalisation
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Fig. 4.18 � Condition à la graine, ∂sωg en s = ri, en fon
tion du temps. Le trait plein
orrespond au 
al
ul de 
ette quantité d'après les observations, les traits �ns 
orrespondentaux sinusoïdes re
ontruites ave
 les valeurs d'amplitude, de période et de phase aprèsassimilation pour les 
al
uls de la série � étoiles �.de la 
ondu
tan
e diminue ; dans tous les 
as, elle est beau
oup plus grande que 
eque semblent indiquer les observations.Ces solutions restent les mêmes si on annule l'amplitude et la phase de l'estima-tion initiale ((∂sωg)
g), ou si on utilise une des solutions 
omme estimation initiale
e qui était le 
as des 
al
uls présentés dans 
ette se
tion.La quantité ∂sωg à la graine est reliée au 
ouplage ave
 le 
ylindre tangent, quitient 
ompte des é
hanges de moment 
inétique entre l'é
oulement à l'intérieur du
ylindre tangent et 
elui à l'extérieur du 
ylindre tangent. Il faudrait don
 véri�er sides amplitudes aussi importantes impliquent des vitesses importantes à l'intérieurdu 
ylindre tangent à prendre en 
ompte.4.5.6 Importan
e du 
onditionnementJ'ai été amenée à essayer une autre é
helle 
ara
téristique pour les 
ondu
tan
es.Dans les 
al
uls de 
ette partie, on a posé G = G∗G0, où G0 = 108 S et on a 
her
héet trouvé des 
ondu
tan
es de l'ordre de 3 − 5. Pourtant si on pose G0 = 109 S, etqu'on 
hoisit de refaire les 
al
uls ave
 des estimations initiales de G∗ dix fois pluspetites, et une pénalisation 
ent fois plus grande (la pénalisation prend le 
arré dela 
ondu
tan
e), le problème semble moins bien posé et l'optimisation s'arrête trèst�t (en mode 6), sans que le mis�t ait vraiment dé
ru.4.6 Résumé des résultatsLa �gure 4.19 représente la valeur rms de l'intensité du 
hamp magnétique enfon
tion du rayon 
ylindrique qui explique les observations de vitesse azimutale. Lapartie grisée du graphe délimite la zone des solutions possibles par assimilation des
oe�
ients toroïdaux zonaux de l'é
oulement. Comme l'intensité du maximum estmal 
ontrainte par le système, on indique plut�t une borne minimale de 3 − 4 mTpour l'intensité rms du 
hamp magnétique dans le noyau. La dé
roissan
e du 
hampmagnétique à proximité de l'équateur semble plus robuste et 
orrespond à une
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Fig. 4.19 � Pro�l du 
hamp magnétique perpendi
ulaire à l'axe de rotation intégré enlongitude : √

{B2
s} en fon
tion du rayon 
ylindrique. La zone grisée indique la zone dessolutions possibles.
ara
téristique à laquelle on s'attend d'après les observations : sur la �gure 4.10(haut) on retrouve bien une diminution des vitesses à proximité de la frontièrenoyau-manteau.Dans la �gure 4.20, on 
ompare les prédi
tions (en rouge) et les observations(en noir) en terme de mesure de l'amplitude des 
oe�
ients toroïdaux zonaux (enkm/an) ainsi que les erreurs d'observations et d'analyse. Le 
oe�
ient t01 est sur-estimé dans toutes les simulations et les di�éren
es entre les 
al
uls sont souventportées pas t07 et t09. Le pro�l de l'erreur d'analyse a la même forme que 
elui deserreurs d'observation, 
e qui est un 
ara
tère re
her
hé pour une inversion.Les 
ondu
tan
es asso
iées à 
es solutions sont 
omprises entre 3 et 5 × 108 S.Le pro�l de dissipation a été 
al
ulé ave
 un pro�l uniforme du 
hamp magnétiqueradial à la frontière noyau-manteau Br = 0.5 mT. La �gure 4.18 montre que lesystème se dirige vers des solutions pour lesquelles les transferts de moments 
iné-tiques au 
ylindre tangent sont importants puisque les amplitudes sont plus grandesaprès assimilation que 
e que nous suggèrent les observations. La �gure 4.11(bas)regroupe les données et les prédi
tions des variations de longueur du jour en fon
-tion du temps. Les observations sont en noir, la prédi
tion par les é
oulements de laméthode d'ensemble sont en vert. La 
ourbe rouge 
orrespond à une prédi
tion ty-pique après assimilation. De façon intéressante, 
ette prédi
tion après assimilations'a

orde mieux aux observations (noir) qu'à la prédi
tion de l'é
oulement moyen,qui pourtant a été utilisé 
omme pseudo-observation dans l'optimisation.4.7 Dis
ussionDans 
ette étude on a 
ara
térisé des ondes de torsion progressives rapides dans lenoyau terrestre pour expliquer un signal à 6 ans dans les données de variations delongueur du jour. Ces ondes se propagent à travers le noyau en 4 − 5 ans 
e quiest 
ompatible ave
 le 
hamp magnétique relativement fort que nous proposons.



102 Chapitre 4. Ondes de torsion rapides dans le noyau terrestre

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
10

−3

10
−2

10
−1

harmonic degree n

6−
y 

fil
te

re
d 

tl0
 (

km
/y

)

 

 

data amplitude
data errors
pred. amplitude
pred. errors

Fig. 4.20 � Mesure de l'amplitude des 
oe�
ients, √

[

N−1

tobs

∑

ti
t0n(ti)

]2 (traits pleins)en fon
tion du degré harmonique, pour les observations (noir) et pour la prédi
tion aprèsassimilation (rouge). En pointillé : varian
es des erreursRnn (pointillé noirs), et mesure deserreurs de prédi
tion N−1

tobs

∑

ti

[

t0,f
n (ti) − t0n(ti)

]2 (pointillé rouges) en fon
tion du degréharmonique.D'ailleurs, nous proposons plut�t une borne inférieure pour l'intensité du 
hamppuisque la borne supérieure n'est pas 
ontrainte par le modèle. Le pro�l rms de la
omposante perpendi
ulaire à l'axe de rotation et intégrée sur les 
ylindres géostro-phiques a un maximum entre les rayons s = 0.5 ro et s = 0.75 ro, puis elle dé
roîtvers les rayons plus grands pour arriver à des valeurs inférieures au milliTesla à lafrontière noyau-manteau. Au niveau de la graine, l'intensité est 
omprise entre 2 et
3 mT.Cette des
ription d'un 
hamp fort à l'intérieur du noyau est en a

ord ave
 les
al
uls de geodynamo ou les lois d'é
helles dérivées à partir de 
es 
odes (Christen-sen et al. 2009) et ave
 les observations du 
hamp poloïdal. Les premiers annon
entun 
hamp dans le noyau de l'ordre de quelques mT alors que l'extrapolation versla surfa
e noyau-manteau des mesures de 
hamp magnétique donnent des valeursde l'ordre de la fra
tion du mT. Ces observations ont été inversées pour l'obten-tion de l'é
oulement qui a été lui-même inversé ave
 l'assimilation de données pourl'estimation du pro�l de {

B2
s

} d'intensité rms plus élevée.L'algorithme d'assimilation de données utilisé dans 
ette étude a rendu possibleune inversion 
onjointe du pro�l stationnaire de {

B2
s

}, de la 
ondition à la graine
∂sωg, sous forme d'une sinusoïde, et aussi de la 
ondu
tan
e d'une �ne 
ou
he
ondu
tri
e à la base du manteau. Un pro
édé de dissipation s'est averé en e�etné
essaire pour expliquer les données.Des estimations de la 
ondu
tan
e d'une telle 
ou
he d'environ 108 S ont étéproposées pour rendre 
ompte des données de nutation de la Terre (Bu�ett et al.2002) ou des variations dé
ennales de la longueur du jour (Holme 1998). Dumberryet Mound (2008) 
raignaient que 
ette valeur, multipliée ave
 une intensité du
hamp radial à la frontière noyau-manteau de 0, 69 mT, n'atténue trop les ondesde torsion lentes, estimées ave
 un 
hamp magnétique faible Brms

s = 0, 2 mT.



4.7. Dis
ussion 103Ce problème ne se pose pas dans l'optique où les ondes de torsion sont rapides,
omme je le propose i
i, même si les solutions de 
ondu
tan
e sont plus élevées, del'ordre de 3 − 5 × 108 S pour un 
hamp magnétique radial uniforme à la frontièrenoyau-manteau de 0.5 mT . Ces valeurs semblent assez élevées mais l'é
oulementprédit explique bien les données de variations à 6 ans de longueur du jour. Des
ondu
tan
es de 
e type ne sont toutefois pas assez élevées pour retarder le signalmagnétique. En e�et, 
ette 
ou
he �ltrerait les périodes sub-annuelles du 
hampmagnétique du noyau si son épaisseur était de 350 km, et la 
ondu
tivité à lafrontière noyau-manteau était de 150 S/m. Cette estimation se base sur la �gure 2p.101 de la thèse de Jault (1990) en prenant un 
ouple éle
tromagnétique entre 2 et
5×1017 N.m et α de l'ordre de 10, la droite en tireté-pointillé 
orrespond au �ltragedes périodes annuelles. Si on suppose que la 
ondu
tivité de la 
ou
he 
ondu
tri
eest la même que 
elle du noyau, σ = 5 × 105 S/m, 
ette 
ou
he a une épaisseurde ∆ = 1 km, et 
e même graphe nous indique que les périodes �ltrées dans 
es
ir
onstan
es sont de quelques semaines.La dissipation visqueuse peut imiter les e�ets dissipatifs du 
ouplage éle
tro-magnétique. Si la dissipation visqueuse est négligeable dans le volume du �uideaux é
helles de temps 
ourtes que nous 
onsidérons, elle reprend de l'importan
eaux bords de la surfa
e du noyau dans une �ne 
ou
he a�n d'ajuster l'é
oulementprin
ipal du �uide ave
 les 
onditions de non-pénétration. Les mouvements géo-strophiques suivent alors (Greenspan 1968, Légaut 2005)

∂tωg = −E1/2

λ

ωg

h3/2
. (4.52)Cette équation sans dimension fait intervenir le nombre de Lehnert λ, et la ra
inedu nombre d'Ekman. Ce nombre, qui intervenait déjà plus haut dans les équationsde la géodynamo pour 
ara
tériser la dissipation visqueuse, est le rapport entreles e�ets visqueux et inertiels. On peut le voir également 
omme une mesure de lavis
osité du noyau. Des 
al
uls préliminaires, où on a rempla
é les e�ets dissipatifsdu 
ouplage éle
tromagnétique par la dissipation visqueuse, et pour lesquels onre
her
he E1/2 (à la pla
e de la 
ondu
tan
e), donnent des résultats similaires pour

{

B2
s

} et ∂sωg(ri, t) mais 
onduisant à un nombre d'Ekman élevé, de l'ordre de
10−7, en regard de E = 2 − 4 × 10−11 que proposent Delepla
e et Cardin (2005).Cette étude nous permet de 
ommen
er à relier des 
onsidérations sur les 
ouplagesà la frontière noyau-manteau à la dynamique dans le noyau et aux observationsde 
hamp magnétique et de variations de la période de rotation de la Terre. Enrevan
he, on ne propose pas de mé
anisme d'ex
itation des ondes de torsion rapides.La 
ondition à la graine sur ∂sωg est une mesure des é
hanges de moment 
inétiquedu �uide au 
ylindre tangent. De façon intéressante, le résultat de l'assimilation sur
ette quantité est assez robuste dans la mesure où elle ne dépend pas du 
hoix del'estimation initiale. La solution (∂sωg)

a n'est pourtant pas la valeur que l'on peut
al
uler à partir des bas degrés des 
oe�
ients toroïdaux zonaux de l'é
oulement.L'expli
ation du signal à 6 ans des variations de longueur du jour ave
 desondes de torsion laisse le signal à 60 ans sans expli
ation. L'estimation du 
hampmagnétique dans le noyau revoit à la baisse les périodes 
ara
téristiques des ondeshydromagnétiques, 
omme par exemple les ondes Magneto-Coriolis, et il se peutqu'une autre onde hydromagnétique soit à l'origine de 
e signal. Alors, les vitesses
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hamp magnétique et au 
hamp de vitesse non-zonal puisque l'é
oulement doit être dans un état de Taylor pour 
es plus longuespériodes de temps si la période des ondes de torsion d'Alfvèn est aussi 
ourte queje le propose.En�n, une estimation d'un 
hamp fort dans le noyau 
onforte notre appro
hequasi-géostrophique où les é
arts à la géostrophie sont équilibrés par les for
esde Lorentz et inertielles (voir les équations 2.36 et 2.37). De plus, un 
hamp fortrend les for
es inertielles peu importantes par rapport aux for
es de Lorentz 
equi justi�e d'étudier dans un premier temps un équilibre magnétostrophique pourlequel le 
hamp de vitesse est essentiellement mis à jour par les 
hangements du
hamp magnétique.



5
Con
lusions et perspe
tives

5.1 Con
lusionsAussi bien la pré
ision que la quantité des observations géomagnétiques se sontbeau
oup a

rues ré
emment. Ave
 les satellites qui mesurent le 
hamp magnétiquel'arrivée des données est quasiment 
ontinue. On souhaite pouvoir utiliser au mieux
es données pour l'étude du 
hamp magnétique qui trouve son origine dans le noyaude la Terre. La variation sé
ulaire 
on
erne les variations du 
hamp magnétique surdes é
helles de temps de l'année au siè
le, ou des é
helles de temps inférieures autemps de di�usion magnétique.Ma thèse repose sur l'hypothèse que la dynamique du noyau aux é
hellesde temps de la variation sé
ulaire peut être étudiée dans l'approximation quasi-géostrophique et sans di�usion. En e�et, les pro
édés di�usifs à 
es é
helles detemps ne 
on
ernent que des é
helles spatiales très inférieures à la taille du noyau.Pouvoir négliger les aspe
ts di�usifs, pour 
es é
helles de temps, est un avantage
ar 
'est leur des
ription numérique qui 
omplique a
tuellement l'étude globale dela geodynamo. La résolution de 
e problème, en augmentant les pro
édés visqueuxdans le noyau, fait que les pro
édés a
tifs aux é
helles de temps de la variationsé
ulaire, 
ourtes devant 
elles de la génération de 
hamp magnétique, deviennentindis
ernables. L'étude de la variation sé
ulaire né
essite don
 un développementadapté. L'hypothèse quasi-géostrophique est soutenue par le fait que la des
riptiondu rapport entre la for
e de Coriolis et 
elle de Lorentz, par le nombre de Lehnert,montre que la rotation l'emporte sur le 
hamp magnétique pour le noyau terrestresur des temps 
ourts. La dynamique résultante est invariante dans la dire
tion del'axe de rotation de la Terre. L'hypothèse quasi-géostrophique prend en 
ompte
ette bi-dimensionnalisation de l'é
oulement et la dynamique peut être dé
rite àdeux dimensions dans le plan équatorial. Cette qualité rend la modélisation pluslégère, en vue de son in
lusion dans un pro
édé d'assimilation de données. Ainsi,dans 
e travail, la méthode d'assimilation variationnelle de données, développéepour des appli
ations météorologiques, a été transposée à l'étude de la dynamiquerapide du noyau.L'assimilation de données utilise les deux types d'ingrédients dé
rits 
i-dessus,observations et lois physiques, pour les 
ombiner de façon optimale a�n d'amé-liorer la des
ription de l'état d'un système physique. L'assimilation introduit ladynamique au problème inverse. D'une part, l'algorithme tient 
ompte du fait quela traje
toire du modèle ne dépend que de sa 
ondition initiale. D'autre part, la
ondition initiale est 
orrigée en tenant 
ompte de l'ensemble des observations de 105



106 Chapitre 5. Con
lusions et perspe
tivesla période d'assimilation. En�n, 
'est la dynamique qui relie les variables d'état enelles, et l'étude est, en 
onséquen
e, adaptée aux systèmes où seule une partie desvariables est observée.Appliquée à un modèle d'ondes de torsion dans le noyau, le développement d'unsystème d'assimilation variationnelle nous a permis d'obtenir une intensité et unpro�l pour le 
hamp magnétique 
on�né dans le noyau. L'inversion des donnéesd'é
oulement zonaux symétriques par rapport à l'équateur, �ltrés autour de 6 ans,a montré que l'on peut expliquer un tel é
oulement ave
 des ondes de torsion si on yin
lut un pro
édé de dissipation. Cette inversion nous donne le pro�l et l'intensitédu 
hamp magnétique perpendi
ulaire à l'axe de rotation moyenné en longitude
orrespondant à une propagation des ondes depuis l'équateur de la graine versl'équateur à la surfa
e du noyau en 4 − 5 années. Plus pré
isément, on proposeune borne inférieure, de 3 mT, à l'intensité rms du 
hamp magnétique √

{B2
s}. Deplus, la présen
e d'une 
ou
he 
ondu
tri
e à la base du noyau dissipe su�sammentles ondes si sa 
ondu
tan
e, le produit de la 
ondu
tivité de la 
ou
he et de sonépaisseur, est de l'ordre de 3 − 5 × 108 S.Des ondes de torsion plus lentes avaient été évoquées jusqu'à maintenant : latension magnétique qu'elles mettent en jeu 
orrespond à un 
hamp magnétiquetrès faible, de l'ordre de 0, 2 mT, dans le noyau. D'une part, 
ette estimation est
urieusement inférieure à l'intensité du 
hamp à la surfa
e du noyau, de l'ordrede 0, 3 − 0, 5 mT, obtenue par prolongement des données à travers le manteauisolant, et d'autre part, en opposition ave
 des prédi
tions ré
entes de l'intensitédu 
hamp dans le noyau, de l'ordre de 2 mT, par extrapolation de lois d'é
helle.Notre prédi
tion est 
ompatible ave
 
es di�érentes estimations. De la même façonque les premières inversions de données pour l'obtention d'un 
hamp de vitesse àla surfa
e du noyau, il y a une vingtaine d'années, ont donné un ordre de grandeurrms des vitesses à la surfa
e du noyau, j'espère avoir donné i
i un premier ordre degrandeur de la borne inférieure du 
hamp magnétique à l'intérieur du noyau basésur les observations.Les données qui ont été inversées étaient, elles-même, le résultat d'inversionspré
édentes. La première 
on
ernait l'inversion de données réelles (ajustées) versdes modèles de 
hamp magnétique et de variation sé
ulaire dépendant du tempsà la frontière noyau-manteau. La se
onde était l'inversion de 
es modèles pourl'obtention du 
hamp de vitesse 
orrespondant dans le noyau. J'ai pro
édé à latroisième inversion, l'inversion du 
hamp de vitesse �ltré (
oe�
ients toroïdauxzonaux �ltrés à 6 ans) pour obtenir le 
hamp magnétique à l'intérieur du noyau.L'assimilation de données nous paraît prometteuse pour réaliser 
es trois inver-sions en une fois en partant des séries temporelles de mesures magnétiques pouraller dire
tement à l'estimation de l'état du noyau. La réalisation simultanée de 
esdeux dernières étapes a d'ailleurs été testée et validée ave
 les expérien
es jumellesd'ondes de torsion pour lesquelles on observait le 
hamp magnétique radial. Parailleurs, l'utilisation des polyn�mes de Ja
obi, pour la 
onstru
tion de l'opérateurd'observations, matérialisait, d'une 
ertaine façon, notre vision �oue du noyau, à
ause de la distan
e entre la sour
e et les observations et à 
ause de la magnétisationde la lithosphère.Dans les études présentées, quelques di�
ultés relatives à l'assimilation ont



5.1. Con
lusions 107émergées qui me semblent importantes à prendre en 
ompte dans le futur. La dif-�
ulté la plus importante est qu'on ne peut pas assimiler sur toutes les variablesdu système en même temps. En e�et, une fois le 
ode adjoint é
rit, on peut faireentrer dans le 
al
ul du gradient les 
onditions initiales, les 
onditions aux limites(par exemple ∂sωg à la graine) et d'autres 
onstantes du temps (par exemple {

B2
s

})et de l'espa
e (par exemple, la 
ondu
tan
e de la 
ou
he 
ondu
tri
e à la base dumanteau). Dans l'étude des ondes de torsion, l'assimilation portait sur les troisvariables réé
rites 
i-dessus, mais pas sur les 
onditions initiales. Pourtant, nousaurions pu également re
her
her la 
ondition initiale (
'est-à-dire le 
hamp de vi-tesse lui-même) puisque nous n'avions qu'une 
onnaissan
e de ses grandes é
hellesspatiales. La dynamique aurait permis de 
ontraindre ses petites é
helles spatiales.Les tests que j'ai réalisés à 
e sujet (ave
 les pseudo-observations ou ave
 des syn-thétiques) ont montré que 
ertains e�ets de la 
ondu
tan
e étaient alors attribuésà la 
ondition initiale (sur la variable auxiliaire τ). Cette di�
ulté est probable-ment liée à la spé
i�
ité de notre problème pour lequel peu de 
ontraintes sur l'étatdu système sont disponibles. En 
onséquen
e, il est important d'avoir une bonneestimation de 
e que l'on 
her
he, par des études transverses, ou en ayant des ap-pro
hes progressives. Par exemple, les résultats obtenus par les ondes de torsion,sous-partie zonale d'un modèle non-axisymmétrique, peuvent servir de guide pourl'étude 
omplète non-zonale. Un autre exemple, qui a été réalisé pour l'études desondes de torsion, a été de pénaliser les valeurs très fortes de la 
ondu
tan
e par
eque d'autres études proposaient des valeurs plus faibles. En l'o

urren
e, les valeursque nous proposons sont malgré tout plus grandes que 
elles des autres auteurs.D'autres di�
ultés mises en avant dans 
e mémoire témoignent du peu de re
ulde l'assimilation de données en géomagnétisme et doivent être étudiées à l'aide des
ompéten
es développées en dynamique de l'atmosphère et de l'o
éan. Je penseau problème de 
onditionnement (ou d'adimensionnement) mis en éviden
e dansle dernier 
hapitre (se
tion 4.5.6), mais aussi au traitement de l'assimilation surde longues é
helles de temps. Ce dernier problème a été montré dans le 
adre desexpérien
es jumelles, où la fon
tion 
oût présentait un plus grand nombre de pi
set de minima si la période d'assimilation augmentait 
e qui laissait entendre quedans 
es derniers 
as, l'estimation initiale devait être de très bonne qualité.L'absen
e d'information sur l'état du noyau se traduit également par un grandnombre d'itérations d'optimisation avant une dé
roissan
e signi�
ative de la fon
-tion 
oût, 
ontrairement aux quelques dizaines dont parlent plusieurs auteurs (parexemple Courtier et Talagrand 1987, ont 10 − 15 itérations).J'ai donné, dans 
e mémoire, les te
hniques, les arti
les qui m'ont aidé à é
rire les
odes adjoints et j'ai aussi é
rit les adjoints dans les se
tions 3.4.1 et 4.2.2. L'é
riturede l'adjoint peut être longue, mais je voudrais mettre en avant que le point 
ritiqueest plut�t le 
ode dire
t. En e�et il faut que 
e dernier soit 
lair, modulaire, et 
om-pris. Le point de départ de la thèse était l'é
riture du modèle quasi-géostrophiquequi fait intervenir les quantités 〈

B2
s

〉

,
〈

B2
ϕ

〉 et 〈BsBϕ〉 (é
rit dans la se
tion 2.3.3,voir également l'annexe B). Ces quantités magnétiques sont intégrées selon l'axede rotation alors que d'autres modèles quasi-géostrophique traitent la for
e de Lo-rentz en trois dimensions. On a 
ependant manqué d'un peu de re
ul 
on
ernant
es quantités : les 
onditions aux limites à appliquer au 
hamp magnétique ne sont



108 Chapitre 5. Con
lusions et perspe
tivespar exemple pas évidentes. Elles s'expriment plus fa
ilement lorsqu'on traite unesous-partie de 
e problème, ave
 le potentiel magnétique bi-dimensionnel A (dé
ritdans la se
tion 2.3.4). Cette des
ription me paraît don
 une alternative intermé-diaire intéressante, mais temporaire, pour l'étude de la dynamique de la variationsé
ulaire.5.2 Perspe
tivesDes développements pour la méthodologie de l'assimilation de don-néesLa méthode variationnelle mise en ÷uvre dans 
e mémoire est fondamentale etpourra être ra�née en prenant en 
ompte l'erreur modèle a�n d'avoir une des
rip-tion de la satistique des erreurs de prédi
tion, et en 
her
hant à rendre la minimisa-tion plus rapide, à l'aide d'un meilleur 
onditionnement du problème. Une grandepartie du travail 
on
ernera également l'opérateur d'observation a�n d'assimiler di-re
tement les données magnétiques et non plus les modèles de 
hamp du noyau. Celasigni�era en parti
ulier que les données ne seront plus uniformément distribuées àun instant donné mais 
onsisteront plut�t en une arrivée relativement 
ontinue dedonnées pon
tuelles. La statistique des erreurs d'observations doit également êtredéterminée lorsqu'elle n'est plus pré
isée par une inversion pré
édente 
omme 
elaa été le 
as pour 
e travail.Une des
ription plus pré
ise de la dynamique du noyauL'assimilation de données permet une inversion simultanée de l'é
oulement et du
hamp magnétique à l'intérieur du noyau. La prise en 
ompte de la dynamique dunoyau, à travers, par exemple, le modèle quasi-géostrophique 
omplet (
omme dé
ritdans la se
tion 2.3.3), permet d'envisager la des
ription temporelle de l'é
oulementzonal et non-zonal et du 
hamp magnétique à l'intérieur du noyau aux é
helles detemps de la variation sé
ulaire.De plus, les non-linéarités du système fourniront une information sur les é
hellesspatiales 
ara
téristiques dans le noyau. En e�et, l'étude traditionnelle des é
oule-ments dans le noyau est limitée aux grandes é
helles, à 
ause de la limitation du
hamp observé aux grandes é
helles. Les méthodes d'ensemble et l'étude du spe
tred'énergie du 
hamp magnétique permettent de gagner des informations sur les pe-tites é
helles du 
hamp magnétique. Dans les inversions par assimilation de données,la des
ription des petites é
helles du 
hamp de vitesse et du 
hamp magnétique sera
ontrainte par la dynamique non-linéaire. La des
ription des mé
anismes sur desé
helles de temps 
ourtes est également un moyen d'appréhender la 
ompréhensionglobale de la dynamo.Les méthodes d'assimilation de données sont adaptées pour quanti�er le pouvoirprédi
tif d'une hypothèse physique, 
omme i
i l'hypothèse quasi-géostrophique. Enpratique il s'agit par exemple de réaliser l'étude sur une période donnée, puis depoursuivre l'intégration temporelle au-delà et de 
omparer ave
 des observations quin'ont pas servi à minimiser la fon
tion 
oût. D'autres appro
hes pour la dynamiquedu noyau peuvent être testées, de même, au regard des observations, 
omme par
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tives 109exemple la 
ara
térisation des propriétés ondulatoires des ondes hydromagnétiquesdans le noyau ou une étude de la dynamique dans l'état de Taylor. Cette appro
heplus générale permet peut-être d'envisager des études sur des périodes plus longuesque 
elles de la variation sé
ulaire. En e�et, le modèle quasi-géostrophique reposesur le fait que les é
helles de temps 
ara
téristiques de la variation sé
ulaire, de l'an-née au siè
le, sont petites devant le temps de di�usion magnétique dans le noyau, del'ordre de 104 ans. Dans 
e 
as, sera-t-on en mesure, ave
 
ette approximation, d'uti-liser les observations paléomagnétiques pour étudier la variation sé
ulaire sur lesderniers milliers d'années ? On peut également se demander quel est l'impa
t, sur ladynamique dé
rite, de l'absen
e des for
es d'Ar
himède dans la des
ription du mo-dèle et si leur présen
e sera né
essaire pour améliorer l'a

ord entre les prédi
tionsdu 
hamp magnétique et les observations de variation sé
ulaire. La des
ription desfor
es d'Ar
himède se fait en restant dans le 
adre quasi-géostrophique mais ajouteune équation d'évolution de la température ou plus généralement de la 
o-densité.Du 
�té de l'autre extrême des é
helles de temps de la variation sé
ulaire, on espèrealler vers une meilleure des
ription de la physique rapide, à l'origine des variationsrapides de l'a

élération sé
ulaire mises en avant grâ
e aux modèles de donnéessatellitaires, dont les se
ousses magnétiques sont une des manifestations. Dans lamesure où l'énergie magnétique est forte par rapport à l'énergie 
inétique, de petits
hangements du 
hamp à l'intérieur du noyau peuvent engendrer des grands 
han-gements du 
hamp de vitesse, qui intéragissent ave
 le 
hamp radial, plus faible, à lafrontière noyau-manteau en provoquant des 
hangements importants de 
e 
hamp.Les inversions dynamiques permettent également de 
ontraindre la dynamiquedu noyau au 
÷ur du système Terre. En e�et, les 
ouplages entre le noyau et lemanteau ou la graine, sont liés à la dynamique du noyau et aux propriétés physiquesde la Terre profonde. Tout 
omme l'inversion de la partie 4 nous a permis de déduiredes informations sur la 
ondu
tan
e d'une 
ou
he 
ondu
tri
e à la base du manteau,on peut espérer arriver à une vision plus globale du système Terre ave
 l'aide desméthodes d'assimilation de données. Cette étude doit notamment être approfondieau regard du transfert de moment 
inétique qui semble se produire au niveau du
ylindre tangent, d'après les résultats d'assimilation.Une meilleure modélisation du 
hamp magnétique du noyauDu point de vue des données magnétiques, l'assimilation de données 
onne
te lesobservations par la dynamique du noyau. Les paramétrisations a
tuelles des obser-vations du 
hamp magnétique du noyau sont de grande é
helle par
e que les petitesé
helles sont �ltrées par le manteau, et par
e que le 
hamp magnétique 
rustaldomine les petites é
helles spatiales des observations. De plus, la qualité et la quan-tité des données, utilisées pour réaliser 
es paramétrisations, dépendent du temps.Comme l'état du système à un instant donné est estimé en utilisant les observa-tions de toute la fenêtre temporelle, l'assimilation de données peut être au 
÷urd'une nouvelle génération de modèles de 
hamp du noyau qui prennent en 
omptesa dynamique. Dans de tels modèles, l'interpolation spatiale et temporelle des don-nées est 
ontrainte par des lois physiques. De tels modèles d'une sour
e de 
hampmagnétique (i
i le 
hamp du noyau) aident également à mieux isoler 
ette sour
e etdon
 à isoler et 
omprendre les autres sour
es (magnétosphérique, ionosphérique ou
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rustale) du 
hamp géomagnétique. Certains modèles magnétiques sont destinés àla prévision du 
hamp magnétique. Ces prévisions 
on
ernent l'ensemble des sour
esde 
hamp géomagnétique. Les extrapolations des mesures magnétiques pro�terontde l'in
orporation de lois physiques grâ
e à l'assimilation de données. Cette ques-tion doit être toutefois abordée ave
 
elle de la prédi
tabilité du 
hamp magnétique,qui dépend de la dynamique du noyau.La mission spatiale SWARM a pour obje
tif d'améliorer la des
ription de toutesles sour
es de 
hamp magnétique terrestre. Con
ernant le 
hamp du noyau, nousbéné�
ierons en
ore longtemps de l'extension des séries temporelles des donnéespuisque les données dire
tes ne 
ouvrent a
tuellement qu'une fois l'ordre de gran-deur des é
helles de temps 
ara
téristiques de la variation sé
ulaire.



ANotations
A.1 Coordonnées spatiales et temporelles

r rayon sphérique
θ 
olatitude
ϕ longitude
s rayon 
ylindrique
z dire
tion de l'axe de rotation
es ve
teur unitaire selon s
eϕ ve
teur unitaire selon ϕ
ez ve
teur unitaire selon z (déterminant l'axe de rotation)
eθ ve
teur unitaire selon θ
Σ plan équatorial du noyau
t tempsA.2 Physique du noyau

RT rayon de la Terre
η di�usivité magnétique du �uide dans le noyau
σ 
ondu
tivité éle
trique du �uide
ρ masse volumique du �uide
ν vis
osité du �uide
κ notation qui regroupe les di�usivités thermique et 
himique
Ω vitesse angulaire de rotation de la Terre
B indu
tion magnétique dans le noyau ; (Bs, Bϕ, Bz) en 
oordonnées 
ylindriques,

(Br, Bθ, Bϕ) en 
oodronnées sphériques
Br 
hamp magnétique radial
Ḃr variation sé
ulaire
A fon
tion �ux magnétique
u vitesse du �uide ; (us, uϕ, uz) en 
oordonnées 
ylindriques
uH vitesse du �uide tangente à la surfa
e du noyau
ζ vorti
ité du �uide
ζz vorti
ité axiale du �uide
ωg vitesse angulaire géostrophique du �uide
Ψ fon
tion de 
ourant pour le �uide 111



112 A. Notations
C 
o-densité du �uide
Π 
hamp de pression dans le noyau
Π′ 
hamp de pression modi�é (pression �uide et potentiel asso
ié à la for
e 
entrifuge)
j densité volumique de 
ourants éle
triques dans le noyau
g 
hamp de gravité pris à la surfa
e du noyau
h demi-hauteur de 
olonne dans le noyau
〈·〉 moyenne dans la dire
tion de l'axe de rotation
{·} moyenne sur un 
ylindre géostrophique
G 
ondu
tivité de la 
ou
he 
ondu
tri
e à la base du manteauA.3 Adimensionnement

Bo intensité typique du 
hamp magnétique
l longueur typique
U vitesse du �uide
ro rayon du noyau sans dimension
ri rayon de la graine sans dimension
Go 
ondu
tivité typique d'une 
ou
he 
ondu
tri
e à la base du manteau
VA vitesse des ondes d'Alfvén
TA période des ondes d'Alfvén
Tη temps de di�usion magnétique

Tadv temps d'adve
tion
S nombre de Lundquist
λl nombre de Lehnert (
onstruit ave
 la longueur l)
Rm nombre de Reynolds magnétique
E nomnbre d'Ekman
Ro nombre de Rossby
Pr nombre de Prandtl
Pm nombre de Prandtl magnétique
Λ nombre d'ElsasserA.4 Observations du 
hamp magnétique

X 
omposante Nord du 
hamp magnétique terrestre
Y 
omposante Est du 
hamp magnétique terrestre
Z 
omposante verti
ale vers le bas du 
hamp magnétique terrestre
H norme horizontale du 
hamp magnétique terrestre
F norme totale du 
hamp magnétique terrestre
I in
linaison du 
hamp magnétique terrestre(angle entre le ve
teur 
hamp magnétique et l'horizontale)
D dé
linaison du 
hamp magnétique terrestre(angle entre le Nord magnétique et le Nord géographique)
V potentiel magnétique dans un zone sans sour
es de 
hamp



A.7. Problème inverse et assimilation 113A.5 Unités km/an kilomètres par ansmT milliTeslanT nanoTeslaA.6 Harmoniques sphériques et séries de Fourier
n degré harmonique
m ordre harmonique
Pm

n polyn�me de Legendre ave
 semi-normalisation de S
hmidt
gm
n , hm

n 
oe�
ients de Gauss (des
ription du 
hamp magnétique par des harmoniques sphériques)
Φ fon
tion représentant la paramétrisation temporelle du 
hamp magnétiqueou du 
hamp de vitesse pour le problème inverse 
inématique

P
(1,0)
L polyn�me de Ja
obi de degré L
tmn 
oe�
ients toroïdaux du 
hamp de vitesseA.7 Problème inverse et assimilation

J fon
tion 
oût
y ve
teur d'observation
H opérateur d'observation
H opérateur d'observation linéaire
ǫ erreur d'observation
R matri
e de 
ovarian
e d'erreurs d'observation
fy fréquen
e temporelle des observations
x état du système
x0 
ondition initiale
M modèle numérique
ǫM erreur modèle
Q matri
e de 
ovarian
e d'erreur modèle
W matri
e de régularisation
T période d'assimilation
·t quantité vraie
·g estimation initiale
·b ébau
he
·f quantité prédite
·a solution (analyse)
Pb matri
e de 
ovarian
e d'erreur d'ébau
he
αc amplitude de régularisation
·T opérateur transposé
a ve
teur adjoint

〈·, ·〉 produit s
alaire





BAnnexes pour le modèlequasi-géostrophique
B.1 Équation d'indu
tion au premier ordreSeule la partie d'ordre 0 de l'é
oulement a été utilisée pour é
rire les équations (2.38)à (2.40). Dans 
es équations, on peut souhaiter prendre en 
ompte la 
omposanteverti
ale de l'é
oulement. Elle entre dans le terme de Coriolis dans l'équation (2.36)et dans l'équation d'indu
tion à la frontière noyau-manteau (équation (2.26)).Dans 
e 
as, l'in
ompressibilité est assurée en dé�nissant

uNZ
E (s, ϕ) = γ(s) [∇ × Ψ(s, ϕ)ez] ; (B.1)et l'équation de 
ontinuité pour uNZ

E + u1
zez donne γ(s) = h−1(s).Le 
hamp de vorti
ité non-zonale ζ est alors dé�ni par ζ = ∇ × uNZ

E , et sa
omposante verti
ale est
ζz(s, ϕ) = −∇2

E

[

h−1(s)Ψ(s, ϕ)
]

. (B.2)Finalement, le jeu d'équations (2.38) à (2.40) devient
∂t

〈

B2
s

〉

= − [u · ∇]
〈

B2
s

〉

− 2s−1
〈

B2
s

〉

us − 2s−1
〈

B2
s

〉

∂ϕuϕ + 2s−1 〈BsBϕ〉 ∂ϕus,(B.3)
∂t

〈

B2
ϕ

〉

= − [u · ∇]
〈

B2
ϕ

〉

− 2
〈

B2
ϕ

〉

∂sus + 2s 〈BsBϕ〉 ∂s

(

s−1uϕ

)

, (B.4)
∂t 〈BsBϕ〉 = − [u · ∇] 〈BsBϕ〉 + s

〈

B2
s

〉

∂s

(

s−1uϕ

)

+ s−1
〈

B2
ϕ

〉

∂ϕus

− [∇E · u] 〈BsBϕ〉 . (B.5)B.2 Inégalité de Cau
hy-S
hwarzOn s'intéresse i
i au 
omportement des quantités quadratiques, 〈

B2
s

〉, 〈

B2
ϕ

〉 et
〈BsBϕ〉, du modèle quasi-géostrophique dé
rit par les équations (2.36), (2.37) et(2.38) à (2.40).L'approximation quasi-géostrophique pro�te de la bi-dimensionalisation del'é
oulement, justi�ée par la petitesse du nombre de Lehnert, pour pla
er la dyna-mique dans le plan équatorial. Dans d'autres modèles quasi-géostrophiques (S
haef-fer et Cardin 2006), la for
e de Lorentz est dé
rite en trois dimensions alors que 115



116 B. Annexes pour le modèle quasi-géostrophiquedans notre appro
he, la for
e de Lorentz est moyennée verti
alement ; les quanti-tés 〈

B2
s

〉, 〈

B2
ϕ

〉 et 〈BsBϕ〉 sont des intégrales selon l'axe de rotation de quantitésquadratiques du 
hamp magnétique.Dans la partie 2.3.3, nous prenons la moyenne verti
ale de l'équation de Navier-Stokes, puis le rotationnel de l'équation résultante. Mais si on 
onsidère que laquasi-géostrophie est une invarian
e axiale de la vorti
ité, on peut préférer prendrele rotationnel, puis intégrer en z.Ces deux appro
hes di�èrent par un terme de volume et les termes de surfa
eque l'intégration en z genère sur les quantités de la for
e de Lorentz. En e�et, onest alors dans le 
adre du théorème de Leibniz qui prend en 
ompte la situation dela dérivée en s, par exemple, d'une intégrale dont les bornes, i
i la demi-hauteur de
olonne h, dépendent de s

∂

∂s
〈u〉 =

∂

∂s

[

1

2h

∫ h

−h
u (s, ϕ, z) dz

]

= − β

2h

∫ h

−h
u (s, ϕ, z) dz +

1

2h

d

ds

∫ h

−h
u (s, ϕ, z) dz.Ce
i se réé
rit, ave
 la notation 2.32

∂

∂s
〈u〉 =

〈

∂u

∂s

〉

+ β

[

u (s, ϕ, h) + u (s, ϕ,−h)

2
− 〈u〉

]

. (B.6)Cette dernière équation montre que la dérivée de l'intégrale di�ère de l'intégralede la dérivée par un terme de surfa
e et un terme de volume (le dernier termedu membre de droite) d'amplitude β (équation 2.31). Cette appro
he s'étend à la
omposante verti
ale du rotationnel
(∇ × 〈u〉)z = 〈(∇ × u)z〉 +

β

2
[uϕ (s, ϕ, h) + uϕ (s, ϕ,−h) − 2 〈uϕ〉] . (B.7)Dans 
e 
as, le dernier terme du membre de droite est un terme de volume azimutal.Ces intégrales faisaient intervenir un très grand nombre de termes de surfa
e quenous avons négligés par
e que nous pensons que le 
hamp magnétique à la surfa
edu noyau est de plus faible intensité que le 
hamp dans le volume du noyau.D'autre part, les quantités quadratiques 〈

B2
s

〉, 〈

B2
ϕ

〉 et 〈BsBϕ〉 ne sont pas
omplètement indépendantes. En e�et, l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz dans le 
adrede nos équations indique que
〈

B2
s

〉

≥ 0, (B.8)
〈

B2
ϕ

〉

≥ 0, (B.9)
〈BsBϕ〉 ≤

√

〈B2
s 〉

〈

B2
ϕ

〉

. (B.10)Le 
ode dire
t, dé
rit par les équations (2.36), (2.37) et (2.38) à (2.40) a étémis en ÷uvre pendant la thèse. Certains tests numériques ont porté sur les mou-vements zonaux (équations (2.37) et (2.38) à (2.40), sans l'équation (2.36)). Defaçon empirique, on a remarqué que si les 
onditions initiales des quantités qua-dratiques satisfaisaient l'inegalité stri
te, alors l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et les
onditions de positivité des produits quadratiques sont satisfaites sur l'ensemblede l'intégration temporelle. Ce résultat est rassurant 
ompte-tenu des approxima-tions présentées 
i-dessus pour aboutir au modèle. En revan
he, si à l'état initial
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〈BsBϕ〉 =

√

〈B2
s 〉

〈

B2
ϕ

〉 alors des entorses à l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et à lapositivité des produits quadratiques peuvent survenir pendant l'intégration tempo-relle. Ces entorses sont très faibles, mais leur amplitude dépend du pas de temps
hoisi pour l'intégration. Si la résolution est su�sante, alors l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz est satisfaite.





CDéveloppements pour le modèle� SCALP �
Je dé
ris dans 
ette partie des développements en 
ours. Ces développements
on
ernent la variante du modèle quasi-géostrophique faisant intervenir le poten-tiel magnétique A (dé
rit dans la se
tion 2.3.4) 
omme alternative aux quantitésquadratiques du 
hamp magnétique (se
tion 2.3.3). Cette alternative impose uneinvarian
e axiale du 
hamp magnétique (in
lut dans les solutions du modèle de lase
tion 2.3.3) mais permet l'in
lusion de di�usion magnétique dans le volume 
equi peut fa
iliter le travail numérique.Les résultats obtenus dans le 
hapitre 4, un 
hamp magnétique fort dans le vo-lume du noyau, nous 
onfortent dans l'idée de travailler dans un premier temps sansles termes d'inertie, dans l'approximation magnétostrophique. Le modèle � SCALP �(pour s
alar potential en anglais) est alors le suivant

− 2β

λs
∂ϕΨ = Bs∂s∇2

EA +
Bϕ

s
∂ϕ∇2

EA, (C.1)
∂tA = −1

s
∂ϕΨ∂sA +

1

s
∂sΨ∂ϕA + S−1∇2

EA, (C.2)
∂tBr = − 1

sin θ cos θ
∂ϕΨ∂θBr +

1

sin θ cos θ
∂θΨ∂ϕBr +

1

cos2 θ
ΨNZ∂ϕBr.(C.3)ave
 le Lapla
ien équatorial

∇2
E = s−1∂s (s∂s) + s−2∂2

ϕ. (C.4)Tout d'abord, l'équation (C.1) seule, ainsi que son adjointe, ont été mises en÷uvre pour une étude qui 
onsiste à assimiler des données d'é
oulement non-zonal (
es pseudo-observations partent du même type d'inversion que les pseudo-observations du 
hapitre 4), dans l'obje
tif de 
onnaître le potentiel magnétique Aqui en est à l'origine.D'une part, 
ette étude dans laquelle les observations étaient la fon
tion de
ourant aux points de grille, et non pas des 
oe�
ients harmoniques, nous 
onfortedans l'idée de ne travailler qu'ave
 un nombre réduit de modes harmoniques dans unpremier temps. En e�et, les solutions développent des petites é
helles. D'autre part,le 
hamp magnétique retrouvé est également de l'ordre de quelques milliTeslas.Dans la re
her
he d'une appro
he progressive, on va s'intéresser à la versionlinéarisée du modèle � SCALP � autour d'un état stationnaire du 
hamp de vitesse, 119



120 C. Développements pour le modèle � SCALP �
Ψ̄ est la fon
tion de 
ourant stationnaire, et du 
hamp magnétique Ā. On 
her
heradon
 par assimilation de données géomagnétiques, les é
arts à 
et état stationnaire,
Ψ̃ et Ã, et le 
hamp magnétique radial à la frontière noyau-manteau Br. Travaillerave
 une version linéaire, nous assure d'avoir une fon
tion 
oût quadratique pourle problème inverse.Les versions linéarisées des deux premières équations (C.1) et (C.2) sont réso-lues dans le plan équatorial tandis que Br évolue à la frontière noyau-manteau.Par ailleurs, on travaille ave
 une dé
omposition de Fourier en longitude et unedé
omposition pseudo-spe
trale (noeuds de Gauss-Legendre-Lobatto) en rayon 
y-lindrique dans le plan équatorial ou en latitude à la surfa
e du noyau (par exemple,Fournier et al. 2005). On se donne également la possibilité d'avoir une tron
aturedi�érente selon les variables. En e�et, dans l'équilibre magnétostrophique (C.1), lafon
tion de 
ourant 
orrespond grossièrement au 
arré du potentiel magnétique. En
onséquen
e, la 
onnaissan
e de l'é
oulement jusqu'au degré mΨ ne permet d'avoirdes informations seulement jusqu'au degré mA = mΨ/2. Cependant, l'assimila-tion de données permet justement de pallier 
et aspe
t 
ritique en introduisant ladimension temporelle au problème.L'é
oulement de base stationnaire Ψ̄ sera le résultat d'une inversion d'ensemble(Gillet et al. 2009b), moyenné sur la période d'étude. Le potential s
alaire debase, Ā, sera le résultat de l'inversion de l'équation C.1, seule, à partir de pseudo-observations de Ψ̄. Les observations seront tout d'abord des 
oe�
ients de Gaussissus d'un modèle de 
hamp magnétique du noyau à la frontière noyau-manteau.Cette appro
he, linéaire ou non linéaire, à l'intérêt de réunir deux inversions(modèles de 
hamp magnétique vers modèle de 
hamp de vitesse et modèle de
hamp de vitesse vers 
hamp magnétique à l'intérieur du noyau). De plus, la dyna-mique permet d'obtenir l'évolution temporelle du 
hamp magnétique et du 
hampde vitesse à l'intérieur du noyau sur la période étudiée, 
ohérents ave
 les observa-tions du 
hamp magnétique de 
ette période.



DObtention de 
odes adjoints
Cette annexe dé
rit l'obtention de 
odes adjoints à partir de séquen
es dire
tessimples dans le but d'expliquer l'obtention de 
odes adjoints plus 
omplets et plus
ompliqués. On s'intéresse don
 prin
ipalement à la formulation du modèle adjoint

M ′T de l'équation (3.31). Le lien ave
 les observations (se
ond membre de droitede l'équation 3.31) est à la base du 
al
ul du gradient, il est mis en avant dans le
orps de la thèse par les équations qui pré
èdent l'équation (3.31), et dans 
etteannexe par la séquen
e 4.La majorité des exemples suivants 
on
ernent l'obtention de l'adjoint d'uneséquen
e linéaire. En e�et, si la séquen
e est non-linéaire, on é
rit le 
ode linéairetangent a�n de dériver l'adjoint, en se ramènant à une séquen
e linéaire à 
haquefois.Dans un premier temps les variables sont des fon
tions de l'espa
e uniquement(et sont dis
rétisées sur les mêmes points de grille). Je donne ensuite un exempledépendant du temps, dans le 
adre d'un s
héma en temps d'Euler expli
ite d'ordre1. Les prin
ipales variables de 
ette annexe sont A,B et C, Ã, B̃ et C̃ sont leursdi�érentielles, et ADA,ADB et ADC sont les variables adjointes.Séquen
e 1Code dire
t :
A = B. (D.1)Ce 
ode dire
t signi�e également :
A = B (D.2)
B = B. (D.3)Le 
ode linéaire tangent est identique au 
ode dire
t dans 
e 
as simple :
Ã = B̃ (D.4)
B̃ = B̃. (D.5)Il peut s'é
rire sous forme matri
ielle (
ette é
riture permet de bien anti
iper l'ad-joint)

[

Ã

B̃

]

=

[

0 I
0 I

]

×
[

Ã

B̃

]

, (D.6) 121



122 D. Obtention de 
odes adjointsdans laquelle I est la matri
e identité. Soit M̃ la matri
e du modèle linéaire tangent ;dans 
e premier exemple,
M̃ =

[

0 I
0 I

]

. (D.7)La matri
e adjointe est la transposée de M̃ dans laquelle 
ha
une des 
ases estégalement la transposée. Plus pré
isément, on asi M̃ =

[

X Y
Z K

] , alors MT =

[

XT ZT

Y T KT

]

, (D.8)où X,Y,Z et K sont des opérateurs et ave
 un exposant T pour la transposée.Dans notre exemple, sa
hant que IT = I on a
MT =

[

0 0
I I

]

. (D.9)La séquen
e adjointe s'é
rit don
, en appelant ADA la variable adjoint de A et
ADB la variable adjointe de B

ADB = ADA + ADB (D.10)
ADA = 0. (D.11)Cette séquen
e adjointe ne fait pas intervenir les variables dire
tes 
e qui estnormal pour une séquen
e dire
te linéaire mais 
e n'est pas le 
as pour une séquen
enon-linéaire (voir la séquen
e 5 pour un exemple non-linéaire).Séquen
e 2Code dire
t :

A = DB (D.12)
B = B, (D.13)dans 
ette séquen
e la matri
e D n'est pas une variable mais un opérateur (dedérivation, par exemple).Le 
ode linéaire tangent est dans 
e 
as :
Ã = DB̃ (D.14)
B̃ = B̃ (D.15)Il peut s'é
rire sous forme matri
ielle

[

Ã

B̃

]

=

[

0 D
0 I

]

×
[

Ã

B̃

]

. (D.16)Soit M̃ la matri
e du modèle linéaire tangent. Dans 
e se
ond exemple
M̃ =

[

0 D
0 I

]

. (D.17)



123La matri
e adjointe MT est la transposée de M̃ dans laquelle 
ha
une des 
asesest également la transposée :
MT =

[

0 0
DT I

]

. (D.18)Remarque : si l'opérateur di�érentiel 
ontinu est auto-adjoint, l'opérateur dis-
ret ne l'est pas. En 
onséquen
e j'ai é
rit DT pour la transposée de la matri
ede dérivation. On obtient DT après une des
ription pré
ise de la matri
e D. Parexemple, en reprenant la partie du modèle dire
t A = DB alors si on a 4 point degrilles (notés i de 1 à 4) on peut é
rire le s
héma de dérivation de la façon suivante
A(i) =

B(i + 1) − B(i)

∆x
(D.19)et si A est dé�ni sur la même grille que B. On a besoin d'une 
ondition pour B(4),par exemple B(4) = 0. Dans 
e 
as l'adjoint de A(4) = 0 est ADA(4) = 0 ; 
ettequantité (A(4) = 0) ne peut pas faire partie du ve
teur de 
ontr�le puisqu'on la
onnaît et qu'on l'impose en 
onséquen
e. D'ailleurs, A(4) n'est pas in
lu dans le
al
ul de D qui n'est alors plus 
arrée mais re
tangulaire :







˜A(1)
˜A(2)
˜A(3)






=





−1/∆x 1/∆x 0 0
0 −1/∆x 1/∆x 0
0 0 −1/∆x 1/∆x



 ×











˜B(1)
˜B(2)
˜B(3)
˜B(4)











. (D.20)L'adjoint de D est alors
DT =









−1/∆x 0 0
1/∆x −1/∆x 0

0 1/∆x −1/∆x
0 0 1/∆x









. (D.21)Après 
ette pré
ision sur la matri
e DT , la séquen
e adjointe 
omplète est
ADB = ADB + DT ADA, (D.22)
ADA = 0. (D.23)Séquen
e 3Code dire
t :

A = LDA (D.24)
B = B, (D.25)dans 
ette séquen
e la matri
e L est un autre opérateur (un lapla
ien, par exemple).Le 
ode linéaire tangent est identique au 
ode dire
t dans 
e 
as simple :
Ã = LDB̃ (D.26)
B̃ = B̃ (D.27)
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odes adjointsIl peut s'é
rire sous forme matri
ielle
[

Ã

B̃

]

=

[

0 LD
0 I

]

×
[

Ã

B̃

]

. (D.28)Soit M̃ la matri
e du modèle linéaire tangent. Dans 
e troisième exemple
M̃ =

[

0 LD
0 I

] (D.29)La matri
e adjointe MT est la transposée M̃ dans laquelle 
ha
une des 
asesest également la transposée.
MT =

[

0 0
DT LT I

]

. (D.30)Comme pré
isé page 57, l'adjoint d'une séquen
e (LD) d'opérateurs est la sé-quen
e prise dans le sens inverse les transposées de 
es opérateurs (DT LT ).La séquen
e adjointe s'é
rit
ADB = ADB + DTLT ADA, (D.31)
ADA = 0. (D.32)Séquen
e 4 : Lien ave
 les observationsJe montre deux exemples 
on
ernant le lien ave
 les observations, un troisièmeexemple reprend l'exemple 2 de façon 
ontinue à titre pédagogique.Exemple 1 : Le premier exemple reprend le 
ode dire
t de la séquen
e 1, deplus, on observe la variable A. Le 
ode dire
t est don
 :

A = B, (D.33)
B = B (D.34)Puis on 
al
ule l'é
art ave
 les observations. Les observations y sont reliées à lavariable A par l'opérateur d'observations H

y = HA + ǫ, (D.35)où ǫ sont les erreurs d'observations.La fon
tion 
oût vaut J = (HA − y)TR−1(HA − y). Le modèle adjoint de laséquen
e 1 spé
i�e la partie M
′T de l'équation 3.31, le se
ond membre de droite de
ette équation valant H

TR−1(HA − y), 
e qui donne
ADB = ADA + H

TR−1(HA − y) (D.36)
ADA = 0. (D.37)



125Exemple 2 : le premier exemple réutilisait les équations (3.28) à (3.31). Dansl'exemple suivant, je reprends l'ensemble de 
es équation (3.28) à (3.31) pour un
as simple
Ai+1 = kAi, (D.38)où k est une 
onstante. De plus, i = [0; 1; 2], et on observe la variable A dire
tement(H = I) à 
haque instant :

y = [Ao
0, A

o
1, A

o
2]

T + [ǫ0, ǫ1, ǫ2]
T , (D.39)où ǫi sont les erreurs d'observation. La matri
e de 
ovarian
e d'erreur d'observation

R s'é
rit dans 
e 
as
R =





ǫT
0 ǫ0 0 0
0 ǫT

1 ǫ1 0
0 0 ǫT

2 ǫ2



 =





R00 0 0
0 R11 0
0 0 R22



 (D.40)Le modèle dire
t s'é
rit
A1 = kA0, (D.41)
A2 = kA1 = k2A0. (D.42)De même le modèle linéaire tangent s'é
rit
Ã1 = kÃ0, (D.43)
Ã2 = kÃ1 = k2Ã0. (D.44)La fon
tion 
oût est la somme

JH(A0) =
1

2
[A0 − Ao

0]
T R−1

00 [A0 − Ao
0] +

1

2
[A1 − Ao

1]
T R−1

11 [A1 − Ao
1]

+
1

2
[A2 − Ao

2]
T R−1

22 [A2 − Ao
2] . (D.45)La di�érentielle de la fon
tion 
oût est alors

ĴH(A0, Ã0) = Ã0R
−1
00 [A0 − Ao

0] + Ã1R
−1
11 [A1 − Ao

1] + Ã2R
−1
22 [A2 − Ao

2] . (D.46)On met en éviden
e la linéarité par rapport à Ã0 en réé
rivant ĴH(A0, Ã0) enutilisant le développement du modèle linéaire tangent
ĴH(A0, Ã0) = Ã0R

−1
00 [A0 − Ao

0] + kÃ0R
−1
11 [A1 − Ao

1] + k2Ã0R
−1
22 [A2 − Ao

2] .(D.47)Par dé�nition, le gradient de JH dans la dire
tion A0 est
∇A0

JH = R00 [A0 − Ao
0] + kR−1

11 [A1 − Ao
1] + k2R−1

22 [A2 − Ao
2] . (D.48)Si je dé�nis la variable adjointe ADA telle que

ADAi = kADAi+1 + R−1
ii [Ai − Ao

i ] , (D.49)
ADA3 = 0, (D.50)
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odes adjointsalors
∇A0

JH = ADA0. (D.51)En e�et, 
al
ulons, de façon rétrograde,
ADA3 = 0,

ADA2 = kADA3 + R−1
22 [A2 − Ao

2] ,

ADA1 = kADA2 + R−1
11 [A1 − Ao

1] ,

ADA0 = kADA1 + R−1
00 [A0 − Ao

0] ,

= k2ADA2 + kR−1
11 [A1 − Ao

1] + R−1
00 [A0 − Ao

0] ,

= k2R−1
22 [A2 − Ao

2] + kR−1
11 [A1 − Ao

1] + R−1
00 [A0 − Ao

0] ,
e qu'il fallait démontrer.Exemple 3 : Lien entre l'exemple 2 et l'appro
he 
ontinue Il faut toutd'abord re
onnaître que le modèle dire
t de l'exemple 2
Ai+1 = kAi, (D.52)
orrespond à l'équation :
∂tA =

k − 1

∆t
A, (D.53)

A(0) = A0, (D.54)si le s
héma en temps qui était 
hoisi est un s
héma d'Euler expli
ite d'ordre 1.Le modèle linéaire tangent est alors
∂tÃ =

k − 1

∆t
Ã, (D.55)

Ã(0) = Ã0, (D.56)La fon
tion 
oût s'é
rit de façon 
ontinue
JH(A0) =

1

2

∫ T

0
(A − Ao)TR−1(A − Ao)dt. (D.57)La di�érentielle de JH est alors

J̃H(A0, Ã0) =

∫ T

0
ÃR−1(A − Ao)dt. (D.58)Par dé�nition, le gradient de JH dans la dire
tion A0 est la quantité X telle que

J̃H(A0, Ã0) = XÃ0. (D.59)Pour mettre en éviden
e la linéarité de J̃H(A0, Ã0) par rapport à Ã0 je multiplies
alairement l'équation D.55 par la variable adjointe (i
i P = ADA, pour alléger



127l'é
riture des équations suivantes) et on intègre sur le domaine (i
i, tout 
ommedans l'exemple pré
édent, en temps uniquement) :
∫ T

0

(

∂tÃ
)

Pdt −
∫ T

0

k − 1

∆t
ÃPdt = 0, (D.60)on modi�e 
ette quantité en faisant une intégration par parties

ÃT PT − Ã0P0 −
∫ T

0
(∂tP ) Ãdt −

∫ T

0

k − 1

∆t
PÃdt = 0. (D.61)Par dé�nition, on se donne PT = 0. Il reste don


− Ã0P0 −
∫ T

0

(

∂tP +
k − 1

∆t
P

)

Ãdt = 0. (D.62)Par ailleurs, Ã0 est la quantité dont on souhaite montrer la linéarité de J̃H(A0, Ã0).Si on pose
∂tP +

k − 1

∆t
P = R−1(A − Ao), (D.63)

PT = 0, (D.64)alors l'équation D.62 se réé
rit
− Ã0P0 −

∫ T

0
R−1 (A − Ao) Ãdt = 0, (D.65)

−Ã0P0 = J̃H(A0, Ã0), (D.66)en utilisant l'équation D.58. Ce
i signi�e, d'après la dé�nition D.59, que le gradientvaut −P0.Le lien ave
 le 
ode adjoint dis
ret de l'exemple 2 peut se faire en réalisant quel'adjoint d'un s
héma d'Euler expli
ite sera un s
héma d'Euler impli
ite.Séquen
e 5 : Non-linéaireCode dire
t (A,B,C sont trois variables d'état) :
A = B ∗ C (D.67)
B = B (D.68)
C = C. (D.69)Le 
ode linéaire tangent est

Ã = B̃ ∗ C + B ∗ C̃ (D.70)
B̃ = B̃ (D.71)
C̃ = C̃. (D.72)Il peut s'é
rire sous forme matri
ielle





Ã

B̃

C̃



 =





0 C B
0 I 0
0 0 I



 ×





Ã

B̃

C̃



 . (D.73)



128 D. Obtention de 
odes adjointsLa matri
e adjointe MT est la transposée
MT =





0 0 0
C I 0
B 0 I



 . (D.74)Dans 
ette matri
e, B et C sont les variables, on ne prend don
 pas leur trans-posée. Elles sont présentes 
ar le 
ode dire
t était non-linéaire du point de vue desvariables de 
ontr�le. Le 
ode adjoint est
ADB = ADB + C ∗ ADA (D.75)
ADC = ADC + B ∗ ADA (D.76)
ADA = 0 (D.77)Il est logique que l'adjoint de A soit nul puisque dans le 
ode dire
t, A n'estqu'un produit du modèle dire
t mais ne rétroagit pas sur B et C.Notons que dans 
et exemple non-linéaire, on a besoin de sauvegarder B et Cqui sont utilisées pour l'intégration rétrograde du 
ode adjoint.Séquen
e 6 : Dérivée temporelleCode dire
t :

∂A

∂t
= B, (D.78)la variable A dépend du temps (indi
e i) et de l'espa
e, mais la variable B ne dépendque de l'espa
e.On 
hoisit un s
héma d'Euler expli
ite d'ordre 1 pour dis
rétiser la dérivée entemps (tous les autres s
hémas en temps sont possibles, il su�t d'é
rire à part lesadjoints des séquen
es d'initialisation dans le 
as de s
hémas en temps d'ordressupérieurs). Le 
ode dire
t s'é
rit expli
itement

A(i + 1) = A(i) + ∆tB, (D.79)où ∆t est le pas de temps.Le 
ode linéaire tangent est le même dans 
e 
as simple :
Ã(i + 1) = Ã(i) + ∆tB̃, (D.80)ou de façon équivalente
Ã(i + 1) = Ã(i) + ∆tB̃, (D.81)

Ã(i) = Ã(i), (D.82)
B̃ = B̃. (D.83)Il peut s'é
rire sous forme matri
ielle





Ã(i)

Ã(i + 1)

B̃



 =





I 0 0
I 0 ∆tI
0 0 I



 ×





Ã(i)

Ã(i + 1)

B̃



 (D.84)



129La matri
e adjointe MT est la transposée




ADA(i)
ADA(i + 1)

ADB



 =





I I 0
0 0 0
0 ∆tI I



 ×





ADA(i)
ADA(i + 1)

ADB



 . (D.85)Les équation adjointes sont don

ADB = ADB + ∆tADA(i + 1) (D.86)

ADA(i) = ADA(i) + ADA(i + 1) (D.87)
ADA(i + 1) = 0. (D.88)Dans 
et exemple, je montre l'adjoint de la séquen
e temporelle. Seul A(0) nousintéresse in �ne par dé�nition du gradient. On vide don
 A(i+1) à 
haque itération.On voit également dans 
et exemple l'adjoint d'un paramètre qui ne dépend pasdu temps, B (mais qui peut dépendre de l'espa
e). Il est nourri par l'ensemble dela traje
toire temporelle de ADA puisqu'à 
haque itération on reprend ADB et onlui ajoute ADA(i + 1).Si on observe A dans 
et exemple, on 
al
ule les é
arts aux observations (de ma-tri
e de 
ovarian
e d'erreur R) sur l'ensemble de la fenêtre temporelle (Ny époquesd'observations)

J =

Ny
∑

k=0

[HA(k) − y(k)]T R−1 [HA(k) − y(k)] , (D.89)et le modèle adjoint est 
omplété en 
onséquen
e par
ADB = ADB + ∆tADA(i + 1) (D.90)

ADA(i) = ADA(i) + ADA(i + 1) + δkiH
TR−1 [HA(k) − y(k)] (D.91)

ADA(i + 1) = 0. (D.92)J'ai utilisé un indi
e di�érent (k) pour le terme de forçage par les observations pourspé
i�er que 
e terme est dans l'espa
e des observations mais repasse dans l'espa
edu modèle par l'opérateur HT . Le δki signi�e qu'il n'y a 
e terme qu'aux époquesoù il y a des observations. La forme de H en temps peut alors être vue 
omme unpeigne de Dira
.



130 D. Obtention de 
odes adjointsSéquen
e 7 : passage de l'équation 3.42 aux équations 3.48 à 3.56Le membre de droite de l'équation 3.41 du modèle dire
t est une somme de troistermes. Je ne prends que le premier de façon à 
lari�er le passage au système adjoint.Le système se résume alors à
Ψo = Mθ

s Ψ,

Ḃr = (sin θ cos θ)−1 [∂θΨo∂ϕBr]

∂tBr = Ḃr. (D.93)Les variables d'état sont Ψ et Ψo (qui dépendent de l'espa
e mais pas du temps), Bret Ḃr. La variable Ψo est le projeté de Ψ à la frontière noyau-manteau, la proje
tionétant réalisée par la matri
e Mθ
s . Le système est non linéaire du point de vue desvariables de 
ontr�le. Une itération du modèle linéaire tangent s'é
rit

δΨo(i) = Mθ
s δΨ(i),

δḂr(i) = (sin θ cos θ)−1 [∂θΨo∂ϕδBr(i) + ∂θδΨo∂ϕBr(i)]

δBr(i + 1) = δBr(i) + ∆tδḂr(i). (D.94)Le modèle linéaire tangent 
ontient trois équations. Le modèle adjoint 
orres-pondra alors à la résolution de l'adjoint de la troisième équation, suivie de la ré-solution de l'adjoint de la se
onde équation, elle-même suivie de la résolution del'adjoint de la première équation.L'adjoint de la première équation est obtenu en utilisant l'é
riture matri
iellepour 
ette équation linéaire tangente
[

δΨo

δΨ

]

=

[

0 Mθ
s

0 0

]

×
[

δΨo

δΨ

]

. (D.95)La matri
e adjointe est alors
MT =

[

0 0

Mθ,T
s 0

]

, (D.96)et le 
ode adjoint :
ΨT (i) = Mθ,T

s ΨT
o (i) (D.97)

ΨT
o (i) = 0. (D.98)La troisième équation, δBr(i + 1) = δBr(i) + ∆tδḂr(i), est identique à la sé-quen
e 6 dé
rite plus haut en prenant A = Br et B = Ḃr. Par 
onséquent l'adjointde 
ette équation est

Ḃr
T

= Ḃr
T

+ ∆tB
T
r (i + 1) (D.99)

BT
r (i) = BT

r (i + 1) (D.100)
BT

r (i + 1) = 0. (D.101)



131L'adjoint de la se
onde équation (
elle dont on n'a pris qu'un seul terme parrapport au 
orps du texte pour fa
iliter la 
ompréhension) s'obtient de la façonsuivante. Je 
ommen
e par é
rire l'équation linéaire tangente sous forme matri
ielle




δΨ(i)
δBr(i)

δḂr(i)



 =





I 0 0
0 I 0

(sin θ cos θ)−1 ∂ϕBr∂θ (sin θ cos θ)−1 ∂θΨ∂ϕ 0



 ×





δΨ(i)
δBr(i)

δḂr(i)



 .(D.102)On a don

M̃ =





I 0 0
0 I 0

(sin θ cos θ)−1 ∂ϕBr∂θ (sin θ cos θ)−1 ∂θΨ∂ϕ 0



 . (D.103)La matri
e adjointe MT est la transposée de M̃ dans laquelle 
ha
une des 
asesest également la transposée :
MT =









I 0 ∂T
θ

[

(sin θ cos θ)−1 ∂ϕBr•
]

0 I ∂T
ϕ

[

(sin θ cos θ)−1 ∂θΨ•
]

0 0 0









, (D.104)
e qui signi�e que le modèle adjoint peut s'é
rire




ΨT (i)
BT

r (i)

Ḃr
T
(i)



 =









I 0 ∂T
θ

[

(sin θ cos θ)−1 ∂ϕBr•
]

0 I ∂T
ϕ

[

(sin θ cos θ)−1 ∂θΨ•
]

0 0 0









×





ΨT (i)
BT

r (i)

Ḃr
T
(i)



 . (D.105)L'é
riture matri
ielle n'est pas très expli
ite dans 
e 
as puisqu'à la pla
e du •se trouve la variable adjoint 
orrespondant, multiplié par un produit de Hadamard.Pour pré
iser, je réé
ris don
 les équations adjointes :
ΨT (i) = ΨT (i) + ∂T

θ

[

(sin θ cos θ)−1 ∂ϕBrḂr
T
(i)

]

, (D.106)
BT

r (i) = BT
r (i) + ∂T

ϕ

[

(sin θ cos θ)−1 ∂θΨḂr
T
(i)

] (D.107)
Ḃr

T
(i) = Ḃr

T
(i). (D.108)Les observations 
on
ernent la variable Ḃr.





E
Erratum sur le test du gradient
Dans le paragraphe 3.3.3, je montrais que le test du gradient n'était pas satisfait
e qui signi�ait un adjoint erroné. Cette remarque a fait l'objet de dis
ussions ave
l'un des rapporteurs. J'ai retravaillé sur 
e test après la soutenan
e 
e qui expliquela présen
e de 
ette annexe.E.1 L'erreurLe test du gradient 
onsiste à 
al
uler la quantité

F (α) = J(x0 + αδx0) − J(x0) − α 〈∇x0
J, δx0〉 (E.1)telle que détailée dans la se
tion 3.3.3. Pour réaliser 
e test, je faisais une erreurdans le 
al
ul de 〈∇x0

J, δx0〉. Il faut faire le produit s
alaire de 
es deux ve
teurs
∇x0

J et δx0 qui ont la même taille.Grâ
e à 
ela, j'ai pu réaliser que la partie de mes adjoints la plus impré
iseétait le passage de l'équateur à la frontière noyau-manteau (une interpolation d'unegrille à l'autre). Je donne quelques informations 
omplémentaires à propos de 
etest dans la se
tion suivante.E.2 Test d'un modèle simplePour bien 
omprendre le test du gradient, je pars i
i d'un 
as très simple :Le modèle dire
t prend la 
ondition initiale Y et 
al
ule
X = Y, (E.2)

X est ensuite relié aux observations par un opérateur identité.La fon
tion 
oût vaut alors
J(Y ) =

1

2
(Xf − Xobs)2. (E.3)Pour l'état vrai, je 
hoisis Y t = 3, on a alors Xobs = 3. Pour la premièreestimation, prenons Y g = 0, alors Xf = 0, et J(Y g) = 4.5.Le gradient de J est 
al
ulé ave
 le modèle adjoint qui se résume dans 
e 
as à

ADX = Xf − Xobs, (E.4)
ADY = ADX, (E.5)
ADX = 0. (E.6) 133
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F(alpha)
alpha
alpha^2
epsilon^J
epsilon^M=1.e-15Fig. E.1 � Test de gradient pour un 
as très simple, F (α) en fon
tion de α en noir.Pour référen
e, la 
ourbe rouge montre F (α) = α, la 
ourbe verte montre F (α) = α2et les droites bleues représentent les pré
isions ma
hine (tireté, ǫM = 6 10−17) et de lasoustra
tion (trait plein, ǫJ = 2.5 10−16 pour J = 4.5).On a don
 i
i ADY = −3Pour pro
éder au test du gradient, on 
hoisit une dire
tion de des
ente pour l'unedes variables de 
ontr�le, par exemple dY = 2. Alors le produit 〈∇Y J, dY 〉 = −6.On va faire varier α de 10 à 10−18.À 
haque fois, on 
al
ule Y pert = Y g + αdY et la fon
tion 
oût asso
iée à 
ette
ondition initiale perturbée.Ce
i nous permet de 
al
uler la quantité

F (α) = J(Y g + αdY ) − J(Y g) − α 〈∇Y J, dY 〉 , (E.7)représentée dans la �gure E.1. Dans 
e graphe log-log, la 
ourbe noire représente
F (α) en fon
tion de α. Le test est réussi si F (α) tend vers zéro 
omme α2, et nonpas 
omme α. Les 
ourbes vertes et rouges représentent les droites 
orrespondantsà α2 et α respe
tivement. I
i le test est réussi pour des valeurs d'α supérieures à
10−9. Pour les valeurs inférieures, F (α) est 
onstant. Dans le paragraphe suivant,je tente d'expliquer 
e plateau.La quantité F (α) met en ÷uvre la soustra
tion de deux nombres poten-tiellement grands (si le test du gradient est réalisé ave
 Y g assez loin de Y t),
[J(Y g + αdY ) − J(Y g)], puis utilise le résultat de 
ette soustra
tion pour une se-
onde soustra
tion de nombres petits [J(Y g + αdY ) − J(Y g)]− [α 〈∇Y J, dY 〉]. Lessour
es d'erreurs du test sont don
 de deux sortes : 1) Erreur dans le 
al
ul dugradient, et 2) Erreur d'arrondi de soustra
tion (en priorité 
elle des deux grandsnombres).La pré
ision de ma ma
hine est ǫM = 6 10−17 (en 
her
hant le plus grand ǫMtel que 1 + ǫM = 1).Cependant, je pense que l'on peut également 
al
uler la pré
ision du test dugradient en estimant l'erreur de la soustra
tion [J(Y g + αdY ) − J(Y g)], 
ette pré-
ision ǫJ est le plus grand ǫJ tel que J(Y g) + ǫJ = J(Y g) (voir �gure E.2). ǫJ estplus grand que ǫM , et est d'autant plus grand que J(Y g) l'est.
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epsJ=1.e-9
ref=J
do while ((ref + epsJ) .ne. ref)
epsJ=epsJ*0.5
end doFig. E.2 � Cal
ul de ǫJ (epsJ), par rapport à J(Y g) (ref), ǫJ est le plus grand ǫJ telque J(Y g) + ǫJ = J(Y g).

1e-20 1e-15 1e-10 1e-05 1
alpha

1e-36

1e-27

1e-18

1e-09

1

F(alpha)
alpha
alpha^2
epsilon^J
epsilon^M=1.e-15

1e-20 1e-15 1e-10 1e-05 1
alpha

1e-36

1e-27

1e-18

1e-09

1

F(alpha)
alpha
alpha^2
epsilon^J
epsilon^M=1.e-15Fig. E.3 � Tests de gradient pour un 
as très simple, gau
he : Y g = 100, droite Y g =

2.99999. Dans 
ha
une des �gures, la 
ourbe noir représente F (α) en fon
tion de α. Pourréféren
e, la 
ourbe rouge montre F (α) = α, la 
ourbe verte montre F (α) = α2 et les droitesbleues représentent les pré
isions ma
hine (tireté, ǫM = 6 10−17) et de la soustra
tion (traitplein, Gau
he : ǫJ = 2.5 10−13 pour J = 4700 et Droite : ǫJ = 5 10−27 pour J = 5 10−11 ).Dans la �gure E.1, les deux droites bleues 
orrespondent à 
es deux nombres ǫMet ǫJ . Cette �gure met en éviden
e que 
ertes on peut faire le test en diminuant αjusque ǫM , 
ependant si F (α) ≤ ǫJ , alors les erreurs numériques (dues à la pré
isionma
hine) sont trop grandes. Je 
onsidère don
 que 
e test est réussi.Si on réalise exa
tement le même test à la seule di�éren
e près que Y g est plusloin de l'état vrai (Y t = 3), 
'est-à-dire Y g = 100, alors le plateau est plus hautque l'erreur ma
hine mais se situe au niveau de l'erreur de soustra
tion asso
iée à
J(Y g = 100) (voir la �gure E.4 gau
he).La �gure E.4 (droite) montre le résultat du test pour Y g = 2.99999.Je 
onsidère don
 que le test est réussi si F (α) se 
omporte 
omme α2 puisatteint un plateau quand α tend vers zéro. En revan
he, si F (α) se 
omporte 
omme
α2 puis 
omme α quand α tend vers zéro, alors le test n'est pas satisfait et ilsubsiste une erreur dans le 
al
ul du gradient (et don
 dans notre 
as, dans lemodèle adjoint).E.3 Ondes de torsion rapidesJ'utilise i
i le modèle des ondes de torsion rapides de la se
tion 4.4, pour lequel lesobservations sont des observations de vitesse angulaire dire
tement et sur tous lespoints de grille et dans le plan équatorial.D'après la �gure E.4 (gau
he), le test du gradient pour ωg est réussi. Le testpour la variable auxiliaire est également réussi. En revan
he, le test pour {

B2
s

}est moins bon (�gure E.4 à droite). Certes, le 
oude se produit pour des valeurs
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Fig. E.4 � Tests de gradient pour les ondes de torsion dans le plan équatorial. Dans 
ha
unedes �gures, la 
ourbe noir représente F (α) en fon
tion de α. Pour référen
e, la 
ourbe rougemontre F (α) = α, la 
ourbe verte montre F (α) = α2. Gau
he : test du gradient de J parrapport à ωg. Droite : test du gradient de J par rapport à {

B2
s

}.en ordonnées similaires à l'erreur de ma
hine, mais 
omme F (α) 
ontinue à se
omporter 
omme α ensuite et non pas 
omme une 
onstante, on peut 
raindre uneerreur dans l'adjoint de la quantité {

B2
s

}. Cependant le test est bon pour les autresvariables et le gradient de J par rapport à {

B2
s

} est nourri par 
es autres gradients(sans rétroagir sur eux). Le problème pourrait venir de la position de 
ette lignedans le 
ode adjoint (des véri�
ations ont validé 
ette hypothèse).E.4 Ondes de torsion 
ompletOn s'intéresse i
i au test pour le problème de la se
tion 4.3. La perte de pré
isiondans le 
al
ul du gradient de J par rapport à ωg se situe soit dans le passage desdemi-points aux points (dans le plan équatorial) avant d'être projeté sur les pointsde la CMB, soit dans le fait (dans le 
ode adjoint) qu'il ne s'agisse que d'un ve
teurzonal. Pour information, la proje
tion de la fon
tion de 
ourant non-zonale du planéquatorial à la CMB est 
orre
te.Ces travaux m'ont permis d'identi�er une perte de pré
ision de mon 
al
ul degradient. Cependant, 
omme je l'ai fait après optimisation, je vais m'arrêter làplut�t que trouver une solution puisque 
e 
ode ne me servira pas exa
tement sous
ette forme par la suite.En revan
he pour la suite, je ferai le test du gradient plus en amont.Autres remarques :� Le test dépend de xg et de la perturbation� Le test ne dépend pas de αH .
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[1] We introduce a quasi-geostrophic model of core dynamics, which aims at describing
core processes on geomagnetic secular variation timescales. It extends the formalism
of Alfvén torsional oscillations by incorporating nonzonal motions. Within this
framework, the magnetohydrodynamics takes place in the equatorial plane; it involves
quadratic magnetic quantities, which are averaged along the direction of rotation of the
Earth. In addition, the equatorial flow is projected on the core-mantle boundary. It interacts
with the magnetic field at the core surface, through the radial component of the
magnetic induction equation. That part of the model connects the dynamics and the
observed secular variation, with the radial component of the magnetic field acting as a
passive tracer. We resort to variational data assimilation to formally construct the
relationship between model predictions and observations. Variational data assimilation
seeks to minimize an objective function by computing its sensitivity to its control
variables. The sensitivity is efficiently calculated after integration of the adjoint model.
We illustrate that framework with twin experiments, performed first in the case of the
kinematic core flow inverse problem and then in the case of Alfvén torsional
oscillations. In both cases, using the adjoint model allows us to retrieve core state
variables which, while taking part in the dynamics, are not directly sampled at the core
surface. We study the effect of several factors on the solution (width of the assimilation
time window, amount and quality of data), and we discuss the potential of the model to
deal with real geomagnetic observations.

Citation: Canet, E., A. Fournier, and D. Jault (2009), Forward and adjoint quasi-geostrophic models of the geomagnetic secular

variation, J. Geophys. Res., 114, B11101, doi:10.1029/2008JB006189.

1. Introduction

[2] Current descriptions of core dynamics rely on two
sources of information: observations of the magnetic field,
and physical laws governing the evolution of the state of the
core. The Earth’s magnetic field is assumed to have an
internal origin through the process of geodynamo; it is
generated and sustained by fluid motions in the metallic
liquid outer core, and varies on a wide range of time scales
reflecting the various time and space scales of core
magnetohydrodynamics.
[3] The quality of observations of the Earth’s magnetic

field has much improved since the setup of the first network
of magnetic observatories by Gauss and coworkers in 1834,
which was followed by the large increase in the number of
observatories at the beginning of the twentieth century.
Other turning points have occurred since: the introduction
of the proton precession magnetometer, the development of
declination/inclination magnetometers (DIflux) widely used

in observatories by the 1970s, and finally the rise of the
Intermagnet network of digital observatories sharing mod-
ern measurement practices after 1990 (see, e.g., the review
by Turner et al. [2007]). The good temporal coverage of
observatory data has now been supplemented by the excel-
lent spatial coverage of satellite data. Following the launch
of three low Earth orbiting satellites, Oersted, CHAMP and
SAC-C, supplying geomagnetic data, a continuous satellite
time series extends now to 10 years.
[4] The magnetic field can be downward continued

throughout the solid mantle to the fluid core surface. Field
models are built, describing the radial component of the
main field and its time evolution at the core-mantle bound-
ary (CMB) [Hulot et al., 2007; Jackson and Finlay, 2007].
Calculating the geomagnetic secular variation, the first time
derivative of the main field time series, emphasizes rapid
changes of the magnetic field, on characteristic time scales
ranging from years to centuries. Inversions of a snapshot of
the geomagnetic secular variation can be performed using
the radial induction equation at the CMB, in order to
retrieve the large-scale part of the flow beneath it [Eymin
and Hulot, 2005; Holme and Olsen, 2006; Pais and Jault,
2008; Olsen and Mandea, 2008]. The root-mean-square
(RMS) speed of these flows is typically of the order of
15 km/yr. Such inversions, however, face nonuniqueness
problems [Backus, 1968]. Further assumptions are thus
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required to remove the nonuniqueness, and a great part of
the work consists in finding constraints and regularizations
to specify the flow [Holme, 2007, section 8.04.2]. Along-
side these kinematic inversions, numerical models of the
geodynamo have been available for more than 10 years,
since the pioneering work of Glatzmaier and Roberts
[1995]. The magnetic field generated by those dynamical
models explains features of the Earth’s magnetic field
(dipolar geometry, spatial spectrum); yet their parameters
are far from those of the Earth’s core [Christensen and
Wicht, 2007, section 8.08.4]. Rau et al. [2000] and Amit et
al. [2007] tried to connect these two approaches (core flow
inversion and forward numerical modelling) when inverting
synthetic data from dynamo models. They found their core
flow inversion method and the additional regularization to
be adequate for the retrieval of large-scale flow and mag-
netic field patterns.
[5] A quality control of core flow models is the angular

momentum they carry [Jault et al., 1988]. Comparison of
these estimates with core angular momentum changes
inferred from decadal length-of-day variations is encourag-
ing, yet discrepancies remain. Angular momentum series are
also derived from atmospheric and oceanic flow models,
based upon the data assimilation methodology [Kalnay et
al., 1996]. Those variations of angular momentum account
very well for the observed seasonal and interannual changes
in length of day [Chen, 2005; Gross, 2007, section 3.09.4].
[6] Data assimilation, routinely used in atmospheric sci-

ence and more recently in oceanography, is now in early
stages of use in the field of core physics. Applied to the
core, this technique should allow us to interpret the secular
variation in terms of dynamics, thereby enlarging the work
done on kinematic core flow inversion. Resorting to a toy
model, Fournier et al. [2007] assimilated synthetic data in a
one-dimensional model that retains characteristic features of
the induction and Navier-Stokes equations. They concluded
that a good knowledge of the observed magnetic field can
be translated into a good knowledge of core flow, through
the process of data assimilation, which takes explicitly into
account the dynamical relationship that exists between
magnetic and velocity fields. This conclusion was also
drawn by Sun et al. [2007], using a much similar toy model
and a different implementation of data assimilation (sequen-
tial as opposed to variational). In a preliminary study, Liu et
al. [2007] applied an optimal interpolation scheme to a
three-dimensional dynamo model, using a synthetic set of
observations. They showed in particular that assimilation
of observations could partially alleviate the negative impact
of wrong model parameter values. Still, the values of the
parameters used typically in that class of simulations are far
from being Earth-like, due to the numerical cost of their
integration. There is hope, however, that systematic and
appropriate exploration of the parameter space of those
models will eventually yield scaling laws of the kind
proposed by Christensen and Aubert [2006], which will
ultimately permit a reliable extrapolation between their
output and the observed secular variation. In the context
of geomagnetic data assimilation, the current situation is
even worse, though, since one assimilation run requires
several tens of forward realizations.
[7] A solution to this conundrum is to construct a

simplified dynamical model, tailored to the study of the

secular variation. In this paper, we introduce a model which
relies on quasi-geostrophic dynamics. As a matter of fact,
on rapid time scales as those characterizing the secular
variation, rotational forces prevail on magnetic forces in the
bulk of the fluid [Jault, 2008]. The resulting two-dimensional
flow interacts with the radial component of the magnetic
field (in that instance, a passive tracer) at the core-mantle
boundary. The quasi-geostrophic assumption has recently
been used in the framework of kinematic core flow inver-
sions [Pais and Jault, 2008; Gillet et al., 2009]. It also
provides us with the tools necessary to build a dynamical
model of the geomagnetic secular variation.
[8] Being quasi-geostrophic, this model comprises the

equations for torsional Alfvén waves, for which the dynam-
ics is axisymmetric; Alfvén torsional waves are associated
with geostrophic (zonal) motions in the core [Braginsky,
1970]. The frequency of these oscillations is proportional to
the RMS strength of the magnetic field Bs perpendicular to
the rotation axis (s denotes the cylindrical radius). Accord-
ingly, using a database of computed core flows, Zatman and
Bloxham [1997, 1999] and Buffett et al. [2009] have
calculated radial profiles of the quadratic cylindrical radial
component of the magnetic field averaged on geostrophic
cylinders, {Bs

2}, within the core.
[9] Our quasi-geostrophic model generalizes that axisym-

metric approach by adding nonzonal motion and magnetic
field. Theoretical solutions of the model include various
families of diffusionless hydromagnetic waves, some of
which were first studied by Hide [1966] in order to explain
the observed secular variation.
[10] The goal of this paper is thus to describe a quasi-

geostrophic forward model of the Earth’s core fast dynam-
ics, and to place it at the heart of a geomagnetic data
assimilation process. In section 2, we derive that quasi-
geostrophic model, along with its link to the observations at
the CMB. Variational data assimilation is introduced in
section 3, and its principles are illustrated in section 4 with
twin experiments. That section begins with the study of the
classical kinematic inversion of a steady core flow, set
within that framework. A second illustration is dedicated
to the retrieval of the magnetic field sheared by Alfvén
torsional waves. Results are summarized and discussed in
section 5.

2. Quasi-Geostrophic Forward Model

[11] We shall model the Earth’s outer core as a spherical
fluid shell of inner radius ri and outer radius ro. The fluid
has density r, and it is electrically conducting. Its magnetic
diffusivity is h. The system is rotating at angular velocity W
around the z axis. Figure 1 sketches the geometry and
summarizes the notations.
[12] The fluid is characterized by its magnetic field B, its

velocity u, and the reduced pressure P, that includes
pressure and the centrifugal potential. We choose ro as
length scale and B0, a typical magnetic field intensity in
the core interior, as the magnetic field scale. Velocities are
scaled with the Alfvén waves speed

VA ¼
B0ffiffiffiffiffiffiffiffi
m0r
p ; ð1Þ

B11101 CANET ET AL.: QG MODELS OF THE SECULAR VARIATION

2 of 14

B11101



in which m0 is the magnetic permeability of free space. The
pressure scale is rVA

2, and the time scale is the Alfvén waves
period: TA = ro/VA.
[13] The evolution of the magnetic field in the core is

governed by the induction equation, which has the dimen-
sionless form

@tB ¼ r� u� Bð Þ þ S�1r2B: ð2Þ

The Lundquist number S characterizes the ratio between the
magnetic diffusion time and the period of Alfvén waves
[e.g., Roberts, 1967]:

S ¼ roVA

h
: ð3Þ

[14] For the Earth’s core, S is of the order of 104 to 5 �
104 [Jault, 2008]. On secular variation time scales, diffusion
becomes negligible compared to induction, hence the large
value of S, which yields the frozen flux approximation.
[15] Assuming that the mantle is electrically insulating on

secular variation time scales, the magnetic field can be
downward continued to the core-mantle boundary. In the
case of a perfectly conducting fluid (the frozen flux limit),
the radial component of the magnetic field Br is the sole
magnetic component continuous across the spherical CMB.
At the top of the core, Br interacts with core motions by
means of the radial component of the diffusionless version
of equation (2) at r = ro,

@tBr ¼ �rrrH � uBrð Þ; ð4Þ

with the horizontal divergence operator rrrH� defined as

rrrH � v ¼ sin qð Þ�1@q sin qvqð Þ þ sin qð Þ�1@8v8; ð5Þ

where (r, q, 8) are the spherical coordinates. It is that
equation at the core-mantle boundary that connects our
model to the observations. The time-varying Br acts as a
passive tracer (a drifting buoy), because it interacts with the
velocity field at the core surface and does not affect the
dynamics that sets up in the interior of the core (see below).

[16] On secular variation time scales rotation forces are
much larger than magnetic forces in the bulk of the fluid.
Jault [2008] suggests that rapidly rotating motions of length
scale l are axially invariant if the nondimensional Lehnert
number, ll, is small enough. That number measures the ratio
between the period of inertial waves, 1/W, and the period of
Alfvén waves, l/VA [Lehnert, 1954]:

ll ¼
B0

W m0rð Þ1=2l
; lro ¼

1

WTA
: ð6Þ

Note that ll is a decreasing function of l. In his calculations,
the flow appears to be invariant in the direction parallel to
the rotation axis, provided ll� 1. For the Earth’s core, with
B0 of the order of 2 mT [Christensen et al., 2009] and l �
106 m, ll � 10�4. Therefore, we shall assume that the flow
is geostrophic at leading order. Working in the equatorial
plane S (crosshatched in Figure 1), a cylindrical set of
coordinates (s, 8, z), with ez parallel to the axis of rotation,
is well suited to study the resulting columnar patterns.
[17] The main force balance involves the Coriolis force

and the pressure gradient

2ez � u0 ¼ �rrrP0; ð7Þ

where the superscript zero denotes the main order. Taking
the curl of equation (7) yields the Proudman-Taylor
theorem, namely, the z invariance of the flow.
[18] Within a spherical container, u0 does not satisfy the

nonpenetration boundary condition at the CMB, except if it
consists of cylindrical flows organized around the rotation
axis. Thus we have to add the first-order contribution in lro
of the Coriolis force, leading to

Dtu
0 þ 2l�1ro

ez � u1 ¼ �rrrP1 þ rrr� Bð Þ � B; ð8Þ

where Dt denotes the material derivative Dt = @t + (u0 � rrr).
At first order, magnetic forces are a natural candidate to
trigger a departure from geostrophy, since magnetic energy
is large compared to kinetic energy in Earth’s core.
Buoyancy forces are another candidate that we could
additionally take into account, which we discard for now for
the sake of simplicity. Viscous forces are neglected, while
equation (8) shows that the Coriolis force is scaled with the
inverse of the Lehnert number lro. The nonpenetration
boundary condition at the CMB: u1 � er = 0 at z = ±h, yields
a linear dependence of u1 with respect to z

u1z s > ri;8; zð Þ ¼ zbu0s s;8ð Þ: ð9Þ

If h =
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
r2o � s2

p
denotes the half height of the column

located at a given cylindrical radius s, the slope of the upper
surface is dh/ds, and we can define

b sð Þ ¼ h�1dh=ds: ð10Þ

The notation b has been chosen in reference to the b plane
approximation. This approximation, with uniform b, is
ubiquitous in geophysical fluid dynamics [e.g., Vallis, 2006,
section 2.3]. It is convenient, indeed, to study planetary

Figure 1. Geometry of the system and notations. (a) Side
view. (b) Equatorial section. S is the equatorial plane, and
the CMB is the outer sphere, located at r = ro; ri is the radius
of the inner core. Spherical (O, er, eq, e8) and cylindrical
(O, es, e8, ez) coordinate system bases are defined at the core
surface and in S, respectively.
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Rossby waves assuming that the Coriolis parameter (f0 = 2W
cosq) varies linearly with latitude; b is then the northward
gradient of the Coriolis parameter.
[19] According to our quasi-geostrophic approach, the

flow in the outer core is nearly two-dimensional, which
makes it natural to take the vertical average of the Navier-
Stokes equation (8). The vertical average h�i of a quantity X
is defined as

Xh i s;8ð Þ ¼ 1

2h sð Þ

Z h

�h
X s;8; zð Þdz: ð11Þ

[20] In a multiply connected domain, the 8-averaged
vorticity equation is not equivalent to the 8-averaged
Navier-Stokes equation [Plaut, 2003], as the former does
not ensure the existence of the pressure field; accordingly,
we describe the evolution of the nonzonal flow uNZ by
means of the axial vorticity equation, while the 8-averaged
momentum equation directly provides us with the time
changes of the zonal velocity uZ = u8

Ze8. In the remainder
of this paper, the superscript capital Z marks zonal
quantities. It should not be confused with lowercase z,
which refers to the direction of rotation.
[21] The nonzonal (NZ) velocity field uNZ is written as the

curl of a z-independent nonzonal stream function Y,

uNZ s;8ð Þ ¼ rrr� Y s;8ð Þez: ð12Þ

The nonzonal vorticity field z is defined by z = r � uNZ,
and its vertical component is

zz s;8ð Þ ¼ �r2
EY s;8ð Þ; ð13Þ

in which the equatorial Laplacian operator is defined by

r2
E ¼ s�1@s s@sð Þ þ s�2@28: ð14Þ

[22] If we now curl the nonzonal part of the z-averaged
Navier-Stokes equation (8), we find that the vertical compo-
nent of the vorticity equation is then identical to equation (17)
of Pais and Jault [2008], with an explicit right-hand side
term,

Dtzz � 2l�1ro
bs�1@8Y ¼ s�1@s@8 þ s�2@8

� �
B2
8

D E
� B2

s

� �� �

þ 3s�1@s � s�2@28 þ @2s
� �

BsB8

� �
: ð15Þ

[23] The magnetic surface terms, which appear when
taking the z average of the Lorentz force, are neglected
because we assume the magnetic field at the core surface to
be much smaller than in the bulk of the fluid. The non-
penetration boundary condition, at s = ro and at the tangent
cylinder s = ri, imposes Y = 0 at both boundaries.
[24] The time evolution of the zonal velocity u8

Z(s) =
swg(s) is governed by

Dtwg ¼ s3h
� ��1

@s s2h BsB8

� �� �
: ð16Þ

The two flow equations (15) and (16) contain z-averaged
squared magnetic quantities hBs

2i, hB8
2i and hBsB8i, whose

time evolution is in turn derived from the diffusionless
version of the induction equation (2)

@t B2
s

� �
¼ � u0 � r

	 

B2
s

� �
þ 2 B2

s

� �
@su

0
s þ 2s�1 BsB8

� �
@8u

0
s ;

ð17Þ

@t B2
8

D E
¼� u0 � r

	 

B2
8

D E
� 2 B2

8

D E
@su

0
s þ 2s BsB8

� �

� @s s�1u08

� �
; ð18Þ

@t BsB8

� �
¼� u0 � r

	 

BsB8

� �
þ s B2

s

� �
@s s�1u08

� �

þ s�1 B2
8

D E
@8u

0
s ; ð19Þ

where we have made use of the solenoidal character of B
and u.
[25] The vertical averaging naturally sets the magnetohy-

drodynamics in the equatorial plane S (Figure 1b). The flow
is then projected at the CMB, where it interacts with the
radial magnetic field Br via equation (4).
[26] An alternative model, where the velocity field enter-

ing the set of equations (17) to (19) has a z component given
by (9) and a 8 component modified in order to ensure that
the total velocity field remains solenoidal, is discussed in
appendix A.

3. Variational Data Assimilation Framework

[27] In this section, we introduce the geomagnetic secular
variation data assimilation problem with the notations
suggested by Ide et al. [1997]. In comparison with the
4DVar label commonly used in data assimilation [e.g.,
Courtier, 1997], our framework is 1 + 2DVar, since state
variables are defined in two-dimensional spaces to which a
third (temporal) dimension is added: the 3DVar label is
traditionally reserved for three-dimensional (in space) static
problems [Courtier, 1997].
[28] The state vector x for the Earth’s core gathers the

variables involved in the description of the system state

x ¼ wg;Y; B2
s

� �
; B2

8

D E
; BsB8

� �
;Br

h iT
; ð20Þ

where superscript T means transpose. Observations y are
available at Ty different epochs and Ny spatial locations
during the assimilation time window [0, T]; the size of y is
typically smaller than the dimension of x. The observation
vector is related to the true core state xt via the observation
operator H:

y ¼ Hxt þ �����; ð21Þ

in which ����� is the observation error. Variational data
assimilation aims at adjusting a model solution xf to the
observations [Talagrand, 1997] by minimizing a misfit
function which comprises the quadratic discrepancy, if H is
linear and errors are Gaussian, between the true observa-
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tions and those predicted by the computed state, JH
[Courtier, 1997]:

JH ¼
XTy
j¼1

Hjx
f
j � yj

h iT
R�1j Hjx

f
j � yj

h i
; ð22Þ

where j is the discrete time index and R = E(����������T) is the
observation error covariance matrix, E(�) denoting statistical
expectation. The matrix R describes the level of confidence
we set in the observations.
[29] It might be necessary to constrain the solution sought

in order to enforce its uniqueness, especially if the problem
is nonlinear. Constraining the assimilation refers to either
adding a background state xb from which the estimate shall
not strongly deviate, or applying additional constraints on
the core state. Imposing a penalty, the goal of which is to
favor a solution with a moderate level of complexity [e.g.,
Courtier and Talagrand, 1987], described by a matrix C
applied to the state vector, consists in adding a second term
to the objective function, of the form

JC ¼
XT
j¼0

xTj Wjxj; ð23Þ

where W = CTC. The total misfit function J to minimize is
then given by the sum

J ¼ aH

2
JH þ

aC

2
JC ; ð24Þ

in which the two contributions are weighted by two scalars,
aH and aC [Fournier et al., 2007].
[30] In practice, xf is the solution of a numerical nonlinear

model M, that describes the temporal evolution of x at any
discrete time tj 2 [0, T],

x
f
jþ1 ¼ Mjx

f
j ; ð25Þ

that notation symbolically summarizes the set of equations
developed in section 2. Since the temporal history of the
state is constructed with a dynamical model that couples its
various components, we can, in principle, retrieve informa-
tion about every state variable, even if only part of the state
vector is directly probed by the observations on hand
[Fournier et al., 2007]. Moreover, the initial condition x0,
termed the control vector, uniquely defines the model
trajectory in state space. That reduces the dimension of the
associated inverse problem: we only seek the initial
condition, x0, starting from which the temporal evolution
xa will best fit the observations; in assimilation parlance,
this best solution is called the analysis. The minimization of
J (that is the search for xa) is performed with a descent
algorithm that involves the sensitivity of J to its control
variables, x0: rx0

J. Its transpose is efficiently estimated
with the use of the adjoint model MT [Le Dimet and
Talagrand, 1986]. For a given x0, one couples a forward
integration of M with a backward integration of MT to
express the gradient of J. The adjoint model is that of the
local tangent linear equations [see, e.g., Talagrand and

Courtier, 1987; Giering and Kaminski, 1998]. Introducing
the adjoint variable a of x, the adjoint equation imposed by
the cost function (equation (24)) is [Fournier et al., 2007]

aj�1 ¼ MT
j�1aj þ aHH

T
j�1R

�1
j�1 Hj�1xj�1 � yj�1

� �

þ aCWj�1xj�1; ð26Þ

where HT is the transpose of the observation operator
(equation (21)), which projects a vector from observation
space to state space. Through equation (26), the adjoint field
is fed by observation residuals (the difference Hx � y), as
soon as there is an observation available.
[31] The backward integration requires the knowledge of

the model trajectory over the assimilation time window. The
storage of the complete trajectory may cause memory
issues, which are traditionally resolved using a checkpoint-
ing strategy. The state of the system is stored at a limited
number of discrete times, termed checkpoints. Over the
course of the backward integration of the adjoint model,
these checkpoints are used to recompute local portions of
the trajectory on the fly, whenever those portions are needed
[e.g., Hersbach, 1998].
[32] Nonlinear optimization is performed with the

M1QN3 routine [Gilbert and Lemaréchal, 1989], which
implements a limited memory quasi-Newton algorithm that
approximates the inverse Hessian (second derivative) of J.

4. Applications

[33] We show two illustrations of variational data assim-
ilation applied to fast core dynamics, as described by our
quasi-geostrophic model, with synthetic data. The method-
ology of twin experiments is explained and applied to a
steady nonzonal flow problem and, in a second step, to a
dynamical zonal model of torsional Alfvén waves. These
two problems correspond to two subsets of the model
presented in section 2.

4.1. Twin Experiments

[34] Instead of being satellite or observatory data, obser-
vations in our twin experiments are created from a synthetic
true state, which is the result of the integration of the
forward model for a given set of initial conditions, x0

t .
Synthetic data have the advantage of representing only the
physics involved in the model and are, in a first step,
appropriate to test the implementation of the variational
data assimilation algorithm. A database of observations is
produced with equation (21).
[35] To construct the observation catalog, we include

some geophysical realism by averaging the state at the
core-mantle boundary. We choose the averaging window
so that it corresponds to the ignorance of the spherical
harmonic coefficients of degree n > L. Then, the product
Hxt corresponds to the convolution over the core-mantle
boundary of the true state with a Jacobi polynomial of
degree L [Backus et al., 1996, paragraph 4.4.4]:

Hxtð Þ qo;8oð Þ ¼ Lþ 1

4p

Z p

q¼0

Z 2p

8¼0
xt q;8ð ÞP 1;0ð Þ

L cosað Þ sin qdqd8;

ð27Þ
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in which (qo, 8o) are the coordinates of the observation
locations, a is the angular distance between the points (qo,
8o) and (q, 8), and PL

(1,0) is a Jacobi polynomial
[Abramowitz and Stegun, 1964, p. 773]. In the following
experiments, we set L = 15 and observations are made at a
fixed temporal frequency.
[36] Next, we start the assimilation with a different set of

initial conditions, called initial guess, x0
g. After a forward

integration, the computed observable, H _Br
f in section 4.2

and HBr
f in section 4.3, is compared (over the entire time

window) with the observations, and the discrepancy be-
tween the two gives the initial misfit (see equation (24)).
After assimilation, the decrease of the misfit and the relative
difference between xt and xa, in the l2 sense, are used to
assess the quality of the recovered state.

4.2. Kinematic Core Flow Problem

[37] In this section, a connection is made between core
flow kinematic inversions and data assimilation. The steady
flow hypothesis has been previously used by Voorhies and
Backus [1985] and Waddington et al. [1995] to break the
nonuniqueness of the kinematic inversion problem. Here,
we study the effect of a steady nonzonal and equatorially
symmetric flow on the evolution of the radial magnetic
field, and more particularly its secular variation _Br,

_Br ¼ �rrrH � uNZBr

� �
: ð28Þ

Symmetry with respect to the equator ensures uniqueness of
the solution when Br and _Br are perfectly known. The time
scale characterizing this problem is the advection time, tadv.
The nonzonal velocity effectively enters equation (28) via
the nonzonal stream function Y(s, 8) (see equation (12)),
projected at the core-mantle boundary. The state vector x
includes a parameter, the stream function Y, and a variable,
the radial magnetic field Br. Here, Y is called a parameter
because it is steady in that experiment. We seek the
distribution of Y (s, 8) which best explains the observed
synthetic database of secular variation _Br

o at the top of the
core.

[38] The tangent linear form of (28) is

d _Br ¼ P dY;Brð Þ þQ Y; dBrð Þ; ð29Þ

@tdBr ¼ d _Br; ð30Þ

where dY, dBr and d _Br are the differentials of Y, Br and _Br,
respectively, and P and Q the differentials of the right-hand
side term of equation (28) with respect to Y and Br,
respectively (they are developed in appendix C). Let us
introduce YT, Br

T and _Br
T as the adjoint variables of Y, Br and

_Br. The adjoint model of equations (29) and (30) is then

YT ¼
XT
j¼0

PT _BT
rj
;Brj

� �
; ð31Þ

BT
r ¼ QT _BT

r ;Y
� �

; ð32Þ

in which PT, QT are the adjoint functions of P and Q (see
detailed equations in appendix C). The link to the
observations has been obtained from equation (24), and is
computed at each time step as in equation (26):

_BT
r ¼ aH HTH _Br � HT _Bo

r

� �
: ð33Þ

[39] The trajectory of the true state is computed from the
following set of initial conditions:
[40] 1. Br

t(q, 8, t = 0) is obtained from the CHAOS main
field model [Olsen et al., 2006] for epoch 2002, truncated at
spherical harmonic degree and order 12. It is taken outside
the tangent cylinder and multiplied by a sine function of q in
order to have Br

t(q, 8, t = 0) = 0 at the tangent cylinder (see
Figure 2),
[41] 2. Yt(s, 8) is shown in Figure 3a, it is the nonzonal

part of an inverted flow from Pais et al. [2004] truncated at
degree and order 4, and multiplied by cos2q = (1 � s2) and a
function of s, (s � ri), in order to satisfy the flow boundary
conditions at s = ri, ro. It is normalized in order to have a
dimensionless RMS velocity of order 1; the scaling Vadv is
such that

R 2p
0

R p�qc
qc

(us
2 + u8

2) sinqdqd8 = Vadv
2
R 2p
0

R p�qc
qc

sinqdqd8, with qc = asin(ri/ro).
[42] We consider perfect observations, setting ����� = 0 in

equation (21). For the following simulations, the numerical
time step is 6 � 10�5 tadv for integration times ranging from
0.03 tadv to 0.57 tadv. Other numerical parameters relative to
the simulations are given in Appendix B.
[43] In this problem of seeking a steady stream function

that explains the observations, we want to show the benefit
of including the temporal dimension (data assimilation)
instead of relying on a single observation epoch, as it is
the case for a standard kinematic inversion.
[44] We first consider solutions obtained with only one

observation epoch and less observation locations (Nq
O = 50,

Nf
O = 11) than grid points (Nq = 200, Nf = 15). We start the

assimilation with a first guess Yg corresponding to the
minimal hypothesis: Yg = 0. The solution we obtain gives us
some information about what could be achieved within the
kinematic framework in that configuration. Figure 3b shows

Figure 2. Map of the main field at epoch 2002 truncated at
spherical harmonic degree and order 12 modified from the
CHAOS model [Olsen et al., 2006]. True radial component
of the magnetic field Br

t at initial time for the twin
experiments. Contours are drawn every 0.5Br

rms (solid and
dashed for positive and negative values, respectively). The
scaling is arbitrary since the problem is linear in Br.
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in particular that the true state (Figure 3a) is not completely
recovered, due to the truncation used in the construction of
H and the limited number of observation locations,
compared to the total number of grid points.
[45] Using this solution obtained from a single epoch

inversion as a reference solution, we can study the benefit
we get resorting to a time series of observations, as opposed
to a single snapshot. In other words, we investigate whether
the issue of spatial subsampling can be partially fixed by
considering the temporal dimension. To that end, we do
experiments with assimilation time windows ranging from
0.03 tadv to 0.57 tadv, at a given temporal frequency of
observation fy = 100 tadv

�1 , keeping the same number of
virtual magnetometers.
[46] Results of a typical experiment are shown in

Figure 3c, for which T = 0.57 tadv. The large-scale pattern
is retrieved, but the solution is polluted by small spatial
scales (no extra smoothing term is added to the misfit
function). We find, however, that the consideration of the
temporal dimension improves the solution. Moreover, the
distance between the true stream function and the retrieved
stream function becomes smaller when the assimilation time
window is widened (see Figure 4).
[47] As described by Evensen [2007, chapter 6], if one

enlarges the width of the assimilation time window in a
nonlinear context, the misfit function presents more and

more spikes and minima. A very good first guess is thus
needed to converge to the global minimum. To circumvent
this issue, we decided to use the results obtained over short
assimilation time windows as initial guesses for assimilation
over longer time windows. That strategy is analogous to the
approach used in the atmospheric variational assimilation
community, which consists in solving a series of strong
constraint inverse problems, defined for separate subinterv-
als in time [e.g., Evensen, 2007].

4.3. Forward and Adjoint Modeling of Alfvén
Torsional Waves

[48] In nonrotating magnetized flows, classical Alfvén
waves result from the balance between inertial and magnetic
forces. In the Earth’s core, where the Coriolis force is large,
Braginsky [1970] showed that a special class of Alfvén
waves comes into play, in which only the component of the
magnetic field normal to the axis of rotation, Bs, partic-
ipates. Associated motions are geostrophic; they are orga-
nized in axial cylinders about the axis of rotation, hence the
name torsional oscillations. The period of torsional waves
depends on the strength and distribution of Bs inside the
core.
[49] In order to study these waves, one can consider a

subset of the complete dynamical model. Since torsional
waves are geostrophic and axisymmetric motions, let us

Figure 3. Maps in the equatorial plane S of the steady stream function Y. (a) True state. (b) Analyzed
state with a single epoch inversion. (c) Analyzed state with T = 0.57 tadv. Contours are drawn each 0.05
(solid and dashed for positive and negative values, respectively). Extrema are �0.33;0.54 (Figure 3a),
�0.49;0.54 (Figure 3b) and �0.43;0.56 (Figure 3c).

Figure 4. Effect of the assimilation time T on the analyzed state at a fixed observation frequency fy =
100 tadv

�1 , measured with the norm of the relative error kYt � Yak2/kYtk2. This norm is equal to one when
the initial guess Yg = 0. The simulation at T = 0 is referred in the text as the single epoch inversion.
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discard the nonzonal part of the flow and magnetic induc-
tion in equations (15) to (19).
[50] In addition to the vertical average, h�i, introduced in

equation (11), we now define the average on a geostrophic
cylinder, {�}, by

Xf g sð Þ ¼ 1

2p

Z 2p

0

Xh i s;8ð Þd8: ð34Þ

In the following, we will not indicate explicitly the
dependence on s of quantities averaged on a geostrophic
cylinder. Application of {�} to equation (16) yields

@twg ¼ s3h
� ��1

@s s2h BsB8

� �� �
: ð35Þ

[51] Similarly, the equations governing the evolution of
magnetic quantities become

@t B2
s

� �
¼ 0; ð36Þ

@t BsB8

� �
¼ s B2

s

� �
@swg: ð37Þ

Written in terms of the geostrophic angular velocity wg, the
torsional wave equation is

@2t wg ¼ s3h
� ��1

@s s3h B2
s

� �
@swg

� �
: ð38Þ

Equation (38) can be transformed into a set of two first-
order equations

@twg ¼ s3h
� ��1

@st; ð39Þ

@tt ¼ s3h B2
s

� �
@swg; ð40Þ

in which t = s2h{BsB8} is an auxiliary variable.

[52] We have taken as boundary condition for the angular
velocity:

@swg ¼ 0; at s ¼ ro: ð41Þ

Then, the boundary condition,

@swg ¼ 0; at s ¼ ri; ð42Þ

ensures the conservation of the total angular momentum
carried by the fluid in the computational domain.
[53] Projected at the CMB, those motions interact with Br

through equation (4), which simplifies here into

@tBr ¼ �wg@8Br: ð43Þ

The system state gathers the geostrophic angular velocity
wg, the variable t, the cylindrical average of the s
component of the magnetic field, {Bs

2}, and the radial
component of the magnetic field Br at the CMB.
[54] We define wg

T, tT, {Bs
2}T, Br

T as the adjoint variables of
wg, t, {Bs

2}, Br, respectively. The torsional oscillations
adjoint model is

�@twT
g ¼ @Ts s3h B2

s

� �
tT

	 

� BT

r @8Br; ð44Þ

�@ttT ¼ @Ts s3h
� ��1

wT
g

h i
; ð45Þ

B2
s

� �T
sð Þ ¼

XT
j¼0

s3h @swg

� �
j
tTj þ aCW B2

s

� �
; ð46Þ

�@tBT
r ¼ �@T8 wgB

T
r

	 

; ð47Þ

where @s
T and @8

T are the adjoints of the differential operators
@s and @8 (see appendix D for more details on the adjoint
system). The link to the constraint on {Bs

2} has been
obtained from equation (24). The model is completed by
the information supplied by the observations, as in
equation (33). The boundary conditions for the adjoint
model are tT = 0, at both s = ri and s = ro. The temporal
and spatial discretizations of this problem are described in
appendix B.
[55] For the experiments that follow, the set of initial

profiles, which define the true state, is (1) the same
Br
t(q, 8, t = 0) as in the kinematic core flow problem of

section 4.2, (2) a Gaussian function for the angular
velocities: wg

t (s, 0) = w0 exp[�sw�2(s � sw)
2], with sw

�2 =
150 and sw = 0.65 (see Figure 5); it satisfies the boundary
conditions (41) and (42), its amplitude being scaled by w0

(discussed hereafter), (3) tt(s, 0) = 0, and (4) an arbitrary
function {Bs

2}t (see the black curve in Figure 6, right) given
by {Bs

2}t(s) = c1 + c2 sin(p/2 � L) + c3 exp[�sB�2(s � sB)
2],

with c1 = 0.1, c2 = 0.02, c3 = 1, sB
�2 = 20, sB = 0.8 and L =

14s. It is normalized in order to have a dimensionless RMS
magnetic field of unity inside the core; the scaling B0 is such
that

R 2p
0

R ro
ri

Bs
2dsd8 = B0

2
R 2p
0

R ro
ri

dsd8. As the velocity has

Figure 5. Torsional wave twin experiments results.
Successive profiles of the angular velocity wg, showing
the propagation of a torsional wave in the computational
domain s 2 [0.35, 1] during 1.16 Alfvén time TA. Initial
condition (black curve) for wg, and snapshots, at 0.12 (green
curve), 0.18 (blue curve) and 1.16 TA (orange curve).
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been scaled by the Alfvén velocity, w0 is the ratio between
the Alfvén time and the advection time, w0 = TA/tadv.
[56] Assimilation is performed on both wg and {Bs

2}. We
seek the steady profile of {Bs

2} and the initial profile of wg

which best explain the synthetic database of Br
o. Our first

guess consists of flat profiles: wg
g(s, 0) = 0.1w0 and {Bs

2}g =
0.6 (see the red curves in Figure 6).
[57] We show here experiments with a fixed frequency of

observations fy = 20 TA
�1 and as many observations locations

as grid points. The observations are blurred by the averag-
ing kernel (equation (27)), which causes errors. Conse-
quently, the analysis can develop small scales, which are
not very well constrained by the observations. We choose to
reduce the complexity of the solution by adding a smoothing
term to the cost function, taking aC = 10�8 in equation (24).
Here we penalize only the strong spatial gradients of {Bs

2}.
The reference case (with w0 = 0.34 and T = 1.16 TA, see
Figures 6 and 7) shows that both the angular velocity and
interior magnetic field are well recovered. As shown in
Figure 7, the error field is substantially weaker after
assimilation.
[58] On a technical note, the M1QN3 algorithm [Gilbert

and Lemaréchal, 1989], used in the optimization loop, stops
in that case when the initial misfit is divided by a factor of
4 � 105, which is reached in 214 iterations.

[59] In order to assess the effect of the width of the
assimilation window on the retrieved state variables, we
vary the assimilation time T between 0.12 and 1.16 TA,
keeping w0 constant, equal to 0.34 as above. The geostroph-
ic angular velocity is in all cases completely recovered (not
shown) with similar spurious oscillations as in Figure 6
(left) near the outer boundary. On the other hand, the area
over which {Bs

2} is correctly retrieved increases with T,
indicating that the assimilated area is controlled by the
distance over which the initial pulse has propagated
(Figure 8, left). Figure 5 shows that, if T = 1.16 TA, the wave
has enough time to explore the whole domain. On the
contrary, if T = 0.12 or 0.18 TA, a lesser portion of the
domain is sampled by the wave, over which {Bs

2} has been
effectively retrieved. The angular velocity is better recov-
ered than {Bs

2} because it is directly connected to the
observations, as opposed to {Bs

2}. That can be seen in
the adjoint equations: wg

T (equation (44)) depends on Br
T

that contains Br
o, the observed quantity, whereas {Bs

2}T

(equation (46)) is only directly connected to tT. In turn,
tT sees wg

T, which is ultimately linked to the observations.
[60] For a fixed T, the dependence on the amplitude w0

has been studied (Figure 8, right). For w0 = 0.014, wg

and {Bs
2} are not well recovered. Starting from w0 = 0.14,

however, increasing w0 by more than 1 order of magnitude

Figure 7. Relative difference between observed and computed HBr at final time, [Br
o(T) � HBr

f(T)]/
kBr

o(T)k2 (a) before assimilation and (b) after assimilation for the reference case (same parameters as in
Figure 6). Contours are drawn each 0.1 (Figure 7a) and 10�4 (Figure 7b) (solid and dashed for positive
and negative values, respectively). Extrema are �0.94;0.86 (Figure 7a) and [�6.4;7.2] � 10�4

(Figure 7b).

Figure 6. Torsional wave twin experiments results: true state (black curve), profile before assimilation
(red curve) and solution after assimilation (dashed orange curve) for (left) wg and (right) {Bs

2} (s). The
parameters for that reference case are w0 = 0.34 and T = 1.16 TA. Regularization has been added to the
spatial derivative of {Bs

2}, of amplitude aC = 10�8 (see text for details).
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has little effect on the retrieval of {Bs
2} and no effect at

all on wg
a.

[61] Let us stress that the convergence of the calculations
presented here is also sensitive to the profile of the initial
condition (for both true state and first guess), and to the
amount of measurements, as in the steady case of section
4.2. Moreover, we have observed in other instances (not
shown) that convergence is sped up if the acceleration t is
not zero at initial time. More generally, that particular
example shows that the success of assimilation is controlled
by the intrinsic dynamics of the system under study, as well
as a good guess of its state.
[62] Until now, we have assumed perfect observations:

����� = 0 in equation (21). In the prospect of future applications,
observation error should be considered. In the next experi-
ments, observations contaminated by errors are assimilated.
Centered, normally distributed Gaussian observation errors
of standard deviation 10�1 Br

rms are added to the previous
database. That experiment is carried out with an assimila-
tion window width of 1.16 TA. Even with a database
contaminated by observation errors, it is still possible to

recover the shape and strength of the true state (see
Figure 9). {Bs

2} seems less sensitive to observation errors
than wg: we still have an extra penalty term in the misfit
function as in the perfect observations case, but the overall
effect of small scales is actually to degrade the solution for
both fields.
[63] For completeness, we have also decreased the tem-

poral frequency of observation and observed that the
recovering of the true state was possible provided that the
frequency of observation, fy, was greater than 3 TA

�1.

5. Discussion

[64] We have derived a quasi-geostrophic model of core
dynamics, which aims at describing core processes on
geomagnetic secular variation timescales. Under the quasi-
geostrophic assumption, the magnetohydrodynamics takes
place in the equatorial plane and is written outside the
tangent cylinder. The flow is defined by its zonal velocity
and nonzonal axial vorticity. The magnetic induction
appears through z-averaged quadratic magnetic quantities,

Figure 8. Effect on the analysis (left) of the assimilation time window of width T and (right) of the
amplitude of the initial pulse w0. In Figure 8 (left), true state (black curve), profile before assimilation (red
curve) and solution after assimilation (dashed green, dashed double-dotted blue, dash-dotted orange
curves) for {Bs

2} (s), for different values of T (0.12, 0.18 and 1.16 TA, respectively) for a fixed w0 = 0.34.
In Figure 8 (right), true state (black curve), profile before assimilation (red curve) and solution after
assimilation (violet curve) for {Bs

2} (s). Dotted, dashed, and dash-dotted violet curves are obtained for
different values of the amplitude of the initial pulse w0 (0.014, 0.14, and 1.4, respectively), keeping
T fixed, equal to 0.18 TA.

Figure 9. Torsional wave twin experiments results obtained with noisy data. True profiles (black curve),
profile before assimilation (red curve) and solution after assimilation (orange, green curves) for (left) wg

and (right) {Bs
2}. Dashed orange curves have been computed with perfect observations, and dash-dotted

green curves considering centered, normally distributed Gaussian observation errors of standard deviation
10�1Br

rms added to the database.Regularizationhas been addedon the spatial derivative of {Bs
2}, of amplitude

amplitude aC = 10�8. The assimilation window width is T = 1.16 TA, and w0 = 0.34.
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while we assume that the magnitude of the magnetic field at
the core surface is smaller than in the core interior. In
addition, the equatorial flow is projected on the core-mantle
boundary. It interacts with the magnetic field at the core
surface, through the radial component of the magnetic
induction equation, in the frozen flux approximation. That
part of the model connects the dynamics and the observed
secular variation, with the radial component of the magnetic
field acting as a passive tracer. We have resorted to
variational data assimilation to construct formally the rela-
tionship between model predictions and observations. The
use of an imperfect observation operator mimics our trun-
cated vision of the reality. We have extensively tested the
variational data assimilation algorithm with twin experi-
ments owing to the nonprohibitive numerical costs of the
computations. Assimilation was controlled by the initial
state and possibly some static model parameters.
[65] Let us stress some important results from our nu-

merical simulations. In our time-dependent framework, we
have found that increasing the time window width T always
improves the solution. In the steady core flow experiment
case, that property has proven useful in constraining inter-
mediate flow length scales otherwise unconstrained by a
sparse distribution of observations. Here, the benefit orig-
inates from the dynamical relationship which exists between
successive observations through the radial component of the
magnetic induction equation. In the torsional oscillation
case (an illustration of the dynamical model presented in
this study), the same property allowed us to retrieve the
z-averaged quadratic product of Bs (which is only remotely
linked to the observed quantity) over the entire domain
provided that T was large enough for the wave to propagate
over (and effectively sample) the whole domain. Interest-
ingly, it has not been necessary to include a dissipation term
in the forward model. We have investigated the sensitivity
of the solution to the frequency of observation in the
presence of observation errors. Adding an extra smoothing
term to the cost function proved an efficient way to produce
analyses with a moderate level of complexity.
[66] From the geophysical point of view, with a typical

estimate of the magnetic field strength in the core interior,
2 mT, one Alfvén time, TA, amounts to 6 years. We have
varied the frequency of observation from 2.5 to 20 TA

�1,
3 TA
�1 appearing as a minimum to recover the fields, which

represents a 2-year interval between observations. There-
fore, we expect that we may be able to resolve properly
torsional waves using the last 10 years of satellite measure-
ments, since the most recent magnetic field models have a
resolution of a fraction of a year [Olsen and Mandea, 2008].
[67] Pais and Jault [2008] and Gillet et al. [2009] have

recently used magnetic field models obtained from satellite
data in kinematic inversions of quasi-geostrophic core
flows. Their calculated core flows are dominated by a giant
retrograde gyre. Gillet et al. [2009] suspect that the weaker
momentum of the gyre for the period 1960–1980, com-
pared to the period 1990–2008, is an artifact produced by
the lesser data quality before 1980. Resorting to a toy
model, Fournier et al. [2007] have demonstrated that the
benefit due to the existence of a denser network at the end of
an assimilation window, is manifest over a substantial part
of the window, thanks to the variational data assimilation

approach. In other words, the recent high quality of obser-
vatory and satellite measurements can be in principle
backward propagated in order to reassimilate historical data
series. It is then possible to imagine that the refined series
could contribute to a more precise description of both small
and large scales of the fluid circulation in the core.
[68] The interplay between magnetic and rotation forces

in a two-dimensional model has been investigated in other
contexts. Tobias et al. [2007] have recently studied a local
two-dimensional b plane numerical model to show the
impact of a weak large-scale magnetic field on the
dynamics of the solar tachocline. Instead of using qua-
dratic products of the magnetic field as variables, they
have written the magnetic field as a function of a unique
scalar potential A:

B s;8ð Þ ¼ rrr� A s;8ð Þez½ �: ð48Þ

Then, the magnetic term in the vorticity equation becomes
[rrr � (Aez)] � rrr[rE

2A] (compare with the right-hand side
term of equation (15)), and the induction equation is

@tA ¼ �u � rrrAþ S�1r2
EA: ð49Þ

The ansatz (48) is restrictive, as axial invariance of the
magnetic field is assumed. It enables the inclusion of
magnetic diffusion, the effect of which cannot be rigorously
introduced in the set of equations (17) to (19). The model
given by equations (48) and (49) is also attractive, since it is
still able to describe a variety of physical situations. As an
example, Diamond et al. [2005] mention the transition from
two-dimensional magnetohydrodynamic turbulence at small
length scales, to turbulence controlled by Rossby wave
interactions at larger length scales. Solutions of (48) and
(49) (without the diffusion term) are also solutions
permitted by our equations (15) to (19). Investigating that
simplified set of equations thus appears as an appealing
intermediate step before the actual implementation of the
less restrictive equations based upon quadratic magnetic
quantities.

Appendix A: A First-Order Variant
of the Induction Equation

[69] To write equations (17) to (19), we have retained
only the zeroth-order part of the flow. We may wish to take
into account, in these equations, the z component of the
flow that enters in the Coriolis term in equation (15) and in
the induction equation at the core-mantle boundary
(equation (4)). Thus, in order to ensure incompressibility,
we define

uNZE s;8ð Þ ¼ g sð Þ rrr� Y s;8ð Þez½ �; ðA1Þ

the continuity equation for uE
NZ + uz

1ez yields g(s) = h�1(s).
[70] The nonzonal vorticity field z is then defined by z =
rrr � uE

NZ, and its vertical component is

zz s;8ð Þ ¼ �rrr2
E h�1 sð ÞY s;8ð Þ
	 


: ðA2Þ
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Finally, the set of equations (17) to (19) becomes

@t B2
s

� �
¼� u � rrr½ � B2

s

� �
� 2s�1 B2

s

� �
us � 2s�1 B2

s

� �
@8u8

þ 2s�1 BsB8

� �
@8us; ðA3Þ

@t B2
8

D E
¼ � u � rrr½ � B2

8

D E
� 2 B2

8

D E
@sus þ 2s BsB8

� �
@s s�1u8
� �

;

ðA4Þ

@t BsB8

� �
¼� u � rrr½ � BsB8

� �
þ s B2

s

� �
@s s�1u8
� �

þ s�1 B2
8

D E
@8us

� rrrE � u½ � BsB8

� �
: ðA5Þ

Appendix B: Numerical Model

[71] Fields are discretized in radius on a (possibly
irregular) staggered grid (see Figure B1), s = isDs(s); is 2
[0,Ns]; wg(is + 1/2, j) and t(is, j).Y, {Bs

2} and t are calculated
on the same spatial grid (note that {Bs

2} is not defined on the
endpoints). The latitudinal part of Br is discretized on a
meridian and every grid point is mapped on the CMB from
the grid point on S, except at the equator (see Figure B1);
thus q = iqDq(q); iq 2 [0, 2Ns � 1].
[72] The y and Br are expanded in Fourier series in

longitude:

Y s;8; tð Þ ¼
Xmmax

m¼1
am s; tð Þ cos m8ð Þ þ bm s; tð Þ sin m8ð Þ½ �; ðB1Þ

Br q;8; tð Þ ¼
Xmmax

m¼0
cm q; tð Þ cos m8ð Þ þ dm q; tð Þ sin m8ð Þ½ �; ðB2Þ

in which the number of azimuthal Fourier mode, mmax, is
related to the number of equidistant grid points in longitude,
N8: mmax = (N8 � 1)/2.
[73] The time step being Dt, time is discretized using

finite differences t = jDt; j 2 [0, Nt]. Spatial derivatives are
computed with a finite difference scheme, except for the
longitudinal derivatives for which we use the Fast Fourier
Transform in order to compute them in spectral space. For

the simulations, the cylindrical radius is discretized in Ns =
100 grid points (including the boundaries), the CMB in Nq =
200 grid points in latitude and N8 = 33 (unless otherwise
specified) grid points in longitude.

Appendix C: Steady Nonzonal Flow Model

[74] We define the stream function at the top of the core,
Yo, as Yo = Ms

qY, where subscript o refers to the outer
boundary. Let Ms

q be the operator which projects a vector
from the equatorial plane to the top of the core, and let Mq

s

be its transpose. The forward model is the radial component
of the induction equation at the top of the core,

_Br ¼ �rrrH � uNZBr

� �
; ðC1Þ

_Br ¼ sin q cos qð Þ�1 @qYo@8Br � @8Yo@qBr

	 

þ cos qð Þ�2Yo@8Br:

ðC2Þ

The tangent linear equation is

d _Br ¼ sin q cos qð Þ�1 @qYo@8dBr � @8Yo@qdBr

	 

þ cos qð Þ�2Yo@8dBr þ sin q cos qð Þ�1

� @qdYo@8Br � @8dYo@qBr

	 

þ cos qð Þ�2dYo@8Br; ðC3Þ

@tdBr ¼ d _Br: ðC4Þ

We introduce the adjoint variables YT, Br
T and _Br

T for Y, Br

and _Br, respectively. The adjoint model is

YT ¼ Ms
q

XT
j¼0

@Tq sin q cos qð Þ�1@8Brj
_BT
rj

h in

� @T8 sin q cos qð Þ�1@qBrj
_BT
rj

h i
þ cos qð Þ�2@8Brj

_BT
rj

o
cos2 q;

ðC5Þ

BT
r ¼ @T8 sin q cos qð Þ�1@qYo

_BT
r

h i
� @Tq sin q cos qð Þ�1@8Yo

_BT
r

h i

þ @T8 cos qð Þ�2Yo
_BT
r

h i
; ðC6Þ

_BT
r ¼ �@tBT

r ; ðC7Þ

where @8
T and @q

T are the adjoints of @8 and @q
T, and �@t

indicates that the integration is performed backward in time.

Appendix D: Alfvén Wave Model

[75] The forward equations are

@twg ¼ s3h
	 
�1

@st; ðD1Þ

@tt ¼ s3h B2
s

� �
@swg; ðD2Þ

@tBr ¼ �Mq
sM

total
zonalwg@8Br; ðD3Þ

Figure B1. Sketch of a regular staggered radial grid in the
equatorial plane and its projection on the CMB.
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where Mzonal
total transforms a one-dimensional zonal vector

into a two-dimensional one, by duplicating it in each
meridional plane. Let Mtotal

zonal be its transpose. The forward
model is completed by the boundary conditions (41)
and (42).
[76] We define the adjoint variables wg

T, tT, {Bs
2}T, Br

T for
wg,t, {Bs

2}, Br, respectively. The adjoint model is

@twT
g ¼ @Ts s3h B2

s

� �
tT

	 

�Mzonal

total M
s
q @8BrB

T
r

	 

; ðD4Þ

@ttT ¼ @Ts s3h
� ��1

wT
g

h i
; ðD5Þ

FT sð Þ ¼
X
j

s3htTj B2
s

� �
@swg

� �
j
þaCW B2

s

� �
; ðD6Þ

@tB
T
r ¼ �@T8 Mq

sM
total
zonalwgB

T
r

	 

; ðD7Þ

where @s
T is the adjoint of the operator @s and the term in aC

corresponds to the extra penalty term in the misfit function
(see also equation (23)); W = @s

T@s in the experiments. In
order to enforce its positivity during the optimization phase,
{Bs

2} is rather written {Bs
2} = exp[F(s)], with F 2 R and FT

computed as indicated in equation (D6).
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Fast torsional waves and strong magnetic field within the1

Earth’s core2

Nicolas Gillet1, Dominique Jault1, Elisabeth Canet1 & Alexandre Fournier23

1LGIT, CNRS, Universit́e Joseph Fourier, Grenoble (France)4

2IPG Paris (France)5

The magnetic field inside the Earth’s fluid and electrically conducting outer core cannot be6

directly probed. The root-mean squared (rms) intensity for the resolved part of the radial7

magnetic field at the Core-Mantle boundary (CMB) is 0.3 mT, but further assumptions are8

needed to infer the strength of the field inside the core. Scaling laws relating the strength9

of the dipole field at the surface of a fluid dynamo to the rms field intensity in its interior,10

recently obtained from numerical geodynamo models1, yield an intensity of the order of 2 mT11

within the Earth’s core. However, a 60-year signal found in the variation in the length-of-day2
12

(∆LOD) has long been associated with magneto-hydrodynamic torsional waves carried by a13

much weaker internal field3,4: according to these studies, the rms strength of the field in14

the cylindrical radial direction (calculated for all lengt h scales) is only 0.2 mT, a figure even15

smaller than the rms strength of the large scale (below spherical harmonic degreen = 13)16

field visible at the CMB. Here we reconcile numerical geodynamomodels with studies of17

geostrophic motions in the Earth’s core relying on geomagnetic data. From an ensemble18

inversion of core flow models, we exhibit indeed a torsional wave recurring every 6 years,19

whose angular momentum accounts well for both the phase and the amplitude of the 6-year20

1



∆LOD signal detected over the second half of the twentieth century5. It takes about 5 years21

for the wave to propagate throughout the fluid outer core: this travel-time translates into a22

slowness for Alfv́en waves which corresponds to a rms field strength in the cylindrical radial23

direction of approximately 1.5 mT. Assuming isotropy, thisyields a rms field strength of 3 mT24

inside the Earth’s core.25

The flow at the core surface is responsible for the time variation of the geomagnetic field,26

and its large-scale features can be inferred from secular variation models. Two innovations have27

recently been introduced in the calculation of core flows. First, using a time-dependent ensemble28

inversion scheme6, one can account for the spatial resolution errors arising from the unresolved,29

small-scale magnetic field. Second, assuming that the calculated flows are quasi-geostrophic7
30

(QG) in the core interior strongly constrains the flow geometry at the core surface (radiusr = c =31

3480 km). Resorting to cylindrical(s, φ, z) coordinates, with thez-axis aligned with the Earth’s32

rotation vectorΩ, the equatorial(s, φ) component of a QG flow isz-invariant and cannot cross the33

cylinder parallel toΩ which circumscribes the inner core (the tangent cylinder).That hypothesis is34

justified when retrieving rapidly changing flows8 in the limit of smallλℓ = B(Ωℓ
√

ρµ0)
−1, where35

ρ is the core density,µ0 is the free space magnetic permeability,ℓ is the length scale of motion, and36

B is the strength of the internal fieldB. This dimensionless number, of order10−4 in the Earth’s37

core forℓ ∼ 106 m, measures the ratio between inertial and Alfvén9 waves periods. Here, we invert38

the GUFM1 geomagnetic model10 (for degreesn ≤ 11 of the secular variation and a noise level of39

10 (nT/y)2 at the Earth surface) to obtain a time-dependent QG core flow model spanning 1840 to40

1990. Its toroidal and poloidal expansion{ts,cnm, ss,c
nm}, truncated at degreen = 22, is expanded in41
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time onto a cubic B-spline basis with a knot-spacing of 2.5 y. The impact on the secular variation of42

unresolved main field coefficients of degreen ∈ [12 . . . 33] is accounted for following an ensemble43

approach6, with ensemble sizeK = 20.44

Core flow carries angular momentum and confidence in core flow models can be estimated by45

the quality of their prediction for the independent∆LOD data11,12. Our ensemble of QG core flow46

models predicts well the decadal∆LOD variation (here the LUNAR97 time series13) over most of47

the twentieth century since 1910. Such a good prediction hadbeen obtained before14, but was then48

sensitive to adjustable parameters. We reckon that some of the variations of the zonal motions that49

are calculated around 19906 from magnetic field models valid up to 2000 or later are artefactual.50

We attribute this difficulty to the sharp increase in the accuracy of models around this epoch. The51

core angular momentum variations have been associated to time changes of the geostrophic (i.e.52

zonal andz-invariant) motions evolving as Alfv́en waves3,4,15. Torsional Alfv́en waves consist53

in the propagation along the cylindrical radius of a perturbation in both the geostrophic angular54

velocity ωg and the magnetic field. Their period is proportional to theirradial length scale and55

inversely proportional to the rms value of the cylindrical radial magnetic field calculated on cylin-56

ders parallel to the rotation axis, as measured byB̃s(s) =

√
1

4πh

∫
+h

−h

∫
2π

0

B2
s (s, φ, z)dφdz, where57

h(s) =
√

c2 − s2 is the half-height of a fluid column. Their travel-time is independent on the58

length scale and scales in inverse proportion toB̃s(s). As a result, detecting the propagation of a59

torsional Alfvén wave enables to constrain the strength of the magnetic field in the core interior.60

On shorter timescales, a∆LOD signal, of period 6 years, has been detected2,5 and tentatively61
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related to core dynamics16. One must be aware of the dramatic changes over time in the accuracy62

of geodetic and magnetic measurements. Interannual variations inferred from lunar occultations63

are not resolved prior to 192517. After the advent of atomic clocks in 1955, the Earth rotation64

period has been accurately measured from the observation oftransit times of stars, which is now65

superseded by VLBI techniques. Magnetic measurements also drastically improved after 196066

when proton magnetometers became widely used. We have thus investigated the prediction of67

the 6-y signal for a time interval beginning in 1925 and ending in 1990, after when the lower68

frequency∆LOD variations are not well reproduced6. We concentrate on the period starting in69

the mid-nineteen-fifties. The coherence and phase shift spectra shown in Figure 1 indicate that the70

6-y period is well predicted by the ensemble of core flow calculations, as well as by the ensemble71

average. Both amplitude and phase agree.72

Accordingly, the observed and predicted∆LOD time series filtered between 5 and 8 years73

match. The predictions are particularly successful between 1960 and 1980. The time-cylindrical74

radius map of geostrophic velocityug(s, t), filtered as well between 5 and 8 years (Figure 2, top),75

indicates a radial propagation from the tangent cylinder (si = 0.35 c) both toward the equator76

(so = c) and toward the rotation axis (s = 0). It takes close to 4 years for the wave to cross the outer77

core from the tangent cylinder to the equator. Such a fast propagation is made possible by a large78

enough magnetic field inside the core, with an amplitude of a few mT. At large cylindrical radii, in79

the equatorial region, the propagation slows down. In a torsional wave scenario, that observation80

is coherent with a weaker field close to the equator. Furthermore, the absence of a reflected wave81

suggests the presence of significant ohmic dissipation. This is due either to large gradients of82
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the induced magnetic field, resulting from inhomogeneitiesin the Alfvén wave velocity, or to the83

presence of a conducting layer at the base of the lower mantle18. We have explored this second84

hypothesis.85

In order to estimate not only the strength but also the profileof B̃s(s), we use a variational86

data assimilation framework19,20 which rests on the torsional wave equation outside the tangent87

cylinder. The observation vector isyo(t) = {ton0(t)}n=1,3,5..., the time series of the toroidal zonal88

coefficients filtered around 6 years, calculated from the ensemble average of theK core flow89

solutions
{
tkn0(t)

}k=1...K

n=1,3,5...
. These coefficients provide a blurred picture of the true geostrophic90

velocityut
g inside the core, through the forward problemyo(t) = H ut

g(s, t)+ eo. H is the observa-91

tion operator which relates expressions in cylindrical coordinates to spectral coefficients, whereas92

eo = {eo
n0}n=1,3,5... is the error vector. Elements of the error covariance matrixC are estimated from93

the time-average dispersion of the ensemble of kinematic core flow solutions
{
tkn0(t)

}k=1...K

n=1,3,5...
:94

Cnn′ =
1

te − ts

∫ te

ts

1

K

K∑

k=1

(
tkn0 − ton0

) (
tkn′0 − ton′0

)
dt . (1)95

Large correlationsρnn′ = Cnn′/
√

CnnCn′n′ are found, with for instance(ρ13, ρ15, ρ35, ρ57) =96

(−0.49, 0.29,−0.44,−0.23). Errors are consequently not independent, and consideringvariances97

only would reduce the amount of information contained in theobservation vectoryo. Figure 3,98

where errors variances are compared with rms amplitudes of the ton0, shows that only the large99

length-scales are resolved. We thus consider observationslimited to spherical harmonic degrees100

n ≤ 9. Nonetheless, the predicted velocityuf
g is free to exhibit shorter length-scales4.101

As noted above, dissipation is required to successfully assimilate our observations. Taking102
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into account a magnetic drag due to a conducting layer at the bottom of the mantle (of conductance103

G), the dynamical system of interest writes104

∂ωg

∂t
=

1

s3hρµ0

∂τ

∂s
− cGB̃2

r

h2ρ
ωg , (2)105

∂τ

∂t
= s3hB̃2

s (s)
∂ωg

∂s
, (3)106

whereB̃2

r (s) =
1

4π

∫
2π

0

{
B2

r (s, φ, h) + B2

r (s, φ,−h)
}

dφ andτ(s, t) =
s2

4π

∫
2π

0

∫
+h

−h
BsBφdzdφ.107

In the following, the productGB̃2
r is chosen uniform for the sake of simplicity. The system of108

equations (2,3) requires two boundary conditions. We choose τ(so, t) = 0 and, in order to avoid109

the boundary conditions on the forecast to be too much influenced by our blurred image of the core110

state,
∂ωg

∂s
(si, t) = A cos(γ t + ϕ), which comes down to assimilating on the torque transferredto111

the system at the tangent cylinder. This excitation can originate from e.g. a thermochemical source112

at the inner core surface, an eigen mode of the oscillating inner core16, or even a conversion of113

topographic Rossby waves into geostrophic motion close to the tangent cylinder21. We seek state114

vectorsx =
{
B̃s(s), GB̃2

r , A, γ, ϕ
}

minimizing the cost function115

J(x) =
1

te − ts

∫ te

ts

ef (t)T
C
−1ef (t)dt + αB

∫ so

si

[
∂2B̃2

s

∂s2

]2

ds + αG

[
GB̃2

r

]2

, (4)116

whereef (t) = yo(t) − H uf
g (t) is the forecast error vector. By exploring the parameter space117

(αB, αG) for several initial guessesxi and several periods spanning[ts, te] ∈ [1960, 1982], we118

find a range of solutions adequately fitting the data within the error bars. Figure 2 shows one119

solution example: the time-radius map of the forecastuf
g (bottom) compares well with that of the120

observationsuo
g truncated atn = 9 (middle). Comparison of thea priori anda posteriorierrors121

magnitude as a function of degreen is provided in Figure 3, in a case where the normalized data122

misfit is 0.62.123
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Figure 4 displays the dispersion of the acceptable solutions in terms of profiles ofB̃s(s).124

They all requireB̃s to be larger than 2 to 3 mT in most of the outer core, except toward the equator125

where it decreases toward intensities coherent with the fraction of a mT obtained at the CMB. At126

radii between 0.45 and 0.75, we find a wide range of acceptableamplitudes: we thus only provide a127

lower bound for the field intensity in that region. Our findings are in line with estimates(i) inferred128

from QG core-flow inversions assuming a magnetostrophic balance6, (ii) deduced from numerical129

geodynamo models1, and (iii) required to explain core nutations22. Furthermore, as our strong130

field estimate yields shorter periods of the torsional waves, the issue concerning their damping23
131

vanishes. We find a productGB̃2
r for the acceptable solutions of850 ± 350 S.T2. For a rms radial132

field of the order of 0.7 mT at the CMB22 (see Figure 4), this yields a conductanceG in the range133

[1 − 2.5] × 109 S.m. A 6 y signal probes the entire thickness∆ of the conducting layer at the134

bottom of the mantle, of conductivityσm = G/∆. For a value ofσm ten times smaller than (resp.135

similar to) the outer core conductivityσc ∼ 5 × 105 S, this yields gives a thickness∆ ∼ 35 km136

(resp. 3.5 km). That estimate is compatible with the one obtained from the analysis of the daily137

nutations22: these probe a thicknessδ ∼ 200 m for a conductivityσm close to that of the core.138

In a scenario where they are responsible for the 6 y∆LOD signal, torsional Alfv́en waves no139

longer explain the decadal to centennial∆LOD variation, as was previously thought3,4,15. Hence,140

such changes remain to be understood. We envision on periodslonger than the Alfv́en time a141

magnetic fieldB inside the core evolving in a Taylor state24, with the flow constantly adapting to142

the changes in the magnetic field. One consequence is that geostrophic (zonal) and ageostrophic143

(non zonal) motions, coupled together, must present similar amplitudes. The triggering mechanism144

7



responsible for the observed torsional waves remains to be understood as well. Only a tiny inner145

core oscillation is predicted from our study, of order10−2 deg/y. Although difficult to detect from146

seismological studies25, this almost harmonic signal could constitute a target to focus on. Having147

an internal field as strong as a 5 mT rms is compatible with magnetic dissipation considerations26.148

Furthermore, it permits the occurrence of rapid interannual flow variations, as inferred from satel-149

lite data27. It may also explain the suddenness of geomagnetic jerks28. The link between torsional150

waves and other components of a time-dependent core flow calls for dynamically consistent mod-151

els involving the full magnetic fieldB inside the core. It requires the extension of geomagnetic152

data assimilation techniques, based on physical models compatible with the framework of J. B.153

Taylor20.154

Detection of fast torsional oscillations helps us acquire abetter physical understanding of the155

geomagnetic variations and reconcile geodynamo models with geomagnetic observations. In addi-156

tion, better knowledge of the core angular momentum changeson a wider spectral range will also157

result in a better description of the angular momentum changes of the outer geophysical envelopes158

(oceans, ice caps, atmosphere). The assimilation technique20 applied in our study is well-suited to159

analyse long data series. However, recent high-quality satellite data only cover a short period com-160

pared to that of the physical processes responsible for the geomagnetic secular variation. We must161

overcome difficulties met when merging together in one modeldata of very different qualities.162

This will be achieved only by propagating backward in time the quality of satellite data19, such163

as those to come soon from the ESASwarmmission. To this end, we have to develop dynamical164

models for the evolution of core flows, which include the torsional waves we have focussed on in165
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this study.166
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Figure 1 Coherence spectrum (top left) and phase shift spectrum (top right), calculated237

over the time span 1925–1990 for two ∆LOD time series (i) LUNAR9713 data and (ii)238

prediction from the ensemble average QG core flow model. Green curves correspond to239

the frequency range where the phase shift is smaller than π/6 (arbitrary threshold). A240

high coherence is found simultaneously with a small phase shift for both low frequencies241

and a window centered on 6 y. Bottom: comparison of ∆LOD time series, band-pass242

filtered between 5 and 8 y, of the LUNAR97 data (green), and the predictions from the243

ensemble of the kinematic core flow models (grey), its average (black), and the result (red)244

of the torsional wave assimilation of the flow coefficients {ton(t)}n=1,3...9 between 1960 and245

1982.246

Figure 2 Angular velocity ug(s, t) as a function of time and cylindrical radius (in outer247

core radius c units), band-pass filtered between 5 and 8 y. The colour scale ranges be-248

tween ±0.4 km/y, with contours every 0.02 km/y. Top: for the ensemble average kinematic249

core flow model (truncated at degree n = 22) between 1955 and 1985. The horizontal250

dashed-line at s = 0.35 corresponds to the position of the tangent cylinder. The black251

box corresponds to the domain used for the variational assimilation of torsional waves.252

Middle: same as inside the black box in Top (outside the tangent cylinder and between253

1960 and 1982), but truncated at spherical harmonic degree n = 9. It corresponds to the254

observation uo
g(s, t) used for the data assimilation. Bottom: predictions uf

g (s, t) resulting255

from the torsional wave assimilation of the {ton(t)}n=1,3...9.256
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Figure 3 Black: comparison, as a function of spherical harmonic degree n, of the rms257

value of the observations ton0 (circles) with the magnitude of the observation errors eo
n0258

(squares) calculated from Equation (1) over [ts, te] = [1960, 1982]. Superimposed in red259

are an example for the rms value of a forecast tfn0 (circles) and that of its associated260

forecast errors ef
n0 (squares). This case, which corresponds to the predicted uf

g (s, t) in261

Figure 2 (bottom), presents a normalized misfit of 0.62.262

Figure 4 Rms value of the cylindrical radial magnetic field B̃s(s), in mT, as a func-263

tion of the cylindrical radius (in outer core radius c units), obtained by assimilation of264

the {ton(t)}n=1,3...9 using the torsional waves dynamical model (2). The grey shaded area265

corresponds to the domain in which acceptable solutions have been found.266
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Modèle dynamique et assimilation de données de la variation sé
ulaire du
hamp magnétique terrestreRésumé Les 
hangements du 
hamp magnétique terrestre sur une grande gammed'é
helles spatiales et temporelles re�ètent les pro
essus variés de la géodynamo. Jepropose un modèle simpli�é de la dynamique rapide du noyau, adapté à l'étude desvariations du 
hamp magnétique de l'année au sié
le ; la variation sé
ulaire. L'hypothèsequasi-géostrophique du modèle est basée sur la prépondéran
e des for
es de rotationpar rapport aux for
es magnétiques à 
es é
helles de temps. La partie axisymétrique
orrespond au formalisme d'ondes de torsion d'Alfvén. La dynamique se pla
e dansle plan équatorial. À la frontiére noyau-manteau, l'é
oulement interagit ave
 le 
hampmagnétique radial via la 
omposante radiale de l'équation d'indu
tion. Cette partiedu modèle 
onne
te la dynamique et les observations. L'assimilation variationnelle dedonnées permet d'interpréter la variation sé
ulaire en terme de dynamique. Une fon
tionobje
tif est minimisée en 
al
ulant sa sensibilité par rapport aux variables de 
ontr�levia l'intégration du modèle adjoint. J'illustre 
ette inversion par des expérien
es jumellespour un é
oulement stationnaire dans le noyau et pour des ondes de torsion. On a

èdeainsi à des variables d'état qui ne sont pas dire
tement observées. En utilisant 
ommeobservations des é
oulements re
onstruits à la surfa
e du noyau, 
ette méthode permetde déduire que la tension magnétique dans le noyau, for
e de rappel des ondes de torsion,
orrespond à un 
hamp magnétique fort, au minimum 3-4 mT. De telles ondes de torsionrapides sont 
ohérentes ave
 un signal à 6 ans dans les données de variations de lalongueur du jour.Dynami
al model and variational assimilation of the geomagneti
 se
ularvariationAbstra
t The 
hanges in the Earth's magneti
 �eld on a wide range of time and spa
es
ales re�e
t the various time and spa
e s
ales of 
ore pro
esses. I propose a simpli�edmodel of the rapid dynami
s of the Earth's 
ore, tailored to the study of the rapidvariations of the geomagneti
 �eld ranging from years to 
enturies, referred to as thegeomagneti
 se
ular variation. The quasi-geostrophi
 approximation used in the modelrelies on the prevalen
e of rotation for
es over magneti
 for
es on short times
ales. Theaxisymmetri
 
omponent of the model 
orresponds to the formalism of Alfvén torsionalwaves. Within this framework, the magnetohydrodynami
s takes pla
e in the equato-rial plane. At the 
ore-mantle boundary, the equatorial �ow intera
ts with the radialmagneti
 �eld through the radial 
omponent of the magneti
 indu
tion equation. This
omponent of the model 
onne
ts the dynami
s with the observations. Variational dataassimilation allows for the interpretation of the se
ular variation in terms of the under-lying dynami
s. It seeks to minimize an obje
tive fun
tion by 
omputing its sensitivityto its 
ontrol variables through the integration of the adjoint model. I illustrate thisinversion s
heme with twin experiments, performed for a steady �ow and in a torsio-nal wave s
enario. It enables the retrieval of 
ore state variables whi
h are not dire
tlymeasured. By assimilating 
ore �ow models at the 
ore surfa
e, the inferred magneti
tension (the restoring for
e of torsional waves) yields a large magneti
 �eld inside the
ore, at least on the order of 3-4 mT. Su
h fast torsional waves are 
onsistent with a6-year signal in the length-of-day variation timeseries.


