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Résumé/Abstract

Français

L’industrie automobile utilise de nombreuses pièces en caoutchouc aux fonctions anti-
vibratoires, dont il faut garantir la tenue en service. L’objectif de ce travail de thèse est de
proposer une méthode pour prévoir la durée de vie en fatigue d’une structure en caoutchouc
naturel chargé au noir de carbone. La démarche proposée consiste à découpler l’évolution
du comportement mécanique et l’endommagement sous chargement cyclique. On suppose
qu’il existe un cycle stabilisé et que la durée de vie, définie comme l’amorçage d’une fissure
détectable, ne dépend que des grandeurs mécaniques évaluées sur celui-ci.

Les élastomères soumis à un chargement cyclique présentent un adoucissement associé
à l’effet Mullins, qui se produit surtout pendant les premiers cycles, après lesquels la ré-
ponse du matériau reste identique. On propose un modèle capable de décrire cette réponse
stabilisée, ne dépendant que des variables mécaniques en régime établi. Ses paramètres sont
les élongations maximales dans un nombre fini de directions matérielles, de façon à décrire
l’anisotropie induite par l’effet Mullins.

Ce modèle est ensuite utilisé pour analyser un grand nombre d’essais d’endurance uni-
axiaux et multiaxiaux, réalisés sur éprouvettes axisymétriques. On montre qu’il permet de
prendre en compte efficacement l’influence du type de contrôle ou d’une précharge. L’ana-
lyse des essais multiaxiaux ne mettant pas en jeu de renforcement, c’est-à-dire passant par
l’état de déformation nul, montre que la contrainte principale maximale est suffisante pour
représenter tous les cas de chargement, à l’exception de ceux qui font intervenir des phéno-
mènes de cumul multi-plans. On propose alors une loi de cumul d’endommagement pour
représenter ce type de chargement.

English

The automotive industry must ensure the service life of numerous rubber components
used for anti vibratory purposes. This work aims at proposing a method to predict the fa-
tigue life of a carbon-black reinforced natural rubber structure. The approach proposed here
consists in uncoupling the evolution of the mechanics behaviour and damage under cyclic
loading. We make the assumption that the behaviour tends to stabilize and that the lifetime,
defined as the initiation of a crack, depends only on the mechanical variables in the stabilized
state.



6 RÉSUMÉ/ABSTRACT

Upon cyclic loading, elastomers experience a stress-softening phenomenon known as the
Mullins’ effect. This phenomenon occurs mostly during the first few cycles, after which the
response of the material remains unchanged by additional reloading. We propose a model
to represent this stabilized state, supposed to depend only on some cyclic variables. The
parameters are the maximum stretches reached in a finite number of material directions, in
order to describe the anisotropy induced by the Mullins’ effect.

This model is used to analyse a large number of uniaxial and multixial fatigue tests
realised with cylindrical dumbbell specimens. We show its ability to take into account the
type of control (force or displacement) and the influence of an initial overload. The analysis
of the multiaxial data indicates that the maximum principal stress is well correlated with
lifetime for all types of solicitations, excepting those which involve multi-plane cumulative
damage. A cumulative damage law is proposed to account for these types of loading.
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Notations

Formats

x Scalaire
x Vecteur de composantesxi

X Tenseur d’ordre 2 de composantesXij

X Tenseur d’ordre 4 de composantesXijkl

Grandeurs mathématiques

δij Symbole de Kronecker
I Tenseur unité d’ordre 2 Iij = δij

I Tenseur unité d’ordre 4 Iijkl = δilδjk

Opérateurs

· Produit simplement contracté (A ·B)ij = AiaBaj

: Produit doublement contracté A : B = tr(A ·B) = AijBji

(A : B)ij = AijabBba

(A : B)ij = AabBbaij

⊗ Produit tensoriel (A⊗B)ijkl = AijBkl

Dérivée par rapport à un tenseur d’ordre 2
(

∂V
∂A

)
ij

= ∂V
∂Aji

∇ Gradient (∇V )ij = ∂Vi
∂Xj
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Grandeurs mécaniques

F Gradient de la transformation
J Variation de volume J = det F
C Dilatations de Cauchy Green droit C = tF · F
G Dilatations de Cauchy Green gauche G = F · tF

λ Élongation (dans une direction D) λ =
√

D ·C · D
I1 Premier invariant deC I1 = trC
I2 Deuxième invariant deC I2 = 1

2((trC)2 − trC2)
I3 Troisième invariant deC I3 = det C = J2

E Déformations de Lagrange E = 1
2(C − I)

d Taux de déformations Eulérien
Π Contraintes de Piola-Lagrange
σ Contraintes de Cauchy Jσ = F ·Π · tF
B Contraintes de Boussinesq
El Matrice tangente lagrangienne
Ee Matrice tangente eulérienne
Eabq Matrice tangente lagrangienne réactualisée
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Introduction

Contexte

L’industrie automobile utilise de nombreuses pièces en caoutchouc pour assurer des
fonctions antivibratoires (cf. figure1). Parmi elles, on peut citer les cales de support de mo-
teur, les articulations de liaison au sol ou les suspentes d’échappement. La majorité de ces
pièces est réalisée en caoutchouc naturel contenant des charges de noir de carbone. En effet,
le caoutchouc naturel est un matériau peu coûteux et offrant de bonnes propriétés amortis-
santes. Il est également très performant vis-à-vis de la tenue en endurance. Son principal
défaut est sa mauvaise tenue à haute température, ce qui explique l’utilisation de caou-
tchoucs synthétiques dans les zones très chaudes comme celles qui sont proches de la ligne
d’échappement.

Ces pièces sont soumises à des sollicitations vibratoires ayant pour origine les irrégula-
rités de la chaussée, les basculements du moteur et les accélérations du véhicule. Ce sont des
chargements mécaniques complexes : l’intensité du chargement varie de façon aléatoire (voir
figure 2) et plusieurs degrés de liberté de la pièce sont sollicités de manière indépendante
les uns des autres (voir figure3). De plus, la géométrie des pièces est souvent complexe.
Ainsi, les sollicitations vues par les pièces ont des caractéristiques multiaxiales très variées
et localement complexes. La figure4 montre le type de fissures qui peuvent apparaître dans
des pièces soumises à ce type de chargement.

La tenue en service de ces pièces est garantie par un certain nombre d’essais« construc-
teur» caractéristiques. Le constructeur automobile réalise des mesures d’efforts et/ou de
déplacements en entrée de la pièce concernée en situation réelle, c’est-à-dire montée sur un
véhicule roulant sur une piste. Le fournisseur doit alors appliquer à la pièce ce signal tempo-
rel enregistré et vérifier ainsi sa tenue. Cet essai de validation nécessite des moyens d’essais
sophistiqués et donc coûteux (cf. figure5). Par ailleurs, la durée de l’essai est importante ;
elle peut aller jusqu’à un mois. Cet essai« piste» n’est donc réalisé que lorsque la pièce est
complètement définie.

Pendant la phase de conception, la tenue des prototypes est évaluée en utilisant un signal
plus court et plus simple, qui se veut équivalent au signal piste en terme d’endommagement.
Celui-ci est en général élaboré à partir de méthodes empiriques, fondées sur une impor-
tante base de données expérimentales. On construit ainsi des signaux dits« réduits» en ne
conservant que certains tronçons du signal temporel, d’amplitude plus importante que le
reste du signal. On construit également des signaux dits« équivalents» qui sont souvent
des combinaisons de signaux sinusoïdaux.
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FIG. 1 –Pièces antivibratoires utilisées dans l’industrie automobile.
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FIG. 2 –Signal (effort ou déplacement) vu
par la pièce, enregistré sur piste en fonc-
tion du temps.

FIG. 3 – Signal enregistré sur un axe en
fonction du signal enregistré sur un autre
axe. On voit qu’il existe une direction de
sollicitation privilégiée, mais les deux si-
gnaux sont globalement décorrélés.



23

FIG. 4 – Fissures dans une articulation de
triangle soumise à un chargement com-
plexe.

FIG. 5 – Exemple de banc triaxe utilisé
pour la validation des articulations de tri-
angle.

Ces méthodes de réduction de signal ne sont pas fiables : elles trouvent souvent leur ori-
gine dans les modèles consacrés aux métaux, dont les mécanismes d’endommagement sont
très différents de ceux des polymères et des élastomères. Par ailleurs, cette méthode de di-
mensionnement demande encore la réalisation d’un grand nombre de prototypes et d’essais.
Constructeurs et fournisseurs désirent donc améliorer leurs connaissances de l’endomma-
gement des caoutchoucs, afin de mettre en place une méthode robuste d’estimation par le
calcul de la durée de vie d’une structure soumise à un chargement donné, et d’évaluer la
sévérité d’un signal par rapport à un autre pour cette structure.

Les enjeux industriels de cette étude sont à la fois la spécification des caractéristiques
des pièces par le constructeur au fournisseur et la conception des dites pièces, laquelle est du
ressort du fournisseur. Réunis par des intérêts communs, les sociétés PSA Peugeot Citroën et
Modyn-Trelleborg, une entreprise spécialisée dans l’antivibratoire automobile, se sont donc
associées pour financer une vaste campagne d’essais d’endurance. Ainsi, les essais présentés
dans ce mémoire ont été réalisés au sein de la société Modyn-Trelleborg. Cette collabora-
tion a conduit par la suite à la formation d’un groupe d’échanges scientifiques, le Groupe
de Travail sur la Fatigue des Elastomères (GTFE), constitué de partenaires industriels (PSA
Peugeot Citroën, Modyn-Trelleborg, Allevard-Rejna, et le CETIM de Nantes) et universi-
taires (le Laboratoire de Mécanique des Solides de l’École polytechnique et le Laboratoire
de Mécanique des Matériaux de l’École Centrale de Nantes).

Objectifs

L’objectif de ce travail de doctorat est de proposer une méthode pour prévoir la durée
de vie d’une structure en caoutchouc soumise à un chargement mécanique multiaxial cy-
clique. La durée de vie est définie ici par l’amorçage d’une fissure visible à l’œil nu. Cette
méthode doit être suffisament simple et efficace pour être appliquée dès le bureau d’études
de conception.

Une fois les phénomènes d’endommagement compris et modélisés, le constructeur aura
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FIG. 6 –On distingue trois types de comportement pour un matériau sollicité cycliquement :
(a) la réponse dérive jusqu’à la rupture ; (b) la réponse se stabilise après une période transi-
toire de quelques cycles, mais reste dissipative ; (c) après une période transitoire, la réponse
adaptée est élastique.

tous les outils nécessaires pour assurer des réductions d’essais d’endurance fiables dans ses
spécifications aux fournisseurs.

Démarche

La fatigue multiaxiale des caoutchoucs est un sujet complexe et encore très mal docu-
menté. Une difficulté majeure réside dans l’évolution du comportement avec le chargement,
et ceci pour deux raisons. Premièrement, l’endommagement du matériau à l’instantt dé-
penda priori de toute l’histoire des déformations et contraintes jusqu’à cet instantt. Il est
donc nécessaire de connaître la loi d’évolution du comportement. Cette évolution est plus
ou moins importante, selon le comportement du matériau et l’intensité de la sollicitation
(cf. figure6). Deuxièmement, cette évolution peut dépendre complètement ou partiellement
de l’endommagement. Ce couplage entre le comportement et l’endommagement requiert le
calcul de tout le trajet de chargement entre l’instant initial où le matériau est sain et l’instant
actuel pour connaître cet endommagement. Cette démarche est donc extrêmement coûteuse
en temps de calcul, un inconvénient rédhibitoire dans un contexte industriel.

On propose ici une démarche simplifiée, qui consiste à découpler l’évolution du compor-
tement et celle de l’endommagement. Celle-ci est fondée sur l’existence d’un comportement
cyclique stabilisé (cas (b) ou (c) sur la figure6), atteint après une période de transition re-
lativement courte devant le temps d’apparition d’une fissure. Ainsi, le comportement du
matériau est identique pendant la plus grande partie de sa vie. On fait l’hypothèse que l’en-
dommagement créé pendant la période transitoire où le comportement évolue est négligeable
devant l’endommagement créé en régime stabilisé. La durée de vie du matériau dépend donc
uniquement des grandeurs mécaniques déterminées sur un cycle de chargement en régime
stabilisé. La méthode de détermination de la durée de vie se décompose alors en deux parties
distinctes et indépendantes :

– dans un premier temps, on détermine l’état stabilisé de la structure ;
– dans un second temps, on détermine la durée de vie de la structure à partir du cycle

stabilisé.



25

De la même manière, ce document est organisé en deux grandes parties. La première partie
propose un modèle de comportement qui permet d’obtenir l’état cyclique de la structure. La
seconde partie s’attache à la détermination d’une variable d’endommagement multiaxiale
corrélée à la durée de vie.

La première partie est divisée en quatre chapitres. Le premier chapitre présente des gé-
néralités sur le comportement des élastomères, abordé sous un angle expérimental, et plus
spécifiquement le comportement du caoutchouc naturel chargé au noir de carbone choisi
pour cette étude. On montre que le comportement s’adoucit pendant les cinq premiers cycles
de chargement, après lesquels on considère que le comportement n’évolue plus de façon no-
table (cas (b) sur la figure6). On remarque que cet adoucissement, appelé« effet Mullins»,
ne se produit que dans la direction du chargement. Le deuxième chapitre est une étude biblio-
graphique des lois de comportement susceptibles de décrire les phénomènes identifiés dans
le premier chapitre. On constate que la plupart des modèles décrivent uniquement l’adoucis-
sement au premier cycle, et non l’état stabilisé. L’anisotropie du phénomène n’est presque
jamais prise en compte. Dans un troisième chapitre, on propose un modèle de comportement
capable de représenter l’effet Mullins et l’anisotropie induite. Bien que la réponse réelle du
matériau présente une boucle d’hystérèse, on fait le choix d’une représentation non dissipa-
tive (cas (c) de la figure6), jugée suffisante pour répondre au problème d’endurance. On fait
l’hypothèse que le comportement cyclique dépend uniquement des variables cycliques. Au-
trement dit, le comportement en régime établi est indépendant du régime transitoire. Cette
hypothèse permet de s’affranchir de la description du régime transitoire pour aller directe-
ment à l’état stabilisé. En revanche, elle fait apparaître une autre difficulté : le paramètre
d’endommagement de la loi de comportement doit être déterminé en même temps que l’état
stabilisé de la structure. Le quatrième chapitre propose une méthode pour résoudre ce pro-
blème implicite de manière incrémentale. On valide enfin le modèle en l’appliquant au calcul
de l’état stabilisé d’une éprouvette structure.

La seconde partie est divisée en trois chapitres. Le premier chapitre décrit les essais
réalisés et propose une première analyse de leur pertinence vis-à-vis de l’étude de l’influence
de la multiaxialité. Le deuxième chapitre contient une étude critique des modèles de durée
de vie proposés par la littérature. Le sujet, bien que relativement ancien, n’a pas été très
développé comme c’est le cas pour les matériaux métalliques. En particulier, aucune variable
d’endommagementmultiaxialene fait l’unanimité. Dans le troisième chapitre, on expose les
résultats de durée de vie obtenus pour les différents types d’essais. On montre l’intérêt de la
description du comportement stabilisé pour prévoir correctement la durée de vie. On propose
ensuite une variable multiaxiale simple dont le maximum est corrélé de façon satisfaisante
avec la durée de vie. On montre que pour des chargements plus complexes, pour lesquels
le repère principal tourne beaucoup, il est possible d’obtenir localement deux cycles de
chargement pour un seul cycle appliqué à la structure. Dans ce cas, il est nécessaire de tenir
compte, non pas uniquement du maximum atteint au cours du cycle, mais bien de tout le
trajet de chargement décrit au cours du cycle. Une loi de cumul d’endommagement linéaire
est alors proposée pour décrire au mieux ces cas de chargement. Enfin, on montre que le
modèle proposé est satisfaisant pour décrire la durée de vie d’une structure industrielle type.

Plus que sur les résultats obtenus, on insiste sur la démarche employée et mise en œuvre
dans un contexte industriel de dimensionnement et de garantie de la tenue de la pièce en
service.
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Première partie

Approches de la réponse cyclique
d’un élastomère
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Chapitre 1

Description expérimentale du
comportement des élastomères

Ce premier chapitre a pour objectif de mettre en évidence les principales caractéristiques
du comportement mécanique des élastomères, à partir d’une part, de résultats d’essais réali-
sés spécifiquement pour cette étude et d’autre part, issus de la littérature.

1.1 Physico-chimie des élastomères

Les élastomères sont constitués de chaînes carbonées liées entre elles par des liaisons
physiques (enchevêtrements) et chimiques (type liaisons covalentes) appelées aussi points
de réticulation (voir figure1.1). Ce sont des polymères de la famille des thermodurcissables,
qui présentent la particularité de se trouver dans un état caoutchouteux1 à température am-
biante. La figure1.2 montre l’évolution des propriétés mécaniques des élastomères avec la
température. En dessous de la température de transition vitreuseTg, les chaînes sont immo-
bilisées les unes par rapport aux autres par des liaisons faibles. Au delà deTg, ces dernières
sont détruites et la cohésion du matériau n’est plus assurée que par les nœuds de réticula-
tion : c’est ce qu’on appelle l’état caoutchoutique. Les propriétés mécaniques restent stables
juqu’à ce que la température soit suffisamment importante pour briser les liaisons covalentes
et décomposer le matériau.

Le polymère de base peut être d’origine naturelle (sève d’hévéa) ou synthétique (déri-
vés d’hydrocarbures). La réticulation est souvent renforcée par vulcanisation, c’est-à-dire
par la formation à chaud (170-200◦C) de ponts soufre entre les chaînes. D’autres agents de
vulcanisation couramment utilisés sont les peroxydes. Les propriétés mécaniques sont éga-
lement renforcées par l’ajout de charges, dont les plus courantes sont les noirs de carbone
et certaines charges blanches d’origine minérale comme la craie, la silice ou le kaolin. De
multiples autres additifs entrent dans la composition du caoutchouc : plastifiants aidant à
la mise en forme, activateur, accélérateur, agents anti-oxydants ou anti-UV. La composition
exacte d’un caoutchouc industriel est en général tenue secrète et fait partie du savoir faire

1dit aussi< caoutchoutique>, probablement par mimétisme avec le terme anglo-saxon
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FIG. 1.1 –Les chaînes macromoléculaires
sont liées entre elles par des liaisons cova-
lentes et des ponts soufre.

FIG. 1.2 –Les propriétés mécaniques d’un
élastomère diminuent fortement au pas-
sage de la transition vitreuseTg.

du manufacturier.

1.2 Protocole expérimental

1.2.1 Matériau étudié

Le matériau utilisé dans cette étude est un caoutchouc naturel chargé en noir de car-
bone à hauteur de 22% environ. Il s’agit d’un matériau couramment utilisé pour les applica-
tions visées. Sa formulation et ses caractéristiques mécaniques sont en annexeA. Toutes les
éprouvettes sont moulées par injection, de façon à éviter des dispersions dues à des mises
en formes différentes d’une éprouvette à l’autre. Ce procédé est en outre représentatif de la
mise en forme des pièces antivibratoires utilisées pour l’automobile.

1.2.2 Essais de caractérisation quasi-statiques

Afin de décrire différents modes de déformation, quatre types d’essais ont été réalisés :
– traction uniaxiale sur éprouvette haltère de type H2 ;
– compression uniaxiale sur plot cylindrique ;
– glissement simple sur éprouvette double ;
– cisaillement pur sur éprouvette du même nom.

Les éprouvettes utilisées sont décrites figure1.3. Les déplacements mesurés sont ceux des
traverses sur lesquelles sont fixés les mors serrant l’éprouvette, sauf dans le cas de l’essai
de traction où un système optique suit le déplacement de deux pastilles collées sur la partie
centrale de l’éprouvette. Les efforts appliqués sont également mesurés au niveau des tra-
verses. Sauf indication contraire, les essais sont réalisés à température ambiante et pour une
vitesse de traverse de quelques centaines de millimètres par minute.

Aux effets de bord près, les déformations sont homogènes. Elles sont de plus supposées
isochores. La description de ces transformations est disponible en annexeB.
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FIG. 1.3 –a) Éprouvette haltère de type H2, utilisée pour les essais de traction. b) Plot de
compression. c) Éprouvette de cisaillement pur. d) Éprouvette double de cisaillement simple.
Les dimensions sont données en millimètres.
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FIG. 1.4 –Éprouvette AE2. FIG. 1.5 –Éprouvette AE42.

Les éprouvettes utilisées pour les essais d’endurance de la partieII ont également été
caractérisées de manière quasi-statique en traction. Ce sont des éprouvettes moulées axi-
symétriques de section variable appellées ici éprouvettes« diabolo» ou éprouvettes« struc-
ture» (voir figures1.4 et 1.5). Elles sont référencées AE (pour Axi-symétrique Entaillée)
suivi du rayon d’entaille en millimètres. Elles ne se déforment pas de façon homogène ;
il faut donc recourir à un calcul de structure pour déterminer l’état de déformations et de
contraintes locales. Le choix de ces éprouvettes et leurs caractéristiques sont discutées plus
en détail dans la partieII , page87.

1.3 Élasticité non-linéaire

La première caractéristique d’un élastomère est sa capacité à subir de grandes déforma-
tions. Les caoutchoucs naturels peuvent s’étendre jusqu’à 10 fois leur taille d’origine avant
de rompre. La figure1.6 représente un essai de traction à rupture sur le mélange de notre
étude. Sa déformation à rupture est d’environ 600%.

La deuxième caractéristique du comportement est sa non linéarité. On verra par la suite
que les modèles physiques permettent d’expliquer et de simuler cette particularité en décri-
vant l’évolution de la conformation des chaînes macromoléculaires. En particulier, la rigidi-
fication du comportement aux grandes déformations s’explique par deux phénomènes :

– lorsque les chaînes sont suffisamment stéréo-régulières (c’est le cas des caoutchoucs
naturels), elles peuvent en s’alignant former des motifs ordonnés appelés cristallites
(voir figure1.8) qui agissent comme des charges renforçantes ;

– les chaînes atteignent leur extension maximale.
La troisième caractéristique importante du comportement mécanique des élastomères

est leur capacité à retrouver leur géométrie initiale presque intégralement. C’est la raison
pour laquelle on parle souvent d’« élasticité caoutchoutique». Cependant, ceci n’est vrai
que pour les élastomères non chargés et soumis à de faibles déformations. La figure1.7
représente un essai de traction du type charge/décharge sur le matériau - chargé au noir
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FIG. 1.6 –Courbe de traction à rupture. FIG. 1.7 – Essai de traction de type
charge/décharge.

FIG. 1.8 –Cristallisation sous contrainte.
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de carbone - de cette étude. Les déformations rémanentes sont d’environ 15% pour une
déformation maximale atteinte de 300%, ce qui reste relativement faible. En revanche, les
trajets de charge et de décharge sont très différents ; le matériau s’adoucit de façon non
négligeable. Ainsi, on constate que l’hypothèse de réversibilité est discutable dans ce cas.

1.4 Incompressibilité

La plupart des caoutchoucs sont considérés comme incompressibles, c’est-à-dire qu’ils
se déforment à volume constant. En réalité, un essai de compression hydrostatique montre
qu’ils sont très légèrement compressibles. Cependant, le module de compressibilité est re-
lativement grand devant le module de cisaillement : Chagnon [16] mesure un module de
compressibilité de 231 MPa sur le même matériau que celui de cette étude. L’hypothèse de
transformation isochore est alors justifiée pour des essais de chargement monotone.

Cette propriété n’est plus vérifiée dans le cas d’un essai de traction, pour des niveaux
de déformation élevés et/ou des chargements répétés : Layouni [51] rapporte des variations
de volume de l’ordre de 15% pour une élongation de 4,5. Cette variation de volume en
traction est accompagnée par l’apparition de cavités dans le matériau, soit à l’interface entre
gomme et charges, soit dans la gomme elle même. L’origine de ces fissures internes est
mal connue [33] ; on suppose qu’elles s’amorcent sur des défauts pré-existants comme des
défauts d’adhérence entre charge et matrice ou bien dans des zones peu réticulées de la
gomme. Dans le cas de chargement cyclique, ces cavités pourraient se multiplier jusqu’à
entraîner la rupture de l’éprouvette. En effet, les observations de Le Cam [52] montrent que
la fissure se propage par coalescence avec une cavité située en avant du front de fissure, ce
qui confirme le mécanisme proposé par Saintier dans sa thèse [73].

Ce point assez mal connu n’a pas fait ici l’objet d’une étude particulière. Dans un souci
d’efficacité, nous adoptons donc l’hypothèse classique d’incompressibilité. Cette hypothèse
ne met pas en cause la démarche de dimensionnement et pourrait donc être levée au besoin.

1.5 Phénomènes dissipatifs

Les figures1.9 et 1.10représentent des essais de traction cyclique. On constate que le
matériau présente un comportement hystérétique. Autrement dit, il dissipe de l’énergie à
chaque cycle. Cette dissipation a plusieurs origines, parmi lesquelles l’effet Mullins et la
viscosité.

1.5.1 Viscosité

Le comportement du caoutchouc dépend de la vitesse de sollicitation. Cette viscosité est
particulièrement visible autour de la température de transition vitreuseTg, et a une influence
moindre sur le plateau caoutchoutique. Elle est attribuée au glissement des chaînes les unes
sur les autres. Des essais de relaxation (ou fluage) et des essais de viscoélasticité dynamique2

2Le viscoanalyseur permet de réaliser une spectrographie mécanique du matériau : on mesure le retard
de la réponse d’une éprouvette soumise à une sollicitation harmonique de faible amplitude, en fonction de
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FIG. 1.9 – Courbe de traction cyclique.
Cinq cycles de chargements sont imposés
entre effort nul et une déformation maxi-
male de 300%.

FIG. 1.10 –Courbe de traction cyclique.
Chaque cycle de chargement est effectué à
un niveau de déformation supérieur à celui
du cycle précédent.

montrent une dépendance de la viscosité vis-à-vis du niveau de déformation ; ce phénomène
est appelé effet Payne.

Dans cette étude, on ne s’intéressse qu’à des vitesses de déformation assez faibles (in-
férieures à 0,5 s−1), lesquelles correspondent à ce que subissent effectivement les pièces de
l’automobile. La figure1.11montre deux essais de traction monotone réalisés à des vitesses
différentes selon deux ordres de grandeur. On constate que la rigidification du matériau avec
l’augmentation de la vitesse est minime. Des essais cycliques réalisés à différentes vitesses
conduisent à la même conclusion. Ainsi, la vitesse de sollicitation a très peu d’influence sur
le comportement quasi-statique du matériau. On considère donc que le matériau n’est pas
visqueux dans le domaine de chargement envisagé.

La viscosité peut pourtant provoquer des effets secondaires indésirables. L’énergie pro-
duite est dissipée sous forme de chaleur, ce qui provoque une forte élévation de température,
car ces matériaux ont une faible conductivité thermique. Or les variations de température
modifient les propriétés mécaniques de façon notable. De plus, pour des chargements répé-
tés à vitesse élevée, il est possible d’atteindre des échauffements suffisants pour détruire le
matériau. Dans cette étude, on veillera donc à limiter les vitesses de déformation, de façon
à ne pas trop échauffer le matériau.

1.5.2 Effet Mullins

Accommodation

L’effet Mullins est associé à une dissipation quasi-statique, c’est-à-dire indépendante de
la vitesse du chargement. Il se traduit par une diminution de la rigidité du matériau lors de

la fréquence du signal.
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FIG. 1.11 –Courbe de traction à rupture pour deux vitesses de déplacement de la traverse,
5 et 500 mm/min, correspondant respectivement à des vitesses de déformation de 0,004 et
0,4 s−1.
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chargements consécutifs. Il serait dû à plusieurs phénomènes physiques différents :
– la décohésion entre la gomme et les charges sous l’effet du chargement mécanique ;
– des ruptures de chaînes ;
– une réorganisation des chaînes provoquant une orientation préférentielle du réseau ;
– et pour les élastomères cristallisables, la cristallisation sous contrainte, à relier au

phénomène précédent [84].
La dissipation attribuée à l’effet Mullins apparaît essentiellement pendant les premiers cycles.
Selon les auteurs, l’effet Mullins désigne la perte de raideur soit entre la première et la
deuxième charge seulement, soit entre la première et la nième charge, n étant généralement
choisi inférieur à 10. Dans cette étude, on considère que cinq cycles sont suffisants pour s’en
affranchir. Pendant les cycles de chargement suivants, le comportement n’évolue presque
plus.

Une caractéristique de l’effet Mullins est d’être piloté par l’intensité de la déformation.
La figure1.10 illustre ce phénomène. Si on déforme le matériau à un niveau supérieur au
niveau maximum atteint précédemment au cours de sa vie, la courbe de réponse rejoint la
courbe de première charge et tout se passe comme si l’histoire du matériau était« effacée».

Définition On dit que le matériau estaccommodé à une certaine élongationλ lorsque
son comportement n’est pas modifié pour toute élongation inférieure àλ. Autrement dit, son
comportement jusqu’àλ reste identique.

L’effet Mullins est souvent assimilé à un endommagement dans la mesure où il repré-
sente une dégradation permanente du matériau accompagnée de déformations rémanentes.
En fait, cet« endommagement» n’est pas complètement irréversible. Le matériau a une
capacité de restauration, très lente à température ambiante, plus rapide à température éle-
vée. Ceci permet parfois de considérer l’effet Mullins comme résultant d’une viscosité à
très grande échelle de temps. Des essais de recouvrement (total ou partiel) issus de la thèse
de Chagnon [16] montrent que plusieurs mois à température ambiante sont nécessaires pour
que le matériau recouvre son comportement à la première charge. A l’échelle de temps des
sollicitations appliquées aux éprouvettes commes aux pièces réelles concernées par l’étude,
on pourra donc considérer l’effet Mullins comme une modification permanente du compor-
tement.

Anisotropie induite par le chargement

L’accommodation est anisotrope. Seules les directions d’allongement voient leur com-
portement modifié. Les directions transverses ne sont pas (ou peu) affectées.

L’essai suivant (reproduit d’après la thèse de Chagnon [16]) permet de mettre ce phé-
nomène en évidence. Des éprouvettes de traction sont prélevées dans une éprouvette plate
de cisaillement pur (voir figure1.3) préalablement soumise à cinq cycles de chargement. Le
prélèvement est effectué à l’emporte-pièce, selon plusieurs angles (voir la figure1.12). Un
prélèvement similaire est effectué dans une éprouvette non sollicitée.

Les éprouvettes prélevées dans la plaque non sollicitée présentent le même comporte-
ment quel que soit l’angle de prélèvement (voir la figure1.14), ce qui permet d’affirmer
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FIG. 1.12 –Des éprouvettes haltère sont prélevées dans une éprouvette de cisaillement pur
préalablement soumise à cinq cycles de traction. On suppose que l’éprouvette est homo-
gène : seul l’angle de prélèvement (et non la position du prélèvement dans la longueur de la
bande) peut avoir une influence sur le comportement.

que l’éprouvette vierge est bien isotrope. Elle présente de plus un comportement conforme
à l’essai de référence effectué sur éprouvette de traction moulée.

La figure1.13montre le comportement en traction uniaxiale des éprouvettes prélevées
dans la plaque accommodée. On constate que l’éprouvette prélevée dans la direction per-
pendiculaire à la direction de sollicitation présente un comportement proche de celui d’une
éprouvette vierge tandis que celle prélevée dans la direction de sollicitation présente un com-
portement plus souple tant que l’élongation reste inférieure à l’élongation d’accommodation.
Les éprouvettes prélevées selon des directions intermédiaires présentent un comportement
lui aussi intermédiaire.

RemarqueL’éprouvette prélevée dans la direction transverse présente un léger raidis-
sement par rapport au matériau vierge. Ce phénomène est peu marqué mais reproductible.
Il n’est pas expliqué pour l’instant.

1.6 Vieillissement

L’environnement peut être à l’origine de dégradations physico-chimiques de la structure
des élastomères. Ceci se répercute sur leur comportement mécanique, entraînant en général
une rigidification et une fragilisation du matériau. Les élastomères sont particulièrement
sensibles :

– à l’ozone (oxydation) ;
– aux rayonnements ultra-violets ;
– à la chaleur qui accélère les réactions chimiques.

L’influence de ces paramètres n’a pas été étudiée ici.
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FIG. 1.13 –Courbe de traction pour des
éprouvettes prélevées dans une éprouvette
de cisaillement pur, accommodée selon
différents angles par rapport à la direction
d’accommodation, de gauche à droite : 0˚,
30˚, 45˚, 60˚ et 90˚.

FIG. 1.14 –Courbe de traction pour des
éprouvettes prélevées dans une éprou-
vette de cisaillement pur vierge, selon les
mêmes directions que pour la plaque ac-
commodée.

1.7 Conclusion

Les élastomères présentent un comportement complexe qu’il serait ambitieux de vou-
loir représenter dans sa totalité. Certaines caractéristiques sont d’ailleurs encore mal com-
prises. En particulier, les phénomènes physiques responsables de la boucle d’hystérésis en
régime stabilisé ne sont pas encore tous identifiés ; il pourrait s’agir de viscosité (frotte-
ment des chaînes l’une sur l’autre), d’une réorganisation du réseau macromoléculaire (rup-
ture et rétablissement de liaisons faibles) ou bien encore d’un phénomène de cristallisa-
tion/décristallisation.

Par ailleurs, certains phénomènes comme la viscosité ou l’existence de déformations
rémanentes sont peu marqués dans le domaine d’utilisation concerné. On ne retiendra donc
pour la suite que les phénomènes du premier ordre pour notre étude, c’est-à-dire l’élasti-
cité non-linéaire du comportement, l’incompressibilité, l’effet Mullins et l’anisotropie qu’il
génère.
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Chapitre 2

Étude bibliographique

Les différents phénomènes à représenter ont été identifiés. Ce chapitre propose main-
tenant une analyse critique des modèles proposés dans la littérature pour représenter ces
mêmes phénomènes. Avant d’aborder les lois de comportement proprement dites, on rap-
pelle les bases de la mécanique des grandes déformations, qui sont à l’origine de bien des
difficultés de la mécanique des élastomères. Ensuite, on s’intéresse aux principaux modèles
de comportement hyperélastique avant d’aborder la représentation de l’effet Mullins.

Cette étude bibliographique ne se veut pas exhaustive ; on retrace uniquement les grands
courants de pensée proposés par la communauté scientifique.

2.1 Rappel sur les grandes transformations

Les caoutchoucs sont utilisés dans un domaine de déformations où les hypothèses des
petites transformations ne sont pas vérifiées [76, 74]. En particulier, les configurations ini-
tiale et actuelle ne sont pas superposables. Par conséquent, il existe plusieurs façons de
décrire une même quantité, selon la configuration à laquelle elle fait référence. Les diffé-
rentes écritures sont équivalentes entre elles, mais il est parfois plus commode de choisir
l’une plutôt que l’autre.

Φ

CtC0

xX

FIG. 2.1 –Transformation d’un système matériel.
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2.1.1 Cinématique

Soit X la position d’un point matériel à l’instant initialt0 et x = Φ(X, t) sa position
à l’instant t. La transformationΦ est en général une application continue et dérivable en
espace et en temps, ce qui exprime la continuité du milieu.

Si l’on prend comme référence la configuration initialeC0, on parle de coordonnées la-
grangiennes (notées ici en lettres majuscules), tandis que si l’on prend comme référence la
configuration actuelleCt, on parle de coordonnées eulériennes (notées ici en lettres minus-
cules).

Transport d’un vecteur matériel

Le tenseur gradient de transformationF = ∇Φ permet de transporter les grandeurs
d’une configuration à l’autre. Un vecteur matériel est transporté selon :

dx = F · dX .

Le produit scalaire est transporté selon la relation suivante :

dx · dy = dX · tF · F · dY .

Le tenseur des dilatations de Cauchy droitC = tFF est ainsi associé à un produit scalaire
surC0, qui détermine les variations de longueur et d’angle entre les états initial et actuel.

Transport d’un élément de volume matériel

L’élément de volumedV est transporté en l’élément de volumedv selon la relation :

dv = J dV où J = detF .

Transport d’une surface matérielle

Soit une surface matérielle définie par sa surfacedS et son vecteur normal N. Elle est
transportée en une surface de surfaceds et de vecteur normal n :

ds n = JdS tF−1 · N .

RemarqueLa normale à une surface ne se transporte pas comme un vecteur matériel !

2.1.2 Description des efforts

Décrire les contraintes consiste à donner un effort par unité de surface. Il existe donca
priori quatre descriptions possibles selon que l’on considère les descriptions eulérienne ou
lagrangienne des efforts et des éléments de surface2.1.
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Lagrange Euler
Lagrange dF = dS Π · N df = dS B · N

Tenseur de Piola-Lagrange Tenseur de Boussinesq
Euler dF = ds b · n df = dsσ · n

Second tenseur mixte, inutilisé Tenseur de Cauchy

TAB . 2.1 –Mesure des contraintes selon les différents choix de configuration de référence
pour l’expression des éléments de surface (lignes) et des efforts (colonnes).

2.2 Modèles hyperélastiques

Les modèles hyperélastiques décrivent un comportement réversible, non-linéaire. Il en
existe deux grandes familles pour les élastomères : les modèles physiques et les modèles
purement phénoménologiques.

2.2.1 Modèles physiques

Ces modèles relient le comportement de l’élastomère aux changements de conforma-
tion des chaînes macromoléculaires. Ils font donc intervenir une description de la structure
microscopique du matériau.

L’élasticité caoutchoutique a un caractère essentiellement entropique. En effet, si on
considère une transformation isotherme, réversible et isochore, le travaildW associé à la
déformation est égal à la variation d’énergie libredF . On a alors les égalités suivantes :

f · dl = dW = dF = dU − TdS,

avecf la force exercée pour allonger l’échantillon d’une distancedl. On en déduit :

f =
(

∂U

∂l

)

T

− T

(
∂S

∂l

)

T

.

Le premier terme est un terme d’énergie interne, et le second un terme entropique. Dans
le cas des élastomères, des essais de traction à différentes températures montrent que la
courbef(T )l est une droite qui passe par zéro, ce qui signifie que le terme d’énergie interne
est négligeable devant le terme entropique. Cette constatation est à l’origine des modèles
statistiques. En effet, la loi de Boltzmann permet de relier l’entropieS à la statistique des
configurations du systèmeΩ :

S = k lnΩ,

oùk est la constante de Boltzmann.
La structure microscopique de l’élastomère est représentée par un ensemble de chaînes

linéaires. Chaque chaîne est constituée den segments rigides de longueura (représentant
les monomères) reliés entre eux par leurs extrémités avec une entière liberté de rotation de
l’un par rapport à l’autre et sans autre interaction. Une chaîne den segments est caractérisée
par son rayonr et sa direction, définis par ses deux extrémités (voir figure2.2).
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X

r

Z

Y

FIG. 2.2 –Une chaîne libre est caractérisée par les coordonnées de l’une de ses extrémités
dans un repère prenant comme origine l’autre de ses extrémités.

L’énergie d’un volume élémentaireΩ, choisi comme étant la sphère unité, est alors la
somme de l’énergie des chaînes qu’il contient :

W =
∫

Ω

∫

n
p(n, dΩ)w(n, λ)dndΩ, (2.1)

oùp(n, dΩ) est la probabilité de trouver une chaîne de longueurn dans l’angle solidedΩ et
w(n, λ) l’énergie libre d’une chaîne de longueurn soumise à une élongationλ.

Modèle à distribution gaussienne

La conformation au repos d’une seule chaîne libre den monomères est aléatoire. On
calcule son rayon quadratique moyen :

〈R2〉 =

(
n∑

i=1

ai

)2

=
∑

i

a2
i +

∑

i6=j

aiaj = na2,

les termes rectangles s’annulant puisque les orientations des segments sont indépendantes
les unes des autres. Toutes les directions de l’espace étant équivalentes, on peut raisonner sur
une seule direction et reporter le résultat sur les autres. On est ainsi ramené à un problème
unidirectionnel où la longueur d’un segment esta/

√
3. Sur lesn segments,n+ pointent dans

un sens et lesn− restant dans l’autre sens. La distance entre les deux extrêmités de la chaîne
s’écrit alors :

R =
a√
3
∆n où ∆n = (n+ − n−) .

Il y a Cn
n+

configurations possibles à∆n segments. La probabilité d’obtenir une chaîne à
∆n segments est donc :

p(∆n) =
(

1
2

)n n!
n+! n−!

.

Dans la mesure oùn, n+ et n− sont grands (la chaîne est longue), l’approximation de
Stirling permet d’écrire :

ln p(∆n) = −n

2
(ln(1 +

∆n

n
) + ln(1− ∆n

n
)) .
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Si ∆n reste petit devantn (la distance entre les deux extrémités de la chaîne reste petite
devant sa longueur étiréena), le développement du logarithme donne :

ln p(∆n) = −n ln(2) + n ln(n)− n+ ln(n+)− n− lnn− = −(∆n)2

2n
.

Autrement dit, la longueur couranter de la chaîne suit une distribution gaussienne :

p(r) = p0 exp
(
− 3r2

2〈R2〉
)

.

On en déduit l’énergie de la chaîne libre :

w(r) = −T ∆S =
3kTr2

2〈R2〉 .

Pour allonger la chaîne selon les élongationsλx, λy et λz exprimées dans trois directions
orthogonales, il faut donc apporter l’énergie :

w =
kT

2
(λ2

x + λ2
y + λ2

z − 3) .

Les chaînes sont en fait reliées entre elles par leurs extrémités (on suppose donc que
les chaînes ayant une extrémité libre ne participent pas à l’énergie libre). Ces points de
jonction (qui représentent les points de réticulation ou bien des inclusions) forment un réseau
dont le déplacement est supposé affine du déplacement macroscopique. On fait l’hypothèse
supplémentaire que la distance d’équilibre entre deux nœuds de réticulation est égale à la
distance entre les deux extrémités de la chaîne libre correspondante. On suppose de surcroît
que l’état de repos est isotrope (c’est-à-direp(n, dΩ) = p(n)dΩ). En utilisant toutes ces
hypothèses, l’équation2.1donne la densité d’énergie :

W =
νkT

2
(λ2

x + λ2
y + λ2

z − 3),

où ν désigne le nombre de chaînes par unité de volume. Il s’agit du modèle dit« néo-
hookéen».

Modèle à distribution non gaussienne

Le caractère gaussien de la distribution de la longueur des chaînes suppose que ces
dernières peuvent supporter un allongement infini. En réalité, une chaîne a une longueur finie
égale àna, soit une élongation maximaleλl égale à

√
n. Lorsque les chaînes approchent

leur élongation limiteλl, le comportement du matériau présente un raidissement que le
modèle néo-hookéen ne décrit pas. On enrichit alors le modèle en choisissant une statistique
non gaussienne de la longueur des chaînes, qui fait intervenir l’inverse de la fonction de
Langevin, introduite par Kuhn et Grün [47]. La densité d’énergie s’écrit alors :

W =
∫

Ω

∫

λl

p(λl, dΩ)w(λl, λ)dλldΩ,
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où :

w(λl, λ) = λl
2


 λ

λl
L−1

(
λ

λl

)
+ ln

L−1
(

λ
λl

)

sinhL−1
(

λ
λl

)

 ,

L désignant la fonction de Langevin :

L(x) = cothx− 1
x

.

La description du modèle est lagrangienne ; les domaines d’intégration sont fixes. Les contraintes
s’obtiennent donc très facilement :

tB =
∂W

∂F
=

∫

Ω

∂λ

∂F

∫

λl

p(λl, dΩ)λlL−1

(
λ

λl

)
dλldΩ .

Ce modèle est équivalent au modèle à distribution gaussienne lorsque l’élongation reste
petite devant l’extension limite de la chaîne.

Remarque Il n’existe pas d’expression analytique de la fonction de Langevin inversée.
La plupart des modèles existants font donc intervenir des approximations. Arruda et Boyce
[4], par exemple, utilisent un développement polynomial proposé par Treloar [90] tandis
que Perrin [69] propose une approximation sous forme de fraction rationnelle.

L’hypothèse de transformation réversible sur laquelle repose le modèle implique que
le matériau ne s’endommage pas. Le comportement est élastique, ce qui signifie que les
chaînes sont suffisamment longues pour ne jamais atteindre leur extension limite. Autre-
ment dit, le modèle suppose que les extensions limites des chaînes sont supérieures à une
valeur minimale grande devant les élongations subies pendant le chargement. En pratique,
on simplifie souvent le modèle en supposant que toutes les chaînes ont la même extension
limite λl =

√
n, et ceci quelque soit la direction. La densité d’énergie devient alors :

W =
∫

Ω
w(λl, λ)dΩ .

Discrétisation de l’espace des directions

La forme intégrale de la densité d’énergie interdit son implantation dans un code de
calcul. Pour résoudre ce problème, l’intégrale sur le volume est approchée par une somme
discrète sur un nombre finiα de directions convenablement choisies :

W =
∫

Ω
w(λ, λl)dΩ '

∑
α

pαw(λα, λl),

oùpα désigne le poids attribué à la direction Dα. A priori, le modèle est d’autant plus précis
que le nombre de directions est important. En fait, Elata et Rubin [25] montrent que six
directions suffisent pour décrire complètement un tenseur symétrique (la démonstration est
disponible en annexeC). Ainsi la mesure des dilatations dans six directions indépendantes
au sens d’Elata et Rubin suffit pour décrire exactement un comportement fonction d’un ou



MODÈLES HYPERÉLASTIQUES 47

FIG. 2.3 –Il n’existe que 5 polyèdres réguliers (tetraèdre, hexaèdre ou cube, octaèdre, do-
décaèdre et icosaèdre), correspondant à 4 ensembles de directions régulièrement réparties
dans l’espaces.

Auteurs Directions
Flory et Rehner [31] 4
James et Guth [44] 3
Wang et Guth [93] 3

Treloar [90] 3
Arruda et Boyce [4] 4

Wu et van der Giessen [94] 3 et 4
Elata et Rubin [25] 6
Martin Borret [60] 3 et 4

Diani [20] 3 et 4

TAB . 2.2 –Modèles à chaînes.

plusieurs tenseurs, ce qui comprend, entre autres, les comportements hyperélastiques non
linéaires, éventuellement anisotropes. Ici, on se place dans un cadre différent car on impose
a priori une forme particulière au comportement.

Dans le cas où on choisit un ensemble de directions quelconque, on peut identifier les
poidspα en choisissant une fonction intégrable, proche de l’énergie qui nous intéresse. Par
exemple, Martin-Borret [60] propose de choisir les poids d’intégration tels que l’intégration
d’une forme quadratique soit exacte. Une autre solution consiste à choisir des directions
régulièrement réparties dans l’espace, pour lesquelles les poids seront tous égaux entre eux.
Ces ensembles de directions correspondent aux normales des faces de polyèdres réguliers.
Ceux-ci sont au nombre de cinq (voir figure2.3), ce qui correspond à un choix de 3 ,4, 6 ou
10 directions.

La plupart des modèles de la littérature correspondent à ce cas de figure. Le tableau
2.2 résume les principaux d’entre eux. Le repère de référence des directions de discrétisa-
tion est généralement lié aux directions propres de la transformation, bien que ce ne soit pas
nécessaire. Ce repère n’étant pas fixe par rapport à la matière, il n’est pas adapté à la descrip-
tion d’un matériau anisotrope. Diani [20] propose de considérer les poids sur les différentes
directions comme autant de paramètres matériau à identifier pour représenter un matériau
anisotrope, que l’anisotropie soit due à la mise en forme ou à l’histoire du chargement.
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La discrétisation en un nombre fini de directions permet d’exprimer les contraintes ana-
lytiquement. Elle présente cependant un inconvénient : elle peut introduire une perte d’iso-
tropie liée au choix de l’orientation de l’ensemble des directions par rapport au repère de
référence. Pour éviter cette discrétisation, Perrin [69] propose de remplacer la fonction de
Langevin inversée par son approximant de Padé :

g(x) =
x(3− x2)

1− x2
= x− 2

x− 1
x

.

Comme le choix de la fonction de Langevin repose sur un certain nombre d’hypothèses
simplificatrices qui ne sont pas exactement satisfaites en réalité [18], il est acceptable de s’en
écarter légèrement. Le modèle isotrope (où les extensions limites sont égales dans toutes les
directions) devient alors intégrable sur l’ensemble des directions, ce qui permet d’obtenir
une expression analytique du comportement.

Conclusion

Les modèles statistiques ont l’avantage d’être fondés sur une description microscopique
du matériau. Cette description repose sur un grand nombre d’hypothèses simplificatrices,
mais décrit pourtant relativement bien la composante élastique du comportement des élasto-
mères chargés ou non.

La plupart des caoutchoucs industriels contiennent des charges en proportion impor-
tante. Ils ont donc un comportement compositea priori plus complexe que celui décrit par
les modèles statistiques. En fait, l’ajout de charges a pour principales conséquences d’aug-
menter la composante dissipative du comportement et de rigidifier le matériau. Il ne modifie
donc pas beaucoup la forme du comportement à première charge, ce qui justifie l’utilisation
de ce type de modèle même pour des élastomères fortement chargés.

La plupart des modèles conduisent à des formes d’énergie dont l’expression n’est pas
analytique, ce qui complique leur implantation dans les codes de calcul. Ils sont donc peu
utilisés dans l’industrie.

2.2.2 Modèles phénoménologiques

Cette démarche propose des expressions mathématiques du comportement pour décrire
au mieux les phénomènes observés sans se soucier de leur interprétation physique sous-
jacente.

Le potentiel de déformation élastiqueW esta priori une fonction du tenseur des dilata-
tions de CauchyC. Le caoutchouc (vierge de tout chargement mécanique) étant un matériau
isotrope, le principe d’indifférence matérielle permet d’écrireW de manière équivalente
comme une fonction des trois invariantsI1, I2 et I3 deC ou comme une fonction des dila-
tations principalesλ1, λ2 etλ3. Dans le cas où on fait de plus l’hypothèse de transformation
isochore,I3 = 1 etW ne dépend alors que de deux variables indépendantes.

Les coefficients de ces différentes lois ne sont pas quelconques. En effet, ils doivent
assurer un comportement physique raisonnable pour le matériau considéré. Par exemple,
la polyconvexité deW assure l’existence d’une solution du problème d’équilibre. D’autres
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restrictions peuvent être imposées selon d’autres propriétés constitutives du matériau consi-
déré.

Formulations polynomiales

On cherche à exprimer l’énergieW sous la forme de fonctions mathématiques simples.
Les polynômes deI1 etI2, souvent appelés« séries de Rivlin» sont couramment employés,
et en particulier :

– le modèle néo-hookéenW = C10(I1 − 3) ;
– le modèle de Mooney-RivlinW = C10(I1 − 3) + C01(I2 − 3) ;
– le modèle de TreloarW = µ

n(I1 − 3)n.
D’autres préfèrent utiliser les élongations principalesλ. L’hypothèse simplificatrice (dite

de Valanis-Landel [91]) consiste à supposer la séparabilité des variables :

W =
3∑

i=0

w(λi),

oùw est une fonction à déterminer. Parmi ce type de modèles, on retiendra le développement
en série d’Ogden :

W =
µn

αn

3∑

i=0

(λαn
i − 3) .

Ces modèles sont faciles à implanter dans les codes de calcul ; ils sont d’ailleurs lar-
gement utilisés. Les polynômes d’ordre un ou deux sont très appréciés pour leur simplicité
d’utilisation et d’identification, mais ne représentent le comportement des élastomères que
de manière partielle. Par exemple, la loi de Mooney-Rivlin ne décrit que la première cour-
bure de la courbe de traction et est incapable de reproduire le comportement aux grandes dé-
formations (au delà de 100%). Les polynômes d’ordre plus élevé permettent une description
précise du comportement, aussi bien aux petites qu’aux grandes déformations. Cependant,
l’identification de leurs paramètres est sujette à caution car la stabilité du comportement
n’est pas assurée pour toutes les valeurs possibles que peuvent prendre ces paramètres. Par
ailleurs, ces modèles ne garantissent pas une bonne description multiaxiale ; ils peuvent
donc conduire à une réponse simulée éloignée de la réponse expérimentale pour un type de
chargement absent de la base d’essais d’identification des coefficients.

Autres formulations

De nombreux auteurs ont proposé des formulations moins générales, décrivant de ma-
nière plus spécifique chaque caractéristique du comportement. Ces formulations font sou-
vent apparaître deux termes distincts permettant de représenter d’une part le raidissement
aux grandes déformations et d’autre part la courbure à l’origine. Nous ne citons ici que les
deux qui nous paraissent les plus intéressantes. Hart-Smith [41] propose la fonction sui-
vante :

W (I1, I2) = C1

∫
exp

(
C3(I1 − 3)2

)
dI1 + C2 ln

(
I2

3

)
,
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où le raidissement est représenté par une fonction exponentielle et la courbure à l’origine
par un logarithme.

Gent représente le raidissement en choisissant une fonction présentant une asymptote
verticale à un certain niveau de déformationI1 = Jm + 3 (ce qui est cohérent avec l’hypo-
thèse de l’existence d’une extension limite des chaînes). Il s’agit de la fonction :

W (I1) = −G

2
Jm ln

(
1− I1 − 3

Jm

)
,

équivalente au modèle néo-hookéen au voisinage de l’état initial. Boyce [9] montre par
ailleurs que le modèle de Gent et le modèle d’Arruda et Boyce sont équivalents, ce qui
permet de relier les paramètres du modèle à des paramètres physiques :

G = nkT et Jm = 3(n− 1),

oùn désigne le nombre de segments par chaîne etk la constante de Boltzmann. On pourrait
ainsi parler de modèle semi-physique.

Ces formulations plus riches que les formulations polynomiales permettent de décrire
correctement le comportement global du caoutchouc avec un nombre limité de paramètres.
Malheureusement, cela contraint le domaine de pertinence de la forme de comportement
adoptée. On montrera que ce type de modèle décrit mal le comportement« stabilisé» du
matériau choisi pour cette étude.

Conclusion

Les modèles phénoménologiques décrivent relativement bien le comportement hyper-
élastique des élastomères chargés ou non et sont faciles à implanter dans les codes de calcul.
En revanche, leurs paramètres sont délicats à mesurer car ils ne sont pas reliés à des valeurs
physiques parfaitement identifiées. Certains modèles plus récents, comme celui de Gent,
sont prometteurs, mais pas encore disponibles dans les codes de calcul.

2.3 Incompressibilité

Les élastomères sont généralement considérés comme incompressibles. Autrement dit,
le matériau est contraint par la liaison interne :detF = 1. La loi de comportement est alors
modifiée par l’introduction d’un multiplicateur de Lagrange, notéη :

Π =
∂W

∂E
− ηC−1 .

Dans les cas où la compressibilité ne peut pas être négligée, le troisième invariantI3,
qui correspond à la variation de volume, intervient dans le potentielW au même titre que
les deux premiers invariants.

Une démarche courante, en particulier dans le cas où le matériau est peu compressible,
consiste à supposer que le potentiel peut se décomposer en un terme dit« déviatorique» et
un terme dit« hydrostatique» [63] :

W = WD(I1, I2) + WH(I3),
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Élongation

Contrainte nominale

1

2

3

FIG. 2.4 –L’effet Mullins est souvent représenté de manière idéalisée : lors de la première
charge jusqu’à un chargement donné, la réponse suit la courbe en gras (1) ; les décharges
et recharges suivantes s’effectuent selon la courbe (2) de façon réversible tant que le char-
gement maximal précédemment atteint n’est pas dépassé ; lorsque le chargement devient
supérieur à celui-ci, la réponse du matériau revient sur la courbe de première charge (3).

oùI1 etI2 sont les invariants du tenseur de Cauchy déviatorique, c’est-à-direI1 = I1 I
−2/3
3

et I2 = I2 I
−2/3
3 . Les mesures de compressibilité réalisées par Penn [68] contredisent cette

hypothèse.
Plusieurs auteurs ont proposé de décrire la réponse volumique des élastomères char-

gés comme une conséquence d’un endommagement (le matériau sain étant alors considéré
incompressible) ; Farris [28] propose un modèle statistique fondé sur la description de la
distribution des cavités tandis que plus tard Andrieux [3] adopte une démarche fondée sur
le formalisme des matériaux standards généralisés.

2.4 Effet Mullins

Comme pour les modèles hyperélastiques, les modèles qui représentent l’accommoda-
tion due à l’effet Mullins peuvent être classés en deux catégories : ceux qui sont fondés sur
une description physique de l’endommagement et ceux qui sont fondés sur la mécanique
de l’endommagement [55] mais qui ne cherchent pas à expliquer les mécanismes de cet
endommagement.

Pour la plupart des modèles, l’effet Mullins s’entend comme la perte de raideur entre
la première et la deuxième charge uniquement (voir figure2.4). L’adoucissement qui se
produit pendant les cycles suivants n’est donc pas représenté. Par ailleurs, les déformations
rémanentes et l’anisotropie qui accompagnent l’effet Mullins sont elles aussi rarement re-
présentées.
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2.4.1 Modèles physiques

Les causes physiques de l’effet Mullins sont encore très mal connues. Cependant, un cer-
tain nombre d’auteurs proposent des modèles de comportement fondées sur une description
(hypothétique, donc) du phénomène physique. Ces approches sont regroupées ici.

Modèles biphasiques

Mullins et Tobin [62] ont proposé de représenter le caoutchouc comme un mélange de
deux phases, l’une rigide et l’autre souple. La proportion de la phase rigide diminue sous
l’effet d’une élongation. Plus tard, Johnson et Beatty [45], puis Beatty et Krishnaswamy [6]
reprennent ce modèle pour lui donner une interprétation physique. Les zones rigides se-
raient constituées de chaînes fortement liées entre elles (par des enchevêtrements, liaisons
covalentes ou intermoléculaires) et se disloqueraient sous l’effet d’un étirement. Les auteurs
proposent de représenter la progression de la zone souple soit par un facteur d’amplification
des déformations soit par une fonction d’accommodation correctrice des contraintes. L’en-
dommagement est piloté par la déformation maximale définie en fonction des invariants de
C :

M = sup
s∈]−∞,t]

√
I2
1 (t)− 2I2(t) .

Modèles de décohésion charge/matrice

Le modèle uni-directionnel de Bueche [10] explique l’endommagement par la rupture
ou la décohésion des chaînes qui lient les charges entre elles (cf. figure 2.5). Ce modèle
est généralisé au cas tri-dimensionnel par Govindjee et Simo [37, 38]. Le matériau est re-
présenté comme un matériau composite constitué d’une matrice (la gomme) et de charges
non déformables qui amplifient les contraintes dans la matrice (cf. figure2.6). L’endomma-
gement est ici piloté par la plus grande élongation vue dans la matrice au cours du temps.
L’utilisation de ce modèle est limitée par le nombre élévé de ses paramètres. Par ailleurs,
l’interprétation physique de ces modèles est contestée car si l’effet Mullins est certes bien
plus marqué dans le cas des élastomères chargés, il existe également dans les élastomères
non chargés. Ceci conduit à penser que l’effet Mullins a lieu également (ou uniquement ?)
dans la gomme, sous forme d’un réarrangement du réseau macromoléculaire.

Modèles de réarrangement du réseau macromoléculaire

Marckmann [57] adopte ce dernier point de vue et représente l’effet Mullins sous forme
d’une altération du réseau macromoléculaire. Sous l’effet d’une extension, les chaînes les
plus courtes sont rompues, ainsi que certaines liaisons faibles (cf.figure2.7). Par conséquent,
la longueur moyenne des chaînes augmente et leur densité diminue (de façon à assurer la
conservation de la masse). Son modèle reprend le modèle à huit chaînes d’Arruda et Boyce,
où la longueur et la densité des chaînes sont paramétrées par l’élongation maximale. Cha-
gnon [16] améliore par la suite ce paramétrage et propose de remplacer la loi d’Arruda et
Boyce par celle de Gent ou de Hart-Smith pour augmenter la rapidité de calcul. Horgan [43]



EFFET MULLINS 53

FIG. 2.5 – Modèle de Bueche [10] : les
chaînes étirées au delà de leur extension
maximale rompent ou se désorbent de la
surface.

FIG. 2.6 – Modèle de Govindjee et
Simo [37, 38] : l’endommagement se pro-
duit uniquement par la rupture des liaisons
gomme/charge.

Liaisons entre chaînes

FIG. 2.7 –Modèle de Marckmann [57] : la déformation provoque une altération du réseau
moléculaire par la rupture de liaisons inter-chaînes.

reprend ce type d’approche pour proposer une loi d’évolution des paramètres légèrement
différente. Tous ces modèles décrivent correctement l’effet Mullins avec peu de paramètres.

Modèles particulaires

Il existe une troisième classe de modèles fondés sur la description de la structure mo-
léculaire du caoutchouc qu’on appellera ici modèles particulaires. Le modèle de Besdo et
Ihlmann [8], par exemple, décrit des chaînes constituées de nœuds reliés par des segments.
Ces nœuds représentent aussi bien des points de réticulation que des charges. Ces chaînes
opposent une résistance à la flexion modélisée par un ressort linéaire. De plus, des liaisons
temporaires représentées par un ressort linéaire peuvent apparaître lorsque deux nœuds se
trouvent proches l’un de l’autre ou disparaître lorsqu’ils s’éloignent. Le résultat obtenu dé-
pend beaucoup de la distribution initiale des particules (nœuds) et des liaisons. Aussi faut-il
multiplier les configurations ou augmenter la taille du modèle pour obtenir un résultat ayant
une valeur statistique. La puissance de calcul nécessaire interdit donc pour l’instant d’uti-
liser de ce type de modèle dans les codes aux éléments finis. Cependant, la qualité des
simulations obtenues (représentation entre autres de l’effet Mullins, de la stabilisation du
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comportement en quelques cycles et des déformations rémanentes) suggère que la repré-
sentation physique est pertinente. On remarquera là encore que l’adoucissement est lié à la
géométrie de la microstructure, ce qui étaie l’utilisation des élongations maximales comme
mesure de l’endommagement dans les modèles précédents.

2.4.2 Modèles phénoménologiques

L’effet Mullins est souvent représenté comme un endommagement permanent. Beau-
coup de modèles s’appuient pour cela sur le cadre classique de la mécanique de l’endomma-
gement mise en place pour les métaux : l’énergie libre du matériau endommagéW s’obtient
à partir de l’énergie libre du matériau non endommagéW0, en multipliant par une fonction
d’endommagementf :

W = f(D)W0,

oùD est une variable d’endommagement, généralement scalaire.
Le modèle de Simo [78] appartient à cette catégorie, avecf(D) = 1 − D. L’endom-

magement est piloté par le niveau de déformation maximal atteint au cours de la vie du
matériau, défini par la mesure :

Ξ(t) =
√

2W0(E(t)) .

Le critère d’endommagement correspond donc à :

ϕ = Ξ(t)− Ξm(t) ≤ 0 avec Ξm(t) = sup
s∈]−∞,t]

(Ξ(s))

etϕ = 0 définit une surface d’endommagement où, comme dans le cas de la plasticité, l’état
de charge ou de décharge est défini par le signe de∂ϕ

∂E : Ė. L’évolution de l’endommage-
ment est alors définie par une fonctionh telle que :

dD

dt
=

{
h(Ξ, D)Ξ̇, si ϕ = 0 et ∂ϕ

∂E : Ė > 0 ;

0, sinon.

La fonction d’endommagement proposée :

f(Ξm) = β + (1− β)
1− exp(−Ξm

α )
Ξm

α

n’a que deux paramètres,β ∈ [0, 1] et α ∈ [0, +∞[, et représente correctement l’effet
Mullins.

Miehe [61] propose un modèle où l’endommagement est séparé en deux parties :
– une partie discontinue, pilotée par l’énergie maximale atteinte au cours de la vie du

matériau
– une partie cumulative, pilotée par l’intégrale de l’énergie sur tout le trajet de charge-

ment
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L’évolution de ces deux types d’endommagement est pilotée par une exponentielle décrois-
sante. La forme de la partie discontinue du modèle est couramment utilisée, parfois avec une
mesure de la déformation différente. Robisson [72] propose d’utiliser l’élongation principale
maximale, Chagnon [16] le premier invariant deC.

Parmi les modèles récents, on peut citer celui d’Ogden et Roxburgh [64] et ses déve-
loppements par Dorfmann et Ogden [23] [24]. Le comportement est donné par la pseudo-
énergie de déformation :

W (λ1, λ2, η) = ηW0(λ1, λ2) + φ(η), φ(1) = 0,

oùW0 est l’énergie de déformation du matériau«de référence» et où le terme de dissipation
φ vérifie :

φ′(η) = −W0(λ1, λ2) .

Ce type de développement permet de représenter l’effet Mullins (W0 représentant le com-
portement à première charge) mais également la boucle d’hystérésis du matériau stabilisé
(W0 représentant alors le comportement de la charge à partir de l’état relâché). La forme du
comportement endommagé est donné parη. Ogden propose la forme suivante :

η = 1− erf

(
Wm −W0(λ1, λ2)

m

)
,

tandis que Dorfmann propose une tangente hyperbolique :

η = 1− 1
r

th

(
Wm −W0(λ1, λ2)

µm

)
,

oùµ est le module de cisaillement à l’origine associé àW0, et oùr etm sont des constantes
matériau. L’endommagement est ici piloté parWm, la valeur maximale atteinte parW0.

2.4.3 Anisotropie

Tous ces modèles présentent l’inconvénient de représenter l’endommagement de ma-
nière isotrope car la variable d’endommagement est toujours choisie scalaire. Afin de repré-
senter l’anisotropie, il est nécessaire d’utiliser une variable d’endommagement direction-
nelle.

Martin Borret [60] propose d’enregistrer les élongations maximales selon sept directions
choisies Dα. Le comportement s’écrit alors comme la somme sur ces directions de l’énergie
libre unidirectionnelle :

w(λα, λα
m) = G(λα − b

λα3 )(1− c(λα
m − 1))


 1

1− µ λα2

λα
m

2+a

+ R exp(−k(λα − 1)2n)


 ,

a, b, c, µ, R, k et n étant des paramètres matériau à identifier. L’exponentielle permet de
représenter les déformations rémanentes.
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Très récemment, Horgan [43] a proposé un comportement orthotrope utilisant des inva-
riants deC d’ordre plus élevé pour décrire la transformation. L’énergie de déformation est
alors une fonction des différents invariants :

I1, I2 et Ii,j
n+2 = Mi ·Cn ·Mj i, j = 1, 2, 3 n = 1, 2

où Mi désigne laiième direction principale deC. Ce modèle n’a pour l’instant pas été
confronté à des résultats expérimentaux. Par ailleurs, il suppose que les directions princi-
pales du chargement ne tournent pas.

2.4.4 Conclusion et discussion

Les modèles physiques utilisent l’origine entropique de l’énergie de déformation pour
proposer des modèles fondés sur la description des configurations statistiques des chaînes
macromoléculaires. Ils sont assez efficaces et leurs paramètres matériau sont à la fois peu
nombreux et reliés à des paramètres physiques comme le nombre de segments par chaîne
ou la température (bien qu’en général ils soient identifiés pour obtenir la meilleure corres-
pondance à l’essai plutôt que par une analyse de la microstructure du matériau étudié). Ils
sont malheureusement peu utilisés car ils font intervenir des expressions non analytiques qui
compliquent leur introduction dans les codes de calcul. Par exemple, le seul modèle de ce
type disponible dans le code Abaqus est celui d’Arruda et Boyce et utilise un développement
en série entière de la fonction de Langevin, au détriment de la qualité de la description du
raidissement.

Les modèles phénoménologiques du type séries de Rivlin ou d’Ogden sont suffisamment
souples pour convenir à un grand nombre de matériaux, ce qui explique leur succès par rap-
port à des modèles à nombre réduit de paramètres. On leur préfère pourtant ces derniers
car l’identification des (nombreux) paramètres des fonctions polynomiales est particulière-
ment peu fiable, ce qui peut donner lieu à des aberrations dans certains cas de sollicitations
multiaxiales. Les modèles du type polynomiaux sont disponibles dans la plupart des codes
de calcul. Parmi les modèles à raidissement (type Hart-Smith), seuls les plus anciens sont
disponibles.

La plupart des modèles de comportement hyperélastique, qu’ils soient physiques où
phénoménologiques, sont incapables de reproduire la courbure à l’origine du comporte-
ment. Certains auteurs [36] ont proposé comme solution d’ajouter un terme dépendant du
deuxième invariant deC aux lois classiques souvent exprimées uniquement en fonction du
premier invariant. Cette correction n’apporte pas toujours les résultats escomptés et peut, de
surcroît, donner des résultats fantaisistes pour des sollicitations différentes de celles à partir
desquelles les paramètres ont été identifiés. Le lecteur pourra se reporter à la thèse de Cha-
gnon [16] pour une étude plus détaillée de ce problème particulier. Il semble qu’il n’existe
pas à ce jour de modèle universel permettant de décrire précisément les deux courbures du
comportement de tous les caoutchoucs. Ceci explique la multitude des modèles existants
dans la littérature, chacun proposant la forme mathématique convenant au mélange de sa
propre étude.

L’effet Mullins est généralement représenté par une fonction d’endommagement qui
vient corriger l’énergie de déformation du matériau sain. Elle est souvent discontinue et
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dépend de manière plus ou moins simple de la déformation maximale atteinte au cours de
la vie du matériau, en général par l’intermédiaire de l’énergie de déformation du matériau
sain. Quelques modèles physiques sont également disponibles, mais ils sont souvent plus
complexes. On retiendra toutefois les modèles à altération de réseau qui représentent bien le
phénomène avec peu de paramètres. Presque tous les modèles représentent l’accommodation
de façon isotrope.

RemarqueLa quasi-totalité des modèles de comportement présentés dans la littérature
sont fondés sur deux hypothèses fondamentales :

– la transformation s’effectue de manièreisotherme;
– l’élasticité caoutchoutique a une origine puremententropique.

La première hypothèse est discutable car la viscosité entraîne un échauffement du matériau
pouvant atteindre plusieurs degrés. Quant à l’hypothèse de l’élasticité entropique, Chad-
wick [13, 15] montre qu’elle est incompatible avec certains phénomènes observés comme
celui de l’inversion thermoélastique (lorsqu’on chauffe un élastomère soumis à une tension
supérieure à un certain seuil, il se rétracte au lieu de s’allonger). Il conviendrait donc de
construire un modèle de comportement thermoélastique complet. Ici pourtant, pour des rai-
sons de simplicité du modèle, nous conservons ces hypothèses classiques. Dans la mesure
où les essais ont été réalisés de manière à limiter l’auto-échauffement du matériau à des
températures suffisamment proches de l’ambiante pour ne pas modifier son comportement,
on peut considérer que la première hypothèse est vérifiée. A priori, la seconde ne l’est pas ;
on ne pourra donc décrire que des phénomènes purement mécaniques.
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Chapitre 3

Proposition d’un modèle de
comportement cyclique

A déformation maximale imposée, le comportement de l’élastomère évolue surtout pen-
dant les quelques premiers cycles. Au delà, il n’évolue presque plus. C’est ce comportement
à grand nombre de cycles qu’on se propose de représenter.

Dans un premier temps, on présente le modèle et les hypothèses sur lesquelles il repose.
Il est ensuite comparé à des modèles similaires issus de la littérature. La méthode de déter-
mination des coefficients du modèle est ensuite présentée et certaines hypothèses discutées.
Enfin, on montre la capacité du modèle à décrire les phénomènes voulus.

3.1 Description du modèle

Le comportement cyclique des élastomères de notre étude est peu dissipatif. On choisit
donc de le représenter par un comportement hyperélastique, ce qui permet de se placer dans
le cadre des modèles statistiques décrits dans la partie précédente. Le modèle à statistique
non gaussienne prend en compte l’extension limite des chaînes, ce qui donne une densité
d’énergie de la forme (cf. équation2.1page44) :

W =
∫

Ω

∫

λl

p(λl, dΩ)w(λl, λ)dλldΩ .

On simplifie l’expression deW en supposant que dans une direction donnée, toutes les
chaînes ont la même extension limite. La densité d’énergie devient alors :

W =
∫

Ω
w(λl(dΩ), λ(dΩ))dΩ .

On en déduit les contraintes :

tB =
∂W

∂F
=

∫

Ω

∂λ

∂F

∂w

∂λ
(λ, λl)dΩ,
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soit, si on appelle DΩ le vecteur directeur d’une chaîne contenue dans le petit angle solide
dΩ :

B =
∫

Ω

1
λ

∂w

∂λ
(λ, λl)(F · DΩ)⊗ DΩ dΩ . (3.1)

On ne fait pas ici l’hypothèse d’isotropie du comportement. Au contraire, on suppose
que l’extension limite des chaînes dépend de la direction. En effet, si le matériau vierge de
toute sollicitation peut raisonnablement être considéré comme isotrope, nous avons vu que
ce n’est plus le cas pour un matériau qui a déjà été sollicité mécaniquement (cf. 1.5.2).

Les données expérimentales suggèrent que le comportement stabilisé d’un élastomère
dépend essentiellement du chargement maximal vu tout au cours de sa vie. Cependant,
l’élastomère aurait également une certaine capacité de restauration à condition d’attendre
suffisamment longtemps. Ainsi, il parait raisonnable de faire l’hypothèse que seul le charge-
ment maximal vu au cours du régime établi a une influence sur le comportement cyclique.
Autrement dit, le comportement en régime établi est indépendant du régime transitoire. Dans
le cas d’un chargement aléatoire, il conviendra donc de déterminer, en fonction des capacités
de recouvrement du matériau étudié, le chargement maximal vu« suffisamment souvent»
pour entretenir l’accommodation du matériau.

Il reste encore à choisir une mesure de ce chargement maximal. Ce choix est motivé par
des considérations physiques similaires à celles évoquées par Marckmann [57]. Le raidis-
sement apparaît lorsque les chaînes atteignent leur extension limiteλl. Au delà, certaines
liaisons se rompent et la longueur moyenne des chaînes intactes augmente. Ainsi, l’exten-
sion limite moyenne des chaînes résulte de l’élongation maximale qu’elles ont vu. On peut
donc écrire l’extension limite des chaînes dans une direction comme une fonction des élon-
gations maximales vue en régime établi :

λl(DΩ) = f

(
sup
cycle

(
λ(DΩ

′)
)
, ∀DΩ

′
)

.

On fait une hypothèse supplémentaire de découplage entre les directions matérielles. On
considère que l’extension limite des chaînes dans une direction donnée dépend uniquement
de l’élongation maximale vue dans cettemêmedirection :

λl(DΩ) = f

(
sup
cycle

(λ(DΩ))

)
. (3.2)

On obtient ainsi l’expression de la densité d’énergie sous la forme :

W (t) =
∫

Ω
w( sup

t′∈cycle

(
λ(t′, DΩ)

)
, λ(t, DΩ))dΩ .

Il reste à choisir la densité d’énergiew. Le modèle à statistique non gaussienne :

∂w

∂λ
(λ, λl) = λl L−1

(
λ

λl

)

décrit bien le raidissement mais présente l’inconvénient de ne pas s’écrire explicitement. Par
ailleurs, il ne décrit pas très bien le matériau de cette étude dont le comportement présente
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des courbures importantes. On propose donc ici de remplacer la fonction de Langevin in-
versée par une autre fonction, aux propriétés similaires. Le choix de cette fonction repose
uniquement sur des arguments phénoménologiques. Il s’agit de la fonction :

w(λ) = −G

2

(
λl − 1

λl

)
ln

(
λl − λ

λl + λ

λl + 1
λl − 1

)
.

Sa dérivée s’écrit :
∂w

∂λ
(λ, λl) =

G

1− λ2−1
λl

2−1

.

Elle présente une asymptote verticale (jamais atteinte) lorsqueλ atteint la valeur d’exten-
sion limite λl. On propose pourλl la loi d’évolution suivante en fonction de l’élongation
maximaleλm atteinte au cours du cycle :

λl =
√

λm
2 + a .

On obtient alors :
∂w

∂λ
(λ, λm) =

G

1− λ2−1
λm

2+a−1

. (3.3)

Cette fonction décrit de façon satisfaisante (mieux que la fonction de Langevin inversée) le
comportement du matériau de cette étude.

RemarqueLa courbe définie par :

∂w

∂λα
(λα, λα

m = λα) =
G

a
(λα2 − 1 + a) (3.4)

ne décrit pas la courbe à première charge comme c’est le cas pour les modèles décrits dans
le chapitre précédent. Cette courbe est l’enveloppe supérieure du comportement du matériau
à n cycles (n = 5 ici), mais ne représente en aucun cas le comportement réel du matériau.
Elle peut se définir comme la courbe de traction cyclique stabilisée.

L’intégrale sur la sphère unité est approximée par une somme discrète. On choisit ici
des directions régulièrement réparties dans l’espace, de façon à faciliter la détermination
des poids attribués à chaque direction. Le nombre de directions est choisi égal à six. En
effet, on constate que pour la loi proposée, un nombre de directions inférieur entraîne une
dépendance importante de la réponse à l’orientation de l’ensemble de directions par rap-
port aux directions principales du chargement. Ce phénomène est illustré par les figures
3.1, 3.2, 3.3 et 3.4 qui représentent l’enveloppe de la réponse en traction uniaxiale lorsque
cette orientation varie, simulée avec une discrétisation du comportement sur 3, 4, 6 et 10
directions.

3.2 Comparaison avec d’autres modèles

On compare ici le modèle de cette étude à deux modèles présentant des similitudes et
qui ont inspiré son écriture.
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FIG. 3.1 – Enveloppe de la réponse pour
un calcul sur 3 directions.

FIG. 3.2 – Enveloppe de la réponse pour
un calcul sur 4 directions.
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FIG. 3.4 – Enveloppe de la réponse pour
un calcul sur 10 directions.
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3.2.1 Modèle de Martin-Borret

Le modèle proposé est très proche du modèle de Martin-Borret [60]. En effet, sa loi
s’écrit elle aussi comme la somme sur un nombre fini de directions d’une loi uni-axiale
paramétrée par l’élongation maximale vue dans la direction considérée. On remarque ce-
pendant que la signification physique des deux modèles est de nature très différente. En
effet, son modèle décrit un comportement quasi-statique, avec endommagement à la pre-
mière charge et comportement hyperélastique pour les décharges et recharges suivantes. Ici
le comportement est entièrement hyperélastique. On suppose que l’endommagement a eu
lieu pendant la période transitoire, non décrite par le modèle, et que le matériau stabilisé
ne s’endommage pas davantage. L’élongation maximale est donc unparamètrede la loi de
comportement plus qu’unevariabled’endommagement.

3.2.2 Modèle de Gent

Plusieurs auteurs proposent des lois de comportement hyperélastiques, généralement
isotropes, paramétrées par les extensions maximales des chaînes. C’est le cas du modèle
d’Arruda et Boyce [4] et de celui de Gent [34], deux modèles qui donnent d’ailleurs des
résultats similaires [9].

Gent propose le modèle isotrope suivant :

W (I1) =
G

2
(I1l − 3) ln

(
1− I1 − 3

I1l − 3

)
.

On peut transposer son modèle au cas anisotrope en écrivant l’énergie d’une chaîne libre,
d’extension limiteλl, de la façon suivante :

w(λ) =
G

2
(λl

2 − 1) ln
(

1− λ2 − 1
λl

2 − 1

)
,

de dérivée :
∂w

∂λ
=

Gλ

1− λ2−1
λl

2−1

.

On trouve une expression très proche du modèle proposé ici en3.3.
Ce modèle présente l’avantage de tendre vers le modèle néo-hookéen aux petites dé-

formations, ce qui n’est pas le cas de notre modèle. Malheureusement, ce type de loi n’est
pas capable de décrire les importantes courbures mesurées dans le cas du comportement ac-
commodé. La figure3.5montre que les écarts entre l’essai et ces modèles sont importants.
Par ailleurs, même aux petites déformations, le modèle néo-hookéen décrit mal le compor-
tement accommodé (voir par exemple [90], page 87). Ceci est illustré sur la figure3.6. Ceci
explique que l’équivalence avec le modèle néo-hookéen aux petites déformations n’ait pas
été recherchée dans le cadre de cette étude.



64 PROPOSITION D’ UN MODÈLE DE COMPORTEMENT CYCLIQUE

0

1

2

3

4

5

1 1.5 2 2.5 3 3.5

C
on

tr
ai

nt
es

no
m

in
al

es
(M

P
a)

Élongation dans la direction de traction

Essai

◦◦
◦◦◦

◦◦◦◦◦
◦◦◦◦◦

◦◦◦◦
◦◦◦

◦◦
◦◦
◦
◦
◦

◦◦
Arruda-Boyce
Gent

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

C
on

tr
ai

nt
es

no
m

in
al

es
(M

P
a)

Élongation dans la direction de traction

Essai

◦

◦
◦
◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦
Néo-Hooke

FIG. 3.5 –Essai de traction accommodée à
300% et les modèles de Gent et d’Arruda-
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FIG. 3.6 –Comparaison entre le compor-
tement aux petites déformations du maté-
riau accommodé à 300% et le modèle néo-
hookéen ajusté sur l’intervalle de défor-
mations 0 - 50%.

3.3 Identification des coefficients du modèle

Les essais utilisés pour cette identification sont des essais cyclés entre effort nul et un
déplacement imposé. La propriété d’effacement de l’histoire du matériau par dépassement
du chargement maximal atteint précédemment permet d’utiliser la même éprouvette pour
différents degrés d’accommodation, à condition de réaliser les essais dans un ordre de niveau
d’accommodation croissant, comme sur la figure3.14.

Le matériau est dit accommodé pour un niveau de chargement lorsque son comporte-
ment n’évolue plus (autrement dit, lorsque la courbe enveloppe du comportement décrite ici
par l’équation3.4 dépend peu du nombre de cycles choisi pour déterminer les coefficients
du modèle). Les essais de caractérisation ont montré que cette évolution était très faible
après les cinq premiers cycles de chargement, ce qui a conduit a choisir le cinquième cycle
pour réaliser l’identification. Toutefois, les essais à grand nombre de cycles réalisés par la
suite sur éprouvette structure (et qui font l’objet de la partieII ) montrent que l’hypothèse
de stabilité du comportement à cinq cycles n’est jamais réalisée exactement. La figure3.7
donne l’évolution de l’effort maximal avec le nombre de cycles pour un essai contrôlé en
déplacement. On distingue trois phases :

1. tout d’abord, un fort adoucissement qui correspond à l’effet Mullins ;

2. ensuite, un plateau pendant lequel cet adoucissement reste mesurable mais faible ;

3. enfin, une brusque chute de la raideur due à la rupture de l’éprouvette.

L’existence d’un plateau confirme bien l’hypothèse du comportement stabilisé, mais la du-
rée de la première phase (quelques centaines de cycles) laisse penser que le nombre de cinq
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FIG. 3.7 – Évolution de l’effort maximal
pour un essai contrôlé en déplacement sur
éprouvette AE42.

FIG. 3.8 – Évolution du déplacement
maximal pour un essai contrôlé en effort
sur éprouvette AE42.

cycles choisi pour l’identification du comportement est trop petit. Pour confirmer ou infir-
mer cette analyse, il serait nécessaire de réaliser des essais à grand nombre de cycles sur
éprouvettes de caractérisation, pour lesquelles les champs de déformation sont uniformes.
En effet, dans le cas des éprouvettes structures, des phénomènes de redistribution d’un cycle
à l’autre peuvent retarder la mise en place du comportement stabilisé local et/ou global.

Le matériau accommodé présente une hystérèse faible, mais suffisante pour que se pose
la question de savoir si le modèle élastique proposé doit être identifié sur les courbes de
charge, de décharge ou bien encore sur une courbe moyenne. Ce sont les courbes de charge
qui ont été retenues pour l’identification, car un matériau accommodé à un chargement
donné présente ensuite la même courbe de charge pour tous les niveaux de chargement
inférieurs, tandis que les courbes de décharge dépendent du maximum atteint. Ce sont les
courbes de charge qui sont liées au niveau d’accommodation.

Le comportement proposé est hyperélastique, c’est-à-dire sans déformations rémanentes,
une approximation raisonnable pour les niveaux de déformation inférieure à 100% mais
contestable aux plus grandes déformations. Dans les applications visées, des déformations
importantes n’apparaissent que très localement, la plus grande partie de la pièce travaillant à
des niveaux de déformation inférieure à 50 %. Ainsi l’hypothèse de comportement élastique
est justifiée presque partout, et n’est mise en défaut qu’aux endroits très sollicités, précisé-
ment où une fissure est susceptible d’apparaître. L’apparition de ces fissures étant pilotée
par les grandes déformations, il n’est pas nécessaire de décrire précisément le comporte-
ment proche de zéro et les déformations rémanentes. Afin d’être cohérent avec la démarche
élastique proposée, on identifie la loi sur la partie réversible des déformations ; autrement
dit, de l’élongation mesuréeΛ, seule la composanteλ = Λ

Λremanent
est prise en compte pour



66 PROPOSITION D’ UN MODÈLE DE COMPORTEMENT CYCLIQUE

le calcul du comportement.
Les coefficients matériau du modèle ont été identifiés à l’aide d’un programme interne à

PSA Peugeot Citroën appelé SICLOP et développé sous Matlab. Il s’agit d’une optimisation
classique par moindres carrés. Quatre types d’essais sont disponibles (ils sont décrits au
chapitre1) :

– traction uniaxiale ;
– compression uniaxiale ;
– cisaillement pur ;
– glissement simple.

Ceci correspond à trois états de déformation différents seulement, car les essais de cisaille-
ment pur et de glissement simple sont théoriquement équivalents. Ces deux derniers se sont
donc vu attribuer un poids de un demi pour l’identification. Les essais de compression n’ont
pas été utilisés. En effet, il a été constaté que le comportement proposé était incapable de
simuler correctement à la fois les essais de traction et les essais de compression (cf. figure
3.13). Plusieurs causes possibles peuvent justifier cette différence. Premièrement, le modèle
proposé n’est peut-être pas capable de représenter tous les états multiaxiaux. Deuxièmement,
les phénomènes physiques qui ont lieu en compression (réarrangement du réseau ?) peuvent
être différents de ceux qui ont lieu en traction. Pour déterminer les causes exactes de cette
insuffisance du modèle, il faudrait disposer d’un essai de traction équi-biaxiale, identique à
l’essai de compression du point de vue des déformations mais de pression hydrostatique de
signe opposé. Les essais d’endurance présentés en deuxième partie sont surtout des essais en
traction. Ainsi, on a délibérément écarté les essais de compression de la base d’expérience
pour caractériser au mieux l’endurance1.

Les coefficients ainsi identifiés valent :

G = 2, 54MPa et a = 2, 13

Les figures3.9, 3.10, 3.11et 3.12permettent de comparer les courbes expérimentales
et simulées. On constate que, sauf pour le cas de la compression, la simulation représente
l’essai de manière satisfaisante.

Remarque La loi de comportement proposée ne contient aucun coefficient matériau
chargé de paramétrer la multiaxialité des contraintes. Il n’est donc pas nécessaire de réali-
ser plusieurs types de chargement pour identifier ces coefficients. Un simple essai de traction
uni-axiale est suffisant. L’utilisation de plusieurs types d’essais permet toutefois de répartir
les erreurs d’identification sur les différents états de multiaxialité.

3.4 Discussion sur le choix de la mesure de l’endommagement

Des considérations physiques ont conduit à choisir l’élongation maximale comme me-
sure de l’endommagement du matériau : le raidissement apparaît lorsque les chaînes at-
teignent leur extension limite. Dans cette hypothèse, l’endommagemment est donc lié à une

1On discute cette hypothèse au chapitre7, dans une comparaison entre des essais en traction et en compres-
sion.
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FIG. 3.9 –Traction uni-axiale. FIG. 3.10 –Compression uni-axiale.
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FIG. 3.13 –Traction et compression uni-axiales.

variable géométrique. C’est d’ailleurs le choix qui a été fait par plusieurs auteurs, notam-
ment Govindgee et Simo [37, 38], ou plus récemment Markmann [57] et Chagnon [16].

Afin d’éprouver ce choix, on désire comparer les deux essais cycliques dont le charge-
ment maximal est imposé respectivement en déplacement et en effort. Les courbes stabili-
sées correspondantes sont représentées figure3.16. On constate que les courbes en efforts
sont légèrement plus raides que celles des courbes en déplacement. Les figures3.14et3.15,
qui représentent la totalité de l’essai, expliquent ce phénomène. Le nombre de cycles néces-
saires à la stabilisation du comportement est plus grand dans le cas d’un contrôle en effort
que dans le cas d’un contrôle en déplacement. Ainsi, après cinq cycles de chargement contrô-
lés en effort, le comportement évolue encore de façon non négligeable. Le comportement
stabilisé en effort est donc plus souple que celui représenté sur la figure3.16, et donc plus
proche du comportement obtenu par un essai contrôlé en déplacement. Le choix effectué
pour la mesure de l’endommagement semble donc pertinent. Toutefois, il serait intéressant
de réaliser ces mêmes essais à plus grand nombre de cycles pour confirmer cette tendance.

Au cours des essais d’endurance sur éprouvettes structure (décrits au chapitre5), l’évo-
lution de l’effort maximal pour les essais contrôlés en déplacement et du déplacement maxi-
mal pour les essais controlés en effort a été enregistrée. La figure3.17montre le point (dé-
placement max, effort max) enregistré pour chacun de ces essais à mi-vie de l’éprouvette.
Les points des deux types d’essais sont situés sur une même courbe. Le comportement ac-
commodé semble donc dépendre de façon équivalente de l’élongation maximale ou de la
contrainte maximale.



DISCUSSION SUR LE CHOIX DE LA MESURE DE L’ ENDOMMAGEMENT 69

0

1

2

3

4

5

6

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

C
on

tr
ai

nt
es

no
m

in
al

es
(M

P
a)

Élongation dans la direction de traction

0

1

2

3

4

5

6

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
C

on
tr

ai
nt

es
no

m
in

al
es

(M
P

a)

Élongation dans la direction de traction

FIG. 3.14 – Cisaillement pur cyclique
contrôlé en déplacement.

FIG. 3.15 – Cisaillement pur cyclique
contrôlé en effort.
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FIG. 3.17 –Effort et déplacement maxi-
maux à mi-vie enregistrés pendant les es-
sais d’endurance sur éprouvette AE42.
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λα
m λα

m + δλ

accommodé

monotone

enveloppe

∂W
∂λα

λ

FIG. 3.18 –Le comportement est accommodé jusqu’àλα
m puis retrouve le comportement

monotone.

3.5 Anisotropie

On se propose de montrer que le modèle décrit plus haut permet effectivement de re-
présenter l’anisotropie induite par le chargement de façon satisfaisante. On commence par
simuler la cinématique de l’essai de cisaillement pur, pour obtenir les élongations maximales
sur chacune des directions. On simule ensuite l’essai de traction. Dans chaque direction le
matériau est accommodé jusqu’à l’élongationλα

m obtenue au cours du cisaillement. Au delà
deλα

m, le matériau retrouve son comportement monotone.
Notre modèle de comportement ne permet pas de décrire cette transition vers le com-

portement monotone du matériau mais uniquement le comportement accommodé. Afin de
représenter cet essai en particulier nous proposons de modifier l’énergie de déformation
comme décrit sur la figure3.18. Le comportement accommodé est simulé avec la loi pro-
posée. Le comportement monotone est simulé à l’aide d’une loi hyperélastique classique.
La transition entre le comportement accommodé et le comportement monotone est sim-
plement réalisée par un polynôme assurant une certaine régularité de la courbe contrainte-
déformation ; plus précisement, on assure la continuité deW et de ses dérivées simple et
double par rapport àλα. On suppose que cette transition s’effectue sur un intervalle de dé-

formation compris entreλm etλl =
√

λα
m

2 + a. En effet, l’asymptote verticale que présente
le comportement stabilisé enλl correspond à la limite d’extension des chaînes. Au delà, des
liaisons se rompent, et l’extension limite des chaînes dépend alors de l’extension courante.
Il est donc naturel de retrouver le comportement à première charge enλl. On notera que la
transition entre le comportement accommodé et le comportement monotone n’est pas né-
cessaire pour décrire l’état de contrainte d’une structure soumise à un chargement cyclique.
Ainsi cet aspect n’a pas fait l’objet d’une étude approfondie.

Le détail du calcul est disponible en annexeD.
Lorsqu’on simule l’essai en intégrant la loi sur un grand nombre de directions (voir la

figure3.20), on retrouve bien l’allure de la courbe expérimentale, ce qui permet de valider
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FIG. 3.19 –Essais de traction monotone
sur éprouvettes préalablement accommo-
dées, selon plusieurs angles.

FIG. 3.20 – Simulation de l’essai ci-
contre.

l’hypothèse simplificatrice3.2 qui suppose que l’accommodation dans une direction don-
née ne dépend que de l’élongation maximale atteinte dans cette même direction. Les écarts
entre la simulation et le comportement réel peuvent s’expliquer de la façon suivante. L’es-
sai de cisaillement pur entraîne une déformation permanente du matériau pouvant atteindre
15% dans la direction de traction. Celle-ci est difficilement mesurable car les conditions
aux limites changent pendant l’opération de prélèvement. Ainsi, les déformations mesurées
pendant l’essai de traction ne prennent pas pour référence l’état vierge du matériau. On peut
supposer que la déformation rémanente est d’autant plus importante que la direction de pré-
lèvement est proche de la direction d’accommodation. Ainsi, pour être comparables à la
simulation (qui elle prend pour référence le matériau vierge), les courbes présentées figure
3.19doivent être décalées vers la droite d’une valeur d’autant plus importante que l’angle
de prélèvement par rapport à la direction d’accommodation est petit.

Nous avons vu précédemment que six directions de discrétisation suffisent pour que
la réponse à un chargement soit inchangée lorsque l’orientation de l’ensemble des direc-
tions tourne par rapport aux directions principales du chargement. La figure3.21présente
l’enveloppe de la réponse lorsqu’on simule la traction sur l’éprouvette prélevée à 45˚ avec
différents nombres de directions de discrétisation. On constate qu’il faut un nombre élevé de
directions pour obtenir un résultat qui dépende peu du choix de l’orientation de l’ensemble
des directions par rapport aux directions principales. Le choix de six directions pourrait donc
être discutable si une grande précision était requise.

3.6 Conclusion et perspectives

Un modèle de comportement hyperélastique anisotrope a été proposé à partir de considé-
rations semi-physiques, semi-phénoménologiques. L’accommodation est représentée comme
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un endommagement conséquence d’un chargement préalable : la variable d’endommage-
ment est constante et n’est donc plus qu’un paramètre du modèle. La mesure de l’endom-
magement a été choisie égale à l’élongation maximale, pour être en accord avec les mo-
dèles physiques. Cette mesure est réalisée dans six directions réparties régulièrement dans
l’espace, afin de décrire l’anisotropie induite par cet endommagement. L’originalité de ce
modèle est d’une part, de décrire une accommodation àn > 1 cycles, d’autre part de ne
faire dépendre le comportement accommodé que des variables cycliques en supposant qu’il
est indépendant du régime transitoire. On verra dans le chapitre suivant que la détermination
des paramètres cycliques de la loi n’est pas triviale.

Les résultats obtenus avec ce modèle sont satisfaisants en traction et en cisaillement,
mais pas en compression. Les effets d’anisotropie induite par le chargement sont correcte-
ment représentés. La courbure à l’origine obtenue avec ce modèle est meilleure qu’avec les
modèles de la littérature mais n’est pas encore satisfaisante.
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Chapitre 4

Comportement cyclique d’une
structure

On présente la formulation du problème d’accommodation cyclique d’une structure. On
propose une méthode de résolution pour obtenir l’état stabilisé d’une pièce tridimensionnelle
sous chargement cyclique quelconque.

4.1 Position du problème

Soit S un solide occupant le volumeΩ de frontière∂Ω (voir figure 4.1). A chaque
instantt, on impose à ce solide un chargement défini par :

– des forces surfaciquesT d
i (t) définies surSTi(t) ;

– des déplacementsud
i (t) définies surSui(t) ;

et éventuellement (bien que ce ne soit pas le cas dans cette étude) :
– des forces volumiquesfd(t) définies sur∂Ω ;
– des températuresΘd(t) définies sur∂Ω ;

où i désigne l’indice de trois directions orthogonales entre elles et où :

Sui ∪ ST i(t) = ∂Ω et Sui ∩ ST i(t) = ∅ i = 1, 2, 3

T d

ST

SU

∂Ω

Ω

FIG. 4.1 –Système mécanique.
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Le système est régi par les équations de champ suivantes :





l’équation d’équilibre : divB + ρfd = 0 ;
la loi de comportement : tB = ∂W

∂F − ηF−1 ;
la liaison interne d’incompressibilité : det F = 1 ;
l’équation thermique s’il y a lieu ;

et par les conditions aux limites :




Bij(t) ·Nj = T d
i (t) sur STi(t);

ui(t) = ud
i (t) sur Sui(t);

et Θ(t) = Θd(t) sur ∂Ω s’il y a lieu.

Dans cette étude, on réduit l’espace des chargements aux chargements cycliques, dont
la période est notéeT .

∃ T tel que ∀t ∈ [0, +∞[ ∀n ∈ N





T d(t + nT ) = T d(t)
ud(t + nT ) = ud(t)
fd(t + nT ) = fd(t)
Θd(t + nT ) = Θd(t)

.

On suppose qu’après une courte période de transition, l’évolution des champs de contrainte
et de déformation est également cyclique :

∀t ∈ [t0, +∞[ ∀n ∈ N
{

B(t + nT ) = B(t)
F (t + nT ) = F (t)

.

Dans cet état« stabilisé», l’énergie de déformationW est donnée par le modèle proposé
au chapitre précédent. Le comportement au point X et à l’instantt est donc une fonction
des dilatations actuellesC(X, t) mais également de leur histoire sur un cycle stabilisé par
l’intermédiaire des élongations maximales atteintes au cours du cycleλα

m = supt∈[0,T ] λ
α.

Comme cette histoire est différente d’un point à l’autre, les élongations maximalesλα
m le

sont aussi. Ceci est illustré par la figure4.2: aux points où la structure se déforme beaucoup,
le comportement est moins raide qu’aux points où la structure se déforme peu car le modèle
décrit un adoucissement d’autant plus important que les élongations maximales atteintes
sont importantes.

On voit alors qu’obtenir l’état stabilisé en tout point de la structure est un problème
implicite, puisqu’il faut déterminer en même temps le champ de déformation à tout instant
et le champ des élongations maximales qui paramètrent la loi. En effet, les couplages sont
les suivants :

– ∀t ∈ [0, T ] C(t) vérifie les équations de champ (qui font intervenirλα
loi) et les

conditions aux limites ;
– ∀t ∈ [0, T ] λα(t) =

√
Dα ·C(t) · Dα i = 1, . . . , α ;

– etλα
loi = supt∈[0,T ] λ

α
m i = 1, . . . , α ;

où lesλα
loi désignent les élongations maximales qui apparaissent dans le modèle de com-

portement, de façon à éviter la confusion avec les élongations maximalesλα
m effectivement
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FIG. 4.2 –On considère une structure soumise à un chargement cyclique global de traction
décrit par le couple effort/déplacement (F, U). L’extension limite atteinte dans la zone 1 est
plus importante que celle atteinte dans la zone 2 du fait de la réduction de section. La zone 1
présente donc un comportement plus souple que la zone 2.

atteintes. Par la suite, pour alléger les notations, les indices relatifs aux directions seront
omis car le nombre de paramètres d’endommagement n’a aucune importance dans cette
analyse.

Dans le chapitre précédent, seules des transformations homogènes connues ont été en-
visagées ; la détermination des élongations maximales atteintes était donc immédiate. Pour
une structure quelconque, la détermination desλloi est au contraire un problème complexe.
Pour ce type de comportement, il n’existe actuellement aucune étude et analyse concernant
l’existence et l’unicité d’une solution. Ni résultat d’existence, ni résultat d’unicité du champ
desλloi n’a pu être démontré.

4.2 Détermination des élongations maximales

4.2.1 Courbe de charge

Le chapitre précédent a mis en évidence l’existence d’une courbe maîtresse (cf. équa-
tion 3.4) correspondant à l’enveloppe supérieure des courbes de réponse à une sollicitation.
Cette courbe maîtresse donne la contrainte maximale en fonction de l’élongation maximale
atteinte au cours du cycle (voir figure4.3). Elle décrit l’état d’un matériau hyperélastique
d’énergie de déformation vérifiant :

∂wm

∂λ
=

∂w

∂λ
(λ, λm = λ) .

On propose ici d’utiliser cette courbe comme une courbe de charge (courbe cyclique de
traction). Ainsi, au cours d’un cycle de chargement, on détermine les champs de contrainte
et de déformation en faisant dans le comportement :

λloi(t) = sup
s∈[0,t]

(λ(s)),
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Contrainte nominale

Déformation

FIG. 4.3 –L’enveloppe du comportement stabilisé correspond à la courbe en pointillés (et
non à la courbe en gras qui est la courbe de première charge).

c’est-à-dire en autorisantλloi à varier dans le temps. Il s’agit d’une charge virtuelle qui n’est
pasla courbe de première charge et qui doit permettre d’obtenir directement une mesure de
l’extension limite des chaînes en régime stabilisé. La variation deλloi selon cette courbe ne
correspond en aucun cas à l’évolution réelle de la longueur des chaînes au cours du temps,
qui augmente pendant les premiers cycles de chargement (endommagement) et diminue
pendant les temps de repos (recouvrement, restauration).

4.2.2 Phénomènes de redistribution

La plupart des auteurs représentent une accommodation au premier cycle. La courbe
maîtresse est alors la courbe de première charge du matériau, et le paramètreλloi une va-
riable d’endommagement croissante puisque décrivant un phénomène souvent considéré
comme irréversible. Ici, lesλloi déterminés à partir d’un cycle de chargement décrit par
la courbe maîtresse ne correspondent pas aux élongations maximales vues par le matériau
tout au cours de sa vie, car le modèle ne représente pas la période transitoire d’accommo-
dation. On ne cherche d’ailleurs pas à déterminer celles-ci car le matériau à une capacité
de recouvrement suffisamment importante pour que seules les élongations maximales vues
de manière répétée aient une influence sur le comportement. Malheureusement, l’utilisation
de la courbe maîtresse comme courbe de charge ne garantit pas non plus l’obtention de ces
élongations maximales cycliques. En effet, la modification du comportement en cours de
chargement entraîne des phénomènes de redistribution de contraintes et de déformations. Il
est alors possible que des élongations maximales atteintes localement pendant une première
étape de chargement ne le soient plus lors du deuxième chargement.

4.2.3 Algorithme de résolution

On propose de résoudre le problème de manière itérative, comme décrit sur la figure4.4.
On se donne un champ initial des élongations maximalesλm = λloi. Le comportement en
tout point est alors complètement défini. On réalise un calcul de structure pour obtenir le
champ des déplacements au cours d’un cycle de chargement, dont on déduit les élongations
maximalesλm effectivement obtenues au cours du cycle. On réactualise alors le champ des
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Début

Initialisationλloi

Début cycle

λloi ← max(λloi, λ)

Fin cycle

λloi = λm ? non

λloi ← λm

Arrêtoui

FIG. 4.4 –Obtention de l’état cyclique de la structure.

élongations maximalesλloi en fonction du résultat du calcul. On répète cette opération jus-
qu’à ce que l’écart entre deux calculs soit inférieur à un certain critère d’arrêt. En pratique,
ce critère d’arrêt est de l’ordre de grandeur de la précision du calcul.

La loi de comportement a été introduite dans le code Abaqus sous la forme d’un pro-
gramme utilisateur appelé UMAT. L’incompressibilité est imposée par une fonction de pé-
nalisation. L’implantation numérique d’une telle loi est un travail long et fastidieux mais
relativement classique. Le détail de la méthode n’est donc pas exposé ici. Le lecteur trou-
vera ces indications en annexeE.

4.3 Robustesse de la méthode

En l’absence de résultat d’existence et d’unicité de solution, on désire éprouver la ro-
bustesse de la démarche sur quelques exemples.

On compare sur un cas test les résultats obtenus en partant de deux champs deλloi

(uniformes) différents :λloi = 1 et λloi = 5. La structure choisie est une éprouvette axi-
symétrique en forme de diabolo. Elle est soumise à un chargement de traction et de torsion
combinées hors phase, de façon à ce que les élongations maximales soient atteintes à des
instants différents dans les différentes directions. Le chargement de traction est imposé sous
forme d’un effort et le chargement de torsion sous la forme d’un déplacement angulaire. Le
modèle éléments finis, représenté figure4.5, est constitué d’éléments axi-symétriques accep-
tant la torsion. Seul un demi-diabolo est représenté ; une condition de symétrie est appliquée
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FIG. 4.5 –Maillage grossier de l’éprouvette AE2. Les éléments 43 et 49 sont indiqués.
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FIG. 4.6 –Évolution de l’élongation maxi-
male λloi dans la direction où elle est
maximale, prise au centre de l’élément 43
(le plus sollicité).

FIG. 4.7 –Évolution de l’élongation maxi-
male λloi dans la direction où elle est
maximale, prise au centre de l’élément 49
(un élément quelconque).

sur les nœuds situés dans le plan médian. Les figures4.6 et 4.7 permettent de comparer
l’évolution desλloi cycle après cycle dans deux éléments représentatifs de l’évolution des
λloi sur toute la structure. Le trajet de chargement pour un nombre de cycle négatif corres-
pond au trajet de chargement initial pour amener l’éprouvette de son état de repos au cycle
de traction/torsion hors phase (qui ne passe pas par zéro). On constate plusieurs choses :

– les deux champs initiaux deλloi conduisent à la même solution, et ceci malgré un
choix initial (λloi = 5) très éloigné de la solution (puisque leλloi maximal sur toute
la structure est de l’ordre de deux) ;

– le choix initial deλloi = 1 permet d’obtenir lesλloi beaucoup plus rapidement que le
choixλloi = 5 ;

– la comparaison de l’évolution desλloi pour la condition initialeλloi = 5 dans les deux
éléments choisis met en évidence le phénomène de redistribution des contraintes avec
cette évolution, et par conséquent l’importance de représenter l’accommodation dans
la loi de comportement pour obtenir des résultats locaux corrects.

Par ailleurs, la méthode de détermination desλloi est dépendante du trajet suivi pour
arriver à un certain état de chargement. Si on reprend l’exemple précédent, on peut propo-
ser deux trajets simples pour atteindre le trajet de chargement cyclique hors-phase. Ceci est
illustré par la figure4.8. Le trajet 1 consiste à aller au point de torsion maximale à traction
nulle, tandis que le trajet 2 consiste à aller au point de traction maximale à torsion nulle.
La courbe4.9montre qu’après un cycle de calcul complet, les élongations maximales obte-
nues sont les mêmes dans les deux cas de trajet initial. En réalité, un deuxième cycle a été
nécessaire pour que la variation desλloi soit plus petite que la précision de la machine.

En pratique, on constate que pour toutes les structures et les chargements considérés
dans cette étude, un ou deux cycles de chargement suffisent pour obtenir l’état stabilisé de
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FIG. 4.9 –Évolution de l’élongation maxi-
male λloi dans la direction où elle est
maximale, prise au centre de l’élément 43
pour le chargement 1 et le chargement 2.

la structure et l’indépendance du résultat par rapport au trajet de chargement utilisé pour
aller de l’état de repos au cycle de chargement. Toutefois, il convient de remarquer que ces
structures et ces chargements sont relativement simples et que ce ne serait peut-être pas le
cas pour une structure ou un chargement quelconque.

4.4 Validation expérimentale : comportement global des éprou-
vettes diabolo

Des essais de traction cycliques ont été réalisés sur les deux éprouvettes AE2 et AE42.
La loi de comportement proposée dans ce chapitre a été utilisée pour simuler la réponse
globale des diabolos à ce chargement. Les figures4.10et 4.11montrent les comparaisons
entre les simulations et les essais.

Le procédé de fabrication des éprouvettes diabolo n’est pas aussi bien maîtrisé que celui
des éprouvettes de caractérisation ; le temps et la température de cuisson modifient le taux
de réticulation et par conséquent la raideur du matériau. Ce phénomène n’est d’ailleurs pas
homogène sur toute l’éprouvette : il dépend de la forme de l’éprouvette et de la position de
l’empreinte dans le moule. D’un lot à l’autre, on accepte couramment des écarts de l’ordre
de 15%. Les écarts observés peuvent donc provenir de l’élaboration des échantillons.

On peut également avancer le fait que les champs de déformation n’étant pas homogènes
pour ces éprouvettes, des phénomènes de redistribution de contrainte peuvent apparaître et
retarder l’accommodation. Certaines zones n’ont peut-être pas vu suffisamment de cycles à
leur niveau de chargement maximal pour que l’accommodation soit complète.
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FIG. 4.10 –Traction sur éprouvette AE42.
Essai (cinquième charge) et simulation.

FIG. 4.11 –Traction sur éprouvette AE2.
Essai (cinquième charge) et simulation.

Enfin, les déformations rémanentes ne sont pas prises en compte dans le modèle proposé,
qui ne décrit que la partie élastique du comportement.

Les résultats obtenus sont donc jugés satisfaisants, compte tenu de la simplicité du mo-
dèle et du faible nombre de coefficients matériau à identifier.

4.5 Conclusion et perspectives

Les élongations maximales qui paramètrent la loi sont solutions d’un problème impli-
cite. Elles peuvent être obtenues de façon satisfaisante en utilisant la courbe enveloppe du
comportement comme courbe de charge. Entre deux cycles de chargement, ces élongations
maximales sont actualisées à la valeur atteinte au cycle précédent. La convergence est obte-
nue très rapidement, souvent en un seul cycle pour les cas simples de cette étude. Ce résultat
est empirique ; il n’a pas été démontré.

La loi de comportement proposée a été implantée dans le code de calcul Abaqus. Elle a
ensuite été validée par le calcul de deux éprouvettes diabolo. On estime qu’elle permet de
représenter correctement les champs mécaniques pour une éprouvette soumise à un charge-
ment cyclique.
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Deuxième partie

Estimation de la durée de vie
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Chapitre 5

Présentation de l’étude et analyses
préliminaires

Ce chapitre présente les essais d’endurance réalisés pour cette étude et propose une ana-
lyse des sollicitations subies par les éprouvettes au cours de ces essais. L’analyse a pour
objectif de mettre en évidence les paramètres du chargement susceptibles d’entraîner l’en-
dommagement du matériau.

Remarque Dans la première partie, le terme d’endommagement s’applique à l’effet
Mullins. Celui-ci se produit pendant la période de transition entre le comportement à pre-
mière charge et le comportement stabilisé. On peut le considérer davantage comme un ré-
arrangement global de la structure du matériau que comme une détérioration menant à la
rupture. Il se traduit d’ailleurs par un paramètre (et non une variable) de la loi de compor-
tement. Ici, dans la deuxième partie, le terme d’endommagement désigne la dégradation du
matériau engendré par fatigue, qui conduit à la rupture. Il ne s’accompagne pas nécessaire-
ment d’une modification des propriétés à l’échelle macroscopique du matériau car il s’agit
d’un endommagement très localisé.

5.1 Protocole expérimental

La totalité des essais présentés dans ce chapitre a été réalisée au sein de la société
Modyn-Trelleborg par Elisabeth Ostoja-Kuczynski et Pierre Charrier. La définition de la
géométrie des éprouvettes, ainsi que le choix des essais, à fait l’objet d’un travail prépara-
toire commun. La définition du protocole expérimental sera ici limitée au minimum néces-
saire et le lecteur se réfèrera à la thèse d’Ostoja-Kuczynski [65] à paraître et aux différentes
publications de Charrier [17] et Ostoja-Kuczynski [66] pour obtenir des informations plus
détaillées.

5.1.1 Éprouvettes

Afin d’être représentatif des états multiaxiaux de chargement sur pièce réelle, les éprou-
vettes choisies pour cette étude sont des éprouvettes axi-symétriques de section variable,
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dites« éprouvettes diabolo». Elles sont référencées AE (pour Axi-symétrique Entaillée)
suivi du rayon d’entaille en millimètres. Ce sont des éprouvettes très classiques déjà uti-
lisées par Cadwell en 1940 [11]. La géométrie de ces deux éprouvettes-ci a été reproduite
d’après la thèse de Robisson [72]. Elles ont été utilisées dans le cadre de plusieurs mémoires
[2, 72, 73, 16], qui constituent une source de comparaison intéressante. Les plans sont dis-
ponibles en annexeF.

Le choix d’éprouvettes massives (par opposition à des éprouvettes plates) présente l’in-
térêt de limiter l’influence de l’atmosphère sur la durée de vie. En effet, les élastomères ré-
agissent avec l’oxygène et l’ozone présents dans l’air. Cette réaction entraîne une diminution
de l’élongation à rupture, ce qui provoque un craquèlement de la surface de l’éprouvette [5].
Dans le cas d’une éprouvette plate, le rapport de la surface sur le volume est important, et
donc l’oxydation également. Dans le cas d’une pièce massive, les substances oxydantes ne
pénètrent pas à cœur, ce qui réduit leur influence. On remarquera que la plupart des applica-
tions industrielles, comme les éprouvettes diabolo, sont massives. Une éprouvette massive
est également moins sensible à la présence d’un défaut de surface (dû à la mise en forme, par
exemple) qu’une éprouvette plate. La durée de vie ainsi obtenue est donc une caractéristique
du matériau et non de la technique d’élaboration de l’éprouvette.

Les éprouvettes sont moulées par injection, comme le sont les pièces. Elles sont ensuite
congelées à -18◦C afin d’éviter tout phénomène de vieillissement. La décongélation se fait
simplement en laissant l’éprouvette à température ambiante pendant quelques jours avant de
la solliciter.

Le rayon d’entaille des deux éprouvettes est très différent. L’éprouvette AE42 est quasi-
ment cylindrique, ce qui permet d’obtenir des champs de déformation presque homogènes,
l’entaille n’ayant pour objectif que de localiser l’apparition des fissures à l’équateur de
l’éprouvette. L’éprouvette AE2 est au contraire très entaillée de façon à générer un gra-
dient de déformation dans la hauteur de l’éprouvette et un état de déformation multiaxial en
fond d’entaille.

5.1.2 Banc d’essai

Le banc d’essai (représenté figure5.1) se compose de deux vérins pneumatiques li-
néaires et d’un moteur électrique rotatif avec lesquels il est possible de réaliser des essais de
traction/compression, de torsion ou même d’essais de traction et de torsion combinées. Le
système de pilotage permet d’imposer des efforts ou des déplacements. L’éprouvette AE42
est massive et nécessite un couple important pour fissurer, dépassant les limites du moteur.
Par conséquent, seule l’éprouvette AE2 est utilisée pour les essais de torsion. L’éprouvettes
AE42 sert donc uniquement aux essais de traction.

Les essais sont réalisés dans une enceinte thermique où, sauf indication contraire, la
température est maintenue à 23◦C. Un capteur infra-rouge permet de mesurer la tempéra-
ture à la surface des éprouvettes testées. La fréquence de sollicitation des éprouvettes est
choisie de façon à ne pas provoquer un auto-échauffement trop important du matériau. Une
élévation de température inférieure à 20◦C en surface est acceptée car elle ne modifie ni le
comportement ni la durée de vie de l’éprouvette.
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FIG. 5.1 –Schéma du montage expérimental de traction/torsion. L’enceinte thermique n’est
pas représentée.

5.1.3 Définition de la durée de vie d’une structure

La défaillance d’une pièce antivibratoire automobile est généralement définie comme
une perte de raideur de la structure, car c’est la grandeur qui affecte le bon fonctionnement
de la pièce. Cette définition est celle du constructeur. En pratique, on constate que certaines
pièces assurent toujours leur fonction avec des fissures de taille importante, pouvant aller
jusqu’à un tiers voire la moitié de la section utile de la structure. Ceci s’explique par le
fait que ces pièces travaillent souvent en compression ; la fissure refermée affecte peu la
raideur de la pièce. Celle-ci dépend donc fortement de la position de la fissure par rapport
à la structure d’une part et au chargement d’autre part. Ainsi, répondre à ce cahier des
charges suppose de prévoir l’apparition et la propagation d’une fissure dans une structure
tridimensionnelle soumise à un chargement complexe. Cet objectif est très ambitieux compte
tenu des connaissances actuelles concernant la propagation de fissure dans un élastomère,
aussi cette étude se limitera-t-elle à la prévision de l’amorçage de la fissure.

La notion d’amorçage de fissure est associée à la définition d’une échelle d’observation.
Plus la fissure que l’on est capable de détecter est petite, plus la durée d’amorçage estimée
est courte. En effet, la durée mesurée comprend la phase d’amorçage proprement dite et
une phase de propagation plus ou moins longue selon la taille de fissure détectable. Dans
le cas du caoutchouc, on explique l’effet Mullins par des ruptures de chaînes et des déco-
hésions charge/matrice. Ainsi,stricto sensu, on pourrait même dire que des micro-fissures
apparaissent au cours du tout premier cycle de chargement. Dans la mesure où l’on désire
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associer l’apparition d’une fissure à une durée de vie d’une structure, il faut choisir une
taille critique de fissure suffisamment grande pour que sa propagation puisse entraîner la
défaillance de la structure. Par ailleurs, cette taille critique doit rester suffisamment petite
devant les dimensions caractéristiques de la structure pour que seul l’état mécanique local
ait entrainé l’apparition de la fissure, autrement dit, que le calcul de la structure vierge de
toute fissure soit suffisant pour prévoir l’apparition d’une fissure de la taille caractéristique.
Ici, cette taille est choisie égale à 2 mm. Ainsi, par la suite et sauf contre-indication, le terme
d’amorçage fera référence à l’apparition d’une fissure de cette taille.

La détection d’une fissure de taille donnée nécessite un moyen de détection approprié.
Dans notre cas, la fissure est visible à l’oeil nu lorsqu’elle apparaît à la surface de l’éprou-
vette (ce qui est le plus souvent le cas). Cependant, pour des raisons d’automatisation des
tâches, l’apparition des fissures est détectée par le biais de la mesure des contraintes lorsque
le chargement est imposé en déplacement et réciproquement. La méthode employée est celle
proposée et mise en œuvre par Ostoja-Kuczynski [66]. La raideur efficace de l’éprouvette
auN ièmecycle est définie par :

K(N) =
Fmax(N)
Lmax(N)

,

où Fmax et Lmax désignent respectivement l’effort et le déplacement maximaux atteint au
cours du cycle. On suppose queK présente une décroissance logarithmique due à la visco-
élasticité du matériau, c’est-à-dire :

N
dK

dN
= constante.

La durée de vie est alors définie comme le cycle à partir duquel cette relation n’est plus vé-
rifiée. Cette méthode présente l’avantage d’être applicable aussi bien pour des chargements
imposés en effort que pour des chargements imposés en déplacement. Ostoja-Kuczynski
montre que pour les éprouvettes et les chargements de cette étude, l’apparition d’une fissure
de 2 mm est bien corrélée avec la durée de vie estimée par sa méthode.

5.1.4 Localisation de l’amorçage des fissures

Dans la majorité des cas, les fissures apparaissent en surface des éprouvettes, à l’équa-
teur. Une analyse détaillée des faciès de rupture, réalisée par Le Cam [52] dans le cadre de
sa thèse, a montré que le lieu d’amorçage se situe en réalité en subsurface, à une profondeur
d’environ 500 microns. Ce phénomène est probablement du à l’existence d’une« peau» de
moulage aux caractéristiques mécaniques différentes. En effet, on suppose qu’il existe un
gradient de température dans la pièce pendant sa mise en forme, qui se traduit par un taux
de réticulation inhomogène dans la structure. Les caractéristiques mécaniques de cette peau
n’ont pas été déterminées. Dans cette étude, on ne représente donc pas ce phénomène et on
considère que le lieu d’amorçage de la fissure se situe exactement à la surface.

Dans certains cas, l’éprouvette AE42 s’est rompue à proximité des inserts métalliques
(voir la figure5.2). L’analyse des faciès de rupture a montré que la tenue de la colle qui
lie l’insert au caoutchouc n’était pas en cause : la fissure apparaît bien dans le caoutchouc
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FIG. 5.2 –L’amorçage de la première fissure peut se situer soit en surface, à l’équateur, soit
à cœur, sous l’insert métallique. Ceci conduit à deux types de rupture différentes.

même. Elle se propage ensuite le long de la colle et la rupture finale est adhésive. Ce type
de rupture est apparu dans les cas de traction de grande amplitude. Le cas de ces éprou-
vettes n’est pas traité dans ce mémoire, en raison de la difficulté à obtenir une mesure fiable
des contraintes et des déformations dans cette zone. Cependant, on peut remarquer que les
déformations sont très faibles, puisqu’il existe une liaison de type encastrement entre le ca-
outchouc et l’insert. En revanche, la condition de transformation isochore fait apparaître des
contraintes relativement importantes. Cette constatation suggère que la pression participe à
l’endommagement.

Dans les deux cas, l’amorçage se produit sur une inclusion. Toutefois, il n’est pas cer-
tain que les mécanismes mis en cause soient les mêmes pour les deux types d’amorçage.
On peut voir un faciès de rupture caractéristique de chacun de ces deux types d’amorçage
respectivement sur les figures5.3et5.4.

5.1.5 Mesure de l’orientation des fissures

L’orientation des fissures donne des indications sur la nature de la variable d’endom-
magement. Ostoja-Kuczynski [65] a développé à cet effet une méthode de mesure pour les
fissures apparues en surface de l’éprouvette. Celle-ci est illustrée par la figure5.6. L’éprou-
vette est photographiée selon huit secteurs angulaires, à l’aide d’un appareil numérique, en
position presque relâchée. Les fissures ne sont pas visibles en position complètement relâ-
chée ; on applique alors la torsion juste nécessaire à l’ouverture de la fissure permettant de
la voir. On considère que la rotation du plan de la fissure engendrée par cette torsion est né-
gligeable. Sur les photographies obtenues, l’angle de chaque fissure est mesuré par rapport
à l’équateur. On estime que la mesure est fiable à 5˚ près.
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FIG. 5.3 – Faciès de rupture caractéris-
tisque d’un amorçage en surface à l’équa-
teur.

FIG. 5.4 – Faciès de rupture caractéris-
tisque d’un amorçage à cœur sous l’insert
métallique.

FIG. 5.5 –Fissures apparues sur une éprouvette de type AE2 soumise à une torsion simple
de 80˚ à 4Hz. Une légère torsion a été appliquée pour la photographie, afin d’ouvrir suffi-
samment les fissures pour les rendre visibles.
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FIG. 5.6 – Méthode de mesure des angles de fissures. Le signe de l’angle est défini par
rapport au sens de rotation positif.

5.2 Essais

5.2.1 Types d’essais

Les essais réalisés pour cette étude sont listés dans les tableaux5.1 et 5.2. Le nom des
séries d’essais suit le schéma suivant : type d’éprouvette - type de chargement - type de
contrôle. Le type de chargement est codé de la façon suivante :

T traction ;

C compression ;

R torsion ;

RR torsion alternée.

Les différents types de chargement réalisés sont décrits sur la figure5.7, dans un diagramme
torsion/traction. La traction est imposée soit sous la forme d’un déplacement (D) soit sous
la forme d’un effort (E) ; de même la torsion est imposée soit en angle (D) soit en couple
(E). Par exemple, un essai de traction compression contrôlé en déplacement sur l’éprouvette
AE2 est référencé : AE2-TC-D. Le signal imposé est sinusoïdal dans la grande majorité des
cas. Exceptionnellement, afin d’améliorer le pilotage de certains essais de traction/torsion,
un signal triangulaire a été appliqué, mais on n’a pu constater aucune influence de la forme
du signal sur la durée de vie.

Définition Le rapport de chargeR est défini comme le rapport :

R =
minimum du chargement
maximum du chargement

où le chargement s’entend en effort ou en déplacement, précision qui ne sera donnée que
lorsque la distinction sera nécessaire. Ainsi, un essai de torsion de rapportR = −1 est un
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AE42-T-D Traction simple D 0 + 84
AE42-C-D Compression D − 0 3

AE42-TC-D Traction compression D − + 66
AE42-TT-D Traction traction D + + 27
AE42-T-A-D Traction après 5 cycles D 0 + 16

de niveau plus important

AE42-T-E Traction simple E 0 + 17
AE42-TC-E Traction compression E − + 9
AE42-TT-E Traction traction E + + 7
AE42-T-A-E Traction après 5 cycles E 0 + 17

de niveau plus important

TAB . 5.1 –Essais de traction réalisés sur éprouvette AE42. La nomenclature des séries est
expliquée page93et figure5.7.

essai de torsion alternée et un essai de traction de rapportRE = 0 est un essai pour lequel
l’effort de traction varie entre zéro et une valeur positive.

Les essais réalisés sur éprouvette AE42 sont des essais de traction uniaxiale uniquement.
Ils ont permis d’étudier les effets de l’amplitude et de la moyenne du signal appliqué, du
type de contrôle utilisé pour imposer le signal (déplacement ou effort), et de l’effet d’un
chargement préalable à l’essai d’endurance proprement dit. Les essais réalisés sur éprouvette
AE2 sont des essais de traction, de torsion, et de traction/torsion. Ils ont permis d’étudier
les effets de la multiaxialité de la sollicitation, c’est-à-dire de l’état de distorsion et de la
rotation du repère principal des contraintes et des déformations. Ce point est détaillé plus
loin, au paragraphe5.2.4.

5.2.2 Calculs numériques

Les deux éprouvettes de cette étude sont axi-symétriques de section variable. En l’ab-
sence de solution analytique, il est nécessaire de réaliser un calcul aux éléments finis pour
déterminer les trajets de chargement en tout point de la structure. Ces calculs sont réalisés
avec le code Abaqus, en utilisant la loi de comportement décrite dans la partie précédente.
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AE2-T-D Traction simple D 0 + 20
AE2-TC-D Traction compression D − + 15
AE2-TT-D Traction traction D + + 49

AE2-T-E Traction simple E 0 + 3
AE2-TC-E Traction compression E − + 6
AE2-TT-E Traction traction E + + 9

AE2-R-D Torsion simple D 0 + 35
AE2-RR-D Torsion alternée D − + 60

AE2-TR-D Traction Torsion D 0 + 0 + 0 29
AE2-TR90-D Traction Torsion D 0 + 0 + 90 25

hors-phase
AE2-TR180-D Traction Torsion D 0 + 0 + 180 16

en opposition de phase
AE2-TRR90-D Traction D 0 + − + 90 27

Torsion alternée
AE2-TCR90-D Traction alternée D − + 0 + 90 22

Torsion
AE2-T2RR-D 2 cycles de Traction D 0 + − + 15

Torsion alternée

AE2-T-R-D Traction D 0 + cte cte 11
Torsion fixe

AE2-R-T-D Torsion D cte cte 0 + 7
Traction constante

AE2-RR-T-D Torsion alternée D cte cte − + 6
Traction constante

TAB . 5.2 – Essais réalisés sur éprouvette AE2. La nomenclature des séries est expliquée
page93et figure5.7.
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Les éléments utilisés sont des éléments quadratiques axi-symétriques à 4 nœuds et à for-
mulation mixte (c’est-à-dire possédant une variable supplémentaire pour la gestion de l’in-
compressibilité). L’histoire des contraintesσ et du gradient de déformationF est ensuite
analysée au point où on observe expérimentalement l’apparition d’une fissure, situé en fond
d’entaille dans la quasi-totalité des cas.

Les chargements appliqués et la forme entaillée des éprouvettes (en particulier l’éprou-
vette AE2) génèrent d’importants gradients de déformations en fond d’entaille. Aussi est-
il nécessaire de choisir un maillage suffisamment fin pour obtenir une valeur réaliste des
contraintes et des déformations près de la surface de l’éprouvette. Plusieurs maillages de fi-
nesses différentes ont été réalisés pour les deux éprouvettes. Seul le cas de l’éprouvette AE2
est présenté ici car elle subit des gradients de déformation bien plus importants que l’éprou-
vette AE42. Ceci s’explique par sa forme très entaillée mais aussi par le type de sollicitation
qu’on lui impose. Les différents maillages envisagés sont présentés en annexeG.

Les différents maillages sont comparés entre eux pour un cas de chargement sévère, en
l’occurence celui d’une torsion de 175˚. En effet, la torsion génère un important gradient de
déformation selon le rayon de l’éprouvette. On compare alors l’intensité des déformations et
des contraintes au nœud situé en fond d’entaille. Il s’agit de valeurs extrapolées à partir des
valeurs calculées aux points d’intégration. Ceci permet de comparer les variables au même
point géométrique (alors que les points d’intégration changent d’un maillage à l’autre), où
les valeurs sont les plus importantes.

Les figures5.8 et 5.9 représentent les élongations et les contraintes en fonction de la
taille caractéristique des éléments dans la zone du fond d’entaille. En pratique, on prend la
dimension selon le rayon de l’éprouvette de l’élément le plus extérieur.

On constate que les élongations calculées avec les différents maillages sont très proches,
et se stabilisent lorsque le maillage s’affine. Les contraintes, en revanche, augmentent nota-
blement avec la finesse du maillage et ne se stabilisent pas. La figure5.10montre la valeur
des contraintes sur la surface libre (et qui donc, théoriquement, sont nulles). On les trouve
non nulles mais elles tendent bien vers zéro lorsque le maillage s’affine. En effet, dans le cas
des éléments à formulation mixte choisis pour effectuer le calcul, la pression est constante
sur tout l’élément (alors que les déformations et la partie déviatorique des contraintes est
calculée en quatre points d’intégration). La valeur extrapolée au nœud correspond donc en
réalité à la valeur de la pression au barycentre de l’élément. On ne compare donc pas vrai-
ment des valeurs du champ au même lieu géométrique d’un maillage à l’autre. On corrige
alors le terme hydrostatique des contraintes de manière à obtenir des contraintes nulles en
surface (voir figure5.11) et on retrouve une évolution similaire à celle des élongations,
c’est-à-dire beaucoup plus faible et en cours de stabilisation.

Le deuxième maillage le plus grossier permet d’obtenir des écarts inférieurs au pourcent
sur les élongations et les contraintes au point d’amorçage. C’est celui qui sera utilisé par la
suite pour calculer les trajets de chargement locaux. Le maillage de l’éprouvette AE42 est
choisi de la même façon. Les deux maillages sont représentés figures5.12et5.13.

Remarque Parmi les éléments disponibles dans la bibliothèque Abaqus, il existe des
éléments d’ordre plus élevé en pression, par exemple des éléments bilinéaires à pression
linéaire. Ces éléments n’ont pas été utilisés ici car ils sont moins performants vis-à-vis de
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FIG. 5.12 – Maillage de l’éprouvette
AE42.

FIG. 5.13 –Maillage de l’éprouvette AE2.

la convergence des calculs.

5.2.3 Caractéristiques d’un trajet de chargement

Ce paragraphe décrit les différents aspects du trajet de chargement qui peuvent avoir
une influence sur la durée de vie du matériau, ce qui permettra par la suite de discuter
de la pertinence des essais décrits dans la littérature et des essais réalisés. Un« trajet de
chargement» est défini comme l’histoire des différentes grandeurs mécaniques (dont les
contraintes et les déformations) sur l’intervalle de temps considéré (soit une périodeT dans
le cas d’un chargement cyclique).

Intervalle de chargement

L’intensité du chargement constitue le premier paramètre qui vient à l’esprit pour ex-
pliquer la durée de vie d’une structure. Cette« intensité» peut être définie en terme de
maximum et minimum, ou bien de moyenne et amplitude d’une grandeur mécanique res-
ponsable de la fatigue du matériau. Cette grandeur est à déterminer, à partir de l’état de
contraintes et de déformations, dont l’analyse fait l’objet de la suite du paragraphe.

On choisit d’illustrer ces arguments par l’exemple du cylindre plein en traction/torsion
car il s’agit d’une structure proche des éprouvettes diabolos et dont on connait la solution
exacte1.

1On pourra se reporter au cours de Stolz [82] pour trouver plusieurs exemples de transformations ayant une
solution analytique.
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Le cylindre, soumis à une élongationλ et un angle de torsionα se transforme selon2 :

r =
1√
λ

R, θ = Θ + αZ, z = λZ,

où (R, Θ, Z) désignent les coordonnées cylindriques dans la configuration de référence et
(r, θ, z) les coordonnées dans la configuration actuelle chargée. Le gradient de déformation
s’écrit donc :

F = 1/
√

λ (er ⊗ eR + eθ ⊗ eΘ) + λ ez ⊗ eZ +
αR√

λ
eθ ⊗ eZ .

Lorsqueα = 0, on retrouve l’essai de traction uniaxiale, et lorsqueλ = 1, on retrouve
l’essai de torsion (et donc un état de déformation local de glissement).

État de distorsion

Les trajets de chargement sont traditionnellement représentés dans un diagramme(I1, I2),
où I1 et I2 sont les deux premiers invariants du tenseur des dilatations de Cauchy droitC,
le troisième,I3, étant constant égal à 1 en raison de l’incompressibilité. Cette représenta-
tion donne des informations à la fois sur l’intensité du chargement et sur l’état de distorsion
à chaque instant. Autrement dit, elle caractérise l’état de déformation indépendamment du
repère principal de la transformation. On aurait pu choisir de manière équivalente une re-
présentation selon deux autres invariants du tenseur des dilatations de Cauchy ; par exemple
deux des trois valeurs propres.

Dans le cas du cylindre, les invariants deC s’écrivent :

I1 =
2
λ

+ λ2 +
α2R2

λ
I2 =

1
λ2

+ 2λ +
α2R2

λ
.

On remarque que les deux invariants sont liés par la relation :

I2 = I1 + f(λ) où f(λ) =
1
λ2

+ 2λ− 2
λ
− λ2 .

La fonction λ → f(λ) est bijective deR+∗ dansR et la fonctionα2 → I1(λ, α2) est
bijective deR+ dans[2/λ + λ2, +∞[ pour toutλ. Autrement dit, en faisant varierα et λ,
on peut atteindre tout l’espace(I1, I2) compris entre la traction et la torsion. Par ailleurs,
chaque point de l’espace(I1, I2) correspond à une condition unique de traction/torsion à la
symétrie en torsion près. La figure5.14représente les courbes obtenues pour quelques cas
particuliers de chargement(λ, α).

Cette représentation décrit l’état de distorsion du matériau au cours du temps mais ne
suffit pas à décrire complètement le chargement.

2Cette transformation est une solution universelle au sens d’Ericksen et Rivlin [26] : elle est réalisable
quelque soit le comportement, à condition que celui-ci soit hyperélastique, isotrope transverse, incompressible
et homogène sur toute la structure.
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I2

I1

Traction

Compression Torsion

Torsion,λ fixé

Traction,α fixé

FIG. 5.14 –Représentation dans un diagramme(I1, I2) de plusieurs trajets de chargement
possibles du cylindre en traction/torsion : traction/compression uniaxiale, torsion, traction à
angle de torsion fixé et torsion à élongation fixée. On remarque que la torsion correspond à
un état de distorsion de glissement.

Rotation du repère principal au cours du temps

Il faut tenir compte du fait que les directions principales du chargement peuvent tourner
au cours du temps. Ainsi, même si l’état de distorsion ne change pas, la direction la plus
sollicitée peut varier. On choisit d’illustrer cet aspect du trajet de chargement en représentant
la déformation principale maximale. Autrement dit, on représente dans l’espace l’extrémité
du vecteur principal au cours du temps. Ceci n’est possible que lorsque ce vecteur reste
dans un même plan, ce qui sera le cas ici. Cette représentation permet de visualiser à la fois
la direction la plus sollicitée et l’intensité de la sollicitation en question (ici mesurée par
la valeur propre maximale des déformations). On choisit de ne pas représenter la rotation
des deux autres vecteurs principaux, qui sont associés à des valeurs de déformations moins
importantes. On suppose que l’influence de celles-ci sur la durée de vie est minime.

Dans le cas du cylindre en torsion , par exemple, les valeurs propres(λ2
1, λ

2
2, λ

2
3) et les

vecteurs propres associés(U1, U2, U3) deC s’écrivent :

λ2
1 = 1, U1 = eR,

λ2
2 =

1
2

(
2 + α2R2 − αR

√
4 + α2R2

)
, U2 =

1
2

(
−αR−

√
4 + α2R2

)
eΘ + eZ ,

λ2
3 =

1
2

(
2 + α2R2 + αR

√
4 + α2R2

)
, U3 =

1
2

(
−αR +

√
4 + α2R2

)
eΘ + eZ .

Sur les figures5.15et 5.16, on voit que deux des vecteurs propres évoluent avec le niveau
de torsionα. Ainsi, pour un chargement de torsion alternée, on sollicite deux directions très
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différentes dans les sens de rotation positif et négatif. Pour le cylindre en traction/torsion,
l’expression des valeurs et des vecteurs propres est plus complexe, mais mène à la même
conclusion : à l’exception du cas particulier de traction/compression uniaxiale, la direction
la plus étirée change avecλ etα.

Remarque Distorsion et rotation des directions principales sont souvent regroupées
sous le terme de multiaxialité. Bien que ces deux paramètres soienta priori indépendants, le
choix d’une éprouvette contraint souvent l’évolution de l’une à celle de l’autre. Par exemple,
dans le cas du cylindre en traction/torsion, un état de distorsion donné est associé à un
unique couple(λ, α) (à la symétrie enα près), pour lequel les directions principales sont
complètement déterminées.

Pression

L’hypothèse d’incompressibilité implique que deux transformations géométriques iden-
tiques peuvent générer des états de contrainte différents du fait du terme de pression. C’est
le cas par exemple de la compression uniaxiale et de la traction équibiaxiale (voir schémas
5.17). Dans les deux cas, le gradient de la transformation s’écrit :

F = 1/
√

λ (er ⊗ eR + eθ ⊗ eΘ) + λ ez ⊗ eZ ,

mais les conditions aux limites, qui permettent de déterminer la valeur du multiplicateur de
Lagrange, sont différentes. Dans le cas de la compression uniaxiale, la condition de bord
libre s’applique sur le pourtour du cyclindre :σ ·er = 0. Pour un matériau au comportement
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FIG. 5.17 –Pour un matériau incompressible, la traction équibiaxiale (à gauche) et la com-
pression uniaxiale (à droite) génèrent le même état de déformation, mais des états de pres-
sion différents.

isotrope, les contraintes s’écrivent alors :

σComp =
(

2
∂W

∂I1

(
λ2 − 1

λ

)
+ 2

∂W

∂I2

(
λ− 1

λ2

))
ez ⊗ ez .

Dans le cas de la traction équibiaxiale, le chargement est imposé sur le pourtour et les bords
libres sont les deux extrêmités du cylindre :σ · ez = 0. Le tenseur des contraintes s’écrit
alors :

σTraceq = −
(
2∂W

∂I1

(
λ2 − 1

λ

)
+ 2∂W

∂I2

(
λ− 1

λ2

))
(er ⊗ er + eθ ⊗ eθ)

= −σCompz (er ⊗ er + eθ ⊗ eθ) .

Ainsi, bien que l’état de déformation soit le même pour les deux transformations, la pression
hydrostatique est très différente, et même de signe opposé.

Pour le cylindre en traction/torsion, la partie hydrostatique des contraintes à la surface
vaut :

P = −1
3

trσ = −2
3

(
∂W

∂I1
+

1
λ

∂W

∂I2

)(
λ2 − 1

λ

)
.

Considérons le cas d’un matériau dont le comportement est décrit par le modèle de Mooney-
Rivlin. ∂W

∂I1
et ∂W

∂I2
sont alors des constantes caractéristiques du matériau et la pression est

indépendante du niveau de torsion. Ainsi, pour faire varier l’état de déformation à pression
constante, il faut jouer sur la torsion. Inversement, si on se donne un état de déformation
défini par sa position dans le diagramme(I1, I2), la pression est complètement déterminée.
On ne peut donc pas faire varier la pression à déformation constante. En réalité, on décrit
souvent le comportement des élastomères par des modèles plus complexes que celui de
Mooney-Rivlin, pour lesquels ces considérations ne tiennent pas. Cependant, elle donnent
des indications sur les tendances approximatives que l’on pourra observer.

De manière plus générale, pour une géométrie donnée (mais un comportement quel-
conque), la pression en surface du solide est directement donnée par l’état de distorsion. Par
exemple, si n désigne la normale d’un bord libre, les contraintes s’écrivent :

σ = F · ∂W

∂F
− n · F · ∂W

∂F
· n I .

Ainsi, les contraintes et les déformations sont liées uniquement par le comportement pour
tous les essais réalisés sur l’éprouvette AE2.
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Conclusion

On a identifié ici trois aspects du trajet de chargement, indépendants les uns des autres,
et susceptibles d’avoir une influence sur la durée de vie : l’état de distorsion, la rotation
du repère principal et la pression hydrostatique. L’état de distorsion est représenté dans un
diagramme(I1, I2) et la rotation du repère principal est représentée par l’évolution de la
déformation principale maximale.

5.2.4 Analyse des trajets de chargement obtenus

L’éprouvette AE42 est sollicitée uniquement en traction. Les champs de déformations
et de contraintes sont presque homogènes et correspondent au cas de traction uniaxiale.
L’éprouvette AE2 permet au contraire d’atteindre une assez grande partie de l’espace des
trajets de chargement. Ce paragraphe propose une analyse des trajets de chargement obtenus
au lieu d’amorçage sur l’éprouvette AE2. Ils sont illustrés à l’aide d’un essai représentatif
de chaque série d’essais.

État de distorsion

Les figures5.18 et 5.19 représentent les différents types de chargement appliqués à
l’éprouvette AE2 dans un diagramme(I1, I2). Une grande partie de l’espace(I1, I2) est
atteinte. Certains essais, comme la traction (T), la traction/torsion en phase (TR) ou la tor-
sion (R), génèrent un état de distorsion constant au cours du cycle alors que d’autres essais,
comme la traction/torsion hors phase (TR180), génèrent un état de distorsion allant de celui
de la traction à celui de la torsion. On remarquera que tous les essais qui génèrent un état
de distorsion constant (sauf la compression uniaxiale) sont dans la partie inférieure du dia-
gramme. Les états de distorsion compris entre la traction équibiaxiale et le glissement n’ont
pas pu être réalisés avec ces éprouvettes.

Rotation du repère principal au cours du temps

La déformation principale maximale est représentée en projection sur la surface de
l’éprouvette, dans un souci de représentation en deux dimensions. Dans le cas d’un ma-
tériau isotrope, la condition de bord libre entraîne donc que deux directions principales sont
dans le plan de la surface. La troisième, perpendiculaire à la surface, n’est maximale qu’en
compression. Bien que la loi de comportement utilisée ici ne soit pas isotrope, les direc-
tions principales des déformations sont presque dans le plan de la surface. La représentation
choisie est donc bien suffisante pour quantifier l’intensité de la rotation du repère principal.

Les essais peuvent être classés qualitativement en trois groupes :

1. ceux pour lesquels il existe essentiellement une seule direction très sollicitée (figure
5.20) ;

2. ceux pour lesquels il existe tout un intervalle de directions sollicitées avec des inten-
sités comparables (figure5.21) ;
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FIG. 5.19 –Trajets de chargement ne pas-
sant pas par l’état de repos.

3. ceux pour lesquels il existe essentiellement deux directions très sollicitées, symé-
triques par rapport à l’axe eZ , et qui correspondent aux essais ayant une composante
de torsion alternée (figure5.22).

Les essais du groupe 1 devraient permettre de déterminer l’influence de la distorsion, puis-
qu’ils correspondent à des essais exempts de rotation du repère principal. Les essais des
groupes 2 et 3 devraient permettre de déterminer l’influence de la rotation du repère princi-
pal.

RemarqueLes essais d’extension/torsion en phase (TR et T2RR) engendrent le même
état de distorsion qu’un essai d’extension uniaxiale, comme on a pu obtenir avec l’éprou-
vette AE42. En revanche, les directions principales tournent, ce qui n’est pas le cas de la
traction uniaxiale pour laquelle les directions principales sont rigoureusement constantes.
On constate donc que distorsion et rotation du repère principal sont des aspects indépen-
dants de la multiaxialité, qui peuvent êtres décorrellés en utilisant plusieurs types d’éprou-
vettes. Malheureusement, dans le cas présent, la rotation du repère principal est minime ;
on ne s’attend donc pas à un effet notable de cette rotation.

Pression

La figure5.23représente la contrainte principale maximale en fonction de l’élongation
maximale atteintes au cours du trajet de chargement pour tous les essais réalisés. On constate
que ces deux grandeurs sont corrélées.
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FIG. 5.21 –Trajets de chargement avec ro-
tation importante du repère principal.
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male, tous essais confondus.
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Conclusion

L’analyse des trajets de chargement donne des indications quant aux différents para-
mètres dont on doit éprouver l’influence sur la durée de vie. Les différents états de distorsion
compris entre l’extension uniaxiale et le glissement sont largement décrits ; les états compris
entre l’extension équibiaxiale et le glissement n’ont pas pu être atteints autrement que par
une composante de compression. L’orientation du repère principal est un aspect bien décrit
par la base d’essais réalisés. L’état de pression est lié à l’état de distorsion. L’influence de ce
paramètre ne peut pas être déterminée avec ces essais.

5.3 Conclusion

Plus de 600 essais d’endurance ont été réalisés par Ostoja-Kuczynski et Charrier au sein
de la société Modyn-Trelleborg. Les essais ont été préparés de façon à couvrir un maximum
de cas de trajets de chargement possibles. L’histoire des différentes grandeurs mécaniques
locales au cours d’un cycle de chargement en régime stabilisé est obtenue par un calcul aux
éléments finis avec la loi de comportement proposée dans la première partie. Leur analyse
a permis de statuera priori sur les paramètres dont l’influence sur la durée de vie doit être
quantifiée à l’aide des essais réalisés.
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Chapitre 6

Sur l’amorçage et la propagation de
défauts

On sépare généralement le processus de rupture en endurance des élastomères en deux
phases : une première phase pendant laquelle une fissure s’amorce, puis une seconde phase
pendant laquelle elle se propage. Parallèlement, les modèles de prédiction de la durée de
vie des élastomères consistent à déterminer soit les conditions d’amorçage d’une fissure
(considérant qu’alors la rupture est imminente) soit la vitesse de propagation d’une fissure
grâce à la mécanique de la rupture.

L’approche par calcul de la propagation de fissure se heurte à plusieurs obstacles. Tout
d’abord, il faut savoir où est la fissure et comment elle est orientée. Autrement dit, le pro-
blème de l’amorçage doit être résolu au préalable. Par ailleurs, la plupart des modèles sup-
posent que la fissure est autosimilaire, c’est-à-dire qu’elle conserve la même géométrie au
cours de sa propagation. Enfin, ce type de modèle est difficile à mettre en œuvre dans un
code de calcul car le maillage doit s’adapter à la géométrie variable du problème. On voit
donc qu’il s’agit d’une approche qui n’est pas applicable dans un contexte industriel, du
moins pas dans l’état actuel des connaissances. Toutefois, dans la mesure où l’approche par
propagation est à l’origine de certains modèles d’amorçage, on juge utile d’en rappeler les
grandes lignes dans une première partie.

Dans une seconde partie, on décrit le comportement à l’amorçage des caoutchoucs,
ainsi que les quelques modèles qui le représentent. On pourra trouver une étude semblable
dans [58].

6.1 Propagation

Griffith [40] propose en 1921 un critère de propagation de fissure, en effectuant un bi-
lan d’énergie entre l’énergie potentielle de l’échantillon et l’énergie de surface créée par
l’avancée de la fissure. Cette idée est ensuite étendue au cas des élastomères par Rivlin et
Thomas [70] et Greensmith [39].
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6.1.1 Taux de restitution d’énergie et force de déchirabilité

Dans le cas d’un matériau élastique qui se rompt de manière fragile, la seule source de
dissipation est la propagation de la fissure1. Un bilan d’énergie donne alors :

∂Uext = ∂Uelas + ∂Ud + ∂UK , (6.1)

avec∂Uext, ∂Uelas, ∂Ud et∂UK les quantités d’énergie apportée, emmagasinée, dissipée et
variation d’énergie cinétique. Le taux de restitution d’énergieG introduit par Griffith [40],
qui correspond à une variation de l’énergie potentielle du système, est alors défini par :

G =
∂Ud

∂A
+

∂UK

∂A
,

oùA désigne la surface de la fissure. La fissure ne se propage que siG > ∂UK
∂A .

Pour un matériau dissipatif (plastique et/ou visqueux), la fissure n’est plus la seule
source de dissipation et le raisonnement précédent n’est plus valable. Dans le cas où cette
anélasticité est confinée dans une petite zone autour de la fissure, on peut encore considérer
qu’il s’agit d’une caractéristique de la propagation de la fissure. Ceci conduit à modifier le
bilan d’énergie précédent6.1pour introduire un terme de dissipation locale∂Uf :

∂Uext = ∂Uelas + ∂Ud + ∂Uf + ∂UK .

On définit alors de taux de restitution d’énergie modifiéJ :

J =
∂Ud

∂A
+

∂Uf

∂A
+

∂UK

∂A
.

Dans le cas où la dissipation se produit sur toute la structure et non plus seulement en pointe
de fissure, l’énergie dissipée ne mesure plus uniquement l’avancée de la fissure mais aussi
la déformation de toute la structure.

La force de déchirabilitéT correspond à la variationdU de l’énergie mécanique emma-
gasinée dans le matériau pour une augmentationdA de l’aire de la fissure, soit :

T = −dU

dA
.

Dans le cas d’une éprouvette plate, la largeur de la fissure correspond à l’épaisseure de
l’éprouvette, ce qui permet d’écrireT en fonction de la longueur de la fissurec :

T = −1
e

dU

dc
.

Pour un comportement élastique, elle correspond donc au taux de restitution d’énergie.
Dans le cas d’un chargement statique, Rivlin et Thomas [70] ont pu montrer qu’il existait

une valeur critique du taux de restitution d’énergie en dessous de laquelle la fissure ne se
propageait pas. Ce seuil étant le même pour les différents échantillons testés (cf. figure6.1),
ils en ont déduit qu’il s’agissait d’une propriété intrinsèque du matériau. Dans le cas d’un
chargement cyclique, Gent, Lindley et Thomas [35] ont pu montrer que le taux de restitution
d’énergie contrôlait la vitesse de propagation de fissure : pourR = 0, on peut corréler la
vitesse de propagation de la fissure à la valeur maximum deT atteinte.

1Toutes ces considérations sont exposées de manière claire et concise dans la thèse de Martin Borret [60].
Elles sont donc reprises ici presque telles quelles.
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(a) (b) (c)

FIG. 6.1 – Éprouvettes plates classiquement utilisées pour les études de propagation de
fissure : (a) éprouvette lanière ; (b) éprouvette de cisaillement pur ; (c) éprouvette pantalon.
Il existe pour ces éprouvettes une expression analytique de la force de déchirabilité.

6.1.2 Intégrales de contour invariantes

Intégrale de Rice

On peut montrer qu’il existe une relation entre le taux de restitution d’énergie et le
chargement local en pointe de fissure. Cette relation, établie expérimentalement, a aussi
été démontrée par Rice, puis généralisée au cas des grandes déformations par Knowles et
Sternberg [46]. L’intégrale suivante :

J =
∫

Γ
(Wn · ex − n · σ · ∂u

∂x
)ds

correspond à un bilan d’énergie dans un volumeΓ contenant la pointe de la fissure, de
normale extérieure n (voir la figure6.2). Sa valeur est indépendante du contour d’intégration
choisi, à condition qu’elle reste dans le domaine élastique. Autrement dit, l’anélasticité du
matériau doit rester confinée dans une petite zone autour de la pointe de fissure. On peut
aussi bien choisir un contour qui encadre juste la pointe de la fissure que les frontières
de l’échantillons. Dans ce dernier cas, le résultat de l’intégrale est équivalent au taux de
restitution d’énergie. On montre alors que le taux de restitution d’énergie est une mesure
des conditions locales du chargement en pointe de fissure.

Généralisation - tenseur d’Eshelby

Eshelby [27] introduit le tenseur moment d’énergie défini par :

P = WI − tB · F
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Γ
fissure

x

y

FIG. 6.2 –Contour pour l’intégrale de Rice

et dont la divergence est nulle. L’intégrale de sa composante normale sur une surface fermée
correspond donc à la force exercée sur les défauts présents dans le volume délimité par la
surface, à condition que le comportement soit homogène sur le volume en question. Il montre
que l’intégrale de Rice en est un cas particulier, en deux dimensions. Chadwick [14] applique
la théorie au cas des grandes déformations, et montre que le tenseur d’Eshelby possède les
mêmes propriétés vis-à-vis de la transformation inverseF−1 que celui des contraintes de
Cauchy vis-à-vis deF . Cette idée a été récemment reprise par Steinmann [79, 80] pour être
appliquée à la mécanique de la rupture.

6.1.3 Régimes de propagation de fissure sous sollicitation cyclique

Lake et Lindley [50] observent quatre régimes de propagation (voir figure6.3), pour des
cycles de chargement à rapport de charge nul :

1. En dessous d’un seuilT0 la propagation s’effectue à vitesse presque constante, indé-
pendamment du chargement mécanique. Elle est due essentiellement à une attaque
chimique. Ce seuil correspond donc à la limite d’endurance mécanique du matériau.

2. Suit un deuxième régime de propagation régi par une loi linéaire de la force de déchi-
rabilitéT .

3. La vitesse de propagation est ensuite régie par une loi en puissance de la force de
déchirabilitéT :

dA

dN
= BTF

Des essais publiés par Gent [35] (voir figure 6.4), avec du caoutchouc naturel, et
Lake [48, 49], avec du SBR, un caoutchouc synthétique, montrent queB et F sont
indépendants du type d’éprouvette (et donc du type de sollicitation), ce qui conduit à
les considérer comme des coefficients caractéristiques du matériau.

4. Enfin, le quatrième régime correspond à la rupture brutale de l’éprouvette et dépend
fortement de la vitesse de sollicitation.

6.2 Amorçage

La durée de vie du caoutchouc correspond ici au nombre de cycles nécessaires à l’appa-
rition d’une fissure d’une certaine taille. On considère qu’elle est déterminée par l’histoire
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FIG. 6.3 –Les quatre régimes de propaga-
tion d’une fissure en fonction de l’énergie
de déchirureT dans une éprouvette lanière
en caoutchouc naturel (NR) ou synthé-
tique (SBR). Essais publiés par Lake [49].

FIG. 6.4 – Vitesse de propagation d’une
fissure en fonction de l’énergie de dé-
chirureT pour différentes éprouvettes de
caoutchouc naturel. Essais publiés par
Gent [35].

d’un certain nombre de variables mécaniques locales, comme les contraintes ou les défor-
mations. Ainsi, on peut s’intéresser à la distribution spatiale de la variable considérée et
localiser l’apparition d’une fissure.

6.2.1 Mécanismes d’amorçage

Des essais de tractionin situdans un microscope électronique à balayage (MEB) réalisés
à l’École des Mines [73, 72] ont permis d’observer les mécanismes d’endommagement pour
des élastomères chargés soumis à une traction monotone. Trois types d’endommagement ont
été identifiés, tous liés à la présence d’une inclusion (talc, oxydes, agglomérats de noirs de
carbone). Ils sont illustrés figure6.5.

1. Une inclusion se rompt brutalement, perpendiculairement à la direction de traction.
Elle se propage dans la matrice lorsque cette dernière atteint sa limite de résistance à
la déchirure.

2. Une microfissure apparaît au pôle d’une inclusion, là encore perpendiculairement à la
direction de traction.

3. L’inclusion se désolidarise de la matrice, préférentiellement aux pôles de la particule.

Des échantillons prélevés sur des éprouvettes ayant été préalablement soumises à un essai
d’endurance présentent les mêmes types d’endommagement. Ces observations indiquent
que la fissure apparaît perpendiculairement à la direction de traction macroscopique. Les
observations des faciès de rupture réalisées par Le Cam [52] sur les éprouvettes de cette
étude confirment le fait que l’amorçage en endurance se produit sur les inclusions.
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FIG. 6.5 –Mécanismes d’endommagement à proximité d’une inclusion.

(a) (b) (c)

FIG. 6.6 – Mécanisme de propagation de fissure par coalescence de cavités. Le sens de
traction est vertical. (a) des cavités se forment en avant du front de fissure, faisant apparaître
des ligaments ; (b) les ligaments se rompent, les cavités les plus proches coalescent avec
la fissure ; (c) les ligaments rompus se relâchent pour former les stries caractéristiques du
faciès de rupture.

Le Cam a également réalisé des observations au MEB d’une fissure amorcée préala-
blement par un essai d’endurance. Par une technique de micro-découpe, il montre que la
fissure avance par coalescence avec des cavités présentes en avant du fond de fissure (voir
figure6.6). C’est une hypothèse qui avait été émise précédemment par Saintier [73].

6.2.2 L’amorçage vu comme la propagation d’un défaut

Il existe naturellement des défauts dans le matériau (bulles d’air, charges, défauts de
surface dûs à la mise en forme), que l’on peut considérer comme des micro-fissures. L’appa-
rition d’une fissure visible découle alors de la propagation de l’une de ces micro-fissures. Par
conséquent, les modèles de propagation doivent permettre de représenter également l’amor-
çage [49, 35], dans la mesure ou celui-ci est défini comme l’apparition d’une fissure de taille
donnée.



AMORÇAGE 115

La durée de vie d’un composant est définie comme le temps nécessaire pour que la
fissure qui se propage le plus vite passe de sa taille initialea0 à sa taille critique ou finaleaf .
On l’obtient simplement en intégrant la vitesse de propagation entre ces deux points :

Nf =
∫ af

a0

dA

dN
da .

En première approximation, on considère que la propagation est régie par une loi puissance
de la taille initiale à la taille finale (il est possible d’affiner la description en considérant
plusieurs régimes de propagation différents) :

Nf =
∫ af

a0

1
BTF

da .

Il reste à écrire la relation entreT et le type de chargement. Celle-ci n’existe sous une forme
explicite que pour quelques cas d’école, comme illustré par la figure6.1. Dans le cas d’une
éprouvette de traction uniaxiale entaillée,T = 2kWa, et cela donne :

Nf =
∫ af

a0

1
B(2kWa)F

da =
1

F − 1
1

B(2kW )F

(
1

aF−1
0

− 1
aF−1

f

)
,

soit, en considérant que la taille critique du défaut est grande devant sa taille initiale :

Nf = DW−F où D =
1

F − 1
1

B(2kW )F

1
aF−1

0

et F > 1 . (6.2)

On en déduit que la relation entre le nombre de cycles à ruptureNf et l’énergie de déforma-
tion W est une droite de pente−F dans un diagramme en échelle logaritmique. Par ailleurs,
la constanteD permet de remonter à la taillea0 du plus grand défaut initial.

Gent [35] et Lake [49] obtiennent avec cette méthode d’assez bons résultats pour des
essais de traction uniaxiale sur lanières : la pente obtenue pour la droite est correcte et
la taille estimée du défaut initial est de l’ordre de grandeur des imperfections de surfaces
présentes sur les bords de découpe de l’éprouvette, soit quelques dizaines de microns.

Roberts et Benzies [71] appliquent cette méthode pour comparer des essais de traction
uniaxiale et de traction équibiaxiale réalisés sur un caoutchouc naturel et sur un caoutchouc
synthétique (SBR), chargés et non chargés. Pour ces deux états de déformation la force de
déchirure est proportionnelle à l’énergie de déformation ; aussi s’attendent-ils à trouver des
droites de même pente pour les deux types d’essais. Ils trouvent en fait des pentes diffé-
rentes, et en concluent que la méthode n’est pas applicable pour décrire différents états de
distorsion.

Cette démarche présente l’intérêt de représenter le phénomène physique conduisant à
l’apparition d’une fissure macroscopique, mais elle n’est possible que lorsque l’expression
de T est explicite, ce qui n’est malheureusement pas le cas en général. Par ailleurs, elle
suppose la forme de la loi de propagation pour des très petites fissures, dans un domaine où
on ne sait pas la mesurer précisement. Enfin, elle est mise en défaut lorsqu’elle doit décrire
des états de distorsion différents.
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6.2.3 L’amorçage vu selon la mécanique de l’endommagement

Wang [92] propose de représenter le phénomène de l’amorçage en utilisant la mécanique
de l’endommagement de Lemaître et Chaboche [55]. Il ne traite que le cas de la traction
uniaxiale. Le matériau non endommagé est décrit par le modèle d’Ogden d’ordre 1, mais
le raisonnement peut être tenu avec n’importe quel autre modèle hyperélastique. On note
l’énergie de déformation du matériau sainW0. Les contraintes dans la direction de traction
sont données par :

B =
∂W

∂λ
.

La réponse du matériau endommagé s’obtient en remplaçant le tenseur des contraintesB
par un tenseur de contraintes effectivesB0 :

B0 =
1

1−D
B, (6.3)

où D désigne la variable d’endommagement. Dans l’hypothèse où l’endommagement est
isotrope, la loi d’évolution de l’endommagement est donnée par la loi de normalité :

Ḋ =
∂ϕ∗

∂y
,

oùϕ∗ est le potentiel de dissipation ety le taux de restitution élastique défini par :

y = −∂W

∂D
. (6.4)

Wang fait une supposition supplémentaire (proposée par Sidoroff [77]) : l’énergie de dé-
formation du matériau endommagé est de la même forme que celle du matériau sain, en
remplaçant les contraintes par les contraintes effectives :

W (B, D) = W0(B0) . (6.5)

On suppose ensuite la loi d’évolution suivante [55] :

ϕ∗ =
S0

s0 + 1

(−y

S0

)s0+1

,

oùS0 ets0 désignent des coefficients matériau. Il obtient alors :

Ḋ =
(−y

S0

)s0

. (6.6)

Des équations6.3, 6.4, et6.6, il déduit l’évolution de l’endommagement :

Ḋ =


 1

S0(1−D)

(
∂W0
∂λ

)2

∂2W0
∂λ2




s0

.
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Il obtient donc une équation de la forme :

(S0(1−D(t)))s0Ḋ(t) = f(W0(λ(t))) .

En intégrant sur le temps, en supposant que le matériau est sain à l’état initial (D(0) = 0),
et en remarquant que le membre de droite est périodique de périodeT (le temps d’un cycle
de chargement) on obtient, pour un nombre entier de cycles :

Ss0
0 (1− (1−D)s0) = N

∫ T

0
f(W0(λ(t)))dt . (6.7)

Il simplifie cette expression en remplaçant l’intégrale parf(W0(∆λ)), où ∆λ est l’ampli-
tude de l’élongation principale maximale. Le nombre de cycles à l’amorçageNf est obtenu
pourD = 1 :

Nf = Ss0
0 (f(W0(∆λ)))−1 . (6.8)

Les résultats obtenus avec ce modèle pour des essais de traction uniaxiale sont satisfaisants.

RemarqueLe même type de raisonnement peut être fait en écrivant l’endommagement
sur l’énergie de déformation et non sur les contraintes. L’énergie de déformation du maté-
riau endommagé,W , s’obtient alors à partir de l’énergie du matériau non endommagéW0

selon :
W = (1−D)W0, (6.9)

De6.9, 6.4, et6.6, on déduit l’évolution de l’endommagement :

Ḋ =
(

W0

S0

)s0

.

On fait le même raisonnement que précédemment et on obtient :

D = N

∫ T

0

W0

S0

s0

dt

et :

Nf =
(∫ T

0

W0

S0

s0

dt

)−1

L’expression obtenue n’est pas la même que celle de Wang mais la forme est la même.
La durée de vie en fonction de l’endommagementE est une droite dans un diagramme
log− log.

L’intérêt de cette démarche réside dans le fait que les coefficients matériauS0 et s0 qui
paramètrent l’évolution du comportement gouvernent aussi la durée de vie. Cantournet [12]
propose ainsi de représenter la durée de vie à partir d’un modèle à endommagement identifié
sur la décroissance des efforts maximaux mesurés cycle après cycle. En pratique, l’évolu-
tion du comportement dépend davantage de la viscosité que de l’endommagement. Il est
donc imprudent de prétendre identifier les coefficientsS0 et s0, qui décrivent uniquement
la partie de l’évolution du comportement due à l’endommagement, à partir de la totalité de
l’évolution du comportement.
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6.2.4 Influence de l’état de distorsion

Comme on observe que la fissure apparaît et se propage perpendiculairement à la di-
rection la plus étirée (sur la configuration non fissurée), il semble naturel de considérer
qu’il existe un plan dit« critique» correspondant à la facette la plus sollicitée en traction.
Ainsi, plusieurs auteurs choisissent comme variable d’endommagement soit la contrainte
principale maximale, soit la déformation principale maximale, vues au cours du cycle de
chargement. Ainsi, on peut citer Saintier [73], dans la première catégorie, et Robisson [72],
dans la deuxième. Des essais de traction et de torsion sont correctement représentés avec
ces variables d’endommagement. Mars [59] et récemment Dong [22], qui réalisent des es-
sais multiaxiaux variés, montrent également que les meilleures variables d’endommagement
sont l’élongation principale maximale ou les contraintes principales maximales. Ces auteurs
ont également essayé de relier la durée de vie à l’énergie de déformation maximale, mais
obtiennent avec cette variable une mauvaise corrélation. Le choix d’une variable en défor-
mation ou en contrainte se discute. Les déformations présentent l’intérêt d’être facilement
mesurables expérimentalement et par le calcul aux éléments finis. Les contraintes sont moins
accessibles et souvent d’une détermination moins précise, mais présentent l’intérêt de tenir
compte du terme de pression hydrostatique qui pourrait avoir une influence sur la durée de
vie.

Les essais de traction uniaxiale et équibiaxiale effectués par Roberts et Benzies [71]
suggèrent pourtant que l’élongation principale maximale n’est pas le bon paramètre pour
décrire la durée de vie : à élongation maximale constante, la durée de vie est plus impor-
tante pour la traction uniaxiale que pour la traction équibiaxiale. Les résultats de leurs essais
sont reproduits figures6.7et6.8. Cette différence est plus marquée pour le caoutchouc natu-
rel que pour le SBR, ce qui pourrait être lié à la capacité de cristallisation sous contrainte du
caoutchouc naturel. On verra plus loin que la formation de cristallites renforce le matériau
pour allonger sa durée de vie. La structure du cristal formé en traction uniaxiale et en trac-
tion équibiaxiale pourrait être différente (structure linéaire ou planaire), ce qui expliquerait
la différence de durée de vie. Comme cette différence existe aussi pour le SBR chargé, un ca-
outchouc synthétique non cristallisable, on pense que ce renforcement en traction uniaxiale
pourrait également être dû à un phénomène d’orientation des charges. Le SBR non chargé,
à élongation égale, a une durée de vie égale en traction uniaxiale et en traction équibiaxiale.

L’influence du système de charges (c’est à dire du type et de la quantité des inclusions)
sur le comportement multiaxial est confirmée par les essais de Bennani [7] avec deux ca-
outchoucs naturels chargés en silice. Les deux mélanges ont pour base la même gomme
mais le type de charges est différent. Le mélange qui présente la meilleure durée de vie en
torsion n’est pas le même que celui qui présente la meilleure durée de vie en traction. Ce
type de résultat laisse penser qu’une description fine des mécanismes d’endommagement, à
l’échelle mésoscopique des charges, est nécessaire pour élaborer un modèle applicable à une
large gamme de caoutchoucs. On note toutefois que les caoutchoucs des essais de Bennani
sont chargés de particules extrêmement fines ; leur surface spécifique, et donc les interfaces
particules/gomme est donc bien plus importante que pour les caoutchoucs qui font l’objet
de cette étude.
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FIG. 6.7 – Durée de vie en fonction de
l’élongation principale maximale pour un
caoutchouc naturel chargé ou non. Essais
publiés par Roberts et Benzies [71].

FIG. 6.8 – Durée de vie en fonction de
l’élongation principale maximale pour un
SBR chargé ou non. Essais publiés par Ro-
berts et Benzies [71].

6.2.5 Influence de la rotation du repère principal

Mars propose une variable d’endommagement [59] qu’il appelle« densité d’énergie de
déchirure» (Cracking Energy Density). Elle s’interprète comme l’énergie de déformation
qui peut être dissipée par la propagation d’une micro-fissure normale à la direction n. L’au-
teur suppose qu’il existe suffisamment de défauts pré-existants dans le matériau pour qu’il
s’en trouve toujours un au point considéré. Cette énergie, qu’on noteWc, est définie de
manière intégrale sur le temps du chargement :

Wc(n) =
∫ T

0
f · d dt,

où f désigne l’effort qui s’exerce sur la facette définie dans la configuration actuelle par sa
normale n :

f = σ · n
et d le taux de déformation dans la direction n :

d = d · n .

En appliquant les formules de transport adéquates, on exprimeWc en fonction des grandeurs
lagrangiennes, ce qui simplifie l’intégration car la normale à la fissure est alors constante au
cours du temps. L’énergie associée à la compression est éliminée. On obtient ensuite le plan
dans lequel la fissure est susceptible de s’amorcer en maximisantWc.

Cette variable d’endommagement a une interprétation physique intéressante mais ne
donne pas de meilleurs résultats que les variables simples comme l’élongation ou la contrainte
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FIG. 6.9 –Durée de vie pour un chargement d’amplitude de 25% de déformation en fonction
du minimum de la déformation. Essais publiés par Cadwell [11].

maximale. Par ailleurs, la pertinence des formules de transport utilisées par Mars est discu-
table. En effet, lorsque n décrit une surface matérielle elle se transporte sur la configuration
de référence de la manière suivante :

n = J
tF−1N

‖ tF−1N ‖ ,

tandis que Mars la transporte comme une direction matérielle :

n =
F N

‖ F N ‖ .

Par ailleurs, cette énergie est élastique par construction, et donc indépendante du trajet de
chargement suivi pour arriver dans la configuration actuelle. Elle ne peut donc pas tenir
compte de la rotation du repère principal.

6.2.6 Influence de l’amplitude et de la moyenne

Dès 1940, Cadwell [11] étudie l’influence de l’amplitude et de la moyenne d’un cycle de
traction imposée en déplacement à des éprouvettes haltères axisymétriques en caoutchouc
naturel chargé au noir de carbone. Il constate deux phénomènes :

– à déformation minimale constante, la durée de vie diminue lorsque le maximum de la
déformation augmente ;

– à amplitude de déformation constante (voir figure6.9), lorsque la déformation mini-
male s’éloigne de zéro (en traction ou en compression), la durée de vie commence
par augmenter, et ceci jusqu’à un certain point après lequel elle diminue lorsque la
déformation maximale approche la déformation à rupture monotone.

Il obtient les mêmes résultats avec des éprouvettes doubles de glissement simple.
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Renforcement en traction/traction et cristallisation sous contrainte

L’augmentation de la durée de vie en traction/traction est caractéristique des caou-
tchoucs naturels. Elle est souvent attribuée à leur capacité de cristallisation : les macromo-
lécules s’alignent dans la direction de traction et se lient entre elles par des liaisons faibles
pour former des cristallites plus rigides que la phase amorphe. Ces cristallites se forment là
où les sollicitations sont les plus importantes, et en particulier en fond de fissure.

Quelques auteurs [73, 30, 53, 87, 89, 86] ont étudié la dépendance du taux de cristalli-
nité au chargement mécanique, mais uniquement pour des chargements statiques ou quasi-
statiques. Ceci permet toutefois d’émettre certaines hypothèses pour expliquer les méca-
nismes de renforcement en endurance dus à la cristallisation. Selon la méthode expérimen-
tale utilisée (souvent la diffraction X, parfois des mesures volumétriques) et le matériau,
les mesures diffèrent, mais les tendances sont les mêmes. Ceci est illustré par le schémas
6.10. La cristallisation apparaît à partir d’un certain seuil de déformationλs puis le taux de
cristallinité augmente avec la déformation jusqu’à atteindre une valeur maximaleXcmax. Le
phénomène est hystérétique [89] : le taux de cristallinité est plus élevé pendant la décharge
que pendant la charge. Lee et Donovan [53] ou plus récemment Trabelsi [87] ont réalisé
des mesures de cristallinité locales, en pointe de fissure, sur des élastomères naturels. Ils
montrent que la zone cristallisée se développe dans la direction de traction, ce qui provoque
un émoussement du fond de la fissure (voir la figure6.11). La concentration de contraintes
diminue donc. Outre cet effet géométrique, la cristallite ainsi formée constitue un obstacle à
la propagation d’une fissure. Celle-ci tend à se diviser pour contourner la cristallite, ce qui
augmente l’énergie nécessaire pour qu’elle se propage.

Lee et Donovan [53] ont montré que la présence de charges, probablement par un effet
de concentration de contraintes, augmente le taux de cristallinité et la taille de la zone cris-
tallisée en fond de fissure. Ainsi les charges et la cristallisation auraient un effet conjoint
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a b c d

FIG. 6.11 –(a) La fissure est fermée ; (b) la fissure est ouverte ; (c) les chaînes s’alignent en
fond de fissure et forment une cristallite qui se développe dans la direction de traction ; (d)
la fissure branche pour contourner la cristallite.

bénéfique sur la tenue du matériau.
Il est intéressant de remarquer l’échelle de temps de la cristallisation. Trabelsi [89] me-

sure environ 15 heures pour obtenir la stabilisation du taux de cristallinité à -25◦C. La durée
caractéristique de la cristallisation serait donc bien plus importante que celle des sollici-
tations classiquement appliquées aux pièces antivibratoires (inférieure à la seconde). En
réalité, on suppose que la vitesse de cristallisation augmente avec la température. En effet,
des mesures de cristallinité réalisées au cours d’un chargement mécanique [88] de vitesse de
déformation de 0.033 min−1 (possibles à l’aide d’une source synchrotron) font apparaître
un taux de cristallinité comparable.

Plusieurs auteurs affirment qu’un phénomène de renforcement similaire se produit pour
des caoutchoucs synthétiques, qui sont très peu ou pas du tout cristallisables. Ainsi, dès
1943, Fielding [29] observe un phénomène de renforcement très important dans un maté-
riau type SBR2. Abraham [1] observe une augmentation de durée de vie d’un facteur 10
pour un EPDM3 et un SBR chargés au noir de carbone, qu’il ne retrouve pas pour ces
mêmes gommes non chargées. Il en déduit que ce renforcement est une propriété du sys-
tème de charges. Robisson [72] obtient les mêmes tendances sur un SBR chargé essentiel-
lement en silice (30% environ). Leurs résultats sont en contradiction avec ceux obtenus par
Beatty [5] sur un SBR pourtant chargé à 40 pce4 de noir de carbone (voir figure6.13). Il est
donc difficile de conclure quant à l’existence d’un effet renforçant en traction/traction pour
ces matériaux. Quoi qu’il en soit, l’effet renforçant rapporté dans le cas des caoutchoucs
naturels est bien plus important que dans le cas des caoutchoucs synthétiques : Cadwell
constate des augmentations de durée de vie d’un facteur 100 entre l’essai de rapport de
charge nul et l’essai conduisant à la meilleure durée de vie, de rapport de chargeR ' 0.9. Il
est donc raisonnable de penser que le phénomène de cristallisation est la cause principale de

2SBR : Styrene Butadiene Rubber
3EPDM : Ethylene Propyle Diene Monomer
4pour cent de gomme. Voir annexeA.
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FIG. 6.12 –Durée de vie pour des charge-
ments d’amplitude constante en fonction
du minimum de la déformation. Essais pu-
bliés par Cadwell [11].

FIG. 6.13 –Durée de vie pour un charge-
ment d’amplitude de 75% de déformation
en fonction du minimum de la déforma-
tion. Essais publiés par Beatty [5].

cette augmentation de durée de vie. Cette hypothèse n’est d’ailleurs pas incompatible avec
celle d’un effet renforçant des charges minérales car les cristallites peuvent être considérées
comme des charges renforçantes qui apparaissent précisément là ou les concentrations de
contraintes sont les plus importantes.

Effet de la compression

L’augmentation de la durée de vie en compression peut être interprétée de plusieurs
façons. Pour des essais en traction/compression, il est probable que seule la composante
de traction participe à ouvrir une fissure ; cette dernière serait alors refermée pendant la
compression. Or on compare des essais d’amplitude constante : lorsque le minimum dimi-
nue, l’amplitude de la partie positive du cycle diminue également. Il est donc naturel que
la durée de vie augmente. La rupture en compression/compression est difficile à interpréter
sans connaître le lieu et la direction d’apparition des fissures. On peut supposer que les fis-
sures apparaissent à la surface de l’éprouvette où le matériau est dans un état de traction.
En effet, les éprouvettes utilisées pour ces essais sont collées sur des supports métalliques ;
ceci conduit à l’apparition d’un effet« tonneau» particulièrement marqué puisque le maté-
riau est incompressible. Lindley [56] et Stevenson [81] montrent d’ailleurs que les fissures
s’amorcent effectivement là où la traction est maximale. Les effets de renforcement évoqués
précédemment dans le cas de la traction/traction pourraient donc se manifester localement,
en surface de l’éprouvette, dans le cas de compression /compression. On peut aussi envisager
la possibilité d’une rupture interne, là où l’état de compression est bien réel. Le mécanisme
d’amorçage dans ces conditions est alors probablement différent de celui d’un amorçage en
traction.
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Legorju-Jago et Bathias [54] on étudié la fatigue d’un caoutchouc naturel avec des
éprouvettes cylindriques de très faible hauteur devant le diamètre (dite éprouvettes« pan-
cake»), de façon à limiter l’effet tonneau et à créer un état de traction/compression quasi-
hydrostatique. Dans ces conditions, les fissures apparaissent à l’intérieur de l’éprouvette et
non en surface. La tomographie aux rayons X permet de visualiser l’apparition de cavitées à
l’intérieur de l’éprouvette : au centre de l’éprouvette en traction, en subsurface en compres-
sion (voir figure6.14). Le plan d’apparition des fissures n’est pas précisé. Les deux auteurs
donnent un seul résultat de calcul ; aussi pour analyser leurs résultats, on simule leurs es-
sais avec le modèle néo-hookéen. Le calcul est réalisé avec le solveur Abaqus, en utilisant
des éléments axi-symétriques acceptant la torsion. La géométrie de l’éprouvette est repro-
duite d’après l’article [54]. La figure6.14représente le champ des contraintes principales
maximales dans la coupe transversale de l’éprouvette. C’est une variable qui paraît bien
localiser l’endommagement observé expérimentalement. D’autres variables, comme l’élon-
gation principale maximale, ou bien encore la pression hydrostatique, ou le cisaillement de
Tresca, n’y parviennent pas. Ces essais suggèrent donc que la pression hydrostatique est un
paramètre à prendre en compte dans l’analyse de la durée de vie. Ils indiquent également
que l’endommagement apparaît là où, localement, le matériau est en traction. Il est donc
raisonnable de penser que la compression ne provoque pas d’endommagement.

Modèles de renforcement

Abraham et Alshut [1] ne proposent pas explicitement de modèle de renforcement, mais
ils remarquent que la durée de vie est beaucoup mieux corrélée avec l’énergie de défor-
mation qu’avec les contraintes ou les déformations principales maximales. En revanche,
l’énergie de déformation décrit mal la multiaxialité des contraintes [22]. Robisson propose
un modèle de renforcement empirique : l’endommagement est défini comme une fonction
de la déformation principale maximale et de l’amplitude du deuxième invariant du tenseur
des déformations. Dans les deux cas, la base d’essais n’est pas assez importante pour esti-
mer la pertinence du modèle. Par ailleurs, ces deux modèles sont appliqués au renforcement
des SBR, qui est beaucoup moins marqué, et peut-être d’une nature différente de celui des
caoutchoucs naturels.

Saintier [73] propose un modèle de renforcement qui représente le phénomène de cristal-
lisation sous contrainte, caractéristique du caoutchouc naturel. Il définit un endommagement
équivalentσeq comme le rapport d’une variable d’endommagementσendo et d’une fonction
de renforcementσrenf , elle même dépendante du taux de cristallinité :

σeq =
σendo

σrenf (Xc)
.

La variable d’endommagement choisie est la contrainte de Cauchy principale maximale
atteinte au cours du cycle, notéeσnmax , et la direction principale associée, notée nCP ,
définit un plan dit« critique», le plan d’apparition de la fissure. Ce plan est un planmatériel,
qui s’écrit en configuration de référence :

NCP =
tF−1

tmax
· nCP

‖ tF−1
tmax

· nCP ‖
,
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FIG. 6.14 –A droite, un schéma indique la localisation expérimentale des fissures par to-
mographie X telle qu’elle est décrite par Legorju et Bathias [54]. A droite, un calcul aux
éléments finis permet de visualiser la répartition des contraintes principales maximale. Les
contraintes sont d’autant plus importantes que la teinte est sombre. L’échelle est adaptée à
chaque cas de calcul. L’endommagement généré par un essai de torsion simple (R) n’est
pas décrit dans l’article ; le calcul est montré ici pour comparaison avec les autres cas de
chargement.
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oùFtmax désigne le gradient de la transformation à l’instanttmax auquel la contrainte maxi-
male est atteinte.

Il réalise des mesures de taux de cristallinitéXc par diffraction X au cours d’un charge-
ment quasi-statique et en déduit que son évolution en fonction du niveau de traction est de
la forme :

Xc(σ) = Xcmax(1− exp(−D.〈σ − σseuil〉)),
où 〈•〉 désigne la partie positive etD une constante matériau. La cristallisation n’apparaît
qu’au dessus d’un certain seuil de contrainte notéσseuil. Xcmax est le taux de cristallinité
maximal qu’on puisse atteindre dans le caoutchouc naturel, estimé ici à 30%. Dans le cas
d’un chargement cyclique et non plus quasi-statique, il suppose que le taux de cristallinité
reste de la même forme :

Xc(σrenf ) = 0.3(1− exp(−D.〈σrenf 〉)) .

Il considère que la cristallisation est liée au minimum de traction atteint dans le plan critique
au cours du chargement. Mais comme dans le cas d’un chargement multiaxial, la rotation
du repère principal et celle du repère matériel ne sont pas forcément égales, le mode de
fermeture de la fissure n’est pas nécessairement le mode I. Il peut donc exister une compo-
sante de cisaillement dans le plan critique lorsque le minimum du chargement est atteint.
Saintier propose d’écrire sa variable de renforcement comme une fonction de la compo-
sante normale des contraintesσCP tmin

et du cisaillementτCP tmin
au tempstmin auquel la

composante normaleσCP des contraintes sur la facette critique est minimale :

σrenf = f(σCP tmin
, τCP tmin

)− σseuil .

Le nombre de cycles à l’amorçage est alors défini de la façon suivante :

Ni =
σ∗r − σeq

σeq − σ∗l

(
σeq

σr

)α

où :

σ∗r =
σr

1 + A2.Xc
,

σ∗l =
σl

1 + A3.Xc
.

A, A2, A3 , α etσr sont des constantes matériau. On remarque que cette écriture assure que
la durée de vie est infinie en dessous d’une certaine contrainte appliquéeσl et nulle si on
dépasse la contrainte à ruptureσr.

Ce modèle prend en compte l’aspect multiaxial du renforcement. Les résultats obtenus
par Saintier en terme de localisation de fissure sont très intéressants. En effet, le modèle
prévoit des amorçages internes, là où les contraintes ne sont pas maximales mais où le ren-
forcement dû à la cristallisation est faible. L’inconvénient principal du modèle est son grand
nombre de coefficients matériaux. La détermination du plan critique est discutable. Le plan
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critique est déterminé uniquement à partir de la variable d’endommagement et non pas de la
variable équivalenteσeq. On pourrait pourtant imaginer des situations où le plan le plus sol-
licité serait aussi le plan le plus renforcé. Toutefois, l’hypothèse tient si on considère que le
renforcement n’intervient qu’après que la fissure est apparue, dans la phase de propagation.

6.2.7 Influence d’une précharge

On a vu dans la partie précédente que le comportement des élastomères, et plus particu-
lièrement des élastomères chargés, dépend de manière importante du chargement maximal
vu au cours de la vie du matériau. On peut donc supposer qu’un chargement préalable de
quelques cycles d’amplitude supérieure à celle de l’essai d’endurance modifie la durée de
vie de l’éprouvette puisqu’il modifie son comportement (voir figure6.18). Il semble que ce
phénomène n’ait été étudié que par Mars [59]. La précharge a pour effet principal d’adoucir
considérablement le matériau par effet Mullins (voir figure6.16). Le petit nombre d’éprou-
vettes testées ne permet pas de conclure quant à l’influence de la précharge sur la durée
de vie. En revanche, un phénomène remarquable apparaît : le matériau, au lieu de s’adou-
cir pendant l’essai d’endurance (c’est-à-dire après l’étape de précharge) comme c’est le cas
sans précharge, a un comportement stable et/ou présente un raidissement. Mars propose
deux explications possibles à ce phénomène :

– la précharge provoque la propagation rapide de quelques défauts qui occultent la pré-
sence de nombreux autres défauts plus petits ;

– la précharge constitue une réorganisation rapide du réseau macromoléculaire, réorga-
nisation qui pour un essai sans précharge s’effectue de manière graduelle, cycle après
cycle.

Le raidissement pourrait s’expliquer par la capacité de recouvrance à l’effet Mullins, éven-
tuellement accentuée par l’échauffement dû à la sollicitation mécanique. Toutes ces expli-
cations demeurent toutefois de pures spéculations.

6.2.8 Influence de l’environnement

Température

Lorsque la température augmente, la vitesse et propagation, et donc d’amorçage, au sens
où il a été défini au chapitre précédent, augmentent aussi [5, 54]. Dans le cas des élastomères
cristallisables, cet effet devrait être encore plus marqué car la capacité du matériau à cristal-
liser diminue lorsque la température augmente [87]. Cependant, les essais de Greensmith,
Mullins et Thomas (réimprimés par Beatty [5]) montrent que la durée de vie du caoutchouc
naturel dépend moins de la température que celle du SBR.

Environnement chimique

Les élastomères sont sensibles aux attaques chimiques, en particulier celles des agents
oxydants [48] : oxygène gazeux, ozone. Cette sensibilité augmente avec la température et
diminue avec la cristallinité [54]. L’ajout de substances anti-oxydantes permet de relever la
limite d’endurance du caoutchouc [50].
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FIG. 6.15 –Torsion appliquée sur éprou-
vette torique.

FIG. 6.16 –Contrainte de cisaillement me-
surée pour les signaux décrits figure6.16
en fonction du nombre de cycle. Essais pu-
bliés par Mars [59].

6.3 Cumul d’endommagement pour un chargement d’amplitude
variable

Tous les travaux cités ci-dessus supposent que le chargement est périodique, généra-
lement sinusoïdal. En réalité, les pièces utilisées dans l’automobile sont soumises à des
chargements bien plus complexes, d’amplitude et de moyenne variable. La figure6.17est
un exemple de chargement mesuré sur une pièce de liaison au sol.

Pour estimer l’endommagement provoqué par ce type de chargement, la méthode cou-
ramment employée pour la fatigue des métaux consiste à se ramener au problème du signal
périodique simple, de la façon suivante :

1. Le signal est décomposé en cycles simples par la méthode dite du comptage Rainflow
(et qui fait l’objet de la norme AFNOR A03-406 [75]). Un cycle est défini par sa
moyenne et son amplitude.

2. A chaque type de cyclei est associé un endommagementEi égal au nombre de cycles
de ce type compté dans le signal,ni, divisé par le nombre de cycles à rupture,Ni,
obtenu en réalisant un essai d’endurance de moyenne et d’amplitude du type de cycle
en question. C’est en ce sens qu’on se ramène au cas du signal périodique simple,
puisque c’est celui qui fait référence.

3. On se donne ensuite une règle de cumul de ces différents endommagements. La règle
la plus courante est la règle de cumul linéaire de Miner :

E =
p∑

i=1

Ei =
p∑

i=1

(
ni

Ni

)
.
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FIG. 6.17 –Effort mesuré en entrée d’une pièce de liaison au sol en conditions réelles.

La ruine de la structure se produit lorsqueE dépasse 1.

L’endommagement calculé par cette méthode est indépendant de l’ordre dans lequel les
différents niveaux de charge sont appliqués. On suppose que l’endommagement à un ins-
tantt ne dépend pas de l’endommagement généré par tout le chargement vu par le matériau
jusqu’à cet instantt. En réalité, l’histoire du chargement a souvent une influence non négli-
geable sur la durée de vie. La relative efficacité de cette méthode réside dans le caractère
aléatoire des chargements réels. Il existe d’autres règles de cumul qui permettent de prendre
en compte l’histoire du chargement, mais elle sont plus complexes à mettre en œuvre.

Le cas du caoutchouc naturel a très peu été abordé dans la littérature. La méthode dé-
crite ci-dessus a pu être mise en défaut par Sun [83], qui a pu montrer que les chargements
d’amplitude croissante étaient plus endommageants que les chargements d’amplitude dé-
croissante. Ce phénomène a au moins deux explications possibles. La première explication
est que l’endommagement créé par un cycle dépend de l’état d’endommagement actuel créé
par les cycles précédents. Autrement dit, l’histoire du chargement compte. Une seconde ex-
plication réside dans l’adoucissement du comportement dû à l’effet Mullins. Ses essais sont
réalisés à déformation imposée. Les contraintes vues par le matériau pendant les cycles de
petite amplitude pour le chargement décroisssant sont donc inférieures à celles vues pendant
le chargement croissant (voir la figure6.18). On ne compare donc pas des essais équivalents
en terme de sollicitations locales.

Cantournet [12] propose une modification de la loi de cumul de Miner en introduisant
un seuil d’endommagement. Un type de cyclei n’est endommageant qu’à partir duN0i

ième

cycle lorsqu’il est appliqué seul. Pour un chargement à deux niveaux (ien1 cycles à un
premier niveau puisn2 cycles à un second niveau), la règle de cumul est différente selon
que l’endommagement intervient au cours du premier ou au cours du second chargement :

– si N0i < ni, l’endommagement apparaît pendant le premier niveau de chargement et
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FIG. 6.18 –Un chargement en deux séquences est réalisé : une séquenceS1 d’extensionλ1,
et une autre,S2, d’extensionλ2. Les contraintes correspondant àλ2 sont égales àσ2. Les
contraintes correspondants àλ1 correspondent àσ1 lorsque le chargement est réalisé dans
l’ordre S1 − S2 etσ′1 lorsque le chargement est réalisé dans l’ordreS2 − S1.

est donné par la formule :

E = 1 =
n1 −N01

N1 −N01
+

n2

N2 −N02
.

– si N0i > ni, le premier chargement n’est pas endommageant ; l’endommagement
apparaît pendant le second niveau de chargement et est donné par la formule :

E = 1 =
n2 −Ns2

N2 −N02
.

oùNs2 désigne le seuil pour le chargement 2 modifié par le chargement 1 selon :

Ns2 =
(

1− n1

N01

)
N02 .

Cette démarche est certainement généralisable pour un chargement àp niveaux. Il suffit
d’appliquer la règle de cumul linéaire :

E =
p∑

i=1

Ei,

oùEi dépend du chargement au cours duquel l’endommagement apparaît.
{

Ei = 0 si ni < Nsi ;

Ei = ni−Nsi
Ni−N0i

sinon ;

le seuil modifié valant :

Nsi =


1−

∑

j<i

nj

N0j


N0i .
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6.4 Conclusion et discussion

La fatigue des élastomères est un phénomène encore assez mal connu. Quelques phé-
nomènes importants ont cependant été identifiés. Les principaux sont l’influence de la mul-
tiaxialité du chargement et de la contrainte moyenne. Ces deux phénomènes ont été étudié
séparémment. Quelques modèles ont été proposés pour décrire l’un ou l’autre, mais il existe
peu de modèles couplés, tenant compte à la fois de l’aspect multiaxial de l’endommagement
et de l’aspect multiaxial du renforcement.

On note également qu’aucun modèle ne décrit les mécanismes microscopiques ou mé-
soscopiques, à l’échelle de l’inclusion sur laquelle la fissure s’initie, pour construire une
variable d’endommagement. Il n’existe pas pour les élastomères de modèles similaires à
ceux de Dang Van [19] ou Papadopoulos [67] qui utilisent un passage macro-méso pour
décrire un endommagement microscopique à partir d’un calcul de structure donnant accès
aux grandeurs macroscopiques. Une première explication réside certainement dans le fait
que les mécanismes d’endommagement sont encore très mal connus pour ces matériaux. Ce
type de modèles pourraient cependant voir le jour avec l’amélioration des techniques d’ob-
servation. Une deuxième explication réside dans le fait que l’amorçage observé résulte en
réalité d’une phase de propagation d’un défaut apparu très tôt dans la vie de la structure. En
d’autres termes, le temps d’apparition d’une fissure à l’échelle de l’inclusion est probable-
ment court devant la phase de propagation de ce micro-défaut jusqu’à une taille telle qu’il
soit visible à l’œil nu. C’est d’ailleurs l’hypothèse de base de tous les modèles fondés sur la
description de la propagation de fissure [35] ou de celui de Mars [59].

Les modèles phénoménologiques, comme l’élongation ou la contrainte principale maxi-
male, fonctionnent aussi bien voire mieux que les modèles fondés sur la description de la
propagation. Ils sont également plus faciles à mettre en œuvre.

L’évolution du comportement est généralement mise de côté. Seuls les modèles fondés
sur la mécanique de l’endommagement la décrivent. Les autres auteurs se sont en général
limités à une loi hyperélastique identifiée à partir d’un essai cyclique à un chargement donné
ou même à une courbe de première charge. Les essais d’endurance sont presque toujours
effectués à déplacement imposé et non à effort imposé.

Les chargements d’amplitude variable n’ont pas encore suscité de recherche approfon-
die.
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Chapitre 7

Prévision de la durée de vie

Dans ce chapitre, les résultats des essais d’endurance sont décrits et analysés. Un modèle
de prévision de durée de vie sous sollicitations multiaxiales est ensuite proposé.

L’objectif de ce travail est de déterminer quelle grandeurE, qu’on appelle aussi ici
variable d’endommagement, peut être reliée de façon non équivoque à la durée de vieN
exprimée en nombre de cycles à l’amorçage d’une fissure. On cherche doncE, telle qu’il
existe une fonctionF , bijective, qui àE associeN (cf. figure7.1).

RemarqueOn parle ici de variable d’endommagement et non de critère de fatigue. En
effet, les chargements appliqués aux pièces automobiles sollicitent le matériau dans son do-
maine d’endurance limitée. On ne cherche donc pas à déterminer un critère sur une certaine
grandeur, en dessous duquel la structure ne se fatigue pas, mais bien une fonction liant cette
grandeur à la durée de vie de la pièce.

7.1 Essais de traction uniaxiale

Dans ce paragraphe, on présente les résultats obtenus en traction uniaxiale sur l’éprou-
vette AE42 essentiellement. Le chargement est imposé sous la forme d’un déplacement.

E

◦

◦

◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦

N = F (E)

N

FIG. 7.1 –Courbe de Wöhler type.
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FIG. 7.2 –Durée de vie de l’éprouvette AE42 en fonction du déplacement imposé pour des
essais de traction de rapport de charge nul. L’éprouvette mesure 30 mm de long.
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7.1.1 Influence de l’amplitude

La figure7.2 représente la durée de vie en fonction du déplacement imposé à l’éprou-
vette. Comme il est d’usage pour les courbes de Wöhler, la durée de vie est en abscisse et la
variable d’endommagement choisie en ordonnée.

Définition On désigne ici par le terme« courbe de Wöhler» une série de points dont
l’abscisse correspond à la durée de vie mesurée et l’ordonnée une variable à préciser. Cette
variable peut correspondre à une condition d’essai, comme par exemple le déplacement
maximal imposé, ou l’effort moyen mesuré pour chaque condition d’essai. Il peut aussi
s’agir d’une variable locale obtenue par un calcul de structure au point où la fissure est
apparue.

On distingue les trois régimes usuellement identifiés pour les essais d’endurance :

1. Entre 1 et103 cycles, il s’agit de fatigue oligocyclique (à très petit nombre de cycles).
Les mécanismes responsables de l’endommagement sont intermédiaires entre les mé-
canismes de fatigue et de ceux de rupture monotone.

2. Entre 103 et 106 cycles, la pente de la courbe est constante ; c’est le domaine de
l’endurance limitée.

3. A partir de106 cycles, il semble que la courbe commence à s’incurver ; on suppose
que l’on tend vers la limite d’endurance mécanique, où la durée de vie est uniquement
liée à des attaques chimiques. Il est probable que cette limite d’endurance ne soit
atteinte que pour des chargements d’intensité encore plus faible que ceux réalisés.

Les pièces automobiles sont sollicitées dans le domaine de l’endurance limitée. Dans ce do-
maine, on voit que la relation entre le nombre de cycles et l’amplitude du chargement est
linéaire dans un diagramme logarithmique. Autrement dit, on peut envisager de la représen-
ter par un modèle de type Basquin, qu’on écrira ici :

KNEβ = 1

oùK etβ sont des coefficients matériau.
Il existe des modèles permettant de représenter également les inflexions de la courbe aux

petits et grands nombre de cycle. On ne les retient pas ici, car hormis les essais de traction
simple présentés à la figure7.2, tous les essais réalisés pour cette étude décrivent le domaine
de l’endurance limitée. On ne dispose donc pas de données expérimentales suffisantes pour
identifier les paramètres de ces modèles de façon robuste.

Gehman [32] montre que la distribution de la durée de vie pour une condition d’essai
donnée est du type lognormale. Dans cette étude, le nombre de répétitions de chaque condi-
tion d’essai n’est pas aussi important, mais les durées de vie obtenues sur une condition
d’essai répétée plus de 20 fois (voir la figure7.3) présentent effectivement une distribution
proche d’une distribution lognormale. Les écarts types mesurés ici sont de l’ordre de 0,1
(sur log N ). Par la suite, dans un souci de lisibilité des graphiques, on présente en général
des résultats moyens pour chaque condition d’essai. Il s’agit de la moyenne d’au moins 3
essais, obtenue selon :

log Nmoyen =
1
n

n∑

1

log Ni .
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FIG. 7.3 –Distribution des durées de vie obtenues pour un essai de traction sur AE42 de
déplacement imposé entre 0 et 20 mm. La courbe représente la distribution normale ajustée
aux essais, de moyenne égale à 4,97 et d’écart type égal à 0,095.

7.1.2 Influence d’un passage en compression

La figure 7.4 montre les courbes de Wöhler obtenues en déplacement maximal pour
trois séries d’essais, de déplacement minimal constant par série (négatif ou nul) et de dé-
placement maximal variable d’une condition d’essai à l’autre. On constate que les essais
de traction/compression se superposent aux essais de traction simple. Cela suggère que le
passage en compression n’endommage pas le matériau. Pour confirmer ce résultat, une série
d’essais à déplacement maximal constant et à déplacement minimal variable est réalisée. La
figure 7.5 montre que la durée de vie est indépendante du niveau de compression atteint.
Ces essais permettent de conclure que, au moins dans l’intervalle testé, la compression ne
provoque pas d’endommagement dans le matériau. On peut même remarquer une très légère
augmentation de la durée de vie pour les sollicitations de petite amplitude, plus prononcée
pour l’éprouvette AE2 (voir la figure7.6), et ceci bien que les déformations atteintes locale-
ment soit du même ordre de grandeur. Toutefois, ce phénomène reste peu marqué. La raison
pour laquelle il est plus prononcé pour l’éprouvette AE2 que pour l’éprouvette AE42 n’est
pas expliquée. Dans la mesure où les résultats obtenus en traction simple sont les mêmes
pour les deux types d’éprouvettes, on pense que les hypothèses d’une différence de maté-
riau entre les éprouvettes dûe au mode d’élaboration d’une part, d’une incertitude sur le seuil
de détection des fissures, d’autre part, sont à écarter.

7.1.3 Essais en traction/traction

Les figures7.7 et 7.8 illustrent le renforcement en traction/traction caractéristique du
caoutchouc naturel. Plus le minimum est élevé, plus la durée de vie est importante, et ceci à
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FIG. 7.5 – Durée de vie de l’éprouvette
AE42 en fonction du déplacement mini-
mal imposé pour un déplacement maximal
imposé égal à 20 mm.

maximum imposé (figure7.7) comme à amplitude imposée (figure7.8).

7.1.4 Conclusion

Tous ces résultats, obtenus en traction uniaxiale, sont en accord avec la littérature. Dans
la mesure où la compression ne provoque pas d’endommagement, un critère en maximum
rassemble tous les essais de rapport de charge nul ou négatif. Pourtant, il est raisonnable
de supposer qu’un chargement d’amplitude nulle, même de moyenne positive (autrement
dit, un maintien dans un état de traction) ne provoque pas d’endommagement (tant que cette
moyenne est loin de la limite à rupture monotone du matériau). Une mesure en amplitude est
donc probablement plus adéquate, à condition de tronquer la composante de compression
lorsqu’il y a lieu. La figure7.9résume l’effet du rapport de charge sur la durée de vie.

7.2 Comportement accommodé

Ce paragraphe met en évidence l’importance d’une description correcte du comporte-
ment sur la prévision de la durée de vie. Dans la première partie, un modèle de comporte-
ment en régime stabilisé a été développé. On montre ici son intérêt pour la description des
essais d’endurance.



138 PRÉVISION DE LA DURÉE DE VIE

1

103 104 105 106 107

D
éf

or
m

at
io

n
m

ax
im

al
eε

m
a

x

Durée de vie,N

AE42 -εmin = 0

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+ +

AE42 -εmin < 0

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

33

3

AE2 - εmin = 0

×

×

×

×

×

×

×

AE2 - εmin < 0

2

2

2

2

2

FIG. 7.6 –Durée de vie en fonction de la déformation maximale locale pour les deux éprou-
vettes, avec ou sans passage en compression.



COMPORTEMENT ACCOMMODÉ 139

10

100

103 104 105 106 107

D
ép

la
ce

m
en

tm
ax

im
alU

m
a

x
(m

m
)

Durée de vie,N

Umin = 0 mm

+
+

+

+

+

+

+
+

+

+
+

+

Umin = 10 mm

3

3

3
3

3

3

3

Umin = 20 mm

2

2

2

10

100

103 104 105 106 107

A
m

pl
itu

de
du

dé
pl

ac
em

en
t∆
U

(m
m

)
Durée de vie,N

Umin = 0 mm

+
+

+

+

+

+

+
+

+

+
+

+

Umin = 10 mm

3

3

3

3

3

3

3

Umin = 20 mm

2

2

2

FIG. 7.7 – Durée de vie de l’éprouvette
AE42 en fonction du déplacement maxi-
mal imposé, selon la valeur du déplace-
ment minimal imposé.
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l’amplitude de la partie positive du déplacement. Pour des rapports de charge positifs, l’en-
dommagement est inférieur à celui obtenu pour un essai de rapport de charge nul de même
amplitude.
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7.2.1 Influence du type de contrôle

Un essai dont le chargement est imposé sous la forme d’un effort constantF conduit
à une durée de vie inférieure à un essai dont le chargement est imposé sous la forme d’un
déplacementU tel que l’effort résultant au premier cycle vailleF . Ceci est illustré par la
figure 7.10. Le déplacement au premier cycle est le déplacement imposé pour les essais
contrôlés en déplacement et le déplacement correspondant à l’effort imposé pour les essais
controlés en effort. La correspondance est obtenue grâce à la courbe de traction monotone
expérimentale de l’éprouvette.

Ce résultat s’explique simplement par l’adoucissement du comportement dû à l’effet
Mullins. On en déduit que l’utilisation d’une loi hyperélastique identifiée sur la première
charge n’est pas suffisante pour représenter correctement les essais contrôlés indifféremment
en effort ou en déplacement. En revanche, on a montré dans la première partie, chapitre3,
section3.4, figure3.17, que le comportement en régime stabilisé est unique pour les deux
types de contrôle. Et de fait, on constate qu’un essai dont le chargement est imposé sous
la forme d’un effort constantF tel que le déplacement en régime stabilisé vailleU conduit
à la même durée de vie qu’un essai dont le chargement est imposé sous la forme d’un
déplacementU . Le déplacement en régime stabilisé est défini ici comme le déplacement
mesuré à la moitié du nombre de cycles à l’amorçage, et appellé déplacement à mi-vie.
La figure 7.10 démontre donc de manière expérimentale que la durée de vie est liée au
comportement en régime stabilisé.

La figure7.11montre que la loi de comportement proposée en première partie permet
de décrire correctement les deux types de contrôle, et ceci bien qu’elle ait été identifiée sur
le cinquième cycle, alors que le comportement n’est pas encore complètement stabilisé. En
effet, les deux séries d’essais (en effort imposé ou en déplacement imposé) sont superposées.
On voit ici l’importance de bien décrire le comportement en régime stabilisé pour prévoir
efficacement la durée de vie.

7.2.2 Influence d’une précharge

Le comportement dépend fortement de l’histoire du chargement. Il s’adoucit, et ceci
d’autant plus que l’amplitude maximale vue au cours de sa vie est importante. Ce phéno-
mène, appelé effet Mullins, a été analysé dans la première partie. Les chargements qui sont
appliqués aux pièces automobiles sont des chargements de type aléatoire, d’amplitude et de
moyenne variable. Une grande partie des pièces est équipée de systèmes visant à limiter les
débattements, qui impose l’ordre de grandeur des élongations maximales vues par la pièce.
Celles-ci sont atteintes au premier événement d’amplitude importante. On peut donc rai-
sonnablement considérer que le maximum atteint au cours du signal détermine la forme du
comportement sur tout le chargement.

Afin d’estimer l’influence de cet adoucissement, on réalise l’essai suivant en deux étapes
(voir la figure6.18page130) :

1. l’éprouvette est d’abord soumise à quelques cycles de traction, suffisamment pour ac-
commoder le matériau, mais suffisamment peu pour que l’endommagement imputable
à ce chargement soit nul ; en pratique, ce nombre est choisi égal à une vingtaine de
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FIG. 7.10 –Durée de vie en fonction du
déplacement au premier cycle et à mi-
vie pour des essais de traction réalisés sur
l’éprouvette AE42.

FIG. 7.11 –Durée de vie en fonction de la
déformation principale maximale calculée
au point de rupture pour des essais de trac-
tion réalisés sur l’éprouvette AE42.

cycles environ ;

2. l’éprouvette est ensuite soumise à l’essai d’endurance proprement dit : une traction
inférieure à celle de l’étape de précharge, et jusqu’à la ruine de l’éprouvette.

Ainsi, le comportement est bien celui déterminé par l’étape 1 et l’endommagement par
l’étape 2. Le comportement s’adoucit d’autant plus que la précharge est importante (voir
la figure7.18).

Ce type d’essai est réalisé en déplacement imposé, mais aussi en effort imposé. Les
figures correspondantes sont respectivement les figures7.12 et 7.13. On constate qu’une
précharge augmente la durée de l’essai contrôlé en déplacement, tandis qu’elle diminue la
durée de l’essai contrôlé en effort. La différence est d’autant plus marquée que la précharge
est importante.

Les essais sont également analysés comme précédemment, c’est-à-dire que pour les es-
sais contrôlés en déplacement, les efforts à mi-vie sont reportés dans la figure en effort (7.13)
et réciproquement, pour les essais contrôlés en effort, les déplacements à mi-vie sont repor-
tés dans la figure en déplacement (7.12). On constate qu’aucune des deux représentations
ne permet de prévoir correctement la durée de vie de tous les types d’essais. Ceci peut s’ex-
pliquer par un phénomène de redistribution de contraintes. En effet, les non-linéarités de
la courbe de comportement sont différentes selon le niveau d’accommodation ; la relation
entre les grandeurs globales et locales n’est donc pas la même pour les essais avec ou sans
précharge, et dépend de l’intensité de la précharge (voir les figures7.16et7.17).

On propose donc une description locale de la sollicitation. La détermination des para-
mètresλα

loi de la loi de comportement est obtenue par le calcul de l’étape de précharge. Les
figures7.14et 7.15montrent respectivement les déformations et les contraintes principales
maximales calculées en fonction de la durée de vie obtenue pour les deux types d’essais.
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Les résultats en contraintes sont bien corrélés avec la durée de vie, tandis que les résultats
en déformation la surestiment. On en déduit, d’une part, qu’une variable d’endommagement
en contrainte est préférable à une variable en déformation, et d’autre part, que la prise en
compte de l’accommodation du comportement permet une meilleure description de la durée
de vie.

Toutefois, il convient de rester prudent quant à ces déductions, car les grandeurs locales
sont très sensibles à la description des non-linéarités de la loi de comportement. Les figures
7.16et7.17permettent d’observer l’influence de cette non linéarité sur la répartition spatiale
des déformations, sur l’éprouvette AE42, celle qui pourtant est la plus proche du cas du
cylindre où les déformations sont homogènes sur tout le volume. Par ailleurs, l’évolution
du comportement après une précharge est différente du cas sans précharge : le matériau
s’adoucit moins et peut même se raidir, et ceci d’autant plus que la précharge est importante
(voir la figure7.18). C’est un phénomène qui a déjà été observé par Mars [59] sur un petit
nombre d’essai et qui est confirmé à plus grande échelle par cette étude. Cette évolution
inverse du comportement n’est pas décrite par le modèle de comportement proposé, c’est
pourquoi elle peut fausser les résultats obtenus localement par le calcul de structure.

7.2.3 Conclusion

Une bonne description du comportement en régime cyclique est essentielle pour pré-
voir la durée de vie de façon satisfaisante. Le comportement proposé, quoique relativement
simple, permet de s’affranchir du type de contrôle utilisé pour l’essai et de prendre en compte
les effets d’une précharge.

RemarqueSeule la capacité à décrire correctement la dépendance du comportement au
chargement maximal est utilisée ici. La nécessité de décrire l’anisotropie induite n’a pas été
démontrée. On pourrait éventuellement utiliser une loi isotrope de la littérature, à condition
d’identifier les coefficients matériau sur des essais cycliques stabilisés et non sur la première
décharge comme c’est classiquement le cas. La démarche peut donc être étendue à toute une
classe de comportements.

7.3 Multiaxialité

Dans ce paragraphe, on désire étudier l’influence de la multiaxialité du chargement sur la
durée de vie, et ceci à l’exclusion de tout autre paramètre. On s’intéresse donc ici à des essais
réalisés sur la même géométrie d’éprouvette (AE2, en l’occurence), avec le même type de
contrôle (déplacement) et surtout, pour lesquels le phénomène de renforcement observé en
traction/traction ne se manifeste pas, c’est-à-dire des essais décrivant le point de traction et
de torsion nulle (l’état de repos).

7.3.1 Orientation des fissures

Le plan d’apparition des fissures, confronté à l’analyse des grandeurs mécaniques lo-
cales au point de rupture, donne des informations intéressantes concernant le type de solli-
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FIG. 7.13 –Durée de vie en fonction de
l’effort appliqué ou mesuré à mi-vie, pour
des essais de traction réalisés sur l’éprou-
vette AE42.

1

103 104 105 106 107

D
éf

or
m

at
io

n
m

ax
im

al
eε

m
a

x

Durée de vie,N

D

+
+

+

+

+

+

+
+

+

+
+

+

D - précharge

3
3

3 3

3
3

E

×

×
×

×

×
E - precharge

2
2

2

22

2

2

1

10

103 104 105 106 107

C
on

tr
ai

nt
e

m
ax

im
al

eσ
m

a
x

Durée de vie,N

D

+
+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

D - précharge

3

3

3
3

3

3
3

E ×

×
×

×

×
E - précharge

2

2

2
2

2

2

2

FIG. 7.14 –Durée de vie en fonction de
la déformation principale maximale, pour
des essais de traction avec ou sans pré-
charge, réalisés sur l’éprouvette AE42.

FIG. 7.15 –Durée de vie en fonction de la
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NE, Max. Principal

+6.000e-02
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+2.333e-01
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+7.533e-01
+8.400e-01
+9.267e-01
+1.013e+00
+1.100e+00

FIG. 7.16 – Déformations principales
maximales représentées sur la configura-
tion non déformée pour une traction de 20
mm. Les résultats sont présentés sous la
forme d’une valeur moyenne par élément.

NE, Max. Principal

+6.000e-02
+1.467e-01
+2.333e-01
+3.200e-01
+4.067e-01
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FIG. 7.17 – Déformations principales
maximales représentées sur la configura-
tion non déformée pour une traction de 20
mm postérieure à une traction de 70 mm.
On remarque que la distribution est diffé-
rente du cas sans précharge.
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Nom Type d’essai Moyenne Ecart Nombre
de la série type de mesures

T Traction simple 0
R Torsion simple -28 6 97

TR Traction Torsion en phase -10.5 6 113
TRR90 Traction simple Torsion alternée ±23 7 65
TCR90 Traction compression Torsion simple -29.5 18 138
TR90 Traction Torsion hors phase -7 10 151
TR180 Traction Torsion hors phase 49 11.5 49

TAB . 7.1 –Mesures d’angles de fissuration réalisées sur éprouvette AE2.

citation qui entraîne la rupture du matériau.

L’angle d’apparition des fissures est mesuré comme décrit dans le paragraphe5.1.5du
chapitre5, pour certaines séries seulement. Les éprouvettes qui ont été menées jusqu’à rup-
ture n’ont pas été mesurées. La dispersion est assez importante. L’angle mesuré au sein
d’une même série ne dépend pas de l’intensité de la sollicitation, ou du moins, dans une
proportion beaucoup moins importante que la dispersion de la mesure. On ne retient donc
qu’un angle moyen et un écart type par rapport à cet angle pour chaque série (cf. tableau
7.1). Ceux-ci sont identifiés en approchant au mieux la distribution des angles effectivement
mesurés par une distribution gaussienne paramétrée par ces mêmes moyenne et écart type.

Les mesures n’ont pas été réalisées précisément pour les séries T et RR. Dans le cas de
la traction simple, l’angle observé était toujours proche de zéro, mais l’écart type n’a pas
été estimé. Dans le cas de la torsion alternée symétrique (de rapport de chargeRD = −1),
l’angle macroscopique observé est également proche de zéro, mais les faciès de rupture sont
matés (y compris lorsque l’essai est interrompu avant la rupture finale). On suppose qu’il
existe deux angles symétriques d’apparition de la fissure, car l’essai TRR90, qui est égale-
ment symétrique vis-à-vis du sens de rotation, fait apparaître un angle de fissuration proche
de l’essai de torsion simple R, et non l’angle nul. Ceci nécessite toutefois une confirmation.
D’autre part, les essais de torsion alternée de rapport de chargeRD 6= −1 (dissymétriques),
qui n’ont pas non plus fait l’objet de mesures détaillées, font apparaître des angles de fissu-
ration similaires à ceux obtenus en torsion simple.

La figure7.21représente la probabilité de fissuration en fonction de la direction normale
au plan de la fissure pour les différents types de chargement qui ont fait l’objet de mesures
d’angle. Cette probabilité est simplement une représentation de la distribution normale iden-
tifiée pour chaque série. On désire comparer ces mesures expérimentales à des grandeurs
locales calculées sur la géométrie saine, non encore fissurée. La figure7.19 représente la
déformation maximale vue dans chaque direction (dans la représentation présentée dans le
chapitre5, paragraphe5). Dans le cas présent, celle-ci est rapportée à la valeur maximale
atteinte au cours du cycle. Il s’agit pour chaque série d’une moyenne des trajets de charge-
ment obtenus pour toutes les conditions d’essais, de façon à obtenir un trajet caractéristique
par série. En comparant les figures7.21et 7.19, on remarque que dans la plupart des cas, la
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direction qui cède expérimentalement est celle qui voit la déformation maximale au cours du
cycle. La figure7.20représente la déformation moyenne vue dans chaque direction. Le trai-
tement des données est le même que précédemment : les valeurs sont rapportées à la valeur
maximale de chaque essai, puis tous les essais d’une même série sont moyennés. Lorsque
le repère principal tourne beaucoup, la direction la plus sollicitée dans cette représentation
n’est pas la même que dans la représentation précédente. Dans le cas des essais symétriques
en torsion (TRR90 par exemple), la direction prévue est la verticale, une direction pour
laquelle la déformation maximale atteinte est relativement faible. Cette deuxième représen-
tation est moins bien corrélée aux orientations effectivement mesurées que la représentation
en déformation maximale.

RemarqueLe cas de l’essai de traction/torsion en opposition de phase se distingue des
autres types d’essais : l’angle mesuré est très différent des angles prévus par la déformation
maximale ou moyenne. Il s’agit d’un cas où le matériau ne passe jamais par son état de
repos ; il est donc susceptible de cristalliser, ou du moins de se renforcer, quelque soit le
mécanisme physique du renforcement en question. Les durées de vie obtenues sont d’ailleurs
très importantes. On suppose que la propagation des fissures est perturbée par le phénomène
de renforcement. La fissure macroscopique observée n’est donc peut-être pas représentative
de la fissure qui apparaît à une plus petite échelle.

L’analyse des angles de fissuration obtenus dans cette étude, ainsi que ceux obtenus par
d’autres auteurs comme Mars [59], indique que la fissure apparaît presque toujours normale-
ment à la direction matérielle la plus étirée ou dans le plan qui voit la plus grande contrainte
normale.

7.3.2 Influence de l’état de distorsion

Les essais qui sont étudiés ici sont les essais où le repère principal tourne peu ou pas du
tout, de façon à étudier uniquement l’influence de la distorsion sur la durée de vie. Ainsi, la
direction la plus sollicitée ne varie pas de manière conséquente au cours du cycles. Il s’agit
des essais de :

– traction simple (T) ;
– torsion simple (R) ;
– traction/torsion simple (TR).
Dans la mesure où les fissures apparaissent et se propagent (dans un premier temps, tout

du moins) perpendiculairement à la direction de traction principale, il est naturel de proposer
comme variable d’endommagement la déformation principale maximale ou la contrainte
principale maximale. Cela correspond à identifier la facette sur laquelle la déformation ou
la contrainte normale est maximale. La littérature désigne ces variables comme les plus
appropriées. Les figures7.22et7.23montrent les résultats obtenus avec ces critères.

Pour comparer, on montre également les résultats obtenus avec le maximum de glisse-
ment, figure7.24, et de cisaillement, figure7.25. Les résultats obtenus en terme de durée de
vie sont également satisfaisants. En revanche, l’angle de fissuration prévu (correspondant à
la facette la plus cisaillée) est très différent (à 45˚) de l’angle de fissuration observé.
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FIG. 7.20 –Déformation moyenne atteinte
en surface de l’éprouvette au cours du
cycle. Chaque série est rapportée à son
maximum pour une meilleure lisibilité.
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FIG. 7.23 –Durée de vie de l’éprouvette
AE2 en fonction de la contrainte princi-
pale maximale.
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AE2 en fonction de la contrainte de ci-
saillement maximale.
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Ces critères donnent de bons résultats et sont faciles à mettre en œuvre, ce qui est un
avantage déterminant dans un contexte d’application industrielle. En revanche, s’ils repré-
sentent bien le phénomène, ils ne représentent guère son mécanisme.

Un critère énergétique aurait l’avantage d’une interprétation physique plus facile, dans
la mesure où la propagation est liée à un tel critère (le taux de restitution d’énergie). Comme
on ne représente pas la fissure, on ne peut pas déterminer la valeur de ce taux de restitution
d’énergie. Cependant, on a vu dans le chapitre précédent (6) que dans certains cas de solution
analytique, on peut écrire le nombre de cycles pour qu’une micro-fissure se propage jusqu’à
sa taille détectable en fonction de l’énergie de déformation (cf. équation6.2).

La figure 7.26 montre les résultats obtenus avec l’énergie de déformation totale. De
toutes les variables présentées ici, il s’agit de celle qui donne les plus mauvais résultats en
terme de distorsion. Ce résultat est d’ailleurs cohérent avec ceux de la littérature (ceux de
Mars [59] et de Dong [22] notamment). Mars suppose que toute l’énergie de déformation
n’est pas disponible pour ouvrir une fissure. Il introduit un concept d’énergie directionnelle
pour identifier la part de l’énergie de déformation pouvant être dissipée par l’ouverture d’une
fissure dans un plan donné.

La formulation du comportement proposé dans la première partie permet, par construc-
tion, d’accéder facilement à l’énergie de déformationw dans une direction donnée N, puisque
l’énergie est écrite précisément comme la somme de l’énergie de déformation dans chaque
direction. Siλ désigne l’élongation dans la direction N, l’énergie de déformation dans cette
même direction s’écrit :

w(λ(N)) = −G

2

(
λl − 1

λl

)
ln

(
λl − λ

λl + λ

λl + 1
λl − 1

)
,

de dérivée :
∂w

∂λ
(λ, λl) =

G

1− λ2−1
λl

2−1

,

toujours positive. On en déduit que c’est une fonction croissante deλ. En revanche, comme
l’extension limiteλl dépend de la direction, la direction qui maximise l’énergie n’est pas
nécessairement celle qui maximise l’élongation. L’obtention de la direction qui maximise
l’énergie n’est donca priori pas immédiate. Dans le cas où la structure n’a pas vu de pré-
charge, comme c’est le cas pour les essais concernés ici, on remarque que, par construction,
quand l’élongationλ est maximale (égale àλm), on aλl =

√
λm

2 + a =
√

λ2 + a. On a
donc :

w(λm) = −G

2

(√
λm

2 + a− 1√
λm

2 + a

)
ln

(√
λm

2 + a− λm√
λm

2 + a + λm

√
λm

2 + a + 1√
λm

2 + a− 1

)
,

de dérivée :

∂w(λm)
∂λm

= G
2(λm − 1 + λl

2)λl − (1 + λl
2) ∗ ln

(
λl−λm

λl+λm

λl+1
λl−1

)

2λl
3 ,

toujours positive carλm ≥ 1. On en déduit quew est une fonction croissante deλm. Dans
ce cas précis, la direction qui maximise l’énergie est donc la même que celle qui maximise
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FIG. 7.26 –Durée de vie de l’éprouvette
AE2 en fonction de l’énergie de déforma-
tion maximale.

FIG. 7.27 –Durée de vie de l’éprouvette
AE2 en fonction de l’énergie de déforma-
tion directionnelle maximale.

l’élongation. Il s’agit du vecteur principal associé à l’élongation principale maximale. Dans
le cas général, une solution au problème de la détermination de cette direction consisterait
à discrétiser l’espace en un certain nombre de directions, et à déterminera posterioricelle
qui maximisew. La figure7.27 montre le résultat obtenu avec l’énergie maximale direc-
tionnelle. Comme attendu, les résultats sont très similaires à ceux obtenus avec l’élongation
principale maximale.

Toutes les grandeurs envisagées ici sont relativement bien corrélées avec la durée de vie.
Il est donc très difficile de choisir l’une plutôt que l’autre. Les angles de fissuration mesurés
indiquent que les sollicitations normales sont prépondérantes devant les sollicitations de
cisaillement. On regrette de n’avoir pas pu générer avec ces éprouvettes un état de traction
équibiaxiale, qui aurait peut-être été discriminant. Cet état de contrainte peut être obtenu en
gonflant une membrane, mais ceci demande un matériel très différent de celui utilisé pour
les essais réalisés dans cette étude.

7.3.3 Influence de la rotation du repère principal

Les essais réalisés dans cette étude ne permettent pas d’étudier l’influence de la rotation
du repère principal à état de distorsion constant. Les essais qui sont étudiés ici sont ceux du
paragraphe précédent, plus les essais suivants :

– torsion alternée symétrique ou non (RR) ;
– traction simple et torsion alternée (TRR90) ;
– traction alternée et torsion simple (TCR90) ;
– deux cycles de traction pour un cycle de torsion alternée (T2RR).
Les figures7.28et7.29montrent qu’une variable comme la déformation ou la contrainte

normale maximale est toujours assez bien correlée à la durée de vie, sauf dans le cas des es-
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FIG. 7.28 –Durée de vie de l’éprouvette
AE2 en fonction de la déformation princi-
pale maximale.

FIG. 7.29 –Durée de vie de l’éprouvette
AE2 en fonction de la contrainte princi-
pale maximale.

sais ayant une composante de torsion alternée. Ces derniers essais ont une durée de vie infé-
rieure aux essais de torsion simple de même maximum. Les résultats obtenus avec d’autres
variables, notamment les grandeurs énergétiques, sont similaires.

Afin de mieux comprendre quels phénomènes peuvent être en cause, on s’intéresse plus
particulièrement aux essais de torsion simple et alternée. La figure7.30montre l’évolution
de la durée de vie de différents essais, de même torsion maximale mais de torsion mini-
male différente. On voit que la durée de vie diminue de façon quasiment linéaire avec la
torsion minimum. On trace (figure7.31) l’évolution de l’élongation au cours du cycle dans
la direction qui voit l’élongation maximale :

λN =
√

N ·C · N

où N désigne la direction principale associée à l’élongation principale maximale à l’instant
où elle est maximale. On trace de la même manière l’histoire de la contrainte normale sur
la facette qui voit la contrainte normale maximale (figure7.32). Si n désigne la direction
principale à l’instanttmax où ce maximum est atteint, alors la contrainte normale sur la
facette en question s’écrit :

σn = n · Ftmax · F−1 · σ · tF−1 · tFtmax · n .

En effet, la direction n définit une facette matérielle, de normale N constante en référence
lagrangienne. Malgré l’anisotropie de la loi de comportement, on constate en pratique que
les directionsN identifiées en contraintes sont les mêmes que celles identifiées en élonga-
tion. Pendant la première partie du cycle (qu’on définit comme le sens de rotation positif),
l’élongation sur cette direction décrit un cycle allant de 1 à sa valeur maximale. Pendant la
deuxième partie du cycle (sens négatif), elle décrit un second cycle d’amplitude plus petite.



152 PRÉVISION DE LA DURÉE DE VIE

104

105

-120 -100 -80 -60 -40 -20 0

D
ur

ée
de

vi
e,N

Angle minimalRmin

Rmax = 120˚

33
3
3

3

3

3

3
3

3

3

3

3

3

3

3
3

3

3

33

3

33
3
3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

Rmax = 90˚

2
2
2

2

2

2

22
2

2

2222

22

2
22

22

22

2

2

2
2

2

2

2

2

2

FIG. 7.30 – Durée de vie en fonction de la torsion minimale imposée pour deux séries
d’essais de torsions maximales respectives de 120˚ et 90˚. Tous les essais sont représentés ;
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L’énergie directionnelle (non représentée ici) présente le même comportement. La contrainte
normale se comporte différemment : la seconde partie du cycle est en compression.

On suppose que la réduction de la durée de vie est liée à l’existence du deuxième cycle
observé pour les élongations. Un critère en maximum ne tient pas compte de l’existence
de ce deuxième cycle. La description de ces essais nécessite donc une règle indiquant la
manière d’accumuler l’endommagement généré par chacun de ces cycles.

7.3.4 Loi de cumul d’endommagement

La loi de cumul d’endommagement la plus simple et la plus utilisée est la règle de cumul
linéaire, qui consiste à sommer l’endommagement généré par chaque type de cycles, celui-
ci s’écrivant comme le rapport entre le nombre de cycles effectués et le nombre de cycle à
rupture :

D =
p∑

i=1

Di =
p∑

i=1

(
ni

Ni

)
.

Cela suppose que l’endommagement généré par un cycle à l’instantt est indépendant de
l’endommagement du matériau à ce même instant, autrement dit, l’endommagement généré
par un chargement d’amplitude variable est indépendant de l’ordre dans lequel ces cycles
sont agencés. AppelonsE la variable représentative de l’endommagement identifiée pré-
cédemment. Dans notre cas, il peut s’agir de la déformation ou de l’énergie directionnelle
dans une direction donnée ou encore de la contrainte normale sur une facette. En utilisant
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FIG. 7.32 –Évolution de la contrainte nor-
male sur la facette voyant la contrainte
normale maximale, pour des essais de tor-
sion alternée de rapports de charge diffé-
rents (légende identique à celle de la figure
7.31).

un modèle de Basquin, l’endommagement s’écrit :

D = K

p∑

i=1

niE
β
i .

En l’appliquant sur une période de chargement, on peut faire apparaître la valeurEeq de
l’amplitude de la variable d’endommagementE qui dans le cas d’un chargement simple (à
un seul cycle dans la période) donnerait le même endommagement :

Eeq =

(
p∑

i=1

niE
β
i

) 1
β

.

Ceci est une application simple de la méthode de construction d’un signal équivalent, qui
permet de représenter les résultats avec le même formalisme que précédemment (variable
d’endommagement contre nombre de cycles).

On cherche maintenant à interpréter avec une telle loi les résultats expérimentaux.
Dans un premier temps, on raisonne en terme de direction ou de plan critique. La va-

riable d’endommagement peut être déterminée pour toutes les directions de l’espace (direc-
tion matérielle ou facette selon le cas). L’objectif est de déterminer, sur toutes les directions
possibles, celle qui est la plus sollicitée, c’est-à-dire celle qui voit la variable cumulée la
plus importante. L’espace est discrétisé en un nombre fini de directions sur lesquelles la
variable équivalente est calculée. La direction la plus sollicitée est donc déterminéea pos-
teriori. Le nombre de directions choisi ici est égal à 101, et elles ne sont pas régulièrement
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eR

FIG. 7.33 –Directions choisies pour le calcul de la variable cumulée.

réparties dans l’espace : en effet, malgré l’anisotropie du comportement, la normale à la
surface de l’éprouvette est une direction principale aussi bien pour les dilatations que pour
les contraintes. Le plan de la surface de l’éprouvette(eZ , eΘ) est donc discrétisé en 100 di-
rections régulièrement répartie et la normale à la surface eR est la 101ièmedirection (voir le
schéma7.33). Les figures7.35et7.34montrent les résultats obtenus pour la déformation et
la contrainte normale (les résultats obtenus avec l’énergie directionnelle étant très similaires
à ceux obtenus avec la déformation, on ne les montre pas ici).

Les directions déterminées en pratique sont très proches des directions obtenues par
le maximum de la variable non cumulée, c’est-à-dire la direction principale maximale. On
constate que la durée de vie est bien corrélée à la variable d’endommagement proposée. Les
résultats obtenus aux grands nombres de cycles sont moins bons que sur le reste de la plage
de durée de vie disponible. Ceci se comprend facilement en regardant la figure7.31: lorsque
la torsion dans le sens négatif est faible (pour le rapport de charge de−0, 25 notamment), il
n’y a pas de deuxième cycle car la facette reste en compression. Les résultats obtenus avec
l’énergie directionnelle cumulée sont toutefois satisfaisants et les angles associés à cette
variable représentatifs des angles mesurés.

7.3.5 Discussion sur le choix de la grandeur à cumuler

La courbe7.37montre les résultats obtenus en faisantE = σmax la contrainte principale
maximale. Le cumul semble alors n’avoir aucun sens physique puisque la direction princi-
pale associée change à chaque instant. On cumule par conséquent une variable qui n’agit
pas sur la même facette matérielle à chaque instant. Cependant, les résultats obtenus sont
très satisfaisants, et même meilleurs qu’avec la contrainte équivalente sur le plan critique.

Une explication pourrait résider dans la non-linéarité du passage de l’échelle macrosco-
pique vers l’échelle microscopique. Tous les calculs sont effectués sur la géométrie saine,
c’est-à-dire sans fissure. En réalité, on mesure dans l’amorçage tel qu’il a été défini essen-
tiellement de la propagation d’une fissure apparue très tôt dans la vie de l’éprouvette. Cette
fissure existe pendant la plus grande partie de la vie de l’éprouvette, même si elle reste petite
devant la taille caractéristique de l’éprouvette. Cette dernière hypothèse peut être reformu-
lée en disant que la fissure est petite par rapport à un volume dit« élémentaire», lui même
petit devant la taille de l’éprouvette (voir le schéma7.38). Typiquement, la taille du maillage
utilisé pour les calculs aux éléments finis est de l’ordre de grandeur de ce volume élémen-
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FIG. 7.35 –Durée de vie en fonction de la
contrainte normale cumulée sur la facette
la plus sollicitée.
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FIG. 7.38 –La fissure est petite devant le volume élémentaire à l’échelle duquel les gran-
deurs sont calculées par éléments finis. Elle ne modifie donc par la raideur de ce volume
élémentaire.

taire. La fissure est suffisamment petite pour que la frontière du volume élementaire puisse
être considérée comme infiniment loin d’elle et les grandeurs mécaniques calculées sans la
fissure représentatives des grandeurs obtenues aux frontières du volume élémentaire avec la
fissure. On a donc accès par le calcul à des grandeurs non représentatives des champs locaux
autour de la fissure. Or le passage du champ lointain (aux limites du volume élémentaire)
vers les champs locaux n’est pas du tout trivial. En effet, on ne connait ni la géométrie de
la fissure initiale, ni le critère de propagation de la fissure à l’échelle mésoscopique, ni le
comportement du matériau pour des élongations très importantes comme celles qui peuvent
exister en pointe de fissure (et qu’on ne peut pas obtenir par un essai à l’échelle macrosco-
pique, car la présence de défauts fait intervenir la rupture avant de les atteindre). Quand bien
même ces informations seraient disponibles, le calcul de structure ne donne pas de résultats
fiables pour la propagation de fissure et les solutions analytiques n’existent que pour certains
cas de chargement. La relation entre les grandeurs calculées et la propagation de la fissure
esta priori suffisamment complexe pour que le raisonnement précédent, en terme de plan
critique sur des grandeurs non représentatives de l’état local à l’échelle de la fissure, ne soit
pas vérifié.

On réalise un calcul aux éléments finis, en déformations planes, d’un chargement de
glissement simple sur un cube contenant une fissure. La loi de comportement utilisée est
le modéle néo-hookéen. La fissure est représentée comme ayant une épaisseur non nulle et
un fond d’entaille circulaire afin de ne pas introduire de singularité géométrique. Elle est
suffisamment petite devant la taille du cube pour que loin de la fissure, la transformation soit
bien celle du glissement simple. Le calcul est réalisé pour deux cas de chargement de glis-
sement symétriques. Le premier ouvre la fissure en mode I, tandis que le second la cisaille
en mode II. La figure7.39montre que les contraintes principales maximales atteintes dans
les deux cas sont du même ordre de grandeur. On comprend alors comment les contraintes
principales maximales à l’échelle du volume élémentaire peuvent être liées aux conditions
locales au voisinage de la fissure. En particulier, on remarque que le fond de fissure est en
traction alors que le plan associé à la fissure est en compression. Dans le cas de la torsion
alternée, contrairement à ce que suggérait la figure7.32, il est probable que la fissure se
propage pendant la deuxième partie du cycle et pas seulement pendant la première partie.

Ces considérations remettent en cause les approches par plan critique telles qu’elles sont
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FIG. 7.39 –Contrainte principale maximale au voisinage de la fissure, représentée sur la
configuration non déformée. On compare le cas de la fissure ouverte par un chargement de
glissement de0, 65 et cisaillée par un chargement de glissement de−0, 65. On constate que
les valeurs maximales atteintes sont du même ordre de grandeur.
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traditionnellement employées, c’est-à-dire sans description explicite de la fissure, lorsque
l’amorçage détectable résulte d’une longue période de propagation d’une micro-fissure.
Elles laissent entrevoir la possibilité de mettre en place un modèle du type méso/macro,
à condition d’exprimer la relation entre champs lointains (macro) et variable locale en fond
de fissure (méso).

Devant la complexité du phénomène à représenter, un modèle entièrement phénomé-
nologique peut s’avérer plus efficace qu’une description détaillée du mécanisme physique.
Un choix simple comme la contrainte principale maximale donne en effet de très bons ré-
sultats. Cette variable présente l’avantage de tenir compte de la pression hydrostatique, au
contraire d’une grandeur en déformation ou en énergie de déformation. Elle est de plus très
simple à déterminer ; la discrétisation de l’espace est ici inutile. En revanche, ce critère n’est
associé à aucun plan critique particulier et ne prédit donc pas l’orientation de la fissure. Il
est d’ailleurs possible que l’orientation macroscopique de la fissure résulte en réalité d’une
propagation séquentielle selon plusieurs plans.

7.3.6 Conclusion

Les essais pour lesquels la rotation du repère principal est faible décrivent des états
de distorsion de traction uniaxiale et de glissement. Dans l’espace(I1, I2) ainsi décrit, on
montre que plusieurs grandeurs sont corrélées à la durée de vie. L’analyse des directions
de fissuration oriente le choix de la variable d’endommagement vers les grandeurs qui re-
présentent une sollicitation normale maximale (contrainte ou élongation principale, énergie
directionnelle). Les variables en énergie directionnelle et en élongation sont équivalentes,
et ne représentent que l’état de déformation. Une variable en contrainte représente en outre
l’état de pression hydrostatique, un paramètre dont l’influence n’a pas été mesurée ici mais
dont la littérature suggère l’importance.

Lorsque le repère principal tourne beaucoup, on peut observer plusieurs cycles de cer-
taines de ces grandeurs locales pour un seul cycle unitaire du chargement global. Afin de
représenter la diminution de durée de vie associée à la multiplication du nombre de cycles,
on propose une règle de cumul linéaire. Une approche par plan critique donne de bons ré-
sultats, mais uniquement avec des variables en déformation, car dans le cas de ces essais, la
contrainte normale sur la facette la plus sollicitée ne décrit qu’un seul cycle. On remet tou-
tefois en cause les approches par plan critique dans le cas où le cumul d’endommagement
représente la propagation d’une fissure, non décrite par le modèle.

7.4 Renforcement

La figure7.40représente la durée de vie en fonction de la contrainte principale maximale
équivalente pour les essais qui ont été écartés jusqu’ici, c’est à dire les essais susceptibles
de présenter l’effet de renforcement décrit au paragraphe7.1.3. Il s’agit des essais suivants,
contrôlés en déplacement :

– traction/traction (TT) ;
– traction/torsion déphasées de 90 degrés (TR90) ;



RENFORCEMENT 159

1

10

103 104 105 106 107

C
on

tr
ai

nt
e

éq
ui

va
le

nt
e

(M
P

a)
.

Durée de vie,N

T

+

+

+

+

+

+

+

TT

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥
⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥ ⊥

⊥

⊥
TR90

@

@

@

@
TR180

A

A

A

A

A
T-R

†

†

†

†
R-T

¯

¯

¯
RR-T

⊗

⊗

⊗

FIG. 7.40 –Durée de vie de l’éprouvette AE2 en fonction de la contrainte principale maxi-
male équivalente.

– traction/torsion en opposition de phase (TR180) ;
– traction avec torsion constante (T-R) ;
– torsion avec traction constante (R-T) ;
– torsion alternée (symétrique) avec traction constante (RR-T) ;

Parmi ces essais certains sont situés à proximité de la droite prévue en condition non renfor-
çante ; il s’agit d’essais pour lesquels le trajet de chargement passe à proximité de l’état de
repos (c’est-à-dire de l’état de déformation nul). Pour les autres, qui restent dans un état de
déformation d’intensité importante pendant tout le temps du cycle de chargement, la durée
de vie est beaucoup plus élevée que ce que la variable d’endommagement proposée aurait
pu indiquer.

La bibliographie n’a pas permis de déterminer clairement la nature du mécanisme de ren-
forcement. L’état de distorsion ou la rotation du repère principal peuvent avoir une influence
sur le renforcement tout autant que sur l’endommagement. Si on fait l’hypothèse que le ren-
forcement est surtout lié au phénomène de cristallisation, alors il est raisonnable de supposer
que les cristallites sont dirigées selon la direction principale puisqu’elles se forment dans la
direction d’extension des chaînes macromoléculaires. Mais comme l’endommagement, le
renforcement esta priori un phénomène local, à l’échelle de la fissure. Il faut donc, encore
une fois, trouver une grandeur déterminée à l’échelle du volume élementaire et qui soit liée
à la grandeur locale qui représente le renforcement.

La figure7.41représente la durée de vie en fonction du maximum et du minimum au
cours du cycle de la contrainte principale maximale pour les chargements renforçants sur
éprouvette AE. On choisit une représentation fonction du minimum du chargement en raison
de la nature hystérétique de la cristallisation. Les essais de traction/torsion en opposition de
phase (TR180) et les essais de traction avec torsion constante (T-R) ne se superposent pas
aux autres : leur durée de vie est inférieure à celles obtenues en traction pour les mêmes
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valeurs des contraintes principales maximales. Ces deux types d’essais sont similaires à la
fois du point de vue de l’évolution de l’état de distorsion que du point de vue de la rotation du
repère principal (voir les figures5.19et 5.21du chapitre5). Il est donc difficile de conclure
quant à la nature de la variable de renforcement. D’autres essais sont nécessaires.

La détection du nombre de cycles à l’amorçage n’est pas aussi aisée dans le cas des
chargements renforçants que dans le cas des chargements non renforçants. En effet, on a
pu constater des amorçages internes en découpant des éprouvettes peu endommagées en
surface (pour la série T - R en particulier). Cet amorçage n’a pas été détecté par la méthode
décrite au chapitre5.

Remarque Ces amorçages internes ont déjà été observés par Saintier [73]. Il les ex-
plique par un meilleur renforcement en surface qu’à cœur.

Quelques essais de traction/traction contrôlés en effort ont également été effectués. La
figure7.42permet de comparer les durées de vie correspondantes avec celles obtenues en dé-
placement. On constate que les points ne coïncident pas. On pense que la raison de cet écart
réside dans l’absence de représentation des déformations rémanentes dans la loi de compor-
tement. Ces déformations rémanentes sont petites devant les déformations maximales vues
par le matériau, le modèle est donc suffisant pour décrire l’endommagement, qui dépend
plus des valeurs maximales que des valeurs minimales de la sollicitation. En revanche, les
déformations rémanentes peuvent être non négligeables devant les déformations minimales
vues au cours du chargement. L’erreur sur les grandeurs minimales calculées est donc rela-
tivement grande. On en déduit que la mise au point d’un modèle de renforcement nécessite
la représentation des déformations rémanentes.

La nécessité de représenter le phénomène de renforcement dans le contexte industriel
de cette étude n’est pas encore établie. En effet, les sollicitations appliquées aux pièces
antivibratoires sont d’amplitude et de moyenne variable ; aussi les déformations passent-
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FIG. 7.43 –Suspente vue de côté. FIG. 7.44 –Suspente vue de face.

elles régulièrement par l’origine. On ne sait pas dans quelle mesure le renforcement dépend
de l’histoire du chargement. Des travauxs récents [85, 73] suggèrent que la cristallisation est
un phénomène hystérétique cumulatif, nécessitant plusieurs cycles pour se mettre en place
et détruit par un passage à l’état de repos. Seules les pièces soumises à une sollicitation
moyenne importante (comme par exemple les supports du moteur , qui en supportent le
poids) seraient donc susceptibles de se renforcer par cristallisation. Cette dernière est par
ailleurs fortement réduite à température élevée. Les températures sous capot rendraient alors
l’influence du phénomène de cristallisation marginale. Ceci devra être confirmé par des
essais de fatigue en température.

7.5 Application à une structure industrielle : la suspente d’échap-
pement

Une suspente d’échappement a été moulée dans le même matériau que celui qui a été
utilisé pour toute l’étude. La pièce est représentée sur les photographies7.43et 7.44. Des
essais de traction simple contrôlés en déplacement ont été réalisés sur cette pièce. Les fis-
sures apparaissent en surface, aux plis des bras. La figure7.46montre la courbe de Wöhler
obtenue avec la contrainte maximale cumulée. Le maillage utilisé pour le calcul de la pièce
est montré figure7.45. Les trajets de chargement sont analysés aux nœuds référencés C et E,
qui correspondent aux contraintes maximales dans les zones d’apparition des fissures. Les
deux zones critiques voient en fait des sollicitations locales très similaires ; les points des
bras extérieur et central sont donc quasiment superposés. On constate que les points sont
situés légèrement en dessous de la droite prévue avec les essais sur éprouvette AE2. Ceci
peut être dû à un maillage trop grossier, ou bien au mode d’élaboration qui est à l’origine
d’une assez grande dispersion sur les propriétés du matériau.

RemarqueL’essai réalisé ici n’est pas un cas test discriminant. En effet, la sollicitation
est très simple : uniaxiale, et ne faisant apparaître qu’un seul cycle localement. Seule la
géométrie est plus complexe que celle des éprouvettes utilisées jusqu’ici.
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FIG. 7.45 –La moitié de la suspente est maillée. Une condition de symétrie est imposée
sur le plan médian. On impose un déplacement vertical à l’un des deux cyclindres rigides
emmanchés dans le caoutchouc. Les chargements sont analysés aux nœuds marqués d’un
point noir, référencés C (bras central) et E (bras extérieur).
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7.6 Conclusion

On a abordé dans ce chapitre plusieurs points importants. Tout d’abord, on a montré que
la durée de vie dépend des grandeurs mécaniques en régime cyclique, d’où la nécessité d’une
description adéquate du comportement stabilisé. On a ensuite montré que la contrainte et la
déformation principales maximales permettent de représenter divers trajets de chargement,
à condition que le cycle de chargement local soit unique. Lorsque le chargement comprend
plusieurs cycles, on utilise une règle de cumul linéaire qui permet de représenter l’endomma-
gement total occasionné par le chargement. Ce cumul d’endommagement peut s’interpréter
comme la propagation d’une micro-fissure. Les résultats obtenus avec le cumul de la dé-
formation et de la contrainte principale maximale sont satisfaisants. Il est prévu d’éprouver
cette règle de cumul sur un chargement d’amplitude variable, de type aléatoire.

Comme l’analyse préliminaire menée au chapitre5 le suggérait, il n’a pas été possible
de déterminer l’influence de la pression sur l’endommagement à l’aide de ces essais. La
bibliographie et les quelques ruptures survenues à cœur sous l’insert laissent penser qu’il
faudrait en tenir compte.

Les essais de rapport de charge positif conduisent à une durée de vie plus élevée que
des essais de même amplitude de rapport de charge nul. Cet effet de renforcement a une
composante multiaxiale importante ; des essais supplémentaires sont nécessaires pour la dé-
terminer. En outre, la description des déformations rémanentes pourrait avoir son importance
pour représenter correctement ces essais.
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Conclusions générales et perspectives

L’objectif de ce travail était de donner des outils de prévision de la tenue en service
des structures réalisées en caoutchouc soumises à un chargement mécanique répété, une de-
mande de PSA Peugeot Citroën. Le caractère industriel de cette étude et de ses applications
a conduit à choisir des modèles faciles à implanter dans les outils informatiques existants et
à faible nombre de coefficients matériau.

La démarche qui a été mise en place est constituée de deux étapes découplées :

1. représenter le comportement du caoutchouc en régime stabilisé ;

2. identifier une grandeur mécanique corrélée à la durée de vie.

Chacune de ces deux étapes a donné lieu à la réalisation d’un grand nombre d’essais,
effectués chez Modyn-Trelleborg. Un seul matériau a été étudié : un caoutchouc naturel
chargé de noir de carbone, le matériau le plus courant pour les applications antivibratoires
de l’automobile.

Sur le comportement

Les comportements monotone et cyclique du matériau ont été caractérisés à l’aide d’es-
sais sur éprouvettes simples. L’influence de paramètres comme l’intensité, la multiaxialité
ou la vitesse du chargement a été observée. Différents phénomènes ont été identifiés, mais
seuls certains ont été retenus pour la modélisation :

Élasticité non linéaire Le raidissement aux grandes déformations est associé à la déforma-
tion élastique maximale du réseau macromoléculaire.

Incompressibilité On fait l’hypothèse classique de transformation isochore. Toutefois, la
littérature suggère qu’elle est vérifiée en compression mais pas en extension.

Effet Mullins Le matériau soumis à un chargement cyclique présente un adoucissement
très important par rapport à la courbe de première charge. Après cinq cycles, on
considère que le comportement n’évolue plus. L’ampleur de la perte de raideur va-
rie comme le chargement maximal vu par le matériau. Par ailleurs, cet adoucissement
est anisotrope : il se produit essentiellement dans la direction de traction et modifie
très peu le comportement dans la direction transverse. Le matériau ainsi accommodé
est donc anisotrope.

D’autre phénomènes ont au contraire été écartés de la modélisation :
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Viscosité La viscoélasticité du matériau ne se manifeste pas de façon notable dans la gamme
de vitesse où le matériau est sollicité dans cette étude. On choisit donc de ne pas en
tenir compte.

Déformations rémanentesLes déformations observées à effort nul après un chargement
sont en partie recouvrables, en partie définitives. Dans la mesure où elles sont limi-
tées, et où l’endommagement par fatigue des matériaux dépend essentiellement du
chargement maximal, on juge inutile de décrire ce phénomène.

Modèle de comportement

Un modèle de comportement en régime cyclique est proposé. On suppose que la ré-
ponse du matériau ne dépend que des variables cycliques : elle est indépendante du trajet
de chargement suivi pendant la période transitoire. L’endommagement est constant : il ne
peut pas évoluer puisqu’on fait l’hypothèse que le comportement est stabilisé. Il est décrit
par les élongations maximales vues dans un nombre fini de directions matérielles au cours
du chargement cyclique, ceci afin de représenter l’anisotropie induite par le chargement. Le
choix des élongations maximales est motivé par le mécanisme d’altération du réseau macro-
moléculaire pour expliquer l’effet Mullins. La forme de la densité d’énergie par direction
est choisie sur des critères phénoménologiques uniquement.

Les deux coefficients matériau du modèle sont identifiés sur le cinquième cycle d’essais
stabilisés. Des essais à plus grand nombre de cycles indiquent qu’il serait plus judicieux de
les identifier à quelques centaines de cycles, de façon à ce que la réponse ne dépende plus
du type de contrôle (effort ou déplacement). Le modèle représente très bien la traction et le
glissement, moins bien la compression.

La détermination des élongations maximales qui paramètrent le modèle n’est pas triviale
dans une structure quelconque. Elles doivent être solution d’un problème implicite, puisque
ces élongations qui gouvernent le comportement local doivent également être les élonga-
tions maximales effectivement atteintes au cours du cycle. L’existence de cette solution n’a
d’ailleurs pas été démontrée. Le problème est résolu de manière itérative, en utilisant la
courbe enveloppe du comportement comme une courbe de charge fictive. La loi de com-
portement est enfin implantée dans le code Abaqus sous la forme d’un sous-programme
utilisateur.

Le comportement à cinq cycles est simulé par un calcul aux éléments finis pour les deux
éprouvettes axi-symétriques et comparé aux essais. Étant donné le faible nombre de coeffi-
cients du modèle et la dispersion expérimentale due au mode d’élaboration du matériau, les
résultats obtenus sont très satisfaisants.

Perspectives

Les améliorations à apporter au modèle porteraient sur les points suivants :
– une identification des coefficients matériau à un plus grand nombre de cycles, ce qui

suppose d’avoir un critère indiquant l’établissement effectif du régime stabilisé ;
– une meilleure description de l’état de compression ;
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– une mesure expérimentale de la compressibilité en extension et en régime cyclique du
matériau, afin de valider ou au contraire de remettre en cause l’hypothèse de transfor-
mation isochore ;

– l’identification des mécanismes physiques à l’origine des déformations rémanentes
observées et leur représentation dans le modèle.

Sur la durée de vie

La durée de vie est définie ici comme l’apparition d’une fissure d’un millimètre environ.
Il s’agit d’une taille détectable à l’œil nu et par la mesure de la raideur de l’éprouvette, mais
cependant relativement petite devant la taille de la structure. On peut donc raisonnablement
faire l’hypothèse que la présence de la fissure ne modifie pas la distribution des contraintes
et des déformations à l’échelle de la taille caractéristique de la structure, l’échelle qui doit
par ailleurs être choisie pour le maillage destiné aux calculs par éléments finis.

De nombreux essais cycliques sont réalisés sur les deux éprouvettes axisymétriques
choisies. L’accès aux différentes grandeurs locales, au point d’apparition de la fissure, se
fait par un calcul aux éléments finis, réalisé avec le modèle de comportement décrit précé-
demment.

Sollicitations uniaxiales

L’éprouvette la moins entaillée (AE42) est consacrée aux essais de traction uniaxiale.
On met en évidence l’effet du rapport de charge sur la durée de vie :

– la compression ne provoque pas d’endommagement ;
– les essais de traction/traction ont une durée de vie bien plus importante que des essais

de traction simple de même amplitude.
L’effet du type de contrôle (effort ou déplacement) est mis en évidence par la réalisation de
deux courbes de Wöhler. La durée de vie des essais contrôlés en déplacement est supérieure
à celle des essais contrôlés en effort, lorsqu’on les compare à l’aide des déplacements ou
efforts au premier cycle. En revanche, lorsqu’on les compare à l’aide des efforts ou dépla-
cements en régime stabilisé, ils sont équivalents. On montre que le comportement proposé
ci-dessus, bien qu’identifié sur le cinquième cycle seulement (alors que le régime stabilisé
n’est pas encore complètement établi), permet de décrire de manière satisfaisante les deux
types d’essais. On montre également l’effet d’une précharge d’amplitude plus importante
que celle de l’essai d’endurance : bénéfique lorsque l’essai est contrôlé en déplacement et
néfaste lorsqu’il est contrôlé en effort. Cet effet s’explique par l’adoucissement du matériau
qui se produit pendant la phase de précharge. La prise en compte de cet adoucissement dans
le modèle de comportement proposé en première partie permet d’améliorer la prévision de
la durée de vie pour ces essais. Le cas des chargements d’amplitude variable n’a pas été
traité ici, mais on suppose que la description de ce phénomène sera importante dans ce cas
également : le comportement est déterminé par les cycles d’amplitude maximale vus pré-
cédemment au cours de la vie de la structure. L’endommagement provoqué par les cycles
d’amplitude inférieure sera donc modifié par l’existence de ces cycles de grande amplitude.
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Sollicitations multiaxiales

L’éprouvette la plus entaillée (AE2) est consacrée à l’étude de l’influence de la mul-
tiaxialité sur la durée de vie. De nombreux essais combinant des sollicitations de traction
et de torsion sont réalisés. Pour des essais sans rotation importante du repère principal, les
différentes grandeurs envisagées (contrainte ou élongation principale, cisaillement, éner-
gies) donnent des résultats équivalents en terme de corrélation avec la durée de vie mesurée.
L’analyse des angles de fissuration mesurés pour certaines séries d’essais, ainsi que les ob-
servations microscopiques issues de la littérature, indiquent que le matériau est sensible aux
sollicitations normales plutôt qu’au cisaillement. Les essais pour lesquels le repère principal
tourne beaucoup font apparaître localement plusieurs cycles de chargement. On propose une
règle de cumul d’endommagement linéaire pour ces essais, qui donne des résultats satisfai-
sants. Ce critère devra être évalué par la suite sur des essais plus complexes, d’amplitude
variable.

Renforcement

Seuls les essais pour lesquels le matériau ne passe jamais par l’état de déformation nulle
sont mal représentés par ce modèle ; leur durée de vie est bien supérieure aux essais de même
amplitude mais passant par l’état de déformation nulle. La littérature suggère que dans ce
cas, il existe un mécanisme de renforcement qui retarde l’endommagement. Le mécanisme
de ce renforcement n’est pas identifié de manière certaine. Il pourrait s’agir d’un phénomène
de cristallisation de la gomme. Il semble lié à la valeur minimale de la sollicitation, mais on
ne sait pas quelle grandeur est la plus judicieuse d’un point de vue multiaxial. En effet,
on dispose de peu d’essais discriminants de ce point de vue. D’autre part, l’estimation de
cette sollicitation minimale est plutôt mauvaise, car le modèle de comportement utilisé ne
représente pas les déformations rémanentes.

Perspectives

Certains points mériteraient d’être approfondis. En particulier, on pourrait proposer :
– de déterminer l’influence de la pression hydrostatique ;
– de réaliser des essais de traction biaxiale afin de complèter la base expérimentale du

point de vue des états de distorsion ;
– d’éprouver la règle de cumul sur un chargement d’amplitude variable ;
– de comprendre les mécanismes physiques du phénomène de renforcement et de dé-

terminer une variable de renforcement multiaxiale.

On montre dans ce mémoire que des modèles simples suffisent pour estimer la durée de
vie, qui résulte pourtant de mécanismes d’endommagement complexes. En particulier, on
montre qu’il est possible de représenter le comportement en régime stabilisé avec seulement
deux coefficients matériau et sans décrire la période transitoire lourde en temps de calcul.
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En utilisant ce modèle de comportement, on montre que des grandeurs mécaniques simples,
comme la déformation principale maximale ou la contrainte normale, sont bien corrélées
avec la durée de vie. Une loi de cumul est proposée pour tenir compte des chargements à
cycles multiples. Les résultats obtenus sont satisfaisants.
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Annexe A

Caractéristiques du matériau

A.1 Formulation

Ingrédient Quantité (pce) Pourcentage en masse (%)

Caoutchouc naturel 100 64.1
Oxyde de zinc 9.95 6.4
Plastifiant 3 1.9
Noir de carbone 34 21.8
Acide stéarique 3 1.9
Antioxydant 2 1.3
Accélérateurs 4 2.6

Remarque La formulation d’un caoutchouc est généralement donnée en pourcentage
de la gomme (noté pce) et non en pourcentage de la masse totale de tous les ingrédients
(noté %), à la manière d’une recette de cuisine.
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A.2 Caractéristiques mécaniques

Caractéristique Méthode Unité Valeur

Dureté DIDC ISO 48 (94) Pts 62
Dureté Shore A ISO 868 (98) Pts 58
Résistance à rupture ISO 37 (94) MPa 23.5
Allongement à rupture ISO 37 (94) % 600
DRC après 22h à 70˚C ISO 815 (91) % 22.4
Densité ISO 2781 (88) g/cm3 1.13
Résistance au déchirement ISO 34-2 (96) kN/m 56
Vieillissement air 7j 70˚C
Variation de résistance à rupture ISO 37 (94) % −8.5
Variation d’allongement à rupture ISO 37 (94) % −18.2
Variation de dureté DIDC ISO 48 (94) Pts +6
Variation de dureté Shore A ISO 868 (98) Pts +6
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Annexe B

Représentation des essais de
caractérisation

B.1 Généralités

On traite ici deux cas de comportement : les comportements en invariantW (I1, I2) et les
comportements qui peuvent s’écrire comme la somme des comportements unidirectionnels
dansNα directionsW =

∑Nα
α w(λα).

On suppose que les transformations s’effectuent à volume constant. Les contraintes sont
donc définies à un multiplicateur de Lagrange près. Dans le cas des comportements en inva-
riants on a donc :

σ = 2
∂W

∂I1
G + 2

∂W

∂I2
(I1G−G2)− ηI,

où :
G = F tF

Par le théorème de Caley-Hamilton, il vient :

σ = 2
∂W

∂I1
G− 2

∂W

∂I2
G−1 − η′I .

On en déduit le tenseur de Boussinesq :

B = 2
∂W

∂I1
F + 2

∂W

∂I2
(I1F −G · F )− η tF−1 .

Dans le cas des comportements discrétisés sur plusieurs directions, on a :

σ =
∑
α

pα

λα

∂w

∂λα
(F Dα)⊗ (F Dα)− ηI,

soit :

B =
∑
α

pα

λα

∂w

∂λα
(F Dα)⊗ Dα − η tF−1 .

Dans les deux cas, le multiplicateur de Lagrangeη est déterminé en annulant les contraintes
sur les bords libres.
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B.2 Lois en invariants

B.2.1 Traction et compression uniaxiales

F =




λ

1/
√

λ

1/
√

λ


 σ =




σ11

0
0




Les deux premiers invariants s’écrivent :

I1 = λ2 +
2
λ

I2 = 2λ +
1
λ2

.

On en déduit les contraintes :

B11 = 2
∂W

∂I1

(
λ− 1

λ2

)
+ 2

∂W

∂I2

(
1− 1

λ3

)
.

B.2.2 Cisaillement pur

L’éprouvette est longue, de façon à assurer un état de déformations planes.

F =




λ
1/λ

1


 σ =




σ11

0
σ33




Les deux premiers invariants sont égaux :

I1 = I2 = 1 + λ2 +
1
λ2

.

On en déduit les contraintes :

B11 = 2
(

∂W

∂I1
+

∂W

∂I2

)(
λ− 1

λ3

)

Remarque Malgré son nom, l’essai dit« de cisaillement pur» ne génère pas un état de

cisaillement pur mais contient également une composante de traction. En effet, la pression
vaut :

tr σ = 2
∂W

∂I1

(
1 + λ2 − 2

λ2

)
+ 2

∂W

∂I2

(
2λ2 − 1

λ2
− 1

)
> 0 pour λ > 1 (B.1)
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B.2.3 Glissement simple

F =




1 γ
1

1


 σ =




σ11 σ12

σ21 σ22

0




Les deux premiers invariants sont égaux :

I1 = I2 = 3 + γ2

En écrivant la condition de bord libreσ33 = 0, on déduit quep = 0 et l’expression des
contraintes :

B = 2
∂W

∂I1




0 γ
γ 0

0


 + 2

∂W

∂I2




−γ2 γ
γ + γ3 −γ2

0




soit :

B12 = 2
(

∂W

∂I1
+

∂W

∂I2

)
γ .

RemarqueLes essais de cisaillement pur et de glissement simple sont considérés comme
équivalents car ils produisent le même état de distorsion (leur trajet de chargement dans un
diagrammeI1-I2 est le même, et le gradient de la transformation est identique si on l’écrit
dans les directions principales). Ils sont pourtant différents sur deux points. D’une part, les
directions principales deC sont constantes dans l’essai de cisaillement pur tandis qu’elles
tournent dans l’essai de glissement simple. Elles sont données par :

(
1
2
(−γ ±

√
4 + γ2), 1, 0

)
.

D’autre part, l’état de pression est différent entre les deux essais. En effet, pour le glissement
simple on a :

tr σ = 2
(

∂W

∂I1
− ∂W

∂I2

)
γ2,

soit, en l’écrivant dans le repère principal (λ correspondant à l’élongation principale max) :

tr σ = 2
(

∂W

∂I1
− ∂W

∂I2

)(
−2 + λ2 +

1
λ2

)
.

Il s’agit d’un résultat différent de celui trouvé pour le cisaillement pur (cf.B.1).

RemarqueOn écrit les contraintes sur les bords obliques de l’éprouvette, de normale
en configuration de référence N= (−1, 0, 0) :

B.N =




2∂W
∂I1

+ 2∂W
∂I2

γ

−2∂W
∂I1

γ − 2∂W
∂I2

(γ + γ3)
0


 6= 0 .

On constate que la condition de bord libre n’est pas respectée. Ainsi, l’hypothèse sur la
forme du gradient de la tranformation n’est pas exacte.
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B.3 Lois discrétisées sur plusieurs directions fixes

La démarche est la même que précédemment, aussi les résultats sont-ils donnés directe-
ment.

B.3.1 Traction et compression uniaxiales

B11 =
∑
α

pα

λα

∂w

∂λα

(
λ2Dα2

1 −
1
λ2

Dα2
2

)

B.3.2 Cisaillement pur

B11 =
∑
α

pα

λα

∂w

∂λα

(
λDα2

1 −
1
λ3

Dα2
2

)

B.3.3 Glissement simple

B12 =
∑
α

pα

λα

∂w

∂λα

(
Dα

2D
α

1 + γDα2
3

)
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Annexe C

Description d’un tenseur symétrique
par sa projection sur 6 directions

On démontre ici qu’il suffit pour caractériser complètement un tenseur de connaître sa
projection sur 6 directions (voir [25]).

On considère un ensemble de 6 directions définies par leur vecteur directeur unitaire Nα.
Les tenseursBα définis comme suit :

Bα = Nα ⊗Nα

forment une base de l’espace des tenseurs symétriquesS à condition d’être linéairement
indépendants (carS est de dimension 6).

aαBα = 0 ⇔ ∀α ∈ {1, ..., 6} aα = 0 (C.1)

On suppose que cette condition est remplie. Tout tenseurS appartenant àS peut donc
s’écrire dans la base(Bα)α∈{1,...,6}. On définit alors le produit scalaire sur :

∀S,S0 ∈ S 〈S | S0〉 =
6∑

α=1

6∑

β=1

SαMαβS′β

avec
Mαβ = Bα : Bβ

(Mαβ)α,β∈{1,...,6} est symétrique, définie, positive et donc inversible. On note son inverse
(Mαβ)α,β∈{1,...,6} et on note(Bα)α∈{1,...,6} la base duale de(Bα)α∈{1,...,6} définie comme
suit :

Bα = MαβBβ

On a alors :
Bα : Bβ = Bα : Bβ = δαβ

Ainsi, à condition de choisir 6 directionsNα indépendantes au sens défini parC.1, tout
tenseur symétriqueS peut s’écrire :

S = SαBα avec Sα = S : Bα
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RemarqueLa condition d’indépendance des directions est équivalente àdetM 6= 0.

La conséquence pratique de tout ceci est que le tenseur des élongations de CauchyC
peut être complètement défini par une mesure des élongations dans 6 directions indépen-
dantes (au sens défini parC.1) :

C = λα2Bα
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Annexe D

Anisotropie

L’essai décrit en1.5.2et représenté de manière schématique par la figureD.1 met en
évidence le caractère anisotrope de l’accommodation. On désire simuler le comportement
de l’éprouvette prélevée.

Le gradient de la transformation du cisaillement pur s’écrit, dans son repère principal
XYZ :

FXY Z =




1 0 0
0 Λ 0
0 0 1

Λ




soit, dans le repère xyz (repère principal de la traction) :

Fxyz =




1 (Λ− 1) cos θ sin θ 0
(Λ− 1) cos θ sin θ sin2 θ + Λcos2 θ 0

0 0 1
Λ




On en déduit la valeur des élongations maximales selon les directions de calcul :

λα
m = max

√
Dα · tFxyz · Fxyz · Dα

Il reste alors à calculer la réponse à l’essai de traction, de gradient de transformation,

Y

x

θ

y

X

FIG. D.1 –Une éprouvette de traction est découpée dans une éprouvette de cisaillement pur
préalablement accommodée dans la direction Y. La découpe est réalisée selon un angleθ.
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dans xyz :

F =




λ 0 0
0 1√

λ
0

0 0 1√
λ




Les contraintes de Boussinesq, dans la direction de traction, valent donc :

B11 =
∑
α

pα

λα

∂w

∂λα
(λα, λα

m)
(

λ2Dα2
1 −

1
λ2

Dα2
2

)

avecλα
m calculés précédemment en cisaillement pur.
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Annexe E

Implantation de la loi de
comportement dans Abaqus

E.1 Implantation d’une loi de comportement en grandes défor-
mations dans Abaqus

La loi de comportement est implantée dans Abaqus [42] sous la forme d’un programme
Fortran appelé Umat (comme User MATerial)1. Les grandeurs à fournir sont d’une part les
contraintes, d’autre part une matrice tangente aux contraintes qui sera utilisée comme direc-
tion de recherche par l’algorithme de convergence du code. La mesure des contraintes uti-
lisée est celle de Cauchy. Cependant, la mesure lagrangienne étant plus naturelle lorsqu’on
traite des problèmes en grandes déformations, on commencera par exprimer les grandeurs
nécessaires dans leur formulation lagrangienne :

Π =
∂W

∂E
et El =

∂Π
∂E

=
∂2W

∂E2
(E.1)

L’expression eulérienne des contraintes et du tenseur d’élasticité se déduit de leur expression
lagrangienne par le transport de la configuration initiale vers la configuration actuelle :

Jσij = ΠabFiaFjb et JEe
ijkl = El

abcdFiaFjbFkcFld

Abaqus utilise une formulation dite lagrangienne réactualisée, c’est-à-dire en prenant comme
configuration de référence à l’instantt la configuration à l’instantt− 1. Le tenseur d’élasti-
cité attendu dans la UMAT s’écrit donc comme la somme d’un terme de convection et d’un
terme de transport :

Eabq =
1
J

∂ ˙(Jσ)
∂d

= (σ · I+ I · σ) + Ee

1Abaqus propose aussi un autre type de programme, appelé UHYPER, dévolu à l’implantation de lois de
comportement hyperélastiques incompressibles ou quasi-incompressibles. Son formalisme en invariants deC

est particulièrement adapté à la programmation des lois classiques pour les élastomères, mais suppose l’isotropie
du comportement, ce qui n’est pas le cas ici.
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E.2 Cas du comportement compressible

Les contraintes s’obtiennent en décomposant l’énergie sur les directions de discrétisa-
tion :

∂W

∂E
= pα ∂w

∂λα

∂λα

∂E

On en déduit l’expression du tenseur d’élasticité lagrangien :

(
∂2W

∂E2

)

ijkl

= pα ∂2w

∂λα2

(
∂λα

∂E

)

ij

(
∂λα

∂E

)

kl

+ pα ∂w

∂λα

(
∂2λα

∂E2

)

ijkl

où les dérivées simples et doubles des élongations dans chaque direction par rapport aux
déformations s’écrivent respectivement :

(
∂λα

∂E

)

ij

=
1
λα

Dα
iD

α
j (E.2)

et (
∂2λα

∂E2

)

ijkl

= − 1
λα

(
∂λα

∂E

)

ij

(
∂λα

∂E

)

kl

(E.3)

Il reste à exprimer le comportement monodirectionnel du matériau, soit, dans le cas de notre
loi :

∂w

∂λα
= G

λα
m

2 + a

λα
m

2 − λα2 + a

et

∂2w

∂λα2 =
2G

a
λα si λα = λα

m

= 2G
λα(λα

m
2 + a)

(λα
m

2 − λα2 + a)2
si λα < λα

m

E.3 Gestion de l’incompressibilité

La condition de transformation isochore est une liaison interne qui fait apparaître une in-
connue de pression hydrostatique. L’écriture des contraintes est modifiée par l’introduction
d’un multiplicateur de Lagrangeµ :

Π =
∂W

∂E
− µC−1

E.3.1 Cas des contraintes planes

L’hypothèse des contraintes planes permet de lever l’indétermination sur la pression
hydrostatique. En effet, la condition de transformation isochoredet(C) = 1 permet de
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réduire les variables de calcul aux variables du plan. L’élongation hors plan est alors donnée
parChp = 1/det(Ccp).

Il faut tenir compte de cette liaison lorsqu’on dérive des expressions oùChp intervient.
En particulier, les relationsE.2etE.3deviennent :

(
∂λα

∂E

)

ij

=
1
λα

Dα
iD

α
j +

(
∂Chp

∂Ccp

)

ij

Dα2
hp

et (
∂2λα

∂E2

)

ijkl

= − 1
λα

(
∂λα

∂E

)

ij

(
∂λα

∂E

)

kl

+
2
λα

(
∂2Chp

∂C2
cp

)

ijkl

Dα2
hp

avec :
∂Chp

∂Ccp
= −ChpC

−1
cp

et
∂2Chp

∂C2
cp

= Chp

(
C−1

cp ⊗C−1
cp − ∂C−1

cp

∂Ccp

)

E.3.2 Cas général tridimensionnel

On propose de relâcher légèrement la condition d’incompressibilité, c’est-à-dire de consi-
dérer que le matériau est en fait compressible et de maintenir le volume presque constant
par l’introduction d’une fonction de pénalisation. Le potentiel élastique s’écrit alors comme
la somme d’un terme de comportement à volume constant et d’un terme de pénalisation :

W pot = W (F ) + Kf(J)

où F = J−
1
3 F est le déviateur du gradient de la transformation et oùf , pour assurer

la stabilité du comportement, doit être une fonction convexe ayant son minimum en 1 et
croissant rapidement vers l’infini lorsqu’elle s’en éloigne.

f : ]0 +∞[−→ [0 +∞[ telle que :

f(1) = 0
∂f

∂J
(1) = 0

lim
J→0

f = +∞ lim
J→+∞

f = +∞

∀ J
∂2f

∂J2
> 0

Les nombreuses fonctions de pénalisation proposées dans la littérature sont en général
des combinaisons de la fontion logarithmique et des polynômes de degré deux. On pourra
se reporter à [21] pour une étude critique des fonctions de pénalisation les plus usitées. Plu-
sieurs remplissent toutes les conditions mathématiques requises (voir tableauE.1en fin de ce
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chapitre). Certaines permettent en outre de représenter correctement les essais de compres-
sibilité par identification d’un ou plusieurs paramètres. Pour cette étude, c’est la fonction :

f(J) =
1
4

(
ln2 J + (J − 1)2

)

qui a été retenue sur des critères de simplicité et de vitesse de convergence des calculs
numériques.

K doit être choisi suffisamment grand pour que le module de compressibilité soit106

fois plus grand que le module de cisaillement.
Les contraintes et le tenseur d’élasticité se décomposent maintenant en deux parties,

l’une associée au déviateur de la tranformation, notée•, l’autre à la pénalisation, notéẽ•.
Les formulesE.1 obtenues précédemment doivent être modifiées pour tenir compte de

la variation de volume. Les contraintes lagrangiennes s’écrivent désormais :

Π =
∂W

∂E
=

∂W

∂E
:
∂E

∂E

et la matrice d’élasticité lagrangienne :

El
ijkl =

(
∂2W

∂E2

)

ijkl

=
(

∂2W

∂E
2

)

abcd

(
∂E

∂E

)

baij

(
∂E

∂E

)

dckl

+
(

∂W

∂E

)

ab

(
∂2E

∂E2

)

baijkl

avec
∂E

∂E
= J−

2
3 (I− 1

3
C ⊗C−1)

et
(

∂2E

∂E2

)

ijklmn

= −2
3
J−

2
3 (IijklC

−1
mn + IijmnC−1

kl −
1
3
CijC

−1
kl C−1

mn − CijC
−1
kn C−1

lm )

Quant aux termes associés à la pénalisation, ils se calculent simplement :

σ̃ =
1
J

F
∂Kf

∂E
tF = K

∂f

∂J
I

Ẽabq = K

(
∂f

∂J
+ J

∂2f

∂J2

)
I ⊗ I

soit, avec la fonction de pénalisation choisie :

σ̃ = K
1
2

(
J − 1 +

ln J

J

)
I

Ẽabq = K
1
2

(
2J +

1
J
− 1

)
I ⊗ I
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Les cas des déformations planes et axi-symétriques (avec ou sans torsion) sont des cas
particuliers du cas tridimensionnel où certains termes du gradient de la transformation sont
connus.

Fdéf. planes=




F11 F12 0
F21 F22 0
0 0 1


 Faxisym=




FrR 0 FrZ

FθR FθΘ FθZ

FzR 0 FzZ




E.3.3 Éléments à formulation mixte

Pour assurer l’incompressibilité, Abaqus propose des éléments à formulation mixte qui
possèdent une variable suplémentaire en plus des déplacements : un multiplicateur de La-
grange associé à la pression hydrostatique.

Il n’est pas nécessaire d’utiliser ce type d’éléments car l’incompressibilité est déjà assu-
rée par la pénalisation introduite dans la loi de comportement. Cela permet toutefois d’amé-
liorer la convergence des calculs. Les éléments employés ici sont référencés CGAX4H.
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f
σ

=
∂
f

∂
J

∂
2
f

∂
J

2
E

a
bq

convexe
f(0)

f(+∞
)

12 (J
−

1)
2

J
−

1
1

2J
−

1
oui

12
+∞

12
ln

2
J

ln
J

J
1J
2 (1−

ln
J
)

1J
non

+∞
+∞
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−

1)
2
+

ln
2
J
)

12 (J
−

1
+

ln
J

J

)
12 (1

+
1J
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J
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1
+
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+
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Annexe F

Plans des éprouvettes diabolo
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FIG. F.1 –Éprouvette de type AE2.
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FIG. F.2 –Éprouvette de type AE42.
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Annexe G

Maillages des éprouvettes diabolo
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FIG. G.1 –Maillage 1 de l’éprouvette AE2.
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FIG. G.2 –Maillage 2 de l’éprouvette AE2.
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FIG. G.3 –Maillage 3 de l’éprouvette AE2.
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FIG. G.4 –Maillage 4 de l’éprouvette AE2.
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FIG. G.5 –Maillage 5 de l’éprouvette AE2.
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