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CALCUL MOULIEN ET THEORIE DES FORMES NORMALES
CLASSIQUES ET RENORMALISEES

Résumé :

La premiere partie de cette these présente le cadre des équations différen-
tielles a retard. Ces équations apparaissent notamment dans des modélisa-
tions de phénomenes physiques (calcul de marées) et physiologiques.

La recherche de forme normale d’équation différentielle a retard est rendue
difficile du fait de la dimension infinie de 'espace des conditions initiales. On
présente une méthode de calcul due a T. Faria qui permet de réduire cette
difficulté en utilisant des variétés centrales de dimension finie, sur lesquelles
on peut faire un calcul de forme normale «classique ». On étend ensuite ce
résultat a 'aide d'une méthode de G. Gaeta permettant la renormalisation de
formes normales usuelles, pour des équations différentielles ordinaires.

En utilisant ces deux méthodes, on démontre un théoréme donnant I'exis-
tence d’'une forme renormalisée d’équation différentielle a retard.

Dans une deuxiéme partie, on présente et on étudie le formalisme mou-
lien développé par Jean Ecalle. On utilise ce formalisme pour la recherche
de formes normales de champs de vecteurs, et on 'applique a des champs ha-
miltoniens en coordonnées cartésiennes, puis en coordonnées action-angle. On
obtient ainsi une nouvelle démonstration de la version formelle du théoréeme
de Kolmogorov et du théoreme de Birkhoff.

On présente également une feuille de calcul avec Maple mettant en ceuvre
certains de ces calculs, et témoignant ainsi de la remarquable aptitude du

formalisme moulien a étre utilisé dans les logiciels de calcul formel.

Mots-clés : systemes dynamiques ; forme normale ; équation différentielle
aretard ; renormalisation ; moule ; calcul moulien ; champ hamiltonien ; calcul

formel.



MoULD CALCULUS AND THEORY OF USUAL AND

RENORMALIZED NORMAL FORMS
Abstract:

This text is about normal forms of differential equations.

The first part of this text deals with retarded (or delayed) differential equa-
tions; these equations appear for example in tide computations and also in
physiological modeling, where they have a particular interest.

The search of normal forms of retarded differential equations is made dif-
ficult as the initial conditions space is of infinite dimension. We present a
computation by Faria which reduces this difficulty: first we make a projection
on a finite dimensional central manifold, on which it is possible to make a
classical (i.e. Poincaré-Dulac) normal form computation. Then we extend this
result with the help of Gaeta’s method of renormalization.

By using these two methods, we prove a theorem giving existence of a renor-
malized normal form of a retarded differential equation.

In the second part, we present the mould calculus by Jean Ecalle. We
use this formalism to compute normal forms of formal vector fields and ap-
ply it then to hamiltonian formal vector field in cartesian coordinates, then in
action-angle coordinates. We obtain then a new proof of a formal version of
Birkhoff’s theorem on normal forms, and Kolmogorov’s theorem.

We present also a Maple worksheet, which shows how easily mould can be

implemented in formal computations.

Keywords: dynamical systems; normal form; retarded differential equa-
tion; renormalization; mould calculus; hamiltonian vector field; formal com-

putation.
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INTRODUCTION

Cette these présente certains aspects et applications de la théorie des
formes normales des champs de vecteurs sur K" (K = R ou C) v étant un

entier, possédant un point d’équilibre a l'origine.

Origine de la notion de forme normale

On ne peut pas parler de forme normale sans évidemment citer I’ceuvre
de Henri Poincaré, qui donne dans ses Méthodes Nouvelles de la Mécanique
Céleste [42] le premier théoréme de normalisation formelle d'une équation dif-
férentielle, qui sera rapidement complété par Dulac ( [15,16]). Poincaré déve-
loppe en effet une théorie qualitative de 'étude des équations différentielles :
comment étudier le comportement local des solutions d’'une équation différen-
tielle au voisinage d’un point d’équilibre de cette équation ? Poincaré montre
qu’on peut simplifier d'une certaine maniére une équation différentielle (réso-
lue) au voisinage d’un point d’équilibre. La simplification la meilleure que 1’'on
puisse attendre est de déterminer un changement de variables qui conjugue
le champ a sa partie linéaire : c’est la linéarisation.

Cependant on ne peut pas toujours linéariser un champ car certains termes
ne peuvent étre simplifiés : ce sont les termes résonants, qui constituent une
obstruction a la linéarisation (voir [10]).

Soit A = (A4,...,A,) le spectre de la partie linéaire du champ. Pour m =
v

(m1,...,m,) dans N, on écrira m - A = Zlimi et x™ = x]""---x}'v. Soit alors
i=1
e;j le j¢ vecteur de base de K. On dira que le monéme x™e; est résonant si

Ai=m-A.
On a en particulier le résultat suivant, connu sous le nom de forme normale

de Poincaré-Dulac :
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Théoreme 0.0.1. — Soit X un champ de vecteurs formel sur C" tel que X (0) =
0, et dont la partie linéaire Xy est non nulle, sous forme diagonale (semi-

simple) :

v 0
Xiin=)_ /ljxja—,
J=1 xj

alors il existe un changement de variables formel x = y+h(y) tangent a l’identité
tel que le champ X exprimé dans les variables y soit conjugué a X et ne soit

constitué que de termes résonants.

La démonstration de ce théoreme s’effectue de maniere algorithmique, et
le calcul de A& & un ordre donné peut s’effectuer a 'aide d'un logiciel de calcul

formel.

Unicité de la forme normale et renormalisation

L'approche qualitative initiée par Poincaré se révele extrémement féconde
et donnera naissance a la théorie des systéemes dynamiques. Une question na-
turelle est la suivante : y a-t-il unicité d’'une forme normale d’'un champ de
vecteurs ? Les travaux de Baider [5, 6] donnent une réponse positive ; cepen-
dant, la forme normale construite par Baider n’est pas explicite ni calculable
(de maniere algorithmique) : dans la perspective de simplifier un champ afin
d’étudier le comportement qualitatif des trajectoires, on n’exigera donc pas
nécessairement 'unicité de I'objet simplifié; en revanche, il est intéressant
de pouvoir calculer de maniere effective un tel objet. La forme normale de
Poincaré-Dulac se calcule de maniere algorithmique, par exemple. Il peut étre
encore plus intéressant aujourd’hui de pouvoir mettre en ceuvre un calcul par
ordinateur de ces objets, qui peuvent, pour un champ donné, étre multiples.

Une forme « simplifiée » d'un champ est appelée par Ecalle « forme prénor-
male ». Dans le cas d'un champ hamiltonien, le théoréme de Birkhoff assure
que toutes les formes prénormales sont égales (voir par exemple [26]). En
revanche, certaines formes prénormales seront plus facilement calculables a
Paide d’un logiciel de calcul formel que d’autres. On développe ces problemes
dans la deuxiéme partie.

Ainsi, de nombreux travaux portent sur la recherche de I'unicité d’'une forme
normale, ou sur une simplification plus poussée que la forme de Poincaré-
Dulac. On trouvera un certains nombres de résultats classiques et récents

dans l'article de Stolovitch [50]. Dans I'optique d’obtenir une forme simplifiée
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qui soit « plus simplifiée » que la traditionnelle forme de Poincaré-Dulac et al-
gorithmique, nous présentons dans la premiére partie une amélioration de la
normalisation classique, due a Giuseppe Gaeta ( [27-29]). Cette technique de
renormalisation est basée sur la résolution d’équations homologiques degré
par degré, comme dans le calcul de la forme normale de Poincaré-Dulac, mais
avec une simplification plus poussée des termes. Elle consiste en un bon com-
promis pour arriver a une forme normale possédant une certaine unicité, tout

en ayant une bonne calculabilité, de maniere algorithmique.

Equations a retard

On voit ensuite une extension de la normalisation au cas des équations

différentielles a retard : on considere une équation du type
x=L(x)+ F(xy)

ou pour un r > 0 fixé, application x : I — K est continue et dérivable, x;(0) =
x(t +6), pour 0 dans [-r,0]; L est une application linéaire continue de C dans
K et F une application continue de C dans K. Ce type d’équation apparait
notamment dans la modélisation de phénomenes physiologiques (croissance
de certains types de cellules) et fait I'objet d’études par des équipes mixtes
INSERM-CNRS dans un but thérapeutique. On pourra consulter notamment
les travaux de M. Adimy sur le sujet [1].

Comme c’est souvent le cas dans le domaine des systémes dynamiques,
de nombreux articles étudient le comportement a long terme des solutions
d’équations différentielles a retard au voisinage d’objets invariants (cycles li-
mites ou points d’équilibre) ; 'étude des bifurcations est également récurrente,
et un excellent outil pour les déterminer est la mise sous forme « normale » ou
du moins sous forme simplifiée.

La difficulté de ce type d’équations est que ’espace des conditions initiales
n’est plus K" mais un espace de fonctions (fonctions continues de I dans K) de
dimension infinie.

Une méthode de normalisation, présentée notamment par T. Faria dans [25,
31] consiste a déterminer une variété centrale de dimension finie pour 1’équa-
tion de départ, variété sur laquelle on peut simplifier, par changements de va-
riables successifs, cette équation. On obtient ainsi une forme normale d’équa-
tion différentielle a retard.

Apres avoir présenté cette méthode, nous utilisons la méthode de Gaeta

pour améliorer celle de Faria. On obtient ainsi un résultat nouveau :
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Etant donnée une équation différentielle a retard, il existe une
transformation formelle telle que, sur la variété centrale, I'équa-
tion différentielle de départ a une forme normale renormalisée au

sens de Gaeta.

Calcul moulien

Dans l'optique d’approfondir et d’étendre les techniques de calcul des formes
normales de champs de vecteurs, on présente dans la deuxiéme partie cette
théorie dans le cadre du formalisme moulien de Jean Ecalle ([17-19,21]). Lin-
térét non négligeable de ce formalisme est d’'une part son universalité (nous
donnerons un sens plus précis a ce terme ultérieurement) mais aussi sa capa-
cité a étre utilisé par un logiciel de calcul formel comme Maple.

La quantité énorme d’informations que constituent les ouvrages d’Ecalle
peut malheureusement rebuter certains ; on pourra consulter [11] ou [45] pour
une introduction exhaustive.

Nous présentons dans la deuxiéme partie des éléments utiles pour appré-
hender ces objets que sont les moules. Ecalle et Vallet définissent les formes
prénormales continues dans [20,51] qui sont toutes autant de normalisations
possibles d’'un champ de vecteurs; on détaille ici 'exposition de la procédure
qui permet d’obtenir la forme élaguée car cette derniére se construit de ma-

niere analogue a la forme normale de Poincaré-Dulac.

Calcul formel

On présente un chapitre entier consacré a la mise en ceuvre a I'aide d’un lo-
giciel de calcul formel (avec Maple 13) du calcul de certains moules et de 1'uti-
lisation de ces moules pour le calcul de formes (pré)normales, ce qui constitue
une nouveauté dans cette thématique.

Lorsque l'on calcule a 'aide d’un logiciel de calcul formel, par exemple la
forme normale de Poincaré-Dulac de maniére classique, on est amené a ef-
fectuer des tests d’annulation faisant intervenir les coefficients du champ, ce
qui rend, en général, le calcul difficile, voire impossible, pour un ordinateur;
on pourra remarquer dans les feuilles de calcul que nous présentons (en an-
nexe) que l'utilisation des moules ne nécessite pas ce type de test : c’est un des
avantages frappants des moules, que de permettre une mise en ceuvre dans un

logiciel de calcul formel comme Maple ; par ailleurs, 'universalité des moules
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(pour le calcul de la forme élaguée par exemple) simplifie le travail de codage

pour plusieurs champs différents.

Le cas hamiltonien

On sait que la forme normale associée a un champ hamiltonien est unique;
cependant, la procédure de construction usuelle de la forme élaguée ne
conserve pas la structure hamiltonienne a chaque étape, du fait du choix de
la graduation habituelle, par composantes homogénes du champ.

On étend donc le formalisme moulien aux champs hamiltoniens en coordon-
nées cartésiennes, puis en coordonnées action-angle. On construit tout d’abord
un algorithme de normalisation qui conserve la structure hamiltonienne des
équations; chaque étape est alors une transformation canonique : on a dia
pour cela modifier la construction usuelle d’Ecalle. Lintérét de cette modifica-
tion est que la forme prénormale obtenue a chaque étape est encore un champ
hamiltonien ; c’est ce qui rend cette construction intéressante, par exemple
lors d’'un calcul par ordinateur.

En utilisant ce formalisme moulien qui conserve la structure hamiltonienne
a chaque étape, on redémontre les parties formelles des théoremes de la forme
normale de Birkhoff, et de Kolmogorov sur la persistance des tores invariants

d’un Hamiltonien compléetement intégrable perturbé.

Probléemes de convergence

Lorsque I'on calcule une forme normale d'un champ de vecteurs, on procede
généralement en décomposant le champ en série formelle et en effectuant des
étapes de « normalisation formelle » successives, puis on étudie la convergence
éventuelle des deux séries formelles obtenues : la série donnant la forme nor-
male du champ et la série donnant le changement de variables.

Les problemes de convergence lors de la normalisation d'un champ de vec-
teurs pour obtenir la forme de Poincaré-Dulac proviennent (historiquement
du moins) de 'accumulation de petits diviseurs.

Un intérét majeur du calcul moulien réside dans le fait qu’il permet d’étu-
dier de maniére puissante et originale la convergence (analytique) des séries

formelles qu’il définit, principalement par un réordonnement des termes, ce



16 INTRODUCTION

quEcalle appelle arborification : on contourne par cette méthode 'accumu-
lation des petits diviseurs. Nous présentons briévement cette notion au cha-
pitre 7 avec une application : la démonstration de la condition de Brjuno pour

la normalisation des champs de vecteurs holomorphes (voir [8]).



PARTIE 1

FORMES NORMALES
D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES A RETARD






CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LES SYSTEMES
DYNAMIQUES

Nous rappelons dans ce chapitre quelques notions classiques de systémes
dynamiques ; lorsqu’on étudie la dynamique d'un systeme différentiel, que ce
soit une équation différentielle ordinaire ou a retard, on commence par dé-
terminer les objets invariants, qui peuvent étre de natures diverses (points
fixes, variétés, orbites périodiques). Puis on étudie ’évolution du systéme au
voisinage de ces objets invariants. On pourra trouver les démonstrations des
théoremes de ce chapitre dans [53] ou [36] pour une introduction.

On fixe une norme |-| sur R" et on consideére ’équation différentielle
x=f(x) (1.1)

out f:U — RY est de classe €', U étant un ouvert de R¥. On rappelle les

définitions suivantes :

1.1. Points fixes

Un point fixe de (1.1) est une solution constante xg, i.e. un élément xy de U
tel que f(xg) = 0. Le point fixe est dit Ayperbolique si les valeurs propres de

D f(x() ont toutes une partie réelle non nulle.

1.2. Notions de stabilité

Définition 1.2.1 (Stabilité). — Soit ¥ une solution de (1.1) définie sur un
intervalle du type la,+ool, a réel. On dit que & est stable si, pour tout € > 0
il existe 6 > 0 tel que pour tout ¢y > a, pour toute solution y vérifiant |x(¢¢) —
y(to)l <98, alors |x(¢) — y(¢)| < € pour tout ¢ > #¢.

Une solution qui n’est pas stable est dite instable.
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Définition 1.2.2. — Soit ¥ une solution de (1.1). Cette solution est dite
asymptotiquement stable si elle est stable, et si pour toute solution y
de (1.1), il existe une constante 6 > 0 telle que si |x(zg) — y(¢¢)| < &, alors
Tim [x(2) - y(8)| = 0.

1.3. Ensembles invariants

L'étude des systemes dynamiques passe par la connaissance de leurs objets

invariants. Rappelons-en la définition :

Définition 1.3.1. — Liensemble S est dit invariant sous le champ de vecteurs
x = f(x) si toute solution x de I'équation différentielle ayant une condition ini-
tiale xo appartenant a S vérifie x(¢) € S pour tout # réel. On dira que I'ensemble

est positivement invariant si cette propriété est vraie pour tout ¢ > 0.

L'ensemble invariant le plus simple possible est un point fixe ou d’équilibre.
Ensuite viennent les orbites périodiques. Mais on ne peut pas se limiter a ces
deux catégories. La recherche de forme normale étant liée a I’étude de la partie
linéaire d'un champ de vecteurs, on regarde d’abord les ensembles invariants

d’un champ linéaire.

1.3.1. Sous-espaces stables d’'un champ linéaire autonome. — Consi-
dérons ’équation linéaire

x=Ax
ou A est une matrice constante carrée d’ordre n, x : R — R". On peut alors

écrire R"” comme une somme directe de trois sous-espaces vectoriels :
R*=E°eE“@E"°

ou E? (respectivement E*, E€) sont les sous-espaces propres généralisés de A
correspondant aux valeurs propres de A de partie réelle strictement négative
(respectivement strictement positive, nulle).

Rappelons enfin que le sous-espace propre généralisé correspondant a la
valeur propre A est Ker(A—A1d)"* ou m ) est la multiplicité de A comme racine
du polyndéme caractéristique de A ; c’est aussi la dimension de Ker(A —A1d)™*.

Chacun de ces trois sous-espaces est invariant par le flot du champ linéaire ;
ce sont respectivement les espaces stable (E°), instable (E"), et centre ou cen-
tral (E°).
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1.3.2. Variétés invariantes d’'un champ autonome. — Pour un champ

quelconque, possédant un point fixe a 'origine :
x=f), f(0)=0

et en notant A = Df(0), on a le théoréme suivant (dit théoreme de la variété

stable, ou instable ou centrale) :

Théoréme 1.3.2. — Si [ est de classe ¢°,s > 2, et les espaces E°,E" et E€ sont
respectivement de dimension p,q,r, alors le point fixe 0 du champ admet trois

variétés invariantes de classe €° : une variété stable W (0) de dimension p,

loc
une variété instable Wy, (0) de dimension q et une variété centrale Wy, (0) de
dimension r.

Ces trois variétés ont en commun le point d’équilibre 0 et sont chacune tan-
gente respectivement au sous-espace correspondant du champ linéaire en 0. De

plus, ce sont localement des graphes au-dessus des espaces correspondant :

W (0) = {(u,v,w) € R*xR* xR v = h}(u),w = h} (u),Dh;(0)=0,Dh; (0) =
0,|u| assez petit} s
Wi (0) = {(u,v,w) € R°xR* xR, u = hl(v),w = hl(v),Dh%(0)=0,Dh; (0) =
0,|v]| assez petit};
Wi (0) = {(,0,w) € R xR xR, u = h&,(w),v = h(w), Dh5,(0) = 0, DAL(0) =

0,|lw| assez petit} ;

Wi (0) et Wy2 (0) sont uniques, ce qui n’est pas le cas a priori de Wy (0).

Il faut bien noter qu’on parle de variété invariante d’un point d’équilibre ici.
Lorsque le point d’équilibre est hyperbolique (pas de valeur propre de partie
réelle nulle, i.e. E = @), ce théoréme assure que les trajectoires ayant des
conditions initiales « proches » du point d’équilibre se comportent comme les
trajectoires du systéme linéarisé.

En revanche, il ne semble pas possible de relier le comportement des trajec-
toires sur la variété centrale a celui des trajectoires sur E¢ dans le cas ou ce

dernier est non vide.

1.4. Variété centrale

Nous reprenons le livre de Wiggins [53] pour cet aparté. L'intérét des varié-
tés centrales dans un systéme dynamique est en général de réduire le nombre

de degrés de liberté. De nombreux exemples se trouvent notamment dans [9].
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Ce sera a fortiori d’'une grande utilité dans le cas d’'un systeme dynamique de
dimension infinie, comme une équation différentielle a retard.

Considérons un champ de vecteurs de la forme suivante :

x=Ax+f(x,y)
{ (1.2)

y=By+g(x,y), (x,y)eR°xR’,

£(0,0)=0, Df(0,0)=0,
g(O’O):O, Dg(0,0)=0

Avec ces notations, A est une matrice carrée d’ordre ¢ dont les valeurs
propres sont toutes de parties réelles nulles et B une matrice carrée d’ordre s
dont les valeurs propres sont toutes de parties réelles strictement négatives;
f et g sont des fonctions de classe au moins €’,r > 2. La définition d’'une

variété centrale est alors la suivante :

Définition 1.4.1. — Une variété invariante d'un systéeme dynamique est une
variété centrale si c’est un graphe local au-dessus de l’espace central, tangent

a celui-ci :
We(0) = {(x,) € R xR,y = h(x),I+] < 6,h(0) = 0,DA(0) = 0},

pour 0 assez petit.
Le théoreme qui suit assure I'existence d’'une variété centrale :

Théoreme 1.4.2. — Il existe une variété centrale pour le systeme (1.2) de
classe €". La dynamique de (1.2) restreinte a la variété centrale est, pour u

assez petit, donnée par le champ de vecteur suivant, de dimension c :
u=Au+ f(u,h(u)),ucR". (1.3)

Le résultat suivant implique que la dynamique de (1.3) pres de u = 0 déter-

mine la dynamique de (1.2) pres de (x,y) =(0,0).

Théoreme 1.4.3. — 1) Sila solution nulle de (1.3) est stable (resp. asympto-
tiquement stable, instable) alors la solution nulle de (1.2) est stable (resp.
asymptotiquement stable, instable).

it) Dans le cas ot la solution nulle de (1.3) est stable. Alors, si (x(t),y(t)) est

une solution de (1.2) avec (x(0), y(0)) assez petit, il existe une solution u(t)
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de (1.3) telle que, lorsque t — +oo,
x(t) = u(t)+ 0™
y(&) = h(u(®)+ 0™,
ou y est une constante > 0.
Ainsi, lorsque les conditions initiales du systéme de départ sont assez

proche du point d’équilibre, les trajectoires qui en sont issues approchent de

maniere asymptotique une trajectoire sur la variété centrale.

1.5. Calcul explicite des variétés centrales

Le probleme est maintenant de calculer explicitement la variété centrale,
c’est-a-dire la fonction . Nous allons obtenir une équation vérifiée par A.

On écrit la variété centrale sous la forme classique :
We(0) = {(x,) € R xR*, y = h(x), x| < 5,h(0) = 0,Dh(0) = 0},

ou 0 est un réel strictement positif assez petit.
Un point (x,y) de W¢(0) vérifie

y = h(x).
En dérivant par rapport au temps, on obtient
y =Dh(x)x. (1.4)
Tout point de W¢(0) vérifie le systéme (1.2), d’ou :
x=Ax+ f(x,h(x))
{ vy =Bh(x)+ g(x,h(x))

et en réinjectant dans (1.4), on obtient :

Dh(x)|Ax+ f(x,h(x))| = Bh(x)+ g(x, h(x));

ce qui se réécrit :

N (h(x))=Dh(x)|Ax + f(x,h(x)) | = Bh(x) - g(x,h(x)) = 0.

Cette derniére équation est une équation aux dérivées partielles quasili-
néaire que doit satisfaire A pour que son graphe soit une variété centrale.
Cependant, il est souvent plus difficile de résoudre cette équation que le pro-

bleme de départ.
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1.6. Redressement des variétés stable et instable

Nous décrivons sur un exemple classique et pour une équation différentielle
ordinaire dans le plan, I'idée de redressement de variété que nous mettrons
ensuite en ceuvre dans les équations différentielles a retard. On pourra se
référer a [48] ou a [39] pour une étude plus approfondie.

Considérons une équation différentielle ordinaire dans le plan (x,y) telle
que l'origine soit un point fixe hyperbolique, et telle que les espaces stables et
instables soient portés par les axes respectivement en x et en y. Ceci revient

a supposer que la partie linéaire de ce systeme différentiel est de la forme
A0
avec A >0et u<O.
0 p

Lespace invariant stable est E° = {x = 0} et 'espace invariant instable est
E" ={y = 0}. Le théoréme de la variété stable (resp. instable) assure ’existence
d’une fonction Ay (resp. h,) définie dans un voisinage 7 de l'origine, et telle

que la variété stable W*(0) (resp. la variété instable W*(0)) s’écrive :

W23(0) = {(x,y) € V,x = hs(y)}
(resp. W 0) = {(x,y) €V, y = hy(x)} )

Le probleme est alors de déterminer une éventuelle forme explicite de A (resp.
hy). Pour résoudre ce probleme on essaye de transférer la complexité des ex-
pressions de g et h, dans le systéme de coordonnées : on cherche a simplifier
la représentation géométrique de W*(0) et W*(0), méme si le changement de

coordonnées est compliqué.

1.6.1. Méthode de redressement. — On cherche Ty tel que (X,Y) =
Tr(x,y) sur un domaine local (7)), de maniére a ce que, dans les coordon-
nées (X,Y), 'image par Tr de W*%(0) soit {X = 0} et que I'image de W*(0)
soit {Y = 0}. Naturellement Tr doit étre tangent a I'identité de maniere a
préserver la partie linéaire du champ.
Le théoréme de la variété stable (et instable) donne I'existence de Ay et Ay,
On peut donc définir le changement de coordonnées suivant :
X =x—-hg(y)
Y = y- hu(x)
Par ce changement de coordonnées, on obtient bien :
X=0<< x=hsy)
Y=0<< y=h,x).
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Un changement de coordonnées adéquat qui redresse les variétés stables et
instables (i.e. qui vérifie les conditions ci-dessus) permet donc de déterminer
Pexpression des paramétrisations Ay et i, des variétés stables et instables. On
peut alors chercher ce changement de coordonnées comme un changement de
variables dans un systeme différentiel, et par conséquent appliquer les outils
de recherche de forme normale que I'on verra par la suite.

Essayons de préciser la forme normale que 'on recherche : dans les nou-
velles coordonnées (X,Y), les variétés {X = 0} et {Y = 0} doivent étre inva-

riantes par le flot, ainsi on doit avoir :
X=0=X=0
etY=0=1Y =0.
On peut donc rechercher une forme normale du systeme du type :
X=AX+XR(X,Y)
{ Y =uY +YRy(X,Y)
ol R et Ry sont des séries entiéresen X et Y.
On cherche de plus la simplification dynamique (et non plus géométrique)
suivante : on demande que la dynamique soit linéaire sur chacune des variétés

W?(0) et W¥(0). Ainsi, 'ensemble {X = 0} doit étre invariant par le flot, et la

dynamique sur cette variété doit étre donnée par Y = uY ; on doit donc avoir
X=0=X=0etY =puY, donc R5(0,Y) =0,

donc on peut mettre X en facteur dans Rs. De méme {Y = 0} doit étre invariant
par le flot et la dynamique dessus doit étre donnée par X = 1X, donc on peut
mettre Y en facteur dans R1.
On cherche finalement un changement de coordonnées supplémentaires
(X,Y)— (X,Y) tel que le systéme précédent se réécrive :
X =AX +XYRy(X,Y)
{ - - _ (1.5)
Y=pY +XYR2(X,Y)

ou R et Ry sont des sériesen X et Y.
Résumons : la méthode de redressement d’une variété invariante d’un

champ de vecteurs consiste en 'alternative suivante :

- soit on peut calculer la ou les fonctions A4 ,, hg, h., ce qui donne alors le

changement de variables;
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- soit le calcul n’est pas accessible et on peut alors chercher une forme
normale du type (1.5) avec les outils des formes normales (méthodes pas-

a-pas, degré par degré...), ce qui donne alors les fonctions A, hs et h..

1.6.2. Un exemple. — Considérons le systéme autonome suivant :
xX=x
9 (1.6)
y=-y+x

ou x et y sont des fonctions inconnues de R dans R. Le systéeme linéarisé est

{x:x
y=-y

Llorigine est un point fixe hyperbolique du champ et I’espace propre stable est
E; ={x =0} et I’'espace instable est E,, = {y =0}.

La variété instable W* est, d’aprés le théoréme, un graphe local au-dessus
de E,, donc il existe une fonction A définie pour |x| < § (pour un certain o) telle
que : W¥ = {(x,h(x)),|x| < 6}. La méthode pour calculer une expression expli-
cite de 2 a un ordre donné est alors la suivante : on cherche un changement
de variables (x,y) — (u,v) tangent a I'identité, tel que dans les coordonnées
(u,v), équation de W¥ soit {v = 0}. De plus, W* est un ensemble invariant par
le flot de (1.6). Une condition nécessaire pour que W* ait pour équation {v = 0}
en coordonnées (u,v) est donc que v =0 = v = 0; par ailleurs, comme I’espace
instable dans les coordonnées (u,v) est {v = 0} et que la variété instable est un
graphe au-dessus de ’espace instable, on pourra également écrire v = p(u).

Comme on cherche un changement de variables tangent a I'identité, dans
cet exemple, on prend x = u et y =v + f(u,v). Dans ces coordonnées le champ
se réécrit :

u=u
v=-v+g(u,v)
avec g(u,0)=0,Yu, d’apres ce qui précede.
Ici, le changement de variable peut donc s’écrire avec u en facteur ; On écrit
fw=au?+---.
N XxX=u
ATordre 2,le changement de variables ci-dessus donne :
y=0+f(u)u=0v+2auu
Donc le systeme se réécrit :
u=u

b+ 2aut = —v—au?+u’
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d’ou
u=u

b =—v+(1-3a)u?

1
et comme les termes d’ordre 2 doivent étre nuls, on obtient a = 3 Le change-

ment de variable a 'ordre 2 est donc donné par :
xX=u
L
=v+—-u
Y=UTS
[N 1 2 u Py . . L .
douv=y—- gx et comme W" a pour équation v = 0, on obtient son équation

1
en coordonnées (x,y) : y = §x2.

1.7. Redressement de variété centrale

Le principe de redressement reste le méme pour une variété centrale d’'un
point d’équilibre non hyperbolique.
Considérons le systeme différentiel

a'czaczy—x5

y=—y+a’
Lorigine (0,0) est un point fixe du champ de vecteurs associé, et la partie
0 O
linéarisée du champ en (0,0) est (0 1).

Lorigine posséde donc une variété centrale portée par 'axe des x et on peut
écrire cette variété comme W = {(x, h(x)), pour x assez petit}.

On cherche alors un changement de variables (u,v) — (x, y) tangent a I'iden-
tité, tel que, dans les variables (u,v), la variété invariante W¢ ait pour équa-
tion {v = 0} dans un voisinage de l'origine. On pose donc v =y —h(x) et x = u.

Ecrivons alors A(u) = au® + bu® + O(u?); le systeme devient :

t=u?v+aut+®B-Dud+--

v:—v+(1—a)u2—bu3+2au3v—3bu4v+---

Comme W€ est une variété invariante, v = 0 = v = 0, donc dans la deuxiéme
équation on obtient a =1 et b =0; finalement, A(u) = u?+0@w).

Le changement de variables x = u, y = v + u? donne alors un redressement
de W€ a l'ordre 4.






CHAPITRE 2

ELEMENTS SUR LES EQUATIONS A RETARD

Les équations différentielles a retard interviennent dans de nombreux do-
maines de la physique (électronique, calcul de marées) mais peuvent égale-
ment servir a modéliser des phénomeénes physiologiques (croissance des cel-
lules sanguines).

La premiere difficulté qui apparait dans 1’étude de ces équations, c’est le
fait que I’espace des conditions initiales n’est pas de dimension finie ; on verra
comment contourner cette difficulté au cours de ce chapitre et du suivant.

Nous présentons ici quelques éléments propres a ces équations et quelques
résultats utiles. On trouvera toutes les précisions et démonstrations dans [14,
32,52].

2.1. Existence et unicité d’une solution

On considere dans cette section des équations de la forme
y@&)=F(y@),y(t-r), t=0 (2.1)

ou F:R" xR" — R" est de classe €, lipschitzienne, et r un parameétre réel
fixé, r > 0. Ceci ne décrit pas toutes les équations différentielles a retard pos-
sibles mais reste suffisant pour définir les notions de base.

Une solution de (2.1) est une application dérivable y : [-r,+00) — R" véri-
fiant (2.1) pour ¢ > 0. La premiere question qui se pose a nous est de déter-
miner ce qu’est une condition initiale pour cette équation. On peut observer

qu'une condition initiale convenable est une fonction ¢ :[-r,0) — R" continue.

2.1.1. La méthode des pas. — Cette méthode est exposée notamment
dans [24]. Si on impose la condition z(¢) = ¢(¢) pour —r < ¢ < 0 ou ¢ est une

fonction continue sur [-r,0] donnée, ’équation (2.1) devient une équation
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différentielle ordinaire :
y(@)=F(y@),p(t—r)) pour 0<t<r et y(0)=¢p(0). (2.2)

Etant données les hypothéses sur F et le théoréme de Cauchy-Lipschity,
cette équation différentielle ordinaire non autonome a une unique solution y;
sur [0,r], et cette solution coincide avec la solution de (2.1) sur [0,r] ayant
pour fonction initiale ¢ sur [-r,0]. On peut alors, connaissant y sur [-r,r] en
déduire une équation différentielle ordinaire vérifiée par y sur [r,2r] et ainsi
de suite. .. On obtient finalement une solution globale y définie sur [-r,+00),
définie sur chaque intervalle de la forme [(k—1)r,kr], k € N, comme yy(¢) = ¢p(¢)
pour —r < ¢t <0, et pour k£ € N*, y;, est la solution du probléme de Cauchy :

yr((k=1r) = yp_1((k —1)r)
V() = F(yr (1), yr-1(¢)), pour (B—1Dr<t<kr, keN".

Observons par ailleurs que la régularité de la solution de (2.1) augmente avec
t; en effet, si ¢ est continue, 'équation (2.2) assure que y; est continue, donc
y1 est de classe €1 sur [0,r], etc.

On peut finalement énoncer le théoréeme suivant, qui assure l'existence et

l'unicité d’une solution pour une équation telle que (2.1) :

Théoreme 2.1.1. — Considérons (2.1) et soit ¢ une fonction continue sur
[-7,0] a valeurs R". Alors il existe une unique solution y a Uéquation (2.1)
définie sur [—r,+ool et telle que y(t) = @(t) sur [-r,0]. Cette solution est de
classe €* sur [(k - Dr,kr] pour tout entier naturel k.

L'inconvénient de ce théoreme, c’est qu’il ne dit rien sur une éventuelle so-
lution définie pour ¢ < —r. Il existe des résultats d’existence de telles solutions
dans [32], mais imposant une régularité plus forte que la seule continuité de
la fonction initiale ¢. De plus, il n’y a alors pas nécessairement unicité d'une

telle solution, ce qui complique les choses. ..

2.2. Equations a retard linéaires autonomes

Comme pour les équations différentielles ordinaires, 'étude des équations
linéaires est primordiale, car lorsque 1’on considere ’équation (2.1) dans une
approche « dynamique », on va s’intéresser aux objets invariants suivant :
points d’équilibre et solutions périodiques. Un point d’équilibre pour cette
équation est une solution constante y(¢) = y telle que F(y,y) = 0. Par ailleurs,

quitte a changer I’échelle des temps, on supposera par la suite que r = 1.
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Létape suivante est naturellement de linéariser I’équation (2.1) au voisi-
nage de y. En notant By la matrice carrée D1F(y,y) de .4,(R) et B1 la matrice
DsF(y,y) de 4, (R), le linéarisé de ’équation (2.1) est :

y(t)=Boy(#)+B1y(t—-1), t>0. (2.3)

2.2.1. Equation caractéristique. — La résolution « point par point » des
équations linéaires autonomes a retard telles que (2.3) se fait en utilisant la
transformation de Laplace et le théoreme des résidus.

At ot1 A est complexe

Si I'on cherche les solutions de (2.3) de la forme y(¢) = ce
et ¢ dans R”, non nul, une telle fonction peut étre solution si et seulement si

la matrice A(1) n’est pas inversible, ou
A(1)=AId-Bo-Bie ™.
On cherche donc a résoudre I’équation sur C d’inconnue A :
det A(A) =0. (2.4)

Définition 2.2.1. — Léquation (2.4) est [’équation caractéristique associée a
Iéquation linéaire autonome (2.3). La matrice A(1) est la matrice caractéris-

tique.

Une maniere plus générale d’obtenir I'équation caractéristique est la sui-
vante : pour la solution y on note £(y) sa transformée de Laplace, définie

par:

+00
ZL(y)A) = f e My(t)dt, pour AeC.
0

Si on applique la transformée de Laplace a ’équation linéaire autonome (2.3)

avec la condition initiale
y(0)=p®) pour ~1<0<0,

on obtient : )
AL () = p(0) +B1 f e Mot~ 1)dt. 2.5)
0

L'idée est ensuite d’obtenir une représentation explicite de la solution y en
utilisant la transformée de Laplace inverse, le théoréeme de Cauchy et le théo-
réme des résidus. Il y a pour cela besoin de bonnes estimations sur A(1)™!
lorsque |A| tend vers +oo.

Revenons a I’équation caractéristique det A(A) = 0. Les équations de ce type

sont étudiées dans [14], et on a le résultat suivant :
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[Tmz| = CeRe—?

FIGURE 1. La répartition des racines de I'équation transcendante (2.4)

Lemme 2.2.2. — Les racines de ’équation (2.4) ont les propriétés suivantes :

il existe une constante yg réelle telle que

— Il existe un demi-plan {A € C|Re(A) > yo} ne comportant aucune racine
de (2.4);

- Si y_ et y; sont deux réels, le nombre de racines de (2.4) dans une bande
verticale donnée {1 € Cly_ <Re(1) <y} est fini;

— Les racines A de (2.4) dans le demi-plan gauche vérifient :
Tm(A)] < Ce RV,

ot C est une constante dépendant de By et B1.

La figure 2.2.1 de la présente page illustre ce lemme. Il n’y a qu'un nombre

fini de racines pour I’équation (2.4) dans la partie grisée.

Le théoréeme suivant montre alors que le comportement asymptotique des so-
lutions de I’équation (2.3) est directement lié aux racines de I’équation carac-
téristique (2.4) :

Théoreme 2.2.3. — Soit y une solution de (2.3) de condition initiale ¢, ou

¢ € C. Pour tout y € R tel que l’équation (2.4) n’a pas de solutions sur la droite
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Re(1) =y, y a le développement asymptotique suivant :

m

y) =Y pjer’ +o(e™)  pourt— +oo,

J=1
ot A1,...,Ay sont les racines de l’équation caractéristique (2.4) de partie réelle
plus grande que y (qui sont en nombre fini), et ot p1,...,pm sont des polynémes

en t.

Corollaire 2.2.4. — Toutes les solutions de l’équation linéaire autonome (2.3)
tendent vers 0 de manieére exponentielle lorsque t — +oo si et seulement

si léquation caractéristique (2.4) n’a pas de racines dans le demi-plan
{AeC,Re(1) >0}

Démonstration. — La preuve compléte de ce théoréme se trouve notamment
dans [14]. Elle est basée sur la représentation de la solution y suivante,
d’apres le lemme 2.2.2 et I’égalité (2.5).

1

1 70+ioo
y(t) = —— f e A e(0) + B, f e Mp(t—1)dtldA.
217 Jyg-ico 0

O

Ainsi, le comportement asymptotique de solutions au voisinage de points
fixes de I'équation (2.1) dépend directement des racines de 'équation (2.4).
Cependant le théoreme précédent souleve les questions suivantes : lorsque
Y — —oo, le nombre de racines m augmente; la série définissant y est-elle
alors convergente ? si oui, définit-elle bien une solution de ’équation (2.1) ?

Ces questions sont notamment a l'origine de 'approche fonctionnelle des
équations différentielles a retard que nous présentons dans la section sui-

vante.

2.3. Cadre fonctionnel des équations a retard

2.3.1. Cadre général. — Le théoreme d’existence et d'unicité d'une solution
si une fonction initiale est donnée permet de définir un flot, ou plus exac-
tement un semi-flot. Nous notons C le C-espace des fonctions continues sur
[-7r,0] & valeurs dans C", muni de la norme :

loll = sup [p(0)l.
0el-r,0]
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Avec cette norme, C est alors un espace de Banach. Par ailleurs, pour ¢ € C,

nous notons x(-;¢) la solution de ’équation (2.1)
y@)=F(y(),y(t-r)), t=0 (2.1)

ayant pour condition initiale la fonction ¢ (i.e. égale a ¢ sur [—r,0]). On utilise

la « notation-définition » suivante :

Définition 2.3.1. — Si ¢ € C, ’état de la solution x(:;¢) a I'instant ¢t > 0 est la

fonction de C notée x:(-;¢) et définie par :
x1(0;9) =x(t+0;¢9), 6O€l-r,0l

On pourra ainsi définir le semi-flot 2(¢;-) de la maniére suivante, pour ¢ >0 :

2(t,):C—-C
@ — x:(;)

2.3.2. Cas linéaire. — La linéarisation de I'équation de départ (2.1) au voi-
sinage d’un point d’équilibre conduit a la linéarisation du semi-flot Z en un
opérateur T'(t) définissant un semi-groupe fortement continu : 7'(¢) est alors

un endomorphisme continu de C défini par :
Tt =x:(-;0) YpeD(A)

On considere le cas des équations différentielles a retard linéaires. On écrit de

maniére générale une telle équation :
2(t) = L(zy), (2.6)

ou z : I — R" est la fonction inconnue, et L : C — R" une application linéaire
continue. L'ensemble C est I’ensemble des fonctions continues sur [-r,0] dans
R", ou r est un réel > 0 fixé une fois pour toutes. Muni de la norme |¢| =

sup [l@(@)ll, c’est un espace de Banach.
Oe[—r,0]
Pour tout ¢ dans I, z; est dans C, définie par : z,(0) = z(¢ + 6). Ainsi, une

solution de (2.6) est une fonction z de [c —r,0 + Al dans R", ot oc € R et A >0,

qui vérifie I’équation (2.6) pour tout ¢ dans [0,0 + A).

Remarque 2.3.2. — Cette écriture permet de définir des classes d’équations
beaucoup plus larges que les seules équations différentielles a retard; par
exemple, le cas ou L(¢) = ¢(0) donne I'’équation différentielle 2(¢) = z(¢). Le cas

L(¢p) = ¢(—1) (si 'on suppose que r > 1) donne I'équation 2(¢) = z(¢ — 1).

Une condition initiale pour (2.6) est une fonction ¢ appartenant a C.
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Nous allons plutot considérer par la suite les solutions de (2.6) comme des
éléments de I'espace de Banach C. Ainsi, si ¢ € C, on notera z:(-,¢) la solu-
tion « translatée de ¢ » de (2.6) (élément de C) ayant pour condition initiale la

fonction ¢. On a donc :
YO el[-r,0], 20(0,p) =), et Vtelo,0+ Al VO e[-r,0],2:0,¢9)=2(t+0,p),

ou z est la solution de (2.6) qui a pour condition initiale .

Ceci nous permet de définir un endomorphisme sur C.

Définition 2.3.3. — Pour t dans [0,0 + A], on définit T'(¢) application de C

dans C qui a un élément ¢ de C associe z;(-, ).
On a donc z4(-,¢) = T(¢t)¢. On peut déduire de L quelques propriétés de T'.

Proposition 2.3.4. — T est un %Osemi-groupe, cest-a-dire que :

(1) T(0)=Idc;
(it) Vi1,t2 2 0,T(t1+1t2) =T(t1)T(t2);
(iit) Vo € C,l}ll(r)lllT(t)cp -l =0.

2.3.3. Cadre infinitésimal. — On peut définir le générateur infinitésimal
de T comme une application linéaire A définie sur un sous-ensemble D(A) de

C avaleurs dans C, par :
1
Ap=lim— (T - ).
¢ =lim = (T0¢ - ¢)
On a de plus les propriétés suivantes :

Proposition 2.3.5. — (i) Pour tout ¢ dans C, t — T(t)p est une application
continue de R, dans C;
(it) A est un opérateur continu fermé défini sur un ensemble dense ;
(iit) pour tout ¢ dans D(A), Uapplication t — T(t)@ est solution de l’équation
différentielle :

d
— TWp=ATp=TMHA. 2.7)

Enfin, on a une expression de A : c’est la dérivation usuelle sur les fonctions

de C qui vérifient la condition de raccord.

Proposition 2.3.6. — Lensemble de définition de A est donné par :

_ do 4o _
D4 =1{pec, ec, de(O)—L(go)},
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et Uopérateur A a pour expression :

_dy
-~ do’
Nous allons nous intéresser de plus pres au générateur infinitésimal A et a

Ag

son spectre. Rappelons tout d’abord les définitions suivantes :

Définition 2.3.7. — Soit B un opérateur (endomorphisme linéaire continu)
sur un espace de Banach C. L'ensemble résolvant de B est ’ensemble p(B) des
A € C tels que AId¢ —B a un inverse continu défini sur un domaine dense. On
note alors R(A,B) cet inverse (la résolvante). Le spectre de B est le complé-
mentaire de p(B) : 0(B) =C\ p(B).

On définit alors :

— oRr(B) : le spectre résiduel de B est I'ensemble des A de o(B) tels que
R(A,B) existe mais n’est pas défini sur un domaine dense;

— o¢(B) : le spectre continu de B est I'ensemble des A de o(B) tels que
R(A,B) existe mais n’est pas continu ;

— op(B) : le spectre ponctuel de B est I’ensemble des A de o(B) tels que
Ald¢e —B n’a pas d’inverse.

La définition de A permet de démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.3.8. — A étant le générateur infinitésimal du semi-groupe for-

tement continu T, le spectre de A est son spectre ponctuel.
g(A)=o0p(A).

Pour A € g(A), on notera ./, = Ker(AIdc —A)* Tespace propre généralisé
associé a A. L'idée est ensuite de décomposer I'espace des phases C =Pp ®Q

ou PA = @M,l.
AeA
Soit A € 0(A) et d = dim.#,. Notons @, = ((p’ll,...,(pg) une base de .43, ou

(pf1 € D(A)cC. Comme .4 est invariant par A, pour tout i, A(pfl € M3, donc il

existe une matrice carrée B, d’ordre d telle que :
Ad) =D, B,.
Proposition 2.3.9. — B) admet A comme seule valeur propre.

do e, d
Comme A(p—@,on en déduit deqn—CD,lBA d’ou :

@,(0) = D,(0)eB?, VO e[-r,0].
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Par ailleurs, d’apres (2.7) et la définition de B} :
T(t)AD) =T(t)P)B)
=AT()D,

d
=—T@t)D,.
77 ()P,

d
Donc E(T(t)(l)/l) = (T(t)q),l)B 1 (équation différentielle dans C); on obtient

donc I’égalité suivante dans C :
T(t)®y = ©yeBH,

car T(0) =Idc.
En regroupant ces deux résultats, on obtient finalement :

(T()D1)(0) = (0P pour 0 € [-r,0] et £ > 0;

on peut étendre cette égalité pour tout ¢ réel.

Ainsi sur chaque espace propre généralisé de A, '’équation (2.6) a retard a la
méme structure qu'une équation différentielle ordinaire linéaire du premier
ordre.

On aura les mémes types de résultats en considérant non plus une valeur
propre A de A, mais un ensemble de valeurs propres A de A.

Soit A = {A1,...,A,} un ensemble de valeurs propres de A, et pour tout i,
d; =dim .4, ®; une base de /,, Dp = (P1,...,P,). Pour tout i, il existe une

matrice carrée B; d’ordre d; telle que
AD;, =D;B,;.

Posons Bj la matrice carrée dordre di +---+d, définie par By =

diag(B1,...,Bp). Alors, on a la proposition suivante :

Proposition 2.3.10. — (i) Le spectre de B est A\ ;

(it) La base ®p est donnée par :
DA (0) = DA(0)eB2Y pour 6 dans [-r,0];

(iii) De plus pour tout vecteur a de R+ g solution T(1)®pa de valeur

initiale ®pa a t =0 est définie sur R par la relation :
T(t)®pra = DpePria.

On peut alors énoncer la proposition suivante :
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Proposition 2.3.11. — Soit A une valeur propre du générateur infinitésimal
A de léquation différentielle (2.6). Alors, la restriction a l'espace propre gé-
néralisé M) de A de léquation (2.6) est une équation différentielle ordinaire

linéaire du premier ordre a coefficients constants, de matrice B).

2.3.4. Le cas des équations non linéaires. — La présentation ci-dessus
montre clairement que le probleme de Cauchy lié a une équation différentielle
a retard est un probléme de dimension infinie. Cependant, la restriction a
des sous-espaces propres de ’équation donne un probléeme de dimension finie.
Comment garantir alors la possibilité de récupérer un probléme de dimension
finie ?

Les auteurs de [32] démontrent le résultat suivant :

Proposition 2.3.12. — Si le spectre 0(A) de A est non vide, il n’y a qu’un
nombre fini de valeurs propres de A de partie réelle nulle. En particulier, si A
est l’ensemble des valeurs propres de partie réelle nulle de A, l'espace propre

généralisé M\ est de dimension finie.

Ainsi, on décompose 'espace C en une somme directe :
C=ProQ,,

ou Pj est ’espace propre généralisé associé aux valeurs propres de A de partie
réelle nulle, et @ o défini par la théorie de ’adjoint formel.

On considere dorénavant une équation différentielle a retard de la forme
générale :

2(t) = L(z¢) + f(zy), (2.8)
ou L : C — R™ est définie de maniére identique que dans la section précédente,
et f est une application de C dans R™, continue, telle que f(0) =0 et Df(0) = 0.
On note toujours T'(¢) le semigroupe associé a '’équation linéaire 2(¢) = L(z;)
et A son générateur infinitésimal. Il existe une formule de variation de la
constante qui permet d’exprimer les solutions de (2.8) a partir des solutions
de la partie linéaire.

Soit X la fonction de [-r,0] dans £ (R™) définie par :
Idgm si6=0;

Xo=
0 sinon.
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Alors, la solution de (2.8) ayant pour valeur initiale ¢ en ¢ = 0 est donnée

par:
t

xe=T () +f T(t—-s)Xof(x5)ds, pour t > 0.
0
Nous connaissons le comportement dynamique des solutions de ’équation
linéaire (2.6) sur les espaces propres généralisés de son générateur infinitési-
mal ; il faut maintenant déterminer les liens éventuels entre la dynamique de
Iéquation linéaire et la dynamique de I'équation non linéaire.
On écrit 'équation :

2(t) =F(zy), (2.9)
avec F : C — R" continue, telle que F(0) = 0 : 0 est un point d’équilibre. On
écrit F =L+ f ou L = D,F(0) est la partie linéaire de F.

Le spectre de A est donné par les racines de ’équation caractéristique :
0
detA(1) =0, o AN =AI— | eMdn(o).
-r
Le comportement du point d’équilibre 0 dépend alors des parties réelles des

racines de I’équation caractéristique.

2.3.5. Points d’équilibres hyperboliques. —

Définition 2.3.13. — Le point d’équilibre 0 est dit hyperbolique si toutes les

racines de 'équation caractéristique sont de partie réelle non nulle.

On peut alors décomposer I'espace C en :
C=UesS

ou U est 'ensemble des fonctions initiales ¢ de 'équation linéaire qui existent
et restent bornée pour ¢ < 0.

Dans ce cas, on peut étudier le comportement des solutions de maniére as-
sez transparente : si les conditions initiales sont assez proches de l'origine, les

trajectoires se comportent comme le systeme linéarisé.

2.3.6. Points d’équilibre non hyperboliques. —

Définition 2.3.14. — Le point d’équilibre 0 est dit non hyperbolique si il

existe une racine de I’équation caractéristique de partie réelle nulle.

Posant cette fois-ci A 'ensemble des valeurs propres de A de partie réelle

nulle, on peut encore décomposer I'espace C en la somme directe :

C=PpreQn,
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ou @A est un supplémentaire orthogonal de P, dans C pour le crochet de
dualité formelle.
Si @ = (¢1,...,¢,) est une base de Py, qui est de dimension finie m, tout
élément z; de C s’écrit :
zy = Ox(t) + y(t)

oux(£) ER™ et y(£) e Q.

2.4. Variété centrale dans les équations différentielles a retard

La proposition 2.3.12 justifie ’étude de 'équation différentielle a retard ré-
duite sur la variété centrale de celle-ci : en effet ’espace stable centre est
de dimension finie; par ailleurs, le théoréme de la variété centrale assure
Pexistence d’'une telle variété, qui est un graphe au-dessus de I’espace centre;
Iéquation différentielle a retard, projetée sur la variété centrale, va alors don-
ner une équation en dimension finie; on pourra étudier alors la dynamique
sur la variété centrale et mettre ’équation projetée sous forme normale. C’est

Pobjet du chapitre suivant.



CHAPITRE 3

VARIETE DU CENTRE ET DYNAMIQUE

Ce chapitre poursuit I'étude d’'une équation différentielle a retard en utili-
sant une méthode de projection sur une variété centrale de dimension finie.

Sur la notion de variété centrale et pour tous les théoréemes d’existence,
d’unicité (et de non-unicité) on renvoie a [9]. Sur I'utilisation d'une variété cen-
trale pour diminuer le nombre de degrés de liberté d’'un systeme dynamique,

on pourra consulter notamment [41].

3.1. L’espace invariant central

Soit r un réel strictement positif, n un entier au moins égal a 1, et C =
€ ([-r,0],R") 'espace (de Banach) des applications continues de [—r,0] dans
R", muni de la norme de la convergence uniforme.

On considere ’équation différentielle a retard suivante :
2(t) = L(z4) + F(zy),

ou comme précédemment, z est une fonction inconnue, continue sur [—r, +ool
et pour tout ¢ > 0, z; est dans C et vérifie z;,(0) = z(¢ + 8) pour 6 dans [-r,0];
L est une application linéaire continue de C dans R" et F une application de
classe € de C dans R", telle que F(0) = 0 et DF(0) = 0. D’apres le théoréme
de Riesz, on peut écrire L sous la forme suivante :

L: C-R"

0
p— L(p)=| dn@)p@),

ou 7 est une application a variations bornées de [—-r,0] dans ’espace des ma-
trices carrées réelles de taille n.

On ne considere ici que la partie linéaire de ’équation :

2(t) = L(zy).
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Les solutions de la partie linéaire 2(¢) = L(z;) de ’équation sont données par
un % -semigroupe sur C qu’on note To(¢) pour ¢ > 0; Ay est son générateur
infinitésimal, qui vérifie Aygp = ¢ et a pour domaine de définition, I’ensemble
D(A) ={p e CL,L(p) = @(0)}, ot C! est I'espace des applications contintiment
différentiables de [-r,0] dans R".

Une valeur propre de A est une solution de ’équation caractéristique :
0
detA(Q)=0, ouAWN)=AI-| dn@®er’.
-r

Comme on l'a déja dit, ces équations sont bien connues, et les solutions de
partie réelle nulle sont au plus en nombre fini m. Le spectre de A est égal a
son spectre ponctuel ; pour une valeur propre A de A, on note .#(A¢) 'espace
propre généralisé associé ; enfin, on note A le sous-ensemble du spectre de Ay
des valeurs propres A de partie réelle nulle, et P l’espace invariant de Ay
engendré par {.#3(Ay), A € A} (espace du centre).

Remarque 3.1.1. — Le cas ou I'ensemble A est vide est d’intérét moindre car
on sait ce qui se passe sur les variétés stables et instables. C’est pourquoi on

suppose que A est non vide.

P est alors un espace de dimension finie m, et on note ® = (¢1,...,¢,) une
base de P. Il existe une matrice réelle B carrée de taille n et de spectre A telle
que :

To(t)® = B’
La théorie de I'adjoint (voir [14, 32]) permet alors de trouver un supplémen-
taire @ de P dans C, qui soit lui aussi invariant par Ty(¢) et par Ag. On a

donc
C=PaQ.

3.2. Utilisation de variété centrale

Reprenons ’équation :
2(t) = L(z4) + F(zy),

Le comportement des orbites de cette équation dans C pres d'une singula-
rité (en 'occurrence la fonction nulle) peut étre complétement décrite par la
restriction du flot a la variété centrale associée. Le théoréeme de la variété

centrale assure qu’il existe une variété centrale de cette équation (c’est-a-dire
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localement invariante, tangente a ’espace invariant P de A( associé aux va-

leurs propres de partie réelle nulle), de la forme :
M={peC, ¢=x+h(x), pour x dans un voisinage de 0 de R™}

ou A(x) est dans @ pour tout x et est une fonction de classe €. Le flot sur la

variété centrale est alors donné par :
2y = Ox(t) + h(x(2)),
ou x est une solution de ’équation différentielle ordinaire :
% =Bx + VY (0)F(®x + h(x)),

VY = (vy,...,¥,) étant une fonction obtenue a partir de @ et permettant de
définir Q.

3.3. Obtention d’une forme normale

3.3.1. Projection sur la variété centrale. — Dans leur article [25], Fa-
ria et Magalhaes utilisent le théoréme de la variété centrale pour présenter
une méthode de réduction d’équation différentielle a retard, et obtiennent une

forme « normale ». La premiere étape est de récrire ’équation
2(t) = L(z4) + F(zy),

sous la forme d’une équation différentielle ordinaire dans un espace de Ba-
nach. Pour ce faire, ils sont amenés a élargir ’espace des phases C en I’espace
BC des fonctions de [-7,0] dans R”, uniformément continues sur [-r,0[ et

ayant un saut de discontinuité en 0. Lespace BC se décompose alors en :
BC=PoKern

ou P a déja été défini, et 7 : BC — P un opérateur de projection, tel que @
Kern. On note alors Q1 =@nN C' et Ag la restriction de A a Ql, ou A est
Popérateur défini sur 2(A4) = C! par :

Ipn, si6=0

0, si—-r<6<0

Ap =@+ XolL(p)-¢0)], avecXo(0)=

L'équation différentielle a retard est amenée, par des techniques classiques

dans cette théorie (utilisation d’adjoint... voir [14,31,32,52]) a un systeme de
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la forme suivante :
1
&=Bx+), ﬁf}(x,y)
5!
p ! ouxeR™ et yeQl=QnC?, 3.1)

1
—y=Apgiy+ Y —f2
@i’ A Gl

ou la variété centrale est portée par x, de dimension finie m, B donnée par le
flot de la partie linéaire de ’équation de départ, A le générateur infinitésimal
du flot, Ag:1 la restriction a QldeA; I'espace des fonctions conditions initiales

est BC décomposé en
BC =Pe&Kerm,

Précisons tout d’abord que les auteurs de [25] cherchent une forme normale
du systeme (3.1) sur une variété invariante de I’équation de départ, ici une
variété centrale, car elle est de dimension finie. De maniére plus précise, on
cherche un changement de variables (x,y) — (%,y) dans (3.1) tel que 1’équa-
tion y = 0 définisse une variété localement invariante de dimension finie ; en
Poccurrence, ceci signifie que, dans les variables (&, ), le systeme (3.1) doit

répondre a la condition suivante :
y=0=3=0.

Remarque 3.3.1. — Le systeme (3.1) a été obtenu en utilisant le théoréeme
de la variété centrale, en séparant en variables x (dimension finie, portant la
variété centrale) et y (dimension infinie), de telle sorte que, dans ce systeme,
onadéay=0=y=0.

3.3.2. Calcul itératif d’'une forme normale sur la variété centrale. —
Le calcul de la forme normale se fait alors par étapes, en simplifiant succes-
sivement les termes d’ordre 2, puis 3, etc., comme dans la classique forme

de Poincaré-Dulac. Les changements de variables successifs sont alors de la
1

forme (x,y) = (x,y) + .—'(U}(SE),UJZ(E)), ou U} et UJ2 sont des polynémes homo-
J!

geénes en x de degré j : remarquons que les UJ’: ne dépendent pas de ¥ ; en effet,
d’apres la remarque ci-dessus, on ne cherche a simplifier que les termes en x
dans la premiére équation pour obtenir une forme normale... pourquoi alors
chercher a transformer également ’équation sur y? Lorsque l'on fait y =0
dans cette équation, on obtient y = 0 et donc une équation de la variété cen-
trale ; mais lorsqu’il y a changement de variable de x vers X, ce changement

de variable doit aussi s’effectuer dans I’équation portant sur y, au risque de la
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compliquer encore ; on en profite donc pour tenter de simplifier également au
maximum I'équation sur y, mais en n’agissant que sur la variable x.

On considere ici des changements de variables sous la forme de séries for-
melles.

Pour j dans N et X un espace vectoriel normé, de norme ||| x, on note Vj-m X)
Pespace vectoriel des polynomes homogeénes de degré j en les m variables x =
(x1,...,%,) a coefficients dans I'espace X. VJ-m(X ) est naturellement normé de
la maniere suivante :

Z cqx?

lql=j

= leglx, cqeX.
lgl=j

On suppose que la forme normale a été obtenue jusqu’a 'ordre j—1 :
v 1
x=Bx+ Z ;gi(x,y)+ﬁfj(x,y)+...
=2t :

dy it I 1 .
i _AQ1y+izzzﬁgi(x7y)+ﬁfj(x7y)+"'>

ou g; est dans V/*(R™), f; dans V*(R™), g7 dans V/"(Kern) et f; dans
ij(Kerﬂ). f jl et f J2 sont les termes d’ordre j obtenus aprées le calcul de la
forme normale a l'ordre j— 1.

On cherche a éliminer, ou du moins simplifier, les termes d’ordre j par le

changement de variables suivant :
L 1o
(x,y)=(x,y)+ ﬁUj(x),

ot U; = (U},U?) est dans V/"(R™) x V*(@") (et @ = Ker).
On obtient alors : )
%= (Id+_—DU1(£)) X
gt
. A 1 D pAy A
y=y+ .FDUj x)x.
En remplacant x et y par leur expression en fonction de X et ¥, et en tron-

quant a 'ordre j, on obtient (les termes g} et glz-, pour 2 < i < j—1 ne donnent

pas de termes d’ordre ) le systéme suivant :
. 1 1) = P SR T 3 PPN
x=(Id+=DU;X)| x=B|x+=U;X)|+—=F; &, +---
gt gt/ Jry

= 1 o PO e YO I - U
y=y+ ﬁDUJz(x)x = AQl(y+ ﬁUJz(x)) + ﬁsz(x,y)+-~-
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N 1 1
ATordre j, I'inverse de 'opérateur (Id+,—'D U}(?c)) est (Id —,—'D U}(o?)), donc
J: J:
le systeme se réécrit, en « oubliant » les chapeaux sur x et y, pour une écriture

plus claire :
. 1 1 1.1 17
Jr 7 gt g
. ]. 2 ]- 2 . 1 r2 A~
y:AQ1 y+PUJ(x) —;DUJ(x)x+ﬁfJ(x,y)+

En développant et en tronquant a I'ordre j, on obtient les expressions de g;

et g? (termes d’ordre j respectivement dans chacune des équations) :
g}(x,9)= f}(x,7)+BU}(x) - DU} (x)Bx
g4x,) = f(x,y) + AqU?(x) ~ DU %x)Bx.

Notons M; I'opérateur de VJ.’n(Rm) X VJ.’n(Kern) dans lui-méme qui a (q,p)
associe (M(q),M3(p)), ou Mj : VI*®R™) — V*(R™) et ot M : V"(Kern) —
ij (Ker ) sont définis par :

M}(¢)=IB,q] pour g dans VI'(R™)
sz-(p) =D.p(x)Bx—Aqgip(x) pour p dans V}”(Kern)
On peut alors écrire les fonctions g} et g? comme
g5, y) = f}(x,y) - MU (x))
g3,y = f(x,5) - MHU(x)
ou encore
gi=fi—M;U). (3.2)

Les applications M Jl et M J2 sont des endomorphismes, respectivement des
espaces V;n(IRm ) et V;”(Kern).

Pour déterminer Uj, on rappelle que {y = 0} est une variété (centrale) in-
variante, donc y = 0 = y = 0 dans la deuxieme équation du systeme, donc
g?(x,O) =0 pour tout x.

Ecrivons

VIR™) =Im(M}) e S!
J J J
et V*(Kern) = Im(M}) @ S
ou Sjl- et S? sont des supplémentaires respectifs de Im M 11 et ImM Jz et notons
P; la projection de VJ.m(IRm) X VJ.m(Kern) sur ImMjl- x ImMJZ- ; en faisant y =0
dans (3.2) :
gj(x,0) = f(x,0)— M;U,(x)



3.4. CONCLUSION 47

donc, en notant M;l I'inverse de M :Vj’”([RZm )— Im.;,
Uj(x) = M;'P;f(x,0).

On peut donc espérer supprimer de f } et f j2 la partie projetée sur, respec-
tivement ij(Rm) et ij(Kern). La simplification la plus poussée pourra se
faire lorsque les opérateurs M]1 et sz sont surjectifs; les auteurs de [25]
démontrent que ces opérateurs sont surjectifs lorsque certaines conditions
sur les spectres de B et Ag:1 sont vérifiées, analogues des conditions de non-

résonance pour des formes normales de champs de vecteurs.

3.4. Conclusion

On voit que 'on peut donc traiter la projection de I’équation différentielle a
retard initiale comme une équation différentielle ordinaire en dimension finie,
et en calculer ainsi une forme normale classique. On devrait donc pouvoir
utiliser également d’autres méthodes de calcul, ou d’amélioration de calcul, de
forme normale classique, telle que la méthode de renormalisation exposée au

chapitre suivant dans le cas de champs de vecteurs sur K".






CHAPITRE 4

FORMES NORMALES RENORMALISEES

Nous présentons ici une méthode de recherche de forme normale développé
par Giuseppe Gaeta notamment dans [27-29]. On commence par une présen-

tation algébrique de la notion de forme normale (voir par exemple [53]).

4.1. La notion de forme normale
On considere 'équation différentielle suivante :
x=Ax+F(x),

oul x est une fonction de classe ¥ d’un intervalle I de R dans R*, A une ma-
trice carrée d’ordre v et F une fonction de R” dans lui-méme de classe ¢”. On

décompose F en parties homogenes f7, de degré k& :
x=Ax+ fo(x)+--- fr_1(x)+ O(x|").

On écrira par la suite
+00
=) fr®),
k=1
ou [ est homogene (en x) de degré k.
Notons alors V}, 'espace vectoriel des polynomes homogenes en x de degré
k a coefficients dans R : f3 € V.

4.1.1. Transformation de Poincaré. — On décrit ici brievement la trans-
formation de Poincaré : on recherche un changement de variable préservant
la partie linéaire (donc un changement de variable tangent a I'identité) qui
conjugue le champ de départ a un champ «plus simple ». On procede pour cela

degré par degré.
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Si on fait le changement de variables x = y + Ag(y) ou A9 est dans Vs, on

obtient :
£ =0d+Dho(y)y =Ay+Aho(y)+ foly + ha(y)) +---+ O(|y|");

pour m > 2, chaque terme f,(y +h2(y) = fr(y) + Df(ho(y)Dhao(y) +--- est
alors au moins de degré 3 en y, sauf la contribution f2(y) de degré 2; donc

Iéquation précédente se réécrit, pour le terme d’ordre 2 :
(Id+Dho(y))y =Ay +Aha(y)+---+ fa(y) +---+ O(y").
Pour y assez petit, la matrice (Id+Dh2o(y)) est inversible, et a pour inverse :
(Id+Dha(y) ™ =1d-Dha(y) +O(yl?),
ce qui donne finalement :

3= Ud=Dhs(y)+ Oy ) Ay + Aho(y) + fo(y) + - +0(y1")
=Ay+Ahg(y)+ fo(y)—Dho(y)Ay + des termes de degré supérieur...

On obtient alors I’équation suivante pour le degré 2 :
Fo9) = fo(y) ~ (Dha(y)Ay - Aha(y))

ou f est la forme « simplifiée » du champ ; la meilleure simplification possible
serait évidemment fg =0.
On peut généraliser, et montrer de la méme maniére que pour un change-

ment de variable x =y + hz(y) ou h;, est dans V3, 'équation obtenue est :

Fr) = f1(9) = (Dhr(AY - ARy ().

Remarquons qu’alors, si & est fixé, les f,, pour m < k ne sont pas modifiés :
on stabilise bien un terme supplémentaire de degré fixé a chaque étape, en
prenant successivement les changements de variables x = y + ha(y), puis x =
y + h3(y), etc. En revanche, les termes f,, pour m > k seront eux modifiés, et
de maniere plus compliquée que f7. C’est cependant cette « complication » ap-
parente que Gaeta utilise pour effectuer la renormalisation du champ, comme
nous le verrons plus loin™®.

Considérons alors les applications suivantes, pour £ > 2 :
< 1,k - Vk —_— Vk
hp(y)— Dhp(y)Ay — Ahp(y)

(4.1

Cependant, cette renormalisation nécessite une condition supplémentaire sur la forme du
changement de variable.
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La recherche d’'une forme normale consiste a résoudre pour tout 2 > 2
I’équation homologique :
fr = fr— Lrrhe),
Cest-a-dire a trouver h;, dans V; tel que f} soit le plus simple possible : on
peut espérer simplifier /3 en en retranchant les termes qui sont dans I'image
de & 1,k

Remarque 4.1.1. — Comme le générateur h; du changement de variables

est dans V3, il est alors défini & un élément de Ker Z; ;, pres.

4.1.2. Schéma algébrique. — Considérons l'opérateur £;; : pour tout %,
on a £ (V) cVy, et il existe donc un supplémentaire G, de Im(%#; ) dans
Vi -

Vi =21, (V) @ Gy.

Le choix d’'une forme normale dépend donc non seulement du choix de A},
pour tout £ (& un élément du noyau de £, preés), mais aussi du choix du
supplémentaire G. Le cas le plus simple est celui ou £1 (V)=V}, et ou Gy, =
{0} ce qui permet de simplifier les termes de degré k. Dans les autres cas, les

termes de G}, sont des termes qu’on ne peut pas simplifier.

Définition 4.1.2. — Les éléments de G sont les termes résonants de degré
k.

En suivant la procédure, degré par degré, on a alors le théoreme tres clas-

sique suivant, qu’on trouve par exemple dans [3] ou [53], dG a Poincaré :

+00

Théoreme 4.1.3. — Soit x = Ax + Z fr(x) un champ de vecteurs formel sur
k=2

R", A dans 4, (R) et f, dans V},. Alors, pour r fixé, il existe une transformation

formelle x = y + h(y) telle que cette équation est transformée en :

r—1

y=Ay+ Y fr»+0(yl"),
k=2

ol Fk est résonant (i.e. dans Gp), pour 2 < k <r, G}, étant un supplémentaire
de £ ;(Vy) dans V.

Remarque 4.1.4. — La conséquence de la remarque 4.1.1 est qu’il n’y a pas
unicité de la transformation formelle citée dans le théoreme, et donc pas de
forme normale unique a priori. Le probléme de la recherche d'une forme nor-

male unique est étudié notamment dans [5, 6], mais bien que la réponse soit
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positive, se révele complexe a mettre en ceuvre d’'un point de vue algorith-

mique.

4.2. Renormalisation de Poincaré

Dans une série d’articles [27-29], G. Gaeta développe et expose la méthode
suivante de calcul d'une forme normale « renormalisée ».

Tout d’abord, on choisit un changement de variables de la forme
x =exp(hp)y, avec hy dans Vj,

ce qui va permettre d’utiliser la formule de Campbell-Baker-Hausdorff. En

effet dans ce cas, le champ X est transformé en un champ X tel que :

X — f (_1Y)nX(n) 01\1 X(n+1) — [X(n),Hk],
n=0 I

De plus, pour choisir le supplémentaire G, on peut définir un produit scalaire
sur les Vi (pour tout %), ce qui permet le choix d’'un supplémentaire privilégié

pour G, a savoir
(£4V0) = (m(&p) =Kery,,

ou jfl*’ 5, est 'adjoint de £, pour le produit scalaire choisi.

Les termes résonants sont donc les éléments du noyau Ker‘,%l*y 5 Cette no-
tion de résonance est bien cohérente avec celle que nous verrons dans la
deuxiéme partie a la définition 7.3.2 (voir [23] ou [563] pour une étude plus
approfondie).

Les choix possibles de produit scalaires sont divers. On peut privilégier le

produit scalaire de Bargmann (voir [7, 33]) défini sur V}, par :

a Am ﬁl :Bm —
(xll---xm R o >—a1!"'am!6a1,ﬁ1"'5a P>
ou bq;,p, =1sia;=pj, et 0 sinon.

L'intérét de choisir ce produit scalaire est que si £; = {A,-} ou {-,-} est le
crochet de Poisson, alors 'adjoint £;" pour ce produit scalaire est égal a {A*,-}
ou A” est 'adjoint de A (au sens des matrices réelles ou complexes).

Le changement de variables a chaque étape dans le champ, est obtenu par
une transformation de Lie qui agit uniquement sur une partie homogéne de
degré fixé. Puis on remodifie cette partie homogéne par un nouveau change-

ment de variables, sans modifier les termes de degré inférieur.
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On note V I’ensemble des séries entiéres formelles f de R” dans lui-méme,
telles que f(0) =0 et toujours V; I'ensemble des fonctions vectorielles polyno-
miales homogeénes de degré & ; on a donc :

V=PV
k>1
4.2.1. Décomposition homogeéene de la transformée de Lie. — Consi-
dérons un champ de vecteurs autonome sur R” : x = X(x). On décompose
+00
X en polynémes homogeénes : X = Z fr ou fr est homogene de degré k&

k=1
dans les variables x = (x1,...,x,). On effectue le changement de variables

v .

y = exp(—tH)‘ x, ou H = Zhldxi est un champ de vecteurs. Le nouveau

t=1 i=1

champ X est donné par :

X= exp(tHk)Xexp(—tHk)‘ ,
t=1

que l'on peut développer par la formule de Campbell-Baker-Hausdorff :
X=X-[X,Hpl+

v
On peut alors écrire X = ) _ f'dy,, avec :
i=1

1 1
f=f+{h,f}+§{h,{h,f}}+g{h,{h,{h,f}}H-“

ou {-,-} est le crochet de Poisson, défini par :

Y (. 0v ;
{u,v} = (ul— - vl—).
i:X‘i ax,- axi
On notera .# I'application qui, a f, associe {h,f} et #° la composée s fois de
cette application.
Si h est homogene de degré k, on peut alors écrire f comme une somme de

parties homogenes f = Z fm etona,pourm=>=k:

m>1
Ikl q 1
fm= ) — A" (fm—s(k—l))- (4.2)
s=1 S-

Remarquons a ce stade que si ~ est de degré k, seuls les termes de degré

plus grand que % sont modifiés.

4.2.2. Premiers termes. — On part d’'un systéeme différentiel du type :

+00
X = Z flio)(x)
k=1
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L'indice supérieur (0) correspond ici a I’étape de la transformation en cours.

La partie linéaire est f{O), on utilise donc la relation (4.2) ci-dessus pour
m =2, qui donne :

fél) _ éO) 2 (h(20)).

On doit alors trouver h(ZO) comme solution de cette équation, de manieére a ce
que f2(1) soit & la fois dans Vy (homogeéne de degré 2) et dans Ker Z;" (résonant).

Passons au terme suivant : f2(0) est déja modifié par la transformation précé-
dente, mais nous conservons cette notation pour alléger I’écriture. On choisit

alors h(20) de sorte que :
2(1) = 50) - (h(zo)) d’apres (4.2),

et fél) doit encore étre résonant, donc dans Ker Z; et dans V.

Cette écriture correspond a
10 = 5"+ 1 (nS),
donc a la décomposition en somme :
Vo=Ker % nVooImZ o.

Reprenons alors la relation (4.2) pour m =2 et £ =1, dans le cas ou 2 = h(ll)

est dans Vy, donc homogeéne de degré 2.
1
2 = fy + 0 5+ S D P, A,

Si on choisit h(ll) dans Vi nKer %, alors le dernier terme de la somme est nul,
et on obtient :
2(2) _ 2(1) gy (h(11)).
Il est certain que cette transformation supplémentaire ne peut éliminer de fo
que la partie des termes qui sont dans Im .45, ou .45 est la restriction de %»
a Ker %;.
1)

On a obtenu £, a partir de féo) et a l'aide de la remarque ci-dessus, on voit

que l'on peut encore simplifier fél) :on a choisi h(ll) dans Ker %1 N V7 (voir plus

bas comment est fait ce choix) et on obtient :
(2) _ (1) D) _ @D o)
2 ~/2 _"(gl(hl ) — /2 _/”2(h1 )’
de maniére a ce que f2(2) soit dans Ker £, n Vo nKer .4, . Ceci correspond en-

core une fois a la décomposition en somme, non plus de Vs, mais de Ker £;'nV;
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(qui contient f2(1)) suivante :

Ker £ nVy =Ker &, nVanIm. /s @ Ker £ nVanKer 4y,

Le choix de h(ll) est fait pour éliminer les termes de 2(1) qui sont dans Im .45,

donc, en posant Py 'opérateur de projection sur Im.#5, on a :
1 -1 1
Y = a5 PofV,

ou le pseudo-inverse ./, 1 West défini que sur Im.#s.

L'étape suivante consiste a transformer f?()o); on applique d’abord une

transformation de Lie-Poincaré ayant un générateur homogene d’ordre 3, hgo)

comme solution de I’équation homologique :

£V =0 - 21 (hY) e Ker &5 N V3,

puis
f3(2) = fél) - zz(h‘;)) e Ker £ nVsnKer.4;,

ou h(zl) est dans Ker % ; enfin, on rajoute une transformation de générateur
h(lz) homogene de degré 1. La relation (4.2) s’écrit alors, avec m = 1,2,3 et
k=1: 1 1

& _ r(2) 2) £(2) (2) 2) (1) 3

fa= 12 +{n D, £ }+§{h1 AP, £ }}+§J€ (F1),

~ 1

_ r(2 2) £(2) (2) (2)

f2— 2 +{h1 sl 9 }+§{h1 ,{hl afl}}'

fi=f1" -4k
Comme on veut ]?1 = f{l) et ]?2 = (2), on cherchera de plus h(lz) dans Ker %1 n

Kerjfz.

On a alors :
3 2 2) 2 2 2
£ = §’+{h(1), é)}= é)—$3(h(1))’
et on obtient :

f§3) € VsnKer &) nKer /4, NKer /5, ou M3 est Ls restreint a Ker £1nKer %s.

Ces trois premiere étapes présentent un apercu de la méthode générale de

construction d'une forme normale de Poincaré renormalisée selon Gaeta.

4.3. Procédure de renormalisation

On considere un champ de vecteurs X = X1+ X9 + X3+ --- ou X,, est homo-

géne de degré m, X étant la partie linéaire.
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Rappelons qu'on part d’'un systeme différentiel du type :
+00 0
i=) 0.
k=1
L'indice supérieur (0) correspond ici a I’étape de la transformation en cours.

Notation 1. — Pour m > 1, on note renor,, la procédure de renormalisation,
X(m—l)

renor

renormalisé a 'ordre m,

de 'ensemble des dérivations locales dans lui-méme, qui au champ

(m)

renormalisé a I'ordre m — 1 associe le champ X,/ .

c’est-a-dire tel que X1,...,X,, sont sous forme renormalisée.

On aura bien stir X© =-x® _ x

renor renor

Définition 4.3.1 (Forme normale renormalisée a 'ordre r)

Soit r dans N. La forme normale renormalisée a 'ordre » du champ X est le

champ X7 obtenu aprés r actions de la procédure de renormalisation :

X = X(O) renory renory  renory X(r)
— “*renor renor renor*

4.3.1. Notations. — Pour le systeme différentiel x = Z fz(x), on note £,
k>1

le crochet de Poisson {f%,}; on note par ailleurs H (®) I'espace Ker %1 n---n
Ker %, 1 et pour k& > 1 4}, I'opérateur £, restreint a H &)
k
Enfin, on note F® = ﬂ Ker/%; et F;,k) pour F® V,. Rappelons que pour

p=1
tous k& et m supérieurs ou égaux a 1, %, (Vr) < V,,.r_1 et par conséquent

My (V) < Vi ir—1. On notera par ailleurs 7, la projection sur Ker %}.

Définition 4.3.2. — On dit que ’équation différentielle ordinaire
&= f1(x) + fo(x) +---

est sous forme renormalisée a I'ordre m, si f}, est dans F](ek ) pour tout £ < m.

4.3.2. Etapes de renormalisation. — Pour passer de XIE;’;;,? axm on
effectue la transformation renor,, qui comprend m étapes, correspondant aux
changements de variables successifs X = exp(—Ap)x pour 1 < p < m, ou hp, est
dans Vj.

Vi = (Vi1 | @ Ker 47,

4.3.3. Décomposition des espaces homogenes. — Pour f dans V, on écrit
f= Z fm et on définit l'opérateur & : V — V associé a f par & = {f,-}. On

m>1
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peut alors écrire :
+00 +00
F = Z{fm’}: Z,(fm ou % :{fm;'}
m=1 m=1

On a alors, pour tous & et m, £, (V) € Vyyiz—1. On notera £, . la restriction
de £, a Vi, et simplement %, s’il n’y a pas d’ambiguité. La notation £,
est bien cohérente avec celle utilisée a '’équation (4.1) page 50. En particulier,
L1(Vi) € V.

La procédure de renormalisation repose alors sur les décompositions en

sommes directes des espaces homogenes V}, :
pourk >letl<m<k, Vp,=ZLp- m+1(Vk m+1) oKer &* kA1

Pour déterminer la composante homogene de degré k£ de la forme renorma-
lisée, on va donc utiliser 2 décompositions en sommes directes successives,
correspondant a un changement de variables engendré par un champ succes-

sivement de degré m pour 1 <m < k.

4.3.4. Schéma de renormalisation. — Pour la composante homogeéne de

degré k, on écrit donc, successivement :
10 = L1(h) + D ot by, €V et fD e Ker £7,
iD= Lohp-1) + ;7 o hyp_1 € Vi_y et £ € Ker &5,

mais cette derniere ligne doit étre précisée : en effet, le changement de va-
riables x = exp(—Hp-1)x va modifier le terme f,” (k- 1) , qu’on a pourtant stabilisé ;
il faut donc imposer que A;_1 soit dans Ker ££1,k_1.

De manieére générale, a la m-iéme étape, on écrit :

Vk:$mk m+1(Vk m+1)®Ker$

J—m+1

donc

f(m 1) _ (m)

Lk~ m+1(Ap— m+1)+f(m) avec eKerZ, mk-m+1>

et pour que le changement de variables engendre par hp_,+1 ne modifie pas

les termes de degré strictement inférieur a m, on impose :
hir-mi1€EKer Ly my1n---NKer Ly 15-m+1

On notera donc ./, 'opérateur £, restreint a Ker Z1n---nKerZ,_1, et on

utilise la somme directe :

Vi =Ml - m+1(Vk m+1)®Ker-/% k-m+1
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m-1
Supposons donc f, (m—-1) appartenant a (| Ker.4 ok 01 détermine alors f, (m)
p=1
et hp_m+1 tels que
1
f(m )= m k- m+1(hk m+1)+f(m)>

m
avec hp_pm11 dans Ker 41 10 -NKer Moy -1 p—m+1 €t f}im) dans () KerJ%;k.
p=1 ’
4.3.5. Résolution des équations homologiques. — L'équation homolo-

gique d’inconnues hp_m+1 €t f) (m) st alors la suivante :

1
f(m ) m k— m+1(hk m+1)+f(m)7 hk—m+1 € Vk—m+1

m—1
ou lim D est dans ﬂ Ker/%; - On procéde de la maniere suivante :
p=1 ’
Si on note P,, la projection sur Im.#4,,, on doit avoir :

Pm—l(f]im_l)) = '/%m,k—m+1(hk—m+1);

donc on prend :
Bms1 = o109ty iy (Proa (7))

dans cette écriture, .4 > mok—m+1 €St le pseudo-inverse de ./, —m+1 (défini uni-
quement sur Im 4, ,—m+1), et un la projection sur Ker.#1n---NA#,,. On ob-

tient ainsi f,gm) pour tout m < k.

4.4. Conclusion

De cette maniere, on peut renormaliser un champ de vecteurs; de plus,
la transformation de renormalisation est compléetement algorithmique. Gaeta
donne plusieurs exemples de constructions de ce type de forme que 'on pourra

trouver dans les articles cités en début de chapitre.



CHAPITRE 5

RENORMALISATION POUR LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES A RETARD

On obtient dans ce chapitre, grace aux précédents, un résultat nouveau sur

le calcul de forme normale d’équations différentielles a retard.

5.1. Enoncé du théoréme

On a vu dans le chapitre 3 qu'une équation différentielle a retard de la
forme :
x= L(xt) +F(xt)

pouvait s’écrire de maniere « réduite » :

1
i=Bx+Y =P,y
et

1
y=Amy+Z}7ﬁm@J)
j=2J¢

(5.1)

ou x porte la partie de dimension finie p (sur une variété centrale de dimen-
sion p) et y la partie de dimension infinie Q' c Kern ou 7 est la projection
canonique de I'espace des phases BC sur I'’espace P de dimension finie p.
Dans ce chapitre, nous appliquons la renormalisation de Gaeta exposée pré-
cédemment a ce type d’équations.
Le but étant d’obtenir une forme normale sur une variété centrale qui sera
définie par y = 0, il suffit de renormaliser la partie de dimension finie.

On peut alors démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 5.1.1. — Etant donnée une équation différentielle & retard du
type (5.1) il existe une transformation formelle x = x+ p(xX), y =y + h(x) telle

que l’équation (5.1) est conjuguée au systeme suivant :
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X=B%+) g‘“@e )
J>2J

y=Agiy+ Y. —g<2>(x )
J>2J
ou, pour y =0, le flot sur la variété centrale est donné par :

X=BX+ Z —g(l)(x 0),
J>2-]

qui est une forme renormalisée au sens du chapitre précédent.

Démonstration. — La démonstration s’effectue de la méme manieére que dans
le cas classique sur la partie de dimension finie. Remarquons que la premiere
étape de la renormalisation correspond a I’étape classique de suppression des
termes non résonants. Il suffit de reprendre la démonstration du théoreme
d’obtention de forme normale pour les RFDE, et d’intercaler les étapes de re-
normalisation sur la partie de dimension finie. Les opérateurs £ sont définis
par £ ={Bx, '} et L, ={f%,} pour k > 2

Supposons donc que la forme du théoréme est obtenue jusqu’a 'ordre j—1 :

X = Bx+z

Zk' (1)(x y)+ Z f]il)(x y)

i1
y=Agy+ Z (2)(x y)+ Z (2)(x, y)
k:2

Pour passer de l'ordre j—1 a 'ordre j on effectue les j étapes qui corres-
pondent a la transformation renor;_; vue au chapitre précédent appliquée a
la partie de dimension finie portée par x : tout d’abord I’étape classique de nor-

.. .. ~( 1
malisation ; on choisit Uj(.l) dans VJ-'”(IR'") tel que f j( )(x) =fi(x)— 31(7 UJ(.D(x))
1
w_ Ly

T
On choisit également UJ(. " dans V(@) tel que g%(x,y) = f1(x, y)+AQ1UJ?(x)—

D,U?(x)Bx soit simplifié.

Puis on effectue les étapes de renormalisation : pour 2 < p < J, on résout

soit constitué uniquement de termes résonants. On peut noter h

I’équation :
) (-1 ) » =
fjp (x) = fjp (x)—/%p_l(h;ﬂ p(x)) avec hZI:—p € ﬂlKerffi,
1=
et

(p)
h2+p -J €V2”+Lp J(Rm)
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La résolution de ces équations se fait de la méme maniere que dans le cha-
pitre précédent, puisqu’elle consiste finalement a renormaliser une équation

différentielle ordinaire sur R™. O

5.2. Conclusion

Ce chapitre conclut la premieére partie : nous avons vu comment utiliser
différentes méthodes algorithmiques de calcul de formes normales classiques,
lesquelles méthodes peuvent se compléter et s’entraider.

Néanmoins, cette approche « pas-a-pas », itérative, cache une structure algé-
brique mise en évidence par Jean Ecalle comme on va le voir dans la deuxiéme

partie.
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CHAPITRE 6

CALCUL MOULIEN

Lobjet de ce chapitre est de présenter brievement les objets appelés moules
par leur créateur J. Ecalle, ainsi qu’'une premiére utilisation des moules dans
le calcul des formes normales de champs de vecteurs.

Les principales références sont bien sir les nombreux travaux d’Ecalle sur
le sujet [17-19,21] mais on pourra également consulter ceux de J. Cresson [11,
12] ou de D. Sauzin [45], ou la these de B. Vallet [51].

6.1. Notations

Dans ce chapitre, on notera A ={a1,as,...} un alphabet, fini ou non. A* est
Iensemble des mots construits sur 'alphabet A, c’est-a-dire des suites totale-
ment ordonnées a1,...,a,.

Si r est un entier naturel, un mot de longueur r dont les lettres sont
ai,...,a, est noté a et ¢(a) = r. Par convention, I'unique mot de longueur 0
est le mot vide @. On notera également A 'ensemble des mots de longueur .

Lopération usuelle sur A* est la concaténation de deux mots a et b notée
a+b ou plus simplement ab s’il n’y a pas d’ambiguité. Dans le cas de la compo-
sition de deux moules, on aura de plus besoin d’'une structure de semi-groupe
sur A. Sia =ai---a, est dans A* et + l'opération de semi-groupe sur A, on
définit |l a| comme la lettre a1 +---+a, de A.

Apres ce bref catalogue de notations, nous pouvons enfin définir I'outil prin-

cipal de cette partie.

Définition 6.1.1. — Etant donnés un anneau commutatif K et un alphabet
A, un moule sur A est une application M* de A* dans K. Elle est usuellement
notée M" ; la notation de I'évaluation du moule M* sur le mot a, M*(a) est

notée M<.

On notera 4 (A) ’ensemble des moules construits sur A a valeurs dans K.
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Remarque 6.1.2. — C’est ainsi qu'Ecalle présente les moules comme des

« fonctions d'un nombre variable de variables ».

6.2. La correspondance avec les séries entieres

La construction algébrique des moules peut se voir plus aisément a
laide des séries entieres formelles non-commutatives. Il y a en effet une
interprétation naturelle d'un moule en coefficient de série entiére formelle
non-commutative.

Dans ce qui suit K est un anneau commutatif, et si A est un alphabet, on
note K(A) 'anneau des combinaisons linéaires finies a coefficients dans K
d’éléments de A™, i.e. les polyndmes non-commutatifs sur A* ; de méme, on
note K,(A) I'anneau des polynémes non commutatifs homogenes de degré r,
i.e. les combinaisons linéaires finies d’éléments de A, a coefficients dans K.
Remarquons tout de suite que K(A) est une K-algébre non-commutative. Elle

est munie d’'une graduation naturelle par la longueur des mots :
o0
K(A)=EPK(A).
r=0

On note K((A)) la complétion de IK(A) par rapport a cette graduation. C’est
I’algebre des séries entiéres formelles non-commutatives a coefficients dans K.
Un élément de K({A)) s’écrit :

Y M%, M°cK,

acA*
notation condensée pour :
(X Ma).
reN aeA}

Pour un moule M*° sur I'alphabet A a valeurs dans K, on peut définir une

série génératrice @y élément de K((A)) par :

(DM = Z M“a,
acA*

qu'on notera aussi, s’il n’y a pas d’ambiguité (notamment sur ’alphabet),

Y M.

(A~ K((A))
Proposition 6.2.1. — Lapplication est bijective.
M*® — @y
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Remarque 6.2.2. — La graduation sur K({A)) a une contrepartie naturelle
dans .4 (A) qui est également la longueur des mots. Ainsi, la formalisation
en termes mouliens d’'un probleme passe d’abord par la possibilité de décrire
le probleme en question dans une algebre graduée. C’est ce que nous verrons

pour les champs de vecteurs, les difféos...

6.3. L’algebre des moules

La correspondance précédente induit quelques propriétés calculatoires élé-
mentaires : des opérations d’addition et de multiplication dans K{(A)) on dé-

duit aisément celles sur les moules correspondant.

6.3.1. Opérations élémentaires, inverse. —

Définition 6.3.1. — La somme de deux moules M* et N* est le moule M*+N"*
défini par :
(M*+N")*=M*+N*“.

De méme, en identifiant le calcul des coefficients du produit ®3;,Pp en fonc-

tion de ceux de ®y; et @ donne le produit de deux moules :

Définition 6.3.2. — Le produit (non commutatif) de deux moules M* et N*
est le moule noté M* x N* défini par :
(M. % NO)a — Z MalNaZ,
aijas=a
ou cette derniére somme s’effectue sur toutes les partitions du mot @ de A* en

deux mots aj et as.

Proposition 6.3.3. — La multiplication moulienne est une opération associa-

tive.

Le moule neutre pour I'addition est bien évidemment le moule nul 0° qui
vaut 0 sur tous les mots. Le moule neutre pour la multiplication est le moule

1° défini par :

ja_ 1 sia=¢,
0 sinon.
On peut alors définir I'inverse (M *)~! du moule M* comme le moule (unique)

N°® tel que :
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M*'xN*=N*'xM"=1".
La définition du moule 1° assure la proposition suivante :

Proposition 6.3.4. — M" est inversible pour la multiplication si et seulement

si M? est inversible dans K.

Démonstration. — Si S° est I'inverse de M*, alors S* x M* = 1°. On résout
cette équation pour le mot vide, puis pour les mots de longueur 1, puis de
longueur 2, etc.

Sur le mot vide, cette équation donne :

SPM? =1.

1
Donc si M? est inversible, S? existe et vaut U

Pour un mot a de longueur 1, S* x M* =1° donne :

S*M® +S°M* =0,

M
5 N a _
d’ou 8% = —(M¢)2'
Plus généralement, pour un mot @ =a;---a, de longueur r :
LD a a
221( e E M. M,

ai—-a,=a
N * pd . .
ou ai---aj = a représente toutes les partitions du mot @ en & mots tels que

a; # @ pour tout i. O

6.3.2. Algebre a composition des moules. — Si (A, +) est un semi-groupe,
on peut définir, pour un mot a = al...a” de A* , la «norme » ||a| = at+-+
a’. Lopération de composition de deux moules nécessite la structure de semi-
groupe sur 'alphabet A. Elle est donnée par 'opération de substitution d'une
série formelle dans une autre.

Lalgebre K((A)) est graduée par |||. Soit b € A. La composante homogéne

de degré b de la série formelle non-commutative ®p; = Z M%a est définie

acA*
comme :

Z Ma
||a|| b
Remarquons que cette composante homogene est définie a ’aide de la norme

Il et dépend donc de la graduation choisie sur 'algébre K((A)).
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On a alors, par définition de @y :

Dy =) D).
acA
Rappelons la définition de la substitution des séries formelles non-
commutatives :
Définition 6.3.5. — Soit (A,+) un alphabet muni d’'une structure de semi-

groupe. Si M* et N° sont deux moules de séries génératrices respectives @y

et Oy, la substitution de @ dans ®j; que 'on notera ®p; oDy est définie par :

Qpody= Y MDY,

acA*

oli, pour le mot @ =ay---a,, Py est le produit ®}; --- O et N® =0.

Nous pouvons maintenant donner la définition de la composition de deux

moules :

Définition 6.3.6. — Soit (A,+) un alphabet muni d’'une structure de semi-
groupe. Etant donnés deux moules M* et N* on définit le moule M*oN* comme

le moule tel que :

CI)MO(DN = Z (M'0N°)“a.

acA*

On peut donner une expression intrinséque du moule M*oN* :

Lemme 6.3.7. — Soit (A,+) un alphabet muni d’une structure de semi-
groupe, et M* et N° deux moules de M (A). On définit le moule M" oN" sur les
mots de A* de la maniére suivante :

—(M*oN")? = M? :

— Pour un mot a de longueur au moins 1 :

l
(M*®oN*)® = f") Z Mlaill-laxl pras .. N,
k=1 al"'ak;a

oL ai---ap=a représente toutes les partitions du mot a en k mots tels

que a; # @ pour tout i.

De méme que le moule 1° est le neutre pour la multiplication moulienne, on

définit le moule I° neutre pour la composition de la maniére suivante :

Définition 6.3.8. — Le moule neutre pour la composition est le moule I° dé-

fini par :
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. 1 sifé(e)=1
I’ = (6.1)
0 sinon.

On a alors la proposition suivante :
Proposition 6.3.9. — Lensemble K (A) muni des opérations (+,-,x,0) est
une algebre a composition, c’est-a-dire telle que :

VM VYN YU ,(M* xN")oU*'=(M"oU")x(N"oU").

6.4. Exponentielle et Logarithme

Notons K((A)), Tensemble des séries formelles non-commutatives sans
terme constant, c’est-a-dire telles que le coefficient du mot vide est nul.

Pour @ dans K({A))_, on peut définir I'exponentielle de ® comme suit :

q)n

exp® = —
neN T

et c’est encore un élément de K((A)).

Pour n dans N*, on note [M"] , ,, le moule donné par le produit M x--- x M"
————

n fois
avec la convention que [M°| o =1"
Nous définissons maintenant I’exponentielle d'un moule :
Définition 6.4.1. — Soit M"° un moule de .#(A) et Oy sa série génératrice;

on définit I’exponentielle du moule M* I'unique moule S* tel que :

exp( Y M“a): Y S%.

acA* acA*

On note S* =ExpM".

On peut définir de maniére analogue le logarithme d’'un moule. Néanmoins,

nous n’en aurons pas besoin ici.

6.5. Aspects algébriques

Lalgebre des moules s’inscrit dans le cadre algébrique plus général des al-
gebres de Lie libres. Pour une introduction voir [34,44,47].
Si A est un ensemble, on note £ (A) l'algébre de Lie libre engendrée par A.

Ses éléments sont des crochets de Lie formels [-,-].
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On a Zk(A) cK({A)) ou cette derniere algebre se révele étre l'algeébre en-
veloppante universelle de £ (A). Par ailleurs on note ¥ (A) le groupe de Lie
associé a Lk (A).

On définit 'application A : K((A)) — K({A))®K((A)) comme le morphisme
d’algebres défini de la maniére suivante : A(1) = 1® 1 et pour a dans A par
A(@) =a®1+1®a. On étend ensuite A a K({A)) par linéarité. Cette appli-
cation donne une structure de bigebre graduée sur K((A)). On peut alors
caractériser a 'aide de A les éléments de K((A)) appartenant £ (A).

Définition 6.5.1. — Un élément P de K({A)) est dit :
primitif si A(P)=P®1+1®P;
group-like si  A(P)=PQ®P.

Le résultat important suivant, issu de la théorie des algebres de Lie libres,
se trouve dans [47]; il va donner naissance a des moules particuliers, vérifiant

certaines symétries.

Lemme 6.5.2. — Soit P un élément de K((A)). Alors :
P e 4k(A) < P est primitif;
P € 4 (A) < P est group-like.

On peut énoncer ce résultat en utilisant uniquement des expressions faisant
intervenir les coefficients des séries formelles en jeu. Pour cela nous rappelons
une définition classique en algebre combinatoire, a savoir la notion de battage
ou shuffle.

Définition 6.5.3. — Le battage ou shuffle, noté m: A* xA* — P(A") est défini
récursivement sur A*, pour tout mot @ de A™ et tous x et y dans A, e étant le

mot vide :

ane = ema —a

xamyb = x(amyb) U y(xamb)

Un exemple, avec @ = (x1,x2) et b =(x3) :

aumb = {(x1,x2,x3),(x1,%3,%2),(x3,%1,%2)}

Remarquons qu’ici, les différents triplets apparaissent autant de fois que né-

cessaire.
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D’apres [47] :
A Y M%)= ¥ (¥ M‘|asb. (6.2)
acA* a,beA* ceamb

Cette égalité permet d’obtenir le lemme suivant, qui donne des conditions
pour qu'un élément soit primitif (respectivement group-like) directement sur

les coefficients de la série formelle :

Lemme 6.5.4. — Un élément P € K((A)) s’écrivant P = ) P%a est primitif

acA*

(respectivement group-like) si et seulement si :

Z M°=0 Va,beA*\{e}, (%).
ceamb
(respectivement Y M= M°M® va,be A*.) (kx).
ceamb

Démonstration. — Appliquer le lemme 6.5.2 et utiliser la formule (6.2), puis
procéder par identification des coefficients. O

Inversement Ecalle utilise ces deux égalités pour définir des propriétés des

moules : l'alternalité et 1a symétralité.

Définition 6.5.5. — Un moule M" de ./ (A) est dit alternal (respectivement

symétral) si M* vérifie (x) (respectivement (% x)).

Un élément primitif de K({A)) donné, comment s’écrit 'élément correspon-
dant dans Zk(A)? Comme K((A)), est I'idéal de K({A)) engendré par les
polyndmes sans terme constant, notons ¥ : K((A)), — Lk(A) l'application dé-

finie pour tout @ =(a1,...,a,) de A* par:

1
W(a) = ;[[ “[[al’a2]’a3]’ ° '],ar],

puis étendue a K((A)) par linéarité.
Le lemme suivant, qu’on trouve dans [47] et [34] sous le nom de théoréme

de Dynkin-Specht-Wever, est appelé lemme de projection par Ecalle :

Lemme 6.5.6 (Lemme de projection). — On a :

Yl ) = Idg @) -

La conséquence importante est que pour un moule alternal M"* on a 1’égalité

suivante :
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1
Z Maa: Z MaV/(a): Z; Z Ma[["';[[a17a2]7a3]7'”]7a7‘]'
r=1

acA* acA* acA*
Lutilisation de ces symétries permettra par la suite de démontrer rapide-
ment qu'une somme d’opérateurs différentiels d’apparence a priori peu enga-
geante est en fait un champ de vecteurs. C’est pourquoi nous présentons dans

la section suivante l'utilisation des moules pour écrire un champ de vecteurs.

6.6. Ecriture moulienne d’un champ de vecteurs

Dans cette section, tous les champs considérés, ainsi que les séries, sont
encore des objets formels. Soit v un entier naturel fixé ; on considére un champ

de vecteurs X sur C" :

v
X= Z X0y,
i=1

ou 0., est la dérivée partielle par rapport a la variable complexe x;, et ou
X, :C" — C est une série formelle en les x1,...,x, ; on note C[[x]] I’algébre des
séries entieres formelles en x1,...,x,.

Comme on I'a vu, pour obtenir une écriture d'un champ de vecteurs en
termes mouliens, nous avons besoin d’'une graduation; nous verrons qu’il y
a plusieurs choix de graduations possibles lorsque 1'on écrit un champ de vec-
teurs, cependant pour I'instant, nous nous en tiendrons a la graduation in-

duite par la décomposition du champ en opérateurs différentiels homogénes.

Définition 6.6.1. — Un opérateur différentiel est un élément de C[[x]][0,,...,0x,],
i.e. un polynéme en les 0y, dont les coefficients sont des séries entiéres for-
melles (commutatives) en les variables x1,...,x,.

Lordre d'un opérateur différentiel est le degré du polyndome en les variables
Oxys---50x, .

Pour m =(my,...,m,) dans Z", on note x™ pour x;"* ---x**. On définit alors

le degré d’un opérateur différentiel homogeéne : si n est dans Z", un opérateur
différentiel homogeéne de degré n est un opérateur différentiel B, tel que pour

tout m dans N, il existe un complexe f, ,, tel que :
B, (x™)= ﬁn,mxn+m-

Ainsi on a deux graduations possibles sur C[[x]][d,,,...,0,,] : ordre et le de-

gré. Cette distinction prendra tout son sens lors de ’exposition de la méthode
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d’arborification. La graduation qu’on utilise ici pour définir les moules est celle

donnée par le degré de l'opérateur différentiel.

Remarque 6.6.2. — Si B,, est un opérateur différentiel homogéne en ordre
v

d’ordre 1 et de degré n, alors B,, = ZBn(xi)axi.
=1

Considérons alors un champ de vecteurs X sur C" tel que X(0) = 0. On peut

I’écrire sous la forme :

X =Xjin + Z By,
neAX)
ou les B, sont des opérateurs différentiels homogenes de degré n et d’ordre

1, et Xjj, la partie linéaire du champ. L'ensemble A(X) est une partie de Z"
mais nous pouvons étendre A(X) en Z" en posant B, = 0 si n n’est pas dans
A(X).

C’est alors A(X), ou plus généralement Z" qui va jouer le role de ’alpha-
bet des sections précédentes. L'opération de concaténation de deux mots a
pour pendant 'opération de composition d’opérateurs différentiels : pour deux
lettres (degrés) ni et ng, on note B, l'opérateur B,, oB,, ou n =ningy. Clest
encore un opérateur différentiel homogene, de degré |r| = n; +no et d’ordre
2.

Remarque 6.6.3. — Par la suite, et pour alléger les notations, on préférera

écrire B1By a B1 0By, sauf cas équivoque.

A titre d’exemple, considérons le champ suivant, défini sur (C2, (les A1,A9

ainsi que les a;; et b;; sont des complexes) :

X = M1x0, + Aoy, +(agox® + ay1xy +ao2y?)dy + (baox® + b11xy + bozy?)dy,

La partie linéaire est Xy, = 11x0, + A2y0, et les opérateurs différentiels

homogenes sont :

B1,0) = x(a20x0x + b11y0,),
B(,1) = ¥(a11x0x + bo2y0y),
B(_12)=a02y”0x,
Bp.-1)= b20x26y.
Pour terminer cette section, nous donnons I’écriture moulienne d'un champ

de vecteurs :
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X =Xy, + Y I'B..

On rappelle que le moule I* a été défini page 70; quant a la notation e elle
représente les mots construits sur 'alphabet, ici Z". Ainsi cette écriture n’est

rien d’autre que :

X =Xin+ ) I"By,

neA*
ot A =Z". Les B. sont les comoules qui apparaissent dans les écrits d’Ecalle.
Nous allons maintenant nous attacher a la composition des opérateurs dif-
férentiels homogenes. La motivation principale de cette étude, est 'obtention

de séries d’opérateurs convergentes comme nous le verrons par la suite.

6.7. Arborification

La méthode d’arborification est introduite par Ecalle et largement déve-
loppée dans ses travaux propres ou écrits avec B. Vallet ( [17-22]); c’est une

réécriture des séries mouliennes du type ZM ‘B. et est utilisée pour mieux

démontrer la convergence de ces séries, définie en 7.5.4 page 95. Commencons

par une définition :

Définition 6.7.1. — Pour tout v-uplet 6 =(61,...,0,) d’entiers positifs, on no-
tera 62 pour ai; e 6?6; et on dira que 62 est d’ordre de dérivation |6| =61+ +
Oy.

On dira alors qu’'un opérateur différentiel

B=Y bsx)d?,
0eD

ou D est un sous-ensemble de N, est homogéne en ordre de dérivation

d’ordre d si pour tout § dans ©, on a |6| =d.

Remarque 6.7.2. — Cette définition d’ordre de dérivation est bien cohérente
(et compatible) avec la définition donnée pour des opérateurs différentiels ho-

mogenes.

Nous allons maintenant considérer quelques exemples dans un but pédago-

gique.
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6.7.1. Exemples. — Commencons par la composition de deux opérateurs dif-
férentiels homogenes B et Bo de degrés respectivement n1 et ng, d’ordre de
dérivation 1.

Ona:

4

v
Bi=) Bi(xj)dy;, et By=) By(x;)0,,.
i=1 j=1

La composée B1.o = B10Bg est un opérateur différentiel homogene de degré

ni+ng. On écrit alors B1.9 de la maniére suivante :

Biwo= ) Bi(x))0x[Ba(x)10y,+ ) Bl(xi)Bz(xj)aiixj.
1<i,j<v 1<i,j<v

Bies

J/

B <
(1+2)

Le premier terme de la somme, noté B % est toujours d’ordre de dérivation
1 (C’est la partie dans laquelle B n’agit que sur les coefficients de Bs) ; en re-
vanche, le deuxiéme terme de la somme, noté Bg9 voit son ordre de dérivation
augmenter a 2. Par ailleurs, chaque terme reste un opérateur différentiel ho-
mogene de degré ni +no. Cest justement I'idée de la méthode d’arborification
que d’écrire, pour un mot donné n = ni---n, la composée B, en une somme
d’opérateurs différentiels homogenes en degré et en ordre de dérivation.

L'apprentissage de la méthode d’arborification comporte deux parties, qui
sont données par les réponses respectives aux questions suivantes : que fait
Parborification ? comment I’écrit-on ? La problématique est d’abord issue de
Panalyse (regrouper les termes de méme ordre de dérivation) mais est traitée
de maniere algébrique, comme nous le verrons plus loin.

Le principe de la méthode d’arborification étant a ce stade explicité, atta-
chons nous maintenant a en comprendre la notation ; pour cela, on considere
un deuxiéme exemple : soient B, ,B,,,B,, trois opérateurs différentiels ho-
mogeénes de degrés respectifs n1,n9,n3 (éléments de Z¥), de méme ordre 1, et
B, =B, B,,B,,, qui est un homogene de degré |n|.

On écrit :

v v v
B,, = ZBnl(xi)éxi, B,, = ZBnQ(xj)axj, B,,= Z B, (x£)0x, -
i=1 j=1 k=1
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On a donc :
By nyns = By (3 B (60, By ()10, + Y By (4)B g (6102,
J:k i,J
= Z Bnl(x,-)(axi [Bn2(x]‘)]axj[Bn3(.’JCk)]6xk (6.3)
1,7,k
+Bn2(x.])a§lxj[Bn3(xk)]axk (64)
+ By (x)0x, [ By (p)102, ., (6.5)
+ 0, [Bry (x)1Bry (2007 ., (6.6)
+ By ()0, [ By (x2)10% ., 6.7)
+ By () By (0002, 1, (6.8)

On a deux termes d’ordre 1, trois d’ordre 2 et un d’ordre 3. Cependant pour
deux termes de méme ordre, les coefficients ne sont pas les mémes (ne pro-
viennent pas de la méme « maniére » de dériver c’est-a-dire du méme coeffi-

cient). En utilisant le méme principe de notation que précédemment, on a :
(6.3) = B(1,2,3)<
(6.4) = B((n20n1)n3)<
(6.5) = B(,2,3)<gn1
(6.6) = By1ytyans
(6.7)= Bipoysn?
(6.8) = B 16,2003

Plus généralement, considérons deux opérateurs différentiels homogenes

en degré et en ordre :

Bi= ) bs(x)d] avec [5|=d eNet D cN
0e®

et
By = Z cy(x)dl avec |[y|=eeNet & <N
ye®
ou les bs et ¢y, sont des coefficients dans C[[x]]. On note alors
Bag»< = Y. bs(x)d5lcy(x)10)

6e®
ye®
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et

Biaz= Y bs@)c ()],
0e®
re®

Ces exemples montrent comment construire des mots avec les opérations &
et ~.

Définition 6.7.3. — Un mot construit sur les lettres n1,...,n, avec les opéra-
tions @ et < est dit arborescent ou arborifié. On notera 7 un mot arborescent,
et sa longueur sera donnée par ¢ (1<1) =r.

On notera par ailleurs Arb(A) 'ensemble des mots arborescents formés sur
I'alphabet A avec les deux opérations @ et = ; pour n dans A, on notera Arb(n)
Pensemble des mots @ de Arb(A) apparaissant dans la décomposition de B,,.
On a donc, par définition :

Bn = Z B(<1, .
acArb(n)
Remarque 6.7.4. — Remarquons cependant, par exemple, que Bigo = Bog1.

Ainsi Bi.9 et Bo.; comportent tous deux le terme B1g9 dans leur décomposi-

tion : méme si n # m on peut avoir Arb(n) N Arb(m) # @.

Définition 6.7.5. — Enfin, un moule M"* étant donné, on notera M " le moule

arborifié de M*°, c’est-a-dire le coefficient de sz dans I’égalité ci-dessous :

<
Y M"B,= Y M°B..
neA* acArb(A)

Remarque 6.7.6. — 1l faut étre attentif a la notation < qui peut étre équi-
voque ici : c’est en effet aussi bien la maniére générale de noter une suite
ou un moule arborifié, qu'un des deux symboles qui interviennent dans la

construction des suites arborifiées.

6.7.2. Formalisme. — Dans la perspective d’obtenir des estimations sur les

moules et opérateurs différentiels homogenes arborifiés on cherche une corres-
<

pondance entre un moule M* et le moule arborescent M*, et de méme, entre

un opérateur B, et B;.

Définition 6.7.7. — Soit A un alphabet. On définit un mot arborescent sur A
comme une suite 72 = (n1,...,n,) déléments de A avec sur les indices un ordre

partiel particulier appelé ordre arborescent : chaque i de {1,...,r} posséde au
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plus un antécédent pour cet ordre (i.e. au plus un élément plus grand). La
longueur de n est ici ¢ (1<1) =r.

On note r<tl ® fzz I'union disjointe des deux suites arborescentes t<?,1 et r<zg.
Dans cette suite, les ordres partiels internes respectifs de r<zl et r<12 sont conser-
vés et les éléments de 1<11 et r<zz sont incomparables.

Une suite arborescente n est dite irréductible si elle ne possede pas de dé-
composition non triviale r<11 ® 1<1,2, autrement dit si elle posséde un plus grand
élément.

Enfin on notera M : un moule arborescent c’est-a-dire indexé par des suites

arborescentes.
Les opérateurs différentiels arborifiés sont ensuite définis :

Définition 6.7.8. — Pour une suite arborescente n= (n1,...,n;,), on définit
sz comme étant 'unique opérateur différentiel vérifiant les trois propriétés

suivantes :

Biloy)= ), (B;,0)(B5,v)
niéns

Si la suite n se décompose en exactement d suites irréductibles non vides,
< < < , . L N N s . .
n=ni%---®ny, alors B’<1 est un opérateur différentiel homogeéne en dérivation
d’ordre de dérivation d.
< <
Sin=niengalors:
B

=B B,,.

< <
n ni

On peut alors calculer B,, de la maniere suivante, par récurrence :

v
B: =Y (Bu(x:))0y, sil(n)=1,
4 . < <
= ZBn<1 (Bro(xi)) 0y, sin=ny.ng,

Bi=—— ) (B< (x; ))---(B< (x; ))a. “++ O,

. 1 . ld x Xig*®

noodyleedsl 1 T U i Pjg . td
1<7150Ja<d

ou d; est le nombre de suites arborescentes identiques n; qui interviennent

. . < < < o . .
dans la décomposition de n = n; @ --- ® ngy. Ainsi, si 'on applique B; a une
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fonction ¢, B, agit sur ¢ si n; est maximal et B, agit uniquement sur les
coefficients de l'opérateur By, .
On a vu que
S"B.= Y S°B.,
neAX) aeArb(X)

et que

et= Y o

neX (l<l)

Quels sont les B, qui, dans leur arborification donnent B; ? En d’autres
termes comment obtient-on une suite arborifiée @ = (@1,...,a,)" donnée a par-
tir d’'une suite ordinaire (totalement ordonnée) n = (n1,...,n,7)? Tout d’abord,
il faut que I(n) = l((<z) soit 7 = r’ (une composée de r' opérateurs donne des
termes indexés par des suites arborescentes de longueur r'). Ensuite il faut
que ce soient les mémes lettres qui interviennent dans a que dans n (on ne
peut pas faire apparaitre d’autres opérateurs différentiels que ceux donnés
par c<z). Ainsi une suite arborescente a = (a1,...,a,)° provient nécessairement
d’'une permutation de I'ensemble {a1,...,a,}. Cependant toutes les permuta-
tions de cet ensemble ne conviennent pas. En effet, le type de permutation o
que l'on cherche doit préserver I'ordre partiel de a (ce qui correspond a 'ordre

dans lequel les opérateurs sont composés) ; finalement o doit vérifier :
siiq1<ig dans C<l, alors 0(i1) < 0(ig) dans n
etnj=a;sij=00).

Pour une suite arborescente a = (a1,...,a;)° (partiellement ordorinée)
et une suite n = (n1,...,n,/) (totalement ordonnée) notons alors proj (Z) le
nombre de bijections de {1,...,7} dans {1,...,7'} (nul si r # r’) vérifiant :

sl i1 <ig9 dans ¢<z, alors 0(i1) <o(i9) dans n
etnj=a;sij=0().

Alors on a la relation
<
< a
se= ) proj( )S",
neA(X) n
pour tout moule S°. En fait, la somme ne s’effectue que sur les mots n qui

~ A < A
posseédent les mémes lettres que a. De méme,

B.= Y proj
acArb(X)

<
a

B..
n a
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6.7.2.1. Deux exemples. — Développons By, 4,45 ; 00 @ Vu que

Ba,as,a5 = Blayasas)< tB((asearas)< TBasas)<ea; ¥ B(aias)<eas TBaias)<eas TBajeaseas-

Cherchons S%1®%2%%3 - comme il n’y a pas d’ordre partiel sur a1 ®as ®as, toute
bijection de {1,2,3} dans lui-méme convient, c’est-a-dire pour toute permuta-
tion o de {1,2,3}, 'opérateur By, ;),a,@)an@s COMPOrte By eqyeqa; dans son arbo-
rifié. Ainsi,

Sa1®a2®a3 — Sa1a2a3 +Sa1a3a2 +Sa2a1a3 +Sa2a3a1 +Sa3a1a2 +Sa3a2a1.

Si on veut calculer §(@2®@)aD" oy regarde la suite arborescente ((ag ®
a3)a1). On a a3 < a1 et as < a;. Donc une projection o sur le mot
n = (n1,ne,ng) vérifie nécessairement o(2) < (1) et 0(3) < 6(1) puisqu’elle doit
préserver lordre partiel. Etant donné I'ordre total sur n, on a nécessairement
0(1) = 3 donc n3 = a1. Ensuite, (0(2) =2et c(3) =1) et (c(2) =1et 0(3) =2)

conviennent. On doit donc avoir

ng =ag et n1 =ag dans le premier cas

ng =ag et ni1 =ag dans le deuxiéme cas.

Finalement,
S((az®az)a1)™ _ gasaza1 | gasazar






CHAPITRE 7

THEORIE DES FORMES NORMALES

On donne dans ce chapitre un apercu de la théorie des formes normales
d’objets locaux, et surtout des exemples d’utilisation du langage des moules
dans cette optique. On peut trouver un résumé des principaux résultats et
démonstrations dans I’article de J. Martinet [37].

On insistera sur la notion de forme prénormale continue introduite par
Ecalle. Nous étudierons en détail la construction de la forme prénormale éla-
guée. Dans [20], Ecalle et Vallet isolent une forme prénormale ayant des pro-
priétés optimales vis-a-vis de la divergence des séries normalisantes.

En suivant Ecalle, on montrera l'intérét qu’apporte le formalisme moulien
lorsqu’il s’agit d’étudier la convergence des séries de normalisation. On se li-
mitera a 'exemple de la linéarisation ; dans ce cas, les moules fournissent un
procédé algébrique systématique permettant d’obtenir des majorations opti-
males pour montrer la convergence des séries normalisantes, griace a la procé-
dure d’arborification, exposée de maniére approfondie dans article d’Ecalle-
Vallet [22].

Par ailleurs, afin de comparer les formes prénormales continues a celle de
Poincaré-Dulac, dans un cadre cette fois-ci formel, nous insisterons sur la
forme élaguée, dont la construction en est analogue. Nous redémontrons en
détail les propriétés de la forme élaguée.

Nous commencons par exposer la problématique générale.

7.1. Normalisation

La plus grande partie de cette section peut-étre trouvée dans [3,53]. La

théorie (ou peut-étre devrions-nous dire les théories) de formes normales est
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un aspect fondamental lorsque 'on cherche a connaitre la dynamique d’un sys-
teme ; c’est tout d’abord une démarche mathématique naturelle, qui consiste
a chercher a simplifier le probleme.

Ainsi, pour une équation différentielle sous la forme x = X(x) ou X est un
champ de vecteurs sur C¥ par exemple, une premiére approche consiste a
chercher un changement de variables sous la forme x = y + h(y) de maniere
a simplifier 'équation. Cependant, dans quelle mesure un changement de va-
riables conservera-t-il la dynamique de I'équation initiale ? C’est la condition

de conjugaison qui permettra de répondre a cette attente.

7.2. Le cas des champs de vecteurs

Définition 7.2.1. — Soient
x=f(x) xeR",
y=8y) yeR"

deux champs de vecteurs de classe €* (k> 1) sur R", c’est-a-dire ici deux ap-
plications de classe ¢* de R" dans R". On note @(t,x) et w(t,x) respectivement
les flots engendrés par f et g.

On dit que les dynamiques (ou les champs de vecteurs) sont ¢’ équi-
valent(e)s s’il existe j < %k et un €7 -difféomorphisme A tels que les orbites
de ¢ sont transportées par h en les orbites de vy, en préservant l'orientation
(mais pas nécessairement la paramétrisation par le temps); si & préserve en
plus la paramétrisation par le temps, on dit que les dynamiques de f et g sont

¢’ -conjuguées.

Ainsi, si f et g sont ¢”-conjugusés, il existe un %”-difféomorphisme % tel
que :
hop(t,x)=y(t, h(x)).
Le théoréme de Hartman-Grobman justifie le fait que ’on souhaite conser-

ver la partie /inéaire du champ :

Théoreme 7.2.2 (Hartman-Grobman). — Soit x = X(x) un champ de vec-
teurs sur R" et xo un point fixe hyperbolique de X, i.e. toutes les valeurs propres
de DX (xg) sont de partie réelle non nulle et X(x¢) = 0. Alors le flot engendré par

x =X (x) est ‘50-conjugué au flot de l’équation linéarisée en xg :
¢ =DX(x0),

dans un voisinage de x.
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On considére ici des champs de vecteurs formels sur C", c’est-a-dire de la

v

forme X(x) = ) X;(x)d,, ot les X; sont des séries entiéres formelles en les
j=1

variables x1,...,x,. On recherche un changement de variable x = h(y) = y +

w(y) ou w est également une série formelle en les y1,...,y, de valuation au
moins 2, ceci afin de préserver la partie linéaire du champ lors du changement
de variable.

Lidée d’Ecalle est de considérer non pas k mais le morphisme de substitu-
tion Oy défini par :

Oy, : Cllx]] — Cllx]]
@—@oh

On notera O s’il n’y a pas d’ambiguité.

Lemme 7.2.3. — Le morphisme © est un automorphisme de lalgébre C[[x]].

Démonstration. — © est bien une application C-linéaire. De plus, si ¢ et v

sont deux séries formelles, le produit ¢y est encore dans C[[x]] et on a :
O(py) =(py)oh
=(poh)(woh)
= 0(p)O(y).
Enfin, & est un changement de variable, donc inversible. Ainsi, on peut définir
un inverse de O par :
0 l(p)=pon L.
On a bien
000 Hp)=(poh ™ Hoh=¢
et
O 1oO(p)=(poh)oh™ L =¢.
Donc @071 = 07100 = Idgyy et © est bien un automorphisme de Ialgébre
CIlx]11. O

On considere 'action du champ X sur les séries formelles ¢ comme une

dérivation ¢ — X -, ou :

o

axj (x)

X-p=) X;(
j=1
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Si on note X, le nouveau champ apres le changement de variable A, il faut

que le diagramme suivant soit commutatif :

X
p — X

(Poh X—’ Xnor'((Poh)

nor

On a donc
Xnor'((,ooh):(X'(P)oh V(PEC[[X]],

— Xnor(@@) =0(X¢p)  VeeClllx]l
D’ou X,,0r0® = OoX, que 'on écrira sous la forme suivante (et en omettant les

o pour alléger la notation) :
Xnor=0X071,

Ainsi X, est formellement conjugué a X.

7.3. Forme prénormale

7.3.1. Définitions. — On rappelle que le crochet de Lie de deux champs de

vecteurs X et Y est encore un champ de vecteurs défini par :
Définition 7.3.1. — On dit que le champ X, est une forme prénormale du
champ X si:

1) Xnor est conjugué a X ;
ii) [Xnor,Xlin] =0.

On rappelle a présent la notion de résonance (cf. [3]) :

Définition 7.3.2. — Soit A =(A1,...,A,) € C'. On dit que A est résonant si il

existe s dans {1,...,v} et m dans N, [m| > 2 tels que :
v
As =) mjA;.
j=1

De plus, étant donnée une collection A de complexes telle que A est résonant,
étant donnés s dans {1,...,v} et m dans N", |m| > 2, le monoéme (opérateur dif-

férentiel) x™ 0y, est dit résonant si m et s sont tels que la relation de résonance
v

Ag = Z m;A; est vérifiée.
=1
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Définition 7.3.3. — Soit X un champ de vecteurs de partie linéaire Xj;, dia-
gonale de spectre A =(A1,...,1,) € C" tel que X = Xy, + Z B,,.
neA
— On dira que le champ X est non résonant si A-m n’est nul pour aucun m
dans A ;

- on dira que le champ X est fortement non résonant si A-m n’est nul pour

aucun m non nul dans Z".

Nous pouvons maintenant caractériser les formes prénormales de champs

de vecteurs :

Proposition 7.3.4. — Soit X un champ de vecteurs formel sur C' de partie

linéaire Xiip et Xnor une forme prénormale de X. Alors X, or est de la forme :

v
Xnor = Xjin + Z Z amxmaxj’
J=1meR,(X)

ou Rj={meZ"\{0} tels que |m| >2et Aj=m-A}et a,, €C.

Démonstration. — Pour un mondéme x™ 9, avec m € NV et s dans {1,...,v}, on
a:
v
[xmaxs,th] = xm(A’S - Z m‘]ﬂ"])axs.

j=1
]

7.3.2. Non unicité des formes prénormales. — Pour un entier £ > 2 on
note E; ’ensemble des champs de vecteurs sur C* de degré & i.e. tels que
chaque coordonnée (dans la base dy,,...,0,, est un polynéme en les variables
X1,...,%, homogene de degré k. On définit E par :

E = @Ek,

k22

de telle sorte que tout champ de vecteurs de E s’écrit Y = Z Y:.
k>2
On fixe maintenant la partie linéaire Xj;,, et on note ad Xj;, 'application

Y — [Xjin, Y] pour tout champ de vecteurs Y. Remarquons que ad Xji,(Ep) <
E;, et donc ad Xy, : E — E.

Commencons par un résultat sur le noyau de ad Xjjj, :

. 4 adXy, E—FE
Lemme 7.3.5. — Soit Xj, = Z AjxjOy; et . Alors
j=1 Y — [Xiin, Y]

Ker(ad Xj;,) = {0} st et seulement si A est non-résonant.
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Démonstration. — Par linéarité, il suffit de prouver le lemme pour un

mondme x™0,,. Les calculs déja effectués montrent que si A est non-

v
résonant, alors (1 — Z mjA;) # 0 donc Ker(ad Xj;,) = {0}. Réciproquement, si

=1
v
Ker(ad Xj;,) = {0} alors (1 — Z m;A;)#0. Donc A n’est pas résonant. O
=1
Corollaire 7.3.6. — Si le spectre A de Xjipn, est non-résonant, alors Xnor = Xiin-
Démonstration. — Le théoréme de Poincaré-Dulac assure 'existence d’une

forme prénormale. De plus, une forme prénormale est la somme de la partie

linéaire Xj;, et de termes résonants. d

Dans le cas ou le spectre A de Xj;, est résonant, cependant on ne peut pas

conclure :

Proposition 7.3.7. — Si le spectre de Xi, est résonant, une forme prénormale

de X n’est pas unique.

Démonstration. — Le théoréme de Poincaré-Dulac assure l'existence d’au
moins une forme prénormale dans ce cas. De plus, une forme prénormale est
définie modulo un élément de Ker(ad Xj;,), qui n’est pas réduit a {0} d’apres le
lemme 7.3.5. 0

Le cas général de la normalisation en ’absence de résonances ne conduira
donc a priori pas a une forme unique. Ce probleme a été étudié, notamment
par Baider [5], mais aussi Gaeta [27], dont nous avons exposé une méthode

dans la premiére partie.

7.4. Formes prénormales continues

Cette notion de forme prénormale continue est introduite et étudiée par
Ecalle et Vallet dans [20,51].

On considere toujours un champ de vecteurs X = X, + Z B,, ou Xj;, est
neA
diagonale, de spectre A =(14,...,1,).

On note C{(B)) 'algebre des séries formelles non-commutatives construites

sur les opérateurs B,,. Dans ce contexte, on a la proposition suivante :

Proposition 7.4.1. — Lapplication suivante de C{{A)) dans C((B)) est sur-
Jjective.
> M*n— ) M"B,
neA* neA*

De plus, M* — @y est une bijection de #c(A) sur C{{A)).
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La partie linéaire Xj;, du champ étant fixée, cette proposition justifie bien

I’écriture suivante :

X =X+ Y I'B..
Notons pour k€ Z" :

v
w(k):A-k = Z =/1jkj.
j=1
On rappelle par ailleurs quesin=n1---n,€A*, |n|=n1+---+n,. On a alors

le résultat suivant, qui précise la maniéere dont les résonances apparaissent et

sont liées a la partie linéaire :

Lemme 7.4.2. — Pour tout mot nde A", on a [Xjin,Bnl = w(|r|)By,.
En d’autres termes, pour tout mot n de A*, B, est un vecteur propre de

lopérateur ad Xy, associé a la valeur propre w(||n||).

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur la longueur r
v

des mots. Rappelons que pour un mot n de longueur r=1, B, = Z B (x)0y;.
j=1
Donc :
[Xlinan] = XiinBrn — B Xlin

-3

j=1'i=

4

Ai%i0z; [Ba ()] — (@A, )0,
1

Par définition, B, étant un opérateur différentiel homogeéne de degré n, on a
donc B (x;) = ﬁjxﬁj oupjeCetri;=(ny,...,n;+1,...,n,). Alors, pour tout (z, j)
in {1,...,v%, %0y, [Bn(x))] = Bj(n; +8;,)x™ . Dot :

[XlinaBn] = Z ,Bjxﬁj(z Ai(ni + 5ij) - /lj)
=1 i=1

=Y Bjx"w(n) = w(n)B,.
j=1

Fixons maintenant r > 2; on suppose que pour tout mot m de longueur infé-
rieure ar—1, [Xlin,Bm] = w(||m|)B,. Pour un mot n de longueur r on écrit

n=mpoufl(m)=r—1et ¢(p)=1. Alors :
[Xiin,Bn] = [Xiin, BmBp|
= XiinBmBp = BmB pXiin
= XiinBmBp —BmXiinBp + BmXiinBp — BmB p Xiin
= [Xiins Bm|Bp + Bm [ Xiin, Bp |
= w(|m|)Bp + Bmw(p)B)y
= w(||n|)Bpy.
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Ul

On peut donner la définition d’'un mot résonant, bien que redondante avec

la sous-section précédente :

Définition 7.4.3. — Soit n dans A*. On dit que n est un mot résonant si
o(|ln|)=0.

Nous pouvons maintenant énoncer le type de forme prénormale que 'on

cherche (toujours suivant Ecalle) :

Définition 7.4.4. — On dira que le champ X, est une forme prénormale

continue du champ X = Xy, + Z B,, par rapport a I'alphabet A s’il existe
neA(X)
un changement de variables qui conjugue X a X, et tel que :

Xnor = Xjin + Z Pran™B,, avecPran™ =0 siw(|n|)#0.
neA*
Remarque 7.4.5. — Remarquons que cette définition implique que le moule
Pran® doit étre alternal, de maniére a ce que Xy,or — Xjin Soit bien un champ de
vecteurs, c’est-a-dire un élément primitif de 'algebre C((B)). Ainsi, Xyor—Xlin
est un élément de I’algebre de Lie engendrée par les {B,,,n € A(X)}.
Nous essayons donc d’écrire les éléments de Kerad Xj;, dans I’algebre de

Lie engendrée par les B,,.

Par ailleurs, une forme prénormale continue dépend de la décomposition
du champ choisie. Nous verrons que certains choix peuvent s’avérer meilleurs
que d’autres.

Enfin, on a le théoreme suivant, qui unifie la notion de forme prénormale et

de forme prénormale continue d'un champ de vecteurs :

Théoreme 7.4.6. — Soit X un champ de vecteurs qu’on écrit sous la forme

X =Xjn + Z B, et Xyor une forme prénormale continue de ce champ. Alors
neA(X)
Xnor est une forme prénormale au sens de la définition 7.3.1.

Démonstration. — Si X, est une forme prénormale continue de X, on peut

Pécrire :

Xoor = Xijn + Z Pran™B,, avecPran™ =0 siw(|r|)#0.

neA*
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On obtient :
[ X1in, Xnorl = Z Pran”[Xin,Bn]
neAX)*
= Z Pran"w(n)B,
neAX)*
=0.
En effet, chaque terme de cette somme est nul par définition de Pran®. O
74.1. Déquation de normalisation moulienne. — On considere dans

cette sous-section un champ de vecteurs X de partie linéaire Xj, qu’on

supposera diagonale :

v
Xiin= ) Ajx;j0y;, A=(1,...,A4)€C".
j=1

On cherche Xpo — Xjin dans 'algebre de Lie libre de C((B)) et on écrit
Péquation de conjugaison :

Xpor =0X07L, (7.1)

© devant étre un automorphisme de C[[x]], il doit étre dans le groupe de Lie de

cette algebre de Lie. On travaille donc dans 'algébre enveloppante universelle
C((B)) et on cherche O sous la forme :

@= Y O"B,.
neAX)*

De méme, on écrit X, sous la forme :

Xnor = Xiin + ZPran'B.,

la sommation sur le ¢ signifiant qu’elle s’effectue sur tous les mots n construits
avec 'alphabet sous-jacent A(X), lequel découle de la décomposition du champ
X en opérateurs différentiels homogenes B,,.

L'équation de conjugaison (7.1) s’écrit alors de la maniére suivante, en uti-

lisant la décomposition moulienne :
Xiin+ Y. I'B. = (¥.(@") ' B.)(Xyin + ¥ Pran’B. (Y. ©°B.)
i.e. . . . .
Xin+ L I'B. = (.09 B.)Xin(L0°B.) + L[0! x Pran’ x 0°)B.. (72

Pour développer le deuxiéme terme du membre de gauche, on a besoin
du lemme suivant, afin de pouvoir ensuite identifier les deux séries terme

a terme :
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Lemme 7.4.7. — Soit M® un moule ¢ (A(X)). Alors :
Xiin(YMB.) =Y VM'B. + (Y. M"B.) Xy,

ot VM™ = w(|n||)M™ pour tout n dans A(X)".

Démonstration. — Par linéarité, il suffit de calculer Xj;,B, pour un mot
n=@m',...,n") de A(X)* de longueur r. D’aprés le lemme 7.4.2, X},Bp =
o([n|)Bp + By Xiin.

L]

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 7.4.8. — Léquation de conjugaison (7.1) est équivalente a l’'équa-

tion moulienne suivante :
O°'xI*=VO*+Pran® x0O°. (7.3)

Démonstration. — A Taide du lemme 7.4.7 précédent, on peut développer le
membre de gauche de I'équation (7.2). On identifie ensuite terme a terme, ce
qui donne :
I'=(©")'xVO' +(©") ' xPran’ x 0",
puis, en multipliant 4 gauche par ©° :
O xI*=VO® +Pran’ x0°,

O]

Dans notre démarche, cette équation est trés importante car elle donne une
relation entre la forme prénormale voulue (donnée par Pran®) et la manieére de
Pobtenir grace a ©°. Cependant, il ne sera pas toujours possible de résoudre
complétement cette équation, et une condition ou équation supplémentaire

sera parfois nécessaire.

Remarque 7.4.9. — En fait, 'opérateur V défini ci-dessus est une dérivation

sur les moules, c’est-a-dire que pour tous moules A® et B°®,
V(A*xB*)=VA*xB*+A* xVB".

Ainsi ’équation (7.3) que nous venons d’obtenir est une « équation différen-
tielle » sur le moule ®°.
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7.5. Linéarisation

7.5.1. Linéarisation formelle d’'un champ de vecteurs. — Le cas le plus
simple que l'on peut résoudre entiérement se trouve déja dans la these de
Poincaré (1879) ; c’est le cas de la linéarisation formelle du champ de vecteurs
X en I'absence de résonances. Enoncons le théoréeme de Poincaré en nous re-

streignant au cas fortement non résonant :

Théoreme 7.5.1. — Soit X un champ de vecteurs formel sous forme bien pré-

parée :
v

X = Xjin + Z B, Xjin= lexjaxjy

neA j=1
la partie linéaire étant diagonale de spectre A et les B,, des opérateurs différen-
tiels homogénes. Si X est fortement non résonant, alors ce champ est formelle-
ment conjugué a sa partie linéaire Xijy.
De plus, la conjugaison est donnée explicitement par Uautomorphisme de

substitution :

O : Cllx]] — Cllx]]
p—@oh

oit ® =) O°B. et le moule ©° est donné par :

o" 1
- ’
wi(wr +wz) (w1 +-- +wr)
pour un mot n=(n',...,n") de longueur r.
Démonstration. — Comme X est fortement non résonant, pour tout m non

nul dans Z¥, A-m # 0; pour tout n de A(X)", chaque lettre de n est un multi-
entier de somme strictement positive, donc ||r| est aussi un multi-entier de
somme strictement positive, donc ||n|| # 0; donc w(||r|) # 0. L'équation de li-
néarisation s’obtient en cherchant X, = Xjin, soit de maniére équivalente, en
imposant Pran® = 0°. D’apres la proposition 7.4.8, ’équation de linéarisation
moulienne est alors :

O'xI'=VO°. (7.4)

Remarque 7.5.2. — On obtient également une « équation différentielle mou-

lienne » sur (G)_l) en conduisant des calculs analogues :

ve ) =-rx@?). (7.5)



94 CHAPITRE 7. THEORIE DES FORMES NORMALES

A partir de ’équation (7.4), nous allons calculer ©° par récurrence sur la
longueur des suites n.

Tout d’abord, © doit étre tangent a I'identité de manieére a préserver la par-
tie linéaire du champ, donc ®% =1 et B, =1d.

Par définition du produit de deux moules, ’équation (7.4) est équivalente a :

YrneAX)",vO"= ) O™I",
nieny=n

En se souvenant de la définition de I°, I™ vaut 0 si /(n) # 1 et 1 sinon. Donc,
par définition du moule VO°*, I'équation précédente équivaut a la relation de
récurrence suivante : sin = (nl, ...,n") est de longueur r,

r

(A, ”n”)@n — @ﬂl,...,nrfl‘[n ,

soit
(A-(n +_'_+nr))®n1,...,nr _@nhnt (7.6)
Notons pour tout i, w(n’) = w; = A-n'. Si l(n) = 1, I'équation (7.6) est équiva-
lente a :
(A-n)®" = 6%,

soit

w(n)0" =1.
Comme w(n) # 0 on a une solution

1
e" = o

Si r est fixé supposons que pour toute suite (n',...,n" 1) de longueur r -1,
pour tout k2 dans {1,...,r— 1} on ait w1 +---+wp #0 et

@)nl,...,n’"’1 — 1
wi(w1+w2) (w1 +--+wr-1)

Alors pour toute suite (nl, ...,n") de longueur r on a

1 r 1
(w1 4+ +w)O" " = .
wi(wi+w2) (w1 +--+wr-1)

Comme X est fortement non résonant, wi +---+w, # 0, donc

G)nl,...,nr — 1
w1(w1 +w2) (w1 ++++ ;)

Remarque 7.5.3. — La résolution de ’équation (7.5) a la remarque 7.5.2 sur
(1) conduit de la méme maniére a :
(=1

-1\" _
(8 ) w0t wp_1)(@p o+ 07)
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Il resterait a démontrer que le moule ©° ainsi défini est bien symétral, de

maniére a ce que la somme

Yy O"B,
neAX)*

définisse bien un champ de vecteurs. On trouvera une démonstration
dans [11].
O

7.5.2. Linéarisation analytique : problemes de convergence. —

On considere ici un champ de vecteurs X analytique, c’est-a-dire que

J
étudier la convergence des séries mouliennes utilisera des majorations sur

v
X(x) = ) Xj(x)dy; ou X; est analytique, ce qu'on notera X; € C{x}. Pour
=1

les moules, ou sur les comoules, et de méme sur les opérateurs différentiels,
ou leurs arborifiés ; pour ces derniers, il est nécessaire de définir la notion de

convergence a 'aide d'une norme :

Définition 7.5.4. — Soient U et V deux voisinages compacts de 0 dans C",
tels que V c U. Pour tout germe de fonction ¢ de C{x} en 0, on définit :
lplle = suplg(x)l,
xeU
et pour tout opérateur P de C{x} dans lui-méme, on définit également :

IPlly,v = sup IIPolyv.
lplly <1

On dira alors que la série d’opérateurs ZP,, est normalement convergente

n
si la famille (|| P,ll),, est sommable pour une paire (U,V) au moins.

Enfin, pour le champ
X = Xjjn + Z B,
neAX)

v

de partie linéaire Xj;, = Z Aix;0x,;, on notera 2 I'ensemble {1-n,n € A(X)} et
i=1

les complexes éléments de 2 seront toujours notés w(n) ou w s’il n’y a pas

d’ambiguité. Pour un mot n = (nl,...,nr) on aura donc w(n) = (w1,...,w,) et
lwo(n)| = w1 +---+ w,. Les degrés (ou lettres) n de A(X) sont toujours des v-
uplets d’entiers positifs ou nul, sauf au plus un valant —1, de somme |n| =
ni+---+n,>1.

On s’intéresse ici a la convergence de la série d’opérateurs différentiels défi-
nissant ®° vue dans le théoréme de Poincaré 7.5.1. Cela dépend de la grosseur

des coefficients ®", en particulier de la vitesse a laquelle les w(n) peuvent
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s’approcher de 0 quand |||n|| augmente. Ce dernier phénomeéne dépend es-
sentiellement de la répartition dans le plan complexe des valeurs propres du
spectre A de la partie linéaire du champ. C’est ce qui motive la définition sui-

vante :

Définition 7.5.5. — Soit A = (11,...,4,) une collection de valeurs propres
dans C". On définit :

- le domaine de Poincaré & comme l’ensemble des A dont I'enveloppe
convexe ne contient pas 0.

- le domaine de Siegel ., comme le complémentaire du précédent.

On voit que si A est dans le domaine de Poincaré &, les w auront tendance

a s’éloigner de O (car ce sont des combinaisons Z/lini d’entiers positifs sauf

l
au plus un valant —1) ; a contrario si A est dans . il sera beaucoup plus facile

aux w de se rapprocher de 0.

7.5.3. En 'absence de petits diviseurs. — Nous commencons par nous

placer dans le cas ou les w ne peuvent pas trop s’approcher de O :

Définition 7.5.6. — On dira que le champ X ne contient pas de petits divi-

seurs s’il existe une constante C > 0 telle que
YoeQ,|lwl =C.

Remarquons que si le champ X ne contient pas de petits diviseurs, il est
nécessairement non résonnant donc formellement linéarisable d’apres le théo-
réme de Poincaré 7.5.1 page 93. Une condition suffisante pour que le change-
ment de variable soit analytique est donnée par le théoréme suivant, égale-

ment di a Poincaré.

Théoreme 7.5.7. — Soit un champ de vecteurs X ne contenant pas de petits
diviseurs, et dont le spectre A est dans le domaine de Poincaré. Alors il existe
un changement de variable analytique qui linéarise le champ au voisinage de
0 et ce changement de variable est donné par le normalisateur ©. De plus,

0= Z@'B. est un automorphisme de Clx}, et on a :

0" = !
w1(w1+wg) (w1 ++ - +wp)

pour un mot n = (n%,...,n") de longueur r.
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Si on démontre que O est un automorphisme de C{x}, alors le changement de
variable A est aussi dans C{x}, car A = O(Id). Il s’agit donc de prouver que la sé-

rie définissant O est normalement convergente, au sens de la définition 7.5.4.

Démonstration. — On écrit comme d’habitude le champ
X =Xjin + Z B,
neA(X)
et on rappelle que, le champ n’étant pas résonnant, il est linéarisable par le
normalisateur
®©=) ©°B.
dont les coefficients sont définis par :

o" = .
wi1(wy +w2) (w1 ++w,)

pour tout mot de A(X)* de longueur r.

Observons alors que les 1; étant dans &7, ils sont tous dans un méme demi-
plan ouvert Py = {z € C,Re(ze'?) > 0} pour un certain 6 € R. Ainsi, quitte a
effectuer une rotation, on peut les considérer tous dans le demi-plan {Re(z) >
0}. Il existe donc une constante p > 0 telle que pour tout i Re(1;) > p. On
peut alors en déduire qu’il n’existe qu’'un nombre fini de w dans Q tels que
Re(w) < 0. En effet, un tel w s’écrit 1 -n avec, par exemple, ng = —1 pour un
certain s dans {1,...,v}, les autres n; étant positifs. On a alors :

0 > Re(w) = —Re(Aq) + Z n;Re(7;),
i#s
donc
Re(;) > (Z ni) o,
i#s
et il n’y a qu'un nombre fini de n;,i # s vérifiant cette inégalité.

On peut alors effectuer un changement de variable polynomial (car il n’y a

qu'un nombre fini de w a éliminer) pour obtenir le champ X sous la forme :
X =Xin+ ), Bn,
neA(X)

ou 2A(X) est le nouvel alphabet, tel que
Vn € A(X),Re(w(n)) > 0.

Notons alors S* indifféremment pour ©° ou pour (@‘1).. Ecalle donne les

inégalités suivantes dans [18], pour n = (nl,...,nr) :
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1

IS™| < =T C:>0 (7.7)
IBaluy <rUBiluy - 1BuluyCy™ — C2>0 (7.8)
IBally,y < (Cyy)™ Cyy >0 (7.9)

¢(N) < (Cg)N™ C3>0dépenddeV  (7.10)

oulnl=n1+--+n, et N(n) = Inll +---+|n"| est le poids de n; c(N) est le
nombre de mots de poids N.

Ces inégalités sont prouvées par Brjuno dans [8]; on peut préciser la preuve
(dans [18]) d’Ecalle. Pour un bon choix de (U,V) on peut rendre Cy v aussi

petite qu’'on veut, et on a, pour tout mot n de longueur r et de poids N :

1S™Bnll < rUBilluy - IBurluyCy

rict
1

< & Coney
1

donc

I > S™Buluv< Y. IS™Baluy

I(n)=r I(n)=r
Nn)=N N@n)=N
¢(N) \»N AN
< Cr CU,VC2
1
(cj ol
< (C3C)N ———

€y
Pour 0 < € <1 et rg fixés on peut choisir (Up, Vj) tel que Cyy, v, < elfro L glr

pour tout r > rg. On a donc :

N
Y 1IS™B,l < (CsCoey” (7.11)

l(n)=r C;
N(n)=N
Si C1 > 1 le dénominateur tend vers +oco lorsque r tend vers +oo et la série

ZS *B. est normalement convergente au sens de la définition 7.5.4;si C1 <1,

comme on a toujours r <N, on a
i < i (7.12)
¢y ey

Le cas C; = 1 ne posant pas de probleme, on a dans tous les cas la convergence

normale de la série ZS °B. et donc un changement de variable analytique. [
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Il s’agit maintenant de démontrer les inégalités (7.7) a (7.10).

Démonstration de (7.7). — Puisque l'on s’est ramené a des w(n) de partie
réelle strictement positive, comme on a supposé que, pour tout w, |w| > C >0,

alorson a :
VYow e A(X),Re(w) > C.

Ainsi, pour tout r,

w1+ +w,| > Relw1 +-+w,)

>rC.
Donc on a bien 1
n
IS™I < cr
O
7.5.4. Le théoréme de Brjuno. — On a vu qu'un champ de vecteurs pou-

vait étre linéarisé formellement en ’absence de petits diviseurs (théoréeme de
Poincaré), puis qu’on pouvait le mettre sous forme de la somme de sa par-
tie linéaire et de termes résonnants (théoreme de Poincaré-Dulac). On a en-
suite étudié la convergence éventuelle des séries donnant le changement de
variable, ce qui nous a conduit a un théoreme de Poincaré analytique dans
le cas du spectre dans le domaine de Poincaré. Une amélioration de ce théo-
réme est la condition diophantienne de Siegel, mais la meilleure condition —a
ce jour— est la condition diophantienne de Brjuno.

Introduisons, pour le champ X = Xj;, + Z B, la quantité @(k) définie
neA(X)
pour tout entier & par :

v
Y Aim;

a)(k):inf{l/l-mlz
i=1

avec |m| <281 et )L-m;éO}, (7.13)

v
ou les m; sont tous positifs, un au plus valant —1, de somme |m| = Z m; > 0.
i=1

Cette quantité « mesure » la vitesse a laquelle s’approchent les 1-m de 0.

La condition diophantienne de Brjuno est alors la suivante :

0 Jog(1l/o(k
La série & = )_ w est convergente. (B)
k=0

remarquons encore que si le champ vérifie la condition (B), il n’est pas réson-
nant (sinon . vaudrait oco). De plus, on dit alors qu’on est en présence de

petits diviseurs diophantiens.
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Lintroduction des séries arborifiées permet a4 Ecalle de redémontrer le théo-

réme suivant :

Théoreme 7.5.8 (Brjuno). — Soit X un champ de vecteurs analytique dont le
spectre de la partie linéaire vérifie la condition (B). Alors ce champ est linéari-
sable par un changement de variable analytique ; les séries arborifiées donnant

les normalisateurs

0= Y O0%B,
a~eArb(X)
et

ol= Y (07 B
a~eArb(X)

convergent en norme vers des opérateurs © et o1 qui sont des automorphismes

de C{x} définissant le changement de variable.

Ce théoreme (1971) est presque contemporain des premiers travaux d’Ecalle
sur les moules (1975). La preuve originale par Brjuno n’utilise bien sir ni
moule ni série arborifiée. Par rapport au formalisme moulien, on rencontrera
au cours de la démonstration quelques résultats a priori étonnants qu’'on ne

manquera pas de souligner.

< <

Idée d<e la démonstration. — On note S° indifféremment le moule ®° ou

(G)_l).. La preuve repose sur les inégalités suivantes proposées par Ecalle
dans [18] :

1S™ < Y™, Q. >0, (7.14)
1Bl < IBpy v -+ 1Bn, lu v Q5 ™, Q2 >0, (7.15)
1B, lly,y < (Cuy)™, Cuy >0, (7.16)

qN) < QY ™, Qs >0, (7.17)

ou (7.14), (7.15), (7.17) sont les analogues respectivement des inégalités (7.7),
(7.8), (7.10) déja vues page 98 pour les séries non arborifiées, tandis que (7.16)
est I'identique de (7.9), ce qui est normal, puisque pour un mot n de longueur
1, sz =B,.

En supposant ces inégalités prouvées, par des majorations analogues a
celles utilisées dans la preuve de la convergence des séries non arborifiées en
I’'absence de petits diviseurs, on prouve également la convergence de la série
ZS fo et donc le théoreme. O
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Remarque 7.5.9. — S’il n’est pas étonnant de voir que, dans (7.15), le fac-
teur r! de (7.8) a disparu —c’est I’effet de I’arborification de faire « disparaitre »
les r! termes du produit B, en «individualisant » chacun d’eux—, il est par
contre surprenant de constater avec (7.14) que le moule arborifié correspon-
dant n’augmente pas considérablement mais suit le méme type de croissance
que le moule ordinaire. On a pourtant vu que le moule arborifié s’exprimait a
partir du moule ordinaire, comme une somme comportant parfois jusqu’a r!
termes.

On peut trouver des explications a ce phénomene : dans [22], Ecalle et Vallet
prouvent que lorsque le moule arborifié est solution d’'une « équation différen-
tielle moulienne » identique a celle du moule non arborifié, cela entraine des
croissances voisines pour les deux types de moules.

Bien que ce résultat ne soit pas vrai pour n'importe quel moule, il I'est pour

les moules usuels rencontrés ici.

7.6. La forme normale de Poincaré-Dulac

En présence de résonances dans un champ de vecteurs formel, on ne peut
plus totalement linéariser le champ; cependant, le théoreme de Poincaré-
Dulac assure qu’on peut conjuguer le champ a la somme de sa partie linéaire

et de mondémes résonants.

Théoréeme 7.6.1. — Soit X un champ de vecteurs formel de partie linéaire
Xiin diagonale dont le spectre A = (A1,...,A,) € C¥ est résonant. Alors il existe

un moule Pran’® tel que X est formellement conjugué a la forme prénormale

Xnor = Xiin+)_Pran®B. ou Pran™ =0 si w(||n|) # 0.

Démonstration. — Ce théoréme n’est autre qu'une réécriture moulienne de
celui de Poincaré-Dulac. La démonstration classique de ce théoréme se trouve
par exemple dans [3] et conduit a la forme de Poincaré-Dulac. La démonstra-
tion moulienne se trouve a la section suivante et conduit a la forme élaguée.
O

La forme normale de Poincaré-Dulac est une forme prénormale au sens
d’Ecalle. Cependant, la démonstration moulienne du résultat ci-dessus
conduit a résoudre I'’équation de conjugaison (7.1) déja rencontrée. On verra
que la résolution de cette équation donne bien une forme prénormale, mais
a priori distincte de la forme de Poincaré-Dulac : Ecalle 'appelle la forme

élaguée.
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7.7. Procédure de simplification
Rappelons I'équation de conjugaison moulienne (7.3) :
O xI*=VO® +Pran’ x0°,

On cherche a obtenir une forme prénormale continue (de type Poincaré-

Dulac) donc on impose :
Pran™ =0 si w(||n||) # 0.

Essayons dans ce cas de résoudre I'équation (7.3) dans laquelle, rappelons-
le, les moules ©° et Pran® sont inconnus, le premier sur tous les mots, le
deuxiéme sur les mots résonants. On rajoute la condition que ©? =1 car l'au-
tomorphisme O doit étre tangent a 'identité.

On résout par récurrence sur la longueur des mots :

Pour le mot vide @, ’équation (7.3) se réécrit :
0°1? =VO? + Pran®®” dou Pran? =0.
Pour un mot n de longueur 1, I’équation s’écrit :
@"1? +I"®% =VO" + Pran"©? + Pran’@”"
— 1=w(n)®" + Pran”.

Ainsi, dans le cas ou w(n) # 0, comme Pran” = 0 on peut résoudre cette équa-

1
tion, et on obtient ©" = ﬁ Cependant, pour un mot résonant (w(n) = 0),
w(n
I’équation donne Pran™ = 1 mais ®" disparait de I’équation et 'on n’a, a ce
stade, plus d’informations pour déterminer ces quantités. C’est ici qu'on est

placé devant l'alternative suivante :

— Soit rajouter une condition sur ®, comme une dérivation (voir [51] p.25) ;
cela conduit a différentes formes prénormales selon la condition addi-
tionnelle (formes royale, régale...). C’est la méthode qu’'on peut qualifier
de directe, car a I'aide de cette condition supplémentaire, on obtient di-
rectement ©° et Pran®. On utilisera ces formes dans le chapitre 9 afin de
comparer, sur des exemples, les différentes expressions obtenues.

— Une autre possibilité est de construire une itération comme dans la mé-
thode de Poincaré-Dulac. C’est cette méthode que 1’'on présente ici, et qui

conduit a la forme élaguée.

Comme dans la méthode de Poincaré-Dulac, on tente de supprimer les
termes d’ordre (de dérivation) 1 a chaque étape. Le normalisateur © étant un

automorphisme de I'algebre C[[x]], c’est un élément group-like de 1’algebre de
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Lie libre £¢c(A) et s’écrit donc comme I’exponentielle d’'un élément primitif de

cette algebre, i.e. I’exponentielle d'un champ de vecteurs V. On écrit donc :

O=exp(V)ouV = ZV'B.,

le moule V* étant alternal car V est un champ de vecteurs. D’aprés ’écriture

moulienne de O et par définition de '’exponentielle d'un moule, on a :
0°* =ExpV",
et Péquation (7.3) se réécrit :
ExpV*® xI* = VExpV"* +Pran’® x ExpV". (7.18)

Cela ne léve pas I'indétermination sur ®° que l’'on a rencontrée précédem-
ment, mais le fait d’utiliser 'exponentielle permet d’utiliser la formule de
Campbell-Baker-Hausdorff pour choisir V° de maniére a éliminer les termes

d’ordre 1 non résonants du champ. C’est ’objet du lemme suivant :

Lemme 7.7.1. — Soit X = Xy + Z B, un champ de vecteurs sous forme
neA(X)
bien préparée, de partie linéaire diagonale fixée Xy, de spectre A.

Si on pose O =exp(V), ot V est le champ défini par :
1
—— siflmn)=1et w(n)#0;
ve ={ w(n)
0 sinon ;

alors le champ conjugué Xpor = ©X1in® ' ne posséde pas de termes non-

résonants d’ordre 1.

Démonstration. — Dans [27], Gaeta démontre que d’apres la formule de
Campbell-Baker-Hausdorff (voir [34]) on a :

+00 (_l)n
Xnor = Z —‘X(n),
n=0 T

ou XD =[x v]et X9 =X. Dou :

Xnor = Xjin + Z By — [ Xiin, V1=--+;

neA(X)
Onposealors V= > VPB,, donc:
peAX)*
Xnor =Xiin+ ), Ba— ). o(nIDV"Bp—--,
neA(X) neA(X)*

d’apres le lemme 7.4.2. D’ou1 ’'expression du moule V°.
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7.7.1. Procédure de simplification et champ simplifié. — Ce lemme
nous permet de définir la forme « simplifiée » du champ X, qui n’est pas une
forme prénormale et correspond a la premiere étape de la transformation re-

cherchée :

Théoréme 7.7.2. — Soit X = Xy + ZI *B. un champ de vecteurs formel sous

forme bien préparée, ou Xji, est la partie linéaire diagonale de spectre A. Soit

V le champ défini par V = ZV'B. ou V* est le moule (alternal) donné par :

L sif(n)=1letwn)#0
v ={ w(n)

0 sinon.

On appelle forme « simplifiée » de X le champ de vecteurs Xsam = exp(V)X exp(-V);

on lécrit de la maniére suivante :

Xsam = Xiin + Z Sam”B,,
neAX)*

et le moule Sam"® a lexpression suivante :
0 sin=9,
Sam" ={0 sif¢(n)=1et w(n)#0,
1 sif(n)=1letwin)=0;
pour les mots de longueur ¢ (n) > 2, Sam" est donné par U’équation moulienne :
Sam® =ExpV* xI* x Exp(-V)* - VExpV " x Exp(-V)".
Démonstration. — Les termes non-résonants du champ X sont tous d’ordre 1.
On cherche a les éliminer, donc on pose Xgam = Xiin + ZSam'B ., ou le moule
Sam® est défini comme suit : )
0 sin=¢g,
Sam" ={0 sif¢(n)=1etwn)#0,
on ne sait pas encore pour les mots plus longs n.

On reprend la méme équation que (7.18) avec Pran® = Sam® :

ExpV*® xI* =VExpV"* +Sam® x ExpV".
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De plus, en imposant V" =0 si £(n) # 1 il est possible de résoudre cette équa-
tion, et on trouve :
0 siw(n)=0,
Vi=4 1 .
—— sinon.
w(n)
D’ou I'expression du champ simplifié Xqap, :

1 1
Xsam = exp( > —Bn)Xexp( Y. ———B,|. (7.19)
neA(x) (1) neatx) @)
w(n)#0 w(n)#0
O
Enfin, le moule Sam® se calcule a I’aide des équations ci-dessus :
Lemme 7.7.3. — Soit X un champ de vecteurs formel sous forme bien prépa-

rée
X :Xlin+ZI'B.,
ot Xiin est la partie linéaire, diagonale de spectre A. Alors il existe un change-

ment de variables formel qui conjugue X a sa forme « simplifiée » de la maniere

suivante :
X —exp( Z 1 B )Xexp( Z 1 B
sam — — < Dp -—DB,].
neAix) @(n) neatx) @)
w(n)#0 w(n)#0

De plus, le moule Sam® se calcule directement, et a pour expression :

Sam? =0;
sié(n)=1et w(n)#0, Sam” = 0 (élimination des termes non-résonants) ;
sif(n)=1let w(s)=0, Sam” =1;

sir=¢(n)>2et w,...,w, sont tous différents de 0,

Samn_ 1 i (—l)r_k(a)k(r—k)—wk+1_..._wr)
oo (k—D(r—Ek+1)

s’il existe un seul i tel que w; =0,

Sam” = 1
(G-DWr-Dwy 010110

s’il existe au moins deux indices i tels que w; = 0, alors Sam"™ = 0.

Démonstration. — On définit le moule V* par :

L sif(n)=1etwn)#0
v =4 w(n) .

0 sinon
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Tout d’abord, effectuons le calcul du moule exp(V*). Par définition de I'ex-

ponentielle d'un moule, pour tout mot n de longueur r :
exp(V )" =1+ (V)" + %(V' x V)t +...
Comme V*® est nul si I(s) # 1, on a d’'une part
exp(V")? =1,

et d’autre part, si r > 1, le seul terme éventuellement non nul dans la somme
ci-dessus est le terme d’ordre r du développement :
]. 1 1 r
SV x VY =V Yy
rl~——— r!
r facteurs

et d’apres la définition de V°,

0 si 'un au moins des w; est nul,
(exp(V")" = 1 .
—— si tous les w; sont non nuls.

rlwy -,

De la méme maniere,

0 si 'un au moins des w; est nul,
(exp(=V*)*'=41 (-1
si tous les w; sont non nuls.
rlw; - w,
7.7.1.1. Un premier terme...— Notons C° le moule C* = exp(V°)x I*. On a

C? = 0. De plus, pour un mot n de longueur 1, on a :
C" =(exp(V)?I"=1.
Pour un mot n de longueur r > 2,

o — (eXp(V'))nl""’nr i

0 sil'un au moins des (w;)1<;<r-1 est nul,
= 1 .
sinon.
(r-Dwr-wr-1
7.7.1.2. ...un deuxiéme terme...— On note D* = C* x exp(—-V"), de sorte que

D? =0, et pour un mot n de longueur 1, D" =C" =1.
Pour un mot n de longueur r >2on a :

r

Dnl,...,nr — Cnl(exp(_V.))nQ,...,nr + Cnl,nz(exp(_V.))n?’,...,n’ et Cnl,...,n )

Il y a alors plusieurs cas possibles :
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- Sl existe un i de {1,...,r — 1} tel que w; = 0, alors tout C"l""’nj, tel que
J > i+1 est également nul, (d’apres le calcul de C™ en 7.7.1.1) ; de méme,

tout (exp(—V'))nk""’”r s’annule pour £ < i. Donc
Dn — Cnl’m’ni(eXp(—V.))nHl’m’nr.
On a alors, pour un mot n :

0 si un autre (w;)1<;<, Sannule;

l#i
D" = -
1 (=1 . . ,
- X - si aucun wj,l # 1 ne s’annule.
(-Dwyr--wi—1 (r=Dwit1---o,
. 1 r
- si w, s’annule, D™ = C" " alors :
D 0 silun des (w;)1<i<r-1 s’annule;
sinon.

(r—=Dlwy---wr-1

- si aucun autre w; ne s’annule, alors

Dnl,...,nr — (_1)r_1 i (_1)r—2
r-Dws-w, w1 @r—-2)\ws o,
1 -1 1
+ x — + ,
(r-2wr--wr2 w0, r-Dwiw1
soit :
prten’ 1 Z (-1 "y,
w1-~-w,.k:1(k—1)!(r—k)!'
7.7.1.3. ...un troisieme terme..— On calcule ensuite le terme : E° =

Vexp(—V?*). Par le calcul précédent de l'exponentielle d'un moule, et par
définition de opérateur V, on a E? = 0; de plus, pour un mot n de longueur
r=1:

E" " = (w1 + -+ )exp(=V )",

et donc :
0 sil'un au moins des (w;)1<;<, S'annule;
E"={ (w1++w) (-1
sinon.
rlwi - w,
7.7.14. ... le dernier terme. — On termine par le calcul du produit moulien

F* =exp(V*)x E®; tout d’abord F? = 0; pour un mot de longueur 1, F" = E"
donc F* =0 si w(n)=0 et F"* = -1 si w(n) # 0; finalement, pour un mot n de

longueur r >1ona:

Fem" = (exp(V*)PE™ + (exp(V )" E" " 4+ (exp(V* )" =" E",
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Ainsi, d’aprés le calcul des moules exp(V*) et E°, F™ s’annule 'un au moins

des w; s’annule. Si aucun w; ne s’annule, alors :

gt _ @14 0D 1 (wg +---+wp)(-1) 71

rlw; - w, w1 (r—-Dws- - w,
1 (-Dow,
+ X .
(r-Dwr--wr-1 W

Et finalement :

0 si 'un des w; est nul,
— ) w4+ 0,)

" (
Z sinon.

F" = 1
w1 wr ;. (r=k+DI(k-1)!

7.7.1.5. Expression du moule recherché. — Come Sam’ =F*+D",on a:
Sam? =F? +D? = 0.
Pour un mot de longueur 1, on obtient :
1 siwn)=0,
Sam” =
0 siw(n)#0.

Ainsi le champ X, ne comporte plus de termes non-résonants d’ordre 1. De

plus, pour un mot n de longueur r > 2, on obtient :

- ¢'il existe i # j, dans {1,...,r} tels que w; = w; =0 alors D™ = F™ =0 donc
Sam” = 0.

- s’il existe un unique i de {1,...,7} tel que w; =0, F* =0 et

1 (_1)r—1
G-Dwt-wi-1 r=—Dwii-or

- si tous les (w;)1<i<r sont non nuls, alors

1 r (_l)r—kwk

D" =
w1-wp oy (k=D r = k)

e 1 i(—l)r_k+1(wk+~-~+wr),
w1-0r i r=k+DIk-1)
et .
1 L (=1 Mop(r—k)—wps1 - )
Sam™ =
am wl---wrk; (& —DI(r—k + 1)l
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7.8. Itération de la procédure de simplification

Le champ simplifié X, ne comporte ainsi plus de termes non-résonants
d’ordre 1, mais ce n’est pas une forme prénormale pour autant : en effet Sam”™
n’est pas toujours nul quand ¢(n) > 2. La transformation de simplification
doit étre alors itérée.

La méthode est ici de réécrire le champ

Xsam =Xiin+ Y. Sam"B,
neAX)*
comme un champ «initial », ot Xgam — Xjin s0it une somme d’opérateurs diffé-
rentiels homogeénes en degré indexés par les lettres d'un nouvel alphabet 2 ;
on cherche donc a écrire :
Xsam = Xiin + Z D,,.
me2
Comme pour tout mot n de A(X)*, B, est un opérateur différentiel homo-

geéne de degré ||n| il est naturel a ce stade de choisir comme nouvel alphabet :
A={nl,nc AX)}cZ".

Nous verrons par la suite que le choix d'une décomposition (qui induit la
graduation sur I'algebre de Lie) est lié a I'objectif requis : en effet, lors de la
recherche d'une transformation canonique dans le cas d'un champ hamilto-
nien, nous serons amenés a raffiner ce choix.

Ecrivons pour plus de clarté X é;)m au lieu de X, pour noter que ce champ
provient de la premiére simplification (transformation simp). On applique
alors la transformation simp a ngn pour obtenir un champ Xg)m ne com-

portant plus de termes non-résonants d’ordre 1.
Pour la premiere étape de I'itération, on applique la transformation simp,

d’ou :
XY =Xjn+ Y Sam™B,
neA*
=Xjin+ )_ Dy, ouD,= ) Sam"B,.
meA neA*

Inl=m

(1)

On applique une deuxiéme fois la transformation simp, maintenant a X,

on obtient :
X2 =Xjin+ Y. Sam™Dy,
mel*

que I'on peut réécrire dans 'alphabet A de départ de la maniere suivante :
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X2 =Xjn+ Y (Sam®oSam®)"B,.
neA*

On continue ainsi jusqu’a 'ordre désiré. Formalisons a présent ce que nous

venons de décrire.

7.9. La forme élaguée

Soit X un champ de vecteurs sous forme bien préparée Xj;, + Z B,.On
neA(X)

définit par récurrence les alphabets A pour i >0 par :
Ap=AX),

Ai={lInllounecA; ;}.

On définit ensuite les opérateurs différentiels homogenes B® par :
pour n € AO,BS)) =B,,
pour n € A,-,Bfli) = Z SammB(,f,_l)

meA*
i-1

Imll=n
On définit ainsi pour tout i e N :

X(i)

sam

= Xlin + Z Bgli).

n€AL’

De plus, on a I’égalité suivante pour tout i e N :

X(i) _ Gi—lX(i_1)®i—1_1,

sam sam

ou, pour un j de N, ©; est défini par :

@jZeXp( Y V”Bi{)),

neA*
J

les coefficients V* étant donnés par le moule déja rencontré.

Notation 2. — Pour i € N, on note simp; la transformation qui a X (1) asso-

sam
; @)
cie X .

Définition 7.9.1 (Forme élaguée a I’'ordre r). — Soit r dans N. La forme

élaguée a l'ordre r du champ X est le champ X (" obtenu apres r simplifica-

sam

tions :
simp4 simpgy simp,.

X = X(O) X(l) . X(r)

sam sam sam*

La construction expliquée précédemment assure la proposition suivante :
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Proposition 7.9.2. — Soit X un champ de vecteurs formel sous forme bien

préparée Xiin + Z B,, oit A est le spectre de la partie linéaire. Pour tout r
neAX)*

dans N, il existe un moule Sam;. tel que la forme élaguée de X a l'ordre r X ()

sam

posseéde lécriture moulienne suivante :

XD =Xjn+ Y. Sam”B,.
neAX)*

De plus, le moule Sam; se calcule a l'aide du moule de simplification Sam®

défini précédemment, et pour tout r entier naturel, on a :

Sam; =Sam’o---oSam°.

~
r fois

Démonstration. — La démonstration se fait de maniére identique a I’explica-

tion précédant I'’énoncé de la proposition, par récurrence. O

Nous noterons dorénavant Sam; ou (Sam®)”" indifféremment pour la com-
position de r copies du moule Sam°.

Rappelons également que 1'objectif est d’obtenir une forme prénormale pour
X, c’est-a-dire un champ X2, conjugué a X, qui ne contienne que des termes
résonants (la partie linéaire exceptée). Apres la premiere itération, et étant

donnée la définition du moule Sam®, on a :

X =Xin+ Y, By+ Y. ) Sam"B,.
neA(X) meAX)neAX)*
0(n)=0 Inl=m

D’apres cette écriture, on voit que la transformation de simplification ne
modifie pas les opérateurs résonants, mais introduit de nouveaux termes
qui peuvent étre non-résonants. C’est pour cela que l'itération de la trans-
formation de simplification permet de supprimer les nouveaux termes non-
résonants apparaissant a chaque étape.

La proposition 7.9.2 incite a étudier le moule Sam; de plus pres. Sa princi-

pale propriété est qu’il est « stationnaire » au sens suivant :

Proposition 7.9.3. — Soit r € N*. Pour tout mot n dans A(X)* de longueur
au plusr,ona :

Samy = Sam;’, Vg=>r.

Cette proposition est déduite du lemme suivant :

Lemme 7.9.4. — Soit r dans N*. Pour tout mot n de A(X)* de longueur au

plusr,ona:

n

Sanlr+1 =

Sam).
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Preuve du lemme. — Elle s’effectue par récurrence sur r.
Pourr=1:soitndans A*;ona:
L] L] 2 ~
(Sam®oSam®)” = (Sam")” = Sam”, d’aprés le lemme 7.7.3.

Supposons maintenant que r > 2 est fixé, et que pour tout p <r -1, et tout

mot n de longueur au plus p, Samz +1 = Samyj;. Soit alors n = nl---n” un mot
de longueur r. Trois cas sont possibles :
(a). n est non-résonant, i.e. w(||r|) #0. On écrit dans ce cas :
n _ . o\
Sam”, ; = (Sam"®oSam;)
— Sam”n”Sam:’ + Z Samllmll,"',llnzllSam;n .. -Sam:”.
2<I<r

ni-n;=n

Comme w(||n|) # 0, d’apres le lemme 7.7.3, Sam!™! = 0, d’oux Sam”"”Samf

Sam”"”Samf_l. De plus, dans le second terme, comme [ > 2, ¢ (n;) <r—1
pour tout % dans {1,...,1}, d’ot1, par hypothése de récurrence, Sam)* =
Samffl. Finalement,

n _ n|l n 71l lmgll ni . n;
Sam;’, ; = Sam"""Sam ; + Z Sam Sam, ', ---Sam *,

r+
2<I<r
ni-n;=n

= (Sam" oSam’_;)"

— n
= Sam,. .

(b). n est résonant, i.e. w(||nr|) =0, et w(n’) =0 pour tout i dans {1,...,r}.

Dans ce cas, on écrit encore :

. o\
Sam”, ; = (Sam"® o Sam))
— Sam”n”Samf + Z Samllnlll,"',llnzllSam:n .. -Samfl )
2<I<r
ni-n;=n

D’une part, d’apres le lemme 7.7.3, Sam'™! = 1, car w(|n|) = 0; d’autre

part, pour [ in {2,...,r}, w(||nt]) = 0 pour tout £ dans {1,...,7},donc, tou-

jours d’apres le lemme 7.7.3, Sam/™1l>Iml = 0 Finalement, Sam ; =

n

Sam,’.

(c). n est résonant, i.e. w(||nr|]) =01l y a au moins un (et donc deux) n' dans
n tels que w(n') # 0. Encore une fois, d’apres le lemme 7.7.3, Sam” =0.

Dans ce dernier cas, on écrit :
n _ . o\
Sam?”, | = (Sam; o Sam")

r

1
nil-ln
= ) Sam)"!I""lgammi ... Sam™ + Sam”Sam” ---Sam”’.

1<I<r-1
ni-n;=n
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L'hypothese de récurrence assure que pour tout / dans {1,...,r — 1},
Samﬂ"l”"'”"’” — Samﬂi_lillmllnzll;

de plus

e n
Z Samll-'_li” I l”Samnl---Samnl

1<I<r-1
ni-n;=n
. e\ 1 r
= (Sam;_; oSam®)"” - Sam” ;Sam”" ---Sam”"
. . 1 r 1 r
Ainsi Sam”,; = Sam;’ — Sam]_;Sam” ---Sam” + SamSam” ---Sam”

Le lemme 7.7.3 assure alors que le produit Sam” ---Sam”’ est nul et

n

_ n
finalement Sam ; = Sam;’.

O

La proposition 7.9.3 permet alors de définir le moule Tram® de la maniere

suivante :

Définition 7.9.5. — On définit le moule Tram® par :

Tram? = 0;

Op n
Tram™ = Sam) = liIP ((Sam') ) pour tout mot n de A* de longueur r > 1.
p—+oo

C’est grace a ce moule que 'on peut définir la forme élaguée d'un champ de

vecteurs :

Définition 7.9.6. — Soit X = Xy, +ZI *B. un champ de vecteurs formel sous

forme bien préparée. Sa forme élaguée est donnée par :
Xiram = Xiin + Z Tram’B..

La forme élaguée du champ X est ainsi la «limite » de la procédure de sim-
plification, que 'on pourrait comprendre comme la «limite » des champs X ;;)m
lorsque r tend vers +oo. La forme élaguée correspond alors bien a ce que I'on

attend, comme l'affirme le théoréme suivant :

Théoreme 7.9.7. — Soit X = Xjip + ZI *B. un champ de vecteurs formel sous

forme bien préparée. Alors sa forme élaguée, donnée par :

Xtram = Xlin + Z Tram"B,,
neAX)*

est une forme prénormale continue (par rapport aux (By)).
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Démonstration. — Rappelons tout d’abord que Tram? = 0. Par définition du
moule Tram®, pour un mot de longueur 1, Tram” = Sam”, donc Tram” = 0 si
w(n) # 0. Pour un mot n de longueur supérieure a 2, la définition 7.9.5 du

moule Tram® donne :

Tram® = Tram® oSam"* (7.20)

=Sam"® oTram®. (7.21)

On peut alors vérifier que Tram™ = 0 si w(||n|) # 0 par récurrence sur la lon-
gueur r > 2 du mot n. En effet, si n = n'n? est dans A*, par définition de la

composition de deux moules et d’apres ’équation (7.20) :
Tram” = Tram?Sam” + Tram” Sam” + Tram”Sam?
— Tram" Sam™’
— Sam” Sam"".

Maintenant, d’aprées le lemme 7.7.3, Tram™ # O si et seulement si w(n!) =
w(n?) =0, et ceci est impossible puisque w(nY) +w(n?) # 0. Donc Tram™ = 0 si
w(|ln]) # 0.

Fixons alors r > 3 et supposons que Tram™ =0 si w(||r|) # 0, pour tout mot
n de longueur inférieure a r — 1. Alors, si n est un mot de longueur r tel que
w(|n|) #0 on a, d’apres 'équation (7.21) :

Tram” = Sam'™!Tram™ + Z Sam/!™1l-Inilmram®.. . Tram™.

2<I<r
ni--n;=n

Le terme Sam/™!Tram” est nul car w(||lr|]) #0. De plus, pour chaque partition

du mot n en [ mots n1,...,n;,oul > 2 il y a au moins un % dans {1,...,7} tel
[

que w(||lrgl) # 0 (car w(||n|) = Z w(llm;|)). Ainsi, par récurrence Tram™* = 0.

j=1
Donc Tram™ =0. O

7.9.1. Universalité des moules. — Nous pouvons ici mettre en évidence
Paspect universel induit par le formalisme moulien ; on introduit pour cela la

famille & un parametre suivante de fonctions complexes :

Définition 7.9.8. — Les fonctions de Poincaré est I’ensemble des fonctions
P =(Py)gen: ot Py :C? — CY, sont des fonctions définies par :
1 siz=0;

Pi(2) =
0 sinon.
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et pour g >2:

1 g zrlg—R)—zpi1— -2
Y (-ph e kel ¢ size(CH),
21°°2q ho1 (B—1DN(g—-Ek+1)
-1
Py(z1,...,2¢) =1 (=1)7 1 , sizeS,;,
(@—DWq -1 21...2i-1%i+1.--2q K
0 sinon,

ot S = (C) L x {0} x (C)T7.

On peut alors réécrire plus simplement le lemme 7.7.3 définissant le moule

Sam® :

Lemme 7.9.9. — Le moule Sam® est défini par

Sam® 1 sin=g;
am - =
P((n)(n : /1) si €(n) 2 2.






CHAPITRE 8

LE CAS HAMILTONIEN

La recherche de la forme normale de Birkhoff est la recherche d'une forme
prénormale (de type Poincaré-Dulac) pour un champ de vecteurs hamiltonien.
Un résultat particulierement important est que, dans ce cas précis de champ
hamiltonien, il n’existe qu'une seule forme prénormale pour un champ donné.
En d’autres termes, quelle que soit la méthode de calcul employée, elle conduit
a la méme forme. C’est pourquoi nous parlerons de /a forme normale de Bir-
khoff. De plus, dans ce cas, la transformation de normalisation est une trans-
formation canonique. On peut recommander de nombreuses références, celle
d’Arnold [2] étant incontournable.

Le probleme (dont un historique se trouve dans larticle de Pérez-
Marco [43]) est notamment de déterminer une forme de Birkhoff analytique,
et de savoir si la transformation de normalisation est elle aussi analytique.

Pour des raisons pratiques, on souhaite obtenir une méthode itérative de
calcul de forme normale qui préserve la structure hamiltonienne a chaque
étape. Nous avons di pour cela modifier la procédure usuelle d’Ecalle de
construction de la forme élaguée.

Nous donnons dans ce chapitre la méthode de calcul moulien qui permet
de normaliser un champ hamiltonien, en coordonnées cartésiennes ou action-
angle, en préservant la structure hamiltonienne a chaque étape.

Nous étudions alors les aspects formels des théoréemes de la forme normale
de Birkhoff et de Kolmogorov sur les tores hamiltoniens.

Dans tout ce chapitre, si H est un hamiltonien, on notera Xz le champ de

vecteurs correspondant.
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8.1. La forme normale de Birkhoff

On consideére le hamiltonien suivant, défini en coordonnées cartésiennes, de
R"xR"—R:

v
H(x,y)=) Aixiyi+ ), Gpmx"y",
i=1 (n,m)eA(H)

ou A(H) est 'ensemble des degrés des monomes intervenant dans la partie
non-quadratique de H, et A = (14,...,1,) dans C*. On notera A s’il n’y a pas
d’ambiguité. Le deuxiéme terme représente ici une série formelle. Le champ
hamiltonien (formel) s’écrit alors :

Xpg=Xjin+ Z Dym,
(n,m)eA

v v
Xiin == )_ AixiOx, + ) Aiyi0y,
i-1 i-1

et

v
Dypm =anm xniymi(niyiayi _mixiaxi)a
i=1
en notant n; = (n4,...,n; —1,...,n,). Remarquons que D,,, n’est pas un opé-
rateur différentiel homogene en degré comme défini au chapitre 6 a la défini-
tion 6.6.1. Cependant, on définit D,,,,; pour i dans {1,...,v} comme 'opérateur

différentiel suivant :
D, i = anmxﬁiyﬁ”(niyiayi —m;x;0y,). (8.1)

D,,,,; est alors un opérateur différentiel homogene de degré (7;,m;) et
v
Dypm = Z Dy
i=1

Si I'on suit la décomposition utilisée dans le chapitre 7 en opérateurs dif-
férentiels homogenes, donc une graduation de I'algebre par le degré de ces
mémes opérateurs, la transformation obtenue n’est pas nécessairement ca-
nonique. Nous cherchons cependant a transformer le champ hamiltonien de
maniére canonique, de maniére a obtenir a chaque étape un nouveau champ

hamiltonien. On utilise pour cela le lemme suivant :

Lemme 8.1.1. — Soit M* un moule alternal sur un alphabet A et S. un col-
lection d’opérateurs différentiels tels que pour tout u dans A, S, est un champ
de vecteurs hamiltonien formel. Alors, la somme :

Z M"S,, avecSy,=S,1--Syrsi u=u'u",

ucA*
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définit un champ de vecteurs hamiltonien.

Démonstration. — Comme on I’a déja vu, le fait que M" soit alternal implique

que Z M"S, est un champ de vecteurs. Montrons alors qu’il est bien ha-
ucA*
miltonien. Rappelons pour cela que le crochet de Lie de deux champs hamil-

toniens est encore un champ hamiltonien. Rappelons également la notation
suivante : si w = (u'---u") est un élément de A* de longueur r € N*, Sp,; est le
crochet [[---[[S,1,S,2],S,3],---1,S47]; c’est donc un champ hamiltonien.

On utilise alors le lemme de projection 6.5.6 : soit ¥ un mot de A* de lon-
gueur r et o(u) 'ensemble des mots obtenus par permutation a partir de u ;
comme le moule M" est alternal, on a :

Y M"s,,:l Y. MUSp,.

veo(u) T veo(u)

Si on note alors ~ la relation d’équivalence sur A* définie par

u ~t < il existe une permutation 7 telle que 7(u) =1t,

+00 oo
onalorsu~t < ¢(u)=/¢(¢) dOIlCA*\{@}:]_[A;k etA*/ :HA:/ > de
r=1 ~ r=1 -

plus, M? =0 (par définition de I’alternalité) d’our les égalités suivantes :

Y M S,=Y Y M"S,

ucA* r>lucA;

-y T ¥ oM,

r>1 uEA;k/~ uco(u)

SOY Iy MUsw

r luEA:/N ruea(u)

=)= ) M"Su

r>1" ueA;

WV

N | =

ce qui conclut la preuve. O

Remarquons que les opérateurs D,, définis ci-dessus sont hamiltoniens
(i.e. définissent des champs hamiltoniens). Pour une lettre s =(n,m) de A, on
notera fréquemment D au lieu de D,,;;,. De la méme maniére que précédem-

l...s" est un mot de A*, D, est la composée D 1---Dgr.

ment, sis=s
On définit également la notation w(s) ou s =(n,m) est dans A par :

w(s)=w(n,m)= Z Ailm;—nj).
j=1

De plus, on dira que le mot s est résonant si w(||s||) = 0.
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On obtient facilement le lemme suivant :

Lemme 8.1.2. — Soit X = Xj;n + Z D; un champ de vecteurs hamiltonien.
SeEA
Pour un mot s de A* de longueur r, on a :

XiinDg = D Xjin + llw(8)[| Dys.
Démonstration. — On proceéde de la méme maniére que pour la démonstra-

tion du lemme 7.4.2 page 89. O

8.1.1. Limites de la procédure de simplification. — Sil’on procede de la
méme maniere que pour un champ quelconque, comme on I'a fait précédem-

ment, on associe a Xz un champ simplifié X¢,, par :

1 1
Xgam = €Xp Z —D )XHexp( Z — D],
seact) @) ’ seac) () :
w(s)#0 w(s)#0

et on peut écrire alors :
Xsam = Xjin + Z Sam®Dg

seA*
ou Sam® est le moule déja défini au lemme 7.7.3 ; ce sont seulement I’alphabet
et les opérateurs qui changent. Le moule Sam® reste lui alternal, et définit
donc, d’apres le lemme 8.1.1, un champ hamiltonien a son tour (car Xj;, définit
bien, lui aussi un champ hamiltonien).

A ce stade, et pour itérer la procédure de simplification, il faut trouver com-
ment réécrire Xq,m,m €n une somme :
Xiin+ Y Aq

ae
ou 2 est un nouvel alphabet obtenu a partir de A™ et ou A, est & son tour un
opérateur hamiltonien. Cependant la décomposition intuitive initiale ne nous
a pas permis de pouvoir obtenir une telle écriture. C’est pourquoi nous avons

di chercher une autre décomposition du champ Xz.

8.1.2. Simplification canonique. — Le hamiltonien H étant fixé, nous
avons écrit en coordonnées cartésiennes :
Xg=Xin+ ) Ds;
seA(H)
Nous définissons alors un nouvel alphabet Q(H), ou Q §’il n’y a pas d’ambi-
guité, par :
QH) = {w(s), ot s € A}
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Remarquons que cet alphabet est une partie de C et non plus de Z¥. On peut

alors écrire :

v
H(,y)=) Aixiyi+ ). Y. apmxy™,
i=1 weQ (n,m)eA(H)
w(n,m)=w

et
XH(xyy):Xlin“‘Z Z D.

weQ seA(H)
w(s)=w

On définit alors les opérateurs suivants :

Définition 8.1.3. — Pour w € QQ, on définit ©, comme étant le champ de vec-
teurs hamiltonien induit par le hamiltonien H,(x,y)= ).  annx"y™.Ona
(n,m)eA
w(n,m)=w

ainsi ®, = Xg,.

Les opérateurs ©, sont hamiltoniens et on peut écrire : ®, = Z D;. Fi-

SeEA
w(s)=w

nalement, on a la décomposition suivante du champ Xy :
X =Xin+ Z Dy
weQ)
Encore une fois, la procédure de simplification, ou plus généralement I'équa-
tion de normalisation moulienne nécessite de connaitre l'effet de Xj;, sur les
opérateurs intervenant dans la décomposition du champ, ici les ®,. On a en-

core ’analogue du lemme 7.4.2 :

Lemme 8.1.4. — Soit X = Xjjpn + Z D, le champ hamiltonien précédemment
weQ)
défini. Alors, pour tout mot w de Q" :

Xi1inDw = D Xiin + l0]D.

Démonstration. — La démonstration s’effectue de la méme maniére que le
lemme 7.4.2 page 89 en utilisant le fait que, si w(s) € Q alors w(s)=A-(m —n)

ous=(n,m). O

En suivant toujours la méme procédure de simplification que précédem-

ment, on définit le champ simplifié X, par :

1 1
Xsam:exp( Z —’Dw)XHexp( Z ——@w),
weQ(H) @ weQH) @
w#0 w#0

et on a toujours
Xeam =Xiin+ ) Sam®D,,.

weQ*
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Ici, le moule Sam® est encore celui défini au lemme 7.7.3, mais indexé par
les w(s) et non plus par les s. C’est possible car pour un mot s donné, la valeur
de Sam® ne dépend que des w(s).

Nous devons ensuite itérer cette procédure ; pour cela, on cherche a réécrire
Xsam sous la forme suivante :

Xsam = Xlin + Z oW,
weQ)
o1 Q est un nouvel alphabet, et ott lopérateur ’Dg) est a nouveau hamiltonien,
et s’exprime a l'aide des 2.
Le champ X¢am étant hamiltonien, il existe une fonction H ) (définie a

constante pres) telle que X¢am = Xgw. Ecrivons :

v
HO@,y)=) Aajyi+ ), Y apnay"
J=1 oeQ (n,m)
w(n,m)=o

ou on note encore les variables (x, y).
Par définition, @g) doit étre le champ de vecteurs hamiltonien induit par le

terme Z a(nl,)nxn y™. Ainsi, pour un @ fixé, cherchons les mots w de Q* tels
w(n,m)=0
que ®, engendre le champ de vecteurs hamiltonien induit par le hamiltonien

Y all) xmy™,
w(n,m)=w
La proposition suivante résout cette question :

Proposition 8.1.5. — Soit Xy le champ de vecteurs hamiltonien formel de
partie linéaire Xy défini précédemment :
X =Xjin + Z @w.
we)
Soit Xsam le champ simplifié obtenu précédemment, qu’on écrit sous la forme :
Xsam =Xiin+ ) Sam®D,,.
we*

Alors, on peut écrire :
1
Xsam=Xiin + 3, DL

weQ)
ol pour w dans ), @g) est hamiltonien et s’exprime a laide des D de la
maniere suivante :
@g) = ) Sam“D,,.
we*

loll=&



8.1. LA FORME NORMALE DE BIRKHOFF 123

Démonstration. — Rappelons tout d’abord que le moule Sam® est alternal ;
nous pouvons donc écrire :
1
Z Sam®®, = Z - Z Sam®Dy);
weQ* r>17 weQ:

et méme

Y Sam“”Dw:Z% Y. Sam“Djy),
r=1

weQ* we;
lwl=0 lwl=&

ce qui prouve que cette derniere somme définit bien un opérateur hamiltonien.

Pour deux opérateurs D 1 et D 2, provenant respectivement des deux ha-

miltoniens
H, (x,)= ) anmx"y™ et Hp(x,y)= Y apex’yl,
n,m p,q
Wpm=0! Wpg=w?

on a en fait :

[©w17©w2] = {Xle ’XHwQ} = X{le’sz}’

et Y
_ 77D, . AT :
{Hy,Hypetb =) Y anmapgx™ Piy™ i(m;p; —qin;);
i=1n.mp.q
wnm:w1
—2
wpq—w

C’est une somme (indexée par i) de monémes hamiltoniens dont chaque terme

ale méme  :
Vi, 1<i<v,0(n+p;,;m+q;)=omn,m)+o(p,q) =0 +0’=0.

On peut ainsi dire que Q = {|lw|,w € Q*} = Q. Rappelons de plus que ’Dg) est
défini comme le champ de vecteurs hamiltonien provenant de la composante
Q-homogeéne de degré @ du nouveau hamiltonien HY; On conclut alors que
[D,1,9,2] apparait dans, et uniquement dans, @SI)WT Réciproquement, si @
est fixé, seuls les opérateurs D[, construits sur les mots w tels que |w| =®
apparaissent dans @8).
D’ou le résultat :
1 1 7 w
4 >:r;; wg)ﬁ Sam®®y,) = w;)iSam Dep-
lwll=@ lwll=0

D’une part Sam® étant alternal, 'opérateur @%) est alors un élément primitif,
donc bien un champ de vecteurs; de plus, I'expression de @g) comme somme

de D] assure que Z‘Dg) est hamiltonien et conclut la preuve. O
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Cette proposition rend alors possible I'itération de la procédure de simpli-
fication comme dans le cas d'un champ de vecteurs formel quelconque. On
pourra donc définir la forme élaguée d'un champ de vecteurs hamiltonien for-

mel. On a donc le théoréme suivant :

Théoreme 8.1.6 (Forme normale de Birkhoff). — Soit H un hamiltonien
donné comme la somme d’une partie « linéaire » et d’une série formelle, et Xy
le champ de vecteurs formel induit :

X =Xiin+ )_ Do,

weQ)
Q étant Ualphabet (adapté). Alors, il existe une forme élaguée du champ Xp.
Elle est donnée par Uécriture moulienne suivante :
Xiram = Xiin+ ) Tram®®,,,
weQ*

et c’est une forme prénormale de Xy (i.e. conjuguée a X et composée, outre la
partie linéaire, uniquement de termes résonants).

Sur un mot w de longueur r, le moule Tram"® vaut :
w
Tram® = ((Sam')" ) )

Démonstration. — 11 suffit d’itérer la procédure de simplification définie pour
un champ hamiltonien, et d’utiliser la proposition 8.1.5 précédente, qui rend
Pexpression moulienne possible.

O

Comme nous sommes dans le cas d'un champ hamiltonien, et que dans ce
cas il n’y a qu'une unique forme prénormale, c’est donc la forme normale de
Birkhoff que donne ce théoreme. Il serait alors intéressant de comparer les ré-

sultats obtenus par ce théoréme par rapport a d’autres calculs plus classiques.

8.2. Le théoreme de Kolmogorov

Rappelons brieévement la notion d’intégrabilité d'un hamiltonien (on pourra
consulter [3,4,53]).

8.2.1. Hamiltonien compléetement intégrable. — On notera T = R/Z le
tore de dimension 1. On considére un hamiltonien complétement intégrable en

coordonnées action-angle i.e. des coordonnées (p,q) dans R" x T" :

H = H(p);
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et le champ de vecteurs hamiltonien associé est :

0H
p= ——0(p) =0,
0q
. 0Hyp
q= o (p).
0Ho(p)

On notera le vecteur fréquence souvent w(p). Les solutions de ces équa-

tions existent sur des variétés invariantes de la forme :
{p = po = constante} x T".

Ces variétés sont donc des tores (de dimension n) et 'espace des phases est
alors feuilleté par une famille de tores de dimension n paramétrée par la

constante pg. De plus, les trajectoires sur ces tores sont données par :
p®) =po;
q(@) = w(po)t +qo.
Ce sont des trajectoires quasipériodiques.
De plus, on dira que le hamiltonien H est non-dégénéré si I'application fré-

quence p — w(p) est un difféomorphisme. Une condition suffisante pour cela

est que :
0%H,
5,2 P)) 70

Que se passe-t-il pour ces tores invariants lorsque le hamiltonien n’est plus

det(

complétement intégrable? Lorsque le hamiltonien est proche d’'un hamilto-
nien non-dégénéré, le théoreme de Kolmogorov répond a cette question, pour
les tores dont la fréquence vérifie une condition diophantienne. C’est 1a I'ori-
gine de la théorie KAM, du nom de ses principaux auteurs Kolmogorov, Arnold
et Moser. On pourra se référer a ces auteurs ( [4,35,49].

Pour 7,y > 0, on définit :

Q(1,y) = {w € R" tels que |w-k| > y|k|"",Vk € Z" — {0},

k| = sup |k;].
l

On pose alors

Q@) = | Q7).
r>0

On peut comprendre ces ensembles comme les fréquences éloignées des réso-

nances. Citons alors le théoréme KAM :
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Théoreme 8.2.1 (KAM). — Soit
H(p,q)=Ho(p)+eH1(p,q), (p,@)eR*xT",

oiu Hy est un hamiltonien réel complétement intégrable analytique non-
dégénéré, et ou H est le hamiltonien perturbé, de classe ¢ avec r > 2n. Alors,
pour tout tore invariant de H de fréquence w € Q(n,y), si € est assez petit par
rapport a yz, le systeme perturbé posséde des tores invariants lisses de méme

fréquence w.

En d’autres termes, le théoréme assure que, sous les bonnes hypotheses,
et sur un type de tore spécifique (appelé tore KAM), le champ hamiltonien
perturbé est analytiquement conjugué a un champ constant sur un tore (de
méme fréquence). C’est donc bien dire qu’il existe un changement de variables
(analytique ici) qui transforme le champ de vecteurs hamiltonien perturbé de
départ, en sa partie constante, soit en une forme prénormale.

Nous cherchons donc a utiliser le calcul moulien pour prouver ce théoreme,
et notamment les notions de forme prénormale, simplifiée et élaguée.

Malheureusement, nous n’avons pas pu prouver ce théoreme dans toute sa
généralité ; nous en proposons ici une version tout d’abord formelle, et dans le

cas d’'une perturbation d'une forme particuliere, suivant [30].

8.2.2. Calcul moulien pour le théoréme de Kolmogorov. — Nous sui-
vons ici article de Giorgilli et Locatelli [30].
On définit ’algébre </, des fonctions f¢(p,q):C" x Cv — C de la forme :
fep,@) =) fs(p,q),
50
ou les fs sont des polynémes trigonométriques en q, tels que si on écrit :
fs. @)=Y for(ple™,
|kI<Ks
les coefficients f; 1(p) sont des polynémes en p.

On définit ensuite dgl comme le sous-ensemble de <7, des polyndomes trigo-
nométriques en g de degré K dont les coefficients sont des polyndomes en p
homogenes de degré 1. De plus, 2(</;) est 'ensemble des dérivations sur I’al-
gebre o/, et @l(dg) le sous-ensemble de (<) des dérivations D de la forme :

D= Ag(p,Q)ap +B£(p, q)6q7

ou A, et B, sont dans .szfgl.
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Notons de plus @rl(,efg) c9 1(.52¢£) le sous-ensemble des dérivations D de la
forme :

D =A.(p,q)0p +Be(p,q)0g,

ou A; et B, sont dans dgl, et dont tous les coefficients de €° pour s < r ne
dépendent pas de q.

Toujours en suivant [30], on considére un hamiltonien H, de R x T" de la
forme :

Hp,q)=0-p+5p* +ef(q),

w étant un vecteur de R" non-résonant.

Le théoreme de Kolmogorov est moins fort que le théoreme KAM car il se li-
mite a un tore donné. Le théoréme « formel » de Kolmogorov peut alors s’énon-

cer de la maniére suivante :

Théoreme 8.2.2 (Kolmogorov). — Soit H, défini par :

1
H.p,q)=w-p+ §p2 +ef(Q),

w étant un vecteur diophantien de R". Il existe une transformation canonique

formelle tangente a l'identité qui transforme H. en la forme suivante :
He(p,q)=w-p+R(p,q,¢), avec R(p,q,) = O(p?).

De plus cette transformation se calcule explicitement a l'aide du moule Tram”®.

La stratégie de la démonstration « classique » est la suivante : on utilise une
méthode itérative (type Newton) pour supprimer a chaque étape la partie du
champ hamiltonien qui dépend des angles.

Dans le formalisme que nous utilisons, on peut reformuler cet énoncé par
la proposition suivante, plus précise ; on note X, le champ hamiltonien induit
par H,, et X. la partie constante du champ hamiltonien w-d,. Giorgilli et

Locatelli démontrent dans [30] la proposition suivante :

Proposition 8.2.3. — Supposons qu’il existe une transformation (canonique

formelle) qui conjugue X, a

Xr,e(pa q) =

) N, , M, ,
w-0g+ Y e5(as(p)dy +by(p))+ Y ES(Z a5 (p)e 90, + Y bs,l(p)ell'qaq),
=1

s=1 s>r+l =1
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ot as(p),bs(p),as(p),bs(p) sont des polynomes en p homogenes de degré 1.

Alors il existe une transformation (canonique formelle) tangente a l'identité

g=q +e---,p=p' +e--, telle que X, est conjugué & X, e(p,q)= X,+1,g(p',q').

Nous reformulons alors cette proposition dans le cadre de la procédure de

simplification, de maniére équivalente plus concise :

Proposition 8.2.4. — Si X - X, € DX(,), alors Xgam — X € DL, ().

Démonstration. — On écrit
X=X, +Z£SXO(p)+ Y e (Xo(p)+ Y Xk, q))
s=1 s>r+1 kezv

ou Xg( p) est indépendant de q et
Xkp,q)= ei(k.q)(as,k(p)ap + bs,k(p)aq)'

Posons alors By, = ) _ e X" pour k #0 et By = Y e x).

s>r+l s>1

Lemme 8.2.5. — Pour k € Z", B}, est un opérateur différentiel homogene de
degré k en les angles q. De plus,

[X.,Brl=X.B; =i(k-w)By,.

On peut alors écrire X = X, + Z I kBk, o A = Z" est I'alphabet, et I® le
keA*
moule déja défini page 70. On cherche une transformation sous la forme d’'une

série moulienne O = Z@ B.,,ouB®=exp(V)etV = ZV B..

La formule de Campbell Baker-Hausdorff assure alors que :
X0 l=X-[X,V]+---=X .+ Z B, —-[X.,V]+ h.o.t., (8.2)
kezv
ou h.o.t. sont des termes de plus haut degré en £. On définit alors le moule

V* par

- sif(k)=1etk-w#0 (i.e sik#0 puisque w est non résonant);
vEkE={i(k-w)

0 dans tous les autres cas.

Alors,

[X.,V]= Z Vk[Xc,Bk]+ Z Vk[XC,Bk]+...’

kezv ReA*™
((R)>2
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donc (8.2) se réécrit :

Xsam=Xc+Bo+ Y Brp— Y i(k-0)V*Br+ Y V*[X,,Bpl+--

keA keA keA*
k#0 ((R)>2

J/

() (+%)

J/

Le terme (**) est d’ordre au moins r + 2 en &, et convient. D’apres la dé-
finition du moule V°, le terme (*) est nul car 2-w = 0 si et seulement si
k =0 car w est diophantien, donc non-résonant. Ceci prouve finalement que
Xsam — X € DL (AL). O

r+1

C’est donc grace, encore une fois, a la procédure de simplification simp que
Pon peut conjuguer X a Xgam. D’apres le lemme de projection 6.5.6 on peut
écrire :

1
Xsam:Xc+ Z - Z Saka[k].

r>1T peA*
On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 8.2.6. — YD ,D € 2'(4,), [D,Dle 2% (4,).

Démonstration. — Ce lemme et le lemme de projection montrent que Xgam
est alors dans @rl +1(Z), donc en appliquant de maniére itérative la proposi-
tion 8.2.4, on prouve la proposition 8.2.3 et par conséquent le théoréme 8.2.2.

O






CHAPITRE 9

CALCUL FORMEL ET EXEMPLES AVEC
MAPLE

9.1. Présentation

L'intérét premier de ce chapitre réside dans le fait qu’il présente un pro-
gramme effectif de calcul de différentes formes prénormales, sous la forme
d’une suite de procédures MAPLE. Le logiciel utilisé est ici Maple 13.

Nous avons testé plusieurs types de champs, principalement les champs
de vecteurs polynomiaux : en effet, ces derniers sont importants dans la re-
cherche sur le 16éme probléme de Hilbert et probleme du centre, mais aussi
champs hamiltoniens en coordonnées cartésiennes, qui interviennent dans la
recherche de la forme normale de Birkhoff.

Nous avons pu également comparer différents types de formes prénor-
males : la classique forme de Poincaré-Dulac, la forme élaguée, la forme

royale, et enfin la correction.

9.2. Les différentes formes prénormales

9.2.1. Introduction. — Rappelons que nous étudions ici différentes formes
prénormales continues : si X est un champ de vecteurs de la forme :
X = Xjjn + Z By,
neA
sous forme bien préparée, alors une forme prénormale de X est un champ de

vecteurs X, ayant les propriétés suivantes :

- conjugué a X,
- tel que [X1or, X1inl = 0,
- il existe un moule Pran® alternal tel que X, a une écriture moulienne
de la forme
Xnor = Xiin+ )_Pran’B.,
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avec Pran” =0 si n est non résonant.

Rappelons également que le moule Pran® est 1lié au moule donnant la trans-
formation de conjugaison par I’équation suivante, vue a la proposition 7.4.8
page 92.

O°'xI°=VO®+Pran’ x0°.
Et comme nous ’avons vu a la page 102 la résolution complete de cette équa-
tion implique de rajouter une condition supplémentaire, sauf dans le cas de la
forme élaguée.

C’est ici que nous pouvons décrire la forme royale et la correction.

9.2.2. La forme royale. — La forme royale est une forme prénormale ob-
tenue en ajoutant une condition de dérivation sur le moule Pran®; on trouve
les détails sur sa construction dans [21,51]. On donne ici les expressions qui
permettent de calculer la forme royale avec Maple.

Précisons auparavant quelques notations : le spectre de la partie linéaire

étant 1 =(11,...,1,) on a noté V la dérivation suivante :
VM™ = w(|n|)M™.

En notant, comme auparavant, w(n) =(1-n1,...,1-n;) = (w1,...,0,) lorsque
n=({mi,...,n), Ecalle définit également la dérivation lan suivante, sur un
moule M"* :
(lanM)" =r*(m)M™ ou r*(n)= Z 1
w;#0
La forme royale est définie par ’équation de normalisation moulienne, a la-
quelle on rajoute la condition suivante :

((lan®') x (@—1)')n =0 silw(®)| =0.
Alors, la forme royale a I’écriture moulienne suivante :
Xray = Xiin + ZRay.B.
et 'automorphisme de substitution a pour expression :

@Ray = ZSray'B., et son inverse G)Ray_1 = ZSTaY'B--
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Enfin, les expressions suivantes permettent de calculer le moule Ray* par
récurrence sur la longueur des mots.

Sray? = 8ray? =1 et Ray®?=0
Sray® x Sray® =1°
VSray® x 8ray® = Ray’ — Sray” x I* x Sray"

(lanSray®) x Sray” = 0 sur les mots n tels que [(w(n)| = 0.

. Sray® xlanI® x Sray® sur les mots n tels quellw(n)| =0
lanRay® =

0 sinon.

9.2.3. La correction. — La correction est exposée dans la these de Bruno
Vallet [51] et dans [10]. C’est un champ de vecteurs noté X, solution du pro-
bleme suivant : trouver un champ de vecteurs Z tel que X —Z est formellement
conjugué a Xj;, et tel que [Xiin, Z]1= 0. La correction posseéde le développement
moulien suivant :

Xearr = Z Carr’B..

On trouve dans [51] la maniére de calculer le moule Carr® par récurrence
sur la longueur des suites : si »n = (n1,...,n,) et w; = A-n; alors, en notant
w=(w1,...,0,):

w1 Carr™t--"r 4 Cary1+"2n8: 0 — Z Carr™¢Carr?.
niebec=w

9.3. Programme de calcul

Voir en appendice le programme Maple écrit pour 'occasion ; seules les pro-
cédures de calcul de la forme royale et de la correction sont inspirées d’un pro-
gramme antérieur di a Jacky Cresson et Bertrand Schuman (voir [13,46]), les
autres procédures étant originales.

Remarquons que les programmes permettent de calculer facilement la
contraction d’'un moule et d'un comoule pour peu que le moule soit donné sous
la forme d’une procédure, quelle que soit la dimension et la longueur des mots

demandée ; seule la puissance de la machine est limitative.
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9.4. Le probleme du centre

Le probleme du centre constitue un exemple de probleme que I'on cherche a
résoudre par une mise sous forme normale. On considere ’équation différen-
tielle du plan (x,y) :

x =-y+Pix,y)

y =x+Pax,y)
ou P et Py sont deux polynomes a coefficients réels. Dans le cas ou P; et P9
sont tous deux nuls, le point d’équilibre (0,0) est un centre et toutes les orbites
sont périodiques de période 1. La conjecture de Dulac (démontrée par J.Ecalle
et Y.Ilyashenko au début des années 1990) assure que si P ou P9 est nul il
subsiste un nombre fini d’orbites périodiques, qui sont des cycles limites.

Le 16° probleme de Hilbert consiste lui & majorer le nombre de ces cycles
limites en fonction du degré des polynomes P; et Po. Quant au probleme du
centre, il consiste a caractériser les couples de polynomes (P1,P2) tels que le
systeme différentiel ci-dessus ait toutes ses orbites périodiques dans un voisi-
nage de l'origine. On peut montrer que cela revient a montrer que le systéme
est formellement linéarisable.

C’est ici 'occasion d’utiliser les différentes formes prénormales (Poincaré-
Dulac et élaguée) vues, ainsi que d’autres formes prénormales, pour comparer

les conditions de centre les plus simples.

9.4.1. Mise sous forme préparée. — On reprend le systeme différentiel ci-
dessus : ses valeurs propres sont i et —i donc on en posant z = x+iy, le systéme
devient :

dz

—=1iz+P ,_,
7z iz (z,2)

ou P(z,z2) = P1(x,y)+iPs(x,y), et

Z _
— =—-1Z+P(z,2).
oy 1z (z,2)

Finalement, le systéme se réécrit dans C? :
dz_iOz+P(z,2)
dt\z] 0o -i)\z] |P@,2]|

9.4.2. Cas d’un champ homogene quadratique. — On se place dans le
cas ou :

P(z,2)= a0222 +ai1122 +a20z_2.
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9.4.2.1. Conditions de centre a lordre 2. — On trouve a l'ordre 2 les condi-

tions suivantes, données par la forme élaguée, la forme royale, et la correc-

tion :
2 2 2
—ai1a02 +la11l” + glazol =0.
9.4.2.2. Conditions de centre a l'ordre 3. — On trouve la méme équation.
9.4.2.3. Conditions de centre a l'ordre 4. — La forme élaguée et la forme

royale ont la méme expression, et la condition de centre supplémentaire est la

suivante :
2 4 1

— 2 —3 4, 2 — 2 2

§a11002020+§a11 a0 —2la1l +a11(111(102—§|a02| lagol

— Zlagolal? - é|0620|4 + lao2a11|a20|2 + §Iazol2a02a11
4 9 18 18

2 2 o—2 83— —— 2
+laozl”la11l” —2a11"agoa0z + 2a7;a20 —ao2az20a7; = 0.
La condition supplémentaire donnée par la correction est un peu plus simple :
2 4 7 1
— 2 —3 4 2 2 2 2
-a11a59a20 + 011" a20 +2la11l” — —lagol”la11l” — zlaozl"lagol
3 3 4 3
P 5 o 3 o
—2a11"ag0a02 + glazol ap2a11 + §|a20| a02a11 — @02@20071

4
2 2 4 2 — 3 —
—laozl*la11l +§|a20| —aj;a11a02 +2a7;a2 = 0.

9.4.2.4. Conditions de centre & Uordre 6. — A lordre 6, les formes royale, éla-
guée et corrigée ont toutes trois des expressions différentes.La correction pos-
seéde une expression plus simple : moins de termes, et des coefficients moins

compliqués.
9.4.3. Cas d’'un champ homogeéne cubique. —

9.4.4. Expressions des différentes formes dans le cas homogeéne de de-
gré 3. — En posant P(z,2) = a3023 + a21222 + algzéz + a0323 on obtient les
résultats suivants. La recherche des annulations de ces coefficients donne les

conditions de centre pour ce probleme.
9.4.4.1. A lordre 1. — Les formes élaguée, royale et la correction sont les
mémes ; pour la composante ek
z
l2%ag1.

9.4.4.2. Al'ordre 2. — ATlordre 2, la forme royale et la forme élaguée sont les

mémes :
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Pour la composante z— :
0z
2 4. 3 2 2
|z|%ag1 +12]71 012030—Z|ao3| —laigl

0 . , .
et pour la composante FrL le conjugué (car le champ reste réel).
z

9.4.4.3. A l'ordre 3. — A Yordre 3, la forme royale et la forme élaguée sont
encore les mémes :

Pour la composante z— :
0z

. 3
as 1z|% + L|z|4(a12 aso— 1 |0L03|2 - |a12|2) (on retrouve 'ordre 2)

+lz| (—— @12a21a30 — 7 30003212 + — laos|” ag1 — —aozase” —agilaizl
2 2 16 8
+2am O Fatlaosl? + 2 lasl?
512003030 — 75 a21la03l” + —laizl” ag1
2 16 4
N 3 1 asl? + 1 9 2
5a127a03 — T azg1lazel” + sazoa12a21 — 5 (012) aos)
2 4 2 8
et le conjugué pour la composante FrR
z

En revanche, la correction a une expression différente :

|Z|6(—lao3a3oalz + §%a2 + §61036130@— §a2 ap3 — g6103@2)
2 2 o127 g g 30 8 '
9.4.4.4. Calculsal’ordre4. — C’est a partir de 'ordre 4 que les formes royales

et élaguées different.
0
Le calcul donne I’expression suivante pour la composante 26_ de la forme
z

royale :
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ordre 2 + ordre 3 +

. 7
2] l(a30a12|aosl + lagol®la1al? + — @zoaia@ozas; — asolas:|®ars

24
3 47 7 23
- —|a12| las1|® + —@osa1za21a30 + = A30@21@03¢12 — — laosl®laz;|?
24 8 32
167 9
—ﬂlawl la12]? ——|a30| laosl? —§a21012a03a30—alzasolazll
23 1 1, 5 5
+ —Iao3| asoa12 — —Iasol lag1l® + arzlaizaso + 50300!21“12 |a30| asq
15 2 8 g a3 +4 ags2a
—-az1ap3a —ao3ai1z az1+ aziaiz"ae3+ -ag lae|”+ —laosl“a
32 30 16 32 2 64 21
101 , 17 B o 17
——a7,a03a21 — S5a30 apzaz1 + —az1 |ap3|” — —aj,azaps
32 12 32 64 g 12
1 7 45
2 2 2 2 4 4
~ 531205, @30 + Zlalzl @31~ 1g 203021850 ~ 4|0L03| - 2|a12] )

Quant a la forme élaguée, on obtient le résultat suivant :

ordre 2 + ordre 3 +

167 23
|z] l(asoaulaosl +lasol®laiel? —ﬂlaosl laial® ——|a30| laosl? +—|<103| a3pa12

1 2 2 3___ 2 ——2 S Y — 2
—Zlasol lagl —1021003030—3003012 azi +agzeay a2 +aizslaiz|“aso

2 o 1 2 2 | S | S— 2
+laz|“ay; - —|a30| @91+ 1533003012021 ~ §a30a12|a21| - —|¢112| laz: |

17 5

+ g 20301202130 + 2930021003012 ~ laos|?lazg; |

45 3
—alaosl —2lagl* 50210122003

3_» 2, 1 2 9 17 5
+ 021 laizl +§|a03| a21+§012¢103021

5,  3__, ., 13, 3__,
—-a3g ap3zaz + az |lags|” — —ajaziaes + —asz"azasg
8 8 4 4
1 2 1 2
- Za12a21a30 - §a03a21a30

On a mis en gras les termes qui different dans les deux expressions.
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Enfin pour la correction on obtient :

ordre 2 + ordre 3 +

17 25
.8 4 2 2 2 2 2 2
ilz| (—2|a12| +la12l”a12as30 + la12/”lagol” — —asoaiz2lapsl” + —la12/”laosl

8 12
+ —_ —_— —_—
4ICt30| laosl 3 asoaizlaosl 64|Cto3| )
9.4.5. Conditions de centre. —
9.4.5.1. A l'ordre 1. — La condition de centre & I'ordre 1 est :
as1 = 0.
9.4.5.2. A lordre 2. — On obtient :
aai =0
4a12a30 —3laos®* —4laal* =0,
9.4.5.3. A lordre 3. — Les conditions de centre & ordre 3 données par les
formes royale et élaguée, ainsi que par la correction deviennent :
a21 =
3 a0l = @il _
ai2a30 — ~laosl” —laigl =
1 3 9 +3_ N 3 9__ 9__, 0
——Q03a30Q12 — =A03Q —Q12a03Q —ai,a03— —ai2°ags =0.
5303030012 ~ 5@03a30 + 501200330 + 5015003 ~ gA12 Q03
9.4.54. A lordre 4. — Les conditions de centre données par la forme royale

sont les mémes qu’a 'ordre 3 auxquelles il faut rajouter I'équation :

167
S 2 2 2 2 2
agoaizlaoz|” +lasol”laizl —ﬂlaml la12l

3 23 45
- Z|0t30|2|0t03|2 + §|a03|2a30012 +azlaz®az— alao3|4 —2la12l*=0. (9.1)

Quant aux conditions de centre données par la forme élaguée, 'équation
supplémentaire a 'ordre 4 est la méme que ci-dessus, bien que les expressions
des deux formes different, car tous les termes différents d’'une forme a autre
contiennent a9; ou az; qui est nul.

En revanche, la condition supplémentaire de centre donnée par la correction

est 1égérement différente :

11______ 2 2 2, 25 2 2
-§a30012|003| +lasol”la1zl +E|a03| la12l

3 17 45
+ Z|0t30|2|0t03|2 - §|a03|2a30012 +azlaz®az— a|0t03|4 —2la121*=0. (9.2)
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9.5. La forme normale de Birkhoff

Si on considere un champ de vecteurs hamiltonien, il n’existe quune seule
forme prénormale de ce champ, c’est la forme normale de Birkhoff : dans ce
cas, la forme de Poincaré-Dulac, la forme élaguée, la forme royale doivent étre

toutes identiques.

9.5.1. Avec un point fixe elliptique. — On considere 'exemple d’'un ha-

miltonien comportant un point fixe elliptique :

~ (x2 +y2)

H(x,y) +P(x,y), ou P est un polynéme en (x,y) € R%.

A titre d’exemple, on ne considérera que des polynomes homogenes. On pose

z= E(x +1iy). Les équations de Hamilton en coordonnées (x, y) se réécrivent
alors en coordonnées (z,2) :

., 0H

Z=i—

0z
. .OH
Z=—-1—.
0z

9.5.1.1. Cas d’une perturbation homogene de degré 3. — Le passage en

variables complexes z,Z qui permet la mise sous forme bien préparée nous

ameéne a considérer le hamiltonien suivant :
N _ = 3 2= -2 -3
H(z,2)=zzZ+agpz° +ag912°z2+a1222° +ap3z”,
ou les coefficients asgp,a21,a12,a03 sont complexes, mais le hamiltonien H
étant réel, on a les égalités suivantes :
a3p =aop3, a21=0a12.

Les équations de Hamilton en coordonnées (x,y) conduisent alors au sys-

téme différentiel suivant en variables (z,2) :

d [z i 0}z iy a2122 +2a912Z + 3&302_2
—_ = 1
dt\z 0 —-ill\z —3a3022—2a2122—62122
9.5.1.2. Cas d’une perturbation homogene de degré d quelconque. — Le ha-

miltonien est, en variables complexes :

d
H(z,z2)=zz+ Z ad_p,pzd_pép,
p=0

avec la condition de réalité : a, , = a4, pour tous p et g tels que p +q =d.
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Le champ s’écrit alors :

d d-1
X =i(z0,—205)+1 ( Z pad_p,pzd_pép_l)az -i ( (d —p)ad_p,pzd_p_lép)az-.
p=1 p=0
Mise a part la partie linéaire i(z0, — 205), opérateur homogene de degré (0,0),

le champ s’écrit comme une somme d’opérateurs homogenes :

pour 1 < p <d, i(pad_p’pzd_pép_l)az -i ((d —p)ad_p,pzd_p_lép)ég
est homogene de degré n, =(d-p-1,p—-1);
pour p =0, —idad,ozd_lag est homogene de degré ng=(d -1,-1)
pour p =d, idao,dz'd_ldz est homogene de degré ny =(—1,d - 1).
La forme normale de Birkhoff Xp;x s’écrit alors indifféremment a ’'aide des

moules Tram®, Ray® ou Carr’. On utilise ici la forme élaguée.

En utilisant Palternalité du moule Tram® on a alors :

XBirk = Xlin + ) 1 Y. Tram®Biq

r=1 r acA;

1 1
= Xiin + Z Tram"B,, + = Z Tram®““2[B,,,Bq, 1+ Z - Z Tram®Biq.

neA a=(a1,a2)eA} r>37 qeA;

On rappelle que le moule Tram® est toujours nul sur les mots non résonants.
Cherchons les mots non résonants de longueur 1; on calcule les w(n) oun,,0 <

p < d est un des degrés. On a successivement :
w(ng)=>0,-1)-(d-1,-1)=1id
w(ng)=>0,-i)-(-1,d-1)=-id
wny)=>G,-1)-(d-p-1,p-1)=i(d-2p) pour 1< p <d-1.

Ainsi tous les mots de longueur 1 sont non résonants, sauf un, dans le cas
ou d est pair. Si d = 2k, le mot n;, est résonant et Tram™* = 1. Lopérateur

homogeéne correspondant est
By, =ikapp2" 5710, —ikay 2" 12405 = ik(22) a4 (20, - 205).

On cherche maintenant les mots de longueur 2 qui sont résonants ; un tel
mot s’écrit (np,n,) et tel que le produit scalaire de n, +n, par (i, —i) doit étre

nul, donc un tel mot est nécessairement de la forme suivante :

(no,ng), ou (ng,ng), ou(np,ng_p), avec 1< p<d-1.
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Finalement, a l'ordre 2, la forme normale de Birkhoff s’écrit de la maniere
suivante :
Si d =2k est pair :
B,,]

nd-p»

1 k-1
Xpirk = Xiin + 1k(22)" Ty (20, - 205) + 5L (Tram»na-»)(B
p=1

+ Tram("d‘P’”P)[Bnp Bng_, ])
1
+3 (Tram ™" @B, B,,1+ Tram ™" [B,,, B,,,1).
Sid =2k +1 est impair :

1 k
XBirk = Xlin + 2 > (Tram("p’"d—p)[B

1 B,,1+Tram"*»")[B, B nd_p])
p:

ng-p»

1
3 (Tram™"@(B,, B, ,1+ Tram™"[B,,, B,,,1).

Les calculs du moule Tram® sur les mots de longueur 2 résonants a I'aide

de Maple donnent les résultats ci-dessous :

1 1
T (no,ng) — _—_ T (ng,no) — _ _—_
ram ¥ ram i
Tram®r"d-p) = —1 Tram®d-»"p) = ——1
i(d-2p) i(d-2p)
On obtient donc :
si d =2k est pair :
. N B 1 k-1 1
Xpirk = Xiin +ik(22) ak,k(zaz—zaz—)+E[Bnd,3n0]+p:1m[Bnd_,,,Bnp],
sid =2k +1 est impair :
1 k 1
XBirk = Xlin + Q[BndaBno] +p;1 M[Bnd_p,Bnp]-

Il reste a calculer les crochets :
= —2d%apqX(22)?%(d — 1)(20, — 20;)
[Bny_,Bn,1=-222)"lag_pp*d(d - 1(d - 2p)(z0, — 205).

D’ou le champ hamiltonien a 'ordre 2, si d = 2k est pair :

Xgirk = Xiin +1k(22)* ag (zaz - 205)

+i2d(d - 1)(22)"( ZO laa—p,pl?) (20 - 205).
=
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et si d =2k +1 est impair :
k
Xpirk = Xiin + 2id(d = D2 %( Y. lag—p pI?) (20, — 20: ).
p=0

On en déduit alors les hamiltoniens suivants a 'ordre 2 :
si d =2k est pair :

k-1
H(z,2) =22+ (2 ap; + (zé)d_ld( > |ad_p,p|2) foee
p=0

sid =2k +1 est impair :
k
H(z,2)=2zz +(Z§)d_1d( Z |ad—p,p|2) 4o
p=0

On a retrouvé les résultats de Bertrand Schuman [46] sur les coefficients de
Birkhoff.

9.5.1.3. Les résultats. — La forme élaguée et la forme royale semblent étre
égales a tous les ordres (vérifié jusqu’a I'ordre 6), ce qui correspond bien au

fait que la forme normale de Birkhoff doit étre unique.

N 0
A Tordre 3, pour la composante % du champ :
z

~-6iz%z (|a212| + |a302|)

~12i(3lagol* + 22lago las|? + Blas|* + 5G31° ago + 53, @50 |22
9.5.1.4. Oiil’on retrouve un théoréeme...— Rappelons qu'un hamiltonien est dit
isochrone si toutes ses orbites sont périodiques et toutes de méme période. Le

théoreme donné par Bertrand Schuman dans [46] est le suivant :

Théoréeme 9.5.1. — Il n’existe pas de centre isochrone hamiltonien autre que

dans le cas linéaire.

Démonstration. — Considérons un hamiltonien de la forme Hy + Hi ou
Hy(x,y) = x0, — y0, et Hy est une perturbation homogéne de degré d, comme
précédemment. Le calcul précédent donne la forme normale de Birkhoff de
ce hamiltonien. Si le hamiltonien est isochrone, la forme normale de Birkhoff

doit étre réduite a la partie linéaire.
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On cherche donc les coefficients a, ; qui annulent les coefficients de Bir-
khoff 98 et %5 : dans le cas ou d = 2k est pair, les coefficients sont :

k-1
Bi=apy et PBo, Zd(z Iad_p’plz)
p=0

donc %1 =0 et %3 = 0 implique que a, 4 = 0 pour tout (p,q) tel que p+q =d.
De méme dans le cas ou d = 2k + 1 est impair, il n’y a que le coefficient %1,

qui vaut :
k
d(Z |ad—p,p|2)
p=0

et %, = 0 implique aussi a, 4 = 0 pour tout (p,q) tel que p+q =d.
Donc la perturbation homogene H; est identiquement nulle. O

9.5.2. Avec un point fixe hyperbolique. — Si le hamiltonien est de la
forme :

H(x,y)=xy+a30x” +agxy + a1axy” + ao3y’,
ou les coefficients agg,a21,a12,a03 sont réels, les équations de Hamilton dans

le plan (x,y) donnent :

d [x B -1 0}/[x N —a21x2 —2a12xy—30t03y2

dt\y 0 1)\y 3asox? +2a91xy + a12y>
9.5.2.1. Les résultats. — Ici encore, la forme royale et la forme élaguée sont
égales a tous les ordres que nous avons calculés avec Maple. Voici les calculs

aux ordres 2, 3, et 4.
Ordre 2 et 3 :

0
6x%y(a12as1 + asoaos) — — 6xy*(apzaso + arzas) —
Ox oy
Ordre 4 et 5, composante o :
X

2
6(a12a21+ a3paop3)yx

2 2 3 3 2 2)..3.2
+12(3a03 asgo” +5apzas1® +2lapgzasiagpgaie+5a12°azg+3aie a1 )x y

Ordre 4 et 5, composante ™ :
Yy

2
—6(a12a21 + aszpap3)xy

2 2 3 3 2 2),.3.2
—12(3(103 aso” +5apzag1® +2lapgzasiagpaie+5aie’azy+3aie a1 )y X






CHAPITRE 10

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Cette incursion dans le domaine des formes normales montre ’étendue des
travaux qu’il y a encore a faire sur le sujet.

Bien siir, un premier objectif sera de donner une écriture de la méthode de
renormalisation a I'aide du calcul moulien ; puis d’appliquer le calcul moulien
a la recherche et au calcul des formes normales d’équations différentielles a
retard.

Ensuite les objets que sont les moules réclament eux aussi un traitement
plus approfondi, bien que les ouvrages d’Ecalle soient déja prolifiques sur le
theme.

Un aspect qui n’est malheureusement qu’esquissé dans cette theése est le
probléme de convergence des formes normales ; 1a encore, les moules, grace a
Parborification, fournissent un outil puissant pour étudier la convergence des
séries donnant le changement de variables ou la forme normale elle-méme.
L'étape suivant la démonstration formelle du théoréme de Birkhoff (formel
ici) serait bien évidemment d’étudier la convergence de la forme normale de
Birkhoff, ainsi que du changement de variables associé.

Par ailleurs, le chapitre présentant le calcul par ordinateur de certains
moules, ainsi que le calcul des formes élaguée, royale et régale, et celle de
Poincaré-Dulac n’est qu'un bref apercu du travail qu’il faudrait faire pour dé-
velopper des programmes de calcul systématiques de forme(s) normale(s) (y
compris renormalisée(s)).

Enfin, remarquons que le cas d'un champ dont la partie linéaire est diago-
nale non identiquement nulle n’est pas systématique. Il serait donc également
intéressant de pouvoir calculer des formes normales de champs dont la partie
linéaire est quelconque, voire sans partie linéaire. La technique de Gaeta per-
met par exemple de calculer des formes normales pour un champ dont la par-

tie linéaire est nilpotente (des exemples se trouvent dans les articles [27—-29]).
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Pour des champs dont la partie linéaire est nulle, on peut citer les travaux
d’Emmanuel Paul [40] sur le sujet, ou de Mayer [38]; c’est encore une tenta-
tive que nous n’avons pas pu mener a bout que d’essayer d’adapter le calcul

moulien a ces techniques d’obtention de formes normales.



APPENDICE A

PROGRAMMES DE CALCUL

La feuille de calcul ci-apres est écrite pour le logiciel Maple 13. Elle reprend
le calcul des principaux moules vus dans la seconde partie. Elle donne aussi
(dans la zone d’utilisation du programme) un outil de calcul efficace de diffé-

rentes formes prénormales.
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> restart;

Les mots sont des listes de multidegrés, ces derniers étant également des

listes de longueur la dimension.
> with (combinat) :

> with (Ore_algebra) :

A.1. Définitions nécessaires pour le calcul de la forme élaguée

d’abord la liste des variables sous la forme [Dx,x]... et [comm,b] pour les
constantescas d'un champ homogene de degré 3

> algebre:=diff_algebra([Dx,x], [Dy,y], [comm,a[40]],
[comm,a[31]], [comm,a[22]], [comm,a[l3]], [comm,a[04]],
[comm,b[40]], [comm,b[31]], [comm,b[22]], [comm,b[13]]
[comm,b[04]]);

> p:=Ix(al[31]1*x"3+2%a[22] *x"2+xy+3+D[31] xx*xy"2

> 4+ 4xb[40]*y"3)*Dx —Ix (4%xa[40]*»x"3+ 3*a[31]*x"2*y+
2xa[22]xx+xy"2+b[31]*y"3) xDy;

> lambda:=[I,-1];

14

A.2. Programmes de calculs

Procédure partoche renvoie la liste de toutes les
décompositions du mot ’'mot’ en k mots distincts.
partoche:=proc (mot, k)

local r,A,resultat,s,u,L, J;

r:=nops (mot) :

A:=composition(r,k):
resultat:=[seg(x_n,n=1..nops(A))];

for s from 1 to nops(A) do

u:=0:

L:=[]:

for 3 from 1 to nops(Als]) do
L:=[op(L),mot[1+u..A[s][j]l+tull]:

V V.V V V V V V V V V V

u:=utA[s][J]:

od;
resultat[s] :=L;
od;

return (resultat) :

VvV V V V V

> end;
Norme d'un mot : renvoie une lettre de la forme [...] & convertir en mot
(rajouter []) si besoin.

> norme:=proc (mot) local k:



>
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return add(mot[k],k=1..nops (mot))

end;

149

Composition de deux moules M et N (dans cet ordre) sur le mot ‘'mot’, M et

N étant définis comme des procédures, ‘'mot’ étant une liste [n1,n2,..,nr] ou les

ni sont des listes (multidegrés). Renvoie un scalaire.

vV V. .V V V V V V V V V V V V V V V V V

compomoule:=proc (M, N, mot)

local S, j,P,k,mot_temp,prod_temp,l;S:=0;

if nops(mot)=0 then apply (M,mot);
else

for j from 1 to nops(mot) do
P:=partoche (mot, j) :

for k from 1 to nops(P) do
mot_temp:=[];

prod_temp:=1;

for 1 from 1 to nops(P[k]) do

mot_temp:=[op (mot_temp) ,norme (P[k][1])];
prod_temp:=prod_tempx* (apply (N,P[k][1]));

od;
S:=S+apply (M, mot_temp) xprod_temp;
od;

od;

£fi;

return S;

end;

A.2.1. Produit de mélange (shuffle). — Renvoie le battage de deux mots;

un méme mot de ce battage peut apparaitre plusieurs fois.
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melange:=proc (motl,mot2)

local resultat,11,12,1i1,1i2,motl_temp,mot2_temp,
resultat_templ, resultat_temp2, i, 7J;
resultat:=[];

11:=nops (motl);

12 :=nops (mot2) ;

if 11=0 then resultat:=mot2;

elif 12=0 then resultat:=motl;

elif 11=1 then

for il from 1 to 12-1 do

resultat:= [op(resultat), [op(mot2[1l..11]),motl[1],
op(mot2[il1+1..12]1)11;

od;

resultat:= [op(resultat), [motl[l],op(mot2)]];
resultat:=[op(resultat), [op(mot2),motl1[1]]];
elif 12=1 then

for i2 from 1 to 11-1 do

resultat:= [op(resultat), [op(motl[1l..12]),mot2[1],
op(motl[i2+1..11]1)11;

od;
resultat:=[op(resultat), [mot2[1l],op (motl)]];
resultat:=[op(resultat), [op(motl),mot2[1]]1];
else

motl_temp:=motl[2..11];
mot2_temp:=mot2[2..12];
resultat_templ:=procname (motl, mot2_temp);
resultat_temp?2:=procname (motl_temp,mot2);

for 1 from 1 to nops(resultat_templ) do
resultat_templ:=subsop(i=[mot2[1],

op (resultat_templ[i])], resultat_templ);

od;

for j from 1 to nops(resultat_temp2) do
resultat_temp2:=subsop(j=[motl[1l],

op (resultat_temp2[j])], resultat_temp2);

V V. .V V V V V V V V V

V V. V V V V

od;
resultat:=[op(resultat),op(resultat_templ)];
resultat:=[op(resultat), op(resultat_temp2)];
fi;

return resultat;

V V. V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

end;
Procédure de vérification de 'alternalité d'un moule : calcule la somme du

moule M sur tous les mots du battage de motl et mot2.
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verif:=proc (M, motl,mot2)
local resultat,S,r,i;
resultat:=0;
S:=melange (motl, mot2);
r:=nops (S) ;

for i from 1 to r do
resultat:=resultat+apply (M,S[i]);
od;

resultat:=simplify (resultat);
return resultat;

end;

151
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Calcul des opérateurs homogenes a partir du champ donné,
ainsi que des multidegrés. Renvoie les opérateurs Bn indexés par
les multidegrés de 'alphabet

op_homo:=proc (p, v)

alphabet contiendra la liste des multidegrés

local alphabet, operateurs,A,s,n,nvar,q,1i, j,k, k1, r;
A:={};

alphabet:={};

operateurs:=[];

nvar :=nops (v) ;

for i from 1 to nvar do

g:=expand (diff (p,cat (D,op(i,Vv))));
calcul du multidegré dans le cas d’un mondme
if (g<>0 and type (g,monomial)) then n:=[];

g:=q/op(i,v);
for k1l from 1 to nvar do

n:=[op(n),degree(q,op(kl,v))];
od;
n:=[nj;

fprint ('n’,n);
if (alphabet intersect {n})={} then

allop(n):=0;
£fi;
allop(n):=allop(n)+gxop(i,v)*cat (D,op(i,Vv));

alphabet:=alphabet union {n};

operateurs:=[op (operateurs), [grxop (i,Vv)*cat (D,op(i,v)),
11

calcul du multidegré dans le cas d’'un polynome

elif g<>0 then

V V.53 V vV V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

> qg:=expand(g/op(i,Vv));
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> #print ("'q’',q);

> for j from 1 to nops(g) do

> r:=op(j,q);n:=[];

> for k from 1 to nvar do

> n:=[op(n),degree(r,op(k,v))]1;

> od;

> n:=[n];

> #print (r,n);

> if (alphabet intersect {n})={} then

> allop(n):=0;

> fi;

> allop(n):=allop(n)+rxop(i,v)*cat (D,op(i,Vv));
> alphabet:=alphabet union {n};

> operateurs:=[op (operateurs), [r*op (i, V)

> xcat(D,op(i,v)), nll;

> od;

> fi;

> od;

> for s from 1 to nops(alphabet) do

> A:=A union {[a]|op(op(s,alphabet)),op(s,alphabet)]};
> Bn(op(op(s,alphabet))):=al|op(op(s,alphabet));
> od;

> return alphabet;

> end;

A.2.2. Calcul de tous les mots de longueur donnée a partir d’un al-
phabet donné. — donner 'alphabet sous la forme d’'un ensemble de listes
de mots d’une lettre : { [[1,0,0]],[[-1,0,1]]...} pour des lettres (multidegrés) de
c? par exemple.
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tous_les_mots:=proc (alphabet, longueur)
local touslesmots,mot,mot_temp, i, j;
touslesmots:={};

if longueur=1 then

return alphabet;

else

mot:=[];
mot_temp:=procname (alphabet, longueur-1) ;
for i from 1 to nops(alphabet) do

for j from 1 to nops (mot_temp) do

mot :=[op (alphabet[i]),op(op (], mot_temp))];
touslesmots:=touslesmots union {mot};
od;

od;

return touslesmots;

fi;

V V. V V V V V V V V V V V V V V

\2

end;

A.2.3. Calcul des comoules Bn. — les Bn et l'alphabet doivent avoir
été calculés. Pour un mot donné [[n1],[n2]...], renvoit 'opérateur composé
Bn1(Bn2(...))

comoule:=proc (mot)

local mot_temp, comoule;

if nops(mot)=1 then return Bn (op (mot));
else

mot_temp:=mot [2..nops (mot) ];
comoule:=skew_product (Bn(op ([mot[1]])),
procname (mot_temp) ,algebre);

£fi;

return comoule;

end;

V V. V. V V V V V V V

A.2.4. Contraction des moules et comoules a un ordre donné. — les

argument sont : moule (procédure), ordre (entier).

> contraction:=proc (moule,ordre)

> local 1,temp, j,resultat;

> resultat:=0;

on suppose que alphabet a déja été calculé par la procédure op_homo supra,
ainsi que la définition des comoules Bn.
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for 1 from 1 to ordre do

temp:=convert (tous_les_mots (alphabet, 1), 1list);
for j from 1 to nops(temp) do
resultat:=resultat

+ apply (moule,temp[j]) *apply (comoule, temp[j]);
resultat:=expand(resultat);

od;

od;
return resultat;

end;

A.3. Exemples de moules, moules utiles

VVVVYV

ie:=proc (mot) :

if nops(mot)=1 and mot[1]<>0 then return 1;
else return 0;

fi:

end;

A.3.1. Elément neutre pour la composition des moules. —

>

>

Sam:=proc (mot)
local i, j,sam, indice, omega, r,nu,produit, k;

155

A.3.2. Moule Sam® : n est le multi degré de C*nu, lambda le spectre

de la partie linéaire. n doit étre donné sous la forme d’une liste de

listes [[n1],[n2],...] ou n1,n2,... sont des éléments de Z*nu dont un élé-

ment au plus vaut -1.— Calcul du mot omega=[nl*lambda,n2*lambda,...]

correspondant
> r:=nops (mot) ;
> omega:=[];
> if r=0 then
> else
> nu:=nops(mot[1l]);
> for i from 1 to r do

omega:=[op (omega) ,add (op(j,mot[i]) =*lambdalj],

=l..nu)];

od;
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V V. V V V V V V V

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
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fi;

on regarde la longueur du mot :

if r=0 then return 0;

elif r=1 then

if op(omega)=0 then return 1 else return 0 fi;
si la longueur du mot est au moins 2 :

else

sam:=1:

si tous les omegalk] qui composent le mot omega sont non nuls, alors
valeur de Sam :

if product (omegalk],k=1..r)<>0
then produit:=mul ((omegalk],k=1..r));

sam:=0;

for k from 1 to r-1 do

sam:= sam + ((-1)"(r—-k)x*omegalk])/ ((k=1)!*(r-k)!)
+ ((=1) " (r-k+1) » (add (omega [p],p=k..r)))
/((r=k+1) '« (k=-1)1!);

od;

sam:=sam/produit;

sinon, on regarde le premier omegalk]

et on note son indice dans ' indice’:

V V. V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

\Y

else

indice:=1;

for 37 from 1 to r while omegal[]j]<>0 do
sam:=samx (1/ (jxomegal[j]));
indice:=3j+1;

od;

puis on regarde si il y a un deuxiéme omegalk] nul :
if ((indice+1l)>r) then

else

for j from indice+l to r do
if omegal[j]=0 then sam:=0:
break;

else

sinon valeur de sam
sam:=sam*1/ ( (j—indice) romegal[]j]) ;
fi;

od;

fi;
sam:=(—-1) " (r—indice) xsam;
return sam;

fi;

fi;

end;

nul
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moule Tram® : ce moule est obtenu par composition du moule
Sam® avec lui méme. Le nombre de compositions nécessaire est

égal a la longueur du mot sur lequel on cherche a évaluer Tram”’.

> Tram:=proc (mot)

> local omega,i,P, j,s,S,k,mot_temp,prod _temp,l;

> On regarde la longueur du mot : si longueur 0 (mot vide) alors on re-
tourne O ; si longueur 1, alors Sam(mot).

> if nops(mot)=0 then return 0;

> elif nops(mot)=1 then return Sam(mot);

> Si la longueur du mot 'mot’ est au moins 2, on calcule le omega
(n.lambda) correspondant.

> else omega:=[];

> for i from 1 to nops(mot) do

> omega:=[op(omega),sum(mot [i] [k1]

> xlambdalkl],kl=1..nops(mot[i]))];

> od;

>  Puis si la norme de omega est non nulle (ie omega non résonant) on
retourne O ;

> 1f norme (omega)<>0 then return 0;

> else

> sinon, pour un mot n=(n1,n2) de longueur 2 résonant, on retourne 0 si
nl et n2 sont résonants aussi, sinon on retourne Sam(mot) ;

if nops(mot)=2 then

if omega[l]=0 then return O0;

else return Sam(mot);

fi;

Enfin pour un mot n=(n1,n2,...) de longueur au moins 3, si tous les ni
sont résonants, on retourne 0, et sinon on utilise la formule Tram=Tram
Sam sur un mot de longueur inférieure (voir formule de composition des
moules).

> else

> 1f sum(omegal[k2]"2,k2=1..nops (omega))=0 then return
0;

V V. V V V
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else S:=0;

for j from 1 to nops(mot)-1 do
P:=partoche (mot, Jj);

for k from 1 to nops(P) do
mot_temp:=[];

prod_temp:=1;

for 1 from 1 to nops(P[k]) do
mot_temp:=[op (mot_temp), norme (P
prod_temp:=prod_tempx* (Sam (P [k] [
od;

#print (' mot_temp’, mot_temp) ;
S:=S+procname (mot_temp) *xprod_temp;
od;

od;

£fi;

k1T11) 13
]

[
11))7

V V. V V V V V V V V V V V V V

fi;
£fi;
fi;
end;

V V V V

A.3.3. Le moule T alternal. — Un exemple de moule alternal

\Y,

T:=proc (mot)
local 1,r,omega,resultat,nu, i, alpha;

\%

r:=nops (mot) ;

omega:=|[];

if r=0 then resultat:=0; break;
else

nu:=nops (mot [1]);

VvV V. V V V V

for 1 from 1 to r do

\Y

omega:=[op (omega) ,add (op (j,mot [1])
x*lambdal[j], j=1..nu)];
> od;

> fi;

if r=0 then resultat:=0;
> elif r=1 then resultat:=1;
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> else

> resultat:=1;

> for i from 1 to r-1 do

> alpha:=omegal[i+l]-omegal[i];
> 1f alpha=0 then resultat:=0; break;
> else

> resultat:=resultat=*1/alpha;
> fi;

> od;

> return resultat;

> fi;

> end;

A.3.4. Moule Theta (symétral) de linéarisation d’un champ non réso-
nant. — Exemple avec le moule Theta de linéarisation d'un champ non réso-
nant. Ce moule est symétral.

> Theta:=proc (mot)
local resultat,omega,nu,i,r,alpha;
r:=nops (mot) ;

omega:=1[];
if r=0 then resultat:=1;
else

nu:=nops (mot[1]);
for i from 1 to r do

omega:=[op (omega) ,add (op (j,mot [i])
x*lambdal[j], j=1..nu)];

od;

fi;

if r>0 then

resultat:=1;

alpha:=0;

for i from 1 to r do
alpha:=alpha+tomegalil;

if alpha=0 then print (i, resonant);
else
resultat:=resultat*1/alpha;
fi;

od;

fi;

resultat:=(-1) “r*xresultat;
return resultat;

V V. V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

end;

Dérivation lan (nombre de omega_i non nuls d’un mot)
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lan:=proc (mot) local k,omega,i:
omega:=1[];

for i from 1 to nops(mot) do
omega:=[op (omega), sum (mot [i] [k1]
*lambdal[kl], kl=1..nops(mot[i]))];
od;

lan (mot) :=nops (mot) ;

for k from 1 to nops(mot) do

if omegalk]=0 then lan(mot) :=lan(mot)-1:

fi:
od:
lan (mot) ;

end;

Calcul du moule de la transformation sous la forme prénormale

royale, dépend de lan
sray:=proc (mot,deriv) local omega,i,kl,k2,s,r;

>

VvV V. V V V V VvV V

\%

>
>

r:=nops (mot) :

if r=0 then s:=1:

else

omega:=1[];

for i from 1 to r do
omega:=[op (omega) , sum (mot [i] [
*lambda [k3], k3=1..nops (mot[i
od;

k3]
1)1
if r=1 and deriv(mot)=1 then
s:=-1/norme (omega) :

else if norme (omega)<>0 then

s:=0:

for k1l from 1 to r-1 do

s:=s +
norme ([op (1..kl,omega)])+xsray ([op (1

xseray ([op(kl+l..r,mot)],deriv)+

>

>

>

\

sray ([op(l..k1-1,mot)],deriv)
xseray ([op (kl+1l..r,mot)],deriv) :

od:
s:=s+sray([op(l..r-1,mot)],deriv):

s:=—(1l/norme (omega) ) *s:

..kl,mot)],deriv)

else if norme (omega)=0 and deriv (mot)<>0 then
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s:=0:
for k2 from 1 to r-1 do

S:=s +
deriv([op(l..k2,mot)])rsray([op(l..k2,mot)],deriv)

xseray ([op (k2+1..r,mot)],deriv) :

V V V V

>

od:

s:=—s/deriv (mot) :

else if deriv (mot)=0 then
s:=0:

fi:
fi:
fi:
fi:

fi:
sray (mot,deriv) :=s;
end;

Calcul du moule inverse de la transformation précédente

>

>

seray:=proc (mot,deriv) local k:
seray (mot,deriv) :=(-1) **nops (mot)

xsray ( [seqg (op (nops (mot) -k, mot) , k=0..nops (mot)-1)],deriv) :

>

end;

Calcul du moule de la forme prénormale royale, dépend de lan

V V. V V V V V

ray:=proc (mot,deriv) local k,r,1l,omega,i:
1:=nops (mot) :

omega:=|[];

for i from 1 to 1 do

omega:=[op (omega),sum(mot [i] [k1]
x*lambdal[kl], kl1=1..nops(mot[i]))];

od;

if norme (omega)<>0 then r:=0:
else if 1=1 then r:=1:

else

r:=0:

for k from 1 to 1 do
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> r:=r + norme([op(l..k,omega)])
> xsray([op(l..k,mot)],deriv)
xseray ([op(k+1l..1,mot)],deriv) +
> sray([op(l..k-1,mot)],deriv)

> xseray([op(k+1l..1l,mot)],deriv) :

>  od:

> fi:

> fi:

> ray(mot,deriv) :=(-1)"(1+1) *r;
>  end;

> royale:=proc (mot)

> return ray(mot,’lan’);

> end;
Moule de la correction

> carr:=proc(mot) local i, j,omega;

\%

if mot=NULL then carr (mot) :=0:

> elif nops(mot)=0 then carr (mot) :=0:

> else

> omega:=[];

> for j from 1 to nops(mot) do

> omega:=[op (omega),sum(mot [J] [kl]

> xlambdal[kl], kl=1..nops(mot[Jj]))];

> od;

> 1f nops(mot)=1 then if op(omega)<>0 then
carr (mot) :=0:

> else carr (mot) :=1: fi:

> else

> 1f norme (omega)<>0 then carr (mot) :=0:

> elif member (0, {op (omega) })=true then carr (mot) :

> else
> carr (mot) :=-carr([op(l,mot) top(2,mot),

op(3..nops (mot),mot) ]) :

> for i from 2 to nops (mot) do
> carr (mot) :=carr (mot) tcarr ([op(l,mot),
op(i+l..nops (mot),mot)])*carr([op(2..i,mot)]) od:

> carr(mot) :=simplify (carr (mot)/ (op(l,omega))):
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> fi: fi: fi:
> end;

A.4. Zone d’utilisation du calcul des formes prénormales

D’abord calculer les opérateurs homogenes et I'alphabet donnés par le
champ de départ.

> alphabet:=op_homo (p, [x,V]);
> S:=contraction(Tram,4) :

> S:=0Ore_to_diff (S, f,algebre):

> S:=subs(b[30]=conjugate(al[30]),b[21]=conjugate(a[21]),b[l2]=
conjugate(al[l2]),b[03]=conjugate(al[03]),9):

> ml:=collect (expand (subs (x=z, y=conjugate (z),

simplify (op(l,0op(1,P))))), [z,conjugate(z)],distributed);






LISTE DES SYMBOLES

2k (A) Algebre de Lie libre, page 70

(K{{A))). Séries formelles non-commutatives sans terme constant, page 70
K({A)) Séries entieres formelles non-commutatives, page 66
C[lx]] Algebre des séries entiéres formelles en x1,...,x,, page 73
K(A) Polynémes non-commutatifs sur A a coefficients K, page 66
¢/(a) longueur d’'un mot, page 65

A (A) Ensemble des moules sur A a valeurs dans [, page 65

M : Moule arborescent, page 79

[M*],, ), Produit n fois du moule M, page 70

ExpM*® Exponentielle du moule M*, page 70

M*®  Moule, page 65

lall Norme d’'un mot, page 65

A Alphabet, page 65

A*  Ensemble des mots, page 65

A7 Mots de longueur r, page 65
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