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Introdu
tion : une passerelle entreplusieurs domaines
Il y a deux ans, je me suis donné pour but, au 
ours de 
e travail de thèse, d'étudierles appli
ations a
tuelles les plus vitales de l'Informatique et d'essayer d'y apporter ma
ontribution selon mes intérêts et mes 
ompéten
es. J'ai 
hoisi 
omme 
hamp d'investi-gation deux grands domaines qui s'o�raient à moi, de par l'environnement de re
her
hedu LIMOS et de l'université Blaise Pas
al : la bio-informatique et les bases de données.Ce travail s'ins
rit dans une perspe
tive de Data Mining, domaine qui a pour proposd'analyser de vastes bases de données, dans le but d'établir des relations non trivialeset de trouver de nouvelles présentations synthétiques des informations ([HMS01℄). Lesarbres et les treillis, et plus généralement les graphes, sont des stru
tures intéressantesdans 
ette optique, 
ar elles mettent en éviden
e l'organisation intrinsèque des donnéeset sont fa
iles à visualiser.Comme Jean-Paul Bordat, dont j'ai été l'élève, je suis avant tout algorithmi
ien. Je mesitue dans une appro
he méthodologique, que Brassard et Bratley quali�ent d'appro
hea priori ([BB87℄), qui évalue selon des 
ritères mathématiques rigoureux la quantité deressour
es informatiques né
essaires aux algorithmes en fon
tion de la taille des données àtraiter. Par opposition à l'appro
he empirique (ou a posteriori), qui teste les algorithmessur divers exemplaires à l'aide d'ordinateurs, l'appro
he a priori se 
on
entre sur lesdi�
ultés essentielles de la 
on
eption algorithmique. Quand 
es di�
ultés se révèlentimportantes, 
ette appro
he permet, en di�érant les e�orts d'implémentation, d'éviter dese perdre dans des solutions ine�
a
es.Cette thèse se veut également une illustration de la puissan
e des graphes (non orien-tés et non valués), trop souvent 
onsidérés 
omme des objets abstraits, sans appli
ation.Or nous montrons, pour deux domaines très di�érents, la Phylogénie et l'Analyse For-melle de Con
epts, que l'utilisation des graphes apporte un é
lairage nouveau et débou
herapidement sur des résultats algorithmiques.Les outils que nous utilisons sont spé
i�ques aux graphes non orientés, qui sont la spé-
ialité de ma 
o-dire
tri
e de thèse, Anne Berry. Ses travaux, empreints d'une appro
hetrès 
ombinatoire, sans doute héritée d'Alain Guéno
he et de Mi
hel Habib, sont 
entréssur les séparateurs minimaux dans les graphes non orientés, que 
es résultats soient théo-11



12 INTRODUCTIONriques ou algorithmiques. Ils portent, eux aussi, la marque de la méthode novatri
e deJean-Paul Bordat et les preuves s'y font plus souvent à partir d'invariants que par desméthodes plus 
lassiques. Ave
 Jean-Paul Bordat, Anne Berry a su, par ailleurs, utiliserles treillis, pour extraire de nombreux résultats sur les graphes.Paradoxalement, mes propres pen
hants naturels me poussent plus vers les graphesorientés que les graphes non orientés. Une de mes 
ontributions personnelles, dans 
ettethèse, est la mise en éviden
e et l'étude d'une stru
ture ordonnée qui apparaît dans lesgraphes : 
elle induite par la relation de domination.C'est la 
ombinaison de 
es deux appro
hes, en fait 
omplémentaires, qui a produit lesrésultats présentés dans 
e travail.Ce mémoire 
omporte deux parties qui abordent deux domaines en apparen
e très di�é-rents l'un de l'autre, 
e qui, à première vue, pourrait donner une impression de disparité.Il y a 
ependant des liens forts entre les deux.Tout d'abord, notre appro
he 
ommune est d'utiliser une modélisation par des graphes.Un graphe non orienté est une relation binaire symétrique, objet mathématique auquelnous 
her
hons à nous ramener. Dans la première partie, nous partons d'une relation va-luée symétrique (une dissimilarité) entre objets et nous la binarisons. Cette stratégie debinarisation est 
lassique et fréquemment utilisée en Bases de Données et en Data Mi-ning. Dans la deuxième partie, au 
ontraire, nous partons d'une relation binaire et nousla symétrisons, en 
odant 
ette relation par un graphe doté de propriétés remarquables.Dans les deux 
as, nous travaillons ensuite sur une famille de graphes emboîtés ; 
esgraphes sont dé�nis par les seuils d'une matri
e ordinale pour la phylogénie, ils sont dé-�nis par les éléments ren
ontrés lors du par
ours d'une 
haîne maximale du treillis pourl'analyse formelle de 
on
epts.Dans les deux 
as aussi, les pro
édés de triangulation (plongement dans un graphe tri-angulé) revêtent une grande importan
e, ave
 la notion de "sous-triangulation maximale"dans la première partie, et dans la deuxième l'exploration du treillis en utilisant les 
haînesmaximales qui ne sont autres que des triangulations minimales du graphe dont nous nousservons pour 
oder le treillis.
Ce mémoire est organisé 
omme suit :Nous 
ommençons par un 
hapitre général qui rappelle les résultats 
onnus qui nousseront utiles et dé�nit les notations qui seront utilisées dans les 
hapitres suivants.La première partie s'intéresse aux appli
ations bio-informatiques et, plus parti
ulière-ment, aux mesures de dissimilarités destinées à la 
onstru
tion d'arbres d'évolution. Le
hapitre 2 dé
rit la problématique spé
i�que que nous abordons et met en pla
e des outilsalgorithmiques et théoriques permettant de résoudre un problème. Le 
hapitre 3 dé
rit lasolution algorithmique proposée ; il étudie ensuite des prolongements possibles issus d'uneétude 
ombinatoire.La se
onde partie s'intéresse au Data Mining et, plus parti
ulièrement, à l'analyse for-melle de 
on
epts. Le 
hapitre 4 met en pla
e les outils théoriques qui seront né
essaires,en dé
rivant notre 
odage d'une relation par un graphe non orienté. Le 
hapitre 5 étudie



Une passerelle entre plusieurs domaines 13plus spé
i�quement l'ordre de domination sur un graphe. Le 
hapitre 6, en�n, illustre lavalidité de notre appro
he en proposant plusieurs appli
ations algorithmiques qui amé-liorent les résultats existants.
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Chapitre 1
Dé�nitions et notations
Ce 
hapitre a pour but de pré
iser les notations qui seront utilisées tout au long de 
emémoire et de donner des résultats généraux sur lesquels s'appuie 
e travail, pour autantqu'ils ne soient pas parti
uliers à un 
hapitre. Nous établissons aussi quelques propriétésélémentaires qui ont un intérêt général pour les objets dé�nis et sur lesquelles nous nousappuierons dans les 
hapitres suivants.1.1 Relations binairesAprès quelques pré
isions sur les notations ensemblistes utilisées, nous rappelons desnotions fondamentales sur les relations, ainsi que sur les graphes orientés. Nous en pro-�tons pour présenter deux stru
tures de données indispensables pour notre étude : lestables et les matri
es.1.1.1 Notations ensemblistesNous rappelons i
i, pour les le
teurs peu familiarisés, les 
onventions ensemblistes gé-néralement adoptées.Tous les ensembles 
onsidérés seront, sauf mention 
ontraire, �nis, même si 
ertainsrésultats ou dé�nitions pourraient être étendus au 
as in�ni. Le 
ardinal d'un ensembleE sera notée jEj.L'opérateur � sera utilisé pour l'in
lusion large tandis que � dénotera l'in
lusionstri
te. Nous utiliserons aussi les opérateurs duaux � et �.X est un sous-ensemble propre de E quand X � E et X 6= ;. Deux ensembles sontdits disjoints si leur interse
tion est vide. 15



16 Chapitre 1L'opérateur ensembliste + pourra rempla
er le symbole [ pour l'union disjointe :X+Y = X [ Y ave
 X \ Y = ;.L'opérateur ensembliste � dénotera la di�éren
e entre deux ensembles : X�Y = fx 2X j x 62 Y g ; notons que 
ette dé�nition n'oblige pas Y à être in
lus dans X.La notation [p::q℄, inspirée du langage Pas
al, 
orrespondra à un intervalle entier :[p; q℄ �ZZ.Pour deux ensembles X et Y , le produit 
artésien f(x; y)jx 2 X; y 2 Y g sera notéX � Y . Le produit 
artésien X �X sera aussi noté X2.L'ensemble des parties d'un ensemble X sera noté 2X .Une partition d'un ensemble E est une famille F � 2X de sous-ensembles de E deuxà deux disjoints et dont l'union est égale à E. On dit qu'une partition F sur E est plus�ne qu'une partition F 0 sur E quand 8Ei 2 F , 9E 0i 2 F 0, Ei � E 0i.1.1.2 RelationsLa notion de relation fait partie des notions fondamentales des mathématiques. Ellepermet d'établir des liens entre les éléments d'un ou de plusieurs ensembles. Par sonpouvoir de modélisation, elle est aussi devenue un outil essentiel de l'informatique, enparti
ulier pour les bases de données et le data mining. Nous allons pré
iser pour lesrelations binaires le vo
abulaire et les notations que nous utiliserons dans 
e mémoire.Dé�nition 1.1.1 Relation.� On appelle relation binaire sur un 
ouple (X; Y ) d'ensembles tout sous-ensembleR du produit 
artésien X � Y . On dira que R est une relation sur (X; Y )� Nous appellerons relation partielle d'une relation R sur (X,Y) toute relation sur(X,Y) in
luse au sens de l'in
lusion de deux parties d'un produit 
artésien dans R.� Nous appellerons sous-relation d'une relation R sur (X,Y), toute relation R\ (A�B), notée R(A;B), dé�nie sur A � X et B � Y .Par abus de langage, nous utiliserons le terme sous-relation au lieu de relation partiellequand il n'y a pas d'ambiguïté. Nous noterons jRj la taille d'une relation R.Dé�nition 1.1.2 Table d'une relation.Soit R une relation sur (X; Y ). Le tableau booléen T à deux dimensions, tel que 8x 2X; y 2 Y , T [x; y℄ = 1() (x; y) 2 R, est appelé table de la relation R.Dans 
e mémoire, nous représenterons la table ave
 les éléments de X sur les 
olonnes etles éléments de Y sur les lignes. Les 
ases T [x; y℄ = 1 seront 
o
hées par � et les 
asesT [x; y℄ = 0 seront laissées vides.Nous appellerons un ou 
roix d'une relation R sur (X; Y ) tout un 
ouple (x; y) deX � Y appartenant à R . Une rangée de uns sera représentée par un élément x de X



Définitions et notations 17tel que 8y 2 Y , (x; y) 2 R (
olonne de uns) ou par un élément y de Y tel que 8x 2 X,(x; y) 2 R (ligne de uns) ; nous dé�nissons de façon similaire les zéros ((x; y) 62 R) et lesrangées de zéros.Exemple 1.1.3Table d'une relation R sur (X; Y ), X = fa; b; 
; d; eg et Y = fx; y; zg.R a b 
 d ex � �y � � � �z � �Table de R = f(a; x); (a; y); (a; z); (b; x); (b; y); (d; y); (d; z); (e; y)g.R possède une 
olonne de uns : a, et une 
olonne de zéros : 
 ; R ne possède ni ligne deuns ni ligne de zéros.�Dé�nition 1.1.4 Dualités.La ré
iproque d'une relation R sur (X; Y ) est la relation, notée R�1, sur (Y;X) telleque 8x 2 X, 8y 2 Y , (x; y) 2 R�1 () (y; x) 2 R.La 
omplémentaire d'une relation R sur (X; Y ) est la relation, notée �R, sur (X; Y )telle que 8x 2 X, 8y 2 Y , (x; y) 2 �R () (x; y) 62 R.La table de la relation ré
iproque R0 est obtenue en prenant la transposée � au sensdes matri
es � de la table de R. La table de la relation 
omplémentaire �R est obtenue enremplaçant les zéros par des uns et ré
iproquement.Exemple 1.1.5Ré
iproque et 
omplémentaire de la relation R de l'exemple 1.1.3.R�1 x y za � � �b � �
d � �e �
�R a b 
 d ex � � �y �z � � �R�1 ré
iproque de R �R 
omplémentaire de R�Dé�nition 1.1.6 Relation interne.Une relation binaire R sur (X; Y ) est dite interne quand X = Y . On dira alors que Rest une relation sur X.Dé�nition 1.1.7 Propriétés des relations internes.Une relation R sur X est :� ré�exive quand 8x 2 X, (x; x) 2 R,� irré�exive quand 8x 2 X, (x; x) 62 R,� symétrique quand 8x; y 2 X, (x; y) 2 R =) (y; x) 2 R,



18 Chapitre 1� antisymétrique quand 8x; y 2 X,x 6= y, (x; y) 2 R =) (y; x) 62 R,� transitive quand 8x; y; z 2 X, (x; y), (y; z) 2 R =) (x; z) 2 R.� a
y
lique quand elle est irré�exive et que, pour toute suite (x1; :::; xk) de k�1éléments de X telle que 8i 2 [2::k℄ (xi�1; xi) 2 R, on a (xk; x1) 62 R.Théorème 1.1.8Toute relation a
y
lique est antisymétrique.Dé�nition 1.1.9 Table simpli�éeLa table d'une relation irré�exive et symétrique peut être simpli�ée en ne 
onservantqu'une demi-table sans diagonale sur le modèle 
i-dessous.Relation R = f(a; b);(a; d);(b; d);(
; d);(b; a);(d; a);(d; b);(d; 
)g dé�nie sur X = fa; b; 
; dg.a b 
 da � �b � �
 �d � � � b 
 da � �b �
 �Table de R Table simpli�ée de RDé�nition 1.1.10 Préordre, relation d'équivalen
e.On appelle préordre une relation interne qui est ré�exive et transitive.On appelle relation d'équivalen
e une relation interne qui est ré�exive, symétrique ettransitive.
1.1.3 Graphes orientésL'a
te de naissan
e des graphes peut être situé en 1737 ave
 la résolution par Eu-ler du problème des sept ponts de Königsberg : pouvait-on par
ourir la ville en passantexa
tement une fois sur 
haque pont ? Pour apporter une réponse négative à 
ette ques-tion, Euler traça un plan de la ville réduit à son plus élémentaire squelette : des points(des "sommets", représentant les di�érentes parties de la ville) reliés par des traits (des"arêtes", représentant les ponts) ; il avait 
ompris, au delà de l'apparen
e géométrique,que le problème était de nature topologique : seul importait la 
ontinuité du tra
é desarêtes entre les sommets. La théorie des graphes distingue les graphes orientés (dans les-quels les "arêtes" prennent le nom d'ar
), que nous allons aborder i
i et qui 
omprennentles stru
tures ordonnées que nous aborderons dans la se
tion suivante, des graphes nonorientés qui feront l'objet de la �n de 
e 
hapitre.Dé�nition 1.1.11 Graphe orienté.Un graphe orienté G = (V;A) est dé�ni par la donnée d'un ensemble �ni V de sommetset d'un ensemble A � V 2 d'ar
s (x; y) notés xy.Quand xy 2 A, on dit que y est un su

esseur de x et que x est un prédé
esseur de y.



Définitions et notations 19Dé�nition 1.1.12 Matri
e d'in
iden
e d'un graphe orienté.Sur le même prin
ipe que la table d'une relation interne, on dé�nit la matri
e d'in
i-den
e d'un graphe orienté G = (V;A) 
omme un tableau booléen M à deux indi
es telque 8x; y 2 V , M [x; y℄ = 1() xy 2 A.Nous allons avoir besoin de la notion de stable, qui sera dé�nie de façon similaire pourles graphes non orientés (voir dé�nition 1.3.3).Dé�nition 1.1.13 Stable.Un graphe orienté est un stable quand il n'a au
un ar
.Plus généralement, on peut faire 
orrespondre un graphe orienté à toute relation sur un
ouple (X; Y ) d'ensembles �nis :Dé�nition 1.1.14 Graphe biparti (version orientée).Un graphe orienté G = (V;A) est dit biparti si son ensemble de sommets V peut êtrepartitionné en deux stables X et Y tels que tous les ar
s xy 2 A relient un sommet x deX et un sommet y de Y .Dé�nition 1.1.15 Biparti orienté asso
ié à une relation binaire (voir [Bor86℄).A une relation R sur (X; Y ), on peut asso
ier un graphe orienté biparti H = (V;A) dé�nipar : V = X+Y et xy 2 A() (x; y) 2 R.Exemple 1.1.16Le graphe biparti orienté asso
ié à la relation R de l'exemple 1.1.3 :
b

a

c

d

e z

y

x

� Dans un graphe orienté G = (V;A), nous appellerons 
haîne toute suite (x1; :::; xk) desommets distin
ts tels que 8i 2 [2::k℄, xi�1xi 2 A. On dit alors que xk est un des
endantde x1. Une 
haîne (x1; :::; xk) forme un 
ir
uit quand xkx1 2 A. Une 
haîne est ditemaximale si elle n'est in
luse proprement dans au
une autre 
haîne.Dé�nition 1.1.17 Arbores
en
e.Dans un graphe orienté, nous dirons qu'un sommet r est une ra
ine quand, pour toutsommet x du graphe, il existe une unique 
haîne (r; :::; x).Une arbores
en
e est un graphe orienté qui possède une unique ra
ine.Rappelons en�n, pour le le
teur peu familiarisé ave
 l'algorithmique de graphes, lepro
édé fondamental de par
ours d'un graphe orienté. L'algorithme DESCENDANCE 
al
ule



20 Chapitre 1l'ensemble des des
endants d'un sommet x0 d'un grapheG. L'algorithme PARCOURS permetd'atteindre tous les sommets du graphe.Algorithme 1.1.18 DESCENDANCEDonnée : Un graphe orienté G = (V;A), un sommet x0 2 V .Résultat : Atteint est l'ensemble des des
endants de x0 (x0 
ompris).InitialisationAtteint fx0g ;Exploré ; ;DébutTant que Atteint�Exploré6= ; faire :Choisir y dans Atteint�Exploré ;Si tous les su

esseurs de y sont dans Atteintalors Exploré Exploré[fyg ;sinon :Choisir un su

esseur z 62Atteint de y ;Atteint Atteint[fzg ;Fin.Algorithme 1.1.19 PARCOURSDonnée : Un graphe orienté G = (V;A).Résultat : Atteint= V .InitialisationAtteint ; ;Exploré ; ;DébutTant que Atteint6= V faire :Choisir x0 dans V�Atteint ;Atteint Atteint[fx0g ;// Appel à DESCENDANCE sans Initialisation de Atteint ni Exploré.DESCENDANCE(G; x0) ;Fin.L'ensemble Atteint�Exploré peut être implémenté par un �le ou une pile. Dans lepremier 
as, le par
ours se fait en largeur : pour explorer les des
endants d'un sommet,on 
ommen
e par atteindre tous ses su

esseurs et on poursuit de manière 
on
entrique.Dans le se
ond 
as, le par
ours se fait en profondeur : on explore toute la des
endan
ed'un premier su

esseur d'un sommet avant de passer à un autre su

esseur.Le par
ours d'un graphe peut se faire en temps linéaire O(n+m).De nombreux algorithmes de graphes sont basés sur un s
héma de par
ours.1.2 Ensembles ordonnésNous rappelons i
i des notions fondamentales sur les ensembles ordonnés en généralet plus parti
ulièrement sur les treillis. Pour 
es derniers, nous nous attardons sur une



Définitions et notations 21stru
ture fondamentale pour notre travail : les treillis de Galois, après avoir mentionnétrès brièvement la notion de fermeture qui lui donne un fondement mathématique. Nousutiliserons pour les stru
tures ordonnées une partie du vo
abulaire et des notations dé�niespré
édemment pour les graphes orientés.1.2.1 OrdresDé�nition 1.2.1 Ordres.� Un ordre large est un 
ouple (P,�), où P est un ensemble et � une relation sur P quiest ré�exive, antisymétrique et transitive.� Un ordre stri
t est un 
ouple (P,<), où P est un ensemble et < une relation sur P quiest irré�exive, antisymétrique et transitive.Dans les deux 
as, on dit que P est un ensemble ordonné (partial ordered set, en abrégéposet).Pour tous les éléments x et y de P tels que x�y (ou x<y), nous dirons que x est unas
endant de y et que y est un des
endant de x.Théorème 1.2.2 Ordre quotient 
anonique.Soit R un préordre sur un ensemble X. On dé�nit une relation d'équivalen
e � entresommets par x � y () (x; y) 2 R^(y; x) 2 R. La partition de X en 
lasses d'équivalen
ede � dé�nit alors une relation d'ordre qu'on appellera ordre quotient 
anonique dupréordre R.Exemple 1.2.3Ordre 
anonique asso
ié à un préordre.R a b 
 d ea �b � � �
 � � �d � � � �e � �
R0 a b
 d ea �b
 � �d � � �e � �Un préordre R L'ordre 
anonique asso
ié R0,dé�ni sur X = fa; b; 
; d; eg dé�ni sur X 0 = fa; b
; d; eg�Dé�nition 1.2.4 Couverture.Soient (P;�) un ordre, x et y deux éléments distin
ts de P . On dit que x est 
ouvertpar y ou en
ore que y 
ouvre x quand x�y et il n'existe au
un autre élément z de P telque x�z et z�y. La relation ainsi dé�nie sur P est appelée 
ouverture de l'ordre.La 
ouverture de x2P est l'ensemble des y de P tels que x est 
ouvert par y.Quand y 
ouvre x, nous dirons que x est un prédé
esseur de y et que y est un su

es-seur de x.



22 Chapitre 1La relation de 
ouverture est don
 obtenue en supprimant toutes les bou
les de ré-�exivité et tous les ar
s de transitivité dans un ordre. Ce pro
édé permet d'alléger lesreprésentations tout en 
onservant toutes les informations pertinentes de la stru
ture. Legraphe orienté ainsi obtenu porte le nom de diagramme de Hasse (voir [Bor92℄) ou plussimplement de diagramme ([Bir67℄). Dans l'usage 
ourant, on 
onfond souvent un ordreave
 sa 
ouverture.Sauf pré
ision 
ontraire, dans toute la suite, nous 
hoisirons de représenter un dia-gramme de Hasse en plaçant les plus grands éléments en haut et les plus petits en bas (lessu

esseurs au dessus des prédé
esseurs, > au sommet et ? à la base) ; le sens des ar
sest ainsi impli
ite. Les 
onventions dans 
e domaine varient suivant les auteurs.Le pro
édé ré
iproque du passage à la 
ouverture, appli
able à une relation a
y
lique,porte le nom de fermeture ré�exo-transitive (
'est une fermeture au sens de la dé�ni-tion 1.2.36). Le s
héma indu
tif 
orrespondant a pour base une relation a
y
lique R surun ensemble X et pour règles :1) Pour x2X, ajouter (x; x) à R ;2) Pour x; y; z 2X tels que (x; y); (y; z) 2 R, ajouter (x; z) à R.Exemple 1.2.5Relation de 
ouverture de l'ordre R0 de l'exemple 1.2.3.a b
 d eab
 �d �e �Table de la 
ouverture de R0
d

bc
e

aDiagramme de Hasse de R0En prenant la fermeture ré�exo-transitive de 
ette 
ouverture, on retrouve l'ordre R0.�Dé�nition 1.2.6 Sous-ordres.On appelle sous-ordre d'un ordre (P;�), toute partie Q � P qui est aussi un ordre.Théorème 1.2.7 Prin
ipe de dualité (ordres).Soit (P;�) un ordre. La relation ré
iproque � sur P dé�nie par x � y () y � x est unerelation d'ordre sur P . (P;�) est appelé ordre dual de (P;�).Dé�nition 1.2.8 Ordre ipsodual.Un ordre est dit ipsodual quand il est isomorphe à son dual.Dé�nition 1.2.9 Comparabilité.Deux éléments x et y d'un ordre (P;�) sont dit 
omparables quand x � y ou y � x ;ils sont dits in
omparables sinon. Une partie non vide de P dont tous les éléments sontdeux à deux in
omparables est appelée anti
haîne de P.Une anti
haîne d'un ordre est dite maximale si elle n'est proprement in
luse dansau
une autre anti
haîne de l'ordre.



Définitions et notations 23Dé�nition 1.2.10 Ordre total.Un ordre (P;�) est dit total quand tous les éléments de P sont 
omparables deux à deux.On dit alors que P est une 
haîne.Plus généralement, on appelle 
haîne dans un ordre (P;�) quel
onque, toute partie de Pformant un sous-ordre total.Une 
haîne d'un ordre P peut don
 être vue 
omme une suite (x1; :::; xk) d'éléments deP tels que 8i 2 [2::k℄ xi 
ouvre par xi�1 ; 
e
i nous ramène à la dé�nition d'une 
haînedans un graphe orienté quel
onque.Une 
haîne d'un ordre est dite maximale si elle n'est proprement in
luse dans au
uneautre 
haîne de l'ordre.Exemple 1.2.11Le diagramme 
i-dessous représente un ordre ipsodual (P;�),ave
 P = fa; b; 
; d; e; f; g; h; i; j; k; l;mg.
ed

f

g

m

o

j

i

h

k l

a

cb

n

Diagramme de Hasse de PLa permutation fa$ o, b$ n, 
$ m, d$ l, e$ k, f $ j, g $ gg est un isomorphismequi asso
ie (P;�) à son dual (P;�).f et m sont 
omparables (f � m) ; e et m sont in
omparables.afhlmo et a
e sont des 
haînes maximales ; defk et b
ghk sont des anti
haînes maximales.�Dé�nition 1.2.12 Ordre gradué.Un ordre (P;�) est dit gradué quand il existe une appli
ation g de P vers IlN telle que :1. g est monotone 
roissante : si x � y alors g(x) � g(y), et2. pour tous sommets x et y de P , si y 
ouvre x alors g(y) = g(x) + 1.Exemple 1.2.13Le diagramme 
i-dessous représente un ordre gradué (Q;�)ave
 Q = fa; b; 
; d; e; f; g; h; i; j; kg.
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b c d e

h i j

a1

2

3

4 k

g

f

l

Diagramme de Hasse de QSur la �gure 
i-dessus, les éléments de l'ordre sont dessinés en niveaux su

essifs du niveau1 pour a au niveau 4 pour k et l.�Dé�nition 1.2.14 Elements maximaux, minimaux.� Un élément x d'un ordre (P;�) est dit maximal si P n'admet au
un élément plus grandque x ; 
'est-à-dire 8y 2 P�fxg, x 6� y.� Un élément x d'un ordre (P;�) est dit minimal si P n'admet au
un élément plus petitque x ; 
'est-à-dire 8y 2 P�fxg, y 6� x.Dé�nition 1.2.15 Maximum, minimum.� Un ordre (P;�) admet x pourmaximum si x est plus grand que tous les autres élémentsde P ; 
'est-à-dire 8y 2 P�fxg, y � x.� Un ordre (P;�) admet x pour minimum si x est plus petit que tous les autres élémentsde P ; 
'est-à-dire 8y 2 P�fxg, x � y.Remarque 1.2.16Le maximum (resp. minimum) � s'il existe � d'un ordre est unique ; il est 
onvention-nellement appelé Top et noté > (resp. Bottom et ?).Le maximum et le minimum, s'ils existent, appartiennent à toutes les 
haînes maximalesde l'ordre.Cette propriété n'est bien évidemment utilisable que si l'ordre possède un maximum. Cen'est pas toujours le 
as, 
omme le montre l'ordre de l'exemple 1.2.11 qui possède plusieurséléments maximaux : e, n et o ; la 
haîne maximale afhlmo ne 
ontient ni e ni n.Dé�nition 1.2.17 Majorant, minorant.Un élément x d'un ordre (P;�) admet y pour majorant (resp. minorant) quand x � y(resp. y � x). Nous noterons Maj(x) l'ensemble des majorants de x et Min(x) l'ensemblede ses minorants. Pour toute partie non vide A de P , on dé�nit Maj(A) = Tx2AMaj(x)et Min(A) = Tx2AMin(x).On peut é
rire Maj(A) = fy 2 P j 8x 2 A x � yg. Si P a un minimum et un maximum,on a Maj(P ) = f>g et Min(P ) = f?g.Dé�nition 1.2.18 Bornes supérieure, inférieure ; bottom, top.� On appelle borne supérieure (on trouve aussi les termes : supremum, union, join,lowest upper bound) d'une partie A non vide d'un ordre P le minimum, s'il existe deMaj(A) (
'est-à-dire le plus petit majorant). Notations : Sup(A), Join(A), WA, voire



Définitions et notations 25x _ y si A = fx; yg.� On dé�nit symétriquement la borne inférieure (on trouve aussi les termes : in�mum,inter, meet, greatest lower bound) de A 
omme le plus grand minorant. Notations : Inf(A),Meet(A), VA, voire x ^ y si A = fx; yg.� Dans 
e mémoire, nous utiliserons les notations Inf(A) et Sup(A).Si P a un maximum > et un minimum ?, on a don
 Inf(P ) = ? et Sup(P ) = >.Exemple 1.2.19Ave
 les ordres P de l'exemple 1.2.11 et Q de l'exemple 1.2.13 :� P a pour éléments maximaux e, o et n et pour éléments minimaux a, b et k.Maj(f) = ff; g; h; j; l;m; n; og,Maj(d) = fd; i; j; og ;Maj(d; f) = fj; og a pour minimumj qui est don
 la borne supérieure de fd; fg. Maj(fb; 
g) = fd; e; i; j; og = Maj(
), 
etensemble n'a pas de minimum (mais deux éléments minimaux d et e) don
 fb; 
g n'a pasde borne supérieure.P n'a ni maximum ni minimum.� Q a pour éléments maximaux h, k et l et pour éléments minimaux a, 
 et f .Maj(b; e) = fb; g; kg\fe; i; k; lg = fkg, fb; eg a don
 pour borne supérieure k.Maj(b; j) =fb; g; kg \ fj; lg = ;, fb; jg n'a don
 pas de borne supérieure.Q n'a ni maximum ni minimum.�1.2.2 TreillisLes notions de bornes supérieure et inférieure généralisent la notion de plus pro
hean
être 
ommun (nearest 
ommon an
estor) dans une arbores
en
e. Les treillis peuventainsi être vus 
omme une extension des arbores
en
es, la notion de plus pro
he an
être
ommun y étant en quelque sorte dédoublée en borne inférieure et borne supérieure. Lele
teur trouvera une étude détaillée des treillis dans les ouvrages 
lassiques [Bir67℄ et[BM70℄.Dé�nition 1.2.20 Treillis.Un ordre (P,�) est un demi-treillis supérieur si toute paire d'éléments de P possède uneborne supérieure. Un ordre (P,�) est un demi-treillis inférieur si toute paire d'élémentsde P possède une borne inférieure.On appelle treillis un ordre qui est à la fois demi-treillis supérieur et demi-treillis infé-rieur.Dé�nition 1.2.21 Atomes et 
o-atomes.On appelle atome dans un treillis tout élément 
ouvrant bottom. On appelle 
o-atomedans un treillis tout élément 
ouvert par top.Dé�nition 1.2.22 Irrédu
tibles.Un élément (di�érent de >) d'un treillis est dit sup-irrédu
tible quand il 
ouvre exa
-tement un élément. Un élément (di�érent de ?) d'un treillis est dit inf-irrédu
tible



26 Chapitre 1quand il est 
ouvert par exa
tement un élément. Un élément est dit irrédu
tible s'il estsup-irrédu
tible ou inf-irrédu
tible.Autrement dit, un sup-irrédu
tible x d'un treillis L n'est la borne supérieure d'au-
une partie non vide de L�fxg. De même, un inf-irrédu
tible y n'est la borne inférieured'au
une partie non vide de L�fyg.Dé�nition 1.2.23 Treillis 
omplet.Un treillis (L;�) est dit 
omplet quand toute partie non vide de L possède une borneinférieure et une borne supérieure.Théorème 1.2.24Tout treillis �ni est 
omplet et possède don
 un maximum > et un minimum ?.Remarque 1.2.25 Un singleton fxg a pour borne supérieure et pour borne inférieurex. Certains auteurs ([GW99℄) étendent la notion de bornes supérieure et inférieure àl'ensemble vide : Inf(;) = > et Sup(;) = ?.Exemple 1.2.26Le diagramme 
i-dessous représente un treillis (L;�)ave
 L = fa; b; 
; d; e; f; g; h; i; j; k; l;mg.
a

b c

e

h

d

i j k l

m

f g

Diagramme de Hasse de L? = a, > = m ; les atomes sont b, 
 et d ; les 
o-atomes sont i, j, k et l.L'ensemble des sup-irrédu
tibles est fb; 
; d; e; i; jg ; l'ensemble des inf-irrédu
tibles estfh; i; j; k; lg. ni f ni g n'est irrédu
tible.abefkm et a
hlm sont des 
haînes maximales. ijkl et fghi sont des anti
haînes maximales.�Dé�nition 1.2.27 Treillis distributif.Un treillis (L;�) est dit distributif quand 8x; y; z 2 L x _ (y ^ z) = (x _ y) ^ (x _ z).Dé�nition 1.2.28 Treillis 
omplémenté.Dans un treillis, un élément x est appelé un 
omplément d'un élément y quandSup(fx; yg) = > et Inf(fx; yg) = ?.Un treillis est dit 
omplémenté quand 
ha
un de ses éléments a un 
omplément.



Définitions et notations 27Dé�nition 1.2.29 Treillis booléen.Un treillis est dit booléen quand il est distributif et 
omplémenté.Propriété 1.2.30Un treillis L est booléen si et seulement si il est isomorphe à un treillis f0; 1gk ordonnépar : 8(a1; :::; ak); (b1; :::; bk) 2 f0; 1gk, (a1; :::; ak) � (b1; :::; bk) () 8i 2 [1::k℄ai�bi.Un treillis booléen a don
 2k éléments, k 2IlN.Tout treillis booléen à 2k éléments est isomorphe au treillis des parties d'un ensemble X àk éléments, ordonnées par in
lusion. La notation (a1; :::; ak) 2 f0; 1g est 
elle du ve
teur
ara
téristique d'une partie A de X = fx1; :::; xkg : 8i 2 [1::k℄, xi 2 A() ai = 1.Exemple 1.2.31Treillis booléens B4 à 22 = 4 éléments, B8 à 23 = 8 éléments.
00

11

01 10 010001

110101

111

011

100

000B4 B8�Théorème 1.2.32 Prin
ipe de dualité (treillis).L'ordre dual d'un treillis est un treillis.Les notions suivantes sont ainsi duales : bottom et top, atomes et 
o-atomes, bornessupérieures et bornes inférieures, inf-irrédu
tibles et sup-irrédu
tibles.Dans un treillis 
omplémenté, le 
omplément de 
haque élément peut être unique ; onpeut alors dé�nir une appli
ation qui asso
ie à 
haque élément son unique 
omplément.Ce
i nous amène à la notion d'ortho
omplémentation.Dé�nition 1.2.33 Ortho
omplémentation (voir [BB99℄).Un Treillis L est dit ortho
omplémenté s'il existe une appli
ation ' de L dans lui-mêmetelle que :1. Complémentation : 8a 2 L, Sup(fa; '(a)g) = > et Inffa; '(a)g = ? ;2. Dualité : 8x; y 2 L, '(Sup(fx; yg)) = Inf(f'(x); '(y)g) et'(Inf(fx; yg)) = Sup(f'(x); '(y)g) ;3. Involution : 8x 2 L, '('(x)) = x.L'appli
ation ' est appelée ortho
omplémentation de L. Pour tout élément x de L,'(x) est appelé ortho
omplément de x ou plus simplement 
omplément.Exemple 1.2.34Le diagramme 
i-dessous représente un treillis L ortho
omplémenté.
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d
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f

g
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k

Le treilis LLa permutation fa$ h; b$ i; 
$ j; d$ k; e$ l; f $ m; g $ ng est une ortho
omplé-mentation de L.�1.2.3 FermeturesNous allons voir dans la sous-se
tion suivante la notion de treillis de Galois, dont la
onstru
tion est basée sur un pro
édé très général de fermeture que nous rappelons ra-pidement i
i et que nous mettons en parallèle ave
 la notion algorithmique de s
hémaindu
tif.Dé�nition 1.2.35 Système de fermeture.Une famille F de parties d'un ensemble E est appelé système de fermeture quand lesdeux 
onditions suivantes sont réunies :1. F 
ontient E ;2. L'interse
tion de deux parties de E appartenant à F appartient aussi à F .Dé�nition 1.2.36 Opérateur de fermeture ([BM70℄).Une appli
ation ' : 2E ! 2E est appelé opérateur de fermeture quand elle véri�e lestrois propriétés suivantes :1. Monotonie : 8X; Y 2 2E, X � Y =) '(X) � '(Y ) ;2. Extensivité : 8X 2 2E, X � '(X) ;3. Idempoten
e : 8X 2 2E, '('(X)) = '(X).Une fermeture peut être vue 
omme une formalisation mathématique d'un pro
édéalgorithmique général appelé s
héma indu
tif :Dé�nition 1.2.37 S
héma indu
tif 1.On dit qu'un ensemble X est dé�ni par un s
héma indu
tif quand on peut le 
onstruireen trois phases :1. Initialisation : une "base" B � X donne le 
ontenu minimal de l'ensemble X ;1D'après J�P. Bordat, 
ours de graphes et d'algorithmique (li
en
e-maîtrise d'informatique, 1992-1994)
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tion : une famille F de règles de produ
tion dé�nissent les opérations per-mettant d'ajouter des éléments à l'ensemble en 
ours de 
onstru
tion ;3. Fermeture : tous les éléments de X peuvent être atteint par une suite d'opérationset seulement 
eux-là (X est le plus petit ensemble stable pour 
e s
héma (B;F )).1.2.4 Treillis de Galois, treillis des 
on
eptsLes treillis de Galois sont issus de ré�exions assez an
iennes. Sans qu'il soit utile deremonter jusqu'à Aristote, on peut mentionner la "Logique de Port Royal" d'Antoine Ar-naud et Pierre Ni
ole, paru en 1662 sous le titre "La logique ou l'art de penser", et quise ratta
he au rayonnement intelle
tuel de l'abbaye de Port Royal au XVIIi�eme siè
le. Ontrouve, dans 
e livre, la première mention expli
ite de la notion de 
on
ept, 
onçu 
ommeun ensemble d'objets (une extension) possédant un 
ertain nombre de propriétés (uneintension). Les mathématiques s'approprièrent 
ette notion en dé�nissant, entre deux en-sembles en relation, une 
orrespondan
e dite de Galois2 (Galois 
onne
tion, voir [Bir67℄et [Ore44℄).Dans le 
adre mathématique, une 
orrespondan
e de Galois peut représenter la stru
tu-ration en treillis d'un ensemble d'objets en relation ave
 un ensemble de propriétés, 
e quia été formalisé ave
 la notion de treillis de Galois (voir [BM70℄) et redé
ouvert plusieursfois. Dans les années 1980, Wille et Ganter ont popularisé les treillis de Galois sous lenom de treillis des 
on
epts dans le 
adre de 
e qu'ils ont appelé "l'Analyse Formelle deCon
epts" (Formal Con
ept Analysis, en abrégé FCA).Wille a notamment dé�ni les notions de 
ontexte formel et de 
on
ept formel. Le vo
a-bulaire 
orrespondant étant devenu d'usage 
ourant dans di�érents domaines de l'infor-matique, nous l'avons adopté dans 
e mémoire. Le le
teur trouvera des pré
isions sur lesbases de la FCA dans ([GW99℄).Dans 
ette sous-se
tion, nous 
ommençons par rappeler le 
adre général des treillisde Galois. Nous abordons ensuite un type parti
ulier de treillis de Galois, le treillis deséparabilité qui a été dé�ni par Berry en liaison ave
 la séparabilité dans un graphe. Nousterminons ave
 le nouveau vo
abulaire de l'Analyse Formelle de Con
epts.Dé�nition 1.2.38 Re
tangle maximal.Soit R une relation sur (X; Y ). On appelle re
tangle maximal (ou pavé) de R toutepartie (A � B) � R telle que : 8x 2 X�A, 9y 2 B j (x; y) 62 R et 8y 2 Y�B,9x 2 A j (x; y) 62 R. A est appelé intension (intent) du re
tangle A�B et B extension(extent) de 
e re
tangle.Ces re
tangles maximaux sont parfois appelés fermés (
losed sets) par
e qu'ils formentun système de fermeture (voir dé�nition 1.2.35). L'opérateur de fermeture asso
ié estappelé fermeture de Galois de la relation 
onsidérée et peut être dé�ni 
omme uneappli
ation ' : 2X ! 2X , ' = h Æ g, ave
 :g : 2X ! 2Y , g(A) = fy 2 Y j 8x 2 A; (x; y) 2 Rg, et2En hommage au mathémati
ien E. Galois, et par analogie ave
 sa preuve de l'absen
e de solutionanalytique générale des polyn�mes de degré supérieur à 4.



30 Chapitre 1h : 2Y ! 2X , h(B) = fx 2 X j 8y 2 B; (x; y) 2 Rg.Le 
ouple (g; h) est aussi appelé 
orrespondan
e de Galois (Galois 
onne
tion).Dé�nition 1.2.39 Treillis de Galois.Soit R une relation sur (X,Y). Le treillis obtenu en ordonnant les re
tangles maximauxde R par in
lusion sur les intensions est appelé treillis de Galois de R.Exemple 1.2.40Treillis de Galois L(R) de la relation R de l'exemple1.1.3.a appartient à tous les re
tangles maximaux de R ; 
n'appartient à au
un re
tangle maximal, à l'ex
eptionde top.Le 
al
ul du pavé ab � xy ave
 la 
orrespondan
ede Galois se fait 
omme suit : g(fbg) = fx; yg don
h(g(fbg)) = h(fx; yg) = fa; bg. abde× y

×ab xy × yzad

=⊥ a × xyz

Oabcde×=

⊥

Le treillis de Galois L(R)�Théorème 1.2.41 Prin
ipe de dualité (treillis de Galois) ([Bir67℄).Le dual d'un treillis de Galois L(R) asso
ié à une relation R sur (X; Y ) est un treillis deGalois 
onstruit sur la relation ré
iproque R�1 sur (Y;X). Ce treillis dual est isomorpheau treillis obtenu à partir de R par in
lusion sur les extensions de L(R).Propriété 1.2.42 ([BM70℄).Tout treillis est treillis de Galois d'une relation.Propriété 1.2.43 Relation réduite ([BM70℄).Parmi toutes les relations qui ont le même treillis de Galois (à un isomorphisme près), ilen existe une, unique, qui est minimale pour la somme du nombre de lignes et du nombrede 
olonnes dans la matri
e de la relation. Cette relation est dite relation irrédu
tible ouen
ore relation réduite.Cara
térisation 1.2.44 ([BM70℄) 3.Une relation est réduite si et seulement si dans sa table :1. Il n'y a au
une rangée de uns ;2. Il n'y a pas deux lignes, ni respe
tivement deux 
olonnes, identiques.3. Au
une ligne n'est interse
tion de plusieurs autres lignes, et au
une 
olonne n'estinterse
tion de plusieurs autres 
olonnes ;On déduit trivialement de 
e qui pré
ède une méthode générale pour réduire unerelation R sur (X; Y ) :3Barbut et Monjardet ont présenté une dé�nition très formelle, nous proposons i
i une dé�nition plussémantique.
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édé algorithmique 1.2.45Donnée : La table d'une relation R � (P � O).Résultat : La table de la relation réduite 
orrespondante.DébutSupprimer de la table toutes les rangées de uns ;Fusionner dans la table les lignes identiques ;Fusionner dans la table les 
olonnes identiques ;Supprimer de la table toute ligne qui est l'interse
tion de plusieurs autres lignes ;Supprimer de la table toute 
olonne qui est l'interse
tion de plusieurs autres 
olonnes ;Fin.Nous verrons qu'il peut être important de véri�er qu'une relation ne 
ontient ni rangéede uns ni rangée de zéros. En parti
ulier, si une relation R sur (X; Y ) n'a au
une rangéede uns alors ? = ; � Y et > = X � ;.Barbut et Monjardet ont proposé une démonstration 
onstru
tive de la propriété 1.2.42,basée sur un s
héma algorithmique produisant une relation dont un treillis donné esttreillis de Galois.Algorithme 1.2.46 ([BM70℄)Donnée : Un treillis T .Résultat : Une relation R � X � Y dont T est le treillis de Galois.L'étiquetage des éléments de T 
omme treillis de Galois de R.Début// Déterminer les ensembles X et Y sur lesquels 
onstruire la relation.X  ensemble des sup-irrédu
tibles de T ;Y  ensemble des inf-irrédu
tibles de T ;// Construire la relation R � X � Y .R  ; ;Pour 
haque sup-irrédu
tible x faire :Pour 
haque inf-irrédu
tible y faire :si x � y alors ajouter (x; y) à R ;// Etiquetage A�B des éléments du treillis.Pour 
haque élément t de T faire :At  fx 2 X j x � tg ;Bt  fy 2 Y j y � tg ;Fin.Si l'on 
onnaît les degrés entrant et sortant des éléments du treillis, un même par
oursen largeur de son diagramme de Hasse permet de 
onstruire la relation R et l'étiquetagedes éléments en treillis de Galois. La 
omplexité en temps est linéaire sur la taille dudiagramme. La relation 
onstruite est une relation réduite.Exemple 1.2.47La relation R de l'exemple 1.1.3 n'est pas réduite : a est une 
olonne de uns, la 
olonnee est l'interse
tion des 
olonnes b et d. La relation réduite R0 a un treillis de Galoisisomorphe à 
elui de l'exemple 1.2.40.
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b 
 dx �y � �z �Table de la relation réduite R0

O

Obcd=

⊥

× xy

=⊥ × xyz

×

bd× y

b d × yzTreillis de Galois de R0Remarquons que la 
olonne de zéros 
 a été 
onservée ; en e�et, elle n'était pas interse
tiond'autres 
olonnes de R. La suppression de la 
olonne 
 de zéros dans R0 provoquerait ladisparition de b
d� ; dans son treillis de Galois.� La propriété 1.2.42 a permis à Berry et Bordat de 
ara
tériser les treillis ortho
omplé-mentés :Cara
térisation 1.2.48 ([BB99℄).Un treillis �ni L possède une fon
tion d'ortho
omplémentation si et seulement si la relationréduite 
orrespondante (relation dont le treillis de Galois est isomorphe à L) est symétriqueet irré�exive.Ces 
onsidérations ont permis de dé�nir un type parti
ulier de treillis de Galois, asso
iéà un graphe :Dé�nition 1.2.49 Treillis de séparabilité ([Ber95℄, [BB99℄).On appelle treillis de séparabilité d'un graphe non orienté G = (V;E) le treillis deGalois de la relation 
omplémentaire V 2�E, symétrique et irré�exive, sur V .Pour 
onstruire un treillis de séparabilité, on 
onsidère impli
itement que le graphepossède toutes les bou
les. Le treillis est alors ortho
omplémenté (
ara
térisation 1.2.48).On peut étendre la dé�nition 1.2.49 à un graphe possédant seulement un 
ertain nombrede bou
les (et don
 à une relation qui n'est pas irré�exive), 
omme nous le ferons dans le
hapitre 3.Nous allons terminer 
ette présentation des treillis de Galois par le vo
abulaire del'Analyse Formelle de Con
epts. On s'intéresse toujours à des relations sur une paired'ensembles. Selon le domaine d'appli
ation 
onsidéré, les éléments du premier ensemblepeuvent être des propriétés (Langages à Objets), des attributs (Bases de Données), desquestions (S
ien
es humaines). Les éléments du se
ond ensemble peuvent être des objets,des tuples (n-uplets), ou des individus.Dé�nition 1.2.50 Treillis des 
on
epts ([GW99℄).Soient P un ensemble de "propriétés" et O un ensemble "d'objets". soit R une relationsur (P;O). Le treillis de Galois asso
ié à R est appelé treillis des 
on
epts de R



Définitions et notations 33et noté L(R). Le triplet (P;O;R) est appelé un 
ontexte formel ou plus simplement
ontexte. Les re
tangles maximaux de R, éléments du treillis L(R), sont appelés des
on
epts formels ou plus simplement 
on
epts.Pour nos études de 
omplexité, nous utiliserons les notations n = jPj+jOj et m = j �Rj ;pour simpli�er, nous assimilerons souvent jPj à n.En l'absen
e de notation standard, nous avons 
hoisi d'utiliser dans nos exemples deslettres pour représenter les propriétés (éléments deP) et des nombres pour représenterles objets (éléments de O).Il n'y a pas non plus de 
onvention qui se dégage sur le mode de 
onstru
tion d'untreillis des 
on
epts : on peut le dé�nir 
omme le treillis de Galois d'une relation sur(P;O) (
onstru
tion par in
lusion sur les propriétés) ou faire le 
hoix dual d'une relationR sur (O;P) (in
lusion sur les objets). Ave
 le premier 
hoix, un 
on
ept A � B aurapour membre gau
he un ensemble A de propriétés et pour membre droit un ensemble Bd'objets ; ave
 le se
ond 
hoix, A sera un ensemble d'objets et B un ensemble de propriétés.Les notions d'intension et d'extension sont par 
ontre 
lairement dé�nies : l'intensiond'un 
on
ept est un ensemble de propriétés, l'extension d'un 
on
ept est un ensembled'objets.Nous avons pris 
omme 
onvention le premier 
hoix où les propriétés sont dans lemembre gau
he d'un 
on
ept (intension à gau
he) et les objets dans le membre droit(extension à droite). Ainsi, ? = A� O et > =P � B, ave
 A = B = ; si la relation ne
ontient au
une rangée de uns.Nous appellerons relation 
omplète la relation R =P �O ; son treillis des 
on
eptsest réduit à un élément : P �O. Nous appellerons relation vide la relation R = ; ; sontreillis des 
on
epts a deux éléments ? = ; �O et > =P � ;.Par 
onstru
tion, un treillis des 
on
epts a une hauteur bornée par h = min(jPj; jOj) ;la longueur d'une 
haîne maximale y sera don
 inférieure ou égale à h. Le nombre de
on
epts peut pourtant être exponentiel (en O(2n)) 
ar le treillis peut être très large(
ertaines anti
haînes maximales peuvent avoir des tailles exponentielles). Le pire 
as
orrespond à un treillis des parties (power set) sur (P;O) qui est 
ara
térisé par le faitque pour toutes les parties A �P et B � O, l'élément A�B appartient au treillis.Exemple 1.2.51Soit un 
ontexte (P;O;R) ave
P = fa; b; 
; d; e; fg, O = f1; 2; 3; 4; 5; 6g et R la relationdé�nie par la table 
i-dessous : R a b 
 d e f1 x x x x2 x x x3 x x x4 x x5 x x6 xLe treillis des 
on
epts L(R) asso
ié à R est représenté dans la �gure 1.1.La relation R n'a pas de ligne de uns, mais elle n'est pas réduite 
ar la 
olonne f est
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abf x 3 abc x 2

a x 236 b x 123 c x 125 d x 145

bcde x 1

de x 14cd x 15bc x 12ab x 23

abcdef x

   x 123456φ

φ

Fig. 1.1 � Treillis des 
on
epts L(R) asso
ié à la relation de l'exemple 1.2.51l'interse
tion des 
olonnes a et b.b
�12 et abf�3 sont des re
tangles maximaux (
on
epts) de R et des éléments de L(R).b
 est l'intension de b
� 12, 12 est son extension.ab� 23 et b
� 12 ne sont pas 
omparables, ab� 23 est un su

esseur de a� 236, a� 236est un prédé
esseur de ab� 23.Les atomes de L(R) sont : a� 236, b� 123, 
� 125 et d� 145.(; � 123456, b� 123, b
� 12, ab
� 2, ab
def � ;) est une 
haîne maximale de L(R).Cet exemple sera repris dans le 
hapitre 4.�1.3 Graphes non-orientésNous rappelons i
i les notions de graphes non orientés dont nous aurons besoin pournotre étude : après les prin
ipales dé�nitions et notations et la présentation de quelques
lasses de graphes, nous abordons la notion de séparateur minimal dans ses aspe
ts formelspuis algorithmiques, nous terminons par la triangulation minimale d'un graphe. Pour plusde pré
isions sur les graphes, le le
teur pourra se référer aux livres de Golumbi
 [Gol80℄et de Brandstädt & al. [BLS99℄.1.3.1 Dé�nitions et notationsDé�nition 1.3.1 Graphe non-orienté.Un graphe non-orienté G = (V;E) est dé�ni par la donnée d'un ensemble V de sommets(n = jV j) et d'un ensemble E (m = jEj) d'arêtes qui sont des paires fx; yg de sommetsde V (notées xy). Nous dirons que x voit y (et ré
iproquement) ou en
ore que x et y sontvoisins dans G si xy 2 E. Le voisinage d'un sommet x est l'ensemble, noté N(x), desvoisins de x (x non 
ompris). Le voisinage d'un ensemble X de sommets est l'ensemble



Définitions et notations 35de ses voisins extérieurs : N(X) = Sx2X N(x) � X. Le degré d'un sommet x est lataille jN(x)j de son voisinage.Propriété 1.3.2Tout graphe orienté G = (V;A) est asso
ié à un unique graphe non-orienté G0 = (V;E)obtenu par fermeture symétrique de G : xy 2 E () xy 2 A _ yx 2 A.On dé�nit don
 la matri
e d'in
iden
e G = (V;E) d'un graphe non-orienté sur le mêmeprin
ipe que la matri
e d'in
iden
e d'un graphe orienté 
omme un tableau booléen M àdeux indi
es tel que 8x; y 2 V , M [x; y℄ = 1() xy 2 A. Cette matri
e est symétrique.D'autre part, le par
ours d'un graphe non orienté se fera sur le même prin
ipe que 
eluides graphes orientés (page 1.1.19), l'ensemble des sommets atteints à partir d'un sommetdonné 
orrespondant à sa 
omposante 
onnexe.Par la suite, le terme graphe fera référen
e à un graphe non-orienté. Nous noteronsG(X) le sous-graphe de G = (V;E) induit par X � V 
'est-à-dire ayant X pour ensemblede sommets et pour ensemble d'arêtes {xy2E | x,y2X} ; nous dirons que G(X) est in
lusdans G (in
lusion au sens des arêtes). Pour simpli�er les notations, nous é
rirons souventX au lieu de G(X) quand il n'y a pas d'ambiguïté.Dé�nition 1.3.3 Clique, stable ; Saturation.Une 
lique est un graphe 
omplet, 
'est-à-dire un graphe G = (V;E) possédant toutes lesarêtes : E = fxy j x; y 2 V g. Un stable (independent set) est un graphe sans arête. Nousdirons qu'on sature un ensemble X � V de sommets quand on ajoute toutes les arêtesné
essaires pour que G(X) soit une 
lique.Dans un graphe G = (V;E), nous appellerons 
hemin toute suite (x1; :::; xk) de som-mets distin
ts tels que 8i 2 [2::k℄, xi�1 et xi sont voisins ; un tel 
hemin forme un 
y
lequand xk et x1 sont voisins. Une 
orde dans un 
y
le est une arête entre deux sommetsnon 
onsé
utifs, 
'est-à-dire une arête xixj ave
 ji�jj 62 f1; k�1g.Dé�nition 1.3.4 Connexité.Un graphe est dit 
onnexe si, pour toute paire de sommets du graphe, il existe un 
heminqui les relie. Une 
omposante 
onnexe d'un graphe est un sous-graphe 
onnexe non vide,maximal au sens du nombre de sommets.Un graphe non 
onnexe est don
 formé d'au moins deux 
omposantes 
onnexes nonvides.Un sommet est dit isolé si son voisinage est vide. Un sommet est dit universel s'ilvoit tous les autres sommets du graphe. Un sommet non isolé est dit simpli
ial si sonvoisinage est une 
lique.Dé�nition 1.3.5 Module.On appelle module (homogeneous set) d'un graphe G=(V,E), toute partie propre X deV dont tous les sommets ont même voisinage extérieur (i.e. 8x; y 2 X, N(x)�X =N(y)�X).



36 Chapitre 1Un module X est dit 
omplet si G(X) est une 
lique ; il est dit 
omplet maximal si deplus au
une partie de V in
luant stri
tement X n'est un module 
omplet. Dans la suite de
e mémoire un module 
omplet maximal sera dénommé maxmod.Un sous-ensemble X de sommets sera don
 un module 
omplet si et seulement si8x; y2X, N(x) [ fxg = N(y) [ fyg.Théorème 1.3.6 ([BB98℄).La relation "appartient à un même maxmod" dé�nit entre les sommets d'un graphe unerelation d'équivalen
e.Exemple 1.3.7Un graphe non orienté 
onnexe G = (V;E).V = fa; b; 
; d; e; f; g; h; ig et E = fa
; ad; ai; b
; bd; bi; 
d; 
h; 
i; de; ef; eg; fg; fh; ghg.
a

b d

c

f

g

h

e

i

Le graphe Ga est simpli
ial : N(a) = f
; d; ig est une 
lique. fa; 
; d; ig et fe; f; gg sont des 
liquesmaximales. fa; b; e; hg est un stable. 
defgh
 est un 
y
le ave
 deux 
ordes fh et eg ; 
deghest un 
y
le sans 
orde. ff; gg est un maxmod : N(f) [ ffg = fe; f; g; hg = N(g) [ fgg.� On verra dans la suite qu'il sera utile de 
ontra
ter les sommets d'un maxmod. De façongénéral la 
ontra
tion de deux sommets x et y dans un graphe G est dé�nie 
ommesuit : rempla
er x et y par un sommet z tel que N(z) = N(x) [N(y).On verra aussi que nous utilisons souvent des s
hémas d'élimination, qu'il s'agissed'élimination de sommets ou d'arêtes. Un s
héma d'élimination par sommets 
onsisteà itérativement supprimer un sommet du graphe et les arêtes in
identes ; un s
hémad'élimination par arêtes 
onsiste à itérativement supprimer une arête du graphe. Ondé�nit dualement les s
hémas de 
omposition par arêtes ou par sommets.1.3.2 Classes de graphesDé�nition 1.3.8 Arbre.Un arbre est un graphe 
onnexe et sans 
y
le.Cara
térisation 1.3.9 d'un arbreUn graphe G est un arbre si et seulement si une des propriétés suivantes est véri�ée :� G est sans 
y
le et possède n sommets et m = n�1 ar
s ;
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onnexe et possède n sommets et m = n�1 ar
s ;� G est 
onnexe et on le dé
onne
te en retirant une arête quel
onque.� G est sans 
y
le et on 
rée un unique 
y
le en ajoutant une arête quel
onque.� Pour toute paire fx; yg de sommets de G, il existe un 
hemin unique d'extrémités xet y.Théorème 1.3.10On peut orienter d'une manière unique un arbre en arbores
en
e en 
hoisissant une ra
ineparmi n'importe lequel de ses sommets.Les arbores
en
es sont ainsi souvent appelées arbres enra
inés.Dé�nition 1.3.11 Graphe biparti (non orienté).Un graphe G = (V;E) est dit biparti s'il existe une partition de V en X et Y tels queG(X) et G(Y ) soient des stables.Un graphe G = (V;E) est dit 
o-biparti si son 
omplémentaire �G = (V; V 2�E) estbiparti.La version orientée de la 
lasse des graphes bipartis a été présentée dans la dé�nition1.1.14. Dans un graphe non-orienté 
o-biparti, il existe don
 une partition des sommetsen deux 
liques, ave
 un 
ertain nombre d'arêtes reliant 
es deux 
liques.Dé�nition 1.3.12 Graphe triangulé.Un graphe G=(V,E) est dit triangulé, ou en
ore 
ordal (triangulated, 
hordal), s'il nepossède au
un 
y
le sans 
orde.La re
onnaissan
e algorithmique d'un graphe triangulé se fait en temps linéaire à l'aidede l'algorithme Lex-BFS (voir [RTL76℄) ou de l'algorithme MCS (voir [TY84℄). Ces deuxalgorithmes sont basés sur un par
ours du graphe où le 
hoix du pro
hain sommet àatteindre est déterminé par uneMarque. Les sommets atteints sont numérotés par ordredé
roissant n à 1, le premier sommet de l'ordre total obtenu étant atteint en dernier.Dans l'algorithme Lex-BFS, la Marque de 
haque sommet est une suite d'entiers. Lessuites sont 
omparées en utilisant l'ordre lexi
ographique inverse, par exemple : (7) �(6; 2) � (5; 4; 2) � (5; 4) � ().Algorithme 1.3.13 Lex-BFS ([RTL76℄)Donnée : Un graphe G = (V;E).Résultat : Une numérotation Num ordonnant les sommets de G.InitialisationAtteint ; ;i 0 ;Pour x 2 V faire : Marque(x) () ;DébutTant que Atteint6= V faire :Choisir x 2 V�Atteint tel que Marque(x) soit maximal ;



38 Chapitre 1Pour y 2 N(x)�Atteint faire :Ajouter la valeur i+1 à la �n de la liste Marque(y) ;Num(x) n�i ;i i+1 ;Fin.Dans l'algorithme MCS, la Marque de 
haque sommet est un entier dont la valeur est
omprise entre 0 et n.Algorithme 1.3.14 MCS ([TY84℄)Donnée : Un graphe G = (V;E).Résultat : Une numérotation Num ordonnant les sommets de G.InitialisationAtteint ; ;i 0 ;Pour x 2 V faire : Marque(x) 0 ;DébutTant que Atteint6= V faire :Choisir x 2 V�Atteint tel que Marque(x) soit maximal ;Pour y 2 N(x)�Atteint faire :Marque(y) Marque(y) + 1 ;Num(x) n�i ;i i+1 ;Fin.Dé�nition 1.3.15 Ordre d'élimination parfaitUn ordre total (x1; :::; xn) sur les sommets d'un graphe G = (V;E) est appelé ordre d'éli-mination parfait (perfe
t elimination ordering) quand, pour i 2 [1::n℄, le sommet xi estsimpli
ial dans G(xi; :::; xn).Théorème 1.3.16 ([RTL76℄, [TY84℄)Un graphe est triangulé si et seulement si l'ordre sur les sommets fourni par une exé
utionde MCS ou de Lex-BFS est un ordre d'élimination parfait.Ainsi, pour véri�er si un graphe est triangulé, on pro
ède en deux temps :1. Une exé
ution de MCS ou de Lex-BFS fournit, en temps linéaire, un ordre d'élimina-tion parfait (x1; :::; xn) ;2. On véri�e, en temps linéaire, que, pour i allant de 1 à n, le sommet xi est simpli
ialdans G(xi; :::; xn).Dé�nition 1.3.17 Graphe faiblement triangulé ([Hay85℄).Un trou dans un graphe est un 
y
le de longueur supérieure à quatre sans 
orde. Ungraphe est dit sans trou (hole-free) quand il n'a au
un trou.Un graphe G est dit faiblement triangulé quand G et �G sont sans trou.Hayward, qui a dé�ni 
ette 
lasse de graphes, a proposé pour elle un s
héma de 
ompo-sition in
rémental par arêtes (voir [Hay96℄). Il existe plusieurs algorithmes en O(m2) de
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onnaissan
e (voir [HSS00℄, [BBH00℄). Ces graphes présentent des propriétés similairesà 
elles des graphes triangulés (voir [BBH00℄, [BB00℄) qu'ils généralisent.Nous aurons en
ore besoin de quelques 
lasses de graphes.Dé�nition 1.3.18 Graphes sans triplet astéroïdal (AT-Free) ([LB62℄).Dans un graphe, un triplet fx1; x2; x3g de sommets formant un stable est dit triplet as-téroïdal quand, pour 
haque paire fxi; xjg issu du triplet, il existe un 
hemin entre xi etxj qui ne passe par le voisinage du troisième sommet xk.Un graphe est dit AT-free (ATF, sans triplet astéroïdal) quand il ne possède au
un tripletastéroïdal.Dé�nition 1.3.19 Graphes sans griffe (Claw-free).On appelle 
law (litt. gri�e) un graphe isomorphe à K1;3.Un graphe est dit Claw-free quand il n'admet pas K1;3 
omme sous-graphe.Dé�nition 1.3.20 Graphes d'intervalles.Un graphe G = (V;E) est un graphe d'intervalles s'il existe une bije
tion ' de V vers unensemble I d'intervalles de IR telle que xy 2 E () '(x) \ '(y) 6= ;.Dé�nition 1.3.21 Graphe d'intervalles propres.Un graphe d'intervalles est dit graphe d'intervalles propres quand il peut être dé�ni ave
un ensemble d'intervalles dans lequel au
un intervalle n'est in
lus proprement dans unautre.Pour plus de pré
isions sur les graphes d'intervalles propres, se référer à [LB62℄, [Rob69℄et [Gol80℄.Exemple 1.3.22Quelques exemples de graphes 
onnexes..
c

g

j

h

e d f

ab

i

b

a

c

d

e z

y

x

a

b d

c

f

g

h

e

i
a

b d

c

f

g

h

e

i
a

f

d b

e

cG1 G2 G3 G4 G5G1 est un arbre. G2 est un graphe biparti ; il 
orrespond à la fermeture symétrique dugraphe orienté G de l'exemple 1.1.16. G3 est triangulé.G4 est faiblement triangulé ; il n'estpas triangulé 
ar 
deh
 est un 
y
le de taille 4 sans 
orde. G5 est un graphe sans trou ; iln'est pas faiblement triangulé 
ar ab
defa est un 
y
le sans 
orde de son 
omplémentaire.Le grapheG de l'exemple 1.3.7 a pour trou 
degh
 et n'est don
 pas faiblement triangulé,ni triangulé.�



40 Chapitre 11.3.3 Séparateurs minimauxLa notion de séparateur minimal a été introduite par Dira
 en 1961 ([Dir61℄) pour
ara
tériser la famille des graphes triangulés. Généralisée à des graphes quel
onques, lanotion a été très étudiée dans la dernière dé
ennie ave
 les travaux de Kloks, Krats
het Spinrad ([KKS93℄ et [KK98℄), de Parra et S
he�er ([PS95℄ et [Par96℄), de Todin
a([Tod99℄), ainsi que de Berry et Bordat (voir notamment [Ber98℄ et [BBC00℄).La puissan
e de 
e nouvel outil d'étude des graphes a fourni des résulats théoriques etalgorithmiques majeurs pour la dé
omposition d'un graphe (voir la sous-se
tion suivante).Un 
ertain nombre de propriétés sur la séparation sont utilisées sans que la preuve enait jamais été publiée. Nous présentons don
 i
i les preuves des propriétés utilisées quandelles ne �gurent pas expli
itement dans une publi
ation ou quand � à notre 
onnaissan
e �
es propriétés sont nouvelles.Dé�nition 1.3.23 Séparateurs.� On appelle séparateur dans un graphe 
onnexe G = (V;E) toute partie propre S deV dont le retrait dé
onne
te le graphe (autrement dit, G(V�S) 
omprend au moins deux
omposantes 
onnexes).� Un séparateur S est dit ab-séparateur si dans G(V�S) les sommets a et b se trouventdans deux 
omposantes 
onnexes distin
tes.� Un ab-séparateur S est dit minimal si au
un sous-ensemble propre de S n'est unab-séparateur.� Un séparateur S est dit minimal s'il existe deux sommets a et b tels que S soit unab-séparateur minimal.Un séparateur permet don
 de partitionner les sommets du graphe en 
e séparateur etles di�érentes 
omposantes 
onnexes que son retrait induit.La dé�nition d'un séparateur peut se généraliser aux graphes non-
onnexes en 
onsi-dérant 
omme séparateur d'un graphe non-
onnexe tout séparateur d'une 
omposante
onnexe du graphe. La séparation dans un graphe non 
onnexe nous ramène ainsi à laséparation dans un graphe 
onnexe, en raisonnant sur la 
omposante à dé
onne
ter aulieu de raisonner sur tout le graphe.La dé�nition de la séparation se traduit en termes de 
hemin 
omme suit :Cara
térisation 1.3.24Soient G = (V;E) un graphe, S � V et x; y 2 V�S.� S est un xy-séparateur de G si et seulement si tout 
hemin reliant x et y passe parau moins un sommet de S ;� De plus, S est minimal si et seulement si tout sommet de S appartient à un 
heminreliant x et y et ne passant par au
un autre sommet de S.La possibilité de réduire un séparateur jusqu'à obtenir un séparateur minimal est ga-rantie par le 
orollaire suivant.



Définitions et notations 41Corollaire 1.3.25Soient G = (V;E) un graphe, x et y deux sommets de G et S � V . Si S est un xy-séparateur alors il existe un xy-séparateur minimal T � S.Preuve : Soit S est lui-même xy-séparateur minimal ; soit 
e n'est pas le 
as et, par la
ara
térisation 1.3.24, il existe un sommet z de S qui n'est sur au
un 
hemin reliant xet y sans passer par un autre sommet de S. S�fzg est alors un xy-séparateur. On peutretirer de S tous les sommets qui partagent 
ette propriété ave
 z, et obtenir ainsi unxy-séparateur minimal.�Corollaire 1.3.26Soient G = (V;E) un graphe 
onnexe. Si x et y sont deux sommets non voisins de G,alors G possède un xy-séparateur minimal.Preuve : G(fx; yg) n'est pas 
onnexe puisque x et y ne sont pas voisins. V�fx; yg estnon vide puisque G est 
onnexe et qu'il y a don
 un 
hemin entre x et y qui passe par aumoins un autre sommet. Par 
onséquent, le retrait de V�fx; yg dé
onne
te G en au moinsdeux 
omposantes 
onnexes 
ontenant respe
tivement x et y ; don
 V�fx; yg est un xy-séparateur. Le 
orollaire 1.3.25 permet d'a�rmer alors que G possède un xy-séparateurminimal.� Il est important de noter qu'un séparateur qui sera minimal pour la séparation d'unepaire xy de sommets donnée ne sera pas for
ément minimal pour la séparation d'une autrepaire ab, ni même séparateur pour 
ette autre paire.Dé�nition 1.3.27 Composante pleine.Soit S un séparateur d'un graphe G = (V;E) et soit C une 
omposante 
onnexe deG(V�S). C est dite 
omposante pleine pour S quand N(C) = S.Cara
térisation 1.3.28 d'un séparateur minimal.Soit G = (V;E) un graphe. Un séparateur S � V de G est un séparateur minimal si etseulement si G(V�S) admet au moins deux 
omposantes 
onnexes pleines.Cette propriété, utilisée depuis des années, notamment dans [Ber98℄, est di�
ile à at-tribuer à un auteur parti
ulier ; nous en donnons une preuve 
i-dessous.Preuve : Soit G un graphe.=)Soient a et b deux sommets de G et S un ab-séparateur minimal. Supposons queS induise au plus une 
omposante pleine. Par dé�nition d'un séparateur, il existeune 
omposante C1 induite par S qui n'est pas pleine. On peut supposer, sans pertede généralité, que a2C1. Comme C1 n'est pas pleine, il existe dans S un sommetx qui ne voit pas C1 ; en parti
ulier, l'arête xa est absente. Don
 S�fxg est aussiab-séparateur, ainsi S n'est pas minimal pour la séparation de a et b, 
e qui est en
ontradi
tion ave
 l'hypothèse.



42 Chapitre 1(=Soit S un séparateur de G qui induit au moins deux 
omposantes pleines C1 et C2.Soient a2C1 et b2C2. S est un ab-séparateur minimal ; en e�et, soit un sommet xquel
onque de S. S�fxg ne sépare pas a de b 
ar il y a un 
hemin entre a et x(puisque C1 est 
omposante pleine) et un 
hemin entre b et x.� Nous pouvons en déduire le 
orollaire suivant, qui nous sera utile pour 
ertaines preuves.Corollaire 1.3.29Soient G un graphe, S un séparateur minimal induisant les 
omposantes 
onnexes pleinesC1 et C2. Tout sommet de S a un voisin dans C1 et un voisin dans C2, lesquels voisinsne se voient pas.Preuve : Soient G un graphe, S un séparateur minimal induisant les 
omposantes
onnexes pleines C1 et C2.Comme C1 et C2 sont deux 
omposantes pleines, elles véri�ent N(C1)=N(C2)=S ; don
tout sommet de S est voisin d'un sommet de C1 et d'un sommet de C2. Soit x2S ayantnotamment pour voisins y1 dans C1 et y2 dans C2 ; puisque S est un séparateur, y1 et y2ne peuvent être voisins.�Exemple 1.3.30Séparateurs dans le graphe G de l'exemple 1.3.7.
di est un séparateur minimal 
omplet 
ar il est minimal pour la séparation de a et b etil est 
omplet. 
di induit les 
omposantes pleines fag, fbg et la 
omposante non pleinefe; f; g; hg (i ne voit au
un sommet de 
ette 
omposante). 
di sépare aussi a de h, mais iln'est pas minimal pour 
ette séparation 
ar 
d su�t pour séparer a et h.fd; hg est un séparateur minimal non 
omplet.� Pour terminer 
es rappels sur les séparateurs minimaux, nous présentons maintenantla notion de séparateurs minimaux 
roisants, qui sera utilisée au 
hapitre 4.Dé�nition 1.3.31 ([KKS93℄).Soit S et T deux séparateurs minimaux d'un graphe G. On dit que T 
roise S quand ily a dans G(V�S) deux 
omposantes 
onnexes di�érentes C1 et C2 telles que T \ C1 6= ;et T \ C2 6= ;.Cara
térisation 1.3.32 ([Par96℄).Un séparateur minimal d'un graphe G est 
omplet si et seulement si il ne 
roise au
unautre séparateur minimal de G.Propriété 1.3.33 ([PS95℄).Soient G un graphe, S un séparateur minimal de G, et GS le graphe obtenu en saturant



Définitions et notations 43S dans G. T est un séparateur minimal de GS si et seulement si T est un séparateurminimal de G qui ne 
roise pas S dans G.Il a été montré que 
ette relation est symétrique (voir [PS95℄) : si S 
roise T alors T
roise S ; nous dirons don
 que S et T sont (ou ne sont pas) 
roisants.Remarque 1.3.34 La notation GS, ave
 S séparateur minimal est 
onsa
rée par l'usage,elle ne devra pas être 
onfondue ave
 l'é
riture GR du graphe sous-ja
ent à une relationR dé�ni dans le 
hapitre 4.Exemple 1.3.35Séparateurs minimaux 
roisants dans le graphe G de l'exemple 1.3.7.Le séparateur minimal non 
omplet fd; hg induit les 
omposantes fa; b; 
; ig et fe; f; gg.Il 
roise le séparateur minimal non 
omplet f
; eg qui induit les 
omposantes fa; b; d; iget ff; g; hg. En e�et, fd; hg \ fa; b; d; ig = fdg 6= ; et fd; hg \ ff; g; hg = fhg 6= ;.La saturation de fd; hg 
réerait par exemple le nouveau 
hemin adhg qui empê
herait laséparation par f
; eg de a et g ; dans G�fdhg, f
; eg n'est plus séparateur minimal.f
dg est un séparateur minimal 
omplet, il ne 
roise don
 au
un séparateur minimal.�1.3.4 Dé
omposition par séparateurs minimaux 
ompletsC'est Tarjan (voir [Tar85℄) qui a, le premier, utilisé les séparateurs 
omplets pour ladé
omposition d'un graphe quel
onque.Dé�nition 1.3.36 Dé
omposition par séparateur 
omplet ([Tar85℄).Soit G = (V;E) un graphe. Soient S un séparateur 
omplet de G et C1,...,Ck les 
ompo-santes 
onnexes de G(V�S). La dé
omposition de G par S 
onsiste à rempla
er G parles sous-graphes G(C1 [ S),..., G(Ck [ S).Il a été prouvé que 
e type de dé
omposition est unique et optimale (dé
omposition ensous-graphes de taille maximale mais en nombre minimal) quand seuls des séparateursminimaux 
omplets sont utilisés (voir [Lei93℄) et on peut le dé�nir par l'étape général dedé
omposition suivante (voir [BB97℄) :Etape de dé
omposition 1.3.37 par séparateur minimal 
omplet :Donnée : un graphe 
onnexe G, un séparateur minimal 
omplet S de G qui dé�nitk 
omposantes 
onnexes C1, ..., Ck.Résultat : une dé
omposition G1; :::; Gk de G.Etape :Rempla
er G par les graphes G1 = G(C1 [N(C1)), ..., Gk = G(Ck [N(Ck)).Cette dé
omposition a la propriété remarquable de partitionner les séparateurs mini-maux de G entre les sous-graphes qu'elle dé�nit :



44 Chapitre 1Propriété 1.3.38 ([BB97℄).Soit G un graphe, S (G) l'ensemble de ses séparateurs minimaux et S un séparateurminimal de G. Après une étape de dé
omposition 1.3.37 de G par S, S (G)�fSg estpartitionné dans les di�érents sous-graphes obtenus.Exemple 1.3.39La dé
omposition du graphe G de l'exemple 1.3.7 (page 36) par le séparateur minimal
omplet f
; dg, aboutit à deux sous graphes G(f
; d; e; f; g; hg) et G(fa; b; 
; d; ig).
a

b

i

f

g

h

e
d

cc

d

Dé
omposition de G par f
; dg� L'étape de dé
omposition par séparateurs minimaux 
omplets peut être répétée sur lessous-graphes obtenus jusqu'à stabilité :S
héma de dé
omposition 1.3.40 par séparateurs minimaux 
omplets.Donnée : un graphe 
onnexe G et l'ensemble S de ses séparateurs minimaux 
omplets(les séparateurs minimaux 
omplets sont notés s.m.
.).Résultat : la dé
omposition de G par séparateurs minimaux 
omplets.S
héma :Tant que il reste un graphe 
omportant des s.m.
. faire :Réaliser une étape de dé
omposition 1.3.37 sur 
e graphe par un de ses s.m.
. ;Rempla
er 
e graphe par les sous-graphes obtenus.Exemple 1.3.41La dé
omposition du graphe G de l'exemple 1.3.39 peut se poursuivre : le séparateurminimal 
omplet f
; d; ig dé
ompose G(fa; b; 
; d; ig) en G(fa; 
; d; ig) et G(fb; 
; d; ig).Les di�érents sous-graphes obtenus ne 
ontiennent plus de séparateur minimal 
omplet,la dé
omposition s'arrête.
f

g

h

e
d

c

a
i

c

d

b

i

c

d

Le résultat de la dé
omposition de G, de l'exemple 1.3.7, par f
; dg puis f
; d; ig.� Le s
héma de dé
omposition 1.3.40 est implémentable en O(nm). Cette 
omplexité estrendue possible par la propriété remarquable suivante :



Définitions et notations 45Propriété 1.3.42 ([PS95℄).Un séparateur minimal d'un graphe 
onnexe G est un séparateur minimal 
omplet si etseulement si il est un séparateur minimal de toute triangulation minimale de G.Pour obtenir en O(nm) l'ensemble des séparateurs minimaux 
omplets d'un graphe G, ens'appuyant sur le pro
édé de triangulation minimale dé�ni dans la sous-se
tion suivante,il su�t don
 de :1. Cal
uler, en O(nm), une triangulation minimale quel
onque H de G ;2. Cal
uler les séparateurs minimaux de H, 
e qui se fait en O(m0), oùm0 est le nombred'arêtes dans H ;3. Tester, en O(nm), parmi les séparateurs minimaux de H 
eux qui étaient déjà
omplets dans G.Ce pro
édé peut être étendu aux séparateurs minimaux non 
omplets si on satureun séparateur minimal avant l'étape de dé
omposition. La saturation d'un séparateurminimal provoque la disparition dans le graphe d'un 
ertain nombre d'autres séparateursminimaux ; 
e pro
édé a été introduit pour la première fois par [KKS93℄ pour utiliserles séparateurs minimaux d'un graphe a�n de 
al
uler une triangulation minimale de 
egraphe. Il a été étudié extensivement dans [Ber98℄ et [BB97℄.1.3.5 Triangulation minimaleLa triangulation est un pro
édé algorithmique 
onsistant à ajouter un 
ertain nombred'arêtes à un graphe a�n d'obtenir un graphe triangulé dont le graphe de départ est graphepartiel. Il serait bien évidemment intéressant de re
her
her le plus petit nombre d'arêtesqu'il faudrait ajouter à un graphe pour obtenir un graphe triangulé. Ce pro
édé est appelétriangulationminimum. La re
her
he d'une triangulation minimum d'un graphe est mal-heureusement un problème NP-Complet (voir [TY84℄). Par 
ontre le pro
édé 
onsistantà ajouter une quantité d'arêtes juste su�sante pour obtenir un graphe triangulé, sans
onsidération sur la minimalité, est algorithmiquement plus a

essible. Ce pro
édé, et legraphe triangulé qui résulte de son appli
ation est appelé triangulation minimale. Ladé�nition de 
e 
on
ept est due à Ohtsuki, Cheung et Fujisawa ([OCF76℄) et a été étudiépar Rose, Tarjan et Lueker :Dé�nition 1.3.43 Triangulation minimale ([RTL76℄).Soit G = (V;E) un graphe non triangulé. On appelle triangulation minimale de G toutgraphe H = (V;E+F ), tel que pour toute partie propre F 0 de F , le graphe H 0 = (V;E+F 0)n'est pas triangulé.Ils ont aussi démontré dans le même papier qu'il su�t de retirer une arête à H pourvéri�er qu'il est bien une triangulation minimale de G :Dé�nition 1.3.44 ([RTL76℄).Soit G = (V;E) un graphe quel
onque et H = (V;E + F ) un graphe triangulé. H estune triangulation minimale de G si et seulement si pour toute arête f 2 F le graphe(V;E+(F�ffg)) n'est pas triangulé.



46 Chapitre 1La triangulation minimale a été bien étudiée (voir [Ber99℄, [BHT01℄, [OCF76℄, [RTL76℄,[TY84℄). En parti
ulier, des travaux ré
ents ont montré que les séparateurs minimauxpeuvent être utilisés pour 
al
uler une triangulation minimale (voir [KKS93℄, [PS95℄,[Ber98℄).Exemple 1.3.45Le graphe G3 de l'exemple 1.3.22 est un graphe triangulé qui peut être obtenu à partirdu graphe G de l'exemple 1.3.7 par saturation des séparateurs minimaux non 
ompletsf
; eg et fe; hg.� La meilleure 
omplexité de 
al
ul de triangulation minimale, O(nm), peut être obtenueen utilisant un des trois algorithmes 
onçus spé
i�quement : LEX-M ([RTL76℄), LB-TRIANG([Ber99℄) ou MCSM ([BBH00℄). Nous rappelons i
i l'algorithme LB-TRIANG qui présentel'avantage d'utiliser, sur les sommets du graphe initial, un ordre � qui peut être imposépar l'utilisateur.Algorithme 1.3.46 LB-TRIANG ([Ber99℄).Donnée : Un graphe G = (V;E), un ordre � sur V .Résultat : Un ensemble F d'arêtes et une triangulation minimale H = (V;E+F ) de G.Initialisation :H  G ;F  ; ;DébutPour 
haque sommet x de V pris dans l'ordre � faire :Pour 
haque 
omposante 
onnexe C de G(V�(NH(x) [ fxg)) faire :F 0  ensemble des arêtes à ajouter à NG(C) pour en faire une 
lique ;F  F + F 0 ;H  (V;E + F ) ;Fin.
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Introdu
tion de la première partie
Ce n'est pas 
hose fa
ile, pour un mathémati
ien ou un informati
ien, que d'étudier unproblème de biologie. Du fait de la diversité et de l'immensité du monde vivant, l'établis-sement d'un modèle abstrait est un pro
essus lent : de nombreuses 
onnaissan
es doiventêtre intégrées et de nombreuses expérien
es réalisées, ave
 le problème supplémentaireposé par les inévitables in
ertitudes dans les résultats expérimentaux obtenus. Les mo-dèles mathématiques des problèmes biologiques sont ainsi souvent issus d'un 
onsensus,établi entre mathémati
iens et biologistes, 
haque 
her
heur enri
hissant sa vision du mo-dèle de son expérien
e et de son intuition propres. Ce travail de va-et-vient prend dutemps et la mise au point d'un tel modèle dépasse le seul 
adre d'une thèse.Comme tant d'autres, nous nous sommes trouvés 
onfrontés à 
es problèmes. Dans
ette première partie, nous dé
rirons don
 la première phase de 
e travail de va-et-vient :à l'é
oute d'un problème spé
i�que des biologistes, nous mettons au point une solutionthéorique sous la forme d'un algorithme. Les notions nouvelles de distan
e triangulée etde sous-triangulation maximale que nous établissons nous indiquent de nouvelles dire
-tions. Nous menons don
 une deuxième étude théorique dans le but d'a�ner en
ore notreméthode initiale.Le problème que nous abordons i
i est lié à l'établissement d'arbres d'évolution, appelésaussi phylogénies, à partir de mesures de dissimilarités. Notre appro
he 
onsiste à utiliserles propriétés de symétrie de la matri
e d'une distan
e additive d'arbre (et, plus généra-lement, d'une dissimilarité) pour dé�nir des graphes, que nous étudions, et par le biaisdesquels nous traitons les données. Ainsi, nous transformons une telle matri
e de valeursen une famille de matri
es booléennes, 
e qui revient à un pro
essus de binarisation. Nousproposons un algorithme d'ajustement d'une dissimilarité à une distan
e triangulée, pourensuite pro
éder à une étude théorique 
omplémentaire qui s'éloigne d'une problématiquepurement biologique.Ce travail a été réalisé en 
ollaboration ave
 Anne Berry et Christine Sinoquet, maisaussi ave
 François Barnabé ; nous avons ensemble dé
ouvert 
e domaine de re
her
he quiprésente des di�
ultés à la fois théoriques et expérimentales.
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50 Partie 1Les résultats de 
ette partie ont donné lieu à deux rapports de re
her
he :� Le premier rapport [BSS02d℄ présente l'algorithme ADD-SUB-TRI qui transformeune distan
e quel
onque en "distan
e triangulée". La notion nouvelle de sous-triangulation maximale, qui fonde l'algorithme, a été présentée en mai 2001 auxJournées Graphes et Algorithmes (JGA'01, Clermont-Ferrand).� Le deuxième rapport [BSS02e℄ se propose d'améliorer ADD-SUB-TRI par une étudestru
turelle de la famille de graphes asso
iée à une dissimilarité. Ces résultats ontété présentés en juin 2002, sous forme de Poster, au 
ours des Journées OuvertesBiologie Informatique et Mathématiques (JOBIM'02, voir [BSS02f℄). Les aspe
tsgraphiques ont été exposés en mars 2002 aux Journées Graphes et Algorithmes(JGA'02, Nantes).



Chapitre 2
Dissimilarité : interprétation par desgraphes
Dans 
e 
hapitre, nous donnerons quelques bases théoriques qui nous serviront pour lesappli
ations dé
rites dans le 
hapitre suivant. Nous 
ommen
erons par expliquer 
omment,à partir d'une dissimilarité, on dé�nit une famille de graphes. Nous étudierons les famillesde graphes asso
iées à des dissimilarités parti
ulières, ren
ontrées dans le 
adre généralde la 
lassi�
ation arborée, et plus parti
ulièrement dans 
elui de la phylogénie.

2.1 De la dissimilarité à la famille de graphesDans une perspe
tive de taxonomie mathématique, quand on se propose de 
lasser desobjets, la première étape 
onsiste à établir un 
ritère de proximité ou d'éloignement entre
es objets. Si le 
ritère est numérisable, une mesure de 
omparaison peut être établieexpérimentalement en 
onsidérant l'ensemble d'objets et en mesurant l'éloignement desobjets pris deux à deux. Ces données peuvent être représentées par une matri
e symétriqueà valeurs positives. Dans une matri
e M , 
haque 
ase M [i; j℄ 
ontient la mesure obtenueen 
omparant l'objet i à l'objet j.Une deuxième étape 
onsiste à tenter de stru
turer 
es données. Bien que notre appro
hesoit très généralement appli
able aux matri
es de dissimilarité, nous nous intéressons i
ià une problématique parti
ulière, issue du domaine phylogénétique, qui est le point dedépart de la nouvelle problématique de graphes que nous examinons.Pour pré
iser mieux 
ette problématique, nous donnons dans 
ette se
tion quelquesrappels très généraux, essentiellement destinés aux le
teurs peu familiers du domaine.Nous dé�nirons ensuite, dans la se
tion suivante, la notion nouvelle de distan
e triangulée.51



52 Partie I - Chapitre 22.1.1 Dissimilarités, distan
es, représentations arboréesNous travaillerons sur des matri
es de dissimilarité :Dé�nition 2.1.1 Dissimilarité.Soit X un ensemble. On appellera dissimilarité sur X toute appli
ation Æ de X2 versIR qui est :1. Symétrique : 8x; y 2 X, Æ(x; y) = Æ(y; x), et2. Positive : 8x; y 2 X, Æ(x; y) � 0.Notons que 
ertains auteurs (voir [BLM84℄) utilisent l'appellation indi
e de dissimilaritéau lieu de dissimilarité.Dé�nition 2.1.2 E
art, Distan
e.Une dissimilarité Æ sur X peut avoir les propriétés suivantes :(1) 8x 2 X, Æ(x; x) = 0 ;(2) "Intégrité" : 8x; y 2 X, Æ(x; y) = 0 =) x = y.(3) Inégalité Triangulaire : 8x; y; z 2 X, Æ(x; z) � Æ(x; y)+Æ(y; z).Di�érentes dé�nitions en dé
oulent selon les propriétés que véri�e une dissimilarité :(1) dé�nit un indi
e d'é
art,(1)+(3) dé�nit un é
art,(1)+(2) dé�nit un indi
e de distan
e, et en�n(1)+(2)+(3) dé�nit une distan
e (appelée aussi métrique).Nous nous pen
herons plus parti
ulièrement sur les matri
es asso
iées à des représen-tations dites arborées, pour lesquels il existe des 
ara
térisations très intéressantes.On sait qu'à un arbre A = (V;E) muni d'une valuation L stri
tement positive de sesarêtes on peut asso
ier une distan
e dL dé�nie 
omme l'appli
ation de V 2 vers IR+ qui,à tout 
ouple (x; y) de sommets de l'arbre, asso
ie la somme des valeurs de toutes lesarêtes situées sur le 
hemin unique reliant x à y. Ce
i permet de donner une dé�nitionde la notion de représentation arborée et d'en déduire une 
atégorie de distan
es appeléedistan
e additive d'arbre.Dé�nition 2.1.3 Représentation arborée.Soient un ensemble X et d une distan
e sur X. On dira que (X; d) admet une représen-tation arborée s'il existe un arbre valué A = (V;E; L) qui véri�e les trois propriétés :1. F � X � V , où F est l'ensemble des feuilles de A ;2. 8x 2 (V�F )�X, N(x) � 3, où V�F est l'ensemble des noeuds internes de A ;3. 8x; y 2 X, d(x; y) = dL(x; y).La distan
e d sur X est alors appelée distan
e additive d'arbre, ou distan
e arborée.



Dissimilarités : interprétation par des graphes 53Le le
teur intéressé par les di�érents aspe
ts formels de 
ette dé�nition pourra se re-porter à [BG91℄.Une 
ondition né
essaire et su�sante pour qu'une distan
e soit une distan
e additived'arbre est donnée par un théorème, dû à Zaretstskii et à Buneman (voir [Bun71℄, [BG91℄).Théorème 2.1.4 Topologie arborée.Soit X un ensemble et d une distan
e sur X. (X; d) admet une représentation arboréesi et seulement si d respe
te la 
ondition des quatre points : pour tout quadrupletx; y; z; t 2 X, les deux plus grandes des trois sommes d(x; y)+d(z; t), d(x; z)+d(y; t) etd(x; t)+d(y; z) sont égales.Nous dirons alors que (X; d) (ou, par abus d'é
riture, X ou d) est muni d'une topologiearborée.Cela permet une représentation sous forme d'arbre. En biologie, on essaie de 
lasser lesespè
es, notamment dans le but d'établir des parentés évolutives. Pour 
ela, on établit desdissimilarités, prin
ipalement en mesurant l'éloignement bio
himique. Ces parentés évolu-tives sont matérialisées par un arbre, appelé arbre d'évolution, phylogénie, ou en
orearbre phylogénétique. L'établissement d'un arbre d'évolution peut répondre à des en-jeux médi
aux, pharma
eutiques, so
iaux et é
onomiques majeurs (voir, par exemple,[Bit00℄).Il existe plusieurs méthodes pour 
onstruire une phylogénie à partir d'une distan
eadditive d'arbre (voir [BG91℄, [Bun71℄, [Hei89℄), mais aussi à partir de mesures expéri-mentales (voir par exemple [BG00℄, [Bun71℄, [KHM97℄, [RG02℄) par ajustement à unedistan
e additive d'arbre.Exemple 2.1.5A�n de fa
iliter la 
ompréhension du le
teur non spé
ialiste, nous allons présenter unexemple 
lassique de dissimilarités établies pour 9 espè
es de grenouilles. Les données ontété télé
hargées sur la page web d'O. Gas
uel : "Logi
iels et données disponibles", URL :"http ://www.lirmm.fr/ gas
uel/MAAS/#data" (lien : "QR2"), (
onsultée en juin 2002).La matri
e de dissimilarité M est la suivante.M Aur. Boy. Cas
. Mus
. Temp. Pret. Cates. Pip.AuroraBoylii 10Cas
adae 13 7Mus
osa 12 7 7Temporaria 57 50 40 45Pretiosa 22 9 11 15 48Catesbeiana 86 65 54 48 85 54Pipiens 89 67 66 49 83 55 54Tarahumarae 97 72 79 67 107 60 59 48Matri
e de dissimilarité MUn arbre phylogénétique re
onstruit à partir de 
es données est présenté dans la �gure2.1.�
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TemporariaCatesbeiana

Pipiens

Muscosa

Boylii

Tarahumarae

Pretiosa

Cascadae

Aurora

Fig. 2.1 � Un arbre phylogénétique pour les 9 grenouilles de l'exemple 2.1.5Nous avons 
onstruit 
et arbre par la méthode NJ à l'aide du logi
iel T-Rex, que nousavons télé
hargé sur le site en ligne de P. Casgrain (voir [T-Rex℄).
2.1.2 Matri
e ordinale asso
iée à une dissimilaritéA 
haque dissimilarité, on peut asso
ier une matri
e dite ordinale selon le pro
édésuivant. Chaque valeur de la dissimilarité Æ sur l'ensemble X permet de dé�nir un seuil :on 
lasse par ordre 
roissant l'ensemble des valeurs de la dissimilarité, 
e qui permet de
onstituer un ordre total dont les éléments, appelés seuils, sont numérotés de 0 (pourÆ(x; x) = 0) à k. Mathématiquement parlant, si M est la matri
e de Æ, l'ensemble des
ases de M (et don
 X2) se stru
ture en un préordre, appelé préordonnan
e ; le passageà l'ordre quotient 
anonique aboutit, sur une partition de X2, à un ordre total, appeléordonnan
e, dont les k+1 éléments sont numérotés de 0 à k.Nous noterons � l'appli
ation de [0::k℄ vers IR+ qui à 
haque seuil i asso
ie la i-ièmevaleur de la dissimilarité.On dé�nit alors une nouvelle matri
e W asso
iée à Æ, appelée matri
e ordinale, enremplaçant dans 
haque 
ase de M la valeur Æ(x; y) par le seuil i 
orrespondant tel que�(i) = Æ(x; y). La valeur �(i) asso
iée au seuil i sera notée �i. Dans une matri
e M dedissimilarité ou de seuils, nous présenterons le premier indi
e x d'une 
ase M [x; y℄ sur les
olonnes et le deuxième indi
e y sur les lignes.Nous dirons que Æ est une instan
iation de W . Plus généralement, nous dirons qu'unematri
e symétrique à valeurs entières positives est instan
iable quand il existe une dis-similarité dont elle est la matri
e ordinale.Exemple 2.1.6 Reprenons l'exemple 2.1.5.Dans la matri
e de dissimilarité M , les valeurs non nulles se répartissent en 29 seuils de7 (�1 = 7) à 107 (�29 = 107). Il y a trois paires 
orrespondant au premier seuil : {Boylii,Cas
adae}, {Boylii, Mus
osa} et {Cas
adae, Mus
osa}. Le dernier seuil ne 
orrespondqu'à une paire : {Temporaria, Tarahumarae}. La matri
e ordinale 
orrespondante W estla suivante.



Dissimilarités : interprétation par des graphes 55W Aur. Boy. Cas
. Mus
. Temp. Pret. Cates. Pip.AuroraBoylii 3Cas
adae 6 1Mus
osa 5 1 1Temporaria 16 13 9 10Pretiosa 8 2 4 7 11Catesbeiana 26 19 14 11 25 14Pipiens 27 21 20 12 24 15 14Tarahumarae 28 22 23 21 29 18 17 11Matri
e ordinale� Il ne faut pas perdre de vue que le passage à la matri
e ordinale provoque une perted'information. En e�et, si une matri
e de dissimilarité 
orrespond à une unique matri
eordinale, par 
ontre, à une matri
e ordinale peuvent 
orrespondre de nombreuses matri
esde dissimilarité, même si on peut 
onje
turer que les matri
es de 
ette famille possèdentdes propriétés 
ommunes. Les matri
es ordinales peuvent 
ependant fournir des informa-tions stru
turelles. Ces matri
es, et les distan
es asso
iées, sont étudiées dans plusieurstravaux (voir [BG91℄, [Gue98℄, [HNW99℄, [KHM97℄).Notre but est d'utiliser les matri
es ordinales pour les traduire en terme de familles degraphes, 
e qui fera l'objet de la sous-se
tion suivante. Auparavant, nous allons donnerquelques pré
isions sur le problème de l'instan
iation d'une matri
e ordinale.Les propriétés ordinales d'une distan
e arborée ont été plus parti
ulièrement étudiéespar A. Guéno
he. Il a notamment traité la question de l'instan
iation d'une matri
eordinale en distan
e additive d'arbre, en relation ave
 la notion de distan
e d'ordres, et aproposé une "
ondition ordinale des quatre points" dans le but de 
ara
tériser les matri
esordinales instan
iables en distan
e additive d'arbre (voir [Gue98℄). Nous allons i
i, sanspasser par la notion de distan
e d'ordre, montrer qu'une matri
e ordinale est toujoursinstan
iable en distan
e, puis établir une 
ondition d'instan
iation d'une matri
e ordinaleen distan
e additive d'arbre.Donnons tout d'abord une dé�nition formelle à la notion de matri
e ordinale :Dé�nition 2.1.7 Matri
e ordinale, matri
e intègreOn appellera matri
e ordinale toute matri
e sur un ensemble X qui est symétrique etdont l'ensemble des valeurs forme un intervalle [0::k℄ d'entiers (tous les entiers 
omprisentre 0 et k sont présents dans la matri
e, et seulement 
eux-là).Une matri
e ordinaleW sur un ensemble X sera dite intègre quand 8x; y 2 X, W [x; y℄ =0() x = y.Tout d'abord, il est évident que toute matri
e ordinale W , dé�nie sur un ensemble X,est instan
iable : les valeurs de W 
onstituent une dissimilarité sur X (dé�nition 2.1.1).Par 
onstru
tion de la matri
e ordinale asso
iée à une dissimilarité, il est aussi évidentqu'une matri
e ordinale W est instan
iable en indi
e de distan
e (dé�nition 2.1.2) si etseulement si elle est intègre. Il existe alors une instan
iation de W en distan
e :



56 Partie I - Chapitre 2Propriété 2.1.8� Si une matri
e ordinale W sur un ensemble X est instan
iable en indi
e de distan
ealors elle est instan
iable en une distan
e d sur X.� De plus, toute appli
ation � de X2 vers IR, dé�nie pour une 
onstante donnée C 2IRpar �(x; x) = 0 et, pour x 6= y, par �(x; y) = d(x; y) +C, est une distan
e ayant Wpour matri
e ordinale.Preuve : Soit W une matri
e ordinale sur un ensemble X, ave
 k+1 seuils 0; :::; k.� On sait déjà qu'il existe un indi
e de distan
e Æ sur X dé�ni par Æ(x; y) = W [x; y℄.Dé�nissons alors l'appli
ation � de [0::k℄ vers IlN telle que �(0) = 0 et, pour i 2 [1::k℄,�(i) = k+i. Puisque �(i) = 0 () i = 0, on a don
 8x; y 2 X, �(W [x; y℄) = 0()x = y. Ainsi, l'appli
ation d de X2 vers IlN dé�nie par 8x; y 2 X, d(x; y) = �(W [x; y℄)est un indi
e d'é
art et, pour x 6= y, on a k � d(x; y) � 2k. Par 
onséquent, pourx; y; z 2 X, on a d(x; y)+d(y; z) � 2k � d(x; z), 
e qui 
orrespond à l'inégalitétriangulaire. En 
on
lusion, d est une distan
e sur X ayant W pour matri
e ordinale.W est don
 instan
iable en distan
e.� On peut reprendre 
ette démonstration en 
hangeant la 
onstante permettant depasser de l'indi
e de distan
e à la distan
e : �0(i 6= 0) = C+k+i permet de dé�nirune nouvelle distan
e � telle que 8x 2 X, �(x; x) = 0 et 8x; y 2 X, x 6= y,�(x; y) = d(x; y) + C.� Même si une distan
e n'est pas arborée, sa matri
e ordinale peut être instan
iable endistan
e arborée, 
omme le montre l'exemple 2.1.9. Il existe aussi des matri
es ordinalesqui ne sont pas instan
iables en distan
e arborée, 
'est 
e que montre le 
ontre-exemple2.1.10.Exemple 2.1.9La distan
e dé�nie sur X = fa; b; 
; dg par la matri
e M1 
i-dessous n'est pas arborée :ab+
d>a
+bd>ad+b
 (10>9>9), la 
ondition des quatre points n'est don
 pas respe
tée.M1 b 
 da 8 6 5b 4 3
 2 W1 b 
 da 6 5 4b 3 2
 1Matri
e M1 de distan
e Matri
e ordinale W1 asso
iéeLa matri
e ordinale W1 est pourtant instan
iable en distan
e arborée :W1 b 
 da 6 5 4b 3 2
 1 M 01 b 
 da 18 17 15b 14 13
 12La matri
e ordinale W1 Une instan
iation M 01 en distan
e arboréeDans M 01, on a ab+ 
d = a
 + bd � ad+ b
 (30 � 29).�



Dissimilarités : interprétation par des graphes 57Contre-exemple 2.1.10La matri
e ordinale 
i-dessous n'est pas instan
iable en distan
e arborée.En e�et, l'inégalité stri
te �1+�4 < �2+�5 < �3+�6est vraie quelles que soient les valeurs �i. La 
ondi-tion des 4 points ne peut don
 pas être respe
tée,quelle que soit l'instan
iation de W . W2 b 
 da 1 6 2b 5 3
 4� On sait qu'un indi
e de distan
e qui respe
te la 
ondition des quatre points respe
teaussi l'inégalité triangulaire et 
onstitue don
 une distan
e arborée. Cette impli
ationpeut, dans une 
ertaine mesure, être transposée en termes de matri
e ordinale.Propriété 2.1.11Si une matri
e ordinale intègre W véri�e la propriété suivante : 8x; y; z; t 2 X les deuxplus grandes des trois sommes W [x; y℄ + W [z; t℄, W [x; z℄ + W [y; t℄ et W [x; t℄ + W [y; z℄sont égales alors elle est instan
iable en une distan
e arborée.Preuve : Soit, sur un ensemble X, une matri
e ordinale W intègre dont l'ensemble devaleurs forme l'ensemble [0::k℄ et qui respe
te la propriété : 8x; y; z; t 2 X les deux plusgrandes des trois sommes W [x; y℄ + W [z; t℄, W [x; z℄ +W [y; t℄ et W [x; t℄ +W [y; z℄ sontégales.On sait, par la propriété 2.1.8, que W est la matri
e ordinale de la distan
e d dé�nie par8x 2 X, d(x; x) = 0 et 8x; y 2 X, x 6= y, d(x; y) = W [x; y℄ + k. Supposons que pourquatre éléments x, y, z et t de X la propriété sur W s'exprime par W [x; y℄ +W [z; t℄ =W [x; z℄ +W [y; t℄ � W [x; t℄ +W [y; z℄.� Si x, y, z et t sont deux à deux distin
ts, on aW [x; y℄ 6= 0 et don
 d(x; y) =W [x; y℄+k,de même pour les 
inq autres valeurs de W intervenant dans les sommes. On a don
d(x; y) + d(z; t) = W [x; y℄ +W [z; t℄ + 2k = W [x; z℄ +W [y; t℄ + 2k = d(x; z) + d(y; t),mais aussi W [x; z℄ +W [y; t℄ + 2k � W [x; t℄ +W [y; z℄ + 2k et don
 d(x; z) + d(y; t) �d(x; t) + d(y; z).� Si x = y et z = t alors W [x; y℄ +W [z; t℄ = 0 don
 x = y = z = t et d(x; y)+ d(z; t) =d(x; z) + d(y; t) = d(x; t) + d(y; z) = 0.� Si on a seulement x = y, on a alors W [x; y℄ = 0 et la propriété sur W devientW [z; t℄ = W [x; z℄ + W [y; t℄ ave
 W [x; z℄ +W [y; t℄ = W [x; t℄ + W [y; z℄. On a don
W [z; t℄ + k � W [x; z℄ +W [y; t℄ + 2k et don
 d(z; t) � d(x; z)+ d(y; t). Puisque x = y,on en déduit d(x; y) + d(z; t) � d(x; z) + d(y; t) = d(x; t) + d(y; z). Le raisonnementest semblable si on a seulement z = t, x = z ou bien y = t.� Si on a seulement x = t, on aura d(x; t) + d(y; z) = d(y; z) = W [y; z℄ + k et don
d(x; t) + d(y; z) � d(x; z) + d(y; t) ; l'égalité des deux plus grandes sommes d(x; y) +d(z; t) et d(x; z)+ d(y; t) est démontrée 
omme dans le premier 
as. Le raisonnementest semblable si on a seulement y = z.� Si on a plusieurs égalités :� x = y = z = t : on a alors d(x; y)+d(z; t) = d(x; z)+d(y; t) = d(x; t)+d(y; z) = 0.� x = y et z = t : la propriété devient 0 = W [x; z℄ +W [y; t℄ � W [x; t℄ +W [y; z℄,on a don
 W [x; z℄ = 0 et W [y; t℄ = 0 don
 x = y = z = t, on se ramène au 
aspré
édent. Le raisonnement est semblable si x = z et y = t.



58 Partie I - Chapitre 2� x = t et y = z : d(x; t) + d(y; z) = 0 est la plus petite des trois sommes, les deuxautres étant égales, 
e qu'on démontre sur le modèle du premier 
as.� x = y = z : on a d(x; t) + d(y; z) = d(x; t), d(x; y) + d(z; t) = d(z; t) = d(x; t) etd(x; z) + d(y; t) = d(y; t) = d(x; t). Les trois sommes sont don
 égales. Le raison-nement est semblable pour x = z = t, x = y = t et y = z = t.On voit don
 que la distan
e d respe
te la 
ondition des quatre points et 
onstitue unedistan
e additive d'arbre.�
2.1.3 Famille de graphes emboîtés asso
iée à une matri
e ordinaleComme une matri
e de dissimilarité � ainsi que la matri
e ordinale asso
iée � est sy-métrique, il est naturel de l'asso
ier à des graphes.Dé�nition 2.1.12 Graphes emboîtés asso
iés à une dissimilarité.Soit X un ensemble, Æ une dissimilarité sur X et W la matri
e ordinale 
orrespondantedé�nissant les seuils 0; :::; k. On dé�nit une famille de graphes G0 � G1 � ::: � Gkemboîtés asso
iée à W , où 
haque graphe Gi = (V;Ei) est dé�ni 
omme suit :1. V = X ;2. pour x; y 2 X, ave
 x 6= y, xy 2 Ei () Æ(x; y) � �i.Nous appellerons 
ette famille : famille de graphes emboîtés (threshold family ofgraphs) dé�nie par une matri
e de dissimilarité, ou plus simplement, quand il n'y a pasd'ambiguïté, famille emboîtée.Remarque 2.1.13 Ces "graphes seuils", dé�nis à partir d'une suite de seuils, ne doiventpas être 
onfondus ave
 les threshold graphs tels qu'ils ont été dé�nis dans le 
ontexte dela programmation en nombres entiers. Les threshold graphs ont été 
ara
térisés 
ommeétant triangulés, 
o-triangulés et sans-P4 (voir [Gol80℄ et [BLS99℄) 
e qui n'est absolumentpas le 
as généralement des graphes emboîtés de la dé�nition 2.1.12.La dissimilarité induit don
, sur V � V , un préordre (
orrespondant au préordre ayantfourni les seuils) et don
 une partition ordonnée des arêtes des graphes Gk ; 
ha
une des
lasses Fi de 
ette partition étant dé�nie et 
ara
térisée par Fi = Ei � Ei�1 = fxy 2V �V j Æ(x; y) = �ig. Le graphe Gi est don
 obtenu en ajoutant l'ensemble d'arêtes Fi augraphe Gi�1. L'ensemble des 
lasses Fi est don
 totalement ordonné par les seuils i.Remarque 2.1.14Les valeurs W [x; x℄ d'une matri
e ordinale W (et par 
onséquent les valeurs Æ(x; x) dela dissimilarité Æ dont elle est issue) n'interviennent pas dans la 
onstru
tion des graphesemboîtés qui ne 
ontiennent pas de bou
les.Si une dissimilarité Æ possède une valeur nulle Æ(x; y) = 0 pour x 6= y, on retrouvera
ette valeur nulle W [x; y℄ = 0 dans la matri
e ordinale W 
orrespondante. Le premiergraphe emboîté G0 
ontiendra alors l'arête xy. A�n d'uniformiser les familles de graphesemboîtés, nous allons prendre la 
onvention suivante :



Dissimilarités : interprétation par des graphes 59� Le premier graphe G0 d'une famille emboîtée est toujours un stable ;� S'il existe dans la matri
e ordinale W des valeurs W [x; y℄ = 0 pour x 6= y alors legraphe G1 
ontient les arêtes xy 
orrespondantes, le graphe G2 
orrespondant alorsau premier seuil non nul de W .Cette 
onvention ajuste impli
itement la matri
e ordinale W à une matri
e ordinale in-tègre.Exemple 2.1.15Reprenons l'exemple 2.1.5 sur les grenouilles.Les graphes de la famille asso
iée qui 
orrespondent aux 5 premiers seuils non nuls sontdonnés dans la �gure 2.2.Pour des raisons de lisibilité, nous avons rempla
é, dans les graphes, les noms de gre-nouilles par des lettres selon la 
orrespondan
e suivante :Aurora Boylii Cas
adae Mus
osa Temporaria Pretiosa Catesbeiana Pipiens Tarahumaraea b 
 d e f g h iSeuil 1 : on ajoute les arêtes b
, bd et 
d ;seuil 2 : arête bf ;Seuil 3 : arête ab ;Seuil 4 : arête 
f ;Seuil 5 : arête ad ;et
.�
bc

d

e

f

g

h i

a

bc

d

e

f

g

h i

a

bc

d

e

f

g

h i

a

G1 G2 G3
bc

d

e

f

g

h i

a

bc

d

e

f

g

h i

a

G4 G5Fig. 2.2 � Les 
inq premiers graphes de l'exemple 2.1.15.
2.2 Les distan
es trianguléesIl su�t qu'une distan
e soit arborée pour que tous les graphes de la famille asso
iéesoient triangulés :



60 Partie I - Chapitre 2Théorème 2.2.1Soit Æ une dissimilarité sur X et (Gi)i2[0::k℄ la famille de graphes emboîtés asso
iée. Si(X; Æ) peut être représentée par une phylogénie alors 
haque graphe Gi est triangulé.Ce théorème est utilisé dans [HNW99℄ sans que la preuve y soit donnée. Nous en pro-posons une i
i, qui est 
onstruite sur une 
ara
térisation des graphes triangulés basée surles arbres et dé
ouverte indépendemment par Buneman, Gàvril et Walter :Cara
térisation 2.2.2 ([Wal72℄, [Bun74℄, [Gav74℄).Un graphe est triangulé si et seulement si il est le graphe d'interse
tion d'une famille desous-arbres d'un arbre.Preuve : (du théorème 2.2.1).Soit X un ensemble d'objets, d une distan
e additive sur X et A la phylogénie asso
iée.On peut fa
ilement ajouter des sommets internes à A a�n d'obtenir un nouvel arbre A0dans lequel il existe toujours un noeud à mi-distan
e de deux sommets donnés de X. SoitGi le graphe asso
ié au seuil i de d. Considérons alors la famille de sous-arbres T 0x deT 0 dé�nie par : pour tout x 2 X, T 0x est le sous-arbre de T 0 
ontenant tous les noeudssitués à une distan
e d'au plus i2 de x. On a ainsi une famille de sous-arbres respe
tantla 
ara
térisation 2.2.2 et Gi est triangulé.� La ré
iproque du théorème 2.2.1 est fausse. Les distan
es additives ne sont pas les seulesdistan
es à dé�nir une famille de graphes triangulés. Le théorème 2.2.1 peut être transposéen termes de matri
e ordinale : si une matri
e ordinale est instan
iable en distan
e arboréealors tous les graphes de la famille asso
iée sont triangulés. La ré
iproque reste fausse :une matri
e ordinale peut être asso
iée à une famille de graphes triangulés même si ellen'est pas instan
iable en distan
e arborée, 
omme le montre le 
ontre-exemple 2.2.3.
a

c

d

b

a

c

d

b

a

c

d

b

a

c

d

bG0 G1 G2 G3
a

c

d

b

a

c

d

b

a

c

d

b

G4 G5 G6Fig. 2.3 � Famille de graphes asso
iée à la dissimilarité du 
ontre-exemple 2.2.3.Contre-exemple 2.2.3La matri
e ordinale W2 du 
ontre-exemple 2.1.10 n'est pas instan
iable en distan
e arbo-rée.



Dissimilarités : interprétation par des graphes 61W2 b 
 da 1 6 2b 5 3
 4Matri
e ordinale W2Pourtant elle est asso
iée à une famille de graphes triangulés 
omme le montre la �gure2.3.� Nous pouvons don
 dé�nir une nouvelle 
lasse de distan
es : la 
lasse des distan
estriangulées, plus générale que la 
lasse des distan
es additives d'arbres :Dé�nition 2.2.4 Distan
e triangulée.Nous appellerons distan
e triangulée une distan
e pour laquelle tous les graphes emboî-tés de la famille asso
iée sont triangulés.Il peut être intéressant de se ramener à une famille de graphes triangulés, 
ar 
es graphespossèdent de propriétés stru
turelles puissantes, en parti
ulier :� Les séparateurs minimaux sont 
omplets et il y en a peu, 
e qui permet d'utiliser ladé
omposition par séparateurs minimaux 
omplets en 
hoisissant les séparateurs lesplus intéressants.� Les 
liques maximales possèdent une stru
ture parti
ulière.Nous proposerons, dans le 
hapitre suivant, un pro
édé d'ajustement d'une dissimilaritéà une distan
e triangulée.



62 Partie I - Chapitre 3



Chapitre 3
Ajustements de données
Après avoir posé dans le 
hapitre pré
édent les fondations théoriques qui sont le pointde départ de notre travail, nous allons montrer 
omment nous pouvons utiliser les outilsde graphes dont nous disposons pour ajuster les données destinées à la 
onstru
tion dephylogénies.L'examen de données expérimentales montre que non seulement les dissimilarités me-surées ne sont très généralement pas arborées, mais que, de plus, les graphes emboîtéssont loin d'être tous triangulés. Nous allons don
 proposer un ajustement de données partriangulation de graphes.L'appro
he 
lassique pour trianguler un graphe, 
omme nous l'avons dit au 
hapitre 1,
onsiste à ajouter des arêtes 
ordant les 
y
les trop longs. Pour une famille de graphesasso
iée à une dissimilarité Æ, l'ajout d'une arête xy à un graphe revient à diminuer lavaleur de dissimilarité Æ(x; y) 
orrespondante. Cependant, les biologistes estiment que,dans le 
ontexte de la 
onstru
tion d'une phylogénie à partir de séquen
es d'ADN, lesseuils obtenus par les expérimentations tendent plut�t à être sous-estimés, puisque lenombre de mutations, représenté par la distan
e entre taxa, est en fait plus élevé que 
equi est observé expérimentalement (voir [KHM97℄).Il est don
 préférable � même lorsque le nombre de 
orre
tions né
essaires pour obtenirune famille de graphes triangulés est a priori faible � d'éviter de diminuer des seuils 
ommele propose [HNW99℄ en utilisant un pro
édé 
lassique de triangulation, mais d'essayer au
ontraire d'augmenter 
es valeurs pour 
ompenser la sous-évaluation intrinsèque.Remarquons que [HNW99℄ utilise un pro
édé qui fournit une triangulation "brutale",qui ajoute beau
oup plus d'arêtes que né
essaire à l'obtention d'une triangulation mi-nimale. Un pro
édé tel que 
elui dé
rit dans [Ber99℄ (algorithme LB-TRIANG, voir page46) serait beau
oup plus �n puisque, même lorsque l'ordre sur les sommets est imposé, ilfournit une triangulation qui est minimale. On pourrait d'ailleurs, pour d'autres problé-matiques liées à des matri
es ordinales, proposer di�érentes appro
hes de triangulation,suivant le problème à résoudre. 63



64 Partie I - Chapitre 3Dans le 
adre du problème posé 
i-dessus, nous avons examiné la question de la triangu-lation d'un graphe par retraits d'arêtes plut�t que par ajouts. Ce pro
édé 
orrespond àun 
on
ept de graphe nouveau que nous introduisons sous le nom de sous-triangulationmaximale.En 
onséquen
e, nous proposons un algorithme qui ajuste une dissimilarité par aug-mentation des seuils lorsqu'une une anomalie est déte
tée. Notre pro
édé 
onstruit unesuite de sous-triangulations maximales des graphes 
orrespondants dé�nis par la matri
ede départ ; plus généralement, on peut utiliser le pro
édé que nous dé
rivons pour 
al
ulerune sous-triangulation maximale d'un graphe quel
onque.3.1 Ajuster les données en triangulant3.1.1 Un s
héma de 
omposition de graphes par arêtesA�n de 
al
uler une famille de graphes triangulés dont 
haque graphe Hi soit un sous-graphe du graphe originel 
orrespondant Gi, nous allons 
onstruire la 
lique Hk depuis lestable H0 en ajoutant à 
haque étape un ensemble d'arêtes, minimal au sens de l'in
lusion,qui préserve la propriété d'être triangulé. Nous allons montrer que 
e
i peut être réaliséde façon équivalente en ajoutant les arêtes une par une tout en maintenant un graphetriangulé.Pour 
ela, nous dé�nissons pour les graphes triangulés un s
héma de 
omposition pararêtes.Un s
héma de 
omposition par arêtes a été dé�ni par Hayward ([Hay96℄) pour la sur-
lasse des graphes triangulés que 
onstituent les graphes faiblement triangulés. Nous mo-di�ons 
e s
héma d'ajout d'arêtes en utilisant un autre 
on
ept introduit pour les gra-phes faiblement triangulés : la notion de 2-paire, dé�nie par Hayward, Hoàng et Ma�ray([HHM89℄) pour 
ara
tériser les graphes faiblement triangulés.Dé�nition 3.1.1 ([HHM89℄).Dans un graphe, une paire fx; yg de sommets non adja
ents est appelée 2-paire quand tout
hemin sans 
orde reliant x et y est de longueur exa
tement 2.
e

da

b c

Fig. 3.1 � Le graphe de l'exemple 3.1.2.Exemple 3.1.2Dans le graphe non triangulé de la �gure 3.1, fa; 
g est une 2-paire 
ar les deux 
hemins



Ajustements de données 65sans 
orde ab
 et ad
 qui relient a et 
 sont de longueur 2. Par 
ontre, fa; eg n'est pas une2-paire : ab
e est un 
hemin sans 
orde de longueur supérieure à 2. f
; dg n'est pas une2-paire 
ar 
 et d sont adja
ents.� Nous proposons le s
héma de 
omposition suivant, qui 
ara
térise les graphes triangulés.S
héma de 
omposition 3.1.3Un graphe à n sommets est triangulé si et seulement si il peut être 
onstruit en 
om-mençant par un stable à n sommets et en ajoutant à 
haque étape une arête entre deuxsommets qui forment une 2-paire.Ce s
héma de 
omposition respe
te l'invariant suivant :Invariant 3.1.4A 
haque étape du s
héma de 
omposition 3.1.3, le nouveau graphe obtenu est triangulé.Cet invariant repose sur le théorème suivant :Théorème 3.1.5Soient G1 un graphe triangulé et fa; bg une paire de sommets non-adja
ents de G1, soit G2le graphe obtenu à partir de G1 en lui ajoutant l'arête ab. G2 est triangulé si et seulementsi fa; bg est une 2-paire de G1.Preuve : Soient G1 un graphe triangulé et fa; bg une paire de sommets non-adja
entsde G1, soit G2 le graphe obtenu à partir de G1 en lui ajoutant l'arête ab.Considérons un quel
onque plus long 
hemin sans 
orde � = ax1:::xkb de a vers b dansG1. Dans G2, �a sera un 
y
le sans 
orde ayant plus de 3 sommets (
y
le sans 
orde quiempê
hera G2 d'être triangulé) si et seulement si � est de longueur stri
tement supérieureà 2, 
'est-à-dire si et seulement si fa; bg n'est pas une 2-paire de G1.� Pour assurer le passage d'un graphe triangulé Hi au graphe triangulé suivant Hi+1 dansla famille de triangulés que nous 
her
hons à 
onstruire, nous avons besoin de la propriétésuivante.Propriété 3.1.6Soit G1 et G2 deux graphes triangulés tels que G1 � G2. Alors G2 peut être obtenu àpartir de G1 par ajouts su

essifs d'une arête entre deux sommets formant une 2-paire dugraphe transitoire.Remarquons que 
ette propriété est loin d'être trivialement extensible à toute 
lasse degraphes : elle n'est, par exemple, pas valide pour les graphes sans trous, 
omme le montrel'exemple 3.1.7 (pour lequel nous remer
ions G. Simonet). On ne sait d'ailleurs pas sielle est valide pour les graphes faiblement triangulés, 
e qui 
onstitue une des questionsouvertes qu'il nous reste sur 
ette 
lasse.



66 Partie I - Chapitre 3Contre-exemple 3.1.7Les graphes G1 et G2 de la �gure 3.2 sont sans trou. Pour passer de G1 à G2, il fautajouter les arêtes a
 et df . Cependant, les graphes intermédiaires G1 + fa
g et G1 + fdfgont un trou, respe
tivement fa
def et ab
dfa.�
b ca

def

b ca

defG1 G2Fig. 3.2 � Les graphes de l'exemple 3.1.7.Pour prouver la propriété 3.1.6, nous utilisons le lemme suivant, qui a été prouvé parRose, Tarjan et Lueker pour dé�nir des outils fondamentaux pour la triangulation mini-male.Lemme 3.1.8 ([RTL76℄).Soient G1 = (V;E1) et G2 = (V;E2) deux graphes triangulés tels que G1 � G2. Alors ilexiste dans E2�E1 une arête f telle que le graphe G0 = (V;E2�ffg) soit triangulé.Preuve : (de la propriété 3.1.6).Soit G1 et G2 deux graphes triangulés tels que G1 � G2. On sait, par le lemme 3.1.8 qu'ilexiste dans E2�E1 une arête ab telle que (V;E2�fabg) est triangulé. Par le théorème3.1.5, fa; bg est une 2-paire de G2�fabg. Si nous répétons 
e
i jusqu'à obtenir le grapheG1, nous aurons 
onstruit � à l'envers � un ordre d'addition d'arête 2-paire qui permet de
onstruire G2 à partir de G1.� Le s
héma de 
omposition 3.1.3 dé
oule trivialement de la propriété 3.1.6.Exemple 3.1.9Dans la �gure 3.3, on peut passer d'un graphe H1 au suivant par ajout d'une 2-paire.f
; dg est une 2-paire de H1 
ar l'unique 
hemin 
ed entre 
 et d est de longueur 2 ; Onpasse de H1 à H2 en ajoutant 
d.fb; dg est une 2-paire de H2, on passe de H2 à H3 en ajoutant l'arête bd.En�n, fb; 
g est une 2-paire de H3, on passe de H3 à H3 en ajoutant l'arête b
.�
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e

da

b c

e

da

b c

e

da

b c

e

da

b c

H1 H2 H3 H4Fig. 3.3 � Les graphes de l'exemple 3.1.9.3.1.2 Un nouveau 
on
ept de graphes : la sous-triangulationmaximaleCe qui pré
ède nous amène au 
on
ept nouveau de sous-triangulation maximale :Dé�nition 3.1.10 Sous-triangulation maximaleSoient G = (V;E) un graphe non triangulé et H = (V; F ) un graphe triangulé tel queF � E. Nous dirons que H est une sous-triangulation maximale de G quand, pourtoute partie propre F 0 de E�F , le graphe (V; F+F 0) n'est pas triangulé.Le 
al
ul d'une sous-triangulation maximale d'un graphe G = (V;E) peut être réaliséen temps polynomial en utilisant le s
héma de 
omposition 3.1.3 :Pro
édé algorithmique 3.1.11Donnée : un graphe non triangulé G = (V;E).Résultat : une sous-triangulation maximale H = (V; F ) de G.DébutF  ; ;Tant que il y a une paire fa; bg de E�F qui est une 2-paire du graphe (V; F ) faire :F  F+fabg ;Fin.Preuve de la 
orre
tion du pro
édé algorithmique 3.1.11 :Il est 
lair qu'à la �n de l'algorithme, le graphe H = (V; F ) � G est triangulé puisqu'ilest obtenu par ajouts su

essifs de 2-paires (théorème 3.1.5). Supposons que 
e graphe Hne soit pas une sous-triangulation maximale du graphe non triangulé G ; 
ela signi�e qu'ilexiste un graphe triangulé H 0, ave
 H � H 0 � G. La propriété 3.1.6 peut être appliquéeaux graphes emboîtés H 0 et H � H 0 : H 0 peut être obtenu à partir de H par un ajoutsu

essif de 2-paires. Ce
i est 
ontradi
toire : l'algorithme ne pouvait don
 pas s'arrêtersur le graphe H, mais 
ontinuait, jusqu'à obtenir une sous-triangulation maximale de G.�



68 Partie I - Chapitre 33.1.3 Un algorithme de sous-triangulation de la famille de graphedé�nie par une matri
e ordinaleNous proposons maintenant un algorithme basé sur le s
héma de 
omposition 3.1.3 quiprend en entrée une matri
e de dissimilaritéM et qui retourne une matri
e de dissimilaritéM 0 dé�nissant une famille de graphes triangulés obtenue par augmentation des seuilsmodi�és de M .Notre algorithme est initialisé ave
 un stable HO. A l'étape i l'algorithme 
hoisit, parmiun ensemble de paires 
andidates, une 2-paire et ajoute l'arête 
orrespondante, en pri-vilégiant les 2-paires les plus an
iennes (ave
 le seuil le plus petit) de façon à modi�erle moins possible la matri
e initiale. L'ensemble des 2-paires est alors mis à jour, et 
epro
édé est répété jusqu'à 
e qu'il n'y ait plus de 2-paires. On passe alors à l'étape i+1, 
equi provoque un apport de paires 
andidates parmi lesquelles on a de nouveau une 
han
ede trouver une 2-paire. Remarquons que l'ajout d'une 2-paire peut provoquer l'apparitionde 2-paires parmi les paires 
andidates pré
édemment é
artées.A�n de donner priorité parmi les paires 
andidates à 
elles qui ont le seuil le plus bas,nous utilisons une �le. A 
haque étape i, les nouvelles paires 
andidates sont ajoutées àla �le, puis l'algorithme 
hoisit la première paire de la �le qui soit une 2-paire du graphe
ourant et l'ajoute au graphe en 
ours de 
onstru
tion à partir du graphe 
ourant.D'après la propriété 3.1.6, à la �n de l'algorithme, la �le est vide et un seuil a étéattribué à 
haque paire de taxa dans la matri
e M 0 obtenue.Algorithme ADD-SUB-TRI :Donnée : une matri
e M d'une dissimilarité sur n objets.Résultat : une matri
e de dissimilaritéM 0 telle que tous les graphes de la familleasso
iée soient triangulés.Initialisation :Construire la matri
e ordinale asso
iée à M , dé�nissant les seuils 0::k ;// La fon
tion � asso
ie à 
haque seuil i sa valeur de dissimilarité �i.H0  stable à n sommets ;Créer une �le vide File ;DébutPour i de 1 à k�1 faire :Hi  Hi�1 ;Cal
uler l'ensemble Pi des paires fa; bg telles que M [a; b℄ = �i ;Ajouter Pi à File ;Répéter :Retirer de File la première paire fa; bg qui est une 2-paire ;M 0[a; b℄ �i ; Ajouter l'arête ab au graphe Hi ;jusqu'à : File ne 
ontient plus de 2-paire de Hi ;Hk  Hk�1 ;Pour toute paire fa; bg restant dans File faire :M 0[a; b℄ �k ; Ajouter l'arête ab à Hk ; //Hk forme une 
lique.Fin.



Ajustements de données 69Remarquons que l'algorithme ADD-SUB-TRI n'est pas déterministe ; en e�et, à 
haqueétape, le 
hoix d'une 2-paire 
andidate n'est pas unique, puisqu'il dépend de l'ordre danslequel on a pla
é dans la �le les paires, a priori équivalentes, fournies par le seuil 
onsidéré.Cependant, en vertu du pro
édé algorithmique 3.1.11, l'algorithme 
al
ule dans tous les
as une matri
e de dissimilarité telle que 
haque graphe de la famille asso
iée 
onstitueune sous-triangulation maximale du graphe 
orrespondant dans la matri
e de dissimilaritéinitiale.Complexité de l'algorithme :A�n d'obtenir une meilleure 
omplexité, la �le 
ontenant les arêtes 
andidates peutêtre asso
iée à une stru
ture de données gérant les 2-paires. Dans [SS95℄, Spinrad etSritharan ont proposé un algorithme d'ajout itératif de 2-paires à un graphe ; ils utilisentune stru
ture de données qui maintient la "stru
ture des 2-paires" du graphe, 
e qui 
oûteO(n2) de mise à jour à 
haque ajout d'arête. Comme il y a O(n2) arêtes à gérer, en sebasant sur 
ette stru
ture, la 
omplexité globale de notre algorithme est O(n4).Remarquons que [SS95℄ traite le problème du maintien d'une stru
ture des 2-paires dansun graphe quel
onque, alors que nous travaillons seulement sur des graphes triangulés.Dans un graphe triangulé, il est fa
ile de montrer que fa; bg est une 2-paire si et seulementsi a et b sont des points de 
on�uen
e pour deux 
omposantes pleines di�érentes dé�niespar un séparateur minimal du graphe (un point de 
on�uen
e d'une 
omposante 
onnexe Cest dé�nie dans [BBH00℄ 
omme un sommet x 2 C tel que N(C) � N(x)). Par 
onséquent,l'ensemble des 2-paires d'un graphe triangulé peut être maintenu plus fa
ilement que dansun graphe quel
onque ; il est raisonnable de penser que l'ensemble des 2-paires d'un graphetriangulé peut être mis à jour en O(m) (où m est le nombre d'arêtes du graphe) ; 
e
in'améliore 
ependant pas notre 
omplexité globale dans le pire 
as, puisque m atteintO(n2). Notons aussi que dans les graphes triangulés il peut y avoir des 2-paires qui nesont pas perturbées par un ajout d'arête, 
e qui fait qu'il n'est pas for
ément né
essairede mettre à jour la stru
ture des 2-paires à 
haque étape.
e

da

b c

e

da

b c

e

da

b c

G0 G1 G2
e

da

b c

e

da

b c

e

da

b c

G3 G4 G5Fig. 3.4 � La famille de graphes initiale de l'exemple 3.1.12.Exemple 3.1.12Exé
utons ADD-SUB-TRI sur la matri
e ordinale d'une dissimilarité non triangulée sur 
inqobjets fa; b; 
; d; eg dont la famille de six graphes asso
iée est donnée dans la �gure 3.4.
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ette famille, G2 et G3 ne sont pas triangulés.Initialisation : au seuil 0, la �le est vide, H0 est un stable.Etape 1 : Au seuil 1, les paires 
andidates fa; bg, fa; dg, f
; eg et fd; eg sont pla
éesdans la �le. fa; bg est une 2-paire du graphe H0 et sort de la �le pour être ajoutée augraphe ; fa; dg est une 2-paire de H0+fabg et sort de la �le pour être ajoutée au graphe ;on 
ontinue de même ave
 f
; eg et fd; eg. On obtient H1 = G1. La �le est à nouveauvide.Etape 2 : Au seuil 2, la paire 
andidate fb; 
g est pla
ée dans la �le. Ce n'est pas une2-paire de H1. Il n'y a pas d'autre arête 
andidate à 
e seuil. H2 = H1.Etape 3 : La paire f
; dg est pla
ée dans la �le. En début de �le, fb; 
g n'est pas une2-paire de H2, au 
ontraire de son su

esseur f
; dg qui sort de la �le. On obtient H3 =H2+f
dg. fb; 
g n'est pas non plus une 2-paire de H3, elle reste don
 dans la �le.Etape 4 : La paire fb; dg est pla
ée dans la �le. fb; 
g n'est pas une 2-paire de H3, au
ontraire de son nouveau su

esseur fb; dg qui sort de la �le. On obtient H4 = H3+fbdg.fb; 
g devient en�n une 2-paire de H4, on obtient H4 = H3+fbd; b
g. La �le est vide.Etape 5 : En�n, au seuil 5, les paires 
andidates fb; eg et fa; eg sont pla
ées dans la �le.Elles en ressortent su

essivement pour former la 
lique H5 = G5.Il n'y a plus d'arête 
andidate, l'algorithme prend �n.L'algorithme a don
 dépla
é une arête, b
 du seuil 1 au seuil 4. La nouvelle famille degraphes est donnée dans la �gure 3.5. Notons qu'on retrouve les graphes de l'exemple3.1.9.�
e

da

b c

e

da

b c

e

da

b c

H0 H1 H2
e

da

b c

e

da

b c

e

da

b c

H3 H4 H5Fig. 3.5 � La famille de graphes obtenue dans l'exemple 3.1.12 par une exé
ution del'algorithme ADD-SUB-TREE sur la famille de graphes de la �gure 3.4.
Nous avons testé l'algorithme ADD-SUB-TRI sur quelques é
hantilons. Les résultats ob-tenus, dé
rits dans [BSS02e℄, nous ont amenés à 
ompléter notre investigation par uneappro
he qui est dé
rite dans la se
tion suivante.



Ajustements de données 713.2 Etude 
ombinatoire des 
on�gurations 
ompatiblesave
 une distan
e additive3.2.1 Con�gurations des familles de graphes instan
iant une ma-tri
e ordinale additiveEn examinant des données réelles et des données "additives" simulées, nous avons re-marqué que 
ertaines su

essions de graphes apparaissent beau
oup plus fréquemmentque d'autres.Nous avons don
 mené une étude 
ombinatoire pour pré
iser dans quelles 
onditionsune matri
e ordinale peut 
orrespondre à une matri
e additive, 
e qui nous a permis dedégager des paramètres qui régissent le 
omportement des graphes dé�nis à partir d'unedistan
e arborée. Cette étude est à rappro
her de l'énumération réalisée dans [Gue98℄.Nous examinons i
i les di�érentes suites G0; :::; Gk de graphes emboîtés asso
iés à unematri
e ordinale. Compte tenu de 
e qui a été dit dans le 
hapitre pré
édent, nous nous
on
entrons sur l'étude des 
on�gurations de graphes à 4 sommets asso
iées à une dis-tan
e additive. Une étude 
ombinatoire 
omplète présenterait un nombre de 
as tropimportant pour qu'on puisse en tirer fa
ilement des 
on
lusions. Nous 
ommençons don
par examiner dans quelles 
onditions nous pouvons éliminer 
ertaines 
on�gurations enétudiant les propriétés liées à l'isomorphisme.Dé�nition 3.2.1 Configuration, transition.Une famille de graphes emboîtés sera appelée 
on�guration quand elle 
orrespondra àune matri
e ordinale additive. La su

ession de deux graphes dans une 
on�guration seraappelée transition.Une 
on�guration étant dé�nie pour une famille de graphes, elle sera dé�nie pour unensemble de matri
es ordinales qui sont asso
iées à 
ette même famille. Il faudra don
examiner 
es 
on�gurations à une permutation des sommets près, 
e qui nous amène àdé�nir la notion d'isomorphisme de famille.Dé�nition 3.2.2 Familles de graphes isomorphes.Soit F = G0; :::Gk et F 0 = G00; :::; G0k deux familles de graphes emboîtés sur les ensemblesde sommets respe
tifs V = fx1; :::; xng et V 0 = fx01; :::; x0ng. On dira que F et F 0 sontdes familles isomorphes quand il existe un isomorphisme de graphes  
ommun à tous lesgraphes : 8i 2 [0::k℄,  (Gi) =  (G0i).Cette dé�nition s'appuie sur la notion d'isomorphisme de graphes que nous rappelons :Dé�nition 3.2.3 Graphes isomorphes.Soient G = (V;E) et G0 = (V 0; E 0) deux graphes. G et G0 sont dits isomorphes quand ilexiste une bije
tion ' de V vers V 0 qui véri�e 8x; y 2 V , xy 2 E () '(x)'(y) 2 E 0.



72 Partie I - Chapitre 3Les graphes G et G0 ont par 
onséquent le même nombre de sommets et le même nombred'arêtes. Deux 
on�gurations isomorphes ont le même nombre de graphes emboîtés.Quand deux familles sont isomorphes, les graphes 
orrespondants sont deux à deuxisomorphes, mais on n'a pas la ré
iproque : les graphes 
orrespondants peuvent être deuxà deux isomorphes sans qu'il puisse exister un isomorphisme 
ommun qui permette derelier les familles (nous dirons alors que les deux familles sont "pseudo-isomorphes").C'est 
e qu'illustre l'exemple 3.2.4.Exemple 3.2.4La �gure 3.6 présente quatre familles de graphes.� La famille H est isomorphe à la famille G . La permutation ' : fb $ dg est unisomorphisme de graphes 
ommun à tous les graphes : '(G1) = H1, '(G2) = H2), et
.� La familleH 0 n'est pas isomorphe à la famille G . Il existe deux isomorphismes (l'identitéet la permutation fa $ 
g) qui relient G1 à H 01, mais au
un de 
es deux isomorphismesne permet de relier G3 à H 03. G3 est 
ependant isomorphe à H 03 (permutation 
ir
ulairefa $ d; d $ 
; 
 $ b; b $ ag) ; de même, G2 et H 02 sont isomorphes (permutationfa $ 
g) ainsi que G4 et H 04 (permutation fa $ bg). Ces deux familles sont "pseudo-isomorphes".� Le graphe H 002 de la famille H 00 n'est pas isomorphe au graphe G2, par 
onséquent lesdeux familles ne sont pas isomorphes ni même "pseudo-isomorphes".� Nous allons maintenant dé�nir l'ensemble des 
on�gurations possibles en utilisant
omme représentation intermédiaire un ordre partiel sur les graphes à n sommets in
lusdans une 
liqueKn. Cet ensemble forme un treillis des parties en 
onsidérant l'in
lusion desgraphes au sens des arêtes. Si nous ne retenons parmi 
es graphes à n sommets qu'un seulreprésentant par ensemble de graphes isomorphes, nous obtenons un sous-ordre que nousnoterons PG(n), qui est don
 l'ordre quotient du treillis par la relation d'isomorphisme.La �gure 3.7 montre le treillis des parties du graphe K3 et l'ordre PG(n) asso
ié.Théorème 3.2.5 Ordre PG(n).Pour toute valeur de n, l'ensemble PG(n) des graphes à n sommets, dé�nis à un isomor-phisme près et ordonnés par in
lusion d'arêtes, est un ordre gradué et ipsodual.Preuve : Soit PG(n) l'ensemble à un isomorphisme près des graphes sur un ensemble Vde n sommets.� Par in
lusion des graphes au sens des arêtes, PG(n) est un ordre ; par 
ontra
tion desommets isomorphes, 
'est un sous-ordre du treillis des graphes in
lus dans Kn.� Soit 
 la fon
tion de V vers IlN qui à tout graphe de PG(n) asso
ie son nombred'arêtes. Il est évident que si G est inférieur à G0 dans PG(n) alors 
(G) < 
(G0) ;de plus si G0 
ouvre G alors 
(G0) = 
(G)+1. 
 
onstitue don
 une graduation dePG(n).� Tout graphe G = (V;E) de PG(n) a un 
omplémentaire qui est �G = (V; V 2�E) etqui ne lui est pas 
omparable. De plus, si G1 = (V;E1) est inférieur à G2 = (V;E2)alors E1 � E2, V 2�E1 � V 2�E2 et don
 �G2 est inférieur à �G1 dans PG(n) et don
supérieur dans son dual. Par 
onséquent PG(n) est ipsodual.
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a

b

a

b

a

b

a

b

d

c

d

c

GG G G4321

d

c

d

c

FamilleH :
a

b

a

b

a

b

a

b

d

c

d

c

HH H H4321

d

c

d

c

FamilleH 0 :
a

b

a

b

a

b

a

b

d

c

d

c

HH H 4321

d

c

d

c

H/ / / /FamilleH 00 :
// //////

a

b

a

b

a

b

a

b

d

c

d

c

HH H H4321

d

c

d

c

Fig. 3.6 � Les familles de graphes de l'exemple 3.2.4.�Propriété 3.2.6Pour p < q, PG(p) est un sous-ordre de PG(q)Preuve : En voi
i une preuve 
onstru
tive : ajouter à 
haque graphe de PG(p) q�psommets isolés. Les di�érents graphes obtenus ont q sommets et ne sont pas deux à deuxisomorphes, 
e sont don
 des éléments distin
ts de PG(q).�Propriété 3.2.7Pour n � 4, PG(n) est un treillis.
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K 0

K 3

P33P 3P

P2 P2P2

K

P2

P3

K 3

0Fig. 3.7 � Le treillis des parties du graphe K3 et l'ordre PG(n) asso
ié.

P3

K4

2K2

P4 K1,3 K3

4C 3−Pan

Diam

K

K0

2

Fig. 3.8 � Le treillis PG(4).



Ajustements de données 75Pour n > 4 PG(n) n'est pas un treillis.Preuve :� PG(2) est 
omposé de deux éléments : le stable à deux sommets et K2.� PG(3) est une 
haîne, 
omme le montre la �gure 3.7.� Le treillis PG(4) est présenté dans la �gure 3.8.� PG(5) n'est pas un treillis, 
omme le montre la �gure 3.9 : K2 et P3 n'ont pas deborne supérieure 
ar Maj(K2,P3) a deux éléments minimaux K2P3 et P4 et don
 pas deminimum.� La propriété 3.2.6, permet d'a�rmer que le 
ontre-exemple de K2 et P3 se retrouve danstous les ordres de taille supérieure : PG(n), n > 5.�
K2P3 P4

K2
P3Fig. 3.9 � Une partie de l'ordre PG(5).L'ipsodualité peut s'avérer très intéressante 
ar un treillis ipsodual est le treillis deGalois d'une relation symétrique qui est don
 représentable par un graphe. Le travail deBerry et Bordat ([BB99℄) a montré que, dans le 
as des treillis ortho
omplémentés (quisont des treillis ipsoduaux parti
uliers) on pouvait attribuer une sémantique forte auxgraphes 
onstruits sur le 
omplémentaire d'une relation. En 
onséquen
e nous étudions legraphe G 
omplémentaire de la relation R réduite asso
iée à PG(4).Le pro
édé de 
onstru
tion de 
e graphe est le suivant :1. Le treillis PG(4) a pour sup-irrédu
tibles K2, 2K2, P3, K1;3, K3 et C4 et pour inf-irrédu
tibles Diam, C4, 3-Pan, K3, K1;3 et 2K2.2. On 
onstruit la relation R entre l'ensemble des sup-irrédu
tibles et l'ensemble desinf-irrédu
tibles telle que (x; y) 2 R quand le sup-irrédu
tible x est au-dessous del'inf-irrédu
tible y dans le treillis PG(4). La table de 
ette relation est la suivante :K2 2K2 P3 K1;3 K3 C4Diam � � � � � �C4 � � �3-Pan � � � � �K3 � �K1;3 � �2K2 �La table de 
ette relation est symétrique 
ar le treillis est ipsodual ;les inf�irrédu
tibles Diam, C4, 3-Pan, K3, K1;3 et 2K2 ont pour 
omplémentairesrespe
tifs les sup-irrédu
tibles K2, 2K2, P3, K1;3, K3 et C4.
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onstruit le graphe G en prenant le 
omplémentaire de la relation et en rempla-çant les inf-irrédu
tibles par leurs 
omplémentaires respe
tifs. La matri
e d'in
iden
ede G est la suivante : K2 2K2 P3 K1;3 K3 C4K2 0 0 0 0 0 02K2 0 0 0 1 1 1P3 0 0 0 0 0 1K1;3 0 1 0 1 1 1K3 0 1 0 1 1 1C4 0 1 1 1 1 1Le graphe G est présenté dans la �gure 3.10.
C4

2K

3P

K 1,322K

3KFig. 3.10 � Le graphe G asso
ié au treillis ipsodual PG(4).Les sommets Diam et 3 � Pan sont représentés dans G par leurs 
omplémentaires res-pe
tifs K2 et P3. Les bou
les apparaissent pour des sommets qui, dans PG(4), étaient deséléments à la fois sup-irrédu
tibles et inf-irrédu
tibles. P4 n'apparaît pas dans G, il n'étaitpas un élément irrédu
tible de PG(4), ni le 
omplémentaire d'un irrédu
tible.Dans le graphe de la �gure 3.10, on peut remarquer que K1;3 et K3 forment un moplex :les deux sommets 
orrespondants partagent le même voisinage et jouent don
 exa
tementle même r�le. Cela peut se véri�er sur le treillis PG(4) (voir �gure 3.8) où K1;3 et K3ont la même 
ouverture et 
ouvrent le même graphe. On peut don
 prévoir que, dans le
omportement des 
on�gurations, K1;3 et K3 joueront le même r�le.3.2.2 Règles extraites de l'étude des 
on�gurations à 4 sommetsAu vu des résultats qui pré
èdent, pour établir des statistiques sur la fréquen
e d'ungraphe triangulé donné dans une 
on�guration ou sur la fréquen
e d'une transition entredeux graphes triangulés, il est su�sant de 
onsidérer les familles de graphes à un isomor-phisme de famille près. De plus, notre analyse montre que, pour notre propos, il n'y a pasde di�éren
es signi�
atives à 
onsidérer les familles à un isomorphisme de famille près ouà un isomorphisme de graphe près.Nous nous sommes plus parti
ulièrement intéressés aux 
on�gurations à quatre som-mets, en 
ohéren
e ave
 la 
ondition des quatre points. Nous avons vu, en e�et, au 
hapitrepré
édent que toute matri
e ordinale était instan
iable en distan
e, il ne manque alorsque la 
ondition des quatre points pour obtenir une distan
e additive d'arbre.Nous reprendrons les notations de [Gue98℄ : 
haque 
on�guration à quatre sommets



Ajustements de données 77peut être dé�nie par une suite (s1, s2, s3, s4, s5, s6) de six seuils qui 
orrespondent auxsix valeurs ab, 
d, a
, bd, ad et b
 d'une distan
e sur quatre objets fa; b; 
; dg.Nous présentons dans la �gure 3.12 les 
on�gurations à 4 sommets fa; b; 
; dg établiesà un isomorphisme de graphes près. Nous avons synthétisé les résultats dans un tableau,présenté dans la �gure 3.11. Ce tableau indique, pour 
haque 
ouple de graphes à 4sommets, le nombre de transitions dans lesquelles 
es graphes se su

èdent dire
tement.La dernière ligne donne le nombre total d'o

urren
es de 
haque graphe. La présen
e d'untiret dans une 
ase indique un 
as impossible.K2 P3 2K2 K4 K1;3 K3 3-Pan Diam K4K0 29 14 5 2 1 1 1 0 0K2 - 8 3 2 4 4 2 1 1P3 - - - 4 6 6 5 2 02K2 - - - 4 - - 2 0 2P4 - - - - - - 6 6 0K1;3 - - - - - - 7 3 1K3 - - - - - - 7 3 13-Pan - - - - - - - 15 13Diam - - - - - - - - 31Total 29 22 8 12 11 11 30 30 45Fig. 3.11 � Nombre de transitions et nombre d'apparitions de 
haque graphe, à partir del'inventaire des 
on�gurations de la �gure 3.12.De 
e tableau nous pouvons inférer plusieurs règles et statistiques :Lemme 3.2.8 "Règles".1. Au
une 
on�guration ne 
ontient de C4 (
e n'est pas un graphe triangulé) ;2. Pour 
haque 
on�guration ayant K1;3 à une position i, il existe une 
on�gurationoù K1;3 est rempla
é par K3, et ré
iproquement ;3. 2K2 n'est jamais suivi par Diam ;4. Au
une 
on�guration ne 
ommen
e par Diam ni par K4 ;5. Ni P3 ni P4 ne peuvent être dire
tement suivis de K4 dans une 
on�guration.Si la règle 1 n'est pas surprenante, puisque nous avons établi au 
hapitre pré
édent quetous les graphes 
orrespondant à une matri
e additive sont triangulés, les autres règlessont loin d'être évidentes et pourraient être exploitées ave
 pro�t.Nous pouvons aussi remarquer que, 
onformément à 
e qui avait été prédit au vu de la�gure 3.10, K3 et K1;3 ont bien un 
omportement identique, 
e qui donne à penser quel'examen plus poussé de 
e graphe pourrait aboutir à des résultats intéressants.Lemme 3.2.9 "Statistiques".1. K4 suit habituellement soit Diam (69% des 
as) soit 3-Pan (29% des 
as), soit untotal de 98% ;
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2 transitions :(1,1,1,2,1,2)(1,1,2,2,2,2)(1,2,2,2,2,2) 3 transitions :(1,1,2,2,1,3)(1,2,1,3,1,3)(1,2,1,3,3,1)(1,2,2,2,1,3)(1,1,2,3,2,3)(2,2,1,3,1,3)(1,3,2,2,2,2)(1,2,3,2,2,3)(1,3,2,3,2,3)(1,3,3,2,2,3)(1,2,3,3,3,3) 4 transitions :(1,1,3,2,1,4)(1,2,3,2,1,4)(1,1,3,3,2,4)(1,2,3,3,1,4)(2,3,1,4,1,4)(2,3,1,4,4,1)(2,2,2,3,1,4)(2,2,3,3,1,4)(1,3,2,4,2,4)(1,3,4,2,2,4)

(1,3,3,3,2,4)(1,2,4,3,3,4)(1,4,3,3,2,4)(1,3,2,3,1,4)(1,3,3,2,1,4)(1,4,2,3,2,3)(1,4,3,2,2,3) 5 transitions :(1,1,4,3,2,5)(1,2,3,4,1,5)(1,3,2,4,1,5)(1,3,4,2,1,5)(1,2,4,3,2,5)(2,3,2,4,1,5)(2,3,2,4,5,1)(1,3,5,2,3,4)(1,2,4,4,3,5)(1,3,4,4,2,5)(1,4,3,4,2,5)(1,4,4,3,2,5)(1,5,3,4,2,5)(1,5,3,4,5,2) 6 transitions :(1,2,5,4,3,6)(1,3,5,4,2,6)(1,4,3,5,2,6)(1,4,3,5,6,2)

1

Fig. 3.12 � Inventaire des 
on�gurations à 4 sommets 
lassées selon le nombre de transi-tions (le stable initial et la 
lique �nale n'ont pas été représentés).



Ajustements de données 792. 2K2 est le moins fréquent des graphes triangulés ;3. 2K2 est plus souvent suivi de P4 (50%) que des deux autres graphes possibles : 3-Panet K4 (25% 
ha
un).Les résultats 
i-dessus permettent d'apporter des idées de stratégies nouvelles pourtrianguler tout en se rappro
hant mieux d'une matri
e additive.Un des résultats les plus surprenants de l'analyse statistique est la très faible proportionde 2K2 : 4%.Ce résultat est intéressant 
ar le 
omplémentaire d'un graphe triangulé sans 2K2 est lui-même triangulé. Les graphes triangulés et 
o-triangulés sont appelés graphes split (splitgraphs) et forment une 
lasse bien étudiée ayant des propriétés stru
turelles fortes.De plus, en testant de nombreuses distan
es additives, nous avons vu que la plupartdes 2K2 présents étaient dus au fait que les graphes n'étaient pas 
onnexes : 
haque foisqu'au moins deux 
omposantes 
onnexes 
omportent plusieurs arêtes 
ela fait apparaîtreun 2K2 dans le graphe global. Pour a�ner notre appro
he nous sommes don
 ramenés àl'étude de 
haque 
omposante 
onnexe séparément. Ce
i débou
he sur la notion de graphelo
alement split.Dé�nition 3.2.10 Graphe lo
alement split.Un graphe triangulé sera dit lo
alement split (lo
ally split graph) quand 
ha
une de ses
omposantes 
onnexes est un graphe split.Nous pouvons améliorer l'algorithme ADD-SUB-TRI en maintenant un graphe lo
alementsplit ou presque lo
alement split.3.3 Perspe
tivesLa matri
e d'une distan
e triangulée peut être dé
omposée en utilisant le pro
édé dedé
omposition d'un graphe par séparateurs minimaux 
omplets. Cette dé
omposition in-duit une dé
omposition de la phylogénie asso
iée. La dé
omposition peut être réaliséemême ave
 un séparateur minimal non 
omplet et sur un graphe qui n'est pas triangulé.On peut illustrer 
e pro
édé ave
 des données issues de [GG00℄ qui utilise une phylogénieinférée à partir d'une dissimilarité non triangulée. La �gure 3.13 montre la phylogénieinférée et le graphe G35 
orrespondant au seuil no35 de la dissimilarité. G35 n'est pastriangulé : il possède un 
y
le abfg sans 
orde. On voit que la struture de G35 re�ète
elle de la phylogénie : à la partition des sommets de G35 en fa; b; 
; d; e; f; g; n; og etfh; i; j; k; l;mg) 
orrespond une partition de la phylogénie en deux sous-arbres.En 
hoisissant le séparateur minimal non 
omplet fa; d; e; f; og du graphe G35, onpeut dé
omposer 
e graphe en deux sous-graphes G0 = G35(fb; 
; d; e; f; n; og) et G00 =G35(fa; g; h; i; j; k; l;mg) (�gure 3.14), les éléments du séparateur minimal fa; d; e; f; ogétant répartis entre 
es deux graphes. On retrouve 
ette dé
omposition au niveau de laphylogénie inférée (�gure 3.15).
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Con
lusion de la première partie
Nous avons, à partir d'un problème issu de l'univers biologique, mis en pla
e une pro-blématique de graphes nouvelle et nous avons dé�ni le 
on
ept de sous-triangulation ma-ximale.L'étude des 
on�gurations de graphes ouvre des voies nouvelles, tant du point de vuethéorique ave
, par exemple, l'étude des graphes dé�nis par les ordres ipsoduaux, que dupoint de vue expérimental ave
 l'exploitation des règles et statistiques établies au 
hapitre3. Bien que 
e travail soit loin d'être terminé, les résultats sont prometteurs. Un projetfran
o-israélien est en 
ours de mise en pla
e ave
 le professeur Golumbi
, dans le but depoursuivre à la fois l'exploration théorique et l'investigation expérimentale des résultatsdé
rits dans 
ette première partie.
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Introdu
tion de la deuxième partie
Explorer rapidement une base de données, y dé
ouvrir des motifs, tels sont les enjeux dela s
ien
e émergente appelée "Data Mining", "fouille de données", ou en
ore "extra
tionde données".Une des appro
hes est d'explorer toutes les 
ombinaisons possibles o�ertes par 
ette basede données, a�n d'examiner quelles seraient les plus prometteuses ; 
ela s'avère extrême-ment di�
ile, bien évidemment, en raison du nombre exponentiel de 
es 
ombinaisons.Pourtant, 
ette méthode est en
ore utilisée dans bien des appli
ations.Une appro
he beau
oup plus e�
a
e 
onsiste à fa
toriser 
ertains attributs ou propriétésde façon, d'une part, à diminuer le nombre de 
ombinaisons pertinentes et, d'autre part,à stru
turer les données de façon à extraire un aspe
t sémantique.Une stru
ture très prometteuse et très étudiée 
es dernières années est 
elle du treillisde Galois, ou treillis des 
on
epts. Elle reste, 
ertes, de taille exponentielle dans le 
asgénéral, mais elle est nettement plus petite et surtout plus sémantique que le simple treillisdes parties.Nous nous sommes atta
hés à l'étude de 
ette stru
ture. Nous avons dé
ouvert que 
estreillis se dé
rivaient bien par un graphe, pour ensuite mettre en éviden
e une notionnouvelle d'ordre sur les sommets de 
e graphe, asso
ié à la notion 
lassique de dominationdans un graphe. Cet ordre semble dé
rire de façon à la fois très e�
a
e et très �dèle lespro
essus mis en jeu dans les algorithmes de gestion d'un treillis des 
on
epts.
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Chapitre 4
Codage d'un treillis par un graphe
De par sa taille, un treillis des 
on
epts s'avère souvent di�
ile à gérer. Il est don
tentant de lui trouver une représentation de faible taille, fa
ile à manipuler, qui 
onstitueun 
odage du treillis, dans le sens où elle permet d'e�e
tuer dire
tement des opérations
omme le 
al
ul des bornes supérieures et inférieures de plusieurs éléments, la véri�
ationqu'un re
tangle est un 
on
ept, le 
al
ul de la fermeture d'une partie, et ainsi de suite. Ilexiste plusieurs 
odages d'un treillis ; en parti
ulier la relation binaire réduite en est un,ainsi que le graphe biparti orienté 
onstruit sur la relation, utilisé par [Bor92℄ et [MN93℄.Notre appro
he est di�érente, puisque nous travaillons sur des graphes non-orientés. Elles'inspire des résultats sur le treillis de séparabilité ([Ber95℄, [BB99℄), où il est démontré quesi l'on travaille sur une relation symétrique (qui représente don
 un graphe), les re
tanglesmaximaux du 
omplémentaire de la relation dé�nissent des séparateurs du graphe asso
ié.Nous allons ainsi dé�nir i
i un graphe, 
onstruit sur le 
omplémentaire de la relation, quinous permettra de la même façon de travailler ave
 des séparateurs, pour lesquels ondispose d'une "boîte à outils" bien fournie.Dans 
e 
hapitre, nous introduisons les outils théoriques de base qui 
onstituent l'ori-ginalité de notre appro
he.Dans une première se
tion, nous dé�nissons un graphe GR 
onstruit à partir d'unerelation binaire R quel
onque, nous étudions ses propriétés, et en parti
ulier montronsl'équivalen
e entre un séparateur minimal de 
e graphe et un 
on
ept du treillis L(R)
onstruit sur R.Dans une deuxième se
tion, nous étudions l'e�et de la saturation d'un séparateur mi-nimal sur le treillis résultant, en établissant le lien entre séparateurs non 
roisants et
on
epts 
omparables ; nous verrons que 
ela nous permet notamment de 
al
uler dessous-treillis de L(R).La troisième se
tion applique au treillis les dé
ompositions d'un graphe par séparateursminimaux, qui nous permettront au 
hapitre 6 de travailler ré
ursivement sur des sous-relations.Pour terminer, nous tirons des résultats présentés des éléments nouveaux permettant87



88 Partie II - Chapitre 4de dis
uter de la taille � exponentielle ou polynomiale � du treillis par rapport à 
elle dela relation.
Pour 
e 
hapitre, deux papiers ont été é
rits en 
ollaboration ave
 Anne Berry :� Les résultats sur le 
odage d'un treillis par un graphe ont été présentés et publiésdans le workshop "Dis
rete Mathemati
s and Data Mining" organisé par Peter Ham-mer dans le 
adre de la deuxième 
onféren
e internationale de SIAM sur le DataMining ([BS02a℄), et un arti
le a été soumis pour le numéro spé
ial de Dis
reteApplied Mathemati
s 
orrespondant.� Les résultats sur la polynomialité d'un treillis ont été présentés et publiés dans leworkshop "Formal Con
ept Analysis for Knowledge Dis
overy in Data Bases", orga-nisé par Mi
hel Liquière dans la 
onféren
e européenne sur l'intelligen
e arti�
ielleECAI'02 ([BS02b℄), et sont en 
ours d'implémentation pour présentation en versionétendue.4.1 Un nouveau 
odage du treillis des 
on
epts4.1.1 Graphe 
o-biparti asso
ié à une relationNous présentons tout d'abord le graphe 
o-biparti que nous 
onstruisons à partir de larelation et nous montrons quelques propriétés des 
o-bipartis qui nous seront utiles parla suite.Dé�nition du graphe sous-ja
entDé�nition 4.1.1 Graphe sous-ja
ent à un 
ontexte.Soit C = (P;O;R) un 
ontexte. Nous dé�nissons le graphe sous-ja
ent à C (underlyinggraph), noté GR, de la façon suivante :� L'ensemble des sommets de GR est V =P [ O ;� P et O sont des 
liques ;� Pour un sommet x de P et un sommet y de O, il y a une arête xy dans G si etseulement si (x; y) n'appartient pas à R.Nous noterons n = jV j = jPj+jOj.Remarquons que, dans GR, 
omme P et O sont des 
liques, seules les arêtes entre unsommet de P et un sommet de O sont pertinentes. Les par
ours de graphe n'utiliserontque 
es arêtes, que nous quali�erons d'externes ; par 
onséquent, le nombre m d'arêtesde GR fera par la suite référen
e à j �Rj.Nous utiliserons les notations suivantes :



Codage d'un treillis par un graphe 89� Pour une propriété x 2P, N+(x) = N(x) \ O, 
'est-à-dire N+(x) = fy 2 Ojxy 2GRg = fy 2 Oj(x; y) 62 Rg ;� Pour un objet y 2 O, N+(y) = N(y) \P, 
'est-à-dire N+(y) = fx 2 Pjxy 2GRg = fx 2Pj(x; y) 62 Rg.D'autre part, il su�t que R ne soit pas trivialement un re
tangle de uns pour que GRsoit 
onnexe ; de façon similaire, il su�t que R ne soit pas trivialement un re
tangle dezéros pour que GR ne soit pas une 
lique. Nous pouvons éliminer 
es deux 
as parti
ulierspour la suite de 
e travail 
ar ils sont fa
iles à déte
ter et ne présentent pas d'intérêt autreque théorique.Par 
onstru
tion, le graphe sous-ja
ent à un 
ontexte appartient à la 
lasse des graphes
o-bipartis (voir dé�nition 1.3.11). Les graphes de 
ette 
lasse jouissent de propriétésremarquables, qui en font une 
lasse parti
ulièrement fa
ile à manipuler.
b

c

d

e

f

a

2

3

4
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6

1

Fig. 4.1 � Graphe GR de la relation R de l'exemple 4.1.2.Exemple 4.1.2Reprenons le 
ontexte (P;O;R) de l'exemple 1.2.51 (page 33, le treillis asso
ié est ànouveau représenté dans la �gure 4.2). La relation R était dé�nie par la table suivante :R a b 
 d e f1 x x x x2 x x x3 x x x4 x x5 x x6 xLe graphe sous-ja
ent à 
e 
ontexte est le graphe GR de la �gure 4.1.GR n'a ni sommet universel ni sommet simpli
ial. N+(a) = f1; 4; 5g et N+(1) = fa; fg.�Sous-graphes d'un 
o-bipartiPropriété 4.1.3 Hérédité.Tout sous-graphe d'un graphe 
o-biparti est 
o-biparti.
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abf x 3 abc x 2

a x 236 b x 123 c x 125 d x 145

bcde x 1

de x 14cd x 15bc x 12ab x 23

abcdef x

   x 123456φ

φ

Fig. 4.2 � Treillis des 
on
epts L(R) asso
ié à la relation de l'exemple 4.1.2Preuve : Soit G = (V;E) un graphe 
o-biparti dé�ni sur les 
liques X et Y , V = X+Y .Soit x un sommet de V et soit G(V�fxg) le sous-graphe obtenu en retirant x de G. Onpeut supposer, sans perte de généralité, que x appartient à X. Si X�fxg est vide alorsG(V�fxg) est une 
lique qui est un graphe 
o-biparti (puisqu'un stable est un graphebiparti). Sinon,G(V�fxg) est dé�ni sur les 
liquesX�fxg et Y ave
 les mêmes non-arêtesreliant des sommets de 
es deux ensembles que dans G ; son 
omplémentaire sera dé�nisur les stables X�fxg et Y ave
 un 
ertain nombre d'arêtes entre 
es deux ensembles, 
equi dé�nit bien un biparti.� Nous pourrons ainsi dé�nir des sous-graphes qui seront automatiquement des 
o-bipartiset 
orrespondront don
 à des sous-relations.Triangulations minimales d'un 
o-bipartiPropriété 4.1.4 Sans stable.Un graphe 
o-biparti n'a pas de stable de taille supérieure à deux.Preuve : Supposons qu'il existe un graphe 
o-biparti qui ait un stable de taille troisou plus. Alors la partition des sommets du 
o-biparti en deux 
liques oblige à mettre (aumoins) deux sommets du stable dans une même 
lique 
e qui est 
ontradi
toire.�Corollaire 4.1.5 Claw-free.Un graphe 
o-biparti est Claw-free (
'est-à-dire sans K1;3).



Codage d'un treillis par un graphe 91Preuve : Comme un K1;3 possède un stable de taille trois don
 de taille supérieure àdeux, il ne peut être 
o-biparti (propriété 4.1.4), et par 
ontraposition de la propriété4.1.3, tout graphe ayant un K1;3 pour sous graphe ne peut être 
o-biparti.�Corollaire 4.1.6 AT-free.Tout graphe 
o-biparti est AT-free (
'est-à-dire sans triplet astéroïdal).Preuve : Par la propriété 4.1.4, un 
o-biparti n'a pas de stable de taille supérieure àdeux, et ne peut don
 pas avoir de triplet astéroïdal qui est un stable parti
ulier.� Ces 
orollaires assurent un 
omportement remarquable pour la triangulation des graphes
o-bipartis :Cara
térisation 4.1.7 [Par96℄).Un graphe G est AT-free et Claw-free si et seulement si toute triangulation minimale deG est un graphe d'intervalles propres.Propriété 4.1.8 ([Mei00℄).Le 
al
ul d'une triangulation minimale d'un graphe Claw-free et AT-free peut être fait entemps linéaire.De 
e qui pré
ède, nous pouvons déduire que toute triangulation minimale d'un graphe
o-biparti est un graphe d'intervalles propres, qui peut se 
al
uler en temps linéaire.Rappelons que, pour un graphe quel
onque, le 
al
ul d'une triangulationminimale requiertun temps en O(nm).Ce résultat est important 
ar nous verrons par la suite que les séparateurs minimaux
omplets jouent un r�le important ; or, 
omme nous l'avons vu au Chapitre 1, la façon laplus simple de trouver l'ensemble de 
es séparateurs 
omplets est de 
al
uler d'abord unetriangulation minimale du graphe.Composantes 
onnexesUne autre propriété très importante, qui rend les 
o-bipartis parti
ulièrement fa
ilesà manipuler, est que 
haque séparateur minimal dé�nit exa
tement deux 
omposantes
onnexes.Propriété 4.1.9Soit G = (V;E) un graphe 
o-biparti 
onstruit sur les 
liques X et Y , V = X+Y . Toutséparateur minimal S de G induit exa
tement deux 
omposantes 
onnexes A et B, l'une
ontenant uniquement des sommets de X et l'autre uniquement des sommets de Y .



92 Partie II - Chapitre 4Preuve : Soit G = (V;E) un graphe 
o-biparti 
onstruit sur les 
liques X et Y , V =X+Y , et S un séparateur minimal de G.On sait, par la propriété 1.3.28, qu'un séparateur dé�nit au moins deux 
omposantes
onnexes A et B. Supposons que S dé�nisse au moins les trois 
omposantes A, B et C.Considérons trois sommets x 2 A, y 2 B et z 2 C. Ces trois sommets, puisqu'ils sontséparés par S, forment un stable de taille trois dans G, 
e qui 
ontredit la propriété 4.1.4.Par 
onséquent, S induit exa
tement deux 
omposantes.Comme A et B sont des 
omposantes 
onnexes induites par un séparateur minimal, ellesne sont pas vides. On peut supposer sans perte de généralité que A 
ontient au moins unsommet de X. Puisque Y est une 
lique et que A et B sont deux 
omposantes 
onnexesdistin
tes de G(V�S), B ne peut 
ontenir de sommet de X ; par 
onséquent B 
ontientseulement des sommets de Y . On montre suivant le même prin
ipe que A � X.� En 
onséquen
e de 
ette propriété, les deux 
omposantes 
onnexes sont des 
omposantespleines, 
e qui permet de les 
ara
tériser par leur voisinage.Cara
térisation 4.1.10Soit G = (V;E) un graphe 
o-biparti 
onstruit sur les 
liques X et Y , V = X+Y , et S unensemble de sommets de G. S est un séparateur minimal de G si et seulement si G(V�S)a exa
tement deux 
omposantes 
onnexes A et B telles que N(A) = N(B) = S.Preuve : La 
on
lusion est immédiate en appliquant la propriété 1.3.28 à un graphe
o-biparti, pour lequel la propriété 4.1.9 est vraie.�
4.1.2 Codage d'un treillis des 
on
eptsNous allons maintenant montrer que le graphe GR que nous avons introduit en débutde 
hapitre 
onstitue un 
odage intéressant de la relation.Equivalen
e entre 
on
ept d'un treillis et séparateur minimal du graphe sous-ja
entNous allons 
ommen
er par énon
er le théorème suivant, qui est fondamental pour lasuite de nos travaux :Théorème 4.1.11 Con
ept et séparateur minimal.Soient C = (P;O;R) un 
ontexte, GR = (V;E) le graphe 
o-biparti sous-ja
ent. A � Best un 
on
ept de C ave
 A 6= ;, B 6= ; et A[B 6= V , si et seulement si S = V�(A[B)est un séparateur minimal de GR.Preuve : Soit C = (P;O;R) un 
ontexte, GR = (V;E) le graphe 
o-biparti sous-ja
ent.



Codage d'un treillis par un graphe 93=)Soit A�B un 
on
ept de C ave
 A 6= ;, B 6= ; et A[B 6= V ; soit S = V�(A[B).S = V�(A[B) n'est pas vide. On peut a�rmer que pour tous a 2 A et b 2 B, S estun ab-séparateur minimal de GR. Tout d'abord, S est un ab-séparateur : s'il y avaitune arête ab dans GR alors par dé�nition (a; b) ne serait pas dans R et A�B ne seraitpas un 
on
ept. Nous allons ensuite prouver que S est minimal : supposons que 
e nesoit pas le 
as, par la propriété 1.3.28, on peut a�rmer sans perte de généralité qu'ilexiste un sommet x de S qui ne voit au
un sommet de B, 
e qui signi�e que 8y 2 B,(x; y) 2 R ; Ax� B serait alors un re
tangle de R 
e qui 
ontredit la minimalité dure
tangle A� B.(=Soit S un séparateur minimal de GR induisant les 
omposantes 
onnexes A et B. Entant que 
omposantes 
onnexes, A et B ne sont pas vides, en tant que séparateur,S = V�(A[B) n'est pas vide (R étant supposée non 
omplète), on a don
 A[B 6= V .Puisque 8x 2 A, 8y 2 B, xy 62 E et qu'ainsi (x; y) 2 R, on peut 
on
lure que A�Best un re
tangle de R. Supposons que A � B ne soit pas minimal, sans perte degénéralité, 9x 2 O�B, 8y 2 A, (y; x) 2 R. Ainsi x 2 S et, dans GR, s ne verraau
un sommet de A, don
, par la propriété 1.3.28, S n'est pas minimal, 
e qui est
ontradi
toire.�Remarque 4.1.12 Ave
 les 
ontraintes A 6= ;, B 6= ; et A [ B 6= V , non seulement onéva
ue le 
as des relations 
omplètes, mais aussi on é
arte les éléments ? = ; � O et> =P � ;, situations où au
un séparateur minimal ne peut être dé�ni.Dans le 
as d'une relation où un ensemble X de propriétés 
orrespondrait à des 
olonnesde uns, le 
on
ept ? = X � O serait aussi asso
ié à un séparateur minimal P�X dugraphe sous-ja
ent.Dans la 
as d'une relation où un ensemble X de propriétés 
orrespondrait à des 
olonnesde zéros, X serait, 
omme on le pré
isera dans la sous-se
tion suivante, présent dans tousles séparateurs minimaux du graphe sous-ja
ent.Les mêmes observations peuvent être faites sur les objets.Pour A�B 
on
ept d'une relationR ave
 S = V�(A[B), nous dirons que le séparateurminimal S représente le 
on
ept A� B.Nous pouvons maintenant reformuler la 
ara
térisation 4.1.10 sur les graphes 
o-bipartis
omme suit :Cara
térisation 4.1.13Soient C = (P;O;R) un 
ontexte, GR = (V;E) le graphe sous-ja
ent et A � B unre
tangle de R ave
 A 6= ;, B 6= ; et A [ B 6= V . A � B est un 
on
ept de C si etseulement si, dans GR, N(A) = N(B).De 
e
i, il résulte que la seule donnée de l'intension ou bien de l'extension d'un 
on
eptsu�t pour inférer fa
ilement les deux parties du 
on
ept.



94 Partie II - Chapitre 4Du théorème 4.1.11 nous pouvons déduire qu'un graphe 
o-biparti a un nombre deséparateurs minimaux potentiellement exponentiel, puisque un treillis des 
on
epts peutavoir un nombre exponentiel d'éléments. Rappelons que, pour une taille donnée de l'en-semble P, le plus gros treillis que l'on puisse obtenir est le treillis des parties P et quela relation asso
iée à 
e treillis a exa
tement un zéro dans 
haque ligne et un zéro dans
haque 
olonne (dans 
e 
as, on a bien sûr jPj = jOj). Le graphe 
o-biparti sous-ja
ent àune telle relation, ave
 un nombre maximal de séparateurs minimaux, est don
 le grapheoù jPj = jOj et 
haque sommet de P voit exa
tement un sommet de O.Exemple 4.1.14Dans la �gure 4.3, S = fa; d; e; f; 3; 4; 5; 6g est un séparateur minimal du graphe GR del'exemple 4.1.2. Il sépare C1 = fb; 
g de C2 = f1; 2g et b
� 12 est un 
on
ept de R et unélément de L(R) (voir exemple 4.1.2). Dans GR, N(fb; 
g) = N(f1; 2g) = S.�
c

3

2

4 5 6

feda

b 1

S

C1 C2Fig. 4.3 � Séparateur S et 
omposantes C1 et C2 de GR.
Borne supérieure ou inférieure d'un ensemble d'élémentsEtant donnés deux séparateurs minimaux de GR, on peut fa
ilement trouver la bornesupérieure et la borne inférieure des 
on
epts qu'ils représentent.Propriété 4.1.15Soient (P;O;R) un 
ontexte, GR = (V;E) le graphe sous-ja
ent et L(R) le treillis des
on
epts asso
ié. Soient S1 et S2 deux séparateurs minimaux de GR représentant respe
ti-vement les 
on
epts A1�B1 et A2�B2. Si on note Y = S1[S2, J = (V�Y )\O est l'exten-sion de Sup(A1�B1,A2�B2) etM = (V�Y )\P est l'intension de Inf(A1�B1,A2�B2).Comme S1 = V�(A1 [ B1) et S2 = V�(A2 [ B2), 
e qui pré
ède dé
oule dire
tementde la propriété suivante :Propriété 4.1.16 ([Bir67℄).Soient A1 � B1 et A2 � B2 deux éléments d'un treillis des 
on
epts. Alors B1 [ B2 estl'extension de Sup(A1 �B1,A2 �B2) et A1 [A2 est l'intension de Inf(A1 �B1,A2 �B2).



Codage d'un treillis par un graphe 954.1.3 Sommets universels et sommets simpli
iauxEtant donnée une relation, il se pose le problème de savoir si l'on travaille ou non sur unerelation réduite. En général, la rédu
tion d'une relation 
oûte O(nm) (m étant le nombrede 
roix dans la relation, et n le nombre de propriétés et d'objets) ; dans les algorithmesque nous présenterons aux 
hapitres 5 et 6, nous sommes en-dessous de 
e seuil pour
haque relation ou sous-relation traitée ; nous ne pourrons don
 pas nous permettre de
al
uler la relation réduite. Par 
ontre, nous pouvons réduire partiellement la relation, 
aril est possible de tester en temps linéaire les trois points suivants : existen
e de lignes oude 
olonnes identiques, présen
e de rangées de zéros, présen
e de rangées de uns.Nous dis
uterons don
 i
i de 
es rangées de zéros et de uns, que nous pouvons déte
-ter et éliminer. Nous allons voir que le retrait des sommets 
orrespondants préserve lastru
ture arti
ulatoire d'un graphe, 
'est-à-dire maintient l'ensemble des séparateursminimaux in
hangé ou produit une transformation uniforme des séparateurs minimaux.L'équivalen
e entre 
on
ept d'un treillis et séparateurs minimaux du graphe sous-ja
ent,que nous venons de montrer, permettra alors d'établir que le retrait des rangées de zéroset de uns dans une relation 
onserve le treillis des 
on
epts.Sommets universels d'un graphePropriété 4.1.17Dans un graphe 
onnexe, un sommet est universel si et seulement si il appartient à tousles séparateurs minimaux du graphe.Preuve :=)Soit G = (V;E) un graphe et x un sommet universel de G. Soit S un séparateurminimal quel
onque de G. Soient C1 et C2 deux 
omposantes 
onnexes induites parS. Par la 
ara
térisation 1.3.24, il n'y a au
une arête entre un sommet de C1 et unsommet de C2. Par 
onséquent x, qui est universel, ne peut appartenir ni à C1 ni àC2, ni plus généralement à au
une des 
omposantes 
onnexes induites par S ; don
 xappartient à S.(=Soit G = (V;E) un graphe 
onnexe et x un sommet qui n'est pas universel. Il existedon
 y2V non voisin de x. Puisque le graphe est 
onnexe, il existe un 
hemin entre x ety, don
 un xy-séparateur et don
 un xy-séparateur minimal S. Comme x n'appartientpas à S, il ne peut pas appartenir à tous les séparateurs minimaux de G.�Nous pouvons en déduire la propriété suivante.Propriété 4.1.18Soient G = (V;E) un graphe 
onnexe, U l'ensemble de ses sommets universels et S unsous-ensemble propre de V . S est un séparateur minimal de G(V�U) si et seulement siS [ U est un séparateur minimal de G.



96 Partie II - Chapitre 4Preuve : Cette propriété est une 
onséquen
e dire
te des trois lemmes suivants. Le pre-mier lemme garantit à la fois l'existen
e d'un s
héma d'élimination des sommets universelset l'existen
e d'un s
héma de re
omposition du graphe par réinsertion de 
es sommets uni-versels, s
hémas qui ont tout deux pour invariant le fait que le sommet retiré ou ajoutéreste universel dans le graphe intermédiaire 
onsidéré. Le se
ond lemme a�rme le maintiendes séparateurs minimaux par ajout d'un sommet universel. Le troisième lemme a�rmele maintien des séparateurs minimaux par retrait d'un sommet universel.�Lemme 4.1.19Soit G = (V;E) un graphe et U l'ensemble des sommets universels de G. Alors pour toutepartie T de U , les sommets de U�T sont universels dans G(V�T ).Preuve : Si un sommet u de U�T est relié à tous les sommets de G, il reste relié à tousles sommets de G(V�T ) après retrait des sommets de T et don
 universels dans G(V�T ).�Lemme 4.1.20Soit G un graphe et S un séparateur minimal de G. Le graphe obtenu en ajoutant unsommet universel u à G a notamment pour séparateur minimal S [ fug.Preuve : Soit G un graphe et S un séparateur minimal de G. Supposons qu'il existedeux sommets x et y tels que S soit un xy-séparateur minimal de G. Tout d'abord, S estun séparateur de G don
, par la 
ara
térisation 1.3.24, tout 
hemin reliant x et y passepar au moins un sommet de S. Après ajout de u, tout 
hemin reliant x et y passe toujourspar S [ fug puisque, pour 
e qui 
on
erne x et y, on a seulement ajouté le 
hemin xuy.Don
 S [ fug est un séparateur du graphe obtenu en ajoutant le sommet universel u augraphe G. Ensuite, par la même 
ara
térisation 1.3.24, S est minimal don
 tout sommetde S appartient à un 
hemin de G reliant x et y et ne passant par au
un autre sommet deS. L'ajout d'un sommet universel u ajoute un 
hemin xuy (qui ne passe don
 par au
unautre sommet de S[fug) et ne 
hange pas les autres 
hemins reliant x et y et passant parun unique autre sommet de S [ fug. Don
 S [ fug est un séparateur minimal du grapheobtenu en ajoutant le sommet universel u au graphe G.�Lemme 4.1.21Soit G un graphe, u un sommet universel et S un séparateur minimal de G. G(V�fug)a notamment pour séparateur minimal S�fug.Preuve : Soit G un graphe, u un sommet universel et S un séparateur minimal de G.D'après la propriété 4.1.17, u appartient à S. Son retrait de G laisse don
 in
hangées les
omposantes 
onnexes induites par S ; pareillement sont 
onservées les arêtes non in
i-dentes à u et don
 les 
hemins entre sommets de V�S ne passant pas par u. Ainsi la
ara
térisation 1.3.24 reste valide pour S�fug et don
 S�fug est un séparateur minimal



Codage d'un treillis par un graphe 97de G(V�fug). Comme u est universel, G est 
onnexe. Par 
ontre le retrait de u peutdé
onne
ter le graphe ; le raisonnement pré
édent s'applique à 
e 
as où ; devient sépa-rateur minimal de G(V�fug).� On peut don
 retirer tous les sommets universels d'un graphe en 
onservant sa stru
-ture arti
ulatoire. L'ensemble des sommets universels d'un graphe peut être déterminé entemps linéaire (O(m)), par un simple par
ours du graphe 
al
ulant les degrés des sommets.Rangées de zéros dans une relationThéorème 4.1.22Une relation binaire R admet une rangée de zéros x si et seulement si x est un sommetuniversel dans le graphe sous-ja
ent GR.Preuve : Soit (P;O;R) un 
ontexte.=) Soit x une propriété 
orrespondant à une 
olonne de zéros dans la table de R.Dans le graphe sous-ja
ent GR, x est don
 voisin de tous les objets. Puisque P estune 
lique, x est aussi voisin de toutes les propriétés. Par 
onséquent, x est universel.On 
onstruit dualement la preuve pour un objet i 
orrespondant à une ligne de zéros.(= Soit x un sommet universel de GR. Si x est une propriété, il est ainsi voisin detous les objets et 
onstitue une 
olonne de zéros dans la table de R. Dualement, unobjet universel dans GR 
orrespond à une ligne de zéros de R.� La propriété 4.1.17 permet ainsi de supprimer un sommet universel dans GR et don
sa rangée de zéros dans R sans modi�er la stru
ture arti
ulatoire de GR. Par 
onséquent,on peut retirer les sommets universels de GR sans altérer l'ensemble des 
on
epts de(P;O;R), puisque 
es sommets n'apparaissent dans au
un élément de L(R).Sommets simpli
iaux d'un grapheLes sommets simpli
iaux sont, en quelque sorte, les opposés des sommets universelspuisqu'ils respe
tent la propriété suivante, miroir de la propriété 4.1.17.Propriété 4.1.23Un sommet est simpli
ial si et seulement si il n'appartient à au
un séparateur minimaldu graphe.Preuve : Soit G = (V;E) un graphe.1. Soit x un sommet simpli
ial de G. N(x) est une 
lique, don
 on ne peut trouverdeux voisins de x qui ne soient pas reliés et, par le 
orollaire 1.3.26, x ne peut don
pas appartenir à un séparateur minimal.



98 Partie II - Chapitre 42. Soit x un sommet non simpli
ial de G. Son voisinage n'étant pas une 
lique, on peuty trouver deux sommets y et z non reliés. Puisque y et z ne sont pas voisins, le 
orol-laire 1.3.26 nous permet d'a�rmer qu'il existe un yz-séparateur minimal. Puisqu'ilexiste un 
hemin (y; :::; x; :::; z) qui relie y et x en passant par x, la 
ara
térisation1.3.24 nous permet d'a�rmer que x appartient à 
e séparateur minimal.� Ainsi, le retrait d'un sommet simpli
ial préserve l'ensemble des séparateurs minimauxd'un graphe.
Rangées de uns dans une relationThéorème 4.1.24Une relation binaire R sans rangée de zéros admet une rangée de uns x si et seulementsi x est un sommet simpli
ial dans le graphe sous-ja
ent GR.Preuve : Soit (P;O;R) un 
ontexte où R n'a pas de rangées de zéros.=) Soit x une propriété 
orrespondant à une 
olonne de uns dans la table de R. Dansle graphe sous-ja
ent GR, x n'est don
 voisin d'au
un objet. Puisque P est une
lique, le voisinage de x est une 
lique. Par 
onséquent, x est simpli
ial. On 
onstruitdualement la preuve pour un objet i 
orrespondant à une ligne de uns.(= Soit x 2P un sommet simpli
ial de GR. N(x) =P +N+(x) est don
 une 
lique.Supposons qu'il existe i 2 N+(x) ; puisque N(x) est une 
lique, on a N+(i) =P. Ce
iimplique que i est une rangée de zéros dans la table de R, 
e qui est 
ontradi
toire.Par 
onséquent N+(x) = ;. Dans GR, x n'est voisin d'au
un objet, il 
onstitue don
une rangée de uns dans la table de R. On 
onstruit dualement la preuve pour unobjet i simpli
ial.� La propriété 4.1.23 permet ainsi de supprimer un sommet simpli
ial dans GR et don
sa rangée de uns dans R sans modi�er la stru
ture arti
ulatoire de GR. Par 
onséquent,on peut retirer les sommets simpli
iaux de GR sans altérer l'ensemble des 
on
epts de(P;O;R), puisque 
es sommets apparaissent dans tous les éléments de L(R).En 
on
lusion, toutes les rangées de zéros et les rangées de uns peuvent être suppriméesde R en temps linéaire O(m) par un simple examen des degrés des sommets. Ces retraitsne perturbent pas la stru
ture arti
ulatoire de GR ; ils préservent ainsi le treillis des
on
epts L(R) : il su�ra de retirer les sommets simpli
iaux de l'étiquette des élémentsoù ils apparaissent. Nous 
onsidèrerons, par la suite, que 
es rangées ont été retirées desrelations.
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tion d'un sous-treillis par saturation de sépa-rateurs minimaux du graphe sous-ja
ent4.2.1 E�et de la saturation d'un séparateur minimal du graphesous-ja
entDans 
ette sous-se
tion, nous allons examiner 
e que devient le treillis quand on satureun séparateur minimal du graphe sous-ja
ent. Nous utiliserons pour 
e faire la notionde séparateurs minimaux 
roisants. Les propriétés a�érentes peuvent être appliquées ànotre graphe sous-ja
ent GR : la saturation d'un séparateur minimal S de GR dé�nit unenouvelle relation R0 obtenue en retirant de R 
haque élément (x; y) 
orrespondant à unearête xy ajoutée à S. Grâ
e à la propriété 1.3.33, nous devons nous attendre à 
e que tout
on
ept de la relation �nale R0 soit un 
on
ept de la relation initiale R. Pour le prouver,nous allons, par le lemme suivant, établir une relation entre séparateurs minimaux non
roisants d'un graphe et éléments 
omparables d'un treillis.Lemme 4.2.1Soient R une relation binaire, L(R) le treillis des 
on
epts asso
ié et GR le graphe 
o-biparti sous-ja
ent. Soient S1 et S2 deux séparateurs minimaux de GR représentant res-pe
tivement les 
on
epts A1 � B1 et A2 � B2. S1 et S2 sont deux séparateurs minimauxnon 
roisants de GR si et seulement si A1�B1 et A2�B2 sont deux 
on
epts 
omparablesde L(R).Preuve : Soit S1 et S2 deux séparateurs minimaux représentant respe
tivement les
on
epts A1 �B1 et A2 � B2.=)Supposons que S1 et S2 sont non 
roisants. Par la dé�nition 1.3.31, 
e
i implique(sans perte de généralité) S1 \ A2 6= ;. Alors A2 � (A1 [B1) et (puisque A2 2P etB1 2 O) A2 � A1. Ainsi A1 �B1 est un des
endant de A2 �B2 ; par 
onséquent, 
esdeux 
on
epts sont 
omparables.(=Supposons que S1 et S2 sont 
roisants. Par la dé�nition 1.3.31, S1 \ A2 6= ; etS2\A1 6= ;. Par 
onséquent les 
on
epts A1�B1 et A2�B2 ne sont pas 
omparables.� Ce lemme nous permet de 
on
lure :Théorème 4.2.2Soient R une relation, L(R) son treillis des 
on
epts asso
ié et GR son graphe sous-ja
ent ; soit S un séparateur minimal de GR représentant le 
on
ept A�B de L(R) ; soitR0 la relation obtenue en saturant S. Les deux propriétés suivantes sont alors véri�ées :1. Le treillis des 
on
epts L(R0) peut être obtenu en retirant de L(R) tous les élémentsqui ne sont pas 
omparables ave
 A�B.2. Le treillis des 
on
epts L(R0) est un sous-treillis du treillis initial L(R).



100 Partie II - Chapitre 4Preuve : Soient R une relation, L(R) son treillis des 
on
epts, GR son graphe sous-ja
ent et S un séparateur minimal de GR. Soit R0 la relation obtenue à partir de R ensaturant S et soit L(R0) son treillis des 
on
epts. Par la propriété 1.3.33, la saturation deS fait disparaître du graphe exa
tement les séparateurs minimaux qui ne 
roisent pas S.Ainsi, par le lemme 4.2.1, disparaissent de L(R) exa
tement les 
on
epts qui ne sont pas
omparables ave
 A�B. En 
on
lusion, le treillis des 
on
epts L(R0) est un sous-treillisde L(R).�
(R)GR

(R )’

R

RGR’ ’

selectionner un sous−treillis

séparateur minimal S

saturer S

xconcept A    B

Fig. 4.4 � Rapports entre relation, graphe sous-ja
ent et treillis des 
on
epts lors de lasaturation d'un séparateur .Le théorème 4.2.2 dé�nit un pro
édé qui nous permet de restreindre une relation binaireR à une relation R0 � R dont le treillis des 
on
epts L(R0) est un sous-treillis de L(R).Ce
i peut s'avérer important pour de nombreuses appli
ations puisque le fait de restreindrearbitrairement une relation ne permet pas, en général, d'obtenir un sous-treillis et peutmême aboutir à un treillis plus grand que le treillis initial.Etape de saturation 4.2.3 d'un séparateur minimal non 
omplet.Donnée : un 
ontexte (P,O,R), son graphe GR et un séparateur minimal S de GR.Résultat : la sous-relation R0 obtenue en saturant S dans GR.R0  R ;Pour toute arête xy absente de S faire :Retirer (x,y) de R0.Exemple 4.2.4Le séparateur S = fa; d; e; f; 3; 4; 5; 6g, dans le graphe GR de la �gure 4.3, représente le
on
ept b
 � 12. Lors de sa saturation, les arêtes a3, a6, d4, d5 et f3 seront ajoutées,dé�nissant une nouvelle relation R0 :R0 a b 
 d e f1 � � � �2 � � �3 �4 �5 �6
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abc x 2

b x 123 c x 125

bcde x 1

bc x 12

abcdef x

   x 123456φ

φ

Fig. 4.5 � Le treillis L(R0) de l'exemple 4.2.4.La �gure 4.5 donne le sous-treillis L(R0) ainsi obtenu. La saturation de S a provoqué ladisparition des 
on
epts a� 236, ab� 23, abf � 3, d� 145, 
d� 15 et de� 14 du treillisL(R).�4.2.2 Equivalen
e entre 
haînes maximales du treillis et triangu-lations minimales du grapheNous allons 
on
lure 
ette se
tion en abordant les triangulations minimales de GR.Des travaux ré
ents ont montré que les séparateurs minimaux peuvent être utilisés pour
al
uler une triangulation minimale (voir le 
hapitre 1) :Algorithme 4.2.5 SATURE_SM ([Ber98℄) :Donnée : un graphe G quel
onque.Résultat : une triangulation H de G.BeginTant que il reste dans G un séparateur minimal non 
omplet faire :Choisir un séparateur minimal S non 
omplet de G ;Saturer S ;End.Propriété 4.2.6 ([Ber98℄).Le s
héma algorithmique 4.2.5 aboutit à une triangulation minimale d'un graphe G à nsommets en moins de n étapes de saturation.De plus, 
e pro
édé 
ara
térise 
haque triangulation minimale de G par son ensemble deséparateurs minimaux.En e�et, la saturation d'un séparateur minimal S d'un graphe G peut faire disparaîtredes séparateurs minimaux deG et peut ajouter des arêtes à d'autres séparateurs minimaux



102 Partie II - Chapitre 4de G, mais elle ne fait pas apparaître de nouveaux séparateurs minimaux ni ne modi�el'ensemble de sommets 
onstituant les séparateurs minimaux restant après saturation deS.Nous pouvons appliquer 
e
i au graphe sous-ja
ent d'une relation :Propriété 4.2.7Cal
uler une triangulation minimale d'un graphe sous-ja
ent GR en saturant répétitive-ment un séparateur minimal non 
omplet aboutira à un graphe d'intervalles propres GR00et à une relation 
orrespondante R00 telle que L(R00) est une 
haîne maximale de L(R).Preuve : Tout d'abord, la propriété 4.1.7 dit que toute triangulation minimale de GRdonne un graphe d'intervalles propres. Le reste de 
ette propriété est une 
onséquen
edire
te du théorème 4.2.2. D'une part, à 
haque étape de l'algorithme 4.2.5, on enlèvetous les 
on
epts non 
omparables ave
 le 
on
ept représenté par le séparateur 
omplété à
ette étape. L'algorithme s'arrête quand il ne reste plus de séparateur minimal à 
ompléteret don
 quand tous les 
on
epts restants sont deux-à-deux 
omparables, formant don
 une
haîne. D'autre part, en éliminant tous les 
on
epts non 
omparables à un 
on
ept lorsde l'étape de saturation du séparateur qui le représente, on 
onserve au moins dans lesous-treillis obtenu une 
haîne maximale passant par 
e 
on
ept.�Propriété 4.2.8L'ensemble des triangulations minimales de GR et l'ensemble des 
haînes maximales deL(R) sont en bije
tion.Preuve : La propriété 4.2.7 a montré que 
haque triangulation minimale de GR 
or-respond à une 
haîne de L(R). Ré
iproquement, 
haque 
haîne maximale de L(R) peutêtre obtenue à partir de L(R) en supprimant tous les 
on
epts non 
omparables auxéléments de 
ette 
haîne maximale, 
'est-à-dire en saturant l'ensemble des séparateursminimaux représentant les éléments de la 
haîne, grâ
e à une exé
ution de l'algorithme4.2.5 qui aboutit à une triangulation minimale de GR. D'autre part, la propriété 4.2.6indique qu'une triangulation H d'un graphe G est uniquement 
ara
térisé par l'ensembledes séparateurs minimaux de H, ensemble en bije
tion ave
 les éléments de la 
haîne. Ona don
 l'assuran
e d'une 
orrespondan
e bije
tive entre les 
haînes maximales de L(R) etles triangulations minimales de GR.�Remarque 4.2.9 Une 
haîne maximale du treillis des 
on
epts d'un 
ontexte (P;O;R)a au plus Min(jPj; jOj)+1 éléments et peut être obtenue en moins de n étapes en s'ap-puyant sur la propriété 4.2.6. Comme, 
haque fois qu'un séparateur minimal est saturé, lenombre de 
on
epts dé
roît, le pro
édé de saturation dé
rit par le théorème 4.2.2 peut êtrerépété autant de fois que né
essaire, par exemple jusqu'à aboutir à un sous-treillis de taillepolynomiale. Ce
i peut être très utile quand le treillis des 
on
epts est exponentiellementgrand, puisqu'on peut ainsi se limiter à l'examen d'une partie de 
e treillis.
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omposition de l'exemple 4.2.4 peut se poursuivre ave
 la saturation des séparateursminimaux fd; e; f; 1; 3; 4; 5; 6g et fa; 
; d; e; f; 4; 5; 6g, obtenant ainsi une triangulation mi-nimale de GR. La relation R00 
orrespondante est :R00 a b 
 d e f1 � �2 � � �3 �456Le treillis L(R00) obtenu, donné dans la �gure 4.6, est une 
haîne maximale de L(R).�
abc x 2

b x 123

bc x 12

abcdef x

   x 123456φ

φ

Fig. 4.6 � Le treillis L(R00) de l'exemple 4.2.10.
4.3 Dé
omposition par séparateurs minimaux d'une re-lation et de son treillisDans le 
as des graphes 
o-bipartis, le pro
essus de dé
omposition par séparateursminimaux 
omplets d'un graphe (voir étape de dé
omposition 1.3.37) est 
onsidérable-ment simpli�é du fait que 
haque séparateur minimal dé�nit seulement deux 
omposantes
onnexes (
ara
térisation 4.1.10) : dans le graphe GR dé�ni par une relation binaire R,un séparateur minimal S dé�nit deux 
omposantes A � P et B � O. La dé
omposi-tion par séparateurs minimaux 
omplets dans un 
o-biparti pourrait don
 se traduire parG1 = GR(A [ S) et G2 = GR(B [ S).Dans 
e 
as, les sommets de S \P sont universels dans le graphe GR(A[S) don
, parla propriété 4.1.17, ils n'apportent au
une information sur les séparateurs minimaux etpeuvent être retirés du graphe. Les sommets de S \ O sont pareillement universels dans



104 Partie II - Chapitre 4GR(B[S) et peuvent être retirés. Pour un graphe 
o-biparti GR provenant d'une relationbinaire R, nous allons don
 dé�nir une étape de dé
omposition simpli�ée qui rempla
eGR par G1 = GR((A [ S)�(S \P)) et G2 = GR((B [ S)�(S \O)). Remarquons qu'ona : (A [ S)� (S \P) = A [ (S \ O) = A [ (O�B).La propriété 1.3.38 a pour 
onséquen
e que le 
al
ul de l'ensemble des séparateurs mi-nimaux du graphe sous-ja
ent initial GR peut être réalisé séparément sur les sous-graphesplus petits dé�nis par une étape de dé
omposition par séparateur minimal 
omplet : T1sera un séparateur minimal de G1 si et seulement si T1 [ (S \P) est un séparateur mi-nimal de GR, T2 sera un séparateur minimal G2 si et seulement si T2 [ (S \ O) est unséparateur minimal de GR. On peut ainsi 
al
uler les 
on
epts de R séparément sur lessous-relations dé�nies. De plus, il est 
lair que G1 
ontient tous les séparateurs minimauxreprésentant un 
on
ept qui est an
être de A�B et que G2 
ontient tous les séparateursminimaux représentant un 
on
ept qui est des
endant de A� B.Dans un graphe 
o-biparti, on peut tester la présen
e d'un séparateur minimal 
ompleten temps linéaire et la dé
omposition peut être 
al
ulée dans la même 
omplexité (voirpropriété 4.1.8).Cependant, il n'y a en général pas for
ément de séparateur minimal 
omplet dansGR. Nous pouvons 
ombiner 
e qui pré
ède ave
 les résultats de la se
tion pré
édentesur la saturation et saturer un séparateur minimal non 
omplet avant de poursuivre ladé
omposition du graphe.Une des propriétés remarquables des graphes 
o-bipartis est que les arêtes ajoutées lorsde la saturation d'un séparateur minimal ne sont re
opiées dans au
un des sous-graphesdé�nis par la pré
édente dé
omposition, puisque les arêtes ajoutées le seront entre unsommet de S \ O et un sommet de S \P, dé�nissant, 
omme on l'a dit 
i-dessus, dessommets universels. De 
e fait, l'étape de dé
omposition sera la même que le séparateurminimal 
omplet utilisé soit "naturel" ou "arti�
iel".Nous allons don
 dé�nir les étapes de dé
omposition suivantes qui peuvent utilisern'importe quel séparateur minimal qu'il soit 
omplet ou non :Etape de dé
omposition 4.3.1 d'un graphe 
o-biparti :Soit GR le graphe sous-ja
ent d'un 
ontexte (P;O;R) et S un séparateur minimal de GRdé�nissant les 
omposantes A �P et B � O.Rempla
er GR par G1 = GR(A[(S\O)) = GR(A[(O�B)) et G2 = GR(B[(S\P)) =GR(B [ (P�A)).De 
ette étape de dé
omposition de graphe, nous pouvons déduire une dé
omposition
orrespondante pour les relations.Etape de dé
omposition 4.3.2 d'une relation :Soient (P;O;R) un 
ontexte, L(R) le treillis des 
on
epts asso
ié, GR le graphe sous-ja
ent et S un séparateur minimal de GR dé�nissant les 
omposantes A �P et B � O.R peut être dé
omposée en deux sous-relations R1 = R \ (A � (O�B)) et R2 = R \((P�A)� B) telles que :
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on
ept X � Y est un an
être du 
on
ept A� B dans L(R) si et seulement siX�(Y�B) est un 
on
ept de la relation R1. Le sous-treillis de L(R) 
orrespondant,qui a A � B pour top, 
ontient exa
tement les 
on
epts dont l'intension in
lusedans A, 
e qui 
orrespond exa
tement aux 
on
epts dont l'extension est in
luse dansO�B.2. Un 
on
ept X�Y est un des
endant du 
on
ept A�B dans L(R) si et seulement si(X�A)�Y est un 
on
ept de la relation R2. Le sous-treillis de L(R) 
orrespondant,qui a A� B pour bottom, 
ontient exa
tement les 
on
epts dont l'intension in
lusedans P�A, 
e qui 
orrespond exa
tement aux 
on
epts dont l'extension est in
lusedans B.On retrouve ainsi la sous-relation que dé�nit Bordat (voir [Bor86℄) pour son algorithmede génération des 
on
epts. Notons que 
e pro
édé permet de travailler sur des sous-relations qui peuvent être 
onsidérablement plus petites que la relation initiale.Ce pro
édé nous permet de répondre e�
a
ement à la question suivante :� Si on a un sous-ensemble de propriétés X (par exemple un ensemble de sympt�mes depatients dans une base de données médi
ale), dans quelle sous-relation devrait-on travaillersi on veut se restreindre aux 
on
epts qui 
ontiennent toutes les propriétés de X ? �Pour répondre simplement à 
ette question :� on 
al
ule le plus petit 
on
ept dont l'intension 
ontient X� on extrait la sous-relation 
orrespondant aux des
endants de 
e 
on
ept.Exemple 4.3.3Utilisons le séparateur minimal S = fa; d; e; f; 3; 4; 5; 6g de l'exemple 4.1.2 (page 89). Sdé�nit les 
omposantes C1 = fb; 
g et C2 = f1; 2g, représentant ainsi le 
on
ept b
 � 12.S \O = f3; 4; 5; 6g et S \P = fa; d; e; fg.Une étape de dé
omposition par S fournira G1=GR(C1 [ (S \O)) =GR0(fb; 
; 3; 4; 5; 6g)et G2=GR(C2 [ (S \P)) =GR0(fa; d; e; f; 1; 2g), 
omme le montre la �gure 4.7 (dans
ette �gure, les arêtes internes aux 
liques P et O ne sont pas représentées).La relation initiale R de l'exemple 4.1.2 et ses sous-relations R1 et R2 obtenues par dé-
omposition sont données dans la �gure 4.8.Un par
ours en temps linéaire de G1 montrera 
lairement que les sommets 4 et 6 sontdevenus universels et peuvent être retirés. La �gure 4.9 montre le graphe très réduitGR01 �nalement obtenu. Les séparateurs minimaux de GR01 sont fb; 3g et f
; 5g, ils 
or-respondent aux 
on
epts b � 3 et 
 � 5. Dans le graphe entier, la réintégration de la
omposante C2 = f1; 2g fournira sans 
oût supplémentaire les 
on
epts du treillis originelb� 123 et 
� 125. Ces 
on
epts sont pré
isément les prédé
esseurs de b
� 12.Dans G2, le sommet f est devenu universel ; un par
ours en temps linéaire montrera queles sommets d et e partagent maintenant le même voisinage, ils peuvent être 
ontra
téssans perte d'information sur les séparateurs minimaux du graphe.Le graphe GR02 qui en résulte, montré dans la �gure 4.9, est aussi réduit à quatre som-mets. Ses séparateurs minimaux représentent a� 2 et de� 1, 
e qui, après réintégrationde C1 = fb; 
g, dé�nit les 
on
epts ab
 � 2 et b
de � 1, lesquels sont les su

esseurs deb
� 12.La dé
omposition de treillis 
orrespondante est illustrée par la �gure 4.10.
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4.4 Comment assurer que le treillis d'une relation soitde taille polynomialeLa taille exponentielle des treillis de 
on
epts est un in
onvénient majeur. Cette taillerend di�
ile, voire impossible, la génération du treillis. Une solution possible est de dé-�nir une sous-relation qui préserve les informations essentielles tout en admettant unnombre polynomial de 
on
epts. Dans le 
adre notamment des é
hantillonnages à des�ns d'apprentissage, il peut être intéressant de 
hoisir un é
hantillon qui, tout en étantreprésentatif, ne dé�nit de même qu'un nombre polynomial de 
on
epts.On sait que plus la proportion de uns dans une relation est importante plus il y aurade 
on
epts dans le treillis asso
ié. Pour diminuer la taille du treillis et le rendre mieuxgérable, on peut don
 essayer de supprimer des 
roix de la relation. Par 
e pro
édé,malheureusement, on n'obtient généralement pas un sous-treillis du treillis initial ; il y amême des 
as où 
e retrait augmente au 
ontraire le nombre de 
on
epts dé�nis par larelation. Plus grave en
ore, en dehors des 
as triviaux (relation 
omplète, relation vide,diagonale de uns, diagonale de zéros), on ne sait pas dans quelles 
onditions on va pouvoirfaire diminuer le nombre de 
on
epts ou dé�nir une relation possédant un nombre gérablede 
on
epts.En appli
ation dire
te de 
e qui a été présenté dans la première se
tion, nous sommes enmesure de proposer une appro
he formelle à la dé�nition de 
lasses de relations possédantun nombre polynomial de 
on
epts.En e�et, en vertu du théorème 4.1.11, nous savons que le nombre de 
on
epts dé�nis parune relation est égal (au deux éléments ? et > près) au nombre de séparateurs minimauxdu graphe sous-ja
ent. En 
hoisissant une relation dont le graphe sous-ja
ent appartientà une 
lasse de graphes ayant un nombre polynomial de séparateurs minimaux, nousassurons au treillis asso
ié une taille polynomiale.Plusieurs 
lasses de graphes sont réputées n'admettre qu'un nombre polynomial deséparateurs minimaux. La 
lasse des graphes triangulés, par exemple n'admet que O(n)séparateurs minimaux. Nous avons vu 
ependant, par la propriété 4.2.8, que les treillis des
on
epts 
orrespondants sont réduits à une 
haîne. Il faut don
 
her
her d'autres 
lasses degraphes dotées d'un nombre polynomial de séparateurs minimaux ainsi que de propriétéssur 
es séparateurs. La 
lasse la plus intéressantes, à première vue, est 
elle des graphesfaiblement triangulés, ave
 seulement O(m) séparateurs minimaux (voir [BBH00℄) et despropriétés très semblables à 
elles des triangulés, en parti
ulier en 
e qui 
on
erne lesséparateurs (voir [BB00℄).Un autre aspe
t intéressant des graphes faiblement triangulés est que, 
omme nousl'avons dit au 
hapitre 1, ils sont pourvus d'algorithmes de re
onnaissan
e e�
a
es ainsique de s
hémas 
ara
térisants de 
omposition par ajout d'arêtes, 
e qui rend fa
ile lemaintien d'une relation binaire modi�ée dont le graphe sous-ja
ent est faiblement trian-
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C1 C2

c

3

2

4 5 6

feda

b 1

S 3 4 5 6

c

b

C1

2

feda

1

C2

Fig. 4.7 � Graphes G1 et G2 issus de la dé
omposition de l'exemple 4.3.3 (les arêtesinternes de P et O ne sont pas représentées).a b 
 d e f1 x x x x2 x x x3 x x x4 x x5 x x6 x
a d e f1 x x2 xb 
3 x45 x6Fig. 4.8 � Relations R1 et R2 issues de la dé
omposition de l'exemple 4.3.3.

b c

5 3 2

a de

1Fig. 4.9 � Les graphes GR01 et GR02 très réduits, issus de l'étape de dé
omposition de GRpar séparateur minimal de l'exemple 4.3.3.
abf x 3 abc x 2

a x 236 b x 123 c x 125 d x 145

bcde x 1

de x 14cd x 15bc x 12ab x 23

abcdef x

   x 123456φ

φ abc x 2 bcde x 1

abcdef x φ

bc x 12

b x 123 c x 125

bc x 12

   x 123456φFig. 4.10 � Treillis issus de l'étape de dé
omposition de l'exemple 4.3.3.



108 Partie II - Chapitre 4gulé.Pour plonger le graphe sous-ja
ent GR dans un graphe faiblement triangulé, nous uti-lisons un s
héma de retrait d'arêtes qui a été dé�ni par [RTL76℄ dans le 
adre du 
al
uld'une triangulation minimale. Nous étendons 
e pro
édé aux graphes faiblement triangu-lés :Pro
édé algorithmique 4.4.1Données : un graphe GR = (V;E).Résultat : un plongement de GR dans un graphe faiblement triangulé H = (V; F ).F  E ;Tant que H n'est pas un graphe 
ritique faire :Choisir une arête � dans F�E ;Retirer � de H ;Par graphe 
ritique nous entendons i
i un graphe faiblement triangulé pour lequel leretrait d'une arête donne un graphe qui n'est plus faiblement triangulé ; par analogie ave
les triangulés nous pouvons dé�nir 
e premier graphe 
omme une faible triangulation dugraphe GR. Notons bien que, 
ontrairement à 
e qui se passe pour les triangulés, nous nepouvons pas assurer que 
e pro
édé fournisse une faible triangulation qui soit minimale,dans le même sens que pour les triangulations minimales, bien que nous 
onje
turions que
ela soit le 
as. Cette 
onje
ture intéresse la 
ommunauté des 
her
heurs spé
ialisés dansles faiblement triangulés depuis plus d'un an, mais résiste en
ore et semble 
onstituer unproblème di�
ile.Nos premières expérimentations montrent qu'on aboutit assez souvent à un sous-treillisdu treillis de départ. Si les arêtes ajoutées au graphe GR ne saturent pas de séparateurminimal, 
e qui est le 
as général, le pro
édé algorithmique 4.4.1 évite de 
réer des pointsd'arti
ulations dans le treillis. Lorsqu'on n'obtient pas de sous-treillis, on obtient un treillisqui est stru
turellement "pro
he".
bcde x 1def x 4abc x 2abf x 3

ab x 23 bc x 12 cd x 15 de x 14

a x 236 d x 145c x 125b x 123

   x 123456φ

f x 34

abcdef x φ

Fig. 4.11 � Le treillis des 
on
epts L(R) de la relation R de l'exemple 4.4.2.
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ontexte (P;O;R), ave
 P= fa; b; 
; d; e; fg, O= f1; 2; 3; 4; 5; 6g, et la rela-tion R dé�nie par la table suivante :a b 
 d e f1 � � � �2 � � �3 � � �4 � � �5 � �6 �Le treillis des 
on
epts asso
ié L(R) est montré dans la �gure 4.11.Le graphe sous-ja
ent GR est montré dans la �gure 4.12.�
b

c

d

e

f

a

2

3

4

5

6

1

Fig. 4.12 � Le graphe GR sous-ja
ent au 
ontexte de l'exemple 4.4.2.
c

3

2

4 5 6

feda

b 1

S

C1 C2Fig. 4.13 � Le séparateur S de GR de l'exemple 4.4.3.Exemple 4.4.3Dans l'exemple 4.4.2, S = fa; d; e; f; 3; 4; 5; 6g est un séparateur minimal de GR, ilsépare C1 = fb; 
g de C2 = f1; 2g (
e qui est illustré par la �gure 4.13) et repré-sente le 
on
ept b
 � 12. On remarque qu'on a N(b) = fa; 
; d; e; f; 4; 5; 6g, N(
) =fa; b; d; e; f; 3; 4; 6g et don
 bien N(C1) = (N(b) [N(
))�C1 = fa; d; e; f; 3; 4; 5; 6g = S.Lors de la saturation du séparateur minimal S, les arêtes a3, a6, d4, d5, e4, f3 et f4seront ajoutées à GR et les 
roix 
orrespondantes retirées de la relation, dé�nissant ainsiune nouvelle relation R0 :
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 d e f1 � � � �2 � � �3 �45 �6La �gure 4.14 donne le treillis L(R0) obtenu, de taille bien plus réduite. La saturation deS a provoqué la disparition des 
on
epts a�236, ab�23, abf �3, d�145, 
d�15 ; f�34,def � 4 et de� 14 du treillis.�
bcde x 1abc x 2

bc x 12

c x 125b x 123

   x 123456φ

abcdef x φ

Fig. 4.14 � Le treillis des 
on
epts L(R0) de la relation R0 de l'exemple 4.4.3.
bcde x 1abc x 2abf x 3

ab x 23 bc x 12 cd x 15 de x 14

a x 236 d x 145c x 125b x 123

   x 123456φ

abcdef x φ

Fig. 4.15 � Le treillis des 
on
epts L(R00) de la relation R00 de l'exemple 4.4.4.



Codage d'un treillis par un graphe 111Exemple 4.4.4Dans l'exemple 4.4.2, le graphe GR de la relation initiale R n'est pas faiblement trian-gulé. L'ajout de l'arête f4 à GR plongera le graphe dans un graphe faiblement triangulé.On obtient une nouvelle relation R00, sans la 
roix (f; 4) :a b 
 d e f1 � � � �2 � � �3 � � �4 � �5 � �6 �Le treillis L(R00) 
orrespondant est montré dans la �gure 4.15. On remarque qu'il est plusintéressant que le treillis L(R0) obtenu par saturation d'un séparateur minimal (�gure4.14). Cette te
hnique permet de 
hoisir des treillis de petite taille, 
'est 
e que nousavons fait ave
 le treillis de la �gure 4.2 (page 90), identique au treillis L(R00) de 
etexemple.� Ce que que nous avons présenté dans 
ette se
tion, 
onstitue une appli
ation très utilede la 
lasse des graphes faiblement triangulés. Nous pouvons espérer un regain d'intérêtpour 
ette 
lasse qui permettra peut-être de résoudre rapidement les questions théoriquesdi�
iles que nous laissons ouvertes.
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Chapitre 5
La domination : une notion 
lef
Nous avons vu au 
hapitre pré
édent que la notion de séparateur minimal était fonda-mentale, non seulement 
omme outil général de manipulation des graphes, mais aussi pourl'étude des treillis. Cependant, il faut lui adjoindre une deuxième notion qui, elle, a étépeu étudiée jusqu'à présent mais qui, pour les 
o-bipartis, s'avère tout aussi importante :la domination entre sommets d'un graphe. Intuitivement, un treillis des 
on
epts di�èred'un treillis des parties dans la mesure où il apparaît des dominations dans les graphessous-ja
ents.Dans 
e 
hapitre, nous présentons tout d'abord la notion de domination, puis établissonsquelques propriétés a�érentes. Cela nous amènera à détailler 
ette notion, puis à dé�nir unordre partiel de domination sur des ensembles de sommets. Dans la troisième se
tion, nousétudions 
omment intervient 
ette domination quand on passe d'un élément du treillis àun autre. Dans la quatrième se
tion, en�n, nous proposons une stru
ture de données et desalgorithmes permettant de gérer e�
a
ement la mise à jour de 
et ordre de domination augré des modi�
ations de la relation. Nous nous appuierons sur 
e travail dans le 
hapitresuivant.5.1 La domination 
lassiqueLa domination a été introduite il y a une dizaine d'années sous la forme d'ensembledominant :Dé�nition 5.1.1 Ensemble dominant ([BLS99℄).Soit G = (V;E) un graphe et S � V . S est appelé ensemble dominant quand 
haquesommet extérieur à S a un voisin dans S, 
'est-à-dire N(S) [ S = V .Les ensembles dominants permettent de 
ara
tériser les graphes parfaits :113



114 Partie II - Chapitre 5Propriété 5.1.2 ([DHMO94℄, [HM93℄).Un graphe G est parfait si et seulement si tout sous-graphe H de G a un ensemble domi-nant qui interse
te toutes les 
liques maximales de H.De la notion d'ensemble dominant dé
oulent les notions de paire dominante et de som-met dominant :Dé�nition 5.1.3 Paire dominante ([COS95℄).Deux sommets x et y d'un graphe G forment une paire dominante quand tout 
heminreliant x à y est un ensemble dominant.Cette notion s'avère très importante pour l'étude des graphes AT-free, puisque [COS95℄a montré que 
es graphes possèdent toujours une paire dominante, que l'algorithmeLex-BFS peut trouver en temps linéaire ([COS97℄).La domination entre sommets a été étudiée par Dahlhaus, Hammer, Ma�rey et Olariu(voir [DHMO94℄, voir aussi [BLS99℄) pour étendre la 
lasse des graphes triangulés :Dé�nition 5.1.4 Sommet dominant.Soit G = (V;E) un graphe, x et y deux sommets de G. On dit que x domine y dansG quand N(y) � N(x) [ fxg. Un sommet x est dit dominant (resp. dominé) dans Gquand il existe un sommet y qu'il domine (reps. qui le domine) ; il est dit non-dominant(resp. non-dominé) sinon.Autrement dit, x domine y quand tout voisin de y est aussi voisin de x. Par 
ettedé�nition, les sommets x et y 
onsidérés pour la relation de domination ne sont pasfor
ément voisins.Cette notion a permis à [DHMO94℄ d'étendre la notion de s
héma délimination simpli-
ial :Dé�nition 5.1.5 D.E.O., graphe de domination ([DHMO94℄).Un ordre d'élimination par domination (domination elimination ordering, DEO) sur ungraphe G = (V;E) est un ordre total (v1; :::; vn) sur les sommets de G tel que tout sommetvi, i 2 [1::n�1℄ a dans G(V�fvi+1; :::; vng un sommet qui le domine.Un graphe est appelé graphe de domination si tous ses sous-graphes induits ont unDEO.Dans 
e papier, les auteurs font la di�éren
e entre domination forte et faible :Dé�nition 5.1.6 Domination forte, faibleSoit G un graphe, soient x et y deux sommets de G tels que x domine y.� On dit que la domination est forte si x et y sont voisins ;� On dit que la domination est faible si x et y ne sont pas voisins.La dé�nition 5.1.5 ne 
onsidère pas qu'un sommet puisse se dominer lui-même. Cepen-dant, pour la suite de notre propos, en parti
ulier dans les dé�nitions de préordres etd'ordres, nous aurons besoin de dis
uter de la ré�exivité de la relation de domination.



La domination : une notion 
lef 115Nous détaillerons pour les graphes sans bou
les, 
e qui est la 
onvention généralementadoptée, quatre situations qui sont résumées dans le tableau 
i-dessous.domination domination fortex domine y dans G (x et y pas for
ément voisins) (x et y voisins)domination large N(y) � N(x) [ fxg N(y) [ fyg � N(x) [ fxg(x domine x) (dé�nition 5.1.4)domination stri
te N(y) � N(x) [ fxg N(y) [ fyg � N(x)(x ne domine pas x) et x 6= yExemple 5.1.7Domination dans le graphe G de l'exemple 1.3.7 ; 
e graphe est rappelé dans la �gure 5.1.Dans G, N(a) = f
; d; ig et N(b) = f
; d; ig ; par 
onséquent, b domine a et ré
iproque-ment. Cette domination est faible 
ar a et b ne sont pas voisins.N(f) = fe; g; hg et N(g) = fe; f; hg ; par 
onséquent f domine g et ré
iproquement. Cettedomination est forte 
ar f et g sont voisins.N(
) = fa; b; d; h; ig, N(i) = fa; b; 
; dg et N(a) = f
; d; ig ; par 
onséquent, 
 domine iqui domine a. Ces deux dominations sont fortes 
ar i est voisin de a et de 
.�
a

b d

c

f

g

h

e

i

Fig. 5.1 � Le graphe G de l'exemple 5.1.7.
5.2 Propriétés remarquables de la domination5.2.1 Domination dans un graphe quel
onqueTelle qu'elle est a été présentée dans la dé�nition 5.1.4, la domination possède un 
ertainnombre de propriétés intéressantes.Propriété 5.2.1Dans un graphe, un sommet universel domine tous les autres sommets.Preuve : Soit G = (V;E) un graphe ; soient x un sommet universel et y 2 V�fxg.N(x) = V�fxg, puisque x est universel et N(y) � V don
 N(y) � N(x) [ fxg. Par
onséquent x domine y.�
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ette domination est forte.Propriété 5.2.2Dans un graphe, un sommet simpli
ial est dominé par 
haque sommet de son voisinage.Preuve : Soit G un graphe, soient x un sommet simpli
ial et y 2 N(x). Puisque x estsimpli
ial, N(x) est une 
lique. Ainsi, tout voisin de x est voisin de y. Par 
onséquent, xdomine y.�Remarquons i
i aussi que 
ette domination est forte.Théorème 5.2.3Dans un graphe, deux sommets voisins x et y appartiennent à un même maxmod si etseulement si x domine y et y domine x.Preuve : Soit G = (V;E) un graphe, soient x et y deux sommets distin
ts de G.=)Si x et y appartiennent à un même maxmodX, alorsN(x)�X = N(y)�X. CommeXest 
omplet, on aX � N(x)[fxg etX � N(y)[fyg et don
 N(x)[fxg = N(y)[fyg.Don
 N(y) � N(x) [ fxg et N(x) � N(y) [ fyg, par 
onséquent x domine y etré
iproquement.(=Si x domine y et y domine x, on a N(y) � N(x) [ fxg et N(x) � N(y) [ fyg. On adon
 N(x)�fyg = N(y)�fxg. x et y appartiennent don
 à un même module fx; ygqui est 
omplet puisque x et y sont voisins. Si 
e module 
omplet n'est pas maximal,on ajoute autant de voisins z de x et y que né
essaire pour qu'il devienne maximal.Pour 
haque voisin z ajouté dans le module, z dominera x et y et ré
iproquement,
omme l'a montré la première partie de la preuve.�Propriété 5.2.4La relation de domination établie sur un graphe est transitive.Preuve : Soit G = (V;E) un graphe, soient x, y et z trois sommets de G tels que xdomine y et y domine z.On a don
 N(y) � N(x) [ fxg et N(z) � N(y) [ fyg. Par 
onséquent, N(z) � (N(x) [fxg)[fyg. Si y et z sont voisins, alors x et z le sont aussi (puisque x domine y), et alors xet y sont aussi voisins (puisque y domine z), don
 y 2 N(x) et don
 N(z) � N(x) [ fxg ;sinon, y 62 N(z) et on a aussi N(z) � N(x) [ fxg. Dans les deux 
as, x domine z.�Remarque 5.2.5 La transitivité reste valide si on se restreint à la domination forte,puisque dans le 
as où les trois sommets x, y et z 
onsidérés dans la preuve sont tousvoisins a été examiné.



La domination : une notion 
lef 117Le théorème 5.2.3 apporte un nouvel é
lairage sur la relation d'équivalen
e établie entreles sommets d'un maxmod par le théorème 1.3.6.Pour dé�nir l'ordre de domination, nous nous appuierons sur la domination large etforte qui 
onstitue un préordre sur les sommets d'un graphe. La relation d'équivalen
epartitionnant les sommets du graphe en maxmods permet d'obtenir, par 
ontra
tion de
es maxmods, l'ordre quotient 
anonique du préordre. Il est indispensable de 
hoisir unedomination forte pour pouvoir 
onstruire les maxmods, puisque 
e sont des ensembles desommets voisins.Nous verrons par la suite que, dans un graphe 
o-biparti, toutes les dominations sontdes dominations fortes.Théorème 5.2.6Soit G un graphe et H le graphe quotient obtenu en 
ontra
tant tous les maxmods dansG. La relation de domination forte sur H est un ordre (ordre stri
t ou large selon quela relation de domination 
hoisie est stri
te ou large). Cet ordre sera appelé ordre dedomination de G.Nous noterons �x le maxmod auquel x appartient.Preuve : Soit G un graphe et H le graphe obtenu par 
ontra
tion des maxmods dansG.Dans H, les maxmods sont réduits à des sommets. Le théorème 5.2.3 nous permet d'a�r-mer que, dans H, la relation de domination forte ne 
ontient au
un ar
 de symétrie. Noussavons déjà que 
ette relation est un préordre (ré�exive par 
onvention, transitive par lapropriété 5.2.4), elle forme don
 un ordre. En supprimant les bou
les de ré�exivité, nousobtenons l'ordre stri
t asso
ié.�
Exemple 5.2.7Dans le graphe G de l'exemple 5.1.7 (�gure 5.1, page 115) :a est un sommet simpli
ial, il est don
 dominé par 
haque sommet de son voisinageN(a) = f
; d; ig. a et b forment un module, mais 
e module n'est pas 
omplet puisque 
esdeux sommets ne sont pas reliés ; on ne peut don
 pas appliquer le théorème 5.2.3 à 
ettepaire de sommets. Si on n'examine la domination forte, a ne domine pas b et b ne dominepas a.
 domine i qui domine a ; par transitivité, 
 domine a ; toutes 
es dominations sont fortespuisque a
i sont deux à deux voisins.Les deux sommets voisins f et g forment un maxmod, ils se dominent l'un l'autre. Il n'ya pas d'autre maxmod non trivial dans G.Le graphe quotient de G obtenu en 
ontra
tant ff; gg est présenté dans la �gure 5.2.L'ordre de domination 
orrespondant est présenté dans la �gure 5.2.�
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Fig. 5.2 � Le graphe quotient et l'ordre de domination asso
iés au graphe G de l'exemple5.2.7.5.2.2 Domination dans le graphe sous-ja
ent à une relationNous allons maintenant étudier les rapports de domination qui existent entre les som-mets d'un graphe asso
ié à une relation. Ce graphe étant 
o-biparti, 
ela va induire un
ertain nombre de propriétés intéressantes. Ces propriétés 
on
erneront des graphes dé-pourvus de sommet universel : la propriété 5.2.1 a établi que 
e type de sommet dominetous les sommets du graphe, et nous avons montré, dans le 
hapitre pré
édent, qu'unsommet universel du graphe asso
ié à une relation 
orrespond à une ligne de zéros de
ette relation.Propriété 5.2.8Soit G = (X+Y;E) un graphe 
o-biparti sans sommet universel, 
onstruit sur les 
liquesX et Y . Un élément de X ne peut dominer un élément de Y , ni un élément de Y dominerun élément de X.Preuve : Soit G = (V;E) un graphe 
o-biparti 
omposé à partir des 
liques X et Y ,V = X+Y .On va démontrer que si un sommet de X domine un sommet de Y alors G a un sommetuniversel. Supposons que x 2 X domine y 2 Y dans G. On a don
 N(y) � N(x) [ fxg.Comme Y est une 
lique, Y � N(y) [ fyg. Par 
onséquent Y � N(x) [ fx; yg et don
 xest universel dans G.On démontre dualement que si un élément de Y domine un élément de X alors G a unsommet universel.� Par 
ette propriété, toute domination dans un graphe 
o-biparti est une dominationforte, ne 
on
ernant que deux sommets voisins.Propriété 5.2.9Dans un graphe 
o-biparti sans sommet universel, deux sommets x et y appartiennent àun même maxmod si et seulement si x domine y et y domine x.Preuve : Cette propriété se déduit trivialement du théorème 5.2.3 appliqué à un graphe
o-biparti sans sommet universel, dans lequel la domination ne peut relier que des sommetsvoisins (propriété 5.2.8).�
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lef 119Ces deux propriétés s'appliquent au graphe sous-ja
ent à une relation :Théorème 5.2.10Soit GR le graphe sous-ja
ent à une relation R sans rangée de zéros.� Deux propriétés (resp. objets) x et y appartiennent à un même maxmod si et seule-ment si x domine y et y domine x.� Une propriété ne peut dominer un objet, ni un objet dominer une propriété.Ainsi, dans le graphe sous-ja
ent à une relation, nous distinguerons une dominationentre objets et une domination entre propriétés. L'ordre de domination sur les maxmodsdé�ni grâ
e au théorème 5.2.6 sera don
 
omposé de deux ordres indépendants : un ordrede domination sur les objets et un ordre de domination sur les propriétés.Comme toutes les dominations 
onsidérées seront fortes, il n'est pas né
essaire de 
onsi-dérer les arêtes internes à GR. En utilisant la notation N+(x) dé�nie dans le 
hapitre 4,nous pouvons reformuler le théorème 5.2.10 
omme suit :Théorème 5.2.11Soit GR le graphe sous-ja
ent à une relation R sans rangée de zéros.� Deux sommets x1 et x2 de GR appartiennent à un même maxmod si et seulement siN+(x2) = N+(x1).� �x domine �y dans GR si et seulement si N+(y) � N+(x).Preuve : Soient GR le graphe sous-ja
ent à un 
ontexte (P;O;R) et x; y 2P.� Nous allons d'abord démontrer que x domine y dans GR si et seulement si N+(y) �N+(x).=)Si x domine y, alors N(y) � N(x) [ (x). Comme P � N(y) et P � N(x), on a(N(y)�P) � ((N(x) [ fxg)�P) ; autrement dit N+(y) � N+(x).(=Ré
iproquement, supposons qu'on ait N+(y) � N+(x). Comme P est une 
lique,P � N(y) et P � N(x), par 
onséquent N(y) � N(x) [ fxg. x domine don
 y.Comme tous les sommets d'un même maxmod ont le même 
omportement pour la domi-nation, on en déduit que �x domine �y dans GR si et seulement si N+(y) � N+(x)� Nous allons maintenant démontrer que �x domine �y dans GR si et seulement si N+(y) �N+(x).Par le théorème 5.2.10, x et y appartiennent à un même maxmod si et seulement six domine y et ré
iproquement ; par 
e qui pré
ède, on a alors N+(y) � N+(x) etN+(x) � N+(y) et don
 N+(y) = N+(x).La preuve sur des objets i et j est 
onstruite semblablement.�Exemple 5.2.12Soit (P;O;R) un 
on
ept ave
 P = fa; b; 
; d; e; fg, O = f1; 2; 3; 4; 5; 6g et la R dé�niepar la table suivante :
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 d e f g h1 � � � �2 � � � � �3 � � � � �4 � �5 � �6 � �Le graphe sous-ja
ent GR est présenté dans la �gure 5.3.On a :N+(a) = f1; 4; 5g, N+(b) = f4; 5; 6g, N+(
) = f3; 4; 6g, N+(d) = f2; 3; 6g, N+(e) =f2; 3; 5; 6g, N+(f) = f1; 2; 4; 5; 6g, N+(g) = f1; 4; 5; 6g, N+(h) = N+(a) et N+(1) =fa; f; g; hg, N+(2) = fd; e; fg, N+(3) = f
; d; eg, N+(4) = fa; b; 
; f; g; hg, N+(5) =fa; b; e; f; g; hg, N+(6) = fb; 
; d; e; f; gg.Pour les propriétés :a et h partagent le même voisinage extérieur, ils forment un maxmod ; on pourra don
 les
ontra
ter en un unique sommet fa; hg. f domine g, g domine a et b ; par transitivité, fdomine aussi a et b. 
 n'est ni dominé ni dominant. e domine d.Pour les objets :1 est dominé par 4 et 5. 6 domine 2 et 3.L'ordre de domination 
orrespondant est présenté dans la �gure 5.4.�
b
c
d
e
f
g
h 6

5

4

3

2

1a

Fig. 5.3 � Le graphe GR de l'exemple 5.2.12.
c{a,h} b

f

g

d

e

3 2 1

6 4 5Fig. 5.4 � L'ordre de domination sur les sommets du graphe GR de la �gure 5.3.
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lef 1215.3 Moplex et atomi
itéLa domination dans le graphe sous-ja
ent à une relation permet de 
ompléter 
e qui aété dit au 
hapitre 4 sur la stru
ture arti
ulatoire d'un graphe (page 95 et suivantes) parl'examen de ses maxmods.Nous nous intéressons i
i d'abord aux maxmods parti
uliers que sont les moplex a�nd'établir une équivalen
e entre éléments atomiques d'un treillis et moplex du graphe sous-ja
ent. Nous en déduisons une équivalen
e entre maxmods non-dominants de GR et élé-ments atomiques de L(R). Ce
i permet alors de 
ara
tériser les 
on
epts qui forment la
ouverture d'un élément de L(R).5.3.1 Maxmods et Moplex dans un graphe quel
onqueLa propriété 1.3.6 permet de 
ontra
ter un maxmod X en le remplaçant par un uniquesommet représentatif de degré jN(X)j, sans pour autant modi�er l'ensemble des sépara-teurs minimaux du graphe. La 
ontra
tion d'un maxmod en un unique sommet représen-tatif peut aboutir à un sommet simpli
ial dont le retrait, 
omme indiqué pré
édemment,
omplète alors la simpli�
ation. Ainsi, le retrait d'un maxmod simpli
ial �x préservel'ensemble des séparateurs minimaux du graphe, à l'ex
eption de N(�x).L'algorithme de Hsu et Ma (voir [HsM99℄) 
al
ule l'ensemble des maxmods d'un graphequel
onque en temps linéaire par un pro
édé d'a�nement de partitions.Les moplex sont des maxmods parti
uliers. Dé�nis initialement dans ([BB98℄) par Berryet Bordat pour généraliser la notion de sommet simpli
ial et formaliser la notion d'extré-mité dans un graphe, les moplex ont été utilisés dans [BB01℄ pour étendre la notion detriplet astéroïdal de sommets à 
elle de triplet astéroïdal de moplex. Par dé�nition, lesmoplex apparaissent dans le voisinage de séparateurs.Dé�nition 5.3.1 Moplex ([BB98℄).Un moplex est un maxmod dont le voisinage est un séparateur minimal.Propriété 5.3.2 ([BB98℄).Dans un graphe, la 
ontra
tion d'un moplex ne modi�e pas l'ensemble des séparateursminimaux du graphe.5.3.2 Equivalen
e entre atomi
ité dans un treillis et moplex dugraphe sous-ja
entLes moplex du graphe sous-ja
ent GR 
orrespondent exa
tement aux extrémités nontriviales du treillis L(R) : ses atomes et 
o-atomes.



122 Partie II - Chapitre 5Propriété 5.3.3Soient R une relation sans rangées de zéros ni rangées de uns, L(R) le treillis des 
on
eptsasso
ié et GR le graphe sous-ja
ent.� Si A�B est un atome de L(R) alors A est un moplex de GR ;� Si A�B est un 
o-atome de L(R) alors B est un moplex de GR ;� Il n'y a pas d'autre moplex dans GR.Preuve : Soit C = (P;O;R) un 
ontexte, L(R) le treillis des 
on
epts asso
ié etGR = (V;E) le graphe 
o-biparti sous-ja
ent.1. Soit A � B un atome de L(R) représenté par le séparateur minimal S = N(A) =N(B). Comme partie de P, A est une 
lique. Nous pouvons a�rmer que A est unmodule : supposons que 
e ne soit pas le 
as. Par la dé�nition 1.3.5, il doit exister xet y dans A tels que N(x) 6= N(y). On peut alors supposer sans perte de généralitéqu'il existe un sommet b de O tel que xb 2 E et yb 62 E. Par 
onséquent, A�B a unprédé
esseur dont l'intension est A0 � A�fxg et dont l'extension est B0 � B [ fbg.De plus, 
omme y 2 A0 et que R n'a pas de rangées de uns, A0 � B0 ne peut pasêtre le bottom ;�O de R, 
e qui empê
he A�B d'être un atome et provoque une
ontradi
tion.Par une preuve similaire, on montre dualement que si A � B est un 
o-atome deL(R) alors B est un moplex.2. Ré
iproquement, soient A un moplex de GR et S = N(A) le séparateur minimalasso
ié. Par la 
ara
térisation 4.1.10, S dé�nit deux 
omposantes 
onnexes, l'uned'elle étant A ; l'autre 
omposante 
onnexe sera notée B, ave
 N(B) = S.Si A � P, par la 
ara
térisation 4.1.13, A � B est un 
on
ept de L(R). CommeA 6= ; et que R n'a pas de rangées de zéros, A � B n'est pas le bottom de L(R)et a don
 au moins un prédé
esseur. Comme A est un module, pour tous sommetsx et y de A on a N(x) = N(y). Par 
onséquent, la seule manière d'étendre B demanière à obtenir un prédé
esseur de A � B dans le treillis est de retirer tous lessommets de A, 
e qui ne peut aboutir qu'à ;�O, le bottom de L(R). Ainsi A�Best un atome de L(R).Si A � O, on prouve dualement que B � A est un 
o-atome de L(R).� Dans le 
as d'un graphe 
o-biparti, les moplex 
orrespondent exa
tement aux maxmodsnon dominants du graphe :Propriété 5.3.4Soit G = (V;E) un graphe 
o-biparti et X � V un maxmod de G. X est un moplex si etseulement si X est non-dominant.Preuve : Soit G = (V;E) un graphe 
o-biparti et X � V un maxmod de G.=)Supposons que X soit un moplex. Alors N(X) est un séparateur minimal qui induit(par la propriété 4.1.10) une deuxième 
omposante 
onnexe, dont le voisinage estN(X). Par 
onséquent, X est non-dominant.
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lef 123(=Supposons que X soit non-dominant. Alors Y = V�(N(X)[X) a le même voisinageque X et don
 N(X) est un séparateur minimal. Par 
onséquent, X est un moplex.�Exemple 5.3.5Continuons ave
 la relation R de l'exemple 5.2.12 (page 119).Le treillis des 
on
epts L(R) asso
ié est donné dans la �gure 5.5.Les atomes de L(R) sont : ah � 236, b � 123 
 � 125 et d � 145. Dans GR (�gure 5.3),fa; hg, fbg, f
g et fdg sont des moplex. Les 
o-atomes sont : abfgh � 3, ab
gh � 2 etb
de�1. Dans GR, f1g, f2g et f3g sont des moplex. En 
on
lusion GR a exa
tement pourmoplex : fa; hg, b, 
, d, 1, 2 et 3.On peut véri�er ave
 l'ordre de domination de la �gure 5.4 que 
es moplex 
orrespondentexa
tement aux maxmods non dominants de GR. Les autres maxmods e, f , g, 4, 5 et 6sont dominants.�
abcdefgh x φ

ah x 236 b x 123 c x 125 d x 145

cd x 15abgh x 23 bc x 12 de x 14

abfgh x 3 abcgh x 2 bcde x 1

φ   x 123456Fig. 5.5 � Le treillis L(R) de l'exemple 5.3.5.5.3.3 Cal
ul de la 
ouverture d'un élémentChaque élément d'un treillis est le bottom du sous-treillis qu'il forme ave
 ses des
en-dants. Si nous passons du treillis au sous-treillis, 
e qui était la 
ouverture de l'élémentséle
tionné devient la 
ou
he atomique du sous-treillis. Ainsi, les propriétés 
lassiques surles graphes vont nous permettre de 
ara
tériser les 
on
epts qui forment la 
ouvertured'un élément du treillis en nous appuyant sur la notion de domination dans un graphe.Nous pouvons utiliser la propriété 5.3.4 et les résultats de la sous-se
tion pré
édentepour 
al
uler la 
ouverture d'un élément A�B donné, en dé
omposant le treillis, obtenantainsi un sous-treillis dont A� B est le bottom.
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on
ept A0 � B0 
ouvre un 
on
ept A� B si et seulement si il y a dans G1 = G(B [(P�A)) un maxmod non dominant X tel que A0 = X+A.Preuve : Soient A� B et A0 �B0 deux 
on
epts d'un 
ontexte (P;O;R).=)Supposons que A0 �B0 
ouvre A� B.A0 � B0 est un atome du treillis dont A � B est le bottom, treillis des 
on
epts dela sous-relation R1 = R(P�A;B) dont le graphe asso
ié est G1 = G(B [ (P�A)).La propriété 5.3.3 nous permet d'a�rmer que X = A0�A est un moplex de G1. Lapropriété 5.3.4 a�rme alors que X est un maxmod non dominant de G1.(=Supposons que X = A0�A soit un maxmod non dominant de G1 = G(B [ (P�A)).La propriété 5.3.4 montre que X est un moplex de G1. A�B est le bottom du treillisdes 
on
epts de la sous-relation R1 = R(P�A;B). On en déduit, par la propriété5.3.3 que A0 � B0 est un atome de 
e treillis. Par 
onséquent A0 � B0 
ouvre A � Bdans L(R).�Exemple 5.3.7Dans le treillis L(R) de la �gure 5.5, abgh � 23 
ouvre ah � 236. Dans le sous-grapheG2 = G(f2; 3; 6g[fb; 
; d; e; f; gg) de GR, fa; b; g; hg�fa; hg = fb; gg est un maxmod nondominant. En e�et, fa; hg ayant disparu, b devient non dominant dans G2 ; de plus ladisparition de 1 permet à g de dominer en retour b, 
e qui fait de fb; gg un maxmod nondominant de G2.� Il faut remarquer, pour des questions de 
omplexité, qu'un maxmod X de degré mi-nimum est for
ément non-dominant et que la re
her
he des sommets qui dominent unmaxmod donné X peut être réalisée en temps linéaire par le 
al
ul de l'ensemble dessommets qui sont universels dans N(X).Pour trouver l'ensemble des maxmods non-dominants de GR nous proposons le pro
édésuivant :Pro
édé algorithmique 5.3.8Donnée : Le graphe GR d'une relation binaire R.Résultat : L'ensemble des maxmods de GR.Cal
uler les maxmods de GR et les 
ontra
ter ;Tant que il reste un sommet dans le graphe faire :Choisir un sommet �x de degré minimum dans le graphe obtenu ainsi ;Cal
uler en temps linéaire l'ensemble des sommets qui dominent �x ;Retirer du graphe �x et les sommets qui le dominent.Ce pro
édé algorithmique peut être implémenté en temps O(m) par maxmod non-dominant 
al
ulé. Il sera utilisé dans la deuxième se
tion du 
hapitre 6.
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lef 1255.3.4 Comment un 
on
ept hérite de la domination de ses an-
êtresUn résultat qui sera essentiel dans les appli
ations algorithmiques est la façon dont lesrelations de domination s'héritent le long d'une 
haîne maximale du treillis. Si x dominey dans GR(B [ (P�A)) et si X est un maxmod non dominant de 
e graphe, alors
ette domination sera préservée dans le graphe 
orrespondant au su

esseur (A+X) �(B�N+(X)) de A�B, ainsi que dans tous ses des
endants. D'autres dominations peuventapparaître dans 
e nouveau graphe GR((B�N+(X)) [ (P�(A+X))), mais x domineraen
ore y dans 
e graphe. En remontant le long d'une 
haîne du treillis, 
ette dominationsera 
onservée jusqu'à 
e que x et y appartiennent à un même maxmod non dominantqui servira alors à 
onstituer un 
on
ept 
ouvrant, ou jusqu'à 
e que y soit utilisé pourdé�nir un 
on
ept.Propriété 5.3.9Soit A� B un 
on
ept et (A+X)� (B�N+(X)) un 
on
ept qui le 
ouvre. Soient x; y 2P�(A+X) tels que x domine y dans G1 = GR(B [ (P�A)). Alors, x domine y dansG2 = GR((B�N+G1(X)) [ (P�(A+X))).Preuve : Soit A � B un 
on
ept et (A+X) � (B�N+(X)) un 
on
ept qui le 
ouvre.Soient x; y 2P�A tels que x domine y dans G1 = GR(B [ (P�A)).x domine y dans G1 don
 N+G1(y) � N+G1(x).On a don
 (N+G1(y)�N+G1(X)) � (N+G1(x)�N+G1(X)).Autrement dit, ave
 G2 = GR((B�N+G1(X)) [ (P�(A+X))), on a N+G2(y) � N+G2(x) etx domine y dans G2.�
5.4 La table de dominationLe 
al
ul de la relation de domination sur un graphe se fait en O(nm). Dans les appli-
ations algorithmiques, dont nous verrons deux exemples au 
hapitre 6, il arrive souventqu'il faille mettre à jour la relation par des ajouts ou des retraits de sommets ou d'arêtes.Dans bien des 
as, 
ette mise à jour peut se faire sans qu'il soit pour autant né
essaire dere
al
uler entièrement la relation de domination.Nous proposons dans 
ette se
tion une nouvelle stru
ture de données, la table de do-mination, qui nous permet d'e�e
tuer une mise à jour en O(n) par opération élémentaired'ajout ou de retrait.Nous ne traiterons i
i que la domination entre propriétés ; les mêmes te
hniques s'ap-pliquent à la domination entre objets.



126 Partie II - Chapitre 55.4.1 Représentation de la domination par une tablePour maintenir les informations sur la domination entre propriétés, nous utilisons unetable de domination Ldom qui, pour 
haque paire (x; y) de propriétés, sto
ke les objetsdont la présen
e empê
he x de dominer y. Si E est l'ensemble des arêtes de GR, laliste Ldom[x; y℄ 
ontiendra don
 tous les objets i tels que xi 62 E et yi 2 E, 
'est-à-dire(x; i) 2 R et (y; i) 62 R.Exemple 5.4.1Table de domination des propriétés Ldom 
orrespondant à la relationR de l'exemple 5.2.12(page 119) :Ldom a b 
 d e f g ha ; f1g f1; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; ; ;b f6g ; f5g f4; 5g f4g ; ; f6g
 f3; 6g f3g ; f4g f4g f3g f3g f3; 6gd f2; 3; 6g f2; 3g f2g ; ; f3g f2; 3g f2; 3; 6ge f2; 3; 6g f2; 3g f2; 5g f5g ; f3g f2; 3g f2; 3; 6gf f2; 6g f1; 2g f1; 2; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; f2g f2; 6gg f6g f1g f1; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; ; f6gh ; f1g f1; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; ; ;L'ordre de domination 
orrespondant est représenté dans la �gure 5.4 (page 120).�Le pro
édé algorithmique de 
onstru
tion de la table de domination Ldom est le suivant :Algorithme Constru
tion de la table de domination entre propriétés :Donnée : Un 
ontexte (P;O;R) et son graphe sous-ja
ent GR.Résultat : La table de domination entre propriétés Ldom.Initialisation : La table Ldom 
ontient des listes vides.DébutPour x appartenant à P faire :Pour y appartenant à P faire :Pour i appartenant à N+(y) faire :// 
'est-à-dire Pour i 2 O tel que yi soit une arête de ESi xi 62 GR alorsAjouter i à Ldom[x; y℄ ;Fin.La table de domination Ldom a une taille globale en O(nm). En e�et, pour 
haquepropriété (
olonne) x, on examine le voisinage parmi les objets de 
haque propriété (ligne)y ; 
haque zéro de R sera don
 examiné une fois pour 
haque 
olonne et il y a n 
olonnes.La 
omplexité de l'algorithme 
i-dessus est don
 en O(nm).Notons qu'on a Ldom[x; x℄ = ; pour tout x.
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lef 1275.4.2 Requêtes sur la table de dominationPour véri�er si une propriété x domine une propriété y, il su�t de véri�er dans la tablede domination si la liste Ldom[x; y℄ est vide (au
un objet n'empê
he alors x de dominery). Par 
onséquent, les listes vides d'une 
olonne x donneront exa
tement les propriétésdominées par x.La table de domination Ldom permet de retrouver l'ordre de domination sur les pro-priétés : deux propriétés x et y appartiennent à un même maxmod si et seulement siLdom[x; y℄=Ldom[y; x℄ = ;. Un maxmod représenté par une propriété x dominera un max-mod représenté par une propriété y si et seulement si Ldom[x; y℄ = ;.Exemple 5.4.2De la table Ldom de l'exemple 5.4.1, on peut déduire :� g domine b puisque Ldom[g; b℄ = ;. Par 
ontre b ne domine pas g puisque Ldom[b; g℄ =f1g. L'objet 1 empê
he b de dominer g ; la disparition de 1 dans le sous-grapheG2 = G(f2; 3; 6g[ fb; 
; d; e; f; gg) de GR, on l'a vu dans l'exemple 5.3.7, permettraà b de dominer g, formant un maxmod non dominant fb; gg de G2.� Ldom[a; h℄ = ;=Ldom[h; a℄, don
 a domine h et ré
iproquement, fa; hg forme unmaxmod de GR. Dans Ldom, les deux 
olonnes a et h sont identiques, en termes devoisinage, on a N+(a) = N+(h). Les seules 
ases des 
olonnes a et h dont les listessont vides sont 
elles des lignes a et h, ainsi le maxmod fa; hg est non dominant.� La 
olonne g peut être obtenue par interse
tion des 
olonnes a et b. Cela signi�eque la relation R n'est pas réduite : N+(g) = N+(a) \N+(b) ; g n'apparaîtra dansl'intension d'un 
on
ept que si a et b y apparaissent aussi.�5.4.3 Mise à jour de la table de dominationL'ajout ou le retrait d'une 
roix dans la relation est sus
eptible de modi�er les rapportsde domination entre sommets. Les algorithmes suivants permettent, dans un 
ontexte(P;O;R), de mettre à jour la table Ldom, en O(jPj) par arête modi�ée dans le grapheGR sous-ja
ent. Pour retirer ou ajouter un sommet, on pourra retirer ou ajouter toutesles 
roix impliquant 
e sommet.Algorithme AjouterCroix :Données : La table Ldom et l'arête xi à supprimer de GR.Résultat : La table mise à jour pour le nouveau 
ontexte (P;O;R+f(x; i)g).DébutPour 
haque propriété y 6= x faire :Si yi 2 GRalors Ajouter i à Ldom[x; y℄ ; // Ajouts dans la 
olonne de x.sinon Supprimer i de Ldom[y; x℄ ; // Suppressions dans la ligne de x.Fin.



128 Partie II - Chapitre 5Algorithme RetirerCroix :Données : La table Ldom et l'arête xi à ajouter à GR.Résultat : La table mise à jour pour le nouveau 
ontexte (P;O;R�f(x; i)g).DébutPour 
haque propriété y 6= x faire :Si yi 2 GRalors Supprimer i de Ldom[x; y℄ ; // Suppressions dans la 
olonne de x.sinon Ajouter i à Ldom[y; x℄ ; // Ajouts dans la ligne de x.Fin.
c

d

e

{a,h} b

f

g

Fig. 5.6 � L'ordre de domination après ajout de (b; 5) à L(R) dans l'exemple 5.4.3.Exemple 5.4.3� Ajoutons (b; 5) à la relation R de l'exemple 5.2.12 dont la table de domination �guredans l'exemple 5.4.1.On obtient une nouvelle relation R0 dé�nie par la table suivante :R0 a b 
 d e f g h1 � � � �2 � � � � �3 � � � � �4 � �5 � � �6 � �Dans R, il y avait à la ligne 5 les 
roix 
 et d et les "non-
roix" a, e, f , g et h. Il fautdon
, dans Ldom, ajouter 5 aux listes [b; a℄, [b; e℄, [b; f ℄, [b; g℄ et [b; h℄ (
olonne de b) et leretirer des listes [
; b℄ et [d; b℄ (ligne de b).On obtient, pour R0, une nouvelle table de domination L0dom :L0dom a b 
 d e f g ha ; f1; 5g f1; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; ; ;b f6g ; f6 5g f4; 6 5g f4g ; ; f6g
 f3; 6g f3g ; f4g f4g f3g f3g f3; 6gd f2; 3; 6g f2; 3g f2g ; ; f3g f2; 3g f2; 3; 6ge f2; 3; 6g f2; 3; 5g f2; 5g f5g ; f3g f2; 3g f2; 3; 6gf f2; 6g f1; 2; 5g f1; 2; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; f2g f2; 6gg f6g f1; 5g f1; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; ; f6gh ; f1; 5g f1; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; ; ;Dans la nouvelle relation R0, 
 domine maintenant b. La �gure 5.6 donne le nouvel ordrede domination.
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lef 129� Supprimons maintenant (b; 1) de 
ette dernière relation L(R0).La nouvelle relation L(R00) est dé�nie par la table suivante :L(R00) a b 
 d e f g h1 � � �2 � � � � �3 � � � � �4 � �5 � � �6 � �Dans R00 il y avait à la ligne 1 les 
roix 
, d et e et les "non-
roix" a, f , g et h. 1 doitdon
 être retiré des listes [b; a℄, [b; f ℄, [b; g℄ et [b; h℄ et ajouté aux listes [
; b℄, [d; b℄ et [e; b℄.On obtient, pour R00, une nouvelle table de domination :a b 
 d e f g ha ; f6 1; 5g f1; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; ; ;b f6g ; f1g f1; 4g f1; 4g ; ; f6g
 f3; 6g f3g ; f4g f4g f3g f3g f3; 6gd f2; 3; 6g f2; 3g f2g ; ; f3g f2; 3g f2; 3; 6ge f2; 3; 6g f2; 3; 5g f2; 5g f5g ; f3g f2; 3g f2; 3; 6gf f2; 6g f6 1; 2; 5g f1; 2; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; f2g f2; 6gg f6g f6 1; 5g f1; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; ; f6gh ; f6 1; 5g f1; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; ; ;Après 
ette deuxième modi�
ation de R, 
 ne domine plus b. L'ordre de dominationretrouve sa forme initiale (�gure 5.4, page 120).� Cette te
hnique de mise à jour pourrait être étendue à la 
onstru
tion e�
a
e de latable de domination initiale dans le 
as d'une relation très dense, en 
onsidérant la relationave
 seulement une diagonale de zéros (
e qui 
orrespond à un graphe sans domination)puis en retirant des éléments jusqu'à 
e que la relation désirée soit obtenue.5.4.4 Une table simpli�ée : la table de 
ardinalitéDans bien des 
as, pour répondre aux requêtes, il est su�sant de 
onnaître la taille de
haque liste Ldom[y; x℄, 
e qui présente l'avantage de réduire l'espa
e né
essaire à O(n2)au lieu de O(nm).Un maxmod X est non dominant quand, pour un quel
onque de ses éléments x, lenombre de sommets que x domine est exa
tement jXj. Nous allons don
 utiliser une tablede 
ardinalité TP qui 
ontiendra des nombres 
ompris entre 0 et jOj, la 
ase TP [x; y℄
ontenant la taille de la liste Ldom[x; y℄, 
'est-à-dire le nombre de sommets qui empê
hentx de dominer y. En parti
ulier, le sommet x dominera le sommet y si et seulement siTP [x; y℄ = 0 ; a�n d'avoir un a

ès rapide à 
ette information, nous 
onservons aussi untableau DP indi
é par les éléments de P où DP [x℄ donne le nombre de sommets y telsque TP [x; y℄ = 0, 
'est-à-dire le nombre de sommets que x domine. Ainsi un maxmod



130 Partie II - Chapitre 5X sera non-dominant si et seulement si, pour x 2 X quel
onque, DP [x℄ = j�xj, où �x estle maxmod 
ontenant x ; la question "Quels sont les maxmods non dominants" pourraobtenir une réponse rapide (en un temps O(n)) ave
 le tableau DP . Nous pourrons demême répondre à la question "Quels sont les maxmods non dominés".Le pro
édé pour 
onstruire dire
tement la table de domination initiale TP (à partird'une table initialisée ave
 des zéros dans 
haque 
ase) puis le tableau DP (initialisépareillement) est le suivant :Algorithme 5.4.4 Constru
tion de la table de 
ardinalité :Début// Construire TPPour 
haque x dans P faire :Pour 
haque y dans P faire :Pour 
haque i dans O faire :Si (x; i) 2 R et (y; i) 62 R alors ajouter 1 à TP [x; y℄ ;// Construire DPPour 
haque y dans P faire :Si TP [x; y℄ = 0 alors ajouter 1 à DP [x℄ ;Fin.Exemple 5.4.5La table de 
ardinalité TP et le tableau DP asso
iés à la table de domination présentéedans l'exemple 5.4.1 sont les suivants :TP a b 
 d e f g ha 0 1 2 3 2 0 0 0b 1 0 1 2 1 0 0 1
 2 1 0 1 1 1 1 2d 3 2 1 0 0 1 2 3e 3 2 2 1 0 1 2 3f 2 2 3 3 2 0 1 2g 1 1 2 3 2 0 0 1h 0 1 2 3 2 0 0 0
DP a b 
 d e f g h2 1 1 1 2 5 4 2

� Les tables de domination ont été utilisées pour la 
on
eption de deux appli
ationsalgorithmiques qui sont présentées dans le 
hapitre suivant.



Chapitre 6
Appli
ations algorithmiques
Dans 
e 
hapitre, nous étudions deux problèmes algorithmiques : le maintien d'unesous-hiérar
hie de Galois et la génération d'un treillis des 
on
epts. Ces deux appli
ationsillustrent l'intérêt algorithmique des outils théoriques que nous avons présentés dans les
hapitres 4 et 5.� La première appli
ation a été présentée, en 
ollaboration ave
 Anne Berry dans leworkshop MASPEGHI, organisé par Marianne Hu
hard dans le 
adre de la 
onfé-ren
e OOIS'02 (Obje
t-Oriented Information System) et publié dans LNCS (voir[BS02
℄).� La deuxième, faite en 
ollaboration ave
 Anne Berry et Jean-Paul Bordat, est en
ours de soumission (voir [BBS02℄).

6.1 Maintien d'une sous-hiérar
hie de GaloisDans le 
adre des appli
ations aux langages à objets, en génie logi
iel, on s'intéresse àla 
onstru
tion, à la réorganisation et au maintien d'une hiérar
hie d'héritage. L'organi-sation en treillis de Galois intéresse les 
her
heurs dans 
e domaine 
ar elle permet unefa
torisation maximale des propriétés. Etant donné la taille trop importante de 
e treillis,qui le rend di�
ile à visualiser par l'utilisateur, une des solutions est de travailler sur 
equ'on appelle la sous-hiérar
hie de Galois. Cette sous-hiérar
hie 
ontient sous une formesimpli�ée les 
on
epts parti
uliers qui introduisent une propriété ou un objet (pour plusde pré
ision, voir [HDL00℄, [GM93℄, [CL96℄ et [Hu
h02℄). Cette stru
ture nous intéresseparti
ulièrement 
ar, 
omme nous allons le voir, elle o�re des similitudes frappantes ave
les ordres de domination présentés au 
hapitre 5.131
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on
epts et sous-hiérar
hies de GaloisPour améliorer la lisibilité des treillis, 
ertains auteurs sont amenés à simpli�er lesétiquettes des éléments : seuls sont 
onservés les objets ou les propriétés qui y apparaissentpour la première fois, de manière as
endante pour les propriétés et de manière des
endantepour les objets.Dé�nition 6.1.1 Introdu
teur.Nous dirons qu'un 
on
ept A�B est l'introdu
teur d'une propriété x 2 A quand, dansL(R), x est absent de tous les as
endants de A�B.Nous dirons qu'un 
on
ept A�B est l'introdu
teur d'un objet i 2 B quand, dans L(R),i est absente de tous les des
endants de A� B.Nous dirons qu'un 
on
ept est introdu
teur s'il existe une propriété ou un objet dont il estl'introdu
teur.Dé�nition 6.1.2 Treillis simplifié.Soit (P;O;R) un 
ontexte et L(R) le treillis des 
on
epts asso
ié. On obtient un treillissimpli�é de L(R) en remplaçant l'étiquette A � B de 
haque 
on
ept par l'étiquette(G;D), où G 
ontient les propriétés dont 
e 
on
ept est l'introdu
teur et D 
ontient lesobjets de B dont 
e 
on
ept est l'introdu
teur.Notons que si un 
on
ept n'est pas introdu
teur, il est simpli�é en (;; ;). Une deuxièmesimpli�
ation élimine 
es étiquettes et fournit un ordre appelé sous-hiérar
hie de Galois :Dé�nition 6.1.3 Sous-hiérar
hie de Galois.Soit (P;O;R) un 
ontexte et L(R) le treillis des 
on
epts asso
ié. On appelle sous-hiérar
hie de Galois l'ordre, qu'on notera H(R), obtenu à partir du treillis simpli�éissu de L(R) en supprimant le top, le bottom ainsi que tous les éléments étiquetés par(;; ;).Remarque 6.1.4Il est 
lair que 
e pro
édé supprime tous les éléments de L(R) qui ne sont pas introdu
-teurs. Dans 
ette optique, puisqu'on ne 
onsidère que des relations sans rangées de unsou de zéros (leur 
as a été réglé au 
hapitre 4), il est 
ohérent de supprimer aussi le topet le bottom.Remarquons aussi que, si la relation est réduite, H(R) 
ontient exa
tement les élémentsirrédu
tibles de L(R) puisque, dans 
e 
as, les irrédu
tibles sont exa
tement les élémentsintrodu
teurs. En e�et, pour 
al
uler la relation réduite dont un treillis est treillis de Ga-lois, l'algorithme 1.2.46 (page 31) met en bije
tion l'ensemble des irrédu
tibles du treillisave
 l'ensemble des propriétés et objets de la relation 
onstruite.Par 
onstru
tion, le nombre d'éléments dans une sous-hiérar
hie de Galois ne dépassepas n = jPj+jOj.Exemple 6.1.5Reprenons la relation R de l'exemple 5.2.12 du 
hapitre 5 (page 119).
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abcdefgh x φ

ah x 236 b x 123 c x 125 d x 145

cd x 15abgh x 23 bc x 12 de x 14

abfgh x 3 abcgh x 2 bcde x 1

φ   x 123456Fig. 6.1 � Treillis L(R) asso
ié à la relation R de l'exemple 6.1.5.
T

T

(f,3) φ( ,2) ( ,1)φ

(g, ) ( ,5) (e,4)φ φφ φ

(ah,6) (c, ) (d, )φ φ

( , )

φ(b, )

Fig. 6.2 � Treillis simpli�é asso
ié à L(R) de la �gure 6.1.
(f,3) φ

(g, ) (e,4)φ

(ah,6) (c, ) (d, )φ φφ(b, )

( ,2) φ( ,1)

φ( ,5)

Fig. 6.3 � Sous-hiérar
hie de Galois asso
ié à la relation R de l'exemple 6.1.5.
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 d e f g h1 � � � �2 � � � � �3 � � � � �4 � �5 � �6 � �Fig. 6.4 � Table de la relation R de l'exemple 6.1.5.Nous redonnons la table de R dans la �gure 6.4 et le treillis L(R) asso
ié dans la �gure6.1.Le treillis simpli�é 
orrespondant est présenté dans la �gure 6.2 et la sous-hiérar
hie deGalois H(R) dans la �gure 6.3. Notons que l'ordre partiel H(R) n'est pas un treillispuisque les éléments (;; 2) et (;; 1) n'ont pas de borne inférieure.Le 
on
ept abgh � 23 est l'introdu
teur de la propriété g, il est simpli�é en (g; ;) dansH(R). Le 
on
ept b
de � 1 est l'introdu
teur de l'objet 1, il est simpli�é en (;; 1) dansH(R). Le 
on
ept ah � 236 est l'introdu
teur des propriétés a et h et des objets 3 et 6,il est simpli�é en (ah; 36) dans H(R). Le 
on
ept b
 � 12 n'est pas introdu
teur, il estabsent de H(R).La relation R n'est pas réduite 
ar la 
olonne de g est l'interse
tion de 
elles de a et deb ; le 
on
ept introdu
teur de g, abgh� 23, n'est pas un irrédu
tible de L(R).�6.1.2 Utilisation de la domination pour dé
omposer une sous-hiérar
hie de GaloisAu 
hapitre 5, nous avons séparé les propriétés des objets pour travailler sur l'ordre dedomination. Nous introduisons don
 une dé
omposition de la sous-hiérar
hie de Galoisen deux sous-hiérar
hies, l'une 
onstruite sur les intensions, l'autre sur les extensions.Cha
une de 
es sous-hiérar
hies sera 
onstruite en 
onservant respe
tivement la partiegau
he et la partie droite des étiquettes de la sous-hiérar
hie de Galois, puis, en 
ohéren
eave
 la dé�nition des sous-hiérar
hies, en retirant dans 
ha
une des nouvelles stru
turesobtenues les éléments dont l'étiquette est vide.La sous-hiérar
hie sur les intensions sera dé�nie 
omme suit :Dé�nition 6.1.6 Sous-hiérar
hie sur les intensions.Soit (P;O;R) un 
ontexte et H(R) la sous-hiérar
hie de Galois asso
iée. Nous appel-lerons sous-hiérar
hie sur les intensions l'ordre obtenu à partir de H(R) en ne
onservant, pour 
haque élément (G;D), que la partie gau
he G de son étiquette, puisen supprimant tous les éléments étiquetés par ;. Ce nouvel ordre sera noté I(R).Nous dé�nirons dualement une sous-hiérar
hie sur les extensions, que nous noteronsE(R). Nous ne traiterons dans 
e qui suit que le 
as de la sous-hiérar
hie sur les intensions ;
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hie sur les extensions s'étudie de façon similaire.Lemme 6.1.7Un 
on
ept A � B est l'introdu
teur d'une propriété x 2 A si et seulement si N+(x) =O�B.Preuve : Soient A� B un 
on
ept d'un 
ontexte (P;O;R) et x 2 A.=)On suppose que A � B est l'introdu
teur de x. Par dé�nition d'un 
on
ept, B �N+(x). Supposons qu'il existe i 2 (O�B) � N+(x) ; on peut don
 
onstruire unautre 
on
ept A0 � B0 dont l'intension A0 
ontient x et dont l'extension B0 in
lutB + fig. Puisque B � B + fig � B0, A0 � B0 est un as
endant de A � B dontl'intension 
ontient x. Par 
onséquent A�B ne peut être l'introdu
teur de x, 
e quiest 
ontradi
toire.(=On suppose que N+(x) = O�B. Soit A0 �B0 un as
endant de A�B. Par dé�nitiond'un 
on
ept, on a B � B0. Puisque N+(x) = O�B, alors 8i 2 B0�B, (x; i) 62 R.Par 
onséquent, x ne avoir A0 � B0 pour introdu
teur, ni au
un autre as
endant deA� B, il apparaît pour la première fois dans A� B qui en est don
 l'introdu
teur.�Lemme 6.1.8Soit (P;O;R) un 
ontexte et GR son graphe sous-ja
ent.Les éléments de la sous-hiérar
hie sur les intensions I(R) sont exa
tement étiquetés parles maxmods de GR(P).Preuve : Soit (P;O;R) un 
ontexte, L(R) son treillis des 
on
epts et GR son graphesous-ja
ent.Chaque propriété x deP se retrouvera dans au moins un des éléments de la sous-hiérar
hiesur les intensions I(R) : par 
onstru
tion d'un treillis des 
on
epts, 
haque propriété ap-paraît dans au moins un élément de L(R), il y aura don
 un 
on
ept qui sera l'intro-du
teur de x et 
e 
on
ept se retrouvera, ave
 une étiquette gau
he non vide, dans lasous-hiérar
hie de Galois H(R) et don
 dans I(R). Par ailleurs la propriété 5.2.3 et lelemme 6.1.7 nous assurent que tous les sommets d'un même maxmod de GR se retrou-veront dans le même élément de I(R) : si x et y appartiennent à un même maxmod deGR alors N+(x) = N+(y), et de 
e fait x et y auront le même introdu
teur dans H(R)et don
 dans I(R).D'autre part, si deux propriétés x et y n'appartiennent pas à un même maxmod de GRalors N+(x) 6= N+(y) et par le lemme 6.1.7 ne peuvent avoir le même 
on
ept introdu
-teur, ils ne peuvent don
 pas se retrouver dans le même élément de I(R).�Lemme 6.1.9Soit (P;O;R) un 
ontexte et X1 et X2 deux éléments de I(R). X1 � X2 dans I(R) siet seulement si X2 domine X1.Preuve : Soit (P;O;R) un 
ontexte, X1 et X2 deux éléments de sa sous-hiérar
hie surles intensions I(R).



136 Partie II - Chapitre 6Par le lemme 6.1.8, X1 et X2 sont des maxmods de GR. On peut don
 
hoisir un repré-sentant x1 de X1 et un représentant x2 de X2.X1 est asso
ié à un 
on
ept A1�B1 de L(R), A1 � X1, introdu
teur de x1, don
 (lemme6.1.7) N+(x1) = O�B1. Il existe de même un 
on
ept A2 � B2, ave
 A2 � X2, intro-du
teur de x2, et on a N+(x2) = O�B2. Par le théorème 5.2.11, x2 domine x1 si etseulement si N+(x1) � N+(x2), 
e qui est équivalent à O�N+(x1) � O�N+(x2) et don
à B1 � B2. Cette dernière in
lusion est vraie, par 
onstru
tion des 
on
epts, si et seule-ment si A1 � B1 � A2 � B2 dans L(R), 
e qui est équivalent à X1 � X2 dans I(R).�Remarque 6.1.10 Le lemme 6.1.9 établit l'équivalen
e entre 
omparabilité de 
on
eptsdans L(R) et domination dans GR. Il peut être mis en parallèle ave
 le lemme 4.2.1 quiétablit l'équivalen
e entre 
omparabilité de 
on
epts dans L(R) et "non-
roisement" desséparateurs 
orrespondant dans GR. On pourrait ainsi relier les notions de dominationet de séparation dans un graphe, 
e qui aboutirait peut-être à des outils nouveaux quipermettraient d'améliorer l'énumération des séparateurs minimaux ou des ab-séparateursminimaux (séparateurs qui sont minimaux pour la séparation d'une même paire de som-mets donnée fa; bg). Cependant, 
ette étude dépasse le 
adre de travail que nous noussommes �xés.Théorème 6.1.11 Sous-hiérar
hie et domination.Soit (P;O;R) un 
ontexte et GR son graphe sous-ja
ent.La donnée de l'ordre de domination sur les propriétés de GR est équivalent à la donnéede la sous-hiérar
hie sur les intensions I(R) asso
iée à L(R).Preuve : Ce théorème dé
oule dire
tement des lemmes 6.1.8 et 6.1.9, en utilisant l'ordrede domination sur les maxmods de GR dé�ni dans le 
hapitre 5.� Il su�t don
 de 
onserver les informations de domination sur GR pour avoir toutes lesinformations sur I(R). De plus, la taille de I(R) est bornée par jPj.Exemple 6.1.12La sous-hiérar
hie sur les intensions de l'exemple 6.1.5 est présentée dans la �gure 6.6, lasous-hiérar
hie sur les extensions dans la �gure 6.7. L'ordre de domination 
orrespondantest 
elui de la �gure 5.4, il est rappelé dans la �gure 6.5 
i-dessous.�
c{a,h} b

f

g

d

e

3 2 1

6 4 5Fig. 6.5 � L'ordre de domination de l'exemple 6.1.12.
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Première étape, simpli�
ation des étiquettes de H(R) :
f φ φ

φ e

ah b c d

g

Deuxième étape, suppression des éléments étiquetés par ; pour obtenir I(R) :
f

e

ah b c d

g

Fig. 6.6 � Constru
tion de la sous-hiérar
hie sur les intensions I(R) de l'exemple 6.1.12.
Première étape, simpli�
ation des étiquettes de H(R) :
3 2 1

4φ

6 φ φ φ

5

Deuxième étape, suppression des éléments étiquetés par ; pour obtenir E(R) :
3 2 1

4

6

5

Fig. 6.7 � Constru
tion de la sous-hiérar
hie sur les extensions E(R) de l'exemple 6.1.12.



138 Partie II - Chapitre 66.1.3 Mise à jour des informations de dominationNous allons montrer i
i 
omment on peut, à partir de la table de domination, re
onsti-tuer l'ordre de domination sur les propriétés et don
 la sous-hiérar
hie sur les intensions.Nous verrons ensuite 
omment retrouver la sous-hiérar
hie de Galois à partir de la sous-hiérar
hie sur les intensions et de 
elle sur les extensions.Ces re
onstitutions sont utiles quand la relation 
hange. Nous avons vu au 
hapitre pré-
édent que la table de domination peut être mise à jour pour prendre en 
ompte les ajoutsou suppressions intervenues (algorithmes AjouterCroix et RetirerCroix). La nouvellesous-hiérar
hie de Galois pourra être re
onstituée à partir de la table de domination mo-di�ée.Exemple 6.1.13Nous allons su

essivement ajouter puis retirer une 
roix de la relation R de l'exemple6.1.5.� L'ajout de (b; 5) à la relationR, 
omme le faisait l'exemple 5.4.3, aboutit à une nouvellerelation R0. Le treillis des 
on
epts L(R0) asso
ié à R0 est présenté dans la �gure 6.8, lasous-hiérar
hie de Galois H(R0) dans la �gure 6.9.� Si on retire ensuite (b; 1) de R0, on obtient une nouvelle relation R00 (voir l'exemple5.4.3, page 128). Le treillis des 
on
epts L(R00) asso
ié à R0 est présenté dans la �gure6.10, la sous-hiérar
hie de Galois H(R00) dans la �gure 6.11.�
abcdefgh x φ

abfgh x 3 abcgh x 2

abgh x 23

bcde x 1

b x 1235

bc x 125

bcd x 15

de x 14

d x 145ah x 236

φ   x 123456Fig. 6.8 � Treillis des 
on
epts L(R0) de l'exemple 6.1.13.Re
onstituer l'ordre de dominationLes informations de domination permettent de re
onstituer la sous-hiérar
hie sur lesintensions. En e�et, d'après le théorème 6.1.11, il su�t de 
al
uler l'ordre de domination
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(ah,6)

(g, )

(f,3) ( ,2)

( ,1)

(e,4)

(d, )
(b, )

(c, )

( ,5)

φ
φ

φ
φ

φ
φ

φ

Fig. 6.9 � Sous-hiérar
hie de Galois H(R0) de l'exemple 6.1.13.
abcdefgh x φ

ah x 236 c x 125 d x 145

abfgh x 3

cd x 15abgh x 23 de x 14

bcd x 5

φ   x 123456

b x 235

bc x 25

abcgh x 2 cde x 1

Fig. 6.10 � Treillis des 
on
epts L(R00) de l'exemple 6.1.13.sur les propriétés. Cela peut se faire ré
ursivement en déterminant dans GR les maxmods�m non dominants du graphe et en 
al
ulant pour 
ha
un l'ensemble P des sommets qu'ildomine, puis en traitant le sous-graphe GR(P [O). L'algorithme ORDOM 
i-dessous réalise
e travail ; il est appelé par ORDOM(;,P). Cet algorithme utilise la table de dominationLdom et le graphe GR, en variables globales, et un ensemble A initialisé à ;. Après ledernier appel ré
ursif, A 
ontient les ar
s de la 
ouverture de l'ordre de domination surles propriétés de G. Ce pro
édé s'apparente au 
al
ul d'une S-séquen
e d'un graphe orientésans 
y
le.Algorithme ORDOM :Donnée : Le maxmod �m (ayant engendré l'ar
 �m! X, si �m=;),l'ensemble X des sommets stri
tement dominés par �m.Résultat : L'ordre de domination sur l'ensemble de propriétés �m+X.DébutDéterminer l'ensemble ND des maxmods non dominés de GR(X [ O) ;Pour 
haque �x dans ND faire :Si �m6= ; alors A A+f �m�xg ;Cal
uler l'ensemble P des sommets stri
tement dominés par �x ;si P 6= ; alors ORDOM(�x,P ) ;End.
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(f,3) ( ,2) ( ,5) ( ,1)

(e,4)

(d, )(c, )(b, )(ah,6)

(g, )

φ φ φ

φφφ

φ

Fig. 6.11 � Sous-hiérar
hie de Galois H(R00) de l'exemple 6.1.13.
L'algorithme est validé par le double invariant suivant :Invariant 6.1.14� �m domine tous les éléments de X.� Un élément de ND ne peut dominer un élément de X�ND.Ainsi, les éléments de ND forment la 
ouverture de �m dans l'ordre de domination, 
haqueappel ré
ursif de ORDOM 
orrespond à la 
onstru
tion d'un ar
 de l'ordre de domination.La table Ldom permet de 
al
uler en O(m) l'ensemble des maxmods non dominés dugraphe ; P est 
al
ulable en O(n) . Chaque appel de ORDOM est don
 réalisé en O(m). La
omplexité globale est don
 en O(nm). Cependant, en utilisant une partition ordonnéedes maxmods de GR ave
 les maxmods non dominés en début de partition, on pourraitobtenir une meilleure 
omplexité amortie, en O(n2).Notons que la table de domination sur les propriétés permet aussi de retrouver le 
on
eptA � B 
orrespondant à un élément de I(R) dont l'étiquette 
ontient une propriété x.L'intension A du 
on
ept 
ontient exa
tement les propriétés que x domine : A = fy 2P jLdom[x; y℄ = ;g. L'extension B du 
on
ept est donné par : B = O�N+(x), 
ommenous l'avons vu dans la sous-se
tion pré
édente. A et B peuvent être 
al
ulés en tempsproportionnel à leurs tailles (au plus O(n)). On peut don
 ajouter le 
al
ul du 
on
eptasso
ié à 
haque élément de I(R) à l'algorithme ORDOM sans augmenter sa 
omplexité.Ldom a b 
 d e f g ha ; f1g f1; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; ; ;b f6g ; f5g f4; 5g f4g ; ; f6g
 f3; 6g f3g ; f4g f4g f3g f3g f3; 6gd f2; 3; 6g f2; 3g f2g ; ; f3g f2; 3g f2; 3; 6ge f2; 3; 6g f2; 3g f2; 5g f5g ; f3g f2; 3g f2; 3; 6gf f2; 6g f1; 2g f1; 2; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; f2g f2; 6gg f6g f1g f1; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; ; f6gh ; f1g f1; 5g f1; 4; 5g f1; 4g ; ; ;Fig. 6.12 � Table de domination sur les propriétés Ldom de l'exemple et 6.1.15.
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utons l'algorithme ORDOM sur le graphe GR de l'exemple 6.1.5 (page 132, la table dedomination sur les propriétés Ldom est rappelée dans la �gure 6.12).Etape 1 :L'appel initial est ORDOM(;;P), ave
 A = ;.L'ensemble des maxmods de GR est fah; b; 
; d; e; f; gg.ND=ff; e; 
g.� On traite f qui est non dominé dans GR 
ar Ldom[x; f ℄ = ; seulement pour x = f .Ldom[f; y℄ = ; pour y 2 fa; b; g; hg, 
e qui nous donne l'ensemble P des sommetsdominés par f . On appelle ORDOM(f ,fa; b; g; hg).� On traite e. P = fdg, on appelle ORDOM(e,fdg).� On traite 
. P = ;, pas d'appel ré
ursif.Etape 2 :L'étape 1 appelle ré
ursivement ORDOM(f ,fa; b; g; hg) : ND=fgg.� g est non dominé dans GR(fa; b; g; hg), on 
rée l'ar
 f!g, P = fa; b; hg, on appelleORDOM(g,fa; b; hg).Etape 3 : L'étape 2 appelle ré
ursivement ORDOM(g,fa; b; hg) : ND=fah; gg.� ah est non dominé dans GR(fa; b; hg), on 
rée l'ar
 g!ah, pas d'appel ré
ursif.� b est non dominé dans GR(fa; b; hg), on 
rée l'ar
 g!b, pas d'appel ré
ursif.Etape 4 :L'étape 1 appelle ré
ursivement ORDOM(e,fdg) : ND=fdg.� d est non dominé dans GR(fdg), P = ;, on 
rée l'ar
 e!d, pas d'appel ré
ursif.La pile de ré
ursivité est vide et l'algorithme prend �n.On obtient �nalement : A = ff!g; g!ah; g!b; e!dg.�Re
onstituer la sous-hiérar
hie de GaloisLes informations de domination permettent aussi de re
onstituer la sous-hiérar
hie deGaloisH(R). On peut, dans un premier temps, 
onstruire la sous-hiérar
hie des intensionsI(R), à partir de la table de domination sur les propriétés LP . Dans un deuxième tempson 
onstruit la sous-hiérar
hie des extensions E(R) ave
 la table de domination sur lesobjets LO . C'est au 
ours de 
ette deuxième phase que s'e�e
tue la re
omposition deH(R), en déterminant les éléments qui appartiennent à la fois à I(R) et à E(R). Sur 
eprin
ipe, nous proposons un algorithme qui re
onstitue les éléments de H(R).Algorithme SHG :Donnée : Un 
ontexte (P;O;R), son graphe sous-ja
ent GR, les tables de dominationLP sur les propriétés et LO sur les objets.Résultat : L'ensemble Elements des éléments de la sous-hiérar
hie de Galois.Initialisation :E  ; ;Atteint ; ;Elements ; ;intensions ; ;Begin



142 Partie II - Chapitre 6// 1. Construire I(R) ave
 les intensionsTant que Atteint6=P faire :Choisir x dans P�Atteint ;A fy 2PjLP [x; y℄ = ;g ; // propriétés dominées par xX  fy 2 AjLP [y; x℄ = ;g ; // maxmod de xAtteint Atteint[X ;intensions intensions[f(A;X; ;)g ;Elements Elements[f(X; ;)g ;// Si besoin, 
al
uler l'extension B  O�N+(x)// Si besoin, mémoriser les ar
s entre (X; ;) et les autre éléments de Elements// 2. Construire E(R) ave
 les extensions et 
onstruire H(R)Atteint ; ;Tant que Atteint6= O faire :Choisir i dans O�Atteint ;B  fj 2 OjLO [i; j℄ = ;g ; // objets dominés par iY  fj 2 BjLO [j; i℄ = ;g ; // maxmod de iAtteint Atteint[Y ;A P�N+(i) ; // Cal
ul de l'intensionSi A se trouve dans un élément (A;X; ;) de intensionsalors // (X; ;) a dèjà été 
al
ulé pour I(R)rempla
er (X; ;) par (X; Y ) dans Elements ;rempla
er (A;X; ;) par (A;X; Y ) dans intensionssinon // l'élément est absent de I(R)Elements Elements[(;; Y ) ;// Si besoin, mémoriser les ar
s entre (;; Y ) et les autre élémentsEnd.Ave
 O(n) opérations par bou
le Tant-que, l'algorithme SHG a une 
omplexité en O(n2)si l'on ne tient pas 
ompte du 
al
ul des ar
s de H(R). Pour 
al
uler les ar
s de H(R)en même temps que les éléments, on peut reprendre le prin
ipe de l'algorithme ORDOMque l'on adaptera pour les objets a�n de prendre en 
ompte non seulement les éléments
ommuns à I(R) et E(R), mais aussi les ar
s de la 
ouverture de H(R) reliant un élémentde I(R) à un élément de E(R).Ainsi, notre travail sur la domination nous a permis de proposer le premier algorithmeexistant de maintien d'une sous-hiérar
hie de Galois.6.2 Génération du treillis des 
on
eptsLe se
ond problème que nous avons étudié est la génération des 
on
epts ou d'une partiedes 
on
epts (génération des itemsets fermés fréquents, par exemple), que l'on 
onstruiseou non les ar
s du diagramme de Hasse.La popularité 
roissante du treillis de Galois, en tant qu'outil de Data Mining, a misà l'ordre du jour le problème d'engendrer le plus e�
a
ement possible les 
on
epts. La�nesse des algorithmes est d'autant plus 
ru
iale que le nombre de 
on
epts dé�nis est
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ations algorithmiques 143grand, 
omme 
'est le 
as pour la plupart des relations utilisées. La masse de travauxré
ents sur 
e problème en témoigne (voir [Che69℄, [Gue93℄, [Bor86℄, [Nor78℄, [Gan84℄,[NR99℄, [KO02℄).Les algorithmes de génération peuvent revêtir plusieurs aspe
ts : on peut vouloir en-gendrer et sto
ker tous les 
on
epts (voir [NR99℄), ou simplement atteindre 
ha
un d'euxau moins une fois (voir [Gan84℄), ou en
ore 
al
uler les 
on
epts et leur stru
turation,
'est-à-dire les ar
s du treillis (voir [Bor86℄).6.2.1 Algorithmes existantsPour engendrer brutalement les 
on
epts, on peut examiner 
haque partie de P � Oen véri�ant pour 
ha
une d'elle si elle 
orrespond à un 
on
ept. Malgré une 
omplexitée�royable, 
ette démar
he semble s'être avérée intéressante dans 
ertaines situations ; ene�et, la simpli
ité de l'algorithme permet de 
on
evoir un programme qui tient en quelqueslignes et peut être implémenté en parallèle à un très bas niveau (utilisation par [Pas00℄pour la génération des itemsets fréquents). Néanmoins, en raison du nombre exponentielde parties, il n'est raisonnable d'utiliser 
ette te
hnique que pour des relations de petitetaille.Pour les relations plus grosses, il est important d'engendrer les 
on
epts sans atteindretoutes les parties. Ce problème a donné lieu à de nombreuses publi
ations dans les trentedernières années et les algorithmes se sont a�nés progressivement.Un des premiers algorithmes publiés fut 
elui de Chein ([Che69℄) ; 
et algorithme en-gendre le treillis par 
ou
hes su

essives, en dé�nissant des 
andidats possibles par 
ombi-naisons de 
on
epts de la 
ou
he pré
édente ; il a une 
omplexité en pire 
as exponentiellepar 
on
ept engendré (voir [Gue93℄).L'algorithme de Bordat ([Bor86℄) a apporté une amélioration, puisque il tourne en O(n3)par 
on
ept, en se basant sur un par
ours en largeur du treillis ; une des parti
ularitésintéressantes de 
et algorithme est qu'il 
al
ule aussi les ar
s du diagramme de Hasse dutreillis. Cette 
omplexité en temps a été ré
emment améliorée par Nourine et Raynaud([NR99℄) à O(n2) par 
on
ept.Tous 
es algorithmes né
essitent un espa
e mémoire exponentiel et sto
kent les 
on
epts
al
ulés.Quand on n'a pas besoin de sto
ker les 
on
epts, mais seulement de les atteindre aumoins une fois 
ha
un, le problème d'espa
e mémoire devient plus simple, bien que letemps de traitement par 
on
ept soit paradoxalement plus élevé : le meilleur algorithmede 
e type est dû à Ganter ([Gan84℄) et tourne en O(n3) par 
on
ept, en utilisant la notionintéressante "d'ordre le
tique" (le
ti
 order), qui évite d'explorer toutes les parties, maispas de 
al
uler le même 
on
ept O(n) fois.Pour une étude plus détaillée des algorithmes de 
onstru
tion de treillis des 
on
epts, lele
teur peut se reporter au panorama de Guéno
he [Gue93℄, malheureusement antérieur àla publi
ation de [NR99℄, et au papier très ré
ent de Sergei (voir [KO02℄) qui propose une



144 Partie II - Chapitre 6analyse à la fois expérimentale et théorique de 
es prin
ipaux algorithmes de génération.6.2.2 Génération des 
on
epts par 
al
ul des séparateurs mini-mauxPour illustrer l'usage qu'on peut faire de notre nouveau paradigme présenté au 
hapitre4, nous allons utiliser les travaux ré
ents réalisés pour engendrer tous les séparateurs mini-maux ou les xy-séparateurs minimaux d'un graphe (voir [SL97℄, [KK98℄, [BBC00℄, [She99℄)pour montrer que nous pouvons fa
ilement égaler les meilleurs algorithmes existants pourengendrer et sto
ker tous les 
on
epts.Pour 
ela nous allons 
onstruire un nouveau graphe intermédiaire HR en ajoutant ànotre graphe sous-ja
ent GR tel qu'il est dé
rit dans le 
hapitre 4 deux sommets simpli-
iaux x et y tels que N(x) =P et N(y) = O.Propriété 6.2.1Soit S (GR) l'ensemble des xy-séparateurs minimaux de GR. L'ensemble des xy-séparateurs minimaux de HR est exa
tement fPg [ fOg [S (GR).Cette simple remarque permet d'utiliser le travail de Shen [She99℄ sur la génération desxy-séparateurs minimaux d'un graphe : [She99℄ revendique une 
omplexité en O(n2) parxy-séparateur minimal pour les engendrer et les sto
ker tous. Cette 
omplexité est aussibonne que 
elle de [NR99℄. Remarquons que [She99℄ fait une analyse en moyenne de lapla
e requise qui paraît très intéressante.Notons pour terminer que l'énumération des xy-séparateurs minimaux d'un graphepourrait peut-être des
endre à O(m) par séparateur minimal, 
e qui 
onduirait dire
te-ment à une amélioration 
orrespondante de la génération des 
on
epts.6.2.3 Génération des 
on
epts par le 
al
ul de la 
ouvertureNous allons maintenant dé
rire un prin
ipe algorithmique qui nous permettra d'amélio-rer le problème de la génération sans sto
kage des 
on
epts. Pour le même 
oût, nous en-gendrons les ar
s du treillis. Ce prin
ipe requiert un espa
e mémoire polynomial (O(nm)).Nous proposerons deux implémentations de 
e prin
ipe. Un premier algorithme, d'im-plémentation très simple, tourne en O(nm) par 
on
ept, 
e qui 
orrespond déjà aux algo-rithmes ayant le meilleur temps pour engendrer les éléments sans les sto
ker (algorithmede [Gan84℄) mais aussi pour engendrer la stru
ture (algorithme de [Bor86℄).Le même prin
ipe algorithmique nous fournit un deuxième algorithme qui tourne entemps O(nm) par 
haîne maximale par
ourue. Ce
i améliore [NR99℄ puisque nous avonsune 
omplexité en temps 
omparable sans avoir besoin d'un espa
e mémoire exponentiel ;
e
i améliore aussi signi�
ativement la 
omplexité en O(n3) par 
on
ept de Ganter. De
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ations algorithmiques 145plus, le nombre de 
on
epts tend à devenir exponentiel quand la relation est dense ; dans
e 
as, m 2 O(n) et notre 
omplexité tombe à O(n2) par 
haîne maximale par
ourue.Le prin
ipe algorithmique que nous introduisons i
i présente des similitudes ave
 
eluide [Bor86℄. Il atteint ré
ursivement 
haque 
on
ept A � B et 
al
ule sa 
ouverture, entravaillant à 
haque étape sur la sous-relation R((P�A); B).Une des améliorations apportées est que 
haque 
on
ept hérite des informations trans-mises par les 
on
epts pré
édemment 
al
ulés, a�n d'éviter d'engendrer un même 
on
eptplus d'une fois. Ce
i 
onstitue une avan
ée dans la génération des 
on
epts.Une autre amélioration est que nous utilisons un par
ours en profondeur du treillis, 
equi nous autorise à ne sto
ker qu'un nombre polynomial d'o
tets, puisque qu'un treillis des
on
epts, bien que de taille potentiellement exponentielle, est de faible hauteur (O(n)).En�n, la façon dont nous 
al
ulons la 
ouverture d'un 
on
ept est fon
ièrement nouvelle,puisque nous utilisons nos résultats sur la domination entre maxmods.Nous allons tout d'abord dé
rire notre pro
édé algorithmique général. Nous présenteronsensuite les deux algorithmes, qui se distinguent par la façon de 
al
uler les maxmods nondominants ; le premier est très simple mais la 
omplexité dans le pire 
as n'est guèremeilleure que 
elle de Ganter, le se
ond, plus sophistiqué, utilise la table de 
ardinalitéprésentée au 
hapitre 5, de façon à gérer e�
a
ement la mise à jour des informations dedomination.A. Prin
ipe algorithmiqueNous avons vu au 
hapitre 5 que l'on peut utiliser la domination pour 
al
uler la 
ou-verture d'un 
on
ept (théorème 5.3.6), nous allons utiliser 
e théorème pour 
al
ulerré
ursivement tous les 
on
epts, en 
ommençant par le bottom. Si on ne prend pas depré
autions, 
e pro
édé engendrera 
haque 
on
ept exa
tement autant de fois qu'il a deprédé
esseurs.Notre but est d'engendrer 
haque 
on
ept exa
tement une fois. Comme l'ordre surles 
on
epts est dé�ni par in
lusion sur les intensions, tout 
on
ept A0 � B0 qui est undes
endant de A � B véri�e A � A0. Puisque notre algorithme utilise une appro
he enprofondeur, quand un maxmod X est utilisé pour engendrer un 
on
ept (A+X) � B0alors tous les 
on
epts ayant X dans leur intension serons dé�nis par l'appel ré
ursifsur (A+X) � B0. Si un 
on
ept frère de (A+X) � B0 utilise un maxmod 
ontenant unsommet x de X alors 
e 
on
ept aura déjà été engendré pré
édemment. Si nous sto
konsles informations sur les maxmods qui ont déjà été utilisé par un frère ou le frère d'unan
être, nous évitons de 
al
uler le même 
on
ept plus d'une fois.Pro
édé algorithmique 6.2.2 sur un 
on
ept A�B.CALCULER l'ensemble ND des maxmods non dominants de GR((P�A) [B) ;// Chaque maxmod X de ND dé�nit un 
on
ept 
ouvrant de A� B.CALCULER l'ensemble Nouveau des maxmods de ND sans sommet déjà traité ;// Chaque maxmod X de Nouveau dé�nit un nouveau 
on
ept 
ouvrant A�B.Pour 
haque maxmod X de Nouveau faire :APPLIQUER ré
ursivement le pro
essus au nouveau 
on
ept d'intension A+X ;



146 Partie II - Chapitre 6AJOUTER tous les sommets de X à l'ensemble des sommets déjà traités.Le problème de 
omplexité de 
e pro
édé peut provenir du 
al
ul de l'ensemble desmaxmods non-dominants et l'analyse de 
omplexité en pire 
as dépendra lourdement dela manière dont 
e problème est résolu.B. Un premier algorithme basé sur le 
al
ul dire
t des maxmodsCal
ul des maxmods :La manière la plus dire
te de 
al
uler les maxmods non-dominants est d'utiliser lepro
édé algorithmique 5.3.8 : répétitivement trouver un maxmod X de degré minimal,
al
uler les maxmods qui le dominent, enlever 
es maxmods ainsi que X de l'ensembledes sommets avant de re
ommen
er. Nous nous appuyons sur l'algorithme d'a�nement departitions de [HsM99℄, basé sur l'algorithme Lex-BFS, pour partitionner les sommets deGR en maxmods. On remarquera que 
es algorithmes permettent d'obtenir une partitionordonnée des sommets en maxmods, dans laquelle un maxmod est obligatoirement pla
éaprès tous les maxmods qu'il domine ; le premier maxmod de la partition ordonnée estainsi non dominant. Nous en déduisons un algorithme POND qui 
al
ule une partitionordonnée des propriétés de GR en maxmods, ave
 une 
omplexité linéaire (O(m)).Algorithme POND :Donnée : Le graphe sous-ja
ent GR à un 
ontexte (P;O;R).Résultat : Une partition ordonnée PO des sommets de P en maxmods de GR.Initialisation : PO (P) ; // Une seule 
lasse P au départ.DébutPour 
haque objet y de O faire :Pour 
haque 
lasse K de PO telle que jKj > 1 faire :// Partitionner la 
lasse K en K1 et K2.K1 = K�N+(y) ;K2 = K \N+(y) ;Si K1 et K2 sont toutes deux non vides alorsRempla
er, dans PO, K par K1 suivi de K2 ;Fin.Invariant 6.2.3Après 
haque partition d'une 
lasse K en K1 et K2 dans l'algorithme POND, au
un sommetde K1 ne domine un sommet de K2.Preuve : Soient x1 2 K1 et x2 2 K2. x1y n'est pas une arête de GR puisque K1 =K�N+(y) et don
 x1 62 N+(y) ; par 
ontre x2y est une arête de GR puisque K2 =K \N+(y) et don
 x2 2 N+(y). Par 
onséquent x1 ne peut dominer x2.� On peut en déduire que, si Ki et Kj sont deux 
lasses obtenues par une exé
ution dePOND, ave
 Ki avant Kj, alors au
un sommet de Ki ne domine un sommet de Kj. En
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ations algorithmiques 147parti
ulier, on est assuré que la première 
lasse est non dominante ; elle 
orrespond auxmoplex dé�nis par une exé
ution de Lex-BFS (voir [BB98℄).Exemple 6.2.4Exé
utons l'algorithme POND sur le graphe de l'exemple 6.1.5 (page 132), dont l'ordre dedomination a été présenté dans la �gure 6.5 (page 136).Initialisation : PO= (fa; b; 
; d; e; f; g; hg).Objet 1 : N+(1) = fa; f; g; hg ;K = fa; b; 
; d; e; f; g; hg, K1 = fb; 
; d; eg et K2 = fa; f; g; hg,PO= (fb; 
; d; eg; fa; f; g; hg).Objet 2 : N+(2) = fd; e; fg ;K = fb; 
; d; eg, K1 = fb; 
g et K2 = fd; eg, PO= (fb; 
g; fd; eg; fa; f; g; hg) ;K = fa; f; g; hg, K1 = fa; g; hg et K2 = ffg, PO= (fb; 
g; fd; eg; fa; g; hg; ffg).Objet 3 : N+(3) = f
; d; eg, PO= (fbg; f
g; fd; eg; fa; g; hg; ffg).Objet 4 : N+(4) = fa; b; 
; f; g; hg, PO in
hangé.Objet 5 : N+(5) = fa; b; e; f; g; hg, PO= (fbg; f
g; fdg; feg; fa; g; hg; ffg).Objet 6 : N+(6) = fb; 
; d; e; f; gg, PO= (fbg; f
g; fdg; feg; fa; hg; fgg; ffg).On obtient ainsi une partition ordonnée des maxmods de GR :(fbg; f
g; fdg; feg; fa; hg; fgg; ffg).b, 
 et d sont des maxmods non dominants ; e n'est dominé que par d qui vient avant ; ahest non dominant ; g ne domine que ah et b qui viennent avant ; f , qui domine g, ah et bvient en dernier.�L'algorithme :Nous donnons maintenant un algorithme ré
ursif 
orrespondant à 
ette façon de 
al
ulerles maxmods :Algorithme CONCEPTS-1 :Donnée : Un 
on
ept A� B du 
ontexte (P;O;R), un ensemble Atteint.Résultat : Tous les éléments de la 
ouverture de A� BDébut :G GR((P�A�Atteint) [ B) ;// GR((P�A) [ B) est le graphe sous-ja
ent au 
ontexte (P�A;B;R(P�A;B)).PO POND(G) ;Tant que PO 6= ; faire :Prendre le premier maxmod X de PO ;Si X\Atteint=; alors// X engendre le 
on
ept A+X � B�N+(X).CONCEPTS-1(A+X�B�N+(X) , Atteint) ;Supprimer, de PO, X ainsi que tous les maxmods qui le dominent ;Ajouter, à Atteint, X ainsi que tous les maxmods qui le dominent ;Fin.



148 Partie II - Chapitre 6L'algorithme est initialement appelé par CONCEPTS-1(; �O), ave
 Atteint= ;.Chaque exé
ution de CONCEPTS-1 réalise un appel à POND sur le sous-graphe de GR 
or-respondant au 
on
ept dont on 
al
ule la 
ouverture.Analyse de 
omplexité :� Complexité en temps : 
haque étape de l'algorithme CONCEPTS-1 réalise un appel à l'algo-rithme POND, en O(m). Re
her
her et supprimer dans PO tous les maxmods qui dominentle maxmod en 
ours de traitement 
oûte O(m) ; 
ette re
her
he est faite pour 
haque
on
ept de la 
ouverture qui est engendré. Cette re
her
he 
oûte O(km) par 
on
ept, oùk est le degré sortant du 
on
ept (notons que k � n), 
e qui nous donne globalementO(�m) pour le par
ours 
omplet du treillis, où � est le nombre d'ar
s du diagramme deHasse.� Complexité en espa
e : la pile de ré
ursivité 
ontient au plus O(n) 
on
epts de tailleO(n) 
ha
un, pour 
onserver les maxmods de PO qui restent à traiter ; la 
omplexitéspatiale est don
 en O(n2).Exemple 6.2.5Exé
utons l'algorithme CONCEPT-1 sur l'exemple 6.1.5 (page 132). La �gure 6.13 illustre
ette exé
ution.L'appel initial se fait sur le 
on
ept bottom ; � 123456, ave
 G = GR et Atteint= ;.Etape 1 : POND(GR) donne : PO= (fbg; f
g; fdg; feg; fa; hg; fgg; ffg).On 
hoisit le premier maxmod de PO : X = b, N+(b) = f4; 5; 6g, A +X = ;+fbg = fbget B�N+(b) = f1; 2; 3g, le 
on
ept b� 123 est engendré. Dans G = GR, f et g dominentb, on les retire de PO en même temps que b. PO devient (f
g; fdg; feg; fa; hg), Atteintdevient fb; f; gg.On 
hoisit 
 62Atteint : N+(
) = f346g, A +X = 
 et B = 125, le 
on
ept 
� 125 estengendré. 
 n'est pas dominé, PO devient (fdg; feg; fa; hg) et Atteint fb; 
; f; g; hg.On 
hoisit d : N+(d) = f2; 3; 6g, le 
on
ept d� 145 est engendré. e domine d, PO devient(fa; hg) et Atteint fb; 
; d; e; f; gg.On 
hoisit ah : N+(ah) = f1; 4; 5g, A + X = ah et B = 236, le 
on
ept ah � 236 estengendré. PO devient vide et Atteint=P.Etape 2 : L'étape 1 appelle ré
ursivement b� 123 ave
 Atteint= ;.On travaille dans le sous-graphe G = GR(fa; 
; d; e; f; g; h; 1; 2; 3g) dans lequel N+(a) =N+(g) = N+(h) = f1g, N+(
) = f3g, N+(d) = N+(e) = f2; 3g, N+(f) = f1; 2g.PO= (f
g; fd; eg; faghg; ffg).
 engendre b
� 12 ; de domine 
, PO devient (faghg; ffg) et Atteint f
; d; eg.agh engendre abgh� 23 ; f domine agh, PO devient vide et Atteint=P.Etape 3 : L'étape 2 appelle ré
ursivement b
 � 12 ave
 Atteint= ; ; dans G =GR(fa; d; e; f; g; h; 1; 2g), N+(a) = N + (g) = N+(h) = f1g, N+(d) = N+(e) = f2g,N+(f) = f1; 2g.PO= (fd; eg; fa; g; hg; ffg).de engendre b
de� 1 ; PO= (fa; g; hg; ffg), Atteint= fd; eg.agh engendre abfgh� 3 ; f domine agh, PO devient vide.Etape 4 : L'étape 3 appelle ré
ursivement b
de� 1 ave
 Atteint= ; ;G = GR(a; f; g; h; 1). PO= (fa; f; g; hg).
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ations algorithmiques 149afgh engendre P � ; ; PO devient vide.Etape 5 : L'étape 4 appelle ré
ursivement le topP �O ave
 Atteint= ; ; G = GR(;),PO est vide.Au
un 
on
ept n'est engendré.Etape 6 : L'étape 3 appelle ré
ursivement ab
gh � 2 ave
 Atteint= fd; eg ; G =GR(a; b; 
; f; g; h; 2).PO= (fd; e; fg).d est déjà atteint. PO devient vide.Au
un 
on
ept n'est engendré.Etape 7 : L'étape 2 appelle ré
ursivement abgh� 23 ave
 Atteint= f
; d; eg.PO= (ffg; f
; d; eg).f engendre abfgh� 3 ; 
de (par ailleurs déjà atteint) domine f . PO devient vide.Etape 8 : L'étape 7 appelle ré
ursivement abfgh� 3 ave
 Atteint= f
; d; eg.PO= (f
; d; eg).
 est déjà atteint. PO devient vide. Au
un 
on
ept n'est engendré.Etape 9 : L'étape 1 appelle ré
ursivement 
� 125 ave
 Atteint= fb; f; gg.PO= (fbg; fdg; feg; faghg; ffg).b est déjà atteint. e et agh dominent b, PO devient (fdg; ffg) et Atteint fa; b; e; f; g; hg.d engendre 
d� 15 ; f domine agh, PO devient vide.Etape 10 : L'étape 9 appelle ré
ursivement 
d� 15 ave
 Atteint= fb; f; gg.PO= (fbeg; fafghg).b est déjà atteint. afgh domine b, PO devient vide.Au
un 
on
ept n'est engendré.Etape 11 : L'étape 1 appelle ré
ursivement d� 145 ave
 Atteint= fb; 
; f; gg.PO= (feg; f
g; fbg; fafghg).e engendre de� 14 ; b et afgh dominent e, PO devient (f
g), Atteint= fa; b; 
; e; f; gg.
 est déjà atteint. PO devient vide.Etape 12 : L'étape 11 appelle ré
ursivement de� 14 ave
 Atteint= fb; 
; f; gg.PO= (fb; 
gfafghg).b est déjà atteint. afgh domine b
, PO devient vide.Au
un 
on
ept n'est engendré.Etape 13 : L'étape 1 appelle ré
ursivement ah� 236 ave
 Atteint= fb; 
; d; e; f; gg.PO= (fb; gg; f
g; fd; eg).b est déjà atteint. 
 et de dominent b, PO devient vide.Au
un 
on
ept n'est engendré, la pile de ré
ursivité est vide et l'algorithme prend �n.� Expérimentalement, 
et algorithme, implémenté 
omme indiqué 
i-dessus, tourne ra-pidement grâ
e aux informations héritées sur les sommets déjà traités, puisqu'à 
haqueétape où un maxmod X est ajouté à l'ensemble des sommets déjà traités, les maxmodsqui dominent X sont aussi ajoutés.Cependant, il est possible d'améliorer le 
omportement dans le pire 
as du 
al
ul des
on
epts, en utilisant une appro
he plus sophistiquée pour 
al
uler les maxmods non-dominants. C'est 
e que nous proposons dans le deuxième algorithme dé
rit 
i-dessous
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   x 123456φ

cd x 15

ah x 236

de x 14

abfgh x 3

abcdefgh x φ

abcgh x 268

abgh x 237 bc x 12

bcde x 1
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b x 123 c x 125 d x 14511
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c dah
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f

d e

[]

(c,de,agh,f)[]

(de,agh,f)

(afgh)
4

() []

5

(def) [de]

(f,cde) [cde]

(cde) [cde]

9
(b,d,e,agh,f)

10
(be,afgh) [bfg][]

[bcfg](e,c,b,afgh)

(bc,afg) [bcfg]

(bg,c,de)
13 2

3

[bcdefg]

(b,c,d,e,ah,g,f)Fig. 6.13 � Le treillis des 
on
epts L(R) de la relation R de l'exemple 6.1.5.Les 
on
epts sont numérotés dans l'ordre pré�xe en suivant l'exé
ution ré
ursive del'exemple 6.2.5. La partition ordonnée PO en maxmods apparaît entre parenthèses et lesensembles hérités de sommets déjà traités entre 
ro
hets. Chaque arête de l'arbre re
ou-vrant dé�ni par l'exé
ution est étiquetée par le maxmod non dominant utilisé pour 
al
ulerle 
on
ept suivant.qui va nous permettre de passer de O(nm) par 
on
ept (O(�m) pour le treillis, ave
 �nombre d'ar
s dans le diagramme de Hasse du treillis) à O(m) par 
on
ept (et O(nm)par 
haîne maximale du treillis).C. Un algorithme utilisant la table de dominationMise à jour des informations de domination :A�n de répondre e�
a
ement aux requêtes sur les maxmods non-dominants, nous uti-lisons la table de 
ardinalité sur les propriétés, présentée dans le 
hapitre 5 et déjà utiliséedans la première se
tion de 
e 
hapitre pour maintenir une sous-hiérar
hie de Galois.Comme nous l'avons vu au 
hapitre 5, les informations de domination peuvent être hé-ritées le long d'une 
haîne maximale. Le maintien de la table de 
ardinalité au 
oursdu par
ours en profondeur évitera de re
al
uler toutes les informations de domination à
haque étape de l'algorithme.Le mé
anisme d'héritage le long d'une 
haîne maximale est le suivant : quand on montedans le treillis depuis un 
on
ept A�B qui 
orrespond au graphe GR((P�A)[B), versun autre 
on
ept (A+X) � B qui le 
ouvre et qui 
orrespond au graphe GR((P�(A [X)) [ (B�N+(X))), deux 
hoses vont se produire :



Appli
ations algorithmiques 1511. L'ensemble de propriétés X disparaît ;2. L'ensemble d'objets N+(X) disparaît.Nous reprendrons les notations TP et DP de la se
tion 5.2. Les tableaux TP et DPsont modi�és, à 
haque étape, avant un appel ré
ursif par un pré-traitement (pre-update),puis remis ensuite dans l'état originel par un post-traitement (post-updated). Le nombrede modi�
ations apportées aux tableaux le long d'une 
haîne maximale du treillis nedépassera pas la taille de la table de domination, à savoir O(nm), puisque la taille de latable de domination diminue le long d'une 
haîne maximale du treillis.L'algorithme :L'algorithme est initialement appelé par CONCEPTS-2(; � O ; ;) sur un ensemble At-teint vide. Les tableaux TP et DP sont 
onstruits à partir de GR selon la des
riptiondonnée dans le paragraphe pré
édent. Prétraitement et post-traitement ont le même sque-lette algorithmique et pourraient don
 être regroupés en un même algorithme di�éren
iant,grâ
e à un paramètre, le pré-traitement du post-traitement (voir [BBS02℄).Algorithme CONCEPTS-2 :Données : Un 
on
ept A�B, un ensemble Atteint�P.Résultat : Les su

esseurs dire
ts non en
ore atteints de A� B.DébutInitialisation :G GR((P�A) [ B) ;Cal
uler dans G la partition de P�A en maxmod ;// Le maxmod auquel appartient un sommet x 2P est noté �x.Pour x dans Atteint faire :Atteint Atteint[ �x ;//1. Cal
uler l'ensemble ND des maxmod non-dominants de G.ND ; ;Pour x dans P�A faire :Si D[x℄ = j�xj alors ND ND[ �x ;//2. Au besoin, engendrer la 
ouverture de A� B.//Pour X dans ND faire :// A0  A+X ;// B0  O�N+(X) ;// Affi
her(A0 �B0) ;//3. Engendrer les des
endants non atteints de A� B.Pour X dans ND�Atteint faire :A0  A+X ;B0  O�N+(X) ;Affi
her(A0 �B0) ;// Pour la génération de "frequent sets", tester la taille de B0 ;si elle est trop petite, prendre l'élément X suivant de ND�Marked.PréTraitement ;CONCEPTS-2(A0 � B0, Atteint) ;PostTraitement ;Atteint Atteint[X ;Fin.



152 Partie II - Chapitre 6Algorithme PréTraitement :Donnée : Les valeurs 
ourantes de X et A�B dans CONCEPTS-2.Résultat : Les tableaux TP et DP modi�és avant l'appel ré
ursif.DébutChoisir un représentant x dans X ;//1. Mettre à jour le tableau DP en simulant le retrait des propriétés de X.Pour y dans (P�A)�X faire :Si TP [y; x℄ = 0 alorsDP [y℄ DP [y℄�jXj ;//2. Mettre à jour les tableaux TP et DP en simulant le retrait des objets de N+(x).Pour j dans N+(x) faire :Z  N+(j)�X ;U  (P�A)� Z �X ;Pour (u; z) dans U � Z faire :TP [u; z℄ TP [u; z℄�1 ;Si TP [u; z℄ = 0 alors DP [u℄ DP [u℄+1 ;Fin.Algorithme PostTraitement :Donnée : Les valeurs 
ourantes de X et A�B dans CONCEPTS-2.Résultat : Les tableaux TP et DP remis en l'état après l'appel ré
ursif.DébutChoisir un représentant x dans X ;//1. Mettre à jour le tableau DP en simulant le retrait des propriétés de X.Pour y dans (P�A)�X faire :Si TP [y; x℄ = 0 alorsDP [y℄ DP [y℄+jXj ;//2. Mettre à jour les tableaux TP et DP en simulant le retrait des objets de N+(x).Pour j dans N+(x) faire :Z  N+(j)�X ;U  (P�A)� Z �X ;Pour (u; z) dans U � Z faire :TP [u; z℄ TP [u; z℄+1 ;Si TP [u; z℄ = 1 alors DP [u℄ DP [u℄�1 ;Fin.Analyse de la 
omplexité :� Complexité en temps : 
haque étape de l'algorithme CONCEPTS-2 né
essite de 
al
ulerles maxmods du graphe, 
e qui peut être fait en O(m). En utilisant le tableau D, trou-ver l'ensemble des maxmods non-dominants 
oûte O(n). Comparer 
es maxmods non-dominants ave
 Atteint 
oûte O(n). Ainsi un 
on
ept est 
al
ulé en O(m). Comme onl'a vu pré
édemment, la mise à jour des informations de domination par les algorithmesPréTraitement et PostTraitement 
oûte globalement O(nm) par 
haîne maximale.� Complexité en espa
e : la pile de ré
ursivité 
ontient au plus O(n) 
on
epts de tailleO(n) 
ha
un, Atteint a une taille en O(n) ; TP 
ontient O(nm) bits et DP 
ontient



Appli
ations algorithmiques 153O(n) sommets ; la 
omplexité spatiale est don
 en O(nm).Exemple 6.2.6Reprenons l'exemple 6.1.5 (page 132) pour exé
uter l'algorithme CONCEPTS-2. La �gure6.14 illustre 
ette exé
ution.Les tables TP et DP sont 
elles de l'exemple 5.4.5 (page 130) :TP a b 
 d e f g ha 0 1 2 3 2 0 0 0b 1 0 1 2 1 0 0 1
 2 1 0 1 1 1 1 2d 3 2 1 0 0 1 2 3e 3 2 2 1 0 1 2 3f 2 2 3 3 2 0 1 2g 1 1 2 3 2 0 0 1h 0 1 2 3 2 0 0 0
DP a b 
 d e f g h2 1 1 1 2 5 4 2

Etape 1 : L'exé
ution 
ommen
e ave
 le bottom ;�123456. Dans G = GR, les maxmodsnon dominants sont fa; hg, fbg, f
g et fdg. La 
ouverture de ; � 123456 est : ah � 236,b � 123, 
 � 125, d � 145. L'ensemble Atteint des sommets déjà traités est vide. On
hoisit de traiter le 
on
ept ah� 236.Etape 2 : On traite le 
on
ept ah�236. T et D sont prétraitées en 
onséquen
e : puisqueles objets 1, 4 et 5 disparaissent, 
ha
un des 
ouples (x; y) issus des di�érents produits
artésiens fb; 
; d; eg � ff; gg, fd; eg � fb; 
; f; gg et f
; dg � fb; e; f; gg va dé
rémenterd'une unité la valeur de la 
ase 
orrespondante T [x; y℄ ; D est mis à jour en 
onséquen
e.On obtient les nouvelles tables T et D suivantes :TP b 
 d e f gb 0 0 0 0 0 0
 1 0 0 0 1 1d 2 1 0 0 1 2e 2 1 0 0 1 2f 1 1 0 0 0 1g 0 0 0 0 0 0
DP b 
 d e f g2 3 6 6 3 2

Le graphe G devient GR(fb; 
; d; e; f; g; 2; 3; 6g). Les maxmods de G sont : fb; gg, f
g,fd; eg, ffg ; parmi eux, seul fb; gg est non dominant. On engendre le 
on
ept abgh� 23.Etape 3 : On traite abgh � 23. Les maxmods non dominants sont : f
g et ffg. On en-gendre les 
on
epts ab
gh� 2 et abfgh� 3. abfgh� 3 est 
hoisi pour être traité ensuite.Etape 4 : On traite abfgh�3. Le seul maxmod non dominant est : f
; d; eg. On engendrel'élément maximum ab
defgh� ;.Etape 5 : On traite ab
defgh � ;. Le graphe G obtenu est vide. On ne peut engendrerau
un nouveau 
on
ept.Etape 6 : L'étape 3 appelle ré
ursivement ab
gh� 2, ave
 Atteint=ffg. Les maxmodsnon dominants sont : fd; e; fg ; puisque f est dans Atteint, au
un nouveau 
on
ept n'estengendré.Etape 7 : L'étape 1 appelle ré
ursivement 
� 125 ave
 Atteint=fa; hg. Les maxmodsnon dominants sont : fbg et fdg. On engendre les 
on
epts b
� 12 et 
d� 15. b
� 12 est
hoisi pour être traité ensuite.



154 Partie II - Chapitre 6Etape 8 : On traite b
� 12, ave
 Atteint=fa; hg. Les maxmods non dominants sont :fd; eg et fa; g; hg. Puisque a et h sont dans Atteint, on ne peut utiliser que fd; eg pourengendrer un nouveau 
on
ept : b
de� 1.Etape 9 : On traite ensuite b
de � 1, ave
 Atteint=fa; hg. Le seul maxmod non do-minant est : fa; f; g; hg. Puisque a et h sont dans Atteint, on ne peut engendrer au
unnouveau 
on
ept.Etape 10 : L'étape 7 appelle ré
ursivement 
d� 15, ave
 Atteint=fa; b; hg ; fa; hg esthérité du 
on
ept ah � 236, un frère du 
on
ept père 
 � 125 ; fbg est hérité du 
on
eptfrère b
� 12. Le seul maxmod non dominant est : fb; eg. Puisque b est dans Atteint, onne peut engendrer au
un nouveau 
on
ept.Etape 11 : L'étape 1 appelle ré
ursivement b � 123, ave
 Atteint=fa; 
; hg. Les max-mods non dominants sont : fa; g; hg et f
g. Puisque a, 
 et h sont dans Atteint, on nepeut engendrer au
un nouveau 
on
ept.Etape 12 : L'étape 1 appelle ré
ursivement d � 145, ave
 Atteint=fa; b; 
; hg. Lesmaxmods non dominants sont : f
g et feg. Puisque 
 est dans Atteint, on engendreseulement le 
on
ept de� 14.Etape 13 : On traite de� 14, ave
 Atteint=fa; b; 
; hg. Le seul maxmod non dominantest : fb; 
g. Puisque b et 
 sont dans Atteint, on ne peut engendrer au
un nouveau
on
ept. La pile de ré
ursivité est vide et l'algorithme prend �n.�
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ah x 236

de x 14
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abcdefgh x φ
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Fig. 6.14 � Le treillis des 
on
epts L(R) de la relation R de l'exemple 6.1.5.Les 
on
epts sont numérotés dans l'ordre pré�xe en suivant l'exé
ution ré
ursive del'exemple 6.2.6. Les ensembles hérités de sommets déjà traités apparaissent entre 
ro
hets.Chaque arête de l'arbre re
ouvrant dé�ni par l'exé
ution est étiquetée par le maxmod nondominant utilisé pour 
al
uler le 
on
ept suivant.
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ations algorithmiques 155En 
on
lusion, 
ette nouvelle appro
he algorithmique pour la génération de 
on
eptsnous permet d'améliorer tous les algorithmes existant pour 
e problème. En e�et, onutilise un espa
e mémoire de taille faiblement polynomiale, ave
 une 
omplexité temporelle
omparable à 
elle de [NR99℄ et signi�
ativement meilleure que 
elle de [Gan84℄. Parailleurs, dans la mesure où l'on 
onsidère que la taille du treillis est fon
tion dire
te dela taille de la relation, m est d'ordre n pour les treillis de taille exponentielle, notre
omplexité devient alors O(n2) par 
haîne maximale par
ourue. En�n, notre analyse de
omplexité pourrait 
ertainement être a�née, 
ar O(nm) par 
haîne maximale dans le
as général reste une estimation très grossière du 
oût du pro
essus de mise à jour.Une autre appro
he prometteuse pour améliorer la 
omplexité de 
e problème pourraitêtre d'utiliser la propriété disant que les 
haînes maximales d'un treillis des 
on
eptssont en bije
tion ave
 les triangulations du graphe 
o-biparti sous-ja
ent (voir [BS02a℄) etd'appliquer les travaux ré
ents de Meister (voir [Mei02℄) sur les triangulations en tempslinéaire des graphes AT-free et Claw-free (une sur-
lasse des graphes 
o-bipartis).
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Con
lusion de la deuxième partie
Notre 
odage d'une relation binaire par un graphe non orienté, doublée de la mise enéviden
e de l'ordre de domination, a permis d'aboutir à des résultats, à la fois sur la miseà jour des sous-hiérar
hies de Galois, étudiées dans les appli
ations de génie logi
iel, etsur la génération e�
a
e des 
on
epts dé�nis par une relation binaire.Les mêmes outils interviennent dans les travaux en 
ours, qui 
on
ernent l'extra
tionde règles d'asso
iation.
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Nos travaux 
oïn
ident ave
 un regain général d'intérêt pour les graphes, lié à la démons-tration de la 
onje
ture forte des graphes parfaits, à l'introdu
tion si longtemps attenduedes graphes dans les programmes de l'enseignement se
ondaire, à une re
onnaissan
e desgraphes 
omme une bran
he des mathématiques que Claude Berge revendiquait depuistoujours.Les graphes o�rent des outils puissants qui ont beau
oup évolué depuis dix ans et nouspensons avoir aidé, par notre 
ontribution, à montrer 
omment on pouvait mettre à pro�t
es résultats pour 
on
evoir des algorithmes spé
i�ques à des domaines appli
atifs quisont a
tuellement d'une importan
e 
ru
iale.Nos travaux ont été bien reçus, puisque, pour la première partie, Martin Golumbi
nous a proposé la mise en pla
e d'un projet qui permettra de poursuivre 
ette dire
tionde re
her
he, et que, pour la partie Analyse Formelle de Con
epts, la 
ommunauté nous aa

ueillis en a

eptant nos papiers et en nous proposant des problématiques supplémen-taires ainsi que des 
ollaborations.Notre travail de re
her
he ne fait don
 que 
ommen
er. Il nous reste de multiples voiesà explorer, tant en bio-informatique, par l'analyse expérimentale et la généralisation denos résultats à des données non phylogénétiques, qu'en analyse formelle de 
on
epts,où les propriétés de l'ordre de domination débou
hent sur des problématiques 
ommel'extra
tion de la base de règles d'asso
iations et les rapports étroits entre relation binaireet logique propositionnelle.
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