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CHAPITRE I

INTRODUCTION

Ré sumé

Nous donnons une description fine des szones capillaires a 1l'aide de
la théorie du second gradient ce qui permet de clarifier les phénomeénes
de tension superficielle et de tension de ligne. Nous montrons comment
par un processus d'intégration d travers les szones capillaires celles-
el peuvent étre considérées comme des surfaces ou des lignes géométriques
porteuses de propriétés matérielles. Pour obtenir des conditions de
bilan physiquement acceptables nous faisons une analyse des ordres
de grandeur des termes interfaciauxz. Enfin nous utilisons la thermodyna-
mique lindaire des phénoménes irréversibles pour écrire les lois de

comportement des interfaces et des lignes de contact.

Les expériences les plus simples de mécarique des fluides font apparaitre
une séparation du milieu en zones de comportements fort différents.
Par exemple de la vapeur d'eau, suivant certaines conditions de pression
et de température se condense partiellement et se sépare en une zone
dite phase gazeuse et une zone dite phase liquide. Ou encore un mélange
d'huile et d'eau se sépare en deux zones contenant 1l'une 1l'huile, et

1'autre l'eau. Un tel systéme est dit multiphasique. Si le comportement



des phases est bien connu il n'en est pas de méme pour le comportement
du voisinage des surfaces de séparation des diverses phases. Les phases
sont en général décrites par le systéme d'équations des fluides newto-
niens, mais on ne connait pas les conditions aux limites a écrire au
voisinage des surfaces de séparation. C'est au probléme de ces conditions

aux limites que nous nous sommes attachés dans cette étude.

On peut envisager deux approches différentes des zones de séparation
des diverses phases. Suivant la premiére on considére que les phases
sont séparées par des surfaces géométriques et que de part et d'autre
de ces surfaces, les fluides vérifient 1les équations classiques des
milieux newtoniens. Ce point de vue est le plus couramment adopté lors
de 1'étude des systémes multiphasiques et semble donner toute satis-
faction. Dans la seconde approche on considére que les phases sont
séparées par des zones d'épaisseur petite mais finie dans lesquelles
les propriétés du milieu varient rapidement mais continuement. On parlera
alors d'interfaces épaisses par opposition aux interfaces singuliéres

considérées dans la premiére approche.

1) L'étude des interfaces singuliéres

L'étude des interfaces est tout d'abord expérimentale. Des expériences
trés simples mettent en évidence la présence d'une tension superficielle
mais il est nécecssaire de doter l'interface de propriétés plus complexes
pour expliquer certains phénoménes. C'est ainsi que Boussinesq [5,]
introduit des viscosités de surface, ou que Levich [26J introduit
des concentrations et des diffusions de surfactants & 1'interface,
pour expliquer 1'écart entre les prédictions théoriques de Rybezynski
et Hadamard et les mecures pour la vitesse de chute d'une goutte plongée
dane un fluide au repos. Cox [7)  introduit des glicssements relatifs
des milieux de part et d'autre d'une interface au voisinage d'une ligne
de contact pour expliquer que le mouvement de cette ligne ne provoque

pas une dissipation infinie.

Bien d'autres propriétés peuvent &tre envisagées. C'est pourquoi les
théoriciens cherchent & donmer un cadre dans 1lequel 1la forme des

équations d'interface doit &tre recherchée. C'est 1'application des



principes de conservation et des principes thermodynamiques qui peut
fournir ce cadre. L'application de ces principes a un milieu comportant
une interface singdliére a motivé de mnombreux travaux [l;], [25},
[32], [9], [3],[20],[ 28], [29], (8] , «.. La plupart des
auteurs définissent des paramétres interfaciaux par analogie avec les
milieux habituels et appliquent & ces paramétres des principes analogues
aux principes utilisés dans les milieux tri-dimensionnels. 1Ils font,
en réalité, de 1'interface un véritable milieu matériel de dimension
2. Ils supposent la prés‘ence sur 1l'interface de densités surfaciques
de masse (: S, d'énergie interne us, d'entropie ¥ et de dissipation
%, La masse (;S se conserve alors suivant une vitesse V° appelée
vitesse matérielle (cette vitesse n'est parfois pas distinguée de la
vitesse géométrique de 1'interface). Ils appliquent ensuite & un tel
systéme, ol voisinent des densités surfaciques et dec densités volu-
miques, les principes de conservation de la masse, du tenseur cinétique
ainsi que les deux principes de la thermodynamique. L'utilisation du
langage des distributions est particuliérement adapté dans une telle

situation [ 4 ] .

2) L'interface épaisse

I1 semble peu réaliste de considérer que 1'interface est rdellement
un milieu matériel de dimension 2. Il semble plus naturel d'imaginer
que 1l'interface est wune zone tridimensionnelle de faible épaisseur
(que nous appelons zone interfaciale). L'interface n'apparait comme
une surface singuliére que macroscopiquement, c'est-a-dire au cours

d'un processus as totique.
ymp q

.

Ce point de vue n'est pas nouveau. Gibbs Y_lB] a introduit
ies quantités en excés pour ramener sur une unique surface les conditions
aux limites écrites de part et d'autre d'une interface épaisse. D'autres
auteurs, plus récemment,. ont montré comment, par intégration, des
équations de bilan locales, valables & 1'intérieur de la zone capillaire
pouvaient se transformer en des ‘équations écrites sur une surface
géométrique (21, {111 , [19] ., [14] . Les équations obtenues sont

de la méme forme que celles obtenues par application des principes

de conservation a une interface singuliére. Quelques questions restent

cependant & éclaircir :

. Les équations de bilan obtenues par intégration font intervenir des
flux interfaciaux de masse, de chaleur et d'entropie. Peut-on utiliser
les relations habituelles qui lient le flux de masse a la quantité

de mouvement, le flux de chaleur au flux d'entropie ?

. L'utilisation de 1'équation de Gibbs interfaciale (c'est-a-dire d'une
relation liant les densités superficielle d'énergie interne, d'entropie
et des masses des divers constituants, relation analogue de 1'équation

de Gibbs dans les milieux tridimensionnels est-elle légitime ?

. Quelles sont les équations de bilan locales qui doivent &tre utilisées
4 l'intérieur de la zone interfaciale ? Celles utilisées habituellement
en mécanique des fluides conduisent au systéme d'équations des fluides
newtoniens (ou des mélanges de ces fluides). Or il n'est pas satisfaisant
de considérer que la =zone interfaciale est constituée d'un mélange
de fluides newtoniens. Cela n'explique pas 1la présence d'un surplus
d'énergie. A 1l'équilibre, le tenseur des contraintes restant toujours

sphérique, la présence de tension superficielle n'est pas expliquée.

L'étude que nous allons faire pour tenter de répondre & ces questions
s'applique aussi aux lignes de contact. Dans un milieu multiphasique
comportant au moins trois phases, la zone de contact de trois phases
est aussi l'intersection des trois zones interfaciales séparant les
phases. Cette zone est habituellement appelée une ligne de contact.
Quand les zones interfaciales sont assimilées a des surfaces singuliéres,
leur " intersection est une ligne singuliére elle-méme porteuse de
propriétés matérielles. (La présence d'une densité linéique d'énergie,
par exemple, entraine l'existence d'une tension de ligne). Pour nous
cette intersection est aussi une zone tridimensionnelle que le méme
processus asymptotique que pour les interfaces permet d'assimiler a
une ligne. Enfin, le m@me processus pourrait s'appliquer aux points
de contact, zones d'intersection de plusieurs lignes de contact. Nous
n'étudierons pas en détail cette situation qui ne présente ni difficultés

particuliéres, ni intérét pratique. En effet 1'intérét de 1'étude des



. . de .
interfaces et lignes contact réside surtout dans 1'étude des flux (en
particulier du tenseur des contraintes). Il n'y a pas de flux dans

la description d'un point !

Nous appelons zones capillaires 1'ensemble des zones interfaciales,
des lignes ou des points de contact. Ces zones sont de trés petite
dimension. Le caractére tridimensionnel des interfaces a été reconnu
par de nombreux auteurs mais 1'épaisseur de la zone interfaciale est
difficile & préciser. Elle est trés petite (quelques diamétres molécu-
laires) loin du point critique [26], [30] , et devient de plus en
plus grande & son approche [23]. La question est alors ouverte de
savoir ei la mécanique des milieux continus peut &tre appliquée dans
une zone de si petite dimension avec de telles variations de densité,
ou si le retour aux calculs de mécanique statistique est nécessaire
(voir le calcul de la tension superficielle par Rocard [30]). Nous
n'entrons pas dans ce débat et nous appliquons la mécanique des milieux

continus 4 1'intérieur des zones capillaires.

Dans le chapitre II nous étudions le systéme d'équations des fluides
"doués de capillarité interne" {6], c'est-a-dire dont 1'énergie interne
dépend non seulement de la température et des densités des divers consti-
tuants mais aussi des gradients de ces densités. Cette dépendance est
incompatible avec la description classique des efforts intérieurs par
un unique tenseur des contraintes et une description plus fine doit
8tre utilisée par une application du théoréme des puissances virtuelles
dans‘ll? cadre d'une théorie du second gradient {17]. Le systéme
d'équations ainsi obtenu n'est pas le plus général. Nous montrons au
paragraphe II.3 comment 1l'on pourrait envisager avec Korteweg [24]
que 1'énergie dépende du second gradient de densité. Nous montrons
aussi & 1'Annexe 3 qu'une description plus fine des transferts de chaleur
pourrait &tre utilisée. Nous rappelons au paragraphe 1I.4 les équations
classiques des mélanges (10) et nous montrons comment ces équations
peuvent &tre retrouvées par une application stricte des principes écrits

au  paragraphe IT.1. Nous mettons en évidence les hypothéses

sous-entendues de la théorie des mélanges. Cela nous permet de construire
au paragraphe II.5 un modéle de mélange de fluides doués de capillarité
interne. C'est ce modéle que nous utilisons dans la suite de cette

étude.

L'objet du chapitre III est de décrire le processus asymptotique par
lequel les zones capillaires peuvent &tre considérées comme des surfaces
ou des lignes singuliéres. Nous admettons au paragraphe I1I1.1 que 1l'éner-
gie interne dépend faiblement des gradients de densité. Cette dépendance
peut alors &tre négligée dans la majeure partie du domaine (dans le
phases). Elle est par contre trés importante dans les zones capillaires
ot les gradients de dencité sont trés importants. Il apparait un petit
paramétre € , rapport de la distance caractéristique de variation des
densités dans lez zones capillaires §° et de la distance caractéris-
tique dans les phases 1°. On étudie le systéme multiphasique dans

une approximation d L'ordre 0 en &

Dans les zomes capillaires certains gradients de densité sont trés
grands,et’sous certaines hypothéses de régularité de ces champs, les
zones capillaires sont nécessairement de petites dimencions. Suivant
qu'elles possédent une, deux ou trois petites dimensions elles apparais-
sent comme des interfaces, des lignes de contact ou des points de con-
tact. La géométrie des champs de densité A 1'intérieur des zones capil-
laires peut &tre fort complexe. C'est pourquoi nous supposerons qu'a
1'intérieur des zones interfaciales tous les gradients de densité sont
colinéaires (ITI.3) et qu'ad l'intérieur des lignes de contact ils engen-
drent en tout point un espace vectoriel de dimension deux dont un vecteur
normal est noté z (111.4). La géométrie 1interne de la =zone
interfaciale est alors décrite par un unique paramétre vectoriel ¥ s
direction commune des gradients de densité. L'hypothése supplémentaire
d'une faible variation spatiale de ¥ simplifierait fortement la
plupart des calculs. Nous limiterons 1'usage de cette hypothése pour
conserver & cette étude le maximum de généralité. Par contre dans l'étude
des lignes de contact nous supposerons avec moins de nuance que les

variations spatiales de <© sont faibles. Ainsi nous pourrons parler



des surfaces orthogonales au champ T , dites sections de la ligne de

contact.

Nous développons ensuite un procédé d'intégration & travers 1'interface
(II1.3) ou sur une section de la ligne de contact (ITI.4), qui transforme
une équation de bilan- valable dans toute la zone capillaire en une
équation de bilan interfacial ou de bilan de ligne. Nous montrons au
paragraphe III.3.e qu'il y a un certain arbitraire dans ce procédé
d'intégration et qu'une infinité d'équations de bilan interfacial pour-
rait &tre écrite. Nous montrons au paragraphe III.3.f que les équations
de bilan interfacial peuvent &tre considérées & l'ordre O en &

comme des équations de saut A travers une surface singuliére si
1'interface est suffisamment réguliére pour pouvoir &tre encadrée par
deux surfaces paralléles, de faible courbure, séparée par ume distance
d'ordre 4 °. A cet ordre d'approximation, l'utilisation des quantités

en excés n'est pas nécessaire (III.3.g).

Dans le chapitre IV, nous appliquons le procédé d'intégration décrit
dans le chapitre III aux équations développées dans le chapitre II.
Nous supposons que la densité de masse et la vitesse restent d'un ordre

de grandeur comparable & l'intérieur et & l'extérieur de la zone interfa-

ciale (ces hypothéses sont trés plausibles : il est difficile d'imaginer
. . s 12 -1 e
que la densité ou la vitesse soit multiplides par (&) 3 1'intérieur

des zones capillaires). Les termes dfis aux densités interfaciales de
masse et de quantité de mouvement sont alors négligeables devant les
termes dfis aux flux de part et d'autre de l'interface et peuvent &tre
négligés dans les équations de bilan interfaciaux. Le modéle que nous
construisons est un moddle d'interface sans masse totale, bien que
dec densités partielles de masse puissent &tre considérées pour des
constituants du mélange s'accumulant 3 1'interface. Nous obtenons des
écritures trés simples et classiques du bilan de masse ou du saut des
vitesses normales et du bilan de quantité de mouvement ou du saut des
contraintes normales. Nous obtenons wune expression pour le tenseur
des contraintes superficielles dans le cas d'une zone interfaciale

de géométrie interne simple et dans un mouvement non dissipatif. La

symétrie de ce tenseur est obtenue dans le cas général par l'application

de la conservation du moment cinétique.

Dans le paragraphe IV.2, nous obtenons les lois de comportement inter-
facialec dans le cadre de 1'approximation 1linéaire des phénoménes
irréversibles. Pour écrire la dissipation comme somme de produits flux-
forces thermodynamiques, il faut connaitre wune relation de Gibbs
interfaciale. La relation de Gibbs ne peut &tre intégrée. Le nombre
de paramétres pouvant étre défini sur 1'interface étant infini (cf.
111.3.e), Lla relation de Gibbs <interfaciale ne peut qu'étre une
hypothése : 1'hypothése que les paramétres que nous avons choisis sont
suffisants pour décrire 1'état thermodynamique de 1'interface. La
relation liant le flux d'entropie au flux de chaleur est en général
admise [4], [15], {25}. Nous montrons au paragraphe (IV.2.B) qu'elle
est valide grice au choix d'une vitesse particuliére de 1l'interface.
Nous écrivons alors 1les lois de comportement de deux interfaces
particuliéres : une interface séparant deux fluides non miscibles en
présence de surfactant, une interface séparant deux fluides non miscibles
avec égalité des vitesses tangentielles de part et d'autre de

1l'interface.

Le chapitre V est 1l'analogue du chapitre IV pour les lignes de contact.
La demarche suivie est tout & fait semblable & celle du chapitre IV.
Notons cependant 1'obtention d'une expression pour la tension de ligne
en mouvement non dissipatif (sous 1'hypothése d'une forme d'équation

de Gibbs particuliére) au paragraphe (V.1.d).



CHAPITRE II

EQUATIONS LOCALES INTERNES DE LA ZONE CAPILLAIRE

Les zones capillaires sont considérées comme des milieux tridimension-
nels, fluides, formés d'un ou de plusieurs constituants. Dans ce
chapitre, nous allons présenter et discuter un ensemble d'équations
qui peuvent en décrire 1'évolution : équations que nous appelerons

"équations d'un mélange de fluides doués de capillarité interne".

I1 est bien connu que les équations d'un fluide newtonien ou méme d'un
mélange de fluides newtoniens ne peuvent décrire les phénoménes de
tension superficielle. En effet, elles ne font pas apparaitre d'énergie
spécifiquement due & la présence d'une interface et d'autre part, le
tenseur des contraintes restant sphérique dans tout mouvement non
dissipatif, en particuler 3 1'équilibre, 1'anisotropie caractéristique
des interfaces n'apparait pas. Ces équations sont donc inadaptées &

la description de 1'évolution interne des zones interfaciales.

-

Les interfaces étant caractérisées par la présence de forts gradients
de densité, il est naturel d'imaginer que 1'excés d'énergie interne
des interface leur est dii. Nous allons donc supposer que 1'énergie
interne du fluide est fonction de son entropie, des densités des divers
constituants, mais aussi des gradients de ces densités. L'édtude d'un
milieu muni d'une telle forme d'énergie interne, envisagée depuis fort
longtemps [24], s'est heurtée 3 une importante difficulté : une telle
forme d'énergie interne est apparemment incompatible avec le second
principe de la thermodynamique £22) . Dunn et Serrin [13] en 1984,

afin de venir & bout de cette difficulté, ont ajouté, a priori, un

flux d'énergie qu'ils appellent "intersticial working" dans leur bilan

d'énergie puis ont précisé la forme que celui-ci pouvait prendre.

En fait, il semble qu'une énergie interne dépendant des gradients de
densité n'est nullement incompatible avec le second principe de la
thermodynamique; mais seulement avec la description classique des con-
traintes internes. En effet la théorie classique suppose que les efforts
exercés par une particule élémentaire sur une particule voisine sont
des efforts de contact exercés sur la frontiére de la particule. C'est
cette hypothése qui est incompatible avec une énergie interne dépendant
des gradients de densité. Une application moins restrictive de la Loi
Fondamentale de 1la Dynamique, une description plus fine des efforts
intérieurs que par un unique tenseur des contraintes sont nécessaires.
Cette description plus fine des contraintes est obtenue par 1'utilisation
du principe des puissances virtuelles dans le cadre de la théorie du
second gradient développée par P. Germain (17]. Un flux d'énergie supplé-
mentaire apparait alors dans le bilan d'énergie, qui correspond au

flux d'énergie introduit par Dunn et Serrin (13]

Nous retrouvons d'abord les résultats obtenus par Casal et Gouin L6)
dans le cas d'un seul constituant avant de généraliser ces résultats
au cas d'un mélange de fluides doués de capillarité interne. Mais écri-

vons auparavant les principes utilisés dans ce chapitre :

II.1 LES PRINCIPES

Pour établir les lois d'évolutions du milieu considéré, nous adopterons

les principes suivants :

Conservation de la masse

Dans le cas d'un mélange nous considérerons en effet qu'il n'y a pas

de réactions chimiques.

Principe des puissances virtuelles (1]

Dans un référentiel galiléen, et pour une chronologie absolue, la puis-

sance virtuelle des quantités d'accélération d'un systéme o) est égale



4 la somme des puiccances virtuelles des efforts extérieurs et intérieurs

quel que soit le mouvement virtuel de o@ considéré.

Dans une théorie du k-iéme gradient, pour un mélange formé de n consti-
~
tuants on considére comme ensemble de mouvements virtuels U , l'espace

des n-uplets de champs de vecteurs k fois continuement différen-

tiables
~ ~, ~ ~. k ( dn)
flJ’:{(vlv,-../v) s (2, R
La puissance virtuelle des efforts intérieurs est une forme linéaire
~
objective sur 77 (on entend par quantité objective une quantité indépen-

dante du référentiel quelconque dans lequel elle est calculée).

Nous supposerons pour cimplifier que les forces extérieures sont de
nature cimple et qu'elles agissent pareillement sur les divers consti-

tuants du mélange. Ainsi la puissance virtuelle des efforts extérieurs

s'écrira
; wt ~ ot ~
Rrat | j B LV ode / F vy
L VD
[ . : . ext s,z
ou V est la vitesse barycentrique du mélange, f la dencsité volu-
. o ext ez .
mique de forces extérieures, et F la densité surfacique des forces

extérieures de contact.

Premier principe de la thermodynamique : Conservation de 1'énergie

A tout instant la dérivée particulaire de 1l'énergie totale d'un systéme

est la somme de la puissance des efforts extérieurs et du taux de
e .

chaleur regu Q

é - T‘ir . Q

Le principe des puissances virtuelles appliqué au champ des vitesses

;s P . . int
réelles donne le théoréme de 1'énergie cinétique, K = T ext +7
g q

.
ou K désigne la dérivée particulaire de 1'énergie cinétique. En notant

U= E - K 1'énergie interne du systéme, le premier principe de 1la

thermodynamique peut s'écrire

L/ - Q ju;nf

Second principe de la thermodynamique

Nous appliquons ce principe sous sa forme la plus classique c'est-a-
dire en admettant que tous les constituants du mélange sont & la méme
température [12), que le flux d'entropie est égal au rapport du flux
de chaleur et de la température absolue T puis en écrivant que la

production d'entropie est positive.

Axiome de 1'état local

Nous admettons l'existence d'un encemble de paramétres thermostatiques
{s,xl,..,xp} tel que l'énergie interme wu soit une fonction isotrope

de ces paramétres et du = T ds + . Y dxi.

=t

L'ensemble {xl,...,xp} sera précisé dans chaque modéle considéré.

II.2 FLUIDE DOUE DE CAPILLARITE INTERNE

Nous considérons dans ce paragraphe le cas d'un fluide formé d'un seul
constituant, dont 1'énergie interne dépend du gradient de densité.
Le principe des puissances virtuelles est appliqué dans le cadre de

la théorie du second gradient.

a) Conservation de la masse

L'équation locale traduisant la conservation de la masse s'écrit de

maniére tout & fait classique

(2.1) -J— (’9 + 2 V.V = 0O

dt

ot » désigne la densité du fluide, V sa vitesse, (d/dt) la dérivée
i
particulaire (c'est-a-dire suivant la vitesse V) et v. 1'opérateur

divergence.



b) Principe des puissances virtuelles

A

L'espace des mouvements virtuels considérés v est celui des champs

de vecteurs deux fois continuement différentiables. La puissance des
~

efforts intérieurs est une forme linéaire sur ', elle peut s'écrire

sous la forme

(2.2) TM =_j(a,0 N "JEPR VAR VAR va)Av
oD

ot a, “‘; , ¢ sont des tenseurs d'ordre 1, 2, 3.

UV et YVV désignent les tenseurs d'ordre 2 et 3 suivants

~ ~
(ev),, - 2 V. ; @v¥),, - 2 2 ¥
i o, P pu ony omg T
~
Le tenseur § VV étant symétrique en les deux premiers indices 1'écri-
ture de T int n'est pas unique. Elle peut le devenir si 1l'on impose
certaines restrictions sur le tenseur { . On peut par exemple imposer
que € soit symétrique en les deux derniers indices ou qu'il soit
symétrique en les deux premiers indices. Ceci est démontré dans 1'Annexe
1.
Ces deux représentations sont équivalentes et le systéme d'équations
que 1l'on obtient en utilisant 1'une ou 1l'autre doit rester le méme.
Cependant si l'on choisit € symétrique en les deux derniers indices
on pourra obtenir dans (2-6) un tenseur des contraintes { non
symétrique. La partie noncymétrique de T sera alors de divergence
nulle et n'interviendra donc pas dans les équations. Si 1'on choisit
€ symétrique en les deux premiers indices C est immediatement
symétrique. Nous choisissons donc définitivement la représentation de

N
g 2 . 4 . oy
T avec € symétrique en les deux premiers indices.

~
. PP int -

Dans 1'Annexe 2, on wontre que l'objectivité de \T entrainc que

a est nul et R) symétrique. Ainsi la puissance des efforts intérieurs

s'écerit

(2.3) .7"‘*:_/(\%:Vv+¢§VV\7\A-
o
avec \‘D‘\E = \5(“ , c“[ST = a{ux v (J,{'l ) {1,2,3}3.
On appelle &) et € les tenseurs des contraintes intrinséques d'ordre

1 et 2.

La puissance virtuelle des quantitée d'accélération, en utilisant 1la

conservation de la masse, s'écrit

(2.4) j{m-_j(,ql".v dw :j (f%+%VV)V d v
) » t

o g = P V est la quantité de mouvement du fluide et | = (d/dt)V

est 1l'accélération du fluide.

Le principe des puissances virtuelles s'énonce alors : pour tout domaine

~
L et tout champ de vitesse virtuelle V,

~ T P~
(2.5)](£%+%V.V).YA:V:] t,v,u+ff".\/)‘s
o dt D VD
_j §. vV Lo . / €t vvv de
D oD
En vue d'intégrer le dernier terme par parties deux fois et 1'avant

dernier terme une fois [17) , écrivons ces deux termes en utilisant

la convention de sommation sur les indices

~ ~ ~
v, 4
R (T e A e LSRR A
D M ) i

On appelle tenseur des contraintes le tenseur d'ordre 2, T , défini
par T = Q)"“(S - (\LJ(”, . T est symétrique d'aprés les symétries
de E) et € .

On note n le vecteur unitaire normal & la frontidre de o et en

appliquant le théoréme de Stokes 1'équation (2.5) s'écrit

1
L g =
-
x_
'
<
~
~—
<2
Fa—
Q
I

(2.6) f»(dét g g T¥

J [V (T 0. vV, ¢).n] ds

DO
Cette égalité est vérifiée pour tout champ de vitesse virtuelle, en
particulier pour tout champ nul sur un voisinage de © @ . Elle entraine
donc 1'équation locale de conservation du torseur cinétique
(2.7) r;i%,\avv . V. T = t“‘-
t



L'appellation de E comme tenseur des contraintes se trouve justifiée

par cette équation tout a fait classique.

c¢) Bilan d'énergie interne

o

Utilisons le premier principe de la thermodynamique tel qu'il a ét

. : int
énoncé au paragraphe précédent : U = Q - T .

. . Vgt S
La puissance des efforts intérieurs peut s'écrire, en utilisant le

tenseur des contraintes T , sous la forme

ik

(2.8) P LT, ov . T (VVg)

C'est dans cette équation qu'apparait la différence entre cette théorie
P ,
et 1la théorie classique : la puissance des efforts intérieurs n'est
T i jon 3= -T:Vv
plus liée 3 @ par la simple et habituelle relation = : .
En désignant par u la densité volumique d'énergie interne, par T
le taux volumique de chaleur regue de 1'extérieur et par q le vecteur

flux de chaleur, on écrit le bilan local d'énergie internme

(2.9) 4:+Wv.v;r_v,ﬂ*r-_vv*v_(vv;a)

dt
Cette équation n'est plus classique. 11 apparait un flux supplémentaire
d'énergie : -VV : C. Il correspond au flux supplémentaire introduit
par Dunn et Serin [43]. Lorsque ce flux est omis, dans une description
classique, il est en fait implicitement considéré corme faisant partie
du flux de chaleur. La différence ne serait que formelle si 1'on n'utili-

gait ensuite ce flux de chaleur pour calculer le flux d'entropie.

d) Second principe de la thermodynamique

Le flux d'entropie est égal 3 (q/T) od T est la température absolue
du fluide, le taux d'entropie regu de 1'extérieur est (r/T). Notonms
s la densité volumique d'entropie et ¢ le taux volumique de pro-

duction d'entropie. Le bilan local d'entropie s'écrit

(2.10) ‘L’ + s VLV o=
dt T T

11 y aurait lieu de discuter la relation utilisée liant le flux d'entro-
pie au flux de chaleur. Nous avons utilisé une description des con-
traintes permettant de décrire les transferts de quantité de mouvement
en quelque sorte "& plus longue portée" que dans la théorie classique
ol ces transferts sont purement de contact. De méme les transferts
de chaleur ne devraient - ils pas €tre mieux décrits que par un unique
flux q qui suppose que les transferts de chaleur soient purement
de contact ? Nous ne le ferons pas ici car il manque un cadre théorique
34 cette description : un 'théoréme des flux d'entropie virtuels" pour
des champs de température virtuels analogue au théoréme des puissances

virtuelles pour des champs de vitesses virtuelles (cf. Annexe 3).

Certains auteurs [12] recherchent la forme & domner au flux d'entropie
comme conséquence du second principe, c'est-a-dire recherchent une
forme qui permette & la dissipation d'€tre positive dans toutes les
évolutions possibles du systéme. La forme que nous avons choisie (gq/T),
si elle n'est pas la plus générale sera cependant justifide par la
forme que prendra la dissipation qui lui permettra d'étre toujours

positive.

e) Relation de Gibbs et dissipation

On suppose que 1'énergie interne est fonction isotrope de 1'entropie,
de la densité du fluide et du gradient de densité. L'isotropie ne lui

permet de dépendre que du module du gradient de densité (cf. Annexe

2)

(2.11)  de = T ds crdp s Mu.od (v
Joest appelé potentiel chimique et X est appelé coefficient de
capillarité.

L'équation de conservation de la masse (2.1) permet d'obtenir une expres-

sion pour Vl, .(a/de)( V(s )
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o
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(2.12) V‘-. . &\7(,} = ~.(\7‘119 V[> + V(; ): Vv _ [5(4] @V(,) HAVAVARY

d
dt
Les notations étant rappelées en Annexe (A.3). En particulier 1 désigne
le tenseur unité d'ordre 2.

L'équation (2.11) permet alors de combiner les équations (2.1), (2.9),
(2.10) et (2.12) pour obtenir la dissipation

(2.13) T = - .97 + (cL . A ~u@\7i,)5\7\7v +

((Teow vy o d W04 L) Ve Ty b )Ty

I1 est possible, pour simplifier le modéle, de supposer qu'aucune dissi-
pation n'est due au second gradient des vitesses. C'est-a-dire qu'on
suppose que les forces visqueuses sont de méme nature que dans les
milieux non-doués de capillarité interne et qu'une théorie du second
gradient n'est pas nécessaire pour les décrire. On suppose donc toujours
vérifiée 1'équation

]

(2.14) ¢ - _kf 4 V{

On aalors € =b + ¥ (f\rv(; )1 et la dissipation devient

215y T o = - ; CTT e (p M e h Vo LTV
avechT.s-w rre =P V(,\Vr)

Le tenseur des contraintes non dissipatives est

(2.16) EN =z - ‘> 4 - X V(\ [} Vr
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Ce tenseur n'est plus sphérique. Le terme -/\ v,\@ V= est responsable
i I
d'une tension dans le plan orthogonal au vecteur Vp . (cf. IV.l.c).

Ce résultat est identique aux résultats de (6] et [13].

f) Approximation linéaire de la thermodynamique des phénoménes irréver-

sibles

La dissipation apparait comme une somme de produits flux-forces thermody-
namiques. On suppose que les flux sont des applications linéaires des
forces thermodynamiques de telle maniére que la dissipation soit une
forme quadrative positive de ces forces [ 10]. L'hypothése d'isotro-
pie (ou principe de Curie) limite les couplages entre diverses quantités
de nature tensorielle différente. La précence dans les paramétres thermo-
statiques du paramétre vectoriel V modifie cependant 1'application

de ce principe (cf. Annexe 2). Notons TP 1e tenseur des efforts vis-

D - N PR s
queux T =0-T et E un vecteur unitaire colinéaire a Vf .

La dissipation s'écrit T¢= - (q/T). VT + ED : D.

Les lois de comportement sont du type

c‘:
. T

\ 1 2 3 4 ;
ou T, T, T, T sont des tenseurs d'ordre respectivement 2, 3,

; . R . 2
3, 4 , fonctions isotropes des paramétres thermostatiques s, (, s Vr s

(cf. Annexe 2.2.e).

En supposant le découplage des dissipations thermique et intrinséque,

3

2 s a
on suppose T = T 0. L'isotropie limite T1 a étre de la forme

el v P ¥

d'ol la loi de comportement :

(2.17) g R VYT . R (§.vT) %

1 . . s s
avec, pour que T soit la représentation d'une forme positive , k 2 0

et k+ k') 0.
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ED et D étant des tenseurs symétriques, T est un tenseur syme

trique en les deux premiers et en les deux derniers indices. De plus

1'isotropie limite sa forme & : (cf. Annexe 2-2¢).

—l-l‘ = K ‘fk .g(, gm\ ‘fv\ + L éh( S,\“., + r"/,_ (‘S'k‘m S\’.n r étm s""’ )

R

+ N SM ?MEK v N' %k gg smn

NN TUNE 1 EURE YU N R FUUD ik PO T PR A

Pour que tout '1‘4 soit la représentation d'une forme positive, il

faut que N = N' et que
(2.18) L 20 Mo O , ML B 2O ) L+1N’+'\’,T’1>,O
P . v
LKy .2 B8] - (&,yN] 20
La loi de comportement s'écrit alors

219 T - {Lwd,~ I D.E )4 D

8 ( D.%e? +\§@‘§.®)*(K\§.D-\§ + N\wD) 6 %

+

Ces formes de lois de comportement sont inhabituelles et les coefficients
de .transport qui apparaissent n'ont pas été mesurés. Ils sont cependant
n'éz;essaires pour comprendre une apparente discontinuité de la température
ou de la vitesse & l'interface. Prenons 1l'exemple de la vitesse : en
anticipant sur le Chapitre III, 1l'interface est représentée par une
fine couche dont 1'épaisseur est un petit paramétre 30. Une différence
de vitesse tangentielle de part et d'autre de cette couche provoque
un gradient de vitesse d'ordre (1/ §£°) dans la couche ce qui provoque
une dissipation en (1/( 80)2) dont 1'intégrale & travers la couche
est d'ordre (l/éo). La dissipation est donc trés grande; Cet argument

est souvent invoqué [21]) pour interdire une telle différence de vitesse.

Il n'est valable que si ™M + B ne prend pas de trés faibles valeurs
dang 1l'interface. On peut imaginer qu'une organisation microscopique
trés particuliére au voisinage de 1l'interface perturbe sensiblement
les transports de quantité de mouvement ou de chaleur et qu'on ait
M+8 > 0 et k + k'~ 0. Ainsi peut &tre expliqué un glissement
4 1l'interface ou une discontinuité des températures & 1'interface.
Remarquons qu'une hypothése de glissement & 1'interface est quelquefois
utilisée. Elle semble en particulier nécessaire au voisinage d'une
ligne de contact en mouvement [7] Remarquons enfin qu'une disconti-
nuité des vitesses normales apparait dans le cas d'un transfert de
masse et que pour qu'elle ne conduise pas 3 une trés forte dissi-
pation par viscosité de dilatation il est nécessaire que

L+2N+K+ ™M ~ 0.

g) Conclusion

Nous avons construit le systéme d'équations d'évolution d'un fluide
doué de capillarité interne sans modifier les principes thermodynamiques.
L'utilisation d'une théorie du second gradient s'avére indispensable :
dans une théorie classique le tenseur € est considéré comme nul et
l'équation (2.14) montre que cela n'est possible que si A = 0, c'est-
a-dire si 1'énergie ne dépend pas du gradient de densité. L'utilisation
d'une théorie d'un ordre supérieur est tout & fait inutiledans ce modéle.

Elle peut &tre utile danc d'autres modéles.

1I.3 FLUIDE DE TROISIEME GRADIENT

Ce paragraphe peut &tre considéré comme une parenthéce de ce chapitre.
Sun but est de montrer qu'uue théorie d'un ordre supérieur {(ici une
théorie de troisiéme gradient) peut &tre utilisée pour modéliser un

fluide plus complexe que le fluide décrit au paragraphe précédent.

Considérons un fluide dont 1'énergie interne dépend non seulement du

gradient de densité mais aussi du second gradient de densité

w:w(s){alvf, VV{,)
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L'isotropie ne permet & u que de dépendre des scalaires s, y
V.2, o U, .90 .9 Vo 905 . V0. ¥ 99, 90

po B T T e ro9% -V PV
(VV[, . VV(, ) :va . (cf. Annexe 2). Pour éviter de présenter des calculs
fort pénibles et de peu d'intérét, nous ne considérons qu'un modéle

simple ol u est fonction de s,{7 s V[)Z, A/;

Nous supposons donc
(2.20) du o Tds « pdp +,\vr.¢\(v{,)+xma(,)

On suppose de plus que )\ et ¥ sont des constantes.

a) Principe des puissances virtuelles (théorie du troisiéme gradient)

A
AN . 3 3
On considére 1l'espace des mouvements virtuels (U = t (-D,R ) , la
puissance virtuelle des efforts intérieurs se met sous la forme !

b

o T ] (¥, 8.7V, c: 99V, divvvV)dy
o

On montre en Annexe 1 que cette écriture devient unique si l'on impose

3 € d'8tre symétrique en ses deux premiers indices et si 1'on impose

3 d, tenseur d'ordre 4, d'étre symétrique en ses deux premiers et

en ses deux derniers indices. L'objectivité de méme qu'en II.2.b entraine

la nullité de a et la symétrie de b. La puissance des efforts inté-

rieurs s'écrit donc

(2.22) 0 :-J (k:70+¢svv0+¢§3gvvvg)o\v

PR 4

(:“ est appelé tenseur des contraintes intrinséques d'ordre 3.

Un calcul identique & II.2.b (en intégrant le terme di V9IYVV trois
fois par parties) méne & 1'équation locale de conmservation de la quantité

du mouvement
(2.23) 4 V.V V. T - EM
U AN

I, défini par Z;(s . H’&(S - q’lﬁ"/x + CHJ/”S,I? , est appelé tenseur

des contraintes. C'est un tenseur d'ordre 2, symétrique.
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b) Bilan d'énergie interne

‘2 . . . .
L'énergie mécanique apparaissant dans le bilan d'énergie est 1la quantité

_j‘int_ E:VV

NN
(2.24 .7 w =
) - A [(cxpt - JJI{\“{(,[)V(,@ + ‘JJMS VJ,(;J]

¥

Notons que cette quantité est la divergence d'un flux d'énergie. Ce
flux d'énergie dépend du second gradient des vitesses sauf si d = 0

auquel cas la théorie se raméne A une théorie du second gradient.

c) Tenseur des contraintes non dissipatif

En mouvement non dissipatif on a
2.25) §7 (T A )
.25 - . V.V Vs . ¢ =
[ u,,,r[l\) + {-: dt(v(;)¢1fo\£0(>] = 0

1 g : .
L'équation de conservation de la masse (2.1) permet d'obtenir une expres-

sion pour (d/dt)( A/’)
d(8p): 2(0p) v V. V(Bp) = - B(V.(pv1) 4 V. V0
dt or | ' ple- BT 0

4
(2.26) d:(u{,) 2299 (0p ) TV (240 4 U @4 JivUy

; et vvov
En utilisant (2.22)-(2.12) et (2.26) l'équation (2.25) s'écrit alors
B, oY V9 o) Tg¥ L (A0, YO T 4:v
{ v \p@) i ¥ !n + ','a Y £ . w +)v()) : v
dev v God y(hp i 2v) 4o V)i VIV (dovdet)i vvvv = 0

Dans un mouvement non dissipatif on a donc

boe o(Toowipp e d0vap) 4 -3 Ve U L 2¥ VY,

(2.27) J
C = _( )\{A+2K)4®v{:_Y(V(;®'ﬂ)
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L“:-Xr’ﬂw'ﬂ

( V(z@ 1)' désigne la partie symétrique en les deux premiers indices

telle qu'elle est définie lors de la démonstration du

de V{a@ 1
Lemme de 1'Annexe l.a.

’

- . $
e P T

¥ -(" 3
CJ(H: l ’(’\(‘*x) U@)V(’)JM - \6(("‘ S;sv &n, Sl‘()

Cos = -(Qpe¥py), Sup - 2 ¥ e

d N N
dnys §Y (}” “p

.
le tenseur des contraintes est alors calculé par

T.,

[

uuls- Cuapyy + °ﬂlpas,55'
(2.28) T = -7 - YreVp

avec P=TJ-W .,rl/: ;(V«{ak\)&r

P ; ' .
Dunn et Serrin [13] sont arrivés & la conclusion qu'un fluide ne

pouvait avoir une énergie dépendant du second gradient de densité,

c'est-a-dire que ¥ était nul dane (2.20). Cela provient du fait
qu'ils ont limité leur flux supplémentaire d'énergie ("interstitial

~wotking') & dépendre seulement du premier gradient de la vitesse. On

& i -
a vu que cela correspondait 3 se limiter & une théorie du second gra

dient, & poser d = 0. Les équations (2.27) montrent que cela équivaut
>

3 supposer § = 0!

Remarquons enfin que ces auteurs cherchent & obtenir un tenseur des

contraintes formulé par Korteweg [24], c'est-a-dire comprenant le terme
VV{, . Or dans 1'équation (2.28) le terme - Y & 1 peut étre remplacé

ces deux termes ayant la méme divergence (- ¥ V(Ar)).

par - XVV[: s

A —
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I1.4 EQUATIONS DES MELANGES DE FLUIDES NEWTONIENS

Nous rappelons dans ce paragraphe les équations classiques de la théorie
des mélanges. Nous montrons comment une application du principe des
puissances virtuelles dans le cadre d'une théorie du premier gradient
permet de retrouver ces équations en mettant en valeur les hypothéses
sous-entendues de la théorie classique. Cette présentation servira
de modéle pour construire au paragraphe suivant les équations d'un

mélange de fluides doués de capillarité interne.

Dans la théorie classique {107 les efforts exercés par les divers compo-
sants les uns sur les autres ne sont pas explicités. Seule est écrite
la conservation globale de la quantité de mouvement. Les efforts exercés
sur un volume élémentaire par les volumes élémentaires voisins sont
décrits par un tenseur des contraintes symétrique et la puissance déli-
vrée par ces efforts est - : VYV ce qui revient a supposer que
ces efforts sont purement de contact. L'énergie interne u est une
fonction de 1l'entropie et des densités des divers composants.

est supposé vérifier la relation

-2 17

Enfin le flux d'entropie JS

(2.29) Jds = v
ol n est le nombre de constituants du mélange, T sa température

absolue, q 1le flux de chaleur, J*

sant, )41

le flux de masse du iéme compo-

son potentiel chimique ()Jl = (au/’()(zl)s j#i)'
N

a) Conservation des masses

Le mélange est formé de n constituants de densité et de vitesse
n

. i
o

la densité moyenne du mélange =
n
par V la vitesse barycentrique du mélange V = (1/p) {)1 vt

v'. on désigne par (;

i , q 1 . vz i
En notant J la quantité (7 vt - V) appelée flux de masse du i
éme composant, 1l'équation locale de conservation de la masse du i éme

composant s'écrit :

(2.30) éf:i;(); V.VYV.J;:O



(d/dt) désigne la dérivée suivant la vitesse N

(d/dt) = (0 /oK) + V.V,

"

On a 2 Ji = 0 et l'équation de conservation de la masse totale
s'éerit

d v.v 0
(2.31) - (J ¥ F . =

at

b) Comservation du torseur cinétique total

ext P
g désigne la quantité de mouvement globale (,V, £ la densité

i 'é i ion de la
volumique des forces extérieures. L'équation de conservatio

. I
quantité de mouvement s écrit

J T ut

(2.32) g +og V.V o V. .%
de

La symétrie du tenseur T est équivalente & 1l'équation de conservation

du moment cinétique.

¢} Conservation de 1'énergie

. fo s Vans
Le bilan d'énergie interne s'écrit sous forme locale

(2.33) é.u-¢wv.v‘, V.C‘ :X‘;]L_’.VV
at

' s
r est le taux volumique de chaleur regue de l'extérieur.

s .
d) “Bilan d'entropie "

_ _ S id 1n
On admet que le flux d'entropie vaut JS = (q- ;U}’ J )/T le bilen

local d'entropie s'écrit alors
n

Goaw 8 s TV, Vel(qe 2y T/ T) e /T e
it

NN

e) Relation de Gibbs et dissipation

c s i
u est une fonction de s et des densiteés ()

(2.35)  duw = Tds & Z r:o\.r;

Cette équation permet de combiner les équations de bilan précédentes

et d'obtenir l'expression de la dissipation

(23) To = T . Vv . 4. YT 2 I V(L)
R :

D -~

avec € = U,,,F’ﬂ .- Ts . w ,,_Z. )_,'."C

f) Application du principe des puissances virtuelles

Afin d'étendre les équations précédentes au cas des mélanges de fluides
doués de capillarité interne, nous montrons d'abord, dans ce paragraphe,
comment ces équations peuvent &tre retrouvées par une utilisation du
principe des puissances virtuelles et des principes thermodynamiques
tels qu'ils ont été énoncés au II.l. Nous mettons alors em valeur les
hypothéses sous-entendues dans les équations précédentes : ni les
forces extérieures, ni les forces d'inertie, ni les forces visqueuses

ne jouent de rdle dans les phénoménes de diffusion.

Appliquons donc le principe des puissances virtuelles dans le cadre
~

d'ure théorie du premier gradient en considérant comme espace V' de

mouvements virtuels, 1'espace des n-uplets de champs de vecteurs conti-

A~
nuement différentiables A = € 1(@,1{3“).
La puissance virtuelle des efforts intérieurs sg'écrit

N oont iy . ~ . . .

(2.37) J = - Z(u,'.VV,, &)‘: V\/‘) Iy

>

. ~1 ~n

pour tout mouvement virtuel (V ,...,V ) .
L'objectivité entraine (cf. Annexe 2)

" "
(2.38) Z a'= O 3 T - 2 [L.' est un tenseur symétrique.

v=t [

On suppose (cf. IT.1) que la puissance virtuelle des efforts extérieurs

s'éerit :
SRS N T N AR AR AP )

@
n
~ s
V étant défini par r vV = 2 (31 vh.
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La puissance virtuelle des quantités d'accélération s'écrit

~ n .
~ oc Lo . "
(2.40) y - Z ((x r.ov ) c\,n\r ot "% est 1'accélération
2

du i éme constituant

On suppose que les vitesses des différents constituants sont suffisamment
proches pour que l'on puisse considérer que Nt = P, " ¢cant 1'accélé-
ration globale du mélange - (U /Pt)vV + V. ¥ V. La puissance des

quantités d'accélération devient
“~
et ~
(2.41) re o vV e
|

La portée du modéle que nous construisons est limitée par les hypothéses
que nous venons de faire. Nous avons en fait supposé que ni les forces
extérieures ni les forces d'inertie ne jouent de role sensible dans
les phénoménes de diffusion. Ces hypothéses permettent de construire
un modéle ol ne sont pas écrites les équations de quantité de mouvement

de chacun des composants.

Le principe des puissances virtuelles s'énonce

(2.42) f [(J\“ "7“*). v, 5 (f.vi, B V\“/L')} o

L i ~i . oz
en intégrant les termes b ¢ vV par parties, en considérant des
“¢ftamps de vitesses virtuelles nuls sur un voisinage de © D on obtient

les équations locales

¥
(2.43) (:f' - % y V. T

(2.44) Ou: = V. g + (FL/(a) v.T - o Vles"\‘.. n}

*

‘ i
est le transposé du tenseur b ).
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)z X
L'équation (2.43) est obtenue en prenant tous les v Gpnus &1

1'équation (2.44) en les prenant tous nuls sauf le i &me.

En (2.43) on retrouve 1'équation (2.32) de conservation dec T quant t1 @
de mouvement.

L'équation de bilan d'énergie interne (2.33) est modifide, l¢ Iwimm

T : VvV devant étre remplacé par - 7‘int

f S :
Soew Ty S PREPEDAN U AN YN A2

En utilisant (2.44)
(2.45) 9‘ vow 7. - v ; o R
Fuew By r_v.c,.lc.vv,v.(@/(;).\&-)

En admettant pour flux d'entropie la forme simple JS = (q/T) le bilun

d'entropie s'écrit :

(2.46) 4 s +5 V.V =

i + = r/T +\7(<1/T) +0° 3 00

En conservant 1'équation de Gibbs sous la forme (2.35) on peut combiner
les équations (2.30), (2.45), (2.46) et obtenir 1'expression de la
dissipation

w

2.47) Tom - T YV _(q - vTY/T o, ST VKE"/F‘)

2

Nous ferons enfin 1'hypothése qu'un gradient de flux de masse ne provoque
pas de dissipation particuliére. C'est faire 1'hypothése que les efforts
visqueux s'appliquent indifféremment aux divers constituants. On pourra
appeler cette hypothése, 1' 'hypothése de viscosité non sélective".
Les flux J& 'é indé i é

s ! n’'étant pas indépendants mais 1iés par la relation

i _ N

2 gt = 0, cette hypothése se traduit par 1l'existence d'un tenseur

ixy

K tel que

(2.48) QD°/(,‘+)J~G = K ¥ el’\,...n}
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cette équation permet d'écrire la dissipation

"
(2.49) To/ = TD: vV _((:\-VT)/T - z .J“. vr‘
et 1'équation de l'énergie
d v :
(2.50) du vw YV & l"-v.c\.yT: yv . xz V.L)«:J')
dt .

Ces équations sont formellement équivalentes aux équations (2.30-2.36).
La différence tenant dans le fait qu'on y appelle flux de chaleur q
la quantité notée ici q + Z‘ )/i Ji. L'avantage de cette présentation
est la conservation d'un £lux d'entropie de la forme (q/T) et la
possibilité de son extension au cas des fluides doués de capillarité

interne.

1I.5 MELANGE DE FLUIDES DOUES DE CAPILLARITE INTERNE

On suppose ici que 1'énergie interme du mélange dépend des gradients
de densité des divers constituants. Le cadre de la théorie du second

gradient s'impose donc.

a) Conservation des masses

Celle-ci est toujours traduite par l'équation (2.30)

d i, oy, 9.5 -0
dr ! |

. wE

b) Principe des puissances virtuelles

~

W est 1'espace des n-uplets de vecteurs deux fois continuement diffé-

Y %2 ~ .3n . . Lz
rentielles V = (D,R°"). La puissance virtuelle des efforts inte-

rieurs s'écrit :
A Lo~ N ~, . ~
@sn T ;_J2(m~.V'+\&;:VV‘+¢-svvv')Av
2

. s : i a
Cette écriture est rendue unique en imposant aux tenseurs C d'étre

symétriques en leurs deux premiers indices (cf. Annexe 1). L'objectivité

e
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(cf. Annexe 2) entraine

A . n
(2.52) z at = 0 s (Z_ “;‘) tenseur symétrique

N Ly

On suppose de méme qu'en II.4.f) que les forces extérieures et les
Vs . . ~

forces d'inertie ne jouent aucun rdle dans les phénoménes de diffusion

et qu'on a par conséquent :

gu\' ¥
_ (1] ~ b ~
R A AR S B SN
D P
Le principe des puissances virtuelles s'énonce alors : pour tout

~1 ~n
(V7,...,Vv) et tout domaine 2

n

why & o .. .. .
Qj”]@[(ﬂ‘-ﬁ )-V4.Z(a‘.v‘,,&ﬁ:vv‘fvivvv‘)]év: Fr ol

c s i ~i i i
En intégrant les termes b~ : VYV par parties, les termes € i VV vt
deux fois par parties et en.considérant des champs de vitesses virtuelles

nuls sur un voisinage de @ & on obtient les équations locales

(2.54) (:1_' : % , V. T

(255 o' o V.¥ _ Uv:gto, (p'/p) T.T -0 ¥
avec E— = E. (E“ - V. E‘)

i . .
€, étant le tenseur défini c *

par Cupy ‘EVP"
(2.54) est 1'équation classique de conservation de la quantité de

n V2s Sa s
ouvement. Elle peut s'écrire (en utilisant la conservation de la masse)

davwvv _v.T -
R b

T est appelé i i
PP tenseur des contraintes, sa symétrie est assurée par

la symétrie de en leurs

i . i
b et la symétrie des tenseurs ¢t
=

premiers indices.
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c) Equation de 1'énergie

Compte tenu de la forme

ci s'écerit

d) Bilan d'entropie

de la puissance des

efforts intérieurs celle

r—v'\ v Z (W:-V;+ biavve, ¢ Vv Vv)

Lz

(2.57) °\—f+sV-\/ = /T - V.(L\/T)+0f ; %0
At
e) Relation de Gibbs et dissipation
: . i v i <
u est une fonction isotrope de s, s a . Elle ne peut dépendre

. . |
que des produits scalaires V(Jl.vloJ pour tout i et j appartenant

a {1,...,:1‘ (cf.

(2.58) du s

Annexe 2). On a donc

Tds &

NM=
~
o
+~
™~ 5
M5

ez

Y(i,j5) e ‘14/ - .\}

“
Lo
"

VLN

avec

On peut appeler, par analogie avec le cas d'un fluide simple (II.2.c),

Xij le coefficient de cocapillarité des fluides i
produits v i.\‘llaj
g

seules les quantités Z
G

Les équations de conservation des masses (2.30) entrainent

le coefficient

et j. Les n'étant pas indépendants dés que n > 3,

ne sont pas déterminés de maniére unique. Pour
"

( /\ij V(,j) le sont.

les coefficients

n>3

" . A . .
(2.59) 2. \4 b.owvi, € rvv v
J:I

2>
"
1

avec

e >
"

i
M>

<-
»

-
1
M

.
2

L'équation (2.58)

pour obtenir l'express

(2.60) To =

En utilisant (2.59)

permet
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alors de combiner (2.30), (2.56) et (2.57)

ion de la dissipation

Q) VT (T s I {aif) VoV, Z(p uT)

X}

WOy d e
‘ dr( | )

" s . n . A
on) To o L 9T (Teow L I vy, 2 (B vy
T ie
w . A . . . .
+z{u-c~ _(\\g-\b).vlnl'j.
T ;,,; L(,;)x
S wld
- . . .
AR
[ -1 {
A A
L2 [er-c ] vvv
Pour simplifier le modéle nous ferons 1l'hypothése que la dissipation
ne dépend pas du second gradient des vitesses {(comme au II.2.c) et

qu'elle ne dépend pas du gradient des flux de masse (comme au II.4.f).

Ce sont des hypothéses restrictives sur la nature des forces visqueuses.

vy vt

l.ecs quantités étant indépendantes, la premiére de ces hypo-
théses implique
i paly .
(2.62) ¢'_ ¢ - o ¥oield “}
i s i
les quantités Vv J étant liées par b2 J' =0, la deuxidme de

ces hypothéses implique l'existence d'un tenseur K tel que

Vie & 4, .. nj

(2.63)

(k;_“;)/r; *,)a."ﬂ = K

Notons )J = ),5 _

™M=

<.
"

7. (3 vrs)



En utilisant les équations (2.62) et (2.63) la dissipation et 1'équation

W . .
de 1l'énergie deviennent

(2.64) T = 19T . T VW';) L, T7: Vv

=

<

(2.65) “\_i*,,‘,,V.V:_V,c\»r,E:V\/-V-( ¥

_v.(ii RIS A v?S\

,
“
<

Le systéme d'équations que mous avous obtenu différe du systéme classique
. X ‘s .
des équations de mélange par la présence du flux supplémentaire d'énergie

2 A gty (,1v.v)v(>J dans le bilan d'énergie interne ;t
N . . .
par la présence d'un tenseur des contraintes non dissipatives, T 3

Qui n'est plus sphérique. Il est & noter que le flux diénergie

Z A ij( v.at o+ Pewn V(;i appartient & l'espace vectoriel engen-
o j . N .
dré par les V.?. Remarquons enfin que dans un milieu ou les gradients

de densité sont faibles ce flux d'énergie disparait. On retrouve alO%‘S
. Wi i
les équations classiques de mélange avec : Y )
ha)
i i N
P=Ts—u+2 ll'a:=-p]]'
el

P
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CHAPITRE IITI

MODELISATION DES ZONES CAPILLAIRES

Les équations développées au paragraphe II.5 permettent -en théorie-
d'étudier 1'évolution des systémes multiphasiques, c'est-a-dire des
systémes o0 coexistent plusieurs milieux de compositions différentes
ou en phases différentes avec parfois de forts gradients de densité
partielle. Cependant la complexité de ce systéme d'équations le rend
peu utilisable directement. L'expérience montre que dans un systéme
multiphasique, de trés forts gradients de densité apparaissent dans
des zones de trés faible dimension. L'utilisation des équations du
paragraphe II.5 dans un code numérique nécessiterait une discrétisation
spatiale extrémement fixe, discrétisation indispensable dans les zones
a fort gradient et superflue ailleurs, c'est-a-dire dans la majeure
partie du domaine considéré. Le milieu doit donc &tre séparé en phases,
zones ou les équations des fluides newtoniens (celles du paragraphe
I1.4) peuvent &tre utilisées et en zones capillaires ou les équations

du paragraphe II.5 doivent &tre utilisées.

111.1 DEFINITION ET PROPRIETES DES ZONES CAPILLAIRES

Rappelons 1'équation de Gibbs (2.58) vérifide par le milieu

(3.1) o\u, a T‘ls + 2 r:J’/:; + ?:Zn_ /\;J. V(\" A(VK)

Ler jee

o PP
Notons u, 92 N et L les grandeurs caractéristiques dans
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les phases de densité volumique d'énergie interne, de densité du i
éme constituant, des coefficients de cocapillarité et de distance de

variation.

Pour que, dans les phases, 1'énergie supplémentaire due 3 la capillarité

soit négligeable on admet

S ﬂ CE ,tv/,ov/(uu"}‘)} &4

{
)

.

Pour que cette énergie ne soit pas négligeable partout, on admet 1'exis-
' s at 1o/ £1°%)
tence de & << 1 tel que des gradients de densité d'ordre (
DR i
provoque une énergie supplémentaire z 2 At Vp‘.d (Vr } d'ordre
o . )i S \ide 1
u . Remarquons que si les sont d'ordre partout dans le
1 PR
milieu, on a & = (€)% Mais les AlJ peuvent eux-méme dépendre
des gradients de densité et &tre dans les zones capillaires d'ordre

différent de X 139,

On étudie désormais le systéme dans le cadre d'une approxzimation d
ltordre 0 en sup(£',€).

i i
Dans les phases 1l'équation (3.1) devient alors : du = T ds + 2 Y d(‘) .
Le systéme est décrit par les équations des mélanges de fluides newto-

niens.

Les zones capillaires sont les zomes ol la distance caractéristique
. N o _
est d'ordre inférieur ou égal a J =

E1°. Le terme Z 2 )\ij V{)l d(V{,i) y est d'ordre uv®  au moins
4

L

de variation des densités

et ne peut plus &tre négligé, a priori, dans 1'équation (3.1).

Nous dirons d'autre part qu'un constituant i du mélange est actif

. . i
dans la zone capillaire si le terme (Z >\1J V(H)d( V(o ) ne peut

J N Py . s
pas €tre négligé dans 1'équation (3.1), c'est-i-dire si il est d'ordre
u® au moins. Par exemple dans une interface ecau-vapcur d'eau pure

un seul constituant est actif ; dans une interface eau-huile, on imagine
deux constituants actifs ; en présence d'un surfactant trois constituants
sont alors actifs ; la situation peut &tre encore plus compliquée sur

des lignes de contact.
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La géométrie (et surtout la géométrie relative) des champs v i, ou
ce qui revient au méme des surfaces () - cste, peut &tre fort compli-
quée. Nous sommes contraints & limiter cette &tude 3 certains types
de zones capillaires pour lesquels nous ferons des hypothéses restric-

tives sur les champs de densité des constituants actifs.

Nous admettons d'abord que le milieu n'est pas le lieu de fortes fluctu-
ations des densités, c'est-d-dire que pour tout constituant actif i,
r i n'admet qu'un petit nombre d'extrema suivant les lignes du champ
v{)l‘ Cette hypothése ne semble que peu restreindre la portée de cette
étude car une solution présentant de nombreuses fluctuations desdensités
est fortement énergétique et ne peut donc intervenir que trés loin

de 1'équilibre.

Fxemple 1 : Type de profil de densité & la traversée d'une interface
liquide-vapeur (Rocard [30] )

{1

Rgacde

v..ft.m— I

Qiav\(. de &\ww\f de vro
P
3o <uPL?QuLv¢
Figure 1

Exemple 2 : Type de profil de densité d'un surfactant 3 la traversée

d'une interface

o

»
1
}

R

—

Figure 2
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Cette hypothése nous permet de ne considérer que des zones capillaires
io

de faibles dimensions. En effet les (‘)l étant bornées par ,

la dimension de la zone d'activité du composant i, c'est-a-dire la
N i . io o o
zone ou ¥ est au moins d'ordre ( /ELY), est d'ordre cg

au plus suivant la ligne du champ V{,l Trois cas se dégagent alors :

Le cas ou la zone posséde une petite dimension, elle apparait alors

comme une couche mince, on l'appelera zone interfaciale.

Le cas ou la zone posséde deux petites dimensions, elle apparait
alors comme un cylindre de faible section qu'on appelera ligne de

contact.

Le cas enfin ou la zone est un volume de faibles dimensions qu'on

appelera un point de contact.

Un probléme d'évolution d'un systéme multiphasique peut alors se décompo-
ser en un probléme d'évolution des phases et des zones capillaires.
I1 est cependant habituel de ne pas étudier 1'évolution interne des
zones capillaires, mais de considérer celles-ci comme des surfaces,
lignes ou point de contact géométriques dont les comportements sont
postulés ou obtenus 4 partir des résultats expérimentaux. Le but du
reste de cette étude est de montrer comment, dans une étude asymptotique,
les zones capillaires deviennent des surfaces,lignes ou points singuliers

et quels types de comportements on peut alors en attendre.

“Yf{.2 ZONE INTERFACIALE

a) Description

Nous supposerons que, dans une telle zone, tous les gradients des. consti-
tuants actifs sont, & l'ordre 0O en € , colinéaires. On note f le
champ de vecteurs unitaires, direction commune de ces gradients. La
sone interfaciale est de petite dimension en suivant les lignes du

champ \f , elle apparait donc comme une couche mince.
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Figure 1

‘ .
Vue en coupe d'une zone interfaciale

Remarquons que cette hypothése de colinéarité des gradients des consti-
tuants actifs limite la portée de notre étude. En effet une zone interfa-
ciale, c'est-3-dire une zone capillaire en forme de couche mince pour-
rait ne pas vérifier cette hypothese

Figure 2
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Pour que, dans un tel cas, la zone apparaisse comme une couche mince,
il est nécessaire que les directions moyennes des V(,l et Vlaz
(sur des surfaces grandes devant é‘o) soient communes. Il est donc
nécessaire que la direction de Vf,l ou de vio 2 varie rapidement
(cf. Fig. 2). Une telle situation, fortement énergétique ne sera pas

considérée dans cette étude.

Le cas le plus général considéré étant représenté en Fig. 1, plusieurs
hypothéses simplificatrices peuvent &tre faites. Sans imposer immédiate-
ment ces hypothéses nous allons étudier les modifications qu'elles

apportent 3 la modélisation des interfaces.

La premiére de ces hypothéses (que nous noterons 1 ) consiste & suppo-
ser que :§ v 3 est d'ordre (1/L°). Ainsi & l'ordre 0 en &
les lignes L du champ \3 sont des segments de droites, les surfaces

[> = cste sont paralléles (Fig. 3).

La seconde, plus restrictive, est que V‘g est d'ordre (1/L°). oOn
limite ainsi les courbures des surfaces 2 i &tre d'ordre (1/1%)

Fig. &)

Hypothése 1 :

Figure 3

Les lignes L sont droites, les surfaces z ({’ = cste) peuvent étre

fortement courbées.
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Hypothése 2 :

FQ\Jo»\ A(. LoeruY‘t

, °
va:,{“-, p L
L
1 1}
Figure 4
b) Notations
On note z 1 f L. i i
es surfaces P cste V i et L les lignes du champ
£,
N)
T.a zone interfaciale peut @tre encadrée par deux scurfaces Z : Z-
+ ) - +
et 2 7. La distance entre 2. et 27, appelée épaisseur de l'inter-~
face est d'ordre 5 °,
. L] '
Soit o 1'une des surfaces 2 , on note 2z la coordonnée normale
Lo 5 s . s s
aux surfaces 2 , d'origine 2. °. Ainsi Z  a pour équation z = 0,
+ _ o+ s - - + -
Z , 2 =z et 2., z2=z. z -z est 1'épaisseur de 1l'interface.
On note h la quantité (22z/D M).
D . . . P z + - s
ans une situation dynamique on choisit N et Z de telle
PN + -
maniere que z et z soient des constantes. La vitesse géométrique

de la zone interfaciale est un champ de vitesse W vérifiant



Ty L w o, oy o)
DM ot

Seule la composante normale de
calculs qui vont suivre,

W en fixant arbitrairement

sur 2z S et en imposant au champ w

champ § . Nous préciserons la composante tangentielle

&>

W est définie. Par commodité pour les

une Ccompos

IV.2.b (On note W° la restriction de W

P

Figure 5

nous donnons une composante tangentielle

a
s ; s oW
ante Wy tangentielle, a

de conserver les lignes L du

ws// au paragraphe

3 29
R ¢

Remarquons que le champ W conserve l'interface, il conserve les
faces 2 et les lignes L. Ce champ de vitesse ne coincide pas aves
les vitesses matérielles des différents constituants ni avec la vilecune
barycentrique du milieu. Le champ WS// défini sur Z s est  pout

1'instant arbitraire, nous le lierons plus tard aux paramétres matéricls

du milieu (cf. IV.2.b).

Un probléme réside dans la définition du champ W de vitesse géométrique
de 1l'interface : ce champ est fortement dépendant de la localisalion
choisie pour Z ®. si celle-ci varie rapidement & 1'intérieur de Ia
zone interfaciale, le champ W va lui-méme varier rapidement au cowiu
du temps et les grandes valeurs qu'il peut atteindre n'auront aucune

signification quant 3 la vitesse de déplacement de la zone interfacialc.

s o 4 s . s : .
Soit t le temps caractéristique de l'ensemble du systéme multiphasi-

que. Imposons & W un temps caractéristique de variation de 1'ordre

de t°. La part de W 1liée a la localisation de 2 ° est alors de
l'ordre de (§°/t° = &£ (1°/t®). Elle peut donc &tre négligée dan:
1'approximation & 1'ordre 0 en € . On a ainsi imposé 2 Z® une

place relativement fixe 3 1l'intérieur de la zone interfaciale et W

représente bien la vitesse géométrique de cette zone.

Remarque : en faisant 1'hypothése 2 et en se limitant & des champs
w®  tels que 7w = 001/t°) on a vV W= 0(1/t%). ainsi sur une

ligne L, W=wW(l+ 0(£)).

- ' . . 7 s Fz AN . s
On note A 2z 1'application de dans qui a tout point Me
3 s ; : £ N A
2 associe le point M de coordonnée 2z et appartenant a la méme

ligne L que u®

On note (Fz 1'application linéaire tangente a Fz qui & tout vecteur

s Z s : N 2z
tangent a associe un vecteur tangent a 2 °.

Si l'on fait 1'hypothése 1 : ona Fz =1 + z#H od M est le tenseur
APEEN s .
associé & la seconde forme fondamentale sur 2. , c'est-a-dire le tenceur
. sz . s . L 5 s
qui exprimé dans un repére 1ié aux directions principales de 2. s'ex~

prime



- 48 -

4/R1 [0)
Helo %,

s . .
Rl et R2 étant les courbures principales de 2 7. si 1'on fait 1‘'hypo-
thése 2 : H = O(l/LO), a2 1'intérieur de la zone interfaciale z étant

d'ordre So on a
Fy = 4 (4. 008)

Pour toute quantité \r de la zone interfaciale on définit en tout

point M e S % les quantités

<Y >

[V ) Wy
.
U)W 0R) - Xy a ()

(Y]

1'intégrale désigne 1'intégrale le long de ta ligne L passant par

- — + - R
MS, z+ et z désignent les bornes sur 2. et de cette ligne.

Pour tout tenseur Y d'ordre au moins 1 on définit
<Y P* Fooodb R,y W
< = ) \T . ¥ o & 3 b
b

Les notations <.> et <.< représentent deux intégrations différentes:
La premidre sera utilisée pour intégrer les densités, la deuxieme pour
o g R

intégrer les flux. Cependant dans le cadre de 1'hypothése 2 on a

Fz =1 et ainsi

*

¥y o-o<w< s [T vay
. b‘

[[T] “Y(g\-‘ﬂg)
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I1I1.3 INTEGRATION D'UNE LOI DE BILAN SUR UNE ZONE INTERFACIALE

a) Equation de bilan interfacial sous forme intégrale

Considérons une équation tridimensionnelle, valable dans toute la zone

interfaciale, de la forme suivante

(3.1) Sy, v v.w ,v.J . ¢
§r
(§/8§5¢t) désigne la dérivée par rapport au temps en suivant le champ

W de vitesse géométrique de 1l'interface ((§/8t) = (©/Dt) + W.V).

On appelle une équation du type (3.1) : une équation de bilan.

On montrera, en effet, que les équations de bilan de masse, quantitd
de mouvement, énergie, entropie se mettent sous la forme (3.1). J c=ui

alors le flux de la quantité Y par rapport 3 la vitesse W.

Soit U un volume se déplacant avec la vitesse W, ©U son bord,

n la normale extérieure a NV .

L'équation (3.1) est 1'équation locale traduisant le bilan sur

4
(3.2) A_tjm‘\‘év,f Ton ds =JN¢AV

N

Remarque : (d/dt) ne désigne pas ici la dérivée matérielle par rapporl
au temps, mais la dérivée totale d'une quantité qui ne dépend que du

temps.

A, : s s < :

Congidérons maintenant une surface LA. c 2z se déplagant suivant
S 7 .

le champ W, 'U° le volume formé par toutes les lignes L passant

£ -
par A et limité par les surfaces ZF et 2 (Fig. 6).

On note (e le bord de ‘AS dans zs, oL la surface latérale c'est-
d-dire la surface formée par les lignes L passant par € , y la

. S . . S
normale extérieure 3 o , ¥ la restriction de VY & 2 .
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Figure 6

(As se déplagant avec ws, le champ W conservant les surfaces Z et
les lignes L, le volume ' se déplace avec le champ W et 1'on
peut lui appliquer 1'équation (3.2).

.47

. . a tes
Les intégrales de 1'équation (3.2) peuvent dans ce cas etre transformé

de la maniére suivante :

j ¥ do - /‘As(/yvr W) W)
W b'

(3.3) J*AN:[AS<Y>J»
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de méme

(3.4) j,v.(p“:&*(d)? ds

Towds jﬂ L[ a4 +[¢5.v.j:

(%14 + A-
J T fm, ‘f(b) M (Fy) - T(y). S d Ry e

j T() - F) L vt dF ) e

(3.5) f@ J.ow fw

v

] ds +j <J < vt At
€
L'équation (3.2) s'écrit donc dans ce cas

Ge 4 <t > ds +][J.“§]}o\s ,J<I<.V*A?
(A$

b ‘i ¢

= j}<4>> ds

u

Equation qu'on appelera équation de bilan interfacial sous forme inté-
. . . . s
grale. Pour transformer cette équation en une équation locale sur Z

il est nécessaire d'établir les deux théorémes suivants.

b) Théoréme de la divergence surfacique

Soit B un champ de vecteurs. Soit U‘l une partie d'une surface S
limitée par la courbe ‘6 . Sur r@ s v et T sont les vecteurs
tangents & S respectivement normaux et tangents 2 €. % est le

vecteur normal a S.
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/
- < 4%
/ —> Vv
' S

En utilisant le théoréme classique de Stokes on a :

]% B . Jf =/% 8.(c~ §) ae=/%(‘§~e).t,le

[ 78] g
8 |

Comme Barrére et Prud'homme » notons X 1l'opérateur :
G X(B): [Vagan)]. ¢
&véd 1a convention de sommation sur les indices :

X(B) = 5;“. f: ;..‘(Ek?m ?e 8/‘“)

*j

= gk Enem (5, By 4+ %5 ??u‘ B )

il

3% B, - § §J B:,; o 5. '5;”- B; - § ¥ B.

R

or ¥ % =1 et (fifi),j=2fi :fi.=o d'od

i i
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X(8) = B;; - ‘fgkfd' B:,; - . ‘fJ'”' B
8 X(8) : (1-%e¥):08 _(v.%)(8.%)

Introduisons lesg notations suivantes :
(P = "0 - ‘i (™) lg opérateur de projection sur §
B- B) .8 e B,. 9.8
Vs- B - P IAVC divergence surfacique de B sur $

s
Ve - P . VB8 gradient surfacique de B

On a alors X(B, ) = 0 d'aprés 1l'écriture (3.7) et donc
s
X(8) - x(g,) . v'. 8,

En conclusion on a

G [ s, de - [ v, d
e A

On remarquera que vs est un opérateur de S , qu'il porte sur 1la

seule restriction de B & 9 et qu'on peut donc .l'appliquer a des

champs B  définis uniquement sur S

.z
X et x sont les coordonnées curvilignes de S assoclees aux

1 2

directions principales T 1 et 'C‘z.

On note B B B les valeurs de B. Tys BTy, B. £. Dans 1la base

1? 2’ 4
(tl'tz’ €) ona
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. ‘i ds = éx vl ) ds
(3.1 a&ng J‘A(“«En%v W)

2 8, B DB, B, D4
o, B _?:- ’ ’0-!—. / v x, ' (ZT (1a notation (&§%/§¢t) désigne la dérivée suivant W° : (§%/180) =
VHa| O™ 0B By 08 B (v/ot) +w. V).
°xa "o Ry "o L% Ry
o) ) 0 , o d) Loi de bilan sous forme locale

Utilisons (3.9) et (3.11) pour transformer (3.6)

et v$. 6 = 'OE,‘ ¥ ’9_3_1 +(4/R|&'1/Rz) BL

D X4 0 X s s s - s
: J(8crri<r> vt [3.8] 4 ¥.<I¢, S <) di =0
. < 3
ol R, et R, sonmt les courbures principales de S dans les directions & &
T 'Cz.
A . . S S vz .
cette équation valable pour toute partie (A de 2 permet d'écrire
c) Théordme de transport sur ume surface 1'équation locale de bilan interfacial
Conservons les notations précédentes, '_/q, étant en mouvement suivant SS .
s s -
le champ de vitesse W . On a en utilisant le résultat de Germain {16). (3.12) S_. Y2 L, <2 VLW +[J. Qﬁ:ﬂ y V. <0, - < ¢>
‘.
3 5 L'équation (3.12) traduit le bilan sur la zone interfaciale de la quan-
(3.10) 5/3.‘5 ds - (é 6, 8 v.w' - 6. yw ). % A S ; ’ :
ol_\‘ f M & tite ¥ . <Y représente la densité surfacique de la quantité Y
contenue dans la zone interfaciale, (SS/SC) <Y> est lia variation
de cette quantité au cours du temps en suivant une vitesse WS, <J<,
est le flux surfacique, -{J. “5]] 1'apport di aux milieux de part et
s P s
Cette égalité n'a de sens que si le champ W  est défini dans un voisi d'autre de 1'interface, <> 1'apport extérieur au systime.
nage de la surface S . On peut cependant remarquer que les opérateurs
VS et v®. peuvent remplacer les opérateurs ¥ et V. dans . . .
s ; v e) Choix des paramétres 3 intégrer
1'expression (B g.w® - B. 9w’). . (En effet la différence peut s'écrire
[B(§ 9w ‘§) (B g)(k VWS)] % - 0), on a donc : Nous wutiliserons 1'équation (3.12) pour écrire les bilans de masse,
. . - . . . s :
de quantité de mouvement, d'énergie et d'entropie. Il1 faut noter que
$ s le choix de ces quantités est arbitraire : une infinité d'équations
df e ¥ de [ (Le,0 viw e vws) . § d _ ° duantites o ‘
i A (t de bilan pourrait &tre écrite. En effet si f est une fonction quel-
conque dérivable on peut multiplier 1'équation (3.1) par f(z) (rappelons
Cette nouvelle forme pour l'équation (3.10) ne nécessite plus que we que z est la coordonnée définie au III.2, que les surfaces 2. sonmt

. N d'é : M: - ¢
soit défini ailleurs que sur S quations z(M;t) = cste)

En utilisant un champ B de la forme B = £ 't

(3.13) g(/&) ft( ) Y Tow g('b) V.T - L)(gr) ¢




Le champ W conservant la coordonnée 2z 1'équation (3.13) peut

v .
s ecrire

(3.14) éLTE)+ (YB) vow o, 9 ([T) - %47 N %'J.f
st

f' désigne la dérivée de f.

L'équation (3.14) est du type de 1'équation (3.1), c'est une loi de
bilan 4 laquelle on peut appliquer le processus d'intégration qui vient

d'étre développé d'ol 1'équation de bilan interfacial de f
§* ©w 7. % vi<ba<
(3.15) <Y > e <yf> VLW %J. R T<,

=<gq),, E,J-g>

st

En utilisant wune série de fonctions f : une série de polyndmes z,
2 3 iz 2iz 3ie
z e e

, zy ... ou la série e 7, , ... on peut obtenir une série

3
d'équations (3.15) : une série d'équations de bilan interfacial pour
des "moments de 1 ". Ces paramétres sont des informations sur la répar-
tition de la quantité Y dans la zone interfaciale. La comnaissance
de 1'évolution de ces paramétres peut s'avérer d'une importance aussi

grande que celle de <Y, quantité totale de Y contenue dans 1'inter-

face.

Du caractére intrinséque des paramétres choisis

si Y est une quantité physique, <Y> est une quantité qui dépend
non seulement des valeurs de Y dans la zone interfaciale mais aussi
du choix des surfaces Z +, Z_. Ce choix est arbitraire, les surfaces
'Z‘F et 2 devant encadrer la zone interfaciale et &tre séparées
par une distance de 1'ordre de J °. Changer la place des surfaces
Z+ et Z  en respectant ces contraintes entraine l'addition 2 la
valeur de <Y¥> d'une intégrale de Y sur un chemin de longueur
d'ordre & ° en dehors de 1'interface. S8i Y ° est 1a grandeur carac-
téristique de Y en dehors de 1'interface, on ajoute & <Y¥> une
quantité de 1'ordre de ¥ ° 8% = € YOL®. cCette quantité peut &tre
négligée car nous ne conserverons dans 1'équation (3.12) que les termes
d'ordre (Y°L°/t®). Ainsi, & 1'ordre d'approximation utilisé, <Y>

sera un paramétre intrinséque de 1l'interface.
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Par contre les quantités <Y f> définies dans la remarque précédente

(cf. équation (3.15)) sont fortement dépendantes de la localisation
s

de la surface 2 . C'est, en partie, pourquoi nous ne les utiliserons

pas.

f) Equations de saut i 1'interface

Le but de cette étude est de retrouver (et de généraliser) les équations
classiquement utilisées pour étudier les interfaces. Ces équations sont
des équations de saut (ou de discontinuités) sur une surface singuliére.
La plus connue est 1'équation de Laplace : ?+ - ?— = 2(d/R) ou
P+ et P_ désigne les pressions exercées par les fluides + et
- de part et d'autre de 1'interface, T la tension superficielle

et R le rayon de courbure moyen de la surface.

'z . ~ -
Or 1'équation (3.12) peut &tre considérée comme une équation de saut

¢ans certaines conditions. Elle contient en effet le terme [[J‘f_ﬂ

On a vu que dans le cadre de 1'hypothése 2 , ce terme valait
+ - + -

(J3.3)(z7) - (.82 ), ¢z = }(z ) = § (0) et cette différence

évaluée en deux points distants de SO = £1° peut &tre considérée,

O . R
a l'lordre 0 en & , comme une discontinuité sur une surface voisine
+ -
s
de 2 et 2 7, par exemple 2 °. Dane ce cas l'équation (3.12) est

bien une équation de saut.

Que se passe-t-il quand l'hypothése 2 n'est pas vérifiée ? Le terme
[J‘f]] vaut (J.%¢ )(z+)det E‘z+ - (J.%)(2 YdetFz ™. L'équation (3.12)
apparait comme une équation de saut si § (z+) = ‘g (z7) et det Fz' =
det Fz . Nous allons montrer que toute interface suffisamment réguliére
peut &tre modélisée de manidére & ce que ces conditions soient satisfai-

tes.

RN . . P s
On considére une interface suffisamment réguliére pour qu'elle puisse
€tre encadrée par deux surfaces paralldles st et s, séparées par

une distance d'ordre §°, et de faible courbure (d'ordre (1/1°)). (cf.
Fig. 7).
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Jibend ‘
‘wde ° /
Fadee § -

'ﬂjo»\ de ;gervrg

J’on‘lke. Lv

Figure 7

En dehors de la zone interfaciale, toute surface peut &tre considérée
comme une surface 2 (c'est-a-dire P; = cste, 3 l'ordre 0 en £ ),
le champ ? n'étant défini qu'd 1l'intérieur de cette zome. On peut
prolonger les lignes L du champ % de telle maniére que les extré-
mités de ces lignes appartienment & S+ et S et soient tangentes
4 une normale commune 3 ST et § (cf. Fig. 8). (Nous ne démontrons

pas l'existence de ce prolongement).

\

\\ ermémm\« L
\

Figure 8

+ - a P 5 + -
S et S pevent alors &tre considéréec comme 2 et

2, on
choisit pour 2 ° la surface 3 par exemple. On a alors ? 0) =
$GH = §GN, P s 1, Ft e s ot wet - 21+ 0(E)), det Fz-
= 1, det Fz' = 1 + 0(& ). Les conditions sont réunies pour que (3.12)

soit une équation de saut.

Remarquons qu'on a aussi
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En conclusion la modélisation des interfaces peut étre faite de maniére

3 ce que, & l'ordre 0 en € , on ait

‘S(o) = kgl‘a')z ‘S(%') 3 Wb':“Tb' = /“
d \Fb‘ 3 ‘)m} F—b' P 3 W(bt) - Wlb.) - W'

c'est cette modélisation que nous adoptons.

g) Des quantités en excés

P . . fez
De nombreux auteurs utilisent comme paramétres interfaciaux des quantités

. . . - + +
dites "en excés". Celles-ci sont définies ainsi : notons E , Z , Z ,

E les zones de l'espace suivant leur position par rapport aux surfaces

Z+, 35, T (Fig. 9).

ke
.z
/ zt o -
/ ) S
. F / -
-~ - &
P 4 P
e -
/// e
//// //////
e 7
- -
/// =
.-‘/
7
Figure 9
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La zone interfaciale est incluse dans Z+ U 2. Dans la zone E+ le
milieu + vérifie les lois de conservation classiques et les lois
de comportement spécifiques au milieu + . On suppose alors que le
milieu +  puisse s'étendre 3 la zone B V) z". Toutes les quantités
physiques dans cette situation sont mnotées avec un "~ . On suppose
que les conditions aux limites sur 2 ° puissent &tre telles que les
quantités physiques réelles et celles lides au prolongement soient
identiques sur E+. Le méme travail étant effectué sur E , Z , on
a défini un systéme de champ (F, £ L‘T, ‘s', ...) discontinu sur 2 °,
identique aux champs réels (I,-'x+, g+, u+, s+, ), (()_, g, u, s

+ -
, +«+) sur E et E

Exemple de profil de densité i l'interface :

Figure 10

Remarquons que ce prolongement est utilisé sans que son existence n'ait

été démontrée.

On définit alors les champs des quantités en exces par

YL TL Y

~
Les champs Y et ‘f vérifiant partout sauf sur Zs les équations

de bilan du type (3.1), le champ Y ¥ vérifie (sauf sur = °)
(3.16) Sy LYY vew v T, ¢

Cette équation peut @&tre intégrée comme 1'équation pour les champs
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. < + -
réels. Les champs en excés sont nuls en dehors de Z U Z donc

nuls sur 2 + et z -, le terme [Jex. f] disparait. 11 apparait

PN . iz ex
cependant un autre terme de saut, di a la discontinuité de J sur

- b
S5, ce terme, saut de J°X, f 2 travers 2 ° sera noté l_Jex. ‘f_] .

.
Gan 8yt Ly vwt [T VT,

113
= < ¢

Cette équation peut paraitre plus satisfaisante que 1'équation (3.12)
car faisant apparaitre un vrai terme de saut [Jex‘ tg]! En fait ces
équations sont les mémes dans une approximation & l'ordre 0 en £

En effet on verra au Chapitre IV (IV,1,a) qu'on peut négliger & 1l'ordre
0 en € les quantités qui gardent 2 1'intérieur de la zone interfa-
ciale le méme ordre de grandeur qu'd 1'extérieur. C'est le cas des
prolongements ? . Les quantités <Y> et <Y®*> sont donc identiques

3
3 l'ordre 0 en & . De méme les termes [Jex. f] et EJ]L peuvent

2tre confondus & l'ordre 0 en £

Or une approximation de ce type est faite par les auteurs fZ] s
4] urilisant 1les quantités en excés quand ceux-ci traduisent le
second principe de 1la thermodynamique en écrivant que la production
d'entropie en excés est positive : ils négligent alors la production

d'entropie des prolongements.

Un autre argument avancé en faveur des quantités en excés est la faible
dépendance de <Y par rapport & la localisation de 2+ et 7
Outre que cette localisation influe de maniére inconnue sur les prolonge-
ments "€t donc sur Y %, <¥®*> dépend maintenant de la localisation

s . P
de Z°. Le gain n'est pas évident.
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I11.4 LIGNES DE CONTACT

a) Description

Une ligne de contact est une zone capillaire possédant deux petites
dimensions. Dans cette zone deux constituants, au moins, sont actifs
et les gradients de ces constituants engendrent en tout point un espace
vectoriel de dimension 2 dont on notera T wun vecteur unitaire normal.
Le champ de vecteur T est appelé champ de vecteur tangent & la ligne

de contact.

La géométrie d'un tel systéme peut &tre fort complexe, en particulier
1'existence de surfaces orthogonales au champ T n'est pas assurée.
Sans préjuger des comportements que de telles situations pourraient
faire naitre, nous n'étudierons que le cas le plus simple : nous suppose-
rons que V T = 0(1/L°). cette hypothése est 1'analogue de 1'hypothése
sur les zones interfaciales que nous avons noté '"hypothése 2 ". Cette
hypothése assure 1l'existence de surfaces orthogonales (3 1'ordre O
en £ ) au champ T . Ces surfaces, dites sections de la ligne de contact
sont planes et de faibles dimensions (ordre (S 0). Les lignes du champ

-1
T sont de faibles courbure et torsiom par rapport & (S O) .

On supposera de plus que les lignes de contact sont & 1'intersection

de trois zones interfaciales, que ces interfaces vérifient 1'hypothése
o

2 (V%= 0(1/1°)) et que les angles que forment ces interfaces soient

de 1l'ordre 0(1).(Figure 11).

Les angles 61, eII’ 6111 étant de l'ordre 0(1) on peut, quitte

4 agrandir 1'épaisseur des interfaces 1, 2, 3 sans changer son ordre
S o . i

de grandeur s, supposer que la ligne de contact est entiérement

contenue dans le cylindre & base triangulaire de la Figure (Fig. 12).

On peut de la méme maniére supposer que les cdtés de ce cylindre sont

paralléles aux vecteurs % 1, ¥ 2, EB (Fig. 12)



i i i i 3 interfaces
Vue en perspective d'une ligne de contact, intersection de

Vue
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Figure 11

Figure 12

en coupe d'une ligne de contact

- 65 -
b) Notations
La ligne de contact est contenue dans un cylindre de base A , dont

la normale v ' 3 chaque face st oest une tangente 3 1'interface
i. On choisit sur chacune des interfaces une surface de référence ZSi
de telle sorte que l'intersection des trois surfaces de référence soit
une unique ligne LR. La ligne LR est une ligne du champ T , elle

est choisle comme ligne de référence (cf. Fig. 13).

On note A les sections de la ligne de contact et L les lignes

du champ =~

Figure 13



Dans un cas dynamique les interfaces sont animées des vitesses géométri-

R i . ‘s
ques w51, wsz, WS3. La ligne L est alors animée de la vitesse géomé-
trique wE . Pour que la ligne de contact reste 3 tout instant 1'inter-

. 4 . Sy
section des trois interfaces, W doit vérifier

WQ.Si - W;4. Lg"

] 2 $2 2
(3.18) wtooh L wtt
WQ §3 - wi? (g&

Les vitesses WSl, WSZ, w53 ne sont donc pas indépendantes mais liées

par la relation
1

(8 84wt B (Y (L) W
CET G W Lo

(Cette relation peut &tre écrite de maniére symétrique. Elle est alors

plus complexe).

La vitesse géométrique de la ligne de contact est fixée & une composante
tangentielle prés, c'est-d-dire que We . T est arbitraire. Compte
tenu des hypothéses faites sur la régularité du champ T , We peut
étre considéré comme un champ de vitesse sur toute la zone de la ligne
de contact en posant : W constant sur les sections &8

Pour toute quantité Y  définie sur 1a ligne de contact on définit
.7

R sz
en tout point MR de L les quantités

‘f5=j"(’ds
N

R
L'intégrale désigne 1'intégrale sur la section { passant par M
(>4+
<r> L[ ovdy
‘-
9
L'intégrale désigne 1'intégrale le long de la normale 3 1'interface

P . R
i, cbté de la section A passant par M

43,3 “ T .

ty ) P 5 AN PR LD VD

(Y est un tenseur d'ordre au moins 1 dans cette définition).

c) Intégration d'une loji de bilan

Compte tenu des hypothéses faites sur la régularité du champ T , une
équation de bilan peut &tre intégrée suivant le méme procédé que pour
les interfaces. On obtient, sans difficultés particuliéres, une équation
de bilan (3.2) trés proche de 1'équation obtenue pour les interfaces

comme ceci est détaillé ci-aprés.

On considére, de méme que pour les interfaces, une équation tridimension-

nelle valable dans toute la ligne de contact de la forme

v,
Gan 2 Y, v v w7 L
§t
1 -
(d /3 t) désigne la dérivée par rapport au temps en suivant le champ

de vitesse we

Pour un volume UV sge déplagant avec la vitesse wY
(3.20) é J bt nkv ‘,J Ton ds o f d ﬂ\,\,.
d&r Vi w

Soit (MM') une portion de la ligne LR se déplagant suivant le champ
de vitesse w° . Soit A\ le volume engendré par les sections O

passant par (M,M').

Figure 14
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N est limité par les surfaces [\ (M) et A (M')  orthogonales &
N 1 2
T et Sl, 32, 33 surfaces orthogomales & V', V', V 3.

V se déplace suivant le champ W’ , l'équation (3.20) peut lui &tre

appliquée. Les intégrales se transforment alors

(3.21) f Y dw -.f (j Yds ) &t / ROl

mn') Ca (mw')
de méme
(3.22) J b dv - J R
v ')
j Jw&s:j JT.T s ,J T. o ds o
A afn’) a(n)

or f I z\:.-f <J'>L-V“ At

©@in’)

.
Gon [T hes (3 ) () 0% e ) n) L f [T

n)

. J (2 (). 717 n

o T

L'équation (3.20) s'écrit alors

. wE

L[y S CATI I NS PUEEE (N AE

A-;' mn*) nny 0T (nn')
Je a [ o 3 D a - A
(3.24)] Sy, 1" 2(w)e . 2@t ) L[l
Q\"') gy T ot

= [ ¢k

(nn')

Cette équation valable pour toute portion de ligne (MM') entraine
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1'équation de bilan locale :

4,1,3
Gas 8wty ebwt L et e, Ll - ¢
§t
ou VQ. désigne 1'opérateur V‘.X = (D/PT)X). T = T® T : VX

et J, = %) T .

L'équation (3.25) traduit le bilan sur la ligne de contact de la quantité

Y. Sa structure est trés proche de 1'équation (3.12) traduisant le

‘bilan d'une =zone interfaciale. J: est le flux de la quantité Y

1,2,3 N
et -[J} e est l'apport dii aux trois interfaces s'appuyant sur

la ligne de contact.



CHAPITRE Iv

LOIS DE BILAN ET DE COMPORTEMENT DES INTERFACES

Dans ce chapitre, nous appliquons 1la technique d'intégration décrite
au chapitre précédent, aux équations de bilan de masse, quantité de
mouvement, énergie et entropie. Nous appliquons donc 1'équation (3.12)
aux équations (2.30), (2.54), (2.57) et (2.65). Nous obtenons des
équations de bilan interfacial, qui peuvent &tre interprétées comme
des équations de 'saut" pour les vitesses, les contraintes, les flux
de chaleur et les flux d'entropie. Pour &tre pris en compte, les termes
figurant dans ces équations doivent donc &tre d'un ordre de grandeur
comparable aux flux de part et d'autre de 1'interface. Dee considérationg
sur les ordres de grandeur des diverses quantités physiques définies
2 1'intérieur de la zone interfaciale mnous permettent dec simplifier

av ‘ . : .
antageucement les équations de bilan interfacial. Nous supposons,

en particulier, que la densité de masse totale, la vitesse, leg apports
e a2 sz :

extériedfs de quantités de mouvement et de chaleur restent du méme

ordre de grandeur par rapport 2 & a4 1l'intéricur ot 3 1'extérieur

de la zone interfaciale.

Afin d'écrire les lois de comportements de I1'interiace, on ulilisant
l'expression de la dissipation on admet unc relation de Gibbs, c'est-
d-dire une relation liant des densités interlacinles de macee, d'énergie
et d'entropie. Cette relation définit la Cempérature futertaciale ainsi
que les potentiels chimiques interfaciaux. On montve  cusnite qu’'on

eut ilis i §
P utiliser une relation entre le fFlux (ntertacial d'entropie, le
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flux interfacial de chaleur et 1la température interfaciale, relation
analogue & celle utilisée dans les milieux tridimensionnels. Cette
relation est rendue valide par un choix adéquat de la composante tangen-
tielle WS, de la vitesse géométrique de l'interface. La densité interfa-
ciale de dissipation peut alors &tre calculée et les lois de comportement
obtenues par utilisation de 1'approximation linéaire de la thermodyna-

mique des phénoménes irréversibles {101.

V.1 LOIS DE BILAN

a) Simplification d'une loi de bilan

Rappelons 1'équation (3.12) traduisant le bilan d'une quantité Y

sur 1l'interface

S: s s - P -

G <Yy <Yy Vowt L U3 8], ©U<I<, 2 p>
st

L'équation locale de bilan de Y est valable dans les phases de part

et d'autre de l'interface :

Gy $ Y, X W, VT . b
st
L'équation (4.1) est une condition aux limites pour 1'équation (4.2)

condition qu'on peut réécrire sous la forme

G LY Tt L <d>y -8 vy _cws> VW
5t

$

V. <3<,

On peut donc négliger (dans le cadre de 1'approximation a l'ordre O
en € ) les termes du membre de droite de 1'équation (4.3) si ceux-

s + -
ci sont d'un ordre de grandeur inférieur aux flux J . 'f et J \f

soit Y ° 1a grandeur caractéristique de Y dans les phases, rappelons
o £t ord N
que t® et L sont le temps caractéristique du systéme et la longueur

caractéristique de variation dans les phases. Les termes de 1'équation
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(4.2) eont d'ordre ( Y°/t®). Dans le flux J, seuls nous intéressent
les termes d'ordre (Y°1°/t®). Ainsi on peut ne conserver dans
1'équation (4.3) que les termes d'ordre ( Y°.%/t°). on néglige dans
<Y> 1les termes d'ordre inférieur a Y °L°, dans <<, ceux d'ordre
inférieur 3 ('\’O(Lo)z/to), dans < ¢>  ceux d'ordre/ inférieur &
(Y°L%/t%). En particulier si YV reste d'ordre Y © 3 1'intérieur
de la zone interfaciale <Y >, d'ordre §° ¥° = EYOLY, est négligeable.
De méme si @ est d'ordre (Y°/t°), <¢> est négligeable et si
J rest d'ordre (YOLO/tO), <J<  est négligeable.

b) Bilan de masse
L'équation (2.30) peut s'écrire
5 . B .
(4.4) gt{? v p V.w , V., (3 *I°.LV‘W)) )

cette équation, du type (4.2), s'intégre en

£y p K . . :
.5y & P 7w, vtoTE o, ﬁ(,-(\/-w) . J‘JJ = 0
St L

s . s

avee pts <pt>, IT e <pi(VawW) T<,

' s
D'aprés la remarque du paragraphe II.3.f, W peut &tre remplacé par
s . -
W dans le terme de saut qui devient [(xl(v - W)+ Jlﬂ . Par addition
L

des équations (4.5) pour tous les constituants i du mélange on

obtient

s 3

s £
(4.6)~§qr‘~r‘ V. w v, <(4&V—W) <//

st
3 {’Q’"W‘)Dl = 0

: io
S?1t la grandeur caractéristique de densité partielle en le
. eme . o
i constituant et P la densité totale caractéristique dans les
phases. (Si ces densités varient d'une phase & 1'autre, Pio et {)o

représentent les densités caractéristiques dans les phases les plus

denses).

No s ité
us supposons que la densité totale reste de l'ordre de grandeur de
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o : z s : . .
‘: 3 1l'intérieur de la zone interfaciale. Nous supposons aussi que

. o
les vitesses restent d'ordre au plus (L%/t°) dans la zome. Ces hypo-
théses, physiquement trés raisonnables, permettent de négliger les

termes p > et < p(V - W), dans 1'équation (4.6) qui devient ainsi
r r ‘

.7) {[{. (V. ws)]] e

Nous retrouvons ainsi 1'équation classique de conservation de la masse
s

.
3 la traversée d'une surface de discontinuité. Nous notons m la

quantité de masce transférée par unité d'aire

(4.8) R N (VAT IR QAR A
( ¢

Certains auteurs ne négligent pas la densité interfaciale de masse
totale ¢ $. L'équation d'évolution de P ®  eect 1'équation (4.6).
Cependant le terme de flux de masse <(‘1(V - W)X, est considéré comme
nul. Cela est possible grdce 3 un choix particulier de wj. Ce choix
implicite chez Kovac {251, Barrére et Prud'homme [31 pour des inter-
faces singulidres, explicite chez Gatignol {151 pour des interfaces
épaisses est tel que <{:(V - W)X, = 0. Ce choix n'est pas utile dans
le cadre de notre approximation. Nous conservons donc une composante
W5, arbitraire de la vitesse géométrique de 1'interface jusqu'au para-

graphe (1IV.2.b) ou un autre choix pour cette composante sera proposé.

Soit el 1a concentration : ci = (xi/p). Soit ¢'® 1a concentration
caractéristique dans les phases <:iO = ((:io/ (,O). Pour certains consti-
tuants cio peut &tre trés faible, d'ordre inférieur a £ . Dans 1la
zone interfaciale il est possible que ! soit d'ordre (cio/ﬁ).
On dira que le constituant i est accwulé & 1'interface. [:i est
d'ordre (()io/C) dans la zone interfaciale et (;1 ne peut pas

dtre négligé dans l'équation (4.5).

Pour un constituant s'accumulant 3 l'interface l'équation (4.5)
doit étre conservée dans son intégralité. Pour un constituant ne s'accu-

mulant pas 2 l'interface elle devient simplement
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(4.9) [[(,l V. W) . J;B .o
1

c) Bilan de quantité de mouvement

L'équation (2.54) peut s'écrire

10y 8 ¢ o v.w . ¥ o
I N '(3”(V‘W)'E)“E
cette équation du type (4.2) s'intégre en

Gan E s, o9t wt | gt s g
se 48 -V *ﬂ-—%“’@'w)‘wﬂf<gq>

£

av. = = T’ T
ec 3 <3>_<[,V§ s Lb:<lb_3®LV_\)V)<//

Compte &
p tenu des hypothéses que nous avons faiteg sur les ordres de

grandeur de la densjtg i
i L
té et des Vitesses, a 1'intérieur de la zone inter-

facial ! °Le
€ g est d'ordre ((: L°/¢%). on peut donc s

négliger g et
<g 8 (V- W< i
)#. On  suppose augsi que les forcos extéricures restent

d'ordre (p %L%(+9)2 i
P /Ce™)7) dans 1a zome interfaciale ct 1'on néglige donc

ext '
<ET7T>L L'équation (4.11) devient
5 =
(4.12) - v. T fﬂ:%at\/—ws)-wﬂ = 0
L
avec T’ - < T<

4
Ou encore

$ p—

(4.13) - 2z [[EBL = om o (VLVT) L ogf T

cette équati
q 1on de saut pour les contraintes normales devient dans e

cas particulier d'upe absence de transfert de masse (m = 0) :
(4.14) [z] . LT
L2 = V. T

Les auteurs p!' égligé
ayant pas négligé 1a densité interfaciale de masse ne
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négligent pas non plus la quantité de mouvement gs de 1l'interface.
Kovac [24] ayant défini la vitesse W® comme celle qui ne produit
pas de flux interfacial de masse, appelle cette vitesse la vitesse
matérielle de 1'interface et par analogie avec les milieux

PR . Lo s s .S . .
tri-dimensionnels écrit g = (: W . Cette relation est inexacte

dans le cas d'un transfert de masse. Gatignol [13], {141 a montré

s .8
r W,. En effet

s

que, pour une interface de géométrie simple g,
dans le cadre de 1'hypothése 2 du paragraphe III.2.a, on a W= W

le long d'une normale et <.> = <.<, ainsi

/i

(35_(,‘ W)= (<{,v> S <p> ws) . (r(v_w‘)>//

= <(>(\/-w)> - < plvaw)<, - 0

- 4

Pour des géométries d'interface plus complexes, il n'y a pas de relation

s . N

entre g et la vitesse annulant le flux de masse. Ce probléme ne
. P € s

se pose pas pour nous qui négligeons () et g et conservons W,

arbitraire.

d) Etude d'une loi de comportement particuliére pour les contraintes

En anticipant et en supposant que l'on connaisse une loi de comportement
s s s . :
pour € ° du type T~ =+ ¥ 51 - f e & ), ¥~ étant appelée tension

superficielle.

Lz 2] - v _ v ¢ (%6

@iy [T ¢] - o , 2v¥isa %

s . . :
ot R est le rayon de courbure moyen de 2 mesuré dans la direction

de g - (il est en effet facile de vérifier que V°. $ - —amn.

Cette équation, bien connue, permet de retrouver, par projection sur

€, 1a généralisation dynamique de 1'équation de Laplace

.08 % . T.¢ . svise
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iz s
Projetée sur 2 elle est responsable de 1'effet Marangoni : un
gradient de tension superficielle provoque une discontinuité des

contraintes tangentielles
+ - s $
(T*. %), - (T. %), - vy

La loi de comportement de & ° wytilisée n'a pas été justifiée. Nous
allons la justifier ici dans le cas particulier d'une interface vérifiant
1'hypothése 2 (III1.2.a). Dans le cas général nous montrerons au
paragraphe c), en utilisant le bilan de moment cinétique, que & °
est symétrique mais seules des considérations thermodynamiques au para-

graphe IV.2 permettront d'é@tre plus précis.

Considérons une interface vérifiant 1'hypothése 2 du paragraphe I1I.2.a
en mouvement non dissipatif. D'aprés les équations du paragraphe II.5.e

le tenseur des contraintes dans la zone interfaciale est

r r
avec P = T& - w + ) ()" - ,'Z=: V'(’\;; V{"‘))(’L

T op A -2 2 3 0, 0,
.-.-bn

T

)
On a supposé que dans une zone interfaciale tous les gradients des

densités des constituants actifs étaient colinéaires 3 ff . Ainsi

E:_F'ﬂ_./\. ge‘g

N s
N 5

avec N L4 Xt) (V(,~ ‘3 ) ( V(;‘ . ‘f)
h = i “Z A‘j '3; ')
i Rt
T. o< Tg,

Dans le cadre de 1'hypothése 2 <T< = <E> = jz+ T nldz, et

€ est constant le long d'une normale.
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T, {gb” ,,L"JBM_%_VJL Wy ) Sefl (4 -%e§)
-

(4.18) : _(jb phidyy) (4. %e¥)
.

On trouve ainsi la forme cherchée pour & ® avec
¥ .

s .

R

b)

Y _ s L.

J‘_[Is-w*‘Z}z‘()‘_

y

Tension superficielle & 1'équilibre

M s
S

SR ASK v(,s)] Wy

(4.29) X

"
o

A 1'équilibre, on a V.T = 0, en particulier ki (V.0 = 0, soit

o]

W

T.9, 3.9 A . A TS

en intégrant le long d'une normale on a pour tout =z

¥ v
p) - p (3 + A y) - My +f - z?;/_ Wy -0
-

R étant grand devant l'épaisseur de 1'interface on peut négliger 1le
dernier terme devant le précédent. D'autre part J(z ) est nul
P = p(y) - )
O ) » o
¥ :j - ply) 3 dy 4 J’ J\-\b) W dg
b 3
et en négligeant le premier terme (car ce terme est d'ordre §op(z)

et seuls doivent &tre conservés dans & ° donc dans ¥ ° les termes
d'ordre (PO(LO)B/(CO)Z) au moins)
s (82 Ly
LA 2N (Ve vs) W
(Ve Vi) Wy

. ta 3>



- 78 - - 79 -

Expression s'identifiant avec celle donnée par Gouin {211 ou Rocard (4.23) V. < x ~ E<// - [ X A LIC_ } ® LV_W‘))I‘ = 0
i

(30] dans le cas d'un seul constituant.

soit M° 1le point commun & la surface Z % et a la ligne du champ

s, s Cei . : 4 : . s o
Remarque : Telles qu'ont été définies les zones capillaires au chapitre ff sur laquelle 1l'intégration est faite. Notons x le vecteur OM .
LY MY
ij i j s o
III, le terme 2 > N\ V(,l. V(;J y est assuré étre d'ordre u° onma x= x>+ (x - x°) avee x°=1°0(1) et (x - x ) = £L0(1).
ST
au moins. ¥ ° est donc d'ordre € 1°° au moins et peut donc fort Ainsi 3 l'ordre 0 en & 1'équation (4.23) s'écrit :

bien &tre négligeable 4 l'ordre 0 en € . Pour qu'apparaisse une
tension superficielle non négligeable il est nécessaire que pour la (4.24) Al (XA TF) . . [[ T . 3@ (V. w*) ]] -0
distance caractéristique de variation des densités soit inférieure L

a § °.  Notons la § 1. Il faut que §1 soit telle que

a4, et en utilisant (4.12)
Z z ALd vrl V‘,J soit d'ordre (uoLo/ Sl).

i g s
. __
- (4.25) Vo GSa T L A VT o)
Dans le cas ot les /\lJ sont d'ordre constant dans tout le milieu
on a 51 = & S° = (SZLO. (4.25) s'écrit, en utilisant la convention de sommation des indices

muets

e) Bilan du moment cinétique

(E‘jh “j' E‘km),e (gm? - fmff) - C")‘“ "3 I:W'," (‘(M’ - ?""%‘):O

L'équation locale de bilan de moment cinétique n'a pas été écrite.

E11 S fe & P . soi . s
lle est équivalente a la symétrie de L oit 0 wun point qu_e)lconque, Eljl ('K-‘S;)e T (Smt X <§,~. (g( ) . 0
fixé. x désigne le vecteur position de chaque point M: x = OM ’

— 3
* & w m (‘gm- Sn—\%j = 0
(4.20) f\.(x,,\%) v (ea }) v.v _ V-(x,\-ﬂ—;) s xo Et\‘ LY k J )
t
esn (T, M.Fe¥)y, - o

(Les notations utilisées sont définies dans 1'Annexe 4)

s

ot Or [ (1.%%) - T (par définition de T%)

(4.21) é("‘%\*’c&'\‘h\ v.w - V. ( nr.( E-a © (v. W))) = % A t)
N AN E‘kj = 0 d'ob l'on déduit que T° est symétrique.
Par intégration

s s — T*® &cant symétrique, ona $.L°=T° ¥ = 0.
(4.22) & <xag> v<nag> Vi L VY <xa(T-g0Wv-w))<,

1Y
b .
= < n,\g > 4 [xA(M_éeLV-W))_HL
I1 faut noter ici que les hypothéses sur les ordres de grandeur des
3 ité s vit 4 l'intérieur de la zone interfaciale
Choisissons un point 0 & une distance de la zone interfaciale d'ordre . densités de masse et des vitesses .

: i i égli sont primordiales pour obtenir

1° et ne conservons dans (4.22) que les termes d'ordre 0(L0)3/(co)2 f ¥ qui nous ont permis de négliger g P p

. g
la symétrie de U ° -méme & l'ordre 0 en £ -. En effet si. g  n'est
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pas négligé, la combinaison des équations (4.11) et (4.22) entraine

s $ P —
(§»)A3‘_v.uu1€)+»m VLT Lo
st

Cette équation qui remplace (4.25) s'écrit encore

W‘A(a‘ - v‘.(k’a E-‘) ”v‘/\ VS.E = O

+

avec la convention de sommation sur les indices

5

.. s
Uk(vﬁ ﬁ - EH\ ©

d'ol 1'on déduit 1a symétrie du tenseur I ° - e’ @ w.

f) Bilan d'énergie
Le bilan 1local d'énergie totale n'a pas été écrit. Il peut s'obtenir
par combinaison du bilan d'énergie interne (2.65), de quantité de mouve-
ment (2.54) et de masse (2.30). Notons % 1a densité cinétique
().\ %l y Acc - AV A ‘} =

de de r e

d'aprés (2.30) et (2.54)

e = A4
Y

det , o Vv - v.(v.T) . v.g“F
dr
et d'aprés (2.65), en notant e = u+e

. F

(4.26) de L e YV _ oo v, B“* .
dt
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G2 Se Lo VW o, V. (q-TLV L2 gt T e (vow)s

St

" "

S 7 4 { X : ot

PAVARS RNUAN N AR

Ler =
En intégrant (4.27) nous ne conservons que les termes d'ordre °(L%)%/
(t°)3). po Vs £9%Y  restent d'ordre respectivement (:O, (L°/t%),
((;oLo/toz). e® reste d'ordre (poLoz/toz) et l'on peut négliger

ext

les termes <ec>, <ec(V - w)<//, <V.f"7">. On suppose aussi que r reste
d'ordre (PO(LO)Z/(CO)B). On néglige donc <r>. D'autre part on a supposé

que les quantités Z PR V(,l étaient nulles (4 l'ordre 0 en £ )
J

hd s =
4 1l'extérieur de la zone interfaciale. Ainsi [ Z PR N g.3" +
, ) Y
{:l v.v) V()J]] = 0. On a supposé aussi que tous ~‘les .gradients des
constituants actifs étaient colinéaires a & N iz=l jZ=1 Acg.st s

r;i v.v) V(;j est colinéaire 3 & et donc

<ZZ oy W'J:*(’: VV) Vpi<, L0

Il est remarquable que, finalement, tous les termes diis au flux
supplémentaire d'énmergie % % kij( V.Ji + {)i v.v) V{ri disparaissent
lors de 1'intégration du bilan d'énergie. On peut alors se demander
si 1l'application de 1la théorie du second gradient était nécessaire
pour étudier la thermodynamique des interfaces ! En réalité la théorie
du second gradient nous a permis de modéliser les forces "4 plus longue
portée' agissant & 1'intérieur de la zone interfaciale. Ces transferts
particuliers de quantité de mouvement se produisent le long des lignes
L du champ 'f et n'interviennent pas lors du bilan sur un volume
V tel qu'il a été défini au chapitre III (Fig. 6). Cela était 2
vérifier.

Remarquons enfin que cette disparition est due au choix que nous avons
fait des quantités & intégrer (cf. III.3.e). Si 1l'on avait choisi
d'étudier 1'évolution des 'moments d'énergie" afin d'avoir des
informations sur 1la répartition de 1l'énergie interne dans la zone
interfaciale, le terme Z}. ‘JZ Xij(V.Ji+ {)i v.v) V(éj aurait été

d'une importance primordiale.



- 82 -

s
En notant u” = <u> l'intégration de (4.27) s'écrit

(4.28) 8% s Wt s - .
I woy oW VW r Vo< q-TV L L4 ce Vo)<,

i

+
~
g
3
<
+
[\4:

'

o
"

pa +eL\/,W")B - 0
L

En utilisant les équations (4.12) et (4.7),

mettre sous la forme

cette équation peut se

s
(4.29) £ ut L Wt vt Wt Tt vt we
5t

Veo<g - Tewt) b 2t L vw <,

in

+

U: q - E~(V-W‘;+(w.lllo(v-w’}l) V- w?) *\Z ()J‘:J;)ﬂ = 0
1

Cette équation sera réécrite sous forme plus condensée au IV.2.b. Quand

Lo . P ie s
on aura défini les quantités ¥ on définira le flux q~  de telle

maniére que .le flux intervenant dans (4.29)
is _is

s
q +Z J
i=1 ’

se mette sous la forme

g) Bilan d'entropie

L'équation de bilan d'entropie (2.57) peut s'écrire

(4.30) ;_rs + 5 VWL L V(9 L s (vew)), o

Notons s° = <g> o% = <oy,

. o
Soit T la température caractéristique du systéme. On admet que la

températur ' ° intéri
pera € est encore d'ordre T a l'intérieur de 1la zone inter-

faciale. Ne retenant que les termes d'ordre ( PO(L°)3/(tO)3TO)
l'intégration de (4.30), on néglige <r/T>

dans

§5 s
(4.31) : sTe st VIW L v e L s (v ow <, +

]

[arm v e vown)] :
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On ne  peut rien dire, pour 1l'instant, du  flux d'entropic
Lq/T) + s(v - W%) <, Nous verrons au IV.2.b qu'il peut &tre 1ié au

flux d'énergie qS

IV.2 LOIS DE COMPORTEMENT DES INTERFACES

Les équations (4.5), (4.12), (4.28) et (4.31) que nous venons d'établir
font intervenir des flux interfaciaux totalement inconnus. Elles n'ont
donc que peu d'intéré@t tant que la forme de ces flux n'a pas été préci-
sée. On peut penser intégrer directement les lois de comportement locales
de la zone interfaciale. La forme des flux intervenant dans les équations
des bilans interfaciaux ne mnous y encourage pas ! Une autre méthode
consiste & écrire 1'expression de la dissipation et & utiliser 1'approxi-
mation linéaire de 1la thermodynamique des phénoménes irréversibles.
I1 est alors nécessaire de connaitre une relation de Gibbs sur 1'inter-
face, c'est-a-dire une relation liant les divers paramétres de 1'inter-
face. I1 est aussi nécessaire de connaitre une relation entre les flux

intervenant dans le bilan d'énergie et dans le bilan d'entropie.

a) Relation de Gibbs

La loi d'état locale u = u(s, P R VPI) ne peut pas &tre intégrée.
Nous admettons que u° = u®(s®, Pls). Cette hypothése ne peut avoir

t : . . N s .
qu'une valeur approximative. A priori u est une fonctionnelle des

i s .
champs s et P . Ou encore s est une fonctionnelle des champs
i - < N s
u et p . Cette derniére peut dépendre d'autres paramétres que u
is <
et p . Elle peut dépendre des '"moments de masse'" et des 'moments

d'énergie" tels qu'ils ont été envisagés & la Remarque III.3.e. Il
serait alcrs nécescaire d'écrire les équacions d'évolution de ces para-
métres. Néanmoins, pour que 1'étude d'une interface ne devienne pas
aussi compliquée que 1'étude compléte de la zone tridimensionnelle,
il faut supposer qu'elle puisse &tre décrite par un petit nombre de
paramétres. Nous choisissons ici, W et r is' En conséquence, il

: s s is . < : ;
existe des parametres T et y oo appelés température interfaciale

et potentiel chimique interfacial du constituant i, tels que
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(4.32) Ju‘ . T e Z yC‘A(a“

b) Flux d'entropie

s .
Notons q la quantite

ﬂsz <q- Tov-we) oy (- 5‘ f:‘(’;)w'w) * i Qﬂ:‘f”) J‘<l

1'équation de bilan d'énergie (4.29) s'écrit alors
K]

(4.33) Sf WieWd VWS DT v Wt VL 3 s Vi(Z fi*J"‘)
)

w .
+ K q + E'W-WJ)+W+—?— )*':‘)ﬂ;

'
Tee 2
L

q° est appelé, par analogie avec l'équation (2.50) par exemple, flux
de chaleur interfacial. Peut-on alors poser, par analogie avec les
milieux tridimensionnels, que le flux d'entropie <(q/T) + s(V - W)<
est égal a (qs/ts) ? Cela nous est possible grdce au choix d'une vitesse
Ws,,. particuliére. Rappelons-nous, en effet, que la composante

. s P : . - .
tangentielle de W est une quantité, pour 1l'instant arbitraire, qui

fixe 1la composante tangentielle du champ W dans tout la zone
interfaciale. Le probléme s'énonce alors ainsi : peut-on choisir wj

de telle maniére que

- E

3 TP (/T s(v-w) <, = < q- T.-w') &

" " ]
e I o4 v

(W—E}"(‘")L\/’W)* %Q,_),)J‘ <,

La réponse nous semble affirmative bien que cela soit difficile & prouver

dans le cas général. Mais plagons-nous dans le cadre de 1'hypothése

2 du paragraphe III.2.a. Alors, & l'ordre 0 en &£, W est constant

le long d'une normale : W = we. L'équation (4.34) devient

(ALV-V‘;)L Q/-W‘)ﬂ = 0
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(4.35) <(I$_4)c1 - Z()/’:-f”) I,
T bR

LY
s s i1 — E
[(T5—u-+__z.)'(’)‘“v‘b]-(v-W)<//:O
Notons X et 2 les vecteurs et tenseurs de l'espace linéaire tangent

3 Z % définis par

X

1

[

s - N . N
<(}_4)q- Zpops) T o+

(GO ARVE TR I o IR S I

Y}

Z = (‘ﬁ-?@f) . <(T‘J - Z: )/;"/:‘.)’ﬂ + W< . L—'G-(f@(f)

Le déterminant de 7 (tenseur bidimensionnel) n'est pas nul dans le
cas général et 1'équation (4.35), qui s'éerit X+Z.w45, =0 admet

, s
une solution W, .

En conclusion, la vitesse W° utilisée dans notre systéme d'équations
n'a plus de composante WS/, arbitraire. Il existe une vitesse W telle
que la relation liant flux d'entropie et flux de chaleur soit la relation
habituelle. Cette vitesse est une vitesse ''physique" c'est-a-dire liée
aux paramétres du milieu.

Dans le cas particulier % =T, )"i= )‘is 1'équation (4.35) se
réduit a <ED.(V -wH< =0 et wS, est la moyenne barycentrique
des composantes tangentielles des vitesses réelles V, pondérées par
les efforts visqueux.

Notons que la plupart des auteurs ont déja, au moment d'écrire une
relation 1liant flux de chaleur et flux d'encropie, donné a3 W oure
composante tangentielle particuliére. Certains [15] s [25], n'ayant
pas négligé la masse interfaciale ont posé Wj = (()S)-lgi afin d'annu-
ler le flux de masse. Bedeaux, Albano et Mazur [4] plus arbitrairement
on posé W}s, = (V:+ V,)/2. Ces auteurs sont alors réduits a2 admettre
que le flux d'entropie et le flux de chaleur qu'ils définissent sont

liés par la relation habituelle. Prosperetti {29] souléve la question

du choix de wi quand la masse interfaciale est négligée. Il suggére
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que, comme dans notre définition la vitesse W soit liée & d autre
s v

parametres thermodynamiques que la densité

Le choi S = $yTlys
oix de W, = ((: ) &, et l'adoption de la

relation habi
: ituell
ntre flux de chaleur et d'entropie .

oy e ! ‘ conduit a un systéme d'équations
lque a celui que nous obtenons. Seule la définiti
n ion

: . s
microscopique de W, est changée.

Il faut cependant note qu
t ter e 1orsqu on admet des conditions de non gllsse-

ment a l'inter V, =1V =V =V,
( face Vi Vi on admet aussi implicitement ws ¢ J
par exemple s vi ;
P pour les mesures des ISCOSitéS inter aciales 27 1 )
f l I, 3 l .

Cela peut se com = o plus A%
prendre gi 1 d
A ( ) 8y s g ifficilement a ec

notre définition de W".

c) Calcul de 1a dissipation

L equation d i 4 n tion ilan
e Gibbs ( 32) permet de combiner les €quations de bil
de masse 4.5 d'é i 4.29 4
( ), eénergie interne (4.2 ), d entropie ( 3) En til
. . utliisant

la vitesse W° éfini
définie au paragraphe précédent et donc la

<(q/T) + s(v - W<, = (a°/1%) relation

on obtien ! i i
t 1l'expression suivante pour

la dissipation
(4.36) T gt .
TS iay

N RPN Y o)

T

+

] e s E i teewa) 0w ]
L

avec F: = T sf_uf 2 )—:‘ 8

Introduisons les tenseurs

: N
des efforts Visqueux a
face ,W =

ns l'extérieur de 1'i
nter-
L +p T et sur 1'interface Y%= 7%+ ps(]- %e )

[T wvewn] oL [T .Lv-w';/]]L r[s.Ttvewn]

[[ (‘Y’(V‘W‘)/]]L N [Cﬁ. v.$ . P) (V- w‘)ﬂL

i

R < s 5.8 s 2 B
(T, p"0-%%)): U | 1 cVdy L2 :r‘fv}‘-‘
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Introduisons aussi m défini par 1'équation (4.8)

O N e

Tt L At Wwt, TR V() - Z T Yy

v
(4.37) ’

XN A U}

o e WS’,,]]R» " \If____(‘T S, S(TLT,

Cette expression de la dissipation est une généralisation de 1'équation

(4.16) de 1l'article de Bedeaux, Albano et Mazur (s] obtenue en
+ -

1'absence de transfert de masse et en supposant we = (Vv 4+ Vv )/2.

Dans le cas d'un milieu formé d'un seul constituant (n = 1) notre

expression est un cas particulier de 1'expression obtenue par Zielinska
et Bedeaux [32]. Ces auteurs congidérent en effet la possibilité d'une
accumulation de masse & 1'interface, possibilité que nous avons exclue.

Notre expression est encore 34 comparer avec 1'expression obtenue par

Kovac [25]. Les différences sont dues 4 1'accumulation de masse 2
s -
l'interface et au fait que cet auteur note Jq . et J les flux d'éner-
s is _is i i
gie que nous notons q + Z )J J et q + z 4 J.
i=1 i=1

Danse lec articles que nous venons de citer, aucune distinction n'est
faite entre vitesse géométrique et vitesse matérielle & 1'interface.
Barrére et Prud'homme [3] font cette distinction, mais dans
l'expression de l'entropie ils associent le tenseur des efforts visqueux
3 un gradient de vitesse matérielle alors que nous l'associons au gra-
dient de W® et cette différence prés, leur expression est identique

3 1'équation (4.37).

d) Lois de comportement

L'application du second principe de la thermodynamique indique que
la dissipation T ¢° est positive en tout point de la zone interfaciale.

. . s S oz S
Par intégration O doit étre une quantité positive.
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Nous ferons de plus 1'hypothése -hypothése généralement faite pour
les milieux tridimensionnels- de découplage des dissipations thermiques
et intrinséques. Cette hypothése cert uniquement 3 limiter 1la complexité

des lois de comportement. Nous supposons donc que, séparément,

vsThermique et O’Sint sont positives avec
Thuamdgu
o o ¢, V‘(i) . H:‘\ (1. *_)B
T oA
ik Al L] . p
Tt o vkt 5 g vt [ . (\v.w‘)ﬁ}]
e !

Dans le cadre de 1'approximation linéaire de 1la thermodynamique les

forces et flux apparaissant dans l'expression des discipations sont

+ - . )

petits, en particulier (v’ - wsg, v - WS‘), m. Par conséquent
+ - s f 014

W= W et (v - W') sont petits, on peut donc négliger le terme

{I(V _Ws)z_H dans la force conjuguée au flux m.

Les produits force-flux des dissipations sont soit des produits de
scalaires, soit de vecteurs ou de tenseurs de l'espace linéaire tangent

Iy

a Z°. lLe Principe de Curie ou principe d'isotropie s'applique dans
P N s . .

l'espace linéaire tangent a3 Z°. C'est une i1sotropie plane et 1'on

a découplage des quantités scalaires, vectorielles, et tensorielles

de trace nulle.

Lois de conduction thermique

S R

. sThtw -
T -
T«r T s

= (‘I -V( i )
TS

P s * s
Flux et forces sont indépendants. g et V(1/T°) sont des vecteurs,
les autres quantités sont scalaires. On obtient les lois de comportement

suivantes :

(4.38)
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€ + T iti oefficient
Les coefficients de conduction k , k , k sont positifs. Le c

+ - c\2
de couplage k& vérifie kK k - (k9“2 0.

Autres lois de comportement

g s
Notons (LGP ¢ -

be ¥ (4-%e%)

]
2
° SWEL L 9w (1.%e %)
TSWE - V\X/_ZV.W( - &

3 [
On a b W2 W VWS 20

bk v u 3 . £
Tigr L ’\YS;VSW’-— S J‘"V),‘

(4.39) . . . -~ L
IR TR i uee
s w o Lok v w
4)_ cf.'ﬂ’*.f;ff.’\".‘f +£(TS_T')__S__:(TS_T-)+
avec = = - =
Z(L‘* ()Jls_)r‘w) ~ (’_-_ ()/;s_r:—))
Tzt (7?- ()

indépendants. Ils sont
Les flux intervenant des (4.39) ne gont]}pas 1nzspe .
is _ i- _ ) .
1 = Jo=0 J° = 0. On écrit
1iés par les relations ]_Zl J 0, £ © A

donc, avec des flux et des forces indépendants
»

ik “‘. L i J;;' v :x_ r.‘s)
TP T WV - £ €%
- - s
LB, wvnwt), J(ETT), L v W),
4 s $ s
(4.40) A 2 J:_‘, ()—’H"});s")"““)'“) N 3\,\’“’ v w
P &
i a—."'( ‘- NE Eh 1:) mn ¢;
LTV A A *
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Le premier des termes du membre de droite de (4.40) est un produit
de tenseurs de trace nulle, les trois suivants sont des produits de
vecteurs et les quatre derniers des produits de scalaires. Tenant compte
des découplages qui en découlent, on peut alors &crire les lois de
comportements de 1'Interface. Il est inutile d'éerire celles-ci dans
toute leur généralité. Il est plus simple, dans chaque cas particulier,
de simplifier au préalable l'expression de la dissipation. Donnons

quelques exemples

e) Premier exemple

Considérons une interface séparant deux fluides non miscibles 1 et

2 en présence d'une petite quantité de surfactant 3 . Dans ce cas
1+ 2- 3+ + 3- - ' .
on a (> = 0, (7 = 0, I <K P g <KL () . L'équation de conser-
vation des masses impose V =V = WS, m=0
o5 s ink 35 A —3s s 3s
Ghod1) T 07 2 WLovrtwer | J¥.y y

{870 Dviwy, L), vews),

3 3= - S s
S OO ) et v e

d'ol les lois de comportement

°

(4.62) WP oM@ wes) T
L S AP S Y T %)

(4.43) (V’_w‘); S U AN S B R .,

T S AP S B (A S S

_91_

(3% = LT ) U)W
- s oS s
.oy 3> = - U (Pr-p™) » L (> -y 4 7 VW
7] s " 3~ 3 l‘ s
\':_1\_" = _ L Ly"’_)«a) +L()/ ,),")+L V. w
2

Ce systéme de lois de comportement est encore fort complexe. Plagons

nous dans un cas plus particulier

f) Deuxiéme exemple

Nous nous plagons en 1l'absence du surfactant 3 , et nous supposons

; S
vérifide la condition d'adhérence v, =y (= v, ).
La dissipation intrinséque s'écrit
ot . - s
(4.45) Tt = WLwtwt o, (5WTD %y, L (vo w),

En utilisant 1'équation de conservation de la quantité de mouvement

(e - %.%7), . (v ),

on a

o) Tt L vtwt L (v5 T, - (v-w,

Cette dissipation est assurée d'étre positive si les lois de comportement

suivantes sont vérifiédes

)mam L: v:_\x/t (“ﬂ_‘ﬁo‘f)
v

G N Lowms (v we N

s
(4.48) (VW) - — K (V. TY),
avec ™Mo, Ls K > o0

Lors des tentatives de mesure des viscosités interfaciales on cherche

s . \ N
3 mettre en évidence une relation entre 1V et V. Il est clair d'aprés
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les relations (4.47), (4.48) que cette relation n'est pas si simple
qu'on 1'imaginait : il faut éliminer W° du systéme d'équations (4.47),

(4.48). W® ect solution de 1'équation
S A AN L A AR 20 I SR SR F‘)(’ﬂ-?@ff))

Notons W® = £(V) 1la solution de 1'équation (4.49) on a

M (v‘.g{v))”m PV V) (a0

4

4.s0) W

"

Dans le cas ol K est un coefficient trés faible on a f(V) = v

la relation (4.50) est celle recherchée par les expérimentateurs.

Dans le cas ol les forces de tension superficielle sont prépondérantes

devant les forces visqueuses, 1'équation (4.49) devient
Ve WP, K v‘rs
ona f(V) =V - K Up® et 1'équation (4.50) devient
Wl (V)T L L UV (e ) . kot AN
KLU 0y (1-80¥)
- Dans le cas géuéral aucune relation simple entre Y° et v ne

peut étre écrite.

Pour illustrer ces comportements jusqu'ici fort abstraits, disons que
tout sce passe comme si il y avait i 1'interface une "grille" dont 1le
comportement serait celui d'um fluide compressible visqueux, sur laquelle

le fluide extérieur frotte

est celle du

i i i vitesse
si cette 'grille" est faiblement visqueuse, sa

i i iscosité.
fluide extérieur et les contraintes sont des contraintes de visc

i é eu et les
Si cette 'grille" est fortement visqueuse, elle se déforme p

i éri ille.
contraintes sont dues au frottement du fluide extérieur sur la gri

Tous les comportements intermédiaires peuvent se produire.

(N.B. "Les trous de la grille" provoquent 1'égalité de la vitesse du

Vs
fluide extérieur de part et d'autre de l'interface).



CHAPITRE A

LOIS DE BILAN ET DE COMPORTEMENT
DES LIGNES DE CONTACT

Dans ce chapitre, nous utilisons 1'équation (3.25) pour intégrer les
équations (2.30), (2.54), (2.57), (2.65). Ce travail est tout & fait
analogue & celui du chapitre précédent. Aussi nous le présenterons
rapidement. De la méme maniére que pour les interfaces, nous admettrons
une relation de Gibbs, nous choisirons une vitesse géométrique tangen-
tielle de telle mani&re que la relation habituelle entre flux de chaleur
et flux d'entropie soit vérifiée. Enfin nous é&crirons 1'expression
de la dissipation et celle des lois de comportement dans 1'approximation

linéaire de la thermodynamique des phénoménes irréversibles.

V.1l. - LOIS DE BILAN

.

a) simplification

Rappelons 1'équation (3.25) traduisant le bilan d'une quantité YV sur

la ligne de contact

Q o
= ¢ 8y
§y

Cette équation est une condition aux limites pour les équations de

43

.1y [T Yoot wt gt gt

bilan interfacial valables sur les interfaces s'appuyant sur la ligne

de contact
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b k(R k k k
s R R 0 k s . ,
(5.2) & <y, <O VWS L[] L Vi<og - <
ot
L'indice k indique que chaque quantité se réferre a l'interface I,

s {1,2,3}.

Rappelons que dans le cadre des hypothéses faites au paragraphe Iil.4,

2,3 1 .1 2 2 3 3
ona <.>=<.< et [J]l”=<J>.v + T T+ > vo.

On a vu au chapitre IV que, dans l'équation (5.2), seuls nous intéren
°1°/¢° <t «w?, !

saient les termes d'ordre (Y L /t ). Dans les flux J2 s , <. ,
o] o] o .

seuls nous intéressent les termes d'ordre (Y (LY)T/t7 ). On peat

négliger tous les termes d'ordre inférieur dans le membre de droile

de 1'équation (5.1).

La surface d'une section /\ est d'ordre (So)2 = 62(L0)2. si Y
reste d'ordre Y ©  ou méme d'ordre (\'\/o/f ) 3 1l'intérieur de la
ligne de contact, Y est négligeable. De méme si ¢ reste d'ordre
(Y°/t%) ou (Y°/ &to), CPA est négligeable et si J reste d'ordre
(Y°LO/t®) ou (¥°L°/ €t®), J° ect négligeable.

b) Conservation de masse

L'intégration de l'équation (2.30) donne

o & st gt wt o et ot

3
R -k k £
§ i s ¢ v _
+ &Z (J £ 0 W - w ))' = O
" . . a
f .b . N .
avec (: =((:") s I = (J TP QU \X/))U
.k ) o
J*e ecst le flux interfacial defini au chapitre précédent
ek . k
T <t - W),

"
é d'ord © partout.
Nous admettons que la densité totale de masse reste ordre r p
I1 n'y a donc ni masse interfaciale, ni flux interfaciaux de masse.

L'équation de bilan globale de masse sur la ligne de contact n'a pas

3 &tre écrite. Par contre certains constituants, les surfactants, dont



a oncentratio ans €s phasesg c ce u lsamme a uve
< n S s e pe
1 t t d 1 geg t ffisam nt faibl vent

s accumuler sur les interfaces £1 c y est d'ordre c
( ou
/&) et/

sur la ligne de contact (si o y est d'ordre (cio/Ez)
Si 1 i i
€ constituant i s'accumule sur les interfaces et 1la ligne d
! . e
contact, 1'équation (5.3) doit &tre conservée.
S5i le co i i !
nstituant i s'accumule sur les interfaces sans s'accumuler
sur la ligne de contact, on peut négliger (3“' et Jil

1'é .
(5.3) devient , e

3
sk
(5.4) z (g Mt et
: W k

cph owh) o

Si 1 i i
€ constituant i s'accumule sur la ligne de contact sans s'accumuler

sur les interfaces, 1'équation (5.3) devient

b :
(5.5) § Pt (,‘e ANV gt
8t

Si le conestituar 1 € s accumule 1 u es r c 4
g ant n 1 te aces n gur a
ccumul n sur in f s 1 1

ligne de contact,

la ligne de contact.

c) Conservation de la quantité de mouvement

Nous supposons ue les Vitesses resten d'ordre 1
P q st t d (L /t ) al ntérieur

des zones capil es. Ainsi ousg ouvone
laires i n P
P s

Lo b &
! négliger g% = ( ,v)
et (g @ - inté f

, g v -w) lors de 1'intégration de 1'équation (2.54). Nous
négligeons aussi 1les quantités de mouvement gs

notons T° = (@4 );

-

des interfaces. Nous

le tenseur deg contraintes de ligne

¢ =e st
(5.6) v oty e g s

d) Etude d°' i
une loi de comportement particuliére pour les contraintes

En anticipant et en admettant

¢

une loi de comportement d Tt -
Y¥rew (g st (5.0

eétant appelée tension de ligne) 1'équation (5.6)
devient .

aue . . ' s o4
une equation n'est 3 écrire pour son bilan sur '

. s

st Ny 2 4
Gy T, T, Ty vy, R e

N L N R

ou n est la normale principale a la courbe L et R son rayon
de courbure mesuré dans la direction de n.

En projection sur un plan orthogonal & T , cette équation est la généra-

lisation de l'équation de Neumann dans le cas dynamique. En projection
sur T , elle est responsable d'un effet '"Marangoni de ligne", c'est-

a-dire de mouvements diis & un gradient de tension de ligne. £11

e
La loi de comportement utilisée pour &  sera justifiée lors de 1'écri-
tude des lois de comportement générales au paragraphe V.2. Nous pouvons

cependant la justifier directement.

Pour qu'il existe des tencsions de surface et une tension de ligne non
négligeables, il est nécessaire que 1'énergie par unité de surface
des interfaces et l'énergie par unité de longueur de la ligne de contact
soit du méme ordre que uo, 1'énergie par unité de volume des phases.
I1 est donc nécessaire que la densité volumique d'énergie interne prenne
des valeurs d'ordre supérieur a 1'intérieur de la ligne de contact
que dans les zones interfaciales. Pourquoi ce surplus d'énergie a 1l'inté-
rieur de la ligne de contact ? Il pourrait &tre dii & une diminution
de la distance caractéristique de variation des densités, ou a la forte
courbure des surfaces ((Ji = cste) auquel cas la théorie de capillarité
que nous avons développé serait insuffisante et une théorie d'unm ordre
supérieur (cf. II.3) serait nécessaire. Il nous semble cependant plus
naturel d'admettre qu'il provient de la non-colinéarité des gradients
de densité. Un modéle simple pour faire apparaitre une tension de ligne
consiste alors a restreindre la forme générale de 1'équation de Gibbs
vérifiée par notre milieu (2.59). Pour que 1l'énergie interne dépende
de la non-colinéarité des gradients de densité nous admettrons qu'elle
dépend des termes (V(ai a V(Jj)z :

Supposons que 1l'énergie interne ne dépende dec gradients de densité
qu'a travers les facteurs (Vfi)z et ( Vri AV(aj)z. La différentielle

de u se met sous la forme
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i
les coefficients ol dans (5.9).

issipatif s'écri £. II.5.e)

5 5 4 ) ; Le tenseur des contraintes non dissipatif s'écrit (c

ZZ LY (Ve B )L (Y, W) i . n Lo

h ( r () ) ( (’ ~ f . v . r 4 . 2 Z Z /\ V_{, ® \«‘,o'

E < )

avee LY. LT VGl e b4, n} .

Dane ce cas particulier :

Supposons, de plus, que les coefficients o - et ol 1] sont d'ordre i l |
2 . _ A ) o

constant dans tout le milieu, respectivement EuCw®?/( [’10)2 . - P 4 - 2 Z ( A A kvpi)) V(‘ ® \"?

et E% 40104 pe {’J°>2. -

(5.10)
w , " :._ .. . . . .
- Dans les phases les deux termes J o1 V{: .d (V(n)et ZZoLlJ( V{: N 4 2 Z 2 L7 (V,:‘.Vn’) Vf' & v(’J
. h . e o= i {
V(,J).d( V{;l A V{,J) sont négligeables 3 1'ordre 0 en & dane Lt {;4
RO
1'équation (5.8). " _ )
.o SRV
= Ts. 2 - 22 V. (r\ p
- Par définition de & ces deux termes doivent &tre d'ordre u° quand avec P - o Tee re fae g
la distance caractéristique de variation des densités est 4 © = € 1°. ‘ 1 i
; i i N tilisant la formule sui-
(En effet dans ce cag § 471 est d ordre ({: °/L°) (1/€) et V(,l N v{:J L'expression de peut se transformer en uti
est d'ordre (Flo (:Jo/(L ) )(1/ ¢ )) vante (dont la vérification est facile)
- Quand la distance caractéristique de variation des densités est Jl = 3 I?\S )‘ 4 = (%~ 3) @ (xa »a) +
2.0 ) (5.11) YV x,4) e R'x (eay
&L deux caes peuvent se produire :

D < 2 @ n
ans une zone interfaciale ot 1'on a admis que les gradients de densité ‘31 xex 4 X 4o w - (- \a) (x.&\a A )

étaient colinéaires 4 l'ordre 0 en £ , les deux termes sont d'ordre

uoL / 5t et provoquent une tension interfaciale. EN . r 4.2 Z‘ i 4’33 ([ V(,IA V(,Z) o (V i,.V(,:‘) '(V(,l,\ V(u")t 'ﬂ)
)

Dans une ligne de contact les gradients ne sont plus collnealres,

le terme ZZoLij( Vr A V(JJ) d( V(A A V{:J) est d ordre u (Lo) /(J

& i he II1.4, on a
compte tenu des hypothéses faites au paragrap s

il est preponderant devant le terme Z oL i (, d(V(, ) et nous allons \ 7

: . v T
montrer qu'il Provoque une tension de 11gne Vf . V{:J ( I

v i T
L'équatidn™(5.8) est un cas particulier de 1'équation de Gibbs (2.58) (5.12) T = - P 4 " -ze )
avec '

" ) - ES
) ‘) NV
o N o i 1 avec o= 2 Z Z—_l d Lvr . (")
A dT, 2 2 J,*(v(,;) o
s . .
(5.9) o T . Par intégration, on trouve l'expression recherchée pour T
) 15 . . . X
A =4 -2 eé (Vr~. \7(,*) povy vz N a X? . -
T - (T), = Ter . (&) = ce
Dans la ligne de contact, le terme Z J,i V(a}d V(xi étant négligeable

G . : . 0 ‘
devant le terme ZZJ, I¢ V(a N V(:J).d( V(*l A V(’J) on peut négliger ¥ - j P ds
b

avec
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Calcul de la tension de ligne & 1'équilibre

A 1'équilibre V. T =0 :

~ Ve - VPP, _rez) 4+ N 520
P R

Le rayon de courbure de la ligne LR ayant été suppocé grand devant
1'échelle de variation dang la ligne de contact, le dernier terme peut
étre négligé : (1. rer).V(p+M ) = 0. p+ {7 est une constante
sur une egection A . Appelons ¢ cette constante. ¢ est d'ordre
v’ au maximum - sur les .sommets de 1) donc dane A , son intégrale

sur A peut &tre négligée :

(5.14) ' -IA p ds = /PJ.« . L(z 3 aZ;"(V(,iAV(,i)L),\;

ST
& J

e) Conservation du moment cinétique

En ne conservant que les termes d'ordre maximum, on écrit 1'équation
de bilan du moment cinétique de la ligne de contact par rapport & un
point 0 situé 3 une distance d'ordre L° de la ligne. M est le
point d'intersection de LR et de la section sur laquelle est effectuée

. ? . ¢
1'intégration. x représente le vecteur OM .

(5.15) gt vt t A

Cette équation équivaut a la symétrie de (TeT ). Ee donc 3 la symé-
trie de Ee.

¢ s
T~ est alors proportionnel & TeT

f) Bilan d'énergie
a
Négligeons de la méme maniére qu'au Chapitre IV les termes (e°) N

(€ D ext ® 8 Vioeg . V2 .
e (V-wW), (V.f ) , (1) lors de 1l'intégration de 1'équation
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(4.27). Les gradients de dencités sont, a l'intérieur de la ligne de
n

o - Py s : PR Y
contact, orthogonaux a8 T . Le terme (‘Zl _Z.l )\1.1( v.3 + {;1 9.v) V(‘J)ll
i=1l j= i

est donc nul. Les quantités JZ“" A V{;J sont, dans l'interface Kk,
colindaires 2 § k et donc <i2 Jz /\ij(V.Ji + (vi v.v) Vrj>k sont
orthogonales a vk. Ainsi [% i: /\ij( V.Ji + f’i v.v) Vrj]1’2’3 = 0.
En notant u' = (u)A 1'intégration de (4.27) s'écrit

¢ S S ¢ 5 gt &
Gae St W w0 (o Ty, 20T e (vw) ),
it
3,3

"
o

+\'_1 STV, i P e w-w&)y

Soit

Gan S e, T (g Thewh L 20 e w)
s

¢ ¢ 2 sk o Sk oaath R

_viEt.owt) Z (g2 Yo

ke

En utilisant (5.6)

4 ¢ 4
(5.18) §_ u?¢ Wt VQ.WQ_ [/ VQ\X/
197 \
¢ T 9 Z T w (Vow))
+ V. ( q - L.(v-w v = Y + p
3 2k o K ¢ , S N
+ Z (r\’k,, Z y“kJ"k_ T (wrow) W W W)y

g) Bilan d'entropie

. ’ A ’ .
Notons s(' = (s)A et o-“’ = (¢) , l'intégration de (4.30) s'écrit :

]
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st € e e
(s.19) o st Gttt ve,<‘* +s(v.w))A +

V.2. - LOIS DE COMPORTEMENT DES LIGNES DE CONTACT

a) Relation de Gibbs

t

Nous admettons que les paramétres g et P il suffisent & défini
nir
lll . .
etat thermodynamique de 1la ligne de contact et qu'on a une relatio
; n

_ [
u =u (s, ¢ ). Par différenciation :

(5.20) dut o THd st 5 ¢ ‘LP;Q

N
4
T est appelée température de la ligne de contact et )/ie est appelé

potentiel chimique du constituant i sur la ligne de contact

b) Flux d'entropie

On pose v ¢ : : : -
q - (Q_E.(v,w)¢§u“_r~9)5‘
3o :
s (o= Z ot v w) )
N v
q est appelé flux de chaleur de ligne, 1'équation de bilan d'énergie

s'écrit alors

w

q
(5.21) 5 L0, b gt ! by t '
st vhwt et ¢ - T, VQWQ . vt.(z ));Q-J-.e)

S\. ox
..Ay"f% ( "
* thogiek sk
. 3wkl sho R
Sl 2y wt WY w‘k(w"‘_we)).vh= )

La composante t i ¢ ¢
p angentielle W, de W est restée jusqu'd présent

arbitraire. On la fixe maintenant de maniére 3 ce que :

TE(:—} + S (Vo WQ)LA =

" . ; . ) A
(1-Tvewh oz il sl i)

c'est-a-~dire
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& 1
12

W
-

(s.22) T' (146 vowh)
T

c) Calcul de la dissipation

La combinaison des équations (5.20), (5.3), (5.21), (5.19), (5.22)

entraine :
I R 3
(5.23) T OfQ - (EQ . ?‘ tet): vPwt, Tlc,\?. \7(33 Sz v
t i sk 4 4 %
1 Lo L)L
+ b (\ (T(h Tl)
3 “
S tsk N R
‘E‘Z.‘J B pt) ey
3 3 N h
3 s s
+ Z. (‘k. u )« WEWEL*Z (Vk. o . 'vn)((.‘w -W'e). \))\)
R R
: ok 5tk sk ¢ R
L2 (T -wyzy«(a)(w_w).v
Ry e
avec FQ = TQSQ _ u,Q N Z )J:t (,:Q

La dissipation apparait comme une somme de produits force -flux thermo-

dynamiques. Ces produits sont soit des produits de contraction de

scalaires de

tenseurs proportionnels a ¢ ® ¢ , soit des produits

vecteurs colinédaires & T , soit des produits de scalaires.

d) Lois de comportement

On peut, aprés avoir rendu indépendants les termes de l'équation (5.23),

derire les lois de comportement dans 1'approximation linéaire de la

thermodynamique. L'application du principe de Curie (ou d'isotropie)

est ici particuliérement simple. Les lois doivent &tre invariantes
par la seule transformation orthogonale conservant la géométrie de

la ligne : la symétrie par rapport au plan orthogonal &3 T . Par cette

symétrie, les tenseurs proportionnels & T®e T sont inchangés,

les vecteurs colinéaires 3 < changent de signe. On obtient donc
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seulement un découplage entre les produits scalaires de vecteurs tangents
3ot tigne (o vtah, AL Ry wtl WYy e
ceux d'un autre type. Dans le cas général les couplages peuvent donc
étre fort nombreux. Supposons le découplage des dissipations thermiques,
chimiques et intrinséques et écrivons dans ce cas les lois de comporte-

ment mécanique :

Lt e e o 2 m o
O = (Thptrec): VW, Z OGNT), (W' W),

()
3 " A
[ 31N [ N 5 sk ¢
L2 (Tl w2 P NT) (w Lw)wt
Ry e
Rappelons que T est proportionnel & T e v et introduicsons
les tenseurs des effets visqueux
¢ e
Yteco = &, Pt rerc
,Ysk sk SR R h)
l S C I Y
R ¢ e e L sk ot
(5.24) TS ¢ = v W 2T, L wt WY,
™

3

® » ) i
. 2 ((T(_TS )65*' 7 ()";(“I‘Jk){"ﬁ Lo ’lT‘h. vk)(w“_‘_ Wt). e

Re LT

R R i . .
Notons L& = (TQ_ { )th’ 3z ()J.Q_r;sh)().ﬂ . . '\‘t’“. o

v

Les lois de comportement sont de la forme

K]
1
AN Ve.we+2 ot (W“k wi). o
R

(5.29) | & = PV w

avec c = c 3 g .
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Le coefficient ,\P est appelé coefficient de viscosité de dilatation
de ligne, les coefficients cll, fll, C22, fzz, 533, f33 sont des
coefficients de frottement. Pour que la dissipation soit une forme
quadratique positive il est nécessaire que ces coefficients soient
positifs. (Il est aussi nécescsaire que les coefficients de couplage

vérifient certaines inégalités que nous n'écrirons pas).

En construisant le systéme d'équations des lignes de contact, nous
avons voulu montrer que la technique utilisée pour les interfaces conve-
nait aussi pour 1'étude des lignes de contact. Nous avons obtenu formel-
lement un ensemble de lois de comportement maic nous ne pouvons pas,
bien slir, préjuger des grandeurs des coefficients qui apparaissent.
Il se peut que tous ces coefficients soient négligeables a 1l'ordre

d'approximation utilisé !
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CHAPITRE VI

CONCLUSION

Nous avons obtenu un systéme d'équations d'interfaces (équations de
bilan et 1lois de comportement) trés proche de celui obtenu par les
auteurs considérant les interfaces comme des milieux bidimensionnels
Nous avons obtenu un systéme d'équations analogue pour les lignes de
contact. Nous avons construit des modéles d'interfaces ou de lignes
de contact sans masce (et sans quantité de mouvement) car nous avons
remarqué, d'une part qu'il était physiquement peu raisonnable d'attribuer
une densité surfacique non négligeable de masce aux interfaces, d'autre
part que la présence d'une telle densité posait un probléme de définition
de la vitesse tangentielle d'interface. Nous avons montré que le tenseur
des effort i ié i
. o l: dZZij:ijzneiichjoc1? au giadleit %'une vitesse interfaciale
o oscopique (c'est-i-dire en terme des variables
définies a4 1'intérieur de la zone interfaciale) n'est pas aussi simple
qu'on le- ¢tnsidére généralement. Lors des mesures des viscosités inter-
faciales de nombreux expérimentateurs assimilent la vitesse interfaciale
a la vitesse de particules (des traceurs) posées sur l'interface. Rien

'
n'ass i a
ure que cette vitesce corresponde a la vitesse WS provoquant

des contraintes superficielles de viscosités.

No é é

us avons développé un modéle de capillarité interne permettant de
c . s

omprendre le comportement du fluide & 1'intérieur des zones capillaires

us avons montré en articulie t interpréter
t 1
No P r comment ce modéle perme d P
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l'existence d'une tension superficielle et d'une tension de ligne.

Nous avons, bien entendu, laissé en suspens un certain nombre de

problémes. Nous avons fait en particulier deux hypothéses primordiales.

L'une d'entre elles est la forme adoptée pour 1'équation de Gibbs inter-
faciale : nous avons supposé que l'état thermodynamique de 1l'interface
is

P . . s
était déterminé par les paramétres et u . Ce sont des paramétres

dont la nature physique est simple 3 appréhender et pour lesquels il
est facile d'établir une équation de bilan, mais ce ne sont pas les
seuls paramétres possibles. Nous pensons qu'il serait particuliérement
intéressant d'essayer de définir des paramétres caractéristiques de
1'écart des distributions de densité 3 travers 1'interface avec les

distributions de densité a 1'équilibre.

Nous avons d'autre part fait des hypothéses restrictives sur la géométrie
interne des zones interfaciales et des lignes de contact. Il reste
4 étudier les interfaces ol les gradients des densités des divers consti-
tuants ne sont pas colindaires et les lignes de contact ou le champ

T par exemple est tel que les sections (surfaces orthogonales au

champ = ) ne soient pas définies.

Enfin nous pensons qu'il serait utile de développer un modéle moléculaire
capable de donner au moins qualitativement 1'ordre de grandeur des

coefficients de transport qui apparaissent dans les lois de comportement.

Notons pour finir que 1'étude que nous venons de faire pourrait sans
grandes modifications s'appliquer aux films liquides de faible épaisseur.
I1 serait dans ce cas prudent de reconsidérer les hypothéses que nous
avons faites sur les ordres de grandeur des différentes quantités défi-

nies & 1'intévieur de la zone interfaciale (correspondant dans ce cas

N

3 1'intérieur du film).
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ANNEXE 1

REPRESENTATION DES FORMES LINEAIRES
SUR DES ESPACES VECTORIELS DE TENSEURS PARTIELLEMENT SYMETRIQUES

a) Tenseurs d'ordre 3

~ Notons E 1'espace vectoriel des tenseurs d'ordre 3, °E 1'espace

s

vectoriel des tenseurs symétriques en lec deux premiers indices, E

celui des tenseurs symétriques en les deux derniers indices.

Soit We E, notons W ¥ le tenseur défini par
+ ~ 3
rlY*‘” = ll_“,‘,\ V(.(‘ L, Y) e '1’\12/5j
PROPOSITION 1 : Toute forme lindaire .,L sur’E peut se mettre de

maniére unique sous la forme o (X)=7r: X , W appartenant & E°

La démonstration est immédiate. Par dualité ol peut se mettre sous
N s S

la forme of (X) =P ; ¥ avec P ¢ E. X appartenant 3 E on

a (en utilisant la convention de sommation sur les indices muets)

g

o \
43y xnu s “)-l:w x;xu o u<r;1 xn’u

c'est-3-dire P : X = p*: X.

Alors o (X) peut s'éerire o (X)=(CP + ¢ *)/2 X et
(P + ﬂ)*)/z € £°

L'unicité de cette &criture est assurde par 1'égalité des dimensions

&

de E° et du dual de °E. La dimension de ces deux expaces étant 18
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PROPOSITION 2 : Toute forme linéaire a(, sur °E peut se mettre de
maniére unique sous la forme o (¥) = X , appartenant
s 8
a E.

Cette représentation moins évidente que la précédente sera cependant
plus pratique 3 utiliser.

a . . . Lo
Notons E l'espace vectoriel des tenseurs antisymétriques en les deux

derniers indices : E2 =‘l X / X+ X* = 0}‘ Montrons d'abord le lemme

suivant
' s
LEMME : V X ¢ E, I X ¢ “E et X" ¢ E? tels que X =
x' -+ Xii.
Considérons X ' et X" tels que

Xaw = [ Ko Xy % X

L78 *xnu 'Xdiu)

Xive = (% X X S . %

¥ - 4yp MY

il est immédiat de vérifier que

) . - 4 s »
Xl}*f : %,M\s ) XJ{&( - X ’ xd;\! * %4155 = %4(»\’

<¥N

La démonstration de la Proposition 2 est aicrs immédiate

4 se met sous la forme o (X) = E’ X  avec P e E, d'aprés
le lemme, P s'éerit (- £ + “—3 " avec v ¢ °E et

)
U ¢ E% ona doyge

o

L(X) - Plix , ¢ x

et en utilisant la Proposition 1
v " g Ld
xR
2

donc oA(X)= P i X avec P ¢ °E

X
o]

L'unicité de cette écriture est encore assurée par 1'égalité des di-

; s
mensiong de E et de son dual
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b) Tenseurs d'ordre 4

. )
N s s . i xé
\? tenseur d'ordre 4. Le quatrieme indice étant fixé, “
Soit un ' - y
t lui appliquer
t étre considéré comme un tenseur d'ordre 3 et l'on peu p
peu o
écé insi écrire
la décomposition de lemme précédent. Ainsi on peut

’ /

l? . \'P' ﬂ) " avec (.P‘(,;g;': \‘?P-(“ et

"
Piyey = - \P*Y(W e

Notons P et ®"" les tenseurs définis par
otons

)

B s = ( Crpme v Plpgy) /2

i

o ’ i 9
‘Pa((ws = (Pl - “"13”') /

On a
e.oPr, e, e
avec
‘P.j‘;u = (P‘(:«LXS B ‘?“.'(,xgx L]
“;1:;” = - ,\X),:}” > W:Ms = - \P’-l\'iqs

ur ou symetry ue € e e ces, on a
P t t js trique en les trois premlers indi N
o

X - O , et donc

D S

PRZTIN

V4
: i énoncer
¢ X, ce qui permet d

ite form indair r ce Vv i s s S
i i ! ctoriel des tenseurs
oute forme daire su espace ve

3 N
PROPOSITION 3 éerire de manidre

en leur trois premiers indices peut

6 i es .
symétriqu L (X)= T i X ot T est un tenseur symé-

unique sous la forme
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trique s i indi é
q en ses deux premiers indices et symétriques en ses deux derniers

indices.

L'unicité de écri é
cette eécriture est assurée par 1'égalité des dimensions

des deux espaces vectoriels qui sont de dimension 36
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ANNEXE 2

OBJECTIVITE ET ISOTROPIE

~

D3
1. OBJECTIVITE DE J *°F

> .

¢ int . fez . Cos s iz

J ne doit pas dépendre du référentiel choisi. Par linéarité, ceci
o s - S int .

est équivalent a 1la nullité de jﬁ dans tout mouvement virtuel

rigidifiant.

~

NS ~ R : . . ~.
U -j _Z(«;‘v‘*F&‘:vvga'avvv-+._)h
L

En particulier pour un mouvement de translation de vecteur W/ on

obtient

Tcut tcoseur antisymétrique T est le tenseur des gradients de vitesse

d'une rotation. Ainsi pour tout tenseur antisymétrique T on a

( ZE EL ) est un tenseur symétrique.
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2. FONCTIONS ISOTROPES

a) Une fonction scalaire isotrope d'un systéme de vecteurs [xl...x 4

ne dépeadr g_l:lg”d?is produits scalaires de ces vecteurs entre eux

f est isotrope si elle vérifie : f(xl, LX) = f(Q.xl,...,Q.x)
14 P

pour toute transformation orthogonale Q et tout systéme de vecteurs

(xl,...,xp)«
Pour tout systéme de vecteurs (yl,.--,yp) tel que
V\,)'c{m.“” Xiex; o= oyo.y,

Il existe une transformation orthogonale telle que Q.x, = vy, v i
1 1

3 11’”"1)}' Ainsi f(xl,...,xp) = f(yl,...,yp) )f ne depend que

des produits xi.xj 5 ainsi £ = f(xl.xl, xl.xz, xl.xp, Ky Xy e,
X .X )
P

P

Remarquons que ces paramétres ne sont pas, en général, indépendants.

b) Une fonction scalaire isotrope d'un temseur T symétrique ne dépend

que des invariants (ou des valeurs propres) de ce tenseur

. . Sy -1
f est isotrope si elle vérifie : fF(Q T Q) pour toute transformation

orthogonale Q et tout temseur T.

Soit {ul,uz,u3} une base de vecteurs, orthonormée, de diagonalisation
de T, soit ) 1 XZ’ >\3 les valeurs propres assocides.

.~ E

ﬁ(T‘)"f %()\. WUy Al wp e ou 4 D “y 0 uy)

g est une fonction scalaire isotrope de trois vecteurs ul,uz,u3,

elle ne peut donc dépendre que des produits scalaires ui.uj (d'aprés
a)) et done f(T) = g(,\l,)\zax 3)-
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PP '
¢) Une fonction scalaire isotrope d'un temseur T symétrique et d'un

vecteur x ne dépend que des invariants de T et des scalaires Xx.X,

2

x.T.x, x.T .x

_l _
f est isotrope si elle vérifie £(T,x) = £(QTQ ",Q.x) ¥ Q orthogo

nale.

Soit (ul,uz,u3) la base de vecteurs propres orthonormée de T

E(T/t): g'(A"A"/\J/w‘/ “‘/“JIX)

g est un scalaire fonction isotrope des quatre vecteurs ul,uz,u3,x.

avec G, = X.u, sy W, T X .U, @y = X .Uy

Les vecteurs u]_,uz,u3 étant définis au signe pres

D'autre part, on a

b3 + 3
X. % = a, , «w, + Qy
x-Tox = ) ‘4\1 + Ao U >: “;
x. T x o A aS LoAS el L A

Si f\l’ >2, >3 sont distincts deux a deux ce systéme est inversible,

on a donc bien

si A - h, = A T A4
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Sid é
1 deux des valeurs propres sont égales (par exemple )\2 = XB)

%[ >‘.1 /“ +(>4~XL) Wy ® w, , x)

u

b (T, )

it
of
—
>
>
~
~
£
~
x
—

- \L(,\,IAU“'/X,X)
D'autre part on a * 2 N
KeX = Gy 4 @y 4 Uy

2 A
2y  peut etre déduit de ce systéme et l'on a

%[T/")z \le‘,kal X, X x,T.x)

a) T ! F i i
enseurs d'ordre n fonctions isotropes d'un vecteur x°

Soit Th(x© ' i
T™(x~) un tenseur d'ordre n fonction isotrope de xo, c'est-

a-dire tel que, pour tout n-uplet de vecteurs (xl,...,xn) on ait
T (£© n n-1 1, _ o 1 n

(TN (x7 ) .x ) .x Joovos x7) = £1x%x T, 0,5 ot f est une fonction
scalaire isotrope des n + 1 vecteurs xo, xl, ey X" et est linédaire
en les n vecteurs xl,...,xn.

L'isotropie entraine
s ue f i i i
5 ' ‘ q est une fonction des produits scalaires
X WX pour i et j appartenant a 0,...,n
La lindarité 1 .

llncarlte‘ 1mP11que que f est une combinaison linéaire des fonctions
du t i 3 k p o om N :

ype. 4z .x")(x .x")...(x".x") ol les indices autres que O appa-
raissent une seule fois, les coefficients de la combinaison linéaire

¢tant des fonctions isotropes de x°

i . . o4 . IS
T es(;t alors combinaison linéaire -a coefficients, fonction isotropes
de a7~ de tenseurs élémentairves notés E: ;- Ej ; 5t
‘ L e ‘ Tiseeeily L1aeeely €lant
un proauit de symboles de Kronecker J et de vecteurs «x
7 k
Soit plus précisément :

E(%) k N

...z 2 g (T

k-0 e o R0~ jxy a"::)j'-ll,a(“q)‘))(‘}:ihﬂ r("ﬂ)

;

- 116 -

ou . E(n/2) désigne la partie entiére de (n/2).

.o désigne 1'ensemble des permutations sur \l,...,n}

g sont dec fonctions isotropes de x
n L& o
. 5 est le symbole de Kronecker.
e) Application au principe de Curie
K
Soit un milieu dont la dissipation s'écrit sous la forme g o= 5 xi'Yi'
Lo
Les X., Y., forces et flux thermodynamiques sont des tenseurs d'ordre

i
0, 1 ou 2. L'approximation linéaire de la thermodynamique
L ne dépendant que

consiste

3 écrire qu'il existe une application linéaire

des paramétres thermostatiques du systéme telle que (Yl""’YK) =

o(,(xl,...,xk).

ra

)
Pour tout i, Y; = | . XJ

) est un tenseur d'ordre égal 4 la somme des ordres de Yi et XJ,.

Le principe de Curie consiste a écrire que ) s c'est-a-dire que les
ij . . N .
T sont des fonctions isotropes des paramétres thermostatiques du

systéme. Le cas ol celui-ci posséde un paramétre vectoriel x nous

intéresse ici

Les T J sont des tenseurs d'ordre 0, 1, 2, 3 ou 4

D'ordre 1 : - 4«

Dlordre 2 : T3 = A4 . ) x o «x

D'ordre 3 : le(%.m = )x Xy Xi X, o+ X éKf X4 /\“S,\-m X¢ ¥ X”Sym X
Diordre 4 : T;‘im: A Xk X K X0 4 N gﬂ émn + /\uékm J(n +>WJ,...JH

\ 2 b4 ur
+ A 4K( Lo *n v >‘ 5Km Xg Xy >‘ J}w\ e "m ¢

g wr X
)‘ fk""' TR An oy A 5?»\ Ao Xwm + /\ énm Xn X¢

Suivant les ordres de X et Y, Y peut dépendre de X & travers

les paramétres résumés dans le tableau



X
Y' 0
0‘ X
1 Xx

X .1
2
lXx®X/

P 4
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(x.X)x ® x

X @ x

X @ X

(er X))V, (tr X )x g x ,
(x.X.x)1 s (x. X .x)x g x

o x X @ x

s

- 118 -

ANNEXE 3

LA THEORIE DU SECOND  GRADIENT : UNE MEILLEURE DESCRIPTION
DES [EFFORTS INTERXEURS - ANALOGIE DES TRANSFERTS DE CHALEUR

a) Une explication de la théorie du second gradient

Considérons un milieu continu D dans lequel chaque point M agit
sur chaque point M' par une force notée f(M,M') avec
$ ’
E(P’\,M): g(m,m)
La densité de force résultante des efforts intérieurs en un point M
s'écrit
Bim,m) dm’

‘

noed
e z
Dans un moment virtuel v la puissance des efforts intérieurs sur

N K

un sous-domaine o s'écrit

J :J j %(n'lm).g(n) dmrdm

Nen He @

nea.2”

£ J(/ %(n',h).?/m)okn'm#/

nea*

Py w) V() dndn

sont & portée suffisament courte

Nous = supposons que les forces f
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pour que ié inté i é
q la deuxiéme intégrale puisse &tre négligée pour des domaines

D*
P ) . .
ontours réguliers et de taille grande devant la portée des

forces. On admet donc

s
T:n\ ' ~
- e(n,n). v{n) dn'dw
th‘ei)"
Le . * 4
s restrictions sur entrainent que, lors du passage d'une équation

sous fo inté a i
rme intégrale a une équation sous forme locale, cette derniére

ne portera i
P en fait que sur des valeurs moyennées sur des volumes grands
devant 1la é
portée des forces f. Cette restriction est de peu d'impor-

tance, les & i i
, €quations de la mécanique des milieux continus portant déja

sur des valeurs moyennées

7 // Prm M) L Vv(m) Antam

r\‘r\'eﬁ'
ji';-‘\— ~
// bm,w) o Vim) dwan
nn'e”
5{;4

o RO (T St ) awan

~o,
On  peut alors obtenir une approximation de j\lnt

° . en 1
T v remplagant

par un développement limité de V au voisinage de M

Lt . .
approximation est d'autant meilleure que les forces f(MM') sont

a4 courte & é
portée et que le développement limitd est poussé A& un ordre

i .
superieur. Limitons nous ici 2 1'ordre 2

f;.\-zﬂ 4 , . ~
% B[n,n).(nn.vv(n)+ nR'enn’: 0y U(m) dndn’
nn'ed

- E

Notons b et

vb,j‘

Hed*

¢ les tenseurs d'ordre 2 et 3 définis par

s g(ﬂ,r\')® M An

¢ ‘/ Yo flnm) e vnte M dme
n'e ot
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ARE & v
7 ] (b.9V , c:vev) dn
HeD¥

cette expression peut se transformer par intégration par parties :

f““\zf ((@-v,a‘:).G*v?/WU»‘f (V.(g;v.g)).\”;o\n
CEd o

On a donc poutr tout champ \7 nul au voisinage de D@ *
N nb d - ~
T o (vb-v.0)). V A
¥
A - ~
d'autre part : ? =] F(r) . V 4™
2*
donc Fln) = - Vv.(b.v.¢)

b) Théorie analogue pour les transferts de chaleur

Dans la théorie précédente les forces, c'est-a-dire les échanges de
quantité de mouvement sont décrites par les evffets qu'elles auraient
dans des champs de vitesses virtuelles : leur puissance virtuelle.
De méme les échanges de chaleur peuvent &tre décrits par la production
d'entropie qu'ils engendraient s'ils avaient lieu dans un champ de

températures virtuelles.

Considérons un milieu continu <D dans lequel chaque point M transmet

32 M' une quantité r(M,M') de chaleur.

N(NJH,) = '/“(H:H)

La densité de chaleur regue en un point M est

QM) - J /L("‘,,”). d n'

n'e 2
L'entropie regue en un point M dans un champ de température virtuelle

T est

Fny= @) /T =[ A (R,n) /T n) dn

" e
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<

Les échanges de chaleur sont supposés de trés courte portée. Ainsi,
~

pour des raisons analogues a celles domnnées lors du calcul de T 1nt,

la production virtuelle d'entropie dans un sous-domaine D* s'écerit :

$=f F(m) dr =f QM) / F(n) d™

neat nea®
ou encore

i

y wimy (A0dgm) dn e
2*x D% T T

De méme que pour la puissance virtuelle des efforts intérieurs, utilisons
un développement limité (ici de (1/T)) au voisinage de M. Dans une

théorie du second gradient par exemple on obtient :

H 7 ) 4 , , i l
¢ f[g, wn(n,n)/z (nn.V(\;)(nh ‘e M .vv(¥)w) Jrdn

Notons X et ¥ les tenseurs d'ordre 1 et 2 :

X = Aln, )/ nn dn
l’\’e@'

Y=f R AL Ht'g Mmn'
n'ep* 2

On a alors

t)

< ’ )
en intégrant cette expression par partie et en comparant a 1'expression

(X. vy .Y VV(?)) A
‘ = =

$=J Q(n) / T(n) dm

nte p”

on obtient

Q(H):_V-X*VV:YI:_V-t‘
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avec C\: X_\_/.Y

q est le flux de chaleur.

c) Conséquences d'une telle théorie

. ' 2
Bien que nous n'utiliserons pas cette théorie dans le reste de 1l'étude
i1 est intéressant d'en envisager les conséquences. En particulier

les modifications apportées & la loi habituelle de conduction thermique.

La dissipation thermique s'écrit
T A . 4
T¢ - 1X.V(;)fT‘(.VVkF)

en supposant le découplage des dissipations thermiques et intrinséques
on obtient (dans le cadre de 1'approximation linéaire des phénoménes

irréversibles) les lois de comportement
x - kvt
T

u

Vo k'A(’TL) 1 .k vvq_)
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ANNEXE 4

CONVENTIONS ET NOTATIONS UTILISEES

—_——
[ ] Un nombre entre crochets indique une référence
bibliographique.
(G Deux nombres entre paranthéses font référence 3 une équation
(le premier au chapitre).
v A P
" Un 1n§10e grec indique la composante dans une base orthonormée
de R de{1,2,3}.
On utilice 1a convention de sommation sur les indices grecs
muets
Yi i i
Un indice latin indique 1le constituant auquel s'applique
Y dans le cas desg mélanges (i e { 1,...,n}).
¢S YE L
s indique une quantité lide 4 l'interface ou 3 la ligne de
contact,
YO

- Ifidique une grandeur caractéristique de 1la quantité Y.

Quantités physiques

¢ Densité de masse.

Vitesse du milieu (vitesse barycentrique dans le
mélanges).

g quantité de mouvement g=pVv.

Accélération

Densité
Densité
Densité
Densité
Densité
Densgité
Densité
Flux de
Flux de
Tenseur
Tenseur
Tenceur
Tenseur
Tenseur

Tenseur

volumique
volumique
volumique
volumique

volumique

124 -

U= (4/dt)(V) = (v /D t)V + V.V V.

d'énergie internme.
d'énergie cinétique.
d'énergie totale.
- d'entropie.

de production d'entropie.

volumique d'apport extérieur de chaleur.

volumique

chaleur.

diffusion.

des

des

des

des

dec

des

contraintes.

contraintes

contraintes

contraintes

contraintes

contraintes

de forces extérieures.

intrinséques d'ordre 1.
intrinséques d'ordre 2.
intringéques d'ordre 3.
non dissipatives.

diesipatives ou visqueuses.

Tenseur des taux de déformation (D = (VW + §V)/2).

Potentiel chimique.

Température absolue.

Pression.

Coefficient de capillarité.

Coefficients de cocapillarité.

Coefficients liés aux Alj (cf. Vv.1.d)

Tension interfaciale.

Tension de ligne.

Distance caractéristique des phases.
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[¢] . o N : :
£ Epaisseur caractéristique des zones capillaires.
€ = (§°1n%.

£ Petit paramétre caractéristique de la faible influence des

forces capillaires dans les phases.

¢ 1 . . S

S Distance caractéristique de variation des densités provoquant
des contraintes d'origine capillaire non négligeables.

(t/vt) Dérivation par rapport au temps dans un référentiel galiléen.

(d/dt) Dérivée par rapport au temps en suivant la vitesse matérielle

Vi (d/de) = (v/ot) + VO,

Quantités péométriques de 1'interface

\; Vecteur unitaire colinéaire aux gradients de densité. Vecteur
normal & 1'interface.

L Lignes du champ E .

z Surfaceg orthogonales au champ $ (F = constante).

-+z_ ‘.

2, Surfaces Z encadrant 1'interface.

S e

b2 Surface 2 de référence.

z Coordonnée liédes aux surfaces 2 (z = cste).

s + - . s + - ¥
%2 2 ,z ,z Coordonnées des surfaces 2, X', Z ) z .

Y,y Valeurs prises par Y sur Z+ et X 7, Yt = Y(z+), Y~ =
Y(z).

7, 1 Composante tangentielle et normale Yo = Y- %%,

.

Y. =Y.($e ).

v Opérateur gradient surfacique V= (1- %¢%).V , c'est
un opérateur de 2 °, c'est-i-dire qu'on peut 1'appliquer
32 des champs définis uniquement sur 2, 5,

<Y> Intégrale le long d'une ligne L utilisée pour intégrer
les densités.

<¥< Intégrale le long d'une ligne L utilisée pour intégrer

les flux.
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ﬂYﬂ Saut 3 travers l'interface = Y(z+) - Y(z7).
Fz Application de ZS sur ZZ.
Fz Différentielle de Fz.
H Tenseur des courbures de Z.Sh

s
Rl,R2 Rayons principaux de courbure de zZ°,
W Champ de vitesse géométrique de la zone interfaciale.
w® Restriction de W a ZVS.
(§ /6¢c) Dérivée par rapport au temps en suivant W (= (9/ot) + W.9).
(8%/8¢) Dérivée par rapport au temps en cuivant w® (opérateur de

z°).

Quantités géométriques de la ligne de comtact

N . s Lo s tsentées
La ligne de contact est a l'intersection de trois interfaces représe

par l'indice k k 5,21,2,3}.

k= Vecteur unitaire tangent 3 la ligne.
L Ligne du champ T .
A Sections : surfaces orthogonales au champ T .
LR Ligne L de référence.
» k Vecteur tangent a l'interface k et normal 3 la ligne.
Sk Surface séparant la ligne de 1'interface k.
<Y>k Intégrale le long d'une normale de l'interface k.
3
k
(y1t2:3 = Z ok K,
k=1
y° = Intégrale de Y sur la section A .
v Composante tangentielle Y, = (vetr).Y.
e .
vt Opérateur gradient lindique V' =(retr).V (opérateur
R
de L).

WE Vitesse géométrique de la ligne.
WSk Vitesse géométrique de 1'interface k.

L eur
(Xﬁ/ft) Dérivée par rapport au temps suivant la vitesse W (opératcus

de LR).
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Notations tensorielles
——2- 2008 tensorielles

Les vecteurs sont notég sans fléches, les tenseurs d'ordre

en général notés avec une double barre.

b si b d'ordre 2 by = bay
si b d'ordre 3 E-‘(‘K = [b,(,‘
1 Tenseur identité de R3 (J]‘{s = ).

@ Produit tensoriel

Exemple : b et ¢ d'ordre 2 et 3
(B@ [ )J(\XS:\ = &’-l(s CVS)

P Produits de contraction.

Exemples : b et ¢ d'ordre 2 et 3

(E")lx& = k.c(s Caxsg
(ﬂ:.‘c)g z kl(& C(b-LS

b et ¢ d'ordre 4

(Bfe)uy = Bypys Csypl

Ubic) = kusxs Csypa
A Produit vectoriel

Exemples : b et ¢ d'ordre 1 (vecteurs)
QLI\C)J. = E‘ﬁx \D{S Cb‘
b et ¢ d'ordre 1 et 2

(bl\ C)‘(r’ = 5,415 h! CS(s

Notation dyadique

22

sont

On note (7 X/®x, ) ou X,q la  dérivée de X dans 1la direction

Ty, {Z‘l, '6'2, '63} étant un repére orthonormé de R3.

VA

VVaA

vyva

Attention
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Opérateur nabla 2,
DVxy
2 N
v - %,
0]
% xs
= V@A

Exemples : A d'ordre 1

(VA)J(Z, = 2 A(!

Xy

A d'ordre 3

KVR)‘(FN = ,;;“ Raxg

= Ve Ve A

= VoeVeg Ve A
Exemples : A d'ordre 1

(va)l(”, =

v = 2 2 2 A
v VA)J(HS DV xa DXy Ong

Exemples : A d'ordre 1 V.R - >, A,
2
A d'ordre 2 (V H)J, = 1:9 HN-

?
A d'ordre 3 (V- H).Lp = 3—;‘ an(s

(461 pose

i i : ain
Cette notation n'est pas universelle Germ

(v.8), = (3f°x(3 )Ax{s ce qui pour nous est V .A.
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