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Plan

Introduction générale : la déduction automatique
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Déduction automatique

« déduction automatique »

~
~

utilisation de I'ordinateur pour le raisonnement
Dans le cadre de cette thése :

conception d'un algorithme qui prend en entrée une formule
d’une logique et prouve sa validité

N—
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3
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Exemple : la logique propositionnelle
Syntaxe : « et » (noté A),
« ou » (noté V),
« non » (noté —)
« variables (propositionnelles) »

p.ex. PV =P, PA=P, (PAQ)V (-PAR)

formules composées de

Sémantique :
Variable interprétée soit par vrai, soit par faux.
valide ssi vraie pour toute interprétation.

Formule = [ satisfaisable ssi vraie dans une interprétation.
insatisfaisable ssi fausse pour toute interprétation.
Pv-P valide

p.ex. P A =P insatisfaisable

(PAQ)V (=P AR) satisfaisable mais non valide

= |l existe un algorithme capable de dire si une formule

)-»I'v\ propositionnelle est satisfaisable ou non.
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Problématique

Logique + expressive = déduction automatique + difficile

Exemple :
logique propositionnelle NP-dur
p-caleul EXPTIME-dur
logique du 1" ordre semi-décidable
logiques d'ordre supérieur non semi-décidables
expressivité difficulté
Rappel : « indécidable » = infaisable par une machine (de Turing)

But (au sens large) de cette thése : Exprimer plus de

formules, tout en préservant de bonnes propriétés calculatoires.

M)t
)
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A quoi peut servir la déduction automatique ?

N—

=

» application usuelle : vérification de systémes (logiciel,
circuit, etc.)
o facon simple de vérifier qu'un systéme fonctionne bien : tests
e probléme : on ne peut pas tout tester
= bugs potentiels
e solution :
démontrer formellement qu’un systéme fonctionne bien
e nouveau probléme : beaucoup de théorémes & démontrer
o (une) solution : démontrer tous ces théorémes avec une
machine grice a la déduction automatique

» formalisation des mathématiques
> enseignement des mathématiques

» (indirectement) web sémantique

7/48
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Plan

Introduction a la thése : les schémas de formules

8/48



Schémas

Notion de schéma fréquemment rencontrée :
« représentation finie d'un ensemble infini d'objets
structurellement similaires »

> en mathématiques (somme itérée) :

i=1
n n 2
Vn>1,Vxy,...,xn €ER: <ZX’2> < <2Xi>
i=1 i=1

> en logique (régles d'inférence, schémas d'axiomes) :
A A= B
B
Vx(A(0) A Vx(A(x) = A(s(x)))) = Vx(A(x))
> en déduction automatique (schémas itérés de termes) :
)...'.,\ f(a)
/
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Définition informelle

En premiére approximation :

« schémas itérés propositionnels »

formules propositionnelles

+ AL, (« ET pour i variant de 1 & n »)
+ Vi, (« OU pour i variant de 1 a n »)
ol n est une variable du langage
Exemple : n
p1 A /\ (Pi = Pit1) A —Pnt1
i=1
Signification :

Un schéma = une infinité de formules propositionnelles.

N—
E e
>
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Définition formelle

Syntaxe : n—k  n—k
¢:::¢1\/¢2|¢1/\¢2| /\¢| \/¢|pexpr|_‘pexpr
ou : i=1 i=1
>» keZ

» /i, n variables entiéres
> expr expression arithmétique linéaire quelconque

Exemple : n
pr A\ (pi = pis1) A —pns1

i=1
Sémantique : Un schéma est insatisfaisable ssi chaque formule
propositionnelle obtenue en donnant une valeur a n est insatisfaisable.

=
Niea¢ o ¢lL/i]

|

insat
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Définition formelle

Syntaxe : n—k  n—k
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=1

Ao Gl1/i] ol1/il Asl2/i]

| |
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Définition formelle

Syntaxe : n—k  n—k
¢:::¢1\/¢2|¢1/\¢2| /\¢| \/¢|pexpr|_‘pexpr
ou : i=1 i=1
>» keZ

» /i, n variables entiéres
> expr expression arithmétique linéaire quelconque

Exemple :

n
pr A\ (pi = pis1) A —pns1
i=1
Sémantique : Un schéma est insatisfaisable ssi chaque formule
propositionnelle obtenue en donnant une valeur a n est insatisfaisable.

n=3
n=2

Niea 6 o/ G/NAGR/T GlL/iAl2/i) A I3/i]

| | |

insat insat insat
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Définition formelle

Syntaxe : n—k  n—k
¢:::¢1\/¢2|¢1/\¢2| /\¢| \/¢|pexpr|_‘pexpr
ou : i=1 i=1
>» keZ

» /i, n variables entiéres
> expr expression arithmétique linéaire quelconque

Exemple :

n
pr A\ (pi = pis1) A —pns1
i=1
Sémantique : Un schéma est insatisfaisable ssi chaque formule
propositionnelle obtenue en donnant une valeur a n est insatisfaisable.

n=3
n=2

Niea 6 - o1/ ¢lL/iTAG[2/]]  P[L/i]AB[2/i] A [3/1]

| | |

INSAT <:1 insat insat insat s ‘

lulv \

-~
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Exemple précédent

p1 A A1 (Pi = Pit1) A ~Pni1 p1 A —p1

insat
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Exemple précédent

p1 ANy (Pi = Piy1) A =Pnia

p1 A (P1 = p2) A —p2

|

insat

S
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Exemple précédent

p1 ANy (Pi = Piy1) A =Pnia

1 A (P1 = p2) A —p2

N
\, insat
N\

N\

N\
p1 A (P1 = p2) A (P2 = p3) A —p3

|

insat
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Exemple précédent

P1 A N1 (Pi = Piy1) A ~Pnt1

1 A (P1 = p2) A —p2

N Y

\, insat
N\

P1 A (pP1 = p2) A (P2 = p3) A (P3 = pa) N\ —pa

|

insat
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Exemple précédent

P1 A N1 (Pi = Piy1) A ~Pnt1
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Que peut-on exprimer avec les schémas de formules ?

N—

=

vV v v Vv

exemple concret : vérification de circuits
— raisonnement indépendant du nombre de bits

problémes de satisfaction de contrainte (p.ex. les n-reines)
assertions sur des classes de graphes (p.ex. la coloration)
assertions sur des automates finis (p.ex. I'inclusion)
motivation importante : formalisation des mathématiques

p.ex. avec l'outil d’élimination des coupures CERES

(projet ASAP commun avec I'équipe d'Alex Leitsch a Vienne)

— schémas au premier ordre

(non abordé dans la thése, cf travaux futurs)

13/48
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Travaux connexes
» logiques de points fixes (=~ p-calcul au 1° ordre) :
n

p.ex. /\ pi ~ pX(n).(3m.n = succ(m) = pmAX(m))A(n=0=V)
i=1
(mais peu de classes décidables connues)
» logique du premier ordre, en transformant les itérations
en quantificateurs bornés :

n
p.ex. /\ pi ~ ¥YnVi.l <i<n= p(i)
i=1
(mais perte au niveau de la sémantique)
» logique du premier ordre avec conséquence inductive, en
transformant les itérations en fonctions récursives :
f(0) = \Y%

n
p.ex. \ pi ~ Vn.f(n) =F ou { f(i+1) = p(i) A (i)
=1 A, V et I sont des symboles de fonction
)m'w | (mais peu de classes décidables connues) | ]

/ 14/48 LI G



Plan

Déduction automatique et schémas de formules
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Semi-décidabilité

Proposition :
La satisfaisabilité des schémas est semi-décidable.

c.-a-d. si un schéma a un modéle, alors on trouvera ce modéle.

Exemple :
" n=0 T
pPn A po A p1 po AN —po A —p1
insat
Théoréme :

L'insatisfaisabilité des schémas est indécidable.
L'insatisfaisabilité des schémas monadiques est indécidable.
L’insatisfaisabilité des schémas plats est indécidable.

— situation duale de la logique du premier ordre

(mais similaire a la théorie des modéles finis)

N—
E e
3
—_
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Semi-décidabilité

Proposition :
La satisfaisabilité des schémas est semi-décidable.

c.-a-d. si un schéma a un modéle, alors on trouvera ce modéle.

Exemple :
/‘<\.’;‘1~M\
n=0
pPn A po A p1 po AN —po A —p1 p1 A\ —po A —p1
insat insat
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Semi-décidabilité
Proposition :
La satisfaisabilité des schémas est semi-décidable.

c.-a-d. si un schéma a un modéle, alors on trouvera ce modéle.

Exemple :
n=2
n=1
n=0
Pn A po A p1 Po N —po A —p1 p1 A\ —po A —p1 P2 N\ —po A —p1

| | !

SAT insat insat sat

Théoréme : v

L'insatisfaisabilité des schémas est indécidable.
L’insatisfaisabilité des schémas monadiques est indécidable.
L'insatisfaisabilité des schémas plats est indécidable.

— situation duale de la logique du premier ordre

(mais similaire a la théorie des modéles finis)
! | ‘
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(préliminaire)

Déduction auto en logique propositionnelle : DPLL (1/2)
Rappel : procédure de Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL)
— procédure la plus utilisée par les SAT-solvers

P A (P = Q)A—Q est-elle insatisfaisable 7
PAP=Q)A—Q

si P‘—/X/ \kfaux

VAV =Q)AN-Q FAF=Q)A-Q

siQ:% §i\?:faux
VA=V FA-F

F]  -[F]

Dans tous les cas, on a F = formule insatisfaisable

)IV\Note A la fin : soit F, soit V. o]

/ 17/48



(préliminaire)
Déduction auto en logique propositionnelle : DPLL (2/2)

Présentation de DPLL sous forme de tableaux :

» construction d'un arbre (« tableau ») :
e nceuds étiquetés par des paires (formule, ensemble de littéraux)

e racine étiquetée par la formule a réfuter et I'ensemble vide

o fils obtenus par application de régles :

Branchement | Evaluation (pos.) | Evaluation (neg.)

(¢,1)
— ~. (o[X], LU{X}) (o[X], LU{-X})
(6 LULX}) (6, LU{-X}) ! !
(8[V], Lu{X}) (8[F], Lu{=X})
pour une variable prop. X de ¢

+ simplifications algébriques (V élément neutre de A, etc.)

» a la fin de la construction :
Si toutes les feuilles sont étiquetées par F' (et un ensemble
quelconque de littéraux) alors la formule est insatisfaisable.

lulv \

-~
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Extension aux schémas de formules : application paralléle, factorisée et

paresseuse de DPLL sur toutes les instances (1/3)

Schémas Formules propositionnelles

(p1,

0)
(P1 A APy Pi> D) l/Bran}}\i‘nent

(P1,{pP1})  (P1,{—P1})

i 2
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Extension aux schémas de formules : application paralléle, factorisée et

paresseuse de DPLL sur toutes les instances (1/3)

Schémas Formules propositionnelles

(p1,0)
(P1 A APy Pi> D) n=1 l/Bran}}\i‘nent

(P1,{pP1})  (P1,{—P1})

(P1 A p1,0)

ﬁanc%t

(P Ap1,{p1})  (P1Ap1,{—p1})

‘ ),,,;,i}\ |
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Extension aux schémas de formules : application paralléle, factorisée et

paresseuse de DPLL sur toutes les instances (1/3)

Schémas Formules propositionnelles

(p1,0)
l/Bran}}\i‘nent

(p1;{p1})  (P1,{—pP1})

(p1 A APy Pis 0)

n=2

(P1 A p1,0)

ﬁanc%t

Aprs{p1}) (P Ap1,{—p1})

(P1 A p1 A p2,0)

ﬁmches\

(P1 Ap1AP2,{P1}) (PrAPpP1Ap2,{-pP1})

! |
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Extension aux schémas de formules : application paralléle, factorisée et

paresseuse de DPLL sur toutes les instances (1/3)

Schémas Formules propositionnelles

(p1,0)
l/Bran}}\ilnent

(P1;{p1})  (P1,{—pP1})

(P1 A APy Pis 0)

(P1 A p1,0)

ﬁanc%t

: E Ap1,{p1})  (PrAp1,{—p1})
: Branchement schématique

(P1 A p1 A p2,0)

ﬁmches\

(P1 Ap1AP2,{P1}) (PrAPpP1Ap2,{-pP1})

v N
(P1 A Af—q Pis {P1}) (p1 A AFLq iy {—p1})

s
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Extension aux schémas de formules : application paralléle, factorisée et

paresseuse de DPLL sur toutes les instances (2/3)

Schémas Formules propositionnelles
n=0
/ﬂ\ (po, (po})
(Po A /\:":1 Pis{Po}) J'I'Evaluation
(Vi {po})
o :

S

-
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Extension aux schémas de formules : application paralléle, factorisée et

paresseuse de DPLL sur toutes les instances (2/3)

Schémas Formules propositionnelles
n=0
/ﬂ\ (o, {po})
(Po A Ni=y Pi» {Po}) n=1 J'I’Evaluation
(V,{po})

(po A p1,{Po})
lEvaluation

(VA p1,{po})

0 e
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Extension aux schémas de formules : application paralléle, factorisée et

paresseuse de DPLL sur toutes les instances (2/3)

Schémas Formules propositionnelles

n=0
(Po, {pPo})

(Po A /\:":1 Pis{Po}) n=1 J'I’Evaluation

(Vi {po})

(po A p1,{Po})
lEvaluation

(VA p1,{po})

(Po A P1 A P2, {Po})
JEvaluation

(VAP1Ap2,{po})

-
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Extension aux schémas de formules : application paralléle, factorisée et

paresseuse de DPLL sur toutes les instances (2/3)

Schémas Formules propositionnelles
n=0
(Po, {Po})
(Po A Af—y Pis {Po}) n=1 J'I’Evaluation

(Vi {po})

(po A p1,{Po})
lEvaluation

(VA p1,{po})

Evaluation schématique

(Po A P1 A P2, {Po})
JEvaluation
(VAP1Ap2,{po})

\
\ (V ANy Pis{Po})

~N—
z -
3

-
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Extension aux schémas de formules : application paralléle, factorisée et

paresseuse de DPLL sur toutes les instances (3/3)

Schémas Formules propositionnelles
n=0
(P1,{P1})
((/\?:1 Pi) A Pnt1, {Pn+1}) J'Evaluation
(V,{p1})
B .
7! L
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Extension aux schémas de formules : application paralléle, factorisée et

paresseuse de DPLL sur toutes les instances (3/3)

Schémas Formules propositionnelles
n=0
/\(P17 {p1})
((A7=1 Pi) A Pt {Pn+1}) n=1 J'Evaluation
(V,{p1})

(P1 A p2,{p2})
Evaluation

(P1 AV, {p2})

0 e

21/48
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Extension aux schémas de formules : application paralléle, factorisée et

paresseuse de DPLL sur toutes les instances (3/3)

Schémas Formules propositionnelles

n=0
(P1,{P1})

((A7=1 Pi) A Pt {Pn+1}) n=1 J'Evaluation

(V. {p1})

(P1 A p2, {p2})
Evaluation

(P1 AV, {p2})

(P1 A P2 A p3, {P3})
Evaluation

(p1 Ap2 AV, {p3})

o 2
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Extension aux schémas de formules : application paralléle, factorisée et

paresseuse de DPLL sur toutes les instances (3/3)

Schémas Formules propositionnelles
n=0
(P1,{P1})
((A7=1 Pi) A Pt {Pn+1}) n=1 J'Evaluation

(V. {p1})

(P1 A P2, {p2})
Evaluation

(P1 AV, {p2})

Evaluation schématique

(P1 A P2 A p3, {P3})
Evaluation

(p1 Ap2 AV, {p3})

v
| AP AV, (pra)

~N—
z -
3

-
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Extension aux schémas de formules : formalisation

Premiére généralisation = les régles restent les mémes :

Branchement Evaluation (pos.)

Evaluation (neg.)

(¢,1)

O (6lpe], Ll U {pe})

(¢, LU {pe}) (¢, LU {=pe})
(#[V], LU {pe})

pour une variable prop. pe de ¢

A la fin de la construction :
» une feuille étiquetée par V = SAT
> toutes les feuilles étiquetées par F = INSAT

(¢lpe], LU {=pe})

(o[F], LU {=pe})

Mais les feuilles peuvent étre étiquetées par autre chose que F ou

V (p.ex. aucune régle ne s’applique a \}_; pi).

)

ol
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Régles non uniformes : exemple introductif

Schémas Formules propositionnelles
n=0
(P1,{p1})
(Pn+1, {P1}) Jvévaluation
(V,{p1})

S
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Régles non uniformes : exemple introductif

Schémas Formules propositionnelles
n=0
(P1,{p1})
(Pn+1, {P1}) Jvévaluation
(V,{p1})

(P2, {p1})

?

(p3,{P1})
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Régles non uniformes : exemple introductif

Schémas Formules propositionnelles

(p1,{P1})

(Pn+1, {P1}) Jvévaluation
(V,{p1})
(P2, {p1})
?
sin=0
(p3,{p1})
?

v R

(V. {p1}) (Pn+1,{pP1})
Grenot )lulr“
/
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Régles non uniformes : formalisation
Seconde généralisation = noeuds aussi étiquetés par une contrainte :

(d)? C7 L)
Branchement :

(¢7 CzLU{“pe}) (d)’ CzLu{pk})

, (¢[Pe], ¢ Lu {pf})
Evaluation (pos.) :

(¢[VI,ene=1f,LU{pr}) (¢lpel,c Ne# f,LU{pf})

. (¢lpel, c; LU {=pr})
Evaluation (neg.) :

(elFl,ene=1 Luf{=pr})  (dlpe],cne# F,LU{~pr})

Quand une feuille est étiquetée par une contrainte insatisfaisable, on arréte de la développer.

A la fin de la construction :
» une feuille étiquetée par V = SAT
> toutes les feuilles étiquetées par F ou une contrainte

insatisfaisable = INSAT
)lull’ \ ‘

/ 24/48 L1
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Traitement des itérations : motivation

Schémas Formules propositionnelles
n=0
(v, 0)
(A7Zy pisc, 0) J?

S
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Traitement des itérations : motivation

Schémas Formules propositionnelles
n=0
(v, 0)
(AT-1 pir,0) J ,
(p1,0
lﬁran>?v<‘nent

(p1;{p1})  (P1,{—pP1})

P1APp2,0

‘/BI’QHCQ\GI"I':

p2,{p1}) (P1Ap2,{-p1})

(P1 A p2 A p3, 0)

\ _Aranchemn_

(Pr Ap2Ap3,{pP1}) (PLAp2Ap3t—pr!)
25/48 LI G
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Traitement des itérations : motivation

Schémas Formules propositionnelles
n=0
(v, 0)
(AZy Pir < 0) J ,
(p1,0
lﬁran&»ﬂrent
(p1;{p1})  (P1,{—pP1})
sin=0
V p1A P2, 0

‘/Branc%t

p2,{p1}) (P1Ap2,{-p1})

N

V (pr AN Af_pPiscAn>0,L) (p1 A p2 A p3, D)
(V,cAn=0,L) ou: /éanche%\
1 A cAn>0,L
)mv‘ (AL i), ) (P1 A P2 AP3,{P1}) (P1ApP2Ap—pr!)

/ 25/48 LI G



Traitement des itérations : formalisation
Troisiéme généralisation = ajout d'une régle de « dépliage » :

(¢,¢,1L)

Branchement : / \

(¢7 ¢ Ly {ﬂpe}) (¢7 ¢ LU {pk})

(¢lpe], e, LU{pr})

Evaluation (pos.) : / \.

(@Vlcne=FLU{p})  (Blpeliche# F,LU{pr})

(¢lpel ¢, LU {=pr})

Evaluation (neg.) : / \

(@lFl,ene=1FLU{-p})  (Blpelicne#f,LU{-pr})

(AiL 9", ¢,1)

Dépliage : / \

(V,eAn=0,L) (NS ') A @' [n/il,e An>0,L)

+ dual pour \/7_; ¢

)ml'v\ — « DPLL* » simplifié (pas d'évaluation sous les itérations) |
/ 26/48 L1
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Propriétés de DPLL*

» quand la construction de |'arbre termine chaque feuille est
dans I'une des situations suivantes :

1. elle est étiquetée par V
2. elle est étiquetée par F
3. elle est étiquetée par une contrainte insatisfaisable

» une feuille étiquetée par V = schéma initial satisfaisable

> sinon, (c.-a-d. toutes les feuilles sont dans 2 ou 3) = schéma
initial insatisfaisable

» la construction de I'arbre ne termine pas en général

N—
E e
3
—_
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Exemple de non terminaison
p1 AN (Pi = piv1) A pat1

Pl \

pL AN (Pi = Pis1) AV
Il

p1 ANZL (Pi = pit1)

n>0
A A
pL AN (Pi = pis1) A (pn = Pns1)
p1 AN (i = pis1) A (pn = F)
Il
> < n_1
pr AN (Pi = piv1) A—pn
)INIP‘ (OO)
/
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Exemple de non terminaison . .
r'e N
p1ANLZL (Pi = Pis1) A =pni1 .
.7"“1/ \\ \
\
\
pLANLL (Pi = pip1) AV Y
I idem \
modurp
n— n“— 1

p1 A NZy (P = pit1)

n>0
A A h
pr A NI (Pi = pig) A (pn = Poi1) !
!
//
/
/
/
p1 AN (Pi = pis1) A (pn = F) L
I Pk
» < -
p1 A NI (i = pis1) A =pn
: ¥
(00) .

)INIP
/ 28/48



Comment empécher la non terminaison ?

N—

=

ex. précédent : on a conclu qu'il n'y avait pas terminaison en
observant un cycle

> idée : intégrer a I'algorithme une détection de cycle
> nécessité d'une définition formelle de « cycle »
> ex. précédent :

Définition :
il y a un cycle lorsque I'étiquette d’'une feuille est égale a celle
d’un nceud déja vu, modulo la substitution n+— n— 1.

plus généralement, on considére n'importe quelle substitution
n— n — k pour un quelconque k € N, k > 1.
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A propos de la définition de cycle

N—

=

>

>

autres définitions possibles

Exemple :

Définition précédente = cycle entre /\7;11 pi et \i_y pi

mais pas entre \7_, pj et \i_; pi

définitions plus générales possibles, p.ex. déf. sémantique :
Définition :

Il'y a un cycle entre une feuille et un nceud déja vu si pour
tout modéle My de la feuille il existe un modéle 9M> du noeud

tel que M> < My pour un ordre bien fondé < sur les
interprétations.

= mais détection de cycle indécidable.

Aucune déf. ne peut assurer la terminaison, (indécidabilité).
on garde la définition précédente facile a implémenter, plus
restrictive et suffisante pour nos résultats
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Ajout de la détection de cycle

(é,¢c,L)
Branchement : / \
(d): CzLU{ﬁpe}) (¢7 C,LU{pk})
B (¢lpel, e, LU{pr})
Evaluation (pos.) : / \
(@[VI,ene=1f,LU{pr})  (dlpel,cne#f,LU{ps})
el (neg.) } o {KA
Evaluation (neg.) :
(@[Fl,cne=FLU{=pr})  (¢lpel,cne##f,LU{~pr})
(/\i:l ¢/7 < L)

Dépliage : / \

(V,eAn=0,L) (NS¢ ) A ¢'[n/il,e An>0,L)

’-i— détection de cycle :‘
Si un cycle est détecté, on arréte de développer la branche.

il 2
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Plan

Analyse d'un point technique : décidabilité des schémas réguliers

Wl
)
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Un ensemble de schémas pour lesquels DPLL* termine :

les schémas
¢

¢/

réguliers P

= (;51\/(1)2’¢1A¢2‘/\¢/‘v¢/|pﬂ‘_‘pﬂ

i=1 i=1

n= LV G [ 91 A G| Pk | Pk

ol k € Z et i, n variables entiéres

Propriétés importantes :

> itérations non imbriquées
» indices contiennent au plus une variable

Exemple :

v

Niz1

- vVVvyYYyvyy

N—
z -
3

p1 A Ni=1 (Pi = Pig1) A —Pny1 régulier
N1 pi A\ 71 —pi régulier

n

i=1(pi V q;) pas régulier

Ni—1 Pitn pas régulier
Ni_1 piti pas régulier
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Que peut-on exprimer avec les schémas réguliers?

» circuits :
e additionneur a propagation de retenue
additionneur a retenue anticipée
comparateur
en fait, toute I'arithmétique linéaire sur les vecteurs de bits

— circuits dont la structure est une répétition séquentielle
d'un circuit éléementaire.

» automates :
@ appartenance
e vide

e inclusion

]

N—
E e
>
—_
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Comment démontrer que DPLL* termine : principe général

On veut assurer qu'il y aura toujours un cycle :

/\ /\ /\
/\ 7\ 70
ANANE A (VAN A N (VAR

7\ /7 \ /7 \
7N 1N 7N
\

— Montrons que :

ensemble des formules générées par DPLL* = fini a la relation de
« cycle » Prés (c.-a-d. a une substitution n — n — k prés pour un k € N, k > 1)

N—
z -
3
u
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(Esquisse de) preuve de terminaison : stratégie

(A= e L) —

Dépliage
(NP e) Av, e, L)

N
Branchement

(AT o) A LU{h, By })
——

littéraux de 7

. *
Evaluation

(NI o, LU{h, by Ik))
_ J

N
E e
>
—_
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Preuve de terminaison : divergence

Il'y a clairement divergence :

(NS bie L)
—k—
(AP o, e, LU B, 1))
(/\,’-]:71‘(72 ¢, LU{IL, B, I 202,012

(NI T3, LU, By 12,3, 22,3, Y

(pour simplifier, on ne tient pas compte des contraintes)

Mais beaucoup de littéraux inutiles car « purs ». ..

M)t
)
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Preuve de terminaison : notion de littéral pur

Définition : (cas propositionnel)
Un littéral est pur dans une formule propositionnelle ssi son
complémentaire n’'apparait pas dans la formule.

Définition : (cas schématique)
Un littéral est pur dans un schéma ssi il est propositionnellement
pur pour toute valeur de n.

Exemple :
Pn+2 est pur dans \i_; pi = pit1.
Théoréme :

La satisfaisabilité est préservée quand on évalue un littéral pur 3 V.

Exemple :

Neeud étiqueté par (\i_; pi = pi+1, €, {Pn+2})
= idem de considérer (\"_; pi = pi+1, ¢, ).

) ) Ajout de la régle qui évalue un littéral pur a V.
INP
/
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Preuve de terminaison : élimination des littéraux purs

S[L/i A ..
S/ A ..
S/ A ..
S[L/i A ...

S[L/i A ..
S/ A ..
S[L/i A ...
S[L/iA ...

A @ln—4/i) A gln—3/i] Adln—2/i] A p[n—1/i] K...It

Adln—4/i\Apln—3/i] ANpln—2/]] F...2 K.}

Aoln—a/ifANp[n—3/i] ...} Bl

Apln—a/il 1o IE B} [P R - 1
L(élim. des lits purs)

A@ln—4/i) A gln—3/i] Adln—2/i] A p[n—1/i] £...I

A dln—4/i\ A gln—3/i] Apln—2/i] ... I3

Agln—a/ilAoln—3/i1 B...I}

Aoln—a/il o0

| (subst. de la forme n— n — k)

OL/IIA ... A @ln/il BT

SIL/AA ... Aon/i] 1. 12

QIL/AA ... Aon/i) B . I

QIL/ANA ... Aon/i) I .1

k borné = quantité finie de possibilités
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Preuve de terminaison : preuve que k est borné
SIL/iIA ... A B[n/i] .. IE
lexplicitation et tri des littéraux
d)[l/"] AN ¢[n/’] “Pn+1Pn+2Pn+3 7 Pn+4

» montrer qu'il existe kmax € N t.q. paik est pur pour tout k > kmax :

BIL/ITA A BIN/i] —Pnt1- - - Pntkmax —1Poika Pothras TT Potkean 2 -

= indices des littéraux non purs € intervalle borné par rapport a n

> ¢ contient un atome p;.x (k € Z par déf. des schémas réguliers) :

ook ) Ao A bl = 1/ YA (oo [n/i]- ) —PrsaPi2Pnia—Pnia
supposons k maximal parmi indices de la forme i + k

» pnik—1 OU P,k Peuvent apparaitre dans |'itération :

TPniki1

(P 2/ )N AN ppgIn =10 YA PikIn/il L) S TPpik—1 Pnik
N \ A j\
> mais pas pniki1
(G- PAAE 2] D AN A N CIY - A [ e V) IS IV GO < P A L V2 | B | & ©o 7Pnik—1 Pnik
A

» = —p,. k1 pur, ainsi que tout littéral d'indice > n+ k +1

!
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Preuve de terminaison : élimination des littéraux purs (bis).

S[L/i] A ..
B[/ A ...
S[L/i A ..
S/ A ...

S[L/i A ..
S/ A ..
S/ A ...
S[L/iA ...

Aoln—a/il Apln—3/i) Adln—2/i] Apln—1/i] K ... I;
ANln—4a/il ANgln—3/ilANdln—2/i]) F...I5 = K. .0
Neln—4/ilNgln=3/i] B...;. . K. K.
ANln—4afi] K.k R 2.2 >

L(élim. des lits purs)

AN oln—4a/il Adln—=3/i) A d[n—2/i] Apln—1/i] ... I5
A ln—4/il Agln—3/i| Adln—2/i) F...I
A@ln—a/il Agln—3/i] ... [}
ANoln—4a/il K. R

| (subst. de la forme n— n — k)

O/ Ao Aoln/i)

PN Noln/i) B R

OIL/NA . Noln/il B

. Qo e
QLI ..o N@Infil lT 0 '

k, fixe antité finie de possibilités
max fixe = qu |41/[|18| possibili L



Preuve de terminaison : conclusion.

On a bien montré que I'ensemble des formules générées est fini a
une substitution n+— n — k prés.

Donc toute branche contient nécessairement un cycle.

/\ /\

/\
/\ (/\ (/Q
ANANE (VAN A (VAR

7\ /7 \ /7 \
7N 1N 7N
v \
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Plan

Conclusion
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Bilan des résultats obtenus

» définition des schémas
» indécidabilité
» définition de trois algorithmes :

o STAB : extension des tableaux sémantiques aux schémas
— pb : peu adaptée aux schémas imbriqués

o DPLL™ : extension de DPLL aux schémas
— définie dans le but de gérer les schémas imbriqués

o SchAut : spécialisation de STAB aux schémas réguliers

» étude de la notion de cycle, indépendamment du calcul

» décidabilité pour deux classes de schémas
(schémas réguliers et régulierement imbriqués)

» complexité pour les schémas réguliers (borne sup. uniquement)
» implémentation de SchAut (— « RegSTAB »)

~N—
=
'}
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RegSTAB

)i

/

» outil en ligne de commande regstab

> entrée = schéma régulier
o retourne UNSATISFIABLE si schéma insatisfaisable
o retourne SATISFIABLE si schéma satisfaisable
e termine tout le temps

» implémenté en Ocaml

» http ://regstab.forge.ocamlcore.org/

» Exemple :
varavantinos:~/RegSTAB/bin>./regstab
Taking input from stdin.
P_1 /\ /\i=1..n (P_i -> P_i+1) /\ "P_n+1 | n>=0
UNSATISFIABLE

varavantinos:~/RegSTAB/bin>./regstab
P_1 /\ /\i=1..n (P_i -> P_i+1) /\ P_n+1 | n>=0
SATISFIABLE (for n = 0)
» comparaisons avec ACL2 (successeur de Ngthm) : seul un
| exemple trivial termine.
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Travaux futurs

» approfondissement des liens avec des travaux connexes :
o logiques temporelles (LTL en particulier)
e combinaison de théories
» implémentation :
e DPLL*
e intégration a des assistants de preuve (p.ex. Coq)
> extensions :
o application de la notion de cycle au raisonnement inductif en
général
e schémas de formules du premier ordre

N—
E e
3
—_
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Merci |
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Allons boire des coups !

N
E e
>
—_
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