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IntroductionL'utilisation des ordinateurs en math�ematiques ne se limite pas au calcul num�erique. En e�et depuisl'av�enement des syst�emes de calcul formel dans les ann�ees soixantes, l'ordinateur est capable de ma-nipuler des expressions symboliques, r�ealisant ainsi des tâches math�ematiques plus complexes tellesque la factorisation de polynômes. Durant les derni�eres ann�ees, les syst�emes de preuves ont connuun d�eveloppement important. Plus universels que les syst�emes de calcul formel, ils sont capablesde manipuler des notions math�ematiques arbitraires grâce �a l'utilisation de quanti�cateurs et depr�edicats. Ils sont aussi plus rigoureux car permettent de repr�esenter et de manipuler des preuvesformelles. Ils ont pour cela un langage pr�ecis pour �ecrire les propositions, et des r�egles pr�ecises pourd�e�nir les inf�erences et les preuves valides.Parmi les syst�emes de preuves, nous distinguons les hhv�eri�cateurs de preuves ii (proof-checkers enanglais) dont les pionniers sont Automath et Mizar (voir le chapitre suivant pour un historiquedes syst�emes de preuves). Les v�eri�cateurs de preuves sont di��erents des syst�emes de d�emonstra-tion automatique: ils se contentent de v�eri�er la correction de la preuve fournie par l'utilisateurvis-�a-vis de l'�enonc�e �a d�emontrer. La raison est que la v�eri�cation automatique (donc sur ordi-nateur) est toujours possible, alors que la d�emonstration automatique est en g�en�eral ind�ecidable.Pour des domaines pr�ecis et d�ecidables, les syst�emes de d�emonstration automatique peuvent tout�a fait convenir. Les syst�emes de preuves modernes sont des syst�emes interactifs int�egrant les deuxaspects de v�eri�cation de preuves et de d�emonstration automatique. En e�et, il est trop p�eniblepour l'utilisateur d'�ecrire une preuve compl�ete; les parties hh faciles ii de la preuve sont prouv�eesautomatiquement par le syst�eme, sans intervention de l'utilisateur. Nous pr�ef�erons dans ces cas-l�aparler de hhsyst�eme d'aide �a la d�emonstration ii (ou SAD).Cette th�ese concerne la formalisation des math�ematiques dans le cadre des syst�emes de preuvesbas�es sur la th�eorie des types. Ces syst�emes de preuves ont �et�e �a l'origine du renouveau de la m�eta-math�ematique et de l'application de la logique �a la formalisation des math�ematiques; en e�et nouscroyons que la formalisation des math�ematiques n'est r�ealisable qu'avec l'aide de l'ordinateur etdes syst�emes de preuves. Le succ�es r�ecent des syst�emes de preuve provient de leur utilisation pourla production de programmes informatiques certi��es (par rapport �a une sp�eci�cation). La probl�e-matique de la formalisation des math�ematiques est toutefois li�ee �a ce dernier point; en e�et pourprouver la correction d'un programme, nous utilisons des objets et des formules math�ematiquespour exprimer des propri�et�es sur ce programme. Dans certains cas, ces preuves de programmesn�ecessitent l'utilisation de th�eories math�ematiques cons�equentes.L'ad�equation des syst�emes de preuves pour la formalisation des math�ematiques est encoreth�eorique et sujette �a caution; en e�et tr�es peu de d�eveloppements cons�equents (par la taille et9



10 TABLE DES MATI�ERESpar la complexit�e math�ematique des r�esultats formalis�es) ont �et�e r�ealis�es �a ce jour. La raison prin-cipale en est la quantit�e de travail que cela repr�esente: il faut �ecrire tr�es soigneusement les �enonc�esmath�ematiques sans user d'aucun abus de notation (dont pourtant les math�ematiciens ra�olent)et il faut justi�er chaque �etape de raisonnement. De plus, le r�esultat �nal est m�ediocre: assimilablepar l'ordinateur mais illisible par l'humain.L'objectif de cette th�ese est de contribuer �a rem�edier �a cette faiblesse en d�eveloppant des outilsde mod�elisation et de d�emonstration facilitant l'utilisation des syst�emes de preuves bas�es sur lath�eorie des types pour la formalisation des math�ematiques, notamment de l'alg�ebre. Tous les outilsd�evelopp�es sont g�en�eriques au sens qu'ils ne sont pas con�cus pour un d�eveloppement particulier;ils peuvent être utilis�es dans di��erents cas de �gure. Nous signalons en�n que ces outils ont �et�eimpl�ement�es et int�egr�es dans le syst�eme de preuve Coq[49].� Les outils de mod�elisation constituent des m�ecanismes de simulation d'abus de notation danslesquels certaines informations dites implicites peuvent être omises mais sont automatique-ment reconstruites �a partir du contexte. Le premier outil, qui constitue la principale con-tribution de cette th�ese, est celui des coercions implicites bas�e sur une forme d'h�eritage deslangages �a objets. Grâce �a cet outil, on peut, par exemple, appliquer une fonction d�e�nie surune structure math�ematique particuli�ere �a toute sous-structure de celle-ci. Diverses autresutilisations plus sophistiqu�ees de l'h�eritage sont possibles.Le second outil est un outil de sous-termes implicites o�u certains param�etres polymorphiquespeuvent être omis. L'exemple classique est celui de la composition des fonctions f : A ! Bet g : B ! C, qui se note formellement (Comp A B f C g). Or les termes A, B et C peuventêtre reconstruits �a partir des types de f et g, ils sont alors omis; on obtient alors la notationusuelle (Comp f g). Avec une notation in�xe, nous aboutissons �a la notation usuelle f � g.Notre contribution pour cet outil est plus modeste; nous avons en e�et repris un m�ecanismeexistant de Chet Murthy que nous documentons et �etendons dans cette th�ese.� L'outil de d�emonstration consiste en une librairie de r�e�ecriture o�u il est possible de d�ecrire etde combiner des strat�egies de r�e�ecriture. Ces tactiques peuvent être utilis�ees pour d�emontrerdes �equations entre termes quelconques dans une th�eorie �equationnelle quelconque.Loin de nous contenter de la simple d�e�nition de ces outils, nous avons tenu �a mettre en �evidenceleur apport en les utilisant de mani�ere intensive dans la formalisation d'une partie cons�equente dela th�eorie des cat�egories. Nous pensons que sans ces outils, un tel d�eveloppement serait impos-sible �a r�ealiser. C'est un probl�eme di�cile, notamment dans le contexte d'une th�eorie des typesintensionnelle (c'est notre cas). Plusieurs formalisations de la th�eorie des cat�egories dans di��erentssyst�emes ont �et�e r�ealis�ees dans le pass�e, mais la nôtre est la plus compl�ete �a ce jour. Nous prouvonsainsi de mani�ere hhconstructive ii qu'un tel d�eveloppement est possible dans une th�eorie de typesintensionnelle. �A travers ce d�eveloppement, nous avons aussi d�egag�e une m�ethodologie bas�ee sur laformalisation des structures math�ematiques comme enregistrements d�ependants, et sur le langagedes Seto��des comme mod�elisation de la th�eorie des ensembles.Le premier chapitre de cette th�ese est consacr�e �a la pr�esentation de la probl�ematique de laformalisation des math�ematiques dans les syst�emes de preuves.Apr�es une rapide pr�esentation des di��erents syst�emes de types purs au chapitre 2, le chapitre 3



TABLE DES MATI�ERES 11d�ecrit quelques extensions pour ces th�eories.Les outils de mod�elisation et de d�emonstration sont ensuite d�ecrits dans les chapitres 4, 5 et 6. Pluspr�ecisement, les chapitres 4 et 5 sont respectivement consacr�es aux m�ecanismes de mod�elisationde sous-termes implicites et de coercions implicites. En�n dans le chapitre 6, nous pr�esentons unebiblioth�eque de tactiques de r�e�ecriture.Les chapitres suivants sont des chapitres d'applications, et sont consacr�es �a la formalisation de lath�eorie des cat�egories dans Coq. Le chapitre 7 rappelle la syntaxe de Coq et d�ecrit le langage desSeto��des. Les notions de base (cat�egories, foncteurs et transformations naturelles) sont formalis�eesdans le chapitre 8. Dans le chapitre 9, nous abordons des concepts plus avanc�es (limites et adjonc-tions), et nous v�eri�ons le th�eor�eme de Freyd pour l'existence d'un adjoint gauche[61]. Le dernierchapitre de cette th�ese est consacr�e �a l'analyse de ce d�eveloppement, et �a la comparaison avecd'autres formalisations de la th�eorie des cat�egories dans d'autres syst�emes de preuves.
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Chapitre 1Formalisation des Math�ematiques1.1 IntroductionNous pouvons diviser le projet de formalisation des math�ematiques en deux parties:� formaliser les �enonc�es des th�eor�emes, et le contexte dont ils d�ependent: d�e�nitions, hypoth�eses,axiomes, etc.� formaliser les preuves des r�esultats et les v�eri�er avec pr�ecision.Ces deux parties sont d'habitude consid�er�ees ensemble, mais �enoncer formellement les th�eor�emessans les prouver est en soi une chose int�eressante. En pratique, nous sommes aussi int�eress�es par lav�eri�cation de la correction des preuves.La formalisation des math�ematiques est importante pour des raisons de correction du raison-nement math�ematique. Bien que les preuves math�ematiques soient plusieurs fois r�evis�ees avantpublication, beaucoup de preuves se sont r�ev�el�ees fausses, parfois bien longtemps apr�es leur publi-cation. Ces erreurs peuvent être �evit�ees par l'adoption de l'approche axiomatique (Logique). Ainsila rigueur en math�ematiques est �etablie par la donn�ee d'un langage pr�ecis pour �enoncer des proposi-tions logiques et des r�egles pr�ecises d�e�nissant les inf�erences et les preuves valides. Dans l'approcheaxiomatique, tous les th�eor�emes doivent être obtenus �a partir des axiomes par des �etapes (in-f�erences) logiques.Ce chapitre est organis�e comme suit. La premi�ere section est consacr�ee �a un bref historique de lalogique. La section 2 concerne les th�eories de fondement des math�ematiques (th�eories dans lesquellesune formalisation peut être men�ee). La section suivante d�ecrit sommairement les particularit�es desmath�ematiques constructives, une conception particuli�ere des math�ematiques plus adapt�ee �a la for-malisation sur ordinateur. Puis nous enchâ�nons sur les syst�emes de d�emonstration de th�eor�emessur ordinateur. En�n nous discutons les principales formalisations r�ealis�ees jusqu'�a maintenant etles di�cult�es d'une telle activit�e, particuli�erement sur ordinateur.Nous encourageons le lecteur �a consulter la monographie de Harrison[70] sur ce sujet.1.2 LogiqueOn attribue souvent l'introduction de la notion de preuve formelle aux grecs anciens. L'exemple leplus cit�e de formalisation dans cette p�eriode est celui de la formalisation de la g�eom�etrie par Euclide13



14 CHAPITRE 1. FORMALISATION DES MATH�EMATIQUES(280 av. J.C.). Pendant longtemps, les hh �El�ements ii d'Euclide rest�erent un exemple de formalisme. Ene�et, les math�ematiciens �etaient plus concern�es par l'investigation des nouvelles branches math�e-matiques telles que l'alg�ebre, que par la construction de preuves dans le style d'Euclide. Il fautattendre la �n du 19�eme si�ecle pour qu'une attention plus grande soit accord�ee �a la formalisation desmath�ematiques. Cet int�erêt fut principalement suscit�e par l'�emergence de g�eom�etries alternatives,dites hhnon-Euclidiennes ii, rejetant le hhpostulat des parall�eles ii d'Euclide. Certains math�ematiciens,appel�es formalistes, ont commenc�e �a penser que les axiomes devaient être consid�er�es comme (enprincipe) des cr�eations arbitraires, et non pas des hhv�erit�es �evidentes ii, comme les appelaient Euclide,provenant du monde physique qui nous entoure. Le probl�eme de relier les th�eor�emes d�eduits de cesaxiomes formels, avec le monde physique est alors une question externe aux math�ematiques.�A la même �epoque, la nature même de la d�eduction �etait �a l'�etude. Bien que les grecs { Aristotenotamment { consid�eraient les hh syllogismes ii comme des moyens �ables de d�eduire des conclu-sions �a partir des pr�emisses, il n'y a pas eu de tentative particuli�ere de r�eduire le raisonnementmath�ematique aux syllogismes. Ainsi, les d�eductions utilis�ees dans les �El�ements d'Euclide �etaientconsid�er�ees comme hh�evidemment vraies ii, sans que cette intuition ne soit formalis�ee. Un premierpas vers ce travail fut l'�uvre de Gottfried Leibniz (1646-1716), qui tenta de d�evelopper un cal-cul scienti�que, et un calcul logique o�u on peut juger de la prouvabilit�e des propositions au seulvu des symboles, et en utilisant une m�ethode analytique syst�ematique. La formalisation la plusimportante de la logique, est cependant celle entreprise par Gottlob Frege (1848-1925). Le but deFrege �etait de reconstruire les math�ematiques de mani�ere logique, notamment l'arithm�etique. Il afond�e pour cela le calcul des pr�edicats { les notations qu'il avait utilis�e sont fort di��erentes de celleadopt�ees aujourd'hui. La tentative de d�eriver les math�ematiques �a partir de principes logiques debase, en �evitant les axiomes arbitraires, a �et�e poursuivie par Alfred North Whitehead (1861-1947)et Bertrand Russel (1872-1970) dans les trois volumes de leur Principia Mathematica[157], publi�esentre 1910 et 1913. Ils commenc�erent par postuler les r�egles basiques de la logique, comme la r�eglehhmodus ponens ii. De ces r�egles, d'autres principes logiques ont �et�e d�eduits comme th�eor�emes. Uneth�eorie des ensembles et des classes a �et�e alors d�evelopp�ee, et les nombres sont d�e�nis en utilisantles classes.Pour les formalistes, une preuve formelle est (en principe) une s�equence �nie de formules o�u laderni�ere formule est le th�eor�eme �a prouver, et chaque formule de la s�equence est soit un axiome,soit une formule d�eriv�ee des formules pr�ec�edentes par des r�egles d'inf�erence logiques. Ces r�eglessont formelles, dans le sens o�u elles op�erent syntaxiquement sur les formules consid�er�ees simple-ment comme des s�equences de symboles; leur application ne d�epend pas du sens de ces symboles.De cette mani�ere, le formalisme tentait d'�echapper aux douteux arbitrages de l'intuition humaine.Cependant, si les axiomes sont des cr�eations arbitraires, plutôt que des hhv�erit�es ii sur le monde,il n'y a a priori aucune garantie qu'ils soient mutuellement coh�erents. La coh�erence est une pr�e-condition indispensable pour avoir des inf�erences valides, sinon on peut avoir �a la fois la preuved'une proposition et de sa n�egation. Ainsi les preuves de coh�erence des syst�emes formels (ensembled'axiomes avec des r�egles d'inf�erence) sont pour les formalistes, un r�esultat cl�e. C'est sur ce pointque le hhprogramme formel ii a rencontr�e sa di�cult�e la plus connue: Kurt G�odel a d�emontr�e en 1931que tout syst�eme assez riche pour exprimer l'arithm�etique ne peut être prouv�e coh�erent que dansun syst�eme plus grand, pour lequel la coh�erence deviendrait alors �a son tour probl�ematique. C'estun corollaire du fameux hhth�eor�eme d'incompl�etude ii de G�odel, �enon�cant que tout syst�eme formel�ni ad�equat �a la repr�esentation de l'arithm�etique est forc�ement incomplet, c'est-�a dire il existe uneproposition telle qu'il n'existe pas de preuve ni pour cette proposition ni pour sa n�egation.



1.3. FONDEMENTS DES MATH�EMATIQUES 15Turing �etudia le probl�eme, d'abord abord�e par Hilbert, de la d�ecidabilit�e des math�ematiques, i.e.de savoir s'il existait un algorithme ou une proc�edure m�ecanique qui appliqu�ee �a une propositionmath�ematique arbitraire, d�eterminait en un nombre �ni d'�etapes la v�eracit�e de la proposition.Turing a pour cela rendu pr�ecise la notion de hhproc�edure m�ecanique ii, en imaginant ce qui estmaintenant connu sous le nom de hhmachine de Turing ii { un ordinateur simpli��e r�epondant par dessymboles sur une bande. Le r�esultat de Turing fut n�egatif: il n'existe pas de proc�edure math�ematiquepermettant de r�esoudre tous les probl�emes math�ematiques { cependant des hhproc�edures de d�ecision iiexistent pour des syst�emes formels particuliers (limit�es).Les r�esultats n�egatifs de G�odel et de Turing montr�erent les limites du programme formel deHilbert. Ces recherches ont toutefois permis l'�eclosion d'une nouvelle branche des math�ematiques:la th�eorie de la d�emonstration; en e�et grâce �a la d�e�nition formelle de la notion de preuve, ilest dor�enavant possible de raisonner math�ematiquement sur les preuves. Les th�eor�emes de G�odelcomptent parmi les contributions les plus importantes de cette th�eorie, �a côt�e d'autres r�esultatscomme le th�eor�eme d'Herbrand.1.3 Fondements des math�ematiquesDans la plupart des disciplines, et en math�ematiques, certaines th�eories sont consid�er�ees commeplus fondamentales que d'autres, dans le sens o�u elles servent de base pour d'autres d�eveloppementsde ce domaine. Certaines de ces th�eories, �a cause notamment de leur degr�e �elev�e d'abstraction, con-stituent un fondement pour toutes les math�ematiques.Les th�eories les plus connues servant de fondement aux math�ematiques sont les th�eories des ensem-bles, en particulier la th�eorie Zermelo-Fraenkel (ZF). Une alternative plausible est la th�eorie destypes dont l'origine remonte aux travaux de Russel; diverses versions ont �et�e depuis d�evelopp�ees(voir le chapitre 2 de cette th�ese). Ces deux th�eories correspondent �a deux r�eactions di��erentesaux paradoxes de la th�eorie na��ve des ensembles. Dans ZF, la formation des ensembles valides estrestreinte, et est r�egie par des axiomes exprim�es dans un langage du premier ordre. Russel, quant�a lui, �evite les paradoxes par l'introduction de la notion de type et par la strati�cation des objetsmath�ematiques en niveaux; un objet de niveau n ne peut appartenir qu'�a un objet de niveau n+1.La di��erence majeure entre les deux th�eories est qu'en th�eorie des types, la notion de fonction estprimitive, alors qu'en th�eorie des ensembles, elle n'est qu'un cas particulier de la notion de relation.Il s'ensuit que la th�eorie des types est mieux adapt�ee aux raisonnements mettant en jeu des calculs;par exemple une preuve de P (5) est aussi une preuve de P (32 � 4). Dans certains cas, elle semblemême plus naturelle pour repr�esenter les math�ematiques que la th�eorie des ensembles. En e�et lanotion de type est naturelle chez les math�ematiciens; nous pensons tous aux nombres r�eels commedes objets di��erents des nombres complexes. Or en th�eorie des ensembles, tous les objets sont aumême niveau, et il est alors l�egitime de poser des questions du genre hh0 2 1? ii. En th�eorie des types,ces questions ne peuvent pas être formul�ees.Les deux principales tentatives de formalisations des math�ematiques sont, �a notre connaissance,celles de Bourbaki en th�eorie des ensembles et de Russel et Whitehead en th�eorie de types.Les objectifs de Bourbaki[26] (un prête-nom pour un groupe de prestigieux math�ematiciens fran�cais)�etaient de hh fournir un solide fondement pour l'ensemble des math�ematiques modernes ii, et dehhd�eriver l'ensemble des math�ematiques connues d'une seule source, la th�eorie des ensembles ii. Lath�eorie des ensembles utilis�ee est une variante de ZFC, c'est �a dire ZF �etendue avec l'axiome duchoix. Leur travail, �el�egant et un peu aust�ere comprend de tr�es grandes parties des math�ematiques.



16 CHAPITRE 1. FORMALISATION DES MATH�EMATIQUESIl est toujours la r�ef�erence absolue pour les math�ematiciens pures, car il a su �eviter le langagep�edant et ennuyeux des textes formels (voir la discussion dans la section 1.6.2).Dans hhPrincipia Mathematica ii[157], Russel et Whitehead ont montr�e que d'importantes partiesdu raisonnement math�ematique pouvaient être �ecrits dans une logique compl�etement formelle.Le r�esultat est encore plus formel que la formalisation de Bourbaki. Cependant cet e�ort n'apas �et�e poursuivi, et semble même avoir d�ecourag�e les tentatives pratiques de formalisation desmath�ematiques.1.4 Math�ematiques constructivesLa th�eorie des types est une alternative plausible pour la formalisation des math�ematiques, no-tamment des math�ematiques constructives (par opposition aux math�ematiques classiques), dont led�efenseur principal fut le math�ematicien hollandais Brouwer (1881-1961). La principale particular-it�e des math�ematiques constructives est le rejet de l'une des r�egles du raisonnement classique: letiers-exclus qui permet de d�emontrer hhP ou non P ii sans d�emontrer ni la propri�et�e P ni sa n�egation.Les math�ematiques constructives distinguent aussi entre di��erentes techniques de preuves, consid-�er�ees (hhclassiquement ii) comme �equivalentes. Par exemple, pour prouver 9x:P (x), il est d'habitudesu�sant de prouver l'impossibilit�e de la proposition 8x::P (x) (le symbole : correspond �a la n�ega-tion). Les constructivistes rejettent cette technique; une preuve constructive de 9x:P (x) consiste enun objet a avec une preuve de P (a). Plus fondamentalement, c'est la conception même de v�erit�e quioppose les deux �ecoles, classiques et constructives. En math�ematiques classiques, les propositionssont vraies ou fausses ind�ependemment de ce que nous en savons, alors que pour les constructivistes,ce sont les d�emonstrations qui donnent leur v�erit�e aux propositions.Au d�ebut du si�ecle, et apr�es que plusieurs r�esultats importants aient �et�e prouv�es non-constructifs,beaucoup de math�ematiciens se sont d�etourn�es des math�ematiques constructives. Cependant l'in-t�erêt pour les math�ematiques constructives a �et�e raviv�e pour des consid�erations informatiques.En e�et, elles fournissent un moyen de consid�erer le langage des propositions comme un langagede sp�eci�cation pour les programmes informatiques; les preuves de propositions sont alors des pro-grammes. Par exemple, une preuve de 8x:9y:P (x; y) est une m�ethode uniforme devant être exhib�ee,et construisant un objet y tel que P (x; y) pour un x donn�e arbitraire. Une telle m�ethode est unefonction r�ecursive, ou un programme.Une excellente introduction aux math�ematiques constructives est donn�ee dans Troelstra et vanDalen[145] et Dummett[58].1.5 Automatisation des preuves sur ordinateurCes derni�eres d�ecennies, le domaine de recherche consacr�e �a l'automatisation des preuves sur or-dinateur, a connu un d�eveloppement important. Ces recherches ont donn�e lieu �a la constructionde plusieurs syst�emes de d�emonstration de th�eor�emes (SDT en abr�eg�e, et Theorem provers enanglais). Nous regroupons sous ce nom (ou encore celui de syst�eme de preuve) des syst�emes fortdi��erents comprenant les syst�emes de preuves automatiques, les v�eri�cateurs de preuves et lessyst�emes de d�eveloppement de preuves. Presque tous ces syst�emes manipulent les notions de d�e�-nition, de th�eor�eme et de preuve, analogues �a celles qu'emploient les math�ematiciens. Ils ont aussiune s�emantique pr�ecise et sont impl�ement�es avec soin a�n de s'assurer qu'ils sont conformes �a leur



1.5. AUTOMATISATION DES PREUVES SUR ORDINATEUR 17s�emantique.Syst�emes automatiques. Les premi�eres tentatives d'automatisation des preuves formelles co��n-cid�erent avec l'av�enement de l'Intelligence Arti�cielle. Ces tentatives avaient pour but la conceptionde machines intelligentes, imitant le raisonnement humain.Le premier SDT, appel�e hhLogic Theory Machine ii, fut construit par Allen Nevell et HerbertSimon en 1955. Pour la petite histoire, ils voulaient initialement construire une machine �a joueraux �echecs, mais durent se hhcontenter ii d'un SDT devant la di�cult�e de la tâche. Leur machineprouvait des th�eor�emes dans le calcul propositionnel, et �etait compl�etement automatique. Elle �etaitprogramm�ee pour chercher une preuve en une �etape du th�eor�eme �a prouver. Si une telle preuven'est pas trouv�ee, un ensemble de buts �etait engendr�e (formules desquelles le th�eor�eme pouvait êtred�eduit en une �etape), et les preuves pour ces buts �etaient �a leur tour recherch�ees, et ainsi de suiter�ecursivement jusqu'�a �epuisement des buts. En plus des axiomes (proches de ceux de Principia),la machine avait la possibilit�e d'utiliser les th�eor�emes pr�ec�edemment d�emontr�es. Cette premi�eremachine, bien que rudimentaire, a permis de mettre en �evidence un probl�eme central des SDT:l'explosion combinatoire de l'espace de recherche.Une autre approche, plus enracin�ee dans la logique, ne tarda pas �a faire son apparition. Unesolution aux di�cult�es rencontr�ees par les SDT dans les premi�eres ann�ees a �et�e d'abandonner latentative de les faire compl�etement automatiques, et de rendre possible l'intervention humaine pourguider le SDT dans la recherche de preuve; ce sont les syst�emes interactifs semi-automatiques.V�eri�cateurs de preuves. Parmi ces nouveaux syst�emes, nous distinguons les V�eri�cateurs dePreuves (Proof Checkers en anglais). La preuve, construite par un humain, �etait fournie, et ilsse contentaient de v�eri�er sa validit�e. Les plus fameux de ces syst�emes ont �et�e Automath[115] etMizar[135]. Dans ces deux syst�emes, un langage pour les math�ematiques formelles a �et�e con�cu, ainsiqu'un programme pour v�eri�er la correction des textes formels. Ils constituent ainsi une r�eponse auxregrets des formalistes concernant le manque de preuves math�ematiques compl�etement formelles.Malheureusement, de tels syst�emes sont encore tr�es peu utilis�es par les math�ematiciens.Automath a �et�e d�evelopp�e entre 67 et 79 par N. G. de Bruijn �a Technishe Hogeschool (Eindhoven)mais n'est plus utilis�e aujourd'hui. Des parties signi�catives des math�ematiques ont �et�e v�eri��ees; parexemple, van Benthem Jutting[153] a formalis�e en 1977 le livre de Landau (1930) sur la constructiondu corps des nombres r�eels.Quant �a Mizar, il a �et�e d�evelopp�e en 1978 par A. Trybulec, et est encore tr�es vivace. Il est bas�e surune variante de ZF, la th�eorie des ensembles de Tarski-Grothendieck. Il a �et�e utilis�e pour v�eri�erde grandes parties des math�ematiques, comprenant la th�eorie des ensembles, l'alg�ebre, l'analyse, latopologie, la th�eorie des cat�egories et plusieurs applications concernant l'informatique.Syst�emes de d�eveloppement de preuves. Nous commen�cons par un SDT interactif inuent,le syst�eme am�ericain Boyer-Moore ou NQTHM (New Quanti�ed Theorem Prover) cr�e�e en 1979.Son point fort �etait l'utilisation de la r�ecurrence math�ematique, pour laquelle il fournissait denombreuses heuristiques pour le choix des param�etres sur lesquels faire la r�ecurrence , et le choixdes hypoth�eses de r�ecurrence. La logique de NQTHM �etait tr�es simple, plus simple que le calcul despr�edicats du premier ordre, �a l'exception des r�egles de r�ecurrence n�ecessitant des quanti�cations surles pr�edicats. NQTHM fournissait aussi la possibilit�e de d�e�nir des fonctions r�ecursives. Quoiqueplus automatique que la plupart des autres SDT interactifs, NQTHM n�ecessitait une aide humaine



18 CHAPITRE 1. FORMALISATION DES MATH�EMATIQUESexperte pour les preuves di�ciles. Des preuves cons�equentes ont n�eanmoins �et�e men�ees �a bien dansNQTHM, comme celle du th�eor�eme d'incompl�etude de G�odel par Natarajan Shankar en 1980.La v�eri�cation de preuve de bas niveau �a la Automath est insatisfaisante car trop p�enible et ler�esultat est souvent illisible. Les SDT semi-automatiques, comme NQTHM, sont di�ciles �a utiliseren pratique; en e�et, ils sont guid�es vers le r�esultat recherch�e par une s�erie de lemmes interm�ediairesque l'utilisateur doit soigneusement choisir. Ces inconv�enients ont conduit Robin Milner �a adopterune nouvelle approche.Cette approche, moins automatique, est repr�esent�ee par LCF(Logic for Computable Functions)d�evelopp�e par Robin Milner d'abord �a Stanford en 1972, puis �a l'universit�e d'Edinburgh, dans lebut de m�ecaniser les preuves dans un formalisme de description de fonctions r�ecursives partiellesappel�e PPLambda. Avec Edinburgh LCF (1977), Milner introduisit le hhM�eta-langage ii ML, danslequel l'utilisateur pouvait �ecrire des proc�edures de preuves. Parmi les types de ML, il y avaitle type thm des th�eor�emes. Les objets de ce type ne pouvaient être construits dans LCF qu'enutilisant les r�egles d'inf�erence de PPLambda aux objets existants de type thm, lesquels incluent lesaxiomes d�e�nis par l'utilisateur. La correction de LCF ne d�ependait alors que de la partie codantles axiomes et les r�egles d'inf�erence. La premi�ere motivation de Milner pour la conception de ML�etait son utilisation pour �ecrire des hhmoyens ii pour l'ex�ecution de preuves, comprenant les tactics {programmes pour la r�eduction d'un but en une liste de sous-buts tels que si chaque sous-but �etaitd�emontr�e, on pouvait construire une preuve pour le but original {, et les tacticals pour combinerles tactics.Le style LCF a �et�e adopt�e par plusieurs autres SDT interactifs, comme Nuprl[42] d�evelopp�epar R. L. Constable et ses coll�egues. Ce syst�eme n'utilise pas la logique classique de Hilbert, maisune th�eorie des types constructive. Nuprl fournit aussi une approche alternative pour la preuve decorrection de programmes: plutôt que d'�ecrire un programme et d'essayer de prouver sa correction,Nuprl commence par construire une preuve (constructive) de l'existence de l'objet math�ematiqued�esir�e, puis synth�etise automatiquement un programme qui va engendrer cet objet.Les logiques d'ordre sup�erieur sont souvent aussi impl�ement�ees dans un style ML. En logiqued'ordre sup�erieur, la quanti�cation n'est pas restreinte aux variables simples comme en logique dupremier ordre, elle est de ce fait plus expressive. Les preuves par contre sont plus di�cile �a au-tomatiser, ainsi les algorithmes d'uni�cation sont souvent non-terminants. La principale motivationpour l'int�erêt r�ecent port�e aux SDT d'ordre sup�erieur vient de la sp�eci�cation du mat�eriel, o�u cer-taines quanti�cations n�ecessitent des quanti�cations du deuxi�eme ordre. Dans ce cadre, le syst�emele plus inuent a �et�e HOL de Michael J. C. Gordon (qui a travaill�e avec R. Milner sur EdinburghLCF), impl�ement�e sur Cambridge LCF. Les preuves en HOL n�ecessitent une intervention humaineintense. Dans les derni�eres ann�ees, la communaut�e des utilisateurs de HOL s'est consid�erablementd�evelopp�ee, rendant HOL l'un des SDT les plus utilis�es au monde. Un autre descendant de LCF estIsabelle[122], un syst�eme de preuves g�en�erique o�u des logiques peuvent être sp�eci��ees puis utilis�ees.Il existe des syst�emes de preuves impl�ementant des logiques d'ordre sup�erieure, sans adopter pourautant l'approche de LCF. C'est le cas, par exemple, du syst�eme PVS[118] qui remporte d'ailleursun franc succ�es grâce �a une importante collection de proc�edures de d�ecision puissantes. Contraire-ment aux tactiques dans l'approche LCF, les proc�edures de preuves de PVS n'ont pas de garantiede correction.Un traitement plus complet de la question se trouve dans [105].



1.6. PRATIQUE DE LA FORMALISATION DES MATH�EMATIQUES 191.6 Pratique de la formalisation des math�ematiques1.6.1 Exp�eriencesLa formalisation des math�ematiques n'est devenue r�ealisable qu'avec l'av�enement de l'ordinateur etdes syst�emes de preuves. De tels syst�emes sont capables de v�eri�er la bonne formation des d�e�nitionset la correction des preuves, d�echargeant ainsi les math�ematiciens de ces activit�es p�enibles. De plus,ils peuvent contribuer �a constuire des preuves; ils peuvent d�emontrer automatiquement certainsth�eor�emes.Nous avons d�ej�a parl�e dans la section 1.3 des exp�eriences de Bourbaki et de Russel. Nous nousconcentrons dans la pr�esente section sur les exp�eriences r�ealis�ees sur ordinateur. L'utilisation dessyst�emes de preuve a �et�e plus importante en informatique. Dans cette discipline, il y avait unemotivation pratique �a l'int�erêt port�e aux SDT interactifs: prouver la correction (relativement �a unesp�eci�cation) de programmes informatiques, et dans une moindre mesure du mat�eriel informatique.Il existe toutefois un nombre consid�erable d'exp�eriences de formalisation des math�ematiques dansdi��erents syst�emes de preuves. Ces exp�eriences sont malheureusement disparates et di�ciles �acomparer car elles mettent en jeu des syst�emes, des s�emantiques, et des logiques di��erentes. Unprojet ambitieux (mais un peu utopique), QED[10], a pour objectif de regrouper toutes ces �energiespour constituer une encyclop�edie des math�ematiques formalis�ees.R�ecemment, plus de notions math�ematiques ont �et�e formalis�ees dans Mizar que dans aucun autresyst�eme. Tout ce travail est regoup�e en articles dont le nombre d�epasse maintenant 300 et contenantenviron 6000 th�eor�emes. Ces articles sont automatiquement compil�es en LaTEX et publi�es dansJournal of Formalised Mathematics (http://math.uw.bialystok.pl/~Form.Math). Le succ�es deMizar tient �a la volont�e a�ch�ee de ses concepteurs de ne pas s'�eloigner des pratiques usuellementaccept�ees en math�ematiques. D'abord, le choix de la th�eorie des ensembles comme fondement,qui est bien plus connue dans la communaut�e des math�ematiciens que la th�eorie des types. Ensuitel'utilisation de plusieurs concepts de la th�eorie des types, comme le sous-typage, les types param�etr�eset les types de structures (classes).Les principales autres formalisations r�ecentes sont le d�eveloppement d'alg�ebre de P. Jackson[88]dans Nuprl, le projet de formalisation de la th�eorie de Galois dans LEGO par P. Aczel[1, 13, 17] etle d�eveloppement d'analyse de J. Harrison[73] dans HOL.1.6.2 Di�cult�es et Faisabilit�eIl est admis que l'activit�e de formalisation des math�ematiques est di�cile, non pas �a cause de lalongueur des preuves mais de leur manque de pr�ecision. Cette impr�ecision se manifeste �a deuxniveaux: au niveau des preuves et au niveau du texte math�ematique (�enonc�es). Ainsi beaucoupde preuves math�ematiques contiennent des sauts qui ne sont pas justi��es formellement, mais quisont tout �a fait clairs pour les sp�ecialistes du domaine. La seconde di�cult�e est dûe au manquede pr�ecision des textes math�ematiques. Bien que les math�ematiques soient la science exacte parexcellence, le langage utilis�e en pratique par les math�ematiciens (dans les livres, articles etc.)peut être remarquablement vague. Ainsi les textes math�ematiques contiennent invariablement unepartie substantielle de langage naturel, avec tout le potentiel habituel d'ambigu��t�e et d'impr�ecision.Il peut arriver que seul le lecteur averti puisse distinguer le contenu r�eel d'un texte, et appr�ecierle contexte dans lequel les r�esultats sont �enonc�es. Or ces abus de notation sont tr�es importants enmath�ematiques, et sans eux tout texte math�ematiques court le risque de devenir illisible, comme le



20 CHAPITRE 1. FORMALISATION DES MATH�EMATIQUESsouligne Bourbaki[26].hhSi la math�ematique formelle �etait aussi simple que les jeu d'�echecs, il n'y aurait plusqu'�a r�ediger nos d�emonstrations dans ce langage [...]. Mais les choses sont loin d'êtreaussi faciles, et point n'est besoin d'une longue pratique pour s'apercevoir qu'un telprojet est compl�etement irr�ealisable; la moindre d�emonstration du d�ebut de la Th�eoriedes Ensembles exigerait d�ej�a des centaines de signes pour être formalis�ee... iiAinsi pour r�eduire la taille des textes formels et pour les rendre plus lisibles, Bourbaki pro-pose d'inclure dans le langage formel certains abus de notations similaires �a ceux rencontr�es enmath�ematiques informelles.hhD�es le livre 1 de ce trait�e s'impose donc la n�ecessit�e imp�erieuse d'abr�eger le texteformalis�e par l'introduction de mots nouveaux [...] et des r�egles de syntaxe additionnelles[...]. Ce faisant, on obtient des langages beaucoup plus maniables que le langage formalis�eproprement dit... iiCes abus de notations doivent être toutefois justi��es et le passage de ce langage vers le lan-gage compl�etement formel doit se faire de mani�ere m�ecanique. Sinon on risque d'introduire desambigu��t�es, voire des erreurs.hhNous abandonnons donc tr�es tôt la math�ematique formalis�ee, mais non sans avoir prissoin de tracer avec pr�ecision le chemin par lequel on y pourrait revenir. Les facilit�esqu'apportent les premiers hhabus de langage ii ainsi introduits nous permettront d'�ecrirele reste de ce trait�e [...] comme le sont en pratique tous les textes math�ematiques. iiCertaines conventions vont cependant plus loin que les simples abus de notations. Elles nepeuvent pas dans ce cas int�egrer le langage formel. Les textes de Bourbaki n'y renoncent mal-heureusement pas.hhSouvent même on se servira même du langage courant d'une mani�ere bien plus libreencore, par des abus de langages volontaires, par omission pure et simple des passagesqu'on pr�esume pouvoir être restitu�es par un lecteur tant soit peu exerc�e... iiMalgr�e l'utilisation d'abus de notations, les textes formels restent encore souvent illisibles. Ceciest souvent dû au fait que les preuves formelles �evacuent l'intuition. Or celle-ci, ainsi que le pro-cessus de d�ecouverte, sont parfois essentiels �a la compr�ehension d'une preuve. C'est pourquoi unepreuve formelle doit toujours être accompagn�ee d'une discussion explicative informelle (comme lesprogrammes doivent contenir des commentaires).



Premi�ere partieTh�eorie des types
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IntroductionCette partie est consacr�ee �a la description d'une famille de th�eories appel�ee th�eorie des types (ou�-calculs typ�es), que nous avons l'intention d'utiliser comme fondements pour les math�ematiques(constructives). Dans le premier chapitre, nous nous e�or�cons de mettre en �evidence l'apport dechacun des syst�emes de types introduits. Cet apport est mat�erialis�e par l'ensemble des fonctionsrepr�esentables dans une th�eorie et la capacit�e de repr�esentation de proposition logiques.Le second chapitre concerne les aspects algorithmiques de ces th�eories, indispensables pour leurutilisation dans un cadre informatique. Nous verrons ainsi comment v�eri�er qu'une preuve estune preuve correcte pour une proposition; cet algorithme d�epend �etroitement de celui d'inf�erencede types, probl�eme bien connu pour les langages de programmation. Ce chapitre introduit aussiquelques extensions (constantes, hi�erarchies d'univers, types inductifs et enregistrements), adopt�eespar la quasi-totalit�e des syst�emes de preuves.
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Chapitre 2Syst�emes de types pursLa th�eorie des types (ou �-calcul typ�e) est actuellement une discipline connaissant un d�eveloppe-ment important. L'introduction des types en math�ematiques remonte au d�ebut du si�ecle, lorsqueB.A.W. Russel et A.N. Whitehead les ont incorpor�es dans leur fameux Principia Mathematica(1910-1913) pour �eviter les paradoxes. Le d�eveloppement de la th�eorie des types a �et�e depuis sti-mul�e par l'informatique o�u les types jouent un rôle important, notamment dans les langages deprogrammation. Il y a une vari�et�e de syst�emes de types, chacun d�edi�e �a une utilisation particuli�ere.Plusieurs syst�emes d'aide �a la d�emonstration sont bas�es sur des th�eories de types. Parmi cessyst�emes, nous citons Coq et LEGO impl�ementant des variantes du Calcul des Constructions (pluspr�ecis�ement, CCI pour Coq [49] et ECC pour LEGO [104]), et NuPRL et ALF impl�ementant desth�eories dites de Martin-L�of. Les di�cult�es �a raisonner �a propos de calculs en th�eorie des ensemblessemblent avoir favoris�e le d�eveloppement des th�eories de types o�u la fonction a un statut particulier,contrairement �a la th�eorie des ensembles o�u elle est un cas particulier des relations. Ces th�eoriessont des extensions du �-calcul typ�e o�u les preuves sont repr�esent�ees �a travers l'isomorphisme deCurry-Howard.2.1 �-calcul purLe �-calcul (originellement non typ�e) fut invent�e par A. Church dans les ann�ees 30. Il l'utilisa pourformaliser la notion de fonction e�ectivement calculable. Il est maintenant �etabli que ce formalismeest �equivalent aux machines de Turing et aux syst�emes d'�equations de Kleene-G�odel. Le �-calculpeut être vu comme un langage de programmation permettant la d�e�nition de fonctions par la don-n�ee d'algorithmes, et contenant une m�ethode d'�evaluation (ou calcul) de ces algorithmes. Il s'agitl�a d'une notion intensionnelle de fonction, s'opposant �a la notion classique de graphe de fonctioncomme ensemble de paires (argument,r�esultat).Les termes du �-calcul sont inductivement d�e�nis. Il y a d'abord un ensemble de variables V .Chaque variable est elle-même un �-terme. Puis, nous avons deux principes de base de constructionsde termes qui sont l'abstraction et l'application.L'abstraction combine un terme a et une variable x en un nouveau terme [x]a (la notationoriginale est �x:a). La variable x est dite muette car elle ne sert qu'�a indiquer des positions li�eesdans a. Cette notation correspond �a la notation usuelle de fonction x 7! a. Ainsi par exemple, [x]xd�enote la fonction identit�e. 25



26 CHAPITRE 2. SYST�EMES DE TYPES PURSL'application est une construction plus simple, correspondant �a l'application de fonctions. Leterme (a b) exprime l'application de la fonction a �a l'argument b. La notation d�erive de celle usuellea(b). Remarquez que le �-calcul est tr�es lib�eral, (x y) est un �-terme l�egal bien que x n'ait pasl'apparence d'une fonction. De plus, les abstractions peuvent apparâ�tre �a l'int�erieur d'un terme.D�e�nition 2.1 (Termes du �-calcul pur)T ::= x j [x]T j (T T )avec x 2 V .Notation 2.1� Nous notons par �, l'�egalit�e syntaxique entre di��erentes entit�es (termes...).� Pour plus de commodit�e, nous noterons l'application (:::((a b1) b2):::bn) par (a b1 b2:::bn).Lorsque a a la forme d'une abstraction, i.e. est de la forme [x]a0 pour une certaine variable x et uncertain terme a0, (a b) donne alors plus d'information sur le r�esultat attendu. Ainsi ([x](x y) z) doitavoir (z y) comme r�esultat. Il y a alors une relation entre ([x](x y) z) et (z y), appel�ee �-r�eduction.D�e�nition 2.2 (Variable libre et variable li�ee)� Toute occurrence de la variable x dans le terme [x]a est li�ee. Une variable est li�ee dans unterme si elle a au moins une occurrence li�ee dans ce terme.� L'ensemble des variables libres d'un terme est d�e�ni par r�ecurrence:V L(x) = fxgV L([x]a) = V L(a) n fxgV L((a b)) = V L(a) [ V L(b)D�e�nition 2.3 (Substitution) Soient a et c deux termes et x une variable, le terme a[x  c]est obtenu en substituant le terme c �a toutes les occurrences libres de x dans a.x[x c] = cy[x c] = y si y 6� x([x]a)[x c] = [x]a([y]a)[x c] = [y](a[x c]) si y 6� x et y 62 V L(c)([y]a)[x c] = [z](a[y  z][x c]) si y 6� x; y 2 V L(c); z 62 V L(a) et z 62 V L(c)(a b)[x c] = (a[x c] b[x c])Remarque 2.1 (�-conversion) La di�cult�e de la d�e�nition de la substitution provient du faitqu'on doit �eviter les captures de variables. Ainsi par exemple, pour substituer une variable x �a ydans [x](x y), on doit d'abord renommer la variable li�ee x en une nouvelle, disons z, pour obteniren�n (z x). Les termes [x](x y) et [z](z y) sont consid�er�es comme identiques. Plus g�en�eralement, [x]aet [z]a0 sont dits identiques si a et a0 ne di��erent que par le point suivant: �a chaque occurrence librede x dans a, nous avons une occurrence libre de z dans a0 �a la même position, et vice versa. Cetterelation est appel�ee �-conversion. La formulation dite de de Bruijn permet d'�eviter ces tracas. Danscette formulation, les variables li�ees sont remplac�ees par des indices de de Bruijn[115]; l'id�ee estque toute variable li�ee peut-être cod�ee par sa hauteur de liaison (le nombre de � que l'on rencontreavant d'atteindre le � lieur). Par exemple, [x][y](x y) devient ��(1 0).



2.2. �-CALCUL SIMPLEMENT TYP�E 27D�e�nition 2.4 (R�eduction)� La relation de �-r�eduction en une �etape !� est la plus petite relation telle que:{ ([x]a b)!� a[x b],{ si M !� N alors (M b)!� (N b), (a M)!� (a N) et [x]M !� [x]N .� La relation de �-r�eduction !�� est la plus petite relation r�eexive et transitive contenant larelation !�.� La relation de �-�equivalence =� est la plus petite relation d'�equivalence contenant !�.� Un terme M est dit normal s'il n'existe pas de terme N tel que M !� N .Il existe une autre r�egle de r�eduction qui est la �-r�eduction.D�e�nition 2.5 (�-r�eduction) [x](a x)!� a si x 62 V L(a)2.2 �-calcul simplement typ�eDans le �-calcul pur, rien n'est dit concernant le domaine d'appartenance des variables apparaissantdans un terme. Ceci a des e�ets ind�esirables: les calculs (formalis�es par la �-r�eduction) peuventne pas terminer. C'est notamment le cas de ([x](x x) [x](x x)). Ceci est dû au fait que les r�eglesde formation des �-termes sont trop laxistes. En e�et la r�egle d'application permet d'appliquern'importe quel terme t �a n'importe quel terme u, sans s'assurer que t est bien une fonction et u unobjet du domaine de cette fonction. Une fa�con d'y rem�edier est d'associer �a chaque objet un type.Il existe deux mani�eres d'ajouter des types au �-calcul pur. �Etant donn�e un �-terme pur, oncherche �a lui associer un type, s'il existe; ou mieux: on essaie de trouver son type le plus g�en�eral,ou sch�ema de type principal[98]. Ce typage est appel�e typage implicite ou typage �a la Curry.Une autre approche, appel�ee typage explicite ou typage �a la Church, consiste �a ins�erer des infor-mations de typage dans le terme lui-même, lors de sa construction. Dans un tel syst�eme, �a chaquevariable li�ee (suivant un �) est associ�e un type. Nous adoptons cette approche car les syst�emes �ala Church sont plus adapt�es �a l'impl�ementation sur ordinateur.Les types sont form�es grâce �a deux r�egles:� les constantes de types (nat, bool, etc.) sont des types,� si A et B sont des types, alors A! B est un type. Il correspond au type des fonctions de Adans B.D�e�nition 2.6 (Termes et types du �-calcul simplement typ�e)T ::= x j [x : U ]T j (T T )U ::= c j U ! Uo�u c 2 C, l'ensemble des constantes de types.



28 CHAPITRE 2. SYST�EMES DE TYPES PURSNotation 2.2 (S�equences (ou listes) d'objets) Nous notons par [a1; :::; an] les s�equences or-donn�ees (ou listes) d'objets. L'objet d'ordre i est ai. La s�equence vide est not�ee par [].Les op�erations suivantes sont d�e�nies pour les s�equences:� Le pr�edicat d'appartenance, not�e par 2, est d�e�ni comme pour les ensembles: a 2 � si etseulement si a est un objet de la s�equence �.� L'ajout d'objets �a une s�equence peut se faire par son d�ebut comme par sa �n.Ainsi: a; [a1; :::; an] = [a; a1; :::; an] et [a1; :::; an]; a = [a1; :::; an; a].� La s�equence � n a est la s�equence � sans la premi�ere occurrence de l'objet a (si elle existe).� Soit P un pr�edicat. L'expression PremP (:)(�) d�esigne le premier objet de � v�eri�ant P s'ilexiste (donc P (PremP (:)(�)) est vrai).� La concat�enation de s�equences, not�ee �, est d�e�nie par:[a1; :::; an] � [b1; :::; bm] = [a1; :::; an; b1; :::; bm]Comme un terme peut contenir des variables libres, on ne peut le typer que si l'on pr�ecise d'abordle type de ses variables. Un contexte, g�en�eralement d�esign�e par une lettre majuscule grecque (� ou�) est donc une liste de paires x : A compos�ees chacune d'une variable et d'un type. On d�esignepar [] le contexte vide, et par �; x : A le contexte � auquel on a ajout�e la paire x : A. Un jugementde typage est donc d�ecrit par un triplet (contexte, terme, type). On �ecrit � `M : A pour dire queM est de type A dans �. Nous d�esignons par Dom(�) l'ensemble des variables d�eclar�ees dans �.En�n, nous d�esignons par �x le type associ�e �a x dans �, il est ind�e�ni si x n'est pas d�eclar�e dans �.D�e�nition 2.7 (R�egles du �-calcul simplement typ�e)Soit C un ensemble de constantes de types.� Pr�edicat Type pour les expressions de types bien form�ees.(TConst) c 2 Cc Type(TFun) A Type B TypeA! B Type� Jugement � ` pour les contextes bien form�es.(CVide) [] `(CVar) � ` A Type x 62 Dom(�)�; x : A `



2.3. SYST�EMES DE TYPES PURS (PTS) 29� Jugement de typage. (Nom) x 2 Dom(�)� ` x : �x(Lam) �; x : A ` b : B� ` [x : A]b : A! B(App) � ` a : B ! A � ` b : B� ` (a b) : ARemarque 2.2 Dans la relation de typage que nous venons de pr�esenter, les probl�emes de nom-mage ont �et�e quelque peu n�eglig�es. En e�et la r�egle (CVar) impose que les noms de variablesd'abstractions imbriqu�ees soient tous di��erents. Une op�eration de �-conversion (remarque 2.1)peut alors être n�ecessaire avant typage, comme dans le terme [x : A][x : B]x, qui doit être renomm�epar exemple en [y : A][x : B]x.D�e�nition 2.8 (Terme bien typ�e) Un terme M est dit bien typ�e dans un contexte � s'il existeun type A tel que � `M : A.Nous �enon�cons les principales propri�et�es de ce calcul. La normalisation forte signi�e que si Mest un terme bien typ�e dans un contexte �, alors toute r�eduction issue de ce terme termine sur uneforme normale; et la conuence nous assure que deux r�eductions issues d'un même terme terminentsur la même forme normale.Lemme 2.1 (Conuence) La �-r�eduction est conuente, i.e. 8M;N; P: M !�� N ^ M !��P ) 9Q: N !�� Q ^ P !�� Q.Lemme 2.2 (Normalisation forte) La �-r�eduction est fortement normalisable sur les types bientyp�es, i.e. que si M est bien typ�e, alors il n'existe pas de s�equence in�nie de r�eductions de la formeM !� N1 !� N2 !� :::.Lemme 2.3 (Pr�eservation du type) Si � `M : A et M !�� N , alors � ` N : A.2.3 Syst�emes de types purs (PTS)2.3.1 D�e�nitions g�en�eralesLe �-calcul simplement typ�e et plusieurs de ses extensions peuvent être obtenus comme instancesde syst�emes de types purs[19] (en anglais, PTS: Pure Type System).D�e�nition 2.9 (PTS) Un PTSest d�e�ni par la donn�ee d'un triplet hS;A;Ri:� un ensemble S de constantes appel�ees sortes,� un ensemble A d'axiomes de la forme hs1; s2i avec s1; s2 : S,� un ensemble R de r�egles de la forme hs1; s2; s3i avec s1; s2; s3 : S.



30 CHAPITRE 2. SYST�EMES DE TYPES PURSNous commen�cons par g�en�eraliser le type des fonctions en introduisant les types d�ependants.Consid�erons le type A ! B; dans un syst�eme avec types d�ependants, le type du r�esultat doitpouvoir d�ependre de la valeur de l'argument x : A. Pour rendre compte de cette d�ependance, nousadoptons la notation (x : A)B (ou �x : A:B) o�u x est li�e, et peut donc apparâ�tre dans B. Lanotation A! B devient une abr�eviation de (x : A)B lorsque x n'apparâ�t pas dans B.Nous allons aussi cesser de distinguer entre les termes et les types. Ils sont tous des termes dela th�eorie; certains termes vont agir comme type de certains autres.D�e�nition 2.10 (Termes des PTS)T ::= s j x j [x : T ]T j (T T ) j (x : T )TD�e�nition 2.11 (R�egles des PTS) Les jugements � ` et � ` M : A sont d�e�nis de mani�eremutuellement inductive. (CVide) ; `(CVar) � ` A : s s 2 S x 62 Dom(�)�; x : A `(Axiom) hs1; s2i 2 A� ` s1 : s2(Name) x 2 �� ` x : �x(Lam) �; x : A ` b : B � ` (x : A)B : s� ` [x : A]b : (x : A)B(Prod) � ` A : s1 �; x : A ` B : s2 hs1; s2; s3i 2 R� ` (x : A)B : s3(App) � ` a : (x : B)A � ` b : B� ` (a B) : A[x b](Conv) � ` A : s � `M : B A =� B� `M : ACette d�e�nition n�ecessite quelques commentaires. Les sortes peuvent être vues comme deshhsuper-types ii, par exemple les produits d�ependants sont eux-mêmes typ�es par des sortes. Lesproduits possibles sont indiqu�es dans R. L'ensemble A est quant �a lui donn�e pour typer les sortes(non n�ecessairement toutes). Du cot�e des r�egles de typage, les r�egles (Lam) et (App) sont similaires�a celles des types fonctionnels usuels, mais font apparâ�tre la d�ependance lors de l'application. En-�n la r�egle (Conv) est rajout�ee pour nous garantir que deux termes �-�equivalents ont les mêmespropri�et�es vis-�a-vis du typage.Les PTS les plus �etudi�es sont ceux qui sont dits fonctionnels, car ils garantissent l'unicit�e dutype (modulo conversion).



2.3. SYST�EMES DE TYPES PURS (PTS) 31D�e�nition 2.12 (PTS fonctionnels) Un PTS est dit fonctionnel si pour tout s 2 S, il existeau plus un s0 2 S tel que hs; s0i 2 A, et pour tous s1; s2 2 S, il existe au plus un s3 : S tel quehs1; s2; s3i 2 R.Lemme 2.4 (Unicit�e du type pour les PTS fonctionnels)Si � `M : A et � `M : B, alors A =� B.Preuve [19]2.3.2 Cube de BarendregtLe cube de Barendregt[19] consiste en huit PTS fonctionnels particuliers dispos�es sur les sommetsd'un cube et o�u les �eches d�enotent des inclusions.F - �P2@@@@R @@@@RF! -6 CC�!6 - �P@@@@R @@@@R�!6 - �P!6Tous ces PTS comportent deux sortes S = f�;2g, un seul axiome A = f� : 2g, et leur r�eglessont de la forme hs; s0; s0i qu'on abr�ege en hs; s0i. Nous d�etaillons quatre de ces syst�emes. Les autressyst�emes sont �P , �P!, �! et �P2.� �-calcul simplement typ�e (�!) R = fh�; �igC'est une formulation l�eg�erement di��erente de celle qu'on a vu pr�ec�edemment; le terme � estle type de tous les types, mais il n'est pas lui-même de type �. Ce qui nous permet d'�enoncerla proposition A Type de mani�ere plus uniforme par A : �. Un autre avantage est qu'on n'aplus �a �xer une fois pour toutes l'ensemble des types de base; ils sont introduits au fur et �amesure de nos besoins par c : � en utilisant la r�egle (CVar).� Syst�eme F R = fh�; �i; h2; �igCe syst�eme a �et�e invent�e par Girard en 1972 et red�ecouvert par Reynolds en 74 sous le nom de�-calcul polymorphe. Il �etend le �-calcul simplement typ�e par le polymorphisme. Ceci permetla formation de termes d�ependants de types, comme pour la fonction identit�e [A : �][x : A]xdont le type est (A : �)A! A; sans polymorphisme, il aurait fallu d�e�nir une fonction identit�epour chaque type.



32 CHAPITRE 2. SYST�EMES DE TYPES PURS� Syst�eme F! R = fh�; �i; h2; �i; h2;2igLe syst�eme F! g�en�eralise le syst�eme F en autorisant les fonctionnelles de types, comme danslist : � ! � ou encore la d�e�nition du produit de types [A : �][B : �](C : �)(A! B ! C)!C : � ! � ! �. Un PTS poss�edant la r�egle h2;2i est dit admettre des constructeurs de types.� Calcul des Constructions CC R = fh�; �i; h�;2i; h2; �i; h2;2igEn�n, CC rajoute une nouvelle r�egle h�;2i permettant de faire d�ependre les types des termes.On peut ainsi d�e�nir le type des vecteurs de bool�een vectb : nat! � o�u (vectb n) est le typedes vecteurs de bool�eens de longueur n. En utilisant le polymorphisme, on peut d�e�nir letype polymorphe vect : � ! nat ! �. Le type de la concat�enation de vecteurs sera alors(A : �)(n : nat)(vect A n)! (m : nat)(vect A m)! (vect A m+n). C'est toute la puissancedes types d�ependants. Ce syst�eme a �et�e invent�e par Coquand et Huet en 1985.Les propri�et�es simples ci-dessous peuvent être trouv�ees dans [19].Lemme 2.5 (Lemmes de G�en�eration)� � ` s : X =) 9s0: s0 =� X ^ hs; s0i 2 A.� � ` x : X =) 9A: A =� X ^ (x : A) 2 �.� � ` (x : A)B : X =) 9s1; s2; s3: s3 =� X ^ hs1; s2; s3i 2 R ^ � ` A : s1 ^ �; x : A ` B : s2.� � ` [x : A]b : X =) 9s1; s2; s3; B: (x : A)B =� X ^ hs1; s2; s3i 2 R ^ � ` A : s1 ^ �; x :A ` b : B ^ �; x : A ` B : s2.� � ` (a b) : X =) 9x;A;B: A[x b] =� X ^ � ` a : (x : B)A ^ � ` b : B.Tous les calculs du cube ont les propri�et�es de normalisation forte, conuence et pr�eservation dutypage. La preuve de ces propri�et�es se trouve dans [19].Lemme 2.6 (Conuence) La �-r�eduction est conuente.Lemme 2.7 (Normalisation forte) La �-r�eduction est fortement normalisable sur tous les ter-mes bien typ�es.Lemme 2.8 (Pr�eservation du typage) Si � `M : A et M !�� N , alors � ` N : A.2.4 Pouvoir d'expressionUne motivation pour l'introduction de ces di��erentes extensions du �-calcul simplement typ�e estd'accrô�tre sa puissance d'expression, i.e. l'ensemble des fonctions repr�esentables.Les entiers naturels peuvent être repr�esent�es par les entiers de Church. L'entier n est repr�esent�epar le terme n ci-dessous o�u A est un type (�x�e une fois pour toutes) et f est it�er�e n fois.n = [f : A! A][x : A](f:::(f x):::)



2.4. POUVOIR D'EXPRESSION 33Son type est (A! A)! A! A. On dit qu'une fonction f : Nk ! N est repr�esent�ee par un termeM si pour tout k-uplet hn1; :::; nki, on a:(M n1:::nk) =� f(n1; :::; nk)Rappelons que le �-calcul simplement typ�e ne permet de repr�esenter que les polynômes �etenduspar le test �a z�ero.Dans le syst�eme F , il est possible d'abstraire la d�e�nition des entiers par rapport au type A, onobtient alors: n = [A : �][f : A! A][x : A](f:::(f x):::)de type nat = (A : �)(A ! A) ! A ! A. Cette d�e�nition permet d'it�erer des fonctions detype A ! A pour n'importe quel type A. Le syst�eme F permet de repr�esenter toutes les fonc-tions prouvablement totales en arithm�etique du second ordre. Comme exemple, nous donnons larepr�esentation de la fonction puissance:nm = [A : �](m (A! A) (n A))Quant au syst�eme F!, il permet de repr�esenter toutes les fonctions arithm�etiques prouvablementtotales d'ordre sup�erieur.Une autre alternative est de repr�esenter les entiers par une variable 0 : nat et une variablesuccesseur S : nat ! nat avec nat : � une variable. Malheureusement, l'expressivit�e est encoreplus faible qu'auparavant; seules les fonctions constantes et les fonctions ajoutant une constante �al'un de leurs arguments sont repr�esentables dans le �-calcul simplement typ�e. Pour obtenir plus defonctions repr�esentables, il faut se donner un op�erateur de r�ecursion. On obtient alors le syst�eme Tde G�odel. Les r�egles de calcul pour l'op�erateur de r�ecursion R sont:(R 0 f x) ! x(R (S n) f x) ! (f n (R n f x))Beaucoup de fonctions arithm�etiques sont repr�esentables dans ce calcul: les fonctions primitivesr�ecursives, mais �egalement les fonctions primitives r�ecursives avec param�etres fonctionnels commela fonction d'Ackermann.Il faut toutefois temp�erer ces r�esultats qui ne concernent que la d�e�nition de fonctions exten-sionnelles. Des fonctions extensionnellement �equivalentes peuvent di��erer par leur complexit�e. Cetteanalyse a pouss�e L. Colson[41] �a s'int�eresser �a la d�e�nissabilit�e d'algorithmes (fonctions intension-nelles). Il d�emontre alors que la r�ecursion primitive n'est pas capable d'exprimer l'algorithme decalcul du minimum de deux entiers n etm en faisant un nombre d'op�erationsmin(n;m). Le syst�emeF , extentionnellement beaucoup plus puissant que le syst�eme T , peine pourtant �a simuler e�cace-ment les op�erateurs de r�ecursion primitive de ce dernier; l'algorithme minF impl�emente dans lesyst�eme F le calcul de min de deux entiers n et m en un temps �equivalent �a 92min(n;m)2.



34 CHAPITRE 2. SYST�EMES DE TYPES PURS2.5 Correspondance logiqueCes syst�emes de types admettent une interpr�etation logique; c'est la correspondance de Curry-Howard (on dit aussi en anglais, propositions-as-types). Il convient aussi de rajouter le nom de deBruijn qui a d�ecouvert ind�ependemment la même notion.L'id�ee est simple: les types sont interpr�et�es comme des propositions, et la preuve d'une proposi-tion est un terme du type correspondant. Prouver une proposition revient alors �a exhiber un termedu type correspondant. Lorsqu'une proposition n'a pas de preuve, il n'existe pas de terme de cetype. Il est d'ailleurs d'usage de noter la sorte � par Prop (type des propositions) et 2 par Type.Il est aussi d'usage d'appeler habitants les preuves d'une proposition; une proposition est habit�ee sielle admet au moins une preuve.Consid�erons maintenant le �-calcul simplement typ�e. Le terme [x : A]B de type A ! B peutêtre consid�er�e comme une fonction associant �a tout terme de type A (preuve de A), un termede type B (preuve de B). Le terme [x : A]B peut ainsi être vu comme une preuve de A ) B,d'apr�es la s�emantique des preuves �elabor�ee par Heyting: une preuve de A) B est une constructiontransformant toute preuve de A en une preuve de B. De cette observation, nous d�eduisons que !interpr�ete l'implication ).Les r�egles de typage deviennent ainsi des syst�emes d'inf�erences logiques pr�esent�ees sous formede d�eduction naturelle; les r�egles (Prod) et (App), restreintes au cas du �-calcul simplement typ�e,sont respectivement les r�egles d'introduction et d'�elimination de ). Les contextes de typage sesont donc tout naturellement transform�es en contextes d'axiomes (ou hypoth�eses). Par exemple,si on se donne deux axiomes A ) B ) C et B et que l'on veut prouver A ) C, ceci revient �ase donner f : A ! B ! C et b : B. Le terme [a : A]((f a) b) de type A ! C est une preuve deA) C. En r�esum�e, le �-calcul simplement typ�e repr�esente la logique minimale. Il permet aussi derepr�esenter la logique propositionnelle intuitionniste en ajoutant des r�egles de typage (inf�erence)pour les autres connecteurs.De même, le syst�eme F correspond �a une logique propositionnelle du second ordre et F! �aune logique d'ordre sup�erieur. En e�et il est possible dans le syst�eme F de quanti�er sur lespropositions grâce aux types d�ependants; la proposition Q = 8A : Prop:A ) A est traduite par(A : Prop)A ! A, et sa preuve est le terme [A : Prop][x : A]x. Dans le contexte de la logique, lepolymorphisme est appel�e impr�edicativit�e car il permet d'appliquer des propositions �a elles-mêmes.La n�egation et la proposition absurde sont d�e�nissables dans F , cependant la conjonction et ladisjonction ne le sont pas. Toutefois, pour toutes propositions A et B, on peut d�e�nir A ^ B etA _ B.� absurde: ? = (C : Prop)C : Prop?-elim = [C : Prop][p : ?](p C) : (C : Prop)? ! C� n�egation: : = [C : Prop]C ! ?Les r�egles :-intro et :-elim sont des cas particuliers de (Prod) () -intro) et (App) () -elim).Le syst�eme F! �etend cette quanti�cation aux implications de propositions. Les connecteurslogiques sont ainsi d�e�nissables dans F!:



2.5. CORRESPONDANCE LOGIQUE 35� conjonction: ^ = [A : Prop][B : Prop](C : Prop)(A! B ! C)! C: Prop! Prop! Prop^-intro = [A : Prop][B : Prop][a : A][b : A][C : Prop][f : A! B ! C](f a b): (A : Prop)(B : Prop)A! B ! A ^B^-elim1 = [A : Prop][B : Prop][p : A ^B](p A [a : A][b : B]a): (A : Prop)(B : Prop)A ^B ! A^-elim2 = [A : Prop][B : Prop][p : A ^B](p B [a : A][b : B]b): (A : Prop)(B : Prop)A ^B ! B� disjonction: _ = [A : Prop][B : Prop](C : Prop)(A! C)! (B ! C)! C: Prop! Prop! Prop_-intro1 = [A : Prop][B : Prop][a : A][C : Prop][f : A! C][q : B ! C](f a): (A : Prop)(B : Prop)A! A _ B_-intro2 = [A : Prop][B : Prop][b : B][C : Prop][f : A! C][g : B ! C](g b): (A : Prop)(B : Prop)B ! A _ B_-elim = [A : Prop][B : Prop][C : Prop][p : A _ B][f : A! C][g : B ! C](p C f g): (A : Prop)(B : Prop)(C : Prop)(A _B) ! (A! C)! (B ! C)! CLes termes canoniques de type A ^ B sont de la forme (^-intro A B a b) o�u a et b sont re-spectivement de type A et B. Alors que les termes canoniques de type A _ B sont de la forme(_-intro1 A B a) et (_-intro2 A B b) o�u a et b sont respectivement de type A et B. La correspon-dance logique est encore une fois con�rm�ee par la s�emantique de Heyting:� une preuve de A ^B est une paire form�ee d'une preuve de A et d'une preuve de B.� une preuve de A _B est une paire dont la seconde composante est soit une preuve de A soitune preuve de B, la premi�ere composante �etant un bool�een indiquant s'il s'agit d'une preuvede A ou de B.Nous allons voir maintenant comment repr�esenter le calcul des pr�edicats. Il nous faut pour celanous placer dans le calcul des constructions. Un pr�edicat P sur un type A peut être consid�er�ecomme une fonction associant �a tout objet a : A, une proposition (P a); le pr�edicat P est v�eri��een a si et seulement si (P a) est habit�e. Un pr�edicat sur les entiers est alors tout terme de typenat ! Prop, comme EstPair : nat ! Prop; �etant donn�e un terme n : nat, on pourra construirela proposition (EstPair n) : Prop. Les types d�ependants sont alors utilis�es pour interpr�eter laquanti�cation universelle; (n : nat)(EstPair n + 2) se lit 8n : nat:(EstPair n + 2). En e�et, onretrouve bien la s�emantique de Heyting du quanti�cateur universel: une preuve de 8x : A:P est unefonction qui �a tout a de type A associe une preuve de B[x a]. Quant au quanti�cateur existentiel9, il est d�e�nissable comme suit:



36 CHAPITRE 2. SYST�EMES DE TYPES PURS� quanti�cateur existentiel:9 = [A : Prop][P : A! Prop](C : Prop)((x : A)(P x)! C)! C: (A : Prop)(A! Prop)! Prop9-intro = [A : Prop][P : A! Prop][a : A][p : (P a)][C : Prop][q : (x : A)(P x)! C](q a p): (A : Prop)(A! Prop)(a : A)(P a)! 9A:P9-elim = [A : Prop][P : A! Prop][C : Prop][p : 9A:P ][q : (x : A)(P x)! C](p C q): (A : Prop)(A! Prop)(C : Prop)9A:P ! ((x : A)(P x)! C)! CUn terme (preuve) de type 9A:P est de la forme (9-intro A P a p) o�u a est une preuve de Aet p une preuve de (P a). Ce qui correspond, encore une fois, �a la s�emantique de Heyting pour 9.2.6 Th�eorie des types extensionnelleL'�egalit�e est l'une des plus importantes constructions dans l'�etude de la logique et des syst�emesde preuves. En particulier, le probl�eme concernant la nature intensionnelle ou extensionnelle del'�egalit�e a �et�e longtemps au centre de ces recherches. L'�egalit�e dans notre langage est l'�egalit�ed�e�nitionnelle; elle est intensionnelle: deux objets sont �egaux si et seulement si ils ont la mêmevaleur. La notion d'extensionnalit�e de l'�egalit�e concerne l'�egalit�e de fonctions (termes dont le typeest fonctionnel (x : A)B). En g�en�eral, une �egalit�e est extensionnelle si pour toutes fonctions f etg de même type, pour avoir f et g �egaux, il su�t que (f a) et (g a) soient �egaux pour tout adans leur domaine commun. Notre �egalit�e n'est pas extensionnelle dans ce sens: [x : nat](+ x 1) et[x : nat](+ 1 x) retournent la même valeur pour tout entier n, mais ne sont pas d�e�nitionnellement�egaux car leurs valeurs sont di��erentes. Notre �egalit�e �echoue aussi �a être faiblement extensionnelle:les �-�egalit�es [x : A](f x) = f avec x 62 V L(f) ne sont pas v�eri��ees en g�en�eral.D'autre part l'�egalit�e est consid�er�ee comme un op�erateur de base pour former des propositionslogiques. Comme l'�egalit�e d�e�nitionnelle n'est pas propositionnelle, il est important de d�ecrire etde raisonner sur la notion d'�egalit�e d�e�nitionnelle �a l'int�erieur même du langage. Dans les th�eoriesintensionnelles, la logique d'ordre sup�erieur permet la d�e�nition d'une �egalit�e propositionnelle surle principe de Leibniz que deux objets sont �egaux si et seulement s'ils ne peuvent être distingu�espar aucune propri�et�e (exprim�ee comme pr�edicat sur le type des objets consid�er�es). Cette �egalit�esera �etudi�ee en 6.2.1.En th�eorie extensionnelle des types, l'�egalit�e d�e�nitionnelle est appel�ee hh�egalit�e de jugement iiet est not�ee a = b : A, �enon�cant que a et b sont deux objets de type A et sont d�e�nitionnellement�egaux. Quant �a l'�egalit�e propositionnelle Id(A; a; b), ses objets sont des preuves pour l'assertion hhaet b sont des objets �egaux de type A ii. La seule r�egle distinguant les th�eories intensionnelles desth�eories extensionnelles est la r�egle de r�eexion:� ` e : Id(A; a; b)� ` a = b : AC'est la seule r�egle qui d�eduit un jugement d'�egalit�e �a partir d'un jugement de typage. Grâce �a elle,on peut substituer un �egal �a un �egal non seulement pour l'�egalit�e d�e�nitionnelle mais aussi pourl'�egalit�e d�e�nitionnelle. L'ajout de cette r�egle ne met pas en p�eril la coh�erence de la th�eorie, mais



2.6. TH�EORIE DES TYPES EXTENSIONNELLE 37modi�e profond�ement son comportement calculatoire. Dans les th�eories intensionnelles, le calculest essentiellement la �-r�eduction, alors que dans les th�eories extensionnelles, une �etape de calcul�el�ementaire peut n�ecessiter la preuve que des objets de complexit�e arbitraire sont �egaux. Aussil'�egalit�e d�e�nitionnelle n'est plus d�ecidable, ainsi que le jugement de typage, i.e. on ne peut pasd�ecider � `M : A pour �, M et A donn�es. Leur impl�ementation sur ordinateur devenant ainsi tr�escompliqu�ee. Le syst�eme Nuprl[42] est un exemple d'impl�ementation de th�eorie extensionnelle destypes (une version extensionnelle de la th�eorie de Martin-L�of).



38 CHAPITRE 2. SYST�EMES DE TYPES PURS



Chapitre 3ExtensionsLe calcul des constructions a �et�e introduit comme une base pour la formalisation des math�ema-tiques constructives[44]. C'est un puissant formalisme pour exprimer des notions math�ematiques.Toutefois un nombre important d'extensions ont �et�e consid�er�ees. Ces extensions ont plusieurs moti-vations, non seulement le d�esir d'explorer le champ des extensions coh�erentes du calcul, mais aussipour satisfaire des besoins pratiques de preuves formelles et de d�eveloppements de programmes.Nous d�ecrivons dans ce chapitre quelques unes de ces extensions. La th�eorie des types obtenueest alors tr�es proche de la th�eorie du syst�eme de preuve Coq[49], que nous utiliserons dans lesprochains chapitres pour la formalisation de la th�eorie des cat�egories.Nous nous int�eressons particuli�erement �a l'aspect algorithmique, dans le but de r�epondre auxquestions d'impl�ementation sur ordinateur. Les deux principaux probl�emes abord�es sont:� Le probl�eme de v�eri�cation de type pour une relation d'inf�erence `, consiste �a d�eterminer si� `M : A (�a lire hhM admet le type A dans le contexte de d�eclarations � ii) pour un contexte� et des termes M et A donn�es.� Le probl�eme du typage, consiste �a d�ecider, �etant donn�es un contexte � et un terme M , s'ilexiste un type B tel que � `M : B.Ces probl�emes sont r�esolus par la construction d'un algorithme d'inf�erence de type qui, �etantdonn�es un contexte � et un terme M , calcule si possible, un type B tel que � `M : B, et �echouesinon. Pour les PTS fonctionnels (donc poss�edant la propri�et�e d'unicit�e du type, voir lemme 2.4),pour v�eri�er si � `M : A, il su�t alors de v�eri�er que A et le type inf�er�e de M sont convertibles.Chaque section de ce chapitre est consacr�ee �a une extension. Les extensions abord�ees sont dansl'ordre: les constantes, les univers et les univers ottants, les types inductifs et les enregistrementsd�ependants.3.1 ConstantesLes langages de programmation fournissent d'habitude un m�ecanisme pour introduire des d�e�ni-tions, c'est �a dire une abr�eviation ou nom pour un terme pouvant être utilis�e plusieurs fois dans39



40 CHAPITRE 3. EXTENSIONSd'autres termes. En math�ematiques aussi, au cours d'un �enonc�e ou d'une d�emonstration, il n'estpas rare d'utiliser une abr�eviation pour manipuler une expression compliqu�ee souvent r�ep�et�ee. Dansles deux cas, l'introduction d'abr�eviations n'a�ecte ni la signi�cation des objets manipul�es, ni leurspropri�et�es.Dans un syst�eme de preuve, un m�ecanisme de d�e�nitions est n�ecessaire pour faciliter la manipu-lation des objets math�ematiques par l'humain. Il �evite aussi �a l'ordinateur les d�epassements decapacit�e (overow) caus�es par la taille des termes.Les d�e�nitions sont d'habitude consid�er�ees au niveau du m�eta-langage et non comme faisantpartie du syst�eme logique. Il est n�eanmoins important d'inclure les d�e�nitions dans la syntaxe du �-calcul et d'�etudier ses propri�et�es a�n que les syst�emes de preuve soient �d�eles aux syst�emes logiquesqu'ils impl�ementent. C'est d'autant plus vrai avec les d�e�nitions r�ecursives dont le d�epliage peuts'it�erer.3.1.1 Pr�esentationLes PTS avec constantes ou d�e�nitions ont �et�e notamment �etudi�es par E. Poll[130]l et P. Severi[143].Pour �etendre un PTS avec des constantes, il faut ajouter les constructions suivantes (A est le typede la constante): c := a : A constante globale (dans le contexte)[c := a : A]b constante locale (dans un terme)Nous o�rons aussi dans notre langage deux nouvelles possibilit�es:� D�eclarer le type d'un terme; ainsi a :: A est un terme dont le type est A, A est appel�e cast1.Bien entendu le type d�eclar�e de a doit être convertible avec son type inf�er�e. C'est par exempleutile pour imposer un type plus concis pour un terme.� La d�eclaration du type d'une constante est facultative, puisqu'il peut être inf�er�e �a partir desa valeur. On peut d'ailleurs toujours l'imposer en utilisant des casts; c := a : A est �equivalent�a c := a :: A.Nous �etendons les d�e�nitions vues pr�ec�edemment pour prendre en compte les constantes.D�e�nition 3.1� Les contextes sont d�e�nis par: � ::= [] j �; x : T j �; c := T : T� La grammaire des termes est maintenant:T ::= s j x j [x : T ]T j (T T ) j (x : T )T j [c := T : T ]T j T :: T� Nous d�e�nissons deux fonctionsDecl et Def calculant respectivement l'ensemble des variablesd�eclar�ees et l'ensemble des constantes d�e�nies dans un contexte. La fonction Dom est alorsred�e�nie par Dom(�) = Decl(�)[Def(�).1le terme le plus appropri�e est coercion; ce terme est toutefois utilis�e pour une autre notion (chapitre 5).



3.1. CONSTANTES 41� On �etend la notation �x au cas des constantes pour d�esigner leur type. Nous d�esignons par�valc la valeur de la constante c dans �.Les d�e�nitions des notions de variable libre et substitution sont modi��ees.D�e�nition 3.2 (Variables libres et substitution)� L'ensemble des variables libres est d�e�ni comme en 2.2, en ajoutant les cas suivants:V L([x := a : A]b) = V L(a) [ V L(A) [ (V L(b)� fxg)V L(a :: A) = V L(a) [ V L(A)� L'op�eration de substitution est d�e�nie comme en 2.3, en rajoutant les cas suivants:([x := a : A]b)[x c] = [x := a : A]b([y := a : A]b)[x c] = [y := a[x c] : A[x c]]b[x c] si y 6� x et y 62 V L(c)([y := a : A]b)[x c] = [z := a[x c] : A[x c]]b[y z][x c]si y 6= x, y 2 V L(c) et z 62 V L(c)(a :: A)[x c] = a[x c] :: A[x c]De nouvelles r�egles de calcul sont aussi introduites pour prendre en compte l'op�eration d'expansiondes constantes. Le principe est de remplacer un nom de constante par sa valeur. Pour cel�a, la r�e-duction d�epend du contexte contenant toutes les d�e�nitions de constantes.D�e�nition 3.3 (�-r�eduction) La relation de �-r�eduction en une �etape !� est la plus petiterelation telle que:� � ` c!� �valc avec c 2 Def(�)� � ` [x := a : A]b!� b si x 62 V L(b)� si � `M !� N alors � ` (M b)!� (N b), � ` (a M)!� (a N), � ` [x : M ]a!� [x : N ]a,� ` (x : M)a !� (x : N)a, � ` [x := a :M ]b !� [x := a : N ]b, � ` M :: A !� N :: A,� ` a ::M !� a :: N et � ` [x :=M : A]b!� [x := N : A]b� si �; x : A `M !� N alors � ` [x : A]M !� [x : A]N et � ` (x : A)M !� (x : A)N .� si �; x := A `M !� N alors � ` [x := a : A]M !� [x := a : A]N .La relation de ��-�equivalence =�� est la plus petite relation d'�equivalence contenant !� et !�.Nous �ecrirons M =�� N au lieu de � `M =�� N lorsque le contexte � peut facilement être d�eduit.Nous introduisons aussi de nouvelles r�egles d'inf�erence r�egissant la d�eclaration et le typage desconstantes.D�e�nition 3.4 Nous �etendons le syst�eme d'inf�erence des PTS (2.11).� On �etend la relation de validit�e des contextes par:(CConst) � ` a : A c 62 Dom(�)�; c := a : A `



42 CHAPITRE 3. EXTENSIONS� On rajoute les trois r�egles suivantes au jugement de typage:(CConstL) �; c := a : A ` B : s� ` [c := a : A]B : s(CConstL-intro) �; c := a : A ` b : B �; c := a : A ` B : s� ` [c := a : A]b : [c := a : A]B(Cast) � ` A : s � ` a : A� ` a :: A : Aet on modi�e la r�egle (Conv) comme suit:(Conv) � ` A : s � `M : B � ` A =�� B� `M : A3.1.2 Inf�erence de typesL'inf�erence de type dans un PTS quelconque avec constantes est �etudi�ee dans [143]. Pour notre part,dans le but d'avoir un algorithme d'inf�erence tr�es simple, nous ne consid�erons que les PTS avecconstantes globales. Les d�e�nitions locales seront trait�ees dans la section suivante. Nous suivonsl'approche d�ecrite dans [152]. Le PTS hS;A;Ri que nous consid�erons v�eri�e les conditions suivantes:� Il est fortement normalisable et conuent. On en d�eduit que la relation =�� est d�ecidable.� Les ensembles suivants sont d�ecidables :A0 = fs1 2 S j 9s2 2 S:hs1; s2i 2 AgR0 = fs1 2 S j 9s2; s3 2 S:hs1; s2; s3i 2 RgR1 = fhs1; s2i 2 S � S j 9s3 2 S:hs1; s2; s3i 2 RgCes di��erentes conditions de d�ecidabilit�e nous garantissent la d�ecidabilit�e des di��erentes con-ditions annexes pr�esentes dans les r�egles de typage.� le PTS est semi-plein.D�e�nition 3.5 (PTS semi-pleins) Un PTS est semi-plein si et seulement si:8s1 2 S:(9s2; s3 2 S:hs1; s2; s3i 2 R ) 8s2 2 S:9s3 2 S:hs1; s2; s3i 2 R)� le PTS est fonctionnel, a�n de nous assurer l'unicit�e du type.Ces restrictions paraissent au premier abord contraignantes mais sont en fait v�eri��ees par tousles PTS int�eressants qui sont utilis�es en pratique dans des impl�ementations.La condition la plus importante concerne les PTS semi-pleins. Elle nous permet d'�eviter lapr�emisse � ` (x : A)B : s de la r�egle (Lam).(Lam) �; x : A ` b : B � ` (x : A)B : s� ` [x : A]b : (x : A)BCelle-ci est probl�ematique pour la preuve de compl�etude de l'algorithme d'inf�erence (une dis-cussion �a ce sujet se trouve dans [152] et [131]).



3.1. CONSTANTES 43D�e�nition 3.6 (R�egles d'inf�erence pour un PTS semi-plein) La r�egle (Lam) est simpli��eepour les PTS semi-pleins comme suit:(Lam) � ` A : s1 �; x : A ` b : B (B 2 Ao _ B 62 S) ^ hs1; s2; s3i 2 R� ` [x : A]b : (x : A)BL'ensemble de r�egles des PTS n'est pas dirig�e par la syntaxe, c'est �a dire que pour certainscontextes � et certains termes M , il existe plus d'une r�egle avec une conclusion de la forme � `M :A. La r�egle fautive est la r�egle (Conv) qui peut être utilis�ee en n'importe quel point de la d�erivationsans changer le sujet M. Chaque forme du terme M d�etermine alors une r�egle �a appliquer, modulol'utilisation de la r�egle (Conv). L'id�ee est de restreindre l'utilisation de la r�egle (Conv); elle nesera utilis�ee que pour hhmodi�er ii le type d'un terme si n�ecessaire. Dans le cas des r�egles (Name),(Prod) et (Lam), certains types doivent être des sortes, alors que dans (App), le type attendudu terme en position fonctionnelle doit être un produit. Dans ces cas-l�a, il su�t de normaliser enutilisant une r�eduction de tête faible, �evitant ainsi les r�eductions inutiles.D�e�nition 3.7 (r�eduction de tête faible) La relation de r�eduction de tête faible en une �etape,not�ee !wh�� , est d�e�nie par les r�egles suivantes:� ` ([x : A]b)a!wh�� b[x a] � ` c!wh�� �valc avec c 2 Def(�)� ` a!wh�� a0� ` (a b)!wh�� (a0 b)Un terme en forme normale de tête a l'une des formes x, s, (x : A)B, [x : A]b ou (x a1:::an).D�e�nition 3.8 (Mise sous forme normale de tête faible) La fonction de normalisation enforme normale de tête faible est:Whnf�(c) = Whnf�(�valc ) si c 2 Def(�)Whnf�((c a1:::an)) = Whnf�((�valc a1:::an)) si c 2 Def(�)Whnf�((([x : A]b)a a1:::an)) = Whnf�(b[x a] a1:::an)Whnf�(a :: A) = Whnf�(a)Whnf�(M) = M pour tous les autres casIl est aussi n�ecessaire de v�eri�er, dans la r�egle (App), la convertibilit�e du domaine du typedu terme en position fonctionnelle avec le type de son argument. Pour ce faire, nous d�e�nissonsun algorithme de test de convertibilit�e; M et N sont convertibles, not�e M #� N , si et seulementM et N se r�eduisent par une s�equence standard de r�eduction vers un même terme. La conceptiond'un algorithme de conversion performant est primordiale pour tout syst�eme de preuve bas�e sur lath�eorie des types. Nous pr�esenterons un deuxi�eme algorithme, ayant comme avantage l'expansionhhparesseuse ii (selon le besoin) des constantes. Des algorithmes beaucoup plus e�caces sont en coursde d�eveloppement dans l'�equipe Coq (notamment par B. Barras et H. Laulh�ere).



44 CHAPITRE 3. EXTENSIONSD�e�nition 3.9 (Algorithme de conversion (1))M #� N = 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>: s1 = s2 si Whnf�(M) � s1 et Whnf�(N) � s2x = y si Whnf�(M) � x et Whnf�(N) � yA1 #� A2 ^B1 #� B2 si Whnf�(M) � (x : A1)B1 et Whnf�(N) � (x : A2)B2)A1 #� A2 ^ b1 #� b2 si Whnf�(M) � [x : A1]b1 et Whnf�(N) � [x : A2]b2)a1 #� a2 ^ b1 #� b2 si Whnf�(M) � (a1 b1) et Whnf�(N) � (a2 b2)? pour tous les autres casLe pr�edicat #� co��ncide avec =�� sur les termes bien typ�es. Les lemmes ci-dessous sont prouv�esdans [143].Lemme 3.1 (Correction) Si M #� N alors M =�� N .Lemme 3.2 (Compl�etude) Si M =�� N et M et N sont fortement normalisables, alors M #�N .Lemme 3.3 (D�ecidabilit�e) M #� N est d�ecidable pour M et N fortement normalisables.Le deuxi�eme algorithme de conversion est bas�e sur une fonction de normalisation en formenormale de tête faible sans expansions de constantes.D�e�nition 3.10 (Mise sous forme normale de tête faible sans expansions de constantes)La fonction de normalisation en forme normale de tête faible sans expansions de constantes est:Whnf��� ((([x : A]b)a a1:::an)) = Whnf��� (b[x a] a1:::an)Whnf��� (a :: A) = Whnf��� (a)Whnf��� (M) = M pour tous les autres casD�e�nition 3.11 (Algorithme de conversion (2))M #� N = 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
s1 = s2 si Whnf��� (M) � s1 et Whnf��� (N) � s2x = y si Whnf��� (M) � x et Whnf��� (N) � yA1 #� A2 ^B1 #� B2 si Whnf��� (M) � (x : A1)B1 etWhnf��� (N) � (x : A2)B2)A1 #� A2 ^ b1 #� b2 si Whnf��� (M) � [x : A1]b1etWhnf��� (N) � [x : A2]b2)(c � d ^ n � m ^ (ai #� bi)1�i�n) si Whnf��� (M) � (c a1:::an)(n � 0) et_ Whnf��� ((�valc a1:::an)) #� (d b1:::bm) Whnf��� (N) � (d b1:::bm)(m � 0)a1 #� a2 ^ b1 #� b2 si Whnf��� (M) � (a1 b1) etWhnf��� (N) � (a2 b2)? pour tous les autres cas



3.1. CONSTANTES 45Nous utilisons aussi l'optimisation dite des contextes valides, toujours utilis�ee en pratique, etd�e�nie dans [152, 131]. Elle consiste �a supposer, lors du processus de typage, le contexte de d�epartbien form�e, puis �a v�eri�er que toutes les r�egles �etendant ce contexte le maintiennent valide. Nous�evitons ainsi la v�eri�cation de bonne formation des contextes pour chaque pr�emisse de r�egle.Nous donnons en�n l'algorithme d'inf�erence.D�e�nition 3.12 (Algorithme d'inf�erence)Infer(�; s1) = s2 avec hs1; s2i 2 AInfer(�; x) = �xInfer(�; c) = �cInfer(�; (x : A)B) = Rhs1;s2i avec Whnf�(Infer(�; A)) � s1;x 62 Dom(�) etWhnf�(Infer(�; x : A;B)) � s2Infer(�; [x : A]b) = (x : A)B avec Whnf�(Infer(�; A)) � s1;x 62 Dom(�);Infer(�; x : A; b) � B et(Whnf�(B) 2 Ao _Whnf�(B) 62 S) ^ 9s2; s3 2 S:hs1; s2; s3i 2 RInfer(�; (a b)) = A[x b] avec Whnf�(Infer(�; a)) � (x : B)A etB #� Infer(�; b)Infer(�; a :: A) = A avec A #� Infer(�; a)Les preuves de correction et de compl�etude de cet algorithme sont similaires �a celles pr�esent�eesdans [152, 131]; l'introduction des constantes globales ne complique en rien ces r�esultats.Th�eor�eme 1 (Correction) Si Infer(�;M) 6�?, alors � `M : Infer(�;M).Th�eor�eme 2 (Compl�etude) Si � `M : A, alors Infer(�;M) =�� A.3.1.3 Traitement des constantes localesAlors que l'introduction des constantes globales ne pose aucune di�cult�e majeure, les choses sem-blent plus compliqu�ees pour les constantes locales. Le probl�eme de savoir si l'ajout de constanteslocales �a un PTS quelconque pr�eserve la normalisation forte est encore un probl�eme ouvert. Desth�eories de types particuli�eres (dont le calcul des constructions) ont toutefois �et�e �etudi�ees enpr�esence de constantes locales. Une �etude plus g�en�erale a aussi �et�e men�ee dans [143].Dans notre calcul, nous avons choisi de consid�erer les d�e�nitions locales comme des abr�eviations.Une premi�ere alternative (adopt�ee par exemple par Automath) est de consid�erer [x := a : A]b commeune autre �ecriture de ([x : A]b a). Cependant ces deux termes ne sont pas strictement �equivalents,le premier peut être typable sans que le second ne le soit. Consid�erons l'exemple donn�e dans [143]:[A : �][B := A : �][b : B][f : A! A](f b) : (A : �)[B := A : �]B ! (A! A)! ASa traduction donn�ee ci-dessous, est mal typ�ee car dans (f b), le type B de b est incompatible avecle type A! A de f . [A : �]([B : �][b : B][f : A! A](f b) A)



46 CHAPITRE 3. EXTENSIONSL'alternative que nous adoptons est de traduire [x := a : A]b par b[x a]; nous perdons toutefoisla libert�e de remplacer seulement quelques occurrences de x dans b. Cette transformation est r�eali-s�ee lors du processus d'inf�erence de type car nous voulons nous assurer que a est bien typ�e. Nousconsid�erons ainsi comme mal typ�es les termes [x := a : A]b avec x 62 V L(b) si � 6` a : A.Nous pr�esentons maintenant un algorithme d'inf�erence prenant en compte toutes les notionsqu'on vient de voir. La fonction Infer prend un contexte et un terme et rend une paire form�eedu terme original sans constantes locales et de son type. Nous d�etaillons aussi les op�erations ded�elaration de hhvariables globales ii et de d�e�nition de constantes.D�e�nition 3.13 (Variables globales ou Axiomes) Les variables globales sont des variables ducontexte ne provenant pas de lieurs [x : A] ou (x : A); ils correspondent �a des constantes sans corpsde d�e�nition, c'est �a dire des axiomes.D�e�nition 3.14 (Algorithme d'inf�erence)D�eclaration de variables (Axiomes).D�eclaration(�; x; A) = �; x : A0 avec x 62 Dom(�); Infer(�; A) � A0; X et Whnf�(X) � sD�e�nition de constantes.D�e�nition(�; c; a) = �; c := a0 : A avec c 62 Dom(�) et Infer(�; a) � a0; AInf�erence de types.Infer(�; s1) = s1; s2 avec hs1; s2i 2 AInfer(�; x) = x;�xInfer(�; c) = c;�cInfer(�; [x := a]b) = Infer(�; b[x a0]) avec Infer(�; a) � a0; AInfer(�; (x : A)B) = (x : A0)B0;Rhs1;s2i avec Infer(�; A) � A0; X;Whnf�(X) � s1;Infer(�; x : A0; B) � B0; Y etWhnf�(Y ) � s2Infer(�; [x : A]b) = [x : A0]b0; (x : A0)B0 avec Infer(�; A) � A0; X;Whnf�(X) � s1;Infer(�; x : A0; b) � b0; B0 et(Whnf�(B0) 2 Ao _Whnf�(B0) 62 S) ^9s2; s3 2 S:hs1; s2; s3i 2 RInfer(�; (a b)) = (a0 b0); A[x b0] avec Infer(�; a) � a0; X;Whnf�(X) � (x : B)A;Infer(�; b) � b0; B0 etB #� B0



3.2. HI�ERARCHIE D'UNIVERS 47Infer(�; a :: A) = a0 :: A0; A0 avec Infer(�; a) � a0; X;Infer(�; A) � A0; Y etA0 #� X3.2 Hi�erarchie d'Univers3.2.1 Pr�esentationDans certaines extensions du calcul des constructions (CC!et ECC[103]), la sorte 2 (ou Type)est elle-même bien typ�ee. On introduit pour cela une nouvelle sorte pour la typer, et on it�ere leprocessus; on obtient ainsi une hi�erarchie d'univers Typei avec i 2 N.Prop : Type0 : Type1 : :::Ces univers sont pr�edicatifs, dans le sens o�u chaque univers ne contient que des objets appartenant�a des univers de niveau inf�erieur. Prop � Type0 � Type1 � :::En particulier, il ne se contient pas lui-même, et on ne peut pas quanti�er sur un univers pourformer un objet de cet univers. Notre r�ef�erence principale pour cette section est [103].D�e�nition 3.15 (Termes) Le langage des termes est:T ::= Prop j Typei j x j [x : T ]T j (T T ) j (x : T )T (i 2 N)En plus de la relation de conversion, il existe une relation de cumulativit�e d�e�nie sur les termes.Cette relation re�ete l'inclusion des univers: tout objet de type Prop est de type Type0, et tout objetde type Typei est un objet de type Typei+1. On y inclut aussi la conversion et la contravariance �adroite.D�e�nition 3.16 (Relation de cumulativit�e) � est la plus petite relation d'ordre v�eri�ant:� Prop � Type0� Typei � Typei+1 pour i � 1� =�� � �� A1 =�� A2 et B1 � B2 ) (x : A1)B1 � (x : A2)B2Notre pr�esentation est celle de ECC[103]; elle se distingue de celle de CC! par le fait que lar�egle (Cum) est remplac�ee par deux r�egles:� ` A : Typei � `M : B � ` A =�� B� `M : A � `M : Typei� `M : Typei+1De plus la contravariance de la cumulativit�e n'est pas prise en compte.



48 CHAPITRE 3. EXTENSIONSD�e�nition 3.17 (R�egles d'inf�erence) Les r�egles de typage de ECC sont:(Axiom1) � ` Prop : Type0(Axiom2) � ` Typei : Typei+1(Name) x 2 Dom(�)� ` x : �x(Lam) �; x : A ` b : B� ` [x : A]b : (x : A)B(Prod1) �; x : A ` B : Prop� ` (x : A)B : Prop(Prod2) � ` A : Typei �; x : A ` B : Typei� ` (x : A)B : Typei(App) � ` a : (x : B)A � ` b : B� ` (a b) : A[x b](Cum) � ` A : Typei � `M : B B � A� `M : A3.2.2 Inf�erence de types�A cause de l'inclusion des univers, la propri�et�e d'unicit�e de type (modulo conversion) n'est plusv�eri��ee. ECC admet toutefois une notion simple de type principal qui caract�erise l'ensemble destypes d'un terme bien typ�e.Les d�e�nitions pr�ec�edentes concernant la forme normale de tête restent valables, mais l'algorithmede conversion est modi��e pour prendre en compte la cumulativit�e.D�e�nition 3.18 (Conversion)M #�� N = 8>>>>>><>>>>>>: vrai si Whnf�(M) � Prop et Whnf�(N) � Typeii � j si Whnf�(M) � Typei et Whnf�(N) � TypejA1 #� A2 ^ B1 #�� B2 si Whnf�(M) � (x : A1)B1 et Whnf�(N) � (x : A2)B2M #� N pour tous les autres casNous donnons maintenant un algorithme d'inf�erence qui �etant donn�e un terme dans un contexte,calcule son type principal s'il est bien typ�e, et �echoue (retourne ?) sinon.D�e�nition 3.19 (Type principal) A est appel�e type principal pour M dans � si et seulement si� `M : A, et pour tout A0, � `M : A0 si et seulement si A � A0.



3.2. HI�ERARCHIE D'UNIVERS 49Lemme 3.4 (Existence d'un type principal) Tour terme M bien typ�e dans un contexte � pos-s�ede un type principal; c'est le type minimal de M par rapport �a �. Nous noterons ce type parMin�(M).Preuve voir [103].L'algorithme d'inf�erence utilise une fonction de calcul de la sorte maximale par rapport �a lacumulativit�e entre deux sortes.D�e�nition 3.20 s1 * s2 = ( s1 si s2 � Prop _ (s1 � Typei ^ s2 � Typej ^ i > j)s2 sinonD�e�nition 3.21 (Algorithme d'inf�erence)Infer(�; Prop) = Type0Infer(�; Typei) = Typei+1Infer(�; x) = �xInfer(�; c) = �cInfer(�; (x : A)B) = ( Prop si s1 � Props1 * s2 sinon avec 8><>: Whnf�(Infer(�; A)) � s1;x 62 Dom(�) etWhnf�(Infer(�; x : A;B)) � s2Infer(�; [x : A]b) = (x : A)B avec Whnf�(Infer(�; A)) � s1;x 62 Dom(�) etInfer(�; x : A; b) � BInfer(�; (a b)) = A[x b] avec Whnf�(Infer(�; a)) � (x : B)A etInfer(�; b) #�� BInfer(�; a :: A) = A avec Infer(�; a) #�� ATh�eor�eme 3 (Correction et compl�etude de l'algorithme d'inf�erence)Infer(�; a) = ( Min�(M) si et seulement si M est bien typ�e dans �? sinonPreuve voir [103].3.2.3 Univers ottantsBien qu'essentiels pour la formalisation des math�ematiques, les univers sont d'un maniement p�enibleen pratique. En e�et, on doit faire des choix pr�ecis d'univers et s'assurer de leur coh�erence. Uneapproche alternative a �et�e introduite dans Principia Mathematica[157]. Elle consiste �a adopter uneconvention appel�ee hhambigu��t�e de type ii, dans laquelle les niveaux d'univers ne sont pas explicite-ment mentionn�es, mais o�u il est convenu qu'il existe une hha�ectation de niveaux ii tel que le termer�esultant est bien typ�e vis-�a-vis des r�egles du calcul. De plus, le choix exact des niveaux d'universest sans importance; seule la relation entre les choix de niveaux �a des points di��erents de la preuve



50 CHAPITRE 3. EXTENSIONSimporte. Il devient alors inutile de d�e�nir plusieurs fois une même notion �a des niveaux di��erents.L'ambigu��t�e de type est donc un moyen d'atteindre la exibilit�e d'avoir un type de tous les types,sans sacri�er la coh�erence logique du syst�eme. C'est cette notion que nous appelons hhunivers ot-tants ii. Notre r�ef�erence principale pour cette section est [68], mais les id�ees remontent aux travauxde [83]. L'algorithme d'inf�erence pr�esent�e dans [68] est pour CC!, nous l'�etendons au cas de ECC.Nous distinguons entre deux syntaxes. La syntaxe concr�ete ne comprenant qu'une seule sorteanonyme Type �a la place de la hi�erarchie fTypei j i 2 Ng. Dans la syntaxe abstraite, on disposed'une famille d'univers indic�es par des variables de niveau. Ces variables de niveau sont utilis�eespour d�ecrire l'ensembles des hh lectures ii possibles pour un terme. De chaque a�ectation de niveaur�esulte un terme valide; ce ne sont pas les valeurs absolues de ces indices qui importent mais lesrelations entre eux. Ces relations forment les contraintes sous lesquelles le terme est valide.D�e�nition 3.22 (Termes)� Syntaxe concr�ete (ou termes ambigus):T ::= Prop j Type j x j [x : T ]T j (T T ) j (x : T )T� Syntaxe abstraite:U ::= Prop j Type� j x j [x : U ]U j (U U) j (x : U)U (� 2 V )avec V un ensemble de variable de niveaux. L'ensemble V N(M) d�enote l'ensemble des vari-ables de niveaux apparaissant dans M .Nous d�e�nissons maintenant les notions d'ensemble de contraintes et d'a�ectation de niveaux.D�e�nition 3.23 (Ensemble de contraintes)� Un ensemble de contraintes est un ensemble d'in�egalit�es de la forme � > � ou � � �.� La notation � = � est une abr�eviation pour la paire de contraintes � � � et � � �.� Nous notons par V N(C) l'ensemble des variables de niveaux apparaissant dans un ensemblede contraintes C.D�e�nition 3.24 (A�ectation de niveau)� Une a�ectation de niveau est toute fonction partielle � : V ! N avec un support �ni; nousnotons par Dom(�) son domaine.� Les a�ectations de niveau sont �etendues aux termes de la fa�con usuelle, c'est �a dire chaqueType� est remplac�e par Type�(�) si � 2 Dom(�).� On l'�etend aussi de la même mani�ere aux ensembles de contraintes et aux contextes.� Une a�ectation de niveaux � satisfait un ensemble de contraintes C, not�e � j= C, si etseulement si Dom(�) � V N(C) et toutes les in�egalit�es de �(C) sont v�eri��ees.



3.2. HI�ERARCHIE D'UNIVERS 51� Un ensemble de contraintes C est dit coh�erent s'il existe une a�ectation de niveaux � telleque � j= C. Nous parlons dans le cas contraire d'incoh�erence d'univers.Nous donnons un nouvel algorithme de conversion, qui �etant deux termes M et N , construit leplus faible ensemble de contraintes C tel que si � j= C, alors �(M) #� �(N) (sans univers ottants).D�e�nition 3.25 (Conversion)M #� N = 8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>: ; si Whnf�(M) � Prop et Whnf�(N) � Propf� = �g si Whnf�(M) � Type� et Whnf�(N) � Type�; si Whnf�(M) � x;Whnf�(N) � y et x = yA1 #� A2 [B1 #� B2 si Whnf�(M) � (x : A1)B1 et Whnf�(N) � (x : A2)B2A1 #� A2 [ b1 #� b2 si Whnf�(M) � [x : A1]b1 et Whnf�(N) � [x : A2]b2a1 #� a2 [ b1 #� b2 si Whnf�(M) � (a1 b1) et Whnf�(N) � (a2 b2)? pour tous les autres casCet algorithme v�eri�e toutes les bonnes propri�et�es ci-dessous, prouv�ees dans [68].Lemme 3.5 (Correction) Si M #� N = C et � j= C, alors �(M) #� �(N)Lemme 3.6 (Compl�eude) Si �(M) #� �(N), alors il existe C tel que M #� N = C et � j= C.Lemme 3.7 (D�ecidabilit�e) �Etant donn�es deux termes fortement normalisables, il est d�ecidablesi M #� N =? ou non.Nous d�e�nissons maintenant trois fonctions interm�ediaires, utilis�ees pour l'algorithme d'inf�erence.� Whnf��(M) pour d�ecomposer un terme en un produit.� Cum�(A;C) applique, si possible, la cumulativit�e �a A.� s1 *C s2 calcule le hhmaximum ii des deux sortes s1 et s2.Dans les deux derni�eres fonctions, les nouvelles contraintes engendr�ees sont enregistr�ees dans C.D�e�nition 3.26Whnf��((c a1:::an)) = Whnf��((�valc a1:::an)) si c 2 Def(�)Whnf��((([x : A]b)a a1:::an)) = Whnf��(b[x a] a1:::an)Whnf��((x : A)B) = (x : A)Whnf��(B)Whnf��(a :: A) = Whnf��(a)Whnf��(M) = M pour tous les autres cas



52 CHAPITRE 3. EXTENSIONSCum�(A;C) = 8><>: (x1 : A1):::(xn : An)Type�; C [ f� � �g si Whnf��(A) �(x1 : A1):::(xn : An)Type�A;C sinons1 *C s2 = 8>>>>><>>>>>: Prop; C si s2 = PropType�; C [ f� � �g si s1 = Prop et s2 = Type�Type�; C [ f� � �; � � �g si s1 = Type� et s2 = Type�? sinonIl est important de remarquer que les contextes ne peuvent par contenir des termes ambigus;le type (resp. type et valeur) d'une variable (resp. constante) est �x�e d�es sa d�eclaration (resp.d�e�nition).L'algorithme d'inf�erence prend en param�etre un contexte �, un ensemble de contraintes C et unterme M en syntaxe concr�ete �a typer. L'ensemble C est tel que VN(�) � V N(C). Si � j= C, alors�(�) est un hhcontexte ordinaire ii. Le r�esultat de l'algorithme est un terme M 0 (version en syntaxeabstraite de M), son type (aussi en syntaxe abstraite) et un nouvel ensemble de contraintes.D�e�nition 3.27 (Algorithme d'inf�erence)Infer(�; C; Prop) = Prop; Type�; f� � 0gInfer(�; C; Type) = Type�; Type�; f� > � � 0gInfer(�; C; x) = x;Cum(�x; ;)Infer(�; C; c) = c;Cum(�c; ;)Infer(�; C; (x : A)B) = (x : A0)B0;Whnf�(X) *D[E Whnf�(Y )avec Infer(�; C; A)� A0; X;D;C [D coh�erent;x 62 Dom(�) etInfer((�; x : A0); C [D;B) � B0; Y; EInfer(�; C; [x : A]b) = [x : A0]b0;Cum((x : A0)B;D [ E)avec Infer(�; C; A)� A0; X;D;Whnf�(X) � s;C [D coh�erent,x 62 Dom(�) etInfer((�; x : A0); C [D; b) � b0; B; EInfer(�; C; (a b)) = (a0 b0);Cum(A[x b0]; D [ E [ (B #� B0))avec Infer(�; C; a)� a0; X;D;Whnf�(X) � (x : B)A etInfer(�; C; b)� b0; B0; ECet algorithme jouit des bonnes propri�et�es de correction et de compl�etude. Pour exprimer cespropri�et�es, nous avons besoin de la fonction ci-dessous.D�e�nition 3.28 cM est obtenu �a partir du terme M en rempla�cant toute occurrence de Typej(j 2 N) par Type.



3.3. TYPES INDUCTIFS 53Th�eor�eme 4 (Correction) Si Infer(�; C;M)�M 0; A;D, alors1. VN(M 0) � V N(D), VN(A) � VN(C[D) et VN(D)�VN(C) est un ensemble de nouvellesvariables.2. M �dM 03. Si � j= C [D, alors �(�) ` �(M) : �(A).Preuve Adaptation de [68].Th�eor�eme 5 (Compl�etude) Si � j= C avec Dom(�) = VN(C), et �(�) `M : A, alors il existeM 0, A0 et � tels que:1. � j= D et Dom(�) = VN(C [D)2. �(M 0) �M et �(A0) = A.3. Infer(�; C; cM) �M 0; A0; D,Preuve [68]L'algorithme g�erant les univers ottants d�ecrit dans [68] et impl�ement�e dans LEGO, est pluscomplexe. En e�et, il incorpore �a la fois des univers anonymes et des univers constants Typej (j 2N). Plus important encore, il supporte le polymorphisme d'univers. Dans notre cas, soit l'identit�epolymorphe d�e�nie par: Id := [A : Type][x : A]xSon analyse produit le contexte contraint suivant:Id := [A : Type�][x : A]x : (A : Type�)A! A ; f� > �gLe terme (Id ((A : Type)A ! A) Id) est alors mal typ�e. Avec le polymorphisme d'univers, cedernier terme est bien typ�e car il est �equivalent �a (Id ((A : Type)A! A) ([A : Type][x : A]x)). Ene�et, chaque constante est hhrelue ii �a chacune de ses apparitions. C'est cette relecture qui rend lesimpl�ementations de ce m�ecanisme de polymorphisme d'univers extrêmement coûteuses en temps.Le m�ecanisme de polymorphisme d'univers s'av�ere toutefois utile pour la formalisation de certainesnotions math�ematiques (un exemple est donn�e dans la section 8.7).3.3 Types inductifsL'introduction des types inductifs dans le CC permet de d�e�nir les types de donn�ees et les pr�edi-cats inductifs de mani�ere plus naturelle. Le calcul r�esultant est appel�e Calcul des ConstructionsInductives (CCI). Cette extension, d�e�nie par T. Coquand[47] et C. Paulin-Mohring[119], consiste�a �etendre le langage des termes par de nouvelles constructions inductives, et par les r�egles de calculcorrespondantes. Une pr�esentation d�etaill�ee de cette extension demanderait un trop long d�eveloppe-ment; nous pr�eferons nous en tenir �a une compr�ehension intuitive et renvoyons le lecteur int�eress�eaux travaux d�ej�a cit�es.Un type d�e�ni inductivement est le plus petit type v�eri�ant un certain nombre de pr�edicats.Ainsi le type des entiers naturels est un type contenant une constante 0 et est clos par la fonctionsuccesseur S. Les constantes 0 et S sont les constructeurs du type inductif nat.



54 CHAPITRE 3. EXTENSIONSInductive nat : � := 0 : nat j S : nat! nat:La condition de minimalit�e de nat est exprim�ee par le principe de r�ecurrence suivant:nat ind : (P : nat! Prop)(P 0)! ((n : nat)(P n)! (P (S n)))! (n : nat)(P n)D�e�nition 3.29 (Types inductifs) La syntaxe des types inductifs est :Inductive I [p1 : P1; :::; pn : Pn] : (x :M1):::(x :Mr)s := c1 : C1 j:::j cm : CmLes pi sont les param�etres du type inductif, n le nombre de param�etres, et les ci sont les construc-teurs du type inductif.Nous donnons quelques exemples repr�esentatifs de types inductifs:� Le type bool des bool�eens est repr�esent�e par:Inductive bool : � := true : bool j false : bool:� Le type list des listes est un exemple de type inductif polymorphe:Inductive list [A : �] : � := nil : (list A)j cons : A! (list A)! (list A):Le type des vecteurs est, quant �a lui, un exemple de type inductif d�ependant d'un param�etreentier:Inductive vect [A : s] : nat ! � := nilv : (vect A O)j consv : A! (n : nat)(vect A n)! (vect A (S n)):� Le dernier exemple est celui du pr�edicat inductif EstPair:Inductive EstPair : nat! Prop := e0 : (EstPair 0)j eS : (n : nat)(EstPair n)! (EstPair (S(S n))):Pour pr�eserver la coh�erence de la th�eorie, les types inductifs doivent v�eri�er une condition devalidit�e portant sur le type de leurs constructeurs (voir [49] pour plus de d�etails). Ainsi par exemple,le type ci-dessous est non valide:Inductive I : � := C : (I ! I)! I:�A chaque type inductif est associ�e un sch�ema d'�elimination correspondant �a la combinaison dedeux op�erateurs : un op�erateur de �ltrage et un op�erateur de point �xe.L'id�ee de base de l'op�erateur de �ltrage Case:::of:::end est que pour d�e�nir (resp. d�emontrer) unefonction (resp. propri�et�e) sur les objets d'un type inductif I , il su�t de la d�e�nir (d�emontrer) surchacun de ses constructeurs. Ainsi dans le terme ci-dessous, une fonction fi est associ�ee �a chaqueconstructeur ci. hP iCase m of f1:::fm end



3.4. ENREGISTREMENTS D�EPENDANTS 55Quant au pr�edicat P , il sp�eci�e le type de la fonction construite; ce type peut d�ependre del'argument. Ainsi siM : (I p1:::pn t1:::tr), alors hP iCaseM of f1:::fm end a pour type (P t1:::tr M).Le comportement de cet op�erateur est r�egi par la r�egle de calcul suivante :hP iCase (ci p1:::pr a1:::as) of f1:::fm end!� (fi a1:::as)Pour pr�eserver la coh�erence de la th�eorie, il y a des restrictions concernant la d�e�nition par �ltragesuivant le type P et le type inductif �elimin�e. Nous analyserons avec plus de d�etails ces restrictionsdans le cas des enregistrements, dans la section prochaine.Le second op�erateur est l'op�erateur Fixpoint de point �xe permettant la d�e�nition de fonctions(et fonctionnelles) r�ecursives, suivant le sch�ema primitif r�ecursif. Nous allons consid�erer maintenantquelques exemples montrant l'utilisation de ces op�erateurs. Nous donnons deux exemples, EstNulqui teste si un entier est nul, et longueur qui calcule la longueur d'une liste. Les constantes Trueet False sont de type � (ou Prop), �a ne pas confondre avec true et false de type bool. Elles sontd�e�nies de mani�ere inductive; True a un seul constructeur (ou preuve), et False n'a aucun con-structeur (donc aucune preuve close).Inductive True : � := I : True:Inductive False : � := :F ixpoint EstNul := [n : nat]hPropiCase n of Truej [p : nat]False end:F ixpoint Longueur := [A : s][l : (list A)]hnatiCase l of(nil A)j [a : A][l1 : (list A)](S (Longueur A l1)) end:Plus de d�etails concernant les types inductifs dans Coq se trouvent dans [49, 47, 119, 155].Les noms des types inductifs et des constructeurs ne peuvent pas être expans�es; ils sont en formenormale. Nous ignorons, par souci de simplicit�e, la r�egle !�.D�e�nition 3.30 (Mise sous forme normale de tête faible (Suite 3.8)) Whnf�(M) � M siM est un nom de type inductif ou de constructeur.3.4 Enregistrements d�ependants3.4.1 Repr�esentation de structures math�ematiquesDans l'�etat pr�esent de notre th�eorie, il nous est impossible de d�e�nir le type de structures math�e-matiques telles que les groupes; on doit plutôt travailler dans un contexte de d�eclarations corres-pondant au type des groupes. Le fait de pouvoir repr�esenter ces structures comme des types estprimordial car cela permet de les abstraire et de d�e�nir des fonctions entre elles. Ainsi le raison-nement abstrait devient possible. En e�et nous pouvons prouver des th�eor�emes abstraits sur desstructures abstraites, par exemple une propri�et�e P quelconque sur les groupes:Thm : (G : Group)(P G)



56 CHAPITRE 3. EXTENSIONSpuis instancier ce th�eor�eme avec des instances concr�etes, par exemple le groupe hZ;+i. Cette preuveest alors, grâce �a la puissance des types d�ependants, tout simplement (Thm hZ;+i).Nous entendons par le terme de structure math�ematique, une vari�et�e de constructions fort di-verses:� les structures comprenant un support et un ensemble d'op�erations sur ce support; exemple,groupes, anneaux etc.� les automates, graphes, cat�egories, topologies et ordres.� les types de donn�ees abstraits (TDA) comme les piles. Un type correspond alors �a une sp�eci-�cation d'un ADT, et les objets de ce type �a ses impl�ementations.En g�en�eral, un type structure peut être vu comme contenant deux parties:1. une signature, comprenant les types des composantes des objets: ensembles, fonctions, rela-tions, etc.2. un pr�edicat sur cette signature sp�eci�ant les propri�et�es que doivent v�eri�er les objets de cettestructure.3.4.2 Types hhsomme forte iiPlusieurs th�eories de types (notamment ECC[103] et Martin-L�of[108]) g�en�eralisent le produit detype hh� ii au cas d�ependant en introduisant les sommes fortes (appel�ees aussi �-types). Un �-type est de la forme �x : A:B; ses habitants sont des paires ha; bi avec a : A et b : B[x  a].Intuitivement, il repr�esente l'ensemble des paires d�ependantes des �el�ements de A et B, fha; bi j a 2A et b 2 B[x  a]g. Dans ECC[103] (calcul des constructions avec univers et somme fortes), lesr�egles de formation sont donn�ees ci-dessous. Notons que les objets ha; bi�x:A:B sont fortement typ�espour �eviter les ambigu��t�es lors de l'inf�erence de type, dûes �a la deuxi�eme pr�emisse de (Pair).(�) � ` A : Typei �; x : A ` B : Typei�x : A:B : Typei(Pair) � ` a : A � ` b : B[x a] �; x : A ` B : Typeiha; bi�x:A:BLes �-types sont toutefois logiquement incoh�erents avec l'impr�edicativit�e. Ajouter arbitrairement les�-types au niveau impr�edicatif Prop produirait un syst�eme incoh�erent o�u le paradoxe de Girard[43]peut être d�eriv�e. (�?) �; x : A ` B : Prop�x : A:B : PropIl faut alors se restreindre au cas des petits �-types, similaires aux types existentiels.(�0) � ` A : Prop �; x : A ` B : Prop�x : A:B : Prop



3.4. ENREGISTREMENTS D�EPENDANTS 57Les objets de type �x : A:B peuvent être destructur�es en utilisant les deux op�erateurs de projection�1 et �2 ob�eissant aux deux r�egles suivantes:(�1) � ` p : �x : A:B� ` (�1 p) : A (�2) � ` p : �x : A:B� ` (�2 p) : B[x (�1 p)]Nous disposons aussi des deux r�eductions suivantes:(�1 ha; bi�x:A:B)! a (�2 ha; bi�x:A:B)! bL'imbrication des �-types nous permet de repr�esenter des structures math�ematiques complexes. Ene�et une structure comprenant n composantes (types, op�erations et propri�et�es) peut être repr�esent�eepar �x1 : A1::::�xn�1 : An�1:B (Le symbole � associe �a droite). Les di��erentes composantessont alors accessibles en composant les projections. La i�eme (0 < i < n) composante d'un objetp : �x1 : A1::::�xn�1 : An�1:B est fournie par:(�1 (�2 (:::(�2| {z }i�1 fois p))))alors que la derni�ere composante est donn�ee par:(�2(:::(�2| {z }n�1 fois p)))�A titre d'exemple, le type des groupes peut être d�e�ni par:Group :=�A : Typej :�o : A! A! A:�i : A! A:�e : A:(x; y; z : A)(o x (o y z)) = (o (o x y) z) ^(x : A)(o (i x) x) = x ^(x : A)(o x (i x)) = x ^(x : A)(o x e) = x ^(x : A)(o e x) = xOn peut alors acc�eder aux composantes d'un groupe en utilisant les projections:CarGrp := [m : Group](�1 m)OpGrp := [m : Group](�1 (�2 m))InvGrp := [m : Group](�1 (�2 (�2 m)))IdGrp := [m : Group](�1 (�2 (�2 (�2 m))))PropGrp := [m : Group](�2 (�2 (�2 (�2 m))))Nous sommes rest�es vagues sur la nature exacte de l'�egalit�e =; nous en dirons plus dans lechapitre 6 et lors de la d�e�nition des Seto��des en 7.3.3.4.3 Enregistrement comme cas particulier de type inductifIl est possible de d�e�nir directement une notion primitive d'enregistrement d�ependant avec �eti-quettes. Une telle extension a �et�e consid�er�ee dans le syst�eme de preuves ALF par G. Betarte[23].



58 CHAPITRE 3. EXTENSIONSLa th�eorie a aussi �et�e �etendue par une notion hhnaturelle ii de sous-typage entre enregistrements;nous d�evelopperons aussi une relation de sous-typage analogue en utilisant des coercions implicites(chapitre 5).Dans une th�eorie de types avec types inductifs, il est possible de d�e�nir les enregistrementscomme cas particuliers des types inductifs. Ils correspondent aux types inductifs non-r�ecursifs �aun seul constructeur. Vue leur importance, nous disposons d'une syntaxe particuli�ere pour leurd�e�nition. Remarquez que contrairement aux �-types, nos types enregistrements ne peuvent pasêtre cr�e�es dynamiquement; un objet enregistrement ne peut être utilis�e dans un terme que si letype enregistrement correspondant a �et�e d�eclar�e au pr�ealable.D�e�nition 3.31 (D�e�nition d'un enregistrement)� La d�eclaration d'un enregistrement R avec m param�etres et n champs dans un contexte � estr�ealis�ee par la r�egle ci-dessous:(CStruct) R 62 Dom(�) (Li 62 Dom(�) [ fR;L1; :::; Li�1g)1�i�n(�; p1 : P1; :::; pi�1 : Pi�1 ` Pi : si)1�i�m(�; p1 : P1; :::; pm : Pm;L1 : T1; :::;Li�1 : Ti�1 ` Ti : si)1�i�n�; (Structure R [p1 : P1; :::; pm : Pm] : s := R Cons fL1 : T1; :::;Ln : Tng);R Cons : (p1 : P1):::(pm : Pm)(L1 : T1):::(Ln : Tn)(R p1:::pm) `� La r�egle de typage des enregistrements est:(Struct) (Structure R [p1 : P1; :::; pm : Pm] : s := R Cons fL1 : T1; :::;Ln : Tng) 2 �� ` R : (p1 : P1):::(pm : Pm)sChaque champ a une �etiquette Li et un type Ti. �Evidemment toutes les �etiquettes doivent êtredistinctes. La principale di��erence avec les enregistrements usuels des langages de programmationest que le type Ti d'une �etiquette Li peut d�ependre des �etiquettes pr�ec�edentes (Lj avec j < i). Cetenregistrement est alors traduit en un type inductif de même nom:Inductive R [p1 : P1; ::::; pm : Pm] : s := R Cons : (L1 : T1):::(Ln : Tn)(R p1:::pm)Le nom du constructeur R Cons est optionnel; s'il n'est pas fourni, Build R est utilis�e. Le termecanonique (R Cons p1:::pm a1:::an) est l'objet de type (R p1:::pm) construit �a partir des com-posantes a1:::an.Les fonctions de projection sont automatiquement engendr�ees en utilisant l'op�erateur de �ltrageassoci�e au type inductif R. L'op�erateur de �ltrage dans le cas de l'enregistrement R a la forme ci-dessous avec P de type (R p1:::pm)! s0.hP iCase m of [x1 : T1]:::[xn : Tn]f endCette op�eration de �ltrage n'est permise que pour des valeurs particuli�eres du couple hs; s0i, quisont (Prop; Prop), (Typei; Prop) et (Typei; Typej) avec j � i. En r�esum�e, on ne peut pas utiliserl'op�erateur Case pour construire un terme dont la sorte est plus grande (au sens de �) que cellede l'objet destructur�e. Dans le cas des enregistrements, une projection Li ne peut pas être d�e�nie



3.4. ENREGISTREMENTS D�EPENDANTS 59si on a Ti : si et si � s. Cette approche est di��erente de celle des �-types; en e�et, dans notrecas, on peut construire tous les enregistrements qu'on veut (même (�?)), mais on ne pourra pastoujours construire toutes ses projections; certains champs sont donc cach�es. Toutefois, ils peuventêtre utilis�es pour la construction de fonctions par �ltrage vers une sorte plus petite que s (la sortede l'enregistrement). Exemple : soit un contexte contenant la d�e�nition du type A et une variablef : Prop ! A. D�e�nissons maintenant un type enregistrement R; le champ X ne peut pas êtred�e�ni car X : Prop : Type0 � Prop.Structure R : Prop := fX : Prop; Y : AgPar contre ce champ peut être utilis�e pour la construction d'un entier car A : Prop � Prop. Lechamp X n'est donc pas tout �a fait inaccesible.c := [m : R]h[m : R]AiCase m of [x : Prop][y : A](f x) end : R! AD�e�nition 3.32 (D�e�nition d'une projection)(Structure R [p1 : P1; :::; pm : Pm] : s := R Cons fL1 : T1; :::;Ln : Tng) 2 �(Lj 2 V L(Ti)) Lj 2 Def(�))j<i�; p1 : P1; ::::; pm : Pm; x : (R p1:::pm) `(Ti[L1  (L1 p1:::pm x)]:::[Li�1 (Li�1 p1:::pm x)]) : si si � s�;0BBBBB@ Li := [p1 : P1]::::[pm : Pm][x : (R p1:::pm)]h[y : (R p1:::pm)](Ti[L1  (L1 p1:::pm y)]:::[Li�1 (Li�1 p1:::pm y)])iCase x of [x1 : T1]:::[xn : Tn]xi end: (p1 : P1)::::(pm : Pm)(x : (R p1:::pm))(Ti[L1 (L1 p1:::pm x)]:::[Li�1 (Li�1 p1:::pm x)]) 1CCCCCA `La projection Li a alors le comportement attendu sur les termes canoniques de type (R p1:::pm),grâce �a la combinaison des r�eductions !� , !� et !�.(Li p1:::pm (R Cons p1:::pm a1:::an))#�(([p1 : P1]::::[pm : Pm][x : (R p1:::pm)]h[y : (R p1:::pm)](Ti[L1  (L1 p1:::pm y)]:::[Li�1 (Li�1 p1:::pm y)])iCase x of [x1 : T1]:::[xn : Tn]xi end) p1:::pm (R Cons p1:::pm a1:::an))#��(h[y : (R p1:::pm)](Ti[L1  (L1 p1:::pm y)]:::[Li�1 (Li�1 p1:::pm y)])iCase (R Cons p1:::pm a1:::an) of [x1 : T1]:::[xn : Tn]xi end)#�([x1 : T1]:::[xn : Tn]xi a1:::an)#��aiNous avons plusieurs remarques concernant la r�egle de construction des projections.



60 CHAPITRE 3. EXTENSIONS� Le nom de la i�eme projection est identique �a celui du i�eme champ.� Il existe une deuxi�eme raison (en plus de celle cit�ee plus haut) pour laquelle une projectionn'est pas d�e�nissable. Si le type de Li d�epend d'un champ Lj non d�e�nissable, alors Li estaussi non d�e�nissable (voir la deuxi�eme pr�emisse de la r�egle ci-dessous).� Le type du r�esultat des projections tient compte de l'�eventuelle d�ependance de Li vis-�a-visdes �etiquettes pr�ec�edentes.Les noms des enregistrements, des projections et des constructeurs de projections ne peuventpas être expans�es; ils sont dej�a en forme normale. Nous modi�ons la fonction de mise en formenormale de tête pour prendre en compte la r�egle de r�eduction des projections.D�e�nition 3.33 (Mise sous forme normale de tête faible (Suite 3.30))Nous �etendons l'algorithme 3.30 par:� Whnf�(M) = M siM est un nom d'enregistrement, de projection ou de constructeur (R Cons)de d'enregistrement.� Whnf�((Li p1:::pm a b1:::bk)) = 8><>: Whnf�((ai b1:::bk)) si Whnf�(a) �(R Cons q1:::qm a1:::an)(Li p1:::pn a b1:::bk) sinonLemme 3.8 (Termes en forme normale de tête) Les termes en forme normale de tête ont�nalement l'une des formes:� x, s, (x : A)B,[x : A]b, (x a1:::an), c o�u c est un nom d'un type inductif, d'un constucteur,d'un enregistrement, d'une projection ou d'un constructeur d'un enregistrement.� (c a1:::an) o�u c est un nom d'un type inductif, d'un constucteur, d'un enregistrement ou d'unconstructeur d'un enregistrement.� (Li p1:::pm a b1:::bk) o�u Li est une projection d'un enregistrementR (poss�edantm param�etres),et tel que la forme normale de tête de a n'est pas de la forme (R Cons q1:::qm a1:::an).Preuve Par simple analyse de l'algorithme 3.8 �etendu par les d�e�nitions 3.30 et 3.33.Nous donnons maintenant la d�e�nition des groupes en utilisant nos enregistrements:Structure Group : Type :=fCarGrp : Type;OpGrp : CarGrp! CarGrp! CarGrp;InvGrp : CarGrp! CarGrp;IdGrp : CarGrp;PropGrp : (x; y; z : A)(OpGrp x (OpGrp y z)) = (OpGrp (OpGrp x y) z) ^(x : A)(OpGrp (InvGrp x) x) = x ^(x : A)(OpGrp x (InvGrp x)) = x ^(x : A)(OpGrp x IdGrp) = x ^(x : A)(OpGrp IdGrp x) = xg



3.5. CONCLUSION 61Nous verrons dans les chapitres suivants la nature exacte de l'�egalit�e utilis�ee (=).Notation 3.1 (�egalit�e d�e�nitionnelle) Nous appellerons dor�enavant �egalit�e d�e�nitionnelle, lacongruence associ�ee �a toute combinaison des r�eductions �, �, � et � contenant la �-r�eduction. Nousla noterons g�en�eralement par �=, sans pr�ecisions suppl�ementaires.3.5 Conclusion�A l'issue de ce chapitre, nous disposons d'un langage logique pouvant servir de cadre formel pourla formalisation de th�eories math�ematiques. Les principales caract�eristiques de ce langage sont:� C'est une th�eorie des types comprenant une sorte impr�edicative Prop et une hi�erarchied'univers pr�edicatifs Typei (avec i 2 N).� Un m�ecanisme de d�e�nition permet de nommer les constantes.� Un m�ecanisme de gestion d'univers ottants nous permet de confondre la hi�erarchie d'universTypei (i 2 N) avec une seule sorte Type, nous �evitant ainsi la duplication de constantes �adi��erents niveaux d'univers.� Un m�ecanisme de d�e�nitions inductives.� Un m�ecanisme de d�e�nition d'enregistrements d�ependants, ad�equat notamment pour la repr�e-sentation de structures alg�ebriques.
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Seconde partieOutils G�en�eriques

63





IntroductionCette partie est consacr�ee �a la description d'outils g�en�eriques sens�es faciliter l'activit�e de formali-sation dans les syst�emes de preuves bas�es sur des th�eories de types. Nous d�ecrivons trois outils quenous avons con�cus et impl�ement�es dans Coq2. Ces outils se divisent en deux familles:Outils de mod�elisation. Ils tendent �a faciliter la repr�esentation de notions math�ematiques enth�eorie des types. Leur objectif est d'am�eliorer l'expressivit�e des th�eories des types en la ren-dant plus intuitive et plus succincte, sans pour autant augmenter son pouvoir d'expression.Pour cela, les outils de sous-termes implicites et de coercions implicites simulent des m�ecan-ismes g�en�eraux d'abus de notation, et d�e�nissent une syntaxe implicite pour une th�eorie detypes donn�ee. Dans cette syntaxe implicite, certaines informations (termes) peuvent êtreomises car peuvent être reconstruites �a partir du contexte. Cette reconstruction de ter-mes s'e�ectue lors du processus de typage et n�ecessite ainsi la modi�cation de l'algorithmed'inf�erence vu dans le chapitre pr�ec�edent. Ces outils tentent ainsi de combler la distance quis�epare les textes formels, compr�ehensibles par la machine, et les textes math�ematiques usuels,plus lisibles et plus compr�ehensibles par l'humain.Nous voulons faire une mise au point. Le langage implicite n'est qu'une interface pour lelangage explicite; en aucun cas, il ne se substitue �a lui. Ainsi il ne s'agit pas de construireune nouvelle th�eorie des preuves �a base du langage implicite. En e�et, la hhth�eorie o�cielle iiest toujours dans notre cas les PTS pr�esent�es dans la premi�ere partie de cette th�ese; il seraitdommage d'abandonner ces th�eories bien �etablies et dont la m�eta-th�eorie est bien connueaujourd'hui. Ces outils ne sont pourtant pas de simples m�ecanismes de hhmacro-g�en�eration iipermettant des e�ets de hhsucre syntaxique ii. Ils se rapprochent plutôt des techniques de com-pilation des langages de programmation o�u on compile un langage �evolu�e (que nous appelonsdans notre cas, hh langage implicite ii) vers un langage de plus bas niveau (hh langage explicite ii).Outils de d�emonstration. Le niveau de d�etail requis dans une preuve formelle est beaucoupplus grand que celui dans une preuve informelle. Le raisonnement dans un syst�eme de preuven�ecessite que chaque �etape de raisonnement soit d�ecompos�ee en des r�egles primitives de tr�esbas niveau. Beaucoup de travaux ont �et�es r�ealis�es pour rem�edier �a cet handicap des sys-t�emes de preuves; la communaut�e de la d�emonstration (semi-)automatique a d�evelopp�e denombreux outils: tactiques, proc�edures de d�ecision, techniques d'automatisation de la r�ecur-rence etc. Tous ces outils visent �a automatiser la g�en�eration de certaines preuves. Nous avonsd�evelopp�e, pour notre part, une biblioth�eque de tactiques de r�e�ecriture pour la simpli�cationd'expressions ou la d�emonstration de buts �equationnels.2Chet Murthy est le principal concepteur et impl�ementeur de l'outil des hhsous-termes implicites ii ; notre contribu-tion se limite �a quelques modi�cations et extensions (voir le chapitre 4).65



66 Nos trois outils sont dits g�en�eriques car ils s'appliquent dans diverses situations. Pour l'outil dessous-termes implicites, peu importe l'application, il su�t d'indiquer l'emplacement des sous-termesimplicites dans un terme. De même pour le m�ecanisme des coercions implicites o�u l'utilisateur peutd�eclarer �a sa guise ses propres coercions suivant son domaine d'application. Quant aux tactiquesde r�e�ecriture, l'utilisateur a le choix de la relation de r�e�ecriture, des r�egles �a utiliser ainsi que de lastrat�egie (d�ecrite dans un langage sp�eci�que).En outre, ces outils sont d�ecrits dans le cadre de la famille des th�eories de types PTS. Nousd�ecrivons ci-dessous avec exactitude la famille de th�eories de types dans laquelle nous d�e�nissonsnos trois outils. Pour cela nous reprenons les conditions des PTS semi-pleins (voir 3.1.2):� PTS hS;A;Ri avec une r�eduction fortement normalisable et conuente, nous garantissant lad�ecidabilit�e de l'�egalit�e d�e�nitionnelle.� le PTS doit être semi-plein (d�e�nition 3.5) et fonctionnel (d�e�nition 2.12).� les di��erentes conditions annexes pr�esentes dans les r�egles de typage des PTS doivent êtred�ecidables.De plus, nous prenons en compte les constantes globales, et les enregistrements d�ependants.Nous abandonnons par contre les types inductifs dont la pr�esentation classique est trop techniqueet alourdit consid�erablement la description des algorithmes.Le traitement de la hi�erarchie d'univers fTypei j i 2 Ng est tout �a fait particulier. Il s'e��ectue endeux �etapes:� le typage est r�ealis�e par nos nouveaux algorithmes en consid�erant une seule sorte anonymeType �a la place de la hi�erarchie fTypei j i 2 Ng. Le r�esultat obtenu est un terme hhpartiellementexplicite ii dans lequel nous avons ins�er�e les sous-termes implicites et les coercions implicitesappropri�ees.� le terme obtenu est alors typ�e par un algorithme hhstandard ii g�erant les univers ottants (voirl'algorithme 3.27).



Chapitre 4Sous-termes implicites4.1 IntroductionDans la formulation de Church du �-calcul typ�e, toute l'information de type doit être fournie dansles termes sous forme d'abstractions et d'applications typ�ees. Cette approche s'oppose �a celle deCurry o�u les types ne sont qu'une propri�et�e des termes du �-calcul non typ�e. C'est cette formula-tion, appel�ee aussi polymorphisme implicite (par opposition au polymorphisme explicite des calculspolymorphiques �a la Church), qui est adopt�ee dans le langage ML. Le probl�eme d'inf�erence de typepour ML est d�ecidable. On ne dispose malheureusement que de tr�es peu de r�esultats de d�ecid-abilit�e pour des syst�emes plus expressifs comme le syst�eme F (voir [19]). L'approche de Church al'avantage de disposer d'algorithmes simples pour l'inf�erence et le contrôle de type pour tous lesPTS du �-cube, mais au prix d'une redondance de l'information de type dans les termes.Lorsque nous �ecrivons un terme dans un �-calcul typ�e, nous voulons souvent omettre certainsarguments d'une fonction pouvant être inf�er�es �a partir des arguments suivants de la fonction. Parexemple, consid�erons l'op�erateur de composition de fonctions ci-dessous:comp = [A : �][B : �][f : A! B][C : �][g : B ! C][x : A](g (f x))Nous pouvons l'utiliser, par exemple, pour d�e�nir la composition des deux fonctions longueur :(list bool)! nat et premier : nat ! bool avec la construction hhexplicite ii:(comp (list bool) nat longueur bool premier)Cette �ecriture est toutefois redondante; lier f �a longueur et g �a premier devrait lier respectivementles variables A, B et C �a (list bool), nat et bool. On aimerait donc �ecrire (comp longueur premier),comme dans l'�ecriture usuelle; c'est le terme hh implicite ii. Il est clair que les arguments A, B et Cpeuvent être synth�etis�es comme �etant des composantes du type de f et g.Le calcul implicite est consid�er�e comme un langage informel, permettant de se rapprocher desnotations usuelles en math�ematiques (et dans les langages de programmation), nous �evitant ainsid'�ecrire de gros termes dans le calcul explicite.L'id�ee est de combiner les deux approches de typage �a la Curry et �a la Church o�u certainesinformations de type peuvent être omises et reconstruites par l'algorithme d'inf�erence de type. Ilne s'agit pas d'ins�erer arbitrairement des arguments implicites; les endroits concern�es doivent être67



68 CHAPITRE 4. SOUS-TERMES IMPLICITESsignal�es par l'utilisation du symbole hh? ii. Ainsi (comp longueur premier) est mal typ�e, et notreexemple pr�ec�edent s'�ecrit: (comp ? ? longueur ? premier)�Ecriture qui reste plus lisible que le terme compl�etement explicite. Nous montrons dans la section4.6 comment se passer des hh? ii et accepter directement le terme (comp longueur premier). La tâchede l'algorithme d'inf�erence est de remplacer chaque terme inconnu hh? ii par un terme explicite detelle sorte que le terme explicite r�esultant soit bien typ�e.Dans le cas de certains PTS, o�u les types peuvent d�ependre des termes, des termes aussi peuventêtre automatiquement inf�er�es. Donnons un exemple; soit le type des vecteurs d�e�ni dans la section3.3, le constructeur qui rajoute un �el�ement en tête d'un vecteur est:consv : (A : �)(n : nat)A ! (vect A n)! (vect A (S n))Consid�erons maintenant un vecteur v : (vect bool 5) de cinq bool�eens et un bool�een b : bool. Onpeut alors �ecrire (consv ? ? b v); le deuxi�eme terme inconnu correspond �a un terme, le nombre 5.Nous utilisons de mani�ere intensive les sous-termes implicites1 dans notre d�eveloppement de lath�eorie des cat�egories dans Coq (voir troisi�eme partie de cette th�ese). Ce chapitre constitue unedocumentation pour le m�ecanisme des sous-termes implicites de Coq. L'article [132] de R. Pollackd�ecrit le principe g�en�eral du m�ecanisme de sous-termes implicites impl�ement�e dans LEGO; celuide Coq est cependant plus g�en�eral (les di��erences sont signal�ees tout au long de ce chapitre). Ladonn�ee d'un algorithme pr�ecis reste le seul moyen de comprendre dans les d�etails ce m�ecanisme.Toutefois nous ne faisons pas l'�etude m�eta-th�eorique de ce m�ecanisme.Le m�ecanisme de sous-termes implicites de Coq a �et�e con�cu et impl�ement�e par C. Murthy.Il repose de mani�ere essentielle sur un algorithme d'uni�cation de termes; celui-ci, initialementimpl�ement�e aussi par C. Murthy, a �et�e sensiblement modi��e (am�elior�e?) par C. Paulin-Mohring etl'auteur.Notre contribution dans ce chapitre consiste en deux points:� section 4.5: nous d�eveloppons une heuristique pour un meilleur traitement de l'uni�cationen pr�esence d'enregistrements. Nous montrons aussi comment cette extension permet de sur-charger des noms de fonctions (section 4.7).� section 4.6: d�eveloppement d'un m�ecanisme simple pour le calcul et l'insertion automatiquedes arguments implicites d'une fonction, cachant ainsi les disgracieux hh? ii.4.2 Principe et D�e�nitionsNous adoptons l'approche de R. Pollack: la s�emantique du calcul implicite est donn�ee en d�e�nis-sant une translation du calcul implicite vers le calcul explicite. Cette translation est un algorithmed'inf�erence de types. Le langage implicite est donc seulement une interface pour le calcul explicite.L'approche de M. Hagiya et Y. Toda[67] est quelque peu di��erente de la nôtre. Dans [67], la v�eri-�cation de type se fait directement dans le calcul implicite sans expliciter les termes implicites.1Le terme consacr�e est plutôt arguments implicites. Mais le terme de sous-termes implicites est plus appropri�e cardans notre cas, les termes implicites ne sont pas toujours des arguments d'applications de fonctions.



4.2. PRINCIPE ET D�EFINITIONS 69Cette approche a notamment pour avantage de noti�er de mani�ere plus appropri�ee les erreurs detypage. Elle comporte n�eanmoins quelques complications, comme la d�e�nition de la r�eduction dansle calcul implicite. Cette r�eduction doit pr�eserver l'unicit�e de la translation vers le calcul explicite:si M se r�eduit en N , et M a une translation unique Me, alors N a aussi une translation uniqueNe, et Me se r�eduit en Ne dans le calcul explicite. Cette propri�et�e permet de tester la conversionentre deux termes implicites en les r�eduisant �a un terme implicite commun, sans les expliciter. Pourgarantir la pr�eservation de l'unicit�e de la translation vers le calcul explicite, plusieurs restrictionssont appliqu�ees au calcul implicite, et des annotations (correspondant au cast) sont utilis�ees.Le principe g�en�eral est de laisser implicites certains sous-termes d'un terme, en les d�esignantpar une inconnue hh? ii. Nous obtenons ainsi un langage plus exible. Il n'y a pas de restrictionsquant �a l'endroit d'apparition de ces inconnues. En LEGO, les inconnues sont toujours argumentsd'une application; de plus, une inconnue ne peut pas être le dernier argument d'une application.D�e�nition 4.1 (Syntaxe concr�ete implicite(1))T ::= s j x j c j [x : T ]T j (T T ) j (x : T )T j ?La synth�ese des inconnues repose sur une id�ee simple: pour chaque sous-terme, on confronteson type inf�er�e avec son type attendu (s'il existe). Ces deux types peuvent, a priori, contenir desinconnues; il s'agit donc d'uni�cation. Le cas typique est celui de l'application. Soit �a typer (a b),avec a de type (x : B)A et b de type B0; B et B0 sont respectivement les types attendu et inf�er�ede b. Sans inconnues, il su�t de demander �a ce que B et B0 soient convertibles. En pr�esenced'inconnues, il s'agit d'associer des termes (�a trouver) �a ces inconnues tel que les termes r�esultantssoient convertibles. Il s'agit donc de r�esolution d'�equations dans un �-calcul typ�e, appel�ee aussiuni�cation d'ordre sup�erieur[77, 56].Voyons le processus sur un exemple. Soit le terme ci-dessous �a typer:[v : (vect ? 5)](consv ? ? true v)Pour distinguer les inconnues, nous les num�erotons dans l'ordre de leur apparition, de la gauchevers la droite. Le terme devient alors:[v : (vect ?1 5)](consv ?2 ?3 true v)Le tableau ci-dessous montre le typage de chacun de ses sous-termes. D'apr�es les types (d�e�nis dansle contexte) de vect et consv, les types des di��erentes inconnues sont ?1 : �, ?2 : � et ?3 : nat. Cesont les lignes du tableau poss�edant un type attendu mais pas de type inf�er�e (�etapes 2, 7 et 9). Lespoints cruciaux sont les �etapes 11 et 13; le premier permet d'associer bool �a ?2, et le second permetde d�eduire que ?2 :=?1 et ?3 := 5 par uni�cation de (vect ?1 5) et (vect ?2 ?3). Par transitivit�e,?1 := bool. Le terme explicite est alors:[v : (vect bool 5)](consv bool 5 true v)



70 CHAPITRE 4. SOUS-TERMES IMPLICITES�Etape Terme Type inf�er�e Type attendu1 vect � ! nat ! �2 ?1 �3 (vect ?1) nat! �4 5 nat nat5 (vect ?1 5) *6 consv (A : �)(n : nat)A! (vect A n)! (vect A (S n))7 ?2 *8 (consv ?2) (n : nat)?2 ! (vect ?2 n)! (vect ?2 (S n))9 ?3 nat10 (consv ?2 ?3) ?2 ! (vect ?2 ?3)! (vect ?2 (S ?3))11 true bool ?212 (consv ?2 ?3 true) (vect ?2 ?3)! (vect ?2 (S ?3))13 v (vect ?1 5) (vect ?2 ?3)14 (consv ?2 ?3 true v) (vect ?2 (S ?3))L'id�ee est donc de transformer chaque inconnue hhsyntaxique ii en une variable d'uni�cation (ondit aussi hhm�etavariable ii ou hhvariable existentielle ii pour les distinguer des variables du �-calcul)distincte ?i (nous commen�cons leur num�erotation par 1).D�e�nition 4.2 (Syntaxe abstraite implicite(1))T ::= s j x j c j [x : T ]T j (T T ) j (x : T )T j ?i (i 2 N�)Chaque m�etavariable a un type attendu, obtenu lors de sa premi�ere rencontre. Les m�etavariablessont instanci�ees par des termes lors du processus d'inf�erence. �A chaque m�etavariable, nous associonsun contexte r�epertoriant tous les noms (variables, constantes etc.) qui lui sont accessibles. Ainsi dansle terme (arti�ciel) suivant [x : A](f:::([y : B](g:::?1:::)):::?2:::), les variables x et y sont accessiblespour ?1, alors que seul x est accessible pour ?2. L'op�eration de �-conversion est ici capitale; dans[x : A](f:::([y : B](g:::?1:::)):::([y : C](h:::?2:::)):::), les deux m�etavariables ?1 et ?2 d�ependent d'unevariable y di��erente. Une fa�con simple de s'a�ranchir de tout souci de renommage lors de l'inf�erencede type, est de supposer que toutes les variables apparaissant dans les lieurs sont di��erentes (quitte�a les renommer avant inf�erence).Une signature enregistre toutes les m�etavariables rencontr�ees; les m�etavariables instanci�ees sontdites d�e�nies et celles qui ne le sont pas sont dites d�eclar�ees. Les signatures sont assez semblablesaux contextes: les m�etavariables d�eclar�ees et les m�etavariables d�e�nies correspondent respectivementaux variables et aux constantes. La seule di��erence est que chaque m�etavariable poss�ede son contexteaccessible.D�e�nition 4.3 (Signature) Une signature est une s�equence �nie de m�etavariables d�eclar�ees etde m�etavariables d�e�nies.� ::= [] signature videj �; (� `?i : A) m�etavariable d�eclar�eej �; (� `?i : A := a) m�etavariable d�e�nie



4.3. UNIFICATION 71� Les d�e�nitions vues dans 3.1 pour les contextes, Decl, Def , Dom, �?i et �val?i s'appliquentaussi pour les signatures.� Nous d�esignerons par �ctxt?i le contexte accessible d'une m�etavariable ?i dans �.� Nous notons par MV (M) l'ensemble des m�etavariables de M .La notion de variable libre est plus di�cile �a d�e�nir pour des termes avec m�etavariables. Ene�et, on ne peut pas connâ�tre a priori l'ensemble des variables libres d'un terme contenant desm�etavariables non d�e�nies. On peut par contre le hhmajorer ii, sachant que seules les variables de�ctxt?i peuvent apparâ�tre dans la d�e�nition de ?i. D'o�u la d�e�nition de V L� ci-dessous.D�e�nition 4.4 (Variables libres) L'ensemble V L� est d�e�ni relativement �a une signature �.V L��(x) = fxgV L��(s) = ;V L��(c) = ;V L��(?i) = ( V L��(�val?i ) si ?i 2 Def(�)�ctxt?i si ?i 2 Decl(�)V L��([x : A]b) = V L��(A) [ (V L��(b) n fxg)V L��((x : A)B) = V L��(A) [ (V L��(B) n fxg)V L��((a b)) = V L��(a) [ V L��(b)La d�e�nition d'une m�etavariable se d�eroule en deux �etapes. Elles sont d'abord d�eclar�ees puisinstanci�ees. Ainsi nous disposons d'une op�eration pour d�e�nir une m�etavariable d�ej�a d�eclar�ee.D�e�nition 4.5 (Instanciation d'une m�etavariable) La signature �[?i := a] est obtenue par latransformation de la m�etavariable ?i d�eclar�ee dans � en une m�etavariable d�e�nie avec la valeur a.[][?i := a] = ?(�; (� `?i : A))[?i := a] = �; (� `?i : A := a)(�; (� `?j : A))[?i := a] = (�[?i := a]); (� `?j : A)(�; (� `?j : A := b))[?i := a] = (�[?i := a]); (� `?j : A := b)4.3 Uni�cationNous avons bien vu sur l'exemple pr�ec�edent que les m�etavariables sont instanci�ees �a travers unalgorithme d'uni�cation. Celui-ci est en fait au centre du processus d'inf�erence de types pour lelangage implicite.Deux termes d'une th�eorie sont dits uni�ables s'il existe des valeurs pour les variables libres (oum�etavariables) pr�esentes dans ces termes, de fa�con �a rendre ces termes �egaux relativement auxaxiomes de la th�eorie. Il s'agit dans notre cas d'uni�cation d'ordre sup�erieur car notre th�eoriesous-jacente est un �-calcul typ�e. Cette uni�cation a �et�e prouv�ee ind�ecidable[77]: il n'existe pasd'algorithme qui d�ecide si deux termes sont uni�ables ou non. Huet[77] a toutefois d�evelopp�e unalgorithme d'uni�cation semi-d�ecidable, qui termine et donne une solution si les deux termes sontuni�ables, mais qui peut ne pas terminer en pr�esence de termes non uni�ables. Goldfarb[63] amontr�e que même l'uni�cation du second ordre (restreignant le type des m�etavariables �a être au



72 CHAPITRE 4. SOUS-TERMES IMPLICITESplus du second ordre, c'est-�a-dire des fonctions simples) est ind�ecidable. Des cas particuliers d�e-cidables de l'uni�cation d'ordre sup�erieur ont �et�e consid�er�es, notamment le cas des motifs[109] (oupatterns, termes o�u chaque symbole de fonction n'est appliqu�e qu'�a des variables toutes distinctes)o�u l'uni�cation est d�ecidable et o�u il existe uni�cateur principal (dont toutes les autres solutionspeuvent se d�eduire).D'autres algorithmes ont aussi �et�e d�evelopp�es pour des extensions du �-calcul simplement typ�e.Ainsi C. M. Elliott et D. Pym ont d�evelopp�e le premier algorithme d'uni�cation prenant en compteles types d�ependants. Dans sa th�ese, G. Dowek[56] a d�evelopp�e un algorithme d'uni�cation pour lesPTS du cube de Barendregt (admettant les types d�ependants, le polymorphisme et les construc-teurs de types).Nous adoptons pour notre part un algorithme ad hoc, non complet mais avec un bon comporte-ment en pratique. Cet algorithme prend en entr�ee un contexte et une signature et une paire determes formant une �equation.D�e�nition 4.6 (�Equation) Une �equation est une paire de termes (M;N) valides relativement �aun contexte � et une signature � donn�es. Une telle �equation sera not�ee M = N ou � `M = N .La solution d'une uni�cation r�eussie est une substitution associant �a chaque m�etavariable unevaleur. Ce rôle est tenu par les signatures. Nous d�e�nissons maintenant l'application d'une signature�a un terme.D�e�nition 4.7 (Application d'une signature) Nous notons par �(M) le r�esultat de l'applicationde la signature � au terme M . �(x) = x�(s) = s�(c) = c�(?i) = ( �(�val?i ) si ?i 2 Def(�)?i si ?i 2 Decl(�)�([x : A]b) = [x : �(A)]�(b)�((x : A)B) = (x : �(A))�(B)�((a b)) = (�(a) �(b))Pour uni�er deux termes, nous commen�cons par calculer leur forme normale de tête faible, sansexpansion de constantes.D�e�nition 4.8 (Fonction de normalisation en forme normale de tête faible) La fonctionde normalisation (sans expansion de constantes) en forme normale de tête faible est:Whnf���;�(?i) = Whnf���;�(�val?i ) si ?i 2 Def(�)Whnf���;�((([x : A]b)a a1:::an)) = Whnf���;�(b[x a] a1:::an)Whnf���;�((?i a1:::an)) = Whnf���;�((�val?i ai:::an)) si ?i 2 Def(�)Whnf���;�((Li p1:::pm a b1:::bk)) = 8><>: Whnf���;�((ai b1:::bk)) si Whnf���;�(a) �(R Cons q1:::qm a1:::an)(Li p1:::pn a b1:::bk) sinonWhnf���;�(M) = M pour tous les autres cas



4.3. UNIFICATION 73� Les fonctions Whnf�;� et #�;� sont respectivement similaires aux d�e�nitions 3.8 et 3.9; les m�e-tavariables d�e�nies sont trait�ees comme des constantes, et les m�etavariables d�eclar�ees (et nond�e�nies) comme des variables.La r�eponse de l'algorithme d'uni�cation n'est pas seulement binaire (oui ou non); elle consisteen l'ensemble des �equations restant �a uni�er. En e�et certaines �equations ne peuvent être r�esoluesimm�ediatement et sont retard�ees en attente de l'instanciation de certaines m�etavariables. Ce sontles �equations dont l'un des deux membres est un terme exible. Un cas particulier en est ?i =?j .D�e�nition 4.9 (Terme exible) Un terme est dit exible s'il est de la forme (?i a1:::an) o�u ?iest une m�etavariable non d�e�nie.La forme g�en�erale d'un terme exible ne peut être connue qu'�a l'instanciation de la m�etavariablede tête. En e�et la r�eduction en forme normale de tête faible ne peut être poursuivie. La r�esolutiondes �equations retard�ees est entreprise d�es l'instanciation de leur m�etavariable de tête. Nous noteronspar Dep(?i;� ` M = N) lorsque l'�equation M = N (valide sous le contexte �) est en attente del'instanciation de ?i.D�e�nition 4.10 (Pr�edicat Dep) Le pr�edicat Dep(?i; :) est d�e�ni par:Dep(?i;� `M = N) si et seulement si M � (?i a1:::an) _N � (?i b1:::bn) (n � 0)Nous organisons les �equations restant �a r�esoudre sous forme de s�equence, que nous noterons parla lettre E (�eventuellement avec indice).D�e�nition 4.11 (Algorithme d'uni�cation)Unify(�; E;� `M = N) =8>>>>><>>>>>: �; E si M � N( �; E si M #�;� N? sinon si MV (M) [MV (N) = ;Unify0(�; E;� `Whnf���;�(M) = Whnf���;�(N)) sinonUnify0 est d�e�ni par analyse de cas comme suit:� Unify0(�; E;� `M = M) = �; E� Unify0(�; E;� ` s1 = s2) = ( �; E si s1 � s2? sinon� Unify0(�; E;� ` [x : A1]b1 = [x : A2]b2) = Unify(Unify(�; E;� ` A1 = A2); (�; x : A1) ` b1 = b2)� Unify0(�; E;� ` (x : A1)B1 = (x : A2)B2) =



74 CHAPITRE 4. SOUS-TERMES IMPLICITESUnify(Unify(�; E;� ` A1 = A2); (�; x : A1) ` B1 = B2)� Unify0(�; E;� ` (x a1:::an) = (y b1:::bm)) =8>>>><>>>>: �n; En si x � y et n � mavec Unify(�; E;� ` a1 = b1) � �1; E1Unify(�i�1; Ei�1;� ` ai = bi) � �i; Ei (i allant de 2 �a n)? sinon� Unify0(�; E;� ` (?i a1:::an) = (?j b1:::bm)) = �; (E; � ` (?i a1:::an) = (?j b1:::bm))� Unify0(�; E;� `?i = M) =8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: �n; En si V L��(M) � �ctxt?iavec Unify(�[?i := M ]; E n (�1 ` a1 = b1);�1 ` a1 = b1) � �1; E1Unify(�j�1; Ej�1 n (�j ` aj = bj);�j ` aj = bj) � �j ; Ej(j allant de 2 jusqu'au plus petit n v�eri�antPremDep(?i;:)(En) �?; PremDep(?i;:)(E) � (�1 ` a1 = b1)et PremDep(?i;:)(Ej�1) � (�j ` aj = bj) (2 � j � n))? sinon� Unify0(�; E;� `M =?i) = Unify0(�; E;� `?i = M)� Unify0(�; E;� ` (M a1:::an) = (?i b1:::bm)) = ( S1 si S1 6�?S2 sinon avecS1 = 8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: �m+1; Em+1 si m � navec Unify0(�; E;� `?i = (M a1:::an�m)) � �1; E1Unify(�j ; Ej;� ` an�m+j = bj) � �j+1; Ej+1(j allant de 1 �a m)�n; En sinonavec Unify(�; (E; � `M = (?i b1:::bm�n));� ` a1 = bm�n+1) � �1; E1Unify(�j�1; Ej�1;� ` aj = bm�n+j) � �i; Ej(j allant de 2 �a n)S2 = ( Unify0(�; E;� `Whnf���;�((�valM a1:::an)) = (?i b1:::bm)) si M 2 Def(�)? sinon� Unify0(�; E;� ` (?i b1:::bm) = (M a1:::an)) = Unify0(�; E;� ` (M a1:::an) = (?i b1:::bm))� Unify0(�; E;� ` (M a1:::an) = (c b1:::bm)) = ( S1 si S1 6�?S2 sinon avec



4.3. UNIFICATION 75S1 = 8>>>>><>>>>>: �n; En si c �M et n � mavec Unify(�; E;� ` a1 = b1) � �1; E1Unify(�i�1; Ei�1;� ` ai = bi) � �i; Ei(i allant de 2 �a n)? sinonS2 = Unify0(�; E;� ` (M a1:::an) = Whnf���;�((�valc b1:::bm)))� Unify0(�; E;� ` a :: A = M) = Unify0(�; E;� ` a = M)� Unify0(�; E;� `M = a :: A) = Unify0(�; E;� `M = a)� Unify0(�; E;� `M = N) =? pour tous les autres casIl est possible d'avoir un seul param�etre pour Unify (autre que l'�equation �a r�esoudre) en combi-nant la signature, le contexte et les �equations en attente dans une seule s�equence. C'est la solutionadopt�ee dans [56].Nous ne prouvons aucune propri�et�e de l'algorithme donn�e; nous nous contentons de sp�eci�er lapropri�et�e de correction souhait�ee. Pour cela, nous commen�cons par d�e�nir pr�ecis�ement la notion desolution d'une �equation.D�e�nition 4.12 (Solution d'une �equation)� Une signature � est une solution d'une �equation � `M = N si et seulement si �(M) �= �(N).De plus �(M) et �(N) doivent être bien typ�es dans �.� De la même mani�ere, � est une solution d'un ensemble d'�equations E si et seulement si �est une solution de chaque �equation de E.� Nous notons par Sol(E) l'ensemble des solutions d'un ensemble d'�equations E.Nous d�e�nissons aussi la notion d'extension d'une signature. Il s'agit d'une signature obtenuepar d�eclaration et d�e�nition de nouvelles m�etavariables, et instanciation de m�etavariables d�ej�ad�eclar�ees.D�e�nition 4.13 (Extension d'une signature) Soient �1 et �2 deux signatures valides. On a�2 � �1 si et seulement si:� 8(�i `?i : A) 2 �1: ((�i `?i : A) 2 �2) _ ((�i `?i : A := a) 2 �2), et� 8(�i `?i : A := a) 2 �1: (�i `?i : A := a) 2 �2.La signature �2 est appel�ee extension de �1.Propri�et�e de correction L'�enonc�e de la propri�et�e de correction est alors:Soit Unify(�; E;� ` a = b) � �0; E 0. Nous devons avoir:1. �0 � �, et2. 8�00 (avec �00 � �0): �00 2 Sol(E 0) =) �00 2 Sol(E).



76 CHAPITRE 4. SOUS-TERMES IMPLICITES4.4 Inf�erence de typesEn plus du contexte, l'algorithme d'inf�erence de types prend en entr�ee une signature, un ensembled'�equations (restant �a r�esoudre), un terme �a typer (et �a compl�eter), ainsi que son type attendu. Lesymbole hh� ii d�esigne l'absence de type attendu.D�e�nition 4.14 (Syntaxe abstraite implicite(2))T ::= s j x j c j [x : T ]T j (T T ) j (x : T )T j ?i j � (i 2 N�)Nous �etendons l'uni�cation pour prendre en compte le terme �.D�e�nition 4.15 (Uni�cation (Suite 4.11))� Unify(�; E;� `M = �) = �; E� Unify(�; E;� ` � = M) = �; ELa principale di��erence entre cet algorithme et un algorithme d'inf�erence pour le langage ex-plicite est le remplacement de la conversion par l'uni�cation. Les r�egles pour d�eterminer le typeattendu d'un terme sont simples:1. Soit �a typer (f a). Si f a pour type (x : A)B, alors A est le type attendu de a.2. Dans le terme a :: A, A est le type attendu de a.3. Si le terme [x : A]b a pour type attendu (x : A0)B, alors B est le type attendu de b.Il existe un cas particulier o�u une m�etavariable est directement instanci�ee, lors de sa d�eclaration. Ene�et, si le terme [x :?]b a pour type attendu (x : A)B, alors la valeur de ?i (nouvelle m�etavariableassoci�ee �a hh? ii) est A.L'algorithme d'inf�erence de types utilise deux fonctions auxiliaires Dom et Rng, calculant re-spectivement le domaine et le codomaine d'un type produit.D�e�nition 4.16 Les fonctions Dom et Rng sont d�e�nies par:Dom�;�(M) = ( A si Whnf�;�(M) � (x : A)B� sinonRng�;�(M) = ( B si Whnf�;�(M) � (x : A)B� sinonPour typer les applications, il est plus judicieux de consid�erer des applications hhaplaties ii de laforme (a b1:::bn). En e�et, avant toute uni�cation, on commence par typer tous les arguments bi;ce qui nous permet de glaner un maximum d'informations sur les m�etavariables.



4.4. INF�ERENCE DE TYPES 77D�e�nition 4.17 (Inf�erence de types)Infer(�; E;�; s1 : M) = �; E; s1 : s2 avec hs1; s2i 2 AInfer(�; E;�; x : M) = �; E; x : �xInfer(�; E;�; c :M) = �; E; c : �cInfer(�; E;�; ? :M) = (�; � `?i :M); E; ?i :M avec i nouveau et M 6� �Infer(�; E;�; ?i :M) = �; E; ?i : �?iInfer(�; E;�; (x : A)B : M) = �2; E2; (x : A1)B1 : Rhs1;s2iavec Infer(�; E;�; A : �) � �1; E1; A1 : N;Whnf�;�1(N) � s1;x 62 Dom(�);Infer(�1; E1; (�; x : A1); B; �) � �2; E2; B1 : P etWhnf�;�2(P ) � s2Infer(�; E;�; [x :?]b :M) = �2; E2; [x : A1]b1 : (x : A1)B1avec Whnf�;�(M) � (x : A)B;Infer(�; E;�; A : �) � �1; E1; A1 : N;Whnf�;�1(N) � s1;x 62 Dom(�);Infer((�1; � `?i : s1 := A1); E1; (�; x : A1); b : Rng�;�1(M))� �2; E2; b1 : B1;i nouveau et(Whnf�;�2(B1) 2 Ao _Whnf�;�2(B1) 62 S) ^9s2; s3 2 S:hs1; s2; s3i 2 RInfer(�; E;�; [x : A]b :M) = �2; E2; [x : A]b1 : (x : A1)B1avec Infer(�; E;�; A : �) � �1; E1; A1 : N;Whnf�;�1(N) � s1;x 62 Dom(�);Infer(�1; E1;�; b : Rng�;�1(M)) � �2; E2; b1 : B1 et(Whnf�;�2(B1) 2 Ao _Whnf�;�2(B1) 62 S) ^9s2; s3 2 S:hs1; s2; s3i 2 RInfer(�; E;�; (a b) :M) = Unify(�2; E2;� `M = A[x b0]); (a0 b0) : A[x b0]avec Infer(�; E;�; a; �)� �1; E1; a0 : N;Infer(�1; E1;�; b : Dom�;�1(N)) � �2; E2; b0 : B0Rng�;�2(N) � (x : B)AInfer(�; E;�; a :: A :M) = Unify(�2; E2;� ` A1 = A2); a1 :: A2 : A1avec Infer(�; E;�; A : �) � �1; E1; A1 : N;Whnf�;�1(N) � s etInfer(�1; E1;�; a : A1) � �2; E2; a1 : A2Propri�et�e de correction La propri�et�e de correction pour Infer est:Soit Infer(;; ;;�;M : �) � �; E;M 0 : A. On a:



78 CHAPITRE 4. SOUS-TERMES IMPLICITES1. MV (�(M 0)) [MV (�(A)) = ;2. � ` �(M 0) : �(A)3. M 0 est obtenu �a partir de M en y rempla�cant chaque inconnue hh? ii par un terme.4.5 Heuristique pour l'uni�cation en pr�esence d'enregistrementsNous rem�edions dans cette section �a une faiblesse de l'algorithme de synth�ese de sous-termes im-plicites. Soit un exemple simple d'enregistrement:Structure R : � := fCar : �; Ar : Car! natgNous rappelons que les projections ont pour type:Car : R! � et Ar : (r : R)(Car r)! natSupposons la fonction Ar1 (de type bool ! nat) d�e�nie par ailleurs, et consid�erons la constanteci-dessous: r1 := (Build R bool Ar1)Notre algorithme d'inf�erence de type est incapable de typer des termes de la forme (f ? b) dans lecontexte: :::; f : (r : R)(x : (Car r))(list A); b : bool; :::En e�et, l'algorithme est incapable d'uni�er (Car ?1) et bool. Notre technique consiste alors, dansce cas, �a chercher dans le contexte une constante de type enregistrement R et ayant pour valeurbool au champ Car; cette constante est r1. De mani�ere g�en�erale, il s'agit de simpli�er les �equationsde la forme (Car t) = bool en t = r1.Nous allons traiter maintenant le cas le plus g�en�eral; Soit R un enregistrement quelconque:Structure R [p1 : P1; :::; pm : Pm] : s := R Cons fL1 : T1; :::;Ln : TngSoit c une constante d�e�nie par:c := [x1 : B1]:::[xk : Bk](R Cons a1:::am t1:::tn)Nous avons (voir 3.32), en posant a� � a[xk  bk]:::[x1 b1] :(Li a�1:::a�m (c b1:::bk)) =��� t�iEn particulier, pour tout ti de la forme (ci ui;1:::ui;ni) (ci est une constante et ni � 0), nousobtenons: (Li a�1:::a�m (c b1:::bk)) =��� (ci u�i;1:::u�i;ni)Les �equations que nous pouvons maintenant esp�erer r�esoudre sont maintenant de la forme:(Li a01:::a0m t l1:::lr) = (ci u0i;1:::u0i;ni l01:::l0r)Il nous faut acc�eder dans le contexte, �a la constante appropri�ee c �a partir des noms Li et ci. C'estce que r�ealise Proj�(Li; ci) d�e�ni ci-dessous.



4.5. HEURISTIQUE POUR L'UNIFICATION EN PR�ESENCE D'ENREGISTREMENTS 79D�e�nition 4.18 (La fonction Proj) Soit Li le champ d'ordre i d'un enregistrement R, et soit ciun nom d�e�ni dans �. Proj�(Li; ci) est d�e�ni par:Proj[](Li; ci) = ?Projc:A:=[x1:B1]:::[xk:Bk](R Cons a1:::am t1:::tn);�(Li; ci) = ( c si ti � (ci :::)Proj�(Li; ci) sinonProjX ;�(Li; ci) = Proj�(Li; ci) pour tous les autres casPar abus de notation, nous �ecrirons Proj(Li; ci); le contexte sous-entendu est alors le contextecourant.Remarquez que ci peut être aussi une �etiquette d'un champ d'enregistrement. Nous en tenonscompte dans l'algorithme d'uni�cation, en consid�erant d'abord Proj�(Li; ci) puis Proj�(ci; Li) siProj�(Li; ci) �echoue.D�e�nition 4.19 (Modi�cation de l'algorithme d'uni�cation)Unify0(�; E;� ` (Li a01:::a0m t l1:::lr) = (ci u0i;1:::u0i;ni l01:::l0r)) = �m+ni+r+1; Em+ni+r+1avec Unify(��; E;� ` t = (c ?1:::?k)) � �1; E18><>: Unify(�1; E1;� ` a01 = a�1) � �2; E2...Unify(�m; Em;� ` a0m = a�m) � �m+1; Em+18>><>>: Unify(�m+1; Em+1;� ` u0i;1 = u�i;1) � �m+2; Em+2...Unify(�m+ni ; Em+ni ;� ` u0i;ni = u�i;ni) � �m+ni+1; Em+ni+18><>: Unify(�m+ni+1; Em+ni+1;� ` l1 = l01) � �m+ni+2; Em+ni+2...Unify(�m+ni+r ; Em+ni+r;� ` lr = l0r) � �m+ni+r+1; Em+ni+r+1en posant:a� � a[xk  ?k ]:::[x1 ?1] et�� � �; � `?1 : A1; :::; � `?j : Aj [xj�1  ?j�1]:::[x1 ?1]; :::; � `?k : Ak[xk�1  ?j�1]:::[x1 ?1]avec �valc � [x1 : B1]:::[xk : Bk ](R Cons a1:::am t1:::(ci ui;1:::ui;ni):::tn)obtenu par: c = ( Proj�(Li; ci) si Proj�(Li; ci) 6�?Proj�(ci; Li) sinonRemarquez que cette r�egle peut s'appliquer plusieurs fois de mani�ere successive sur les �equationsengendr�ees. Nous donnons un exemple complet d�ecrivant un tel cas d'utilisation dans la section8.11.2.



80 CHAPITRE 4. SOUS-TERMES IMPLICITES4.6 Syntaxe concr�ete des applications et insertion de hh ? iiLes sous-termes implicites les plus fr�equents sont les arguments implicites de fonctions polymor-phiques (comme notre exemple comp). Il est alors important d'avoir une syntaxe particuli�ere pourles applications de fonctions nous �evitant les disgracieux symboles hh? ii.R. Pollack[132] a introduit dans LEGO une notation sp�eciale indiquant les arguments implicitesdes fonctions. Ainsi [xjA]b est une fonction avec un argument implicite, son type est alors de laforme (xjA)B. Les arguments implicites n'ont pas besoin d'être fournis lors de l'application. Parexemple, soit l'identit�e d�e�nie par Id : (Aj�)A! A := [Aj�][x : A]x; l'application de Id �a 3 est not�eetout simplement par (Id 3). Ce terme est traduit alors en (Id ? 3) avec hh? ii une inconnue devantêtre instanci�ee (en l'occurrence en nat) par l'algorithme d'inf�erence vu dans la section pr�ec�edente.Notre exemple f�etiche de la composition s'�ecrirait alors:[Aj�][Bj�][f : A! B][Cj�][g : B ! C][x : A](g (f x))Et son type est (Aj�)(Bj�)(A ! B) ! (B ! C) ! (Cj�)A ! C. La notation (f ja) permetd'expliciter un argument normalement implicite; exemple (Idjnat 3).Bien que similaire dans le principe, notre solution pour cacher les inconnues hh? ii est di��erentede celle de LEGO. Dans notre m�ecanisme, le calcul des positions implicites est automatique;l'utilisateur n'a plus �a les indiquer avec la notation [xjA]b ou (xjA)B. La deuxi�eme di��erence est unerestriction: seules les constantes, types inductifs, enregistrements et variables globales (voir section3.1.3, page 46) ont des positions implicites associ�ees. Notre calcul est tr�es simple: un argumentest implicite s'il apparâ�t comme composante dans le type d'un argument suivant. Dans [44], G.Huet propose un calcul plus �n o�u seules les occurrences rigides (notion provenant de l'uni�cationd'ordre sup�erieur) sont prises en compte.Notation 4.1 Par abus de notation, nous noterons quelquefois par (f [a1; :::; an]) le terme (f a1:::an)o�u les ai sont des termes.D�e�nition 4.20 (Calcul des positions implicites) Soit une constante c de type A. La s�equencede ses positions implicites Implicits�(c) est calcul�ee �a partir de la forme normale faible de tête it�er�eeWhnf�(A). Soit (x1 : A1):::(xn : An)B la valeur de Whnf�(A).Implicits�(c) = [i j xi 2 V L(Aj) avec j allant de i+ 1 �a n]Les positions implicites sont rang�ees dans l'ordre croissant.Par exemple, les positions implicites de la constante comp sont [1; 2; 4].Dans notre syst�eme, pour expliciter un argument implicite d'une application, il su�t de lepr�ec�eder de hhi! ii o�u i est sa position. Ainsi pour donner explicitement le quatri�eme argument de(comp longueur premier), il su�t d'�ecrire (comp longueur 4!bool premier). Cette notation rem�edie�a un inconv�enient de LEGO o�u pour expliciter un argument implicite, on doit aussi expliciter tousles arguments implicites qui le pr�ec�edent; notre exemple s'�ecrit (compj? j? longueur jbool premier)dans LEGO. Quant �a la notation (!c a1:::an), elle permet d'ignorer tous les arguments implicitesde c. Tous les arguments de c doivent être fournis; ceci �evite les trop longues listes d'arguments



4.6. SYNTAXE CONCR�ETE DES APPLICATIONS ET INSERTION DE hh? ii 81implicites explicit�es. Nous donnons ci-dessous la syntaxe concr�ete de notre langage incluant lesarguments implicites.Nous disposons aussi d'une nouvelle syntaxe pour les abstractions implicites, de la forme [x]a.D�e�nition 4.21 (Syntaxe implicite(2))T ::= s j x j c j [x : T ]T j (T T ) j (x : T )T j ? j [x]T j (!c T:::T ) j (c A:::A)A ::= T j i!TL'op�eration d'insertion des inconnues hh? ii dans le syst�eme de LEGO s'e�ectue en même tempsque le typage. Nous donnons, pour illustrer notre propos, une forme simpli��ee (sans nous occuperdes conditions de typage et de la r�esolutions des inconnues hh? ii) de l'explicitation des applicationsdans LEGO. Nous notons par M la forme explicite du terme M . Pour expliciter une application(f a), nous devons connâ�tre le type de f . Ainsi:(f a) = ( (f ? a) si f : (xjA)B(f a) sinon(f ja) = ( (f a) si f : (xjA)B? sinonLa fonction d'insertion des hh? ii dans Coq est alors quelque peu compliqu�ee mais est compl�ete-ment s�epar�ee du typage; elle est purement syntaxique.D�e�nition 4.22 (Insertion des inconnues hh? ii)s = sx = xc = c[x : A]b = [x : A]b(x : A)B = (x : A)B[x]b = [x :?]b(c a1:::an) = 8>><>>: ( (c0 a1:::an) si 8i:ai 6�!a0i? si 9i:ai �!a0i si c �!c0(c [a1:::an] k1 Implicits�(c)) sinon(a b) = (a b)Le param�etre k de kk correspond au rang de l'argument attendu pour l'application.[ai:::an] kk [pj :::pm] = 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: [] si [ai:::an] � []( [a0i] � [ai+1:::an] kk+1 [pj+1:::pm] si ai � k!a0i[?] � [ai:::an] kk+1 [pj+1:::pm] sinon si k = j( ? si ai � l!a0i[ai] � [ai+1:::an] kk+1 [pj :::pm] sinon si k < j? sinon



82 CHAPITRE 4. SOUS-TERMES IMPLICITESL'apparente complexit�e de la fonction d'insertion ci-dessus provient du fait qu'un terme implicitepeut être erron�e pour di��erentes raisons:� explicitation avec la notation i!a d'un argument d'une application compl�etement explicite(!c a1:::an).� explicitation d'une position non implicite; argument de la forme i!a avec i 62 Implicits�(c).� ordre des arguments implicites non respect�e.�A cause de la restriction du calcul des positions implicites aux constantes, notre syst�eme s'av�eremoins puissant que celui de LEGO. Consid�erons le terme (Id Id 3); notre fonction d'insertion letransforme en (Id ? Id 3), qui est mal typ�e. Il nous faut �ecrire (Id Id ? 3). En e�et notre syst�emene prend pas en compte le changement d'arit�e (nombre d'arguments) des constantes polymorphes.C'est une faiblesse th�eorique importante mais peu pesante en pratique (du moins dans notre ap-plication de la formalisation de la th�eorie des cat�egories { voir la troisi�eme partie de cette th�ese).En LEGO, (Id Id 3) est tout �a fait correct puisque (Id Id) : (Aj�)A! A a un argument implicite.D'o�u (Id Id 3) : nat, et sa forme explicite (Id ((Aj�)A ! A) Id nat 3) comporte deux termesimplicites.4.7 Surcharge de noms de fonctionsLe m�ecanisme que nous venons de d�evelopper (section 4.5) constitue aussi un m�ecanisme simple ete�cace de surcharge de noms de fonctions. Nous entendons par surcharge la possibilit�e d'utiliserun même nom pour plusieurs fonctions di��erentes. L'exemple le plus courant est celui du plus (ou+): dans beaucoup de langages, il repr�esente �a la fois l'addition des entiers naturels, des r�eels, maisaussi la concat�enation de châ�nes de caract�eres et de listes. �A la compilation (o�u �a l'ex�ecution pourcertains langages, notamment orient�es objets), la fonction appropri�ee est s�electionn�ee suivant letype de ses arguments.Donnons un exemple. Soit �a surcharger des noms de fonctions suivant le type de leur premierargument. Pour cela, nous devons d�e�nir le type des fonctions d'au moins un argument (toutes lesfonctions).Structure FunArg1 : � := fCar1 : �; Car2 : �; f : Car1 ! Car2gSupposons maintenant qu'on veuille surcharger les fonctions f1, f2 et f3 pr�esentes dans le contexte.:::A1 : Type; A2 : Type; f1 : nat! A1; f2 : bool! A2;f3 : (list nat)! bool! nat; f4 : (list bool)! bool! nat; g : A1 ! A2 ! bool:::Il faut pour cela les encapsuler en des objets de type FunArg1.F1 := (Build FunArg1 f1)F2 := (Build FunArg1 f2)F3 := (Build FunArg1 f3)Nous pouvons alors �ecrire f �a la place des trois fonctions f1, f2 et f3. Exemples:



4.7. SURCHARGE DE NOMS DE FONCTIONS 83� (g (f 0) (f True)) est �equivalent �a (g (f1 0) (f2 True)), et� (g (f (f (nil nat) False)) (f True)) est �equivalent �a (g (f1 (f3 (nil nat) False)) (f2 True)).Explicitons le terme (f 0); il se r�e�ecrit d'abord en (f ? 0), puis le processus d'inf�erence nous am�ene�a r�esoudre le probl�eme d'uni�cation (Car1 ?1) = nat. Celui-ci, suivant la m�ethode de r�esolutiond�ecrite ci-dessus (d�e�nition 4.19), se r�esout par ?1 := F1. Avec la même technique, les inconnuesde (g (f (f (nil nat) False)) (f True)) (soit (g (f ?1 (f ?2 (nil nat) False)) (f ?3 True)) apr�esexplicitation) sont r�esolues par ?1 := F1, ?2 := F2 et ?3 := F3.Dans l'exemple pr�ec�edent, il n'est pas possible de surcharger f3 et une autre fonction f4 (detype (list bool) ! :::) car seul le constructeur du champ Car1 (ici list) importe, et non son typeexact.On peut de mani�ere analogue d�e�nir d'autres types de fonctions (comme FunArg1) de fa�con�a autoriser la discrimination sur un num�ero d'argument bien d�etermin�e. Il est toutefois impossibled'avoir de strat�egie plus sophistiqu�ee de discrimination, comme la recherche du premier argumentai de l'application (f a1:::an) tel qu'il n'existe qu'une seule fonction surcharg�ee h : T1 ! :::! Tmavec les types Tj (j � i) compatibles avec ceux de a1 jusqu'�a ai.Construisons la d�e�nition FunArg2 nous permettant de surcharger des fonctions ayant au moinsdeux arguments. La discrimination se fera alors sur le type du second argument.Structure FunArg2 [C1 : �] : � := fC2 : �; C3 : �; h : C1! C2! C3gSoit une partie d'un contexte valide::::h1 : nat ! bool! A1; h2 : nat! nat! A2; :::Pour surcharger h1 et h2, nous devons d'abord les transformer en des objets de type FunArg2.H1 := (Build FunArg2 h1)H2 := (Build FunArg2 h2)Nous pouvons alors �ecrire (g (h 0 True) (h 0 0)) �a la place de (g (h1 0 True) (h2 0 0)).Nous donnons maintenant la structure permettant la discrimination sur l'argument d'ordre n.Structure FunArgn [C1 : �; ::::;Cn�1 : �] : � := fCn : �; Cn+1 : �; h : C1! :::! Cn ! Cn+1gD'autres exemples de structures plus int�eressantes sont possibles, comprenant des types d�epen-dants et des propri�et�es sur les fonctions; voir les exemples de l'�egalit�e et de la composition dans8.11.2.
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Chapitre 5Coercions Implicites5.1 IntroductionUne di��erence fondamentale entre la th�eorie des ensemble et la th�eorie des types est que cettederni�ere ne poss�ede pas une notion de sous-type correspondant �a la notion de sous-ensemble. Alorsqu'un �el�ement peut appartenir �a plusieurs ensembles di��erents, en th�eorie des types, un terme n'aqu'un seul type unique (�a la convertibilit�e pr�es). Cet �etat de fait a pouss�e les chercheurs �a consid�ererdiverses notions de sous-typage. Le principe de base du sous-typage est que si A est un sous-typede B, not�e A � B, alors les termes de type A peuvent être consid�er�es comme �etant de type B aussi.� ` a : A A � B� ` a : BCeci induit une nouvelle forme de polymorphisme : une fonction peut être appliqu�ee �a tout termedont le type est hh inf�erieur ii �a son type attendu.� ` f : B ! C � ` a : A A � B� ` (f a) : CL'approche bas�ee sur les coercions1 permet de garder une th�eorie fortement typ�ee (chaque termeposs�ede au plus un type). On introduit une constante unique cA;B, appel�ee coercion, pour chaquepaire de types A et B avec A � B. Dans certaines th�eories, ces coercions sont d�e�nissables etcorrespondent alors tout simplement �a des fonctions. Les deux r�egles ci-dessus deviennent alors :� ` a : A cA;B : A � B� ` (cA;B a) : B� ` f : B ! C � ` a : A cA;B : A � B� ` (f (cA;B a)) : CL'utilisation des coercions permet une forme de surcharge; par exemple le nombre 3 peut être con-sid�er�e, suivant les circonstances, comme un entier naturel, un entier relatif, un nombre rationnel,un nombre r�eel ou un nombre complexe. Il y a en fait cinq objets di��erents avec le nom 3. Ils1hh coercition ii semble être le terme consacr�e dans la langue fran�caise; nous lui pr�ef�erons toutefois l'anglicismehhcoercion ii. 85



86 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITESsont tous r�ef�erenc�es par 3 mais un objet particulier est utilis�e �a chaque r�ef�erence suivant le con-texte d'utilisation du nom. Contrairement aux m�ecanismes de surcharge habituels, les coercionspermettent d'expliciter les connexions entre tous ces objets.Une forme de sous-typage fort r�epandue en pratique est l'h�eritage dans les langages de pro-grammation �a objets. Ce sont des langages d�evelopp�es avec comme pr�eoccupation principale lar�eutilisation de code et la factorisation des propri�et�es. Depuis Simula 67, le premier langage �a ob-jets de l'histoire, plusieurs langages ont vu le jour; les plus importants sont Smalltalk, Ei�el, C++et Java. Il y a plusieurs conceptions de l'h�eritage suivant le langage consid�er�e. Dans ces langages,les programmes sont organis�es en classes (s'apparentant �a des enregistrements), qui encapsulentles donn�ees et les m�ethodes (ou fonctions). Une classe A peut être sp�ecialis�ee en lui rajoutant denouvelle composantes (ou champs) pour obtenir une nouvelle classe B; on dit que B h�erite oud�erive de A. Une m�ethode de A peut alors être invoqu�ee (appliqu�ee) sur des objets de B. L'h�eritagepeut être hhsimul�e ii par l'utilisation de coercions. Toutefois, certains traits importants des langages�a objets ne peuvent pas être repr�esent�es par le sous-typage, comme par exemple la red�e�nition dem�ethodes et la sp�eci�cation d'acc�es aux champs d'une classe. Avec le m�ecanisme de red�e�nitionde m�ethodes, une classe peut red�e�nir le comportement de certaines m�ethodes h�erit�ees. Quant aum�ecanisme de sp�eci�cation d'acc�es, il permet de restreindre l'acc�es de certains champs pour lesclasses d�eriv�ees (classes qui h�eritent) dans des buts de s�ecurit�e et de con�dentialit�e.Le sous-typage a �et�e intensivement �etudi�e dans le domaine de la programmation fonctionnelle.Des �etudes s�emantiques ont �et�e aussi men�ees dans des th�eories de type sans types d�ependantscomme le syst�eme F , notamment [28] utilisant une approche bas�ee sur les coercions. Une �etudeplus r�ecente du sous-typage dans le syst�eme F est [101]. Les �etudes sur le sous-typage dans desth�eories de type avec types d�ependants sont par contre peu nombreuses; nous citons le travail dePfenning[126] sur les hhre�nement types ii, le travail de Aspinall et Compagnoni[12] sur la d�ecidabil-it�e de Edinburgh LF avec sous-typage, et en�n les travaux de Chen et Longo[39].Bien que le sous-typage soit conceptuellement naturel, il n'est pas encore clair comment introduireun m�ecanisme de sous-typage dans des th�eories de types avec types d�ependants, sans compromettreles bonnes propri�et�es de la th�eorie. Un tel m�ecanisme devrait repr�esenter l'h�eritage entre th�eoriesmath�ematiques et permettre de raisonner �a propos de sous-ensembles. L'absence de m�ecanisme desous-typage pratique dans les syst�emes de preuves est certainement l'un des principaux obstacles �aleur application dans la formalisation de parties cons�equentes des math�ematiques.L'utilisation des coercions implicites est tellement fr�equente et naturelle en math�ematiques que laplupart des math�ematiciens ne se rendent même pas compte de leur existence; elles sont int�egr�eesau langage math�ematique. En e�et beaucoup d'abus de notations correspondent �a l'utilisation im-plicite de coercions, notamment entre structures math�ematiques (alg�ebriques). Ainsi par exemple,toute construction sur les ensembles peut être appliqu�ee �a (l'ensemble support d') un groupe. Cetabus de notation est g�en�eralement admis car tout groupe peut être hhcoerc�e ii en un ensemble parune op�eration canonique qui extrait l'ensemble support sous-jacent d'un groupe.Le cas des sous-ensembles est similaire �a celui des structures car un sous-ensemble d'un ensembleA est repr�esent�e par une structure fx 2 A j P (x)g o�u P est un pr�edicat sur A. Un objet ha; pi defx 2 A j P (x)g peut être vu comme un objet de A en consid�erant la premi�ere projection commecoercion.Notre m�ecanisme peut être vu comme une approche �a la fois conceptuellement simple et puis-



5.2. TRAVAUX ANT�ERIEURS 87sante pour l'introduction du sous-typage dans les th�eories de types avec types d�ependants. Nousne sommes pas int�eress�es par augmenter le puissance d'expression de notre th�eorie, mais seulementpar am�eliorer son confort d'utilisation. �Etant donn�e un terme, �eventuellement mal typ�e, nous nousint�eressons au probl�eme de savoir s'il peut être bien typ�e modulo l'insertion de coercions appro-pri�ees. Un tel algorithme d'inf�erence est donn�e dans [8] dans le contexte d'un �-calcul simplementtyp�e avec types r�ecursifs.Les travaux de P. Aczel[2, 3] constituent le point de d�epart et la principale source d'inspirationpour l'�elaboration de notre syst�eme. Ces travaux �etaient pionniers dans l'utilisation de l'h�eritagedans les syst�emes de preuves dans le but d'imiter des abus de notations utilis�es en math�ematiques.Le m�ecanisme d�ecrit par P. Aczel a �et�e �etendu par G. Barthe [16] au cas de l'h�eritage multiple.Aucune impl�ementation n'existe de ces deux m�ecanismes.Dans une premi�ere �etape et en collaboration avec A. Bailey, nous avons d�e�ni et impl�ement�e dansLEGO un troisi�eme syst�eme d'h�eritage avec h�eritage multiple et classes avec param�etres (non ad-mis par les syst�emes pr�ec�edents). Dans ce chapitre, nous pr�esentons un nouvel syst�eme d'h�eritageam�eliorant tous les syst�emes pr�ec�edents. La contribution majeure consiste en l'introduction de deuxclasses abstraites FUNCLASS et SORTCLASS permettant de capturer encore plus d'abus de nota-tions.Ce chapitre est organis�e comme suit. Nous d�ecrivons dans la deuxi�eme section les travauxde P. Aczel et G. Barthe. La troisi�eme section est consacr�ee �a motiver les extensions que nousproposons dans notre nouveau syst�eme. La section suivante d�ecrit ce syst�eme dans le d�etail. Lacinqui�eme section est consacr�ee �a la construction du graphe d'h�eritage. L'algorithme d'inf�erence etses propri�et�es sont les sujets abord�es dans la sixi�eme section.5.2 Travaux ant�erieursNous ne rappelons que les principaux travaux d'h�eritage bas�es sur les coercions implicites, et relatifsaux syst�emes de preuves.5.2.1 Proposition de Peter AczelDans le cadre de son projet de formalisation de la th�eorie de Galois, P. Aczel a propos�e l'utilisationde l'h�eritage dans les syst�emes de preuves bas�es sur la th�eorie des types. Il entendait par h�eritage,la possibilit�e d'appliquer une fonction f : A ! B �a un terme a : A0 car A0 peut être vu dans uncertain sens comme un sous-type de A. Par exemple, un groupe peut être utilis�e comme ensemble,mono��de ou tout autre sous-structure de groupe, suivant le contexte. Il d�ecrivait ce m�ecanismecomme une forme disciplin�ee de surcharge de d�e�nitions. En e�et, la fonction f ci-dessus agit demani�ere uniforme sur tout objet d'un sous-type de A, sans avoir �a la red�e�nir.P. Aczel a propos�e une notion de classe et m�ethode o�u chaque m�ethode est associ�ee �a seulementune classe mais est h�erit�ee par ses sous-classes. �A chaque classe est associ�e le type de ses instancesbC, et chaque m�ethodem sur C sera donn�ee sous forme d'une fonction sur bC. La relation d'h�eritageest alors d�e�nie en utilisant des fonctions appel�ees coercions: une classe C0 h�erite d'une classe Cs'il existe une coercion de bC0 vers bC. On dit aussi que C 0 est une classe-enfant de C ou bien queC est la classe-p�ere de C 0.



88 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITESAinsi toute fonction d�e�nie sur bC induit une fonction sur bC 0. En particulier, chaque m�ethoded�e�nie sur C induit une fonction sur le type bC 0 des instances de toute classe-enfant C0 de C.L'ensemble des classes forme une forêt de classes, c'est-�a-dire un ensemble �ni d'arbres �nis dontles n�uds repr�esentent des classes, et les arcs repr�esentent des fonctions de coercion. On distinguedeux sortes de d�e�nitions de classes:� d�e�nition d'une classe correspondant �a une racine d'un nouvel arbre dans la forêt.C := rootclass T� d�e�nition d'une sous-classe �a une sous-classe d�ej�a existante. Ainsi:C := childclass D [x : T ]bcr�e�e une nouvelle feuille C, imm�ediatement au-dessous de la classe D. La fonction [x : T ]b estla coercion entre bC et bD.Dans les deux cas, nous avons implicitement:bC := TUne classe C0 est une sous-classe de C s'il existe un chemin de C0 vers C dans un arbre de la forêt.La coercion bC0 ! bC est alors obtenue en composant dans l'ordre les coercions du chemin menantde C 0 vers C.Une d�e�nition d'une m�ethode m pour une classe C a la forme:m := method[x : bC]eUne fois cette m�ethode d�e�nie, il devient possible d'�ecrire (m a) pourvu que a : bC0 o�u C0 est unesous-classe de C. Le terme (m a) doit être trait�e comme �etant le terme e[x (f a)] o�u f : bC 0 ! bCest la coercion entre C0 et C.Ce syst�eme permet la d�e�nition incr�ementale de classes et coercions. Toutefois une classe racinene peut h�eriter d'aucune classe: les arbres d'h�eritage ne crô�ssent que dans un sens. Une autrefaiblesse est que ce syst�eme ne supporte que l'h�eritage!simple, c'est-�a-dire toute classe est classe-enfant d'au plus une classe. Cette notion est oppos�ee �a celle d'h�eritage multiple o�u une classe peutêtre classe-enfant de plusieurs classes. Cette restriction est dûe au fait que la d�eclaration d'uneclasse-enfant se fait en même temps que sa coercion. De plus, pour rem�edier au premier probl�eme,il faut abolir la distinction entre classe-racine et classe-enfant. Nous obtenons ainsi deux primitives:� D�eclaration d'une classe C, en cr�eant un arbre form�e de cette seule classe.C := class T� D�eclaration de [x : T ]b comme coercion entre C et D pourvu que [x : T ]b : bC ! bD. Un arcest alors cr�e�e dans la forêt d'h�eritage entre les noeuds C et D.[x : T ]b coercion from C to DCette nouvelle pr�esentation pose toutefois un nouveau probl�eme: il peut exister plusieurs coer-cions entre deux classes. Laquelle utiliser lors de l'application d'une m�ethode? Cette question estabord�ee dans la section suivante.



5.2. TRAVAUX ANT�ERIEURS 895.2.2 PTS avec h�eritageDans le syst�eme propos�e par Gilles Barthe[16], la notion de classe n'existe plus; la notion centraleest celle de coercion.D�e�nition 5.1 (Coercion) Une coercion est une paire de termes clos h[x : A]i; A! Bi, que nous�ecrirons [x : A]i : A! B.Les classes sont maintenant tout simplement des termes, ils correspondent aux types des in-stances bC de [2]. Les coercions sont compos�ees, modulo �-conversion, a�n d'en construire denouvelles. La fermeture transitive �+ d'un ensemble de coercions � est l'ensemble de toutes lescompositions de coercions { il correspond �a la notion de forêt d'h�eritage de [2].D�e�nition 5.2 La fermeture �+ d'un ensemble � de coercions est le plus petit ensemble telque, si pour i = 1; :::; n, ci : Ai ! Bi 2 �, et Ai+1 =� Bi pour i = 1; :::; n � 1, alors [x :A1](cn (cn�1:::(c1 x))) : A1 ! Bn 2 �+.Remarquons que tous les �el�ements de �+ sont aussi des coercions.D�e�nition 5.3 Soit � un ensemble de coercions et A et B deux termes. Une coercion [x : A0]i :A0 ! B0 2 �+ �-lie A �a B si et seulement si A =� A0 et B =� B0.�Etant donn�es un terme M : A et un type B, la question qu'on va se poser est la suivante:peut-on transformer M en un terme de type B en ins�erant une coercion appropri�ee de �+? Siplusieurs coercions i1; :::in conviennent, on voudrait qu'elles donnent toutes le même terme, c'est-�a-dire (ik M) =� (il M) pour k; l = 1; :::; n. C'est la condition dite de coh�erence.D�e�nition 5.4 (Coh�erence) Un ensemble � est coh�erent si:1. pour toutes coercions i : A! B et j : A0 ! B0 dans�+, A =� A0 ^ B =� B0 ) (i x) =� (j x)o�u x est une variable frâ�che,2. pour toute coercion i : A! B 2 �+, A =� B ) (i x) =� x o�u x est une variable frâ�che.L'op�eration d'insertion de coercions est captur�ee par une r�egle de calcul �(�).D�e�nition 5.5 (�(�)-r�eduction)� La relation !�(�) est la plus petite relation telle que:{ (M u)!�(�) (M (i u)) o�u i : A! B 2 �,{ M !�(�) N , alors (M b) !�(�) (N b), (a M) !�(�) (a N), [x : M ]b !�(�) [x : N ]b,[x : A]M !�(�) [x : A]N , (x :M)B !�(�) (x : N)B et (x : A)M !�(�) (x : A)N .� La relation de �(�)-r�eduction !��(�) est la plus petite relation r�eexive et transitive contenantla relation !�(�).� La relation de �(�)-�equivalence =�(�) est la plus petite relation d'�equivalence contenant!�(�).



90 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITES� La r�eduction !�(�) est �etendue aux contextes par:{ []!�(�) []{ M !�(�) N ) �; x :M ; �0 !�(�) �; x : N ; �0Les r�egles des PTS avec h�eritage comportent plusieurs di��erences avec les PTS:� D'abord, la r�egle (Meth) nous permet d'appliquer a : (x : B)A �a tous les termes dont letype est �-li�e �a B. Remarquez aussi que le type de l'application est A[x (i b)] et non pasA[x b], car ce dernier n'est pas toujours bien typ�e.� La r�egle (Ccoe) permet d'introduire des coercions �a condition que l'ensemble r�esultant decoercions soit coh�erent. Le typage se fait dans un contexte vide et sans coercions.� Nous avons deux r�egles de conversion; l'une pour =� et l'autre pour =�(�). Les �-r�eductionsne sont faites que sur des termes explicites, c'est-�a-dire typables sans coercions. En e�et, lacombinaison de �-r�eductions et de �(�)-r�eductions n'a pas les bonnes propri�et�es, puisque!�(�) n'est ni fortement normalisable, ni conuente. De plus, elle ne pr�eserve pas le typage.Nous donnons maintenant les r�egles d'inf�erence des PTS avec h�eritage. La m�etath�eorie de cesyst�eme est pr�esent�ee dans [16].D�e�nition 5.6 (R�egles des PTS avec h�eritage) Les jugements �j� ` et �j� ` t : T sontd�e�nis de mani�ere mutuellement inductive.(CVide) ;j[] `(CVar) �j� ` A : s s 2 S x 62 Dom(�)�j�; x : A `(CCoe) ;j[] ` i : A! B � [ fi : A! Bg est coh�erent�; i : A! Bj� `(Axiom) s1 : s2 2 A�j� ` s1 : s2(Name) x 2 Dom(�)�j� ` x : �x(Lam) �j�; x : A ` b : B �j� ` (x : A)B : s�j� ` [x : A]b : (x : A)B(Prod) �j� ` A : s1 �j�; x : A ` B : s2 hs1; s2; s3i 2 R�j� ` (x : A)B : s3(App) �j� ` a : (x : B)A �j� ` b : B�j� ` (a b) : A[x b](Meth) �j� ` a : (x : B)A �j� ` b : B0 B0 est �-li�e �a B par i�j� ` (a b) : A[x (i b)]



5.3. MOTIVATIONS DES EXTENSIONS INTRODUITES 91(Conv-�) �j� `M : B ;j�0 ` A : s ;j�0 ` B : s A =� B �!��(�) �0�j� `M : A(Conv-�(�)) �j� `M : B �j� ` A : s A =�(�) B�j� `M : ACe syst�eme admet l'h�eritage multiple, et permet la d�e�nition de coercions oppos�ees i : A! B 2�+ et j : B ! A 2 �+. Les coercions oppos�ees sont tr�es utiles en pratique car elles permettentde manipuler de mani�ere transparente plusieurs d�e�nitions �equivalentes d'une même notion math�e-matique. Malheureusement, ce syst�eme est di�cile �a �etendre au cas des coercions de type (x : A)B�a cause de la v�eri�cation de la condition de coh�erence. En e�et, deux coercions i : (x : A)B etj : (x : A)C peuvent avoir le même codomaine B[x  a] =� C[x a] pour certaines valeurs a dex, et être di��erentes pour certaines autres valeurs.5.3 Motivations des extensions introduitesAvant de d�etailler notre syst�eme, nous essayons de motiver par des cas pratiques chacune desextensions que nous introduisons.Classes avec param�etres. La premi�ere extension int�eressante �a consid�erer est le sous-typageentre enregistrements. Ils s'apparentent dans ce cas aux classes des langages de programmation�a objets; on peut construire une classe A �a partir d'une classe B en l'�etendant par de nouveauxchamps. Lorsqu'un terme de type A est utilis�e, on peut tout simplement hhoublier ii ses champssuppl�ementaires pour retrouver un terme de type B. Ainsi il existe une coercion d'hhoubli ii im-plicite entre A et B. Dans notre formalisme, on peut avoir des coercions entre enregistrementsavec param�etres. Ainsi dans la d�eclaration ci-dessous, supposons qu'on veuille d�eclarer Li commecoercion entre deux enregistrements A et B.Structure A [p1 : P1; :::; pm : Pm] : s := R Cons f:::;Li : (B b1:::bn); :::gLe type de cette coercion est :Li : (p1 : P1)::::(pm : Pm)(x : (R p1:::pm))(B b�1:::b�n)avec b�j = bj [L1  (L1 p1:::pm x)]:::[Li�1 (Li�1 p1:::pm x)]Les syst�emes pr�ec�edents ne savent pas traiter cette coercion car il s'agit d'une coercion param�etr�ee,concernant deux familles de types. Ce type de coercions n'intervient pas seulement entre enreg-istrements; nous �etendons ce sch�ema de coercions �a tous les noms (types inductifs, constantes,variables). Nous donnons l'exemple de coercions hhoppos�ees ii entre les listes et les vecteurs:list vect : (A : Type)(l : (list A))(vect A (longueur A l))vect list : (A : Type)(n : nat)(vect A n)! (list A)



92 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITESCoercions entre fonctions. Sans aucune modi�cation, les syst�emes pr�ec�edents peuvent prendreen compte la r�egle de sous-typage contravariante �a gauche des types fonctionnels.B1 � A1 A2 � B2(A1 ! A2) � (B1 ! B2)Cette r�egle peut être adapt�ee au cas des coercions assez ais�ement comme suit:p : B1 ! A1 q : A2 ! B2[f : A1 ! A2][x : B1](q (f (p x))) : (A1 ! A2)! (B1 ! B2)Remarquons toutefois que dans le cas des PTS avec h�eritage, la v�eri�cation de la coh�erence dugraphe d'h�eritage devient probl�ematique. Nous montrerons dans les prochaines sections comment�etendre cette r�egle au cas des familles de types, et quelles sont ses r�epercussions sur la coh�erencedu graphe d'h�eritage.Autres types de coercions. Dans les deux syst�emes pr�ec�edents, les coercions ne sont ap-pliqu�ees qu'�a des arguments d'applications de la forme (f a). Nous introduisons deux nouveaux casd'application de coercions correspondant �a des abus de notations math�ematiques usuels.� Soit G un groupe, on a l'habitude d'utiliser la notation x 2 G, qui est pourtant formellementincorrecte car G n'est pas un ensemble; x 2 G est un abus de notation pour x 2 G o�u Gest l'ensemble sous-jacent de G. En th�eorie des types aussi, on ne peut pas �ecrire x : Gavec G : Group (voir la d�e�nition de Group dans 3.4) car Group n'est pas une sorte (ou demani�ere �equivalente, G n'est pas un type). Cependant, un tel m�ecanisme d'abus de notationsest aussi possible en th�eorie des types; il su�t de consid�erer des coercions vers des sortes, etqui seraient ins�er�ees lors de la d�eclaration de variables. Dans le cas des groupes, cette coercionest CarGrp, et la d�eclaration correcte pour x : G est x : (CarGrp G).� La deuxi�eme extension concerne la notation fonctionnelle en math�ematiques. De nombreusesconstructions math�ematiques peuvent être appliqu�ees �a des arguments sans être formellementdes fonctions; exemples: morphismes de groupes (anneaux etc.), foncteurs, transformationsetc. En th�eorie des types, la notation fonctionnelle est r�eserv�ee aux termes dont le type estfonctionnel (c'est-�a-dire (x : A)B). L'id�ee alors est d'�etendre cette notation �a tous les termesdont le type n'est pas fonctionnel mais qui peut être hhcoerc�e ii vers un type fonctionnel.Donnons un exemple; nous d�e�nissons le type des morphismes de groupe. Un morphismeentre les groupes A et B est une fonction entre les types sous-jacents de A et B, pr�eservantla structure de groupe de A.Structure MorGrp [A;B : Group] : Type :=fFctGrp : (CarGrp A)! (CarGrp B);PresGrp : (x; y : (CarGrp A))(FctGrp (OpGrp A x y)) =(OpGrp B (FctGrp x) (FctGrp y))^(x : (CarGrp A))(FctGrp (InvGrp A x)) = (InvGrp B (FctGrp x))^(FctGrp (IdGrp A)) = (IdGrp B)gDonnons la d�e�nition en utilisant la coercion CarGrp et en omettant certains arguments, quenous appelons hharguments implicites ii.



5.4. LANGAGE DES COERCIONS 93Structure MorGrp [A;B : Group] : Type :=fFctGrp : A! B;PresGrp : (x; y : A)(FctGrp (OpGrp x y)) = (OpGrp (FctGrp x) (FctGrp y))^(x : A)(FctGrp (InvGrp x)) = (InvGrp (FctGrp x))^(FctGrp (IdGrp A)) = (IdGrp B)gL'�enonc�e f(a + a�1) = eB o�u f un morphisme de groupes entre A et B, s'�ecrit alors(f (OpGrp a (InvGrp a))) = (IdGrp B) avec f : (MorGrp A B).5.4 Langage des coercions5.4.1 ClassesNous adoptons l'approche de [2] en exigeant que les classes soient toutes nomm�ees (variables glob-ales, constantes, types inductifs, enregistrements ou projections). En pratique, toute notion im-portante est nomm�ee même s'il s'agit d'un cas particulier d'une notion plus g�en�erale. Ces classespeuvent avoir des param�etres; n�eanmoins une classe avec param�etres est consid�er�ee comme �etantune seule classe et non comme une famille de classes. En plus de ces classes d�e�nies, nous avonsdeux classes abstraites SORTCLASS et FUNCLASS, respectivement classe des sortes et des fonctions.Elles sont dites abstraites dans le sens o�u, contrairement aux classes d�e�nies, elles ne correspondentpas �a un terme de la th�eorie.D�e�nition 5.7 (Classe)� Une classe �a n param�etres est tout nom d�eclar�e dans le contexte courant dont le type a uneforme normale de la forme (x1 : A1):::(xn : An)s. Ces classes sont dites classes d�e�nies.� SORTCLASS et FUNCLASS sont des classes sans param�etres.Remarquez que par leur type, les constructeurs de types inductifs et d'enregistrements, ne peu-vent pas être des classes.La d�etermination de la classe d'un type est une op�eration purement syntaxique. En particulier,A �= B n'implique pas que Cl(A) = Cl(B).D�e�nition 5.8 (Classe d'un terme) La classe d'un terme bien typ�e M : A est Cl(A), d�e�niepar: Cl(s) = SORTCLASSCl((x : A)B) = FUNCLASSCl((C a1:::an)) = C si C est une classe d�e�nie avec n param�etresCl(M) = ? sinonUne autre approche est possible concernant le traitement des sortes. Il s'agit de consid�ererchaque sorte comme une classe, ainsi SORTCLASS n'existerait pas.C'est l'�egalit�e syntaxique qui est utilis�ee pour comparer deux classes; ainsi deux classes de nomsdi��erents sont consid�er�ees comme di��erentes même si leur valeur est la même. Exemple: soit uneconstante c := nat ! bool, nous avons Cl(c) := c et Cl(nat! bool) = FUNCLASS.



94 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITESD�e�nition 5.9 (�Egalit�e de classes) Deux classes sont �egales si et seulement si elles ont le mêmenom.Sur le plan de l'impl�ementation, ceci est un gain d'e�cacit�e appr�eciable puisque comparer deuxnoms est beaucoup plus rapide que tester la convertibilit�e de deux termes.5.4.2 CoercionsLa pr�esence des classes avec param�etres complique quelque peu la d�e�nition des coercions. Unepremi�ere approche est de consid�erer comme coercion entre deux classes C et D, toute fonction dontle type principal est de la forme: (x1 : A1):::(xk : Ak)(y :M)Navec C = Cl(M) et D = Cl(N). Pour rester coh�erent avec notre choix de consid�erer une classe avecparam�etres comme une seule classe, il est raisonnable d'exiger que toute coercion sur C s'applique�a tout objet de C. Ce n'est �evidemment pas le cas pour cette d�e�nition de coercion. En e�et, soitC : nat! s une classe et f : (n : nat)(C (S n))! N une coercion entre C et Cl(N), cette coercionne s'applique pas aux objets de C de type (C 0). Il faut alors exiger que les coercions d'une classed�e�nie C vers une classe D aient pour type principal (x1 : A1):::(xn : An)(y : (C x1:::xn))N avecD = Cl(N).Consid�erons maintenant le cas des classes abstraites. Une coercion sur SORTCLASS de type (x1 :T1):::(xk : Tk)(y : s1)N , ne peut pas s'appliquer sur des objets de SORTCLASS dont le type estdi��erent de s1. Un probl�eme similaire concerne FUNCLASS. Nous d�ecidons ainsi de ne pas accepterde coercions sur les classes abstraites.D�e�nition 5.10 (Coercion) Soit C une classe d�e�nie et D une classe. Une coercion est toutnom d�eclar�e dans le contexte, v�eri�ant la condition d'h�eritage uniforme, c'est-�a-dire ayant un typeprincipal de la forme: (x1 : A1):::(xn : An)(y : (C x1:::xn))Navec D = Cl(N).Une coercion f entre C et D est not�ee f : C- - D, et les classes C et D sont respectivementappel�ees classe source et classe cible de f .Dans le cas o�u chaque sorte est une classe, il aurait �et�e possible de consid�erer les coercionss- - Cl(N) de la forme (y : s)N .D�e�nition 5.11 (Application d'une coercion) Soient M : (C a1:::an) un objet de la classed�e�nie C et f : C- - D une coercion. L'application de f �a M est d�e�nie par:f@(M : (C a1:::an)) = (f a1:::an M)Le terme obtenu est un objet de D. Nous notons son type par ffM : (C a1:::an)g . Nous noteronsrespectivement f@(M : (C a1:::an)) et ffM : (C a1:::an)g par f@M et ffMg lorsque le type de Mpeut se d�eduire du contexte.Sans la condition d'h�eritage uniforme, il aurait fallu d�e�nir f@M par (f ?:::?M). Les inconnueshh? ii devant alors être r�esolues par un algorithme d'arguments implicites (non complet).



5.4. LANGAGE DES COERCIONS 955.4.3 Coercions identit�eLa condition d'h�eritage uniforme n'est pas aussi restrictive qu'on pourrait le penser. En e�et, il estpossible de la contourner en utilisant les coercions identit�e.Supposons qu'on veuille d�eclarer une coercion entre C et D ne v�eri�ant pas la conditiond'h�eritage uniforme (D = Cl(N)):f : (x1 : A1):::(xk : Ak)(y : (C a1::::an))NCette coercion ne s'applique qu'�a certains objets de C, plus pr�ecis�ement aux objets de type(C a1::::an) o�u x1; :::xk sont des variables quelconques. Nous allons donc commencer par d�e�nirune classe C 0 �a k param�etres contenant ces objets:C0 := [x1 : A1]:::[xk : Ak ](C a1::::an)Nous d�e�nissons alors une coercion entre C0 et C consistant en une fonction identit�e:Id C0 C := [x1 : A1]:::[xk : Ak ][y : (C 0 x1::::xk)](y :: (C a1::::an))La fonction f peut alors être d�eclar�ee comme coercion entre C0 et Cl(N), en modi�ant son typeen: (x1 : A1):::(xk : Ak)(y : (C 0 x1::::xk))ND CI@@@@f I �����Id C0 C�C0Reprenons notre exemple des listes et vecteurs. On d�e�nit une sous-classe des listes correspon-dant aux nombres binaires. Un nombre binaire est une suite ordonn�ee de bool�eens correspondantsaux valeurs (digits) 0 et 1. Nous d�e�nissons ainsi la classe bin des nombres binaires.bin := (list bool)On d�e�nit une coercion entre les nombres binaires et les entiers naturels (en base d�ecimale) corre-spondant �a la fonction d'�evaluation. eval bin : bin! natSeule la classe bin h�erite de nat; la classe list n'en h�erite pas. Et bin h�erite aussi de toutes lesclasses dont h�erite list grâce �a la coercion identit�e Id bin list : bin! (list bool).vect�����list vect �	����vect list	nat listI@@@@eval bin I �����Id bin list�bin



96 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITES5.5 Graphe d'h�eritageNous formalisons maintenant la repr�esentation adopt�ee lors de l'exemple pr�ec�edent. Soit � unensemble de coercions. Cet ensemble peut être repr�esent�e sous forme d'un graphe d'h�eritage hN ;Ai:� N est l'ensemble des classes d�e�nies dans �� C f! D 2 A si et seulement si f : C- - D 2 �.Nous commen�cons par sp�eci�er les conditions de validit�e portant sur l'ensemble des coercions.D�e�nition 5.12 (Ensemble valide de coercions) Soit un ensemble� de coercions; chaque �el�e-ment de � est de la forme hp : A;C;Di o�u p est une coercion, A son type et C et D sont respec-tivement ses classes de d�epart et d'arriv�ee.Un ensemble de coercions � est valide relativement �a un contexte � si et seulement si p 2 Dom(�)et � ` p : A pour tout hp : A;C;Di 2 �. Nous noterons cette relation par � j= �.5.5.1 Composition de coercionsNous repr�esentons le graphe d'h�eritage par l'ensemble des chemins (au sens de la th�eorie desgraphes) du graphe hN ;Ai. Chaque chemin d�e�nit une coercion: les chemins �a un seul arc corre-spondent �a des coercions simples (appartenant �a �), alors que les chemins plus longs sont obtenuspar composition de coercions simples.Nous montrons maintenant comment composer les coercions existantes pour obtenir de nouvellescoercions.D�e�nition 5.13 (Chemins du graphe d'h�eritage) Soit � un ensemble de coercions.� Un chemin de coercions est toute liste non vide [f1; :::; fn] ordonn�ee de coercions telles quefi : Ci- - Ci+1 2 � pour i = 1; :::; n. On �ecrit alors [f1; :::; fn] : C1- - Cn+1. Le nombrede param�etres de [f1; :::; fn] : C1- - Cn+1 est le nombre de param�etres de C1.� On �etend l'application @ des coercions au cas des chemins de coercions par:[f1]@t = f1@t et [f1; :::; fn]@t = [f2; :::; fn](f1@t)� La composition de chemins de coercions est d�e�nie pour tous [f1; :::; fn] : C- - D et[g1; :::; gm] : D- - E par:[f1; :::; fn] � [g1; :::; gm] = [f1; :::; fn; g1; :::; gm]� Nous notons l'ensemble des chemins de coercions dans � par �+. Il est d�e�ni comme �etantle plus petit ensemble v�eri�ant:{ f : C- - D 2 � ) [f ] : C- - D 2 �+,{ f : C- - D 2 � ^ p : D- - E 2 �+ ) [f ] � p : C- - D 2 �+.{ On dit que C est une sous-classe de D s'il existe p : C- - D 2 �+.



5.5. GRAPHE D'H�ERITAGE 97� Nous appelons graphe tout ensemble �ni de chemins de coercions. Nous �etendons la notationj= aux graphes; � ` G si et seulement si � ` � o�u � est l'ensemble des coercions apparaissantdans G.� Nous notons par Gn l'ensemble des chemins de coercions ayant n param�etres.Notation 5.1 Pour mentionner explicitement les classes source C et cible D d'une coercion p d'ungraphe G, nous �ecrirons (p : C- - D) 2 G.Nous �enon�cons quelques lemmes simples sur la structure des coercions et le typage de leurapplication.Lemme 5.1 Soient G un graphe et � un contexte tels que � j= G.1. pour tout (p : C- - D) 2 G, si � ` a : (C a1:::an), alors � ` p@a : pfa : (C a1:::an)g.2. Si (p : C- - SORTCLASS) 2 G et � ` a : (C a1:::an), alors pfa : (C a1:::an)g 2 S.3. Si (p : C- - FUNCLASS) 2 G et � ` a : (C a1:::an), alors il existe A1 et A2 tels quepfa : (C a1:::an)g � (x : A1)A2.4. Si (p : C- - D) 2 G avec D 6� SORTCLASS et D 6� FUNCLASS et � ` a : (C a1:::an), alorsil existe des termes b1,...,bm tels que pfa : (C a1:::an)g � (D b1:::bm).Preuve Imm�ediat par l'hypoth�ese � j= G qui nous garantit le bon typage des coercions. Lesjugements de typage sont d�emontr�es par utilisation de la r�egle (App) de typage de l'application.5.5.2 Coh�erenceLe probl�eme g�en�eral �a r�esoudre est: �etant donn�e un terme M de type (C a1:::an) et un type(D b1:::bm), peut-on convertir M en un terme de type (D b1:::bm) en lui appliquant des coercions.Le même probl�eme de coh�erence vu en section 5.2.2 se pose pour notre syst�eme. En e�et, on peutavoir deux coercions di��erentes entre deux classes C et D. Cette situation se pr�esente notammentdans le cas du hhdiagramme du losange ii ci-dessous, caract�eristique de l'h�eritage multiple.D�����k � I@@@@f IB CI@@@@h I �����g�AOn peut contourner ce probl�eme en adaptant la condition de coh�erence de [16] au cas des classesavec param�etres.



98 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITESD�e�nition 5.14 (Coh�erence) Un ensemble� est coh�erent si pour toute paire (p; q : C- - D) 2�+, on a p@x �= q@x avec x : (C x1:::xn), et x1,...,xn de nouvelles variables quelconques.Cette solution n'est pas satisfaisante car elle est �a la fois trop restrictive et trop permissive, car ilexiste une distorsion entre la conversion qui est une notion non syntaxique et la notion de classequi est syntaxique.� elle est trop restrictive car elle ne prend pas en compte le type d'arriv�ee des coercions. Onpeut en e�et avoir deux coerions toujours di��erentes de la forme p : (x : A)(C x)! (D true)et q : (x : A)(C x)! (D false) qui pourtant ne v�eri�ent pas la condition de coh�erence.� elle est trop permissive car elle ne prend pas compl�etement en compte la convertibilit�e desclasses. Deux coercions p : C- - D et q : C 0- - D0 peuvent co-exister dans un graphecoh�erent � même si C0 et D0 sont respectivement identiques �a C et D, car la notion de classeest purement syntaxique.D�e�nition 5.15 (D�eclaration de coercion) Soient � un ensemble coh�erent de coercions, et f :C- - D une nouvelle coercion. Le graphe d'h�eritage obtenu apr�es la d�eclaration de f est G:G = ( (�[ f)+ si (� [ f) est coh�erent�+ sinonNous pouvons toujours avoir plusieurs chemins possibles entre deux classes dans G, �a conditionqu'ils soient tous convertibles.5.5.3 Une alternative �a la condition de coh�erenceIl existe plusieurs strat�egies, autres que la condition de coh�erence, pour garantir l'unicit�e de lacoercion entre deux classes quelconques. Nous pr�esentons la strat�egie que nous avons choisie dansl'impl�ementation de notre syst�eme. Dans le cas de chemins de coercion multiples entre deux classes,seul le plus ancien chemin est valide. L'ordre de d�eclaration des coercions devient donc important.Nous consid�erons G l'ensemble des coercions (chemins) valides. Nous notons par G + f l'extensionde G par une nouvelle coercion f .D�e�nition 5.16 Soient G un ensemble de coercions valides, et f : C- - D une nouvelle coercion.� L'ensemble des coercions engendr�ees par la d�eclaration de f est :New(G; f) = f[f ]g [fp � [f ] j (p : B- - C) 2 Gg [f[f ] � q j (q : D- - E) 2 Gg [fp � [f ] � q j (p : B- - C) 2 G ^ (q : D- - E) 2 Gg� L'ensemble G + f est d�e�ni par:G + f = G [ fp j (p : X- - Y ) 2 New(G; f) ^ 6 9(q : X- - Y ) 2 GgL'avantage d'une telle strat�egie, outre sa simplicit�e, est la monotonie de la construction dugraphe. Cette propri�et�e n'est pas v�eri��ee dans le cas d'une strat�egie favorisant le plus r�ecent chemin.De plus, l'op�eration de d�eclaration de coercion pr�eserve la propri�et�e de validit�e du graphe.



5.6. FONCTION D'EXPLICITATION DE TERMES 99Lemme 5.2 Soient G un ensemble de coercions valides, et f : C- - D une nouvelle coercion.Nous avons:� G � G + f .� Si G est valide, alors G + f l'est aussi.Preuve Par construction de G + f .Notre pr�esentation sugg�ere un calcul statique des chemins de coercions, e�ectu�e �a chaque d�ecla-ration de coercion. C'est un gain d'e�cacit�e pour notre impl�ementation car les chemins de coercionssont calcul�es une fois pour toutes et non pas �a chaque acc�es au graphe d'h�eritage.Le comportement des deux strat�egies que nous avons pr�esent�ees di��ere par leur ensemblede chemins valides. Avec la condition de coh�erence, si la d�eclaration d'une coercion provoquel'incoh�erence du graphe, tous les chemins qu'elle engendre sont rejet�es. Avec notre seconde strat�egie,seuls les chemins multiples sont rejet�es. Comme exemple, consid�erons le cas du hhdiagramme dulosange ii ci-dessus, o�u f est la derni�ere coercion d�eclar�ee. Supposons que [g; f ] et [h; k] ne sont pasconvertibles. Avec la condition de coh�erence, le graphe obtenu est f[h]; [k]; [h; k]; [g]g, alors qu'il est�egal �a f[h]; [k]; [h;k]; [g]; [f ]g avec notre seconde strat�egie.5.6 Fonction d'explicitation de termesApr�es avoir d�e�ni notre langage des coercions, nous nous int�eressons maintenant �a son interpr�e-tation dans le langage explicite (langage o�ciel des PTS). Dans le syst�eme de G. Barthe[16], lescoercions ne pouvaient être ins�er�ees qu'en position d'arguments dans les applications. Les positionsd'applications dans notre syst�eme sont plus nombreuses; elles correspondent aux termes encadr�es:(a b ), ( a b), [x : A ]b, (x : A )B, (x : A) B , a :: A et a :: A. Ces positions peuvent êtrecombin�ees, donnant les cas ( a b ), (x : A ) B et a :: A .Nous n'adoptons pas la d�emarche de G. Barthe[16] qui consiste �a d�e�nir une nouvelle th�eorie aveccoerions implicites. Nous optons pour une interpr�etation directe des termes implicites dans les PTS(sans coercions). Nous restons �d�eles �a notre politique de consid�erer le langage implicite commeune simple interface du langage explicite. Cette interpr�etation prend la forme d'un algorithmed'inf�erence de types que nous appelerons aussi algorithme d'explicitation.5.6.1 Insertion de coercionsNous en venons maintenant aux fonctions d'application de coercions. Nous commen�cons par a�nernotre fonction calculant la classe d'un terme M : A de telle sorte que si A n'est pas une classe,nous calculons la classe de sa forme normale. Nous appelons Cl� cette nouvelle fonction. Il ne s'agittoutefois que d'une heuristique puisqu'en toute g�en�eralit�e, un terme M : A peut avoir plusieursclasses, correspondant �a tous les noms de classe Ci pour lesquels il existe des termes ai1...aini avecA �= (Ci ai1:::aini).D�e�nition 5.17 (Classe d'un terme (fonction am�elior�ee))Cl�(G;�; A) = ( Cl(A) si Cl(A) 6�?Cl(Whnf�(A)) sinon



100 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITESCette fonction est int�eressante car elle est compatible avec la conversion dans le cas o�u l'oninterdit les classes constantes et les projections (ces classes correspondent �a des types non normaux,pouvant se simpli�er). Nous ferons dor�enavant r�ef�erence �a ce syst�eme par le syst�eme restreint 5.18.C'est un syst�eme que nous allons beaucoup �etudier car il jouit de meilleures propri�et�es que lesyst�eme g�en�eral.D�e�nition 5.18 (Syst�eme restreint) Nous appelons syst�eme restreint tout langage de coercionsdont le graphe d'h�eritage ne contient ni des classes constantes ni des classes projections.Ce syst�eme contient le cas standard o�u les classes sont des structures et les coercions des pro-jections entre structures. Mais il est encore plus g�en�eral puisque les coercions ne sont pas astreintes�a être exclusivement des projections, et les classes peuvent aussi êtres des variables globales (ax-iomes), des types inductifs (les exemples abondent: nat, bool ou list etc.) ou encore les classesabstraites SORTCLASS et FUNCLASS.Nous montrons la compatibilit�e de la fonction Cl� avec l'�egalit�e d�e�nitionnelle.Lemme 5.3 Soient � un contexte et G v�eri�ant la restriction 5.18 n'est ni une constante, ni uneprojection. Nous avons: A �= B ) Cl�(G;�; A) = Cl�(G;�; B)Preuve Nous montrons d'abord que Cl�(G;�; A) � Cl(Whnf�(A)). La preuve est par r�ecurrencesur la structure du terme A. Un seul cas est int�eressant, celui de l'application. Nous consid�eronstrois sous-cas:� nous avons Cl�(G;�; (c a1:::an)) = Cl(Whnf�((c a1:::an))) lorsque c est une constante ou uneprojection; en e�et Cl((c a1:::an)) =? car G ne contient pas de classes constantes, ni de classesprojections.� si c peut être une classe (une variable globale, un type inductif, un constructeur, ou un en-registrement) alors nous avons Cl�(G;�; (c a1:::an)) = Cl(Whnf�((c a1:::an))) = c si c est uneclasse et Cl�(G;�; (c a1:::an)) = Cl(Whnf�((c a1:::an))) =? sinon (car Whnf�((c a1:::an)) =(c a1:::an) d'apr�es le lemme 3.8).� pour les autres cas, nous avons Cl�(G;�; (c a1:::an)) = Cl(Whnf�((c a1:::an))) =?.Puisque A �= B, nous en d�eduisons que Cl(Whnf�(A)) � Cl(Whnf�(B)) (puisque Whnf�(A) etWhnf�(B) ont même forme). Finalement:Cl�(G;�; A) = Cl(Whnf�(A)) = Cl(Whnf�(B)) = Cl�(G;�; B)Nous d�e�nissons maintenant des fonctions qui transforment un terme a de type A en uneforme requise: une sorte, un type fonctionnel ou un type sp�eci�que B. Dans les deux premierscas, les fonctions retournent un couple comprenant le terme transform�e et son type (une sortepour Coerce SORT et un type fonctionnel pour Coerce FUN). La derni�ere fonction Coerce retourneseulement le terme transform�e.Il faut remarquer que les coercions ne sont appliqu�ees que si a n'est pas d�ej�a sous la forme requise.



5.6. FONCTION D'EXPLICITATION DE TERMES 101D�e�nition 5.19 (Fonctions de coercion)� Coercion vers une sorte.Coerce SORT(G;�; a; A) = 8><>: a; s si Whnf�(A) � sp@a; pfag si (p : Cl�(G;�; A)- - SORTCLASS) 2 G? sinon� Coercion vers un type fonctionnel.Coerce FUN(G;�; a; A) = 8><>: a; (x : A1)A2 si Whnf�(A) � (x : A1)A2p@a; pfag si (p : Cl�(G;�; A)- - FUNCLASS) 2 G? sinon� Coercion vers un type.Coerce(G;�; a; A; B) = 8>>>>><>>>>>: a si A �= Bp@a si (p : Cl�(G;�; A)- - Cl�(G;�; B)) 2 G et pfag �= B[x : B1]Coerce(G; (�; x : B1); (a Coerce(G; (�; x : B1); x; B1; A1)); A2; B2)si Whnf�(A) � (x : A1)A2 et Whnf�(B) � (x : B1)B2? sinonLa deuxi�eme alternative dans la d�e�nition de Coerce correspond �a l'application de la r�egle desous-typage (contravariante) pour les types fonctionnels g�en�eralis�ee aux types d�ependants commesuit: p : B1- - A1 q : A2- - B2 a : (x : A1)A2[x : B1](q@(a (p@x))) : (x : B1)B2On peut aussi introduire une optimisation permettant d'�eviter des abstractions inutiles dans certainscas particuliers, suivant la r�egle:q : A2- - B2 [x : A1]a1 : (x : A1)A2[x : A1](q@a1) : (x : A1)B2Sans cette optimisation, on aurait obtenu le terme [x : A1](q@([x : A1]a1 x)). Il faut alors rajouterle nouveau cas ci-desous pour la fonction Coerce:Coerce(G;�; a; A; B) = [x : A3]Coerce(G; (�; x : B1); a3; A2; B2)si a � [x : A3]a1; Whnf�(A) � (x : A1)A2;Whnf�(B) � (x : B1)B2 et A3 #� B1Propri�et�es Pour lier le terme implicite en entr�ee avec le r�esultat des fonctions d'insertion decoercions, nous d�e�nissons une r�egle de r�eduction ayant pour comportement d'e�acer les coercions.D�e�nition 5.20 La relation !� est la plus petite congruence engendr�ee par la r�egle:G ` (a a1:::an b)!� b si a 2 Gn



102 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITESCette r�egle seule n'est pas su�sante �a exprimer le lien entre les termes explicite et implicite.En e�et, soit le terme [x : B1](q@(a (p@x))) : (x : B1)B2 obtenu �a partir de a : (x : A1)A2avec la r�egle de sous-typage des types fonctionnels. Ce terme peut se r�eduire comme suit (ensupposant, pour simpli�er, que le terme a n'est pas une coercion et qu'il est en forme normale):G ` [x : B1](q@(a (p@x))) !�� [x : B1](a x). La �-r�eduction est alors n�ecessaire pour poursuivre lar�eduction en a.Nous commen�cons par �etablire des r�esultats de correction pour les fonctions d'insertion decoercions. D'abord un lemme technique concernant la bonne fondation de la r�ecurrence utilis�eedans Coerce. Nous rappelons la d�e�nition de la notion de relation bien fond�ee.D�e�nition 5.21 (relation bien fond�ee) Une relation > est dite bien fond�ee s'il n'existe pas dechâ�ne in�nie de la forme a1 > a2 > :::.D�e�nition 5.22� Soit >st la relation transitive des sous-termes d�e�nie par:(x : A)B >st A; (x : A)B >st B; [x : A]b >st A; [x : A]b >st b; (a b) >st a et (a b) >st b� On d�esigne par >st�� la relation obtenue �a partir de >st et !��.� On d�esigne par >st��p la relation sur les paires de termes d�e�nie par:(a1; b1) >st��p (a2; b2), (a1 >st�� a2 ^ b1 >st�� b2) _ (a1 >st�� b2 ^ b1 >st�� a2)Lemme 5.4 Les relations >st�� et >st��p sont bien fond�ees.Preuve Il est clair que la relation >st est bien fond�ee, puisque la taille des termes (nombre desymboles) diminue par >st. Nous rappelons aussi que nous consid�erons des PTS avec la relation!�� fortement normalisable (c'est �a dire bien fond�ee).1. Pour montrer la bonne fondation de >st��, nous montrons d'abord que!�� et >st commutentde la mani�ere suivante: si a >st b!�� c alors a!�� b >st c. En e�et:(x : A)B >st A!�� A0 =) (x : A)B !�� (x : A0)B >st A0(x : A)B >st B !�� B0 =) (x : A)B !�� (x : A)B0 >st B0[x : A]b >st A!�� A0 =) [x : A]b!�� [x : A0]b >st A0[x : A]b >st b!�� b0 =) [x : A]b!�� [x : A]b0 >st b0(a b) >st a!�� a0 =) (a b)!�� (a0 b) >st a0(a b) >st b!�� b0 =) (a b)!�� (a b0) >st b0Supposons maintenant que >st�� n'est pas bien fond�ee; il existe donc une châ�ne in�nie de laforme a1 >st�� a2 >st�� :::. D'apr�es la propri�et�e de commutation ci-dessus, on peut ramenertoutes les !��-r�eductions en d�ebut de cette châ�ne: ai1 !�� ai2 !�� :::aj1 >st aj2 >st :::. Onextrait alors de cette suite une suite in�nie de !��-r�eductions ou une suite in�nie ordonn�eepar>st. Les deux cas contredisent la bonne fondation de!�� et de >st. Conclusion: la relation>st�� est bien fond�ee.



5.6. FONCTION D'EXPLICITATION DE TERMES 1032. Montrons la bonne fondation de >st��p . Supposons que >st��p n'est pas bien fond�ee; il existedonc une châ�ne in�nie (a1; b1) >st��p (a2; b2) >st��p :::. De cette châ�ne, on peut construireune autre châ�ne in�nie a1 >st�� X2 >st�� X3::: o�u Xi est ai ou bi suivant la hhvaleur ii de(ai�1; bi�1) >st��p (ai; bi). Or nous venons de d�emontrer que >st�� est une relation bien fond�ee.Conclusion: la relation >st��p est bien fond�ee.Lemme 5.5 Soient G un graphe d'h�eritage et � un contexte tels que � j= G.1. Si � ` a : A, alors Coerce SORT(G;�; a; A) �? ou Coerce SORT(G;�; a; A) � a0; s avec� ` a0 : s et G ` a0 !�� a.2. Si � ` a : A, alors Coerce FUN(G;�; a; A) �? Coerce FUN(G;�; a; A) � a0; (x : A1)A2 avec� ` a0 : (x : A1)A2 et G ` a0 !�� a.3. Si � ` a : A et � ` B : s, alors Coerce(G;�; a; A; B) �? ou � ` Coerce(G;�; a; A; B) : B etG ` Coerce(G;�; a; A;B)!��� a.Preuve1. Par simple analyse de cas, et en utilisant le lemme 5.1.2. idem.3. Par analyse de cas:(a) si A �= B, alors � ` a : B par la r�egle (Conv).(b) si (p : Cl�(G;�; A)- - Cl�(G;�; B)) 2 G et pfag �= B, alors � ` p@a : pfag par lelemme 5.1. Par la r�egle (Conv), � ` a : B. De plus G ` p@a!�� a.(c) supposons Whnf�(A) � (x : A1)A2 et Whnf�(B) � (x : B1)B2. Puisque � ` a : A, ona � ` a : (x : A1)A2 par la r�egle (Conv). Aussi � ` (x : B1)B2 : s, par le lemme 2.8avec � ` B : s. Par les lemmes de g�en�eration (2.5), il existe des sortes s1, s2, s01, s02 2 Stelles que � ` A1 : s1, � ` A2 : s2, � ` B1 : s01 et � ` B2 : s02. Par cons�equent le contexte�; x : B1 est bien form�e.La preuve se fait par r�ecurrence sur les termes A et B, avec l'ordre >st��p . Par r�ecurrence(car (A;B) >st��p (B1; A1)), nous avons:�; x : B1 ` Coerce(G; (�; x : B1); x; B1; A1) : A1G ` Coerce(G; (�; x : B1); x; B1; A1)!��� xAussi, par induction (car (A;B) >st��p (A2; B2)), nous obtenons:�; x : B1 ` Coerce(G; (�; x : BE1); (a Coerce(G; (�; x : B1); x; B1; A1)); A2; B2) : B2G ` Coerce(G; (�; x : B1); (a Coerce(G; (�; x : B1); x; B1; A1)); A2; B2)#���(a Coerce(G; (�; x : B1); x; B1; A1))



104 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITESPar la r�egle (Lam), et puisque � ` (x : B1)B2 : s, nous concluons par:� ` [x : B1]Coerce(G; (�; x : B1); (a Coerce(G; (�; x : B1); x; B1; A1)); A2; B2) : (x : B1)B2Finalement, par la r�egle (Conv), nous aboutissons au r�esultat souhait�e:� ` [x : B1]Coerce(G; (�; x : B1); (a Coerce(G; (�; x : B1); x; B1; A1)); A2; B2) : BDe plus,G ` [x : B1]Coerce(G; (�; x : B1); (a Coerce(G; (�; x : B1); x; B1; A1)); A2; B2)#���[x : B1](a Coerce(G; (�; x : B1); x; B1; A1))#���[x : B1](a x)#�a5.6.2 Algorithme d'inf�erence de typesDans notre nouvel algorithme d'inf�erence de types, les fonctions d'insertion de coercions qu'on vientde d�e�nir remplacentWhnf et la conversion; plus exactement, Coerce SORT et Coerce FUN tiennentle rôle de Whnf et Coerce remplace la conversion. Le typage se fait relativement �a un contexte et�a un graphe recensant tous les chemins de coercions valides. Le typage d'un terme (implicite) Ms'e�ectue par Infer(G;�;M); le r�esultat retourn�e est un terme (explicite) M 0 et un type (expliciteaussi) A.En toutes g�en�eralit�e, �a un terme implicite peut correspondre plusieurs termes explicites corre-spondant �a toutes les insertions de coercions valides possibles. �A cela deux raisons:1. Nous savons que dans les PTS, un termeM peut avoir plusieurs types, disons A et A0, modulola convertibilit�e. Comme la d�etermination de la classe d'un type (les fonctions Cl et Cl�) nerespecte pas la convertibilit�e, ces types peuvent correspondre �a des classes di��erentes Cl(A)et Cl(A0). Ainsi le terme M peut être transform�e en deux termes di��erents p@M et q@Mavec les coercions p : Cl(A)- - C et q : Cl(A0)- - D. Ce prob�eme ne se pose pas lorsqueles constantes et les projections ne peuvent pas être des classes, puisque le lemme 5.3 nousgarantit l'unicit�e de la classe d'un terme (par Cl�) dans ce cas.2. Il est possible d'inserer des coercions dans un terme d�ej�a bien typ�e. Soit M un terme explicitebien typ�e, on peut le transformer en tous les termes p@M bien typ�e (p est une coercionappropri�ee).Pour garantir l'unicit�e de la proc�edure d'explicitation, il nous faut trouver une parade �a chacunede ces deux situations:



5.6. FONCTION D'EXPLICITATION DE TERMES 1051. La d�etermination de la classe d'un terme est r�ealis�ee seulement �a partir de son type inf�er�e.2. On interdit l'insertion de coercions dans des termes d�ej�a bien typ�es.D�e�nition 5.23 (Algorithme d'inf�erence)Infer(G;�; s1) = s1; s2 avec hs1; s2i 2 AInfer(G;�; x) = x;�xInfer(G;�; c) = c;�cInfer(G;�; (x : A)B) = (x : A0)B0;Rhs1;s2iavec Coerce SORT(G;�; Infer(G;�; A)) � A0; s1 etCoerce SORT(G; (�; x : A0); Infer(G; (�; x : A0); B)) � B0; s2Infer(G;�; [x : A]b) = [x : A0]b0; (x : A0)B0avec Coerce SORT(G;�; Infer(G;�; A)) � A0; s1;Infer(G;�; x : A0; b) � b0; B0 et(Whnf�(B0) 2 Ao _Whnf�(B0) 62 S) ^ 9s2; s3 2 S:hs1; s2; s3i 2 RInfer(G;�; (a b)) = (a0 b0); A0[x b0]avec Coerce FUN(G;�; Infer(G;�; a))� a0; (x : B0)A0 etCoerce(G;�; Infer(G;�; b); B0) � b0Infer(G;�; a :: A) = a0 :: A0; A0avec Coerce SORT(G;�; Infer(G;�; A)) � A0; s etCoerce(G;�; Infer(G;�; a); A0) � a05.6.3 Propri�et�esCorrection La premi�ere propri�et�e de correction consiste �a v�eri�er que le terme explicite est bientyp�e. De plus, nous devons �etablir que le terme explicite est obtenu �a partir du terme implicite parinsertion de coercions.Th�eor�eme 6 (Correction)Si Infer(G;�;M)�M 0; A, alors � `M 0 : A et G `M 0 !��� M .Preuve Nous proc�edons par r�ecurrence sur la structure du terme �a typer. Aucun cas n'est v�eri-tablement di�cile �a d�emontrer, mais nous pr�ef�erons tout de même d�etailler la preuve de tous lescas.� Les trois premiers cas, relatifs aux sortes, variables et constantes sont triviaux.� Cas du produit. Nous avons Infer(G;�; (x : A)B) � (x : A0)B0;Rhs1;s2i avec:(H1) : Infer(G;�; A)�M;X(H2) : Coerce SORT(G;�;M;X)� A0; s1(H3) : Infer(G; (�; x : A0); B) � N; Y(H4) : Coerce SORT(G; (�; x : A0); N; Y ) � B0; s2Le lemme 5.5 appliqu�e �a (H2) et �a (H4) nous fournit les �enonc�es suivants:



106 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITES(H5) : � ` A0 : s1(H6) : G ` A0 !��� M(H7) : �; x : A0 ` B0 : s2(H8) : G ` B0 !��� NNous remarquons d'abord que le contexte �; x : A0 est bien form�e car (H5). Par hypoth�ese der�ecurrence sur (H1), nous obtenons:(H9) : G `M !��� AAussi par hypoth�ese de r�ecurrence sur (H3):(H10) : G ` N !��� BEn combinant (H5) et (H7) avec la r�egle (Prod), nous obtenons � ` (x : A0)B0 : Rhs1;s2i.Par transitivit�e de la relation !��� , nous obtenons:(H6) + (H9) : G ` A0 !��� A(H8) + (H10) : G ` B0 !��� BPuis par congruence: G ` (x : A0)B0 !��� (x : A)B.� Cas de l'abstraction. Nous avons Infer(G;�; [x : A]b) � [x : A0]b0; (x : A0)B0 avec:(H1) : Infer(G;�; A)�M;X(H2) : Coerce SORT(G;�;M;X)� A0; s1(H3) : Infer(G; (�; x : A0); b) � b0; B0(H4) : (Whnf�(B0) 2 Ao _Whnf�(B0) 62 S) ^ 9s2; s3 2 S:hs1; s2; s3i 2 RLe lemme 5.5 appliqu�e �a (H2), nous fournit:(H5) : � ` A0 : s1(H6) : G ` A0 !��� MPar hypoth�ese de r�ecurrence sur (H1) et (H3):(H7) : G `M !��� A(H8) : �; x : A0 ` b0 : B0(H9) : G ` b0 !��� bNous obtenons alors:(H5) + (H8) + (H4) + (Lam) : � ` [x : A0]b0 : (x : A0)B0En�n, par transitivit�e et congruence de !�� :(H6) + (H7) + (H9) : G ` [x : A0]b0 !��� [x : A]b� Cas de l'application. Nous avons Infer(G;�; (a b)) � (a0 b0); A0[x b0] avec:(H1) : Infer(G;�; a)�M;X(H2) : Coerce FUN(G;�;M;X)� a0; (x : B0)A0(H3) : Infer(G;�; b)� N; Y(H4) : Coerce(G;�; N; Y;B0) � b0Par hypoth�ese de r�ecurrence, nous avons:(H5) : G `M !��� a(H6) : G ` N !��� bEt par application du lemme 5.5 aux hypoth�eses (H2) et (H4), nous obtenons:(H7) : � ` a0 : (x : B0)A0(H8) : G ` a0 !��� M(H9) : � ` b0 : B0(H10) : G ` b0 !��� NPuis �nalement:



5.6. FONCTION D'EXPLICITATION DE TERMES 107(H7) + (H8) + (App) : � ` (a0 b0) : A0[x b0]En�n, par transitivit�e et congruence de !�� :(H8) + (H5) + (H10) + (H6) : G ` (a0 b0)!��� (a b)� Cas du cast. Nous avons Infer(G;�; a :: A) � a0 :: A0; A0 avec:(H1) : Infer(G;�; A)�M;X(H2) : Coerce SORT(G;�;M;X)� A0; s(H3) : Infer(G;�; a)� N; Y(H4) : Coerce(G;�; N; Y;A0) � a0Par hypoth�ese de r�ecurrence, nous avons:(H5) : G `M !��� A(H6) : G ` N !��� aEt par application du lemme 5.5 aux hypoth�eses (H2) et (H4), nous obtenons:(H7) : � ` A0 : s(H8) : G ` A0 !��� M(H9) : � ` a0 : A0(H10) : G ` a0 !��� NPuis �nalement:(H7) + (H9) + (Cast) : � ` a0 :: A0 : A0En�n, par transitivit�e et congruence de !�� :(H8) + (H5) + (H10) + (H6) : G ` a0 :: A0 !��� a :: AConservation Une deuxi�eme propri�et�e importante est celle qui garantit que des coercions nesont ins�er�ees que lorsque c'est strictement n�ecessaire. Ainsi l'explicitation d'un terme bien typ�e estlui-même.Th�eor�eme 7 (Conservation)Si � `M : A, alors Infer(G;�;M) �M;B avec A �= B.Preuve Par r�ecurrence sur la structure des d�erivations de la relation `.� Les cas (Axiom) et (Name) sont triviaux.� Cas (Prod). Nous avons � ` (x : A)B : Rhs1;s2i avec:(H1) : � ` A : s1(H2) : �; x : A ` B : s2Par r�ecurrence sur (H1) et (H2):(H3) : Infer(G;�; A)� A;X(H4) : s1 �= X(H5) : Infer(G; (�; x : A); B) � B; Y(H6) : s2 �= YNous avons:(H7) : Coerce SORT(G;�; A;X)� A; s1 car (H4)(H8) : Coerce SORT(G; (�; x : A); B; Y ) � B; s2 car (H6)D'o�u: (H3) + (H7) + (H5) + (H8) : Infer(G;�; (x : A)B) � (x : A)B;Rhs1;s2i



108 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITES� Cas (Lam). Nous avons � ` [x : A]b : (x : A)B avec:(H1) : � ` A : s1(H2) : �; x : A ` b : B(H3) : (B 2 Ao _B 62 S) ^ hs1; s2; s3i 2 RPar r�ecurrence:(H4) : Infer(G;�; A)� A;X(H5) : s1 �= X(H6) : Infer(G; (�; x : A); b)� b; Y(H7) : B �= YNous avons:(H8) : Coerce SORT(G;�; A;X)� A; s1 car (H5)(H9) : (Whnf�(Y ) 2 Ao _Whnf�(Y ) 62 S) ^ hs1; s2; s3i 2 R car (H3) + (H7)D'o�u: (H4) + (H8) + (H6) + (H9) : Infer(G;�; [x : A]b) � [x : A]b; (x : A)Yet (x : A)B �= (x : A)Y car (H7).� Cas (App). Nous avons � ` (a b) : A[x b] avec:(H1) : � ` a : (x : B)A(H2) : � ` b : BPar r�ecurrence:(H3) : Infer(G;�; a)� a;X(H4) : (x : B)A �= X(H5) : Infer(G;�; b)� b; Y(H6) : B �= YOn a: (H7) : Coerce FUN(G;�; a;X)� a; (x : B)A car (H4)(H8) : Coerce(G;�; b; Y; B)� b car (H6)En conclusion:(H3+)(H7) + (H5) + (H8) : Infer(G;�; (a b)) � (a b); A[x b]� Cas (Cast). Nous avons � ` a :: A : A avec:(H1) : � ` A : s(H2) : � ` a : APar r�ecurrence:(H4) : Infer(G;�; A)� A;X(H5) : s �= X(H6) : Infer(G;�; a)� a; Y(H7) : A �= YOn a: (H8) : Coerce SORT(G;�; A;X)� A; s car (H5)(H9) : Coerce(G;�; a; Y;A)� a car (H7)D'o�u: (H4) + (H8) + (H6) + (H9) : Infer(G;�; a :: A) � a :: A;AMonotonie L'algorithme d'inf�erence Infer sou�re d'un d�efaut assez invalidant. Il n'est pas mono-tone, c'est �a dire un terme bien typ�e dans un graphe G ne l'est pas forc�ement dans G + p.



5.7. COERCIONS ENTRE TYPES INDUCTIFS PARAM�ETR�ES 109Nous commen�cons par donner un exemple de cas o�u Infer(G;�;M)�M 0; A et Infer(G + p;�;M) �M 00; B tels que M 0 6�= M 00 et A 6�= B. Consid�erons le contexte suivant::::; A : nat! �; B : (A 1)! �; A00 : nat ! �; A0 := (A00 0); f : (x : (A 1))(B x); a : A0;p : (x : nat)(A00 x)! (A x+ 1); q : A0 ! (A 1); r : A0 ! (A 3)Le terme implicite (f a) est bien typ�e dans le graphe G = [p : A00- - A]; en e�et Infer(G;�; (f a)) =(f (p 0 a)); (B (p 0 a)). Dans le graphe �etendu G + q = [p : A00- - A; q : A0- - A], le r�esultatde Infer(G;�; (f a)) = (f (q a)); (B (q a)) est di��erent.Pire encore, (f a) est mal typ�e dans G + r = [p : A00- - A; r : A0- - A]. La raison est simple:Cl� n'est pas monotone. Ainsi:� Cl�(G;�; A0) = A00 et� Cl�(G + q;�; A0) = Cl�(G + r;�; A0) = A0.L'inf�erence de types est par contre monotone pour le syst�eme restreint 5.18.Lemme 5.6 Nous nous pla�cons dans le cadre du syst�eme restreint 5.18. Soient � et �0 deux con-textes, G et G0 deux graphes, A un terme bien typ�e dans � (il existe un type T tel que � ` A : T )et C une classe (C 6�?) tels que � � �0, G � G 0, � j= G, �0 j= G0. On a:Cl�(G;�; A)� C ) Cl�(G0;�0; A) � CPreuve D�ecoule de 5.3 qui stipule que dans le syst�eme restreint 5.18, tout terme a au plus uneclasse.Th�eor�eme 8 (Monotonie) Nous nous pla�cons dans le cadre du syst�eme restreint 5.18. Soient �et �0 deux contextes, G et G0 deux graphes et M , M 0 et A des termes tels que � � �0, G � G0,� j= G, �0 j= G0. On a: Infer(G;�;M) �M 0; A) Infer(G 0;�0;M) �M 0; APreuve Par r�ecurrence sur la d�erivation de Infer(G;�;M) � M 0; A, puis en construisant uned�erivation de Infer(G0;�0;M) � M 0; A en utilisant le r�esultat Cl�(G;�; X) � C ) Cl�(G0;�0; X) �C (lemme 5.6).5.7 Coercions entre types inductifs param�etr�esNotre m�ecanisme d'h�eritage ne prend pas en compte les types de donn�ees. Il ne peut pas par exempletransformer une liste d'entiers naturels en une liste de rationnels, même s'il existe une coercion entreles naturels et les rationnels. La situation est similaire pour les autres types de donn�ees tels queles types produits, les arbres, les vecteurs etc. �A chaque type de donn�ee correspond une r�egle desous-typage, par exemple: A � B(list A) � (list B)A � B A0 � B0A �A0 � B �B0Tous ces types de donn�ees sont des cas particuliers de types inductifs param�etr�es. Ainsi la d�e�nitionde liste est donn�ee dans la section 3.3, et voici la d�e�nition du type produit:



110 CHAPITRE 5. COERCIONS IMPLICITESInductive prod [A : �;B : �] : � := pair : A! B ! (prod A B)Nous sugg�erons dans cette section une mani�ere possible de prendre en compte les coercionsentre types de donn�ees.Dans le cas des listes, la coercion (Iter list A B f) entre (list A) et (list B) est recursivementd�e�nie pour toute fonction f entre A et B par:(Iter list A B f (nil A)) = (nil B)(Iter list A B f (cons A a l1)) = (cons B (f a) (Iter list A B f l1))Ce qui donne dans le calcul des constructions inductives:Fixpoint Iter list := [A : �][B : �][f : A! B][l : (listA)] < (listB) > Case l of(nil B)j [a : A][l1 : (list A)](cons B (f a) (Iter list A B f l1)) end:Pour les produits, nous avons deux fonctions en param�etres (correspondant au nombre deparam�etres de prod) f : A! B et f 0 : A0 ! B0.(Iter prod A B f A0 B0 f 0 (pair a a0)) = (pair (f a) (f 0 a0))Ces d�e�nitions peuvent être automatiquement construites pour tout type inductif param�etr�e, suiv-ant la forme de ses constructeurs.Voyons maintenant comment utiliser ces coercins dans notre syst�eme. Soient C et D deux classes,et l : (list (C a1:::an)) un terme �a transformer en un terme de type (list (D b1:::bm)). S'il ex-iste une coercion p : (x1 : A1):::(xn : An)(y : (C a1:::an))(D u1:::um) entre C et D, alors(Iter list (C a1:::an) (D b1:::bm) (p a1:::an)) est la coercion �a appliquer �a l �a condition que letype de (p a1:::an) soit compatible avec (D b1:::bm).



Chapitre 6Tactiques de R�e�ecriture6.1 IntroductionLa r�e�ecriture est le processus qui consiste �a utiliser des �equations comme des r�egles de transfor-mation a�n de simpli�er des termes. Elle peut aussi être utilis�ee pour d�emontrer des �egalit�es.C'est notamment le cas lorsqu'on dispose d'un ensemble complet de r�egles de r�e�ecriture, capablede r�e�ecrire n'importe quel terme en sa forme normale[78]. Pour tester la validit�e d'une �equation, ilsu�t alors de comparer syntaxiquement les formes normales des deux membres de l'�equation.La r�e�ecriture est aussi une technique utilis�ee dans les syst�emes de preuves et les programmesde calcul formel. Il est toutefois impossible, dans le cadre des syst�emes de preuve, de concevoir unm�ecanisme de r�e�ecriture assez g�en�eral pour convenir aux di��erentes situations susceptibles de sepr�esenter. En e�et, il y a une grande vari�et�e de strat�egies de r�e�ecriture correspondant entre autres �al'ordre d'application des r�egles, au sens de parcours des termes (du haut vers le bas ou du bas versle haut), ainsi qu'�a l'ordre d'orientation des �equations (de la droite vers la gauche ou de la gauchevers la droite). La solution consistant �a appliquer de mani�ere exhaustive et r�ep�etitive chaque r�egle�a tous les n�uds du terme est souvent mauvaise. D'abord parce qu'elle n'exploite pas la structuredes r�egles: certaines formes de r�egles permettent des simpli�cations en une seule passe. Un autreprobl�eme est que ce processus peut boucler: c'est le cas de la r�egle de commutativit�e.Le processus de r�e�ecriture, dans le cadre des syst�emes de preuve, a de plus deux particularit�es:� Toute �etape de r�e�ecriture doit être justi��ee. Il est donc hors de question d'utiliser un pro-gramme de calcul formel pour tester la validit�e d'�equations qu'on va ensuite poser en axiomes.� Le contexte traditionnel de la r�e�ecriture est une th�eorie �equationnelle avec une �egalit�e quiest une congruence sur les termes de cette th�eorie. Dans les syst�emes de preuves bas�es sur lath�eorie des types, il n'existe pas qu'une seule relation d'�egalit�e. L'utilisateur peut d�e�nir denouvelles relations d'�egalit�e qu'il peut utiliser pour r�e�ecrire.Pour r�epondre �a toutes ces exigences, L. Paulson[121] a introduit un langage de conversionset de conversionals, dans le même esprit que celui des tactiques et tacticals. Ce langage consisteen un biblioth�eque modulaire de fonctions ML pouvant être combin�ees de di��erentes mani�eres,permettant ainsi �a l'utilisateur de d�e�nir ses propres strat�egies de r�e�ecriture (�eventuellement tr�essophistiqu�ees). Cette technique a �et�e adopt�ee dans les syst�emes HOL, Isabelle et Nuprl.Dans [21], D. Basin a �etendu dans Nuprl ce langage au cas de relations quelconques (dans LCF, il111



112 CHAPITRE 6. TACTIQUES DE R�E�ECRITUREn'�etait utilis�e que pour deux �egalit�es particuli�eres). Toujours dans Nuprl, P. Jackson[88] a r�e�ecrit unnouvelle biblioth�eque de r�e�ecriture en y incluant l'�egalit�e d�e�nitionnelle. Cette derni�ere biblioth�equea �et�e utilis�ee avec succ�es dans plusieurs preuves[88]. La biblioth�eque que nous avons impl�ement�eedans Coq est similaire �a celui de [88]. Nous rem�edions ainsi �a une lacune importante de Coq.Nous commen�cons par donner un panorama des �egalit�es fr�equemment utilis�ees en th�eorie destypes. Puis nous introduisons les notions de tactiques et tacticals, et en�n nous d�etaillons le bib-lioth�eque de r�e�ecriture. Nous terminons en montrant comment utiliser cette biblioth�eque pour leraisonnement �equationnel.6.2 Principales �egalit�es6.2.1 �Egalit�e de LeibnizL'�egalit�e de Leibniz, appel�ee aussi �egalit�e propositionnelle, est inductivement engendr�ee par l'axiomede r�eexivit�e; cette d�e�nition est dûe �a Ch. Paulin-Mohring[119]. On �ecrira x = y au lieu de(eq A x y), en rendant implicite le type commun A de x et y.Inductive eq [A : Set; x : A] : A! Prop := refl equal : (eq A x x)Son principe d'�elimination est le suivant:eq ind1 : (A : Set)(x : A)(P : (y : A)x = y ! Prop)(P x (refl equal A x))! (y : A)(e : x = y)(P y e)Il peut être sp�ecialis�e au cas de pr�edicats non d�ependants a�n d'obtenir la r�egle de substitutivit�eeq ind ci-dessous. C'est la propri�et�e de Leibniz: si un pr�edicat P est v�eri��e en x, alors il l'est aussien y si x = y.eq ind := [A : Set][x : A][P : A! Prop][p : (P x)][y : A][e : x = y](eq ind1 A x ([y : A][e : x = y](P y)) p y e): (A : Set)(x : A)(P : A! Prop)(P x)! (y : A)x = y ! (P y)L'op�erateur eq ind nous permet de prouver plusieurs propri�et�es de eq. Commen�cons par prouverque eq est la plus petite relation r�eexive. Soit E une relation r�eexive quelconque d�e�nie dans lecontexte: :::;A : Set; E : A! A! Prop; r : (x : A)(E x x); :::On prouve que E contient eq:[x; y : A][H : x = y](eq ind A [a : A](E x a) (r x) y H) : (x; y : A)x = y ! (E x y)L'�egalit�e eq est une relation d'�equivalence. En e�et:� eq est r�eexive par d�e�nition.Refl := refl equal : (A : Set)(x : A)x = x� eq est sym�etrique.



6.2. PRINCIPALES �EGALIT�ES 113Sym := [A : Set][x; y : A][e : x = y](eq ind A x ([a : A]a = x) (refl equal A x) y e): (A : Set)(x; y : A)x = y ! y = x� eq est transitive.Trans :=[A : Set][x; y; z : A][e1 : x = y][e2 : y = z](eq ind A x ([a : A]a = x) e2 z e1): (A : Set)(x; y; z : A)x = y ! y = z ! x = zUne autre propri�et�e remarquable est que toute fonction f : A ! B pr�eserve eq. Remarquez quedans le type de f equal ci-dessous, x = y est une abr�eviation de (eq A x y), alors que (f x) = (f y)est une abr�eviation de (eq B (f x) (f y)).f equal := [A;B : Set][f : A! B][x; y : A][H : x = y](eq ind A x ([a : A](f x) = (f a)) (refl equal B (f x)) y H): (A;B : Set)(f : A! B)(x; y : A)x = y ! (f x) = (f y)L'�egalit�e de Leibniz est substitutive sans être extentionnelle; on ne peut pas substituer un �egal parun �egal sous une abstraction. On ne peut pas prouver l'axiome d'extentionnalit�e des fonctions:(A;B : Set)(f; g : A! B)((x : A)(f x) = (g x))! f = gL'�egalit�e de Leibniz a cette propri�et�e fondamentale qu'elle re�ete l'�egalit�e d�e�nitionnelle dans lesens que deux objets sont d�e�nitionnellement �egaux si et seulement s'ils sont prouvablement �egauxpar l'�egalit�e de Leibniz (dans le contexte vide). Cette propri�et�e est �evidemment fausse dans uncontexte non vide, pouvant contenir des �egalit�es ou bien encore des objets d�e�nis inductivement.Lemme 6.1 (R�eexion de l'�egalit�e) Supposons que ` a : A et ` b : A. On a a �= b si etseulement s'il existe M tel que `M : a =A b.Preuve voir [103].Z. Luo[103] montre aussi que la prouvabilit�e de l'in�egalit�e de Leibniz est incompl�ete par rapport�a l'�egalit�e d�e�nitionnelle, dans le sens qu'il existe un type A avec des objets a et b tels que a 6�= bmais :(a =A b) est non prouvable.6.2.2 Autres �egalit�esTout d'abord, il existe la version de l'�egalit�e de Leibniz sur la sorte Type, not�ee ==. Ensuite, onpeut g�en�eraliser l'�egalit�e de Leibniz au cas de familles index�ees de types. Nous nous contenteronsde donner sa d�e�nition. Dans la d�e�nition de eq dep, F est une famille de types index�ee par A.Inductive eq dep[A : Set;F : A! Set; i : A; x : (F i)] : (j : A)(F j)! Prop:= eq dep intro : (eq dep A F i x i x)Une pr�esentation de ses propri�et�es est donn�ee dans [50].D'autres relations sont aussi utilis�ees, comme par exemple � entre les entiers, $ entre lespropositions, etc. On peut aussi d�e�nir une �egalit�e par �ltrage pour tout type de donn�ees d�e�niinductivement. En�n, on peut utiliser des �egalit�es abstraites introduites comme axiomes dans lecontexte. Nous verrons dans 7.3 une telle �egalit�e.



114 CHAPITRE 6. TACTIQUES DE R�E�ECRITURE6.3 Notions de r�e�ecriture (Rappels)Pour �xer la terminologie, nous rappelons les notions de base de la th�eorie de la r�e�ecriture. Lelecteur trouvera un expos�e plus complet de cette th�eorie dans [78]. Ces notions nous seront utilespour la r�e�ecriture avec des notions cat�egoriques (8.10 et 9.3.4).D�e�nition 6.1 (Relation de r�eduction) Soit A un ensemble et!� A�A une relation binaire.Nous appelons ! relation de r�eduction et notons (a; b) 2! par a! b.� L'�el�ement a 2 A est en forme normale si il n'existe pas de b 2 A avec a! b.� La relation !�, fermeture r�eexive transitive de !, est la plus petite relation v�eri�ant:a! aa! b) a!� ba! b et b!� c) a!� c� La relation  !�, fermeture r�eexive sym�etrique transitive de !, est la fermeture r�eexivetransitive de  !, d�e�nie par a ! b si et seulement si a! b ou b! a.� L'inverse de la relation ! est une relation de r�eduction, not�ee par  ; elle est d�e�nie parb a si et seulement si a! b.� Soient !1 et !2 deux relations de r�eduction sur A, Leur composition est une relation der�eduction !1 � !2 telle que a!1 � !2 c si et seulement s'il existe b 2 A tel que a !1 b etb!2 c.Nous notons par �l'�egalit�e syntaxique dans l'ensemble A.D�e�nition 6.2 (Propri�et�es des relations de r�eduction) Une relation de r�eduction ! est:� conuente si et seulement si  � � !��!� �  �,� localement conuente si et seulement si  � !�!� �  �,� Church Rosser  !��!� �  �,� n�th�erienne s'il n'existe pas de s�equence in�nie d'�el�ements de A telle que s1 ! s2 ! :::.Les relations n�th�eriennes et conuentes sont dites canoniques ou compl�etes.La propri�et�e de conuence signi�e l'ind�ependance du r�esultat du \calcul" vis-�a-vis du cheminde r�eduction suivi. Quant �a la n�th�erianit�e, elle nous garantit la terminaison des calculs quelleque soit la strat�egie de r�eduction adopt�ee. Les relations n�th�eriennes sont aussi appel�ees fortementnormalisables (notamment dans le contexte du �-calcul), relations qui terminent (terminating enanglais) ou encore relations bien fond�ees.Les trois premi�eres propri�et�es s'expriment par les diagrammes suivants, o�u un trait plein indiqueune hypoth�ese (\si : : :") et un trait pointill�e une conclusion (\il existe : : :"):



6.3. NOTIONS DE R�E�ECRITURE (RAPPELS) 115a a	����� @@@@�R 	���� @@@@Rb c b c b � � - c.............� R 	.............� .............� R 	.............� .............� R 	.............�d d dLe lemme ci-dessous nous donne imm�ediatement une proc�edure de d�ecision, en e�et a  !� bsi et seulement si a � b.Lemme 6.2 (existence et unicit�e de la forme normale) Soit! une relation de r�eduction surA. Si ! est compl�ete alors chaque �el�ement a 2 A poss�ede une forme normale unique a.Signalons aussi que les notions de conuence et de Church Rosser sont �equivalentes, alors quela conuence locale n'implique pas la conuence (voir le contre-exemple de [78]).Nous donnons maintenant une condition n�ecessaire et su�sante pour qu'une relation localementconuente soit conuente. C'est un r�esultat important car la conuence locale est nettement plusfacile �a montrer que la conuence.Lemme 6.3 (Lemme de Newman) Si ! est n�th�erienne, alors elle est conuente si et seule-ment si elle est localement conuente.D�e�nition 6.3 (Signature) Une signature � = (V; F; ar) est d�e�nie par la donn�ee d'un ensembleV in�ni d�enombrable de variables, un ensemble F non vide d'op�erateurs tel que F \ V = ;, et unefonction d'arit�e ar : F ! N .D�e�nition 6.4 (Termes) L'ensemble T� des termes construits sur une signature � = (V; F; ar)est le plus petit ensemble tel que V � T�, et f(t1; :::; tar(f)) 2 T� pour tous f 2 F et t1; :::; tar(f) 2T�.Nous notons par var(t) l'ensemble des variables d'un terme t.D�e�nition 6.5 (Substitution)� Soit � = (V; F; ar) une signature. Une substitution sur � est une fonction � : V ! T�.Le terme �(t) 2 T� est le r�esultat de la substitution de chaque variable, disons v 2 V , det 2 T� par son image �(v).Nous noterons par [v  u] les substitutions ne modi�ant qu'une seule variable v. Leur appli-cation �a un terme t est not�ee t[v  u].� La composition de substitutions est d�e�nie par: (�1 � �2)(v) = �2(�1(v).� Un contexte est un terme avec un \trou". Le terme C[t] d�enote le contexte C avec le terme t�a la place du trou. Le remplacement de cette occurrence de t par un terme u donne le termeC[u].



116 CHAPITRE 6. TACTIQUES DE R�E�ECRITURED�e�nition 6.6 (Syst�eme de r�e�ecriture) Soit � = (V; F; ar) une signature. Une r�egle de r�e�ecri-ture est une paire ordonn�ee de termes (s; t) 2 T� � T� telle que s 62 V et var(t) � var(s).Un syst�eme de r�e�ecriture (�; R) est sp�eci��e par la donn�ee d'une signature et d'un ensemble der�egles de r�e�ecriture sur �.La paire (s; t) 2 R se note s!R t ou plus simplement s! t, s'il n'y a pas risque de confusion.D�e�nition 6.7 (Relation de r�e�ecriture) Soit (�; R) un syst�eme de r�e�ecriture. La relation der�e�ecriture, not�ee !R, est une relation de r�eduction sur T telle que u !R v si et seulement s'ilexiste un contexte C, une substitution � et une r�egle s!R t tels que C[�(s)] � u et v � C[�(t)].D�e�nition 6.8 Un syst�eme de r�e�ecriture (�; R) est dit complet (ou canonique) si la relation der�e�ecriture !R est canonique.6.4 Activit�e de preuveNous nous int�eressons maintenant �a la mani�ere de communiquer une preuve math�ematique �a unsyst�eme de preuve. Il est clair que les preuves hh informelles ii qu'on trouve dans les ouvrages demath�ematiques sont hors de port�ee des ordinateurs; il s'agit en e�et d'un savant m�elange de sym-boles formels et de langage naturel, consid�erant souvent comme acquise une certaine connaissancedu domaine �etudi�e. D'un autre cot�e, nous avons vu en section 2.5, que grâce �a la correspondance deCurry-Howard-de Bruijn, les preuves formelles dans les logiques intuitionnistes correspondent �a destermes de �-calculs typ�es. Ces preuves hhcompl�etement ii formelles sont pratiquement impossibles �alire et �a �ecrire par un humain. Une troisi�eme sorte de preuve, visant �a combler le foss�e entre les deuxpremi�eres sortes de preuves pr�ecit�ees, est introduite dans LCF. Une preuve dans LCF est un scriptconstitu�e d'une succession de commandes appel�ees tactiques. Chaque tactique est un programmeindiquant au syst�eme de preuve comment construire une preuve formelle. Les scripts de tactiquesainsi obtenus sont hhpresque ii aussi faciles �a lire et �a �ecrire que les preuves informelles.De nombreux syst�emes de preuves (Coq, LEGO, NuPRL etc.) ont adopt�e le style de preuve deLCF. Nous ferons r�ef�erence �a ces syst�emes par hhsyst�emes �a la LCF ii.6.4.1 Langage MLLe langage ML (ou un de ses d�eriv�es) est le langage d'impl�ementation des proc�edures de preuves(tactiques et tacticals). Il a d'ailleurs �et�e d�evelopp�e dans ce but par Robin Milner en 1978. C'est unlangage fonctionnel fortement typ�e, avec un syst�eme de type polymorphique et o�rant la possibilit�ede d�e�nir de nouveaux types. Il constitue une impl�ementation du �-calcul faible (pas de r�eductionsous une abstraction) o�u les fonctions sont des objets de premi�ere classe; on peut d�e�nir des fonc-tions (dites d'ordre sup�erieur) prenant des fonctions comme arguments ou les retournant commer�esultat. Il contient aussi des traits imp�eratifs, notamment pour les op�erations d'entr�ee-sortie et lesexceptions. Il n'est pas dans notre but de pr�esenter le d�etail de ces caract�eristiques; le lecteur estencourag�e �a consulter les nombreux ouvrages consacr�es au sujet (notamment [110] pour SML et[99] pour CAML).Dans un souci de clart�e, nous r�epugnons �a inclure des programmes ML dans notre expos�e. Lasyntaxe que nous utilisons pour les expressions ML est approximative, et nous permet de faireabstraction de nombreux d�etails techniques d'impl�ementation, tout en restant tr�es exacte sur leplan du principe g�en�eral et des id�ees. Nous aurons besoin de tr�es peu de constructions ML.



6.4. ACTIVIT�E DE PREUVE 117� t1 � t2 est le produit cart�esien de types.� t list est le type des listes d'�el�ements de type t.� t1 + t2 est l'union disjointe de type.� unit est le type unit�e �a un seul habitant hi .� ha1; :::; ani est un n-uplet.� type t = ::: d�e�nit un type.� let x = ::: d�e�nit une valeur, �eventuellement une fonction, auquel cas ses param�etres sont �ala suite du nom de la fonction let f x1:::xn = :::.� [a1; :::; an] est la liste form�ee des valeurs a1,...,an.6.4.2 TactiquesLe noyau des syst�emes �a la LCF consiste en l'impl�ementation des r�egles de la th�eorie des typesimpl�ement�ee, appel�ees r�egles primitives. Ces r�egles de preuves repr�esentent de tr�es petites �etapesde preuves. Il est heureusement possible d'utiliser toute la puissance de ML pour �ecrire de nouvellesproc�edures de preuve appel�ees tactiques (tactics). Des programmes quelconques peuvent être �ecritspour prouver un �enonc�e; la seule restriction est que ces programmes soient bien typ�es par ML. Il n'estpas n�ecessaire que les tactiques prouvent de mani�ere uniforme un �enonc�e; la preuve peut d�ependrede la forme du but et la tactique peut utiliser di��erents algorithmes. Les tactiques permettent lamise en �uvre de la technique de preuve par ra�nement successif (i.e. châ�nage arri�ere): le but estr�eduit en sous-buts plus simples, qui sont �a leur tour r�eduits en sous-buts, jusqu'�a ce que tous lessous-buts soient triviaux �a d�emontrer. Ainsi une tactique est une fonction ML qui transforme unbut en une liste de sous-buts et retourne une fonction de validation.type validation = proof list! prooftype tactic = goal! (goal list � validation)Une validation produit une preuve du but originel �a partir des preuves de ses sous-buts. Le typegoal correspond au type des buts; un but est exprim�e sous forme d'un s�equent, form�e d'une con-clusion et d'un contexte d'hypoth�eses.Il est important de remarquer que les tactiques ne compromettent en rien ni la correction, ni lasimplicit�e des syst�emes �a la LCF. En e�et, la correction des syst�emes �a la LCF repose uniquementsur leur noyau. C'est le seul responsable de la construction de tous les terme-preuves. C'est luiqui interpr�ete le r�esultat de toutes les tactiques; toute tactique est ultimement d�ecompos�ee en unesuccession de r�egles primitives.Les tactiques les plus simples correspondent �a l'application des r�egles primitives.� Intro impl�emente la r�egle (Lam). Appliqu�ee �a un but � ` (x : U)T , elle engendre un sous-but�; x : U ` T .



118 CHAPITRE 6. TACTIQUES DE R�E�ECRITURE� Apply t impl�emente la r�egle (App). Cette tactique essaie de �ltrer la conclusion du but avecla conclusion du type du terme t. Si elle r�eussit, elle retournera autant de sous-buts que depremisses instanci�ees du type de t.� les tactiques les plus sophistiqu�ees correspondent �a des proc�edures de d�ecision permettantd'enchâ�ner plusieurs milliers de r�egles primitives. Beaucoup de tactiques �evolu�ees sont bas�eessur des algorithmes de hhrecherche ii. La tactique se d�eroule alors en deux �etapes. La premi�ere�etape, g�en�eralement longue et complexe, est charg�ee de trouver une preuve (g�en�eralementcourte). La deuxi�eme �etape traduit cette preuve en termes de tactiques d�ej�a existantes.Des am�eliorations sont apport�ees �a l'approche purement LCF, par certains syst�emes de preuves(notamment Coq et NuPRL). Ainsi on utilise des variables existentielles[56] permettant de di��ererdes instantiations, comme dans le cas de la tactique Apply. Aussi, en plus du terme-preuve, unarbre de preuve repr�esentant la d�erivation est construit.Une qualit�e importante des tactiques est leur modularit�e; des fonctions appel�ees tacticals per-mettent de combiner les tactiques existantes pour en former de nouvelles. Les plus usuelles sontThen et Orelse.� tac1 Then tac2 applique tac1, puis applique tac2 �a tous les sous-buts r�esultants.� tac1 Orelse tac2 applique tac1; si elle �echoue alors elle applique tac2.6.5 R�e�ecriture G�en�erique6.5.1 Principe G�en�eralNotre biblioth�eque de r�e�ecriture utilise des conversions de type ML conv comme suit.type conv = term! term � ((rel � term list � tactic) + unit)o�u rel est le type ML des noms de relations. Une relation �etant tout object de type T ! T ! s o�us est une sorte. Une relation peut avoir des param�etres, comme par exemple eq; son type est alorsde la forme (~x : ~A)T ! T ! s. Le cas unit est r�eserv�e au cas de l'�egalit�e d�e�nitionnelle.La tactique principale est Rewrite c t o�u c est une conversion et t est un terme. L'applicationde cette tactique �a un but G a pour e�et d'appliquer c �a t, donnant ainsi un triplet de la formeht0; hR;~p; tacii ou ht0; hii. Dans le premier cas, tac est une tactique devant prouver (R ~p t t0). Cettederni�ere �egalit�e est alors rajout�ee au contexte local de G, et peut être ainsi utilis�ee pour prouverG. Dans le second cas, il s'agit de l'�egalit�e d�e�nitionnelle t � t0 (cette �egalit�e n'a pas besoin dejusti�cation), elle est alors utilis�ee pour r�e�ecrire la conclusion du but G.6.5.2 Conversions de baseLes conversions basiques sont construites �a partir de lemmes ayant la forme (~x : ~A)(R ~p t1 t2) o�uR est une relation. Dans la pr�esentation habituelle des syst�emes de r�e�ecriture (comme dans 6.3),les r�egles contiennent des variables qui sont implicitement universellement quanti��ees. Dans le casde nos lemmes, elles le sont explicitement.



6.5. R�E�ECRITURE G�EN�ERIQUE 119La fonction ML ruleC : lemma ! conv transforme un tel lemme en une conversion. Soit lun nom de lemme de la forme pr�ec�edente, l'application de la conversion ruleC(l) �a un terme t sed�eroule comme suit:1. t est �ltr�e par t1, donnant une substitution � liant toutes les variables ~x. Le �ltrage peut bienentendu �echouer.2. le triplet h�(t2); hR; �(~p); tacii o�u tac correspond �a la tactique d'application du lemme l.La fonction ruleC a des param�etres suppl�ementaires: un param�etre pour indiquer le sens de lar�e�ecriture (de gauche �a droite ou de droite �a gauche), et �eventuellement une liste de liaisons pourquelques variables de ~x pour e�ectuer l'op�eration de �ltrage.Les lemmes de r�e�ecriture conditionnelle sont aussi accept�es. Leur forme est (~x : ~A)T1 ! ::: !Tn ! (R ~p t1 t2). Le type complet de ruleC est alors:ruleC : lemma! dir! (var; term) list! tactic list! convo�u dir indique le sens de la r�e�ecriture et (var; term) list est une liste de liaisons. On doit alors luifournir une liste de tactiques pour prouver les instantiations �(Ti) des conditions Ti.Des conversions de base sp�eciales correspondent aux di��erentes r�eductions de l'�egalit�e d�e�ni-tionnelle. Ainsi par exemple betaC : conv appliqu�ee �a un terme ([x : A]t u) donne ht[x u]; hii.On peut aussi d�e�nir des r�egles de r�e�ecriture associ�ees �a l'�egalit�e d�e�nitionnelle grâce �a la com-mande Conv. Elle poss�ede trois arguments: un contexte C (une suite de d�eclarations de variables),et deux termes t1 et t2 dont toutes les variables sont dans C.Conv : context! term! term! convSi t1 et t2 sont convertibles, alors (Conv C t1 t2) est une conversion transformant tout terme t telque t = �(t1), en un terme �(t2) qui lui est d�e�nitionnellement �egal. Un exemple d'application estdonn�e dans la section 8.10.4.Deux autres conversions sont importantes:� la conversion identit�e IdC. Elle transforme un terme t en ht; hii.� la conversion FailC qui �echoue toujours (utilise le m�ecanisme d'exceptions de ML).6.5.3 Lemmes utilis�esNotre biblioth�eque utilise une base de donn�ees d'informations concernant les relations. Cette basede donn�ees est �etendue de mani�ere dynamique par l'utilisateur qui peut y ajouter divers lemmes.� Lemmes de transitivit�e. Ils sont de la forme:(~x : ~A)(a; b; c : T )(R1 ~p1 a b)! (R2 ~p2 b c)! (R3 ~p3 a c)� Lemmes de congruence. Un lemme de congruence par rapport �a une fonction f a la forme:



120 CHAPITRE 6. TACTIQUES DE R�E�ECRITURE(~x : ~A)(~a;~b : ~T )(R1 ~p1 a1 b1)! :::! (Rn ~pn an bn)! (R ~p (f ~q1 ~a) (f ~q2 ~b))Des lemmes plus g�en�eraux sont aussi accept�es comme:(~x : ~A)(f : (~y : ~B)U ! V )(~a;~b : ~T )(R1 ~p1 a1 b1)! :::! (Rn ~pn an bn)! (R ~p (f ~q1 ~a) (f ~q2 ~b))ou bien encore des lemmes de substitutivit�e:(~x : ~A)(a : T )(P : T ! s)(P a)! (b : T )(R ~p a b)! (P b)� Lemme d'inclusion. Une relation R est inclue dans une relation R0 (notation: R � R0) si:(~x : ~A)(a; b : T )(R ~p a b)! (R0 ~q a b)Ces lemmes sont utilis�es dans un souci d'optimisation: on essaiera toujours de r�e�ecrire avec laplus petite relation possible, car c'est elle qui donne le plus d'information. Ainsi par exemplea < b est plus informatif que a � b (<��).Nous d�ecrirons dans ce qui suit l'utilisation de chacun de ces lemmes.6.5.4 Composition de conversionsDes combinateurs appel�es conversionals permettent de combiner des conversions pour en former denouvelles. Les principaux combinateurs sont ThenC, SubC et OrelseC.Pour simpli�er, nous ne traiterons que le cas o�u toutes les conversions utilis�ees ci-dessous ren-voient des tactiques. Les autres cas consistant �a combiner des tactiques avec l'�egalit�e d�e�nitionnellesont faciles �a traiter, et ne font que compliquer l'expos�e.6.5.4.1 ThenCLa conversion c1 ThenC c2 compose s�equentiellement les conversions c1 et c2. L'application dec1 ThenC c2 �a un terme t se d�eroule comme suit:1. c1 est appliqu�e �a t, donnant un r�esultat ht1; hR1; ~q1; tac1ii.2. c1 est appliqu�e �a t1, donnant un r�esultat ht2; hR2; ~q2; tac2ii.3. on cherche dans la base de donn�ees un lemme de transitivit�e de la forme (~x : ~A)(a; b; c :T )(R01 ~p1 a b)! (R02 ~p2 b c)! (R3 ~p3 a c) avec R1 � R01, R2 � R02 et R3 la relation la pluspetite possible. Les termes ~q1 et ~q2 doivent alors être �ltr�es par respectivement ~p1 et ~p2; soit� la substitution obtenue.4. le r�esultat global est ht2; hR3; �(~p3); tacii o�u tac1, tac2, le lemme de transitivit�e et les lemmesd'inclusion pour R1 � R01 et R2 � R02 sont combin�es de mani�ere appropri�ee en tac.La conversion c1 ThenC c2 �echoue si l'une des conversions c1 ou c2 �echoue, ou bien si aucunlemme de transitivit�e convenable n'est trouv�e.



6.5. R�E�ECRITURE G�EN�ERIQUE 1216.5.4.2 SubCLa conversion SubC c, appliqu�ee �a un terme (f ~p t1:::tn), commence par appliquer c �a chacun dessous-termes t1:::tn obtenant des triplets hu1; hR1; ~p1; tac1ii:::hun; hRn; ~pn; tacnii. On cherche alorsdans la base de donn�ees tous les lemmes de congruence pour f liant des relations Ri1, ..., Rin �a unerelation Ri et v�eri�ant R1 � R01...Rn � R0n. Le lemme de congruence s�electionn�e est celui poss�edantla plus petite relation Ri.6.5.4.3 OrelseCLa conversion c1 OrelseC c2 appliqu�ee �a t correspond �a c1 t s'il r�eussit, sinon il applique c2 �a t.c1 OrelseC c2 �echoue si les deux conversions c1 et c2 �echouent.6.5.4.4 Autres combinateurs de conversionsNous pr�esentons les combinateurs les plus utilis�es en pratique. Ces combinateurs sont compl�etementg�en�eriques dans le sens qu'ils sont ind�ependants de la relation utilis�ee pour r�e�ecrire.� TryC c essaie d'appliquer c. Si c �echoue, TryC c se comporte comme IdC.let TryC c = c OrelseC IdC� c1 OrThenC c2 est similaire �a c1 ThenC c2 sauf que c1 OrThenC c2 n'�echoue que si c1 et c2�echouent.let c1 OrThenC c2 = (c1 ThenC TryC c2) OrelseC c2� L'op�erateur FirstC est la version n-aire de OrelseC: FirstC [c1; :::; cn] retourne le r�esultatde la premi�ere conversion qui r�eussit.� ProgressC c se comporte comme c, mais �echoue si le r�esultat de c(t) est identique �a t.� Quant �a RepeatC c , il applique c tant que la r�e�ecriture progresse.let rec RepeatC c t = TryC (ProgressC c ThenC RepeatC c) tRepeat1C c �echoue si la premi�ere application de c �echoue.Repeat1C c = c ThenC RepeatC� (SweepDnC c t) commence par appliquer c �a t puis applique (SweepDnC c t) �a ses sous-termes imm�ediats. Il r�e�ecrit ainsi t en le parcourant une seule fois de haut vers le bas.let rec SweepDnC c t = (c OrThenC SubC (SweepDnC c)) t� SweepUpC est similaire �a SweepDnC mais proc�ede du bas vers le haut.let rec SweepUpC c t = (SubC (SweepUpC c) OrThenC c) t



122 CHAPITRE 6. TACTIQUES DE R�E�ECRITURE� (ReTopC c t) applique c �a tous les sous-termes de t en commen�cant par le haut. Cetteop�eration est it�er�ee jusqu'�a �echec. Il existe aussi une conversion similaire agissant du bas versle haut.let rec ReTopC c t = TryC (Repeat1C c OrThenC SubC (ReTopC c) OrThenC(c ThenC TryC (ReTopC c))) t6.6 Raisonnement �EquationnelLe langage de conversions et conversionals peut être utilis�e pour r�esoudre des �equations. Soit unbut �a r�esoudre de la forme � ` (R ~p s t). Nous disposons des tactiques suivantes:� SimplEqL c qui r�eduit le but en � ` (R ~p s0 t) o�u s0 est le r�eduit de s par la conversion c. Latactique commence par r�e�ecrire s avecRewrite c s. On obtient le but �; (R0 ~p0 s s0) ` (R ~p s t),puis un lemme de transitivit�e appropri�e.� SimplEqR c qui r�eduit le but en � ` (R ~p s t0) o�u t0 est le r�eduit de t par la conversion c.Elle n�ecessite un lemme de symm�etrie pour R.� SimplEq c1 c2 combine les deux tactiques pr�ec�edentes pour simpli�er le but en � ` (R ~p s0 t0)o�u s0 et t0 sont respectivement les r�eduits de s et t par respectivement c1 et c2.Toutes ces tactiques essaient de prouver le but en appliquant un lemme de r�eexivit�e (s'il existe)pour R.En pratique, on a souvent a�aire �a des syst�emes complets de r�egles de r�e�ecriture, i.e. conu-ents et fortement normalisables. Ces propri�et�es nous assurent que tout terme a une forme normaleunique et que toute strat�egie de r�e�ecriture aboutit �a cette forme normale. Soient r1,..., rn les r�e-gles d'un tel syst�eme sur un ensemble de termes T , et c1,...,cn les conversions correspondantesobtenues par ruleC (les r�egles sont pr�esent�ees sous forme de lemmes). La conversion c d�e�nie par(ReTopC (FirstC [c1; :::; cn])) transforme tout terme en sa forme normale. Ainsi SimplEq c c estune proc�edure de d�ecision sur T . La conversion NormalizeC normalise un terme relativement �aune liste de conversions.let NormalizeC l = (ReTopC (FirstC l))6.7 R�eexionL'approche LCF peut être inad�equate, car ine�cace, dans certains cas comme dans des tâches dev�eri�cation (par exemple d'invariants) o�u les formules �a prouver sont de taille tr�es importante.Par contre, c'est loin d'être le cas pour la formalisation de math�ematiques (qui nous int�eressetout particuli�erement). Une alternative �a l'approche LCF est l'utilisation du principe de r�eexion.Dans une monographie[69], J. Harrison pr�esente et compare les di��erentes approches bas�ees surla r�eexion. L'utilisation de ce principe remonte aux travaux de G�odel qui a \cod�e" (repr�esent�e)les formules, les preuves et des op�erations syntaxiques comme la substitution et la prouvabilit�ecomme des objets (des entiers) de la logique (contenant l'arithm�etique), et sur lesquels il peut



6.7. R�EFLEXION 123dor�enavant raisonner. Dans les syst�emes de preuves, la r�eexion est utilis�ee pour le d�eveloppementde proc�edures de d�ecision e�caces pour des classes de probl�emes particuli�eres. Dans ce cas, il s'agitde coder la proc�edure de d�ecision elle-même comme une fonction r�ecursive du syst�eme, et de prouversa correction, toujours dans le syst�eme. Ce th�eor�eme de correction, en faisant appel �a la proc�edurede d�ecision, constitue alors un moyen de construire des preuves plus concises pour r�esoudre unprobl�eme. L'objectif de la r�eexion n'est donc pas de rendre un syst�eme formel plus puissant, maisplutôt de rendre plus e�cace le processus de preuve en �evitant de construire compl�etement certainespreuve. Les exemples les plus populaires d'utilisation de la r�eexion concernent le raisonnement�equationnel. Par exemple, si on veut justi�er l'�egalit�e (a1 + b1) + :::+ (an + bn) = (a1 + :::+ an) +(b1 + ::: + bn) dans une structure de groupe, nous pouvons directement utiliser la proc�edure ded�ecision sur les groupes. Dans la m�ethode LCF, il faut r�e�ecrire d�elicatement l'�egalit�e en utilisantles axiomes (notamment de commutatitivit�e et d'associativit�e). Un cas int�eressant de la r�eexionest celui de la r�eexion calculatoire o�u un programme est extrait de la preuve de correction, etest ajout�e dans l'impl�ementation du syst�eme sans justi�cation (puisque la proc�edure a �et�e prouv�eecorrecte!).Le principe de r�eexion a �et�e intensivement �etudi�e, mais il existe peu de r�ealisations pratiquesl'exploitant. Nous devons toutefois citer une application[27] r�ecente dans Coq au cas des anneauxab�eliens o�u les r�esultats sont tr�es satisfaisants (du point de vue de la taille des preuves et du tempsde leur production). Une g�en�eralisation de la m�ethode au cas des syst�emes de r�e�ecriture canoniquesy est aussi pr�esent�ee. Le principal d�efaut de cette m�ethode est son manque de exibilit�e. En e�et,il faut refaire tout le codage et les preuves pour chaque nouveau syst�eme de r�e�ecriture ou pourprendre en compte une nouvelle �equation en hypoth�ese.
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IntroductionLa th�eorie des cat�egories est un langage math�ematique dont l'origine remonte aux �etudes de topolo-gie alg�ebrique de Eilenberg et Mac Lane en 1942. Cependant tr�es vite, elle est devenue une discipline�a part enti�ere. La raison est qu'elle fournit un langage math�ematique uni��e et �economique. Ellea emprunt�e �a d'autres disciplines math�ematiques des notions essentielles qu'elle a su g�en�eraliser.Grâce �a sa g�en�eralit�e, le langage des cat�egories permet de transporter (via un hhfoncteur ii) des prob-l�emes d'un domaine des math�ematiques vers un autre o�u les solutions sont plus faciles �a trouver.Toutefois cette g�en�eralit�e lui a valu aupr�es de certains math�ematiciens l'appellation de hhAbstractNonsense ii.La th�eorie des cat�egories est la th�eorie de la composition typ�ee de morphismes, elle est de ce pointde vue une th�eorie tr�es pauvre. Elle peut par contre être consid�er�ee de di��erents points de vue. Ellepeut par exemple être comprise comme une th�eorie abstraite des fonctions, une th�eorie abstraite destructures et d'applications pr�eservant ces structures, ou bien encore comme une th�eorie abstraitede d�eduction (f : a! b est alors interpr�et�e comme la preuve du s�equent a ` b). Elle puise sa forcedans de puissants et subtils m�ecanismes de description que sont les limites (et colimites) et lesadjonctions. La structure d'objets math�ematiques est �etudi�ee en montrant comment ces objets sontli�es entre eux. Cette description fait abstraction de la structure interne des objets, rompant ainsitotalement avec le mode usuel des math�ematiques qui consiste justement �a s'appuyer sur la con-naissance de la structure interne des objets. C'est en ce sens que les constructions cat�egoriques sontabstraites: une même construction s'applique �a di��erents objets math�ematiques, plus exactement�a tous les objets math�ematiques pouvant être consid�er�es comme hhobjets ii d'une cat�egorie.La th�eorie des cat�egories a �et�e appliqu�ee avec succ�es dans la formulation et la r�esolution deprobl�emes en topologie, alg�ebre, g�eom�etrie et analyse fonctionnelle. De plus depuis les travauxpionniers de Lawvere, dans les ann�ees 60, plusieurs travaux de recherche visant �a imposer la th�eoriedes cat�egories comme fondement de toutes les math�ematiques, ont vu le jour.Plus r�ecemment, l'informatique a d�ecouvert la th�eorie des cat�egories. Elle a rapidement trouv�edes applications en s�emantique alg�ebrique, en th�eorie des langages de programmation (notammentfonctionnels), puis plus r�ecemment en th�eorie des automates. Elle joue notamment un rôle impor-tant dans l'�etude de la s�emantique des calculs logiques et des th�eories des types[128]. Elle a desconnexions tr�es fortes avec une autre th�eorie des fonctions, le �-calcul. En e�et il y a une correspon-dance entre les cat�egories cart�esiennes closes[85] et le �-calcul. Cette correspondance fournit unetraduction des langages fonctionnels avec variables en un langage de combinateurs cat�egoriques[53]sans variables, qui est �a la base de la machine abstraite utilis�ee pour l'impl�ementation de certainslangages fonctionnels.Nous avons choisi comme application la formalisation de la th�eorie des cat�egories dans Coq.127



128Notre but a �et�e de concevoir une biblioth�eque de notions et de r�esultats su�samment riche pourpermettre son utilisation dans d'autres d�eveloppements de divers domaines. Nous avons fait le choixde n'exposer qu'une partie de cette biblioth�eque; nous pr�esentons dans la section 9.5 la liste desautres notions formalis�ees et r�esultats prouv�es. Cette partie contient toutefois la formalisation desprincipales constructions cat�egoriques de base. Pour valider cette formalisation, nous pr�esentons lapreuve du th�eor�eme de Freyd[61] pour l'existence d'un adjoint gauche.Notre principale r�ef�erence pour la th�eorie des cat�egories est [106]. Nous avons aussi consult�e d'autresouvrages ([11, 137, 52, 127, 129, 15]) tr�es int�eressants.L'objectif de cette pr�esentation est double:1. montrer l'ad�equation de la th�eorie des types pour la formalisation de th�eories math�ematiquesabstraites. Nous faisons notamment grand usage des types d�ependants (exemple: voir la d�ef-inition de la composition dans une cat�egorie en 8.1) et de la hi�erarchie d'univers (voir parexemple les d�e�nitions de SET (8.2) et CAT (8.7)). Nous con�rmons par ailleurs l'importancedes enregistrements d�ependants pour la repr�esentation des structures math�ematiques.Nous montrons aussi que notre formalisation permet non seulement une repr�esentation �d�eledes notions cat�egoriques, mais aussi des techniques habituellement utilis�ees en th�eorie descat�egories, comme la d�e�nition par universalit�e (9.1.1) et la d�e�nition par dualit�e (9.1.2).2. mettre en pratique les outils vues dans les chapitres pr�ec�edents: univers ottants, sous-termesimplicites, coercions implicites et tactiques de r�e�ecriture. Pour chacun de ces outils, nous dis-cutons un exemple mettant en �evidence son importance dans la faisabilit�e de notre d�eveloppe-ment.Une grande partie de notre pr�esentation est consacr�ee �a la discussion des di�cult�es rencontr�ees.Ces di�cult�es sont de di��erents ordres:� probl�emes de typage, dûs essentiellement au manque d'extentionnalit�e de l'�egalit�e d�e�nition-nelle.� incoh�erence d'univers, notamment dans le cas de CAT (section 8.7).� certains comportements hhbizarres ii dûs �a des d�e�nitions inductives avec types d�ependants.Cette partie est organis�ee en trois chapitres. Le premier d�e�nit la syntaxe de Coq et le langagedes Seto��des qui sous-tend notre formalisation. Le second est consacr�e �a la d�e�nition des notionsde cat�egorie, foncteur et transformation naturelle, et �a la construction de quelques exemples decat�egories. En �n de chapitre sont d�ecrites les techniques de preuve mises en �uvre pour la preuved'�egalit�es de morphismes. Quant au dernier chapitre, il concerne la d�e�nition des notions de limites,adjonctions et �a la construction de la preuve du th�eor�eme de Freyd. Nous terminons cette partie parun chapitre de conclusions o�u nous pr�esentons notamment les formalisations r�ealis�ees dans d'autressyst�emes de preuves.Avertissement. Notre point de d�epart a �et�e le d�eveloppement r�ealis�e par Peter Aczel dansLEGO en 1993, puis adapt�e �a Coq par G�erard Huet. Ce d�eveloppement comprenait essentiellementla d�e�nition de cat�egorie et la construction de la cat�egorie des ensembles (Seto��des). La premi�erepartie de notre d�eveloppement a �et�e r�ealis�e en collaboration avec G. Huet.



Chapitre 7Pr�eliminairesNous pr�esentons dans ce chapitre toutes les notions pr�eliminaires �a la d�e�nition de la notion decat�egorie. Nous commen�cons par d�ecrire la syntaxe concr�ete des termes et des commandes de Coqque nous utilisons tout au long de cette partie.La seconde partie est consacr�ee �a la d�e�nition du langage des Seto��des sur lequel notre formalisationest bas�ee. Ce langage est maintenant largement utilis�e pour la formalisation de l'alg�ebre dansla th�eorie des types, notamment par l'�equipe de Peter Aczel[1, 13, 17] dans LEGO. Il est aussiutilis�e par M. Hofmann[75] pour traduire des th�eories de types �etendues (notamment par des typesquotients) vers la th�eorie des types originale en interpr�etant un type comme un Seto��de. En�n, ilest utilis�e comme langage de sp�eci�cation alg�ebrique par Luo[103].7.1 Syntaxe CoqNous ne donnons ici que la partie de la syntaxe de Coq n�ecessaire �a la compr�ehension du d�eveloppe-ment que nous pr�esentons dans cette partie.7.1.1 Syntaxe des termesLes termes et les types de Coq sont d�ecrits par une seule grammaire, leur syntaxe concr�ete estsimilaire �a celle utilis�ee dans les pr�ec�edents chapitres.T ::= sorte correspond aux symboles Prop et Typej nom constante, variable, nom ou constructeurs de types inductifsj ? terme implicitej [nom:T] T abstractionj [nom] T abstraction avec type implicitej [nom=T] T d�e�nition localej (nom:T) T produit d�ependantj T->T type fonctionnel ou implication logiquej (T# T �...T �) applicationj T::T castNous disposons aussi d'une syntaxe particuli�ere pour les abstractions et les produits imbriqu�es.129



130 CHAPITRE 7. PR�ELIMINAIRES� [nom1,...,nomn:T] U est interpr�et�e comme [nom1:T]...[nomn:T]U .� (nom1,...,nomn:T) U est interpr�et�e comme (nom1:T)...(nomn:T)U .Les conventions concernant les arguments implicites sont celles d�ecrites dans la section 4.6. Lagrammaire T# d�e�nit la forme des termes en position fonctionnelle; !nom correspond �a la versionexplicite de nom.T# ::= !nom j TQuant �a T �, elle permet de donner explicitement certains arguments implicites d'une applica-tion par la syntaxe n!T o�u n est la position de cet argument.T � ::= n!T j TNous avons en�n les termes construits par �ltrage d'un terme M , objet d'un type inductif. �Achaque �ltre Fi est associ�e un r�esultat (terme) Ui. Le terme T constitue le type du r�esultat; lesd�ependances de ce type avec M sont indiqu�ees par des abstractions (vous trouverez plus de d�etailsdans [49]). Il est optionnel; en e�et il peut être automatiquement synth�etis�e dans le cas o�u tousles Ui sont de même type. Signalons en�n que ces constructions peuvent être imbriqu�ees. La formeg�en�erale de Cases supporte plusieurs �ltrages simultan�es; sa description est disponible dans [51].< T > Cases t of F1 => U1 |...| Fn => Un end7.1.2 CommandesLes deux principales activit�es dans Coq sont la d�e�nition et la d�emonstration. Nous disposons ausside commandes pour d�eclarer des coercions et poser des axiomes.D�eclarationLa d�eclaration d'un axiome consiste �a introduire une nouvelle variable dans le contexte. On doitalors fournir son nom et son type. La syntaxe est:Axiom nom : T.D�e�nitionNous distinguons trois sortes de d�e�nitions.� D�e�nition d'une constante: Definition nom := T.O�u T est la valeur de la constante nom. On utilisera aussi la commande ci-dessous lorsquecette valeur est de la forme T1::T2.Definition nom : T2 := T1.



7.1. SYNTAXE COQ 131� D�e�nition d'un type enregistrement:Structure nom [p1:T1;...; pn:Tn] : sorte := {ch1:U1;...;chm:Um}.La commande ci-dessus d�e�nit l'enregistrement nom avec n param�etres et m champs.� D�e�nition d'un type inductif:Inductive nom [p1:T1;...; pn:Tn] : T := c1:U1|...|cm:Um.Cette commande correspond �a la d�e�nition d'un type inductif de nom nom ayant n param�etreset les constructeurs c1...cm.D�emonstrationLe but �a d�emontrer est introduit par la commande ci-dessous o�u nom est le nom du lemme et Tson type (la proposition �a d�emontrer). Le mot cl�e Theorem est un synonyme de Lemma.Lemma nom : T.La preuve, construite de mani�ere interactive en utilisant les tactiques, consiste en un terme habitantle terme T . Ainsi la d�emonstration est un cas particulier de l'activit�e de d�e�nition o�u la valeur dela constante n'est pas donn�ee �a l'avance, mais construite construite par les commandes (tactiques)qui suivent l'�enonc�e �a d�emontrer.CoercionsLa d�eclaration d'une coercion se fait par la donn�ee de son nom (pr�ealablement d�eclar�e ou d�e�ni)et de ses classes de d�epart et d'arriv�ee.Coercion nom : C1 >-> C2.La syntaxe de la d�eclaration d'une coercion identit�e estIdentity Coercion nom : C1 >-> C2.Cette d�eclaration englobe les deux op�erations d�ecrites dans 5.4.3. Elle commence par v�eri�er que C1est d�e�ni en termes de C2 par C1 := [p1 : T1]:::[pn : Tn](C2 u1:::um). Elle d�e�nit alors la constantenom comme une fonction identit�e, et la d�eclare comme coercion.Nous utiliserons aussi les abr�eviations ci-dessous pour combiner les op�erations de d�e�nition etde d�eclaration de coercions. Dans la derni�ere commande, la coercion identit�e, engendr�ee automa-tiquement, a pour nom Id_C1_C2. Coercion nom := T .Coercion nom :T2 := T1 .SubClass C1 := [p1:T1]... [pn:Tn](C2 u1...um).Nous utiliserons aussi tr�es souvent l'abr�eviation suivante:Structure >nom [p1:T1;...; pn:Tn] : sorte := {...;chi:> Ui;...}.La syntaxe >nom indique que le constructeur Build_nom est d�eclar�e comme coercion entre Cl(Um)(le dernier champ de l'enregistrement) et nom. Quant au symbole :>, il marque les projectionsd�eclar�ees comme coercions.



132 CHAPITRE 7. PR�ELIMINAIRESDivers� Coq permet de d�e�nir une notation in�xe pour les noms ayant deux arguments non implicites.Dans la syntaxe donn�ee ci-dessous, n indique le niveau de pr�ec�edence pour l'utilisation deparenth�eses dans le cas de notations in�xes imbriqu�ees. La châ�ne de caract�eres op est lesymbole in�xe utilis�e. Les op�erateurs ainsi d�e�nis sont associatifs �a gauche.Infix n "op" nom.� Comme vu dans la section 4.5, l'uni�cation prend en compte certaines d�e�nitions d'objetsde type enregistrement pour synth�etiser certaines variables existentielles. Ces d�e�nitions sontsignal�ees �a l'algorithme d'uni�cation en les pr�ec�edant par le symbole @.7.1.3 M�ecanisme des sectionsLes d�eveloppements e�ectu�es dans Coq sont souvent organis�es en sections. Le nôtre n'�echappe pas�a cette r�egle. Une section constitue un contexte de d�eclarations de variables, de d�e�nitions et ded�emonstrations. Les variables sont d�eclar�ees par :Variable nom : T. ou Hypothesis nom : T.La commande Hypothesis est souvent r�eserv�ee pour l'introduction de variables de type propo-sitionnel. Il est aussi possible de d�eclarer plusieurs variables �a la fois, même de types di��erents: Variables nom1;1,:::,nom1;r1 : T1; :::;nomn;1,:::,nomn;rn : Tn.Le contexte d'une section est d�elimit�e par les commandes hhSection nom sec. ii indiquant le d�ebutde la section nom sec et hhEnd nom sec. ii indiquant sa �n. Le nommage des sections permet leurimbrication. Certaines constantes peuvent être d�e�nies localement �a la section; elles se comportentcomme des macros, elles n'existent plus �a la sortie de la section. Leur syntaxe est:Local nom := T. ou Local nom : T2 := T1.�A la fermeture d'une section, les d�e�nitions et les lemmes contenus dans cette section sont ab-straits par rapport aux variables dont ils d�ependent. On dit aussi que les variables sont d�echarg�ees.Un axiome peut alors être per�cu comme une variable permanente, jamais d�echarg�ee. Un exempleillustrant le fonctionnement du m�ecanisme des sections se trouve dans la section suivante.7.2 RelationsNous commen�cons par quelques notions usuelles concernant les relations binaires. Une relation surun type U est repr�esent�ee par son pr�edicat caract�eristique, c'est-�a-dire un terme de type U !U ! Prop. Nous nous contentons de la d�e�nition de la notion de relation d'�equivalence (r�eexive,sym�etrique et transitive).



7.3. ENSEMBLES 133Section Orderings.Variable U:Type.Definition Relation := U -> U -> Prop.Variable R:Relation.Definition Reflexive := (x: U) (R x x).Definition Transitive := (x,y,z: U) (R x y) -> (R y z) -> (R x z).Definition Symmetric := (x,y: U) (R x y) -> (R y x).Structure Partial_equivalence : Prop :={Prf_trans : Transitive;Prf_sym : Symmetric}.Structure Equivalence : Prop :={Prf_refl : Reflexive;Prf_pequiv :> Partial_equivalence}.End Orderings.�A la sortie de la section, la valeur et le type de Reflexive deviennent:[U:Type][R:(Relation U)](x: U) (R x x) : (U:Type)(Relation U) -> Prop7.3 EnsemblesLe choix de la repr�esentation de la notion d'ensemble est essentiel pour tout d�eveloppement math�e-matique. Informellement, un ensemble est une collection d'objets. Dans les th�eories des ensembles(comme ZF), ces objets sont eux-même des ensembles, et des r�egles pr�ecises (axiomes) r�egissent laconstruction des ensembles a�n d'�eviter les paradoxes. Des formalisations de th�eories des ensembles(exemples, [7] et [156]) ont �et�e r�ealis�ees dans des syst�emes de preuves bas�es sur la th�eorie des types.Il est possible de prendre ces formalisations comme point de d�epart pour d�evelopper des th�eoriesmath�ematiques.En pratique, les types sont consid�er�es comme des repr�esentations ad�equates des ensembles; c'estd'ailleurs notre approche pour la d�e�nition des relations. Un sous-ensemble d'un hhensemble/type ii Uest alors tout simplement son pr�edicat caract�eristique, de type U ! Prop. La relation d'appartenanceest imm�ediate; soit x : U et A un sous-ensemble de U , x 2 A si et seulement si (A x). L'�egalit�e deLeibniz est utilis�ee pour tester l'�egalit�e de deux objets d'un même ensemble.Cette approche s'av�ere trop restrictive, car l'�egalit�e de Leibniz n'est pas toujours ad�equate.Par exemple, dans le cas o�u les objets sont eux-mêmes des ensembles, deux ensembles sont �egauxsi et seulement s'ils contiennent les mêmes �el�ements, mais ne sont pas forc�ement identi�ables parl'�egalit�e de Leibniz. Un cas analogue est celui des ensembles de fonctions o�u l'�egalit�e convenable estl'�egalit�e extensionnelle des fonctions. Un autre exemple est celui de l'ensemble Zdes entiers relatifsrepr�esent�es comme paires d'entiers naturels. Une in�nit�e de paires distinctes (au sens de l'�egalit�ede Leibniz) repr�esentent le même entier relatif.En conclusion, l'�egalit�e �a utiliser depend de la nature des objets consid�er�es. Il est alors naturelde param�etrer l'�egalit�e associ�ee �a un type; cette �egalit�e consiste en une relation d'�equivalencesur ce type. Nous arrivons ainsi au developpement des hhSeto��des ii. Le langage des Seto��des peutêtre consid�er�e comme interm�ediaire entre les deux notions de types et d'ensembles. En e�et toutensemble est muni d'une �egalit�e extensionnelle, alors qu'un type est une collection non munied'�egalit�e autre que l'�egalit�e d�e�nitionnelle. Un Seto��de, quant �a lui, dispose d'une �egalit�e, mais pasforc�ement extensionnelle.



134 CHAPITRE 7. PR�ELIMINAIRESUn Seto��de est un triplet compos�e d'un Type, d'une relation sur ce type et d'une preuve quecette relation est une relation d'�equivalence. Un Seto��de est donc un ensemble consid�er�e comme lequotient d'un Type par une congruence. Les Seto��des ont d'abord �et�e �etudi�es par M. Hofmann dansle cadre de la th�eorie des types de Martin-L�of[75].Structure >Setoid : Type :={Carrier :> Type;Equal : (Relation Carrier);Prf_equiv :> (Equivalence Equal)}.Pour avoir une notation plus agr�eable, nous introduisons une r�egle de grammaire permettantd'analyser (Carrier A) comme |A|. Dans les pr�esentations informelle et formelle (grâce aux coer-cions), nous confondrons souvent le Seto��de avec son type sous-jacent.Nous noterons par =_S l'�egalit�e des Seto��des. Il s'agit d'une �egalit�e g�en�erique, puisque le typede ses �el�ements peut être en g�en�eral d�eduit du contexte.Infix 2 "=_S" Equal.Cette approche est en fait un ra�nement de celle de ensemble/type. Nous allons nous inspirerde la d�e�nition de sous-ensemble pour d�e�nir les sous-Seto��des.Un sous-Seto��de d'un Seto��de U esttout pr�edicat A : U ! Prop respectant son �egalit�e: si x 2 A alors y 2 A pour tout y avec x = y.L�a aussi a 2 A s'entend comme (A a).Section sub_setoid.Variables U:Setoid.Definition Reg_law := [A:U->Prop](x,y:U) x =_S y -> (A x) -> (A y).Structure >Setoid_pred : Type :={Pred :> U -> Prop;Prf_reg :> (Reg_law Pred)}.Un sous-Seto��de A donne lieu �a un Seto��de dont les �el�ements consistent en des objets de U avecune preuve qu'ils sont dans A; l'�egalit�e �etant h�erit�ee de celle de U .Variable A:Setoid_pred.Structure SubType : Type :={Elt_sub : U;Prf_constr : (A Elt_sub)}.Definition Equal_SubType := [a,b:SubType](Elt_sub a) =_S (Elt_sub b).Lemma Equal_SubType_equiv : (Equivalence Equal_SubType).@Definition SubSetoid : Setoid := Equal_SubType_equiv.End sub_setoid.Alternativement, nous pourrions construire des Seto��des Partiels, o�u la relation d'�equivalenceest remplac�ee par une relation d'�equivalence partielle. Il est cependant montr�e dans [17] qu'ils neconstituent pas une repr�esentation �d�ele et ad�equate des ensembles.7.4 Applications entre deux Seto��desNous d�e�nissons maintenant une application entre le Seto��de A et le Seto��de B comme une fonctionde |A| vers |B| qui pr�eserve l'�egalit�e.



7.4. APPLICATIONS ENTRE DEUX SETO�IDES 135Section maps.Variables A,B:Setoid.Definition Map_law := [f:A->B](x,y:A) x =_S y -> (f x) =_S (f y).Structure >Map : Type := Build_Map{Ap :> A->B;Pres :> (Map_law Ap)}.Une application f de A vers B est alors similaire �a une paire, comprenant une fonction (Ap f)(de type |A|->|B|) et une preuve (Pres f) que cette fonction pr�eserve l'�egalit�e.Deux applications f et g sont dites �egales si et seulement si elles sont extensionnellement �egales,c'est-�a-dire 8x:f(x) = g(x). Nous noterons cette �egalit�e par =_M. Nous avons ainsi tous les ingr�e-dients pour d�e�nir le Seto��de des applications entre deux Seto��des .Definition Ext := [f,g:Map](x:A)(f x) =_S (g x).Lemma Ext_equiv : (Equivalence Ext).@Definition Map_setoid : Setoid := Ext_equiv.End maps.Infix 2 "=_M" Ext.Infix Assoc 6 "==>" Map_setoid.Cette derni�ere commande nous permet d'�ecrire A==>B pour le Seto��de des applications entre lesSeto��des A et B.Nous terminons cette section par la d�e�nition de l'application binaire (curry��ee) de Seto��des.Une application binaire entre les Seto��des A, B et C est une application entre A et B ) C.Nous montrons ci-dessous comment construire une telle application �a partir d'une fonction �a deuxarguments v�eri�ant les lois de congruence. La d�e�nition usuelle du produit est la version non-curry��ee, consistant en une application entre le Seto��de produit A�B et C.Section fun2_to_map2.Variables A,B,C:Setoid.Definition Map2 := (Map A B==>C).Variable f:A -> B -> C.Definition Map2_congl_law := (b1,b2:B)(a:A)(b1 =_S b2) -> (f a b1) =_S (f a b2).Definition Map2_congr_law := (a1,a2:A)(b:B)(a1 =_S a2) -> (f a1 b) =_S (f a2 b).Definition Map2_cong_law := (a1,a2:A)(b1,b2:B)(a1 =_S a2) -> (b1 =_S b2) -> (f a1 b1) =_S (f a2 b2).Hypothesis pgcl : Map2_congl_law.Hypothesis pgcr : Map2_congr_law.Lemma Map2_map_law1 : (a:A)(Map_law (f a)).@Definition Map2_map1 := [a:A](Build_Map (Map2_map_law1 a)).Lemma Map2_map_law2 : (Map_law Map2_map1).Definition Build_Map2 : Map2 := (Build_Map Map2_map_law2).End fun2_to_map2.Nous d�e�nissons �nalement un op�erateur d'application pour les applications binaires qui noussera utile plus tard.Coercion Ap2 := [A,B,C:Setoid][f:(Map2 A B C)][a:A][b:B]((f a) b).Identity Coercion Map2_Map : Map2 >-> Map.



136 CHAPITRE 7. PR�ELIMINAIRESNous comparons dans le tableau ci-dessous le langage informel avec les notations implicitesobtenues par l'utilisation des coercions.Notation Usuelle Langage Implicite Langage Explicitex 2 A x:A x:(Carrier A)A! B A -> B (Carrier A) -> (Carrier B)f(x) (f x) (Ap A B f x)avec f : A! B avec f:(Map A B) avec f:(Map A B)f(x; y) (f x y) (Ap2 A B C f x y)avec f : A! B ! C avec f:(Map2 A B C) avec f:(Map2 A B C)



Chapitre 8Cat�egories, Foncteurs etTransformations naturellesDans ce chapitre, nous d�e�nissons les trois notions de base de la th�eorie des cat�egories que sont lescat�egories, les foncteurs et les transformations naturelles. Certaines cat�egories int�eressantes sontconstruites comme la cat�egorie des ensembles SET, la cat�egorie des cat�egories CAT et la cat�egoriedes foncteurs. La derni�ere partie du chapitre est consacr�ee �a l'utilisation des techniques de r�e�ecriturepour la preuve d'�egalit�es de morphismes.8.1 Cat�egoriesLa notion de fonction est l'une des notions les plus importantes en math�ematiques. En manipulantdes fonctions, nous devons consid�erer deux entit�es di��erentes : les ensembles et les fonctions entreces ensembles. Une cat�egorie a une structure abstraite : une collection d'objets et une collection demorphismes. L'op�eration principale entre ses morphismes �etant la composition.Une cat�egorie comprend une collection d'objets, et pour toute paire d'objets a et b, une collectionde �eches (appel�ees morphismes) not�ee Hom(a; b), appel�ee hom-set (nous l'appelons dans notre cashom-Seto��de). Nous �ecrirons f : a! b (f:a-->b sur machine) au lieu de f 2 Hom(a; b). Les objetsa et b sont respectivement appel�es domaine et codomaine de f .Section cat.Variables Ob:Type; Hom:Ob -> Ob -> Setoid.Infix 6 "-->" Hom.La prochaine composante d'une cat�egorie est une op�eration de composition assignant �a toutepaire de morphismes f : a ! b et g : b ! c, un morphisme not�e f � g : a ! c; nous adoptonsune notation contraire �a l'usage le plus r�epandu qui est g � f . Cette op�eration satisfait la loid'associativit�e: pour tous morphismes f : a! b, g : b! c et h : c! d,f � (g � h) = (f � g) � hNous �ecrivons cet op�erateur en o in�xe avec les objets a, b et c implicites.137



138 CHAPITRE 8. CAT�EGORIES, FONCTEURS ET TRANSFORMATIONS NATURELLESVariable Op_comp:(a,b,c:Ob)(Map2 a-->b b-->c a-->c).Definition Cat_comp := [a,b,c:Ob][f:a-->b][g:b-->c]((Op_comp a b c) f g).Infix 6 "o" Cat_comp.Definition Assoc_law := (a,b,c,d:Ob)(f:a-->b)(g:b-->c)(h:c-->d)(f o (g o h)) =_S ((f o g) o h).La derni�ere composante d'une cat�egorie est, pour tout objet a, un morphisme identit�e Ida : a!a, qui est l'identit�e pour la composition. Plus explicitement, les deux �equations suivantes doiventêtre satisfaites pour tout morphisme f : a! b,Ida � f = f et f = f � IdbVariable Id:(a:Ob)a-->a.Definition Idl_law := (a,b:Ob)(f:a-->b)((Id ?) o f) =_S f.Definition Idr_law := (a,b:Ob)(f:b-->a)f =_S (f o (Id ?)).End cat.Nous sommes maintenant en mesure de donner la d�e�nition synth�etique de la notion de Cat�e-gorie .Structure Category : Type :={Ob :> Type;Hom : Ob -> Ob -> Setoid;Op_comp : (a,b,c:Ob)(Map2 (Hom a b) (Hom b c) (Hom a c));Id : (a:Ob)(Hom a a);Prf_ass : (Assoc_law Op_comp);Prf_idl : (Idl_law Op_comp Id);Prf_idr : (Idr_law Op_comp Id)}.Nous d�e�nissons l'application de l'op�erateur de composition d'une cat�egorie, de sorte �a utiliserla notation in�xe o dans le contexte d'une cat�egorie quelconque C.Definition Comp := [C:Category](Cat_comp (!Op_comp C)).Infix 6 "-->" Hom.Infix 6 "o" Comp.Moralement, un op�erateur de composition n'est rien d'autre qu'une fonction binaire v�eri�antles lois de congruence pour chacun de ses arguments. Nous fournissons ainsi une m�ethode g�en�eralepermettant de construire un op�erateur de composition �a partir d'une telle fonction. Nous allonssyst�ematiquement utiliser cet outil pour toute d�e�nition de cat�egorie.Section composition_to_operator.Variables A:Type; H:A -> A -> Setoid; Cfun:(a,b,c:A)(H a b) -> (H b c) -> (H a c).Definition Congl_law := (a,b,c:A)(f,g:(H b c))(h:(H a b))f =_S g -> (Cfun h f) =_S (Cfun h g).Definition Congr_law := (a,b,c:A)(f,g:(H a b))(h:(H b c))f =_S g -> (Cfun f h) =_S (Cfun g h).Definition Cong_law := (a,b,c:A)(f,f':(H a b))(g,g':(H b c))f =_S f' -> g =_S g' -> (Cfun f g) =_S (Cfun f' g').Hypothesis pcgl : Congl_law.Hypothesis pcgr : Congr_law.Definition Build_Comp := [a,b,c:A](Build_Map2 (!pcgl a b c) (!pcgr a b c)).End composition_to_operator.



8.2. CAT�EGORIE DES SETO�IDES 1398.2 Cat�egorie des Seto��desNous d�e�nissons maintenant la cat�egorie des Seto��des avec les applications comme morphismes.Nous devons d'abord d�e�nir la composition et l'identit�e d'applications. La composition d'applicationest d�e�nie �a partir de la composition de leur fonction sous-jacente. Nous utilisons la notation in�xeo_M.Section mcomp.Variables A,B,C:Setoid; f:(Map A B); g:(Map B C).Definition Comp_fun := [x:A](g (f x)).Lemma Comp_fun_map_law : (Map_law Comp_fun).@Definition Comp_map : (Map A C) := Comp_fun_map_law.End mcomp.Infix 6 "o_M" Comp_map.L'op�erateur Comp_map est seulement une fonction. Nous devons maintenant prouver qu'il estextensionnel en ses deux arguments pour obtenir un op�erateur de composition sur les applications.Lemma Comp_map_congl : (Congl_law Comp_map).Lemma Comp_map_congr : (Congr_law Comp_map).Definition Comp_SET := (Build_Comp Comp_map_congl Comp_map_congr).Lemma Assoc_SET : (Assoc_law Comp_SET).Apr�es la v�eri�cation de l'associativit�e de notre op�erateur de composition, nous d�e�nissonsl'application identit�e �a partir de la fonction identit�e x 7! x. Nous v�eri�ons aussi les autres loisdes cat�egories.Section id_map_def.Variable A:Setoid.Definition Id_fun := [x:A]x.Lemma Id_fun_map_law : (Map_law Id_fun).@Definition Id_map : (Map A A) := Id_fun_map_law.End id_map_def.Definition Id_SET := Id_map.Lemma Idl_SET : (Idl_law Comp_SET Id_SET).Lemma Idr_SET : (Idr_law Comp_SET Id_SET).Nous avons en�n tous les ingr�edients pour former SET , la cat�egorie des Seto��des.@Definition SET := (Build_Category Assoc_SET Idl_SET Idr_SET).Avertissement. Une grande partie des lemmes �enonc�es jusqu'�a maintenant peuvent être con-sid�er�es comme triviaux; ils correspondent aux preuves li�ees au langage des Seto��des, c'est-�a-direpreuves d'�equivalence pour les Seto��des et de pr�eservation d'�egalit�e pour les applications, ainsi queles preuves de congruence pour les op�erateurs de composition. Pour ne pas lasser le lecteur, nousomettrons dor�enavant (sauf rares exceptions) tous ces �enonc�es, ainsi que ceux correspondant auxlois des cat�egories.



140 CHAPITRE 8. CAT�EGORIES, FONCTEURS ET TRANSFORMATIONS NATURELLES8.3 Cat�egorie Duale�Etant donn�ee une cat�egorie C, un moyen de construire une nouvelle cat�egorie est d'inverser tousles morphismes de C. La nouvelle cat�egorie obtenue est appel�ee la cat�egorie duale de C et est not�eeC�. Plus pr�ecis�ement, les objets de C� sont les mêmes que ceux de C. Quant aux morphismes, sif : a! b est un morphisme de C, alors f� : b! a est un morphisme de C�. Tous les morphismesde C� sont obtenus de cette mani�ere. Ainsi, par d�e�nition HomC�(a; b) = HomC(b; a).Section d_cat.Variable C:Category.Definition DHom := [a,b:C]b-->a.La composition �� est d�e�nie comme attendu, f� �� g� = g� � f�.Definition Comp_Darrow := [a,b,c:C][df:(DHom a b)][dg:(DHom b c)]dg o df.L'identit�e reste quant �a elle inchang�ee. Nous �ecrivons (Dual C) pour C� .@Definition Dual := (Build_Category Assoc_Dual Idl_Dual Idr_Dual).End d_cat.8.4 Propri�et�es simples sur les Cat�egoriesLorsque nous raisonnons �a propos d'ensembles et de fonctions, nous nous int�eressons souvent �a desfonctions avec des propri�et�es suppl�ementaires. Des propri�et�es analogues jouent un rôle importanten th�eorie des cat�egories. La di�cult�e r�eside dans le fait qu'il faut les exprimer sans faire intervenirla structure interne des objets, mais seulement en utilisant des �equations entre morphismes.Un morphisme f : a! b est �epi lorsque pour tous morphismes g; h : b! c, l'�egalit�e f �g = f �himplique g = h. a f - b g -h - c (1)Section epic_monic_def.Variables C:Category; a,b:C.Definition Epic_law := [f:a-->b](c:C)(g,h:b-->c)(f o g) =_S (f o h) -> g =_S h.Structure >Epic : Type :={Epic_mor : a-->b;Prf_isEpic :> (Epic_law Epic_mor)}.Un morphisme f : b ! a est monic lorsque pour tous morphismes g; h : c ! b, l'�egalit�eg � f = h � f implique g = h. c g -h - b f - a (2)Definition Monic_law := [f:b-->a](c:C)(g,h:c-->b)(g o f) =_S (h o f) -> g =_S h.Structure >Monic : Type :={Monic_mor : b-->a;Prf_isMonic :> (Monic_law Monic_mor) }.End epic_monic_def.



8.4. PROPRI�ET�ES SIMPLES SUR LES CAT�EGORIES 141Deux morphismes f : a! b et f�1 : b! a sont iso s'ils sont mutuellement inverses, c'est-�a-diref�1 � f = Idb and f � f�1 = Ida.Section iso_def.Variable C:Category.Definition RIso_law := [a,b:C][f:a-->b][f1:b-->a](f1 o f) =_S (Id b).Variable a,b:C.Definition AreIsos := [f:a-->b][f1:b-->a] (RIso_law f f1)/\(RIso_law f1 f).Nous ne pouvons pas �a proprement parler d�e�nir la propri�et�e IsIso d'être un isomorphismecar dans ce cas le champ Inv_iso correspondant au morphisme inverse devient inaccessible (voir3.4.3).Structure IsIso [f:a --> b] : Prop :={Inv_iso : b --> a;Prf_Iso :> (AreIsos f Inv_iso)}.Nous rencontrons ce probl�eme aussi avec les notions d'objet terminal et d'objet initial. Danstous ces cas, nous rem�edions �a ce probl�eme en transformant le champ incrimin�e en param�etre del'enregistrement. Les d�e�nitions deviennent ainsi peu naturelles. Une autre solution est de bannirla sorte Prop en d�e�nissant toutes les notions au niveau non-impr�edicatif Type. Nous disposonsd'ailleurs d'une version compl�etement pr�edicative de notre d�eveloppement.Nous disons que deux objets a et b sont isomorphes (a �= b) s'ils sont connect�es par une pairede morphismes isos. C'est une notion importante car les constructions cat�egoriques d�eterminentsouvent un objet �a isomorphisme pr�es.Structure >Iso : Type :={Iso_mor : a-->b;Inv_iso : b-->a;Prf_Iso :> (AreIsos Iso_mor Inv_iso)}.End iso_def.Nous disons qu'un objet a est initial dans la Category C si et seulement si pour tout objet b, ilexiste un unique morphisme dans Hom(a; b).Section initial_def.Variable C:Category.Definition IsInitial := [a:C][h:(b:C)a-->b](b:C)(f:a--> b)f =_S (h b).Structure >Initial : Type :={Initial_ob : C;MorI : (b:C) Initial_ob-->b;Prf_isInitial :> (IsInitial MorI)}.Comme exercice, nous prouvons que deux objets initiaux dans une cat�egorie sont isomorphes.Lemma I_unic : (i1,i2:Initial)(Iso (Initial_ob i1) (Initial_ob i2)).End initial_def.



142 CHAPITRE 8. CAT�EGORIES, FONCTEURS ET TRANSFORMATIONS NATURELLESDe mani�ere duale, nous d�e�nissons la notion d'objet terminal: b est terminal dans une cat�egorieC si pour tout objet a, il existe un unique morphisme dans Hom(a; b).Section terminal_def.Variable C:Category.Definition IsTerminal := [b:C][h:(a:C)a-->b](a:C)(f:a-->b)f =_S (h a).Structure >Terminal : Type :={Terminal_ob : C;MorT : (a:C)a-->Terminal_ob;Prf_isTerminal :> (IsTerminal MorT)}.End terminal_def.Nous prouvons que la propri�et�e d'être terminal pour un objet est duale �a celle d'être initial: unobjet initial dans C est un objet terminal dans C�.Lemma Initial_dual : (C:Category)(a:C)(h:(b:C)a --> b)(IsInitial h) ->(IsTerminal 1!(Dual C) h).Coercion Initial_dual : IsInitial >-> IsTerminal.Dans la cat�egorie SET , nous avons les correspondances suivantes:Langage cat�egorique Correspondance dans SETMorphisme �epi Application surjectiveMorphisme monic Application injectiveMorphisme iso Application bijectiveObjet initial Ensemble videObjet terminal Ensemble singleton8.5 FoncteursLes Foncteurs entre deux cat�egories C et D sont d�e�nis de mani�ere usuelle, avec deux composantes,une fonction des objets de C vers les objets de D, et une application des hom-Seto��des de C versles hom-Seto��des de D. Remarquez que la th�eorie des types nous permet d'exprimer ces contraintesde mani�ere naturelle, sans codage arbitraire.Section funct_def.Variables C,D:Category.Section funct_laws.Variables FOb:C -> D; FMap:(a,b:C)(Map a-->b (FOb a)-->(FOb b)).Les foncteurs doivent pr�eserver la structure de cat�egorie, ils v�eri�ent donc les deux lois: F (f�g) =F (f) � F (g) et F (Ida) = IdF (a) .Definition Fcomp_law := (a,b,c:C)(f:a-->b)(g:b-->c)((FMap a c) (f o g)) =_S (((FMap a b) f) o ((FMap b c) g)).Definition Fid_law := (a:C)((FMap a a) (Id a)) =_S (Id (FOb a)).End funct_laws.Structure Functor : Type :={FOb :> C -> D;FMap : (a,b:C)(Map a-->b (FOb a)-->(FOb b));Prf_Fcomp_law : (Fcomp_law FMap);Prf_Fid_law : (Fid_law FMap)}.



8.6. �EGALIT�E DE MORPHISMES 143Nous d�e�nissons en�n une abr�eviation de mani�ere �a �ecrire (FMor F f) pour F (f).Definition FMor := [F:Functor][a,b:C][f:a-->b]((FMap F a b) f).End funct_def.8.6 �Egalit�e de morphismesLa premi�ere di�cult�e que nous rencontrons intervient lors de la d�e�nition de l'�egalit�e de foncteurs.Celle-ci est extensionnelle sur la composante de l'application entre hom-Seto��des. Soient F;G : C !D deux foncteurs, F = G si et seulement si 8f : a ! b: F (f) = G(f). Or les deux morphismesF (f) et G(f) de D appartiennent �a deux hom-Seto��des di��erents, respectivement Hom(F (a); F (b))et Hom(G(a); G(b)). Ainsi l'�enonc�e (FMor F f) =_S (FMor G f) est mal typ�e. Cette di�cult�e estfr�equente en th�eorie des types avec types d�ependants; la solution que nous donnons est g�en�erique.Nous contournons cette di�cult�e en d�e�nissant une notion plus g�en�erale d'�egalit�e de morphismesdans une cat�egorie .Inductive Equal_hom [C:Category;a,b:C;f:a-->b] : (c,d:C)(c-->d) -> Prop :=Build_Equal_hom : (g:a-->b)f =_S g -> (Equal_hom f g).Infix 6 "=_H" Equal_hom.Le pr�edicat Equal_hom prend comme arguments une cat�egorie C, des objets a,b,c,d de C, etdes morphismes f:a-->b et g:c-->d. Puisque la seule construction possible pour cette �egalit�e estavec Build_Equal_hom, qui n�ecessite que le second morphisme g ait le même type que le premiermorphisme f, il semble su�sant de restreindre le type de Equal_hom aux morphismes de mêmetype. Cependant cette g�en�eralit�e est n�ecessaire parce que nous voulons être capables d'�enoncerl'�egalit�e de deux morphismes dont les domaines respectifs ne sont pas d�e�nitionnellement �egaux,mais qui le seront pour certaines instanciations de param�etres. Nous sommes maintenant capablesd'�enoncer F (f) = G(f) par (FMor F f) =_H (FMor G f) qui va forcer les objets F (a) et G(a) �aêtre d�e�nitionnellement �egaux (de même pour F (b) et G(b)), mais il n'y a aucun moyen de sp�eci�erF et G avec une d�eclaration de type telle que F (a) = G(b). Ceci n�ecessiterait une extension de lath�eorie des types avec des contraintes d�e�nitionnelles, qui pourraient être probl�ematiques pour lad�ecidabilit�e de l'�egalit�e d�e�nitionnelle. Cette extension n'est pas r�eellement n�ecessaire si l'on prendsoin d'�ecrire les �egalit�es d�ependantes avec un type su�samment g�en�eral.Nous nous proposons maintenant d'�etudier cette nouvelle �egalit�e de morphismes. Nous aborderonstrois principaux points.1. V�eri�ons d'abord que =_H est une relation d'�equivalence. Remarquez qu'on ne peut pas ex-primer cette propri�et�e avec les d�e�nitions d�ej�a vues pour les relations tels que Equivalence,Reflexive, Symmetric et Transitive, car les deux principaux arguments de =_H sont detypes di��erents.Section equal_hom_equiv.Variables C:Category; a,b:C; f:a-->b.Lemma Equal_hom_refl : f =_H f.Variables c,d:C; g:c-->d.Lemma Equal_hom_sym : f =_H g -> g =_H f.Variables i,j:C; h:i-->j.Lemma Equal_hom_trans : f =_H g -> g =_H h -> f =_H h.End equal_hom_equiv.



144 CHAPITRE 8. CAT�EGORIES, FONCTEURS ET TRANSFORMATIONS NATURELLES2. La d�e�nition =_H n'�echappe pas au dysfonctionnement constat�e dans certaines d�e�nitionsm�elangeant les types inductifs et les types d�ependants. Ce ph�enom�ene a �et�e intensivement�etudi�e dans le cas de l'�egalit�e de Leibniz, par M. Hofmann et T. Streicher (notamment dans[74]). Dans ce cas, il s'av�ere impossible de prouver l'unicit�e de la preuve de reexivit�e; ilsproposent alors d'y rem�edier en introduisant un nouveau sch�ema d'�elimination appel�e K.Dans notre cas, on constate qu'on ne peut pas hh inverser ii =_H, c'est-�a-dire on ne peut pasd�emontrer:(C:Category)(a,b:C)(f,g:a-->b)f =_H g -> f =_S g.Ceci est dû au sch�ema d'induction trop faible engendr�e pour =_H:(C:Category)(a,b:C)(f:a-->b)(P:(c,d:C)(g:c-->d)f =_H g -> Prop)((g:a-->b)(e:f =_S g)(P a b g (Build_Equal_hom e))) ->(c,d:C)(g:c-->d)(e:f =_H g)(P c d g e)Dans le même esprit que K, nous proposons ci-dessous un nouveau sch�ema d'�eliminationpour =_H indiquant que (Build_Equal_hom e) est l'unique preuve de f =_H g lorsque f etg appartiennent au même hom-Seto��de et avec e une preuve de f =_S g.(C:Category)(P:(a,b:C)(f,g:a-->b)f =_H g -> Prop)((a,b:C)(f,g:a-->b)(e:f =_S g)(P a b f g (Build_Equal_hom e))) ->(a,b:C)(f,g:a-->b)(p:f =_H g)(P a b f g p)Cet axiome s'av�ere toutefois inutile dans notre cas, car on n'y aura jamais recours dans notred�eveloppement.3. La d�e�nition de =_H peut être g�en�eralis�ee au cas de Seto��des quelconques; nous appelons cette�egalit�e Equal_gen. Celle-ci peut être alors instanci�ee au cas particulier des hom-Seto��des; nousnoterons par =_H1 l'�egalit�e r�esultante.Inductive Equal_gen [A:Setoid;a:A]: (B:Setoid)B -> Prop :=Build_Equal_gen : (b:A)a =_S b -> (Equal_gen a b).Definition Equal_hom1 := [C:Category][a,b,c,d:C][f:a-->b][g:c-->d](Equal_gen f g).Infix 2 "=_H1" Equal_hom1.Malheureusement, on �echoue �a montrer que les deux �egalit�es =_H et =_H1 sont �equivalentes.Un seul sens de l'�equivalence est d�emontrable:Lemma Equal_hom_gen : (C:Category)(a,b:C)(f:a-->b)(c,d:C)(g:c-->d)f =_H g -> f =_H1 g.Quant �a l'autre sens de l'�equivalence, il est �a notre connaissance non d�emontrable dans Coq(en toutes rigueur, il faut prouver dans la m�eta-th�eorie que la proposition correspondante estnon habit�ee).(C:Category)(a,b:C)(f:a-->b)(c,d:C)(g:c-->d)f =_H1 g -> f =_H g.



8.7. LA CAT�EGORIE DES CAT�EGORIES 1458.7 La Cat�egorie des Cat�egoriesDans cette section, nous re�echissons la th�eorie dans elle-même: les cat�egories forment le typed'une cat�egorie des cat�egories CAT, les morphismes �etant les foncteurs. On v�eri�e que le type desfoncteurs poss�ede une structure de Seto��de, en utilisant l'�egalit�e d�e�nie plus haut. On �ecrira l'�egalit�ede foncteurs par =_F avec la synth�ese d'arguments appropri�ee. La d�e�nition de Functor_setoid (leSeto��de des foncteurs) en pr�esence de la constante SET provoque une incoh�erence d'univers. Nousd�e�nissons alors Functor_setoid de type Setoid'; Setoid' �etant une copie de Setoid. Toutesles notions utilisant le type Setoid ont �et�e red�e�nies pour utiliser le type Setoid'. Le nom dechaque copie est obtenue en accolant une apostrophe hh' ii �a la �n du nom de la notion originellecorrespondante .Section funct_setoid.Variables C,D:Category.Definition Equal_Functor := [F,G:(Functor C D)] (a,b:C)(f:a-->b)(FMor F f) =_H (FMor G f).Lemma Equal_Functor_equiv : (Equivalence Equal_Functor).@Definition Functor_setoid : Setoid' := Equal_Functor_equiv.End funct_setoid.Infix 2 "=_F" Equal_Functor.Tout ce que l'on a �a faire est de d�e�nir la composition et l'identit�e de foncteurs, et de prouverquelques lemmes exhibant la structure de cat�egorie de CAT. La premi�ere �etape consiste en lad�e�nition de la composition de deux foncteurs. Nous composons les foncteurs G : C �! D etH : D �! E pour former un foncteur G �H : C �! E, en composant s�epar�ement leur fonctionsur les objets et leur application sur les morphismes. Nous �ecrivons o_F pour cette composition defoncteur.Section Comp_F.Variables C,D,E:Category; G:(Functor C D); H:(Functor D E).Definition Comp_FOb := [a:C](H (G a)).Definition Comp_FMor := [a,b:C][f:a-->b](FMor H (FMor G f)).@Definition Comp_Functor := (Build_Functor Comp_Functor_comp_law Comp_Functor_id_law).End Comp_F.Infix 6 "o_F" Comp_Functor.Comme pr�ec�edemment, nous construisons un op�erateur de composition apr�es v�eri�cation deslois de congruence. Pour toute cat�egorie C, nous construisons le foncteur identit�e IdC �a partir dela fonction identit�e sur les objets, et de l'application identit�e sur les morphismes.Section idCat.Variable C:Category.Definition Id_CAT_ob := [a:C]a.Definition Id_CAT_map := [a,b:C](Id_map a-->b).@Definition Id_CAT := (Build_Functor Id_CAT_comp_law Id_CAT_id_law).End idCat.Nous avons maintenant tous les ingr�edients pour reconnâ�tre dans CAT la structure de cat�e-gorie. Tout ce qu'on doit faire est de prendre une seconde copie de la notion de cat�egorie, appel�eeCategory'. Le m�ecanisme d'ajustement implicite des univers nous assure que son type r�ef�erenceun univers plus grand. La d�e�nition de CAT de type Category est ill�egale car elle provoque uneincoh�erence d'univers (même dans un contexte ne contenant pas la constante SET).



146 CHAPITRE 8. CAT�EGORIES, FONCTEURS ET TRANSFORMATIONS NATURELLESStructure Category' : Type :={Ob' :> Type;Hom' : Ob' -> Ob' -> Setoid';Opcomp' : (a,b,c:Ob')(Map2' (Hom' a b) (Hom' b c) (Hom' a c));Id' : (a:Ob')(Hom' a a);Prf_ass' : (Assoc_law' Opcomp');Prf_idl' : (Idl_law' Opcomp' Id');Prf_idr' : (Idr_law' Opcomp' Id')}.Definition CAT : Category' := (Build_Category' Assoc_CAT Idl_CAT Idr_CAT).Nous en venons maintenant au probl�eme bien connu de hhtaille ii des cat�egories . Une cat�egorie estdite petite si sa collection d'objets est en correspondance avec un ensemble, elle est dite grande sinon(en opposition avec la notion de classe). Une cat�egorie est dite localement petite si pour tous objets aet b,Hom(a; b) est en correspondance avec un ensemble. Les univers ottants nous a�ranchissent deces hhd�etails ii; nous n'avons pas de petites et grandes cat�egories, mais des cat�egories hhrelativementpetites ii . Il n'y a pas un unique CAT , il y a une famille de CATi, et chaque CATi est une Categoryjavec i < j. La construction ci-dessus est alors coh�erente avec l'analyse de Coquand[43] concernantles paradoxes li�es �a la cat�egorie des cat�egories.On doit aussi remarquer que cet exemple justi�e le m�ecanisme appel�e hhpolymorphisme d'univers ii(voir 3.2.3) d�e�ni par Harper et Pollack[68]. Avec ce m�ecanisme, nous pourrions d�e�nir directementCAT comme une cat�egorie (de type Category), sans avoir �a faire une copie explicite de cette notion,la copie �etant implicitement r�ealis�ee pour chaque occurrence du nom Category. La version actuellede Coq n'impl�emente pas le polymorphisme d'univers, parce que ce m�ecanisme est plutôt coûteuxen espace, et rarement utilis�e en pratique.8.8 Transformation naturelleLe type des foncteurs de la cat�egorie C vers la cat�egorie D admet une structure de cat�egorie. Lesmorphismes correspondants sont appel�es Transformations Naturelles. Une transformation naturelleT de F : C ! D vers G : C ! D associe �a tout objet a de C, un morphisme Ta de l'objet F (a)vers l'objet G(a) dans D, tel que la loi de naturalit�e suivante est v�eri��ee: F (f) � Tb = Ta �G(f).a F (a) Ta- G(a)bf ? F (b)F (f) ? Tb- G(b)G(f)? (3)Notez que les transformations naturelles sont d�e�nies comme fonctions et non comme applica-tions, puisque les objets n'ont pas une structure de Seto��de.Section nt_def.Variable C,D:Category; F,G:(Functor C D).Definition NT_law := [T:(a:C)(F a)-->(G a)] (a,b:C)(f:a-->b)((FMor F f) o (T b)) =_S ((T a) o (FMor G f)).Structure >NT : Type :=



8.9. CAT�EGORIE DES FONCTEURS 147{ApNT :> (a:C)(F a)-->(G a);Prf_NT_law :> (NT_law ApNT)}.End nt_def.Nous d�e�nissons maintenant le Seto��de des transformations naturelles entre les foncteurs Fet G. L'�egalit�e de transformations naturelles est aussi extensionnelle. Ainsi, deux transformationsnaturelles T1 et T2 sont dites �egales lorsque leurs composantes sont �egales pour un objet arbi-traire: 8a:T1(a) = T2(a). Comme d'habitude, nous �ecrivons =_NT pour cette �egalit�e. Pour rem�edieraux probl�emes d'incoh�erence d'univers (toujours avec SET), nous d�e�nissons une nouvelle copieSetoid'' de la notion de Seto��de, et nous d�e�nissons NT_setoid avec le type Setoid'' .Section setoid_nt.Variable C,D:Category; F,G:(Functor C D).Definition Equal_NT := [T,T':(NT F G)](a:C)(T a) =_S (T' a).@Definition NT_setoid : Setoid'' := Equal_NT_equiv.End setoid_nt.Infix 2 "=_NT" Equal_NT.8.9 Cat�egorie des FoncteursNous avons maintenant tous les outils pour d�e�nir la cat�egorie des foncteurs de C vers D. Lesobjets sont les foncteurs et les morphismes sont les transformations naturelles. La cat�egorie desfoncteurs joue un rôle essentiel; en e�et beaucoup de propri�et�es des foncteurs ou des transforma-tions naturelles s'expriment simplement en tant que propri�et�es d'objets ou de morphismes de lacat�egorie des foncteurs. Nous d�e�nissons la composition de deux transformations naturelles T et T 0par (T �v T 0)a = Ta � T 0a. L'indice v signi�e hhverticale ii, car nous allons d�e�nir plus tard une autrecomposition hhhorizontale ii .La notion de cat�egorie et toutes les notions s'y rattachant doivent être aussi une deuxi�eme foisdupliqu�ees pour prendre en compte la d�e�nition de Setoid''.Section cat_functor.Variables C,D:Category.Section compnt.Variables F,G,H:(Functor C D); T:(NT F G); T':(NT G H).Definition Comp_tau := [a:C] (T a) o (T' a).@Definition CompV_NT : (NT_setoid F H) := Comp_tau_nt_law.End compnt.Definition Comp_CatFunct := (Build_Comp'' CompV_NT_congl CompV_NT_congr).�A tout foncteur F , nous associons une transformation identit�e IdF d�e�nie par �a:IdF (a) :Section id_catfunct_def.Variable F:(Functor C D).Definition Id_CatFunct_tau := [a:C](Id (F a)).@Definition Id_CatFunct := (Build_NT Id_CatFunct_nt_law).End id_catfunct_def.



148 CHAPITRE 8. CAT�EGORIES, FONCTEURS ET TRANSFORMATIONS NATURELLESAyant v�eri��e toutes les propri�et�es cat�egoriques, nous d�e�nissons la cat�egorie des foncteurs, quenous notons FUNCT (C;D). La modi�cation du type de la cat�egorie des foncteurs de Category enCategory'' aura d'importantes r�epercussions sur le reste du d�eveloppement car c'est une notiontr�es utilis�ee en th�eorie des cat�egories.@Definition FUNCT :=(Build_Category'' Assoc_CatFunct Idl_CatFunct Idr_CatFunct).End cat_functor.Infix 6 "o_NTv" CompV_NT.8.10 Techniques de preuve - Compl�etionCette section a pour objectif de construire des proc�edures de d�ecision pour l'�egalit�e entre mor-phismes de cat�egories. Nous commen�cons par faire une digression m�eta-th�eorique pour d�ecrire lam�ethode adopt�ee.8.10.1 Description de la m�ethodeIl est d'usage de d�ecrire les �equations entre morphismesd'une cat�egorie sous forme de diagrammes.Un diagramme cat�egorique est un graphe dont les sommets et les arcs sont respectivement libell�espar les objets et les morphismes de la cat�egorie et tel que les sommets de d�epart et d'arriv�ee d'unarc sont libell�es par les objets domaine et codomaine du morphisme libellant cet arc. Tout chemindans le diagramme d�etermine un morphisme en composant les morphismes le long de ce chemin. Ondit qu'un diagramme commute si tous les chemins entre deux mêmes objets d�eterminent un mêmemorphisme. La preuve d'�enonc�es cat�egoriques (�egalit�es de morphismes) se fait alors en v�eri�ant lacommutation de diagrammes et en juxtaposant des diagrammes commutatifs le long de cheminscommuns. Cet aspect graphique des preuves a sugg�er�e de nouveaux langages de programmationpouvant manipuler des diagrammes en deux dimensions (voir les travaux de Y. Lafont[95]).Il nous faut citer les travaux de D. W�atjan et W. Struckmann[154] concernant le d�eveloppementd'un algorithme pour la v�eri�cation d'�equations entre morphismes en pr�esence d'un nombre quel-conque d'�equations mettant en jeu des foncteurs et des transformations naturelles. La v�eri�cationest r�ealis�ee en transformant, �etape par �etape, le premier membre de l'�equation �a v�eri�er de fa�con �aretrouver le second membre. �A chaque �etape, une sous-s�equence du premier membre est remplac�eepar un terme suivant une �equation donn�ee. Un arbre (partiel) de toutes les transformations possi-bles est construit, et son parcours s'e�ectue par retour-arri�ere (backtracking).Nous adoptons pour notre part l'approche alg�ebrique, en consid�erant le raisonnement cat�e-gorique comme d�eduction �equationnelle typ�ee, nous inspirant ainsi de [82]. Nous sommes int�eress�espar d�ecider l'�egalit�e entre deux morphismes donn�es d'une cat�egorie. Partant d'une caract�erisation�equationnelle, nous tentons d'obtenir un syst�eme de r�e�ecriture canonique et �equivalent garantis-sant l'existence et l'unicit�e d'une forme normale, et pouvant ainsi être utilis�e comme proc�edurede d�ecision. Les syst�emes de r�e�ecriture pr�esent�es dans cette section sont obtenus par compl�etion,en utilisant une proc�edure de Knuth-Bendix[91]. Nous d�ecrivons ci-dessous sommairement cetteproc�edure. Une pr�esentation plus compl�ete se trouve dans [79].D�e�nition 8.1 (Sp�eci�cation �equationnelle) Soit � = (V; F; ar) une signature. Une �equationest une paire non ordonn�ee de termes (s; t) 2 T� � T�.



8.10. TECHNIQUES DE PREUVE - COMPL�ETION 149Une sp�eci�cation �equationnelle est alors un couple (�; E) comportant un ensemble E d'�equations.Nous notons (s; t) 2 E par s =E t ou bien s = t s'il n'y a pas risque d'ambigu��t�e.D�e�nition 8.2 (Syst�eme de d�eduction �equationnelle) Soit (�; E) une sp�eci�cation �equation-nelle. Les r�egles d'inf�erence ci-dessous constituent le Syst�eme de d�eduction �equationnelle de (�; E).(axiome) s = t 2 Es = t (reflexivit�e) t = t(sym�etrie) s = tt = s (transitivit�e) s = t t = us = u(congruence) s1 = t1:::sar(f) = tar(f)f(s1; :::; sar(f)) = f(t1; :::; tar(f)) (remplacement) s = t�(s) = �(t)Construire une preuve en utilisant les r�egles d'inf�erence ci-dessus n'est pas facile: �a chaque�etape, on peut avoir plusieurs possibilit�es d'application de r�egles. Il faut faire aussi attention �al'utilisation de la r�egle de sym�etrie. La solution consiste �a n'utiliser les �equations que dans un sens;nous les transformons ainsi en r�egles de r�e�ecriture. Pour obtenir un syst�eme �equivalent, il faudrag�en�eralement augmenter le nombre de r�egles. Nous utilisons alors les techniques de r�e�ecriture pourles syst�emes canoniques, d�evelopp�ees en 6.3.On va montrer que la conuence locale peut se ramener �a l'examen d'un certain nombre decouples de termes appel�ees paires critiques.D�e�nition 8.3 (Uni�cateur) Soit � = (V; F; ar) une signature. Un uni�cateur de deux termess; t 2 T� est une substitution � telle que �(s) � �(t) (les termes s et t sont pr�ealablement renomm�esa�n de v�eri�er var(s) \ var(t) = ;).Un uni�cateur principal de deux termes est un uni�cateur � tel que pour tout autre uni�cateur �0,il existe une substitution � avec �0 = � � �.D�e�nition 8.4 (Paires Critiques) Soient s1 ! t1 et s2 ! t2 deux r�egles d'un syst�eme de r�e�ecri-ture (�; R), et n'ayant pas de variables communes (modulo renommage). S'il existe un sous-termeu 62 V de s1 (s1 � C[u]) uni�able avec s2, c'est-�a-dire �(u) � �(s2) avec � l'uni�cateur le plusg�en�eral de u et s2, alors (�(t1); �(C[t2])) est appel�ee paire critique.Une paire critique (u; v) converge si et seulement si il existe un terme w tel que u!� w � v.Lemme 8.1 (Lemme des paires critiques) Un syst�eme de r�e�ecriture est localement conuentsi et seulement si toutes ses paires critiques convergent.L'objectif de la compl�etion est de transformer une sp�eci�cation �equationnelle (�; E) en unsyst�eme de r�e�ecriture �ni (�; R) tel que !R soit complet et =E et  !� soient �equivalents.D�e�nition 8.5 (Proc�edure de Knuth-Bendix) Soit (�; E) une sp�eci�cation �equationnelle, etun ordre � sur T�. Nous pr�esentons la proc�edure de Knuth-Bendix sous formes de r�egles d'inf�erenceayant comme conclusion des paires E;R o�u E est un ensemble d'�equations et R un ensemble der�egles. La con�guration de d�epart est E; ;. CP (R) est l'ensemble des paires critiques des r�egles deR.



150 CHAPITRE 8. CAT�EGORIES, FONCTEURS ET TRANSFORMATIONS NATURELLES(d�eduction) E;RE [ CP (R);R (orientation) E [ fs = tg;RE;R[ fs! tg si s � t(�elimination) E [ fs = sg;RE;R (simplification) E [ fs = ug;RE [ fs = tg;R si s! t 2 R(composition) E;R[ fu! sgE;R[ fu! tg si s! t 2 RCette proc�edure prend en entr�ee une sp�eci�cation �equationnelle (�; E) et un ordre bien fond�esur les termes (sous forme d'une fonction d'interpr�etation). Ces �equations sont alors orient�ees suiv-ant cet ordre, et d'autres �equations sont engendr�ees correspondant aux paires critiques de mani�ere�a garantir la conuence locale. Si la proc�edure termine, elle fournit un syst�eme de r�e�ecriture cano-nique. Une preuve compl�ete de la proc�edure de Knuth-Bendix se trouve dans [80]. Cette proc�edurea �et�e �etendue de di��erentes mani�eres, notamment pour inclure des op�erateurs associatifs et com-mutatifs.Une particularit�e des syst�emes que nous consid�erons est qu'ils sont typ�es; un morphisme est typ�epar sa cat�egorie et ses deux objets domaine et codomaine. La technique adopt�ee dans ce cas-l�a estd�ecrite dans [82] et appliqu�ee dans [85] au cas des cat�egories cart�esiennes closes. Cette techniqueconsiste �a compl�eter la sp�eci�cation �equationnelle en ignorant les informations de type, puis �arev�eri�er la conuence locale du syst�eme canonique obtenu en y int�egrant le typage. Cette m�ethodea �et�e intensivement utilis�ee dans [62] sur di��erentes constructions cat�egoriques et notamment lesmonades.Les r�e�ecritures se font exclusivement avec l'�egalit�e des Seto��des =_S; les autres �egalit�es �etanttoutes d�e�nies en fonctions d'elle. Une �etape pr�ealable �a toute preuve par r�e�ecriture est alors detransformer le but �a prouver en une �egalit�e de morphismes.Une fois le syst�eme de r�e�ecriture d�e�ni, nous utilisons les tactiques d�ecrites au chapitre 6 pourconstruire une conversion lui correspondant. Cependant on n'utilisera pas syst�ematiquement lesconversions g�en�eriques de normalisation d�evelopp�ees dans le chapitre 6 pour les syst�emes canon-iques. En e�et on pr�ef�erera dans certains cas simples d�evelopper des strat�egies de normalisationplus adapt�ees pour le syst�eme �etudi�e, car plus e�caces au vu du nombre de r�e�ecritures e�ectu�eespour atteindre la forme normale.8.10.2 Cas des Cat�egoriesLe syst�eme de r�e�ecriture pour les cat�egories est le suivant:(Ass) (f � g) � h ! f � (g � h)(Idl) Ida � f ! f(Idr) f � Idb ! fLa terminaison de ce syst�eme se montre par l'utilisation de l'ordre d�e�ni par: t > u si et seulementsi �(t) > �(u) o�u � est une interpr�etation polynomiale �a valeurs dans N�.�(Ida) = 1�(f � g) = 2� �(f) + �(g)



8.10. TECHNIQUES DE PREUVE - COMPL�ETION 151Les trois r�egles du syst�eme de r�e�ecriture correspondent �a des orientations des axiomes d'une cat�e-gorie. Soient AssC, IdlC et IdrC les conversions associ�ees �a ces r�egles. Elles sont obtenues parapplication de ruleC, par exemple:let AssC = ruleC Prf ass RL [] []Rappelons le type de Prf_ass:(C:Category)(a,b,c,d:C)(f:a-->b)(g:b-->c)(h:c-->d)f o (g o h) =_S (f o g) o hLe syst�eme de r�e�ecriture est pr�esent�e pour une cat�egorie �x�ee. Les lemmes de r�e�ecriture sonttoutefois abstraits par rapport �a la cat�egorie; il est inutile de la fournir explicitement pour chaquer�e�ecriture, elle sera inf�er�ee �a partir du terme �a r�e�ecrire.L'op�erateur de composition � correspond au symbole de fonction Comp. La cat�egorie et lesdi��erents objets intervenant en sont les param�etres. Ceci est plus visible sur le type hhsans abus denotation ii de Prf_ass:(C:Category)(a,b,c,d:(Ob C))(f:(Carrier (Hom C a b)))(g:(Carrier (Hom C b c)))(h:(Carrier (Hom C c d)))(Equal (Hom C a d) (Comp C a b d f (Comp C b c d g h))(Comp C a c d (Comp C a b c f g) h))Nous d�e�nissons d'abord une conversion qui �elimine les identit�es.let ElimIdC idlC idrC = TryC (SweepUpC (FirstC [idlC; idrC]))Puis nous d�e�nissons une conversion qui associe les compositions �a droite.let RAssC assC = TryC (SweepDnC (RepeatC assC))Ces deux conversions sont alors combin�ees:let MonC assC idlC idrC = (ElimIdC idlC idrC) ThenC (RAssC assC)Nous venons ainsi de d�e�nir une conversion de normalisation pour les mono��des. Le cas descat�egories n'est qu'un cas particulier:let CatC =MonC AssC IdlC IdrCIl existe un autre syst�eme pour les axiomes des cat�egories qui consiste �a associer les compositions�a gauche.



152 CHAPITRE 8. CAT�EGORIES, FONCTEURS ET TRANSFORMATIONS NATURELLES8.10.3 Cas des FoncteursLe syst�eme de r�e�ecriture pour les foncteurs est le suivant:(Ass) (f � g) � g ! f � (g � h)(Idl) Ida � f ! f(Idr) f � Idb ! f(FId) F (Ida) ! IdF (a)(FComp) F (f � g) ! F (f) � F (g)Nous �etendons l'interpr�etation � pour prendre en compte l'op�erateur F .�(F (f)) = 2� �(f)Les r�egles (FId) et (FComp) correspondent respectivement aux conversions FIdC et FCompCDans notre formalisme, on peut consid�erer F non pas comme un op�erateur mais comme leparam�etre de l'op�erateur d'application des foncteurs. Cet op�erateur correspond �a FMor, dont voicile lemme de congruence:Prf_FCong: (C,D:Category)(F:(Functor C D))(a,b:C)(f,g:a-->b)f =_S g -> (FMor F f) =_S (FMor F g)Voil�a la conversion de normalisation pour les foncteurs:let FunC = TryC (SweepDnC FCompC) ThenC TryC (SweepUpC FIdC) ThenC CatCCette conversion normalise les termes mettant en jeu plusieurs cat�egories et plusieurs foncteurs;exemple: G(F (Ida) �H(f)) se normalise en G(H(f)).Il existe un autre ensemble de r�egles complet pour les foncteurs:(Ass) (f � g) � g ! f � (g � h)(Idl) Ida � f ! f(Idr) f � Idb ! f(FId) F (Ida) ! IdF (a)(FComp1) F (f) � F (g) ! F (f � g)(FComp2) F (f) � (F (g) � h) ! F (f � g) � h8.10.4 Cas des Transformations NaturellesLe syst�eme de r�e�ecriture pour les transformations naturelles est le suivant:(Ass) (f � g) � g ! f � (g � h)(Idl) Ida � f ! f(Idr) f � Idb ! f(FId) F (Ida) ! IdF (a)(FComp1) F (f) � F (g) ! F (f � g)(FComp2) F (f) � (F (g) � h) ! F (f � g) � h(NT1) Ta �G(f) ! F (f) � Tb(NT2) Ta � (G(f) � h) ! F (f) � (Tb � h)



8.11. EXEMPLE { LA LOI D'�ECHANGE 153Pour montrer la terminaison de ce syst�eme, nous red�e�nissons l'interpr�etation polynomiale commesuit: �(Ida) = 1�(f � g) = �(f)� �(g) + �(f)�(F (f)) = �(f) + 1�(G(f)) = 3� �(f) + 1�(Ta) = 1Nous traduisons directement ce syst�eme de r�e�ecriture en conversion en utilisant Normalize.let NTC = Normalize [AssC; IdlC; IdrC;FIdC;FComp1C;FComp2C;NT1C;NT2C]Parfois, il est n�ecessaire de modi�er quelque peu le but avant d'appliquer les conversions de nor-malisation. En e�et, certains morphismes f apparâ�ssant dans le but correspondent �a des termes dela forme F (f), o�u F est un foncteur hhconcret ii, c'est-�a-dire d�e�ni comme constante (par oppositionaux foncteurs abstraits, d�eclar�es comme variables). Dans ces cas, l'application de certains lemmesde conversion peut �echouer, suite �a l'�echec du �ltrage.Prenons un exemple; soient C une cat�egorie, F : C ! C un foncteur, IdC : C ! C le foncteuridentit�e et T : F ! IdC une transformation naturelle, la conversion (NT1) ne r�e�ecrit pas Ta � fen F (f) � Tb alors que f est convertible en IdC(f). C'est l�a o�u le combinateur Conv d�e�ni �a lasection 6.5.2, vient �a notre secours; il nous permet de r�e�ecrire tous les termes de la forme Ta � f enTa � IdC(f).SweepUpC (Conv [C:Category;F:C->C;a,b:C;f:a-->b]((T a) o f) ((T a) o (FMor (Id_CAT C) f)))Il nous reste �a signaler les situations o�u on n'utilise pas les conversions de normalisation.� lorsqu'on a �a d�ecider de �egalit�e entre deux termes de petite taille, il est plus �economique (entemps et en taille de la preuve) d'appliquer une conversion sp�eci�que �a cette �egalit�e sans sesoucier de la normalisation (souvent plus coûteuse).� en pr�esence d'�equations suppl�ementaires comme hypoth�eses, il est n�ecessaire de combiner lesconversions de normalisation avec de nouvelles conversions tenant compte des hypoth�eses.8.11 Exemple { La loi d'�echange8.11.1 �Enonc�eDans le but de tester nos constructions cat�egoriques, nous prouvons la loi d'�echange. C'est l'unedes lois des 2-cat�egories (cat�egories dont les morphismes forment une cat�egorie).Soient A, B et C des cat�egories, F;G : A �! B et F 0; G0 : B �! C des foncteurs. Nousd�e�nissons la composition horizontale des transformations naturelles T : F �! G et T 0 : F 0 �! G0par (T �h T 0)a = T 0F (a) �G0(Ta). Nous v�eri�ons que T �h T 0 est en e�et une transformation naturellede F � F 0 vers G �G0. Nous �ecrirons o_NTh pour la composition horizontale .



154 CHAPITRE 8. CAT�EGORIES, FONCTEURS ET TRANSFORMATIONS NATURELLESA F - B F 0 - C A F � F 0- CA G -T ? B G0 -T 0 ? C A G �G0-T �h T 0? C (4)Section horz_comp.Variables A,B,C:Category; F,G:(Functor A B); F',G':(Functor B C);T:(NT F G); T':(NT F' G').Definition Ast : (a:A)((F o_F F') a)-->((G o_F G') a) := [a](T' (F a)) o (FMor G' (T a)).@Definition CompH_NT := (Build_NT Ast_nt_law).End horz_comp.Infix 6 "o_NTh" CompH_NT.Nous v�eri�ons maintenant une propri�et�e importante, la loi d'�echange, qui lie les compositionsverticale et horizontale. Soient A;B;C des cat�egories, F;G;H : A ! B, F 0; G0; H 0 : B ! C desfoncteurs, et T : F ! G, T 0 : F 0 ! G0, U : G ! H , U 0 : G0 ! H 0 des transformations naturelles.La loi d'�echange s'�enonce par:(T �h T 0) �v (U �h U 0) = (T �v U) �h (T 0 �v U 0)Section interchangelaw.Variables A,B,C:Category; F,G,H:(Functor A B); F',G',H':(Functor B C).Variables T:(NT F G); T':(NT F' G'); U:(NT G H); U':(NT G' H').Lemma InterChange_law : ((T o_NTh T') o_NTv (U o_NTh U')) =_NT((T o_NTv U) o_NTh (T' o_NTv U')).End interchangelaw. A F - B F 0 - CA G -T ? B G0 -T 0? CA H -U ? B H0 -U 0? C (5)8.11.2 Sous-termes implicites�A titre de comparaison, et pour montrer l'importance du m�ecanisme des sous-termes implicites,nous donnons l'�enonc�e explicite de la loi d'�echange.



8.11. EXEMPLE { LA LOI D'�ECHANGE 155(Equal_NT A C (Comp_Functor A B C F F') (Comp_Functor A B C H H')(CompV_NT A C (Comp_Functor A B C F F') (Comp_Functor A B C G G')(Comp_Functor A B C H H') (CompH_NT A B C F G F' G' T T')(CompH_NT A B C G H G' H' U U'))(CompH_NT A B C F H F' H' (CompV_NT A B F G H T U)(CompV_NT B C F' G' H' T' U')))Nous pouvons aussi �ecrire l'�enonc�e de la loi d'�echange en rempla�cant o_NTv par o'' et =_NTpar =_S''. Il devient alors:((T o_NTh T') o'' (U o_NTh U')) =_S'' ((T o' U) o_NTh (T' o'' U'))En e�et o'' (ou bien Comp'') est le nom g�en�erique pour toutes les compositions dans les cat�egoriesCategory'', alors que =_S'' (ou bien Equal'') est le nom g�en�erique pour toutes les �egalit�es dansles Seto��des Setoid''. En fait, il s'agit du m�ecanisme de surcharge d�e�ni dans la section 4.7. Nousdonnons les principales �etapes de la proc�edure d'inf�erence de type sur le terme T o'' U. C'est unexemple int�eressant car il montre comment peuvent s'enchâ�ner deux �etapes de r�esolution par lar�egle d'uni�cation de la d�e�nition 4.19.Nous avons �a typer (Comp00 ?1 ?2 ?3 ?4 T U). Rappelons le type (explicite) de Comp'':(C:Category'')(a,b,c:(Ob'' C))(Carrier'' (Hom'' a b)) ->(Carrier'' (Hom'' b c)) -> (Carrier'' (Hom'' a c))Nous avons la signature � `?1 : Category00; � `?2 : (Ob00 ?1); � `?3 : (Ob00 ?1); � `?4 : (Ob00 ?1).La premi�ere uni�cation que nous rencontrons intervient lors du typage de T:(NT A B F G) = (Carrier00 (Hom00 ?1 ?2 ?3))Elle est simpli��ee en utilisant la r�egle (4.19) avec (voir la d�e�nition de NT_setoid page 147):Proj(Carrier00; NT) � NT setoidNous obtenons: 8>>>>><>>>>>: (Hom00 ?1 ?2 ?3) = (NT setoid ?5 ?6 ?7 ?8)?5 = A?6 = B?7 = F?8 = Gavec � `?5 : Category; � `?6 : Category; � `?7 : (Functor ?5 ?6); � `?8 : (Functor ?5 ?6)Seule la premi�ere �equation est di�cile �a r�esoudre. On utilise la même r�egle (4.19) avec (voir lad�e�nition de FUNCT page 147): Proj(Hom00; NT setoid) � FUNCTNous obtenons: 8>>>>><>>>>>: ?1 = (FUNCT ?9 ?10)?9 =?5?10 =?6?2 =?7?3 =?8



156 CHAPITRE 8. CAT�EGORIES, FONCTEURS ET TRANSFORMATIONS NATURELLESavec � `?9 : Category; � `?10 : CategoryNous obtenons �nalement la signature:� `?1 : Category00 := (FUNCT A B); � `?2 : (Ob00 ?1) := F;� `?3 : (Ob00 ?1) := G; � `?4 : (Ob00 ?1); :::La valeur de ?4 (:= H) est obtenue par analyse de U. Le terme explicite obtenu est alors:(Comp00 (FUNCT A B) F G H T U)Un autre exemple Consid�erons un exemple plus simple; celui de la d�e�nition de la propri�et�ed'idempotence pour les applications. Remarquez que dans cet exemple, les applications sont com-pos�ees en utilisant la composition dans les cat�egories, et compar�ees avec l'�egalit�e des Seto��des.Definition idemp := [A:Setoid][f:(Map A A)] (f o f) =_S f.La forme explicite de (f o f) =_S f est (Equal (Map_setoid A A) (Comp SET A A A f f) f).L'heuristique (4.19) est utilis�ee plusieurs fois:� pour hhse souvenir ii que la hhcomposition cat�egorique ii d'applications peut s'e�ectuer dans lacat�egorie SET, en vertu de la d�e�nition ci-dessous (page 139, donn�ee ici sous forme explicite):@Definition SET := (!Build_Category Setoid Map_setoid Comp_SET Id_SETAssoc_SET Idl_SET Idr_SET).� pour comparer deux applications dans le Seto��de appropri�e, (Map_setoid A A) (page 135).@Definition Map_setoid := [A,B:Setoid](!Build_Setoid (Map A B) (Ext_equiv A B)).Ces deux constantes sont automatiquement trouv�ees, lors du processus d'uni�cation, par la fonctionProj avec respectivement Proj(Hom; Map setoid) � SET et Proj(Carrier; Map)� Map setoid.8.11.3 Preuve par r�e�ecritureNous commentons maintenant la preuve du but de la loi d'�echange dans Coq:============================(T o_NTh T') o_NTv (U o_NTh U') =_NT (T o_NTv U) o_NTh (T' o_NTv U')Apr�es expansion des di��erentes constantes (=_NT, o_NTv et o_NTh), nous obtenons le but:a : A============================((T' (F a)) o (FMor G' (T a))) o ((U' (G a)) o (FMor H' (U a)))=_S ((T' (F a)) o (U' (F a))) o (FMor H' ((T a) o (U a)))InterChange_law < SimplEq NTC NTC.Subtree proved!



8.11. EXEMPLE { LA LOI D'�ECHANGE 157Ce but est prouv�e par la tactique SimplEq en e�ectuant les r�e�ecritures suivantes:(T 0F (a) �G0(Ta)) � (U 0G(a) �H0(Ua)) (T 0F (a) � U 0F (a)) �H 0(Ta � Ua)T 0F (a) � (G0(Ta) � (U 0G(a) �H0(Ua)))(Ass) ? T 0F (a) � (U 0F (a) �H0(Ta � Ua))(Ass)?F 0(Ta) � (T 0G(a) � (U 0G(a) �H0(Ua)))(NT2) ? T 0F (a) � (G0(Ta � Ua) � U 0H(a))(NT1)?F 0(Ta) � (T 0G(a) � (G0(Ua) � U 0H(a)))(NT1) ?F 0(Ta) � (F 0(Ua) � (T 0H(a) � U 0H(a)))(NT2) ?HHHHHHHHHH(FComp2) j F 0(Ta � Ua) � (T 0H(a) � U 0H(a))(NT2)?End interchangelaw.8.11.4 Associativit�e de la composition horizontaleNous terminons cette section en montrant que la composition horizontale est associative. L�a inter-vient une di�cult�e.�Etant donn�es les cat�egories A;B;C, les foncteurs F;G de A vers B et les foncteurs F 0; G0 de Bvers C, la composition horizontale des transformations naturelles T : F ! G et T 0 : F 0 ! G0 a pourr�esultat une transformation naturelle T �h T 0 : F �F 0 ! G �G0. Pour exprimer l'associativit�e de lacomposition horizontale, nous devons identi�er, comme types, disons (F �F 0) �F 00 et F � (F 0 �F 00).Mais l�a nous rencontrons un probl�eme, puisque ces deux termes sont �egaux dans le sens de l'�egalit�ede foncteurs, mais ne sont pas d�e�nitionnellement �egaux. Nous sommes alors incapables mêmed'�ecrire l'�enonc�e d'associativit�e de la composition horizontale: l'�enonc�e est mal typ�e.Pour contourner le probl�eme, �a l'instar de 8.6, nous d�e�nissons une �egalit�e entre transformationsmoins contraignante =_NTH, comme suit.Definition EqualH_NT := [C,D:Category][F,G,F',G':(Functor C D)][T:(NT F G)][T':(NT F' G')](a:C)(T a) =_H (T' a).Infix 2 "=_NTH" EqualH_NT.Section assoc_horz_comp.



158 CHAPITRE 8. CAT�EGORIES, FONCTEURS ET TRANSFORMATIONS NATURELLESVariables A,B,C,D:Category; F,G:(Functor A B);F',G':(Functor B C); F'',G'':(Functor C D).Variables T:(NT F G); T':(NT F' G'); T'':(NT F'' G'').Lemma CompH_NT_assoc : ((T o_NTh T') o_NTh T'') =_NTH (T o_NTh (T' o_NTh T'')).End assoc_horz_comp.



Chapitre 9Constructions Universelles etAdjonctionsNous formalisons dans ce chapitre des notions plus avanc�ees de la th�eorie des cat�egories telles queles limites et les adjonctions. Le principal th�eor�eme v�eri��e dans cette partie est le th�eor�eme deFreyd pour l'existence d'un adjoint gauche[61]. C'est une preuve non-triviale qu'on pr�esente demani�ere hhmodulaire ii, n�ecessitant la preuve de plusieurs r�esultats interm�ediaires int�eressants. C'estun bon test pour notre formalisation car le th�eor�eme met en jeu la plupart des notions cat�egoriquesformalis�ees.9.1 Constructions Universelles et Limites9.1.1 Morphisme UniverselLa d�e�nition par universalit�e est une technique usuelle en math�ematiques qui, en th�eorie des cat�e-gories, fournit la principale fa�con de caract�eriser des structures. Son m�ecanisme g�en�eral consiste �ad�e�nir une classe d'objets v�eri�ant une propri�et�e puis un crit�ere pour distinguer un objet particulierde cette classe; les deux parties �etant toujours d�ecrites en termes de morphismes. La forme stan-dard du crit�ere pour distinguer un objet particulier est l'unicit�e d'un morphisme v�eri�ant certainesconditions donn�ees.L'�enonc�e de plusieurs constructions cat�egoriques a la forme suivante hhpour tout...il existe ununique...tel que... ii. C'est notamment le cas des notions de produit, �egalisateur, objet terminal etobjet initial. Toutes ces constructions sont des cas particuliers d'un concept g�en�eral, le morphismeuniversel et son dual, le morphisme co-universel.Soient A et B deux cat�egories, b : B et F : A! B un foncteur.Section ua_def.Variables A,B:Category; b:B; G:(Functor A B).Un couple ha : A; u : b! G(a)i est dit morphisme universel de b vers G si pour tout a0 et toutf : b! G(a0), il existe un unique f# : a! a0 tel que le diagramme ci-dessous commute.159



160 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSa0 G(a0) �f b	����uaf# 6 G(a)G(f#)6 (1)Section isua_def.Variables a:A; u:b-->(G a).On va d�e�nir un morphisme universel par la donn�ee d'une op�eration # qui associe �a toutmorphisme f : b! G(a0) un morphisme f# : a! a0.Section ua_laws.Variable diese:(a':A)b-->(G a') -> a-->a'.Cette op�eration doit v�eri�er deux �equations. La premi�ere traduit la commutation du diagrammeet la deuxi�eme, l'unicit�e de f#. f = u �G(f#) (2)8g : a! a0; f = u �G(g)) g = f# (3)Definition UA_eq := [a':A][f:b-->(G a')][g:a-->a'] (u o (FMor G g)) =_S f.Definition UA_law1 := (a':A)(f:b-->(G a'))(UA_eq f (diese f)).Definition UA_law2 := (a':A)(f:b-->(G a'))(g:a-->a')(UA_eq f g) -> g =_S (diese f).End ua_laws.Toutes ces donn�ees sont les conditions n�ecessaires et su�santes pour a�rmer que ha; ui est unmorphisme universel de b vers G. On l'�ecrira (IsUA a u).Structure IsUA : Type :={UA_diese : (a':A)b-->(G a') -> a-->a';Prf_isUA_law1 : (UA_law1 UA_diese);Prf_isUA_law2 : (UA_law2 UA_diese)}.End isua_def.On d�e�nit aussi le hhType des morphismes universels de b vers G ii, not�e (UA b G).Structure >UA : Type :={UA_ob : A;UA_mor : b-->(G UA_ob);Prf_IsUA :> (IsUA UA_mor)}.End ua_def.La d�e�nition par universalit�e d�e�nit des objets �a isomorphisme pr�es. Si ha1; u1i et ha2; u2i sontdes morphismes universels de b vers G, alors a1 �= a2. Les morphismes isos entre a1 et a2 sont u#21et u#12 .



9.1. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET LIMITES 161Section ua_iso_def.Variables A,B:Category; b:B; G:(Functor A B); u1,u2:(UA b G).Definition UA_iso_mor := (UA_diese u1 (UA_mor u2)).Definition UA_iso_mor_1 := (UA_diese u2 (UA_mor u1)).Lemma UA_iso_law1 : (AreIsos UA_iso_mor UA_iso_mor_1).Definition UA_iso : (Iso (UA_ob u1) (UA_ob u2)) := UA_iso_law1.End ua_iso_def.C'est une caract�eristique importante de la th�eorie des cat�egories: les objets sont vus de mani�ereabstraite, ind�ependamment d'une repr�esentation particuli�ere. Dans la suite du d�eveloppement,lorsque nous parlons d'un morphisme universel x:(UA b G), il s'agit d'un repr�esentant quelconquede la classe d'objets isomorphes; son choix exact n'a aucune importance. Par contre, lors de laconstruction d'un morphisme universel, un repr�esentant unique est construit.9.1.2 D�e�nition d'un Morphisme Co-universelLa th�eorie des cat�egories admet un principe de dualit�e, exprim�e par l'invariance de la th�eorie par lamodi�cation de la direction des morphismes. Ainsi toute propri�et�e cat�egorique a son duale obtenueen inversant tous les morphismes dans l'�enonc�e de la propri�et�e. Ce principe de dualit�e peut êtred�ecrit en fonction d'op�erations sur les cat�egories et les foncteurs. Nous avons d�ej�a d�e�ni le dual d'unecat�egorie en 8.3; on d�e�nit le dual d'un foncteur F : A! B, par F �(a) = F (a) et F �(f�) = F (f)�.Section dfunctor_def.Variables A,B:Category; F:(Functor A B).Definition DFunctor_ob : (Dual A) -> (Dual B) := [a:A](F a).Definition DFunctor_map := [b,a:A](FMap F a b).@Definition Dfunctor := (Build_Functor DFunctor_comp_law DFunctor_id_law).End dfunctor_def.Toute propri�et�e ou construction cat�egorique peut alors être transform�ee en son duale en l'inter-pr�etant dans la cat�egorie duale. Pour illustrer ce principe, nous allons d�e�nir la notion duale demorphisme universel, que nous appelons morphisme co-universel de b vers F (cette appellationn'est pas tr�es r�epandue, les cat�egoriciens pr�ef�erent plutôt parler de morphisme universel de F versb). Le couple ha : A; u : F (a) ! bi est dit morphisme co-universel de b vers F si et seulement siha : A�; u : b ! F �(a)i est un morphisme universel de b vers F �. Remarquez la double hhnature iide u, c'est �a la fois un morphisme dans B et B�; ces deux types, respectivement HomB(F (a); b) etHomB�(b; F �(a)) sont bien entendu convertibles.Section coua_def1.Variables A,B:Category; b:B; F:(Functor A B).SubClass IsCoUA1 := [a:A][u:(F a)-->b](IsUA 4!(Dfunctor F) u).SubClass CoUA1 := (UA b (Dfunctor F)).End coua_def1.On peut d�e�nir une notion basique de morphisme co-universel comme suit. Un couple ha : A; u :F (a)! bi est dit co-morphisme universel de b vers F si pour tout a0 et tout f 0 : F (a0)! b, il existeun unique f# : a0 ! a tel que:



162 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSa0 F (a0) f - b����u�af# ? F (a)F (f#) ? (4)Remarquez que ce diagramme est identique �a celui du diagramme (1) apr�es modi�cation dusens des morphismes.Section coua_def.Variables A,B:Category; b:B; F:(Functor A B).Structure IsCoUA [a:A;u:(F a)-->b]: Type :={CoUA_diese :> (a':A)(F a')-->b -> a'-->a;Prf_isCoUA_law1 : (CoUA_law1 CoUA_diese);Prf_isCoUA_law2 : (CoUA_law2 CoUA_diese)}.Structure >CoUA : Type :={CoUA_ob : A;CoUA_mor : (F CoUA_ob)-->b;Prf_IsCoUA :> (IsCoUA CoUA_mor)}.End coua_def.Il est possible de montrer l'�equivalence des deux versions (duale et basique) de la notion deco-morphisme universel. On pourra alors utiliser indi��eremment l'une ou l'autre des versions sansnous soucier du typage, en utilisant deux coercions oppos�ees.9.1.3 Limites et ColimitesLimites et colimites donnent un traitement uni��e des constructions comme les produits et les �egal-isateurs (et bien d'autres encore). D'abord deux d�e�nitions pr�eliminaires.1. Soient A et B deux cat�egories. La fonction � associe �a tout objet b : B le foncteur constant�(b) : A ! B d�e�ni par �(b)(a) = b pour tout a : A, et �(b)(f) = Idb o�u f : a ! a0 eta; a0 : A.Section constFun.Variables A,B:Category; b:B.Definition Const_ob := [a:A]b.Definition Const_mor := [a1,a2:A][f:a1-->a2](Id b).@Definition Const := (Build_Functor Const_comp_law Const_id_law).End constFun.2. On appelle cône de c verc F toute transformation naturelle de �(c) vers le foncteur F .Section def_cone.Variables J,C:Category; c:C; F:(Functor J C).SubClass Cone := (NT (Const J c) F).



9.1. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET LIMITES 163Soit � : �(c)! F un cône. On a �i : c! F (i) pour tout i : J . Sa loi de naturalit�e se ram�ene�a la commutation du diagramme suivant pour tous i; j : J et g : i! j.c	�����i @@@@�jRF (i) g - F (j) (5)Le cône � est ainsi compl�etement d�etermin�e par la donn�ee d'une famille de morphismesf�i : c! F (i)ji : Jg v�eri�ant (5).Section cone_nt.Variable T:(a:J)c-->(F a).Definition Cone_law := (i,j:J)(g:i-->j)(T j) =_S ((T i) o (FMor F g)).Lemma Prf_Cone_nt_law : Cone_law -> (NT_law 3!(Const J c) T).Variable p:Cone_law.@Definition Build_Cone : Cone := (Build_NT (Prf_Cone_nt_law p)).End cone_nt.End def_cone.La limite d'un foncteur F : J ! C est toute paire hlim F; �i compos�ee d'un objet lim F , appel�eobjet limite de F , et d'un cône � : �(lim F ) ! F , appel�e cône limite de F , et v�eri�ant la loid'universalit�e suivante: pour tout cône � : �(c)! F , il existe un unique morphisme �# : c! lim Fv�eri�ant le diagramme ci-dessous pour tout i : J .c �i - F (i)�����i�lim F�# ? (6)Section limit_def.Variables J,C:Category; F:(Functor J C).Section islimit_def.Variables lim:C; nu:(Cone lim F).Section limit_laws.Variable l_diese:(c:C)(Cone c F) -> (c-->lim).Definition Limit_eq := [c:C][tau:(Cone c F)][g:c-->lim](i:J)(g o (nu i)) =_S (tau i).Definition Limit_law1 := (c:C)(tau:(Cone c F))(Limit_eq tau (l_diese tau)).Definition Limit_law2 := (c:C)(tau:(Cone c F))(g:c-->lim)(Limit_eq tau g) -> g =_S (l_diese tau).End limit_laws.Structure IsLimit : Type :={Lim_diese : (c:C)(Cone c F) -> (c-->lim);



164 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSPrf_limit1 : (Limit_law1 Lim_diese);Prf_limit2 : (Limit_law2 Lim_diese)}.End islimit_def.Structure >Limit : Type :={Lim : C;Limiting_cone : (Cone Lim F);Prf_Islimit :> (IsLimit Limiting_cone)}.End limit_def.Une cat�egorie C est dite compl�ete si tout foncteur F : J ! C admet une limite.Definition Complete := [C:Category](J:Category)(F:(Functor J C))(Limit F).Il aurait �et�e plus �el�egant de d�e�nir la notion de limite comme un cas particulier de morphismeco-universel. En e�et, la limite d'un foncteur F : J ! C est un morphisme co-universel hlim F; �idu foncteur � vers F . Le foncteur � : C ! FUNCT (J; C) est obtenu en �etendant la fonction� (d�e�nie au d�ebut de cette section) au cas des morphismes par: pour tout f : c1 ! c2 de C,�(f) : �(c1) ! �(c2) est une transformation naturelle avec les composantes �(f)i = f . Cetted�e�nition est mal typ�ee puisque C est de type Category, alors que FUNCT (J; C) est de typeCategory''. Elle est toutefois possible au prix de nombreuses duplications, notamment en d�e�nis-sant une nouvelle notion de foncteur de type Catgory->Category''->Type.Il existe une autre alternative �a notre d�e�nition de limite consistant �a utiliser une notion dediagramme (un graphe particulier, voir [106] et [137]) �a la place du foncteur J . L'utilisation defoncteurs nous �evite l'introduction de ce nouveau concept. De plus, il est d'usage de consid�erer Jcomme une cat�egorie qui est petite ou même �nie. Nous ne faisons pas cette hypoth�ese car c'estune restriction inutile puisque tous les r�esultats que nous avons prouv�es sont valables pour unecat�egorie J quelconque.9.1.4 Pr�eservation de LimitesLa composition d'un cône T : �(r) ! F avec un foncteur H : C ! D est un cône T � H :�(H(r))! F �H d�e�ni par (T �H)i = H(Ti) pour tout i : J . C'est une instance de la compositionhorizontale (8.11).Section comp_cone.Variables J,C,D:Category; c:C; F:(Functor J C); T:(Cone c F); G:(Functor C D).Definition Comp_cone_tau : (i:J)(G c) --> ((F o_F G) i) := [i](FMor G (T i)).Lemma Comp_cone_tau_cone_law : (Cone_law Comp_cone_tau).Definition Comp_cone := (Build_Cone Comp_cone_tau_cone_law).End comp_cone.Infix 6 "o_C" Comp_cone.On dit qu'un foncteur H : C ! D pr�eserve les limites d'un foncteur F : J ! C lorsque toutcône limite de F est transform�e par composition avec H en un cône limite de F �H , c'est-�a-dire sihlim F; �i est une limite de F alors hH(lim F ); � �Hi est une limite de F �H .Section def_pres_limits.Variables J,C,D:Category; F:(Functor J C); G:(Functor C D).



9.1. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET LIMITES 165Definition Preserves_1limit := [l:(Limit F)](IsLimit ((Limiting_cone l) o_C G)).Definition Preserves_limits := (l:(Limit F))(Preserves_1limit l).End def_pres_limits.Un foncteur H : C ! D est dit continu s'il pr�eserve toutes les limites de tous les foncteursF : J ! C.Definition Continuous := [C,D:Category][G:(Functor C D)](J:Category)(F:(Functor J C))(Preserves_limits F G).9.1.5 Exemples de limitesDans cette section, nous �etudions quelques limites int�eressantes correspondant �a des constructionsusuelles. Dans chacun des cas �etudi�es, nous donnons deux d�e�nitions; la premi�ere est purement�equationnelle, alors que la deuxi�eme s'obtient comme limite d'un foncteur particulier. Ces deuxd�e�nitions sont �equivalentes; dans cette section, nous relions la d�e�nition par les limites �a la d�e�-nition �equationnelle.9.1.5.1 ProduitsCette construction apparâ�t sous di��erents aspects en th�eorie des ensembles, en alg�ebre et entopologie. Nous pouvons, par exemple, former le produit de deux ensembles, de deux groupes oude deux espaces topologiques. Le d�etail des constructions varie, mais la forme g�en�erale du produitest commune �a tous les cas. Les produits sont d�ecrits de mani�ere abstraite en terme de projectionsdu produit vers ses composantes.D�e�nition �equationnelle Pour tous objets a; b : C, leur produit est un objet a � b avec deuxmorphismes p1 : a � b ! a et p2 : a � b ! b. On peut g�en�eraliser la d�e�nition au cas du produitd'une famille d'objets. Soit C une cat�egorie et fai : C j i : Ig une famille d'objets de C.Section prodts_def.Variables C:Category; I:Type; a:I -> C.Le produit cat�egorique de cette famille est un objet �i:Iai avec une famille de morphismesfpi : �i:Iai ! ai j i : Ig.Section prodts_laws.Variables PI:C; Proj:(i:I) PI-->(a i).Pour toute autre famille fhi : r ! ai j i : Ig, il doit exister un unique morphisme hhiii:I tel quepour tout i : I : ai����pi � I@@@@hi�i:Iai � hhiii:I r (7)Nous d�ecomposons cette condition en une condition d'existence et d'unicit�e .



166 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSVariable Pd_diese:(r:C)((i:I)r-->(a i)) -> r-->PI.Definition Product_eq := [r:C][h:(i:I)r-->(a i)][g:r-->PI](i:I)(h i) =_S (g o (Proj i)).Definition Product_law1 := (r:C)(h:(i:I) r-->(a i))(Product_eq h (Pd_diese h)).Definition Product_law2 := (r:C)(h:(i:I) r-->(a i))(g:r-->PI)(Product_eq h g) -> g =_S (Pd_diese h).End prodts_laws.Ce sont toutes ces donn�ees rang�ees dans une structure qui forment le type hhProduit de la famillefai : C j i : Ig ii.Structure Product : Type :={Pi : C;Proj : (i:I) Pi-->(a i);Pd_diese : (r:C)((i:I)r-->(a i)) -> r-->Pi;Prf_pd_law1 : (Product_law1 Proj Pd_diese);Prf_pd_law2 : (Product_law2 Proj Pd_diese)}.End prodts_def.Pour d�e�nir le produit de deux objets, il su�t d'instancier notre d�e�nition des produits defamille d'objets par la famille ne contenant que ces deux objets.D�e�nition par les limites On peut construire une cat�egorie �a partir d'un ensemble quelconqueU . C'est la cat�egorie discr�ete (Discr U) associ�ee �a cet ensemble. Elle est not�ee par Û .Section discrete.Variable U:Type.Cette cat�egorie a pour objets les �el�ements de U et pour seuls morphismes, les identit�es Ida pourtout a : U .Inductive Discr_mor : U -> U -> Type := Build_Discr_mor : (a:U)(Discr_mor a a).@Definition Discr := (Build_Category Assoc_Discr Idl_Discr Idr_Discr).End discrete.La d�e�nition Discr_mor est semblable �a celle de l'�egalit�e de Leibniz (sauf en ce qui concernela disposition des param�etres, et la sorte de la d�e�nition). On avait d�ej�a dit en 8.6 que l'axiome Kpour l'�egalit�e de Leibniz, stipulant que la preuve de r�eexivit�e est unique, n'�etait pas d�emontrabledans le calcul des constructions mais que son ajout conservait la coh�erence de la th�eorie. Pour lasuite du d�eveloppement, nous d�eclarons un axiome similaire pour Discr_mor �enon�cant que Ida(soit (Build_Discr_mor a)) est l'unique morphisme de a vers a.Axiom Discr_mor_ind1 : (U:Type)(a:U)(P:(Discr_mor a a)->Prop)(P (Build_Discr_mor a)) -> (x:(Discr_mor a a))(P x).Soit I un ensemble, C une cat�egorie et fai : C j i : Ig une famille d'objets de C indic�ee par I .Section products_limit_def.Variables C:Category; I:Type; a:I -> C.



9.1. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET LIMITES 167Nous construisons un foncteur F : Î ! C par F (i) = ai pour tout i : I , et F (f) = Idai pouri; j : I et f : i! j, car f ne peut être que l'identit�e, i et j �etant identiques. Remarquez l'utilisationde l'op�erateur de �ltrage Cases sur un objet de type d�ependant.Definition FunDiscr_ob := [i:(Discr I)](a i).Definition FunDiscr_arrow := [i,j:(Discr I)][f:i-->j]<[d,d0:I][_:(Discr_mor d d0)](Carrier (a d)-->(a d0))>Cases f of (Build_Discr_mor k) => (Id (a k)) end.@Definition FunDiscr := (Build_Functor FunDiscr_comp_law FunDiscr_id_law).Le produit de la famille fai : C j i : Ig d'objets de C est donn�e par la limite du foncteur F .SubClass Product1 := (Limit FunDiscr).Nous v�eri�ons les lois des produits pour cette d�e�nition. Soit l un produit, limite du foncteurF ci-dessus. Ce produit est de la forme h�i:I : C; � : �(�i:I)! F i. Consid�erons �i:I comme l'objetproduit de la famille fai : C j i : Ig. Quant aux projections pi : �i:I ! ai, elles correspondent �a �i.Variable l:Product1.Definition Pi1 := (Lim l).Definition Proj1 : (i:I)Pi1-->(a i) := [i]((Limiting_cone l) i).V�eri�ons maintenant la propri�et�e d'unicit�e pour ce produit. Soit fi : c ! ai une autre famillede projections d'un objet c : C. On construit le morphisme hfii:I en s'appuyant sur l'universalit�ede l. Plus pr�ecis�ement, hfii:I = �# avec � : �(c)! F et �i = hi.Section pd1_diese_def.Variables c:C; f:(j:I)c-->(FunDiscr j).Definition Product_tau := [j:(Discr I)](f j).Definition Pd1_diese : c-->Pi1 := (Lim_diese l Product_nt).End pd1_diese_def.@Definition Product1_to_Product := (Build_Product Prf_pd1_law1 Prf_pd1_law2).End products_limit_def.Coercion Product1_to_Product : Product1 >-> Product.9.1.5.2 �EgalisateursD�e�nition �equationnelle Soient C une cat�egorie, a; b : C et fki : a ! b j i : Ig une famille demorphismes de C.Section equaz_def.Variables C:Category; a,b:C; I:Type; k:I -> a-->b.Un �egalisateur de cette famille est un morphisme e : c! a tel que 8i; j : I; e � ki = e � kj .Section equaz_laws.Variables c:C; e:c-->a.Definition Equalizer_eq := [r:C][h:r-->a](i,j:I) (h o (k i)) =_S (h o (k j)).Definition Equalizer_law1 := (Equalizer_eq e).



168 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSDe plus, pour tout morphisme h : r! a tel que 8i; j : I; h �ki = h �kj , il doit exister un uniqueh# : r! c avec h = h# � e. c e - a ki -kj - b����h�rh# 6 (8)Variable E_diese:(r:C)(h:r-->a)(Equalizer_eq h) -> (r-->c).Definition Equalizer_law2 := (r:C)(h:r-->a)(p:(Equalizer_eq h)) h =_S ((E_diese p) o e).Definition Equalizer_law3 := (r:C)(h:r-->a)(p:(Equalizer_eq h))(l:r-->c)(h =_S (l o e)) -> l =_S (E_diese p).End equaz_laws.D'o�u le type hh �Egalisateur de la famille fki : a! b j i : Ig ii .Structure Equalizer : Type :={E_ob : C;E_mor : E_ob-->a;Prf_E_law1 : (Equalizer_law1 E_mor);E_diese : (r:C)(h:r-->a)(Equalizer_eq h) -> r-->E_ob;Prf_E_law2 : (Equalizer_law2 E_mor E_diese);Prf_E_law3 : (Equalizer_law3 E_mor E_diese)}.End equaz_def.D�e�nition par les limites La cat�egorie hhmorphismes parall�eles ii U comporte deux objets not�es1 et 2 et une famille de morphismes ffi : 1! 2 j i : Ig.Section pa_def.Variable I:Type.Inductive PA_ob : Type := PA1 : PA_ob | PA2 : PA_ob.Inductive PA_mor : PA_ob -> PA_ob -> Type :=PA_I1 : (PA_mor PA1 PA1)| PA_I2 : (PA_mor PA2 PA2)| PA_f : I -> (PA_mor PA1 PA2).@Definition PA := (Build_Category Assoc_PA Idl_PA Idr_PA).End pa_def.Soient C une cat�egorie, a; b : C et fki : a ! b j i : Ig une famille de morphismes de C. Nousconstruisons un foncteur F : C ! U suivant la correspondance suivante:1 fi:I - 2a? ki:I -? b?



9.1. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET LIMITES 169Section equalizer_limit_def.Variables C:Category; a,b:C; I:Type; k:I -> a-->b.Definition FPA_ob := [x:(PA k)]Cases x of PA1 => a| PA2 => b end.Definition FPA_mor := [x,y:(PA k)][f:x-->y]<[x',y':(PA k)](Carrier (FPA_ob x')-->(FPA_ob y'))>Cases f of PA_I1 => (Id a)| PA_I2 => (Id b)| (PA_f i) => (k i) end.@Definition FPA := (Build_Functor FPA_comp_law FPA_id_law).L'�egalisateur de la famille fki : a! b j i : Ig est alors obtenu comme limite de F .SubClass Equalizer1 := (Limit FPA).Les deux d�e�nitions qu'on vient de voir ne sont pas en fait strictement �equivalentes. Elles lesont pour des familles non vides de morphismes. Il nous faut alors supposer que l'ensemble I estnon vide; il su�t pour cela de supposer l'existence d'un terme hht�emoin ii (Witness) t de type I .Nous appelons equaliseur2 le type des �egalisateurs de familles non vides.Structure Equalizer2 : Type :={Prf_equalizer1 :> Equalizer1;Witness : I}.Partant d'un tel �egalisateur hc : C; � : �(c)! F i, nous construisons un hh�egalisateur �equation-nel ii en posant e = �1 : c! a. Pour tout h : r ! a tel que 8i; j : I; h � ki = h � kj , h# est d�e�ni parh# = �# o�u � : �(r)! F est un cône d�e�ni par �1 = h et �2 = h � kt. Cette construction d�ependainsi du t�emoin choisi .Variable l:Equalizer2.Definition E1_ob := (Lim l).Definition E1_mor : E1_ob-->a := ((Limiting_cone l) PA1).Section e1_diese_def.Variables r:C; h:r-->a.Hypothesis p:(Equalizer_eq k h).Definition E_tau := [x:(PA k)]<[x':(PA k)](Carrier r-->(FPA x'))>Cases x of PA1 => h| PA2 => (h o (k (Witness l))) end.Definition E1_diese : r-->E1_ob := (Lim_diese l E_NT).End e1_diese_def.@Definition Equalizer2_to_Equalizer :=(Build_Equalizer Prf_E1_law1 Prf_E1_law2 Prf_E1_law3).End equalizer_limit_def.Coercion Equalizer2_to_Equalizer : Equalizer2 >-> Equalizer.Nous distinguons deux cas particuliers int�eressants qui nous seront utiles plus loin, correspon-dants �a l'�egalisateur de deux morphismes de C (Equalizer1_fg), et �a l'�egalisateur de tous lesmorphismes entre deux objets de C (Equalizer1_hom).Section equaz_fg_hom.Variables C:Category; a,b:C; f,g:a-->b.



170 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSDefinition K_fg := [i:TwoElts]Cases i of Elt1 => f| Elt2 => g end.Definition F_fg := (FPA K_fg).SubClass Equalizer1_fg := (Equalizer1 K_fg).Definition K_hom := [f:a-->b]f.Definition F_hom := (FPA K_hom).SubClass Equalizer1_hom := (Equalizer1 K_hom).End equaz_fg_hom.9.1.6 Existence d'Objet InitialQuelques lemmes utiles concernant les �egalisateurs1. Un morphisme h : a ! b ayant un inverse droit est forc�ement un �epi. Soient f; g : b! c telsque h � f = h � g. En composant �a droite par h�1, on obtient h�1 � h � f = h�1 � h � g, d'o�u�nalement f = g.Lemma RightInv_epic : (C:Category)(a,b:C)(h:a-->b)(h1:b-->a)(RIso_law h h1) -> (Epic_law h).Coercion RightInv_epic : RIso_law >-> Epic_law.2. Nous allons d�emontrer que tout �egalisateur est monic. Soit e : c! a l'�egalisateur de la famillefki : a! b j i : Ig. Soient f; g : d! c tels que f � e = g � e, on doit montrer que f = g.d f -g - c e - a ki -kj - b (9)On a pour tous i; j : I , f � e � ki = f � e � kj . En appliquant la conditions d'unicit�e de e pourf � e, on d�etermine un unique morphisme (f � e)# : d ! c avec f � e = (f � e)# � e. Or, ona par hypoth�ese f � e = g � e, donc g = (f � e)#. Aussi, f � e = f � e, d'o�u f = (f � e)#.Finalement f = g.Section equaz_prop.Variables C:Category; a,b:C; I:Type; k:I -> a-->b; f:(Equalizer k).Lemma E_monic : (Monic_law (E_mor f)).3. Tout �egalisateur �epi est iso. Soit e : c ! a l'�egalisateur de la famille fki : a ! b j i : Ig.Supposons de plus que e est �epi. Comme e est �epi, et comme 8i; j : I; e � ki = e � kj , on end�eduit que 8i; j : I; ki = kj . Donc Ida est aussi un �egalisateur de fki : a ! b j i : Ig, et ilexiste un unique Id#a : a! c tel que Ida = Id#a � e.On a de plus, e � Id#a � e = Ida � e = e � Idc. Comme e est monic (voir ci-dessus), alorse � Id#a = Idc. Ce qui ach�eve notre preuve: Id#a est l'inverse de e.Lemma Epic_Equalizer_id : (Epic_law (E_mor f)) -> (Equalizer_eq (Id a)).Lemma Epic_Equalizer_iso : (p:(Epic_law (E_mor f)))[f1=(E_diese f (Epic_Equalizer_id p))](AreIsos (E_mor f) f1).



9.1. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET LIMITES 171Puisqu'on a montr�e qu'un morphisme admettant un inverse droit est �epi, et comme tout�egalisateur �epi est iso, on en d�eduit qu'avoir un inverse droit est une condition su�sante pourqu'un �egalisateur soit iso.Lemma Equalizer_iso : (h1:a-->(E_ob f))(p:(RIso_law (E_mor f) h1))[f1=(E_diese f (Epic_Equalizer_id (RightInv_epic p)))](AreIsos (E_mor f) f1).End equaz_prop.�Enonc�eSoit D une cat�egorie compl�ete, D a un objet initial si et seulement si elle v�eri�e la condition sui-vante.Condition de l'Ensemble Solution (1). Il existe un ensemble I et une famille d'objets fki j i : Ig deD tel que pour tout d : D, il existe un indice id : I et un morphisme fd : kid ! d.Dans ce qui suit, nous appellerons cette condition SSC1 (de l'anglais Solution Set Condition).Cette condition et l'ensemble d'indices I sont repr�esent�es par des types, et non comme des Seto��des.Section ssc1.Variable D:Category.Structure Cond1 [I:Type;k:I->D;d:D] : Type :={Cond1_i : I;Cond1_f : (k Cond1_i)-->d}.Structure SSC1 :Type :={SSC1_I : Type;SSC1_k : SSC1_I->D;SSC1_p : (d:D)(Cond1 SSC1_k d)}.Definition SSC1_i := [s:SSC1][d:D](Cond1_i (SSC1_p s d)).Definition SSC1_f := [s:SSC1][d:D](Cond1_f (SSC1_p s d)).End ssc1.Condition n�ecessairePosons les hypoth�eses: Soit D une cat�egorie compl�ete poss�edant un objet initial d1.Section thi1.Variables D:Category; D_initial:(Initial D).Definition Thi1_d1 := (Initial_ob D_initial).La SSC1 est facile �a construire. L'ensemble I est le type singleton f�g et la famille se r�eduit �ak� = d1.Inductive UnitType : Type := Elt : UnitType.Definition Thi1_I := UnitType.Definition Thi1_k := [i:Thi1_I]Cases i of Elt => Thi1_d1 end.Pour tout d : D, il existe fd : d1 ! d puisque d1 est initial (fd est même unique).Definition Thi1_verif_Cond1 := [d:D](Build_Cond1 3!Thi1_k 5!Elt (MorI D_initial d)).La construction de la SSC1 est alors achev�ee.@Definition Thi1_SSC1 := (Build_SSC1 Thi1_verif_Cond1).End thi1.



172 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSCondition su�santeSoit D une cat�egorie compl�ete v�eri�ant la SSC1.Section thi2.Variables D:Category; D_complete:(Complete D); SSC1_D:(SSC1 D).Comme D est compl�ete, elle admet en particulier tous les produits et tous les �egalisateurs. Soitw = �i:Iki.Definition Thi2_D_prod : (Product1 (SSC1_k 2!SSC1_D)) :=(D_complete (FunDiscr (SSC1_k 2!SSC1_D))).Definition Thi2_w := (Pi1 Thi2_D_prod).Soit aussi e : v ! w l'�egalisateur de tous les morphismes dans Hom(w;w).Definition Thi2_D_E_hom := (Build_Equalizer2 (D_complete (F_hom Thi2_w Thi2_w))(Id Thi2_w)).Definition Thi2_v := (E1_ob Thi2_D_E_hom).Definition Thi2_e := (E1_mor Thi2_D_E_hom).On va montrer que v est un objet initial dans D. Pour cela il nous faudra montrer qu'il existeun seul morphisme entre v et d pour tout d : D. Cet unique morphisme est e � pd � fd : v ! d.Section thi2_mor_d_def.Variable d:D.Definition Thi2_p_i := (Proj1 Thi2_D_prod (SSC1_i SSC1_D d)).Definition Thi2_f_d := (SSC1_f SSC1_D d).Definition Thi2_mor_d := (Thi2_e o Thi2_p_i) o Thi2_f_d.End thi2_mor_d_def.Prenons maintenant deux morphismes f; g : v ! d quelconques et montrons qu'ils sont �egaux.Section unique_mor_d.Variables d:D; f,g:Thi2_v-->d.Soit e1 : c! v l'�egalisateur de f et g.c e1 - v f -g - dkcfc 6� pc we? pd - kdfd6 (10)Definition Thi2_D_E_fg := (Build_Equalizer2 (D_complete (F_fg f g)) Elt1).Definition Thi2_c := (E1_ob Thi2_D_E_fg).Definition Thi2_e1 := (E1_mor Thi2_D_E_fg).



9.2. CAT�EGORIE COMMA 173Montrons que e � s, o�u s = pc � fc, est un inverse droit de e1.Definition Thi2_p_j := (Proj1 Thi2_D_prod (SSC1_i SSC1_D Thi2_c)).Definition Thi2_f_c := (SSC1_f SSC1_D Thi2_c).Definition Thi2_s := Thi2_p_j o Thi2_f_c.Comme e est l'�egalisateur de s � e1 � e et Idw, on a e � s � e1 � e = e � Idw = Idv � e. Or on a vuplus haut que e est monic, d'o�u e � s � e1 = Idv. e � s est donc bien un inverse droit de e1.Lemma Thi2_e1_RightInv : (RIso_law Thi2_e1 (Thi2_e o Thi2_s)).D'apr�es le lemme d�emontr�e au d�ebut de la section, e1 est iso. Soit e�11 son inverse. On a alorsf = e�11 � e1 � f = e�11 � e1 � g = g.Lemma Eq_fg : f =_S g.End unique_mor_d.La preuve s'ach�eve ici puisqu'on a construit un objet initial v pour D.Lemma Thi2_isInitial : (IsInitial Thi2_mor_d).Definition Thi2_initial : (Initial D) := Thi2_isInitial.End thi2.9.2 Cat�egorie CommaL'id�ee de base de la cat�egorie Comma est l'�el�evation des morphismes d'une cat�egorie en objets d'uneautre. Notre d�e�nition, faisant intervenir un seul foncteur, est un cas particulier d'une d�e�nitionplus g�en�erale faisant intervenir deux foncteurs (voir [137]).9.2.1 D�e�nitionSoient A, X deux cat�egories, G : A ! X et x un objet de X . La cat�egorie Comma (x # G) estcelle dont les objets sont les morphismes de X de la forme x! G(a) o�u a est un objet de A. Plusexactement donc, ses objets sont des couples ha; f : x! G(a)i.Section comma_def.Variables A,X:Category; G:(Functor A X); x:X.Structure Com_ob : Type :={Ob_com_ob : A;Mor_com_ob : x-->(G Ob_com_ob)}.Un morphisme de (x # G) entre ha; f : x ! G(a)i et hb; g : x ! G(b)i est un morphismeh : a! b (not�e hhi) tel que g = f �G(h): x	����f @@@@gRG(a) G(h) - G(b) (11)



174 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSSection com_arrow_def.Variables axf,bxg:Com_ob.Definition Com_law := [h:(Ob_com_ob axf)-->(Ob_com_ob bxg)](Mor_com_ob bxg) =_S ((Mor_com_ob axf) o (FMor G h)).Structure >Com_arrow : Type :={Mor_com_arrow : (Ob_com_ob axf)-->(Ob_com_ob bxg);Prf_com_law :> (Com_law Mor_com_arrow)}.End com_arrow_def.On utilise ainsi l'�egalit�e et la composition de morphismes de A pour la cat�egorie (x # G). Pourtout objet ha; f : x! G(a)i, hIdai est aussi une identit�e pour cet objet.@Definition Comma := (Build_Category Assoc_Comma Idl_Comma Idr_Comma).End comma_def.Nous associons �a la cat�egorie Comma un foncteur de projection d�e�ni par Q(ha; fi) = a et Q(hhi) =h.Section comma_proj_def.Variables A,X:Category; G:(Functor A X); x:X.Definition Comma_proj_ob := [a:(Com_ob G x)](Ob_com_ob a).Definition Comma_proj_mor := [a,b:(Comma G x)][f:a-->b](Mor_com_arrow f).@Definition Comma_proj := (Build_Functor Comma_proj_comp_law Comma_proj_id_law).End comma_proj_def.9.2.2 Relation entre Cat�egorie Comma et Morphisme UniverselNous pouvons utiliser la notion d'objet initial pour d�e�nir la notion de morphisme universel. Ene�et, ha; ui est un morphisme universel de x versG si et seulement si il est un objet initial de (x # G).C'est un exemple de l'interd�e�nabilit�e des concepts d'universalit�e en th�eorie des cat�egories. Nous nedonnons ici que la construction transformant un objet initial de (x # G) en un morphisme universelde x vers G.Section ua_comma.Variables A,X:Category; G:(Functor A X); x:X; axu:(Initial (Comma G x)).Definition Com_diese := [a':A][f:x-->(G a')](Mor_com_arrow (MorI axu (Build_Com_ob f))).Local axu_ob := (Initial_ob axu).Lemma Com_isUA : (IsUA (Mor_com_ob axu_ob)).@Definition Com_UA := (Build_UA Com_isUA).End ua_comma.9.2.3 Conditions Su�santes �a la Compl�etude d'une Cat�egorie CommaSoient X , A et J des cat�egories et G : A! X un foncteur.Section comma_complete.Variables X,A:Category; G:(Functor A X); J:Category.Supposons que A poss�ede une limite pour tous les foncteurs F : J ! A et que G pr�eserve toutesces limites.



9.2. CAT�EGORIE COMMA 175Hypothesis A_comp_for_J : (F:(Functor J A))(Limit F).Hypothesis G_pres_JA : (F:(Functor J A))(Preserves_limits F G).Nous allons montrer que F : J ! (x # G) poss�ede une limite.Variables x:X; F:(Functor J (Comma G x)).Soit F 0 = F �Q : J ! A o�u Q : (x # G)! A est le foncteur de projection des cat�egories comma.Par hypoth�ese, F 0 poss�ede une limite hlim F 0; �i et G la pr�eserve, c'est-�a-dire hG(lim F 0); G � �iest une limite de F 0 �G.Local F' := F o_F (Comma_proj G x).Local l_F' := (A_comp_for_J F').Local l_GF' := (G_pres_JA l_F').Pour tout i : J , F (i) : (x # G) est de la forme hai; fii o�u ai : A et fi : x! G(ai). Les morphismesfi forment un cône � : �(x)! F 0 �G, en e�et par d�e�nition (F 0 �G)(i) = G(Q(F (i))) = G(ai).Definition Tc_tau := [i:J](Mor_com_ob (F i)).Lemma Tc_tau_cone_law : (Cone_law 4!(F' o_F G) Tc_tau).Definition Tc_cone := (Build_Cone Tc_tau_cone_law).Il existe donc un morphisme unique �# tel que pour tout i : C.x �i- G(ai)����G(�i)�G(lim F 0)�# ? (12)D�e�nissons lim F par hlim F 0; �#i.@Definition Tc_limF := (Build_Com_ob (l_GF' ? Tc_cone)).Quant �a son cône limite � : �(hlim F 0; �#i)! F , il est d�e�ni par �i : hlim F 0; �#i ! hai; fii =h�ii. La loi des comma �etant v�eri��ee par �i d'apr�es (12). Aussi, � est un cône car � est un cône.Lemma Tc_limconeF_tau_com_law : (i:J)(Com_law 5!Tc_limF 6!(F i) ((Limiting_cone l_F') i)).@Definition Tc_limconeF_tau := [i:J](Build_Com_arrow (Tc_limconeF_tau_com_law i)).Lemma Tc_limconeF_cone_law : (Cone_law Tc_limconeF_tau).Definition Tc_limconeF := (Build_Cone Tc_limconeF_cone_law).Passons maintenant �a la construction de #. Soit t : �(ha; fi)! F un cône, ti : ha; fi ! hai; fiiest donc de la forme hgii avec gi : a! ai v�eri�ant:fi = f �G(gi) (13)Section ctdiese.Variables axf:(Comma G x); t:(Cone axf F).



176 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONS�A partir de t, on construit un cône � : �(a)! F 0 d�e�ni par �i = gi.Definition Tc_t_tau := [i:J](Mor_com_arrow (t i)).Lemma Tc_t_tau_cone_law : (Cone_law 3!(Ob_com_ob axf) 4!F' Tc_t_tau).Definition Tc_t_cone := (Build_Cone Tc_t_tau_cone_law).Il existe alors un unique �# tel que pour tout i : J :a �i - ai�����i�lim F 0�# ? (14)Remarquons que h�#i est un morphisme de ha; fi vers hlim F 0; �#i. En e�et f �G(�#) v�eri�e(12), pour tout i : J , on a: x	����f @@@@�#RG(a) G(�#) - G(lim F 0) (15)En e�et f �G(�#) v�eri�e (12) pour tout i : J .�i = fi D�e�nition de �= f �G(gi) (13)= f �G(�i) D�e�nition de �= f �G(�#) �G(�i) (14)Et par unicit�e de �# (diagramme (12)), �# = f �G(�#).Lemma Tc_t_cone_com_law : (Com_law 5!axf 6!Tc_limF (Lim_diese l_F' Tc_t_cone)).Nous d�e�nissons alors t# par t# = h�#i.@Definition Tc_diese := (Build_Com_arrow Tc_t_cone_com_law).End ctdiese.Les propri�et�es d'universalit�e de hlim F; �i se d�eduisent facilement de celles de �# (14).Lemma Tc_UA_law1 : (Limit_law1 Tc_limconeF Tc_diese).Lemma Tc_UA_law2 : (Limit_law2 Tc_limconeF Tc_diese).Definition Comma_l_F := (Build_IsLimit Tc_UA_law1 Tc_UA_law2).Definition Comma_l_F1 := (Build_Limit Comma_l_F).End comma_complete.Un cas particulier important est celui o�u A est compl�ete et G est continu, on en d�eduit alorsque (x # G) est complet pour tout x : X .Lemma Comma_complete : (X,A:Category)(G:(Functor A X))(Complete A) -> (Continuous G) ->(x:X)(Complete (Comma G x)).



9.3. ADJONCTIONS 1779.3 AdjonctionsLes adjonctions, introduites par Kan en 1958, constituent un outil de description tr�es g�en�eral, en-globant di��erentes constructions math�ematiques canoniques telles que les structures libres (alg�ebreslibres), engendr�ees ou bien encore ferm�ees (fermeture transitive d'un graphe). L'adjonction a dansce sens, des liens tr�es �etroits avec les notions d'universalit�e vues dans les pr�ec�edentes sections. Lesadjonctions peuvent être d�e�nies de di��erentes fa�cons �equivalentes; nous en verrons deux dans cettesection. Il y a des avantages �a avoir plusieurs repr�esentations d'une même notion. La principale estque certaines notions ou th�eor�emes sont plus faciles �a �etablir avec une repr�esentation qu'une autre.Le passage d'une repr�esentation �a une autre est r�ealis�e de mani�ere transparente par l'utilisation decoercions.9.3.1 D�e�nitions Pr�eliminairesNous aurons besoin des d�e�nitions suivantes.Cat�egorie Produit �Etant donn�ees deux cat�egories quelconques A et B, leur cat�egorie Produitest not�ee A� B. Ses objets sont tous les couples ha; bi o�u a est un objet de A et b un objet de B.Section ProdCat.Variables A,B:Category.Structure POb : Type := {Ob_l : A; Ob_r : B}.On dispose bien entendu de fonctions pour extraire les composantes d'un objet de A�B. Ainsi, six est un objet de A � B, alors (Ob_l x) et (Ob_r x) acc�edent respectivement aux objets gaucheet droit de x.Les morphismes de A � B sont aussi des couples. En e�et, un morphisme entre ha; bi et hc; diest un couple hf; gi o�u f : a! c dans A et g : b! d dans B.Section pmor_setoid_def.Variables u,t:POb.Structure Pmor : Type :={Hom_l : (Ob_l u)-->(Ob_l t);Hom_r : (Ob_r u)-->(Ob_r t)}.@Definition Prod_Hom : Setoid := Equal_Pmor_equiv.End pmor_setoid_def.Comparer deux morphismes de A� B revient �a les comparer composante par composante. Lacomposition de deux morphismes de A � B lui aussi se fait composante par composante. Quant �al'identit�e, Idha;bi = hIda; Idbi. Ces constructions v�eri�ent les lois des cat�egories et nous permettentdonc de construire la cat�egorie A �B, not�ee (PROD A B).@Definition PROD := (Build_Category Assoc_PROD Idl_PROD Idr_PROD).End ProdCat.Nous d�e�nissons quelques abr�eviations pour manipuler des cat�egories de la forme D� � C.Section abrev.Variables C,D:Category.Definition OB_l : (POb (Dual D) C) -> D := [dxc](Ob_l dxc).Variables d1xc1,d2xc2:(POb (Dual D) C); foxg:(Pmor d1xc1 d2xc2).



178 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSDefinition HOM_l : (OB_l d2xc2)-->(OB_l d1xc1) := (Hom_l foxg).Definition Build_POb1 := [d:D][c:C](!Build_POb (Dual D) C d c).Definition Build_Pmor1 := [c,c':C][d,d':D][f:d'-->d][g:c-->c'](Build_Pmor 3!(Build_POb1 d c) 4!(Build_POb1 d' c') f g).End abrev.Hom-Foncteurs Contravariants Soient deux foncteurs F : D ! C et G : C ! D. Lefoncteur Hom(F�;�) : D� � C ! SET est d�e�ni par Hom(F�;�)(hd; ci) = Hom(F (d); c) etHom(F�;�)(hf; gi) = F (f) � h � g avec f : d2 ! d1, g : c1 ! c2 et h : F (d1)! c1.Section FunSet2_r.Variables C,D:Category; F:(Functor D C).Definition FunSET2_r_ob := [dxc:(POb (Dual D) C)](F (OB_l dxc))-->(Ob_r dxc).Section funset2_r_map_def.Variables d1xc1,d2xc2:(POb (Dual D) C); foxg:(Pmor d1xc1 d2xc2).Definition FunSET2_r_mor1 := [h:(FunSET2_r_ob d1xc1)]((FMor F (HOM_l foxg)) o h) o (Hom_r foxg).End funset2_r_map_def.@Definition FunSET2_r := (Build_Functor Fun2_r_comp_law Fun2_r_id_law).End FunSet2_r.Quant au foncteur Hom(�; G�) : D� � C ! SET , il est d�e�ni par Hom(�; G�)(hd; ci) =Hom(d;G(c)) et Hom(�; G�)(hf; gi) = f �h�G(g) avec f : d2 ! d1, g : c1 ! c2 et h : d1 ! G(c1).Section FunSet2_l.Variables C,D:Category; G:(Functor C D).Definition FunSET2_l_ob := [dxc:(POb (Dual D) C)](OB_l dxc)-->(G (Ob_r dxc)).Section funset2_l_map_def.Variables d1xc1,d2xc2:(POb (Dual D) C); foxg:(Pmor d1xc1 d2xc2).Definition FunSET2_l_mor1 := [h:(FunSET2_l_ob d1xc1)]((HOM_l foxg) o h) o (FMor G (Hom_r foxg)).End funset2_l_map_def.@Definition FunSET2_l := (Build_Functor Fun2_l_comp_law Fun2_l_id_law).End FunSet2_l.Isomorphisme Naturel On appelle isomorphisme naturel un isomorphisme dans la cat�egoriedes foncteurs. Il s'agit donc d'une transformation naturelle inversible.Section natiso_def.Variables A,B:Category.Definition RNatIso_law := [F,G:(Functor A B)][T:(NT F G)][T1:(NT G F)](T1 o_NTv T) =_NT (Id_CatFunct G).Variables F,G:(Functor A B).Definition AreNatIsos := [T:(NT F G)][T1:(NT G F)](RNatIso_law T T1) /\ (RNatIso_law T1 T).Structure >NatIso : Type :={NatIso_mor :> (NT F G);NatIso_inv : (NT G F);Prf_NatIso :> (AreNatIsos NatIso_mor NatIso_inv)}.End natiso_def.



9.3. ADJONCTIONS 179Pour qu'une transformation naturelle T soit un isomorphisme naturel, il su�t que tous lesmorphismes Ta soient des isomorphismes. En e�et, on d�e�nit (T�1)a par T�1a . On v�eri�e que ceciforme bien une transformation naturelle et que c'est bien l'inverse de T .Section about_isIso.Variables A,B:Category; F,G:(Functor A B); T:(NT F G); h:(a:A)(G a)-->(F a).Hypothesis H:(a:A)(AreIsos (T a) (h a)).Lemma NTinv_nt_law : (NT_law h).@Definition NTinv := (Build_NT NTinv_nt_law).Lemma NT_areIso : (AreNatIsos T NTinv).@Definition NT_Iso : (NatIso F G) := NT_areIso.End about_iso.En fait, l'autre sens est aussi vrai. Si T est un isomorphisme naturel, on a forc�ement les Ta quisont des isomorphismes. On d�e�nit leur inverse T�1a par (T�1)a9.3.2 D�e�nition d'une AdjonctionUne adjonction met en jeu deux cat�egories C et D et deux foncteurs F : D! C et G : C ! D; elleest not�ee par F ` G. Elle d�e�nit une bijection entre les ensembles Hom(F (d); c) et Hom(d;G(c))hhnaturelle ii en d et c. En d'autres termes, une adjonction entre ces deux foncteurs est un isomor-phisme entre les foncteurs Hom(F�;�) et Hom(�; G�).Section adj_def.Variables C,D:Category; F:(Functor D C); G:(Functor C D).SubClass Adj := (NatIso (FunSET2_r F) (FunSET2_l G)).Une adjonction consiste donc en une transformation naturelle � : Hom(F�;�)! Hom(�; G�)inversible, c'est-�a-dire qu'il existe ��1 : Hom(�; G�)! Hom(F�;�) tel que:� � ��1 = IdC(F�;�) (16)��1 � � = IdD(�;G�) (17)Variables phi:(NT (FunSET2_r F) (FunSET2_l G)); phi_1:(NT (FunSET2_l G) (FunSET2_r F)).Variable phi_iso:(AreNatIsos phi phi_1).Definition Build_Adj : Adj := (Build_NatIso phi_iso).Il faut remarquer que si d est un objet de D et c un objet de C, alors �hd;ci : Hom(F (d); c)!Hom(d;G(c)) est une application de SET . On peut donc l'appliquer �a tout �el�ement de l'ensembleHom(F (d); c). Si f : F (d)! c, alors �hd;ci(f) : d ! G(c). Comme d et c peuvent se d�eduire de f ,on �ecrira �(f).Si ad est une adjonction entre F et G, alors (ApAphi ad f) et (ApAphi inv ad g) repr�esententrespectivement �(f) et ��1(g).Variables d:D; c:C; ad:Adj.Definition ApAphi : (F d)-->c -> d-->(G c) := [f]((ad (Build_POb1 d c)) f).Definition ApAphi_inv : d-->(G c) -> (F d)-->c := [g](((NatIso_inv ad) (Build_POb1 d c)) g).End adj_def.



180 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSUn adjoint gauche de G est un foncteur F tel que F ` G est une adjonction. R�eciproquement,G est dit adjoint droit de F .Structure LeftAdj [C,D:Category;G:(Functor C D)] : Type :={Adjoint : (Functor D C);Adj_l :> (Adj Adjoint G)}.Structure RightAdj [C,D:Category;F:(Functor D C)] : Type :={CoAdjoint : (Functor C D);Adj_r :> (Adj F CoAdjoint)}.Analysons de plus pr�es cette d�e�nition de l'adjonction. Comme Hom(F�;�) et Hom(�; G�)sont des foncteurs de D� � C vers SET , les deux �equations (16) et (17) se simpli�ent en:8f : F (d)! c; ��1(�(f)) = f (18)8g : d! G(c); �(��1(g)) = g (19)La d�e�nition qu'on vient de donner est tr�es dense, en fait elle cache plusieurs �equations. Pre-mi�erement, � est une transformation naturelle, donc v�eri�e la loi de naturalit�e, exprim�ee parl'�equation ci-dessous obtenue apr�es simpli�cation. Pour tous h : d0 ! d, k : c! c0 et f : F (d)! c,�(F (h) � f � k) = h � �(f) �G(k) (20)De même, en utilisant la loi de naturalit�e pour ��1, on obtient pour tous h : d0 ! d, k : c ! c0 etg : d! G(c), ��1(h � g �G(k)) = F (h) � ��1(g) � k (21)Section adj_eqs.Variables C,D:Category; F:(Functor D C); G:(Functor C D); ad:(Adj F G).Variables d,d':D; c,c':C; h:d'-->d; k:c-->c'; f:(F d)-->c.Lemma Adj_eq1 : (ApAphi ad (((FMor F h) o f) o k)) =_S((h o (ApAphi ad f)) o (FMor G k)).Variable g:d-->(G c).Lemma Adj_eq2 : (ApAphi_inv ad ((h o g) o (FMor G k))) =_S(((FMor F h) o (ApAphi_inv ad g)) o k).End adj_eqs.En rempla�cant dans la premi�ere �equation h par Idd, nous obtenons:�(f � k) = �(f) �G(k) (22)Alors qu'en y rempla�cant k par Idc, nous prouvons:�(F (h) � f) = h � �(f) (23)Quant �a la deuxi�eme �equation, on en tire les deux cas particuliers suivants:��1(g �G(k)) = ��1(g) � k (24)��1(h � g) = F (h) � ��1(g) (25)



9.3. ADJONCTIONS 181Section adj_eqs1.Variables C,D:Category; F:(Functor D C); G:(Functor C D); ad:(Adj F G).Variables d,d':D; c,c':C; h:d'-->d; k:c-->c'; f:(F d)-->c; g:d-->(G c).Lemma Adj_eq3 : (ApAphi ad (f o k)) =_S ((ApAphi ad f) o (FMor G k)).Lemma Adj_eq4 : (ApAphi ad ((FMor F h) o f)) =_S (h o (ApAphi ad f)).Lemma Adj_eq5 : (ApAphi_inv ad (g o (FMor G k))) =_S ((ApAphi_inv ad g) o k).Lemma Adj_eq6 : (ApAphi_inv ad (h o g)) =_S ((FMor F h) o (ApAphi_inv ad g)).End adj_eqs1.9.3.3 Une autre d�e�nition de l'adjonctionNous donnons une autre d�e�nition possible de l'adjonction. Soient C et D deux cat�egories etF : D ! C et G : C ! D deux foncteurs.Section adj1_def.Variables C,D:Category; F:(Functor D C); G:(Functor C D).Une adjonction entre F et G est d�e�nie par la donn�ee de deux transformations naturelles� : IdD ! F �G et � : G �F ! IdC v�eri�ant les deux �equations ci-dessous o�u �h est la compositionhorizontale des transformations naturelles d�e�nie en 8.11.(IdG �h �) �v (� �h IdG) = IdG (26)(� �h IdF ) �v (IdF �h �) = IdF (27)Dans notre formalisation, ces �equations ne sont pas hhbien typ�ees ii. Regardons de plus pr�es lapremi�ere �equation. Nous distinguons deux probl�emes di��erents:1. Les deux sous-termes de son membre gauche ne peuvent pas être compos�es car G � (F � G)et (G � F ) � G ne sont pas convertibles. En e�et IdG �h � : G � IdD ! G � (F � G) et� �h IdG : (G � F ) �G! IdC �G2. De plus, se pose le même probl�eme qu'en 8.11, celui d'�ecrire des �egalit�es entre deux trans-formations naturelles de types di��erents (en supposant qu'on ait pu faire la compositionci-dessus). En e�et ses deux membres ont des types di��erents (G et IdC �G ne sont pas d�ef-initionnellement �egaux). En e�et (IdG �h �) � (� �h IdG) : G � IdD ! IdC �G et IdG : G! GCe probl�eme se r�esout avec le même arti�ce qu'en 8.11, c'est-�a-dire en utilisant une �egalit�e moinscontraignante que l'�egalit�e habituelle des transformations naturelles. On verra toutefois qu'on n'yfera pas recours. En e�et, revenons �a notre premier probl�eme, et essayons de simpli�er ces �equations.Apr�es calculs, la premi�ere �equation est �equivalente �a:8c : C; �G(c) �G(�c) = IdG(c) (28)Alors que l'�equation (27) est �equivalente (en faisant des calculs similaires) �a:8d : D;F (�d) � �F (d) = IdF (d) (29)Ce sont ces �equations qu'on va utiliser dans notre d�e�nition formelle, puisqu'elle sont �equivalentesaux originelles et bien typ�ees.



182 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSSection adj1_laws.Variables eta:(NT (Id_CAT D) (F o_F G)); eps:(NT (G o_F F) (Id_CAT C)).Definition Adj1_law1 := (c:C)((eta (G c)) o (FMor G (eps c))) =_S (Id (G c)).Definition Adj1_law2 := (d:D) ((FMor F (eta d)) o (eps (F d))) =_S (Id (F d)).End adj1_laws.Structure Adj1 : Type :={A_eta : (NT (Id_CAT D) (F o_F G));A_eps : (NT (G o_F F) (Id_CAT C));Prf_Adj1_law1 : (Adj1_law1 A_eta A_eps);Prf_Adj1_law2 : (Adj1_law2 A_eta A_eps)}.End adj1_def.9.3.4 Adjonctions et r�e�ecritureQuelle sp�eci�cation �equationnelle prendre pour les adjonctions? A priori, on en a deux correspon-dant aux deux d�e�nitions qu'on en a donn�e. La premi�ere est E1 = f(18); (19); (20); (21)g, compor-tant aussi les �equations relatives aux cat�egories C et D et aux foncteurs F et G. La deuxi�eme,correspondant �a la deuxi�eme d�e�nition, est E2 = f(28); (29)g en plus des �equations relatives auxcat�egories C et D, aux foncteurs F et G et aux transformations naturelles � et �. Il est possible desimpli�er E1:� E3 = f(18); (19); (20)g car (21) en est une cons�equence.� E4 = f(18); (19); (21)g car (20) en est une cons�equence.� E5 = f(18); (19); (22); (23)g car (20) est une cons�equence de (22) et (23).� E6 = f(18); (19); (24); (25)g car (21) est une cons�equence de (24) et (25).Supposons que des conversions existent pour ces sp�eci�cations. Le choix de la conversion �autiliser d�epend de l'�equation �a d�emontrer, suivant que l'adjonction mise en jeu est de type Adj ouAdj1, c'est-�a-dire dont les termes sont respectivement construits sur les signatures f�; F; G; �; ��1gou f�; F; G; �; �g. Dans le cas o�u l'on a a�aire �a plusieurs adjonctions, il est possible que leur sig-nature ne soit pas pour toutes la même. Les conversions de r�e�ecriture ne sont pas alors toujoursutilisables. Pour s'abstraire compl�etement de la sp�eci�cation utilis�ee, nous �etablissons une conver-sion permettant de passer de l'une vers l'autre.Il faut d'abord prouver que les deux d�e�nitions qu'on a donn�e pour l'adjonction sont �equiva-lentes. Il s'agit en fait d'�etablir une correspondance entre nos deux d�e�nitions de l'adjonction.De Adj vers Adj1. Soient C et D deux cat�egories, et � une adjonction de F : D ! C etG : C ! D. Nous d�e�nissons � par �d = �(IdF (d)) et � par �c = ��1(IdG(c)). Nous vous �epargnonsles moult v�eri�cations.Section transf_adj.Variables C,D:Category; F:(Functor D C); G:(Functor C D); ad:(Adj F G).Definition Unit_tau := [d:D](ApAphi ad (Id (F d))).@Definition Unit_NT := (Build_NT Unit_nt_law).Definition CoUnit_tau := [c:C](ApAphi_inv ad (Id (G c))).@Definition CoUnit_NT := (Build_NT CoUnit_nt_law).@Definition Adj_to_Adj1 := (Build_Adj1 Unit_and_CoUnit_law1 Unit_and_CoUnit_law2).



9.3. ADJONCTIONS 183De Adj1 vers Adj. Partant d'une adjonction entre F et G d�e�nie par l'unit�e � et la co-unit�e�, il nous faut construire un isomorphisme � entre Hom(F�;�) et Hom(�; G�). Nous posons�(f) = �d �G(f) pour tout f : F (d)! c et ��1(g) = F (g) � �c pour tout g : d! G(c).Variable ad1:(Adj1 F G).Definition Teta_arrow := [dxc:(POb (Dual D) C)][f:(F (OB_l dxc))-->(Ob_r dxc)]((A_eta ad1) (OB_l dxc)) o (FMor G f).@Definition Teta := (Build_NT Teta_tau_NT_law).Definition Teta_1_arrow := [dxc:(POb (Dual D) C)][g:(OB_l dxc)-->(G (Ob_r dxc))](FMor F g) o ((A_eps ad1) (Ob_r dxc)).@Definition Teta_1 := (Build_NT Teta_1_tau_NT_law).Lemma Teta_1_o_Teta : (dxc:(PROD (Dual D) C))(AreIsos (Teta dxc) (Teta_1 dxc)).Definition Adj1_to_Adj := (Build_Adj (NT_Iso Teta_1_o_Teta)).End transf_adj.Coercion Adj_to_Adj1 : Adj >-> Adj1.Coercion Adj1_to_Adj : Adj1 >-> Adj.Le syst�eme de transformation Adj vers Adj1 est:(E�) �(f) ! �d �G(f)(E��1) ��1(g) ! F (g) � �cIl faut remarquer que les adjonctions de part et d'autre des r�egles ne sont pas les mêmes, maisceci est aussi transparent pour l'utilisateur grâce aux coercions Adj_to_Adj1 et Adj1_to_Adj.La conversion correspondante est:let Adj Adj1 = SweepUp (E�C OrelseC E��1C)Le syst�eme de transformation et la conversion correspondante de Adj1 vers Adj sont:(E�) �d ! �(IdF (d))(E�) �c ! ��1(IdG(c))let Adj1 Adj = SweepUp (E�C OrelseC E�C)Une autre solution consiste a d�e�nir directement un syst�eme de r�e�ecriture pour la sp�eci�cationalg�ebrique comportant toutes les �equations sur la signature f�; F; G; �; ��1; �; �g.9.3.5 Construction d'un Adjoint GaucheUn foncteur G : C ! D admet un adjoint gauche si pour tout d : D, il existe un morphismeuniversel hcd; udi de d vers G.Section ua_to_ladj.Variables C,D:Category; G:(Functor C D).Hypothesis UA_of:(d:D)(UA d G).Cet adjoint gauche F est d�e�ni par F (d) = cd et F (f) = (f � ud0)# pour f : d! d0.Definition AdjointUA_ob := [d:D](UA_ob (UA_of d)).Definition AdjointUA_mor := [d,d':D][f:d-->d'](UA_diese (UA_of d) (f o (UA_mor (UA_of d')))).



184 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSOn v�eri�e aussi les lois de fonctorialit�e.@Definition AdjointUA := (Build_Functor AdjointUA_comp_law AdjointUA_id_law).Il nous reste �a construire une adjonction entre F et G. Nous d�e�nissons � : Hom(F�;�) !Hom(�; G�) en posant pour tout f : F (d)! c, �(f) = ud �G(f).Definition PhiUA_arrow := [dxc:(POb (Dual D) C)][f:(UA_ob (UA_of (OB_l dxc)))-->(Ob_r dxc)](UA_mor (UA_of (OB_l dxc))) o (FMor G f).@Definition PhiUA := (Build_NT PhiUA_tau_nt_law).Quant �a ��1, on la d�e�nit par ��1(f) = f# avec f : d! G(c).Definition PhiUA_1_arrow := [dxc:(POb (Dual D) C)][f:(OB_l dxc)-->(G (Ob_r dxc))](UA_diese (UA_of (OB_l dxc)) f).@Definition PhiUA_1 := (Build_NT PhiUA_1_tau_nt_law).La derni�ere �etape consiste �a prouver que � et ��1 sont mutuellement inverses.Lemma PhiUA_1_o_PhiUA : (dxc:(POb (Dual D) C))(AreIsos (PhiUA dxc) (PhiUA_1 dxc)).Definition AdjUA := (Build_Adj (NT_Iso PhiUA_1_o_PhiUA)).@Definition LeftAdjUA := (Build_LeftAdj AdjUA).End ua_to_ladj.9.4 Th�eor�eme du Foncteur Adjoint de Freyd9.4.1 �Enonc�eLe th�eor�eme que nous allons prouver est le suivant:�Enonc�e: Soit A une cat�egorie compl�ete, un foncteur G : A ! X a un foncteur adjoint si etseulement si il pr�eserve toutes les limites et v�eri�e ce qui suit:Condition de l'Ensemble Solution (2). Pour tout objet x de X , il existe un ensemble I et une familleindex�ee par I de morphismes fi : x ! G(ai) telle que tout morphisme h : x ! G(a) peut s'�ecrireh = fi �G(t) pour un certain indice i et un certain t : ai ! a.On va commencer par formaliser la condition ci-dessus. On lui donnera le nom SSC2.Section ssc2_def.Variables A,X:Category; G:(Functor A X); x:X.Structure Cond2 [I:Type;l:I->A;f:(i:I)x-->(G (l i));a:A;h:x-->(G a)] : Type :={Cond2_i : I;Cond2_t : (l Cond2_i)-->a;Prf_Cond2_law : h =_S ((f Cond2_i) o (FMor G Cond2_t))}.Structure SSC2 : Type :={SSC2_I : Type;SSC2_a : SSC2_I->A;SSC2_f : (i:SSC2_I)x-->(G (SSC2_a i));SSC2_p : (a:A)(h:x-->(G a))(Cond2 SSC2_f h)}.



9.4. TH�EOR�EME DU FONCTEUR ADJOINT DE FREYD 185Variables s:SSC2; a:A; h:x-->(G a).Definition SSC2_i := (Cond2_i (SSC2_p s h)).Definition SSC2_t := (Cond2_t (SSC2_p s h)).Lemma Prf_SSC2_law : h =_S ((SSC2_f SSC2_i) o (FMor G SSC2_t)).End ssc2_def.9.4.2 Condition N�ecessairePremi�ere Partie Soient C et D deux cat�egories. Si un foncteur G : C ! D poss�ede un adjointgauche, alors il est continu.Soit l une limite d'un foncteur H : J ! C. Soit � : �(lim H)! H son cône limite.Section ladj_pres.Variables C,D:Category; G:(Functor C D); la:(LeftAdj G);J:Category; H:(Functor J C); l:(Limit H).On doit montrer que G pr�eserve l, en d'autres termes que hG(lim H); � � Gi est une limite deH � G : J ! D. Il nous faut construire pour tout cône � : �(d) ! H � G, un unique �# tel quepour tout i : J , d �i- G(H(i))����G(�i)�G(lim H)�# ? (30)Soient F : D! C l'adjoint droit de G et � : D(F�;�)! C(�; G�) l'isomorphisme naturel del'adjonction F ` G. D�e�nissons le cône � : �(d) ! H par �i = ��1(�i) : F (d) ! H(i) pour touti : J .Section lp_diese.Variables d:D; tau:(Cone d (H o_F G)).Definition Lp_sigma_tau := [i:J] (ApAphi_inv la ((tau i)::(d-->(G (H i))))).Lemma Lp_sigma_tau_cone_law : (Cone_law Lp_sigma_tau).Definition Lp_sigma := (Build_Cone Lp_sigma_tau_cone_law).Par universalit�e de l, il existe un unique �# tel que pour tout i : J .F (d) �i- H(i)�����i�lim H�# ? (31)Prenons alors �# = �(�#).Definition Lp_diese : d-->(G (Lim l)) := (ApAphi la (Lim_diese l Lp_sigma)).End lp_diese.



186 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONS�# v�eri�e (30) puisque:�# �G(�i) = �(�#) �G(�i) d�e�nition de �#= �(�# � �i) (22)= �(�i) (31)= �(��1(�i)) d�e�nition de �= �i � est isoLemma Lp_coUAlaw1 : (Limit_law1 ((Limiting_cone l) o_C G) Lp_diese).Pour montrer l'unicit�e de �#, supposons qu'il existe un autre morphisme f : d ! G(lim H)v�eri�ant (30) et montrons que ��1(f) v�eri�e (31). On a pour tout i : J :��1(f) � �i = ��1(f �G(�i)) (24)= ��1(�i) hypoth�ese= �i d�e�nition de �Par universalit�e de l, �# = ��1(f). Et en�n pour tout i : J ,�# = �(�#) d�e�nition de �#= �(��1(f)) r�esultat ci-dessus= f � est isoCe qui prouve que �# est l'unique morphisme v�eri�ant (30).Lemma Lp_coUAlaw2 : (Limit_law2 ((Limiting_cone l) o_C G) Lp_diese).En r�esum�e, G pr�eserve l. Comme J , H et l sont quelconques, nous venons de prouver que G estcontinu. Si G a un foncteur adjoint, il preserve forc�ement toutes les limites.Lemma Ladj_Pres1 : (Preserves_1limit G l).End ladj_pres.Lemma Ladj_continuous : (C,D:Category)(G:(Functor C D))(LeftAdj G) -> (Continuous G).Deuxi�eme Partie Il nous reste �a v�eri�er la condition SSC2.Section freyd_th_1.Variables A,X:Category; G:(Functor A X); A_c:(Complete A); la:(LeftAdj G).Pour tout x de X , nous prendrons comme ensemble index l'ensemble singleton f�g (voir sad�e�nition en page 171). La famille d'objets se r�eduit �a un seul objet, nous le d�e�nissons par a� =F (x) o�u F est le foncteur adjoint de G.Variable x:X.Local I := UnitType.Local a := [i:I]Cases i of Elt => ((Adjoint la) x) end.Quant �a la famille de morphismes fi, on la d�e�nit par f� = �x o�u � est l'unit�e d�e�nie parl'adjonction de F ` G.



9.4. TH�EOR�EME DU FONCTEUR ADJOINT DE FREYD 187Local f := [i:I]<[i':I](Carrier x-->(G (a i')))>Cases i of Elt => ((Unit_NT la) x) end.Pour tout morphisme h : x ! G(r), nous prenons i = � (nous n'avons d'ailleurs pas d'autreschoix), et t = ��1(h).Section cd2.Variables r:A; h:x-->(G r).Local i := Elt.Local t : (a i)-->r := (ApAphi_inv la h).Lemma FT_cd2_law : h =_S ((f i) o (FMor G t)).@Definition FT_cd2 := (Build_Cond2 5!I FT_cd2_law).End cd2.Lemma AFT2 : (SSC2 G x).End freyd_th_1.9.4.3 Condition Su�santeIl s'agit de construire un morphisme universel de x vers G pour tout x : X . Pour cela, nous allonsexploiter le fait que construire un tel morphisme universel correspond exactement �a construire unobjet initial dans la cat�egorie comma (x # G). Ce r�esultat est prouv�e en (9.2.2). Or dans (9.1.6),nous avons prouv�e un th�eor�eme donnant les conditions n�ecessaires �a l'existence d'un objet initialdans une cat�egorie quelconque. Nous allons appliquer ce lemme �a la cat�egorie comma (x # G).Nous devons donc v�eri�er les pr�emisses de ce th�eor�eme. La premi�ere condition consiste �a v�eri�er lacondition SSC1 pour (x # G).Section freyd_th_2'.Variables A,X:Category; G:(Functor A X); A_c:(Complete A); G_c:(Continuous G);s:(x:X)(SSC2 G x).Section uaxG'.Variable x:X.Construisons donc les di��erents ingr�edients de la condition SSC1. Ceux-ci ont obtenus �a partirde la condition SSC2 que nous avons en hypoth�ese. Ainsi, l'ensemble I de SSC1 est Ix de SSC2.Section ssc2_to_ssc1.Local I := (SSC2_I (s x)).Local f := [i:I](SSC2_f i).Local a := [i:I](SSC2_a i).Local k := [i:I](Build_Com_ob (f i)).Section ssc2_to_cond1.Variable axh:(Comma G x).Definition SSC2_1_i := (SSC2_i (s x) (Mor_com_ob axh)).Definition SSC2_1_t := (SSC2_t (s x) (Mor_com_ob axh)).Lemma SSC2_1_f_com_law : (Com_law 5!(k SSC2_1_i) 6!axh SSC2_1_t).@Definition SSC2_1_f := (Build_Com_arrow SSC2_1_f_com_law).@Definition SSC2_1_cond := (Build_Cond1 2!I SSC2_1_f).End ssc2_to_cond1.@Definition SSC2_1 := (Build_SSC1 SSC2_1_cond).End ssc2_to_ssc1.



188 CHAPITRE 9. CONSTRUCTIONS UNIVERSELLES ET ADJONCTIONSLa deuxi�eme condition �a v�eri�er est la compl�etude de (x # G). D'apr�es le lemme (9.2.3), pourque (x # G) soit compl�ete, il su�t que A soit compl�ete et G continu. Ces deux conditions sontvraies par hypoth�ese.Definition FT_UA' := (Com_UA (Thi2_initial (Comma_complete A_c G_c 6!x) SSC2_1)).End uaxG'.Definition AFT1' : (LeftAdj G) := (LeftAdjUA FT_UA').End freyd_th_2'.9.5 Aper�cu sur le reste du d�eveloppementIl nous est impossible, pour manque de place, de pr�esenter la totalit�e des notions que nous avonsformalis�es et les r�esultats que nous avons prouv�es dans Coq. Nous invitons le lecteur int�eress�e �a con-sulter notre rapport [141] (disponible �a l'adresse http://pauillac.inira.fr/~saibi) contenantla totalit�e de notre d�eveloppement. Dans cette section, nous nous contentons d'�enum�erer la listedes notions formalis�ees et lemme prouv�es constituant le reste du d�eveloppement.Cat�egories et constructions cat�egoriques� D�e�nition de la cat�egorie MON des mono��des.� D�e�nition de la notion de sous-cat�egorie pleine: soit une cat�egorie C, la sous-cat�egorie pleineCI contient les objets de la famille fai : (C j i : Ig et tous les morphismes de C entre cesobjets.� D�e�nitions des notions de produits �br�es (pullbacks) et de CCC (cat�egories cart�esiennesferm�ees).� Exemples des diverses constructions cat�egoriques (�egalisateurs, produits, produits �br�es, CCC)dans SET .Foncteurs� D�e�nition des propri�et�es de foncteurs �d�ele et plein.� D�e�nition des foncteurs de projection Fst : C �D ! C et Snd : C �D! D, et du foncteurd'inclusion Inc : CI ! C.� D�e�nition du Hom-Foncteur Hom(a;�) : C �! SET .� D�e�nition du foncteur d'oubli U :MON ! SET et du foncteur U 0 : SET !MON qui pourtout Seto��de A associe le mono��de libre A� engendr�e �a partir de ce Seto��de. Les �el�ements deA� sont des mots form�es par l'alphabet A, et sont impl�ement�es comme des listes.



9.5. APER �CU SUR LE RESTE DU D�EVELOPPEMENT 189Transformations naturelles� D�e�nition de la transformation naturelle Hf : Hom(b;�)�! Hom(a;�) avec f : a �! b.� Construction du plongement de Yoneda Y : C� �! FUNCT (C; SET ) qu'on a prouv�e �d�eleet plein.� Preuve du lemme de Yoneda qui pour tout foncteur F : C ! SET �enonce l'existence d'unebijection entre l'ensemble F (a) et l'ensemble des transformations naturelles entre Hom(a;�)et F . Cette bijection est de plus naturelle en a et F .Constructions universelles et limites� Construction d'un exemple de morphisme universel: hA�; �i est un morphisme universel de Avers U : MON ! SET avec � : A ! U(A�) en consid�erant les �el�ements de A comme deslettres de A� (listes avec un seul �el�ement).� Preuve d'isomorphisme dans SET entre Cones(c; F ) et Hom(c; lim l) pour toute limite l dufoncteur F : J ! C, et tout objet c : C.� D�e�nition des produits �br�es en utilisant des limites.� Preuve du r�esultat: SET est complet.� Construction de limites �a partir de produits et �egalisateurs:Soient C et J deux cat�egories. Si C poss�ede un �egalisateur pour chaque paire de morphismes,et tous les produits de familles d'objets de C indic�ees par J et Mor(J) (l'ensemble desmorphismes de J), alors C poss�ede une limite pour tout foncteur F : J ! C.� Les Hom-foncteurs Hom(a;�) sont continus.Adjonctions� Preuve d'unicit�e de l'adjoint gauche.� Construction �a partir d'une adjonction entre F : D ! C et G : C ! D, d'un morphismeuniversel de d vers vers G pour tout objet d de D.� Exemple: U� est l'adjoint gauche de U .� D�e�nition de CCC par les Adjonctions.� Nous avons donn�e une deuxi�eme preuve de la condition su�sante du th�eor�eme de Freyd,suivant la pr�esentation d'Alex Poign�e[129]. Elle est totalement di��erente de celle donn�ee en9.4 car elle est plus directe et utilise les produits �br�es.
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Chapitre 10Analyse et Critiques10.1 Quelques chi�resLe d�eveloppement complet est organis�e en 98 modules (dont 6 modules consistant en des dupli-cations de d�e�nitions a�n de contourner les probl�emes d'incoh�erence d'univers). Il se compile enentier en moins de 17 minutes sur une machine moderne (une alpha cadenc�ee �a 450 Mhz). Un gainconsid�erable de temps d'ex�ecution est dû �a l'utilisation des m�ecanismes d'abus de notations. Il esten e�et beaucoup plus rapide de typer un terme avec beaucoup d'informations implicites qu'unterme explicite, même si les algorithmes de typage sont plus compliqu�es dans le premier cas.Le d�eveloppement compte plus de 100 coercions d�eclar�ees pour plus de 350 chemins de coer-cions valides engendr�es. Les m�ecanismes d'h�eritage et de sous-termes implicites sont intensivementutilis�es. Ainsi le d�eveloppement complet comporte 13392 sous-termes implicites (inconnues hh? ii),et l'heuristique 4.5 (page 78) a �et�e utilis�ee 407 fois, engendrant 926 nouvelles inconnues. Quant aum�ecanisme d'h�eritage, il a �et�e utilis�e 2167 fois.10.2 Sur la formeIl est di�cile de juger de la �d�elit�e de notre formalisation aux textes math�ematiques standardstraitant des notions basiques de la th�eorie des cat�egories. Il est certain que notre formalisation s'en�eloigne quelquefois, notamment lors de l'utilisation d'arti�ces pour contourner des di�cult�es li�ees�a la nature intensionnelle de l'�egalit�e d�e�nitionnelle. �A ce sujet, il semble possible de traiter cesprobl�emes de mani�ere plus satisfaisante en utilisant la technique de M. Hofmann[75] consistant �arepr�esenter des traits extensionnels dans des th�eories des types intensionnelles.Au niveau des �enonc�esLa premi�ere di��erence hhvisuelle ii entre notre formalisation et un d�eveloppement classique dansun ouvrage math�ematique est �a rechercher du cot�e des conventions de hhnommage ii. Les textesmath�ematiques disposent d'un arsenal illimit�e de symboles et d'alphabets pour nommer les objetset les notions utilis�es. Dans une impl�ementation informatique (telle que Coq), nous devons nouscontenter des caract�eres ASCII. �A cette limitation, s'ajoutent les contraintes techniques d'analyselexicale et syntaxique, indispensables pour garantir la non-ambigu��t�e des noms. Pour y rem�edier,nous utilisons des identi�cateurs (noms) g�en�eralement plus longs, cens�es être plus parlants. Avec191



192 CHAPITRE 10. ANALYSE ET CRITIQUESl'inconv�enient que le r�esultat obtenu est plus verbeux qu'un texte informel. De plus, le syst�eme Coq(et par cons�equent notre d�eveloppement en pâtit) sou�re d'une limitation importante: il n'existequ'un seul espace de noms. Ainsi tous les noms intervenant dans un d�eveloppement doivent êtredistincts (l'int�egration prochaine d'un m�ecanisme de modules devrait rem�edier �a cet inconv�enient).La surcharge de noms est largement utilis�ee dans les textes informels. Elle �evite la multiplicationdes identi�cateurs, et rend le texte plus lisible (�a condition qu'elle ne soit pas utilis�ee �a outrance).Certaines facettes de ce m�ecanisme sont captur�ees par notre formalisme, de trois mani�eres dif-f�erentes:� Le polymorphisme constitue une forme de surcharge, puisque un même nom de fonction peut-être appliqu�e �a des objets de di��erents types. Ainsi, (Id 3) et (Id true) sont tous deux valides.Notre m�ecanisme de sous-termes implicites permet de plus d'expliquer le polymorphisme enconsid�erant les deux occurrences de Id comme respectivement (Id nat) et (Id bool).� Les coercions implicites impl�ementent aussi une forme int�eressante de surcharge (voir l'intro-duction du chapitre 5). Le cas typique consiste �a autoriser l'application d'un nom de fonctionf : A ! B �a un argument a0 : A0 s'il existe une coercion c0 : A0 ! A. Il y'a deux fa�cons devoir (f a0). La premi�ere, la plus r�epandue, est de consid�erer que a0 est surcharg�e, et repr�esente(c0 a0). La seconde, plus proche de la notion usuelle de surcharge, est de consid�erer f commeun nom surcharg�e, repr�esentant les di��erentes fonctions f � c o�u c : C ! A est une coercion.� La derni�ere facette est la technique d�ecrite dans la section 4.7. C'est la technique utilis�ee,par exemple, pour pouvoir utiliser le même nom Equal pour d�esigner diverses �egalit�es: entreapplications, foncteurs, transformations naturelles etc.Au niveau des preuvesLes preuves de notre d�eveloppement sont essentiellement constructives; il s'agit g�en�eralement deconstruire des structures v�eri�ant certaines propri�et�es (cat�egories, foncteurs, limites, adjonctionsetc.). Ces preuves sont pr�esent�ees de mani�ere d�etaill�ee en utilisant des lemmes et des d�e�nitionsinterm�ediaires a�n d'expliciter chacune des composantes de la structure �a construire. Nos preuvessont dans ce sens peu automatiques, et peuvent l'être davantage. Automatiser toute la recherche depreuve n'est toutefois pas souhaitable, car les preuves sont importantes en math�ematiques (autantque l'�enonc�e d�emontr�e). On ne peut donc pas se contenter de l'existence d'une preuve trouv�ee parun syst�eme de preuve.Certaines parties correspondant �a des preuves hhfaciles ii doivent être par contre automatis�ees. Lanotion de preuve facile est impossible �a d�e�nir en g�en�eral, car d�epend du domaine �etudi�e et del'exp�erience du math�ematicien. Nos proc�edures de preuves (tactiques) pour le raisonnement �equa-tionnel automatisent des �etapes de preuves qui sont toujours consid�er�ees comme faciles. Il s'agit despreuves par simpli�cation ou calcul. R�ealiser ces preuves �a la main est cependant tr�es fastidieux.Notre approche bas�ee sur la r�e�ecriture est l'�equivalent �equationnel de la technique de commutationdes diagrammes. Cette derni�ere reste di�cile �a mettre en �uvre dans un cadre informatique. Notreapproche constitue n�eanmoins une avanc�ee par rapport �a l'approche des tactiques car elle permet ded�ecrire et de combiner des strat�egies de r�e�ecriture; de plus elle d�echarge l'utilisateur de la mentiondes �etapes de transitivit�e et de congruence (comme c'est le cas aussi en math�ematiques standards).



10.3. DISCUSSION - �EGALIT�E D'OBJETS 19310.3 Discussion - �Egalit�e d'objetsLa correction des preuves des th�eor�emes que nous venons de v�eri�er dans Coq d�epend essentielle-ment de la correction de l'impl�ementation du syst�eme Coq par rapport �a la th�eorie des types qu'ilest sens�e impl�ementer. Heureusement, on a vu en 6.4.2 que cette correction ne d�ependait que dunoyau, une partie in�me du syst�eme. Une autre question plus di�cile �a trancher est celle de la cor-rection de l'�enonc�e de nos th�eor�eme par rapport �a leur �enonc�e intuitif en math�ematiques informelles.En d'autres termes, est-ce que nous avons r�eellement prouv�e le th�eor�eme que nous avions en tête?Cette fois, la correction d�epend du hhbien-fond�e ii de la repr�esentation de chacune des notions quenous avons formalis�ee. Nous en pro�tons pour revenir sur notre choix de ne point utiliser d'�egalit�eentre objets.Il n'est pas courant en th�eorie des cat�egories d'utiliser des jugements d'�egalit�e entre objets; onutilise plutôt des isomorphismes. Notre d�e�nition est conforme �a cet usage en n'exigeant pas unestructure de Seto��de pour la collection d'objets d'une cat�egorie. La seule �egalit�e utilis�ee entre objetsest l'�egalit�e d�e�nitionnelle, qui est intrins�eque �a notre formalisme. Cependant, la collection d'objetsde certaines cat�egories est naturellement munie d'une �egalit�e. C'est notamment vrai lorsque lesobjets de cette cat�egorie sont des morphismes d'une autre cat�egorie, comme pour la cat�egorie desfoncteurs et la cat�egorie Comma. Dans la cat�egorie de foncteurs, deux objets (foncteurs) G etH peuvent être �egaux par l'�egalit�e des foncteurs sans être convertibles (comme vu en 8.11 pour(F � F 0) � F 00 et F � (F 0 � F 00)). Les hom-Seto��des Hom(F;G) et Hom(F;H) o�u F est un objetquelconque, sont alors consid�er�es comme distincts, et des morphismes (transformations naturelles)comme T : F ! G et U : H ! F 0 ne sont pas composables.Pour prendre en compte cette �egalit�e, nous allons pr�esenter une nouvelle d�e�nition de la notionde cat�egorie, qui n'est pas bas�ee sur la notion de hom-Seto��de. Une cat�egorie est form�ee d'unecollection d'objets et d'une collection de morphismes. �A chaque morphisme est associ�e un objetdomaine et un objet codomaine, �a travers respectivement les applications Dom1 et Cod1.Section cat1.Variables Ob1,Arr1:Setoid; Dom1,Cod1:(Map Arr1 Ob1).Quant �a la composition de morphismes, c'est une fonction partielle d�e�nie pour les morphismes fet g composables, c'est-�a-dire v�eri�ant (Cod1 f) = (Dom1 g).Variable Comp1:(f,g:Arr1) (Cod1 f) =%S (Dom1 g) -> Arr1.La composition est ainsi une fonction �a trois arguments, o�u en plus des morphismes �a composer, ilfaut fournir une preuve qu'ils sont composables. Dans des syst�emes de type moins expressifs tels queML, on a recours aux exceptions. Ainsi dans la d�e�nition ML de la notion de cat�egorie dans [137],la composition est simplement de type Arr1 -> Arr1 -> Arr1. La d�e�nition de la composition dechaque cat�egorie doit alors ob�eir au sch�ema suivant:Si (Cod1 f) = (Dom1 g) Alors hhretourner f � g ii Sinon raise erreurIl s'agit ici seulement de discipline de programmation, que le syst�eme de typage de ML n'est pascapable de garantir. Une d�e�nition analogue est possible dans Coq en utilisant le type Optionci-dessous. Dans le cadre g�en�eral, (Option A) correspond �a l'union disjointe de A et d'une valeurparticuli�ere None indiquant l'absence de r�esultat.Inductive Option [A:Type] : Type := None : (Option A) | Some : A -> (Option A).



194 CHAPITRE 10. ANALYSE ET CRITIQUESLa composition est alors de type Arr1 -> Arr1 -> (Option Arr1) et le sch�ema de d�e�nitiondevient: Si (Cod1 f) = (Dom1 g) Alors hhretourner (Some f � g) ii Sinon NoneDans le syst�eme de typage de Coq, il est possible d'imposer une preuve de correction de la compo-sition stipulant que f � g est None si et seulement si f et g ne sont pas composables. Remarquezaussi que l'utilisation de la conditionnelle hhSi (Cod1 f) = (Dom1 g) Alors...Sinon... ii impose quel'�egalit�e des objets soit d�ecidable.Reprenons notre d�e�nition de cat�egorie avec notre d�e�nition initiale de la composition, et sp�e-ci�ons le comportement de la composition par rapport �a l'�egalit�e de morphismes et aux fonctionsDom1 et Cod1.Variable Cong1 : (f,g,f',g':Arr1) (p:(Cod1 f) =%S (Dom1 g))(q:(Cod1 f') =%S (Dom1 g'))f =%S f' -> g =%S g' -> (Comp1 p) =%S (Comp1 q).Variable Dom_Comp1 : (f,g:Arr1)(p:(Cod1 f) =%S (Dom1 g))(Dom1 (Comp1 p)) =%S (Dom1 f).Variable Cod_Comp1 : (f,g:Arr1)(p:(Cod1 g) =%S (Dom1 f))(Cod1 (Comp1 p)) =%S (Cod1 g).La composition de plusieurs morphismes devient tr�es vite probl�ematique, les preuves de composabil-it�e devenant de plus en plus compliqu�ees. Nous donnons �a titre d'exemple l'�enonc�e de l'associativit�e.L'�enonc�e informel (qu'on trouve dans la plupart des livres) est similaire �a celui de notre d�e�nitionen 8.1: pour tous morphismes f : a ! b, g : b ! c et h : c ! d, f � (g � h) = (f � g) � h. Il estexprim�e dans une th�eorie (des ensembles) extensionnelle; l'�enonc�e en th�eorie intensionnelle serait:Si f : a ! b, g : b0 ! c et h : c0 ! d, tels que b = b0 et c = c0, alors f � (g � h) = (f � g) � h.Dans Coq, l'�enonc�e est encore plus obscur car les objets domaine et codomaine d'un morphismene font partie de son type et ne peuvent être manipul�es que par les fonctions Dom1 et Cod1. Deplus la composition d�epend de la preuve de composabilit�e, d'o�u les d�e�nitions interm�ediaires leftet right.Lemma left : (f,g,h:Arr1)(p:(Cod1 f) =%S (Dom1 g))(Cod1 g) =%S (Dom1 h) ->(Cod1 (Comp1 p)) =%S (Dom1 h).Lemma right : (f,g,h:Arr1)(Cod1 f) =%S (Dom1 g) -> (q:(Cod1 g) =%S (Dom1 h))(Cod1 f) =%S (Dom1 (Comp1 q)).Definition Ass1_law := (f,g,h:Arr1)(p:(Cod1 f) =%S (Dom1 g))(q:(Cod1 g) =%S (Dom1 h))(Comp1 (right p q)) =%S (Comp1 (left p q)).On d�e�nit ainsi, sur ce principe, une nouvelle notion de cat�egorie qu'on pourra d'ailleurs re-lier �a l'ancienne d�e�nition. En e�et, on d�e�nit un hom-Seto��de entre deux objets a et b parHom(a; b) = ff j (Dom1 f) = a et (Cod1 f) = bg. Dans l'autre sens, il su�t de d�e�nir l'ensembledes morphismes; pour cela, on encapsule les morphismes et ses objets dans une structure Arrs, eton les compare en utilisant =%H. En�n on prend l'�egalit�e de Leibniz comme �egalit�e des objets.Section arrs_setoid_def.Variable C:Category.Structure Arrs : Type :={Dom : C;Codom : C;Arrow : Dom --> Codom}.Definition Equal_Arrs := [f,g:Arrs] (Arrow f) =%H (Arrow g).@Definition Arrs_setoid : Setoid := Equal_Arrs_equiv.End arrs_setoid_def.



10.4. MIZAR 19510.4 MizarAvant la �n de cette th�ese, nous aimerions parler plus longuement de Mizar. Il ne s'agit pas decomparer le syst�eme Coq �etendu par nos outils avec le syst�eme Mizar1. Le choix de Mizar n'estpas fortuit. Mizar est en e�et le hhchampion toutes cat�egories ii des syst�emes de preuves d�edi�es �a laformalisation des math�ematiques; sa tr�es importante librairie de math�ematiques formalis�ees en estune preuve �edi�ante. Cette librairie comporte en e�et plus de 2000 d�e�nitions de concepts math�e-matiques, et 20000 th�eor�emes v�eri��es.Tout semble s�eparer les deux syst�emes Coq et Mizar. Alors que l'objectif de Mizar est de fournirun environnement logiciel pour la r�edaction d'articles math�ematiques traditionnels, Coq semblepr�eviligier la probl�ematique de la certi�cation de logiciels. Leurs fondements sont aussi di��erents:la logique classique avec la th�eorie des ensembles pour Mizar, et la logique intuitionniste avec lath�eorie des types pour Coq. Nous r�esumons dans le tableau ci-dessous les principales caract�eristiquesde ces deux syst�emes. Coq Mizarfondement th�eorie des types th�eorie des ensembleslogique ordre sup�erieur 1er ordrestyle de d�emonstration proc�edural d�eclaratifautomatisation moyen faibleinteractivit�e oui faible (Batch)extensibilit�e oui nonPartant des axiomes de la th�eorie des ensembles, et de quelques axiomes des r�eels, plus de 20000th�eor�emes de di��erents domaines (alg�ebre, topologie, g�eom�etrie, th�eorie des cat�egories etc.) ont �et�eprouv�es. Le principal objectif du projet Mizar est de construire une encyclop�edie compl�etementformelle des math�ematiques.La librairie de Mizar est organis�ee en articles. Tout article Mizar comporte deux partie: lad�eclaration de l'environnement et le texte proprement dit (text proper). L'environnement consisteen une liste de noms d'articles indiquant quels hhobjets ii de la librairie Mizar, le text proper peutr�ef�erencer. Ces objets sont de di��erente nature:� les symboles, qui d�e�nissent le vocabulaire utilisable dans le text proper. Chaque symbole estd�e�ni avec une arit�e, une pr�ec�edence, ainsi qu'un format (in�xe etc.).� les d�e�nitions et les th�eor�emes, qui servent �a justi�er les r�esultats �enonc�es dans le text proper.Mizar permet la d�e�nition de synonymes (plusieurs notations pour une même notion) ainsique la surcharge de symboles.� les sch�emas, qui sont des th�eor�emes particuliers dans lesquels des variables libres du seconddegr�e peuvent apparâ�tre. Nous donnons en exemple le sch�ema de r�ecurrence pour les entiers(nous omettons sa preuve).scheme Ind { P[Nat] } :1notamment car l'auteur n'est pas expert en Mizar.



196 CHAPITRE 10. ANALYSE ET CRITIQUESfor k holds P[k]provideda1: P[0] anda2: for k st P[k] holds P[k + 1]proof let k; ...Le text proper quant �a lui, contient le d�eveloppement math�ematique. Il consiste en une s�equencede d�e�nitions, de th�eor�emes et de sch�emas avec leur preuve. Les d�e�nitions incluent les d�e�nitionsde fonctions, de pr�edicats et de structures. Une structure est une entit�e regroupant plusieurs champsaccessibles par des s�electeurs (projections). Une structure peut avoir plusieurs hhancêtres ii dont elleh�erite les champs (on doit tout de même recopier ces champs dans la nouvelles structure).Nous donnons l'exemple de la d�e�nition de la structure CatStr (d�e�nie dans [29]), correspondant�a la notion de hhpr�e-cat�egorie ii (cat�egorie sans les propri�et�es cat�egoriques usuelles).struct CatStr<<Objects, Morphisms -> non empty set,Dom, Cod -> (Function of the Morphisms, The Objetcs),Comp -> (PartFunc of [: the Morphisms, the Morphisms :], the Morphisms),Id -> Function of the Objetcs, the Morphisms>>;Bien que bas�e sur la th�eorie des ensembles, Mizar poss�ede un syst�eme de types, int�egrant aussibien les structures math�ematiques (comme CatStr ci-dessus) que les ensembles d'objets d�e�nispar compr�ehension. On peut ainsi d�e�nir de nouveaux modes (l'�equivalent du mot hhtype ii dans lejargon de Mizar) tels que Real, Category ou Functor of C,D (notez les param�etres C et D de modeCategory). Par exemple, le mode Category est d�e�ni comme �etant les objets de CatStr v�eri�antles propri�et�es cat�egoriques usuelles.definition let C be CatStr;attr C is Category-like means:: CAT_1: def 8(for f,g being Element of the Morphisms of C holds[g,f] of dom(the Comp of C) iff (the Dom of C).g=(the Cod of C).f)& (for f,g being Element of the Morphisms of Cst (the Dom of C).g=(the Cod of C).f holds(the Dom of C).((the Comp of C).[g,f]) = (the Dom of C).f &(the Cod of C).((the Comp of C).[g,f]) = (the Cod of C).g)& (for f,g,h being Element of the Morphisms of Cst (the Dom of C).h = (the Cod of C).g &(the Dom of C).g = (the Cod of C).fholds (the Comp of C).[h,(the Comp of C).[g,f]]= (the Comp of C).[(the Comp of C).[h,g],f] )& (for b being Element of the Objects of C holds(the Dom of C).((the Id of C).b) = b &(the Cod of C).((the Id of C).b) = b &(for f being Element of the Morphisms of C st (the Cod of C).f = bholds (the Comp of C).[(the Id of C).b,f] = f ) &(for g being Element of the Morphisms of C st (the Dom of C).g = b



10.4. MIZAR 197holds (the Comp of C).[g,(the Id of C).b] = g ) );end;definitionmode Category is Category-like CatStr;end;Un exemple d'objet de mode CatStr nous est fourni lors de la preuve de correction du modeCategory-like CatStr (cette preuve nous assure que la classe des structures de ce mode estnon vide). La pr�e-cat�egorie exhib�ee en exemple est la pr�e-cat�egorie �a un seul objet 0 et un seulmorphisme 1 : 0! 0.definitioncluster Category-like CatStr;existenceproof take C = CatStr<<{0},{1},{1}-->0,{1}-->0,(1,1).-->1,{0}-->1>> ;thus ...Nous en venons maintenant au langage des preuves qui constitue la plus importante contributiondu syst�eme Mizar. Une preuve Mizar se pr�esente sous la forme d'un texte structur�e suivant desformats pr�ed�e�nis. Chaque format correspond �a une r�egle de d�eduction naturelle agr�ement�ee deconstructions en langage naturel (anglais). Les principaux formats sont:� for x beA ; preuve de P (x) est une preuve de 8x 2 A:P (x) (soit hhfor x beingA holds P (x) iidans le langage Mizar).� assume A ; preuve de B est une preuve de A ) B (soit hhA implies B ii dans le langageMizar).� take a; preuve de P (a) est une preuve de 9x 2 A:P (x) (soit hhex x being A st P (x) ii dansle langage Mizar).Ainsi le script ci-dessous est une preuve de 8x 2 A:9y 2 B:P (x)) Q(y).for x be A; take b; assume P (x) ; preuve de Q(b)Les �etapes �el�ementaires d'une preuve sont d�emontr�ees dans Mizar en utilisant la construction:A by E1; :::; EnL'�enonc�e A est consid�er�e comme une hhcons�equence �evidente ii des faits r�ef�erenc�es par les �etiquettesE1,...,En. Chacune de ces �etiquettes r�ef�erence soit un nom de th�eor�eme, soit une �etape de la d�e-duction actuelle. Le langage de preuves de Mizar est dit d�eclaratif car on n'explicite pas la mani�eredont on prouve A �a partir des hypoth�eses E1,...,En. Par opposition, le script de preuve de Coq estproc�edural car il consiste en une s�equence de tactiques qui sont autant d'ordres pr�ecis �a l'ordinateursur la mani�ere de construire une preuve.D'autres constructions de preuves plus complexes existent comme le raisonnement par analysede cas, la preuve par contradiction et le raisonnement �equationnel. Nous incluons une preuve parraisonnement �equationnel concernant les morphismes monics (toujours extraite de [29]).



198 CHAPITRE 10. ANALYSE ET CRITIQUESdefinition let C,g;attr g is monic means:: CAT_1:def 10for f1,f2 st dom f1 = dom f2 & cod f1 = dom g & cod f2 = dom g& (the Comp of C).[g,f1]=(the Comp of C).[g,f2]holds f1=f2;end;theoremfor h being Morphism of a,b for g being Morphism of b,ast Hom(a,b) <> empty set & Hom(b,a) <> empty set & (the Comp of C).[h,g] = id bholds g is monicproof let h be Morphism of a,b; let g be Morphism of b,a such thata1: Hom(a,b) <> empty set anda2: Hom(b,a) <> empty set anda3: (the Comp of C).[h,g] = id b;now let c;let g1,g2 be Morphism of c,b such thata4: Hom(c,b) <> empty set anda5: (the Comp of C).[g,g1] = (the Comp of C).[g,g2];thus g1 = (the Comp of C).[((the Comp of C).[h,g]),g1] by a3,a4,Th57.= (the Comp of C).[h,((the Comp of C).[g,g2])] by a5,a1,a2,a4,Th54.= (the Comp of C).[((the Comp of C).[h,g]),g2] by a1,a2,a4,Th54.= g2 by a3,a4,Th57;end;hence thesis by a2,Th60;end;Remarquez que dans la d�e�nition de monic, aucun type n'est rattach�e aux variables C, g, f1 etf2. Mizar o�re en e�et la possibilit�e de r�eserver des identi�cateurs �a des types. Si une variable aun identi�cateur r�eserv�e pour un type, et qu'aucun type explicite ne lui est rattach�e, alors son typepar d�efaut est le type pour lequel son identi�cateur a �et�e r�eserv�e.reserve B,C,D,E for Category;reserve f,f1,f2 for Morphism of a,b;reserve g,g1,g2 for Morphism of b,c;Il est ind�eniable que les preuves Mizar sont beaucoup plus lisibles que les preuves Coq. On a vu(même sommairement) que les preuves Mizar s'inspiraient du langage des preuves pr�esent�ees dansles ouvrages de math�ematiques. Le langage de tactiques de Coq s'inscrit malheureusement dansune autre logique: lire un script de preuves Coq revient �a comprendre le r�esultat de l'applicationde chaque tactique.La puissance de Coq r�eside dans l'extensibilit�e de son langage de tactiques; de nouvelles proc�e-dures de preuves peuvent facilement (presque) lui être ajout�ees. Par manque d'automatisation (lacommande by r�ealise des �etapes de preuves tr�es simples), les preuves de Mizar sont extrêmementd�etaill�ees et longues. De plus, Mizar ne peut pas être �etendu par de nouvelles proc�edures de preuves.Le meilleur des deux mondes est peut être possible; J. Harrison[71] a impl�ement�e dans HOL un(mini) mode Mizar (ne reprenant pas toutes les subtilit�es de Mizar) dans lequel il est possibled'utiliser la construction by avec des tactiques de HOL.



10.5. AUTRES FORMALISATIONS 199L'activit�e de preuve en elle-même est di��erente dans les deux syst�emes Mizar et Coq. Mizar n'admetque le mode Batch dans lequel l'utilisateur soumet son article �a Mizar qui lui signale les erreurs �acorriger. Le syst�eme Coq est lui, interactif: l'utilisateur construit interactivement ses preuves parapplication successive de tactiques.10.5 Autres formalisationsDans ML La formalisation la plus exhaustive de la th�eorie des cat�egories est celle de Burstallet Rydeheard dans [137]. Leur objectif ultime �etait de d�e�nir un cadre cat�egorique formel pour led�eveloppement de programmes et la sp�eci�cation d'algorithmes. Nous citons tout particuli�erementleur travail original concernant la d�erivation d'un algorithme d'uni�cation de termes �a partir deconstructions de colimites. En utilisant le langage SML (initialement HOPE), ils ont d�e�ni les typesde nombreuses constructions cat�egoriques (cat�egories, limites, adjonctions, topos, etc.) et construitdes fonctions pour notamment le calcul de limites et d'adjonctions dans di��erentes cat�egories. Lavalidit�e de ces constructions est v�eri��ee informellement; en e�et les axiomes associ�es �a ces construc-tions ne peuvent pas être exprim�es dans le syst�eme de type, trop faible, de ML. Ce syst�eme de typeest d'ailleurs incapable de repr�esenter �d�element la nature d'application partielle de la composition;la hhv�eri�cation informelle ii de la composabilit�e des morphismes est laiss�ee �a la responsabilit�e del'utilisateur (voir 10.3). A titre d'exemple, nous donnons ci-dessous leur d�e�nition de cat�egorie;il s'agit d'un 4-uplet de fonctions correspondant aux fonctions domaine, codomaine, identit�e etcomposition, et o�u 'o et 'a sont respectivement les types des objets et des morphismes.datatype ('o,'a)Cat = cat of ('a->'o)*('a->'o)*('o->'a)*('a*'a->'a)Par manque d'enregistrements d�ependants (ou modules) et de hi�erarchies d'univers, ML estaussi incapable de manipuler des structures hhnon-homog�enes ii comme les ensembles; car dans cecas particulier, le type des �el�ements varie suivant l'ensemble (comme pour notre type des Seto��des).Ainsi dans [137], la cat�egorie des ensembles n'est pas unique; elle est param�etr�ee par le type des�el�ements des ensembles.Dans hhCategorical ML ii Certains des probl�emes cit�es ci-dessus ont �et�e r�esolus par [55] end�e�nissant un nouveau langage, hhCategorical ML ii obtenu en �etendant SML (ML avec modules)avec des structures cat�egoriques sp�eci�ques: cat�egories, foncteurs, transformations naturelles et ad-jonctions. Chacune de ces structures a sa propre syntaxe pour d�e�nir des instances. Des niveauxd'univers suppl�ementaires sont aussi introduits pour permettre l'imbrication des structures. Uneparticularit�e int�eressante de ce langage est la g�en�eration et la v�eri�cation automatiques des con-ditions de correction (sous forme d'�equations) pour chaque instance des structures cat�egoriques.L'�egalit�e utilis�ee est toutefois trop contraignante: deux objets sont �egaux seulement s'ils sont lamême instance d'une structure. Nous donnons comme exemple la d�e�nition de la cat�egorie deshhpetits ii types (du plus bas univers). La signature (type) d'un module est introduite par le mot cl�esig, alors que sa valeur l'est par struct. Quant �a structure, type et val, ils servent �a indiquerdes champs de module dont la valeur est respectivement un module, un type ou une valeur simple.category Type =catobject small_type = sig



200 CHAPITRE 10. ANALYSE ET CRITIQUEStype vendarrow small_arrow = sigstructure Ts : small_typeand Tt : small_typeval Tfun : Ts.v -> Tt.vendsource(f) = f.Tstarget(f) = f.Ttidentity(T) = structstructure Ts = Tand Tt = Tfun Tfun(x) = xendcompose(g,f,sharing g.Ts = f.Tt)structstructure Ts = f.Tsand Tt = g.Ttfun Tfun(x) = g.Tfun(f.Tfun(x))endendCategorical ML engendre alors les conditions �equationnelles requises pour que les fonctionsdonn�ees v�eri�ent les axiomes d'une cat�egorie.Type.source(Type.identity(a)) = aType.target(Type.identity(a)) = aType.source(Type.compose(f,g)) = Type.source(f)Type.target(Type.compose(f,g)) = Type.target(g)Type.compose(Type.compose(h,g),f) = Type.compose(h,Type.compose(g,f))Type.compose(f,Type.identity(Type.source(f))) = ff = Type.compose(Type.identity(Type.target(f)),f)Dans GTTS La plus ancienne formalisation cons�equente de la th�eorie des cat�egories en th�eoriesdes types est, �a notre connaissance, celle de R. Dyckho�[60]. Elle a �et�e r�ealis�ee dans un syst�emeexp�erimental hhG�oteborg Type Theory System ii (GTTS), impl�ementant une th�eorie extensionnelledes types de Martin-L�of. R. Dyckho� a �etendu la th�eorie des types par de nouvelles constantesde types et de nouvelles r�egles d'inf�erence correspondant �a des r�egles de formation, d'introduction,d'�elimination et de calcul (dont les r�egles d'extensionnalit�e). Le fragment formalis�e correspond �a 40r�egles, et comprend la d�e�nition des notions de cat�egorie, foncteur et transformation naturelle. Leseul exemple de cat�egorie est celui de la cat�egorie des foncteurs. Certaines preuves sont pr�esent�eesincluant la preuve de r�eexivit�e de l'isomorphisme et le fait que la composition de deux monics estun monic. Nous donnons ci-dessous quelques r�egles correspondant �a la d�e�nition de cat�egorie. Lesnoms U et U1 correpondent aux deux premiers niveaux de la hi�erarchie d'univers.CATform ---------------CAT : U1



10.5. AUTRES FORMALISATIONS 201O : UM(X,Y) : U [X:O, Y:O]i : M(X,X) [X:O]c(f,g) : M(X,Z) [X:O, Y:O, Z:O, f:M(X,Y), g:M(Y,Z)]c(f,i) = f : M(X,Y) [X:O, Y:O, f:M(X,Y)]c(i,f) = f : M(X,Y) [X:O, Y:O, f:M(X,Y)]c(f,c(g,h)) = c(c(f,g),h) : M(W,Z) [W:O, X:O, Y:O, Z:O,f:M(W,X), g:M(X,Y), h:M(Y,Z)]CATintr --------------------------------------------------------------------Cat(O,M,i,c) : CATC : CAT Cat(O,M,i,c) : CATCATelim_Ob ----------- CATeq_Ob -------------------------Ob(C) : U Ob(Cat(O,M,i,c)) = O : UCat(O,M,i,c) : CATX : Ob(C) Y : Ob(C) A : O B : OCATelim_Mor ----------------------- CATeq_Mor -----------------------------------Mor(C,X,Y) : U Mor(Cat(O,M,i,c),A,B) = M(A,B) : UCat(O,M,i,c) : CATf : Mor(C,X,Y) A : O B : O C : Og : Mor(C,Y,Z) f : M(A,B) g : M(B,C)CATeq_comp -------------------------- CATeq_comp ---------------------------comp(f,g) : Mor(C,X,Z) comp(f,g) = c(f,g) : M(A,C)f : Mor(C,W,X)g : Mor(C,X,Y)h : Mor(C,Y,Z)CATelim_Ass ------------------------------------------------comp(f,comp(g,h)) = comp(comp(f,g),h) : Mor(W,Z)Il faut noter que l'ajout de nouvelles r�egles d'inf�erence peut compromettre la coh�erence dusyst�eme, ainsi une preuve m�eta-th�eorique de coh�erence est n�ecessaire. Une autre approche, diteaxiomatique, est bri�evement d�ecrite; elle correspond �a l'utilisation de �-types, �evitant l'extensionde la th�eorie.Dans Nuprl Une autre formalisation, men�ee dans une th�eorie similaire �a celle de GTTS, a �et�er�ealis�ee par J. A. Altrucher et P. Panangaden [9] dans Nuprl. Plusieurs notions cat�egoriques ont�et�e d�e�nies, menant �a la preuve d'une version du th�eor�eme du foncteur adjoint de Freyd. Une seuledirection du th�eoreme a �et�e compl�etement r�ealis�ee correspondant �a la construction de l'adjointgauche. Il est toutefois di�cile d'en dire plus puisque le papier [9] ne donne malheureusement quepeu de d�etails sur la formalisation, et il ne reste plus de traces d'elle dans les archives de Nuprl.Voici ci-dessous la d�e�nition de cat�egorie o�u U1 et U2 sont des univers et o�u le produit d�ependant(x:A)B est not�e par (x:A->B) ou bien encore par forall x:A.B au niveau des propositions.



202 CHAPITRE 10. ANALYSE ET CRITIQUESCategory == Obj : U2# Mor : (Obj # Obj)->U1# Id : (o1:Obj->Mor(o1,o1))# o : (o1:Obj->o2:Obj->o1:Obj->Mor(o1,o2)->Mor(o2,o3)->Mor(o1,o3))# forall A,B:Obj.forall f:Mor(A,B).f o Id(A) {A,A,B} = f in Mor(A,B)# forall A,B:Obj.forall g:Mor(B,A).Id(A) o g {B,A,A} = g in Mor(B,A)# forall A,B,C,D:Obj.forall g:Mor(A,B).forall g:Mor(B,C).forall h:Mor(C,D).((f o g {B,C,D}) o h {A,B,D}) = (f o (g o h {A,B,C}) {A,C,D}) in Mor(A,D)Dans HOL Peu de notions cat�egoriques sont formalis�ees dans HOL. Dans Agerholm[4], ces no-tions sont formalis�ees en th�eorie des types et dans la th�eorie des ensembles (elle-même formalis�eedans HOL), en vue de les comparer. �A titre d'exemple, nous montrons la d�e�nition de cat�egorie.DEF (Category)category(C_0:*o->bool,C_1:*a->bool,dom,cod,c) =(!f::C_1. (dom f)::C_0 /\ (cod f)::C_0) /\(!f g::C_1. (cod f = dom g) ==>let h = c g f in h::C_1 /\ (dom h = dom f) /\ (cod h =cod g)) /\(!f g h::C_1. (cod f = dom g) /\ (cod g = dom h) ==>(c h (c g f) = c (c h g) f)) /\(!X::C_0. (?id::C_1. (dom id = X) /\ (cod id = X) /\(!Y::C_0. (!f::C_1. (dom f = X) /\ (cod f = Y) ==> (c f id = f)) /\(!f::C_1. (dom f = Y) /\ (cod f = X) ==> (c id f = f)))))Dans Mizar Un grand nombre d'articles publi�es dans Formalized Mathematics[29, 30, 31, 32,33, 34, 35, 36, 37, 65, 66, 90, 92, 94, 112, 113, 114, 116, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 158] sontconsacr�es �a la formalisation de la th�eorie des cat�egories. Nous y remarquons beaucoup d'exemplesde cat�egories mais peu de notions avanc�ees telles que les limites et les adjonctions.Il existe deux d�e�nitions di��erentes de la notion de cat�egorie dans Mizar. La premi�ere, due �a C.Byli�nski[29] a �et�e pr�esent�ee dans la section 10.4. La seconde, due �a A. Trybulec[149], est bas�ee surles Hom-sets. Une cat�egorie est un triplet hO; fho1; o2igo1;o22O; f�o1;o2;o3go1;o2;o32Oi avec �o1;o2;o3 :ho2; o3i� ho1; o2i ! ho1; o3i des op�erateurs de composition v�eri�ant les conditions d'associativit�e etd'existence des identit�es.struct(1-sorted) AltGraph<<carrier -> set,Arrows -> ManySortedSet of [:the carrier, the carrier:]>>;struct(AltGraph) AltCatStr<<carrier -> set,Arrows -> ManySortedSet of [:the carrier, the carrier:],Comp -> BinComp of the Arrows>>;definitionmode category is transitive associative with_units (non empty AltCatStr);end;



10.5. AUTRES FORMALISATIONS 203Autres T. Mohri[111] a compar�e les trois d�ebuts de formalisations dans Mizar, Nuprl et Coq. Ila r�ealis�e la preuve du th�eor�eme de Yoneda dans ces trois syst�emes.En�n, S. Agerholm[5] et I. Beylin et P. Dybjer[24] ont v�eri��e le th�eor�eme de coh�erence pour lescat�egories mono��dales dans respectivement HOL et ALF. Dans [6], ces deux formalisations sontcompar�ees.
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ConclusionNous concluons cette th�ese en �enum�erant nos r�ealisations, en d�egageant une m�ethodologie pour laformalisation des math�ematiques dans les th�eories de types, et en�n en discutant les travaux futurspotentiels.Les principales contributions de cette th�ese sont:� �Elaboration d'un m�ecanisme d'h�eritage bas�e sur les coercions implicites, et dont nous avonsmontr�e la correction. Ces coercions sont des fonctions reliant des classes. Les classes (�eventuelle-ment param�etr�ees) peuvent être des structures (enregistrements d�ependants), des types in-ductifs ou des constantes d�e�nies. Nous avons aussi inclus deux classes abstraites SORTCLASSet FUNCLASS, respectivement classe des sortes et des fonctions. Parmi les caract�eristiques dece m�ecanisme, nous citons l'h�eritage multiple, les coercions oppos�ees et la prise en compte dela r�egle de sous-typage contravariante �a gauche des types fonctionnels.� Formalisation d'une partie cons�equente de la th�eorie des cat�egories. C'est �a notre connais-sance la plus importante formalisation de la th�eorie des cat�egories dans un syst�eme de preuves.Pr�evue initialement pour valider les outils d�evelop�es dans le cadre de cette th�ese, cette for-malisation en est devenue une contribution majeure. Cette formalisation comporte toutes lesnotions de base telles que les cat�egories, les foncteurs, les transformations naturelles, les lim-ites et les adjonctions. Divers r�esultats ont �et�e v�eri��es dont le plus important est le th�eor�emede Freyd pour l'existence d'un adjoint gauche. Notre d�eveloppement a d�ej�a �et�e utilis�e pard'autres personnes pour d'autres formalisations (notamment en France et au Portugal).Des contributions moins importantes (mais cruciales pour mener �a bien le projet de formalisationde la th�eorie des cat�egories) ont aussi �et�e r�ealis�ees:� D�e�nition d'une syntaxe pour les enregistrements d�ependants, automatiquement traduite enun type inductif appropri�e. Les projections aussi sont automatiquement construites.� Description d�etaill�ee du m�ecanisme des sous-termes implicites con�cu et impl�ement�e dansCoq par Chet Murthy. Nous avons �etendu ce m�ecanisme en d�eveloppant une heuristiquepour un meilleur traitement de l'uni�cation en pr�esence d'enregistrements d�ependants. Cetteextension permet de plus de surcharger des noms de fonctions. Nous avons en�n d�e�ni unenouvelle syntaxe implicite prenant automatiquement en compte les arguments implicites desapplications de fonctions.� Impl�ementation dans Coq d'une biblioth�eque de tactiques de r�e�ecriture similaires �a celles dessyst�emes HOL, Isabelle et Nuprl. Nous avons ainsi rem�edi�e �a une lacune importante de Coq(du moins en partie). Nous rappelons ici qu'il s'agit d'une biblioth�eque modulaire de strat�egies205



206 CHAPITRE 10. ANALYSE ET CRITIQUESmulti-relations, pouvant être combin�ees de di��erentes mani�eres pour permettre �a l'utilisateurde cr�eer ses propres strat�egies de r�e�ecriture.�A travers notre exp�erience de la formalisation de la th�eorie des cat�egories, nous pouvons d�egagerune m�ethodologie pour la formalisation de math�ematiques (abstraites) en th�eorie des types avectypes d�ependants. Cette m�ethodologie s'appuie sur le langage des Seto��des pour la repr�esentationdes ensembles (ou types extensionnels). Dans cette m�ethodologie, les structures math�ematiquessont repr�esent�ees sous forme d'enregistrements d�ependants regroupant toutes leurs composantes(types, op�erateurs et propri�et�es). Ces structures peuvent être �etendues en les enrichissant par denouvelles composantes. Le m�ecanisme de coercions implicites que nous avons d�evelopp�e, permetalors de d�e�nir une relation de sous-typage entre la structure �etendue et la structure initiale.Notre d�eveloppement a mis en �evidence l'utilit�e pratique de diverses constructions comme les typesd�ependants, les constantes, les enregistrements d�ependants et les univers ottants.Cette m�ethodologie doit aussi s'appuyer sur un langage formel pour l'expression des textesmath�ematiques; ce langage doit être proche autant que possible des math�ematiques informellestraditionnelles. Il est ainsi reconnu que l'abus de notation en math�ematiques est indispensable.Mais nous pensons que l'abus de notation arbitraire est injusti��e, car il existe des m�ecanismesg�en�eriques qui permettent d'utiliser des abus de notation uniformes et dont la d�esambiguation estm�ecanique. Les outils de coercions implicites et de sous-termes implicites (ainsi que les universottants) comptent parmi ces m�ecanismes; ils constituent des moyens disciplin�es de simuler desabus de notation usuels en math�ematiques informelles.Durant le d�eveloppement de la th�eorie des cat�egories, nous avons rencontr�e quelques di�cult�esqui sont autant de nouvelles voies �a prospecter. La premi�ere di�cult�e est li�ee �a la nature inten-sionnelle de l'�egalit�e d�e�nitionnelle; l'introduction de concepts extensionnels dans les th�eories destypes intensionnelles (tout en pr�eservant leur d�ecidabilit�e) est un sujet de recherche actif mais quine semble pas encore avoir de r�epercussions sur les syst�emes de preuves. Il est aussi envisageablede prendre comme fondement pour la formalisation des math�ematiques une th�eorie des ensembleselle-même formalis�ee dans une th�eorie des types intensionnelle. La deuxi�eme di�cult�e est li�ee auxnombreuses incoh�erence d'univers rencontr�ees nous obligeant �a dupliquer certaines d�e�nitions. Cettedi�cult�e montre ainsi l'insu�sance du m�ecanisme des univers ottants et l'urgence de disposer dupolymorphisme d'univers qui nous d�echargerait des duplications de d�e�nitions. On ne sait pas en-core impl�ementer e�cacement un tel m�ecanisme; c'est �a notre avis un probl�eme encore mal compris.Oui, la th�eorie des types avec types d�ependants et hi�erarchie d'univers est ad�equate �a la formal-isation ... de fragments d'alg�ebre abstraite. Mais la question reste ouverte pour d'autres branchesdes math�ematiques, manipulant beaucoup de structures concr�etes. Qu'en est-il aussi des preuvescombinant les techniques de r�ecurrence et de r�e�ecriture? Beaucoup d'outils sp�eci�ques restent �aconcevoir et �a impl�ementer.
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Index@ (application d'une coercion), 92, 94@, 130(x # G) (cat�egorie comma), 171� (sorte), 29� (type produit ML), 115+ (type union ML), 115; (extension d'une s�equence), 26=� (�-�equivalence), 25=�� (��-�equivalence), 39C� (cat�egorie duale), 138[] (contexte vide), 26[] (s�equence vide), 262 (sorte), 29bC (instance), 85� (foncteur constant), 160�-liaison, 87�+ (fermeture transitive d'un ensemble de co-ercions), 87, 94G + f (graphe �etendu), 96Gn (chemins de coercions avec n param�etres),95�valc (valeur d'une constante dans un contexte),39�x (type d'un nom dans un contexte), 26, 39�i:I , 163�-type, 54*, 49#, 158�-conversion, 24�-�equivalence (=�), 25�-r�eduction (!��), 25�-r�eduction en une �etape (!�), 25��-�equivalence (=��), 39? (absurde), 32� (composition de coercions), 94� (concat�enation de s�equences), 26�= (�egalit�e d�e�nitionnelle), 59

�= (objets isomorphes), 139# (conversion), 42, 49#� (conversion avec cumulativit�e), 46�-r�eduction, 39� (co-unit�e), 179�(�) (r�egle d'insertion de coercions), 87� (�egalit�e syntaxique), 24, 112� (unit�e), 179�-r�eduction, 25� (extension d'une signature), 732 (pr�edicat d'appartenance �a une s�equence),26�-calcul pur, 23�-terme, 23�-calcul simplement typ�e (�!), 25�! (�-calcul simplement typ�e), 29j= (satisfaction de contraintes), 48j= (validit�e d'un graphe d'h�eritage), 94: (n�egation), 32>st (relation), 100>st�� (relation), 100>st��p (relation), 100hhiii:I , 163hi (valeur de type unit), 115�1 (op�erateur de projection), 55�2 (op�erateur de projection), 55� (cumulativit�e, 45- - (notation des coercions), 92!� (�-r�eduction en une �etape), 25!�� (�-r�eduction), 25!�, 53, 57!� (e�acement de coercions), 99!wh�� (r�eduction de tête faible en une �etape),41�ctxt (contexte accessible d'une m�etavariable),69n (suppression d'un �el�ement d'une s�equence),216
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ApNT, 145application�-terme, 23binaire entre Seto��des, 133entre Seto��des, 132identit�e, 137Apply (tactique), 116arbre, 86AreIsos, 139AreNatIsos, 176associativit�e, 155Assoc_law, 136Automath, 15axiomede PTS (A), 27variable globale, 44Axiom, 128betaC (conversion basique), 117bien fond�ee (relation), 100Build_..., 129Build_Adj, 177Build_Comp, 136but, 115sous-but, 115cône, 160limite, 161Calcul des Constructions, 30Inductives, 51Case:::of:::end (op�erateur de �ltrage), 52Cases (�ltrage), 128cast, 38CAT, 143cat�egorie, 135comma, 171compl�ete, 162des cat�egories, 143des foncteurs, 145des morphismes parall�eles, 166des Seto��des, 137diagramme, 146discr�ete, 164duale, 138grande, 144localement petite, 144



218 INDEXpetite, 144produit, 175r�e�ecriture, 148relativement petite, 144taille, 144Categorical ML, 197Category, 136Category', 143Category'', 146CC (Calcul des Constructions), 30CC!, 45CCI (Calcul des Constructions Inductives), 51châ�nage arri�ere, 115champ, 56chemin de coercions, 94childclass, 86Church Rosser, 112cible (classe), 92Cl (classe d'un terme), 91Cl� (classe d'un terme), 97class, 86classe, 85, 91abstraite, 91sous-classe, 94classe-enfant, 85classe-p�ere, 85CoAdjoint, 178Coerce, 99Coerce FUN, 99Coerce SORT, 99coercion, 85, 87, 92entre fonctions, 90, 99identit�e, 93coercion from...to..., 86Coercion, 129coh�erence, 49, 87, 96Com_law, 172Comma, 172comma (cat�egorie), 171compl�etion, 147compl�ete (cat�egorie), 162Complete, 162composition, 135d'un cône avec un foncteur, 162de coercions, 94

de foncteurs, 143de transformations naturelles, 145, 151,155conclusion, 115condition d'h�eritage uniforme, 92Condition de l'Ensemble Solution, 169, 182conuence, 27, 112locale, 112congruence, 117constante, 37d�e�nition, 44globale, 38locale, 38constructeurd'un enregistrement, 56d'un type inductif, 52contexte, 26, 38, 113accessible, 68bien form�e, 26, 39, 88d'hypoth�eses, 115continu (foncteur), 163Continuous, 163contrainte, 48contravariance, 90, 99Conv (conversion basique), 117conv, 116conversion, 42, 46, 49, 116basique, 116conversional, 118Coq, 127CoUA, 160CoUA_diese, 160CoUA_mor, 160CoUA_ob, 160cube de Barendregt, 29Cum, 49cumulativit�e (�), 45Curry-Howard (correspondance de), 32d�eclaration de coercion, 96d�eduction �equationnelle, 147Decl (variables d�eclar�ees), 38D�eclaration (d�eclaration de variables), 44Def (variables d�e�nies), 38D�e�nition (d�e�nition de constantes), 44



INDEX 219Definition, 128Dep (pr�edicat), 71diagramme cat�egorique, 146Discr, 164discr�ete (cat�egorie), 164Dom (domaine d'une a�ectation de niveau),48Dom (fonction), 74Dom (variables d'un contexte), 26, 38Dual, 138dualit�e (principe de), 159E1_diese, 167E1_mor, 167E1_ob, 167ECC, 45�echange (loi d'), 151E_diese, 166�egalisateur, 165�egalit�ed'objets, 191d�e�nitionnelle, 34, 59d�ependante, 111de classes, 92de foncteurs, 141, 143de Leibniz, 34, 110de morphismes, 141de transformations naturelles, 145propositionnelle, 34r�eexion, 111syntaxique, 24, 112E_mor, 166End, 130enregistrement d�ependant, 56ensemble dans Coq, 131entiers de Church, 30E_ob, 166�epi, 138Epic, 138Epic_law, 138eq, 110eq ind, 110Equal_Functor, 143Equal_hom, 141Equalizer, 166

Equalizer1, 167Equalizer1_fg, 167Equalizer1_hom, 167Equalizer2, 167Equalizer_law1, 165Equalizer_law2, 166Equalizer_law3, 166Equal_NT, 145equation�equationentre morphismes, 146�equation, 70Equivalence, 131�etiquette, 56Ext, 133extension d'une signature, 73extensionnalit�e, 34F (syst�eme), 29F! (syst�eme), 30FailC (conversion basique), 117Fcomp_law, 140fermeturer�eexive sym�etrique transitive, 112r�eexive transitive, 112Fid_law, 140�ltrage, 128FirstC (conversional), 119Fixpoint (op�erateur de point �xe), 53exible (terme), 71FMap, 140FMor, 141FOb, 140foncteur, 140�egalit�e, 141, 143adjoint droit, 178adjoint gauche, 178, 181composition, 143constant, 160continu, 163Hom-foncteur, 176identit�e, 143projection comma, 172r�e�ecriture, 150fonctionnel (PTS), 29



220 INDEXfonctions repr�esentables, 30forêt, 86forme normale, 112de tête, 41, 58FPA, 167Freyd (th�eor�eme du foncteur adjoint), 182FUNCLASS (classe), 91FUNCT, 146FUNCT , 146Functor, 140Functor_setoid, 143FunDiscr, 165FunSET2_l, 176FunSET2_r, 176graphe d'h�eritage, 95GTTS, 198h�eritage, 85multiple, 86h�eritage simple, 86hi�erarchie d'univers, 45HOL, 16, 200Hom (Hom-foncteur), 176Hom, 135, 136Hom-foncteur, 176Hypothesis, 130Id (morphisme identit�e), 136Id, 136Id_..._..., 129IdC (conversion basique), 117Id_CAT, 143Id_CatFunct, 145identit�eapplication, 137foncteur, 143transformation naturelle, 145morphisme, 136Identity Coercion, 129Idl_law, 136Idr_law, 136impiciteargument, 128impliciteposition, 78

sous-terme, 152syntaxe, 67, 68, 74, 79impr�edicativit�e, 32inclusion, 118incoh�erence d'univers, 49, 143, 145Inductive, 129inf�erence de types, 37, 43, 44, 47, 50, 75, 103Infer (inf�erence de types), 43, 44, 47, 50, 75,103Infix, 130in�xe (notation), 130Initial, 139initial (objet), 139instance, 85instanciation d'une m�etavariable, 69intensionnalit�e, 34Intro (tactique), 115Isabelle, 16IsCoUA, 160IsInitial, 139IsLimit, 161Iso, 139iso (isomorphisme), 139isomorphes (objets), 139isomorphisme, 139naturel, 176IsTerminal, 140IsUA, 158jugement de typage, 26{28, 40, 41, 46, 56, 88Knuth-Bendix (proc�edure), 147LCF, 16, 114LeftAdj, 178Lemma, 129lemme de Newman, 113lemmes de g�en�eration, 30Lim, 162Lim_diese, 161Limit, 162limite, 161pr�eservation de, 162Limiting_cone, 162Limit_law1, 161Limit_law2, 161



INDEX 221list (type des liste ML), 115Local, 130m�etavariable, 68d�eclar�ee, 68d�e�nie, 68instanciation, 69m�ethode, 85Map, 132Map2, 133Map_setoid, 133method , 86Mizar, 15, 193, 200ML, 114, 197d�e�nition de valeurs, 115Monic, 138monic, 138Monic_law, 138morphisme, 135�egalit�e, 141�epi, 138�equation, 146co-universel, 159identit�e, 136iso, 139monic, 138universel, 157, 181MV (ensemble des m�etavariables d'un terme),69NatIso, 176NatIso_inv, 176NatIso_mor, 176naturalit�e (loi de), 144New (coercions engendr�ees), 96normal (terme), 25normalisationen forme normale de tête faible (Whnf),41, 42, 53, 58, 70normalisation forte, 27NormalizeC (conversion), 120NQTHM, 15NT, 144NT_law, 144NT_setoid, 145Nuprl, 199

n�th�erianit�e, 112Ob, 135Ob, 136objet, 135initial, 139limite, 161terminal, 140op�erateurde �ltrage (Case:::of:::end), 52de point �xe (Fixpoint), 53de projection, 55de r�ecursion, 31optimisation des contextes valides, 43Orelse (tactical), 116OrelseC (conversional), 119OrThenC (conversional), 119p1, 163p2, 163PA, 166paire critique, 147lemme, 147paire d�ependante, 54param�etred'enregistrement, 56de classe, 89de type inductif, 52param�etre de classe, 91Partial_equivalence, 131Pd1_diese, 165Pd_diese, 163Peter Aczel (proposition de), 85Pi, 163pi, 163Pi1, 165polymorphisme, 29d'univers, 51, 144position implicite, 78pr�ec�edence, 130pr�eservationde limites, 162du typage, 27Prem, 26PROD, 175Product, 164



222 INDEXProduct1, 165Product_law1, 163Product_law2, 163produit, 163cat�egorie, 175ProgressC (conversional), 119Proj, 163Proj (fonction), 77Proj1, 165projection, 57foncteur comma, 172Prop, 32propositions-as-types, 32PTS, 27avec h�eritage, 87semi-plein, 40PVS, 16R (r�egles de PTS), 27R0 (sous-ensemble de sortes), 40R1 (sous-ensemble de couples de sortes), 40r�e�ecriture, 154adjonction, 180cat�egorie, 148conditionnelle, 117foncteur, 150relation, 114syst�eme, 114canonique, 114complet, 114transformation naturelle, 150r�eductionde tête faible en une �etape (!wh�� ), 41relation, 112r�eexion, 120r�eexivit�e, 110r�eglede PTS (R), 27primitive, 115raisonnement abstrait, 53refl equal, 110Reflexive, 131rel (type ML des relations), 116relation, 112rel, 116

canonique, 112compl�ete, 112composition, 112dans Coq, 130inverse, 112r�eduction, 112Relation, 131Repeat1C (conversional), 119RepeatC (conversional), 119restreint (syst�eme), 98ReTopC (conversional), 120Rewrite, 116RightAdj, 178Rng (fonction), 74rootclass, 86ruleC (conversion basique), 117S (sorte de PTS), 27s�emantique de Heyting, 32s�equence, 26s�equent, 115satisfaction de contraintes (j=), 48script, 114section, 130Section, 130SET (cat�egorie des Seto��des), 137SET, 137Seto��de, 132sous-Seto��de, 132Setoid, 132Setoid', 143Setoid'', 145signature, 68, 113extension, 73SimplEq (tactique), 120SimplEqL (tactique), 120SimplEqR (tactique), 120singleton (type), 169solution, 73somme forte, 54SORTCLASS (classe), 91sorte de PTS (S), 27source (classe), 92sous-but, 115sous-classe, 94



INDEX 223sous-Seto��de, 132sous-type, 85sp�eci�cation �equationnelle, 146SSC1 (Solution Set Condition), 169SSC2 (Solution Set Condition), 182Structure, 129structure math�ematique, 54SubC (conversional), 119SubClass, 129SubSetoid, 132substitution, 24, 39, 113composition, 113substitutivit�e, 110lemme, 118surcharge, 80SweepDnC (conversional), 119SweepUpC (conversional), 119sym�etrie, 110Symmetric, 131syntaxe implicite, 67, 68, 74, 79syst�emeF , 29F! , 30T , 31de types purs (PTS), 27T (syst�eme), 31tactic, 115tactical, 116tactique, 115taille des cat�egories, 144terme, 113ambigu, 48bien typ�e, 27de ECC, 45avec univers ottants, 48de PTS, 28pour PTSavec constantes, 38Terminal, 140terminal (objet), 140th�eoriedes cat�egories, 125des types, 21Then (tactical), 116

ThenC (conversional), 118Theorem, 129transformation naturelle, 144�egalit�e, 145composition horizontale, 151, 155composition verticale, 145identit�e, 145r�e�ecriture, 150Transitive, 131transitivit�e, 111lemme, 117TryC (conversional), 119typage�a la Church, 25�a la Curry, 25explicite, 25implicite, 25Type, 32Type (pr�edicat), 26typed�ependant, 28inductif, 51inf�erence, 37liste, 115n-uplet, 115principal, 46produit, 115singleton, 169sous-type, 85union, 115unit�e, 115v�eri�cation, 37Typei (univers), 45UA, 158UA_diese, 158UA_law2, 158UA_law1, 158UA_mor, 158UA_ob, 158uni�cateur, 147uni�cation, 69, 71, 74, 77Unify (uni�cation), 71, 74, 77unit (type unit�e ML), 115univers, 45



224 INDEXottant, 47incoh�erence, 49, 143, 145polymorphisme, 144universalit�e, 157universel (morphisme), 157, 181v�eri�cation de type, 37validation, 115valide (ensemble de coercions), 94variable, 23d�eclaration, 44de niveau, 48globale (axiome), 44li�ee, 24libre, 24, 39, 69Variable, 130Variables, 130V L (variables libres d'un terme), 24, 39V L� (ensemble des variables d'un terme im-plicite), 69V N (ensemble des variables de niveaux d'unterme ou de contraintes), 48Whnf (normalisation en forme normale de têtefaible), 41, 42, 53, 58, 70Whnf�, 49
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