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3.5 Sections efficaces différentielles de e+e− → e+e−ρ0
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Introduction

Le travail présenté dans cette thèse se situe dans le cadre de la chromodynamique
quantique, théorie quantique des champs qui décrit l’interaction forte. L’identification
de cette dernière remonte à la découverte du neutron et des processus de désintégration
béta dans les années 30. Ce moment historique marque un tournant dans la descrip-
tion des interactions fondamentales, en ajoutant aux interactions gravitationnelles et
électromagnétiques (dont les effets s’observent à des échelles macroscopiques), deux in-
teractions nucléaires, faible et forte, qui ne pourront être correctement appréhendées que
dans le cadre d’une théorie quantique. Jusque dans les années 50, les théories proposées
pour décrire l’interaction forte (théorie de Yukawa,...) sont essentiellement motivées
par la compréhension de la structure et de la cohésion du noyau atomique. Le concept
de partons proposé par Feynman [1] a permis d’interpréter des réactions a priori dis-
tinctes (annihilation e+e− à grande énergie, collisions leptons-hadrons à grand moment-
transféré...) comme résultant de l’interaction incohérente entre constituants ponctuels
des hadrons, les partons. L’apparition d’une zoologie de nouvelles particules (découverte
des mésons...) produites dans les premiers accélérateurs de particules à haute énergie va
permettre de faire émerger une théorie qui exploite les symétries du spectre des parti-
cules hadroniques. Dans la limite de Bjorken, les études expérimentales menées à SLAC
à la fin des années 60 vont mettre en évidence l’existence des quarks, particules fermio-
niques qui composent les hadrons et donc identifiées aux partons. La chromodynamique
quantique (QCD) s’impose alors comme la théorie de l’interaction forte dont les degrés
de libertés élémentaires sont les quarks possédant une charge de couleur et interagissant
par l’intermédiaire de gluons, eux aussi colorés. Ainsi, les gluons possèdent une dyna-
mique individuelle dans le cadre de la QCD, théorie de jauge non-abélienne construite à
partir du groupe de symétrie de jauge SU(3) [2], reprenant la caractéristique fondamen-
tale des théories de Yang-Mills proposées dans les années 50 (pour une revue générale,
consulter la référence [3]). Les quarks se transforment dans la représentation fondamen-
tale du groupe de gauge SU(3), et peuvent donc véhiculer trois couleurs (usuellement
dénommées rouge, vert et bleu). Les 8 gluons constituant les bosons de jauge de masse
nulle se transforment dans la représentation adjointe du groupe de symétrie.

La QCD présente deux propriétés cruciales pour ses études phénoménologiques : le
confinement des degrés de libertés fondamentaux de la théorie, responsable de l’absence
d’observation expérimentale directe de quarks ou de gluons (ceux-ci ne peuvent pas se
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propager librement et sont liés au sein des hadrons, seules les particules qui se tran-
forment comme des singulets de couleur de SU(3) sont observées expérimentalement),
et la liberté asymptotique[4] à courte distance, qui apporte l’image de quarks et de
gluons quasiment libres à haute énergie et qui rend possible l’utilisation de la théorie de
perturbation.

Nous passerons brièvement en revue dans le chapitre 1, la factorisation colinéaire
développée dans la QCD afin de décrire certains processus inclusifs comme la diffusion
profondément inélastique (DIS) sous une forme factorisée (dans la limite de grande vir-
tualité du photon) en un sous-processus à courte distance calculé en théorie de perturba-
tion et un processus à grande distance décrit par des objets non-perturbatifs universels,
les distributions de partons. L’évolution de ces distributions de partons en fonction de la
résolution transverse est donnée par les équations DGLAP (dues à Dokshitzer, Gribov,
Lipatov, Altarelli et Parisi [5]) et permettent de resommer les singularités colinéaires
responsables des puissances des logarithmes de l’échelle dure (donnée par la virtualité
du photon) dominants à chaque ordre de perturbation dans les distributions parto-
niques. Nous verrons que le développement en produits d’opérateurs définis sur le cône
de lumière apporte une assise théorique solide à la factorisation colinéaire.
La description reposant sur la factorisation colinéaire est aussi généralisée au niveau de
l’amplitude de certains processus exclusifs (processus pour lesquels toutes les particules
contenues dans l’état final sont observées expérimentalement). Nous présenterons plus
précisément le cas des amplitudes de distribution, fonctions d’onde d’états hadroniques
(donc associées à des amplitudes de probabilité) qui remplacent les distributions de
partons (interprétées comme des densités de probabilit́e) dans la description de proces-
sus exclusifs et qui possèdent une définition similaire en terme d’opérateurs non-locaux
définis sur le cône de lumière. Ayant présenté ces outils, nous les emploierons dans le
cas particulier d’un processus exclusif de production de paires d’états liés hadroniques
constitués par des mésons vecteurs de polarisation longitudinale (qui domine et simplifie
notre approche), dans les diffusions entre deux photons,

γ∗γ∗ → ρ0
Lρ

0
L .

Le couplage ponctuel des deux photons aux courants fermioniques permet d’obtenir une
expression simple du sous-processus dur, en termes d’interactions entre quark et gluon
à une certaine résolution donnée par les virtualités des photons. Nous pourrons alors
étudier l’émergence de différentes formes de factorisations de son amplitude de diffusion
apparaissant dans divers régimes d’énergie ; celles-ci pourront être décrites par des ou-
tils théoriques variés (amplitude de distribution généralisée et amplitude de distribution
de transition, que nous définirons), ce qui nous permettra de considérer ce processus
comme un laboratoire unique pour tester les conditions d’émergence de ces différents
formalismes caractérisant les propriétés de factorisation de l’amplitude de diffusion. Les
énergies considérées dans ce chapitre correspondent à une contribution dominante de
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l’échange de quarks, puisque ceux-ci interviennent à un ordre plus bas que les gluons
dans le développement perturbatif en puissance de la constante de couplage fort g, à
savoir à l’ordre g2.

Néanmoins l’approche perturbative n’est pas toujours accessible (quand le processus
est dépourvu d’échelle dure fournie par exemple par un grand moment transféré ou par
la virtualité d’un photon), ce qui a pendant longtemps pesé sur le statut définitif de
la QCD pour appréhender les processus de diffusion qui ne peuvent être uniquement
compris en termes d’interactions élémentaires entre quarks et gluons. Jusqu’au milieu
des années 60, les théories de Regge sont utilisées dans la description des diffusions
hadroniques (par exemple les diffusions proton-proton) à grande énergie dans le centre
de masse et prévoient notamment l’échange dans la voie t d’un objet (de nature non-
perturbative) possédant les nombres quantiques du vide, le Poméron. Nous présenterons
dans le chapitre 2 le statut du Poméron des theories de Regge puis étudierons la nature
du Poméron dur décrit dans le cadre de la limite de Regge de la QCD perturbative
(lorsque la variable de Mandelstam usuelle s, définie par le carré de l’énergie dans le
centre de masse, est asymptotiquement grande devant les autres échelles mises en jeu
dans le processus étudié), résultat de la procédure de resommation BFKL (acronyme
de ses inventeurs Balitskii, Fadin, Kuraev et Lipatov [6]) des singularités molles ap-
paraissant à haute énergie. En effet, lorsque l’on considère un processus de diffusion à
haute énergie dans le centre de masse, les corrections quantiques décrites dans le cadre
de la QCD perturbative, font apparâıtre des termes proportionnels à des puissances de
logarithmes de s pouvant potentiellement compenser la faible valeur de la constante de
couplage de QCD. Il est ainsi indispensable de resommer ces termes singuliers dominants
à chaque ordre de perturbation dans une série infinie. Cette resommation est effectuée
par l’équation BFKL dans cette approximation dite des “logarithmes dominants”. Nous
pouvons interpréter cette procédure comme décrivant l’habillage des partons de grand
moment longitudinal par des gluons mous, c’est-à-dire émis en cascade et emportant une
fraction d’impulsion longitudinale très faible de leur parent, à impulsion transverse fixe.
Un des points importants de cette description est la factorisation dans l’espace bidimen-
sionnel des impulsions transverses (ou k⊥-factorisation) de l’amplitude de diffusion du
processus.

Nous considérerons dans le chapitre 3 le processus exclusif γ∗γ∗ → ρ0
Lρ

0
L dans la

limite de Regge de QCD. Nous utiliserons dans ce chapitre la factorisation colinéaire
pour décrire l’hadronisation en mésons dans l’état final, comme nous l’avons présenté
dans le chapitre 1. Le formalisme de l’équation BFKL (introduit au chapitre 2) établit la
k⊥-factorisation en moment transverse de l’amplitude de diffusion du processus, dont la
contribution dominante à haute énergie est donnée par l’́echange de gluons dans la voie
t. Ce processus de diffusion entre photons virtuels est particulièrement intéressant dans
ce cas puisque les virtualités non nulles des photons empêchent la diffusion de l’échelle de
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gluons vers la région non-perturbative des moments infrarouges, la k⊥-factorisation ne
permettant pas la séparation entre échelles perturbatives et non-perturbatives, parfaite-
ment réalisée par la factorisation colinéaire. Nous proposerons à partir de l’étude de ce
processus exclusif un test fin de la resommation BFKL auprès du projet de collisionneur
linéaire international ILC et démontrerons pour cela que les conditions exigées par la
factorisation colinéaire (avoir des échelles dures apportées par les virtualités des photons
suffisantes) et par la k⊥-factorisation (qui s’établit dans la limite de grande énergie dans
le centre de masse du système γ∗γ∗) sont compatibles avec les conditions expérimentales
accessibles dans le cadre du projet de collisionneur linéaire international ILC.
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Chapitre 1

Propriétés de factorisation
colinéaire du processus γ∗γ∗ → ρ0

Lρ
0
L

1.1 Introduction générale à la diffusion profondément

inélastique

Le processus emblématique pour tenter de comprendre la nature des interactions
fortes consiste à révéler la structure interne d’un proton avec une sonde électromagnéti-
que : il s’agit du processus inclusif de diffusion profondément inélastique (DIS, pour
Deep-Inelastic-Scattering), dont la section efficace totale inclusive peut être directement
mesurée dans une expérience. Elle est obtenue en sommant tous les états finals ha-
droniques X intermédiaires possibles (cf. la fig.1.1) et se sépare en un sous-processus
leptonique décrit par le tenseur Lµν et une partie hadronique contenue dans le tenseur
Wµν qui concerne l’interaction entre la sonde très énergétique radiée par l’électron de
moment k -un photon virtuel de moment q (de genre espace q2 = −Q2 < 0)- et le proton
de moment P :

E ′dσ
e−N

d3k′ =
e2

8π2(s−m2
P
)q4

LµνWµν . (1.1.1)

Nous avons introduit l’énergie E ′ et l’impulsion k′ du lepton diffusé, la masse mP du
proton ainsi que les invariants de Lorentz suivants : le carré de l’énergie dans le centre
de masse s = (P + k)2, ν = P · q, x = Q2/2ν, et y = q · p/k · p. Le cas particulier d’une
collision élastique est donné par x = 1.
La partie leptonique peut être calculée exactement. A l’ordre le plus bas dans la

constante de couplage électromagnétique αe = e2/4π (qui apparâıt dans l’équation
précédente), on obtient

Lµν = 2(kµk′ν + k′µkν − gµνk · k′), (1.1.2)
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k
k’

P

θ

q





X

Fig. 1.1 – Le processus de diffusion profondément inélastique d’un électron de moment
k sur un proton de moment P .

avec un électron de masse nulle. La transition du proton initial
∣

∣N(P )
〉

en un état
hadronique

∣

∣X
〉

est contenue dans l’élément de matrice
〈

X
∣

∣Jµ(0)
∣

∣N(P )
〉

du courant
électromagnétique Jµ qui se couple au photon, ce qui permet d’écrire le tenseur hadro-
nique selon

4πWµν ≡
∑

etats X

∫

[dΦX ](2π)4δ(P + q − PX )

×
〈〈

N(P )
∣

∣J†
ν(0)

∣

∣X
〉〈

X
∣

∣Jµ(0)
∣

∣N(P )
〉〉

spin

=

∫

d4y eiq·y 〈〈

N(P )
∣

∣J†
ν(y)Jµ(0)

∣

∣N(P )
〉〉

spin
(1.1.3)

après avoir effectué une translation sur le courant électromagnétique Jν(0) afin de l’ex-
primer au point d’espace-temps y, J†

ν(y) = eiP̂ ·yJ†
ν(0)e−iP̂ ·y, et utilisé la relation de

complétude sur les états X,
∑

∫

[dΦX ] = 1.
La symétrie par parité et par renversement du temps, Wµν = Wνµ, ainsi que l’invariance
de jauge qµW µν = qνW µν = 0, permettent d’écrire le tenseur hadronique sous la forme :

Wµν = −
(

gµν −
qµqν
q2

)

F1(x, Q2) +
1

ν

(

Pµ − qµ
P.q

q2

)(

Pν − qν
P.q

q2

)

F2(x, Q2). (1.1.4)

Dans le repère de moment infini, dans lequel le proton se déplace à une vitesse très
proche de celle de la lumière (en négligeant donc sa masse), la section efficace devient :

dσe−N

dxdQ2
=

4πα2
e

Q4

[

(

1 + (1− y)2
)

F1(x, Q2) +
1− y

x
FL(x, Q2)

]

, (1.1.5)

avec FL = F2 − 2xF1.
Les termes proportionnels aux fonctions de structure F1(x, Q2) et FL(x, Q2) corres-
pondent respectivement aux sections efficaces d’interaction du proton avec un photon
virtuel respectivement transverse et longitudinal.
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0
L

SLAC
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F
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FL vs. F2 for Q2 = 20 GeV2

x
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2

1.5

1

0.5

0

Fig. 1.2 – mesures des fonctions de structure F2(x, Q2) et FL(x, Q2) à SLAC.

Dans la limite de Bjorken Q2 → ∞ et x fixe, les études expérimentales menées à
SLAC (Stanford Linear Accelerator Center) à la fin des années 60 (courbes de la fig.1.2)
montrent une invariance d’échelle vérifiée par la fonction de structure F2, appelée sca-
ling de Bjorken [7] : on observe sur la gauche de la fig.1.2, les mesures de F2(x, Q2)
en fonction de x sur un grand domaine de variation de la virtualité Q2 du photon ;
celles-ci semblent se réunir en une courbe unique et continue, indiquant une très faible
dépendance de F2 en Q2 dans ce régime cinématique. On observe sur la courbe de droite
une large prédominance de F2 sur FL qui prend des valeurs proches de zero (signifiant
que la contributon majeure provient des photons de polarisation transverse), en accord
avec la relation de Callan-Gross [8] :

FL = F2 − 2xF1 = 0. (1.1.6)

Feynman et Bjorken proposent alors le modèle des partons näıfs[1], dans lequel le
proton est constitué de particules fermioniques ponctuelles, les partons, afin de com-
prendre l’observation du scaling de Bjorken et la relation de Callan-Gross (1.1.6).
La section efficace de collision (élastique dans ce cas) d’un électron avec un parton
ponctuel (quark) de charge eq qui emporte une fraction z du moment longitudinal P du
proton s’écrit

dσe−q

dxdQ2
=

4πα2
e

Q4

[

1 + (1− y)2
]

e2
q

1

2
δ(x− z). (1.1.7)

En multipliant cette section efficace par la densité de probabilité q(z) de trouver un
quark de fraction longitudinale comprise entre z et z + dz, puis la comparant avec
l’eq.(1.1.5), nous obtenons en intégrant sur z

F1(x) =
∑

q,q̄

∫ 1

0

dz q(z)
e2

q

2
δ(x− z) ,

F2(x) = 2xF1(x). (1.1.8)
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F2 et F1 ne dépendent que de x donc le modèle des partons näıfs permet bien de retrouver
le scaling de Bjorken ; la relation de Callan-Gross est alors une conséquence directe du
spin 1/2 des partons, particules ponctuelles ainsi identifiées aux quarks. Mais ce modèle
de partons est équivalent à une théorie de champs libres (comme nous le verrons plus
loin) sur le cône de lumière ce qui s’avère bien insuffisant pour décrire l’état hadronique,
de même qu’il ne pourra pas dépasser la description du scaling de Bjorken dont la
violation est observée à petit x, et qui sera décrite dans le cadre de la QCD perturbative,
apportant ainsi un des premiers tests de validité de la théorie.

1.2 La factorisation colinéaire en QCD

Tous les calculs effectués dans le cadre de la QCD perturbative au delà de l’ordre
dominant doivent être renormalisés et définis dans un certain schéma de renormalisation.
Ceci introduit une échelle dite de renormalisation µ, mais dont toute observable physique
O ne doit pas dépendre :

µ2dO(µ)

dµ2
= 0. (1.2.9)

En faisant apparâıtre la dépendance dans la constante de couplage αs, cette relation
s’écrit :

µ2dO(µ,αs)

dµ2
=

(

µ2 ∂

∂µ2
+ β(αs)

∂

∂αs

)

O(µ,αs) (1.2.10)

= 0

avec la fonction β(αs) = µ2 dαs
dµ2 . L’equation précédente est résolue en introduisant une

dépendance d’échelle dans la constante de couplage fort αs(µ). Ainsi la fonction β se
calcule en théorie de perturbation

β(αs) = −β0α
2
s − β1α

3
s − ... (1.2.11)

où β0 est le coefficient bien connu de l’ordre dominant, avec Nc le nombre de couleur et
Nf le nombre de saveur de quarks,

β0 =
11
3 Nc − 2

3Nf

4π
. (1.2.12)

Ainsi à l’ordre dominant, αs(µ) est déterminée par

µ2dαs(µ)

dµ2
= −β0α

2
s (1.2.13)

ce qui se réécrit après introduction de la constante d’intégration ΛQCD,

αs(µ) =
1

β0 ln(µ2/Λ2
QCD)

. (1.2.14)
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Propriétés de factorisation colinéaire du processus γ∗γ∗ → ρ0
Lρ

0
L

Cette équation exhibe clairement pour un nombre de saveurs inférieur à 16 la liberté
asymptotique [4] vérifiée par la QCD. ΛQCD, paramètre fondamental de QCD, ne peut
pas être calculé théoriquement mais indique la frontière entre les secteurs perturbatif et
non-perturbatif de la théorie. Sa valeur dépend du schéma de renormalisation et se situe
autour de 200 MeV. La théorie de perturbation sera donc légitime pour des processus
faisant apparâıtre une échelle dure grande devant ΛQCD de sorte que la constante de
couplage αs ne soit pas trop importante.

En revenant au modèle des partons näıfs, nous allons voir comment la QCD per-
turbative permettra de l’améliorer en considérant des partons dont l’échelle transverse
typique ne sera plus négligeable devant la virtualité du photon et fera donc apparâıtre
des corrections en puissances de logarithmes de cette échelle transverse, cöıncidant ainsi
avec la violation du scaling de Bjorken des fonctions de structure : dans le cadre du
modèle des partons, ceux-ci ne voient pas leur nombre ni leurs impulsions varier pen-
dant le temps de la collision (ie l’interaction ponctuelle avec la sonde), tandis que dans
le cadre de QCD, les partons peuvent acquérir une impulsion transverse importante au
cours de la collision : un quark peut par exemple émettre un gluon avant d’interagir
avec le photon, et acquérir ainsi un moment transverse k⊥ non-négligeable avec une pro-
babilité proportionnelle à αs

∫

dk2
⊥/k2

⊥. Le domaine d’intégration s’étend d’une échelle
µ marquant la frontière avec la physique non-perturbative à l’échelle dure Q, ce qui
produira le terme en αs log Q2

µ2 responsable de la violation de scaling.
Il sera alors possible de calculer une expression des fonctions de structure dans une forme
factorisée entre une fonction de distribution partonique qui contiendra les singularités
colinéaires (générées par les émissions de partons de moment transverse k⊥ ' 0) et un
terme dur calculable ordre par ordre en théorie de perturbation et débarassé de ces
divergences. Nous pouvons illuster cette procédure dans le cas de F2(x, Q2) qui s’ écrit
au premier ordre en αs

F2(x, Q2) = x
∑

q,q̄

e2
q

[

q0(x) +
αs

2π
log

Q2

µ2

∫ 1

x

dy

y
q0(y)Pqq(x/y)

]

+ O(α2
s). (1.2.15)

Nous avons introduit la distribution de quark “nue” q0 qui contient les singularités co-
linéaires et ne peut donc pas faire l’objet d’une observation expérimentale. Nous pouvons
alors définir la distribution de quark renormalisée q(x, µ2)

q(x, µ2) = q0(x) +
αs

2π
log

Q2

µ2

∫ 1

x

dy

y
q0(y)Pqq(x/y) + O(α2

s) (1.2.16)

qui dépend de l’échelle de renormalisation µ. En assimilant cette échelle de renorma-
lisation à l’échelle de factorisation, nous pouvons dégager une image intuitive assez
simple dans laquelle les partons émis avec une impulsion transverse inférieure à µ seront
considérés comme faisant partie de la structure non-perturbative du proton encodée
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par q(x, µ2) tandis que les autres participeront au sous-processus dur (s’opérant sur de
courtes distances) calculé en théorie de perturbation. Nous obtenons cette expression
factorisée de F2(x, Q2) au premier ordre en αs :

F2(x, Q2) = x
∑

q,q̄

e2
q

∫ 1

x

dy

y
q(y, µ2)

[

δ(1−
x

y
) +

αs

2π
log

Q2

µ2
Pqq(x/y) + O(α2

s)

]

(1.2.17)

Plus généralement, nous pourrons définir les fonctions de distribution partoniques (PDF,
parton distribution function) fj -l’indice j dénote un (anti)quark de saveur (q̄)q ou un
gluon- qui apparaissent dans les expressions factorisées des fonctions de structure à
un ordre de perturbation quelconque (nous justifierons plus loin la forme des termes
correctifs) :

F1(x, Q2) =
∑

j

∫ 1

x

dy

y
C1j(x/y, Q2/µ2) fj(y, µ2) + O(

m2
P

Q2
), (1.2.18)

F2(x, Q2) =
∑

j

∫ 1

x

dy C2j(x/y, Q2/µ2) fj(y, µ2) + O(
m2

P

Q2
), (1.2.19)

avec la partie dure C(x/y, Q2/µ2) qui caractérise le sous-processus à courte distance,
calculable ordre par ordre en théorie de perturbations, et la partie non-perturbative
f(y, µ2/m2) qui absorbe les phénomènes à grande distance, définie à partir d’élément
de matrice d’opérateurs non-locaux sur le cône de lumière comme nous le verrons plus
loin. Les dépendances dans l’échelle de factorisation de C(x/y, Q2/µ2) et de f(y, µ2/m2)
doivent se compenser de sorte que les fonctions de structure F2(x, Q2) soient des obser-
vables physiques donc indépendantes de µ. Par exemple dans le cas de F2, nous pouvons
écrire

µ
dF2(x, Q2)

dµ
= 0. (1.2.20)

Nous obtenons donc l’évolution de C et f en µ décrite par les équations du groupe de
renormalisation :

µ
dC(Q2/µ2,αs(µ))

dµ
= −P (αs(µ))⊗ C(Q2/µ2),

µ
df(µ2/m2,αs(µ))

dµ
= +P (αs(µ))⊗ f(µ2/m2,αs(µ)), (1.2.21)

où P (αs(µ)) est le noyau de l’opérateur d’évolution équivalent aux fonctions de split-
ting (1.2.23) présentées ci-dessus à l’ordre le plus bas en αs. Avec le choix µ = Q
pour l’échelle de factorisation, l’équation (1.2.21) du groupe de renormalisation est iden-
tique à l’ équation DGLAP (Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi) [5] qui gouverne
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l’évolution en Q2 des fonctions de distribution partoniques et permet de resommer les sin-
gularités colinéaires responsables des puissances des logarithmes dominants (αs log Q2

µ2 )n

à chaque ordre de perturbation dans les distributions partoniques universelles fi(x, Q2).
A l’ordre αs(Q), nous pouvons écrire

Q2∂fi(x, Q2)

∂Q2
=
αs(Q)

2π

∫ 1

x

dy

y
Pij(x/y)fj(y, Q2) (1.2.22)

où les fonctions de splitting Pij(z) caractérisent la transition dure calculable en théorie
de perturbation, d’un parton j en un parton i emportant une fraction z de son moment
longitudinal et s’écrivent à l’ordre dominant (LO, Leading-Order) :

Pqq(z) = CF
1 + z2

(1− z)+
+ 2δ(1− z), (1.2.23)

Pgg(z) = 2CA

(

1− z

z
+

z

(1− z)+
+ z(1− z)

)

+
11CA − 2Nf

6
δ(1− z), (1.2.24)

Pqg(z) =
1

2

(

z2 + (1− z)2
)

, (1.2.25)

Pgq(z) = Pqq(1− z), (1.2.26)

avec CF = (N2
c −1)/2Nc, CA = Nc = 3 les Casimir du groupe de gauge SU(Nc), et Nf le

nombre de saveur des quarks. La distribution 1/(1− z)+ est définie pour toute fonction
régulière f(z) :

∫ 1

0

dz
f(z)

(1− z)+
=

∫ 1

0

dz
f(z)− f(1)

1− z
. (1.2.27)

Notons que les fonctions de splitting sont actuellement connues jusqu’à l’ordre NNLO
(Next-to-Next-to-Leading Order [9]). L’équation intégro-différentielle générique DGLAP
prédit la dépendance en Q2 des distributions partoniques et indique ainsi comment les
densités de quarks et de gluons sont modifiées en fonction de la résolution spatiale de
la sonde (de taille transverse typique 1/Q). Une transformation de Mellin permet de
démêler la convolution et rend ainsi l’équation algébrique, dont l’expression peut alors
être évaluée numériquement. La stratégie consiste alors à faire un fit expérimental des
distributions partoniques à une certaine échelle Q0 relativement basse en dessous de la-
quelle la théorie de perturbation ne s’applique plus, et en utilisant les équations DGLAP
nous pouvons en déduire la valeur des distributions partoniques à une échelle supérieure
Q, permettant ainsi de comparer les valeurs prédites des fonctions de structure aux me-
sures expérimentales sur un grand intervalle de Q.
Essayons de comprendre les origines dynamiques de la factorisation colinéaire qui per-
met de resommer les singularités colinéaires à chaque ordre de perturbation dans les
distributions partoniques universelles fi(x, Q2) qualifiant la structure intrinsèquement

11



La factorisation colinéaire en QCD

non perturbative du proton : la description réalisée dans le cadre de l’équation DGLAP
repose sur des émissions successives de partons émis avec des impulsions transverses
fortement ordonnées : Q2 ) k2

⊥n ) · · · ) k2
⊥1 ) µ2 où l’échelle de factorisation µ

marque la frontière entre le régime perturbatif et la région non perturbative (étalée
sur de grandes distances, qui concerne donc les effets du confinement des degrés de li-
berté de la théorie) dont l’information est contenue dans les distributions partoniques.
La séparation des échelles de temps est cruciale pour établir la factorisation : si nous
considérons un parton parent de moment p se scindant en deux partons fils (qui em-
portent les fractions d’impulsion respectives z et (1 − z)), le temps typique de cette
fluctuation sera de l’ordre de 2z(1−z)p

k2
⊥

alors que le temps d’interaction typique de ce par-

ton avec le photon virtuel (au cours de la collision) sera de l’ordre de p
Q2 par conséquent

bien inférieur (pour les contributions colinéaires considérées) à l’échelle de temps ty-
pique de fluctuation d’un parton dans le hadron. Ainsi les fluctuations des partons dans
le proton donnant lieu aux singularités colinéaires s’opèrent sur des échelles de temps
bien supérieure à celle du processus dur et seront donc int́egrées dans les fonctions de
distributions partoniques. Nous pouvons retrouver le même argument d’après la dila-
tation du temps de vie moyen d’un parton dans le proton quand on se place dans le
repère de Bjorken, dans lequel le moment du proton tend vers l’infini. Le théorème de
factorisation [10] permet de justifier le calcul de l’évolution en Q2 à tous les ordres en
théorie de perturbation indépendamment de l’échelle µ.

Nous allons maintenant présenter l’approche basée sur le développement en produits
d’opérateurs (OPE, operator product expansion, cf.[11]) définis sur le cône de lumière,
valide à grand Q2, qui permet d’obtenir une démonstration rigoureuse de la factorisa-
tion colinéaire pour le processus DIS notamment, et de qualifier précisément les termes
correctifs à la factorisation colinéaire en puissance de 1

Q2 qui apparaissent dans les ex-
pressions factorisées (1.2.18) et (1.2.19) des fonctions de structure. Pour cela, partant
de l’expression (1.1.4) du tenseur hadronique Wµν nous en déduisons l’expression de
l’amplitude Tµν du processus vers l’avant (sans transfert de quadri-impulsion)

4πTµν ≡ i

∫

d4yeiq·y 〈〈N(P )
∣

∣T [J†
µ(y)Jν(0)]

∣

∣N(P )
〉〉

spin
, (1.2.28)

dont la partie imaginaire (définie comme la discontinuité le long de la coupure 1/x ≥ 1
dans le plan ω = 1/x complexe) est reliée à celle de W µν par le théorème optique
(démontré à partir de l’unitarité de la matrice S, cf.[12]) :

Wµν = 2 Im Tµν . (1.2.29)

Nous allons développer le T-produit des courants apparaissant dans l’expression
(1.2.43) de Tµν en utilisant les techniques de l’OPE : considérons pour cela un produit
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d’opérateurs locaux A(y)B(0). Le développement en produit d’opérateurs consiste à
considérer la limite yµ → 0 où les deux opérateurs A et B sont évalués au même point
d’espace-temps, conduisant au comportement singulier du corrélateur précédent qui peut
alors se développer sous la forme suivante

A(y)B(0) =
yµ→0

∑

i

Ci(y) Oi(0) , (1.2.30)

où les Ci(y) sont des c−nombres fonctions de yµ, appelés coefficients de Wilson, qui
contiennent la singularité en yµ → 0 et les Oi sont des opérateurs locaux réguliers
possédant les même nombres quantiques que le corrélateur A(y)B(0).
Dans le cas du processus DIS que nous considérons dans la limite de Bjorken, nous
allons voir que le domaine cinématique qui domine le développement du T-produit
T [J†

µ(y)Jν(0)] n’est pas donné par la limite yµ → 0, mais par la distance invariante
d’espace temps y2 → 0 : en effet, si nous écrivons le quadri-moment du photon dans un
référentiel où

qµ =
1

mP

(ν, 0, 0,
√

ν2 + m2
P
Q2) , (1.2.31)

ses composantes q+ ≡ q0+q3
√

2
et q− ≡ q0−q3

√
2

sur le cône de lumière deviennent dans la

limite de Bjorken où Q2 →∞ et x→ cste (donc ν →∞),

q+ ∼ cste
ν

mP

, q− ∼ cste mP x . (1.2.32)

L’intégration sur yµ dans l’expression (1.1.3) de W µν donne une contribution non nulle
seulement pour des valeurs finies de |q · y| = |q+y− + q−y+ − q⊥ · y⊥| apparaissant dans
la phase oscillante eiq·y, c’est à dire dans la région

y− ∼ cste
mP

ν
, y+ ∼ cste

1

mP x
. (1.2.33)

La distance invariante y2 = 2y+y− − y2
⊥ ≤ 2y+y− qui sépare les deux courants vérifie

donc dans la limite de Bjorken, y2 ≤ cste 1
Q2 . D’autre part, dans la région physique

du processus de diffusion profondément inélastique, q2 ≤ 0 et P 2
X ≥ m2

P
, nous pouvons

remplacer le produit des courants dans l’expression (1.1.3) de W µν par leur commutateur
qui s’annule pour un quadri-vecteur yµ de genre espace (condition de causalité).
Nous obtenons finalement dans la limite de Bjorken, une contribution dominante du
processus DIS dans la région du cône de lumière, représentée sur la fig.(1.3)

0 ≤ y2 ≤ cste
1

Q2
. (1.2.34)

Le produit ordonné en temps précédent possède une décomposition simple qui ex-
ploite l’invariance de Lorentz et la conservation des courants
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z

t

y2 = 1/Q2

Fig. 1.3 – Région d’espace-temps qui domine dans la limite de Bjorken.

T [J†
µ(y)Jν(0)] = (∂µ∂

′
ν − gµ ν∂ · ∂′)O1(y, 0)

+ (gµ λ ∂ · ∂′ − ∂λ∂
′
µ)(gρ ν ∂ · ∂′ − ∂ρ∂

′
ν)O2

λρ(y, 0)

+ · · · (1.2.35)

dont nous n’avons pas fait apparâıtre la partie antisymétrique qui ne contribue pas aux
fonctions de structure moyennées sur le spin. Les opérateurs de dérivée partielle ∂µ et
∂′µ agissent respectivement sur les variables de gauche et de droite dans l’argument des
opérateurs bilocaux O(x, x′). Le développement sur le cône de lumière (quand y2 → 0 )
de ces opérateurs fait apparâıtre une base d’opérateurs locaux composites qui réalisent
une représentation du groupe de Lorentz, ce qui nous permet de les noter Oµ1···µs avec s
le spin de l’opérateur et l’index i qui distingue différents opérateurs de même structure
de Lorentz :

O1(y, 0) =
∑

i,s

C(i)
1,s(y

2) yµ1 · · · yµs O
µ1···µs
1,i (0) . (1.2.36)

Oλρ
2 (y, 0) =

∑

i,s

C(i)
2,s(y

2) yµ1 · · ·yµs O
µ1···µsλρ
2,i (0) . (1.2.37)

Après deux intégrations par partie successives, faisant agir les dérivées partielles sur le
terme eiq·y et négligeant les termes de bord, nous pouvons écrire pour expression de Tµν :

4πTµν = i(qµqν − q2gµν)
∑

i,s

〈

〈

N(P )
∣

∣Oµ1···µs
1,i (0)

∣

∣N(P )
〉

〉

spin

∫

d4yeiq·yC(i)
1,s(y

2) yµ1 · · · yµs

+ i(gµλq
2 − qλqµ)(gρνq

2 − qρqν)
∑

i,s

〈

〈

N(P )
∣

∣Oµ1···µsλρ
2,i (0)

∣

∣N(P )
〉

〉

spin

×
∫

d4y eiq·y C(i)
2,s(y

2) yµ1 · · ·yµs . (1.2.38)
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Les éléments de matrice des opérateurs composites entre les états
∣

∣N(P )
〉

du proton
présentent les structures tensorielles suivantes :

〈

〈

N(P )
∣

∣Oµ1···µs
1,i (0)

∣

∣N(P )
〉

〉

spin
= P µ1 · · ·P µs A(i)

1,s + termes de trace, (1.2.39)

〈

〈

N(P )
∣

∣Oµ1···µsλρ
2,i (0)

∣

∣N(P )
〉

〉

spin
= P λP ρP µ1 · · ·P µs A(i)

2,s+2 +termes de trace, (1.2.40)

où les termes de trace contiennent des tenseurs métriques gµiµj (donnant lieu à des

termes sous-dominants dans la limite de Bjorken) et les A(i)
s sont des éléments de matrice

d’opérateurs .
En définissant les transformées de Fourier des fonctions coefficients C(i)

s par

i C̃(i)
1,s(Q

2) (
Q2

2
)−s−1 qµ1 · · · qµs =

∫

d4y eiq·y C(i)
1,s(y

2) yµ1 · · · yµs (1.2.41)

−i

2
C̃(i)

2,s+2(Q
2) (

Q2

2
)−s−3 qµ1 · · · qµs =

∫

d4y eiq·y C(i)
2,s(y

2) yµ1 · · · yµs , (1.2.42)

nous obtenons finalement

Tµν = 2
∑

i,s

[

A(i)
1,s C̃(i)

1,s(Q
2) (

qµqν
q2
− gµν)

+
2

Q2
A(i)

2,s+2 C̃(i)
2,s+2(Q

2)(Pµ − qµ
P.q

q2
)(Pν − qν

P.q

q2
)

]

ωs (1.2.43)

en ayant défini ω = 2P.q
−q2 = 1

x . Le tenseur Tµν est pair en ω (symétrie de croisement)
donc la somme dans l’expression précédente s’effectue sur des valeurs paires du spin s.
La série converge dans le disque de rayon 0 < ω < 1, mais cette région cinématique
n’est pas accessible physiquement. Nous allons atteindre la région physique ω ≥ 1 en

ω

+1-1

Fig. 1.4 – Le contour d’intégration C dans le plan complexe ω, déformé dans la région
physique.

considérant l’intégrale de la fonction analytique Tµν(ω)
ωs dans le plan complexe ω sur le

15



La factorisation colinéaire en QCD

contour C (cf. la fig.1.4) que nous déformons afin qu’il entoure les coupures situées sur
l’axe réel pour ω ≤ −1 et ω ≥ 1 :

1

2iπ

∮

C

Tµν

ωn
=

2

π

∫ ∞

1

dω

ωn

Tµν(ω + iε)− Tµν(ω − iε)

2i

=
2

π

∫ ∞

1

dω

ωn
Wµν

d’après l’eq.(1.2.29). Nous obtenons donc

2

∫ 1

0

dxxn−2Wµν =
1

2iπ

∮

C

Tµν

ωn
. (1.2.44)

D’après l’expression (1.2.43), l’intégration sur le contour C se réduit simplement à

1

2iπ

∮

C

dω

ωn−s
= δs,n−1 . (1.2.45)

Nous pouvons ainsi écrire les règles de somme des moments de Mellin des fonctions
de structure F1 et F2 en utilisant la relation de dispersion précédente (1.2.44) qui relie
l’expression (1.2.43) de l’amplitude Compton vers l’avant Tµν aux fonctions de structure
F1 et F2 définies dans la décomposition (1.1.4) du tenseur hadronique Wµν :

∫

dxxn−1F1(x, Q2) =
∑

i

A(i)
1,nC̃(i)

1,n(Q
2) (1.2.46)

∫

dxxn−2F2(x, Q2) =
∑

i

A(i)
2,nC̃(i)

2,n(Q2) . (1.2.47)

Les équations précédentes établissent ainsi, dans le formalisme du développement en
produit d’opérateurs sur le cône de lumière, la propriété de factorisation colinéaire entre
les fonctions coefficients C̃(i)

n qui décrivent le sous-processus dur et calculables pertur-
bativement, et les éléments de matrice A(i)

n de nature non-perturbative, équivalents aux
moments de Mellin des densités partoniques qui apparaissaient dans les formes facto-
risées des eqs.(1.2.18) et (1.2.19). Notons que dans le cas de champs sans interaction, ces
quantités sont indépendantes de Q2 ce qui conduit au scaling de Bjorken. La dépendance
dans l’échelle de renormalisation des opérateurs apparaissant dans les A(i)

n introduira
une dépendance logarithmique en Q2 qui brisera cette invariance d’échelle. Nous allons
maintenant caractériser plus précisément la forme des opérateurs locaux composites qui
dominent le développement sur le cône de lumière des opérateurs bilocaux donnés par
les eqs.(1.2.36) et (1.2.37) que nous écrivons de manière générique :

O(y, 0) =
∑

i,s

C(i)
s (y2) yµ1 · · · yµs O

µ1···µs
i (0) . (1.2.48)
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Pour cela nous introduisons le twist τs,i de l’opérateur Oµ1···µs
i , défini comme la différence

de sa dimension canonique ds,i et de son spin s. Le comportement singulier de la fonction

coefficient C(i)
s (y2) lorsque y2 → 0 détermine ainsi la classe d’opérateurs qui domine le

développement sur le cône de lumière dans la limite de Bjorken, et s’écrit

C(i)
s (y2) ∼

y2→0

1

(y2)dj−τs,i/2
. (1.2.49)

dj = 3 est la dimension canonique du courant électromagnétique et nous constatons
que le twist est la quantité pertinente pour déterminer la puissance de la singularité
des fonctions coefficients sur le cône de lumière et donc du comportement dominant à
grand Q2 de leurs transformées de Fourier directement reliées aux fonctions de structure
dans les eqs.(1.2.46) et (1.2.47). Les opérateurs Oµ1···µs

i de twist le plus bas égal à 2
sont donc à l’origine du comportement dominant des fonctions de structure F1 et F2

de DIS. Les contributions sous-dominantes qui correspondent à des opérateurs de twist
plus élevé sont supprimées en puissance de 1/Q2, comme nous l’avions anticipé dans les
expressions (1.2.18) et (1.2.19).

Nous pouvons définir trois types d’opérateurs composites locaux de twist minimal
égal à 2 et invariants de jauge en exploitant leur propriétés de transformation par le
groupe de saveur SU(Nf ) (symétrie exacte puisque les masses des quarks sont négligées) :

Oµ1···µs
q (x) = is−1 ψf(x)γ{µ1Dµ2 · · ·Dµs}ψf (x)

Oµ1···µs
g (x) = is−2 Fα

{µ1(x)Dµ2 · · ·Dµs−1F µs}α(x)

Oa, µ1···µs

NS (x) = is−1 ψf (x)λaγ{µ1Dµ2 · · ·Dµs}ψf (x) , (1.2.50)

les crochets signifient une symétrisation des indices de Lorentz (nous considérons des
fonctions de structure non polarisées) et la soustraction des termes de trace, les dérivées
covariantes Dµ = ∂µ+igAa

µt
a assurent l’invariance de jauge des opérateurs. Ces opérateurs

locaux ont une dimension canonique égale à s+2 et un spin s, leur twist est bien égal à 2.
Les opérateurs Oµ1···µs

q et Oµ1···µs
g se transforment comme des singulets sous le groupe de

saveur, tandis que l’opérateur Oa, µ1···µs
NS appartient à la représentation adjointe du groupe

SU(Nf ) (les λa sont les générateurs du groupe avec a = 1, · · · , N2
f − 1)) et sera appelé

opérateur composite non-singulet (NS). Notons que les opérateurs composites singulets,
possédant les même nombres quantiques, donneront lieu à un mélange d’opérateurs sous
l’action du groupe de renormalisation ; puisque les moments de Mellin des fonctions de
structure sont des quantités physiques, ils ne dépendent pas de l’échelle de renormalisa-
tion ; les éléments de matrice A(i)

n et les transformées de Fourier des fonctions coefficients
C̃(i)

n vérifieront alors

∑

j

(

µ
d

dµ
δij + γn,ij

)

A(j)
n = 0 (1.2.51)
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∑

j

(

µ
d

dµ
δij − γn,ij

)

C̃(j)
n = 0 , (1.2.52)

en accord avec les eqs.(1.2.21), les matrices (non-diagonales) des dimensions anormales
γn,ij étant les moments de Mellin des fonctions de splitting Pi,j(x, ᾱs) :

∫ 1

0

dxxn−1 αs

π
Pij(x) = −γn,ij . (1.2.53)

En nous inspirant de la terminologie utilisée dans le cadre du développement en
produit d’opérateurs, nous pouvons attribuer aux distributions de partons une définition
opératorielle qui fait apparâıtre des éléments de matrice d’un produit d’opérateurs non-
local de twist 2 [13, 14, 15]. Nous considérons pour cela une quantification dans la
jauge (non-covariante) du cône de lumière [17, 26] (munie de la condition de jauge
A+ = 0) dans laquelle les relations de commutation des champs indépendants sont
évaluées à un temps relatif x+ = 0 sur le cône de lumière, ce qui permet de construire
un lagrangien qui s’exprime uniquement à partir des degrés de liberté physique de la
théorie : deux des quatre composantes des champs de matière ψ sont éliminées afin de
ne considérer que la “bonne” composante ψ+ apparaissant dans la décomposition sur
les deux composantes ψ = ψ+ + ψ−, définies par ψ+ = Π+ψ et ψ− = Π−ψ avec les
projecteurs sur les composantes + et − respectivement donnés par Π+ = 1

2γ
−γ+ et

Π− = 1
2γ

+γ− (Π+ + Π− = 1, (Π+
−)2 = Π+

− et Π+Π− = 0). Ainsi γ+ψ ne contenant que
la bonne composante ψ+, nous pouvons écrire une décomposition en modes de Fourier
qui fait apparâıtre les opérateurs de création d† (d’antiquarks) et d’annihilation b (de
quarks)

γ+ψ(0, x−, x⊥) =
1

(2π)3

∑

s

∫ ∞

0

dk+

2k+

∫

d2k⊥[γ+u(k, s)e−ik·xb(k+, k⊥, s)

+γ+v(k, s)eik·xd†(k+, k⊥, s)]. (1.2.54)

La distribution de quarks fq(z) s’écrit alors comme l’élément de matrice entre l’état
hadronique

∣

∣N(P )
〉

de l’opérateur b†(zP+, k⊥, s) b(zP+, k⊥, s) qui compte le nombre de
quarks emportant la fraction d’impulsion longitudinale z :

fq(z)dz =
1

(2π)3

∑

s

∫ ∞

0

d(zP+)

2zP+

∫

d2k⊥
〈

N(P )
∣

∣b†(zP+, k⊥, s) b(zP+, k⊥, s)
∣

∣N(P )
〉

.(1.2.55)

D’après ce qui précède, la distribution de quarks fq(z) s’écrit donc en fonction des bonnes
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composantes ψ+ des champs de matière (puisque ψ̄γ+ψ = ψ̄+γ+ψ+) :

fq(z) =
1

2π

∫

dx−e−izP+x−〈

N(P )
∣

∣ψ̄(0, x−, 0⊥)γ+ψ(0, 0, 0⊥)
∣

∣N(P )
〉

≡
1

2π

∫

dx−e−izP+x−〈

N(P )
∣

∣ψ̄(x−)γ+ψ(0)
∣

∣N(P )
〉

. (1.2.56)

De même nous aurons la définition suivante pour les distributions de gluons :

fg(z) =
1

2πzP +

∫

dx−e−izP+x−〈

N(P )
∣

∣F+ν
a (0, x−, 0⊥)F+

b,ν(0, 0, 0⊥)
∣

∣N(P )
〉

≡
1

2πzP +

∫

dx−e−izP+x−〈

N(P )
∣

∣F+ν
a (x−)F+

b,ν(0)
∣

∣N(P )
〉

(1.2.57)

Remarquons enfin que nous avons pu négliger la ligne de Wilson

W (0, x−) = Peig
R x−

0 dy−A+
a (0,y−,0⊥)ta (1.2.58)

assurant l’invariance de jauge des corrélateurs non-locaux précédents car nous nous
sommes placés dans la jauge du cône de lumière A+ = 0. Une définition invariante de
jauge des distributions de quarks et de gluons doit donc contenir ce lien de jauge entre
les deux opérateurs locaux. Nous pouvons enfin relier aisément les moments de Mellin
des PDF ainsi définies aux opérateurs de twist 2 (1.2.50) qui dominent l’OPE : par
exemple la distribution de quarks fq(z) sera bien associée à l’opérateur local singulet
Oµ1···µs

q :

∫ 1

0

dzzn−1fq(z) =
1

2π

∞
∑

m=0

1

m!

〈

N(P )
∣

∣

[

(∂+)mψ̄(0)
]

γ+ψ(0)
∣

∣N(P )
〉

×
∫ 1

0

dzzn−1

∫

dx−(x−)me−izP+x−

=
1

2π

∞
∑

m=0

1

m!

〈

N(P )
∣

∣

[

(∂+)mψ̄(0)
]

γ+ψ(0)
∣

∣N(P )
〉

×
∫ 1

0

dzzn−12π
1

iP+
δ(z)

m!

(izP+)m

=
1

(P+)n

〈

N(P )
∣

∣

[

(−i∂+)(n−1)ψ̄(0)
]

γ+ψ(0)
∣

∣N(P )
〉

(1.2.59)

ce qui est bien équivalent dans les notations des eqs.(1.2.39) et (1.2.50) à

A(n)
q =

1

(P+)n

〈

N(P )
∣

∣O+···+
q (0)

∣

∣N(P )
〉

. (1.2.60)
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1.3 Processus exclusifs et factorisation colinéaire

Les théorèmes justifiant la factorisation colinéaire des processus inclusifs [10, 13, 18,
19] ont été généralisés à certains processus exclusifs [20, 21, 22, 23], processus pour les-
quels toutes les particules contenues dans l’état final sont observées expérimentalement :
l’amplitude du processus exclusif considéré, muni d’une échelle dure, sera factorisée en
une amplitude décrivant le sous-processus dur à partir d’interactions entre quarks et
gluons s’opérant sur de courtes distances, convoluée avec la partie non-perturbative
contenant la dynamique à grande distance ; en effet la factorisation de la dynamique
observée précédemment pour le processus DIS dans la limite de Bjorken au niveau de
la section efficace inclusive γ∗p et reliée à l’amplitude vers l’avant (sans transfert d’im-
pulsion) du processus γ∗p → γ∗p par le théorème optique, peut aussi être observée au
niveau de l’amplitude du processus exclusif DVCS (Deeply Virtual Compton Scattering,
diffusion Compton profondément inélastique) γ∗p→ γp, dans la limite de Bjorken avec
transfert d’impulsion non nul, comprenant au moins un photon virtuel nécessaire afin
d’établir la factorisation.

γ∗ γ

p p
GPD

Fig. 1.5 – GPD apparaissant dans la factorisation colinéaire du processus DVCS.

L’objet caractérisant la partie non-perturbative du processus sera appelé distribution
partonique généralisée (GPD pour Generalized Parton Distributions, cf. les articles de
revue [24, 25]), et sera défini à partir des mêmes opérateurs sur le cône de lumière que
ceux entrant dans la définition des distributions partoniques usuelles, mais possèdera
en plus de la dépendance dans la fraction d’impulsion longitudinale, une dépendance
en impulsion transférée, donnant ainsi accès à la distribution de partons dans l’espace
transverse à la direction d’incidence du nucléon.
Les PDF (interprétées comme des densités de probabilité) pourront aussi être remplacées
dans la description de processus exclusifs par des fonctions d’onde d’états hadroniques
(donc associées à des amplitudes de probabilité) sur le cône de lumière, possédant une
définition similaire à celles-ci en terme d’opérateurs non-locaux définis sur le cône de
lumière. Nous présentons dans la suite de tels objets appelés amplitudes de distributions
(DA pour Distribution Amplitude), développés par Brodsky et Lepage [26, 29] dans la
description du facteur de forme du pion (γ∗γ → π0 étudié par exemple dans la réaction
e+e− → e+e−π0) ou encore pour la production exclusive de paires de mésons dans les
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diffusions à deux photons.

Nous avons vu que la quantification sur le cône de lumière permettait de construire
un lagrangien qui s’exprime uniquement à partir des degrés de liberté physique de la
théorie : en effet, dans la quantification usuelle (canonique à temps égal), le terme
d’interaction du lagrangien peut créer des particules à partir du vide, pouvant ainsi
faire apparâıtre dans l’espace de Fock d’un hadron des termes déconnectés (par exemple
un état constitué de |qq̄〉 et |qq̄g〉). La quantification non covariante sur le cône de
lumière permet de résoudre ce problème en faisant de l’état du vide un état propre du
hamiltonien défini ainsi sur le cône de lumière, qui ne se mélangera pas avec les autres
états de Fock générés en faisant agir les opérateurs cŕeation de quarks, d’antiquarks et
de gluons sur le vide : par exemple l’état |qq̄〉 = b†(k+

1 , k1⊥, s1) d†(k+
2 , k2⊥,λ2) correspond

à une paire de quark-antiquark de valence de composantes k+
i positive et d’hélicité λi.

Ces états de Fock (l’état |qq̄〉 de valence, habillé des quarks et gluons de la mer |qq̄g〉,
|qq̄gg〉... ) constituent ainsi une base sur laquelle on peut formellement décomposer un
état hadronique ; dans le cas d’un méson vecteur de moment P = (P+, P⊥), on peut
écrire par exemple :

|MV ; P 〉 =
∑

n,λi

∫

∏

i

dxiδ(1−
∑

j

xj) d2k⊥iδ(
∑

j

k⊥j)

×ψn,MV (xi, k⊥i,λi) |n; (xiP
+, xiP⊥ + k⊥i),λi〉 . (1.3.61)

La fonction d’onde ψn,MV (xi, k⊥i,λi), s’interprétant comme l’amplitude de probabilité
de trouver des partons de moments (xiP+, xiP⊥ + k⊥i) dans le méson vecteur, est la
transformée de Fourier de la fonction d’onde de Bethe-Salpeter d’énergie positive évaluée
à temps (sur le cône de lumière) y+ = 0, faisant donc apparâıtre l’élément de matrice
non-diagonal, entre le vide et l’état lié constitué par le méson vecteur, du produit ordonné
des deux champs fermioniques définis en deux points différents Tψ(y)ψ̄(0). En intégrant
la fonction d’onde sur les moments transverses des partons constituant cet état, jusqu’à
l’échelle Q2 donnée par le (carré du) moment dur transféré au méson dans le processus,
nous obtenons alors l’amplitude de distribution φ(z, Q) définie par

〈0|ψ̄(0)γ+ψ(y−)|VL(p)〉y2→0 = fV p+

1
∫

0

dz e−iz(p.y) φ(z, Q) (1.3.62)

pour un méson vecteur d’hélicité longitudinale (nous ne précisons pas pour l’instant son
contenu en saveur de quarks), de constante de couplage fV . φ est normalisée à l’unité.
Elle s’interprète alors comme l’amplitude de probabilité de trouver une paire de quark-
antiquark de valence, colinéaires jusqu’à l’échelle transverse typique 1/Q dans le méson
vecteur (la contribution des autres états de Fock étant supprimés en puissance de 1/Q2

par parton supplémentaire). Elle est définie à partir du corrélateur non-local de twist
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dominant égal à 2 identique à celui de la distribution de quarks (1.2.56) dans le pro-
ton, mais dont l’élément de matrice est cette fois non-diagonal, pris entre l’état du vide
|0〉 de l’espace de Fock et l’état lié hadronique |VL(p)〉. Les contributions de twist plus
élevé seront supprimées en puissance de 1/Q2. Notons que pour rendre cette définition
invariante de jauge nous devons rajouter une ligne de Wilson (cf. l’eq.(1.2.58)) entre les
deux champs du corrélateur non-local.

Nous pouvons déterminer l’expression analytique de l’amplitude de distribution de
deux façons. La première consiste à obtenir son comportement dominant à grand Q2 (et
z fixé) par un développement en produit d’opérateurs [27, 28] du corrélateur non local
dans la région du cône de lumière donnée par la séparation invariante y2 ' cste 1

Q2 ,
de manière similaire à l’OPE effectuée pour le processus de diffusion profondément
inélastique puisque les corrélateurs non-locaux sont identiques dans les deux cas. En
réécrivant par simple translation l’eq.(1.3.62) selon

〈0|ψ̄(y−)γ+ψ(−y−)|VL(p)〉 = fV p+

1
∫

0

dz ei(2z−1)p+y−

φ(z, Q) (1.3.63)

et développant en puissance de y− les deux membres de l’equation précédente, il vient

〈0|ψ̄(0)γ+
(

i
↔

D+
)n
ψ(0)|VL(p)〉 = fV (p+)n+1

∫ 1

0

dz (2z − 1)nφ(z, Q) , (1.3.64)

avec
↔

D+=
→

D+−
←

D+. Nous voyons bien apparâıtre les opérateurs locaux de twist deux
qui dominaient dans le cas des distributions de quarks de DIS. Toutefois leur renorma-
lisation introduira un mélange avec les opérateurs de mêmes nombres quantiques mais
présentant des termes de dérivées totales qui étaient négligés dans le cas de la diffusion
profondément inélastique, puisque l’on considérait leurs éléments de matrice diagonaux
(sans transfert d’impulsion), qui ne pourront plus l’être ici :

µ2 d

dµ2
〈0|ψ̄γ+(

↔
D+)n ψ|VL(p)〉 =

n
∑

m=0

Γnm 〈0|(∂+)n−m
[

q̄γ+(
↔

D+)mψ
]

|VL(p)〉 . (1.3.65)

Afin de déterminer un ensemble d’opérateurs qui ne se mélangent pas après re-
normalisation, nous devons donc diagonaliser la matrice Γnm et trouver ses vecteurs
propres. A l’ordre dominant, les valeurs propres sont données par les éléments diago-
naux et correspondent à la dimension anormale usuelle des opérateurs sans dérivées

totales ψ̄(0)γ+
(

i
↔

D+
)n
ψ(0), (obtenue par transformation de Mellin de la fonction de

splitting Pqq, à un facteur -2 près)

γ(0)
n = CF

(

1−
2

(n + 1)(n + 2)
+ 4

n+1
∑

j=2

1

j

)

. (1.3.66)
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Les vecteurs propres sont alors donnés par les opérateurs conformes locaux [27, 30, 31]

On(x) = (i∂+)n



ψ̄(x)γ+C3/2
n

( →
D+−

←
D+

→
∂

+

+
←
∂

+

)

ψ(x)



 (1.3.67)

avec (∂+)n(
↔

D+ /∂+)k = (∂+)n−k(
→

D+ /∂+)k . Notons que ces opérateurs sont protégés
d’un mélange avec des opérateurs de spin conforme différent (défini comme la demi-
somme de la dimension canonique et du spin), à l’ordre dominant, grâce à la symétrie
conforme de la théorie sur le le cône de lumière (réduite aux transformations du sous-
groupe conforme colinéaire SL(2, R), cf. l’article [32]). L’égalité (1.3.64) devient alors
(en omettant le facteur contenant la dépendance dans l’échelle de renormalisation)

〈0|On(0)|VL(p)〉 = fV (p+)n+1

∫ 1

0

dz (2z − 1)nC3/2
n (2z − 1)φ(z, Q) . (1.3.68)

En inversant la relation précédente, l’amplitude de distribution peut se développer en
termes des polynômes de Gegenbauer C3/2

n

φ(z, Q) = 6z(1− z) (1 +
∞
∑

n=1

a2 n(Q)C3/2
2 n (2z − 1)) (1.3.69)

avec le coefficient qui contient l’information non-perturbative

a2 n(Q) =
2(2n + 3)

3(n + 1)(n + 2)

1

fV (p+)n+1
〈0|On(0, Q)|VL(p)〉 (1.3.70)

à travers l’élément de matrice de l’opérateur conforme local On dépendant de l’échelle de
renormalisation µ = Q, qui s’exprime en fonction de sa valeur à une échelle de référence
Q0

〈0|On(0, Q)|VL(p)〉 = 〈0|On(0, Q0)|VL(p)〉
(

αs(Q)

αs(Q0)

)

γ
(0)
n

4πβ0

. (1.3.71)

La méthode alternative (mais équivalente) pour obtenir l’expression (1.3.69) consiste
à dériver en théorie de perturbation (à l’ordre des logarithmes dominants) une équation
d’évolution en Q2 directement pour l’amplitude de distribution : celle-ci resomme les
puissances de αs ln(Q2) provenant de l’intégration sur les moments transverses forte-
ment ordonnés des partons émis le long du cône de lumière, comme le faisait l’équation
d’évolution DGLAP pour les fonctions de distributions partoniques. Elle est désignée
par l’acronyme de ses inventeurs Efremov-Radyushkin-Brodsky-Lepage [27, 29] et s’écrit

Q2dφ(z, Q)

dQ2
=

1
∫

0

dyV (z, y)φ(y, Q) , (1.3.72)

23



Processus exclusifs et factorisation colinéaire

où le noyau s’écrit à l’ordre dominant en αs(Q2)

V (z, y) =
αs(Q)

2π
CF

[

1− z

1− y

(

1 +
1

z − y

)

θ(z − y) +
z

y

(

1 +
1

y − z

)

θ(y − z)

]

+

,

(1.3.73)
avec

[f(z, y)]+ ≡ f(z, y)− δ(z − y)

∫ 1

0

dt f(t, z) . (1.3.74)

En déterminant les fonctions propres du noyau de l’équation ERBL, on obtient l’ex-
pression de l’amplitude de distribution φ(z, Q) équivalente à celle donnée en (1.3.69).

Nous avons vu que la distribution de quarks généralisée se définissait à partir du
même corrélateur non-local sur le cône de lumière ψ̄ γ+ ψ apparaissant dans les PDF
(1.2.56) et DA (1.3.62) de twist dominant, entre les états hadroniques du proton de mo-
ment inital p et final p′, s’exprimant ainsi comme la transformée de Fourier de l’élément
de matrice 〈p′| ψ̄ γ+ ψ |p〉. Les GPD, que nous représentons sous une forme générique
donnée par le diagramme en “sac à main” (cf. la Fig.1.5) caractéristique de la factorisa-
tion du processus DVCS, possèdent une dépendance en x, fractions d’impulsion moyenne
du parton entre les états initiaux et finaux, en ξ qui paramétrise la perte d’impulsion
longitudinale de ce même parton entre les états initiaux et finaux (mesurant l’asymétrie
de la GPD, ou la torsion en anglais), et en t, le carré du moment transféré au cours
du processus. Les équations d’évolution des GPD se réduiront dans deux cas limite aux
équations d’évolution DGLAP et ERBL étudiées précédemment :

• dans la limite vers l’avant (t = 0), les GPD se réduisent aux distributions parto-
niques dont l’évolution est décrite par les équations DGLAP ;

• dans la limite ξ → ±1, l’état initial (ou final) possédant une impulsion nulle sur le
cône de lumière p+ = 0 (ou p′+ = 0) est alors équivalent à l’état du vide (du point de
vue des équations d’évolution) présent dans la définition des amplitudes de distribution,
l’équation d’évolution des GPD est alors équivalente à l’équation ERBL.
Ceci permet de diviser le domaine de variation de x ∈ [−1, 1] en trois régions cinématiques
distinctes (cf. Fig.1.6, d’après [24]) : la région DGLAP composée des deux intervalles
déconnectés x ∈ [ξ, 1] (qui décrit l’émission puis la réabsorbtion d’un quark) et x ∈
[−1,−ξ] (émission puis réabsorbtion d’un antiquark), et la région ERBL x ∈ [−ξ, ξ]
(qui caractérise l’emission d’une paire quark/anti-quark du proton initial permettant
ainsi de sonder son contenu en méson).

Nous nous intéresserons également à des objets analogues aux GPD mais obtenus
par croisement, les amplitudes de distribution généralisées (GDA pour Generalized Dis-
tribution Amplitude) [20, 37], là encore définie à partir des mêmes opérateurs sur le cône
de lumière, mais dont les éléments de matrice cette fois sont pris entre l’état du vide et
un état final hadronique composite, par exemple une paire de pions produite dans un
processus d’annihilation entre photons γ∗γ → ππ près du seuil [37]. Leur évolution est
aussi décrite par les équations ERBL et elles possèdent un développement [38] analogue
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ξ−x−ξ− x

x
−ξ ξ0 1−1

+ξxxξ− x+ξ x−ξ

Fig. 1.6 – Les 3 régions cinématiques des GPD.

à celui des amplitudes de distribution donné en (1.3.69).

Mentionnons enfin l’existence des amplitudes de distribution de transition (TDA
pour Transition Distribution Amplitude) [40] généralisant les GPD pour des éléments
de matrice d’états initial et final de nombres quantiques différents ; dans le cas d’une
définition à partir du produit d’opérateurs de quark-antiquark, ces TDA mésoniques per-
mettent de décrire par exemple la transition non-perturbative d’un photon en un pion
dans le processus factorisé de diffusion d’un photon virtuel (dont la virtualité apporte
l’échelle dure) sur un photon à faible moment transféré, produisant un méson générique
M et un pion dans l’état final, γ∗γ → πM . Les TDA définies à partir des corrélateurs
non-locaux à trois quarks (qui entrent dans la définition des amplitudes de distribution
baryoniques [32]) permettent de décrire les transitions baryon-méson ou baryon-photon,
par exemple dans le processus p̄p→ γ∗π0, et sont appelées TDA baryoniques.

Ayant présenté dans le cadre de la factorisation colinéaire, l’utilisation des ampli-
tudes de distribution dans la description de l’état final hadronique de certains processus
exclusifs, nous nous proposons d’étudier le processus de production exclusive de paires de
mésons vecteurs ρ neutre de polarisation longitudinale dans les collisions entre photons
virtuels

γ∗(q1)γ
∗(q2)→ ρ0

L(k1)ρ
0
L(k2) (1.3.75)

dans différents régimes d’énergie de la chromodynamique quantique. Il offre la possi-
bilité de sonder les états liés hadroniques constitués par les mésons finaux en tirant
profit du couplage ponctuel des deux photons aux courants fermioniques qui permet
d’obtenir une expression simple en termes d’interactions entre quark et gluon du sous-
processus dur à une certaine résolution donnée par les virtualités des photons. Ce proces-
sus révélera différentes propriétés de factorisation de l’amplitude de diffusion (suivant le
régime cinématique envisagé) ; nous pourrons ainsi le considérer comme un laboratoire
unique pour tester l’utilisation de différents formalismes adaptés à la description de ces
formes factorisées de l’amplitude de diffusion.
Ce travail a été publié dans l’article [39]. Nous verrons que ce processus est dominé
à haute énergie (aussi appelée limite de Regge) dans le centre de masse (déterminée
par la variable s de Mandelstam) par la contribution de l’échange de gluons dans la
voie t, décrit dans le cadre de la k⊥-factorisation en moment transverse, ce que nous
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introduirons dans le chapitre 2 et appliquerons au cas particulier de notre étude dans
le chapitre 3. A plus faible énergie, nous pouvons nous attendre à une contribution non
négligeable d’échanges de quarks, puisque ceux-ci interviennent à un ordre plus bas dans
le développement perturbatif en puissance de la constante de couplage fort g, à savoir à
l’ordre g2. L’étude de ce processus avec échange de quarks est la motivation principale de
ce chapitre. La contribution de l’ordre de Born du traitement perturbatif du processus
avec échange de quark est décrite par le même ensemble de diagrammes que ceux qui
contribuent à la diffusion de paires de photons réels produisant des mésons π, dans le
processus γγ → π+π− qui a été étudié initialement à grand transfert d’impulsion, par
Brodsky et Lepage [33]. L’amplitude de diffusion M s’écrit sous une forme factorisée
entre une partie dure MH calculable perturbativement et convoluée avec les amplitudes
de distribution des mésons. Nous illustrons une telle factorisation de l’amplitude de
diffusion de notre processus dans la Fig.1.7.

ρ(k1)

ρ(k2)

q1

q2

M =

/p1

/p2

q1

q2

MH

DA

ρ(k1)/p2

DA

ρ(k2)/p1

Fig. 1.7 – L’amplitude du processus γ∗(q1)γ∗(q2) → ρ0
L(k1)ρ0

L(k2) dans la factorisation co-
linéaire.

Nous pouvons considérer notre travail comme un complément de [33] pour le cas
de la diffusion de photons virtuels, c’est à dire avec des polarisations transverses et
longitudinales, dans la cinématique particulière vers l’avant, c’est à dire sans transfert
d’impulsion (voir également la référence [35]).

Les virtualités Q2
i = −q2

i ) Λ2
QCD, i = {1, 2}, fournissent les échelles dures de notre

processus (1.3.75), justifiant ainsi l’utilisation de la factorisation colinéaire de QCD à
des termes correctifs en puissance de 1/Q2

i afin de décrire les mésons ρ finals au moyen
de leurs amplitudes de distribution : dans cette approche, nous effectuons la convolu-
tion (sur les fractions d’impulsion longitudinales zi des quarks entrant dans les mésons
vecteurs) entre la partie dure MH de l’amplitude du sous-processus dur calculée pertur-
bativement à partir des règles de Feynman et les amplitudes de distribution φ(zi) pour
caractériser l’hadronisation en mésons ρ dans la partie non-perturbative. La contribution
à l’ordre de Born de l’amplitude de diffusion est ainsi calculée d’une manière semblable
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à celle développée initialement par Brodsky et Lepage mais dans une cinématique très
différente : dans notre cas les virtualités des photons fournissent l’échelle dure, et non
le transfert d’impulsion aux mésons produits dans l’état final.

1.4 Présentation de la cinématique du processus

Nous établissons dans cette section la cinématique utilisée, qui se simplifie dans le
régime particulier vers l’avant (forward) que nous étudions. La prise en compte de l’im-
pulsion transférée ne changerait pas nettement notre résultat mais rendrait nécessaire
l’introduction de structures tensorielles plus compliquées. Nous employons une décompo-
sition sur la base des deux vecteurs de Sudakov (équivalents aux deux vecteurs du cône
de lumière) p1 et p2 tels que

p2
1 = p2

2 = 0 (1.4.76)

et
2p1.p2 = s. (1.4.77)

Notons qu’ici s n’est qu’un intermédiaire de calcul défini par la relation précédente,
sans signification physique particulière bien qu’il soit évidemment possible de le réécrire
en fonction de quantités qui possèdent une interprétation cinématique comme nous le
verrons plus loin dans la relation (1.4.81).
Ainsi nous écrivons les impulsions des photons selon

q1 = p1 −
Q2

1

s
p2 q2 = p2 −

Q2
2

s
p1 , (1.4.78)

et celles des mésons finals selon

k1 = (1−
Q2

2

s
)p1 k2 = (1−

Q2
1

s
)p2 . (1.4.79)

Nous traitons les mésons vecteurs dans l’approximation de masse nulle, comme nous
l’observons d’après k1 et k2 qui sont respectivement colinéaires à p1 et p2. La positivité
de l’énergie des mésons ρ produits exige que s ≥ Q2

i . L’invariant de Mandelstam habituel
correspondant au carré de l’énergie disponible dans le référentiel du centre de masse,
que nous noterons W 2 dans ce chapitre, s’écrit donc

W 2 = (q1 + q2)
2 = (k1 + k2)

2 = s(1−
Q2

1

s
)(1−

Q2
2

s
) , (1.4.80)

ou de manière équivalente

s =
1

2

[

Q2
1 + Q2

2 + W 2 + λ(Q2
1, Q

2
2,−W 2)

]

, (1.4.81)
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L’amplitude à l’ordre de Born par le calcul direct

avec la quantité λ(x, y, z) ≡
√

x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2zy , tandis que le carré du
transfert minimum d’impulsion noté tmin et qui correspond au cas vers l’avant s’écrit

tmin = (q2 − k2)
2 = (q1 + k1)

2 = −
Q2

1Q
2
2

s
. (1.4.82)

Il est important de souligner que contrairement au cas étudié dans les Refs.[33, 35], tmin

n’est pas forcément grand devant Λ2
QCD, selon les valeurs respectives de Q2

1, Q2
2 et W 2,

donc l’échelle dure sur laquelle nous pourrons développer notre traitement perturbatif
ne sera apportée que par les virtualités Q2

i des photons. Ceci nous permet d’envisager
que la démonstration que nous effectuons dans la cinématique vers l’avant pourra se
généraliser au cas d’un tranfert d’impulsion quelconque.

1.5 L’amplitude à l’ordre de Born par le calcul di-

rect

L’ amplitude M de diffusion du processus (1.3.75) peut être écrite sous la forme

M = T µ νεµ(q1)εν(q2) , (1.5.83)

où le tenseur T µ ν possède une décomposition simple dans la cinématique considérée, qui
est explicitement cohérente avec la covariance de Lorentz ainsi qu’avec l’invariance de
jauge électromagnétique :

T µ ν =
1

2
gµ ν

T (T αβgT αβ) + (pµ
1 +

Q2
1

s
pµ

2 )(pν2 +
Q2

2

s
pν1)

4

s2
(T αβp2α p1β) , (1.5.84)

avec le projecteur dans le sous-espace transverse

gµ ν
T = gµν −

pµ
1p

ν
2 + pν1p

µ
2

p1.p2
. (1.5.85)

En effet, nous pouvons simplement vérifier l’invariance de jauge de QED qui s’écrit

T µ νq1µ = T µ νq2ν = 0. (1.5.86)

Le premier terme du membre de droite de l’eq. (1.5.84) contribue dans le cas des photons
transversalement polarisés et le second pour les photons virtuels longitudinaux.

Nous considérons la cinématique vers l’avant afin de simplifier les calculs mais nous
verrons aussi que cela sera suffisant lorsque nous exploiterons les résultats obtenus afin
de les comparer au cas de la limite de Regge de QCD, étudiée dans les chapitres suivants.
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Le choix de l’approximation colinéaire nous permet d’écrire les impulsions des quarks et
des antiquarks qui constituent les mésons ρ selon

21 ∼ z1k1, 22 ∼ z2k2

2̃1 ∼ z̄1k1, 2̃2 ∼ z̄2k2 . (1.5.87)

puisque ceux-ci sont presque colinéaires aux mésons et volent dans la direction du cône
de lumière donnée par le vecteur pi (i = 1, 2).

Afin d’effectuer la factorisation à chacun des deux vertex (représentés en haut et en
bas sur la Fig.1.7) marquant la frontière entre les deux régimes perturbatif et hadronisé,
nous utilisons l’identité de Fierz afin de refermer les indices spinoriels des champs fer-
mioniques (non contractés par le théorème de Wick) dans le terme dur (cf. la Fig.1.7)
en utilisant la seule structure de Lorentz compatible avec les nombres quantiques des
mésons vecteurs :

〈V (k1)|ψ
i
α(x)ψj

β(0)|0〉 =
δij

4Nc
(γµ)βα〈V (k1)|ψ(x)γµψ(0)|0〉 ;

ainsi une matrice γµ (de même qu’un facteur δij

4Nc
) apparâıt à la place de chaque paire ou-

verte de quarks-antiquarks dans le calcul de la trace du terme dur MH et sera contractée
avec les vecteur de sudakov p1 ou p2 dans le cas du méson de moment respectif k1 ou k2

(cf. la Fig.1.7) ; l’autre matrice γµ s’insère entre les champs fermioniques pris entre les
états du vide et du méson vecteur, terme qui définit l’amplitude de distribution φ(z) du
méson ρ0 longitudinal et s’écrivant dans ce cas pour des quarks de saveur q = (u, d)

〈ρ0
L(k)|q̄(x)γµq(0)|0〉 =

fρ√
2

kµ

1
∫

0

dz eiz(kx)φ(z) , (1.5.88)

avec la constante de couplage fρ du méson de contenu en saveur |ρ0〉 = 1/
√

2(|ūu〉−|d̄d〉).
La contraction de l’indice de lorentz s’effectuera avec les vecteurs de sudakov p2 ou p1

dans le cas du méson de moment respectif k1 ou k2 (cf. la Fig.1.7). Afin de simplifier la
notation, nous avons omis la ligne de Wilson qui assure l’invariance de jauge de cet objet.

L’ amplitude de diffusion M du processus s’écrit donc dans le cadre de la factorisation
colinéaire

M =

1
∫

0

dz1 dz2 MH(z1, z2, Q1, Q2, s)φ(z1)φ(z2). (1.5.89)

La dépendance en s peut s’exprimer en terme de la quantité physique W 2 en utilisant
l’eq.(1.4.81).
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Le travail suivant consiste à dénombrer correctement le nombre de diagrammes
de Feynman possibles qui contribuent à l’expression du terme dur MH . Une manière
systématique consiste à les répertorier par classes de topologies distinctes ce qui nous
permet de comptabiliser 20 diagrammes à répartir en 2 classes. La première classe cor-
respond aux diagrammes où les deux photons virtuels se couplent à deux lignes de quark
différentes. De cette façon, on peut établir 8 diagrammes différents, comme illustré dans
la Fig.1.8.
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Fig. 1.8 – Diagrammes de Feynman contribuant à MH , pour lesquels les photons virtuels
se couplent à différents courants fermioniques.

La seconde classe de diagrammes correspond au cas où les deux photons virtuels
sont couplés à la même ligne de quark, résultant de 12 contributions différentes, comme
illustré dans la Fig.1.9. Nous allons voir comment ces deux classes de diagrammes se
simplifient selon le cas des polarisations transverse ou longitudinale.

Considérons tout d’abord le cas des photons de polarisation longitudinale, dont le
vecteur polarisation s’écrit

ε‖(q1) =
1

Q1
q1 +

2Q1

s
p2 et ε‖(q2) =

1

Q2
q2 +

2Q2

s
p1 . (1.5.90)

30



Propriétés de factorisation colinéaire du processus γ∗γ∗ → ρ0
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Fig. 1.9 – Diagrammes de Feynman contribuant à MH , pour lesquels les photons virtuels
se couplent aux même courants fermioniques.

En raison de l’invariance de jauge électromagnétique de l’amplitude totale, apparais-
sant dans les eqs.(1.5.86), nous pouvons simplifier le calcul des diagrammes de Feynman
dénombrés, en ne considérant dans l’expression du vecteur polarisation longitudinale du
photon 1 (resp. 2) que le terme proportionnel à p2 (resp. p1). En conséquence, les seuls
diagrammes de contribution non nulle dans cette cinématique vers l’avant et calculés
dans la jauge de Feynman seront (1b)⊗ (2a), (3a)⊗ (4b) pour la première classe, et (s2),
(s2′) pour la seconde. Ainsi, seulement quatre diagrammes illustrés dans la Fig.1.10
contribuent pour des polarisations longitudinales des photons dans notre cinématique.

Dans le cas des photons virtuels transversalement polarisés, décrit par le premier
terme de l’eq.(1.5.84), nous devons contracter les deux indices de polarisation par le
projecteur gT

µν dans le plan transverse bidimensionnel à p1 et p2. Les quatre diagrammes
de contribution non nulle correspondant au couplage des photons à des lignes de quarks
différentes sont (1a) ⊗ (2b), (1b) ⊗ (2a), (3a) ⊗ (4b) et (3b) ⊗ (4a). Quand les photons
se couplent à la même ligne de quark, la contraction mentionnée ci-dessus tue les dia-
grammes (s2), (s2′) et (s5), (s5′), pour lesquels le gluon est émis du quark reliant les deux
photons virtuels. Dans cette deuxième classe de diagrammes, 8 diagrammes contribuent
ainsi. Nous dessinons dans la Fig.1.11 l’ensemble des douze diagrammes qui contribuent
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Fig. 1.10 – Diagrammes de Feynman contribuant à MH pour des photons virtuels
longitudinaux.

dans le cas de photons virtuels transverses.
Nous pouvons noter que dans cette cinématique particulière, les seuls diagrammes

qui contribuent simultanément aux cas des polarisations longitudinales et transverses
des photons virtuels sont ceux notés (1b)⊗ (2a), (3a)⊗ (4b) dans la Fig.1.8, qui appa-
raissent aussi comme les deux premiers diagrammes des Fig.1.10 et Fig.1.11.

Nous donnons brièvement quelques détails du calcul du diagramme (1a)⊗ (2b) pour
des photons transverses, qui donnera la même contribution que le diagramme (1b)⊗(2a) :

T αβ
(1a)⊗(2b)gT αβ = (−i)(−1)f 2

ρ

1
∫

0

dz1 dz2 φ(z1)φ(z2)Tr

[

/k1(−igγρta)
i( /q1 − z̄2 /k2)

(q1 − z̄2k2)2

×(−ieqγ
α
T ) /k2(−igγρt

a)
i( /q2 − z̄1 /k1)

(q2 − z̄1k1)2
(−ieqγTα)

−i

(z1k1 − q1 + z̄2k2)2

]

(
1

4Nc
)2

= −
e2(Q2

u + Q2
d) g2 CF f 2

ρ

4 Nc s

1
∫

0

dz1 dz2 φ(z1)φ(z2)

×
(

1−
Q2

2

s

)(

1−
Q2

1

s

)

(

1

(z̄2 + z2
Q2

1
s )2(z̄1 + z1

Q2
2

s )2

)

(1.5.91)

où l’on a fait apparaitre le facteur ( 1
4Nc

)2 en appliquant deux fois l’identité de Fierz, les

constantes de couplage f 2
ρ provenant des deux DA , e2

q =
e2(Q2

u+Q2
d)

2 avec Qu = 2/3 (Qd =
−1/3) dénotant la charge électrique du quark de saveur u (d), et enfin Tr[tata] = NcCF

avec CF = (N2
c − 1)/(2Nc) et Nc = 3.
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Fig. 1.11 – Diagrammes de Feynman contribuant à MH pour des photons virtuels
transverses.
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Nous procédons de la même manière pour obtenir les composantes scalaires qui appa-
raissent dans l’expression (1.5.84) de l’amplitude de diffusion en évaluant dans la jauge
de Feynman les expressions associées aux diagrammes précédents puis en contractant la
structure tensorielle de l’amplitude totale obtenue sur le tenseur gT αβ afin d’en déduire
la composante transverse et sur p2α p1β pour la composante longitudinale.

T αβgT αβ = −
e2(Q2

u + Q2
d) g2 CF f 2

ρ

4 Nc s

1
∫

0

dz1 dz2 φ(z1)φ(z2) (1.5.92)

×

{

2

(

1−
Q2

2

s

)(

1−
Q2

1

s

)

[

1

(z2 + z̄2
Q2

1
s )2(z1 + z̄1

Q2
2

s )2
+

1

(z̄2 + z2
Q2

1
s )2(z̄1 + z1

Q2
2

s )2

]

+

(

1

z̄2 z1
−

1

z̄1 z2

)

[

1

1− Q2
2

s

(

1

z̄2 + z2
Q2

1
s

−
1

z2 + z̄2
Q2

1
s

)

− (1↔ 2)

]}

,

T αβp2α p1β = −
s2f 2

ρCF e2g2(Q2
u + Q2

d)

8NcQ2
1Q

2
2

1
∫

0

dz1 dz2 φ(z1)φ(z2) (1.5.93)

×

{

(1− Q2
1

s )(1− Q2
2

s )

(z1 + z̄1
Q2

2
s )(z2 + z̄2

Q2
1

s )
+

(1− Q2
1

s )(1− Q2
2

s )

(z̄1 + z1
Q2

2
s )(z̄2 + z2

Q2
1

s )
+

1

z2z̄1
+

1

z1z̄2

}

.

Nous pourrions simplifier l’expression précédente en notant la symétrie en (zi ↔ z̄i) mais
cette écriture respecte l’ordre des diagrammes présentés dans la Fig.1.10 auquels nous
pouvons ainsi associer les expressions analytiques correspondantes dans l’eq.(1.5.93).
Les résultats ci-dessus sont obtenus pour des valeurs arbitraires non nulles des virtua-
lités Qi des photons. Un examen plus précis des formules (1.5.92) et (1.5.93) mène à la
conclusion que les intégrations sur les fractions d’impulsion longitudinale zi (des quarks
entrant dans les mésons) sont convergentes du fait des valeurs non nulles des virtualités
Qi.

Enfin nous remarquons que la composante transverse de l’amplitude se comporte en
1/W 2 tandis que la partie longitudinale se comporte comme 1/(Q1Q2). Ceci montre que
l’ordre de grandeur relatif des deux composantes transverse et longitudinale de l’ampli-
tude est différent suivant la région cinématique considérée et nous suggère d’étudier les
propriétés de factorisation de l’amplitude dans deux régimes cinématiques différents.

1.6 γ∗Tγ
∗
T → ρ0

Lρ
0
L dans la limite de Bjorken généralisée

Nous considérons notre processus dans la région cinématique où l’énergie W dans le
centre de masse de la collision est bien plus petite que la virtualité Q1 de photon la plus
élevée mais reste perturbative (W 2 ) Λ2

QCD)
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W 2

Q2
1

=
s

Q2
1

(

1−
Q2

1

s

)(

1−
Q2

2

s

)

≈ 1−
Q2

1

s
3 1 , (1.6.94)

ce qui conduit à des conditions similaires à celles des refs.[20, 37] dédiées à l’étude du
processus γ∗γ → ππ près du seuil. Dans ces références, il est démontré qu’avec des pho-
tons initiaux transverses, l’amplitude de diffusion se factorise au twist dominant comme
une convolution entre une fonction coefficient calculable en théorie de perturbation et
une amplitude de distribution généralisée qui contient l’information sur la partie non
perturbative du processus. Nous obtiendrons une semblable factorisation de l’expression
(1.5.92) avec une GDA également dans le cas de notre processus (1.3.75), comme nous
l’illustrons dans la Fig.1.12, si Q1 et Q2 ne sont pas paramétriquement proches (nous
traiterons ce cas particulier à la fin de cette section), c’est-à-dire

1−
Q2

1

s
3 1−

Q2
2

s
. (1.6.95)

/p1

/p2

q1

q2

MH

DA
ρ(k1)/p2

DA
ρ(k2)/p1

=
/P /n

q1

q2

TH

/p1

/p2

GDAH

DA
ρ(k1)/p2

DA
ρ(k2)/p1

Fig. 1.12 – Factorisation de l’amplitude en termes d’une GDA, exprimée comme une
convolution d’une partie dure GDAH avec les DA des mésons.

En effet, dans les limites des eqs.(1.6.94) et (1.6.95), la contribution des quatre dia-
grammes en oreilles de chat (cats-ears diagrams) qui figurent dans la première ligne de la
Fig.1.11, et dont l’expression analytique correspondante apparâıt dans la deuxième ligne
de l’eq.(1.5.92) de l’amplitude transverse, est négligeable dans cette limite cinématique
et le terme dominant est donc donné par la dernière ligne de l’eq.(1.5.92), c’est à dire

T αβgT αβ ≈
e2(Q2

u + Q2
d) g2 CF f 2

ρ

4 Nc W 2

1
∫

0

dz1 dz2 φ(z1)φ(z2) (1.6.96)

(

1

z̄2 z1
−

1

z̄1 z2

)

(

1

z̄1 + z1
Q2

2
s

−
1

z1 + z̄1
Q2

2
s

)

.
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La virtualité Q2 joue le rôle de régulateur des singularités qui apparaissent sur les
frontères du domaine de variation des variables zi dans l’expression (1.6.96) (nous pou-
vons comparer cette expression avec celle obtenue dans la Ref.[37]). Avant d’identifier
les termes qui apparaissent dans l’équation factorisée (1.6.96) par un calcul différent qui
supposera une forme factorisée, nous discutons préalablement des conditions qui rendent
possibles cette factorisation. Dans la Fig.1.11, les diagrammes qui contribuent dans la
région de scaling (1.6.94) avec (1.6.95) sont (s3), (s3′) et (s6), (s6′). La somme de ces
quatre diagrammes peut se factoriser en une partie dure convoluée avec une partie molle
(mais encore perturbative). En effet, la virtualité typique du quark dur reliant les deux
photons virtuels est de l’ordre de Q2

1 pour les diagrammes (s3), (s3′) et s pour (s6),
(s6′), tandis que la virtualité du quark reliant le gluon émis au photon virtuel est de
l’ordre de W 2, qui est négligeable devant Q2

1 et s dans la région cinématique considérée.
Les conditions semblent ainsi réunies pour réécrire l’amplitude du processus étudié dans
ce régime cinématique comme une convolution entre un sous-processus dur à courte-
distance, qui fait apparaitre l’echange d’un quark dur de virtualité Q2

1 et donc s’opérant
sur une échelle de temps typique très courte de l’ordre de 1/Q1 et un processus compa-
rativement mou caractérisé par des virtualités typiques bien plus faibles donc s’étalant
sur de plus larges distances et dont l’information sera encodée dans un objet universel,
la GDA de twist dominant pour une paire de mésons ρ0

L.

Nous partons de sa définition générale en introduisant le vecteur

P = k1 + k2 ≈ p1, (1.6.97)

tandis que les champs fermioniques apparaissant dans le corrélateur non-local de twist
2 (dont les éléments de matrice définissent la GDA considérée) sont définis le long de la
direction du cône de lumière portée par le vecteur

nµ =
pµ

2

p1.p2
. (1.6.98)

(il s’agit simplement d’une redéfinition du vecteur de Sudakov p2 qui fait apparâıtre le
vecteur du cône de lumière nµ plus usité dans le formalisme standard des GPD et GDA).
Dans notre cinématique, la variable usuelle

ζ =
k1.n

P.n
(1.6.99)

qui décrit le partage sur le cône de lumière de l’impulsion totale entre les deux mésons
dans l’état final devient ζ ≈ 1.
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Fig. 1.13 – Variables cinématiques de la GDA.

Ainsi la GDA Φq(z, ζ , W 2) pour la paire de mésons ρ0
L s’écrit

〈ρ0
L(k1) ρ

0
L(k2)|q̄(−α n/2) /n e

−ig

α
2

R

−
α
2

dy nν Aν(y)

q(α n/2)|0〉

=

1
∫

0

dz e−i(2z−1)α(nP )/2ΦρLρL(z, ζ , W 2) , q = u, d. (1.6.100)

où nous avons formellement écrit la ligne de Wilson gluonique (qui fera implicitement
apparâıtre dans son développement à tous les ordres de perturbation un produit ordonné
des champs de jauge Aν(y) ) qui assure l’invariance de jauge de QCD du corrélateur de
champs fermioniques.
Nous nous proposons de calculer la GDA Φq(z, ζ , W 2) à l’ordre de Born en théorie de
perturbation à partir de sa précédente définition.
Montrons tout d’abord que la ligne de Wilson s’annule dans notre cinématique. Nous
développons la ligne de Wilson et l’opérateur de matrice S contenant le lagrangien
d’interaction (ie entre le champ de jauge et le courant fermionique) au premier ordre
dans le couplage g, ce qui donnera bien une amplitude à l’ordre g2, ie à un gluon échangé.
Nous obtenons (à un facteur multiplicatif près)

nµg
2

∫

d4v 〈ρ0
L(k1) ρ

0
L(k2)|T [q̄(−α n/2) γµ







α
2

∫

−α
2

dy nν Aν(y)






q(α n/2) q̄(v)/A(v)q(v)]|0〉 .

(1.6.101)
Après application de l’identité de Fierz afin de refermer les indices fermioniques et une
fois ordonnés les opérateurs fermioniques dans deux corrélateurs non-locaux afin de faire
apparâıtre les amplitudes de distribution DA des deux mésons ρ finals, nous obtenons

nµ〈ρ0
L(k1)|q̄(−αn/2) γδ q(v)|0〉〈ρ0

L(k2)|q̄(v) γσ q(αn/2)|0〉Tr[γδγµγσγβ]nβ + (k1 ↔ k2) ,
(1.6.102)

où nous avons omis le propagateur du gluon provenant de la contraction des deux champs
de jauge. La ligne de Wilson originale résulte à cet ordre en la présence du vecteur nβ
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dans l’expression ci-dessus. La seule contribution non nulle au twist dominant prend la
forme

〈ρ0
L(k1)|q̄(−αn/2) /n q(v)|0〉〈ρ0

L(k2)|q̄(v) /n q(αn/2)|0〉Tr[/p1/n/p1/n] + (k1 ↔ k2) , (1.6.103)

qui est illustrée diagrammatiquement dans la Fig.1.14.

/p1/p1

/p1/p1

DA
ρ(k1)/n

DA
ρ(k2)/n

+

/p1/p1

/p1/p1

DA
ρ(k2)/n

DA
ρ(k1)/n

Fig. 1.14 – Ligne de Wilson non abélienne contribuant à la GDA, exprimée comme une
convolution d’une partie dure avec les DA des mésons.

Cette quantité est nulle puisque dans notre cinématique un des deux éléments de ma-
trice qui définissent les DA des mésons ρ et apparaissent dans l’eq.(1.6.103) s’annule. En
effet, l’élément de matrice 〈ρ0

L(k2)|q̄(v) γµ q(αn/2)|0〉 est proportionnel au quadrivecteur
kµ

2 lui même proportionnel à nµ. Le raisonnement est identique pour la contribution
(k1 ↔ k2). Notons que cette annulation de la ligne de Wilson gluonique n’est vraie
dans notre cas que pour des raisons cinématiques particulìeres, conséquence directe de
notre restriction au cas vers l’avant (sans transfert de quadri-impulsion) où les mésons
vecteurs produits dans l’état final se propagent dans les deux directions opposées du
cône de lumière. Enfin, nous avons eu un indice de cette annulation lorsque nous avons
précédemment observé la disparition des diagrammes (s2),(s2′), (s5), et (s5′) par le cal-
cul direct des diagrammes impliqués.

Les contributions au calcul du corrélateur apparaissant dans la definition de la
GDA en (1.6.100) et de l’opérateur de matrice S contenant le lagrangien d’interac-
tion développé à l’ordre g2 sont illustrées dans la Fig.1.15. Ce qui conduit au final à
l’expression suivante pour la GDA

ΦρLρL(z, ζ ≈ 1, W 2) = −
f 2
ρ g2 CF

2 Nc W 2

1
∫

0

dz2 φ(z)φ(z2)

[

1

zz̄2
−

1

z̄z2

]

. (1.6.104)

La partie dure TH de l’ amplitude est représentée par les diagrammes de la Fig.1.16.
Le propagateur du quark reliant les deux photons correspond bien au quark dur (de
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Fig. 1.15 – Contributions non nulles de la partie dure de la GDA à l’ordre de Born. Les
lignes en caractère gras correspondent aux propagateurs des quark et gluon.

/P

q1

q2

TH =

/P

q1

q2

+

/P

q1

q2

Fig. 1.16 – Développement du terme dur TH à l’ordre g2. Les lignes en caractère gras
correspondent au propagateur du quark frappé par la paire de photons.

virtualité de l’ordre de s ) dont nous avons précédemment discuté.

Dans le cas d’un quark de saveur q, nous obtenons

TH(z) = −4 e2 Nc Q2
q

(

1

z̄ + z Q2
2

s

−
1

z + z̄ Q2
2

s

)

(1.6.105)

En convoluant sur la variable z la GDA donnée par l’ Eq. (1.6.104) avec le terme dur
(1.6.105) , nous retrouvons exactement l’expression de l’amplitude transverse T αβgT αβ

dérivée précédemment en (1.6.96) dans la limite cinématique considérée, ce qui nous
permet de l’écrire sous la forme

T αβgT αβ =
e2

2

(

Q2
u + Q2

d

)

1
∫

0

dz

(

1

z̄ + zQ2
2

s

−
1

z + z̄ Q2
2

s

)

ΦρLρL(z, ζ ≈ 1, W 2) .

(1.6.106)
Notons que cette équation (1.6.106) correspond au cas particulier ζ → 1 de l’équation
originale dérivée par D. Müller et al [20].

Enfin, bien qu’en général les GDAs soient des fonctions complexes, dans notre étude
considérée dans l’approximation de Born, la partie dure (1.6.105) ainsi que la GDA
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(1.6.104) sont des quantités réelles. Ceci est dû à l’utilisation de DA réelles pour décrire
les mésons finals ainsi que de l’absence de coupure dans le canal s des diagrammes durs
à l’ordre de Born. La prise en compte des corrections radiatives pourra avoir comme
conséquence de faire apparâıtre une partie imaginaire dans l’amplitude de diffusion. Des
propriétés semblables, notamment l’absence de partie imaginaire de la GDA perturba-
tive sont discutées également dans la Ref.[35], dans une cinématique différente.

Nous allons maintenant tenter de décrire de manière unifiée les deux cas corres-
pondants aux situations opposées Q2

1 ) W 2 et Q2
2 ) W 2 . Ce travail assez artificiel

(puisque le processus est symétrique dans l’échange des indices 1 et 2 nous pouvons
déduire un cas de l’autre) nous conduira pourtant à une expression de l’amplitude non
dénuée d’intérêt.
Nous utiliserons dans la suite la décomposition suivante sur la nouvelle base (PA, PB) de
vecteurs sur le cône de lumière, sur laquelle les impulsions des mésons vecteur peuvent
être développées selon :

k1 = 2xζ̄PA + ζPB + kT (1.6.107)

k2 = 2xζPA + ζ̄PB − kT (1.6.108)

ainsi que celles des photons selon :

q1 = (−α + x)PA + βPB (1.6.109)

q2 = (α + x)PA + β̄PB (1.6.110)

où nous avons introduit le paramètre x3 1 ; en utilisant les relations (1.4.78) et (1.4.79)
nous obtenons

α+ x =
2xζ

1− Q2
1

s

−
Q2

2

s

2xζ̄

1− Q2
2

s

(1.6.111)

β =
ζ

1− Q2
2

s

−
Q2

1

s

ζ̄

1− Q2
1

s

(1.6.112)

Deux conditions physiques émergent sur la coexistence de α et β afin d’obtenir les
relations q2

1 = −Q2
1 et q2

2 = −Q2
2 : α > 0 et β < 1 d’une part, et α < 0 et β > −1 d’autre

part. Dans cette base les matrices γ s’écrivent

γµ = γBP µ
B + γAP µ

A + γT (1.6.113)

et plus généralement n’importe quel quadrivecteur xµ se décomposera selon

xµ = xBP µ
B + xAP µ

A + xT (1.6.114)

Nous faisons tout d’abord le calcul de l’amplitude dans l’hypothèse de factorisation que
nous avons justifiée dans le paragraphe précédent. Nous allons donc calculer le terme
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dur ainsi que la GDA et les convoluer sur la variable cinématique adéquate. Ainsi nous
commençons par calculer de manière univoque l’élément de matrice du corrélateur non
local définissant la GDA (le long de la direction du cône de lumière engendrée par le
vecteur PB) pour des valeurs (pour l’instant) quelconques du paramètre ζ qui contrôle
le partage entre les deux hadrons de la fraction d’impulsion totale sur le vecteur du
cône de lumière PB. Comme précédemment, nous calculons cet élément de matrice en
considérant le terme d’interaction développé à l’ordre de Born qui produit l’échange de
gluon.

ΦρLρL(z, ζ , W 2) =
PBµ

PA · PB

(ig)2

2!

∫

dxµ

2π
d4u d4vei(2z−1)

PB ·x
2 (1.6.115)

< ρ0
L(k1)ρ

0
L(k2)|T

[

q̄(−x/2)γB q(x/2)q̄(u)Aα
a (u)taγαq(u)q̄(v)Aβ

b (v)tbγβq(v)
]

| 0 >

=
cGDA

XY

∫

dz1dz2φ(z1)φ(z2)

∫

dxA

2π
ei(2z−1)

xA
2

[

−ζ
z̄1z2

ei
xA
2 [ζ(z̄1−z1)+ζ̄]

+
ζ

z1z̄2
ei

xA
2 [ζ(z̄1−z1)−ζ̄] +

−ζ̄
z1z̄2

ei
xA
2 [ζ̄(z̄2−z2)+ζ] +

ζ̄

z̄1z2
ei

xA
2 [ζ̄(z̄2−z2)−ζ]

]

=
cGDA

XY

[
∫

dz2(φ(
z

ζ
)

ζ

ζ − z

φ(z2)

z2
θ(ζ − z) + φ(

z̄

ζ
)
−ζ
ζ − z̄

φ(z̄2)

z̄2
θ(ζ − z̄))

+

∫

dz1(φ(
z̄

ζ̄
)
−ζ̄
ζ̄ − z̄

φ(z̄1)

z̄1
θ(z − ζ) + φ(

z

ζ̄
)

ζ̄

ζ̄ − z

φ(z1)

z1
θ(z̄ − ζ))

]

avec les facteurs multiplicatifs qui regroupent toutes les constantes du problème

cGDA =
f 2
ρg

2CF

8 s N2
c

, (1.6.116)

X = 1−
Q2

1

s
, Y = 1−

Q2
2

s
(1.6.117)

et ainsi
W 2 = sXY. (1.6.118)

L’ integration sur xA donne des fonctions delta qui mènent à différents changements de
variables qui apparaissent dans l’argument des amplitudes de distribution φ des mésons.
Les contraintes provenant du domaine de définition de ces dernières donnent les fonc-
tions thêta. Nous avons là encore omis la ligne de Wilson entre les champs de quark
définis aux points −x

2 et x
2 puisque son calcul donne zéro dans notre cinématique vers

l’avant t = tmin.

Nous obtenons l’expression du terme dur par un calcul perturbatif identique au
précédent que nous avions représenté par les diagrammes de la Fig(1.16) et le résultat
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analytique (1.6.105).
Convoluant sur la variable z cette partie dure avec l’expression (1.6.116) obtenue pour
la GDA, nous obtenons l’expression suivante pour l’amplitude transverse

M(ζ , W 2) =

∫ 1

0

dz cH [
1

z − β
+

1

z − β̄
]ΦρLρL(z, ζ , W 2) (1.6.119)

=

∫ 1

0

dz
cHcGDA

XY
[

1

z − β
+

1

z − β̄
]

[
∫

dz2 φ(
z

ζ
)

ζ

ζ − z

φ(z2)

z2
θ(ζ − z) + (z ↔ z̄)

+

∫

dz1 φ(
z̄

ζ̄
)
−ζ̄
ζ̄ − z̄

φ(z̄1)

z̄1
θ(z − ζ) + (z ↔ z̄)

]

(1.6.120)

avec

cH = 4ie2
qNc. (1.6.121)

Nous souhaitons maintenant comparer l’expression précédente (1.6.120) de l’amplitude
obtenue en supposant la factorisation, à l’expression (1.5.92) qui découle du calcul di-
rect et réécrite dans cette limite cinématique. Pour cela, nous négligeons toujours la
contribution des diagrammes en oreilles de chat (dessinés dans la première ligne de la
Fig.1.11) apparaissant dans la deuxième ligne de l’amplitude transverse (1.5.92) car elle
sera négligeable dans les 2 cas possibles (étant proportionnelle à XY ) Q2

1 ) W 2 ou
Q2

2 )W 2 que l’on peut écrire X 3 1 ou Y 3 1 d’après (1.6.94) . Nous devons conser-
ver par contre l’intégralité de la troisième ligne qui contribuera pour moitié dans le cas
X 3 1 et pour son autre moitié dans le cas Y 3 1. Afin de pouvoir effectuer cette com-
paraison nous devons réaliser des changements de variables d’intégration (les fractions
d’impulsion zi qui apparaissent comme argument des deux amplitudes de distribution
(DA) des mésons) différents pour chacun des quatre termes de la troisième ligne de
l’expression (1.5.92).
Quand le gluon se couple à la ligne du quark entrant dans le deuxième méson (d’impul-
sion k2 ), correspondant au diagramme de topologie B2 dans les notations de l’article[35],
nous effectuons le changement de variable suivant :

z1 =
z

ζ
dans

1
∫

0

dz1 dz2 φ(z1)φ(z2)
1

z̄1 z2

[

1

1− Q2
1

s

(

1

z̄1 + z1
Q2

2
s

−
1

z1 + z̄1
Q2

2
s

)]

(1.6.122)
et de la même manière pour un signe opposé du courant de quark

z̄1 =
z̄

ζ
dans

1
∫

0

dz1 dz2 φ(z1)φ(z2)
−1

z̄2 z1

[

1

1− Q2
1

s

(

1

z̄1 + z1
Q2

2
s

−
1

z1 + z̄1
Q2

2
s

)]

.

(1.6.123)
Pour l’autre classe de diagrammes (de type B1 dans les notations de l’article[35]), nous
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effectuons le changement de variable suivant :

z̄2 =
z̄

ζ̄
dans

1
∫

0

dz1 dz2 φ(z1)φ(z2)
−1

z̄1 z2

[

1

1− Q2
2

s

(

1

z̄2 + z2
Q2

1
s

−
1

z2 + z̄2
Q2

1
s

)]

(1.6.124)
et de la même manière pour un signe opposé du courant de quark

z2 =
z

ζ̄
dans

1
∫

0

dz1 dz2 φ(z1)φ(z2)
1

z̄2 z1

[

1

1− Q2
2

s

(

1

z̄2 + z2
Q2

1
s

−
1

z2 + z̄2
Q2

1
s

)]

.

(1.6.125)
Nous obtenons finalement une nouvelle expression pour l’amplitude obtenue après le
calcul direct, donnée par

gT αβT
αβ(ζ , W 2) = (1.6.126)

∫ 1

0

dzdz2
cD

XY
[

1

z − ζ
Y

+
1

z + ζ
Y (1− Y )

]φ

(

z

ζ

)

ζ

ζ − z

φ(z2)

z2
θ(ζ − z) + (z ↔ z̄)

+

∫ 1

0

dzdz1
cD

XY
[

1

z − ( ζ̄
X + ζ)

+
1

z + ( ζ̄
X − 1)

]φ

(

z̄

ζ̄

)

−ζ̄
ζ̄ − z̄

φ(z̄1)

z̄1
θ(z − ζ) + (z ↔ z̄)

avec

cD = i e2
q

f 2
ρ g2 CF

2 s Nc
. (1.6.127)

Nous pouvons vérifier que
cD = cH cGDA . (1.6.128)

Mais nous devons interpréter les relations (1.6.120) et (1.6.127) avec prudence. En effet,
la cinématique nous apporte une dernière contrainte que nous avons passée sous silence
jusqu’à présent : nous considérons le cas particulier sans transfert d’impulsion t = tmin,
ce qui signifie que l’impulsion transverse des mésons doit s’annuler :

k2
⊥ = 2xζζ̄ = 0 (1.6.129)

Ceci peut être réalisé dans deux cas ζ ≈ 0 ou ζ ≈ 1 . Ainsi les expressions de l’amplitude
transverse obtenue après calcul factorisé (1.6.120) et calcul direct (1.6.127) semblent
dépendre d’un paramètre cinématique ζ quelconque alors qu’il ne peut prendre en fait
que deux valeurs qui sont en fait les bords de son domaine de définition. En effet, quand
Q1 > Q2 , le comportement de s implique que X 3 1 et cela correspond au cas ζ ≈ 1 : le
méson de quadri-moment k1 emporte la quasi-totalité de l’impulsion disponible le long
du vecteur du cône de lumière PB dans la direction duquel vole la GDA. Les premières
lignes des expressions de l’amplitude transverse obtenue après calcul factorisé (1.6.120)
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et calcul direct (1.6.127) sont égales tandis que la seconde ligne s’annule et nous obtenons
bien d’après (1.6.128)

gT αβT
αβ(ζ = 1, W 2) = M(ζ = 1, W 2) . (1.6.130)

Ce résultat est bien entendu identique à celui obtenu en (1.6.106). Evidemment dans
l’autre cas, quand Q2 > Q1, Y 3 1 et nous obtenons

gT αβT
αβ(ζ = 0, W 2) = M(ζ = 0, W 2) . (1.6.131)

Finalement, les expressions de l’amplitude de diffusion pour des photons virtuels trans-
verses obtenues en (1.6.120) dans l’hypothèse de factorisation avec une GDA (elle même
réécrite en un terme dur factorisé avec les deux DA des mésons finals) et en (1.6.127)
d’après un calcul direct qui ne repose que sur la factorisation avec les deux DA des
mésons finals sont bien égales dans les deux limites X 3 1 et Y 3 1 concernées pour
observer la factorisation avec une GDA. Celles-ci n’apportent rien de plus que l’expres-
sion précédemment établie en (1.6.106) mais elles font apparâıtre une dépendance en
ζ , qui, bien que réduite aux cas ζ ≈ 1 ou ζ ≈ 0 s’avère néanmoins intéressante si l’on
cherche à l’extrapoler au cas ζ quelconque qui ne sera accessible que pour une valeur
quelconque du carré du moment transféré t. Bien que nous nous soyons limités, par
simplicité, à la cinématique vers l’avant, nous espérons que des résultats semblables
puissent être obtenus dans une cinématique plus générale, pour des valeurs quelconques
de l’impulsion transférée. Notons aussi la forte proximité entre ces expressions et celle
de la GDA écrite en terme d’une double DA de l’article Ref.[35], ce qui rend notre
étude étroitement liée à la limite perturbative de l’amplitude de distribution sur le cône
de lumière de deux pions étudiée dans cette référence pour des collisions γ∗TγT . Cette
dernière partie était aussi motivée par la perspective de démontrer la factorisation dans
le cas de virtualités de photons identiques Q1 = Q2, or dans ce cas, nous obtenons un
terme fini mais sous-dominant dans l’expression de l’amplitude obtenue par le calcul
direct, ce que l’on peut aussi constater dans l’expression factorisée, ainsi ce cas particu-
lier présente une contribution à l’amplitude de twist plus élevé. Nous détaillons ce point
dans l’article [36].

1.7 γ∗Lγ
∗
L → ρ0

Lρ
0
L pour des virtualités de photons for-

tement ordonnées

Analysons maintenant le cas des photons longitudinalement polarisés dans une limite
cinématique différente,

Q2
1 ) Q2

2 , (1.7.132)

qui se caractérise donc par un ordonnancement fort des virtualités des photons 1 et 2.
Nous pouvons ainsi voir le photon 2 de virtualité Q2 comme un objet mou, en comparai-
son de la sonde dure constituée par le photon 1 de virtualité Q1. Cette limite ressemble à
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la limite de Bjorken dans laquelle la factorisation du processus de diffusion profondément
inélastique (DIS) d’un photon virtuel dur sur une cible hadronique (proton) s’opère.

q1

1 + ξ 1− ξ

x− ξx + ξ

TDA

ρ(k1)

ρ(k2)

Fig. 1.17 – Variables cinématiques de la TDA.

Dans ce régime, en nous inspirant de [40], nous pouvons donc nous attendre à ce que
l’amplitude pour des photons initiaux longitudinalement polarisés se factorise comme
une convolution d’une fonction coefficient calculable perturbativement et d’une ampli-
tude de distribution de transition (TDA) γ → ρ définies à partir du correlateur non-local
fermionique de twist 2 pris entre les états asymptotiques initial (γ) et final (ρ)

∫

dz−

2π
e−ixP+z− < ρ0

L(k2)|q̄(−z−/2)γ+q(z−/2))| γ∗(q2) > . (1.7.133)

Les propriétés de factorisation de l’amplitude de diffusion dans ce régime cinématique
sont par convention décrites en employant les notations standard des GPDs (cf. la
Fig.1.17), que nous allons faire apparâıtre dans les grandeurs cinématiques mises en
jeu pour décrire le processus. Nous réécrivons ainsi les impulsions selon

q1 =
1

1 + ξ
n1 − 2ξ n2 , k1 =

1− Q2
2

s

1 + ξ
n1

q2 = −
Q2

2

(1 + ξ)s
n1 + (1 + ξ) n2 , k2 = (1− ξ) n2 , (1.7.134)

où ξ est le paramètre de torsion (skewedness) égal à

ξ =
Q2

1

(2s−Q2
1)

(1.7.135)

qui décrit la perte d’impulsion longitudinale du photon incident. Nous pouvons utiliser
la formule (1.4.81) qui relie s à l’énergie de la collision W afin d’écrire ξ en fonction de
grandeurs physique. Nous définissons là encore de nouveaux vecteurs du cône de lumière
ni qui s’expriment en fonction des anciens vecteurs de Sudakov pi selon
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p1 =
1

1 + ξ
n1 , p2 = (1 + ξ) n2 , (1.7.136)

avec
p1 · p2 = n1 · n2 = s/2. (1.7.137)

Nous introduisons également l’impulsion moyenne P de la cible et le transfert ∆ d’im-
pulsion par

P =
1

2
(q2 + k2) , ∆ = k2 − q2 . (1.7.138)

Nous nous sommes restreint dans notre étude au cas particulier vers l’avant

t = tmin = −2ξ
Q2

2

1 + ξ
. (1.7.139)

Dans la région définie par l’eq.(1.7.132) nous pouvons fixer Q2 = 0 à l’intérieur de
l’expression (1.5.93), ce qui permet d’écrire :

1
∫

0

dz1 dz2 φ(z1)φ(z2) {....} (1.7.140)

=

1
∫

0

dz1 dz2 φ(z1)φ(z2)

{

(1− ξ)

z̄1[z̄2(1 + ξ) + 2ξ z2]
+

(1− ξ)

z1[z2(1 + ξ) + 2ξ z̄2]
+

1

z2 z̄1
+

1

z1 z̄2

}

.

Nous allons maintenant chercher à écrire l’ Eq.(1.7.140) sous une forme qui fera ap-
parâıtre une factorisation entre deux objets que l’on pourra identifier comme le terme
dur et la TDA, ceci étant illustré dans la Fig.1.18.
Pour cela, nous examinons plus étroitement les diagrammes associés à chacun des quatre
termes de (1.7.140). Par exemple, le deuxième terme de (1.7.140), correspondant au
deuxième diagramme dessiné dans la Fig.1.10, suggère l’introduction de la nouvelle va-
riable cinématique x, x ∈ [ξ, 1], définie à travers

z2 =
x− ξ

1− ξ
(1.7.141)

et s’écrit ainsi
1

∫

0

dz2
φ(z2)(1− ξ)

z1[z2(1 + ξ) + 2ξ z̄2]
=

1
∫

ξ

dx
φ
(

x−ξ
1−ξ

)

z1(x + ξ)
. (1.7.142)

Nous pourrons donc écrire de manière explicite la contribution de la région d’intégration
DGLAP x ∈ [ξ, 1] dans l’expression de l’amplitude, ce qui nous permettra ainsi d’iden-
tifier aisément le terme correspondant à la TDA. La convolution entre le terme dur et
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q1

/p1

/p2

TH DA
ρ(k1)/p2

q2

/p2

/p1

TDAH DA
ρ(k2)/p1

Fig. 1.18 – Factorisation de l’amplitude avec une TDA.

la TDA s’effectuera sur cette variable x dans l’expression factorisée de l’amplitude.
Nous transformons de la même manière les autres termes de l’eq.(1.7.140) afin de
représenter l’amplitude sous la forme

1
∫

0

dz1 dz2 φ(z1)φ(z2) {....} (1.7.143)

=

1
∫

−1

dx

1
∫

0

dz1 φ(z1)

(

1

z̄1(x− ξ)
+

1

z1(x + ξ)

)

×
[

Θ(1 ≥ x ≥ ξ)φ

(

x− ξ

1− ξ

)

−Θ(−ξ ≥ x ≥ −1)φ

(

1 + x

1− ξ

)]

,

avec la fonction Θ(a ≥ x ≥ b) = Θ(a− x)Θ(x− b).
Cette expression factorisée suggère l’identification de

1
∫

0

dz1 φ(z1)

(

1

z̄1(x− ξ)
+

1

z1(x + ξ)

)

(1.7.144)

comme la fonction coefficient TH (à un facteur multiplicatif près) caractérisant le sous-
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processus dur à courte distance, et de

T (x, ξ, tmin) ≡ Nc

[

Θ(1 ≥ x ≥ ξ)φ

(

x− ξ

1− ξ

)

−Θ(−ξ ≥ x ≥ −1)φ

(

1 + x

1− ξ

)]

(1.7.145)
comme la TDA décrivant la transition γ∗L → ρ0

L se produisant sur de plus larges distances.

Nous allons justifier l’identification précédente en partant des définitions originales
des deux objets mis en scène dans la factorisation de l’amplitude. Le terme dur TH(z1, x)
apparait dans la Fig.1.18, et son interprétation diagrammatique est illustrée à l’ordre g2

dans la Fig.1.19. Ce qui signifie que le gluon échangé se trouve dans le terme dur dans
ce cas alors que celui-ci se trouvait dans le terme mou dans le cas de la factorisation
précédente impliquant une GDA.

/p2

/p1

q1

TH =

/p2

/p1

q1

+

/p2

/p1

q1

+

/p2

/p1

q1

+

/p2

/p1

q1

Fig. 1.19 – Le terme dur TH à l’ordre g2.

Nous devons calculer les contributions de quatre diagrammes et obtenons au total,
pour un méson constitué de quarks de saveur q,

TH(z1, x) = −i fρ g2 e Qq
CF φ(z1)

2 Nc Q2
1

εµ(q1)

(

2ξ n2 µ +
1

1 + ξ
n1 µ

)

×
[

1

z1(x + ξ − iε)
+

1

z̄1(x− ξ + iε)

]

. (1.7.146)

Cette expression coincide bien avec le terme dur de l’amplitude d’électroproduction du
méson ρ. Notons que la structure tensorielle obtenue est bien en accord avec celle de la
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Lρ

0
L

partie longitudinale de l’eq.(1.5.84) :

2ξ nµ
2 +

1

1 + ξ
nµ

1 = pµ
1 +

Q2
1

s
pµ

2 (1.7.147)

Traitons maintenant le cas du terme mou, caractérisé par la virtualité typique Q2
2

du photon 2 très inférieure à celle du photon 1. Nous partons de la définition de la TDA
T (x, ξ, tmin) qui décrit la transition γ∗L(q2) → ρq

L(k2) à partir de l’élément de matrice
pris entre les états asymptotiques entrant et sortant (in et out) du corrélateur non-
local fermionique de twist dominant. Un calcul perturbatif à l’ordre le plus bas dans le
couplage électromagnétique e mène à l’expression suivante, pour une saveur q du quark
constituant le méson :

∫

dz−

2π
eix(P.z) 〈ρq

L(k2)|q̄(−z/2)n̂ e
−ieQq

−z/2
R

z/2

dyµ Aµ(y)

q(z/2)|γ∗(q2)〉

=
e Qq fρ

P+

2

Q2
2

εν(q2)

(

(1 + ξ)nν2 +
Q2

2

s(1 + ξ)
nν1

)

T (x, ξ, tmin) , (1.7.148)

où T (x, ξ, tmin) s’écrit exactement comme dans l’expression identifiée (1.7.145) d’après le
calcul direct de l’amplitude. Le vecteur P s’exprime simplement dans notre cinématique

P =
q2 + k2

2
≈ n2 (1.7.149)

et le vecteur du cône de lumière n le long duquel sont définis les champs fermioniques
qui apparaissent dans le corrélateur non local de la TDA est donné par

n =
n1

n1.n2
. (1.7.150)

Les diagrammes correspondant à ce calcul perturbatif sont représentés dans la Fig.1.20.

/p2

q2

TDAH

/n

=
/p2

q2

/n

+
/p2

q2

/n

+
/p2

Fig. 1.20 – La partie dure de la TDA à l’ordre e Qq.

Comme nous l’avons vu, aucun gluon ne participe au sous-processus mou γ∗L(q2)→
ρ0

L(k2) dont la description est assurée par la TDA, qui se ramène ainsi à un pur processus
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électromagnétique. Nous avons explicitement fait apparâıtre la ligne de Wilson dans
l’expression (1.7.148) de la TDA, qui assure donc (à tous les ordres de perturbation
d’après sa forme exponentiée) l’invariance de jauge abélienne du corrélateur non-local
le long de la ligne du cône de lumière engendrée par le vecteur n. De même nous avons
omis pour la simplicité de la notation la ligne de Wilson non-abélienne qui ne joue aucun
rôle dans ce cas.
Notons enfin que le facteur

(1 + ξ)nν2 +
Q2

2

s(1 + ξ)
nν1 = pν2 +

Q2
2

s
pν1 (1.7.151)

fait apparâıtre le deuxième terme de la structure tensorielle attendue pour l’amplitude
longitudinale d’après l’Eq.(1.5.84).

En particulier, la contribution du membre de droite de (1.7.148) proportionnel au
vecteur nν1 (ou encore pν1) correspond à la contribution du développement à l’ordre
perturbatif considéré de la ligne de Wilson électromagnétique, illustrée par le dernier
diagramme de la Fig.1.20.

En tenant compte de tous les facteurs multiplicatifs et en reconstituant la structure
de saveur des mésons ρ0, nous obtenons la forme factorisée de l’amplitude T αβp2αp1β

impliquant une TDA pour des photons de virtualités fortement ordonnées

T αβp2αp1β = −if 2
ρ e

2(Q2
u+Q2

d)g
2 CF

8Nc

1
∫

−1

dx

1
∫

0

dz1

[

1

z̄1(x− ξ)
+

1

z1(x + ξ)

]

T (x, ξ, tmin) .

(1.7.152)
Notons que dans cette analyse perturbative, nous n’avons accès qu’au domaine

cinématique DGLAP donné par 1 ≥ |x| ≥ ξ, qui correspond à l’émission suivie d’une
réabsorbtion d’un quark (resp. d’un antiquark) dans la TDA, ce que l’on observe au
premier ordre de perturbation dans le premier diagramme (resp. dans le second) de la
Fig.1.20. C’est une conséquence du domaine de définition de l’amplitude de distribution
utilisée pour décrire l’hadronisation en mésons ρ dans l’état final ainsi que de l’approxi-
mation de Born dans laquelle se situe cette étude. Les calculs de notre processus au-delà
de l’approximation de Born mèneraient à une factorisation entre une partie dure modifiée
par les corrections radiatives et une TDA qui absorberait - en employant les équations
d’évolution DGLAP-ERBL - les divergences infrarouges et colinéaires provoquées par
ces corrections radiatives. L’évolution régie par ces équations d’évolution relient en fait
la région DGLAP à la fois à la région ERBL et à la région DGLAP, comme cela est
discuté par exemple dans la Ref. [23].

Enfin, le choix adopté pour l’ordonnancement des virtualit́es Q2
1 ) Q2

2 est arbitraire
et peut parfaitement être remplacé par le cas opposé Q2

1 3 Q2
2. Du fait de la symétrie
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du processus, la factorisation obtenue dans ce cas fera apparaitre une TDA décrivant la
transition γ∗(q1)→ ρ0

L(k1) à large distance.

Notons enfin que les deux domaines cinématiques précédemment étudiés dans le cas
des factorisations basées sur une TDA ou une GDA ont une intersection non nulle comme
nous le montrons dans la Fig.1.21. Dans cette figure, les différents domaines où les am-
plitudes transverse (pour le processus γ∗Tγ

∗
T → ρLρL ) et longitudinale (γ∗Lγ

∗
L → ρLρL)

dominent sont présentés. A l’intérieur de leur intersection, nous obtenons deux formules
de factorisations différentes suivant les deux polarisations possibles des photons vir-
tuels : nous pouvons alors conclure que les états de polarisation des photons dictent
la factorisation impliquant une GDA ou une TDA dans ce domaine cinématique. La
Fig. 1.21 illustre également que la factorisation colinéaire de QCD n’est plus de twist
dominant (est supprimée) dans la région où les virtualit́es Q2

i sont paramétriquement
proches. Enfin, la limite de grand W 2 concerne le domaine perturbatif de Regge qui
sera étudié dans les chapitres suivants. Nous utiliserons alors les expressions générales
de l’amplitude obtenues en (1.5.92) et (1.5.93) dans le calcul direct afin de comparer
leurs contributions respectives à celle de l’échange de gluons, supposé dominer la section
efficace dans la limite cinématique de Regge.

Nous avons limité notre analyse au cas de mésons ρ0 longitudinalement polarisés.
De cette façon, nous avons évité les problèmes potentiellement liés à la rupture de la
factorisation colinéaire de QCD pour des GDA ou TDA faisant apparaitre des DAs de
mésons transverses dans les limites de leurs domaine de définition, cf. Ref.[41]. Il serait
intéressant de savoir, si une telle formule de factorisation impliquant une GDA ou une
TDA peut également être obtenue dans ce cas.
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2

Fig. 1.21 – Différentes régions cinématiques accessibles. Dans le domaine (1), denoté
par des lignes verticales, la factorisation avec une GDA s’opère. Cette région est la
réunion de deux domaines déconnectés : celui apparaissant en bas à droite est donné
par les conditions 1− Q2

2/s ≥ c(1− Q2
1/s) et Q2

1/W
2 ≥ c tandis que celui de la région

en haut à gauche correspond à 1 − Q2
1/s ≥ c(1 − Q2

2/s) et Q2
2/W

2 ≥ c, où c est un
nombre arbitrairement grand. Dans le domaine (2), denoté par des lignes horizontales,
la factorisation implique une TDA. Cett région correspond aux conditions cinématiques
Q2

1/Q
2
2 ≥ c ou Q2

1/Q
2
2 ≤ 1/c. Dans la région d’intersection de ces deux domaines,

les deux factorisations sont valides, tandis qu’à l’extérieur, aucune factorisation -ni en
termes d’une GDA ni d’une TDA- n’est établie à l’ordre dominant. Afin de tracer ces
conditions, nous avons choisi c = 3. La bande grise représente le domaine cinématique
où les amplitudes avec des photons transverses et longitudinaux, calculées à l’ordre de
Born dans la Sec. 1.5 ont des ordres de grandeur comparables. En dessous de la ligne
hachurée, le domaine correspond à la limite de Regge perturbative.
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Chapitre 2

Le Poméron BFKL

2.1 Introduction générale du concept de Poméron

Bien avant l’existence de QCD, de nombreuses tentatives furent proposées pour
décrire les processus d’interaction forte ; la théorie de Regge correspond à l’une d’entre
elles. Basée sur l’invariance de Lorentz , l’unitarité et l’analyticité de la marice S, elle
eut de nombreux succès dans la description des diffusions hadron-hadron dans la limite
cinématique de Regge correspondant à une grande énergie dans le centre de masse et
un faible moment transféré : s ) −t. Elle part du développement en ondes partielles
Al(t) de l’amplitude de diffusion A(s,t) d’un processus dans le canal t sur la base des
polynômes de Legendre (développement déjà utilisé dans la théorie des collisions quan-
tiques non relativistes) :

A(s, t) =
∞
∑

l=0

(2l + 1)Al(t)Pl(1 +
2s

t
) , (2.1.1)

où l est le moment angulaire relatif entre les 2 particules. Après prolongement analytique
en l, les états virtuels échangés dans la voie t possèdent un moment angulaire complexe.
Une modification du contour d’intégration fait apparâıtre une structure analytique faite
de pôles et de coupures ; dans le cas particulier des pôles simples (appelés pôles de
Regge) et dans la limite cinématique de Regge, l’amplitude de diffusion est dominée par
la singularité la plus à droite (de partie réelle de l la plus élevée) appelée Poméron, et
prend la forme suivante :

A(s, t) ∼ sαP (t) , (2.1.2)

où αP (t) est la trajectoire (dite de Regge) du Poméron dans le plan de l complexe. En
général , l’échange de particules virtuelles dans la voie t correspond à une résonnance
dans l’amplitude de diffusion ; les diagrammes de Chew-Frautschi (1962) (utilisés pour
la phénoménologie des processus de diffusion entre deux hadrons) représentant le spin
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en fonction de la masse au carré de résonnances connues (comme des mésons légers)
présentaient un alignement sur des trajectoires linéaires. Le Poméron peut être ainsi
compris comme l’échange d’un ’objet’ de moment angulaire l complexe et de masse
m qui sont reliés par αP (m2) = l et possédant les nombres quantiques du vide. Par
analogie avec les diagrammes de Chew-Frautschi des particules connues, on s’atten-
dait à trouver des particules réelles sur la trajectoire du Poméron ; différents modèles
furent proposés et conduirent par exemple Donnachie et Landschoff à décrire toutes les
données des diffusions hadroniques élastiques et inélastiques à partir de la trajectoire
αP (t) = 1 +0.08 + 0.25t. Mais ceci viole explicitement un résultat crucial en théorie des
champs démontré par Froissart (en 1961) à partir des premiers principes d’analyticité et
d’unitarité de la matrice S : la section efficace totale d’un processus hadronique possède
une borne supérieure qui la contraint de crôıtre au plus comme une constante multipliée

par ln2(s)
m2
π

(mπ est la masse du pion, particule la plus légère du spectre hadronique) :

en repartant de l’expression à haute énergie de l’amplitude A(s, t) et en utilisant le
théorème optique qui relie la partie imaginaire de l’amplitude élastique A(s, t = 0) à la
section efficace totale on obtient son comportement à haute énergie :

σTOT ∼ sαP (0)−1 (2.1.3)

qui entre en contradiction avec la borne de Froissart pour αP (0) > 1. Des méthodes
d’unitarisation furent proposées afin d’y remédier, dans le cadre des théories de Regge
(échanges multi-pomérons...).

Dès que QCD fut établie comme théorie quantique des interactions fortes, Balitskii,
Fadin, Kuraev et Lipatov s’intéressèrent à la limite de Regge et proposèrent une tenta-
tive de description du Poméron à partir des degrés de libertés élémentaires de la théorie,
constitués de champs de quarks et de gluons. L’évaluation de l’amplitude de diffusion
à haute énergie permet de considérer un développement perturbatif en puissance de αs

qui est faible dans ce régime d’énergie d’aprés la libert́e asymptotique, si le processus
présente une échelle dure : l’approche BFKL suppose en effet cette condition réalisée.
Mais ces termes sont compensés par des termes divergents en puissance de ln s prove-
nant de l’émission de particules molles (divergences infra-rouge intrinsèques à la théorie) ;
par conséquent la série de perturbations ne peut être tronquée après quelques termes et
conduit à une resommation d’une série infinie en puissance de αs ln s qui aboutit à une
équation intégrale de l’amplitude de diffusion appelée équation BFKL [6]. Dans cette
approximation des logarithmes dominants (LLA pour leading log approximation ou en-
core LO pour leading order), les diagrammes de Feynman resommés correspondent à des
diagrammes en forme d’échelle constitués de deux gluons reggeizés dans la voie t (gluons
dont le propagateur est habillé du fait des interactions et qui acquièrent une trajectoire
de Regge) interagissant en échangeant dans la voie s des gluons réels (représentés par
les barreaux horizontaux de l’échelle). Puisque le Poméron (mou) de Regge transportait
les nombres quantiques du vide, l’équation BFKL doit décrire l’échange d’un singulet
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de couleur dans la voie t. Mais cette description présente quelques limites intrinsèques :
elle prévoit que αP (0) = cαs où c est une constante strictement positive, ce qui conduit
à la violation de la borne de Froissart à l’échelle perturbative. Elle prédit de plus que
la densité de gluons diverge à très haute énergie (saturation)[43]. De nombreuses tenta-
tives ont depuis été proposées pour tenter de restaurer l’unitarité de la théorie (équation
Balitsky-Kovchegov[44], Color Glass Condensate[45]...).

2.2 L’équation intégrale pour l’échange d’un octet

de couleur

Nous allons considérer, dans la limite de Regge de QCD, l’échange d’octet de couleur
dans la voie t dans un processus de collision de deux quarks hautement énergétiques,
de masse nulle, dont les impulsions sont données par les deux vecteurs de Sudakov p1

et p2, qui sont donc deux vecteurs du cône de lumière de direction opposée. A l’ordre
des arbres, la limite s ) −t = |q2|, correspond à l’échange d’un gluon mou de quadri-
moment q, de composantes très inféreures à

√
s. Quand nous aurons à considérer les

corrections quantiques de ce processus, nous verrons apparâıtre des termes divergents
dans l’infrarouge dus à l’intégration sur les impulsions longitudinales des particules
molles émises en cascade au cours de la collision. Ces termes divergents apparaitront sous
la forme de puissances de ln( s

k2 ), qui seront resommées au sein d’une série perturbative en

(αs ln( s
k2 ))n, afin de conduire à l’expression d’une amplitude finie. Nous nous proposons

de calculer cette expression, dans cette approximation dite des logarithmes dominants,
tout d’abord dans le cas de l’échange d’un octet de couleur dans la voie t puis dans
celui du singulet de couleur, le Poméron, en nous inspirant librement des revues de
Lipatov[46], Forshaw et Ross[47], Del Duca[48] et Kirschner[49].
L’émission de particules molles est décrite dans l’approximation eikonale, qui consiste
à négliger la variation subie par la quadri-impulsion d’une particule très énergétique
qui émet une particule molle. Nous pouvons donc écrire pour le vertex du haut de
l’amplitude à l’ordre des arbres A(8)

0 , en utilisant le facteur −ig(τa)γµ pour l’interaction
quark-gluon :

−ig(τa)ū(λ′
1, p1 − q)γµu(λ1, p1) = −2ig(τa)pµ

1δλ′1 λ1 (2.2.4)

pour des spineurs normalisés selon

u†(λ′
1, p1)u(λ1, p1) = 2Eδλ′1 λ1 . (2.2.5)

Nous calculerons dans la suite des éléments de matrice T , plutot que de matrice S =
1 + iT donc nous devrons ajouter un facteur (−i) dans l’expression obtenue des ampli-
tudes à partir des règles de Feynman. Les propagateurs des quarks et des gluons (de

moment générique k) s’écriront respectivement dans la jauge de Feynman selon i
/k
k2 et
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−igµνδab

k2 (les indices de Kronecker sur les indices de couleur seront considérés implici-
tement pour les fermions, nous noterons simplement τa les générateurs du groupe de
gauge dans leur représentation fondamentale apparaissant à chaque vertex quark-gluon).

p1

p2

q

Fig. 2.1 – Amplitude d’échange d’un octet de couleur à l’ordre des arbres.

Nous obtenons alors pour l’amplitude d’échange d’un octet de couleur à l’ordre le
plus bas

A(8)
0 = (−i)(−ig2pµ

1 )(−ig2pν2)
−igµν

q2
δλ′1 λ1δλ′2 λ2 G(8)

0

= 8παs
s

t
δλ′1 λ1δλ′2 λ2 G(8)

0 (2.2.6)

avec le facteur de couleur G(8)
0 = τa ⊗ τa qui contient les deux générateurs de SU(3)

dans leur représentation fondamentale.

p1

p2

k1

a

k2

b

c σ

Fig. 2.2 – Diagramme (a) de l’amplitude A
(8)σ
2→(3) .

Nous allons maintenant calculer l’amplitude A(8)σ
2→(3) à l’ordre suivant (g3) en théorie

de perturbation, qui est composée de 5 diagrammes représentés dans les figures (2.2),
(2.3), (2.4) et qui décrit l’émission de toutes les façons possibles d’un gluon mou réel
dans l’état final. Le diagramme (a) est calculé en utilisant le vertex à 3 gluons donné
par

−gfabc[g
µν(k1 + k2)

σ + gµσ(k2 − 2k1)
ν − gνσ(2k2 − k1)

µ] (2.2.7)
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pour des moments k1 et k2 orientés vers le bas. Ainsi

A(8)σ
2→(3)(a) = (−i)(−ig2p1µ)(−ig2p2ν)

−i

k2
1

−i

k2
2

δλ′1 λ1δλ′2 λ2 τ
a ⊗ τ b

×g(−fabc)[g
µν(k1 + k2)

σ + gµσ(k2 − 2k1)
ν − gνσ(2k2 − k1)

µ]. (2.2.8)

Dans la limite de Regge, l’ordonnancement fort des impulsions longitudinales des
particules molles émises en cascade nous permet d’exploiter la décomposition de la
quadri-impulsion ki du gluon i dans la base de Sudakov selon ki = ρi p1 + λip2 + k⊥,
où k2

⊥ = −k2, particulièrement adaptée dans la configuration cinématique de Regge
car le produit scalaire 2p1.p2 fait apparâıtre le grand paramètre s. Les composantes
(longitudinales) de ces quadri-moments selon p1 et p2 doivent etre positives (condition
de positivité des énergies correspondantes dans tout référentiel), ce qui conduit aux
inégalités suivantes : 1 > ... > ρi > ρi+1 > ... > 0 et 1 > ... > |λi+1| > |λi| > ... >
0. Celles-ci deviendront des inégalités fortement ordonnées dans la limite de Regge :
1 ) ρi ) ρi+1 et 1 ) |λi+1| ) |λi|, tandis que les moments transverses sont du même
ordre de grandeur, c’est-à-dire équivalents à une échelle transverse typique k2 qui n’est
pas fixée de manière univoque au LO (cela n’a pas d’effet sur les logarithmes de s) :
(ki − ki+1)

2 ' k2
1 ' k2

n+1 ' k2.
Ceci nous permet de simplifier l’expression suivante selon

2p1µ2p2ν [g
µν(k1 + k2)

σ + gµσ(k2 − 2k1)
ν − gνσ(2k2 − k1)

µ] = (2.2.9)

−2s[ρ1p
σ
1 + λ2p

σ
2 − (k1 + k2)

σ
⊥].

Ainsi la contribution du diagramme (a) devient

A(8)σ
2→(3)(a) = −i2sg3[ρ1p

σ
1 + λ2p

σ
2 − (k1 + k2)

σ
⊥]

1

k2
1k

2
2

δλ′1 λ1δλ′2 λ2 fabcτ
a ⊗ τ b (2.2.10)

p1

p2

k1 − k2

p1

p2

k1 − k2

Fig. 2.3 – Diagrammes (b) et (c) de l’amplitude A
(8)σ
2→(3) .

De même nous calculons la contribution du diagrammes (b)

A(8)σ
2→(3)(b) = (−i)ū(λ′

1, p1 − k1)(−igγµ)i
/p1 − /k1 + /k2

(p1 − k1 + k2)2
(−igγσ)u(λ1, p1)

−igµν

k2
2

×ū(λ′
2, p2 + k2)(−igγν)u(λ2, p2)(τ

bτ c ⊗ τ b) (2.2.11)
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Nous faisons apparâıtre la somme sur les indices de polarisation des spineurs au numérateur
du propagateur du quark afin d’utiliser l’approximation eikonale selon p1 pour les ver-
tex (−igγµ) et (−igγσ), selon p2 pour le vertex du bas. Si nous ajoutons à l’expression
obtenue celle du diagramme (c), utilisant (p1 − k1 + k2)2 ' −(p1 − k2)2 ' sλ2 dans
notre cinématique afin de faire apparâıtre la constante de structure fabc à partir du
commutateur τ b et τ c, nous obtenons

A(8)σ
2→(3)( (b) + (c) ) = −i2sg3 k2

12p
σ
1

k2
1k

2
2sλ2

δλ′1 λ1δλ′2 λ2 fabcτ
a ⊗ τ b (2.2.12)

p1

p2

k1 − k2

p1

p2

k1 − k2

Fig. 2.4 – Diagrammes (d) et (e) de l’amplitude A
(8)σ
2→(3).

Nous en déduisons aisément par symétrie la contribution des diagrammes (d) et (e) :

A(8)σ
2→(3)( (d) + (e) ) = −i2sg3 k2

22p
σ
2

k2
1k

2
2sρ1

δλ′1 λ1δλ′2 λ2 fabcτ
a ⊗ τ b . (2.2.13)

En additionnant ces 5 diagrammes, nous obtenons finalement

A(8)σ
2→(3) =

−i2g32pµ
12pν2

k2
1k

2
2

δλ′1 λ1δλ′2 λ2 fabcτ
a ⊗ τ bΓσµν(k1, k2) (2.2.14)

avec

Γσµν(k1, k2) =
2p1νp2µ

s

[

(ρ1 +
2k2

1

sλ2
)pσ1 + (λ2 +

2k2
2

sρ1
)pσ2 − (k1 + k2)

σ
⊥

]

. (2.2.15)

Nous avons fait apparâıtre un objet fondamental dans notre approche : le vertex
effectif (non local) de Lipatov Γσµν(k1, k2) qui décrit la production réelle d’un gluon de
moment k1 − k2 dans la voie s, connecté de toutes les manières possibles à ses plus
proches voisins. Notons aussi qu’il permet à l’amplitude A(8)σ

2→(3) de vérifier l’invariance
de jauge de QCD d’après

(k1 − k2).Γµν(k1, k2) = 0 . (2.2.16)
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p1

p2

k1

Γσµν
σ

k2

Fig. 2.5 – Amplitude A
(8)σ
2→(3) .

Nous avons dérivé son expression en considérant des gluons mous émis par des
quarks ultra relativistes mais nous pouvons montrer que ce vertex effectif aura la même
expression en les remplaçant par des gluons, l’approximation eikonale restant valide
indépendamment du spin de la particule énergétique émettant un gluon mou. Nous
devons à cette fin remarquer que les gluons verticaux (virtuels) possèdent des polarisa-
tions non-physiques qui dominent dans la limite de Regge : en effet, en décomposant la
matrice de polarisation des propagateurs des gluons en une partie longitudinale et une
transverse, le tenseur gµν s’écrit

gµν = gµν
|| + gµν

⊥ ' gµν
|| =

pµ
1p

ν
1 + pν1p

µ
2

p1.p2
(2.2.17)

du fait de la grande valeur de s = 2p1.p2. Si les indices de Lorentz µ et ν se trouvent
respectivement du côté des particules incidentes de moment p1 (en haut ) et p2 (en bas)
alors la contribution dominante sera

gµν '
2pν1p

µ
2

s
(2.2.18)

C’est bien ce terme qui apparâıt en facteur de l’expression du vertex effectif.

Nous pouvons donc supposer une généralisation de l’expression A(8)σ
2→(3) au cas où n

gluons réels sont produits dans l’état final en utilisant ce vertex effectif le long de la
chaine de gluons, dont l’amplitude de diffusion de deux quarks d’hélicité λ1,λ2 en deux
quarks (d’hélicité λ′

1,λ
′
2) plus n gluons (réels) horizontaux s’écrit :

A(8)σ1...σn

2→(n+2) (k1, ..., kn) = i2sgn+2δλ′1 λ1δλ′2 λ2 G(8)
n

i

k2
1

n
∏

i=1

2pµi
1 pνi+1

2

s
Γσi

µiνi+1

i

k2
i+1

(2.2.19)

avec le facteur de couleur G(8)
n =

∏n
i=1 faiai+1biτ

a1⊗τan+1 pour des gluons réels de couleur
bi.

A partir des règles de coupures (Cutkosky), nous allons pouvoir calculer la partie
imaginaire de l’amplitude de diffusion (de la contribution du canal s) avec échange
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p1

p2

Γσi
µiνi+1

−kn+1 + q

ki+1

k1

−ki+1 + q

−k1 + q

ki −ki + q

kn+1

Fig. 2.6 – Partie imaginaire de l’Amplitude A
(8)
n (s, t).

d’octet de couleur dans la voie t à n + 1 boucles en utilisant l’amplitude de production
de n gluons réels A(8)σ1...σn

2→(n+2) (k1, ..., kn) dans l’état intermédiaire, modifiée afin d’intégrer
l’hypothèse de réggéisation des gluons de moments ki.

Im A(8)
n (s, t) = (2.2.20)

1

2

∫

dVEP (n+2) A(8)σ1 ...σn

2→(n+2) (k1, ..., kn)A(8)†τ1...τn
2→(n+2) (k1, ..., kn)

n
∏

i=1

(−gσiτi)

avec

A(8)σ1...σn

2→(n+2) (k1, ..., kn) = i2sgn+2δλ′1 λ1δλ′2 λ2 G(8)
n

i

k2
1

(

1

ρ1

)εG(k2
1)

(2.2.21)

×
n

∏

i=1

2pµi
1 pνi+1

2

s
Γσi

µiνi+1

i

k2
i+1

(

ρi

ρi+1

)εG(k2
i+1)

.

Le propagateur du ième gluon reggéizé (vertical, de moment ki) connecté au vertex
effectif Γσi

µiνi+1
(ki, ki+1) s’écrit simplement igµν

k2
i
, mais il est habillé d’un terme correctif en

(ρi−1

ρi
)εG(k2

i ) qui correspond précisément à l’hypothèse de reggéization de cette particule,
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et introduit les corrections radiatives (virtuelles) de l’amplitude. Nous détaillerons ce

point dans la suite de la démonstration. L’amplitude A(8)
n obtenue sera ainsi décrite par

des diagrammes en forme d’échelle dont les n barreaux horizontaux constitués par des
gluons réels sont attachés aux gluons reggéizés dans la voie t par des vertex effectifs Γσµν .
Nous pouvons montrer dans l’approximation des logarithmes dominants que les autres
diagrammes (boucles de quarks...) qui ne correspondent pas à des diagrammes d’échelle
effective générée par les vertex effectifs de Lipatov sont supprimés.

La partie imaginaire de l’amplitude de diffusion avec échange d’octet de couleur dans
la voie t et resommée à tous les ordres de perturbation s’écrira donc :

Im A(8)(s, t) = (2.2.22)

1

2

∞
∑

n=0

∫

dVEP (n+2) A(8)σ1 ...σn

2→(n+2) (k1, ..., kn)A(8)†τ1...τn
2→(n+2) (k1, ..., kn)

n
∏

i=1

(−gσiτi).

Le volume d’espace des phases accessible à la réaction étant :
∫

dVEP (n+2) = (2.2.23)

sn+1Kn

∫ n+1
∏

i=1

dρidλid
2kiδ((p1 − k1)

2)δ((p2 + kn+1)
2)

n
∏

j=1

δ((kj − kj+1)
2)

avec Kn = 1
23π2 (

1
2(2π)3 )n, les fonctions δ proviennent des conditions de couche de masse

vérifiées par les particules intermédiaires de moments p1−k1 et p2+kn+1 pour les quarks
et ki − ki+1 pour les gluons.

Nous considérons la partie imaginaire de l’amplitude de diffusion avec échange d’octet
de couleur dans la voie t à l’ordre n

Im A(8)
n (s, t) =

1

2

∫

dVEP (n+2) A(8)σ1...σn

2→(n+2) (k1, ..., kn)A
(8)† τ1...τn
2→(n+2) (k1, ..., kn)

n
∏

i=1

(−gσiτi)

=
1

2

∫

dVEP (n+2) (2sg2)2δλ′1 λ1δλ′2 λ2(−1)nG(8)
n ⊗G(8)

n

×
i

k2
1

(

1

ρ1

)εG(k2
1) −i

(k1 − q)2

(

1

ρ1

)εG((k1−q)2)

×
n

∏

i=1

g22pµi
1 pνi+1

2

s
Γσi

µiνi+1

i

k2
i+1

(

ρi

ρi+1

)εG(k2
i+1)

(−gσiτi)

×
n

∏

i=1

2p
µ′

i
1 p

ν′i+1
2

s
Γτiµ′

iν
′
i+1

−i

(ki+1 − q)2

(

ρi

ρi+1

)εG((ki+1−q)2)

.
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Nous obtenons le facteur de couleur (que nous détaillons plus loin) :

(−1)nG(8)
n ⊗G(8)

n = −(−
N

2
)nN

4
G(8)

0

et l’expression suivante pour la contraction des vertex effectifs (−gσiτi)Γ
σi
µiνi+1

Γτiµ′
iν

′
i+1

(no-

tons que le vertex de droite Γτiµ′
iν

′
i+1

contient les quadri-impulsions de signe opposé du

fait de la conjugaison hermitienne de l’amplitude A(8)† τ1...τn
2→(n+2) ) :

2pµi
1 pνi+1

2

s
Γσi

µiνi+1
(ki, ki+1) (−gσiτi)

2p
µ′

i
1 p

ν′i+1
2

s
Γτiµ′

iν
′
i+1

(−(ki − q),−(ki+1 − q))

= 2

[

q2 −
k2

i (ki+1 − q)2 + k2
i+1(ki − q)2

(ki − ki+1)
2

]

. (2.2.24)

donc

Im A(8)
n (s, t) =

∫

dVEP (n+2)

N

4
A(8)

0 (−N)n
g2sq2

k2
1(k1 − q)2

(

1

ρ1

)εG(k2
1)+εG((k1−q)2)

(2.2.25)

×
n

∏

i=1

g2

k2
i+1(ki+1 − q)2

(

ρi

ρi+1

)εG(k2
i+1)+εG((ki+1−q)2)

[

q2 −
k2

i (ki+1 − q)2 + k2
i+1(ki − q)2

(ki − ki+1)2

]

.

Nous allons démontrer cette relation par récurrence, ce qui revient aussi à démontrer
l’expression (2.2.21) de l’amplitude coupée de production de n gluons dans l’état final

A(8)σ1...σn

2→(n+2) .
Modifions tout d’abord l’expression du volume d’espace des phases (2.2.23) dans la limite
de Regge, où l’on tient compte de l’ordonnancement fort des impulsions longitudinales
des particules reggéizées.

∫

dVEP (n+2) = sn+1Kn

∫ n+1
∏

i=1

dρidλid
2kiδ((p1 − k1)

2)δ((p2 + kn+1)
2)

n
∏

j=1

δ((kj − kj+1)
2)

= sn+1Kn

∫ n+1
∏

i=1

dρidλid
2kiδ(−s(1− ρ1)λ1 − k2

1) δ(s(1 + λn+1)ρn+1 − k2
n+1)

×
n

∏

j=1

δ(s(ρj − ρj+1)(λj − λj+1)− (kj − kj+1)
2)

= sn+1Kn

∫ n+1
∏

i=1

dρidλid
2kiδ(−sλ1 − k2)δ(sρn+1 − k2)

n
∏

j=1

δ(−sρjλj+1 − k2)

= Kn

n
∏

i=1

∫ 1

ρi+1

dρi

ρi

n+1
∏

j=1

d2kj

∫ 1

0

dρn+1δ(sρn+1 − k2). (2.2.26)
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Nous pouvons dès maintenant remarquer que ces intégrales intriquées en
∫ 1

ρi+1

dρi

ρi
don-

neront les termes divergents en ln( s
k2 ) qui seront resommés dans la série perturbative

∑∞
n=0(αs ln( s

k2 ))n.

Revenons maintenant à l’expression du propagateur du i-ème gluon reggéizé de mo-
ment ki. A partir des moments des reggéons entrant (ki−1) et sortant (ki+1) dans cet
ième barreau vertical, nous pouvons définir le carré d’une énergie si dans le centre de
masse partielle pour ce sous-système dont l’expression sera simplement (de même le
moment transféré partiel sera ti = k2

i ) :

si = (ki−1 − ki+1)
2

= s(ρi−1 − ρi+1)(λi−1 − λi+1)− (ki−1 − ki+1)
2

= −sρi−1λi+1 − (ki−1 − ki+1)
2

=
ρi−1

ρi
k2 (2.2.27)

où l’on a négligé le terme (ki−1 − ki+1)
2 provenant des moments transverses devant

sρi−1λi+1 puis on a remplacé −sλi+1 par k2

ρi
d’après la condition de couche de masse

du gluon réel de moment ki − ki+1 produit dans la voie s. Ainsi nous pouvons formu-
ler l’hypothèse de reggéization du gluon de moment ki par un ansatz sur la forme du
propagateur de cette particule, qui sera habillé d’un facteur multiplicatif

(

si

k2

)εG(k2
i )

(2.2.28)

traduisant le comportement caractéristique d’une particule acquérant une trajectoire de
Regge qui s’écrit dans le cas du gluon :

αG(t) = 1 + εG(t) (2.2.29)

avec

εG(t) =
αsN

4π2

∫

d2k
t

k2(k − q)2
(2.2.30)

Nous en déduisons ainsi l’expression du propagateur habillé du gluon reggéizé de moment
ki dans l’hypothèse dite du Bootstrap :

Dµν(ki) = i
gµν

k2
i

(

si

−ti

)εG(k2
i )

= i
gµν

k2
i

(

ρi−1

ρi

)εG(k2
i )

(2.2.31)
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d’après (2.2.27). Nous verrons comment le comportement de l’amplitude que l’on obtien-
dra en resommant les logarithmes dominants à tous les ordres de perturbation viendra
justifier à posteriori cette hypothèse du Bootstrap.
Nous avons déja vérifié la validité de l’expression (2.2.19) à l’ordre n = 1 sans faire
l’hypothèse de reggéization, supposons donc la relation vraie au rang n et rajoutons un
vertex effectif qui produit un gluon réel supplémentaire de moment kn+1 − kn+2 afin de
déterminer l’expression de la partie imaginaire de l’amplitude correspondante obtenue :

Im A
′(8)
n+1(s, t) =

∫

dV ′
EP (n+2)

∫

d4kn+2

(2π)3
δ((kn+2 − kn+1)

2)δ((p2 + kn+2)
2)

×
N

4
A(8)

0 (−N)n
g2sq2

k2
1(k1 − q)2

(
1

ρ1
)εG(k2

1)+εG((k1−q)2) (2.2.32)

×
n

∏

i=1

g2

k2
i+1(ki+1 − q)2

(
ρi

ρi+1
)εG(k2

i+1)+εG((ki+1−q)2)

[

q2 −
k2

i (ki+1 − q)2 + k2
i+1(ki − q)2

(ki − ki+1)2

]

×(−
N

2
)g2

[

2pµn+1
1 pνn+2

2

s
Γσn+1

µn+1νn+2
(kn+1, kn+2)

i

k2
n+2

(
ρn+1

ρn+2
)εG(k2

n+2)(−gσn+1τn+1)

×
−i

(kn+2 − q)2
(
ρn+1

ρn+2
)εG((kn+2−q)2)2p

µ′
n+1

1 p
ν′n+2
2

s
Γτn+1

µ′
n+1ν

′
n+2

(−(kn+1 − q),−(kn+2 − q))

]

où l’intégration sur le volume d’espace des phases
∫

dV ′
EP (n+2) correspond à

∫

dVEP (n+2)

amputé de la condition de couche de masse δ((p2 + kn+1)2) et nous pouvons donc écrire
d’après l’équation (2.2.26) :

∫

dV ′
EP (n+2)

∫

d4kn+2

(2π)3
δ((kn+2 − kn+1)

2)δ((p2 + kn+2)
2) = sn+1Kn

∫ n+1
∏

i=1

dρidλid
2ki

×δ((p1 − k1)
2)

n
∏

j=1

δ((kj − kj+1)
2)

s

2(2π)3

∫

dρn+2dλn+2d
2kn+2δ((kn+2 − kn+1)

2)δ((p2 + kn+2)
2)

= sKn+1

n
∏

i=1

∫ 1

ρi+1

dρi

ρi

n+1
∏

j=1

d2kj

∫ 1

ρn+2

dρn+1

∫ 1

0

dρn+2dλn+2d
2kn+2δ(−sρn+1λn+2 − k2)δ(sρn+2 − k2)

= Kn+1

n+1
∏

i=1

∫ 1

ρi+1

dρi

ρi

n+2
∏

j=1

d2kj

∫ 1

0

dρn+2δ(sρn+2 − k2)

=

∫

dVEP (n+1+2) (2.2.33)

En utilisant l’expression (2.2.21) obtenue après contraction des deux vertex effectifs,

Im A
′(8)
n+1 devient :
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Im A
′(8)
n+1(s, t) =

∫

dVEP (n+1+2)

N

4
A(8)

0 (−N)n
g2sq2

k2
1(k1 − q)2

(
1

ρ1
)εG(k2

1)+εG((k1−q)2)

×
n

∏

i=1

g2

k2
i+1(ki+1 − q)2

(
ρi

ρi+1
)εG(k2

i+1)+εG((ki+1−q)2)

[

q2 −
k2

i (ki+1 − q)2 + k2
i+1(ki − q)2

(ki − ki+1)
2

]

×(−
N

2
)

2g2

k2
n+2(kn+2 − q)2

(
ρn+1

ρn+2
)εG(k2

n+2)+εG((kn+2−q)2)

×

[

q2 −
k2

n+1(kn+2 − q)2 + k2
n+2(kn+1 − q)2

(kn+1 − kn+2)
2

]

= Im A(8)
n+1(s, t) (2.2.34)

qui correspond bien à l’expression (2.2.25) au rang n + 1.

Nous avons donc démontré que l’expression (2.2.25) de Im A(8)
n (s, t) est vraie pour tout

n ! 0.
Puisque l’expression (2.2.25) de Im A(8)

n (s, t) découle directement (cf.l’eq.(2.2.22)) de

celle de l’amplitude de production ouverte de n gluons réels dans la voie s, A(8)σ1 ...σn

2→(n+2) ,
donnée par l’équation (2.2.21), nous avons également démontré la validité de cette ex-
pression pour tout n ! 0.
Ajoutons quelques détails sur l’obtention du facteur de couleur à l’ordre n : nous avons
noté G(8)

n =
∏n

i=1 faiai+1biτ
a1 ⊗ τan+1 . Ecrivons plus généralement l’amplitude de diffu-

sion avec échange d’octet de couleur à l’ordre n en faisant apparâıtre explicitement la
structure de couleur apparaissant aux vertex quark-gluon en haut et en bas de l’échelle :

A(8) = A
a1a′

1(8)
an+1a′

n+1
(τa1τa′

1)⊗ (τan+1τa′
n+1)

Jusqu’a présent nous considérions seulement la partie imaginaire de l’amplitude dont
l’expression nous est fournie par l’intermédiaire des règles de coupures. Mais lorsque
nous aurons à reconstruire l’amplitude complète, il faudra tenir compte des contributions
provenant du canal u de notre processus, i.e. quand s et u sont interchangés. Le canal u
ne donne une contribution non triviale qu’au niveau de la partie réelle de l’amplitude car

l’argument de ln(u
t ) est strictement positif. De plus, cette amplitude A(u, t)

a1a′
1(8)

an+1a′
n+1

, non

projetée sur les états de couleur externes à l’échelle de gluons, sera égale et opposée en

signe à la partie réelle de l’amplitude A(s, t)
a1a′

1(8)
an+1a′

n+1
dans le canal s, conséquence directe

de l’approximation u ' −s valide dans la limite de Regge : nous pouvons le vérifier
simplement à une boucle (n = 0) en utilisant l’expression de l’Amplitude d’échange d’un

octet de couleur à l’ordre des arbres A(8)
0 (2.2.6) afin d’évaluer les deux contributions

de A(8)
1 provenant des voies croisées s et u, dont les parties réelles (non projetées sur

les états de couleur externes) sont respectivement proportionnelles à s
t ln( s

k2 )εG(t) et
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u
t ln(−u

k2 )εG(t) qui sont bien deux quantités égales en module et de signe opposé dans la
limite de Regge. En tenant compte des facteurs de couleur, on obtient simplement

A(8)
1 = A(8)

0 ln(
s

k2 )εG(t). (2.2.35)

Alors,

A(8) = A(s, t)
(8)a1a′

1
an+1a′

n+1
(τa1τa′

1)⊗ (τan+1τa′
n+1) + A(u, t)

(8)a1a′
1

an+1a′
n+1

(τa1τa′
1)⊗ (τa′

n+1τan+1)

= A(s, t)
(8)a1a′

1

an+1a′
n+1

(τa1τa′
1)⊗ (τan+1τa′

n+1)−ReA(s, t)
(8)a1a′

1

an+1a′
n+1

(τa1τa′
1)⊗ (τa′

n+1τan+1)

Ainsi en considérant les parties réelles :

ReA(8) = ReA(8)(s, t) + ReA(8)(u, t)

= ReA
(8)a1a′

1

an+1a′
n+1

(s, t)(τa1τa′
1)⊗ ([τan+1 , τa′

n+1 ]) (2.2.36)

Et en notant A
(8)a1a′

1
[an+1,a′

n+1]
la partie antisymétrique de A

(8)a1a′
1

an+1a′
n+1

sur les indices de couleur

an+1 et a′
n+1, nous obtenons :

ReA(8) = ReA
(8)a1a′

1
[an+1,a′

n+1]
(s, t)(τa1τa′

1)⊗ (τan+1τa′
n+1) (2.2.37)

−A
(8)a1a′

1

[an+1,a′
n+1](u, t)(τa1τa′

1)⊗ (τan+1τa′
n+1)

Comme les structures de couleur des parties réelle et imaginaire de A
(8)a1a′

1
[an+1,a′

n+1](s, t) se-

ront bien entendu identiques, nous en déduisons l’expression suivante pour l’amplitude
complète avec échange d’octet de couleur dans la voie t, qui tient compte des contribu-
tions des voies s et u :

A(8) = A
(8)a1a′

1

[an+1,a′
n+1](s, t)(τ

a1τa′
1)⊗ (τan+1τa′

n+1) (2.2.38)

−A
(8)a1a′

1
[an+1,a′

n+1]
(u, t)(τa1τa′

1)⊗ (τan+1τa′
n+1)

Ainsi, pour résumer notre démarche : nous calculons la partie imaginaire de l’amplitude

ImA
(8)a1a′

1
[an+1,a′

n+1]
(s, t) (antisymétrique en an+1 et a′

n+1) dans le canal s à partir des règles

de coupures et nous obtenons les facteurs de couleur par projection sur les états de
couleur (τa1τa′

1)⊗(τan+1τa′
n+1) des lignes de quarks externes en haut et en bas de l’échelle

gluonique. Nous en déduisons alors l’amplitude correspondante A
(8)a1a′

1

[an+1,a′
n+1](s, t)(τ

a1τa′
1)⊗

(τan+1τa′
n+1) dans le canal s. En ajoutant la contribution du canal u que nous obtenons

à partir de l’amplitude précédente en substituant s et u et en la multipliant par (−1)
d’après (2.2.38), nous reconstruisons ainsi l’amplitude de diffusion complète avec échange
d’octet de couleur dans la voie t.
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Ainsi la structure de couleur de l’amplitude totale sera antisymétrique sur les indices de
couleurs an+1 et a′

n+1 apparaissant au bas de l’échelle de reggéons. Dans la suite, nous
ne noterons plus explicitement l’antisymétrie du facteur de couleur purement gluonique
(non contracté sur les états de couleur des lignes des quarks externes) apparaissant dans

l’expression de l’amplitude A
a1a′

1(8)
an+1a′

n+1
afin d’alléger les notations mais nous utiliserons

cette propriété pour établir par récurrence son expression :
Calculons pour n=1 (premier terme d’interaction entre gluons reggéizés) le facteur de
couleur :

(−1)G(8)
1 ⊗G(8)

1 = −fa1a2b1fa′
1a′

2b1(τ
a1τa′

1)⊗ (τa2τa′
2)

= −
1

2
(fa1a2b1fa′

1a′
2b1 − fa1a′

2b1fa′
1a2b1)(τ

a1τa′
1)⊗ (τa2τa′

2)

d’après la discussion précédente. En utilisant l’identité de Jacobi, nous obtenons :

(−1)G(8)
1 ⊗G(8)

1 = −
1

2
(−fa1a′

1b1fa′
2a2b1)(τ

a1τa′
1)⊗ (τa2τa′

2)

=
1

8
(fa1a′

1b1fb1a2a′
2
fa1a′

1ffa2a′
2g)τ

f ⊗ τ g

=
N

2

N

4
G(8)

0 (2.2.39)

avec G(8)
0 = τa ⊗ τa.

Pour trouver la relation de récurrence qui lie les expressions des facteurs de couleur aux
ordres n et n + 1 nous partons de l’échelle de gluons à l’ordre n qui fait apparâıtre le
facteur :

(−1)nG(8)
n ⊗G(8)

n = (−1)nfa1a2b1 ...fanan+1bnfa′
1a′

2b1 ...fa′
na′

n+1bn(τa1τa′
1)⊗ (τan+1τa′

n+1)

= (−1)nfa1a2b1fa′
1a′

2b1 ...(−
1

2
)fana′

nbnfan+1a′
n+1bn(τa1τa′

1)⊗ (τan+1τa′
n+1)

après avoir utilisé comme précédemment l’antisymétrie sur les indices de couleur an+1 et
a′

n+1 des gluons du bas de l’échelle connectés à la ligne de quark puis l’identité de Jacobi.
Connectons maintenant un barreau horizontal supplémentaire à l’échelle gluonique, nous
obtenons alors le facteur de couleur à l’ordre n + 1 :

(−1)n+1G(8)
n+1 ⊗G(8)

n+1

= (−1)fa1a2b1fa′
1a′

2b1 ...(−1)fanan+1bnfa′
na′

n+1bn (2.2.40)

×(−1)fan+1an+2bn+1fa′
n+1a′

n+2bn+1(τ
a1τa′

1)⊗ (τan+2τa′
n+2)

= (−1)fa1a2b1fa′
1a′

2b1 ...(−1)fanan+1bnfa′
na′

n+1bn

×(−
1

2
)fan+1a′

n+1bn+1fan+2a′
n+2bn+1(τ

a1τa′
1)⊗ (τan+2τa′

n+2)
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en ayant reproduit exactement le même calcul qu’au rang n, mais en exploitant cette
fois l’antisymétrie sur les indices de couleur an+2 et a′

n+2. Mais nous voyons alors que la
constante de structure fan+1a′

n+1bn+1 va créer la propriété d’antisymétrie au rang n sur
les indices an+1 et a′

n+1, ce qui nous permet d’écrire :

(−1)n+1G(8)
n+1 ⊗G(8)

n+1

= (−1)fa1a2b1fa′
1a′

2b1 ...(−
1

2
)fana′

nbnfan+1a′
n+1bn

×(−
1

2
)fan+1a′

n+1bn+1fan+2a′
n+2bn+1(τ

a1τa′
1)⊗ (τan+2τa′

n+2)

= (−1)fa1a2b1fa′
1a′

2b1 ...(−
1

2
)fana′

nbn(−
N

2
)fan+2a′

n+2bn(τa1τa′
1)⊗ (τan+2τa′

n+2)

= (−
N

2
)(−1)nG(8)

n ⊗G(8)
n (2.2.41)

Ainsi nous obtenons un facteur (−N
2 ) lorsque nous connectons un barreau horizontal

supplémentaire à l’échelle gluonique. D’après cette relation de récurrence entre les fac-
teurs de couleur apparaissant à l’ordre n+1 et à l’ordre n, nous en déduisons l’expression
pour tout n utilisée dans l’équation (2.2.25) :

(−1)nG(8)
n ⊗G(8)

n = (−
N

2
)n−1(−1)G(8)

1 ⊗G(8)
1

= −(−
N

2
)n N

4
G(8)

0 (2.2.42)

Notons que cette discussion est cruciale à plus d’un titre : ce facteur (−N
2 ) apparaissant

dans l’équation (2.2.25) sera responsable d’une compensation termes à termes à tous les
ordres (nous pouvons vérifier pour n = 1 l’annulation entre les diagrammes comportant
plus de deux gluons dans le canal t et ceux qui n’ont pas une topologie d’échelle exacte,
générés par les diagrammes des figures 2.3 et 2.4 de l’amplitude A(8)σ

2→(3)) qui conduira

à la forme particulièrement simple en
(

s
t

)εG(t)
de l’amplitude de diffusion A(8)(s, t) avec

échange d’octet de couleur dans la voie t. Cette simplification considérable ne se produira
pas dans le cas de l’échange de singulet de couleur, dont l’expression de l’amplitude de
diffusion ImA(1)

n (s, t) à l’ordre n ne diffèrera de celle de l’octet qu’à travers la valeur du
facteur de couleur correspondant.
Repartons de l’expression (Eq.2.2.25) de Im A(8)

n (s, t) et considérons sa transformée de

Mellin F (8)
n (ω, k, q) afin de nous débarasser des intégrales intriquées, que nous définissons

par :

∫ ∞

1

d(
s

k2 )
Im A(8)

n (s, t)

A(8)
0 (s, t)

(
s

k2 )−ω−1 =

∫

d2k

k2(k − q)2
F (8)

n (ω, k, q) (2.2.43)
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Réecrivons tout d’abord le terme d’intégration sur le volume élémentaire d’espace des
phases (2.2.26) :

∫

dVEP (n+2) = Kn(
k2

s
)

n+1
∏

i=1

∫ 1

ρi+1

dρi

ρi
δ(sρn+1 − k2)

∫ n+1
∏

j=1

d2kj (2.2.44)

avec ρn+2 = 0 et ρ0 = 1. Ce qui nous permet d’écrire la transformée de Mellin de
Im A(8)

n (s, t) selon :

∫

d(
s

k2 )
Im A(8)

n (s, t)

A(8)
0 (s, t)

(
s

k2 )−ω−1 = q2Kn
N

4
(−N)n4παs(4παs)

n

×
∫ n

∏

j=1

d2kj

k2
j(kj − q)2

d2kn+1

k2
n+1(kn+1 − q)2

∫

d(
s

k2 )(
s

k2 )−ω−1s
k2

s

n+1
∏

i=1

∫ 1

ρi+1

dρi

ρi
δ(sρn+1 − k2)fi(

ρi−1

ρi
)

×

[

q2 −
k2

j(kj+1 − q)2 + k2
j+1(kj − q)2

(kj − kj+1)
2

]

. (2.2.45)

où fi(
ρi−1

ρi
) = (ρi−1

ρi
)εG(k2

i )+εG((ki−q)2) et g2 = 4παs. Nous obtenons la transformée de Mellin
suivante

∫

d(
s

k2 )(
s

k2 )−ω−1s
k2

s

n+1
∏

i=1

∫ 1

ρi+1

dρi

ρi
δ(sρn+1 − k2)fi(

ρi−1

ρi
)

=
n+1
∏

i=1

∫ ρi−1

0

dρi

ρi
fi(

ρi−1

ρi
)ρωn+1

=
n+1
∏

i=1

∫

dτi τ
ω−1
i fi(

1

τi
)

=
n+1
∏

i=1

∫

d(
s

k2 )(
s

k2 )−ω−1fi(
s

k2 )

=
n+1
∏

i=1

1

ω − εG(−k2
i )− εG(−(ki − q)2)

dans la limite de Regge et où l’on a utilisé l’expression de la transformée de Mellin
usuelle :

∫

d(
s

k2 )(
s

k2 )−ω−1(
s

k2 )α(ln s)β =
Γ(β + 1)

(ω − α)β+1
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Ainsi (2.2.25) devient

∫

d(
s

k2 )
Im A(8)

n (s, t)

A(8)
0 (s, t)

(
s

k2 )−ω−1 =
π

2
(
αsN

4π2
)n+1(−1)n

∫

d2k

k2(k − q)2

q2

ω − εG(−k2)− εG(−(k − q)2)

×
∫

d2kn+1δ(k − kn+1)
n

∏

j=1

∫

d2kj

k2
j (kj − q)2

1

ω − εG(−k2
j )− εG(−(kj − q)2)

×

[

q2 −
k2

j (kj+1 − q)2 + k2
j+1(kj − q)2

(kj − kj+1)
2

]

.

La transformée de Mellin de la partie imaginaire de l’amplitude de diffusion A(8)(s, t)
avec échange d’octet de couleur dans la voie t et production ouverte de n gluons dans
le canal s, devient, après resommation de la série perturbative :

F (8)(ω, k, q) =
∞
∑

n=0

F (8)
n (ω, k, q)

=
∞
∑

n=0

π

2
(
αsN

4π2
)n+1(−1)n

q2

ω − εG(−k2)− εG(−(k − q)2)

×
∫

d2kn+1δ(k − kn+1)
n

∏

j=1

∫

d2kj

k2
j(kj − q)2

1

ω − εG(−k2
j)− εG(−(kj − q)2)

×

[

q2 −
k2

j(kj+1 − q)2 + k2
j+1(kj − q)2

(kj − kj+1)
2

]

(2.2.46)

Seule la première ligne subsiste pour le terme de Born correspondant à l’ordre n = 0, c’est
à dire sans interaction entre les deux gluons verticaux réggéizés dans la voie t. Les termes
d’ordre n successifs (n ≥ 1) correspondent aux corrections perturbatives contenant n
gluons réels produits dans le canal s véhiculant, par l’intermédiaire du vertex effectif
Γσi

µiνi+1
, l’interaction entre les deux gluons réggéizés. Si cette série converge absolument

et uniformément, alors F (8)(ω, k, q) sera solution de l’équation intégrale suivante :

F (8)(ω, k, q) =
π

2
(
αsN

4π2
)

q2

ω − εG(−k2)− εG(−(k − q)2)

−
αsN

4π2

∫

d2k′ F (8)(ω, k′, q)

ω − εG(−k2)− εG(−(k − q)2)

1

k′2(k′ − q)2

×

[

q2 −
k2(k′ − q)2 + k′2(k − q)2

(k − k′)2

]

(2.2.47)
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dont le premier terme extérieur au noyau correspond évidemment au terme de Born.
L’action du noyau sur F (8)(ω, k′, q) reconstruit toute la série perturbative qui apparait

explicitement en (2.2.46). Nous faisons l’ansatz F (8) indépendant de k′. Nous pouvons
donc écrire

(ω − εG(−k2)− εG(−(k − q)2)F (8)(ω, k, q) =
π

2
(
αsN

4π2
)q2

+(εG(−q2)− εG(−k2)− εG(−(k − q)2)F (8)(ω, k, q) (2.2.48)

d’après l’expression de εG(t) en (2.2.30). En recherchant une solution F (8)(ω, q) indépendante
de k, nous obtenons simplement

F (8)(ω, q) =
π

2

αsN

4π2

q2

ω − εG(−q2)
. (2.2.49)

Nous pouvons remarquer que cette simplification importante de l’équation (2.2.48) re-
pose de manière cruciale sur la valeur du facteur de couleur N

2 dans le cas de l’échange
d’octet.
Nous pouvons également observer une simplification de même nature (à deux boucles)
entre les diagrammes générés par le vertex effectif dont la topologie ne correspond pas
à celle d’une échelle exacte (représentés par les diagrammes (b),(c) de la Fig.(2.3) et

(d),(e) de la Fig.(2.4) pour l’amplitude coupée A(8)σ
2→(3)) et ceux correspondant à trois

gluons échangés dans la voie t.
Nous observons ici cette compensation s’opérer à tous les ordres au sein de l’équation
intégrale (2.2.48) : en effet, les termes εG(−k2) et εG(−(k − q)2) du membre de gauche
correspondent aux corrections radiatives dans l’approximation des logarithmes domi-
nants introduites par l’hypothèse ’microscopique’ de reggéization des gluons verticaux
qui consistait à modifier leur propagateur suivant l’ansatz (2.2.31), tandis que les termes
εG(−k2) et εG(−(k − q)2) du membre de droite de l’équation (2.2.48) proviennent des
deux termes issus de la contraction des vertex effectifs, qui génèrent les diagrammes
dont la topologie n’est pas celle d’une échelle exacte. Nous verrons que cette annulation
n’existera plus dans le cas d’un échange de singlet de couleur, ce qui conduira à une
équation intégrale bien plus délicate à résoudre.

En prenant la transformée de Mellin inverse de F (8)(ω, q) et en déformant le contour
C (droite parallèle à l’axe imaginaire et située à droite des singularités de l’intégrant)
de sorte qu’il encercle le pôle simple apparaissant en (2.2.49), nous obtenons, d’après
(2.2.25) :
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Im A(8)(s, t) =
∞
∑

n=0

Im A(8)
n (s, t)

=
1

2iπ

∫

C

dω(
s

k2 )ωA(8)
0

∫

d2k

k2(k − q)2
F (8)(ω, q)

= −
π

2
A(8)

0 εG(t)

(

s

k2

)εG(t)

. (2.2.50)

Nous en déduisons alors l’amplitude A(8)(s, t) dont (2.2.50) est la partie imaginaire, dans
l’approximation des logarithmes dominants :

A(8)(s, t) =
πεG(t)

2 sin(πεG(t))
A(8)

0

(s

t

)εG(t)
(2.2.51)

En remplacant A(8)
0 par son expression (2.2.6) et en notant Kc = δλ′1 λ1δλ′2 λ2 G(8)

0 , nous
obtenons une puissance de s

t supplémentaire ce qui induit un comportement de l’am-

plitude A(8)
n (s, t) en ( s

t )
αG(t), avec αG(t) la trajectoire de Regge du gluon donnée en

(2.2.29) :

A(8)(s, t) = 4παsKc
πεG(t)

sin(πεG(t))

(s

t

)αG(t)
(2.2.52)

On en déduit aisément la contribution du canal u en tenant compte du signe (−) et de
la substitution de s en u d’après la discussion précédente concernant l’eq.(2.2.38) :

A(8)(u, t) = −4παsKc
πεG(t)

sin(πεG(t))

(u

t

)αG(t)

(2.2.53)

Ainsi en sommant les deux expressions précédentes nous obtenons l’amplitude de
diffusion complète pour l’échange d’un octet de couleur dans la voie t :

A(8) = 4παsKc
πεG(t)

sin(πεG(t))

(

s

−t

)αG(t)
[

e−iπαG(t) + η(8)
]

(2.2.54)

ce qui correspond bien au comportement attendu de l’amplitude d’échange dans la voie
t d’une particule de moment au carré t = −q2 qui suit une trajectoire de Regge donnée

par αG(t) = 1 + εG(t), de signature impaire η(8) = −1. Nous voyons d’après l’expression
(2.2.29) que αG(t = 0) = 1 : c’est bien la trajectoire de Regge d’une particule de masse
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nulle et de spin 1. Ainsi l’hypothèse de reggeization du gluon est vérifiée, ce qui justifie
à posteriori l’ansatz (2.2.31) utilisé pour modifier les propagateurs des gluons reggéizés
constituant les barreaux verticaux de l’échelle gluonique, dont le comportement collectif
décrit par l’amplitude d’échange dans la voie t d’un octet de couleur est bien celui d’une
particule de Regge possédant les nombres quantiques du gluon.

2.3 L’équation intégrale BFKL pour l’échange d’un

singulet de couleur

Nous avons obtenu la partie imaginaire de l’amplitude de diffusion Im A(8) d’un gluon
reggéizé dans la voie t à partir de l’amplitude de diffusion A(8)σ1...σn

2→(n+2) dans la cinématique
multi-Regge de deux quarks produisant deux quarks et n gluons réels, resommée à
tous les ordres de perturbation. Dans le cas de l’échange d’un Poméron qui possède les
nombres quantiques du vide, nous n’aurons plus à considérer un octet de couleur mais
un état singulet de couleur se propageant dans la voie t, puisque l’échelle de gluons ne
véhiculera plus de charge de couleur. Nous allons voir comment cette différence cru-
ciale occasionnera une modification importante entre les équations intégrales décrivant
l’échange d’un Poméron ou d’un gluon reggéizé dans la voie t. Notons tout d’abord
que l’ordre le plus bas permettant de véhiculer une charge de couleur nulle nécessite
l’échange d’au moins deux gluons dans la voie t, qui constitue ainsi un modèle pour la
description du poméron dur à l’ordre de Born. Dans ce cas les indices de couleur des
deux gluons ne sont plus projetés sur les générateurs de SU(3) apparaissant à chaque
couplage avec les deux lignes de quark externes, que nous avions notés (τa1τa′

1)⊗(τa2τa′
2)

pour un diagramme du canal s et (τa1τa′
1) ⊗ (τa′

2τa2) pour un diagramme du canal u.
En effet nous aurons pour les deux contributions précédentes le même projecteur sur les
états externes singulet de couleur, donc faisant apparâıtre Tr(τa1τa′

1) ⊗ Tr(τa′
2τa2) au

lieu des deux projecteurs précédent, que nous notons, une fois normalisé et les indices
de couleur contractés avec ceux provenant des propagateurs des gluons :

G(1)
0 =

Tr(τa1τa′
1)⊗ Tr(τa1τa′

1)

N2

=
N2 − 1

4N2
. (2.3.55)

Nous constatons alors que la somme de la partie réelle de l’amplitude de la contribution
du canal s et de l’amplitude de la contribution du canal u est nulle, ce qui signifie que
seule la partie imaginaire de la contribution du canal s contribue dans le cas de l’échange
d’un singulet de couleur. L’amplitude de diffusion, purement imaginaire, s’écrit à l’ordre
de perturbation le plus bas :

73
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A(1)
1 = K(1)

∫

d2k
t

k2(k − q)2
(2.3.56)

avec
K(1) = 4iα2

s

s

t
δλ′1 λ1δλ′2 λ2 G(1)

0 (2.3.57)

Cette expression ne fait pas apparâıtre de facteur en ln( s
k2 ) contrairement à celle de

l’échange d’un octet de couleur au même ordre de perturbation. De même si nous esti-
mons l’expression resommée de l’amplitude A(1) à tous les ordres comme nous l’avions
fait pour le gluon réggéizé (cf. Eq.(2.2.54)), celle-ci sera supprimée d’une puissance de
s
k2 par rapport à l’expression (2.2.54) de A(8) ce qui conduira à un facteur de signature
[

e−iπαP (t) + η(1)
]

avec la signature du Poméron

η(1) = +1 (2.3.58)

qui est donc paire. En effet, en développant la trajectoire de Regge du Poméron αP (t)
en puissance de αs dans le facteur de signature précédent, la partie réelle s’annule (qui
correspond bien à l’annulation entre la partie réelle de la contribution du canal s avec la
contribution, toujours réelle, du canal u) et nous obtenons bien une amplitude purement
imaginaire à l’ordre dominant :

[

e−iπαP (t) + η(1)
]

= i O(αs) . (2.3.59)

Les règles de coupures nous permettant d’établir l’expression de la partie imaginaire de
l’amplitude Im A(8)(s, t) dans le canal s seront donc suffisantes pour en déduire direc-
tement l’expression de l’amplitude totale pour l’échange du Poméron dans la voie t.

Nous allons définir la transformée de Mellin fBFKL
ω (k1, k2, q) de l’amplitude d’échange

du Poméron BFKL comme nous l’avions fait précédemment pour celle du gluon réggéizé
et en déduire l’équation intégrale correspondante appelée équation BFKL.

∫ ∞

1

d(
s

k2 )
A(1)

s K(1)
(

s

k2 )−ω−1 =

∫

d2k1d
2k2

k2
2(k1 − q)2

fBFKL
ω (k1, k2, q) (2.3.60)

Notons que certains auteurs utilisent une définition plus symétrique, ce qui donnera une
expression légèrement différente de l’équation BFKL et de sa solution mais sera sans
conséquence sur l’expression de l’amplitude A(1). Nous appellerons abusivement cette
fonction fBFKL

ω , fonction de Green de l’équation BFKL, qui est en réalité une fonction de
Green contractée sur les indices de Lorentz des moments des gluons entrant k1, −k1 + q
et sortant k2, −k2 + q de l’échelle gluonique.

Afin d’établir l’équation intégrale vérifiée par fBFKL
ω nous utiliserons celle démontrée

pour le cas de l’échange du gluon réggéizé, en remarquant que la normalisation adoptée
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en (2.3.60) permet d’obtenir une expression très simple de fBFKL
ω à l’ordre de Born

(n = 0) en calculant la transformée de Mellin fBFKL
1 ω de A(1)

1 en (2.3.56) :

fBorn
ω (k1, k2, r) =

1

ω
δ(2)(k1 − k2). (2.3.61)

La seule différence (mis à part les expressions des termes d’ordre de Born à l’extérieur
du noyau intégral du fait des normalisations choisies pour les fonctions de Green) réside
dans l’expression du facteur de couleur contenu dans le noyau intégral de l’équation,
qui apparâıt donc à chaque nouvelle itération, c’est à dire à chaque fois qu’un gluon
réel est produit par l’intermédiaire de l’apparition d’un vertex effectif supplémentaire le
long de l’échelle. Calculons donc sa valeur pour l’échange d’un Poméron. Dans ce cas les
constantes de structure apparaissant le long de l’échelle sont contractées sur des états
de couleur externes Tr(τa1τa′

1)⊗ Tr(τan+2τa′
n+2) symétriques en (a1, a′

1) et (an+2, a′
n+2).

Il vient alors

(−1)n+1G(1)
n+1 ⊗G(1)

n+1

= (−1)fa1a2b1fa′
1a′

2b1...(−1)fanan+1bnfa′
na′

n+1bn

×(−1)fan+1an+2bn+1fa′
n+1a′

n+2bn+1

Tr(τa1τa′
1)Tr(τan+2τa′

n+2)

N2

= (−1)fa1a2b1fa′
1a′

2b1...(−1)fanan+1bnfa′
na′

n+1bn(−1)fan+1an+2bn+1fa′
n+1a′

n+2bn+1

δa1 a′
1δan+2 a′

n+2

4N2

= (−1)fa1a2b1fa′
1a′

2b1...(−1)fanan+1bnfa′
na′

n+1bn(−N)
δa1 a′

1δan+1 a′
n+1

4N2

= (−N)(−1)nG(1)
n ⊗G(1)

n (2.3.62)

Nous obtenons donc un facteur de couleur (−N) alors que nous avions trouvé ce facteur
égal à (−N

2 ) pour l’amplitude d’échange du gluon réggéizé. Cette différence sera lourde
de conséquences sur l’expression de l’équation intégrale qui en résulte comme nous le
verrons plus loin.

Nous déduisons l’équation intégrale BFKL vérifiée par la fonction de Green qui décrit
l’échange du Poméron dur à l’ordre des logarithmes dominants fBFKL

ω , par analogie avec
l’équation intégrale obtenue pour l’échange du gluon réggéizé, en remplaçant le terme
de Born par l’expression obtenue en (3.3.3) et le facteur de couleur (−N

2 ) par (−N)
apparaissant dans le terme −αsN

4π2 du noyau intégral. Nous obtenons ainsi

(

ω − εG(−k2
1)− εG(−(k1 − q)2)

)

fBFKL
ω (k1, k2, q) =

δ(2)(k1 − k2)−
ᾱs

2π

∫

d2k′ f
BFKL
ω (k′, k2, q)

k2
1(k

′ − q)2

[

q2 −
k2

1(k
′ − q)2 + k′2(k1 − q)2

(k′ − k1)
2

]

(2.3.63)
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en ayant défini ᾱs = αsN
π .

La simplification importante qui s’opérait dans l’équation intégrale (2.2.48) pour
l’échange d’octet de couleur et permettait d’en déduire une forme très simple de la so-
lution F (8)(ω, q) obtenue en (2.2.49), n’aura plus lieu dans l’équation BFKL en raison
de la valeur du facteur de couleur (−N) : la partie du membre de gauche qui contient
les corrections virtuelles contenues dans les fonctions εG(−k2

1) et εG(−(k1 − q)2) (qui
décrivent la réggéization des gluons le long des barreaux verticaux de l’échelle) ne se
compensent plus exactement avec les deux derniers termes issus des vertex effectifs cor-
respondant aux diagrammes de production réelle de gluons dans la voie s (n’ayant pas
une topologie d’échelle exacte).
Notons que les divergences infrarouges des termes de production de gluons réels se
compensent exactement avec celles provenant des corrections virtuelles, ce qui rend
l’équation BFKL convergente dans l’infra-rouge : nous pouvons faire apparâıtre les di-
vergences de εG(−k2

1) en k′ = 0 et en k′ = k1 comme des divergences ’doubles’(au sens
de la régularisation dimensionnelle) en k′ = k1 à partir d’un simple changement de
variable :

εG(−k2
1) =

ᾱs

4π

∫

d2k′ −k2
1

k′2(k′ − k1)
2

=
ᾱs

4π

∫

d2k′ −2k2
1

(k′ − k1)
2(k′2 + (k′ − k1)

2)
. (2.3.64)

L’équation BFKL s’écrit alors sous une forme explicitement convergente dans l’infra-
rouge, quand k′ = k1 et k′ = q :

ωfBFKL
ω (k1, k2, q) = δ(2)(k1 − k2) +

ᾱs

2π

∫

d2k′ −q2

k2
1(k

′ − q)2
fBFKL
ω (k′, k2, q)

+
1

(k′ − k1)
2

[

fBFKL
ω (k′, k2, q)−

k2
1

k′2 + (k′ − k1)
2
fBFKL
ω (k1, k2, q)

]

(2.3.65)

+
1

(k′ − k1)2

[

k′2(k1 − q)2

k2
1(k

′ − q)2
fBFKL
ω (k′, k2, q)−

(k1 − q)2

(k′ − q)2 + (k′ − k1)2
fBFKL
ω (k1, k2, q)

]

.

Nous pouvons finalement lier l’annulation entre les divergences issues des corrections
virtuelles molles introduites par la réggéization des gluons verticaux avec celles qui pro-
viennent du brehmsstrahlung de gluons (mous) réels émis dans le canal s au théorème
KLN (Kinoshita, Lee, Nauenberg [50]).

L’équation précédente devient dans le cas sans transfert d’impulsion (forward) :

ωfBFKL
ω (k1, k2, 0) = δ(2)(k1 − k2) + KBFKL ⊗ fBFKL

ω (k1, k2, 0) (2.3.66)
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avec

KBFKL ⊗ fBFKL
ω (k1, k2, 0)

=
ᾱs

π

∫

d2k′ 1

(k′ − k1)
2

[

fBFKL
ω (k′, k2, 0)−

k2
1

k′2 + (k′ − k1)
2
fBFKL
ω (k1, k2, 0)

]

. (2.3.67)

Nous pouvons utiliser l’ensemble complet de fonctions propres φn
ν du noyau KBFKL

φn
ν (k) =

1√
2π

(k2)−
1
2+iνeinθ (2.3.68)

avec la paramétrisation polaire habituelle pour les vecteurs bidimensionnels transverses
ki = (ki, θi) . Ces fonctions vérifient les relations d’orthonormalisation

∫

d2k φn
ν (k) φn′∗

ν′ (k) = δ(ν − ν ′) δ(n− n′) (2.3.69)

et de complétude
∞
∑

n=0

∫ ∞

−∞
dν φn

ν (k1) φ
n∗
ν (k2) = δ(2)(k1 − k2) . (2.3.70)

En faisant agir le noyau intégral KBFKL sur la fonction propre φn
ν , nous en déduisons

l’expression de la valeur propre ωn(ν) correspondante

ωn(ν) = ᾱsχn(ν) , (2.3.71)

avec la fonction caractéristique χn(ν) de spin conforme n quelconque donnée par

χn(ν) = 2(ψ(1)− Re[ψ

(

|n| + 1

2
+ iν

)

]) , (2.3.72)

où ψ est la dérivée logarithmique de la fonction Γ

ψ(x) = Γ′(x)/Γ(x) . (2.3.73)

En utilisant la relation (2.3.70), nous obtenons finalement l’expression de la solution
fBFKL
ω (k1, k2, 0) de l’équation BFKL en absence de transfert d’impulsion, donnée par

fBFKL
ω (k1, k2, 0) =

∞
∑

n=0

∫ ∞

−∞
dν

φn
ν(k1) φ

n
ν (k2)

ω − ωn(ν)

=
∞
∑

n=0

∫ ∞

−∞
dν

(

k2
1

k2
2

)iν ein(θ1−θ2)

2π2k1k2

1

ω − ωn(ν)
. (2.3.74)
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La solution générale pour des valeurs arbitraires de t présentée par Lipatov [52]
presque dix ans après celle du cas forward, nécessite d’effectuer une transformation de
Fourier à deux dimensions pour écrire l’équation BFKL dans l’espace bidimensionnel
des paramètres d’impact. L’invariance conforme du noyau (plus précisément sous l’ac-
tion d’une transformation du sous-groupe conforme tranverse SL(2, C)) permet alors de
trouver un développement de la solution de l’équation BFKL pour un moment transféré
quelconque sur la base des fonctions propres Eν

n du noyau invariant conforme. Nous ne
considérerons pas ce cas général dans cette thèse.

La somme sur l’indice du spin conforme n se réduit à son premier terme dominant
n = 0 pour donner

fBFKL
ω (k1, k2, 0) =

∫ ∞

−∞
dν

(

k2
1

k2
2

)iν
1

2π2k1k2

1

ω − ω(ν)
(2.3.75)

où l’intégration sur les angles θi a été réalisée (donnant un facteur π2). La fonction ω(ν)
est la fonction caractéristique BFKL de spin conforme nul, définie

ω(ν) = ᾱsχ(ν) , (2.3.76)

avec

χ(ν) = 2ψ(1)− ψ

(

1

2
+ iν

)

− ψ
(

1

2
− iν

)

. (2.3.77)

Nous avons ainsi obtenu l’expression de la solution de l’équation BFKL sans transfert
d’impulsion décrivant ainsi la propagation du Poméron dur dans une diffusion élastique
entre deux quarks sur leur couche de masse. Nous observons une dépendance en la
variable continue ν de la singularité apparaissant pour des valeurs ω = ω(ν) du mo-
ment de Mellin conjugué de s. Celle-ci fait apparâıtre une coupure plutôt qu’un pôle
simple que nous ne pouvons associer directement à une valeur définie de l’intercept du
Poméron comme cela avait été le cas pour l’échange d’un octet de couleur (2.2.38).
Néanmoins, nous verrons précisément au chapitre 3, qu’en effectuant l’intégration en ν
dans l’approximation du point selle valable à grande rapidité, nous réduirons la coupure
précédente à son point de branchement donné par ω = ω(ν = 0) qui correspond bien
à la singularité dominante dans le plan de la variable complexe ω. Ainsi, en prenant
la transformée de Mellin inverse de fω(r2 = 0) nous obtiendrons dans l’expression de

l’amplitude A(1) un terme en
(

s
−t

)ω(0)
caractéristique de la propagation d’une particule

(appelée le Poméron dans notre cas, véhiculant les nombres quantiques du vide dans la
voie t) acquérant une trajectoire de Regge. Nous pourrons alors définir ω(ν = 0) comme
l’intercept εP (tmin) du Poméron à l’ordre des logarithmes dominants (LO), apparaissant
dans la trajectoire de Regge du Poméron

αP (tmin) = 1 + εP (tmin) . (2.3.78)
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Bien que l’équation BFKL et donc l’expression fBFKL
ω (k1, k2, q) soient débarrassées

de divergences infrarouges comme nous l’avons vu, celles-ci réapparaissent au niveau de
l’amplitude (2.3.60). Mais le Poméron se couple en réalit́e à des hadrons (donc des objets
neutres de couleur) via des interactions microscopiques avec les partons virtuels qui les
constituent, ce qui permettra de restaurer l’invariance de jauge de QCD et de débarrasser
définitivement de ces divergences infrarouges l’amplitude d’échange du Poméron BFKL
au cours d’un processus hadronique ’physique’ : le couplage du Poméron à chaque hadron
sera décrit par des facteurs d’impact Φi, qui contiendront les détails microscopiques des
fonctions d’onde des partons à l’intérieur du hadron et pourront dans certains cas être
en partie calculable perturbativement. L’expression de fω(r2) se met alors sous la forme

fω(r
2) =

∫

d2k1

(k1 − r)2

d2k2

k2
2

Φ1(k1, r)Φ2(k2, r)f
BFKL
ω (k1, k2, r) (2.3.79)

appelée représentation en facteurs d’impact ou k⊥-factorisation [51] de l’amplitude. Nous
avons explicitement démontré cette factorisation dans le cas du couplage du Poméron
dur à deux lignes de quarks i dont nous pouvons écrire l’expression très simple des fac-
teurs d’impact correspondant Φi = 2πg2δλ′i λi .

Nous verrons cette k⊥-factorisation de l’amplitude apparâıtre de nouveau au chapitre
3, afin de décrire l’échange du Poméron dans le processus

γ∗L,T (q1) γ
∗
L,T (q2)→ ρ0

L(k1) ρ
0
L(k2) , (2.3.80)

pour lequel les photons virtuels donnent naissance à une paire de quark-antiquark
de taille transverse typique (1/Qi) dont le couplage au Poméron sera décrit par l’in-
termédiaire des facteurs d’impact correspondant Φi(ki, r) qui s’annuleront pour ki = 0
ou ki = r, régularisant ainsi les divergences apparaissant dans les dénominateurs de
l’expression (2.3.79) de fω(r2).

79
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Chapitre 3

k⊥-factorisation du processus

γ∗γ∗ → ρ0
Lρ

0
L et test du Poméron

BFKL

3.1 Introduction aux tests expérimentaux de la dy-

namique BFKL

La pertinence phénoménologique de la dynamique BFKL a ét́e largement consacrée à
HERA, dans le processus de diffusion profondément inélastique présenté au chapitre 1 :
les densités de gluons subissent une croissance importante quand l’énergie s du collision-
neur augmente (x décroit), ce qui est décrit à la fois par BFKL (dans le cas forward) et
par DGLAP [53] (jusqu’à l’ordre Next-to-Leading). La limite diffractive de DIS [54] ob-
servée dans les événements qui présentent un gap dans le détecteur entre le proton et les
jets produits dans l’état final, est elle aussi décrite par les deux approches précédentes.
Un autre processus étudié à HERA afin de tester BFKL à grande valeur de l’impulsion
transférée (qui fournit l’échelle dure du processus) est la production exclusive de mésons
vecteurs : le photon virtuel produit une paire quark-antiquark qui s’hadronise en méson
vecteur dans l’état final, et celle-ci interagit avec le proton en échangeant un Poméron
BFKL : les données des expériences H1 et ZEUS sont assez bien décrites par cette ap-
proche [55].
La resommation BFKL a aussi été étudiée dans les collisionneurs hadron-hadron : les
jets de Mueller-Navelet, dont l’échelle dure est apportée par l’impulsion pT transverse,
sont séparés par un large gap en rapidité dans l’état final, sans transfert d’impulsion.
Les données [56] de Tévatron I présentent un assez bon accord avec l’approche BFKL
resommée à l’ordre Next-to-Leading-Log, que nous présenterons à la fin de ce chapitre.
L’analyse de celles de CDF est en cours pour des valeurs du gap en rapidité plus élevées.
Cette étude se poursuivra au LHC, qui permettra d’atteindre des rapidités encore plus
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élevées pour ce processus. Le Tevatron permet aussi d’étudier un autre processus de
production de jets séparés par un gap en rapidité mais dont l’échelle dure est cette fois
fournie par les énergies ET des jets produits [57] avec un transfert d’impulsion non nul.
Enfin, le processus dont l’état final constitué d’un proton (diffusé) et d’un jet avec un
grand pT [58] qui fournit l’échelle dure peut aussi être observé, nécessitant pour cela un
modèle pour le couplage du Poméron au proton. Ce processus a aussi été étudié jusqu’à
l’ordre Next-to-Leading-Log.
Nous avons vu qu’il est assez difficile de proposer un test univoque de la resomma-
tion BFKL, bien souvent parce que les processus étudiés nécessitent l’inclusion d’un
outil décrivant la partie non-perturbative du processus, par exemple dans le cas de DIS
l’échelle dure est fournie par la virtualité du photon mais le couplage au proton fera
nécessairement apparâıtre des échelles infrarouges. Ainsi un processus faisant intervenir
des objets de petites tailles transverses, comme la diffusion entre photons virtuels est
particulierement adapté puisque les virtualités non nulles des photons empêchent la dif-
fusion de l’échelle de gluons vers la région non-perturbative des moments infrarouges.
Les collisions γ∗γ∗ ont donc naturellement été observées tout d’abord au niveau de la
section efficace totale, produisant le plus grand nombre d’événements. Ce processus a
été étudié à LEP (qui fonctionnait d’abord à une énergie voisine de la masse du Z,
puis à partir de l’année 2000, jusqu’à 209.2 GeV) à l’ordre Leading-Log [59] et Next-to-
Leading-Log [60] ainsi que dans le modèle des dipôles[61] . Le point crucial pour réveler
la resommation BFKL dans les collisions γ∗γ∗ réside dans la possibilité de mesurer un
nombre suffisant d’événements, ce qui dépend des caractéristiques expérimentales du
collisionneur (luminosité, énergie et angle de détection des leptons diffusés qui doit être
le plus faible possible, nous reviendrons sur ce point plus loin). L’angle de détection
minimal à LEP est assez élevé (30 mrad), les énergie et luminosité sont assez limitées,
ce qui n’a pas permis d’obtenir une statistique d’événements suffisante pour conclure à
l’observation des effets de resommation BFKL. Citons enfin la production diffractive de
mésons J/Ψ (dont la masse fournit l’échelle dure de ce processus exclusif) étudiée dans
les collisions γγ [64].

La prochaine génération de collisionneurs linéaires offrira une possibilité de tester
avec une grande finesse les dynamiques particulières de QCD en produisant un grand
nombre d’événements dans les collisions γ∗γ∗. Nous considérerons de plus un processus
exclusif qui présente l’intérêt d’offir une étude expérimentale des états finals bien plus
fine qu’au niveau de la section efficace totale de la collision γ∗γ∗. En choisissant des
événements dans lesquels deux mésons vecteurs sont produits dans la diffusion de paires
de photons virtuels fortement énergétiques, nous avons accès au régime cinématique dans
lequel l’approche perturbative est justifiée. Si de plus nous choisissons les événements
avec des virtualités comparables de photons, la dynamique perturbative de Regge de
QCD décrite dans le formalisme de l’équation BFKL que nous avons introduite au
chapitre précédent, devrait dominer l’évolution partonique conventionnelle réalisée par
l’équation DGLAP. Nous allons donc calculer la section efficace dans la limite de Regge
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du processus

e+e− → e+e−ρ0
Lρ

0
L , (3.1.1)

illustré dans la Fig.3.1 afin de faire des prédictions phénoménologiques pertinentes dans
le cadre du projet de collisionneur linéaire ILC.
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Fig. 3.1 – Amplitude du processus e+ e− → e+ e− ρ0
L ρ0

L.

Le double étiquetage des leptons finals donne en particulier la possibilité de séparer
les contributions des diverses polarisations des photons contribuant à (3.1.1) dans le
sous-processus

γ∗L,T (q1) γ
∗
L,T (q2)→ ρ0

L(k1) ρ
0
L(k2) . (3.1.2)

La limite à haute énergie dans le centre de masse du processus (3.1.2) nous permettra
d’utiliser le formalisme BFKL introduit au chapitre 2 et la factorisation dans l’espace des
impulsions transverses qui en découle. Nous établirons la valeur de la section efficace du
processus (3.1.1) avec échange du Poméron BFKL dans le canal t à l’ordre de Born pour
une valeur quelconque de l’impulsion transférée. Nous considérerons aussi la possibilité
des contributions d’échange de quarks évaluées dans le chapitre 1 apparaissant pour des
valeurs plus faibles de sγ∗γ∗ et nous les comparerons à l’échange du Poméron BFKL.
Notons que ce processus a été étudié avec resommation BFKL complète dans le cas
particulier d’un moment transféré nul à l’ordre des logarithmes dominants LL ainsi qu’à
l’ordre suivant NLL ([67] et [89]). Nous avons publié ces travaux dans l’article [66].
Nous évaluerons à la fin de ce chapitre les effets de la resommation BFKL complète du
processus (3.1.1) dans cette dynamique restreinte à t = 0, en exploitant l’approche de
[67].
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3.2 Grandeurs cinématiques utilisées

La section efficace pour le processus (3.1.1) de la Fig.3.1 est liée à l’amplitude du
processus (3.1.2), illustrée dans la Fig.3.2, par les facteurs de flux habituels de Weisacker-
Williams pour les photons respectivement polarisés transversalement et longitudinale-
ment

t(yi) =
1 + (1− yi)2

2
, l(yi) = 1− yi , (3.2.1)

où les yi (i = 1, 2) sont les fractions d’impulsion longitudinale des photons de rayon-
nement de freinage (Bremsstrahlung) par rapport aux leptons incidents. Cette relation
s’écrit [70]

dσ(e+e− → e+e−ρ0
Lρ

0
L)

dy1dy2dQ2
1dQ2

2

(3.2.2)

=
1

y1y2 Q2
1Q

2
2

(α

π

)2
[

l(y1) l(y2) σ(γ∗Lγ
∗
L → ρ0

Lρ
0
L) + t(y1) l(y2) σ(γ∗Tγ

∗
L → ρ0

Lρ
0
L)

+ l(y1) t(y2) σ(γ∗Lγ
∗
T → ρ0

Lρ
0
L) + t(y1) t(y2) σ(γ∗Tγ

∗
T → ρ0

Lρ
0
L)

]

.

La présence d’échelles dures Q2
i nous permet d’appliquer la factorisation colinéaire

à chaque vertex qq̄ des mésons et d’utiliser les amplitudes de distribution (1.3.62) pour
décrire le contenu en paires qq̄ des mésons ρ, comme nous l’avions fait au chapitre 1 pour
décrire l’échange de quarks dominant l’amplitude de diffusion du processus à énergie plus
modérée, ce que nous illustrons de nouveau dans la Fig.3.2.

ρ(k1)

ρ(k2)

q1

q2

M =

q/′1

q/′2

q1

q2

MH

DA

ρ(k1)q/′2

DA

ρ(k2)q/′1

Fig. 3.2 – L’amplitude du processus γ∗(q1)γ∗(q2)→ ρ0
L(k1)ρ0

L(k2) décrit par la factorisation
colinéaire à chaque vertex qq̄ρ.

Dans la suite (sauf dans la section 3.4.3), l’amplitude MH sera décrite en utilisant
la représentation en facteur d’impact, valide à énergie élevée dans le centre de masse,
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q/′1

q/′2

q1

q2

l1

−l′1

l2

−l′2

r

Fig. 3.3 – L’amplitude MH dans la représentation d’impact. La bulle verticale symbolise
l’interaction de deux dipôles qq̄ à travers l’échange de gluons à haute énergie s.

que nous avons présenté dans le second chapitre de cette thèse, et que nous représentons
dans la Fig.3.3.
Nous allons maintenant préciser les grandeurs cinématiques de notre processus. Nous
définissons pour cela les vecteurs q′1 et q′2 de Sudakov (équivalents aux vecteurs du cône
de lumière) comme nous l’avions fait dans le premier chapitre, qui forment une base
naturelle pour décrire la diffusion de deux particules tachyoniques que sont les photons
virtuels, et qui satisfont 2q′1 · q′2 ≡ s ∼ 2q1 · q2. L’énergie dans le centre de masse usuelle
sγ∗γ∗ est liée à la variable auxiliaire s par sγ∗γ∗ = s − Q2

1 − Q2
2. L’impulsion transférée

dans le canal t est r = k1 − q1. Dans cette base, les impulsions des photons entrants
s’écrivent

q1 = q′1 −
Q2

1

s
q′2 and q2 = q′2 −

Q2
2

s
q′1 . (3.2.3)

Les vecteurs de polarisation des photons longitudinalement polarisés sont

εL(1)
µ =

q1µ

Q1
+

2Q1

s
q′2µ and εL(2)

µ =
q2µ

Q2
+

2Q2

s
q′1µ , (3.2.4)

avec ε2L(i) = 1 et qi ·εL(i) = 0, tandis que les vecteurs de polarisation des photons transver-

salement polarisés sont des vecteurs bidimensionnels qui satisfont ε2T (i) = −1 (i = 1, 2)
et qi · εT (i) = 0.

Nous notons l’impulsion des quarks et des antiquarks entrant dans les fonctions
d’onde des mésons comme l1 et l′1 pour la partie supérieure du diagramme du processus,
l2 et l′2 pour la partie inférieure (voir la Fig.3.3). Les impulsions des mésons vecteurs
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peuvent être projetées dans la base (3.2.3) sous la forme

k1 = α(k1) q′1 +
r2

α(k1) s
q′2 + r⊥ ,

k2 = β(k2) q′2 +
r2

β(k2) s
q′1 − r⊥ . (3.2.5)

Notons que notre convention est telle que pour n’importe quel vecteur v⊥ tranverse
de l’espace minkowskien, v dénote sa forme euclidienne. Dans ce qui suit, nous traiterons
les mésons ρ comme des objets sans masse donc se propageant dans les deux directions
opposées définies par les vecteurs du cône de lumière q′1 et q′2. Les quantités α et β sont
très proche de l’unité, et s’écrivent

α(k1) ' 1−
Q2

2 + r2

s
+ O

(

1

s2

)

,

β(k2) ' 1−
Q2

1 + r2

s
+ O

(

1

s2

)

, (3.2.6)

où r2 = −r2
⊥. Ces quantités seront remplacées par 1 dans les applications phénoménologiques

des sections 3.4 et 3.5. Dans cette décomposition, nous pouvons relier directement t = r2

à r2 à travers l’approximation

t ∼ −
Q2

1 Q2
2

s
− r2

(

1 +
Q2

1

s
+

Q2
2

s
+

r2

s

)

(3.2.7)

A partir de l’eq.(3.2.7), le seuil de moment transféré |t|min est donné par |t|min =
Q2

1Q
2
2/s , correspondant à r⊥ = 0. Dans la gamme cinématique qui nous intéresse, la

relation (3.2.7) peut être approximée en r2 = −t, dans la limite de Regge. Nous faisons
le lien avec le processus e+e− en employant la même base de Sudakov pour les deux
leptons entrants :

p1 =
1

y1
q′1+y1

p2
1

s
q′2+p⊥1 et p2 =

1

y2
q′2+y2

p2
2

s
q′1+p⊥2 , avec p2

i
=

1− yi

y2
i

Q2
i . (3.2.8)

Ainsi nous obtenons

se+e− =
s

y1y2

(

1 +
(1− y1)(1− y2)Q2

1Q
2
2

s2

)

− 2p
1
· p

2
.

Dans la suite, puisque nous gardons seulement la contribution dominante en O(s), nous
employons la relation approchée se+e− ∼ s/(y1y2).
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3.3 k⊥-factorisation de l’amplitude dans l’espace des

impulsions transverses

Utilisons le formalisme que nous avons présenté dans le chapitre 2 consacré à l’équation
BFKL : la transformé de Mellin inverse fω(r2) de l’amplitude de diffusion peut être
définie par

A(s, t) = is

∫

dω

2iπ
eωY fω(r

2) , (3.3.1)

où Y est la rapidité qui s’écrit Y = ln(s/s0). s0 est une échelle caractéristique dans le
plan transverse, que nous avions notée k2 et qui est fixé arbitrairement à l’ordre des
logarithmes dominants.

fω(r2) s’exprime comme une convolution dans l’espace bidimensionnel des impulsions
transverses entre les facteurs d’impact haut Φab

1 (k1) et bas Φab
2 (k2) (nous notons main-

tenant explicitement les indices de couleur a, b) se couplant aux vertex haut et bas du
poméron BFKL représenté par la fonction de Green de l’équation BFKL fBFKL

ω (k1, k2, r)
avec r l’impulsion transverse transférée dans le canal t, comme nous l’avions vu au cha-
pitre 2 :

fω(r
2) =

∫

d2k1

(k1 − r)2

d2k2

k2
2

Φab (L,T )
1 (k1, r)Φ

ab (L,T )
2 (k2, r)f

BFKL
ω (k1, k2, r) . (3.3.2)

Afin de faire le lien avec notre étude à l’ordre de Born, notons que dans ce cas, la
fonction de Green fBFKL

ω (k1, k2, r) se réduit à une simple fonction delta de Dirac sur
les impulsions des gluons échangés dans le canal t, entrant (k1) et sortant (k2) du noyau
d’évolution BFKL

fBorn
ω (k1, k2, r) =

1

ω
δ(2)(k1 − k2) , (3.3.3)

expression que nous avions obtenue pour la solution sans interaction (donc sans noyau
intégral) de l’équation intégrale BFKL. Ceci conduit à la représentation (cf. Fig.3.4) en
facteur d’impact de l’amplitude de diffusion pour le processus (3.1.2), (que nous notons
M à l’ordre de Born)

M = is

∫

d2 k

k2 (r − k)2
Φab (L,T )

1 (k, r) Φab (L,T )
2 (k, r), (3.3.4)

après avoir extrait le résidu en ω = 0 dans l’expression de l’amplitude (3.3.1).

Φab (L,T )
1 (k, r) et Φab (L,T )

2 (k, r) sont les facteurs d’impact qui contiennent respectivement
la description des transitions γ∗L,T (q1) → ρ0

L(k1) et γ∗L,T (q2) → ρ0
L(k2) via l’ échange de
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deux gluons de moments k et r−k dans le canal t. Ils peuvent s’écrire à partir de la dis-
continuité dans le canal s des éléments de matrice S correspondant à ces sous-processus,
dont les indices de Lorentz seront projetés sur les vecteurs de Sudakov provenant des

polarisations longitudinales (donnant les facteurs 2q
′µ
2 q

′ν
1

s et 2q
′ν
2 q

′µ
1

s des gluons virtuels,
c’est à dire que la projection s’opèrera selon q′2 dans le cas du facteur d’impact du haut

Φab (L,T )
1 et selon q′1 pour le facteur d’impact du bas Φab (L,T )

2 ) qui dominent dans la limite
de Regge comme nous l’avons détaillé dans le chapitre 2 :

Φab (L,T )
1 (k, r) =

∫

dβ

(2π)2s
S
γ∗L,T (q1)→ρ0L(k1)
µν q

′µ
2 q

′ν
2 , (3.3.5)

Φab (L,T )
2 (k, r) =

∫

dα

(2π)2s
S
γ∗L,T (q2)→ρ0L(k2)
µν q

′µ
1 q

′ν
1 . (3.3.6)

Les variables d’intégration α et β sont les fractions d’impulsion longitudinale du moment
k du gluon échangé dans la voie t dont la décomposition de Sudakov s’écrit :

k = αq′1 + βq′2 + k⊥ . (3.3.7)

Cette écriture correspond bien à la k⊥-factorisation de l’amplitude que l’on observe
simplement à l’ordre de Born : dans la limite de Regge, du fait de l’ordonnancement fort
des impulsions longitudinales, nous pourrons négliger la composante α devant les autres
composantes longitudinales (selon q′1) qui se propagent dans la boucle de la partie haute

du processus décrit par le facteur d’impact Φab (L,T )
1 (3.3.5) qui ne contiendra donc que

l’élément d’intégration selon β (provenant de
∫

d4k
(2π)4 = s

2

∫

dα
(2π)2

∫

dβ
(2π)2

∫

d2k⊥, le facteur

2s étant absorbé dans Sµν). De même Φab (L,T )
2 (3.3.6) ne contiendra que l’intégration

selon α (la composante β y sera négligée). L’amplitude (3.3.4) calculée à l’ordre de Born
dépend linéairement de s (ou de sγ∗γ∗ en négligeant les termes d’ordre Q2

i /s ) puisque
les facteurs d’impact sont indépendants de s. Nous allons préciser dans ce qui suit le
détail des calculs menant à l’expression de ces facteurs d’impact à l’ordre dominant [71]
(celle-ci sera aussi utilisée quand nous considérerons l’interaction entre les deux gluons
reggéizés dans la voie t resommée à tous les ordres dans l’approximation des logarithmes
dominants via l’équation BFKL). Actuellement le facteur d’impact vers l’avant (limite
forward) γ∗L(Q2) → ρ0

L a été calculé jusqu’à l’ordre suivant des logarithmes dominants
dans [72].
Ils sont obtenus en faisant l’hypothèse de l’approximation colinéaire à chaque vertex qq̄
des mésons ρ, tout en projetant les moments des (anti)quarks sur la base de Sudakov
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Fig. 3.4 – Amplitude MH à l’ordre de Born. Les gluons se propageant dans le canal t sont
attachés aux lignes de quarks de toutes les manières possibles.

q′1, q′2,

l1 = z1q
′
1 + l⊥1 + z1r⊥ −

(l⊥1 + z1r⊥)2

z1s
q′2 ,

l′1 = z̄1q
′
1 − l⊥1 + z̄1r⊥ −

(−l⊥1 + z̄1r⊥)2

z̄1s
q′2 ,

l2 = z2q
′
2 + l⊥2 − z2r⊥ −

(l⊥2 − z2r⊥)2

z2s
q′1 ,

l′2 = z̄2q
′
2 − l⊥2 − z̄2r⊥ −

(−l⊥2 − z̄2r⊥)2

z̄2s
q′1 . (3.3.8)

Dans l’approximation colinéaire, nous négligeons les impulsions transverses relatives li⊥
des (anti)quarks entrant à chaque vertex qq̄ des mésons ρ. Nous allons établir l’expression

de Φab (L,T )
1 et en déduire celle de Φab (L,T )

2 par symétrie. Notons que k et r apparaitront

en −k et −r + k dans l’expression de Φab (L,T )
2 . Nous devons considérer 6 diagrammes

de topologie distincte participant à l’expression de Φab (L,T )
1 , représentés dans la Fig.3.5

et dont nous détaillons les expressions des sous processus durs produisant une paire
quark-antiquark ouverte (donc décrits par leurs spineurs de Dirac) de moments l1 et
l′1. Nous utilisons un vecteur polarisation des photons ε générique. Nous omettons par
simplicité les constantes multiplicatives ainsi que les indices de polarisation des photons.
Nous obtenons les 6 contributions suivantes au tenseur Sµν :
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(1)

q1

l1

−l′1

k r − k
(2)

q1

l1

−l′1

k r − k
(3)

q1

l1

−l′1

k r − k

(4)

q1

l1

−l′1

k r − k
(5)

q1

l1

−l′1

k r − k
(6)

q1

l1

−l′1

k r − k

Fig. 3.5 – Diagrammes contribuant au calcul du facteur d’impact Φab (L,T )
1 .

S(1)
µν = ū(l1)ε/

/l1 − /q1

(l1 − q1)2 + iε
γµ

/l1 − /q1 + /k

(l1 − q1 + k)2 + iε
γνv(l′1) , (3.3.9)

S(2)
µν = ū(l1)γν

/q1 − /l′1 − /k

(q1 − l′1 − k)2 + iε
ε/

−/l′1 − /k

(−l′1 − k)2 + iε
γµv(l′1) , (3.3.10)

S(3)
µν = ū(l1)γµ

/l1 + /k

(l1 + k)2 + iε
ε/

/l1 − /q1 + /k

(l1 − q1 + k)2 + iε
γνv(l′1) , (3.3.11)

S(4)
µν = ū(l1)γν

/q1 − /l′1 − /k

(q1 − l′1 − k)2 + iε
γµ

−/l′1 + /q1

(q1 − l′1)
2 + iε

ε/v(l′1) , (3.3.12)

S(5)
µν = ū(l1)ε/

/l1 − /q1

(l1 − q1)2 + iε
γν

−/l′1 − /k

(l′1 + k)2 + iε
γµv(l′1) , (3.3.13)

S(6)
µν = ū(l1)γµ

/l1 + /k

(l1 + k)2 + iε
γν

/q1 − /l′1
(l′1 − q1)2 + iε

ε/v(l′1) . (3.3.14)

Pour des photons longitudinalement polarisés, nous pouvons écrire le vecteur de polari-
sation εL(1)

µ = 2Q1

s q′2µ en exploitant l’invariance de jauge électromagnétique de l’ampli-

tude. Ainsi nous obtenons après contraction sur les vecteurs de Sudakov q
′µ
2 et q

′ν
2 (nous

omettons dans la suite les facteurs constants ainsi que les spineurs) :

∫

dβS(1,L)
µν q

′µ
2 q

′ν
2 =

∫

dβ
z1z̄1

−z2
1r

2 − µ2
1

1

β1 − β
, (3.3.15)
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∫

dβS(2,L)
µν q

′µ
2 q

′ν
2 =

∫

dβ
1

s

1

(β − β3)(β − β2)
, (3.3.16)

∫

dβS(3,L)
µν q

′µ
2 q

′ν
2 =

∫

dβ
1

s

1

(β − β4)(β − β1)
, (3.3.17)

∫

dβS(4,L)
µν q

′µ
2 q

′ν
2 =

∫

dβ
z1z̄1

−z̄2
1r

2 − µ2
1

1

β3 − β
, (3.3.18)

∫

dβS(5,L)
µν q

′µ
2 q

′ν
2 =

∫

dβ
z1z̄1

−z2
1r

2 − µ2
1

1

β − β2
, (3.3.19)

∫

dβS(6,L)
µν q

′µ
2 q

′ν
2 =

∫

dβ
z1z̄1

−z̄2
1r

2 − µ2
1

1

β − β4
, (3.3.20)

avec les pôles simples βi donnés par :

β1 =
−k2 + 2z1k.r − z̄Q2

1 −
z2
1

z1
r2

z̄1s
+ iε , (3.3.21)

β2 =
k2 − 2z̄1k.r

z̄1s
− iε , (3.3.22)

β3 =
−k2 + 2z̄1k.r − zQ2

1 −
z̄2
1

z̄1
r2

z1s
+ iε , (3.3.23)

β4 =
k2 − 2z1k.r

z1s
− iε , (3.3.24)

avec µ2
i = Q2

i zi z̄i + m2, où m est la masse du quark. La limite m → 0 est régulière et
nous nous limiterons au cas des quarks légers, prenant de ce fait m = 0. Nous pouvons
refermer le contour d’intégration dans le plan β-complexe sur le demi-cercle inférieur
qui contiendra les pôles β2 et β4 n’apparaissant que pour les contributions (5), (6), (2)
et (3), dont la somme sera (dans l’ordre d’apparition et en omettant les autres termes
constants)
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∫

dβS(L)
µν q

′µ
2 q

′ν
2 = z1z̄1

(

1

z2
1r

2 + µ2
1

+
1

z̄2
1r

2 + µ2
1

−
1

(z1r − k)2 + µ2
1

−
1

(z̄1r − k)2 + µ2
1

)

. (3.3.25)

Notons que nous pouvons refermer le contour sur le grand cercle car la somme des
6 intégrands converge plus vite que 1

|β| quand β tend vers l’infini : les intégrands des

contributions (2) et (3) convergent alors en 1
β2 , tandis que le facteur devant 1

β s’annule
dans la somme des contributions (1) avec (5) et (4) avec (6).
Nous procédons de la même manière qu’au chapitre 1 pour décrire l’hadronisation de la
paire de quark-antiquark en mésons ρ0

L : nous refermons les indices spinoriels en utilisant
l’identité de Fierz afin de faire apparâıtre la structure de Lorentz (γµ) correspondant
aux nombres quantiques du méson vecteur. En rétablissant les couplages, la structure de
couleur ainsi que les termes constants, nous obtenons pour les photons longitudinalement
polarisés, l’expression suivante du facteur d’impact :

Φab (L)
i (k, r) =

1

(2π)2
8π2αs

e√
2

δab

2Nc
Qi fρ α(ki)

1
∫

0

dzizi z̄i φ(zi)PP(zi, k, r, µi) , (3.3.26)

avec

PP(zi, k, r, µi) =
1

z2
i r

2 + µ2
i

+
1

z̄2
i r

2 + µ2
i

−
1

(zir− k)2 + µ2
i

−
1

(z̄ir− k)2 + µ2
i

. (3.3.27)

Pour les photons transversalement polarisés, on obtient de même

Φab (T )
i (k, r)

=
1

(2π)2
4π2αs

e√
2

δab

2Nc
fρα(ki)

1
∫

0

dzi (zi − z̄i)φ(zi) ε · Q(zi, k, r, µi) , (3.3.28)

où

Q(zi, k, r, µi) =
zi r

z2
i r

2 + µ2
i

−
z̄i r

z̄2
i r

2 + µ2
i

+
k − zi r

(zir − k)2 + µ2
i

−
k − z̄ir

(z̄i r − k)2 + µ2
i

(3.3.29)

est proportionnel au facteur d’impact de la production ouverte de paire de quark-
antiquark à partir d’un photon transversalement polarisé.
Les facteurs d’impact (3.3.27) et (3.3.29) s’annulent quand k → 0 ou r− k → 0 à cause
de l’invariance de jauge de QCD.
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Notons que les facteurs multiplicatifs des expressions (3.3.26 et 3.3.28) diffèrent d’un
facteur 2Qi, qui provient du terme de contribution non supprimée par l’invariance de
jauge du vecteur de polarisation longitudinale (3.2.4).

Dans les formules (3.3.26 et 3.3.28), φ est l’amplitude de distribution du meson
ρ0 final polarisé longitudinalement, que nous avons utilisée au chapitre 1 pour décrire
l’hadronisation des paires quark-antiquarks en mésons vecteurs dans l’état final dans la
factorisation colinéaire. Nous avons vu que dans le cas d’un quark q d’une seule saveur
(cf. l’eq.(1.3.62)), elle est définie par

〈0|q̄(x) γµ q(−x)|ρL(p)〉 = fρ pµ

1
∫

0

dz ei(2z−1)(px)φ(z) , (3.3.30)

où la constante de couplage est fρ = 216 MeV et les liens de jauge sont omis pour
simplifier la notation. Les amplitudes pour la production des mésons ρ0 sont obtenues
à partir de (3.3.30) en notant que |ρ0〉 = 1/

√
2(|ūu〉 − |d̄d〉).

Nous avons vu également qu’en raison de l’invariance conforme colinéaire l’amplitude
de distribution φ(z) (3.3.30) possède un développement en termes des polynômes de
Gegenbauer (en omettant la dépendance dans l’échelle de renormalisation fixée à l’échelle
de factorisation µ = Q)

φ(z) = 6z(1− z) (1 +
∞
∑

n=1

a2 nC
3/2
2 n (2z − 1)) (3.3.31)

que nous restreignons dans cette étude phénoménologique au terme asymptotique (a2 n =
0) dominant le développement [32, 73], excepté pour une br̀eve discussion à la fin de ce
chapitre.
Notons que l’eq.(3.3.30) correspond à l’amplitude de twist dominant. Un tel objet peut
être employé à proprement parler seulement pour des Q2 asymptotiquement grands.
Dans l’application phénomélogique des sections 3.4.2 et 3.5.3, et afin d’obtenir des sec-
tions efficaces mesurables, la diminution drastique des amplitudes avec l’augmentation
des virtualités des photons Q2

i , combinée aux conditions expérimentales du projet de col-
lisioneur linéaire ILC, exige des valeurs plutôt basses de Q2

i (de l’ordre de 1 GeV2) pour
lesquelles les contributions de twist sous-dominant pourraient être significatives. Ceci
peut être pris en considération dans une approche plus phénoménologique qui incorpo-
rera la distribution de quark intrinsèque dépendant de kT et qui dépasse la factorisation
colinéaire de QCD [74] utilisée ici. Nous ne considérons pas ces effets ici et nous nous
situerons uniquement dans le cadre théorique offert par l’approximation colinéaire.

Les amplitudes de diffusion Mλ1λ2 du processus (3.1.2) porteront les indices λ1λ2 des
polarisations des photons virtuels incidents. Afin de les évaluer, nous utilisons l’eq.(3.3.4)
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associée aux eqs.(3.3.26-3.3.29) complétées par les choix suivants des vecteurs de pola-
risation transverse des photons

ε± =
1√
2
(∓1,−i) (3.3.32)

et des vecteurs de polarisation longitudinale donné en (3.2.4). Dans le cas où les deux
photons sont longitudinaux, λ1 = λ2 = 0 :

M00 = i s C Q1 Q2

1
∫

0

dz1 dz2 z1 z̄1 φ(z1) z2 z̄2 φ(z2)M00(z1, z2) , (3.3.33)

avec

M00(z1, z2) =

∫

d2k

k2(r − k)2
PP(z1, k, r, µ1) PP(z2,−k,−r, µ2) ; (3.3.34)

Dans le cas où l’un des deux photons est longitudinal (celui d’indice 1, c’est à dire de la
partie supérieure du diagramme de la Fig.(3.4)), l’autre transverse λ2 = +,− :

M0λ2 = i s
C

2
Q1

1
∫

0

dz1 dz2 z1 z̄1 φ(z1) (z2 − z̄2)φ(z2)M0λ2(z1, z2) , (3.3.35)

avec

M0λ2(z1, z2) =

∫

d2k

k2(r − k)2
PP(z1, k, r, µ1) Q(z2,−k,−r, µ2) · ελ2 . (3.3.36)

Dans le cas symétrique au précédent (λ1 = +,− et λ2 = 0), nous avons :

Mλ10 = i s
C

2
Q2

1
∫

0

dz1 dz2 (z1 − z̄1)φ(z1) z2 z̄2 φ(z2)Mλ10(z1, z2) , (3.3.37)

avec

Mλ10(z1, z2) =

∫

d2k

k2(r − k)2
Q(z1, k, r, µ1) · ελ1 PP(z2,−k,−r, µ2) . (3.3.38)

Enfin dans le cas où les deux photons sont transverses, λ1 = +,− ,λ2 = +,− :

Mλ1λ2 = i s
C

4

1
∫

0

dz1 dz2 (z1 − z̄1)φ(z1) (z2 − z̄2)φ(z2)Mλ1λ2(z1, z2) , (3.3.39)

avec

Mλ1λ2(z1, z2) =

∫

d2k

k2(r − k)2
Q(z1, k, r, µ1) · ελ1(1) Q(z2,−k,−r, µ2) · ελ2(2) . (3.3.40)
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Nous avons noté C = 2 π N2
c −1
N2

c
α2

s αem f 2
ρ . Finalement, nous pouvons écrire la section

efficace différentielle dans la limite de Regge (négligeant les termes d’ordre Q2
i /s) en

termes des amplitudes ci-dessus, selon

dσγ
∗
λ1
γ∗λ2

→ρ0Lρ
0
L

dt
=

|Mλ1λ2 |2

16 π s2
(3.3.41)

qui ne dépendra pas de s.

3.4 Section efficace différentielle de γ∗L,T γ
∗
L,T → ρ0

L ρ
0
L

à l’ordre de Born

3.4.1 Résultats analytiques pour Mλ1λ2
des intégrations en k⊥

Dans cette section nous récapitulons les résultats pour les amplitudes Mλ1λ2 obtenues
après avoir effectué analytiquement les intégrales en k⊥. De telles expressions analytiques
nous donnent la possibilité d’étudier de diverses limites cinématiques dans les variables
Q2

1, Q2
2, t. Les intégrations en k⊥ ont été faites en utilisant la méthode de Ref.[65] qui

exploite d’une manière efficace des changements de variables de type conforme sur les
intégrales impliquées, techniques issues des théories conformes des champs bidimension-
nelles. L’intégrale générique en k⊥ traitée ici implique un intégrant qui correspond à un
diagramme en bôıte à deux propagateurs massifs distincts et à deux propagateurs sans
masse. Pour cette raison, les intégrations en k⊥ s’expriment à la fin en termes d’expres-
sion assez volumineuses.

Dans le cas transverse-transverse (TT), l’amplitude peut être exprimée en fonction
de deux termes faisant apparâıtre les projecteurs orthogonaux sur l’espace transverse
bidimensionnel :

Mλ1λ2(z1, z2) =

[

a(r; Q1, Q2; z1, z2)

(

δij −
rirj

r2

)

+ b(r; Q1, Q2; z1, z2)
rirj

r2

]

ελ1
i ε

λ2
j ,

(3.4.1)
où ri est la composante i de r.

Pour le cas longitudinal-transverse (LT), reconstituant la dépendance selon toutes
les variables, on définit à partir de (3.3.36) et de (3.3.38), la fonction scalaire suivante :

M0λ(r; Q1, Q2; z1, z2) = f(r; Q1, Q2; z1, z2) r · ελ , (3.4.2)

et de manière équivalente :

Mλ0(r; Q1, Q2; z1, z2) = f(r; Q2, Q1; z2, z1) r · ελ . (3.4.3)
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Pour le cas longitudinal-longitudinal (LL), nous pouvons écrire l’amplitude comme

M̃00(z1, z2) = −
(

1

z2
1r

2 + µ2
1

+
1

z̄2
1r

2 + µ2
1

)

J3µ2(z2)−
(

1

z2
2r

2 + µ2
2

+
1

z̄2
2r

2 + µ2
2

)

J3µ1(z1)

+J4µ1µ2(z1, z2) + J4µ1µ2(z̄1, z2) . (3.4.4)

J3µ et J4µ1µ2 sont des intégrales bidimensionnelles avec respectivement 3 propagateurs
(1 massif) et 4 propagateurs (2 massifs, avec différentes masses), elles sont finies dans
l’infrarouge et l’ultraviolet. Leurs expressions sont données ci-dessous.

Dans la suite nous collectons les expressions analytiques des coefficients a, b et f ainsi
que toutes les intégrales utiles à cette fin qui apparaissent en développant les expressions
(3.3.40), (3.3.38), (3.3.36) et (3.3.34), afin d’obtenir

a(r; Q1, Q2; z1, z2) =
1

2
[I3µ1µ2(z1, z2) + I3µ1µ2(z̄1, z̄2)− I3µ1µ2(z̄1, z2)− I3µ1µ2(z1, z̄2)]

−
r2

2
[I4µ1µ2(z1, z2)− I4µ1µ2(z̄1, z2)] (3.4.5)

−
1

r2

[

Jc
µ1µ2

(z1, z̄2) + Jc
µ1µ2

(z̄1, z2)− Jc
µ1µ2

(z̄1, z̄2)− Jc
µ1µ2

(z1, z2)
]

,

b(r; Q1, Q2; z1, z2) =

[

z1z2

(z2
1r

2 + µ2
1)(z

2
2r

2 + µ2
2)
−

z1z̄2

(z2
1r

2 + µ2
1)(z̄

2
2r

2 + µ2
2)

−
z̄1z2

(z̄2
1r

2 + µ2
1)(z

2
2r

2 + µ2
2)

+
z̄1z̄2

(z̄2
1r

2 + µ2
1)(z̄

2
2r

2 + µ2
2)

]

r2I2

+

([

z1

z2
1r

2 + µ2
1

−
z̄1

z̄2
1r

2 + µ2
1

]

[

I2µ2(z̄2)− I2µ2(z2) + r2(z̄2 − z2)I3µ2(z2)
]

+ (1↔ 2)

)

+r2

[

1

2
+ 2z1z2 − (z1 + z2)

]

[I4µ1µ2(z1, z2) + I4µ1µ2(z1, z̄2)]

+

[

−
1

2
+ (z1 + z2)

]

I3µ1µ2(z1, z2) +

[

3

2
− (z1 + z2)

]

I3µ1µ2(z̄1, z̄2)

+

[

z1 − z2 −
1

2

]

I3µ1µ2(z̄1, z2) +

[

z2 − z1 −
1

2

]

I3µ1µ2(z1, z̄2)]

+
1

r2
[Jc

µ1µ2
(z1, z̄2) + Jc

µ1µ2
(z̄1, z2)− Jc

µ1µ2
(z̄1, z̄2)− Jc

µ1µ2
(z1, z2)] , (3.4.6)
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f(r; Q1, Q2; z1, z2) =

[

1

z2
1r

2 + µ2
1

+
1

z̄2
1r

2 + µ2
1

] [

z2

z2
2r

2 + µ2
2

−
z̄2

z̄2
2r

2 + µ2
2

]

I2

+ 2

[

z̄2

z̄2
2r

2 + µ2
2

−
z2

z2
2r

2 + µ2
2

]

I3µ1(z1) + (z̄2 − z2)

[

1

z2
1r

2 + µ2
1

+
1

z̄2
1r

2 + µ2
2

]

I3µ2(z2)

+(z2 − z̄2) [I4µ1µ2(z1, z2)+I4µ1µ2(z̄1, z2)]+
1

r2

[

1

z2
1r

2 + µ2
1

+
1

z̄2
1r

2 + µ2
1

]

[I2µ2(z̄2)−I2µ2(z2)]

+
1

r2
[I3µ1µ2(z̄1, z2)− I3µ1µ2(z1, z̄2) + I3µ1µ2(z1, z2)− I3µ1µ2(z̄1, z̄2)] . (3.4.7)

Certaines intégrales sont divergentes :

I2 =

∫

ddk

k2(k − r)2
, (3.4.8)

I2m(a) =

∫

ddk

k2((k − ar)2 + m2)
, (3.4.9)

I3m(a) =

∫

ddk

k2(k − r)2((k − ar)2 + m2)
, (3.4.10)

I3mamb
(a, b) =

∫

ddk

k2((k − ar)2 + m2
a)((k − br)2 + m2

b)
, (3.4.11)

I4mamb
(a, b) =

∫

ddk

k2(k − r)2((k − ar)2 + m2
a)((k − br)2 + m2

b)
, (3.4.12)

tandis que d’autres sont finies :

J2mamb
(a, b) =

∫

ddk

((k − a r)2 + m2
a)((k − b r)2 + m2

b)
, (3.4.13)

Jc
mamb

(a, b) =

∫

ddk (k · r)
k2((k − a r)2 + m2

a)((k − b r)2 + m2
b)

, (3.4.14)

Kmamb
(a, b) =

∫

ddk

k2

[

1

(b2r2 + m2
b)[(k − ar)2 + m2

a]
+

1

(a2r2 + m2
a)[(k − br)2 + m2

b ]

−
2r2

[k2 + (r − k)2](a2r2 + m2
a)(b

2r2 + m2
b)

]

, (3.4.15)

Lmamb
(a, b) =

∫

ddk

k2

[

1

(a2r2 + m2
a)[(k − br)2 + m2

b ]
(3.4.16)

−
r2

[k2 + (r − k)2](a2r2 + m2
a)(b

2r2 + m2
b)

]

, (3.4.17)
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Nmamb
(a, b) =

∫

ddk

k2

[

1

(a2r2 + m2
a)[(k − br)2 + m2

b ]
(3.4.18)

−
1

(b2r2 + m2
b)[(k − ar)2 + m2

a]

]

, (3.4.19)

J3µ(a) =

∫

d2k

k2(k − r)2

[

1

(k − ra)2 + µ2
−

1

a2r2 + µ2
+ (a↔ ā)

]

, (3.4.20)

J4µ1µ2(z1, z2) =

∫

d2k

k2(k − r)2
(3.4.21)

×
[

1

((k − rz1)2 + µ2
1)((k − rz2)2 + µ2

2)
−

1

(z2
1r

2 + µ2
1)(z

2
2r

2 + µ2
2)

+ (z ↔ z̄)

]

.

Bien que les integrales divergentes (3.4.8-3.4.12) apparaissent dans les formules (3.4.5),
(3.4.6) et (3.4.7), les coefficients a, b et f sont évidemment des quantités finies. Nous de-
vons pour cela évaluer chaque intégrale dans un schéma de régularisation dimentionnelle
et vérifier que les termes divergents s’annulent mutuellement. Afin de rendre le calcul en
régularisation dimentionnelle possible pour les intégrales I3m, I3m1m2 et I4m1m2 , conte-
nant des propagateurs massifs et sans masse, elles doivent être exprimées en fonction
d’intégrales divergentes plus simples I2 et I2m selon

I3m1m2(z1, z2) = −
1

2

(

1

z2
1r

2 + m2
1

+
1

z2
2r

2 + m2
2

)

J2m1m2(z1, z2) (3.4.22)

+

(

z1

z2
1r

2 + m2
1

+
z2

z2
2r

2 + m2
2

)

Jc
m1m2

(z1, z2)+
1

2(z2
2r

2 + m2
2)

I2m1(z1)+
1

2(z2
1r

2 + m2
1)

I2m2(z2) ,

I4m1m2(z1, z2) =
1

2

(

1

(z2
1r

2 + m2
1)(z

2
2r

2 + m2
2)

+
1

(z̄2
1r

2 + m2
1)(z̄

2
2r

2 + m2
2)

)

I2

+
1

2
J4m1m2(z1, z2) , (3.4.23)

I3m(z) =
1

2

(

1

z2r2 + m2
+

1

z̄2r2 + m2

)

I2 +
1

2
J3m(z) . (3.4.24)

Nous pouvons utiliser les expressions des intégrales divergentes I2 et I2m et des intégrales
définies Jc

m1m2
, J2m1m2 , J4m1m2 et J3m (dont nous détaillerons le calcul plus loin) cal-

culées dans [65] afin de vérifier explicitement l’annulation des divergences. Néanmoins
les expressions obtenues pour les coefficients a, b et f ne sont pas satisfaisantes afin de les
exploiter numériquement : elles contiennent en effet des termes menant à des instabilités
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numériques dans notre code d’intégration multidimensionnelle (que nous utiliserons plus
loin afin d’intégrer les amplitudes obtenues sur l’espace des phases de notre processus
et d’obtenir ainsi des prédictions pour les sections efficaces) et pour cette raison nous
choisirons de les réécrire en fonctions d’intégrales explicitement convergentes.

a(r, z1, z2) = (3.4.25)
(

1

2

[

z1

(z2
1r

2 + µ2
1)

+
z2

(z2
2r

2 + µ2
2)

+
1

r2

]

Jc
µ1µ2

(z1, z2) +
1

4
K(z1, z2)

+ (z1 ↔ z̄1, z2 ↔ z̄2)− (z1 ↔ z̄1)− (z2 ↔ z̄2))

+
r2

4
[J4µ1µ2(z̄1, z2)− J4µ1µ2(z1, z2)] +

1

4

[

1

(z2
1r

2 + µ2
1)

+
1

(z2
2r

2 + µ2
2)

+
1

(z̄2
1r

2 + µ2
1)

+
1

(z̄2
2r

2 + µ2
2)

]

[J2µ1µ2(z̄1, z2)− J2µ1µ2(z1, z2)] ,

b(r, z1, z2) = (3.4.26)

r2

2

[

z1

z2
1r

2 + µ2
1

−
z̄1

z̄2
1r

2 + µ2
1

]

[z̄2 − z2] J3µ2(z2) + (1↔ 2)

+r2

[

1

2
+ 2z1z2 −(z1 + z2)

]

[J4µ1µ2(z1, z2) + J4µ1µ2(z1, z̄2)]+

[

−
1

2
+ z1 + z2

][(

z1

z2
1r

2 + µ2
1

+
z2

z2
2r

2 + µ2
2

)

Jc
µ1µ2

(z1, z2)−
1

2

(

1

z2
1r

2 + µ2
1

+
1

z2
2r

2 + µ2
2

)

J2µ1µ2(z1, z2)

]

+

[

3

2
− (z1 + z2)

]

×
[(

z̄1

z̄2
1r

2 + µ2
1

+
z̄2

z̄2
2r

2 + µ2
2

)

Jc
µ1µ2

(z̄1, z̄2)−
1

2

(

1

z̄2
1r

2 + µ2
1

+
1

z̄2
2r

2 + µ2
2

)

J2µ1µ2(z̄1, z̄2)

]

+

[

z1 − z2 −
1

2

] [(

z̄1

z̄2
1r

2 + µ2
1

+
z2

z2
2r

2 + µ2
2

)

Jc
µ1µ2

(z̄1, z2)−
1

2

(

1

z̄2
1r

2 + µ2
1

+
1

z2
2r

2 + µ2
2

)

× J2µ1µ2(z̄1, z2)] +

[

z2 − z1 −
1

2

] [(

z1

z2
1r

2 + µ2
1

+
z̄2

z̄2
2r

2 + µ2
2

)

Jc
µ1µ2

(z1, z̄2)−
1

2

(

1

z2
1r

2 + µ2
1

+
1

z̄2
2r

2 + µ2
2

)

J2µ1µ2(z1, z̄2)

]

+
1

r2

[

Jc
µ1µ2

(z1, z̄2)+Jc
µ1µ2

(z̄1, z2)−Jc
µ1µ2

(z̄1, z̄2)

−Jc
µ1µ2

(z1, z2)
]

+ Lµ1µ2(z̄1, z2) + Lµ1µ2(z̄2, z1)−
1

4
[Kµ1µ2(z1, z2) + K(z̄1, z̄2)

+Kµ1µ2(z1, z̄2) + Kµ1µ2(z̄1, z2)] +
z2 − z1

2
[Nµ1µ2(z1, z2) + Nµ1µ2(z̄2, z̄1)]

+
z1 + z2

2
[Nµ1µ2(z1, z̄2) + Nµ1µ2(z2, z̄1)] ,

f(r, z1, z2) =

[

z̄2

z̄2
2r

2 + µ2
2

−
z2

z2
2r

2 + µ2
2

]

J3µ1(z1) (3.4.27)

+
z2 − z̄2

2

[

J4µ1µ2(z1, z2) + J4µ1µ2(z̄1, z2)− (
1

z2
1r

2 + µ2
1

+
1

z̄2
1r

2 + µ2
1

)J3µ2(z2)

]
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+

(

1

r2

[

−
1

2
(

1

z2
1r

2 + µ2
1

+
1

z2
2r

2 + µ2
2

)J2µ1µ2(z1, z2) + (
z1

z2
1r

2 + µ2
1

+
z2

z2
2r

2 + µ2
2

)Jc
µ1µ2

(z1, z2)

]

− (z1 ↔ z̄1, z2 ↔ z̄2) + (z1 ↔ z̄1)− (z2 ↔ z̄2)

)

+
1

2r2
[N(z̄1, z̄2)−N(z1, z2) + N(z1, z̄2)−N(z̄1, z2)] .

Nous faisons apparaitre les termes divergents en puissance de ε dans un schéma de
régularisation dimensionelle de dimension d = 2 + 2ε.
L’intégrale la plus simple à calculer est I2m. En utilisant la paramétrisation de Feynman
conventionnelle, nous obtenons

I2m = π1+εΓ(1− ε)(p2 + m2)−1+ε

1
∫

0

dααε−1

(

1− α
p2

p2 + m2

)ε−1

. (3.4.28)

L’intégration sur le paramètre α conduit à la fonction hypergéométrique 2F1,

I2m = π1+ε Γ(1− ε)
ε(p2 + m2)1−ε 2F1

(

1− ε, ε, 1 + ε;
p2

p2 + m2

)

(3.4.29)

dont nous transformons l’argument avec la transformation d’Euler z → z/(z − 1) afin
d’obtenir l’expression

I2m =
π

ε(p2 + m2)
(1 + ε(ln π −Ψ(1)− ln m2 + 2 ln(p2 + m2))) . (3.4.30)

Dans le cas de masse nulle (notons que cette intégrale apparâıt dans la trajectoire de
Regge du gluon εG(t)), nous obtenons

I2 =
2π

r2ε
(1 + ε(ln(πr2)−Ψ(1))) . (3.4.31)

Nous utiliserons les parties finies de I2 et I2m pour obtenir les expressions analytiques des
intégrales où elles apparaissent. Nous écrivons donc les intégrales finies Kmamb

, Lmamb
et

Mmamb
en fonction des parties finies de I2 et I2m puisque nous vérifions que les termes

divergents (en 1/ε) se compensent.

Km1m2(z1, z2) =
1

z2
2r

2 + m2
2

I2m1(z1) +
1

z2
1r

2 + m2
1

I2m2(z2)

−
r2

(z2
1r

2 + m2
1)(z

2
2r

2 + m2
2)

I2 , (3.4.32)

Lm1m2(z1, z2) =
1

z2
1r

2 + m2
1

I2m2(z2)−
r2

2(z2
1r

2 + m2
1)(z

2
2r

2 + m2
2)

I2 , (3.4.33)
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Nm1m2(z1, z2) =
1

z2
1r

2 + m2
1

I2m2(z2)−
1

z2
2r

2 + m2
2

I2m1(z1) . (3.4.34)

L’intégrale J2mamb
qui ne possède que deux propagateurs massifs s’obtient là encore à

partir de la paramétrisation de Feynman :

J2mamb
=

∫

ddk

((k − ra)2 + m2
a)((k − rb)2 + m2

b)

=
π√
λ

ln
r2(a− b)2 + m2

a + m2
b +
√
λ

r2(a− b)2 + m2
a + m2

b −
√
λ

, (3.4.35)

où nous avons introduit

λ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz , (3.4.36)

ainsi que

λ = λ(−r2(a− b)2,α2, β2) = (α2 − β2)2 + 2(α2 + β2)r2(a− b)2 + r4(a− b)4 . (3.4.37)

Pour Jc
mamb

nous obtenons de même

Jc
mamb

=
2πr2(a− b)√

λ

[

1√
λ+ m2

a −m2
b + r2(a2 − b2)

ln
a(
√
λ+ r2(a− b)2 + m2

a −m2
b)

b(
√
λ− r2(a− b)2 + m2

a −m2
b)

+
1√

λ+ m2
b −m2

a + r2(b2 − a2)
ln

a(
√
λ− r2(a− b)2 −m2

a + m2
b)

b(
√
λ+ r2(a− b)2 −m2

a + m2
b)

]

−
π

a(b2r2 + m2
b)− b(a2r2 + m2

a)
ln

a(b2r2 + m2
b)

b(a2r2 + m2
a)

. (3.4.38)

Les termes en ln a
b sont à priori divergents quand a ou b tend vers zero mais ils se

compensent mutuellement du fait de la symétrie avec laquelle Jc
mamb

apparâıt dans a, b
et f . Nous devons néanmoins les faire explicitement disparâıtre afin de pouvoir espérer
une utilisation stable dans un code d’intégration numérique des coefficients a, b et f en
fonction desquels les amplitudes s’expriment.

Nous reproduirons le calcul de l’intégrales finie J3m selon la méthode développée dans
[65]. Nous reprendrons le calcul de J4m1m2 en suivant là encore la même démarche mais
nous modifierons les expressions analytiques des intégrales intermédiaires (dont nous
ne détaillons pas le calcul ici) afin de regrouper au maximum tous les termes pouvant
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potentiellement mener à des instabilités numériques, ce qui s’avère indispensable pour
exploiter finalement l’expression assez volumineuse de J4m1m2 que nous obtiendrons.

La méthode consiste à effectuer une transformation conforme spéciale dans l’espace
bidimensionnel des moments transverses afin de réduire le nombre de propagateurs non
massifs des intégrales finies J3m et J4m1m2 , technique habituellement utilisée en théorie
conforme bidimensionnelle [92] dans l’espace des coordonnées mais utilisée ici dans l’es-
pace des impulsions. Notons qu’il est crucial de rester dans un espace de dimension
exactement égale à deux pour que cette simplification fonctionne. Dans le cas de J3m,
l’inversion

k →
K

K2 , r →
R

R2 , m→
1

M
(3.4.39)

permet d’écrire

J3m = R2

∫

d2K

(K − R)2

(

K2R2

(R− aK)2 + K2R2

M2

−
1

a2r2 + m2
+ (a↔ ā)

)

. (3.4.40)

Nous réalisons alors une translation K = R+k′ suivie d’une autre inversion (la succession
de ces trois transformations définit la transformation conforme spéciale)

k′ →
k

k2 , R→
r

r2
, M →

1

m
, (3.4.41)

ce qui mène à

J3m =
1

r2

∫

d2k

k2





(r + k)2

(r2a2 + m2)(
(

k − r r2a ā−m2

r2ā2+m2

)2
+ m2r4

(r2ā2+m2)2 )
−

1

a2r2 + m2
+ (a↔ ā)



 .

(3.4.42)
Expression que nous pouvons aisément calculer en utilisant les paramètres de Feynman,
et nous obtenons

J3m =
2π

r2

{(

1

r2a2 + m2
−

1

r2ā2 + m2

)

ln
r2a2 + m2

r2ā2 + m2

+

(

1

r2a2 + m2
+

1

r2ā2 + m2
+

2

r2aā−m2

)

ln
(r2a2 + m2)(r2ā2 + m2)

m2r2

}

. (3.4.43)

Nous effectuons une transformation conforme spéciale identique dans l’expression de
J4mm ce qui nous permet de la réécrire en faisant apparâıtre une intégrale J3αβ à
3 propagateurs mais cette fois divergente. Nous pourrons alors utiliser un schéma de
régularisation dimensionnelle pour l’évaluer.
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J4µ1µ2 =
1

r2

∫

ddk

k2 (3.4.44)

×















((k − r)2)2

(r2z̄1 + µ2
1)

(

(

k + r z1z̄1r2−µ2
1

z̄2
1r2+µ2

1

)2
+ r4µ2

1

(r2z2
1+µ2

1)2

)

(r2z̄2 + µ2
2)

(

(

k + r z2z̄2r2−µ2
2

z̄2
2r2+µ2

2

)2
+ r4µ2

2

(r2z2
2+µ2

2)2

)

−
1

(r2z̄1 + µ2
1)(r

2z̄2 + µ2
2)

+ (z ↔ z̄)

}

.

Nous pouvons donc identifier l’intégrale générique suivante dans l’expression de J4µ1µ2 :

J3αβ =

∫

d2k((k − r)2)2

k2[(k − ra)2 + α2] [(k − rb)2 + β2]
, (3.4.45)

qui est divergente à la fois dans l’infrarouge et dans l’ultraviolet. Bien entendu ces
divergences se suppriment au sein de J4µ1µ2 qui est convergente. Nous pouvons alors
écrire J3αβ comme la somme de deux intégrales

J3αβ = JUV
3αβ + JIR

3αβ (3.4.46)

où

JUV
3αβ =

∫

ddk k2

[(k − ra)2 + α2] [(k − rb)2 + β2]
(3.4.47)

est divergente dans l’ultraviolet et

JIR
3αβ =

∫

ddk [((k − r)2)2 − (k2)2]

k2[(k − ra)2 + α2] [(k − rb)2 + β2]
(3.4.48)

est divergente dans l’infrarouge. Nous pourrons donc maintenant utiliser la régularisation
dimensionnelle pour calculer les parties finies de ces intégrales, tout en vérifiant que
les pôles en 1/ε caractérisant les divergences UV et IR disparaissent bien en évaluant
l’intégrale finie J4µ1µ2 donné par l’expression (3.4.44). Le calcul de JUV

3αβ s’effectue de
manière standard

JUV
3αβ = π

{

−
πεΓ(1− ε)

ε
−

1

2
ln(α2 β2) +

α2 − β2

2r2(a− b)2
ln
α2

β2
(3.4.49)

−
√
λ

2r2(a− b)2
ln

r2(a− b)2 + α2 + β2 +
√
λ

r2(a− b)2 + α2 + β2 −
√
λ

−
[
√
λ− α2 + β2 − r2(a2 − b2)]2

4r2(a− b)2
√
λ

ln

√
λ− r2(a− b)2 − α2 + β2

√
λ+ r2(a− b)2 − α2 + β2

−
[
√
λ− β2 + α2 − r2(b2 − a2)]2

4r2(a− b)2
√
λ

ln

√
λ− r2(a− b)2 + α2 − β2

√
λ+ r2(a− b)2 + α2 − β2

}

. (3.4.50)
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et nous écrivons JIR
3αβ en termes de 5 intégrales génériques qui elles-mêmes pourront

s’écrire en fonctions d’autres intégrales :

JIR
3αβ =

∫

ddk
2r2

[(k − ra)2 + α2] [(k − rb)2 + β2]
+ r4

∫

ddk

k2[(k − ra)2 + α2] [(k − rb)2 + β2]

− 4r2

∫

ddk k · r
k2[(k − ra)2 + α2] [(k − rb)2 + β2]

− 4

∫

ddk k · r
[(k − ra)2 + α2] [(k − rb)2 + β2]

+ 4

∫

ddk (k · r)2

k2[(k − ra)2 + α2] [(k − rb)2 + β2]
. (3.4.51)

Nous ne reproduisons pas ici les détails de ces calculs mais notons toutefois que les termes
en ln a

b menant à des instabilités numériques sont essentiellement contenus dans les
intégrales 3 et 5. D’autres termes spurieux en 1

a et 1
b sont aussi contenus dans l’intégrale

5 et pourront mener à des instabilités du code d’intégration numérique où ces expressions
apparaissent ; elles correspondent physiquement au cas r2 = Q2

i , conduisant à a = 0 or
b = 0 dans l’expression finale de J4µ1µ2 . Nous calculons les expressions analytiques de
ces intégrales de sorte que ces facteurs disparaissent explicitement. Notons également
que toutes ces intégrales sont régulières sauf la seconde. Puisque les termes divergents
disparaissent dans l’expression de J4µ1µ2 , nous prenons les termes finis de toutes les
intégrales divergentes calculées précédemment et nous obtenons l’expression finale de
J4µ1µ2 :

J4µ1µ2 = (3.4.52)

1

r2(r2z̄2
1 + µ2

1)(r
2z̄2

2 + µ2
2)

Jfinite
3αβ

(

−z1z̄1r2 + µ2
1

z̄2
1r

2 + µ2
1

,
−z2z̄2r2 + µ2

2

z̄2
2r

2 + µ2
2

,
r2µ1

r2z̄2
1 + µ2

1

,
r2µ2

r2z̄2
2 + µ2

2

, r

)

+
1

r2(r2z2
1 + µ2

1)(r
2z2

2 + µ2
2)

Jfinite
3αβ

(

−z1z̄1r2 + µ2
1

z2
1r

2 + µ2
1

,
−z2z̄2r2 + µ2

2

z2
2r

2 + µ2
2

,
r2µ1

r2z2
1 + µ2

1

,
r2µ2

r2z2
2 + µ2

2

, r

)

avec

Jfinite
3αβ (a, b, α, β, r) = (3.4.53)

π

4







(

8

a− b
+

2 (α2 − β2)

(a− b)2 r2

)

ln
α2

β2
+

4r2
(

−4 + r2
(

a
a2 r2+α2 + b

b2 r2+β2

))

ln b2 r2+β2

a2 r2+α2

a (a− b) b r2 + bα2 − a β2

−2 ln
α2 β2

r4
+

2 r4

(a2 r2 + α2) (b2 r2 + β2)

(

ln
α2 β2

r4
− 2 ln

α2 β2

(a2 r2 + α2) (b2 r2 + β2)

)

−
8

(a− b) (a (a− b) b r2 + bα2 − a β2)
(

−a2 r2 + b2 r2 − α2 + β2 +
√
λ
)
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×
[

(

−(a− b)2 r2 − α2 + β2 +
√
λ
)

(

−a (b2 r2 + β2)

b
ln

(

1 +
b2 r2

β2

)

+
(

a2 r2 + α2
)

ln
a2 r2 + α2

β2

)

+
(

(a− b)2 r2 − α2 + β2 +
√
λ
)

×
(

−b (a2 r2 + α2)

a
ln

(

1 +
a2 r2

α2

)

+
(

b2 r2 + β2
)

ln
b2 r2 + β2

α2

)]

+







(

a2 r2 − b2 r2 + α2 − β2 +
√
λ
)2

(a− b)2 r2
√
λ

+
8 (a− b) r4

(

−4 + r2
(

a
a2 r2+α2 + b

b2 r2+β2

))

(

(a2 − b2) r2 + α2 − β2 +
√
λ
) √

λ

+
8
√
λ

(a− b) (a (a− b) b r2 + bα2 − a β2)

)

ln
(a− b)2 r2 + α2 − β2 +

√
λ

−(a− b)2 r2 + α2 − β2 +
√
λ

+







−
(

−a2 r2 + b2 r2 − α2 + β2 +
√
λ
)2

(a− b)2 r2
√
λ

+
8 (a− b) r4

(

−4 + r2
(

a
a2 r2+α2 + b

b2 r2+β2

))

(

(−a2 + b2) r2 − α2 + β2 +
√
λ
) √

λ







× ln
−(a− b)2 r2 − α2 + β2 +

√
λ

(a− b)2 r2 − α2 + β2 +
√
λ

+





16 r2

√
λ

+
2 r2

(

4 + r2
(

−
(

1
a2 r2+α2

)

− 1
b2 r2+β2

))

√
λ

− 8
(a2 − b2) r2 + α2 − β2

(a− b)
√
λ

−
2
√
λ

(a− b)2 r2

]

ln
(a− b)2 r2 + α2 + β2 +

√
λ

(a− b)2 r2 + α2 + β2 −
√
λ

}

.

Nous avons rajouté des termes additionnels en ln r2 dans l’expression de J3αβ afin de
faire apparâıtre des arguments sans dimensions dans les logarithmes, puisque ceux-ci
se compensent mutuellement dans l’expression de J4µ1µ2 , étant finie dans l’infrarouge
et dans l’ultraviolet. Toutes les expressions obtenues précédemment dans l’intégration
analytique en k⊥ sont implémentées dans un code Mathematica afin de reconstruire les
amplitudes qui en dépendent. Notons que nous avons apporté un soin particulier à tester,
au niveau des amplitudes (3.3.34), (3.3.36), (3.3.38) et (3.3.40), que nous obtenions des
valeurs numériques (en affectant des valeurs particulières aux paramètres) identiques en
effectuant ces intégrales numériquement (avec une paramétrisation polaire par exemple)
dans Mathematica ou à partir des expressions analytiques précédemment dérivées. Le
temps de calcul nécessaire à l’intégration numérique exclut radicalement de s’en servir
pour obtenir directement la valeur des amplitudes et des sections efficaces du processus.
Nous utiliserons de plus un code d’intégration mutidimensionnelle en fortran (Vegas)
couplé à notre code Mathematica qui compile les expressions analytique de toutes les
intégrales dans les expressions des amplitudes, afin de prédire les valeurs des sections
efficaces. Il serait ainsi tout à fait impossible d’obtenir des prédictions pour les sections
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efficaces dans une approche purement numérique ce qui justifie d’un point de vue pra-
tique les calculs analytiques présentés dans ce chapitre.

En combinant les équations (3.3.39) et (3.4.1), puis en utilisant |M++|2 = |M−−|2,
nous obtenons dans le cas de deux photons de même polarisation transverse :

|M++|2 = |M−−|2 = s2 C2

64
(3.4.54)

×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

dz1 dz2 (z1 − z̄1)φ(z1) (z2 − z̄2)φ(z2) (b(r; Q1, Q2; z1, z2)− a(r; Q1, Q2; z1, z2))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

,

et de la même manière, dans la cas de deux polarisations transverses différentes :

|M+−|2 = s2 C2

64
(3.4.55)

×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

dz1 dz2 (z1 − z̄1)φ(z1) (z2 − z̄2)φ(z2) (b(r; Q1, Q2; z1, z2) + a(r; Q1, Q2; z1, z2))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

.

Pour le cas longitudinal-transverse (LT), reconstituant la dépendance selon toutes les
variables, on définit de (3.3.36) et de (3.3.38), la fonction scalaire suivante :

M0λ(r; Q1, Q2; z1, z2) = f(r; Q1, Q2; z1, z2) r · ελ , (3.4.56)

et de manière équivalente :

Mλ0(r; Q1, Q2; z1, z2) = f(r; Q2, Q1; z2, z1) r · ελ , (3.4.57)

ce qui conduit à

|M0+|2 = |M0−|2 = s2 C2

8
Q2

1 r2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

dz1 dz2 z1 z̄1 φ(z1) (z2 − z̄2)φ(z2)f(r; Q1, Q2; z1, z2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

.

(3.4.58)
On en déduit dans le cas symétrique transverse-longitudinal (TL) :

|M+0|2 = |M−0|2 = s2 C2

8
Q2

2 r2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

dz1 dz2 z2 z̄2 φ(z2) (z1 − z̄1)φ(z1)f(r; Q2, Q1; z2, z1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

.

(3.4.59)
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Afin d’accomplir l’évaluation de l’amplitude M, nous devons effectuer l’intégration
sur les fractions d’impulsion z1 et z2 des quarks dans les mésons ρ. Pour des valeurs
arbitraires de t, il ne semble pas possible d’effectuer analytiquement ces int́egrations.
Ainsi nous les évaluons numériquement. Notons toutefois l’absence de singularité (end-
point singularity) dans la limite z1(2) → 0 ou z1(2) → 1 qui correspondent aux bords du
domaine de définition de ces variables. En effet, bien que les polarisations longitudinales
(cf. la définition de PP en (3.3.27)) impliquent des divergences en 1/z et 1/(1−z), celles-ci
sont compensées par le facteur zz̄. Tandis que pour les polarisations transverses, aucune
divergence n’apparâıt puisque Q (défini dans l’eq.(3.3.29)) est régulier.
Dans la limite vers l’avant, t = tmin (pour laquelle seule l’amplitude (LL) est non nulle),
qui sera utile dans la discussion de la section 3.5, l’intégration sur les zi peut être
effectuée analytiquement, avec le résultat que nous démontrerons plus loin :

M00 = −is
N2

c − 1

N2
c

α2
s αem f 2

ρ

9π2

2

1

Q2
1Q

2
2

[

6

(

R +
1

R

)

ln2 R + 12

(

R−
1

R

)

ln R

+ 12

(

R +
1

R

)

+

(

3 R2 + 2 +
3

R2

)

(

ln (1−R) ln2 R− ln (R + 1) ln2 R

− 2 Li2 (−R) ln R + 2 Li2 (R) ln R + 2 Li3 (−R) − 2 Li3 (R))] , (3.4.60)

avec le rapport des virtualités R = Q1/Q2 . Quand Q1 = Q2, l’expression (3.4.60) se
simplifie en

M00 = is
N2

c − 1

N2
c

α2
sαemf 2

ρ

9π2

Q4
(14ζ(3)− 12) . (3.4.61)

3.4.2 Résultats pour les sections efficaces différentielles

Les formules de Mλ1λ2 obtenues dans la partie 3.4 nous permettent d’évaluer les sec-
tions efficaces (3.3.41) de double production diffractive de mésons ρ0 pour différentes
hélicités des photons virtuels. Dans nos évaluations nous employons comme constante
de couplage QCD l’expression à trois-boucle αs(Q1Q2) avec λ(4)

ms = 305 MeV (voir, par
exemple [75]). Le running de αS est en principe un effet sous-dominant dans notre
approche des logarithmes dominants. Néanmoins, numériquement, comme nous le dis-
cutons dans la section 3.5.3, la dépendance de nos prévisions à l’égard du choix de αs

est négligeable à l’ordre de Born, mais est plus subtile quand les effets de resommation
BFKL à l’ordre des logarithmes dominants sont pris en considération.

Dans la Fig.3.6 nous montrons la dependance en t des sections efficaces des processus
γ∗L,T γ∗L,T → ρ0

L ρ
0
L pour différentes valeurs de Q = Q1 = Q2.

Nous notons tout d’abord la diminution considérable de toutes les sections efficaces
quand les virtualités Q2

1,2 augmentent. Dans le cas (LL), ceci apparait après une analyse
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Fig. 3.6 – Sections efficaces différentielles du processus γ∗
L,T γ∗

L,T → ρ0
L ρ0

L. La courbe solide
correspond aux mode γ∗

Lγ∗
L, celle composée de points au mode γ∗

Lγ∗
T , enfin celles composées

de tirets et de tirets pointés au modes γ∗
T γ∗

T ′ avec respectivement des polarisations transverses
identiques T = T ′ et différentes T 6= T ′. Les différentes figures (a), (b), (c) correspondent aux
différentes valeurs de Q1 = Q2.
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dimensionnelle évidente, puisque

MLL ∝
s f 2

ρ

Q4

(pour Q1 = Q2 = Q), en accord avec (3.4.61). Deuxièmement, toutes les sections efficaces
différentielles qui impliquent au moins un photon transverse disparaissent quand t =
tmin. Ceci est dû à l’annulation de la fonction Q pour r = 0 apparaissant dans le facteur
d’impact transverse (cf. (3.3.29)). Ce fait est lié à la conservation d’hélicité dans le
canal s à t = tmin. En effet, puisque les gluons échangés dans le canal t portent des
polarisations “non-sense”(ie. longitudinales selon la terminologie consacrée par Gribov),
la conservation d’hélicité doit se produire séparément dans chaque facteur d’impact.
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Fig. 3.7 – Amplitudes M00, −M+0, M++, −M+− comme fonctions de z1 et z2, pour −t =
0.16GeV2 et Q1 = Q2 = 1GeV.
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Section efficace différentielle de γ∗L,T γ∗L,T → ρ0
L ρ

0
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Dans la Fig.3.7, nous montrons la forme des intégrants Mλ1,λ2 des diverses amplitudes
Mλ1λ2 en fonction de z1 et z2, tels qu’ils apparaissent dans les formules (3.3.35), (3.3.37)
et (3.3.39) :

M00 = z1 z̄1 φ(z1) z2 z̄2 φ(z2) M00(z1, z2) , (3.4.62)

et pour λi = +,−

Mλ10 = (z1 − z̄1)φ(z1) z2 z̄2 φ(z2) Mλ10(z1, z2) , (3.4.63)

Mλ1λ2 = (z1 − z̄1)φ(z1) (z2 − z̄2)φ(z2) Mλ1λ2(z1, z2) . (3.4.64)

Mλ1λ2(z1 z2) est symétrique sous (zi ↔ z̄i) pour une polarisation longitudinale λi = 0
(cf. l’eq.(3.3.27)) et antisymétrique sous (zi ↔ z̄i) pour une polarisation transverse
λi = +,− (cf. l’eq.(3.3.29)) ; ainsi les facteurs zi z̄i pour λi = 0 et zi− z̄i pour λi = +,−
assurent la symétrie de Mλ1λ2 sous (zi ↔ z̄i) comme nous pouvons le voir sur les graphes
de la Fig.3.7. Par ailleurs, en raison des amplitudes de distribution φ(zi) des mésons ρ0

L,
Mλ1λ2(z1, z2) s’annule pour n’importe quelle polarisation sur les bords du domaine de
définition. Ainsi la contribution d’une polarisation transverse disparâıt dans la région
centrale zi = z̄i = 1/2 et également dans la région de bord du domaine zi près de 0
ou de 1, de sorte que l’espace des phases disponible en zi soit fortement réduit pour
la section efficace différentielle résultante, ceci étant en accord avec la dominance des
photons longitudinaux (conservation d’hélicité) dans le processus γ∗L,T γ∗L,T → ρ0

L ρ
0
L.

L’amplitude impliquant au moins un photon transverse a un maximum à une valeur de
−t petite devant le produit Q1Q2. La Fig.3.7 correspond à −t = 0.16 GeV2 qui est une
valeur de −t typique dans la région où les sections efficaces avec des photons transverses
de la Fig.3.6 sont maximales.
Une forme singulièrement caractéristique apparâıt dans les amplitudes avec deux pho-

Fig. 3.8 – Amplitude −M+−, pour −t = 0.01GeV2 (à gauche) et −t = 0.8GeV2 (à droite),
avec Q1 = Q2 = 1GeV.
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tons transverses, comme nous le voyons sur les deux graphiques inférieurs de la Fig.3.7.
Quand la valeur de t se rapproche de son minimum tmin, les crêtes des amplitudes de-
viennent très étroites, comme sur le graphique de gauche de la Fig.3.8 pour M+−. Pour
t qui tend vers tmin, elles sont pratiquement concentrées sur la frontière du domaine, ce
qui mène à l’annulation de l’amplitude intégrée sur les fractions d’impulsion zi. D’autre
part, quand la valeur de t augmente à partir de celle correspondant au maximum des
sections efficaces différentielles de la Fig.3.7, les pics décroissent et s’étalent comme nous
le voyons pour M+− sur la partie droite de la Fig.3.8.
Dans le cas des polarisations LT, la forme de l’amplitude M+0, qui contient seulement
un facteur (zi − z̄i), est montrée dans le panneau supérieur droit de la Fig.3.7. Sa com-
paraison avec le panneau supérieur gauche, montrant la forme de l’amplitude M00, mène
à la conclusion évidente que M+0 se comporte bien comme M+− dans une direction de
zi et comme M00 dans l’autre. En particulier, la présence d’une polarisation transverse
mène aussi à l’annulation de M+0 pour la valeur seuil du moment transféré t = tmin.
D’autre part, la présence d’une polarisation longitudinale augmente l’amplitude M+0

pour des petites valeurs de t (rappelons que M00 est maximum dans le cas t = tmin).
Ainsi la concurrence de ces deux mécanismes tend à situer le maximum de la section ef-
ficace déterminée par M+0 plus près de tmin que dans le cas de la section efficace donnée
par M+−. Ceci est illustré dans Fig.3.9 où l’on observe la dépendance en t des sections
efficaces différentielles pour tous les états de polarisation en échelle Log-Log.

Troisièmement, nous montrons dans la Fig.3.10 la dépendance en t de la section
efficace différentielle du processus γ∗L,T γ∗L,T → ρ0

L ρ0
L pour des valeurs là encore fixées

des virtualités Q = Q1 = Q2 = 1 GeV, mais sur un domaine cinématique plus étendu où
le moment transféré peut prendre des valeurs bien plus grandes que celles des virtualités
Qi des photons. Naturellement, dans cette région cinématique les section efficaces sont
fortement supprimées. Néanmoins, la Fig.3.10 illustre le fait prévu que la hiérarchie des
sections efficaces est différente dans deux régions : à grand t, la section efficace γ∗T γ∗T →
ρ0

L ρ0
L domine celle du processus γ∗L γ∗L → ρ0

L ρ0
L (qui est la section efficace dominante

à petit t), puisque les photons virtuels sont presque sur couche quand l’échelle dure est
fournie par t grand devant les virtualités Q1 et Q2 des photons, et ont donc tendance à
être polarisés transversalement. Nous pouvons aussi considérer ce phénomène du point
de vue de la conservation d’hélicité dans le canal s qui peut être plus favorablement
violée quand les gluons reggéizés dans le canal t emportent une impulsion importante
(|t− tmin| ' r2).

Pour conclure cette sous-section, nous notons que toutes les sections efficaces du pro-
cessus γ∗L,T γ∗L,T → ρ0

L ρ
0
L prendront leurs valeurs maximales dans la région cinématique

vers l’avant (forward) c’est à dire sans déviation. Les prévisions phénoménologiques
obtenues en ne considérant que le cas limite sans moment transféré donneront donc la
tendance générale du comportement des sections efficaces intégrées sur l’espace de phase
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Fig. 3.9 – Sections efficaces differentielles du processus γ∗
L,T γ∗

L,T → ρ0
L ρ0

L, pour de faibles
valeurs de t. La courbe solide correspond aux mode γ∗

Lγ∗
L, celle composée de points au mode

γ∗
Lγ∗

T , enfin celles composées de tirets et de tirets pointés au modes γ∗
T γ∗

T ′ avec respectivement
des polarisations transverses identiques T = T ′ et différentes T 6= T ′ , tracées pour Q1 = Q2 =
1GeV.
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Fig. 3.10 – Sections efficaces differentielles du processus γ∗
L,T γ∗

L,T → ρ0
L ρ0

L, pour de faibles
valeurs de t. La courbe solide correspond au mode γ∗

Lγ∗
L, celle composée de points au mode

γ∗
Lγ∗

T , enfin celles composées de tirets et de tirets pointés aux modes γ∗
T γ∗

T ′ avec respectivement
des polarisations transverses identiques T = T ′ et différentes T 6= T ′ , tracées pour Q1 = Q2 =
1GeV.
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de la collision. Mais contrairement au cas des photons réels, les photons considérés ici
sont virtuels et ne se propageront pas dans une direction exactement colinéaire à celle
du faisceau de leptons du collisionneur linéaire e+e−. De ce fait, les mésons ρ sortants
pourront être observés dans un détecteur. Ainsi, la seule difficulté consistera à étiqueter
les leptons diffusés après radiations de photons virtuels, puisque la section efficace est
dominée par des petites (mais cependant grandes devant ΛQCD afin de garantir la conver-
gence infrarouge) valeurs de Q2

1,2. Dans cette section, nous n’avons pas encore pris en
compte les flux de photons virtuels, ce qui amplifiera à la fois la dominance de la région
des petits Q2 aussi bien que celle des petits yi, caractéristique de leptons diffusés avec
un angle très faible. Ceci sera discuté en détail dans la section 3.5. En particulier, on
verra que les sections efficaces différentielles sont expérimentalement assez grandes et
suffisantes pour que la dépendance en t soit mesurée jusqu’à quelques GeV2.
Notons enfin qu’à ce stade de l’étude, il n’y a aucune dépendance en s de la section
efficace du processus γ∗L,T γ∗L,T → ρ0

L ρ
0
L. Celle-ci apparâıtra après avoir tenu compte de

l’espace des phases de la collision complète au niveau leptonique ainsi que de l’interaction
entre les gluons reggéizés, décrite par l’évolution BFKL.

3.4.3 Contribution de l’échange de quark à la section efficace

Le processus (3.1.2) décrit ci-dessus comporte des échanges de gluons qui dominent
à haute énergie. Cependant, à énergie plus modérée, le processus peut être décrit par
double échange de quark. Ceci a été étudié dans le chapitre 1, dans le cas restrictif
t = tmin. La Fig.3.11 montre en particulier les diagrammes considéŕes précédemment
qui contribuent à l’amplitude MH (voir la Fig.3.2) pour le processus γ∗L(q1) γ∗L(q2) →
ρL(k1) ρL(k2) . En utilisant les eqs.(1.5.93) et (1.5.92) calculées dans le premier cha-

q1

q2

+

q1

q2

+

q1

q2

+

q1

q2

Fig. 3.11 – Diagrammes de Feynman contribuant à MH dans le cas de photons virtuels
longitudinaux.

pitre ainsi que l’amplitude de distribution asymptotique des mésons ρ0
L (3.3.31), nous
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L à l’ordre de Born

obtenons après intégration analytique sur zi l’amplitude de diffusion pour les photons
longitudinalement polarisés
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(3.4.65)
et pour les photons transversalement polarisés
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−− (3.4.66)
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Dans la limite de grand s, on obtient respectivement

Mqq̄
00 ' − 80 π2 N2

c − 1

N2
c

αs αem f 2
ρ

Q1 Q2
(3.4.67)

et

Mqq̄
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(3.4.68)

= − 40 π2 N2
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αs αem f 2
ρ

s

(

4 ln2 Q1 Q2

s
+ 14 ln

Q1 Q2

s
− 4 ln2 Q1/Q2 + 12

)

,

les autres amplitudes ne contribuant pas à t = tmin.
Ces expressions doivent être comparées aux 2 contributions correspondantes avec échange
de gluons discutées dans les sections précédentes. L’amplitude purement longitudinale
LL est presque constante autour de t = tmin, et est donnée en (3.4.60). L’amplitude
purement transverse TT (3.4.1) se comporte selon

Mgg
TT ' −i a

π

2
s

N2
c − 1

N2
c

α2
s αem f 2

ρ

|t− tmin|
Q3

1Q
3
2

, (3.4.69)

où la constante a = 253.5 est extraite à partir d’un fit numérique.

Les eqs.(3.4.65 - 3.4.69) confirment ce que nous avons établit dans le chapitre 2
consacré à l’introduction à l’équation BFKL : dans la limite de Regge l’échange de deux
gluon domine sur le double échange de quark. En effet, la comparaison des expressions
(3.4.67) et (des 3.4.68) avec les formules (3.4.60) et (3.4.69) montre que les contributions
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gluoniques sont proportionnelles à s (en accord avec la règle de comptage habituelle
sΣσi−N+1, où N est le nombre de particules de spin σi échangées dans le canal t). Dans
le cas des photons longitudinalement polarisés qui ne disparâıt pas à tmin, et pour les
mêmes virtualités de photon Q2

1 = Q2
2 = Q2, nous considérons le rapport

RLL =
Mqq̄

00

Mgg
00

=
32 (Q2

u + Q2
d)

28 ζ(3)− 24

Q2

sαs
. (3.4.70)

Pour une valeur typique de Q2 = 1 GeV2, dès que s (' sγ∗γ∗) sera supérieur à 4 GeV2,
ce qui semble être toujours le cas à ILC, ce rapport sera supérieur à l’unité. (3.4.60) do-
minera ainsi complètement (3.4.65), et ce de plusieurs ordres de grandeur. En fait, sγ∗γ∗
peut atteindre une valeur assez basse comme 4 GeV2, en raison de l’énergie importante
emmenée par les leptons sortants due au pic des flux de Weizsäcker-Williams pour des
γ∗ faiblement énergétiques. Nous discuterons cet effet dans la section suivante au niveau
du processus e+e−, après avoir effectué l’intégration de l’espace de phase de la section
efficace différentielle à tmin. On montrera néanmoins que la contribution avec échange
de quarks est réellement négligeable dans presque tout l’espace de phase accessible à
l’ILC.

Dans le cas de la contribution de deux gluons avec des photons virtuels transverses
(3.4.69), laquelle disparâıt à tmin, sa dominance sur la contribution correspondante des
quarks (3.4.66) apparâıt très rapidement quand |t − tmin| commence à augmenter, et
persiste dans la région essentielle de l’espace de phase (cf. l’eq.(3.4.69) est fortement
piquée autour de t − tmin = k 0.01GeV2 où k est de l’ordre de 1-10). Cette dominance
sera également discutée plus en détails au niveau du processus e+e− dans la section
suivante.

3.5 Sections efficaces différentielles de e+e− → e+e−ρ0
L ρ

0
L

à l’ordre de Born

3.5.1 Coupures cinématiques de l’espace des phases

Notre but est maintenant d’évaluer la section efficace du processus e+e− → e+e−ρ0
L ρ

0
L

dans les conditions expérimentales prévues dans le cadre du projet de collisioneur linéaire
International Linear Collider (ILC) [76]. Ce projet, actuellement dans la phase de re-
cherche et développement, est pour l’instant prévu pour un budget avoisinant 7 Milliards
d’euros, comparable à celui du LHC. Les motivations physiques initiales du collision-
neur ILC se situent dans l’approfondissement des études qui seront menées au LHC :
compréhension plus fine du mécanisme de Higgs (s’il est découvert au LHC) au sein du
Modèle Standard et de ses extensions supersymétriques, détection de signaux de parte-
naires supersymétriques, test de scénarios avec dimensions supplémentaires... Pour une
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−

Fig. 3.12 – Le projet de détecteur LDC comprenant le calorimètre électromagnétique Beam-
Cal.

revue complète consulter la Réf.[77].
L’énergie prévue pour le faisceau sera de 500 GeV et sa luminosité, supérieure d’un
facteur 103 à celle de LEP, sera de 125 fb−1 par an pendant les quatre premières années
de fonctionnement. Le collisionneur permettra également d’effectuer des changements
d’énergie du faisceau (entre 200 et 500 GeV, ce qui permettra d’inclure les seuils de
production de paires de quarks top, du boson de Higgs ainsi que de diverses réactions
impliquant des particules supersymétriques) dans un intervale de temps assez court entre
deux fonctionnements. Une extension à 1 TeV avec une luminosité de 1ab−1 est aussi
prévue.
En ce qui concerne le détecteur, nous avons choisi de nous concentrer sur la proposition
Large Detector Concept [78] qui offre la possibilité d’accéder à la région très proche de la
direction d’incidence des leptons (vers l’avant) grâce au calorimètre électromagnétique
BeamCal qui sera vraisemblablement installé autour de l’axe du faisceau à 3.65 m du
point d’interaction, permettant ainsi de détecter des particules très colinéaires au fais-
ceau : l’angle minimal de détection est de 4 mrad. Cette caractéristique est idéale pour
observer des processus diffractifs, donnant un nombre d’événements maximal dans la
région vers l’avant. La luminosité prévue est elle aussi suffisante pour observer ces pro-
cessus, même dans le cas exclusif. Une coupe transversale des détecteurs prévus dans la
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collaboration LDC est illustrée dans la Fig.3.12. BeamCal détectera des particules émises
jusqu’à 40 mrad, celles dont l’angle d’émission sera supérieur (compris entre 40 mrad
et 150 mrad) seront détectées dans le second calorimètre, LumiCal, qui sert également
à fournir une mesure précise de la luminosité intégrée. Enfin, les dernières études de
calorimétrie de cette région du détecteur mentionnent un troisième calorimètre, Gam-
Cal, destiné au diagnostic du faisceau (tout comme BeamCal) et capable de détecter
des particules pour des angles inférieurs à 4 mrad. Ces calorimètres ont été initialement
conçus afin de tirer profit de l’étude du beamstrahlung du collisionneur, c’est à dire des
radiations provenant d’un faisceau de particules chargées, causées par son interaction
avec le champ électromagnétique de l’autre faisceau. Le beamstrahlung contient une
information précieuse sur la structure des deux faisceaux (taille transverse, distance au
point d’interaction...), c’est pourquoi il est utilisé pour la calibration des faisceaux et
pour l’optimisation de la luminosité.

Les hypothèses expérimentales que nous avons retenues pour notre étude sont le fruit
de discussions avec nos collègues expérimentateurs R.Poeschl et F.Richard du Labora-
toire de l’Accélérateur Linéaire (LAL) d’Orsay, tous deux impliqués dans ce projet de
collisioneur linéaire ILC.

La section efficace (dont les bornes d’intégration vont être justifiées dans le texte qui
suit) qui tient compte de toutes les contraintes cinématiques, est donnée par

dσe+e−→e+e−ρLρL

dt
=

∫ Q2
1max

Q2
1min

dQ2
1

∫ Q2
2max

Q2
2min

dQ2
2

∫ ymax

ε

dy1

∫ ymax

Q1Q2
sy1

dy2
dσe+e−→e+e−ρLρL

dt dy1 dy2 dQ2
1 dQ2

2

, (3.5.1)

avec Q1min = 1 GeV, Q1max = 4 GeV, ε = 10−6 and ymax = 0.6.
La section efficace (3.5.1) peut être évaluée en combinant les formules des sections ef-
ficaces (3.2.2), (3.3.41) et les résultats obtenus dans la section 3.4 pour les amplitudes
suivant les différentes hélicités possibles.
Une importante caractéristique de la formule (3.5.1) a pour conséquence d’apporter une
contribution dominante du processus e+ e− → e+ e− ρ0

L ρ
0
L pour des faibles valeurs des

virtualités Qi comme nous l’avons vu dans les sections précédentes au niveau des pho-
tons virtuels. L’intégration sur les variables Qi, yi est aussi très piquée sur la région de
l’espace des phases où les variables Qi, yi sont petites, du fait des facteurs en 1/(yi Q2

i )
dans l’expression (3.2.2) venant des flux de Weizsäcker-Williams, ce qui amplifiera cet
effet. Nous montrerons dans la suite que cette partie dominante de l’espace des phases
est accessible experimentalement en utilisant le calorimètre BeamCal.
Le domaine d’intégration dans (3.5.1) est fixé par les considérations suivantes. Dans le
référentiel du laboratoire, qui est également celui du centre de masse pour un collisio-
neur linéaire, l’expression habituelle des fractions d’impulsion emportées par les photons
radiés par rapport à celle des leptons entrants et les virtualités des photons de bremss-
trahlung, sont respectivement données par
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yi =
E −E ′

i cos2(θi/2)

E
et Q2

i = 4EE ′
i sin

2(θi/2) , (3.5.2)

où E est l’énergie du faisceau, alors que E ′
i et θi sont respectivement l’énergie et l’angle de

diffusion des leptons sortants. Nous considérons une énergie du faisceau
√

s = 2E = 500
GeV. La contrainte expérimentale venant de l’angle minimal θmin de détection autour
du tube du faisceau sera donnée par θmax = π − θmin > θi > θmin et conduira à la
contrainte suivante sur yi

yi > f(Qi) = 1−
Q2

i

s tan2(θmin/2)
, (3.5.3)

où la contrainte sur la limite supérieure de yi provenant de θmax est complètement
négligeable à cette énergie dans le centre de masse. La condition introduite sur l’énergie
des leptons diffusés Emax > E ′

i > Emin résulte en

yimax = 1−
Emin

E
> yi > 1−

Emax

E
. (3.5.4)

De plus nous imposons que sγ∗γ∗ = y1y2s > c Q1 Q2 (où c est une constante arbi-
traire de l’ordre de 1), condition exigée par la cinématique de Regge pour laquelle la
représentation en facteur d’impact est valide. Dans la sous-section 3.5.3, nous montre-
rons que ce paramètre c peut être ajusté afin de choisir précisément l’espace des phases
de la diffusion e+e− de sorte que la contribution avec échanges de quark (discut́es dans
la sec.3.4.3) soit complètement négligeable devant celle des gluons.

Nous choisissons arbitrairement Qi supérieur à 1 GeV puisque les virtualités four-
nissent l’échelle dure du processus qui rend légitime l’utilisation de la théorie de per-
turbation. Qi max sera fixé à 4 GeV, puisque les diverses amplitudes impliquées sont
parfaitement négligeables pour des valeurs plus élevées des virtualités Qi (voir la section
3.4.2). Les contraintes sur yimin discutées jusqu’ici sont récapitulées par les conditions
suivantes

y1 min = max

(

f(Q1), 1−
Emax

E

)

et y2min = max

(

f(Q2), 1−
Emax

E
,
c Q1 Q2

s y1

)

.(3.5.5)

D’autres simplifications des conditions (3.5.5) peuvent être faites en tenant compte de
l’unique condition sur la valeur maximale de d’énergie des leptons diffusés qui vient de
la cinématique (nous supposons qu’il n’y a pas de contrainte particulière imposée par le
détecteur limitant l’énergie maximale des leptons sortants), c.-à-d. Emax = E.
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Fig. 3.13 – Dépot en énergie (en GeV) dans chaque cellule du détecteur BeamCal produit
par le beamstrahlung.

Le calorimètre BeamCal permet en principe de détecter des particules jusqu’à 4
mrad. Notons qu’afin d’avoir accès à n’importe quel processus inclusif [63] ou diffractif
à s élevé, on a besoin d’atteindre des angles de diffusion minimaux θmin très petits
(inférieurs à 25 mrad pour observer une statistique suffisante à Tesla [63]). Atteindre
des valeurs de θmin de quelques mrads représente une étape technologique importante
qui n’était pas faisable il y a quelques années. Plus précisément, ce calorimètre sensible
aux traces des particules mesure un dépôt d’énergie pour un angle de diffusion compris
entre 4 mrad et 26 mrad. Mais ce détecteur est également pollué par le beamstrahlung
de photons, spécialement pour des angles très petits (limite de photons réels) (voir la
Fig.3.13).
Nous supposerons une identification non ambigüe seulement pour des particules dont

les énergies sont supérieures à 100 GeV. En effet, l’efficacité de la détection d’un électron
dépend de son énergie et s’améliore quand l’énergie augmente. Elle est au-dessus de 70%
dans la partie de l’espace des phases qui domine la section efficace (petites valeurs des
yi, ce qui correspond à des leptons perdant très peu d’énergie en émettant un photon,
soit E ′

i ' Ei). Une évaluation précise de cette efficacité exigerait d’́ecrire une simulation
Monte Carlo pour reconstruire la contribution du beamstrahlung, ce qui est au delà de
la portée de notre travail. Ceci fixe la valeur maximale de yi à yimax = 1 − Emin

E = 0.6
avec Emin = 100 GeV et E = 250 GeV.
Une si grande valeur de Emin pourrait à première vue mener à une réduction forte de
l’espace des phases en principe accessible. On pourrait en effet élargir le volume d’espace
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Sections efficaces différentielles de e+e− → e+e−ρ0
L ρ0
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Fig. 3.14 – y1 Domaine d’integration pour θmin = 10 mrad, Emin = 20GeV et Emax =
100GeV.

des phases concerné en considérant aussi les particules dont les énergies E ′
i sont comprises

entre 100 GeV et 20 GeV avec des angles de diffusion correspondant θi supérieur à 10
mrad (voir la Fig.3.13), mais la contribution de ce domaine sera négligeable (voir la
Fig.3.14) puisque la limite inférieure de yi (voir l’Eq.(3.5.5)) nous empêche d’atteindre
les petites valeurs de yi et Qi qui donnent la contribution dominante à la section efficace.
Nous négligeons donc sans risque la contribution de cette ŕegion de l’espace des phases
et supposons dans la suite que Emin = 100 GeV et θmin = 4 mrad.
Ainsi, avec θmin = 4 mrad et

√
s = 500 GeV, nous avons s tan2(θmin/2) = 1 GeV2,

ce qui signifie que f(Q) ≤ 0 pour Q2 ≥ 1GeV2. Les relations (3.5.5), avec Emax = E,
se réduisent à la seule condition y2min = Q1Q2

sy1
. A cela doit être ajouté une condition

supplémentaire afin de stabiliser le code numérique : elle consiste à imposer y1min = ε,
où ε est un cut-off numérique : bien que la limite de Regge nous fournisse la condition
que y1

Q1Q2

sy2
≥ Q1minQ2min

sy2max
= 6.610−6 ce qui procure de fait une borne inférieure à y1,

nous devons néanmoins imposer cette coupure numérique en affectant une valeur à ε
inférieure à la borne inférieure précédente. Cette coupure n’a aucun effet pratique (nous
pouvons nous en persuader en notant que les résultats de l’intégration en sont bien
indépendants), excepté d’éviter des instabilités numériques dans le code d’intégration.
La discussion ci-dessus justifie les bornes d’intégration qui apparaissent dans la formule
(3.5.1).

3.5.2 Bruit de fond dans le détecteur

BeamCal est un calorimètre électromagnétique qui ne peut pas distinguer les charges
des particules. Ainsi, il est important de vérifier que les sections efficaces de tous les pro-
cessus autres que e+e− → e+e−ρ0

L ρ
0
L qui pourraient mener à des états finals qui peuvent

être confondus avec l’état final de notre processus seront supprimées. Ainsi, l’état final
du processus e+e− → γγρ0

L ρ
0
L, pour des photons apparaissant dans le détecteur avec le
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ρ0
L

ρ0
L

ρ0
L

ρ0
L

(a) (b)

Fig. 3.15 – Exemple de diagrammes à l’ordre de Born des processus e+e− → ρ0
L ρ0

L (a) et
e+e− → γ γ ρ0

L ρ0
L (b).

même dépôt d’énergie que les leptons sortants, ne peut pas être distingué de l’état final
de e+e− → e+e−ρ0

L ρ
0
L.

Nous allons montrer que le processus e+e− → γγρ0
L ρ0

L mène à une section efficace
négligeable à l’ILC. Nous partons tout d’abord du processus e+e− → ρ0

Lρ
0
L illustré dans

la Fig.3.15(a), qui est étudié dans la Ref.[79, 80]. Sa section efficace différentielle se
comporte typiquement selon

dσ

dt
∝
α4

emf 4
ρ

s2m4
ρ

, (3.5.6)

avec les virtualités des propagateurs de photons égales à m2
ρ. Des expressions plus

précises peuvent être trouvées dans [80], si on identifie gV γ = fρ mρ.
Quand nous considérons le processus concurrent e+e− → γγρ0

L ρ0
L, qui rajoute deux pho-

tons de bremsstrahlung additionnels au processus précédent, comme nous le représentons
dans la Fig.3.15(b), nous obtenons

dσ e+e−→γγρLρL

dt dy1 dy2 dQ2
1 dQ2

2

/
dσ e+e−→e+e−ρLρL

dt dy1 dy2 dQ2
1 dQ2

2

'
α2

emQ4
1Q

4
2

α4
ss

2m4
ρ

(3.5.7)

ce qui est supprimé aux énergies de ILC, et serait d’ordre de grandeur comparable
seulement pour des accélérateurs d’énergie de l’ordre de quelques GeV.

3.5.3 Résultats pour les sections efficaces

Nous présentons maintenant dans la Fig.3.16 les sections efficaces dσe+e−→e+e−ρLρL

dt en
fonction de t pour les différentes polarisations, qui sont tracées après avoir intégré la sec-
tion efficace différentielle (3.5.1) sur l’espace des phases considéré pour la réaction (qui
fait apparâıtre les variables cinématiques Qi et yi ainsi que les les fractions d’impulsion
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ρL

|t− tmin| (GeV 2)

dσe+e−→e+e−ρLρL

dt (fb/GeV 2)

Fig. 3.16 – Sections efficaces pour le processus e+e− → e+e−ρ0
L ρ0

L. Partant d’en haut, les
courbes correspondent aux modes γ∗

Lγ∗
L, γ∗

Lγ∗
T , γ∗

T γ∗
T ′ avec T 6= T ′ et γ∗

T γ∗
T ′ avec T = T ′.

zi des quarks entrant dans les mésons ). Nous avons utilisé les hypothèses suivantes : la
constante de couplage de QCD est supposée dépendre des échelles du processus selon
αs(
√

Q1Q2), que nous traitons à trois boucles, le paramètre c qui entre dans la condition
de la limite de Regge est fixé égal à 1, et l’énergie dans le centre de masse est fixée à sa
valeur nominale

√
s = 500 GeV.

La Fig.3.16 montre pour les collisions e+e− les mêmes sections efficaces différentielles
reliées à différentes hélicités des photons (comme nous l’avions fait au niveau du sous-
processus entre photons virtuels dans la Fig.3.6). Nous voyons que les formes des courbes
correspondantes sont semblables bien qu’elles mènent à des valeurs tout à fait différentes
des sections efficaces. Les sections efficaces correspondant aux photons composés d’au
moins une polarisation transverse s’annulent comme c’était le cas au niveau γ∗γ∗ (cf. la
sous-section 3.4.2) à t = tmin. De même, chacune d’elles présente un maximum dans la
région de très petit moment transféré t. Ces maxima sont montrés plus précisément sur
la Fig.3.17 en double échelle logarithmique.
Sur ce point une remarque d’ordre technique s’impose. En examinant la courbe supérieure
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ζ

|t− tmin| (GeV 2)

dσe+e−→e+e−ρLρL

dt (fb/GeV 2)

Fig. 3.17 – Sections efficaces pour le processus e+e− → e+e−ρ0
L ρ0

L en échelle Log-Log.
Partant d’en haut, les courbes correspondent aux modes γ∗

Lγ∗
L, γ∗

Lγ∗
T , γ∗

T γ∗
T ′ avec T 6= T ′ et

γ∗
T γ∗

T ′ avec T = T ′.

de la Fig.3.17 reliée à l’amplitude M00, on voit que les points correspondant à la région
|t− tmin| 6= 0 approchent continuement le point situé sur l’axe |t− tmin| = 0. Ce point
|t − tmin| = 0 est particulièrement important parce qu’il donne le maximum de la sec-
tion efficace totale (puisque les polarisations transverses disparaissent à la valeur seuil
du moment transféré tmin) et ainsi dicte pratiquement la tendance de toute la section
différentielle qui diminue fortement avec t (pour toutes les polarisations) et qui est for-
tement piquée vers l’avant (pour le cas longitudinal). Nous retrouvons ici la description
que nous avions faites au niveau γ∗γ∗ dans la sous-section 3.4.2. L’évaluation précise
de cette région de faibles valeurs de t ainsi que de ce point à tmin sera particulièrement
cruciale afin de prédire un nombre d’événements mesurables avec une grande fiabilité.

En raison d’instabilités du code d’intégration numérique, la valeur de la section ef-
ficace différentielle au point |t − tmin| = 0 doit être évaluée d’une manière différente :
en effet, comme nous l’avons vu, les expressions des intégrales en k qui apparaissent
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dans les amplitudes de la section (3.4.1) présentent, après intégration analytique, des
expressions assez imposantes qui font surtout apparâıtre des irrégularités pour certaines
valeurs très particulières des paramètres dont elles dépendent : ces combinaisons peuvent
être comprises analytiquement mais nécessitent des régularisations systématiques qui en
pratique sont difficilement implémentables dans un code numérique et nécessiteraient
surtout un investissement supplémentaire en temps. Cela nous donnera par ailleurs l’oc-
casion de tester la cohérence des résultats que l’on prédit pour la valeur de la section
efficace différentielle au point |t − tmin| = 0 : nous allons devoir digresser quelque peu
en retournant à l’expression générique de l’amplitude de diffusion de notre processus
dans le formalisme BFKL et nous en déduirons alors, dans la limite sans interaction
entre gluons reggéizés (limite où les effets BFKL s’annulent, correspondant à αs → 0
dans la fonction de Green), l’expression analytique de l’amplitude de diffusion à l’ordre
de Born dans le cas vers l’avant. Quand nous utiliserons notre code numérique afin
d’obtenir la valeur de la section efficace différentielle prédite pour ILC à partir de cette
approche, nous devrons retrouver un résultat identique à la valeur de la section efficace
différentielle obtenue précédemment dans la limite |t− tmin| ' 0 que nous pouvons lire
sur la courbe Fig.3.17.

Dans le formalisme BFKL, nous l’avons vu, la transformé de Mellin inverse fω(r2)
de l’amplitude de diffusion est définie par

A(s, t) = is

∫

dω

2iπ
eωY fω(r

2) , (3.5.8)

avec

fω(r
2) =

∫

d2k1

(k1 − r)2

d2k2

k2
2

Φab (L,T )
1 (k1, r)Φ

ab (L,T )
2 (k2, r)f

BFKL
ω (k1, k2, r). (3.5.9)

Dans le cas particulier sans transfert d’impulsion, la solution de spin conforme nul
fBFKL
ω (k1, k2, 0) de l’équation BFKL s’écrit

fBFKL
ω (k1, k2, 0) =

∫ ∞

−∞
dν

(

k2
1

k2
2

)iν 1

2π2k1k2

1

ω − ω(ν)
. (3.5.10)

La représentation en facteurs d’impact de la transformé de Mellin inverse fω(0) de
l’amplitude de diffusion vers l’avant devient

fω(0) =
1

2

∫

dk2
1

k3
1

dk2
2

k3
2

Φab (L)
1 (k1, 0)Φab (L)

2 (k2, 0)

∫ ∞

−∞
dν

1

ω − ω(ν)

(

k2
1

k2
2

)iν

, (3.5.11)

où l’intégration sur les angles θi a été réalisée (donnant un facteur π2). La fonction ω(ν)
est la fonction caractéristique BFKL de spin conforme nul,

ω(ν) = ᾱsχ(ν) , (3.5.12)
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avec ᾱs ≡ αsNc/π et

χ(ν) = 2ψ(1)− ψ

(

1

2
+ iν

)

− ψ
(

1

2
− iν

)

, ψ(x) = Γ′(x)/Γ(x). (3.5.13)

Nous avons vu en (3.3.26) que le facteur d’impact γ∗L → ρL à t = tmin s’exprime
selon

Φab
i (k, r = 0) = CabQi

∫ 1

0

dz zz̄ φ(z)

[

1

m2
i

−
1

k2 + m2
i

]

, (3.5.14)

où m2
i = Q2

i zz̄ (avec z̄ = 1− z), φ(z) la DA du méson vecteur produit dans l’état final
et

Cab =
1

(2π)2
16π2αs

e√
2

δab

2Nc
fρ , (3.5.15)

tandis que le facteur d’impact (3.3.28) pour une polarisation transverse, s’annule dans
le cas sans transfert d’impulsion. En utilisant les eqs.(3.5.14) et (3.5.15) dans (3.5.11)
nous obtenons

fω(r
2 = 0) = 4πα2

sαem
N2

c − 1

N2
c

f 2
ρQ1Q2

∫ 1

0

dz1 z1z̄1 φ(z1)

∫ 1

0

dz2 z2z̄2 φ(z2)

×
∫ ∞

−∞
dν

1

ω − ω(ν, n)

[
∫

dk2
1

k3
1

(

1

m2
1

−
1

k2
1 + m2

1

)

k1
2iν

] [
∫

dk2
2

k3
2

(

1

m2
2

−
1

k2
2 + m2

2

)

k2
−2iν

]

= 4πα2
sαem

N2
c − 1

N2
c

f 2
ρQ1Q2

∫ 1

0

dz1 z1z̄1 φ(z1)

∫ 1

0

dz2 z2z̄2 φ(z2) (3.5.16)

×
∫ ∞

−∞
dν

1

ω − ω(ν, n)
I(z1, ν)I(z2,−ν) ,

où I(z, ν) s’écrit

I(z, ν) =

∫

dk2

k3

(

1

m2
−

1

k2 + m2

)

k2iν

= −
(

m2
)− 3

2+iν
Γ

(

3

2
− iν

)

Γ

(

−
1

2
+ iν

)

= −
(

Q2
1

)− 3
2+iν

(zz̄)−
3
2+iν Γ

(

3

2
− iν

)

Γ

(

−
1

2
+ iν

)

. (3.5.17)

Nous utilisons la fonction Beta d’Euler donnée par la relation usuelle

B(p, q) =

∫ 1

0

dz zp−1 z̄q−1 =
Γ(p) Γ(q)

Γ(p + q)
(3.5.18)
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afin d’effectuer l’intégration sur les zi selon
∫ 1

0

dz zz̄ φ(z) I(z, ν)

= −
(

Q2
1

)− 3
2+iν

Γ

(

3

2
− iν

)

Γ

(

−
1

2
+ iν

)
∫ 1

0

dz 6 (zz̄)
1
2+iν

= −6
(

Q2
1

)− 3
2+iν

Γ

(

3

2
− iν

)

Γ

(

−
1

2
+ iν

)

Γ
(

3
2 + iν

)

Γ
(

3
2 + iν

)

Γ (3 + 2iν)

= −6
(

Q2
1

)− 3
2+iν

Γ

(

3

2
− iν

)

Γ

(

−
1

2
+ iν

)

Γ
(

3
2 + iν

)

Γ
(

3
2 + iν

)

(2π)−
1
2

3+2iν 22(2+iν)− 1
2Γ (2 + iν)Γ

(

5
2 + iν

)

= −6
√
π 2−2−2iν

(

Q2
1

)− 3
2+iν

Γ

(

3

2
− iν

)

Γ

(

−
1

2
+ iν

)

Γ
(

3
2 + iν

)

Γ (2 + iν)
. (3.5.19)

Ainsi,

fω(r
2 = 0) = 9π2α2

sαem
N2

c − 1

N2
c

f 2
ρQ1Q2

∫ ∞

−∞
dν

1

ω − ω(ν)

(

Q2
1

)−3/2+iν (
Q2

2

)−3/2−iν

×
Γ2

(

3
2 − iν

)

Γ2
(

3
2 + iν

)

Γ
(

−1
2 − iν

)

Γ
(

−1
2 + iν

)

Γ (2− iν)Γ (2 + iν)
. (3.5.20)

Nous voyons que la dépendance en la variable continue ν de la singularité associée à
des valeurs ω = ω(ν) du moment de Mellin conjugué de s, fait apparâıtre une coupure
plutôt qu’un pôle simple que nous ne pouvons associer directement à une valeur définie de
l’intercept du Poméron comme cela avait été le cas pour l’́echange d’un octet de couleur
(cf. l’expression (2.2.49) de la transformée de Mellin de A(8)). Néanmoins, nous verrons
plus loin qu’en effectuant l’intégration en ν dans l’approximation du point selle valable
à grande rapidité, nous réduirons la coupure précédente à son point de branchement
donné par ω = ω(ν = 0) qui correspond bien à la singularité dominante dans le plan de
la variable complexe ω et qui mènera à définir ω(ν = 0) comme l’intercept du Poméron
à l’ordre des logarithmes dominants.
En prenant la transformée de Mellin de fω(r2 = 0), nous en déduisons l’expression
cherchée de l’amplitude A(s, t = tmin)

A(s, tmin, Q1, Q2) = is 9π2α2
sαem

N2
c − 1

N2
c

f 2
ρ

1

(Q1Q2)2

∫ ∞

−∞
dν eω(ν)Y

(

Q2
1

Q2
2

)iν

×
Γ2

(

3
2 − iν

)

Γ2
(

3
2 + iν

)

Γ
(

−1
2 − iν

)

Γ
(

−1
2 + iν

)

Γ (2− iν) Γ (2 + iν)
. (3.5.21)

Définissant R = Q1/Q2 nous pouvons écrire

A(s, tmin, Q1, Q2) = is
N2

c − 1

N2
c

9π2α2
sαemf 2

ρ

(Q1Q2)2
J(Y, R) , (3.5.22)
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avec

J(Y, R) =

∫ ∞

−∞
dν eω(ν)Y R2iνΓ

2
(

3
2 − iν

)

Γ2
(

3
2 + iν

)

Γ
(

−1
2 − iν

)

Γ
(

−1
2 + iν

)

Γ (2− iν)Γ (2 + iν)
. (3.5.23)

L’intérêt tout particulier de cette écriture nous permet, une fois obtenue l’intégrale J ,
d’en déduire l’expression de l’amplitude de diffusion dans deux cas : l’ordre de Born qui
sera donné par la limite sans évolution du noyau BFKL, ce qui correspond à une rapidité
Y → 0 (ou de manière équivalente à αs → 0 dans l’expression de ω(ν) signifiant ainsi
que les gluons horizontaux véhiculant l’interaction entre les deux gluons échangés dans
la voie t ne se couplent plus à ces derniers), et le cas général avec resommation BFKL
complète pour une valeur arbitraire de la rapidité Y . Nous allons démontrer l’expression
de A(s, tmin, Q1, Q2) à l’ordre de Born en évaluant l’intégrale J(Y = 0, R) à partir de la
somme des résidus des pôles apparaissant dans son intégrant.

Nous effectuons un changement de la variable d’intégration réelle ν en γ = 1
2 + iν,

communément utilisée dans le formalisme BFKL (il s’agit de la dimension anormale)
afin d’exploiter les propriétés analytiques de l’intégrand et ainsi évaluer l’intégrale J .
Nous pouvons donc écrire

J(0, R) =
1

R

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞

dγ

i
g(γ) (3.5.24)

où
g(γ) ≡ R2γ g1(γ) (3.5.25)

et

g1(γ) ≡
π3γ(1− γ)

Γ(5/2− γ)Γ(3/2 + γ) sin3(πγ)
. (3.5.26)

Nous définissons aussi les fonctions f(γ) et f1(γ) par

g(γ) ≡
f(γ)

sin3(πγ)
≡ R2γ f1(γ)

sin3(πγ)
. (3.5.27)

f(γ) et f1(γ) sont analytiques dans le plan γ complexe, en effet nous pouvons écrire

f1(γ) =
π3γ(1− γ)

Γ(5/2− γ)Γ(3/2 + γ)
.

=
π2γ(1− γ) cosπγ

(1/2− γ)(1/2 + γ)(3/2− γ)
. (3.5.28)

Ainsi la structure en pôle de l’intégrand g(γ) est uniquement contenue dans le dénominateur
sin3(πγ), ce qui signifie que g(γ) posséde des pôles triples pour des valeurs entières de γ
sauf en γ = 0, 1 où ce sont des pôles doubles du fait de la compensation avec les termes
γ, 1− γ du numérateur.
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Le chemin d’intégration dans le plan complexe apparaissant en (3.5.24) correspond à la
droite parallèle à l’axe imaginaire passant par γ = 1/2. g(γ) étant analytique dans le plan
complexe excepté sur la droite réelle où sont localisé ses pôles, nous pouvons déformer
continûment le contour d’intégration de sorte qu’il entoure tous les pôles situés sur l’axe
réel négatif, incluant le pôle double en 0, c’est à dire pour des valeurs de γ = −n avec
n ∈ N.

Nous considérons d’abord le cas des pôles triples obtenus pour γ = −n, n ∈ N∗. En
écrivant γ = x− n avec x3 1, nous développons sinπ(x− n) jusqu’au troisième ordre
en x pour obtenir

g(γ) =
f(x− n)

sin3 π(x− n)
'

(−1)n

(πx)3

[

1 +
π2x2

2

]

f(x− n) . (3.5.29)

Le résidu au point γ = −n est donné par la limite x→ 0, qui s’écrit donc pour un pôle
triple

Res
γ=−n

g(γ) = lim
x→0

1

2!

d2

dx2

(

x3 (−1)n

(πx)3

[

1 +
π2x2

2

]

f(x− n)

)

=
(−1)n

2π3

(

f ′′(−n) + π2f(−n)
)

. (3.5.30)

En utilisant les fonctions auxiliaires g1(γ) et f1(γ) nous pouvons réécrire l’expression
précédente en isolant la contribution du cas particulier R = 1 :

Res
γ=−n

g(γ) =
(−1)n

2π3

(

1

R2n
(f ′′

1 (−n) + π2f1(−n)) +
1

R2n
(4 ln2 R f1(−n) + 4 lnR f ′

1(−n))

)

=
1

R2n
Res
γ=−n

g1(γ) + (−1)n 2

π3

1

R2n
(ln2 R f1(−n) + ln R f ′

1(−n)) (3.5.31)

avec

Res
γ=−n

g1(γ) =
(−1)n

2π3

(

f ′′
1 (−n) + π2f1(−n)

)

. (3.5.32)

A cause du facteur 1
R2n dans (3.5.31) et absent de (3.5.32), nous voyons instantanément

que la somme sur tous les résidus donnera une série entière qui convergera vers une
fonction de structure analytique très différente suivant les cas R = 1 ou R quelconque.
Dans tous les cas, nous avons besoin d’établir d’après l’eq.(3.5.28), l’expression de f1 et
de ses dérivées jusqu’à l’ordre 2 au point γ = −n

f1(−n) = (−1)n π
2

4

(

3

(2n− 1)
+

2

(2n + 1)
+

3

(2n + 3)

)

, (3.5.33)

f ′
1(−n) = (−1)n π

2

2

(

3

(2n− 1)2
+

2

(2n + 1)2
+

3

(2n + 3)2

)

,

f ′′
1 (−n) = −π2 f1(−n) + (−1)n 2π2

(

3

(2n− 1)3
+

2

(2n + 1)3
+

3

(2n + 3)3

)

,
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ce qui conduit, d’après l’eq.(3.5.32), pour tout n ∈ N∗ à

Res
γ=−n

g1(γ) =
1

π

[

3

(2n− 1)3
+

2

(2n + 1)3
+

3

(2n + 3)3

]

. (3.5.34)

En effectuant la somme sur tous les résidus en γ = −n pour tout n ∈ N∗, nous obtenons

∞
∑

n=1

Res
γ=−n

g1(γ) =
63ζ(3)− 46

9π
(3.5.35)

avec la fonction ζ de Riemann.

Nous devons maintenant considérer le pôle double en γ = 0. Pour cela nous définissons
la fonction

h1(γ) = γ2 g1(γ) (3.5.36)

qui est holomorphe en γ = 0. Nous obtenons alors

h1(0) =
8

3π
et h′

1(0) = −
8

9π
. (3.5.37)

Donc le résidu de g1(γ) en 0 sera

Res
γ=0

g1(γ) = h′
1(0) = −

8

9π
, (3.5.38)

et donc
∞
∑

n=0

Res
γ=−n

g1(γ) =
7ζ(3)− 6

π
. (3.5.39)

Ainsi, l’intégrale J(0, R = 1) est obtenue en sommant les résidus de g1(γ) situés à
l’intérieur du contour d’intégration :

J(0, 1) = 2π
∞
∑

n=0

Res
γ=−n

g1(γ) = 14ζ(3)− 12 . (3.5.40)

Nous en déduisons, d’après l’eq.(3.5.22), l’expression de l’amplitude dans le cas particu-
lier de virtualités des photons identiques Q1 = Q2 = Q à l’ordre de Born

ABorn(s, tmin, Q) = is
N2

c − 1

N2
c

α2
sαemf 2

ρ

9π2

Q4
(14ζ(3)− 12). (3.5.41)

129
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Nous allons traiter maintenant le cas général, qui correspond à une valeur quelconque
de R. Nous considérons le cas R ≥ 1 qui correspond bien au contour d’intégration refermé
dans le demi-plan de gauche comme celui que nous avons utiliśe précédemment. Si nous
définissons

h(γ) = R2γ h1(γ) (3.5.42)

nous pouvons extraire simplement l’expression du résidu h′(0) du pôle en 0 pour R
quelconque à partir de celui obtenu dans le cas R = 1 (donné par h′

1(0) en (3.5.38))

h′(0) = 2 lnR h1(0) + h′
1(0)

=
16

3π

(

ln R−
1

6

)

. (3.5.43)

En comparant les expressions (3.5.43) du résidu du pôle en 0 et (3.5.31) du résidu du
pôle en γ = −n nous en concluons que le résidu du pôle double en 0 domine l’expression
de J(0, R) pour R) 1, c’est à dire pour des photons de virtualités fortement ordonnées.
Cette limite particulière est très interessante car elle correspond à la limite de diffusion
profondément inélastique d’un photon de virtualité Q1 sur une cible photonique de
virtualité Q2 3 Q1 décrite dans l’approximation colinéaire dans le modèle des partons
habituel, que nous avons déja rencontrée pour ce processus dans le cas de l’échange de
quarks. Ainsi nous injectons l’expression

J(0, R) 1) ∼
32

3

(

ln R

R
−

1

6R

)

(3.5.44)

dans la formule (3.5.22) pour obtenir l’expression dominante de l’amplitude pour des
virtualités fortement ordonnées

ABorn(s, tmin, Q1 ) Q2) = is
N2

c − 1

N2
c

α2
sαemf 2

ρ

96π2

Q2
1 Q2

2

(

Q2

Q1
ln

Q1

Q2
−

Q2

6Q1

)

. (3.5.45)

L’expression du résidu (3.5.31) en γ = −n nous procure ainsi un développement en
twist de l’amplitude de diffusion donné par les puissances successives en 1/R2 pour des
valeurs fixes de la virtualité Q2 de la cible.
Nous pouvons obtenir une resommation complète de ce développement en twist, en som-
mant tous les résidus des pôles triples en γ = −n (avec n ∈ N∗) donnés par l’eq.(3.5.31)
et celui du pôle double en γ = 0 donné par l’eq.(3.5.43) :

∞
∑

n=0

Res
γ=−n

g(γ) =
∞
∑

n=1

Res
γ=−n

(

1

R2n
g1(γ) + (−1)n 2

π3

1

R2n
(ln2 R f1(−n) + ln R f ′

1(−n))

)

+ h′(0).

(3.5.46)
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Les puissances de n apparaissant dans les dénominateurs des expressions (3.5.33) de
f1 , f ′

1 et (3.5.34) du résidu de g1(γ) en γ = −n vont faire apparâıtre les fonctions
polylogarithmes Li2 et Li3 définies par :

Li2(z) =
∞
∑

k=0

zk

k2
, (3.5.47)

Li3(z) =
∞
∑

k=0

zk

k3
. (3.5.48)

Nous obtenons finalement pour J(0, R) dans le cas général

J(0, R) =
2π

R

∞
∑

n=0

Res
γ=−n

g(γ)

= −6

(

R +
1

R

)

− 6

(

R−
1

R

)

ln R− 3

(

R +
1

R

)

ln2 R (3.5.49)

+

[

3

R
+ 2 + 3R2

] [(

ln

(

1 +
1

R

)

− ln

(

1−
1

R

))

ln2 R

2

+

(

Li2

(

1

R

)

− Li3

(

−
1

R

))

ln R +

(

Li3

(

1

R

)

− Li3

(

−
1

R

))]

.

Nous allons transformer cette expression en utilisant les relations de Landen pour Li3

Li3(x) = Li3

(

1

x

)

−
π2

6
ln(−x)−

1

6
ln3(−x) , (3.5.50)

et d’Euler pour Li2 (cf. le chapitre 6 de la Ref.[81]),

Li2(z) + Li2

(

1

z

)

= −
1

2
ln2(−z)−

π2

6
(3.5.51)

afin de ne faire apparâıtre que des arguments R ou −R. Nous devons attacher une im-
portance toute particulière aux phases qui apparaissent lorsque ces arguments traversent
les coupures des fonctions logarithmes ou polylogarithmes impliquées. Par exemple l’ex-
pression précédente peut s’écrire pour un réel x > 1 si l’on prend une prescription −iπ
le long de la coupure du logarithme,

Li2(z) + Li2

(

1

z

)

=
π2

3
−

1

2
ln2 z + i π ln z . (3.5.52)

Nous obtenons alors en utilisant l’eq.(3.5.22), l’expression de l’amplitude de diffusion à
l’ordre de Born pour des valeurs quelconques des virtualités photoniques
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ABorn(s, tmin, Q1R Q2, Q2) =

−is
N2

c − 1

N2
c

α2
s αem f 2

ρ

9π2

2

1

Q2
1Q

2
2

[

6

(

R +
1

R

)

ln2 R + 12

(

R−
1

R

)

ln R

+ 12

(

R +
1

R

)

+

(

3 R2 + 2 +
3

R2

)

(

ln (1− R) ln2 R − ln (R + 1) ln2 R

− 2 Li2 (−R) ln R + 2 Li2 (R) ln R + 2 Li3 (−R) − 2 Li3 (R))] . (3.5.53)

Nous avions déja présenté ce résultat dans l’eq.(3.4.60). Comme prévu, nous pouvons
utiliser cette formule afin d’obtenir le développement en twist jusqu’à l’ordre souhaité.
Nous l’illustrons en donnant la première correction au terme dominant dans la limite de
diffusion profondément inélastique obtenue en (3.5.45)

ABorn(s, tmin, Q1 = R Q2, Q2) (3.5.54)

= is
N2

c − 1

N2
c

α2
sαemf 2

ρ

96π2

Q4
2 R2

[

1

R

(

ln R−
1

6

)

+
1

R3

(

2

5
ln2 R +

47

75
ln R +

1307

2250

)

+ · · ·
]

.

Puisque l’eq.(3.5.53) implique plusieurs fonctions logarithmes et polylogarithmes, sa
structure analytique faite de coupures doit être modifiée en vue de l’utiliser dans notre
code d’intégration numérique, afin de réduire au minimum les termes susceptibles de
donner des phases imaginaires lorsque l’argument des fonctions traversent leurs coupures
(ie quand R > 1 ou R < 1 suivant les cas). Nous pouvons nous débarasser du terme en
ln (1−R) en utilisant une autre relation d’Euler pour Li2,

Li2(z) + Li2(1− z) =
π2

6
− ln z ln(1− z) , (3.5.55)

ce qui nous permet de réécrire l’amplitude de diffusion (nous reprenons la notation
M00 = ABorn(s, tmin, Q1 = R Q2, Q2)) selon

M00 = −is
N2

c − 1

N2
c

α2
s αem f 2

ρ

9π2

2

1

Q2
1Q

2
2

[

6

(

R +
1

R

)

ln2 R (3.5.56)

+ 12

(

R−
1

R

)

ln R + 12

(

R +
1

R

)

+

(

3 R2 + 2 +
3

R2

)((

π2

6
− Li2 (1− R)

)

ln R

− ln (R + 1) ln2 R − 2 Li2 (−R) ln R + Li2 (R) ln R + 2 Li3 (−R) − 2 Li3 (R)
)]

.

A présent, les phases imaginaires ne peuvent provenir que de Li2 (R) et de Li3 (R) le
long de leurs coupures respectives (lorsque R > 1) et nous pouvons vérifier aisément
que celles-ci se compensent exactement, en utilisant les relations (3.5.50) et (3.5.52).
Par conséquent, nous pouvons sans risque employer les parties réelles de ces fonctions
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polylogarithmes dans l’expression (3.5.56) et l’intégrer numériquement à l’aide de notre
code en Fortran (où les fonctions polylogarithmes sont implémentées à partir d’un pa-
ckage externe sous la forme de fonctions de Nielsen généralisées).

On s’attend à ce que le collisionneur ILC fonctionne à une énergie nominale de 500
GeV, bien qu’elle pourrait être prolongée afin de couvrir une gamme entre 200 GeV et 1
TeV. En raison de cette possibilité, nous discutons ci-dessous des conséquences sur nos
prévisions pour les sections efficaces mesurées en fonction de l’énergie disponible dans la
collision, et ce, dans les mêmes conditions expérimentales données par les caractéristiques
du détecteur BeamCal. Nous reprenons donc les bornes d’int́egration génériques sur yi

établies en (3.5.4) et (3.5.5) en faisant cette fois varier E. Nous discutons aussi des effets

de nos diverses hypothèses sur la section efficace différentielle dσe+e−→e+e−ρLρL

dt au point
tmin, et des conséquences que nous en tirerons sur le comportement de la section efficace
totale.

√
s (GeV )

dσtmin

dt (fb/GeV 2)

Fig. 3.18 – Sections efficaces pour le processus e+e− → e+e−ρ0
L ρ0

L à t = tmin pour différents
αs : les courbes bleue et rouge pour αs donné respectivement à une et trois boucles, avec c = 1.

La Fig.3.18 présente la section efficace à tmin en fonction de l’énergie dans le centre de
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masse leptonique
√

s pour différentes prescriptions de la constante de couplage fort αs.
Afin d’étudier la sensibilité de nos prévisions dans ces choix, nous traçons la section effi-
cace différentielle vers l’avant dans deux cas : la courbe bleue correspond à αs(

√
Q1Q2)

à une boucle et la rouge à αs(
√

Q1Q2) à trois boucles. Les courbes de la Fig.3.18 sont
très proches l’une de l’autre, ce qui signifie comme prévu que les corrections radiatives
dans la constante de couplage de QCD mènent à une faible incertitude sur la section
efficace totale.

Les formes des courbes de la Fig.3.18 distinguent deux domaines différents : si la
gamme d’énergie

√
s prévue est inférieure à 500 GeV, la fonction f(Qi) (cf. équation

(3.5.3)) apparaissant comme une contrainte sur la valeur minimum de yi dans le do-
maine d’intégration sur l’espace des phases ne joue aucun rôle à θmin = 4. En raison de
la condition que nous avons supposée sur la valeur minimale de détection des énergies
des leptons diffusés dans la section 3.5.1 , le domaine d’int́egration de yi devient très
étroit (cf. équation (3.5.4)) quand

√
s décrôıt jusqu’à 200 GeV et provoque ainsi une

chute brutale de la section efficace à cette énergie. De-même la section efficace augmente
avec

√
s entre 200 et 500 GeV.

Sur la seconde portion de la courbe, si
√

s devient supérieur à 500 GeV, f(Qi) coupera
la petite région de yi (qui contribue principalement en raison des flux de photons de
Weizsäcker-Williams) quand

√
s augmente. Ainsi la section efficace s’effondre entre 500

GeV et 1 TeV. Ceci est dû à la limitation provoquée par l’angle minimal de détection
offert par le calorimètre de BeamCal, qui est ainsi optimal pour notre processus quand√

s = 500 GeV. Cet effet sur f(Qi) pourrait être compensé si nous pouvions augmen-
ter la valeur des virtualités Qi mais ceci serait complètement supprimé en raison de la
diminution considérable de l’amplitude avec Qi comme nous l’avons vu au niveau de la
collision entre photons. Nous pouvons aussi expliquer cet effet de manière plus intuitive :
puisque nous avons choisit une coupure dure Qi min = 1GeV pour effectuer notre calcul
perturbatif, l’angle minimum correspondant de diffusion des leptons se comportant en
2 Qimin/

√
s deviendra inférieur à la coupure angulaire (de 4mrad) expérimentale im-

posée par la résolution du calorimètre dès que
√

s dépassera 500 GeV, ainsi le flux de
leptons sera trop colinéaire au faisceau pour être observé dans le détecteur, donnant
ainsi lieu à une chute brutale des sections efficaces entre 500 GeV et 1 TeV.

Il est enfin très rassurant pour la cohérence de notre travail, que la valeur obtenue
de la section efficace différentielle (que nous pouvons lire sur la courbe de la Fig.3.18)
quand

√
s = 500 GeV dans cette approche, soit bien la même que celle que nous lisons

sur la courbe de la Fig.3.17 reliée à l’amplitude M00 quand |t− tmin| ' 0 .
Nous pouvons finalement remarquer que l’espace des phases introduit pour décrire la
collision au niveau e+e− en utilisant les caractéristiques expérimentales offertes à ILC
fait apparâıtre une dépendance en s des sections efficaces qui était absente au niveau
γ∗γ∗, fait bien connu pour l’ordre de Born de l’amplitude d’échange du Poméron BFKL.
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√
s (GeV )

dσtmin

dt (fb/GeV 2)

Fig. 3.19 – Sections efficaces pour le processus e+e− → e+e−ρ0
L ρ0

L à t = tmin pour différentes
valeurs du paramètre c : la courbe rouge correspond à c = 1, la verte à c = 2 et la jaune à
c = 3. Pour chaque valeur du paramètre c, par ordre décroissant les courbes correspondent à
l’échange de gluons, l’échange de quarks avec des photons virtuels longitudinaux et l’échange
de quarks avec des photons virtuels transverses.

La Fig.3.19 montre la section efficace à tmin pour différentes valeurs du paramètre c
qui entre dans la condition cinématique de la limite de Regge sγ∗γ∗ = y1 y2 s > c Q1 Q2.
La valeur du paramètre c commande la dominance des contributions gluoniques dans
l’amplitude de diffusion : l’augmentation de c induit une suppression accrue de la contri-
bution des échanges de quarks. Pour observer cet effet, nous présentons la contribution
des quarks et des gluons sur le même graphe : nous employons l’espace des phases ha-
bituel pour le processus étudié e+e− → e+e−ρ0

L ρ0
L (cf. l’eq.(3.2.2)) avec les expressions

des amplitudes obtenues avec échange de quarks (3.4.65) et (3.4.66), et effectuons leur
intégration numérique sur yi, Qi avec les mêmes coupures que celles utilisées pour le pro-
cessus avec échange de deux gluon reggéizés (cf. la section 3.5.1). Pour chaque valeur de
c nous traçons les trois courbes correspondant aux processus d’échanges de deux gluons
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reggéizés (à tmin donc dans le seul cas des photons virtuels longitudinaux) et d’échanges
de quarks dans le cas des photons virtuels longitudinaux et transverses.

L’intégration numérique dans le cas des amplitudes correspondant à l’échange de
quarks nécessite une discussion supplémentaire : l’expression (3.4.66) donnant l’ampli-
tude de diffusion dans le cas de l’échange de quarks dans les collisions entre photons de
polarisation transverse n’est pas divergente quand Q2

i → s car cette limite est seulement
valide si s(1−Q2

1/s)(1−Q2
2/s) est fini et positif puisque cette quantité correspond dans

notre notation du chapitre 1, à l’énergie dans le centre de masse des photons virtuels
c’est-à-dire sγ∗γ∗ . Afin d’éviter des instabilités numériques lors de l’int́egration, nous
ajoutons la condition supplémentaire y1y2s > Q2

1, Q2
2 dans notre code et qui s’appli-

quera donc aux trois amplitudes à intégrer. Nous pouvons vérifier que cette contrainte
supplémentaire ne change pas nos résultats pour les autres contributions, à savoir pour
l’échange de deux gluons et l’échange de quarks avec des photons virtuels longitudinaux.

Comme prévu, la contribution des quarks est supprimée en augmentant c et devient
complètement négligeable dès que c excéde 2. Les discussions qui précèdent concernent
le cas vers l’avant t = tmin, ce qui détermine la tendance de la section efficace dans le cas
général. Pour cette raison nous espérons que les conclusions que nous avons obtenues
seront également valides au niveau de la section efficace totale intégrée en t. Ainsi,
nous allons considérer que l’échange de quarks est négligeable dans ce qui suit. Nous
obtenons finalement les résultats suivants pour la section efficace totale intégrée sur
t. Nous proposerons trois prédictions qui diffèrent par le choix de la définition de la
constante de couplage fort et par le choix de la valeur du paramètre c qui commande la
dominance de l’échange des gluons sur les quarks.
Tout d’abord nous choisissons αs(

√
Q1Q2) à trois boucles, la constante c = 1, l’énergie

dans le centre de masse
√

s = 500 GeV et nous obtenons (les incertitudes numériques,
inclues dans le nombre de chiffres significatifs, sont bien inférieures aux incertitudes liées
aux hypothèses théoriques que nous discutons plus loin) :

σLL = 32.4 fb (3.5.57)

σLT = 1.5 fb

σTT = 0.2 fb

et ainsi

σTotal = 34.1 fb. (3.5.58)

Avec une luminosité intégrée nominale de 125 fb−1, ceci conduira à observer 4.26 103

événements par an.
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Deuxièmement, avec les choix de αs(
√

Q1Q2) à une boucle, la constante c = 1 et
l’énergie

√
s = 500 Gev, nous obtenons :

σLL = 33.9 fb (3.5.59)

σLT = 1.5 fb

σTT = 0.2 fb

ce qui conduit à

σTotal = 35.6 fb. (3.5.60)

Comme nous pouvions l’espérer, nous constatons que la transition de trois à une boucle
dans l’expression de la constante de couplage de QCD aura une incidence sous-dominante.
Ce résultat permettra de mesurer 4.45 103 événements par an avec la luminosité intégrée
nominale prévue de 125 fb−1.

Troisièmement, nous choisissons αs(
√

Q1Q2) à trois boucles, la même énergie
√

s =
500GeV et la constante c fixée à 2 (nous avions précédemment constaté la suppression
complète de la contribution d’échanges de quarks à cette valeur du paramètre c) et nous
obtenons :

σLL = 28.1 fb (3.5.61)

σLT = 1.3 fb

σTT = 0.2 fb

ce qui implique

σTotal = 29.6 fb. (3.5.62)

Ce résultat mènera à 3.7 103 événements mesurables par an avec la luminosité de 125 fb−1.

Enfin, nous considérons les mêmes hypothèses que précédemment, excepté pour la
valeur de c qui est maintenant fixée à c = 10 afin de prendre en compte une condition
moins favorable donnée par la limite cinématique de Regge (l’espace de phases de la
collision est ainsi réduit par rapport aux cas précédents où c prend des valeurs de l’ordre
de 1) et nous obtenons :

σLL = 19.3 fb (3.5.63)

σLT = 0.9 fb

σTT = 0.11 fb

ce qui conduit à

σTotal = 20.3 fb. (3.5.64)
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Ce résultat correspond à 2.5 103 événements mesurables par an avec la luminosité de
125 fb−1.

Ainsi, nous voyons que la manière dont on modifie l’espace des phases du processus
pour tenir compte précisément du domaine d’applicabilit́e de la représentation en fac-
teur d’impact (valide théoriquement pour des énergies asymptotiques dans le centre de
masse des photons virtuels) conduira - même dans le cas d’une condition cinématique
de Regge très drastique- à un nombre d’événements suffisant pour que le processus fasse
l’objet d’une étude expérimentale approfondie.

Toute les prévisions ci-dessus ont été obtenues en utilisant l’amplitude de distribu-
tion asymptotique des mésons vecteurs. Afin d’étudier la sensibilité de nos résultats par
rapport à cette hypothèse, nous utilisons également d’autres DA (3.3.31) calculées dans
différents modèles. Le choix de la DA dans la Ref.[82] avec a2 = −0.1 et a4 = 0 donne
4.2 103 événements par an, alors que le choix de DA de la Ref.[83] avec a2 = 0.05 et
a4 = 0 donnera 4.3 103 événements par an.
En résumé de la présente partie nous voyons que nos prévisions sont tout à fait stables
en changeant les principaux paramètres caractérisant ainsi les incertitudes théoriques
de notre approche.

La question naturelle que nous allons traiter dans la suite, est de savoir comment
nos prévisions récapitulées par les eqs.(3.5.58-3.5.62) seront modifiées par la prise en
compte des termes d’interaction entre les deux gluons reggéizés dans le canal t, resommés
à tous les ordres de perturbation dans l’approximation des logarithmes dominants par
l’équation BFKL. A priori l’évolution BFKL augmentera considérablement la valeurs des
sections efficaces qui vont alors dépendre de s selon la loi de puissance caractéristique
de la limite de Regge, ce qui signifie que les résultats obtenus dans l’approximation de
Born pourront être considérés comme la limite inférieure ou le bruit de fond des sec-
tions efficaces de production de paires de mesons ρ avec l’évolution BFKL complète ;
notons toutefois que ceci est vrai pour des énergies sγ∗γ∗ suffisantes, en dessous des-
quelles l’évolution BFKL produira une section efficace inférieure à celle de l’ordre de
Born (cf. l’article [89]).

Nous considérons ci-dessous seulement le cas vers l’avant donné par le point t = tmin

qui correspond au maximum de la section efficace différentielle comme nous l’avons vu
et nous donnera ainsi le comportement dominant que devra suivre la section efficace
totale. Nous nous limitons à l’évolution BFKL dans l’approximation des logarithmes
dominants, qui a été étudiée pour une échelle dure fournie par t au lieu de Q2 dans [84].
Naturellement une telle évaluation doit être considérée avec prudence puisqu’il est bien
connu que LL BFKL surestime l’importance des corrections. Nous verrons au chapitre
suivant comment tenir compte des effets de resommation BFKL à l’ordre suivant des
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logarithmes dominants (NLL).

√
s (GeV )

dσtmin

dt (fb/GeV 2)

Fig. 3.20 – : Sections efficaces pour le processus e+e− → e+e−ρ0
L ρ0

L avec resommation LL
BFKL à t = tmin pour différentes prescriptions de αs : la courbe rouge du haut (resp. du bas)
correspond à l’expression αs à une boucle (resp. trois boucles) et la courbe verte pour une
valeur fixée de αs = 0.46.

Nous retournons à l’expression (3.5.22) de l’amplitude de diffusion vers l’avant que
nous avons précédemment établie dans le formalisme BFKL

A(s, tmin, Q1, Q2) = is
N2

c − 1

N2
c

9π2α2
sαemf 2

ρ

(Q1Q2)2
J(Y, R) , (3.5.65)

avec

J(Y, R) =

∫ ∞

−∞
dν eω(ν)Y R2iν Γ

2
(

3
2 − iν

)

Γ2
(

3
2 + iν

)

Γ
(

−1
2 − iν

)

Γ
(

−1
2 + iν

)

Γ (2− iν)Γ (2 + iν)
.(3.5.66)

et nous évaluons l’intégration sur la variable ν dans l’approximation du point-selle situé
en ν = 0, la dérivée de la fonction caractéristique ω(ν) étant bien nulle en ce point.
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Cette approximation est pertinente dans la limite d’une très grande valeur de la rapi-
dité Y ) 1, ce qui sera le cas au collisionneur ILC.
Nous utilisons la fonction auxiliaire g1(γ = 1

2 + iν) qui contient les fonctions Γ appa-
raissant dans l’intégrant de J(Y, R) et définie en (3.5.26) afin d’écrire l’intégrale J(Y, R)
sous la forme

J(Y, R) =

∫ ∞

−∞
dν eω(ν)Y +2iν lnRg1

(

1
2 + iν

)

. (3.5.67)

En développant jusqu’au deuxième ordre en ν au point selle l’argument de l’exponen-
tielle, nous obtenons

ω(ν)Y + 2iν ln R ∼ ω(0)Y + 2i ln R ν +
ω′′(0)Y

2
ν2

=
ω′′(0)Y

2

(

ν +
2i lnR

ω′′(0)Y

)2

+
2 ln2 R

ω′′(0)Y
+ ω(0)Y, (3.5.68)

avec

ω′′(0) =
d2ω(1

2 + iν)

dν2

∣

∣

∣

∣

ν=0

= −28ᾱsζ(3) , (3.5.69)

ω(0) = 4 ln 2 ᾱs (3.5.70)

et

g1

(

1

2

)

=
π3

4
. (3.5.71)

Nous obtenons alors une simple gaussienne à intégrer après un changement de variable
d’intégration élémentaire

J(Y, R) ∼
∫ ∞

−∞
dν e

ω′′(0)Y
2 ν2+ 2 ln2 R

ω′′(0)Y
+ω(0)Y

g1

(

1
2

)

∼
π3
√
π

4

e4 ln 2 ᾱsY

√

14ᾱsζ(3)Y
exp

(

−
ln2 R

14ᾱsζ(3)Y

)

, Y ) 1, (3.5.72)

ce qui nous permet d’obtenir finalement pour expression de l’amplitude de diffusion vers
l’avant avec resommation BFKL dans l’approximation LL évaluée au point selle :

A(s, t = tmin, Q1, Q2) = is π5√π
9(N2

c − 1)

4N2
c

α2
sαemf 2

ρ

Q2
1Q

2
2

e4 ln 2 ᾱsY

√

14ᾱsζ(3)Y
exp

(

−
ln2 R

14ᾱsζ(3)Y

)

(3.5.73)
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avec le choix de la rapidité Y = ln( c′ s y1 y2

Q1Q2
), ᾱs = Nc

π αs(
√

Q1Q2) et le rapport des vir-

tualités R = Q1

Q2
.

Le terme e4 ln 2 ᾱsY , avec ω(ν = 0) = 4 ln 2 ᾱs peut être écrit sous la forme générique
( sγ∗γ∗

−t

)ω(0)
qui est bien caractéristique de la propagation d’une particule (appelée le

Poméron dans notre cas, véhiculant les nombres quantiques du vide dans la voie t)
acquérant une trajectoire de Regge. Nous pouvons alors identifier simplement la valeur
de l’intercept du Poméron BFKL à l’ordre des logarithmes dominants (LL) par le point
de branchement ω(ν = 0) de la coupure de l’amplitude, comme nous l’avons observé
précédemment :

εP (tmin) = ω(ν = 0)

= 4 ln 2 ᾱs. (3.5.74)

Le terme exp
(

− ln2 R
14ᾱsζ(3)Y

)

, appelé terme de diffusion de l’échelle transverse typique,

contient la dépendance dans l’échelle typique transverse caractérisée par les virtualités
Qi des photons. En effet, il décrit la diffusion de l’échelle transverse typique du proces-
sus entre ses deux valeurs extrémales données par les deux virtualités Q1 et Q2. Notons
que ce terme disparait bien entendu lorsque les deux photons possèdent des virtualités
identiques.

Dans la Fig.3.20 nous montrons la section efficace à tmin en fonction de
√

s, pour
différents choix de αs : nous avons considéré αs à une et trois boucles (courbes rouges)
comme dans la discussion précédente pour l’échange de deux gluons reggéizés et nous
avons également utilisé une valeur fixe de αs (courbe verte) à trois boucles qui corres-
pond à une virtualité typique Q = Q1 = Q2 = 1.1 GeV (cette valeur de Q permet de
se rapprocher au mieux des deux courbes précédentes). Afin de rendre plus pertinentes
les comparaisons avec l’étude précédente effectuée à l’ordre de Born de BFKL, nous
utiliserons le même espace des phases de la réaction (coupures cinématiques, contraintes
exprérimentales discutées dans la section (3.5.1)).

Les courbes de la Fig.3.20 sont obtenues en supposant que le paramètre c′ qui ap-
parait dans notre définition de la rapidité Y = ln( c′ s y1 y2

Q1Q2
), arbitraire à l’ordre des

logarithmes dominants (cf. chapitre 2) et d’ordre 1, est choisi égal à 1. Le facteur
exp(4 ln 2 ᾱsY ) qui correspond à l’exposant de l’intercept du Poméron au LL explique
la nette augmentation de la sensibilité au choix de αs comparé à celle du cas de l’ordre
de Born, puisque 4 ln 2 Y prendra de grandes valeurs pour les rapidités Y atteignables
à ILC. Pour les mêmes raisons que celles avancées précédemment, la fonction f(Qi)
n’apparâıt pas pour

√
s inférieur à 500 GeV ; la section efficace différentielle crôıt bien

exponentiellement dans ce domaine ; toutefois, pour des valeurs plus faible de
√

s, c’est
à dire quand l’énergie dans le centre de masse des leptons se rapproche de 200 GeV,
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nous avons vu que l’espace des phases devenait de plus en plus étroit dans la variable
yi jusqu’à s’annuler complètement pour

√
s = 200GeV , ce qui explique la forme des

courbes de la Fig.3.20 dans cette région. L’effet de f(Q) n’apparâıt qu’à partir de 500
GeV et donne un point d’inflexion des courbes et un maximum au delà de 500 GeV
du fait de la compétition avec le facteur en exponentielle de la rapidité ; les courbes
diminuent alors jusqu’à 1TeV.
Nous illustrons les effets du changement des valeurs du paramètre c′ dans la Fig.3.21.

√
s (GeV )

dσtmin

dt (fb/GeV 2)

Fig. 3.21 – Sections efficaces pour le processus e+e− → e+e−ρ0
L ρ0

L avec resommation LL
BFKL à t = tmin pour différentes valeurs du paramètre c′ : par ordre décroissant les courbes
correspondent à c′ = 2, c′ = 1 et c′ = 0.5 . c est fixé à 1.

Comme prévu, l’ordre de grandeur de cet effet sur la section efficace différentielle est
assez important puisque la rapidité est très élevée et mène ainsi à une grande valeur du
facteur exp(4 ln 2 ᾱsY ), ce qui rend très sensible la définition précise de la rapidité.

La discussion ci-dessus à propos de l’évolution BFKL a été limitée au cas sans trans-
fert d’impulsion t = tmin. Dans le cas général, où l’on peut intégrer la section efficace
différentielle sur t afin de prédire le nombre d’événements mesurables à ILC (comme
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nous l’avons fait pour l’ordre de Born), la région de l’espace des phases correspondant
aux petites valeurs de t domine les sections efficaces différentielles, comme c’était le cas à
l’ordre de Born. De même, la hiérarchie obtenue entre les sections efficaces différentielles
à l’ordre de Born pour différentes polarisations des photons sera toujours valide en
incluant l’évolution BFKL à n’importe quel ordre du resommation (Born, LL, NLL,
etc.....). En effet, l’argument utilisé dans la section 3.4.2 à l’ordre de Born et sur lequel
cette hiérarchie est basée, repose seulement sur la conservation d’hélicité dans le canal
s, ce qui est indépendant d’un ordre donné de la procédure de resommation. Techni-
quement, ceci signifie que la représentation en facteur d’impact rendue possible grâce à
la factorisation en k est valide au delà de l’approximation de Born ou des logarithmes
dominants.

En comparant les sections efficaces obtenues à l’ordre de Born (Fig.3.18 et Fig.3.19)
aux sections efficaces avec évolution BFKL à l’ordre des logarithmes dominants (Fig.3.20
et Fig.3.21), nous constatons qu’elles diffèrent de plusieurs ordres de grandeur. Ceci est
principalement dû au facteur typique en exp(4 ln 2 ᾱsY ) de la resommation LO BFKL
qui ne permet pas d’effectuer des prédictions fiables à l’ILC, car elle prédit des effets
largement surestimés. La limite de l’utilisation de la procédure de resommation BFKL à
l’ordre des logarithmes dominants réside principalement dans l’expression de l’intercept
du Poméron qui en découle : ω(0) = 4 ln 2 ᾱs est simplement proportionnel à la constante
de couplage fort αs, l’intercept prendra donc des valeurs numériques importantes pour
des coupures dures de l’ordre du GeV apportée par Qi dont les valeurs minimales don-
neront les contributions dominantes à la section efficace totale qui décroit en loi de
puissance de Qi comme nous pouvons le voir par exemple à t = tmin dans l’eq.(3.5.73).
Notons également que l’evolution BFKL à l’ordre des logarithmes dominants n’a pas
permis de décrire de manière satisfaisante les données expérimentales de la mesure de
F2 à HERA ou de la section efficace totale γ∗γ∗ à LEP, du fait notamment de cette trop
grande valeur de l’intercept du Poméron.

Nous pouvons toutefois utiliser qualitativement le résultat obtenu avec la resomma-
tion BFKL à l’ordre des logarithmes dominants : le nombre d’́evénements mesurables
sera supérieur à celui prévu à l’ordre de Born qui fournit donc une borne inférieure de
la mesurabilité de notre processus. Nous pourrons utiliser la chute brutale de la section
efficace à l’ordre de Born pour des énergies supérieures à 500 GeV comme un test ef-
fectif de la resommation BFKL, qui, si elle a lieu, provoquera une augmentation de la
section efficace qui compensera au moins partiellement cette chute (dans une hypothèse
pessimiste, au moins pour des énergies supérieures à 500 GeV mais pas trop éloignées).

3.5.4 Perspectives : la resommation BFKL à l’ordre suivant

La resommation des termes en αs(αs ln( s
s0

))n effectuée par le noyau de l’équation
BFKL calculée dans l’approximation de l’ordre suivant des logarithmes dominants (Next-

143
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to-Leading-Logarithms) est connue actuellement [86] dans le cas général d’un moment
transféré quelconque. Les facteurs d’impact à cet ordre perturbatif NLL sont connus
dans le cas t = 0 pour γ∗ → γ∗ [87], production de jet vers l’avant [88] et pour la tran-
sition γ∗ → ρ dans le cas t = 0 [72]. Ces études mènent à des corrections très larges des
prédictions faites l’ordre LL : le noyau NLL prédit une valeur de l’intercept du Poméron
inférieure à 1 pour ᾱs supérieure à 0.15, ce qui est même inférieur à la valeur utilisée
(αP = 1.08) pour le Poméron mou des théories de Regge. De plus, le noyau NLL présente
deux points selles conjugués l’un de l’autre, pouvant mener à des solutions oscillantes.
Il existe différentes manière d’améliorer la convergence de la série perturbative à l’ordre
NLL. Nous allons considérer dans la suite l’approche du noyau NLL resommé par le
groupe de renormalisation [90], mais dans une version simplifiée proposée par le groupe
de Durham [91] qui consiste à appliquer cette méthode au noyau BFKL LL, avec une
constante de couplage ᾱs fixée. Cette méthode est utilisée dans [67] et nous l’utilisons ici
en la détaillant brièvement. Le résultat de cette approche consiste à modifier simplement
la fonction caractéristique χ0(γ) (γ = 1/2 + iν) du noyau LL définie en (3.5.13) par

χ(γ,ω) = χ0(γ) + ᾱsχ1(γ,ω) (3.5.75)

où χ1(γ,ω) tient compte des corrections colinéaires et anti-colinéaires dues à DGLAP en
incluant notamment les tranformées de Mellin des fonctions de splitting. Le pôle dans
le plan ω complexe est alors déterminé par

ω = ᾱsχ(γ,ω). (3.5.76)

Nous effectuons l’intégration sur γ dans l’approximation du point selle, comme nous
l’avions fait sur ν dans le cas LL. Nous devons donc déterminer la position ωs ≡ ωNLL(γs)
du point selle donnée par le couple (γs,ωs). Celle-ci s’écrit

dωNLL(γ)

dγ

∣

∣

∣

∣

γ=γs

= 0 (3.5.77)

avec
dωNLL(γ)

dγ
= ᾱs

(

∂χ(γ,ω)

∂γ
+
∂χ(γ,ω)

∂ω

dωNLL(γ)

dγ

)

(3.5.78)

qui se réduit à la relation
∂χ(γ,ωs)

∂γ

∣

∣

∣

∣

γ=γs

= 0. (3.5.79)

Nous devons donc trouver les solutions (l’intercept ωs du Pomeron NLL et la dimension
anormale γs) d’un système de deux équations différentielles (données par la condition
provenant de l’approximation du point selle et la position de la singularité de l’amplitude
en ω) :
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∂χ(γ,ωs)

∂γ

∣

∣

∣

∣

γ=γs

= 0,

ωs = ᾱsχ(γs,ωs).
(3.5.80)

Nous obtenons simplement l’expression de la dérivée seconde de ωNLL(γ) (de signe op-
posé à l’expression (3.5.69) en fonction de ν)

ω′′
s =

d2ωNLL(γ)

dγ2

∣

∣

∣

∣

γ=γs

=
ᾱs

∂2χ(γ,ωs)
∂γ2

∣

∣

∣

γ=γs

1− ᾱs
∂χ(γs,ω)

∂ω

∣

∣

∣

ω=ωs

. (3.5.81)

Le résidu obtenu en intégrant sur ω contient un facteur 1
1−ω̇s

supplémentaire qui était ab-
sent à l’ordre LL (car il n’y avait pas de dépendance en ω dans la fonction caractéristique
χ0) :

Res
ω=ωs

eωY

ω − ᾱsχ(γs,ω)
=

eωsY

1− ω̇s
(3.5.82)

où nous avons défini

ω̇s ≡ ᾱs
∂χ(γs,ω)

∂ω

∣

∣

∣

∣

ω=ωs

. (3.5.83)

Nous obtenons alors pour expression de l’amplitude à l’ordre NLL resommé

ANLL(s, t = tmin, Q1, Q2) = is π5
√

2π
9(N2

c − 1)

4N2
c

α2
sαemf 2

ρ

Q2
1Q

2
2

eωsY

√

ω′′
sY

exp
(

−2 ln2 R
ω′′

s Y

)

1− ω̇s
.

(3.5.84)

La croissance de l’amplitude avec la rapidité Y est ainsi fortement réduite dans l’ap-
proche NLL resommée, ce qui s’explique principalement par la valeur de l’intercept du
Poméron, bien inférieure dans cette approche qu’à l’ordre LL : par exemple avec ᾱs = 0.2
et 3 saveurs de quarks, αLL

P
= 1 + ω(0) = 1.55 alors que αNLL

P
= 1 + ωs = 1.20. Les

autres facteurs apparaissant dans l’expression de ANLL (3.5.84) n’ont pas d’incidence
dominante sur l’écart numérique entre ANLL et ALL (3.5.73).

Nous comparons dans la Fig.(3.22) l’amplitude obtenue au niveau γ∗ γ∗ (courbe
rouge) à celle qui découle de l’amplitude calculée dans [89] (courbe noire) à partir du
noyau BFKL NLL complet, convolué avec les facteurs d’impact eux aussi calculés à
l’ordre suivant des logarithmes dominants NLL, pour une valeur des virtualités des pho-
tons identiques Q = 2GeV. L’accord entre les deux méthodes est tout à fait satisfaisant
compte tenu de la simplicité de l’approche partant du noyau LL resommé, que nous avons
utilisée ici, en comparaison de la complexité des calculs nécessaires pour évaluer à l’ordre
NLL le noyau BFKL ainsi que les facteurs d’impact. Nous pouvons de plus constater en
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comparant ces deux amplitudes avec une virtualité Q plus élevée, que celles-ci se rap-
prochent : en effet la resommation colinéaire sur laquelle est fondée l’approche du noyau
BFKL resommé par le groupe de renormalisation est supposée être d’autant plus valide
que l’échelle perturbative est grande. Partant de notre résultat, nous intégrons l’ampli-
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dt (pb/GeV 2)

Fig. 3.22 – Sections efficaces différentielles pour le processus γ∗
Lγ∗

L → ρ0
L ρ0

L à t = tmin, Q = 2
GeV, avec resommation NLL BFKL complète (courbe noire) et resommation simulée par le
groupe de renormalisation (courbe rouge).

tude obtenue au niveau de la collision entre photons virtuels ainsi que sur l’espace des
phases accessibles à ILC (précédemment utilisé à l’ordre de Born puis à l’ordre des lo-
garithmes dominants). Nous obtenons la courbe rouge présentée en fonction de l’énergie
du collisionneur dans la Fig.(3.22) et la comparons à celle obtenue précédemment à
l’ordre de Born (en vert). Nous pouvons noter la diminution drastique de la section effi-
cace différentielle prédite avec le noyau BFKL resommé à celle que nous avons obtenue
précédemment en considérant le noyau BFKL à l’ordre dominant (LL), ce qui conduira
notamment à une bien meilleure stabilité de nos prédictions lorsque nous faisons varier
les valeurs des paramètres c, c′ ainsi que l’hypothèse de la dépendance d’échelle de αs.
Détaillons ce point : bien que notre approche ne soit valide que pour une valeur fixée
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de αs, nous pouvons résoudre le système des deux équations différentielles pour une
valeur quelconque de αs (pris comme un paramètre) et en déduire les solutions ωs et γs

dans chaque cas. Nous avons ainsi reconstruit une dépendance d’échelle en réalisant un
fit polynomial d’un grand nombre de couples de solutions obtenues sur l’intervalle de
valeurs de Qi compris entre 1 et 4 GeV qui nous intéresse et nous injectons ces valeurs
de ωs et γs, polynômes de Q1 et Q2 dans l’expression de l’amplitude. Nous obtenons
ainsi une estimation assez fiable des effets de resommation BFKL à l’ordre NLL dans
le processus e+e− → e+e−ρ0

L ρ0
L. Nous obtenons alors une section efficace différentielle

vers l’avant plus importante (d’un facteur 4.5) qu’à l’ordre de Born et pouvons ainsi
conclure à la mesurabilité expérimentale du processus auprès du collisionneur linéaire
ILC. Nous avons présenté ces résultats dans l’article [93].
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Fig. 3.23 – Sections efficaces pour le processus e+e− → e+e−ρ0
L ρ0

L à t = tmin avec resomma-
tion NLL BFKL simulée par le groupe de renormalisation (en rouge) et à l’ordre de Born (en
vert).

147
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Conclusions

Nous avons calculé dans le chapitre 1 l’amplitude de diffusion du processus γ∗γ∗ →
ρ0

Lρ
0
L à l’ordre de Born dans le cadre théorique de la factorisation colinéaire. Celle-ci

s’écrit dans une forme factorisée entre un terme dur -calculé en théorie de perturbation-
convolué avec les amplitudes de distribution qui décrivent l’hadronisation en mésons ρ0

L

dans l’état final. A ce stade nous n’avons imposé aucune condition additionnelle sur
les ordres de grandeur respectifs des deux virtualités Qi des photons, qui constituent
les échelles perturbatives du processus. Notons que nous avons restreint notre étude au
cas particulier d’un moment transféré nul et qu’il serait intéressant de l’étendre au cas
général d’un transfert d’impulsion t quelconque : l’utilisation des deux virtualités Qi

comme échelles dures de notre approche qui contrôlent la validité de la factorisation
colinéaire nous permet donc d’envisager que celle-ci restera valide dans le cas d’un
transfert d’impulsion quelconque. Nous nous sommes ensuite tournés vers l’étude de
deux régions cinématiques particulières :

– la région (1) où l’énergie de la collision W 2 est très inférieure à la plus grande des
virtualités des deux photons, à savoir Q2

1 ) W 2 (ou Q2
2 ) W 2), avec Q1 et Q2

n’étant pas paramétriquement proches
– la région (2) où les virtualités des photons sont fortement ordonnées, ce qui signifie

Q2
1 ) Q2

2 (ou Q2
2 ) Q2

1).

Nous avons montré que dans la région (1) l’amplitude correspondant aux photons
transverses se factorise dans un sous-processus dur et une amplitude de distribution
généralisée, à des corrections de l’ordre W 2/Q2

1 (resp. W 2/Q2
2) près. Dans la région (2)

l’amplitude correspondant aux photons longitudinaux se factorise en un sous-processus
dur et une amplitude de distribution de transition, à des corrections de l’ordre de Q2

2/Q
2
1.

Dans ces deux régimes cinématiques où émergent deux formes factorisées différentes
de l’amplitude, nous pouvons obtenir une expression de ces objets hadroniques qui ca-
ractérisent le sous-processus mou (usuellement de nature non-perturbative) -l’amplitude
de distribution généralisée qui décrit l’état final ρ ρ et l’amplitude de distribution de tran-
sition γ∗ → ρ -, qui fait apparâıtre un terme calculé en théorie de perturbation convolué
(sur la variable cinématique correspondant à la fraction d’impulsion longitudinale des
quarks entrant dans les mésons) avec les amplitudes de distribution qui décrivent l’hadro-
nisation en mésons ρ et qui encodent ainsi toute l’information réellement non perturba-
tive de notre processus. Notons que ces deux domaines cinématiques ont une intersection
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non nulle. Nous avons limité notre analyse au cas des mésons ρ0 longitudinalement pola-
risés. De cette façon nous avons évité les problèmes potentiellement liés à la rupture de
la factorisation colinéaire de QCD pour des GDA ou TDA faisant apparaitre des DA de
mésons transverses dans les limites de leurs domaine de définition, cf. Ref.[41]. Il serait
intéressant de savoir, si une telle formule de factorisation impliquant une GDA ou une
TDA peut également être obtenue dans ce cas. Notons enfin que nous pourrions étendre
notre étude au cas des mésons chargés, à condition de définir correctement [42] la ligne
de Wilson abélienne entrant dans la définition de la TDA γ∗ → ρ±.

Dans le chapitre 2, après une brève introduction au Poméron des théories de Regge,
nous avons détaillé de manière auto-cohérente l’obtention de l’équation BFKL dans
la jauge de Feynman ainsi que sa solution en absence de transfert d’impulsion. Nous
présentons également la k⊥-factorisation de l’amplitude de diffusion d’un processus
étudié dans la limite de Regge de QCD dans un cas général. Nous utilisons dans le cha-
pitre 3 ce formalisme valide à haute énergie pour l’appliquer à l’étude phénoménologique
du processus γ∗γ∗ → ρ0

Lρ
0
L : nous convoluons dans l’espace des impulsions transverses

la solution de l’équation BFKL obtenue dans ce chapitre, avec les facteurs d’impact du
processus considéré.

Dans le chapitre 3, nous avons calculé la section efficace du processus de production
diffractive de mésons vecteurs ρ0

L à l’ordre de Born (limite de rapidité nulle de l’équation
BFKL, ou encore sans interaction entre les gluons constituant les barreaux verticaux
de l’échelle) dans les conditions expérimentales prévues pour le projet de collisionneur
linéaire international ILC : nous avons utilisé des coupures dans l’espace des phases de
la diffusion correspondant aux conditions expérimentales proposées par le projet LDC
qui rend accessible la région très colinéaire au faisceau par l’intermédiaire du calorimètre
électromagnétique BeamCal. En supposant une luminosité nominale intégrée de 125 fb−1,
nous prédisons la possibilité d’observer 4000 événements par an, valeur suffisante pour
envisager une analyse expérimentale du processus étudié. Nous avons ainsi pu quantifier
précisément le “bruit de fond” de la resommation BFKL, que représente l’ordre de Born
de ce processus diffractif. Nous avons aussi montré que les processus concurrents qui
ne pourraient pas être différenciés par le détecteur BeamCal peuvent être négligés aux
énergies atteignables à ILC. Nous avons tenté de caractériser de manière systématique
les incertitudes de notre approche, qui proviennent des approximations théoriques uti-
lisées : nous avons ainsi fixé la valeur du paramètre qui contrôle le régime cinématique de
Regge sur l’hypothèse de suppression de la contribution de l’échange de quarks étudiée
au chapitre 1, ainsi que la sensibilité de nos prédictions sur le choix de la dépendance
dans l’échelle de αs.
Enfin, nous avons pris en compte les effets de resommation BFKL complète dans l’ap-
proximation du point selle valide à haute énergie (grande rapidité) et obtenu une aug-
mentation très importante de la section efficace différentielle du processus à l’ordre des
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logarithmes dominants sans transfert d’impulsion, compaŕee à la valeur obtenue à l’ordre
de Born, conduisant aussi à des incertitudes très importantes.
L’inclusion de la resommation BFKL à l’ordre suivant des logarithmes dominants en
conservant les facteurs d’impact calculés précédemment (à l’ordre des logarithmes do-
minants) convolués avec la solution du noyau BFKL resommé par l’approche colinéaire,
nous permet d’obtenir une section efficace différentielle bien plus raisonnable, supérieure
d’un facteur 4.5 à la valeur trouvée dans l’approximation de Born. Les incertitudes sont
donc stabilisées par rapport à celles obtenues à l’ordre des logarithmes dominants. Nous
pouvons donc conclure à la mesurabilité expérimentale du processus de production dif-
fractive de mésons vecteurs ρ0

L dans les collisions γ∗γ∗ au collisionneur ILC : l’ordre
de Born correspond au bruit de fond de la resommation BFKL et donne une borne
inférieure du nombre d’événements mesurables. Ce nombre sera augmenté par la re-
sommation BFKL dont les effets pourront raisonnablement s’observer à des énergies
dépassant 500 GeV.
Afin d’approfondir notre travail, nous projetons d’utiliser le résultat de la section effi-
cace différentielle obtenue précédemment dans l’approche BFKL resommée à l’ordre sui-
vant des logarithmes dominants, couplé à une manière effective d’obtenir la dépendance
dans le moment transféré t, ce qui nous permettra -après intégration en t- d’en déduire
une estimation du nombre d’événements produits. Ceci apportera un test stable et
définitivement mesurable de la resommation BFKL et constituera la première prédiction
de la section efficace d’un processus exclusif à l’ordre suivant des logarithmes dominants
dans la limite de Regge. Il faudrait également envisager une étude expérimentale de
la détection des états finals plus détaillée, incluant notamment des simulations Monte-
Carlo ainsi qu’une prise en compte plus précise de la répartition des événements dans
les différents détecteurs, pouvant par ailleurs donner lieu à considérer certaines régions
de l’espace de phases accessibles négligées jusqu’ici.
Il serait intéressant de modifier l’approche théorique utilisée ici dans le cadre de la
factorisation colinéaire, permettant la description des mésons par leur amplitudes de
distribution, à partir d’une description plus effective pŕesentant une dépendance en mo-
ment transverse.
Notons également que le passage à des énergies du collisionneur dépassant 500 GeV jus-
qu’au Tev pourrait occasionner une transition du régime linéaire (décrit par l’équation
BFKL) au régime saturé. Une description reposant sur une équation d’évolution de type
BK modifiée afin de tenir compte de la symétrie de notre processus, permettrait alors
de sonder proprement ces effets de saturation.
Enfin nous pourrions considérer le processus de production diffractive de pions neutre
dans les collisions γ∗γ∗ au collisionneur ILC afin de tester l’échange dans le canal t de
l’Odderon, partenaire du Poméron de conjuguaison de charge opposée et décrit à l’ordre
de Born par l’échange de trois gluons.
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Notons pour conclure que ce sujet de recherche présente l’intérêt (et la difficulté) de
confronter des méthodes d’analyse issues de deux domaines de QCD souvent dissociés,
notamment du fait de leurs succès inégaux dans la description de données expérimentales :
d’un côté la factorisation colinéaire qui est bien comprise théoriquement (théorème
de factorisation reposant sur un développement en produit d’opérateurs, nombreuses
sections efficaces connues à l’ordre next-to-leading, certaines à l’ordre next-to-next-to-
leading et des calculs à l’ordre (next-to)3-leading ont débuté) ce qui permet d’atteindre
un grand niveau de précision (de l’ordre du pour-mille) ; de l’autre coté, le régime de
grande énergie de QCD (limite de Regge ou de petit x), décrit dans le secteur perturbatif
par l’équation BFKL, ne possède pas à l’heure actuelle de prédictions phénoménologiques
aussi convaincantes (par exemple, elle décrit au niveau qualitatif la croissance pour des
petits x, de la fonction de structure F2 observée à HERA) et souffre en outre de correc-
tions perturbatives à l’ordre next-to-leading très importantes. Des tentatives promet-
teuses ont néanmoins été proposées afin de stabiliser ces corrections (tirant profit de la
limite colinéaire comme nous l’avons vu à la fin du chapitre 3). Il a donc été nécessaire
de mâıtriser des techniques utilisées dans chacun des deux domaines afin de les appliquer
à l’étude de notre processus, me donnant l’occasion d’accéder à un point de vue assez
large sur les perspectives tant formelles que phénoménologiques présentées par la chro-
modynamique quantique. J’ai ainsi pu pendant ma these travailler sur des problèmes
connexes et non présentés dans cette thèse.
Dans le cadre de la factorisation colinéaire des processus exclusifs, j’ai commencé une
étude phénoménologique à plus basse énergie (c’est-à-dire non concernée par la limite de
Regge de QCD) du processus exclusif de production d’un pion, d’un méson rho transver-
salement polarisé et d’un nucléon (neutron) dans la diffusion d’un photon virtuel sur un
proton, γ∗p→ π+ρT n. Ce processus permet de révéler le contenu en spin transverse du
nucléon, décrit par la GPD (de chiralité impaire) de transversité du nucléon, et pourra
faire l’objet d’une étude expérimentale au Jefferson Lab.
Enfin, ce sujet de recherche m’a également donné l’occasion d’aborder des compo-
santes plus formelles de la chromodynamique quantique comme l’invariance conforme
et l’intégrabilité. Nous avons en effet vu émerger deux propriétés caractéristiques (et
essentielles) au cours de cette thèse : l’invariance conforme colinéaire SL(2, R) qui se
manifeste à l’ordre dominant (héritée de la symétrie vérifiée au niveau classique) sur la
ligne du cône de lumière et l’invariance conforme SL(2, C) dans le plan transverse à la
direction d’incidence, dans le cadre de la k⊥-factorisation de l’amplitude à haute énergie
(dont l’origine n’est pas vraiment établie). J’ai plus particulièrement étudié l’invariance
conforme colinéaire en travaillant sur l’équation d’évolution à une boucle du produit
d’opérateurs de Wilson définis sur le cône de lumière (plus précisément les opérateurs
gluoniques d’hélicité maximale, de twist 2 puis de twist 3). Le calcul des dimensions
anormales de ces opérateurs revient à trouver les valeurs propres d’un opérateur intégral
qui présente une invariance sous l’action du sous-groupe conforme colinéaire SL(2, R), le
problème étant finalement équivalent à la diagonalisation de l’hamiltonien d’une châıne
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de spins (non-compacts) d’Heisenberg (pour laquelle le nombre de sites est égal au
twist de l’opérateur considéré)[94]. Notons simplement que l’intégrabilité se retrouve
également dans le contexte de la limite de Regge associée à la symétrie SL(2, C)[95].
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Je tiens tout d’abord à remercier S.Wallon et G.Korchemsky, les directeurs de cette
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