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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ♠❡s ❡♥❝❛❞r❛♥ts ❞❡ t❤ès❡✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡
❙❝❤❧✐❝❦ ❡t P❛tr✐❝❦ ●✐♦✐❛✱ s❛♥s q✉✐ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡
♥✬❛✉r❛✐❡♥t ❥❛♠❛✐s ❛❜♦✉t✐s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ♣♦✉r s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ s❡s
q✉❛❧✐tés ❞✬é❝♦✉t❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥✱ s❛ r✐❣✉❡✉r s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ s❡s q✉❛❧✐tés
♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡s ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❧♦♥❣✉❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❝♦♥tr✉❝t✐✈❡s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❡✉ t♦✉t ❛ ❧♦♥❣ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ P❛tr✐❝❦ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r
❛❝❝❡♣té ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ s♦♥ éq✉✐♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ s❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱
s♦♥ ❡①✐❣❡❛♥❝❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ♣♦✉r ❛✈♦✐r s✉♣♣♦rté ♠♦♥ ❝❛rr❛❝tèr❡ s❛♥s ❥❛♠❛✐s
✈❛❝✐❧❧❡r✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ❞❡✉① r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡✱ ▼❛t❤✐❛s
P❛✉❧✐♥ ❡t ▲❛✉r❡♥t ●r✐s♦♥✐✱ ♣♦✉r ❧❡✉r ✐♥térêt ♣♦rté ❛✉① tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❡✉r ❡①♣❡rt✐s❡ ❞♦♥t ✐❧s ♦♥t ❢❛✐t
♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❈❤r✐st✐❛♥ ❇♦✉✈✐❧❧❡
q✉✐ ❛ ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ êtr❡ ❧✬❡①❛♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡✳ ❏✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣
❛♣♣ré❝✐é t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❞✉r❛♥t ♠❛ t❤ès❡ ❛✐♥s✐ q✉❡
t♦✉s ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❡t s✉❣❣❡st✐♦♥s q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❢♦✉r♥✐ ❞❛♥s s❡s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s✉r
♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡ ▲❛❇❘■ ❡t ❧✬■◆❘■❆ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❖r❛♥❣❡ ▲❛❜s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✜♥❛♥❝é
♠♦♥ ❞♦❝t♦r❛t s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❚♦✉t ç❛ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s été ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s P❛s❝❛❧
●✉✐tt♦♥ ❡t ❉❛♥✐❡❧❧❡ P❡❧é q✉✐ ♦♥t ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ ♠✬❛❝❝❡♣t❡r ❞❛♥s ❧❡✉r ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡
r❡s♣❡❝t✐❢✳ ❯♥ ♠❡r❝✐ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à P❛s❝❛❧ ●✉✐tt♦♥ ♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥ s❛♥s
❢❛✐❧❧❡ ❞✉r❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥♥é❡s q✉❡ ❥✬❛✐ ♣❛ssé ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ■P❆❘▲❆
❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❤♦♥♥❡✉r q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❢❛✐t ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞❡ ♣rés✐❞❡r ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡
t❤ès❡✳

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s ♠✬♦♥t ❡♥❝♦✉r❛❣é✱ s✉♣♣♦rté ♦✉ ❛✐❞é ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s
❧♦♥❣✉❡s ❤❡✉r❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳ ❉✉ ❝♦té r❡♥♥❛✐s✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ◆✐❝♦❧❛s
❘❛♠✐♥ ♣♦✉r s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡t ♣♦✉r s❛ ♣rés❡♥❝❡ ❧♦rs ❞❡ ♥♦s
tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❛✉s❡s s②♥❞✐❝❛❧❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♠❡r❝✐ à ❏✉❧✐❡♥✱ ❏érô♠❡✱ ❘❛♣❤❛❡❧❡✱
❙❛♠✉❡❧ ❡t ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ❡♥❝♦r❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛♣♣♦rté ❞✉ s♦❧❡✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝✐❡❧ ❜r❡✲
t♦♥✳ ❉✉ ❝♦té ❜♦r❞❡❧❛✐s✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❚❛♠② ❇♦✉❜❡❦❡✉r ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r s♦✉t❡♥✉✱
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❡♥❝♦✉r❛❣é ❡t ❣✉✐❞é ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ▼❡r❝✐ à P❛❝✱ ❘♦♠❛✐♥✱
❚✐③✱ ❊❧✐s❛❜❡t❤✱ ❉❛✈✐❞✱ P❛s❝❛❧✱ ❳❛✈✐❡r✱ ▼❛rt✐♥ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à t♦✉t❡
❧✬éq✉✐♣❡ ■♣❛r❧❛ ♣♦✉r ❧❡✉r ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❡t ❧❡✉r ❛♠✐t✐é✳ ❯♥ ♠❡r❝✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♦♥t ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ r❡❧✐r❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡ ✦

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s✱ ❡♥ ✈r❛❝✱
❈②r✐❧✱ ▲♦❧♦✱ ❈❛♥❞✐❝❡✱ ❧❡s ❣r✉♠❡❛✉①✱ P❛❝✱ ❘♦♠❛✐♥✱ ◆✐❝♦❧❛s✱ ❏✉❧✐❡♥✱ ▼❛r✐❡✱
◆❛t❤❛❧✐❡✱ ❏érô♠❡✱ ▼❛r✐❝❤❛✱ ❆❧❡①✐s✱ ◆❛❞✐è❣❡✱ ▼❛t❤✐❡✉✱ ❊♠✐❧✐❡✱ ❉❛✈✐❞✱ ❆♥✲
♥❡❙♦✱ ❘♦♥❛♥✱ ❇❧❛♥❞✐♥❡✱ ❡t t♦✉s ❝❡✉① q✉❡ ❥✬❛✐ ♦✉❜❧✐é ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❜♦♥s ♠♦✲
♠❡♥ts ♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♠❛✐s ♣❛s ❧❡ ♠♦✐♥✲
❞r❡✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ é♥♦r♠é♠❡♥t t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ s❛♥s q✉✐ ❥❡ ♥❡ s❡r❛✐s s❛♥s ❞♦✉t❡
❥❛♠❛✐s ❛rr✐✈é ❧à ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ ♠❛ s♦❡✉r✱ P❛s❝❛❧ ❡t
●❛❜✐♥✳ ❯♥ ❣✐❣❛♥t❡sq✉❡ ♠❡r❝✐ à ♠❛ ♣✬t✐t❡ s♦❡✉r q✉✐ ❛ r❡❧✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❝❡
♠❛♥✉s❝r✐t ♠❛❧❣ré s❛ rét✐❝❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✦

▼❡r❝✐ ✭❡t ❞és♦❧é✮ à t♦✉s ❝❡✉① q✉❡ ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s ♠❡♥t✐♦♥♥é ✐❝✐ ♠❛✐s q✉✐ ♦♥t
❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠❛ ✈✐❡ ❞✉r❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡ ✦



❘és✉♠é

▲✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❧❡ ❞é✲
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✸❉ ♣♦✉r ♥✉♠ér✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t
ré❡❧ ✿ s❛ ❢♦r♠❡ ❡t s♦♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡♥s❡ ❡t ♣ré❝✐s❡ ❞✬♦❜❥❡ts ré❡❧s ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛❜str❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❝♦ût❡✉① ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ♦❜❥❡t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛✲
t✐q✉❡s ♦♥t é✈♦❧✉é ❡t ♣♦rt❡♥t ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ ♠❛✐s s✉r ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s
❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❉❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡
❜✉t ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s✱ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐té ❡♥ t❛✐❧❧❡✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬êtr❡ ✈✐s✉❛❧✐sé ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡
❛❝t✉❡❧✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ r❡♥❞✉✱ ♠❛tér✐❛✉①✱
r❡♥❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❛♣♣❛r❡♥❝❡✱ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ●P❯✱ ❇❘❉❋✱ ❙❱❇❘❉❋✱
❇❚❋✱ P❚▼✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✐✐✐



✐✈



❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡✈✐❝❡s ❤❛✈❡ ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ✸❉ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t♦ s❝❛♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♦❜❥❡❝t ✿ ✐ts s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐ts
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡♥s❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧
♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦st❧② ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧
❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐ss✉❡s ❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢♦❝✉s ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♦❜❥❡❝t ♦♥❧② ❜✉t ♦♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛ ❝♦♣② ♦❢ r❡❛❧✐t② ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤❡s✐s✳ ■♥
t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❧♦✇
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ s✐③❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ t♦❞❛②✬s ❣r❛♣❤✐❝s ❤❛r❞✇❛r❡✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝✱ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤❡s✐s✱ r❡♥❞❡r✐♥❣✱ ♠❛t❡r✐❛❧✱ r❡❛❧
t✐♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣✱ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❛✈❡❧❡ts✱ ●P❯✱ ❇❘❉❋✱ ❙❱❇❘❉❋✱
❇❚❋✱ P❚▼✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✶

■ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✺

✶ ❆♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✼
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✸ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✹✸
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✺✳✷✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✺✳✷✳✷ P❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✺✳✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✸ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✺✳✸✳✶ P❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✺✳✸✳✷ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✺✳✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✺✳✹ ❘❡♥❞✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✺✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢✉t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✻ ❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ✽✾
✻✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✻✳✷ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✻✳✷✳✶ ❈r✐tèr❡ q✉❛❧✐t❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✻✳✷✳✷ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✸ ❍❛❝❤❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✻✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✻✳✸✳✷ ❈❛rt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✻✳✸✳✸ ❍❛❝❤❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻✳✹ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✻✳✺ ❇✐❧❛♥ ❡t ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢✉t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✶✸
❘és✉♠é ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹



▲✐st❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐①

x ∈ R
2 ❈♦♦r❞♦♥♥é❡s (u, v) ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

(θ, φ) ∈ S
2

❉✐r❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡✳ θ r❡♣rés❡♥t❡
❧✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❡t φ ❧✬❛③✐♠✉t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

~ωi ∈ S
2

❉✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡
(θi, φi) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

~ωr ∈ S
2 ❱❡❝t❡✉r ❞❡ r❡✢❡①✐♦♥ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡ (θr, φr) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

~ωo ∈ S
2

❉✐r❡❝t✐♦♥ s♦rt❛♥t❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡♥
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡ (θo, φo) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

ηx ∈ N
2 ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ✭ηu × ηv✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

ηi ∈ N ◆♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

ηo ∈ N ◆♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✳ ✳ ✳

T ⊂ R
2 ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞✬✉♥❡ t❡①t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

Wi ⊂ S
2 ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✳ ✳

Wo ⊂ S
2 ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
~ωo ❡t ~ωi✳ ■❝✐✱ (θo, φo) = (0; 0) ❡t (θi, φi) = (30; 90) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳



① ▲✐st❡ ❞❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s

❇❘❉❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✳

❇❙❙❘❉❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡
❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✳

❙❱❇❘❉❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❙♣❛t✐❛❧❧②✲❱❛r②✐♥❣ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥
❋✉♥❝t✐♦♥✳

❇❚❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s✳

✶❉✱ ✷❉✱ ✸❉✱ ✹❉✳ ✳ ✳ ✉♥❡✱ ❞❡✉①✱ tr♦✐s✱ q✉❛tr❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

< ~a,~b > ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ Pr♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ~a ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ~b✳



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ♣❧❡✐♥ ❡ss♦r ❞❡ ♣❛r ❧❡s ❜❡✲
s♦✐♥s ❣r❛♥❞✐ss❛♥ts ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡s ❣é♥éré❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① s❡❝t❡✉rs✱ ✐♥❞✉str✐❡❧s ♦✉ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t
à ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❝t✐✈✐té✳ ▲✬✐♥❞✉str✐❡ ❞✉ ✜❧♠ ❡t ❞✉ ❥❡✉ ✈✐❞é♦ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ❡♥ s♦♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦t❡✉rs à tr❛✈❡rs ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♣❡r♣ét✉❡❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥♥♦✈❛♥t❡s✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ❜❡s♦✐♥s✱ ❧❡
r❡♥❞✉ ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é s✉✐✈❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳
❉✬✉♥ ❝♦té✱ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ st②❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ s❝è♥❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ♦✉ ❛rt✐st✐q✉❡✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t
❡①♣❧♦✐té❡s ♣♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡✱ r❡♣r♦❞✉✐r❡
✉♥ ❡✛❡t ❛rt✐st✐q✉❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡♥❞✉ ❡st r❡❣r♦✉♣é s♦✉s ❧❛ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉
r❡♥❞✉ ❡①♣r❡ss✐❢✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts
❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❞❡ r❡♥❞✉ ré❛❧✐st❡✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♦♥t ❛tt❡✐♥t ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ré❛❧✐s♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr♦♠♣❡r
❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡
s②♥t❤ès❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ré❛❧✐s♠❡ ❡st à s♦♥ ♣❛r♦①②s♠❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❤❡✉r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s✱
❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❣râ❝❡ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞✉ r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ t❡♥❞
à s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡♥❞✉ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❧❡s ♣❧✉s ❛❜♦✉t✐❡s ♠❛✐s✱ ✉♥❡
❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ r❡♥❞✉ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s
s♣é❝✐✜❝✐tés ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡t ❞❡ s❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧
❞❛♥s ✉♥❡ s❝è♥❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡✳

▲❡s ❛✈❛♥❝é❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡s
♦♥t ♣❡r♠✐s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✸❉✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ♥✉♠ér✐s❡r ❧❡ ♣❧✉s ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥
♦❜❥❡t ré❡❧ ♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❡r ❞❛♥s ✉♥❡ s❝è♥❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳ ▲❡s s❝❛♥♥❡rs ✸❉✱ ❧❡s s♣❡❝✲
tr♦♠ètr❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ♣❤♦t♦s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ❞❡

✶



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

❝❛♣t✉r❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐és ♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✿ s❛ ❢♦r♠❡
❡t s♦♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡♥s❡ ❡t ♣ré❝✐s❡ ❞✬♦❜❥❡ts ré❡❧s ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛❜str❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❝♦ût❡✉① ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳
❆✐♥s✐✱ ❞❡s t❤è♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♥t é♠❡r❣é✱ ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧✱ ♠❛✐s s✉r ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s
❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬✐♥té❣r❡r ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈✐rt✉❡❧✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡
s②♥t❤ès❡ ✿ ✭❛✮ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡✱ ✭❜✮ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❣é♥éré❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r ❞❡ r❡♥❞✉ ❝©❈r②❊♥❣✐♥❡✷✳

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t✱
♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ s✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ✐ss✉❡s ❞❡
❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣♦✉r
êtr❡ ✐♥té❣ré❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❝è♥❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❛ q✉❛♥t✐té ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞✬✉♥
♠❛tér✐❛✉ ❜r✉t❡ ♣♦st✲❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❣✐❣❛✲♦❝t❡ts✳ ❯♥❡
❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢✉① s✉✣s❛♠♠❡♥t
❝♦♠♣❛❝t❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ ❝❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧✳

▲❡s ❛①❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❤ès❡ s♦♥t ❞♦♥❝ r❡✲
❣r♦✉♣és s✉✐✈❛♥t ❞❡✉① t❤è♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é
✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✐ss✉s ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ à tr❛✈❡rs ❧❡s ✓ ❇✐❞✐r❡❝✲
t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✔ ✭❇❚❋s✮✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❤è♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ à ❝❛r✲
❛❝tèr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢✱ s❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ r❡♥❞✉ ❡✣❝❛❝❡ s✉r ♠❛tér✐❡❧
❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ▲✬♦✉t✐❧ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❉❡ ♣❛rt ❝❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤è♠❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ♥♦✉s ✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
st♦❝❦❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s s✉r
❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ s♦♥t✱ ❡♥



✸

♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉✈❛♥t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s s✉r ❧❡s ❇❚❋s✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡s s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à tr❛✈❡rs
❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
♣♦rt❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✱
♥♦✉s tâ❝❤♦♥s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❡s ét❛♣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬êtr❡ st♦❝❦é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❛❝t❡
❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐❞é♦ ❡t ❛✐♥s✐ ❞✬êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡s✳

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
✭❈❤❛♣✐tr❡s ✶ à ✸✮ tr❛✐t❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡
❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✭❈❤❛♣✐tr❡s ✹ à ✻✮ ❡①♣♦s❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋s ❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳

❆♣rès ❛✈♦✐r r❛♣♣❡❧é ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❣é♥ér❛✉① s✉r ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡s ❇❚❋s ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①✐st❛♥t❡s s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉①
❞❛♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ s✉✐✈✐❡ ❞❡
❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❛❜♦r❞❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❞❡ s✐❣♥❛✉① ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ tr❛✐t❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝✲
t✉é❡s ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① t❡❧s q✉❡ ❧❡s
❇❚❋s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
❇❚❋s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡ t❡❧s ♠❛tér✐❛✉①
q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ✉♥ r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s
❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛♣❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠✐s❡
❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡s
❇❚❋s ♠❛✐s ❞♦♥t ♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛✉①
❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①♣♦sé❡s
❡♥ ❝❧❛r✐✜❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❉♦♠❛✐♥❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❆♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡

✓ ❖♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ ♦♥ ❧❛ r❡♣r♦❞✉✐t✳ ✔
P❛✉❧ ❈é③❛♥♥❡

P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ é❝❤❛♥❣❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡
❡♥tr❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
ré✢❡①✐♦♥ ✈❛r✐❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❛✉
❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ré✢é❝❤✐❡ ♦✉ ❛❜s♦r❜é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❡♥ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡✱ ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✱ ❡st ♣r✐✈✐❧é❣✐é
♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡
❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r à ❝❛✉s❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉①
♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉① ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚r❛❥❡t ❞✬✉♥ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉① ✐♥❝✐❞❡♥t s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✳

❯♥ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ λi ❢r❛♣♣❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t

✼



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✕ ❆♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡

xi ❛✉ t❡♠♣s ti✳ ❉❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉ ♣♦✐♥t xi✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ ❧✉✲
♠✐♥❡✉① ✐♥❝✐❞❡♥t ❡st (θi, φi) ✭❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s✮✳ ▲❡ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉①
s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r êtr❡ r❡✢été ❛✉ ♣♦✐♥t xr ❛✉ t❡♠♣s tr✳
❉❡ ♣❛rt ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❧❡ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉① r❡✢été ♣❡✉t
❛✈♦✐r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✭λr 6= λi✮ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱
❧✬✐rr✐❞❡s❝❡♥❝❡✱ ♦✉ ❧❛ ♣❤♦s♣❤♦r❡s❝❡♥❝❡✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✱ ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s
❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉ ♣♦✐♥t xr✱ ❡st ♥♦té (θr, φr)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧✬✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉① ❡t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à 12
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡ t❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ❝❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st tr♦♣ é❧❡✈é❡✳
❉❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ à ❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s t♦✉t ❡♥
r❡st❛♥t ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❛❧✐st❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ✓ ♣❡rt✉r❜❛t❡✉rs
✔ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱
❞é✜♥✐r ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ s✉✐✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs é❝❤❡❧❧❡s ❡t é♥✉♠ér❡r ❛✐♥s✐
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉✳ P❛r ❧❛
s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡s ♣❧✉s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡✳

✶✳✶ ❆♣♣❛r❡♥❝❡ ❡t ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ Pr♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❡t
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❢♦r♠❛❧✐sé❡s s✉✐✈❛♥t
❧✬é❝❤❡❧❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❬▼❝❆✵✷❪ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡ ♣❧✉s
❣r♦ss✐❡r✱ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ s❛ ❣é♦♠étr✐❡✳ ❯♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛✐t❡r ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦❧②❣♦♥❡s r❡❧✐és ❧❡s ✉♥s ❛✉① ❛✉tr❡s ♣♦✉r ❢♦r✲
♠❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡



✾

❞♦♥t ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞✬❡♥tré❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❡st ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡✳
▲❛ ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❡t

❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✿ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ❜♦✐s ♥❡ ✈❛ ♣❛s ré✢é❝❤✐r ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ q✉✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♠ét❛❧❧✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❇✐❞✐✲
r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❇❘❉❋✮ ❬◆✐❝✼✵❪✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ ré✢é❝❤✐❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡
♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡✮✳
❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① tr❛♥s❧✉❝✐❞❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
ré✢❡①✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r
êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ▲❛ ▲✉♥❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✭❛✮ s❛ ❢♦r♠❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r
❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ✭❜✮ ❛❣ré♠❡♥té❡ ♣❛r s❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡
r❡ss♦rt✐r ❧❡s ❞ét❛✐❧s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✭❇✉♠♣ ▼❛♣♣✐♥❣ ❬❇❧✐✼✽❪✮✳

▲❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ❊❧❧❡ ❡♥✲
❝❛♣s✉❧❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✐♥✜♠❡s ♣r♦♣r❡s à ✉♥ ♠❛tér✐❛✉✳ ❊♥ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛✲
t✉r❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡s str✉❝t✉r❡s✳ P♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❡ ✓ ❇✉♠♣ ▼❛♣♣✐♥❣ ✔ ❬❇❧✐✼✽❪ ✿ ✉♥❡ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧✬✐❧❧✉s✐♦♥ ❞❡ ♠✐❝r♦✲r❡❧✐❡❢✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ♦ù ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡
r❡ss♦rt✐r ❧❡s ❝r❛tèr❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♥❡✳ P♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ❧❡ ✓ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ▼❛♣♣✐♥❣ ✔ ❬❈❚✽✷❪ ❡st ♣r✐✈✐❧é❣✐é ♦ù ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ r❡❧✐❡❢✳ ❈❡tt❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥t❡r✲
♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✈❛ ✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝
❧❛ s✉r❢❛❝❡✳

❉❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ré❡❧❧❡s✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ à ❧❛ ré❛❧✐té ❡♥ tr❛✐t❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t ♣❛r é❝❤❡❧❧❡ ✿ ❧❛ ♠és♦✲ ❡t ❧❛ ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡ s♦♥t ✐♥❞✐ss♦❝✐❛❜❧❡s✳ ❊♥



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✕ ❆♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❯♥❡ s❝è♥❡ ré❛❧✐st❡ r❡♥❞✉ à ❧✬❛✐❞❡ ✭❛✮ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡t ✭❜✮ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❡t ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ ♣❛r
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ P❛r❛❧❧❛① ▼❛♣♣✐♥❣ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬❚❛t✵✻❪

❡✛❡t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✭✐♥t❡r✲ré✢❡①✐♦♥s✱ ♦♠❜r❛❣❡✮ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ❞❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♠❛sq✉❛❣❡ ✭♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✮✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❬P❖❈✵✺✱ P❖✵✻✱ ❚❛t✵✻✱ ❲❲❚+✵✸❪ tr❛✐t❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❡♥ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡s✱ ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ♣❛r
❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r✲
❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳ ❯♥ ❧❛♥❝é ❞❡ r❛②♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é à tr❛✈❡rs ❧❛ t❡①t✉r❡ ❞❡ r❡❧✐❡❢✱
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✈❡rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r
❛✐♥s✐ s✐ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ♦❝❝✉❧té✳ ▲❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❝♦✉r❛♥t s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ♦❝❝✉❧t❛♥t✳
▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ r❡❧✐❡❢
❞❡s ♣❛✈és✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡s ❡✛❡ts
❞✬♦♠❜r❛❣❡ ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡✳ ▲❡ ❧❛♥❝é ❞❡ r❛②♦♥ ❡st ré❛❧✐sé
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✈❡rs ❧❛ ♦✉ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❧✉♠✐♥❡✉s❡s ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r s✐ ✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ♦♠❜ré❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❛❧✐st❡ ♣♦✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡s ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡
❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦ût❡✉s❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡ ❝❛r
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♦❝❝✉❧t❛♥ts ❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛✐s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡st ré❛❧✐sé❡ ✐❝✐ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

✶✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡

❯♥❡ s✉r❢❛❝❡ ré✢é❝❤✐t t♦✉t ♦✉ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡
❡st s♦✉♠✐s❡✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ré✢é❝❤✐❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ~ωi

❡t ~ωo s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥s✐❞éré ✭❜♦✐s✱ ♠ét❛❧✱ t✐ss✉s✱



✶✶

❡t❝✮✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡
❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦✉ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❛✉①
♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ♣r♦❝❤❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡
ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s♦♥t ♣rés❡♥tés à tr❛✈❡rs ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ♦r❣❛♥✐sé❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛✉①q✉❡❧s ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t
s✬❛❞❛♣t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ▲❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ~ωi = (θi, φi) ❡t ❧❡
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ~ωo = (θo, φo) r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧✬❤é♠✐s✲
♣❤èr❡ Ω ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ~n✳

✶✳✷✳✶ ▼❛tér✐❛✉① ✉♥✐❢♦r♠❡s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉① ❡t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ t❡❧s q✉❡
❞é❝r✐t s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ❡♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ti = tr✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱
✕ xi = xr✱ ❧❡ tr❛❥❡t ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ✐♥✜♠❡✱
✕ λi = λr✱ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳

❆❧♦rs✱ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❝é❞é à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ~ωi ❡t
~ωr✱ ❧✐és ❞❡✉① à ❞❡✉① ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

~ωr = ~ωi − 2 ∗ < ~n, ~ωi > ∗~n

▲❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❡st é✈❛❧✉é❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ~ωo ❡t ❧❛ ✓ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✔ ❬◆✐❝✼✵❪ ❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡t ✉♥❡ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
♣♦✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ q✉✐ ✈❛ ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❇❘❉❋✳ P♦✉r ❧❡s
♠❛tér✐❛✉① ✐s♦tr♦♣❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ❇❘❉❋ ❞✉ t②♣❡ ✿ t❡❧❧❡
q✉❡ ✿

ρ (θo, φo, θi, φi − φo)

❛✈❡❝ ~ωo = (θo, φo)✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❡t ~ωi = (θi, φi)✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞✉ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉① ✐♥❝✐❞❡♥t✳



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✕ ❆♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡
❧❛ ❇❘❉❋ ✭tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t✮ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥
❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❛ ❇❘❉❋ ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛tr❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

ρ (~ωo, ~ωi) = ρd (~ωo, ~ωi) + ρs (~ωo, ~ωi)

♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ρd ❡t ρs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✐❢✲
❢✉s❡ ❡t à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s♣é❝✉❧❛✐r❡ q✉✐ s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✐r❡❝t✐♦♥✲
♥❡❧s ✐♥✢✉❡♥ts s✉r ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ré✢é❝❤✐❡ ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st
✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❡st ❧❛♠❜❡rt✐❡♥♥❡ ✭✐✳❡✳ ρd✮✳
❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ré✢é❝❤✐❡ ❡st ♦r✐❡♥té❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ~ωr✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ s♣é❝✉❧❛✐r❡ ✭✐✳❡✳ ρs✮✳ ❯♥❡
s✉r❢❛❝❡ ❡st r❛r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛♠❜❡rt✐❡♥♥❡ ♦✉ s♣é❝✉❧❛✐r❡ ♣✉r❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡
❛❧♦rs ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❣❧♦ss② ❀ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ❇❘❉❋ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❞❡✉①
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡t ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ré✢❡①✐♦♥ ❞✐✛✉s❡ ❡t s♣é❝✉❧❛✐r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❉✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳ ▲❛ ré✢❡①✐♦♥ ▲❛♠❜❡r✲
t✐❡♥♥❡ ❡st ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ ré✢❡①✐♦♥ s♣é❝✉❧❛✐r❡✱ ❞✐r❡❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✱ ❡st ♦r✐❡♥té❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳ ❯♥❡ s✉r❢❛❝❡
s♣é❝✉❧❛✐r❡ ♣✉r❡ ré✢é❝❤✐t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ s✉✐✈❛♥t
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳

▲❛ ❇❘❉❋ ❡st ré❣✐❡ ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s à tr❛✈❡rs ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❬◆✐❝✼✵❪✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦❝✐té
❡st ❞é✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ s❡♥s ❞✉
✢✉① ❧✉♠✐♥❡✉① ✿ ρ (~ωo, ~ωi) = ρ (~ωi, ~ωo)✳ ▲❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞é❝r✐t ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ré✢é❝❤✐❡ ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ❡①❝é❞❡r
❧✬é♥❡r❣✐❡ r❡ç✉❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❯♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡st
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳

❚♦✉s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ✉♥✐❢♦r♠❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥❡
❇❘❉❋✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ré✢❡①✐♦♥
❞✬✉♥ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉① à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♠❛✐s ♣❛s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛❜s♦r♣✲
t✐♦♥ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ s♦✉s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ▲❡s
♠❛tér✐❛✉① tr❛♥s❧✉❝✐❞❡s ✭❧❛✐t✱ ♣❡❛✉✱ ♠❛r❜r❡✱ ❡t❝✮ ♣♦ssè❞❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡t
❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✐♥❞✉❜✐t❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❥♦✉t ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬❏▼▲❍✵✶❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧❛ ✓ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧



✶✸

✭❛✮ ❇❘❉❋ ✭❜✮ ❇❙❙❘❉❋

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❘❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ à ❧✬❛✐❞❡ ✭❛✮ ❞✬✉♥❡ ❇❘❉❋ ❡t ✭❜✮
❞✬✉♥❡ ❇❙❙❘❉❋ ❬❏▼▲❍✵✶❪✳

❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✔✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤✉✐t
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞é✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

ρ (xo, ~ωo, xi, ~ωi)

❛✈❡❝ xi ❡t xo q✉✐ s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉①
❡t ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡✳ ▲❛ ❇❘❉❋ ❡st ❞♦♥❝✱
❡♥ ❢❛✐t✱ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❇❙❙❘❉❋ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♦♣❛q✉❡s✳ ❯♥❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❧✉❝✐❞✐té s✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡❛✉✳

✶✳✷✳✷ ▼❛tér✐❛✉① ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡s

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡s ♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ✉♥ ✉♥ ♣r♦❝é❞é
s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ✈✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡
❇✉♠♣ ▼❛♣♣✐♥❣✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞é✜♥✐t ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥❝♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s
♥♦r♠❛❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❡t ❧❡ ❘❡❧✐❡❢ ▼❛♣♣✐♥❣ st♦❝❦❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❤❛✉✲
t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡✳ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❤étér♦❣è♥❡s
♥✬♦♥t ♣❛s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ✉♥✐q✉❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❧❡✉r s✉r❢❛❝❡✳ P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❇❘❉❋ ✈❛r✐❡♥t
s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❡t s♦♥t st♦❝❦és ❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤✲
♦❞❡✱ ❧❛ ✓ ❙♣❛t✐❛❧❧②✲❱❛r②✐♥❣ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥
✔ ✭❙❱❇❘❉❋✮✱ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ❛✈❡❝ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①
♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❇❘❉❋ ❡t ❡st ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✿

ρ (x , ~ωo, ~ωi)

♦ù x ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡①t✉r❡ ✷❉✱ ♦ù ❧❛
ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❡st é✈❛❧✉é❡✳



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✕ ❆♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡s ✿ ✭❛✮
❙❱❇❘❉❋ ✐ss✉❡ ❞❡ ❬▲❇❆❉+✵✻❪ ✭❜✮ ❇❚❋ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❬❇❚❋❛❪✳

▲❡s ❙❱❇❘❉❋s✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❬▼❝❆✵✷✱ ▼▲❍✵✷❪ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❇❘❉❋✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ✉♥ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ♦ù s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
ré✢❡❝t❛♥❝❡✱ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❘❉❋ ✉t✐❧✐sé✱ s♦♥t st♦❝❦é❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡
❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❢❛❝t♦r✐s❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s❡s ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❬▲❘❘✵✹✱ ▲❇❆❉+✵✻✱ ❲❲❍▲✵✼❪✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s
❛✐♥s✐ ❢❛❝t♦r✐sé❡s s♦♥t st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡①t✉r❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❧✬é❞✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❡♥ ♣r♦❥❡✲
t❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❇❘❉❋s é❞✐t❛❜❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥s
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s✳

❇✐❡♥ q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①✱
❧❡s ❙❱❇❘❉❋s s♦✉✛r❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✿ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞ès
q✉✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❡✛❡ts ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ✿ ✐♥t❡r✲ré✢❡①✐♦♥s✱ ♦♠❜r❛❣❡s
❡t ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✮✳ ❊♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ✉♥
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❝❡s ❡✛❡ts✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❝♦ût❡✉s❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ à ❝❤❛q✉❡ r❛❢r❛î❝❤✐ss❡♠❡♥t
❞✬✐♠❛❣❡s ❞✉r❛♥t ❧❡ r❡♥❞✉ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✈✐s✐❜❧❡✱ ❞❡s ♦♠❜r❡s ❡t ❞❡s
✐♥t❡r✲ré✢❡①✐♦♥s✳

P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❉❛♥❛ ❡t
❛❧✳ ❬❉◆●❑✾✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧❡s ✓ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✔ ✭❇❚❋s✮✳
■ss✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❇❚❋ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦ù ✉♥❡ t❡①t✉r❡ T(~ωo,~ωi) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡



✶✺

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❚❡①t✉r❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❬❇❚❋❛❪ ❛✈❡❝ ✭❛✮ ~ωi =
(75; 0) ❡t ~ωo = (0; 0) ✭❜✮ ~ωi = (75; 0) ❡t ~ωo = (60; 0)✳ ▲❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
r❛s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞✬♦♠❜r❛❣❡ s✉r ❧❡
♠❛tér✐❛✉✳ ❊♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡
r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✉s à ❧❛ ♣❛r❛❧❧❛①❡✳

✈✉❡ ~ωo ❡t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ~ωi ✿

BTF (x , ~ωo, ~ωi) = T(~ωo,~ωi)(x )

■❝✐✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ✭✐✳❡✳ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✮ ♥✬♦♥t ♣❧✉s t♦✉t à ❢❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❙❱❇❘❉❋✱
x ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡①♣r✐♠é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ♥♦r♠❛❧✐sé✱ ❡t st♦❝❦é
❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❇❚❋✱ ❛✜♥ ❞✬② ✐♥❝❧✉r❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡✱
❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st r❡❝t✐✜é❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ t❡①t✉r❡
s♦✐t ❛❧✐❣♥é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡✳ ❆✐♥s✐✱
x ♥❡ ❞és✐❣♥❡ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠❛✐s ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s
♣♦✐♥ts ✈✐s✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ~ωo ❞♦♥♥é✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st
❞♦♥♥é s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ♥♦♥✲❜✐❥❡❝t✐✈✐té ❡♥tr❡ ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡①t✉r❡ ❡t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
✈✉❡✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s
♣❤②s✐q✉❡s q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ✿ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✱ ♦♠❜r❛❣❡✱ ✐♥t❡r✲ré✢❡①✐♦♥s✱
❞✐✛✉s✐♦♥ s♦✉s✲s✉r❢❛❝✐q✉❡✱ ❡t❝✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡①♣♦sé❡s✱ ❧❡s ❇❚❋s s♦✉✛r❡♥t
❞✬✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ✿ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❛r ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❧✐é❡s ❛✉① ❇❚❋s✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✿

✕ Wo✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ ❀
✕ ηo✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Wo ❀



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✕ ❆♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡ s✉r ✉♥❡
❇❚❋✳ ▲❡s ❞❡✉① t❡①t✉r❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♠❛tér✐❛✉ ❛✈❡❝ ~ωo =
(0; 0)✱ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t ~ωo = (45; 0)✱ à ❞r♦✐t❡✱ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧✉♠✐èr❡
✐♥❝✐❞❡♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ~ωi = (0; 0)✳ P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐♥ts à ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡①t✉r❡ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥tr❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①
❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡✳

✕ Wi✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ ❀
✕ ηi✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s Wi ❀
✕ T✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❀
✕ ηx ✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♦✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❛♥s T✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦✉r ✉♥❡ ❇❚❋ ❡st ❞♦♥❝ ηo × ηi × ηx ❝❡ q✉✐

r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣✐❣❛✲♦❝t❡ts ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠❛tér✐✲
❛✉① ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s s❡r♦♥t ❛❜♦r❞é❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛①❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❡s ❇❚❋s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡

❋✉♥❝t✐♦♥s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ♦❜❥❡t t❡①t✉ré ❛✈❡❝ ✭❛✮ ✉♥❡
t❡①t✉r❡ ✉♥✐q✉❡ ❡t ✭❜✮ ✉♥❡ ❇❚❋ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦♥♥
❬❇❚❋❛❪✳

▲❡ ré❛❧✐s♠❡ ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ ❡♥ ✐♠❛❣❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❡st ❣✉✐❞é ♣❛r ❧❡ ♠✐♠ét✐s♠❡
❡♥tr❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ✈✐rt✉❡❧ ❡t s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ré❡❧✱ t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡
q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✸❉ s♦♥t ❞❡✈❡♥✉s
❢réq✉❡♥ts ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✱ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡
❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ t❤è♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ♣❛rt ❡♥t✐èr❡ ❡t r❡st❡ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡①✲
♣♦rt❛❜❧❡ ✈❡rs ❧✬✐♥❞✉str✐❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣♦rt❡♥t s✉r ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥
t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❬▼P❇▼✵✸❪ ♠❛✐s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r✲
❢❛❝❡ ré❛❧✐st❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tér✐❛✉① r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ❧❛❜♦r✐❡✉s❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣✲
❝✉❧té ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡
❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❤étér♦❣è♥❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s

✶✼



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❤②❜r✐❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠és♦✲
str✉❝t✉r❡ ✿ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣❧❛q✉❛❣❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛
♠és♦✲❣é♦♠étr✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥❣❡♥✲
❞rés ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✜♥❡ ❡st r❛r❡♠❡♥t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡t✱ ❧❡ ❝❛s
é❝❤é❛♥t✱ s✬❛✈èr❡ s♦✉✈❡♥t ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳

❙❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡✱ ❧❡s ✓ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✔
❬❉◆●❑✾✼❪ ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ t❡①t✉r❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❣é♦♠étr✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❧✉♠✐♥❡✉① ❛ss♦❝✐és ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡
✷✳✶✮✳ ▲❡s ❇❚❋s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à s✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✈✐s✐❜❧❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ■ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ❧❡s
❇❚❋s r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❝♦ût❡✉① q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡♥❞✉✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆r❜r❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❬❲❡r❪ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛❝q✉✐s✐✲
t✐♦♥ ❛✉ r❡♥❞✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ❇❚❋✳ ❖♥ ❞é♥♦♠❜r❡ ❝✐♥q ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❇❚❋s ✿ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♣r❡s✲
s✐♦♥✱ ❧✬é❞✐t✐♦♥✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❡t ❧❡ r❡♥❞✉✳ ▲✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥✲
t❡♥❞✉ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❇❚❋✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❝❡r✲
t❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ❢❛❝✉❧t❛t✐❢s✱ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋ ❡st ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❧❡ ♣❧✉s ❛❝t✐❢ q✉✐ ❞❡ ♣❧✉s ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❡t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r
✈✐s✉❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❇❚❋✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❇❚❋s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❡st ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♥✉♠ér✐s❡r ✉♥
♠❛tér✐❛✉ ré❡❧✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❇❚❋✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡
♠❛tér✐❛✉① ré❡❧s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋s ♣❛r ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡✛❡ts ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ♠és♦✲❣é♦♠étr✐❡
✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❇❚❋



✶✾

❡st ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ♣♦st✲❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣✐❣❛✲♦❝t❡t ❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠é♠♦✐r❡ ❞✉ ♠❛tér✐❡❧
❣r❛♣❤✐q✉❡ s♦✐t s❛♥s ❝❡ss❡ ❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞✬♦❝❝✉♣❡r
✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❧❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉❧ ♠❛tér✐❛✉✳ ❯♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♦✉
♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✬❡❧❧❡ ✈❛ ❣✉✐❞❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡♥❞✉✳ ❯♥❡
❡①✐❣❡♥❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ r❡q✉✐s❡ s✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡t✲
tr❡ ✉♥❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳
❉✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❡♥ ♠❛r❣❡ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡s ❇❚❋s s♦♥t
❛✉ss✐ r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❧✬é❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ s②♥t❤ès❡✳ ▲✬é❞✐t✐♦♥ ❝♦♥✲
s✐st❡ à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❇❚❋ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ✜❣é ❛♣rès ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ é❞✐t❛❜❧❡ ♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝❤❛♥❣é❡s ♣❛r ✉♥ ✐♥❢♦❣r❛♣❤✐st❡ ✿ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♦♠❜r❛❣❡✱ ❡t❝✳ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❇❚❋s✱
✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❜✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ♣❛r ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s
ré♣étés✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t s♦✐♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳

✷✳✶ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥

▲✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋s ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ♦♥ér❡✉s❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥
♣❧❛❝❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡s
♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts q✉✐ ✈♦♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❥✉❣❡r ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s♦♥t ♥♦♠✲
❜r❡✉① ✿ t❡♠♣s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱
s♦✉r❝❡ ❞✬é❝❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❍❉❘ ✶✱ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s r❛s✲
❛♥ts✱ ❡t❝✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❛ été ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❡t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s❡ s✐t✉❡♥t s✉r ❧❡ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡✱ ❝❛♠ér❛
♦✉ ❛♣♣❛r❡✐❧ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭❆P◆✮✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜✲
❡rté ❧❛✐ssé ❛✉ ❝❛♣t❡✉r✱ à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♦✉ à ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

▲❡s ♣✐♦♥♥✐❡rs ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦♥t ❉❛♥❛ ❡t ❛❧✳ ❬❉◆●❑✾✼❪ ❞♦♥t ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ♦♥t été ❞✐✛✉sés ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❈❯❘❡❚ ❬❈✉r❪✳
❇❛sé s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❇❘❉❋s ❬❈▲▼✱ ❲❛r✾✷❪✱ ❝❡ s②stè♠❡
r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❣♦♥✐♦r❡✢❡❝t♦♠ètr❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ s♣❡❝tr♦♠ètr❡✱ ✐♥✐✲
t✐❛❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ❇❘❉❋s✱ ♣❛r ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❈❈❉ ✭❈❤❛r❣❡✲
❈♦✉♣❧❡❞ ❉❡✈✐❝❡✱ ♦✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ à tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❤❛r❣❡✮ ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣ré❝✉rs❡✉rs ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❝♦♥✲
❞✉✐t à ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ 61 ♠❛tér✐❛✉① s♣❛t✐❛✉① ✐s♦tr♦♣❡s ❞♦♥t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ tr♦♣ é♣❛rs❡ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ✉♥ r❡♥❞✉ ❤❛✉t❡ q✉❛❧✐té✳ ❉û ❛✉
♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛♥✉❡❧ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ❈❈❉✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛♥✲
❣✉❧❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ r❡♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉
❝❛♣t❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❬❈✉r❪ s♦♥t ❜r✉t❡s ❡t r❡q✉✐èr❡♥t

✶✳ ❍✐❣❤ ❉②♥❛♠✐❝ ❘❛♥❣❡ ✿ ✐♠❛❣❡s à ❢♦rt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

✭❛✮ ❈❛♣t❡✉r ❈❈❉ ♠♦✲
❜✐❧❡ s✉r ✉♥ r❛✐❧✳
✭❜✮ ❙♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡
♠♦❜✐❧❡ s✉r ✉♥ r❛✐❧✳
✭❝✮ ▼❛tér✐❛✉ ♣♦sé s✉r ✉♥
s♦❝❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❉✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦♥♥
❬❇❚❋❛❪✳

❞♦♥❝ ❞❡s ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ♠❛tér✐❛✉①
♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ été ❝♦♠♣❧étés ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s s♣❛t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❬❍❈❋❊✵✹❪✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❈❯❘❡❚
❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦♥♥ ❬❙❙❑✵✸❪ ♦ù ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥
rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ❈❈❉✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ r❛✐❧ ❛✉t♦♠❛t✐sé✱ q✉✐ ❛✉✲
t♦r✐s❡ ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ❡t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡♥s❡ ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ♣✉❜❧✐q✉❡s ❬❇❚❋❛❪ ❡t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ♣ré✈✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡
❇❚❋ t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r✐s❡s ❞❡ ✈✉❡ s♦✉s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✬é✲
❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts ✿ ❞ét♦✉r❛❣❡ ❡t ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
t❡①t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛✈❡❝
✉♥ t❡❧ ❛♣♣❛r❡✐❧❧❛❣❡ ❬❇❚❋❛❪ ❡st ❡♥✈✐r♦♥ ❞❡ 14 ❤❡✉r❡s ♣♦✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
❞❡ ηi = 81 ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡t ηo = 81 ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳
◆♦t♦♥s q✉✬✐❝✐✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❧✐♠✐t❛♥t ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ❈❈❉
✈❡rs ❧✬✉♥✐té ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡
r❡❝t✐✜é❡ ❡st ❞❡ ηx = 256 × 256 ❡t ❝♦♠♣♦rt❡ 3 ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦❧♦♠étr✐q✉❡s
❘❱❇ ✭❘♦✉❣❡ ❱❡rt ❇❧❡✉✮✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♣r♦♣♦sés s✉r ❝❡ s②stè♠❡
♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❬▲②s✵✾❪ ❡t s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s❡s ❬❍◆❩+✵✺❪✳

❑♦✉❞❡❧❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬❑▼❇❑✵✸❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t
❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋s ❞♦♥t ❧✬é❧é♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡st
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✜①❡ ❝♦♠♠❡ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳
▲❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ✉♥ ❜r❛s r♦❜♦t✐sé ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❡st ♣❧❛❝é s✉r ✉♥ s♦❝❧❡ ♣♦ssé❞❛♥t 2 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭é❧é✈❛t✐♦♥ ❡t ❛③✐♠✉t✮
✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ✜①❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ✈✐❞é♦ ❛✉
❧✐❡✉ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❈❈❉ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭❡♥✈✐r♦♥ 10
❤❡✉r❡s✮ ♠❛✐s ❧✐♠✐t❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭ηx = 192×
192 t❡①❡❧s✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❧✉s ❞❡♥s❡



✷✶

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❘és✉❧t❛t ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❑▼❇❑✵✸❪✳ ▲❡
♠❛tér✐❛✉ ❡st ♣❧❛❝é s✉r ✉♥ s♦❝❧❡ ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté
♣♦✉r ❧✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛③✐♠✉t✳ ▲❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ s✉r ✉♥ ❛r❝ ♠♦✲
❜✐❧❡ ❡t ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❡st ✜①❡✳ ▲❛ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
❛❝q✉✐s❡ ❝♦♥s✐st❡ à s❡❣♠❡♥t❡r ❡t ♣r♦❥❡t❡r ❧❛ t❡①t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
❢♦r♠é ♣❛r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✉❡ ♥♦r♠❛❧❡✳

❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ηo = 90 ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ♣♦✉r
ηi = 120 ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧✬✐♠❛❣❡
✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ r❡❝t✐✜é❡ q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡r❛ ❧❛ ❇❚❋✳

❯♥❡ ✐❞é❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❍❛♥ ❡t P❡r❧✐♥ ❞❛♥s ❬❍P✵✸✱ ❇❘✵✹❪ ❞♦♥t
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♠✐r♦✐rs ✭✐✳❡✳ ✉♥ ❦❛❧é✐❞♦s❝♦♣❡✮ ♣♦✉r
❝❛♣t✉r❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ✭r❡s♣✳ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✉♠✐èr❡✮ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡
♣r✐s❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢
❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❡t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s❡✳ ■❝✐✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♦♥t
♣❛r❛❧❧é❧✐sé❡s ❡t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡✱ ✉♥ ✈✐❞é♦ ♣r♦❥❡❝t❡✉r✱ ❡st ♣❛rt❛❣é❡ ❡♥tr❡
t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ✷✳ ▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡ s②s✲
tè♠❡ s♦♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ✜①❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts s♦♥t à s♦✉❧✐❣♥❡r✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ s♦♥t ❧✐és ✿ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡♥tr❛î♥❡r❛ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ✐♥✈❡rs❡✲
♠❡♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ré✢❡①✐♦♥
❞❡s ♠✐r♦✐rs ✉t✐❧✐sés✱ ❞♦♥t ❛✉❝✉♥ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡
❧✐♠✐té❡✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛ ❧❡ ♠ér✐t❡ ❞✬êtr❡ ♥♦✈❛tr✐❝❡ ❡t ❧❛✐ss❡ ❡♥✈✐s✲
❛❣❡r ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
à ❜❛s❡ ❞❡ s②stè♠❡s ♦♣t✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐s ❞❡ r❛♣✐❞✐té ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠♦❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✱ ▼❛❧③❜❡♥✲
❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬▼●❲✵✶❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❞ô♠❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♠♦❜✐❧❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡

✷✳ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❧✐ttér❛❧❡ ✿ sé♣❛r❛t❡✉r ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉①✳



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❉✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❦❛❧é✐❞♦s❝♦♣❡
❬❍P✵✸❪ ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳

✷✳✻ ✭❛✮✮ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r♦❥❡t ✓ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❚❡①t✉r❡ ▼❛♣ ✔ ✭P❚▼✮✳ ▲❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢
❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ηi = 50 s♦✉r❝❡s ❧✉♠✐♥❡✉s❡s éq✉✐✲ré♣❛rt✐❡s s✉r ✉♥ ❞ô♠❡ ❡t
✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❈❈❉ ♣❧❛❝é ❛✉ s♦♠♠❡t✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s
❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠❛tér✐❛✉① ❞✉
q✉♦t✐❞✐❡♥ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧✐♠✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♠❛tér✐❛✉① s♣❛t✐❛✉① ❝❛♣t✉rés ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♥❞✉ ré❛❧✐st❡✳ ❘❡✲
s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ▼ü❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬▼❇❑✵✺❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡
❞❡ ❞ô♠❡ ♠❛✐s ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❈❈❉ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻
✭❜✮✮✳ ■❝✐✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❧✉♠✐♥❡✉s❡s ❡t ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❈❈❉ s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❡♥ ✉♥ s❡✉❧
♣ér✐♣❤ér✐q✉❡ ✈✐❛ ✉♥ ❆P◆ éq✉✐♣é ❞❡ ✢❛s❤s✳ 151 ❆P◆ s♦♥t ❛✐♥s✐ éq✉✐✲ré♣❛rt✐s
s✉r ❧❡ ❞ô♠❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t r❡❧✐és à ✉♥❡ ✉♥✐té ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❛r ✉♥❡
❝♦♥♥❡❝t✐q✉❡ ❯❙❇✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛ss✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ✉♥❡
❇❚❋ ❡st ❛❝q✉✐s❡ ❡♥ 40 ♠✐♥✉t❡s✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣ré✈✉ ♣♦✉r ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s r❡❝t✐✜é❡s✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞✬✉♥ t❡❧ ❞✐s✲
♣♦s✐t✐❢ s♦♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡ ❝♦ût ✭151 ❆P◆ ✦✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✜①❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s
❛♥❣✉❧❛✐r❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ s♣é❝✐✜q✉❡✳

▲❡s ♠❛tér✐❛✉① s✉r❢❛❝✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❣râ❝❡ ❛✉① s②stè♠❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞é❝r✐ts
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❞✬❛❣ré♠❡♥t❡r ❧❡ ré❛❧✐s♠❡ ❞❡s ♦❜✲
❥❡ts ✈✐rt✉❡❧s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣❧❛q✉❛❣❡s ❞❡ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s
❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❝✲
q✉✐s✐t✐♦♥ r❡st❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rts✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡st ❧❡
❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞és é♥♦♥❝és ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ t♦✉t❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s❡ ❞♦✐t
êtr❡ r❡❝t✐✜é❡✳ ❈❡tt❡ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ à s❡❣♠❡♥t❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❝❛♣✲
t✉ré❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡s ♠❛rq✉❡✉rs ❞✐s♣♦sés ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❉ô♠❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋ ✐ss✉❡s ✭❛✮ ❞✉ ♣r♦❥❡t
P❚▼ ❬▼●❲✵✶❪ ❡t ✭❜✮ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦♥♥ ❬▼❇❑✵✺❪✳

ré❣✐♦♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦rr✐❣❡r ❧❛ ♣❡r✲
s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❥❡t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s t❡①t✉r❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦✲
❧❛✐r❡s (0, 0)✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é ♣r♦❞✉✐t ❞❡s t❡①t✉r❡s t❡❧❧❡s q✉✬✐❧❧✉stré❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡
✷✳✼ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❛♥❣❧❡s ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡s r❛s❛♥ts
✭✐✳❡✳ θo > 60✮ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧
♥✬❡st ♣❛s ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬❛ttr✐❜✉❡r ❧❛ ♠ê♠❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ♦✉ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛♥❣❧❡s ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st
✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ θo✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♥♦r♠❛❧
✐♥❞✉✐t ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡s ❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ❢♦rt❡ é❧é✈❛t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱
❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥t ✈✐s✐❜❧❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡t ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡①t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✱ ♥♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ♣♦✉r ❡♥❝❛♣s✉❧❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡s✱ ♥✬❡st ♣❧✉s r❡s♣❡❝té❡✳ ❯♥ s②stè♠❡
❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♦♣t✐q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t é✈✐♥❝❡r ❝❡tt❡ ❧✐♠✐✲
t❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t t♦✉t❡ ♦✉ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥
❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❛r r❡❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❛♥s ✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✿ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉❡❧q✉❡✲s♦✐t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♥❡ s♦✐t ♣❛s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉ ❞❡ ❇❚❋s✱ ❡❧❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉
♠❛tér✐❛✉ ✭♥♦r♠❛❧❡s ♦✉ ❤❛✉t❡✉r✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❲❲❙+✵✺❛❪ ♦♥t
♣r♦♣♦sé ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✔ ❛❣ré♠❡♥té ❞✬✉♥ ❧❛s❡r ♣♦✉r
♠❡s✉r❡r ❡t ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❛ s✐❧❤♦✉❡tt❡ s✉r ❧❡s ❇❚❋s✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ✐❝✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tér✐✲
❛✉① ré❡❧s ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋s s②♥t❤ét✐q✉❡s ♦♥t
été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❬❉▲❍❙✵✶✱ ❙❇▲❉✵✸✱ ❱❚✵✹✱ ❑❇❉✵✼✱ ❍❛❞✵✾❪ q✉✐ s♦♥t✱ ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧✱ ♣❛s ❛ss❡③ ré❛❧✐st❡s ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ✿ ♣❤é♥♦♠è♥❡s



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

✭❛✮ θo = 0 ✭❜✮ θo = 15 ✭❝✮ θo = 30

✭❞✮ θo = 45 ✭❡✮ θo = 60 ✭❢✮ θo = 75

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❚❡①t✉r❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ✭P✉❧❧✐ ❬❇❚❋❛❪✮ ♣♦✉r ❞❡s
❛♥❣❧❡s ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ θo ❝r♦✐ss❛♥ts ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❛③✐♠✉t ✭✐✳❡✳ ✵ ❞❡❣ré✮
♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ωi = (0, 0)✳

♣❤②s✐q✉❡s ❧✐♠✐tés ♦✉ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ tr♦♣ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❇❚❋s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ✓ ❇❚❋ ❉❛t❛❜❛s❡ ❇♦♥♥ ✔ ❬❇❚❋❛❪
❡t ❞❡ ❧❛ ✓ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ❙✉r❢❛❝❡ ❚❡①t✉r❡ ❉❛t❛❜❛s❡ ✔ ❬❑▼❇❑✵✸❪ q✉✐ s♦♥t ❧❡s
❇❚❋s ❞❡ q✉❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t✳

✷✳✷ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥

▲❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❡♥ ♣♦st✲❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥✲
s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ r❡q✉✐s ♣♦✉r ✉♥❡ ❇❚❋ t♦✉t ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t
❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❜r✉t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧✲
❧♦♥♥❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ❝❛♣t✉ré❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❇❚❋s ❞❡ ❬❇❚❋❛❪✱
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ❞❡ ηo = 81 ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r
ηi = 81 ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ηx = 256× 256
♣✐①❡❧s ❛✉ ❢♦r♠❛t ❘❱❇✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s
❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ✿

ηx × ηo × ηi × 3 = 256× 256× 81× 81× 3 = 1 289 945 088



✷✺

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ✭∈ R
+✮ ❝♦❞é s✉r

16 ❜✐ts ✭❤❛❧❢✲✢♦❛t✮✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❜r✉t❡ ❡st ❞❡ 2, 4 ●♦✳ ▼❛♥✐♣✉❧❡r ✉♥❡
t❡❧❧❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♠ê♠❡ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✱ ♥✬❡st ♣❛s ❡✣❝❛❝❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ✉♥❡ s❝è♥❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡
♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❧✐♠✐té❡ ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡
✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ t❛✐❧❧❡ r❡str❡✐♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s
❞❡ ♠é❣❛✲♦❝t❡ts✳ ▲❡ r❛t✐♦ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t②♣é❡s r❡♥❞✉ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1 : 100✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ t❡❧s rés✉❧t❛ts✱
♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✿

✕ ✓ ❧♦ss❧❡ss ✔✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s❛♥s ♣❡rt❡ ❀
✕ ✓ ❧♦ss② ✔✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❡rr❡✉r✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ s♦♥t r❡tr♦✉✈é❡s à ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡
❞❡♣✉✐s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣r❡ssé❡s✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❧♦ss②✱
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣r❡ssé❡s ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡
à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣rès✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐ss✉s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ s♦♥t
❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧és à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✳ ❊①♣❧♦✐t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♥✬❡st s♦✉✈❡♥t ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❛t✐♦s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ é❧❡✈és ✿ ❧❡
t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡s ❇❚❋s ❡st ❞♦♥❝ ❧♦ss②✳

▲❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s♦♥t✱ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r
❧✐❡✉✱ ❧❛ r❛t✐♦ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡rr❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐✱ ❧❡s
❢❛❝✉❧tés ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ à s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡ ❞❡ ❇❚❋ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠✲
♣❛❝t❡✳ ▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ ❡st ré❛❧✐sé❡ ✈✐❛ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s
♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡s✱ ❧❡s s❤❛❞❡rs✱ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳

❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✱ ✉♥❡ ❇❚❋ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❞❡✉①
♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿

✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❀
✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❆❇❘❉❋s✳
❯♥❡ ❆❇❘❉❋ ❬❲❍❖◆✾✼❪✱ ♣♦✉r ✓ ❆♣♣❛r❡♥t ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❉✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✔✱ ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉♥❡ ❇❘❉❋ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬❡st
♣❛s s♦✉♠✐s❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té ❡t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥✲
❡r❣✐❡ ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❆❇❘❉❋ ✐♥❝❧✉t ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❝♦s✐♥✉s < ~n, ~ωi >✱
❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡✛❡ts ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡✱ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥✱ ♦♠❜r❛❣❡
❡t ✐♥t❡r✲ré✢❡①✐♦♥s✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❇❚❋ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❆❇❘❉❋s ✭✷✳✷✳✶✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❇❘❉❋✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♠✲
♣r❡ss❡r ✉♥❡ ❇❚❋ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ q✉✐
✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❛❧✐té ✭✷✳✷✳✷✮✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❉❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ❇❚❋ ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t❡①t✉r❡s ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❆❇❘❉❋s ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

❞♦♥♥é❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♣♦✉r s✉❜st✐t✉❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❛r s♦♥ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✷✳✷✳✸✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞♦♣t❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡ss❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱
❤♦r♠✐s ✉♥❡ ♠❡tr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡s t❡sts ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✦ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❝❡s tr❛✈❛✉①
s❡r♦♥t ❛❜♦r❞és sé♣❛ré♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

✷✳✷✳✶ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❜❛sé❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✷✳✷✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋ q✉✐ ❛♣♣r♦①✐♠❡♥t ❧❡s ❆❇❘❉❋s ♣❛r
♣✐①❡❧ s♦♥t ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❝❆❧❧✐st❡r ❬▼❝❆✵✷❪ s✉r ❧❡s ❙❱❇❘❉❋s✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥s✐st❡ à é✈❛❧✉❡r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉
s✉r❢❛❝✐q✉❡ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❇❘❉❋✳ ▲❡s
♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té✲
❣♦r✐❡s ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❇❘❉❋
❡t ❝❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❞❡s ❇❘❉❋
♠❡s✉ré❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❢♦r♠❛❧✐s❡r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥trô❧❛❜❧❡s ♣♦✉r
r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ré❡❧✳ ❉❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❞✲❤♦❝ ❡✣✲
❝❛❝❡s ❬P❤♦✼✺✱ ❇❧✐✼✼❪ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ré❛❧✲
✐st❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ❡✛❡ts ✈✐s✉❡❧s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❬❍❚❙●✾✶✱ ❙t❛✾✾❪ ❞é♣❡♥❞❛♥t



✷✼

❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s
❬❈❚✽✷✱ ❲❛r✾✷✱ ❙❝❤✾✹❜✱ ❆P❙✵✵✱ ❊❇❏+✵✻✱ ❆P✵✼❪ r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠✐❝r♦✲❢❛❝❡tt❡s ❬❚❙✻✼❪ q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠✐♥✉s❝✉❧❡s ❢❛❝❡tt❡s ♦r✐❡♥té❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛❣✐ss❛♥t
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✐r♦✐r ❞❡ ❋r❡s♥❡❧✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts ❡st ré❢ér❡♥❝é❡
❞❛♥s ❞❡s r❡✈✉❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❬❙❝❤✾✹❛✱ ❙▼❙❆✵✶✱ ❉❘✵✽❪✳

❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ r❡♣r♦✲
❞✉✐r❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡ ❇❘❉❋ ♠❡s✉ré❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉
ré❡❧✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛✲
t✐♦♥s s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❜❛s❡s s♣❤ér✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❬❈▼❙✽✼✱ ❲❆❚✾✷❪✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❩❡r♥✐❦❡ ❬❑❉❙✾✻❪✱
❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❬❙❙✾✺❪ ♦✉ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛❞✐❛❧❡s s♣❤ér✐q✉❡s
❬❩❊❘❇✵✺❪✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❬❑▼✾✾✱ ▼❆❆✵✶✱ ❙❇▲❉✵✸❪
s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ❡t s❡r❛ ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳

▲❡s ❇❘❉❋s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡s ♣❛r ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♦♥t été s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t
❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬❲❛r✾✷✱
▲❋❚●✾✼❪✳ ❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❝❆❧❧✐st❡r ❬▼❝❆✵✷❪✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡t❡♥✉ ❡st
❝❡❧✉✐ ❞❡ ▲❛❢♦rt✉♥❡ ❬▲❋❚●✾✼❪✱ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛❞❛♣t❛t✐✈✐té à
♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❬◆❉▼✵✺❪✳ ❯♥ ❧♦❜❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❛❢♦rt✉♥❡ ❡st
❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

ρl(~ωo, ~ωi) = (~ωt
o.C.~ωi)

n

♦ù C ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ 3×3 q✉✐✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡①♣♦s❛♥t n✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✉ ❧♦❜❡✳ P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❡st ré❞✉✐t❡
à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ✓ ❢♦r♠❡ ✔ ❞✬✉♥ ❧♦❜❡ ❞❡ ▲❛❢♦rt✉♥❡
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❆❇❘❉❋ ❡st ❞♦♥❝ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r
✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧♦❜❡s ❞❡ ▲❛❢♦rt✉♥❡ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❞♦♥❝ ✿

❙❱❇❘❉❋(x , ~ωo, ~ωi) ≈ ❙❱❇❘❉❋(x , ~ωo, ~ωi)

≈ αx ,d +
∑

j

αx ,lj .ρx ,lj (~ωo, ~ωi) ✭✷✳✶✮

♦ù αx ,∗ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❧❜é❞♦ ❛✉ ♣♦✐♥t x ∈ ηx ❡t j ✜①❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧♦❜❡s
✉t✐❧✐sés✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✐sé à rés♦✉❞r❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r s♦♥t ❧❡s ❛❧❜é❞♦s αx ,∗✱ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ C ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧✬❡①♣♦s❛♥t n q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞ ✭▲▼✮ ❬P❋❚❱✽✽❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✐tér❛t✐❢ q✉✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ p ♣r♦❝❤❡s ❞✉



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿

E(p) =
∑

i

(f(i)− fp(i))
2

♦ù f ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t fp ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s p s✉✐✈❛♥t i ✈❛❧❡✉rs✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
p ♣❛r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ p+q✱ t❡❧❧❡ q✉❡ E(p+q) ≈ 0✱ ♦ù q ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ✿

(J tJ)q = J tD

♦ù J ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ t❡❧❧❡ q✉❡ J =
∂fp
∂p

❡t D✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✐ss✉ ❞❡

❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉❡❧ (f(i)− fp(i)) ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s i✳ ❈❡tt❡
éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▼ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❡st ❧✬✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ λ ✿

(J tJ − λI)q = J tD

▲❡ s❝❛❧❛✐r❡ λ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✜①❡r ✉♥ ♣❛s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛✲
t✐♦♥ ♣♦✉r s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▼ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ❧♦❝❛❧✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❣❧♦❜❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❖r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st
❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝♦♥✐sé ♣❛r ▼❝❆❧❧✐st❡r ❬▼❝❆✵✷❪✱ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡ ✦
❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣s ❝❛r ✐❧ ❢❛✉t ré✲
s♦✉❞r❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
à ♠✐♥✐♠✐s❡r ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ tr♦♣ é❧❡✈é✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡
❞❡s ❞❡✉① ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s é✈♦q✉é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧♦❜❡s ❞❡ ▲❛❢♦rt✉♥❡ ❡st r❡str❡✐♥t à✱ ❛✉ ♣❧✉s✱ 3✳

✷✳✷✳✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡s

▲❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆❇❘❉❋ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❇❘❉❋ ♥✬❡st
♣❛s ❞✐r❡❝t❡ ❝❛r✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❘❉❋ ♣❡r♠❡✲
tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r✱ ♣❛r ❧✉✐ ♠ê♠❡✱ t♦✉s ❧❡s ❡✛❡ts ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❆❇❘❉❋✳
❆✐♥s✐✱ ❉❛✉❜❡rt ❡t ❛❧✳ ❬❉▲❍❙✵✶❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐
♣rés❡♥té à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ ❡♥ ② ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ♣♦✉r ♠♦❞✲
é❧✐s❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥❞✉✐s ♣❛r ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ✿

❇❚❋(x , ~ωo, ~ωi) ≈ Tx (~ωo).(αx ,d +
∑

j

ρx ,lj (~ωo, ~ωi))

▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❡✛❡ts ♠és♦✲str✉❝t✉r❡❧s ét❛♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❧♦rs ❞❡s ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ Tx(~ωo) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡t ♣❛r



✷✾

♣✐①❡❧✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❧❛ ❇❘❉❋ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❛
❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ T ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s ❡♥ ❘❱❇❆ ♦ù ❧❡s tr♦✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ❘❱❇ r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡t ❧✬❛❧♣❤❛ ✭❆✮ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡
❡♥ s♣é❝✐✜❛♥t ❧✬♦♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts
q✉❛❧✐t❛t✐❢s ❣râ❝❡ à ❧✬❛❥♦✉t ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ Tx ♠❛✐s ❧❡ ❝♦ût q✉❛♥t✐t❛t✐❢
❡♥❣❡♥❞ré ❧✐♠✐t❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♠❛tér✐✲
❛✉① ✐r✐❞❡s❝❡♥ts ✸✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❢réq✉❡♥t s✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s
t✐ss✉s ♠❛✐❧❧és✳

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✱ ▼❛❧③❜❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬▼●❲✵✶❪
♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧❡s ✓ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❚❡①t✉r❡ ▼❛♣s ✔ ✭P❚▼s✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥✲
s✐st❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ à ❢❛❝t♦r✐s❡r
❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❞✉s ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡
♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❜✐✲q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

P (u, v,Π(~ωi)) =
2

∑

i=0

2
∑

j=0

ai,j(u, v).l
i
u.l

j
v

❛✈❡❝ Π(~ωi) = (lu, lv) ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ (u, v) ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✱ ai,j ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣❛r ♣✐①❡❧✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❧❡ ♠ér✐t❡ ❞✬êtr❡ très ❢❛❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts s✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r❡✢❡①✐♦♥ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s♦♥t ♣r♦❝❤❡
❞✉ ❧❛♠❜❡rt✐❡♥✳

▲❡s P❚▼s ♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ été ❣é♥ér❛❧✐sés ❛✉① ❇❚❋s ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ✉♥
♣♦❧②♥ô♠❡ ❜✐✲q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡
❡t ❞♦♥❝✱ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐✈✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡①t✉r❡ ❡t
❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ▼❡s❡t❤ ❡t ❛❧✳
❬▼▼❑✵✸❛✱ ▼▼❑✵✹❛❪ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❇❚❋ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ✈✉❡ ❞✐s❝r❡ts ✿

BTF (x , ~ωo, ~ωi) =
∑

j

w~ωoj
RF

x , ~ωoj
(~ωi)

♦ù ❧❡s w~ωoj
s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✱ ❡t RF
x , ~ωoj

(~ωi)✱ ♦✉ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✜❡❧❞✱ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ré✢❡❝t❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ♣✐①❡❧ x ❡t ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉①
P❚▼s✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❡ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s à ♠és♦✲str✉❝t✉r❡
❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s ❝❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡
❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬♦♠❜r❛❣❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts s♣é❝✉❧❛✐r❡s ♥❡ s♦♥t
♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ P♦✉r ♣❛r❢❛✐r❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❧♦❜❡s ❞❡ ▲❛❢♦rt✉♥❡ à ❧❛
♣❧❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❧♦❜❡s ❞❡ ▲❛❢♦rt✉♥❡ s❡✉❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s

✸✳ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬♦♠❜r❛❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❣é♥érés ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡ r❡♥❞✉✱ 120 ▼♦
♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ❡t ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ r❡❞✉✐t ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳

❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❋✐❧✐♣ ❡t ❍❛✐♥❞❧ ❬❋❍✵✹❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✮ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✬✉♥ ❧♦❜❡ ❞❡ ▲❛❢♦rt✉♥❡✳ ▲✬❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ❧♦❜❡✱ à
❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❝✉♠✉❧❛t✐❢s
❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣r♦①✐♠é❡s s♦✐❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts q✉❛❧✐t❛t✐❢s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉①
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬▼▼❑✵✸❛❪ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▼❛ ❡t
❛❧✳ ❬▼❈❈+✵✹❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ♣❧✉s ✉♥ rés✐❞✉❡❧ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é à s♦♥
t♦✉r ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧s ❡✛❡❝t✉❡♥t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P❤♦♥❣ ❬P❤♦✼✺❪ ❡t ❧❡ rés✐❞✉❡❧ ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❡st r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s♣é❝✉❧❛✐r❡
❬❇❧✐✼✼❪ ♣❛r ♣✐①❡❧✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✳

✷✳✷✳✶✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❇❘❉❋ ♣♦✉r ❧❡
r❡♥❞✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❧♦❜❡ ❞❡ ▲❛❢♦rt✉♥❡ ♥❡ ♥é✲
❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❞❡ ❣❡st✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡
❛❝t✉❡❧ ❡t✱ ❡♥ st♦❝❦❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❡①t✉r❡✱ ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
❡st ❣éré❡ ♣❛r ❧❛ ❝❛rt❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ✈✐❛ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s✱ ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❣râ❝❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ s❡✉❧❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t❡s ❝❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❡①♣❧♦✐t❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛✐s ❥❛♠❛✐s ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❢♦rt❡ s✉r ✉♥❡
❇❚❋✳ ❯♥❡ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡st q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡st❡ très
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵ ▼♦✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬② ♣❛s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧ ♥✐ s♣❛✲
t✐❛✉① ♥✐ ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st ❞✉❡ ❛✉
❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❘❉❋✱ ▲❛❢♦rt✉♥❡✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥
✭♦♥❞❡❧❡tt❡ s♣❤ér✐q✉❡ ♦✉ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s♣❤ér✐q✉❡✮ s❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡
t❡❧❧❡ ♣r♦♣r✐été✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é❝❤❡❧❧❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❡st tr✐✈✐❛❧
❡t ❢❛✈♦r✐s❡r❛✐t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s t❡①t✉r❡s ♣♦✉r ❧❡ r❡♥❞✉
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❧✐♠✐t❛♥t ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❯t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡
❡st s♦✉✈❡♥t ❜é♥é✜q✉❡ ♣♦✉r t❡♥❞r❡ ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❉❡



✸✶

♣❧✉s✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡r♠❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠✐♥✲
✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s très ♣ré❝✐s❡ ❡t
❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛❝❝r✉❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❘❉❋ ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ✉♥❡ ❆❇❘❉❋
r❡str❡✐♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① s✉r❢❛❝✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ s✉r✲
❢❛❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❡♥❣❡♥❞rés
♣❛r ❧❛ ♠és♦✲❣é♦♠étr✐❡ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉①✳ ▲❡ ♣❧✉s ❣ê♥❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❡st ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♦♠❜r❡s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ♦♠❜r❡s ❞♦✉❝❡s✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ❧♦❜❡ ❞❡ ▲❛❢♦rt✉♥❡ ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡s ♦♠❜r❡s ❡st ❝❤❛♦t✐q✉❡ ❡t ❞♦♥❝✱ à
♣r♦s❝r✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❡♥ 2.5❉✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ré✈è❧❡
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❛✐♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❡✛❡ts ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ✉♥❡ ❇❚❋✳ ❇✐❡♥
q✉❡ ❧✐♠✐té ❞❛♥s s♦♥ ❡①♣r❡ss✐✈✐té✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① s♦♥t très r❛♣✐❞❡s
à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✱ ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝ts ✭s❛✉❢ ♠❛tér✐❛✉ ❢♦rt❡♠❡♥t s♣é❝✉❧❛✐r❡✮
❡t ❛❞❛♣tés à ✉♥ r❡♥❞✉ t❡♠♣s ré❡❧ s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳

✷✳✷✳✷ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❜❛sé❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

✷✳✷✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❜❛sé❡s ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛ ❇❚❋
❝♦♠♠❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞♦♥t t♦✉t❡s ♦✉ ♣❛rt✐❡s ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ♦✉ ✐♥✉t✐❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①tr❛✐t❡s
❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣✉té❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r❛
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ V ❞❡ t❛✐❧❧❡
M ×N ❡st ❢❛❝t♦r✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s W ∗H ❞❡
t❛✐❧❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ M ×K ❡t K ×N ✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡♥ ❡st très s✐♠♣❧❡ ✿ ❡♥ ❧✐♥é❛r✐s❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋
s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✭♠❛tr✐❝❡ V ❞❡ t❛✐❧❧❡ ▼×◆✮ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❝❡tt❡
♠❛tr✐❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s✱ W ❡t H✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ▼×❑ ❡t ❑×◆✳ ❚♦✉t❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ H q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❜❛s❡ ✿ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡ ✭❆❈P✮ ♦✉ ❧❛ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐①
❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ◆✐s❤✐♥♦ ❡t ❛❧✳ ❬◆❙■✵✶❪ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡✐❣❡♥✲
t❡①t✉r❡s✱ ❞❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✱ ♣r✐s❡s s♦✉s ❞✐❢✲



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❢ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞✉ ❜❛sé ✐♠❛❣❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱
❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ M = ηx ✳
▲❡s N = ηo ✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡s t❡①t✉r❡s✮ s♦♥t ❛❣❡♥❝és ❧❡s ✉♥s à ❝♦té
❞❡s ❛✉tr❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ V ❞❡ t❛✐❧❧❡ ▼×◆✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❝❡♥tré ❧❛
♠❛tr✐❝❡ V ✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ V tV ❡st
ré❛❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❆❈P✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ rés✉❧t❛♥t❡ H ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡
❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ V tV ✳ ❈❡tt❡ ❜❛s❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ rés✐❞✉❡❧ ❡t ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s
♠♦✐♥❞r❡ ❝❛rré✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ H ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ◆×◆✳ ❊♥ ♦r❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
♣r♦♣r❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦r♠é ❞❡s K ♣r❡♠✐❡rs ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡s K ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H✮ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝
K << N ✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ W ❡st ❧❛ rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ V ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r H✳

✷✳✷✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆❇❘❉❋s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s❡ ❝❛té❣♦r✐s❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t
♣r✐✈✐❧é❣✐é ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❞é❝✐❞é ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣✐①❡❧ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❆❇❘❉❋ ❡st ❝♦♠♣r❡ssé❡ ♣❛r ❢❛❝✲
t♦r✐s❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✿

❆❇❘❉❋(ωi, ωo) ≈
J
∏

j=1

Kj
∑

k=1

Pj,k(πj,1(ωi, ωo)).Qj,k(πj,2(ωi, ωo)) ✭✷✳✷✮

♦ù ❧❡s π(ωi, ωo) s♦♥t ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✹❉ ✈❡rs ✷❉ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t P ❡t
Q✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✷❉ ✈❡rs R✳

▲❡s ♣✐♦♥♥✐❡rs ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❑❛✉t③ ❡t ❛❧✳ ❬❑▼✾✾❪
❞♦♥t ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ ❛✈❡❝ J = 1✳ ❯♥❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉r s✐♥❣✉❧✐èr❡ ✭❉❱❙✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ✉♥❡
❆❇❘❉❋ ✹❉ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✷❉✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
P ❡t Q ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ st♦❝❦és s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞✉
t❡♠♣s ré❡❧ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳ ❯♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ r❡♥❞✉ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❡♥ ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ♣❛r
❆❇❘❉❋✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ▼❝❈♦♦❧ ❡t ❛❧✳ ❬▼❆❆✵✶❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
❤♦♠♦♠♦r♣❤✐q✉❡ ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❝❤❛q✉❡ ❆❇❘❉❋✳ ▲❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ ❛✈❡❝Kj = 1 ❡t Qj,k = 1✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts✱ ❧✬❆❇❘❉❋ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ✉♥
♥♦♠❜r❡✱ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✱ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣♦s✐t✐❢s✳ ❙✉②❦❡♥s ❡t ❛❧✳ ❬❙❇▲❉✵✸❪ ❣é♥ér❛❧✐s❡
❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✷✳✷✳ ❈❡tt❡ ✓ ❈❤❛✐♥❡❞ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✔ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡



✸✸

séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❉❱❙ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠❛✐s à ❝❤❛q✉❡
❢♦✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ π ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❛♠é❧✐♦r❡♥t
❧❡s ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥s ❞✬❆❇❘❉❋ ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ ❞✬❛❜❛✐ss❡r ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦✉r ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳

❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❆❈P

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✐♥✐t✐é❡ ♣❛r ◆✐s❤✐♥♦ ❡t ❛❧✳
❬◆❙■✵✶❪ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
❛✉ s❡♥s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋s ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛✈❛✉①
❡①✐st❛♥ts ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❆❈P ❡st ❡①é❝✉té❡✳

❆✐♥s✐✱ ❑♦✉❞❡❧❦❛ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❛♥s ❬❑▼❇❑✵✸❪ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❞❛♥s ❧❛
❇❚❋ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥t✐❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❈P✳ ▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦♥t ♦r❣❛♥✐sés ❞❛♥s
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ηi × ηo t❡①t✉r❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ t❛✐❧❧❡ ηx ✱ ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ V ✳ ❉❛♥s
❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❑♦✉❞❡❧❦❛ ❡t ❛❧✳ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❇❚❋s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✿ ηo = 90
❡t ηi = 120✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡♥tré❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ V tV ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ❆❈P ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ηi × ηo = 10 800 ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t 150 ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t s✉✣s❛♥t
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳ ❇✐❡♥ q✉❡ très
❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t é✈✐❞❡♠♠❡♥t
♣❛s ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✿ ηx × 150 ❛❞❞✐t✐♦♥s ❡t
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣✐①❡❧ ✦

P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❇❚❋ ❝♦♠♣❧èt❡ à ❞é❝♦♠♣♦s❡r✱ ❙❛tt❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬❙❙❑✵✸❪ ♣rés❡♥✲
t❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦ù ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s❛✉❢ q✉✬✐❝✐✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦✲
♣r❡s ❞❡ ηo ♠❛tr✐❝❡s V ❞❡ t❛✐❧❧❡ ηx × ηi s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❇❚❋ ❝♦♠♣❧èt❡ ❝❛r ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t❡①✲
t✉r❡s ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❡t✐t ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ 8
à 16 ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠❛tér✐❛✉①✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st à ♣❡✉ ♣rès ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇❚❋ ❝♦♠♣❧èt❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ s♦✉s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡r♠❡t ✉♥❡
✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ t❡♠♣s ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ✿ ❛✉ ♣❧✉s ηx × 16 ❛❞❞✐t✐♦♥s ❡t
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧✳

P♦✉r ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❧♦❝❛❧❡✱
▼ü❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬▼▼❑✵✸❜✱ ▼▼❑✵✹❜❪ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❧✉s✲
t❡rs ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st
s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❑✲♠❡❛♥s ✿ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡♥ K ❣r♦✉♣❡s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
♠♦②❡♥♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✳ ■❝✐✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❧❡ ❝❡♥tr♦✐❞



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❞✬✉♥ ❝❧✉st❡r ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs
♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✿ ✭✐✮ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s ♦✉ ✭✐✐✮
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❆❇❘❉❋s✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à ❞é❝♦♠♣♦s❡r
❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t ❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ r❡❣r♦✉♣❡ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ V ❞❡ t❛✐❧❧❡ M ×N = ηx × ηω
❛✈❡❝ ηω < ηi ∗ηo ♣♦✉r ✭✐✮ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡M ×N = (ηi ∗ηo)×ηχ ♦ù ηχ < ηx ♣♦✉r
✭✐✐✮✳ ❈❡s tr❛✈❛✉①✱ à tr❛✈❡rs ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s✱ ♠♦♥tr❡♥t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts à ❛♥❛❧②s❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❛②❛♥t
❝❤❛❝✉♥ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❛
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❆❇❘❉❋s ❣é♥èr❡ ♠♦✐♥s ❞✬❡rr❡✉r q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣❛r t❡①t✉r❡✳ ❈❡tt❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐
♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡t ét❛t ❞❡ ❢❛✐t✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
rés✐❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❧♦rs
❞✉ r❡♥❞✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❧♦❝❛❧❡s ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ❡t
❛✉t♦r✐s❡♥t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❡s r❛t✐♦s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s♦♥t très é❧❡✈és ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❆❇❘❉❋s ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❝♦♠♣r❡ssé❡ ❡st ❡♥✈✐r♦♥ ❞❡ 20 ▼♦
♣♦✉r ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ rés✐❞✉❡❧✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
♦♥t été ♣❛r❛❧❧é❧✐sés s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❬❘❘❑✵✾❪ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss❡r ✉♥❡
❇❚❋ ❞❛♥s ❞❡s t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✳

▼❛ ❡t ❛❧✳ ❬▼❈❚+✵✺❪ ❛❞♦♣t❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ♣♦✉r
❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❇❚❋ ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❈P✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣r♦❥❡té❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣②r❛♠✐❞❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r
✉♥❡ ❇❚❋ s✉✐✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ❈❤❛q✉❡ ❆❇❘❉❋ ❡st ❡♥s✉✐t❡
❞é❝♦♠♣♦sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❆❈P ♦ù s❡✉❧s ❧❡s K ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥ts
s♦♥t ♣rés❡r✈és✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧✐❛s✐♥❣ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡♥❞✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱
❜✐❡♥ q✉❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✱ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
♣②r❛♠✐❞❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ♥❡ ❞é❝♦rré❧❡ ♣❛s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✿ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣r❡ssé❡s
s♦♥t ❞♦♥❝ r❡❞♦♥❞❛♥t❡s✳

❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r t❡♥s❡✉rs

▲✐♥é❛r✐s❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❆❈P s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡
♠❛tr✐❝❡✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛❝t♦r✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠é❡s ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ P❛r ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝
❝♦♥s❡r✈é❡s ♣❛r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r é❧❛r❣✐r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❬❱❚✵✹✱ ❲❲❙+✵✺❜✱ ❘❑✵✾❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ♣❛r t❡♥s❡✉r✱ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡
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à ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❉❱❙ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ❛✐♥s✐ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s✐① ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ t❡♥s❡✉rs✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡
❡st très ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❇❚❋ ❡st ❢❛❝t♦r✐sé ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥ t❡❧❧❡
♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r
❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ t❡♥s❡✉rs s♦♥t très ❧♦♥❣s✱ ❡♥ ❞✐③❛✐♥❡ ❞✬❤❡✉r❡s
s✉r ✉♥❡ ❇❚❋✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❡♥ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣✐❣❛✲♦❝t❡ts ✿ ❧❛ ❇❚❋ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥t✐❡r ❡t ❧❛ ♠é✲
♠♦✐r❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❲❛♥❣ ❡t
❛❧✳ ❬❲❲❙+✵✺❜❪ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤♦rs ♠é♠♦✐r❡ ✭♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✮✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥ r❡♥❞✉ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳

❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ◆▼❋

❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦♥ ❞❡st✐♥é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❇❚❋s✱ ❧❛ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛✲
tr✐① ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮ ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉é❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
V t❡❧❧❡ q✉❡ V ≈ W.H ♦ù t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ V ✱ W ❡t H s♦♥t ♣♦s✐✲
t✐❢s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ❆❈P
♠❛✐s ré✈è❧❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬é❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ V ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❛❞éq✉❛t❡s✱ H
❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❇❘❉❋s ✭♦✉ ❆❇❘❉❋s✮ ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ❡t
❞♦♥❝ é❞✐t❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st r❡♣r✐s❡ ❞❛♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❙❱❇❘❉❋s
❬▲❘❘✵✹✱ ▲❇❆❉+✵✻✱ P▲✵✼✱ ❲❲❍▲✵✼❪ ♦ù ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✐ss✉s ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
s♦♥t ❢❛❝t♦r✐sés s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❬▲❇❆❉+✵✻❪✱ ❧❡ ♣r♦❝é❞é
❡st ❛♣♣❧✐q✉❛❜❧❡ s✉r ❧❡s ❇❚❋s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❛✐s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡
❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
❇❚❋s✳

▲❛ ◆▼❋ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ré✲
s♦✉❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ ▲❡s
t❡①t✉r❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s♦♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
♠❛tr✐❝❡✱ V ❞❡ t❛✐❧❧❡ ηx × (ηo ∗ ηi)✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦❧♦♥♥❡s ✭r❡s♣✳ ❧✐❣♥❡s✮ K ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ W ✭r❡s♣✳ H✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡♥ ✐tér❛♥t ❧❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ W ♣✉✐s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡
W ♦✉ ❞❡ H✱ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ♦✉ ❞✬é❣❛❧✐tés s♣é❝✐✜q✉❡s à
❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s✳ ❊♥
❣❛r❞❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❇❘❉❋ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
H✱ ré❝✐♣r♦❝✐té ❡t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❘❉❋s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❡♥❝♦r❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ♣♦✉r
❧✬é❞✐t✐♦♥✳



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡
❙❱❇❘❉❋✱ ✈♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬é❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ✈✐❛ ❧❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥èré❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞✉ r❡♥❞✉ t❡♠♣s ré❡❧ ❡t s♦✉✛r❡ ❞❡s ♠ê♠❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s q✉❡
❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❆❈P ♣s❡✉❞♦✲❣❧♦❜❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱
❡st s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡
✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡✳

✷✳✷✳✷✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s❡ ré✈è❧❡ ♣❛rt✐❝✲
✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✐♥s✐
❢❛❝t♦r✐sé❡s ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 20 ▼♦ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❛✈❡❝
✉♥❡ ❡rr❡✉r ♣r❡sq✉❡ ✐♠♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢❛❝t♦r✐sé❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥t ❞❡ ❧♦✐♥ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣r❡ssé❡s ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥✳

▲❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡st ❜✐❡♥ ❡①♣❧♦✐té❡ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡
❞❛♥s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡ ❡st tr♦♣ s♦✉✈❡♥t ♠✐s❡ ❞❡ ❝♦té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡✉❧❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆❈P ♣❛r ❝❧✉st❡rs ❬▼▼❑✵✸❜❪ ❛✉t♦r✐s❡ ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ t❡①t✉r❡ ❡t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥èr❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
à ❝❡ ❥♦✉r✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s t❡♥s❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝♦rré❧❡r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ♠❛✐s ♣♦s❡♥t ❡♥❝♦r❡ tr♦♣ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✳ ■❧
❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣✉❡r ❛✈❡❝ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥❝♦r❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❛❣ré✲
♠❡♥t❡r ❧❛ ❇❚❋ ♣❛r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬▼❈❚+✵✺❪✳ ❉✬❛✉tr❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬❲❉❘✵✾❪ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❡t s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❬P❲❙✵✻❪✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣r❡ssé❡s ❡st ❧❛❜♦r✐❡✉①✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡ ❞✐ss✐♠✉❧❡
s✉✐✈❛♥t ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝❝ès t❡①t✉r❡✱
❡♥❝♦r❡ ❝♦ût❡✉① s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s
❞û ❛✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧✳ ■❝✐ ❡♥✲
❝♦r❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
❝♦♠♠❡ ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❬▼❈❚+✵✺❪✳
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✷✳✷✳✸ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❙♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❇❚❋s ❬❋❈❍✵✽❪✳ ✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧
❛✈❡❝ ηo = 81 ❡t ηi = 81✳ ✭❜✮ ηo = 41 ❡t ηi = 41✳ ✭❝✮ ηo = 31 ❡t
ηi = 31✳

❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❋✐❧✐♣ ❡t ❛❧✳ ❬❋❈❍✵✽✱ ❋❈●❍✵✽✱ ❋❈❍✵✾❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❜❛sé❡s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢❛❝✲
t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✶✱ ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉ à ❝❛♣t✉r❡r✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ q✉❡❧q✉❡✲s♦✐t ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ♠❛✐s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡♥s❡
♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❡✛❡ts ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❛tér✐✲
❛✉①✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋✐❧✐♣ ❡t ❛❧✳ ❬❋❈❍✵✽✱ ❋❈❍✵✾❪ ♦♥t
✐❞❡♥t✐✜é ❧✬✐♠♣❛❝t ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡s ❇❚❋s ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✮✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ét❛✐t ♣❧✉s ♣r♦♣✐❝❡✱ ❧♦rs ❞✬✉♥ ré✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡✱ à
✉♥❡ ❣ê♥❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡
ré✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝r✐t✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ s✉✐✈✲
❛♥t ❧✬❛♥❣❧❡ ❛③✐♠✉t❛❧✳ ❉❛♥s ❬❋❈●❍✵✽❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡✱ ♣❧✉tôt
q✉❡ ❞❡ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡
♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦ù ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ♦✉
♣❡✉ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ❛✈❡❝ s♦♥ ✈♦✐s✐♥ ♣❡✉t êtr❡ s✉❜st✐t✉é ♣❛r ❝❡
❞❡r♥✐❡r✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s à ❝♦♠♣r❡ss❡r ❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼ü❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬▼▼❑✵✸❜❪
s✉r ✉♥❡ ❇❚❋ ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉❜st✐t✉é❡✱ ❛ ♠♦♥tré ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r
q✉❛tr❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ✈❛❧✐❞é ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❡ r❡♥❞✉ ❞❡
❝❡s tr❛✈❛✉① ré✈è❧❡♥t ❞❡s ❛rt❡❢❛❝ts ✈✐s✉❡❧s ❣ê♥❛♥ts ♣♦✉r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛✈❡rt✐ ✿
❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡s ♣❛r❢♦✐s ❜r✉t❛✉① ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♦✉
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♠❜r❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s✳



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

✷✳✷✳✹ ❇✐❧❛♥

❖
r✐❣✐♥

❛❧

❚❛✐❧❧❡ 750 6930 6000 5186 5195 5205

P
❚
▼
❘
❋

▼❆❊ 6.13 7.60 5.35 6.04 5.12 13.74
❚❛✐❧❧❡ 36.5 28.2 25.6 341 436 1134

P
❈
❆
❘
❋

▼❆❊ 3.16 4.98 2.23 1.81 2.11 5.14
❚❛✐❧❧❡ 81 76.7 45.1 688.3 585.5 924.7

▲
P
❈
❆

▼❆❊ 2.42 3.88 1.70 1.81 1.81 3.96
❚❛✐❧❧❡ 52.5 35.5 22.5 210 176.6 325.4

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❇❚❋s ✐ss✉❡s ❞❡ ❬❋❍✵✽❪✳ ▲✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ▼❆❊ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊ ▲❛❜ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❡♥ ▼❡❣❛✲♦❝t❡t✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ P❚▼❘❋ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬▼▼❑✵✸❛❪✱
P❈❆❘❋ à ❬❙❙❑✵✸❪ ❡t ▲P❈❆ à ❬▼▼❑✵✸❜❪✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ✈✐s✉❡❧s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ❡①tr❛✐ts ❞❡ ❬❋❍✵✽❪✱
s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡s✱ ❝❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s
❡①♣♦s❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✉✛r❡♥t ❞✬❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉❡s
❛✉① ♥♦♠❜r❡✉① ❡✛❡ts ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❇❚❋ ❡t ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ♣❡r❢❡❝t✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ❛✈❡❝ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ P❚▼❘❋ ♦ù ❧❡s r❡✢❡ts s♣é❝✉❧❛✐r❡s s✉r ❝❡rt❛✐♥s ♠❛tér✐❛✉① s♦♥t ❧✐ssés✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❘❉❋ ♦✉ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❜✐✈❛r✐é
♣❛r ♣✐①❡❧ ♣❡r♠❡t ✉♥ r❡♥❞✉ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❜❛sé❡s ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♦♥t ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ très é❧❡✈é t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t
✜❞è❧❡s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s P❈❆❘❋ ❡t ▲P❈❆ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡
✷✳✶✶ s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❝❡ ❝♦♥st❛t ✿ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧
r❡st❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ s♦✐ ♠❛✐s ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✲
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♥❛❣❡ ♣s②❝❤♦✲✈✐s✉❡❧ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❡♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❯♥ t❛❜❧❡❛✉ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥✴◗✉❛❧✐té ❊✣❝❛❝✐té ❘❡♥❞✉
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❇❘❉❋ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

❆❇❘❉❋ ⋆⋆ ⋆⋆ ⋆⋆

❆❈P ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆(⋆) ❛

❚❡♥s❡✉r ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

◆▼❋ ⋆ ⋆⋆ ⋆

❙✉❜st✐t✉t✐♦♥

❋✐①❡ ⋆⋆ ⋆⋆ ♥✴❛

❆❞❛♣t❛t✐❢ ⋆⋆ ⋆ ♥✴❛

❛✳ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❝❧✉st❡r

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❊✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬❛♣rès ❧❛
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡✳ ✓ ⋆ ✔ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥
❛❧♦rs q✉❡ ✓ ⋆ ⋆ ⋆ ✔ ❡st ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧✳ ▲❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡ss❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛
❝♦❧♦♥♥❡ ✓ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✴ ◗✉❛❧✐té ✔ ❥✉❣❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡rr❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡①♣♦s❡ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ✉♥
r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥ ❛t♦✉t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡
❡st ♠❛♥q✉❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡s ✿ ❧❛
♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠✐s à ♣❛rt ❬▼❈❚+✵✺❪ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❛✈❡❝ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧s s♣❛t✐❛✉①✱ ❛✉❝✉♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts ét✉❞✐❡ ❧✬❛s♣❡❝t
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳ ❖r✱ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡
❇❚❋ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❛♥✲
♥❡①❡s ❛❞♦♣t❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t ✐❝✐ s❡r❛✐t✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡
❇❘❉❋ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦ù ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡
s✐ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r♦ss✐èr❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❣✉✐❞é ♣❛r é❝❤❡❧❧❡✱ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡ ✈❡rs ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡ ♣❧✉s
✜♥✱ ♣♦✉r ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ❊♥s✉✐t❡✱
❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ré❛❧✐sé❡ s♦✐t s✉✐✈❛♥t
❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ s♦✐t s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✳ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣r❡ssé ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❞é❝♦rré❧❡r ❧❡s ❞♦♥✲



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

♥é❡s✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❜♦♥♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥❝♦r❡
❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r
❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❞ét❛✐❧ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t✳ ❈❡rt❡s✱ ❧❡
♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧ ♣❡r♠❡t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❛ ✉♥ ❝♦ût ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ♣❡r✲
♠❡ttr❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❧♦rs ❞✉
r❡♥❞✉✳

✷✳✸ ❊❞✐t✐♦♥ ❡t ❙②♥t❤ès❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❊❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋s✳ ✭❛✮ ❬▼❙❑✵✼❪ ♠❛tér✐❛✉ ♦r✐❣✐♥❛❧
✭❡♥ ❤❛✉t✮ ❛✈❡❝ s❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞✐✜é❡ ✭❡♥ ❜❛s✮✳ ✭❜✮ ❬❑❇❉✵✼❪
♠❛tér✐❛✉ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❛✈❡❝ é❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

▲✬é❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋s ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ré❝❡♥t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♣❡✉ ❞❡
tr❛✈❛✉① ♦♥t été ré❛❧✐sés✳ ❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼ü❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬▼❙❑✵✼❪ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥ts ❝❧és ❞❡ ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
♣♦✉r s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠és♦✲❣é♦♠étr✐❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❡r♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡
❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✭❛✮✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ❛✉t♦r✐s❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡
♠❛tér✐❛✉✱ ✉♥❡ ♣❧✉r❛❧✐té ❞✬❛s♣❡❝ts ✿ ✉♥ ❧❛✐♥❛❣❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱
❞❡s r❛✐♥✉r❡s ❞❡ ❝✉✐r ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✐✈❡rs❡s✱ ❡t❝✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ t②♣❡
❞✬é❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉ r♦❜✉st❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠és♦✲
str✉❝t✉r❡ ✭♥♦r♠❛❧❡s✱ ❤❛✉t❡✉r✮ q✉✐ s♦♥t ❡①tr❛✐ts ✐❝✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
stéré♦s❝♦♣✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ ✈✉❡
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥❣❡♥❞rés✳



✹✶

❉❛♥s ❬❑❇❉✵✼❪✱ ❑❛✉t③ ❡t ❛❧✳ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬é❞✐✲
t✐♦♥s ❞❡ ❇❚❋s ✿ ❇❚❋❙❤♦♣✳ ❈❡s tr❛✈❛✉①✱ ✐♥s♣✐rés ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s✱ r❡❣r♦✉♣❡♥t ❞❡s ❜♦ît❡s à ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ✉♥ très ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ✿ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❤❛✉t❡✉r✱ ♦♠❜r❛❣❡✱ ♣❛r❛❧❧❛①❡✱
❡t❝✳ ▲✬é❞✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✐❝✐ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳
❈❡tt❡ ❢❛❝✉❧té ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ ❡♥
❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠♦❞✐✜❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❡t ❛✐♥s✐✱ é✈✐t❡r ❞❡ ❝❤❛r❣❡r
❧❡s ❣✐❣❛✲♦❝t❡ts ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡✉①
♦✉t✐❧s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❇❚❋❙❤♦♣ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❬❑❇❉✵✼❪ ❡t ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✭❜✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡
♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t ❡t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t ❬❇❚❋❜❪✳

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❇❚❋s✱ ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡s ❞✬✐♠❛❣❡s✱
❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉✱ st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞✬♦✲
r✐❣✐♥❡✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ré♣été à ❧✬✐♥✜♥✐ s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ s❛♥s ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s
❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❞é❝♦✉♣❛♥t ❧❛ ❇❚❋ ❡♥ ♠♦r❝❡❛✉① é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❬❲❉✵✹✱ ❋❍✵✺✱ ❋❍✵✼✱ ❍❛✐✵✼❪✳ ❯♥❡
ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ré❢ér❡♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❡s r❡✈✉❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡
❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❇❚❋s ❬▼▼❙+✵✹✱ ❋❍✵✽❪✳



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✕ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s

▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡✣❝❛❝❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
❋♦✉r✐❡r✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ♠❛✐s ♥❡ ❞♦♥♥❡
q✉❡ très ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ▲❡s ❛♥❛❧②s❡s ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s q✉✐ s♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ s✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡st ♣r♦❥❡té ✉♥ s✐❣♥❛❧✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st
❞❡ ♣r♦❥❡t❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦✉ ✉♥ s✐❣♥❛❧ s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ tr❛❝é❡ s✉r
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞✬♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s ✭à ❞r♦✐t❡✮✱ ❧❡s ❉✹✱ ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ■♥❣✐❞ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s
❬❉❛✉✾✷❪✳

✸✳✶ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥

❆✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❬▼❛❧✽✾❪✱ ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡
♣❧✉s ❧✬é❧é♠❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❥♦✉❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s
✉♥ rô❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡s ❡♥❝♦❞❡♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ❙✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡st
❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❆▼❘✮ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t

✹✸



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✕ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s

❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

ϕj
i (x) := ϕ(2jx− i), i = 0, . . . , 2j − 1.

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ϕj
i ✱ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ à ✉♥❡

rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡✉①✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ V 0

❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ϕ0
i ✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ V

j ❡st ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ V 0 ❝♦♠♣r✐♠é❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2j ✳ ❆ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥✲
♥é❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✉① rés♦❧✉t✐♦♥s ♣❧✉s
❣r♦ss✐èr❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ♥♦té q✉❡ ✿

V 0 ⊂ V 1 ⊂ V 2 ⊂ . . .

❉❡ t❡❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛♠è♥❡♥t à ❞é✜♥✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦rt❡s s✉r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ(x) ❞♦♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ s♦♥t ✿

✕ s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✱
ϕj
i (x) = 0 s✐ xp = p ∗ 2−j , p 6= i✳

✕ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱
ϕj
i (x) = 1 s✐ xp = p ∗ 2−j , p = i✳

✕ r❛✣♥❡♠❡♥t✱
ϕj
i (x) =

∑

l

hl ∗ ϕj+1
l (x)✳

♦ù ❧❡s hl s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✜❧tr❡s✳
▲✬❡s♣❛❝❡W j ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ❡st✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à ❧✬❡s♣❛❝❡

V j ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ V j ❡t V j+1 ✿

Wi ⊕ Vi = Vi+1

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ψj
i ✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ W j

s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

ψj
i (x) := ψ(2jx− i), i = 0, . . . , 2j − 1.

❡t s♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t à V j ❞❛♥s V j+1✳ P✉✐sq✉❡ W j ⊂ V j+1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ gl t❡❧s q✉❡✱

ψj
i (x) =

∑

l

gl ∗ ϕj+1
l (x)

❡t q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳
❙✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t W j ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à V j ❞❛♥s V j+1✱

❧❡s W j s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❡♥tr❡ ❡✉① ❡t ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬❆▼❘ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡✳
▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ♠✉❧t✐✲
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé❡ s✉✐✈❛♥t ✿

< ϕj
k, ϕ

j
l > = δk,l

< ψj
k, ψ

j
l > = δk,l

< ϕj
k, ψ

j
l > = 0











∀j, k, l.
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❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té str✐❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st r❡str✐❝t✐✈❡
q✉❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡st
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ■❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ♠✐s❡ à ♣❛rt ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❍❛❛r✱ q✉✐ ❡st à
❧❛ ❢♦✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡✱ s②♠étr✐q✉❡ ❡t à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳ ❊♥ r❡❧â❝❤❛♥t ❧❛ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞✐t❡ s❡♠✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥str✉✐t❡ ♦ù s❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st r❡s♣❡❝té❡ ✿

< ϕj
k, ψ

j
l >= 0, ∀j, k, l.

❝✬❡st à ❞✐r❡✱ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❝❤❡❧❧❡ s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❛✉① ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♠❛✐s
q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✭r❡s♣✳ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✮ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s
❧❡s ✉♥❡s ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦♣r✐été ❢❛❝✐❧✐t❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡s
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❇✲❙♣❧✐♥❡s✳

P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❬❈❉❋✾✷❪
❡t ❞✉ ❧✐❢t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❬❙✇❡✾✻❪✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❡✉t
êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣❧✉s ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♠❛✐s ✈✐❛ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉❛❧❡s ϕ̃j

i ❡t ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞✉❛❧❡s ψ̃
j
i q✉✐

❣é♥èr❡♥t ✉♥❡ ❆▼❘ ❞✉❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

< ϕj
k, ψ̃

j
l > = 0

< ψj
k, ϕ̃

j
l > = 0

}

∀j, k, l.

❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

< ϕj
k, ϕ̃

j
l > = δk,l

< ψj
k, ψ̃

j
l > = δk,l

}

∀j, k, l.

❈❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦♥✲
❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐té❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❧✐❢t✐♥❣ s❝❤❡♠❡
❬❙✇❡✾✼❪ ❛ ♣❡r♠✐s ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♦✉ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛❞r❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ♥✬❡st ♣❧✉s r❡str❡✐♥t à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❣✉❧✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❞❡s ♠❛✐❧✲
❧❛❣❡s ❬▲❉❲✾✼✱ ❊❉❉+✾✺✱ ❈P❉+✾✻❪ ♦✉ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s♣❤èr❡
❬❙❙✾✺✱ ▲❋✵✽❪✳

✸✳✷ ❈❛s ♣r❛t✐q✉❡s

✸✳✷✳✶ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s a ❡t b✱ ❞❡✉① ré❡❧s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❛♥s ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉ ♦ù ❧❡s é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥s s♦♥t ❞✐str✐❜✉és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ❞✬❡①✲
♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ✉♥ s✐❣♥❛❧



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✕ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s

❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❯♥ ♠♦②❡♥ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r♦✲
♣r✐été ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r a ❡t b ♣❛r ❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ s ❡t ❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥❝❡ d ✿

s =
a+ b

2
d = b− a

❆✐♥s✐✱ s✐ a ❡t b s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧és ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡ s❡r❛ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡tr♦✉✈és ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

a = s− d/2

b = s+ d/2

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✿ ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ ❍❛❛r✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❧✬❆▼❘
❛✈❡❝ ✉♥ s✐❣♥❛❧ sn ❞❡ 2n é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ sn,i, 0 ≤ i < 2n✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡
♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❛✈❡❝ a = sn,2i ❡t b = sn,2i+1 ♦ù
0 ≤ i < 2n−1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱

sn−1,i =
sn,2i + sn,2i+1

2
dn−1,i = sn,2i+1 − sn,2i

▲❡ s✐❣♥❛❧ sn ❝♦♥t❡♥❛♥t 2n é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡st ❞♦♥❝ sé♣❛ré ❡♥ ❞❡✉① s✐❣♥❛✉①
❞❡ t❛✐❧❧❡ 2n−1✱ sn−1 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t dn−1 ❡♥❝♦❞❛♥t ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ sn ❡t sn−1✳ ▲❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ré♣été ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à s0✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ t♦✉s
❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ sn✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ sn ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t à ❞✐✛ér❡♥t❡s
é❝❤❡❧❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ s0 ❡t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞ét❛✐❧ d0, . . . , dn−1✳

❯t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❍❛❛r ♣❡✉t
❞♦♥❝ s❡ tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s✱ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✜❧t❡r
❜❛♥❦✱ ♦ù ❧❡s ✜❧tr❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s t❡❧s q✉❡ ✿

❆♥❛❧②s❡ ❙②♥t❤ès❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✵✱✺ ❀✵✱✺❪ ❬✶ ❀✲✵✱✺❪
❞ét❛✐❧ ❬✲✶ ❀✶❪ ❬✶ ❀✵✱✺❪

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s ❬❉❛✉✾✷❪
❡st ✉t✐❧✐sé❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❝❧✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❍❛❛r ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❞❡✲
❣rés ❞✐✛ér❡♥ts✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝❧❛s✲
s✐q✉❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ s♦♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r s✐♠♣❧❡
♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✳ ❯♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✷❉ ❞✐t❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r
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❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✶❉ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① s✉r ❧❡s
❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣✉✐s s✉r ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥✲
s✐st❡ à ❛❧t❡r♥❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❡t s✉r ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s à ❝❤❛q✉❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡r❛ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉①
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❍❛❛r✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❡st s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ s♦✉s✲
❜❛♥❞❡s ✿ ✉♥❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ LLj r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ j ❀ tr♦✐s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s
❞❡ ❞ét❛✐❧ HLj ✱ LHj ❡t HHj r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♥✐✈❡❛✉① ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❤♦r✐③♦♥✲
t❛❧✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ❞✐❛❣♦♥❛❧✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞✳ ▲❛ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ sé♣❛r❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ✿ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ✭LLj✮ ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞ét❛✐❧ ✭HLj ✱ LHj ❡t HHj✮✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞é❝♦♠♣♦sés ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à
✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥♥é✳

✸✳✷✳✷ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s

▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s s♦♥t
✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐é❡s ❛✉① s✉r❢❛❝❡s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡
✸✳✸✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st s✉❜❞✐✈✐sé ❥✉sq✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ s♦✉❤❛✐té ✿
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❝❤❡❧❧❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✕ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤é♠✐s♣❤èr❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❞❛♥s ✉♥❡
❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ✭✈✉❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡✮✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ j✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝❡s ❞❡ ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡ ✈❛r✐❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 4✳
▲❡s ❞ét❛✐❧sDj r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
♦✉ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♠♣❧♦②é ✭✐❝✐✱ ✉♥ s✐♠♣❧❡ s❝❤é♠❛ ✉♥ ✈❡rs q✉❛tr❡✮✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s
❞ét❛✐❧s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s Dj ✱ s♦✐❡♥t ❝❛♣t✉rés ♣❛r ❝❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s✳

●é♥ér❛❧✐sé à ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❬▲❉❲✾✼✱ ❊❉❉+✾✺❪✱ ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❬❍♦♣✾✻✱
●❩✵✺❪✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ r❛✣♥é ♣❛r s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❣é♥érés ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
♣♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❡❧✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ t♦✉t ❛ttr✐❜✉t ❞é✜♥✐ s✉r
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ . . .✮ ♣❡✉t
êtr❡ ❛✐♥s✐ ❞é❝♦♠♣♦sé✳

❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ❬❙❙✾✺✱ ▲❋✵✽❪
❞♦♥t ❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ❡st ❞✬❡♥❝❛♣s✉❧❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧✳
▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡
❇❘❉❋s ♦✉ ❞❡ ❝❛rt❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❬❖❙✾✺❪✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❞é❝r✐t ❧✬❛♥❛❧②s❡
❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ✉♥ ❝❛s s✐♠♣❧❡✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❛✉q✉❡❧ ✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ✭s❝❤é♠❛ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✉♥ ✈❡rs ✹✮✳ ❈❤❛q✉❡
♣♦✐♥t✱ ♦✉ ❛ttr✐❜✉t ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣♦✐♥t✱ ❡st ♣r♦❥❡té ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞✬✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ s✉✐✈❛♥t s✐ ❧❡ ♣♦✐♥t ❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ 1 ♦✉ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞ét❛✐❧✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞ét❛✐❧✱ ✐ss✉s ❞❡ ❧❛
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ s♦♥t ♣r♦❥❡tés ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❛r s♦✉str❛❝✲
t✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts ✈♦✐s✐♥s✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡ s✐♠♣❧❡✳ ❈❡ ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♣♦✐♥t ♣r♦♣♦sé ♣❛r P❡t❡r ❙❝❤rö❞❡r ❡t ❲✐♠



✹✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s✐♠♣❧❡
❬❙❙✾✺❪✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♣♣❧✐q✉és à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦rs
❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✭r❡s♣✳ ❧❛ s②♥t❤ès❡✮ s♦♥t s♣é❝✐✜és ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✭r❡s♣✳
r❡❝♦♥str✉✐r❡✮ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ D0✱ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❛rêt❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣és ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ à
❧✬❛✉tr❡✳

❙✇❡❧❞❡♥s ❞❛♥s ❬❙❙✾✺❪ ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t✱ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♣❤ér✐q✉❡✳
❇✐❡♥ q✉❡ tr✐✈✐❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡st❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡t ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐té ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐❞é❛❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡♥❞✉✳

✸✳✸ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ♦♥❞❡❧❡tt❡s

✸✳✸✳✶ ■♥t✉✐t✐♦♥

❯♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♥❡ ❞é✜♥✐t ♣❛s ❡♥ s♦✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠❛✐s ✉♥❡ ét❛♣❡ ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦ssè❞❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥
q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞ét❛✐❧ ♦♥t ✉♥❡ très ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❖♥ s❡
r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝r❡✉s❡ ✿ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s
s❡ ré✈è❧❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✐❞é❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t
q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡♥❝♦❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡
très ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❛♥s ♣❡rt❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❤✐s✲
t♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✕ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉r ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 256①256✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦r✐❣✐♥❛✉① ♥♦r♠❛❧✐sés ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❉✹ ✭③♦♦♠ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✮✳

très ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡
❞❡s ♣✐①❡❧s ❡st ré♣❛rt✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛♣rès ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st s✐t✉é❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r 0✱ ♣❧✉s ❞❡ 90% ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ [−0, 2; 0, 2]✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡
❞♦✉① s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ♥♦♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❞♦♥❝ ❡①❝❧✉ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣r❡ssé✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✜♥✐❡✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ♥♦té❡ {u1(x), . . . , um(x)} ✿

f(x) =

m
∑

i=1

ci.ui(x).

▲❡ ❜✉t ✐❝✐ ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ m ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦✉t
❡♥ ♠❛îtr✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f̄ ✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ π t❡❧❧❡ q✉❡✱

cπ(0) ≥ cπ(1) ≥ . . . ≥ cπ(m),

❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s m̄✱ m̄ < m✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✿

f(x) =
m̄
∑

i=1

cπ(i).uπ(i)(x).



✺✶

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r L2 ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

‖f(x)− f̄(x)‖22 = < f(x)− f̄(x), f(x)− f̄(x) >

=

〈

m
∑

i=m̄+1

cπ(i).uπ(i),
m
∑

j=m̄+1

cπ(j).uπ(j)

〉

=

m
∑

i=m̄+1

m
∑

j=m̄+1

cπ(i)cπ(j) < uπ(i), uπ(j) >

=

m
∑

i=m̄+1

(cπ(i))
2

❝❛r ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ✿ < ui, uj >= δi,j ✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛rré
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
q✉✐ s♦♥t ❡①❝❧✉s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❡①❝❧✉r❡ ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱
❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚♦✉t❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✬✉♥❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s❡ rés✉♠❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts à ❡①❝❧✉r❡
❡t ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝r❡✉s❡✳

✸✳✸✳✷ ❈♦❞❛❣❡ ❩❡r♦✲❚r❡❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❩❡r♦✲❚r❡❡ ✭❩❚❈✮ ❡st ❧❡ ♠♦②❡♥ ❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❢✉t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❙❤❛♣✐r♦ ❞❛♥s ❬❙❤❛✾✸❪
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡t s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡✉①
❤②♣♦t❤ès❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s q✉❛♥t à ❧✬❛r❜♦r❡s❝❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡s ✿

✕ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦♥t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱
✕ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲
❜❛♥❞❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡✱ ❞é❝r♦ît à
♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡♣rés❡♥✲
t❛♥t ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s♦♥t✱ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✱ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡
❝❡✉① ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❧✐é❡ ❛✉① ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✸✳✶ ❡t ❧❛✐ss❡ ♣rés✉♠❡r ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❧❛♥ ❞❡ ❜✐ts ♦ù ❧❡s ❜✐ts ❞❡ ♣♦✐❞s ❢♦rts s❡r♦♥t ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❡①♣❧♦✐té❡s ❞❛♥s
❧❡ ❩❚❈ ♣❛r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❡
❞é❝♦❞❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥
t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡ ❝♦♥s❡r✈é✳

▲✬✐❞é❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉ ❩❚❈ ❡st ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥t❡r✲é❝❤❡❧❧❡s ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡✳ ❉❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
s♦♥t ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐s ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧ ❣✉✐❞é ♣❛r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s é♥♦♥❝é❡s



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✕ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❆r❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❧✐és à tr❛✈❡rs ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ✭♥♦♥
❡①❤❛✉st✐❢✮✳ ❯♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ j + 1 ❡st ❧✐é à q✉❛tr❡ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ j✳

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s❡r♦♥t ❝♦❞és ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ❞ét❛✐❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ j + 1 ❡st ❧✐é à q✉❛tr❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ j ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 1✳ ❈❡tt❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡st
r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ❡t ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦♠♠❡
✉♥ ❛r❜r❡ q✉❛t❡r♥❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♣❛r❡♥t❛❧✐té ❡st ❡①♣❧♦✐té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❩❚❈ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞é❝r♦ît à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ s✬❛✣♥❡✳ ❆✐♥s✐✱
❧♦rsq✉✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ✐♥❢ér✐❡✉rs à ❝❡ s❡✉✐❧ ❡t ❧✬❛r❜r❡ ❡♥t✐❡r ♣❡✉t
êtr❡ ❝♦❞é ♣❛r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ s②♠❜♦❧❡✳ ❯♥ ❩❡r♦✲❚r❡❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❛r❜r❡ q✉❛t❡r✲
♥❛✐r❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs✱ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✱ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
r❛❝✐♥❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❩❚❈ ❡✛❡❝t✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♣❛r
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡
❡♥ ❝♦❞❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❛r ♣❧❛♥ ❞❡ ❜✐ts✱ ❞✉ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢♦rt
✈❡rs ❧❡ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t ❛✣♥❡r ❛✐♥s✐ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛ss❡✳
❙✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❜✐ts✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❧❛ss❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♣♦✉r êtr❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦❞és s✬✐❧s s♦♥t ❞❡s ❩❡r♦✲❚r❡❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡
❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥✲❝♦❞és ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛ss❡ s❡r♦♥t ❝♦❞és ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳

❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡
❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❬❙P✾✻✱ P❆❇✵✵✱ ❚❛✉✵✵❪ ♦✉ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❬▲❉❲✾✼❪✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ❞✐✛èr❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t s✉r ❧❛
❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ ❩❡r♦✲❚r❡❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡
❡st ❡♠♣❧♦②é ❞❛♥s ❧❛ ♥♦r♠❡ ❏P❊●✷✵✵✵ ❬❏P❊✵✵❪✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s ❧❛ ♣❧✉s ❛❜♦✉t✐❡ à ❝❡ ❥♦✉r✳



✺✸

✸✳✸✳✸ ❈♦❞❛❣❡s t②♣és ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡

❇✐❡♥ q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ très ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❩❡r♦✲❚r❡❡ s♦✉✛r❡ ❞✬✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✿ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉ ♠❛tér✐❡❧
❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❩❚❈ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❜✐ts ❀ ♣♦✉r r❡❝♦♥✲
str✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♦✉ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝❡ ✢✉① ❞❡ ❜✐ts ❡st ♣❛r❝♦✉r✉ ❞✉ ❞é❜✉t
❥✉sq✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ s♦✉❤❛✐té ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❜✐t ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s
❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❢réq✉❡♥ts✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r✲
❛❧❧è❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣❡✉t êtr❡
✐♠♣❧é♠❡♥té ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛ss❡s ❞❡ r❡♥❞✉ ♦ù ✉♥❡ ♣❛ss❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛ss❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♠✉❧t✐✲♣❛ss❡ s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ❝♦ût❡✉① ❡t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡r❛✐t ❞♦♥❝
✐♥❡✣❝❛❝❡✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❬❈✉❞❪ ♣♦✉r✲
r❛✐❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡s
♣❛rt❛❣é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬✐♥térêt
❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✐s❝✉t❛❜❧❡ ❝❛r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡①✐❣é❡s ♣♦✉r ✉♥
r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ à ♠♦♥ ❛✈✐s✱ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r❡ssé❡
❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t très r❛r❡s ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳
❈❡❧❛ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬❑❚❍❙✵✻✱ ❲▲❍❲✵✼✱ ❚P✵✽❪✱ ♠❛✐s r❛r❡♠❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❘é❝❡♠✲
♠❡♥t✱ ▼✐❦❡ ❇♦✉❧t♦♥ ❬❇♦✉✵✽❪ ❛ ❡①♣♦sé q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s
s✐❣♥❛✉① à ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣r❡ssés✱ s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳
❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛ ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♠♣r❡ssé❡ à ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s
♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡s ♠❛✐s ❛ s✉rt♦✉t ♠♦♥tré ❧❛ ♣❛✉✈r❡té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❧❛
♠❛t✐èr❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t s♦♥t ♣rés❡♥t❡s
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ s♦✉✈❡♥t ❛❞✲❤♦❝✱ ♠❛✐s s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♥♥♦✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❡♥
❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬é❝❧❛✐r❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❍❛➨❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❍P❇✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡
❢❛❝t♦r✐s❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❝è♥❡ ✸❉✱ ♣❛r ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❞✬❛t❧❛s✳ ❉❛♥s
❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♥♦♥✲♥✉❧s s♦♥t s✐t✉és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❝♦❤ér❡♥t❡ ❡t ❧♦❝❛❧✐sés ❞❛♥s ❞❡s ré❣✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s✳ ▲❡s
ré❣✐♦♥s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥✲♥✉❧s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t✳
❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥✉❧s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r
à ✉♥ s❡✉✐❧ ✜①é ❛❧♦rs ❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡st s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲r❡❝t❛♥❣❧❡s
❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té s♦✐t ❛tt❡✐♥t✳ ❈❡tt❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❞é❧✐✈r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s✱ q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐❡rs✱ q✉✐ ❡st ❡♥s✉✐t❡
❛rr❛♥❣é ❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❞✬❛t❧❛s ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥✲♥✉❧s ✜①é
♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❞♦✐t êtr❡ tr♦✉✈é ❡♥tr❡ ❧❛
❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s à ❣ér❡r ❞❛♥s ❧❛ t❡①t✉r❡



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✕ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s

❞✬❛t❧❛s✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ♣❡r❞✉ ♣❛r ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ t❡①t✉r❡ ❞✬❛t❧❛s ❡st ❡♥✈✐r♦♥
❞❡ 3%✳

P♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ✉♥❡ ❇❘❉❋✱ ❈❧❛✉str❡s ❡t ❛❧✳ ❬❈❇P✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r❡ssé❡ à
❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞✬✉♥❡ ❇❘❉❋✳ ▲✬✐❞é❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❘❉❋
✹❉ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ✸❉✳ ❈❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ ✷❉ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ t❡①t✉r❡ ✸❉ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡✳ ▲❡s t❡①t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ s♦♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✲
❝♦♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❍❛❛r✳ ▲❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ r❡tr♦✉✈é❡s ♣❛r ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞éré❡s
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ♥✉❧❧❡✳ ❯♥ ✐♥❞❡① ❡st ❝réé ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s t❡①t✉r❡s ✭✐✳❡✳
❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦rt❛♥t❡s✮ ♣rés❡♥t❡s ♦✉ ♥✉❧❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❆r❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞é✜♥✐ ♣❛r ❇♦✉❧t♦♥ ❬❇♦✉✵✽❪✳

❉❛♥s ❬❇♦✉✵✽❪✱ ▼✐❦❡ ❇♦✉❧t♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♠✲
♣r❡ss❡r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❡r s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧
❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥✲
s✐st❡ à ❝ré❡r ✉♥ ❛r❜r❡ q✉❛t❡r♥❛✐r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❡❧ q✉❡ ❞é❝r✐t s✉r ❧❛ ❋✐❣✲
✉r❡ ✸✳✼✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ♣❛r ♣❛q✉❡ts ❞❡ tr♦✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❛ q✉❛tr❡ ✜❧s q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❞é✲
t❛✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
❛r❜♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛ ❞é❥à été ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬❇❇❙✾✹❪ ♣♦✉r ❧✬é❞✐t✐♦♥
♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥❝❛♣s✉❧❡r ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♥♦❡✉❞ t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ♣♦✉r
✉♥ ♣✐①❡❧ ❞♦♥♥é✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣r♦♣♦sé ✐❝✐ ❝♦♥s✐st❡ à st♦❝❦❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ✶❉ ❡t à ♠✉♥✐r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡
✭✐✳❡✳ ♦✛s❡t✮ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ s❛✉t à ❡✛❡❝t✉❡r ❥✉sq✉✬❛✉ ♣r❡♠✐❡r ✜❧s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝
❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞✬❛r❜r❡s q✉❛t❡r♥❛✐r❡s ❝♦♠♣❧❡ts ♦ù ✉♥ ♥♦❡✉❞ ♣♦ssè❞❡ q✉❛tr❡ ✜❧s
♦✉ ❛✉❝✉♥✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡st ❝r❡✉① s✉r ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ✐♥✉t✐❧❡s ✭✐✳❡✳ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥✉❧s✮ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲❛
✈❛❧❡✉r ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ st♦❝❦é❡ ♣❡✉t êtr❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ s✐ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ♣r♦❢♦♥❞✳ P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❝♦❞é s✉r ♣❡✉ ❞❡ ❜✐ts✱ ❧✬✐♠❛❣❡
❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ s♦✉s✲✐♠❛❣❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡st ❛ss♦❝✐é ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✳



✺✺

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ s♦♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❩❡r♦✲❚r❡❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ❡♥
❞❡çà✳ ❯♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❩❚❈ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
t②♣é❡s ♠❛tér✐❡❧ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r
❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡s✳



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✕ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

▼♦❞è❧❡s ❡t r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
♣r♦♣♦sés





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❖♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❇❚❋ ✿ Pr❡♠✐èr❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❊♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s
s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ré❣✉❧✐❡rs ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♦✉ ❞❡s
t❡①t✉r❡s✳ ▲❛ ♣♦♣✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té
❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡ t❡❧s ♦✉t✐❧s ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❞ét❛✐❧✳
❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡s ❢❛❝✉❧tés ❞❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t ❡①♣❧♦✐té❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❛ ❞é❥à été ❡①♣ér✐♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❉❛♥s
❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❇❚❋ r❡st❡ ❧❛ ❜❛s❡
♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡
♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s t❛♥t ♣♦✉r ❧❡ r❡♥❞✉ s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉✬❡♥
t❡r♠❡ ❞❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐té✳

■❝✐✱ ❧❛ ❇❚❋ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡s ❞❡
❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❜✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❆❇❘❉❋ ♣❛r ♣✐①❡❧✳ ❙✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡♥ ✷❉ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❢❛❝✉❧tés
❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❧❡s ❇❚❋s s❡ ❞é♠♦♥tr❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡
t②♣❡ ❩❡r♦✲❚r❡❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t ❛♥❛❧②sés ❡t ❝♦♠♣❛rés ❛✈❡❝
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣♦✉r ❞é❣❛❣❡r ❞❡s ♣✐st❡s ✈❡rs ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳

✹✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❇❚❋

✺✾



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✕ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❇❚❋ ✿ Pr❡♠✐èr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧ ✭▲❖❉✮ s✉r ✉♥❡ t❡①✲
t✉r❡ ❞❡ ❇❚❋✳ ❊♥ ❤❛✉t✱ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✷❉ ❡st
❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ❜❛s✱ ✉♥❡ t❡①t✉r❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❆❇❘❉❋ ❡st ♣r♦❥❡té❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s
✷❉✳ ◆♦t❡ ✿ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
t❡①t✉r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡s♣❡❝té❡s✳

❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✷❉ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❇❚❋✳ ▲❛ s✐♠✐❧❛r✐té ✐♥t❡r✲✐♠❛❣❡ ♥✬❡st
❞♦♥❝ ♣❛s ❡①♣❧♦✐té❡ ✐❝✐✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡
❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞é❣❛❣❡r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❇❚❋✳

❙✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s♣❛✲
t✐❛❧❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✉❡ ❡t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡
❞♦♥♥é❡s✱ s♦✐t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❆❇❘❉❋✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣r✐♠❡r ❧❛
❇❚❋ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡♣t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✿

BTF (x , ~ωo, ~ωi) = BTF (x , ~ωo, ~ωi, σ), ❛✈❡❝ σ = 0

♦ù σ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧✳ P❛r ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡♥ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ σ = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❞ét❛✐❧ ❧❡ ♣❧✉s ✜♥✳

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛♠è♥❡♥t à ❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉✐✈❛♥t ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧❛ ❇❚❋ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❡st ✿

{

T(~ωo,~ωi)(x , σ) | ~ωo ∈ Wo, ~ωi ∈ Wi

}

, x ∈ T.

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ❞✐r❡❝t❡ ✿ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ♣✐①❡❧s



✻✶

✈♦✐s✐♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ j ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ♣✐①❡❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❞ét❛✐❧ j + 1✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ✐❝✐ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈ér✐t❛❜❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
s♣❛t✐❛❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ s♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ré✢❡❝t❛♥❝❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❞ét❛✐❧ s♣❛t✐❛❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ s♦✉s
❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠és♦✲❣é♦♠étr✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ✜❛❜❧❡
❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡s à ❝❛✉s❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
r❡❝❛❧❛❣❡ ♦✉ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ ✐♠❛❣❡ r❡st❡
❞♦♥❝ ❧❛ ♣❧✉s s✉r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❇❚❋ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❆❇❘❉❋s✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❆❇❘❉❋✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✿

{ABRDF x (ωo, ωi, σ) , x ∈ T} , ωo ∈ ηo etωi ∈ ηi.

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❛♠❜✐❣ü❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✐❝✐✱ ✉♥ ♣✐①❡❧ ❞✬✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❞❡ ❆❇❘❉❋ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥tr❡
❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ♣✐①❡❧s ✭✐✳❡✳ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ ❞✬✉♥❡
t❡①t✉r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ j ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ♣✐①❡❧ ✭✐✳❡✳ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
j +1✳ ❖r✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❆❇❘❉❋✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s s♦♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡s ♣♦✉r
❢♦r♠❡r ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❡♥ ✷❉✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❛♥s
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s ❞❛♥s S2

♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✈♦✐s✐♥❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✶❉ ❧✐♥é❛r✐sé✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ t❡①t✉r❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❞é❝r✐r❡✱ ♣♦✉r
✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ σ ❞♦♥♥é✱ q✉❡❧❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♣✐①❡❧✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛
t❡①t✉r❡ ❆❇❘❉❋ ❡t ❧✐♠✐t❡ ❧❡s ❢❛❝✉❧tés ❞❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❡st r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳

✹✳✷ ❈♦❞❛❣❡ ❩❡r♦✲❚r❡❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡ss❡r ❧❡s
t❡①t✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✕ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❇❚❋ ✿ Pr❡♠✐èr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✐❝✐ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ é♣✉ré❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❏P❊●✷✵✵✵
❬❏P❊✵✵❪✱ ✉♥ s❝❤é♠❛ ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✔ ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s à ❜❛s❡ ❞✬♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ tr♦✐s
ét❛♣❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ✿

✶✳ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❀

✷✳ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❀

✸✳ ❈♦❞❛❣❡ ❡♥ ❩❡r♦✲❚r❡❡✳

▲❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❛❝❝❡♣t❡ ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ✉♥❡ t❡①t✉r❡ q✉✐ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s
♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❆❇❘❉❋✳ ▲❡ ❢♦r♠❛t ❞❡
s♦rt✐❡ ❡st ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❜✐ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ❩❡r♦✲❚r❡❡✳

✹✳✷✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛tér✐❛✉①
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s t❡①t✉r❡s ❞❡ ❧❛ ✈✉❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱
❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡s
t❡①t✉r❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠ê♠❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♣r♦❥❡tés ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s ✭❉✹✮✳

P♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❣râ❝❡ à s❡s ❢❛❝✉❧tés ❞❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛✈❛♥t ❡t
❛♣rès ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t✳ ❙✉r ❝❡s ❝♦✉r❜❡s✱ ❧✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥✲
♥é❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
❇❚❋s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♥♦té❡ ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡✳ ■❝✐✱ t♦✉t❡s
❧❡s t❡①t✉r❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥♦r♠❛❧ ♦♥t été ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡t ❝❤❛❝✉♥❡✱
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡
❉❛✉❜❡❝❤✐❡s ✭❉✹✮✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s r❡t❡♥✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♣❧✉s ❞❡ 90✪ ❞❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts s♦♥t ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 0.01 ❡t ❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡①♣r✐♠é



✻✸

❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❧✉✲
♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ s❛♥s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st
❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s
❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✐
❧✬❛❧❧✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st r❡❧❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ✉♥ ❞é❝r♦❝❤❛❣❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♠❛tér✐❛✉①✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✓ ❧❡❣♦ ✔ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝r♦ît ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡
❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡ r❡❧❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❞❡ ❤❛✉t❡✲❢réq✉❡♥❝❡s✱ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢❛✐❜❧❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠❛tér✐❛✉
✓ ❧❛✐♥❡ ✔ ❞♦♥t ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❤❛✉t❡✲
❢réq✉❡♥❝❡s✳ ▲❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢♦rt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❛♥s ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ♥♦♠❜r❡✉① ♠❛✐s s♦♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s
❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦♥s✐st❡ à s❡✉✐❧❧❡r ❧❡s ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ré✈è❧❡ t♦✉t s♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧♦rsq✉✬♦♥
♦❜s❡r✈❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❛✐s ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❞❛♥❣❡r❡✉s❡ ❝❛r ✉♥
❝♦♠♣r♦♠✐s s✉❜t✐❧ ❞♦✐t êtr❡ tr♦✉✈é ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ■❝✐✱ ❧❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ré❛❧✐sé ❞✉r❛♥t ❧✬ét❛♣❡ ❞❡
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

✹✳✷✳✷ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

▲❡ t②♣❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡t❡♥✉ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❢♦r♠❛t ❏P❊●✷✵✵✵
❬❏P❊✵✵❪ ❛♣♣❡❧é❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ③♦♥❡ ♠♦rt❡ ✶✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✲
✉r❡ ✹✳✹✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ③♦♥❡ ♠♦rt❡ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ q✉❛♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ 0 ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ t❡❧❧❡
q✉❡ ✿

{

Q(x) =
⌊

x+(1−f).∆
∆

⌋

= q

R(q) = q.∆ ≈ x

♦ù Q ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ré❡❧ x ❡t R ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r q✉❛♥t✐✜é❡ q ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ∆✳ ▲❡
♣❛r❛♠ètr❡ f ∈ [0; 12 ] ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ③♦♥❡ ♠♦rt❡✳ ❙✐ f = 1

2 ❛❧♦rs ❧❛
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❀ s✐ f = 0 ❛❧♦rs ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ 0 ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s
❞❡s ❛✉tr❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♠♦rt❡ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡
❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ très ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳

❉❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ f ❡st ✜①é❡ à 1
3 ✱

❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t t❡sté❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❛s✐ s❛♥s ♣❡rt❡✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ❝♦❞é❡ s✉r 8 ❜✐ts ♥♦♥✲s✐❣♥és

✶✳ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❧✐ttér❛❧❡ ❞❡ ❉❡❛❞✲❩♦♥❡ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✳



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✕ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❇❚❋ ✿ Pr❡♠✐èr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ③♦♥❡ ♠♦rt❡✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ q✉❛♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ 0 ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡s✳ ∆ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❡t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st st♦❝❦é ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧♦rs ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❩❡r♦✲
❚r❡❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥∆ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r 28✳

✹✳✷✳✸ ❈♦❞❛❣❡

P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s ❩❡r♦✲❚r❡❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✸✮✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ❡st ❙P■❍❚ ❬❙P✾✻❪✱ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤✲
♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❩❡r♦✲❚r❡❡ ❬❙❤❛✾✸❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛ ✉♥
❝♦❞❛❣❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ré❞✉✐t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ ❡♥
q✉❛❧✐té ♦✉ ❡♥ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ✐ss✉ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❙P■❍❚ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ✉t✐❧✐sé s❛♥s ❝♦❞❡✉r ❛r✐t❤✲
♠ét✐q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❬❙❤❛✾✸❪✱ s❛♥s ♣❡rt❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠❛✐s ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❢❛✐❜❧❡✳

▲❡ ❝♦❞❡✉r ❙P■❍❚ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ♦ù à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❜✐ts✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt ✈❡rs ❧❡ ❜✐t ❞❡
♣♦✐❞s ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t s♦✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r à ❧❛ ✈♦❧é❡ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ré❡❧s ❣é♥érés ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ré❡❧s à ✈✐r❣✉❧❡ ✜①❡ s♦✐t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱
❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t ❞✬❡♥❝♦❞❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
q✉❛♥t✐✜é❡s✳ ❯♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ tr✐ ❡t ✉♥❡
ét❛♣❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✳



✻✺

▲✬ét❛♣❡ ❞❡ tr✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s
♣♦✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❜✐t ❝♦✉r❛♥t✳ ❯♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st ❞✐t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✐ s♦♥ ❜✐t ❞❡
♣♦✐❞s ❢♦rt ❡st s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❜✐ts q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳
❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st tr❛♥s♠✐s❡ ❛✉ ❝♦❞❡✉r ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❡
❡t ❝❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
s❛♥s ❧❡s st♦❝❦❡r✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❛✣♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❥✉❣és
❝♦♠♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❛✉① ✐tér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣r✐s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ tr✐ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛♥s ❞❡ ❜✐ts ♣ré❝é❞❡♥ts✮✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s
❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr❛♥s♠❡t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❝♦♥♥✉ ❞✉ ❝♦❞❡✉r✱ ❧❡s ❜✐ts
❞✉ ♣❧❛♥ ❝♦✉r❛♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tèr❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ tr✐ ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥
❞❡ ❜✐ts s✉✐✈❛♥t ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❜✐ts ❞❡ ♣♦✐❞s ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❛♥s
❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t st♦❝❦és s✉r 8 ❜✐ts✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tèr❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❜✐ts 7✱ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s
❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt✱ ❡t ✐tèr❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❜✐ts 0✱ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳
▲✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞✬✉♥ t❡❧ ❝♦❞❛❣❡✳ ❉❛♥s ❙P■❍❚✱ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ❡✛❡❝t✉é ❞❡s
❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✈❡rs ❧❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡✈❡♥✐r s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ▲✬♦r❞r❡ ♠✐♥❡✉r ❞❡
♣❛r❝♦✉rs ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❣éré ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐st❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝♦❞❛❣❡✳

❙P■❍❚ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❡r✲
r❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✉❡s ❛✉ ❝♦❞❛❣❡
♠❛✐s ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡t q✉❛♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❢♦r♠❛t rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛s♣❡❝t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ✷ ❞✉ ✢✉①
❞❡ ❜✐ts ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥❝♦❞é✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡
❜✐ts ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡rr♦♠♣✉ ♥✬✐♠♣♦rt❡ ♦ù s✐ ✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉❛❧✐t❛t✐❢ ♦✉ q✉❛♥t✐t❛t✐❢
❡st ❛tt❡✐♥t✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡st ❡①♣❧♦✐té❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ rés✉❧t❛t ✭✹✳✸✮✳

✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣r♦♣♦sé s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉
✹✳✶✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛
❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s❛♥s ♣❡rt❡ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✉
✢✉① ❞❡ ❜✐ts ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ■❝✐✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❛❧✐✜é❡ ❝♦♠♠❡
s❛♥s ♣❡rt❡ s✐ ❧❡ P❙◆❘✱ ♠étr✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❥✉❣❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❛✈❡❝ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à 50 ❞❇✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡❧ P❙◆❘ s♦♥t ✐♠♣❡r✲
❝❡♣t✐❜❧❡s ♣❛r ❧✬♦❡✐❧ ❤✉♠❛✐♥✳ ❉❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦♥t été t❡sté❡s ♣♦✉r ❝♦♠✲
♣r❡ss❡r ✉♥❡ ❇❚❋ ✿ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❡①t✉r❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❝❡❧❧❡ t❡①t✉r❡s
❞✬❆❇❘❉❋ ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮✳

✷✳ ✓ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦❞❡ ✔ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ❞❡ ❙❤❛❦❡s♣❡❛r❡✳



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✕ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❇❚❋ ✿ Pr❡♠✐èr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

▼❛tér✐❛✉①
❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❖r✐❣✐♥❛❧ ❩❡r♦❚r❡❡ ✭▼♦✮ ❘❛t✐♦
ηx ηi ηo ✭▼♦✮ ❆❇❘❉❋ ❚❡① ✭✪✮

256× 256 81 81 1228 633 243 20

256× 256 81 81 1228 611 272 22

256× 256 81 81 1228 742 322 26

192× 192 120 90 1126 677 204 18

800× 800 81 81 11980 ♥❝ 2457 20

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ s❛♥s ♣❡rt❡ ré❛❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s❝❤é♠❛
❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣r♦♣♦sé✳ ▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ✉t✐❧✐sés ✐❝✐ s♦♥t ✐ss✉s ❞❡ ❬❇❚❋❛❪
❡t ❬❑▼❇❑✵✸❪✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✱ ♣❛r ❆❇❘❉❋
♦✉ ♣❛r t❡①t✉r❡✱ s♦♥t ❡①♣♦sé❡s✳ ▲❡ r❛t✐♦ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t✲
❛❣❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣r❡ssé❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡st ré❛❧✐sé s✉✐✈❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ s❝❤é♠❛✱ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❡st ❧❡ ❢r✉✐t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❧✐❡♥s ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s t❡①t✉r❡s ❞✬❆❇❘❉❋
♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧❡s t❡①t✉r❡s s♣❛t✐❛❧❡s
❡t✱ ❞❡ ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ t✐ré❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ à
❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s❝❤é♠❛
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s ❡st ❣r❛♥❞❡✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛♥✲
❣✉❧❛✐r❡ ❧✐♥é❛r✐sé q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡ r❛t✐♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛tér✐❛✉✱ ♦❜t❡♥✉ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ t❡①t✉r❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ré✈è❧❡ très ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r



✻✼

❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✈❛r✐❡♥t ❞❡ ✹ à ✺ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❆
❝❛✉s❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❜✐ts✱ ❝❡ ❝♦❞❛❣❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❧✬❡①✲
♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ s✉r ♠❛tér✐❡❧
❣r❛♣❤✐q✉❡ ♠❛✐s✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ❥✉st✐✜❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡✣✲
❝❛❝❡ ❞❡s ❇❚❋s✳

❇✐ts ♣❛r ♣✐①❡❧ ❚❛✐❧❧❡ ✭▼♦✮ P❙◆❘ ♠♦②❡♥ ✭❞❇✮
24 ✭♦r✐❣✐♥❛❧✮ 1228 ∞

4, 74 ✭s❛♥s ♣❡rt❡✮ 243 ∞
1 51 38, 90
0, 5 25, 3 34, 70
0, 1 5, 4 28, 50

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ▲❡ ♠❛tér✐❛✉ P✉❧❧✐ ❬❇❚❋❛❪ ❝♦♠♣r❡ssé à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❩❡r♦❚r❡❡ ❈♦❞✐♥❣✳ ■❝✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♣❛r ♣✐①❡❧
✈❛r✐❡ ♣♦✉r ❛♣♣ré❝✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳

❱✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ✢✉① ❞❡ ❜✐ts ♣r♦❣r❡ss✐❢ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❇❚❋✱ ❧❡
✢✉① ♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐té ♣♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉❛❧✐t❛t✐❢
♦✉ q✉❛♥t✐t❛t✐❢✳ ▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ❡①♣♦s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❜✐ts✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡✱ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡
❡st ✜①é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♣❛r ♣✐①❡❧ ✭❜♣♣✮ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
♦❜t❡♥✐r✳ ▲❛ ❇❚❋ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ P✉❧❧✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥
❝♦❞❛❣❡ ❞❡ 24 ❜♣♣ ✿ 8 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❘❱❇✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ s❛♥s
♣❡rt❡ ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♣❛r ♣✐①❡❧ ❡st ❞❡ 4, 74✳
▲✬✐❞é❡ ✐❝✐ ❡st ❞❡ ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♣♣ ❜✐❡♥
✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ❢♦r♠❛t ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ❛✐♥s✐ q✉❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧❡ P❙◆❘ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♣❡rs♣✐❝❛❝❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ P❙◆❘
♠♦②❡♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à 0, 5 ❜♣♣✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ✈✐s✉❡❧s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡①trê♠❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮✱
❧❡s ❡✛❡ts ♣❡r❝❡♣t✉❡❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ❞❡✈❡♥✐r ❣ê♥❛♥ts ❡♥ ❞❡çà ❞❡ 1 ❜♣♣✳ ❈❡s
rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣r♦❜❛♥ts ❝❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✱ 51 ▼♦ ♣♦✉r
❧❡ ❝❛s ❝r✐t✐q✉❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ P❙◆❘ ♠♦②❡♥
é❣❛❧ à 38, 90 ❞❇✱ ❡st ✉♥ très ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s s✐ ♦♥ s❡ ré❢èr❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ✈❛❧♦r✐sé ♣❛r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ❜r❡✈❡t ✐♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❬❇●✵✽❛❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé❡ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❡♥ N ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲♦rsq✉❡ N ≤ 4✱ ❧❛ ❇❚❋ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ 2D✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s t❡①t✉r❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❇❚❋✱ q✉✐ ✈❛r✐❡ s✉✐✈❛♥t
❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ✿ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ s✐ N = 3 ♦✉ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✐ N = 4✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✜①❡r N = 6 ❡t✱
❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s
❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ Pr❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠✲



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✕ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❇❚❋ ✿ Pr❡♠✐èr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

✭❛✮ 24 ❜♣♣ ✭♦r✐❣✐♥❛❧✮ ✭❜✮ 1 ❜♣♣

✭❝✮ 0, 5 ❜♣♣ ✭❞✮ 0, 1 ❜♣♣

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ▲❡ ♠❛tér✐❛✉ ✓ P✉❧❧✐ ✔ ❬❇❚❋❛❪ ❝♦♠♣r❡ssé à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❩❡r♦❚r❡❡✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à
êtr❡ ✈✐s✐❜❧❡s ❡♥ ❞❡çà ❞❡ 1 ❜✐t ♣❛r ♣✐①❡❧✳ ▲❛ t❡①t✉r❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ~ωo = (0, 0) ❡t à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡
~ωi = (0, 0)✳

♣r❡ss✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥
q✉❡ ♥♦♥ ♣r♦❜❛♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✷❉✱ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❢♦rt❡✲
♠❡♥t ❝♦rré❧és✳ P♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❧✉♠✐èr❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡s
❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡ ❧✐♠✐t❡♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♠❛✐s✱ s✉✐✈❛♥t
❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳



✻✾

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ✐❝✐ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
♠❛✐s s♦✉✛r❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✓
♠♦❞❡r♥❡ ✔ ✿ ❧❛ ♣♦rt❛❜✐❧✐té s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡
❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ❡t✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ❈❡t ❛✈❛♥t❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐té ❞❛♥s
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡♥❞✉ ❞✐t❡s ❤♦rs
❧✐❣♥❡✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st r❡str✐❝t✐✈❡ ❝❛r t♦✉t ♣r♦❝❡ss✉s ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣♦rté ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ s✬✐❧ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ✿

✕ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡
✕ ♣❡✉ ♦✉ ♣❛s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
✕ ❢♦r♠❛t ❡t t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡str✐❝t✐❢s
✕ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛❝❤❡
▲❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥té ✐❝✐ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥

♦❡✉✈r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❜✐ts✳ ▲❡ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ s✉r
♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ❧❡ t②♣❡ ❡♥t✐❡r✱ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉r 8 ❜✐ts✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞❡ st♦❝❦❡r ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❜✐ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞✬❡♥t✐❡rs s✉r 8 ❜✐ts
♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ♣❛q✉❡t ❞❡ 8 ❜✐ts✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❜✐t à
❜✐t s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s ♣❡✉ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞♦♥❝ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡ ✢✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦ût❡✉s❡s ❡t ♣♦✉r
✉♥ ♣✐①❡❧ ❞♦♥♥é ❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉✱ ❧✬❛❝❝ès ❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♣✐①❡❧ ♥✬❡st ♣❛s
❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ ✉♥ ❧♦✉r❞ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ st♦❝❦❛❣❡
❡t ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❜✐t à ❜✐t ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✭❡♥❝♦r❡✮
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ♣♦rt❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❉❛♥s
♥♦s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢✉t✉r❡s✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❝❡t ét❛t ❞❡ ❢❛✐t ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ s♦✉✛r✐r ❞❡s ♠ê♠❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s ♦ù
❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣❛r ✢✉① ❞❡ ❜✐ts ❡st ❛❜❛♥❞♦♥♥é ❛✉ ♣r♦✜t ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝ ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✕ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❇❚❋ ✿ Pr❡♠✐èr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❆r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧

▲♦rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❧❡s ❇❚❋s✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡s s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡
♠❛tér✐❛✉✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥❡
✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ✈✐❛ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋
❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ▲✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❛r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st
❡♥s✉✐t❡ ❡①♣❧♦✐té❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧
❣r❛♣❤✐q✉❡✳

✺✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

▲✬❛r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐✱ ❝♦♠♠❡
s♦♥ ♥♦♠ ❧❡ ❧❛✐ss❡ s✉♣♣♦s❡r✱ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❡r
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s♣❛t✐♦✲❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❞✐✲
r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❡st ré❛❧✐sé ✐❝✐ s✉r
❧❡s ❇❚❋s ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♠✐té❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡t ♣❡✉t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ❞❡s ❙❱❇❘❉❋s s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉r
❧❡s ❇❚❋s r❡st❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉① ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ▲❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡st tr❛✐té ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❡t ❧❡s t❡①t✉r❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉s❡s s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠é❡s
♣❛r ♣✐①❡❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❜✐✈❛r✐é✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❡♥
s♦✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐✲

✼✶



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ ❆r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲❡ ❞✐s✲
♣♦s✐t✐❢ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❇❚❋ ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❡
r❡♥❞✉ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ t❡①✲
t✉r❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✳

❛✉① ❡st ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
❞❡ ❢♦rt❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s♣❛t✐❛❧❡s✱ ❞❡♠❡✉r❡♥t ❞❛♥s
❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ P♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣❡r✢✉❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s t❡①t✉r❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✱ ✉♥❡ ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❡st ❛♥❛❧②sé ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t
❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ ❡♥ s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥ ❛♣♣♦rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t✱ ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥t ❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s
♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s très ❝♦♠♣❛❝t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❇❚❋ ❡t ❛✉t♦r✐s❡
❞♦♥❝ ✉♥ r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳

✺✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡

✺✳✷✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✜①❡ ❬▼●❲✵✶❪✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ s✉r ❧❡s
❇❚❋s ❬▼▼❑✵✹❛❪✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s
❜✐✈❛r✐és q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✜①❡
❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ P♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❝❛r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞♦✉❝❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts
❞❡ ✈✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠és♦✲❣é♦♠étr✐❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡ q✉✐ ❡♥✲
tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ s✉r ❝❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
❞❡ ❞❡❣ré ❢❛✐❜❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣♦✉r ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋s ✿ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❘❉❋ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♥♦❜❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉ à tr❛✐t❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① à ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞✲



✼✸

è❧❡ ❞❡ ❇❘❉❋ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ très ❡✣❝❛❝❡ ❡t s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❱❇❘❉❋s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉
♣❡rt✉r❜❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ✭♦♠❜r❡ ♦✉ ♣❛r❛❧❧❛①❡✮✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❇❘❉❋ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ tr♦♣ ❧✐♠✐tés ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r t♦✉s ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
♣❤②s✐q✉❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ r❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❜✐❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡✛❡ts ♠és♦✲str✉❝t✉r❡❧s✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ❤❛✉t❡✲❢réq✉❡♥❝❡s ♦ù ❧❡s ♣✐❝s s♣é❝✉❧❛✐r❡s s♦♥t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t é♠♦✉ssés ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ❞❡❣ré ❡t ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t
q✉✐ ♥✬❛✉t♦r✐s❡ q✉❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞♦✉❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛♣rès ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥✲
t❛t✐♦♥s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ r❡st❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①✳

❉❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❬▼▼❑✵✹❛❪✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
s✉r ✉♥❡ ❇❚❋ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ~ωo✱ ❝♦♠♠❡ ✿

BTF~ωo
(x , ~ωi) ≈ P~ωo

(x ,Π(~ωi)) ✭✺✳✶✮

=
∑

i,j

ai,j(x )p
i
up

j
v.

♦ù Π(~ωi) ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
✷❉ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ (θl, φl) 7→ (pu, pv) ❡t ai,j(x ) s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥ô♠✐❛✉①
❞é✜♥✐s ♣❛r ♣✐①❡❧ x ✳ ▲❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥❝ ✿

✕ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱
✕ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé✱
✕ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡✳
❈♦♠♠❡ s♣é❝✐✜é ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s

❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ~ωi r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉✲
♠✐èr❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ~ωi ❞❛♥s R2 ❡st ✉♥❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✿

S
2 → R

2

(θl, φl) 7→ (sin(θl)cos(φl), sin(θl)sin(φl))

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❜✐✈❛r✐é ❡st 2✱ r❡♣rés❡♥té s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r s✐①
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❡❧ q✉❡ ✿

P (pu, pv) = a0p
2
u + a1p

2
v + a2pupv + a3pu + a4pv + a5.

❇✐❡♥ q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s✱ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ♦♣t✐♠❛✉① ❝❛r ✐❧s ♥❡ r❡✢èt❡♥t ♣❛s ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♦rt❤♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st s✉r✲❞é✜♥✐ ❛✉t♦✉r
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧✉♠✐♥❡✉s❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s♦♥t
❧♦❝❛❧✐sé❡s s✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡s r❛s❛♥ts✳ ❈❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ ❆r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧

✺✳✷✳✷ P❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ✈❡rs✉s ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✭❢♦r✲
♠❛t tr✐❛♥❣✉❧é✮ ✐ss✉ ❞❡ ❬❇❚❋❛❪✳ ▲❡s ❛♥❣❧❡s r❛s❛♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡ ♦♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ❇❚❋s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉❡s ✿

✕ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✿ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✱ ❢❛❝t❡✉r
❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❇❚❋✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ s♦✉s✲s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❀

✕ à ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ✿ ♦♠❜r❡s ♣♦rté❡s✱ é❝❧❛✐r❛❣❡ ✐♥❞✐r❡❝t✱ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❛❧❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t✳

❉❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✉♠✐♥❡✉① ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛tér✐❛✉① ♦♥t
♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡✈✐❡♥t
r❛s❛♥t ❬◆❉▼✵✺❪✱ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❋r❡s♥❡❧✱ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❇❚❋s✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
✈✉❡ ❡st ❞♦♥❝ à ♣r♦s❝r✐r❡ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐✈✐té ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ✈✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞é✜♥✐❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❇❚❋✱ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s à ❧❛ s✉r✲
❢❛❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡①t✉r❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧
❛✉ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ✈✉❡s ❡t ❞❡ ❧✉♠✐èr❡s✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t
❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✳

Pr✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❡s ❛♥❣❧❡s r❛s❛♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ s♦❧✐❞❡ ❞♦✐t ❞✐♠✐♥✉❡r à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ③é♥✐t❤❛❧ ❛✉❣✲
♠❡♥t❡✳ ❍❡✐❞r✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬❍❙✾✽❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡✱ q✉✐ ré♣♦♥❞ à ❝❡s ❛tt❡♥t❡s✳ ❉❛♥s



✼✺

❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝❛♣t✉ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ♦rt❤♦❣r❛♣❤✐q✉❡ à tr❛✈❡rs
✉♥❡ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡✱ ❞é✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡

f(x, y) = 0.5 + 0.5(x2 + y2), x2 + y2 ≤ 1,

❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡ ❢r♦♥t❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡✱ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣❡r♣❡♥✲
❞✐❝✉❧❛✐r❡s à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ s♦♥t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ✺✳✷✳✸✱ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♦♣♣♦rt✉♥ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❝❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧❡s ❡①tr❡♠❛✱ ❧♦❝❛❧✐sés s✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡s
r❛s❛♥ts✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❞♦✉❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ~H ♣♦✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ✈✉❡ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✱ ~ωo ❡st é❣❛❧ à ✿ (0, 0)✱
(15, 0)✱ (30, 0)✱ (45, 0)✱ (60, 0) ❡t (75, 0)✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡✱ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ tr✐❛♥❣✉❧és✱ s♦♥t ♣r♦❥❡tés ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ~H✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥❡ ❞✐st✐♥❝✲
t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳ ❖r✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❡r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ✈✉❡ r❛s❛♥t ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦♣♣♦sé❡s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ P♦✉r s❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❜✐ss❡❝t❡✉r ~H✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❘✉s✐♥❦✐❡✇✐❝③
❬❘✉s✾✽❪✱ ❢♦r♠✉❧é t❡❧ q✉❡ ✿

~H =
~ωo + ~ωi

‖~ωo + ~ωi‖
.

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡
❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❜✐ss❡❝t❡✉r✳
❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré à ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❣é♥éré ❛✐♥s✐ ❡st
❛❞❛♣té à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✿ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡
❛✉❣♠❡♥t❡ à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❧❛ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❈❡t ❡s♣❛❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛
ré✢❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠❛tér✐❛✉① s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❛♥❣❧❡s r❛s❛♥ts ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❝❤✐✛rés s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✷✳✸✳



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ ❆r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧
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Projection paraboloid
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❛❧✐t❛t✐❢s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭P❚▼ ❬▼●❲✵✶❪✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ♣❧✉s ❛❞❛♣té
à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳

✺✳✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ✐❝✐ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❜✐✈❛r✐és ❞❡ ❞❡❣ré 2✱ s✉r ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t
❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r
❡st✐♠❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

e(~ωo) =
1

ηx

∑

~ωi

∑

x

(BTF~ωo
(x , ~ωi)− P~ωo

(x , ~ωi))
2, ✭✺✳✷✮

❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❧✉♠✐èr❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣✐①❡❧ ♠♦②❡♥✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r tr♦✐s ♠❛tér✐❛✉① ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✉ ✈✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ~ωi ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 5 à 40✪ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳
❊♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❞✐♠✐♥✉é❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ r❛s❛♥ts ✭♣♦✐♥ts
❞❡ ✈✉❡ ✐♥❞❡①és ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✺✺ s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✮ ♦ù ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡st❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♠❛✐s ♠✐♥✐♠✐sé❡✳ ❯♥ ❡①❡♠✲
♣❧❡ ✈✐s✉❡❧ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉
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✓ ♣✉❧❧✐ ✔ ♣♦✉r ✉♥ ❛♥❣❧❡ r❛s❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
✈✉❡ r❛s❛♥ts ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ❞✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ❡rr❡✉rs
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉s ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✱ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ r❡❝t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
s❡♥s✐❜❧❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✐♥t❡r✲
♣✐①❡❧ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t r❡s♣❡❝té❡ ❡t
❢❛✉ss❡ ❞♦♥❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❈❡rt❛✐♥❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥
♥✬❡st ♣❛s ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳ P♦✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✓ ✐♠♣❛❧❧❛ ✔✱ r❡♣rés❡♥té
s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✱ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ s♦♥t ❛♣♣r♦①✲
✐♠és ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡
♠❛tér✐❛✉✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝r✐st❛✉①✱ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ré✢❡❝t✐✈✐té s♦♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ♣ré❞✐r❡✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t à é✈✐t❡r ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ◆é❛♥✲
♠♦✐♥s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡st❡♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦rt❤♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❜✐ss❡❝t❡✉r✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❛ t❡①t✉r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♣♦✉r ~ωo = (75, 0) ❡t
~ωi = (75, 180) ❀ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉✱ t❡①t✉r❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❬▼▼❑✵✹❛❪ ❀ à ❞r♦✐t❡✱ t❡①t✉r❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡
♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ✐ss✉s ❞❡ ❬❇❚❋❛❪ ♦ù ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ηx = 256× 256 ♣♦✉r ηo = 81 ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❡t ηi = 81
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ✿

ηx ∗ ηo ∗ 6 ∗ 3 = 95 551 488 coefficients

♦ù ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r 6 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥ô♠✐❛✉①
♣❛r ♣✐①❡❧ ❡t 3✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦❧♦r✐♠ét✐q✉❡s ✭❘❱❇✮✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❡♥
♠❡❣❛✲♦❝t❡t ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ 120 ▼♦ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♣♦❧②♥ô♠✐❛✉① s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❝❤❛❝✉♥ ♣❛r ✉♥ ré❡❧ s✉r 32 ❜✐ts✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 50✪ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ♦r✐❣✐♥❛❧❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❝♦❞é❡ s✉r 24 ❜✐ts✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ ❆r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧

❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❡st ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❧✉♠✐èr❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❧♦rs ❞✉
r❡♥❞✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❡♥❝♦r❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳
❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❡♥ str✉❝t✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❞❡s
❝r✐tèr❡s ❞é✜♥✐s✳

✺✳✸ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣✲
t❛t✐✈❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ✷❉✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❡t❡♥✉❡ ✐❝✐ ❡st ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡r ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❡♥
s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡
✉♥ ♣♦✐❞s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
❯♥ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡♥ tr✐❛♥t ❧❡s
s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ❛✐♥s✐✱ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉❛♥t✐t❛t✐❢
♦✉ q✉❛❧✐t❛t✐❢✱ ❣❛r❞❡r ❧❡s n ♣r❡♠✐èr❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✷❉ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❢réq✉❡♥✲
t✐❡❧❧❡s✳ P♦✉r s❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✶✱ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ q✉❛❧✐✜❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞é❝r✐t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❛♥t
❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s✱ ❝♦♥str✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱
♣❛r ♦r❞r❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣✉✐s ❡♥ r❡❥❡t❛♥t ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s q✉✐ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡♥t
♣❛s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞♦♥♥é ✭❝❢✳ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✷✮✳

✺✳✸✳✶ P❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①

❈♦♠♠❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s
❡st ✉♥ ❜♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ s✐❣♥❛❧✳ ◆♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ét❛✐t ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ❧❛
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ② ❡st très ❢♦rt❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ♠❛✐s ❝♦♠♠❡♥t st♦❝❦❡r ❥✉✲
❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts rés✉❧t❛♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❜❛sé❡s ❩❡r♦✲❚r❡❡ s♦♥t✱ ❝❡rt❡s✱ ❧❡s ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡s ♠❛✐s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t
♣❛s ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡ ✢✉① ❣é♥éré ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳

P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❜❧♦❝ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r
❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡s t❡①t✉r❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝♦♠✲
♣♦s❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❆♣rès ✉♥ s❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❯♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✔ ✭à
❣❛✉❝❤❡✮ ✈❡rs✉s ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ✭❛✉
♠✐❧✐❡✉✮ ❛♣rès ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❡♥ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t t♦✉t❡s
❧❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s
✓ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✔ tr❛♥s❢♦r♠❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❛ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ Ωj

0 ∀j✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❣é♥éré ♣❛r ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ✐❧❧✉stré à ❞r♦✐t❡✳

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t sé✲
♣❛r❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ✿ ✉♥❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Ω1

0 ❡t
tr♦✐s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❞❡ ❞ét❛✐❧s Ω1

1✱ Ω
1
2 ❡t Ω

1
3✳ P♦✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t✱ ② ❝♦♠♣r✐s
❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s
✐❞é❛❧❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐tèr❡✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥❡
s♦✉s✲❜❛♥❞❡ Ωj

ι ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ j✳ ❆♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ Ωj

ι ✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s rés✉❧✲
t❛♥t❡s✱ Ωj

4ι✱ Ω
j
4ι+1✱ Ω

j
4ι+2 ❡t Ωj

4ι+3✱ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❙✐ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❛✉ ❝♦ût ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ Ωj

ι ✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡ s✐♥♦♥ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛rrêté❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ j✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡
s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✉♥ s❡✉✐❧✳ ❆✉q✉❡❧ ❝❛s✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❣é♥éré❡ ♣❛r
❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥
s❡✉✐❧✳ ■❝✐✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ q✉❛❧✐té r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❙✐ ❧❡
♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ j ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ 4j s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳ ❈❡tt❡
✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r
❞❡s str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❡st r❡♣rés❡♥✲
té❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ♦ù ❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ❯♥ ♣✐①❡❧ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
n ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦ù n ✈❛r✐❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✉t✐❧✐sé✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥
♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❝❡s t❡①t✉r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛♥❛❧♦❣✉❡ à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❛✉ ❢♦r♠❛t ❘❱❇✳ ❈❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡st ♣r♦❥❡té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐♦✲❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ ❆r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ♣❛q✉❡ts✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ Ωj
ι ❡st

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛✉① ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❡st ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❞❡ n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s n ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥ô♠✐❛✉① ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ j ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ι ❡st ✉♥
✐♥❞✐❝❡ s♣❛t✐❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✉♥❡ ré❣✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡s♣r✐t✱
❧✬✐♥❞✐❝❡ ι ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ 0 ≤ ι < ηo ∗4j
♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ j✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ Ωj
ι ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❞é♣❡♥✲

❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈✉❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Pj
ι ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥♦té

❝♦♠♠❡ ✿

P
j
ι = {P~ωo

(x , ~ωi)|x ∈ Ωj
ι , ι ~ωo}.

♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ j > 0✱ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ι✱ ❡t ♦ù ι  ~ωo s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❝❡t ✐♥❞✐❝❡ ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ~ωo✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
✐♥❞❡①és ♣❛r ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✉♥✐q✉❡ ωo t❡❧ q✉❡ ~ωo → ωo✱ ❛✈❡❝ 0 ≤ ωo < ηo✱
❛✉q✉❡❧ ❝❛s ✉♥❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ Ωj

ι ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ωo =
⌊

ι
4j

⌋

✳

❈❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ Pj
ι ❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s q✉❛♥t✐✜❡r✳

✺✳✸✳✷ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r

❯♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ✿ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦rt❡s s♦♥t ❧♦❝❛❧✲
✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❜❛ss❡✲❢réq✉❡♥❝❡s ❡t ❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❤❛✉t❡✲❢réq✉❡♥❝❡s
s♦♥t ♠♦✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♠è♥❡ à ♣❡♥s❡r q✉✬✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡s s✉✣t à ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s❛♥s ✐♠♣❛❝t ✈✐s✉❡❧ ❣ê♥❛♥t✳
P♦✉r ♣♦♥❞ér❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ P

j
ι ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲

t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ E✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

E(Pj
ι ) =

∑

x∈Ωj
ι

∑

~ωi∈Wi

(P~ωo
(x , ~ωi))

2 ,

q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ P
j
ι

❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ π t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

P
j
π(0),P

j
π(1), · · · ,P

j

π(ηo∗4j−1)

❛✈❡❝✱
E(Pj

π(0)) ≤ E(Pj
π(1)) ≤ · · · ≤ E(Pj

π(ηo∗4j−1)
)

❈❡tt❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛❧♦rs ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦♠♠❡
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳



✽✶

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ E(Pj
ι ) ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡

❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ P
j
ι ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s

❧❡ s✐❣♥❛❧ R ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❇❚❋ r❡❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ηo∗4j s♦✉s✲❜❛♥❞❡s
❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t R̃ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t s s♦✉s✲
❜❛♥❞❡s✱ s < ηo ∗ 4j ✳ ▲❡ ❝❛rré ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r L2 ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ✿

‖R− R̃‖22 =
ηo∗4j−s
∑

k=0

E(Pj
ι ). ✭✺✳✸✮

❈❡ rés✉❧t❛t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡rr❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ R✱ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉s✲
❜❛♥❞❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✱ ❡t ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ R̃✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s s s♦✉s✲
❜❛♥❞❡s ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s✳ ◆♦tr❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡r✲
r❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡
s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ♠❛✐s t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡
✐❝✐✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡st s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ré❢ér❡♥❝❡
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡ P❙◆❘✱
q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

❚♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✿ ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✈✉❡ ❢r♦♥t❛❧❡ s♦♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t
♣❛r❧❛♥t✱ q✉❡ ❝❡✉① ❞❛♥s ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ✈✉❡ r❛s❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ✈✉❡
r❛s❛♥ts s♦♥t s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥és ❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❞❡s ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ s♦✐❡♥t ✈✐s✉❛❧✐sés
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❧❡ ♣❧✉s ✜♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ E ❡st
♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦✐❞s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡
❧❛ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ tr❛✐té❡ ✿

EV (Pj
ι ) = E(Pj

ι ) ∗ cos(θo).

♦ù θo r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛ss♦❝✐é à P
j
ι ✳

●râ❝❡ à ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♦✉ ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ♦✉ q✉❛❧✐t❛t✐❢s✳ ▲❛
♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s q✉❛❧✐t❛t✐❢s ❝♦♥s✐st❡ à ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦♥❞éré❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r

ι<ηo∗4j
∑

ι=0

EV (Pj
ι )

❡t ❛✐♥s✐✱ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ à ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❛♥s ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳ P♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s q✉❛♥t✐t❛t✐❢s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à
é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ é♥❡r❣✐❡ ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡✳



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ ❆r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧

✺✳✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ✐❝✐ s♦♥t ré❛❧✐sés ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♠❛tér✐❛✉① ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❜✐✈❛r✐és ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés✳ ❙✉r
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡s
❝r✐tèr❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♦✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡ ❧❛
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉r❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡
❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ■❝✐✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st
é❣❛❧❡ à 6✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ❛ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ 8 × 8✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✱ ✺✳✷ ❡t ✺✳✸ s✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
❞✐✛ér❡♥ts✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐❧❧✉strés✱ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞é❝r✐t ❧❡s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s ❝❤♦✐s✐❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❝♦✉r❜❡
❞✬❡rr❡✉r s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❡st✐♠❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ❇❚❋ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧é❡
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✳

❊♥ ♣❧✉s ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ❡t q✉❛❧✐t❛t✐❢s ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣✲
t❛t✐✈❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✐❝✐✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛♣rès
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ♣♦✉r t❡st❡r ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❜✐✈❛r✐é ✉t✐❧✐sé
❡st s♣é❝✐✜é ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ P♦❧②♥ô♠❡ ✿

✕ ◗ ✿ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré 2 ❀
✕ ◗✴❈ ✿ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❡t q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✳
❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐❜❡❧❧é❡ ◗✴❈✱ ❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✱ ❧❛

♠♦✐t✐é✱ s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠é❡s ♣❛r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❜✐✈❛r✐és ❞❡ ❞❡❣ré 3✱ r❡♣rés❡♥tés
❝❤❛❝✉♥ ♣❛r 10 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ♠♦✐t✐é ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré 2 s❡✉❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❣✉✐❞❛♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st
✐❞❡♥t✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❈r✐tèr❡ ♦ù s♦✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st
✐♠♣♦sé❡ s♦✐t ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♣r♦♣♦sé❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡
❝♦♥s❡r✈é s♦♥t s♣é❝✐✜és✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❆❖P✵✱ ♦ù ❆❖P s✐❣♥✐✜❡ ❛r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧✱ ❡st ❞♦♥✲
♥é❡ à t✐tr❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2 s❛♥s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

▲❡ rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ✐❝✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡①❝❧✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡rr❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱
❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❛♥t✐t❛t✐❢s s♦♥t très ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❡t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❇❚❋ ♣❛r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❡♥✲
✈✐r♦♥ 30 ▼♦✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t
❛✉ss✐ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ✈♦✐r ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡
❜❧♦❝s ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❛✮✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝✉❜✐q✉❡s ♥✬❡st ♣❛s ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞❡❣ré s✉♣ér✐❡✉r à
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❲♦♦❧ ❚❛✐❧❧❡ ✭▼♦✮ E P♦❧②♥ô♠❡ ❈r✐tèr❡
❆❖P✵ ✶✷✵ 1.0 ◗ ✲
❆❖P✶ ✸✵ 0.72 ◗ t❛✐❧❧❡
❆❖P✷ ✻✵ 0.90 ◗✴❈ é♥❡r❣✐❡
❆❖P✸ ✸✺ 0.72 ◗✴❈ t❛✐❧❧❡
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✓ ✇♦♦❧ ✔ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té
❞❡ ❇♦♥♥ ❬❇❚❋❛❪✳

P✉❧❧✐ ❚❛✐❧❧❡ ✭▼♦✮ E P♦❧②♥ô♠❡ ❈r✐tèr❡
❆❖P✵ ✶✷✵ 1.0 ◗ ✲
❆❖P✶ ✹ 0.50 ◗ é♥❡r❣✐❡
❆❖P✷ ✶✷ 0.63 ◗ t❛✐❧❧❡
❆❖P✸ ✸✺ 0.80 ◗✴❈ t❛✐❧❧❡
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❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✓ ♣✉❧❧✐ ✔ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té
❞❡ ❇♦♥♥ ❬❇❚❋❛❪✳



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ ❆r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧

■♠♣❛❧❧❛ ❚❛✐❧❧❡ ✭▼♦✮ E P♦❧②♥ô♠❡ ❈r✐tèr❡
❆❖P✵ ✶✷✵ 1.0 ◗ ✲
❆❖P✶ ✸✵ 0.81 ◗ t❛✐❧❧❡
❆❖P✷ ✸✼ 0.90 ◗✴❈ é♥❡r❣✐❡
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❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✓ ✐♠♣❛❧❧❛ ✔ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬✉♥✐✲
✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦♥♥ ❬❇❚❋❛❪✳

3✳ ▲♦rs ❞❡ ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛✐s q✉✐
♦s❝✐❧❧❡♥t tr♦♣ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❘és✉❧t❛ts ✈✐s✉❡❧s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ✭❛✮ ❆❖P ◗✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ E❂✵✳✺ ❞❡ ✹▼♦✱ à ❣❛✉❝❤❡✱
✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡✳ ✭❜✮ ❆❖P ◗✉❛❞r❛t✐q✉❡✴❈✉❜✐q✉❡ ❛✈❡❝ E❂✵✳✽
❞❡ ✸✺▼♦✳ P♦✉r ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ s♦♥t ♣rés❡♥tés✱ à ❣❛✉❝❤❡✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
r❡❝♦♥str✉✐t❡ ❡t à ❞r♦✐t❡✱ ✉♥ ③♦♦♠ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥✲
str✉✐t❡✳

✺✳✹ ❘❡♥❞✉

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❣é♥éré❡✱ ❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ st♦❝❦é❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐❞é♦ ♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s
ré❡❧ s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ♣❛r✲



✽✺

t✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❞✐s♣♦s❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡s✱ ❧❡s s❤❛❞❡rs✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ t②♣❡
t❡①t✉r❡ ❡♥ ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s s♦♥t st♦❝❦é❡s
♣❛r ❣r♦✉♣❡s ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐❞é♦✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛❞❛♣t❛✲
t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦ù ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✜①é à 2✳
❈❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ✉♥❡ ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
42 s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✱ s♦✐t ηo ∗ 42 ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳ ❆♣rès
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ n s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡
s✐❣♥❛❧✳ ❆ ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ❛❧❧♦✉❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐❞é♦ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❡①t✉r❡ ✷❉
s✉✣s❛♥t ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛✲
t✐❛❧❡s ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛❧❧♦✉❡r
✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ❞♦♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ é❣❛❧❡ à
❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡✱ ♥✬❡st ♣❛s ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡
❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡✱ 8× 8 ♦✉ 16× 16✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❇❚❋
❞♦♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ηx = ηu × ηv✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡
✈✐❞é♦ ❡st ✜①é❡ à ηu

2 × ηv
2 ✳ ▲❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❡st ❛❥✉sté❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r

st♦❝❦❡r ❧❡s n s♦✉s✲❜❛♥❞❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❈❛rt❡ ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✳ ❙✐ ✉♥❡ s♦✉s✲
❜❛♥❞❡ Ωj

ι ♥✬❡st ♣❛s ❡①❝❧✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ✉♥ ✐♥❞❡① Sj
ι

❡st st♦❝❦é❡ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❡①t✉r❡ ❞❡
s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✉♥ ✐♥❞❡① ♥✉❧
❡st ❛✛❡❝té✱ 6 ❙jι ✱ ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ❡st ❡①❝❧✉❡ ❞❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳

❆ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡s s✐❣♥✐✜❝❛✲
t✐✈❡s✳ ❈♦♠♠❡ s♣é❝✐✜é s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✱ ❝❡tt❡ ❝❛rt❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s
s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡✳ ❯♥ ✐♥✲
❞❡①✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r s✉r 16 ❜✐ts✱ ❡st ❛ttr✐❜✉é à ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡
à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧♦❝❛❧✐s❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡
❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❛ t❡①t✉r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ✐♥❞❡① ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé à ③ér♦ s✐ ❧❛ s♦✉s✲❜❛♥❞❡ ❡st ❡①❝❧✉❡ ❞❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳

▲✬❛r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ r❡♥❞✉ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋✳ ▲❛ ❇❚❋ ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❡①✲



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ ❆r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧

♣r✐♠é❡ ❛✉ ❢♦r♠❛t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❨❯❱ ♦ù ❨ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡t ❯❱ ❧❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡s✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡s
❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❝❛r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡
❧❛ ❧✉♠✐èr❡ s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r ♣✐①❡❧ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❯❱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡s✳ ▲❡s ηo t❡①t✉r❡s rés✉❧t❛♥t❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ q✉❛♥t✐✜é❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ 8 ❜✐ts✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡♥t
❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✉♥ t❛✐❧❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 10 ▼♦✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ré❛❧✐sé s✉r ✉♥ s❤❛❞❡r q✉✐
❛❣✐t ♣❛r ♣✐①❡❧ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡✳ ❈❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✲
✐sé❡ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛ss❡ s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✱ ♦♥
❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ s♣é❝✐✜❛♥t à q✉❡❧❧❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❚❋ ❞♦✐t êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t r❡❝♦♥str✉✐ts ♣✉✐s ❝♦♠❜✐♥és✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ♣♦✉r
s②♥t❤ét✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣✐①❡❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡♠❛♥❞é✳ ▲✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❜❛r②❝❡♥✲
tr✐q✉❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ à r❡❝♦♥str✉✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❡st tr✐✲❧✐♥é❛✐r❡ ❝❛r ✐♥t❡r♣♦❧é
s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❡t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s✳ ▲❡ r❡♥❞✉ ❡st ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ s✉♣ér✐❡✉r à
60✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧❡ à 6✳ P♦✉r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉rs✱ ❧❡ r❡♥❞✉ ❡st ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ✈♦✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ s✐ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳

✺✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢✉t✉r❡s

▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛✉① r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥tér❡s✲
s❛♥t❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
s♦♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❡t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥s ❡①trê♠❡s✱ ❞❡ ❧✬♦r✲
❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠❡❣❛✲♦❝t❡ts✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r❡st❡ ❝♦rr❡❝t❡✳
❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❞✉❡ à ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞✬❡rr❡✉r q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✈✉❡ ♥♦r♠❛❧❡
❥✉sq✉✬à ❞❡ très ❢♦rts t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r✲
♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧
❣r❛♣❤✐q✉❡✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ✈❛❧♦r✐sés à tr❛✈❡rs ✉♥ ❜r❡✈❡t ❬❇●✵✽❜❪ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❛❧❡ ❬❇❇●❙✵✽❪ à ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❙■●●❘❆P❍ ❡♥ ✷✵✵✽✳ ❉❛♥s ❝❡s
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✲
✐♠❡r ❧❡ rés✐❞✉❡❧ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❇❚❋ ❡t s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡
❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉❡❧ ❡st ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❛✲



✽✼

❣ré♠❡♥t❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣❛r ✉♥ ❛❥♦✉t ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐tés s✉✐✈❛♥t
❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ q✉✐ ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t ❛✉ ré❛❧✐s♠❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉
s②♥t❤ét✐q✉❡✳ ▲❡ rés✐❞✉❡❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭✐❝✐✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡✮ ❡t✱ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠é ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✷✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
r❡t❡♥✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ s✉r✲
❢❛❝❡ ❡♥ ✷✳✺❉ ✿ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✷❉✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❢♦r♠é ♣❛r Π✱ ♠✉♥✐❡
❞✬✉♥❡ é❧é✈❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t✱ ❧❡ rés✐❞✉❡❧✳

P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡str❡✐♥t
♣♦✉r ♥❡ ♣❛s s✉r❝❤❛r❣❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜①❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣✐①❡❧s ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ é❣❛❧
à ✶✸✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té à ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✱ ❡t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t
❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡✳ ❯♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ α ∈ [0; π2 [✱
r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❡♥tr❡✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❧✐❣♥❡r ❧❡s ❛①❡s
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❡ rés✐❞✉❡❧ ❡st
♠❛①✐♠❛❧✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉❡❧ ♣❛r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t r❡✈✐❡♥t
❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r α ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ rés✐❞✉❡❧ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡❧s q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r
❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ rés✐❞✉❡❧ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✉
s❡♥s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳

α

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ rés✐❞✉❡❧ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✿ à ❣❛✉❝❤❡✱
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❀ à ❞r♦✐t❡✱ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♦♥t été ré❛❧✐sé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝❛❧❝✉❧❡r α ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ♣❡✉t ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡s ❛rt❡✲
❢❛❝ts ✈✐s✉❡❧s ❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉ s✉r ❧❡s ③♦♥❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✿ ❧❛ ♣❤❛s❡
❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧s ✈♦✐s✐♥s ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦❝❤❡✳ ❉❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ♣♦sé❡s
s✉r α t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✈♦✐s✐♥❡s s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ s❡✉✐❧✳

▲♦rs ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡
❞✬❡♥✈✐r♦♥ 10✪✳ ▲❡ ❣❛✐♥ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠✲
❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❥♦✉tés ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❝❡❧✉✐ ❡s❝♦♠♣té✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥♦✉s
❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ ❆r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧

t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉✐✈❛♥t
❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 4 ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳ ❈❡ tr❛❝é ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
✭♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ 4✮ s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠é❡s ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t s❛♥s ❡rr❡✉r✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣❧✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧s s♦♥t ✜♥s ✭♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ 3✱ 2 ❡t
1✮ ♣❧✉s ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❊rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ s✉r
✉♥❡ ❇❚❋ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ❡st r♦❜✉st❡ s✉r
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭♥✐✈❡❛✉ 0✮ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❤❛✉t❡✲❢réq✉❡♥❝❡s ✭♥✐✈❡❛✉ ❃ 0✮✳

❈❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥♦✉s ❧❛✐ss❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❞❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❢✉t✉r❡s à ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♠✐①t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té
s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s s✉✐✈✲
❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ P♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ✭♥✐✈❡❛✉ 0✮✱ ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st q✉❛s✐✲♥✉❧❧❡ ❡t ♣❧✉s ❧❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ✜♥s✱ ♣❧✉s ❧✬❡rr❡✉r ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛✲
t✐♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s♦♥t ❧✐♠✐tés ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❤❛✉t❡✲
❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ré❛❧✲
✐sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ ❡♥❝♦❞és
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ st♦❝❦❡r ❧❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ❯♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✐①t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ♣♦✉r
❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ✐❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡s✲
s✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ à ❞❡✉①✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❜❛sé❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s♦♥t
s♦✐t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❩❡r♦✲❚r❡❡ s♦✐t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛❞✲❤♦❝ ❞✐✣❝✐❧❡✲
♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❈♦♠♠❡
❡①♣♦sé❡s ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❩❡r♦✲❚r❡❡ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ♣♦rt❛❜❧❡s s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧ ❡t ❞♦♥❝✱ ❧✐♠✐té❡s à ❞❡s ❢♦r✲
♠❛ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛✲
t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s♦✉✛r❡♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛r✱ ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣rés❡♥té
✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛r❜r❡ q✉❛t❡r♥❛✐r❡ ❝♦♠♣❧❡t✱ q✉❛tr❡ ✜❧s ♦✉ ❛✉❝✉♥✳ ❖r✱ ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ❧✬❛r❜r❡ q✉❛t❡r♥❛✐r❡ ❣é♥éré ❡st ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t✱
✈♦✐r❡ ✐rré❣✉❧✐❡r s✐ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ré❣✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ré❡❧s✱ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❝❛r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲
é❝❤❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ré♣♦♥❞ à ❝❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
♣❛r ✿

✕ ✉♥❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈✐s à ✈✐s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❀
✕ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s q✉❛t❡r♥❛✐r❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❀
✕ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ❛❞❛♣✲

t❛t✐❢s ❀
✕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ét✉❞✐é❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡♥❞✉ s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛✉①✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥✲

❞❡❧❡tt❡s s♦♥t ✐❝✐ st♦❝❦és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ♣❛r ❜❧♦❝✳ ▲❡ ❤❛❝❤❛❣❡
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ✉♥❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♥✬❡st ♣❧✉s r❡q✉✐s❡ ❡t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

✽✾



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ t♦✉t s♦♥ s❡♥s
❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉ ♦ù ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❛❝❝r✉❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❆ ♣❛rt✐r✱ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ◆✲❉✐♠❡♥s✐♦♥s
✭t❡①t✉r❡✱ ❙❱❇❘❉❋✱ ❇❚❋✮✱ ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡t ❝♦♠♣r❡ss❡
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧✳

❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✱ ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡st ✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❝✐✱ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ❇❚❋s ♠❛✐s
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♠✐té❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡
❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳ ❆❧♦rs q✉❡
❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s s♦♥t ♣r♦❥❡té❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✷❉✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s✱ tr❛✐té❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t
❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✶❉ ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✮✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ q✉❛♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡st ♣r♦♣♦sé q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❞❛♣t❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳ ▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡
❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝❧é ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝r❡✉s❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❣râ❝❡
❛✉① ♦✉t✐❧s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉és s♦♥t r❛♥❣és ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s
❞❡♥s❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✳

✻✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✳ ❙✉r ✉♥❡ ❇❚❋✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥✈✐s✲
❛❣é ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❇❚❋
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r
❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✿ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❣✉✲
❧❛✐r❡s✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ♥❡ s♦✉❧è✈❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs
♣♦✉r êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ t❛♥t ❧❡ r❛♣✲
♣r♦❝❤❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡st ❞✐r❡❝t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✷❉ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉✐✈❛♥t
❝❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞♦♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts✳
▲♦rsq✉✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ❞♦✐t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧✳



✾✶

❉❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s♣❤ér✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠✲
♠✉♥é♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s
❬❈▼❙✽✼✱ ❲❆❚✾✷❪ ❡t ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❬❙❙✾✺✱ ▲❋✵✽❪✳ ❖r✱ s✉r ✉♥❡
❇❚❋✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡st ✜①é ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡s✲
s✉s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡
s♦❧✐❞❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦✐t ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t ✉♥
♦✉t✐❧ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ♣r♦❥❡t❡r ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❢réq✉❡♥✲
t✐❡❧❧❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❣é♥éré ♣❛r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉
❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧✳ ❙✉r ✉♥❡ ❇❚❋✱
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❤❛✉t❡✲❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣❛r ❧❡s
❡✛❡ts ♠és♦✲str✉❝t✉r❡❧s q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ♦♠❜r❡ ❡t ♣❛r❛❧❧❛①❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❇❚❋ r❡✈✐❡♥❞r❛✐t à ❣é♥ér❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞❡❣ré é❧❡✈é ❞❡✈r❛✐t êtr❡
✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡
♣♦✉r ❞❡s ❜❛s❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s♣❤ér✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❩❡r♥✐❦❡
❬❑❉❙✾✻✱ ❉✈●◆❑✾✾❪✳ P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❤❛✉t❡✲❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s
s♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❝❛r ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t
❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❜❛s❡✱ ✈✐❛
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❜❛ss❡✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s♦♥t
❛♣♣❧✐q✉é❡s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥t❡r
❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❡rr❡✉rs✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s✉r ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❤❛✉t❡✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦rré❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❡①♣r✐♠é❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♥♦♥✲♥✉❧s s♦♥t r❡str❡✐♥ts ❛✉① ③♦♥❡s ♦ù
❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ à tr❛✈❡rs ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ st♦❝❦é❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡
✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣❧✉s ❧❛
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣❧✉s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s s♦♥t
♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ❯♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ tr♦✉✈é ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r à ❧❛ ❢♦✐s
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❈❤❛q✉❡
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ❡st ❧✐♥é❛r✐sé s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ θ✳
❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✶❉ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉✐✈✲
❛♥t φ✳

❉❛♥s ❝❡t ❡s♣r✐t✱ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡st ♣r♦✲



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

♣♦sé❡✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✱ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♦✉ s✉r ❧✬✉♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥sé❝✲
✉t✐✈❡✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣♦sés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✱ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❛♥❣❧❡
❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ θ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉✱ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♥❣❧❡ ❛③✐♠✉t❛❧
φ✳ ❉❛♥s ❧❡s ❇❚❋s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♥❣❧❡
❛③✐♠✉t❛❧ s♦♥t ❝❛♣t✉rés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡♥ ✶❉ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r
❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st s❛♥s ♣❡rt❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐té ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st très ❢❛✐❜❧❡✱ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s
♣é♥❛❧✐s❡r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡
❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ♣❛r ❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡ s❝❤é♠❛
s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❞❡✉①
♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à
tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ ♥♦té❡ ❚▲✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❧✉♠✐èr❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❞❡s ❞ét❛✐❧s q✉✐ ❡♥❝♦❞❡♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥✲
tr❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡
❞é❝♦rré❧és ❡♥tr❡ ❡✉① s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♥♦té❡ ❚❱✱ ❝❡ q✉✐ ❣é♥èr❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s
❞❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s ✿

✕ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❞❡ ❧✉♠✐èr❡✱
✕ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❞❡ ❧✉♠✐èr❡✱
✕ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✉♠✐èr❡✱

♦ù ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞é❝r♦ît ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡ ❡t ❢♦r♠❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡
❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❈❤❛q✉❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✉r ❧❡s ❇❚❋s ❡st r❡♣rés❡♥té
♣❛r ✉♥❡ t❡①t✉r❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✷❉ ❡st ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡✱ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦té❡ ❚❙✳

▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ❇❚❋s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦♥♥ ❬❇❚❋❛❪✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡t s♣❛t✐❛❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s♦♥t ✐♥✢✉✲
❡♥❝és ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❯♥❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❚❙ ✰ ❚▲ ✰ ❚❱ ❧❛✐ss❡ ♣rés✉♠❡r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts✳

✻✳✷ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡



✾✸

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ r❡♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡
s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐ss✉s ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t
❡♥s✉✐t❡ ❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥tr❡ ❡✉① ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳

❉❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥
♣r♦❝é❞é ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
❞✐s❝rèt❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ r❡str❡✐♥t❡✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✐s❝rèt❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳
▲♦rsq✉❡ ❝❡ ♣❛s ❡st ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❙✐ ❧❡ ♣❛s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ③ér♦ ❡st ❞❡✉①
❢♦✐s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é♣❛rt✱ ♦♥ q✉❛❧✐✲
✜❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ③♦♥❡ ♠♦rt❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❊♥✜♥✱



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ~ωo✴~ωi ❉ét❛✐❧ ~ωo✴~ωi ❉ét❛✐❧ ~ωi

❚▲ ✰ ❚❱

ηo 41 40 81

ηi 41 41 40

ηx 256× 256 256× 256 256× 256

◆❜✳ ❚❡①✳ 1681 1640 3240

❚▲

ηo 81 ✲ 81

ηi 41 ✲ 40

ηx 256× 256 ✲ 256× 256

◆❜✳ ❚❡①✳ 3321 ✲ 3240

❚❙ ✰ ❚▲ ✰ ❚❱

ηo 41 40 81

ηi 41 41 40

ηx ❆♣♣r♦①✳ 1× 1 1× 1 1× 1

ηx ❉ét❛✐❧ 256× 256− 1 256× 256− 1 256× 256− 1

◆❜✳ ❚❡①✳ 1681 1640 3240

❚❙ ✰ ❚▲

ηo 81 ✲ 81

ηi 41 ✲ 40

ηx ❆♣♣r♦①✳ 1× 1 ✲ 1× 1

ηx ❉ét❛✐❧ 256× 256− 1 ✲ 256× 256− 1

◆❜✳ ❚❡①✳ 3321 ✲ 3240

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❛♣rès
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞✬✉♥❡ ❇❚❋
✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦♥♥ ❬❇❚❋❛❪ ✿ ηo = 81✱ ηi = 81 ❡t
ηx = 256 × 256✳ ❚▲ ✿ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡
❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❚❱ ✿ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡✳ ❚❙ ✿ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✳

❧♦rsq✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❞é♣❛rt✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧
❞✬❡♥tré❡✳

P♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡
à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✬❡rr❡✉r✳ ❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t
❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ♠étr✐q✉❡✱ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲❧♦②❞ ❬▲❧♦✽✷❪✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ❞♦♥❝ ♥✬❡st
♣❛s ❛❞❛♣té à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞é♠♦♥tré q✉✬à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s ét❛✐t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡✳



✾✺

▲✬✐❞é❡ r❡t❡♥✉❡ ✐❝✐ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❛❞❛♣té❡
à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r
s♦✉❝✐s ❞❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té s✉r ✉♥
s✐❣♥❛❧ ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❜❛sé s✉r ❧❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳

✻✳✷✳✶ ❈r✐tèr❡ q✉❛❧✐t❛t✐❢

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té✱ t❡❧ q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✐❝✐✱ ❡st ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
t♦t❛❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❙✉r ✉♥❡ ❇❚❋✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

E =
∑

~ωo∈Wo

∑

~ωi∈Wi

∑

x∈T

BTF (x , ~ωo, ~ωi)
2.

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ✉♥❡ ❇❚❋ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳ ❊♥ tr✐❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ♣❛r
♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✮✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à
s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t ❞✬é♥❡r❣✐❡ t♦✉t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡
♠♦②❡♥♥❡ r❡✈✐❡♥t à s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s n ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ t❡❧❧❡ q✉❡
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛rrés ❞❡ ❝❡s n ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦✐t é❣❛❧❡ à 0, 01 ∗ E✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡
❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ❞♦♥❝ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡
❞✉ s✐❣♥❛❧ ✿ ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ 50✪✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ ❞♦♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st é❣❛❧❡ à 0, 5 ∗ E✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡✈✐❡♥t à
❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s❡✉✐❧ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♥✉❧✳ P♦✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡t❡♥✉❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡✳
❊♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜♥❡ ❞❛♥s ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s❡✉✐❧s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡
❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❡t✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ 1✪ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s❡✉✐❧✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st q✉❡✱ à t♦✉t ♠♦♠❡♥t✱ s❡✉❧ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❇❚❋
✭✐✳❡✳ ✉♥❡ t❡①t✉r❡✮ ❡st ❝❤❛r❣é ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❛❧♦rs
q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❛ï❢ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❞❡ ❝❤❛r❣❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥
♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛✲
❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥✱ ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣♦✉r✲
❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞é✜♥✐✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é ✐❝✐ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té 0 ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✮✳ ❆✐♥s✐✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✉t✐❧✐sé❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ q✉❛❧✐té
❞♦♥♥é ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥✲
tr❡♥t q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ s✐



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❈r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥❡ ❇❚❋✳ ▲❡ ♣♦✉r❝❡♥t✲
❛❣❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts r❡st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♦r❞♦♥♥é❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❥✉❣❡r ❞❡ ❧✬❡✣✲
❝❛❝✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❇❚❋✳
❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s q✉✐ ❝❛♣t✉r❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ✐♥t❡r✲❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡♥ ❣❛r❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t 1✪ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ ❡st✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s ❝❛s✱ ❞❡ 85✪✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ q✉❛❧✐té ré✈è❧❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦ù
✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

✻✳✷✳✷ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

▲❡s ❇❚❋s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ♦ù
❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st ✉♥ ré❡❧ s✉r 32 ❜✐ts ♣♦✉r ❞❡s ❢❛❝✐❧✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✈♦✐r❡
♣♦✉r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥ ❤❛✉t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❛✉ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❡❧ q✉❡ ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ♣❛r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s r❡str❡✐♥t ❞❡ ❜✐ts ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❢♦rts t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ r❡t❡♥✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡
s❝❤é♠❛ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s



✾✼

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s s✉r 32 ❜✐ts ✈❡rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r q✉❛♥t✐✜é❡ ❡♥t✐èr❡
s✉r 8 ❜✐ts✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉✲
❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
1 ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✭❚❙✮ s✉✐✈❛♥t
♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs s❡✉✐❧s s✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜✐❡♥ ❡st✐♠❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡rr❡✉r ❧✐é❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢❛✐❜❧❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ s❡✉❧ ❝r✐tèr❡ à ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ ✉♥❡ ❡rr❡✉r
r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ 1✪ s✉r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ 1000 ❡st ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❡rr❡✉r s✉r 1000 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ 1✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✉♥
❡st✐♠❛t❡✉r ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❞❡ ♣♦♥❞ér❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♣❛r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦té❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣♦♥❞éré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳

❊♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣♦♥❞éré❡
❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛✐s ❞❡✈✐❡♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❝❡✉①



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

❞❡ ❢♦rt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s
♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ p✱ ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ ③♦♥❡ ♠♦rt❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡
❞❡✉①✐è♠❡✱ q✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡
❡t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ Q ❡st ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ✿

Q(x) = (x < p)0 : (x < q)?
q2 ∗ (x− p)

q2 − 2pq + px
: x, x ∈ [0 : 1].

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s p ❡t q ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ✉♥❡ s❡✉✐❧ s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❝♦♠♠❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t
❝❛❧❝✉❧és t❡❧s q✉❡ ✿

✕ Q(s) = ∆✱ ❛✈❡❝ ∆✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r p ❀
✕ q ❡st ✜①é ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r s✉✐✈❛♥t ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ♦ù ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡st é❣❛❧❡ à 0, 99✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✳ ❈❡s ❝♦✉r❜❡s
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s p ❡t q ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r q✉❛s✐✲♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉✐✈❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts
❝r✐tèr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ été ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à êtr❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ❙❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s
♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s p ❡t q✱ ❡st ✿

Q−1(x) = (x < q)?
p ∗ q ∗ (q − x) + (q − p) ∗ q ∗ x

q ∗ q − p ∗ x : x.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s
♥♦r♠❛❧✐sés✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré ❡st ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ s✉❜❞✐✈✐sé ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♣❛s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ∆ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❜✐ts ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s
❡st q✉❛♥t✐✜é s✉r 8 ❜✐ts ✿ 1 ❜✐t ❞❡ s✐❣♥❡ ❡t 7 ♣♦✉r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1✪ s✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
♠❛tér✐❛✉① ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ ♥✉❧❧❡✳

✻✳✸ ❍❛❝❤❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

✻✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

❊♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐
✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ✉♥



✾✾

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ❞ét❛✐❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ 1 ❞✬✉♥❡ ❇❚❋ ❛♣rès tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✭❚❙✮ s✉✐✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs s❡✉✐❧s s✱
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❈P ❡t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ✭❩♦♦♠ s✉r ❧❛
♣❛rt✐❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡✮

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ④ ❝❧é✱ ✈❛❧❡✉r ⑥ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❝❧é ❡♥ ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡ ♣♦✉r ② st♦❝❦❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧✱ ❝❤❛q✉❡
❝❧é ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ✉♥✐q✉❡✱ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❀ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❛r❢❛✐t✳ ▲♦rsq✉❡
❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧és ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ✐❧ ② ❛
❛❧♦rs ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts q✉✬✐❧ ❢❛✉t rés♦✉❞r❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s
❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t
❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❝❤❛î♥é❡✳ ❆✐♥s✐✱ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱
❧✬é❧é♠❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t❡✉r ❡st ❛❥♦✉té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ à
❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞és✐❣♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ t❡❧ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ O(n)✱ ❡t ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❊♥ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ❤❛❝❤❛❣❡
♣❛r❢❛✐t s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♦✉ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ✸❉ ❝r❡✉s❡s s✉✐✈❛♥t ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✿ ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❛r ❞é❝❛❧❛❣❡ ❬▲❍✵✻❪ ❡t ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♠✉❧t✐✲❛❞r❡ss❡
❬❆❙❆+✵✾❪✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✱ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡
♣❛rt❛❣é ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣♦✉r



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

❣ér❡r ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ n ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
♣♦✉r ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t à n ❛❞r❡ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ❛✐♥s✐✱
é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♣❛r ✉♥ ❝❤♦✐① ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t O(1) ♣❛r
❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é❡s✱ t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ✉♥❡✱
❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ s♦♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❡♥ t❡♠♣s ✐♥t❡r❛❝✲
t✐❢ ❬❆❙❆+✵✾❪ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠✉❧t✐✲❛❞r❡ss❛❣❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r
❞é❝❛❧❛❣❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ t❡♠♣s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣ ♣♦✉r t❡♥❞r❡ ✈❡rs ✉♥ ❤❛❝❤❛❣❡
♣❛r❢❛✐t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡✮ s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡✱ s✉♣ér✐❡✉rs à 90✪✱ q✉❡
♣❛r ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♠✉❧t✐✲❛❞r❡ss❡✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 70✪✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts à st♦❝❦❡r s♦♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡①✲
t✉r❡s ❜✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛♣rès ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s
❞❡str✉❝t✐❢✱ ❧❡s t❡①t✉r❡s s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❢♦rt❡♠❡♥t ❝r❡✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s♦♥t très ❡✣❝❛❝❡s✳ ■❝✐✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s♦♥t
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡st
❡✛❡❝t✉é ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❞é❝❛❧❛❣❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐①
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❛❜❧❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s✉r ❧❡s t❡①t✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❇❚❋✳

▲❛ str❛té❣✐❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ st♦❝❦❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ④ ❝❧é✱ ✈❛❧❡✉r ⑥
♦ù ❧❛ ❝❧é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞✉ ♣✐①❡❧ à ❝❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❡st ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✉♥✐q✉❡ ❡t✱ s✉r ✉♥❡ ❇❚❋✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r
✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡✲
♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡
❛ss♦❝✐é à ❧❛ t❡①t✉r❡✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♥♦♥✲♥✉❧s s♦♥t st♦❝❦és
❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡①t✉r❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥t ♥♦♥✲♥✉❧ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❞❡ t❡①t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❇❚❋✳ ❈❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡♥s❡✐❣♥é ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
♣❛r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t s✐ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st st♦❝❦é ♦✉ ♥♦♥ ❞❛♥s
❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ♦ù ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥✲♥✉❧s
❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ st♦❝❦❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐❞❡♥t✐✜és ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥ts
❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

✻✳✸✳✷ ❈❛rt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ st♦❝❦❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❛s✐✲
♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r



✶✵✶

q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✐✳❡✳ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡①t✉r❡✮ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♥♦♥✲♥✉❧s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❡t❡♥✉❡ ✐❝✐
❝♦♥s✐st❡ à ❝♦❞❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛r❜r❡
❞❡ ❜✐ts ♦ù ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜✐t ❡st é❣❛❧ à 0 ✭r❡s♣✳ 1✮ ✐♥❞✐q✉❡
q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❡st ❡①❝❧✉ ✭r❡s♣✳ ✐♥❝❧✉s✮ ❞❛♥s ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ 4×4 ❛♣rès
❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s s♣❛t✐♦✲
❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉✱ à ❝❤❛q✉❡
♣✐①❡❧ ❞❡s s♦✉s✲❜❛♥❞❡s ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t H i

j ✱ V
i
j ♦✉ Di

j ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❤♦r✐③♦♥t❛✉①✱
✈❡rt✐❝❛✉① ❡t ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❀ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t A ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐❡✳

▲❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❇❚❋ ❡st ❞❡ ηo×ηi×ηx ❜✐ts✱ s♦✐t✱ s✉r ✉♥❡ ❇❚❋
❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦♥♥ ❬❇❚❋❛❪✱ 51 ▼♦✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳
P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❛♥t✐t❛t✐❢s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✱ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❤♦r✐③♦♥t❛✉①✱ ✈❡rt✐❝❛✉① ❡t ❞✐❛❣♦♥❛✉① q✉✐ ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t à
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
♥♦❡✉❞✳ ❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ♣❛r ❜r❛♥❝❤❡
✭✐✳❡✳ ♣❛r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ tr♦✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❤❛❝✉♥s✮✱ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡st ❝♦❞é❡ s✉r 12 ❜✐ts ❡t ❞é❝r✐t s❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ 0 s✐ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❡st ♥✉❧✱ 1 s✐♥♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜✐t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❛r ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t ❛✐♥s✐✱ ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ 28

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s 212 ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❝♦❞é❡ s✉r
8 ❜✐ts✳ ▲❡ ❝♦ût ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❞❡ 34 ▼♦✱ ✉♥
❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡t t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱ ♣❧✉s ❧✬❛❥♦✉t
❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

▲❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣♦st✲s❡✉✐❧❧❛❣❡
❧♦rs ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s 212 ♣♦ss✐❜✐❧✲
✐tés✱ ✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♣♦✉r



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

ré❢ér❡♥❝❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉r❡♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❊♥ tr✐❛♥t ❧❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡✱ ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s n ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
❊♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ✜①❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦s✲
s✐❜❧❡s à 28✳ ❙✐ n < 28 ❛❧♦rs✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦♣éré ❡♥
❛ss♦❝✐❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❝❧é ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t n✳ ❙✐ n > 28✱ ❧❡s
n−28 ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ P♦✉r s❡
❢❛✐r❡✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ tr♦✉✈❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ à ❡①❝❧✉r❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣❛r ❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥✉❧s✳
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛✐♥s✐ ❛❥♦✉tés s♦♥t q✉❛❧✐✜és ❞❡ ❢❛✉①✲♣♦s✐t✐❢s ❝❛r ✐❧s s♦♥t ♣rés❡♥ts
❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ♥✉❧s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱
❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❢❛✉①✲♣♦s✐t✐❢s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t s✐ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❛❥♦✉tés r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ❖r✱ s✐ ❧✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉①✲♣♦s✐t✐❢s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡♥✈✐r♦♥ 10✪✳
P♦✉r ❡♥ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡✱ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t s♣❛t✐❛❧✳

❆✐♥s✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ré❛❧✐sé ♣❛r
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ▲❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡st✱ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛❝❝♦♠♣❧✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❚r❛✈❛✐❧❧❡r ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛❜str❛✐r❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❛
❝♦❤ér❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❙✐ ❛♣rès ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉①✲♣♦s✐t✐❢s ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♦♥ s✉❜❞✐✈✐s❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s
♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 4 ❡t ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡st r❡❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❡t ❝❤❛q✉❡
ré❣✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❛ss❡✲❢réq✉❡♥❝❡s q✉✐ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ré❣✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❝❛r ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡rs✱ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés
❝♦♠♠❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❘❡❣r♦✉♣❡r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ré❣✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ♣❛r ❧✬❛s♣❡❝t s♣❛t✐♦✲❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✐♠✐té ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉①✲♣♦s✐t✐❢s à 3✪✳ ❈❡ rés✉❧t❛t
❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s é❣❛❧ à 16✳

✻✳✸✳✸ ❍❛❝❤❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

▲❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s t❡❧ q✉❡ ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ▲❡❢❡❜✈r❡ ❡t ❛❧✳ ❬▲❍✵✻❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♦✉ ❞❡ ✈♦①❡❧s ❝r❡✉①✳ ❖r✱ ✐❝✐✱
❣râ❝❡ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ ♦✉ ❛✉tr❡s✱ ❝❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t ❝r❡✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ♣♦✉r ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠♦❞❡❧❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡
❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✜♥❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❛♥t✐t❛t✐❢s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲❡❢❡❜✈r❡ ❡t ❛❧✳ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♥♦♥✲♥✉❧s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞é♣❛rt r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s
❛♣♣♦rt♦♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ st♦❝❦❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳



✶✵✸

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ❉❡✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ✉♥
♣✐①❡❧ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s pi = (u, v) ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ I ❞❡ t❛✐❧❧❡ m × m à ✉♥❡
❛❞r❡ss❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ pd ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ D ❛✈❡❝ h2(pi) = pd ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ph ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ H ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t h1(pi) = ph✳ ▲❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞✉ t②♣❡ ✿

h(pi) =

{

α ∗ u2 + β ∗ u+ γ
α ∗ v2 + β ∗ v + γ

♦ù α✱ β ❡t γ s♦♥t tr♦✐s ❡♥t✐❡rs ✭< 256✮ ❝❤♦✐s✐s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ✉t✐❧✐sé ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✱ n ♣♦✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡ ❡t k ♣♦✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❛r ❞é❝❛❧❛❣❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲❛
✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ♥♦♥✲♥✉❧ pi = (u, v) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I ❡st r❡tr♦✉✈é❡
❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ H à ❧✬❛❞r❡ss❡ h1(pi)+dpi

✱ ♦ù dpi
❡st ✉♥❡

✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡
❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ D à ❧✬❛❞r❡ss❡ h2(pi) ❛✈❡❝ h1 ❡t h2 ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s hi s♦♥t s✉r❥❡❝t✐✈❡s ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐①❡❧s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♦✉ ❞❛♥s
❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❛r h1 ♦✉ h2✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s❛✉❢ ❝❛s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧
♦ù h1 ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h1✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ I q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦r♠é ♣❛r h−1

2 (pd)✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣✐①❡❧



✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

pd ❞♦♥♥é ❞❛♥s D✱ ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♣♦✉r s♦❧✉t✐♦♥♥❡r
❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ t❡❧ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✐tér❛t✐❢ ❣❧♦✉t♦♥ ♦ù à ❝❤❛q✉❡ t♦✉r ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡
❝❤❛♥❣❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ♥♦♥✲♥✉❧s ❞❡ ❧✬✐♠✲
❛❣❡✱ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡✱ ♣❛rt❛❣é ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♣✐①❡❧s✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s
❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ H✱ n × n✱ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡
t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❛♥s H s♦✐t é❣❛❧ ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣✐①❡❧s ♥♦♥✲♥✉❧s
❞❛♥s I✱ ♣❛r ❡①❝ès✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ D✱ k × k✱ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣✐①❡❧s ❞❡ D s♦✐t é❣❛❧ à 5✪ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♥♦♥✲♥✉❧s ❞❛♥s I✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r H[ph] = 0✱ ∀ph ∈ H✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝❛rt❡ h−1
2 (pd)✱ ∀pd ∈ D ❀

✸✳ ∀pd ∈ D ✿

✭❛✮ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ dpi
t❡❧ q✉❡

H[h1(pij) + dpi
] = 0, ∀j |pij ∈ h−1

2 (pd).

✭❜✮ ❙✐ dpi
❡①✐st❡ ❛❧♦rs

✐✳ H[h1(pij) + dpi
] = I(pij), ∀j

✐✐✳ r❡t♦✉r♥❡r ❡♥ 3 ❀

✭❝✮ ❙✐♥♦♥✱

✐✳ ❛❣r❛♥❞✐r k✱

✐✐✳ r❡t♦✉r♥❡r ❡♥ 1✳

❈❡ ♣r♦❝é❞é ✐tér❛t✐❢ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡
❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ♥♦♥✲♥✉❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I ♣✉✐s✲
s❡♥t êtr❡ ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❛♣♣❧✐q✉é ❛✐♥s✐ ♥✬❛ q✉❡ très ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦ù
k ❡st q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡st ❞❡ tr✐❡r ❧❛ ❝❛rt❡ h−1

2 (pd)
♣❛r ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ I ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥ pd ❡st ❛ss✐❣♥é ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❞❛♥s ❧❛
t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ s✉r ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à st♦❝❦❡r✳

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ I ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à h−1
2 (pd)

♣♦✉r ✉♥ pd ∈ D ❞♦♥♥é✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡ss❛✐s ❧✐♠✐té✳ ❙✐ ❧❡s ❡ss❛✐s s♦♥t
✐♥❢r✉❝t✉❡✉①✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♥♦♥ ❡ss❛②é❡s ❡st t❡sté ❥✉sq✉✬à
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st tr♦✉✈é❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡t
❧❛ t❛✐❧❧❡ k ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st ❛❣r❛♥❞✐❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦rré❧é ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣✐①❡❧s tr❛✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s t♦t❛❧✳

❆✜♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ k r❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✲❛❞r❡ss❛❣❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✳



✶✵✺

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r h1 ❞❡s ♣✐①❡❧s
♥♦♥✲♥✉❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à h−1

2 (pd) r❡st❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡
♣rès✳ ❯♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h1 ♣♦✉r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱
rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t✱ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡✱ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐ ❧❡s 2n ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❛♥s H✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✜①❡r ❛✉
♣ré❛❧❛❜❧❡ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ k ❞❡ D ❡t ❞✬❛ss✐❣♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
s♦✐t ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❡✲❤❛❝❤❛❣❡ ✭✐✳❡✳ r❡❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✮ s♦✐t ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

✻✳✹ ❘és✉❧t❛ts

P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t
♦r❣❛♥✐sés ♣❛r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈r❛✐ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐❞é♦ ❞❛♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t
❞❡ t❡①t✉r❡s✳ ❙✐ s❡✉❧❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱
❛❧♦rs✱ ❧❡s t❡①t✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❣r♦✉♣é❡s ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡♥ ❞✐s♣♦s❛♥t
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡

❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
⌈√

ηi × ηx

⌉

✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡

❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦♥♥✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ t❡①t✉r❡ ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡st 9 × 256✱
s♦✐t 9× 9 t❡①t✉r❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡st ❛✐♥s✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✿ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ✈✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❝é❞é ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ s✐ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡
❣r♦✉♣❡ ♥✬❡st ♣❧✉s éq✉✐❧✐❜ré ✿ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝✱ ❡♥ t❤é♦r✐❡✱ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉①
♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s t❡①t✉r❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ♣❛r
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡t ♣❛r t②♣❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t ❡♥❝♦❞é❡s s✉✐✈❛♥t tr♦✐s str✉❝t✉r❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭❞❡✉① ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✐ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡
❧✉♠✐èr❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉é❡✮✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣♦rt❡♥t
s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ▲❡
t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❛ss✐❣♥❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ k ❞✐♠✐♥✉❡ à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧✲
✐sé❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ré✉ss✐ à ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✜①❡
s✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❀ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥✲♥✉❧s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

❞❡ ❞é♣❛rt ét❛♥t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲❡ ♠✉❧t✐✲❛❞r❡ss❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬ét❡♥❞r❡
❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ à ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♠♦✐♥s ❝r❡✉s❡s✳

◆❜✳ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ k
1 ∞
2 427
4 415
8 397
16 385
32 365

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ k ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝❤♦✐s✐✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡
❡st ré❛❧✐sé s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✐❧❧✉stré ❬❇❚❋❛❪ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❙❡✉❧❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉✐✈❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡①t✉r❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡t ❧❡
❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ✜①é à 95✪✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ✿ 967×967✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞✐♠✐♥✉❡
à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳

▲❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❡❧❧❡ q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❡r♠❡t
❞✬✉♥✐❢♦r♠✐s❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ■❝✐✱ s❡✉❧❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ❡❢✲
❢❡❝t✉é❡ ❡t ❧❡s t❡①t✉r❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛ss❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s✉r
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛ss❡
❝♦♥s✐st❡ à ❡①é❝✉t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛✐s ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡
❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s t❛❜❧❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ✈✉❡✳ P♦✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱
❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡ ❡st ✜①é❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❣é♥érés ❧♦rs
❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✳ P♦✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s
❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
❡①é❝✉t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s s♦♥t ❢réq✉❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s t❛❜❧❡s ét❛♥t ✜①❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s été ❝❤❛♥❝❡✉①
❞❛♥s ❧❡ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sés à ♥♦✉✈❡❛✉ ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❛r ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ q✉❛♥t✐✜és
❡t ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ r❡♥s❡✐❣♥é❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❥✉❣és s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❝❤❛❝✉♥ s✉r 8 ❜✐ts✳ ■❝✐✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥❝♦❞é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡
❞❡ ❞❡✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉r 2× 8 ❜✐ts ♣❛r ♣✐①❡❧ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s



✶✵✼

❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❈❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é
s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés s✉r ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✻✳✹ ❡t ✻✳✺

◗✉❛❧✐té ✭✪✮ D H ❚❛✐❧❧❡ ✭▼♦✮
✾✾ 701× 701× 81 1621× 1621× 81 ✷✼✽
✾✺ 455× 455× 81 1111× 1111× 81 ✽✺
✾✵ 347× 347× 81 827× 827× 81 ✼✶

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ✉♥❡ ❇❚❋ s✉✐✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té✳
❙✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ s❡✉❧❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s
❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés s✉r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦ù s❡✉❧❡ ✉♥❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ▲❡s rés✉❧✲
t❛ts q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ❧♦rsq✉❡
❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞❡str✉❝t✐❢✳ ▲❡ P❙◆❘ ♠♦②❡♥ s✉r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s à 99✪ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ❞❡ 48 ❞❇ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥✬❡st q✉❡ ❞❡ 28 ❞❇ s✉r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s à 90✪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡
✉♥ r❡♥❞✉ ❞❡ q✉❛❧✐té s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳

◗✉❛❧✐té ✭✪✮ D H ❚❛✐❧❧❡ ✭▼♦✮
✾✾ 503× 503× 81 1180× 1180× 81 ✶✹✻
✾✺ 253× 253× 81 623× 623× 81 ✹✵
✾✵ 151× 151× 81 389× 389× 81 ✶✺

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ✉♥❡ ❇❚❋ s✉✐✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té✳
❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❧✉s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✹ s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡
❝❡✉① ❡①♣♦sés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡st ❞✉❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉✐✈❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡♥
♣❧✉s ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉é❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧é ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t
❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ▲❡ P❙◆❘ ♠♦②❡♥ ❡st ❞❡ 48 ❞❇ ♣♦✉r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s à 99✪ ❡t s❡ ❞é❣r❛❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ 29 ❞❇ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ✜①é à 90✪✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✺ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s r➹ ❝©s✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st s❡♥s✐✲
❜❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸✳ ❈❡tt❡ s✐♠✐❧❛r✐té



✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

◗✉❛❧✐té ✭✪✮ ❚②♣❡ D H ❚❛✐❧❧❡ ✭▼♦✮
A 361× 361× 41 857× 857× 41

✾✾ D1 359× 359× 40 845× 845× 40 ✶✺✽
D2 371× 371× 81 889× 889× 81
A 187× 187× 41 455× 455× 41

✾✺ D1 183× 183× 40 445× 445× 40 ✹✺
D2 199× 199× 81 485× 485× 81
A 119× 119× 41 295× 295× 41

✾✵ D1 115× 115× 40 289× 289× 40 ✶✾
D2 125× 125× 81 317× 317× 81

❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ✉♥❡ ❇❚❋ s✉✐✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉✐✈❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❇❚❋✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st ♣ré❝✐sé ♦ù A✱
r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ D1 s♦♥t ❧❡s ❞ét❛✐❧s ✈✉❡✴❧✉♠✐èr❡ ❡t D2

❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✮✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts✳

♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✬❡st q✉❡ très ♣❡✉ ❝♦rré❧é✱
s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ❝❡ ♠❛tér✐❛✉ ♦ù ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡ s♦♥t très ✐♠♣♦rt❛♥ts✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ❇❚❋ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡
❝♦♥✈❡r❣❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

▲❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠✐♥✲
✉t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❥✉sq✉✬à ♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡✉r❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t❛❜❧❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡✉✲
✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t
êtr❡ ré❛❧✐sé ❡♥ ✸❉ ♣♦✉r é✈✐t❡r ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t st♦❝❦❡r ❛✐♥s✐
t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❇✐❡♥ q✉✬❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥
st♦❝❦❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❡st
❝♦ût❡✉s❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥ ✸❉ ❡t ❞❡
♣❧✉s✱ ♦❜❧✐❣❡ à ❝❤❛r❣❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥❝♦❞é❡s✳ ❉❛♥s ♥♦s ❡s♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡
❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r sé♣❛r❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ t❛✐❧❧❡
❡t ❛✐♥s✐✱ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❛r é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧✳

▲❡ r❡♥❞✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬❛ ♣❛s été t❡sté ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳
❚♦✉t❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ét❛♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱
❧❛ ♣♦rt❛❜✐❧✐té ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥ ❞♦✉t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥té ❧❡ r❡♥❞✉ ♣♦✉r
✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✜①❡ ❛✈❡❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t s✉✐✈❛♥t
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❧❡s s❤❛❞❡rs ❡st ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 80 ✐♠❛❣❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛



✶✵✾

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❛♥s t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❞♦♥❝ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts
♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞✉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ ❇❚❋s ❞❡ q✉❛❧✐té✳

✻✳✺ ❇✐❧❛♥ ❡t ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢✉t✉r❡s

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ✐❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥
r❡♥❞✉ ❡✣❝❛❝❡ s✉r ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤✲
♦❞❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧❡s ❡t ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❞❡s t❛✉① ❞❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ é❧❡✈és ♠❛✐s ❛✉ss✐✱ ✉♥❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ s✉r ♠❛tér✐❡❧
❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉①✳ ❉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré♣♦♥s❡ s♦♥t ❞♦♥❝
❛✈❛♥❝és ✐❝✐ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣r✐✈✐❧é❣✐é ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ❉❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦♥t à ❡♥✈✐s❛❣❡r ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❣é♥ér❛❧❡ ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♣❛r ♣✐①❡❧ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✈❛r✐étés ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s à tr❛✐t❡r ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ à
tr❛✈❡rs ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡s ❇❚❋s✳

P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡✱ ❧❡ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❡♥❝♦r❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
✐❝✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ♣❛r ❡①✲
❡♠♣❧❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
q✉❛♥t✐t❛t✐❢s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❥♦✉t❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥
❝♦ût ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡s ✐❞é❡s s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢✉t✉r❡s
s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❇❚❋✱
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥ s❝❤é♠❛ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❛♥❣✉❧❛✐r❡s q✉✐ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ r❛♣✐❞✐té ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❞é✲
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✲❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲♦rs ❞❡ ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣❛r ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡ s♣❤ér✐q✉❡s ✭❙❘❇❋✮ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳
❈❡ t②♣❡ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❡st très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❤❛✉t❡✲❢réq✉❡♥❝❡s
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ❝❛r ✉♥ ❝❡♥tr♦ï❞❡ ❙❘❇❋ ❡st ❛ss✐❣♥é à ❝❤❛q✉❡
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❧✬ét❛t ❝❛r ❞é✜♥✐❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❡✣❝❛❝❡ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡❛♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡s
❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s ♠✉❧t✐✲
é❝❤❡❧❧❡s ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❙❘❇❋
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✕ ❍❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛r❜r❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s

▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✐❝✐ ❞é✜♥✐❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ✿ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡
q✉❛❧✐té ❡t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ st♦❝❦❡r ❞❡s ré❡❧s ♣❛r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❞✐r✐❣❡r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❜✐ts ❞♦✐t êtr❡ ❛♥❛❧②sé❡ ❡t
❝♦♠♣❛ré❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ▲❡s t❡sts ❡✛❡❝t✉és ❛✈❡❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡ 8 ❜✐ts ♣❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞é❥à ♣r♦♠❡tt❡✉r ❝❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✈✐s✉❡❧❧❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❛♥t✐✜é❡s ❡t ❧❡s ré❡❧s ❡st ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡
❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ 1✪✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s
❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐s ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣❡r❝❡♣t✉❡❧s ♦✉
✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣❛r ♣✐①❡❧✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬❡rr❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧✬❛s♣❡❝t str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡ ❞é❢❛✉t ♠❛❥❡✉r ❞✬✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s ❡st ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ très r❛♣✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❜❧♦❝ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡
❞û à ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ❤❛✉t❡✲❢réq✉❡♥❝❡s✳ P♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❝❡t ❡✛❡t✱
✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s
♣❛r ♣✐①❡❧ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ✭❙❙■▼✮ ❬❲❉✵✹❪ ré❝❡♠✲
♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❬❙❲●+✵✾❪✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
r❡✈✐❡♥❞r❛✐t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥ ❞❡❣ré ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s
✜♥❡ s✉r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✈✉ q✉❡ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❡st ré❛❧✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛t♦♠✐q✉❡✱ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t str✉❝t✉r❡❧ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s❡r✈é s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❧❡ r❡♥s❡✐❣♥❛♥t
❝♦♠♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳

▲❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❧❡s
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❝❛r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉ ❡t
❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡①t✉r❡ ♦ù ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦♥t ❢❛❝t♦r✐sé❡s ❛✜♥ ❡①tr❛✐r❡
❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉t
êtr❡ ré❛❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ❞❡ ❇❧♦♦♠ ❬❇❧♦✼✵❪✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r s✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ n ❜✐ts ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ m ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❜✐ts✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❜✐ts ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ à 0 ❡t à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t
♥♦♥✲♥✉❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧❡s m ✐♠❛❣❡s ❞❡ s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡ s♦♥t ❛ss✐❣♥és à 1✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st ❛❜s❡♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ ✉♥ ❞❡
s❡s m ❜✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st à 0✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❣é♥èr❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉①✲♣♦s✐t✐❢s ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ m ❡t n✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡
❝❛rt❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉①✲♣♦s✐t✐❢s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛rt❡✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ❧✬♦♣✲
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t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
♣❡r♠❡t ❞❡ st♦❝❦❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❝♦♠♣❛❝t❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❩❡r♦✲❚r❡❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❆✐♥s✐✱
✉♥ ❤❛❝❤❛❣❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❡✉t êtr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ s✉r ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s t❛❜❧❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛❝❤❡ ❛❝❝r✉❡ s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧
❣r❛♣❤✐q✉❡ ❧♦rs ❞✉ r❡♥❞✉ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ✐❝✐ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♠❛✐s✱ ❣râ❝❡ ❛✉① tr❛✈❛✉①
❢✉t✉rs ❡♥✈✐s❛❣és✱ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡
❩❡r♦✲❚r❡❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s✉♣♣♦rt ♣♦✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♥✬♦♥t ♣❛s
❡♥❝♦r❡ été ♣✉❜❧✐és ♠❛✐s s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s à ✈❡♥✐r ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧✐st❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡♥ n
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❘és✉♠é ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ à ❧❛ ❞é❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t s♦✉♠✐s à ✉♥ é❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t s✉✐✈❛♥t
❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳ ▲❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s ♦♥t ❛♠❡♥é à
❢♦❝❛❧✐s❡r ♥♦s tr❛✈❛✉① s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❜✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❧❡s ✓
❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚❡①t✉r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✔✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡
♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬❡✛❡ts ♣❤②s✐q✉❡s ❡st ✉♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ st✐♠✉❧❛♥t❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥
❛✈❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s
❧✐és à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ♣ré❝✐s❡ ❡t ❛r❣✉♠❡♥té❡
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❇❚❋s✳

❆♣rès ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ❇❚❋s q✉✐✱ à ❝❡ ❥♦✉r✱ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
s✉r ❧❡s ❇❚❋s✳ ❈❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❇❚❋s ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
s❝❛❧❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❡♥ ❢♦♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡
q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ s✉r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❇❚❋s
♣✉❜❧✐q✉❡s✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥t✐♥✉é ♥♦s tr❛✈❛✉① s✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❇❚❋s ✐♥t✐t✉❧é❡ ✓ ❛r❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✔✳
❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ré✈è❧❡ ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ❉✬✉♥❡
♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♦♣♣♦rt✉♥ q✉❡ ❝❡✉① ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐t✲
tér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❛✐♥s✐ ré❞✉✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡rr❡✉rs ❧✐é❡s à ❧✬❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
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♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡
❛ ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠❛✐s✱ à ♥♦tr❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡s t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
❡①♣♦sé❡✳ ▲❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢♦♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❡✣❝❛❝❡ ✉♥❡ ❇❚❋s t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✲
✈❛♥t ❧❡ ré❛❧✐s♠❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡
❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❛
❜❛s❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été t❡sté❡
s✉r ❧❡s ❇❚❋s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐♠✲
♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❞é❝♦ré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❛♥❣✉❧❛✐r❡s s❛♥s ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥✜♥✱
❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ❥❛♠❛✐s ♣r♦♣♦sé à ❝❡ ❥♦✉r✱ ♣❡r♠❡t ✉♥
st♦❝❦❛❣❡ ❞❡♥s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝r❡✉s❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞♦♥t
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣❛r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥
t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♠♣r❡ss✐♦♥

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs ✈♦♥t s✬♦r✐❡♥t❡r ✈❡rs ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ s✉r ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ❡①♣♦sé❡s ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ s♦✉♠❡t✲
tr❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧✬❛✈✐s ❞✬✉♥ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧❡s ♣♦✉r✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ♣rét❡♥❞r❡ à ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é ❞❛♥s
❞❡s ❝♦♥s♦rt✐✉♠s t❡❧ q✉❡ ▼P❊●✲✹✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s❡r♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sés à ❞✬❛✉tr❡s
t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✸❉✱ ❧❡s ❝❛rt❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡s ♦ù t♦✉t ❛✉tr❡ ❛ttr✐❜✉t ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❛✉ r❡♥❞✉
❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳

P❡r❝❡♣t✐♦♥

❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
❢❛❝t❡✉rs ♣❡r❝❡♣t✉❡❧s ❞❛♥s ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡st ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡



✶✶✺

♣♦✉r ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♥♦s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r s✉r ❧✬❛s♣❡❝t ♣❡r✲
❝❡♣t✉❡❧ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳ ❉✬❛♣rès ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s str✉❝✲
t✉r❡❧❧❡s s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s
✜♥❡ ❧❡s ❣ê♥❡s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ♦❝❝❛s✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ✈✐✲
s✉❡❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❇❚❋s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥✲
tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s
♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ♠és♦✲str✉❝t✉r❡❧❧❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r
❧❛ ♣❛r❛❧❧❛①❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❇❚❋s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s
♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛rt ❧❡ ré❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s ♥♦♠✲
❜r❡✉① ❡✛❡ts ♣❤②s✐q✉❡s q✉✬❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦❜❧é✲
♠❛t✐q✉❡s ♠❛❥❡✉r❡s s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉ s♦♥t ❧✐é❡s à ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts
♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ t❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ t❡①t✉r❡✳ ❈❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts
❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❛❝q✉✐s ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ❢♦rts ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡ ♠❛✐s q✉✐
s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s é❧é✈❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s②stè♠❡s
❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r✐s♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r r❡❞✐r✐❣❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❛❝✲
q✉✐s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠és♦✲str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉
♣❡✉t êtr❡ ♠❡s✉ré❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥
s❝❛♥♥❡r ✸❉ ❡t ✉♥ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❜✐❡♥
♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❝❛r✱ ♣❛r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧❛①❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡
❣érés ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳



✶✶✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆P✵✼❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❆s❤✐❦❤♠✐♥ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥ Pr❡♠♦③❡✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ❇❘❉❋s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳✉t❛❤✳❡❞✉✴

⑦♣r❡♠♦③❡✴❞❜r❞❢✴✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❯t❛❤✱ ✷✵✵✼✳

❬❆P❙✵✵❪ ▼✳ ❆s❤✐❦❤♠✐♥✱ ❙✳ Pr❡♠♦③❡✱ ❛♥❞ P✳ ❙❤✐r❧❡②✳ ❆ ♠✐❝r♦❢❛❝❡t✲❜❛s❡❞
❇❘❉❋ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ■♥ ❆❈▼ ❙■●●❘❆P❍ ✬✵✵✱ ♣❛❣❡s ✻✺✕✼✹✱ ✷✵✵✵✳

❬❆❙✵✵❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❆s❤✐❦❤♠✐♥ ❛♥❞ P❡t❡r ❙❤✐r❧❡②✳ ❆♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❤♦♥❣
❜r❞❢ ♠♦❞❡❧✳ ❏✳ ●r❛♣❤✳ ❚♦♦❧s✱ ✺✭✷✮ ✿✷✺✕✸✷✱ ✷✵✵✵✳

❬❆❙❆+✵✾❪ ❉❛♥ ❆✳ ❆❧❝❛♥t❛r❛✱ ❆♥❞r❡✐ ❙❤❛r❢✱ ❋❛t❡♠❡❤ ❆❜❜❛s✐♥❡❥❛❞✱ ❙❤✉❜✲
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❲✐❧❧✐❛♠ ❚✳ ❱❡tt❡r❧✐♥❣✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡❝✐♣❡s ✐♥ ❈ ✿ t❤❡ ❛rt ♦❢ s❝✐✲
❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱
❯❙❆✱ ✶✾✽✽✳

❬P❤♦✼✺❪ ❇✉✐ ❚✉♦♥❣ P❤♦♥❣✳ ■❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣✐❝✲
t✉r❡s✳ ❈♦♠♠✉♥✳ ❆❈▼✱ ✶✽✭✻✮ ✿✸✶✶✕✸✶✼✱ ✶✾✼✺✳

❬P▲✵✼❪ ❋❛❜✐♦ P❡❧❧❛❝✐♥✐ ❛♥❞ ❏❛s♦♥ ▲❛✇r❡♥❝❡✳ ❆♣♣✇❛♥❞ ✿ ❡❞✐t✐♥❣ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✉s✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✲❞r✐✈❡♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙■●✲
●❘❆P❍ ✬✵✼ ✿ ❆❈▼ ❙■●●❘❆P❍ ✷✵✵✼ ♣❛♣❡rs✱ ♣❛❣❡ ✺✹✱ ◆❡✇
❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✼✳ ❆❈▼✳

❬P▼✵✺❪ ●❛❜r✐❡❧ P❡②ré ❛♥❞ ❙té♣❤❛♥❡ ▼❛❧❧❛t✳ ❙✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜❛♥❞❡❧❡ts✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ●r❛♣❤✳✱ ✷✹✭✸✮ ✿✻✵✶✕✻✵✽✱
✷✵✵✺✳

❬P❖✵✻❪ ❋❛❜✐♦ P♦❧✐❝❛r♣♦ ❛♥❞ ▼❛♥✉❡❧ ▼✳ ❖❧✐✈❡✐r❛✳ ❘❡❧✐❡❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢
♥♦♥✲❤❡✐❣❤t✲✜❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ■♥ ■✸❉ ✬✵✻ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
✷✵✵✻ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✸❉ ❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ❣❛♠❡s✱ ♣❛❣❡s
✺✺✕✻✷✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✻✳ ❆❈▼✳



✶✷✻ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

❬P❖❈✵✺❪ ❋á❜✐♦ P♦❧✐❝❛r♣♦✱ ▼❛♥✉❡❧ ▼✳ ❖❧✐✈❡✐r❛✱ ❛♥❞ ❛♦ ▲✳ ❉✳ ❈♦♠❜❛✱ ❏♦✡
❘❡❛❧✲t✐♠❡ r❡❧✐❡❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥
❙■●●❘❆P❍ ✬✵✺ ✿ ❆❈▼ ❙■●●❘❆P❍ ✷✵✵✺ P❛♣❡rs✱ ♣❛❣❡s ✾✸✺✕
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❬P❱▲+✵✺❪ ❋❛❜✐♦ P❡❧❧❛❝✐♥✐✱ ❑✐r✐❧ ❱✐❞✐♠↔❡✱ ❆❛r♦♥ ▲❡❢♦❤♥✱ ❆❧❡① ▼♦❤r✱ ▼❛r❦
▲❡♦♥❡✱ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❲❛rr❡♥✳ ▲♣✐❝s ✿ ❛ ❤②❜r✐❞ ❤❛r❞✇❛r❡✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞
r❡❧✐❣❤t✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❝✐♥❡♠❛t♦❣r❛♣❤②✳ ■♥ ❙■●●❘❆P❍
✬✵✺ ✿ ❆❈▼ ❙■●●❘❆P❍ ✷✵✵✺ P❛♣❡rs✱ ♣❛❣❡s ✹✻✹✕✹✼✵✱ ◆❡✇
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❬P❲❙✵✻❪ ❉r✐♥❡❛s P✳✱ ▼❛❤♦♥❡② ▼✳ ❲✳✱ ❛♥❞ ▼✉t❤✉❦r✐s❤♥❛♥ ❙✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦❧✉♠♥✲r♦✇ ❜❛s❡❞ r❡❧❛t✐✈❡✲❡rr♦r ❧♦✇✲r❛♥❦
♠❛tr✐① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❉■▼❆❈❙✱ ✷✵✵✻✳

❬❘❍✵✹❪ ❘❛✈✐ ❘❛♠❛♠♦♦rt❤✐ ❛♥❞ P❛t ❍❛♥r❛❤❛♥✳ ❆ s✐❣♥❛❧✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ●r❛♣❤✳✱ ✷✸✭✹✮ ✿✶✵✵✹✕
✶✵✹✷✱ ✷✵✵✹✳

❬❘❑✵✾❪ ❘♦❧❛♥❞ ❘✉✐t❡rs ❛♥❞ ❘❡✐♥❤❛r❞ ❑❧❡✐♥✳ ❇t❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✈✐❛ s♣❛rs❡
t❡♥s♦r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❋♦r✉♠✱ ✷✽✭✹✮✱ ❥✉❧
✷✵✵✾✳

❬❘❑❇✵✺❪ ❘❛✈✐ ❘❛♠❛♠♦♦rt❤✐✱ ▼❡❧✐ss❛ ❑♦✉❞❡❧❦❛✱ ❛♥❞ P❡t❡r ❇❡❧❤✉♠❡✉r✳
❆ ❢♦✉r✐❡r t❤❡♦r② ❢♦r ❝❛st s❤❛❞♦✇s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧✳
▼❛❝❤✳ ■♥t❡❧❧✳✱ ✷✼✭✷✮ ✿✷✽✽✕✷✾✺✱ ✷✵✵✺✳

❬❘❘❑✵✾❪ ❘♦❧❛♥❞ ❘✉✐t❡rs✱ ▼❛rt✐♥ ❘✉♠♣✱ ❛♥❞ ❘❡✐♥❤❛r❞ ❑❧❡✐♥✳ P❛r❛❧✲
❧❡❧✐③❡❞ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❢❛st ❜t❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ ❊✉✲
r♦❣r❛♣❤✐❝s ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ●r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱
♣❛❣❡s ✷✺✕✸✷✱ ✷✵✵✾✳

❬❘✉s✾✽❪ ❙③②♠♦♥ ❘✉s✐♥❦✐❡✇✐❝③✳ ❆ ♥❡✇ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t
❇❘❉❋ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❘❡♥❞❡r✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✭Pr♦❝✳ ❊✉r♦✲
❣r❛♣❤✐❝s ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘❡♥❞❡r✐♥❣✮✱ ❏✉♥❡ ✶✾✾✽✳

❬❙❇▲❉✵✸❪ ❋r❛♥❦ ❙✉②❦❡♥s✱ ❑❛r❧ ❇❡r❣❡✱ ❆r❡s ▲❛❣❛❡✱ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣ ❉✉tr❡✳ ■♥✲
t❡r❛❝t✐✈❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ t❡①t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❋♦r✉♠✱ ✷✷✭✸✮ ✿✹✻✸✕✹✼✷✱ ✷✵✵✸✳

❬❙❝❤✾✸❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❙❝❤❧✐❝❦✳ ❆ ❝✉st♦♠✐③❛❜❧❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡✈✲
❡r②❞❛② r❡♥❞❡r✐♥❣✳ ■♥ ■♥ ❋♦✉rt❤ ❊✉r♦❣r❛♣❤✐❝s ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘❡♥✲
❞❡r✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✼✸✕✽✸✱ ✶✾✾✸✳

❬❙❝❤✾✹❛❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❙❝❤❧✐❝❦✳ ❆ ❙✉r✈❡② ♦❢ ❙❤❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ▼♦❞✲
❡❧s✳ ❈♦♠♣✳ ●r❛♣❤✳ ❋♦r✉♠✱ ✶✸✭✷✮✱ ✶✾✾✹✳

❬❙❝❤✾✹❜❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❙❝❤❧✐❝❦✳ ❆♥ ■♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ❇❘❉❋ ▼♦❞❡❧ ❢♦r
P❤②s✐❝❛❧❧②✲❇❛s❡❞ ❘❡♥❞❡r✐♥❣✳ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❋♦r✉♠✱
✶✸✭✸✮ ✿✷✸✸✕✷✹✻✱ ✶✾✾✹✳

❬❙❝❤✾✹❝❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❙❝❤❧✐❝❦✳ ❆ ❢❛st ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♣❤♦♥❣✬s s♣❡❝✉❧❛r
♠♦❞❡❧✳ ♣❛❣❡s ✸✽✺✕✸✽✼✱ ✶✾✾✹✳
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❬❙❝❤✾✹❞❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❙❝❤❧✐❝❦✳ ●r❛♣❤✐❝s ●❡♠s ❱✱ ❝❤❛♣t❡r ❆ ❋❛st ❆❧t❡r✲
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♦❢ ❤✐❣❤ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♣✐❝t✉r❡s✳ ♣❛❣❡s ✼✕✶✽✱ ✶✾✾✹✳

❬❙❉❙✾✺❛❪ ❊r✐❝ ❏✳ ❙t♦❧❧♥✐t③✱ ❚♦♥② ❉✳ ❉❡❘♦s❡✱ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❍✳ ❙❛❧❡s✐♥✳
❲❛✈❡❧❡ts ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ✿ ❆ ♣r✐♠❡r✱ ♣❛rt ✶✳ ■❊❊❊ ❈♦♠✲
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❬❙❉❙✾✺❜❪ ❊r✐❝ ❏✳ ❙t♦❧❧♥✐t③✱ ❚♦♥② ❉✳ ❉❡❘♦s❡✱ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❍✳ ❙❛❧❡s✐♥✳
❲❛✈❡❧❡ts ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ✿ ❆ ♣r✐♠❡r✱ ♣❛rt ✷✳ ■❊❊❊ ❈♦♠✲
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❬❙❉❙✾✻❪ ❊r✐❝ ❏✳ ❙t♦❧❧♥✐t③✱ ❚♦♥② ❉✳ ❉❡r♦s❡✱ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❍✳ ❙❛❧❡s✐♥✳
❲❛✈❡❧❡ts ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▼♦r✲
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