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RésuméRégularisation de problèmes inverses à l'aide de l'équation dedi�usion, ave appliation à l'assimilation variationnelle de donnéesoéaniquesEn assimilation de données, les modèles de orrélation permettent de aratériser les struturesd'erreurs pour les variables dé�nies sur une grille numérique. L'équation de di�usion fournit un adre�exible et e�ae pour représenter des fontions de orrélation pour des problèmes de grande dimen-sion tels que eux renontrés en assimilation variationnelle pour l'atmosphère ou l'oéan.Dans ette thèse, une formulation impliite est d'abord étudiée en détail en dimension un (1D).On montre qu'intégrer une équation de di�usion impliite à oe�ient onstant sur M pas de tempsest équivalent à onvoluer la ondition initiale à une fontion autorégressive (AR) d'ordre M. L'éhellede orrélation de la fontion AR et le fateur de normalisation requis pour générer une amplitudeégale à 1 sont donnés en fontion du oe�ient de di�usion et de M. Des extensions du modèle dedi�usion permettant aux fontions de orrélation de ne pas être a�etées par les frontières, et tenantompte de variations des éhelles sont dérites. Une approximation des fateurs de normalisation estalors proposée.Des produits d'opérateurs de di�usion impliite 1D sont ensuite utilisés pour onstruire des modèlesde orrélation en dimension deux et trois pour des on�gurations globales d'un système d'assimilationvariationnelle pour le modèle oéanique NEMO. Leurs performanes sont omparées au modèle dedi�usion expliite existant, et des exemples de strutures de orrélation où les éhelles sont soit pa-ramétrées, soit issues d'une méthode d'ensemble, sont montrés. En�n, les performanes de di�érentestehniques de normalisation sont omparées.Mots lés :assimilation • variationnelle • ovarianes • orrélations • opérateurs • di�usion • normalisation.
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AbstratRegularization of inverse problems using a di�usion equation, withappliation to variational oean data assimilationCorrelation models are required in data assimilation to haraterize the error strutures of variablesde�ned on a numerial grid. The di�usion equation provides a �exible and e�ient framework for repre-senting orrelation funtions for problems of large dimension suh as those enountered in variationalatmospheri or oean data assimilation.In this thesis, an impliit formulation of the di�usion equation is �rst analyzed in detail for theone-dimensional (1D) ase. It is shown that integrating a onstant-oe�ient impliit di�usion equationover M time steps is equivalent to onvolving the initial ondition with an M -th order autoregressive(AR) funtion. The orrelation length sale of the AR funtion and the normalization fator requiredfor generating a unit amplitude are given in terms of the di�usion oe�ient and M . Extensions of thedi�usion model to allow for orrelation funtions that are not a�eted by solid boundaries, and thataount for varying length sales are desribed. An approximation of the normalization fators is thenproposed.Produts of 1D impliit di�usion operators are then used for onstruting two- and three-dimensionalorrelation models for global on�gurations of a variational assimilation system for the NEMO oeanmodel. Their e�ieny are ompared to the existing expliit di�usion model, and examples of or-relation strutures are shown, where the length sales are either parametrized or estimated using anensemble method. Finally, the e�ieny of di�erent normalization tehniques are ompared.Keywords :assimilation • variational • ovarianes • orrelations • operators • di�usion • normalization.
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15
IntrodutionLa modélisation des oéans permet d'établir des prévisions oéaniques qui trouvent une appliationdans des domaines aussi variés que la reherhe (support aux ampagnes en mer, . . .), l'industrie (res-soures halieutiques, transport maritime, . . .), l'environnement (estimation des risques de pollution,. . .) ou même les loisirs de plaisane et les ourses au large. Les oéans sont également une omposanteessentielle de notre limat, de sorte que prévisions météorologiques et oéaniques sont indissoiables, etun e�ort important a été fait es dernières déennies pour oupler leurs modélisations respetives. Deplus, toute étude limatologique, qu'il s'agisse de paléolimatologie ou d'estimation du limat futur, estainsi assujettie à la onnaissane de l'état oéanique. Mais les proessus physiques mis en ÷uvre dansles oéans rendent leur modélisation mathématique déliate, et la grande taille du problème impose detrouver des algorithmes adaptés et de les dérouler sur des alulateurs parallèle à haute performane,omplexi�ant de e fait l'aspet numérique du problème. De plus, des inertitudes, tant dans les mo-dèles que dans les mesures physiques, peuvent produire des éarts importants entre les états prévuspar le système et les états observés.L'assimilation de données onsiste alors à ombiner l'état produit par le modèle (ébauhe) ave desobservations physiques, a�n de orriger les onditions initiales et/ou forçages et/ou paramètres qui ontonduit à ette ébauhe, et de produire ainsi un nouvel état (analyse) plus prohe de la réalité. En oéa-nographie, e problème inverse se présente souvent sous la forme d'un problème de minimisation quidoit être régularisé. Compte tenu des ontraintes de non linéarité, on utilise souvent un système itératifoù haque itération onsiste à minimiser une fontion quadratique. Celle-i est obtenue en linéarisantles opérateurs de la fontionnelle non linéaire au voisinage du résultat obtenu par l'itéré préédent.La séquene est initialisée en linéarisant au voisinage de l'ébauhe. Cette fontionnelle quadratiquedérit, au sens des moindres arrés, l'éart à l'ébauhe pondéré par la on�ane que l'on aorde àette ébauhe d'une part, et l'éart aux observations pondéré par la on�ane que l'on aorde à esobservations d'autre part. Cette on�ane, ou préision, s'exprime par l'inverse de la matrie des o-varianes de l'inertitude (erreurs) assoiée à l'ébauhe et aux observations respetivement.Les observations sont généralement supposées non-orrélées (bien que lorsqu'elles proviennent desatellites par exemple, ette hypothèse soit fortement disutable), et leur préision est alors obtenueen inversant simplement les varianes de l'erreur liée à leur mesure. La matrie représentant les o-varianes d'erreur d'observations est alors diagonale. Mais onernant l'ébauhe, auun argument nepeut étayer l'hypothèse de la déorrélation des erreurs en haque point de grille du modèle. De plus,les équations physiques résolues par le système montrent, de par leur nature, qu'il existe une relationentre les di�érentes variables de e modèle. Pour résoudre le problème de minimisation, il faut donestimer et inverser une matrie de grande taille. Dans le as d'une grille basse résolution pour uneon�guration globale par exemple, et en onsidérant les hamps en trois dimensions de la température,de la salinité et des omposantes zonale (est/ouest) et méridienne (nord/sud) des ourants, ainsi quele hamp en deux dimensions de la hauteur d'eau, le veteur d'état atteint failement une taille del'ordre de 106 éléments. Plus la résolution du modèle est haute, et plus la taille de e veteur augmente.La très grande dimension de ette matrie, ainsi que la onnaissane trop approximative des er-reurs qui l'engendrent, empêhent sa manipulation direte, qu'il s'agisse de la réer, de la stoker ou



16 Introdutionde l'inverser. Il est don indispensable de développer des algorithmes e�aes permettant d'estimer oude modéliser la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauhe à partir d'hypothèses raisonnables. Dans edernier as, l'opérateur est donné en évaluation, i.e. la matrie n'est jamais aessible, mais l'évalua-tion orrespond au produit de ette matrie par le veteur auquel est appliqué l'opérateur. Dans unpremier temps, on utilise souvent la formulation proposée par Derber et Bouttier (1999) permettantde déomposer haque variable en une omposante dite équilibrée, i.e. liée aux autres variables pardes relations physiques d'équilibre (géostrophie par exemple), et une omposante propre indépendante,don déorrélée des autres variables. En s'a�ranhissant des relations qui existent entre les ompo-santes équilibrées des di�érentes variables, il est alors possible de passer d'une formulation multivariée(existene de ovarianes d'erreur entre les variables) à plusieurs formulations univariées indépendantes(ovarianes d'erreur spatiales pour haque variable). Ces ovarianes univariées peuvent alors s'expri-mer par l'assoiation de leurs varianes et de leurs orrélations. Dans ette thèse, on se propose depoursuivre les travaux de Weaver et Courtier (2001) et Weaver et Rii (2004) qui utilisent la résolutionde l'équation de di�usion pour modéliser es orrélations univariées.Les orrélations univariées peuvent en e�et être représentées par un opérateur de orrélation, equi, par dé�nition, revient à évaluer une intégrale. Lorsque la fontion de orrélation, noyau de l'opéra-teur, ne dépend que d'une distane eulidienne, ette intégrale orrespond à un produit de onvolution.L'équation de di�usion est alors une alternative e�ae à l'évaluation de tels produits pour un pro-blème de grande taille. En e�et, on montre failement que la solution d'une équation de di�usion 1Dlassique est, au fateur 1/(
√

2π Lg) prêt, le produit de onvolution de la ondition initiale par la fon-tion gaussienne e−x2/2L2
g , où Lg =

√
2κT est l'éhelle de orrélation, ave κ le oe�ient de di�usion,et T le pseudo-temps d'intégration. Appliquer l'équation de di�usion sur un pseudo-temps [0, T ] à unhamp salaire, 'est don appliquer à e hamp salaire un opérateur de ovariane de noyau gaussien.Une fois normalisé par le fateur √
2π Lg, et opérateur de ovariane devient alors un opérateur deorrélation.Weaver et Courtier (2001) exploitent ette propriété et proposent une résolution par shéma ex-pliite d'une équation de di�usion 2D sur la sphère pour l'horizontale ombinée à une équation dedi�usion 1D pour la vertiale. Mais si le odage expliite est aisé, e shéma présente le gros désavan-tage de n'être stable que sous une ondition dépendant du rapport au arré, de l'éhelle de orrélationsur le pas spatial. Ainsi, plus on monte en résolution ou plus l'éhelle est grande, et plus le nombred'itérations augmente, rendant alors le oût de l'algorithme prohibitif. Weaver et Rii (2004) suggèrentalors d'utiliser un shéma impliite, inonditionnellement stable. Mais le odage de e shéma est plusdi�ile à mettre en plae puisqu'il néessite l'inversion d'une matrie de grande taille.Dans ette thèse, on étudie plus avant le shéma impliite, en se foalisant tout d'abord sur lathéorie de l'équation de di�usion 1D, et son extension à d'autres dimensions. Il est intéressant de noterque ette théorie n'est en auune façon liée au problème de l'erreur d'ébauhe et peut également servirdans d'autres ontextes tels que la modélisation des orrélations de l'erreur du modèle (spatiale ou tem-porelle) ou même de l'erreur des observations lorsque elles-i se présentent sous la forme d'un produitdé�ni sur une grille. Néanmoins, pour ette thèse, l'appliation de es développements théoriques se-ront réalisés pour l'erreur d'ébauhe dans le adre du système d'assimilation variationnelle NEMOVAR.Mais un autre aspet important du problème, onerne la normalisation de l'opérateur de ova-riane représenté par l'équation de di�usion. En e�et, lorsque les éhelles de orrélations varient enfontion de leurs positions géographiques, ou lorsque l'on est prohe des frontières, la normalisation àappliquer ne orrespond plus à un simple fateur tel que √

2π Lg donné plus t�t. On utilise alors desalgorithmes pour aluler es fateurs, mais eux-i peuvent s'avérer fort oûteux. Dans ette thèse,on s'intéresse don également à e problème en herhant à évaluer di�érentes on�gurations.La présentation de e travail s'artiule à partir des trois premiers hapitres qui permettent d'in-



Introdution 17troduire le ontexte du sujet de ette thèse (quelques rappels mathématiques sont donnés dans lesAnnexes A, B et D). On expose tout d'abord la philosophie d'un problème inverse et on identi�eles di�érentes omposantes assoiées au as partiulier de l'assimilation de données oéanographiques.Puis on détaille au hapitre 2 la tehnique de l'assimilation de données variationnelle (le prinipe du�ltre de Kalman est donné en Annexe C). En�n, on s'intéresse au hapitre 3 aux di�érentes tehniquespermettant d'estimer ou de modéliser les ovarianes d'erreur d'ébauhe. Dans le as de la modélisa-tion par des opérateurs, un paragraphe est également onsaré à la normalisation qui doit leur êtreassoiée, et le détail de la méthode proposée par Purser et al. (2003b) est donné en Annexe E. Aprèsette partie introdutive, les deux hapitres suivant sont onsarés aux travaux réalisés au ours deette thèse. Le hapitre 4 expose tout d'abord la théorie d'un opérateur de di�usion 1D et sa résolutionpar un shéma impliite. Les aspets numériques tels que les onditions aux frontières ou la variationspatiale des éhelles de orrélations sont abordés. Ces opérateurs 1D sont ensuite utilisés (hapitre 5)pour onstruire des opérateurs 2D et 3D qui sont alors appliqués à la modélisation des orrélationsunivariées de l'erreur d'ébauhe dans le système d'assimilation de données oéaniques variationnelleNEMOVAR. Des détails tehniques onernant ette onstrution sont donnés en Annexe F. Dans undernier paragraphe, on évalue également di�érentes tehniques de normalisation. En�n, le hapitre 6est onsaré aux onlusions que l'on peut tirer de e travail et aux perspetives qu'il ouvre.Les tehniques d'assimilation de données appliquées à l'oéanographie sont très prohes de ellesdéveloppées en météorologie. Au ours de e manusrit, on trouvera don des référenes liées à esdeux domaines sans qu'il soit néessairement fait de distintion. En plus des artiles et ouvrages itésexpressément au ours des paragraphes suivants, les études réalisées, ainsi que l'ériture des hapitresde e manusrit doivent beauoup à di�érentes soures d'informations :� les ours de Master de Mathématiques Appliquées de l'Université Paul Sabatier (Toulouse III)2et notamment eux diretement liés à ette thèse et donnés par Lua Amodei, Jérémie Bigot,Abdallah Chalabi, Céile Chouquet, Gérald Desroziers3, Pierre Maréhal, Mohamed Masmoudi,Dominikus Noll et Judith Vanostenoble ;� les ours d'assimilation de données du CEPMMT4 (Centre Européen pour les Prévisions Météoro-logiques à Moyen Terme) en partiulier eux donnés par Erik Andersson, Magdalena Balmaseda,Angela Benedetti, Carla Cardinali, Dik Dee, Mike Fisher, Tony MaNally et Yannik Trémoletainsi que les notes de ours de Bouttier et Courtier (1999) ;� les ours du CERFACS5 donnés par Lu Giraud, Serge Gratton, Xavier Vasseur, et les nombreuxséminaires qui y ont été dispensés (Andy Moore, Peter Oke, . . .) ;� les di�érentes présentations lors des onférenes �WWRP THORPEX Workshop on 4D-Var andEnsemble Kalman Filter Inter-omparisons�6 de Buenos Aires (novembre 2008) et �the 5th WMOSymposium on Data Assimilation�7 de Melbourne (Otobre 2009) ;� les manusrits de thèse de Rii (2004), Daget (2008) et Pannekouke (2008).
2http ://www.ups-tlse.fr3CNRM : Centre National de Reherhes Météorologiques : http ://www.nrm.meteo.fr4ECMWF (European Centre for Medium-Range Weather Foreasts) : http ://www.emwf.int5Centre Européen de Reherhe et de Formation Avanée en Calul Sienti�que : http ://www.erfas.fr6http ://4dvarenkf.ima.fen.uba.ar7http ://wmoda5.amos.org.au
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Chapitre 1Un problème inverse : l'assimilation dedonnées
1.1 Les problèmes inversesTout système physique, du plus simple au plus omplexe, peut être dérit si l'on onnaît les équa-tions qui le régissent. Modéliser e système, 'est don résoudre numériquement es équations. Ne-Zheng(1994) lasse les di�érents modèles suivant quatre aratéristiques prinipales :� déterministe / stohastique : un modèle est dit stohastique lorsqu'il fait appel à des variablesaléatoires. La sortie de e modèle n'est alors pas un état déterminé (modèle déterministe) maisune probabilité d'état ;� linéaire / non linéaire : suivant la linéarité ou non des équations qui le régissent ;� stationnaire / dynamique : lorsque l'état produit par le modèle évolue dans le temps (le tempsfait alors partie des variables), le modèle est dit dynamique, sinon il est dit stationnaire ;� à paramètres rassemblés / distribués : lorsque les variables sont des fontions (ontinues ou dis-rétisées) évoluant dans l'espae, le modèle est dit à paramètres distribués.La modélisation d'un système physique peut permettre d'estimer l'état passé, présent ou futur dee système, et servir ainsi à analyser ou prévoir un évènement dans les domaines les plus variés tels quela reherhe, la séurité, la protetion, les loisirs . . .. Bien sûr la performane de la modélisation, 'està dire la pertinene de la prévision, dépend diretement du degré de onnaissane des équations (et deleur résolution) qui régissent le système. D'autre part, lorsque e dernier est mal onnu, sa modélisationpeut alors également servir à l'étudier en omparant ses prévisions à la réalité.De manière générale, un système à paramètres distribués est régi par une ou des équations auxdérivées partielles. Leur résolution néessite alors les omposantes suivantes (Ne-Zheng, 1994) :� une région spatiale (paramètres distribués) et un intervalle de temps (modèle dynamique) ;� des paramètres système : ils aratérisent la géométrie et/ou la nature physique du système� des onditions subsidiaires : elles donnent l'état initial du système ainsi que les relations quidérivent les éhanges de masse ou d'énergie ave les systèmes voisins ;� des variables de ontr�le8 : elles représentent l'exitation du modèle. Elles peuvent parfois appa-raître dans les onditions subsidiaires ;� des variables d'état : elles dérivent l'état du système.Mais, les modèles sont soumis à plusieurs soures d'erreur : disrétisation, approximation des équa-tions, hypothèses pas toujours valides, mauvaise onnaissane des proessus physiques, inertitudes sur8Il s'agit ii d'une dé�nition générale pour un modèle. Le terme �variables de ontr�le� sera redé�ni dans lesparagraphes suivants pour le problème de l'assimilation de données.



20 1. Un problème inverse : l'assimilation de donnéesles onditions subsidiaires, . . .. La solution donnée par le modèle n'est don pas exate, et les erreurspeuvent même s'ampli�er au ours du temps (dans le as d'un modèle dynamique). Dans e as, oulorsque la solution s'avère trop impréise, il peut être néessaire d'asservir le modèle par toute teh-nique permettant de le ramener vers la réalité. Toute mesure du système physique, bien qu'entahéed'erreur, est une expression de ette réalité. Il apparaît don logique de se servir de es observationspour e�etuer ette tahe et orriger ainsi des paramètres, onditions ou variables de la modélisationomme le montre la �gure 1.1.

Fig. 1.1 � Modélisation d'un système physiqueLe problème inverse (voir également Tarantola, 2005) onsiste don, à partir d'un ensemblede mesures observées, à remonter aux paramètres, onditions ou variables qui ont engendrés l'étatdonné par le modèle et que l'on ompare à es observations. Ainsi par exemple, en supposant que lesobservations sont prohes de l'état exat du système physique à un instant donné, le problème inversepeut permettre de realer un paramètre défaillant de la modélisation. La terminologie de problèmeinverse peut ependant être trompeuse omme le montre Wunsh (1996) sur l'exemple de l'équationde Poisson
△ϕ = ψ. (1.1)En e�et, le problème(A) : évaluer l'équation (1.1) pour trouver ψ sahant ϕ,semble simple à résoudre et d'une logique plus direte que le problème(B) : évaluer l'équation (1.1) pour trouver ϕ sahant ψ et les onditions aux frontières,qui est d'un abord bien plus omplexe. Pourtant 'est e dernier problème (B) qui est quali�é de diretar 'est elui qui est le plus familièrement renontré dans de nombreux domaines. Le problème (A),bien que plus basique, est alors quali�é d'inverse, dans le sens inverse au problème onventionnel.



1.2. L'assimilation de données en oéanographie 21Wunsh (1996) préise également que (A) n'est pas le seul problème inverse à (B). Un autre problèmeinverse pourrait être par exemple(C) : évaluer l'équation (1.1) pour trouver les onditions aux frontières sahant ϕ et ψ.Néanmoins, et bien que l'équation de Poisson préédente ne le montre pas, une des di�ultésmajeures des problèmes inverses est qu'ils sont souvent mal posés au sens de Hadamard, i.e. au moinsune des trois onditions suivantes n'est pas respetée : existene, uniité et stabilité. Le non respetde es onditions est souvent lié à la quantité d'informations disponible pour évaluer le problème ainsiqu'aux erreurs entahant les observations. Menke (1989) ite les possibilités suivantes :� Problèmes indéterminés (ou sous-déterminés) : lorsque le système régissant le problème inversene fournit pas su�samment d'information, le nombre d'inonnues (degrés de liberté) est plusimportant que le nombre d'équations permettant de les déterminer. Plusieurs solutions existentalors, violant ainsi le prinipe d'uniité. On pourra ependant ompléter le système par de l'infor-mation a priori, i.e. toute information permettant d'antiiper les aratéristiques de la solution(estimation a priori, signe, fourhette de valeurs, approximation de la forme, . . .).� Problèmes juste-déterminés : lorsque le système fournit très exatement la quantité d'informationrequise et qu'il n'y a auune singularité, il est alors possible de dé�nir une solution unique.Cependant, la stabilité du système n'est pas garantie. En e�et, si les observations sont entahéesd'erreur, deux séries d'observations distintes donneront deux solutions di�érentes dont l'éartpeut être important. La solution n'étant pas reprodutible, le système est dit instable.� Problèmes surdéterminés : lorsque le système fournit plus d'information que néessaire, les er-reurs liées aux observations engendrent des inohérenes et il n'est plus possible de aluler unesolution. Il sera alors néessaire de déterminer des ritères de séletion pour en dé�nir une.Beauoup de tehniques di�érentes existent pour régulariser les problèmes inverses, 'est à direpalier le fait qu'ils soient mal posés. La régularisation de Tikhonov en est une des plus élèbres etdonne lieu à de multiples variantes. Pour le problème inverse que nous étudions dans les hapitressuivants, la méthode onsistant à minimiser une fontion oût quadratique, orrespond en fait à unerégularisation de Tikhonov généralisée. Le leteur intéressé pourra se reporter à Aster et al. (2005) parexemple, pour une introdution pédagogique des problèmes inverses et leur régularisation. A toutes�ns utiles, on trouvera en annexe un rappel de ertains outils mathématiques.1.2 L'assimilation de données en oéanographie1.2.1 Le modèleLes oéans et le mouvement de ses masses d'eau in�uenent fortement un grand nombre de proes-sus tels que la produtivité biogéohimique, les populations marines, le mouvement des polluants ouenore le hangement limatique et les onditions atmosphériques. Connaître et prévoir leur état estdon primordial pour un grand nombre d'appliations.Leur modélisation est ependant omplexe : elle fait appel à la dynamique des �uides et doitprendre en ompte les éhanges et interations intervenant ave d'autres systèmes omme l'atmo-sphère, les ontinents et le planher oéanique, la biogéohimie, les glaes de mer, le ruissellement . . ..Pour dérire l'oéan dans son ensemble, ou plus généralement l'appareil limatique de la Terre, onfait appel à la modélisation ouplée des di�érents systèmes. Dans ette thèse, nous ne nous intéressonsqu'aux modèles de irulation générale des oéans (OGCM9) pour lesquels des onditions aux frontièressont spéi�ées en lieu et plae des modèles ouplés.9Oean General Cirulation Model



22 1. Un problème inverse : l'assimilation de donnéesCes modèles dérivent l'état dynamique des oéans par des informations (variables d'état) detempérature (T ), de salinité (S) et de vitesse des ourants (omposantes zonale u et méridienne v).Pour représenter la surfae, plut�t que d'utiliser une formulation toit rigide qui onsidère la surfaede l'oéan omme un plan sur lequel une ertaine pression est appliquée, on préfère aujourd'hui utiliserune formulation surfae libre mettant en ÷uvre une nouvelle variable d'état, la hauteur d'eau ensurfae (η). Cette variable permet de dérire les variations de l'interfae air-oéan ave plus de réa-lisme. Ces variables d'état orrespondent à la disrétisation de l'oéan sur une grille spatiale (modèleà paramètres distribués) et sont mises à jour selon des intervalles de temps (modèle dynamique).Les OGCM sont basés sur la résolution des équations primitives sur une sphère en rotation,i.e. les équations de Navier-Stokes auxquelles on ajoute une équation d'état reliant les traeurs atifs(température et salinité) à la vitesse du �uide, et que l'on résout sous un ertain nombre d'hypothèses(voir par exemple Haidvogel et Bekmann, 1999). Ils sont don lairement non linéaires. Pour résoudrees équations primitives, outre des oe�ients divers (paramètres système) liés à es équations, il estnéessaire de dé�nir la géométrie du domaine (paramètres système), 'est à dire les lignes �tières etla bathymétrie. La ondition initiale (onditions subsidiaires) est donnée par un état de l'oéan autemps t0. Lorsque ette ondition initiale orrespond à un état de repos ave une limatologie pour
T et S, on intègre d'abord le modèle sur une ertaine période (spin up) dépendant de la mémoirede l'oéan, avant de l'utiliser pour une appliation donnée. Cette phase permet à l'oéan modéliséd'�oublier� son état initial peu préis. En�n, l'oéan et ses frontières, i.e. la roûte terrestre, les onti-nents, la glae et l'atmosphère, éhangent des �ux de haleur, d'eau doue, de sel et de moments. Siertains de es éhanges (onditions subsidiaires) peuvent être négligés, d'autres doivent être paramé-trés (par des termes de rappel par exemple) ou alulés. D'autres enore sont fournis par des modèles,que e soit sous forme de produits (forçages, 'est souvent le as pour les informations atmosphériquestelles que tension de vent, �ux de haleur et �ux d'eau doue) ou diretement sous forme de ouplage.La modélisation des oéans onsiste, d'un point de vue grossier, en une réponse déterministe à unforçage atmosphérique. Cependant les erreurs induites tant par les inertitudes de es forçages que parles approximations du modèle, ne peuvent pas être onnues de façon déterministe. En supposant e-pendant que es inertitudes soient faibles et que la modélisation soient su�samment �dèle, es erreurspeuvent être représentées par des perturbations stohastiques (Cohn, 1997). Bien que ela soit di�ileà réaliser en pratique, Daley (1992) sépare ette erreur en deux omposantes :� l'erreur modèle : liée à la résolution des équations, elle inlut les approximations et simpli�-ations de la physique, les erreurs des algorithmes numériques (disrétisation par exemple), lesdéfauts de spéi�ation des paramètres et des onditions aux frontières.� l'erreur de prévisibilité : elle représente la façon dont le modèle fait évoluer une erreur exis-tant sur la ondition initiale.Ainsi, si on onsidère le modèle omme parfait, l'erreur sur l'état qu'il prévoit est due à une mauvaiseonnaissane de l'état initial. Mais si on onsidère que l'état initial de l'oéan est parfaitement onnu,l'erreur sur l'état issu de la modélisation est due aux imperfetions du modèle.1.2.2 Les observationsPendant longtemps, les seules observations de l'oéan disponibles ont été elles des navires mar-hands et des marines nationales. Bien que n'o�rant qu'une ouverture des lignes maritimes prinipales,et souvent limitées à des observations de surfae, es mesures, omplétées par elles de ampagnes dereherhe et de navires d'opportunité (volontaires), ont permis d'établir des bases de données limato-logiques omme elles de Levitus10. Mais es limatologies ne permettent pas de rendre ompte de lavariabilité importante de l'oéan sur une large gamme d'éhelles spatiales et temporelles. Compte tenude son r�le essentiel dans le hangement limatique, la néessité de mettre en plae des programmes10World Oean Database : http ://www.nod.noaa.gov/OC5/WOD09/pr_wod09.html



1.2. L'assimilation de données en oéanographie 23internationaux dédiés aux mesures oéaniques et à l'interation oéan/atmosphère s'est alors faite sen-tir (Busalahi, 1997).

Fig. 1.2 � Réseau d'observations oéaniques in situ du programme TOGA en déembre 1994.En 1985, le programme TOGA11 a pour objetif de dérire la dynamique partiulière des oéanstropiaux a�n de mieux appréhender des phénomènes omme El Niño, et s'intéresse également à l'at-mosphère globale a�n d'étudier la possibilité de modéliser un système ouplé oéan-atmosphère. Ils'appuie en partiulier sur le déploiement de bouées amarrées de type ATLAS12 dans le Pai�queTropial. Ce déploiement, baptisé TAO13, atteint environ 70 bouées en déembre 1994, à la �n duprogramme TOGA (voir �gure 1.2). Dans le prolongement de e suès, les programmes GCOS14 etGOOS15 sont lanés au début des années 90 a�n de pérenniser le système d'observation de l'oéanet de l'atmosphère. A partir de 1995, un nouveau programme voit également le jour a�n d'étudier lavariabilité naturelle du limat et des hangements dus à l'ativité humaine : le programme CLIVAR16.C'est dans e adre qu'un nouveau déploiement de bouées ATLAS est e�etué en 1997 dans l'Atlan-tique Tropial sous le nom de PIRATA17. Sous la même égide, TAO prend le nom de TAO/TRITON enjanvier 2000 après le déploiement dans le Pai�que Ouest de bouées amarrées TRITON18. Aujourd'hui,11Tropial Oean Global Atmosphere : http ://www.nd.noaa.gov/oa/oare/toga.html12Autonomous Temperature Line Aquisition System13Tropial Atmosphere Oean : http ://www.pmel.noaa.gov/tao14Global Climate Observing System : http ://www.wmo.int/pages/prog/gos/15Global Oean Observing System : http ://www.io-goos.org/16Climate Variability and Preditability : http ://www.livar.org/17Pilot Researh Moored Array in the Tropial Atlanti :http ://www.brest.ird.fr/pirata/index.php18Triangle Trans Oean Buoy Network



24 1. Un problème inverse : l'assimilation de donnéesun nouveau déploiement est en ours dans l'Oéan Tropial Indien sous le nom de RAMA19.Elargissant le hamp des Tropiques à une perspetive plus globale, le programme WOCE20 de 1990vise à améliorer la modélisation de la irulation générale des oéans pour les prévisions limatiquesdéennales. Entre autres il met en ÷uvre, pour les �ux de sub-surfae, des pro�leurs (instruments demesure sur toute ou partie d'une olonne d'eau) de type ALACE21 qui donneront ensuite naissaneaux pro�leurs Argo (voir �gure 1.3). Le début des années 1990 voit aussi le lanement de programmestels que JGOFS22 qui s'intéressent davantage aux proessus himiques et biologiques des oéans.

Fig. 1.3 � Déploiement de pro�leurs Argo au 3 janvier 2010.Conernant les mesures elles-mêmes, on peut en distinguer deux types. Les données in situ onsistenten des mesures en un point, ou en des pro�ls sur toute ou une partie de la olonne d'eau, de tempéra-ture, salinité, vitesse et diretion des ourants, pression, dioxyde de arbone, . . .. Elles sont e�etuéespar di�érentes sortes d'instruments tels que des thermosalinographes, CTD23, XBT24, bouées amarréesou dérivantes, pro�leurs, . . .. Mais pare que l'oéan est un milieu partiulièrement di�ile à observer,es mesures restent très hétérogènes.Le seond type de données est pourvu par les satellites. Nimbus-7 et Seasat démontraient dansles années 70 les avantages des instruments spatiaux pour une ouverture homogène de la planète.Néanmoins, seule la surfae des oéans peut être observée, l'oéan profond restant inaessible. Au-jourd'hui, une large gamme de mesures satellitaires de surfae sont disponibles et permettent d'obtenirla topographie (Jason-1, ERS-2, . . .) et le géoïde assoié (GRACE, GOCE), les températures de surfae(instruments AVHRR, ATSR, . . .), la ouleur de l'oéan et don les teneurs en hlorophylle et phyto-planton (Envisat, HY-1), la onentration de glae de mer (ICESat, CryoSat) ou enore la salinité(SMOS). En général, des entres de traitement rassemblent et éventuellement ombinent plusieurs jeuxde mesures de type di�érent pour obtenir un produit donné (Coriolis25 pour des bases de données insitu, GHRSST26 pour des produits ombinés de température de surfae, . . .) et e�etuent ainsi unepremière validation des observations. La �gure 1.4 présente le réseau de satellites d'observation pour19Researh Moored Array for Afrian-Asian-Australian Monsoon Analysis and Predition20World Oean Cirulation Experiment :http ://woe.nod.noaa.gov/wdiu/index.htm21Autonomous Lagrangian Cirulation Explorer22Joint Global Oean Flux Study :http ://ijgofs.whoi.edu/23Condutivity Temperature Depth24Expendable Bathythermographe25http ://www.oriolis.eu.org/26Group for High resolution Sea Surfae Temperature : http ://www.ghrsst.org/



1.2. L'assimilation de données en oéanographie 25la météorologie et l'oéanographie de la NASA27.

Fig. 1.4 � Réseau d'observations satellite pour la météorologie et l'oéanographie de la NASA.Une ondition indispensable aux prévisions oéaniques réalistes (et aux diverses appliations quileur sont liées) est qu'il soit possible d'exploiter un système d'observation pérenne, délivrant de fa-çon régulière des informations su�samment rihes et diversi�ées. C'est à partir de e onstat quele programme GODAE28, initié en 1997, s'e�ore de donner des bases solides à une oéanographieopérationnelle. A sa �n en 2008, l'expériene laisse plae à des systèmes matures de prévision à mésoé-helle opérationnels tels que Merator Oéan29 (Frane), NCOF30 (UK), BLUElink31 (Australie), etdes projets internationaux omme MyOean32 pour la mise à disposition de produits oéaniques variés.Cependant, toute observation, qu'elle soit in situ, satellitaire ou ombinée, est sujette à une er-reur de mesure liée à l'instrument lui-même (dé�nition, mauvaise alibration, dérives, . . .) ou à sonenregistrement et sa ommuniation (odage inorret, défaut de transmission, . . .). Dans ertains as,ette erreur peut être aberrante et l'observation doit être rejetée, dans d'autres, la mesure sou�re d'unbiais systématique. Il est don indispensable de mettre en plae un ontr�le e�ae de la qualité desobservations (Kalnay, 2003). Ce ontr�le n'ayant ependant pas de prise sur le aratère aléatoire deserreurs, il ne peut don pas garantir l'intégrité omplète des données.1.2.3 Comparaison modèle / observationsEn général, il n'est pas possible de omparer diretement l'état prévu par le modèle ave les obser-vations. En e�et, il n'est pas réaliste de supposer que la grille de disrétisation (spatiale et temporelle)27National Aeronautis and Spae Administration : http ://limate.nasa.gov/28Global Oean Data Assimilation Experiment : http ://www.godae.org/29http ://www.merator-oean.fr/30National Center for Oean Foreasting : http ://www.nof.o.uk/31http ://www.marine.siro.au/bluelink/32http ://www.myoean.eu.org/



26 1. Un problème inverse : l'assimilation de donnéesdu modèle puisse orrespondre exatement aux emplaements et aux instants de mesure des di�érentsinstruments. D'autre part, les variables d'état du modèle peuvent ne pas orrespondre diretement auxgrandeurs mesurées mais peuvent leur être liées par des relations physiques plus ou moins omplexes.Un satellite mesure par exemple la radiane émise par la Terre, et la relie à la température de surfaegrâe à l'équation de transfert radiatif.Modèle et observations sont don dé�nis dans deux espaes di�érents. Pour pouvoir e�etuer laomparaison, on dé�nit un opérateur d'observation permettant de passer de l'espae du modèleà l'espae des observations. On peut alors aluler l'innovation, i.e. l'éart qui existe entre les ob-servations et l'état du modèle ramené dans l'espae des observations. C'est à partir de ette innovationqu'une orretion peut être alulée par le problème inverse. Cependant, l'opérateur d'observation, enfontion de sa nature, est sujet à une erreur d'interpolation omprenant l'aspet interpolation pro-prement dit mais également les aspets disrétisation et équivalene des variables (résoudre l'équationde transfert radiatif par exemple n'est pas trivial).Le fait que le modèle et les observations soient dé�nis dans deux espaes di�érents est égalementsoure d'un autre type d'erreur. En e�et, les observations ontiennent des informations provenant deproessus physiques de di�érentes éhelles, y ompris d'éhelles trop petites pour être prises en omptepar la résolution le modèle. C'est ette inadéquation ave la résolution du modèle qui génère l'erreurde représentativité (Janji¢ et Cohn, 2006). Elle peut être relativement importante et même dominerles erreurs de mesure et d'interpolation lorsque le modèle utilisé est à basse résolution.1.2.4 Le problème inverseSi onnaître l'état de l'oéan ave exatitude à tout instant donné relève de l'utopie, il est e-pendant possible de s'en rapproher su�samment pour en donner une représentation ohérente. Pourprendre en ompte l'erreur de représentativité, il onvient d'augmenter les résolutions et d'améliorerla physique à petite éhelle. L'assimilation de données ne peut don pas agir sur e type d'erreur. Enrevanhe, elle permet de réduire l'erreur de prévisibilité et éventuellement d'estimer l'erreur modèletout en tenant ompte des erreurs liées aux observations. Ii, le problème inverse va don orriger l'étatinitial pour obtenir une prévision plus prohe de la réalité.Le veteur d'état d'un OGCM est généralement de grande taille (≈ 106 éléments pour un modèlebasse résolution). Bien que le système d'observation se soit onsidérablement amélioré au ours desannées, il n'en reste pas moins que le nombre d'observations sur une période de omparaison donnée,est bien inférieur à la taille de e veteur état, e qui fait de l'assimilation de données dans e asun problème sous-déterminé33. Une solution naturelle est alors de onsidérer que l'état donné par lemodèle lui-même onstitue une approximation de la réalité et peut don servir d'information a priori.Dans e as, et état est appelé ébauhe tandis que l'état orrigé après appliation du problème inverseest appelé analyse. Augmenté de l'ébauhe, le problème est alors surdéterminé, et ompte tenu desinertitudes liées tant aux observations qu'au modèle, il n'est généralement plus possible de trouverune solution qui respete toutes les informations fournies. Il onvient alors de dé�nir des ritères per-mettant de déterminer malgré tout une solution.De manière générale, les variables de ontr�le, i.e. les éléments sur lesquels on agit par l'in-termédiaire du problème inverse, sont les mêmes que les variables d'état. Cependant, on peut hoisirde n'e�etuer des orretions que sur une partie de es variables, soit pour des raisons de oût, soitpare que ertaines variables sont di�iles à prendre en ompte, soit enore pare que l'on sait dé�nirentre elles des relations de dépendane. On peut enore hoisir de ontr�ler en plus ertains paramètres33On notera ependant que les observations n'étant homogènes ni spatialement, ni temporellement, il existedes régions loalement denses en observations pour ertaines variables et pour lesquelles il est don possibled'argumenter un sur-dimensionnement du problème.



1.3. Les di�érentes tehniques pour l'oéanographie et la météorologie 27ou forçages. On distinguera don l'espae des variables de ontr�le de l'espae des variablesd'état.1.3 Les di�érentes tehniques pour l'oéanographie et lamétéorologieLes méthodes d'assimilation de données ont, de manière générale, été développées dans le adrede la météorologie avant d'être adaptées à l'oéanographie. L'historique qui suit se onentre sur lesdi�érentes tehniques et non sur les domaines d'appliation partiuliers. C'est pourquoi, on y trouverades référenes de météorologie aussi bien que d'oéanographie sans distintion expliite.1.3.1 Un bref historiqueEn assimilation de données, les météorologues sont les premiers à tenter de se servir des observa-tions pour améliorer leurs prévisions grâe à des proédures dites d'analyse objetive, ar ne reposantpas sur le jugement (subjetif) d'un analyste. Cressman (1959) reprend la méthode de Bergthórssonet Döös (1955) et propose un algorithme simple de orretions suessives de l'ébauhe en fontiondes observations. Pour ela, haque fois qu'une observation est disponible, les valeurs des points degrille du modèle prohes sont interpolées jusqu'à e point d'observation pour en aluler l'éart. Laorretion appliquée en haque point de grille est alors dé�nie par l'innovation adéquate ramenée sur lepoint de grille d'origine et a�etée d'un poids déroissant ave l'augmentation de la distane du pointde grille à l'observation. Cette déroissane est maîtrisée par un paramètre permettant de déterminerà partir de quelle distane l'observation n'a plus d'in�uene. Mais un des inonvénients majeurs desméthodes de orretions suessives vient du fait que la fontion poids utilisée est arbitraire et netient pas ompte des qualités respetives de l'ébauhe et des observations, risquant par exemple dedégrader une bonne estimation du modèle en y assoiant des mesures physiques médiores. De plus, lesorretions apportées peuvent ne pas respeter les aratéristiques physiques du système, en générantpar exemple des sauts dans un hamp, ou en détruisant l'équilibre entre deux variables.Gandin (1963) propose alors une méthode où la orretion à apporter en un point de grille donnéest déterminée par les éarts entre e point de grille et un ensemble d'observations autour de e point,assoiés à un poids alulé en fontion de statistiques sur les di�érentes erreurs. Cette méthode, dited'interpolation statistique ou interpolation optimale (OI34) et sa mise en ÷uvre pratique pourles problèmes à grande taille (Loren, 1981) a été largement utilisée pour sa simpliité et son oût rai-sonnable. Néanmoins, un des inonvénients de la tehnique vient du besoin de déomposer le domained'analyse en plusieurs sous-domaines. L'in�uene des observations est alors réduite à leur sous-domained'a�etation et un bruit parasite en résulte aux frontières. De plus, la ohérene des petites éhellesave des éhelles plus grandes n'est plus garantie. En�n, l'utilisation d'opérateurs d'observation nonlinéaires s'avère problématique.A la même époque, Kalman (1960) et Kalman et Buy (1961) dérivent un estimateur disret pourdes systèmes linéaires ou des équations di�érentielles ordinaires. Ce �ltre sera en partiulier appliquéave suès pour le alul de trajetoires du programme Apollo. Etudié en météorologie à partir desannées 1980 (Ghil et al., 1981), il permet de orriger, à haque pas de temps, le veteur d'état dumodèle à partir du veteur d'innovation multiplié par une matrie, appelée matrie de gain, for-mulée à partir de statistiques (ovarianes) sur les di�érentes erreurs. Si la tehnique est similaire àelle de l'OI, le �ltre de Kalman (KF35) s'applique au domaine omplet et permet de propager lesovarianes d'erreur du pas de temps préédent grâe au modèle dynamique. Mais les modèles étant34Optimal Interpolation35Kalman Filter



28 1. Un problème inverse : l'assimilation de donnéesnon linéaires, les équations doivent être linéarisées pour la propagation des erreurs, et à ondition quees non-linéarités soient faibles (Jazwinski, 1970; Evensen, 2007), la méthode, bien que perdant sonoptimalité, reste satisfaisante. Cette tehnique est onnue sous le nom de �ltre de Kalman étendu(EKF36). Néanmoins les problèmes d'assimilation de données, tant en météorologie qu'en oéanogra-phie, étant de grande dimension, onstruire la matrie de gain et propager les statistiques n'est pasréalisable. Des méthodes de rang réduit pour approximer le �ltre de Kalman ont alors été dévelop-pées (Fukumori et Malanotte-Rizzoli, 1995; Buehner et Malanotte-Rizzoli, 2003). Le prinipe est basésur la rédution des matries de ovarianes d'erreur à des matries de rang plus faible mais restantsigni�atif. On itera par exemple le �ltre SEEK37 introduit par Pham et al. (1998). Pour palier leproblème de la propagation des ovarianes, on peut aussi hoisir de les estimer à partir d'un ensembled'éhantillons. Pour ela, on applique l'opérateur de propagation du modèle non linéaire au même étatplusieurs fois, mais en perturbant un élément di�éremment à haque fois. Les résultats onstituentun ensemble permettant de aluler les ovarianes d'erreur (Evensen, 2007) qui sont alors appliquéesdans le alul de l'analyse. Cette méthode est appelée �ltre de Kalman d'ensemble (EnKF38) (leprinipe des méthodes d'ensemble sera préisé au hapitre 3).Les approhes présentées i-dessus sont des approhes d'assimilation séquentielle. Pour es mé-thodes, la prévision peut être mise à jour dès qu'une observation est disponible. Mais ette approhene permet aux observations que de orriger les états suivants et jamais les états préédents. La pro-pagation de l'information ontenue dans les observations ne peut don s'e�etuer que du passé versle futur, et jamais du futur vers le passé. Si et inonvénient n'est pas déterminant dans le adre deprévisions puisqu'elles demandent une intégration du modèle vers le futur, il est majeur dans le adred'un exerie de réanalyse. Pour palier le problème, la méthode du Kalman �smoother� (voir parexemple Ménard et Daley, 1996) permet de revenir vers le passé après qu'une analyse vers le futur aitété faite.Parallèlement aux méthodes exposées préédemment, Sasaki (1958) propose quant à lui, d'établirune analyse objetive à partir d'une méthode variationnelle, i.e. de minimiser la distane aux obser-vations tout en respetant une ertaine ontrainte dynamique. En partiulier, Sasaki (1970) dé�nitla notion de ontrainte forte lorsque ette ontrainte doit être satisfaite exatement, et la notionde ontrainte faible lorsqu'elle l'est de manière approximative. Plus ohérente puisque prenant enompte des ontraintes physiques, ette méthode reste néanmoins oûteuse. Le Dimet et Talagrand(1986) proposent alors des méthodes itératives pour résoudre le problème, et montrent en partiulieromment l'utilisation du modèle adjoint (voir Annexe A et paragraphe 2.4.3) permet de réduire lesoûts. On parle de 3D-Var lorsque l'aspet temporel n'est pas pris en ompte et de 4D-Var sinon.A l'inverse des méthodes séquentielles, l'assimilation variationnelle permet, lorsque la variabletemps est inluse (4D-Var), de prendre en ompte les observations sur une période donnée de façonglobale. En e�et, on obtient alors une orretion non plus de l'état du modèle en fontion des obser-vations disponibles à l'instant donné, mais de la trajetoire de l'état en fontion des observationsdisponibles sur l'ensemble d'une période donnée. Le détail de ette méthode sera donné au hapitre 2.Aujourd'hui, la plupart des grands entres de météorologie utilisent un système 4D-Var pour leursprévisions opérationnelles (Rabier et al., 2000; Gauthier et al., 2007; Rawlins et al., 2007). En oéano-graphie, depuis les premières tentatives d'implémentation onduites par Thaker et Long (1988), dessystèmes variationnels (3D-Var ou 4D-Var) ont été mis en ÷uvre aussi bien pour des systèmes globaux(Stammer et al., 2002; Daget et al., 2009; Mogensen et al., 2009) que régionaux (Weaver et al., 2003;Di Lorenzo et al., 2007; Dobrii et Pinardi, 2008; Li et al., 2008).36Extended Kalman Filter37Singular Evolutive Extended Kalman Filter38Ensemble Kalman Filter



1.3. Les di�érentes tehniques pour l'oéanographie et la météorologie 29Les tehniques d'assimilation séquentielle et variationnelle utilisent des formulations de problèmesinverses pour aluler une orretion à appliquer à l'ébauhe. Néanmoins, le problème diret peutêtre formulé par des fontions de densité de probabilité onditionnelles (voir paragraphe 2.1), et il estalors possible de montrer que la distribution a posteriori peut être alulée à partir d'un ensemble departiules que l'on fait évoluer à travers le modèle. Chaque partiule représente la densité de probabilitéa priori et est a�etée d'un poids alulé a posteriori par rapport à la densité de probabilité desobservations sahant l'état. Cette tehnique des �ltres partiulaires est appliquée dans le adre d'unmodèle oéanique (région du ourant des Aiguilles) par Van Leeuwen (2003), qui note ependant uneforte tendane de l'ensemble à s'e�ondrer, i.e. à parvenir à une situation dans laquelle un seul membrede l'ensemble se voit a�eter de presque tout le poids a posteriori. Cette tendane est on�rmée parSnyder et al. (2008) pour les problèmes à grande dimension.1.3.2 L'assimilation aujourd'huiD'un point de vue algorithmique, on distingue deux grandes familles d'assimilation : l'assimilationséquentielle (OI et EnKF prinipalement) et l'assimilation variationnelle (3D-Var et 4D-Var). Maisquelque soit la méthode utilisée, les di�ultés et questions auxquelles est onfronté l'assimilation dedonnées peuvent être résumées par les points suivants :� la dimension du problème : la prise en ompte des proessus physiques à des éhelles de plusen plus petites néessite l'augmentation de la résolution des modèles, et don la dimension duveteur d'état, entrainant alors un besoin toujours plus grand tant en mémoire qu'en vitessede alul. L'utilisation de alulateurs à haute performane répond en partie à ette ontraintemais le fateur de rédution des temps de aluls n'est pas proportionnel au nombre de proes-seurs utilisés (voir par exemple Dowd et Severane, 1998). Mettre en ÷uvre des algorithmes derésolution e�aes reste don une priorité.� les ontraintes d'équilibre : en oéanographie omme en météorologie, des relations physiquesplus ou moins omplexes existent entre les di�érentes variables. Ces dernières ne sont don pasindépendantes les unes des autres mais obéissent à des ontraintes d'équilibre. On itera parexemple l'équilibre géostrophique mais aussi les relations de la thermodynamique. Il est impératifpour l'assimilation de données de prendre en ompte es ontraintes a�n d'obtenir une analysephysiquement ohérente (Derber et Bouttier, 1999; Weaver et al., 2005).� le ontr�le de qualité : omme mentionné au paragraphe 1.2.2, il est indispensable que les obser-vations assimilées soient d'une qualité su�sante. Leur ontr�le est don une étape indispensableà l'assimilation de données.� la orretion de biais : tout système d'assimilation est a�eté par des biais réduisant la qualitéde l'analyse, que eux-i proviennent du modèle lui-même, de es onditions aux frontières, desobservations et de leurs opérateurs, . . .. La di�ulté de la orretion d'un biais ne réside pastant dans la méthode numérique elle-même que dans l'identi�ation orrete de sa soure (Dee,2005; Balmaseda et al., 2007).� les non-linéarités et les distributions non-gaussiennes : les modèles ainsi que les opérateurs d'ob-servation sont généralement non linéaires. Si es non-linéarités ne sont pas trop sévères, il estpossible de les linéariser. Mais lorsqu'elles sont trop fortes, d'autres tehniques doivent être en-visagées. De plus, pour les méthodes variationnelles, l'hypothèse d'une distribution gaussiennesur les densités de probabilité onditionnelles est faite, malgré son aratère restritif (voir para-graphe 2.1.3). Prendre en ompte des strutures non gaussiennes et des non-linéarités, qui sontsouvent liées les unes aux autres, est un des hallenges de l'assimilation de données.� la validation : rendre ompte de l'impat de l'assimilation de données est malaisé puisque elanéessite d'évaluer la préision ave laquelle l'état de l'oéan (ou de l'atmosphère) est donné,préision évaluée par rapport à un état vrai qu'il n'est jamais possible de onnaître parfaitement.La mise en plae par exemple de diagnostis de ohérene (Desroziers et al., 2005) peut aider àette tâhe.



30 1. Un problème inverse : l'assimilation de donnéesChaque tehnique d'assimilation a sa propre façon de gérer les divers points évoqués (Loren, 2003;Kalnay et al., 2007a). Loren (1986) note ependant qu'auune des méthodes ouramment utiliséesn'est idéale en tout point et que la préférene que l'on aorde à l'une plut�t qu'une autre dépend desaratéristiques que l'on onsidère omme les plus importantes. Plut�t que de omparer le 4D-Var àl'EnKF, Gustafsson (2007) suggère de s'intéresser davantage à omment ombiner les di�érentes idéessous-jaentes de es méthodes (voir aussi Kalnay et al., 2007b). Aujourd'hui e thème est devenu uneativité de reherhe très importante (Belo Pereira et Berre, 2006; Daget et al., 2009; Buehner et al.,2009a,b).



31
Chapitre 2L'assimilation variationnelleLes développements e�etués dans le adre de ette thèse s'appliquent à un système d'assimilationvariationnel. C'est pourquoi, seule ette méthode est dérite en détail dans e hapitre. Cette méthodeva permettre ii de orriger la ondition initiale du modèle en ombinant les informations fourniesd'une part par des mesures du milieu oéanique, et d'autre part par l'ébauhe du modèle en tantqu'information a priori.2.1 Formalisme du problèmeL'idée de Sasaki (1958, 1970) est de formuler une analyse objetive qui permette de produire unhamp minimisant la distane aux observations tout en satisfaisant une ontrainte dynamique expliite.2.1.1 Problème ontinuPrenons un système de plusieurs équations di�érentielles S(ϕ) où ϕ est une fontion dépendant deoordonnées spatiales et temporelle (par exemple la fontion température de l'oéan). Sur un ertaindomaine Ω, et étant donné la ondition initiale ϕ0, le système doit véri�er

S(ϕ) = 0. (2.1)

Fig. 2.1 � Système S.Si la ondition initiale ϕ0 n'est pas onnue ave ertitude, la résolution du système (S) ne donnepas à l'instant T la fontion ϕ exate. Supposons maintenant qu'il existe une fontion ϕ̃ disponible etreprésentant une bonne estimation sur le domaine Ω de ette fontion exate à un instant t ∈]0, T [. Pouret exemple simple, on onsidèrera que ϕ et ϕ̃ sont dé�nies dans le même espae. On va alors herher



32 2. L'assimilation variationnelleà réajuster ϕ0 pour réduire au maximum l'éart quadratique entre ϕ et l'estimation ϕ̃ (tehnique desmoindres arrés). Le problème variationnel (Pc) s'érit alors
(Pc)

{ Trouver ϕ(x, t) qui minimise la fontion J(ϕ) =
∫
Ω (ϕ− ϕ̃)2 dΩSous la ontrainte S(ϕ) = 0

. (2.2)
S(ϕ) = 0 représente la ontrainte du problème de minimisation tandis que J(ϕ) est appelée fontionoût ou fontionnelle. Si on peut munir l'espae dans lequel est dé�ni la fontion ϕ d'une normeissue du produit salaire L2 lassique, J(ϕ) est alors dérite par le arré de la norme L2

J(ϕ) = ||ϕ − ϕ̃||2L2 . (2.3)2.1.2 Problème disretBien qu'il soit intéressant de garder en mémoire la nature du problème ontinu, notre appliationse présente en fait sous la forme d'un problème disret. Les fontions ϕ et ϕ̃ préédentes seront donreprésentées sous la forme de veteurs à valeurs dans IR.L'état du modèle est donné par plusieurs hamps salaires mais sera dé�ni sous la forme d'un seulveteur x =
[
xT

1 xT
2 . . .

]T où haque veteur x1, x2, . . . représente un de es hamps (température,salinité, hauteur d'eau, . . .). Il en sera de même pour les observations, quelque soit leur nature. De plus,les espaes respetifs du modèle et des observations n'étant pas identiques, il faut dé�nir un opérateurd'observation qui permettra de passer du premier au seond.On dé�nit ainsi dans l'espae du modèle les veteurs de dimension n :
xt : valeurs au point de grille du modèle de l'état vrai ontinu de l'oéan que l'on herhe àapproher au plus près ;
xb : ébauhe, information a priori fournie par le modèle sur l'état de l'oéan ;
xa : analyse, ébauhe orrigée après assimilation des observations.Ces veteurs ontiennent les variables de ontr�le dé�nies sur la grille du modèle, 'est à dire les élé-ments que l'on souhaite orriger grâe au problème inverse. Ils peuvent don ontenir tout ou partiedes variables d'état aussi bien que des paramètres divers du système. Néanmoins, le but de notre as-similation de données étant de orriger l'erreur de prévisibilité du modèle, i.e. la ondition initiale, ilne sera pas fait mention ii de orretion de paramètres.On suppose que l'on veut estimer l'état du système sur une période t0 ≤ ti ≤ tN donnée. Cettepériode est appelée fenêtre ou yle d'assimilation. On dé�nit alors dans l'espae des observationsle veteur de dimension p :

yo =
[
yo

0
T . . .yo

N
T
]T : observations de l'oéan sur la période donnée,ave les veteurs de dimension pi :

yo
i : observations de l'oéan à l'instant ti.Ces observations orrespondent aux mesures e�etuées pendant la fenêtre d'assimilation. Elles peuventêtre de tout type (in situ, satellite ou produit), diretes (variables identiques à elles du modèle) ou in-diretes (variables en relation ave elles du modèle) et représentent les mesures e�etuées. Le nombrede es mesures peut être di�érent à l'instant ti de elui à l'instant tj .On dé�nit également les opérateurs non linéaires :
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M : il représente l'intégration de l'ensemble des équations du modèle sur lapériode ;
Mi→j : restrition de M à l'intégration entre ti et tj ;
H : opérateur d'observation, il permet de passer de l'espae du modèle àl'espae des observations ;
Hi : restrition de l'opérateur H à l'instant ti.Pour exprimer y un état intégré jusqu'à un ertain temps ti dans l'espae des observations, on dé�nitl'opérateur G et sa restrition Gi par

y = G[x] =




G0...
Gi...
GN




=




H0 [x]...
Hi [M0→i [x]]...
HN [M0→N [x]]



. (2.4)

En�n, on dé�nit les erreurs suivantes :
εb = xb − xt : erreur d'ébauhe ;
εo = yo −H

[
M
[
xt
]] : erreur d'observation (mesure, interpolation, représentativité) ;

εo
i = yo

i −Hi

[
M0→i

[
xt
]] : erreur d'observation à l'instant ti.Cohn (1997) montre qu'il est possible de représenter es erreurs sous la forme d'un proessus stohas-tique (voir Annexe B). Nous supposerons es erreurs non biaisées39, ave pour ovarianes

B = E
[
εb
(
εb
)T] : matrie de ovarianes d'erreur d'ébauhe de dimension n× n ;

R = E
[
εo (εo)T

] : matrie de ovarianes d'erreur d'observation de dimension p× p.Nous prendrons de plus omme hypothèse que les erreurs sont déorrélées entre elles40.Le problème variationnel ontinu (Pc) dé�ni préédemment par (2.2) et (2.3) onsiste, une foisdisrétisé, à estimer l'état vrai xt à partir de l'ébauhe xb et des observations yo sous la ontraintedonnée par l'opérateur G (et don de l'opérateur de modélisation M et de l'opérateur d'observation
H)

(Pd)





Trouver x qui minimise la fontion J(x) =

∥∥∥∥
(

x − xb

y − yo

)∥∥∥∥
2Sous la ontrainte y = G[x]

, (2.5)où la norme ‖.‖ doit être déterminée pour tenir ompte des préisions B−1 et R−1.2.1.3 Dé�nition de la normeExemple simplePrenons tout d'abord un exemple simple (Talagrand, 1997). On souhaite estimer la quantité u àl'aide de l'ébauhe x et d'une mesure y
x = u+ εx

y = u+ εy,39On suppose du moins que la moyenne de es erreurs est onnue et peut don être enlevée. Connaître etenlever es biais est un des sujets de reherhe atuels de l'assimilation de données, mais hors du adre de ettethèse.40Cette hypothèse est généralement justi�ée, le modèle et le système d'observations étant indépendants.Cependant, une attention partiulière doit être portée à ertaines proédures de pré-traitement des observationsqui utilisent l'ébauhe du modèle et peuvent alors réer des orrélations arti�ielles.



34 2. L'assimilation variationnelleoù εx et εy sont les erreurs. Nous supposerons que le modèle et l'instrument de mesure sont sans biais,d'où
E[εx] = E[εy] = 0,et de variane d'erreur
σ2

x = E[ε2x],

σ2
y = E[ε2y ],respetivement. Nous supposerons de plus, que les deux erreurs sont déorrélées, le modèle et l'instru-ment de mesure étant indépendants
E[εxεy] = 0.En faisant appel aux moindres arrés pondérés, on herhe un estimateur ũ qui soit prohe del'ébauhe et de l'observation tout en prenant en ompte leurs préisions respetives, i.e. l'inverse deleur variane (voir Annexe C). Dans e as, pour toute valeur ξ, on mesure la distane quadratique par

J(ξ) =
1

2
× 1

σ2
x

(ξ − x)2 +
1

2
× 1

σ2
y

(ξ − y)2,et la distane minimale est donnée par la valeur qui en annule la dérivée
dJ(ξ)

dξ

∣∣∣∣
ξ=ũ

=
ũ− x

σ2
x

+
ũ− y

σ2
y

= 0.L'estimateur que l'on herhe est alors donné par
ũ =

(
x

σ2
x

+
y

σ2
y

)
σ2

xσ
2
y

σ2
x + σ2

y

=
σ2

y

σ2
x + σ2

y

x+
σ2

x

σ2
x + σ2

y

y. (2.6)Ave e as simple, il est faile d'évaluer l'impat de la préision de haun des éléments sur l'esti-mateur. En e�et dans le as idéaliste d'une ébauhe x parfaite (modèle et ondition initiale parfaits),i.e. σ2
x = 0, le poids a�eté à l'observation est annulé et l'estimateur prend exatement la valeur del'ébauhe. Dans le as où ébauhe et observation sont de même variane, i.e. σ2

x = σ2
y, l'estimateur estalors donné par leur moyenne x/2 + y/2.GénéralisationCohn (1997) suppose que l'état à estimer est en fait donné par un modèle dynamique stohastique,et qu'il peut don être évalué par une densité de probabilité (pdf41). Il s'agit don de trouver unestimateur x (analyse) de pdf onditionnelle P a(x) = P

(
x = xt | y = yo

), dérivant la probabilité queet estimateur x représente exatement xt étant donné les valeurs observées yo. D'après le théorème deBayes (voir Annexe B ; Wikle et Berliner, 2007), ette pdf est proportionnelle à P (y = yo | x = xt
),qui dérit la probabilité que les observations aient pour valeurs yo sahant que l'estimateur x représentee�etivement l'état vrai xt, multipliée par P (x = xt

), qui quanti�e l'information a priori que l'on peutavoir sur l'état vrai xt (limatologie, sortie du modèle, . . .)
P a(x) = P

(
x = xt | y = yo

)
∝ P

(
y = yo | x = xt

)
P
(
x = xt

)
. (2.7)L'information a priori P (x = xt

) est liée à l'ébauhe et peut être réérite (Loren, 1986) en
P
(
x = xt

)
= P b

(
x − xb

)
. (2.8)41Probability Density Funtion



2.1. Formalisme du problème 35De la même manière, il est possible de réérire la pdf des observations sahant l'état vrai omme lapdf des éarts entre l'état vrai intégré par le modèle et ramené dans l'espae des observations grâe àl'opérateur non linéaire G, et les observations
P (y = yo | x = xt) = P o (G[x] − yo) . (2.9)L'estimateur x de l'état vrai xt est don quanti�é par la pdf
P a(x) ∝ P b

(
x − xb

)
P o (G[x] − yo) . (2.10)A partir de ette distribution, il s'agit maintenant de déterminer l'estimateur optimal, i.e. elui quireprésente le plus ertainement l'état vrai xt. Mais l'optimalité peut se dé�nir de di�érentes manières,et l'estimateur optimal peut être par exemple elui de la moyenne, du mode (pi) ou enore de lamédiane. Loren (1986) et Cohn (1997) montrent que si l'estimateur de la moyenne onditionnelleest à la base des méthodes séquentielles (voir Annexe C), 'est elui du mode onditionnel qui nousintéresse et que nous développons ii puisqu'il est à la base des méthodes variationnelles. On noteranéanmoins, que sous les hypothèses de linéarité et de distributions onditionnelles gaussiennes les es-timateurs de la moyenne onditionnelle et du mode onditionnel sont équivalents (Jazwinski, 1970;Loren, 1986; Cohn, 1997).L'estimateur du mode onditionnel est elui qui orrespond au pi, i.e. au maximum, de la pdfqui quanti�e l'information a posteriori. Il est don donné par

x tel que P a(x) est maximale.Si on prend pour hypothèse, que les pdf des équations (2.8) et (2.9) sont des distributions gaussiennes(voir paragraphe 2.3.1 pour une justi�ation de ette hypothèse)
P b
(
x − xb

)
∝ exp

[
−1

2

(
x − xb

)T
B−1

(
x − xb

)]
,

P o (G[x] − yo) ∝ exp

[
−1

2
(G[x] − yo)T R−1 (G[x] − yo)

]
,l'équation (2.10) devient

P a(x) ∝ exp

[
−1

2

(
x − xb

)T
B−1

(
x − xb

)
− 1

2
(G[x] − yo)T R−1 (G[x] − yo)

]
.Pour l'estimation du mode onditionnel, on herhe à maximiser la pdf P a(x), e qui est équivalent àminimiser l'expression − lnP a(x) pour obtenir le maximum de vraisemblane. Ainsi, la fontion oûtà minimiser est donnée par

J(x) =
1

2

(
x − xb

)T
B−1

(
x − xb

)
+

1

2
(G[x] − yo)T R−1 (G[x] − yo) .Les matries B et R sont des matries de ovarianes et sont don symétriques et dé�nies positives pardé�nition42 (voir Annexe B). Leurs inverses B−1 et R−1 sont don également symétriques et dé�niespositives. On peut alors réérire l'équation préédente sous la forme d'une somme de produits salairesou de normes

J(x) =
1

2

〈
x − xb,x − xb

〉
B−1

+
1

2
〈G[x] − yo,G[x] − yo〉

R−1

=
1

2

∥∥∥x − xb
∥∥∥

2

B−1
+

1

2
‖G[x] − yo‖2

R−1 ,42Une matrie de ovariane est par dé�nition semi-dé�nie positive. Cependant, l'hypothèse est faite ii, etdans tout e qui suit, de matries B et R stritement dé�nies positives et don inversibles. On pourra se réferrerà Daley (1991), pp 109�111, pour une justi�ation de ette hypothèse.



36 2. L'assimilation variationnelleoù la norme ||.||A dérive du produit salaire 〈. , .〉A, ave A orrespondant à B−1 ou R−1, dé�ni par
〈x,y〉A =

∑

i

∑

j

xiaijyj =
∑

i

xizi ave zi =
∑

j

aijyj,où aij représente l'élément de la ligne i et de la olonne j de la matrie A. Ce produit salaire orresponddon à une imbriation de produits salaires eulidiens anoniques, et peut également s'érire ommeun produit salaire anonique pondéré par le poids de A

〈x,y〉A = 〈x,z〉 = 〈x,Ay〉. (2.11)On peut enore généraliser par
J(x) =

1

2

〈(
x − xb

G[x] − yo

)
,

(
x − xb

G[x] − yo

)〉

P

=
1

2

∥∥∥∥
(

x − xb

G[x] − yo

)∥∥∥∥
2

P

,où P est la matrie de préision de dimension (n+ p) × (n+ p) donnée par
P =

(
B−1 0

0 R−1

)
.On notera que pour l'estimateur du mode onditionnel, auune assomption de linéarité n'est faitepour l'opérateur d'observation. Sous l'hypothèse de distributions gaussiennes, la fontion oût J(x)dé�nie pour le problème variationnel (Pd) de l'équation (2.5) peut également être vue sous la formed'une norme L2 (disrétisée). Cependant, ette hypothèse de distribution gaussienne peut être relâhéeet onduit alors à des normes di�érentes, plus omplexes à manipuler.2.2 Les di�érentes formulations2.2.1 La formulation du 4D-VarModèle parfaitDans un premier temps, nous onsidérons que le modèle est parfait, i.e. que l'on peut négligerl'erreur modèle par rapport aux erreurs d'ébauhe et d'observations. L'assimilation variationnelle4D-Var à ontrainte forte onsiste alors à minimiser la fontion oût

J(x) =
1

2
||x − xb||2

B−1 +
1

2
||y − yo||2

R−1

=
1

2

(
x − xb

)T
B−1

(
x − xb

)

︸ ︷︷ ︸
Jb

+
1

2
(y − yo)T R−1 (y − yo)

︸ ︷︷ ︸
Jo

, (2.12)sous la ontrainte forte
y = G[x], (2.13)où G est dé�ni par l'équation (2.4). Dans ette formulation, la fontion oût se déompose en deuxtermes : le terme Jb représente la distane à l'ébauhe, i.e. à l'information a priori, pondérée par laon�ane que l'on aorde à ette ébauhe ; le terme Jo représente la distane aux observations parrapport à un terme intégré par le modèle jusqu'aux temps de es observations, pondéré par la on�aneque l'on aorde à es observations.



2.2. Les di�érentes formulations 37Si on onsidère que les erreurs d'observations sont déorrélées dans le temps, et que l'on appelle
Ri le blo de R assoié à l'instant ti, le terme Jo peut être réérit sous la forme d'une somme

Jo(x) =
1

2

N∑

i=0

(Hi [xi] − yo
i )

T
R−1

i (Hi [xi] − yo
i ) ,sous la ontrainte

∀i = 0, . . . , N xi = M0→i[x].Modèle ave erreurDans un deuxième temps, nous onsidérons que l'erreur assoiée au modèle est trop importantepour être négligée. On dé�nit alors :
εq =

[
ε

q
0
T
. . . εq

N
T
]T : erreur totale du modèle ave

ε
q
i = xt

i −Mi−1→i[x
t
i−1] : erreur à l'instant ti ;

Q = E
[
εq (εq)T

] : matrie de ovarianes d'erreur du modèle.Prendre en ompte ette erreur peut alors se faire de di�érentes manières suivant les hypothèses quel'on fait (Trémolet, 2007b). On expose ii une ériture possible en dé�nissant :
η =

[
η0

T . . .ηN
T
]T : estimation de l'erreur εq ave

ηi : estimation de l'erreur ε
q
i .Un terme ontr�lant la minimisation de η est alors ajouté à la fontion oût, et l'assimilation varia-tionnelle 4D-Var à ontrainte faible onsiste alors à minimiser

J(x,η) =
1

2

(
x − xb

)T
B−1

(
x − xb

)

︸ ︷︷ ︸
Jb

+
1

2
(y − yo)T R−1 (y − yo)

︸ ︷︷ ︸
Jo

+
1

2
ηTQ−1η
︸ ︷︷ ︸

Jq

, (2.14)sous la ontrainte faible
y = Gf [x],ave

Gf [x] =




H0[x]

H1 [M0→1 [x] + η1]

H2 [M1→2 [M0→1 [x] + η1] + η2]...


.Dans e paragraphe, nous avons onsidéré que la ontrainte était entièrement liée à la modélisation.Il est ependant possible d'envisager d'autres types de ontraintes d'erreur εc, et d'ajouter alors unnouveau terme Jc à la fontion oût donnée par l'équation (2.14).La formulation ontrainte faible et son implémentation est un des sujets de reherhe atuels del'assimilation de données en oéanographie et météorologie, mais hors adre de ette thèse. Nous n'ironsdon pas plus avant dans sa desription. Dans la suite de e manusrit, et sauf mention ontraire, lemodèle sera toujours onsidéré omme parfait (ontrainte forte).RésolutionIl existe plusieurs méthodes pour résoudre un problème de minimisation sous ontrainte. On peutpar exemple hoisir de réduire la ontrainte, i.e. éliminer les variables que l'on sait mettre en relationave d'autres, de manière à transformer le problème en un problème sans ontrainte. La ontrainte(forte) peut par exemple n'être exprimée qu'en fontion d'un état initial (Le Dimet et Talagrand, 1986;



38 2. L'assimilation variationnelleTalagrand et Courtier, 1987). Une autre méthode onsiste à assoier des multipliateurs de Lagrangeau problème et à trouver les points stationnaires de la fontion Lagrangienne assoiée (Thaker etLong, 1988; Chua et Bennett, 2001; Bennett, 2002).2.2.2 La formulation inrémentaleLe problème du 4D-Var exposé dans le paragraphe préédent est di�ile à résoudre lorsque lesopérateurs M et H (et don G) ne sont pas linéaires. La fontion oût peut présenter plusieurs minimaloaux et sa minimisation en devient d'autant plus oûteuse, sans pouvoir garantir un résultat opti-mal. Or pour l'oéanographie omme pour la météorologie, prendre pour hypothèse la linéarité de esopérateurs est peu réaliste ompte tenu de la nature des équations du modèle et du type de mesuresouramment utilisées. En supposant que ette non-linéarité n'est pas trop forte, Courtier et al. (1994)se basent sur la méthode de Gauss-Newton (voir par exemple Lawless et al., 2005) pour transformerle problème de minimisation non-quadratique en une séquene de minimisations de fontions quadra-tiques. Dans la desription qui en est faite i-après, on montre que ette méthode ne travaille plus surles hamps eux-mêmes mais sur des inréments, i.e. des perturbations de es hamps.Linéarisation des opérateursEn premier lieu, on supposera qu'il est possible de déterminer l'état de l'oéan xi à tout instant
ti de la fenêtre d'assimilation en fontion de son état à l'instant ti−1 préédent. Cette hypothèse sejusti�e par la nature ausale du modèle. Si on simpli�e l'ériture

Mi−1→i[x] ⇐⇒ Mix,on a alors l'expression xi = Mixi−1. Par réurrene, on obtient
xi = Mi ◦Mi−1 ◦ · · · ◦M1x,où x = x0 est la ondition initiale et M0 est représentée par la matrie identité.On dé�nit maintenant les opérateurs M̃ et H̃ en simpli�ant les opérateursM etH a�n de les rendrelinéarisables (et éventuellement moins oûteux). On s'a�ranhit par exemple des proessus à seuil, ouenore on relativise les fortes non linéarités (voir par exemple Weaver et al., 2003). Les opérateurs M̃ et

H̃ peuvent don être linéarisés au voisinage d'un point déterminé, grâe à un développement de Taylordu premier ordre. Au voisinage de l'état arbitraire xc, on peut alors érire pour une perturbation h àl'instant ti
M̃i[x

c + h] = M̃i[x
c] + Mih+O(||h||2)

H̃i[x
c + h] = H̃i[x

c] + Hih+O(||h||2). (2.15)
Mi et Hi représentent la première di�érentielle, ou linéaire tangent, des opérateurs M̃i et H̃i res-petivement au point xc

Mi =
∂M̃i

∂x

∣∣∣∣∣
x=xc

(2.16)
Hi =

∂H̃i

∂x

∣∣∣∣∣
x=xc

. (2.17)Bouttier et Courtier (1999) pp. 16 et 17 disutent la validité du linéaire tangent et des hypothèses quile soutendent.



2.2. Les di�érentes formulations 39En linéarisant l'opérateur M̃ autour de l'ébauhe xb pour la perturbation δx = x−xb, on obtient
xi = M̃0→i [x]

= M̃0→i

[
xb + δx

]

≈ M̃0→i

[
xb
]

+ MiMi−1 · · ·M1δx.En linéarisant l'opérateur H̃i autour de xi à l'instant ti pour la perturbation δxi on a
H̃i [xi] ≈ H̃i

[
M̃0→i

[
xb
]

+ MiMi−1 · · ·M1δx
]

≈ H̃i

[
M̃0→i

[
xb
]]

+ HiMiMi−1 · · ·M1δx.Le 4D-Var inrémentalSi on dé�nit l'opérateur
G =




G0...
Gi...
GN




=




H0...
HiMi · · ·M1...

HNMN · · ·M1



, (2.18)la formulation du 4D-Var inrémental onsiste à minimiser sans ontrainte la fontion oût

J(δx) =
1

2
δxTB−1δx
︸ ︷︷ ︸

Jb

+
1

2
(Gδx − d)T R−1 (Gδx − d)

︸ ︷︷ ︸
Jo

, (2.19)où on dé�nit l'inrément par rapport à l'ébauhe par
δx = x − xb,et le veteur d'innovation par

d = yo − G[xb].Comme préédemment, si on onsidère que les erreurs d'observations sont déorrélées dans le temps,et en appelant Gi la restrition de G à l'instant ti, le terme Jo peut être réérit sous la forme d'unesomme
Jo(δx) =

1

2

N∑

i=0

(Giδx − di)
TR−1

i (Giδx − di),où l'innovation à l'instant ti est donnée par
di = yo

i −Hi[M0→i[x
b]].L'inrément δxa optimal (voir �gure 2.2) est ajouté à l'ébauhe fournie par le yle d'assimilationpréédent pour obtenir l'état d'analyse optimal xa

xa = xb + δxa.Lorsqu'elle est propagée par le modèle, ette analyse fournit une trajetoire orrespondant à elle del'ébauhe propagée par le modèle mais ajustée par les observations disponibles.



40 2. L'assimilation variationnelle

Fig. 2.2 � L'ébauhe fournie par le yle j−1 préédent est propagée par le modèle (ourbe bleue) surtoute la fenêtre d'assimilation (yle j). A haque pas de temps, les innovations (traits verts pointillés)sont alulées pour être omparées à l'inrément propagé par le modèle linéarisé. La orretion δxqui minimise la fontion oût est ajoutée à l'ébauhe pour déterminer l'analyse qui sera à son tourpropagée par le modèle (ourbe rouge) et servira d'ébauhe au yle j + 1 suivant.Le 4D-Var multi-inrémentalLa Hessienne de la fontion (2.19) étant dé�nie positive, elle ne possède qu'un minimum global. Ce-pendant, la simpli�ation puis la linéarisation des opérateurs représentent des approximations pouvantamener des éarts onséquents pour la solution, en partiulier lorsque l'ébauhe en est assez éloignée.L'algorithme de Gauss-Newton sépare alors la minimisation en deux boules imbriquées :� la boule interne (�inner loop�) : son r�le est d'e�etuer la minimisation de la fontion oûtquadratique à l'aide d'opérateurs M et H issus de la linéarisation des opérateurs simpli�és M̃et H̃ ;� la boule externe (�outer loop�) : elle tient ompte du modèle non-linéaire omplet et aluleles éléments néessaires à l'interfaçage ave la boule interne.

Fig. 2.3 � La ourbe rouge pleine représente la fontion oût non-linéaire à minimiser. Une premièrelinéarisation (ourbe bleue pointillée) est e�etuée autour de l'ébauhe xb. La boule interne permet detrouver l'inrément δx(0) qui la minimise, et qui, ajouté à l'ébauhe, permet de trouver le point x(1).Une nouvelle linéarisation est faite autour de e point (ourbe verte pointillée), donnant un nouvelinrément minimum et un nouveau point x(2). Le proessus est réitéré jusqu'à trouver le point xa,minimum de la fontion oût non linéaire.Le problème est don ramené à une suite itérative de minimisations quadratiques de la forme (2.19)pour évaluer le minimum de la fontion oût non-linéaire (2.12) (voir �gure 2.3).



2.2. Les di�érentes formulations 41Les algorithmes de desente peuvent néanmoins être oûteux à appliquer, surtout lorsqu'ils nées-sitent plusieurs itérations, et on préfère alors parfois e�etuer la minimisation quadratique à plus basserésolution. Pour ela, on dé�nit alors un opérateur de simpli�ation S et son inverse généralisée S−Ipermettant de passer d'une résolution à l'autre. Dans e as, on appellera w = S[x] le veteur deontr�le à basse résolution et δw sa perturbation par rapport à laquelle sera dé�nie la fontion oûtinrémentale (à la plae de δx). On notera ependant, que e hangement de résolution peut générerdes erreurs de représentativité plus importantes (Desroziers et al., 2001).Pour haque yle d'assimilation, l'algorithme du 4D-Var multi-inrémental43 est donné par4D-Var multi-inrémental� x
(0)
0 = xb� Pour k = 1 à kmax

BlExterne
1 : Calul de l'innovation d(k−1) = yo − G

[
x

(k−1)
0

]2 : Calul de la trajetoire x
(k−1)
i = M0→i

[
x

(k−1)
0

]3 : Passage en basse résolution w
(k−1)
i = S

[
x

(k−1)
i

]4 : Simpli�ation et linéarisation des opérateurs autour des w
(k−1)
i

BlInterne
i : Initialisation de l'inrément δw(k) = 0ii : Tant que le ritère d'arrêt de la minimisation n'est pas satisfaita : Minimisation de la fontion oût J (δw(k)

)b : Mise à jour de l'inrément δw(k)iii : Fin tant que6 : Mise à jour w
(k)
0 = w

(k−1)
0 + δw(k)7 : Passage en haute résolution x

(k)
0 = S−I

[
w

(k)
0

]� Fin pour� Mise à jour de l'analyse xa = x
(kmax)
0� Propagation de l'analyse M0→N [xa]Courtier et al. (1994) notent ependant que la onvergene d'un tel algorithme n'est pas garantie.Trémolet (2007a) étudie ette onvergene dans le adre de l'implémentation d'un 4D-Var inrémentalpour les prévisions météorologiques du CEPMMT. Il montre en partiulier que la onvergene oudivergene de l'algorithme dépend onjointement de la distribution et des aratéristiques d'erreur desobservations d'une part et des di�érenes dans la physique des modèles des boules externes et internesd'autre part (des ondes de gravité sont engendrées et se propagent à des vitesses de phase di�érentessuivant le modèle).43L'algorithme présenté ii est très général. Plusieurs variantes peuvent être implémentées en fontion del'appliation. Par exemple, le alul de la trajetoire (étape 2) peut être e�etué ave l'opérateur simpli�é M̃ ;on peut également ne pas implémenter l'opérateur S ; . . .. De plus, et algorithme utilisé tel quel serait tropoûteux à mettre en ÷uvre. Nous y reviendrons don au paragraphe 2.4.3, pour en donner une version pluspratique.



42 2. L'assimilation variationnelle2.2.3 Le 3D-Var, une simpli�ation du 4D-VarL'algorithme du 4D-Var inrémental reste une tehnique qui néessite des moyens de aluls onsé-quents. Une simpli�ation possible onsiste à ne pas tenir ompte de la variable temps, i.e. à ne paspropager l'inrément par le modèle. En d'autres termes, la simpli�ation puis la linéarisation de l'opé-rateur M onduit à la matrie identité Mi = I quelque soit l'instant ti et ainsi G = H. La fontionoût (2.19) devient don pour le 3D-Var inrémental
J(δx) =

1

2
δxTB−1δx
︸ ︷︷ ︸

Jb

+
1

2
(Hδx − d)TR−1(Hδx − d)
︸ ︷︷ ︸

Jo

, (2.20)où le terme Jo peut se réérire en fontion de haque instant ti si les erreurs d'observations sontdéorrélées dans le temps en
Jo(δx) =

1

2

N∑

i=0

(Hiδx − di)
TR−1

i (Hiδx − di).Dans l'étape 4 de l'algorithme préédent, seul l'opérateur H est simpli�é et linéarisé.Le alul des innovations peut être e�etué, omme pour le 4D-Var, en tenant ompte des instants
ti des observations

di = yo
i −Hi[M0→i[x

b]].Dans e as, on parle de 3D-Var FGAT44. Mais il est possible de simpli�er enore, et de aluler lesinnovations par rapport à une ébauhe non propagée ou propagée jusqu'à un ertain instant tc si onsouhaite e�etuer une orretion à un instant di�érent de t0
di = yo

i −Hi[M0→c[x
b]].Pour ette formulation du 3D-Var inrémental lassique, on hoisit en général d'e�etuer la or-retion au milieu de la fenêtre d'assimilation à tN/2 (voir �gure 2.4).

Fig. 2.4 � Dans et exemple, l'ébauhe est propagée jusqu'en milieu de fenêtre (ourbe bleue pleine)avant d'être omparée aux observations (trait vert) sans tenir ompte de l'instant de mesure. Uninrément est alors dé�ni qui, ajouté à l'ébauhe donne l'analyse. Cette analyse est propagée le long dela deuxième moitié de la fenêtre d'assimilation (ourbe rouge) et donne l'ébauhe pour le yle suivant.La ourbe en bleue pointillé orrespond à l'intégration de l'ébauhe sur la deuxième moitié de la fenêtreet don à l'état sans assimilation.Les orretions alulées par les formulations du 3D-Var lassique et du 3D-Var FGAT peuventproduire un ho assez brutal dans le modèle lorsqu'elles sont appliquées. Pour éviter et inonvénient44First Guess at Appropriate Time.



2.2. Les di�érentes formulations 43Bloom et al. (1996) proposent d'introduire l'inrément omme un forçage tout au long de la fenêtred'assimilation. Cette tehnique, appelée IAU45 peut permettre d'obtenir une intégration du modèleontinue d'un yle à l'autre.2.2.4 La formulation duale : 4D-PSAS et 3D-PSASDans la formulation inrémentale du 4D-Var, la fontion oût est minimisée par rapport à une va-riable de ontr�le dans l'espae du modèle. Or, dans le paragraphe 1.3.4, nous avons vu que le nombred'observations reste, en oéanographie, inférieur à la taille d'une grille modèle même basse résolution. Ilserait don avantageux de tirer parti de e onstat pour réduire le oût de la minimisation. Le systèmePSAS46 (Egbert et al., 1994; Amodei, 1995; Cohn et al., 1998) opère diretement dans l'espae desobservations, plut�t que dans l'espae du modèle. Courtier (1997) en formalise l'approhe et dé�nitune fontion oût par rapport à une variable de ontr�le dans l'espae des observations. La dualité desformulations 3D-Var et PSAS, i.e. leur équivalene, y est établie en montrant que le onditionnementdes problèmes est identique. L'extension à la dimension temporelle est ensuite indiquée pour les for-mulations 4D-Var et 4D-PSAS.Dans l'exemple du 3D-Var inrémental, minimiser la fontion oût (2.20), 'est trouver l'inrémentoptimal δxa qui annule son gradient
∇δxJ = B−1δx + HTR−1(Hδx − d),et don résoudre l'équation

(
B−1 + HTR−1H

)
δxa = HTR−1d ⇔ δxa =

(
B−1 + HTR−1H

)−1
HTR−1d.En appliquant la formule de Sherman-Morrison-Woodbury

(A + BCD)−1 = A−1 − A−1B(DA−1B + C−1)−1DA−1,où A, B, C et D sont des matries, on peut érire
(
B−1 + HTR−1H

)−1
HTR−1 =

(
B− BHT

(
HBHT + R

)−1
HB

)
HTR−1

= BHTR−1 − BHT
(
HBHT + R

)−1
HBHTR−1

= BHT
(
I −

(
HBHT + R

)−1
HBHT

)
R−1

= BHT
(
HBHT + R

)−1 ((
HBHT + R

)
− HBHT

)
R−1

= BHT
(
HBHT + R

)−1
,et on a

δxa = BHT
(
HBHT + R

)−1
d. (2.21)Cette formulation est équivalente à la formulation du BLUE47 établie en Annexe C. On onsidère alors

z, veteur de l'espae dual des observations48 et solution du problème
(
HBHT + R

)
z = d.45Inremental Analysis Update46Physial-spae Statistial Analysis System47Best Linear Unbiased Estimator48L'innovation est dé�nie dans l'espae des observations. Puisque le veteur Cz, où C = HBHT + R est unematrie de ovariane, est un élément de l'espae des observations, alors le veteur z est un élément du dual del'espae des observations de par la dé�nition des opérateurs de ovariane (voir Annexe B).



44 2. L'assimilation variationnelleCette équation peut être vue omme un gradient que l'on annule, 'est à dire que l'on herhe leminimum de la fontion oût assoiée
F (z) =

1

2
zT
(
HBHT + R

)
z − zTd. (2.22)C'est la formulation du 3D-PSAS.De la même manière, on peut dé�nir la fontion oût du 4D-PSAS par

F (z) =
1

2
zT
(
GBGT + R

)
z − zTd, (2.23)où G est dé�ni par l'équation (2.18).2.3 Les matries de ovarianes d'erreurPour prendre en ompte le fait qu'une ertaine inertitude existe49 dans l'ébauhe et les observa-tions, il est néessaire de dé�nir et de modéliser les statistiques des erreurs assoiées εb et εo (sommedes erreurs de mesure, d'interpolation et de représentativité). Dans le paragraphe 2.1.3, nous avons prisomme hypothèse que es erreurs avaient une distribution gaussienne. Ce postulat, argumenté au para-graphe 2.3.1 suivant, nous permet de réduire les statistiques à onnaitre aux deux premiers moments.En e qui onerne la moyenne, nous avons déjà supposé que es erreurs étaient non biaisées, ou pourle moins débiaisées (voir paragraphe 2.1.2). Il nous reste don à dé�nir ou estimer les ovarianes, i.e.les matries B pour l'erreur d'ébauhe, et R pour elle des observations. Mais es erreurs étant dé�niespar rapport à un état vrai que l'on ne onnaît pas, il n'est pas possible de aluler es deuxièmesmoments de manière expliite. Il est don néessaire, soit de trouver une méthode permettant de lesestimer, soit d'émettre de nouvelles hypothèses sur leurs strutures.Les ovarianes sont le produit de deux éléments, les varianes d'une part, et les orrélationsd'autre part, qui in�uenent di�éremment la orretion. Tout d'abord, le poids aordé à l'ébauheet aux observations dans le alul de ette orretion est diretement lié à leur préision, et don àl'inverse des varianes de leurs erreurs. Les orrélations de l'erreur d'ébauhe permettent ensuite delisser la orretion sur la grille du modèle.2.3.1 Nature des erreursOn prend ii l'exemple d'une modélisation de plusieurs variables sur une grille de P points deoordonnées spatiales et temporelle (x, y, z, t).En se plaçant en un point partiulier (a, b, c) et à un ertain instant d, on souhaite onnaître pourla variable ξ l'erreur εξ(a, b, c, d) qui existe entre la valeur donnée par la modélisation et la valeurvraie. Si on onsidère ette erreur omme une variable aléatoire (voir Annexe B), il est possible d'enaluler des statistiques (moyenne et variane par exemple) à partir d'un nombre su�sant de réalisa-tions de l'expériene qui la génère, dans des onditions identiques (s'agissant ii d'une expériene demodélisation numérique, le aratère aléatoire sera simulé en perturbant des paramètres di�éremmentpour haque réalisation). En supposant que ette erreur est en fait la somme d'un grand nombre depetites ontributions indépendantes, le théorème entral-limite (Saporta, 2006, p. 66) nous permet deonsidérer que ette erreur suit une loi gaussienne

εξ(a, b, c, d) = ξ(a, b, c, d) − ξt(a, b, c, d) ∼ N (0, σ2),49Le modèle sera ii onsidéré omme parfait, son erreur εq sera don négligée.



2.3. Les matries de ovarianes d'erreur 45où on onsidèrera ii que l'erreur est non biaisée et de variane σ2. En généralisant à haque point dela grille et à tout instant, on obtient un ensemble de variables aléatoires de distributions gaussiennesque l'on peut représenter sous la forme du veteur
εξ =

(
εξ1, ε

ξ
2, . . . , ε

ξ
P

) ave εξi = εξ(ai, bi, ci, di) ∼ N (0, σ2
i ).

Fig. 2.5 � En �xant les oordonnées y,z et t pour la variable ξ, on illustre ii les di�érentes variablesaléatoires εi, i = 1, 2, . . . , représentant l'erreur suivant l'axe x. On estime que haune de es erreurssuit une loi normale N (0, σ2
i ). Mais à moins que es variables aléatoires ne soient indépendantes, la loisuivie par la fontion aléatoire, onstituée de l'ensemble de es di�érentes variables, n'est pas onnue.Cependant, pour bien omprendre l'erreur qui a�ete la variable ξ, la dé�nition préédente n'estpas su�sante. En e�et, il faut savoir également de quelle manière haune de es variables aléatoiresagit sur les autres. Pour ela il est néessaire de dé�nir, non pas les statistiques de haque variablealéatoire, mais elles de la struture omplète. Il faut don onsidérer l'erreur omme un hampaléatoire (voir �gure 2.5). La question est don maintenant de onnaître la distribution de ettestruture. Déterminer la loi jointe de es variables aléatoires peut s'avérer di�ile, mais si on supposeque les variables aléatoires sont indépendantes les unes des autres alors la pdf de la fontion aléatoireorrespond au produit des pdfs de haque variable aléatoire, et l'erreur suit la loi multinormale

εξ ∼ N (0,Σξ),où Σξ est une matrie diagonale dont les éléments orrespondent aux varianes spatiales et temporelles
E
[
εξi ε

ξ
i

]
= σ2

i . Lorsque les variables aléatoires ne sont pas indépendantes, la loi suivie par l'erreur peutêtre di�ile à déterminer. L'hypothèse est don souvent faite d'une loi gaussienne50, e qui permetde simpli�er grandement le problème omme nous l'avons vu au paragraphe 2.1.3. La matrie desovarianes de l'erreur est alors donnée par
Σξ = E

[
εξ
(
εξ
)T
]

=




E
[
εξ1ε

ξ
1

]
. . . E

[
εξ1ε

ξ
P

]... . . . ...
E
[
εξP ε

ξ
1

]
. . . E

[
εξP ε

ξ
P

]



. (2.24)Lorsque plusieurs variables sont impliquées et qu'il existe des relations entre elles, il faut alorségalement dé�nir les ovarianes liant haune de leurs erreurs respetives. On parle alors de problème50La prise en ompte d'une struture non-gaussienne est une des ativités de reherhe de l'assimilation dedonnées.



46 2. L'assimilation variationnellemultivarié, et non plus de problème univarié. Ainsi, si on suppose que l'on a 3 variables ξ, ζ et χde veteurs erreurs respetifs εξ, εζ et εχ, la matrie représentant les ovarianes de l'erreur sur l'étatomplet est donnée par
Σ = E

[
εεT

]
=




Σξ E
[
εξ
(
εζ
)T]

E
[
εξ (εχ)T

]

E
[
εζ
(
εξ
)T]

Σζ E
[
εζ (εχ)T

]

E
[
εχ
(
εξ
)T]

E
[
εχ
(
εζ
)T]

Σχ



.

2.3.2 Les erreurs d'observationsLes erreurs d'observations orrespondent aux erreurs de mesure, d'interpolation et de représenta-tivité (voir paragraphes 1.2.2 et 1.2.3). Leurs varianes sont diretement liées aux aratéristiques desinstruments de mesure. Cependant, les erreurs de représentativité peuvent ne pas être négligeableset leurs varianes devraient également être prises en ompte, bien qu'en pratique ela soit di�ile àréaliser.Conernant leurs interations, on fait généralement l'hypothèse que es erreurs sont déorréléesentre elles et dans le temps. Bien que ela se justi�e dans le adre d'instruments de mesure distints,ette hypothèse n'est plus satisfaisante lorsque les observations sont issues d'une même plateforme,omme pour ertaines mesures satellitaires. On notera également que les pré-traitements des donnéestels que la onversion des mesures en variables du modèle, peuvent générer des orrélations arti�ielles.En�n, les erreurs de représentativité sont orrélées par nature, en partiulier lorsque les observationssont denses par rapport à la résolution du modèle.En pratique, on essaie de minimiser es erreurs en évitant par exemple tout traitement qui n'estpas absolument néessaire, en réduisant par séletion le nombre d'observations dans les régions denses("thinning"), ou enore en ombinant plusieurs observations très prohes en une seule plus préise(�superobbing�). On onsidère alors la matrie R, de dimension p× p omme diagonale
R = E

[
εo (εo)T

]
=




σ2
1 0. . .
0 σ2

p


 ,et il est don faile de l'inverser.2.3.3 Les erreurs d'ébauheL'erreur qui a�ete l'ébauhe est l'erreur de prévisibilité (voir paragraphe 1.2.1) et est due auxinertitudes sur la ondition initiale. La onnaissane de sa struture est primordiale ompte tenu deson r�le pour l'assimilation de données.Bannister (2008a) passe en revue l'importane de la matrie B représentant les ovarianes del'erreur d'ébauhe, en se référant à l'expression donnée par l'équation (2.21) que l'on rappelle ii

δxa = BHT
(
HBHT + R

)−1
d.Un des premiers r�le de B est de propager ou de lisser sur la grille du modèle l'information apportéepar les observations. Elle permet également d'étendre l'information, quelle qu'elle soit, aux di�érentesvariables et de leur imposer ainsi un équilibre, onformément aux relations physiques qui les lient. Deplus, la matrie B permet aux observations d'interférer ensemble de manière onstrutive et d'amélio-rer l'analyse de manière plus forte que si les observations étaient assimilées individuellement. En�n, sa



2.4. Résolution du problème variationnel 47position �nale dans l'expression de l'inrément, oblige e dernier à exister dans un sous-espae générépar B, i.e. suivant les diretions imposées par les veteurs propres de B.Compte tenu de son importane, la matrie B doit être dé�nie ave le plus de préision possible.Dans la pratique ependant, ette tâhe s'avère di�ile. En e�et, l'erreur d'ébauhe est dé�nie par rap-port à un état vrai qu'il n'est jamais possible de onnaître ave exatitude. Ses ovarianes ne peuventalors qu'être approximées et en auun as onsidérées omme exates. De plus il existe non seulementdes ovarianes spatiales, mais également des ovarianes entre les di�érentes variables. Une des grandesdi�ultés de ette estimation réside alors dans la taille du problème. Si on prend pour exemple unegrille grossière de taille 200× 150 sur 30 niveaux de profondeurs pour un veteur de ontr�le onstituéde quatre hamps 3D (température, salinité, vitesses zonale et méridienne des ourants) et un hamp2D (hauteur de l'eau), on obtient un veteur de ontr�le de plus de 3, 6 millions d'éléments et don unematrie d'environ 1013 éléments, e nombre augmentant bien sûr ave la résolution. Ces tailles rendentimpossible la manipulation et le stokage diret de telles matries. En�n, une dernière di�ulté vient dufait que le manque d'informations peut onduire au alul d'une matrie B de rang réduit. Son utilisa-tion réduit alors le sous-espae qui génère l'inrément et rée des orrélations parasites de longue portée.Dans l'expression de la fontion oût, la matrie B n'est utilisée que pour aluler la ontributionde l'ébauhe Jb, et auun aspet temporel n'y est impliqué ontrairement à la matrie R vue préé-demment. Néanmoins, un aspet essentiel de l'erreur d'ébauhe est que sa struture se modi�e suivantl'évolution d'évènements tels que les observations assimilées, la dynamique du modèle, son erreur, . . .(dépendane à l'éoulement, ��ow-dependene�). En d'autres termes, B devrait être réestimée à haquenouveau yle d'assimilation pour tenir ompte de l'évolution de l'état de l'oéan. Mais à défaut d'uneméthode d'estimation e�ae, ela s'avère rapidement très oûteux.L'estimation et/ou la modélisation des strutures de l'erreur d'ébauhe est un sujet omplexe maisessentiel à l'assimilation de données variationnelle. Dans le hapitre 3, nous explorerons les di�érentesméthodes permettant de dé�nir la matrie B. Lorsque les fontions de ovarianes doivent être spéi-�ées, on prend souvent l'hypothèse de fontions gaussiennes. Plusieurs travaux (Julian et Thiébaux,1975; Purser et al., 2003b) montrent ependant que ette hypothèse est restritive, et que le spetre dees fontions devrait donner plus d'énergie aux nombres d'onde élevés, pour mieux prendre en ompteles informations de petite éhelle.2.4 Résolution du problème variationnelLa fontion oût quadratique à minimiser pour notre problème est de la forme
J(δx) =

1

2
||δx||2

B−1

︸ ︷︷ ︸
Jb

+
1

2
||Gδx − d||2

R−1

︸ ︷︷ ︸
Jo

,où les normes ||.||B−1 et ||.||R−1 dérivent de la norme L2 si nous faisons l'hypothèse de pdf ondi-tionnelles gaussiennes. Pour le 4D-Var, l'opérateur G est dé�ni par la formulation (2.18), tandis qu'ilorrespond simplement à l'opérateur d'observation H pour la simpli�ation en 3D-Var. Pour minimiserette fontion oût, nous suivrons ii Le Dimet et Talagrand (1986) en appliquant un algorithme dedesente (gradient onjugué) utilisant les opérateurs adjoints.2.4.1 Les di�érents espaesOn dé�nit tout d'abord les di�érents espaes, suivant leurs disrétisations spatiales et temporellespartiulières et les variables qu'ils omprennent :



48 2. L'assimilation variationnelle� Mod : espae du modèle à pleine résolution ;� Ve : espae des variables d'état du modèle ;� Vc : espae des variables de ontr�le du modèle ;� Obs : espae des observations ;� Bi : espae de la boule interne, ou du modèle à basse résolution ;� Vci : espae des variables de ontr�le de la boule interne.

Fig. 2.6 � Les di�érents espaes et leurs relations.Tous es espaes sont en fait des sous-espae de IRd, où d représente la dimension (�nie). En par-tiulier, on a Vci ⊂ IRn, où n est le nombre de points de grille et Obs ⊂ IRp, où p est le nombred'observations. Munis du produit salaire anonique, es espaes sont des espaes eulidiens. On rap-pelle que dans e as, leurs espaes duaux respetifs peuvent leur être identi�és (voir Annexe A). La�gure 2.6 représente es di�érents espaes et les opérateurs qui permettent de passer de l'un à l'autreet que l'on détaille i-dessous :� Opérateur d'intégration du modèle : il permet de aluler l'état du modèle à l'instant tj à partirde l'état à l'instant ti et des di�érents paramètres et onditions subsidiaires du modèle. Par abusde langage, on le dit appliqué aux veteurs de ontr�le dans la formulation du 4D-Var mais ilnéessite en réalité l'espae du modèle omplet
M : Mod → Mod

xi ∈ Vc 7→ xj = Mi→j [xi] ∈ Vc i < j� Opérateur d'intégration du modèle linéarisé : il orrespond à l'opérateur préédent simpli�é etlinéarisé pour des perturbations de l'état du modèle. Sa forme matriielle est de dimension n×n
M : Bi → Bi

δwi−1 ∈ Vci 7→ δwi = Miδwi−1 ∈ Vci� Opérateur d'observation : il permet d'interpoler le veteur de ontr�le du modèle sur la grilledes observations tout en en interprétant les variables a�n de permettre la omparaison de lamodélisation aux observations
H : Vc → Obs

x 7→ y = H[x]



2.4. Résolution du problème variationnel 49� Opérateur d'observation linéarisé : il orrespond à l'opérateur préédent simpli�é et linéarisépour des perturbations du ontr�le du modèle. Sa forme matriielle est de dimension p× n

H : Vci → Obs

δw 7→ δy = Hδw� Opérateur de simpli�ation : éventuellement non-linéaire, il permet de passer sur une grillemodèle de résolution inférieure pour réduire le oût de la minimisation quadratique
S : Vc → Vci

x 7→ w = S[x]� Inverse généralisé de l'opérateur de simpli�ation : il permet de restituer le résultat de la mini-misation sur la grille à pleine résolution
S−I : Vci → Vc

w 7→ x = S−I [w]Les algorithmes développés dans ette thèse sont appliqués au système d'assimilation variation-nelle NEMOVAR (voir hapitre 5). Pour simpli�er les éritures, et en adéquation ave e système, ononsidèrera pour tout e qui suit que l'opérateur de simpli�ation est équivalent à l'opérateur identité.On a alors Bi = Mod, Vci = Vc et don w = x, δw = δx.2.4.2 Minimisation de la fontion oûtPour minimiser la fontion oût
J(δx) =

1

2
δxTB−1δx
︸ ︷︷ ︸

Jb

+
1

2
(Gδx − d)T R−1 (Gδx − d)

︸ ︷︷ ︸
Jo

, (2.25)on herhe la valeur optimale qui en annule le gradient
∇δxJ = B−1δx + GTR−1 (Gδx − d) , (2.26)où en d'autres termes, on herhe δxa tel que
(
B−1 + GTR−1G

)
δxa = GTR−1d,que l'on peut assimiler au problème général :





Trouver δxa tel que A δxa = b ave
A = B−1 + GTR−1G

b = GTR−1d

. (2.27)Compte tenu de sa grande taille, il n'est pas possible d'évaluer diretement e problème, et il faut donfaire appel aux méthodes itératives. Généralement, on utilise la méthode du gradient onjugué que l'onpréonditionne, d'une part pour aélérer la onvergene (voir Annexe D), et d'autre part pour assurerla ohérene des espaes (voir paragraphe 2.4.3).Derber et Rosati (1989) proposent d'utiliser la matrie B omme préonditionneur. En hoisissantde plus un point de départ δxa
(0) = 0, où l'indie (j) désigne la j-ième itération de la minimisation,l'algorithme qu'ils donnent permet d'éviter l'inversion de B. Son oût est prinipalement induit par lamultipliation par B néessaire à haque itération.



50 2. L'assimilation variationnelleChangement de variableParrish et Derber (1992) et Derber et Bouttier (1999) proposent quant à eux de fatoriser la matriedes ovarianes d'erreur d'ébauhe en dé�nissant une nouvelle matrie U telle que B = UUT. Utiliserette dé�nition pour évaluer B permet en outre de garantir qu'elle sera bien symétrique et dé�niepositive. Ils suggèrent ensuite de redé�nir la fontion oût par rapport à une nouvelle variable v telleque51
v = U−1δx. (2.28)L'équation (2.25) devient alors

J(v) =
1

2
vTv +

1

2
(GUv − d)T R−1 (GUv − d) , (2.29)et le gradient (2.26)

∇vJ = v + UTGTR−1 (GUv − d) . (2.30)En d'autres termes, on herhe va tel que
(
In + UTGTR−1GU

)
va = UTGTR−1d,où In est la matrie identité de dimension n × n. Cette expression peut être assimilée au problèmegénéral : 




Trouver va tel que Ava = b ave
A = In + UTGTR−1GU

b = UTGTR−1d

. (2.31)Dans ette formulation, le spetre de A (l'ensemble de ses valeurs propres) a une borne inférieure devaleur 1. En oéanographie, la taille du veteur d'état étant supérieure à elle du veteur d'observation,la valeur propre minimale est don donnée par λmin ≥ 1. Le onditionnement de la matrie est alors
κ(A) ≤ λmax (voir Annexe D). Ce hangement de variable peut être onsidéré omme un premier niveaude préonditionnement du problème. De plus, si le point de départ de l'algorithme de minimisation est
δxa

(0) = 0, alors va
(0) = 0, où l'indie (j) désigne la j-ième itération de la minimisation, auun appel àl'inverse de B ou de son fateur U n'est néessaire. Après onvergene de l'algorithme vers une solution

va optimale, l'inrément optimal est retrouvé en inversant la dé�nition (2.28) :
δxa = Uva.L'algorithme du gradient onjugué peut être appliqué à e problème. A haque itération, son oût estattahé au produit matrie-veteur impliquant A. Toute tehnique permettant d'aélérer la onver-gene et permettant de s'a�ranhir ne serait-e que de quelques itérations est don la bienvenue. Enpratique, on utilise souvent des préonditionneurs à mémoire limitée (Tshimanga et al., 2008) ou uneré-orthogonalisation des diretions de desente (Fisher, 1998). Mais es tehniques exigent le stokagede veteurs supplémentaires, e qui pourrait devenir un sérieux inonvénient pour les systèmes futursd'assimilation de données (modèles à haute résolution, 4D-Var à ontrainte faible).Minimisation dans d'autres espaesLe oût de l'algorithme de minimisation dépend non seulement du onditionnement du problèmemais également de sa taille. Très souvent, la minimisation est e�etuée dans l'espae du modèle, ou plusexatement dans l'espae des variables de ontr�le Vc (approhe primale). Or, pour l'oéanographieen partiulier, la taille du veteur des observations est généralement inférieure à elle du veteur deontr�le. Il serait don plus intéressant d'un point de vue oût, d'e�etuer la minimisation dans l'espaedes observations Obs suivant la formulation PSAS dérite au paragraphe 2.2.4 (approhe duale).51Suivant la nature de U (matrie retangulaire par exemple), il peut en fait s'agir de son inverse généralisée.



2.4. Résolution du problème variationnel 51Amodei (1995), puis Courtier (1997), montrent que le onditionnement κ(A) des deux approhesest équivalent lorsque le problème primal est préonditionné par B et le dual par R−1, rendant done dernier plus attratif puisque de taille inférieure. El Akkraoui et al. (2008) herhent à omparer lesdeux approhes et montrent en partiulier que lorsque l'algorithme est stoppé avant omplète onver-gene, e qui est souvent le as dans les appliations de météorologie et d'oéanographie pour limiterle oût, l'approximation de la solution donnée par l'approhe duale peut être fortement éloignée de lasolution attendue pour la fontion oût de l'équation (2.25). En fait, la fontion oût duale n'a pas designi�ation statistique, ontrairement à la fontion oût donnée par l'équation (2.25).Pour le gradient onjugué préonditionné appliqué au problème général dé�ni par (2.27), les ve-teurs δxa
(j), r(j), q(j), z(j) et p(j) (voir Annexe D) appartiennent à IRn. En partant du point initial

δxa
(0) = 0 et en dé�nissant une matrie F ∈ IRp×p telle que

BGTF = MGT,où M est le préonditionneur, Gratton et Tshimanga (2009) redé�nissent es veteurs dans IRp. Ilsnotent de plus, qu'en hoisissant la matrie B omme préonditionneur, la nouvelle matrie F estsimplement l'identité :
BGTF = BGT ⇒ F = Ip.L'algorithme du gradient onjugué préonditionné restreint (RPCG52) qu'ils proposent néessite lealul à haque itération (et le stokage) de deux veteurs supplémentaires wi et ti. Néanmoins, tousles veteurs utilisés sont de taille p omme pour le PSAS au lieu de n bien que la minimisation soite�etuée dans l'espae des veteurs de ontr�le selon le problème (2.27). En�n, en ayant pris ommepoint de départ δxa

(0) = 0, auune inversion de B n'est requise. Cependant, Gratton et Tshimanga(2009) montrent qu'il est possible de relâher ette ondition, et de dé�nir l'algorithme du RPCG pourun point de départ δxa
(0) quelonque. Dans e as, un nouveau veteur s doit être alulé (et stoké)au départ et tous les veteurs utiles sont de taille p+ 1.Le RPCG présente don les avantages du PSAS, puisque la taille des veteurs de la minimisationest réduite à la taille des veteurs d'observation (éventuellement +1). Néanmoins, il ne subit pas lesinonvénients d'une minimisation dans un espae di�érent de elui du modèle, et don le risque desolutions intermédiaires irréalistes lorsque la onvergene de la minimisation n'est pas omplète.2.4.3 Le alul du gradient en pratiquePour minimiser la fontion oût (2.25) par une méthode itérative omme le gradient onjugué, il estnéessaire de aluler son gradient par rapport à δx à haque itération. Mais e alul tel que donné parl'équation (2.26) demande des produits matrie-veteur impliquant en partiulier G et sa transposée.Or G est en fait une formulation omplexe des opérateurs linéarisés H et M et n'est pas aessiblediretement sous sa forme matriielle, pas plus que ses omposantes, et par onséquene sa transposée.La question est don : omment aluler ∇δxJo dans es onditions et si possible de manière e�ae ?Une première tehnique onsiste à déterminer numériquement le gradient par perturbation de l'étatinitial. Pour ela, il est néessaire d'intégrer le modèle non linéaire sur toute la période d'assimilationautant de fois qu'il y a de omposantes dans le veteur de ontr�le x. Une intégration est d'abord ef-fetuée pour le veteur non perturbé, puis on intègre le modèle en perturbant une ompasante veteurà la fois. Cette méthode ne peut pas être envisagée pour notre appliation ompte tenu de son oût(n+ 1 intégrations du modèle non linéaire). Le Dimet et Talagrand (1986) proposent alors de alulere gradient grâe à l'utilisation des opérateurs adjoints.52Restrited Preonditionned Conjugate Gradient.



52 2. L'assimilation variationnelleLe paragraphe 2.2.2 montre que G est obtenue en linéarisant l'opérateur non linéaire G orrespon-dant à l'ensemble des équations du modèle, omme le montre son expression donnée par (2.4)53. Pourl'évaluer, il faut estimer son e�et sur une perturbation d'ordre 1 autour d'un point donné, omme lemontrent les équations (2.16) et (2.17). En d'autres termes, il faut aluler la jaobienne de l'opéra-teur non linéaire, i.e. ses dérivées premières évaluées en e point donné. En reprenant la formulationontrainte forte du 4D-Var (2.13), on a y = G [x] ave y ∈ Obs et x ∈ Vc. A la perturbation de premierordre δx orrespond la perturbation de premier ordre δy telle que δy = Gδx, ave G la jaobienne
G =

∂y

∂x
=




∂y1

∂x1
. . . ∂y1

∂xn... ...
∂yp

∂x1
. . .

∂yp

∂xn



.En pratique, l'opérateur G peut être érit sous la forme d'une omposition de P opérateurs élé-mentaires

y = G[x] = GP ◦ · · · ◦ G2 ◦ G1[x],haque opérateur élémentaire se présentant sous la forme d'un ode logiiel de plusieurs lignes d'ins-trutions. Sa jaobienne orrespond don à l'appliation suessive des jaobiennes de haque opérateurélémentaire
δy = Gδx = GP · · ·G2G1δx,où haque jaobienne élémentaire est onstruite en évaluant l'e�et de la perturbation sur haque lignedu ode non linéaire.Exemple:Code non linéaire permettant d'évaluer y sahant la valeur de x :

y = x× xCode linéarisé permettant d'évaluer δy sahant les valeurs de x et δx :
δy = 2 × x× δxDans le ode linéarisé, la valeur de x orrespond à une valeur atualisée par le ode non linéaire. Pourintégrer le modèle linéarisé, il faut don avoir intégré auparavant le modèle non linéaire. E�etuer lealul δy = Gδx, 'est don appliquer ensuite le ode linéarisé à la perturbation δx. Il nous reste àdéterminer à quoi orrespond le alul δx∗ = GTδy∗, où δx∗ et δy∗ sont les variables adjointes de

δx et δy respetivement54. On montre ii qu'il entre dans le adre des opérateurs adjoints dont nousrésumons ii la théorie générale exposée par Talagrand et Courtier (1987).Soient E et F deux espaes eulidiens munis des produits salaires anoniques (., .)E et (., .)Frespetivement, et des produits salaires pondérés 〈., .〉E de poids E−1 et 〈., .〉F de poids F−1 respe-tivement, où E et F représentent des matries de ovarianes (voir Annexe A). Les relations entreproduits salaires pondérés et anoniques peuvent s'érire
〈v1,v2〉E = vT

1 E−1 v2 = (E−1v1,v2)E . (2.32)53Dans le as de la simpli�ation en 3D-Var, il n'y a pas d'intégration du modèle proprement dit puisque G estsimplement donné par l'opérateur d'observationH. Cependant, e dernier est en général lui-même onstitué d'unensemble d'équations (modèle de transfert radiatif pour les observations satellite par exemple), et le problèmepeut don se poser dans les mêmes termes.54On peut remarquer en e�et que dans l'équation du gradient (2.26), GT s'applique à une variable issuede l'appliation de R−1, et don à une variable de l'espae dual des observations. D'autre part le résultat del'appliation de GT orrespond à un terme de gradient de la fontion oût par rapport à δx, et don, pardé�nition du gradient, à une variable de l'espae dual du modèle. Par antiipation, nous appelons es variablesde l'espae duale les variables adjointes.



2.4. Résolution du problème variationnel 53Soit K un opérateur de E dans F tel que v = K[u]. A la perturbation de premier ordre δu orrespond laperturbation de premier ordre δv telle que δv = Kδu, ave K l'opérateur linéaire tangent représentantla jaobienne. Soit f(v), une fontion salaire sur F . A la perturbation de premier ordre δv orrespondla perturbation du premier ordre δf telle que
δf = (∇vf, δv)F = (∇vf,Kδu)F , (2.33)où on a remplaé δv par son expression en fontion de δu. En utilisant les produits salaires pondéréset en appliquant la dé�nition de l'adjoint donnée en annexe A, on obtient
〈∇vf,Kδu〉F = 〈K∗∇vf, δu〉E (2.34)où K∗ existe, est unique, et est dé�ni par l'équation (A.2) par

K∗ = EKTF−1. (2.35)En utilisant l'équation (2.32), l'équation (2.34) devient
〈K∗∇vf, δu〉E = (E−1K∗∇vf, δu)E = δf,et on a don par dé�nition du gradient

∇uf =
∂f

∂u
= E−1K∗∇vf.Néanmoins, le but de e alul est de permettre d'utiliser un algorithme de desente tel que legradient onjugué dérit en Annexe D. L'équation (D.3) montre en partiulier, qu'un nouvel itéré estalulé à partir d'une fration du résidu, et que e résidu représente non pas l'opposé du gradient, maisla diretion de la plus forte desente (l'opposé de la plus forte asendane). En e�et, puisque le résiduest employé tel quel pour dé�nir e nouvel itéré, il doit obligatoirement appartenir au même espaeque l'itéré. Or, par dé�nition un gradient appartient à l'espae dual de l'élément auquel il s'applique.Gradient et diretion de la plus forte asendane sont souvent employés de manière synonyme bienqu'ils représentent en réalité deux onepts di�érents. Mais il est possible de passer de l'un à l'autre enétablissant une relation de dualité (Tarantola, 2005, hapitre 6.22). Ii, la quantité utile à l'algorithmede minimisation est don E∇uf , où E permet de ramener le gradient depuis l'espae dual vers l'espaeonsidéré. On a alors

E∇uf = K∗∇vf, (2.36)où on se rappelle que la formulation ∇vf est dé�ni selon le produit salaire anonique.On en revient maintenant à notre problème initial et au alul de ∇δxJo. On a δy = Gδx ave
δy ∈ Obs et δx ∈ Vci. Les produits salaires pondérés pour es espaes sont de poids R−1 et B−1respetivement. De plus, le terme Jo de la fontion oût est dé�ni par la norme arrée

Jo(δy) =
1

2
‖δy − d‖2

R−1 ,où d est le veteur des innovations, et orrespond bien à une fontion salaire sur Obs. Puisque lesespaes Obs et Vc lorsqu'ils sont munis du produit salaire anonique sont eulidiens, il existe GTopérateur adjoint du linéaire tangent G, tel que le résultat donné par l'équation (2.36) s'applique
B∇δxJo = G∗∇δyJo,ave ∇δyJo issu du produit salaire anonique
∇δyJo = δy − d.



54 2. L'assimilation variationnelleet d'après l'équation (2.35)
G∗ = BGTR−1. (2.37)On a don

∇δxJo = GTR−1 (δy − d) = GTR−1 (Gδx − d) ,où on retrouve l'expression donnée par le gradient (2.26), la variable adjointe δx∗ étant bien dé�nie parl'appliation de l'adjoint anonique GT sur la variable adjointe δy∗ = R−1δy. La quantité à utiliserdans la minimisation s'exprime par
B∇δxJo = G∗ (δy − d) ,ave G∗ dé�ni par l'équation (2.37).De la même manière que la jaobienne G orrespond à l'appliation de P jaobiennes élémentaires,l'opérateur adjoint G∗ orrespond à l'appliation des adjoints élémentaires mais dans l'ordre inverse :

δx∗ = G∗δy∗ = G1∗G2∗ · · ·GP ∗
δy∗.Or haun de es adjoints doit être exprimé suivant l'équation (2.35). D'après l'équation (2.18), àl'instant ti on a

Gi = HiMi · · ·M1.L'opérateur M est dé�ni de Vci dans Vci. On a don
M∗

i = BMTB−1,où MT est l'adjoint anonique de M. L'opérateur H est dé�ni de Vci dans Obs. On a don
H∗

i = BHTR−1,où HT est l'adjoint anonique de H. L'adjoint de Gi s'érit don
G∗

i = BMT
1 B−1BMT

2 B−1 · · ·BMT
i B−1BHTR−1

= BMT
1 MT

2 · · ·MT
i HTR−1.On remarque que si le linéaire tangent G permet d'intégrer le modèle vers le futur, son adjoint G∗permet en fait d'intégrer le modèle dual vers le passé. Si on reprend l'exemple préédent, on aExemple:Code linéarisé permettant d'évaluer δy sahant les valeurs de x et δx :

δy = 2 × x× δxCode adjoint anonique :
δx∗ = δx∗ + 2 × x× δy∗

δy∗ = 0La ontribution du terme d'ébauhe au gradient de la fontion oût est donnée par
∇δxJb = B−1δx,où l'on voit l'intérêt du préonditionnement par B qui permet de simpli�er l'expression en
B∇δxJb = δx.En résumé, pour évaluer le gradient de la fontion oût J , il faut d'abord aluler la trajetoireétablie par l'intégration du modèle non linéaire sur la fenêtre d'assimilation (t = t0 → T ). Cette tra-jetoire est stokée pour les besoins des opérateurs linéaires tangents et adjoints. En hoisissant un



2.4. Résolution du problème variationnel 55point de départ δx = 0, l'intégration du modèle linéaire tangent est inutile, puisque son résultat est
δy = 0. On alule alors la ontribution du terme b du problème Aδxa = b (voir équation (2.27)).Pour ela, la variable adjointe δx∗ est initialisée à 0, et le modèle adjoint (anonique) est intégré àrebours (t = T → t0) à partir du veteur innovation ramené dans l'espae dual des observations parl'appliation de R−1. A l'issue de ette intégration, δx∗ est ramenée dans l'espae du modèle par l'ap-pliation de B. A haque itération, la multipliation par A pour le problème Aδxa = b onsisteraà intégrer le modèle linéaire pour obtenir δy puis, après avoir initialisé la variable adjointe δx∗ à 0,intégrer le modèle adjoint à partir de la omparaison entre e δy et le veteur innovation, multipliéeau préalable par R−1. Le résultat est ensuite ramené dans l'espae du modèle par appliation de B etla ontribution de l'ébauhe est ajoutée.D'après l'expression de G donnée par l'équation (2.18), on a

GT =
[
GT

0 · · · GT
i · · · GT

N

]
. (2.38)Mais puisque le problème est linéaire, on peut érire

∇δxJo = GTR−1 (δy − d)

= MT
0 · · ·MT

NHT
NR−1

N (δyN − dN )

+MT
0 · · ·MT

N−1H
T
N−1R

−1
N−1

(
δyN−1 − dN−1

)

+ · · ·
+HT

0 R−1
0 (δy0 − d0) .D'après ette expression, on peut également érire les variables adjointes à haque instant :

δx∗
N = HT

NR−1
N (δyN − dN ) ,

δx∗
N−1 = MT

Nδx
∗
N + HT

N−1R
−1
N−1

(
δyN−1 − dN−1

)
,...

δx∗
0 = MT

1 δx
∗
1 + HT

0 R−1
0 (δy0 − d0) ,où δx∗

0 orrespond à ∇δxJo. Contrairement à e que laisse roire l'expression de GT donnée par l'équa-tion (2.38), une seule intégration du modèle adjoint est don néessaire pour aluler le gradient de Jo,haque ontribution des observations étant ajoutée à l'instant adéquat.L'algorithme du 4D-Var multi-inrémental proposé au paragraphe 2.2.2 est modi�é en pratique dela manière donnée en page suivante (on ne tient pas ompte ii de l'opérateur de simpli�ation).Compte tenu de la dé�nition des espaes onernés (eulidiens), l'opérateur adjoint existe aveertitude. Son odage ne pose pas de di�ultés partiulières même s'il demande une somme de travailimportante. Il exige ependant de respeter ertaines règles de odage que l'on pourra trouver parexemple en Annexe B de Bouttier et Courtier (1999). Néanmoins, le point important de ette teh-nique est que l'existene de l'opérateur adjoint est onditionnée par l'existene de l'opérateur linéairetangent. Et 'est dans le odage de e dernier que réside toute la di�ulté, ar il néessite en généralde s'appuyer sur un ode non linéaire simpli�é, et en partiulier a�ranhi de tout proessus non li-néarisable, omme les proessus à seuil par exemple. Or, es simpli�ations doivent être réalisées avediernement pour ne pas détériorer la onvergene de la minimisation non-linéaire (boule externe).La méthode des adjoints rend abordable le oût de la minimisation d'une fontionnelle d'assimila-tion variationnelle. Cependant, e oût reste très élevé et la mise en plae de toute tehnique permettantd'améliorer l'e�aité de l'algorithme de minimisation (préonditionnement, ré-orthogonalisation desdiretions de desente, . . .) est à reherher.



56 2. L'assimilation variationnelle4D-Var multi-inrémental en pratique� x
(0)
0 = xb� Pour k = 1 à kmax

BlExterne
1 : Calul de la trajetoire x(k−1) = M

[
x

(k−1)
0

]2 : Calul des innovations d(k) = yo −H
[
x(k−1)

]

BlInterne
i : Initialisation δx[0]

0 = 0 et j = 1ii : Tant que le ritère d'arrêt de la minimisation n'est pas satisfait
Minimisation
a : Calul d'une diretion de desentea.1 : Intégration du modèle linéaire tangenta.2 : Intégration du modèle adjointa.3 : Contribution du terme d'ébauheb : Desente vers le nouveau point δx[j]

0 : j = j + 1iv : Fin tant que, j = jfinal6 : Mise à jour x
(k)
0 = x

(k−1)
0 + δx

[jfinal]
0� Fin pour� Mise à jour de l'analyse xa = x

(kmax)
0� Propagation de l'analyse pour alul de l'ébauhe du yle suivant M [xa]
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Chapitre 3Modélisation de la matrie desovarianes d'erreur d'ébauheCompte tenu de son importane, l'estimation de la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauhe estune des tâhes essentielles de l'assimilation de données variationnelle. Le paragraphe 2.3.3 en résume ler�le et en dérit les prinipales di�ultés pour les domaines de l'oéanographie et de la météorologie.Dans e hapitre, on s'appuie en partiulier sur Bannister (2008a,b) pour exposer de manière nonexhaustive les di�érentes tehniques ouramment utilisées pour estimer ou modéliser B.3.1 Le problème fondamentalDans la formulation inrémentale, le terme lié à l'ébauhe pour la fontion oût (2.25) à minimiserest donné par

Jb(δx) =
1

2
δxTB−1δx,et son gradient anonique (2.26) par

∇δxJb = B−1δx.Ces équations montrent qu'il peut être néessaire de déterminer B−1, la préision de l'ébauhe. L'es-timation des ovarianes de l'erreur d'ébauhe B est déjà un problème déliat en soi ompte tenudes di�ultés inhérentes. Inverser en outre une telle matrie et stoker le résultat est un sujet teh-niquement inabordable lorsque le système est de grande taille. Bien qu'il soit possible de modéliserdiretement la préision B−1 appliquée à un veteur quelonque (le paragraphe 3.1.1 dérit la méthodeproposée par Xu (2005) utilisant des opérateurs di�érentiels), on utilise généralement un hangementde variable permettant de s'a�ranhir de l'inversion omme il est dérit au paragraphe 3.1.2.Ce hapitre onstitue une revue des di�érentes tehniques ouramment employées en météorologieet oéanographie pour estimer ou modéliser B. On ne prétend pas ii être exhaustif et on se limiteaux tehniques employées en assimilation variationnelle. La �gure 3.1 de la page suivante présente lestehniques abordées dans e hapitre. L'objet de ette thèse, la modélisation à l'aide d'une équationde di�usion généralisée, est présentée au paragraphe 3.6.3.3.1.1 Modélisation de B
−1Dans e paragraphe, on résume le prinipe de la méthode proposée par Xu (2005) et permettantde modéliser diretement B−1 à partir d'opérateurs di�érentiels. Si C(z) est une fontion homogèneet isotrope (voir Annexe B) sur le domaine Ω, on peut dé�nir son inverse C−1(z) telle que (voir le
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Fig. 3.1 � Les di�érentes tehniques ourament employées pour estimer ou modéliser la matrie desovarianes d'erreur d'ébauhe.



3.1. Le problème fondamental 59paragraphe 4.2 ave z′′ = 0) ∫

Ω
C(z − z′)C−1(z′) dz′ = δ(z),ave δ(z) la distribution de Dira. Cette expression représentant un produit de onvolution, sa trans-formée de Fourier (voir la dé�nition donnée au paragraphe 4.2) donne le produit

Ĉ(ẑ)Ĉ−1(ẑ) = 1. (3.1)En supposant que Ĉ−1(ẑ) soit développable en série entière (et notamment qu'elle soit indé�niementdérivable au voisinage de 0), on peut érire
Ĉ−1(ẑ) =

J∑

j=0

αj ẑ
2j =

J∑

j=0

(−1)jαj (iẑ)2j ,puisque les termes en ẑj ave j impair sont nuls. Connaissant la transformée de Fourier de la fontionde orrélation Ĉ(ẑ), il est également possible de l'exprimer sous la forme d'une série de Taylor oùles oe�ients sont déterminés par ses dérivées. Les αj peuvent alors leur être identi�és grâe à larelation donnée par l'équation (3.1). En appliquant maintenant la propriété (Jones, 1982, p. 74) de latransformation de Fourier inverse
F−1 [(iẑ)n] =

1

2π

∫ ∞

−∞
(iẑ)neiẑz dẑ = δ(n)(z),on obtient

C−1(z) =
J∑

j=0

(−1)jαj δ
(2j)(z). (3.2)D'autre part, le terme Jb peut s'érire sous la forme du arré d'une norme L2 :

Jb =
1

2
‖δx‖2

B−1 .En dé�nissant ϕ(z) omme la fontion ontinue assoiée au veteur inrément δx, et en supposant quela variane σ2 est onstante (on traite don bien des ovarianes univariées et non pas des orrélationsuniquement ; le as de varianes non-onstantes est également traité par Xu (2005)), on peut érire enontinu
Jb =

σ2

2

∫

Ω

∫

Ω
ϕ(z)C−1(z − z′)ϕ(z′) dz′ dz.En appliquant le résultat de l'équation (3.2), on a

Jb =
σ2

2

∫

Ω

∫

Ω
ϕ(z)

J∑

j=0

(−1)jαj δ
(2j)(z − z′)ϕ(z′) dz′ dz

=
σ2

2

∫

Ω
ϕ(z)

J∑

j=0

(−1)jαj ϕ
(2j)(z) dz,où on a utilisé la propriété (Jones, 1982, p. 178)

∫ ∞

−∞
δ(n)(z − z′)ϕ(z′) dz′ = ϕ(n)(z).En développant le terme de somme dans l'expression de Jb, on obtient

Jb =
σ2

2

∫

Ω
α0 ϕ

2(z) dz − σ2

2

∫

Ω
α1 ϕ(z)

∂2ϕ(z)

∂z2
dz

︸ ︷︷ ︸
I1

+
σ2

2

∫

Ω
α2 ϕ(z)

∂4ϕ(z)

∂z4
dz

︸ ︷︷ ︸
I2

− · · · ,



60 3. Modélisation de la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauheoù haque intégrale peut faire l'objet d'une ou plusieurs intégrations par partie suessives. On prendpar exemple le as de I2 :
I2 =

∫

Ω
α2 ϕ(z)

∂4ϕ(z)

∂z4
dz

= α2

[
ϕ(z)

∂3ϕ(z)

∂z3

]Γ

−
∫

Ω
α2

∂ϕ(z)

∂z

∂3ϕ(z)

∂z3
dz

= −α2

[
∂ϕ(z)

∂z

∂2ϕ(z)

∂z2

]Γ
+

∫

Ω
α2

∂2ϕ(z)

∂z2

∂2ϕ(z)

∂z2
dz

=

∫

Ω
α2

(
∂2ϕ(z)

∂z2

)2

dz,en onsidérant que les onditions sur la frontière Γ du domaine sont telles que la fontion inrémentou ses dérivées sont nulles sur ette frontière. On peut don bien réérire le terme Jb omme le arréde la norme L2 d'un veteur d'opérateurs di�érentiels D appliqué à la fontion inrément :
Jb =

σ2

2

∫

Ω
(D [ϕ(z)])2 dz,ave55

D =
( √

α0
√
α1

∂
∂z · · · √

αJ
∂J

∂zJ

)T
.Cette méthode peut être utilisée pour modéliser en partiulier l'inverse d'une fontion autorégres-sive (l'opérateur est alors une somme �nie ; voir hapitre 4) ou d'une gaussienne (la somme est in�nieet doit être tronquée en pratique). Xu (2005) en donne des exemples en une et plusieurs dimensions.En exprimant Jb omme l'intégrale de la somme des di�érentes dérivées de ϕ(z), on note l'e�et delissage qui en résulte en pénalisant les �petites� strutures.Bien que présentant un intérêt ertain, ette méthode peut s'avérer di�ile à mettre en ÷uvre enpratique. En e�et, la théorie exposée i-dessus s'appuie sur des hypothèses d'homogénéïté et d'isotropie,bien qu'en exploitant des hangements de variables ou de oordonnées appropriés, il soit possibled'étendre ette tehnique à des ovarianes inhomogènes, anisotropes et même multivariées. De plus,nous verrons dans les paragraphes suivants qu'il existe des tehniques permettant d'estimer ertainesaratéristiques de B. Mais es paramètres peuvent être di�iles à exploiter dans le adre de l'inverse

B−1. En�n, la fontion oût est en général minimisée par une méthode de desente (voir paragraphe2.4.2). Or un préonditionnement est néessaire, qu'il soit diret ou par l'intermédiaire d'un hangementde variable, d'une part pour mieux onditionner le problème, et d'autre part pour assurer une ohérenedes espaes. Ce préonditionnement est souvent hoisi de telle manière à e que l'inversion de B nesoit plus néessaire.3.1.2 Changement de variablesLe prinipe de e hangement est de dé�nir une relation entre l'inrément δx et une nouvellevariable χ telle que
δx = Tχ,où T est une matrie de transformation valide, et telle qu'il ne soit plus néessaire de dé�nir l'inverse de

B lors de la minimisation de la fontion oût56. Il existe plusieurs hangements de variables di�érents55D'après Xu (2005), D est a�eté d'un fateur (2π)1/4. Nous pensons que e fateur est une erreur due à latransformée de Fourier de type �symétrique� (direte et inverse a�etées du poids 1/
√

2π). En e�et, l'utilisationde ette transformée néessite de tenir ompte également d'un poids 1/
√

2π dans la dé�nition de la onvolution,poids qui semble avoir été oublié lors d'une manipulation d'équation.56La minimisation étant e�etuée par un algorithme de desente, on herhe plut�t ii à aélérer sa onver-gene. S'a�ranhir de l'utilisation de l'inverse de B en est une onséquene utile.



3.1. Le problème fondamental 61suivant l'espae dans lequel on les dé�nit (il s'agit souvent des espaes duaux, voir à e sujet la note 48).Outre elui des observations, il peut également s'agir de elui du modèle soit dans l'espae physique, soitdans l'espae spetral (suite à une transformation de Fourier). L'espae spetral est souvent employéen météorologie, ontrairement à l'oéanographie où la néessité de gérer des frontières omplexes rendmalaisée son utilisation. On ne s'attardera don pas sur ette approhe dans e paragraphe.Dé�nition de χ dans l'espae (dual) des observations : T = BG
TLa fontion oût inrémentale (2.25) devient

J(χ) =
1

2
χTGBTB−1BGTχ +

1

2

(
GBGTχ − d

)T
R−1

(
GBGTχ − d

)

=
1

2

(
GTχ

)T
BGTχ +

1

2

(
GBGTχ − d

)T
R−1

(
GBGTχ − d

)
,où on applique la dé�nition des matries inverses B−1B = I et la symétrie d'une matrie de ovariane

BT = B. Le gradient (2.26) est donné par
∇χJ = GBGTχ + GBGTR−1

(
GBGTχ − d

)
.Le problème ∇χJ = 0 à résoudre s'érit alors, trouver χa tel que

GBGT
(
I + R−1GBGT

)
χa = GBGTR−1d

R−1
(
R + GBGT

)
χa = R−1d

(
GBGT + R

)
χa = d,en supposant que GBGT soit de rang égal au nombre total d'observations. On retrouve alors leproblème du 4D-PSAS dérit au paragraphe 2.2.4.Dé�nition de χ dans l'espae (dual) du modèle physique : T = BLa fontion oût inrémentale (2.25) devient

J(χ) =
1

2
χTBTB−1Bχ +

1

2
(GBχ − d)T R−1 (GBχ − d)

=
1

2
χTBχ +

1

2
(GBχ − d)T R−1 (GBχ − d) ,où on applique la dé�nition des matries inverses B−1B = I et la symétrie d'une matrie de ovariane

BT = B. Le gradient (2.26) est donné par
∇χJ = Bχ + BGTR−1 (GBχ − d) .Le problème ∇χJ = 0 à résoudre s'érit alors, trouver χa tel que

(
B + BGTR−1GB

)
χa = BGTR−1d

(
I + BGTR−1G

)
Bχa = BGTR−1d.Cette approhe est similaire à elle de Derber et Rosati (1989) qui proposent d'utiliser B ommepréonditionneur du problème lassique (voir paragraphe 2.4.2).



62 3. Modélisation de la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauheDé�nition de χ dans l'espae (dual) du modèle physique : T = U tel que B = UU
TProposé par Parrish et Derber (1992), e hangement de variable est le plus ommunément utiliséatuellement. Outre e r�le, il fait également o�e de préonditionnement de premier niveau pour unalgorithme de desente, omme exposé au paragraphe 2.4.2. On rappelle ii la transformation de lafontion oût en

J(χ) =
1

2
χTUTB−1Uχ +

1

2
(GUχ − d)T R−1 (GUχ − d)

=
1

2
χTχ +

1

2
(GUχ − d)T R−1 (GUχ − d) ,où on utilise le fait que

UTB−1U = UT
(
UUT

)−1
U = UT

(
UT
)−1

U−1U = I.Le gradient (2.26) est donné par
∇χJ = χ + UTGTR−1 (GUχ − d) .Le problème ∇χJ = 0 à résoudre s'érit alors, trouver χa tel que

(
I + UTGTR−1GU

)
χa = UTGTR−1d.Le nouveau problèmeLe hangement de variable permet de s'a�ranhir de l'inversion de B. Néanmoins, détermineret manipuler ette matrie reste un problème di�ile bien qu'essentiel. Plusieurs tehniques ont étédéveloppées pour estimer es ovarianes d'erreur d'ébauhe. Le prinipe des prinipales méthodes estdérit au paragraphe 3.2. Cependant, les matries résultant de es approhes présentent souvent unedé�iene de rang. Or, les formulations préédentes montrent que l'exploitation qui est faite de lamatrie B en assimilation variationnelle, néessite en fait de déterminer l'e�et de son appliation surun hamp donné. En d'autres termes, le besoin n'est pas tant de onstruire une estimation de la matrieelle-même que de aluler le produit matrie-veteur Bζ où ζ est un hamp salaire quelonque. Danse as, on peut alors hoisir de onstruire B par un modèle dont l'entrée est le hamp ζ, et la sortie leproduit Bζ. Cette approhe est dérite au paragraphe 3.3.3.2 Estimation des statistiques de BEstimer B onsiste à évaluer ses prinipales aratéristiques, e qui reste di�ile puisque l'étatvrai permettant de les dé�nir n'est pas aessible. Néanmoins, il est possible d'utiliser soit des in-formations disponibles telles que les innovations, soit des quantités ayant des statistiques similaires,pour mesurer es aratéristiques. L'hypothèse d'ergodiité57 est alors souvent utilisée pour alulerles espéranes impliquées dans es statistiques, à partir d'éhantillons temporels plut�t que spatiaux.On dérit i-après les prinipales méthodes de ette estimation. On notera qu'une autre possibilité,que l'on n'abordera pas ii, onsiste à utiliser une déomposition à rang réduit basée par exemple surdes EOF58 (voir par exemple Robert et al., 2006a,b) ou des ensembles (Loren, 2003).57Un proessus stohastique est dit ergodique si les aratéristiques statistiques déduites d'un ensemble deses réalisations à un instant donné sont équivalentes à elles déduites de l'ensemble des valeurs suessives dansle temps d'une de es réalisations.58Empirial Orthogonal Funtions.



3.2. Estimation des statistiques de B 633.2.1 Méthodes basées sur les observationsLes innovations, i.e. l'éart entre les observations et l'ébauhe ramenée dans l'espae des observa-tions, sont alulées pour haque yle d'assimilation. Ces informations sont don systématiquementdisponibles et peuvent être utilisées pour estimer les aratéristiques de B (Hollingsworth et Lönnberg,1986; Lönnberg et Hollingsworth, 1986; Järvinen, 2001). En e�et, ave G dé�ni suivant l'équation (2.4)le veteur observation s'érit
yo = G

[
xt
]
+ εo = G

[
xb − εb

]
+ εo,que l'on peut linéariser sous la forme

yo ≈ G
[
xb
]
− Gεb + εo,où G est dé�ni suivant l'équation (2.18). Le veteur innovation s'érit alors

d = yo − G
[
xb
]
≈ εo −Gεb.Le alul des ovarianes de l'innovation peut apporter un grand nombre d'informations sur la struturede l'erreur d'ébauhe. En e�et, on a
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GT

= R + GBGT,où on a supposé que les erreurs d'observations et d'ébauhe étaient déorrélées, soit E [εo
(
εb
)T]

= 0.Pour deux veteurs d'observations aux points i et j, yo
i et yo

j , on a
E
[
did

T
j

]
= Rij + GiBGT

j .Si i = j, la variane de l'innovation est alors la somme des varianes de l'erreur d'observations et del'erreur d'ébauhe ramenée dans l'espae des observations :
Var (di) = Var (εo

i ) + Var
(
Giε

b
)
. (3.3)Si i 6= j, et en supposant que les observations sont déorrélées entre elles (Rij = 0), les ovarianesde l'innovation représentent en fait les ovarianes de l'erreur d'ébauhe ramenée dans l'espae desobservations :

Cov (di,dj) = Cov
(
Giε

b,Gjε
b
)
.Ces ovarianes peuvent être représentées en fontion de la distane séparant les observations deux àdeux (voir �gure 3.2). Lorsque ette distane est su�samment petite, la ovariane tend en fait versla variane de l'erreur d'ébauhe (puisque Rij = 0). En omparant ette limite à l'estimation obtenuepar l'équation (3.3), on obtient une information sur la variane de l'erreur d'observation. L'hypothèsed'ergodiité permet de aluler es ovarianes à partir de plusieurs yles d'assimilation si on supposequ'à haque point d'observation, des mesures sont e�etuées à plusieurs reprises dans le temps.Cette méthode permet d'obtenir une estimation direte des ovarianes de l'erreur d'ébauhe àondition de disposer d'un réseau d'observations indépendantes su�sant et relativement uniforme (hy-pothèses de déorrélation des observations entre elles). Cette tehnique n'est don adaptée qu'à desrégions densément observée par des instruments indépendants (in situ). Pour relaher ette hypothèse,Desroziers et al. (2005) proposent d'établir le même type de diagnostis mais à partir de di�érentes
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Fig. 3.2 � Covarianes issues des innovations pour des températures AIREP (mesures atmosphériquese�etuées par des aéronefs). Figure 1.(b) de Järvinen (2001).ombinaisons. Dans e qui suit, on appellera do
b le veteur innovation d préédent représentant l'éartentre observations et ébauhe ramenée dans l'espae des observations.La formulation inrémentale présentée au paragraphe 2.2.2 permet d'obtenir une analyse en ajou-tant un inrément à l'ébauhe. Cet inrément est obtenu en multipliant le veteur innovation par unematrie de gain omme dérit par l'équation (2.21), où on a étendu l'opérateur H à l'opérateur G. Onpeut don érire

xa = xb + δxa = xb + BGT
(
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)−1
do

b .Si on dé�nit da
b l'éart, toujours dans l'espae des observations, entre l'analyse et l'ébauhe, on a
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= GBGT.Cette formulation permet don d'aéder à une estimation de la matrie B dans l'espae des observa-tions. De la même manière, on peut estimer la matrie R en dé�nissant do
a, l'éart entre observationset analyse ramenée dans l'espae des observations. En e�et, on a
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3.2. Estimation des statistiques de B 65Les méthodes dérites i-dessus reposent sur des prévisions et des observations non biaisées etpermettent d'établir une estimation de B (et de R) dans l'espae des observations. La méthode deDesroziers et al. (2005) est aujourd'hui souvent employée pour établir des diagnostis a posterioripermettant de régler des paramètres omme par exemple les varianes des erreurs d'ébauhe et d'ob-servations.3.2.2 La méthode NMCLorsque les innovations ne peuvent pas être utilisées e�aement par la méthode préédente, onherhe alors à exploiter une quantité supposée avoir les mêmes aratéristiques statistiques que l'erreurd'ébauhe. La méthode NMC59 proposée par Parrish et Derber (1992) met en ÷uvre des prévisionsà di�érentes éhéanes mais valides au même instant. Supposons par exemple que l'on dispose dedeux prévisions d'éhéanes di�érentes (il peut s'agir par exemple de prévisions à 10 et 20 jours enoéanographie ou à 24 et 48 heures en météorologie). La première prévision (éhéane la plus longue)est e�etuée à partir d'une analyse à t0 tandis que la deuxième (éhéane la plus ourte) est e�etuée àpartir d'une analyse à l'instant t1. Les deux prévisions sont alors valides au même instant t2 et peuventêtre érites omme l'état vrai entahé d'une erreur aléatoire ε et d'un biais b respetifs
x1 = Mt0→t2 [xa] = xt + ε1 + b1

x2 = Mt1→t2 [xa] = xt + ε2 + b2 .En supposant que les biais sont équivalents b1 = b2, la di�érene des deux prévisions donne
∆x = x2 − x1 = ε2 − ε1.Si de plus, les deux erreurs sont déorrélées et qu'elles possèdent les même ovarianes que l'erreurd'ébauhe, on obtient
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≈ 2E

[
εb
(
εb
)T
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= 2B.Ainsi ette méthode permet d'estimer B dans l'espae du modèle à partir de la di�érene de pairesde prévisions à di�érentes éhéanes
B ≈ 1

2
E
[(

x2 − x1
) (

x2 − x1
)T]

.Cependant, elle ne permet pas de di�érenier l'erreur d'ébauhe proprement dite de l'erreur du modèleet ette dernière in�uene don les statistiques obtenues. De plus, la méthode NMC fontionne maldans les régions peu observées. En e�et, les di�érenes entre les prévisions y sont faibles et une sous-estimation des varianes en résulte. En�n, pour les grandes éhelles, les propriétés inhérentes à laméthode produisent des ovarianes sur-estimées (Berre et al., 2006).3.2.3 La méthode d'ensembleLa méthode d'ensemble est une méthode de type Monte Carlo appliquée à l'origine dans le adre du�ltre de Kalman (Evensen, 1994). Elle onsiste à générer un ensemble de prévisions dont la dispersionest supposée représenter la dispersion de l'erreur d'ébauhe, et à réalimenter le système prévisionnel59National Meteorologial Center. Anienne dénomination du NCEP (National Center for EnvironmentalPredition).



66 3. Modélisation de la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauheave les membres de et ensemble à haque yle d'assimilation. Pour e faire, les paramètres tels quel'ébauhe, les forçages atmosphériques, les observations, l'erreur du modèle, . . . , sont perturbés de ma-nière indépendante pour haque membre et à haque yle d'assimilation. Si haque perturbation estdé�nie suivant la distribution de l'erreur du paramètre auquel elles est appliquée, la perturbation del'analyse est alors elle-même dé�nie par rapport à la distribution de l'erreur d'analyse (Fisher, 2004).Il est possible de ne pas perturber expressément l'ébauhe, haque membre de l'ensemble ayant natu-rellement une ébauhe di�érentes des autres membres après le premier yle. Dans e as, il onvientnéanmoins de réaliser un ertain nombre de yles a�n que les onditions initiales soient �oubliées�.La �gure 3.3 montre la proédure de ylage60 d'un ensemble pour deux membres p et q dans unsystème oéanique. Avant haque nouvelle fenêtre d'assimilation, les statistiques de la matrie B sontestimées à partir de la prévision issue du yle préédent. Pour haque membre, la prévision du yle
c−1 préédent onstitue l'ébauhe du nouveau yle c entahée de son erreur εb propre. Cette ébauheest propagée par le modèle non linéaire et omparée aux observations yo entahées d'une erreur εopartiulière à haque membre. L'analyse ainsi fournie permet d'alimenter une prévision où les forçagesatmosphériques f sont perturbés par une erreur εf propre à haque membre. A partir de l'ensemblede prévisions, on alule les statistiques de B pour le prohain yle c+ 1.

Fig. 3.3 � Proédure de ylage d'un ensemble. Sur e shéma, seuls les membres p et q de l'ensemblesont représentés. Voir le texte pour les ommentaires.Les statistiques de l'erreur d'ébauhe peuvent être estimées à partir de la di�érene de l'ébauhede haun des P − 1 membres perturbés par rapport à la moyenne des membres xb
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.Une formulation alternative onsiste à moyenner les di�érenes des P paires de membres de l'ensemble60Il existe di�érentes proédures de ylage. On ne montre ii qu'un exemple possible pour l'oéanographie.



3.2. Estimation des statistiques de B 67(Fisher, 2004; Berre et al., 2006; Daget et al., 2009)
B ≈ 1
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,où xb

0 = xb
P est l'ébauhe non perturbée. Le fateur 1/2(P − 1) de ette formulation provient dela même démonstration que pour la méthode NMC préédente. En e�et, lorsque l'espérane est al-ulée à partir de la di�érene entre deux membres perturbés, la somme obtenue est de 2B. Maislorsque l'espérane est alulée à partir de la di�érene entre un membre perturbé et l'ébauhe nonperturbée, la somme obtenue orrespond à B omme dans la formulation préédente. Ii, il y a P − 2paires de membres perturbés et 2 paires de membre perturbé/ébauhe, soit une somme équivalente à

(P − 2) × 2B + 2 × B = 2(P − 1) × B.La méthode d'ensemble présente de nombreux avantages par rapport aux méthodes préédentes.En e�et, elle permet d'estimer les statistiques du système en ours de manière plus réaliste et sur-tout sans être tributaire des régions peu observées. En alulant les espéranes sur plusieurs yles onpeut obtenir des statistiques limatologiques (Fisher et Andersson, 2001). En les alulant sur un seulyle, on peut introduire dans le système variationnel des statistiques dépendantes de l'éoulement,une aratéristique souhaitable pour l'amélioration des prévisions (Buehner, 2005). Néanmoins, etteméthode néessite de dé�nir les di�érentes perturbations utilisées à partir des ovarianes adéquatesqu'il faut don onnaître. Pour les observations, dé�nir es statistiques est un problème en soi. Quantaux forçages atmosphériques, il est possible de dé�nir l'erreur à partir de la di�érene de plusieursproduits (Daget et al., 2009). En�n, l'erreur du modèle devrait également être simulée, e qui s'avèreêtre une tâhe di�ile.Un point important onerne la taille de l'ensemble. Compte tenu du oût induit, on estime au-jourd'hui qu'il est possible de mettre en plae un ensemble dont la taille est omprise entre une dizaineet une entaine de membres (Bannister, 2008a). Mais ela reste largement inférieur à la taille du sys-tème et la matrie ainsi estimée n'est pas de rang plein. En e�et, pour un ensemble de P membres,la matrie estimée est au plus de rang P − 1 et l'inrément ainsi projeté (voir paragraphe 2.3.3) estgénéré dans un espae sous-optimal et ne peut probablement pas permettre au modèle de représenterl'état vrai. Pour pallier à e problème, plusieurs stratégies peuvent être mises en plae a�n de réduire lenombre de paramètres indépendants. Une première possibilité onsiste à faire l'hypothèse restritive etpeu réaliste de orrélations stationnaires, globalement homogènes et isotropes. Houtekamer et Mithell(1998) montrent quant à eux dans le ontexte d'un Filtre de Kalman d'Ensemble, qu'il est possibleet ohérent de dé�nir un rayon de oupure fontion de la taille de l'ensemble, et d'éliminer ainsi lesorrélations parasites de longue portée. Evensen (2003) et Kepert (2009) remarquent néanmoins queette loalisation risque d'introduire des modes non dynamiques dans le modèle.Une alternative à l'utilisation d'une matrie de faible rang (Houtekamer et Mithell, 2001; Bueh-ner et Charron, 2007; Oke, 2007) est de onstruire une estimation hybride en ombinant une matriestatique de rang plein (ave hypothèse d'homogénéité et d'isotropie) d'une part, et une matrie is-sue de la loalisation d'un ensemble d'autre part. Cette approhe présente une grande �exibilité etsemble donner de bons résultats (Hamill et Snyder, 2000; Buehner, 2005; Wang et al., 2008). Maisl'utilisation d'une somme de deux matries dans le adre de l'assimilation variationnelle néessite dedoubler la taille du veteur de ontr�le lors de la minimisation, rendant ainsi l'algorithme moins e�ae.Une dernière alternative onsiste non plus à estimer diretement B à partir de l'ensemble mais d'endéterminer les paramètres néessaires à sa modélisation (Fisher, 2004; Belo Pereira et Berre, 2006; Berreet al., 2006; Daget et al., 2009). Cette tehnique est abordée dans le paragraphe 3.3 suivant.



68 3. Modélisation de la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauhe3.3 Modélisation de B par une suite d'opérateursLa méthode d'ensemble permettant d'estimer les statistiques de B présente de nombreux avantagespar rapport aux méthodes NMC ou elles basées sur les observations. Cependant, elle ne permet géné-ralement pas d'obtenir une représentation de rang plein de la matrie puisque le nombre de membresde l'ensemble est très inférieur à la taille du veteur d'état. Mais omme nous l'avons vu, e n'est pastant la matrie elle-même qui nous intéresse que son produit ave un veteur ζ quelonque. Dans eas, il est possible d'obtenir une représentation de rang plein à partir d'un �modèle�, i.e. de formuler
B omme un opérateur de ovariane à partir d'une suite de L opérateurs linéaires (ou linéarisés)appliqués à e veteur, e qui donne sous forme matriielle

Bζ = ALAL−1 . . .A1ζ.Cependant, suivant la nature des di�érents opérateurs, une telle formulation ne garantit pas d'obtenirune matrie B symétrique, dé�nie (semi-)positive, propriétés essentielles à un opérateur de ovariane(voir Annexe B). Pour garantir es propriétés, on préfère alors le formuler sous la forme (Gaspari etCohn, 1999)
B = UUT,où U est un opérateur représentant une �raine arrée�. Quant à UT, il représente en fait la formematriielle de l'opérateur adjoint de U (voir Annexe A).Le paragraphe 2.3.1 montre que la matrie B représente non seulement les ovarianes spatiales dehaque variable mais également les ovarianes qui existent entre haune de es variables. Derber etBouttier (1999) proposent alors d'e�etuer un hangement de variables a�n de transformer e problèmemultivarié en plusieurs problèmes univariés indépendants. Pour ela il s'agit de dé�nir un opérateurd'équilibre K qui aratérise les relations physiques existant entre les di�érentes variables. La matrie

B s'érit alors :
B = KBUKT,où BU est la matrie blo-diagonale des ovarianes spatiales de haque variable. Par dé�nition, haunede es ovarianes peut s'érire omme un produit varianes-orrélations. Ainsi, en dé�nissant D ommela matrie diagonale des varianes et C omme la matrie blo-diagonale des orrélations spatiales,on peut érire

B = KD1/2CD1/2KT.La dé�nition de haun de es opérateurs est dérite dans les paragraphes suivants.3.3.1 D'un problème multivarié à plusieurs problèmes univariésL'idée fondamentale de Derber et Bouttier (1999) est de simpli�er la spéi�ation des ovarianesd'erreur d'ébauhe en transformant l'espae du modèle, où les variables sont fortement orrélées, en unespae où les variables peuvent être onsidérées omme déorrélées.Pour notre appliation à un modèle oéanique, les variables du modèle sont la température T , lasalinité S, la hauteur d'eau η, et les omposantes horizontales de la vitesse du ourant u et v. Lamatrie B peut s'érire sous la forme de la matrie blo (voir paragraphe 2.3.1)
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3.3. Modélisation de B par une suite d'opérateurs 69où haque blo représente une matrie de ovarianes spatiales uni- (sur la diagonale) ou multiva-riée (hors diagonale). Dans les appliations oéaniques, les ovarianes entre variables (termes horsdiagonaux) ont souvent été négligées (voir par exemple Weaver et al., 2003). Cette approximation sejusti�e dans le adre d'une assimilation 4D-Var, puisque le modèle est onsidéré omme la ontraintedu problème, et que par onséquene, e dernier ontient alors une omposante multivariée. Mais dansle adre d'un 3D-Var, et don sans ette ontrainte, l'approximation devient ontestable. De plus, etquelque soit le shéma d'assimilation, des études montrent que lorsque l'on n'assimile qu'une ou partiedes variables d'état, des strutures parasites peuvent apparaître sur les variables non assimilées (voirpar exemple Vialard et al., 2003).Derber et Bouttier (1999) onsidèrent don qu'il est possible de séparer haune des variables enomposantes équilibrées (�balaned�) et non-équilibrées (�unbalaned�), à l'exeption d'une qui seratraitée en totalité et servira de point de départ à la dé�nition de la partie équilibrée des autres va-riables. Chaque variable peut don être exprimée par rapport à la variable totale grâe à des équationsd'équilibre dynamique et de onservation de masse d'eau. Ces relations ne seront pas dérites ii, onse réfèrera par exemple à Rii et al. (2005) et Weaver et al. (2005) pour plus de détail.En hoisissant la température T omme variable totale, haune des autres variables peut êtredérite omme la somme de sa omposante non-équilibrée (indie U) et de sa omposante équilibrée(indie B), ette dernière orrespondant à la transformation Kxy de la variable y en la variable x. Ona don les relations suivantes :




T = T,
S = SB + SU = KST [T ] + SU ,
η = ηB + ηU = Kηρ[ρ] + ηU ,
u = uB + uU = Kup[p] + uU ,
v = vB + vU = Kvp[p] + vU ,

(3.4)ave {
ρ = KρT [T ] +KρS [S],
p = Kpρ[ρ] +Kpη[η],

(3.5)où ρ est la densité et p la pression. En linéarisant es opérateurs de transformation, on dé�nitl'opérateur d'équilibre (�balane operator�) K tel que
B = KBUKT,ave BU est la matrie blo-diagonale des ovarianes univariées
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On notera que dans le as où la vitesse du ourant est onsidéré omme un veteur (u, v)T plut�t queomme deux hamps salaires distints, les ovarianes E [εuU
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] et E [εvU
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] ne sont pasnulles. L'opérateur K se présente sous la forme de la matrie blo triangulaire inférieure




I 0 0 0 0
KST I 0 0 0
KηT KηS I 0 0
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70 3. Modélisation de la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauheoù, d'après les équations (3.4) et (3.5) lorsqu'elles sont linéarisées,
KηT = Kηρ (KρT + KρSKST ) ,

KuT = Kup (Kpρ + KpηKηρ) (KρT + KρSKST ) ,

KvT = Kvp (Kpρ + KpηKηρ) (KρT + KρSKST ) ,

KηS = Kηρ KρS ,

KuS = Kup (Kpρ + KpηKηρ)KρS ,

KvS = Kvp (Kpρ + KpηKηρ)KρS ,

Kuη = Kup Kpη,

Kvη = Kvp Kpη.3.3.2 Modélisation des ovarianes univariéesL'opérateur d'équilibre permet de traiter les ovarianes d'erreur d'ébauhe qui existent entre lesdi�érentes variables en dé�nissant les ontraintes qui relient es dernières entre elles. Mais haquevariable possède une omposante qui lui est propre et don une erreur assoiée qui, par dé�nition,est indépendante des autres, mais pour laquelle il faut dé�nir des ovarianes spatiales. Ce sont esovarianes spatiales pour haque variable qui onstituent les blos diagonaux de la matrie BU donnéepar l'équation (3.6). La taille de la matrie à estimer ou modéliser se trouve don grandement réduite.Néanmoins, et bien que haun de es blos puisse être traité individuellement, le problème reste d'unetaille onséquente (O(1012) pour haque blo sur une grille grossière), et ne peut don pas être abordéde façon expliite. Par dé�nition, es ovarianes spatiales peuvent s'érire en séparant les varianesdes orrélations
BU = D1/2CD1/2,où D est la matrie diagonale des varianes et C la matrie blo-diagonale des orrélations

C =




CT 0 0 0 0
0 CSU

0 0 0
0 0 CηU

0 0
0 0 0 CuU

0
0 0 0 0 CvU



.Ainsi, pour haque variable, deux problèmes sont à onsidérer : la dé�nition des varianes d'une part(voir paragraphe 3.5), et elle des orrélations d'autre part. De façon générale, les tehniques employéespour mener à bien ette dernière tâhe dépend du domaine dans lequel on travaille. En météorologie, onutilise souvent une approhe où il s'agit de trouver un espae dans lequel la matrie BU est supposéediagonale (voir une desription sommaire donnée au paragraphe 3.4). Mais ette approhe permetdi�ilement de manipuler des frontières omplexes, problème essentiel à l'oéanographie. Dans e as,on préfère alors spéi�er des fontions de orrélation que l'on herhe à modéliser par un algorithmee�ae (voir paragraphe 3.6).3.4 Les di�érentes hypothèses diagonalesPour une variable χ donnée, il est possible de formuler ses ovarianes spatiales sous la forme d'unefatorisation utilisant les varianes d'une part (Dχ), et les orrélations (Cχ) d'autre part :

Bχ = (Dχ)1/2
Cχ (Dχ)1/2 .A�n de simpli�er les notations, l'indie χ, n'est pas utilisé dans e qui suit. On se rappellera néanmoins,qu'il s'agit de ovarianes, varianes et orrélations spatiales pour une variable donnée.



3.4. Les di�érentes hypothèses diagonales 71On notera que les orrélations sont généralement séparées en orrélations horizontales (Ch) etvertiales (Cv). En général, le nombre de niveaux vertiaux d'un modèle est très faible omparé auxnombre de points horizontaux. Le problème de taille onerne don plut�t les orrélations horizontalesque vertiales. A�n d'introduire une ertaine dépendane horizontale / vertiale (non-séparabilité) eta�n de respeter la néessité de formuler B sous une forme fatorisée, on érit
C = C
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)T (
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)T
. (3.7)Pour toute matrie symétrique réelle, on peut dé�nir une matrie réelle orthogonale qui permettede la diagonaliser. En d'autres termes, il existe une base orthonormale dans laquelle la matrie peutêtre représentée sous forme diagonale. Or, par dé�nition, la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauheest une matrie symétrique réelle. S'il était possible de la onnaître et de la stoker, et si on savaitdé�nir l'opérateur T permettant le passage entre ette base, dite de Karhunen-Loève, et la base d'ori-gine, on saurait alors réduire B à une matrie diagonale B̂. La base même de Karhunen-Loève n'étantgénéralement pas onnue, le prinipe de ette méthode que l'on dérit i-après (d'après Dekmyn etBerre, 2005), est don de trouver un espae approprié (et sa base) pour lequel l'hypothèse diagonaleest su�samment valide. En supposant que l'on sahe l'estimer, ette diagonale peut être manipulée etstokée. Modéliser B onsiste alors à appliquer l'opérateur de passage T à ette diagonale.Si ε est l'erreur dans l'espae physique (point de grille), on peut dé�nir ε̃ omme l'erreur normaliséepar les éarts-type en point de grille

ε̃ = D−1/2
g ε,de telle manière que
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g .En appliquant l'opérateur T à ette erreur normalisée, on dé�nit dans l'espae approprié l'erreur εttelle que
εt = T ε̃,et on a ainsi
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g ,où Bt est maintenant une matrie diagonale. Comme il s'agit d'une matrie de ovarianes, on peutaussi l'exprimer en dé�nissant une matrie diagonale des varianes Dt dans e nouvel espae, tel que lamatrie diagonale des orrélations Ct orrespond simplement à la matrie identité, puisque la diagonalede toute matrie de orrélations est omposée de 1
Bt = D
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t ID
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t .Espae physique : T = IUne première hypothèse onsiste à onsidérer que la matrie B est diagonale dans l'espae physiqueet don d'imposer T = I, l'identité. On a alors

B = D1/2
g BiD

1/2
g = D1/2

g ID1/2
g , (3.8)où la matrie diagonale Bi est équivalente à la matrie identité puisqu'il n'y a pas réellement de trans-formation d'espae.Pour ette hypothèse, l'équation (3.8) montre qu'il est possible de dé�nir une variane di�érentepour haque point de grille (erreur loale) mais que l'on onsidère qu'il n'existe auune orrélation



72 3. Modélisation de la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauhespatiale entre es di�érents points. Si elle permet d'aéder à des aluls simples, ette assomption estependant peu réaliste, les erreurs étant généralement struturées. Pour la rendre plus vériste, on peutalors dé�nir des orrélations vertiales di�érentes en fontion de la position horizontale. La matrieainsi dé�nie n'est plus tout à fait diagonale mais reste manipulable ompte tenu du faible nombre deniveaux vertiaux par rapport au nombre de points horizontaux. Néanmoins, l'hypothèse reste trèsrestritive.Espae spetral : T = FBeauoup de modèles météorologiques utilisent l'espae spetral. Cet espae orrespond à unetransformation de Fourier généralisée (ou Fourier-Legendre) de l'espae physique. Sur la sphère enpartiulier, il s'agit de la déomposition en harmoniques sphériques (voir par exemple Arfken, 1966)de tout hamp salaire ζ(λ, φ, z)
ζ(λ, φ, z) =

∞∑
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l∑
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ζm
l (z)Y m

l (λ, φ),où λ est la longitude (0 ≤ λ ≤ 2π), φ la latitude (−π/2 ≤ φ ≤ π/2) et z la profondeur. Y m
l (λ, φ)représente les harmoniques sphériques ave m le nombre d'onde zonal et l le nombre d'onde total.Ainsi, si dans l'espae physique, un signal peut être vu omme l'évolution dans le temps de sa valeurà une position géographique donnée, dans l'espae spetral, il représente l'évolution dans le tempsdu oe�ient assoié à un nombre d'onde donné. On apellera F, l'opérateur permettant de passer del'espae physique à l'espae spetral. Les mérites et inonvénients de l'utilisation de l'espae spetralne seront pas disutés ii.Courtier et al. (1998) montrent que si on onsidère que les orrélations sont homogènes et isotropesdans l'espae physique, alors les harmoniques sphériques sont orthogonales et forment ainsi une base(voir aussi Berre (2000) dans le adre d'un modèle à aire limitée). Ainsi, dans ette base spetrale, lamatrie B peut être représentée par une diagonale. En imposant T = F, on a alors
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g . (3.9)Ii, les varianes spetrales de la matrie Df de l'équation (3.9) représentent l'amplitude de la ontribu-tion de haun des di�érents nombres d'onde. L'hypothèse diagonale onsiste à onsidérer qu'il n'existepas de orrélations entre, non plus les di�érents points de grille omme préédemement, mais entre esdi�érentes éhelles. Un point important à noter ii est que, si la transformation F−1 était appliquéeaux ovarianes plut�t qu'aux orrélations (εf = F ε au lieu de εf = F ε̃), on aurait
B = F−1D′1/2
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,où D′1/2

f 6= D
1/2
f . Dans l'espae physique, les varianes de B seraient alors uniformes, résultat globaldes di�érentes ontributions spetrales. Ainsi, les ovarianes en point de grille seraient non seulementhomogènes et isotropes mais également de variane onstante, e qui est peu réaliste. Il est don impor-tant de pouvoir appliquer des varianes en point de grille et, par onséquene, d'appliquer l'opérateur

F aux orrélations, et non pas aux ovarianes.Considérer que les orrélations sont homogènes et isotropes dans l'espae physique reste ependantune hypothèse restritive. Pour introduire de l'anisotropie, Desroziers (1997) propose par exempled'e�etuer un hangement de oordonnées de telle manière que les orrélations soient isotropes dansette nouvelle base mais anisotrope dans la base originelle. En�n, il est également possible ii de dé�nirdes orrélations vertiales et de les faire varier en fontion du nombre d'onde horizontal.



3.4. Les di�érentes hypothèses diagonales 73Espae des ondelettes : T = ZSi l'hypothèse diagonale dans l'espae spetral est attrative, elle n'en reste pas moins limitée àdes orrélations homogènes et isotropes dans l'espae physique. Une approhe naturelle onsiste alors àutiliser une base d'ondelettes, puisque elle-i possède à la fois des omposantes spatiales et spetrales.On n'entrera pas ii dans la desription des di�érentes ondelettes et de leurs aratéristiques (voirMallat, 2009). On onsidèrera simplement qu'un hamp salaire ζ(λ, φ, z) peut s'érire
ζ(λ, φ, z) =

∞∑

j=0

2j−1∑

k=0

ζj,k(z)ψj,k(λ, φ),où λ est la longitude (0 ≤ λ ≤ 2π), φ la latitude (−π/2 ≤ φ ≤ π/2) et z la profondeur. ψj,k(λ, φ)représente les fontions ondelettes ave j l'éhelle (nombre d'onde), k représentant une distane entreles fontions pour une même éhelle. On appellera Z l'opérateur permettant de passer de l'espae phy-sique à l'espae des ondelettes.En imposant T = Z, on a alors
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g . (3.10)Cependant Dekmyn et Berre (2005) illustrent omment ette approhe donnée par l'équation (3.10)onduit à des problèmes de sous-éhantillonnage de la base d'ondelettes et induit ertaines limitationsdans l'hypothèse diagonale.Espae hybride spetral/ondelettes : T1 = F et T2 = ZF
−1Pour pallier aux problèmes préédents, il est possible de ombiner les approhes de l'espae spetralet de l'espae ondelettes en e�etuant non plus une, mais deux transformations. Dans l'espae spetral,nous avons dé�ni l'erreur εf par rapport à l'erreur normalisée en point de grille ε̃ par

εf = Fε̃,e qui nous a onduit à l'équation (3.9), où nous avons onsidéré que la matrie des orrélations Cfétait équivalente à l'identité. En supposant que e ne soit pas le as, i.e. que l'on onsidère qu'ilexiste des orrélations entre les di�érents nombre d'ondes, relâhant alors l'hypothèse d'homogénéitéet d'isotropie dans l'espae physique, on aurait alors
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g ,ave Cf 6= I. Cette matrie étant également réelle et symétrique, il est don possible de la diagonaliseren appliquant une nouvelle transformation. Pour ela, on peut normaliser l'erreur spetrale par lesvarianes spetrales
ε̃f = D

−1/2
f εf ,et la ramener dans l'espae des ondelettes en dé�nissant l'erreur

εw = ZF−1ε̃f .On notera l'utilisation de l'opérateur F−1, étape intermédiaire pour ramener l'erreur de l'espae spetralà l'espae physique avant d'appliquer l'opérateur Z permettant de passer de l'espae physique à l'espaespetral. On obtient alors
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g , (3.11)où on a onsidéré ette fois que la matrie résultante Bw = D
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1/2
w était diagonale. On notera quelorsque le modèle travaille dans l'espae spetral, la matrie B doit être dé�nie dans et espae. Il faut



74 3. Modélisation de la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauhealors rajouter en début et �n de l'expression donnée par l'équation (3.11) une transformation F et FTrespetivement.Fisher (2004) propose de se limiter à un ertain nombre d'ondelettes en bornant les éhelles(j = 0, · · · ,K) et de dé�nir pour haune de es éhelles, des orrélations vertiales en haque point degrille horizontal Cj(λ, φ). Les di�érentes ondelettes peuvent être vues omme des �ltres passe-bande,'est à dire qu'elles permettent de représenter di�érents niveaux de détail du signal qu'elles trans-forment : du détail grossier de la grande éhelle (j petit) au détail �n de la petite éhelle (j grand).Ainsi pour une position horizontale donnée, les di�érents Cj assoiés représentent des niveaux de dé-tails di�érents de la fontion de orrélation vertiale totale en e point.Appliquer une matrie B issue d'une hypothèse diagonale néessite néanmoins de dé�nir les di�é-rentes matries des varianes, et éventuellement les orrélations vertiales (Pannekouke (2009) proposede modéliser es orrélations à partir d'un opérateur de di�usion - voir paragraphe 3.6.3). Pour ela,il est par exemple possible d'utiliser une tehnique d'ensemble (voir paragraphe 3.2) en ramenant leserreurs de haque membre dans l'espae adéquat avant d'en aluler les statistiques (on revient sur lesvarianes en point de grille au paragraphe 3.5). Mais omme nous l'avons vu, la méthode d'ensembleest une tehnique oûteuse et il est néessaire d'en limiter le nombre de membres. Mais un ensemble depetite taille génère un bruit d'éhantillonnage qu'il est néessaire de �ltrer. Buehner et Charron (2007)omparent les béné�es respetifs d'une loalisation spetrale ou spatiale. Ces méthodes sont basées surl'hypothèse que les orrélations tendent vers 0 lorsque la distane entre les nombre d'ondes (loalisa-tion spetrale), ou la distane entre deux points spatiaux (loalisation spatiale), s'aroît. Une fontionde loalisation adéquate (égale à 0 à partir d'une ertaine distane) est alors appliquée dans l'espaeidoine. Pannekouke et al. (2007) montrent quant à eux, que la transformation en ondelettes utiliséedans l'approhe diagonale hybride permet également de �ltrer naturellement e bruit d'éhantillonnage.3.5 Spéi�ation des varianesComme nous l'avons vu dans le paragraphe préédent, les varianes doivent être dé�nies dansl'espae physique même lorsque l'on utilise l'hypothèse diagonale dans un espae di�érent.ParamétrisationEn oéanographie, une première façon de spéi�er les varianes est de les paramétrer en fontion deonnaissanes physiques et de diverses hypothèses. Weaver et al. (2003) illustrent par exemple ommentette simple tehnique permet de apturer ertains e�ets dynamiques pris en ompte naturellementpar un 4D-Var. Les varianes pour un hamp donné peuvent par exemple être alulées par rapport augradient vertial de e hamp et bornées par des varianes maximales que l'on dé�nit suivant que l'onest dans la ouhe de mélange, la thermoline61 ou l'oéan profond (Weaver et al., 2005; Cummings,2005; Balmaseda et al., 2008). En realulant ette paramétrisation pour haque yle, ette tehniquepermet d'introduire une dépendane à l'éoulement.EstimationUne autre façon de spéi�er les varianes est de les estimer à partir d'une des méthodes dérites auparagraphe 3.2. Depuis quelques années, il est fait de plus en plus souvent appel à la méthode d'en-semble, qui présente de multiples avantages par rapport aux tehniques basées sur les observations ouà la méthode NMC. Mais son oût n'est pas négligeable et n'est abordable, en partiulier dans le adred'une dépendane à l'éoulement, que si le nombre de membres est limité. Or, utiliser un ensemble de61Couhe de transition thermique rapide séparant la ouhe de mélange (eaux super�ielles) hau�ée par lesoleil, de l'oéan profond.



3.6. Spéi�ation des fontions de orrélation 75petite taille génère un bruit d'éhantillonnage qu'il est néessaire de �ltrer pour ne pas dégrader lesstatistiques alulées.Ce bruit d'éhantillonnage est de petite éhelle et fortement lié aux aratéristiques des orrélations(Raynaud et al., 2008). A partir des travaux de Berre et al. (2007), Raynaud et al. (2009) proposentun algorithme de �ltrage basé sur le rapport signal à bruit des varianes. Appliquée dans le adred'un modèle météorologique spetral, ette tehnique est peu oûteuse à mettre en plae, puisqu'elletire parti de l'opérateur de transformation de l'espae physique à l'espae spetral déjà existant. Unsystème d'ensemble permettant d'estimer des varianes pour une assimilation variationnelle a égalementété développé en oéanographie (Daget et al., 2009).3.6 Spéi�ation des fontions de orrélationUn des problèmes prinipaux en oéanographie est la gestion de frontières omplexes, e qui renddi�ile l'appliation de tehniques liées à d'autres espaes que l'espae point de grille. Or, parmi lesdi�érentes hypothèses diagonales dérites au paragraphe 3.4, elle de l'espae physique est la plusirréaliste. On peut alors imaginer utiliser l'hypothèse diagonale dans un autre espae, puis, une foisrevenu dans l'espae physique, appliquer un masque représentant les di�érentes �tes et la bathymétrie.Mais une telle utilisation a des e�ets entraînant des inohérenes physiques omme le montre la �gure3.4. Dans et exemple, on trae sur la grille du modèle la zone d'in�uene (orrélation) d'une observationlorsqu'elle est assimilée. Après avoir appliquer un masque éliminant les mailles de terre, on s'aperçoitque ette tehnique permet à une observation située dans l'Oéan Pai�que près des �tes du Panamad'avoir une in�uene sur une zone de la Mer des Caraïbes, e qui est physiquement inohérent.

Fig. 3.4 � On assimile une observation située dans l'Oéan Pai�que près de la �te du Panama.Sa zone d'in�uene (orrélation) est alulée sur la grille du modèle, puis un masque représentant lesmailles de terre est appliqué. L'observation étant don lissée sur la grille du modèle sans tenir omptedes �tes, on obtient ii des orrélations irréalistes qui traversent le ontinent entre l'Oéan Pai�queet la Mer des Caraïbes. Ces orrélations peuvent aller jusqu'à 0, 4.L'hypothèse diagonale étant di�ilement appliable, il onvient alors de trouver d'autres postulatspermettant de gérer au mieux les frontières physiques. Ii, plut�t que d'émettre une hypothèse surla forme de la matrie de orrélations, on présume de la forme des fontions de orrélation qui la



76 3. Modélisation de la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauheomposent. Ainsi, e�etuer le produit de la matrie des orrélations ave un veteur hamp ζ, 'estappliquer à e hamp un opérateur de orrélation C dont le noyau est la fontion de orrélation présumée
c(z, z′) (voir Annexe B)

C [ζ(z)] =

∫ ∞

−∞
c(z, z′)ζ(z′) dz′.Lorsqu'une fontion de orrélation est homogène et isotrope, elle ne dépend que de la distane euli-dienne entre les points et on peut érire c(z, z′) = c(z − z′). Un opérateur représenté par une tellefontion est un opérateur de onvolution

C [ζ(z)] =

∫ ∞

−∞
c(z − z′)ζ(z′) dz′ = (c ∗ ζ) (z). (3.12)Appliquer un tel opérateur, 'est don évaluer des intégrales de onvolution. Le paragraphe 3.6.1montre omment l'utilisation de fontions à support ompat permet de réduire le oût de e alul.Néanmoins, l'évaluation de es intégrales peut s'avérer di�ile et limitée à ertaines fontions de or-rélation. C'est pourquoi on préfère souvent trouver une méthode alternative, i.e une façon d'évalueres intégrales sans les aluler de manière expliite. Deux méthodes alternatives sont dérites ii : le�ltre réursif (paragraphe 3.6.2) et l'équation de di�usion (paragraphe 3.6.3).On montrera également qu'il est possible d'étendre es méthodes à des fontions de orrélationsinhomogènes et anisotropes. Mais es tehniques permettent en général d'évaluer es intégrales à unfateur prêt. Il est don néessaire de normaliser le résultat qu'elles fournissent a�n que les orrélationsainsi dé�nies présentent bien un maximum à 1 (paragraphe 3.6.4).3.6.1 Evaluation des intégrales de onvolutionEn oéanographie omme en météorologie, il est ommunément admis que les fontions de orré-lations impliquées s'annulent à partir d'une ertaine distane. Il semble alors naturel de s'intéresseraux fontions à support ompat pour les onstruire de façon e�ae. Ainsi, l'intégrale de onvolutiondonnée par l'équation (3.12) ne doit plus être évaluée sur le domaine omplet mais uniquement sur lesupport de la fontion de orrélation, e qui réduit généralement le oût du alul de manière signi�-ative.Gaspari et Cohn (1999) montrent par exemple omment obtenir une fontion de orrélation auto-régressive homogène et isotrope (famille de Matérn ; voir hapitre 4) en auto-onvolant des fontionsexponentielles ou ertaines fontions ontinues et linéaires par moreaux. Dans e dernier as, un pa-ramètre suplémentaire permet même d'obtenir des lobes négatifs, une aratéristique désirable pourertains hamps physiques (voir par exemple Julian et Thiébaux, 1975). On notera que si le support dela fontion de base est [−l, l], le support de la fontion de orrélation issue du produit de onvolutionest [−2l, 2l].Gneiting (2002) dérit plusieurs méthodes existant dans la littérature et propose ses propresonstrutions. Il montre en partiulier qu'il est possible d'obtenir des fontions de la lasse expo-nentielle à une ertaine puissane à partir de fontions puissane tronquées, et des fontions de lafamille de Matérn à partir d'un produit de di�érentes fontions.En�n, Gaspari et al. (2006) notent qu'il est possible d'obtenir des fontions inhomogènes et/ouanisotropes en appliquant une transformation adéquate à la fontion homogène et isotrope. Un desexemples les plus ourants sur lequel nous reviendrons au hapitre 5, onsiste à étirer ou ontrater lesoordonnées.



3.6. Spéi�ation des fontions de orrélation 773.6.2 Le �ltre réursifPar dé�nition (Raymond et Garder, 1991, et les référenes itées), un �ltre réursif est un �ltredont la sortie s dépend non seulement des quantités d'entrée p mais également des quantités �ltréespréédentes
sn = f (p0, p1, · · · , pK , s0, s1, · · · , sn−1) ,tandis qu'un �ltre non-réursif ne dépend que des quantités en entrée. L'ordre du �ltre indique lenombre des sorties préédentes à utiliser. Par exemple, pour un �ltre de seond ordre, les quantités�ltrées sn−1 et sn−2 sont néessaires au alul de sn.Suivant Hayden et Purser (1995), prenons un hamp salaire p sur un domaine 1D in�ni, auquelon applique le �ltre spatial de premier ordre suivant, a�n d'obtenir le hamp �ltré q

qi = α qi−1 + (1 − α) pi, ave 0 < α < 1,où l'indie i représente le i-ème élément du hamp. En développant de façon répétitive l'expressionpréédente, il est possible de n'exprimer un élément du hamp �ltré qi qu'à partir des éléments duhamp d'entrée p préédant ette position :
qi = α qi−1 + (1 − α) pi

= α (α qi−2 + (1 − α) pi−1) + (1 − α) pi

= α2 (α qi−3 + (1 − α) pi−2) + (1 − α) (pi + α pi−1)...
= (1 − α)

(
pi + αpi−1 + · · · + αj pi−j + · · ·

)

=

∞∑

j=0

(1 − α)αj pi−j. (3.13)Or, la dé�nition d'un produit de onvolution dans un domaine disret entre un noyau E et un hamp
p s'érit pour la i-ème omposante

(E ∗ p)i =
∑

j

Ejpi−j.L'appliation du �ltre réursif dérite par l'équation (3.13) onstitue don le produit de onvolution
q = E+ ∗ p, ave E+

j =

{
(1 − α)αj , j ≥ 0
0, j < 0

.Mais l'appliation unidiretionnelle de e �ltre orrespond à une formulation qui introduit undéphasage dans la solution (Raymond et Garder, 1991). Pour palier e problème, on dé�nit alors un��ltre adjoint�, qui, appliqué dans la diretion opposée au hamp q préédent, permet de symétriser le�ltre total, et d'obtenir une solution s qui n'est plus déphasée. Comme pour l'équation (3.13), on peutérire
si = α si+1 + (1 − α) qi

= α (α si+2 + (1 − α) qi+1) + (1 − α) qi...
= (1 − α)

(
qi + α qi+1 + · · · + αj qi+j + · · ·

)

=
∞∑

j=0

(1 − α)αj qi+j

=
−∞∑

j=0

(1 − α)α−j qi−j.



78 3. Modélisation de la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauheque l'on peut, de la même manière que préédemment assoier au produit de onvolution
s = E− ∗ q, ave E−

j = E+
−j =

{
0, j > 0
(1 − α)α−j , j ≤ 0

.Au �nal, le �ltre réursif symétrique est onstitué de deux passes de diretions opposées
qi = α qi−1 + (1 − α) pi, i = 1, · · · , n
si = αsi+1 + (1 − α) qi, i = n, · · · , 1 ,où p est le hamp à �ltrer, s le hamp �ltré, et q un hamp intermédiaire. Il est équivalent au produitde onvolution

s = E− ∗ q = E− ∗
(
E+ ∗ p

)
=
(
E− ∗ E+

)
∗ p = F ∗ p.Lorsque le �ltre réursif symétrique n'est appliqué qu'une seule fois, le noyau F est équivalent à unefontion exponentielle (Loren, 1992). Lorsqu'il est appliqué M fois, le noyau est représenté par Mproduits de onvolution de F ave lui-même, et orrespond alors à une fontion autorégressive d'ordre

M (voir hapitre 4). Hayden et Purser (1995) notent qu'il est possible de montrer que plusM est grandet plus le noyau se rapprohe de la forme d'une fontion gaussienne. Purser et al. (2003a) indiquentqu'une meilleure approximation de la gaussienne est obtenue ave une seule appliation d'un �ltreréursif symétrique d'ordre plus élevé.Le oe�ient α doit être ajusté pour représenter l'éhelle de orrélation que l'on souhaite obtenir.Et pour être plus réaliste, Purser et al. (2003b) montrent qu'il est possible de prendre en ompte deséhelles variant géographiquement. De plus, ils soulignent qu'en exploitant une métrique (tenseur), le�ltre réursif symétrique peut être appliqué à des grilles irrégulières.Un point déliat de ette méthode onerne la gestion des frontières. En e�et, les oe�ients permet-tant de traiter es onditions limites sont di�érents pour haque appliation et leur alul se omplexi�eà haque nouvelle passe (Purser et al., 2003a). Dans une expériene sur la Méditerrannée, Dobrii etPinardi (2008) propose d'ajouter des points d'oéan �tifs à toutes les �tes. Lors de l'appliation du�ltre, le traitement des frontières est alors reporté sur es points �tifs qu'il su�t de retirer après le�ltrage. Le même prinipe est utilisé par Liu et al. (2009) dans un modèle �tier.Le �ltre réursif à une dimension peut être généralisé à plusieurs dimensions en l'appliquant surhaque axe (Wu et al., 2002; Purser et al., 2003a). Néanmoins, des e�ets parasites apparaissent lorsquele nombre d'appliation et l'ordre du �ltre sont faibles. De plus, en séparant les axes, il n'est pas pos-sible de modéliser des fontions de orrélation réellement anisotropes, i.e. dont les déformations suiventun axe di�érent de la base. Pour y remédier, Purser et al. (2003b) (voir également Derber et al., 2004)proposent de mettre en plae des triades (2D) ou des hexades (3D) permettant de dé�nir et d'utiliserdes tenseurs en haque point de grille. Le �ltre réursif symétrique peut également être étendu à lasphère, mais dans e as des singularités apparaissent au niveau des p�les qui doivent être traitées demanière adéquate. En�n, on notera que le �ltre réursif symétrique étant onstruit à partir d'un ��ltrediret� et d'un ��ltre adjoint�, il est don possible d'en formuler l'opérateur sous une forme fatoriséeen �raines arrées�.Raymond et Garder (1991) montrent que �ltre réursif et �ltre impliite (tel que Cs = p, ave C unematrie inversible, p le hamp à �ltrer et s le hamp �ltré) sont équivalents bien que de formulationsdi�érentes. Dans le paragraphe suivant, l'équation de di�usion est brièvement dérite omme uneseonde alternative à l'évaluation des intégrales de onvolution. Sa résolution par une fatorisation deCholesky pour le shéma impliite 1D, et don son équivalene ave le �ltre réursif, est donnée auhapitre 4. On indique également dans e même hapitre, omment ette méthode permet de gérerles frontières de manière plus simple qu'ave le �ltre réursif et la relation direte qui existe entre leoe�ient de di�usion et l'éhelle de orrélation. Au hapitre 5, l'opérateur 1D est étendu à plusieurs



3.6. Spéi�ation des fontions de orrélation 79dimensions de la même manière que pour le �ltre réursif et s'avère soumis aux mêmes ontraintes etdi�ultés.3.6.3 L'équation de di�usionPour modéliser l'ation des ovarianes horizontales de l'erreur d'ébauhe sur un hamp salaire,Derber et Rosati (1989) proposent d'appliquer itérativement un �ltre lisseur onstitué d'un opérateurLaplaien. Egbert et al. (1994) dérivent une variante proheen s'aperevant que la solution d'uneéquation de di�usion est en fait, à un fateur 1/λ prêt, le produit de onvolution d'une fontion deorrélation gaussienne ave la ondition initiale. En e�et, si on prend l'équation de di�usion 1D
∂η

∂t
− κ

∂2η

∂z2
= 0,où η = η(z, t) est un hamp salaire et κ un oe�ient de di�usion, sa solution dans un domaine in�niest donnée par (voir le détail au paragraphe 4.3.1)

η(z, t) =
1√

4πκt

∫ ∞

−∞
e−(z−z′)2/4κt η0(z

′) dz′ =
1

λ
(g ∗ η0) (z). (3.14)Ainsi, la résolution de l'équation de di�usion et sa normalisation par le fateur λ représente un opérateurde orrélation dont le noyau est donné à t �xé par

g(r) = e−r2/4κt,où r = |z− z′|. Ii, t est un paramètre (�pseudo-temps�) qui permet, ave le oe�ient de di�usion, dedéterminer l'éhelle de orrélation de la gaussienne L =
√

2κt.Weaver et Courtier (2001) généralisent la méthode et l'appliquent par un shéma expliite (Euler)sur une grille irrégulière, pour modéliser des fontions de orrélation en dimension 2 (sur la sphère) ou3. L'opérateur est aessible sous une forme fatorisée, la �raine arrée� résultant d'une intégration surla moitié du pseudo-temps. Ils montrent également que les frontières sont aisément prises en ompteen appliquant des onditions limites de Neumann (dérivées nulles sur les bords) lors de la résolutiondu shéma. De plus, en dé�nissant un oe�ient de di�usion omme une fontion des oordonnées spa-tiales (équation de di�usion inhomogène), il est possible de faire varier géographiquement les éhellesde orrélation. En�n, ils illustrent la possibilité de modéliser des fontions de orrélation anisotropessur deux exemples. Le premier provient d'un simple étirement des oordonnées, tandis que l'autre estbasé sur une rotation des oordonnées (géopotentielles vers isopynales par exemple).Cependant, la résolution de l'équation de di�usion par un shéma expliite ne permet de modéliserque des fontions de orrélation gaussiennes. Pour élargir les possibilités, Weaver et Courtier (2001)onsidèrent l'équation de di�usion généralisée
∂η

∂t
+

P∑

p=1

κp

(
−∇2

)p
η = 0,où les oe�ients κp sont positifs ou nuls. Cette formulation permet de représenter des fontions aveosillations, aratéristique intéressante pour ertains hamps. Mais l'ajout de Laplaiens d'ordre plusélevé, outre le oût plus élevé, se traduit au niveau spetral par une pente plus abrupte aux grandsnombres d'onde, aratéristique moins désirable pour des hamps géophysiques.La modélisation des orrélations par une méthode expliite a été implémentée ave suès dansdi�érents modèles oéanographiques en global (Mogensen et al., 2009) ou en régional (Weaver et al.,2003; Di Lorenzo et al., 2007; Powell et al., 2008) ainsi qu'en himie atmosphérique (Elbern et al.,



80 3. Modélisation de la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauhe2010). Cependant, le nombre d'itérations est soumis à un ritère de stabilité qui peut rendre l'algo-rithme oûteux pour des modèles à haute résolution ou lorsque les éhelles de orrélation sont grandes.Weaver et Rii (2004) suggèrent alors d'utiliser un shéma impliite. Inonditionnellement stable, ilest ependant plus di�ile à mettre en ÷uvre puisqu'il néessite la résolution d'un système linéaire àhaque pas de temps. La dé�nition d'un algorithme e�ae pour e shéma impliite est le sujet deette thèse. Dans le hapitre 4, la formulation expliite en dimension 1 est détaillée avant d'examinerles aspets théoriques se rattahant à elle de l'impliite. Une extension en dimensions 2 et 3 est ensuiteproposée au hapitre 5.3.6.4 La normalisationL'utilisation de méthodes alternatives telles que le �ltre réursif symétrique ou l'équation de dif-fusion permettent d'évaluer les intégrales de onvolution à un fateur prêt. Pour orrespondre à desopérateurs de orrélation et non de ovariane, il est don néessaire de les normaliser. Lorsque les fon-tions de orrélation à modéliser sont homogènes et isotropes, ette normalisation est simple à alulerloin des frontières. Dans le as de l'équation de di�usion 1D par exemple, l'équation (3.14) permet dedéduire le fateur de normalisation
λ =

√
4πκt =

√
2π L, (3.15)où L est l'éhelle de orrélation. Néanmoins, lorsque ette éhelle varie en fontion de sa position géo-graphique, et/ou lorsque l'on s'approhe des frontières, e fateur n'est plus utilisable. Des algorithmesplus omplexes tels que la méthode exate ou la méthode par veteurs aléatoires doivent alors êtreenvisagés et sont dérit i-après. Ces méthodes permettent de déterminer, non plus un fateur, maisune matrie diagonale des fateurs de normalisation Λ = diag(· · ·Λ−1

i · · · ). Pour respeter la symétriede l'opérateur de orrélation C, la normalisation est appliquée de la façon suivante :
C = Λ1/2F1/2

(
F1/2

)T
Λ1/2,ave F1/2

(
F1/2

)T l'évaluation de l'intégrale de onvolution par appliation du �ltre réursif symétriqueou de l'équation de di�usion.La méthode dite exate onsiste à évaluer la fontion de Green (ou réponse impulsionnelle) del'opérateur en un point de grille, i.e. à appliquer l'opérateur sur une fontion de Dira en e point(toutes les valeurs du hamp salaire ei sont mises à 0 exeptée pour le point de grille traité où elle estinitialisée à 1). La solution en e point orrespond au maximum (variane) de l'opérateur de ovariane.Pour transformer e dernier en opérateur de orrélation, il su�t don de multiplier la solution par Λ−1
ii ,l'inverse de ette variane, où

Λ−1
i = eT

i F1/2
(
F1/2

)T
ei.Méthode de normalisation exate� Pour i = 1 à N , le nombre de points de grille� ei = (0 · · · 0 1︸︷︷︸

i-ème 0 · · · 0)T� si =
(
F1/2

)T
ei� Λ−1

i = sT
i si� Point de grille suivantEn déterminant de ette manière les varianes de haun des points de la grille du modèle, on obtienten les inversant la matrie diagonale des fateurs de normalisation à appliquer. Cette méthode garantit



3.6. Spéi�ation des fontions de orrélation 81que le maximum de la fontion de orrélation modélisée est à 1. Néanmoins, suivant le nombre depoints de grille et le oût de l'opérateur lui-même, ette méthode peut être extrêmement oûteuse.Pour réduire le oût élevé de la méthode exate, la méthode par veteur aléatoire proède du mêmeprinipe mais s'applique à un veteur aléatoire plut�t qu'à un point de grille partiulier (voir Weaveret Courtier, 2001, et les référenes itées). Le veteur aléatoire v utilisé est dé�ni de telle manière quesa moyenne soit nulle (E[v] = 0) et que sa matrie de ovariane soit l'identité (E [vvT
]

= I). Lorsquel'opérateur est appliqué à un nombre P su�sant de es veteurs, la moyenne de l'ensemble onvergevers le résultat de la méthode exate.Méthode de normalisation par veteur aléatoire� Pour k = 1 à P , le nombre de membre� Initialisation du veteur aléatoire vk� wk = F1/2vk� Membre suivant� diag
(
Λ−1

)
≈ diag

(
1

P−1

∑P
k=1E

[
wkw

T
k

])On a en e�et
E
[
wkw

T
k

]
= F1/2E

[
vvT

] (
F1/2

)T
= F1/2

(
F1/2

)T
.Le oût de la méthode est donné par le nombre de membres multiplié par le oût de l'appliation de

F1/2. En supposant qu'il soit possible de générer une erreur réellement aléatoire, l'erreur d'approxima-tion sur les oe�ients de normalisation peut être évaluée à 1/
√

2P , soit par exemple 10% pour P = 50membres. Mais en pratique, il n'est jamais possible de générer des nombres purement aléatoires, et pourune même erreur, l'approximation néessite davantage de membres. Et si le oût de l'appliation de
F1/2 est important, la méthode peut s'avérer onéreuse.Dans le hapitre 4, on montre que es méthodes, outre leur oût potentiel, ne sont pas sans présenterquelques défauts, en partiulier une déformation de l'éhelle de orrélation près des frontières. Unegénéralisation intuitive (hors frontière) de l'équation (3.15) onsiste à tenir diretement ompte de lavariation de l'éhelle de orrélation dans l'expression préédente (Pannekouke et Massart, 2008, dansle as d'une fontion gaussienne dans IR2) :

λ̃(z) ≈
√

4πκ(z)t =
√

2π L(z).Si ette formulation permet de réduire le oût de la normalisation à elui d'un simple alul analytique,l'approximation se détériore lorsque ette variation est rapide. On peut alors utiliser la méthode pro-posée par Purser et al. (2003b) dans le adre du �ltre réursif, et qui onsiste ii à �ltrer le oe�ientde di�usion κ(z) utilisé dans la formulation par la �raine arré� de l'opérateur de di�usion (voir lajusti�ation en Annexe E)
λ̄(z) ≈

√
4πκ(z)t =

√
2π(L(z))2, ave κ(z) = F1/2κ(z).Ces di�érentes méthodes sont omparées au hapitre 4.Le alul de la normalisation est un point important lorsque l'on hoisit d'utiliser le �ltre réursifou l'équation de di�usion pour modéliser les fontions de orrélation. En partiulier, envisager que esdernières dépendent de l'éoulement néessite de realuler ette normalisation à haque yle. Celane peut se onevoir que si e alul déoule d'un algorithme e�ae.
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Chapitre 4Opérateur de di�usion impliite 1DL'estimation ou la modélisation de la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauhe est une tâheruiale pour l'assimilation de données variationnelle. Le hapitre 3 en a dérit les di�érentes méthodesqui existent pour e faire, et en partiulier l'utilisation de l'équation de di�usion omme méthode per-mettant d'évaluer e�aement les intégrales de onvolution requises par un opérateur de ovariane.Cette tehnique, ombinée à une proédure de normalisation, a été appliquée ave suès pour modé-liser les orrélations spatiales univariées de la matrie B. Néanmoins, résolue numériquement par unedisrétisation temporelle expliite, elle peut s'avérer oûteuse en raison du ritère de stabilité qui lui estassoié. L'utilisation d'un tel shéma rend di�ile son appliation dans des modèles à haute résolutionet restreint la dé�nition des éhelles de orrélation à des ontraintes plus numériques que physiques oustatistiques. Une première partie de ette thèse onsiste don à explorer en dimension 1, les possibilitéso�ertes par un shéma impliite pour surmonter es di�ultés. On notera bien que ette étude n'estpas liée à l'erreur d'ébauhe en partiulier, et que la tehnique exposée ii peut également s'appliqueraux erreurs d'observation ou du modèle, qu'il s'agisse d'une struture spatiale ou temporelle. Dans ehapitre, un bref résumé de ette étude est d'abord proposé en français. Les détails sont ensuite donnésen anglais sous la forme d'une publiation (Mirouze et Weaver, 2010) parue au Quaterly Journal of theRoyal Meteorologial Soiety.Résumé en françaisLorsqu'elle est disrétisée en temps suivant un shéma impliite (Euler), pour une intégration entre
tm−1 et tm, l'équation de di�usion 1D

∂η

∂t
− κ

∂2η

∂z2
= 0, (4.1)ave κ le oe�ient de di�usion et η = η(z, t) un hamp salaire quelonque, onduit à l'inverse del'opérateur de di�usion impliite L−1

i

η(z, tm−1) =

[
1 − κ∆t

∂2

∂z2

]
η(z, tm) ≡ L−1

i [η(z, tm)] . (4.2)En intégrant l'équation de di�usion (4.1) sur le pseudo-temps [0, T ], on obtient
η(z, 0) =

[
1 − κ∆t

∂2

∂z2

]M

η(z, T ),où ∆t est le pas de temps et M le nombre d'itérations tel que T = M∆t. Ainsi, le hamp η(z, T ) estle résultat de M appliations de l'opérateur impliite Li sur la ondition initiale η(z, 0) :
η(z, T ) ≡ LM

i [η(z, 0)] . (4.3)



84 4. Opérateur de di�usion impliite 1DEn normalisant l'équation (4.3) par le fateur
λM = νM L, ave νM =

22M−1[(M − 1)!]2

(2M − 2)!
, (4.4)on obtient l'opérateur de orrélation

FM [η(z, 0)] = λMLM
i [η(z, 0)] , (4.5)dont le noyau est dé�ni par la fontion autorégressive (AR) d'ordre M

fM (r) =

M−1∑

j=0

βj

( r
L

)j
e−

r
L ,que l'on érit souvent sous la forme

fM (r) =


1 +

M−1∑

j=1

βj

( r
L

)j


 e− r

L , (4.6)lorsque M > 1. r = |z − z′| est la distane de orrélation, L =
√
κ∆t le paramètre d'éhelle et βj unoe�ient tel que

βj =
2j(M − 1)! (2M − j − 2)!

j! (M − j − 1)! (2M − 2)!
.Les fontions AR sont un as partiulier de la famille de Matérn (voir Stein, 1999; Guttorp et Gneiting,2006, ainsi que les paragraphes 4.3.3 et 4.A) et orrespondent aux fontions d'autoorrélation desproessus de Markov ou proessus autorégressifs d'où elles tirent leur nom (Gelb, 1974; Priestley, 1981;Gneiting, 1999). Si l'éhelle de orrélation LAR de la fontion (4.6) est déterminée pour M > 1 suivantDaley (1991) par

LAR =

√
− fM(r)

d2fM (r)/dr2

∣∣∣∣
r=0

,le paramètre d'éhelle L est alors donné par la relation
LAR =

√
2M − 3 L.Pour LAR �xé, l'opérateur de orrélation impliite dé�ni par l'équation (4.5) tend, lorsqueM est grand,vers l'opérateur de orrélation expliite, tant au niveau du noyau de ovariane (lorsque M est grand,la fontion AR tend vers la fontion gaussienne, voir Stein, 1999, p. 33) que de la normalisation utilisée(λ∞ →

√
2π LAR).La lasse de fontions de orrélation modélisées par l'équation de di�usion impliite peut êtreélargie en utilisant une ombinaison linéaire de fontions AR, telle que

fLC(r) =
1

γ

P∑

p=1

γpfMp(r),où Mp est l'ordre de la p-iéme fontion et γp son poids. Le fateur 1/γ, ave γ =
∑P

p=1 γp, permetde maintenir le maximum à 1. Il est alors possible de prendre en ompte di�érentes soures d'erreur(Martin et al, 2007), où même de réer des lobes négatifs, aratéristique utile pour ertains hampsgéophysiques. L'opérateur de orrélation est alors donné par :
FLC =

1

γ

P∑

p=1

γpλMpLM
i,Mp

.



4. Opérateur de di�usion impliite 1D 85Dans un ontexte réaliste, les éhelles de orrélation ne sont ependant pas onstantes, mais varienten fontion de leur position géographique. Pour prendre en ompte es variations, on utilise l'équationde di�usion inhomogène
∂η

∂t
(z, t) − ∂

∂z

(
κ(z)

∂

∂z

)
η(z, t) = 0, (4.7)où κ(z) représente un oe�ient de di�usion variant en fontion de z tel que L(z) =

√
κ(z)∆t.L'opérateur de orrélation de l'équation (4.5) est modi�é de la façon suivante

FM [η(z, 0)] =
√
λM (z) LM

i

[√
λM (z) η(z, 0)

]
,où λM (z), le fateur de normalisation à appliquer en fontion de z, est divisé en raines arrées pourpréserver la symétrie. Lorsque es variations ne sont pas trop rapides, une bonne approximation duoe�ient de normalisation est donnée par

λM (z) ≈ νML(z) ≡ λ̃M (z), (4.8)où νM est dé�ni par l'équation (4.4). La méthode de Purser et al. (2003b) (voir Annexe E) semble mêmedonner de meilleurs résultats lorsque es variations deviennent plus importantes. Quant au noyau deorrélation, on peut le supposer modi�é omme suit :
fM(z, z′) =

√
L(z)

√
L(z′)√

L2(z, z′)


1 +

M−1∑

j=1

βj


 |z − z′|√

L2(z, z′)




j
 exp


 −|z − z′|√

L2(z, z′)


, (4.9)où L2(z, z′) représente la moyenne des éhelles en z et z′.D'un point de vue pratique, le système à résoudre à haque itération, est donné par Wηm−1 =

WAηm, où A est la forme matriielle (disrétisation spatiale) de l'opérateur L−1
i donné par l'équa-tion (4.2). W la matrie diagonale de la métrique de la grille, permet de symétriser la formulation(ontrairement à A, la matrie WA est symétrique et dé�nie positive puisque à diagonale stritementdominante). Ce système peut don être résolu grâe, par exemple, à la déomposition de Cholesky

WA = GGT, ave G une matrie triangulaire inférieure.Ainsi, la formulation impliite permet de résoudre le même type de problèmes que la formulationexpliite, mais à moindre oût puisqu'elle n'est assujettie à auun ritère de stabilité. En libérant lenombre d'itérationsM de toute ontrainte, elle permet non seulement de modéliser une plus large lassede fontions de orrélation que la simple fontion gaussienne, mais surtout d'augmenter la résolutiondu problème et les éhelles de orrélation sans suroût. On reviendra sur es points dans le adre dusystème d'assimilation variationnelle NEMOVAR au hapitre 5.2.Néanmoins, les approximations données par les équations (4.8) et (4.9) ne sont plus valides lorsquel'éhelle de orrélation varie trop rapidement ou à l'approhe des frontières. En e�et, la représentationde l'équation (4.7) par un shéma aux di�érenes �nies entré permet de prendre failement en ompteles frontières, que les onditions s'y appliquant soient de Neumann ou de Dirihlet. Mais es onditionsont une réperussion sur la forme du noyau de orrélation. C'est pour palier es problèmes que l'onutilise généralement un algorithme de normalisation (tel que la méthode exate ou la méthode parveteur aléatoire, voir paragraphe 3.6.4) plut�t que l'approximation λ̃M donnée par l'équation (4.8).Néanmoins, ela est au prix d'un oût supplémentaire, et n'est pas sans e�et sur l'éhelle de orrélationprès des frontières. Lorsque les paramètres ne varient pas dans le temps, la proédure de normalisationpeut être e�etuée au préalable et stokée dans un �hier. Néanmoins, une façon d'introduire unedépendane à l'éoulement onsiste par exemple à réestimer les éhelles de orrélation. Dans e as, laproédure de normalisation doit être appliquée haque fois que es paramètres sont modi�és. Pouvoirutiliser l'approximation dé�nie par l'équation (4.8) s'avère alors attratif. Pour e faire, il est tout



86 4. Opérateur de di�usion impliite 1Dd'abord essentiel de gérer les frontières de manière transparente a�n que es dernières n'aient plusd'in�uene sur la fontion modélisée. En étudiant l'équation de di�usion à oe�ient onstant (4.1)par la méthode de séparation des variables, la fontion de Green (ou réponse impulsionnelle, i.e. laréponse à une fontion de Dira en z0) pour des onditions aux frontières de Neumann, est donnée par
ηN (z, t)=
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. (4.10)Lorsque les onditions aux frontières de Dirihlet sont utilisées, la solution devient
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. (4.11)Or, en onsidérant le développement d'une fontion gaussienne en série de Fourier, on s'aperçoit quela solution (4.10) est en fait la somme d'une fontion gaussienne entrée en z0 et de la même fontiongaussienne entrée en −z0. De même, la solution (4.11) est la di�érene entre les deux fontionsgaussiennes pré-itées. La orruption du noyau de ovariane près des frontières est don lié à la fontionentrée en −z0. Pour s'en a�ranhir, on dé�ni don l'opérateur de di�usion omme la moyenne de deuxproblèmes de di�usion, l'un ave des onditions aux frontières de Neumann (LN), et l'autre ave desonditions aux frontières de Dirihlet (LD) :

LM =
1

2

(
LM

N + LM
D

)
.Si ette formulation permet de simuler des frontières transparentes, elle est au prix de l'appliationd'une équation de di�usion supplémentaire. Cette méthode sera appliquée au hapitre 5.4 dans le adredu système NEMOVAR.



4.1. Introdution 87Representation of orrelation funtions in variational assi-milation using an impliit di�usion operatorI. Mirouzea and A. T. Weaverb
a CERFACS and CNRS-UMR 5219, Toulouse, Frane

b CERFACS / SUC URA 1875, Toulouse, FraneAbstrat : Correlation models are required in data assimilation to haraterize the error struturesof variables de�ned on a numerial grid. Previous studies have shown that the di�usion equationan provide a �exible and omputationally e�ient framework for representing grid-point orrelationfuntions for problems of large dimension suh as those enountered in atmospheri or oean variationaldata assimilation. In this paper, an impliit formulation of the di�usion-based orrelation model ispresented as an alternative to the traditional expliit formulation. The impliit formulation is analyzedin detail for the one-dimensional (1D) problem and shown to be losely related to the �rst-orderreursive �lter. Integrating a 1D impliit di�usion equation, with onstant oe�ient, over M steps isshown to be equivalent to onvolving the initial ondition with an M -th order auto-regressive (AR)funtion. Expressions for both the length sale of the AR funtion and the normalization fator requiredto generate unit-amplitude (orrelation) funtions are given in terms ofM and the di�usion oe�ient.For a �xed length sale, the Gaussian funtion, whih is the only funtion that an be represented usingan expliit formulation of the onstant-oe�ient di�usion equation, is the limiting ase as M → ∞ ofthe AR funtions generated by the impliit di�usion equation. Generalizations of the di�usion modelare disussed to allow for di�erent shapes in the orrelation funtion and spatial variations in the lengthsale. An important onsequene of employing spatially varying length sales is that the normalizationfators are no longer onstant. Approximate expressions for the normalization fators are evaluatedin terms of their e�etiveness to provide viable alternatives to estimates produed using expensivealgorithms suh as randomization. Boundary onditions an distort the orrelation funtions near theboundaries and signi�antly degrade the auray of the analytial expressions for the normalizationfators. These problems an be avoided through a straightforward extension of the di�usion model thatmakes the boundaries e�etively transparent, although the solution omes at the expense of an extraappliation of the di�usion equation. Extensions of the method to onstrut two- and three-dimensionalorrelation models are disussed.4.1 IntrodutionVariational methods are widely used in meteorology and oeanography to ombine observationsand a model bakground state into a more aurate estimate of the atmospheri or oeani state (Ben-nett, 2002; Rabier, 2005). In variational data assimilation, a ost funtion based on the square of aweighted L2 norm is used to quantify the �t of the model to the assimilated information (observationsand bakground state). The inverse of an estimate of the error ovariane matrix of this informationde�nes the weighting matrix of the L2 norm. The minimum of the square of the L2 norm orrespondsto the onditional mode estimate of the state under the assumption that the information errors havea Gaussian distribution (Cohn, 1997).The quality of the optimal estimate is largely determined by the quality of the estimate of the errorovariane matrix of the assimilated information. Under the reasonable assumption that the observa-tions are unorrelated with the bakground state, the ost funtion an be split into the sum of twoterms : an observation term measuring the �t to the observations, and a bakground term measuringthe �t to the bakground state. The inverse of the error ovariane matrix of the observations andthat of the bakground state de�ne the respetive weighting matrix for eah term. In weak-onstraintformulations of four-dimensional variational assimilation, a third term is inluded to measure the de-gree to whih the time-evolving model state should satisfy the prognosti model equations (Bennett,



88 4. Opérateur de di�usion impliite 1D2002; Trémolet, 2007b). The weighting matrix for this term is given by the inverse of an estimate ofthe so-alled model-error ovariane matrix.For high dimensional problems suh as those enountered in atmospheri and oean data assi-milation, the pratial proedure for minimizing the ost funtion is iterative. In the widely-usedinremental formulation of variational assimilation (Courtier et al., 1994), an approximate solution ofthe underlying nonlinear (nonquadrati) minimization problem is obtained by solving a sequene oflinearized (quadrati) minimization problems. Eah quadrati problem an be solved e�iently usinga onjugate gradient or Lanzos algorithm (Golub et van Loan, 1996). An important feature of theiterative approah to solving the variational assimilation problem is that the error ovariane matries,or the inverse of these matries, never need to be known expliitly. On a given iteration of the mi-nimization algorithm, only the result of the produt of the ovariane matrix (or its inverse) with avetor is required. This an be ahieved using an operator-based ovariane model. Given the size ofthe matries involved (on the order of 1012�1013 elements), this feature onstitutes a major algorith-mi advantage over alternative assimilation methods suh as the Kalman �lter that require an expliitrepresentation of the ovariane matries. Apart from the restritive ase of unorrelated errors, whihmay be justi�ed for ertain observation errors but is totally unrealisti for desribing bakground ormodel errors, expliit representations of ovariane matries an only be ahieved by approximatingthe full matrix by a low-rank matrix.In pratial appliations, the true ovarianes of bakground, observation and model error are ne-ver known to great auray sine there is insu�ient information to ompute them. Tehniques forrepresenting the ovarianes tend to be based on a mixture of physial insight, statistial alibrationand omputational expedieny. For bakground errors, useful ovariane information an be extratedfrom an adequately perturbed ensemble data assimilation system (Buehner, 2005; Berre et al., 2006;Daget et al., 2009). In variational assimilation, the hallenge is then how to synthesize this informatione�etively in a ovariane model that an be applied e�iently on eah iteration of the minimizationalgorithm. Ideally, the ovariane model should be designed to apture robust features in the availableovariane estimates, suh as multivariate relationships, geographial and wavenumber dependeniesof the varianes and orrelation length sales, and anisotropi variations whih often our near regionsof pronouned density or topographi gradients. Bannister (2008a,b) provides a omprehensive reviewof methods for representing bakground-error ovarianes in atmospheri variational assimilation.Multivariate relationships between variables give rise to a ross-variable omponent in the ova-rianes. In variational assimilation, it is ommon to speify the multivariate omponent of the ova-rianes through a balane operator that aptures known physial or statistial relationships betweenmodel variables (Derber et Bouttier, 1999; Weaver et al., 2005). The inverse of the balane operator anbe interpreted as a transformation to a new set of variables whose ross-variable ovarianes are muhweaker than those of the original set of variables. The ross-ovarianes of the transformed variablesare usually onsidered su�iently small that they an be negleted. By doing so, the full multivariateovariane matrix an be deomposed into a sum of simpler univariate ovariane matries ating oneah of the transformed variables. Eah univariate ovariane matrix an in turn be fatored into asymmetri produt of a orrelation matrix and a diagonal matrix of standard deviations. The remaininghallenge is how to represent adequately and evaluate e�iently the produt of a generally full-rank,non-diagonal orrelation matrix with an arbitrary vetor.The ontinuous analogue of a orrelation matrix�vetor produt is an integral operator whose ker-nel is a symmetri and positive de�nite orrelation funtion. When evaluated at disrete points, theorrelation funtion de�nes a (full-rank) orrelation matrix although this de�nition is of limited pra-tial interest for large matrix problems. The evaluation of integral orrelation operators, espeiallythose assoiated with bakground- or model-error orrelations, are among the most ostly steps in thevariational assimilation algorithm.



4.2. Bakground theory 89Several methods have been developed in meteorology and oeanography for representing univa-riate orrelation operators (Bannister, 2008b). Methods based on spetral or wavelet transforms havebeen developed extensively for atmospheri data assimilation (Dekmyn et Berre, 2005; Bannister,2007; Pannekouke et al., 2007). Correlation operators based on physial-spae models have also beendeveloped. Physial-spae formulations are more onvenient than spetral or wavelet formulations inomplex-boundary domains suh as those enountered in oean data assimilation. Gaspari et Cohn(1999) and Gneiting (2002) derive families of parameterized homogeneous and isotropi orrelationfuntions with the important property of ompat support so that they an be integrated e�iently ingrid-point spae. Gaspari et al. (2006) desribe extensions to these funtions to aount for spatiallyvarying length sales. Correlation integrals an also be represented e�iently using grid-point �lters.The reursive �lter (Purser et al., 2003a,b, hereafter P03a and P03b) and the di�usion equation (Wea-ver et Courtier, 2001, hereafter WC01) fall into this lass of orrelation model.This paper desribes reent developments to the di�usion approah to orrelation modelling whihbuild on the results of WC01. The fous is on the one-dimensional (1D) di�usion problem whih isanalyzed in detail for the speial ase of an impliit �time�-stepping sheme. New insight is given intothe problem of determining the normalization fators required to generate orrelation funtions withorret (unit) amplitude and to the related problem of speifying appropriate onditions at solid boun-daries. 1D orrelation operators are needed for modelling temporal orrelations of model error (Bennettet al., 1996, 1997, 1998; Ngodok, 2005; Trémolet, 2006). Furthermore, 1D orrelation operators an beused as the basis for onstruting two-dimensional (2D) and three-dimensional (3D) spatial orrelationoperators (Wu et al., 2002; Chua et Bennett, 2001; Martin et al., 2007; Dobrii et Pinardi, 2008,P03a,b). The results from this paper are therefore relevant for appliations in higher dimensions.The struture of the paper is as follows. Setion 4.2 provides a review of key properties fromovariane and orrelation theory whih are neessary for understanding the developments in the restof the paper. The relationship between the lass of auto-regressive (AR) orrelation operators and thedi�usion equation is established in Setion 4.3 by exploiting results in Appendix 4.A that relate ARfuntions to the muh larger lass of orrelation funtions known as the Matérn family. Setion 4.4desribes generalizations of the di�usion algorithm to aount for spatially varying length sales andboundary onditions. An important modi�ation of the orrelation model is proposed in the preseneof boundaries, following a areful analysis of the solution of the di�usion equation subjet to di�erentboundary onditions. The mathematial details are given in Appendix 4.B. Numerial aspets of thealgorithm inluding its relationship with the �rst-order reursive �lter are presented in Setion 4.5. Asummary and disussion are given in Setion 4.6.4.2 Bakground theoryBefore disussing the relationship between orrelation operators and the di�usion equation, itis helpful to review some basi de�nitions and properties of ovariane (orrelation) funtions andovariane (orrelation) operators. For the purpose of this study, we fous on ovariane (orrelation)theory related to the one-dimensional Eulidean spae IR. A more omprehensive review that inludesextensions of the theory to higher dimensions and to the sphere an be found in Gaspari et Cohn(1999).4.2.1 Covariane funtions and ovariane operatorsThe ovariane funtion b(z, z′) of a random �eld X is the statistial relationship between randomvariables X(z) and X(z′) at arbitrary points z and z′ in IR de�ned by
b(z, z′) = E

[
(X(z) − E[X(z)])(X(z′) − E[X(z′])

] (4.12)



90 4. Opérateur de di�usion impliite 1Dwhere E[ · ] denotes mathematial expetation of the random variable X(z). In estimation theory(Cohn, 1997), X(z) an be interpreted as the di�erene between the bakground value of a model va-riable and the true value of that variable at a partiular point z. From Equation (4.12), the ovarianefuntion is learly symmetri, b(z, z′) = b(z′, z).Let L2(IR) denote the spae of square integrable funtions on IR. The ovariane operator B asso-iated with b(z, z′) ∈ L2(IR × IR) is the integral operator mapping the funtions ψ(z) ∈ L2(IR) into
ϕ(z) ∈ L2(IR) :

ϕ(z) = B[ψ(z)] ≡
∫ ∞

−∞
b(z, z′)ψ(z′) dz′. (4.13)The ovariane operator B is symmetri and positive semi-de�nite ; i.e., for (assumed real-valued)funtions ψ1 and ψ2 in L2(IR),

〈ψ1(z), B[ψ2(z)]〉 = 〈B[ψ1(z)], ψ2(z)〉, (4.14)and 〈ψ1(z), B[ψ1(z)]〉 ≥ 0, (4.15)where the inner produt 〈·, ·〉 is given by
〈ψ(z), ϕ(z)〉 =

∫ ∞

−∞
ψ(z)ϕ(z) dz.Property (4.14) follows diretly from the symmetry of the kernel b(z, z′), while property (4.15) followsfrom the linearity of the expetation operator (Gaspari et Cohn, 1999, p. 728). Integral equations ofthe form (4.13) must be evaluated numerially in data assimilation algorithms when multipliation ofa vetor by the bakground-error ovariane matrix is required. These omputations are among themost ostly in the assimilation algorithm.The inverse of the ovariane operator (4.13), B−1, is de�ned as the integral operator

ψ(z) = B−1[ϕ(z)] ≡
∫ ∞

−∞
b−1(z, z′)ϕ(z′) dz′ (4.16)where the kernel b−1(z, z′) ∈ L2(IR × IR) denotes the inverse of the ovariane funtion. SubstitutingEquation (4.16) in (4.13) gives the formal relation

∫ ∞

−∞
b(z, z′) b−1(z′, z′′) dz′ = δ(z−z′′) (4.17)where δ(z) is the Dira delta funtion :
ψ(z) =

∫ ∞

−∞
δ(z−z′)ψ(z′) dz′.In general, the inverse of a ovariane funtion is not an ordinary funtion, but a generalized funtioninvolving terms like the Dira delta funtion and its derivatives (Jones, 1982). This is the ase for theinverse orrelation funtions derived in Setion 4.3.2. In analogy with Equations (4.14) and (4.15), theinverse ovariane operator B−1 satis�es

〈ϕ1(z), B−1[ϕ2(z)]〉 = 〈B−1[ϕ1(z)], ϕ2(z)〉, (4.18)and 〈ϕ1(z), B−1[ϕ1(z)]〉 ≥ 0,for funtions ϕ1 and ϕ2 in L2(IR). Equation (4.18) de�nes an inner produt in whih the B−1 operatoris the weighting metri. In variational assimilation, the norm assoiated with this inner produt is usedto de�ne the bakground term of the ost funtion.



4.2. Bakground theory 914.2.2 Correlation funtions and orrelation operatorsIn this study we are onerned with the onstrution of (unit-amplitude) orrelation funtions
c(z, z′) and their assoiated orrelation operators C. To isolate the orrelation funtion, we introduethe symmetry-preserving fatorization of the ovariane funtion,

b(z, z′) = σ(z)σ(z′) c(z, z′) (4.19)where σ(z) =
√
b(z, z) is the standard deviation and c(z, z′) satis�es c(z, z) = 1 and c(z, z′) = c(z′, z).The assoiated orrelation operator C is obtained by substituting Equation (4.19) in Equation (4.13)and introduing new variables ψ(z) = σ(z)ψ(z) and ϕ(z) = ϕ(z)/σ(z) :

ϕ(z) = C[ψ(z)] ≡
∫ ∞

−∞
c(z, z′)ψ(z′) dz′.The ovariane operator an be reovered simply by post-multiplying the orrelation operator by σ(z).The inverse of the ovariane funtion an be written as

b−1(z, z′) =
c−1(z, z′)

σ(z)σ(z′)where c−1(z, z′) is the inverse of the orrelation funtion. The inverse of the orrelation operator, C−1,is then
ψ(z) = C−1[ϕ(z)] ≡

∫ ∞

−∞
c−1(z, z′)ϕ(z′) dz′where from Equation (4.17)

∫ ∞

−∞
c(z, z′) c−1(z′, z′′) dz′ = δ(z−z′′). (4.20)For larity of notation, the overbar is hereafter dropped from the normalized variables ψ(z) and ϕ(z).An important lass of orrelation funtions is the lass of homogeneous and isotropi orrelationfuntions. Homogeneous and isotropi orrelation funtions on R × R an be written as c(z, z′) =

f(z − z′) = f(r) where r = |z−z′| is Eulidean distane (Gaspari et Cohn, 1999, Theorem 2.12). Thefuntion f(r) is said to represent the orrelation funtion c(z, z′). A orrelation operator C representedby a homogeneous and isotropi orrelation funtion f(r) is a onvolution operator :
ϕ(z) =

∫ ∞

−∞
f(z−z′)ψ(z′) dz′ ≡ (f ∗ ψ)(z). (4.21)Likewise, for the inverse orrelation operator C−1,

ψ(z) =

∫ ∞

−∞
f−1(z−z′)ϕ(z′) dz′ ≡ (f−1∗ϕ)(z) (4.22)where f−1(r) denotes the inverse of the orrelation funtion.The inverse of a homogeneous and isotropi orrelation funtion an be derived using the Fouriertransform (FT), assuming now that ϕ(z) and ψ(z) are in L1(IR), the spae of absolutely integrablefuntions, as well as L2(IR) (see Gaspari et Cohn, 1999, p. 733). The FT (F) of a funtion w(z) ∈ L1(IR)is de�ned as

ŵ(ẑ) = F[w(z)] ≡
∫ ∞

−∞
w(z)e−iẑz dz (4.23)



92 4. Opérateur de di�usion impliite 1Dwhere i is a omplex number (i2 = −1). The funtion w(z) an be reovered from the inverse FT (F−1)of ŵ(ẑ) ∈ L1(IR) :
w(z) = F−1[ŵ(ẑ)] ≡ 1

2π

∫ ∞

−∞
ŵ(ẑ)eizẑ dẑ. (4.24)Taking the FT of Equation (4.21) and applying the Convolution Theorem gives

ϕ̂(ẑ) = f̂(ẑ) ψ̂(ẑ)and thus
ψ̂(ẑ) =

ϕ̂(ẑ)

f̂(ẑ)
= d̂(ẑ) ϕ̂(ẑ) (4.25)where

d̂(ẑ) =
1

f̂(ẑ)
. (4.26)Applying the inverse FT to Equation (4.25) yields

ψ(z) = (d ∗ ϕ)(z) =

∫ ∞

−∞
d(z−z′)ϕ(z′) dz′, (4.27)from whih we an identify

f−1(r) = d(r) (4.28)by omparing with Equation (4.22). This lassial result will be applied in Setion 4.3.2 to relate thelass of AR funtions to the solutions of an impliitly-solved di�usion equation.4.3 Correlation operators and the di�usion equationThe di�usion equation is presented here as a mathematial tool for simulating the ation of a orrela-tion operator ; i.e., for evaluating onvolution integrals of the form Equation (4.21). The basi algorithmis oneptually simple and provides a useful `physial' interpretation to the spatial and/or temporalsmoothing property of a orrelation operator. In this setion we fous on the onstant-oe�ient dif-fusion equation and issues surrounding the hoie of integration sheme. Some generalizations are alsopresented at the end of this setion.4.3.1 Expliit and impliit formulations of the 1D di�usion equationConsider the 1D di�usion equation for the salar funtion η = η(z, t),
∂η

∂t
− κ

∂2η

∂z2
= 0 (4.29)where κ is a positive (di�usion) onstant. Here t is to be interpreted as a pseudo-time oordinate whihwill later be related to the parameters of the orrelation model, while the oordinate z is analogous tothe domain variable z in the ovariane integrals in Setion 4.262. We onsider the general solution toEquation (4.29) subjet to the `initial' ondition η(z, 0) = η0(z). To begin with, we assume that thedomain is in�nite and that the initial ondition is bounded at in�nity, ∫∞

−∞ |η0(z
′)|dz′ <∞. In a �nitedomain, Equation (4.29) must be supplied with boundary onditions. The hoie of boundary onditionsin�uenes the orrelation funtions represented by Equation (4.29) and will be disussed in Setion 4.4.The solution of Equation (4.29) is easily found using the FT. Applying the FT to Equation (4.29)yields the �rst-order di�erential equation

∂η̂

∂t
+ κẑ2η̂ = 0,62In the ase of a temporal orrelation model, z should be interpreted as as a (real) time oordinate.



4.3. Correlation operators and the di�usion equation 93whose solution is
η̂(ẑ, t) = η̂0(ẑ) e

−κẑ2t, (4.30)where η̂0(ẑ) = η̂(ẑ, 0) is the FT of the initial ondition. Now taking the inverse FT (Equation (4.24))of Equation (4.30) and applying the Convolution Theorem, the solution η(z, t) an be written as
η(z, t) =

1√
4πκt

∫ ∞

−∞
e−(z−z′)2/4κt η0(z

′) dz′, (4.31)where we have used the result that
h(z) = F−1[e−κẑ2t] =

1√
4πκt

e−z2/4κt. (4.32)In Equation (4.31) we reognize the onvolution of the initial ondition η0(z) with the Gaussianfuntion Equation (4.32). As the Gaussian funtion is positive de�nite, Equation (4.31) de�nes aovariane operator :
H[η0(z)] ≡ η(z, t).Comparing with the notation used in Setion 4.2 (f. Equation (4.21)), we an identify η0(z) with ψ(z)and η(z, t) with ϕ(z), where t is a parameter ontrolling the length sale of the ovariane funtion.Using the onventional de�nition of the ovariane length sale (Daley, 1991, p. 110), we have for theGaussian that63

Lg =

√
− h(0)

h(2)(0)
=

√
2κt (4.33)where h(2)(z) = d2h/dz2. Equation (4.31) an be transformed into a Gaussian orrelation operator Gby post-multiplying η(z, t) by the normalization fator

λg =
√

4πκt =
√

2πLg. (4.34)The orrelation operator an thus be represented as
G[η0(z)] ≡ λg H[η0(z)],where the kernel of G is the unit-amplitude Gaussian funtion

g(r) = e−r2/2L2
g . (4.35)The key idea is that, on a numerial grid, we an evaluate the ation of a Gaussian orrelationoperator on a salar �eld η0(z) by `time'-stepping a disretized version of the di�erential equation(4.29) over a pseudo-time interval 0 ≤ t ≤ T = L2

g/2κ from an initial ondition η(z, 0) = η0(z), andnormalizing the result as desribed above. This is a omputationally e�ient way of evaluating theonvolution integral in Equation (4.31) and is the essene of the di�usion algorithm for de�ning or-relation operators desribed in WC01, and in the earlier works of Derber et Rosati (1989) and Egbertet al. (1994).WC01 onsidered a semi-disrete version of Equation (4.29) in whih the `temporal' derivative isdisretized using an expliit forward sheme. Other disretization shemes are of ourse possible. Asshown below, the hoie of sheme is important for determining the lass of orrelation funtions that63(Gelb, 1974, p. 43) and (Bennett, 2002, p. 54) prefer an alternative de�nition of length sale based on thedistane required to redue the amplitude of the orrelation funtion to 1/e. For the Gaussian, the 1/e sale isa fator √2 times larger than Lg de�ned by Equation (4.33).



94 4. Opérateur de di�usion impliite 1Dan be represented by the di�usion equation. Let tm = m∆t where m is a positive integer and ∆t apseudo-time step. At any step m, the semi-disrete expliit version of (4.29) reads
η(z, tm) = η(z, tm−1) + κ∆t

∂2

∂z2
η(z, tm−1)

=

(
1 + κ∆t

∂2

∂z2

)
η(z, tm−1)

≡ Le [η(z, tm−1)] , (4.36)where
Le ≡ 1 + κ∆t

∂2

∂z2is the one-step expliit di�usion operator. Therefore, to apply a Gaussian orrelation operator withlength sale Lg, we an set
κ∆t =

L2
g

2M
(4.37)and perform M steps of Equation (4.36), from t0 = 0 to tM = M∆t = T :

η(z, T ) = LM
e [η0(z)]where LM

e = Le · · · Le (M times). As the fundamental parameter ontrolling the length sale is theprodut of the di�usion onstant and pseudo-time step, we an arbitrarily hoose to set either one ofthese two parameters to one. It is useful to retain both parameters, however, to avoid onfusion aboutthe physial dimensions of κ∆t ((length)2/time × time = (length)2).The expliit sheme is appealing sine it is easy to implement. The drawbak is that it is onlyonditionally stable : for a �xed Lg and assuming a uniform spatial grid with resolution ∆z, the stabilityondition requires that M ≥ (Lg/∆z)
2 (e.g., see Haberman, 1987, p. 492). For some appliations, thestability riterion an lead to a signi�ant inrease in the ost of the algorithm. One possibility toredue the ost is to replae the expliit sheme with an impliit sheme, whih is unonditionallystable. In the impliit formulation, the seond-order derivative in Equation (4.29) is evaluated at time

tm instead of tm−1 :
η(z, tm) = η(z, tm−1) + κ∆t

∂2

∂z2
η(z, tm),whih an be written in reverse time order as

η(z, tm−1) = η(z, tm) − κ∆t
∂2

∂z2
η(z, tm)

=

(
1 − κ∆t

∂2

∂z2

)
η(z, tm)

≡ L−1
i [η(z, tm)] , (4.38)where

L−1
i ≡ 1 − κ∆t

∂2

∂z2
(4.39)is the inverse of a one-step impliit di�usion operator.To iterate the impliit di�usion equation, Equation (4.38) must be inverted on eah step. Nu-merially, this an be done e�iently using, for example, an LU- or Cholesky-deomposition methodapplied to a spatially disretized matrix representation of the L−1

i operator (see Setion 4.5). The
M -step impliit di�usion operator an be represented as

η(z, T ) = LM
i [η0(z)]. (4.40)



4.3. Correlation operators and the di�usion equation 95In general, to ahieve an approximate Gaussian response from the di�usion equation, the numberof impliit iterations an be hosen to be muh less than the number of iterations required by thestability riterion of an expliit sheme. For small values of M , however, numerial errors will resultin a distortion of the Gaussian shape. In the next setion, we quantify the atual funtional form ofthe orrelation funtions generated by an impliit di�usion operator with an arbitrary value of M .In partiular, we show that the impliit sheme an be used to represent the family of AR funtions,with the order of the AR funtion being determined by M . In this respet, M an be viewed as a freeparameter of the impliit di�usion model whih an be used to provide some �exibility in the shape ofthe orrelation funtion.4.3.2 The kernel of the impliit di�usion operatorIn this setion we show that the integral (orrelation) operator (FM ) whose kernel is given by the
M -th order AR funtion

fM (z−z′) =


1 +

M−1∑

j=1

βj

( |z−z′|
L

)j

 e−|z−z′|/L (4.41)where L is a sale parameter and

βj =
2j(M − 1)! (2M − j − 2)!

j! (M − j − 1)! (2M − 2)!
, (4.42)is equivalent to the appliation of an appropriately normalized M -step impliit di�usion operator. Spe-i� examples of the AR funtions inlude the exponential or �rst-order AR (FOAR) funtion (M = 1),and the seond- and third-order AR (SOAR and TOAR) funtions (M = 2 and M = 3) as disussed,for example, in Gaspari et Cohn (1999) and Gaspari et al. (2006). The AR funtions are in fat nestedin a more general lass of orrelation funtions known as the Matérn family (Stein, 1999; Guttorp etGneiting, 2006). Indeed, many of the results in this setion an be obtained as speial ases of moregeneral results in R

n for the Matérn family (see Appendix 4.A).The relationship between the AR orrelation operator and the impliit di�usion operator is easilydedued from the expression for the inverse of the AR orrelation operator. As outlined in Setion 4.2,the inverse of a homogeneous and isotropi orrelation funtion, whih de�nes the kernel of the inverseof a orrelation operator, is de�ned by the inverse FT of the reiproal of the FT of the orrelationfuntion itself. We now apply this result to derive the inverse orrelation funtion and assoiated inverseorrelation operator for the lass of (homogeneous and isotropi) AR orrelation funtions fM (z−z′).In Appendix 4.A it is shown that the FT of fM (z) is
f̂M(ẑ) =

λM

[1 + (Lẑ)2]M
(4.43)where

λM = υML (4.44)and υM is a nondimensional oe�ient given by
υM =

22M−1[(M − 1)!]2

(2M − 2)!
. (4.45)From Equations (4.26) and (4.43), we have

d̂M (ẑ) =
1

f̂M(ẑ)
=

[
1 + (Lẑ)2

]M

λM
,



96 4. Opérateur de di�usion impliite 1Dwhih we an expand as a binomial series
d̂M (ẑ) =

1

λM

M∑

j=0

γj (Lẑ)2j

=
1

λM

(
1 − γ1L

2(iẑ)2 + γ2L
4(iẑ)4 − . . .

) (4.46)where the binomial oe�ients
γj =

M !

j!(M − j)!
. (4.47)Taking the inverse FT of Equation (4.46) and applying the following property from the theory ofgeneralized funtions (Jones, 1982, p. 74),

F−1 [(iẑ)n] =
1

2π

∫ ∞

−∞
(iẑ)neiẑz dẑ = δ(n)(z)where δ(0)(z) = δ(z) and δ(n)(z), n = 1, . . ., denotes the n-th order generalized derivative of the Diradelta funtion, yields

dM (z)=
1

λM

(
δ(z) − γ1L

2δ(2)(z) + γ2L
4δ(4)(z) − . . .

)

=
1

λM

M∑

j=0

(−1)jγjL
2jδ(2j)(z) = f−1

M (z), (4.48)where the last relation follows from Equation (4.28). To derive the assoiated inverse orrelation ope-rator, we substitute Equation (4.48) in Equation (4.27),
ψ(z) =

∫ ∞

−∞
f−1

M (z−z′)ϕ(z′)dz′

=
1

λM

M∑

j=0

(−1)jγjL
2j

∫ ∞

−∞
δ(2j)(z−z′)ϕ(z′)dz′

=
1

λM

M∑

j=0

(−1)jγjL
2jϕ(2j)(z) (4.49)where we have used the property (Jones, 1982, p. 178)

∫ ∞

−∞
δ(2j)(z−z′)ϕ(z′)dz′ = ϕ(2j)(z).Alternatively, we an rewrite Equation (4.49) as

ψ(z) =
1

λM

M∑

j=0

γj

(
−L2 ∂

2

∂z2

)j

ϕ(z)

=
1

λM

[
1 − L2 ∂

2

∂z2

]M

ϕ(z) ≡ F−1
M [ϕ(z)] . (4.50)Note that the inverse orrelation operator has physial dimensions of inverse length, onsistent withthe property that an inverse orrelation operator is a mapping from the primal spae into its dual(Tarantola, 2005, Setion 3.1.3).



4.3. Correlation operators and the di�usion equation 97Comparing Equations (4.39) and (4.50), we see that an M -step appliation of the inverse impliitdi�usion operator an be mathed to the inverse orrelation operator F−1
M by identifying

L =
√
κ∆t (4.51)and by post-multiplying the inverse di�usion operator by the fator 1/λM :

F−1
M [ϕ(z)] = λ−1

M (L−1
i )M [ϕ(z)] . (4.52)Referring to the impliit di�usion operator in Equation (4.40), the orrelation operator FM is then

FM [η0(z)] = λM LM
i [η0(z)] . (4.53)In other words, integrating the impliit di�usion equation for M steps with κ∆t de�ned aording toEquation (4.51), and multiplying the solution by the normalization fator λM , is equivalent to applyinga orrelation operator whose kernel is an M -th order AR funtion with sale parameter L.In his lassial paper, Whittle (1963) derives the family of Matérn funtions by omputing theorrelation funtion of a random variable obtained as the general solution of a frational di�erentialequation of multi-dimensional Laplaian type fored by stohasti white noise (Guttorp et Gneiting,2006; Kelbert et al., 2005, see also) who onsider more general di�usion-like stohasti di�erentialoperators). In 1D, Whittle's frational di�erential operator orresponds to the �square root� of theinverse impliit di�usion operator (L−1

i )M/2 with M in this ase allowed to take on both integerand non-integer values. For non-integer values of M , the inverse operator (L−1
i )M is represented asan in�nite binomial series. In numerial appliations, the in�nite series must be trunated at some�nite order although, as remarked by Oliver (1998), there is no guarantee that this results in a usefulapproximation of the inverse operator. In the impliit di�usion approah, the binomial series is �nite as

M is a positive integer. Furthermore, it is onvenient to restritM to be even to simplify the derivationof a square-root operator whih may be required for preonditioning or randomization appliations(WC01). The resulting lass of even-order AR funtions is less general than the full 1D Matérn familybut still possesses reasonable �exibility as disussed in the next setion.4.3.3 Charateristis of the AR funtionsIn this setion, we review some basi harateristis of the AR funtions. The AR funtions are valid(positive de�nite) orrelation funtions. They are everywhere positive and at least twie di�erentiable,exept the exponential funtion e−|z|/L (M = 1) whih is singular at z = 0. The orrelation funtionof some variables is often determined through di�erentiation of the orrelation funtion of some othervariable. A lassial example is the use of the geostrophi relation to derive ovariane funtions forthe horizontal veloity variables from (derivatives of) the ovariane funtion of the mass �eld (Buell,1972; Daley, 1991). The exponential funtion is learly unsuitable for this purpose.Fousing on the AR funtions with M > 1, onsider a seond-order Taylor series expansion ofEquation (4.41) (with z′ = 0) about z = 0 :
fM (z) ≈ fM(0) + f

(1)
M (0)z +

1

2
f

(2)
M (0)z2

= 1 − 1

2(2M − 3)

z2

L2
,where f (1)

M (0) = 0 and f (2)
M (0) = −(2M − 3)−1L−2. Here f (n) denotes the n-th order derivative of f .The orrelation length sale an be dedued diretly from the seond term in the expansion :

LAR =

√
− 1

f
(2)
M (0)

=
√

2M − 3 L, (4.54)



98 4. Opérateur de di�usion impliite 1Dwhih is equal to the sale parameter L only for the speial ase when M = 2 (SOAR). Note that it isnot possible to de�ne the orrelation length sale of the exponential funtion via Equation (4.54) sine
f1(z) is not di�erentiable at z = 0. For the exponential funtion it is ommon to de�ne the orrelationlength sale by the sale parameter itself (the 1/e sale).For a �xed length sale, the Gaussian funtion is a limiting ase of the AR funtions as M → ∞(e.g., see Stein, 1999, p. 33). To establish the relationship between the normalization fators and lengthsales for the expliit and impliit orrelation operators, we notie from Equations (4.37) and (4.51)that

Lg =
√

2M L (4.55)and hene from Equation (4.54) that
LAR =

√
1 − 3

2M
Lg. (4.56)For large M , M ! ≈

√
2πMM+1/2e−M (Je�rey, 1995, p. 219), and hene from Equation (4.45)

υM ≈
√

4π(M − 1). (4.57)Combining this approximation with Equations (4.34), (4.44), (4.55) and (4.57) gives
λM ≈

√
1 − 1

M
λg. (4.58)An expression for the inverse of the Gaussian funtion, g−1(z), is easily dedued as a limiting aseof f−1

M (z) as M → ∞. From Equations (4.47) and (4.55) we note that
γjL

2j =

(
1

j!
+O(M−1)

)(
L2

g

2

)j

.Substituting this expression in Equation (4.48) and letting M → ∞ gives
f−1
∞ (z)=

1

λg

∞∑

j=0

(−1)j

j!

(
L2

g

2

)j

δ(2j)(z).The orresponding inverse Gaussian orrelation operator is then (f. Equation (4.50))
F−1
∞ [ϕ(z)] =

1

λg

∞∑

j=0

(−1)j

j!

(
L2

g

2

∂2

∂z2

)j

φ(z)

=
1

λg
exp

(
−L2

g

2

∂2

∂z2

)
φ(z) (4.59)where the last expression follows from the Taylor series expansion of the exponential funtion. Forpratial appliations, F−1

∞ an only be approximated by trunating the summation in Equation (4.59)at some �nite order M ; i.e., by approximating the inverse Gaussian orrelation operator as the inverseof an M -th order AR orrelation operator. The auray of �nite-term expansions of the inverse Gaus-sian operator is disussed in Oliver (1998) and Xu (2005). A summary of the fundamental equationspresented in this setion is given Tables 4.1 and 4.2.Figure 4.1 shows examples of AR funtions with di�erent values of M and a �xed length sale of
LAR = 6 units. Given M and LAR, L has been omputed aording to Equation (4.54).Compared tothe Gaussian (solid urve), the AR funtions display fatter tails partiularly for small values of M .
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fM(z)

[
1 +

∑M−1
j=1 βj

(
|z|
L

)j
]
e−|z|/L

βj
2j(M−1)! (2M−j−2)!
j! (M−j−1)! (2M−2)!

L (2M − 3)−
1
2 LAR (M > 1)

FM [ψ(z)]
∫
fM(z − z′)ψ(z′) dz′

f−1
M (z) λ−1

M

[
1 − L2 ∂2

∂z2

]M
δ(z)

λM
22M−1[(M−1)!]2

(2M−2)!
L

F−1
M [ϕ(z)] λ−1

M

[
1 − L2 ∂2

∂z2

]M
ϕ(z)Tab. 4.1 � A summary of expressions assoia-ted with the M -th order AR funtions fM (z) withsale parameter L : the AR polynomial oe�-ients βj ; the relationship between L and the Da-ley length-sale LAR ; the AR orrelation operator

FM ; the inverse AR funtion f−1
M (z) ; the norma-lization oe�ient λM ; and the inverse AR orre-lation operator F−1

M .

f∞(z) exp
(
−z2/2L2

g

)

Lg LAR

F∞ [ψ(z)]
∫
f∞(z − z′)ψ(z′) dz′

f−1
∞ (z) λ−1

∞

∑∞
j=0

(−1)j

j!

(
L2

g

2

)j
δ(2j)(z)

λ∞
√

2π Lg

F−1
∞ [ϕ(z)] λ−1

∞ exp
(
−1

2
L2

g
∂2

∂z2

)
ϕ(z)Tab. 4.2 � As in Table I but for the Gaussianfuntion g(z) with Daley length-sale Lg, repre-sented here as an �∞-order� AR funtion f∞(z).

The �fatness� of a orrelation funtion is often expressed in terms of the kurtosis oe�ient (e.g., vonStorh et Zwiers, 1999, p. 32), whih is de�ned as the ratio of the fourth entral moment and the squareof the seond entral moment of the funtion, where the funtion is normalized to have unit integral.For the AR funtions, the kurtosis oe�ient is bounded above by 6 for the exponential and dereasesrapidly with inreasing M to its lower limit of 3 for the Gaussian.
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Fig. 4.1 � The AR funtions fM(z) as a funtionof z for di�erent M and a �xed value of LAR =
6. The Gaussian (M → ∞) is also displayed foromparison.
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Fig. 4.2 � The normalized power spetrum
f̂M (ẑ)/f̂M (0) where f̂M (0) = λM as a funtionof ẑ for the same values of M and LAR as in Fi-gure 4.1.In spetral spae, the fatness property translates into a slower drop-o� rate of the power spetrum(Fourier transform) at high wavenumbers for small M as illustrated in Figure 4.2. The drop-o� ratesharpens with inreasing M , following a ẑ−2M dependene for high wavenumbers (Equation (4.43)).Correlation funtions having more power at high wavenumbers an be desirable in data assimilationto avoid exessive damping of small-sale information in the analysis (Julian et Thiébaux, 1975, P03b).



100 4. Opérateur de di�usion impliite 1DFigure 4.3 shows the variation of the normalization oe�ient λM as a funtion of M . The valueshave been normalized by λg to indiate the perentage error that would result in the bakground-errorvarianes if the AR normalization oe�ient λM was approximated by the Gaussian oe�ient λg.The ase M = 1 has been exluded sine it is not possible to use Equation (4.54) to relate LAR (for
M = 1) to Lg. For M = 2, the error is up to 60% but drops o� rapidly for inreasing values of M ,with the error being less than 5% for values of M > 8.
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Fig. 4.3 � The ratio of the AR nor-malization oe�ient λM (Equations (4.44)and (4.45)) and the Gaussian oe�ient λg(Equations (4.34) and (4.55)) as a funtionof M for M ≥ 2.
4.3.4 Combinations of AR funtionsWC01 suggested the following generalization of the di�usion equation

∂η

∂t
+

P∑

p=1

κp

(
− ∂2

∂z2

)p

η = 0 (4.60)in order to provide a model with greater �exibility in the hoie of shape of the orrelation funtions.WC01 referred to Equation (4.60) as a generalized di�usion (GD) equation. The general solution ofEquation (4.60) is given by the onvolution integral
η(z, t) =

∫ ∞

−∞
hGD(z−z′) η0(z

′) dz′ (4.61)where
hGD(z) =

1

2π

∫ ∞

−∞
ĥGD(ẑ)eizẑ dẑ (4.62)is the inverse FT of

ĥGD(ẑ) = exp


−

P∑

p=1

κptẑ
2p


. (4.63)Expressed in terms of anM -step expliit GD operator (T = M∆t), the orrelation operator assoiatedwith Equation (4.61) is

FGD[η0(z)] ≡ λGD LM
GD[η0(z)] (4.64)where

LGD ≡ 1 +
P∑

p=1

κp∆t

(
− ∂2

∂z2

)pand λGD = 1/hGD(0). For a given M , hosen large enough to keep Equation (4.64) stable, the pa-rameters κp∆t, p = 1, . . . , P , an be tuned from Equations (4.62) and (4.63) to obtain a orrelation



4.3. Correlation operators and the di�usion equation 101funtion with partiular harateristis. Apart from the Gaussian ase (P = 1), Equation (4.62) mustbe solved numerially for a given set of parameters. This, as well as the inreased ost and omplexityof using higher order powers of the seond-derivative operator, makes the GD equation less pratialthan the standard di�usion equation.Correlation funtions an be ombined linearly to produe a more general set of orrelation fun-tions, as pointed out by P03a. The method is pratial if the soure funtions are relatively simple andinexpensive to manipulate. In partiular, onsider the following general funtion fLC(z−z′), de�ned asa linear ombination of weighted AR funtions,
fLC(z−z′) =

1

γ

P∑

p=1

γp fMp(z−z′) (4.65)where Mp denotes the order of the p-th AR funtion in the summation, γp are onstant weights, and
γ =

∑P
p=1 γp. The multipliative fator 1/γ ensures that the resulting funtion has unit amplitude.Sine the fMp(z−z′) are valid orrelation funtions, their linear ombination is neessarily a valid orre-lation funtion if γp > 0. More generally, we an hoose some of the γp to be negative, although speialare must be taken to ensure that the resulting ombination is positive de�nite (Ma, 2005; Gregoriet al., 2008). Negative amplitude oe�ients are required to produe negative lobes in the orrelationfuntion as illustrated in the example in this setion.The orrelation operator assoiated with Equation (4.65) an be modelled using a linear ombina-tion of impliit di�usion operators LMp

i :
FLC [η0(z)] ≡

1

γ

P∑

p=1

γp λMp L
Mp

i [η0(z)]where, for eah LMp

i , the di�usion parameter κp∆t an be de�ned in terms of the sale parameter
Lp using Equation (4.51) and the normalization fator λMp an be de�ned from Equations (4.44) and(4.45). The example below illustrates how the sale parameters and weights an be tuned to produea desired orrelation shape and length sale.Example : ombining two SOAR funtionsAs an example, onsider the following linear ombination of two SOAR funtions,

fLC(z) =
1

γ1 + γ2

[
γ1

(
1 +

|z|
L1

)
e−|z|/L1

+ γ2

(
1 +

|z|
L2

)
e−|z|/L2

]
, (4.66)where L1 and L2 (L1 6= L2) are sale parameters. Martin et al. (2007) used a funtion of the form(4.66) (without the normalization term) to de�ne the bakground-error ovarianes in an oean dataassimilation system. In their system, eah SOAR funtion was modelled using a reursive �lter (seeSetion 4.5.3) and their parameters were hosen to represent distint soures of bakground error : oneSOAR funtion was used to represent oean (`synopti') state errors resulting from errors in the atmos-pheri foring �elds, while the other SOAR funtion was used to represent (`mesosale') state errorsarising from errors in the internal dynamis, with the SOAR parameters hosen suh that L1 > L2and γ1 < γ2 to re�et the larger sale and smaller variane of the `synopti' errors ompared to the`mesosale' errors.In this setion, we present a di�erent example in whih we employ Equation (4.66) to model aorrelation funtion with negative lobes, a feature that may be desirable for ertain geophysial �elds



102 4. Opérateur de di�usion impliite 1Dbut whih annot be represented with a standard AR funtion. To redue the number of tunableparameters, we onsider the speial ase where γ1 = L2 and γ2 = −τL1, with τ a stritly positive(tuning) oe�ient that we will use to ontrol the length sale of the resulting orrelation funtion.The amplitude oe�ients have physial dimensions of length ; they are not error varianes as in theprevious example taken from Martin et al. (2007). With the above parameter settings, Equation (4.66)beomes
fLC(z) =

1

L2 − τL1

[
L2

(
1 +

|z|
L1

)
e−|z|/L1

−τL1

(
1 +

|z|
L2

)
e−|z|/L2

]
. (4.67)The positive de�niteness of Equation (4.67) is guaranteed by ensuring the positiveness of its FT(Bohner's theorem). General onditions for produing positive de�nite funtions from ombinationsof Matérn funtions have been derived by Gregori et al. (2008). Applying these results, whih aresummarized in Table 1 of Gregori et al. (2008), to the example here leads to the following onditionson L1, L2 and τ :

L1 < L2 and 0 < τ < 1, or (4.68)
L1 > L2 and τ > 1. (4.69)The length sale of fLC(z) is de�ned in the usual way :

LLC =

√
− 1

f
(2)
LC(0)

= L1L2

√
L2 − τL1

L3
2 − τL3

1

. (4.70)In terms of LLC, onditions (4.68) and (4.69) read
L1 < L2 and L1 < LLC < LLC, or (4.71)
L1 > L2 and LLC < LLC < L2 (4.72)where

LLC = L1L2

√
L2 − L1

L3
2 − L3

1orresponds to the value of LLC for τ = 1. For a given LLC, sale parameters L1 and L2 an be adjustedunder onditions (4.71) and (4.72) to produe a desired shape. Then, from the values of L1 and L2,the parameter τ an be determined from the inverse of Equation (4.70),
τ =

L3
2(L

2
1 − L2

LC)

L3
1(L

2
2 − L2

LC)
,in order to maintain the desired value of LLC.Figures 4.4 and 4.5 show examples of the shape and orresponding power spetrum of orrelationfuntions that an be obtained from Equation (4.67) for di�erent hoies of L1 and L2. In all theexamples, the length sale is �xed at LLC = 2. For omparison, a single SOAR funtion with the samelength sale is shown (dash-dotted urve). The negative lobes in the shape (Fig. 4.4) are assoiated withthe inrease in power at intermediate wavenumbers (Fig. 4.5). The spetral deay rate at high wave-numbers is similar for all urves and orresponds to the ẑ−4 dependene of the standard SOAR funtion.Finally, it is worth mentioning that the GD equation (4.60) an also be used to generate orrelationfuntions with negative lobes. For example, negative lobes are supported by the lass of so-alled



4.4. Inhomogeneous and anisotropi extensions 103Spartan Spatial Random Field orrelation funtions (Hristopulos, 2003; Hristopulos et Elogne, 2007,2009) whih an be obtained as a speial ase of the family of impliit GD-operator kernels in whih
M = 1, P = 2, κ1∆t = γ1L

2 and κ2∆t = L4, where γ1 and L are shape and sale parameters analogousto the parameters η1 and ξ in Equation (27) of Hristopulos (2003). Setting γ1 = 2 reovers the SOARfuntion of the Matérn orrelation family while negative values of γ1 satisfying the permissibilityondition γ2
1 < 4 give rise to osillatory funtions with negative lobes as illustrated in Fig. 4 ofHristopulos (2003).
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L1=6    L2=2.3 τ=1.4
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L1=2    τ=0Fig. 4.5 � The normalized power spetrum

f̂LC(ẑ)/f̂LC(0) of the orrelation funtions inFig. 4.4.
4.4 Inhomogeneous and anisotropi extensions4.4.1 Loation-dependent length salesThe assumption that orrelation length sales are onstant is very restritive in geophysial dataassimilation appliations. The following modi�ation to Equation (4.41) an be made to enable theAR funtions to aount for spatially varying sale parameters L(z) :

fM(z, z′) = A(z, z′)


1 +

M−1∑

j=1

βj


 |z − z′|√

L2(z, z′)




j


× exp


 −|z − z′|√

L2(z, z′)


, (4.73)where L2(z, z′) denotes the mean of the square of the sale parameters at points z and z′, and

A(z, z′) =

√
L(z)

√
L(z′)√

L2(z, z′)with A(z, z) = 1. Cummings (2005) used the geometri mean L2(z, z′) = L(z)L(z′) with a SOARfuntion to represent geographially dependent bakground-error orrelations in an operational oean



104 4. Opérateur de di�usion impliite 1Ddata assimilation system based on optimal interpolation. The geometri mean, however, does not gua-rantee positive-de�nite AR-like funtions for arbitrary L(z), although this may not be a problem inpratie if L(z) varies on sales that are su�iently large ompared to L(z) itself (Daley et Barker,2001). A better hoie is the arithmeti mean L2(z, z′) = 1
2(L2(z) + L2(z′)) whih does guaranteepositive-de�nite AR-like funtions aording to Theorem 1 of Paiorek et Shervish (2006) (see alsoTheorem 1 in Stein (2005) for a more general result).An intuitive generalization of the results from Setion 4.3 suggests that the orrelation operator

FM assoiated with Equation (4.73) an be modelled approximately by
FM [η0(z)] ≈

√
λ̃M (z)LM

i

[√
λ̃M (z) η0(z)

]

≡ F̃M [η0(z)] (4.74)where LM
i is anM -step impliit di�usion operator with variable di�usion and normalization oe�ientsde�ned suh that

L(z) =
√
κ(z)∆tand λ̃M (z) = υM L(z). (4.75)The normalization oe�ients have been split into square-root fators to preserve the symmetry of

F̃M (f. Equation (4.53), (4.51) and (4.44), respetively). The inverse of the one-step impliit di�usionoperator with variable di�usion oe�ients is given by
L−1

i ≡ 1 − ∆t
∂

∂z

(
κ(z)

∂

∂z

)
,where by plaing the di�usion oe�ients within the seond derivative we ensure that L−1

i remainsself-adjoint, 〈L−1
i η1, η2〉 = 〈η1, L−1

i η2〉, with respet to the inner produt 〈η1, η2〉 =
∫
η1(z) η2(z) dz.The approximate unit-amplitude funtions generated by Equation (4.74) will be denoted by f̃M(z, z′).Note that, by onstrution, the impliit di�usion operator is positive de�nite for arbitrary (positive)

κ(z) (see Setion 4.5).Equation (4.75) is only an approximation of the normalization fators required to transform LM
iinto a orrelation operator. A similar approximation was suggested by Pannekouke et Massart (2008)for modelling the Gaussian funtion in R

2 with an expliit version of the 2D di�usion equation. Toevaluate the auray of this approximation, we need to ompute the exat normalization fators λM (z)whih an be done as follows. First, let sM (z, z′) denote the kernel (ovariane funtion) of the integraloperator implied by LM
i . From Equation (4.19), we an write

sM(z, z′) =
√
sM (z, z)

√
sM(z′, z′) f̄M(z, z′),where sM(z, z) is the variane (with physial dimensions equal to length) and f̄M(z, z′) ≈ fM (z, z′) isa orrelation funtion (f̄M (z, z) = 1). The assoiated orrelation operator F̄M is then given by

F̄M [η0(z)] =

∫ ∞

−∞
f̄M (z, z′) η0(z

′) dz′

=
1√

sM (z, z)

∫ ∞

−∞

sM(z, z′)√
sM(z′, z′)

η0(z
′) dz′

=
√
λM (z)LM

i

[√
λM (z) η0(z)

]
. (4.76)From the last two expressions, it is lear that the normalization fators required to transform sM (z, z′)into f̄M (z, z′) are equal to the inverse of the varianes :

λM (z) =
1

sM(z, z)
.



4.4. Inhomogeneous and anisotropi extensions 105At a given point z = zk, the ovariane funtion sM(z, zk) and variane sM(zk, zk) satisfy the identities
sM(z, zk) =

∫ ∞

−∞
sM(z, z′) δ(zk−z′) dz′ (4.77)and sM (zk, zk) =

∫ ∞

−∞
sM(z, zk) δ(zk−z) dz. (4.78)Equations (4.77) and (4.78) provide the basis of a numerial algorithm for omputing the variane(and hene normalization fator) at eah grid point zk. In the di�usion algorithm, the integral inEquation (4.77) is evaluated impliitly using a disretized version of the LM

i operator, and the Diradelta funtion is represented by a vetor with a value at zk equal to the inverse of the loal grid sizeand a value of zero at all other grid points (WC01; Bennett, 2002). From Equation (4.78), the varianeat zk is just the value of sM(z, zk) at z = zk.The impliit di�usion equation an been solved using the numerial tehniques detailed in Se-tion 4.5. There, the equation is disretized with respet to general orthogonal urvilinear oordinatesto make it easier to see how the algorithm ould be applied in a more general appliation than onsi-dered in this paper. For the simple examples presented here, the equation has been disretized on auniform grid, zk = k∆z, k = 1, . . . ,K, where the grid size ∆z has been set to one unit and K = 100.The time step ∆t has also been set to one unit. The length sale LAR(zk) is assumed to vary with zkfollowing a osine relationship,
LAR(zk) = A cos

(
2π

Z
zk + θ

)
+B (4.79)where A, B, Z and θ are onstants. From Equation (4.54), the sale parameter L(zk) is then set to

L(zk) =
1√

2M − 3
LAR(zk)The amplitude onstants A and B are de�ned in terms of the maximum- and minimum-allowed valuesof LAR(zk) : A = 1

2(Lmax − Lmin) and B = 1
2(Lmax + Lmin).Figures 4.6a- show examples of the 2-step impliit di�usion response to a delta funtion for threedi�erent parameter settings in LAR(z) (see �gure aption). The delta funtion has been plaed farfrom the domain end-points to avoid being in�uened by the boundary onditions. Illustrated are thefuntions obtained using the approximate as well as the exat normalization fators. For omparison,the analytial funtions generated by Equation (4.73), with L2(z, z′) de�ned by the arithmeti meanof L2(z) and L2(z′), are also shown for the same parameter settings. The maximum loal variationin the sales ours at zk = ((2p + 1)/4 − θ/2π)Z, p = 0, 1, . . ., where |dLAR/dzk|max = A2π/Z . Withthe parameter settings in panels (a)-(), the values of |dLAR/dzk|max are π/200, π/25 and 3π/25, res-petively. In Fig. 4.6a, the variation of LAR(zk) is su�iently slow that the three urves are virtuallyindistinguishable. Inreasing the frequeny of the variation of LAR(zk) from 1/Z = 1/200 to 1/25 leadsto di�erenes between the di�usion responses and the analytial funtion mainly near the tail of thefuntion (Fig. 4.6b). Inreasing the amplitude of LAR(zk) from A = 1 to 3 leads to further di�erenesbetween the di�usion responses and the analytial funtion, as well as di�erenes between the twodi�usion responses themselves, with the solution obtained using the approximate normalization nowproduing a 10% error in the amplitude of the orrelation funtion (Fig. 4.6).The algorithm for omputing the exat normalization fators based on Equations (4.77) and (4.78)requires as many appliations of the LM

i operator as there are model grid points. As suh, the algorithmis expensive and of limited pratial interest for large dimensioned problems. WC01 proposed analternative algorithm that uses a sample of randomized vetors to approximate the normalization



106 4. Opérateur de di�usion impliite 1Dfators. The randomization algorithm is generally muh heaper than the exat method based onEquations (4.77) and (4.78), and with enough randomized vetors, an be made more aurate thanthe simple approximation based on Equation (4.75), but still requires multiple appliations of the LM
ioperator and thus remains expensive for ertain appliations.
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(a) Length sale with A = 1/2, Z = 200, θ = 0
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(b) Length sale with A = 1/2, Z = 25, θ = π/2Fig. 4.6 � The result of applying a 2-step im-pliit di�usion operator with variable oe�ientsto a Dira delta funtion loated at z50. Thedashed-dotted and dashed urves have been pro-dued using approximate and exat normalizationfators, respetively (Equations (4.74) and (4.76)with M = 2). For omparison, the SOAR funtionwith variable sales is also shown (Equation (4.73)with M = 2 ; solid urves). The right axis is as-soiated with the dotted urves whih show thelength sale variation as a funtion of zk (Equa-tion (4.79)) : (a) Z = 200, θ = 0, A = 1/2, B = 4 ;(b) Z = 25, θ = π/2, A = 1/2, B = 4 ; and ()
Z = 25, θ = 3π/4, A = 3/2, B = 4. 1 20 40 60 80 100
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(a) Length sale with A = 3/2, Z = 25, θ = 3π/4By onsidering an asymptoti expansion of the solution to the di�usion equation for the ase ofslowly and smoothly varying oe�ients κ(z), P03b showed that a better approximation to the Gaussiannormalization fator an be obtained by replaing κ in the onstant Gaussian formula (Equation (4.34))with the variable oe�ients κ(z) �ltered using the �square-root� of the di�usion operator. Extendingthis result to the impliit di�usion operator, we have thus the approximation
λM (z) ≈ υM

√
κ(z)∆t = υM

√
(L(z))2 ≡ λ̄M (z) (4.80)where κ(z) = LM/2

i [κ(z)]. The approximation (4.80) di�ers from the approximation (4.75) only in theuse of κ(z) instead of κ(z). Although this approximation is slightly more expensive than that of (4.75),it is still muh heaper than the randomization algorithm.The auray of the two approximations are ompared in Figures 4.7a and b whih show theirerrors relative to the exat values for a low-order (M = 2) and higher order (M = 10) impliitdi�usion operator. The same parameter settings as in Fig. 4.6b have been used. In both examples,the spatial variability in the errors is muh redued using the method of P03b, partiularly for thelow-order di�usion operator where the amplitude of the error variability is redued from 6% to less



4.4. Inhomogeneous and anisotropi extensions 107than 1% (Fig. 4.7a). Both errors exhibit a onstant bias between 1% and 2%. This bias is assoiatedwith trunation errors in the disretization of the di�usion equation and an be redued by inreasingthe grid resolution (not shown).
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() M = 10Fig. 4.7 � The relative error between the approximate and exat normalization fators for (a) M = 2,and (b) M = 10. The dashed urves are the errors assoiated with the approximation λ̃M (z) based onthe analytial relationship (4.75) ; the solid urves are the errors assoiated with the approximation
λ̄M (z) based on the method of P03b. The right axis is assoiated with the dotted urves whih showthe length sale variation as a funtion of zk (Equation (4.79)). The parameters are the same as inFig. 4.7b.4.4.2 Boundary onditionsIn a �nite domain, the di�usion equation must be supplied with boundary onditions (BCs). Herewe study the e�et of (non-periodi) BCs on the orrelation funtions represented by the di�usion equa-tion. For example, for representing horizontal and vertial bakground-error orrelations in an oeanmodel, BCs must be spei�ed at solid boundaries assoiated with oastlines and bottom topography,as well as at the oean-atmosphere or oean-sea ie interfaes. In the temporal domain, boundariesappear at the end-points of an assimilation window. These arti�ial boundaries must be taken intoaount if the di�usion equation is used to model temporally orrelated model or observation errorover the assimilation window.WC01 disussed BCs in the ontext of an expliit version of the 2D di�usion equation. They onlu-ded that, providing the funtions are orretly normalized, the di�erene in the orrelation funtionsresulting from the use of Neumann BCs (setting the normal derivative of the �eld to be zero at theboundary) and Dirihlet BCs (setting the �eld to be zero at the boundary) is generally small omparedto the unertainty in our knowledge of atual bakground-error orrelations. Sine an expliit shemewith Neumann BCs requires fewer iterations than an expliit sheme with Dirihlet BCs, they arguedthat, for purely omputational reasons, Neumann BCs are preferable.Given estimates of orrelated bakground error, the role of the di�usion equation is to model theseestimates as aurately as possible. This an be done by tuning the di�usion model parameters Mand κ(z) to �t estimates of the orrelation spetra and length sales obtained, for example, fromstatistis of observation-minus-foreast or ensemble-foreast di�erenes. From this perspetive, themost appropriate BCs for the di�usion equation are transparent BCs. This way the orrelation funtionsde�ned through parameter tuning are indeed those e�etively used by the assimilation method, at all



108 4. Opérateur de di�usion impliite 1Dpoints in the domain. One possibility to ahieve this in a bounded domain is to extend the grid beyondthe boundary by adding �titious ative points, and then to remove these points after appliation of thedi�usion equation. The number of �titious points neessary to avoid ontamination by the BC wouldbe a funtion of the orrelation length sale near the boundary. Dobrii et Pinardi (2008) and Liu et al.(2009) and applied this tehnique with a reursive �lter to model bakground-error orrelations nearoastlines in an oean 3D-Var sheme. In this setion, we explore alternative methods for simulatingtransparent boundaries whih do not require modi�ations to the analysis grid.
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(b) Response to a Dira delta funtion at z3
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() Response to a Dira delta funtion at z5
Fig. 4.8 � The orrelation funtions representedby the (exatly normalized) impliit di�usion ope-rator with Neumann BCs (dashed urves) and Di-rihlet BCs (dotted urves) at loations (a) z1, (b)
z3, and () z5. The di�usion parameters areM = 2and κ = 9. The solid urves orrespond to theSOAR funtion with LAR = L = 3.

Consider the 1D di�usion equation on a �nite domain 0 ≤ z ≤ l where the BCs loated at theend-points z = 0 and z = l are assumed to be of the general form,
µη − (1 − µ)ē

∂η

∂z
= 0 at z = 0, (4.81)

µη + (1 − µ)ē
∂η

∂z
= 0 at z = l. (4.82)

µ is a parameter suh that 0 ≤ µ ≤ 1, and ē is a sale parameter to make the terms in Equations (4.81)and (4.82) dimensionally onsistent. Equations (4.81) and (4.82) are known as Robin BCs or BCs ofthe third type. The parameter µ ontrols the relative strength of the two terms, where the limitingases µ = 0 and µ = 1 orrespond, respetively, to the Neumann and Dirihlet BCs onsidered byWC01. Details of the numerial implementation of the Robin BCs in the impliit di�usion equationare given in Setion 4.5. As in the previous setion, the di�usion equation has been disretized here ona uniform grid with grid size and time step set to one unit.



4.4. Inhomogeneous and anisotropi extensions 109Figure 4.8 shows the solutions to the impliit di�usion equation obtained near the left end-pointwhen Neumann and Dirihlet BCs are employed (dashed and dotted urves, respetively). Panels a,b and  orrespond to the solutions obtained when the initial ondition is taken to be a Dira deltafuntion at grid-point loations z1, z3 and z5, respetively. In this example, M = 2 and the di�usionoe�ient κ is de�ned from Equation (4.51) to give a onstant length sale of 3 units. All solutionshave been normalized exatly using the proedure outlined in Setion 4.4.1. For omparison, the SOARfuntion with LAR = 3 units is also displayed (solid urves). The SOAR funtion orresponds to theresponse of the impliit di�usion equation, with M = 2, to a Dira delta funtion loated far from theboundaries.
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Fig. 4.10 � As in Figure 4.8a but with M = 10.The solid urve orresponds to a 10-th order ARfuntion.Figure 4.8 illustrates that, while the amplitudes of the orrelation funtions are orret, the shapeof the funtions produed with the di�usion equation are slightly orrupted with respet to the SOARfuntion. At z3 and z5, the di�usion equation produes an asymmetri response. At z1, the lengthsales of the orrelation funtion produed with Neumann (Dirihlet) BCs are e�etively inreased(dereased) by approximately 1 unit relative to the length sale of the SOAR funtion. This is also thease at z3 and z5 in the diretion of the boundary.The orrelation funtions obtained using Neumann and Dirihlet BCs lie on either side of the SOARfuntion. This suggests that a better approximation of the SOAR funtion might be obtained usingRobin BCs with a value of µ between 0 and 1. Figure 4.9 shows that it is possible to obtain a good �tto the SOAR funtion at all loations by setting µ = 0.3. (The sale parameter ē has been set equal to
∆z = 1 unit ; see Setion 4.5). For higher order AR funtions, however, it is not possible to obtain asimilar good �t using Robin BCs. For example, Figure 4.10 shows the result of applying a 10-step impli-it di�usion operator with Neumann BCs (dashed urve) and Dirihlet BCs (dotted urve). In ontrastto the previous example, both urves are now displaed to the right of the orresponding (10-th or-der) AR funtion. In this ase, the best �t to the AR funtion is obtained using Neumann BCs (µ = 0).While Robin BCs an be tuned to provide everywhere a good �t between a 2-step impliit di�usionoperator and a SOAR funtion, they are inadequate for produing a good �t between the impliitdi�usion operator and higher order AR funtions. Even for the 2-step impliit di�usion operator, aostly omputation of the normalization fators is required sine the simple methods desribed inSetion 4.4.1 for approximating these fators are inadequate near boundaries. An elegant and robustmethod for simulating transparent boundaries, whih an be used e�etively in ombination with theapproximate normalization fators, is to de�ne the orrelation operator as an average of the solutions



110 4. Opérateur de di�usion impliite 1Dfrom two di�usion problems, one employing Neumann BCs and the other employing Dirihlet BCs.For the ase of a onstant length sale, the M -th order AR orrelation operator then beomes
FM [η0(z)] =

1

2
λM

(
LM

N [ η0(z)] + LM
D [ η0(z)]

) (4.83)where LM
N and LM

D denote the M -step impliit di�usion operators with Neumann and Dirihlet BCs,respetively. A mathematial proof of this result is given in Appendix 4.B for the Gaussian ase (M →
∞) by examining the analytial solution of the di�usion equation near boundaries. Equation (4.83)follows from an intuitive generalization of this result to aount for the (�nite M) AR funtionsmodelled by the impliit di�usion equation. The validity of this hypothesis is illustrated numeriallybelow for the SOAR funtion. The result also appears to hold well for the ase of spatially varyinglength sales (not shown).
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Fig. 4.11 � The result of applying the normalizedimpliit di�usion operator, with (a) Neumann BCsand (b) Dirihlet BCs, to a Dira delta funtion at
z1 (dashed urves), z4 (dotted urves), and z7 (so-lid urves). The di�usion parameters are M = 2and κ = 9. The normalization fator is the ana-lytial value λ2 = 4L = 12. The average of thesolutions in panels (a) and (b) is shown in () (seeEquation (4.83)).

Figure 4.11a shows the response of a 2-step impliit di�usion equation to a Dira delta funtion atdi�erent loations from the boundary when Neumann BCs are employed. The length sale is LAR = 3as in the previous examples. The solutions have been multiplied by the analytial estimate of thenormalization fator λ2 = 4L = 12. With the Neumann BCs, the boundaries are insulated (no �ux isexhanged aross the boundary), so the �eld being di�used e�etively aumulates near the boundarygiving rise to an overestimation of the amplitude there. Mathematially, the solution with NeumannBCs an be expressed as a 2l-periodi funtion built from the sum of two AR funtions (here SOAR) :one entred at zk and the other entred at −zk (see Equation (4.106) in Appendix 4.B. When zk islose to the boundary, the solution is the sum of the AR funtion entred at zk and that part of the



4.5. Numerial aspets 111same funtion entered at −zk whih appears in the ative part of the domain. On the other hand,when Dirihlet BCs are employed, information is e�etively lost through the boundary and the result isan underestimation of the solution amplitude near the boundaries (Figure 4.11b). Mathematially, thesolution with Dirihlet BCs an be expressed as a 2l-periodi funtion built from the di�erene of twoAR funtions : one entered at zk and the other entred at −zk. When zk is lose to the boundary, thesolution is the di�erene of the AR funtion entred at zk and that part of the same funtion enteredat −zk whih appears in the ative part of the domain (see Equation (4.107)).The sum of the two solutions with Neumann and Dirihlet BCs e�etively anels out the ontami-nating part of the solution arising from the AR funtions entred at −zk, but inreases the amplitudeof the solution by a fator of two. Figure 4.11 illustrates the result of averaging the two solutions inpanels a and b. The SOAR funtion is perfetly reovered with orret amplitude at all points. WhileEquation (4.83) requires an additional appliation of the di�usion operator, this extra expense is smallin omparison to the ost of omputing the normalization fators via the exat or randomization me-thods. This will be espeially true for appliations requiring regular updating of the normalizationfators in response to �ow-dependent parameterizations of the length sales.4.5 Numerial aspets4.5.1 Curvilinear oordinatesWe onsider the di�usion equation de�ned with respet to general orthogonal urvilinear oordi-nates (i, j, k). In a numerial model, the oordinates (i, j, k) would orrespond to the orthogonal linesthat de�ne the three-dimensional model grid, with (i, j) being the horizontal oordinates and k thevertial oordinate. Let e1, e2 and e3 denote the metri oe�ients (partial derivatives with respet to
i, j and k, respetively) that de�ne the urvilinear distane elements (ds1, ds2, ds3) = (e1di, e2dj, e3dk)in the (i, j, k) oordinate system (e.g., see Strang, 1986). Here we onsider the 1D di�usion equationin whih the seond-order spatial derivative is onstruted from one of the three omponents of the 3DLaplaian operator de�ned with respet to (i, j, k).For the 1D problem, it is natural, as an example, to onsider the omponent assoiated with thevertial oordinate k at a �xed horizontal position (i, j). Assuming that k is related to vertial distane
z via a ontinuous and di�erentiable funtion z = z(k), the 1D di�usion equation reads

∂η

∂t
− 1

e1 e2 e3

∂

∂k

(
κ
e1 e2
e3

∂η

∂k

)
= 0 (4.84)where η = η(z(k), t) at a �xed point (i, j). The di�usion oe�ient κ and metri oe�ients ei,

i = 1, . . . 3, are, in general, funtions of k so must be kept within the seond-derivative.4.5.2 Disretization and solution algorithmThe M -step impliit di�usion operator (Equation (4.40)) requires solving the linear system ofequations
L−1

i [η(z(k), t1)] = η(z(k), t0),

L−1
i [η(z(k), t2)] = η(z(k), t1),...

L−1
i [η(z(k), tM )] = η(z(k), tM−1)where, from Equation (4.84),

L−1
i = 1 − ∆t

e1 e2 e3

∂

∂k

(
κ
e1 e2
e3

∂

∂k

)
. (4.85)



112 4. Opérateur de di�usion impliite 1DThe L−1
i operator is self-adjoint with respet to the inner produt ∫∫∫ η1 η2 e1 e2 e3 di dj dk.Now onsider a entred �nite-di�erene representation of the one-step equation

L−1
i [ηm

k ] = ηm−1
k (4.86)where ηm

k = η(zk, tm) and zk = z(k). The ηm
k are assumed to be de�ned at the mid-points of thespatial grid ells where k is taken to have an integer value. First-order (entred) derivatives of ηm

kare de�ned at half-integer points (k+ 1
2). The urvilinear distane ∆s3 is the distane from one grid-point or one half grid-point to the next. Sine ∆k = 1, ∆s3 is simply equal to the metri oe�ient :

∆s3 = e3∆k = ∂z/∂k.Solutions to Equation (4.86) are more onveniently omputed numerially using a symmetri, ratherthan self-adjoint, form of the matrix-operator on the left-hand side. The left-hand side is readilymade symmetri by multiplying both sides of the equation by wk = e1,k e2,k e3,k. The �nite-di�erenerepresentation of Equation (4.86) an then be written as
wkη

m−1
k = −αk− 1

2
ηm

k−1 − αk+ 1
2
ηm

k+1

+
(
wk + αk− 1

2
+ αk+ 1

2

)
ηm

k (4.87)where
αk+ 1

2
= κk+ 1

2
∆t

(
e1,k+ 1

2
e2,k+ 1

2

e3,k+ 1
2

)
, (4.88)with L2

k+ 1
2

= κk+ 1
2
∆t. The subsripts k and k ± 1

2 indiate that parameters are evaluated at either zkor zk± 1
2
.Consider solutions to Equation (4.87) on the �nite interval k = 1, . . . ,K−1, with solid boundariesassumed at both end-points. The left and right edges of the boundary are de�ned at the half points

k = 1
2 and k = K− 1

2 . For the BCs that need to be supplied to this problem, it is su�ient to onsiderthe general Robin BCs (Equations (4.81) and (4.82)) whih inlude the Neumann and Dirihlet BCs aslimiting ases. At the boundary points k = 1
2 and k = K−1

2 , the �nite di�erene form of Equations (4.81)and (4.82) reads
µ

(
ηm
1 + ηm

0

2

)
− (1 − µ)ē 1

2

(
ηm
1 − ηm

0

e3, 1
2

)
=0, (4.89)

µ

(
ηm

K + ηm
K−1

2

)
+(1 − µ)ēK− 1

2

(
ηm

K − ηm
K−1

e3,K− 1
2

)
=0. (4.90)For onveniene, we set ē 1

2
= e3, 1

2
and ēK− 1

2
= e3,K− 1

2
. Equations (4.89) and (4.90) an then berearranged to give the following expressions for the �titious points ηm

0 and ηm
K within the boundaries :

ηm
0 = (1 − ε̄) ηm

1 , (4.91)
ηm

K = (1 − ε̄) ηm
K−1, (4.92)where

ε̄ =
2µ

µ+ 2(1 − µ)
.Sine 0 ≤ µ ≤ 1, the parameter ε̄ is bounded below by 0 (Neumann) and above by 2 (Dirihlet).



4.5. Numerial aspets 113From Equation (4.87), we have
w1η

m−1
1 = −α 1

2
ηm
0 − α 3

2
ηm
2

+
(
w1 + α 1

2
+ α 3

2

)
ηm
1 ,

wK−1η
m−1
K−1 = −αK− 3

2
ηm

K−2 − αK− 1
2
ηm

K

+
(
wK−1 + αK− 3

2
+ αK− 1

2

)
ηm

K−1,whih after inserting Equations (4.91) and (4.92) beome
w1η

m−1
1 = −α 3

2
ηm
2

+
(
w1 + ε̄α 1

2
+ α 3

2

)
ηm
1 ,

wK−1η
m−1
K−1 = −αK− 3

2
ηm

K−2

+
(
wK−1 + αK− 3

2
+ ε̄αK− 1

2

)
ηm

K−1.In pratie, it is onvenient to introdue masking parameters at the integer and half-integer points :
εk =

{
1 at ative points : k = 1, . . . ,K − 1,
0 within boundaries : k = 0 and k = K,and

εk+ 1
2

=

{
1 at ative points : k = 1, . . . ,K−2,
ε̄ on boundary edges : k = 0 and k = K−1,and to rede�ne ηm

k and αk+1
2
aording to

ηm
k −→ εk η

m
k ,

αk+ 1
2
−→ εk+ 1

2
αk+ 1

2
,so that the BCs an be enfored diretly in the symmetri equation (4.87).Equation (4.87) forms a symmetri tridiagonal matrix A with diagonal elements ak,k = wk+αk− 1

2
+

αk+ 1
2
and non-zero o�-diagonal elements ak,k+1 = ak+1,k = −αk+ 1

2
. The diagonal is stritly dominant,

|ak,k| >
K−1∑

l=1 l 6=k

|ak,l| for all k,thus guaranteeing the positive de�niteness and invertibility of A (Golub et van Loan, 1996, Setion 4.2).Equation (4.86) an be written as
Aηm = Wηm−1 (4.93)where ηm =(ηm

1 , . . . , η
m
K−1)

T and W=diag(w1, . . . wK−1). For the 1D problem, the size of A is generallysmall enough that it an be inverted using a diret method that requires storing the (non-zero) elementsof A. An algorithm based on Cholesky fatorization is a natural hoie for a symmetri and positivede�nite matrix (Golub et van Loan, 1996, Setion 4.2.3). From the Cholesky fatorization of A, we anwrite A = GGT where G (GT) is a lower (upper) triangular matrix. The matrix an then be invertede�iently in two steps : �rst using forward elimination
Gξ = Wηm−1 (4.94)



114 4. Opérateur de di�usion impliite 1Dto solve for the intermediate variable ξ, and then using bakward substitution
GTηm = ξ (4.95)to solve for ηm.The Cholesky algorithm has been used for the examples presented in this paper. Alternatively,Equation (4.93) an be solved approximately using iterative methods suh as onjugate gradient (Go-lub et van Loan, 1996, Setion 10.2) or multi-grid (Briggs et al., 2000). Iterative methods would bepreferable for large-matrix appliations that arise, for example, in 2D or 3D formulations of the impliitdi�usion equation (Weaver et Rii, 2004). Even for the 1D problem, iterative methods may be bettersuited for massively parallel implementations with ertain models or omputer arhitetures.4.5.3 Link with the reursive �lterThe impliit di�usion algorithm presented here is losely related to the �rst-order reursive �lter(Raymond et Garder, 1991; Loren, 1992; Hayden et Purser, 1995) whih has been developed exten-sively for modelling orrelation funtions in atmospheri data assimilation (see P03a and P03b andreferenes therein).To illustrate the relationship, we onsider the simpli�ed ase where the di�usion oe�ients κ areonstant, the underlying grid is uniform with spaing ∆s3 = ∆z, and the domain is in�nite to avoidthe ompliating e�ets of BCs. Under these onditions, the one-step impliit di�usion �lter desribedby Equations (4.87) and (4.88) redues to

ηm−1
k = ηm

k − κ∆t

(∆z)2
(
ηm

k−1 − 2ηm
k + ηm

k+1

)
. (4.96)The �rst-order reursive �lter is desribed by the pair of forward and bakward equations

qk = (1 − α̃) pk + α̃ qk−1 for k = 1, . . . ,K−1, (4.97)
sk = (1 − α̃) qk + α̃ sk+1 for k = K−1, . . . , 1, (4.98)where the �lter oe�ient α̃ satis�es 0 < α̃ < 1 (f. Equations (3.17) and (3.18) in P03a with n = 1).The quantity pk represents the initial input to the �lter at grid point k (f. ηm−1

k in Equation (4.86))and sk is the value at the same point after the �lter has been applied in both forward and bakwarddiretions (f. ηm
k in Equation (4.86)). The forward and bakward �lters are analogous to the forwardelimination and bakward substitution steps of the Cholesky algorithm (Equations (4.94) and (4.95)).To determine the relationship between the parameters κ and α̃, we an eliminate the intermediatevariable qk in Equations (4.97) and (4.98) to derive an expression for the inverse of the reursive �lter,

pk = sk − α̃

(1 − α̃)2
(sk−1 − 2sk + sk+1) ,whih is equivalent to the one-step impliit di�usion equation (4.96) if

κ∆t

(∆z)2
=

α̃

(1 − α̃)2
. (4.99)Applying the reursive �lter M times (in both diretions) is then learly equivalent to M iterationsof an impliit di�usion operator, i.e., to onvolving a �eld with an M -th order AR funtion. FromEquations (4.51) and (4.99),
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4.6. Summary and disussion 115whih an be used to math the sale response of the reursive �lter to the sale parameter L of theAR funtions. In terms of α̃, the normalization fator is
λM = υM

( √
α̃

1 − α̃

)
∆z,where υM is given by Equation (4.45).Loren (1992) and P03a provide illustrations of the unnormalized response of the reursive �lterfor di�erent values of M . The main di�erenes between the impliit di�usion algorithm presented inthis paper and the �rst-order reursive �lter are in the treatment of the BCs in a �nite domain. BCsfor the reursive �lter are disussed in detail in Hayden et Purser (1995) and P03a.4.6 Summary and disussionDi�usion-based orrelation operators are e�ient mathematial tools for evaluating orrelationmatrix-vetor produts (integral equations) suh as those required in the iterative minimization al-gorithms of variational assimilation. This paper has disussed orrelation operators derived from animpliit formulation of the 1D di�usion equation. By analyzing the orrelation operators formed fromkernels belonging to the well-known lass of homogeneous and isotropi AR funtions, it was shownthat the inverse of the AR orrelation operators ould be mathed to a di�usion equation integratedin reverse �time� with an impliit sheme. This result was obtained by onsidering only the temporaldisretization of the di�usion equation. A forward integration of the di�usion equation with an impliitsheme requires the inversion of a matrix resulting from the disretization of the spatial derivative term.The solution of this forward problem an be used to model the AR orrelation operator itself. Thenumber of pseudo-time steps (M) of the impliit sheme orresponds to the order of the AR funtion.The square-root of the produt of the di�usion oe�ient (κ) and the pseudo-time step (∆t) sets thesale parameter of the AR funtion. The normalization fator required to produe a unit-amplitudefuntion was shown to have a more ompliated relationship involving both M and κ∆t.The lassial solution of the onstant-oe�ient di�usion equation an be expressed, after norma-lization, as a orrelation operator with a Gaussian kernel. For a �xed-length sale, the AR orrelationoperator modelled with the impliit sheme onverges to the Gaussian orrelation operator asM → ∞.The Gaussian orrelation operator is the only orrelation operator that an be modelled with an expliitsheme. The hoie of impliit sheme is thus important for enlarging the lass of orrelation funtionsthat an be represented by the di�usion equation. Contrary to the expliit sheme, the impliit shemeis unonditionally stable. This is re�eted by the additional free parameter M in the impliit model ; inthe expliit modelM must be �xed at a value large enough to respet a stability riterion that dependson the square of the ratio of the length sale and grid size. The property of unonditional stabilityis thus partiularly important to keep the omputational ost of the di�usion model aeptable whenloal length sales are large ompared to the loal grid resolution.With variable di�usion oe�ients, the length sales an be made loation dependent. An impor-tant onsequene of varying the length sales is that the normalization fators are no longer onstantand must be estimated using a separate algorithm. As an alternative to the randomization methodproposed by WC01, two simpler and less ostly methods were tested for approximating these fatorswhen the length sales vary slowly and smoothly. In one approah, the di�usion oe�ient appearing inthe formula for the onstant normalization fator is simply replaed by the spatially varying oe�ient(Pannekouke et Massart, 2008). In the other approah, the spatially varying di�usion oe�ient issmoothed using the square-root of the impliit di�usion �lter before being used in the same formula(P03b). For the examples onsidered in this paper, the method of P03b was superior, giving a very



116 4. Opérateur de di�usion impliite 1Dgood estimation (< 2% error) with only a small ost overhead.The e�ets of BCs on the orrelation funtions indued by the impliit di�usion equation werestudied. Both Neumann and Dirihlet BCs result in a distortion of the AR funtions near the boun-daries. Robin BCs ould be used with the impliit di�usion equation to ahieve a good �t to a SOARfuntion near boundaries, but were inadequate for �tting higher order AR funtions. A more robustmethod was presented for simulating transparent boundaries whih ould be applied at the ost of anadditional integration of the di�usion equation. By de�ning the orrelation operator as the average ofthe solution of two di�usion problems, one employing Neumann BCs and the other employing DirihletBCs, the AR response of the impliit di�usion equation ould be reovered everywhere in the domain.Importantly, this method an be used in ombination with the P03b tehnique to provide aurateestimates of the normalization fators with loation-dependent length sales as well as in the preseneof boundaries.General orrelation operators in higher dimensions an be onstruted from produts of 1D or-relation operators as disussed by (Stein, 1999, p. 54�55) in the ontext of geostatistis, and by Wuet al. (2002) and P03a,b in the ontext of atmospheri data assimilation with the reursive �lter. Inthis respet, the results developed in this paper for the 1D impliit di�usion operator have muh widerappliations. With few iterations, however, the produt of 1D orrelation operators leads to a spuriousanisotropi response as illustrated by P03a with the reursive �lter. Only by inreasing the numberof iterations to produe a more Gaussian-like response an these numerial artifats be suppressed.For example, about M = 10 iterations are required with the impliit di�usion operator to obtainan adequate 2D (or 3D) isotropi response. The only satisfatory way to model isotropi, fat-tailed(low-order AR-like) orrelation funtions with a grid-point �lter is to solve a 2D impliit di�usionequation diretly, as illustrated by Weaver et Rii (2004). In doing so, however, we must sari�e theomputational e�ieny of the 1D impliit di�usion operator in favour of a generally less e�ient andmore umbersome 2D impliit di�usion operator.The hoie of an appropriate orrelation model for data assimilation is determined by �exibilityonsiderations, on the one hand, and omputational e�ieny, on the other. A quasi-Gaussian modelbuilt from produts of 1D impliit di�usion operators (high-order AR funtions) may have limited �exi-bility in its spetral response at high wavenumbers but an still support loation- and �ow-dependentlength sales in a omputationally e�ient way. Capturing geographial variations in the orrelationlength sale is as important as apturing the spetral harateristis of the orrelations. To ahievefully anisotropi orrelations requires the use of a non-diagonal di�usion tensor (WC01; P03b; Purser,2005) to allow for preferential strething or shrinking of loal length sales in diretions other thanthose orresponding to the omputational oordinates. P03b and Purser (2005) outline the theoretialframework for generating anisotropi orrelations with a quasi-Gaussian model formulated using 1Dsmoothing operators. Appliations of the method in meteorology and oeanography are presented inLiu et al. (2007) and Liu et al. (2009), respetively.The methods outlined in this paper are being used in the onstrution of a 3D bakground-errororrelation model for a variational oean data assimilation system (Weaver et al., 2005; Mogensenet al., 2009) for the NEMO (Nuleus for European Modelling of the Oean; Made, 2008) model.Those developments will be reported in a future paper.Aknowledgment : This work was supported by the Frenh National Researh Ageny (ANR) throughthe COSINUS programme (projet VODA n◦ ANR-08-COSI-016). Additional support was obtainedfrom the LEFE-ASSIM programme. We would like to thank two anonymous reviewers for pointingout several important referenes in geostatistis whih helped us present our work in muh broaderontext.



4.A. Matérn and AR funtions 1174.A Matérn and AR funtionsA widely-used lass of orrelation funtions in spatial statistial modelling is the so-alled Matérnfamily (Stein, 1999; Guttorp et Gneiting, 2006) :
ζν(r) =

21−ν

Γ(ν)

( r
L

)ν
Kν

( r
L

)
, (4.100)where Γ(ν) is the Gamma funtion, Kν(x) is the modi�ed Bessel funtion de�ned for x > 0, r is theEulidean distane between two points in R

n, and L and ν are length sale and smoothness parameters.While this orrelation family is de�ned for arbitrary dimension n, we fous here on the 1D ase forwhih r = |z − z′|.Consider the speial ase ν = M − 1/2 where M is a stritly positive integer. The Gamma andmodi�ed Bessel funtions are then (Je�rey, 1995, p. 219 and p. 274)
Γ(M−1/2) =

(2M − 3)!!

2M−1

√
π

=
1 × 3 × · · · × (2M − 3)

2M−1

√
π (4.101)and

KM−1/2(x) =

√
π

2x
e−x

M−1∑

k=0

(M − 1 + k)!

2kk! (M − 1 − k)!xk
. (4.102)Substituting Equations (4.101) and (4.102) in (4.100) gives

ζM−1/2(r) =
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(2M − 3)!!

×
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k=0

(M − 1 + k)!

2kk! (M − 1 − k)!

( r
L
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e−

r
L .Making the hange of variable j = M − k − 1 yields

ζM−1/2(r) =
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(2M − 3)!!

×
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j=0

(2M − j − 2)!

2M−j−1(M − j − 1)! j!
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r
L . (4.103)Sine

1

(2M − 3)!!

=
1

1 × 3 × · · · × (2M − 3)

=
(2 × 1)(2 × 2) · · · (2 × (M − 2))(2 × (M − 1))

(2M − 2)!

=
2M−1(M − 1)!

(2M − 2)!
, (4.104)Equation (4.103) redues to

ζM−1/2(r) = fM(z − z′)



118 4. Opérateur de di�usion impliite 1Das de�ned by Equations (4.41) and (4.42).The FT of Equation (4.100) is ((Yaglom, 1987, p. 139, Eq. 2.140) ; (Gneiting et al., 2009, p. 16,Eq. (20)))
ζ̂ν(ẑ) = 2π

21−ν

Γ(ν)

(
2ν−1 Γ(ν+1/2)L−2ν

√
π [L−2 + ẑ2]ν+1/2

)

=
2
√
π Γ(ν+1/2)

Γ(ν)

(
L

[1 + (Lẑ)2]ν+1/2

)where the 2π normalization of the FT pair has been de�ned in aordane with Equations (4.23) and(4.24). Setting ν = M−1/2 for the AR funtions gives
ζ̂M−1/2(ẑ) =

2
√
π Γ(M)

Γ(M−1/2)

(
L

[1 + (Lẑ)2]M

)
.From Equations (4.101) and (4.104), and noting that Γ(M) = (M − 1)!, the oe�ient beomes

2
√
π Γ(M)

Γ(M−1/2)
=

22M−1 [(M − 1)!]2

(2M − 2)!as in Equation (4.45). Hene,
ζ̂M−1/2(ẑ) = f̂M(ẑ)as de�ned by Equations (4.43) and (4.44).4.B Reovering the Gaussian solution near boundariesIn this appendix we show how the Gaussian response of the di�usion equation in an in�nite domainan be reovered everywhere in a �nite domain by averaging the solutions of two di�usion problems withdi�erent boundary onditions. Reall that the solution of the 1D di�usion equation in an unboundeddomain is given by the onvolution integral in Equation (4.31). The response of this onvolution integralto a Dira delta funtion, η(z, 0) = δ(z − z0), at z = z0 is the Gaussian funtion

ηg(z, t) =
1√

4πκt
e−(z−z0)2/4κt. (4.105)We examine now the response of the di�usion equation to a Dira delta funtion in a boundeddomain, 0 ≤ z ≤ l. From the method of separation of variables, the general solution is (e.g., seeSetion 2.3 in Haberman, 1987)

η(z, t) = (ν cos(ξz) + µ sin(ξz)) e−ξ2κt,where the onstants ν, µ and ξ are determined from the initial and boundary onditions. First, onsiderthe solution when the boundary onditions are of Neumann type,
∂η

∂z
= 0 at z = 0 and z = l,from whih it is easy to verify that µ = 0 and ξ = nπ/l with n = 0, 1, 2, . . .. The solution for theNeumann problem thus has the form

ηN(z, t) =
∞∑

n=0

cn cos
(nπ
l
z
)
e−(nπ/l)2κt.
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ηN(z, 0) =

∞∑

n=0

cn cos
(nπ
l
z
)
,we an determine the Fourier oe�ients cn from the orthogonality of the osines. This yields

c0 =
1

l

∫ l

0
ηN(z, 0)dz,

cn =
2

l

∫ l

0
ηN(z, 0) cos

(nπ
l
z
)
dz, n = 1, 2, . . .Taking ηN(z, 0) = δ(z − z0), where 0 < z0 < l, gives

c0 =
1

l
,

cn =
2

l
cos
(nπ
l
z0

)
, n = 1, 2, . . . ,and the solution beomes

ηN(z, t) =
1

l
+

∞∑

n=1

2

l
cos
(nπ
l
z0

)
cos
(nπ
l
z
)

× e−(nπ/l)2κt,whih using a standard trigonometri identity an be rewritten as
ηN(z, t) =

1

2l
+

∞∑

n=1

1

l
e−(nπ/l)2κt cos

(nπ
l

(z−z0)
)

+
1

2l
+

∞∑

n=1

1

l
e−(nπ/l)2κt cos

(nπ
l

(z+z0)
)
. (4.106)Now onsider the solution to the problem when the boundary onditions are of Dirihlet type,

η = 0 at z = 0 and z = l,whih leads to ν = 0 and the same ondition on ξ as in the Neumann problem. The solution is thus
ηD(z, t) =

∞∑

n=0

dn sin
(nπ
l
z
)
e−(nπ/l)2κtwhere

ηD(z, 0) =

∞∑

n=0

dn sin
(nπ
l
z
)
,and the Fourier oe�ients dn are determined from the orthogonality of the sines. This yields

d0 = 0,

dn =
2

l

∫ l

0
ηD(z, 0) sin

(nπ
l
z
)
dz, n = 1, 2, . . .Taking ηD(z, 0) = δ(z − z0), where 0 < z0 < l, gives

dn =
2

l
sin
(nπ
l
z0

)
,
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ηD(z, t) =

∞∑

n=1

2

l
sin
(nπ
l
z0

)
sin
(nπ
l
z
)
e−(nπ/l)2κt,whih using a standard trigonometri identity an be rewritten as

ηD(z, t) =
1

2l
+

∞∑

n=1

1

l
e−(nπ/l)2κt cos

(nπ
l

(z−z0)
)

− 1

2l
−

∞∑

n=1

1

l
e−(nπ/l)2κt cos

(nπ
l

(z+z0)
)
. (4.107)Consider again the Gaussian expression (4.105), but entered at z0 = 0,

h(z, t) =
1√

4πκt
e−z2/4κt.Assuming the funtion is 2l-periodi and that its length sale √2κt ≪ l so that the funtion e�etivelyvanishes at z = ±l, we an expand it as a Fourier series,

h(z, t) = a0 +
∞∑

n=1

[
an cos

(nπ
l
z
)

+ bn sin
(nπ
l
z
)]
,where the Fourier oe�ients are given by

a0 =
1

2l

∫ l

−l
h(z, t)dz,

an =
1

l

∫ l

−l
h(z, t) cos

(nπ
l
z
)
dz, n = 1, 2, . . . ,

bn =
1

l

∫ l

−l
h(z, t) sin

(nπ
l
z
)
dz, n = 1, 2, . . .As the Gaussian is an even funtion, the oe�ients bn = 0 for all n. The oe�ients a0 and an an beevaluated using Equation 3.894-4 on p. 480 in Gradshteyn et Ryzhik (1980) :

a0 =
1

2l
,

an =
1

l
e−(nπ/l)2κt, n = 1, 2, . . . ,whih leads to

h(z, t) =
1

2l
+

∞∑

n=1

1

l
e−(nπ/l)2κt cos

(nπ
l
z
)
. (4.108)Comparing Equation (4.108) with Equations (4.106) and (4.107), we have

ηN(z, t) = h(z−z0, t) + h(z+z0, t),

ηD(z, t) = h(z−z0, t) − h(z+z0, t),and thus
h(z−z0, t) =

1

2
(ηN(z, t) + ηD(z, t)) = ηg(z, t)as in Equation (4.105). In other words, the Gaussian solution an be reovered everywhere in a �-nite domain by averaging the solutions obtained separately using Neumann and Dirihlet boundaryonditions.
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Chapitre 5Construtions 2D et 3D à partir del'opérateur de di�usion impliite 1DA partir de l'opérateur de di�usion impliite 1D détaillé au hapitre 4, on onstruit ii des opé-rateurs 2 ou 3×1D qu'il est possible d'utiliser pour représenter les orrélations spatiales néessairesà la modélisation des ovarianes d'erreur (ébauhe et/ou modèle) dans un système d'assimilation dedonnées variationnelle. Dans e hapitre, es onstrutions sont appliquées aux orrélations univariéesde l'erreur d'ébauhe dans le adre réaliste du système oéanique NEMOVAR (voir paragraphe 5.1).Après en avoir détaillé la onstrution (paragraphe 5.2), l'opérateur de di�usion impliite 3×1Dest omparé à l'opérateur expliite ombinant une équation de di�usion 2D à l'horizontale et 1D à lavertiale (paragraphe 5.3). La normalisation assoiée est donnée par la méthode par veteur aléatoire.Au paragraphe 5.4, on propose d'examiner d'autres possibilités de normalisation.5.1 Le système NEMOVARNEMOVAR (Mogensen et al., 2009) est un système d'assimilation variationnelle pour le modèleoéanique NEMO64 (Made, 2008) du LOCEAN65. Développé par le CERFACS66 en ollaboration avele CEPMMT67, le UK Meteorologial O�e68, et l'INRIA69/LJK70, il fait suite au système OPAVAR(Weaver et al., 2003; Vialard et al., 2003; Weaver et al., 2005; Daget et al., 2009).La méthode de disrétisation utilisée dans le modèle NEMO est basée sur les di�érenes �nies en-trées de deuxième ordre, et les variables sont réparties selon la grille �C� de la lassi�ation d'Arakawa(Arakawa, 1972). La température, la salinité et la hauteur d'eau sont données au point T, au entre dela maille (voir �gure 5.1). Les omposantes "zonale" et "méridienne" du ourant sont respetivementdé�nies aux points U et V, soit au entre des faes droite et du fond. Le point W au entre de la faedu haut est utile au traitements vertiaux et le point F au milieu de l'arrête droite du fond, dé�nitl'intersetion des prolongements de U et V.64Nuleus for European Modelling of the Oean : http ://www.nemo-oean.eu65Laboratoire d'Oéanographie et du Climat : Expérimentations et Approhes Numériques :https ://www.loean-ipsl.upm.fr/index.php66Centre Européen de Reherhe et de Formation Avanée en Calul Sienti�que : http ://www.erfas.fr/67Centre Européen pour les Prévisions Météorologiques à Moyen Terme,ECMWF : European Centre for Medium-Range Weather Foreasts : http ://www.emwf.int68http ://www.meto�e.gov.uk/69Institut National de reherhe en Informatique et en Automatique : http ://www.inria.fr70Laboratoire Jean Kuntzmann : http ://www-ljk.imag.fr/
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Fig. 5.1 � La grille �C� selon Arakawa dé�nit pour une maille donnée : les points T au entre de lamaille, U au entre de la fae droite, V au entre de la fae du fond, W au entre de la fae du haut etF au milieu de l'arrête droite du fond (intersetion des prolongements de U et V). Figure 3.1 de Made(2008).Le modèle NEMO o�re plusieurs on�gurations possibles, que e soit en terme de résolution, de ré-gions (global, bassin, . . .), de hoix de paramètres physiques, de méthodes numériques ou de onditionsaux frontières. Pour notre appliation, nous nous limiterons aux grilles ORCA2 (on�guration globaleà 2°, soit 182 × 149 mailles horizontales sur 31 niveaux vertiaux) et ORCA1 (on�guration globaleà 1°, soit 362 × 292 mailles horizontales sur 42 niveaux vertiaux), ave des onditions aux frontièresest/ouest ylique et reouvrement nord, qui permettent d'assoier les �tés droit et gauhe puis hautde la grille a�n de modéliser une sphère. La singularité due au P�le Nord est éliminée par onstru-tion de deux p�les, l'un sur l'Amérique du Nord, l'autre sur le ontinent Asiatique. Le p�le Sud étantdé�ni sur l'Antartique, auun traitement spéi�que n'est néessaire. On notera que pour es grilles,un ra�nement méridien à l'équateur permet de mieux appréhender ette zone hautement énergétique.Le ode est parallélisé en déomposant le domaine global en sous-domaines horizontaux (la vertialen'est pas déomposée) grâe à la librairie MPI71. Ces deux on�gurations à plut�t basse résolutionsont prinipalement employées dans des appliations relatives au limat. Elles permettent de fournirdes onditions initiales pour des prévisions limatiques (mensuelles, saisonnières ou multi-annuelles),et oéaniques, ou enore de reonstruire l'histoire de l'oéan par des réanalyses multi-déennales.NEMOVAR est onçu pour permettre une assimilation inrémentale 3D-Var ou 4D-Var. Pour ettedernière option, les routines adjointes du modèle sont atuellement développées sous l'appellationNEMOTAM. NEMOVAR omprend également un système de ontr�le de qualité des observations(NEMOQC). Plusieurs études sont atuellement en ours pour permettre l'amélioration du système,omme la prise en ompte de nouveaux types de données à assimiler (altimétrie, température de sur-fae, ourants, onentration de glae de mer), la orretion des biais du modèle et des observations,les algorithmes de minimisation, ou en�n les opérateurs de ovarianes qui nous intéressent ii.Les orrélations univariées de l'erreur d'ébauhe y sont onstruites par les appliations suessivesd'un opérateur de di�usion expliite 2D sur l'horizontale et 1D sur la vertiale, suivies d'une normalisa-tion issue de la méthode par veteur aléatoire (Weaver et Courtier, 2001). Pour l'horizontale, l'éhellede orrélation est onstante (4° pour ORCA2, 2° pour ORCA1) sauf autour de l'équateur (±15°) où elleest étirée dans le sens zonal et rétréie dans le sens méridien. Cette on�guration entraîne un nombred'itérations de 200 pour respeter le ritère de stabilité du shéma expliite (voir paragraphe 4.3.1).Pour la vertiale, l'éhelle est proportionnelle à la taille de la maille, et le nombre d'itérations est de71Message Passing Interfae.
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10. Ces paramètres onstituent la on�guration �standard� mais peuvent bien sûr être modi�és. L'al-gorithme de minimisation (CONGRAD) est un gradient onjugué (Lanzos) ave un hangement devariable préalable du type v = U−1δx (où B = UUT ; voir paragraphe 3.1.2).Au ours de ette thèse, des expérienes d'assimilation 3D-Var sont réalisées pour des données detempérature, salinité et hauteur d'eau (les données de ourants ne sont pas assimilés dans NEMOVARà l'heure atuelle). Pour modéliser les orrélations de la matrie B, on onstruit des opérateurs dedi�usion impliite 2D (hauteur d'eau) et 3D (température et salinité) à partir de l'opérateur de di�usionimpliite 1D, tout en respetant les ontraintes imposées par la parallélisation. Leurs performanessont omparées aux opérateurs expliites mentionnés plus haut. De plus, la dé�nition des éhellesde orrélation néessitant d'être approfondie, on implémente la possibilité de prendre en ompte leséhelles déterminées pour OPAVAR (ORCA2 uniquement) à partir d'une méthode d'ensemble parDaget (2008). En�n, on tente d'évaluer les di�érentes possibilités de normalisation, qu'il s'agisse dela méthode par veteur aléatoire ou de l'approximation du fateur théorique. C'est dans e adre(entre autres), que le nouvel algorithme de minimisation CGMOD a été mis en plae (S. Gratton,A. Piaentini, A. Weaver). Moins gourmand en mémoire suivant les options hoisies, il utilise unpréonditionnement par B diretement (voir paragraphe 3.1.2) et non plus le hangement de variableimpliquant U néessaire à CONGRAD. C'est ette dernière aratéristique qui nous intéressera iipour des raisons que l'on détaillera au paragraphe 5.4.5.2 Constrution d'opérateurs de orrélation 2 et 3×1DLa onstrution en 2D ou 3D de fontions de ovariane (ou orrélation) à partir d'une fontion 1Da été largement étudiée en mathématiques omme en géostatistiques (voir par exemple Stein, 1999, p.54-55 et les référenes itées). En assimilation de données, Wu et al. (2002) et Purser et al. (2003a,b)appliquent un �ltre réursif 1D sur haque axe pour onstruire des fontions de orrélations 2D et 3Dpour l'erreur d'ébauhe. De telles onstrutions sont généralement plus simples à étudier et à mettreen ÷uvre que de véritables onstrutions multi-dimensionnelles. Néanmoins, leur forte dépendane auxaxes présente des inonvénients dont il onvient de tenir ompte. Dans e paragraphe, des opérateursde orrélation 2D pour l'horizontale et 3D sont onstruits suivant le même prinipe mais à partir del'opérateur de di�usion impliite 1D étudié au hapitre 4.5.2.1 Fontions de orrélation séparablesOn suppose ii que la fontion de orrélation 3D que l'on herhe à modéliser est séparable suivantles axes x, y et z, i.e. elle peut s'érire sous la forme d'un produit de fontions de orrélation 1D (Stein,1999, p. 54) :

c(x, x′; y, y′; z, z′) = cx(x, x′)cy(y, y
′)cz(z, z

′).Chaque fontion de orrélation 1D peut alors être modélisée à l'aide de l'opérateur de di�usion impliiteétudié au hapitre 4. Si on suppose de plus que le hamp 3D que l'on herhe à orréler est égalementséparable (bien qu'il ne le soit pas en général)
η(x, y, z) = ηx(x)ηy(y)ηz(z),l'opérateur de orrélation

C[η(x, y, z)] =

∫ ∫ ∫
c(x, x′; y, y′; z, z′) η(x′, y′, z′) dz′ dy′ dx′

=

∫
cx(x, x′)ηx(x′) dx′

∫
cy(y, y

′)ηy(y
′) dy′

∫
cz(z, z

′)ηz(z
′) dz′,
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C[η(x, y, z)] =

√
λx(x)LM

x

[√
λx(x) ηx(x)

]√
λy(y)LM

y

[√
λy(y) ηy(y)

]√
λz(z)LM

z

[√
λz(z) ηz(z)

]

=
√
λ(x, y, z)LM

[√
λ(x, y, z) η(x, y, z)

]
,ave

LM = LM
x LM

y LM
z ,et

λ(x, y, z) = λx(x)λy(y)λz(z).

LM est l'opérateur de di�usion impliite 3×1D onstruit à partir des opérateurs de di�usion impliite1D, ave M le nombre d'itérations. On notera qu'il est tout à fait possible de hoisir un nombre d'ité-rations di�érent pour haque opérateur 1D. Cependant, pour simpli�er les notations, on suppose iiqu'ils utilisent tous le même nombre M .On disrétise maintenant et opérateur suivant les oordonnées urvilinéaires orthogonales (i, j, k)du modèle NEMO. Les opérateurs inverses 1D sont alors donnés par (voir l'exemple du paragraphe4.5)
L−1

x = 1 − ∆t

e1e2e3

∂

∂i

(
κ
e2e3
e1

∂

∂i

) à (j, k) �xé, (5.1)
L−1

y = 1 − ∆t

e1e2e3

∂

∂j

(
κ
e1e3
e2

∂

∂j

) à (i, k) �xé, (5.2)
L−1

z = 1 − ∆t

e1e2e3

∂

∂k

(
κ
e1e2
e3

∂

∂k

) à (i, j) �xé, (5.3)où le produit e1e2e3 représente les éléments de volume loaux que l'on notera sous la forme de lamatrie diagonale W = diag(· · ·, e1(i, j, k)e2(i, j, k)e3(i, j, k), · · · ). On rappelle pour mémoire la dé�-nition des opérateurs expliite 2D horizontal et 1D vertial disrétisés suivant es mêmes oordonnéesurvilinéaires orthogonales :
Lexh = 1 +

∆t

e1e2e3

[
∂

∂i

(
κ
e2e3
e1

∂

∂i

)
+

∂

∂j

(
κ
e1e3
e2

∂

∂j

)] à k �xé, (5.4)
Lexz = 1 +

∆t

e1e2e3

∂

∂k

(
κ
e1e2
e3

∂

∂k

) à (i, j) �xé. (5.5)Dans et espae, on dé�nit le produit salaire par 〈η1, η2〉W =
∫
η1η2e1e2e3 di dj dk. Pour la fontionoût disrétisée suivant es mêmes oordonnées, la norme L2 assoiée au terme Jb et déoulant dee produit salaire (pondéré par B−1) doit également tenir ompte des éléments de volume, et paronséquene, la modélisation de B doit omprendre une appliation de W−1. Les ovarianes d'erreurd'ébauhe disrétisées selon ette grille urvilinéaire s'érivent alors

BW−1 = KD1/2CW−1D1/2KT,ave K l'opérateur d'équilibre, D la matrie diagonale des varianes, et CW−1 la matrie blo diagonaledes orrélations univariées, où haque blo C est donné pour une variable partiulière par
C = Λ1/2LMW−1Λ1/2, (5.6)ave

LM = LM
x LM

y LM
z , (5.7)l'opérateur linéaire résultant de la disrétisation spatiale de haque opérateur 1D (voir paragraphe 4.5.2).



5.2. Constrution d'opérateurs de orrélation 2 et 3×1D 125Les opérateurs inverses donnés par les équations (5.1-5.3) (ainsi que les opérateurs expliites don-nés par les équations (5.4) et (5.5)) sont autoadjoints par rapport au produit salaire 〈η1, η2〉W =∫
η1η2e1e2e3 di dj dk. On en rappelle ii la preuve pour l'exemple de L−1

x .Preuve:
〈
η1,L−1

x [η2]
〉
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IR3
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∆t

e1e2e3

∂
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di dj dk.En intégrant par partie la seonde intégrale, on obtient :
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η2 di dj dk.Lorsque les onditions sur la frontière Γ du domaine sont de type Neumann (∂η1/∂i =

∂η2/∂i = 0) ou Dirihlet (η1 = η2 = 0), on a alors
η1
∂η2

∂i
− η2

∂η1

∂i
= 0. (5.8)Lorsque les onditions aux frontières sont de type Robin, on a

µη1 − (1 − µ)ē
∂η1

∂i
= 0,

µη2 − (1 − µ)ē
∂η2

∂i
= 0,où µ est tel que 0 < µ < 1, et ē un paramètre d'éhelle permettant de rendre les dimensionsohérentes dans les expressions préédentes. En multipliant la première expression par η2 etla seonde par η1, puis en les soustrayant, on obtient
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= 0,et l'on retrouve l'équation (5.8). Au �nal, on a don
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η2 e1e2e3 di dj dk

=
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x [η1] , η2

〉
W
.La formulation donnée ii étant séparable, les opérateurs 1D ommutent et l'opérateur 3×1D est alors



126 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1Dlui-même autoadjoint. On a don, d'après l'équation (A.2) :
L = L∗ = W−1LTW.On remarque également que

(L∗)M = L∗ × · · · × L∗
︸ ︷︷ ︸

M

= (L × · · · × L)︸ ︷︷ ︸
M

∗ =
(
LM
)∗
,et on a alors

LM = (L∗)M = W−1
(
LT
)M

W = W−1
(
LM
)T

W. (5.9)L'opérateur de di�usion impliite horizontale 2×1D est onstruit sur les mêmes bases mais enretirant la dimension vertiale. Dans la suite du paragraphe 5.2, on se limite à et opérateur 2×1Dpour illustrer nos propos.5.2.2 Sensibilité au nombre d'itérationsDans le adre du �ltre réursif, Purser et al. (2003a) montrent qu'un faible nombre d'appliationsonduit à une réponse altérée par une anisotropie parasite. Le même genre de phénomène est observéave l'équation de di�usion. La �gure 5.2 montre un exemple de l'appliation d'un opérateur 2×1Dsur une grille régulière de résolution 1 point, et ave une éhelle de orrélation onstante de LAR = 20points pour haque axe (le paramètre d'éhelle L =
√
κ∆t est ajusté en fontion de M pour maintenironstante ette éhelle de orrélation à l'aide de l'équation (4.54)). La normalisation est donnée parun algorithme de normalisation exate. Lorsque le nombre d'itérations est faible (M = 2 ; a), unealtération apparaît et s'atténue lorsque l'on itère davantage (M = 10 ; b).

(a) M = 2 (b) M = 10Fig. 5.2 � Exemple de fontions de orrélation obtenues par l'appliation d'un opérateur de di�usionimpliite 2×1D pour une éhelle onstante LAR = 20 sur haque axe. La normalisation est donnée parla méthode exate. Lorsque le nombre d'itérationsM est faible (a), la fontion présente une anisotropieparasite qui s'atténue en itérant davantage (b).En raison de ette anisotropie parasite qui apparaît lorsque M est faible, il n'est pas possible demodéliser des fontions dont le oe�ient d'aplatissement est important (fontions AR d'ordre faible).En revanhe, lorsque M est grand, haque fontion de orrélation issue de l'appliation d'un opérateurde di�usion impliite 1D tend vers la gaussienne, et ainsi, la fontion de orrélation orrespondant àl'opérateur 2×1D tend elle-même vers une fontion gaussienne 2D :
g(x, y) = e−x2/2L2

g × e−y2/2L2
g = e−(x2+y2)/2L2

g .
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Fig. 5.3 � Erreur suivant l'équation (5.10) en fontion du nombre d'itérations du même opérateur2×1D que pour la �gure (5.2). Pour M = 10, l'erreur est inférieure à 5%.Malgré la possibilité qu'o�re un opérateur de di�usion impliite 1D de modéliser des fontionsAR, nous ne herherons à représenter que des fontions gaussiennes ave les opérateurs de di�usionimpliite 2 et 3×1D. La �gure 5.3 montre alors dans les mêmes onditions que pour la �gure 5.2,l'erreur de modélisation en fontion de M . Cette erreur est donnée par
err =

‖C[δ(x− x0, y − y0)] − g(x− x0, y − y0)‖2

‖g(x− x0, y − y0)‖2

, (5.10)où g(x− x0, y− y0) est la fontion gaussienne attendue omme résultat de l'appliation de l'opérateur2×1D à δ(x−x0, y−y0), la fontion de Dira au point (x0, y0). Elevée pour un faible nombre d'itérations,l'erreur déroît rapidement et devient inférieure à 5% à partir de M = 10.5.2.3 Non séparabilité près des frontièresEn oéanographie, il est important de prendre en ompte les di�érentes frontières, qu'il s'agisse des�tes ou de la bathymétrie. Or, à l'approhe de es frontières, l'hypothèse de séparabilité des fontionsde orrélation prise dans le paragraphe préédent n'est plus valide. On herhe ii à en appréhender lesonséquenes à travers di�érentes formulations garantissant les propriétés de symétrie72 et de dé�niepositivité des opérateurs. Pour simpli�er les éritures et les illustrations, on se limite à l'opérateur deorrélation horizontal 2×1D :
C = Λ1/2LMW−1Λ1/2 ave LM = (LxLy)

M = LM
x LM

y , (5.11)ou
C̃ = Λ1/2L̃MW−1Λ1/2 ave L̃M = (LyLx)M = LM

y LM
x . (5.12)Lorsque les opérateurs 1D ommutent, les opérateurs de di�usion L et L̃ sont égaux et par onséqueneles opérateurs de orrélations C et C̃ sont également égaux. De plus, L et L̃ sont autoadjoints, e quipermet aux formulations des équations (5.11) et (5.12) d'être symétriques.En revanhe, si les opérateurs 1D ne ommutent pas, on a

L∗ = (LxLy)
∗ = L∗

yL
∗
x = LyLx 6= LxLy = L.72On parle ii de la symétrie de l'opérateur de orrélation dans le sens où l'appliation de l'opérateur C donnele même résultat que l'appliation de l'opérateur CT, et non pas de la symétrie de la fontion de orrélationrésultante telle que dé�nie en Annexe B.



128 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1DOn a alors LMW−1 6=
(
LMW−1

)T et ainsi C 6= CT. Les opérateurs de orrélations C et C̃ (la mêmedémonstration s'y applique) ne sont don pas symétriques lorsque les opérateurs 1D ne ommutent pas.Néanmoins, il est possible de forer la symétrie de l'opérateur C (ou C̃) en redé�nissant l'opérateurde di�usion par
LM

1 =
1

2

[
LM +

(
LM
)∗]

=
1

2

[
LM

x LM
y +

(
LM

y

)∗ (
LM

x

)∗]
. (5.13)Une première formulation de l'opérateur de orrélation dans le as de non-séparabilité est don :

C1 = Λ1/2 1

2

[
LM

x LM
y + W−1

(
LM

y

)T
WW−1

(
LM

x

)T
W
]
W−1Λ1/2

=
1

2
Λ1/2

[
LM

x LM
y W−1 + W−1

(
LM

y

)T (
LM

x

)T]
Λ1/2

=
1

2

(
C + CT

)
, (5.14)où on a bien C1 = CT

1 . On suppose de plus que et opérateur est dé�ni positif (ette hypothèse n'estpas disutée ii ar ette formulation ne sera pas retenue).
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(a) C1, éqn. (5.14)  
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(b) Fontion gaussienne 2D
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() C, éqn. (5.6)  
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(d) CT, éqn. (5.6)Fig. 5.4 � Solution de l'appliation de l'opérateur de di�usion impliite 2×1D suivant l'équation (5.14),à une fontion de Dira située à l'angle de la frontière omplexe, sur une grille régulière de résolution 1point, ave une éhelle de orrélation de LAR = 10 points (panneau a). Pour omparaison, la fontiongaussienne attendue est représentée sur le panneau b. Le détail des termes de la moyenne est donnésur les panneaux  et d.



5.2. Constrution d'opérateurs de orrélation 2 et 3×1D 129La �gure 5.4a montre le résultat de l'appliation de l'opérateur 2×1D dé�ni par l'équation (5.14)à une fontion de Dira située à l'angle d'une frontière omplexe. On hoisit ii délibérément unefrontière di�ile a�n d'exposer plus lairement les di�ultés auxquelles sont onfrontées les di�érentesformulations. Le fait que la frontière soit symétrique suivant x et y n'a pas d'in�uene sur les résultats.La grille est régulière et de résolution 1 point, et l'éhelle de orrélation est dé�nie sur les deux axespar LAR = 10 points. Pour omparaison, la fontion gaussienne attendue est donnée par la �gure 5.4b.On onstate l'apparition d'un artefat important qui s'explique par le fait que pour haque terme dela moyenne, la ondition initiale est entièrement di�usée sur un axe avant d'être di�usée sur l'autre.Sur la �gure 5.4 qui représente le premier terme de ette moyenne, la ondition initiale est d'abordentièrement di�usée suivant l'axe y avant d'être di�usée suivant l'axe x, e qui prolonge arti�iellementla frontière zonale. Sur la �gure 5.4d qui représente le deuxième terme de la moyenne, la onditioninitiale est dégagée du reoin de la frontière par la di�usion suivant x et peut don ensuite être étaléeen haut et en bas. Mais ela entraîne une prolongation arti�ielle de la première frontière méridienne.On remarque également sur es deux �gures, l'e�et d'étirement de l'éhelle de orrélation dû à l'appli-ation des onditions aux frontières de Neumann ave une normalisation exate (voir paragraphe 4.4.2).Les formulations données par les équations (5.11) et (5.14) ne sont pas satisfaisantes. En e�et,la dé�nition positive n'est pas garantie et même si la symétrie est assurée par la dé�nition (5.14), lerésultat, deux fois plus oûteux, reste insu�sant près des frontières. On propose alors de fatoriserl'opérateur de di�usion par LM
2 = LM/2LM/2, où les termes en M/2 représentent une intégrationdes équations de di�usion sur le pseudo-temps [0, T/2] au lieu de [0, T ]. Par onvention, on hoisiradon obligatoirement un nombre d'itérations M pair73. Si les opérateurs 1D ommutent, l'opérateurde di�usion 2×1D est alors autoadjoint et on peut érire

LM
2 = LM/2LM/2 = LM/2

(
LM/2

)∗
= LM/2

x LM/2
y

(
LM/2

y

)∗ (
LM/2

x

)∗
. (5.15)Une nouvelle formulation de l'opérateur de orrélation est alors donnée par

C2 = Λ1/2LM/2
x LM/2

y W−1
(
LM/2

y

)T
WW−1

(
LM/2

x

)T
WW−1Λ1/2

= Λ1/2LM/2
x LM/2

y W−1
(
LM/2

y

)T (
LM/2

x

)T
Λ1/2

= C1/2
(
C1/2

)T
. (5.16)L'avantage prinipal de l'équation (5.16) par rapport aux équations (5.11) et (5.14) est que la formula-tion même garantit un résultat symétrique (C2 = CT

2 ) et dé�ni positif. De la même manière, on peutdé�nir
C̃2 = Λ1/2LM/2

y LM/2
x W−1

(
LM/2

x

)T (
LM/2

y

)T
Λ1/2

= C̃1/2
(
C̃1/2

)T
. (5.17)Néanmoins, si les opérateurs Lx et Ly ne ommutent pas, on obtiendra des résultats di�érents suivantque l'on applique l'un ou l'autre en premier, puisque

C2 = C1/2
(
C1/2

)T
6= C̃1/2

(
C̃1/2

)T
= C̃2.Pour palier e problème, Dobrii et Pinardi (2008) proposent dans le adre du �ltre réursif, demodi�er la dé�nition (5.15) en prenant en ompte les deux dé�nitions possibles des opérateurs de73Il est en fait possible d'utiliser un nombre d'itérations impair mais au prix de di�ultés supplémentairesque l'on n'a pas jugé néessaires d'introduire ii.
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(a) C2, éqn. (5.16)  
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(b) C̃2, éqn. (5.17)
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() C3, éqn. (5.18)  
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(d) C4, éqn. (5.19), moyenne de (a) et (b)
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(e) Cex, éqn. (5.20)  
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(f) Fontion gaussienne 2DFig. 5.5 � Solutions de l'appliation de l'opérateur de di�usion impliite 2×1D à une fontion deDira située à l'angle de la frontière omplexe, sur une grille régulière de résolution 1 point, ave uneéhelle de orrélation de LAR = 10 points. L'opérateur 2×1D est donné par l'équation (5.16) (a),l'équation (5.17) (b), l'équation (5.18) () ou l'équation (5.19) (d). Pour omparaison, la solution del'appliation de l'opérateur expliite 2D suivant l'équation (5.20) (e) et la fontion gaussienne attendue(f) sont également représentés.
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LM

3 =
1

2

[
LM/2 + L̃M/2

] 1

2

[
LM/2 + L̃M/2

]∗

=
1

2

[
LM/2

x LM/2
y + LM/2

y LM/2
x

] 1

2

[(
LM/2

y

)∗ (
LM/2

x

)∗
+
(
LM/2

x

)∗ (
LM/2

y

)∗]
,e qui onduit à la formulation

C3 =
1

4
Λ1/2

[
LM/2

x LM/2
y + LM/2

y LM/2
x

]
W−1

[(
LM/2

y

)T(
LM/2

x

)T
+
(
LM/2

x

)T(
LM/2

y

)T
]
Λ1/2. (5.18)Une autre possibilité est de prendre en ompte les deux dé�nitions possibles des opérateurs de orré-lation données par les équations (5.16) et (5.17) :

C4 =
1

2
Λ1/2

[
LM/2

x LM/2
y W−1

(
LM/2

y

)T(
LM/2

x

)T
+ LM/2

y LM/2
x W−1

(
LM/2

x

)T(
LM/2

y

)T
]
Λ1/2

=
1

2

(
C2 + C̃2

)
. (5.19)Les formulations données par les équations (5.18) et (5.19) di�èrent par les produits roisés qui ap-paraissent dans la première. Garantissant la symétrie et la dé�nition positive, elles o�rent l'avantagesur l'équation (5.16) de s'a�ranhir des problèmes de non-ommutation des opérateurs 1D. Cependant,elles néessitent deux fois plus d'appliation des opérateurs de di�usion et sont don plus oûteuses.Pour omparaison, l'opérateur de orrélation basé sur l'opérateur de di�usion expliite 2D s'érit

Cex = Λ1/2
ex L

M/2
exh W−1

(
L

M/2
exh

)T
Λ1/2

ex , (5.20)où Lexh représente la disrétisation spatiale de l'équation (5.4).Les �gures 5.5a-d présentent les résultats de l'appliation d'un opérateur 2×1D suivant les di�é-rentes formulations énonées, à une fontion de Dira dans les mêmes onditions que pour la �gure 5.4a.Pour omparaison, les �gures 5.5e-f montrent respetivement le résultat de l'appliation de l'opérateurexpliite 2D suivant l'équation (5.20), et la fontion gaussienne attendue. Dans tous les as la norma-lisation assoiée à l'opérateur de di�usion est donnée par une méthode exate. Pour la �gure 5.5a, lesopérateurs sont appliqués suivant l'équation (5.16), où l'appliation adjointe suivant x intervient enpremier. On voit ii lairement que la première di�usion est bien marquée et permet ensuite, par dif-fusion suivant y, d'obtenir un résultat orret le long de la frontière méridienne, tandis qu'il est moinssatisfaisant le long de la frontière zonale. Lorsque le sens d'appliation est inversé (�gure 5.5b), lesmêmes ommentaires s'appliquent mais sur les axes opposés et le résultat devient bien plus satisfaisantsur la frontière zonale que sur la frontière méridienne. Les �gures 5.5-d montrent les solutions obtenuesrespetivement par l'appliation des équations (5.18) et (5.19). L'e�et du traitement séparé de haqueaxe reste visible mais la forme obtenue est bien plus prohe de la gaussienne attendue que pour les�gures 5.5a-b. On remarque en�n, que l'étirement arti�iel de l'éhelle de orrélation dû à la normali-sation exate semble plus marqué pour l'opérateur expliite 2D que pour les di�érentes formulationsdes opérateurs impliites 2×1D. Mais le traitement étant e�etué sur les deux axes simultanément, iln'y a pas d'e�et parasite du type de elui qui apparait sur les �gures 5.5a-d.5.2.4 Non séparabilité due aux variations des éhelles de orrélationDans beauoup d'appliations d'assimilation de données, et en partiulier pour l'oéanographie,supposer que les éhelles de orrélation sont onstantes est peu réaliste. La prise en ompte de l'in-homogénéïté et de l'anisotropie pour une fontion de orrélation gaussienne s'e�etue par l'utilisation



132 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1Dd'un tenseur (Weaver et Courtier, 2001; Purser et al., 2003b; Purser, 2005). En se limitant au as 2D,la fontion gaussienne s'érit
g(x,y) = exp

[
1

2
( x y )

(
κxx κxy

κyx κyy

)(
x

y

)]
. (5.21)Les termes diagonaux κxx et κyy du tenseur permettent de prendre en ompte des éhelles deorrélation qui varient suivant les axes x et y respetivement. Les �gures 5.6a-b représentent le résultatde l'appliation d'un opérateur de di�usion impliite 2×1D ave M = 10 à une ondition initialeomposée de deux fontions de Dira, assoiée à une normalisation exate. Sur le panneau (a), l'éhellede orrélation est onstante LAR = 7 pour haque axe, tandis que sur le panneau (b), l'éhelle variesur son axe autour de ette valeur suivant une sinusoïde. Pour la fontion en bas à gauhe, les éhellessont raouries tandis qu'elles sont allongées pour la fontion en haut à droite.
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(a) Fontion homogène isotrope  
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(b) Variation suivant les axesFig. 5.6 � Appliation d'un opérateur 2×1D ave M = 10 à une ondition initiale omposée de deuxfontions de Dira, lorsque l'éhelle de orrélation est onstante LAR = 7 points pour haque axe (a),et lorsqu'elle varie sur son axe autour de ette valeur suivant une sinusoïde (b).Les termes extra-diagonaux κxy et κyx introduisent quant à eux l'anisotropie, mais ne peuventpas être pris en ompte diretement par l'opérateur 2×1D à moins d'e�etuer un hangement de basepermettant de ramener es termes sur la diagonale du tenseur inhérent. Dans le adre du �ltre réursif,Purser et al. (2003b) et Purser (2005) proposent une méthode permettant de générer des axes arti�-iels suivant lesquels il est possible d'allonger ou d'étréir les éhelles. Cette méthode est égalementappliable à l'équation de di�usion mais ne sera pas testée ii.Les éhelles de orrélation sont souvent estimées à partir de onnaissanes physiques ou statistiques.Mais lorsque des ontraintes numériques existent (ritère de stabilité pour l'opérateur de di�usionexpliite), elles sont plut�t hoisies de manière à satisfaire des onditions de faisabilité. Lorsqu'auuneontrainte numérique n'existe (opérateur de di�usion impliite), une façon de donner davantage deohérene physique aux éhelles de orrélation et même, de les faire dépendre de l'éoulement, est deles estimer à partir d'un ensemble (Daget, 2008), suivant les formules de Pannekouke et al. (2008)par exemple. Néanmoins, il est important de noter que l'hypothèse de séparabilité des fontions deorrélation n'est plus valide dès que des variations de es éhelles de orrélation sont prises en ompte(sauf si pour haque opérateur 1D, la variation ne dépend que de l'axe a�érent).



5.3. Appliation au système NEMOVAR 1335.3 Appliation au système NEMOVARLes résultats obtenus dans le paragraphe préédent sont maintenant appliqués au système d'as-similation de données oéaniques variationnelle NEMOVAR, pour modéliser les orrélations spatialesde l'erreur d'ébauhe pour la température (3D) et les omposantes non équilibrées de salinité (3D)et hauteur d'eau (2D). Quelque soit la formulation, le nombre d'itérations à appliquer pour les di�é-rents opérateurs 1D doit être hoisi de manière à e que l'anisotropie parasite résultant d'un M petitsoit atténuée de façon satisfaisante. Bien qu'il n'y ait auune obligation de hoisir le même nombred'itérations pour tous les opérateurs, 'est e que nous faisons dans tout e qui suit en prenantM = 10.L'opérateur expliite préédemment mis en ÷uvre dans NEMOVAR est donné en 2D par l'équa-tion (5.20) et en 2D+1D par l'extension
Cex = Λ1/2

ex LM/2
exz L

M/2
exh W−1

(
L

M/2
exh

)T (
LM/2

exz

)T
Λ1/2

ex . (5.22)On note que les opérateurs Lexz et Lexh ne ommutent pas près des �tes ou de la bathymétrie, etdonneraient don des résultats di�érents s'ils étaient intervertis dans l'équation (5.22). De la mêmemanière, on hoisit pour l'opérateur impliite, d'utiliser la formulation donnée par l'équation (5.16)pour l'opérateur horizontal 2×1D et son extension à trois dimensions
C2 = Λ1/2LM/2

x LM/2
y LM/2

z W−1
(
LM/2

z

)T (
LM/2

y

)T (
LM/2

x

)T
Λ1/2,pour l'opérateur 3×1D. L'ordre d'appliation des opérateurs 1D est hoisi de façon arbitraire (maisprendra plus de sens dans le paragraphe 5.4. Comme pour l'expliite, les onditions aux frontières sontde type Neumann et appliquées grâe à l'utilisation de masques omme indiqué au paragraphe 4.5.2.En�n, la normalisation est réalisée par la méthode par veteur aléatoire de 1000 membres.5.3.1 Aspets numériquesLa résolution numérique du shéma doit tenir ompte de la parallélisation adoptée pour le modèle.Or, elle de NEMO (et de NEMOVAR par onséquene) onsiste à déomposer le domaine global ensous-domaines horizontaux. La vertiale n'étant pas déomposée, une méthode direte basée sur la fa-torisation de Cholesky peut y être appliquée. Pour les opérateurs zonal et méridien ependant, haquedomaine 1D peut être distribué sur des proesseurs di�érents et n'est don pas aessible de manièreontigue. Un premier hoix onsiste alors à résoudre le système linéaire de haque pas de temps par uneméthode itérative adaptée à ette parallélisation. Cette approhe néessite d'étudier sa onvergeneet le nombre d'itérations requis, ainsi que la bonne ompatibilité des opérateurs direts et adjoints.Dans ette thèse, on hoisit de onserver la résolution de l'horizontale par la même méthode direteque pour la vertiale, et don d'utiliser une fatorisation de Cholesky (voir paragraphe 4.5.2). Pour efaire, les proesseurs doivent être réorganisés de manière adéquate avant et après haque appliationd'un opérateur horizontal. Le détail de ette réorganisation est donné en Annexe F.L'opérateur �zonal� Lx est appliqué sur haque ligne omplète ((j, k) �xé) de la grille. Dans ertainsas, des �tes sont présentes en début et en �n de ligne (déoupage est/ouest de la sphère au milieude l'Asie, suivant la longitude ≈ 80E), mais dans d'autres, le raordement de la ligne en erle doitêtre géré. De plus, dans la région du ourant irumpolaire Antartique, auune terre ne permet dedélimiter un domaine. C'est pourquoi il est néessaire ii d'introduire des onditions aux frontières



134 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1Dpériodiques. La matrie tribande A du paragraphe 4.5.2 à laquelle on ajoute la périodiité devient :
A =
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.Compte tenu de la partiularité de A, la matrie triangulaire inférieure G représentant la déompositionde Cholesky telle que A = GGT est alors simpli�ée en :

G =




d1

b2 d2. . . . . .. . . . . .
p1 · · · pI−2 bI + pI−1 dI



.Elle néessite de stoker trois tableaux de taille I × J × K, où I, J et K représentent le nombre depoints du domaine global suivant les oordonnées i, j et k respetivement. Pour une ligne donnée,i.e. à (j, k) �xé, les omposantes gp,q de la matrie triangulaire inférieure de Cholesky sont donnéespar la diagonale gp,p = dp, la bande gp,p−1 = bp et la ligne de périodiité gI,q = pq alulées suivantl'algorithme i-après, où ap,q sont les omposantes de la matrie A. A haque itération m, le systèmeest ensuite résolu en introduisant le veteur y tel que y = GTxm−1 et xm = Gy, ave x0 la onditioninitiale. Pour une ligne à (j, k) �xéCalul de G� b1 = 0� d1 =

√
a1,1� p1 = aI,1/d1� Pour i = 2 à I − 1

bi = ai,i−1/di−1

di =
√
ai,i − b2i

pi = −pi−1bi/di� Fin pour� bI = aI,I−1/dI−1,I−1� dI =
√
aI,I −

∑I−2
n=1 p

2
n − (bI + pI−1)2� pI = 0

Résolution du système� Résolution avant� y1 = x1/d1� Pour i = 2 à I − 1

yi = (xi − biyi−1)/di� Fin pour� yI =
(
xI − bIyI−1 −

∑I−1
n=1 pnyn

)
/dI� Résolution arrière� xI = yI/dI� Pour i = I − 1 à 1

xi = (yi − bi+1xi+1 − pixI)/di� Fin pourPour l'opérateur �méridien� Ly, on déoupe le globe en une moitié ouest et une moitié est. On onsi-dère alors une olonne ommençant en Antartique �té ouest, montant jusqu'au nord et le passantà travers la zone de reouvrement nord, puis redesendant jusqu'en Antartique �té est. Le domaine1D étant ainsi borné, des onditions aux frontières périodiques ne sont pas néessaires et seuls deuxtableaux de taille I×J×K doivent être alulés. Le alul des omposantes de la matrie de Cholesky



5.3. Appliation au système NEMOVAR 135ainsi que la résolution du problème sont identiques aux algorithmes préédents ave pi = 0 pour tout
i, et en remplaçant I par 2J − r, où r représente le nombre de lignes inlues dans la zone de reouvre-ment nord. Suivant les options hoisies et les variables traitées, ette zone n'est pas dé�nie de la mêmemanière, mais les détails tehniques de son traitement ne seront pas exposés ii.En�n, l'opérateur vertial Lz est appliqué sur haque olonne d'eau. Le domaine 1D est borné endébut par la surfae et en �n par la bathymétrie et la déomposition de Cholesky néessite don deuxtableaux de taille I × J × K. Leurs aluls ainsi que la résolution du problème sont identiques auxalgorithmes préédents ave pi = 0 et en remplaçant I par K. Un ontr�le permet ependant d'abrégerla boule dès que le fond oéanique est atteint.La �gure 5.7 montre des exemples de orrélations obtenues pour la température sur la grille ORCA1,à partir de l'appliation de l'opérateur de di�usion impliite 3×1D dérit ii sur une ondition initialeonstituée de fontions de Dira en di�érents points géographiques. La normalisation est assurée parune méthode par veteur aléatoire de 1000 membres. Les éhelles de orrélation sont paramétrées à
2° pour l'horizontale ave un étirement zonal et rétréissement méridien autour de l'équateur (±15°)sous une forme sinusoïdale. Suivant l'axe zonal par exemple, l'éhelle est doublée à 4° sur l'équateurpuis raourit jusqu'à revenir à 2° dès que l'on atteint la latitude 15° Nord ou Sud. Pour la vertiale,l'éhelle est paramétrée à deux fois la taille de la maille, sahant que ette taille évolue de 10 mètressur les 100 premiers mètres de olonne d'eau jusqu'à environ 500 mètres près du fond oéanique.

Fig. 5.7 � Exemple de orrélations de température issues de l'appliation d'un opérateur de di�usionimpliite 3×1D ave normalisation par veteur aléatoire de 1000 membres. Les résultats sont donnésen surfae pour le globe (en haut) et au P�le Nord (en bas à gauhe). Les latitudes y sont représentéestous les 10° et les longitude tous les 30°. En bas à droite, une oupe est réalisée à la latitude 21°S pourle Pai�que Est et l'Atlantique, où une orrélation à été alulée vers 185 mètres de profondeur.



136 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1DLa �gure du haut montre les orrélations en surfae sur le globe, où la latitude est indiquée tous les
10° et la longitude tous les 30°. La orrélation au sud de l'Inde orrespond au raordement est/ouest.Positionnée aux environs de 10°S, on peut voir dans la forme légèrement triangulaire de sa moitié bassel'e�et du retour de l'éhelle zonale à 2°. La variation des éhelles est également bien visible au milieudu Pai�que Equatorial ainsi que dans le golfe de Guinée. Au niveau de l'Indonésie, on note que si lapropagation de la orrélation est bien arrêtée par les frontières, elle s'in�ltre dans l'ouverture présentéepar le détroit de la Sonde (entre Sumatra et Java). La �gure en bas à gauhe montre une orrélation ensurfae positionnée à travers le reouvrement nord. En�n, la �gure en bas à droite onstitue une oupeà la latitude 21°S pour le Pai�que Est et l'Atlantique. A gauhe, la orrélation orrespond à ellesituée à l'ouest de la frontière Pérou/Chili. A droite, la orrélation est issue d'une fontion de Dirasituée à 185 mètres de profondeur. On peut voir l'allongement de l'éhelle de orrélation vertiale enfontion de la profondeur.Pour évaluer l'impat des frontières sur les orrélations, la �gure 5.8 montre un zoom des or-rélations obtenues en Indonésie (a), près du détroit de Bass entre Australie et Tasmanie () et surl'Amérique Latine (e). Ces �gures sont traées en fontions des oordonnées urvilinéaires (i, j, 1) pourêtre diretement omparées à la �gure 5.5a. On remarque alors que les e�ets parasites visibles surette dernière �gure sont nettement moins marqués sur les �gures 5.8a,,e, les frontières y étant moinssévères par rapport à l'éhelle de orrélation paramétrée. On donne de plus sur les panneaux b, d etf, les orrélations obtenues dans les mêmes onditions mais ave un opérateur expliite 2D (M = 200)+ 1D (M = 14 pour satisfaire le ritère de stabilité ave une éhelle de orrélation orrespondant à 2fois la maille vertiale).De façon générale, les orrélations impliites et expliites sont assez similaires, bien qu'il soit pos-sible de distinguer l'e�et du traitement des axes séparés dans la forme �un peu moins irulaire� desrésultats de l'appliation de l'opérateur 3×1D. On note par exemple sur la �gure 5.8, l'arrêt desontours au niveau de la frontière horizontale de l'Australie alors qu'elles remontent légèrement surla �gure 5.8d. De même, on note que la remontée vers les terres des ourbes de niveaux inférieures(bleues) est un peu plus brutale sur la �gure 5.8e que sur la �gure 5.8f. Mais la plus grande di�éreneonerne la propagation de la orrélation à travers le détroit de la Sonde qui reste antonnée à l'axe
i sur la �gure 5.8a alors qu'elle s'étend irulairement sur la �gure 5.8b. Globalement, les di�érenesprésentées sont légères et semblent aeptables, en partiulier dans le adre des on�gurations globalesà plut�t basse résolution utilisées ii, où l'assimilation de données près des �tes n'est généralementpas privilégiée. On notera que la formulation donnée par l'équation (5.19) étendue au trois dimensions(soit 6 termes au lieu de 2 dans la moyenne) donne des résultats plus prohes de eux de l'expliite(non montrés) bien que la di�érene dans le détroit de la Sonde soit toujours importante.Les orrélations résultant de l'appliation d'un opérateur de di�usion impliite 3×1D sont globa-lement similaires à elles résultant de l'appliation d'un opérateur de di�usion expliite 2D+1D. Ons'intéresse don maintenant au oût théorique des deux opérateurs, tant en terme de mémoire que detemps de alul. On donne i-après une estimation théorique de e oût pour le alul des orrélationsd'une variable donnée.Pour l'opérateur de di�usion expliite 2D+1D, les divers paramètres néessaires à son appliationsont alulés et sauvegardés en mémoire lors de l'initialisation du ode, soit en tout 4 tableaux 3D et 1tableau 2D (dans NEMO, les éléments de volume de l'horizontale ne dépendent pas du niveau vertial).La résolution proprement dite du shéma se fait en ombinant les éléments du hamp 3D (5 pointssur l'horizontale, 3 points sur la vertiale). Pour l'horizontale, le alul des deux dérivées spatiales este�etué suessivement, soit deux boules sur le hamp 3D, tandis que pour la vertiale, la matrieexpliite est diretement appliquée, soit une seule boule sur le hamp 3D. Cette matrie se résume àune diagonale et une bande, soit 2 des 4 tableaux 3D stokés au préalable. Après haque itération del'horizontale, les proesseurs remettent à jour leur halo par éhange d'information ave les proesseurs
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(a) Indonésie, impliite 3×1D  
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(b) Indonésie, expliite 2D+1D
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() Australie, impliite 3×1D  
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(d) Australie, expliite 2D+1D
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(e) Amérique Latine, impliite 3×1D  
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(f) Amérique Latine, expliite 2D+1DFig. 5.8 � Zoom près des frontières de la �gure 5.7 pour l'Indonésie (a), l'Australie () et l'AmériqueLatine (e) traés en surfae suivant les oordonnées urvilinéaires (i, j, 1). Pour omparaison, les or-rélations obtenues dans les mêmes onditions mais pour un opérateur expliite 2D horizontal + 1Dvertial sont données sur les panneaux b, d et f.



138 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1Dvoisins, l'envoi et la réeption de données néessitant deux ommuniations distintes. Les éhelles deorrélation sont adaptées de façon ad ho, pour que le nombre d'itérations ne dépasse pas 200 pourl'horizontale et 10 pour la vertiale.Pour l'opérateur de di�usion impliite 3×1D, la déomposition de Cholesky de haun des opé-rateurs 1D est également alulée et sauvegardée en mémoire lors de l'initialisation, soit en tout 7tableaux 3D. Pour résoudre haque shéma 1D, on e�etue deux boules sur le hamp 3D où une om-binaison 3 points est alulée à haque fois. Cependant, une réorganisation des proesseurs est e�etuéeavant et après l'appliation des opérateurs 1D zonal et méridien, et auun éhange inter-proesseurn'est alors néessaire entre les di�érentes itérations. 8 réorganisations (2 en i et 2 en j pour l'appliationdes opérateurs direts, et 2 en i et 2 en j pour l'appliation des opérateurs adjoints) sont néessaires.On peut don estimer que la résolution de l'opérateur impliite sera plus hère que elle de l'ex-pliite, e qui semble logique puisque la première néessite de résoudre un système linéaire à haquepas de temps. Mais l'algorithme de résolution expliite étant appelé nettement plus souvent, la di�u-sion impliite devrait au total être plus éonome en temps bien que plus oûteuse en mémoire pour lestokage des paramètres et la dé�nition de davantage de variables loales pour la réorganisation desproesseurs. Conernant le nombre de ommuniations par proesseur, il dépend pour l'expliite dunombre d'itérations horizontales et n'évolue pas (ou peu) ave le nombre de proesseurs, ontrairementà l'impliite qui dépend en outre de la distribution adoptée. En e�et, si Nx est le nombre de proesseurssuivant x, le nombre de ommuniations néessaires à la réorganisation de et axe est proportionnelà Nx − 1. Si Ny est le nombre de proesseurs suivant y, le nombre de ommuniations néessaires àla réorganisation de et axe est proportionnel à 2Ny − 1. Pour les on�gurations globales ORCA2 etORCA1 que nous testons ii, le nombre et la distribution des proesseurs employés permet d'avoirun nombre de ommuniations très inférieur pour l'impliite par rapport à l'expliite. Néanmoins, levolume de données éhangées à haque ommuniation est bien plus important pour l'impliite quepour l'expliite. Mais généralement, 'est le temps de latene plut�t que le temps de transfert des don-nées proprement dit qui rée le oût d'une ommuniation, et on peut don en déduire que le shémaimpliite sera moins oûteux de e point de vue.En onlusion, si l'opérateur de di�usion impliite 3×1D semble donner un résultat globalementsimilaire à elui de l'opérateur de di�usion expliite 2D+1D, il est théoriquement moins oûteux entemps bien qu'exigeant plus de mémoire pour les on�gurations onsidérées. Mais le nombre de om-muniations pour l'impliite dépend du nombre de proesseurs et de leur distribution et peut dongénérer des problèmes de salabilité. Cependant, les on�gurations sur lesquelles nous travaillons iisont à plut�t basse résolution, et ne néessitent don pas un nombre très important de proesseurs.Les problèmes de salabilité, équilibrage de la harge, . . . ne seront don pas abordé ii, mais devraientl'être si es opérateurs sont utilisés dans des on�gurations à plus haute résolution et ave davantagede proesseurs.5.3.2 Tests de la boule internePour omparer le oût de la formulation impliite ave elle de l'expliite, nous e�etuons ii uneminimisation 3D-Var limitée à la boule interne de NEMOVAR. Dans l'expériene hoisie, les donnéesassimilées orrespondent à des pro�ls de température et de salinité in situ et d'anomalies altimétriquesle long de traes satellite pour la hauteur d'eau. La fenêtre temporelle est de 10 jours à partir du 1erjanvier 2006. La minimisation est assurée soit par l'algorithme CONGRAD soit par elui de CGMODen imposant 40 itérations (soit 42 appliations des opérateurs de di�usion en tout). Ces expérienespermettent ii d'évaluer les performanes de l'opérateur de di�usion impliite 3×1D ave M = 10pour haque axe et de les omparer à elles de l'opérateur de di�usion expliite 2D+1D ave M = 200pour l'horizontale et M = 10 pour la vertiale. Les hi�res donnés tout au long de e paragraphe sontindiatifs, les temps pouvant varier légèrement en fontion de la harge de la mahine.



5.3. Appliation au système NEMOVAR 139Pro�lage pour la on�guration ORCA2 sur le DELL Preision T5500Les deux tests suivants74 permettent d'évaluer et de omparer les performanes des opérateurs dedi�usion impliite et expliite, et sont e�etués pour la on�guration ORCA2 sur le PC de bureauDELL Preision T5500 (2 proesseurs Intel Xeon de 4 ÷urs haun). L'opérateur de di�usion estappliqué à deux variables 3D (température et omposante non-équilibrée de salinité) et une variable2D (omposante non-équilibrée de hauteur d'eau). Un appel à haque �raine arrée� des opérateursdiret et adjoint est demandé à haque itération de la minimisation (CONGRAD ave réorthogona-lisation) et pour sa �nalisation, soit 42 ×M/2× nombre de variables appels des résolution direte etadjointe. Un appel supplémentaire à l'opérateur diret horizontal est également demandé pour le �l-trage des varianes de la variable température, soitM résolutions horizontales diretes supplémentaires.Impliite 2 et 3×1D Expliite 2D+1DNb appels T exe. s T/appel ms Nb appels T exe. s T/appel msParamètre x 3 0, 070 23, 3Paramètre y 3 0, 066 22, 0Paramètre h 3 0, 136 45, 3 3 0, 075 25, 0Paramètre z 2 0, 084 42, 0 2 0, 056 28, 0

L
M/2
h 127 2, 47 19, 4 127 0 , 009 0, 0(

L
M/2
h

)T

126 2, 36 18, 7 126 0 , 021 0, 2

L
M/2
z 84 0, 001 0, 0 84 0, 001 0, 0(

L
M/2
z

)T

84 0, 001 0, 0 84 0, 001 0, 0Résol. dir. x 640 6, 51 10, 2Résol. adj. x 630 6, 88 10, 9Résol. dir. y 640 3, 51 5, 5Résol. adj. y 630 3, 63 5, 8Résol. dir. h 1280 10 , 02 15, 7 12800 46, 87 3, 7Résol. adj. h 1260 10 , 51 16, 7 12600 69, 71 5, 5Résol. dir. z 420 3, 55 8, 5 420 6, 76 16, 1Résol. adj. z 420 4, 14 9, 9 420 7, 93 18, 9Tab. 5.1 � Comparaison des temps d'exéution des routines expliites et impliites sur le PC DELLPreision T5500 ave 1× 1 proesseurs et la on�guration ORCA2. Le temps d'exéution est le tempsnéessaire au ode de la routine pour s'exéuter, mais ne omprend pas les temps passés dans d'éven-tuelles routines appelées. Les temps les plus indiateurs sont omparés en rouge gras et bleu italique.Le tableau 5.1 ompare les temps CPU des opérateurs impliite 2 et 3×1D et expliite 2D+1D lorsd'un test sur 1× 1 proesseur75. On donne tout d'abord les temps néessaires au alul et au stokagedes paramètres lors de l'initialisation, puis aux proédures néessaires à l'appliation des opérateurs(pour l'impliite on a Lh = LxLy), et en�n à la résolution du shéma de di�usion (pour l'impliitela résolution suivant h est en fait la somme des résolutions suivant x et y). Pour haun, on trouved'abord le nombre d'appels de la routine (par exemple pour la résolution direte suivant x, on a 42itérations de minimisation pour 3 variables ave M/2 = 5, soit 630 appels auquel on ajoute M = 10appels pour le �ltrage des varianes), et leur temps CPU d'exéution en seondes. On en estime alorsle temps CPU d'exéution par appel en milliseondes. Ces valeurs orrespondent au temps néessaire74Ces tests sont réalisés grâe au logiiel de pro�lage pgprof : http ://www.pgroup.om/produts/pgprof.htm75Le test est réalisé en multi-proesseurs et non pas en monoproesseur.



140 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1Dà l'exéution de la routine hors appel d'autres routines.Le alul des paramètres qui s'e�etue à l'initialisation pour haque variable est plus oûteux pourl'impliite puisqu'il onerne une déomposition de Cholesky, mais reste d'un abord raisonnable. Onvoit également que, si le temps d'exéution par appel des opérateurs est négligeable pour l'expliite,il est notable pour l'impliite à l'horizontal (≈ 20 ms) qui omprend des aluls supplémentaires (dé-portés de la résolution) permettant d'antiiper la réorganisation des proesseurs. En�n, onernant larésolution, on peut onstater que si le oût d'un appel de la routine expliite horizontale est nettementinférieur à elui de l'impliite (≈ 5 ms ontre ≈ 17 ms), le nombre d'appels est si élevé que le tempstotal passé dans la résolution expliite horizontale est entre 4 et 7 fois supérieur à elui de l'impliite.On note également pour l'expliite que le oût de l'adjoint horizontal est bien plus élevé que elui del'opérateur diret (mais pourrait être optimisé en exploitant le fait que l'opérateur est autoadjoint).Pour la vertiale, le oût de l'expliite est plus élevé (mais pourrait être optimisé davantage en stokantun nouveau tableau 3D lors du alul des paramètres).Globalement, un appel aux routines impliites est plus oûteux qu'un appel aux routines expliites,e qui s'explique par les opérations supplémentaires pour le alul lui-même ainsi que par la prise enompte de la réorganisation des proesseurs (une on�guration monoproesseur serait probablementun peu plus rapide). Néanmoins, le nombre d'appels de es routines est bien plus important pour l'ex-pliite que pour l'impliite. Au �nal, le temps d'exéution total est largement inférieur pour l'impliiteque pour l'expliite.Le tableau 5.2 donne les temps CPU des mêmes routines que préédemment mais pour une on�-guration 4 × 2 proesseurs. On s'intéresse don également aux proédures de ommuniation entre lesdi�érents proesseurs. Dans e tableau, on donne omme préédemment le nombre d'appels et le tempsCPU d'exéution (hors appel d'autres routines) mais également le oût total d'une routine en seondes,i.e. le temps total passé dans la routine y ompris dans elles qui y sont appelées.En omparant tout d'abord les temps d'exéution des résolutions ave elles du tableau 5.1, ononstate que le fait de travailler ave 8 proesseurs réduit le temps d'exéution de l'impliite horizon-tale d'un fateur 5. En détaillant suivant les axes, le fateur est de 6 pour x et 4 pour y, puisque l'on ahoisi d'a�eter davantage de proesseurs suivant l'axe x. Pour l'expliite, le fateur de rédution est àpeu près équivalent pour l'opérateur adjoint mais n'est que de 3, 5 pour l'opérateur diret, rétablissantl'équilibre entre les deux opérateurs. Pour la résolution vertiale, le fateur de rédution est plus impor-tant pour l'expliite que pour l'impliite, et équilibre ainsi les oûts. Le fait de distribuer le alul surplusieurs proesseurs entraîne la néessité d'un éhange de données entre eux. On sépare ii le oût liéà la réorganisation des proesseurs néessaire aux opérateurs impliites horizontaux (3, 74 s au total),du oût des ommuniations liées au voisinage. Ces dernières, également utilisées dans d'autres partiesdu ode, sont intensivement utilisées dans les opérateurs expliites tandis qu'elles sont réduites pourles opérateurs impliites. Au total, les oûts liés à l'éhange de données sont 3, 6 fois plus importantspour l'expliite que pour l'impliite.Le oût total de l'appliation des opérateurs de di�usion expliite et impliite (résolution, réorgani-sation et ommuniation ompris) est également donné pour omparaison. Comparé à la on�guration
1× 1 proesseur, le oût des opérateurs impliites est réduit d'un fateur 4 (il était respetivement de
12, 50 et 12, 89 pour l'horizontal, 3, 55 et 4, 14 pour la vertiale ave la on�guration 1× 1 proesseur)tandis que pour l'expliite le fateur de rédution est d'environ 3 pour l'horizontale et 5 pour la verti-ale (il était respetivement de 47, 26 et 70, 34 pour l'horizontale, 7, 08 et 8, 29 pour la vertiale ave laon�guration 1× 1 proesseur). Dans ette on�guration 4× 2 proesseurs, si les opérateurs vertiauxsont à peu près équivalents, les opérateurs expliites horizontaux sont au moins 5 fois plus hers queles opérateurs impliites.



5.3. Appliation au système NEMOVAR 141Impliite 2 et 3×1D Expliite 2D+1DNb appels T exe. s Coût s Nb appels T exe. s Coût sParamètre x 3 0, 013Paramètre y 3 0, 011Paramètre h 3 0, 024 0, 045 3 0, 017 0, 020Paramètre z 2 0, 013 0, 013 2 0, 012 0, 012

L
M/2
h 127 0, 096 3 , 85 127 0, 010 19, 49(
L

M/2
h

)T

126 0, 17 3 , 58 126 0, 19 20, 53

L
M/2
z 84 0, 001 1, 04 84 0, 001 1, 39(
L

M/2
z

)T

84 0, 001 1, 08 84 0, 001 1, 49Résol. dir. x 640 1, 11Résol. adj. x 630 1, 18Résol. dir. y 640 0, 84Résol. adj. y 630 0, 85Résol. dir. h 1280 1 , 95 12800 13, 26Résol. adj. h 1260 2 , 03 12600 14, 89Résol. dir. z 420 1, 04 420 1, 22Résol. adj. z 420 1, 08 420 1, 33Réorg. x 515 0, 80 0 0, 00Retour réorg. x 253 0, 63 0 0, 00Réorg. y 515 1, 59 0 0, 00Retour réorg. y 253 0, 72 0 0, 00Comm. dir. 1018 1 , 12 13986 11, 92Comm. adj. 1134 1 , 21 13902 10, 15Total omm. 6 , 07 22, 07Tab. 5.2 � Comparaison des temps d'exéution des routines expliites et impliites sur le PC DELLPreision T5500 ave 4× 2 proesseurs et la on�guration ORCA2. Le temps d'exéution est le tempsnéessaire au ode de la routine pour s'exéuter, mais ne omprend pas les temps passés dans d'éven-tuelles routines appelées, alors que le oût les omprend. Les temps les plus indiateurs sont omparésen rouge gras et bleu italique.Temps d'exéution et onsommation mémoire pour ORCA1 sur l'IBM POWER6On réalise maintenant un test de omparaison du temps total d'exéution de la boule interne etde sa onsommation mémoire. Il s'agit ii de quanti�er l'apport des opérateurs de di�usion impliitepar rapport à l'expliite dans l'ensemble de la boule interne. Ce test est e�etué dans le même adred'expérimentation que le test préédent mais ette fois pour la on�guration ORCA1 et sur la plate-forme IBM POWER6 Cluster 1600 du CEPMMT. La minimisation est e�etuée maintenant par 40itérations de l'algorithme CGMOD (au lieu de CONGRAD) ave réorthogonalisation.Le tableau 5.3 ompare les oûts CPU et mémoire pour di�érentes on�gurations de proesseurslorsque la normalisation est alulée par une méthode par veteur aléatoire de 1000 membres lors del'initialisation (soit 1000 appliations supplémentaires des opérateurs de di�usion direts en M/2).Globalement, l'utilisation de l'opérateur de di�usion impliite permet de réduire le temps d'un fateurd'environ 2 mais onsomme un peu plus de mémoire. La valeur de la fontionnelle inrémentale J mini-



142 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1D
Temps CPU s Mémoire MoImpliite Expliite Gain Impliite Expliite Di�.

1 × 1 4566 s 9611 s 50 % 12467 Mo 12107 Mo 350 MoNorm. 4 × 4 408 s 772 s 45 % 14505 Mo 13823 Mo 700 Mo
1000 8 × 4 269 s 504 s 45 % 16037 Mo 15351 Mo 700 Mo

J 78119, 2471Temps CPU s Mémoire MoImpliite Expliite Gain Impliite Expliite Di�.Norm. lue 4 × 4 145 s 217 s 30 % 14348 Mo 13806 Mo 550 MoTab. 5.3 � Comparaison des temps CPU et de la onsommation mémoire pour une minimisationquadratique (CGMOD ave réorthogonalisation) utilisant un opérateur de di�usion soit impliite, soitexpliite. La normalisation est donnée soit par une méthode de alul �on-line� par veteur aléatoire de
1000 membres, soit onsidérée onnue et lue à partir d'un �hier. Les éarts sont notés en bleu italiquelorsqu'ils sont à l'avantage de l'impliite, en rouge gras sinon.

Temps CPU s Mémoire MoImpliite Expliite Gain Impliite Expliite Di�.CONGRAD 393 s 711 s 45 % 13958 Mo 13416 Mo 550 MoNorm. CGMOD - 362 s 678 s 45 % 8918 Mo 8235 Mo 700 MoJ
1000 CONGRAD 78119, 2471CGMOD - 78119, 3837Temps CPU s Mémoire MoImpliite Expliite Gain Impliite Expliite Di�.Norm. CONGRAD 133 s 170 s 20 % 13628 Mo 13401 Mo 250 Molue CGMOD - 100 s 136 s 25 % 8760 Mo 8218 Mo 550 MoTab. 5.4 � Comparaison des temps CPU et de la onsommation mémoire pour une minimisationquadratique par CONGRAD ave réorthogonalisation ou CGMOD sans réorthogonalisation (indiquéepar le -) utilisant un opérateur de di�usion soit impliite, soit expliite. La normalisation est donnée soitpar une méthode de alul �on-line� par veteur aléatoire de 1000 membres, soit onsidérée onnue etlue à partir d'un �hier. Les éarts sont notés en bleu italique lorsqu'ils sont à l'avantage de l'impliite,en rouge gras sinon.



5.3. Appliation au système NEMOVAR 143male est donnée pour l'opérateur impliite (les valeurs pour les di�érentes on�gurations de proesseurssont équivalentes à 10−10 près). Dans la deuxième partie du tableau, on ompare les temps CPU de laon�guration 4 × 4 lorsque la normalisation a été alulée au préalable et est lue à partir d'un �hier.La rédution du temps CPU est bien sûr moins importante mais reste ependant intéressante (30%),pour une onsommation de mémoire toujours supérieure à l'expliite.Pour onnaître l'in�uene de l'algorithme de minimisation hoisi, le tableau 5.4 donne les mêmesinformations que le tableau 5.3 mais limitées à la on�guration 4× 4, et en minimisant la fontionnellesoit par la méthode CONGRAD ave réorthogonalisation, soit à nouveau par CGMOD mais sansréorthogonalisation (indiquée par le -). Globalement les résultats de omparaison entre expliite etimpliite sont du même ordre de grandeur, bien que l'on note que l'amélioration apportée par l'impliiteest un peu moindre lorsque la minimisation est e�etuée par CONGRAD et que la normalisation estsupposée onnue. Néanmoins, le résultat le plus remarquable est donné par l'algorithme CGMOD sansréorthogonalisation (expliite et impliite), qui réduit la onsommation mémoire de plus de 35 % pourun résultat de minimisation similaire (valeur de J) aux algorithmes CGMOD ou CONGRAD averéorthogonalisation. En fait, pour les on�gurations utilisées ii, inq itérations suplémentaires sontnéessaires pour atteindre la même valeur de J bien que l'on remarque d'avantage d'osillations autourde la trajetoire de desente. Une étude omplémentaire reste don à mener sur les performanes del'algorithme CGMOD sans réorthogonalisation dans un adre plus général.5.3.3 Expériene d'assimilationUn dernier test de omparaison est e�etué pour la on�guration ORCA1 globale sur l'IBM PO-WER6 ave une distribution des proesseurs 4×4, orrespondant à la on�guration pré-opérationnellede NEMOVAR pour la prévision saisonnière du CEPMMT. Il s'agit de l'assimilation 3D-Var de pro�lesde température et de salinité issus du jeu de données ontr�lées ENSEMBLES EN376 sur une périodede 5 ans, de janvier 2004 à déembre 2008, ave une fenêtre d'assimilation de 10 jours. A moins de 300kilomètres des �tes (≈ 2, 7 °) les varianes des erreurs d'observation sont augmentées d'un fateur 2a�n de donner moins de poids à es observations dans l'assimilation. De plus, les observations situéesdans des zones de moins de 500 mètres de profondeur sont rejetées. La boule externe ne omportequ'une seule itération, et un yle d'assimilation orrespond don à une seule minimisation quadratique.Dans une première expériene, la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauhe est onstruite autourde la modélisation des orrélations par un opérateur de di�usion expliite 2D+1D (M = 400 pourl'horizontale, M = 10 pour la vertiale), et la minimisation quadratique est assurée par 40 itérationsde l'algorithme CONGRAD ave réorthogonalisation. Cette on�guration représente la �référene� ,i.e. la on�guration habituellement utilisée avant ette thèse (bien que M soit généralement donnéà 200). Dans une deuxième expériene, la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauhe est onstruiteautour de la modélisation des orrélations par un opérateur de di�usion impliite 3×1D (M = 10 pourhaque axe), et la minimisation quadratique est assurée par 40 itérations de l'algorithme CGMODsans réorthogonalisation. Cette on�guration représente la �ontribution� des algorithmes dévelop-pés dans ette thèse, assoiés à la nouvelle minimisation mise en plae par S. Gratton, A. Piaentini etA. Weaver. Pour les deux expérienes, la normalisation est alulée au préalable à partir d'une méthodepar veteur aléatoire de 1000 membres.Pour omparer es deux expérienes, on utilise les diagnostis lassiques permettant d'analyserles performanes d'assimilation (les expérienes et leurs diagnostis ont été réalisés par T. Pangaudet A. Weaver, on se ontente ii d'en rapporter les résultats). Pour haque fenêtre d'assimilation, ondétermine l'éart entre l'ébauhe et les observations à assimiler (H[xb]−yo) d'une part, et l'éart entrel'analyse et les observations assimilées (H[xb]+Hδxa −yo) d'autre part. Des statistiques de moyenne,76http ://hadobs.meto�e.om/en3/



144 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1Dd'erreur rms et d'éart-type sont ensuite alulées à partir de l'ensemble des fenêtres d'assimilation. Unexemple pour la température moyenne globale est donné par la �gure 5.9. Ces diagnostis ont égalementétait alulés pour des zooms sur l'Atlantique Nord-Ouest où le Pai�que Tropial (Nino3.4), ainsi quepour la salinité.
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Implicite std(d) Analyse - Observations (zoom)Fig. 5.9 � Diagnostis de performane de l'assimilation de données pour la température moyenneglobale. L'éart moyen (trait plein), l'erreur rms (tirets) et l'éart-type (points) sont alulés pourl'éart entre l'ébauhe et les observations à assimiler d'une part (a, b) et l'éart entre l'analyse et lesobservations assimilées d'autre part (, d). Les résultats sont donnés sur toute la olonne d'eau (a, ) etsur le détail des 450 premiers mètres (b, d). Les ourbes bleues onernent l'expériene de �référene�(expliite, CONGRAD ave réorthogonalisation) et les rouges l'expériene de �ontribution� (impliite,CGMOD sans réorthogonalisation). Communiation personnelle T. Pangaud (2010).Globalement, les statistiques obtenues pour l'expériene de �ontribution� (ourbes rouges) sontsimilaires à elles obtenues pour l'expériene de �référene� (ourbes bleues). On peut don en onlure,que l'utilisation d'un opérateur de di�usion impliite 3×1D est statistiquement équivalente à elle d'unopérateur de di�usion expliite 2D+1D. Néanmoins, omme le montrent les résultats préédents, ladi�érene de oût entre les deux expérienes est substantielle. En e�et, pour haque yle d'assimilation,le temps CPU d'une expériene identique à elle de référene mais ave M = 200 itérations pourl'horizontale (soit 2 fois moins) est réduite d'environ 30% (prinipalement dû à l'opérateur impliite)tandis que la onsommation mémoire hute d'un fateur 1, 5 (dû à l'absene de réorthogonalisation deCGMOD).



5.3. Appliation au système NEMOVAR 1455.3.4 Variation géographique des éhellesL'inonvénient majeur de l'opérateur de di�usion expliite est que son nombre d'itérations est di-retement lié à un ritère de stabilité qui dépend du arré de l'éhelle de orrélation. La on�guration�standard� pour ORCA2 (ORCA1) onsiste à paramétrer les éhelles horizontales à 4° (2°) ave unétirement zonal et un rétréissement méridien autour de l'équateur (±15°). Ces variations sont obte-nues sous la forme d'un fateur multipliatif sinusoïdal dont l'extremum situé sur l'équateur donne uneéhelle de 8° (4°) en zonal et 2° (1°) en méridien, avant de revenir au 4° (2°) paramétré aux alentoursdes ±15° de latitude. Ave e paramétrage, le nombre d'itérations requis est de 200 (200 égalementpuisque les éhelles ont été divisées par 2). Pour la vertiale, le paramétrage s'obtient en imposant unfateur multipliatif à la taille de la maille. Lorsque e fateur est de 1, le nombre d'itérations requis estde 10. Mais e paramétrage repose plus sur des propriétés numériques (pas spatial au moins équivalentà la maille pour les di�érenes �nies) que statistiques ou physiques. Pourtant, estimer objetivementes éhelles de orrélation devrait béné�ier aux performanes de l'assimilation, à ondition bien sûrde pouvoir les prendre en ompte, e que permet l'opérateur de di�usion impliite sans auun oûtsupplémentaire, puisqu'il n'est soumis à auun ritère de stabilité.Daget (2008) onstruit une méthode d'ensemble pour OPAVAR (prédéesseur de NEMOVAR)permettant d'estimer les autoorrélations de haque variable en haque point de la grille ORCA2 àpartir des di�érenes entre les éléments issus de 8 membres perturbés et d'1 membre non perturbé pourhaque yle d'assimilation de 10 jours sur une période de 45 ans (de janvier 1960 à déembre 2005),soit un total de 13448 éléments. Les éhelles de orrélation loales sont ensuite estimées en utilisant laformule donnée par Pannekouke et al. (2008) :
Lg =

δx√
−2 ln ρ(δx)

, (5.23)où ρ(δx) est la orrélation du point de grille pour la distane δx. L'équation (5.23) est obtenue ensupposant que les fontions de orrélation sont gaussiennes, i.e. ρ(δx) = e−δx2/2L2
g , et en inversantette dernière équation. Grâe à un alul diretionnel, Daget (2008) estime pour haque variable trai-tée, des éhelles de orrélation dans haque diretion. En se restreignant à la variable de température,nous étudions ii la possibilité de prendre en ompte es éhelles par un opérateur de di�usion impliite.Les éhelles de orrélation estimées par l'étude de Daget (2008) sont des valeurs brutes. On ajoutedon un simple ontr�le permettant de les borner entre un minimum orrespondant à la taille de lamaille et un maximum de 1000 km à l'horizontale (soit 9°) et 1000 m à la vertiale. Auun ontr�lesupplémentaire n'est e�etué, puisqu'il s'agit ii de montrer la possibilité de prendre en ompte eséhelles, et non pas de déterminer leur validité. La �gure 5.10 présente l'exemple des éhelles zonalesde surfae en degré. De manière générale, elles sont inférieures aux 4° préédemment paramétrés, enpartiulier dans l'hémisphère nord et près des �tes et on ne note pas d'augmentation franhe dees valeurs dans la zone équatoriale. Néanmoins, de fortes valeurs (limitées à 1000 kilomètres par leontr�le) apparaissent dans les zones subtropiales et dans l'hémisphère sud. Un shéma similaire estvisible pour les éhelles méridiennes (non montré), exepté pour la zone équatoriale où les valeurs sonte�etivement réduites à moins de 2°. Quant aux éhelles vertiales, on onstate dans la ouhe demélange où les mailles sont d'environ de 10 mètres de profondeur, que ertaines éhelles du Pai�queTropial ou de la zone irumpolaire présentent des oe�ients multipliatifs de l'ordre de 5 mais pou-vant loalement aller jusqu'à 40 (non montré). Globalement, les éhelles montrent des aratéristiquesliées à la densité des observations (plus ourtes dans les zones densément observées) et aux dynamiquesoéaniques (Pai�que Tropial, ourants de bord ouest omme le Gulf Stream ou le Kuroshio).Pour prendre en ompte es éhelles ave un opérateur impliite 2D+1D, il est néessaire de alulerle nombre d'itérations néessaire permettant de respeter le ritère de stabilité. Or, les rapports éhelleloale sur taille de la maille montrent des maxima de 21 pour les axes x et y, et de 44 pour l'axe z.



146 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1D

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00 9.00 10.00Fig. 5.10 � Ehelles de orrélation zonales de surfae en degré (Daget, 2008).

Fig. 5.11 � Exemple de orrélations de température issues de l'appliation d'un opérateur de di�usionimpliite 3×1D ave normalisation par veteur aléatoire de 1000 membres. Les éhelles de orrélationssont issues d'une méthode d'ensemble (Daget, 2008). Les résultats sont donnés en surfae pour le globe(en haut) et au P�le Nord (en bas à gauhe). Les latitudes y sont représentées tous les 10° et leslongitude tous les 30°. En bas à droite, une oupe est réalisée à la latitude 20°S dans le Pai�que Est etl'Atlantique, où une orrélation à été alulée par rapport à un point situé à 182 mètres de profondeur.La profondeur est représentée de 0 à 1500 mètres ave un zoom sur les 400 premiers mètres.



5.4. Préision de la normalisation 147Soit, un nombre d'itérations minimal pour l'horizontale et la vertiale de
Mh > 2 × 212 ≈ 900, Mv > 442 ≈ 1900.Prendre en ompte es nombres d'itérations peut être extrêmement oûteux. En revanhe, l'opérateurimpliite 3×1D peut être appliqué sans auun oût supplémentaire. La �gure 5.11 montre un exemplede orrélations obtenues ave es éhelles, pour une ondition initiale onstituée de fontions de Dirasituées en di�érents points géographiques. L'opérateur de di�usion impliite 3×1D est assoié à unenormalisation par veteur aléatoire de 1000 membres. Le nombre d'itérations est �xé à M = 10 surhaque axe. On voit en partiulier l'e�et des éhelles allongées sur tous les axes dans le Pai�quesubtropial et l'Atlantique subtropial (oupe vertiale), et notamment sur la vertiale, l'e�et d'unfateur multipliatif important sur des mailles qui s'étirent rapidement ave la profondeur (de 20 à

115 mètres en 5 mailles). A ontrario, on remarque les éhelles ourtes sur le P�le Nord. On note queontrairement à la on�guration ORCA1 utilisée pour la �gure 5.7, le détroit de la Sonde (Indonésie)est fermé pour la on�guration ORCA2. On note également quelques artefats (détroits de Bass parexemple) stritement liés à la représentation graphique sur une grille grossière.Si la prise en ompte d'éhelles de orrélation issues d'un ensemble est tehniquement faisable aveun opérateur de di�usion expliite, le ritère de stabilité de e shéma peut imposer des temps dealul prohibitifs. L'utilisation d'un opérateur de di�usion impliite permet en revanhe de prendre enompte es éhelles sans auun suroût par rapport aux éhelles paramétrées.5.4 Préision de la normalisationDans les paragraphes préédents, nous avons exploré les performanes des opérateurs de di�usionimpliite 2 et 3×1D pour représenter des opérateurs de ovarianes. Ii, nous étudions la proédure denormalisation qui permet de transformer es opérateurs de ovariane en opérateurs de orrélation.5.4.1 Les di�érentes méthodes de normalisationUne première tehnique pour normaliser les opérateurs de di�usion est la méthode par veteuraléatoire, alternative moins oûteuse de la méthode exate. Lorsque les paramètres ne varient pas dansle temps (i.e. de yle à yle), il est possible d'e�etuer ette proédure au préalable, et d'en stokerle résultat dans un �hier qu'il sera possible de lire lors de l'initialisation de la boule interne. Maislorsque es paramètres varient, omme 'est le as par exemple lorsque l'on introduit une dépendaneà l'éoulement, la proédure de normalisation doit être appliquée en début de haque yle. Or, haquemembre néessite l'appliation de l'opérateur diret de di�usion en M/2 si sa formule est fatorisée en�raines arrées�, et en M sinon. On herhe don naturellement à réduire le plus possible le nombre demembres. Dans le paragraphe 5.3, nous avons hoisi d'utiliser 1000 membres pour nos tests. Souvent,lorsque la méthode est utilisée �on-line�, le nombre de membres est réduit à 100 pour des raisons deoût. Lorsqu'elle est appliquée au préalable, le nombre de membres peut alors être signi�ativementaugmenté (typiquement 10000 membres sont utilisés par la on�guration pré-opérationnelle pour lesprévisions saisonnières du CEPMMT).S'a�ranhir de la méthode de normalisation par veteur aléatoire néessite de onnaître le fateurthéorique à appliquer. Au paragraphe 4.3.2, nous avons pu établir, que le oe�ient de normalisationde l'opérateur de di�usion impliite 1D était donné pour un paramètre d'éhelle L onstant, par :
λM = νM L,ave

νM =
22M−1 [(M − 1)!]2

(2M − 2)!
.



148 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1DLe alul de fatorielles pouvant s'avérer périlleux, on remarque en partant de ν1 = 2, qu'il existe unerelation de réurrene, en érivant pour i = 1, · · · ,M − 1 :
νi+1 =

22i+2−1 [(i+ 1 − 1)!]2

(2i + 2 − 2)!
=

22 × 22i−1 [i× (i− 1)!]2

2i(2i − 1) × (2i − 2)!
=

2i

2i− 1
νi.Prendre en ompte des éhelles qui varient géographiquement est possible, et dans l'hypothèse oùles fontions de orrélations sont séparables, le fateur de normalisation de l'opérateur 2 ou 3×1Dorrespond au produit des fateurs de normalisation 1D. Lorsque la variation est su�samment �lente�,une approximation du fateur de normalisation théorique est don donnée par

λ̃M (x, y, z) = νM L̃x(x, y, z) νM L̃y(x, y, z) νM L̃z(x, y, z) = ν3
M L̃(x, y, z), (5.24)où

L̃(x, y, z) = L̃x(x, y, z)L̃y(x, y, z)L̃z(x, y, z),et L̃x(x, y, z), L̃y(x, y, z) et L̃z(x, y, z) orrespondent aux paramètres d'éhelle loaux interpolés aupoint de la maille adéquat. Prenons en e�et le as de la variable température. Sur la gille �C� selonArakawa, ette variable est dé�nie au point T, i.e. au entre de la maille. Mais le oe�ient de di�usionnéessaire à la résolution de l'équation de di�usion est appliqué sur la première dérivée spatiale duhamp de température. Cette dérivée étant alulée par des di�érenes �nies entrées, elle est dondé�nie sur la fae de la maille. Le oe�ient de di�usion, et par onséquene l'éhelle de orrélationdoit don également être dé�nie sur la fae de la maille. La seonde dérivée spatiale du hamp de tem-pérature, et don du hamp �ltré, est à nouveau dé�nie au entre de la maille. Ainsi, si les paramètresd'éhelle Lx(x, y, z), Ly(x, y, z) et Lz(x, y, z) utilisés pour dé�nir les oe�ients de di�usion sont res-petivement dé�nis aux points U, V et W pour la température, les paramètres d'éhelle L̃x(x, y, z),
L̃y(x, y, z) et L̃z(x, y, z) utilisés dans le alul de la normalisation doivent être dé�nis au point T.Dans le système de oordonnées urvilinéaires, l'interpolation bilinéaire suivante est don appliquée enfontion de la longitude (lon), de la latitude (lat) et de la profondeur (pro) :
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)
.On rappelle que le système de oordonnées urvilinéaires de NEMO est dé�ni tel que i s'inrémentede l'ouest vers l'est, j du P�le Sud vers le P�le Nord et k de la surfae vers les profondeurs. Auxhautes latitudes nord, ette approximation bilinéaire peut ependant devenir insatisfaisante du fait del'inurvation de la grille.La méthode proposée par Purser et al. (2003a) (voir Annexe E) semble donner de bons résultatsdans un as 1D aadémique (voir paragraphe 4.4.1). On tente don d'étendre ette méthode au as 3Den proposant l'approximation suivante :

λ̄M (x, y, z) = νM L̄x(x, y, z) νM L̄y(x, y, z) νM L̄z(x, y, z) = ν3
M L̄(x, y, z), (5.25)ave

L̄(x, y, z) = L̄x(x, y, z)L̄y(x, y, z)L̄z(x, y, z)

=

√
LM/2

x

[
L̃2

x(x, y, z)
]
LM/2

y

[
L̃2

y(x, y, z)
]
LM/2

z

[
L̃2

z(x, y, z)
]
.



5.4. Préision de la normalisation 1495.4.2 Simulation de frontières transparentesL'opérateur de di�usion utilisé ave des onditions aux bords de Neumann (ou de Dirihlet) génèreun opérateur de orrélation dont le noyau est orrompu près des frontières (voir paragraphe 4.4.2).Lorsque la normalisation est e�etuée par la méthode par veteur aléatoire, l'altération onsiste enune modi�ation de l'éhelle de orrélation. Mais lorsque la normalisation est donnée par le fateur denormalisation théorique ou son approximation, la déformation peut être très importante. Pour palier eproblème, il est possible de simuler des frontières transparentes en dé�nissant l'opérateur de di�usionomme la moyenne de deux problèmes de di�usion, l'un ave des onditions aux frontières de Neumann,et l'autre ave des onditions aux frontières de Dirihlet :
LM =

1

2

[
LM

N + LM
D

]
,où les indies N et D donnent les onditions aux frontières utilisées, soit Neumann et Dirihlet respe-tivement. Erire et opérateur sous une forme fatorisée de termes LM/2 demande néanmoins quelquesmanipulations. En e�et, si LM/2 est onstruit omme une somme, des termes roisés apparaîssent :
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.Pour éviter e problème, l'opérateur LM/2 doit être onstruit sous la forme d'une matrie retangulaire.Le nombre de termes dans les matries retangulaires dépend de la dimension. Pour l'opérateur 2×1D,il est de 22 = 4 tandis que pour l'opérateur 3×1D, il est de 23 = 8 :
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. (5.26)L'opérateur diret donné par l'équation (5.26) neessite en entrée un veteur de 8 fois la taille duhamp auquel est appliqué l'opérateur de di�usion. Chaque partie est ensuite assoiée aux 8 parties dela matrie retangulaire avant d'en e�etuer la somme pour �nir. Ainsi, appliquer l'opérateur diretnéessite 8 appliations de Lz, 8 appliations de Ly et de la réorganisation des proesseurs inhérente,et 8 appliations de Lx et de la réorganisation des proesseurs inhérente. Pour l'opérateur adjoint, 'estle veteur résultant de son appliation qui possède une taille de 8 fois elle du hamp auquel est ap-pliqué l'opérateur de di�usion. Ainsi, l'utiliser néessite toujours 8 appliations de Lz, mais seulement

4 appliations de Ly et de la réorganisation des proesseurs inhérente, et 2 appliations de Lx et de laréorganisation des proesseurs inhérente. Ainsi, l'opérateur adjoint est moins oûteux que l'opérateurdiret, et le hoix de l'ordre des opérateurs 1D in�uene e oût. Un test de pro�lage sur le PC debureau DELL Preision T5500 de la boule interne pour la on�gurations ORCA2 donne un oût de
15, 7 seondes pour 42 appliations de la �raine arrée� de l'opérateur de orrélation diret et 9, 0



150 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1Dseondes pour 42 appliations de la �raine arrée� de l'opérateur de orrélation adjoint. On noteraque l'opérateur de orrélation donné par l'équation (5.19) et étendu à 3 dimensions omprend 6 termesdans sa moyenne. Dans e as, utiliser la ombinaison de deux problèmes de di�usion, l'un ave desonditions aux frontières de Neumann et l'autre ave des onditions aux frontières de Dirihlet, onduità 6 × 8 = 48 termes dans la moyenne.On rappelle d'autre part, que l'utilisation de l'algorithme de minimisation CONGRAD requiert unhangement de variable, tel que le problème de minimisation à résoudre devient
(
I + UTGTR−1GU

)
v = UTGTR−1d,où B = UUT. En dé�nissant U et UT à partir de la matrie retangulaire de l'équation (5.26), on voitbien que la minimisation devra se dérouler sur des veteurs de 8 fois la taille du veteur de ontr�le,augmentant d'autant le oût d'exéution et surtout le besoin en mémoire. L'algorithme CGMOD o�realors une alternative attrayante puisqu'il ne néessite pas e hangement de variable, et ne requiert quel'appliation du B omplet. Même si e dernier est appliqué par l'intermédiaire de ses �raines arrées�pour garantir les propriétés de symétrie et de dé�nition positive, elles-i sont appliquées onséutive-ment et la taille du veteur n'est alors augmentée que de manière intermédiaire.Les on�gurations que nous utilisons ii sont des on�gurations globales à plut�t basse résolution,intéressantes par exemple, pour étudier la irulation oéanique à grande éhelle. Les régions �tièresy ont don moins d'importane et l'assimilation de données près des �tes n'est généralement pasprivilégiée. La surfae en revanhe reste une frontière primordiale. En e�et, une grande partie desobservations pour l'oéanographie se trouvent près de la surfae. De plus, 'est à travers la surfae queles forçages atmosphériques se transmettent à tout l'oéan. Dans e adre, on peut souhaiter diminuerle oût de l'opérateur dé�ni par l'équation (5.26) en limitant la simulation de frontières transparentesà la vertiale. L'opérateur de di�usion est alors dé�ni par
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.5.4.3 Méthode d'évaluationGénérer des orrélations en des points géographiques partiuliers et en relever le maximum (quidoit être à 1), permet d'obtenir une première idée de la performane de la normalisation appliquée.Pour mieux évaluer l'erreur engendrée, on se sert du prinipe de la méthode par veteur aléatoire. Maison va ii l'appliquer à l'opérateur de orrélation total plut�t qu'à l'opérateur de di�usion seul, et lenombre de membres sera porté à N = 10000. A partir du veteur aléatoire v, tel que E[v] = 0 et
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= I, on estime
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, (5.27)puisque
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= C1/2E
[
vvT

] (
C1/2

)T
= C.Les valeurs de la diagonale ainsi estimée doivent être prohes de 1.Lorsque des frontières transparentes sont simulées pour les trois axes, la proédure de l'équa-tion (5.27) doit être modi�ée pour prendre en ompte la matrie retangulaire dé�nie par l'équa-



5.4. Préision de la normalisation 151tion (5.26). A partir du veteur aléatoire v, tel que E[v] = 0 et E [vvT
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= I, on dé�nit les veteurs
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On a alors pour N = 10000 membres
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. (5.28)Normalisation L
M/2 Evaluation DésignationMéthode par P = 100 N° 1veteur aléatoire P = 1000 Eq. (5.29) Eq. (5.27) N° 2Méthode par λ̃M , Eq. (5.24) N° 3approximation λ̃M , Eq. (5.24) Eq. (5.26) Eq. (5.28) N° 4

λ̄M , Eq. (5.25) N° 5Tab. 5.5 � Détail des inq on�gurations de normalisation évaluées.Le tableau 5.5 résume les inq on�gurations évaluées, et dont les résultats sont rapportés dans lesparagraphes suivants. Deux types de méthodes de normalisation sont évaluées ii : les méthodes parveteur aléatoire ave P = 100 ou P = 1000 membres, et les méthodes par approximation du fateurthéorique. Pour les premières, la �raine arrée � de l'opérateur de di�usion est donnée par l'appliationd'un seul problème de di�usion ave des onditions aux frontières de Neumann :
LM/2 = L

M/2
Nx L

M/2
Ny L

M/2
Nz . (5.29)Pour les seondes, on teste également leurs performanes lorsque des frontières transparentes sontsimulées.5.4.4 Méthodes par veteurs aléatoiresEn théorie (voir paragraphe 3.6.4), l'erreur ommise par la méthode par veteur aléatoire est donnéepar 1/

√
2P , où P est le nombre de membres. Pour P = 1000 membres, l'erreur maximale devrait donêtre d'un peu plus de 2% et atteindre les 7% pour P = 100 membres. Le tableau 5.6 donne les valeursmaximales obtenues pour haque orrélation dans le as de test de la �gure 5.11 lorsque P = 100 et

P = 1000. Les valeurs sont notées en rouge gras lorsque leur erreur dépasse la valeur théorique, et enbleu italique sinon. Pour les deux on�gurations, ertaines valeurs sont au-delà de l'erreur théorique(en partiulier pour P = 100) allant jusqu'à 26% et 8% respetivement.Dans un premier temps, les on�gurations N°1 (P = 100) et N°2 (P = 1000) sont testées surORCA1 ave des éhelles paramétrées (voir paragraphe 5.3.4). La �gure 5.12 montre le pourentaged'erreur relevé au niveau de la surfae. Pour la �gure 5.12a (on�guration N°1), de nombreuses zones



152 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1DZone géographique Coordonnées Valeur maximale
(i, j, k) (lon,lat,prof) P = 100 P = 1000Raordement Est/Ouest (181, 62, 1) (78°E,9°S,5 m) 0, 88 1, 08Indonésie (15, 66, 1) (106°E,5°S,5 m) 0, 82 1 , 01Australie, Dét. de Bass (33, 45, 1) (142°E,39°S,5 m) 0, 87 0, 94Mer d'Okhotsk (37, 114, 1) (148°E,53°N,5 m) 0 , 94 0 , 99Pai�que Equatorial (56, 75, 1) (172°W,1°N,5 m) 0, 83 0 , 99Golfe d'Alaska (68, 114, 1) (147°W,54°N,5 m) 1, 26 1, 03Pai�que Sud Est (97, 56, 1) (90°W,20°S,5 m) 1, 18 1 , 00Amérique latine (98, 86, 1) (88°W,9°N,5 m) 1 , 02 0, 97Atlantique Nord (125, 108, 1) (34°W,46°N,5 m) 1 , 02 1 , 02Golfe de Guinée (142, 80, 1) (0°E,3°N,5 m) 1, 10 0 , 98Oéan Artique (50, 148, 1) (16°E,90°N,5 m) 0, 85 1 , 00Atlantique Sud (135, 56, 16) (14°W,20°S,182 m) 0 , 95 1 , 01Tab. 5.6 � Maximum des orrélations de la �gure 5.11 pour une normalisation par veteurs aléatoiresde P = 100 et P = 1000 membres. Les valeurs sont notées en rouge gras lorsqu'elles dépassent l'erreurthéorique (respetivement 7% et 2%), en bleu italique sinon.montrent une erreur supérieure à 20%, le maximum pouvant atteindre plus de 100%. Si la �gure 5.12b(on�guration N° 2) montre une nette amélioration de la normalisation par rapport à la �gure 5.12a,on relève néanmoins un ertain nombre de zones où l'erreur est aux alentours de 10 à 12%, l'erreurmaximale atteignant très loalement 25%. Tous les niveaux vertiaux présentent le même motif d'er-reur dans les deux as. L'évaluation de la on�guration N°2 est ensuite réalisée pour ORCA2 ave deséhelles estimées par une méthode d'ensemble (voir paragraphe 5.3.4). Les résultats sont similaires àla �gure 5.12a et ne sont don pas montrés.Les strutures d'erreur qui semblent apparaître ne dépendent pas de la variation des éhelles. Ellespourraient provenir en fait du générateur aléatoire utilisé (RAN1 de Numerial Reipes, voir Presset al., 1992). La normalisation par veteurs aléatoires peut générer des erreurs importantes lorsque lenombre de membres utilisé est réduit. C'est pourquoi ette méthode devrait plut�t être utilisée lorsd'une proédure préalable à l'assimilation lorsque les paramètres ne varient pas dans le temps, et aveun nombre de membres su�sant.5.4.5 Méthodes par approximation du fateur théoriqueLa on�guration N°3 est maintenant testée sur ORCA1 ave des éhelles paramétrées. La �gure 5.13montre le pourentage d'erreur relevé en surfae. Loin des �tes, l'erreur de la normalisation se situeautour des 100% (soit un maximum à 2) mais s'atténue rapidement ave la profondeur pour revenirà des valeurs aeptables avant de s'élever à nouveau près de la bathymétrie (non montré). Près des�tes néanmoins, l'erreur peut atteindre les 400 ou 600%, voir plus dans ertaines zones partiulièresomme la Mer Rouge, le nord du Canada ou enore la Mer Baltique. Cei s'explique par le fait que lesonditions aux frontières de Neumann doublent la valeur d'une orrélation alulée pour une fontionde Dira ontre une frontière (voir paragraphe 4.4.2). En plein oéan, l'erreur est provoquée par lafrontière vertiale, mais près des �tes, l'e�et des frontières latérales s'y ajoute.Pour palier e problème, il est don néessaire de simuler des frontières transparentes en dé�nissantl'opérateur de di�usion omme la moyenne de deux problèmes de di�usion, l'un ave des onditionsaux frontières de Neumann et l'autre ave des onditions aux frontières de Dirihlet. La �gure 5.14montre le pourentage d'erreur relevé en surfae pour la on�guration N° 4. L'amélioration apportée
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(a) Con�guration N°1, ORCA1, éhelles paramétrées

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00 16.00 18.00 20.00(b) Con�guration N°2, ORCA1, éhelles paramétréesFig. 5.12 � Pourentage d'erreur donné par l'évaluation des on�gurations N° 1 (a) et N° 2 (b).L'exemple est donné en surfae pour la ORCA1 ave des éhelles paramétrées. La palette est saturéeà une erreur de 20%.par la simulation de frontières transparentes est évidente. On remarque néanmoins (omme pour la�gure 5.13) que l'erreur est plus importante aux latitudes omprises entre 10 et 35 degrés (jusqu'à
≈ 14%) par rapport à l'équateur et aux hautes latitudes (jusqu'à ≈ 6%). En e�et, l'erreur numériquedue à la disrétisation spatiale de l'équation de di�usion n'est pas prise en ompte par e type denormalisation alors qu'elle l'était impliitement pour la normalisation par veteurs aléatoires. Le raf-�nement à l'équateur et le rétréissement naturel des mailles aux hautes latitudes permet au rapportéhelle sur maille de s'aroître et don de faire baisser ette erreur numérique. En�n, ertaines zonestrès fermées omme la Mer Rouge ou le nord du Canada, présentent ii aussi une erreur très élevée.
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50.00 60.00 70.00 80.00 90.00 100.00 110.00 120.00 130.00 140.00 150.00Fig. 5.13 � Pourentage d'erreur donné par l'évaluation de la on�guration N° 3. L'exemple est donnéen surfae pour ORCA1 ave des éhelles paramétrées. La palette est saturée à une erreur de 150%.

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00 16.00 18.00 20.00Fig. 5.14 � Pourentage d'erreur donné par l'évaluation de la on�guration N° 4. L'exemple est donnéen surfae pour ORCA1 ave des éhelles paramétrées. La palette est saturée à une erreur de 20%.En omparant la �gure 5.14 ave le résultat donné par la �gure 5.12a pour une normalisationpar veteurs aléatoires de P = 1000 membres, on onstate que les erreurs les plus importantes (horszones partiulières) sont onentrées entre 10 et 35 degrés de latitude dans le premier as alors que,moins nombreuses dans le deuxième as, elles y sont distribuées de façon aléatoire. La préision dela normalisation selon l'équation (5.24) dépend don diretement des erreurs numériques dues à ladisrétisation spatiale, et don du paramétrage des éhelles par rapport à la maille. En modi�ant par



5.4. Préision de la normalisation 155exemple le fateur de l'éhelle de orrélation vertiale de telle sorte que ette éhelle soit de la mêmelongueur de la maille (au lieu de deux fois la maille ii), l'erreur numérique sera plus importante et paronséquene, l'erreur due à la normalisation sera également plus importante.

0.00 21.43 42.86 64.29 85.71 107.14 128.57 150.00Fig. 5.15 � Pourentage d'erreur donné par l'évaluation de la on�guration N° 4. L'exemple est donnéen surfae pour ORCA2 ave des éhelles estimées par une méthode d'ensemble (Daget, 2008). Lapalette est saturée à une erreur de 150%.

0.00 30.00 60.00 90.00 120.00 150.00 180.00 210.00 240.00 270.00 300.00Fig. 5.16 � Ehelles de orrélation vertiales en mètres pour la surfae (Daget, 2008).On évalue maintenant la on�guration N° 4 sur ORCA2 ave des éhelles estimées par une méthoded'ensemble (Daget, 2008, voir paragraphe 5.3.4). La �gure 5.15 montre le pourentage d'erreur relevé



156 5. Construtions 2D et 3D à partir de l'opérateur de di�usion impliite 1Den surfae. Bien que les latitudes au delà de 30° nord et la bande équatoriale montrent une erreur a-eptable, on déerne néanmoins de larges zones dont l'erreur peut dépasser loalement les 400%. Or, enrapprohant e résultat de la �gure 5.16, on onstate que es zones d'erreur importante orrespondenten fait à des zones où l'éhelle de orrélation vertiale (et dans une moindre mesure les éhelles deorrélation horizontales, voir �gure 5.10) est la plus élevée. En desendant dans les niveaux vertiaux,es erreurs s'atténuent rapidement.Dans es zones, les éhelles vertiales se raourissent très rapidement avant de se rallonger à partirde 200 mètres de profondeur. Néanmoins, les erreurs à es niveaux restent tout à fait onvenables. Or,si dans les premiers 100 mètres de olonne d'eau les mailles sont approximativement de 10 mètresde profondeur, elles sont d'environ 40 mètres à 200 mètres de profondeur et s'élargissent rapidement.Pour une éhelle de orrélation vertiale de 250 mètres, le fateur multipliatif de la maille est donde 25 sur les premiers niveaux, et de moins de 6 à partir de 200 mètres de profondeur. On pourraitdon penser qu'un fateur multipliatif trop élevé entraîne une erreur importante. On e�etue alors untest de orrélation dans les mêmes onditions que la �gure 5.11 mais selon la on�guration N° 4. Dansun premier as, les éhelles vertiales sont les éhelles estimées par la méthode d'ensemble, et dansun deuxième as, les éhelles vertiales sont paramétrées à 25 fois la longueur de la maille sur les 15premiers niveaux, puis à 2 fois la maille pour le reste des niveaux. Dans le premier as, le maximum dela orrélation située à l'ouest du Pérou est de 6, 44 alors qu'elle n'est plus que de 2, 57 dans le deuxièmeas. L'importane de l'erreur semble don liée aux brusques variations des éhelles plut�t qu'à leurlongueur proprement dite.La �gure 5.17 représente des orrélations de température (ourbes rouges) dans le Pai�que Equa-torial (a, , e) et dans le détroit de Bass en Australie (b, d, f) pour la on�guration N° 4. Dans lepremier as, on obtient une orrélation maximale de 1, 03, soit une erreur sur le maximum de 3%. Dansle deuxième as en revanhe, le maximum est à 1, 69, soit près de 70% d'erreur. On s'intéresse alorsaux éhelles de orrélation utilisées (ourbes bleues). En omparant les éhelles zonales (a et b), ons'aperçoit que dans le premier as, il n'y a pas beauoup de variation autour de la zone de orrélationalors que dans le deuxième as l'éhelle passe d'environ 350 à 200 mètres. Conernant les éhellesméridiennes ( et d), la variation est importante pour le Pai�que Equatorial mais le ra�nement dela grille (0, 5° au lieu de 2°) semble permettre de mieux la gérer. En�n, les éhelles vertiales (e etf) montrent également une variation plus importante pour la orrélation près de l'Australie. Ainsi,l'erreur de normalisation est plus importante lorsque les éhelles varient brusquement.La on�guration N° 5 est en�n testée sur ORCA2 ave des éhelles estimées par une méthoded'ensemble (non montrée). Elle présente une nette amélioration de l'erreur en surfae par rapport àla �gure 5.15. Cependant, vers 200 mètres de profondeur alors que l'erreur pour la on�guration N° 4était tout à fait aeptable, la on�guration N° 5 provoque des erreurs très élevées. L'adaptation dela méthode de Purser et al. (2003b) au as 3D telle que proposée par l'équation (5.25) ne semble passatisfaisante dans tous les as et demande don à être étudiée plus avant.
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(f) Australie, zFig. 5.17 � Exemple de orrélations de température (ourbes rouges) dans le Pai�que Equatorial (a,, e) et dans le détroit de Bass en Australie (b, d, f), et des éhelles de orrélation assoiées (ourbesbleues). Les oupes sont réalisées suivant l'axe zonal x (a, b), l'axe méridien y (, d) et l'axe vertial
z (e, f). Pour le panneau (d), l'arrêt des ourbes à 38°S marque le début de la terre australienne.
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Chapitre 6Conlusions et perspetivesDans ette thèse, nous avons poursuivi les travaux de Weaver et Courtier (2001) et de Weaver etRii (2004) sur la modélisation de fontions de orrélation pour l'assimilation de données variation-nelle, à partir de l'équation de di�usion. Le but était de dé�nir des opérateurs de orrélation e�aesà partir d'opérateurs de di�usion impliite. En e�et, bien que le shéma de di�usion expliite soit trèssimple à mettre en ÷uvre, il est soumis à un ritère de stabilité qui peut le rendre très oûteux. Aontrario, le shéma impliite est inonditionnellement stable, mais son e�aité dépend de elle desalgorithmes utilisés pour inverser sa matrie. Les di�érents développements réalisés devaient ensuiteêtre appliqués au système NEMOVAR pour modéliser les orrélations univariées de l'erreur d'ébauhe,et se substituer à terme aux opérateurs de di�usion expliite.Une étude théorique de l'équation de di�usion 1D et de sa disrétisation temporelle impliite atout d'abord été réalisée. Ces travaux ont permis de mettre en évidene le lien diret entre la solutiond'une équation de di�usion impliite et les fontions AR (famille de Matérn), dans le as homogène etisotrope. Nous avons en partiulier pu préiser les relations entre, d'une part, le nombre d'itérationsdu �ltre de di�usion et l'ordre de la fontion AR, et d'autre part, le oe�ient de di�usion et l'éhellede orrélation. De plus, le fateur de normalisation qui, une fois multiplié au résultat de l'opérateur dedi�usion, permet de générer l'opérateur de orrélation, a pu être déterminé théoriquement. Nous avonsensuite établi des approximations permettant d'étendre es résultats à la modélisation de fontions deorrélation dont les éhelles varient en fontion de leur position. Nous nous sommes également intéres-sés à l'in�uene que pouvaient avoir les frontières sur le noyau de l'opérateur de orrélation. Ainsi, il aété possible de simuler des frontières transparentes, i.e. qui n'a�etent pas le noyau de orrélation, enassoiant deux problèmes de di�usion, l'un ave des onditions aux frontières de Neumann, et l'autreave des onditions aux frontières de Dirihlet.A partir des résultats de ette étude, des opérateurs de di�usion 2 et 3×1D ont été onstruits, sousl'hypothèse de fontions de orrélation séparables, en appliquant un opérateur de di�usion impliite 1Ddans haque diretion. Pare que les axes sont traités séparément, un nombre faible d'itérations génèreune anisotropie parasite, et on limite don es opérateurs à la représentation de fontions de orréla-tion gaussienne (typiquement ≥ 10 itérations dans haque diretion pour obtenir une approximationsatisfaisante). Plusieurs formulations de l'opérateur de di�usion 2×1D ont été testées. En partiulier,en supposant que l'opérateur 2×1D est autoadjoint, il peut s'érire sous la forme d'une fatorisationen "raines arrées" et garantir ainsi un résultat symétrique et dé�ni positif. Mais près des frontièresou lorsque les éhelles de orrélation varient suivant leur position géographique et pas seulement sui-vant leur position sur l'axe traité, l'hypothèse de séparabilité n'est plus valide. Palier e problèmeest néanmoins possible en moyennant les di�érentes ombinaisons d'opérateurs 1D. Mais ela est biensûr au prix d'appliations d'opérateurs supplémentaires et doit don être réservé aux expérienes lenéessitant.



160 6. Conlusions et perspetivesCes opérateurs de di�usion impliite 2 et 3×1D ont été mis en ÷uvre dans le système NEMOVARdans le adre de on�gurations globales plut�t basse résolution. L'assimilation d'observations près des�tes n'y étant pas privilégiée, et ompte tenu du paramétrage simpli�é des éhelles de orrélationet de la formulation expliite atuelle, nous avons retenu la simple formulation en �raines arrées�et non pas la moyenne des di�érentes ombinaisons d'opérateurs 1D. Dans ette thèse, nous avonshoisi d'inverser la matrie de di�usion impliite par une déomposition de Cholesky. Pour ela, nousavons dû mettre en plae des proédures de réorganisation des proesseurs pour nous onformer à lagestion multi-proesseurs du modèle NEMO. La omparaison de es opérateurs de di�usion impliiteà leurs équivalents expliites montre que si les premiers néessitent plus de temps pour leur exéutionpuisqu'une matrie doit y être inversée, ils néessitent moins d'itérations que les seonds qui doiventrespeter le ritère de stabilité. De plus, alors que des ommuniations inter-proesseurs sont néessairesà haque itération de la résolution de l'équation de di�usion expliite, elles sont à peu près limitées auxréorganisations des proesseurs dans le as impliite. Ainsi, pour les di�érentes dispositions des pro-esseurs que nous avons utilisées, les opérateurs de orrélation générés par les opérateurs de di�usionimpliite étaient environ 4 fois moins hers que eux générés par les opérateurs de di�usion expliite,bien que néessitant un peu plus de mémoire. En fontion des paramètres utilisés (algorithme de mi-nimisation, type de normalisation, diagnostis), l'utilisation d'opérateurs de di�usion impliite dans laboule interne de nos on�gurations NEMOVAR a pu réduire le temps d'exéution de elle-i de 20 à
50%, pour des résultats d'assimilation statistiquement équivalents. En�n, le fait que les opérateurs dedi�usion impliite ne soient soumis à auun ritère de stabilité permet également de prendre en omptede grandes éhelles de orrélation sans oût supplémentaire. En partiulier, nous avons pu montrer qu'ilétait possible d'utiliser des éhelles de orrélation issues d'une méthode d'ensemble sans suroût pourl'impliite, tandis que les mêmes éhelles utilisées dans le adre d'un opérateur de di�usion expliiteauraient rendu le oût de l'opérateur de orrélation prohibitif.Après avoir mis en ÷uvre les opérateurs de di�usion impliite, nous nous sommes intéressés àla normalisation permettant de les transformer en opérateurs de orrélation. L'étude 1D préalable apermis de mettre en évidene que la méthode de normalisation par veteur aléatoire ouramment uti-lisée, assoiée à un opérateur de di�usion ave des onditions aux frontières soit de Neumann, soit deDirihlet, modi�ait les éhelles de orrélation près des frontières. De plus, le nombre de membres àutiliser dépend de la préision attendue, et la proédure peut don s'avérer très oûteuse lorsqu'elle este�etuée en début de yle d'assimilation. Cette méthode reste néanmoins bien adaptée aux on�gu-rations dont les paramètres n'évoluent pas dans le temps et où l'assimilation près des �tes n'est pasprivilégiée. Au besoin, l'altération des éhelles de orrélation près de la surfae peut être orrigée endé�nissant l'opérateur de di�usion vertial omme la moyenne de deux problèmes de di�usion, l'un avedes onditions aux frontières de Neumann, et l'autre ave des onditions aux frontières de Dirihlet. Laproédure de normalisation peut alors être e�etuée au préalable ave un nombre de membres su�sant,et le résultat stoké pour être utilisé dans l'expériene d'assimilation. Néanmoins, lorsque l'on souhaiteintroduire une dépendane à l'éoulement en redé�nissant par exemple les éhelles de orrélation àhaque yle, une méthode de normalisation moins oûteuse doit être utilisée. Nous avons testé ii lapossibilité de dé�nir une approximation des fateurs de normalisation théoriques. Attrative par sonoût négligeable, ette méthode néessite néanmoins la simulation de frontières transparentes et aug-mente don le oût de l'opérateur de di�usion. De plus, l'erreur numérique de disrétisation spatialede l'équation de di�usion ainsi que les erreurs générées par des variations d'éhelles de orrélation tropbrusques doivent être orrigées expressémment. Une étude omplémentaire est don néessaire pourappréhender les possibilités que pourrait o�rir ette méthode.Pour la on�guration pré-opérationnelle de NEMOVAR utilisée pour la prévision saisonnière duCEPMMT (ORCA1, normalisation préalable par la méthode par veteur aléatoire de 10000 membres,diagnostis néessitant des appliations supplémentaires des opérateurs de di�usion), les opérateurs dedi�usion impliite développés au ours de ette thèse permettent de réduire le temps d'exéution dela boule interne d'environ 30% pour un besoin en mémoire légèrement plus élevé mais pouvant être



6. Conlusions et perspetives 161totalement ompensé par le nouvel algorithme de minimisation CGMOD qui o�re la possibilité de nepas stoker ertaines informations. Ils permettent en outre de prendre en ompte des éhelles de orré-lation paramétrées en fontion de onnaissanes physiques ou statistiques sans restrition numérique.En�n, ils failitent l'aès à plusieurs études dont on donne quelques exemples i-dessous.Nous nous sommes en e�et limités ii, à une assimilation 3D-Var sur des on�gurations plut�tbasse résolution. Cependant, l'algorithme du 4D-Var, bien plus oûteux que le 3D-Var, est atuelle-ment en ours de développement pour NEMOVAR, et néessite des opérateurs les moins hers possibles.D'autre part, NEMOVAR doit être appliqué à des on�gurations à plus haute résolution telle que le
1/4° (ou le 1/12°), atuellement opérationnelle à Merator-Oéan et au MetO�e pour les prévisionsoéaniques à ourte éhéane, et pressentie au CEPMMT pour la prévision saisonnière. Dans tous lesas, l'utilisation des opérateurs de di�usion expliite et de leur nombre d'itérations important (malgréla limitation des éhelles de orrélation) peut alourdir onsidérablement les aluls (suivant le poidsrelatif de leur appliation par rapport à l'intégration du modèle). Les opérateurs de di�usion impliitedéveloppés ii peuvent permettre de pallier e problème, sous réserve d'un omportement aeptableprès des frontières. Toutefois, il est probable qu'un plus grand nombre de proesseurs soit utilisé poures expérienes par rapport à elles déroulées dans ette thèse. Or, si le nombre de ommuniationsdépend essentiellement du nombre d'itérations pour les opérateurs de di�usion expliite, il dépend sur-tout du nombre de proesseurs et de leur distribution pour les opérateurs de di�usion impliite, omptetenu de la méthode de résolution adoptée ii. Il onviendrait don de s'assurer que la salabilité de esderniers n'atteind pas les limites qui les rendraient alors ine�aes.Le ritère de stabilité des opérateurs de di�usion expliite entraîne également une augmentationdu nombre d'itérations lorsque les éhelles de orrélation s'allongent, et es dernières doivent donéventuellement être limitées arti�iellement pour ne pas rendre le oût de l'algorithme prohibitif. Or,es éhelles devraient être dé�nies par rapport à des onnaisanes physiques ou statistiques et non paspour des raisons numériques. De plus, une perspetive attrayante onsiste à introduire une dépendaneà l'éoulement dans le shéma d'assimilation, en redé�nissant es éhelles de orrélation à haque yle.Une première approhe peut être mise en ÷uvre en déterminant les éhelles vertiales en fontion dugradient de densité omme suggéré par Cummings (2005). Ainsi par exemple, elles pourraient êtreallongées dans la ouhe de mélange où e gradient est faible, et rétréies dans la thermoline où egradient est plus fort. Une seonde approhe onsiste à aratériser les éhelles de orrélation à partird'une méthode d'ensemble. Dans tous les as, il est tout d'abord néessaire de pouvoir prendre enompte failement n'importe quelle éhelle de orrélation, possibilité qu'o�rent les opérateurs de dif-fusion impliite développés ii.Ces opérateurs ne se limitent d'ailleurs pas à la représentation des orrélations de l'erreur d'ébauhe,même s'ils ont été mis en ÷uvre dans e adre au ours de ette thèse. Ils peuvent également servirpour modéliser les orrélations spatiales ou temporelles de l'erreur modèle ou de l'erreur des forçagesatmosphériques dans le adre d'un 4D-Var à ontrainte faible. Pour l'erreur d'observation, ils peuventaussi être utilisés pour représenter les orrélations existant lorsque les observations sont issues d'unproduit établi sur une grille. C'est par exemple le as pour les produits standard de température desurfae. On note ependant, que 'est l'inverse de la matrie de orrélation d'erreur d'observation quiest néessaire à l'évaluation de la fontion oût et de son gradient. Or, si l'opérateur de di�usion im-pliite demande l'inversion d'une matrie, son opérateur inverse utilise don ette matrie diretementet devrait être enore plus simple à appliquer lorsqu'il n'est pas néessaire de simuler des frontièrestransparentes. Plus omplexes, les erreurs d'observations de hauteur de mer sont souvent données sousla forme d'une anomalie par rapport à une topographie dynamique moyenne (MDT77). Cette MDTest généralement donnée sur une grille (elle du modèle ou d'un autre) et est orrélée spatialement paronstrution. Une approhe possible pour tenir ompte de es orrélations est de les modéliser grâe77Mean Dynami Topography.



162 6. Conlusions et perspetivesaux opérateurs de di�usion impliite développés ii. La somme des ovarianes d'erreur de la MDT etdes anomalies de hauteur d'eau est ensuite inversée pour le alul de la fontion oût et de son gradient.Dans un autre registre, l'estimation des ovarianes de l'erreur d'ébauhe à partir d'une méthoded'ensemble néessite généralement d'appliquer une proédure de loalisation. En e�et, la méthode d'en-semble étant très oûteuse, elle ne peut être utilisée qu'ave un faible nombre de membres, e qui génèreun ertain bruit d'éhantillonnage ainsi que des orrélations à longue distane parasites. On herhealors à loaliser les ovarianes, i.e. à s'assurer qu'elles s'annulent à partir d'une ertaine distane. Uneapprohe possible est d'e�etuer ette loalisation grâe au �ltre réursif (Wang et al., 2008) ou de lamême manière grâe aux opérateurs de di�usion impliite.Utilisables atuellement dans NEMOVAR, les opérateurs développés au ours de ette thèse per-mettent de réduire les oûts sur les on�gurations globales atuellement utilisées pour les appliationssur le limat (réanalyses oéaniques, initialisation pour la prévision saisonnière, . . .) et simpli�ent l'a-ès à de nouvelles études. Néanmoins, es opérateurs restent soumis à plusieurs limitations. En e�et,près des frontières ou lorsque les éhelles varient géographiquement, l'hypothèse de séparabilité sur la-quelle ils sont onstruits n'est plus valable. L'opérateur multi-dimensionnel n'est alors pas autoadjointet des artefats liés à l'ordre d'appliation des opérateurs 1D apparaîssent. De plus, bien qu'il soit pos-sible de modéliser des fontions de orrélation inhomogènes en faisant varier les éhelles dans haquediretion, le traitement séparé des axes ne permet pas de modéliser des fontions dont les variationsd'éhelles ne suivent pas es axes, et don la plupart des fontions anisotropes. Purser et al. (2003b)proposent des tehniques pour pallier es problèmes dans le adre du �ltre réursif. Pour l'approhedi�usion, une autre possibilité est de onstruire des opérateurs de di�usion impliite 2D et 3D om-plets ave un tenseur de di�usion non diagonal (Weaver et Courtier, 2001). Pour e faire, une premièreétude théorique basée en partiulier sur les travaux de Whittle (1954, 1963) et Weaver et Rii (2004)permettrait de redé�nir de manière plus direte les liens entre l'équation de di�usion impliite et lesfontions de orrélations qu'elles permettent de représenter en 2D (plan ou sphère) ou 3D. Les e�ortsdevraient ensuite porter sur la résolution du système linéaire à haque pas de temps. En e�et, l'e�a-ité des opérateurs de di�usion impliite repose sur elle des algorithmes assurant ette résolution. Uneétude préliminaire dans le adre 1D a permis de montrer qu'un algorithme itératif multi-grille pourraitêtre satisfaisant. Néanmoins, mettre en ÷uvre un tel algorithme requiert la dé�nition d'opérateurs desimpli�ation (restrition) et d'interpolation (prolongation) pour NEMOVAR, tout en respetant laparallélisation adoptée par NEMO.Générer des opérateurs de orrélation à partir des opérateurs de di�usion néessite de dé�nir lesfateurs de normalisation à appliquer. Ceux-i doivent être su�samment préis, et leur méthode dedé�nition e�ae, en partiulier lorsque l'on envisage d'introduire une dépendane à l'éoulementontraignant à les realuler à haque yle. La préision de la méthode par veteur aléatoire, géné-ralement utilisée, dépend du nombre de membres dont on dispose. Utiliser alors des tehniques de�ltrage spatial (Berre et al., 2007; Raynaud et al., 2008, 2009) pourrait réduire le nombre de membresnéessaires pour une même préision. La méthode par approximation du fateur théorique néessitequant à elle des études omplémentaires pour atténuer de manière satisfaisante et �able les erreursnumériques dues à la disrétisation spatiale de l'équation de di�usion et aux variations des éhelles deorrélation. En�n, on peut se demander omment haune de es méthodes pourrait béné�ier à l'autre.Les travaux réalisés au ours de ette thèse représentent une première étape dans la diretion del'utillisation de la di�usion impliite pour la modélisation de fontions de orrélation. Disponibles dansNEMOVAR, les opérateurs de di�usion impliite proposés ii peuvent permettre de faire progresser plusfailement ertaines études et développements tels que le 4D-Var et sa formulation ontrainte faible,l'introdution d'une dépendane à l'éoulement des orrélations, ou enore l'utilisation de matries deovarianes non diagonales pour ertaines observations. De plus, ils donnent des diretions à explorerpour mettre en plae des opérateurs de orrélation enore plus performants.
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Annexe AAnalyse fontionnellePar soui de simpli�ation, tous les outils mathématiques sont volontairement restreints au orpsdes réels IR.On note x le veteur (x1, . . . , xn)T ∈ IRn.

L1(Ω) est l'espae des fontions de valeur absolue sommable sur l'espae Ω

∫

Ω
|f(x)| dx < +∞.

L2(Ω) est l'espae des fontions de arré sommable sur l'espae Ω

∫

Ω
|f(x)|2 dx < +∞.A.1 Rappel sur les espaesUne suite (xn)n est dite de Cauhy dans un espae vetoriel normé, si ses termes se rapprohent àpartir d'un ertain rang : ∀ ǫ > 0 ∃Nǫ ∈ IN / ∀ p, q > Nǫ ||xp − xq|| < ǫ.Un espae de Banah est un espae vetoriel muni d'une norme ||.|| dérivant d'une distane

d(., .) (||x|| =
√
d(x,x)), et omplet pour ette distane, i.e. que toute suite de Cauhy de et espaeonverge dans et espae.Un espae préhilbertien est un espae vetoriel muni d'une norme ||.|| dérivant d'un produitsalaire 〈. , .〉 (||x|| =

√
〈x,x〉).Un espae de Hilbert est un espae préhilbertien omplet pour la norme assoiée à son produitsalaire, i.e. que toute suite de Cauhy de et espae onverge dans et espae.Lorsqu'un espae préhilbertien est réel et de dimension �nie, on parle alors d'espae eulidien.Comme tous les espaes normés de dimension �nie sont omplets, un espae eulidien est don un aspartiulier d'espae de Hilbert.Un espae eulidien de dimension n est dit anonique, lorsqu'il est muni du produit salaire anonique

〈x,y〉 = 〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 =
∑n

i=1 xiyi.On dé�nit la norme eulidienne du veteur x par ||x|| =
√
〈x,x〉et la distane eulidienne entre deux veteurs x et y par d(x,y) = ||x − y||.
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IRn est un espae eulidien (et don de Hilbert) muni du produit salaire anonique

〈x,y〉 = 〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 =
n∑

i=1

xiyi.A.2 Formes linéaires et espae dualUne forme linéaire sur un espae vetoriel E est une appliation linéaire f de E dans IR :
f : E −→ IR / ∀ x,y ∈ E et λ, µ ∈ IR ∃ f(λx + µy) = λ f(x) + µ f(y) .Si E est un espae normé de dimension �nie, alors toutes les formes linéaires sur E sont ontinues.En dimension �nie, il est possible de mettre une forme linéaire sous une forme matriielle. En e�et,si on se donne (e1, . . . , en) pour base de E, tout élément x ∈ E s'érit x =

∑n
i=1 xiei. Par linéarité,on a f(x) =

∑n
i=1 xif(ei), doù

f(x) ≡
(
f(e1) . . . f(en)

)
︸ ︷︷ ︸

F




x1...
xn


 ,où F est la forme matriielle (matrie 1 × n) de f .Exemple:Soit la forme linéaire f : IR2 −→ IR telle que (x1, x2) 7−→ 2x1 + 3x2. Soient (e1, e2) la baseanonique de IR2 . On a f(e1) = 2 et f(e2) = 3 et on peut érire

f(x) ≡ ( 2 3 )

(
x1

x2

)On appelle espae dual de E, et on note E′, l'ensemble des formes linéaires sur E :
E′ = { f : E −→ IR / ∀ x,y ∈ E et λ, µ ∈ IR ∃ f(λx + µy) = λ f(x) + µ f(y) } .

E′ est un espae vetoriel dont les dimensions physiques orrespondent aux réiproques de elles del'espae E. Si E est de dimension �nie n, E′ est aussi de dimension �nie n.Si E est un espae préhilbertien (muni d'un produit salaire), on peut dé�nir une appliationlinéaire ϕ telle que
ϕ : E −→ E′

x 7−→ fx : E −→ IR
y 7−→ 〈x,y〉

.Si E est un espae de Hilbert, une onséquene du théorème de représentation de Riesz-Fréhet(voir Akhiezer et Glazman, 1961, pp. 33 et 42) est qu'il existe un isomorphisme entre et espae et sondual, permettant alors d'identi�er les deux espaes, i.e. E ≈ E′. En d'autres termes, il est possible dereprésenter les formes linéaires ontinues sur E par des éléments de E.L'espae dual d'un espae vetoriel E est l'ensemble des appliations linéaires ontinuesde E dans IR. Il est noté E′.Les éléments du dual de IRn peuvent être représentés par des éléments de IRn.



A.3. Opérateurs linéaires et adjoints 175A.3 Opérateurs linéaires et adjointsUn opérateur linéaire K : E −→ F est une appliation qui transforme toute ombinaison linéairede E en une ombinaison linéaire de F :
∀ x,y ∈ E et λ, µ ∈ IR K[λx + µy] = λK[x] + µK[y] ∈ F.Si E et F sont deux espaes de Hilbert78 identi�és à leurs espaes duals respetifs, il est alorspossible de dé�nir l'opérateur adjoint K∗ : F −→ E tel que :

∀ x ∈ E et y ∈ F 〈x,K∗[y]〉E = 〈K[x],y〉F . (A.1)Si K et G sont deux opérateurs linéaires ontinus, alors (KG)∗ = G∗K∗.Si E = F et si K = K∗, l'opérateur est dit auto-adjoint. S'il ommute ave son adjoint, K∗K = KK∗,il est dit normal. Le produit de deux opérateurs auto-adjoints est auto-adjoint si et seulement si lesopérateurs ommutent.D'après le théorème de représentation de Riesz-Fréhet (voir Akhiezer et Glazman, 1961, pp. 33 et42), si K est un opérateur linéaire ontinu dé�ni d'un espae de Hilbert dans lui-même, alors l'opérateuradjoint K∗ existe et est unique.En dimension �nie n, le produit salaire étant une forme bilinéaire, il peut être exprimé sous uneforme matriielle P (matrie n× n) telle que 〈x,x〉 = xTPx. Si de plus K est la forme matriielle del'opérateur K et K∗ elle de K∗, on a
〈K[x],y〉F = xTKTPF y

〈x,K∗[y]〉E = xTPEK∗y

}
=⇒ K∗ = P−1

E KTPF . (A.2)Si le produit salaire utilisé est anonique, P = I la matrie identité, l'opérateur adjoint orrespondà l'opérateur transposé K∗ = KT.Exemple:Soit l'opérateur linéaire K : IR2 −→ IR2 tel que (x1, x2) 7−→ (2x1 + 3x2 , x1).On a K =

(
2 3
1 0

) et don K∗ =

(
2 1
3 0

).L'opérateur adjoint K∗ : IR2 −→ IR2 est don tel que (x1, x2) 7−→ (2x1 + x2 , 3x1).Pour tout opérateur linéaire ontinu sur IRn il existe un unique opérateur adjoint. Il orres-pond à l'opérateur transposé si le produit salaire utilisé est anonique.
78On peut également dé�nir un opérateur adjoint pour E et F deux espaes de Banah. Cette dé�nition prendalors une autre expression puisque d'une part, le produit salaire n'y est pas dé�ni et d'autre part, il n'existepas d'isomorphisme entre un espae de Banah et son dual permettant de les identi�er.
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Annexe BProbabilités et statistiquesCette annexe onstitue un rappel des prinipaux résultats de probabilités. Seules les variablesaléatoires réelles sont traitées ii. Pour plus de détail, en partiulier onernant les hypothèses inhérentesà es dé�nitions, on se reportera par exemple à Priestley (1981), Tarantola (2005) ou Saporta (2006).B.1 Variables aléatoiresB.1.1 Dé�nitionsUne variable aléatoire représente une grandeur qui varie selon le résultat d'une expériene aléa-toire. Par exemple, si l'on onsidère le lané de deux dés parfaitement équilibrés, elle représente les faessorties pour haun des dés et prend don ses valeurs dans l'ensemble Ω = {(1, 1); (1, 2); · · · ; (6, 6)}.La loi de probabilité assoiée est donnée par

P (ω) =
1

36
, ∀ ω ∈ Ω,et représente la probabilité qu'un élément de Ω partiulier sorte lors d'un jet. On dé�nit maintenantune appliation X de Ω dans E = X(Ω).La loi de probabilité de X est dé�nie par

PX(α) =
Nombre de as permettant de réaliser X = αNombre de as possibles , ∀ α ∈ E.Si on dé�nit par exemple omme appliation la somme des deux dés, on a E = {2, 3, · · · , 12}. X = 4est réalisée par les ouples (1, 3), (2, 2), (3, 1), soit PX(X = 4) = 3/36. Lorsque la variable aléatoire estdisrète, la loi de probabilité PX est onstituée de masses pontuelles.Lorsqu'une variable aléatoire est ontinue, elle admet une densité de probabilité f
PX(I) =

∫

I
f(x) dx, et on a ∫

IR
f(x) dx = 1.La fontion de répartition est l'appliation monotone roissante

F : IR → [0, 1]
x 7→ F (x) = P (X < x).Dans le as ontinu, on a
F (x) =

∫ x

−∞
f(x′) dx′.



178 B. Probabilités et statistiquesDans notre exemple, X < 4 est réalisé par les ouples (1, 1), (1, 2), (2, 1) et on a don P (X < 4) = 3/36.De même X < 10 est réalisé par tous les ouples sauf (4, 6), (6, 4), (5, 5), (5, 6), (6, 5), (6, 6) et on adon P (X < 10) = 30/36. La fontion de répartition permet également de aluler la probabilité d'unintervalle sur IR : P (a ≤ X < b) = F (b)−F (a). Par exemple P (4 ≤ X < 10) = 30/36− 3/36 = 27/36.La fontion aratéristique d'une variable aléatoire X est la transformée de Fourier desa loi de probabilité. Dans le as ontinu, on a
ϕX(x̂) =

∫

IR
eix̂xf(x) dx.Cette fontion existe toujours et est ontinue.B.1.2 MomentsMoment entré d'ordre 1L'espérane est dé�nie par

E[X] =
∑

j

xjP (X = xj), pour une variable disrète,
E[X] =

∫

IR
xf(x) dx, pour une variable ontinue.Lorsqu'elle existe, l'espérane représente la moyenne arithmétique des di�érentes valeurs de X pondé-rées par leurs probabilités. Ses propriétés prinipales sont la linéarité

E[aX] = aE[X],où a est un réel, et l'additivité
E[X1 +X2] = E[X1] + E[X2].Si X1 et X2 sont deux variables indépendantes, alors l'espérane de leur produit est le produit deleurs espéranes
E[X1X2] = E[X1]E[X2].Moment entré d'ordre 2La variane est dé�nie par

V [X] = σ2 = E
[
(X − E[X])2

]
= E

[
X2
]
− (E[X])2 ,où σ est l'éart-type.La variane représente la dispersion de X autour de sa moyenne. Sa prinipale propriété est donnéepar

V [aX] = a2V [X].L'espérane et l'éart-type sont reliés par l'inégalité de Bienaymé-Thebyshev :
P (|X −E[X]| > pσ) ≤ 1

p2
.On appelle ovariane des variables aléatoires X1 et X2, la quantité

cov (X1,X2) = E[X1X2] − E[X1]E[X2].Si X1 et X2 sont indépendantes, alors cov (X1,X2) = 0.



B.1. Variables aléatoires 179La variane de la somme des variables aléatoires X1 et X2 s'érit
V [X1 +X2] = V [X1] + V [X2] + 2cov (X1,X2) .On appelle orrélation des variables aléatoires X1 et X2 d'éarts-type respetifs σ1 et σ2,la quantité normalisée

cor (X1,X2) =
cov (X1,X2)

σ1σ2La orrélation est adimensionnelle et prend ses valeurs dans l'intervalle [−1, 1].La orrélation entre deux variables dé�nit l'intensité du lien linéaire qui peut exister entre es va-riables. Une orrélation de 1 signi�e qu'une des variables est une fontion a�ne roissante de l'autre. Sila orrélation est à −1, la fontion a�ne est déroissante. Une orrélation à 0 signi�e que les variablessont indépendantes.Moment entré d'ordre kS'il existe, le moment entré d'ordre k est dé�ni par
µk = E

[
(X − E[X])k

]
.Si la distribution de la variable aléatoire est symétrique, on a µ2k+1 = 0 ∀ k.Pour aratériser la forme de la distribution, on dé�nit γ1 le oe�ient d'asymétrie (�skewness�) et

γ2 le oe�ient d'aplatissement (�kurtosis�) qui mesure en partiulier les �queues� de distribution :
γ1 =

µ3

σ3
, γ2 =

µ4

σ4
.

Fig. B.1 � Distributions ave di�érents oe�ients d'asymétrie en haut et d'aplatissement en bas(Figure 2.9 Saporta, 2006).B.1.3 Loi de GaussUne variable aléatoire X suit une loi gaussienne (ou normale) d'espérane m et d'éart-type σ, si sa densité est donnée par
X ∼ N (m,σ) ⇒ f(x) =

1√
2π σ

exp

(
−1

2

(
x−m

σ

)2
)
.



180 B. Probabilités et statistiquesLes variables gaussienne possèdent la propriété d'additivité
X1 ∼ N (m1, σ1)
X2 ∼ N (m2, σ2)

}
⇒ X1 +X2 ∼ N

(
m1 +m2,

√
σ2

1 + σ2
2

)
.Les moments de la loi gaussienne existent pour tout ordre, mais en raison de la symétrie de la distri-bution, les moments d'ordre impairs sont nuls. Sa fontion aratéristique est donnée par

ϕX(x̂) = exp

(
−1

2
σ2x̂+ imx̂

)
.On note en�n le hangement de variable aléatoiresi U =

X −m

σ
, alors U ∼ N (0, 1),où N (0, 1) est dite loi normale entrée réduite.B.1.4 Probabilités onditionnellesSoient X et Y deux variables aléatoires ontinues. La fontion de répartition du ouple (X,Y )est dé�nie par

H(x, y) = P (X < x ∩ Y < y).La densité de probabilité du ouple (X,Y ) ou loi jointe est alors donnée par
h(x, y) =

∂2H

∂x∂y
.Les densités marginales ou lois marginales s'érivent

f(x) =

∫

IR
h(x, y) dy,

g(y) =

∫

IR
h(x, y) dx.Si X et Y sont indépendantes, on a

h(x, y) = f(x)g(y).On peut également dé�nir quelle est la probabilité qu'une des variables ait une ertaine valeur lorsquel'on onnait la valeur de l'autre.On dé�nit la densité de probabilité onditionnelle de X sahant Y par
P (X = x | Y = y) = f(x | y) =

h(x, y)

g(y)
,et la densité de probabilité onditionnelle de Y sahant X par

P (Y = y | X = x) = g(y | x) =
h(x, y)

f(x)
.Les formules de Bayes permettent d'exprimer une probabilité onditionnelle en fontion de l'autre :

f(x | y) =
g(y | x)f(x)∫

IR g(y | x)f(x) dx
, g(y | x) =

f(x | y)g(y)∫
IR f(x | y)g(y) dy .L'intégrale du dénominateur permet de normaliser la probabilité onditionnelle (∫IR f(x | y) dx = 1)et représente une simple valeur numérique. On érit souvent les probabilités onditionnelles sous lesrelations proportionnelles

f(x | y) ∝ g(y | x)f(x), g(y | x) ∝ f(x | y)g(y).



B.2. Champs aléatoires et opérateurs statistiques 181B.2 Champs aléatoires et opérateurs statistiquesUn hamp aléatoire (ou veteur aléatoire) représente un ensemble de variables aléatoires. Onparle également de fontions aléatoires ou de proessus stohastique. De la même manière quepour un ouple de variables aléatoires, on dé�nit la fontion de répartition du hamp par
F (x1, · · · , xn) = P (X1 < x1, · · · ,Xn < xn),et sa densité de probabilité par

f(x1, · · · , xn) =
∂nF

∂x1 · · · ∂xn
.Si les variables aléatoires sont mutuellement indépendantes, alors la loi jointe est le produit deslois marginales

f(x1, · · · , xn) =

n∏

j=1

f(xj).Pour notre appliation, on onsidère un hamp aléatoire X onstitué de variables aléatoires enhaque point de grille X(z).La fontion de ovariane du hamp aléatoire X est dé�nie par
b(z, z′) = E

[
(X(z) − E[X(z)])

(
X(z′) −E[X(z′)]

)]
,et sa fontion de orrélation par

c(z, z′) =
b(z, z′)√

b(z, z)
√
b(z′, z′)

.Suivant les dé�nitions données par Gaspari et Cohn (1999) (voir �gure B.2) :� une fontion de orrélation dé�nie sur IRn × IRn est homogène si elle est invariante par toutetranslation T de IRn : c (T(z),T(z′)) = c(z, z′).� une fontion de orrélation dé�nie sur IRn× IRn (Sn−1×Sn−1) est isotrope si elle est invariantepar toute transformation orthogonale G de IRn (Sn−1) : c (G(z),G(z′)) = c(z, z′).

(a) Fontion inhomogène mais isotrope (b) Fontion anisotrope mais homogèneFig. B.2 � Exemples d'une fontion de orrélation inhomogène (a) et d'une fontion de orrélationanisotrope (b) en 2D.



182 B. Probabilités et statistiquesLa symétrie d'une fontion de orrélation inhomogène ou anisotrope ne onerne pas la forme dela fontion mais le fait que entrée au point z, sa valeur par rapport à z′ est la même que elle obtenuepar rapport à z lorsque la fontion est entrée en z′ (voir �gure B.3).

Fig. B.3 � Exemple d'une fontion de orrélation gaussienne 1D inhomogène. L'éhelle varie en sinussuivant le même prinipe que elui dérit au paragraphe 4.4.1. La ourbe bleue représente la fontionde orrélation lorsqu'elle est entrée au point z = 40 tandis que la ourbe rouge la représente entréeau point z′ = 60. La valeur de orrélation de la ourbe bleue au point z′ = 60 est la même que ellede la ourbe rouge au point z = 40. On a don bien f(z, z′) = f(z′, z) et la fontion de orrélation estdon symétrique malgré sa forme asymétrique.Si E est espae linéaire et E′ son dual, un opérateur de ovariane est une appliationlinéaire, symétrique (semi-)dé�nie positive telle que
B : E′ → E

d′(z) 7→ d(z) =
∫
E b(z, z

′)d′(z′) dz′,où b(z, z′) est une fontion de ovariane appelée noyau de l'opérateur.On dé�nit maintenant les variables normalisées e′(z) = d′(z)
√
b(z, z) et e(z) = d(z)/

√
b(z, z).Si E est espae linéaire et E′ son dual, un opérateur de orrélation est une appliationlinéaire, symétrique (semi-)dé�nie positive telle que

C : E′ → E
e′(z) 7→ e(z) =

∫
E c(z, z

′)d′(z′) dz′,où c(z, z′) est une fontion de orrélation (amplitude maximale à 1) appelée noyau del'opérateur.Lorsque le noyau de l'opérateur est une fontion homogène et isotrope, les intégrales de l'opérateursont des intégrales de onvolution.
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Annexe CEstimateur de la moyenne onditionnelleExemple simpleNous reprenons tout d'abord l'exemple simple de la setion 2.1.3 où on herhe à estimer la quantité
u à partir de l'ébauhe x et d'une mesure y

x = u+ εx

y = u+ εy,où εx et εy sont des erreurs non biaisées
E[εx] = E[εy] = 0,de variane d'erreur σ2

x et σ2
y respetivement, et déorrélées

E[εxεy] = 0.On herhe ii à ombiner linéairement l'ébauhe et l'observation pour trouver ũ, un estimateur de u
ũ = α1 x+ α2 y, (C.1)où α1 et α2 sont deux oe�ients à déterminer. Pour se faire, nous prenons tout d'abord ommehypothèse que l'estimateur ũ est non biaisé par rapport à u

E[ũ− u] = E[α1 (u+ εx) + α2 (u+ εy) − u]

= (α1 + α2 − 1)E[u] = 0,e qui impose la ontrainte
α1 + α2 = 1.On peut don reformuler la ombinaison linéaire donnée par l'équation (C.1) en

ũ = α1 x+ (1 − α1) y.Parmi tous les estimateurs qui respetent ette ontrainte, on hoisit elui qui minimise la variane del'erreur d'estimatioñ
σ2 = E[(ũ − u)2] = E[(α1 (u+ εx) + (1 − α1) (u+ εy) − u)2]

= E[(α1 εx + (1 − α1) εy)
2]

= α2
1 σ

2
x + (1 − α1)

2 σ2
y.Il faut don trouver la valeur minimale de α1, et don herher les solutions qui annulent la dérivéepar rapport à α1, soit

dσ̃2

dα1
= 2α1 σ

2
x − 2(1 − α1)σ

2
y

= 2α1(σ
2
x + σ2

y) − 2σ2
y = 0,



184 C. Estimateur de la moyenne onditionnellee qui donne les solutions
α1 =

σ2
y

σ2
x + σ2

y

α2 = 1 − α1 =
σ2

x

σ2
x + σ2

y

. (C.2)La seonde dérivée
d2σ̃2

dα2
1

= 2(σ2
x + σ2

y)étant positive, la valeur de α1 donnée par l'équation (C.2) est don bien un minimum et l'estimateurque l'on herhe est don donné par
ũ =

σ2
y

σ2
x + σ2

y

x+
σ2

x

σ2
x + σ2

y

y. (C.3)On retrouve don l'expression (2.6) donnée par l'approhe suivie en setion 2.1 .On notera que si on reporte la valeur obtenue pour α1 dans le alul de la variane de l'erreurd'estimation, on obtient
σ̃2 = α2

1 σ
2
x + (1 − α1)

2 σ2
y

=
σ4

y

(σ2
x + σ2

y)
2
σ2

x +
σ4

x

(σ2
x + σ2

y)
2
σ2

y

=
σ2

xσ
2
y(σ

2
x + σ2

y)

(σ2
x + σ2

y)
2

=
σ2

xσ
2
y

σ2
x + σ2

y

,que l'on peut réérire sous la forme
1

σ̃2
=

1

σ2
x

+
1

σ2
y

.En appelant préision l'inverse de la variane d'une erreur, on remarque que la préision de l'estima-teur ũ orrespond à la somme des préisions des observations.GénéralisationOn rappelle que la pdf de l'analyse est donnée par (voir setion 2.1.3)
P a(x) ∝ P (x − xb)Po(H[x] − yo),ave x l'estimateur du veteur état vrai xt et yo le veteur des observations. xb représente l'informationa priori et H l'opérateur d'observation permettant de ramener l'espae du modèle dans l'espae desobservations (on ne onsidère pas la propagation du modèle ii, i.e. G = H).Si l'erreur d'estimation est donnée par

εa = x − xt,on peut dé�nir la fontion perte quadratique
L(εa) = (εa)T Sεa, (C.4)où S est une matrie symétrique dé�nie positive arbitraire79. Une façon de hoisir l'estimateur optimalest de prendre elui qui minimise la moyenne de ette fontion perte E [L(εa)]. D'après le théorème79Jazwinski (1970) p.147 dé�nit de manière plus large les fontions pertes admissibles. Ii, on se ontente deprendre le as partiulier qui nous intéresse.



C. Estimateur de la moyenne onditionnelle 1855.2 de Jazwinski (1970) (p. 148), et estimateur est également elui qui minimise la moyenne ondi-tionnelle
E [L(P a(x))] =

∫
xP a(x) dx. (C.5)Le hoix partiulier donné par l'équation (C.4) que l'on a fait pour la fontion perte onduit à l'équi-valene entre l'estimateur de la moyenne onditionnelle et de l'estimateur du minimum de variane(Jazwinski, 1970, théorème 5.3 p.149).On herhe ii l'estimateur optimal sous la forme d'une orretion à apporter à l'ébauhe

xa = xb + K
(
yo −Hxb

)
, (C.6)où K est une matrie à déterminer, et H est l'opérateur d'observation linéaire. On dé�nit l'erreurd'ébauhe par

εb = xb − xt,et l'erreur d'observation par
εo = yo − Hxt.En reprenant alors l'équation (C.6), et en soustrayant xt de haque �té, on obtient

εa = εb + K
(
yo − Hxb

)

= εb + K
(
yo − H

(
εb + xt

))

= εb + K
(
εo − Hεb

)

= (I − KH)εb + Kεo,et ainsi
E [εa] = (I − KH)E

[
εb
]

+ KE [εo] .En prenant pour hypothèse que les erreurs d'ébauhe et d'observations sont déorrélées (voir la note40 à e sujet), on a alors
A = E

[
εa (εa)T

]
= (I − KH)E

[
εb
(
εb
)T
]

(I − KH)T + KE
[
εo (εo)T

]
KT

= (I − KH)B(I − KH)T + KRKT,où A, B et R sont les matries de ovarianes d'erreur d'analyse, d'ébauhe et d'observation respeti-vement.Minimimer la variane de l'erreur d'estimation, 'est minimiser la trae de A, i.e. minimiser lasomme des éléments de sa diagonale. On a
Tr(A) = Tr(B) + Tr

(
KHBHTKT

)
− 2Tr

(
BHTKT

)
+ Tr

(
KRKT

)
.En onsidérant Tr(A) omme une fontion dépendant de la variable K, on peut don en aluler ladi�érentielle et l'annuler pour trouver le minimum que l'on herhe. On obtient

K = BHT
(
HBHT + R

)−1
. (C.7)L'estimateur donné par l'équation (C.6) où K est dé�ni d'après (C.7) est appelé �Meilleur EstimateurLinéaire Non Biaisé� (BLUE80).80Best Linear Unbiased Estimator



186 C. Estimateur de la moyenne onditionnelleFiltre de KalmanLa moyenne onditionnelle est à la base des méthodes d'assimilation séquentielles omme l'EnKFet l'OI. Elle permet d'obtenir un estimateur non biaisé mais les opérateurs d'observation non linéairesdoivent être pris en ompte par des tehniques appropriées. Un des avantages de ette formulation estqu'auune hypothèse n'est faite sur la forme des distributions onditionnelles. Cependant une distri-bution multimodale (plusieurs pis) peut onduire à des di�ultés.L'algorithme du �ltre de Kalman est donné i-après entre les instants d'observations ti et ti+1.Le veteur état est noté xf , la matrie des ovarianes d'erreur de prévision et notée Pf , la matriedes ovarianes d'erreur d'estimation Pa, et la matrie des ovarianes d'erreur du modèle Q. L'indie
i indique le temps ti et la propagation du modèle de l'instant ti à l'instant ti+1 est notée Mi→i+1lorsqu'il s'agit du modèle non linéaire et Mi+1 lorsqu'il s'agit du modèle linéarisé.� Calul du veteur des innovations :

di = yo
i −Hi

[
x

f
i

]
;� Calul de la matrie de gain :

Ki = P
f
i H

T
i

(
HiP

f
i H

T
i + Ri

)−1
;� Détermination de l'analyse :

xa
i = x

f
i + Kidi;� Mise à jour des ovarianes d'erreur d'estimation :

Pa
i =

(
I − KiH

T
i

)
P

f
i ;� Evolution du veteur d'état :

x
f
i+1 = Mi→i+1

[
x

f
i

]
;� Evolution des ovarianes d'erreur d'estimation :

P
f
i+1 = Mi+1P

a
i M

T
i+1 + Qi.
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Annexe DMinimisation par la méthode du gradientonjuguéShewhuk (1994) donne une expliation très ompréhensible du gradient onjugué. Dans ette an-nexe, on se ontente d'en reprendre les grandes lignes. On peut également se référer au hapitre 10.2de Golub et van Loan (1996) pour les théorèmes et dé�nitions plus formels.Résoudre le problème

Ax = b, (D.1)ave A une matrie symétrique dé�nie positive et b un veteur onnu, est équivalent à onsidérer quel'on herhe à minimiser la fontion quadratique
ϕ(x) =

1

2
xTAx − xTb + c,où c = ϕ(0) est une onstante, puisque la valeur optimale x∗ de e problème est donnée lorsque legradient s'annule

ϕ′(x∗) = Ax∗ − b = 0.Le fait que la matrie A, Hessienne de la fontion ϕ(x), soit dé�nie positive implique que la fontion
ϕ(x) à minimiser a une forme de bol paraboloïde (voir Figure D.1). Son gradient en un point quelonquepointe vers la diretion du plus grand aroissement de ϕ(x).

Fig. D.1 � A étant dé�nie positive, la fontion ϕ(x) a une forme de bol paraboloïde (gauhe).Le graphe de droite représente ses ontours de niveaux. Dans et exemple, le minimum est le point
x∗ = (2,−2)T.



188 D. Minimisation par la méthode du gradient onjuguéD.1 Méthode de la plus forte desenteA partir d'un point x0 (�initial guess�) hoisi arbitrairement ou prohe de la solution possible, ils'agit de dé�nir itérativement une série de points x1, x2, . . . , en suivant des diretions de desentejusqu'à approher au plus près le minimum x∗.A haque itération, le veteur erreur ei représente l'éart entre le point ourant et la solution,tandis que le veteur résidu ri indique l'éart que le point ourant induit par rapport à la valeur de b

ei = xi − x∗, ri = b− Axi.Il est faile de voir que
ri = b− A(ei + x∗) = −Aei. (D.2)On remarque également que

ri = −ϕ′(xi).Le résidu représente don la diretion de la plus forte desente. A haque itération, on dé�nit don unnouveau point le long de ette diretion
xi+1 = xi + α ri. (D.3)Il nous reste maintenant à dé�nir le pas α. Pour ela, on herhe elui qui minimise la fontion ϕ(xi+1)et don qui annule la dérivée diretionnelle

d

dα
ϕ(xi+1) =

d

dx
ϕ(xi+1)

dx

dα
= ϕ′(xi+1)

Tri = −rT
i+1ri = 0.

α est don dé�ni de manière à e que les diretions de desente soient orthogonales. On a alors
rT

i+1ri = (b − Axi+1)
Tri = (b − A(xi + α ri))

T
ri = (b − Axi)

Tri − α (Ari)
Tri = 0,et ainsi

α (Ari)
Tri = (b− Axi)

Tri

α rT
i Ari = rT

i ri

α =
rT

i ri

rT
i Ari

. (D.4)A haque itération, deux produits matrie-veteurs di�érents doivent être e�etués : un pour aluler
α et un pour aluler le résidu. Cependant, il est possible d'éliminer e dernier en remarquant quele résidu peut être alulé réursivement. Pour ela, on multiplie par −A et on ajoute b aux deuxmembres de l'équation (D.3) :

xi+1 = xi + α ri

−Axi+1 + b = −Axi + b− αAri

ri+1 = ri − αAri.Cette astue néessite néanmoins la dé�nition (et don le stokage) d'un nouveau veteur qi tel que
qi = Ari.D'où l'algorithme



D.2. Méthode du gradient onjugué 189Méthode de la plus forte desente� r0 = b− Ax0� i = 0� Tant que le ritère d'arrêt n'est pas satisfait� qi = Ari� αi = rT
i ri /qT

i ri,� xi+1 = xi + αi ri� ri+1 = ri − α qi� i = i+ 1� Fin tant queD.2 Méthode du gradient onjuguéLorsque toutes les valeurs propres λk de la matrie A sont égales, les ontours de niveaux de lafontion ϕ(x) sont irulaires. La méthode de la plus forte desente onverge alors en une seule itérationquelque soit le point de départ. Mais e n'est généralement pas le as, et on dé�nit le onditionnementd'une matrie par la formule
κ(A) =

λmax

λmin
. (D.5)Plus e nombre est grand et plus la matrie est mal onditionnée. Cela se traduit par l'allongementen ellipse des ontours et la onvergene de la méthode peut alors être très lente, les diretions dedesente rebondissant d'une pente à l'autre. Les diretions données par les résidus n'étant pas forémentoptimales, on onsidère un nouveau jeu de diretions {p1,p2, . . .} A-orthogonales. Deux diretions piet pj sont dites A-orthogonales ou A-onjuguées si

pT
i Apj = 0.La Figure D.2 illustre ette dé�nition. A gauhe, les veteurs représentés sont A-orthogonaux. Si

Fig. D.2 � Si les ontours ellipsoïdaux de la �gure de gauhe étaient étirés jusqu'à les rendre iru-laires, on obtiendrait la �gure de droite. Les veteurs représentés à gauhe sont A-orthogonaux parequ'orthogonaux à droite (Figure 22 de Shewhuk, 1994).



190 D. Minimisation par la méthode du gradient onjuguéon pouvait étirer les ontours ellipsoïdaux jusqu'à les rendre irulaires, les veteurs seraient alorsorthogonaux (droite). On a alors
xi+1 = xi + αi pi.En soustrayant x∗ aux deux membres de l'équation préédente, on obtient
ei+1 = ei + αi pi.Pour aluler le pas αi, on utilise le fait que la nouvelle erreur ei+1 doit être A-orthogonale à ladiretion pi :

pT
i Aei+1 = pT

i A(ei + αi pi) = −pT
i ri + αi pT

i Api = 0,où on a utilisé le résultat de l'équation (D.2), d'où
αi pT

i Api = pT
i ri

αi =
pT

i ri

pT
i Api

. (D.6)Pour la première diretion de desente, on impose de prendre le résidu p0 = r0. Les diretionssuivantes sont hoisies pour être A-orthogonales mais prohes des résidus. On pose alors
pi = ri + βi pi−1, (D.7)et on déduit βi de l'A-orthogonalité des diretions :

pT
i Api−1 = (ri + βi pi−1)

TApi−1 = rT
i Api−1 + βi pT

i−1Api−1 = 0,d'où
βi pT

i−1Api−1 = −rT
i Api−1

βi = − rT
i Api−1

pT
i−1Api−1

. (D.8)D'après l'équation (D.2), on peut érire
ri = −Aei = −A(ei−1 + αi−1 pi−1) = ri−1 − αi−1 Api−1.En multipliant les deux membres de ette équation par rT

i , on a alors
rT

i ri = rT
i ri−1 − αi−1 rT

i Api−1 = −αi−1 rT
i Api−1,ar les résidus sont orthogonaux (puisque les diretions sont onstruites à partir de es résidus), d'où

rT
i Api−1 = − 1

αi−1
× rT

i ri.A l'aide de l'équation (D.6), l'équation (D.8) devient alors
βi =

1

αi−1
× rT

i ri

pT
i−1Api−1

=
pT

i−1Api−1

pT
i−1ri−1

× rT
i ri

pT
i−1Api−1

=
rT

i ri

pT
i−1ri−1

. (D.9)D'autre part, en multipliant les deux membres de l'équation (D.7) par ri, on montre que
pT

i ri = (ri + βi pi−1)
Tri = rT

i ri + βi p
T
i−1ri = rT

i ri,



D.2. Méthode du gradient onjugué 191ar le résidu est orthogonal à la diretion préédente. L'équation (D.9) devient alors
βi =

rT
i ri

rT
i−1ri−1

,et l'équation (D.6)
αi =

rT
i ri

pT
i Api

.Comme préédemment pour la méthode de la plus forte desente, on peut érire le résidu de façonréursive :
xi+1 = xi + αpi

−Axi+1 + b = −Axi + b− αApi

ri+1 = ri − αApi,et on dé�nit qi tel que
qi = Api.On obtient don l'algorithme CG81 Gradient Conjugué (CG)� r0 = b− Ax0� p0 = r0� i = 0� Tant que le ritère d'arrêt n'est pas satisfait� qi = Api� αi = rT

i ri/q
T
i pi� xi+1 = xi + αi pi� ri+1 = ri − αi qi� i = i+ 1� βi = rT

i ri/r
T
i−1ri−1� pi = ri + βi pi−1� Fin tant queLorsque l'on se plae dans le adre d'une arithmétique exate (pas d'erreur d'arrondi), pour unematrie A de dimension n×n, le nombre d'itérations néessaires pour trouver la solution est inférieurà r, le nombre de valeurs propres distintes de la matries (r ≤ n). Le taux de onvergene est alors

‖ei‖A
‖e0‖A

≤ 2

(√
κ(A) − 1√
κ(A) + 1

)i

,ave ‖ei‖A =
(
eT

i Aei

) 1
2 . Cependant, les erreurs d'arrondi de la matrie néessitent de dé�nir un ritèred'arrêt fontion de l'erreur en norme. On peut également de�nir un nombre d'itérations maximal.81Conjugate Gradient



192 D. Minimisation par la méthode du gradient onjuguéD.3 Gradient onjugué préonditionnéLorsque le nombre κ(A) dé�ni par l'équation (D.5) est grand, la matrie A est mal onditionnéeet la onvergene peut être lente. On herhe alors à préonditionner le problème, i.e. à trouver unematrie M symétrique, dé�nie positive telle que κ(MA) < κ(A). En fatorisant ette matrie sous laforme M = PPT, le problème donné par l'équation (D.1) devient
PTAPv = PTb ave v = P−1x.Le résidu de e nouveau problème peut s'érire

r̃i = PTb− PTAPv = PT(b − Ax) = PTri,et la diretion est réérite en
p̃i = P−1pi.On a alors

αi =
r̃T

i r̃i

p̃T
i PTAPp̃i

=
rT

i PPTri

pT
i (PT)−1

PTAPP−1pi

=
rT

i Mri

pT
i Api

,et
βi =

r̃T
i r̃i

r̃T
i−1r̃i−1

=
rT

i PPTri

rT
i−1PPTri−1

=
rT

i Mri

rT
i−1Mri−1

.A haque itération, outre le produit qi = Api, il faut également aluler le produit Mri. Pour quel'algorithme du PCG soit moins oûteux que l'algorithme du CG, e dernier produit doit être faile àaluler ou évaluer. Il faut ependant dé�nir (et stoker) un nouveau veteur zi tel que
zi = Mri.L'algorithme PCG82 devient Gradient Conjugué Préonditionné (PCG)� r0 = b− Ax0� z0 = Mr0� p0 = z0� i = 0� Tant que le ritère d'arrêt n'est pas satisfait� qi = Api� αi = rT

i zi/q
T
i pi� xi+1 = xi + αi pi� ri+1 = ri − αi qi� i = i+ 1� zi = Mri� βi = rT

i zi/r
T
i−1zi−1� pi = zi + βi pi−1� Fin tant queLorsque l'on utilise la matrie des ovarianes d'erreur d'ébauhe omme préonditionneur (M =

B), on retrouve l'approhe proposée par Derber et Rosati (1989).82Preonditioned Conjugate Gradient
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Annexe EMéthode de normalisation proposée parPurser et al. (2003b)La normalisation proposée par Purser et al. (2003b) est donnée par

λ̄(z) =

√
4πκ(z)t =

√
2π(L(z))2,ave

κ(z) = F1/2κ(z),où F1/2 représente l'appliation de la �raine arrée� de l'opérateur de di�usion et κ(z) est le oe�ientde di�usion inhomogène. Bien que la justi�ation de ette approhe, détaillée i-dessous, soit basée surl'équation de di�usion, elle n'en reste pas moins valide pour le �ltre réursif.Soit l'équation de di�usion inhomogène appliquée à un hamp ϕ = ϕ(z, t) où κ(z) représente leoe�ient de di�usion
∂ϕ

∂t
− ∂

∂z

(
κ
∂ϕ

∂z

)
= 0 ⇐⇒ ϕ̇−

(
κϕ′
)′

= 0, (E.1)où ϕ̇ représente la dérivée de ϕ par rapport à t et ϕ′ sa dérivée par rapport à z. Lorsque la onditioninitiale est une fontion de Dira au point z0, la solution de ette équation représente la fontion deGreen, i.e. à un fateur prêt, la fontion de orrélation que l'on souhaite modéliser entrée en e point
z0. Ii, nous supposerons que ette solution, ou fontion de ovariane, peut s'érire

ϕ(z, t) = eg(r,t), (E.2)où r = z − z0. Dans le as d'un oe�ient de di�usion onstant on a g(r, t) = −r2/4κt. On herheii à évaluer la variane de ette solution, i.e. son amplitude lorsque r = 0, et don z = z0. Pour ela,on suppose qu'il est possible de développer g(r, t) et κ(z) en séries entières au voisinage de 0 et z0,respetivement
g(r, t) = g0(t) + g1(t) r + g2(t) r

2 + · · · , (E.3)
κ(z) = κ0 + κ1 (z − z0) + κ2 (z − z0)

2 + · · ·
= κ0 + κ1 r + κ2 r

2 + · · · (E.4)Si κ(z) est onstant, on a :




κ(z) = κ0,
g0(t) = −1

2 ln t− 1
2 ln(4πκ0),

g2(t) = − 1
4κ0t ,

gk(t) = 0, pour k = 1 ou k > 2.

(E.5)



194 E. Méthode de normalisation proposée par Purser et al. (2003b)Preuve:
ϕ(z, t) = eg(z−z0,t) = exp

(
−1

2
ln t− 1

2
ln(4πκ0) −

(z − z0)
2

4κ0t

)

= exp
(
ln t−1/2

)
exp

(
ln(4πκ0)

−1/2
)

exp

(
−(z − z0)

2

4κ0t

)

=
1√

4πκ0t
e−(z−z0)2/4κ0t,solution de l'équation de di�usion homogène lorsque la ondition initiale ϕ(z, 0) est unefontion de Dira en z0.Question : Quel est l'e�et de perturbations de premier ordre de κ(z) sur le terme d'amplitude g0(t) ?Compte tenu de l'équation (E.2), les termes de l'équation (E.1) peuvent s'érire

ϕ̇ = ˙(eg) = ġeg = ġϕ,

(
κϕ′
)′

=
(
κ (eg)′

)′
=
(
κg′eg

)′
=
(
κg′
)′
eg + κg′ (eg)′

=
(
κg′
)′
eg + κg′g′eg =

(
κg′
)′
ϕ+ κ

(
g′
)2
ϕ.L'équation de di�usion (E.1) donne alors l'égalité

ġ =
(
κg′
)′

+ κ
(
g′
)2
. (E.6)La solution (E.2) étant symétrique, les termes gk(t) ave k impaires sont nuls. De plus, les termes κkave k impaires ne peuvent pas a�eter l'amplitude et nous ne onsidèrerons que les termes en k paires.A partir de l'équation (E.3) on peut alors dériver

g = g0 + g2 r
2 + g4 r

4 + g6 r
6 + · · · ,

ġ = ġ0 + ġ2 r
2 + ġ4 r

4 + · · · , (E.7)
g′ = 2g2 r + 4g4 r

3 + 6g6 r
5 + · · · ,(

g′
)2

= 4g2
2 r

2 + 16g2g4 r
4 +

(
24g2g6 + 16g2

4

)
r6 + · · · ,où la dépendane à t des oe�ients est sous-entendue pour simpli�er l'ériture. En ombinant esrésultats ave l'équation (E.4), on obtient

κ(z) = κ0 + κ2 r
2 + κ4 r

4 + · · · ,
κg′ = 2κ0g2 r + (4κ0g4 + 2κ2g2) r

3 + (6κ0g6 + 4κ2g4 + 2κ4g2) r
5 · · · ,(

κg′
)′

= 2κ0g2 + (12κ0g4 + 6κ2g2) r
2 + (30κ0g6 + 20κ2g4 + 10κ4g2) r

4 · · · , (E.8)
κ
(
g′
)2

= 4κ0g
2
2 r

2 +
(
16κ0g2g4 + 4κ2g

2
2

)
r4 + · · · . (E.9)L'équation (E.6) permet grâe aux expressions des équations (E.7), (E.8) et (E.9) d'identi�er les termesen fontion de la puissane de r

ġ0 = 2κ0g2, (E.10)
ġ2 = 4κ0g

2
2 + 12κ0g4 + 6κ2g2, (E.11)

ġ4 = 30κ0g6 + 20κ2g4 + 10κ4g2 + 16κ0g2g4 + 4κ2g
2
2 , (E.12)...



E. Méthode de normalisation proposée par Purser et al. (2003b) 195En se rappellant que les oe�ients gk sont fontion de t, on suppose qu'il est possible de les développeren puissane de t en ommençant par t−1 :
g2 = g2,−1 t

−1 + g2,0 + g2,1 t+ · · · ,
g4 = g4,−1 t

−1 + g4,0 + g4,1 t+ · · · .L'équation (E.11) devient
−g2,−1 t

−2 + g2,1 + · · · = 4κ0

(
g2,−1 t

−1 + g2,0 + g2,1 t+ · · ·
)2

+12κ0

(
g4,−1 t

−1 + g4,0 + g4,1 t+ · · ·
)

+6κ2

(
g2,−1 t

−1 + g2,0 + g2,1 t+ · · ·
)

= 4κ0g
2
2,−1 t

−2

+ (8κ0g2,−1g2,0 + 12κ0g4,−1 + 6κ2g2,−1) t
−1 + · · · , (E.13)soit, par identi�ation des termes en t−2

−g2,−1 = 4κ0g
2
2,−1 ⇒ g2,−1 = − 1

4κ0
. (E.14)De la même manière, l'équation (E.12) devient

−g4,−1 t
−2 + g4,1 + · · · = 30κ0g6 + 20κ2

(
g4,−1 t

−1 + g4,0g4,1 t+ · · ·
)

+10κ4

(
g2,−1 t

−1 + g2,0 + g2,1 t+ · · ·
)

+16κ0

(
g2,−1 t

−1 + g2,0 + g2,1 t+ · · ·
) (
g4,−1 t

−1 + g4,0g4,1 t+ · · ·
)

+4κ2

(
g2,−1 t

−1 + g2,0 + g2,1 t+ · · ·
)2

=
(
16κ0g2,−1g4,−1 + g2

2,−1

)
t−2 + · · · ,soit, par identi�ation des termes en t−2 et en appliquant l'équation (E.14)

−g4,−1 = 16κ0g2,−1g4,−1 + 4κ2g
2
2,−1 = −16κ0

4κ0
g4,−1 +

4κ2

16κ2
0

= −4g4,−1 +
κ2

4κ2
0

⇒ g4,−1 =
κ2

12κ2
0

. (E.15)En identi�ant maintenant les termes en t−1 de l'équation (E.13) et en appliquant les équations (E.14)et (E.15), on obtient
0 = 8κ0g2,−1g2,0 + 12κ0g4,−1 + 6κ2g2,−1

= −8κ0

4κ0
g2,0 +

12κ0κ2

12κ2
0

− 6κ2

4κ0
= −2g2,0 −

κ2

2κ0
⇒ g2,0 = − κ2

4κ0
. (E.16)En�n, l'équation (E.10) devient

ġ0 = 2κ0

(
g2,−1 t

−1 + g2,0 + g2,1 t+ · · ·
)

= −2κ0

4κ0
t−1 − 2κ0κ2

4κ0
+ 2κ0g2,1 t+ · · ·

= −1

2
t−1 − κ2

2
+ 2κ0g2,1 t+ · · · ,que l'on peut intégrer par rapport à t pour obtenir

g0(t) = −1

2
ln t+ g0,0 −

1

2
κ2 t+O(t2),



196 E. Méthode de normalisation proposée par Purser et al. (2003b)où g0,0 est la onstante d'intégration que l'on dé�nit par
g0,0 = −1

2
ln(4πκ0),par ohérene ave le as du oe�ient de di�usion onstant donné par le système (E.5). Pour absorberla perturbation de premier ordre dans le oe�ient d'ampliture g0, on érit

g0(t) = −1

2
ln t− 1

2
ln(4πκz0

),ave
−1

2
ln(4πκz0

) = −1

2
ln(4πκ0) −

1

2
κ2 t+O(t2)

⇒ 4πκz0
= 4πκ0 exp(κ2 t+O(t2)).En utilisant le développement en série de l'exponentielle (Je�rey, 1995, p.12), on dé�nit

κz0
= κ0 + κ0κ2 t+O(t2). (E.17)Ainsi on aSi κ(z) varie suivant une perturbation de premier ordre, on a





κ(z) = κ0 + κ2(z − z0)
2 + κ4(z − z0)

4 + · · · ,
κz0

= κ0 + κ0κ2 t+O(t2),
g0(t) = −1

2 ln t− 1
2 ln(4πκz0

),... (E.18)Soit maintenant ϕ(z, t/2), la solution de l'équation de di�usion intégrée jusqu'à t/2 ave un oef-�ient de di�usion onstant κ(z) = κ0 et une fontion de Dira en z0 omme ondition initiale :
ϕ(z, t/2) =

1√
2πκ0t

e−(z−z0)2/2κ0t.L'intégrale d'une fontion gaussienne est donnée par (Je�rey, 1995, équation (30), p. 250)
∫ ∞

−∞
ϕ(z, t/2) dz =

1√
2πκ0t

∫ ∞

−∞
e−(z−z0)2/2κ0t dz =

1√
2πκ0t

×
√

2πκ0t = 1.On a également (Je�rey, 1995, équation (26), p. 249)
∫ ∞

−∞
(z − z0)

2ϕ(z, t/2) dz =
2√

2πκ0t

∫ ∞

0
(z − z0)

2e−(z−z0)2/2κ0t dz

=
2√

2πκ0t
× 2κ0t

4

√
2πκ0t = κ0 t.L'équation (E.17) peut alors s'érire

κz0
= κ0 + κ0κ2 t+O(t2)

≈ κ0

∫ ∞

−∞
ϕ(z, t/2) dz + κ2

∫ ∞

−∞
(z − z0)

2ϕ(z, t/2) dz

≈
∫ ∞

−∞
κ(z)ϕ(z, t/2) dz.En généralisant ette approhe à tous les points z0 de la grille, on a

κ(z) ≈ 1√
2πκ0t

∫ ∞

−∞
e−(z−z′)2/2κ0tκ(z′) dz′.On retrouve ii un produit de onvolution équivalent à l'appliation de la �raine arrée� de l'opérateurde di�usion sur le hamp κ(z)

κ(z) ≈ F1/2κ(z).
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Annexe FRéorganisation des proesseursOn expose dans ette annexe le prinipe de réorganisation des proesseurs utilisé lors de la réso-lution du shéma numérique de l'équation de di�usion 1D. Bien que plusieurs on�gurations soientdisponibles dans le modèle NEMO, on se limite aux on�gurations globales ORCA1 et ORCA2 sansentrer trop avant dans les détails tehniques. Les exemples donnés dans ette annexe, le sont pour lagrille ORCA2 ave 4 proesseurs suivant l'axe i et 2 proesseurs suivant l'axe j, soit 8 proesseurs entout.A l'instar de NEMO (Made, 2008), le ode NEMOVAR est dé�ni suivant le système de oordonnéesurvilinéaires (i, j, k), où (i, j) représente l'horizontale et k la vertiale. Le prinipe de parallélisationqui lui est assoié, onsiste à déomposer le domaine global en autant de sous-domaines horizontauxqu'il y a de proesseurs. Tous les sous-domaines horizontaux omprennent la dimension vertiale en-tière. Chaque proesseur e�etuera alors les tâhes du ode sur le sous-domaine qui lui est a�eté. Lamémoire n'étant pas partagée, les informations utiles sont éhangées entre les proesseurs grâe à lalibrairie MPI83.On appelle zone de reouvrement ou halo d'un proesseur des lignes ou olonnes qui sont né-essaires au traitement des données de e proesseur mais qui appartiennent au domaine d'un autreproesseur et sont don traitées par e dernier. Ce sont es zones de reouvrement qu'il onvient demettre à jour haque fois que néessaire. Les zones de reouvrement inter-proesseurs sont onstituéespar des lignes ou olonnes appartenant aux proesseurs voisins. Les zones de reouvrement est/ouestdes proesseurs aux extrêmes gauhe ou droit sont onstituées de olonnes appartenant aux proes-seurs à l'autre extrême. Les zones de reouvrement nord dépendent de la on�guration hoisie et de lavariable traitée.On appelle jpiglo et jpjglo le nombre de points du domaine global suivant l'axe i et l'axe j res-petivement. Les olonnes 1 et jpiglo onstituent des zones de reouvrement permettant de raorderles �tés gauhe et droit de la grille pour simuler la sphériité de la Terre. Les lignes jpjglo et éven-tuellement jpjglo − 1 dé�nissent le reouvrement utilisé pour relier les zones nord a�n de simulerla ontinuité du p�le Nord. Auun reouvrement n'est néessaire pour les zones sud ouvertes par lesterres de l'Antartique, mais en raison des autres options disponible, la ligne 1 est également onsidéréeomme zone de reouvrement. En tenant ompte des zones de reouvrement inter-proesseur (que l'onprend ii de taille 1), le nombre total de points pour haque axe est divisé par le nombre de proesseurssuivant et axe.On appelle alors jpi et jpj le nombre de points des sous-domaines suivant les axes i et j respeti-vement. Lorsque le nombre total de points n'est pas divisible par le nombre de proesseurs, les taillesdes sous-domaines peuvent ne pas être les mêmes. Dans e as, on dé�nit des halos supplémentaires83Message Passing Interfae.



198 F. Réorganisation des proesseurspermettant de réajuster les sous-domaines les plus petits. jpk représente le nombre de points suivantla vertiale.Exemple ORCA2:
jpiglo = 182 jpjglo = 149
jpi = 47 jpj = 76 jpk = 31La �gure F.1 montre le détail des sous-domaines pour les proesseurs 1, 2 et 5. Pour haun,les zones de reouvrement sont hahurées en oblique. On a, par exemple, la olonne dereouvrement ouest du proesseur 2 qui orrespond à la olonne 46, olonne appartenantau proesseur 1. Pour le proesseur 5 (et tous les proesseurs de la ligne du haut), une zonesupplémentaire (hahures vertiales) est dé�nie pour ajuster la taille du domaine. Les zonesblanhes sont les zones à traiter par le proesseur. Les numéros des lignes et des olonnessont indiquées en noir pour la numérotation loale et en bleu pour la numérotation globale.

Fig. F.1 � Détail de la déomposition par domaines horizontaux. On identi�e les zones utiles(blan), les zones de reouvrement (hahures obliques) et les zones permettant d'ajuster lataille du domaine (hahures vertiales). La numérotation loale est donnée en noire et lanumérotation globale en bleue.F.1 Réorganisation zonaleLa réorganisation zonale onsiste à redé�nir les domaines pour haque ligne de proesseurs. Leséhanges de données ne s'e�etuent don qu'entre les proesseurs d'une même ligne, e qui permetde restreindre les ommuniations. De plus, pour limiter le nombre de données à éhanger, seules lesdonnées utiles sont prises en ompte, et pas les zones de reouvrement.Pour haque proesseur, on dé�nit njpjloc, le nombre de lignes du nouveau domaine. Si jpj moinsles lignes de reouvrement n'est pas divisible par le nombre de proesseurs suivant l'axe i, les di�érents
njpjloc ne seront pas égaux (di�érene de 1 ligne maximum). Le proesseur le plus à gauhe réupèreles njpjloc premières lignes de haun des proesseurs à sa droite et dé�nit ainsi son domaine par jpiglo



F.2. Réorganisation méridienne 199moins les zones de reouvrement est/ouest olonnes sur njpjloc lignes sur jpk niveaux. Le deuxièmeproesseur ouvrira les lignes au-dessus et ainsi de suite. Lorsque la on�guration ne omporte qu'unseul proesseur suivant l'axe i, auune réorganisation n'est néessaire et les zones de reouvrementest/ouest sont diretement prises en omptes.Exemple ORCA2:La �gure (F.2) shématise la réorganisation zonale des 8 proesseurs.1 : njpjloc = 19 2 : njpjloc = 19 3 : njpjloc = 18 4 : njpjloc = 185 : njpjloc = 19 6 : njpjloc = 18 7 : njpjloc = 18 8 : njpjloc = 18

Fig. F.2 � Le proesseur 1 onstruit son domaine en réupérant les lignes 2 à 20 sur lesolonnes 2 à 46 de haun des proesseurs 2, 3 et 4 ainsi que les siennes propres.Les éhanges de données néessaires sont dé�nis lors de l'initialisation du ode sous la forme d'untableau de ommuniation (tehnique utilisée dans le logiiel PALM84, ommuniation personnelle T.Morel, 2009) indiquant le proesseur initiant la ommuniation, le type de ommuniation (opie, envoi,réeption), le proesseur destinataire, les indies d'après la numérotation loale d'origine et les indiesd'après la numérotation loale réorganisée.F.2 Réorganisation méridienneLe prinipe de la réorganisation vertiale est de onsidérer qu'une olonne omplète démarre à unpoint de terre de l'Antartique, traverse le p�le Nord en suivant le reouvrement demandé en option etrevient sur un point de terre de l'Antartique. Le reouvrement nord onsiste à raorder les olonnesde la moitié gauhe du domaine global aux olonnes de la moitié droite, en reliant les extrêmes entreelles et ainsi de suite jusqu'à elles du milieu. L'identi�ation des lignes de reouvrement nord dépendde l'option hoisie mais également de la variable. A�n de limiter les données éhangées, les zones dereouvrement de la grille ne font pas partie des nouveaux domaines. Pour limiter les ommuniations,les domaines sont réorganisés suivant les olonnes de proesseurs : olonnes d'extrême gauhe et droiteensemble, et ainsi de suite jusqu'aux olonnes du milieu.Pour haque proesseur, on dé�nit njpiloc, le nombre de olonnes du nouveau domaine. Si jpimoins les olonnes de reouvrement n'est pas divisible par le double du nombre de proesseurs suivantl'axe j, les di�érents njpiloc ne seront pas égaux (di�érene de 1 olonne maximum). Le proesseuren bas à gauhe réupère les njpiloc premières olonnes de haun des proesseurs au-dessus de luiainsi que les njpiloc dernières olonnes des proesseurs à l'extrême droite du domaine global. Son84http ://www.erfas.fr/glob/PALM_WEB/



200 F. Réorganisation des proesseursdomaine est don dé�ni par 2× jpjglo moins les zones de reouvrement nord et sud lignes sur njpilocolonnes sur jpk niveaux. Le proesseur du dessus ouvrira les olonnes plus à droite et ainsi de suitejusqu'au proesseur en haut à gauhe. Le relais est ensuite pris par le proesseur en haut à droite, puiselui du dessous et ainsi de suite jusqu'au proesseur en bas à droite. Lorsque le système tourne enmono-proesseur, auune réorganisation n'est néessaire, l'opérateur de di�usion prenant en omptediretement ette possibilité.Exemple ORCA2:La �gure (F.3) shématise la réorganisation méridienne des 8 proesseurs.1 : njpiloc = 12 5 : njpiloc = 11 8 : njpiloc = 11 4 : njpiloc = 112 : njpiloc = 12 6 : njpiloc = 11 7 : njpiloc = 11 3 : njpiloc = 11

Fig. F.3 � Le proesseur 1 onstruit son domaine en réupérant les olonnes 2 à 13 sur leslignes 2 à 75 du proesseur 5 ainsi que les siennes propres. Puis il réupère les olonnes 35 à
46 sur les lignes 2 à 75 des proesseurs 8 et 4 qu'il retourne.Les éhanges de données néessaires sont dé�nis lors de l'initialisation du ode sous la forme d'untableau de ommuniation (tehnique utilisée dans le logiiel PALM, ommuniation personnelle T.Morel, 2009) indiquant le proesseur initiant la ommuniation, le type de ommuniation (opie, envoi,réeption), le proesseur destinataire, les indies d'après la numérotation loale d'origine, les indiesd'après la numérotation loale réorganisée et un drapeau signalant des données à inverser.





Régularisation de problèmes inverses à l'aide de l'équation de di�usion,ave appliation à l'assimilation variationnelle de données oéaniquesAUTEUR : Isabelle MIROUZEDIRECTEURS : Serge GRATTON - Anthony WEAVER - Lua AMODEIDISCIPLINE : Mathématiques AppliquéesSOUTENANCE : Le 17 septembre 2010 au CERFACSLABORATOIRE : CERFACS 42, avenue Gaspard Coriolis 31057 Toulouse Cedex 1IMT - Université Paul Sabatier 31 062 Toulouse Cedex 9Résumé :En assimilation de données, les modèles de orrélation permettent de aratériser les strutures d'er-reurs pour les variables dé�nies sur une grille numérique. L'équation de di�usion fournit un adre�exible et e�ae pour représenter des fontions de orrélation pour des problèmes de grande dimen-sion tels que eux renontrés en assimilation variationnelle pour l'atmosphère ou l'oéan.Dans ette thèse, une formulation impliite est d'abord étudiée en détail en dimension un (1D). Onmontre qu'intégrer une équation de di�usion impliite à oe�ient onstant sur M pas de temps estéquivalent à onvoluer la ondition initiale à une fontion autorégressive (AR) d'ordre M. L'éhellede orrélation de la fontion AR et le fateur de normalisation requis pour générer une amplitudeégale à 1 sont donnés en fontion du oe�ient de di�usion et de M. Des extensions du modèle dedi�usion permettant aux fontions de orrélation de ne pas être a�etées par les frontières, et tenantompte de variations des éhelles sont dérites. Une approximation des fateurs de normalisation estalors proposée.Des produits d'opérateurs de di�usion impliite 1D sont ensuite utilisés pour onstruire des modèlesde orrélation en dimension deux et trois pour des on�gurations globales d'un système d'assimilationvariationnelle pour le modèle oéanique NEMO. Leurs performanes sont omparées au modèle dedi�usion expliite existant, et des exemples de strutures de orrélation où les éhelles sont soit pa-ramétrées, soit issues d'une méthode d'ensemble, sont montrés. En�n, les performanes de di�érentestehniques de normalisation sont omparées.Mots lés : assimilation variationnelle, ovarianes, orrélations, di�usion, normalisation.Abstrat :Correlation models are required in data assimilation to haraterize the error strutures of variablesde�ned on a numerial grid. The di�usion equation provides a �exible and e�ient framework for repre-senting orrelation funtions for problems of large dimension suh as those enountered in variationalatmospheri or oean data assimilation.In this thesis, an impliit formulation of the di�usion equation is �rst analyzed in detail for the one-dimensional (1D) ase. It is shown that integrating a onstant-oe�ient impliit di�usion equationover M time steps is equivalent to onvolving the initial ondition with an M -th order autoregressive(AR) funtion. The orrelation length sale of the AR funtion and the normalization fator requiredfor generating a unit amplitude are given in terms of the di�usion oe�ient and M . Extensions of thedi�usion model to allow for orrelation funtions that are not a�eted by solid boundaries, and thataount for varying length sales are desribed. An approximation of the normalization fators is thenproposed.Produts of 1D impliit di�usion operators are then used for onstruting two- and three-dimensionalorrelation models for global on�gurations of a variational assimilation system for the NEMO oeanmodel. Their e�ieny are ompared to the existing expliit di�usion model, and examples of or-relation strutures are shown, where the length sales are either parametrized or estimated using anensemble method. Finally, the e�ieny of di�erent normalization tehniques are ompared.Keywords : variational assimilation, ovarianes, orrelations, di�usion, normalization.
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