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TABLE DES MATI�ERES 5
Introduction g�en�eraleLa g�eom�etrie fractale a pris naissance �a partir de certaines remarquesconcernant des objets qui mettaient en d�efaut la g�eom�etrie euclidienne, quece soient des objets naturels (arbres, côtes de Bretagne ...) ou des objetsmath�ematiques (
ocon de Von Koch, courbe de Peano ...). Mandelbrot[Man83], �a qui l'on doit le terme \fractal", a pos�e les premiers �el�ements ded�e�nition des fractales. Ses travaux ont donn�e naissance �a de nombreusesrecherches dans tous les domaines scienti�ques; par exemple, l'�etude des ma-t�eriaux poreux, des turbulences, des failles g�eologiques, des 
uctuations dela bourse, etc. Toutes ces �etudes tendent �a mod�eliser des ph�enom�enes natu-rels, principalement �a l'aide de la mesure de la dimension fractale. D'autresapproches ont men�e �a des mod�eles particuliers permettant d'�etudier pluspr�ecis�ement certains ph�enom�enes. On peut citer, dans ce cadre, la th�eoriedes L-syst�emes, introduite par Lindenmayer [PLH88] pour mod�eliser lacroissance des plantes.Nous nous situons dans le cadre de la mod�elisation g�eom�etrique pourla synth�ese d'image. Nous avons donc choisi d'�etudier un mod�ele permet-tant de caract�eriser de mani�ere rigoureuse la g�eom�etrie fractale. Ce mod�eleest le mod�ele IFS, ou Iterated Function System, d�evelopp�e par Barnsley[Bar88] et s'inspirant de travaux ant�erieurs tels que ceux de Hutchinson[Hut81]. Ce mod�ele nous a sembl�e le plus int�eressant dans notre d�emarchecar il traduit math�ematiquement une des propri�et�es principales des fractalesqui est l'auto-similarit�e (au sens g�en�eral). On peut la d�e�nir comme suit :un objet est auto-similaire s'il est la r�eunion de \copies", �a une plus petite�echelle, de lui-même. Le mot \copie" est �a prendre au sens large. On en-tend par l�a \image par un op�erateur donn�e". Lorsque cet op�erateur est unetransformation a�ne, on parlera d'auto-a�nit�e.La traduction de cette propri�et�e en termes math�ematiques est imm�e-diate. L'objet K doit être tel queK = T1(K) [ T2(K) : : :[ TN(K);c'est-�a-dire que K est �egal �a l'union de N transform�ees de lui-même. �A



6 TABLE DES MATI�ERESpartir de cette expression, on pourra d�e�nir un IFS et visualiser l'objetfractal associ�e que l'on appelle attracteur de l'IFS.Ce mod�ele pr�esente cependant deux inconv�enients lorsque l'on veut l'uti-liser pour la synth�ese d'image. Le premier d�ecoule imm�ediatement de l'auto-similarit�e. En e�et, cette propri�et�e induit des r�egularit�es dans l'objet quipeuvent être gênantes, tant du point de vue de la mod�elisation (les objetsnaturels ne sont jamais parfaitement auto-similaires) que du point de vuegraphique (qualit�es artistiques de l'image). Le deuxi�eme inconv�enient estla di�cult�e de contrôler le processus de cr�eation de l'image. En e�et, lacr�eation consiste �a choisir des transformations puis �a calculer l'attracteurcorrespondant et il n'est pas toujours �evident de pr�evoir le r�esultat.Notre travail s'est articul�e autour de ces deux limitations, le probl�emedu contrôle �etant le plus important �a r�esoudre.Cette question de la cr�eation d'une forme, se pose aussi lorsque l'ontravaille en mod�elisation g�eom�etrique classique. Une des r�eponses propos�eesdans ce cadre est le mod�ele CSG (Constructive Solid Geometry). Le principeest de combiner des volumes simples pour obtenir des volumes compliqu�es.Nous avons donc cherch�e �a trouver un syst�eme fond�e sur ce principe, appli-cable �a la g�eom�etrie fractale. Ce travail est dans la continuit�e de la th�esede Christian Gentil [Gen92] et permet de compl�eter cette d�emarche enproposant un syst�eme de g�eom�etrie fractale constructive.Pour cela nous proposons deux mod�eles d'extension d'IFS. Nous repre-nons la d�emarche entreprise par de nombreux auteurs qui consiste �a associerun langage formel au mod�ele IFS. Mais contrairement �a la plupart des tra-vaux ant�erieurs nous consid�erons que le langage peut être quelconque. Cecinous donne un mod�ele tr�es bien formalis�e, qui nous permettra de faire des d�e-monstrations. D'autre part, nous proposons un mod�ele plus algorithmique,fond�e sur un formalisme matriciel. Ces deux mod�eles vont nous permettre deretrouver la plupart des mod�eles ant�erieurs et ainsi d'uni�er les di��erentesd�emarches existantes.Nous proposons ensuite des op�erations, inspir�ees de chacun des mod�eles.Ces op�erations vont nous permettre de combiner des formes fractales simpleset donc de construire des formes \pas-�a-pas".Une application possible de ce travail est la construction d'un modeleurutilisant la g�eom�etrie fractale pour des travaux artistiques. Il est actuel-lement d�evelopp�e par Chems Eddine Zair, Eric Tosan et moi-même,en collaboration avec deux plasticiennes, Martine Rondet-Mignotte etH�el�ene Bertin, et un physicien, Jean Fornazero.Nous allons donc, dans un premier temps, pr�esenter le mod�ele IFS et



TABLE DES MATI�ERES 7les travaux qui en ont d�ecoul�e. Dans un deuxi�eme temps, nous pr�esenteronsdeux g�en�eralisations du mod�ele IFS et nous verrons que l'on peut ramenerla plupart des mod�eles existants �a notre approche. En�n, nous d�e�nironsdes op�erations sur les mod�eles que nous avons d�e�nis, a�n de permettre uned�emarche constructive.
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11Chapitre 1Le mod�ele IFSLe mod�ele IFS a �et�e �etudi�e d'un point de vue math�ematique par Hut-chinson [Hut81] puis approfondi par Barnsley [Bar88][BJM+88] dans lecadre de la g�eom�etrie fractale. Nous avons choisi ce mod�ele pour faire de lasynth�ese d'image car c'est un mod�ele d�e�ni de mani�ere rigoureuse. Chris-tian Gentil [Gen92] a travaill�e sur ce mod�ele lors de sa th�ese et nous avonsrepris ses travaux pour les g�en�eraliser.Le mod�ele IFS est enti�erement fond�e sur la notion d'auto-similarit�e, priseau sens large. L'id�ee est de coder une fractale par un ensemble de transforma-tions traduisant cette propri�et�e. L'ensemble de transformations sera appel�eIFS et la fractale correspondante sera l'attracteur de l'IFS.La notion d'auto-similarit�e se traduit simplement par la formule :K = N[i=1Ti(K);c'est-�a-dire que la fractale K est �egale �a l'union de transform�ees d'elle-même.Nous allons donc construire des objets qui satisfont cette formule. Pour cela,nous allons d�e�nir pr�ecisement l'espace dans lequel se situent les objets etles propri�et�es su�santes pour obtenir des objet auto-similaires �a partir d'unensemble de transformations.1.1 D�e�nitionsLa th�eorie des IFS est fond�ee sur le Th�eor�eme du Point Fixe appliqu�edans l'ensemble des compacts d'un espace m�etrique. Nous rappelons ici les



12 CHAPITRE 1. LE MOD�ELE IFSprincipaux r�esultats utilis�es par Barnsley dans ses d�emonstrations, puis lad�e�nition d'un IFS et de son attracteur.1.1.1 Rappel sur le Th�eor�eme du Point FixeD�e�nition 1.1.1 Soient (X ; d) un espace m�etrique et T une application deX �a valeurs dans X . T est dite d-contractante sur un domaine D si :9k < 1 tel que 8p1; p2 2 D d(T (p1); T (p2)) � kd(p1; p2):Lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e sur la m�etrique, nous disons que T estcontractante sur D. Si D = X nous disons que T est contractante.Th�eor�eme 1.1.1 (du Point Fixe) Soit (X ; d) un espace m�etrique com-plet. Soit T : X ! X une application contractante. Alors il existe un uniquepoint c 2 X , appel�e le point �xe de T , tel que T (c) = c.Notation : On notera T � p = T (p), l'action d'une transformation T sur unpoint p.1.1.2 Espace des compactsL'espace sur lequel on travaille est un espace m�etrique complet (X ; d).On notera H(X ) l'ensemble des compacts non vides de (X ; d). En g�en�eral,on prendra X = R2 ou R3 mais les d�e�nitions que nous allons donner sontvalables pour tout espace m�etrique complet.On induit une topologie sur H(X ) en d�e�nissant la distance de Haus-dorff dH .D�e�nition 1.1.2 (Distance de Hausdor�) Soient K et K 0 deux com-pacts non vides d'un espace m�etrique (X ; d), la distance de Hausdorff deK �a K 0 est d�e�nie pardH(K;K 0) = maxfmaxp12K minp22K0 d(p1; p2); maxp12K0 minp22K d(p1; p2)g:Th�eor�eme 1.1.2 Si (X ; d) est un espace m�etrique complet alors (H(X ); dH)est un espace m�etrique complet.



1.1. D�EFINITIONS 13Notation : On notera T �K = fT �p= p 2 Kg l'action d'une transformationsur un ensemble de points.1.1.3 Op�erateur de Hutchinson�A partir d'un ensemble de fonctions de X �a valeurs dans X nous d�e�-nissons sur H(X ) l'op�erateur de Hutchinson qui �a une partie de X associeune autre partie de X de la fa�con suivante :D�e�nition 1.1.3 Soient T1; : : : ; TN, N fonctions de X dans X . L'op�erateurd�e�ni par :H : P(X ) �! P(X )K 7�! SNi=1 Ti �K = T1 �K [ : : : [ TN �Kest appel�e op�erateur de Hutchinson associ�e �a fT1; : : : ; TNg.Proposition 1.1.1 H op�ere dans H(X ), c'est-�a-direK 2 H(X )) H(K) 2 H(X ):Proposition 1.1.2 Soient T1; : : : ; TN, N fonctions contractantes de X dansX , de rapports de contraction s1; : : : ; sN .L'op�erateur de HutchinsonH associ�e �a fT1; : : : ; TNg, est dH -contractant,de rapport de contraction s = maxfs1; : : : ; sNg.1.1.4 D�e�nition d'un IFSOn peut maintenant d�e�nir un IFS et son attracteur.D�e�nition 1.1.4 Soit (X ; d) un espace m�etrique complet. Nous appelleronsIFS tout ensemble T = fT1; : : : ; TNg de fonctions contractantes sur X .�A tout IFS nous pouvons associer un op�erateur de Hutchinson quiest contractant. �Etant dans un espace m�etrique complet (H(X ); dH), nous



14 CHAPITRE 1. LE MOD�ELE IFSpouvons appliquer le Th�eor�eme du Point Fixe.Th�eor�eme 1.1.3 (d'existence) Soit T un IFS. Il existe un unique com-pact non vide K de X tel que :K = H(K) = T1 �K [ T2 �K [ : : :[ TN �K:K est appel�e attracteur de T et sera not�e A(T ).Notation : On notera T � K = SNi=1 Ti � K, l'action de l'op�erateur deHutchinson associ�e �a l'IFS T sur le compact K.Remarque : La th�eorie des IFS d�evelopp�ee par Barnsley comporte un�el�ement suppl�ementaire : �a chaque transformation de l'IFS est associ�ee uneprobabilit�e, il est alors possible de d�emontrer qu'il existe une mesure uniqueayant pour support A(T ) invariante parH [Bar88]. Cette mesure est utilis�eecomme texture sur la fractale. Nous n'avons pas abord�e cet aspect dans nostravaux.Exemple : Nous allons utiliser l'exemple d'un arbre, donn�e dans [PH91],pour illustrer les di��erents chapitres. Nous noterons les transformations af-�nes de R3 de la fa�con suivante :{ T (a; b; c) la translation selon le vecteur (a; b; c);{ R(a) la rotation d'angle a et d'axe Ox;{ H(a) l'homoth�etie de rapport a et de centre O.l'IFS que nous allons �etudier sera Tarbre = fT1; T2; T3; T4g, avec :T1 = H(0:5);T2 = T (0; 0:5; 0) �H(0:5);T3 = T (0; 1; 0) �R(�=4) �H(0:5);T4 = T (0; 1; 0) �R(��=4) �H(0:5):L'attracteur de cet IFS, repr�esent�e sur la Figure 1.1, est le point �xe del'op�erateur Harbre = T1 [ T2 [ T3 [ T4:On le notera Aarbre et on l'appelera l'arbre.



1.2. M�ETHODE DE CONSTRUCTION 15
Fig. 1.1 - Attracteur de Tarbre.1.2 M�ethode de constructionLes th�eor�emes pr�ec�edents montrent l'existence et l'unicit�e du compactassoci�e �a un ensemble de fonctions contractantes T = fT1; : : : ; TNg. Cepen-dant, aucune m�ethode de construction n'a �et�e donn�ee. Or, il est indispen-sable d'avoir de telles m�ethodes, ne serait-ce que pour visualiser ce compact.Nous cherchons �a construire des suites de compacts (Kn)n>0 qui conver-gent vers l'attracteur [GV90] :limn!1Kn = A(T ):Pour cela nous utilisons un r�esultat g�en�eral qui est une cons�equence duTh�eor�eme du Point Fixe.Proposition 1.2.1 Soient (X ; d) un espace m�etrique complet et T une fonc-tion contractante sur X . Alors :8p 2 X limn!1 Tn(p) = c;o�u c d�esigne le point �xe de T . Donc, toute suite d�e�nie par(pn)n2N = ( p0 = p 2 Xpn+1 = T (pn)converge vers c.



16 CHAPITRE 1. LE MOD�ELE IFSCette propri�et�e est utilis�ee dans l'espace des compacts (H(X ); dH) avecl'op�erateur de Hutchinson et permet d'obtenir le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 1.2.1 Soient (X ; d) un espace m�etrique complet et T un IFS.Toute suite d�e�nie par(Kn)n2N = ( K0 2 H(X )Kn+1 = H(Kn)converge vers le point �xe K de H et donc vers l'attracteur de l'IFS T .Barnsley appelle cet algorithme l'algorithme d�eterministe.Exemple : Dans le cas de l'IFS Tarbre, nous construisons, par exemple, lasuite (Kn)n2N = ( K0 = S(O; 1)Kn+1 = Harbre(Kn) ;avec S(O; 1) la sph�ere de centre O et de rayon 1. Les premiers termes de lasuite sont donn�es Figure 1.2.Remarque : Trois m�ethodes de visualisation ont �et�e d�ecrites par Barns-ley :1. Par construction d'une suite croissante : cette m�ethode permet d'ap-proximer la fractale par l'int�erieur en remplissant l'attracteur. Cettem�ethode est appel�ee m�ethode du chaos dynamique ou algorithme nond�eterministe.2. Par construction d'une suite d�ecroissante : cette m�ethode permet d'ap-proximer la fractale par l'ext�erieur.3. Par �echappement : cette m�ethode permet de visualiser le compl�emen-taire de la fractale.On peut trouver d'autres m�ethodes de visualisation dans [PS88] et [HPS91].Nous avons travaill�e uniquement avec l'algorithme d�eterministe car les r�e-sultats obtenus sont facilement exploitables en lancer de rayons.1.3 ManipulationsLes auteurs qui ont travaill�e sur les IFS se sont int�eress�es essentielle-ment �a la visualisation, et donc aux divers algorithmes de construction. Le
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Fig. 1.2 - Algorithme d�eterministe.



18 CHAPITRE 1. LE MOD�ELE IFSprobl�eme pos�e par les IFS, dans le cadre de la synth�ese d'image, ne se r�e-sume pourtant pas �a leur visualisation. En e�et, la di�cult�e de contrôle del'attracteur est un autre aspect que nous devons prendre en compte.Quelques r�esultats ont �et�e trouv�es dans ce cadre : le th�eor�eme du collage,qui propose une m�ethode pour trouver les transformations associ�ees �a unattracteur donn�e [Bar88], des th�eor�emes de continuit�e, garantissant que deuxIFS proches ont des attracteurs proches [Bar88][Gen92][Vrs91][DLVM95],des th�eor�emes sur les englobants de l'IFS, garantissant par exemple quel'attracteur reste bien dans le cadre de l'�ecran, des op�erations permettantde combiner deux IFS [Gen92] et des IFS �a pôles [ZT94][ZT96].Nous allons pr�esenter les op�erations particuli�eres au mod�ele IFS, carnotre d�emarche est une extension de cette approche. Pour les d�emonstra-tions, le lecteur pourra se r�ef�erer �a [Gen92]. Ces op�erations serviront �a fa-briquer des objets fractals de mani�ere constructive.On notera T = (T1; T2; : : : ; TN) et T 0 = (T 01; T 02; : : : ; T 0M) deux IFS quel-conques, et T 00 = (T 001 ; T 002 ; : : : ; T 00L) l'IFS r�esultat de l'op�eration que nous�etudions.1.3.1 TransformationOn d�e�nit le conjugu�e d'un IFS T par une transformation inversible Rde la facon suivante : T 00i = R � Ti �R�1:Proposition 1.3.1 l'attracteur correspondant au nouvel IFS T 00 sera letransform�e du premier par R :A(R � T �R�1) = R � A(T ):1.3.2 Sym�etrisationSoit un groupe �ni de transformations G = fR0; : : :Rlg. On construitl'IFS suivant : T 00ji = Rj � Ti �R�1j :On a alors :Proposition 1.3.2 L'attracteur de T " est invariant par G :8R 2 G : R � A(T 00) = A(T 00):
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Fig. 1.3 - Exemples d'IFS �a sym�etries.On peut ainsi obtenir des attracteurs poss�edant des sym�etries.Exemple : La Figure 1.3 montre, �a gauche, une fractale obtenue en impo-sant une sym�etrie de r�e
exion par rapport �a un axe horizontal et, �a droite,une fractale obtenue en imposant une sym�etrie de rotation de 2�5 .1.3.3 ExtrusionSoient T et T 0 deux IFS op�erant respectivement dans le plan (Oxy) etle plan (Oyz), tels que : Ti = Si �D;T 0i = S 0i �D;avec Si un cisaillement de Ox par Oy, S0j un cisaillement de Oy par Oz etD une dilatation selon Oz.On peut e�ectuer une extrusion par balayage de A(T ) le long de A(T 0)en d�e�nissant un \produit" T 00 de la mani�ere suivante :T 00ij = Si � S0j �D:Exemple : La Figure 1.4 montre deux exemples d'extrusion : �a gauche,extrusion continue du triangle de Sierpinski suivant la courbe de Takagi;�a droite, construction d'une surface fractale par balayage d'une courbe deTakagi le long d'une autre courbe de Takagi (au fond �a droite se trouvel'attracteur obtenu par composition directe des deux IFS).
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Fig. 1.4 - Exemples d'extrusions.1.3.4 InterpolationSoit la combinaison convexe de deux transformations d�e�nie par :8p 2 X T 00 � p = (1� �)T � p+ �T 0 � p 0 � � � 1:On �etend cette combinaison aux IFS poss�edant le même nombre de trans-formations de la mani�ere suivante :T 00� = (T 00i );T 00i = (1� �)Ti + �T 0i :On a alors :Proposition 1.3.3 La famille d'attracteurs A(T 00� ) est continue par rapport�a �.La combinaison convexe de deux IFS permet de r�ealiser des s�equencesde fractales passant continûment de l'attracteur du premier �a l'attracteurdu deuxi�eme. L'interpolation entre fractales a �et�e illustr�ee par Hart dans[Har91].Exemple : La Figure 1.5 donne un exemple d'interpolation qui passe d'unt�etra�edre de Sierpinski �a un arbre.1.3.5 Limites de cette approcheLes op�erations que nous venons de pr�esenter permettent de combinerdeux attracteurs d'IFS et de retrouver des op�erations de mod�elisation g�eo-m�etrique : extrusion, interpolation, sym�etrisation.
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Fig. 1.5 - Exemple d'interpolation.Ces op�erations permettent de construire des objets complexes mais ellesne permettent pas une construction pas �a pas. La g�eom�etrie constructive dusolide (CSG) a �et�e introduite dans ce but. Nous nous int�eressons par cons�e-quent �a une extension de cette approche pour la g�eom�etrie fractale. Pourcela nous aurons besoin d'op�erations plus simples (l'union, par exemple) quecelles d�e�nies par Christian Gentil. Cependant, le mod�ele IFS ne permetpas de d�e�nir une telle op�eration car l'union de deux attracteurs d'IFS nepeut en g�en�eral pas être d�e�nie comme un attracteur d'IFS.Nous aurons donc besoin d'un mod�ele plus g�en�eral que le mod�ele IFSdans lequel nous puissions e�ectuer des op�erations simples permettant uneconstruction progressive de l'objet fractal.1.4 Extensions du mod�ele IFSPlusieurs auteurs se sont int�eress�es �a des mod�eles g�en�eralisant les IFS.La plupart de ces mod�eles consistent �a associer un langage �a un IFS. Leslettres du langage correspondent aux transformations de l'IFS. Les motsdu langage correspondent �a des compositions de transformations. Ces mo-d�eles permettent de construire des sous-ensembles de l'attracteur d'IFS enne consid�erant que les mots du langage au lieu de toutes les compositionspossibles de transformations, comme c'est cas dans les IFS.Ces mod�eles sont fond�es sur des repr�esentations di��erentes suivant les



22 CHAPITRE 1. LE MOD�ELE IFSauteurs :{ Berstel, Morcrette et Nait Abdallah [BM89][BNA89] ont tra-vaill�e sur des t�etrarbres (ou quadtrees) engendr�es par automates �nis,g�en�eralisant ainsi l'IFS compos�e des quatre homoth�eties associ�ees �a uncarr�e. Ils ont d�evelopp�e le lien entre automates �nis et formulation parmorphismes it�er�es, �egalement �etudi�e par Shallit et Stolfi [SS89].{ Barnsley [BHH89] a introduit le mod�ele RIFS (Recurrent IFS) aussiutilis�e parHart [Har92]. Ce mod�ele est donn�e par un IFS et un grapheG = (V;E). Son attracteur est d�e�ni comme l'union des solutions Aidu syst�eme d'�equations : Aj = [(i;j)2E Tj(Ai):{ Mauldin et Williams [MW88] ont introduit un mod�ele fond�e surun graphe G = (V;E). Son attracteur est d�e�ni comme l'union dessolutions du syst�eme d'�equationsXi = [e=(i;j)2E Te �Xj:{ Bandt [Ban89] a introduit un mod�ele fond�e sur un syst�eme d'�equa-tions ( \so�c sytem") d�e�ni parXi =[Tk �Xj avec i; j 2 f1; : : :ng k 2 f1; : : : ; Ng:Son attracteur est l'union des solutions du syst�eme.{ Culik et Dube ont d�e�ni plusieurs mod�eles �equivalents :{ un PAA (Probabilist A�ne Automata) [CD93b] est un automatedont chaque transition est �etiquet�ee par une transformation a�neet une probabilit�e.{ un MRIFS (Mutually Recursive IFS) [CD93b] d�e�ni par un sys-t�eme d'�equations du typeA = T1(B1) [ T2(B2) [ : : : Tn(Bn):{ un \controlled" MRFS [CD93a] d�e�ni comme un MRIFS dont les�equations sont �etiquet�ees. Un langage sur ces �etiquettes permetalors de contrôler l'ordre dans lequel sont appliqu�ees les �equa-tions.



1.4. EXTENSIONS DU MOD�ELE IFS 23{ Peitgen, J�urgens et Saupe [PJS92] ont introduit une matrice op�e-rateur de Hutchinson dont chaque �el�ement est une union de transfor-mations. L'attracteur de ce mod�ele sera cette fois un vecteur d'images.Nous avons pr�esent�e dans [TT93a] [TT93b] une approche di��erente dece mod�ele. Cette approche est reprise dans cette th�ese chapitre 3 avecun formalisme di��erent.{ Prusinkiewicz [PH92] d�e�nit le mod�ele LRIFS (Language-restrictedIFS) comme �etant un IFS auquel on associe un langage dans le but derestreindre la suite des transformations que l'on applique. Nous avonspr�esent�e dans [TT95a] [TT95b] une d�e�nition di��erente de l'attracteurd'un LRIFS. Ces articles seront d�etaill�es au chapitre 2.Les mod�eles, autres que le mod�ele LRIFS, sont fond�es sur des langagesrationnels (automates, grammaires, expressions rationnelles) ou sur des re-pr�esentations de type matriciel (graphes, syst�emes d'�equations, matrices).Nous nous sommes donc int�eress�es au mod�ele LRIFS pour sa g�en�eralit�e.Cependant la d�e�nition de l'attracteur donn�ee par Prusinkiewicz imposeau langage d'être post�x�e. Ceci est contraignant dans la mesure o�u, parexemple, l'union de deux langages post�x�es n'est pas en g�en�eral un langagepost�x�e.La multiplicit�e des autres mod�eles rend le choix d'une extension particu-li�erement di�cile. Ceci est d'autant plus vrai que la d�e�nition de l'attracteurvarie suivant les auteurs, chaque mod�ele ayant ses particularit�es propres.Parmis ces d�e�nition, l'approche matricielle propos�ee par Peitgen, J�ur-gens et Saupe nous a particuli�erement int�eress�es, car il est plus naturel ded�e�nir des op�erations sur des matrices que sur des graphes ou des syt�emesd'�equations. Cependant, elle ne permet pas de retrouver toutes les autresapproches, en particulier celles fond�ees sur les langages.On peut noter que d'autres mod�eles li�es �a la th�eorie des langages ont�et�e propos�es. Ils ont �et�e r�ef�erenc�es dans [Tho93]. On peut distinguer deuxgrandes classes de mod�eles : les extensions du mod�ele IFS que nous venonsde pr�esenter et les mod�eles fond�es sur les r�egles de r�e�ecriture, tels que lesL-systems propos�es par Lindenmayer [PLH88] [PH90] [Pru86] [CG93] oules recurrent sets propos�es par Dekking [Dek80] [Dek82] [Dek87]. Les liensentre ces deux classes ont �et�e �etudi�es dans [CD92] et [Mor96].
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�Etude des mod�eles deg�en�eralisation d'IFS





1.4. EXTENSIONS DU MOD�ELE IFS 27Nous avons vu, dans le chapitre pr�ec�edent, qu'aucune des extensionspropos�ees ne convenait parfaitement �a notre propos. Notre but a donc �et�ede proposer un mod�ele su�samment g�en�eral, assurant que la combinaisonde deux attracteurs reste �a l'int�erieur du mod�ele. D'autre part, ce mod�eledoit être facilement impl�ementable et englober les mod�eles existants.Comme il semble di�cile de proposer un mod�ele �a la fois tr�es g�en�eralet facilement impl�ementable, nous proposons deux mod�eles. Pour cela, nousallons reprendre le mod�ele LRIFS et le mod�ele de Peitgen, J�urgens etSaupe en proposant dans les deux cas une nouvelle d�e�nition de l'attracteur.Dans le cas du mod�ele LRIFS, ceci permet de lever la restriction sur lelangage dont nous avons parl�e pr�ec�edemment. Dans le cas matriciel, nousobtenons un mod�ele facilement impl�ementable, permettant de manipuler desop�erations, et qui nous permet de retrouver tous les attracteurs des mod�elesaussi bien fond�es sur les langages rationnels que sur les repr�esentations ma-tricielles. De plus, les deux mod�eles que nous proposons sont �equivalentsdans le cas des langages rationnels.
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29Chapitre 2IFS et langagesNous pr�esentons dans ce chapitre une premi�ere extension du mod�ele IFS.Ce mod�ele est une g�en�eralisation du mod�ele LRIFS introduit par Prusin-kiewicz [PH91][PH92]. Nous conserverons le terme de LRIFS car seule lad�e�nition de l'attracteur est di��erente.Notre approche est fond�ee sur l'�etude de la suite des ensembles de pr�e-�xes de longueur n d'un langage donn�e. En e�et, lorsque l'on interpr�ete leslettres comme des transformations contractantes, et les mots comme descompositions de transformations, l'application de cette suite �a un compactconverge vers un unique compact que nous appellerons l'attracteur associ�eau langage. Le lecteur pourra se reporter �a l'annexe A pour les notations etd�e�nitions li�ees �a la Th�eorie des Langages.2.1 Th�eorie des Langages et IFSOn d�e�nit un IFS comme un N-uplet de fonctions. On peut donc associer�a chaque transformation une lettre d'un alphabet.D�e�nition 2.1.1 Soit un IFS T = (T1; : : : ; TN).� = f1 : : :Ng sera appel�e l'alphabet associ�e �a T .



30 CHAPITRE 2. IFS ET LANGAGESOn d�e�nit ensuite une fonction d'�etiquetage qui permet de mettre enbijection transformations et lettres.D�e�nition 2.1.2 On appellera fonction d'�etiquetage la fonction :h : � �! Ti 7�! Ti :La fonction h est �etendue aux langages de la fa�con suivante : soit � lemot vide, u = u1u2 : : :uk un mot de �� et L un langage sur �; on poseh(�) = Id;h(u) = Tu1 � Tu2 � : : : Tuk ;h(L) = fh(w)=w 2 Lg;h(��) = fh(w)=w 2 ��g = T �:On d�e�nit aussi une fonction d'adressage qui, �a un mot in�ni sur �,associe un point de X .Th�eor�eme 2.1.1 ([Bar88]) Soit � = �1�2�3 : : : 2 �!. Pour tout p 2 X ,�(�) = limj!1 h(�1) � h(�2) � : : : h(�j) � pexiste et est ind�ependant de p.Cette fonction est �etendue aux langages de mots in�nis de la fa�con sui-vante : soit L un langage de mots in�nis, on pose�(L) = f�(�)=� 2 Lg:Nous pouvons maintenant d�e�nir un LRIFS :D�e�nition 2.1.3 Un LRIFS est un quadruplet I = (T ;�; h; L), avec{ T un IFS;{ � l'alphabet associ�e �a T ;{ h la fonction d'�etiquetage correspondante;{ L un langage sur ��.



2.2. ATTRACTEUR ASSOCI�E �A UN LRIFS 312.2 Attracteur associ�e �a un LRIFSPour d�e�nir l'attracteur associ�e �a un LRIFS nous d�e�nissons une suitedont la limite est l'attracteur. Cette suite est d�e�nie comme la suite desensembles de pr�e�xes de longueur n du langage appliqu�es �a un compact.Pour prouver que cette suite converge, nous prouvons qu'elle est de Cauchy.Pour cela nous aurons besoin des lemmes suivants :Lemme 2.2.1 (IFS �a condensation) Soit T = fT1; : : : ; TNg un IFS etT0 une transformation constante, c'est-�a-dire telle que8K 2 H(X ); T0 �K = K0;avec K0 un compact donn�e.La fonctionF : H(X ) �! H(X )K 7�! (T0 [ T ) �K = K0 [ T1 �K [ T2 �K [ : : :[ TN �Kest contractante sur H(X ) [Bar88]. Donc elle admet un unique point �xe :A = F � A:Selon le corollaire du Th�eor�eme du Point Fixe donn�e en 1.2.1A = limn!1 Fn �K0= limn!1K0 [ T �K0 [ : : :[ T n �K0= limn!1 n[j=0 T j �K0Lemme 2.2.2 Pour tout Ai; Bi; 1 � i � N appartenant �a H(X )dH( N[i=1Ai; N[i=1Bi) � max1�i�N dH(Ai; Bi):D�emonstration : Voir [Bar88].Lemme 2.2.3 Soit � un alphabet. Soit En un ensemble de mots de longueurn sur ��, alors8K 2 H(X ) 9C(K) tel que 8n dH(h(En) �K;K) < C(K);avec C(K) une constante d�ependant de K.



32 CHAPITRE 2. IFS ET LANGAGESD�emonstration : 8n En � �n;8n h(En) �K � h(�n) �K� n[j=0 h(�j) �K� limn!1 n[j=0 h(�j) �K:En notant limn!1Snj=0 f(j) = S1n=0 f(n) on a :8n h(En) �K � 1[n=0 h(�n) �K = K 0:K 0 est l'attracteur de l'IFS h(�) avec l'ensemble de condensation K.Donc, en utilisant le Lemme 2.2.1, K' est un ensemble compact et doncborn�e. Soit C(K) le diam�etre de K 0 alors8K 2 H(X ) dH(h(En) �K;K) < C(K): 2Lemme 2.2.4 Soit L un langage in�ni sur �. Soit Ln l'ensemble des pr�e-�xes de longueur n de L. En notantEn;p;v = fw 2 ��jvw 2 Ln+pg;on a Ln+p = [v2Ln vEn;p;v:D�emonstration : Les mots de Ln+p peuvent s'�ecrire vw avec v 2 Ln etw 2 �p. 2Proposition 2.2.1 Soit I = (T ;�; h; L) un LRIFS. Soit Ln l'ensembledes pr�e�xes de longueur n de L. Soit K un compact de H(X ). Alors la suite(h(Ln) �K)n2N est une suite de Cauchy.D�emonstration :



2.2. ATTRACTEUR ASSOCI�E �A UN LRIFS 33Nous voulons prouver que8� > 0 9n0; tel que (m > n > n0)) (dH(h(Ln) �K; h(Lm) �K) < �):En posant p = m� n, on peut r�ecriredH(h(Ln) �K; h(Lm) �K) = dH(h(Ln) �K; h(Ln+p) �K):Selon le Lemme 2.2.4 on a :dH(h(Ln) �K; h(Lm) �K) = dH( [u2Ln h(u) �K; [v2Ln h(v)h(En;p;v) �K):Ln �etant �ni, nous pouvons utiliser le Lemme 2.2.2 :dH(h(Ln) �K; h(Lm) �K) � maxu2Ln dH(h(u) �K; h(u)h(En;p;u) �K):Notons s = max si, avec si le rapport de contraction de la transformationTi. Comme u est un mot de longueur n, h(u) est un op�erateur contractantet son rapport de contraction est inf�erieur �a sn. Donc,dH(h(Ln) �K; h(Lm) �K) � sndH(K; h(En;p;u) �K):Selon le Lemme 2.2.3, on adH(h(Ln) �K; h(Lm) �K) � snC(K):s < 1 donc (snC(K))n2N converge vers 0, c'est �a dire8� > 0 9n0; n > n0 ) snC(K) < �:Donc8� > 0 9n0 tel que (m > n > n0)) (dH(h(Ln) �K; h(Lm) �K) < �): 2La suite (h(Ln)�K)n2N est une suite de Cauchy, elle poss�ede donc unelimite. De plus, cette limite est ind�ependante de K, car on adH(h(Ln) �K; h(Ln) �K 0) � sndH(K;K 0);avec s < 1. Cette limite sera l'attracteur associ�e au langage.



34 CHAPITRE 2. IFS ET LANGAGESD�e�nition 2.2.1 (Attracteur) Soit I = (T ;�; h; L) un LRIFS. L'attrac-teur associ�e �a I sera d�e�ni par :A(L) = limn!1 h(Ln) �K;pour tout K 2 H(X ).Exemple : On reprend l'exemple de l'IFS Tarbre = fT1; T2; T3; T4g. On aalors l'alphabet associ�e �arbre = f1; 2; 3; 4g. Si l'on associe �a Tarbre le langageLarbre = f3; 4g�f1; 2g�, on a alors le LRIFSIarbre = (Tarbre;�arbre; h; Larbre):Comme Ln = [i+j=nf3; 4gif1; 2gjalors A(Larbre) = limn!1 h(Ln) �K= h(f3; 4g! [ f3; 4g�f1; 2g!) �K= A(fT3; T4g) [ [i2NfT3; T4gi � A(fT1; T2g):On obtient l'attracteur repr�esent�e �gure 2.1. On le notera ~Aarbre et onl'appelera l'arbre �elagu�e.2.3 Attracteur dans les compacts de motsUne d�e�nition �equivalente de l'attracteur a �et�e donn�ee parCulik [CD93b]dans le cas des expressions rationnelles. Elle est, en fait, valable pour tousles langages. Cette d�e�nition utilise l'adh�erence d'un langage in�ni; nousrappelons ici la d�e�nition et le lecteur pourra se r�ef�erer �a l'Annexe A pourplus de pr�ecisions.D�e�nition 2.3.1 (Adh�erence) Un mot in�ni �, tel que Pref(�) � Pref(L),est appel�e une adh�erence de L. L'ensemble des adh�erences de L est not�els(L). On a donc ls(L) = f� 2 �!=Pref(�) � Pref(L)g= f� 2 �!=�1�2 : : : �n 2 Lng:



2.3. ATTRACTEUR DANS LES COMPACTS DE MOTS 35
Fig. 2.1 - Attracteur associ�e �a Larbre.D�e�nition 2.3.2 (Attracteur) Soit I = (T ;�; h; L) un LRIFS. L'attrac-teur associ�e �a L sera donn�e par : �(ls(L)):En e�et, on a :Proposition 2.3.1 Soit L un langage in�ni, alorslimn!1 h(Ln) �K = �(ls(L)):D�emonstration :ls(L) = f� 2 �!=Pref(�) � Pref(L)g= f� 2 �!=8n �1�2 : : : �n 2 Lng;�(ls(L)) = f�(�)=8n �1�2 : : : �n 2 Lng= f limn!1 h(�1) � h(�2) � : : :h(�n) � p=8n �1�2 : : : �n 2 Lng= f limn!1 h(�1) � h(�2) � : : :h(�n) � p=8n h(�1) � h(�2) � : : :h(�n) 2 h(Ln)g= limn!1 h(Ln) � fpg: 2



36 CHAPITRE 2. IFS ET LANGAGES2.4 Lien avec la d�e�nition de PrusinkiewiczPrusinkiewicz d�e�nit l'attracteur associ�e �a I de la mani�ere suivante :D�e�nition 2.4.1 On d�e�nitAL(p) = adh(h(L) � p) 8p 2 Xavec adh l'adh�erance au sens topologique.En g�en�eral,AL(p) d�epend du choix de p, mais le th�eor�eme suivant [PH92]permet de d�e�nir un attracteur associ�e �a un langage :Th�eor�eme 2.4.1 Si L est tel que La � L, alors il existe un plus petitensemble AL d�e�ni par : AL = adh(h(L) � p0);avec p0 le point �xe de la transformation h(a).Remarque : La restriction des langages aux langages post�x�es pose un pro-bl�eme lorsque l'on veut faire des op�erations sur les LRIFS. En e�et, l'unionde deux langages post�x�es n'est en g�en�eral pas post�x�ee. Par exemple, sil'on prend L1 = fa�g et L2 = fb�g, alors L1 [ L2 = fa�g [ fb�g n'est paspost�x�e.Cette d�e�nition est �equivalente �a celle que nous avons propos�ee lorsquele langage est post�x�e. A�n de prouver cette �equivalence, nous avons besoindu lemme suivant :Lemme 2.4.1 Soit (Kn) une suite de Cauchy dans H(X ). Si 8i Ki �limn!1Kn alors adh( [n2NKn) = limn!1Kn:D�emonstration :{ adh(Sn2NKn) � limn!1Kn :8n Kn � limn!1Kn;[n2NKn � limn!1Kn;adh( [n2NKn) � limn!1Kn:



2.4. LIEN AVEC LA D�EFINITION DE PRUSINKIEWICZ 37{ limn!1Kn � adh(Sn2NKn) :adh( [n2NKn) � limn!1Kn:adh(Sn2NKn) est ferm�e et born�e, c'est donc un compact. Ainsi, c'estun espace m�etrique complet, doncKn 2 H(adh( [n2NKn))) limn!1Kn � adh( [n2NKn): 2On peut alors prouver l'�equivalence entre les deux d�e�nitions :Proposition 2.4.1 Si le langage L est post�x�e (i.e. La � L) alorsAL = A(L):D�emonstration :Soit p0 le point �xe de la transformation h(a). Le Lemme 2.4.1 nouspermet de prouver la proposition. En e�et (h(Ln) � fp0g)n2N est une suitede Cauchy et h(Ln) � p0 = h(Ln) � h(a) � p0� h(Ln+1) � p0� limn!1 h(Ln) � p0� A(L):Alors adh( [n2N h(Ln) � fp0g) = limn!1 h(Ln) � fp0g:Donc AL(p0) = AL = A(L): 2Remarque : La d�e�nition de Prusinkiewicz se rapproche de celle des IFS�a condensation. Notre d�e�nition est plus g�en�erale dans le sens o�u elle ne poseaucune restriction sur le langage, en revanche elle ne permet pas d'appliquerl'algorithme de l'�echappement, tel que l'a donn�e Prusinkiewicz.



38 CHAPITRE 2. IFS ET LANGAGES2.5 ConclusionNous avons d�e�ni un mod�ele g�en�eralisant le mod�ele IFS, ne n�ecessitantaucune restriction sur le type de langage. Ce mod�ele nous permettra ded�e�nir des combinaisons d'attracteurs �a partir d'op�erations sur les langages.En e�et, si l'on consid�ere une op�eration� sur les langages, nous construironsl'attracteur A(L� L0):D'autre part, ce mod�ele permet de repr�esenter toutes les �gures des-sinables sur un �ecran. En e�et, il permet d'atteindre tous les compacts de[0; 1]2. Il su�t de consid�erer l'IFS compos�e des transformations du t�etrarbre.Chaque point d'un compact de [0; 1]2 pourra être adress�e par un mot surl'alphabet du t�etrarbre. On obtient ainsi un langage in�ni, qui n'est autreque le langage des branches du t�etrarbre.



39Chapitre 3IFS et matricesLe mod�ele pr�esent�e au chapitre pr�ec�edent est tr�es g�en�eral. Cependant,il n'est pas facilement impl�ementable, car les langages quelconques ne semanipulent pas simplement d'un point de vue algorithmique. La plupart desauteurs se sont donc restreints aux langages rationnels ou �a des formalismesde type matriciel (graphe, matrice ou syst�eme d'�equations). Nous avonscherch�e un mod�ele qui permette d'uni�er ces approches, de visualiser lesattracteurs, tout en �etant �equivalent au mod�ele pr�ec�edent dans le cas d'unlangage rationnel.Nous avons choisi le formalisme matriciel car il convient bien �a une ap-proche constructive. Cette approche va nous permettre, de plus, de mettreen �evidence les �equivalences entre les mod�eles qui ont �et�e propos�es, et devisualiser les attracteurs par l'algorithme d�eterministe.3.1 Matrice d'attracteursNotre approche est fond�ee sur une g�en�eralisation de l'op�erateur de Hut-chinson, propos�ee parPeitgen, J�urgens et Saupe [PJS92]. Cet op�erateurpermet de construire une matrice d'attracteurs.3.1.1 Espace des matrices de compactsNous allons d�e�nir des matrices ayant des compacts pour �el�ements.Comme la distance de Hausdorff n'est d�e�nie que pour un couple de com-pacts non vides, il n'est pas possible d'en d�eduire directement une distance



40 CHAPITRE 3. IFS ET MATRICESentre matrices, sans tenir compte de leurs composantes vides.On noteraMR(H(X )) l'ensemble des matrices de compacts de X dont les�el�ements non vides sont indic�es par R � f1; : : :ng � f1; : : :ng. C'est-�a-direque pour toute matrice ~K 2MR(H(X )),~Kij 2 H(X ) [ ;;~Kij 6= ; , (i; j) 2 R:On d�e�nit la distance suivante sur MR(H(X )) :D�e�nition 3.1.1 Pour ~K et ~K0 2MR(H(X )),d1( ~K; ~K 0) = max(i;j)2RdH( ~Kij ; ~K0ij):Proposition 3.1.1 d1 est une distance sur les matrices de compacts.D�emonstration : d1 est d�eduite de dH de la mani�ere usuelle et v�eri�etrivialement les axiomes d'une distance. 2Comme R est �ni, on aProposition 3.1.2 L'espace (MR(H(X )); d1) est un espace m�etrique com-plet.3.1.2 Matrice de HutchinsonNous allons d�e�nir une matrice dont les �el�ements sont des op�erateurs deHutchinson. Pour simpli�er, nous appellerons cette matrice \une matricede Hutchinson".D�e�nition 3.1.2 Soit un S un sous-semigroupe de transformations a�nes.On appellera matrice de Hutchinson toute matrice n�n dont les �el�ementssont des ensembles �nis de transformations de S. Ces ensembles sont �even-tuellement vides. ~H = ( ~Hij);~Hij = ( Sk2Iij Tk si (i; j) 2 R; sinon ;avec Iij � [1 : : :N ] et Tk 2 S. On notera P+(S), l'ensemble des parties �niesde S, et MR(P+(S)), l'ensemble des matrices de Hutchinson.



3.1. MATRICE D'ATTRACTEURS 41Exemple : Soit l'IFS Tarbre d�e�ni au chapitre 1. On choisit comme matricede Hutchinson : ~Harbre =  fT3; T4g fT1; T2g; fT1; T2g ! :~Harbre 2MR(P+(S)) avec R = f(1; 1); (1; 2); (2; 2)g.Proposition 3.1.3 Les matrices de Hutchinson agissent sur les matricesde compacts. En posant ( ~H � ~K)ij = n[k=1 ~Hik � ~Kkj ;on a ~H 2MR(P+(S)); ~K 2MS(H(X ))) ~H � ~K 2MR�S(H(X ));avec R � S = S(i;k)2R;(k;j)2S(i; j).D�emonstration :( ~H � ~K)ij = [k ~Hik � ~Kkj ;( ~H � ~K)ij 6= ; , 9k; ~Hik 6= ; et ~Kkj 6= ;, 9k; (i; k) 2 R et (k; j) 2 S, (i; j) 2 R � S: 2Exemple :~Harbre� ~K =  fT3; T4g � ~K11 [ fT1; T2g � ~K21 fT3; T4g � ~K12 [ fT1; T2g � ~K22fT1; T2g � ~K21 fT1; T2g � ~K22 ! :Proposition 3.1.4 Les matrices de Hutchinson se composent entre elles.En posant ( ~H � ~H 0)ij = n[k=1 ~Hik � ~H 0kj ;on a ~H 2MR(P+(S)); ~H 0 2MS(P+(S))) ~H � ~H 0 2MR�S(P+(S)):



42 CHAPITRE 3. IFS ET MATRICESD�emonstration : Même d�emonstration que la proposition pr�ec�edente. 2Corollaire 3.1.1 Si R est transitive (R = R � R), alors MR(P+(S)) agitsur MR(H(X )), et MR(P+(S)) est stable par �. C'est-�a-dire~H 2MR(P+(S)); ~K 2MR(H(X ))) ~H � ~K 2MR(H(X ));~H 2MR(P+(S)); ~H 0 2MR(P+(S))) ~H � ~H 0 2MR(H(X )):Proposition 3.1.5 Soient R 6= ; une relation transitive et ~H 2MR(P+(S))une matrice de Hutchinson. ~H est contractante sur (MR(H(X )); d1), etde rapport de contraction s ~H tel que :s ~H � maxi2f1;:::;Ngfsig;avec si le rapport de contraction de Ti pour i 2 f1; : : : ; Ng.D�emonstration : on a~Hij = ( Sk2Iij Tk si (i; j) 2 R; sinon :Or, on a vu que l'op�erateur de Hutchinson associ�e �a N fonctions contrac-tantes est contractant de rapport maxi2f1;:::;Ngfsig, donc ~Hij est contractantde rapport sij = maxk2Iijfskg:Et donc sij � maxk2f1;:::;Ngfskg:On pose s = maxk2f1;:::;Ngfskg.Soient ~K; ~K 0 2MR(H(X ))d1( ~H � ~K; ~H � ~K 0) = max(i;j)2R dH �( ~H � ~K)ij ; ( ~H � ~K0)ij�= max(i;j)2R dH �Sk2f1;:::;Ng ~Hik � ~Kkj ;Sk2f1;:::;Ng ~Hik � ~K 0kj�� max(i;j)2Rmaxk=(i;k);(k;j)2R dH( ~Hik � ~Kkj ; ~Hik � ~K 0kj)� max(i;j);(i;k);(k;j)2R sikdH( ~Kkj ; ~K 0kj)� smax(i;j);(i;k);(k;j)2RdH( ~Kkj ; ~K 0kj)� smax(k;j)2R dH( ~Kkj ; ~K0kj)� sd1( ~K; ~K 0)



3.1. MATRICE D'ATTRACTEURS 43Et donc ~H est bien contractant de rapports ~H � maxk2f1;:::;Ngfskg < 1: 23.1.3 Lien entre matrice et automateOn d�e�nit la matrice associ�ee �a un automate comme suit :D�e�nition 3.1.3 ([GM86]) Soit M = (Q;�; �; QI; QF ) un automate �niet T = fT1; : : : ; TNg un IFS. La matrice d'adjacence associ�ee �a M est�(M) = (�ij);�ij = fa 2 �=�(qi; a) 3 qjg:En posant h(�(M))ij = h(�ij); on pourra voir les matrices de Hut-chinson comme des matrices d'adjacence d'un graphe d'automate :~H = h(�(M)):La donn�ee de la matrice �(M) d�e�nit parfaitement les arêtes et lessommets du graphe G(M), mais ne rend pas compte des �etats initiaux et�naux. Pour cela, on va ajouter �a la matrice la donn�ee de deux vecteurs Iet F d�e�nis par : Ij = ( f�g si qj 2 QI; si qj 62 QI ;Fj = ( f�g si qj 2 QF; si qj 62 QF :Exemple : Si l'on consid�ere l'automateMarbre :
0

q
1

q

1,23,4

1,2



44 CHAPITRE 3. IFS ET MATRICESon a �(Marbre) =  f3; 4g f1; 2g; f1; 2g ! ;h(�(Marbre)) =  h(f3; 4g) h(f1; 2g); h(f1; 2g) ! =  fT3; T4g fT1; T2g; fT1; T2g ! = ~Harbre:~Iarbre =  Id; ! ; ~Farbre =  IdId ! :3.1.4 D�e�nition de la matrice d'attracteursNous allons d�e�nir une matrice d'attracteurs comme limite de l'it�erationd'une matrice de Hutchinson. Pour que cette limite existe, il faut quela matrice de Hutchinson soit ap�eriodique. Intuitivement, on dit qu'ungraphe est ap�eriodique si, �a partir d'un certain rang m, lorsqu'il existe unchemin d'un �etat i �a un �etat j de longueur m, alors il existe des cheminsde i �a j de toutes les longueurs sup�erieures �a m. Cela va se traduire sur lamatrice d'adjacence du graphe par la stabilit�e des composantes vides (quicorrespondent �a \il n'existe pas de chemin") �a partir d'un certain nombred'it�erations. Plus pr�ecis�ement, on aProposition 3.1.6 Soit ~H 2 MR(P+(S)) une matrice de Hutchinsontelle que toutes les composantes connexes du graphe d'automate correspon-dant soient ap�eriodiques. On dira que ~H est ap�eriodique, c'est-�a-dire qu'ilexiste m 2 N tel que 8k > m;Rm = Rk:En posant S = Rm, MS(P+(S)) est stable par � et8k > m; ~Hk 2MS(H(X )):Par ailleurs, si ~K 2MI(H(X )) avec I = f(i; i)=1� i � ng, on a8k > m; ~Hk � ~K 2MS(H(X )):On consid�ere dans la suite des matrices de Hutchinson ap�eriodiques.Proposition 3.1.7 La suite ( ~Hk � ~K)k>m est une suite de Cauchy dansl'espace m�etrique complet (MS(P+(S)); d1).



3.1. MATRICE D'ATTRACTEURS 45D�emonstration : D'apr�es la proposition 3.1.6,~Hm � ~K 2MS(H(X ))et 8l > m; ~H l 2MS(H(X )):Donc, en posant ~K0 = ~Hm � ~K et ~Ki = ~H i � ~K0; on ad1( ~Kl; ~Kl+p) = d1( ~H l � ~K0; ~H l � ~Kp):Comme ~H est contractante de rapport s ~H , ~H l est contractante de rapportsl~H . Donc d1( ~Kl; ~Kl+p) � sl~Hd1( ~K0; ~Kp):Ainsi, la suite ( ~Kl) est une suite de Cauchy. 2D�e�nition 3.1.4 On d�e�nit la matrice d'attracteurs associ�ee �a une matricede Hutchinson ~H de la fa�con suivante :~A( ~H) = liml!1 ~H l � ( ~Hm � ~K):Par souci de simplicit�e, on notera ~A( ~H) = limn!1 ~Hn � ~K.D�e�nition 3.1.5 On d�e�nit l'attracteur \scalaire" �a partir de la matriceattracteur en consid�erant l'union de toutes les composantes de la matrice :A( ~H) = [(i;j)2R ~A( ~H):Cet attracteur nous permettra de comparer le r�esultat des diverses op�e-rations que nous e�ectuons sur le mod�ele langage et sur mod�ele matriciel.Exemple : Dans le cas de l'IFS Tarbre = fT1; T2; T3; T4g, avec la matrice deHutchinson ~Harbre =  fT3; T4g fT1; T2g; fT1; T2g ! :On a ~Hkarbre =  fT3; T4gk Si+j=k�1fT3; T4gifT1; T2gj; fT1; T2gk ! ;



46 CHAPITRE 3. IFS ET MATRICES0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAFig. 3.1 - Matrice d'attracteurs ~A( ~Harbre).et donc~A( ~Harbre) = limn!1 ~Hn� ~K =  A(T3; T4) A(T3; T4) [ fT3; T4g� � A(T1; T2); A(T1; T2) ! :Les �el�ements de ~A( ~Harbre) sont donn�es Figure 3.1.A( ~Harbre) = [(i;j)2R ~A( ~H) = A(T3; T4) [ fT3; T4g� � A(T1; T2) = ~Aarbre:3.1.4.1 VisualisationNous pouvons utiliser l'algorithme d�eterministe pour visualiser la ma-trice d'attracteurs. On visualisera alors ~Hn � ~K, avec ~K 2 MI(H(X )) (lamatrice identit�e).



3.2. LIEN AVEC LE MOD�ELE LRIFS 47Exemple : La Figure 3.2 montre les premi�eres �etapes de l'algorithme d�e-terministe.3.2 Lien avec le mod�ele LRIFSDans le cas d'un langage rationnel, on va pouvoir utiliser le mod�ele ma-triciel pour obtenir l'attracteur associ�e au langage tel que nous l'avons d�e�niau chapitre pr�ec�edent.3.2.1 Attracteur associ�e �a un automateD�e�nition 3.2.1 L'attracteur associ�e �a un automate M est �egal �a l'uniondes �el�ements de la matrice d'attracteurs, qui correspondent �a un �etat initialet �a un �etat �nal : A(M) = [qi2QI;qj2QF ~A(h(�(M)))ij:Exemple : L'attracteur associ�e au langage Larbre reconnu par l'automateMarbre sera �egal �a l'union des composantes de la matrice d'attracteurs~A(h(�(Marbre))) = ~A( ~Harbre) qui correspondent �a un �etat �nal et un �etatinitial, c'est-�a-dire �a ~A11 [ ~A12.3.2.2 �Equivalence avec le mod�ele LRIFSProposition 3.2.1 Si L est un langage rationnel reconnu par un automateM, alors A(M) = A(L):C'est-�a-dire que l'attracteur obtenu par le mod�ele LRIFS est �egal �a celuiobtenu par le mod�ele \matrice".D�emonstration : On sait que �n va contenir tous les chemins de longueurn du graphe de l'automate M. On peut alors remarquer que I t�nF est�egal �a l'ensemble des mots associ�es aux chemins de longueur n reliant un�etat initial �a un �etat �nal, c'est-�a-dire �a l'ensemble des mots de longueur nreconnus par M.



48 CHAPITRE 3. IFS ET MATRICES0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCAFig. 3.2 - Algorithme d�eterministe pour la matrice d'attracteurs.



3.2. LIEN AVEC LE MOD�ELE LRIFS 49On sait que, pour reconnâ�tre les pr�e�xes d'un langage �a l'aide d'unautomate �ni, il su�t de rendre �naux les �etats de l'automate qui sont surun chemin allant d'un �etat initial �a un �etat �nal. On obtient alors un nouveauvecteur �nal, que l'on note F 0.On a alors Ln = I t�nF 0;limn!1(h(Ln) �K) = limn!1(h(I t�nF 0) �K)= limn!1(h(I)t � h(�n) � h(F 0) �K)= h(I)t � limn!1(h(�n) � h(F 0) �K):Pour K compact, on pose K � Id = K et K � ; = ;. Cette notation est�etendue aux matrices et vecteurs de la fa�con usuelle. La composition d'unematrice de compacts par un vecteur dont les �el�ements sont �egaux �a Id ou ;,correspond �a l'extraction de certaines composantes de la matrice.Comme h(F 0) est un vecteur dont les �el�ements sont �egaux �a Id ou ; onpeut �ecrireh(I)t � limn!1(h(�n) � h(F 0) �K) = h(I)t � limn!1(h(�n) �K) � h(F 0)= h(I)t � ~A(h(�)) � h(F 0)= [qi2QI;qj2QF ~A(h(�))ij= A(M):C'est-�a-dire : A(L) = A(M);l'attracteur obtenu avec le mod�ele LRIFS est �egal �a celui obtenu avec lemod�ele matriciel. 2L'attracteur associ�e �a un automate tient compte des �etats initiaux et�naux. On d�e�nira donc cet attracteur avec le formalisme matriciel de lafa�con suivante :D�e�nition 3.2.2 A(M) = A( ~H; ~I; ~F);avec ~H = h(�(M)), ~I = h(I) et ~F = h(F ).



50 CHAPITRE 3. IFS ET MATRICESExemple : A(Marbre) = A( ~Harbre; ~Iarbre; ~Farbre);avec ~Harbre =  fT3; T4g fT1; T2g; fT1; T2g ! :~Iarbre =  Id; ! ; ~Farbre =  IdId ! :3.3 R�esum�eNous avons d�e�ni un deuxi�eme mod�ele permettant de g�en�eraliser le mo-d�ele IFS. Ce mod�ele nous permet de donner un algorithme de visualisation,et de combiner deux attracteurs en d�e�nissant des op�erations sur les ma-trices qui les g�en�erent. Si l'on consid�ere une op�eration } sur les matrices deHutchinson, nous construirons l'attracteur~A( ~H} ~H 0):En r�esum�e, nous avons obtenu plusieurs d�e�nitions d'attracteurs :A(L) = limn!1 h(Ln) �K;~A( ~H) = limn!1 ~Hn �K;A( ~H) = [(i;j)2R ~A( ~H);A(M) = A( ~H; I; F )= I t � ~A( ~H) � F= [qi2QI ;qj2QF ~A( ~H)ij :Ces di��erentes d�e�nitions permettront de comparer (au sens de l'inclusion)un attracteur obtenu par composition de langages �a un autre obtenu parcomposition de matrices.



51Chapitre 4�Equivalence avec les autresmod�elesNous avons d�ecrit, au Chapitre 1, les di��erents mod�eles d'extension d'IFSque l'on trouve dans la litt�erature. Nous nous int�eressons maintenant �a leurlien avec notre mod�ele matriciel. Nous allons prouver leur �equivalence en lesramenant �a notre formalisme.Nous avons class�e ces mod�eles par le type de repr�esentation utilis�ee. Nousallons voir que toutes ces repr�esentations peuvent se ramener �a un choix descomposantes de la matrice d'attracteurs.4.1 VecteurNous reprenons ici la d�emarche de Peitgen, J�urgens et Saupe [PJS92]avec un formalisme un peu di��erent. Soit ~H une matrice de Hutchinson.Au lieu de construire la matrice d'attracteurs correspondant �a cet op�erateur,on va construire son point �xe.Nous d�etaillons cette partie car les mod�eles fond�es sur les graphes et lessyst�emes d'�equations s'y ram�enent de mani�ere directe.



52 CHAPITRE 4. �EQUIVALENCE AVEC LES AUTRES MOD�ELES0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAFig. 4.1 - Vecteur attracteur associ�e �a ~Harbre.4.1.1 AttracteurOn peut d�e�nir l'attracteur associ�e �a une matrice de Hutchinson enappliquant le Th�eor�eme du Point Fixe dans H(X )n.Proposition 4.1.1 Soit ~H une matrice de Hutchinson associ�e �a l'IFS T ,il existe un unique point �xe X 2 H(X )n tel queX = ~H �X:X sera appel�e le vecteur attracteur associ�e �a ~H.Exemple : Le vecteur attracteur associ�e �a ~Harbre est donn�e Figure 4.1.



4.2. GRAPHES 534.1.2 �Equivalence avec le mod�ele matricielLe vecteur attracteur associ�e �a une matrice de Hutchinson se d�eduittr�es simplement de la matrice d'attracteurs, en regroupant les composantesde la matrice par ligne. Plus pr�ecis�ement, on a :Proposition 4.1.2 Soit ~H une matrice de Hutchinson et X son point�xe. Alors : Xi = [j2f1;:::ng ~A( ~H)ij:D�emonstration : X est le point �xe de ~H , donc on peut �ecrire :X = limn!1( ~Hn � Y );avec Y 2 H(X )n. On a doncXi = [j2f1;:::ng ~Hij � Yj= [j2f1;:::ng ~A( ~H)ij : 2Exemple : Dans le cas de l'arbre, on a~A( ~Harbre) =  A11 A12A21 A22 ! =  A(T3; T4) A(T3; T4) [ fT3; T4g� � A(T1; T2); A(T1; T2) ! ;et X =  A11 [ A12A21 [ A22 ! =  A(T3; T4) [ fT3; T4g� � A(T1; T2)A(T1; T2) ! :4.2 GraphesNous allons maintenant �etudier les mod�eles fond�es sur des graphes. Ilsse ram�enent de mani�ere simple au mod�ele pr�ec�edent, en prenant commematrice de Hutchinson la matrice d'adjacence du graphe.4.2.1 Mod�ele de Mauldin et WilliamsMauldin et Williams [MW88] ont d�e�ni un mod�ele fond�e sur lesgraphes. Soit un graphe G = (V;E) �a n sommets. Chaque arc e 2 E dugraphe est �etiquet�e par une transformation Te 2 T de l'IFS.



54 CHAPITRE 4. �EQUIVALENCE AVEC LES AUTRES MOD�ELESSoit X le vecteur qui satisfait :Xi = [e=(i;j)2E Te �Xj :Par d�e�nition, l'attracteur associ�e au graphe est l'union des composantes deX : A(G) = n[i=1Xi:Proposition 4.2.1 A(G) = A( ~H);avec ~H une matrice de Hutchinson construite comme la matrice d'adja-cence de G.D�emonstration : En notant le graphe di��eremment : G = (V;E), avecE = f(i; e; j)g, on a Xi = [(i;e;j)2E Te �Xj: (4.1)On d�e�nit ~H comme la matrice d'adjacence de G :~Hij = fTe=(i; e; j) 2 Eg:Le vecteur X satisfaisant (4.1) est le vecteur point �xe de ~H , donc on aXi = [j2f1;:::ng ~A( ~H)ij ;A(G) = [i2f1;:::ngXi = [i;j2f1;:::ng ~A( ~H)ij = A( ~H): 2Exemple : Le graphe donn�e �gure 4.2 est �equivalent �a ~Harbre. L'attracteurassoci�e est �egal �a l'union des composantes du vecteur d'attracteur.A(Garbre) = [i;j2f1;:::ng ~A( ~Harbre)ij = A( ~Harbre) = ~Aarbre:
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1,23,4

1,2Fig. 4.2 - Graphe de Mauldin et Williams.4.2.2 Mod�ele de BarnsleyBarnsley [BHH89] a introduit le mod�ele RIFS (Recurrent IFS). Cemod�ele est fond�e sur un graphe G = (V;E) �a N sommets. Contrairementau mod�ele pr�ec�edent, ce sont cette fois les sommets qui correspondent auxtransformations de l'IFS.L'attracteur associ�e �a G sera donn�e par l'union des solutions du syst�eme :Xj = [(i;j)2ETj �Xi:La matrice de Hutchinson correspondante sera donn�ee par la matriceassoci�ee au syst�eme d'�equations. De même que pour le mod�ele pr�ec�edent,en terme matriciel, l'attracteur associ�e au graphe G sera �egal �a l'union detoutes les composantes de ~A( ~H).Exemple : Le graphe donn�e Figure 4.3 admet ~Aarbre comme attracteur.4.3 Syst�eme d'�equationsLa troisi�eme cat�egorie de mod�eles se ramenant simplement �a la matricede Hutchinson est celle des mod�eles fond�es sur des syst�emes d'�equations.En e�et, il su�ra de construire la matrice qui est associ�ee �a un syst�emed'�equations, de mani�ere usuelle.4.3.1 Mod�ele de BandtBandt [Ban89] repr�esente la matrice de Hutchinson par un syst�emed'�equations, qu'il appelle \a so�c system". Ce syst�eme �a n inconnues est
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1

4

2

3Fig. 4.3 - Graphe de Barnsley.donn�e par des �equations du type :Xi =[Tk �Xj avec i; j 2 f1; : : :ng k 2 f1; : : : ; Ng:L'attracteur associ�e �a un tel syst�eme d'�equations est par d�e�nition �egal�a l'union des compacts solutions du syst�eme :A = n[i=1Xi:Proposition 4.3.1 A = A( ~H);avec ~H la matrice de Hutchinson associ�ee au syst�eme.D�emonstration : On peut reformuler la d�e�nition de Bandt de la mani�eresuivante : Xi = [(i;k;j)Tk �Xj :On retrouve alors la même d�emarche qu'en 4.2.1. 2Exemple : Le \so�c system"( X1 = T3 �X1 [ T4 �X1 [ T1 �X2 [ T2 �X2X2 = T1 �X2 [ T2 �X2



4.3. SYST�EME D'�EQUATIONS 57est �equivalent �a ~Harbre. L'attracteur associ�e est �egal �a A( ~Harbre) et donc�a ~Aarbre.4.3.2 Mod�ele de Culik et DubeCulik et Dube [CD93b] ont d�e�ni un mod�ele fond�e sur un syst�emed'�equations. Il di��ere du pr�ec�edent car ce mod�ele distingue certaines va-riables comme variables d'a�chage. Elles permettront simplement de s�elec-tionner certaines composantes du point �xe.D�e�nition 4.3.1 Un MRFS (ou Mutually Recursive Function System) estun syst�eme de n �equations de la forme :A = T1 �B1 [ T2 �B2 [ : : :[ Tn �Bn;avec A et Bi des compacts, Ti des transformations a�nes de T .Th�eor�eme 4.3.1 (Attracteur) Un MRFS poss�ede un attracteur uniquedonn�e par : A = [Ai2DA0i;avec A0i l'instanciation de la variable Ai qui reste inchang�ee par l'applicationdu MRFS, et D � fAi=1 � i � ng un ensemble de variables d'a�chage.Proposition 4.3.2 A = [i=Ai2D;j2f1;:::ngA( ~H)ij ;avec ~H la matrice de Hutchinson associ�ee au syst�eme d'�equation.D�emonstration : La d�emonstration est la même que pr�ec�edemment. 2Exemple : On obtient l'attracteur ~Aarbre comme solution du syst�eme( X1 = T3 �X1 [ T4 �X1 [ T1 �X2 [ T2 �X2X2 = T1 �X2 [ T2 �X2et l'ensemble de variable d'a�chage D = fX1g.



58 CHAPITRE 4. �EQUIVALENCE AVEC LES AUTRES MOD�ELES4.4 AutomatesLes mod�eles fond�es sur les automates n'utilisent pas toujours l'algorithmed�eterministe. En particulier, Culik [CD93b] utilise l'algorithme de chaos dy-namique. Cependant, il a prouv�e que son mod�ele �etait �equivalent au mod�eleMRFS, nous le citerons donc seulement pour m�emoire. Dans les autres cas,la preuve de l'�equivalence se ram�ene �a la d�e�nition que nous avons donn�eede l'attracteur associ�e �a un automate (voir Section 3.2.1).4.4.1 Mod�ele de Culik et DubeD�e�nition 4.4.1 Un PAA (ou Probabilistic A�ne Automata) est un quin-tuplet M = (Q;�; �; P; F ), avec :{ Q = fq1; q2; : : : ; qng un ensemble �ni appel�e l'ensemble des �etats;{ � = fT1; T2; : : : ; TNg un alphabet de transformations a�nes;{ � la fonction de transition de l'automate telle que le graphe de l'auto-mate soit fortement connexe et de cycles contractants;{ P une matrice stochastique n�m� n telle que8i nXk=1 nXj=1P (i; j; k) = 1;{ F � Q l'ensemble des �etats terminaux.La valeur P (i; j; k) est la probabilit�e associ�ee �a la transition (qi; Tj; qk). Lasomme des probabilit�es des transitions partant d'un même n�ud est �egale �a1. L'attracteur est construit selon l'algorithme non d�eterministe : on choisital�eatoirement un point courant p, et un �etat courant q. �A chaque it�eration, onchoisit al�eatoirement une transition (q; T; q0) partant de q. Le point courantdevient alors T � p, et l'�etat courant devient q0. Le nouveau point courantest a�ch�e si q0 est un �etat �nal.La suite des points g�en�er�es aux �etats �naux est alors une approximationde l'attracteur.



4.5. EXPRESSIONS RATIONNELLES 594.4.2 Mod�ele de MorcretteMorcrette [Mor96] a introduit le mod�ele IFSA (IFS �a automate). Elleassocie un automate �ni �a un IFS et d�e�nit l'attracteur associ�e de la mani�eresuivante :D�e�nition 4.4.2 Soit T = fT1; T2; : : : ; TNg un IFS etM = (Q;�; �; QI; QF )un automate. Une image d'ordre n est donn�ee par :An(K) = h(L(M) \ �n) �K;et l'attracteur est alors A(K) = limn!1An(K):L'attracteur est donc d�e�ni par la limite des mots de longueur n, re-connus par M, appliqu�es �a un compact. Comme nous l'avons montr�e, cetted�e�nition est �equivalente �a la d�e�nition que nous avons donn�ee Section 3.2.1.Remarque : Morcrette a prouv�e l'�equivalence du mod�ele IFSA avec lemod�ele des \recurrent sets" d�e�ni par Dekking [Dek87].4.5 Expressions rationnelles4.5.1 Mod�ele de CulikCulik [CD93b] a d�e�ni un mod�ele fond�e sur les expressions rationnellesde la mani�ere suivante :D�e�nition 4.5.1 Un ARS (ou A�ne Regular Set) est un ensemble g�en�er�epar une expression rationnelle sur �.D�e�nition 4.5.2 Soit R � �� un ARS. L'attracteur associ�e �a R estA = �(ls(R)):Exemple : Si R = f3; 4g�f1; 2g� l'attracteur associ�e �a R est Aarbre.Nous avons vu au Chapitre 2 que cette d�e�nition est �equivalente �a celleque nous avons propos�ee.



60 CHAPITRE 4. �EQUIVALENCE AVEC LES AUTRES MOD�ELES4.6 R�esum�e des �equivalencesType de mod�ele Auteur �Equivalence avecLangage quelconque Prusinkiewicz LangageVecteur Peitgen, J�urgens et Saupe MatriceGraphe Mauldin et Williams MatriceBarnsley MatriceSyst�eme d'�equations Bandt MatriceCulik et Dube MatriceAutomate Culik et Dube MRFSMorcrette MatriceExpression rationnelle Culik et Dube Langage4.7 ConclusionNous avons montr�e l'�equivalence entre notre mod�ele matriciel et les mo-d�eles existants. Le mod�ele matriciel pr�esente en outre l'avantage de per-mettre un calcul en parall�ele de toutes les composantes de la matrice d'at-tracteur et une s�election a posteriori des composantes int�eressantes.Le choix des composantes de la matrice d'attracteurs va nous permettred'obtenir plusieurs types d'attracteurs :{ Attracteur matriciel : ~A( ~H);{ Attracteur vectoriel : Xi = [j2f1;:::;ng ~A( ~H)i;{ Attracteur scalaire : A( ~H) = [i;j2f1;:::;ng ~A( ~H)ij ;{ Attracteur langage : A(M) = [qi2QI;qj2QF ~A( ~H)ij :Contrairement aux mod�eles ant�erieurs, nous pouvons, �a partir d'un seulformalisme, obtenir tous les types d'attracteurs pr�esents dans la litt�eratureli�ee aux IFS.
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Approche constructive





4.7. CONCLUSION 63Nous allons maintenant d�e�nir un mod�ele de g�eom�etrie fractale construc-tive, inspir�ee de la g�eom�etrie constructive du solide (Constructive Solid Geo-metry), telle que d�e�nie par Requicha [Req80] ou Roth [Rot82]. La g�eo-m�etrie constructive est, en e�et, d�ej�a largement utilis�ee pour la constructionde sc�enes classiques. Il serait donc int�eressant de pouvoir cr�eer des objetsfractals de mani�ere constructive.Dans la g�eom�etrie constructive volumique classique, un solide est repr�e-sent�e par la composition, �a l'aide d'un ensemble d'op�erations r�egularis�ees,d'autres solides. Au plus bas niveau se trouvent les solides les plus simples,appel�es primitives.De la même mani�ere, nous pouvons d�e�nir un objet fractal par la com-position, �a l'aide d'un ensemble d'op�erations particuli�eres, d'autres objetsfractals. Au plus bas niveau se trouvent les primitives. Nous d�e�nissons,ainsi, des op�erations s'appuyant sur les deux mod�eles que nous avons pr�e-sent�es. Nous aurons donc, d'une part, des op�erations sur les langages et,d'autre part, des op�erations sur les matrices. On construira alors les attrac-teurs correspondant aux r�esultats de ces op�erations.Parmi ces op�erations, nous en choisissons ensuite certaines, qui nouspermettent de d�e�nir un syst�eme de g�eom�etrie constructive.
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65Chapitre 5Op�erationsNous avons propos�e un mod�ele g�en�eralisant les IFS. �A partir de ce mo-d�ele, nous allons d�e�nir des op�erations permettant de composer deux at-tracteurs. Pour cela nous utilisons, d'une part, des op�erations sp�eci�ques �ala Th�eorie des Langages : union, concat�enation, m�elange et intersection, et,d'autre part, des op�erations directes sur les matrices de Hutchinson. Dansle cas d'un langage rationnel, nous donnons un proc�ed�e de construction etde visualisation �a partir d'un automate ou d'une matrice de Hutchinson.5.1 Cas d'un langage quelconqueNous nous posons la question : �etant donn�e une op�eration � et deuxlangages L et L0, quelle est la relation entre A(L� L0), A(L) et A(L0)?Nous travaillons avec des langages in�nis, car l'attracteur associ�e �a unlangage �ni est vide. Dans le cas d'un langage in�ni L, on a 8n Ln 6= ;.5.1.1 UnionL'op�eration la plus naturelle en Th�eorie des Langages ainsi qu'en syn-th�ese d'images est l'union ensembliste. L'union de deux langages L et L0 estd�e�nie par : L [ L0 = fw 2 ��=w 2 L ou w 2 L0g:



66 CHAPITRE 5. OP�ERATIONSOn a alors la propositionProposition 5.1.1 L'attracteur associ�e �a l'union de deux langages est �egal�a l'union des attracteurs associ�es �a chacun des langages.A(L [ L0) = A(L) [ A(L0):D�emonstration : L[ L0 est un langage in�ni, donc (h((L[ L0)n) �K) estune suite de Cauchy, et est telle que :(L [ L0)n = Ln [ L0n:De plus, la fonction[ : H(X )� H(X ) �! H(X )(K;K 0) 7�! K [K 0est une fonction continue. On a donc :A(L [ L0) = limn!1 h(Ln [ L0n) �K= limn!1(h(Ln) [ h(L0n)) �K= limn!1(h(Ln) �K [ h(L0n) �K)= limn!1 h(Ln) �K [ limn!1 h(L0n) �K= A(L) [ A(L0): 2Corollaire 5.1.1 L � L0 ) A(L) � A(L0):5.1.2 Concat�enationL'autre op�eration naturelle en Th�eorie des Langages est la concat�enation.La concat�enation de deux mots u = u1u2 : : : un et v = v1v2 : : :vm est not�eeu:v, et consiste �a mettre les deux mots bout �a bout :u:v = u1u2 : : :unv1v2 : : : vm:La concat�enation de deux langages est alors donn�ee par :L:L0 = fw 2 ��=w = u:v u 2 L v 2 L0g:On a alors



5.1. CAS D'UN LANGAGE QUELCONQUE 67Proposition 5.1.2 L'attracteur associ�e �a la concat�enation de deux lan-gages est �egal �a l'union de l'attracteur associ�e au premier langage, et destransform�es selon le premier langage de l'attracteur associ�e au deuxi�emelangage. A(L:L0) = A(L) [ h(L) � A(L0):D�emonstration : Soit L00 = L:L0. L00 est un langage in�ni, donc (h(L00n)�K)est une suite de Cauchy. On aA(L:L0) = limn!1 h(L00n) �K= f limn!1 h(u1u2 : : :un) � p j u1u2 : : : un 2 L00n; p 2 Kg:Il y a deux types de suites (h(u1u2 : : : un) � p) :{ 8n; u1u2 : : : un 2 Ln;{ 9k; u1u2 : : :uk 2 Lk et uk+1uk+2 : : : un 2 L0n�k .L'ensemble A(L:L0) = flimn!1 h(u1u2 : : : un)�p j u1u2 : : :un 2 L00n; p 2Kg est donc partionn�e en :A(L:L0) = flimn!1 h(u1u2 : : :un) � p j u1u2 : : : un 2 Ln; p 2 Kg[ flimn!1 h(u1u2 : : : uk)h(v1v2 : : :vn) � p j u1u2 : : : uk 2 L; v1v2 : : : vn 2 L0n; p 2 Kg:On a alors :flimn!1 h(u1u2 : : : un) � p j u1u2 : : : un 2 Ln; p 2 Kg = A(L)etflimn!1 h(u1u2 : : : uk)h(v1v2 : : : vn) � p j u1u2 : : :uk 2 L; v1v2 : : :vn 2 L0n; p 2 Kg= fh(u1u2 : : :uk) � limn!1 h(v1v2 : : : vn) � p j u1u2 : : :uk 2 L; v1v2 : : : vn 2 L0n; p 2 Kg= fh(u1u2 : : :uk) j u1u2 : : : uk 2 Lg � flimn!1 h(v1v2 : : :vn) � p j v1v2 : : : vn 2 L0n; p 2 Kg= h(L) � A(L0) :Ainsi, A(L:L0) = A(L) [ h(L) � A(L0). 25.1.3 M�elangeLa troisi�eme op�eration que nous allons �etudier est le m�elange de deuxlangages. Le m�elange des deux mots, u et v est not�ee u t v et consiste �a



68 CHAPITRE 5. OP�ERATIONSintercaler les lettres de chacun des mots. On autorise tous les m�elanges enajoutant le mot vide dans l'�ecriture des mots u et v. On aurau t v = fwj w = w1w2 : : :wM et u = wa1wa2 : : :wan ;v = wb1wb2 : : :wbn ;faig [ fbjg = f1; : : :Mg; faig \ fbjg = ;g:Exemple : Si u = ab et v = cde alors on a :u t v = fabcde; acbde; cabde; acdbe; cadbe; cdabe; acdeb; cadeb; adaeb; cdeabgLe m�elange de deux langages est alors l'ensemble des m�elanges possiblesde deux mots du langage :L t L0 = fw 2 ��=w 2 fut vg u 2 L v 2 L0g:On a alorsProposition 5.1.3A(L t L0) � A(L) [ h(L) � A(L0) [ A(L0) [ h(L0) � A(L):D�emonstration : L t L0 � L:L0, L t L0 � L0:L et Proposition 5.1.2. 25.1.4 IntersectionL'intersection est une op�eration utilis�ee en CSG. Nous avons donc �etudi�eson �equivalent en Th�eorie des Langages. L'intersection de deux langages estdonn�ee par : L \ L0 = fw 2 ��=w 2 L et w 2 L0g:On a alorsProposition 5.1.4 Si 8n (L \ L0)n 6= ; alorsA(L \ L0) � A(L) \ A(L0):D�emonstration : L\ L0 est un langage in�ni, donc (h((L\ L0)n) �K) estune suite de Cauchy, telle que(L \ L0)n � Ln \ L0n:



5.2. CAS D'UN LANGAGE RATIONNEL 69On a donc(L \ L0)n � Ln \ L0n;h((L \ L0)n) �K � h(Ln \ L0n) �K� h(Ln) �K \ h(L0n) �K;A(L \ L0) = limn!1 h((L \ L0)n) �K� limn!1 h(Ln) �K \ limn!1 h(L0n) �K� A(L) \ A(L0): 25.2 Cas d'un langage rationnelDans le cas de langages rationnels, nous allons avoir une m�ethode algo-rithmique pour construire le r�esultat de l'op�eration. En e�et, la classe deslangages rationnels est close par union, concat�enation, m�elange et intersec-tion. De plus, il existe des m�ethodes permettant de construire les op�erationssur les automates (resp. les matrices), correspondant �a l'union, la concat�e-nation, le m�elange ou l'intersection de deux langages. Nous allons ensuitepouvoir visualiser l'attracteur associ�e �a l'automate (resp. la matrice) r�esul-tat, en utilisant l'algorithme donn�e au Chapitre 3.Notation : On notera, dans la suite, M = (Q;�; �; QI; QF ) et M0 =(Q0;�; �0; Q0I ; Q0F ) deux automates, et M00 = (Q00;�; �00; Q00I ; Q00F ) l'automater�esultat de l'op�eration que l'on �etudie. On suppose l'alphabet commun �atous les automates et Q \Q0 = ;.De même, on notera ( ~H; ~I; ~F ), ( ~H 0; ~I 0; ~F 0), et ( ~H 00; ~I 00; ~F 00), les tripletsmatrices de Hutchinson, vecteurs initiaux et �naux correspondant auxautomates. Les triplets sont construits comme d�ecrit au Chapitre 3, c'est-�a-dire : ~H = h(�(M));~Ij = ( fIdg si qj 2 QI; si qj 62 QI ; ~Fj = ( fIdg si qj 2 QF; si qj 62 QF ;avec �(M) la matrice d'adjacence de l'automateM.Les op�erations sur les triplets ( ~H; ~I; ~F ) pourront s'�ecrire en g�en�eral (saufpour la concat�enation)( ~H; ~I; ~F )}( ~H 0; ~I 0; ~F 0) = ( ~H} ~H 0; ~I}~I 0; ~F} ~F 0):On les construit de telle sorte qu'elles correspondent aux op�erations sur leslangages :A(M�M0) = A(( ~H; ~I; ~F)}�( ~H 0; ~I 0; ~F 0)) = A(L(M)� L(M0)):



70 CHAPITRE 5. OP�ERATIONSPour cela, il su�t de d�e�nir ( ~H 00; ~I 00; ~F 00) comme le triplet associ�e �a M00.5.2.1 UnionL'automateM00 acceptant L(M00) = L(M) [ L(M0) est :M00 = (Q00;�; �00; Q00I ; Q00F );o�u Q00 = Q [ Q0;Q00I = QI [ Q0I ;Q00F = QF [Q0F ;�00(q; a) = ( �(q; a) si q 2 Q�0(q; a) si q 2 Q0 :Le triplet ( ~H 00; ~I 00; ~F 00) associ�e �a l'union de deux langages est donn�e par :~H 00 = h(�(M00)):La partie graphe de l'automate M00 �etant ind�ependante des �etats initiauxet �naux de M et M0, on peut noter :~H 00 = ~H}[ ~H 0;avec ~H 00 une matrice carr�ee de taille n+m et~H 00ij = 8><>: ~Hij si i; j � n~H 0i�nj�n si n � i; j; sinon ;c'est-�a-dire ~H 00 = 0BBBBBBBBBB@ ~H11 : : : ~H1n ; : : : ;... ... ... ...~Hn1 : : : ~Hnn ; : : : ;; : : : ; ~H 011 : : : ~H 01m... ... ... ...; : : : ; ~H 0m1 : : : ~H 0mm 1CCCCCCCCCCA ;et ~I 00 = 0BBBBBBBBBB@ ~I1...~In~I 01...~I 0m 1CCCCCCCCCCA ; ~F 00 = 0BBBBBBBBBB@ ~F1...~Fn~F 01...~F 0m 1CCCCCCCCCCA :



5.2. CAS D'UN LANGAGE RATIONNEL 71Exemple : Soit l'IFS T = fS1; : : :S8g avecS1 = H(0:5);S2 = T (0:5; 0; 0) �H(0:5);S3 = T (0; 0:5; 0) �H(0:5);S4 = T (0; 0; 0:5) �H(0:5);S5 = T (0:5; 0:5; 0)�H(0:5);S6 = T (0:5; 0; 0:5)�H(0:5);S7 = T (0; 0:5; 0:5)�H(0:5);S8 = T (0:5; 0:5; 0:5) �H(0:5):Les Si sont les transformations de l'octarbre (ou octree), c'est-�a-dire uncube divis�e en 8. On consid�ere les deux langages :L1 = f1; 3; 4g�;L2 = f1; 3; 5g�:L1 est reconnu par un automateM1 et L2 par un automateM2. Soit Lu =L1 [ L2. Lu est reconnu par un automate Mu. La Figure 5.1 donne lesgraphes d'automates de M1;M2;Mu ainsi que les attracteurs associ�es.En termes matriciels on note ( ~H1; ~I1; ~F1), ( ~H2; ~I2; ~F2), et ( ~Hu; ~Iu; ~Fu), lestriplets associ�es �a M1, M2, et Mu. On a alors :~H1 = (fT1; T3; T4g) I1 = (Id) F1 = (Id);~H2 = (fT1; T3; T5g) I2 = (Id) F2 = (Id);~Hu = ~H1}[ ~H2=  fT1; T3; T4g ;; fT1; T3; T5g ! ;~Iu =  IdId ! ;~Fu =  IdId ! :5.2.2 Concat�enationL'automate M00 acceptant L(M):L(M0) est construit en connectantchaque �etat �nal de M �a chaque �etat initial de M0 par une �-transition.En termes matriciels, on construit la matrice de Hutchinson, r�esultatde la concat�enation, de la même mani�ere que pour l'union, en ajoutant
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1,3,4 1,3,5

1,3,51,3,4

Fig. 5.1 - Unionl'identit�e aux coordonn�ees correspondant �a un �etat �nal de M et �a un �etatinitial de M0. On a cette fois une op�eration qui est d�ependante des �etatsinitiaux et �naux. On �ecrira donc( ~H 00; ~I 00; ~F 00) = ( ~H; ~I; ~F )}�( ~H 0; ~I 0; ~F 0);avec ~H 00 une matrice carr�ee de taille n+m, et~H 00ij = 8>>><>>>: ~Hij si i; j � n~H 0i�nj�n si n � i; jfIdg si qi 2 QF et q0j�n 2 Q0I; sinon ;et ~I 00 = 0BBBBBBBBB@ ~I1...~In;...; 1CCCCCCCCCA ; ~F 00 = 0BBBBBBBBB@ ;...;~F 01...~F 0m 1CCCCCCCCCA :Exemple : Soit Lc = L1:L2. Le langage Lc est reconnu par un automateMc. Les automates M1;M2;Mc; ainsi que les attracteurs associ�es, sontdonn�es Figure 5.2.
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1,3,4 1,3,5

1,3,51,3,4

Fig. 5.2 - Concat�enationEn termes matriciels on a alors :~Hc =  fT1; T3; T4g fIdg; fT1; T3; T5g ! ;~Ic =  Id; ! ;~Fc =  ;Id ! :Interpr�etation g�eom�etrique : L'attracteur r�esultat de la concat�enationpeut être vu comme l'attracteur associ�e au premier langage fabriqu�e avecdes it�erations de l'attracteur associ�e au deuxi�eme langage. Sur l'exemple,on a un triangle de Sierpinsky horizontal construit avec diverses it�erationsd'un triangle de Sierpinsky vertical.5.2.3 M�elangeL'automateM00, acceptant L(M00) = L(M) t L(M0), est :M00 = (Q00;�; �00; Q00I ; Q00F );



74 CHAPITRE 5. OP�ERATIONSo�u Q00 = Q� Q0;Q00I = QI � Q0 [ Q�Q0I ;Q00F = QF �Q0 [Q� Q0F ;�00((q; q0); a) = �(q; a)� fq0g [ fqg � �(q0; a):En termes matriciels, la matrice de Hutchinson associ�ee au m�elangede deux matrices de Hutchinson correspond �a une somme tensorielle desmatrices, selon l'op�eration union. On a :~H 00 = ~H}t ~H 0 = 0BBBB@ fId: ~H11 [ ~H 0 fId: ~H12 : : : fId: ~H1nfId: ~H21 fId: ~H22 [ ~H 0 : : : fId: ~H2n... ...fId: ~Hn1 fId: ~Hn2 : : : fId: ~Hnn [ ~H 0 1CCCCA ;avec ~H 00 une matrice carr�ee de taille n:m et fId la matrice identit�e de taillem. Ainsi, ~H 00i+km;j+k0m = �kk0 ~H 0ij [ �ij ~Hkk0 ;si l'on note �i;j une fonction qui vaut Id si i = j, et ; sinon.Les vecteurs initiaux et �naux seront construits de la mani�ere suivante :~I 00 = 0BB@ ~I1 [ ~I 0...~In [ ~I 0 1CCA ;avec ~Ii [ ~I 0 = 0BB@ ~Ii [ ~I 01...~Ii [ ~I 0m 1CCA ;et ~F 00 = 0BB@ ~F1 [ ~F 0...~Fn [ ~F 0 1CCA ;avec ~Fi [ ~F 0 = 0BB@ ~Fi [ ~F 01...~Fi [ ~F 0m 1CCA :Exemple : Soit Lm = L1tL2. Le langage Lm est reconnu par un automateMm. Les automates M1;M2;Mm, ainsi que les attracteurs associ�es sontdonn�es Figure 5.3.
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1,3,4 1,3,5 1,3,4,5

Fig. 5.3 - M�elangeEn termes matriciels on a alors :~Hm = ~H1}t ~H2= (fT1; T3; T4; T5g) ;~Im = (Id) ;~Fm = (Id) :Remarque : Comme on peut le voir sur l'exemple pr�ec�edent, le m�elange dedeux IFS est �egal �a l'union des deux ensembles de transformations des IFS.Interpr�etation g�eom�etrique : Le m�elange est une op�eration qui va remplirl'espace entre les deux attracteurs de d�epart. Dans l'exemple pr�ec�edent, onobtient une pyramide.5.2.4 IntersectionDans le cas d'un langage rationnel, l'automateM00 acceptant L(M00) =L(M) \ L(M0) est : M00 = (Q00;�; �00; Q00I ; Q00F );



76 CHAPITRE 5. OP�ERATIONSo�u Q00 = Q� Q0;Q00I = QI � Q0I ;Q00F = QF �Q0F ;�00((qi; qj); a) = (qk ; ql) si �(qi; a) = qk et �0(qj ; a) = ql:En termes matriciels, la matrice de Hutchinson associ�ee �a l'intersectionlangage de deux matrices deHutchinson, correspond �a un produit tensorieldes matrices selon l'op�eration intersection. On a :~H 00 = ~H}\ ~H 0 = 0BB@ ~H11 \ ~H 0 : : : ~H1n \ ~H 0... ...~Hn1 \ ~H 0 : : : ~Hnn \ ~H 0 1CCA ;avec ~H 00 une matrice carr�ee de taille n:m et~Hij \ ~H 0 = 0BB@ ~Hij \ ~H 011 : : : ~H1n \ ~H 01m... ...~Hn1 \ ~H 0m1 : : : ~Hnn \ ~H 0mm 1CCA :Les vecteurs initiaux et �naux seront construits de la mani�ere suivante :~I 00 = 0BB@ ~I1 [ ~I 0...~In [ ~I 0 1CCA ;avec ~Ii \ ~I 0 = 0BB@ ~Ii \ ~I 01...~Ii \ ~I 0m 1CCA ;et ~F 00 = 0BB@ ~F1 \ ~F 0...~Fn \ ~F 0 1CCA ;avec ~Fi \ ~F 0 = 0BB@ ~Fi \ ~F 01...~Fi \ ~F 0m 1CCA :Exemple : Soit Li = L1 \ L2. Le langage Li est reconnu par un automateMi. Les automatesM1;M2;Mi, ainsi que les attracteurs associ�es sont don-n�es Figure 5.4.En termes matriciels, on a alors :
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1,3,4 1,3,5 1,3

Fig. 5.4 - Intersection~Hi = ~H1}\ ~H2= (fT1; T3g) ;~Ii = (Id) ;~Fi = (Id) :Remarque : Comme on peut le voir sur l'exemple pr�ec�edent, l'intersec-tion \langage" de deux IFS est �egale �a l'intersection des deux ensembles detransformations des IFS.Remarque : L'intersection langage n'est pas un �equivalent de l'intersectionclassique, c'est-�a-dire de l'intersection ensembliste. En e�et, deux langagesdi��erents peuvent donner le même attracteur. Le r�esultat de l'intersectionva donc d�ependre du choix des langages.Par exemple, si T1 = H(0:5) et T2 = H(0:3). Si L(M) = f1g� etL(M0) = f2g�, alors A(M) = A(M0) = fOg : l'origine du syst�eme decoordonn�ees. Donc L(M) \ L(M0) = ; alors que A(M) = A(M0).



78 CHAPITRE 5. OP�ERATIONS5.2.5 ExemplesNous donnons quelques exemples obtenus par concat�enation ou m�elange.Pour cela, nous avons utilis�e, en plus des transformations de l'octarbre, lestransformations suivantes :S9 = T (0; 1; 0);S10 = H(1=3);S11 = H(1=3) � T (1; 0; 0) �Ry(�=3);S12 = S11 � T (1; 0; 0) �Ry(�2�=3);S13 = H(1=3) � T (2; 0; 0);S14 = T (0; 0; 1) �Ry(�=4) �H(1=2);S15 = T (0; 0; 1) �Ry(��=4) �H(1=2):La Figure 5.5 montre un exemple de concat�enation :L1 = f1; 4; 5g�; L01 = f1; 2; 4g�:9et un exemple de m�elange :L2 = f1; 4g�:f14; 15g�; L02 = f1; 4g�:f14; 15g�:9:Ces exemples sont une illustration du d�ecoupage en tranche qui apparaitlorsque l'on travaille sur deux LRIFS 2D \face-�a-face". Cet e�et permet defaire une extrusion �a condition de choisir une primitive su�samment \large"ce qui permet de gommer les tranches.La Figure 5.6 montre une autre utilisation de la concat�enation :L3 = f1; 4; 7g�; L03 = f10; 11; 12; 13g�:En e�et, si l'on concat�ene un LRIFS avec une courbe fractale (ici, un tri-angle de Sierpinsky avec une courbe de type Von Koch), les it�erations del'attracteur du LRIFS vont suivre la courbe.5.3 Op�erations directes sur les matricesUne autre mani�ere de combiner deux fractales est de combiner deuxmatrices de Hutchinson, et de construire l'attracteur associ�e �a la matricer�esultat. Nous donnons ici la liste des op�erations que nous consid�erons. Nousverrons, dans la partie suivante, une comparaison entre ces op�erations etcelles sur les automates.
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L1:L01
L2 t L02Fig. 5.5 - Exemple de concat�enation et m�elange
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L3:L03Fig. 5.6 - Exemple de concat�enation et m�elange5.3.1 Union directeL'union directe de deux matrices est donn�ee par :~H [ ~H 0 = 0BB@ ~H11 [ ~H 011 : : : ~H1n [ ~H 01n... ...~Hn1 [ ~H 0n1 : : : ~Hnn [ ~H 0nn 1CCA :5.3.2 Composition directeLa composition directe de deux matrices est donn�ee par :~H � ~H 0 = ~H 00;avec ~Hij =[k ~Hik � ~H 0kj :5.3.3 Intersection directeL'intersection directe de deux matrices est donn�ee par :~H \ ~H 0 = 0BB@ ~H11 \ ~H 011 : : : ~H1n \ ~H 01n... ...~Hn1 \ ~H 0n1 : : : ~Hnn \ ~H 0nn 1CCA :



5.3. OP�ERATIONS DIRECTES SUR LES MATRICES 815.3.4 Produit tensorielLe produit tensoriel de deux matrices est donn�e par :~H 00 = ~H 
[ ~H 0 = 0BB@ ~H11 [ ~H 0 : : : ~H1n [ ~H 0... ...~Hn1 [ ~H 0 : : : ~Hnn [ ~H 0 1CCA ;avec ~H 00 une matrice carr�ee de taille n:m, et~Hij [ ~H 0 = 0BB@ ~Hij [ ~H 011 : : : ~H1n [ ~H 01m... ...~Hn1 [ ~H 0m1 : : : ~Hnn [ ~H 0mm 1CCA :5.3.5 ExempleSoient les deux matrices de Hutchinson :~H1 = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA ;

~H2 = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA :



82 CHAPITRE 5. OP�ERATIONSLes transformations utilis�ees sont celles de la grille 3 � 3. Les carr�es noir-cis correspondent aux transformations s�electionn�ees. Les attracteurs corres-pondants et le r�esultat des diverses op�erations sont donn�es ci-dessous. Nousajoutons �a cette liste l'attracteur matriciel correspondant �a la concat�enationet �a l'union langage.0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA~A( ~H1) ~A( ~H2)0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAA( ~H1 [ ~H2) A( ~H1 � ~H2)



5.4. COMPARAISON ENTRE LES OP�ERATIONS 830BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAA( ~H1 
[ ~H2) A( ~H1 \ ~H2)0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAA( ~H1}� ~H2) A( ~H1}[ ~H2)5.4 Comparaison entre les op�erationsNous avons d�e�ni des op�erations, sur les langages et sur les matrices,permettant de composer deux attracteurs. Nous allons maintenant comparerle r�esultat de ces op�erations en terme d'inclusion. En e�et, il est int�eressantde savoir quelle op�eration utiliser pour obtenir un e�et donn�e. En particulier,on aimerait savoir comment obtenir un attracteur plus ou moins \rempli".Nous allons,pour cela, ordonner le r�esultat des di��erentes op�erations, sachantque tous les attracteurs que nous obtenons sont des sous-ensemble d'unmême IFS : l'IFS correspondant �a l'union des deux alphabets dans le cas



84 CHAPITRE 5. OP�ERATIONSde deux langages, et l'IFS correspondant �a l'ensemble des transformationsutilis�ees dans le cas de deux matrices.5.4.1 Relation d'ordrePour pouvoir comparer les op�erations issues des langages et celles issuesdes matrices, nous allons consid�erer uniquement l'attracteur scalaire. Dansle premier cas, cet attracteur correspond �a des langages dans lesquels tousles �etats sont initiaux et �naux.Plus pr�ecis�ement, soit � la matrice d'adjacence d'un automate M telque tous les �etats sont initiaux et �naux. On consid�ere L le langage reconnupar M et ~H = h(�) la matrice de Hutchinson associ�ee �a M. On a bienalors A(L) = A(M) = A( ~H):Ainsi, on pourra comparer les diverses op�erations entre elles, qu'ellessoient d�e�nies sur les langages ou sur les matrices. On notera L1; L2, deuxlangages rationnels, et ~H1; ~H2, deux matrices de Hutchinson leur corres-pondant.Proposition 5.4.1 On a les propri�et�es suivantes :{ L1 � L2 ) A(L1) � A(L2):{ A( ~Hn) = A( ~H):{ En posant ~H1 � ~H2 , 8i; j ( ~H1)ij � ( ~H2)ij ; on a~H1 � ~H2 ) A( ~H1) � A( ~H2):D�emonstration : Les preuves viennent directement de la d�e�nition del'attracteur. 2On a aussi le lemme suivant :Lemme 5.4.1 Soient ~H1 et ~H2 deux matrices de Hutchinson de taillesrespectivement n1 < n2. On dit que ~H1 est une matrice extraite de ~H2 s'ilexiste 1 � �1 < �2 < : : : < �n1 � n2;



5.4. COMPARAISON ENTRE LES OP�ERATIONS 85de telle sorte que ( ~H1)ij = ( ~H2)�i�j :Dans ce cas, on a alors A( ~H1) � A( ~H2):D�emonstration : En termes de graphes, l'hypoth�ese du lemme signi�e queG( ~H1) est la restriction aux sommets �1; �2; : : : ; �n1 de G( ~H2).En termes matriciels, il su�t de montrer que( ~Hn1 )ij � ( ~Hn2 )�i�j :Cette d�emonstration se fait par r�ecurrence. Par hypoth�ese, le r�esultat estvrai pour n = 1. Pour n > 1 on a~Hn+11 = ~Hn1 � ~H1:Pour i; j � n1, on a( ~Hn+11 )ij = n1[k=1( ~Hn1 )ik � ( ~H1)kj� n1[k=1( ~Hn2 )�i�k � ( ~H2)�k�j� n2[k=1( ~Hn2 )�i�k � ( ~H2)�k�j� ( ~Hn+12 )�i�j :Ainsi, ~Aij( ~H1) = lim( ~Hn1 )ij �K � lim( ~Hn2 )�i�j �K = ~A�i�j( ~H2);[ij ~Aij( ~H1) � [ij ~A�i�j( ~H2)� [ij ~Aij( ~H2);~A( ~H1) � ~A( ~H2): 25.4.2 Relation entre les op�erationsProposition 5.4.2 A(L1 [ L2) � A( ~H1 [ ~H2):



86 CHAPITRE 5. OP�ERATIONSD�emonstration : ~H1 � ~H1 [ ~H2 et~H2 � ~H1 [ ~H2;donc A( ~H1) � A( ~H1 [ ~H2) etA( ~H2) � A( ~H1 [ ~H2);et donc A( ~H1) [ A( ~H2) � A( ~H1 [ ~H2):On a suppos�e que A( ~Hi) = A(Li), doncA(L1) [ A(L2) � A( ~H1 [ ~H2):On a d�emontr�e que A(L1) [ A(L2) = A(L1 [ L2);on a donc bien A(L1 [ L2) � A( ~H1 [ ~H2): 2Proposition 5.4.3 A( ~H1 [ ~H2) � A( ~H1 
[ ~H2):D�emonstration : La matrice ~H1[ ~H2 est une matrice extraite de ~H1
[ ~H2,avec :{ ~H1 [ ~H2 une matrice de taille n;{ ~H1 
[ ~H2 une matrice de taille n2;{ �i = (i� 1)n+ i.On a donc A( ~H1 [ ~H2) � A( ~H1 
[ ~H2): 2Proposition 5.4.4 A( ~H1 \ ~H2) � A(L1 \ L2):



5.4. COMPARAISON ENTRE LES OP�ERATIONS 87D�emonstration : La d�emonstration est semblable �a celle que nous venonsde voir car ~H1 \ ~H2 et ~H1}\ ~H2 v�eri�ent les hypoth�eses du lemme 5.4.1. 2Proposition 5.4.5 Si le mot vide appartient aux langages L1 et L2, alorsA(L1 [ L2) � A(L1:L2) � A(L1 t L2):D�emonstration : Si � 2 L1 \ L2, alorsL1 [ L2 � L1:L2 � L1 t L2: 2Proposition 5.4.6 A( ~H1 � ~H2) � A( ~H1 [ ~H2):D�emonstration :A( ~H1 � ~H2) � A(( ~H1 [ ~H2)2) = A( ~H1 [ ~H2): 25.4.3 R�esum�eEn r�esum�e, on a la suite d'inclusions suivante :A( ~H1 \ ~H2)� A( ~H1}\ ~H2) = A(L1 \ L2)� A( ~H1) \ A( ~H2) = A(L1) \ A(L2)� A( ~H1) [ A( ~H2) = A( ~H1}[ ~H2) = A(L1 [ L2)� A( ~H1 [ ~H2)� A( ~H1 
 ~H2):De plus, si � 2 L1 \ L2 alorsA( ~H1}[ ~H2) = A(L1 [ L2)� A( ~H1}� ~H2) = A(L1:L2)� A( ~H1}t ~H2) = A(L1 t L2);et A( ~H1 � ~H2) � A( ~H1 [ ~H2):



88 CHAPITRE 5. OP�ERATIONSCe qui donne le diagramme suivant :A( ~H1 \ ~H2)#A( ~H1}\ ~H2)#A( ~H1) \ A( ~H2)#A( ~H1 � ~H2) A( ~H1) [ A( ~H2) = A( ~H1}[ ~H2)# . #A( ~H1 [ ~H2) A( ~H1}� ~H2)# #A( ~H1 
 ~H2) A( ~H1}t ~H2)& .A(T )5.4.4 ExempleLa Figure 5.7 donne un exemple de comparaison d'attracteurs.



5.4. COMPARAISON ENTRE LES OP�ERATIONS 89
A( ~H1) A( ~H2)TA( ~H1) [ A( ~H2) = A( ~H1}[ ~H2)TA( ~H1 [ ~H2)TA( ~H1 
[ ~H2)Fig. 5.7 - Comparaisons d'attracteurs.
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91Chapitre 6G�eom�etrie constructive6.1 Syst�eme de g�eom�etrie fractale constructiveLes mod�eles que nous avons pr�esent�es nous ont permis de d�evelopperdes op�erations, ouvrant ainsi la voie �a une g�eom�etrie fractale constructive.Nous discutons dans cette partie des possibilit�es o�ertes par notre approcheet des probl�emes sp�eci�ques qu'elle engendre.6.1.1 Arbre de constructionNous avons d�e�ni des op�erations permettant de combiner deux attrac-teurs. Ces op�erations vont nous permettre de fabriquer des arbres de construc-tions. Ainsi, une sc�ene pourra être construite \pas �a pas".Exemple : En utilisant l'IFS T = fS1; : : : ; S8g, donn�e au chapitre pr�ec�e-dent, nous donnons Figure 6.1 l'arbre de construction des langages, et Figure6.2 l'arbre de construction des attracteurs associ�es.En utilisant des op�erations langages et des op�erations matrices, on vapouvoir disposer d'une gamme assez compl�ete d'op�erations. Les �gures 6.3et 6.4 donne d'autres exemples d'arbres de construction. On peut remarquerque ces deux exemples qui sont fond�es sur les tranformations d'une grille 3�3donnent des formes tr�es fouill�ees �a partir d'attracteurs qui sont de simplesIFS.
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1,3,4 1,7 1,2,4 2,6 1,2,3 2,5

1,3,4 1,7

.

1,2,4 2,6 1,2,3 2,5

1,3,4 1,7

1,2,4 2,6

1,2,3 2,5

. .Fig. 6.1 - Arbre de construction des langages.
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% " -

% - % - % -
Fig. 6.2 - Arbre de construction des attracteurs.
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[

}[ }[% - % -
Fig. 6.3 - Arbre de construction.
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[

}� }�% - % -
Fig. 6.4 - Arbre de construction.



96 CHAPITRE 6. G�EOM�ETRIE CONSTRUCTIVE6.1.2 Comparaison avec le CSGLe mod�ele CSG se compose de trois op�erations binaires : union, inter-section, di��erence, d'op�erations unaires : les transformations a�nes, et deprimitives.Pour ce qui est des op�erations, notre mod�ele nous permet de retrouverl'union ainsi que les transformations. L'union correspond �a l'union des lan-gages, et les transformations correspondent �a la concat�enation d'un langage�ni et d'un langage in�ni. En e�et, en posantL �ni) A(L) = ;;on a, si L est �ni et L0 in�ni,h(L) � A(L0) = A(L:L0):En particulier, pour appliquer une transformation h(a) �a un attracteurA(L0), il su�t de calculer A(a:L0).En revanche, on ne retrouve pas l'intersection et a fortiori la di��erence.On obtient �a la place de nouvelles op�erations : la concat�enation, le m�elangeet les op�erations directes sur les matrices. Le m�elange pourra, par exemple,permettre de faire des extrusions lin�eaires.Pour ce qui est des primitives, nous pouvons choisir soit des primitiveslangages, soit des primitives matrices. Par exemple, si l'on consid�ere � =f1; 2; : : : ; Ng un alphabet. Alors l'ensemble des langages :ff�g; f1g; f2g; : : :fNggva nous permettre de d�e�nir les op�erateurs de Hutchinson. L'ensemble deslangages : ff1g�; f2g�; : : :fNg�gpermet de construire les IFS grâce au m�elange. En ajoutant les autres op�e-rations on obtient une famille de LRIFS. Le choix des primitives n'a pas faitl'objet d'une �etude th�eorique plus pouss�ee. En pratique, nous avons utilis�edes automates �a un ou deux �etats et des matrices de taille deux, sachantque la taille augmente assez rapidement d�es que l'on utilise le m�elange ou leproduit tensoriel.6.2 Probl�eme du choix des langagesLes op�erations que nous avons d�e�nies ne sont pas des morphismes. Or,nous aimerions que la combinaison de deux attracteurs donn�es, via leur



6.3. QUELQUES IMAGES 97repr�esentation (IFS ou LRIFS), donne un r�esultat unique. Ce n'est pas lecas, en g�en�eral, pour deux raisons. Tout d'abord, deux IFS peuvent avoirle même attracteur, et, d'autre part, deux langages sur le même alphabet(associ�es au même IFS) peuvent avoir le même attracteur.Exemple : Si l'on consid�ere le segment [0; 1], on peut le diviser en deux ouen trois segments. Il est donc l'attracteur des deux IFS :T = fs21; s22g;avec s21 = H(0:5);s22 = T (0:5; 0; 0) �H(0:5);et T 0 = fs31; s32; s33g;avec s31 = H(13);s32 = T (13 ; 0; 0) �H(13);s33 = T (23 ; 0; 0) �H(13):Si l'on concat�ene ce segment avec un segment perpendiculaire, on ob-tiendra deux r�esultats di��erents suivant la repr�esentation choisie.On peut formuler ce cas en termes de langages en prenant l'IFST = fs21; s22; s31; s32; s33get les langages L = f21; 22g� et L0 = f31; 32; 33g�. Ces deux langagesdonnent le même attracteur.Ce probl�eme est li�e �a la d�e�nition même des IFS. Nous ne pouvons doncesp�erer y r�epondre dans le cas g�en�eral. En revanche, on peut se restreindre�a certains type de transformations, a�n d'obtenir une unicit�e de la repr�esen-tation de l'attracteur.6.3 Quelques imagesNous donnons dans cette partie des images compos�ees en collaborationavecMartine Rondet-Mignotte, dans le cadre d'un projet art et science.Ces images utilisent la concat�enation et le m�elange.
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Conclusion g�en�eraleNous avons propos�e dans cette th�ese deux mod�eles d'extension d'IFSqui nous permettent de d�e�nir des objets fractals de mani�ere constructive.Nous disposons maintenant de toute une gamme d'op�erations. Elles ont �et�eordonn�ees en terme d'inclusion, a�n d'am�eliorer l'intuition du choix de l'op�e-ration correspondant au r�esultat souhait�e. Nous avons vu qu'avec trois deces op�erations nous obtenons un syst�eme de g�eom�etrie constructive, avec desprimitives bien d�e�nies.Ce travail est une �etude faisant partie d'un projet de modeleur fractal.Un prototype a �et�e programm�e par Chems Eddine Zair, Eric Tosan etmoi-même. Deux plasticiennes ont travaill�e avec nous pour tester ce mode-leur. Leur collaboration nous a permis de faire des tests avec des personnesn'ayant pas une formation scienti�que. Les r�esultats obtenus semblent mon-trer que la d�emarche constructive se prête bien �a une d�emarche de cr�eation.D'un point de vue th�eorique, nous avons d�e�ni deux mod�eles permet-tant de g�en�eraliser les mod�eles li�es aux IFS. Le mod�ele LRIFS va permettred'atteindre tous les compacts d'un espace m�etrique complet, donc, en par-ticulier, toutes les �gures repr�esentables sur un �ecran. Le mod�ele matricielva nous permettre de s�electionner simplement plusieurs types d'attracteurs.Plusieurs questions restent ouvertes; en particulier, celle de l'unicit�e dela repr�esentation. Ce probl�eme est inh�erent aux IFS et reste donc ouvertpour les LRIFS. Il serait int�eressant de d�e�nir des classes de transforma-tions et de langages assurant cette unicit�e. D'autre part, nous avons montr�el'�equivalence entre notre mod�ele matriciel et les mod�eles ant�erieurs. Il se-rait utile de d�e�nir les algorithmes permettant de passer d'un mod�ele �a unautre. D'un point de vue th�eorique, nous devrons maintenant nous attacher�a quali�er le r�esultat des op�erations de mani�ere plus pr�ecise. Par exemple,en �etudiant la dimension fractale ou la connexit�e des attracteurs r�esultatspar rapport aux attracteurs de d�epart.Pour ce qui est du modeleur, un gros travail reste �a faire en ce qui



102 CHAPITRE 6. G�EOM�ETRIE CONSTRUCTIVEconcerne l'interface utilisateur. Par exemple, il faut d�e�nir la repr�esentation(automate, matrice, syst�eme d'�equations, ...) qui se prête le mieux �a unesaisie graphique. En�n, nous aimerions pouvoir int�egrer dans une mêmesc�ene des objets CSG classiques et des objets fractals, tout en b�en�e�ciantde leurs op�erations respectives.



103Annexe A�El�ements de Th�eorie desLangagesNous donnons ici quelques notions de Th�eorie des Langages utilis�ees danscette th�ese. Les notions de langages de mots �nis sont tir�ees de [Har78], etcelles de langages de mots in�nis de [BN80] et [MS94].A.1 Langages formelsLes langages formels ont �et�e introduits par Chomsky, en 1956, pour�etudier la structure math�ematique des langages naturels. Ils sont maintenantlargement utilis�es dans de nombreux domaines de l'informatique.A.1.1 Langages de mots �nisLa Th�eorie des Langages est bas�ee sur la notion de lettres et de mots.Nous rappelons donc les di��erentes d�e�nitions li�ees aux mots :{ Un alphabet � est un ensemble �ni d'objets, appel�es lettres ou carac-t�eres.{ Un mot sur un alphabet � est une s�equence �nie de lettres de �. Onnotera �� l'ensemble des mots sur �. Le mot vide est not�e �.{ La longueur d'un mot non vide w est le nombre de lettres de ce mot;on la note jwj.



104 ANNEXE A. �EL�EMENTS DE TH�EORIE DES LANGAGES{ La concat�enation d'un mot u = u1u2 : : : un et d'un mot v = v1v2 : : : vmest le mot u:v = u1u2 : : :unv1v2 : : :vm.{ Le mot u est un pr�e�xe du mot w s'il existe un mot v tel que w = u:v.On notera Pref(w) = fuj9v; u:v = wg:�A partir des mots, on peut d�e�nir les langages qui seront des ensemblesde mots, puis on peut g�en�eraliser la notion de concat�enation :{ Un langage formel L sur � est une partie de ��.{ La concat�enation de deux langages est �egale �a l'ensemble des concat�e-nations de mots des langages :L:L0 = fw 2 ��=w = u:v u 2 L v 2 L0g:On notera Li = L:Li�1.{ On notera L� le plus petit langage contenant � et L, clos par concat�e-nation, L� = [i2NLi;c'est-�a-dire l'ensemble des concat�enations �nies de mots de L.{ L'ensemble des pr�e�xes d'un langage L est �egal �a l'ensemble des motsqui sont pr�e�xes d'un mot de L. On le notera Pref(L).A.1.2 Langages de mots in�nisEn Th�eorie des Langages classique, les langages sont des ensemble in�nisde mots �nis. On peut introduire des langages in�nis de mots in�nis. Cetteapproche permet d'introduire des notions particuli�eres telles que l'entropied'un langage d�e�nie dans [MS94] appel�ee aussi adh�erence dans [BN80].{ Un mot in�ni sur � est une s�equence in�nie de lettres de �.{ L'ensemble des mots in�nis sur � est not�e �!.{ La concat�enation se g�en�eralise aux mots in�nis. Soient u 2 ��, � 2 �!,et � 2 �� [ �!; alors, u:� = u1u2 : : : un�1�2 : : :



A.1. LANGAGES FORMELS 105�:� = �:Cette d�e�nition nous permet de g�en�eraliser la notion de pr�e�xes. Pourtout �; � 2 �� [ �!, � est un pr�e�xe de � si et seulement si il existe
 2 �� [ �! tel que �:
 = �:{ Un langage in�ni est une partie de �!.{ Soit L � ��, on d�e�nitL! = f� 2 �!=� = �1�2 : : : �i 2 L� f�gg;c'est-�a-dire l'ensemble des concat�enations in�nies de mots de L.{ Un mot in�ni �, tel que Pref(�) � Pref(L), est appel�e une adh�erencede L. L'ensemble des adh�erences de L est not�e ls(L). On a doncls(L) = f� 2 �!=Pref(�) � Pref(L)= f� 2 �!=�1�2 : : : �n 2 Lng;en notant Ln l'ensemble des pr�e�xes de longueur n de L.On peut d�e�nir des ultram�etriques sur les langages, de telle sorte que ��[�! soit un espace m�etrique complet. Ces ultram�etriques nous permettrontde faire des calculs de limites sur des suites de langages.D�e�nition A.1.1 ([Edg90]) Soient �; � 2 �� [ �!. Si l'on note 
 le pluslong pr�e�xe commun entre � et �, on d�e�nit alors :d(�; �) = �(
);avec � une fonction �a valeurs dans [0; 1[, telle que( �(
) = 0 si 
 2 �!;�(
1) � �(
2) si 
1 2 Pref(
2):On a alors la proposition suivante [Edg90] :Proposition A.1.1 (�!; d) est un espace m�etrique complet. De plus, lesespaces m�etriques, construits sur les di��erentes fonctions �, sont tous ho-m�eomorphes.



106 ANNEXE A. �EL�EMENTS DE TH�EORIE DES LANGAGESEn particulier, la plupart des auteurs ont utilis�e la fonction :�(
) = rj
j;avec r 2 R et r < 1.On peut induire une distance de Hausdorff �a partir de cette ultram�e-trique :D�e�nition A.1.2 Soient L; L0 deux langages compacts, c'est-�a-dire L; L0 2H(�!) ou L; L0 2 H(�� [ �!). On d�e�nitdH(L; L0) = maxfmax�2L min�2L0 d(�; �);max�2L0 min�2L d(�; �)g:A.2 Langages rationnelsLes langages rationnels forment une classe de langages facilement impl�e-mentables. En e�et, il existe des proc�ed�es simples pour g�en�erer ces langages.Trois repr�esentations ont �et�e �etudi�ees : les expressions rationnelles, les gram-maires, et les automates. La classe des langages rationnels correspond �a laclasse des langages d�ecrits par une expression rationnelle, g�en�er�es par unegrammaire lin�eaire �a droite, ou reconnus par un automate �ni. Ces troismod�eles �etant �equivalents, nous utiliserons celui qui nous permettra de faireles d�emonstrations les plus simples.A.2.1 Expressions rationnellesD�e�nition A.2.1 Les expressions rationnelles sont d�e�nies par r�ecurrence :1. L'ensemble vide est une expression rationnelle.2. Si a 2 � alors fag est une expression rationnelle.3. Si e1 et e2 sont deux expressions rationnelles, alors e1 [ e2, e1:e2 et e�1sont des expressions rationnelles.Exemple : Rarbre = f3; 4g�f1; 2g� est une expression rationnelle qui d�ecritle langage Larbre, dont les mots sont tels qu'aucun 1 ou 2 n'est suivi par un3 ou un 4.



A.2. LANGAGES RATIONNELS 107A.2.2 GrammairesD�e�nition A.2.2 Une grammaire formelle est un quadruplet G = (N;�; P; S),avec :{ N un ensemble �ni de variables;{ � un alphabet;{ P un ensemble de productions ou r�egles de grammaire,P = f(u; v) 2 V � � V �gavec V = N [ �. On notera les productions u! v ou u ! vjv0j : : : siu est la partie gauche de plusieurs productions;{ S 2 N l'axiome de G.Le langage engendr�e par G estL(G) = fu 2 ��=S )� ug;avec u) v si u = wu0w0;v = wv0w0;u0 ! v0;et u)� v si 9(wi)0�i�n 2 V �, telle quew0 = u;wn = v;8i wi ) wi+1 2 P:Exemple : la grammaire d'�etat �ni Garbre = (N;�; P; S); avec :N = fS;Xg;� = f1; 2; 3; 4g;P = fS ! 3Sj4Sj1X j2X j�;X! 1X j2X j�g;engendre le langage L(Garbre) = Larbre = f3; 4g�f1; 2g�:



108 ANNEXE A. �EL�EMENTS DE TH�EORIE DES LANGAGESA.2.3 Automates �nisD�e�nition A.2.3 Un automate �ni est un quintupletM = (Q;�; �; QI; QF )avec :{ Q un ensemble �ni appel�e l'ensemble des �etats;{ � un alphabet;{ � la fonction de transition de l'automate. On dit que l'automate estd�eterministe si � : Q � � ! Q, et qu'il est non d�eterministe si � :Q� �! P(Q);{ QI � Q l'ensemble des �etats initiaux;{ QF � Q l'ensemble des �etats terminaux.Le langage reconnu par M est dans le cas d�eterministeL(M) = fu 2 ��=�(q; u) = q0 avec q 2 QI et q0 2 QF g;avec �(q; a:u) = �(�(q; a); u) si a 2 � et u 2 ��.Dans le cas non d�eterministe,L(M) = fu 2 ��=9q 2 QI ; �(q; u)\QF 6= ;gOn autorise dans ce cas les �-transitions : une transition �etipuett�ee � qui nereconnaite aucune lettre mais permet de passer �a un autre �etat.Exemple : l'automateMarbre = (Q;�; �; QI; QF ) avec :Q = QF = fq0; q1g;QI = fq0g;� = f1; 2; 3; 4g;�(q0; 3) = q0;�(q0; 4) = q0;�(q0; 1) = q1;�(q1; 1) = q1;�(q0; 2) = q1;�(q1; 2) = q1;
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0

q
1

q

1,23,4

1,2Fig. A.1 - Exemple de graphe d'automate.reconnâ�t le langage L(Marbre) = Larbre = f3; 4g�f1; 2g� = L(Garbre).Si l'on consid�ere l'automate �ni M = (Q;�; �; QI; QF ), on peut lui as-socier le graphe G(M) = (Q;E) orient�e et �etiquet�e tel que :{ l'ensemble des sommets du graphe est l'ensemble Q des �etats de l'au-tomate;{ l'ensemble E des arêtes du graphe repr�esente � la fonction de transitionde l'automate, c'est-�a-dire(q; a; q0) 2 E , q0 2 �(q; a):On notera avec une 
�eche entrante les �etats initiaux et avec une 
�eche sor-tante les �etats �naux.Exemple : Nous avons dessin�e Figure A.1 le graphe correspondant �a l'au-tomateMarbre.Proposition A.2.1 Si G(M) est le graphe associ�e �a l'automate M, alorsl'ensemble des mots de longueur n g�en�er�es par M est donn�e par l'ensembledes chemins de longueur n partant d'un �etat initial et aboutissant �a un �etat�nal.D�emonstration : Un mot u = u1u2 : : :um est accept�e par M si9q0; q1; q2; : : : qm 2 Q;tels que 8i �(qi�1; ui) = qi;q0 2 QI et qm 2 QF :



110 ANNEXE A. �EL�EMENTS DE TH�EORIE DES LANGAGESPar cons�equent, u est accept�e par M si9q0; q1; q2; : : : qm 2 Q;tels que 8i (qi�1; ui; qi) 2 E;q0 2 QI et qm 2 QF ;c'est-�a-dire s'il existe un chemin dans G(M), partant d'un �etat initial, seterminant dans un �etat �nal, et �etiquet�e par les lettres de u. 2A.2.4 Langages in�nis rationnelsD�e�nition A.2.4 Un mot in�ni est accept�e par un automate �ni si la fonc-tion de transition passe une in�nit�e de fois par un �etat �nal.Un langage in�ni, dont les mots sont reconnus par un automate �ni selonla d�e�nition pr�ec�edente, est un langage in�ni rationnel.



111Annexe BNotationsB.1 IFS(X ; d) un espace m�etrique complet.p; pi des points de X .T , Ti des transformations.si la constante de contraction associ�ee �a Ti.c le point �xe ou centre d'une transformation.H(X ) l'ensemble des compacts non vides de (X ; d).dH la distance de Hausdorff.K;K 0 des compacts.H l'op�erateur de Hutchinson.T = fT1; : : : ; TNg un IFS.A(T ) l'attracteur de l'IFS T .B.2 Langages� un alphabet.a; b des lettres.�� L'ensemble des mots �nis sur �.� le mot vide.u; v; w des mots �nis.u1; u2; : : :un les lettres du mot u.



112 ANNEXE B. NOTATIONSL; L0 des langages.Pref(L) l'ensemble des pr�e�xes d'un langage L.Ln l'ensemble des pr�e�xes de longueur n de L.�! l'ensemble des mots in�nis sur �.� un mot in�ni.�; �; 
 des mots �nis ou in�nis.ls(L) l'ad�erence du langage L.G = (N;�; P; S) une grammaire formelle.L(G) le langage g�en�er�e par G.M = (Q;�; �; QI; QF ) un automate �ni.L(M) le langage reconnu par M.G = (V;E) un graphe.G(M) le graphe de l'automateM.B.3 IFS et langagesh la fonction d'�etiquetage.� la fonction d'adressage.I = (T ;�; h; L) un LRIFS.A(L) l'attracteur associ�e au LRIFS I.AL attracteur selon Prusinkiewicz.B.4 IFS et matricesMR(H(X )) : l'ensemble des matrices de compacts de X .~K : une matrice de compacts.MR(P+(S)), l'ensemble des matrices de Hutchinson.~H une matrice de Hutchinson.d1 : la distance du max d�eduite de la distance de Hausdorff.�(M) matrice associ�ee �a un automateM.~A( ~H) : la matrice d'attracteurs associ�ee �a ~H .A( ~H) : l'attracteur \scalaire" associ�e �a ~H .A(M) attracteur associ�e �a un automateM.I et F le vecteur initial et le vecteur �nal.X; Y des vecteurs de H(X )n.
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