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Introduction générale

La géométrie fractale a pris naissance a partir de certaines remarques
concernant des objets qui mettaient en défaut la géométrie euclidienne, que
ce soient des objets naturels (arbres, cotes de Bretagne ...) ou des objets
mathématiques (flocon de Von Koch, courbe de Peano ...). MANDELBROT
[Man83], a qui I'on doit le terme “fractal”, a posé les premiers éléments de
définition des fractales. Ses travaux ont donné naissance a de nombreuses
recherches dans tous les domaines scientifiques; par exemple, I’étude des ma-
tériaux poreux, des turbulences, des failles géologiques, des fluctuations de
la bourse, etc. Toutes ces études tendent a modéliser des phénomenes natu-
rels, principalement a ’aide de la mesure de la dimension fractale. D’autres
approches ont mené a des modeles particuliers permettant d’étudier plus
précisément certains phénomenes. On peut citer, dans ce cadre, la théorie
des L-systeémes, introduite par LINDENMAYER [PLHS88] pour modéliser la
croissance des plantes.

Nous nous situons dans le cadre de la modélisation géométrique pour
la synthese d’image. Nous avons donc choisi d’étudier un modele permet-
tant de caractériser de maniére rigoureuse la géométrie fractale. Ce modele
est le modele IFS, ou Iterated Function System, développé par BARNSLEY
[Bar88] et s’inspirant de travaux antérieurs tels que ceux de HUTCHINSON
[Hut81]. Ce modeéle nous a semblé le plus intéressant dans notre démarche
car il traduit mathématiquement une des propriétés principales des fractales
qui est 'auto-similarité (au sens général). On peut la définir comme suit :
un objet est auto-similaire 8’il est la réunion de “copies”, a une plus petite
échelle, de lui-méme. Le mot “copie” est & prendre au sens large. On en-
tend par la “image par un opérateur donné”. Lorsque cet opérateur est une
transformation affine, on parlera d’auto-affinité.

La traduction de cette propriété en termes mathématiques est immé-
diate. L’objet K doit étre tel que

K =T (K)UTy(K)...UTN(K),

c’est-a-dire que K est égal a 'union de N transformées de lui-méme. A
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partir de cette expression, on pourra définir un IFS et visualiser 1'objet
fractal associé que 'on appelle attracteur de I'TF'S.

Ce modele présente cependant deux inconvénients lorsque I’on veut I'uti-
liser pour la synthese d’image. Le premier découle immédiatement de I’auto-
similarité. En effet, cette propriété induit des régularités dans ’objet qui
peuvent étre génantes, tant du point de vue de la modélisation (les objets
naturels ne sont jamais parfaitement auto-similaires) que du point de vue
graphique (qualités artistiques de l'image). Le deuxiéme inconvénient est
la difficulté de contréler le processus de création de l'image. En effet, la
création consiste a choisir des transformations puis a calculer 'attracteur
correspondant et il n’est pas toujours évident de prévoir le résultat.

Notre travail s’est articulé autour de ces deux limitations, le probleme
du controle étant le plus important a résoudre.

Cette question de la création d’une forme, se pose aussi lorsque ’on
travaille en modélisation géométrique classique. Une des réponses proposées
dans ce cadre est le modele CSG (Constructive Solid Geometry). Le principe
est de combiner des volumes simples pour obtenir des volumes compliqués.
Nous avons donc cherché a trouver un systeme fondé sur ce principe, appli-
cable & la géométrie fractale. Ce travail est dans la continuité de la these
de CHRISTIAN GENTIL [Gen92] et permet de compléter cette démarche en
proposant un systeme de géométrie fractale constructive.

Pour cela nous proposons deux modeles d’extension d’IFS. Nous repre-
nons la démarche entreprise par de nombreux auteurs qui consiste a associer
un langage formel au modele IFS. Mais contrairement & la plupart des tra-
vaux antérieurs nous considérons que le langage peut étre quelconque. Ceci
nous donne un modele tres bien formalisé, qui nous permettra de faire des dé-
monstrations. D’autre part, nous proposons un modele plus algorithmique,
fondé sur un formalisme matriciel. Ces deux modeles vont nous permettre de
retrouver la plupart des modeles antérieurs et ainsi d’unifier les différentes
démarches existantes.

Nous proposons ensuite des opérations, inspirées de chacun des modeles.
Ces opérations vont nous permettre de combiner des formes fractales simples
et donc de construire des formes “pas-a-pas”.

Une application possible de ce travail est la construction d’un modeleur
utilisant la géométrie fractale pour des travaux artistiques. Il est actuel-
lement développé par CHEMS EDDINE ZAIR, ERIC TOSAN et moi-méme,
en collaboration avec deux plasticiennes, MARTINE RONDET-MIGNOTTE et
HELENE BERTIN, et un physicien, JEAN FORNAZERO.

Nous allons donc, dans un premier temps, présenter le modele T1FS et
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les travaux qui en ont découlé. Dans un deuxieme temps, nous présenterons
deux généralisations du modele IFS et nous verrons que ’on peut ramener
la plupart des modeles existants a notre approche. Enfin, nous définirons
des opérations sur les modeles que nous avons définis, afin de permettre une
démarche constructive.
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Chapitre 1

Le modele IF'S

Le modele IFS a été étudié d’un point de vue mathématique par HuT-
CHINSON [Hut81] puis approfondi par BARNSLEY [Bar88][BJMT88] dans le
cadre de la géométrie fractale. Nous avons choisi ce modele pour faire de la
synthese d’image car c’est un modele défini de maniere rigoureuse. CHRIS-
TIAN GENTIL [Gen92] a travaillé sur ce modele lors de sa these et nous avons
repris ses travaux pour les généraliser.

Le modele IF'S est entierement fondé sur la notion d’auto-similarité, prise
au sens large. L’idée est de coder une fractale par un ensemble de transforma-
tions traduisant cette propriété. L’ensemble de transformations sera appelé
IEFS et la fractale correspondante sera ’attracteur de I'IFS.

La notion d’auto-similarité se traduit simplement par la formule:

N
K = | Ty(K),

=1

c’est-a-dire que la fractale K est égale a I'union de transformées d’elle-méme.
Nous allons donc construire des objets qui satisfont cette formule. Pour cela,
nous allons définir précisement ’espace dans lequel se situent les objets et
les propriétés suffisantes pour obtenir des objet auto-similaires a partir d’un
ensemble de transformations.

1.1 Définitions

La théorie des IFS est fondée sur le Théoreme du Point Fixe appliqué
dans ’ensemble des compacts d’un espace métrique. Nous rappelons ici les
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principaux résultats utilisés par BARNSLEY dans ses démonstrations, puis la
définition d’un IFS et de son attracteur.

1.1.1 Rappel sur le Théoréme du Point Fixe

Définition 1.1.1 Soient (X, d) un espace métrique et T' une application de

X a valeurs dans X'. T est dite d-contractante sur un domaine D si:
dk < 1 tel que Vp1,p2 € D d(T(p1),T(p2)) < kd(p1,p2).

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la métrique, nous disons que T est

contractante sur D. Si D = X nous disons que T est contractante.

Théoréme 1.1.1 (du Point Fixe) Soit (X,d) un espace métrique com-
plet. Soit T : X — X une application contractante. Alors il existe un unique

point ¢ € X, appelé le point fize de T', tel que T'(c) = c.

Notation : On notera T'op = T'(p), I'action d’une transformation 7" sur un
point p.

1.1.2 Espace des compacts

L’espace sur lequel on travaille est un espace métrique complet (X', d).
On notera H(X') I'ensemble des compacts non vides de (X', d). En général,
on prendra X' = R? ou R? mais les définitions que nous allons donner sont
valables pour tout espace métrique complet.

On induit une topologie sur H(X') en définissant la distance de Haus-
DORFF dp.

Définition 1.1.2 (Distance de Hausdorff) Soient K et K' deux com-
pacts non vides d’un espace métrique (X, d), la distance de HAUSDORFF de
K o K’ est définie par

dy(K,K') = in d in d .
1 (K, KY) = max{max min d(ps,ps), max min d(py, p2)}

Théoreme 1.1.2 Si (X, d) est un espace métrique complet alors (H(X'), drr)

est un espace métrique complet.
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Notation : On notera To K = {Top/ p € K} Iaction d’une transformation
sur un ensemble de points.

1.1.3 Opérateur de HUTCHINSON

A partir d’un ensemble de fonctions de A" & valeurs dans X" nous défi-
nissons sur H(X') 'opérateur de HUTCHINSON qui & une partie de X" associe
une autre partie de X" de la facon suivante :

Définition 1.1.3 SoientTy, ..., Ty, N fonctions de X' dans X. I ’opérateur
défini par:

H: PWX) — PX)
K +— UL TioK=TjoKU...UTyoK

est appelé opérateur de HUTCHINSON associé a {T,...,Tn}.

Proposition 1.1.1 H opére dans H(X), c’est-a-dire

KeH(X)= H(K) € H(X).

Proposition 1.1.2 Soient Ty, ..., Tn, N fonctions contractantes de X' dans
X, de rapports de contraction sq,...,SN.

L’opérateur de HuTcHINSON H associé a {T,...,Tn}, est di-contractant,
de rapport de contraction s = max{sy,...,sy}.

1.1.4 Définition d’un IFS

On peut maintenant définir un IFS et son attracteur.

Définition 1.1.4 Soit (X, d) un espace métrique complet. Nous appellerons
IFS tout ensemble T = {T},...,Tn} de fonctions contractantes sur X.

A tout IFS nous pouvons associer un opérateur de HUTCHINSON qui
est contractant. Etant dans un espace métrique complet (H(X'),dy), nous
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pouvons appliquer le Théoreme du Point Fixe.

Théoréme 1.1.3 (d’existence) Soit T un IFS. Il existe un unique com-

pact non vide K de X tel que:
K=HK)=TioKUTyoKU...UTno K.

K est appelé attracteur de T et sera noté A(T).

Notation : On notera 7 o K = Y, T} o K, Paction de l'opérateur de
HuTcHINSON associé a 'IFS T sur le compact K.

Remarque : La théorie des IFS développée par BARNSLEY comporte un
élément supplémentaire : & chaque transformation de I'lF'S est associée une
probabilité, il est alors possible de démontrer qu’il existe une mesure unique
ayant pour support A(7) invariante par H [Bar88]. Cette mesure est utilisée
comme texture sur la fractale. Nous n’avons pas abordé cet aspect dans nos
travaux.

Exemple : Nous allons utiliser I'exemple d’un arbre, donné dans [PH91],
pour illustrer les différents chapitres. Nous noterons les transformations af-
fines de R? de la facon suivante:

— T(a,b,c) la translation selon le vecteur (a, b, ¢);
— R(a) la rotation d’angle a et d’axe Ou;

— H(a) 'homothétie de rapport a et de centre O.

I'TFS que nous allons étudier sera Ty pc = {14, T2, T5, T4}, avec:

T, = H(0.5);

T, = T(0,0.5,0)0 H(0.5);

Ts = T(0,1,0)0 R(x/4) 0 H(0.5);
Ty = T(0,1,0)0 R(—n/4) 0 H(0.5).

L’attracteur de cet IF'S, représenté sur la Figure 1.1, est le point fixe de
I'opérateur
Hyppre =T UTy UT5U Ty

On le notera Ag,p. et on 'appelera 'arbre.
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FiGg. 1.1 - Attracteur de Tyrpre.

1.2 Méthode de construction

Les théoremes précédents montrent ’existence et 'unicité du compact
associé a un ensemble de fonctions contractantes 7 = {T%,...,Tn}. Cepen-
dant, aucune méthode de construction n’a été donnée. Or, il est indispen-
sable d’avoir de telles méthodes, ne serait-ce que pour visualiser ce compact.

Nous cherchons a construire des suites de compacts (K,),>0 qui conver-
gent vers 'attracteur [GV90]:

lim K, = A(T).
n—00

Pour cela nous utilisons un résultat général qui est une conséquence du
Théoreme du Point Fixe.

Proposition 1.2.1 Soient (X, d) un espace métrique complet et T une fonc-

tion contractante sur X. Alors:
. e
Vpe X nh_}n(r)loT (p) = ¢,
ot ¢ désigne le point fize de T'. Donc, toute suite définie par

p=ped
Pn+1 = T(pn)

(p”)neN = {

converge vers c.
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Cette propriété est utilisée dans I'espace des compacts (H(X'), dy) avec
I'opérateur de HUTCHINSON et permet d’obtenir le théoreme suivant :

Théoréme 1.2.1 Soient (X, d) un espace métrique complet et T un IFS.

Toute suite définie par

. Ky € %(X)
K =
(Ku)neny { K1 = H(K,)

converge vers le point fire K de H et done vers Uattracteur de UIFS T .

BARNSLEY appelle cet algorithme lalgorithme déterministe.

Exemple : Dans le cas de I'lF'S 7,4, nous construisons, par exemple, la
suite

. ] Ko=5(0,1)
(I(n)neN N { I(n—l—l = Harbre(l(n) '

avec S(O, 1) la sphere de centre O et de rayon 1. Les premiers termes de la
suite sont donnés Figure 1.2.

Remarque : Trois méthodes de visualisation ont été décrites par BARNS-
LEY :

1. Par construction d’une suite croissante: cette méthode permet d’ap-
proximer la fractale par I'intérieur en remplissant 'attracteur. Cette
méthode est appelée méthode du chaos dynamique ou algorithme non
déterministe.

2. Par construction d’une suite décroissante : cette méthode permet d’ap-
proximer la fractale par ’extérieur.

3. Par échappement : cette méthode permet de visualiser le complémen-

taire de la fractale.

On peut trouver d’autres méthodes de visualisation dans [PS88] et [HPS91].
Nous avons travaillé uniquement avec algorithme déterministe car les ré-
sultats obtenus sont facilement exploitables en lancer de rayons.

1.3 Manipulations

Les auteurs qui ont travaillé sur les IFS se sont intéressés essentielle-
ment a la visualisation, et donc aux divers algorithmes de construction. Le
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Fia. 1.2 - Algorithme déterministe.
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probleme posé par les IFS, dans le cadre de la synthese d’image, ne se ré-
sume pourtant pas a leur visualisation. En effet, la difficulté de controle de
I’attracteur est un autre aspect que nous devons prendre en compte.

Quelques résultats ont été trouvés dans ce cadre: le théoreme du collage,
qui propose une méthode pour trouver les transformations associées a un
attracteur donné [Bar88], des théoremes de continuité, garantissant que deux
IFS proches ont des attracteurs proches [Bar88][Gen92][Vrs91][DLVM95],
des théoremes sur les englobants de I'IFS, garantissant par exemple que
I’attracteur reste bien dans le cadre de ’écran, des opérations permettant
de combiner deux IF'S [Gen92] et des IFS a poles [ZT94][ZT96].

Nous allons présenter les opérations particulieres au modele 1FS, car
notre démarche est une extension de cette approche. Pour les démonstra-
tions, le lecteur pourra se référer a [Gen92]. Ces opérations serviront a fa-
briquer des objets fractals de maniere constructive.

On notera 7 = (11, Ts, ..., Ty) et T' = (T],T5,...,Ty;) deux IFS quel-
conques, et 7" = (17, T4,..., 1) U'lFS résultat de 'opération que nous
étudions.

1.3.1 Transformation

On définit le conjugué d’un IFS T par une transformation inversible R
de la facon suivante:

T =RoT;oR™'.

Proposition 1.3.1 [lattracteur correspondant au nouvel IFS T" sera le

transformé du premier par R :

A(RoT o R™Y) = Ro A(T).

1.3.2 Symétrisation

Soit un groupe fini de transformations G = {Ry,...R;}. On construit
I'IFS suivant :
T/i=RjoT;oR;".

On a alors:

Proposition 1.3.2 [’attracteur de T7 est invariant par G :

VReG: RoA(T") = A(T").
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Fic. 1.3 - Fzemples d’IFS a symétries.

On peut ainsi obtenir des attracteurs possédant des symétries.

Exemple : La Figure 1.3 montre, a gauche, une fractale obtenue en impo-
sant une symétrie de réflexion par rapport a un axe horizontal et, a droite,

2

une fractale obtenue en imposant une symétrie de rotation de £-.

1.3.3 Extrusion

Soient T et T’ deux IFS opérant respectivement dans le plan (Ozy) et
le plan (Oyz), tels que:

Ti:SiOD7

T! = S!oD,

avec S; un cisaillement de Oz par Oy, S; un cisaillement de Oy par Oz et
D une dilatation selon Oz.

On peut effectuer une extrusion par balayage de A(7) le long de A(T")
en définissant un “produit” 7" de la maniere suivante :

TZ»/]{ =5 oS} oD.

Exemple : La Figure 1.4 montre deux exemples d’extrusion: a gauche,
extrusion continue du triangle de STERPINSKI suivant la courbe de TAKAGT;
a droite, construction d’une surface fractale par balayage d’une courbe de
TaKAGI le long d’une autre courbe de TAKAGI (au fond & droite se trouve
lattracteur obtenu par composition directe des deux IF'S).
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Fic. 1.4 - FEzemples d’extrusions.

1.3.4 Interpolation

Soit la combinaison convexe de deux transformations définie par:

VpeX T'op=(1-NTop+AXT"op 0<AL 1.

On étend cette combinaison aux IFS possédant le méme nombre de trans-
formations de la maniere suivante :

T = (1Y),
T/ = (1= \T+ AT

On a alors:

Proposition 1.3.3 La famille d’attracteurs A(T)') est continue par rapport
a A

La combinaison convexe de deux IFS permet de réaliser des séquences
de fractales passant continiment de Dattracteur du premier a ’attracteur
du deuxieme. L’interpolation entre fractales a été illustrée par HART dans
[Har91].

Exemple : La Figure 1.5 donne un exemple d’interpolation qui passe d’un
tétraedre de SIERPINSKI & un arbre.

1.3.5 Limites de cette approche

Les opérations que nous venons de présenter permettent de combiner
deux attracteurs d’IF'S et de retrouver des opérations de modélisation géo-
métrique : extrusion, interpolation, symétrisation.
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¥

Fic. 1.5 - Fzemple d’interpolation.

Ces opérations permettent de construire des objets complexes mais elles
ne permettent pas une construction pas a pas. La géométrie constructive du
solide (CSG) a été introduite dans ce but. Nous nous intéressons par consé-
quent a une extension de cette approche pour la géométrie fractale. Pour
cela nous aurons besoin d’opérations plus simples (I'union, par exemple) que
celles définies par CHRISTIAN GENTIL. Cependant, le modele IFS ne permet
pas de définir une telle opération car I'union de deux attracteurs d’IFS ne
peut en général pas étre définie comme un attracteur d’IFS.

Nous aurons donc besoin d’un modele plus général que le modele 1FS
dans lequel nous puissions effectuer des opérations simples permettant une
construction progressive de I'objet fractal.

1.4 Extensions du modele IFS

Plusieurs auteurs se sont intéressés a des modeles généralisant les IFS.
La plupart de ces modeles consistent & associer un langage a un IFS. Les
lettres du langage correspondent aux transformations de I'lFS. Les mots
du langage correspondent a des compositions de transformations. Ces mo-
deles permettent de construire des sous-ensembles de attracteur d’IFS en
ne considérant que les mots du langage au lieu de toutes les compositions
possibles de transformations, comme c’est cas dans les IFS.

Ces modeles sont fondés sur des représentations différentes suivant les
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auteurs:

— BERSTEL, MORCRETTE et NAIT ABDALLAH [BMS89][BNAS9] ont tra-
vaillé sur des tétrarbres (ou quadtrees) engendrés par automates finis,
généralisant ainsi 'IFS composé des quatre homothéties associées a un
carré. lls ont développé le lien entre automates finis et formulation par
morphismes itérés, également étudié par SHALLIT et STOLFI [SS89].

— BarNsLEY [BHHS89] a introduit le modele RIFS (Recurrent 1F'S) aussi
utilisé par HART [Har92]. Ce modele est donné par un IF'S et un graphe
G = (V, I). Son attracteur est défini comme "union des solutions A;
du systeme d’équations:

A= |J TA.
(i,j)EE

— MAULDIN et WiLLiams [MWS88] ont introduit un modele fondé sur
un graphe G = (V, ). Son attracteur est défini comme 'union des
solutions du systeme d’équations

Xi= | T.oxj
e=(i,j)EE

— BanDT [Ban89] a introduit un modeéle fondé sur un systeme d’équa-
tions ( “sofic sytem”) défini par

Xi:UTkoXj avec i, € {1,...n} ke {l,...,N}.
Son attracteur est 'union des solutions du systeme.

— CULIK et DUBE ont défini plusieurs modeles équivalents :

— un PAA (Probabilist Affine Automata) [CD93b] est un automate
dont chaque transition est étiquetée par une transformation affine
et une probabilité.

— un MRIFS (Mutually Recursive IFS) [CD93b] défini par un sys-
teme d’équations du type

A=Ty(B)UTy(By)U...Tu(By).

— un “controlled” MRFS [CD93a] défini comme un MRIFS dont les
équations sont étiquetées. Un langage sur ces étiquettes permet
alors de controler 'ordre dans lequel sont appliquées les équa-
tions.
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— PEITGEN, JURGENS et SAUPE [PJS92] ont introduit une matrice opé-
rateur de HUTCHINSON dont chaque élément est une union de transfor-
mations. L’attracteur de ce modele sera cette fois un vecteur d’images.
Nous avons présenté dans [T'T93a] [TT93b] une approche différente de
ce modele. Cette approche est reprise dans cette these chapitre 3 avec
un formalisme différent.

— PrusINKIEWICZ [PH92] définit le modele LRIFS (Language-restricted
IFS) comme étant un IFS auquel on associe un langage dans le but de
restreindre la suite des transformations que ’on applique. Nous avons
présenté dans [T'T95a] [TT95b] une définition différente de I'attracteur
d’un LRIFS. Ces articles seront détaillés au chapitre 2.

Les modeles, autres que le modele LRIFS, sont fondés sur des langages
rationnels (automates, grammaires, expressions rationnelles) ou sur des re-
présentations de type matriciel (graphes, systemes d’équations, matrices).
Nous nous sommes donc intéressés au modele LRIFS pour sa généralité.
Cependant la définition de 'attracteur donnée par PRUSINKIEWICZ impose
au langage d’étre postfixé. Ceci est contraignant dans la mesure ou, par
exemple, I'union de deux langages postfixés n’est pas en général un langage
postfixé.

La multiplicité des autres modeles rend le choix d’une extension particu-
lierement difficile. Ceci est d’autant plus vrai que la définition de ’attracteur
varie suivant les auteurs, chaque modele ayant ses particularités propres.
Parmis ces définition, ’approche matricielle proposée par PEITGEN, JUR-
GENS et SAUPE nous a particulierement intéressés, car il est plus naturel de
définir des opérations sur des matrices que sur des graphes ou des sytemes
d’équations. Cependant, elle ne permet pas de retrouver toutes les autres
approches, en particulier celles fondées sur les langages.

On peut noter que d’autres modeles liés & la théorie des langages ont
été proposés. lls ont été référencés dans [Tho93]. On peut distinguer deux
grandes classes de modeles: les extensions du modéle IF'S que nous venons
de présenter et les modeles fondés sur les regles de réécriture, tels que les
L-systems proposés par LINDENMAYER [PLHS88] [PH90] [Pru86] [CG93] ou
les recurrent sets proposés par DEKKING [Dek80] [Dek82] [Dek87]. Les liens
entre ces deux classes ont été étudiés dans [CD92] et [Mor96].
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Nous avons vu, dans le chapitre précédent, qu’aucune des extensions
proposées ne convenait parfaitement & notre propos. Notre but a donc été
de proposer un modele suffisamment général, assurant que la combinaison
de deux attracteurs reste a l'intérieur du modele. D’autre part, ce modele
doit étre facilement implémentable et englober les modeéles existants.

Comme il semble difficile de proposer un modele a la fois tres général
et facilement implémentable, nous proposons deux modeles. Pour cela, nous
allons reprendre le modeéle LRIFS et le modele de PEITGEN, JURGENS et
SAUPE en proposant dans les deux cas une nouvelle définition de ’attracteur.

Dans le cas du modele LRIFS, ceci permet de lever la restriction sur le
langage dont nous avons parlé précédemment. Dans le cas matriciel, nous
obtenons un modele facilement implémentable, permettant de manipuler des
opérations, et qui nous permet de retrouver tous les attracteurs des modeles
aussi bien fondés sur les langages rationnels que sur les représentations ma-
tricielles. De plus, les deux modeles que nous proposons sont équivalents
dans le cas des langages rationnels.
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Chapitre 2

IFS et langages

Nous présentons dans ce chapitre une premiere extension du modele IFS.
Ce modele est une généralisation du modele LRIFS introduit par PRUSIN-
KIEwICZ [PH91][PH92]. Nous conserverons le terme de LRIFS car seule la
définition de I'attracteur est différente.

Notre approche est fondée sur I’étude de la suite des ensembles de pré-
fixes de longueur » d’un langage donné. En effet, lorsque ’on interprete les
lettres comme des transformations contractantes, et les mots comme des
compositions de transformations, ’application de cette suite a un compact
converge vers un unique compact que nous appellerons Uattracteur associé
au langage. Le lecteur pourra se reporter a ’annexe A pour les notations et
définitions liées a la Théorie des Langages.

2.1 Théorie des Langages et IF'S

On définit un IFS comme un N-uplet de fonctions. On peut donc associer
a chaque transformation une lettre d’un alphabet.

Définition 2.1.1 Soit un IFST = (Ty,...,Tn).

Y ={1...N} sera appelé Ualphabet associé a T .
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On définit ensuite une fonction d’étiquetage qui permet de mettre en
bijection transformations et lettres.
Définition 2.1.2 On appellera fonction d’étiquetage la fonction :
h: ¥ — T .
T Ti
La fonction h est étendue aux langages de la facon suivante: soit ¢ le
mot vide, uw = uyug ... ux un mot de ¥* et I un langage sur 3; on pose

hie) = Id;

h(u) = Ty oTy,0...Ty,;
ML) = {h(w)jwe L};
X)) = {h(w)/we X} =T".

On définit aussi une fonction d’adressage qui, a un mot infini sur 3,
associe un point de A,

Théoréme 2.1.1 ([Bar88]) Soit 0 = 010305... € X¥. Pour tout p € X,
¢(0) = lim h(oy)oh(oz)o...h(oj)op

J]—00

existe et est indépendant de p.

Cette fonction est étendue aux langages de mots infinis de la facon sui-
vante: soit L un langage de mots infinis, on pose

¢(L) ={¢(0)/o € L}.
Nous pouvons maintenant définir un LRIFS:

Définition 2.1.3 Un LRIFS est un quadruplet T = (7,3, h, L), avec

T un IFS;

Y Ualphabet associé a T ;
— h la fonction d’étiquetage correspondante;

- L un langage sur X%,
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2.2 Attracteur associé a un LRIFS

Pour définir ’attracteur associé a un LRIFS nous définissons une suite
dont la limite est 'attracteur. Cette suite est définie comme la suite des
ensembles de préfixes de longueur n du langage appliqués a un compact.
Pour prouver que cette suite converge, nous prouvons qu’elle est de CAUCHY.
Pour cela nous aurons besoin des lemmes suivants:

Lemme 2.2.1 (IFS a condensation) Soit 7 = {T1,...,Tn} un IFS et

To une transformation constante, c’est-a-dire telle que
VK € H(X), Ty o K = Ko,
avec Ky un compact donné.

La fonction

F: HX) — HX)
K +— (ThUT)oK=KoUTioKUTyoKU...UTnoK

est contractante sur H(X) [Bar88]. Donc elle admet un unique point fize:
A=FoA.
Selon le corollaire du Théoréme du Point Fize donné en 1.2.1
A = nh_)r{)lo "o Ky

= h_}m I(()UTOI(()U...UTnOI(O

n

_ . ] -

= nh_)r{)lo UOT o Ky
]:

Lemme 2.2.2 Pour tout A;, B;,1 < i< N appartenant a H(X)

N N
dg([J A, | Bi) < max di(Ai, By).
=1 i=1 s

Démonstration : Voir [Bar88].

Lemme 2.2.3 Soit 3 un alphabet. Soit F,, un ensemble de mots de longueur

n sur X%, alors
VK € H(X) 3C(K) tel que ¥Yn dy(h(F,) o K, K) < C(K),

avec C'(K) une constante dépendant de K.
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Démonstration :

Vn/AE% - En7
Vn h(E,)oK C h(¥")oK
C JhrE)oK
7=0
C  lim U h(X7) o K.
7=0
En notant lim,,—s U?:o J(3) =U;Lo f(n) on a:

Vn h(E,) oK C |JhE") oK =K'

n=0

K’ est Dattracteur de I'IF'S A(X) avec I'ensemble de condensation K.
Donc, en utilisant le Lemme 2.2.1, K’ est un ensemble compact et donc
borné. Soit C'(K) le diametre de K’ alors

VK € H(X) dp(h(E,)o K,K) < C(K).

Lemme 2.2.4 Soit L. un langage infini sur 3. Soit L, Uensemble des pré-

fizes de longueur n de L. En notant

on a

Loty = U VB p .
vELR

Démonstration : Les mots de L1, peuvent s’écrire vw avec v € L,, et
w € MNP, a

Proposition 2.2.1 Soit 7 = (7,%,h,L) un LRIFS. Soit L, Uensemble
des préfizes de longueur n de L. Soit K un compact de H(X'). Alors la suite
(h(Ly) o K) _py est une suite de CAUCHY.

Démonstration :
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Nous voulons prouver que

Ve >0 dng, tel que (m >n > ng) = (dg(h(L,) o K,h(Ly) o K) < €).

En posant p = m — n, on peut récrire

dy(h(Ly) 0 K, h(Ly) 0o K) = dp(h(Ly) o K, h(Lnyp) o K).

Selon le Lemme 2.2.4 on a:

di(h(Ly) o K, h(Ly) o K) =du( | hw)o K, | h(v)h(Enp,) o K).
UE Ly, VvELy

L, étant fini, nous pouvons utiliser le Lemme 2.2.2:

di(h(Ly) o K, h(Ly,) o K) < maxdp(h(u) o K, h(u)h(E, ,.) o K).

uELnp

Notons s = max s;, avec s; le rapport de contraction de la transformation
T;. Comme v est un mot de longueur n, h(u) est un opérateur contractant
et son rapport de contraction est inférieur a s™. Donc,

i (W(Ly) 0 K, h(L) 0 K) < s dpr (K, h(Eppa) 0 K).

Selon le Lemme 2.2.3, on a

dy (W(Ly) © K, h(Ly) 0 K) < s"C(K).

s < 1 donc (s"C(K)), _y converge vers 0, c’est a dire

Ve > 0 dng,n > ng = s"C(K) < e.

Donc

Ve > 0 dng tel que (m > n > ng) = (dg(h(Ly) o K, h(Ly,) o K) < ¢).

a

La suite (h(L,)o K), _yest une suite de CAUCHY, elle posséde donc une
limite. De plus, cette limite est indépendante de K, car on a

dg(h(L,) o K,h(L,)o K') < s"dy(K,K"),

avec s < 1. Cette limite sera ’attracteur associé au langage.
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Définition 2.2.1 (Attracteur) Soit Z = (7,3, h, L) un LRIFS. L attrac-

teur associé a I sera défini par:

A(L) = lim h(L,)o K,

n—0oo

pour tout K € H(X).

Exemple : On reprend 'exemple de 'lFS Typ0e = {T1,T2,15,T4}. On a
alors I'alphabet associé X4 = {1,2,3,4}.Si'on associe & Ty,p, le langage
Lorpre = {3,4}7{1,2}*, on a alors le LRIFS

Iarbre = (7?17’67’67 Earbrev h7 Larbre)-

Comme ' 4
L, = U {374}2{172}]
i+j=n
alors
A(Lgrpre) = lim h(L,) o K

n—0oo

= h({3,4}¥U{3,4){1,2)%) 0 K

= A({T,TuH) U | A{T5, 11} 0 AT, To}).
ieN

On obtient I'attracteur représenté figure 2.1. On le notera Aurbre €t on
I’appelera ’arbre élagué.

2.3 Attracteur dans les compacts de mots

Une définition équivalente de 'attracteur a été donnée par CULIK [CD93b]
dans le cas des expressions rationnelles. Elle est, en fait, valable pour tous
les langages. Cette définition utilise "adhérence d’un langage infini; nous
rappelons ici la définition et le lecteur pourra se référer a I’Annexe A pour
plus de précisions.

Définition 2.3.1 (Adhérence) Un mot infinio, tel que Pref(c) C Pref(L),
est appelé une adhérence de L. L’ensemble des adhérences de L est noté

Is(L). On a donc

Is(L) = {o € 3¥/Pref(o) C Pref(L)}
= {oeX¥/oyo9... 0, € L,}.
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A A&

NS

Fic. 2.1 - Attracteur associé a Lgypye.

Définition 2.3.2 (Attracteur) Soit Z = (7,3, h, L) un LRIFS. L attrac-

teur associé a L sera donné par:
¢(Is(L)).
En effet, on a:

Proposition 2.3.1 Soit L un langage infini, alors

lim h(L,)o K = ¢(Is(L)).

n—0oo

Démonstration :

Is(L) = {o€ X¥/Pref(c) C Pref(L)}
= {oeX¥/Nnoyoy...0, € L,};
o(Is(L)) = A{¢(o)/Vn oyoy...0, € L}
= {nh_>rréo h(oy) oh(og) o...h(c,) 0 p/¥n o104...0, € L}
= {nh_>rréo h(o1) oh(og) o...h(c,) 0 p/¥n h{oy) o h(oz) o...h(c,) € h(L,)}

= lim A(L,) o {p}.
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2.4 Lien avec la définition de PRUSINKIEWICZ

PRrRUSINKIEWICZ définit 'attracteur associé & 7 de la maniére suivante :

Définition 2.4.1 On définit
Ap(p) =adh(h(L)op) Vpe X

avec adh l'adhérance au sens topologique.

En général, Ay, (p) dépend du choix de p, mais le théoréeme suivant [PH92]
permet de définir un attracteur associé a un langage :

Théoréme 2.4.1 St L est tel que La C L, alors il existe un plus petit
ensemble Ay, défini par :

Ap, = adh(h(L) o po),

avec pg le point fize de la transformation h(a).

Remarque : La restriction des langages aux langages postfixés pose un pro-
bleme lorsque 'on veut faire des opérations sur les LRIFS. En effet, 'union
de deux langages postfixés n’est en général pas postfixée. Par exemple, si
l'on prend Ly = {a*} et Ly = {b*}, alors L1 U Ly = {a*} U {b*} n’est pas
postfixé.

Cette définition est équivalente a celle que nous avons proposée lorsque
le langage est postfixé. Afin de prouver cette équivalence, nous avons besoin
du lemme suivant :

Lemme 2.4.1 Soit (K,) une suite de CAUCHY dans H(X). SiVi K; C
lim,, . K, alors
adh( U K,) = nh_}rréo K,.
nelN

Démonstration :

- adh(UneN K,) Climyye Ky
Yo K, C lim K,,
n—00
U K. € lim K,
n—00
nEN
adh( U K,) C nh_}n(r)lo K,.
nEN
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= lim, e K, C adh(UneN K,):

adh( | K,) C lim K.
nEN

adh(UneN K,,) est fermé et borné, c’est donc un compact. Ainsi, c’est
un espace métrique complet, donc

K, € H(adh( | ) K.)) = lim K, C adh( U K.).
nEN nEN

On peut alors prouver I’équivalence entre les deux définitions :

Proposition 2.4.1 Sile langage L est postfizé (i.e. La C L) alors

A = A(L).

Démonstration :

Soit po le point fixe de la transformation h(a). Le Lemme 2.4.1 nous
permet de prouver la proposition. En effet (h(L,,) o {pO})neN est une suite
de Caucny et

h(L,)opo = h(Ly)oh(a)opy
C h(Lnpy1) o po
- nh—g)lo h(Ln) ©Po
C A(L).
Alors
adi( | (L) o {po}) = lim h(L,) o {p}.
nEN
Donc

Ar(po) = AL = A(L).
O
Remarque : La définition de PRUSINKIEWICZ se rapproche de celle des TFS
a condensation. Notre définition est plus générale dans le sens ot elle ne pose

aucune restriction sur le langage, en revanche elle ne permet pas d’appliquer
I’algorithme de I’échappement, tel que I’a donné PRUSINKIEWICZ.
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2.5 Conclusion

Nous avons défini un modele généralisant le modele IFS; ne nécessitant
aucune restriction sur le type de langage. Ce modele nous permettra de
définir des combinaisons d’attracteurs a partir d’opérations sur les langages.
En effet, si I’on considere une opération © sur les langages, nous construirons
Iattracteur

AL o L.

D’autre part, ce modele permet de représenter toutes les figures des-
sinables sur un écran. En effet, il permet d’atteindre tous les compacts de
[0, 1]%. Tl suffit de considérer I'TFS composé des transformations du tétrarbre.
Chaque point d’un compact de [0,1]? pourra étre adressé par un mot sur
I’alphabet du tétrarbre. On obtient ainsi un langage infini, qui n’est autre
que le langage des branches du tétrarbre.
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Chapitre 3

IF'S et matrices

Le modele présenté au chapitre précédent est tres général. Cependant,
il n’est pas facilement implémentable, car les langages quelconques ne se
manipulent pas simplement d’un point de vue algorithmique. La plupart des
auteurs se sont donc restreints aux langages rationnels ou a des formalismes
de type matriciel (graphe, matrice ou systéeme d’équations). Nous avons
cherché un modele qui permette d’unifier ces approches, de visualiser les
attracteurs, tout en étant équivalent au modele précédent dans le cas d’un
langage rationnel.

Nous avons choisi le formalisme matriciel car il convient bien a une ap-
proche constructive. Cette approche va nous permettre, de plus, de mettre
en évidence les équivalences entre les modeles qui ont été proposés, et de
visualiser les attracteurs par ’algorithme déterministe.

3.1 Matrice d’attracteurs

Notre approche est fondée sur une généralisation de 'opérateur de HuT-
CHINSON, proposée par PEITGEN, JURGENS et SAUPE [PJS92]. Cet opérateur
permet de construire une matrice d’attracteurs.

3.1.1 Espace des matrices de compacts

Nous allons définir des matrices ayant des compacts pour éléments.
Comme la distance de HAUSDORFF n’est définie que pour un couple de com-
pacts non vides, il n’est pas possible d’en déduire directement une distance
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entre matrices, sans tenir compte de leurs composantes vides.

On notera Mp(#H (X)) Pensemble des matrices de compacts de X’ dont les
éléments non vides sont indicés par B C {1,...n} x {1,...n}. Cest-a-dire
que pour toute matrice K € Mr(H(X)),

RYZ']‘ € H(X) U,
K #0 < (i) € R.

On définit la distance suivante sur Mp(H(X)):

Définition 3.1.1 Pour K et K' € Mr(H(X)),

doo(K,K') = max dy(K;;, K.).
( ) (i,j)ER H( J 2])

Proposition 3.1.1 d,, est une distance sur les matrices de compacts.

Démonstration : d., est déduite de dyg de la maniere usuelle et vérifie
trivialement les axiomes d’une distance. O

Comme R est fini, on a

Proposition 3.1.2 L’espace (Mp(H (X)), dw) est un espace métrique com-
plet.

3.1.2 Matrice de HUTCHINSON

Nous allons définir une matrice dont les éléments sont des opérateurs de
HuTcHINSON. Pour simplifier, nous appellerons cette matrice “une matrice
de HUTCHINSON".

Définition 3.1.2 Soit un S un sous-semigroupe de transformations affines.
On appellera matrice de HUTCHINSON toute matrice n X n dont les éléments
sont des ensembles finis de transformations de §. Ces ensembles sont éven-
tuellement vides.

0 = (;);
_ { User, Tk si (i,4) € R

9

H;; = -
0 sinon

avec I;; C[1...N]etT, € S. On notera P4 (S), Uensemble des parties finies
de S, et Mp(P4(S)), Uensemble des matrices de HUTCHINSON.
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Exemple : Soit 'lFS 7,1, défini au chapitre 1. On choisit comme matrice
de HUTCHINSON :

g AT Thy {13}
Harbre — ( @ {T17T2} ) .

Hpre € MR(P-I-(S)) avec R = {(17 1)7 (172)7 (272)}'

Proposition 3.1.3 Les matrices de HUTCHINSON agissent sur les matrices

de compacts. En posant
(f{ o RY)Z']‘ = U f{m o Rrk]‘,
k=1
on a
€ MR(P4(S)), K € Ms(H(X)) = Ho K € Mpos(H(X)),
avec Ro S = U ner,h.jyests )

Démonstration :

(H o I()Z']‘ = Uﬁzk o Rij?
k
(H o I()Z']‘ 75 0 dk, IN{zk 7£ 0 et Rrkj 7£ 0
= Hk,(i,k)ERet (k,j)ES
<~ (27]) € RoS.

Exemple :

Happreo K = {73, Tuf o K U {11, Tz} o Ky {T5, T4} o K13 U {11, T2} 0 Koy
o o Taf e Ko {T1, T3} o Ky '

Proposition 3.1.4 Les matrices de HUTCHINSON se composent entre elles.

En posant

(s

(INJOINJ/)”‘I IN{ikOf{]/g]‘y
k=1

on a

H € Mp(P4(S)), H' € Ms(P1(S)) = H o ' € Mpos(P4(S)).
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Démonstration : Méme démonstration que la proposition précédente. O

Corollaire 3.1.1 Si R est transitive (R = Ro R), alors Mp(P+(S)) agit
sur Mp(H(X)), et Mp(P+(S)) est stable par o. C’est-a-dire

H € Mp(P4(S)), K € MR(H(X)) = H o K € Mr(H(X));

H € Mp(P4(8)), H' € M(P4(8)) = H o lI' € Mp(H(X)).

Proposition 3.1.5 Soient R # § une relation transitive et H € Mp(P4(S))
une matrice de HUTCHINSON. H est contractante sur (Mp(H(X)),ds), et
de rapport de contraction sz tel que:

s < max {s;
H = ie{l,...,N}{ i

avec s; le rapport de contraction de T; pour i € {1,...,N}.

Démonstration : on a

jit { Uker, Tr si (4,)) € R ‘

771 0 sinon

Or, on a vu que 'opérateur de HUTCHINSON associé a IV fonctions contrac-
tantes est contractant de rapport maxie{17...7N}{si}, donc H;; est contractant
de rapport
S;; = max{sg}.
) keI,']{ kY
Et done
si; < max  {sg}.

ke{1,...N}

On pose s = maxyey,.. N}{Sk]-
Soient K, K' € Mp(H(X))

do(HoK,Ho K'Y = max; erdn ((f{ oK), (Ho er)ij)
erdn (Uke{l,...,N} f{ik © Kkjv Uke{l,...,N} f{ik © Kl/gj)
eRMAaXL/(; k),(k,j)ER dH(f{ik © Kkjv Hi o Kl/cj)
(k) (kqyer Sivdm (Kij, K7))
(i,7):(i:k),(k,j)ER d{I(Kkjv K};)
smax( j)er du (Kij, Ki;)

I
B
&
>

)
)
)
)

Smax

VAN VANRVANR VAR VAN



3.1. MATRICE D’ATTRACTEURS 43

Et done H est bien contractant de rapport

sz < max {spt < 1.
H = ke{l,...,N}{ e

3.1.3 Lien entre matrice et automate

On définit la matrice associée a un automate comme suit :

Définition 3.1.3 ([GMS86]) Soit M = (Q,%,4,Q1, Qr) un automate fini
et T =ATy,...,Tn} un IFS. La matrice d’adjacence associée a M est

A(M) = (Ay),
Aij = {(Z S 2/5(%7(1) E QJ}'

En posant h(A(M));; = h(A;;), on pourra voir les matrices de Hur-
CHINSON comme des matrices d’adjacence d’un graphe d’automate:

i = h(A(M)).

La donnée de la matrice A(M) définit parfaitement les arétes et les
sommets du graphe G(M), mais ne rend pas compte des états initiaux et
finaux. Pour cela, on va ajouter a la matrice la donnée de deux vecteurs [
et F définis par:

14:{ {G}Si(]]‘ €Qr
! OsiqpgQr

J 0siq &Qr

Exemple : Si 'on considere 'automate M ,ppq :
34 1,2

Q - Q
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on a

A(Marbre) = ( {364} j%ig%: ) )

_ [ hE3,43) n({1,20) ) _ [ AT, Tuy {Th, 1o} | _ 4
h(A(Marbre)) - ( @ h({172}) ) - ( @ {T17T2} ) — Harbre-

~ Id ~ Id
Iarbre—(®)7 Farbre—(ld)-

3.1.4 Définition de la matrice d’attracteurs

Nous allons définir une matrice d’attracteurs comme limite de I’itération
d’une matrice de HUTCHINSON. Pour que cette limite existe, il faut que
la matrice de HUTCHINSON soit apériodique. Intuitivement, on dit qu’un
graphe est apériodique si, a partir d’un certain rang m, lorsqu’il existe un
chemin d’un état ¢ a un état 5 de longueur m, alors il existe des chemins
de ¢ a 7 de toutes les longueurs supérieures & m. Cela va se traduire sur la
matrice d’adjacence du graphe par la stabilité des composantes vides (qui
correspondent & “il n’existe pas de chemin”) & partir d’un certain nombre
d’itérations. Plus précisément, on a

Proposition 3.1.6 Soit I € Mpg(P+(S)) une matrice de HUTCHINSON
telle que toutes les composantes connexes du graphe d’automate correspon-
dant soient apériodiques. On dira que H est apériodique, ¢’est-a-dire qu’il
existe m € N tel que

Yk > m,R" = R".
En posant S = R™, Ms(P4(S)) est stable par o et
Yk > m, H* € Ms(H(X)).
Par ailleurs, si K € Mp(H(X)) avec I = {(i,i)/1<i<n}, ona

Vk > m, H* o K € Ms(H(X)).
On considere dans la suite des matrices de HUTCHINSON apériodiques.

Proposition 3.1.7 La suite (H* o K)ps,, est une suite de CAucHY dans
Uespace métrique complet (Mg(P+(8S)),dwo).
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Démonstration : D’apres la proposition 3.1.6,
H™ o K € Ms(H(X))

et
VI >m, H' € Ms(H(X)).

Donc, en posant Koy=H"oK et K;=H'o IE'O, on a
doo (K1, K1yp) = doo (H 0 Ko, H' 0 K,).

Comme H est contractante de rapport Sg, H' est contractante de rapport

sif[. Donc
Ao (B, Kigy) < sl doo (Ko ).
Ainsi, la suite (K7) est une suite de CAUCHY, o

Définition 3.1.4 On définit la matrice d’attracteurs associée a une matrice

de HuTcHINSON I de la facon suivante :

A(f{) = lim H'o (I:Imolgr).

=00

Par souci de simplicité, on notera A(H) = lim,, oo H" 0 K.

Définition 3.1.5 On définit Uattracteur “scalaire” a partir de la matrice

attracteur en considérant ['union de toutes les composantes de la matrice :

AH) = | A,

(ij)ER
Cet attracteur nous permettra de comparer le résultat des diverses opé-

rations que nous effectuons sur le modele langage et sur modele matriciel.

Exemple : Dans le cas de 'lFS T,,p.c = {11, T2, T5, T4}, avec la matrice de
HUTCHINSON

g (AT Thy {13}
Harbre - ( @ {Tl,TQ} ) .

gk {T5, T}* Uiy jmp i {Ts, Ty {11, To}
- 0 {T1, > }* 7
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Fic. 3.1 - Matrice d’attracteurs A(f{a,,b,,e).

et donc

A7 13 . rrn 1o A(T37 T4) A(T37 T4) U {T37 T4}* o A(Th TQ)
.A(Har’bre) - nh_>r20H o = ( @ A(Tl,TQ) :

Les éléments de A(ﬁarbm) sont donnés Figure 3.1.

-A arbre = U -A T37 T4) ) {T37 T4} o -A(Th TQ) -Aarbre-

3.1.4.1 Visualisation

Nous pouvons utiliser 'algorithme déterministe pour visualiser la ma-
trice d’attracteurs. On visualisera alors H™ o K, avec K € M;(H(X)) (la
matrice identité).
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Exemple : La Figure 3.2 montre les premieres étapes de algorithme dé-
terministe.

3.2 Lien avec le modele LRIFS

Dans le cas d’un langage rationnel, on va pouvoir utiliser le modele ma-
triciel pour obtenir Pattracteur associé au langage tel que nous ’avons défini
au chapitre précédent.

3.2.1 Attracteur associé a un automate

Définition 3.2.1 L’attracteur associé a un automate M est égal a ['union
des €léments de la matrice d’attracteurs, qui correspondent a un €tat initial

et d un état final:

AM) = | ARAM))):

7€Q,9;€EQF

Exemple : L’attracteur associé au langage L,.p. Teconnu par ’automate
Mppre sera égal a 'union des composantes de la matrice d’attracteurs

A(R(A(Mrbre))) = A(Harbre) qui correspondent a un état final et un état
initial, c’est-a-dire a A1 U Aqa.

3.2.2 Equivalence avec le modele LRIFS

Proposition 3.2.1 S5i L est un langage rationnel reconnu par un automate

M, alors

(est-a-dire que Uattracteur obtenu par le modéle LRIFS est égal a celui

obtenu par le modéle “matrice”.

Démonstration : On sait que A™ va contenir tous les chemins de longueur
n du graphe de I'automate M. On peut alors remarquer que I'A"F est
égal a I’ensemble des mots associés aux chemins de longueur n reliant un
état initial a un état final, c’est-a-dire & ’ensemble des mots de longueur n
reconnus par M.
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“e

oo oy
3 E

Fic. 3.2 - Algorithme déterministe pour la matrice d’attracteurs.
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On sait que, pour reconnaitre les préfixes d’un langage a l’aide d’un
automate fini, il suffit de rendre finaux les états de I’automate qui sont sur
un chemin allant d’un état initial & un état final. On obtient alors un nouveau
vecteur final, que I’on note F”.

On a alors
L, = I'A"F,
lim (h(Ln)o K) = lim (R(I'A"F') 0 K)
= lim (A(1)' 0 h(A") 0 h(F") 0 K)
= h(I)'o lim (h(A") o h(F') o K).

Pour K compact, on pose K old = K et K o) = (). Cette notation est
étendue aux matrices et vecteurs de la facon usuelle. La composition d’une
matrice de compacts par un vecteur dont les éléments sont égaux a Id ou 0,
correspond a 'extraction de certaines composantes de la matrice.

Comme h(F") est un vecteur dont les éléments sont égaux a Id ou () on
peut écrire

R(I) o lim (h(A™) o h(F')o K) = h(I)'o lim (h(A™) o K)o h(F")

n—0oo n—0oo

= h(I)'o (( ))Oh( ')

qiEQLqJEQF

= AM).
Cest-a-dire:

A(L) = AM),

I’attracteur obtenu avec le modele LRIFS est égal & celui obtenu avec le
modele matriciel.

a

L’attracteur associé a un automate tient compte des états initiaux et
finaux. On définira donc cet attracteur avec le formalisme matriciel de la
facon suivante :

Définition 3.2.2

avee I = h(A(M)), I = h(I) et F = h(F).
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Exemple :

-A(Marbre) = -A(Harbrev Iarbr67 Farbre)7

avec
i ATy {1, To;
arbre @ {Th TQ} .

~ Id ~ Id
Iarbre—(®)7 Farbre—(ld)-

3.3 Résumé

Nous avons défini un deuxieme modele permettant de généraliser le mo-
dele IFS. Ce modele nous permet de donner un algorithme de visualisation,
et de combiner deux attracteurs en définissant des opérations sur les ma-
trices qui les génerent. Si ’on considere une opération  sur les matrices de
HUTCHINSON, nous construirons attracteur

A(HOH).

En résumé, nous avons obtenu plusieurs définitions d’attracteurs:

AL) = Jim_ h(L,) o K;

Al = Jim. H"oK;

Ay = |J A(H);
(7,J)ER

AM) = A(H,I,F)
]toA(I:I)oF
= U A

7€Q,9;€EQF

Ces différentes définitions permettront de comparer (au sens de I'inclusion)
un attracteur obtenu par composition de langages & un autre obtenu par
composition de matrices.
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Chapitre 4

Equivalence avec les autres

modeles

Nous avons décrit, au Chapitre 1, les différents modeles d’extension d’IFS
que ’on trouve dans la littérature. Nous nous intéressons maintenant a leur
lien avec notre modele matriciel. Nous allons prouver leur équivalence en les
ramenant & notre formalisme.

Nous avons classé ces modeles par le type de représentation utilisée. Nous
allons voir que toutes ces représentations peuvent se ramener a un choix des
composantes de la matrice d’attracteurs.

4.1 Vecteur

Nous reprenons ici la démarche de PEITGEN, JURGENS et SAUPE [PJS92]
avec un formalisme un peu différent. Soit H une matrice de HUTCHINSON.
Au lieu de construire la matrice d’attracteurs correspondant a cet opérateur,
on va construire son point fixe.

Nous détaillons cette partie car les modeles fondés sur les graphes et les
systemes d’équations s’y ramenent de maniere directe.
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Fic. 4.1 - Vecteur attracteur associé a H,pppe-

4.1.1 Attracteur

On peut définir attracteur associé a une matrice de HUTCHINSON en
appliquant le Théoreme du Point Fixe dans #H(X)".

Proposition 4.1.1 Soit H une matrice de HUTCHINSON associ€ a U'IFS T,
il existe un unique point five X € H(X)" tel que

X=HoX.

X sera appelé le vecteur attracteur associé a H.

Exemple : Le vecteur attracteur associé a f{arbre est donné Figure 4.1.
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4.1.2 Equivalence avec le modéle matriciel

Le vecteur attracteur associé a une matrice de HUTCHINSON se déduit
tres simplement de la matrice d’attracteurs, en regroupant les composantes
de la matrice par ligne. Plus précisément, on a:

Proposition 4.1.2 Soit H une matrice de HUTCHINSON et X son point
fize. Alors:
Xi= U AdH)q.

je{l,..n}

Démonstration : X est le point fixe de H, donc on peut écrire :

X = lim (H" oY),

n—0oo

avec Y € H(X)". On a donc
)(i = LJ 1?@‘0 Y}
je{l,..n}
= U A

je{l,..n}

Exemple : Dans le cas de 'arbre, on a

A(Happre) = A A \ [ AT, Ty A(T5,T4) U{T3, T4} 0 A(Ty,T5)
whre) TN Agr Agg | 0 ATy, Ts) '

et
¥ A1 U Ajg _ A(T5,T4) U{T3, T4} o AT, T5)
Az U Agg ATy, T3) '

4.2 Graphes

Nous allons maintenant étudier les modeles fondés sur des graphes. Ils
se ramenent de maniere simple au modele précédent, en prenant comme
matrice de HUTCHINSON la matrice d’adjacence du graphe.

4.2.1 Modeéle de MAULDIN et WILLIAMS

MAULDIN et WiLLiams [MWS88] ont défini un modele fondé sur les
graphes. Soit un graphe G = (V, E) a n sommets. Chaque arc e € F du
graphe est étiqueté par une transformation T, € T de I'lFS.
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Soit X le vecteur qui satisfait :

Xi= |J T.ox;.
e=(i,j)EE

Par définition, 'attracteur associé au graphe est I'union des composantes de

X:

AG) = X;
=1
Proposition 4.2.1
A(G) = A(LT),

avec H une matrice de HUTCHINSON construite comme la matrice d’adja-

cence de (5.

Démonstration : En notant le graphe différemment: G = (V, F), avec
FE={(i,e,j)},on a

Xi = |J T.oxj (4.1)
(i,e.)EE

On définit H comme la matrice d’adjacence de G':
Hj ={Tc/(i,e.j) € E}.
Le vecteur X satisfaisant (4.1) est le vecteur point fixe de H, donc on a

Xi= J A,

je{ln}
A = | Xi= |J AH); = AH).

1e{l,..n} 1,5€{1,..n}
a

Exemple : Le graphe donné figure 4.2 est équivalent a f{arbre- L’attracteur
associé est égal a 'union des composantes du vecteur d’attracteur.

f4((;arbre) = L.J fi(jyﬁrbre)ij = f4(l§@rbre) = fiarbre-

1,5€{1,..n}
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34 12

1,2

Fic. 4.2 - Graphe de MAULDIN et WILLIAMS.

4.2.2 Modéle de BARNSLEY

BarNsLEY [BHHS89] a introduit le modele RIFS (Recurrent IFS). Ce
modele est fondé sur un graphe G = (V, F) a N sommets. Contrairement
au modele précédent, ce sont cette fois les sommets qui correspondent aux
transformations de I'TF'S.

L’attracteur associé a (G sera donné par ['union des solutions du systeme:

X;= |J 70X
(i.5)€E

La matrice de HUTCHINSON correspondante sera donnée par la matrice
associée au systeme d’équations. De méme que pour le modele précédent,
en terme matriciel, I'attracteur associé au graphe G sera égal & 'union de
toutes les composantes de A(H).

Exemple : Le graphe donné Figure 4.3 admet Aurbre comme attracteur.

4.3 Systeme d’équations

La troisieme catégorie de modeles se ramenant simplement a la matrice
de HUTCHINSON est celle des modeles fondés sur des systemes d’équations.
En effet, il suffira de construire la matrice qui est associée & un systeme
d’équations, de maniere usuelle.

4.3.1 Modeéle de BANDT

BANDT [Ban89] représente la matrice de HUTCHINSON par un systeme
d’équations, qu’il appelle “a sofic system”. Ce systéme a n inconnues est
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o0

Fic. 4.3 - Graphe de BARNSLEY.

donné par des équations du type:

XZ':UTkOXj avec i,j € {1,...n} ke {l,...,N}.

L’attracteur associé a un tel systeme d’équations est par définition égal
a 'union des compacts solutions du systeme:

A={JX,
=1
Proposition 4.3.1
A= A(H),

avec H la matrice de HUTCHINSON associée au systeme.

Démonstration : On peut reformuler la définition de BANDT de la maniere
suivante :
Xi= |J TroX;.
(4:k.5)

On retrouve alors la méme démarche qu’en 4.2.1. a

Exemple : Le “sofic system”

X1IT30X1UT4OX1UT10X2UTQOX2
XQITloXQUTQOXQ
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est équivalent a Hyppre. Lattracteur associé est égal a A(f{a,,b,,e) et donc
a -Aarbre-

4.3.2 Modeéle de CULIK et DUBE

CuLik et DUBE [CD93b] ont défini un modele fondé sur un systeme
d’équations. 1l differe du précédent car ce modele distingue certaines va-
riables comme variables d’affichage. Elles permettront simplement de sélec-
tionner certaines composantes du point fixe.

Définition 4.3.1 Un MRFS (ou Mutually Recursive Function System ) est

un systeme de n €quations de la forme :
14:/11OB1U/‘TQOBQU...U/‘TnOBn7

avec A et B; des compacts, T; des transformations affines de T .

Théoréme 4.3.1 (Attracteur) Un MRFS posséde un attracteur unique

donné par:

A= U 4

A;eD

avec Al Uinstanciation de la variable A; qui reste inchangée par Uapplication
du MRFS, et D C {A;/1 <i < n} un ensemble de variables d’affichage.

Proposition 4.3.2

A= U A(H)ij,

i/A;eD,je{l,..n}

avec H la matrice de HUTCHINSON associée au systéeme d’€quation.

Démonstration : La démonstration est la méme que précédemment. O

Exemple : On obtient 'attracteur Aurpre comme solution du systeme

X1IT30X1UT4OX1UT10X2UTQOX2
XQITloXQUTQOXQ

et ’ensemble de variable d’affichage D = {X,}.
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4.4 Automates

Les modeles fondés sur les automates n’utilisent pas toujours I’algorithme
déterministe. En particulier, CULIK [CD93b] utilise I’algorithme de chaos dy-
namique. Cependant, il a prouvé que son modele était équivalent au modele
MREFS, nous le citerons donc seulement pour mémoire. Dans les autres cas,
la preuve de I’équivalence se ramene a la définition que nous avons donnée
de Dattracteur associé & un automate (voir Section 3.2.1).

4.4.1 Modeéle de CULIK et DUBE

Définition 4.4.1 Un PAA (ou Probabilistic Affine Automata) est un quin-
tuplet M = (Q,%,6, P, F), avec:

- Q={q1,90,-..,q9,} un ensemble fini appelé 'ensemble des états;

Y =A{1,T,,..., Ty} un alphabet de transformations affines;

— 4 la fonction de transition de Uautomate telle que le graphe de lauto-

mate soit fortement connexe et de cycles contractants;

— P une matrice stochastique n X m X n telle que

Vi YN P(iy g k) =1

k=1 ;=1

- F C Q Uensemble des états terminauz.

La valeur P(i,j, k) est la probabilité associée a la transition (¢;, 1}, qx). La
somme des probabilités des transitions partant d’un méme neud est égale a
1.

L’attracteur est construit selon ’algorithme non déterministe : on choisit
aléatoirement un point courant p, et un état courant ¢. A chaque itération, on
choisit aléatoirement une transition (¢, 7, ¢’) partant de ¢. Le point courant
devient alors T o p, et I’état courant devient ¢’. Le nouveau point courant
est affiché si ¢’ est un état final.

La suite des points générés aux états finaux est alors une approximation
de lattracteur.
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4.4.2 Modeéele de MORCRETTE

MORCRETTE [Mor96] a introduit le modele IFSA (IFS a automate). Elle
assocle un automate fini & un IFS et définit ’attracteur associé de la maniere
suivante :

Définition 4.4.2 Soit T ={T1,T5,....,Tn}un IFSet M = (Q,%,6,Q1,QF)

un automate. Une image d’ordre n est donnée par:
A (K)=h(LM)NE") o K,
et Dattracteur est alors
A(K) = Jim A, (K).
L’attracteur est donc défini par la limite des mots de longueur n, re-

connus par M, appliqués a un compact. Comme nous "avons montré, cette
définition est équivalente a la définition que nous avons donnée Section 3.2.1.

Remarque : MORCRETTE a prouvé ’équivalence du modele IFSA avec le
modele des “recurrent sets” défini par DEKKING [Dek87].

4.5 Expressions rationnelles

4.5.1 Modeéle de CULIK

CuLik [CD93b] a défini un modeéle fondé sur les expressions rationnelles
de la maniere suivante :

Définition 4.5.1 Un ARS (ou Affine Regular Set) est un ensemble généré
par une expression rationnelle sur 3.
Définition 4.5.2 Soit R C X* un ARS. L’attracteur associé ¢ R est

A= o(1s(R)).

Exemple : Si R = {3,4}*{1,2}" 'attracteur associé a R est Ay, pc.

Nous avons vu au Chapitre 2 que cette définition est équivalente a celle
que nous avons proposée.
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4.6 Résumé des équivalences

‘ Type de modele ‘ Auteur ‘ Equivalence avec
Langage quelconque PRUSINKIEWICZ Langage
Vecteur PEITGEN, JURGENS et SAUPE Matrice
Graphe MAULDIN et WILLIAMS Matrice
BARNSLEY Matrice
Systeme d’équations BAnDT Matrice
CULIK et DUBE Matrice
Automate CULIK et DUBE MRFS
MORCRETTE Matrice
Expression rationnelle CULIK et DUBE Langage

4.7 Conclusion

Nous avons montré I’équivalence entre notre modele matriciel et les mo-
deles existants. Le modele matriciel présente en outre 'avantage de per-
mettre un calcul en parallele de toutes les composantes de la matrice d’at-
tracteur et une sélection a posteriori des composantes intéressantes.

Le choix des composantes de la matrice d’attracteurs va nous permettre
d’obtenir plusieurs types d’attracteurs:

— Attracteur matriciel :

A(H);
— Attracteur vectoriel :
Xi = A(f{)“

j€{1,...,n}

— Attracteur scalaire :
A(H) = A(H)ij;

1,5€{1,...,n}

— Attracteur langage:
AM)y = |J  AH)
7€Q,9;€EQF

Contrairement aux modeles antérieurs, nous pouvons, & partir d’un seul
formalisme, obtenir tous les types d’attracteurs présents dans la littérature
liée aux IFS.
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Nous allons maintenant définir un modele de géométrie fractale construc-
tive, inspirée de la géométrie constructive du solide (Constructive Solid Geo-
metry), telle que définie par REQUICHA [Req80] ou RoTH [Rot82]. La géo-
métrie constructive est, en effet, déja largement utilisée pour la construction
de scenes classiques. Il serait donc intéressant de pouvoir créer des objets
fractals de maniere constructive.

Dans la géométrie constructive volumique classique, un solide est repré-
senté par la composition, a ’aide d’un ensemble d’opérations régularisées,
d’autres solides. Au plus bas niveau se trouvent les solides les plus simples,
appelés primitives.

De la méme maniere, nous pouvons définir un objet fractal par la com-
position, a l'aide d’un ensemble d’opérations particulieres, d’autres objets
fractals. Au plus bas niveau se trouvent les primitives. Nous définissons,
ainsi, des opérations s’appuyant sur les deux modeles que nous avons pré-
sentés. Nous aurons donc, d’une part, des opérations sur les langages et,
d’autre part, des opérations sur les matrices. On construira alors les attrac-
teurs correspondant aux résultats de ces opérations.

Parmi ces opérations, nous en choisissons ensuite certaines, qui nous
permettent de définir un systeme de géométrie constructive.
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Chapitre 5
Opérations

Nous avons proposé un modele généralisant les 1FS. A partir de ce mo-
dele, nous allons définir des opérations permettant de composer deux at-
tracteurs. Pour cela nous utilisons, d’une part, des opérations spécifiques a
la Théorie des Langages: union, concaténation, mélange et intersection, et,
d’autre part, des opérations directes sur les matrices de HUTCHINSON. Dans
le cas d’un langage rationnel, nous donnons un procédé de construction et
de visualisation a partir d’un automate ou d’une matrice de HUTCHINSON.

5.1 Cas d’un langage quelconque

Nous nous posons la question: étant donné une opération © et deux
langages L et L' quelle est la relation entre A(L ® L"), A(L) et A(L")?

Nous travaillons avec des langages infinis, car 'attracteur associé a un
langage fini est vide. Dans le cas d’un langage infini L, on a Vn L, # (.

5.1.1 Union

L’opération la plus naturelle en Théorie des Langages ainsi qu’en syn-
these d’images est 'union ensembliste. L’union de deux langages L et L' est
définie par:

LUL ={weX/welL ou welL}.
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On a alors la proposition

Proposition 5.1.1 L’attracteur associé a ['union de deux langages est égal

a U'union des attracteurs associ€s a chacun des langages.

A(LUL) = A(L) U A(L).

Démonstration : L U L est un langage infini, donc (A((L U L’),) o K) est
une suite de CAUCHY, et est telle que:

(LuL),=L,ulLl.

De plus, la fonction

U: HX) X H(X) — H(AX)
(K, K') — KUK’

est une fonction continue. On a donc:

A(LUL"Y = limpqeo A(L, UL, )o K

limy,—yeo (R(Ly) UR(LL)) o K

limy, 00 (h(Ly) o K UL(L)) o K)

lim, oo h(Ly) 0 K Ulimy, o A(L]) 0 K
= A(L)UA(L).

Corollaire 5.1.1

LCL = AL) C A(L).

5.1.2 Concaténation

L’autre opération naturelle en Théorie des Langages est la concaténation.
La concaténation de deux mots v = uyus ... u, et v = vyvy...0,, est notée
u.v, et consiste a mettre les deux mots bout a bout:

ULV =ULUQ .. . U U1V ... Up.
La concaténation de deux langages est alors donnée par:

LIl ={weX/w=uvuel vel}.

On a alors
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Proposition 5.1.2 L’attracteur associé a la concaténation de deux lan-
gages est égal a 'union de lattracteur associ€ au premier langage, et des
transformés selon le premier langage de Uattracteur associé au deuzxieme
langage.

A(L.L') = A(L) Uh(L) o A(L').

Démonstration : Soit L” = L.L'. L est un langage infini, donc (h(L)oK)
est une suite de CAucHY. On a

A(LLY = lim (L) o K

= {nh_>rréo h(ujuy...u,)op | ujug...u, € L pe K}.

Il y a deux types de suites (h(ujusz...u,)op):

-V, s ... U, € Ly;
— 3k, wiug. .. up € Ly et Upqpitpyo. . Uy € L.

L’ensemble A(L.L") = {lim, o0 h(ugtug ... uz)0op | ugug ... u, € L p €
K} est donc partionné en :

A(L.LY) = {limp,yo0 A(uguz .. cup)op | ugtiz .. uy € Ly, p€ K}
U {lim,—eo R(urug .. .ug)h(vivy . cv,) op | wgug...ux € L, vivg...v, € LI, p € K}.

On a alors:

{lim, oo A(usug ... up)op | ugtz ... uy € Ly, p € K} = A(L)

et

{limy—s00 A(uruz ... ug)h(vive...v) 0 p | wqug ... up € L, vivg...v, € L, pe K}

= {h(uguy ... ux) o lim, oo h(v1v2...v5) 0 p | Uuz .. up € L, vjvg... v, € L1, pe K}
={h(ugug ... ug) | wqug...ux € L} o{lim,o0 h(viva...vn) 0 p | v1v2...0, € L, p€ K}
=h(L)o A(L")

Ainsi, A(L.L") = A(L) U h(L) o A(L").

5.1.3 Mélange

La troisieme opération que nous allons étudier est le mélange de deux
langages. Le mélange des deux mots, u et v est notée u Ll v et consiste a
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intercaler les lettres de chacun des mots. On autorise tous les mélanges en
ajoutant le mot vide dans I’écriture des mots u et v. On aura

vUv=Hw| w=wwz...wy et U= W Wq,...W,,,
U= Wp, Wh, .. . Wh,, s

{ai} U{b;} ={1,... M} {ai} N {b;} = 0}.

Exemple : Si u = ab et v = cde alors on a:

u U v = {abede, acbde, cabde, acdbe, cadbe, cdabe, acdeb, cadeb, adaeb, cdeab}

Le mélange de deux langages est alors ’ensemble des mélanges possibles
de deux mots du langage:

Lul ={weX/we{ulv} uel vel}
On a alors

Proposition 5.1.3

A(LUL) 2 A(L)UR(L) o A(L') U ALY U h(L') 0 A(L).

Démonstration : LU L' D L.L', LUL" D L'.L et Proposition 5.1.2. O

5.1.4 Intersection

L’intersection est une opération utilisée en CSG. Nous avons donc étudié
son équivalent en Théorie des Langages. L’intersection de deux langages est
donnée par:

LNl ={weX*/wel et we L'}

On a alors
Proposition 5.1.4 SiVn (LNL'), # 0 alors
A(LNL) CAL)NA(L).

Démonstration : L N L' est un langage infini, donc (h((LNL'),) o K) est
une suite de CAUCHY, telle que

(LNnLY,CL,NnL,.
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On a donc

(LNL),
R(LNL,)o K

L,.nL,

h(L,NL)oK

h(L,)o KNh(L,) oK,

limy, oo R((LNL"),) 0 K

im0 h(Ly) 0 K N limy, 00 A(L)) o K
ALYy A(L).

AL NL)

NN N 1IN 1IN

5.2 Cas d’un langage rationnel

Dans le cas de langages rationnels, nous allons avoir une méthode algo-
rithmique pour construire le résultat de opération. En effet, la classe des
langages rationnels est close par union, concaténation, mélange et intersec-
tion. De plus, il existe des méthodes permettant de construire les opérations
sur les automates (resp. les matrices), correspondant a 'union, la concaté-
nation, le mélange ou l'intersection de deux langages. Nous allons ensuite
pouvoir visualiser 'attracteur associé a 'automate (resp. la matrice) résul-
tat, en utilisant ’algorithme donné au Chapitre 3.

Notation : On notera, dans la suite, M = (Q,%,0,Qr,QF) et M’ =
(Q',2,8,Q%, Q%) deux automates, et M” = (Q", %, 46", QF, Q%) automate
résultat de opération que 'on étudie. On suppose l'alphabet commun a
tous les automates et Q NQ' =0

De méme, on notera (H,I,F), (H',I',F"), et (H", 1", F"), les triplets
matrices de HUTCHINSON, vecteurs initiaux et finaux correspondant aux
automates. Les triplets sont construits comme décrit au Chapitre 3, ¢’est-a-
dire :

= h(A(M)),
i— {Id} siq; € Qr P {ld} siq; € QF
I @Siq]‘QQ[ ’ 7 @Siq]‘QQF ’

avec A(M) la matrice d’adjacence de 'automate M.

Les opérations sur les triplets (f{, I, F) pourront s’écrire en général (sauf
pour la concaténation)

(0,1, Yo (B, T, ') = (O, 10T, FOF).

On les construit de telle sorte qu’elles correspondent aux opérations sur les
langages :

AM O M) = A(H, I, Yoo (H', T', F)) = A(L(M) & L(M")).
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Pour cela, il suffit de définir (", I, I"") comme le triplet associé & M".

5.2.1 Union

L’automate M" acceptant L(M") = L(M) U L(M’) est:
.M// — (Q// E 5// /I/ %‘)

ol
Q" = QuUQ;
7= QruQy
Fo= QrUQp

(g a)siq€qQ

" _ 9

5 (qva) - { 5’(q,a)siq€@’

Le triplet (H",I", F"") associé 4 I'union de deux langages est donné par:
H" = h(A(M")).

La partie graphe de I'automate M” étant indépendante des états initiaux
et finaux de M et M’, on peut noter:

f{” — INJQUINJ/,

avec H' une matrice carrée de taille n + m et

Hysii,j<n
rr!! r . ..
Hiji=< H_,,_,sin<ij,
() sinon
c’est-a-dire
f{11 e IN{ln @ e @
- ] H 0 0
H// — nl nn A 7
et ~ ~
I Fi
I . F,
= Ly = n
I ’ F
i P
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Exemple : Soit 'lF'S 7 = {5y,...S5s} avec

Sl = I{(O5)7

Sy = T(0.5,0,0)0 H(0.5);
Ss = T(0,0.5,0)0 H(0.5);
Sy = T(0,0,0.5) 0 H(0.5);
S5 = T(0.5,0.5,0)0 H(0.5);
Se = T(0.5,0,0.5)0 H(0.5);
S; = T(0,0.5,0.5)0 H(0.5);
Ss = T(0.5,0.5,0.5) 0 H(0.5)

Les S; sont les transformations de 'octarbre (ou octree), c’est-a-dire un
cube divisé en 8. On considere les deux langages:

Ll = {17374}*7
Ly={1,3,5}"

L1 est reconnu par un automate M et Ly par un automate M. Soit L, =
Ly U Ly L, est reconnu par un automate M,. La Figure 5.1 donne les
graphes d’automates de My, Mo, M, ainsi que les attracteurs associés.

En termes matriciels on note (Hy, Iy, F1), (Hy, Iy, Fy), et (H,, I, ), les
triplets associés a My, Mg, et M. On a alors:

o, = ({T17T37T4}) L= (Id) = (Id)§
ffz = ({T17T37T5}) I = (Id) Iy = (Id)§
H, = HQuH,

_ {11, T3, T4} 0 i
0 11,15, 15} )

()
. (ij).

5.2.2 Concaténation

Q’Nz
(l

L’automate M" acceptant L(M).L(M’) est construit en connectant
chaque état final de M a chaque état initial de M’ par une e-transition.

En termes matriciels, on construit la matrice de HUTCHINSON, résultat
de la concaténation, de la méme maniere que pour 'union, en ajoutant
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134 135

135

134

Fic. 5.1 - Union

I'identité aux coordonnées correspondant a un état final de M et a un état
initial de M’. On a cette fois une opération qui est dépendante des états

initiaux et finaux. On écrira donc

(H" 1" F"Y = (H, I, F)$.(H', T, F),

avec H” une matrice carrée de taille n + m, et

I:{ij sit,g<n
i — H]_ ., sin<ij
v {Id} siq; € QF et Q§‘—n € Q/I ’
() sinon
et B
I 0
[ - 0
I” _ n F// _ et

0 | I
0 P

Exemple : Soit L. = Li.Ly. Le langage L. est reconnu par un automate
M.. Les automates My, My, M., ainsi que les attracteurs associés, sont

donnés Figure 5.2.



5.2. CAS D’UN LANGAGE RATIONNEL 73

134 135

134 1,35

Fic. 5.2 - Concaténation

En termes matriciels on a alors:

Om :
|

( {11,135, Ty} {Id} ) .
0 {11,153, 15} )’

an

(l
SN

= =g
~—

P (),

Interprétation géométrique: [’attracteur résultat de la concaténation
peut étre vu comme Dattracteur associé au premier langage fabriqué avec
des itérations de l'attracteur associé au deuxieme langage. Sur 'exemple,
on a un triangle de STERPINSKY horizontal construit avec diverses itérations

d’un triangle de STERPINSKY vertical.
5.2.3 Mélange

L’automate M”, acceptant L(M") = L(M) U L(M’), est:
'M// = (Q//7 27 5//7 /Il7 %‘)7
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Q x Q%

QrxQ'UQ xQT;

Qr xQ'UQ x Ql;

8(g,a) x {¢'} U {q} x 6(¢', a).

En termes matriciels, la matrice de HUTCHINSON associée au mélange
de deux matrices de HUTCHINSON correspond & une somme tensorielle des
matrices, selon 'opération union. On a:

f&-gll U f{/ f&.glg f&gln
g gouie | Win  MHERUE 1d. Hy,
1d.H 1d.H,z 1d.H,, UH'

avec I une matrice carrée de taille n.m et Id la matrice identité de taille
m.

Ainsi,
S8l 7! r]
itk jkrm = Okk Hij U 6 Hypr,

si 'on note ¢; ; une fonction qui vaut Id si i = j, et () sinon.

Les vecteurs initiaux et finaux seront construits de la maniere suivante:

Lur
7" = :
I,ul
avec L
Lulr
Lul = : :
Lul
et B
Pur
F// — :
F,UF'
avec L
FUF!
FUF = :
F.UF

Exemple : Soit L,, = L1 U L,. Le langage L,, est reconnu par un automate
M,,. Les automates My, Mgy, M, ainsi que les attracteurs associés sont
donnés Figure 5.3.



5.2. CAS D’UN LANGAGE RATIONNEL 75

134 135 1345

Fic. 5.3 - Mélange

En termes matriciels on a alors:

o, = HOul,

= ({1, 15, T4, T5}) ;
I, = (ld);
. = (Id) .

Remarque : Comme on peut le voir sur I’exemple précédent, le mélange de
deux IFS est égal & I'union des deux ensembles de transformations des IF'S.

Interprétation géométrique : Le mélange est une opération qui va remplir
I’espace entre les deux attracteurs de départ. Dans 'exemple précédent, on
obtient une pyramide.

5.2.4 Intersection

Dans le cas d’un langage rationnel, 'automate M" acceptant L(M") =
L(M)N L(M') est:
'M// = (Q//7 27 5//7 /Il7 %‘)7
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ol
Rl = QxQ
T = QIxQp
o= QF X QF;
(g0, q5),0) = (qu,q) si 6(q,a) =qr et (¢, a) = q.

En termes matriciels, la matrice de HUTCHINSON associée a I'intersection
langage de deux matrices de HUTCHINSON, correspond a un produit tensoriel
des matrices selon 'opération intersection. On a:

HynH ... Hy,nH
A== | -
H,a,NnH ... H,,nH
avec H'" une matrice carrée de taille n.m et
f{ijﬂf{{l ﬁlnﬂf{{m
f{ij M f{/ =
Ha,onH , ... H,("H

Les vecteurs initiaux et finaux seront construits de la maniere suivante:

Lur
i// e .
I,ul
avec L
;N I{
Lnl = : :
INZ' N j;n
et B
PNy
F// — :
F,NF'
avec B B
F; N Fy
FNF = :
FinE),

Exemple : Soit L; = Ly N Ly. Le langage L; est reconnu par un automate
M,;. Les automates My, My, M;, ainsi que les attracteurs associés sont don-
nés Figure 5.4.

En termes matriciels, on a alors:
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134 135 13

Fig. 5.4 - Intersection

Hi = HiOnH,y
= ({11, T5});

L = (1d);

(1d) .

Remarque : Comme on peut le voir sur ’exemple précédent, l'intersec-
tion “langage” de deux IFS est égale & I'intersection des deux ensembles de
transformations des IFS.

Remarque : L’intersection langage n’est pas un équivalent de I'intersection
classique, c’est-a-dire de 'intersection ensembliste. En effet, deux langages
différents peuvent donner le méme attracteur. Le résultat de l'intersection
va donc dépendre du choix des langages.

Par exemple, si 77 = H(0.
L(M') = {2}*, alors A(M) =
coordonnées. Done L(M) N LM’

5) et = H(0.3). Si LM) = {1} et
A(M ) = {O}: lorigine du systeme de
) = 0 alors que A(M) = A(M).
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5.2.5 Exemples

Nous donnons quelques exemples obtenus par concaténation ou mélange.
Pour cela, nous avons utilisé, en plus des transformations de 'octarbre, les
transformations suivantes :

Sg = T(O7 1, 0),

SIO = I{(1/3)7

S = H(1/3)0T(1,0,0)0 Ry(r/3);
Si2 = S1107(1,0,0)0 Ry(—27/3);
513 = I{(1/3)OT(2,0,0)7

Sia = T(0,0,1)0 Ry(r/4) o H(1/2);

515 = T(O,O7 1) O Ry(—ﬂ'/4) OH(l/Q)

La Figure 5.5 montre un exemple de concaténation :
Ly = {1747 5}*7 Lll = {17 274}*9
et un exemple de mélange:

Ly = {1,4}°.{14,15}", L} = {1,4}*.{14,15}*.9.

Ces exemples sont une illustration du découpage en tranche qui apparait
lorsque 'on travaille sur deux LRIFS 2D “face-a-face”. Cet effet permet de
faire une extrusion a condition de choisir une primitive suffisamment “large”
ce qui permet de gommer les tranches.

La Figure 5.6 montre une autre utilisation de la concaténation :
Ly ={1,4,7}*, L5=1{10,11,12,13}"

En effet, si I'on concaténe un LRIFS avec une courbe fractale (ici, un tri-
angle de SIERPINSKY avec une courbe de type VON KocH), les itérations de
Iattracteur du LRIFS vont suivre la courbe.

5.3 Opérations directes sur les matrices

Une autre maniere de combiner deux fractales est de combiner deux
matrices de HUTCHINSON, et de construire attracteur associé a la matrice
résultat. Nous donnons ici la liste des opérations que nous considérons. Nous
verrons, dans la partie suivante, une comparaison entre ces opérations et
celles sur les automates.



5.3. OPERATIONS DIRECTES SUR LES MATRICES

Ly.L,

Lyu L

Fic. 5.5 - Fzemple de concaténation et mélange

79
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Ls.L,

Fic. 5.6 - Fzemple de concaténation et mélange

5.3.1 TUnion directe

L’union directe de deux matrices est donnée par:
HyUH|, ... Hy,UH],,
HUH = : :
H,uno, .. H,UH,
5.3.2 Composition directe

La composition directe de deux matrices est donnée par:

HoH' = H",

avec

5.3.3 Intersection directe

L’intersection directe de deux matrices est donnée par:

HynH, ... H,nH,,
HNH = : :
H, N, H,, o,
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5.3.4 Produit tensoriel

Le produit tensoriel de deux matrices est donné par:

HyUH' ... H,UH
H'=Hg, H = . . 7

H,UH ... Hp,,UH
avec H" une matrice carrée de taille n.m, et
f{ijUﬁh ffanf{{m
H,;UH = : :
H,uH , ... H, Ul
5.3.5 Exemple

Soient les deux matrices de HUTCHINSON :

| |
ity = ,
LI
H N
it =
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Les transformations utilisées sont celles de la grille 3 x 3. Les carrés noir-
cis correspondent aux transformations sélectionnées. Les attracteurs corres-
pondants et le résultat des diverses opérations sont donnés ci-dessous. Nous
ajoutons a cette liste attracteur matriciel correspondant a la concaténation
et a 'union langage.

EIFSIEIIFSIIRITLIILS:
EES L

b4
3
K

A(Hy U Hy) A(Hy o Hy)
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Lol [ dd [ ad
L el »e " "
news LX) "
" e -
“H Bwa L. L .50
we  we e M
[ L] [ L. ]
- - . " - ua
ne w " C ) “s

A(H, @y Hy) A(H, N Hy)

in

,_..__
. -
——— teeswweas

b 3

54

A(H O ) A(H O Hy)

5.4 Comparaison entre les opérations

Nous avons défini des opérations, sur les langages et sur les matrices,
permettant de composer deux attracteurs. Nous allons maintenant comparer
le résultat de ces opérations en terme d’inclusion. En effet, il est intéressant
de savoir quelle opération utiliser pour obtenir un effet donné. En particulier,
on aimerait savoir comment obtenir un attracteur plus ou moins “rempli”.
Nous allons,pour cela, ordonner le résultat des différentes opérations, sachant
que tous les attracteurs que nous obtenons sont des sous-ensemble d’un
méme IFS: I'IFS correspondant a 'union des deux alphabets dans le cas
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de deux langages, et 'IFS correspondant a ’ensemble des transformations
utilisées dans le cas de deux matrices.

5.4.1 Relation d’ordre

Pour pouvoir comparer les opérations issues des langages et celles issues
des matrices, nous allons considérer uniquement 'attracteur scalaire. Dans
le premier cas, cet attracteur correspond a des langages dans lesquels tous
les états sont initiaux et finaux.

Plus précisément, soit A la matrice d’adjacence d’un automate M tel
que tous les états sont initiaux et finaux. On considere L le langage reconnu
par M et H = h(A) la matrice de HUTCHINSON associée & M. On a bien
alors

Ainsi, on pourra comparer les diverses opérations entre elles, qu’elles
soient définies sur les langages ou sur les matrices. On notera L, Ly, deux
langages rationnels, et H,y, H,, deux matrices de HUTCHINSON leur corres-
pondant.

Proposition 5.4.1 On «a les propriétés suivantes :

- Ly C Ly = A(Ly) C A(Ly).

— A(H™) = A(H).

~ En posant H, C Hy & Vi, j (H)i; € (Hy)ij, on a
Hy C Hy = A(H)) C A(H>).

Démonstration : Les preuves viennent directement de la définition de
Iattracteur.

On a aussi le lemme suivant :

Lemme 5.4.1 Soient f{l et f{g deuxr matrices de HUTCHINSON de tailles
respectivement nqy < ny. On dit que Hy est une matrice extraite de Hy s’il
existe

1< <ag <. <oy, < g,
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de telle sorte que

Dans ce cas, on a alors
A(Hy) C A(Hs).
Démonstration : En termes de graphes, I’hypothese du lemme signifie que
G(Hy) est la restriction aux sommets o, ag, ..., ay, de G(Hs).
En termes matriciels, il suffit de montrer que
(H7)ij € (H3)aa,-

Cette démonstration se fait par récurrence. Par hypothese, le résultat est
vrai pour n = 1. Pour n > 1 on a

H?—I—l = H?Oﬁl.

Pour 7,7 < ny, on a

n1
@Y = (JH )ik o (Hy)k;
k=1
n ~ ~
C U WHD) vy 0 (H2)aya,
k=1
no ~ ~
C U WHD) vy 0 (H2)aya,
k=1

C JAi;(H),
A(H) € A(Hy)

5.4.2 Relation entre les opérations
Proposition 5.4.2

A(Ly U Ly) C A(H, U Hy).
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Démonstration :
f{I Q f{I U f{Q et
Hy, C HyUH,,
donc
A(ﬁl) Q A(ﬁlugz) et
A(ﬁz) C A(ﬁl U ﬁ2)7
et donc

A(HL) U A(H) € A(H, U Hy).
On a supposé que A(H;) = A(L;), done

A(Ly) UA(Ly) € A(H, U ).
On a démontré que

A(L) UA(Ly) = A(Ly U Ly),

on a donc bien

A(Ly U Ly) C A(H, U Hy).

Proposition 5.4.3

A(H, U Hy) C A(H, @y Hy).

Démonstration : La matrice f{l Uf{g est une matrice extraite de f{l Ry f{Q,
avec:

— Hy U Hy une matrice de taille n;
— H, @y Hy une matrice de taille n?;
o= —1)n+1.

On a donc

A(H, U Hy) C A(H, @y Hy).

Proposition 5.4.4

A(H, N Hy) C A(L N Ly).
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Démonstration : La démonstration est semblable & celle que nous venons
de voir car Hi N Hy et H{nHy vérifient les hypotheéses du lemme 5.4.1. O

Proposition 5.4.5 Si le mot vide appartient aux langages Ly et Lsy, alors

A(L1 U Ly) CA(Ly.Ly) CA(LL U Ly).

Démonstration : Si ¢ € Ly N Lo, alors

LiULy CLy.Ly C LU Ly,

O
Proposition 5.4.6
A(iy o 1) € AU U iTy).
Démonstration :
A(H, o IIy) C A((H, U )% = A(H, U H5).
O

5.4.3 Résumé

En résumé, on a la suite d’inclusions suivante :

A(ﬁl N ﬁQ)
Q A(Hlongg) — .A(Ll N LQ)
C A(Hy) N A(Hy) = A(Ly) N A(Ly)
Q A(ﬁl) U A(ﬁz) - A(Hlougg) — .A(Ll U LQ)
C A(ﬁl U gz)
c A(f{1 @ ffz)

De plus, si € € Ly N Ly alors

A({ﬁ@uﬁz) = A(L1 U Ly)
A1) = A(Ly.Ly)
A(H QuH2) = A(Ly U Ly),

N 1N

et
A(ﬁl O I~{2) Q A(ﬁl U f{Q)
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Ce qui donne le diagramme suivant :

A(H, N 1)
1
A(H O H))
1
A(HY) N A(H)
1
A(Hy o Hy)| [ A(H) UA(Hy) = A(H, OuHs)
| v |
A(H, U Hy) A(H1$.Ha)
) ]
A(H, ® ) A(H, L HY)
N\ v
AT

5.4.4 Exemple

La Figure 5.7 donne un exemple de comparaison d’attracteurs.
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A(ﬁl Qu ffz)

Fic. 5.7 - Comparaisons d’attracteurs.
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Chapitre 6

Géomeétrie constructive

6.1 Systeme de géométrie fractale constructive

Les modeles que nous avons présentés nous ont permis de développer
des opérations, ouvrant ainsi la voie & une géométrie fractale constructive.
Nous discutons dans cette partie des possibilités offertes par notre approche
et des problemes spécifiques qu’elle engendre.

6.1.1 Arbre de construction

Nous avons défini des opérations permettant de combiner deux attrac-
teurs. Ces opérations vont nous permettre de fabriquer des arbres de construc-
tions. Ainsi, une scene pourra étre construite “pas a pas”.

Exemple : En utilisant 'l[F'S 7 = {S1,...,Ss}, donné au chapitre précé-
dent, nous donnons Figure 6.1 ’arbre de construction des langages, et Figure
6.2 arbre de construction des attracteurs associés.

En utilisant des opérations langages et des opérations matrices, on va
pouvoir disposer d’une gamme assez complete d’opérations. Les figures 6.3
et 6.4 donne d’autres exemples d’arbres de construction. On peut remarquer
que ces deux exemples qui sont fondés sur les tranformations d’une grille 3x 3
donnent des formes tres fouillées a partir d’attracteurs qui sont de simples

IF'S.
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134 17

B

124 2,6

A
O L6 O
m/\ m/\ A
LR R

Fic. 6.1 - Arbre de construction des langages.
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AN AN AN

Fic. 6.2 - Arbre de construction des attracteurs.
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ﬁ%m

A e by LA |

a.mmm.mm

Fic. 6.3 - Arbre de construction



6.1. SYSTEME DE GEOMETRIE FRACTALE CONSTRUCTIVE 95

5l

Eﬂﬂ:ﬁ:ﬂﬁzﬂﬂ
[A,. 4

Fic. 6.4 - Arbre de construction.
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6.1.2 Comparaison avec le CSG

Le modele CSG se compose de trois opérations binaires: union, inter-
section, différence, d’opérations unaires: les transformations affines, et de
primitives.

Pour ce qui est des opérations, notre modele nous permet de retrouver
I’union ainsi que les transformations. L’union correspond a 'union des lan-
gages, et les transformations correspondent a la concaténation d’un langage
fini et d’un langage infini. En effet, en posant

L fini = A(L) =0,
on a, si L est fini et L’ infini,
h(L)o A(L"y = A(L.L").

En particulier, pour appliquer une transformation h(a) & un attracteur

A(L"), il suffit de calculer A(a.L’).

En revanche, on ne retrouve pas 'intersection et a fortiori la différence.
On obtient a la place de nouvelles opérations: la concaténation, le mélange
et les opérations directes sur les matrices. Le mélange pourra, par exemple,
permettre de faire des extrusions linéaires.

Pour ce qui est des primitives, nous pouvons choisir soit des primitives
langages, soit des primitives matrices. Par exemple, si 'on considere 3 =
{1,2,..., N} un alphabet. Alors I’ensemble des langages :

Hed {1, {2, AN

va nous permettre de définir les opérateurs de HUTCHINSON. L’ensemble des
langages :
A2 AN

permet de construire les IF'S grice au mélange. En ajoutant les autres opé-
rations on obtient une famille de LRIFS. Le choix des primitives n’a pas fait
I’objet d’une étude théorique plus poussée. En pratique, nous avons utilisé
des automates & un ou deux états et des matrices de taille deux, sachant
que la taille augmente assez rapidement des que 'on utilise le mélange ou le
produit tensoriel.

6.2 Probleme du choix des langages

Les opérations que nous avons définies ne sont pas des morphismes. Or,
nous aimerions que la combinaison de deux attracteurs donnés, via leur
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représentation (IFS ou LRIFS), donne un résultat unique. Ce n’est pas le
cas, en général, pour deux raisons. Tout d’abord, deux IFS peuvent avoir
le méme attracteur, et, d’autre part, deux langages sur le méme alphabet
(associés au méme IF'S) peuvent avoir le méme attracteur.

Exemple : Si I’on considere le segment [0, 1], on peut le diviser en deux ou
en trois segments. Il est donc 'attracteur des deux IFS:

T = {8217 322}7
avec
891 = H(05)7
= T(0.5,0,0)0H(0.5);
et
T = {8317 532, 333}7
avec )
ss1 = H(3),
S32 = T(%vovo)oH(%)7
ss3 = T(2,0,0)0 H(3).

Si 'on concaténe ce segment avec un segment perpendiculaire, on ob-
tiendra deux résultats différents suivant la représentation choisie.

On peut formuler ce cas en termes de langages en prenant I'lF'S
T = {s21, 522, S31, 832, S33}

et les langages L = {21,22}* et L' = {31,32,33}*. Ces deux langages
donnent le méme attracteur.

Ce probleme est lié a la définition méme des IFS. Nous ne pouvons donc
espérer y répondre dans le cas général. n revanche, on peut se restreindre
a certains type de transformations, afin d’obtenir une unicité de la représen-
tation de ’attracteur.

6.3 Quelques images

Nous donnons dans cette partie des images composées en collaboration
avec MARTINE RONDET-MIGNOTTE, dans le cadre d’un projet art et science.
Ces images utilisent la concaténation et le mélange.
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Conclusion générale

Nous avons proposé dans cette these deux modeles d’extension d’'IFS
qui nous permettent de définir des objets fractals de maniere constructive.
Nous disposons maintenant de toute une gamme d’opérations. Elles ont été
ordonnées en terme d’inclusion, afin d’améliorer I'intuition du choix de 'opé-
ration correspondant au résultat souhaité. Nous avons vu qu’avec trois de
ces opérations nous obtenons un systeme de géométrie constructive, avec des
primitives bien définies.

Ce travail est une étude faisant partie d’un projet de modeleur fractal.
Un prototype a été programmé par CHEMS EDDINE ZAIR, ERIC TOSAN et
moi-méme. Deux plasticiennes ont travaillé avec nous pour tester ce mode-
leur. Leur collaboration nous a permis de faire des tests avec des personnes
n’ayant pas une formation scientifique. Les résultats obtenus semblent mon-
trer que la démarche constructive se préte bien a une démarche de création.

D’un point de vue théorique, nous avons défini deux modeles permet-
tant de généraliser les modeles liés aux IFS. Le modele LRIFS va permettre
d’atteindre tous les compacts d’un espace métrique complet, donc, en par-
ticulier, toutes les figures représentables sur un écran. Le modele matriciel
va nous permettre de sélectionner simplement plusieurs types d’attracteurs.

Plusieurs questions restent ouvertes; en particulier, celle de 'unicité de
la représentation. Ce probleme est inhérent aux IFS et reste donc ouvert
pour les LRIFS. Il serait intéressant de définir des classes de transforma-
tions et de langages assurant cette unicité. D’autre part, nous avons montré
I’équivalence entre notre modele matriciel et les modeles antérieurs. 11 se-
rait utile de définir les algorithmes permettant de passer d’un modele a un
autre. D’un point de vue théorique, nous devrons maintenant nous attacher
a qualifier le résultat des opérations de maniere plus précise. Par exemple,
en étudiant la dimension fractale ou la connexité des attracteurs résultats
par rapport aux attracteurs de départ.

Pour ce qui est du modeleur, un gros travail reste a faire en ce qui
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concerne 'interface utilisateur. Par exemple, il faut définir la représentation
(automate, matrice, systeme d’équations, ...) qui se préte le mieux a une
saisie graphique. Enfin, nous aimerions pouvoir intégrer dans une méme
scene des objets CSG classiques et des objets fractals, tout en bénéficiant
de leurs opérations respectives.
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Annexe A

Eléments de Théorie des

Langages

Nous donnons ici quelques notions de Théorie des Langages utilisées dans
cette these. Les notions de langages de mots finis sont tirées de [Har78], et
celles de langages de mots infinis de [BN80] et [MS94].

A.1 Langages formels

Les langages formels ont été introduits par CHOMSKY, en 1956, pour
étudier la structure mathématique des langages naturels. Ils sont maintenant
largement utilisés dans de nombreux domaines de I'informatique.

A.1.1 Langages de mots finis

La Théorie des Langages est basée sur la notion de lettres et de mots.
Nous rappelons donc les différentes définitions liées aux mots:

— Un alphabet > est un ensemble fini d’objets, appelés lettres ou carac-
teres.

— Un mot sur un alphabet ¥ est une séquence finie de lettres de . On
notera X* ’ensemble des mots sur 2. Le mot vide est noté e.

— La longueur d’un mot non vide w est le nombre de lettres de ce mot;
on la note |w]|.
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— La concaténation d’un mot v = ujus . ..u, et d’'un mot v = vivy... v,
est le mot w.v = ujUy ... URVIVI ... Uy

— Le mot u est un préfixe du mot w s’il existe un mot v tel que w = u.v.
On notera
Pref(w) = {u|3v, u.v = w}.

A partir des mots, on peut définir les langages qui seront des ensembles
de mots, puis on peut généraliser la notion de concaténation :

— Un langage formel L sur X est une partie de .

— La concaténation de deux langages est égale a I’ensemble des concaté-
nations de mots des langages:

LIl ={weX/w=uvuel vel}.
On notera L' = L.L'71,
— On notera L* le plus petit langage contenant € et L, clos par concaté-
nation,
L* = U LZ7

ieN

c’est-a-dire ’ensemble des concaténations finies de mots de L.

— L’ensemble des préfixes d’un langage L est égal a ’ensemble des mots
qui sont préfixes d’un mot de L. On le notera Pref(L).

A.1.2 Langages de mots infinis

En Théorie des Langages classique, les langages sont des ensemble infinis
de mots finis. On peut introduire des langages infinis de mots infinis. Cette
approche permet d’introduire des notions particulieres telles que ’entropie
d’un langage définie dans [MS94] appelée aussi adhérence dans [BN8O0].

— Un mot infini sur X est une séquence infinie de lettres de ..

— L’ensemble des mots infinis sur X est noté >“.

— La concaténation se généralise aux mots infinis. Soient v € ¥*, ¢ € 3%,
et o € XU X¥; alors,

U0 =UU ... U010 ...
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g.0 = 0.

Cette définition nous permet de généraliser la notion de préfixes. Pour
tout «, § € ¥* U XY, « est un préfixe de [ si et seulement si il existe
v € X*FUNY tel que

oy = f.
— Un langage infini est une partie de 3.
— Soit L C ¥*, on définit
LY ={0eX¥¥/oc=0109... 0,€ L —{e}},
c’est-a-dire ’ensemble des concaténations infinies de mots de L.

— Un mot infini o, tel que Pref(c) C Pref(L), est appelé une adhérence
de L. L’ensemble des adhérences de L est noté Is(L). On a donc

Is(L) = {o€ X¥/Pref(o) C Pref(L)
= {oeX¥/o0oy... 0, € L},

en notant L, I’ensemble des préfixes de longueur n de L.

On peut définir des ultramétriques sur les langages, de telle sorte que 3*U
3% soit un espace métrique complet. Ces ultramétriques nous permettront
de faire des calculs de limites sur des suites de langages.

Définition A.1.1 ([Edg90]) Soient o, 3 € ¥* U X¥. Si l'on note v le plus

long préfize commun entre « et 3, on définit alors:

avec p une fonction a valeurs dans [0, 1], telle que

{ p(y) =0 siyex?,
p(71) < p(v2) siy1 € Pref(yy).

On a alors la proposition suivante [Edg90] :

Proposition A.1.1 (X%, d) est un espace métrique complet. De plus, les
espaces métriques, construits sur les différentes fonctions p, sont tous ho-

méomorphes.
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En particulier, la plupart des auteurs ont utilisé la fonction :

p(y)=rbl,
avecr € Ret r < 1.

On peut induire une distance de HAUSDORFF & partir de cette ultramé-
trique:

Définition A.1.2 Soient L, L’ deux langages compacts, c’est-a-dire L, L’ €
H(Z¥) ou L, L' € H(X*UX¥). On définit

d(L, L) = in d in d :
1 (L, L) = max{max min d(a, §), maxmin d(a, 5)}

A.2 Langages rationnels

Les langages rationnels forment une classe de langages facilement implé-
mentables. En effet, il existe des procédés simples pour générer ces langages.
Trois représentations ont été étudiées: les expressions rationnelles, les gram-
maires, et les automates. La classe des langages rationnels correspond a la
classe des langages décrits par une expression rationnelle, générés par une
grammaire linéaire & droite, ou reconnus par un automate fini. Ces trois
modeles étant équivalents, nous utiliserons celui qui nous permettra de faire
les démonstrations les plus simples.

A.2.1 Expressions rationnelles

Définition A.2.1 Les expressions rationnelles sont définies par récurrence :

1. L’ensemble vide est une expression rationnelle.
2. Sia € X alors {a} est une expression rationnelle.

3. Si ey et eg sont deux expressions rationnelles, alors eq Ueg, e1.€e9 et €]

sont des expressions rationnelles.

Exemple : R,p.c = {3,4}*{1,2}" est une expression rationnelle qui décrit
le langage Lgppre, dont les mots sont tels qu’aucun 1 ou 2 n’est suivi par un
3 ou un 4.
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A.2.2 Grammaires

Définition A.2.2 Une grammaire formelle est un quadruplet G = (N, %, P, S),

avec .’

— N un ensemble fini de variables;
- X un alphabet;

— P un ensemble de productions ou régles de grammaire,
P={(u,v) e V" x V*}

avec V.= N UX. On notera les productions w — v ou u — v[v'| ... si

u est la partie gauche de plusieurs productions;

-5 € N Uaziome de G.

Le langage engendré par G est
L(G) ={u e X/5 =" uj,

avec 4 = v si
u = wu'w,

[N

v =wv'w,
! !
u =,

et u = v si I(w;i)o<icn € V7, telle que

Exemple : la grammaire d’état fini Gorire = (N, X, P, S), avec:
N = {5, X},
¥ ={1,2,3,4},
P={5—=3S545|1X|2X e, X — 1X|2X]|e},
engendre le langage

L(garbre) = Lorbre = {37 4}*{17 2}*
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A.2.3 Automates finis

Définition A.2.3 Un automate fini est un quintuplet M = (Q,%,6,Qr1, QF)
avec :

— @ un ensemble fini appelé 'ensemble des états;

- X un alphabet;

- § la fonction de transition de Uautomate. On dit que lautomate est

déterministe si § : @ X X = @, et qu’il est non déterministe si § :
Q@ x X = P(Q):

- Q1 C Q Uensemble des états initiauz;

- QF C Q Uensemble des états terminauzx.

Le langage reconnu par M est dans le cas déterministe
LM)={ueX/§(q,u)=¢q avec g € Qj et ¢ € Qr},
avec 0(q,a.u) = 6(6(q,a),u) si a € ¥ et u € ¥*.
Dans le cas non déterministe,
LM)={ue X/ Qr,5(qg,u)NQr # 0}

On autorise dans ce cas les e-transitions: une transition étipuettée € qui ne
reconnaite aucune lettre mais permet de passer a un autre état.

Exemple : 'automate M5 = (Q, 3,0, Q 1, QF) avec:

Q=Qr ={q, 0},
Qr = {aw},

S = {1,2,3,4),
(90, 3) = qo,
(90, 4) = qo,
6(q0,1) = qu,
§(q1, 1) = qu,
6(90,2) = qu,
6(q1,2) = qu,
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34 1,2

° - Q
Fia. A.1 - FEzemple de graphe d’automate.

reconnait le langage L(Mgrire) = Larbre = {3,411, 2} = L(Garbre)-

Si 'on considere 'automate fini M = (Q,%,6,Qr, Qr), on peut lui as-
socier le graphe G(M) = (Q, F) orienté et étiqueté tel que:

— l’ensemble des sommets du graphe est I’ensemble () des états de ’au-

tomate;

— l’ensemble F des arétes du graphe représente § la fonction de transition
de 'automate, c’est-a~dire

(¢,0,q0) € ' q €6(q,a).
On notera avec une fleche entrante les états initiaux et avec une fleche sor-
tante les états finaux.

Exemple : Nous avons dessiné Figure A.1 le graphe correspondant a ’au-
tomate M, pre.

Proposition A.2.1 Si G(M) est le graphe associé a l'automate M, alors
Uensemble des mots de longueur n générés par M est donné par ’ensemble

des chemins de longueur n partant d’un état initial et aboutissant a un état

final.

Démonstration : Un mot « = ujus . ..u,, est accepté par M si

Elq07q17q27 s m € Q7

tels que
Vi 6(qi-1, i) = g,

QOGQIetQmGQF-
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Par conséquent, u est accepté par M si

Elq07q17q27 s m € Q7

tels que
Vi (qi—lvuhqi) € E7

qo € Qret g, € Qr,

c’est-a-dire s’il existe un chemin dans G(M), partant d’un état initial, se
terminant dans un état final, et étiqueté par les lettres de u. a

A.2.4 Langages infinis rationnels

Définition A.2.4 Un mot infini est accepté par un automate fini si la fonc-

tion de transition passe une infinité de fois par un état final.

Un langage infini, dont les mots sont reconnus par un automate fini selon
la définition précédente, est un langage infini rationnel.
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Annexe B

Notations

B.1 1IFS

(X, d) un espace métrique complet.

p, p; des points de .

T, T; des transformations.

s; la constante de contraction associée & T;.

¢ le point fixe ou centre d’une transformation.
H(X) I'ensemble des compacts non vides de (X, d).
dy la distance de HAUSDORFF.

K, K’ des compacts.

H Dopérateur de HUTCHINSON.

T ={Ty,..., Ty} un IFS.

A(T) Plattracteur de I'TFS T.

B.2 Langages

> un alphabet.

a,b des lettres.

>* L’ensemble des mots finis sur X.
¢ le mot vide.

u, v, w des mots finis.

U, U2, - . . Uy les lettres du mot u.
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L, L’ des langages.

Pref(L) ’ensemble des préfixes d’un langage L.
L, 'ensemble des préfixes de longueur n de L.
3 I’ensemble des mots infinis sur X.

o un mot infini.

«, B, des mots finis ou infinis.

Is(L) ’adérence du langage L.

G = (N, %, P,S) une grammaire formelle.
L(G) le langage généré par G.

M= (Q,%,0,Qr,QF) un automate fini.
L(M) le langage reconnu par M.

G = (V, E) un graphe.

G(M) le graphe de 'automate M.

B.3 IFS et langages

h la fonction d’étiquetage.

¢ la fonction d’adressage.

Z=(T,%, h,L)un LRIFS.

A(L) lattracteur associé au LRIFS 7.
Ay, attracteur selon PRUSINKIEWICZ.

B.4 IFS et matrices

Mp(#H(X)) : Pensemble des matrices de compacts de X
K : une matrice de compacts.

MR (P+(S)), 'ensemble des matrices de HUTCHINSON.
H une matrice de HUTCHINSON.

d~ @ la distance du max déduite de la distance de HAUSDORFF.
A(M) matrice associée a un automate M.

A(H): la matrice d’attracteurs associée a H.

A(H) : Pattracteur “scalaire” associé & H.

A(M) attracteur associé a un automate M.

I et F' le vecteur initial et le vecteur final.

X,V des vecteurs de H(X)".
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