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Résumé

Il est bien connu que pour un gaz parfait de Bose dans une boite bi-dimensionnelle
et dans un piége harmonique uni-dimensionnel, il n’existe pas de condensat de Bose-
Einstein a température strictement positive. De plus le théoréme de Bogoliubov-
Hohenberg |31], [32], prouve que pour un gaz de Bose (avec ou sans interaction) dans
un systéme homogéne bi-dimensionnel, il est impossible d’obtenir un condensat sur
le mode fondamental. Toutefois, il est montré dans [33] qu’il n’est pas interdit que
le condensat soit un condensat généralisé de type 1II |28] ou quasi-condensat [18].
En d’autres termes, bien qu’aucun mode ne peut étre macroscopiquement occupé,
il se pourrait qu'un ensemble de modes dans une bande d’énergie proche du mode
fondamental puisse contenir un nombre macroscopique de particules. Depuis le dé-
but des années 2000, de nombreuses expériences ont été réalisées pour observer
et comprendre les propriétés des condensats dans des milieux de basses dimen-
sions [15], [16], [17].

Alinsi pour répondre, dans une premiére approche, a ces ambiguités sur 'existence
et la nature du condensat en basses dimensions, nous analysons dans cette thése le
cas du gaz parfait de Bose pour des modéles de boite et de piéges harmoniques
anisotropes, en particulier exponentiellement anisotropes [27| pour lequels il existe
un condensat de Bose-Einstein (généralisé [28]) pour une densité supérieure a la
densité critique usuelle p. (ou pour une température inférieure a la température
critique usuelle T.), mais dont la nature est modifiée selon la valeur de la densité
de particules ou de la température du gaz. En d’autres termes, il existe dans ces
modéles une seconde transition a la densité p,, > p. (ou a la température T,, < 1)
qui distingue deux régimes de condensation différents : un condensat généralisé de
type III ou quasi-condensat et une coexistence entre un condensat usuel sur le mode
fondamental et un quasi-condensat saturé. Notons qu'il existe dans expérience [16]
et en théorie [20] une seconde transition analogue séparant un régime quasi-condensé
avec des fluctuations de phase (et sans fluctuations de densité) d’un autre régime
condensé sans fluctuations de phase (et avec fluctuations de densité).

Le but de cette thése est donc de présenter un travail théorique a propos de la
seconde transition dans le gaz parfait de Bose. Pour ce faire, nous développons dans
le chapitre 1 une approche d’échelle qui permet de revisiter les différents concepts
autour de la condensation, a savoir la condensation de Bose-Einstein généralisée
de M. van den Berg, J. Lewis, J. Pulé [28], les cycles infinis de R. Feynman |[§]
et les corrélations a longue portée de O. Penrose et L.Onsager [9]. Cette approche
nous permet de montrer 1’équivalence de critéres de classification des condensats
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CHAPITRE 0. RESUME

généralisés (type I, II, III) pour trois concepts. Ensuite nous caractérisons la se-
conde transitions pour le modeéle d’anisotropie exponentielle, boites quasi-2D pour
le chapitre 2 et piéges harmoniques quasi-1D pour le chapitre 3. Nous calculons les
densités et températures critiques, les modifications des fractions condensées, les
localisations énergétiques et les longueurs de cohérence des condensats; puis nous
discutons l'interprétation de cette transition. Dans le chapitre 4, nous analysons la
seconde transition dans la représentation des cycles de bosons et nous regardons les
analogies entre le gaz de Bose et les polymeéres via notre approche d’échelle.

Les modéles piéges et de boites tri-dimensionnelles exponentiellement anisotropes
que nous présentons, sont, en limite thermodynamique, des cas intermédiaires entre
les modéles tri-dimensionnels anisotropes conventionnels (anisotropie linéaire) et les
modéles de basses dimensions, pour lesquels, pour le cas sans interactions entre parti-
cules, la notion de condensat sur le mode fondamental n’est pas évidente. Ceci donne
une premiére approche pour le cas du gaz en faibles interactions qu’il conviendra de
traiter par la suite.
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Abstract

It is well known that for an ideal Bose gas in two-dimensional boxes and in
one-dimensional harmonic traps, there is no non-zero temperature of Bose-Einstein
condensate. In addition, the Bogoliubov-Hohenberg theorem [31], [32], shows that
for a Bose gas (with or without interaction) in a homogeneous two-dimensional it is
impossible to obtain a condensate on the fundamental mode. However, it is shown
in [33] that it is not forbidden to have a generalized condensate of type IIT |28] or
quasi-condensate [18| i.e. no mode is macroscopically occupied although all modes
in an energy band near the fundamental mode could contain a macroscopic number
of particles. Since the early 2000s, many experiments have been realized to observe
and understand the properties of the condensates in low-dimensional systems [15],
[16], [17].

To answer, in a first approach, these ambiguities about the existence and nature
of the condensate in low dimensional systems in this thesis we analyze the case of
ideal gas Bose in anisotropic boxes and in anisotropic harmonic traps, especially
exponentially anisotropic [27] for which there is a Bose-Einstein (generalized [28])
for a density greater than the usual critical density p. (or for a temperature below
the usual critical temperature 7,) but whose nature is changed according to the
value of the density of particles or the gas temperature. In other words, it exists
in these models a second transition at the density p,, > p. (or at temperature
T < T.), which distinguishes two different condensation regimes : a condensate of
type III or quasi-condensate and coexistence between a normal condensate on the
fundamental mode and a saturated quasi-condensate. Notice that there exists, in
the experiment [16] and in theory [20], a similar second transition between a quasi-
condensate with fluctuation of phase (and not density fluctuation) and a condensate
without fluctuation of phase (with density fluctuation).

The aim of this thesis is to present a theoretical work about the second transition
for the ideal Bose gas. To do this, we develop in Chapter 1 a scaling approach taht
allows us to revisit different concepts around the condensation, ie the Bose-Einstein
generalized van den Berg, J. Lewis, J. Pule [28], the infinite cycles of R. Feynman [§]
and long range correlations O. Penrose and L. Onsager [9]. This approach allows us
to show the equivalence of criteria of condensate and of classification (type I, II, III)
around these three concepts. Then we characterize the second transitions for the
exponential anisotropy model : quasi-2D boxes in Chapter 2 and quasi-1D harmonic
traps in Chapter 3. We calculate critical temperatures and densities, condensed
fractions, spatial and energy locations, spatial coherence lengths of condensates and
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CHAPITRE 0. ABSTRACT

then we discuss the interpretation of this transition. In Chapter 4 we analyze the
second transition in the cycles representation and we look analogies between the
Bose gas and polymers via our scaling approach.

Thermodynamical models of three-dimensional exponentially anisotropic traps
and boxes we present are intermediate cases between three-dimensional conventional
anisotropic models (linear anisotropy) and low-dimensional models, for which the
concept of condensate on the fundamental mode is not obvious. This gives a first ap-
proach to the case of gas in weak interactions that needs to be studied subsequently.
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Introduction

0.1 Une revue historique

0.1.1 L’origine

De 1924 a 1925 A. Einstein proposa dans deux articles maintenant célébres [1]
(voir [2] pour une version traduite de ’Allemand au francais), une théorie quantique
du gaz parfait de Bose, c’est a dire du gaz de particules massives identiques, in-
discernables et sans interactions entre elles. Pour ce faire, il s’appuya sur ’analogie
matiére/rayonnement via 'idée de dualité onde/corpuscule présentée dans la thése
de de Broglie soutenue en 1924 et sur la théorie du gaz de photons proposée par S.N.
Bose en 1924. Dans son deuxiéme article paru en 1925 il découvit dans les équations
un phénoméne de saturation du gaz de Bose pour une densité de particules finie,
que I'on nomme aujourd’hui densité critique, qui dépend de la température du gaz.
Ainsi Einstein formula I'hypothése suivante (reformulé ici, voir chapitre 1 section
1.4 pour la formulation historique) : pour dépasser la densité critique a partir de la-
quelle le gaz de Bose sature, le surplus de densité se dispose dans le niveau d’énergie
fondamental, c’est & dire le niveau d’énergie nulle. Autrement dit pour une densité
de particules supérieure a la densité critique, il doit y avoir un nombre de particules
égale a la différence de ces deux densités multipliées par le volume de la boite qui
n’ont aucune énergie cinétique, c’est a dire qui ne bougent pas. Malgré la beauté de
cette hypothése, nouvelle car purement quantique, lui méme en doutait comme il
I'écrivait en 1924 a P. Ehrenfest (on peut trouver un commentaire historique et la ré-
ference de cette citation dans article suivant [3] et voir la premiére page du chapitre
3). Les treize premiéres années qui suivirent la formulation de cette hypothése ne
furent pas sans controverses puisque G. Uelhenbeck en 1927 critiqua 'article d’Ein-
stein en expliquant que mathématiquement il ne pouvait pas y avoir de condensat
sur le mode fondamental étant donné que le processus de saturation du gaz n’était
pas valide ; il suffit de varier la température pour changer la densité de particule et
vice et versa. Il fallut attendre 1938 pour réactualiser 'idée d’Einstein, appelée dés
lors la condensation de Bose-Einstein, grace a 'article de F. London [4] qui refor-
mula et redémontra I’hypothése de condensation via un argument d’échelle pour le
comportement du potentiel chimique vu comme une solution de I’équation donnant
la valeur de la densité de particule plus grande que la densité critique. La raison de
cet intérét soudain concernant la théorie du gaz quantique de Bose sans interaction
et le phénoméne de condensation de Bose-Einstein vennait des découvertes du phé-
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INTRODUCTION

nomeéne de superfluidité de I’hélium 4 par P. Kapitsa, J. F. Allen, et D. Misener en
1937. Cette phase superfluide apparait en dessous d’un certain point critique dit le
point lambda pour une température de T, = 2.17K autour de laquelle, W. Keesom
le découvrit expérimentalement en 1927, la chaleur spécifique du liquide varie en pic
avec la forme de la lettre grec lambda que l'on calligraphie de la maniére suivante
A. Il appela Hélium I le liquide au dessus de T et Hélium II en dessous. London
dans son article comprit que les deux phénomeénes de condensation de Bose-Einstein
et de superfluidité de 'Hélium 4 étaient reliés, en vertu des ressemblances entre ces
deux-ci. En effet il découvrit que pour le modéle du gaz parfait de Bose avec des
particules de méme masse que I’hélium 4, il existe une température de condensation
de valeur T, = 3.13K trés proche de T). De plus il remarqua que la chaleur spécifique
du gaz présente autour de 7T, une variation ressemblante aux courbes obtenues expé-
rimentalement pour un gaz d’Hélium 4. Les recherches théoriques et expérimentales
pour comprendre le lien entre ces deux phénoménes ne faisaient que commencer et
sont encore d’actualité de nos jours. L.a premiére preuve expérimentale de présence
d’un condensat de Bose-Einstein dans I’'Hélium superfluide a eu lieu en 1975 dans
des expériences de diffusion profondément inélastique de neutron (voir [5] pour les
remarques historiques sur ce sujet) et il a fallu attendre 1995 pour observer directe-
ment un condensat de Bose-Einstein pour des atomes froids de Rubidium 87 [6] et
de Sodium 23 [7]. Depuis 1995 on constate un renouveau de recherche concernant
les condensats de Bose-Einstein en vertu de l'intérét que constituent ces objets a la
fois macroscopiques et quantiques.

0.1.2 Les concepts autour de la condensation de Bose-Einstein

La poursuite des recherches sur la condensation de Bose-Einstein & partir de 1938
ont été trés riches, et notamment parce que le lien avec la superfluidité n’est pas
évidente a cause de la présence de fortes interactions entre les atomes d’Hélium.

En 1953, R. P. Feynman a proposé un nouveau concept pour décrire le gaz de
Bose basé sur la formulation de la mécanique quantique par intégrale de chemin, [8].
Il propose en effet de réécrire la fonction de partition canonique et grand-canonique
décrivant la statistique du gaz & partir des propriétés de symétrie des fonctions
propres du probléme a N corps, celles-ci n’étant pas modifiées par permutations
cycliques de ses arguments. Autrement dit lorsque ’'on a un gaz de N bosons dans
une boite, si vous permutez spatialement deux bosons la fonction d’onde décrivant
les N bosons n’est pas modifiée, et il en est de méme si vous permutez 3 bosons ou
4 bosons, etc jusqu'a N bosons. Lorsque 'on permute j arguments les uns entres
les autres, on procéde a ce que 'on appelle un cycle de permutations de taille 7. Il
existe donc une combinatoire décrivant toutes les classes de permutations, possible
de ces NV arguments et donc une combinatoire basée sur ce groupe de permutations
symétriques Sy pour la fonction de partition. Par exemple pour 3 particules, on
peut permuter chaque particule avec elle méme ou deux particules entre elles en
permutant la troisiéme avec elle méme ou les trois particules. Du point de vue de
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Feynman, la fonction de partition d’un systéme de N bosons s’écrit comme une
somme sur toutes ces classes possibles de permutations de Sy ot chacun des cycles
de permutations est vu comme une intégrale de chemin type processus de Wiener, ol
la partie cinétique est vue comme un mouvement Brownien avec une loi de diffusion
Gaussienne pour un temps imaginaire j3 avec j la taille du cycle et 3 I'inverse de
la température a la constante de Bolzmann prés. On peut ainsi écrire la probabi-
lité pour une particule d’appartenir a les cycles de taille j ainsi que la densité de
particules dans les cycles de taille 5. Feynman proposa un critére équivalent a la
condensation de Bose-Einstein en expliquant que lorsqu’une partie macroscopique
de particules occupe le niveau d’énergie fondamentale, la probabilité positive de for-
mer des cycles infinis en limite thermodynamique (lorsque le volume et le nombre
de particules tendent vers I'infini avec le rapport des deux constants), d’on une va-
leur positive dans cette limite pour la densité de particules dans les cycles infinis.
Il s’appuie sur cette hypothése pour montrer que pour un gaz en interaction, tel
que I’Hélium 4 bien siir, lorsque ’on se trouve a basse température critique on a
un condensat de Bose-Einstein, sous réserves de certaines d’approximations judi-
cieuses [8].

Parallélement en 1956, O. Penrose et L. Onsager ont formulé une théorie de
condensation de Bose-Einstein générale au sens ou elle s’applique aux cas de gaz de
Bose en présence d’interaction entre les particules [9]. Le principe de la théorie se
base sur I'objet mathématique suivant : la matrice densité réduite. On connait usuel-
lement 'opérateur matrice densité qui permet de calculer les moyennes statistiques
(classiques ou quantiques) des observables pour un systéme donné, par exemple le
gaz de Bose. Notons que la trace de cet opérateur est trivialement égale a I'unité
puisque les valeurs propres de cet opérateur définissent les probabilités d’accéder
aux états microscopiques du systéme. Si Penrose et Onsager ont introduit la ma-
trice densité réduite, c’est justement parce que la condensation de Bose-Einstein est
un état microscopique de probabilité non nulle sous certains paramétres thermody-
namiques. La matrice densité réduite est définie comme le produit du nombre de
particules N par une trace partielle sur N — 1 arguments de la matrice densité, on
trouve donc un opérateur de trace égale & N qui posséde des valeurs propres défi-
nissant des états microscopiques du systéme. Le critére de Penrose et Onsager dit
qu’il y a condensation de Bose-Einstein si la plus grande valeur propre de la matrice
densité réduite est de 'ordre de N. Ce concept est utilisé pour beaucoup d’autres
problémes de transition de phase, notamment depuis le travail de C. N. Yang en 1962
pour les supraconducteurs [10] et encore bien d’autres domaines tel que le modéle
d’Tsing [11]. Ce paramétre d’ordre est appelé en anglais "Off-Diagonal-Long-Range-
Order" (ODLRO), ce qui traduit donne : ordre longue portée hors diagonale que
nous nommerons ordre & longue portée. Dans l'article de 1956 Penrose et Onsager
ont donné plusieurs formulations de ce critére et notamment la version formulée
en 1962 par Yang fut la suivante : en représentation de coordonnées spatiales pour
un gaz de Bose canonique ou grand-canonique dans une boite avec les conditions
périodiques, la matrice densité réduite étant fonction de deux points spatiaux x et
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2, si en limite thermodynamique la valeur de cette fonction lorsque ||z — 2'|| — oo
est strictement positive, alors nous avons un ordre a longue portée et par défini-
tion condensation de Bose-Einstein. L’interprétation physique de ce critére est la
suivante : la matrice densité réduite représentée dans I'espace réel est en fait la fonc-
tion de corrélation entre deux points x et z’, ainsi lorsque le systéme présente un
ordre a longue portée, cela signifie que si nous mesurons les corrélations quantiques
entre deux points & 'infini (aprés la limite thermodynamique, mais nous y revien-
drons) nous obtiendrons une valeur positive, en somme le systéme est cohérent dans
tout I'espace.

Dans leur article [9], Penrose et Onsager ont établi un lien a été fait entre le
critére de présence de cycles infinis et de corrélation a longue portée en s’appuyant
sur les approximations faites par Feynman dans son article de 1953. Il s’avére que
sous ces approximations ces deux critéres sont équivalents mais dans le cas général
rien n’est prouvé encore aujourd’hui et il semblerait que cela ne soit pas vrai en
général mais plutot pour le cas du gaz en faible interaction d’aprés D. Ueltschi [12]
et assurement pour le gaz parfait dans des boites isotropes [13] et comme nous allons
le montré dans cette thése, pour le gaz parfait dans des boites anisotropes [14].

0.2 Recherches expérimentales et théoriques du gaz
en dimensions réduites et dans des piéges ani-
sotropes

Depuis les premiéres observations de condensats de Bose-Einstein pour les atomes
froids en 1995 [6], [7], il existe un nombre considérable de recherches expérimentales
et théoriques sur les condensats (basses dimensions, rotations, dynamique, interfé-
rences, piéges optiques, fermions...). Il s’agira dans cette thése de se concentrer sur les
recherches concernant les basses dimensions ou plutot les milieux tri-dimensionnels
trés anisotropes pour comprendre la structure des condensats dans ces systémes
particuliers.

0.2.1 Un engouement pour les basses dimensions

En 1996 et 1997 W. Ketterle et N. J. van den Druten [15] ont étudié d’un point de
vue théorique et numérique la possibilité, & nombre de particules fini, d’obtenir un
condensat de Bose-Einstein dans un gaz parfait de Bose dans des piéges harmoniques
uni-dimensionnels ou des boites uni- ou bi-dimensionnelles avec I’hypothése d’une
condensation de Bose-Einstein en deux étapes, le condensat pouvant éventuellement
se répartir sur plusieurs modes. En limite thermodynamique il est impossible pour le
gaz parfait d’obtenir dans ces cas un condensat, c’est pour cela qu’ils se sont limités a
un nombre fini de particules tout en le gardant suffisamment grand pour obtenir une
description statistique & la Bose-Einstein. En 2001, W. Ketterle et al [15] on réalisé
un piége a une ou deux dimensions et toute une nouvelle physique du gaz de Bose et
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0.2. RECHERCHES EXPERIMENTALES ET THEORIQUES DU GAZ EN
DIMENSIONS REDUITES ET DANS DES PIEGES ANISOTROPES

des condensats en basses dimensions a commencé a émerger. Par exemple, & partir
de 2003, I’équipe d’A. Aspect [16] commenca a étudier les propriétés de cohérence
des condensats trés allongés (dit uni-dimensionnels ou quasi-uni-dimensionnels) et
a partir de 2005 1'équipe de J. Dalibard [17] s’est intéressé aux condensats aplatis
(dit bi-dimensionnels ou quasi-bi-dimensionnels) ; pour trouver un large domaine de
référence voir 18] et [19]. Les phénomeénes de condensation en dimensions réduites ou
plutot en milieux trés anisotropes sont différents de ceux observables dans les milieux
tri-dimensionnels isotropes. Dés 2000, des publications théoriques [20] prédisaient
des comportement des condensats allongés différents d’un point de vue cohérence
quantique (fluctuation de phase du point de vue optique atomique) a partir de la
température de condensation mais supprimée pour une seconde température dite de
phase en dessous de laquelle on observe un condensat usuel avec une fluctuation de
densité anormale. De méme pour les condensats aplatis dés 2000 des publications
théoriques ont prédit des observations possibles d’une transition superfluide dite
transition Berezinskii-Kosterlitz-Thouless prédite dans les années 1970 [21], [22] pour
les milieux bi-dimensionnels avec présence d’interactions entre les atomes. Il existe
notamment une revue détaillée des résultats & propos de ces phénomeénes de basses
dimensions [23].

0.2.2 Le concept de condensation généralisée

Face a toutes ces recherches sur les basses dimensions, le premier objectif de
cette thése était de réactualiser un concept qui date d’une trentaine d’années per-
mettant de généraliser I’étude de la condensation de Bose-Einstein dans les milieux
anisotropes.

A Torigine, le concept de condensation généralisée a été introduit par M. Gi-
rardeau en 1960 [24] suite & I'é¢tude d’un gaz uni-dimensionnel de bosons impéné-
trables. En ce qui concerne le cas du gaz sans interactions, tout commenca avec H.
Casimir en 1968 [25] qui étudia la condensation de Bose-Einstein pour un gaz par-
fait de Bose dans des boites anisotropes avec un modéle d’anisotropie algébrique :
A=1Ly xLyx Lyavec Ly = VY2 Ly, =V Ly =V et ay + as = 1/2, de sorte
que le produit des trois longueurs soit égal au volume V. Il s’est apercu pour ce
type de boites que méme si la densité critique n’est pas modifiée, le condensat ne
se répartit pas uniquement sur le mode fondamental mais sur un ensemble infini de
modes sur ’axe d’anisotropie maximale. Ce systéme permet donc de fragmenter le
condensat. En conséquence il a fallu repenser le concept de condensation au sens
d’occupation macroscopique d’un seul mode. Ce fut ainsi le travail de M. van der
Berg, J. Lewis et J. Pulé de 1981 & 1986 qui ont proposé [26], [27], [28], [29] une
définition générale pour la condensation d'un gaz de bosons dite condensation gé-
néralisée pour un gaz parfait de Bose grand-canonique (A, 3, 1) avec les conditions
périodiques, ou § = 1/kgT (kp est la constante de Boltzmann, T est la tempéra-
ture) et p est le potentiel chimique, dans des boites parallélépipédiques quelconques
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A =L x Ly x Ly C R de volume |[A| =V :

Ils distinguent trois types de condensations possibles en ce sens :

(i) type I si le condensat est réparti sur un nombre fini de modes macroscopique-
ment occupés.

(ii) type II si le condensat est réparti sur un nombre infini de modes macrosco-
piquement occupés.

(iii) type III si aucun mode n’est macroscopiquement occupé bien que la valeur
de la densité du condensat généralisé est positive.

Le dernier type de condensat est le plus intriguant et nous allons dans cette thése
analyser sa structure faire le lien entre la classification de van den Berg-Lewis-Pulé
et celle présentée dans [18].

Dans le cas du gaz parfait dans une boite de Casimir A = V* x V2 x V3 oy +
ag + ag = 1, pour des boites peu anisotropes (o < 1/2) elle provient de la conden-
sation de bosons sur le seul niveau fondamental, mais dés que I'anisotropie devient
plus importante («; = 1/2), le condensat se réparti sur une infinité de modes proches
du niveau fondamental et pour des fortes anisotropies (a; > 1/2) elle provient d’une
infinité de modes qui ne sont pas macroscopiquement occupés mais qui forment un
"agglomérat" de bosons autour du fondamental. I.’observation de condensats frag-
mentés et de quasi-condensats (condensat généralisé de type I1T) motive les présentes
recherches dans ce domaine.

Ce qui est surprenant c’est que ce concept de Physique Mathématique était, d’une
certaine facon, en avance sur les expérimentations ainsi que sur les théories décrivant
les gaz en milieux trés anisotropes, notamment parce que la transition 7}, observée et
prédite dans les milieux quasi-uni-dimensionnels [16], [20] posséde un analogue dans
la formulation de van den Berg, Lewis et Pulé. En effet, en 1983 [27|, van den Berg
proposa un modéle de boites tri-dimensionnelles exponentiellement anisotropes dans
deux directions pour définir une seconde densité critique p,, séparant un régime de
condensat généralisé de type III (pour p. < p < p,,) vers un régime de condensat
généralisé de type I (pour p > p,,). Autrement dit pour avoir occupation d’un seul
état macroscopiquement, et donc retrouver un condensat type Bose-Einstein usuel,
on doit dépasser une densité critique supérieure a la densité critique usuelle p.. Pour
autant dans le modéle de van den Berg, le gaz reste idéal, et donc nous négligeons
les interactions entre les particules, cependant nous percevons d’avantage les effets
géométriques sur les propriétés cinématiques du condensat. En outre, le modéle de
van den Berg n’existe pas pour des piéges harmonique quasi-uni-dimensionnels. Ceci
motive nos travaux, développés dans le Chapitre 3 et dans [30].
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0.3. RESULTATS ACTUELS ET QUESTIONS NOUVELLES

Bose-Einstein
* Einstein (1925)

* London (1938)

Présence de
longs cycles
Feynman (1953)

Formule de Feynman-Kac

(ODLRO)

* Penrose-Onsager (1956)
*Ueltschi (2006)

* Penrose-Onsager (1956)

FiG. 0.1 — Etat des lieux de ce qui est connu actuellement concernant ’équivalence
des critéres de condensation de Bose-Einstein pour le gaz parfait de Bose dans une
boite cubique.
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0.3 Reésultats actuels et questions nouvelles

0.3.1 Les critéres de condensation et la classification

Il est bien connu depuis 1925 [1] que pour un gaz parfait de bosons identiques
de masse m dans une boite cubique A = L3 décrit par I'ensemble grand-canonique
(V,T, ) avec T la température et u le potentiel chimique, il existe une densité cri-
tique de saturation du gaz thermique p. = ((3/2)/)%, ou \g = hy/27(3/m est la
longueur thermique et § = 1/kgT. L’hypothése d’A.Einstein reprise en 1938 [4]
par F.London suppose que pour une densité de particule p supérieure a la densité
critique p, le surplus de particules p — p. se met dans I’état fondamental de mode
k = 0. Ainsi on note que py—o = p — p. pour p > p.. Cependant cet argument de
population macroscopique de I’état fondamental dépend drastiquement de la géo-
métrie de la boite. C’est ce que H. B. G. Casimir a d’abord découvert en 1968 [C]
pour une certaine géométrie anisotrope et ce qui a motivé les travaux de M.van den
Berg, J.Lewis et J.Pulé a partir de 1981 [26]- [29].

Pour le gaz parfait, nous avons les résultats connus suivants :
- Le critére de Penrose et Onsager de corrélation a longue portée est actuellement
considéré comme le critére de condensation de Bose-Einstein au sens d’Einstein et
London, i.e. sur I'état fondamental uniquement [12], [9].
- Stit6 en 1993 puis 2002 [13] a montré que la densité de cycles infinis est égale a la
densité condensée dans le mode fondamental.

Cependant, il n’est n’est pas du tout évident que le critére de Penrose et Onsager
soit équivalent au concept de condensation généralisée. Par exemple si dans une boite
anisotrope de type Casimir, nous avons un condensat de type III, c’est a dire un
condensat réparti sur une bande d’énergie dans laquelle chaque état posséde un
nombre mésoscopique de particules, le critére d’ODLRO est-il valide? De méme,
il n’est pas évident que la présence de longs cycles est équivalent au critére de
condensation généralisé.

Ainsi, la premiére question soulevée dans cette thése est la suivante : Y a-t-il
une équivalence entre des critéres de condensation généralisée, cycles in-
finis et corrélations a longue portée?

Un autre probléme se présente. Le critére de van den Berg, Lewis et Pulé per-
met d’établir une classification de condensats en trois types I, II et III. 11 s’avére
notamment que le type III peut-étre intéressant pour les systéme bi-dimensionnels
en présence d’interactions entre les particules car il est prouvé que dans le cas ho-
mogéne il ne peut y avoir de condensation macroscopique sur le mode fondamental,
d’aprés le théoréme de Bogoliubov-Hohenberg |31], [32], et ni méme sur un ensemble
d’états macroscopiquements occupés [33], et il est donc envisagé de chercher & sa-
voir si le condensat peut-étre de type I1I, [33]. Cependant, la classification qui fait
référence aux modes quantiques occupés peut-étre un sérieux désavantage quand a
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I’étude des cas en interactions pour lesquels la structure du spectre d’énergie n’est
pas aussi évidente que pour le gaz parfait, ainsi si nous classifions les différents types
de condensats via une hiérarchie de cycles longs, une analyse du cas en interaction
pourrait s’envisager différement. L’étude du condensat via les cycles est notamment
envisagé pour le cas cubique tridimensionnel dans [34]. De plus d’un point de vue
expérimenal, il n’est pas toujours facile de mesurer la dispersion du spectre condensé
(méme si cela peut se faire [16]), il serait beaucoup plus fin et plus physique de cal-
culer les propriétés de cohérence associées aux différents types.

La deuxiéme question qui se pose donc est la suivante : Comment traduire la
classification de van den Berg-Lewis-Pulé pour les critéres de corrélation
a longue portée et de cycles infinis ?

Le but de cette partie traitée dans le chapitre 1 et dans [14] via une approche
d’échelle est notamment de relier les différentes terminologies utilisées pour classifier
les différents condensats : condensat de Bose-Einstein usuel (sur le mode fondamen-
tal), condensat fragmenté et quasi-condensat avec la classification de van den Berg,
Lewis et Pulé.

0.3.2 La seconde transition

En ce qui concerne la seconde transition qui est 'objet d’étude fondamental de
la thése, plusieurs motivations me sont apparues :

- Les observations obtenues dans les expériences dans les milieux quasi-1D et
quasi-2D [17], [16], ont montré des phénoménes analogues aux résultats théoriques

pour le modéle du gaz parfait dans des boites exponentiellement anisotropes quasi-
2D.

- Théoriquement méme si la seconde densité critique a déja été montrée [27], [28],
[29], il reste des zones d’ombre quand & la nature de la transition et & son interpré-
tation. De plus les fractions condensées, la seconde température critique, n’ont pas
été calculées et les propriétés de cohérence n’ont pas été clairement élucidées. En
effet, le modéle du gaz parfait devient une nouvelle prédiction théorique pour les gaz
de Bose sans interaction ou en trés faibles interactions. Il peut étre aussi considéré
comme un avertissement sur le role important de la géométrie sur le condensat que
I'on peut mettre en compétition avec les effets des interactions.

- La seconde transition n’a jamais été étudiée pour un modéle de gaz parfait
quasi-1D, ni en général pour un gaz quasi-1D ou quasi-2D dans un piége harmo-
nique, systéme plus proche de la réalité expérimentale pour les condensats d’atomes
froids.

- Des théories décrivent un type de "transition" similaire pour le gaz parfait a
9
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nombre fini de particules [15], cependant la notion de transition en limite thermo-
dynamique n’a pas été étudiée dans ce modéle. De plus I'interprétation en terme de
condensat de type III et coexistence de deux types de condensat (I et III) avec des
changement sur les propriétés d’échelles de la cohérence quantique n’ont pas étés
explorées. Notre modéle et notre approche donnent donc une interprétation claire
et limpide de ce phénomeéne de seconde transition pour le gaz sans interaction. Pour
le gaz en régime Thomas-Fermi [20] un phénoméne analogue & la seconde transi-
tion a été prédite. Cependant notons que 'interprétation est radicalement différente
puisque ce régime néglige la partie cinétique du condensat, ce qui est a 'opposé de
notre modéle.

- La seconde transition dans la représentation des cycles a la Feynman n’a pas
été étudiée. La motivation implicite de cette nouvelle étude est de comprendre
d’une autre maniére 'analogie qu’il existe entre les polyméres et les cycles de bo-
sons [35], [36], [37]. Nous allons donc chercher en utilisant "approche d’échelle du
chapitre 1 et [14] I'analogie avec les polyméres décrit via 'approche d’échelle dé-
veloppée par P.-G de Gennes dans les années 1970 [38|. Puis nous allons discuter
I’analogie possible de la seconde transition pour un gaz de polymeéres idéaux en so-
lution, par exemple une solution mélangeant de 'eau avec de 'huile et du savon
(molécule amphiphiles et hydrophobes) pour lequel des émulsions se forment, en
regardant les similitudes formelles des descriptions. Notons que des expériences dés
le début des années 1990 [39] se sont réalisées pour étudier une transition microé-
mulsion /macroémulsion (gouttes macroscopique d’huile) dans ce type de solution
donnée en exemple ci-dessus.

0.4 Reésultats de la thése

Nous donnons ’ensemble des résultats importants par chapitre.

0.4.1 Equivalence des critéres et classification et méthode
d’échelle, voir Chapitre 1 et [14]

Dans le chapitre 1, nous avons deux types de résultats intéressant :

(1) Le premier est I’équivalence pour le gaz parfait entre les trois critéres de
condensation (CBE généralisé, ODLRO et longs cycles).

(2) Le deuxiéme concerne 1’établissement de classification pour les corrélations
longue portée et les longs cycles via ’approche d’échelle et la relation entres les trois
classifications pour le gaz parfait.

Plus précisément pour le premier type de résultat, les théorémes 1.2 et 1.3, on
montre que lorsque la densité de particules p dépasse la densité critique p.(3) on a :

Theoréme 0.1 Pour un gaz parfait de Bose grand-canonique (A, (3, p) avec les
conditions périodiques, ot = 1/kgT (kg est la constante de Boltzmann, T est
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Condensation de
Bose-Einstein
généralisée

Corrélations
longue portée
(ODLRO)

Présence de
longs cycles

* Ch 1, section 2
* Ch 4, section 4

F1G. 0.2 — Etat des lieux des résultats prouvés dans cette thése concernant 1’équi-
valence des critéres de condensation et des classifications des condensats, cycles et
corrélations a longue portée.

la température) et p est le potentiel chimique, dans des boites parallélépipédiques
quelconques A = Ly x Ly x Ly C R? de volume |A| =V, nous avons équivalence des
trois critéres de condensation :

po(B) = o (B) = pso() -

ot o(f8) sont les corrélations a longue portée (ODLRO [9]) (voir définition 1.3) ,
Poo(B) est la densité de particule dans les cycles longs (voir définition 1.4) et po(0)
est la densité de particule dans la condensat généralisé (voir définition 1.1) :

[0, p<pB)
po(ﬁ)—{ p—pB) s p>pB)

avec p.(0) la densité critique de particule (voir définition 1.9)

Pour le deuxiéme type de résultats nous avons deux résultats intéressants pour
connaitre les propriétés du gaz de Bose dans une boite de Casimir A = Ly X Ly X L3,
avec L, = V¥, v =1,2,3, et a; + as + az = 1 et d’établir des relations entre
les différentes terminologies utilisées dans la littérature pour nommer les différents
types de condensats.

Premiérement, le nombre de particules dans le CBE généralisé Ny (supposons
que le systéme est fini mais que N > 1) peut se décrypter en I'écrivant comme une
somie :

Ng :nl—i—nQ—i—...—l—nM,
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oll les n; sont les nombres de particules dans les différents états condensés. Nous
avons trois cas possibles :

(i) Si M = 1, on a seulement I’état fondamental qui contient un nombre de
particules macroscopiques, alors on dit que le condensat est usuel ou conventionnel
[18], [33], [40] et que le CBE généralisé est de type I. Dans ce cas 1a pour le gaz
parfait dans une boite de Casimir avec a; < 1/2, le gaz de Bose contient des cycles
macroscopiques et la longueur de cohérence du condensat est macroscopique dans
les trois directions spatiales. La fonction de corrélation sur I’échelle de la boite dans
la direction d’anisotropie maximale est donnée par :

‘l/le op(z — ') = po(B), for ||x —2'|| = O(V*), siay < 1/2,

(ii) si chaque état contient un nombre de particules macroscopique, notons n; =
O(N), et que le nombre d’état M > 1 est de I'ordre de 1, notons M = O(1), alors
on dit que le condensat est fragmenté [18], [33], [40] ou que le CBE généralisé est de
type L. Par contre si M > 1, on dit que le condensat est fragmenté mais que le CBE
généralisé est de type II. Dans ce cas pour le gaz parfait dans une boite de Casimir
avec a; = 1/2; le gaz de Bose contient des cycles macroscopiques et la longueur
de cohérence du condensat est macroscopique dans les trois directions spatiales.
La fonction de corrélation sur ’échelle de la boite dans la direction d’anisotropie
maximale est donnée par :

cos(2mn
Z ( Y)

g P e = =gy s =172

ni ezl

(iii) si chaque état contient un nombre de particules mésoscopiques, notons n; =
O(N?), 0 < § < 1, alors on dit que le condensat est un quasi-condensat [18], [33], [40]
ou que le CBE généralisé est de type III. Dans ce cas-1a pour le gaz parfait dans une
boite de Casimir avec a; > 1/2, le gaz de Bose contient des cycles mésoscopiques et
la longueur de cohérence du condensat est macroscopique dans les deux directions
spatiales mais mésoscopiques dans la direction d’anisotropie maximale. La fonction
de corrélation sur ’échelle de la boite dans la direction d’anisotropie maximale est
donnée par :

po(ﬁ)e_zym/’\ﬁ, pour ||z — 2'|| = yV‘S/Q, si g > 1/2,

Pour faire un contact avec 'expérience il faut adapter ces résultats pour un gaz
d’atomes froids confinés dans un piége harmonique pour lequel la limite thermody-
namique consiste & faire tendre les pulsations du piége vers zéro, avec des vitesses
différentes du type Casimir pour construire 1’anisotropie (ou modéle anisotropie ex-
ponentielle). Nous verrons ce qui se passe pour ce type de piége anisotrope pour le
condensat généralisé et pour les longueurs de cohérence dans le chapitre 2 et 3.
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0.4.2 Seconde transition dans le gaz de Bose dans une boite
quasi-bi-dimensionnelle, voir Chapitre 2 et [30]

Dans le chapitre 2 on considére un gaz parfait de Bose ou 'Hamiltonnien & une
particule dans une boite A = L; X Ly X L3 avec les conditions aux bords de Dirichlet
est donné par :

=y _ _ I
Ty =——A
A 2m
dans des boites quasi-bi-dimensionnelles avec un modéle d’anisotropie exponen-

tielle [27] Ly = Ly = Le*l, Ly = L avec le paramétre d’anisotropie a@ > 0. Nous
avons obtenu des résultats pour I'étude de la seconde transition :

(i) Dans la section 2.2 Pour un gaz parfait de Bose dans un modéle de boite
exponentiellement anisotrope, nous avons l'existence d’une seconde transition qui
distingue deux régimes condensés différents : un quasi-condensat et une coexistence
entre un quasi-condensat saturé et un condensat conventionnel. Cette seconde tran-
sition apparait pour une seconde densité critique p,,(3) > p.(3), donnée par (2.5) :

pulB) = 0(B) + 2
B

cette seconde densité critique a été déja calculée par M. van den Berg [27] (il avait

pris 6 = 1 = h = m), la différence provient de l'interprétation de coexistence de

deux types de condensats au dela de cette transition ainsi que des calculs énoncés

dans la suite et des échelles de localisations et de corrélations.

(i) Dans la section 2.5 nous avons calculé la seconde température critique asso-
ciée T, est donnée par (2.20) :

— g(P

7 97)

oll p, = 8a3/((3/2)* et g(x) est une fonction algébrique explicite (méthode de
Cardan) :

g(2) =1~ (1/9)(F(2)"* + 2*°D(a) 71 — 2'%)?,

avec I'(z) = (27 — 2z + 3v/3/27 — 41) /2.

Lexistence de la seconde densité/température critique modifie la fraction conden-
sée usuelle puisque nous avons une répartition du condensat en deux parties, ces
fractions condensées sont données par (2.22), (2.23), (2.24) :

Pour la fraction quasi-condensée nous obtenons la loi suivante :

3/2
quec(ﬁ) o 1- <TZP> ) Tm S T S Tc y

p ] LT T<T, .

3/ ’ -
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Concernant le condensat conventionnel, nous obtenons la relation suivante, dif-
férente de 'expression standard [11] :

pbaa(ﬁ) _ 0 5 3/2 Tm S T S Tca
P 1—(%) (1+/Z), T<Tn,

La densité totale condensée po(5) := pgvec(B) + poec(3), résultant de la coezistence
des deux condensats, donne ’expression standard :

Voir la figure 2.8 comme illustration des relations (2.22), (2.23), (2.24).

(iii) Nous avons appliqué 1'approche d’échelle développée dans le chapitre 1 a
notre modeéle pour calculer la localisation spatiale des condensats dans la section2.6
du chapitre 2, c.f. équations (2.31), (2.31), et les fonctions de corrélations (2.38),
(2.39) ainsi que les longueurs de cohérences, c.f. équations (3.35), (2.43).

Lon(T) ( L ) A1) |

L \L

avec la dépendance de 'exposant en température, voir figure 2.10 :

T T 3/2
T = = [ (=) —-1),T,.<T<T.,
(T) ~ ((T) ) , T <T <

= 1, T<T,.

(iv) Un résultat important que nous avons formulé dans la section 2.7 est que
tous les résultats que nous avons vus pour le gaz de Bose dans des boites quasi-2D
s’appliquent d’un point de vue local pour un gaz parfait de Bose dans un piége har-
monique dit "quasi-bi-dimensionnel" (quasi-2D) défini par le modéle d’anisotropie
exponentielle Ly = Ly = Le®*, Ls = L, ou L,, v = 1,2,3 sont les longueurs de
confinement.

(v) Nous avons revisité la seconde transition par le concept d’échelle introduit
dans le chapitre 1, via la nouvelle définition de condensation dite localisée dans la
section 2.3, définition 2.1 :

Définition 0.1 Pour un gaz de Bose dans une boite parallélépipédique N, avec une
densité de particules fixes p, il existe un condensat localisé en impulsion a ’échelle

n(L) si
pon(B,p):= lim lim > py(k)>0

a—0,b—00 L—0o0
an(L)<||k||<bn(L)

14



0.4. RESULTATS DE LA THESE

Si pour une densité donnée p, le condensat généralisé s’obtient comme la somme de
condensats localisés en impulsion a des échelles différentes n;(L), on dit que plusieurs
condensats localisés coexistent :

po(B,p) = Z poys (B, p)

qui nous a permis d’énoncer le théoréme 2.1 :

Theoréme 0.2 Pour un gaz parfait de Bose dans des boites parallélépipédiques ex-
ponentiellement anisotropes quasi-bi-dimensionnelles A = Le® x Le®' x L, a > 0,
pour une densité de particules fizes p > p.((), il eziste :

- pour p.(B) < p < pm(B) : un condensat (quasi-condensat ou généralisé de type
II1) localisé en impulsion a 'échelle k.(L) = A;le_’\%(p_pc)L/Q

- pour p > pn(B) : une coexistence entre deuzr condensats (quasi-condensat ou
généralisé de type III, localisés en impulsion a ’échelle k,,(L) = )\gle_o‘L, plus un
condensat usuel ou généralisé de type I sur le mode fondamental).

(vi) Au final en vertu de I’étude de la fonction de corrélation du gaz de Bose par
la méthode d’échelle, nous avons ouvert dans la section 2.6 la discussion pour définir
de la seconde transition que nous avons vue comme une transition d’échelle, notion
différente d’une transition de phase, définition 2.2 :

Définition 0.2 Un systéme bosonique présente une transition de phase a l’échelle
ou transition d’échelle, si l'une des dérivées successives de l’exposant dans la loi
d’échelle donnant l'expression du rayon de corrélation, fonction de parametres ther-
modynamiques (densité, température), est discontinu en un point critique. On dit
que la transition est d’ordre n si la dérivée n'*™¢ de l’exposant est discontinue.

Ainsi, nous avons formulé un résultat & propos de la nature de la seconde transition
dans le cas du gaz parfait de Bose dans des boites exponentiellement anisotropes,
sous forme d’un théoréme 2.2 :

Theoréme 0.3 Un gaz parfait de Bose dans des boites parallélépipédiques expo-
nentiellement anisotropes quasi-bi-dimensionnelles A; = Le®" x Le®" x L, o > 0
présente une transition de phase a l’échelle ou transition d’échelle d’ordre 1 :
on trouve ’expression du rayon de corrélation :

re(L) = Age‘”(T’p)L

ot lexposant (T, p) est donné par :

WD) = 520 ). 2:(8) < p < pulB)
= L p>pm(F)
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0.4.3 Seconde transition dans le gaz de Bose dans un piége
quasi-uni-dimensionnel, voir Chapitre 3 et [30]
Dans le chapitre 3, on considére un gaz parfait de bosons dans un piége har-

monique tri-dimensionnel caractérisé par les pulsations w,, w,, w. : ol le potentiel
exterieur est donné par :

1 1 1
Vewt (1) = §mw§x2 + §mw§y2 + §mw322,

et I’hamiltonien pour une particule est donné par :

_ h?
TNV = —— A+ Vo(r)
A o= T +()
Si le nombre total de particule dépasse la densité critique % =N, :

(i) Dans le section 3.2 en supposant que nous avons une trés forte anisotropie
w, < w, avec la pulsation transverse w, = w, = w,, et que nous sommes sous la
condition (3.2) :

hwz < A/L<<th,

nous avons une bande d’énergie uni-dimensionnelle qui se trouve condensée (3.3) :

1 1
Nowe = >, New o /R de: pevam =1

s=(0,0,s2)
1
hbw:

12

In[Ap] = N — N,

avec chacun des modes mésoscopiquement occupés, i.e. avec un nombre de parti-
cules dans chaque mode de I'ordre de N° 0 < § < 1, on utilise la terminologie
quasi-condensat pour désigner ce type de condensat. Ceci impose un comportement
asymptotique du potentiel chimique, c.f. (3.4) :
Ap = G e MBw=(N=No)

Y

ce qui nous permet d’introduire un modéle d’anisotropie, c.f. (3.6) :
w, = w e W/
D’ou l'existence d’un second nombre critique de particule a partir duquel le quasi-
condensat sature, c.f. équation (3.7) :
2

w
Np,=N.+—==.
+hﬁw8

Nous avons montré que pour un nombre de particule au dela de cette valeur, il existe
un coexistence entre le quasi-condensat saturé et un condensat usuel sur le mode
fondamental.

16
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(ii) Nous avons ensuite calculé dans la section 3.3 la seconde température critique
(3.15), voir figure 3.3 :

T.—1T, N,
=I5
N _ w3((3)/? C e 1s  Nee _ 713 ) . . .
ou N, = == +%— satisfait 'équation —¢= = 77, et 'expression analytique de fonction
0 c
f est:
2
f@) = 1= Q) + Q)

ot Q(z) =11+ /1 + 5=22).
Nous avons calculé les fractions condensées : la fraction quasi-condensée en fonc-
tion de la température est donnée par (3.12), voir figure 3.2 :

3
NQbec 1_(TZ> ’ TmSTSTC’
N =T : T<T, .

Tandis que pour le condensat sur le mode fondamental la fraction condensée est
donnée par (3.13), voir figure 3.2 :

Nbec 0’ 3 ngTSTca
= T2
N 1= (£) (1+(3)), T<T.

Pour le condensat total résultant de la coexistence de deux condensats on a (3.14),
voir figure 3.2 :

N N N T.

NO NQbec Nbec (T>3/2
e

(iii) Ensuite dans la section (3.4) nous avons étudié la fonction de corrélation
moyénée sur 'espace (3.19) pour calculer en régime non condensée (3.24) voir figure
3.4 et condensé (3.32) (voir figure 3.5) pour la partie quasi-condensée. Nous avons
aussi utilisé 'approche d’échelle du chapitre 1 pour étudier les propriétés de cohé-
rence du quasi-condensat, on a ainsi une longueur de cohérence (3.35), voir figure

3.7 :
Lc h Lz ¥(T)
(1)
avec comme exposant (3.36), voir figure 3.6 :

v (T) = (g) ((%)3—1) T, <T <T,,
L,

2
T<T,
17
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0.4.4 Seconde transition pour le gaz de cycles et analogie avec
les polyméres, voir Chapitre 4 et [41]
Dans le chapitre 4, on considére un gaz parfait de Bose ou 'Hamiltonnien a une

particule dans une boite A = L; X Ly X L3 avec les conditions aux bords de Dirichlet
est donné par :

2m

dans des boites quasi-bi-dimensionnelle avec un modéle d’anisotropie exponentielle
[27] Ly = Ly = Le*l, Ly = L avec le paramétre d’anisotropie a > 0.

(i) Nous avons obtenu des résultats pour I'étude de la seconde transition dans
I'image des cycles de bosons :

- Un régime de cycles mésoscopiques pour p.(3) < p < pm ()
- Un régime de coezistence de cycles macroscopiques et de cycles mésoscopiques

pour p > pp ()
La densité de particules dans les cycles longs se décompose ainsi en deux parties

correspondant a chacune des deux hiérarchies, les cycles mésoscopiques et macro-
scopiques (4.6) :

Piongs (B35 P) = Pmeso(Bs P) + Pmacro(B,0)s p > pe(5),

avec (4.7), (4.8), voir figure 4.1 :

Pmeso(B,0) = p—p(B), pe(B) < p < pm(B)
pm(ﬂ) - pc( ) p > pm( )
Pmacro(B,0) = 0, p(B) < p < pm(B)
= p(B) = pe(B), p> pm(B)

En définitive, en limite thermodynamique, nous obtenons une décomposition de
la fonction de corrélation en trois parties (4.9) :

O'([E, Qf/) = Umacro(aja ZIZ'/) + Umeso(xa I/) + Otherm (33, ZIZ'/)

= Pmacro + Pmeso T Z p(j>6747r\\m71/“2/j/\%

j=1

(ii) Concernant ’analogie de conformation polymeéres/cycles de bosons via ’ap-
proche d’échelle, nous trouvons ces résultats :

Le rayon de corrélation correspondant aux cycles longs mésoscopiques qui nous
donne une image de sa représentation spatiale : on peut voir ces polyméres mésosco-
piques comme des boucles (fermées) composées par un nombre n(L) de monomeéres

18
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bosoniques qui s’étendent sur un rayon de taille 7.(L) défini comme le rayon de
corrélation, ot les monomeéres bosoniques sont séparés d'une distance moyenne Ag
correspondant aux fluctuations thermiques. Nous obtenons ainsi la relation d’échelle
entre la taille du polymeére bosonique et le nombre de monomeéres dans celui-ci (4.10),
voir figure 4.2 :

re(L) = )\ﬁn(L)l/Q.

Cette représentation des cycles de bosons est analogue a la description des polymeéres
classiques, et plus spécifiquement des chaines idéales linéaires d’aprés I'approche
d’échelle de P.-G de Gennes [38], ot le polymeére est représenté comme une chaine de
monomeéres d’étendue spatiale R défini par le rayon de corrélation de la chaine relié
au nombre de monoméres dans cette chaine N (séparée par une distance moyenne
a) par la relation d’échelle (4.11), voir figure 4.3 :

R=aN'?.

(iii) Nous discutons ensuite une possible analogie entre le gaz de cycles de bosons
et une solution de polymeére avec pour exemple I’étude de la transition microémul-
sion /macroémulsion en supposant qu’en vertu des similitudes formelles pour décrire
les deux systémes, pour une solution aqueuse de molécules hydrophobes et amphi-
philes dans une boite exponentiellement quasi-2D, la seconde transition est succep-
tible de se produire pour cette solution. En d’autres termes, nous devrions observer
une transition mésoémulsion /macroémulsion (gouttes d’huile macroscopiques) pour
une concentration de molécules hydrophobes supérieure & une concentration critique
a partir de laquelle est prédite [35] et observée [39] la saturation de microémuslions.
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Chapitre 1

Le concept d’échelle pour 1’étude de
la condensation de Bose-Einstein
généralisée

"The physical idea which plays a central role is that in a quantum-mechanics
Bose liquid the atoms behave in some respects like free particles”

R. P. Feynman, Atomic Theory of the A-Transition in Helium, The Physical Re-
view 91, 1291 (1953); [8].

Le but de ce chapitre est d’abord de prouver I’équivalence des critéres de conden-
sation : condensation généralisée, existence de cycles infinis et de corrélations a
longue portée, ensuite il s’agira d’établir un lien entre les différentes classifications
de ces critéres via une approche d’échelle.

1.1 Condensation de Bose-Einstein dans des boites
parallélépipédiques

Dans cette section nous allons faire une revue des différents concepts de conden-
sation de Bose-Einstein (CBG) : CBE généralisée, cycles longs, corrélation a longue
portée et montrer I’équivalence des différents critéres de condensation pour le gaz
parfait dans des boites.

1.1.1 A propos du concept de condensation de Bose-Einstein
généralisé
Notions de bases

Considérons un gaz parfait de bosons dans ’ensemble grand canonique (A, 3, u1)
dans des boites parallélépipédiques A = Ly x Ly X Ly € R%3 avec Ly, Ly, Ly quel-
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CONDENSATION DE BOSE-EINSTEIN GENERALISEE

L2

L3

/ L1

conques qui peuvent étre des fonctions les unes des autres, et ce choix de fonc-
tions détermine le modéle d’anisotropie. Par exemple, on peut prendre le modéle
anisotrope usuel pour lequel on prend Ly = ALz, L3 = L, si on veut une aniso-
tropie dans une seule direction (modéle allongé). On peut aussi prendre le modéle
d’anisotropie algébrique, plus connu sous le nom de modéle de boite de Casimir [25]
avec Ly = V™, Lo =V L3 = V™ ol o =2 as = az > 0 et ol on impose
a1 + as + a3 = 1 de sorte a ce que le produit des trois longueurs donne le volume
V. Pour ce modéle que nous allons choisir comme exemple pour illustrer ce premier
chapitre, il existe trois classes d’anisotropies différentes distinguant trois régimes de
condensation différents : a; < 1/2, oy = 1/2, a7 > 1/2. Et puis on peut avoir un
modéle plus particulier d’anisotropie exponentielle, ou boite de van den Berg avec
Ly = Ly = Le* ot a > 0 est le paramétre d’anisotropie exponentielle. Nous
verrons ce type d’anisotropie exponentielle dans les chapitre 2, 3 et 4.
Ecrivons maintenant I’hamiltonnien libre pour une particule :

2m

gN=D _pv=ny 7

Pour les conditions aux bords périodiques on obient alors I’espace des moments :

2y 2mng 2mng

A = R3: k= : VAR 1.1
{ke k(Ll’Lg’L3>’nV€ } (1.1)
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et les niveaux d’énergie (valeurs propres du Laplacien avec les conditions pério-
diques) sont pour k € A* :

en(k) = h—2k2 : (1.2)

2m

Rappelons que dans I’ensemble grand canonique, la valeur moyenne de la densité
de particules dans un mode k est donnée par la distribution de Bose-Einstein :

oalk) 1= (N, 1) = e, (13)

ot (Na(k)) (5, 1v) représente la moyenne statistique de Gibbs pour 'opérateur nombre
de particules Ny (k) dans le mode k. La densité totale de particules est trivialement

pa(B, 1) =" palk). (1.4)

keA*

Les fonctions d’ondes propres pour ce systéme \IIE\A;:U(I), k € A* pour une par-
ticules libres dans la boite sont :

v (2) = —=e* (1.5)

Condensation de Bose-Einstein dans une boite cubique

Nous allons rappeler 'approche d’Einstein et London pour expliquer dans le cas
d’une boite cubique A = L3 pourquoi nous avons un condensat sur le mode fonda-
mental £k = 0 a partir d’une certaine densité.

La densité critique p.(3) correspond a une densité de saturation de la partie
thermique du gaz (dite gaz thermique), c’est a dire de la densité de particules ré-
parties dans des états exités, en 'occurence pour le cas d’une boite cubique, dans
les modes | k|| > 0 différents du mode fondamental.

D’ ot vient cette saturation ¢

Rappelons nous que la densité de particules dans les modes ||k|| > 0 différents
du mode fondamental pour une température fixée T > 0 et un potentiel chimique
fixé p < 0 est donnée en limite thermodynamique par :

1 1

pBp) = Jim >
ll&lI>0
_ / &k 1 _ g3j2(e™) (1.6)
G A |

ol gp(2) = > 72, 27 /4P et notons que u < 0 doit étre strictement négatif car u doit
étre strictement inférieur au niveau fondamental ey(k = 0) = 0 pour assurer la
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convergence de la densité, et donc nous avons une limite supérieure p.(/3) pour la
densité de particules dans les états exités :

¢(3/2)

p(B, 1) < X

= pc(f).

Que se passe t-il si p > p(05) ?

Einstein en 1925 a remarqué cette saturation du gaz thermique, et ¢’est & partir
de ce constat qu’il émit 'hypothése de condensation sur I’état fondamental. Voici
dans son article [1] ce qu'il dit (version traduite [2]) :

"Que se passe-t-il alors si, sans changer la température, jJaugmente la densité
n/V [ici noté p| de la substance (par exemple en faisant une compression isotherme) ?

J’affirme que, dans ce cas, un nombre de molécules d’autant plus grand que la
densité globale est plus élevée, passe dans I’état quantique 1 (état sans énergie ciné-
tique), alors que les molécules restantes ont une distribution conformes a la valeur
A= 1[X= e est lactivité notée ici e’# | du paramétre \. Cette affirmation re-
vient donc a dire qu’il se produit qualque chose d’analogue a ce qui se passe lorsque
I'on comprime de facon isotherme une vapeur au dela du volume de saturation. Il
se produit une séparation : une partie <se condense>>, le reste demeure un <gaz
parfait saturé> (A = 0 [ici Bul, A =1)."

Cet argument heuristique n’a été expliqué rigoureusement que par F.London en
1938 [4]. Nous présentons ici dans un language moderne son argumentation. En
fait il faut considérer non pas que le potentiel chimique p est fixé aprés la limite
thermodynamique et que la densité de particules est solution de I’équation (1.6),
mais plutot U'inverse, c’est & dire que la densité de particules p est fixée et que le
potentiel chimique est la solution, notée u (53, p), de 'équation :

p = pa(B, 1) > pe(3). (1.7)

Cette solution existe et est unique car d’aprés (1.3) et (1.4), la fonction pa (3, p) est
strictement monotone croissante pour 'argument p. Dans ce cas, il faut résoudre
cette équation pour trouver le comportement du potentiel chimique qui va tendre
vers zero lorsque le volume V' va tendre vers l'infini et qui dépendra de la température
et de la densité. Si pour le cas du gaz dans une boite cubique, on suppose que la
solution gy (3, p) s’écrit assymptotiquement sous cette forme lorsque V' tend vers
Pinfini :

pa(B.p) = =+ ol5). A0 (18)
alors on trouve que la densité de particules dans chaque mode différent du fonda-
mental est nulle :

. : 1 1
p(k) = Vlglgo pa(k) = VIEEO V eBleak)—pa(Bp)) — 1 0
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car ex(k) > pa(B, p), et dont la somme converge vers la densité critique :

. 1 1
i > oalk = Jim > V B —1 = PeP)-
Il>0 = Jlkl>0

Ainsi la densité de particules dans le mode fondamental & = 0 notée py doit valoir
p — pe(8) > 0 et nous obtenons I’équation suivante :

p=pe = p0) = lim pr(k=0)

1 1
- V@QOV@@( —pa(Bp)) — 1
1
= T

et donc nous avons trouvé 'expression de ’asymptotique du potentiel chimique so-
lution pour 'équation (1.7) d’apreés la forme supposée (1.8) ot A vaut 1/(p— p.(53)).
Nous avons ainsi montré, pour le cas du gaz parfait dans une boite cubique, grace
a une approche d’échelle pour la valeur du potentiel chimique, que le condensat
qui existe au dela d’'une densité critique est réparti sur le mode fondamental. C’est
I’hypothése de base retenu aujourd’hui pour définir un condensat et qui sert de base
pour la théorie de la superfluidité de 1"*He [?]. Cependant cet argument d’échelle
dépend de la géométrie et rien ne peut assurer que le critére d’occupation macrosco-
pique de 'état fondamental reste vrai pour les modéles d’anisotropie algébrique et
exponentielle. En fait on peut définir un concept de condensation de maniére plus
général en limite thermodynamique.

Approche d’échelle de London généralisée

Pour convaincre le lecteur de la nécessité d’une telle généralisation, prenons
I'exemple historique que H. B. G. Casimir étudia en 1968 [25]. Le modéle de boite
anisotrope dans une direction A = Ly X Ly X Lg avec L; = VY2 et Ly = Ly = V4,

Dans ce cas, 'espace des moments donné par (1.1) devient :

2Ty 2mne 21N
* 3. o 1 2 3 1
A_{k;eR.k_(vl/Z,V1/4,V1/4) n, Z}.

et ainsi le niveau d’énergie (1.2) pour un k € A* donné est donnée par :

h? [(2mn, 2mn,  27ns
ealk) = o~ ( v v T yae )

et donc si on suit le méme type de raisonnement que pour la boite cubique : la forme
de la solution du potentiel chimique similairement & (1.8) s’écrit :

B
MA(B?p):_ﬁ_V—i_O(l) B>Oa
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et pour tout mode £ € A* qui ne se trouve pas sur la direction de ’anisotropie maxi-
male k # (2mn,/V1/2,0,0), on a ex(k) > pa(B3, 1) car les premiéres composantes
ko, ks de 'énergie sont de I'ordre de 1/V'/2 et donc trés grande devant 1/V qui est
de l'ordre de la vitesse de décroissance du potentiel chimique. Ainsi en sommant sur
ces modes dit ezité pour le calcul de la densité de particule, on trouve la densité
critique :

. . 1 1
i > pa(k) = lim > v Bam—ma —1 = PP,
k#(2mn1/V1/2,0,0) k#(2mn1/V1/2,0,0)

et une valeur de densité sur chaque mode en limite thermodynamique nulle. De plus,
contrairement au cas cubique, pour les modes k = (27n;/V'/2,0,0), les niveaux
d’énergies sont de I'ordre du potentiel chimique car ey(k = (27n,/V/2,0,0)) =
(h?/2m)(2m)?n?/V, ainsi en sommant la densité sur ces modes qui doit étre égale a
p — pe(), on trouve I'équation suivante :

p—pe = lm > pa(k)
k=(2mwn1/V1/2,0,0)

. 1 1
= Jim > V B2 f2m) G Pa [V BI (V) _ |
k=(2mwn1/V1/2,0,0)
> :

B((h%/2m)(27)%n? + B’

n1=-—00

+oo

et donc on trouve B solution de cette derniére équation.

Cet exemple historique de 1968 nous montre un cas pour lequel le condensat est
réparti sur un ensemble infini de modes distribués sur ’axe d’anisotropie maximale et
dont chacun contient un nombre macroscopique de particules. Dans la classification
que nous citerons dans la suite de van den Berg, Lewis et Pulé [28], on appelle
ce condensat un condensat généralisé de type II. L’argument physique expliquant
ce phénoméne de distribution du condensat sur un ensemble de modes proches du
fondamentale vient des lois d’anisotropies (lois d’échelles entre les différentes tailles
selon les directions) de la boite car elles ont un effet sur la distance entre deux modes
sur les différentes directions. Ainsi lorsque dans une direction, par exemple x; les
modes ki sont séparés d’une distance Ak trés petite par rapport aux distance Aks
et Aks, le gap d’énergie fixé par I'expression asymptotique du potentiel chimique
pa peut devenir plus grande que Ak; pour certaines anisotropies (comme dans cet
exemple Ak; = O(1/V) et uy = 0(1/V)) et du coup répartir le condensat sur
plusieurs niveaux d’énergie qui tendent vers zero avec une vitesse du méme ordre
voir plus petite (comme nous le verrons) que le potentiel chimique. C’est pour cette
raison que van den Berg, Lewis et Pulé ont voulu généraliser la notion de condensat
en tenant compte de toutes les possibilités, en calculant la densité de particules dans
le mode fondamental en limite thermodynamique qui peut provenir d’un ensemble
de modes qui tendent vers zero. C’est aussi ce qui a motivé le récent travail [14] de
réécriture de cette notion de condensat généralisé basé sur cet argument de "bande
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d’énergie proche de zero" et donc de somme sur les modes k inférieurs & une certaine
échelle n(V') qui tend vers zero lorsque V' tend vers l'infini.

Condensation de Bose-Einstein généralisée

Voici la définition du condensat de Bose-Einstein généralisé [28|, voir la figure
1.1:

Définition 1.1 Pour un gaz parfait de Bose grand-canonique (A, [, 1) dans une
boite parallélépipédique quelconque A = L X Ly X Ly C R3 de volume |A| = V,
il existe un condensat de Bose-Einstein généralisé pour une densité fize total de
particules p, st nous avons :

po(B,p) :=limlim 3 pa(k) >0,
(reA-ik]<e}

ot les densités de particules par modes pp(k) sont définit par (1.8) pour un potentiel
chimique 1 = Tix(B, p).

Notons deux remarques importantes :

(i) On ne peut pas commuter les deux limites. En effet si on échange lordre
des deux limites, on trouvera simplement la densité de particules dans le mode
fondamental, ce qui est la définition d’un condensat & la Einstein et London.

(ii) La signification de cette seconde limite est simplement le calcul de la densité
de particules dans l’ensemble des modes qui tendent vers 0 lorsque le volume V
tend vers l'infini. Mais il est important de comprendre qu’il n’y a pas uniquement
le fondamental qui est nul en limite thermodynamique, par exemple si on prend
k = (2w/L1,0,0) qui n’est pas le mode fondamental £ = 0, alors lorsque L; tend
vers U'infini, le mode k = (27/L4,0,0) tend vers 0, ainsi la densité de particules dans
ce mode est comprise dans le calcul du condensat généralisé.

On a ainsi une classification naturelle de toutes les possibilités

Définition 1.2 e Le condensat généralisé est :

- de type I si on a un nombre fini d’états macroscopiquement occupé

- de type 1l si on a un nombre infini d’états macroscopiquement occupé

- de type 111 si aucun des états n’est macroscopiquement occupé bien que la densité
de particules po(3, p) dans le condensat généralisé est positive.

Pour le gaz parfait, on introduit la densité critique :

pc(ﬁ) := sup lim pA(ﬁ,,LL) —_ <(3/2)

I /<)
11<0 V10 )\g

(1.9)

ol gs(z) 1= D72, 27 /j° est reliée a la fonction zeta de Riemann ((s) := g4(1). On
note Ag = hy/2m[3/m est la longueur thermique de de Broglie.
Notons que cette densité critique dite de saturation du gaz thermique, ne dé-

pend pas de la géométrie (e.g. modéle Casimir ou exponentiel) car elle se calcule
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b

4

F1G. 1.1 — Shéma illustrant le processus d’obtention d’un condensat généralisé, voir
définition 1.1

indépendamment des vitesses de décroissance 2w /L, v = 1,2, 3 des distances entre
chaque modes dans chacune des trois directions. Cependant, comme nous le verrons
dans le chapitre 2 et 3, il existe dans le cas d’anisotropie exponentielle une seconde
densité critique noté p,,,(3) qui dépend de la géométrie et plus précisement du para-
métre d’anisotropie exponentielle. Cette seconde densité critique sépare en fait deux
régimes de condensation généralisé différents de type III (CBE réparti sur axes de
moments) et de type I (CBE usuel sur le fondamental). Mais pour ce chapitre pour
lequel 'exemple d’anisotropie est le modéle de Casimir, cette seconde densité est
égale a la premiére p.(3) et donc la seconde transition n’intervient pas.

Nous allons montrer que pour un gaz parfait dans des boites quelconques, nous
avons une condensation généralisée :

Theoréme 1.1 Soit un gaz parfait de Bose dans des boites parallélépipédiques quel-
conques A = Ly X Ly X L3, nous avons :

po(B,p) = 0, sip<p(B),
= p—pB), sip>p(f),

ot p.(B) est la densité critique définie par (1.9).

Preuve :
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D’aprés la définition 1.1, la densité non condensée est égale & :

p—po(B,p) lim lim Z G
>n
1 1
= lim lim Z _
! " n1,n2,n3:||k||>n L1L2L3 /6( v=1"12 ®) 1
. *© dk k2
= lim lim 5 —
n—0 Voo " (27-() eﬂ(%kQ_N) 1
_ i eﬁu o 93/2 (eﬂﬂ)
- 3 - —-. 3 ,
i A A

c.f. la definition de g(z) et p est la solution de p = Nx(5,p)/V. D’aprés (1.9), si

p < pc(B) nous avons po(3, p) = 0 et si p > p.(3) nous avons po(f8, p) = p — pe(B).
O

Pour illustrer la classification des condensations généralisés, voici les trois classes
d’anisotropie pour le modeéle de Casimir (o < 1/2, = 1/2, > 1/2) distinguant trois
types de condensation généralisée, voir la figure 1.2. Cette proposition est montrée
dans [26] et [28] :

Proposition 1.1 Pour une densité de particules fizée p < p.(3) il n’y a pas de
condensation de Bose-FEinstein généralisée pour le gaz parfait de Bose dans des boites
de Casimir et le potentiel chimique est p = [i(3, p) est Punique solution de l’équa-
tion :

p= 93/2(€ﬁ“)/)‘z

Pour le cas 1/2 > a1, pour une desnité fivze p > p.(3) le potentiel chimique est
miy=—A/BV +0(1/V), avec A > 0 et il y a un condensat de Bose-Einstein géné-
ralisé de type I sur le mode k = 0. Nous obtenons A comme solution de I’équation :

1

p—rB) =7 - (1.10)

Si 1/2 = ay, alors le potentiel chimique est donné par iy = —B/BV + o(1/V),
avec B > 0 et nous obtenons un condensat de Bose-Einstein généralisé sur un
ensemble infini de modes :

1 a1 1
‘l/lglop/\(k) = W, pour k= (27m1/V ,0,0), ny €7 s

= 0, pour k # (27mn,/V*,0,0), n; € Z" .

Ici B est solution de :

1.11
p—p(B) = B+m (1.11)

n1€Z
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Si 1/2 < ay, alors le potentiel chimique fi, = —C/3V? + o(1/V?), avec § =
2(1 —ay) et C > 0. Le condensat de Bose-Einstein généralisé est de type III : pour
tous les modes k € N* nous avons limy o pa(k) = 0, bien que po(B,p) > 0 et C

solution de :
VT (1.12)

P—Pc(ﬁ)zm-

Pour démontrer ces résultats, il faut se reporter a la section 1.3 de ce chapitre.
Par contre nous pouvons les expliquer succintement. Nous avons dans la section
précédente expliqué le cas cubique qui est un cas particulier du cas oy < 1/2 et
un cas particulier du cas oy = 1/2 pour lequel nous avons pris ap = ag = 1/4. 1l
ne reste donc qu’a expliquer le cas a3 > 1/2. Prenons pour exemple a3 = 3/4 et
ay = ag = 1/8. Dans ce cas, 'espace des moments donné par (1.1) devient :

A= {re R = G T 2y, e 2]

V3/4 180 /18

et ainsi le niveau d’énergie (1.2) pour un k € A* donné est donné par :

EA(/{?) =

h2 271'711 27TTL2 271'713
— + +
2m V3/2 V1/4 V1/4

Par contre si nous suivons le méme type de raisonnement que pour la boite cubique
et que 'on suppose que la forme de la solution du potentiel chimique similairement
a (1.8) s’écrirait :

C
sV

alors dans ce cas comme la distance entre chaque modes k; = (27ny/Lq,0,0) sur
I’axe d’anisotropie maximal est de 'ordre de 1/V3/2) soit trés inférieur a I'échelle de
décroissance du potentiel chimique 1/V, on aurait un nombre de modes condensé de
I'ordre de V2. Mais comme dans chacun de ces modes k; le nombre de particules
d’aprés la distribution de Bose-Einstein serait alors de I'ordre de V' (c’est & dire ma-
croscopique), on aurait alors un nombre de particule condensé de 1'ordre du produit
du nombre de particules dans chaque états condensés multiplié par le nombre de ces
états condensés soit de ordre de V' x V1/2 = V3/2 et donc la densité de particules
condensés divergerait en limite thermodynamique. Il faut donc chercher une autre
asymptotique pour le potentiel chimique, supposons que :

1
+o(—5), C >0,

/’LA(/B?p) == V1/2

C 1
—W +O0(=), C > 0.

pa(B, p) = 7

Alors pour tout mode k£ € A* qui ne se trouve pas sur la direction de ’anisotropie
maximale k # (27n,/V?3/2,0,0), on a ey (k) > pa(3, i), car les premiers modes ky et
k3 ont des niveaux d’énergie de I'ordre de 1/V/* < 1/V/2. Ainsi en sommant sur
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ces modes dit exités pour le calcul de la densité de particules, on trouve la densité
critique :

. . 1 1
i > pa(k) = lim_ > v Bam—mE —1 = PP,
k#(2mn1/V3/2,0,0) k#(2mn1/V3/2,0,0)

et une valeur de densité sur chaque mode en limite thermodynamique nulle. Ainsi
pour les modes k = (27n1/V?%/2,0,0), les niveaux d’énergies sont plus petits que le
potentiel chimique en ordre car ex(k = (27n,/V?/2,0,0)) = (h%/2m)(27)?n2/V3/2,
donc en sommant la densité sur ces modes qui doit étre égale a p — p.(3), on trouve
I’équation suivante :

p—p. = lim Z pa(k)

V—o0
k=(2mn1/V3/2,0,0)

. 1 1

- Vlgréo Z Veﬁ((ﬁ2/2m)(27r)2n§/V3/2+C/(BV5))_1
k=(2mn1/V3/2,0,0)
— ] 1 io: —jc/vi/? 1 f —(i/V?)B(h? [2m)(2m)?n3 /V
T R vie L€ Vvi/2 ¢ ’
7j=1 ni=-—00
[e’e] o0

_ / dee<C / ke e~ EP(2 2m) (23

0 —00

et donc on trouve C solution de cette derniére équation. Remarquons que dans ce
calcul, nous avons écrit la limite des deux sommes de l'avant derniére ligne sous
forme intégrale en posant j/V'/? et n;/V/? comme variable d’intégration lorsque
V tend vers l'infini.

1.1.2 Fonction de corrélation et corrélations de longue portée

Il est bien connu depuis 1956 [9] que 'existence d’un ordre a longue portée
(ODLRO), qui se produit lorsque la fonction de corrélation pour des points infinim-
ment loin devient positive, est le critére de condensation de Bose-Einstein général
car il est applicable au gaz en interaction. Cependant lorsque Penrose et Onsager
écrivent le papier fondateur [9], notamment dans le but de montrer I'existence d’un
condensat pour ’hélium superfluide et de comprendre leur relation, ne connaissaient
pas le critére de condensation de Bose-Einstein généralisée pour le gaz parfait, et
donc de la possibilité pour le condensat de se répartir sur un ensemble d’états pour
des énergies contenues dans une certaine bande qui tend vers zero en limite thermo-
dynamique.

Ainsi une question naturelle se pose : le critére de corrélation a longue portée de
Penrose et Onsager est-il équivalent au critére de condensation généralisée ?

La réponse est presque évidente pour un condensat généralisé de type I ou II,
mais qu’en est-il pour un condensat de type 1117

Nous allons montrer dans cette section que pour un gaz parfait de bosons dans
une boite quelconque le critére de condensation de Penrose et Onsager d’ordre a
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F1G. 1.2 - Figure illustrant les trois types de condensats dans des boites de Casimir,
voir la proposition 1.1

longue portée est équivalent au critére de condensation de Bose-Einstein généralisée
de van den Berg, Lewis et Pulé. Ce résultat a une grande importance car contraire-
ment & ’énoncé historique du critére de Penrose et Onsager de condensation conven-
tionnelle sur le mode fondamental, nous montrons que le paramétre d’ordre a longue
portée peut impliquer I'existence d’un condensat de type III pour lequel aucun état
n’est macroscopiquement occupé. Autrement dit, le critére de London d’occupation
macroscopique de I'état fondamental n’est pas équivalent au critére de Penrose et
Onsager [9].
Rappelons la définition formelle du paramétre d’ordre :

Définition 1.3 Pour le gaz de Bose dans l’ensemble grand canonique, pour une
densité de particules fizée p el une température fizée T' = 1/kp[3, on dit que les cor-
rélations sont a longue portée en limite thermodynamique si la partie hors diagonale
de la fonction de corrélation pour deux points infiniment éloignés notée o(f3, p) est
positive :
a(B,p):= lim limoa(8,p;x,2') >0,
[[lz—2'||Too V Too

o o(B, p;x,x’) = limyeo oa(5, p;x,2") est la fonction de corrélation entre deux
points définie par :

oa(B.piw,a’) == > (Na(R)a(B, )T (2) T4 () = Y palk)e™ =) (1.13)

kEA* kGA*

pour les conditions périodiques. La densité de particules pp(k) sur les modes k est
définie par (1.3).
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La quantité o(f3, p) est considérée comme le paramétre d’ordre pour la conden-
sation de Bose-Einstein. Il s’agit maintenant de montrer que pour le gaz parfait
c’est le parameétre d’ordre pour la condensation généralisée, ce qui est énoncé dans
le théoréme qui suit :

Theoréme 1.2 Soit un gaz parfait de Bose grand-canonique (A, 3, 1) dans une boite
parallélépipédique quelconque A = L1 X Lo X Ls, alors :

o(B,p) = 0, pour p < pe,
= p—p(B), pour p > p.,

1.e. le critere de corrélations a longue portée est équivalent au critére de condensation
de Bose-FEinstein généralisée, pour le gaz parfait de Bose.

Preuve

Dans la preuve, on note le potentiel chimique aprés la limite thermodynamique
ﬁ(ﬁ? p) = lirnVToo ﬁA(ﬁa p)

Premiérement, nous séparons la fonction de corrélation en deux parties. La pre-
miére est la corrélation pour le condensat et la seconde correspond a la partie non-
condensée :

. ! — i li ik.(x—12')
o(B.pix, ') imlim ) pa(k)e
ke (A" <n)

lim i ket =) 1.14
+ limlm 3 palk)e (1.14)
ke{A=:]|k]|>n}
Deuxiémement, le premier terme du membre de droite de I'équation (1.14), cor-
respondant a la partie condensée est égale & :

eik.(:v—:c’)

1
lim lim Z pA(k)—S/ dk _ — oo(B.p)
o B(h2k2 /2m—1(, _ ,
o ke{A*:|| k|| <n} (27) kLER3 el / a(B,p)) 1

car pour tout k € A* tel que ||k|| < n, on a k.(x —2') — 0 quand n — 0. Ce
terme est donc égal a la densité de particules dans le condensat généralisé po (53, p)
d’aprés le théoréme 1.1. Le second terme du membre de droite de I’équation (1.14),
correspondant a la partie non-condensée est égale a :

1 eik.(:rfx’)
(271')3 /k:E]R:‘ dkeﬂ(ﬁ2k2/2m—ﬁ(ﬁ7p)) -1’

car pour les mémes raisons que la preuve du théoréme 1.1, nous prenons la limite
d’une somme de Darboux-Riemann. Nous obtenons ainsi :

1 eik.(x—x’)
. / R
0(67 p,$,x) T /00(67/0) + (2’/T)3 /keR?’ dkeﬂ(h2k2/2m—ﬁ(6,p)) 1 (115)
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Troisiemement, nous calculons la valeur des corrélations & longue portée en pre-
nant la limite ||z — 2’| — oo, ce qui donne pour la seconde partie de 1’équation
(1.16) :

‘ 1 eik’.(x—:c’)
H:c—lgi’rﬁl—wo (27T)3 /k,eRg dkeﬁ(thQ/zm_ﬁ(@P)) —1 =0 ’

en vertu du théoréme de Riemann-Lebesgue. Etant donné que pour la premiére
partie de I’équation (1.16), le résultat est le méme, nous obtenons :

o(B,p;z,2") = po(B,p) - (1.16)

[|z—2'||—o00

Ainsi la valeur du critére de Penrose-Onsager pour un gaz parfait de Bose dans une
boite paralélépipédique est égale au critére de condensation de Bose-Einstein géné-
ralisée de van den Berg-Lewis-Pulé. 0

Heuristiquement nous pouvons expliquer ce résultat en prenant I'image suivante :
d’aprés I'image de de Broglie, chaque particule quantique dans un mode k& posséde
une longueur d’onde A = 1/k et qui pour les modes condensés tend vers l'infini
en limite thermodynamique, ce qui assure la comunication entre les particules dans
le condensat. Ainsi peu importe le type de condensat (III ou III) nous obtenons
une valeur pour corrélations entre deux points infiniment éloigné aprés la limite
thermodynamique égales a la valeur du condensat.

Par contre si on regardait les corrélations entre deux points s’éloignant vers
Iinfini en méme temps que 'on prend la limite thermodynamique et avec une cer-
taine vitesse qui dépend de L4, Loy, L3, alors le type de condensat pourra modifier
les échelles de vitesses. En effet comme la longueur d’onde s’écrit A = 1/k pour
particules quantiques condensées dans un mode k, si A < L; alors I'échelle des cor-
rélations sera plus petite que la taille L; de la boite, ce qui se passe lorsque 1'on
a une boite trés allongée ou trés aplatie, ce que nous verrons succintement dans la
section 1.4 de ce chapitre et dans le chapitre 2. Cette idée d’étude des corrélations
pour une certaine échelle dépendante des tailles de la boite motive la suite de ce
chapitre et notamment la section 1.4 pour les corrélations.

1.1.3 Approche de Feynman et existence des cycles longs
Concept de cycles de Feynman

Rappelons succintement la notion du gaz de polyméres de Bose par réécriture de
la fonction de partition. Soit N bosons dans une boite parallélépipédique A € R3.
D’aprés le principe d’indiscernabilité bosonique, I'espace des états pour N bosons
sont l'espace de Hibert H, n qui est la projection sur les fonctions symétriques de
I'espace de Hilbert L2(AY) des fonction de carré sommable sur AV [12], [42] :

(), a™) = Pya((a®, . 20) (117)
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ot ® € L2(AV) et ¥ € Hp y et ot Py est le projecteur symétrique :

1 (N) 7r(1 27
Puo(@®, SDIR] )

" meSN

ol Sy est le groupe des permutations de N éléments.
Ainsi la fonction de partition canonique est égale & la trace de l'opérateur de

. (N) . . N . .
Gibbs e P " sur I'espace des fonctions symétrisé Hy v, olt H/(\N) est un Hamiltonien

pour N particules et 3 = 1/kgT est 'inverse de la température :

ZN(B) = Tryy o (¢) (1.18)

Soit un gaz parfait de bosons de masse m, dans une boite parallélépipédique
A = Ly X Ly x Lz de volume V', décrit dans I'ensemble grand-canonique (A, 3, i), ot
B = 1/kgT avec kg la constante de Bolzmann, T' la température et p le potentiel
chimique, 'hamiltonien quantique pour une particule est HY=! = —h2A/2m avec
les conditions périodiques. Les fonctions d’ondes pour une particule associées aux
modes k = (2mny /Ly, 2mny/ Ly, 203/ L3), n, € Z sont données par iy (z) = \%Ve“”
et les énergies par e, (k) = h%k*/2m. Ainsi d’aprés (1.17), associées a un ensemble de
modes k = (MW, . k™)) sont données par la symétrisation du produit des fonctions
d’ondes associées a chaque modes dans I'ensemble :

N
V(2 2™y = Y [ vwor (279) (1.19)

meSy 1=1

ot C; = /1/(N!T], Ni!) est le coefficient de normalisation.
Ainsi on peut écrire la fonction de partition canonique en tenant compte de (1.18)
et de (1.19) :

Zy(B) =

= Z/../dx(l)..dx(N)\Il%(x(l),..,x(N))e_ﬁHIZ\V\I/E(x(l),..,x(N))
—Jan Ja
=D > & / / ot deV e PO o (27 )y (2V)
= 1

™ k1), k)

On peut décomposer le groupe Sy en classes d’équivalences C' dans laquelle
chaque permutation se décompose en produit de permutations cycliques (dit cycles)
indépendantes.

Par exemple soit quatre objets 1,2,3,4, on a cinq classes d’équivalences, voir
figure 1.3 :

(1)(2)(3)(4) (4 cycles de longueur 1),

(12)(3)(4) (1 cycle de longueur 2 et 2 cycles de longueur 1),

(12)(34) (2 cycles de longueur 2),
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EDD QQDD

Classel : {(1),(2).(3),(4)} Classe2 : {{(12),(34)} Classe3 : {(12),(3),@)}
Classe4 : {(123)(4)} Classe5 : {(1234)}

FiG. 1.3 — Figure illustrant les différentes classes de permutations du groupe S,

(123)(4) (1 cycle de longueur 3 et 1 cycle de longueur 1),
(1234) (1 cycle de longueur 4).
Chaque classes d’équivalence Cy,;) du groupe Sy posséde un nombre de permu-

tations équivalentes |Cy, ;1| = , ot n; est le nombre de cycles de longueur

N!
I3 (nyl™9)
j dans chaque permutation de la classe.

Par exemple pour la fonction de partition a 4 particules on a :

Z® = Y ")

{nj}jo1:20; n=4

Chn, . .. .
ol ZA{ i} () représente la fonction de partition pour la classe Cy,,y, c’est a dire pour
une configuration donnée comme par exemple la configuration 1 cycle de longueur
2 et 2 cycles de longueur 1 pour la classe Cy; = (12)(3)(4) -

Z%J(ﬁ) = [Cpnjy Z C%//\-./Adx(l)..dx(‘l)eﬁe"(k(l))%g(l)(x(z))wku) (M)

ZCO NN 1)
 Ben (k@  Ben (k® Ben (k@
x e A o) (2P (2D e PNE D) (@) ) (2)e PN gy ) (20 (2)

ol C’; = 1/(4!'T[, Ni!). Comme les fonctions d’ondes sont orthonormées et que 'on
somme sur tous les modes, on trouve :

2
1 1
237(9) = (gZeW’“) ; (Z eﬁ“(’”)
k k
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avec |Cy 1| = 4!/(2!2). En appliquant la méme métode pour les autres classes de Cy,
on arrive a ’expression suivante de la fonction de partition :

4 2
1 — € 1 — € 1 —pPEe
Zﬁ(ﬁ) = 1 (Ze ﬁA(M) + (526 26 A(k)> 5 (Ze BA(k)>
k k k

2 4
11 —20en (k) 1 —30en (k) —Ben( 1 —4Ben (k)

En généralisant ce raisonnement au groupe Sy, nous pouvons récrire la fonction
de partition canonique en faisant apparaitre les cycles de permutations [14], [12],
[13], [42], [43] -

N

NOEEEDS Hiﬁlze—m

{”J}l Z Jn;=NJ= 1

Ainsi nous avons réécrit la fonction de partition canonique en faisant apparaitre
de nouveaux objets grace aux cycles de permutation : des "polyméres de bosons" ou
"cycles de Feynman" de taille j (nombre de bosons) et d’énergie jep(k) = h? gjkm,
ce que l'on peut interpréter comme un polymeére de bosons avec une impulsion jk
et une masse jm. Par polymeres jentends la notion abstraite de chaines fermées de
bosons dans I'espace des trajectoires de Wiener [43]. Bien entendu, cette notion de
cycles n’est pas identique a celle de polymeéres classiques au sens de de Gennes [3§]
cependant il existe des points de comparaisons [43| et d’analogies [35] entre les deux
notions, nous y reviendrons plus tard dans le chapitre 4.

On écrit maintenant la fonction de partition grand-canonique [14], [12], [13], [42],
[43]

EA(Bp) = ) eNZY(B)
N=0

N

= ieﬂlﬂ\’ Z H 1 12 —JﬁEA(k)ij
N=0

]
{”3}1 72 ]nj—NJ 1

iB
_ Z 3 H (N gmisenthyn,
N= 0{”1}1 72 J”J—Nj 1 ]
— H R ﬁ e_]BEA(k)>nj
j=1n; *0 k

— exp (_.ejﬁu e*JﬂEA(k))’
IEEeS

ce qui nous donne une notion de densité de particules dans un polymére de taille
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g [14], [12], [13], [42], [43] :
prs(B ) = et 3 et (1.20)

avec la densité totale de particule égale a la somme sur toute les longueur de poly-
meres :

pa(B, 1) = 3 pas(B. 1) (1.21)

Cette réécriture de la fonction de partition intriguait R.Feynman [8] en 1953 pour
le gaz d’hélium 4. Mais les théoriciens devaient porter une grande attention au fortes
interactions présentes entre les atomes d’hélium dans le gaz notamment & cause de
la forte densité de particules de I'ordre de 10?® atomes par m3! (ce qui est trés grand
par rapport au gaz d’atomes froids dilué de l'ordre de 10'® atomes par m3). Feyn-
man comptait discuter le lien entre la condensation de Bose-Einstein et la transition
lambda de I’hélium avec quelques approximations justifiées intuitivement par cette
nouvelle vision en terme de cycles de bosons et donc de gaz de cycles de bosons.
Ce lien condensation /superfluidité est trés difficile dans un régime d’interactions
fortes entre particules, d’ou la nécéssité d’introduire des approximation et d’intro-
duire de nouveaux concepts d’analyse de la fonction de partition. Avec ces nouvelles
approches, I'idée formulée par R. Feynman est ’équivalence entre la condensation
de Bose-Einstein et la formation de cycles infinis de bosons en limite thermodyna-
mique. Le critére de condensation appelé ODLRO, ou corrélation a longue portée,
de Penrose et Onsager de 1956 [9], s’est avéré en fait plus juste et valable pour
les cas en interaction. Notons a ce propos que D. Ueltschi en 2006 [12] a proposé
un phénoméne de transition cycles finis/infinis sans existence ’ODLRO. A.Stit6 en
1993 puis en 2002 [13] revint au cas du gaz parfait pour discuter la validité du critére
d’existence de cycles infinis dans ce cas et montra sa validité pour le cas isotrope
(A = L?), d’apres (1.20) :

M

1 . .
cour = i 1i — ,iBu —jBen(k)
Peourt (B, 1) N}g)lo LITICEIO 2. V@ Ek e

gs2(e?)  ((3/2)
A(B)? A(B)3

Notons les deux terminologies utilisées : cycles infinis et cycles longs. 1l s’avére
que la différence entre les deux est subtile et ne se voit pas au premier abord. Dans
cette thése et dans l'article [14], j’utilise la seconde terminologie parce que j’'emplois
dans la suite du chapitre (sections 1.3) approche d’échelle pour calculer la taille
des cycles qui apparaissent lorsque l'on a existence d’un condensat généralisé. D’ou
Padjectif "long" qui me parait plus adapté que 'adjectif "infini" utilisé dans le cas
oll la densité de particules dans les cycles dit infinis se calcul comme la différence
entre la densité et la densité de cycles courts qui sont de taille fini, voir (1.21) et
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(1.22). Cette différence est la méme que celle que nous allons voir dans ce chapitre
entre la condensation généralisée et la condensation a I’échelle ou entre l'ordre a
longue portée et ’échelle de longue portée, c’est d’ailleurs tout 1'objet de concept
utilisé dans cette thése et notamment étudié dans ce chapitre.

Condensation généralisée versus cycles longs (infinis) et cycles courts

Dans le cas général, c’est a dire pour un gaz de Bose dans une boite quelconque,
nous allons montrer que le critére de Feynman (présence de cycles longs ou infini),
démontré pour le gaz parfait dans une boite cubique, est équivalent au critére de
van den Berg, Lewis et Pulé (existence d’un condensat généralisé). Ce qui signifie
dans ce cas que la présence de cycles longs n’est pas équivalent & l'existence d’un
condensat sur ’état fondamental, notamment lorsque nous avons un CBE généralisé
de type III. Linterprétation de ce résultat et son décodage se fera dans la suite par
I’approche d’échelle appliquée au cycles.

Commencons par définir les notions de cycles courts et cycles longs

Définition 1.4 On dit que la représentation (1.20) pour un gaz parfait de Bose
grand-canonique contient uniquement des cycles courts si :

M—oc0

M
Peowrt (B, 1) 1= lim {gggoZpA,j(ﬁ, u)} = p(B,p) = lim pa(B,p) ,  (1.23)
j=1

c’est a dire qu’elle coincide avec la densité de particules totale. Comme en général les
limites de (1.23) ne sont pas interchangeables, nous disons que, pour une densité de
particules totales donnée p la représentation (1.20) contient nombre macroscopique
de particules dans les cycles longs, si p > pshors (B, 7(5, p)), ou encore si :

plong(ﬁyﬁ) = lim {hm Z pA,j(ﬂuﬁA(ﬂvP))} >0, (124)

M—oco | Voo
j=M+1

avec (B, p) = limy (B, p), ot A (0, p) est lunique solution de [’équation p =
pa (B, ).

Nous allons maintenant montrer que 'existence de cycles longs (infinis) est équi-
valent dans le cas d’'une boite quelconque a 'existence d’un condensat généralisé :

Theoréme 1.3 Soit un gaz parfait de Bose dans des boites parallélépipédiques quel-
conques A = Ly X Ly X L3, nous avons :

plong(ﬁap) = 07 Zf p < pc(ﬁ) s
= p_pc(ﬁ)v Zf p>pc(5)7

ot p.(B) est la densité critique défini par (1.9).
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Preuve : Soit un gaz parfait de Bose grand-canonique, pour une densité p fixée,
on pose (3, p) = limy (B, p), ot mx(fF, p) est I'unique solution de 1'équation
p = pa(0, ). En vetu des équations (1.20) et de (1.23), nous avons :

Z 7]ﬂ7r)\ (ny/Ly)? }

nVGZl

M—o0 VToo

o0
= Zea’ﬁﬁ(ﬁ,ﬂ)n / dg, e IPm5E
=1 L—1/R

B ePr(B,p) B g3/2(€ﬁﬁ(6,p))
B Z )\3 i3/2 A% )

c.f. la definition de gs(z). D’aprés le théoreme 1.1, si p < p.(8) nous avons donc
pshort(ﬁvﬁ(ﬂ7ﬂ)) =p et si p > pc(ﬂ) nous avons pshort(ﬁa (ﬁ p)) = Pc(ﬁ) Donc
d’aprés définition 1.4 on conclut la preuve. U

Intuitivement on considére que les cycles longs qui appraissent lorsque ’on a un
condensat usuel sont macroscopiques, ¢’est a dire de 'ordre du nombre de particules
dans le gaz. Mais nous venons de montrer que les cycles longs peuvent apparaitre
lorsque 'on a un CBE généralisé et donc qui peut étre de type 111, c’est a dire réparti
sur un ensemble de modes mésoscopiquement occupés. Dans ce cas, quelle est la taille
des cycles longs ? Est-elle toujours macroscopique ou peut-elle étre mésoscopique ?
C’est, pour ce probléme que nous allons introduire une méthode d’échelle.

1.2 Condensation de Bose-Einstein généralisée re-
visitée

Dans cette section nous proposons une modification du concept de condensation
généralisée appelée condensation a 1’échelle. Le but de cette notion est de présenter
la condensation généralisée via I'idée que le condensat est réparti dans une bande
d’énergie d’une certaine taille qui peut s’écrire avec une loi d’échelle en fonction des
tailles géométriques Lq, Lo, L3. Ainsi cela permet de rentrer plus en détails dans la
structure fine du parameétre d’ordre de CBE généralisé.

Il faut rappeler que le condensat généralisé est définit a partir de deux limites :
d’abord la limite thermodynamique et ensuite la limite qui consiste a capter le mode
fondamental contenant un ensemble de modes qui tendent vers zero lorsque le volume
tend vers I'infini (on peut dire que ces modes sont asymptotiquement nuls). Voici la
formule :

po(B.p)i=limlim 3 pa(k) >0
fhen-k<e}

Mais que savons nous sur I’ensemble de modes asymptotiquement nul 7 Comment
pouvons nous décoder de maniére plus fine la structure de ce condensat généralisé ?
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C’est ainsi que nous proposons la définition suivante pour la notion de conden-
sation a I’échelle, voir la figure 1.4 :

Définition 1.5 Pour une densité de particules fize p et un gaz parfait de Bose dans
une boite parallélépipédique A, il existe un condensat de Bose-Finstein a ’échelle
n(V) oun:V — Ry est une fonction positive et décroissante de sorte que limy 1o, (V) =
0, sz :
pu(B,p) == lirvr%inf Z pa(k) > 0. (1.25)
= reAlkl<n(v)}

Bien str les deux définitions 1.1 et 1.5 ne sont pas équivalentes car la valeur du
condensat a I’échelle dépend justement de 1’échelle choisie pour la fonction 7. En
effet il se peut que pour un certain choix de fonction, le condensat a 1’échelle soit nul
alors que le condensat généralisé est non nul. Le lemme suivant donne de maniére
générale la hierarchie entre les deux valeurs de condensat :

Lemme 1.1 Pour toute fonction n(V') nous avons :

0< py(B:p) < po(Bsp) - (1.26)

Il vient alors I'assertion logique suivante : I’existence d’un condensat a I’échelle
implique D'existence d’un condensat généralisé (et par contraposition 1’absence de
condensat généralisé implique 1’absence de condensat & 1’échelle). Nous allons donner
quelques exemples pour montrer que dans le cas d’'un gaz de Bose dans les trois
classes de boite de Casimir (oy < 1/2, = 1/2, > 1/2), a partir du condensat a
I’échelle on peut distinguer les différents types de condensat généralisé (I,I1,I1T)

Proposition 1.2 Le choiz particulier de vitesse n(V) = O(1/V'?) est un seuil
important pour affiner la discrimination entre les différents types de condensat gé-
néralisé pour les boites de Casimir. Si par exemple on prend ns(V) = 21 /V1/279)
such that 6 > 0, alors on obtient :

pus(B,0) = po(B:p) for oy <1/2,
pus(Bip) = 0, for a; > 1/246
pns(Byp) = po(B,p) , for 1/2460 > a3 >1/2.

Pour oy = 1/2 et np(V) 1= 27T /VY2, on trouve une modification des densités
condensées de type II en fonction de I' :

puc(Bp) =D

|n1|<T

W < po(B,p) .

ot B est Uunique solution de I'équation (1.11).
Pour le cas a; > 1/2 et np(V) := 20" /VI=* on trouve une modification des
densités condensées de type III en fonction de T :

e~ ¢¢
P (B, 0) = /]R+ deerf(F’Aﬁ\/C_W) < po(B3,p) ,

ou erf(.) est la fonction d’erreur de Gauss et o C' est l'unique solution de l’équation
(1.12).
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ky ky b ky
\ V'>V V ->

@ >
kx kx

. . Condensat
] a l'échelle

F1G. 1.4 — Figure représentant la construction du condensat de Bose-Einsein a
I’échelle pour une fonction 7, voir la définition 1.5
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Preuve : D’aprés les preuves des théorémes 1.4, 1.5 et 1.6 avec les différents choix
de fonction n(V'), nous obtenons les résultats. O

Notons que cette méthode d’échelle pour la condensation est physiquement plus
intuitive que la CBE généralisée car on comprend que le condensat se réparti dans
une bande d’énergie que 'on peut calculer en fonction des tailles de la boite. On
retrouve cette idée dans la littérature de physique théorique [18], [33], énoncé de la
maniére suivante : soit Ny le nombre de particules condensées, alors on dit que le
condensat est fragmenté si Ng = ny + ng + ... + nyr avec n; = O(N) et M = O(1),
(ot n; sont les nombres de particules dans les états condensés), et quasi-condensés
sin; =O(N°) et M = O(N'7?%), § < 1 (de telle sorte que Ny = O(N)).

Ainsi nous avons un résultat important d’un point de vue épistémologique de
correspondance entre les différentes terminologies utilisés en Physique Mathéma-
tique et en Physique Théorique :

(i) Le condensat usuel ou conventionnel est un condensat généralisé de type I
dans le cas particulier du seul état fondamental peuplé

(ii) Le condensat fragmenté est un condensat généralisé de type I ou II
(iii) Le quasi-condensat est un condensat généralisé de type 111

Dans la suite de la thése j'utiliserai cette classification équivalente avec les deux
terminologies.

1.3 La classification de la condensation (I,IL,ITI) im-
plique t-elle une hierarchie pour les cycles longs 7

Nous allons dans cette section étudier la classification CBE généralisée pour les
cycles longs. Le résultat pour le cas du gaz parfait dans une boite de Casimir est que
les différents types de condensats généralisés LIT et IIT sont reliés a différentes hié-
rarchies de cycles longs, a savoir macroscopiques pour le cas I et II et mésoscopiques
pour le cas III.

1.3.1 Approche d’échelle pour les cycles

Premiérement nous allons définir les notions de cycles courts et longs, de maniére
analogue a notre définition du CBE a I’échelle.

Définition 1.6 Pour un gaz de Bose dans des boites parallélépipédiques A, il existe
des cycles longs a Uéchelle N(V'), ot X : RT — NT est une fonction positive et
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croissante de telle sorte que limy oo N(V) = 00, si :

plong,A(ﬁvp) = h%g}f Z pA,j(ﬁvﬁA(ﬁvp)) > 07

izA(V)

0w pp;(B, 1) est défini par Uéquation (1.20) et fi,(53,p) est Uunique solution de
Uéquation p = pa(B, ).

Comme pour la section précédente, nous pouvons faire des remarques similaires.
Les deux définitions 1.4 et 1.6 ne sont pas équivalentes & cause de I’échelle choisie
pour la fonction \. Le lemme suivant donne la relation entre les deux valeurs de
densités de particules dans les cycles longs par les deux définitions :

Lemme 1.2 Dans le cas particulier du gaz parfait de Bose dans des boites de Ca-
simir, pour toute fonction \(V') on a :

0< plong,k(ﬁ;p) < plong(ﬁ,p%

pour toute fonction A\(V') croissante. Ici piong(3, p) est donné par (1.24).

De la vient 'assertion logique suivante : l'existence de cycles longs a I’échelle
implique existence de cycles longs (infinis) (et par contraposition I’absence de cycles
longs implique 'absence de cycles longs a ’échelle)

Nous allons donner quelques exemples pour montrer que dans le cas d'un gaz de
Bose dans les trois classes de boites de Casimir (ay < 1/2, =1/2, > 1/2), a partir

du CBE a I’échelle on peut distinguer les différents types de condensats généralisés
(LITIII)

Proposition 1.3 Si A\(V) = V?° alors pour p > p.(3) on obtient :

Plong A (B p) 0, pour & > 1,

PongA(B,0) = po(B,p), pour oy <1/2, 0 <0 <1,

Pong (B, p) = 0, pour a; >1/2, 2(1 — ) <.
Pongr(B,0) = po(B,p), pour oy > 1/2, 0 <8 < 2(1 — ay),

Preuve : En adaptant les preuves des théorémes 1.4, 1.5 et 1.6 avec les différents
choix de § nous obtenons les résultats. 0
Nous allons maintenant définir les notions de cycles courts et de cycles longs :

Définition 1.7 Si j : R™ — NT est une fonction bornée positive et croissante i.e.
limy e 7(V) = j < 00, alors pa vy (B, 1a (5, p)) est la densité de particules dans les
cycles courts de taille j
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Définition 1.8 575 : RT™ — NT est une fonction positive et croissante de telle sorte
que limy o 7(V) = 00, alors p vy (B, 1ip(B, p)) est la densité de particules dans les
cycles longs a échelle j(V).

1l existe alors une classification naturelle des cycles longs :

o silimy oo (F(V)/V) =0, on dit que pajov)(B,Tip (B, p)) est la densité de parti-
cules dans les cycles mésoscopiques de taille j(V'),

o 500 < limy0(J(V)/V) < 00, on dit que pajovy(B,Tix(B, p)) est la densité de
particules dans les cycles macroscopiques de tailles j(V),

o silimy o (7(V)/V) = 00, on dit que pajovy(B,Tix(B, p)) est la densité de par-
ticules dans les cycles de large échelle de tailles j(V),

Pour comprendre 'idée de cycles longs énoncée dans la définition 1.8, prenons
I’exemple suivant : soit un cycle de taille 7 = V<, si @« = 1 on dit que ce cycles
est macroscopique et si @ < 1 on dit que ce cycle est méscopique, il existe aussi le
cas exotique a > 1 (qui ne nous concerne pas ici) pour lequel le cycle est de large
échelle.

Bien sur il peut exister d’autres cas, par exemple on peut avoir un cycle j =
In(V'), de type mésoscopique qui croit logarithmiquement vers l'infini.

Dans le chapitre 4, nous verrons un autre cas de cycles mésoscopiques pour un
modéle de boite de van den Berg étudiées dans le chapitre 2 : A = Ly X Ly X Ls, ou
Ly = Ly = L3e®™s, o > 0. Dans ce cas les cycles longs ont une taille de I'ordre de

e 0w (B, p) < o pour pe(B) < p < pm(B) et ¥(B,p) = o pour p > pp(B),
pm(B) est la seconde densité critique qui existe pour ce modéle.

1.3.2 Hierarchie pour les cycles longs

Les deux définitions 1.7, 1.8 nous mennent naturellement & proposer une hie-
rarchie de cycles longs, caractérisées par leur taille & ’échelle des longueurs de la
boites, pouvant exister dans le gaz de Bose lorsque les cycles infinis existent. Ainsi
cette hierarchie permet de décoder la structure des longs cycles apparaissant dans
le condensat généralisé et méme plus précisément dans le condensat a 1’échelle et
nous verrons dans le chapitre 4, que pour deux condensats obtenus avec différentes
échelles, nous trouverons deux différentes hierarchies de cycles longs.

Nous définissons a présent la notion d’existence de cycles longs pour chaque
échelle de taille comme l'existence d’une densité de particules non nulle dans ces
cycles :

Définition 1.9 On dit que pour le gaz de Bose il existe des cycles longs a ’échelle
AV) ou X : RT — RT est une fontion positive et croissante, s’il existe deux nombres
positifs x et y de sorte que :

yA(V)
Jim pai (8,7 (5,p)) > 0,
J=aA(V)
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ot Tin (B, p) est lunique solution de 'équation p = pa(B, p). Alors la densité totale
de particules dans les cycles longs a ’échelle \(V') est :

yA(V)
Prong(B,p1N) = Tim lim > pp (8,1, (5, p))-
z|0;yToo Voo (V)

Ainsi nous obtenons une classification des différents types de cycles longs pouvant
exister :

Définition 1.10

- On dit que pour le gaz de Bose il existe des cycles macroscopiques s’il existe des
cycles longs a Uéchelle \(V) = V.

- On dit que pour le gaz de Bose il existe des cycles mésoscopiques s’il existe des
cycles longs a une échelle N(V') plus petite que V' (i.e limy(A(V)/V) =0).

Nous illustrons dans cette proposition les différentes hierarchies de cycles longs
intervenant pour le modéle de boite de Casimir que nous étudierons dans la section
suivante.

Proposition 1.4 Soit x et y deux nombres réels positifs , alors on a :

ne
lim > pai(B B ) = (e = e )po(B,p), pour oy < 1/2, § =1,
j=xV?9
= (e — e ¥B)py(B,p), pour oy =1/2, 6 =1,
= (e7" — e po(B, p) pour a; > 1/2, § =2(1 — o).

ou A, B, C sont les uniques solutions respectivement des équations (1.10), (1.11),
(1.12).

Ainsi nous voyons que pour les deux classes de boites a; < 1/2 et a; = 1/2,
pour lesquelles le condensat généralisé est de type I et 1I respéctivement, nous avons
une présence de cycles macroscopiques alors que dans le cas ay > 1/2, pour lequel
le condensat généralisé est de type III, les cycles longs sont mésoscopiques, ce qui
peut paraitre intuitif car le CBE est réparti sur un ensemble de modes ol chaque
mode contient un nombre mésoscopique de particules. Si cela parait intuitif dans le
résultat, rien était a priori certain dans ce sens car le CBE généralisé, méme de type
III, contient un nombre total de particules macroscopique et donc d’un point de
vue statistique, on aurait pu penser que les cycles resteraient macroscopiques. Mais
ceci n’est pas le cas ce qui donne un interprétation différente du condensat de type
ITT qui peut-étre vu comme un ensemble de condensat méscopiques, "indépendants"
d’un point de vue statistique et nous le verrons dans la section 1.4, d’un point de
vue cohérence quantique. Ainsi cette approche d’échelle nous donne une vision plus
fine de la structure du condensat généralisé et de son interprétation comme objet
macroscopique en tant qu’ensemble macroscopique ou mésoscopique.
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Un autre point tend a étre soulevé sur 'application de cette approche hierar-
chique des cycles a des études numériques des cycles pour des boites anisotropes,
avec les méthodes existentes [44], [45]. Dans ce type d’étude, je pense qu'il serait
possible d’observer des formations de paquets de cycles & I’échelle mésoscopiques et
dans un cas trés anisotrope comme le modele de boite de van den Berg du chapitre
2 et 4 (et méme le chapitre 3 pour le piége), une densité critique de transition fai-
sant passer d’un régime ou les cycles se répartissent par paquets mésoscopiques a
un régime ou les cycles deviennent macroscopiques.

1.3.3 Condensation généralisée et cycles longs dans les boites
de Casimir

Cas:a; <1/2

Dans ce cas, la géométrie est semblable au cas habituel de géométrie cubique.
Notre résultat principal est que le condensat généralisé de type I implique I'existence
de cycles macroscopiques dans I’état fondamental.

Theoréme 1.4 Si nous prenons les boites de Casimir avec 1/2 > «q, alors pour
une densité de particules fize p > p.(3) le potentiel chimique est Tiy = Ty (5, p) =
—A/BV +0(1/V), avec A > 0. 1l existe alors un condensat de Bose-FEinstein géné-
ralisé de type I dans le mode fondamental et a l’échelle n; (V) = 1/V ainsi que des
cycles macroscopiques dans ce mode. Nous trouvons A comme lunique solution de
(1.10).

Preuve : D’aprés la relation (1.1) on note par A} 'ensemble des modes pour ce cas
de boites de Casimir ov < 1/2 :

2mny 2Ty 27n
* oL 3. — 1 2 3. 1.
7= {/{:G]R 'k_(Vo‘l Ve Ve ); ny, € Z 1/2>a1}. (1.27)
Soit A ; un sous ensemble de A} définit par :
Aor = {k € A7 [kl < ni(V)}, (1.28)

ot (V') = 1/V. Alors nous avons Aj; = {k = 0}.
Ecrivons la densité totale de particules comme une somme sur les cycles courts
et longs :

p = ‘1/1%10 pA(ﬁaﬁA) = pshort(ﬁa p) + plong<ﬁa P)7 (129)

c.f. (1.23), (1.24).
Nous pouvons décomposer la densisé de particules dans les cycles longs en deux
parties :

plong(ﬁa p) = plong(A?\AS,I) + plong(AS,I>7 (130)
Ol Plong (A7\AG ;) est la densité de particules dans les cycles longs en dehors de Ag; :

Plong(A\AG ) := lim Lim (Y Y pa(k)), (1.31)

M—o00 VToo .
keAT\AG [ J=M
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ol la repartition spectrale de la densité de particules dans les cycles de taille j est :

1 .. )
(k) = _e]B#Ae_]IBEA(k),
pA,]( ) V
et fi, := M\ (B, i) est la solution de I'équation de p = pp (53, ).
Premiérement nous pouvons estimer la densité de particules dans les cycles longs
dans A7\Aj ; d’aprés (1.31) et d’aprés asymptotique 7z, nous obtenons :

£\ A o e
oA\ = fim fim( 3D 3 et ),
keAT\AG ; j=M

e}

. 1 / 4 )\2/{:2
= lim dke ™Y
M—o0 Py’ (271')3 R3

= 0.

Par conséquent il n'y a pas de cycles longs dans A7\Aj ; et puisque notre derniére
estimation est valide pour tout M — oo, on conclut qu’il n’y a pas de cycles longs
a n’importe quelle échelle dans A7\Ag ; (voir la définition 1.6).

Maintenant étudions les modes dans Ag ;, nous voulons prouver que pour le gaz
parfait de Bose il existe des cycles macroscopiques.

Comme fiy = —A/BV 4+ 0(1/V), avec A > 0 nous avons :

yV

Aj ;lmacro) := lim lim g /N
/Olong( o,z’ ) Ll g v
j=x
6—xA+o(1) o e_yA+O(1))
= lim lim _
z|0;yToo Voo e—ﬁuA —1

: 1 . .
= ‘1/1%10 Bin —1 ‘1/1%30 pA(AO,I)u (1.32)
ot pA(AG 1) = D ke, , PA(K) est la densité de particules dans Ag ;.

Nous pouvons facilement calculer pj(Ag ;)

S ! ! - Lo, (1.33)

A* ==
pa(Agr) Ve fin—1  V Bgrtely) _ 1 A

Donc en vertu de (1.30), (1.32) et (1.33) :

« 1
Prong(A5 macr0) = pron(9,p) = (1.34)

Nous savons d’aprés le théoréme 1.3 que la densité de particules dans les cycles
courts est égale & la densité critique. Par conséquent en vertu de (1.29), (1.34) nous
pouvons conclure la preuve du théoréme. 0
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Cas: a3 =1/2

Le résultat principal du théoréme sur la condensation généralisée de type II, est
I'existence de cycles macroscopiques dans un nombre infini (en limite thermodyna-
mique) de modes.

Theoréme 1.5 Si nous prenons les boites de Casimir avec 1/2 = ay, alors pour
une densité de particules fize p > p.(B) le potentiel chimique est Tty = T, (5, p) =
—B/BV +0(1/V), avec B > 0. I existe alors un condensat de Bose-Einstein généra-
lisé de type II dans un ensemble infini de modes et a l’échelle ni (V) = 2T /V, T >
1 ainsi que des cycles macroscopiques dans ces modes. Nous trouvons B comme
Dunique solution de (1.11).

Preuve : D’aprés la relation (1.1) on note Aj; 'ensemble des modes pour ce cas de
boite de Casimir v = 1/2 :

2’/TTL1 27I'TL2 2’/T7’L3

Voq ? Va2 ’ Vag

}Iz{keRP’:k:( ); ny, € 2" 1/2=0z1}, (1.35)

Soit Ag ;7 un sous ensemble de A7, définit par :

01T = {k € Ajr: ||k] < UJFI(V)}a (1.36)
where : 0T
™ *
np (V) = e L EN (1.37)

Notons que cet ensemble contient tout le condensat ainsi que toutes les particules
dans les cycles longs pour I' — oo aprés la limite thermodynamique.

Ecrivons la densité totale de particules comme une somme sur les cycles courts
et longs :

plong(ﬁ? p) = %‘ITIO% plong(Ai;I\AS,II,F) + %‘1%0% plong<A8,II,F)‘ (138)

Nous devons prendre la limite I' — oo pour avoir la totalité du condensat dans la
premiére partie.
Le premier terme de la partie de droite de 'équation (1.38) est :

o0

1

llﬂiTr?oplong(A?I\AEﬁ),H,r) = IllTIgloAI/[l%Oh/{ﬂ Zve—jﬂC/v Z e~ JPea(k)
=M [ kl|>27T/ vV
-l Sper 3 e
B =M 1/V1/2=e>| k|| >2nT/VV
1 .
+ ll“im ]&}m li/I\n Zve—jﬁC/V Z e~ IBen(k) 7 (1'39)
foc Miee j=M k||>1/V1/2—¢
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avec 1/2 — € > aw. Alors calculons le second terme de 'équation (1.39) :

lim lim lim Z%eﬂ”/v o e = lim 1oy
B

T'oo Moo A .
Jj=M ||k||>1/V1/2=e
Le premier terme de I’équation (1.39) posséde une borne supérieure :

[ee) oo 1

1 . 4
lim lim —eIBCIV e IBea®) | < lim —_—
Moo A Z \%4 Z I'foo 77)‘6”1 + B
j=1 1/V1/2=ex|k||>2rT/V/V [n1>T

Par conséquent le premier terme de (1.39) est nul et donc limryae plong (A7, \AG 11.r) =
0.

Maintenant considérons les modes dans Ag ;; . Nous voulons appliquer la méme
stratégie que pour la preuve du théoréme 1.4 pour montrer que pour le gaz parfait
de Bose il existe des cycles macroscopiques.

Comme iy = —B/BV +0(1/V'), avec B > 0 nous avons :

%iTrgloplong(AaHﬂmacro) = lim lim hm— Z ZPAJ

I'Too z|0;yToo VToo
kEAS 7 J=xV

(ef:rB+o(1) _ efyBJro(l))

— lim lim i ,
FlTIglo :plOl;IyITloo VITI?O keAZ eBleak)—mn) — 1
0,I1,0
. 1
T e 2e ofleat®om) — 1
0,11,
= lim Jj . .
lim lim (3 pa(k)) (1.40)
keAS,H,r

Nous pouvons facilement calculer :

T 1
%IT?O \1/1%?0( Z pa(k)) = %IT?O él%?o Z V BNGn3/V+B/VLo(1/V)) _
kEAO,II,I‘ ny=—
1
= — 1.41
Z B+ 7r)\ﬁn1 (1.41)
Donc en vertu de (1.38), (1.40) et (1.41) :
: . 1
%1%10 Plong (Mg r7.r[macro) = piong (8, p) = Z i vyl (1.42)

ny€Z!

Nous savons d’aprés le théoréme 1.3 que la densité de particules dans les cycles
courts est égale & la densité critique. Par conséquent en vertu de (1.29), (1.42) nous
pouvons conclure la preuve du théoréme. 0
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Cas:a; >1/2

Notre résultat principal dans ce théoréme pour la condensation généralisée de
type III est la présence de cycles mésoscopiques dans un nombre infini de modes en
la limite thermodynamique.

Theoréme 1.6 Sinous prenons les boites de Casimir avec 1/2 < oy, alors pour une
densité de particules fire p > p.(B) le potentiel chimique est i\ (3, p) = —C/B3V?° +
o(1/V?), avec § = 2(1 — o) et C' > 0. Il existe alors un condensat de Bose-Einstein
généralisé de type III dans un ensemble infini de modes et a échelle ni (V) =
270 /VO, T > 1 ainsi que des cycles mésoscopiques de taille de Uordre de V° dans
ces modes. Nous trouvons C' comme ['unique solution de (1.12).

Preuve : D’aprés la relation (1.1), nous notons I'ensemble des modes Aj;; pour le
cas aq > 1/2:

2mny 2mng 2mns

Va1 ) Vaz ) Va3

L {k cR: k= ( ); ng €ZY; aq > 1/2} : (1.43)

Soit A ;;;r un sous ensemble de Aj,; :

Aorrir = {k’ € ANy Ik < UIFII(V)} ) (1.44)
ol : 0T
ﬂ- *
nir (V) == o L EeN, (1.45)

avec d =2(1 —aq) < 1.

Nous allons montrer que Ag ;;; - contient toute la valeur de la densité de par-
ticules condensées ainsi que la densité de particules dans les cycles longs lorsque
I' = o0.

Avant de présenter des arguments formels, notons une différence qualitative
entre le cas a3 > 1/2 et a3 < 1/2. D’aprés la définition de nt, (V) (1.45), nous
voyons que le nombre d’états de Af;;;p est de lordre O(V**~!) qui tend vers
I'infini, lorsque le volume tend vers I'infini, il y a beaucoup plus de modes conden-
sés que dans A ;; - (défini par (1.36)). Heuristiquement on peut dire que Ag ;-
contient des cycles longs de tailles de 'ordre O(V?) dans un nombre de modes de
Iordre O(V2*1~1). Ainsi, le nombre de particules dans ces cycles longs est de I'ordre
O(V)O(O(V?~=1)) = O(V), ce qui est macroscopique. Pour cette raison, il existe
un condensat macroscopique formé par I’accumulation des condensats mésoscopiques
(I'ordre du nombre de particules est O(V2*171) | ce qui est plus petit que O(V)) ainsi
que par 'accumulation des cycles longs mésoscopiques dans chaque modes condensés
dans A§ ;77 -

On décompose la densité de particules comme une somme sur les cycles courts
et longs :

Plong(ﬁ ) P) = %iglo plong(A?H\AS,HI,F) + Illeglo plong(AS,IH,r)- (1-46)
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Avec le méme argument que pour la preuve du théoréme 1.5, on trouve que le premier
terme du membre de droite de ’équation (1.46) est nul.

Regardons maintenant les modes dans Ag ;;; 1. Pour ce cas, nous voulons prouver
que pour le gaz parfait de Bose il existe des cycles mésoscopiques de l'ordre de
OV?), 6=2(1—ay) <1,

Puisque fi, = —C/BV°® +0(1/V?) avec § = 2(1 — ay) et C > 0 on obtient :

ne

lim AF micro) := lim lim hm — 6]551\6_”66‘\(19)
o Prong ( 0,111,F| ) F'lae 2 [0yo0 Voo V Z Z
keAG rrrr = IV5

(6—xC+o(1) _ e—yC’+o(1))

= lim lim Iim

I'loo z]0;yToo VToo - eBlea(k)—mp) — 1
KEAS r11r
= lim lim ( 1.47
I'Too VToo Z pA ( )
keAS rrrr

On peut facilement calculer :

lim Iim (> pa(k))
€A 11T

o0

1 1 - ) 2(; 5 2a1 —1)2
= lim lim | ——— E e~ /v E o~ ™EG/VO) (V2T
00 Voo 6 1/ 2a1—1
Hhee vt vevsn Jj= ny:ny/V2e1—Kr

Comme cette expression est la limite d’une double somme de Darboux-Riemann, en
limite thermodynamique nous obtenons une double intégrale :

1 1 ( (k‘)) 1 dC ¢C /F dg CmA2E2 dC e‘CC \/_( 4 )
im lim g PA = lim e e o :/ = {1.48
I'Too Voo KeAS o1 Moo Jp+ _r R+ \/z)\g 01/2)\5
D’ou :

| . | JE
11}%10 plong(Ao,IILF|mZCT0) = plong(ﬁ; P) = m , (1.49)

en vertu de (1.46), (1.47) et (1.48).

Nous savons d’aprés le théoréme 1.3 que la densité de particules dans les cycles
courts est égale & la densité critique. Par conséquent en vertu de (1.29), (1.49) nous
pouvons conclure la preuve du théroréme. 0]

1.4 La classification de condensation (LILIII) im-
plique t-elle une hierarchie pour les corrélations ?

Dans la section nous avons présenté trois concepts autour de la condensation de
Bose-Einstein :
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- la condensation de Bose-Einstein généralisée, énoncée par van den Berg, Lewis
et Pulé (1986) [28]

- les cycles longs (infinis), introduit par Feynman (1953) |8|

- ordre a longue portée (dit "Off Diagonal Long Range Order" (ODLRO) en
anglais), de Penrose et Onsager (1956) [9]

Ensuite pour une étude plus fine des deux premiers concepts, nous avons dans
les sections 1.2, 1.3 revisité ces concepts en introduisant des notions basées sur une
approche d’échelle :

- la condensation de Bose-Einstein & 1’échelle et une classification type I, II,
IIT reliées aux notions de condensat conventionnel, de condensat fragmenté et de
quasi-condensat

- les cycles longs a des échelles hierarchisées pour les longueurs de cycles : méso-
scopiques et macroscopiques

Pour le cas d’un gaz parfait de bosons dans une boite, nous avons montré dans le
cas du modéle de boites de Casimir (et de van den Berg dans les chapitre 2 et 4) que
la classification de CBE généralisée et a 1’échelle est reliée a la hierarchie de cycles :
les CBE de types I et II, respectivement type III sont équivalent a I’existence cycles
longs macroscopiques, respectivement mésoscopiques.

La question naturelle qui se pose est qu’en est-il du concept de corrélation longue
portée 7 Pouvons nous introduire une approche d’échelle pour les étudier et existe
t-il une hierarchie de longue portée? En fait tout I'intérét physique de I'approche
d’échelle se trouve dans I’étude des corrélations et donc de la cohérence quantique
des différents condensats (types I, II, III) car c’est justement ce qui peut se mesu-
rer expérimentalement au sens d’une longueur dit longueur de cohérence avec un
processus d’interférence atomique [16], [17], [19], [46]. Le but de cette section est de
donner une définition formelle de la longueur de cohérence a partir de notre approche
d’échelle et de montrer qu’elle est reliée aux trois types de condensats généralisés.
Dans ce chapitre nous le montrerons pour le modéle du gaz parfait dans des boites de
Casimir et pour le modéle de boites de van den Berg exponentiellement anisotropes
dans les chapitres 2 et 3.

1.4.1 Approche des corrélations longue portée a I’échelle

Rappelons tout d’abord la définition de 'ordre a longue portée que nous avons
montré équivalent au critére de condensation généralisée d’apres le Théoréme 1.2 :

[|z—a|[Too

ou o(f3, p;z,x’) est la fonction de corrélation a deux points entre les deux points x
et 2’ aprés la limite thermodynamique. Notez que cette définition n’est pas adaptée
a la définition du condensat a I’échelle, puisque on ne précise pas encore quelles sont
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les échelles de corrélations par rapport aux échelles de longueurs de la boite A. Il
semble intéressant de prendre la limite thermodynamique en méme temps que la
distance entre les deux points = et 2’ tend vers l'infini.

Une question naturelle est de savoir si nous sommes en mesure de détecter les
différents types de condensat généralisés avec I'aide d’un critére généralisé de corré-
lations a longue portée basée sur notre approche d’échelle. Nous pouvons procéder
comme pour la condensation généralisée et les cycles longs en introduisant une échelle
dans la définition de la fonction de corrélation. Le probléme est similaire : nous avons
dans 1'équation (??) qui défini le paramétre d’ordre deux limites succéssives, I'une
thermodynamique et I'autre éloignant les deux points z et 2’ 4 I'infini. Ce qui donne
envie de procéder a une seule limite, thermodynamique, en choisissant une vitesse
de croissance vers 'infini de la distance entre les deux points & — 2’ en fonction
des longueurs de la boite Ly, Lo, L3. Ainsi cette fonction (x — x’)(Ly, Lo, L3) est une
échelle de longue portée.

Définition 1.11 Pour un gaz parfait de Bose dans des boites parallélépipédiques
A = Ly x Ly x Lg, il existe des corrélations a longue portée a ’échelle X (L4, Lo, L3)
ot X : (L1, Lo, L3) — X (L1, Lo, L3) € A avee X, = X, (L,), de telle sorte que
limy, 10 | Xy (Ly)| =00, v =1,2,3, si :

ox(B,p):= lim (oax)(L1,Le, L3) >0, (1.50)

Ly,L2,L3Too

0t (op.x)(L1, Lo, L3) la fonction de corrélation & deuz points pour l’échelle X :

(oa,x) (L1, Lo, Ls) := 0a(B, p;x(L1, Lo, Ly)—a' (L1, Lo, L3)) Z pak)etX bt ts),
kEA*

(1.51)
ol X(Ll,LQ,Lg) = (l’ — [E,)(Ll,LQ,Lg) S A7 C.f. (113) .
Remarque 1.1 D’aprés (1.1) et (1.3) on peut écrire (1.13) comme :
o (B, pr . 2/) ZGJ“H% (e (= ), e 777 (152)

ot O5(u, q) == cm g7 %™ est la fonction elliptique de Théta [47].
Ce qui implique la proposition suivante :

Proposition 1.5 D’aprés (1.51) les fonctions de corrélations a deux points (voir les
définitions ?7 et 1.11) sont des fonctions positives et symétriques et L,-périodiques
dex, —xl,, v=1,2,3 sur R, et croissantes/décroissantes sur [nL,,nL, + L,/2] C

R*, n € N, respectivement [nL, + L,/2,(n+1)L,] C RT, n € N (i.e. monotone
sur la demi-période).

Preuve : Ces propriétés dérivent des propriétés de la fonction elliptique de theta [47].
O

Les deux définitions 1.3 et 1.11 ne sont pas équivalentes. Le lemme suivant donne
la relation entre les deux ordres de longues portées d’un point de vue général :
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Lemme 1.3 Pour toute fonction vecteur X (L1, Lo, L3) on a :

0<ox(8,p) <a(B,p) .

Ce Lemme signifie que I'existence d’un ordre a longue portée a I’échelle implique
'existence d’un ordre a longue portée (et donc que I'absence d’un ordre a longue
portée implique absence d’un ordre a longue portée a 1’échelle)

1.4.2 Hierarchie et anisotropie des corrélations, cohérence du
condensat

Ici, nous utilisons la définition 1.11 pour analyser les condensats et les cycles
dans les boites de Casimir. Notez que le critére habituel de ODLRO est tel que nous
n’avons pas d’indication de 'ampleur des corrélations a longue portée parce que
nous étudions leurs corrélations aprés la limite thermodynamique.

Nous introduisons une classification des corrélations a longue portée, formelle-
ment définie par :

Définition 1.12 Pour le gaz parfait de Bose, il existe des corrélations macrosco-
piques dans la direction x,, s’il existe une fonction vetorielle X (Ly, Lo, L) € A de
telle sorte que : limy oo | X, (Ly)|/Ly, > 0 et ox(53,p) > 0.

Définition 1.13 Pour le gaz parfait de Bose, il existe des corrélation mésoscopiques
d’ordre L., (L,) dans la direction x,, s’il n’existe pas de corrélations macroscopiques
dans cette direction et s’il existe une fonction vectorielle X (L1, Lo, L3) € A avec
limy, 1o | Xo(Ly)| = 00 et 0 < limy, 100 | X0 (Ly)|/Len(Ly) < 00, de telle sorte que
ox(B,p) >0 avec imyp, 100 | X, (Ly)|/Ly, = 0. S’il nexiste pas de fonction vectorielle
X'(Ly, Lo, L3) € A avee limp, 100 | Xy (Ly)] = 00 et 0 < limp, 00 | X0 (Ly)|/Len(Ly) =
0, de telle sorte que ox(53,p) > 0, alors L.,(L,) est la longueur de cohérence mé-
soscopique dans la direction v.

Pour les conditions aux limites périodiques, le systéme est homogeéne et il n’y
a donc pas de localisation spatiale de la condensation contrairement au cas des
conditions aux limites de Dirichlet. Toutefois, la longueur de cohérence du condensat
peut étre étudiée sur la base des précédentes définitions 1.12 et 1.13.

Theoréme 1.7 Soit un gaz parfait de Bose grand-canonique dans des boites de
Casimir A = VY x V2 x V% quec les conditions aux bords périodiques, pour une
densité de particules fizée p. Soit X : V € Rt — X (V) = (X1(V), Xa(V), X5(V)) €
A, limyo Xy (V) = 00, 0 < X, (V) < V*/2, v = 1,2,3. Nous avons alors les
résultats suivant concernant les corrélations a longue portée o ’échelle X (V) :

ox(3,p) =0, pour p < p.(3), (1.53)

tandis que pour p > p.(B) on a :
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(1) pour le cas ay < 1/2 :

ox(B,p) = po(B) ,

(i) pour le cas ap = 1/2 :

ox(B,p) = po(B), pour lim (X, (V)/V*) =0,

coS 2T T Lran
= 2 mgaep A P W) =gV <<t

n1€ZL
(1i1) pour le cas a; > 1/2 :

ox(B,p) = po(B), pour‘l/iTrglo(Xl(V)/V‘S) =0,0=2(1-),

= po(ﬁ)e_%ﬁ/’\ﬁ < po(f), pour X;(V) = a:V‘S/Q, x>0,
= 0, pour ‘l/le (X (V) V%) =0 .

Preuve : Pour assurer la décroissance monotone de la fonction de corrélation pour
le cas des conditions périodiques, on choisit 0 < X, < %Va”, v =1,2,3, voir la
proposition 1.5.

La premiére étape de la preuve est 'étude du régime p < p.(f3), sans condensat
généralisé :

Puisque (3, p) = 0 (theoréme 1.2), d’aprés le lemme 1.3 on obtient ox (3, p) =0
pour tout veteur X (V') € A.

La seconde étape est 1’étude du régime p > p.(3) pour lequel nous avons un
condensat généralisé :

Pour le cas ay < 1/2 d’aprés la definition 1.11 on a :

ox(Bp) = lim | Y pa(k)e®¥O ) 4 lim [ > pa(k)e XY

Voo Voo

kEAaI kGA}\AS’I
1 ‘ ,
= lim <VZ€_AW> +lim [ ) pa(k)eXV) (1.54)
Voo =1 Vioo KEA\A

oit A7 est I'ensemble des modes définit par I'équation (1.27) et Afj; = {k = 0}
est le sous espace correspondant au modes condensés définit par (1.28). Le premier
terme de (1.54) est égal & po(5, p) en vertu du théoréme 1.4, donc étant donné que
a(B,p) = po(B, p) (théoréme 1.2) et d’aprés le lemme 1.3 le second terme de (1.54)
doit étre nul et nous obtenons le résultat.
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Pour le cas a; = 1/2 d’aprés la définition 1.11 on obtient :

ox(B,p) = llle ‘I}Trn Z pA(k,)ez‘k.X(V) + ILiTm ‘l/lTIn Z pA(k,)ez‘k.X(v)
ke AS II,r keA}I\A(’;JLF
1 & ) ,
= lim U —-Bj/V —mAGnI(§/V) p2miX1 (V) (n1/V)
FITI?OVITTO (VZe Zre
ni=—
‘m 1 ik.X(V)
lm lim | palk)e (1.55)

KEAT AL 111

oit Aj; est I'ensemble des modes définit par 'équation (1.35) et Af ;- est le sous
espace correspondant aux modes condensés définis par (1.36).

Silimy oo (X1(V)/V) = 0, le premier terme du membre de droite de (1.55)
est égal a po(B, p) en vertu du théoréme 1.5. Etant donné que o(3,p) = po(5, p)
(Theorem 1.2) et d’aprés le lemme 1.3, le second terme de (1.55) est nul et nous
obtenons le résultat.

St limy 0 (X1(V)/ V) = 2, 0 < 2 < 1/2. Puisque la somme sous la limite du
premier terme du membre de droite de (1.55) est une somme de Darboux-Riemann,

on obtient :
, cos 2mnix
d €_BX e—WA%n%erﬂ'zxnl _ ]
IR > et

n1€ZL n1

Le second terme dans le membre de droite de (1.55) est nul parce que la phase
implique qu’il est plus petit que la densité de particules dans A}I\A’}LQF qui est nul
en limite [' — oc.

Pour le cas ay > 1/2 d’aprés la définition 1.11 et en vertu de (1.48) nous avons :

ox(Bp) = lmlim (> pa(k)e™ ) | + lim lim > palk)et W)
keAG 111 r KEAT \AG 11T

o0

_ L G4V
o ILITIO% ‘l/lglo(vé 1/ 2011 2 €
]:

% Z 6—#/\,(23@/‘/6)(”1/\/2“1_1)2627riX1(V)n1/VD‘1)

ny:ng/V2e1-1<r

+ lim lim > palk)eXW) (1.56)

I'oo Voo . i
keAIII\AO,III,F

oit A7;; est 'ensemble des modes définit par I'équation (1.43) et Af ;;; - est le sous
espace correspondant aux modes condensés définit par (1.44).

Si limyoo (X1 (V)/V9/2) = 0, le premier terme du membre de droite de (1.56)
est égal & po(f, p) en vertu du théoréme 1.6. Etant donné que o(53,p) = po(5, p)
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(Theorem 1.2) et d’aprés le lemme 1.3, le second terme de (1.56) est nul et nous
obtenons le résultat.

Soit limyeo(X;(V)/V%?) = 2, 2 > 0, § = 2(1 — ay). Alors la somme sous la
limite dans le premier terme de (1.56) est une double somme de Darboux-Riemann,
ce qui implique :

/ dfe_C€/ dxe—ﬂ')\%f)fe%ri;rx _ ﬁ 6_236\/7?6/)\‘@.
R+ XER )\,8\/6

D’aprés les mémes arguments que pour le cas oy = 1/2, la seconde partie de
(1.56) est nulle (la précédente expression est une fonction décroissante de z pour
x > 0 et ainsi nous obtenons le résultat).

Soit limy e (X1 (V)/V%/?) = co. Comme la fonction de corrélation est décrois-
sante pour 0 < X, < V* /2 (voir la proposition 1.5), elle est uniformément bornée
par Pestimation du dessus avec X (V) =zV? 2 >0 :

/ dﬁecg/ dxe’”’\%éxze%mx + lim lim Z pa(k)erX V)
R+ YER I'oo Voo y .
keAIII\AO,III,F

Quand z tend vers l'infini, la premiére partie tend vers zero (d’aprés le théoréme
de Riemann-Lesbegue) donc les précédement arguments montrent que la deuxiéme
partie est nulle aussi. Ceci conlut la preuve. 0

Nous obtenons ainsi une classification des corrélations a longue portée pour les
trois cas de boites de Casimir :

Theoréme 1.8 Pour un gaz parfait de Bose grand-canonique dans des boites de
Casimir avec une densité de particules fivze p > p.(0) :

pouur le cas a < 1/2 et pour le cas oy = 1/2 il existe de corrélations macrosco-
piques dans les trois directions.

pour le cas a > 1/2 il existe de corrélations mésoscopiques dans la direction xq
et macroscopiques dans les deux autres directions.

Preuve : Evidente d’aprés les definitions 1.12, 1.13 et le théoréme 1.7. 0

Il est remarquable que pour les type I et II de condensat généralisé dans les
boites de Casimir (les cas a3 < 1/2) les cohérences spatiales des condensats sont
macroscopiques tandis que pour le cas «; > 1/2 les cohérences spatiales du condensat
sont macroscopiques dans deux directions mais mésoscopiques dans la direction la
plus anisotrope.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un nouveau concept pour étudier la
condensation de Bose-Einstein permettant d’adapter 'approche d’échelle de London
au probléme de la condensation généralisée, de cycles et des corrélations. Elle permet
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d’affiner tout d’abord la classification de van den Berg-Lewis-Pulé des condensats
en trois types (I, II, III) illustrée pour le cas particulier de la PBG dans des boites
Casimir. Il s’agit d’une premiére étape formelle nécessaire avant d’étudier plus at-
tentivement les différent cas de condensation généralisées pour le gaz parfait de
Bose dans les boites de Casimir, voir la proposition 1.2. L'important de ce premier
concept présenté en section 1.2 c’est qu’il permet d’établir un lien entre les différentes
terminologies de classifications que ’on trouve dans différents articles [18], [28], [33].

La question fondamentale que nous étudions dans ce chapitre est le lien entre
les différents types des g-BEC (I, II, III) avec les cycles longs et les corrélations a
longue portée. Nos résultats concernant le PBG dans les boites de Casimir peuvent
étre résumés ici :

- Nous avons introduit la notion de cycles courts/longs a I’échelle afin de distin-
guer les différents types de condensats généralisés, voir les théorémes 1.4, 1.5, 1.6,
proposition 1.4. La méthode utilisée est 'estimation de la taille des cycles longs dans
le condensat, voir les définitions 1.7 & 1.9. Si les cycles longs sont macroscopiques
le condensat est de type I ou II, alors que si les cycles longs sont mésoscopiques le
condensat est de type III.

- Nous avons introduit la notion de corrélations a longue portée a ’échelle, voir
définition 1.11), pour distinguer les différents types de condensats généralisés, voir
les théoremes 1.7, 1.8. Nos arguments sont fondés sur l'estimation de la longueur
de cohérence du condensat, voir définitions 1.12, 1.13. Si la longueur de cohérence
est macroscopique dans les trois directions, alors le condensat est de type I ou II,
et si dans 'une des trois dimensions, la longueur de cohérence est mésoscopique, le
condensat est de type III.

Il est clair que les preuves des théorémes 1.4, 1.5 et 1.6 sont basées sur ’étude
des échelles des cycles longs via une analyse des séries géométriques qui se fait sans
difficultés. Pour cette raison, nous pouvons dire que I’étude des cycles longs via
notre technique d’échelle est adaptée a I’étude de la classification de la condensation
généralisée. Une autre raison provient de I'indépendance de la notion de cycles par
rapport au choix de représentation de la fonction de partition (Feynman-Kac ver-
sus représentation spectrale). Ainsi, cette étude a 1’échelle des cycles longs pourrait
étre utile pour étudier la condensation généralisée pour un gaz de Bose en interac-
tion [34], autrement dit pour déterminer quelle est le type de condensat généralisé,
ce qui est un probléme actuel important pour les systémes bi-dimensionnels |33].
Toutefois notons que pour notre cas du gaz parfait, les types I et IT ne semblent pas
différenciés en connaissant I’échelle de longueur des cycles longs. Cependant il semble
plus intéressant de distinguer le type I et II du type III beaucoup plus particulier
que les deux premiers d’un point de vu spectral et cohérence spatiale.

Pour simplifier, nous considérons ici un gaz parfait de Bose avec les conditions
aux limites périodiques mais nous pourrions adapter les résultats pour les conditions
de Dirichlet (chapitres 2 et 4 pour le modéle d’anisotropie exponentielle et quasi-2D)
ou de Neumann pour lesquelles nous pouvons caractériser la forme géométrique du
nuage de condensation via la notion de densité locale a I’échelle. Dans ces cas, les
résultats concernant les hiérarchies de cycles et ODLRO ne changent pas. Toute-
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fois, si P'on prend des conditions aux limites attractives, voir [48], on devine que
le résultat devrait étre différent, puisque dans ce cas le condensat est localisé dans
deux modes et il n’est pas homogéne. On peut supposer que les cycles longs seraient
macroscopiques, mais le plus intéressant serait de calculer la longueur de cohérence
du condensat et sa forme géométrique.

Une question se pose naturellement ici, les résultats sont-ils valides pour un gaz
imparfait de Bose (en présence d’un champ moyen) ? Comme il a déja été montré [49],
le champ moyen ne change pas (peu importe l'anisotropie géométrie de la boite) les
résultats concernant l'existence d’un condensat généralisé et sa classification. Mais
bien entendu concernant les tailles des cycles et des cohérences il n’y a pas de
preuves formelles que les résultats ne sont pas modifiés. Tout de méme d’un point
de vu heuristique, je pense que les résultats ci-dessus ne sont pas modifiés par la
présence d’un champ moyen car le terme ajouté a 'Hamiltonien gN?/V, ou g est la
paramétre d’interaction, est uniforme dasn I'espace des coordonnées et dans I’espace
des moments, ce qui ne modifie pas, a priori, la distribution des particules dans
chaque mode et par transformé de Fourier la fonction de corrélation reste inchangée
elle aussi; il en est donc de méme pour la distribution des particules dans chaque
taille de cycle.

La derniére remarque concerne la validité des résultats dans I’ensemble cano-
nique. Il est connu [50] que pour le PBG canonique dans les boites de Casimir il existe
la méme classification de condensats généralisés dans l’ensemble grand-canonique.
Ainsi nous pensons que les principales conclusions concernant la hiérarchie des cycles
longs et des corrélations a longue portée ne devraient pas étre modifiées. Toutefois,
étant donné que les densités moyennes de particules dans les différents modes quan-
tiques condensés sont différentes [50] du cas grand-canoniques, nous supposons que
des résultats plus fins (formules dans les propositions 1.2 et 1.4 et le théoréme 1.7)
devraient étre différents. De plus la taille maximale des cycles longs est limitée par
le nombre de particules total dans le condensat, comme il est montré pour le cas du
gaz dans une boite cubique [51].

Dans les chapitres suivants nous appliquerons cette approche pour I'étude de
la localisation du condensat type III (quasi-condensat) et les longueurs de cohé-
rence pour un gaz parfait de Bose dans des boites exponentiellement quasi-bi-
dimensionnelles (Ch.2) et dans des piéges harmoniques exponentiellement quasi-
uni-dimensionels (Ch.3). L’approche d’échelle va nous permettre de comprendre que
ce sont les échelles caractérisant le condensat généralisé modifiées a partir d’une se-
conde densité critique ; d’oil le nom de transition d’échelle au second point critique.

60



Chapitre 2

La seconde transition de
Bose-Einstein pour le gaz de Bose
dans une boite
quasi-bi-dimensionnelle

Physics is a human attempt at understanding a certain class of natural phe-
nomena, using scientific methods. We shall not to try to define scientific methods
i general, but note they have been very successful and very diverse. Mathematical
physics is one of these methods or approaches in which a mathematical structure
18 somehow associated with the structure of physical phenomena. The mathematical
structure is then studied by mathematical techniques to yield new statements with
physical relevance. Provied it yields physically relevant statement, no mathematical

technique is to be judged too sophisticated or too trivial.
D. Ruelle, Statistical Mechanics Rigorous Results, W.A.Benjamin, INC (1969) [52]

2.1 Introduction

Nous pouvons montrer rigoureusement qu’il n’y a pas de condensation de Bose-
Einstein conventionnelle pour un gaz de Bose uni- (1D) et bi-dimensionnel (2D) et les
plaques paralléles (films) tri-dimensionnelles. Pour le gaz en interaction, le résultat
vient du théoréme de Bogoliubov-Hohenberg [31], [32], basé sur les inégalités de
Bogoliubov, [53]|. Pour le gaz parfait de bosons, le résultat est plus facile & montrer
car il vient d’une analyse explicite des densités de particules dans les états quantiques
pour une particule. Le point commun avec le cas en interaction est le théoréme 1/¢?
de Bogoliubov [31], [54], qui implique la destruction de I'occupation macroscopique
de I'état fondamental par les fluctuations thermiques.

Ce renouvellement d’intérét pour ce probléme d’existence possible du condensat
dans les systémes quasi-bi-dimensionnels (films) vient des récentes données expé-
rimentales indiquant l'existence d’un condensat particulier dit "quasi-condensat"
dans les piéges trés anisotropes de type quasi-1D [16], [20] et quasi-2D [17] (relié &

61



CHAPITRE 2. LA SECONDE TRANSITION DE BOSE-EINSTEIN POUR LE GAZ
DE BOSE DANS UNE BOITE QUASI-BI-DIMENSIONNELLE

la transition BKT). Notons que nous ne pouvons pas relier directement nos prédic-
tions théoriques avec les expériences citées ci-dessus premiérement car la géométrie
utilisée est celle du piége harmonique (voir le chapitre 3 pour le cas quasi-1D) car
Ieffet des interactions est non-négligeable dans les conditions expérimentales, no-
tamment la transition BKT existe uniquement en présence d’interactions [22], [21].
Malgé tout, le travail que nous proposons ici présente une base théorique pour le gaz
parfait essentielle pour la poursuite des études du cas en interaction (au minimum
pour le cas dilué). De plus, le cas du gaz parfait peut-étre approché grace a une
métode expérimentale liée aux réonances atomiques dite de Feschbach [19]. Remar-
quons aussi que la cas du gaz de Bose dans un piége harmonique est localement
(étude de densités locales au centre du piége) similaire au cas du gaz dans la boite
comme 'ont déja remarqués les physiciens théoriciens [55] et expérimentateurs [17].
Ainsi le travail exposé dans ce chapitre peut servir de base intuitive pour le gaz
piégé quasi-2D, nous le verrons dans la section 2.7.

Dans ce chapitre nous étudions une application du concept d’échelle du chapitre
1 dans I’étude théorique d’un modéle de gaz dans des milieux quasi-bi-dimensionnels.
Pour un gaz parfait de Bose dans des boites fortement anisotropes dans deux direc-
tions (exponentiellement), il existe une seconde densité/température critique p,,(5)
supérieure a la densité critique usuelle p.(3) qui sépare deux régimes de condensa-
tion différents : le régime de quasi-condensation (condensat généralisé de type III)
pour lequel la cohérence est fortement réduite et le régime de condensation usuel
sur I’état fondamental (condensat de type I) en coexistence avec le quasi-condensat
saturé.

L’existence de cette seconde densité critique notée p,,(3) pour le gaz parfait a
été découverte par M.van den Berg [27] en 1983 et étudiée jusqu’en 1986 [28], [29]
ainsi qu’au début des années 1990 [56], [57] pour le modéle de condensation de spin.

L’originalité de notre travail exposé dans ce chapitre a propos de cette seconde
densité se résume en 3 points :

- Son interprétation en terme de seconde transition entre deux régimes de conden-
sation comme phénoméne de saturation du quasi-condensat et sa coexistence avec
un condensat usuel par analogie avec l'interprétation d’Einstein et London de satu-
ration du gaz thermique et sa coexistence avec le condensat, sections 2.2 et 2.3.

- Le rapprochement avec idées physiques existantes reliées a la phénoménologie.
Premiérement parce que nous calculons la seconde température critique 7,, carac-
térisée par une température effective 7 dépendant du paramétre d’anisotropie expo-
nentielle a et les fractions condensées pour le quasi-condensat et pour le condensat
usuel qui se trouve modifiées par rapport au cas usuel, section 2.5. Deuxiémement
parce que nous montrons que les résultats s’appliquent au cas du gaz parfait de Bose
dans les piéges quasi-2D harmoniques, section 2.7.

- Le décodage de la seconde transition par I'approche d’échelle qui permet de
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calculer I'échelle de localisation en impulsion et ’échelle de longueur de cohérence
des condensats, section 2.6.

Notons que l'anisotropie exponentielle n’est pas un concept commun pour ex-
périences, nous le discuterons dans la section 2.4 . Ainsi il vient une reformulation
de la notion standard de condensation généralisée que nous avons examinée dans le
chapitre 1 pour le modéle de boites de Casimir et de la version correspondante du
théoréeme de Bogoliubov-Hohenberg |33].

2.2 La seconde densité critique

2.2.1 Premiére densité critique et condensation généralisée

Rappelons pour commencer I’hamiltonnien pour une particule libre dans le gaz
parfait de bosons dans une boite A = L1 x Ly X L3 :

=1 _ _ I
2m
Dans ce chapitre nous prenons les conditions aux bords de Dirichlet, ainsi les
fonctions propres sont :

3
2 .
Yr(z) = H I, sin(mk,x,),
v=1
pour chaque modes quantiques k£ dans ’ensemble suivant :

™1 TNng TN3
k=(—,—,—, n, N, v=1,23);,
fo- (@ T2 20 e v =129}

ou les n,, v =1,2,3 sont les nombres quantiques entiers strictement positif (€ N*).
Les niveaux d’énergies pour chaque mode £k sont donnés par :
e = —Kk°. 2.1
" om (21)
On considére le gaz de bosons dans I’ensemble grand-canonique (7, V, u) on V =
Ly Ly L3 est le volume de A, T la température et p le potentiel chimique. Le nombre
moyen de particule dans chaque état quantique 1, pour un mode k est donnée par
la distribution de Bose-Einstein :

Nk(ﬁ?ﬂ) = (eﬁ(g’f*/‘) _ 1)717

ol le potentiel chimique :

h2 2 2 2

< inf (W+7T+7T)
mtey = —(-—5+-—5+ -
S ey 7 I -
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pour assurer la convergence et la positivité du nombre de particule Ni(3, ) pour
chaque modes k et le nombre total de particule N (5, 1) = >, Ni(5, ).

Rappelons le raisonnement vue dans chapitre 1 concernant le procéssus de satu-
ration du gaz thermique. De maniére indépendante de la géométrie, nous obtenons
la limite thermodynamique suivante pour la densité totale de particules :

Na(B, 1) :/ 4>k 1 _ gs/2(e”") (2.2)
R3 (27T)3 eﬁ(é‘ﬁkQ*u) -1 )\% ’ '

m

p(B,p) = lim v

avec la longueur thermique \g = h\/273/m et ol g,(z) = 3272, j—; est la fonction
zeta-Riemann généralisée. On constate que comme p < 0 nous obtenons une limite

supérieure pour la densité totale de particule :

¢(3/2)

3 )
)\[3

p(B, 1) <

ot {(p) = g,(1) est la fonction zeta-Riemann. La signification de cette limite supé-
rieure est donc 'existence d’une densité critique, indépendante de la géométrie :

(3/2)

pe(B) = ¢ )\%

Que se passe t-il pour p > p.(3) 7 On doit considérer une densité totale de particules
fixée p. Le potentiel chimique noté uy (3, p) est alors 'unique solution de ’équation :

p= S M) _ TR (),

cette solution existe et elle est unique car la fonction Ny (5, 1)/V du potentiel chi-
mique p est strictement monotone croissante. Ainsi lorsque 1'on prend la limite
thermodynamque pour la fonction Na (8, pa(5,p))/V on a :

Jim NA(3, pa (3, )V = p > pe(B),

Comme nous l'avons vu au précédent chapitre, la quantité de surplus de densité
p — pe() est égal au condensat généralisé dont la densité est donnée par :

po(B,p) =lim  lim Y~ pa(k) = p— pe(B).

n—0 L1,L2,L3—00
[1k]I<n

2.2.2 Modéle d’anisotropie exponentiel quasi-bi-dimensionnel
(quasi-2D)

La question qui se pose maintenant c¢’est quelle est la structure de ce condensat
généralisé lorsque 'on prend comme modéle de boite anisotrope Ay = Li(L) x
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Ly(L) x Lg(L), o L > 0 est un paramétre de longueur (en métres) et avec les
relations d’échelles de chaque longueurs comme fonction de L :

Li(L) = Ly(L) = Le**, Ls(L) = L,

ol a > 0 est le paramétre d’anisotropie exponentielle de dimension inverse a celle
d’une longueur.

Ce type d’anisotropie exponentielle que nous nommons les boites de van den
Berg, modélise une facon de prendre la limite thermodynamique avec des croissances
relatives entre les différentes longueurs qui dépendent de L. Usuellement lorsque ’on
fait un changement d’échelle pour lequel par exemple L3 est doublé, alors L, est
doublé aussi mais L;/L3 reste constant. On note alors comme relation L; = AL3 ot
A > 1 est le parameétre d’homothétie, que 'on nomme conventionnellement le rapport
d’aspect. Pour notre modéle lorsque L3 — 2Ls, alors Ly — 2Le?*". Deux questions
se pose alors tout naturellement :

- Pour un volume fixé, peut-on parler de régime exponentielle pour ’anisotropie ?

- La limite thermodynamique de ce modéle a-t-elle un sens "mathématique" et
est-elle équivalente aux limites thermodynamique des autres modéles ?

Nous discuterons dans la section 2.4 ces deux questions .

Revenons maintenant a notre question : quelle est la structure "fine" du conden-
sat généralisé 7

Intuitivement, comme nous avons une anisotropie dans les deux directions x1, x»,
nous pouvons penser de maniére similaire aux cas vus dans le chapitre 1, que le
condensat se réparti dans les modes kq, ko du plan (ki, ke, m/L3) de V'espace des
moments, c’est a dire que les particules condensées possédent une impulsion dans
les deux directions z1, xo du plan (z1,x9,0). Nous allons dans la suite montrer d’ou
vient ce phénoméne par ’analyse de la distribution de Bose-Einstein et par ’étude
de I’échelle de décroissance du potentiel chimique vers zero.

2.2.3 Condensat généralisé dans le plan (ki, ks, 7/L3) de Des-
pace des moments

Exprimons la densité totale de particules p > p.() en séparant la somme
sur les modes en une somme sur tous les modes en dedans et en dehors du plan
(k1,ko,m/L3), en écrivant le potentiel chimique py, = ur (8, p) := infr e, — AL(8, p)
ou Ar(f3,p) > 0 est I'unique solution de I’équation p > p.(f) :

N (8, pr) Ni(8, pr)
p= > v, " > v, (2.3)
L L
k=(k1 k2,7 /L3) ki (k1 o,/ L3)
Tout d’abord, si on suppose que la fonction Ay = Ap(5,p) < %Z—i, alors la
3
somme en dehors du plan (ky, ko, w/L3) est saturée a la valeur de la densité critique
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F1Gg. 2.1 — Shéma Illustrant le systéme de confinement quasi-2D dans une boite
exponentiellement anisotrope

car elle peut s’écrire comme une somme de Riemann et tendre vers l'intégrale (2.2)
en prenant pu =0 :

lim Z Ne(B, 1)/ Ve

L—oo
k+#(k1,k2,m/L3)

I Z 1 1
- 1 1/ 2 2,2 2,2
L—oo Vi n2 w2 "1 m2n2  72n2

n120,n2>0n3>1 L~ B(L ( Zt Tt +AL) .

d*k 1
N /RB (2m)3 eB(h2k2/2m) _ 1 = pe(3)

Ensuite calculons la densité de particules dans le plan (ky, ko, 7/ L3) n0té pgpec(53, p)
qui doit étre égal a la densité du condensat généralisé p — p.(f3) :

N,
quec(ﬁa P) = lim Z %

L—oo
k=(k1,k2,m/L3)

1 1
= lim — .

1 d2k:
= lim — —
L—oo L (27r) e eBPR[2m+AL(B,0)) — ]

= thgo—mlﬂ[ﬁAL(ﬁ, p)]
= p_pc(ﬂ)7
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ce qui implique pour la fonction Ap (3, p) Pasymptotique suivante :

I - — o
AL(B,p) = 3 o 5(p=pe(B)) L+o(L) (2.4)

i deé . : N de d K2 72
qui décroit vers zero avec une vitesse tres grande devant 2 12 pour p > p.(5).

2.2.4 Saturation du condensat généralisé sur le plan dans I’es-
pace des moments et condensat conventionnel dans le
mode fondamental

Remarquons d’aprés 'équation (2.4) que pour certaines valeurs de densités, la
fonction A (S, p) est trés grande devant I’échelle de distance entre les niveaux d’éner-
gie %% dans le plan (ky, ko, m/Ls) car Ly = Ly = Le®*, L3 = L. Ainsi I'exposant
A3(p— pc(ﬂ)) pour la loi de décroissance de la fonction Ap (5, p) doit étre limité par
la valeur 2q, car si cet exposant est plus grand que cette valeur critique, la fonction
Ap = f7'e™2 o/ > a décroit plus vite que I'inverse du volume V' = L=3e~2eF
et donc la densité de particule dans I’état fondamental est infinie :

Nty 11 1 ek
= — ~ = —
VL VL eﬁAL -1 VLAL L3 L—oo

Q.

Ainsi nous obtenons une borne supérieur pour la densité de particules de sorte que
que A3(p — pe(B)) < 2a :

200
p<pB)+ 35,
B
et avons donc P'existence d’une seconde densité critique notée p,,(5) :
200
B

a partir de laquelle la loi d’échelle de décroissance du potentiel chimique doit changer.
Que se passe t-il lorsque p > p,,(6) ?

De maniére similaire au premier procéssus de condensation pour p.(3) < p <
pm(B), la fonction AL (3, p > pm) est 'unique solution de 1’équation

p=NL(B,puL(B,p))/VL > pm(D),

avec ur(B,p) = infre(k) — AL(5, p). Dans ce cas nous retrouvons le méme raison-
nement que pour le cas cubique, mais pour p > p,,(3), a savoir que AL(3,p) =
[B(p— pm(B))V] ™! ce qui implique 'occupation macroscopique du mode fondamen-
tal. Que se passe-t-il pour le condensat dans le plan (ky > w/Ly, ko > /Lo, m/L3)
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(sans le mode fondamental) noté pypec(,p > pm)? Comme V;, = L3**F nous ob-
tenons :

. N,(83, 1)
Papec(Byp > pm) = nglgo Z v,
k=(k1>7/L1,ka>n/La,m/L3) L

i 1 1

R s Z 1. 2 2.2

L—oo V K2 7r2n1 w2n2
n1=>1,no>1 L eﬁ(zm( 2 + 12 )+AL) 1

In[BAL(B, p > pm)]

- EEEO_A%L

= 2a/X\}
= pm(B) — pe(B),

et nous avons donc une densité dans ce condensat noté pge.(3, p) qui sature :

20

Papec(By P > pm) = pm(B) — pe(B) = pel (2.6)

et la densité de particules dans le mode fondamental, notée pye.(3, p) est positive :

. 1 1
Poec( B, p) = lim VP 1 P~ pm(B) - (2.7)

1
Notons quepour p.(5) < p < pm(5) nous avons un condensat généralisé de type
IIT i.e. aucun modes n’est macroscopiquement occupé, car d’aprés (2.1) et (2.4) pour

tout kK on a :
1 1

pr(B:p) = i e e =1

L—oo

0. (2.8)

De méme, pour Iasymptotique AL(3,p > pn(6)) = [3(p — pm(B))VL] ™", on a pour
tout les modes k # (w/Ly,w/ Lo, m/L3) :

1 1

pr(f,p) = lim V, ey 1 O (2.9)

i.e. pour p > p,(B) il y a coeristence du condensat généralisé de type 111 saturé avec
une densité constante (2.6), et du condensat standard (i.e. un condensat généralisé
de type 1) sur le mode fondamental (2.7), voir les figures 2.2 et 2.3.

2.2.5 Quelle est la nature du condensat généralisé dans le
plan?

En 1983, van den Berg a découvert que le condensat généralisé que 1’on obtient
est de type 111, dans la classification van den Berg, Lewis, Pulé. C’est a dire qu’aucun
mode n’est macroscopiquement occupé quand bien méme nous obtenons un conden-
sat généralisé. La question qui c¢’est posée dans la thése pour ce type de condensat
était : quelle est le lien entre un condensat de type III et les différentes terminologies
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ADensité des
condensats
Gaz thermique Type llI Type I+101_ .
PP,
Q/Q © Q/Q S

Fi1G. 2.2 —Shéma illustrant les croissance de densité du quasi-condensat et condensat.
la courbe noir en pointillé représente la somme des deux densités condensées aprés

la seconde densité critique

Saturation du Saturation du
gaz thermique quasi-condensat
s - T \§ / \§
Type llI - Type I+
Gaz thermique quasi-condensat Coexistence
: condensat +

Y pm quasi-condensat

F1G. 2.3 — Shéma des deux processus de transitions
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de condensats en phénoménologie 7 Nous avons dans le chapitre 1 répondu a cette
question en expliquant que pour chaque type de condensat de van den Berg, Lewis
et Pulé nous avons une correspondance avec les terminologie condensat usuel (I),
fragmenté (I,IT) et quasi-condensat (III).

Pour I’étude du phénoméne de seconde transition et son rapprochement avec les
observations expérimentales récentes [16], [17], nous allons utiliser la terminologie de
quasi-condensat pour un condensat généralisé de type I11. Il est important de préciser
que 'on peut mesurer avec des méthodes de diffusion de Bragg la distribution en
impulsion du condensat et le nombre de particules condensées dans chaque mode [16].
Nous verrons dans la section suivante 1’échelle de localisation du condensat, ainsi
calculons I’échelle de grandeur du nombre de particules dans chaque état condensé,
pour les modes du plan (ky, ko, 7/ L3) avec k, = w(n,+1)/L,, v =1,2 avec n, € N
pour p < p,(B) et n, € N* pour p > p,(3).

(i) Regime pe(B) < p < pm()

Nous avons vu que la fonction Az(3, p) décroit moins vite que 1/L? (on va y
revenir plus en détails dans le prochain paragraphe), on trouve alors :

1

N(k1,k277r/L3) = p2 7202 2 nind

S T AL B)
1
BAL

—1
) = O(e/\%(p*pc(ﬁ))L)

= O

Y

comme )\%(p — pe(B))L < 2a, le nombre de particules est mésoscopique.

Ainsi le condensat est réparti sur un ensemble de modes mésoscopiquement oc-
cupé, c’est donc un quasi-condensat ou condensat généralisé de type III, voir les
figures 2.2 et 2.3.

(il) Régime p > p,,(9)

Cette fois la fonction Az (3, p) décroit plus vite que 1/L? puisqu’elle décroit en
1/V, on calcule alors pour les modes du plan avec une certaine échelle de locali-
sation que nous allons étudier dans la section 2.3. Heuristiquement la localisation
des niveaux quasi-condensés pour p > p,,(3) se trouve en prenant la valeur de la
fonction AL(B, p = pm(05)) ce qui donne :

1
N ko mjray = O <€B(AL<B,p:pm(ﬁ>>> _ 1)

- ¢ (ﬁAL(ﬁ,plz pm(ﬂ))> =0,

nous avons donc aussi un quasi-condensat ou condensat généralisé de type III saturé
(qui ne dépend pas de la densité), voir les figures 2.2 et 2.3.
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2.3 Nature de la seconde transition

2.3.1 Echelle de localisation en impulsion du quasi-condensat

Nous avons expliqué que pour p > p.(/3), le quasi-condensat est réparti sur deux
axes dans I'espace des moments et nous avons écrit cette somme comme une somine
de Darboux-Riemann qui en limite thermodynamique, c’est a dire quand le volume
est infini, tend vers une intégrale sur R? dans le plan (ky, k2, 7/L3). Mais une question
se pose, quelle est 'origine plus précise de cette intégrale, autrement dit quelle est
la localisation en impulsion, dans I’espace des moments, du quasi-condensat 7

Approche du condensat & I’échelle pour p. < p < pp,

Pour répondre a cette question, nous allons nous servir du concept d’échelle déve-
loppé dans le chapitre 1 concernant la structure énergétique du condensat généralisé.
Nous avons vu dans ce chapitre 1 que nous pouvons définir le condensat comme une
somme de densités de particules dans un ensemble de modes £ dont la norme, relié
a I'énergie dans ces modes || k|| = /2meg/h?, est inférieur & une certaine échelle
n(L) (nous écrivons ici le paramétre L pour notre modéle car le volume Vi, dépend
de L) qui tend vers zero quand L tend vers l'infini, i.e. en limite thermodynamique.
Autrement dit, nous faisons la somme sur les niveaux d’énergies compris a l'intérieur
d’une bande d’énergie de taille A?n(L)?/2m. Pour le quasi-condensat dans les boites
quasi-2D exponentielle, nous pouvons écrire :

Pavec(B,p) = lim > pr(k), (2.10)

o0
ll%ll<n(L)

avec un choix judicieux de fonction n(L) peut nous permettre de trouver le do-
maine d’impulsion contenant le condensat ; par exemple, pour une densité de par-
ticules fixée p, choisissons n(L) = \/2mAL(B, p') /2, avec p.(B) < p' < p et donc
Ap(B,p) > AL(B, p) car je le rappelle, le potentiel chimique effectif Ap(3,p) =
B-1eX=re@DL gt une fonction décroissante de p. Avec ce choix de fonction n(L),
nous pouvons calculer la densité quasi-condensée :

. . 1 1
fim > puk) = fm 2 PR am AL (0.0 — |
IElI<n(L) |k||:k2<2mA L (B,p')/h?
o0 2
1 . 1 _]ﬂﬂlﬂ
S O JBAL(B.p) _—_ L?
= Jim 7 Z S > e 1
Jj=1 ni:mny/Li<n(L)
2
1 —jBr2 %
X = Yoo s (2.11)

2
na:mna/Lo<n(L)

la derniére partie de ’égalité étant obtenue par développement en série de la dis-
tribution de Bose-Einstein. Nous introduisons I’échelle jAL (3, p) dans les sommes,
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de sorte a obtenir une échelle de saut entre deux modes successifs (de n, a n, + 1,
v =1,2) de Pordre de (L,Ar(B3,p))" " :

Y k) = i SRS

= Ikl <n(r) =
X > N e = I W
ny:mny /L1<n(L) AL(67 p)L2
n2
x Y TG (2.12)

na:mng/Lo<n(L)

ainsi nous obtenons deux sommes de Darboux-Riemann sur les modes ki, ks, les

avec les incréments m, v = 1,2, l'intégrale variant de 0 a U'infini car n(L) >
V2mAL(B, p)/R2
- . AL(B.0) N anie
Jim, D ) = Jim ZERED
&l <n(L) j=0
v / T ARy jas® aLs) / Aky g2 nL(5p)
o (2m) o (2m)
— lim 1 i Lea‘ﬁAL(ﬁ,p)
L—oo L — ]/\%

1
= lim ——— In[l — #2LBP)] =

L—oco >\2L
= Lh_f&—)\g—Lln[ﬂAL(ﬁ, P)]
= p—pc(ﬁ) = pavec(8), (2.13)

et nous avons donc trouvé la densité du quasi-condensat.
Nous aurions pu choisir une fonction /(L) < \/2mAL(8, p)/h? < n(L) comme
limite inférieure pour la somme calculée pour obtenir une localisation plus fine du

. . . . /1 "
quasi-condensat, par exemple, si nous avions choisi 7'(L) = \/%eAQ(P*P ), p > p,
alors I'équation (2.11) modifiée en ajoutant une borne inférieure dans les bornes la
somme serait restée valide.

Commentons d’un point de vue heuristique ce résultat :

L’idée est de sommer sur les niveaux d’énergie h2||k||?/2m < AL(B,p) et donc
sur les modes k tel que |[k|| ~ +/2mAL(B, p)/h? = k.(L), ce qui exclu les modes
sur 'axe k3 dans 'espace des moments car inf(k3) = 27 /L > k.(L). Pour les deux

autres dimensions kq, ko, nous obtenons ainsi une somme sur les entiers n,,, v = 1,2
tel que n, ~ \/2mAL(B,p)/m2h2Ly = n.(L) (car Ly = L), et comme Ag(3, p)L,
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tend vers zero quand L tend vers I'infini, cela signifie que nous sommons sur des
entiers qui tendent vers l'infini quand L tend ves l'infini mais que les modes ki, ko
tendent vers zero. On obtient donc une intégrale sur des modes avec une échelle
définit par k.(L). Si on somme sur tous les modes k, < kL(L) = \/2mAL(B, p')/R2,
avec p.() < p' < p, et donc k(L) > k.(L), alors notre intégrale sur les modes dans
les directions ki, ko, a I'échelle k/(L) se fait sur un domaine de zero a I'infini et nous
obtenons ainsi une divergence logarithmique régularisée par le facteur 1/L devant
I'intégrale.

Remarquons que nous avons dii développer la distribution de Bose-Einstein en
série géométrique pour introduire 1’échelle en question. Cette série géométrique,
sur 'indice j, peut-étre interprétée comme une somme sur les cycles de bosons de
longueur j, comme nous 'avons étudié dans le chapitre 1. Cela n’est pas anodin,
le passage par I'é¢tude des cycles longs nous permet d’introduire ’échelle de loca-
lisation des modes condensées. Notons que la taille des cycles longs formés pour
pe(B) < p < pm(0) est mésoscopique et de I'ordre de 1/AL (3, p). Nous reviendrons
sur cette représentation du gaz de Bose dans le chapitre 4.

Echelle de localisation

Pour affiner notre précédente démonstration et obtenir un résultat plus fin, nous
allons réduire la somme (2.10) sur une "couronne" dans I’espace des phase a I’échelle
ko(L) = Ae—2(P=re(B)L que nous avons touvée pour p < p,,(/3). Prenons I’ensemble
k:ak.(L) < ||k|| < bk.(L), ot a et b sont deux nombres réel strictement positifs.
Maintenant calculons la densité de particules dans cette "couronne", en reprenant le
méme raisonnement que précédement avec les équations (2.11), (2.12), (2.13), mais
en changeant les bornes de la somme :

Lh_{n Z pr(k) =

o
ake (L)< ||kl <bke (L)

o b
—  lim AL(L@P)Z GIBAL(B.0) / k1 is22AL(8.0) / dky g 12 nL(8.)

i . @n)° (2m)

_ il iBAL(B, _

- Lh—IEoLZ )\2 —eIALB) (erf () — erf(a))

= pavec(B, p)(erf(b) — erf(a)) =557z Papec(5, ), (2.14)
ot erf(x) = 2 fo da'e™" , € R! est la fonction d’erreur de Gauss.

A1ns1 nous avons trouvée I’échelle de localisation en impulsion k.(L) du quasi-
condensat pour le premier régime de condensation (voir figure 2.4) :

ke(L) = Z5e 0PI 0 (8) < p < pu(B). (2.15)

Nous pouvons étendre notre raisonnement au cas p > p,,(5) pour la densité
quasi-condensée, on trouve avec les mémes arguments que la localisation en impul-
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Kk
p<P<p, A’

PP

Fi1G. 2.4 — Tllustration des condensat a 1’échelle dans 1’espace des moments, voir
équation (2.16)

sion notée k,,(L) est donnée par k,,(L) = Q}i—@e_’\?’(pm(ﬁ)_pc)”z, précisément égale a
ke(L) pour p = pp(B). Ce qui donne d’aprés (2.14) k(L) = 2Ze b > 1/L, =
ek avec AL(B,p > pn(B)) = B/ ((p — pm(B))VL), voir la figure 2.4. 11 est a
noter que pour p > p,,(3), échelle de localisation ne va pas varier car le paramétre
de décroissance dans I'exponentielle qui est o est le plus petit paramétre possible
permettant d’assurer la représentation sous forme intégrale de la densité de parti-
cules quasi-condensée sur le plan (ki, ko, mw/L3) de I'espace des moments. Ainsi nous
obtenons la densité quasi-condensée en modifiant I’équation (2.14), voir figure 2.4 :

Jim > PL(k) ;7=55=om(B) — pe()- (2.16)

o
ake(L) <[]l <bke (L)

2.3.2 Interprétation et définition de la seconde transition

En définitive, nous avons amélioré la définition de "condensation a I’échelle"
du chapitre 1 que nous pouvons formuler de maniére analogue a la définition du
condensat généralisé avec deux limites successives mais avec comme différences le
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L'>>L

,_

oy

-
N

bn(L")

F1G. 2.5 — Tllustration du processus de captation d’'un condensat localisé a I’échelle
dans I'espace des moments, voir définition 2.1

choix d’une échelle qui définit une "couronne" d’énergie qui tend vers zero en limite
thermodynamique.

Ainsi la densité de particule dans un condensat localisée en impulsion & une
échelle (L) est défini par (voir la figure 2.5) :

Définition 2.1 Pour un gaz de Bose dans une boite parallélépipédique A, avec une
densité de particules fixe p, il existe un condensat localisé en impulsion a [’échelle

n(L) si
pon(B,p):= lim lim > py(k)>0

a—0,b—00 L—o0
an(L)<||k||<bn(L)

St pour une densité donnée p, le condensat généralisé s’obtient comme la somme
de condensats localisés en impulsion a des échelles différentes n;(L), on dit que
plusieurs condensats localisés coexistent :

po(B, p) = Z po.0,(B: p)

Cette nouvelle définition 2.1 permet de prendre en compte tous les cas possibles
de condensations généralisées y compris les régimes de coéxistences possibles. Pour
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notre modéle, nous avons ainsi deux régimes : quasi-condensation (ou condensat
type III) et coexistence quasi-condensation (ou condensat type III) et condensation
usuelle (ou condensat type I sur le mode fondamental) :

Theoréme 2.1 Pour un gaz parfait de Bose dans des boites parallélépipédiques ex-
ponentiellement anisotropes quasi-bi-dimensionnelles Aj, = Le®" x Le*' x L, o > 0,
pour une densité de particules fize p > p.(f3), il existe :

- pour p(B) < p < pm(B) : un condensat (quasi-condensat ou généralisé de type
I11) localisé en impulsion & ’échelle k.(L) = Agle_’\%(”_pcﬂ‘/z,

- pour p > pn(B) : une coexistence entre deux condensats (quasi-condensat ou
généralisé de type III, localisé en impulsion a l'échelle k,,(L) = )\gle_aL, plus un
condensat usuel ou généralisé de type I sur le mode fondamental).

Preuve : La preuve est évidente d’aprés 'ensemble de nos résultats des sections
2.2 et 2.3

Avec la définition 2.1, et nos précédents arguments, nous avons donc montré que
le quasi-condensat est localisé en impulsion & une certaine échelle k(L) décroissante
en densité pour p < p,, (/) et k,,(L) constante pour p > p,, (), résultat énoncé dans
le théoréme 2.1. On observe donc une transition pour la loi d’échelle donnant la
localisation du quasi-condensat. L’exposant dans la loi de décroissance exponentielle
de Déchelle de localisation, qui se trouve étre A3(p — pc(3))/2 avant et a aprés
la seconde densité critique est continue mais n’est pas dérivable au point critique
p = pm(05). Notons que notre seconde transition n’est pas une transition de phase
[11] car les fonctions thermodynamiques (dérivées successives de 1’énergie libre par
rapport a la température ou a la densité) ne sont pas modifiées lors du changement
de régime de condensats généralisé au point critique p = p,,(83), étant donnée la
faible contribution énergétique des condensats. Par contre étant donnée que I’échelle
de localisation en impulsion est modifiée de maniére non-dérivable, je propose la
terminologie suivante pour nommer cette transition : une transition d’échelle, en
l’occurence pour ce cas de rang 1 car 'exposant dans la loi d’échelle n’est pas
dérivable. Nous reviendrons dans la section 2.6 sur le point de vue spatiale associie
a localisation en impulsion avec la notion de rayon de corrélation et longueur de
cohérence.

2.4 Discussion sur le modéle d’anisotropie exponen-
tielle

A volume fini V;,, pour le modéle d’anisotropie usuel on considére que Ly = Ly =
AL, L3 = L avec L > n~'/3 (pour étre dans le régime thermodynamique). Pour
p > pe(3) le potentiel chimique est solution de p = N/V, noté pup, = 11,1 — An(fF).
Si 'anisotropie est trés grande, A > 1, nous pouvons calculer la densité de particules
dans les niveaux d’énergie de 'ordre de 1,/A(3) distribué dans le plan (kq, ko, 0)
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car on a k3 > /2mA/h? :
! 1, 1
" l=o(/ )
—1

= 3ap (A0 = (V= NGV = o= ) (217)

~2\2(p— .
on trouve que Ay ~ ¢ 5= On trouve donc un condensat non-conventionnel

composé de A nombre de modes mésoscopiquement occupés (N (k) ~ 1/(BAL) <
N).

Cependant nous avons une condition de validité pour la représentation (2.17) :
h?inf(k;2)/2m doit étre plus petit que AL (S5, p) et donc sachant que A > 1, nous
devons avoir :

l < ﬁAL(6> )7

et donc (N — N.(B))/L1Ls < 21H(>\)/)\%. Par conséquent, nous trouvons une den-
sité critique : pn(6) = pe(B) + In(A)/AZL, limitant 'augmentation de la densité de
particules dans le condensat sur le plan. Le second nombre critique de particules
est alors N,,(3) = n,,(8)Vy. Ainsi quand p > p,,(F) le potentiel chimique prend
la forme usuelle p;, = eu11) — 1/(B(N — Ny)) et le condensat standard sur le
mode fondamental apparait Ny.. = N — N,,(3) et le condensat sur le plan sature

Nabee(B) = Nm(8) — Ne(B)-

Nous pouvons faire trois remarques importantes :

(i) Pour un volume fini, la différence entre les deux densités critiques est donnée
par 2In()\)/AZL. Ainsi la seconde transition peut-étre expérimentalement visible si
cet écart entre les deux transitions est numériquement comparable a la premiére
densité critique p.(8) = ¢(3/2)/A}. Alors pour des paramétres expérimentaux don-
nés (L1, Lo, L3, T, m), nous pouvons calculer numériquement la seconde densité
critique p,, () (ou le second nombre critique N,,(3)) prédite par le modéle et la com-
parer avec la valeur de p.(3) (ou N.(f3)) prédite par le modéle standard. Heuristique-
ment, nous devons avoir In(\) ~ Lp'/® < X ~ ¢=*"*_ Si on pose In(\) = aL, o > 0
avec o = O(p'/?), nous justifions I'introduction du modéle d’anisotropie exponentiel
A= el

(ii) De plus, pour formuler une théorie pour la seconde transition en limite ther-
modynamique, nous devons choisir un modéle d’anisotropie de boite pour lequel la
seconde densité existe, ainsi nous devons avoir une relation d’échelle pour le rapport
d’aspect A = e®L, ot o > 0 est le paramétre d’anisotropie exponentielle.

Notons que si l'idée d’obtention de résultats différents en limite thermodyna-
mique, pour différents modéles géométriques peut sembler difficile & accepter, ma-
thématiquement la notion de limite vers l'infini pour le modéle d’anisotropie expo-
nentiel est bien défini au sens de van Hove, méme si il ne satisfait pas la limite au
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L1, L2
A
IS o
2D & N o
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< Q‘}g ’b(\ . 0@
o
o>
a>0 A>1

F1G. 2.6 — Illustration des différentes physiques en limite thermodynamique entre les
différents modéles anisotropes (linéaire, exponentiel et bi-dimensionnel) pour le gaz
parfait. Insistons sur les différences fondamentales entre ces trois régimes. Pour cas
d’anisotropie linéaire il n’existe qu'une seule densité critique indépendante de \ qui
distingue le régime non-condensé du régime condensé sur le fondamental. Pour le
cas exponentiellement anisotrope la premiére densité critique existe et est inchangée
mais il existe une seconde densité critique dépendante de o marquant ’appartition
d’un condensat sur le fondamental. Pour le cas bi-dimensionnel, il n’existe pas de
densité critique et donc pas de condensat généralisé ; mais qu’en est-il en présence
d’interactions entre particules?
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sens de Fischer qui n’autorise que les anisotropie linéaire avec le rapport d’aspect
constant quand les longueurs tendent vers Uinfini [52]. Il faut dire que cette notion
de limite au sens de Fischer interdit les anisotropies trop fortes en partie pour inter-
dire que les résultats en limite thermodynamique dépendent de la géométrie. Nous
représentons sur la figure 2.6 shématiquement les différents modéles tri-dimensionnel
isotropes et anisotropes ainsi le modéle bi-dimensionnel sachant qu’en limite thermo-
dynamique nous avons différentes physiques pour les modéles d’anisotropie linéaire,
exponentielle et bi-dimensionnel. Malgré la portée philosophique que pourrait don-
ner ce débat, je tiens a donner plusieurs arguments pour défendre d'un point de vue
formel et physique cette idée d’influence de la gémétrique sur les résultats en limite
thermodynamique :

(i) D’un point de vue expérimental, si nous avons L1, Lo, Ls > p~'/3 autrement
dit que nous avons un régime thermodynamique et que les effets de bords sont
négligeables et si le paramétre d’anisotropie A > 1 ou plutét que In(\) > 1 pour
notre cas, ce qui signifie que le calcul numérique donne une valeur non négligeable
des corrections thermodynamiques fourni par notre modéle (de la densité p,,(3)
pour notre cas, c.f. exemple numérique et courbes dans la section 2.5), alors on peut
considérer que nous sommes dans le régime décrit par notre modéle géométrique.

(ii) On peut faire la méme remarque pour les régimes considéré comme 2D ou
1D lorsque des longueurs dans certaines directions sont trop petites pour avoir un
effet thermodynamique [17], [20], .

(iii) La forme de la géométrie influence les résultats en limite thermodynamique.
Par exemple, si nous prenons un piége harmonique isotrope (plongé dans l'espace
avec les pulsations qui tendent vers zero ou dans une boite cubique avec le potentiel
a I’échelle des tailles de la boite [58]), en limite thermodynamique nous allons obtenir
des résultats différents pour la forme de la densité critique globale. Il en est de méme
pour le cas anisotrope, voir les chapitres 2 et 3.

2.5 Seconde température critique et fractions conden-
sées

D’un point de vue expérimental, il est plus intéressant de connaitre les tempé-
ratures critiques associées aux densités critiques correspondantes. On considére la
densité de particules p dans la boite fixée, paramétre thermodynamique qui varie
est la température 7. La premiére température critique 7. = T.(p) est la solution
de I'équation, voir figure 2.7 :

C(3/2
p=p3) = ( é ), (2.18)
A
B
avec = 1/kgT et \g = hn/27/m, ce qui nous donne :
27 h? 9
=3 2.19
mks( (37227 (219)
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8.x10% -
6.x10% |-
4.x10% -

2.x10%° |-

L L L L L L L _T
5.x1078 1.x1077 1.5%x1077 2.x1077

F1G. 2.7 — Diagramme de phases pour un gaz parfait (d’atomes de 8" Rb ici pour
exemple) avec 7 = 4.43 x 107"K, Paxe des abscisse correspond aux températures
mesurées en Kelvin (K') et I'axe des ordonnée correspond aux densités de particules
mesurées en l'inverse d’un volume (inverse de métre au cube m=3). La courbe bleue
pe() est la premiére ligne critique pour la transition de Bose-Einstein, la courbe
rouge ppm(3) = pe(0)+2a/A3 est la seconde ligne critique, avec § = 1/(kpT). Notons
qu’au dessus de la courbe rouge nous avons le régime de coexistence entre le quasi-
condensat et le condensat sur le mode fondamental, entre les deux courbes nous
avons le régime quasi-condensé uniquement et en dessous de la courbe bleu nous
avons le régime de gaz thermique (non-condensé)

De la méme maniére, la seconde température critique T,,, = T,,(p) est la solution
de I’équation :
2 ((3/2) 2a
N2 T 3 N2
/\ﬁ )‘5 )‘ﬁ

p = pm(B) = pe(B) +

Sachant que nous avons 1’égalité (2.18) nous pouvons ainsi écrire :
T3 (p) + 72 Tolp) = T2(p) (2.20)
ol 7 est la température effective de ’anisotropie exponentielle donnée par :

8 h2 2
= L"Q (2.21)
mkp( (3/ 2)
Pour une illustration des deux régimes de condensats, voir la figure 2.7.
Notons que la seconde température critique modifie la loi usuel de fraction

condensée en fonction de la température car désormais la densité totale de par-
ticules condensées est p — pc(ﬁ) = pO(ﬁ) = quec(ﬂ) + pbec(ﬁ)a avec pbec(ﬁ) =
(P - pm(ﬁ)) 9(P - pm(ﬁ))

Pour la fraction quasi-condensée nous obtenons la loi suivante :

3/2
quec(ﬁ) o 1-— <Tlc> ) Tm S T S Tc 5

N T<T, .

2.22
p VT (2:22)
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10K~
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F1cG. 2.8 — Courbe illustrant les fractions quasi-condensée en ligne noir (c.f. équation
2.22), condensé sur le mode fondamental en ligne rouge (c.f. équation 2.23) et la
courbe de coexistence des deux condensats en ligne pointillée bleu (c.f. équation
2.24), avec 7- = 4.43.

Concernant le condensat conventionnel, nous obtenons la relation suivante, dif-
férente de I'expression standard, c.f. [11] :

pbec(ﬁ) o 0 ’ 3/2 Tm < T < Tc,

La densité totale condensée po(3) := pgpec() + prec(3), résultant de la coexistence
des deux condensats, donne ’expression standard :

T 3/2
nlB) (—) . (2.24)
p T,

Voir la figure 2.8 comme illustration des relations (2.22), (2.23), (2.24).

(2.23)

Nous pouvons calculer explicitement ’écart relatif entre les deux températures

critiques, voir figure 2.9 :
Tc - Tm Pa
T 9(=)
. p
oll p, = 8a3/((3/2)* et g(x) est une fonction algébrique explicite (méthode de
Cardan) :

7 (2.25)

g(z) =1 — (1/9)(T(2)Y3 + 2?30 (2) 71/ — 21/3)2, (2.26)
avec I'(x) = (27 — 2z + 3327 — 4x)/2.

Comme exemple numeérique, prenons un gaz parfait d’atomes de 8" Rb dans notre
modéle quasi-2D dans un piége avec les tailles caractéristiques L; = Ly = 100um,
L = 1um et avec comme température critique 7, = 10~7K. Le paramétre d’aniso-
tropie exponentielle est alors o = (1/L)In(Ly/L) = 4,6 - 10°m~!, et donc la tem-
pérature caractéristique de I’anisotropie est 7 = 4,4 - 1077 K. Nous trouvons alors
comme seconde température critique Ty, = 3,7 - 108K and (T. — T,)/T. = 0,63.
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Tc—-Tm

Tc

2 4 6 8 10 Tc

F1G. 2.9 — Courbe illustrant les relations (2.25) avec 7~ en abscisse et I'écart relatif
en ordonnées.

2.6 Localisation et longueur de cohérence des conden-
sats

Nous avons vu dans le premier chapitre que le critére usuel de condensation
de Penrose et Onsager 9], les corrélations a longue portée (ou ordre a longue por-
tée), est équivalent au critére de condensation généralisée de van den Berg, Lewis
et Pulé (28|, [14]. Dans le chapitre 1, nous avons montré que approche d’échelle de
la condensation généralisée permet de classifier les corrélations a longue portée en
fonction de la localisation en impulsion du condensat généralisé, cette classification
que nous avons appelé hierarchie des corrélations se trouve en calculant la longueur
de cohérence du condensat définit comme I’échelle maximale (ou plutot supremum),
par rapport aux longueurs de la boite, permettant ’existence de 1’ordre & longue por-
tée. Rappellons que pour un condensat de type I1I, nous avons trouvé pour les boites
de Casimir que I’échelle est mésoscopique dans la direction d’anisotropie maximale.
Pour le quasi-condensat, ou condensat de type III que nous obtenons dans le régime
p < pm(B) dans les boites de van den Berg, nous pouvons ainsi supposer qu’il en
est de méme, sauf que notre modéle est quasi-2D et donc la longueur de cohérence
va certainement étre mésoscopique dans les deux directions du plan (x1,2,0). La
connaissance formelle de ce que nous appellons "longueur de cohérence" est impor-
tante d’un point de vue phénoménologique car c’est ce qui permet dans ’expérience
d’interpréter la notion de "quasi-condensat" [17], [16]. On définit en phénoménologie
la notion de quasi-condensat si on observe un "quasi-long range order" [20], que 'on
peut traduire simplement par "ordre de quasi-longue portée".

Rappellons le critére usuel de Penrose et Onsager, pour un gaz de Bose dans
une boite de van den Berg Ap. Soit une densité de particule fixée p et un potentiel
chimique ur (53, p) solution de p = N (5, 1)/ Vi, on définit aprés la limite thermody-
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namique la fonction de corrélation entre deux points fixés x et 2’ :

. Ui (@)ihe (')
oz, ') = Lh_{go op(w,7') = nggo ePle—nL(Bp) — 1 °
k

Il existe un ordre a longue protée si :

o(B,p)= lim o(z,2).

lz—='[|—o0

2.6.1 Localisation des condensats

La partie diagonale définie la fonction densité locale p(x) := o(x, z). Il est intéres-
sant de connaitre selon la nature du condensat quelle est son échelle de localisation,
ce qui revient a étudier la fonction densité locale. On introduit la fonction densité
locale a I’échelle des tailles de la boite [28], [29] :

Wk L1U1,L2U2,L3U3)|
Z 1 (2.27)

avec les distances u, =z, /L, € (0,1), v =1,2,3.
Pour une densité donnée de particules p, la fonction (2.27) s’écrit :

3

1 2
Ep,r(u) = p— —[sin(7n,u, )]
1 (B0 (3 + 5+ ) — e (Bop))) — 1 7z

(2.28)
comme 2[sin(7n,u,)]? = 1 — cos{(2mn,/L,)u,L,} et lim; o pur(B,p < p(8)) <0,
par le lemme de Rienmann-Lebesgue, on obtient que lim;_,o &, (u) = p pour tout

€ (0,1)3.
Si pe(B) < p < pm(0), nous procédons comme dans (2.3)-(2.4). Alors pour tout
€ (0,1)3, on a pour le quasi-condensat :

3
) 1 2 .
fim > 11 £ fsin(mnou)l?

nm(omeard) eﬁ<m<7+—+—>—mﬂp)>_ el 2%

1
lsin(rus)]> [ TIo—,(1 — cos(2k,u, L,)d?k

=TGP e e
_ (p _ pc(ﬁ)) 2[Sin(7TU3>]2 , (229)
2.30)

et pour la partie non condensée :

. 1 2 ' ,
LIEEO Z w2 w22 2nZ  a2n2 H L—[sm(wsyuy)]
s#(n1,n2,1) eﬁ(%( L2 + L% + L% )= (B,p)) v

= pe(B) -
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La limite de (2.28) est égale a
&p(u) = (p = pe(B)) 2[sin(muz)]* + pe(5) - (2.31)

On voit donc le phénoméne d’anisotropie spatiale du quasi-condensat (condensat
généralisé de type III) pour p.(8) < p < pm(f) qui est visible uniquement dans la
troisiéme direction ug, il n’est pas visible pour les échelles u;, us dans le plan xq, x».

Pour p > p,,(3) on utilise la représentation (2.3) et 'asymptotique (2.6), (2.7).
D’aprés les mémes arguments que pour le cas p < p,,(/3), on obtient :

&) = (p— pm(B) [ 2[sin(ru,))* +

(0m(B) — pe(B)) 2Asin(rus)]? + pe(B) (2.32)

On trouve ici que le condensat sur I’état fondamental est visible dans tout le volume
de la boite, ce qui est connu usuellement par contre le quasi-condensat saturé lui
n’est pas visible sur les bords de la boite dans le plan z;, x5, comme ce que nous
avons vu pour le cas p < pn,(0).

D’un point de vue physique cela signifie que :

- si I'on trace la fonction de distribution de densité du condensat entre les deux
bords de la boite dans le plan x;, x5, on ne verra que le condensat usuel sur le
modes fondamental, avec une forme sinusoidale de période spatial 27 /L, et donc le
quasi-condensat est localisé dans une échelle plus petite au centre de la boite (cette
échelle correspond & celle de cohérence).

- si 'on observe un liquide quantique, type Hélium, entre deux plaques paralléles
de longueur trés grande devant la distance qui les sépare, pour une densité inférieure
a la seconde densité critique, le condensat touche les deux plaques malgré sa locali-
sation au centre de celles-ci. Ainsi méme si les fluctuations pour le quasi-condensat
ne sont pas anormales (pas macroscopiques, mais quand méme mésoscopiques) 28],
leurs effets sur les plaques ce qui peut avoir un lien avec l'effet Casimir sur les
plaques [59], [60].

2.6.2 Fonction de corrélation et longueur de cohérence

Nous allons maintenant calculer la fonction de corrélation entre deux points
autour du centre de la boite v, = 7, + L, /2 and 2, = 2'; + L;/2

on(@,a) =Y elor) g R (2.33)

j=1

ol R(f) représente les corrélations pour I'indice j de la somme du membre de droite
de (2.33) dans le plan (x,2,0) :

RYG@ua) = D) e i@ d) vl 8)
k=(k1,k2,7/L3)
(2.34)
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et jo) représente les corrélations pour l'indice j sur I'axe (0,0, z3) :

RY)(%3,3)

= Z e—jﬁsk \/ngsin(kg(ff:g + %))\/%Siﬂ(k)g(ilg + %)) . (235)

k:(0707k3)

De la méme maniére que (2.3), pour p.(3) < p < pm(3) nous pouvons séparer la
somme sur les modes pour (2.33) en deux parties :

O'L(l'7 ZE,) - O-L,qbec<x> ZE,) + O-L,therm(x7 [E,)7

ol la premiére partie est la fonction de corrélation pour la partie quasi-condensée :

o0

01 gpee(, 7) = Zejﬁm(ﬁ,p) Z e IR (F) ()

J=1 k=(k1,k2)

et la deuxiéme partie est la fonction de corrélation pour la partie non-condensée :

o0

L aherm (T, 27) = Zem“(ﬁ”’) Z e 1Pk () ()
j=1 k# (k1,k2)

L aml—a12/i32
= ) g € IEEI (2.36)
3/2 )3 ’

Jj=1 J / )‘ﬁ
d’aprés le théoréme généralisé de Weyl.

Pour la premiére partie, d’aprés la section 2.3 qui donne la localisation en im-
pulsion du quasi-condensat a échelle k.(L) = A\gAL(3,p)"'/% on a :

: )Y N S S LYY

I}I_I,EORL <xL’yl)_jT%e lZL—g.1l”?AL/d 3,

nous obtenons ainsi la partie des corrélations pour le quasi-condensat égale a :

< 1 . s
; —JiBAL(Bp) _—_ —AllE L2 LIPBAL/IA
fi D R g T R
7j=1
2 L ~ L
x = sin(%(izg +3) sin(%(:c’g +3)) (2.37)
Lorsque ||z, — 7. || est fixé, on obtient :
PO ay— b
gl_{rolo RJ_ (xJ_ayJ_) - ])\%7

d’otu la forme suivante pour la fonction de corrélation o(x,2’) en limite thermody-
namique :

- 1 —Ar||F—2']|2 /N2
U($7$/) = 2quec(ﬁa p) + Z W (& 4rl I /])\ﬁ y (238)
j=1 B
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et donc un ordre a longue portée :

lim oz, 2") = 2pgec(B, p).

[|z—2'||—oc0

On obtient dans le régime de densités p > p,,,() la forme suivante pour la fonction
de corrélation o(z,2’) en limite thermodynamique :

G —Ar||Z—2'||2 /A2
o(2,2') = 8pec(3, p) + 20gpec(B.p) + Y 7 aml—a' /% (2.39)
j=1 g

et donc un ordre a longue portée :

lim  o(x,2") = 8ppec(B, p) + 20gpec(B, p)-
lz—='||—o0
Si dans (2.37) on procéde au changement d’échelle pour ||z, — ¢, [|* en ||7, —
71 |?PAL(B, p), la fonction de corrélation pour le quasi-condensat va dépendre de
|21 — 7. ||* (avec cette nouvelle échelle) et va décroitre vers zero quand [|Z, — g ||?
croit vers 'infini. Cette échelle de longueur définit la notion de rayon de corrélation
associée au quasicondensat :

r.(L) = L
V BAL(ﬁa 10)
Pour une longueur donnée [|Z, — §.||> = Ir.(L) définie & Péchelle du rayon de

corrélation r.(L), on obtient donc une fonction L X oy, gpec(Irc(L)) décroissante de .
Lorsque [ > 1, nous pouvons estimer la decroissance de cette fonction :

) ejﬁAL A2 ) /oo 1 )
Z An/j — déf_ § ,—4nl? /¢ 1+ 1
- (& ere o
2
= )\—%BesselK(O, V(1 +o(1)), (2.40)

ot BesselK(0,z), x > 0 est la fonction de Bessel du premier ordre [47]. Notons qu’a
grand L, la fonction de corrélation pour deux points distant de Ir.(L), [ > 0 tend
vers zero algébriquement en 1/L :

O L.qbec = %Z

j=1

—4mi? /5 1
— € +o(=).
] (7)
Ce comportement s’explique par le fait que lorsque [ > 0, la fonction ne se comporte
pas en In(1 — e~2L) contrairement au cas [ = 0.
Nous pouvons aussi définir la longueur de cohérence pour le condensat, notée

Lep, dans le plan (zq, z2,0) par rapport a 1’échelle de longueur L typique de la taille
de la boite :
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L’introduction de cette échelle de longueur est nécéssaire pour comparer, a volume
fini et pour toutes les températures, 'extension de la fonction de corrélation du
quasi-condensat en fonction de la taille de la boite. Un argument similaire est valide
pour p > p,, () avec la prise en compte du condensat sur le mode fondamental (2.7)
et de l'autre asymptotique (2.6) pour la fonction A (53, p).

Le but de l'introduction de cette longueur est donc de comparer avec 1’échelle
de longueur dans la direction du plan Ly, = Le**. Ainsi nous pouvons écrire cette
longueur en fonction d’un exposant (53, p) tel que :

~¥(B,p)
Lchfap) _ (%) : (241)
nous obtenons ainsi :
%5 (o=pelB) s pe(B) < p < pm(B)
B,p) =14 3 2.42
10) { 5 () — 0u(8)) . pm(B) < (242)

Pour une densité fixée p, en tenant compte de (2.22) on trouve la dépendance de
I'exposant en température, voir figure 2.10 :

(T) = { VE()=1) <<t (2.43)

1 LT <T, .

Numeriquement, pour Ly = Ly = 100um, L3 = lpym and T,, < T = 0.757, la
longueur de cohérence du condensat serait égale & 2.8um < 100um. Cette décrois-
sance de la longueur de cohérence a été observée pour un gaz de Bose dans un piége
harmonique quasi-1D [16] et quasi-2D [17]. Cependant notons bien que notre sys-
téme est un gaz parfait, donc sans intéractions entre particules, mais tout de méme il
est remarquable que le facteur géométrique o dans notre modéle d’anisotropie expo-
nentielle provoque cette diminution de cohérence due a l'augmentation énergétique
du condensat. Cette augmentation énergétique n’est pas potentielle mais purement
cinétique contrairement & ce qui est compris usuellement [20].

2.6.3 Retour sur 'interprétation de la seconde transition

Nous avons discuté a la fin de la section 2.3, comment nommer cette seconde
transition entre les deux régimes condensées sachant que cela n’est pas une transition
de phase étant donnée que les grandeurs thermodynamiques ne sont pas modifiées
au point critique p,, ou 7,. Nous avons donné la terminologie suivante pour la
définir : une transition d’échelle. En m’inspirant de 1’étude faite dans cette section
des propriétés de cohérences du quasi-condensat, je propose la définition suivante
pour la notion de transition déchelle :

Définition 2.2 Un systéme bosonique présente une transition de phase a l’échelle
ou transition d’échelle, si l'une des dérivée successive de [’exposant dans loi
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F1c. 2.10 — courbe illustrant 'exposant (2.43) avec = en abscisse et 7 = 4.43 ce

qui nous donne un écart relatif entre les deux densités critiques de 0.63, v01r relation
3.15 et la figure 3.3
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F1G. 2.11 — courbe illustrant la relation (2.41) avec 7- en abscisse et 7- = 4.43, pour

un rapport d’aspect A = LLT =100
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d’échelle donnant l'expression du rayon de corrélation, fonction de parametres ther-
modynamique (densité, température), est discontinu en un point critique. On dit que
la transition est d’ordre n si la dérivée n'*™¢ de lexposant est discontinue.

Pour notre systéme de gaz parfait de Bose dans des boites exponentiellement
anisotropes, nous avons donc, d’aprés les résultats de la présente section 2.6, une
transition d’échelle d’ordre 1 au point critique p,,,() & partir de laquelle nous avons
saturation du régime quasi-condensé, de maniére analogue a la saturation du gaz
thermique a partir de la densité p.((3). Nous pouvons interpréter cette saturation
comme la saturation de la partie thermique du condensat au sens ot I'impuslion
des particules quasi-condensées représente la partie "exitée" du condensat total.
Ensuite pour continuer a remplir le systéme de particule nous condensons dans
I’état fondamental.

Nous pouvons formuler le résultat sous forme d’un théoréme :

Theoréme 2.2 Un gaz parfait de Bose dans des boites parallélépipédiques expo-
nentiellement anisotropes quasi-bi-dimensionnelles A;, = Le®" x Le®* x L, o > 0
présente une transition de phase a l’échelle ou transition d’échelle d’ordre 1 :
on trouve ’expression du rayon de corrélation :

re(L) = )\ge‘”(T’p)L

ot Uexposant y(T, p) est donné par :

(8.5 = { 2 (=) pl8) < < pul)
2 (o) = pe8) . pm(B) <.

Il serait intéressant d’appliquer ce concept de transition d’échelle & d’autre sys-
témes bosoniques, fermioniques ou classiques tels que comme exemple pour [56]
et [57] pour le modéle sphérique.

2.7 Phénoménologie des atomes froids

D’aprés ce que nous avons vu dans le chapitre 2, notons que notre modéle géo-
métrique quasi-2D ne mime pas complétement un modéle de piége d’atomes quasi-
2D [17] étant donné que ces piéges sont harmoniques (avec les pulsations wy,ws, w3)
et donc le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes sont différents.

Cependant comme il est signalé dans [55] et comme nous ’avons montré au cha-
pitre 2, si on regarde la densité locale de particules en un point, par exemple au
centre du piége, la premiére densité critique en ce point est la méme que celle dans

une boite parallélépipédique en prenant comme taille de confinement caractéristique

du piége L, = /-2, v = 1,2,3. Ceci est du au fait que la fonction donnant la

mwy ’
densité en ce point x = 0 est fonction des polyndéme d’Hermite qui dépendent du
nombres quantiques qui tendent vers des fonctions sinusoidales, lorsque les nombres
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quantiques sont trés grand devant I'unité (oscillation trés rapide) [47], et donc par
intégration sur les niveaux d’énergies non nul de la densité de particules dans chaque
énergie pour un potentiel chimique donné, on retrouve la fonction de densité du gaz
de Bose dans une boite. Le raisonnement conduisant a introduire la condensation de
Bose-FEinstein au point du centre du piége est donc similaire a celle pour le gaz de
Bose dans une boite, a savoir fixer la densité et adapter le potentiel chimique. Lorsque
nous avons ces dimensions caractéristiques du piége L, (L), v = 1,2,3, L > 0 qui
obéissent a la méme loi d’anisotropie donné par le modéle exponentiel, nous pou-
vons faire la méme remarque concernant le comportement des fonctions d’ondes en
un point x € R?® (e.g. = 0) dans des modes non nuls localisés avec une certaine
échelle dépendante du potentiel chimique autour du mode fondamental avec des
nombres quantiques quand méme trés grands devant I'unité. Ainsi leur comporte-
ment pour L grand est sinusoidal, ce qui permet de transposer les résultats obtenus
pour le gaz de Bose dans des boites anisotrope exponentiellement au cas du piége
quasi-2D exponentiel, et nous trouvons ainsi les mémes résultats pour la seconde
densité /température critique. En conclusion, les résultats pour notre modéle de gaz
de Bose anisotrope exponentiel, théoriques et numériques, constituent une premiére
approche prédictive pour le comportement local du gaz de Bose dans des piéges
quasi-2D, notamment pour la longueur de cohérence et la fonction de corrélation
entre deux points, pour avoir un apercu des courbes expérimentales voir [17].

Description su systéme :
Soit un gaz parfait de Bose dans un piége harmonique tri-dimensionnel :

1
V(I1,$27$3) Qm(wlxl +W2$2 +w§x§)

I’hamiltonien & une particule est donné par :

RZA
o + V(xq, 29, 23)

On définit les longueurs caratéstiques du confinement sont fonctions des pulsations

du piéges L, = ,/w—hy, v=123.

Soit la fonction de corrélation localement défini :

g Z¢5L ¢sL ) (244)

eﬁEsL U’ —1

ot les fonctions d’ondes ¢, 1(x), s € N® sont données par :

1

- - —x2/2L2
3/2L 28”3 ' Su(x’//L )

:jcv

¢5L

1/:1
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ou H,(y), vy € R', n € N sont les polynomes d’Hermite [Abraham]|. Les niveaux
d’énergie sont donnés par :

h
mL2’

3
1
EsL = E hw,,(s,,+§), w, = v=1,23.
v=1

La fonction densité locale de particules est définie comme la partie diagonale de la
fonction de corrélation :

2
@) = gl =Y e (2.8

Résultat :

Tous les résultats que nous avons vu précédement dans ce chapitre pour le gaz
de Bose dans des boites quasi-2D s’appliquent d’un point de vue local pour un gaz
parfait de Bose dans un piége harmonique dit "quasi-bi-dimensionnel" (quasi-2D)
défini par le modéle d’anisotropie exponentielle L, = Ly = Le*", L; = L, ou
L,, v=1,2,3 sont les longueurs de confinement.

Plus formellement, pour la fonction densité locale en un point z € R?, il existe
en limite thermodynamique deux densités critiques : la premicre p.(z) = ((2/3)/A},
séparant le régime non-condensé/condensé et la deuxiéme p,(x) = pe(z) + 20/ A5
séparant le régime quasi-condensé/ coexistence condensé sur le mode fondamental
avec quasi-condensat saturé. De plus il existe un ordre a longue portée défini a par-
tir de la fonction de corrélation entre deux points fixes z, 2’ € R? lorsque ces deux
points tendent vers I'infini aprés la limite thermodynamique. Les relations d’échelles
concernant les localisations en impulsion et les longueurs de cohérences sont aussi
les mémes que précédement pour le gaz dans les boites quasi-2D.

Raisonnement :

Nous allons présenter le raisonnement pour les densités locales au point particu-
lier du centre du piége x = 0 pour simplifier les calculs, mais en toutes généralité
rien est modifié car pour x # 0 fixé, commes les longueurs de confinement tendent
vers l'infini, les calculs ne dépendent pas de la valeur de x et tout se passe comme
si x = 0 au final.

Nous allons tout d’abord calculer la densité de particules dans le gaz pour p < 0
en limite tehrmodynamique, sachant que nous avons la condition suivante u < inf, e
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4 volume fini.

] - L . |¢S,L<x = O)P
p(B, sz =0) = lim (Z | ePenimi 1
5$=(81,52,53

S ! Ho (0 Huo 10 Hio (0
V—oo V ( ) 7T3/2231+S2+S381|821'83‘ eﬁ(‘ss,L_H‘) — 1
51,852,553
251)1(259)!(2s3)! 1
—  lim — Z (251)!(252)!(2s3) ;
V—o0 V 7T3/22251+252+283(81!82!83!)2 g(L(2521+2522+283) )
51,52,53 e ™M™ L1 I3 —1

car les fonctions de Hermite en z = 0 sont nulles pour les nombres s, impaires.
D’aprés cette derniére expression, sachant que s,! ~ \/27s,2%s%e ™ v = 1,23
pour s, > 1, on trouve :

1 1 1
p(ﬂ My X ) VEI;OV Z 71'3(818283)1/2 (h2(291+ )+H)
51,52,53 e —1
1 B Jﬁﬁ%ﬁ'
= ] - moLy
VEI;OZ H Z 1/2 e

en changeant de variable s, — s,/(L?), v = 1,2, nous pouvons écrire la derniére
équation comme une intégrale sur les niveaux d’énergie :

. =\ _; o 1 As
POz =0) = lim Ze””/o d@Weﬂ e

V—o0 —
— lim ie—jﬁu 1
o L—oo )\3j3/2
j=1 B
gs2(e™)
—3 -
)‘5

Comme le potentiel chimique p < 0 en limite thermodynamique, nous arrivons a la
méme conclusion que pour le gaz parfait de Bose dans des boites parallélépipédiques,
a savoir qu’il existe une densité critique de saturation de la partie thermique du gaz
donnée par ’expression :

ity — G2
<)

Etudions ce qui se passe pour une densité fixée p(x = 0) > p.(5;z = 0)

les densités locales de particules dans les nombres quantiques s € N3* sont
données par :

. o |¢8,L<1’)|2
pr®s) = e o
_ d 1 H, (z,/L,)2e /L
N 1:[1 (77-)3/2Ly25“5,,! eBlesp—1) — 1
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Lorsque 'on a le modéle d’anisotropie exponentielle L (L) = Ly(L) = Le*t, Ly = L,
pour p(z = 0) > p.(B;z = 0) fixé, avec x € R?, on peut sommer sur les nombres
quantiques dans le plan (s,1,s2,0), que nous notons pge.(B;z = 0), et chercher le
potentiel chimique p; = €000, — Az solution de I'équation p(0) = pr(0;5) >
pe(8;0) :

) o L . |¢3,L(x = 0)‘2
Puc( Bz =0) = lim  y 7 T
s=(s1,s2,0)
1 H, (0)2H,, .(0)?
_ T Z 1( ) 2,L( )
L>oo L (51,52,0) (m)L1Ly2s1+s25lsy! efEsr—nr) — 1
51,52,

281 282) 1

= lim —
L—oo L Z ’7TL1L2 2251+252(81‘82 ) ﬁ(%(2521+2522)+AL)
,52 e Ly L3

-1

car les fonctions de Hermite en x = 0 sont nulles pour les nombres s, impaires.
D’aprés cette derniére expression, sachant que s,! >~ /275,255 e v = 1,2 pour
s, > 1, on trouve :

1 1
ece(F2=0) = lim —
Paec(B; % = 0) LLIEOLZLILQH(&SQ)I/Q PGP
2
_ 1S5, -isar eI
= Jim . Ze HZ 1/2L s (2.46)

v=1 s,

comme nous ’avons vu dans la section 2.3 pour le gaz de Bose dans la boite, en
changeant de variable s, — s,/(L2Ar), v = 1,2, nous localisons dans 'espace
des moments le quasi-condensat et nous pouvons écrire la derniére équation (2.46)
comme une intégrale sur les niveaux d’énergie dans le plan 2D :

) 1 _ g
Papec(B;2=0) = lim ZZ JBALALH/ dfy 1/2 i8¢, Ar

L—oo
7j=1
1 o= . 1
— i —jiBAL _—
Jm g2 e
Jj=1 s

-1
_ _ ,—BAL
N Lh—rgo L/\2 ln(l ¢ ) )

Sachant que la fonction Ay, tend vers zero quand L tend vers I'infini, on peut dé-
velopper le logarithme et sachant que le surplus de densité locale en x = 0 doit se
trouver dans le plan :

—1
quac(ﬁ% T = 0) = lim T ln(l — e*ﬁAL)

L—oo

= plx=0) = pc(F;2=0)
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on trouve ainsi I'asymptotique pour la fonction Ay :

Ay = B leBeO-pBOL 4

Le raisonnement concernant la seconde densité critique est le méme que pour
le gaz dans la boite, avec la méme valeur et la méme conclusion concernant la
saturation du quasi-condensat et de la coexistence avec un condensat usuel pour
la densité locale supérieure a la seconde densité critique. Nous pouvons écrire la
seconde densité critique au centre du piége en limite thermodynamique :

pn(5:0) = pe(3:0) + 2
B

Par conséquent nous venons de montrer que localement au centre d'un piége
quasi-2D exponentiel, nous obtenons exactement les mémes résultats que pour le
gaz dans des boites quasi-2D exponentielles pour les valeurs de densités critiques,
de températures critiques et de fractions condensées.

Concernant les corrélations entre deux points fixes, nous arrivons aux mémes
conclusions. Pour le montrer d’un point de vue rigoureux, calculons la fonction de
corrélation dans le quasi-condensat entre deux points r+ = 0+ Az et 2/ = 0 — Az
dans le plan (z1,z5,0) autour du centre du piége avec Azx = (Axy, Ax,y,0) :

(abe) (1 21} i Z Gs,L(Ax) s 1(—A)

gL eﬂ(gs,L_ML) — 1

s=(s1,52,0)

comme nous venons de le voir, les nombres quantiques sont trés grands devant
I'unité ce qui nous permet notamment de développer le coéfficient de normalisation
d’une part et d’approximer les polynomes d’Hermite par des sinusoides d’autre part.
Dans [47], on trouve que :
n! nmw
H, () Rps1 —— cos[(2n + 1)Y2z — 7]

(n/2)!
et d’apres la fromule de stirling :

n! ~,s1 V2rnn"e ™"

d’ou pour v =1,2,3 et s, > 1:

1 1/2 Ty Sy
¢SU,LU($V) =~ W COS[(ZSV + 1) L_V — 5 ]7
ce qui donne deux expressions selon la parité du nombre quantique :
(=1)P 115y
¢SU,LU (I‘y) ~ W COS[Q(pV —+ 5)1/2[/—]7 S, = 2py’
(—1)P ) 1 T,
~ —<7TL N sin[2(p, + 5)1/2[/_]’ S, = 2p, + 1,
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on arrive alors a l'expression suivante en prennant en compte que les s, >> 1
(quasi-condensat localisé en s, /(L2AL)) :

eC 1 —
g(qu )(ZL“,I/) L Z JBAL(B,p)

7=1

L2

Az, Azy,\ 8y
X <COS[28i/2L—]2 - sin[?s}/ﬂL—m]Q) el (2.47)

14 v

On obtient donc une forme similaire au cas du gaz de Bose dans une boite exponen-
tiellement anisotrope, pour le voir il suffit de poser k, = LQ%”AL ce qui nous donne
lorsque L tend vers l'infini une forme intégrale pour I'équation (2.47) :

fe'e) 2
(ghec) . 1 o L ~82060 T
g1 (x,2") ~ ng_le L

x\/ﬁAL/ dk, (COS[Qki/QAZL‘VﬁALP - sin[Qk:iﬂAxVﬁAL]Q) ¢~IPAL Tk,
0 7r\//f_u

Si nous posons k:,// = +/k,, on obtient :

o)

2
bec 1 —j 1
g(Lq )(m, 2') ~ 7 Z FBAL(B,p) H i

j=1 v=1

COS Qk AxVﬁAL] _Sin[Qk’;AIVﬁAL]Q) —jBAL ﬁkz

De la méme maniére que dans la section 2.6, par un changement d’échelle pour
Ax — Axy/2mAp/h?, on trouve le rayon de corrélation du quasi-condensat et en
introduisant une nouvelle échelle par rapport a la longueur confinement L, orthogo-
nal au plan, on définit la longueur de cohérence du quasi-condensat et nous trouvons
les mémes résultats que pour le cas du gaz dans des boites quasi-2D exponentielles,
formules (2.20), (2.22), (2.23), (2.24), (2.41), (2.43). Il est intéressant d’avoir une ex-
pression explicite de la fonction de corrélation pour le gaz de Bose dans le potentiel
harmonique entre deux points équidistant par rapport au centre du piége, a I’échelle
du rayon de corrélation. La forme de la fonction est exactement la méme que celle
pour le gaz de Bose dans la boite, voir équations (2.38) et (2.39).

2.8 Conclusion

En conclusion dans ce travail pour le gaz parfait de Bose dans la boite quasi-2D
nous avons obtenu des résultats pour I’étude de la seconde transition :
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(i) Pour un gaz parfait de Bose dans un modéle de boite exponentiellement
anisotrope, nous avons l’existence d’une seconde transition qui distingue deux ré-
gimes condensés différents : un quasi-condensat et une coexistence entre un quasi-
condensat saturé et un condensat conventionnel.

(ii) Cette seconde transition apparait pour une seconde densité critique p,,(3) >
pe(0) donnée par (2.5) et la seconde température critique associée T, est donnée
par (2.20). L’existence de la seconde densité/température critique modifie la fraction
condensée usuelle puisque nous avons une répartition du condensat en deux partie,
ces fractions condensées sont données par (2.22), (2.23), (2.24).

(iii) Nous avons appliqué 1'approche d’échelle développée dans le chapitre 1 a
notre modéle pour calculer la localisation spatiale des condensats, équations (2.31),
(2.31), et les fonctions de corrélations (2.38), (2.39) ainsi que les longueurs de cohé-
rences, équations (3.35), (2.43). L’étude des longueur de cohérence répond en partie
au probléme posée dans la conclusion de la revue de R. M. Ziff, G. E. Uhlenbeck,
M. Kac [61], & propos de l'ordre hors diagonal pour des films bi-dimensionnel espa-
cés d’une taille trés grande mais finie. on considére ici comme systéme modélisant le
film, un milieu exponentiellement anisotrope pour lesquel les tailles dans les deux di-
rections du film sont donc exponentiellement plus grande que 'espace entre les deux
plaques. Ainsi nous avons présence d’ordre a longue portée, non macroscopique dans
les deux grandes directions pour une densité inférieure a p,,, mais qui s’étend entre
les deux plaques. On a donc une transition entre deux régimes d’ODLRO (pour re-
prendre leur terme), de mésoscopique (mimant un systéme plutot bi-dimensionnel),
pour p. < p < pm, & macroscopique (mimant un systéme plutot tri-dimensionnel),
pour p > pp,.

(iv) Nous avons revisité la seconde transition par le concept d’échelle introduit
dans le chapitre 1, via la nouvelle définition de condensation dite localisée, définition
2.1, qui nous a permis d’écrire le théoréeme 2.1.

(v) Au final, en vertu de I'étude de la fonction de corrélation du gaz de Bose
par la méthode d’échelle, nous avons ouvert la discussion pour définir la seconde
transition que nous avons vu comme une transition d’échelle, ce qui est différent
d’une transition de phase, définition 2.2 : Ainsi, nous avons formulé un résultat a
propos de la nature de la seconde transition dans le cas du gaz parfait de Bose dans
des boites exponentiellement anisotropes, sous forme du théoréme 2.2.

Nous pouvons faire trois remarques théoriques pour conclure le travail et propo-
ser des perspectives intéressantes :

(1) Pour I'hélium superfluide, pour lequel usuellement on considére une seule
transition vers un condensat conventionnel, notre travail a propos de la seconde
transition constitue une premiére base si on veut élargir les possibilités de conden-
sations pour ce systéme. Par exemple, dans certains types de milieux géométriques
"slabs" ou capilaires, on pourrait étre amené a repenser la théorie superfluide de Bo-
goliubov en tenant compte de la distribution énergétique du condensat et la théorie
générale de condensation de Penrose et Onsager en tenant compte des échelles de
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corrélation de longues portée.

(2) Dans ce chapitre nous ne sommes pas entrés dans la théorie des fluctuations
de phases [17], [19], bien que cela serait possible d’étudier les fluctuations de phases
dans le cadre de la condensation généralisée en "allumant" différemment les sources
quasi-moyennes de Bogoliubov dans les modes condensés. Notons que certains types
d’interactions repulsives entre particules sont calpables de transformer le condensat
usuel (type I sur le mode fondamental) en un condensat généralisé de type 111, (ou
quasi-condensat) [62], [63], ainsi que pour un gaz parfait sous un potentiel extérieur
aléatoire [64]. Il serait intéressant de comprendre I'importance physique de ce type
de modeéle ainsi que le role de la géométrie vis a vis de ces interactions, et méme vis
a vis des autres modéles d’interactions plus conventionnels.

(3) Pour le gaz d’atome froid (e.g. Rubidium) dans un piége harmonique quasi-
2D, si on étudie localement autour du centre du piége, le comportement mathéma-
tique des fonctions de densités locales et de corrélations locales pour le gaz parfait
sont similaires a celles pour le modéle du gaz parfait dans une boite quasi-2D dont
I'étude est faite ici, voir le début de la revue [55]. Ainsi ce travail constitue une base
théorique pour le cas du gaz en trés faible interaction lorsque l'on procéde a une
étude locale des corrélations et des densités, ce qui est en partie fait pour de récentes
expériences [17], méme si nous reconnaissons les limites du modéle sans interaction
pour lequel la transition BKT n’existe pas.

(4) De plus, d'un point de vue académique le modéle d’anisotropie exponentielle

ici présenté peut-étre une premiere approche de la condensation pour les gaz parfaits
de Bose dans des boites quasi-2D.
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Chapitre 3

Seconde transition pour le gaz de
Bose dans un piége harmonique

With a certain temperature the molecules "condense” without attractive forces,
i.€., they pile up the velocity zero. The theory is beautiful but does it also have some
truth ¢

A. Einstein & P. Ehrenfest, 29 Novembre 1924, Albert Einstein Archives, The
Hebrew University of Jerusalem, Israel; [3]).

Dans ce chapitre, les prédictions théoriques concernant la seconde transition
pour un gaz parfait de bosons dans un piége quasi-uni-dimensionnel harmonique,
qui ont fait 'objet d’une publication [30], est & mettre en paralléle a une prédiction
expérimentale concernant la chute de la longueur de cohérence du condensat allongé
et l'existence d’une température dite "de phase" a partir de laquelle le condensat
redevient cohérent dans tout le piége [16]. Il existe une prédiction théorique [20] pour
le gaz en interaction, cependant I'effet du facteur géométrique sur la diminution de
la cohérence du condensat et sur sa répartition énergétique n’est pas totalement
élucidé dans les modéles existant contrairement a notre modéle. Ce travail donne
donc une interprétation théorique pour le gaz parfait (proche d’un régime de faibles
interactions) de possibles expériences pour les gaz froids en milieux anisotropes.

3.1 Introduction

Il est bien connu depuis 1925 [1] que pour un gaz parfait de bosons identiques
de masse m dans une boite cubique A = L3 décrit par I'ensemble grand-canonique
(V,T, ) avec T la température et p le potentiel chimique, il existe une densité
critique de saturation du gaz thermique p. = ((3/2)/A%, ou A\g = h\/273/m est
la longueur thermique et § = 1/kgT. L’hypothése d’A.Einstein reprise en 1938 [4]
par F.London suppose que pour une densité de particules p supérieur a la densité
critique p., le surplus de particules p — p. se met dans I’état fondamental de mode
k = 0. Ainsi on note que px—o = p — p. pour p > p.. Cependant cet argument
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de population macroscopique de I’état fondamental dépend drastiquement de la
géomeétrie de la boite. C’est ce qu’a d’abord découvert H.Casimir [25] en 1968 pour
une certaine géométrie anisotrope et ce qui a motivé les travaux de M.van den Berg,
J.Lewis et J.Pulé a partir de 1981 [26]- [29]. Ces derniers ont généralisé le concept
de condensation de Bose-Einstein en définissant la densité de condensat en limite
thermodynamique pour un gaz de Bose parfait dans une boite parallélépipédique
quelconque A = L, x L, x L, de volume |[A| =V :

po=1lim lim > p,=p—p..

n—0V—oo

Cette définition inclut toutes les possibilités de provenance d’un condensat, données
ici d’aprés [28] et revisitées [14] en référence aux terminologies récentes [33] :

(i) Le condensat conventionnel ou usuel [14], [33] formé par I’état fondamental
(type I [28]).

(ii) Le condensat fragmenté [14], [33] si le condensat généralisé est réparti sur
un ensemble (fini/infini) de modes macroscopiquement occupés dans une bande
d’énergie proche du mode fondamental i.e. No = >, . Ni, avec Ny = O(N) (type
I/11 [28]).

(iii) Le quasi-condensat [14], [33] si le condensat généralisé est réparti sur un
ensemble de modes mésoscopiquement occupés dans une bande d’énergie proche du
mode fondamental i.e. No = Y3, . Ny, avec Ny = O(N°), 6 < 1 (type III [28]).

En 1983 [27], van den Berg proposa un modéle de boite tri-dimensionnelle expo-
nentiellement anisotrope dans deux directions pour définir une seconde densité cri-
tique p,,, séparant un régime de condensat généralisé de type IIT (pour p. < p < pm)
vers un régime de condensat généralisé de type I (pour p > p,,). Récemment, nous
avons réétudié ce modéle [30] que nous appelons quasi-bi-dimensionnel et nous avons
montré qu’il s’agit d’une transition entre deux régimes : de quasi-condensat et de
coexistence entre un régime de condensat conventionnel et de quasi-condensat, en
montrant notamment que la seconde densité critique p,, correspond a une densité de
saturation du gaz quasi-condensé de maniére similaire a la saturation du gaz ther-
mique pour p.. De plus nous avons calculé la seconde température critique analogue
et déterminé les fractions condensées modifiées. Puis nous avons calculé les effets de
cette transition sur la longueur de cohérence pour ces deux régimes de condensats
généralisés.

Cependant cette transition dans le modéle de boites de van den Berg n’existe
pas pour le cas quasi-uni-dimensionnel (quasi-1D). Notre découverte ici présentée
est l'existence de cette transition entre deux régimes pour le gaz parfait de bosons
dans un piége harmonique quasi-1D. Notons que les premiers calculs pour le cas
uni-dimensionnel ont été faits par [15]. Dans 'étude faite dans ce chapitre, nous
proposons une transition entre un régime condensé "quasi-1D", dit quasi-condensé
qui ressemble a I'étude du gaz 1D de [15] vers un régime condensé "3D" dans lequel
nous retrouvons un condensat usuel sur le mode fondamental mais qui coexiste avec
le quasi-condensat saturé ; le but étant de calculer les fraction condensées, la seconde
température critique et de caractériser les propriétés de cohérence. Cette prédiction
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théorique est intéressante car nous avons vu dans la littérature expérimentale [16]
et théorique [20], existence d’une seconde température critique nommeée T} pour
des milieux quasi-1D, mais calculée et expliquée différemment de la notre.

3.2 Second nombre critique de particules

Considérons un gaz parfait de bosons dans un piége harmonique tri-dimensionnel
caractérisé par les pulsations w,, w,, w, avec le potentiel exterieur suivant :

1 1 1
Veat (1) = §mwix2 + §mw2y2 + §mw§z2.

L’hamiltonien pour une particule est donné par [55] :

h2

(N=1)
e =5,

A + %mt('f’) . (31)
Les niveaux d’énergie sont alors donnés par :

Crasgns = M5 3) + By (5, + ) (5 + 3).

Soit 1 le potentiel chimique de ce systéme dans l’ensemble grand-canonique, sa
valeur doit étre inférieure strictement & celle de 1’état fondamental pour assurer la
convergence de la distribution de Bose-Einstein donnant le nombre statistique moyen
de bosons dans chacun des modes, d’expression Ny, . = (e%(“==v==7#) —1)~1. Ainsi
on peut définir le potentiel chimique effectif par rapport au niveau fondamental
comme pu = €gog — Ap. Lorsque ce potentiel Ay > 0 tend vers 0, on sature le
gaz thermique et on obtient un nombre critique de particules lorsque la puslation
wo = (wewyw, )3 tend vers 0 :

| | ()
N~ d? = N..
(hBwg)? /Rs,+ 665(6+A“) -1 < (hBwp)? ¢

La nature du spectre pour ce piége est différente de celle d'une particule dans une
boite, c’est pour cela que le type de géométrie pour obtenir la seconde transition
sera différente. Si on considére que ce piége est anisotrope avec une forme quasi-1D
type "cigare" dans 'axe z, on doit avoir la condition w, < w, avec la puslation
transverse w; = w, = w,. Usuellement [55], [20], on prend comme modéle w; = \w,
avec la condition A > 1. Ainsi on a une anisotropie au niveau des modes dans chaque
directions car hw, < hw . Supposons que dans ce cas le potentiel chimique effectif
vérifie cette condition :

hw, < Ap < hw, . (3.2)

Alors on peut calculer le nombre d’atomes dans le condensat généralisé (quasi-
condensat) réparti dans une bande d’énergie sur axe z ajustée par la valeur du
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potentiel chimique Ay :

1 1
NQbec = Z NS ~ m /]RJr d&zm (33)

5=(0,0,sz)

12

— In[6Au] = N — N..

TG [BAp] .

Ainsi pour avoir un nombre macroscopique de particules dans ce condensat, le po-
tentiel chimique effectif doit avoir le comportement suivant :

Ap = gt e Mbw=(N=Ne), (3.4)

Cependant, le potentiel chimique Ap qui détermine la taille de la bande d’énergie,
diminue quand le nombre de particule N augmente et donc a partir d’'une valeur de
N noté N,,, la condition (3.2) ne sera plus valide. Pour un gaz de Bose dans un piége
harmonique, contrairement au gaz dans une boite, il n’y a pas de notion de "densité"
de particules dans le piége (ou "densité globale") car le confinement s’opére dans
tout I'espace tridimensionnel R®. Cependant on peut introduire un "scaling" pour
le nombre de particules qui converge quand N tend vers I'infini et quand wy tend
vers 0 [55] :

n= wS’N . (3-5)

On trouve alors que lorsque la condition (3.2) est valide on a fhw, < e~ M(n=ne)/wl
Pour trouver la condition sur N pour que (3.2) reste valide, on introduit le modéle
d’anisotropie de piége quasi-1D exponentiel :

w, =w e Yl (3.6)

oll w, > 0 est une pulsation caractéristique de I’anisotropie exponentielle. Ce modéle
permet de comparer la décroissance du potentiel chimique Au lorsque les pulsations
tendent vers zero par rapport au gap d’énergie hw, entre chaque niveau sur ’axe
z. Ainsi, la loi exponentielle figurant dans le modéle (3.6) est imposée par la loi de
décroissance exponentiel du potentiel chimique (3.4) de sorte a assurer la validité
de la condition (3.2). D’aprés (3.6) pour assurer la condition (3.2), on trouve que N
doit étre inférieur & une valeur limite NNV,, donné par :

LUQ

N,, = N, + —%—. 3.7
hpw (3.7)
Maintenant si on dépasse ce nombre critique N,,, on doit alors remplir ’état fonda-
mental :
1 1

i1~ BAp

et donc le potentiel chimique vaut Ay = 1/(B(N — N,,)) et la valeur du quasi-
condensat est saturée :

Nbec = Ns:O =

=N — N,, (3.8)

_ 1
hBw.

NQbec = ln[ﬂAﬂ] = Nm - Nm
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car d’aprés (3.5) N — N, = (n —n.)/wg et donc :
woNgbee = —(hB)~'w] Infwg/(n — ne)] = wi (hB) ™

Nous avons employé la terminologie " quasi-condensat" pour la méme raison que
dans le cas deu gaz dans une boite. En effet, pour N < N,, le nombre de population
par modes condensés sur laxe s, est de 'ordre de 1 < (BAu)™t < N car d’aprés
3.5, N est de I'ordre de nwy?® > eMBn—ne)/w — (BAp)™! et donc chaque modes
condensés contient un nombre mésoscopique de particules bien que Zsz Noos. =
O(N) (similaire au condensat généralisé de type III). Pour N > N,,, nous avons la
méme conclusion car chaque mode condensé sur I'axe s, (sauf sur le fondamental)
contient un nombre de particule de Iordre de e™tm=ne)/w2 — ) /o, = W2wi® <
nwgy s,

Notons que ce modéle d’anisotropie exponentiel est necessaire pour valider la
condition (3.2), et pour définir en "limite thermodynamique" le second nombre cri-
tique de particule N,, qui doit étre du méme ordre que le premier nombre critique
N, c’est a dire que n,, = N,,ws doit converger dans la limite wy tend vers 0. Pour
des pulsations finies dans une situation expérimentale donnée, il faut donc calculer
le paramétre w,. en fonction du rapport d’aspect A = e/l et voir si le rapport
we/w, est suffisament grand pour considérer que 'on se trouve dans un régime ex-
ponentiel. Habituellement si ’on considére un régime trés anisotrope lorsque A > 1,
pour considérer que le régime est exponentiellement anisotrope, on regarde plutot
la condition In(\) > 1.

3.3 Seconde température critique et fractions conden-
sées

Expérimentalement il est convenable de connaitre la température critique asso-
ciée a la seconde densité critique. La premiére trempérature critique 7., pour un
nombre de particules donné N est solution de I'équation : N = N, = ((3)/(hBwo)>.
On obtient :

T. N3 (3.9)

~ kaC(3)13
A partir de I'expression du second nombre critique on obtient la relation entre la
premiére et la seconde température critique notée 7T, qui est solution de I’équation

N =N,, = N. +w?/(hBw}) :

T+ T, = T, (3.10)

C

ou la temprérature effective d’anisotropie exponentielle T est défini pour ce piége
comme :

hawe

= G (3.11)

T
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Densité

Isotherme

Coexistence
condensat +

quasi-condensat Quasi-condensat

Isodensité

Gaz thermique

-
Température

F1G. 3.1 — Courbes illustrant les différents régimes condensés et non condensé
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10k == = =
L = -~

0.8+
0.6
04+
0.2+

T

[ , LN — [— — — . o

0.2 0.4 0.6 0.8 10 Tc

F1G. 3.2 - Courbe illustrant les fractions quasi-condensée en ligne noir (c.f. équation

3.12), condensé sur le mode fondamental en ligne rouge (c.f. équation 3.13) et la

courbe de coexistence des deux condensats en ligne pointillée bleu (c.f. équation
3

3.14), avec 7 = 3.

D’aprés (3.3) et (3.9), la fraction quasi-condensée en fonction de la température
est donnée par, voir figure 3.2 :

3
Nec 1_(l> Tm<T<Tca
e T\ - - (3.12)
N =T : T<T, .

Tandis que pour le condensat sur le mode fondamental on a d’aprés (3.8), voir
figure 3.2 :

Nbec O ’ TmSTSTca
(3.13)

= 3
T 72
N 1= (%) (1+(5)"), T<Ta
Et pour le condensat total résultant de la coexistence deux condensats on a, voir
figure 3.2 :

NO NQbec Nbec T 3/
NN tv = 1— (T) , (3.14)

On peut calculer d’aprés (3.10) la différence relative entre les deux températures

critiques, voir figure 3.3 :
T.— 1T, 73
_m _ 1
=1 () 19

ol :
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avec Q(x) = 3(1+ /1 + 5-22).

Il pourrait étre intéressant de connaitre les différentes températures a partir
desquelles nous avons une certaine répartition du condensat total entre une partie
condensée et une autre quasi-condensée. Par exemple soit TTSE ) la température du
systéme lorsque ’on a la moitié du condensat réparti sur le quasi-condensat et ’autre
moitié dans le mode fondamental. A cette température on a une compétition entre
les deux condensats, une "vraie" coexistence, ce qui dans I’expérience est important
a connaitre. Pour la calculer, il suffit de résoudre I'équation Ngpec(T') = Npee(T'), ce
qui nous donne :

(T3 427272 — 3

par changement de variable 7 = /27, d’aprés (3.10), (3.15) et en écrivant la
seconde température critique T, = T,,,(7) comme fonction de 7, on obtient :

T (1) = T, (V21) .

On peut généraliser ce calcul pour toutes les fractions ¢ > 0 tel que ¢Ngree = Neec
et obtenir la température solution :

TD (1) = T,n(\/q + 17) . (3.16)
Ainsi ’écart relatif est donné par, voir la figure 3.3 :
T, — T,gf) T 73 373
LoDl o) = svar ). .17

ainsi pour ¢ = 1 nous retrouvons I’équation (3.15).

3.4 Longueur de cohérence

D’un point de vue physique, la seconde température critique peut étre caracté-
risée par I'étude de la fonction de corrélation et de la longueur de cohérence dont
le comportement est modifié dans le régime de quasi-condensation par rapport au
régime de condensation usuel pour le gaz parfait.

3.4.1 Fonction de corrélation intégrée (ou moyenne)

Rappelons la définition de la fonction de corrélation pour un gaz de Bose dans
un piége harmonique :

g(r, 7“’) = Z j;(g)f)s(j/)l ) (3'18)

ot les fonctions d’ondes propres ¢,(r) sont les fonctions d’Hermite tri-dimensionnelles,
rappelons leur expressions :

¢s(1) = s, ($)¢5y (¥)9s.(2),
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0.8

06+

02r

F1G. 3.3 — Courbe illustrant les relations (3.15) et (3.17) pour ¢ = 0 avec + en
abscisse et ’écart relatif en ordonnées.

avec dans chaque direction r, = z,y, 2 :

1 2
Ps, (1) = Csm\/—L—stgp(w/LI)e 2E,

6 (0) = ey, ——H,,(y/Ly)e 3

Ps, (2) = ¢

avec ¢s, = 1/4/8,12% /7, v = x,y,2 et ou les longueurs de confinement selon les
axes x,%, z sont données par les expressions suivantes :

Lm: iaLy: iaLzzw h?
V mw, \/ Wy mwy

les fonctions d’ondes sur chaque directions v = z,y,z (onnotery = x, r, =y, 13 = 2
pour les variables de cooordonnées) étant orthonormées :

/ drygs, (rv) oy (rv) =6, o -
R

Notons que la partie diagonale de la fonction de corrélation n(r) = g(r,r) est la
densité locale de particules.
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Revenons maintenant & notre modéle anisotropique exponentielle d’aprés (3.6),
nOuUS avons :

27, 2
W, =w,e wc/wl, , WL = Wy = Wy.

Ainsi, on peut définir les deux longueurs de confinement du piége :

h h
1= ) Lz = ;
V mw, mw,

avec la propriété d’anisotropie suivante :

h

Y
mw,

L,= LLea%i, o=
analogue au cas du gaz dans la boite avec une différence dans la loi de puissance
dans I'exponentielle.

Nous allons calculer les corrélations dans la direction z induites par le quasi-
condensat. La différence avec la gaz dans la boite (c.f. chapitre 2) réside dans I'inho-
mogénéité du piege harmonique. Ainsi la description locale de la fonction de corré-
lation (3.18) n’est pas adaptée pour décrire 'ensemble du quasi-condensat distribué
dans l'espace tout entier. Par conséquent, nous devons intégrer cette fonction sur
I'ensemble de deux points r =7+ Ar/2 et ' =7 — Ar/2 (7 = (T,y,2)) situés a
une certaine distance fixée Ar = (0,0, Az) pour obtenir un point de vue global des
corrélations sur ’axe z. Nous obtenons alors la valeur moyenne des corrélation pour
une distance Ar :

() (Ar) = /R TG - Ar/2, T+ Arf2) (3.19)

3.4.2 Résultats :

Ecrivons la fonction de corrélation comme une somme sur les indices j permettant
de la décomposer sur les trois directions :

gy = 3 KD (@, KD (g, KO (2, ).

j=1
avec K (z,2'), K (y,/), K (y,y') défini par :
K(J (, x Z¢" ), ( ) —jBhwz(na+3) ’
E9(y,y) = Z@y( ), (y e~y (myt3)

K(J (2, Z Z¢” ¢n )e —jBhw(n2+3) )
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Par la formule de Melher dans les trois directions :

: 1 1 — o iBhws/2 ne
KY(z,2') = . expl- 1= (v + ') |
V(1 — e—iBhwe/2) 1+ e-iPhos/2 L2

1+ e IPma/2 (3 — /)2

X eXp[— 1— e‘jﬂﬁww/? L?; ]7
| 1 L e (y 4 )
Kéj)(ya y,) = — eXp[_ —jBhwy /2 2 ]
N s R e L
1 4 e=38mu/2 (3 _ 4)?2
X exp[— — 2( 5 ) ],
1 — e—JBhwy/ Ly
: 1 1 — e 98M=/2 (5 4 21)?
K9(z,7) = eXp[_l T o—iPhe2 2 ]

(1 — e e 2)
14 e 9Bhws/2 (5 — /)2
[ —cithalr  [2

X exp|—

Cas N < N, non condensé avec p <0 :

Nous pouvons faire 'approximation suivante car nous n’avons pas de condensats
et donc tous les niveaux énergies sont de 'ordre de p # 0 :

].
109

On obtient donc :
4 1 I (x —a')?
KW z, 1) ~ ———exp[—=jmpuwi(z + ') exp[—2m~—=-"], (3.21
2 (T, @) o2 pl=5imbw( )"] exp| i ], (321)
: 1 iy (y—v)
KU (y,y) ~ ———— exp|—=jmpBuw?(y + )] exp[-2m~~2—2L] | (3.22
W Y) WG] pl=5imbBw,(y +y') exp| e |, (3.22)
, 1 1. (2 — 2')?
KU 2,2) ~ ——— exp|— = jmpwi(z + 2')*] exp[-2m-~"——-"] . 3.23
2z, 7) —ho pl=5imBw( )*] expl e J. (323)
Ainsi :
g(rﬂﬂ/) — iejﬁAM;g
=1 7Tjh‘f‘JO/2
. 2 "2 2 "2 2 "2 (r _7"/>2
x exp[—jmB(wy(z + )" + w, (y + )" + w;(z + 2) )]exp[—QmW
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gtherm
12

10}
08}
06f
04f

0.2f

2Vr Az

05 10 15 20 25 30 A

F1G. 3.4 — Allure des fonctions de corrélation (3.24) avec hwy = 1, et SAu =
1,0.1,0.01,0.0000001 respectivement pour les courbes bleue, rouge, verte et noir,

é?fz Az est en abscisse. Notons que les deux derniéres sont quasi-confondues, ce

que l'on peut interpréter comme une saturation de la cohérence du gaz thermique a
cause de la valeur proche de zero du potentiel chimique.

Maintenant si on considére que r = 7 — Ar/2 v = 7+ Ar/2, ou Ar/2 =
(0,0, Az/2) et que 'on integre la fonction de correlation par rapport 7 sur espace,
on obtient une valeur moyenne des corrélation pour la distance Ar :

(9)(Ar) = /dgrg(r—Ar/Q T+ Ar/2)

1
= /dx/ dy/ dz GJB“
R! R! R! 1 7 j hwg /2

(Ar)?
joRE

A 1 Ar)?
= Zejﬂ“j3h3w3 exp[—?m(, )] (3.24)
0

X exp[—jmB(wiT? + Wiy’ + wiz)?] exp[—2m

J=1

car exp[—jmB(wiZ” +wy® +w?z®)] =~ 1 lorsque les w,, v = ,y, z tendent vers zero.
Notons que pour la partie non-condensée, nous obtenons une fonction de corrélation
d’une forme trés similaire au cas du gaz parfait dans une boite vu dans le chapitre 2,
voir la figure 3.4 pour son allure. Pour un Ar trés grand, la fonction de corrélation
moyenne pour la partie non condensée tend donc vers 0 d’aprés (3.24) :

lim (¢)(Ar)=0,N < N, . (3.25)

|Ar||—oo

Cas N > N, régime condensé
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Dans ce régime condensé, le potentiel chimique s’écrit comme p = €go90 — Ap et
il est solution de I'équation n > n., ou n = wiN et n. = Wi N... Rappelons que Ap
tend vers zero quand les pulsations tendent vers zero avec différentes asymptotiques
en fonction du régime N, < N < N,,, et N > N,,.

On peut séparer la fonction de corrélation en trois parties : quasi-condensée,
condensée et non condensée :

g(ra T/) = gbec(ra T/) + gqbec(ra T,) + gtherm(ﬁ T/), (326)
oll nous avons :
¢000(7")¢000(?"/)
A
gbec(rar) - ﬁAﬂ_ 1 9

Z ¢UOsz ¢0052( )

T, T
gqbec eBlecos +Au) _ 17’

Y

Dsysys- (x)¢515y52 (')
)

AN
gtherm(ra T) - eBEspsys. +An) _ 1

54>0,54>0,s;

On prend la méme démarche de calcul des corrélation que pour le cas N < N,
en considérant que r =7 — Ar/2 r' =7+ Ar/2, ou Ar/2 = (0,0,Az/2) et que 'on
integre la fonction de correlation par rapport r sur ’espace, on obtient une valeur
moyenne des corrélations pour la distance Ar.

Pour la partie non condensée (giperm)(r,7’), étant donné que nous sommons sur
les niveaux énergétiques trés grands devant le potentiel chimique effectif Ap (3.4),
nous obtenons le méme résultat que (3.24) et (3.25) en prenant p =0 :

Qt erm Ai e:{p 2m . I (] M
h = 3h3W jﬁh

[|A7||—o0

Pour la partie quasi-condensée (ggpec)(r,7'), nous procédons de la méme maniere
que pour la partie non condensée, en considérant que nous sommons sur des niveaux
énergétiques sur 'axe z a I'échelle de Ay = B~ texp (—hBw.(N — N,)) pour N, <
N < N,, (3.4), 'approximation (3.20) reste valide et donc en tenant compte de
(3.23) ainsi que du changement d’échelle :

€s,

. —
BAp

€s
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on obtient :

(Ggbec) (AT) = /d?’ngbec(F—Ar/?,?—i—Arﬂ)
R3

— dz JBAp

Ar)?BA
X exp[—jmB(wiZ)*BAu] eXp[_m(;)ﬁ%}’
* 1 Az)2A
_ ZeaﬁAujhwz eXp[_QmWTM]' (3.29)
j=1

et pour sachant que pour N > N,, les niveaux énergétiques sont a 1’échelle de
exp (—hBw,(N,, — N.)) = exp (—w?/w? ), on trouve, voir figure 3.5 :

O e—dexp(—wi/wh) (Az)2 exp (—w?/wi)
(Gunc)(Ar) = 3~ exp[-2m——— !

Pour la partie condensée, pour N < N,, le nombre de particule dans le mode
fondamental étant nul, on trouve zero et pour N > N,, le résultat est évident :

(3.30)

i=1

(Gbec) (AT) = / AT Gpee(T — AT /2,7 + Ar/2)
R3
= / d?¢OOO(AT)¢OOO(_AT)NbeC
R3
Az?
= Nbec €xp (7)
o> A2 Nbec s (331)

pour N > N,,.

Dans I’hypothése ou les pulsations du piéges tendent vers zero, c¢’est a dire dans
un régime thermodynamique, nous obtenons ainsi I’expression formelle de la fonction
de corrélation moyenne (3.19) (3.26), (3.29), (3.30), (3.31) :

A 2
NQbec + Zjil ‘m eXp[_Qm(jB;i)Q ] ,NC < N < Nm R (3 32)
Ar)? :
Niee + Nopee + 32721 gop5r exp[—2m Sl N> Ny,

Dans le membre de droite de (3.32), pour N, < N < N,,, se trouve I'expression
explicite de la fonction de corrélation pour la partie quasi-condensée dans le premier
terme et pour la partie non condensée dans le deuxiéme terme et dans le membre
de droite de (3.32), pour N > N,,, se trouve I’expression explicite de la fonction de
corrélation pour la partie condensée dans le premier terme, quasi-condensée dans
le deuxiéme et non condensée dans le troisiéme. Lorsque Az? est trés grand devant
(h%/2m, la partie non condensée s’annule (3.28) et nous trouvons 'ordre & longue
portée a la Penrose et Onsager :

lim (g)(Ar)=Ny=N — N,

[Ar||—oo

(g)(Ar) = {
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H2

Fi1c. 3.5 — Allure des fonctions de corrélations (3.30) avec hw, = 1, pour SAu =
0.001, 0.0001, 0.000001 respectivement pour les courbes rouge, bleue et noir, & une

Bh?
la partie non-condensée que la fonction est beaucoup plus étendue spatialement et
a une plus grande amplitude.

échelle de longueur Az, /224 On remarque par rapport a la figure 3.4 représentant

3.4.3 Longueur de cohérence

La fonction de corrélation quasi-condensée (3.29) et (3.30) ne s’annule pas né-
céssairement grace a la divergence imposée par la somme sur j (comme pour le
nombre de particules). Mais la vitesse de croissance vers l'infini de Az ne peut pas
étre quelconque a cause de la loi d’échelle de décroissance du potentiel chimique
Ap. Ainsi pour ne pas avoir de décroissance exponentielle dans ce terme, nous de-
vons faire un changement d’échelle des termes dans la somme sur j en jAu pour
N. < N < N,, et je‘“g/wi pour N > N,, et ainsi on voit apparaitre I’échelle maxi-
male de comportement algébrique des corrélations pour la partie quasi-condensée

en
[omBA
Az Az % N, <N <N,, .
2 w2 Jw?
AZHAz,/%, N>N,.

Nous appellons cette loi d’échelle maximale pour obtenir des corrélations algébriques
le rayon de corrélation :

li
B s Ve <N < Np, . (3:33)

re =
h2

L, N> N, .
2me ¢’ "L

défini par rapport a une échelle de fluctuation thermique A\g = \/273/m. Le po-
tentiel chimique effectif Ay est donnée par f~te™=(N=Ne) pour N, < N < N,
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et par 1/(B(N — N,,)), pour N > N,,. Ainsi on trouve un rayon de corrélation
trés grand devant les fluctuation thermique contrairement au régime non condensé
lorsque N < N, ou r. et Ag sont du méme ordre.

Mais il est intéressant de définir une longueur analogue par rapport a une échelle
de longueur de confinement du piége pour se représenter spatialement la cohérence
du systéme. Ainsi nous définissons la longueur de cohérence par rapport a la longueur
confinement radiale L :

_ e (3.34)

ce qui nous donne, voir figure 3.7 :

Lc Lz Y(T)
.= (LJ : (3.35)

et en vertu des expressions (3.35) nous trouvons :

A 3
(T = %(N—NC), N.<N <N, ,
FL 3
_ M N NS N

2
We

En utilisant les équations (3.9) and (3.10) reliant respectivement le nombre de
particule N avec les températures critiques T,., T}, et les nombres critiques N,
N,, avec la tempsérature T', on trouve la dépendance explicite en température de
I'exposant (7', voir figure 3.6 :

T

”Y(T):{ e (3.36)

La fonction de corrélation peut-étre étudiée expérimentalement par des observa-
tions de contraste de franges sur I’ensemble du condensat par interférométrie ato-
mique [16], voir aussi le chapitre 13, Interference and correlations, de [19]. Ainsi
notre longueur de cohérence formellement défini comme 1’échelle maximale déxten-
sion spatiale de la fonction de corrélation, peut s’interpréter comme la longueur
maximale d’observation de franges d’interférence dans I'expérience envisagée. Cette
interprétation est similaire a la définition des expérimentateurs pour la longueur
de cohérence, ce qui donne pour nos relations formelles un statut de prédictions
théoriques pour des investigations observationnelles futures.

(O ((5)'=1) , Tu<T<T.

3.5 Perspectives

Nous proposons une étude expérimentale d’'un gaz de Bose dans un piége harmo-
nique quasi-uni-dimensionnel avec la condition de trés faibles interactions (& 'opposé
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(M
1.0

0.8+
06
04

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 10 Tc

F1G. 3.6 — Courbe illustrant I'exposant (3.36) avec - en abscisse et 2= = 2 ce qui

nous donne un écart relatif entre les deux densités critiques de 0.587, voir relation
3.15 et la figure 3.3

100

80
60 -
40 [
20+

T

I I I . | N n _

0.2 04 0.6 0.8 10 Tc

F1G. 3.7 — Courbe illustrant la relation (3.35) avec Tlc en abscisse et = = %, pour

un rapport d’aspect A = f—j =100
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de Thomas-Fermi régime [20], voir aussi le chapitre 15, lower dimensions, de [19]),
afin de vérifier effet de la géométrie sur ’énergie cinétique et sur les propriétés de
cohérence du condensat entre ces deux points critiques. Notons que les prochains tra-
vaux porteront sur la mise en oeuvre des interactions entre les particules et ses effets
sur la seconde température critique comme c’est le cas pour la premiére température
critique [65].
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Chapitre 4

Analogie polymeéres et cycles de
bosons : étude de la seconde
transition

A mathematician is a person who can find analogies between theorems; a better
mathematician is one who can see analogies between proofs and the best mathe-
matician can notice analogies between theories. One can imagine that the ultimate
mathematician is one who can see analogies between analogies.

Stefan Banach, in "Analogies between analogies” the mathematical reports of
S.M. ULAM and his Los Alamos collaborators.

4.1 Introduction

R.Feynman en 1953 [8] introduit la notion de cycles dans le gaz de Bose en
réécrivant la fonction de partition en se basant sur les permutations cycliques et
la formulation par intégrales de chemin de la mécanique quantique adaptée pour
la mécanique statistique quantique. Il établit un critére de condensation de Bose-
Einstein dans sa formulation, énoncé comme ’apparition de cycles infinis de bosons
et tenta de comprendre sous certaines approximations le lien de celui-ci avec le
point critique de I'Helium & la température 7T en dessous de laquelle le liquide
d"He devient superfluide. Le critére de Penrose et Onsager, formulé en 1956 [9],
est considéré comme le critére de condensation usuel, mais il est prouvé depuis
2002 [13]| que pour le gaz parfait de bosons le critére de condensation est équivalent a
I’appartition de cycles infinis et aussi dans certains cas de gaz de Bose en interactions
[42|. Pour le modéle Bose-Hubbard avec une interaction corps dur, les cycles ont aussi
été étudiés mais il a été montré que dans [66] qu’il peut exister des cycles infinis
pour un domaine de densité de particules mais la densité de particules dans les
cycles infinis est de valeur différente de 1'ordre & longue portée. Un modéle de gaz de
cycles en interaction [67] permet de calculer le décalage de la température critique
de condensation. Une autre étude intéressante concerne ’analogie entre le gaz de
Bose (vue en terme de cycle) et un gaz de polymére classique [35].
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Récemment [14], une nouvelle approche d’échelle, par analogie avec Papproche de
P.G.de Gennes [38| pour le gaz de polymére classique, a été proposée pour étudier le
gaz de cycles de bosons, pour établir un contact avec la classification des condensats
de Bose-Einstein généralisés [27], [28] (le condensat peut se répartir dans plusieurs
niveaux d’énergie proches du niveau fondamental). Ce concept de condensation géné-
ralisé permet notamment d’étudier le comportement du condensat dans des milieux
anisotropes. Dans des milieux exponentiellement aplatis, dit quasi-bi-dimensionnels
(quasi-2D), on a découvert [27] (récemment revisité |30]) existence d’une seconde
transition pour une seconde densité critique qui sépare un régime de quasi-condensat
pour lequel le condensat se répartit sur une bande d’énergie autour du niveau fonda-
mental et un régime de coexistence entre ce quasi-condensat saturé et un condensat
dit usuel sur le niveau fondamental.

Le but de ce chapitre est d’étudier I'effet de la géométrie sur la longueur des longs
cycles de bosons et de montrer qu’il existe une seconde transition dans la formulation
des cycles de bosons qui sépare un régime de croissance des cycles mésoscopiques
(longs mais non-macroscopiques) et un régime d’apparition de cycles longs macro-
scopiques qui coexistent avec le gaz de cycles mésoscopiques saturé. Nous discuterons
ainsi les possibles analogies avec un gaz de polymeéres classiques idéal dans un milieu
quasi-2D exponentiellement anisotropes.

4.2 Gaz de cycles de Bose

Rappelons briévement la notion de cycles de bosons ou polyméres bosoniques
apparaissant dans la réécriture de la fonction de partition. Considérons un gaz parfait
de bosons de masse m, dans une boite A = L; X Ly x L3 de volume V, décrit
dans 1'ensemble grand-canonique (A, 3, u), ou § = 1/kgT avec kp la constante de
Bolzmann, T la température et p le potentiel chimique. L’hamiltonnien quantique
pour un boson est HY=! = —h?A/2m avec les conditions de Dirichlet. Les fonctions
d’ondes par particule associée aux modes k = (wny /Ly, mns/ Ly, mn3/L3), n, € N*

sont, données par :
=2
Yi(z) = H I sin(k,z,),

v=1

associées aux valeurs propres de H) ¢, = h%k?/2m.

D’apreés le principe d’indiscernabilité bosonique, les états pour N particules iden-
tiques associées & un ensemble de modes k = (k... k™) sont donnés par la
symétrisation du produit des fonctions d’onde associées a chaque modes de k :
Uy (x®, 2™ = G 3 g 1Y, ¥ (7)) ot 7 est un élément du groupe des
permutations Sy et C; = 1/4/N!]], Ny est la facteur de normalisation.

Ainsi on peut écrire la fonction de partition canonique en tenant compte de cet
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écriture, voir le chapitre 1, [14], [12], [13], [42], [43] :

N

NOEIEDY Hnij!@ze—ww

{ni 122, gn=N 7=1

Du coup on a réécrit la fonction de partition canonique en faisant apparaitre de

nouveaux objets grace aux cycles de permutation : des "polyméres bosoniques" [43]
— B2 (jk)?

ou cycles de Feynman [12], de taille j (nombre de bosons) et d’énergie jey T

et donc ce polymére bosonique a une impulsion jk et une masse jm.

On écrit maintenant la fonction de partition grand-canonique, voir chapitre 1,
14, 121, [13], [42], [43]

b 1 . .
EA(B,p) = [Jexp (=) " emi0)

: J

7=1 k

ce qui nous donne une notion de densité de particules dans un polymére de taille
J [14], [12], [13], [42], [43] :

1. s

pa;(Bs 1) = VBJ’GMZG e, (4.1)
k

avec la densité totale de particule égale & la somme sur toutes les longueurs de

cycles :

pa(B 1) = pa (B, ).
j=1

Ce qui intriguait R.Feynman [8] en 1953 c’est justement cette réécriture de la fonc-
tion de partition mais pour le gaz d’hélium qui est un gaz en forte interaction. Il
comptait donc discuter le lien entre la condensation de Bose-Einstein et la transition
lambda de I’hélium avec quelques approximations justifiées intuitivement par cette
nouvelle vision en terme de cycles de bosons et donc de gaz de cycles de bosons.
L’idée de Feynman c’est que la condensation de Bose-Einstein pourrait étre équi-
valente a la formation de cycles infinis de bosons en limite thermodynamique. Le
critére de condensation appelé ODLRO, de Penrose et Onsager de 1956 [9], s’est
avéré en fait plus juste et valable pour les cas en interactions. D.Ueltschi d’ailleur
revient sur cette remarque en 2006 [12] en proposant un phénoméne de transition
cycles finis/infinis sans existence de corrélations a longue portée. A.Stit6 en 1993
puis en 2002 [13] revint au cas du gaz parfait pour discuter la validité du critére
d’existence de cycles infinis dans ce cas et montra sa validité pour le cas isotrope
(A = L3), d’apreés (1.20) :
M

1 ,

= 1 ] — jBu —jBe

paon(Bop) = lim fim e ) e (1.2
J:

eBu
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LA SECONDE TRANSITION

En 2009, [14] j’ai établi 'équivalence entre la notion de condensation de Bose-
Einstein généralisée introduite par M.van den Berg, J.Lewis, J.Pulé en 1986 et ’exis-
tence de cycles infinis et ’ODLRO pour le gaz parfait dans des boites anisotropes.
Ainsi I'équation (4.2) reste vraie pour A = Ly x Ly x L3 avec L; = L;(L), ou L € R*
est un paramétre d’échelle. Ce travail, qui généralise celui de S{td pour le cas cu-
bique, est important car les recherches expérimentales et théoriques sur le gaz de
Bose en milieu anisotrope sont trés actives. Mais ce n’est pas tout, dans [14], un lien
entre les différents types de condensats de Bose-Einstein (occupation macroscopique
ou non des états quantiques condensés) a été établi avec la taille des cycles longs
de polyméres de bosons formant le condensat et avec la longueur de cohérence des
condensats. Ceci a permis d’établir un lien entre différentes terminologies utilisées
dans les communautés de physiciens théoriciens, expérimentateurs et mathémati-
ciens. En effet un condensat sur I’état fondamental (généralisé type I) ou fragmenté
(généralisé type II) posséde une longueur de cohérence occupant toute la boite et
formé par un ensemble de cycles macroscopiques alors qu'un quasi-condensat (gé-
néralisé type III) posséde une longueur de cohérence plus petite que la taille de la
boite et il est formé par un ensemble de cycles mésoscopiques.

Ensuite dans un récent article, avec V.Zagrebnov nous avons repris le probléme
du gaz de Bose parfait dans un modéle de boite anisotrope introduit par van den
Berg en 1983 [27]. Soit une boite A = L; x Ly x L, avec Ly = Ly = Le*t, Ly = L.
Il est présenté dans le chapitre 2 (et 3 pour un piége harmonique quasi-1D) une nou-
velle transition dans le gaz de Bose qui sépare deux régimes : quasi-1/2D et 3D & une
densité critique p,,(3) supérieure a la densité critique de condensation p.(/3). Dans
le premier régime p.(3) < p < pm(5), on a un quasi-condensat (generalized BEC
type III) dont la longueur de cohérence déprend de la densité et de la température
L, = Ler®P(=r(B)L/2 « [, Dans le second régime p > pn(3), on a apparition
d’un condensat usuel (macroscopique) sur 1'état fondamental qui coexiste avec le
quasicondensat saturé de longueur de cohérence constant L. = Ly et de densité
diminuant avec une diminution de température ~ 7. Il reste bien sir a discuter
cette transition en présence d’interactions. Mais dans un premier temps, il est in-
téressant de savoir quelle est son image en terme de cycles. Dans [14] il est donnée
un premier ¢lément de réponse basé sur ’analogie avec la relation d’échelle entre la
longueur de corrélation et la taille des polyméres classiques linéaires étudiés par P.-G
de Gennes [38]. En effet, il y a une relation de scaling entre la longueur de cohérence
quantique r avec la taille n des cycles longs donnée par r = A(3)n'/2 (A(B) est la
longueur thermique de de Broglie) tout comme la loi de scaling pour les chaines
idéales reliant la taille des chaines R au nombre de monomére N : R = aN'/? (a est
la longueur effective du monomeére). Heuristiquement on peut donc penser que dans
le régime quasi-2D on a des "polyméres" (cycles) de bosons mésoscopiques (dont la
taille peut-étre calculer avec la formule du dessus) et dans le régime 3D on a une
coexistence entre des polymeéres de bosons macroscopiques et mésoscopiques.
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4.3 Rappels sur la seconde transition

Il est bien connu depuis 1925 [1] que pour un gaz parfait de bosons identiques
de masse m dans une boite cubique A = L3 décrit par I’ensemble grand-canonique
(V,T,u) avec T la température et p le potentiel chimique, il existe une densité
critique de saturation du gaz thermique p. = ((3/2)/A3, o \g = h\/273/m est la
longueur thermique et 5 = 1/kgT. I’hypothése d’A.Einstein reprise en 1938 [4] par
F.London suppose que pour une densité de particule p supérieure a la densité critique
Pe, le surplus de particules p — p. se met dans I’état fondamental de mode k& = 0.
Ainsi on note que px—o = p— p. pour p > p.. Cependant cet argument de population
macroscopique de I’état fondamental dépend drastiquement de la géométrie de la
boite. C’est ce qu’a d’abord découvert H.Casimir [25] en 1968 pour une certaine
géométrie anisotrope et ce qui a motivé les travaux de M.van den Berg, J.Lewis
et J.Pulé a partir de 1981 [26], [28], [29]. Ces derniers ont généralisé le concept
de condensation de Bose-Einstein en définissant la densité de condensat en limite
thermodynamique pour un gaz de Bose parfait dans une boite parallélépipédique
quelconque A = Ly X Ly X Lz de volume |[A| =V :

Cette définition inclut toutes les possibilités de provenance d’un condensat, donnée
ici d’aprés [28] et revisitée [14] en référence aux terminologies récentes [33] :

(i) Le condensat conventionnel ou usuel [14], [33] formé par I’état fondamental
(type L [28]).

(ii) Le condensat fragmenté [14], [33] si le condensat généralisé est réparti sur
un ensemble (fini/infini) de modes macroscopiquement occupés dans une bande
d’énergie proche du mode fondamental i.e. No = >, . Ni, avec Ny = O(N) (type
I/11 [28]). ‘

(iii) Le quasi-condensat [14], [33] si le condensat généralisé est réparti sur un
ensemble de modes mésoscopiquement occupés dans une bande d’énergie proche du
mode fondamental i.e. No = Y, . Ny, avec Ny = O(N°), 6 < 1 (type III [28]).

En 1983 [27], van den Berg proposa un modéle de boite tri-dimensionnelle expo-
nentiellement anisotrope dans deux directions pour définir une seconde densité cri-
tique p,,, séparant un régime de condensat généralisé de type IIT (pour p. < p < pm)
vers un régime de condensat généralisé de type I (pour p > p,,). Récemment, nous
avons réétudié ce modéle [30] que nous appelons quasi-bi-dimensionnel et nous avons
montré qu’il s’agit d’une transition entre deux régimes : de quasi-condensat et de
coexistence entre un régime de condensat conventionnel et de quasi-condensat, en
montrant notamment que la seconde densité critique p,, correspond a une densité de
saturation du gaz quasi-condensée de maniére similaire a la saturation du gaz ther-
mique pour p.. De plus nous avons calculé la seconde température critique analogue
et déterminé les fractions condensées modifiées. Puis nous avons calculé les effets de
cette transition sur la longueur de cohérence pour ces deux régimes de condensats
généralisés.
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4.4 Seconde transition pour le gaz de cycles de bo-
sons

Nous allons reprendre le modéle quasi-2D de [30] exprimé pour le gaz polymeéres
de bosons.

Considérons un gaz parfait de bosons grand-canonique dans une boite parallélépi-
pédique A = Ly(L)x Ly(L) x L3(L), ou L est un paramétre d’échelle dont chaque lon-
gueur de la boite est fonction, le volume de la boite est |A| =V, = Ly(L)Lo(L)L3(L).
Pour ce type de géométrie qui tient compte de toutes les anisotropies possibles, la
limite thermodynamique s’obtient lorsque le paramétre L tend vers 'infini, nous
noterons "lim;_..." la limite thermodynamique.

4.4.1 Transition de I’échelle pour les cycles longs

Rappelons tout d’abord d’aprés les définitions 1.9 et 1.10 du premier chapitre,
les notions de cycles mésoscopiques et macroscopiques. Nous changeons quelques
notations ici pour 'adapter & notre modéle anisotrope. On dit qu’il existe dans le
gaz de Bose des cycles longs a 1'échelle £(L) (on (L) est une fonction monotone
croissante qui tend vers 'infini quand L tend vers l'infini), s’il existe deux nombres
réels positifs ¢ et d tel que :

dé(L)
lim pai (B, 1A (B, p)) > 0.
j=c&(L)
Ainsi la densité totale de particules dans les cycles longs a ’échelle £(L) est donnée
par :

d¢(L)
prong (8, pI€) := lim fim - ng pai(B,1A(B. p)).
J=c

De cette maniére, nous obtenons une classification des différents types de cycles
longs pouvant exister :

- Les cycles sont macroscopiques si la fonction (L) = O(N), c’est a dire que
&(L)/Vp — C > 0 lorsque L — oo.

- Les cycles sont mésoscopiques si la fonction 1 < {(L) < N, c’est a dire que
¢(L) — oo lorsque L — oo alors que &(L)/V, — 0.

Revenons notre modéle de boite quasi-2D exponentiellement anisotrope A = L x
Lox Ls avec Ly = Ly = Le*", Ly = L. Ce qui donne, lorsque j1;, = ﬁfle_’\?@(p_pc(ﬁ))L,
une somme sur un ensemble de modes du plan (ki, k3, 0) dans une "couronne" avec
un rayon a l’échelle k.(L) :

2m

B
ke(L) = S e = U708, pe(B8) < p < pm(B)

122



4.4. SECONDE TRANSITION POUR LE GAZ DE CYCLES DE BOSONS

que nous avons touvé dans la section 2.3 :

1i .
alOl;g)rTloo Lh—{{olo Z pA(k)
ake(L)<||k||<bke(L)

00 b b
— bm lm AL(@P)Zeﬁ'ﬁAL(ﬁ,p) / k1 __jp12 nL(8.) / dky _jpt2 nL(8.0)
alOibioo L—oo L = . (2m) . (2m)
, ol 1
T2 gt o)
- quec(ﬁ) (44)

ot erf(z) = 2 [ da'e ", v € RL

Sachant que, d’aprés le théoréme 1.3, la valeur de la densité du quasi-condensat
ou condensat généralisé de type IlI est égale a la valeur de densité de particules dans
les cycles longs, nous allons donc chercher ’échelle de longueur des cycles qui nous
permet de trouver pgpe. en restreignant la somme dans la derniére équation (4.4).

Par un changement d’échelle dans ’équation (4.4), on introduit :

1

comme échelle de cycles longs.

D’aprés I'équation donnant la densité de particules dans les cycles de taille j
(4.1), on introduit la densité de particules dans un mode k et dans les cycles de
longueur j :

1 . :
k) = — iBur ,—jiBea(k)
paldih) = gme/e
Ainsi nous devons calculer la densité de bosons dans les modes k a P'échelle k.(L)
et dans les cycles longs a 'échelle (L), d’aprés (4.4) et avec la méme méthode que
les démonstration des théorémes 1.4, 1.5, 1.6 du chapitre 1 nous obtenons :

a(1)
pmeso(B,p) = lim  lm lim Y > prik)
J=eE(L) ake( L)< R<bhe (L)

dé(L) ]
— lim lim lim Z Z o~ IBAL(Bp) p—ifen (k)
cl0;dToo al0;bT00 L—00 V
H0idioo alttl j=c€(L) ake(L)<I|kl|<bke(L) ~ ©
. . ) 1 e ¢ —¢ed
- ci})l,g%oo aLIOI;IbrTloo I}l—r}olo Z VL@ﬁ(ﬂﬁA(k)+AL(ﬁ7P)) -1
ake(L)<||k[| <bke(L)
T al0bioo Lsho V, PBea (AL (B0) — 1
ake(L)<||k]| <bke(L)
= papec(B.). (4.5)
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Nous pouvons étendre notre raisonnement au cas p > p,,(3) pour la densité
quasi-condensée dans les cycles longs, on trouve avec les mémes arguments, sachant
que la localisation en impulsion est k,,(L) = Agle_aL, que ’échelle des cycles longs
est donnée par la fonction :

(L) = et

I est & noter que pour p > p,(3), I'échelle des cycles longs ne va pas varier, le
paramétre dans ’exponentielle restera 2a ce qui donne des cycles mésoscopiques
dont la densité sature a la valeur :

Pmeso(3, 0) = pm(B) — pe(B), p > pm(B).

Pour augmenter la densité de particules au dela de p,,,(3), il sufit de former des cycles
macroscopiques correspondant & une densité de particules dans ’état fondamentale
(la démonstration est similaire & celle du théoréme 1.4 du chapitre 1) :

Pmacro(B, p) = p(B) — pm(B), p > pm(B).

En définitive nous obtenons :

Plongs(B5 P) = Pmeso(B, p) + Pmacro (B, 0), P > pe(B), (4.6)
e [ o= pB), pelB) < p < pulB)
pumesol ) = { on(B) = pel). p> pu(5) (4.7)
0, pe(B) < p < pm(B)
Prmacro (0, P) = { p—pe(B), p> pm(B) (4.8)

Comme ce que nous avons remarqué dans la section 2.3 du chapitre 2, ce qui est
surprenant ici c¢’est que I’on a une transition, non pas de phase car on reste dans un
régime condensé, mais une transition d’échelle entre différents types de polymeéres
bosoniques, charactéristiques des différents condensats. On a ainsi, voir figure 4.1 :

- Un régime de cycles mésoscopiques pour p.(3) < p < pm ()

- Un régime de coezistence cycles macroscopiques et de cycles mésoscopiques

pour p > pp ()

4.4.2 Rayon de corrélation des cycles de bosons

L’idée de cette section est d’établir le lien entre la fonction de corrélation calculée
dans la section 2.6 du chapitre 2, avec la répartition des densités condensées dans
les cycles longs méscopiques et macroscopiques. Intuitivement on se doute que les
deux parties hors diagonales de la fonction de corrélation responsables de 'ordre &
longue portée correspondent aux deux hierarchies de tailles de cycles longs dans le
condensat. Ainsi pour p > p.(3) avec (5, p) = infyep (k) — AL(5, p), nous avons :

UL(:E> .T/) = JL,bec(xa l'/) + O—L,qbec(];> .’L‘/) + O—L,therm(xa :U/)
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ADensité des
types de cycles
Gaz thermique Mésoscopiques ‘v,vaacroscopiques +
-~ Mésoscopiques (saturés)
PP,
Q/Q © Q/Q S
P P

F1Gg. 4.1 — Courbes de densités de particules dans cycles longs, mésoscopiques et
macroscopiques en fonction de la densité totale de particules

Ol 07 pec(, ') est la partie corrélation du condensat usuel sur le modes fondamental :

_ Yo(x)tho(2)

0L pec(T, a') = eBALBP) — 17

oL gec(®, ') est la partie corrélation du quasi-condensat dans le plan (ky, ko, 7/ Ls)
(sauf sur le mode fondamental) :

Vi (2)Pi(a’)

AN

0L7qbec($, x ) = Z eBlea(k)+AL(Bp) — 1’
k=(k1,k2,m/L3)

et op therm(x, ') est la partie du gaz thermique, en dehors des condensats :

Yr(@)e(2)

.

O-L,the'rm(xv x ) T Z eBlea(k)+AL(Bp)) — 1°
k+#(k1,ka,m/L3)

Nous allons calculer la fonction de corrélation en limite thermodynamique, en
fixant les deux points =, =z, + L, /2 et !, = 2’, + L, /2. Pour la partie thermique,
comme nous ’avons calculé dans la section 2.6 du chapitre 2, on trouve :

0o A
eJBu

O—therm(xa .T/) = .—36
Z ]3/2)‘6

Jj=1

—drl|E-|2/572
)

ol p = limy . ur(B, p) est strictement négatif pour p < p.(5) et nul pour p >
pc(). Nous pouvons réécrire cette somme comme une somme sur les densités de
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particules dans cycles courts pondérés par un facteur gaussien de décroissance due
aux corrélations :

M

N ; : o\ —dm||T—F||2 /52

Ocourts(T, ') 1= A}linoonggog pr(j)e s
j=1

—4r||z—-2'||2 /5% _ /
€ p= O-therm(mvx )7

M

p(j)

J
ol la densité de particules dans les cycles courts de taille j est :
( ) eIBu
PU) = 3373
j3/2 )\%

Nous obtenons pour le condensat usuel :

O'bec(ma ill'/) = gl_{go O'L,bec(ma ill'/)

lim Yo ()0 (')

L5600 eBALBp) — 1

00 3
1 .
= lim — e 78t B) T 2 cos(mn, @, /L) cos(mn, @,/ L),
i 3 T 2eostonsre22) costen.at /1.
8 o= _.
— Jim e IALBP) — §(p — - 7
i - ;1 (0 = pm(9))

car la derniére partie avec les fonctions cosinus tend vers 'unité en limite thermo-
dynamique. Pour p < p,,(8), on trouve que cette quantité s’annule car la densité de
condensat est nulle. Pour p > p,,(3), nous pouvons procéder au changement d’échelle
pour les indices j de la somme qui correpond a la somme sur les tailles de cycles, en
prenant j/((p — pm(06))VL). On peut donc calculer la fonction de corrélation corres-
pondant & la partie cycles macroscopiques en restreignant la somme présente dans le
dernier calcul sur les cycles macroscopiques j : ¢1(p— pm(8))Ve — co(p— pm(6)) VL -

c2(p—pm(B))VL 3
! — : : > —jiBAL ~ ~/
Omacro(T, ") . &){ngoo Lh_rgO i Z e H 2 cos(mn,x,/L,) cos(mn,x, /L,),
j=e1(p—pm(B)Vi v=1
c2
= lim 8(p— pm(ﬁ))/ dée™ = Opec(, 7).
c1105c2To0 o

Maintenant calculons la fonction de corrélation du quasi-condensat. Pour p.(3) <
p < pm(B), d’aprés 1’équation (2.37) on a :

2 — 1
J=1 B

= 2(p— pc(B)),
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ou Ar(B,p < pm(B)) = ﬁfle”\%(p*pc(ﬁ)ﬂ. On peut restreindre la somme sur les
cycles en procédant au changement de variable j — jAL(3, p). Ainsi nous calculons
la somme sur les cycles mésoscopiques j : c1(BAL(B, p)) ™! — c2(BAL(B, p)) 7L -

9 Czﬂ71A21 1
. s
Trenlt,d) = M fm g D, RN
7 j=c1871AT! B

= 2(p = pe(B)) = ogpec(T, ),

d’aprés I'équation (4.5).
En définitive, en limite thermodynamique, nous obtenons une décomposition de
la fonction de corrélation en trois partie :

0(%, SU,) = Umacro(l'a [L'/) + Umeso(xa .Z‘/) + O—therm(l'a [L'/)

= Spmaere -+ 2Pmeas +Zp(j)€_4ﬂllw_rlll2/j)\% (4.9)

J=1

Comme nous venons de montrer que la fonction de corrélation pour le condensat
usuel est celle pour les cycles macroscopiques, pour le quasi-condensat est celle pour
les cycles mésoscopiques et pour le gaz thermique celle pour les cycles courts, on
obtient les méme résultats trouvés dans la section 2.6 du chapitre 2 concernant les
lois d’échelle pour le rayon de corrélation des différentes partie de la fonction de
corrélation :

- pour les cycles macroscopiques, le rayon de corrélation est macroscopique dans
les trois directions

- pour les cycles mésoscopiques, le rayon de corrélation est macroscopique dans
la direction x3 et mésoscopique dans le plan (z1, x2) d’anisotropie maximale, on note
re(L) le rayon dans le plan (ki, k2) :

A 2B (e L
TC(L) = - >\[3€ 2 (e (F)) y P < pm(ﬁ)
V AL(ﬁ? p)
= el p> p()

4.5 Analogie entre les polymeéres et les cycles

Pour avoir une représentation spatiale des cycles pour coller avec une image
de polymeéres, introduisons ici la représentation de Feynman-Kac de la fonction de
partition.

Ainsi on trouve un rayon de corrélation correspondant aux cycles longs méso-
scopiques qui nous donne une image de sa représentation spatiale : on peut voir ces
polymeéres mésoscopiques comme des boucles (fermées) composée par un nombre
n(L) de monomeéres bosoniques qui s’étendent sur un rayon de taille r.(L) définit
comme le rayon de corrélation ou les monoméres bosoniques sont séparé d’'une dis-
tance moyenne \g correspondant aux fluctuations thermiques, nous obtenons ainsi
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Ao
1 c'j__,-f. oy
A~ -
B 5
o T

F1G. 4.2 — Représentation d’un cycle de taille n et de son rayon de corrélation

la relation d’échelle entre la taille du polymére bosonique et le nombre de monoméres
dans celui-ci, voir figure 4.2 :

ro(L) = Agn(L)"/>. (4.10)

Cette représentation des cycles de bosons est analogue a la description des poly-
meres classiques, et plus spécifiquement des chaine idéale linéaires d’apreés 'approche
d’échelle de P-G de Gennes [38]| des années 1970, ou le polymére est représenté
comme une chaine de monoméres (non fermée) ou I'étendue spatiale R définit par
le rayon de corrélation de la chaine est reliée au nombre de monomére dans cette
chaine N (séparée par une distance moyenne a) par la relation d’échelle, voir figure
4.3

R =aN?, (4.11)

ce qui est typiquement une relation équivalente a la relation (4.10) pour notre pro-
bléme dans le gaz de Bose.

4.5.1 Description des chaines idéales et conformation sta-
tique

Le formalisme de de Gennes de chaines idéales pour décrire les polymeéres est tout
a fait similaire au formalisme pour décrire le gaz parfait de Bose vue par les cycles
dans la repésentation de Feynman-Kac. Les objets physiques concernant les deux
théories sont bien entendu différents, mais les similitudes mathématiques permettent
de voir des analogies entre les différents phénoménes décrits par les deux théories
différentes en soit.

Rappelons tout d’abord 'idée de P.-G de Gennes que 1’on peut trouver dans son
livre |38], considéré comme une référence dans la communauté des physiciens des
polymeéres.
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R=a N

A

F1G. 4.3 — Représentation d’un polymer de taille N et de son rayon de corrélation

On considére une chaine dans un réseau de Flory-Huggins de parameétre a. Cette
chaine est alors décite par des "pas" de N marches reliant les points r{,..,ry du
réseau. Si un potentiel U(r) agit sur chaque monomeére, la distribution statistique
est alors modifiée par la pondération suivante :

exp(—=B(U(r1) + U(rg) + ... + U(rn)))
Prenons la somme sur tous les points des chemins avec r; =’ et ry = r fixés :
NGy () (4.12)

ol z est le nombre de voisins d’un site dans le réseau (e.g. pour un systéme 3D,
z = 6). La fonction Gy (7', r) est réélle, positive et symétrique et égale a la fonction
delta de Dirac pour N = 0. Si on rajoute un pas a la chaine on trouve :

1
Grii(r, 1) = =X, G (1, 77 )e AU (4.13)
2

ol Z; est la somme sur tous les sites voisins de 7, notons que Z;l = z par
définition. Cette équation (4.12) signifie que tous les chemins de N + 1 marches,
atteignants r, doivent atteindre I'un des voisins du chemin de N marches précédent.
Le facteur 1/z provient de la normalisation choisie en (4.13).

Ce qui motive la théorie sont les effets a grandes échelles spatiales par rapport a
a. Ainsi on assume que G varie peu pour un incrément de AN = 1 et de Ar = a. On
assume aussi que SU est trés petit (comme notre piége harmonique dans le chapitre
3). Avec ces hypothéses simplificatrices, nous obtenons :

, 1 / / 9 8G /’
Gnal(r', 1) ~ ;(1 —BU(r)E,-(Gn(r'yr) + (r—1") Na(: r)
3
1 7 7 82GN(T‘/7T)
+ Z 5(7“—7‘ Ju(r =7 )V'W‘f‘w) (4.14)
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Comme nous sommons sur tous les 7, le terme linéaire en r — r” s’annule pour un
réseau a symétrie centrale, et nous obtenons :

/ 2
Gna(r',r) — Gn(r' 1) ~ wlé\;—xﬂ‘) = —pU(r)Gn(r,r") + %AGN(TI,T) (4.15)
car 23 (r — ), (r — 1), = 8,0a%/3, A représente Popérateur laplacien par

rapport a la variable r. Nous pouvons donc écrire I’équation aux dérivées partielles
pour Gy (r,r’) :

_3GN(7’,7“’)

2
V) L AGN () + UGN () (116

Cette équation est similaire a une équation de diffusion ou a une équation d’onde
de type Schrédinger avec un temps imaginaire. Pour la résoudre c’est d’ailleurs la
méme méthode utilisée lorsque 'on considére des conditions de bord (par exemple :
si au lieu d’avoir un potentiel U(r) on a une boite cubique et la condition de type Di-
richlet), ainsi on cherche I'équation aux valeurs propres pour 'opérateur intervenant
dans (4.16) :

2
h= —%A + BU(r) (4.17)
en introduisant I’ensemble des fonctions propres uy(r), us(r), ...ux(r), ... solutions de

avec comme valeur minimale ¢y = infy €, ce que nous appelons le niveau d’énergie
fondamental associé a I’état fondamental ug. Les fonctions propres sont orthonor-
mées et vérifient la relation de fermeture :

/dTUZ(T‘)uk/(T) = 6k:k:’ (419)
Z up(r)us(r')y = o(r —r') (4.20)

Ainsi la forme explicite pour Gn(r,7”") est I'expansion sur les fonctions propres wy :

Gn(r,r') =a® Z wh (1" g (r)e Ve (4.21)
k

On peut aisement vérifier que la forme (4.21) est bien solution de I'équation (4.16).
Cette description d’une chaine idéale basée sur les marches aléatoires permet d’étu-
dier la conformation statique des polymeéres a partir de 'approche d’échelle.
Regardons maintenant 1’étude de la conformation statique d’une chaine idéale
linéaire (pas d’interaction entre les monoméres et sans branchements), sans potentiel
extérieur U = 0, de taille N > 1 plongée dans I'espace R3. On résoud I'équation
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(4.16) sans conditions aux bords, ce qui nous donne une équation de diffusion stan-
dard avec comme fonctions propres les ondes planes :

ug(r) = e*", k € R? (4.22)

. , . . 2 . , .
on a les niveaux d’énergie suivants : €, = %kQ. On trouve une fonction de corrélation
pour la chaine :

Gn(r,r") = a3/ Al (7 ug (r)e Ve
R3
_ Qﬁ/ d||k'||/ ) sin (9) [ ]| 26111 cos(®) ;=N 5 2
0 0

2
lr—=r"]]

= csteN ™32 ava? (4.23)

ce qui nous donne typiquement une gaussienne de largeur :
(Ir =) = B = No® (1.21)
Nous allons maintenant étudier la conformation statique d’une chaine idéale
de longueur N dans une boite cubique A = L? ol notre systéme de coordonnées
est r1,re,r3. On résoud ainsi 1'équation (4.16) avec les conditions de Dirichlet :
uk(0) = ux(L) = 0. On obtient donc :
3

v=1

™,

]{? T'V ]fl, = T7 n, € N*, (425)

hlw

. 2 . , .
avec les valeurs propres suivantes : ¢, = %kQ. On trouve une fonction de corrélation
pour la chaine :

Gn(r,r') = G3ZUZ(T/)uk(T)€_N€k
k

2. 2

3 [ee]
2 , a2 ngm
=TI+ 3 sinthor) sinfhr)e 55 (4.26)
v=1 v ny=1

On suppose que la chaine de longueur N > 1 (intérét pour les polymeéres), alors
d’aprés I’équation (4.26) on considére que le mode fondamental est le mode dominant
pour la chaine [38], on a donc :

N

2
m ’ ™

< [[FanG s — )55 e

On obtient d’aprés I'équation (4.27) deux conditions d’échelle pour lesquelles la
fonction de corrélation est positive mais décroissante, a savoir si ||r — r'|| = O(L)
et Na? = O(L?), et donc Na? = O(||r — r'||*) ce qui donne la loi d’échelle usuelle
pour une chaine idéale et ce qui est analogue au cas des cycles de bosons libres dans
I'état fondamental, voir équations (4.10), (4.11).
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4.5.2 conformation statique ("figée") des cycles de bosons

On peut remarquer une profonde similitude de la description précédente avec
la formulation pour le gaz parfait du noyau de l'opérateur de Gibbs K (jg;r,7") =
e 9PH (r 1"} qui intervient dans le calcul des grandeurs thermodynamique, avec H
I’hamiltonnien pour une particule et j la taille des cycles de bosons. En effet si on
considére un gaz libre de bosons sous un potentiel extérieur V(r), r € R3 :

He—TUA 4 v (4.28)

2m

alors le noyaux de Gibbs K (j3;r,1") est solution de I’équation :

OK (jB;r,r’ h?
- %fjﬁM) =5 SAK(Sr ) + U)K (G35, 17) (4.29)

qui est similaire & 'équation (4.16) avec :

a < Mg
{ N o (4.30)

Via ’approche de la mécanique statistique par la formulation de Feynman-Kac
représentant le noyaux de Gibbs comme une intégrale de Wiener (voir les références

[43], |12], [68]), nous avons pour la partie diagonale du noyau d’un cycle de taille j,
I’expression suivante :

KA(jﬁ;r,r)—/Adrg.../Adrj1KA(5;r,rg)KA(ﬁ;TQ,rg)...KA(ﬂ;rj1,r) (4.31)

ot les noyaux Kx(B;7r;,rit1), ¢ = 1,4, r1 =r; = r sont donnée par :

Ka(B;riripn) = Y wi(ra)n(ri )e 4 ® (4.32)
k
ce qui en limite thermodynamique donne des gaussiennes normalisées & 'unité :
1 _47f\|7'i—;z’+1”2
K(B;7i,mi41) = /\—%6 "8 (4.33)
on a donc :
1
K(B;r,r) =~ . (4.34)
)\6
Pour g — j3 en volume fini on a :
Ex(jBir,r) = Y tu(r)ie(r)e 90a®) (4.35)
k
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La partie non-diagonale en limite thermodynamique est :

YR i Ll
R / JA
K(j8;r,r") j—g/z)\%e CE (4.36)
on a donc :
O p— (4.37)
JPirT) = 5 7 - .
j3/2)\%

Pour le cas cubique A = L3, on a des cycles de tailles macroscopique j = O(N)
ainsi comme pour les chaines idéale on ne garde que le mode fondamental et on
trouve la relation d’échelle n\g = r2, ou n = O(N) est Déchelle de taille des cycles
macroscopique et . est ’échelle de corrélation maximale, ainsi on retrouve la relation
(4.10) similaire a la relation (4.11).

Pour le cas exponentiellement anisotrope sur deux dimensions A = Le
pour p < p,, on ne garde que les énergie a l’échelle du potentiel chimique pu; =
infy, €5 (k) — 87137 et on obtient donc que n = ¢

al
alLxLe XL,

8r=P)l qinsi d’aprés 'équa-
tion (4.35) nA3 = r2. De méme pour p > pp,, pour les cycles mésoscopique de Iordre
de e*L, on trouve que nA% =T

La relation (4.10) qui donne la relation d’échelle pour la conformation statique
des cycles de bosons est en fait assez naturelle car la conformation est décrite par une
équation de diffusion (équation 4.29 avec U(r) = 0) et donc le "rayon de diffusion"
r des particules (analogue du monomére) est calculé d’aprés I’équation de Langevin,
on ar = 4/(r?) = v6Dt, ou t est le temps de diffusion, D est le coéfficient de
diffusion, avec par analogie :

wh?
D e 3

{t<—>nﬂ

4.5.3 Analogie gaz de cycles/solution de polyméres

La différence ici c’est que pour les cycles de bosons, on regarde le comportement
statistique d’un gaz de bosons ou de cycles de bosons, c’est a dire un ensemble
trés grand de particules en contact avec un thermostat faisant office de réservoir
de particules. On a donc deux paramétres thermodynamique : la température et la
densité (ou le potentiel chimique). Ainsi la loi d’échelle qui donne I’écart quadratique
moyen 7.(L) entre les particules des cycles longs dans le gaz est déterminée par deux
choses :

- le processus Brownien décrit par la formulation de Feynman-Kac du noyau
K(j8,r,7") du semi-groupe de Gibbs e ¥ ce qui nous donne la loi de décroissance
gaussienne

- les paramétres thermodynamiques qui nous donne le comportement statistique
des cycles de bosons, c’est a dire la distribution des cycles en fonction de leur lon-
gueur.
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L’analogie est donc limitée par cette nuance. Cependant dans les références [35],
est écrit une fonction de partition analogue au gaz de cycles de bosons qui per-
met de décrire le comportement statistique d’une solution de polyméres fermés (des
polymére en "boucles") et un point critique séparant deux régimes : polymeéres mi-
croscopiques,/polymeéres macroscopiques, analogue a la température/densité critique
dans le gaz de bosons séparant deux régimes : cycles courts/cycles macroscopiques
de bosons.

Ainsi on peut imaginer qu’il existe des solutions de polyméres dont la fonction de
partition est similaire & celle du gaz parfait de bosons dans des boites exponentielle-
ment anisotrope pour lesquelles un second point critique séparant deux régimes : po-
lymeéres mésoscopiques,/polymeére macroscopiques analogue au second point critique
dans le gaz parfait de bosons séparant deux régimes : cycles mésoscopiques/cycles
macroscopiques.

Un exemple traité dans [35] est la transition d’émulsion pour une solution com-
posé d’eau, d’huile et d’un tensioactif (e.g. le savon constitué de molécules amphi-
philes) qui sépare un régime de microémulsions/macroémulsions (gouttes d’huile
macroscopiques). Ils considérent que la solution contient une certaine concentration
d’huile ¢ proportionnelle au volume des gouttes d’huile. Chaque goutte d’huile est
confinée dans un piége isotrope formé par des molécules amphiphiles, on appelle ce
systéeme goutte d’huile plus tensioactif une émulsion. C’est précisement le principe
de fonctionnement de la lessive : corps gras piégé par un tensioactif. Ces émulsions
usuellement sont microscopiques, i.e, des microémulsions, d’une taille de ’ordre du
nanomeétre. Nous avons une concentration de molécule amphiphiles ¢ dans la solution
aqueuse :

§ = copo + C1/ dss**p(s) (4.38)
1

oll ¢y, c; sont des facteurs géométriques appropriés, po est le nombre de micelles
(molécules amphiphiles en forme de sphére sans molécules hydrophobes a l'inter-
ieur) dans la solution et p(s) est le nombre de microémuslions avec s molécules
hydrophobes constituant I’huile, le terme s%/? est un terme de surface de la goutte.
Ce terme est une contrainte a ajuster avec un parameétre Ay (multiplicateur de La-
grange) de sorte que p(s) et donc ¢ ainsi que £ dépendent de Ay et donc qu’il y ait
une relation entre £ et ¢, ce qui semble intuitif puisque la quantité de tensioactif
(de molécules amphiphiles) détermine la quantité de microémuslions. Ils obtiennent
ainsi :

b= / ds se®' /P A5 PN (4.39)
1
E=e 4 / s §2es st (4.40)
1

s =has?P=xs oo p = 22\ > 0 joue le role d'un potentiel chimique

1/3 provient d’un élément de

ou p(s) =
(e7** est similaire au terme /7, 1 < 0) le terme s
courbure dite spontanée qui dépend de la température.
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Ces équations s’obtiennent a partir d’un principe de variation sur la densité
d’énergie libre du systéme par unité de kg7 :

By = [ ds(s)(npls) 1+ £(5) + as)

2/3

avec les contraintes Ays*/° et —u¢. On trouve donc

pls) = IOl

avec A = a — u. Sachant que la densité d’énergie libre pour une microémulsion :
f(s) = ag — ar5'% 4 ays*3

ol ag, ay, as sont des constantes physico-chimiques qui dépendent des courbures lo-
cales et spontanées de I’émulsion, de son énergie de surface et de ses modules d’élas-
ticités. Et sachant que :

oo
1

00
— : 1/3_N\gs2/3—
526 A2 +/ ds 83/263 A2s As
1

on trouve les résultats de (4.39) en prenant a = ag = as = fy =0eta; = ¢y =¢; = 1.
Etant donné que le potentiel chimique p < 0 est strictement négatif, en limite

thermodynamique (ce que I'on considére comme telle lorsque le volume V' tend vers

I'infini), on trouve deux régimes pour le densité d’énergie libre par unité kg7 :

F
ﬁv = —e M —p—XE— )\, &<
= _67)\2’6 — Pec — )\2,c£7 ¢ > ¢c

avec p = floo dsp(s), pe la valeur critique de p et Ay, la valeur critique de Ay pour
A=0.

Ainsi pour p = 0 on sature la concentration de microémuslions :

M
= lim lim dssp(s
Pe Mioo Lo J; pls),
de maniére similaire & la saturation de densité des cycles courts pour le gaz de Bose.

Au dela de cette valeur critique ¢, de concentration de molécules hydrophobes, on
a donc apparition de macroémulsions :

s1(V) 00
o= /1 ds sp(s) +/ ds sp(s)

s1(V)
135



CHAPITRE 4. ANALOGIE POLYMERES ET CYCLES DE BOSONS : ETUDE DE
LA SECONDE TRANSITION

avec un paramétre d’échelle s;(V) qui tend vers l'infini quand V' tend vers I'infini.
Ce phénomeéne de transition entre micro/macroémulsions, analogue a la transition
de Bose-Einstein, a fait I'objet d’études expérimentales [39] dans les années 1990.

L’idée nouvelle dans cette section est de rapprocher cette approche & I’échelle
s1(V') avec notre approche d’échelle introduite au chapitre 1 et adaptée pour I'étude
de la seconde transition pour des milieux quasi-2D, étudiés dans la section 4.4 de
ce chapitre pour les cycles de bosons. Notons qu’il existe des études numériques et
théoriques pour 'auto-assemblage des molécules amphiphiles avec une distribution
des molécules dans les agréggats analogues a la distribution de Bose-Einstein [37],
et dans des milieux 2D ou quasi-2D, [36].

En effet prenons la méme théorie de transition d’émulsion mais dans un mi-
lieu trés anisotrope quasi-bi-dimensionnel A = Le* x Le*" x L. Imaginons par
exemple une étude expérimentale de la solution d’eau plus huile plus savon entre
deux lamelles de verre séparées de petites distance suffisament grande devant la
distance intermoléculaire mais suffisament petite devant les tailles des lamelles. En
considérant que l'effet aux bord sur les lammelles de verre et répulsif (ce qui est
le cas pour 'eau), on peut étudier la formation des émulsions par analogie avec
notre modéle de gaz parfaits de bosons dans une boite quasi-2D exponentielle avec
les conditions de Dirichlet. Dans ce cas, je prédis que si on observe au microscope
par exemple, les émulsions en faisant varier soit la concentration d’huile, on devrait
mesurer, par un processus micrométrique particulier, deux densités critiques ¢, et
Om, la premiére étant la densité de saturation des microémulsions et la deuxiéme
étant la densité de saturation d’émulsions mésoscopiques dites mésoémulsions, cha-
cune contenant un nombre sy(L) = (@99l e molécule hydrophobes, c’est a

)\2
dire des gouttes de tailles L. (L) = Le# =9l Ay dela de ¢y, on devrait ob-
server 'apparition de macroémulsions avec une quantité saturée de mésoémulsion

contenant sy(L) = ?3Om=09)L polecules hydrophobes et donc des gouttes de rayon
2

2B
L, (L) = Le™ (#m=%)L,

4.6 Perspectives

En vertu de I’analogie cycles de bosons/polyméres, on peut s’inspirer du modéle
d’interaction de type champ moyen pour une configuration statique d’un polymére
[38] afin d’inventer un modéle analogue : interaction type champ moyen dans un
cycle de taille n du type pu(n) = p — g(V)n* ou u(n) est le potentiel chimique
effectif pour un cycle de taille n, pu est le potentiel chimique grand-canonique et
g(V) est 'amplitude de U'interaction dépendant du volume de la boite, par exemple
g(V) = go/V°,6 > 0. On trouve alors une expression explicite de la densité de
particules dans un cycle de taille n :

1
pa(n) = Venﬁuefﬂg(‘/)rﬂ Z e~k
k
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ainsi selon la loi d’échelle pour g(V'), on aura statistiquement une modification des
tailles de cycles longs qui apparaissent ainsi que de la relation d’échelle entre le rayon
de corrélation et la taille du cycles :

re = A\gn”,

ot v dépend de la forme de g(V') pour le cas du champ moyen répuslif et v = 1/2
pour le gaz parfait.

Ce modeéle est similaire a ’étude de la conformation statique des chaines réelles
de polyméres dans les bons solvants (solvants dilués) [38] avec une interaction de
type champ moyen pour un polymére contenant N > 1 monomeéres interagissants les
uns avec les autres de maniére répulsive. On a donc une modification approximative
pour I'énergie libre de ce polymeére :

F R? N?

Vo Ne VR
avec ]\},%52 le terme d’énergie élastique pour une chaine idéale et vg—; le terme d’énergie
potentielle répulsive pour la chaine avec le paramétre de volume exclu v = (1—2x)a?
(ou I'équivalent de la longueur de diffusion pour v'/3) et le paramétre d’interaction
X < 1/2 pour un bon solvant. R est le rayon de corrélation de la chaine réelle. Aprés
une simple étude de minimisation de I’énergie libre, on trouve alors une relation
d’échelle reliant le rayon de corrélation au nombre de monomeéres :

R =aN",

ou v = 3/5 pour le cas du champ moyen répulsif et v = 1/2 pour les chaines idéales.
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Chapitre 5

Conclusion

5.1 Reésultats

Je rappelle succintement les résultats que nous avons obtenus dans la thése.

Dans le chapitre 1 nous avons présenté une méthode d’échelle permettant de relier
la classification de la condenstion de Bose-Einstein généralisée [28]| & une hiérarchie
de taille de cycles longs et de corrélations a longue portée [14]. Nous avons appliqué
cette classification a 'exemple d’'un gaz parfait de Bose dans des boites de Casimir
qui présentent les trois types de condensats (I,ILIII) selon I'anisotropie. Il s’avére
que pour le condensat de type I il existe des cycles macroscopiques et des corréla-
tions a longue portée macroscopiques dans les trois directions spatiales. Il en est de
méme dans le cas du condensat de type II, avec comme différence une décroissance
de la fonction de corrélation a I’échelle des bords de la boite sur I’axe d’anisotropie
maximale. Par contre pour le condensat de type III, il existe des cycles mésosco-
piques et des corrélations mésoscopiques dans la direction d’anisotropie maximale
caractérisées par une longueur de cohérence exponentiellement décroissante.

Dans le chapitre 2, nous avons étudié en détails la seconde transition pour un
gaz parfait de Bose dans des boites exponentiellement quasi-bi-bimensionnelles [27]
en s’appuyant sur les idées du chapitre 1, [30]. Rappelons qu’il existe une seconde
densité critique p,, > p., qui distingue deux régimes [30] :

- pour p. < p < py, le quasi-condensat (condensat généralisé de type III) pour
lequel aucun mode n’est macroscopiquement occupé mais une bande énergétique
proche du niveau fondamental contient un nombre macroscopique de particules,
chaque mode dans cette bande contenant un nombre mésoscopique de particules.

- pour p > p,, la coexistence entre un condensat usuel sur le mode fondamental
et un quasi-condensat saturé.

Nous avons apporté une interprétation différente de celle-ci avec les idées de lo-
calisation énérgétique et longueur de cohérence et qu’avec les calculs explicites de
la seconde température critique, des fractions condensées, ce qui donne des prédic-
tions physiques dans un régime d’interactions nulles ou quasi nulles. De plus nous
avons traité I’équivalence de ce systéme avec le gaz parfait de Bose dans des piéges
harmoniques exponentiellement quasi-bi-dimensionnels pour une description locale
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au centre du piége qui été discuté dans la célébre revue [55] pour le cas isotrope
mais ce qui n’existait pas pour le cas anisotrope. Notons que nous avons discuté la
pertinence physique de ce modéle non commun d’anisotropie.

Dans le chapitre 3, nous avons adapté I’étude du chapitre 2 pour un gaz parfait de
Bose dans des piéges harmoniques exponentiellement quasi-uni-bimensionnels 30|,
ce qui n’existait pas auparavant.

Dans le chapitre 4, Nous avons regardé la seconde transition du point de vue des
cycles de bosons, qui se manifeste par une modification de I’échelle de longueur des
cycles avec :

- pour p. < p < pn, une échelle de croissance exponentielle de cycles mésosco-
piques, mais plus petite que I'échelle de croissance des longueurs du plan de la boite
quasi-2D.

- pour p > p., la coexistence entre des cycles macroscopique et des cycles méso-
scopiques saturés (leur taille et leur nombre).

Nous avons, grace a notre approche d’échelle, traité d’'une nouvelle maniére 1’ana-
logie polyméres/cycles de bosons en regardant les similitudes formelles entre notre
approche d’échelle pour les cycles et la description de la conformation statique a la
P. -G de Gennes [38] et de la statistique des polyméres en solutions [35] notamment
pour une solution aqueuse contenant des molécules amphiphiles et hydrophobes.

5.2 Perspectives

5.2.1 Méthode d’échelle

L’étude présentée dans cette thése posséde une limite importante car elle ne
s’applique pas au gaz avec interactions entre les particules; le probléme des inter-
action reste généralement considérable encore aujourd’hui. Ainsi dans un premier
temps, ’approche théorique développée dans le premier chapitre que j’ai appelée
approche d’échelle, a été formulée d’abord pour le modéle du gaz parfait, pour de
comprendre la méthode. Et malgré tout, il me semble que les problémes mélant ani-
sotropie et interaction, soulevés a la fois par 'expérience et par la théorie soulévent,
sont trés compliquées. 11 suffit de constater la difficulté imposée par le théoréme de
Bogoliubov-Hoenberg [31], [32] pour savoir si le condensat de Bose-Einstein existe!
La notion de condensation de Bose-Finstein généralisée |28] qui date d’une tren-
taine d’années n’est pas, & mon sens, suffisamment connue et utilisée pour traiter
ces problémes profonds de nature et d’existence des condensats. La preuve en est,
pour le gaz parfait de Bose la notion d’existence de condensat de type III que I'on
a appelé quasi-condensat, et la notion de seconde transition qui permet de changer
le régime de condensat sont trés peu connues. On peut bien entendu se demander
quelle est la pertinence physique des prédictions faites dans ces modéles parfait et
trés anisotropes, mais elles peuvent en tout cas se voir comme des références de base
pour étudier le modéle de gaz en interaction, au moins en faible interaction.

Concernant, le concept de condensation généralisé, I'objectif de cette thése a
été en partie de lui donner un nouveau visage qui pourrait étre plus adapté a la

140



5.2. PERSPECTIVES

caractérisation physique et théorique pour le gaz en interaction. Notamment en
ce qui concerne le critére de Penrose et Onsager [9], nous en avons maintenant
une hiérarchie, via le concept de longueur de cohérence, reliée, au moins pour le
gaz parfait, a la classification de van den Berg-Lewis-Pulé pour la condensation
généralisée. De plus nous avons obtenu de maniére équivalente une hiérarchie de
cycles longs qui pourrait éventuellement permettre I’étude du cas en interaction bi-
ou quasi-bi-dimensionnelle via des méthodes numériques et théoriques, je pense en
partie aux travaux suivants [34|, [44], [45].

5.2.2 La seconde transition pour un gaz de Bose quasi-uni et
quasi-bi-dimensionnel

La seconde transition prédite dans cette thése pour le modéle du gaz parfait dans
un piége harmonique d’anisotropie exponentielle quasi-uni-dimensionnel, implique
des modifications quelque peu surprenante en ce qui concerne la fraction condensée
pour le condensat usuel (sur le mode fondamental). En effet si un expérimentateur
est capable de produire un tel systéme : gaz parfait ou en trés faible interaction (via
les résonances de Feschbach, [19] chapitre 5), disons trés dilué, dans un piége trés
anisotrope avec un rapport entre les longueurs de confinement allant de 100 a 1000
(voir plus si cela est techniquement possible), il ne verra ’apparition du condensat
sur le niveau d’énergie fondamentale qu’a partir d’une température critique qui sera
déviée par rapport a la température critique 7, usuelle. Par exemple un gaz de 3" Rb
dans un piége avec des pulsations w; = 27 X 655H z, w, = 27 x 6.55H z [16] et une
premiére température critique 7, = 50n kK, on aura T, = 27.5n K, d’ou une différence
relative de 45 %. Si 'expérimentateur considére qu’il observe un condensat & partir
de la température de formation un pic Gaussien (intérprété comme la fonction d’onde
du premier niveau d’énergie), c’est & dire que la température de condensation est
T),, alors il mesurera une courbe donnant la fraction condensée bien différente de la
courbe usuelle en 3D et méme en 1D (voir figure 3.2 du chapitre 3) :

3 72
NBEC_l_(T) 1+ (%) T

- 2 ) m
N T 1+<ﬁ)

D’un autre coté, 'expérimentateur peut savoir qu’il est trompé a cause l’existence
d’un quasi-condensat avant cette seconde température critique, et dans ce cas il
peut procéder a des mesures de cohérence du quasi-condensat. Alors d’aprés les
équations (3.35) et (3.36) du chapitre 3, s’il trace le logarithme du rapport longueur
de cohérence L. divisée par la plus petite taille de confinement L, en fonction de
la température, il pourra voir le comportement de la courbe similaire a celui de la
figure 3.6. Les fonctions de corrélations pour le quasi-condensat devront avoir une
allure similaire a la courbe de la figure 3.5 du chapitre 3.

Il reste, bien entendu, a traiter le probléme des interactions entre les particules.
La question qui se pose naturellement est la suivante : quelle est l'effet des in-
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teractions sur le décalage de la seconde température/densité critique ? Autrement
posé : comment jauger I'effet purement géométrique sur la distribution cinétique du
condensat en présence d’interaction et comment rentrent en compétition ces deux
effets ?

Pour le cas homogéne quasi-2D, on peut dans une premiére approche supposer
que les interactions n’ont aucun effet sur le condensat mais modifient de maniére
indépendante de la géométrie, la premiére température critique de saturation de la
partie thermique du gaz. Dans ce cas nous avons une température critique 7,(a) ot a
est la longueur de diffusion entre deux atomes (par exemple a ~ 5.88nm pour le ¥ RD)
déterminée par des méthodes différentes [65], [45] et d’autres. Par contre sous notre
hypothése simplificatrice, la différence entre les deux densités critiques p,,(a) — p.(a)
est indépendante de a car le condensat ne subit pas d’interaction, et donc p,,(a) =
pe(a)+ ?\—%‘, ce qui modifie la seconde température critique. Mais convenons que nous

n’avons pas pour le moment 'argument justifiant cette approximation. Un modéle
plus réaliste serait un cas intermédiaire entre celui de Thomas-Fermi et le modéle
Gaussien pour le gaz parfait.

5.2.3 Analogie polymeéres/cycles de bosons et seconde tran-
sition

Les perspectives concernant I’étude faite dans le chapitre 4 & propos de 'analogie
polyméres/cycles, nous avons déja détaillé en fin de chapitre les éléments principaux.
L’idée principale serait de s’appuyer sur cette analogie dans la description d’échelle
similaire pour les deux objets afin d’établir de nouveaux modéles pour traiter le
gaz de Bose en interaction. En effet, on pourrait voir le gaz de cycles de bosons
comme une solution de polyméres en interaction de type champ moyen et trouver
les relations d’échelles entre les longueurs de corrélations des cycles et le nombre de
bosons les constituant. Tout cela reste a construire, mais nous avons déja une idée
de la procédure de recherche.

En ce qui concerne la seconde transition, ’analogie pourrait avoir une application
inverse, comme nous I’avons vu pour une solution aqueuse de molécules amphiphiles
et hydrophobes 35|, [37], pour lesquelles des expériences se sont déja réalisées [39]
et pour lesquelles les modéles basses dimensions semblent intéresser les chercheurs
du domaines [36].

Pour pousser les perspectives a ce propos, depuis quelques années, des expériences
se font pour expliquer la transition vitreuse pour du polystyréne par exemple dans
milieux trés anisotropes quasi-2D [69]. Ils observent un décalage de la température
de transition vitreuse Tj vers le bas, et observent, si la taille du polymeére est plus
petite que ’écart entre les deux plaques confinantes, deux transitions vitreuses. Les
explications théoriques de ce probléme sont encore insatisfaisantes. Nous pouvons
envisager de futures investigations dans cette direction.
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