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Introduction

Dans ce mémoire sont regroupés les travaux que j’ai effectués au sein de l’équipe-projet
CALVI depuis septembre 2005. Ils sont articulés en quatre chapitres autour des schémas
préservant l’asymptotique cinétique-fluide, des schémas pour le modèle gyrocinétique, des
schémas semi-Lagrangiens pour les équations de transport, et des schémas qui conservent la
charge pour Vlasov-Maxwell.

Dans le premier chapitre, il s’agit de construire des méthodes stables et précises, uni-
formément par rapport aux paramètres présents dans le modèle, qui sont en plus consistantes
avec le modèle limite (obtenu comme limite du modèle initial lorsque le paramètre tend
vers zéro). De tels schémas sont appelés ”Asymptotic Preserving” (AP). Trois exemples sont
présentés dans ce chapitre : la limite quasi-neutre de l’équation de Vlasov-Poisson, la limite
de diffusion pour Vlasov-Poisson-BGK et la limite champ fort pour Vlasov-Poisson-Fokker-
Planck. La première limite repose sur une reformulation de l’équation de Poisson tandis que
les deux limites suivantes sont basées sur une décomposition micro-macro.

Dans le deuxième chapitre, deux études numériques d’opérateurs intervenant dans le
modèle gyrocinétique sont présentées. La première concerne l’opérateur de gyromoyenne qui
assure le couplage entre l’équation de Vlasov-gyrocinétique et l’équation de quasi-neutralité
en faisant passer une fonction définie dans le plan polöıdal des coordonnées centre-guide
aux coordonnées des particules. Dans un second temps, il est question de l’approximation
numérique de l’équation de quasi-neutralité. Deux ingrédients composent cette étude : tout
d’abord, une décomposition de l’inconnue (le potentiel électrique) permet de se ramener à un
la résolution de problèmes locaaux ; puis l’utilisation de fonctions de bases de type NURBS
permet de considérer des géométries réalistes comme celle des tokamaks.

Les résultats proposés dans le troisième chapitre s’articulent autour des méthodes semi-
Lagrangiennes pour les équations de transport. Ce chapitre se décompose en trois parties.
Dans un premier temps, la méthode numérique sur laquelle repose LOSS (LOcal Splines Simu-
lator) est présentée ; cette méthode semi-Lagrangienne a été conçue pour utiliser efficacement
des supercalculateurs. Ensuite, un cadre général de reconstruction est proposé, regroupant
les méthodes conservatives PFC, PPM ou PSM. Cela a permis une comparaison détaillée sur
quelques modèles intervenant en physique des plasmas. Enfin, quelques résultats préliminaires
sur un travail en cours autour des méthodes Galerkin-Discontinues sont présentés, avec des
applications sur l’équation de Vlasov.

Le dernier chapitre propose des solutions pour résoudre le problème de conservation de la
charge dans les codes eulériens Vlasov-Maxwell. Pour cela, une méthode semi-Lagrangienne
en avant est présentée ainsi que des tests académiques qui permettent de valider l’approche.
On exploite alors le fait que cette méthode s’apparente aux méthodes Particle In Cell (PIC)
pour proposer une solution au problème de conservation de la charge dans le cas eulérien.
Une autre piste est présentée : elle repose sur les méthodes conservatives ; grâce au cadre
proposé dans le chapitre précédent, une classe de méthodes conservant la charge peut ainsi
être obtenue.
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Lagrangian schemes for the Vlasov equation, J. Comput. Phys., 229, (2010), pp
1927-1953.

Proceedings ou rapports de recherche

1. V. Grandgirard, Y. Sarazin, X. Garbet, G. Dif-Pradalier, P. Ghen-

drih, N. Crouseilles, G. Latu, E. Sonnendrücker, N. Besse, P. Ber-
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1.2 Un schéma AP pour la limite de diffusion et de champ fort . . . . . . . . . . 17

1.2.1 Limite de diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.2 Limite champ fort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2.3 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Chapitre 1

Schémas préservant l’asymptotique

Ce chapitre contient le résumé de deux travaux autour de la construction de schémas
asymptotiquement stables à la limite. Dans les plasmas, de nombreux paramètres physiques
peuvent varier dans un même dispositif. Citons par exemple la longueur de Debye, la période
plasma ou le libre parcours moyen. Leur grandeur donne une indication sur le régime du
plasma : si la longueur de Debye est très faible, on a affaire à un plasma quasi-neutre, si
c’est le libre parcours moyen qui est très faible, alors le plasma est proche de l’équilibre
thermodynamique... Un des problèmes en calcul scientifique est la disparité de ces paramètres
qui introduit des problèmes multi-échelles peuvant être très pénalisant en terme de coût de
calcul ; en effet, les paramètres numériques doivent résoudre les échelles les plus petites pour
éviter la formation d’instabilités numériques.

La problématique générale est alors relativement simple : comment simuler efficacement
un système de particules chargées quand le domaine de calcul présente des régimes différents ?
Une réponse envisageable peut être d’utiliser le couplage de modèles. Cette approche présente
quelques défauts techniques : en effet, si dans le cadre unidimensionnel, l’interface se réduit
à un point, le cas tridimensionnel fait intervenir une surface pour laquelle des conditions aux
limites adaptées pour connecter les deux modèles doivent être obtenues. De plus, si cette
interface dépend du temps (ce qui est le cas en pratique), il est alors nécessaire de déterminer
la dynamique de l’interface. Au-delà de l’aspect mathématique non trivial, cette approche
peut devenir très technique d’un point de vue numérique.

Une autre approche consiste à trouver une discrétisation du modèle original qui préserve
l’asymptotique sans pour autant résoudre les plus petites échelles. L’idée générale des schémas
numériques qui préservent l’asymptotique est d’obtenir un modèle équivalent au modèle de
départ qui permet d’exhiber la limite étudiée, puis de construire un schéma numérique pour ce
modèle (équivalent au modèle original) qui dégènère en un schéma consistant avec le modèle
obtenu en passant à la limite dans le modèle continu. En résumé, le schéma doit satisfaire les
deux propriétés suivantes :

– stabilité en temps uniformément par rapport à ε,
– le schéma obtenu dans les régimes asymptotiques ε → 0 doit être consistant avec le

modèle limite correspondant.

Les limites asymptotiques présentées dans ce chapitre ont toutes les deux le modèle de
Vlasov-Poisson (collisionnel ou pas) comme modèle de référence. L’adimensionnement permet
d’extraire le petit paramètre ε destiné à tendre vers zéro. Nous considérons deux cas dans
ce chapitre. Le premier travail est une collaboration avec Radoin Belaouar, Pierre Degond
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10 CHAPITRE 1. SCHÉMAS PRÉSERVANT L’ASYMPTOTIQUE

et Eric Sonnendrücker ; il concerne la limite quasi-neutre de l’équation de Vlasov-Poisson
et repose sur une reformulation de l’équation de Poisson. Dans le second travail effectué en
collaboration avec Mohammed Lemou, il est question de la limite de diffusion et champ fort
de l’équation de Vlasov collisionnelle. La reformulation du problème continu est ici fondée sur
la décomposition micro-macro.

1.1 Un schéma AP à la limite quasineutre

Le modèle de référence est le modèle de Vlasov-Poisson dont l’inconnue f(t, x, v) dépend
du temps t ≥ 0, de la dimension périodique spatiale x ∈ [0, L] et de la vitesse v ∈ R

∂tf + v∂xf + E∂vf = 0, ε2∂xE = ρ− 1, ρ =

∫
fdv,

où le champ électrique E(t, x) satisfait
∫ L
0 E(t, x)dx = 0. La limite rigoureuse du modèle

de Vlasov-Poisson est effectuée dans [3]. Formellement, la limite ε → 0 conduit à une perte
d’information sur le potentiel électrique puisqu’on obtient

∫
f(t, x, v)dv = 1, ∂tf + v∂xf + E∂vf = 0.

Le potentiel devient le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte de quasi-neutralité
ρ = 1. Pour résoudre ce problème, on s’inspire des travaux de [4, 6] autour de la limite
quasineutre pour Euler-Poisson. Il s’agit de reformuler le modèle initial pour lequel la limite
asymptotique permet d’identifier clairement le problème limite. En prenant les deux premiers
moments (ρ, j)(t, x) =

∫
(1, v)f(t, x, v)dv de l’équation de Vlasov, on obtient

∂tρ+ ∂xj = 0, et ∂tj + ∂xS = ρE,

avec S(t, x) =
∫
v2f(t, x, v)dv. En soustrayant la dérivée temporelle de l’équation sur ρ à la

dérivée spatiale de l’équation sur j, il vient

∂2t ρ− ∂2xS + ∂x(ρE) = 0.

En remplaçant ∂2t ρ par ∂2t (ε
2∂xE + 1) = ∂2t (∂xE) grâce à l’équation de Poisson, on obtient

alors l’équation de Poisson reformulée

∂x(ε
2∂2tE + ρE) = ∂2xS. (1.1)

Remarquons que ces calculs formels s’étendent simplement au cas multidimensionnel ainsi
qu’au cas multi-espèces. De plus, (1.1) est formellement équivalente à l’équation de Poisson
pourvu que cette dernière soit satisfaite à l’instant initial ainsi que sa dérivée par rapport au
temps. En passant à la limite ε→ 0 dans (1.1), on obtient l’équation de quasineutralité

−∂x(ρ∂xφ) = ∂2xS, où E = −∂xφ.

La singularité spatiale du problème initial a été transformée en singularité temporelle plus
simple à traiter d’un point de vue numérique.
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1.1.1 Schémas classiques et AP pour Vlasov-Poisson

Nous proposons de comparer un schéma classique pour le problème Vlasov-Poisson dans
la limite quasineutre, avec un schéma AP basé sur la discrétisation du modèle Vlasov-RPE.
Pour cela, nous utilisons un schéma semi-Lagrangien 2D (sans splitting directionnel). Comme
détaillé dans un chapitre ultérieur, le schéma semi-Lagrangien se décompose en deux étapes

1. trouver le pied de la caractéristique (Xn, V n) finissant au point (xi, vj),

2. calculer f(tn, Xn, V n) par interpolation.

La phase d’interpolation est effectuée par une reconstruction par splines cubiques 2D. Attardons-
nous sur le calcul des caractéristiques

dX

dt
= V, (1.2)

dV

dt
= E(t,X). (1.3)

Le terme problématique est le champ électrique E(t, x). Il est prouvé dans [7] que ce terme
doit être implicité (dans le cas Euler-Poisson) pour obtenir un schéma stable. D’autre part,
pour préserver l’aire des mailles par la transformation (Xn, V n)→ (Xn+1, V n+1), un schéma
symplectique est nécessaire. Ainsi, s’offrent à nous deux possibilités pour discrétiser (1.2)-
(1.3). La première d’entre elles conduit à une discrétisation explicite de l’EDO du second
ordre d2X/dt2 = E, alors que la seconde conduit à une discrétisation implicite. Pour obtenir
un schéma stable quelque soit la valeur de ε, l’implicitation du terme raide est nécessaire et
on utilise donc le schéma suivant pour résoudre les caractéristiques

Xn = Xn+1 −∆t V n+1, (1.4)

V n = V n+1 −∆t En+1(Xn). (1.5)

Reste à définir une méthode pour prédire le champ électrique auto-consistant E au temps
tn+1. Pour cela, le schéma dit classique utilisera l’équation d’Ampère

ε2∂tE = −(j − j̄), j̄ =
1

L

∫ L

0
j(t, x)dx,

alors que le schéma AP utilisera l’équation RPE (1.1). Sa discrétisation est obtenue en repre-
nant les calculs formels effectués précédemment pour aboutir à

∂x

((
ρn

∆t2
+ ε2

)
En+1

)
= −∆t2∂2xSn − 2ρn + ρn−1 + 1.

Cette équation permet d’obtenir En+1 à partir de quantités au temps tn.

1.1.2 Relation de dispersion de Vlasov-Poisson linéarisé

Il est bien connu en physique des plasmas que la linéarisation de l’équation de Vlasov
permet de calculer des taux d’instabilité ou de décroissance. Si on note ω la variable de
Laplace associée à t et ξ la variable de Fourier associée à x, la relation de dispersion s’écrit

D(ω, ξ, ε) = 1 +
1

ε2ξ2

∫
∂vf0
ω

ξ
− v

dv, (1.6)
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où f0 désigne l’équilibre autour duquel l’équation de Vlasov a été linéarisée. On peut réecrire
cette relation sous la forme

D(ω, ξ, ε) = 1 +
1

ε2ξ2

[
1 +

√
π

2

ω

ξ
exp(− ω

2

2ξ2
)

(
i− erfi (

ω√
2ξ

)

)]
. (1.7)

où erfi est définie ainsi

erfi(0) = 0, et
d

dx
erfi(x) =

2√
π
exp(x2).

La résolution de cette égalité en ω pour ξ et ε donnés permet de calculer le taux d’instabilité
ou de décroissance d’un mode initialement excité.

Cette stratégie peut être effectuée dans le cas semi-discrétisé en temps. Elle permet de
montrer au moins formellement qu’un schéma est stable ou pas. Pour cela, le point de départ
est une discrétisation de l’équation de Vlasov linéarisée (f = f0 + f1, E = 0 + E1) ; dans le
cas classique (Vlasov-Ampère), on a

fn+1
1 − fn1

∆t
+ v∂xf

n+1
1 − En+1

1 ∂vf0 = 0, (1.8)

ε2

∆t
(En+1

1 − En
1 ) =

∫
vfn1 dv, (1.9)

alors que le cas Vlasov-RPE donne

∂tf1 + v∂xf1 − E1∂vf0 = 0, (1.10)

∂x(ε
2∂2tE1 + E1) = −∂2xS1, (1.11)

avec S1(t, x) =
∫
v2f1(t, x, v) dv. Quelques calculs détaillés dans [1] mènent à l’expression

suivante pour le cas Vlasov-Ampère

D∆t
1 = 1 +

exp(iω∆t)

ε2ξ2

(
1 +

√
π

2

a

ξ
exp(− a2

2ξ2
)

(
i sign (ξ)− erfi (

a√
2ξ

)

))
, (1.12)

avec a = (exp(iω∆t)− 1)/(i∆t). Alors que le cas Vlasov-RPE aboutit à la relation de disper-
sion suivante

D∆t
2 = 1− exp(−iω∆t) + 4ε2

∆t2
sin2(

ω∆t

2
)

+
a

ξ

(
1 +

√
π

2

a

ξ
exp(− a2

2ξ2
)

(
i sign (ξ)− erfi (

a√
2ξ

)

))
. (1.13)

Les solutions numériques de D∆t
1 et D∆t

2 sont présentées dans les Table 1.1 et 1.2. La
partie imaginaire de ω est calculée en fonction de ∆t pour différentes valeurs de ε. On peut
voir que le premier schéma est stable si ∆t < ε alors que le second schéma est stable quelque
soit la valeur de ε et ∆t puisque la partie imaginaire de ω reste négative.
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∆t, ε 1 10−1 10−2 10−3 10−4

10−1 −0.8808 −0.1506 +45.55 +91.8 +137.86

10−2 −0.8563 −1.8028 −1.7806 +1381 +1842

10−3 −0.8518 −1.7585 −1.7377 −1.7376 +18420

10−4 −0.8513 −1.7538 −1.7533 −1.7331 −1.7333
0 −0.8513 −1.7533 −1.7528 −1.7326 −1.7326

Table 1.1 – Partie imaginaire de la racine de la relation de dispersion pour Vlasov-Ampère
dans le cas implicite : Im(ω) pour ξ = 1 en fonction de (∆t, ε).

∆t, ε 1 10−1 10−2 10−3 10−4

10−1 −0.8949 −2.0081 −1.9817 −1.9817 −1.9817
10−2 −0.8573 −1.7924 −1.7708 −1.7707 −1.7707
10−3 −0.8519 −1.7574 −1.7367 −1.7366 −1.7366
10−4 −0.8514 −1.7537 −1.7332 −1.7330 −1.7330
0 −0.8513 −1.7533 −1.7328 −1.7326 −1.7326

Table 1.2 – Partie imaginaire de la racine de la relation de dispersion pour Vlasov-RPE dans
le cas implicite : Im(ω) pour ξ = 1 en fonction de (∆t, ε).

1.1.3 Résultats numériques

L’approche est validée dans le cas linéaire, sur le cas test de Landau. Les calculs précédents
permettent en outre de comparer les résultats numériques aux calculs analytiques.

La condition initiale est choisie comme une perturbation de l’équilibre Maxwellien

f(t = 0, x, v) =
1√
2π

exp(−v
2

2
)(1 + α sin(kx)),

où la variable périodique x appartient à [0, 2π/k], et la variable de vitesse v appartient à
[−vmax, vmax] avec vmax = 6 alors que le nombre de points est Nv = 128 et Nx = 256.
D’autre part, k = 1, α = 0.001 et ∆t = 0.5∆x/vmax. Nous regardons l’évolution temporelle
de l’énergie potentielle ou électrique Ep = ‖E(t)‖L2 mais aussi l’énergie cinétique Ek(t) =∫ ∫

v2/2f(t, x, v)dxdv et leur somme, l’énergie totale Et = Ek +Ep (qui est une constante du
modèle).

La première validation concerne le cas ε = 1. Les résultats sont montrés sur les figures 1.1.
Les paramètres numériques sont choisis tels que le schéma classique soit stable. On remarque la
bonne conservation de l’énergie totale et le bon amortissement de Ep pour les deux méthodes.

Pour le cas ε = 0.01 présenté sur les Figs. 1.2 et 1.3, la condition de stabilité n’est
pas respectée pour aucun des deux schémas. On peut apercevoir des oscillations pour le cas
classique qui n’apparaissent pas dans le cas RPE. Ce dernier amortit les micro-échelles ce
qui lui permet de rester stable, même quand la grille spatiale ne les résout pas. Sur la figure
1.2, on peut voir que les deux schémas donnent des résultats similaires jusqu’à t ≈ 4ω−1

p

(amortissement de −10). Ensuite, un second comportement apparâıt avec un amortissement
plus faible d’environ −1.73. En tant qu’équation non linéaire, la relation de dispersion a
plusieurs racines et nous avons vérifié que les deux amortissements vérifiaient bien la relation
de dispersion. La méthode numérique permet de capturer les deux amortissement, ce qui
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-30

-25

-20

-15

-10

-5

 0  5  10  15  20

t

Ampere
RPE

slope: -0.85

0.0 10.0 20.0

t

4.97e(01

4.97e(01

4.97e(01

4.97e(01

4.97e(01

RPE

Ampere

(a) (b)

Figure 1.1 – Comparaison des deux méthodes : évolution en temps de log(‖E‖L2) et de
l’énergie totale. ∆x = 2.10−2, λ = 1. La pente −0.85 correspond à l’amortissement Landau
numérique.

parâıt hors de portée d’une méthode de type PIC. De manière plus générale, tous les taux
d’amortissement présentés plus haut sont retrouvés par les méthodes.

Enfin, pour des valeurs de ε plus faibles (10−3, 10−4), l’approche classique mène à des
résultats instables ou, si les paramètres numériques sont choisis assez petits, à des simulations
trop coûteuses. Nous ne présentons que les résultats donnés par l’approche AP. Même dans
ce cas, l’énergie totale est bien préservée au cours du temps (contrairement aux résultats
obtenus avec une méthode PIC). Si ε est choisi égal à 10−8, la propriété AP peut être vérifiée
numériquement.
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Figure 1.2 – Comparaison des deux méthodes : log(‖E‖L2) en fonction du temps (figure
gauche), log(Et) en fonction du temps (figure droite). ∆x = 2.10−2, λ = 0.01. La pente A
= −10 et la pente B = −1.73 correspondent à des amortissements Landau numériques.
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Figure 1.3 – Comparaison des deux méthodes : champ électrique en fonction de l’espace à
t = 2 ω−1

p (figure gauche), et à t = 10 ω−1
p (figure droite). ∆x = 2.10−2, λ = 0.01.
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Figure 1.4 – Résultats numériques pour la méthode RPE : log(‖E‖L2) en fonction du temps
(figure gauche), log(Et) en fonction du temps (figure droite). ∆x = 2.10−2, λ = 0.001. La
pente −1.73 correspond à l’amortissement Landau numérique.
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Figure 1.5 – Résultats numériques pour la méthode RPE : champ électrique en fonction de
l’espace à t = 2 ω−1

p (figure gauche), et à t = 10 ω−1
p (figure droite). ∆x = 2.10−2, λ = 0.001.
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1.2 Un schéma AP pour la limite de diffusion et de champ
fort

Comme nous l’avons évoqué plus haut, la construction d’un schéma AP passe souvent par
la dérivation d’un modèle équivalent au modèle initial singulier, pour lequel il est plus simple
d’obtenir un schéma AP. Cette stratégie est utilisée ici aussi, grâce à la décomposition micro-
macro, introduite dans [15]. Notons que cette approche a été appliquée à la construction de
schémas AP dans [14, 2]. Il s’agit de l’utiliser ici dans un cadre un peu plus général, celui de
Vlasov-Poisson collisionnel pour la limite de diffusion et de champ fort. La préservation de
la limite asymptotique cinétique-diffusion a été étudiée dans [10, 11, 12] mais aussi par [8, 9]
via des techniques différentes. Il semble que l’approche micro-macro parâıt plus générale.

1.2.1 Limite de diffusion

L’équation de Vlasov-Poisson collisionnelle adaptée à la limite de diffusion est

∂tf +
1

ε
(v∂xf + E∂vf) =

1

ε2
(ρM − f), (1.14)

où ε est le libre parcours moyen, ρ =
∫
fdv et M = 1√

2π
exp(−v2/2), avec le champ électrique

E donné par l’équation de Poisson

∂xE = ρ− 1,

∫ L

0
E(t, x)dx = 0.

Une étude préalable de l’opérateur de collision est nécessaire. Ce cadre est assez simple puisque
si on note 〈f〉 =

∫
f(v)dv, alors son noyau est N = Span{M} = {f = ρM, où ρ := 〈f〉}, avec

M(v) = 1/
√
2π exp(−v2/2) la Maxwellienne et son rang est R = (N )⊥ = {f tel que 〈f〉 = 0}.

La décomposition micro-macro de f s’écrit

f = ρM + g. (1.15)

On introduit alors le projecteur orthogonal Π dans L2(M−1dv) sur N :

Πϕ = 〈ϕ〉M, avec 〈ϕ〉 =
∫

R

ϕ(v)dv.

Introduisons une notation pour l’opérateur de transport dans l’espace des phases T f =
v∂xf + E∂vf . Si on injecte (1.15) dans (1.14), on obtient

∂t(ρM) + ∂tg +
1

ε
T (ρM) +

1

ε
T g = − 1

ε2
g. (1.16)

Si on applique successivement l’opérateur Π et (I − Π) à (1.16), on obtient le modèle micro-
macro, qui est équivalent au modèle initial (1.14)





∂tg +
1

ε
(T g − ∂x〈vg〉M) =

1

ε2
[−g − εT (ρM)] ,

∂tρ+
1

ε
∂x〈vg〉 = 0,

∂xE = ρ− 1.

(1.17)
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Notons que cette décomposition permet de retrouver de façon très simple le modèle limite
obtenu lorsque ε→ 0. En effet, lorsque ε << 1, on a

g = −εT (ρM) +O(ε2) = −ε(vM∂xρ+ Eρ∂vM) +O(ε2),

ce qui donne dans l’équation macro

∂tρ− ∂x
(
〈v2M〉∂xρ+ Eρ〈v∂vM〉

)
= O(ε), (1.18)

qui est bien le modèle de dérive-diffusion mathématiquement obtenu dans [16].

Au niveau semi-discrétisation en temps de (1.17), le but est d’impliciter ce qui est nécessaire.
Etant donné que dans l’équation micro la raideur provient du terme de collision, seul ce terme
sera implicité. Le reste restera explicite. Pour l’équation macro, le flux ∂x〈vg〉 sera aussi im-
plicité. D’autre part, comme suggéré dans [13], le terme de diffusion présent dans (1.18) va
induire une condition du type ∆t = O(∆x2) pour des ε petits. Pour éviter une telle restriction,
l’idée est d’impliciter ce terme de diffusion.

Pour cela, l’origine du terme de diffusion doit être identifiée. Nous venons de voir dans
la dérivation de (1.18) qu’elle était induite par le terme (−εvM∂xρ). A partir de la semi-
discrétisation suivante inspirée de [14] sur g

gn+1 =

(
1 +

∆t

ε2

)−1 [
gn − ∆t

ε
(T gn − ∂x〈vgn〉M)− ∆t

ε
vM∂xρ

n − ∆t

ε
Enρn∂vM

]
. (1.19)

où T gn = v∂xg
n + En∂vg

n, nous obtenons une discrétisation de ρ en injectant (1.19) dans
l’équation sur ρ

ρn+1 − ρn
∆t

+
1

ε

(
1 +

∆t

ε2

)−1

∂x〈v
[
gn − ∆t

ε
(T gn − ∂x〈vgn〉M)− ∆t

ε
vM∂xρ

n − ∆t

ε
Enρn∂vM

]
〉 = 0.

(1.20)
Des calculs mènent alors à

ρn+1 − ρn
∆t

+
1

ε

(
1 +

∆t

ε2

)−1

∂x

(
〈vgn〉 − ∆t

ε
∂x〈v2gn〉 −

∆t

ε
∂xρ

n +
∆t

ε
Enρn

)
,

d’où il est alors possible d’extraire le terme de diffusion pour obtenir la discrétisation suivante

ρn+1 − ρn
∆t

+
1

ε

(
1 +

∆t

ε2

)−1

∂x

(
〈vgn〉 − ∆t

ε
∂x〈v2gn〉 −

∆t

ε
∂xρ

n+1 +
∆t

ε
Enρn

)
. (1.21)

Couplée à (1.19) donne une discrétisation AP du modèle (1.17) qui de plus s’affranchit de la
contrainte de diffusion sur le pas de temps ∆t.

La discrétisation complète utilise deux grilles décalées en espace : gni+1/2,k ≈ g(tn, xi+1/2, vk)

alors que ρni ≈ ρ(tn, xi). Le champ électrique E est évalué sur la grille (xi+1/2) et la Maxwel-
lienne sur la grille (vk) : Mk ≈M(vk). Nous obtenons alors le schéma suivant
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Proposition 1.2.1. La discrétisation suivante du modèle micro-macro (1.17) possède la pro-
priété AP et s’affranchit de la condition de diffusion sur le pas de temps

gn+1
i+1/2,k

(
ε2

∆t
+ 1

)
= gni+1/2,k

ε2

∆t
− ε

[
Φi+1/2,k +Ψi+1/2,k − 〈Φi+1/2,k〉Mk

]

− ε

[
vkMk

ρni+1 − ρni
∆x

+ En
i+1/2ρ

n
i+1/2

Mk+1 −Mk−1

2∆v

]
, (1.22)

ρn+1
i − ρni

∆t
= − 1

ε∆x

(
1 +

∆t

ε2

)−1 (
〈vk(gni+1/2,k − gni−1/2,k)〉 −

∆t

ε
〈vk(Φi+1/2,k − Φi−1/2,k)〉

− ∆t

ε
〈vk(Ψi+1/2,k −Ψi−1/2,k)〉 −

∆t

ε
〈v2kMk〉

ρn+1
i+1 − 2ρn+1

i + ρn+1
i−1

∆x

− ∆t

ε
(En

i+1/2ρ
n
i+1/2 − En

i−1/2ρ
n
i−1/2)

)
.

En
i+1/2 − En

i−1/2 = (ρni − 1)∆x, et ∆x

Nx∑

i=0

En
i+1/2 = 0, (1.23)

avec ρni+1/2 = (ρni + ρn+1
i+1 )/2 et les flux numériques en espace

Φi+1/2,k = v+k
gni+1/2,k − gni−1/2,k

∆x
+ v−k

gni+3/2,k − gni+1/2,k

∆x
(1.24)

et en vitesse

Ψi+1/2,k = En,+
i+1/2

gni+1/2,k − gni+1/2,k−1

∆v
+ En,−

i+1/2

gni+1/2,k+1 − gni+1/2,k

∆v
.

On montre que ce schéma est AP et le schéma limite (quand ε→ 0) est

ρn+1
i − ρni

∆t
− ρn+1

i+1 − 2ρn+1
i + ρn+1

i−1

∆x2
+
En

i+1/2ρ
n
i+1/2 − En

i−1/2ρ
n
i−1/2

∆x
= 0,

qui est une discrétisation consistante avec (1.18) dans lequel le terme de diffusion est implicité.
Il est aussi possible de traiter les conditions aux bords non périodiques dans ce cadre.

En effet, lorsque la condition à gauche du domaine sur f est donnée par f(t, x = 0, v) =
fL(t, v), ∀v > 0, une couche limite est alors créée au bord gauche du domaine. La technique
proposée par [14] peut s’adapter ici.

1.2.2 Limite champ fort

Le cas de la limite champ fort a surtout été étudié d’un point de vue mathématique. Le
modèle initial est le modèle de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck qui peut s’écrire sous la forme

∂tf + v∂xf =
1

ε
∂v[(v − E)f + ∂vf ] =:

1

ε
Lf. (1.25)

Pour l’opérateur linéaire L, on peut définir son noyauN (L) = Span{M} = {f = ρM, où ρ :=
〈f〉}, où M(v) = 1/

√
2π exp(−(v − E)2/2) est la Maxwellienne translatée et son image

R(L) = (N )⊥(L) = {f tel que 〈f〉 =
∫
R
fdv = 0}. Comme précédemment, on décompose

f
f = ρM+ g, (1.26)
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avec

ρ(t, x) =

∫

R

f(t, x, v)dv etM(t, x, v) =
1√
2π

exp(−(v − E(t, x))2/2). (1.27)

Comme dans le cas de la diffusion, on introduit le projecteur orthogonal Π dans L2(M−1dv)
sur N (L) :

Πϕ = 〈ϕ〉M, avec 〈ϕ〉 =
∫

R

ϕ(v)dv. (1.28)

Notons qu’ici la Maxwellienne dépend de v comme précédemment, mais aussi de t et de x,
ce qui rend les calculs un peu plus techniques. Néanmoins, l’approche est la même et nous
présentons directement le modèle micro-macro dans ce cadre, qui est équivalent à (1.25)




∂tg + (v∂xg − ∂x〈vg〉M) =
1

ε

[
Lg − εv∂x(ρM) + ε∂x〈v(ρM)〉M+ ε(J − J̄)(v − E)(ρM)

]
,

∂tρ+ ∂x〈vM〉+ ∂x〈vg〉 = 0,

∂xE = ρ− 1,
(1.29)

où J(t, x) =
∫
vf(t, x, v)dv et J̄(t) = 1/L

∫ L
0 J(t, x)dx.

Là aussi, il est plus simple de retrouver le modèle limite, même si dans ce cas, cela passe
par l’inversion de l’opérateur L qui ne se réduit pas ici à une division. Formellement, lorsque
ε→ 0, la première équation de (1.29) donne

g = L−1
[
εv∂x(ρM)− εM∂x〈v(ρM)〉 − ε(J − J̄)(v − E)(ρM)

]
+O(ε2)

= εL−1[vM∂xρ+ ρv∂xE(v − E)M−M∂x(ρE)− (J − J̄)(v − E)ρM] +O(ε2)
= ε(∂xρ− ρ(J − J̄)) L−1((v − E)M)− ερ∂xE L−1((1− v(v − E))M) +O(ε2),(1.30)

où L−1 est le pseudo-inverse de L (i.e. l’inverse réduit à N (L)⊥ = R(L)). Il est possible
d’obtenir des expressions explicites d’inverse par L de fonctions de dépendants de v. En
particulier, avec Lg = f =⇒ g − 〈g〉M = L−1f , on a

L(vM) = −(v − E)M alors − vM+ 〈vM〉M = L−1((v − E)M),

et

L
(
v2

2
M
)

=M− v(v − E)M alors
v2

2
M− 〈v

2

2
M〉M = L−1((1− v(v − E))M).

Ainsi, en utilisant ces relations dans (1.30), on a une expression pour g

g = −ε(∂xρ− ρ(J − J̄))(v − E)M− ερ∂xE
(
v2

2
M−M(1 + E2)

2

)
+O(ε2)

= −ε(∂xρ− ρ(J − J̄))(v − E)M− ε

2
ρ∂xE (v2 − 1− E2)M+O(ε2), (1.31)

que l’on peut injecter dans la seconde équation de (1.29) pour obtenir

∂tρ+∂x〈v(ρM)〉+ε∂x〈v
[
−(∂xρ− ρ(J − J̄))(v − E)M− ρ∂xE(v2/2− (1 + E2)/2)M

]
〉 = O(ε2).

Grâce à J(t, x) = ρE+O(ε) et J̄(t) = O(ε) (relations satisfaites lorsque le système est proche
de l’équilibre), on obtient alors le modèle limite

{
∂tρ+ ∂x (ρE) = ε∂2xρ− ε∂x (ρE) ,

∂xE = ρ− 1.
(1.32)
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Nous proposons alors une discrétisation pour (1.29) permettant de résoudre (1.25) et
qui possède les propriétés suivantes : (i) ∀ε > 0 fixé, le schéma est consistant avec (1.29)
et (1.25) ; (ii) pour des paramètres numériques ∆t,∆x,∆v fixés, le schéma dégénère en un
schéma consistant pour le modèle asymptotique (1.32), jusqu’aux termes d’ordre ε2.

Proposition 1.2.2. Avec les notations précédentes, le schéma suivant pour (1.29) est AP
jusqu’aux termes d’ordre ε2 et n’est pas contraint par la condition de diffusion sur le pas de
temps dans la limite champ fort

(
1− ∆t

ε
Li+1/2

)
gn+1
i+1/2,k = gni+1/2,k −∆t

[
Φi+1/2,k − 〈Φi+1/2,k〉Mn

i+1/2,k

+ Mn
i+1/2,k(vk − En

i+1/2)
ρni+1 − ρni

∆x
+ Gni+1/2,k

]
(1.33)

ρn+1 − ρn
∆t

+
Fi+1/2(ρ

n)− Fi−1/2(ρ
n)

∆x
+

1

∆x
〈vk(gn+1

i+1/2,k − g
n+1
i−1/2,k)〉=0, (1.34)

En
i+1/2 − En

i−1/2 = (ρni − 1)∆x, with ∆x

Nx∑

i=0

En
i+1/2 = λ(tn), (1.35)

où le flux spatial Φi+1/2,k est donné par (1.24), le flux macroscopique Fi+1/2(ρ
n) est donné

par
Fi+1/2(ρ

n) = 〈v+k ρniMn
i,k + v−k ρ

n
i+1Mn

i+1,k〉,
et Gi+1/2,k = ρni+1/2Mn

i+1/2,k((E
n
i+1−En

i )/∆x [vk(vk−En
i+1/2)−1]−(Jn

i+1/2−J̄n)(vk−En
i+1/2)).

Le schéma numérique associé (ε→ 0) est donné par

ρn+1
i − ρni

∆t
+
En

i+1/2ρ
n
i+1/2 − En

i−1/2ρ
n
i−1/2

∆x
= ε

ρni+1 − 2ρni + ρni−1

∆x2
−ε

En
i+1/2ρ

n
i+1/2 − En

i−1/2ρ
n
i−1/2

∆x
.

(1.36)
Avec (1.35), c’est un schéma consistent avec le modèle limite (1.32). Une condition nécessaire
pour la stabilité de (1.36) est ∆t = O(∆x2/ε).

1.2.3 Résultats numériques

Le cas test d’amortissement Landau a été effectué pour valider l’approche micro-macro
dans les deux cas.

Amortissement Landau

f0(x, v) =
1√
2π

exp(−v2/2)(1 + α cos(kx)), (x, v) ∈ [0, 2π/k]× R,

avec k = 0.5 et α = 0.05 l’amplitude de la perturbation. Un maillage cartésien est utilisé
pour représenter l’espace des phases [0, 2π/k]× [vmin, vmax], −vmin = vmax = 6. Le nombre de
points est Nx = 128 et Nv = 128.

Limite de diffusion Nous comparons dans le cas de la limite de diffusion les trois modèles
suivants : le modèle de Vlasov-BGK (1.14), le modèle micro-macro (1.17) et le modèle limite
de diffusion (1.18). Pour chacun d’eux, le pas de temps doit être choisi de façon à respecter une
condition de stabilité. Pour (1.14) (Vlasov), la discrétisation est explicite (flux et collision),
pour le micro-macro (MM), la discrétisation est donnée par la proposition 1.2.1 tandis qu’une
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discrétisation explicite est utilisée pour le modèle limite (1.18) (LIM). Ainsi, si C est une
constante CFL choisie égale à 0.5 (< 1) et βx = ∆x/vmax, βv = ∆v/Emax (où Emax est la
valeur maximale de la valeur absolue du champ électrique), le pas de temps est choisi comme

- Vlasov : ∆t = Cmin
(
εβx, εβv, ε

2
)
,

- MM : ∆t = min (Cεβx/max(0, 1− Cβx/ε), Cεβv/max(0, 1− Cβv/ε)),
- LIM : ∆t = Cmin(∆x/Emax,∆x

2,

Pour le modèle micro-macro, la condition initiale est donnée par

ρ(t = 0, x) = 1 + α cos(kx), et g(t = 0, x, v) = 0,

tandis que pour le modèle limite, on a

ρ(t = 0, x) = 1 + α cos(kx).

On va tracer la norme L2 du champ électrique ‖E(t)‖L2 en échelle log pour les trois
modèles (Vlasov, MM and LIM). La densité ρ en fonction de la variable d’espace x, à un
temps donné est aussi tracée. On étudiera l’influence du paramètre ε. D’une part, pour ε ≈ 1,
MM est très proche de Vlasov (Figures 1.6). D’autre part, pour des paramètres ∆t,∆x et ∆v
fixés, on observe que MM donne la bonne limite ε→ 0 puisqu’il donne des résultats similaires
à LIM (Figures 1.7). Ainsi, le coût de simulation de MM est le même quelque soit la valeur
de ε alors que pour Vlasov, avec une contrainte du type ∆t = O(ε2), ce type de simulation
n’est pas faisable.

Cas champ fort Nous reprenons les mêmes caractéristiques que pour la limite de diffusion.
Ici, Vlasov réfère au modèle (1.25), discrétisé en explicite, tandis que MM correspond au
modèle 1.29 discrétisé selon la proposition 1.2.2 et enfin, LIM est le modèle limite champ fort
(1.32) discrétisé en explicite. Ainsi, les pas de temps seront choisis comme suit

- Vlasov : ∆t = Cmin(βx, εβv, ε∆v
2),

- MM : ∆t = Cβx,

- LIM : ∆t = Cmin(∆x/Emax,∆x/(εEmax),∆x
2/ε),

et Nx = Nv = 256.

Pour MM, la condition initiale est

ρ(t = 0, x) = 1 + α cos(kx), and g(t = 0, x, v) = f(t = 0, x, v)− ρ(t = 0, x)M(t = 0, x, v),

avecM(t = 0, x, v) = 1/
√
2π exp(−(v−E(t = 0, x))2/2) où E(t = 0, x) est le champ électrique

calculé selon l’équation de Poisson initialement ∂xE(t = 0, x) = ρ(t = 0, x)− 1.

Comme précédemment, l’évolution temporelle de ‖E(t)‖L2 est tracée ainsi que la densité
en fonction de x. Les conclusions sont similaires au cas de la diffusion puisque MM résout le
cas ε = 1 (cf Figures 1.8) mais aussi le cas ε << 1 (cf Figures 1.9) pour un temps de calcul
fixe.

Termes d’ordre ε

La condition initiale est choisie comme

f0(x, v) =
1√
2π

(
9

10
exp(−v2/2) + 2

10
exp(−4(v − 4.5)2)

)
(1 + α cos(kx)),
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avec k = 0.5 et α = 0.05 l’amplitude de la perturbation. Un maillage cartésien est utilisé
pour représenter l’espace des phases [0, 2π/k]× [vmin, vmax], −vmin = vmax = 8. Le nombre de
points est Nx = 256 et Nv = 256.

On cherche à exhiber les termes d’ordre ε du modèle champ fort. Pour cela, on s’intéresse
la différence entre le premier moment relatif de g

∫
vg(t, x, v)dv/ε et les termes correctifs

du modèle champ-fort ∂xρ(t, x)− ρ(t, x)E(t, x). Selon les calculs précédents, ces deux termes
sont d’ordre ε. Sur la figure 1.10, la norme L1 de la différence est tracée en fonction de ε, en
un temps fixé t = 3. Cela confirme que le schéma préserve bien l’asymptotique champ-fort
jusqu’aux termes d’ordre ε2.

1.3 Perspectives

Les perspectives sur les schémas qui préservent l’asymptotique sont nombreuses, pas seule-
ment pour les équations cinétiques mais aussi pour les modèles fluides [5]. Les principales suites
concernent la décomposition micro-macro.

Opérateur de Landau
Grâce à [13], les opérateurs de collision non linéaires sont accessibles. Un travail a débuté

en collaboration avec M. Lemou sur la construction de schémas AP à la limite fluide pour
le modèle de Vlasov-Poisson-Landau. L’opérateur de Landau est non local et quadratique, ce
qui rend son implicitation complexe. Avec l’utilisation des schémas de relaxation couplée à la
décomposition micro-macro, seul le linéarisé doit être implicité [13].

Asymptotique champ magnétique fort
Une autre possibilité d’utilisation des schémas AP basés sur la décomposition micro-macro

est la limite champ magnétique fort. Dans le modèle non collisionnel de Vlasov-Poisson 4D où
l’influence d’un fort champ magnétique transverse est prise en compte, à la limite, le modèle
réduit ”centre-guide” est obtenu. L’idée serait de construire un schéma AP qui soit stable
quelque soit l’amplitude du champ magnétique. La partie macro est alors une moyenne sur
la vitesse angulaire de la fonction de distribution.

Utilisation de méthodes particulaires
La discrétisation de la partie micro est actuellement effectuée avec des méthodes eulériennes.

Dans les régimes proches de l’asymptotique, l’inconnue micro est de très faible amplitude de
sorte qu’une méthode particulaire pourrait être bien plus performante. Plusieurs questions se
posent alors autour de la conservation de la masse par exemple, qui n’est pas immédiate du
fait du couplage entre la partie micro (particulaire) et macro (grille en espace). Le passage au
cas multi-dimensionnel pourrait être du coup envisagé plus sérieusement qu’avec les méthodes
eulériennes.
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Figure 1.6 – Amortissement Landau linéaire dans le cas diffusion : ε = 1. Energie électrique
en fonction du temps (en haut à gauche), et la densité en fonction de l’espace x pour t = 1
(en haut à droite), t = 2 (en bas à gauche) et t = 10 (en bas à droite).
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Figure 1.7 – Amortissement Landau linéaire dans le cas diffusion : ε = 0.01. Energie
électrique en fonction du temps (en haut à gauche), et la densité en fonction de l’espace
x pour t = 1 (en haut à droite), t = 2 (en bas à gauche) et t = 10 (en bas à droite).
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Figure 1.8 – Amortissement Landau linéaire dans le cas champ fort : ε = 1. Energie électrique
en fonction du temps (en haut à gauche), et la densité en fonction de l’espace x pour t = 1
(en haut à droite), t = 2 (en bas à gauche) et t = 10 (en bas à droite).
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Figure 1.9 – Amortissement Landau linéaire dans le cas champ fort : ε = 0.01. Energie
électrique en fonction du temps (en haut à gauche), et la densité en fonction de l’espace x
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Chapitre 2

Méthodes numériques pour le
gyrocinétique

Ce chapitre contient le résumé de deux travaux dédiés à l’approximation de deux opérateurs
intervenant dans le modèle gyrocinétique : l’opérateur de gyromoyenne et l’équation de quasi-
neutralité. Dans les plasmas fortement magnétisés et non collisionnels, pour lesquels une
description cinétique semble nécessaire, la théorie gyrocinétique permet de réduire la dimen-
sionnalité du modèle Vlasov en un modèle défini sur les coordonnées centre-guide qui ne
dépend plus de la gyrophase (vitesse angulaire) et présente un invariant. Cependant, si les
effets de rayon de Larmor sont pris en compte, le potentiel électrique est alors défini sur les
coordonnées des particules alors que la fonction de distribution solution de Vlasov est définie
sur les coordonnées centre-guide. Ainsi, l’opérateur dit de gyromoyenne permet d’assurer le
couplage entre les deux équations : comme son nom l’indique, il s’agit de moyenner sur le
cercle de Larmor (pour donner un sens au potentiel électrique sur les coordonnées centre-guide
par exemple).

D’autre part, nous évoquerons l’équation de quasi-neutralité qui régit l’évolution du po-
tentiel électrique auto-consistant. Il s’agit d’une limite asymptotique (la limite quasi-neutre)
de l’équation de Poisson. En supposant de plus que les électrons sont Boltzmanniens (le lo-
garithme de la densité électronique est proportionnel au potentiel électrique), et en utilisant
l’ordering gyrocinétique, on obtient l’équation de quasi-neutralité. Cette équation met en jeu
un opérateur elliptique dans le plan transverse aux lignes de champ magnétique ainsi qu’un
opérateur non local traduisant le fait que le nombre d’électrons est constant sur une surface
magnétique donnée.

Ce chapitre s’appuie sur un travail publié en collaboration avec Michel Mehrenberger
et Hocine Sellama sur l’approximation numérique de l’opérateur de gyromoyenne. Un cadre
assez général est proposé qui tente d’unifier la plupart des méthodes de la littérature. Dans le
second travail effectué dans le cadre de la thèse d’Ahmed Ratnani, on propose une résolution de
équation de quasi-neutralité en prenant en compte la géométrie complexe du plan polöıdal du
tokamak. Notons que ces deux travaux sont en cours d’intégration dans le code gyrocinétique
GYSELA développé à l’IRFM à Cadarache.
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2.1 Opérateur de gyromoyenne

Cette partie est dédiée à l’approximation numérique de l’opérateur de gyromoyenne qui
intervient de façon cruciale dans tous les codes gyrocinétiques (PIC ou Eulerien) pour passer
des coordonnées centre-guides aux coordonnées des particules. Si on note ~r = r(cosα, sinα)
avec r le rayon de Larmor, la gyromoyenne d’une fonction f s’écrit

J (f)(~x) = 1

2π

∫ 2π

0
f(~x+ ~r)dα. (2.1)

Dans un cadre cartésien périodique, on peut écrire cet opérateur en variables de Fourier

Ĵ (f)(~k) = J0(rk)f̂
(
~k
)
, (2.2)

avec la fonction de Bessel

J0(rk) =
1

2π

∫ 2π

0
eikr cosαdα,

pour r = |~r| et k = |~k| = |k(cos θ, sin θ)|.
Le second opérateur de gyromoyenne est

I(f)(~x) =
∫ +∞

0
J (f) exp(−µ)dµ =

∫ +∞

0
J (f) exp(−r2/2)rdr. (2.3)

Il prend en compte l’intégration sur tous les rayons µ = r2/2. Comme dans le cas de l’opérateur
de gyromoyenne J , l’opérateur I peut être écrit en variables de Fourier :

Î(f)(~k) =
∫ +∞

0
J0(k

√
2µ) exp(−µ)dµf̂(~k) = exp(−k2)f̂(~k), (2.4)

où on a utilisé la relation
∫ +∞
0 J0(k

√
2µ) exp(−µ)dµ = exp(−k2).

2.1.1 Approximation numérique des opérateurs

Approximation de J : méthode IM Différentes méthodes numériques utilisées pour
approcher l’opérateur J , nous nous proposons d’en comparer quelques unes. La plupart repose
finalement sur la décomposition de f dans une base

f(x1, x2) =
∑

i,j

ηi,jBi(x1)Bj(x2),

de telle sorte que le calcul de la gyromoyenne se réduit au calcul de la gyromoyenne sur les
éléments de base

J (f)(x1, x2) =
∑

i,j

ηi,jJ (BiBj)(x1, x2).

En prenant la base de Fourier par exemple, on retrouve la relation (2.2) qui sera notre méthode
de référence. Des variantes consistent à approcher la fonction de Bessel : citons par exemple
l’approximation de Padé ou de Taylor. Remarquons que l’approximation de Padé permet de
revenir aux variables réelles x1, x2 de sorte que son approximation numérique se réduit à
l’approximation d’un opérateur différentiel (Laplacien pour Padé à l’ordre 1 et biLaplacien
pour Padé à l’ordre 2).
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En prenant des fonctions de bases linéaires (LIN) ou des splines cubiques (SPL), on peut
reformuler le problème sous une forme matricielle J (f) ≈ Af avec A une matrice de taille
Nx1

Nx2
. Le calcul de J (BiBj) peut être fait de différentes manières. Dans la littérature, on

trouve des quadratures uniformes dont le nombre de points de quadrature peut dépendre
du rayon de Larmor r. Nous exploitons le fait que nous avons affaire à une intégration de
polynôme par morceaux en utilisant une quadrature de Gauss sur des arcs de cercle. Pour
cela, on doit définir une suite d’angles (αl)l déduite de l’intersection du cercle de Larmor avec
le maillage. On doit alors calculer

Jl(BiBj)(x1, x2) ≈ (1/2π)
∑

k

Bi(x1 + r cosαk, x2 + r sinαk)ωk,

où (αk, ωk) désignent les points et poids de la quadrature. Ainsi, la matrice A peut être
construite, son remplissage dépendant du support de la base choisie. Dans le cadre cartésien
périodique, on peut remarquer que la matrice A possède la propriété d’être circulante par
bloc. Ainsi, A est diagonalisable dans la base de Fourier A = PDP ⋆ où D est diagonale et
P unitaire. De plus, le spectre de A est donné par la transformée de Fourier de la première
ligne de A. Un algorithme rapide peut donc être obtenu en suivant les étapes suivantes

1. calcul de p = P ⋆f avec FFT de f

2. calcul de q = Dp avec qk = Dkpk

3. calcul de s = Pq avec FFT inverse de q

Le coût de calcul est ainsi le même que pour la méthode dite de référence puisque les étapes
sont identiques. Ce cadre permet de faire le lien entre les différentes approches (Bessel et
quadratures).

Approximation de I : méthode IMµ La difficulté principale de l’opérateur (2.3) est
qu’il est intégral, et que de plus l’intégrande est oscillant quand r → ∞ (cf Figures 2.1 et
2.2). Ainsi, l’extension basique des méthodes précédentes s’écrit

I(f) =
∫
J (f) exp(−µ)dµ ≈

N−1∑

l=0

Alfωl =

(
N−1∑

l=0

Alωl

)
f = Af.

Grâce aux propriétés exhibées plus haut, le calcul de I(f) se fait aussi avec un algorithme ra-
pide. Cependant, cette quadrature va s’avérer insuffisante, en particulier parce que l’intégrande
J (f) exp(−µ) oscille d’autant plus que f présente de grands modes. Il parâıt donc difficile
d’anticiper une quadrature qui fonctionne pour tout f , surtout dans le cadre d’une simulation
dynamique (i.e. à travers le couplage avec une équation de transport pour f). Nous proposons
d’étendre l’approche précédente en appliquant les fonctions de base à l’opérateur I. Pour les
mêmes raisons de circularité, il suffit de calculer I(BiBj)(0, 0)

I(BiBj)(0, 0) =
1

2π

∫ +∞

0

∫ 2π

0
Bi(r cosα)Bj(r sinα) exp(−r2/2)rdrdα

=
1

2π

∫ ∫

R2

Bi(x1)Bj(x2) exp(−(x21 + x22)/2)dx1dx2

=
1

2π

∫

R

Bi(x1) exp(−x21/2)dx1
∫

R

Bj(x2) exp(−x22/2)dx2.
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Grâce au support fini des fonctions de bases (B-splines cubiques dans notre cas), on peut
pré-calculer ces intégrales

Ai =

∫ 1

−2
B(x1)

+∞∑

k=−∞
exp(−∆x(x1 + i) + 2πk)2/2)dx1,

et stocker la première ligne de la matrice A puisqu’elle est aussi circulante par bloc.

2.1.2 Résultats numériques

Approximation de J Nous considérons la fonction suivante, échantillonnée sur N = 256
points par direction

f(x1, x2) =
M∑

k1=1

M∑

k2=1

βk1,k2 cos(k1x1) cos(k2x2), (x1, x2) ∈ [0, 2π]2,

où βk1,k2 est un nombre aléatoire entre −1 and 1. Sur la figure 2.3, la fonction f(x, y = π/2)
est tracée ainsi que sa gyromoyenne J (f)(x, y = π/2) pour tout x ∈ [0, 2π], pour r = 0.5. On
peut voir l’influence de l’opérateur qui efface les petites échelles. On peut aussi observer les
différentes approximations : Padé amortit trop les petites échelles, la base de splines cubiques
avec N = 4, 8, 16 points de quadrature ne le fait pas assez. L’approche ”adaptative” IM est
très proche de la solution de référence.

Sur les Figures 2.4 et 2.5, la norme L1 de l’erreur entre la solution de référence et les
différentes méthodes est tracée en fonction du rayon de Larmor r. On voit l’importance d’un
nombre de points de quadrature adaptatif puisqu’il est toujours possible de trouver un rayon
r assez grand pour mettre en défaut un nombre fixé de points de quadrature ([5, 6]). On
peut aussi voir la différence entre la base linéaire et cubique. Les méthodes qui approchent la
fonction de Bessel ne semblent pas très compétitives.

Approximation de I Dans cette partie, nous nous intéressons au couplage avec une
équation de type centre-guide

∂tf +∇ · (v̄Df) = 0, v̄D = ez ×∇I(Φ), (2.5)

couplée avec une équation de Poisson pour le potentiel électrique Φ

−∆Φ = I(f), (2.6)

où I est donnée par (2.3). On considère la condition initiale suivante :

f(t = 0, x1, x2) = sin(x1) + ε cos(kx2), (x1, x2) ∈ [0, 2π]× [0, 2π/k].

Grâce à une étude du modèle linéarisé dans lequel on néglige les effets de rayon de Larmor
(I =identité), il est possible de calculer le taux d’instabilité du mode k initialement excité.
Cependant, l’étude du modèle complet, même linéarisé semble difficile. On peut simplement
attendre que le taux d’instabilité soit plus faible dans le cas où les effets de rayon de Larmor
sont pris en compte (puisqu’il amortit les petites structures). Nous avons aussi une méthode
de référence qui est la méthode de Fourier (2.4).
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La méthode numérique utilise une méthode semi-Lagrangienne conservative pour l’ap-
proximation du transport (cf [2]) et nous comparons l’approche IMµ (présentée juste avant)
avec l’approche dite EXACTE basée sur la formule (2.4). Les paramètres numériques sont
∆t = 0.1 et N = 128 par direction.

Sur la figure 2.6, nous avons tracé le premier mode de Fourier du potentiel électrique
|Φ̂1,k(t)| en fonction du temps. On peut observer l’influence de l’opérateur I. Comme attendu,
le taux de croissance est plus faible que dans le cas rayon nul. On peut aussi voir l’excellent
accord entre la méthode EXACTE et IMµ, même après la phase linéaire (à partir de t ≈
25 ω−1

p ). Ces observations sont résumées sur la Figure 2.7, sur laquelle nous avons tracé le
taux d’instabilité en fonction de (1− k).

2.2 Résolution de l’équation de la quasi-neutralité

Cette partie est dédiée à la résolution numérique de l’équation de quasi-neutralité qui
intervient dans les modèles gyrocinétiques. Au second ordre dans l’ordering gyrocinétique,
cette équation satisfaite par le potentiel électrique Φ(R, θ, ϕ) (avec R, θ, ϕ les coordonnées
sphériques) s’écrit (voir [5, 9])

− 1

B2
0

∇⊥ · (n0∇⊥φ) +
n0
Te

(φ− 〈φ〉) = n̄i − n0 := F, (2.7)

où n0 = n0(R) est la densité d’équilibre, Te = Te(R) est la température électronique, B0 est
le champ magnétique d’équilibre et ni(R, θ, ϕ) est la densité ionique. Enfin, l’operateur

〈φ(t, R, θ, ϕ)〉 = 1∫ ∫
J(R, θ)dθdϕ

∫ ∫
φ(t, R, θ, ϕ)J(R, θ)dθdϕ,

est un opérateur d’intégration sur des surfaces magnétiques et J le jacobien associé au champ
magnétique. L’équation elliptique (2.7) est munie de conditions aux bords périodiques en θ, ϕ
et Dirichlet en R : φ(R = Rmin, θ, ϕ) = 0 et φ(R = Rmax, θ, ϕ) = 0.

L’hypothèse d’adiabaticité faite sur les électrons impose ne = n0 (−φ+ 〈φ〉) /Te, et ainsi un
terme non local intervient dans l’équation ; toutes les directions parallèles sont donc couplés.
Ainsi, l’aspect parallélisation par rapport à cette direction apparâıt compliqué. L’un des
propos de cette partie est de proposer un algorithme efficace pour le modèle (2.7).

2.2.1 L’approche de découplage

L’idée adoptée dans le code GYSELA repose sur le développement de la solution ϕ sur
la base de Fourier. Ainsi, lorsqu’on se place en géométrie radiale, (J(R, θ) = R), le mode
(0, 0) en (θ, ϕ) se découple automatiquement des autres modes. En fait, il est possible de
placer cette approche dans un cadre un peu plus général. On introduit pour cela la notation
φ̄ = 1/(4π2)

∫
φdθdϕ (qui correspond à une moyenne sur des surfaces magnétiques dans le

cas champ magnétique constant dit ’slab’).

On intègre (2.7) par rapport à θ, ϕ pour obtenir

−∇⊥ · (n0∇⊥φ̄) + φ̄− 〈φ〉 = F̄ . (2.8)
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Pour obtenir une équation satisfaite par Φ = φ− φ̄, on travaille sur (2.7)

−∇⊥ · (n0∇⊥Φ)−∇⊥ · (n0∇⊥φ̄) + φ− φ̄+ φ̄− 〈φ〉 = F

−∇⊥ · (n0∇⊥Φ)−∇⊥ · (n0∇⊥φ̄) + Φ + φ̄− 〈φ〉 = F

−∇⊥ · (n0∇⊥Φ) + F̄ +Φ = F grâce à (2.8)

−∇⊥ · (n0∇⊥Φ) + Φ = F − F̄ . (2.9)

Revenons à (2.8) pour obtenir une équation sur 〈φ〉

−∇⊥ · (n0∇⊥(φ̄− 〈φ〉))−∇⊥ · (n0∇⊥〈φ〉) + φ̄− 〈φ〉 = F̄ .

En introduisant la notation h(R) = φ̄(R)− 〈φ〉(R), on obtient donc l’équation suivante pour
〈φ〉(R)

−∇⊥ · (n0∇⊥〈φ〉) = F̄ +∇⊥ · (n0∇⊥h)− h, h(R) = φ̄(R)− 〈φ〉(R). (2.10)

En conclusion, l’approche de découplage pour (2.7) se résout en suivant les points suivants
– (a) résoudre (2.9) → Φ = φ− φ̄
– (b) calculer 〈Φ〉
– (c) calculer (et stocker) tmp = (Φ− 〈Φ〉)
– (d) calculer h(r) = 1/(4π2)

∫
(Φ− 〈Φ〉)dθdϕ = φ̄− 〈φ〉

– (e) résoudre (2.10) → 〈φ〉
– (f) φ = tmp + 〈φ〉 = (Φ− 〈Φ〉) + 〈φ〉 = φ− φ̄− 〈φ〉+ φ̄+ 〈φ〉 avec (c) et (e).
L’étape la plus lourde est la première où il faut inverser un opérateur elliptique 2D mais la

direction ϕ ne joue plus que le rôle d’un paramètre. Les autres étapes ne font pas apparâıtre
d’opérateur différentiel. Dans un premier temps, cet opérateur elliptique a été approchée par
des différences finies en R alors qu’une méthode spectrale était utilisée en θ. Dans le cadre
de la thèse d’Ahmed Ratnani, nous avons regardé une approche récente pour approcher les
opérateurs différentiels : les NURBS (voir [4, 4, 8]). Ces fonctions de base ont beaucoup
d’avantage : elles peuvent s’adapter à des coordonnées arbitraires et peuvent représenter
certaines géométries complexes (comme les coniques) de façon exacte. Le raffinement et la
montée en ordre est rendue assez simple par l’utilisation d’un ”patch” (domaine paramétrique
cartésien) qui reproduit le domaine physique à l’aide d’une fonction mapping.

2.2.2 Résultats numériques

Un premier test a été de reproduire un cas dit turbulent sur un Laplacien transverse (voir
[7]). La solution est un bain de modes

φmath(R, θ) =

[
sin(2πξ) + ǫ

∑

M

BM sin(2πMξ)

]∑

l

Al cos(lθ +Θl), R ∈ [0.2, 0.4], θ ∈ [0, 2π]

où 0 ≤ ǫ ≤ 1, ξ = (R − Rmin)/(Rmax − Rmin), Al et BM sont des nombres aléatoires entre 0
et 1, et |M |, |l|(≤ 20 et ≤ 40). Enfin, la phase Θl est donnée par un nombre aléatoire entre 0
et 2π et ǫ = 0.4.

La figure 2.2.2 montre la norme L2 (en échelle log) de la différence entre la solution
analytique et numérique en fonction de la taille de la maille h. Un autre aspect intéressant
de l’approche est le faible nombre de degré de liberté à utiliser par rapport à une méthode
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degrés des Splines Nombre de degrés de liberté norme L2 de l’erreur

2 17408 7.20 10−3

3 18060 1.07 10−3

4 18720 1.71 10−4

5 19388 2.84 10−5

6 20064 4.81 10−6

7 20748 1.67 10−6

Table 2.1 – Test de Nishimura : Nombre de degrés de liberté et norme L2 de l’erreur pour
chaque degré de splines.

éléments finis traditionnels. On voit sur le tableau 2.1 que pour une erreur donnée, le nombre
de degré de liberté est jusqu’à 8 fois moins important.

Nous regardons à présent la résolution de l’équation de quasi-neutralité (2.7) grâce à
l’algorithme de décomposition. Les profils n0 et Te sont supposés constants égaux à 1, et la
solution est prise comme

φ(R, θ, ϕ) = sin

(
2π

L
(R−Rmin)

)
u(θ, ϕ), θ, ϕ ∈ [0, 2π], R ∈ [0.2, 0.8],

avec L = Rmax−Rmin et u(θ, ϕ) = 1/π2(cos2 θ cos2 ϕ). On applique l’approche de découplage
et la résolution du problème elliptique (2.9) est effectué par deux méthodes : (fd+fft) combine
une méthode spectrale en θ et des différences finies d’ordre 2 en R, tandis que l’autre approche
utilise une méthode basée sur les NURBS. On compare les résultats sur la figure 2.9. La norme
L2 de l’erreur est tracée en fonctions de h ; d’abord sur la partie elliptique (figure de gauche)
puis sur le modèle (2.7) (figure de droite).

2.3 Perspectives

Opérateurs de gyromoyenne
L’extension des méthodes développées dans la première partie sur les opérateurs de gy-

romoyenne aux géométries plus complexes (déjà polaires) fait l’objet de travaux actuels. Le
but étant d’intégrer ces méthodes dans le code GYSELA, et d’en comparer les performances.
Le cas où le champ magnétique est variable mérite une plus longue réflexion. Ces travaux
s’inscrivent dans l’ANR GYPSI.

Validité de l’équation de quasi-neutralité
Un autre travail en collaboration avec M. Mehrenberger et C. Negulescu concerne l’équation

de quasi-neutralité dont (2.7) est une approximation. Cette équation met en jeu un opérateur
de double gyromoyenne (voir [6]) qui se diagonalise dans l’espace de Fourier (dans le cas de
conditions périodiques). L’approche présentée dans la première partie de ce chapitre peut être
généralisée ; le cas périodique a été effectué et l’extension au cas polaire est en cours. L’objectif
de ce travail (dans le cadre de l’ANR GYPSI) est de définir la validité de l’approximation (de
Padé) faite pour obtenir (2.7) par rapport à l’équation originale décrite dans [6].
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la méthode de Bessel en fonction du rayon de Larmor r. La méthode SPL16 est tracée en
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Figure 2.8 – Test de Nishimura : norme L2 de l’erreur en fonction de h ; (gauche) pour 20
modes, (droite) pour 40 modes.

Figure 2.9 – Cas test 1 : norme L2 de l’erreur, (gauche) pour la partie elliptique, (droite)
pour le problème global EDO + FEM.
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Chapitre 3

Méthodes semi-Lagrangiennes

Dans ce chapitre, quelques méthodes semi-Lagrangiennes sont présentées pour l’approxi-
mation des équations de transport, plus spécifiquement les équations de Vlasov. En physique
des plasmas, la plupart des codes de simulation actuels qui résolvent l’équation de Vlasov
sont basés sur des méthodes Particle In Cell ; elles permettent de décrire de façon satisfai-
sante des plasmas réalistes avec relativement peu de macro-particules. Cependant, il est bien
connu que ces méthodes présentent un bruit numérique important. Ainsi, les méthodes dites
eulériennes offrent une bonne alternative ; elles utilisent un maillage de l’espace des phases et
s’affranchissent ainsi du bruit numérique. La méthode numérique utilisée ici est la méthode
semi-Lagrangienne qui peut être vue comme un compromis entre les méthodes particulaires
et eulériennes puisque d’une part, on résout les équations du mouvement, et d’autre part, une
étape de projection permet de calculer la fonction de distribution sur la grille.

Nous proposons ici trois approches. La première repose sur une reconstruction par splines
cubiques ; l’objectif est alors de surmonter l’aspect non local des splines pour utiliser de façon
efficace un grand nombre de processeurs. La stratégie adoptée repose sur une décomposition de
domaine alors que des conditions de recollement adaptées permettent de retrouver fidèlement
les résultats de la méthode globale traditionnelle. Nous nous intéressons dans un second temps
aux méthodes semi-Lagrangiennes conservatives. L’un des intérêts des méthodes conservatives
réside dans le fait que la résolution d’un problème multidimensionnel peut être réduit en une
succession de problèmes unidimensionnels grâce à l’utilisation d’un splitting directionnel ;
ce splitting conservatif n’est pas garanti avec les méthodes semi-Lagrangiennes standards
puisqu’elles résolvent la forme advective des équations de transport. Un cadre général est
proposé qui permet d’unifier plusieurs reconstructions classiques de la littérature. Enfin, la
troisième partie résume un travail récent sur une méthode Galerkin-caractéristique où la
fonction est développée sur une base de polynômes discontinus. Cette approche présente un
intérêt certain puisque la montée en ordre en espace est relativement aisée et les données
nécessaires pour la reconstruction sont localisées.

3.1 LOcal Splines Simulator (LOSS)

Dans le cadre des méthodes utilisant une grille de l’espace des phases, comme un nombre
de points minimal dans chaque direction est nécessaire pour décrire correctement la phy-
sique, la simulation de modèles de grandes dimensions nécessite le recours au calcul parallèle.
Récemment, une parallélisation des méthodes semi-Lagrangiennes utilisant une transposition

45
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globale [6] a été proposée, mais son passage à un grand nombre de processeurs pose problème.
Ainsi, un des objectifs est de proposer une méthode qui reste efficace même sur un nombre
important de processeurs. Pour cela, on propose de paralléliser directement l’opérateur d’inter-
polation. Le problème majeur provient du fait que l’opérateur le moins dissipatif, les splines
cubiques, est non local. Il utilise en effet toutes les valeurs de la fonction de distribution
connue sur la grille pour pouvoir l’interpoler en un point quelconque. Pour s’affranchir de
ce problème, on décompose le domaine où la fonction doit être interpolée en sous-domaines,
chaque sous-domaine sera dédié à un processeur. Chaque processeur calculera alors locale-
ment les coefficients nécessaires à l’interpolation de la fonction sur son sous-domaine. Une telle
approche pourrait générer d’importants échanges de données entre les processeurs puisque la
résolution des équations du mouvement peut induire de grands déplacements. Pour éviter
une telle situation qui réduirait les performances du code, on impose une condition sur le pas
de temps ; cela nous permet de contrôler les déplacements et de les limiter à la taille d’une
maille. Ainsi, les échanges de données se limitent à des échanges entre processeurs voisins, ce
qui permet d’obtenir un schéma de communication très compétitif jusqu’à plusieurs centaines
de processeurs (voir [9, 8]). Les échanges inter-processeurs sont gérés grâce à la librairie MPI
(Message Passing Interface). D’autre part, grâce à un traitement adapté des conditions aux
bords, les résultats obtenus sont en très bon accord avec ceux obtenus avec une méthode
séquentielle classique. On peut voir dans [9, 10, 11] les résultats de nombreux cas tests ap-
pliqués à la physique des plasmas (amortissement Landau dans les régimes linéaire et non
linéaire, instabilité double faisceaux) qui montrent le bon comportement de la méthode. Nous
avons également appliqué cette technique pour simuler le transport de faisceaux d’ions lourds
dans un accélérateur [7, 8].

La méthode semi-Lagrangienne est utilisée ici. Les deux étapes qui la composent sont

– trouver le pied des caractéristiques Xn = X(tn, tn+1, Xn+1) finissant en Xn+1

– reconstruire f(tn, Xn) par interpolation à partir des valeurs connues f(tn, Xn+1)

Nous nous concentrerons ici sur la seconde étape. Pour cela, nous souhaitons utiliser une
méthode de splines cubiques locales.

3.1.1 Splines locales

L’idée de départ est de décomposer l’espace des phases en patches, chaque patch étant
dédié à un processeur. On recolle les patches grâce à des conditions aux bords qui permettent
à la solution reconstructuite d’être C1 sur le domaine global.

Considérons une fonction f définie sur [xmin, xmax] ⊂ R. Ce domaine est décomposé en
plusieurs sous-domaines que l’on appelle de façon générique [x0, xN ]. On notera xi = x0 + ih,
avec h la taille du maillage uniforme : h = (xN − x0)/(N + 1).

Si on se place sur un sous-intervalle [x0, xN ], N ∈ N, f : x 7→ f(x), la projection s de f
sur la base des splines cubiques s’écrit

f(x) ≃ s(x) =
N+1∑

ν=−1

ηνBν(x),

où Bν est la B-spline cubique. Celle-ci est déterminée de façon unique par les (N+1) conditions
d’interpolation

f(xi) = s(xi), ∀i = 0, ..., N, (3.1)
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et les deux conditions aux bords de type Hermite pour obtenir une reconstruction globale C1

f ′(x0) = s′(x0), f ′(xN ) = s′(xN ). (3.2)

Ainsi, η = (η−1, ...ηN+1)
T est la solution du système linéaire (N +3)× (N +3) Aη = F , avec

F

F =
[
f ′(x0), f(x0), ..., f(xN ), f ′(xN )

]T
. (3.3)

et A la matrice

A =
1

6




−3/h 0 3/h 0 · · · 0

1 4 1 0
...

0 1 4 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

... 0 1 4 1
0 0 0 −3/h 0 3/h




. (3.4)

Reste à déterminer f ′(x0) et f ′(xN ) pour que la reconstruction par splines locales soit la plus
proche possible de la reconstruction par splines traditionnelles. Plusieurs approximations ont
été testées comme les différences finies par exemple ; mais elles donnent une approximation
de f ′(x0) qui n’est pas forcément proche de la dérivée de la fonction spline globale. Ainsi,
une approximation basée sur les coefficients de splines s’est avérée beaucoup plus précise.
Détaillons cette approximation. A partir des relations classiques s′(xi) = (ηi+1 − ηi−1)/(2h)
et 6f(xi) = ηi−1 + 4ηi + ηi+1, on a

s′(xi) =
1

2h
(ηi+1 − ηi−1),

=
1

2h

(
3

2
fi+1 −

1

4
ηi −

1

4
ηi+2 −

3

2
fi−1 +

1

4
ηi−2 +

1

4
ηi

)
,

=
3

4h
(fi+1 − fi−1) +

1

8h
(ηi−2 − ηi+2), (3.5)

pour obtenir

s′(xi) =
3

4h
(fi+1 − fi−1)−

1

4
(s′(xi−1) + s′(xi+1)). (3.6)

Si on injecte (3.5) dans (3.6) pour calculer s′(xi±1), on a une autre approximation de la dérivée
de s

s′(xi) =
6

7h
(fi+1 − fi−1)−

3

14h
(fi+2 − fi−2) +

1

14
(s′(xi+2)− s′(xi−2)). (3.7)

On peut poursuivre la procédure pour aboutir à

(
1− 2

142
− 2

(1− 2/142)142

)
s′(xi) =

j=8∑

j=−8

ωjfi+j +
1

α142
(s′(xi+8) + s′(xi−8)), (3.8)

où les dérivées s′(xi+8) and s
′(xi−8) sont maintenant évaluées en fonction des (f(xi))i grâce

à des différences finies d’ordre 4 :

s′(xi+8) = (−f(xi+10) + 8f(xi+9)− 8f(xi+7) + f(xi+6)) /(12h),
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ω̃−
−10 ω̃−

−9 ω̃−
−8 ω̃−

−7 ω̃−
−6

0.2214309755E-5 -1.771447804E-5 7.971515119E-5 -3.011461267E-4 1.113797807E-3

ω̃−
−5 ω̃−

−4 ω̃−
−3 ω̃−

−2 ω̃−
−1

-4.145187862E-3 0.01546473933 -0.05771376946 0.2153903385 -0.8038475846

Table 3.1 – Coefficients pour l’approximation des dérivées.

pour finalement arriver à

s′(xi) =

j=10∑

j=−10

ω̃jfi+j ,

=

j=−1∑

j=−10

ω̃−
j fi+j +

j=10∑

j=1

ω̃+
j fi+j , (3.9)

où les coefficients sont résumés dans la table 1.
On peut faire deux remarques : tout d’abord, l’erreur introduite par le choix de l’approxi-

mation différence finie est atténuée par le fait que le facteur est très petit ; puis, le coefficient
ω̃0 est nul et on a ω+

j = ω−
j .

Cette stratégie est étendue non trivialement au cas 2D. En pratique, comme une technique
de décomposition de domaine est utilisée, chaque processeur a ses données propres et partage
les points du bord du patch avec ses huit voisins (zone fantôme). Pour que cette zone soit
la plus petite possible, une condition de type CFL est imposée sur le pas de temps afin de
limiter les déplacements à une maille.

Pour pouvoir interpoler sur un patch advecté d’au plus une maille, la zone d’interpolation
devient [x0 −∆x, xNx +∆x] × [y0 −∆y, yNy +∆y] (avec ∆x et ∆y les pas de discrétisation
dans chaque direction). Ainsi, le second membre du système linéaire permettant de calculer
les coefficients de splines s’écrit




f(−1,−1) ∂yf(−1, 0) f(−1, 0) · · · ∂yf(−1, Ny) f(−1, Ny + 1)
∂xf(0,−1) ∂2xyf(0, 0) ∂xf(0, 0) · · · ∂2xyf(0, Ny) ∂xf(0, Ny + 1)

f(0,−1) ∂yf(0, 0) f(0, 0) · · · ∂yf(0, Ny) f(0, Ny + 1)
...

...
. . .

. . .
...

...
f(Nx,−1) ∂yf(Nx, 0) f(Nx, 0) · · · ∂yf(Nx, Ny) f(Nx, Ny + 1)
∂xf(Nx,−1) ∂2xyf(Nx, 0) ∂xf(Nx, 0) · · · ∂2xyf(Nx, Ny) ∂xf(Nx, Ny + 1)

f(Nx + 1,−1) ∂yf(Nx + 1, 0) f(Nx + 1, 0) · · · ∂yf(Nx + 1, Ny) f(Nx + 1, Ny + 1)




.

(3.10)
Le processeur cible doit donc réunir tous les points nécessaires à la constitution de cette
matrice (3.10). Etant donné que les valeurs de la fonction qui sont connues sont (xi, yj) pour
i = 0, ..., Nx − 1 et j = 0, ..., Ny − 1, les processeurs voisins doivent envoyer

– f(−1, j) pour j = 0, ..., Ny − 1,
– f(i,−1) pour i = 0, ..., Nx − 1,
– f(Nx : Nx + 1, j) pour j = 0, ..., Ny − 1,
– f(i, Ny : Ny + 1) pour i = 0, ..., Nx − 1,
– f(−1,−1),
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Figure 3.1 – Comparaison entre le cas séquentiel et parallèle pour la conservation de la masse
en fonction du temps. (a) approximation différences finies d’ordre 4 (3.12), (b) approximation
spline cubique avec 21 points (3.9).

– f(−1, Ny : Ny + 1),
– f(Nx : Nx + 1,−1),
– f(Nx : Nx + 1, Ny : Ny + 1),
– une somme pondérée de 10 points qui est calculée par le processeur voisin

3.1.2 Résultats numériques et performances

Nous présentons deux cas tests, un en 2D et un en 4D de l’espace des phases.

Le premier est un amortissement Landau non linéaire pour lequel la condition initiale
s’écrit

f0(x, v) =
1√
2π

exp(−v2/2)(1 + α cos(kx)), (x, v) ∈ [0, L]× R, (3.11)

avec k = 0.5 et α = 0.5. On choisit vmax = 6, L = 2π/k et Nx = 64, Nv = 64. Sur les
diagnostiques classiques de l’énergie électrique, les résultats sont ceux attendus. Regardons
l’influence de l’approximation de la dérivée. Si on choisit

s′(xi) ≃
−f(xi−2) + 8f(xi−1)− 8f(xi+1) + f(xi+2)

12h
, (3.12)

avec h = ∆x (resp. h = ∆v) le pas d’espace (resp. le pas de vitesse). Sur la figure 3.1, on
compare l’approximation donnée par (3.9) de celle donnée par (3.12). On peut voir l’apparition
de fortes oscillations pour l’approximation différences finies (3.12) à partir de t ≃ 20ω−1

p . Par
contre, l’approximation à 21 points (3.9) donne de bons résultats, semblables au cas séquentiel.

Le second cas est un test de faisceau focalisé. Dans l’approximation paraxiale, le modèle
cinétique 6D est remplacé par un modèle de Vlasov-Poisson 4D. Des champs électriques
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extérieurs Eappl permettent la focalisation du faisceau de particules. La condition initiale est

f0(x, y, vx, vy) =
1

(2π)2
exp

(
−
x2 + y2 + v2x + v2y

2

)
, (3.13)

alors que le champ appliquée est donné par

Eapp(t, x) =

(
+k0(t)x
−k0(t)y

)
,

avec, pour t ∈ [0, T ], T = 1m, k0(t) est positif, nul et négatif. Les paramètres physiques sont :
le courant I = 40mA, l’énergie du faisceau est 1MeV , et son émitance est 50πmmmrad.
Les paramètres numériques sont vmax = 32, Lx = Ly = [−6, 6], Nx = Nv = 128. Le pas de
temps est égal à dt = 4.64× 10−4, et la simulation est faite sur 2 périodes (T = 0.05931).

Les résultats numériques sont données sur la figure 3.2 ; on y trace la projection de la
fonction de distribution sur le plan x-vx. On peut observer que l’axe n’est pas ellipsoidal car
les forces non linéaires sont appliquées à travers le champ auto-consistant.

Cette stratégie a été intégrée dans le code GYSELA développé à l’IRFM-CEA Cadarache.
Il s’agit d’un code gyrocinétique où la fonction de distribution dépend de 5 dimensions.
Nous présentons ici un cas 5D dans lequel l’advection 2D est effectuée en splines locales ; les
paramètres numériques sont les suivants Nr = 512, Nθ = 128, Nϕ = 256, Nv‖ = 16, Nµ= = 32.
La simulation a tourné sur 8 threads présents sur chacun des 512 processeurs.

Le comportement de l’approche est très bon même pour un grand nombre de processeurs
puisque l’efficacité est de l’ordre de 85% à 4096 processeurs pour l’étape d’advection 2D.

3.2 Méthodes conservatives

Nous nous intéressons ici à l’approximation d’équations de transport de la forme

∂g

∂t
+∇x · (ag) = 0, x ∈ Ω ⊂ Rn, (3.14)

où g dépend du temps et d’une variable multi-dimensionnelle x ; a est un champ de vecteur
à divergence nulle ∇x · a = 0 qui peut dépendre du temps. La forme conservative (3.14) est
alors équivalente à la forme advective

∂g

∂t
+ a · ∇xg = 0, x ∈ Ω ⊂ Rn. (3.15)

Pour les équations de Vlasov qui entrent dans ce cadre, Ω est un sous-ensemble de l’espace
des phases qui peut avoir jusqu’à 6 dimensions.

En séparant les composantes de x en x1 et x2, l’équation (3.14) devient

∂g

∂t
+∇x1

· (a1g) +∇x2
· (a2g) = 0,

où a1 et a2 désignent les composantes du champ de vecteur a correspondant à x1 et x2. Il est
bien connu (voir [3]) qu’une procédure de splitting met en jeu une succession de solution de

∂g

∂t
+∇x1

· (a1g) = 0,
∂g

∂t
+∇x2

· (a2g) = 0, (3.16)
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figure 3.2 – Evolution temporelle de la projection x-vx de la fonction de distribution : (a)
t = 0, (b) t = T/4, (c) t = T/2, (d) t = 3T/4, (e) t = T , (f) t = 5T/4, (g) t = 3T/2, (h)
t = 7T/4, (i) t = 2T , avec T = 0.05931.
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Figure 3.3 – Simulation sur 4096 processeurs = 8 threads sur chacun des 512 process MPI
.
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tout en gardant l’ordre de précision pour l’équation (3.14). Cependant, la méthode semi-
Lagrangienne traditionnelle décrite dans [24] par exemple ne résout pas la forme conservative
mais la forme advective des équations (3.15). Ainsi, en résolvant la forme advective de (3.16),
les termes correctifs g∇x1

· a1 et g∇x2
· a2 sont oubliés et peuvent conduire à des problèmes

de précision sur des temps longs (voir [19, 22]). Un choix alternatif serait donc de résoudre la
forme conservative et ainsi, la validité du splitting serait assurée. Nous proposons dans cette
partie plusieurs façons de construire des méthodes conservatives pour résoudre des problèmes
1D.

3.2.1 Méthodes conservatives semi-Lagrangiennes 1D

On se ramène donc à l’étude d’un problème 1D

∂g

∂t
+
∂(ag)

∂x
= 0, x ∈ I ⊂ R. (3.17)

Pour N ∈ N∗, on définit la grille

xi = xmin + i∆x, i ∈ 1

2
Z, avec ∆x = (xmax − xmin)/N et I = [xmin, xmax].

On considère la quantité moyennée pour un temps donné s

ḡi(s) =
1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

g(s, x)dx, i = 0, . . . , N − 1. (3.18)

Pour un autre temps t, grâce à la propriété de conservation du volume, on peut écrire

∫ xi+1/2

xi−1/2

g(t, x)dx =

∫ xi+1/2(s)

xi−1/2(s)
g(s, x)dx, (3.19)
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où xi−1/2 et xi−1/2(s) appartiennent à la même courbe caractéristique définie par

dX(τ)

dτ
= a(τ,X(τ)), X(t) = xi−1/2, X(s) = xi−1/2(s), i = 0, .., N. (3.20)

Supposons que les valeurs ḡi(s), i = 0, . . . , N − 1 sont connues, on peut reconstruire une
fonction primitive G(s, x) = 1

∆x

∫ x
x−1/2

g(s, y)dy qui correspond à une fonction cumulative sur

la grille

G(s, xi−1/2) =

i−1∑

k=0

ḡk(s), i = 1, . . . , N, G(s, x−1/2) = 0. (3.21)

Grâce à (3.19), on a

ḡi(t) =
1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

g(t, x)dx =
1

∆x

∫ xi+1/2(s)

xi−1/2(s)
g(s, x)dx = G(s, xi+1/2(s))−G(s, xi−1/2(s)).

(3.22)
Ainsi, pour aller d’un temps s à un temps t, on a besoin de

– calculer (au moins numériquement) les valeurs xi−1/2(s), i = 0, . . . , N ,
– reconstruire numériquement la fonction primitive (qui satisfait les conditions d’interpo-
lation (3.21)) en xi−1/2(s), i = 0, . . . , N .

On retrouve les deux mêmes étapes de la méthode semi-Lagrangienne : le calcul des ca-
ractéristiques, et la reconstruction. Même si [12] rassemble et propose plusieurs façons de
calculer les caractéristiques (Runge-Kutta, point fixe), nous n’allons présenter ici que les
méthodes de reconstruction.

3.2.2 Etape de Reconstruction

Supposons donc connu le pied des caractéristiques, et regardons comment interpoler la
primitive à partir de (3.21). On suppose connues les valeurs de la primitive aux noeuds
Gi−1/2 ≈ G(s, xi−1/2), i = 0, . . . , N et on souhaite reconstruire G(s, x) (qu’on notera G(x)
par la suite) pour l’évaluer n’importe où, en particulier au pied des caractéristiques.
On se place dans un cadre périodique

Gi−1/2 = Gr−1/2 + qGN−1/2, avec i = r + qN, r ∈ {0, . . . , N − 1}, q ∈ Z.

On définit un opérateur d’interpolation pour α ∈ R

Λα : RZ → R,

qui satisfait

Λk(fi) = fk, k ∈ Z.

On peut écrire de façon générale

G(x) = Λα+1/2(Gi−1/2), x = α∆x.

Prenons quelques exemples de reconstructions.
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Reconstruction de Lagrange Soit d ∈ N. La reconstruction de Lagrange centré de degré
impair 2d+ 1 s’écrit

Λα(fj) =
i+d+1∑

j=i−d

fjℓj(α), i ≤ α < i+ 1, (fj) ∈ RZ, ℓj(α) =

j+d+1∏

k=j−d,k 6=j

(α− k)/(j − k),

ce qui donne pour la primitive

G(x) =
i+d+1∑

j=i−d

Gj−1/2Lj(x), ∀x ∈ [xi−1/2, xi+1/2], (3.23)

où

Lj(x) =

j+d+1∏

k=j−d,k 6=j

(x− xk−1/2)/(xj−1/2 − xk−1/2).

Pour d = 1, cette reconstruction correspond à la méthode PFC introduite dans [15] dans
laquelle les limiteurs de pente n’agissent pas.

Recontruction par spline La fonction B-spline est définie de façon récursive par

Bd(x) =

∫

R

Bd−1(t)B0(x− t)dt, B0(x) = 1[−1/2,1/2](x).

L’opérateur d’interpolation s’écrit alors

Λα(fj) =
∑

i∈Z
ηi(fj)Bd(α− i),

ce qui donne pour la primitive

G(x) =
∑

i∈Z
ηiBd

(
x− xi−1/2

∆x

)
, (3.24)

où les coefficients ηi sont déterminés par les conditions d’interpolation

∑

i∈Z
ηiBd

(
xj−1/2 − xi−1/2

∆x

)
= Gj−1/2, j ∈ Z.

Dans le cas d = 3, on obtient la reconstruction par splines cubiques

6B3(x) =





(2− |x|)3 if 1 ≤ |x| ≤ 2,
4− 6x2 + 3|x|3 if 0 ≤ |x| ≤ 1,
0 sinon,

(3.25)

dont les coefficients sont solutions du système linéaire tridiagonal et circulant suivant

Aη =




4 1 0 0 · · · 1

1 4 1 0
...

0 1 4 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

... 0 1 4 1
1 0 0 0 1 4







η0
η1
...
...

ηN−2

ηN−1




= 6




G1/2 +
1
6GN−1/2

G3/2
...
...

GN−3/2
5
6GN−1/2




.
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Les coefficients ηi, i 6∈ [0, N − 1] sont déduits de la solution du système précédent par

η−i = η−i+N −GN−1/2, ∀i ∈ [0, N − 1], ηi+N = ηi +GN−1/2, ∀i ∈ [0, N − 1].

Cette approche (avec d = 3) a été introduite par [26] sous l’appellation Parabolic Spline
Method (PSM). Leur formulation est basée sur la reconstruction de la fonction g qui est une
fonction parabolique C1 par morceaux. Les deux formulations (par la primitive G ou avec la
fonction g) sont complètement équivalentes comme expliqué dans [26].

Reconstruction Hermite. Considérons une reconstruction C1 de G(x), en utilisant un
opérateur d’interpolation de type Hermite

Λα(fj) = fi + f ′iα+ (fi+1 − fi − f ′i)α2 + (f ′i+1 + f ′i − 2(fi+1 − fi))α2(α− 1), i ≤ α < i+ 1.

Reste à calculer f ′j . Dans [16], une formule de différences finies d’ordre 4 est utilisée

f ′j =
1

12∆x
(fj−2 − fj+2 + 8(fj+1 − fj−1)) . (3.26)

Une formule d’ordre plus élevée peut aussi être utilisée

f ′j =
1

60∆x
(fj+3 − fj−3 + 9(fj−2 − fj+2) + 45(fj+1 − fj−1)) . (3.27)

Cette reconstruction avec (3.26) (resp. (3.27)) correspond en fait à la méthode PPM ([5])
(resp. [4]), dans laquelle les limiteurs de pente n’agissent pas. On les notera par la suite
PPM1, et PPM2. Remarquons enfin que la formule à 4 points décentrée

f ′j+ =
1

6∆x
(−fj+2 + 6fj+1 − 3fj − 2fj−1) , f

′
j− =

1

6∆x
(fj−2 − 6fj−1 + 3fj + 2fj+1)

détruit le caractère C1 de la reconstruction (puisque la dérivée à droite (f ′j+) diffère de celle
de gauche (f ′j−)), et on retrouve la reconstruction Lagrange de degré 3 (LAG) introduite plus

haut. Si on considère la moyenne f ′j = (f ′j+ + f ′j−)/2, on retrouve le caractère C1 et cette
approximation cöıncide avec (3.26).
On peut aussi retrouver la reconstruction spline cubique avec le choix suivant pour f ′j :

∆x

3

(
f ′j+1 + 4f ′j + f ′j−1

)
= fj+1 − fj−1,

qui correspond à une approximation de Simpson de
∫ xi+1

xi−1
f ′(x)dx.

Remarque 1. Détails d’implémentations

Pour résumer, au temps s, on a gold0 , . . . , goldN−1, ainsi que le pied des caractéristiques
xi+1/2(s), i = 0, . . . , N , dont on peut déduire les déplacements αi+1/2 = (xi+1/2−xi+1/2(s))/∆x.
Les valeurs gnew0 , . . . , gnewN−1 au temps t sont calculées à partir d’un des algorithmes de la sec-
tion précédentes 3.2.2.
Le cas de la reconstruction Hermite permet d’unifier toutes les reconstructions considérées
dans les résultats numériques ; on détaillera plutôt celle-ci donc.
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Cas advection constante On pose α = αi+1/2. On calcule pour i = 0, . . . , N − 1,

Gi = x(1− x)2g′
j+i

+ x2(x− 1)g′(ji+1)− + x2(3− 2x)goldji , avec i+ α = ji + x, 0 ≤ x < 1.

Les nouvelles valeurs sont alors données par

gnewi = goldji + (Gi+1 −Gi).

Pour la reconstruction Lagrange de degré 3 (LAG), les dérivées sont données par

g′j+ =
5

6
goldj −

1

6
goldj+1 +

1

3
goldj−1, g

′
j+1− =

5

6
goldj +

1

3
goldj+1 −

1

6
goldj−1. (3.28)

Pour PPM1, on choisit

g′j+ = g′j− =
7

12
(goldj + goldj−1)−

1

12
(goldj−1 + goldj−2), (3.29)

alors que pour PPM2, on choisit

g′j+ = g′j− =
1

60

(
goldj+3 − goldj−3 + 9(goldj−2 − goldj+2) + 45(goldj+1 − goldj−1)

)
. (3.30)

Enfin, pour PSM, les dérivées g′i sont obtenues par la résolution préalable du système linéaire
”presque” tridiagonal suivant

g′i−1 + 4g′i + g′i+1 = 3(goldi + goldi+1). (3.31)

Cas général Dans le cas général, on calcule pour i = 0, . . . , N − 1,

Gi = x(1− x)2g′
j+i

+ x2(x− 1)g′(ji+1)− + x2(3− 2x)goldji , avec i+ αi−1/2 = ji + x, 0 ≤ x < 1,

avec la même définition des dérivées que précédemment ; les nouvelles valeurs sont alors

gnewi =

ji+1−1∑

k=ji

goldk + (Gi+1 −Gi).

3.2.3 Limiteurs de pente

Nous nous sommes intéressés à l’adaptation de filtres sur les reconstructions détaillées plus
haut. En effet, les reconstructions d’ordre élevé créent de nouveaux extrema et développent
des oscillations numériques. Pour éviter cela, des filtres peuvent être introduits. La littérature
est abondante sur le sujet (voir par exemple [15, 26, 4, 25]) et fait encore l’objet de nombreux
développements.

L’un des critères physiques est la positivité. Cette propriété est globale et bien définie. Une
propriété plus générale est la préservation du principe du maximum. On doit aussi distinguer
les extrema locaux des globaux. Autant le maximum et le minimum sont bien définis pour la
fonction initiale (données analytiquement le plus souvent), la détermination de bornes locales
parâıt plus ambiguë. Même pour les bornes globales, le problème se pose puisque par exemple
la valeur maximale peut décrôıtre au cours de la simulation du fait de la diffusion numérique.
Ainsi, on va demander à un filtre de préserver les maxima existants, de ne pas en générer de
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nouveaux, et de ne pas dégrader l’ordre de convergence de la méthode sous-jacente lorsque la
solution est régulière.

Nous avons testé plusieurs filtres et il nous est apparu qu’un filtre contient trois ingrédients :
la définition des extrema, la procédure de limitation de ces extrema, et enfin la procédure de
limitation des oscillations. En considérant une des reconstructions introduites dans 1, nous
allons modifier les valeurs g′j+, g

′
(j+1)−.

Définition des extrema Définissons les bornes gmin, gmax. Pour cela, on considère
– extremum positif : gmin = 0, gmax =∞,
– extrema globaux : gmin = min g0(x), gmax = max g0(x), où g0 est la fonction initiale qui

doit être advectée,
– extrema d’Umeda : extrema locaux définis dans [25].

Limitation de l’extrema Le filtre proposé par Hyman est donné par

g′ = max(g′,max(gmin,−2gmax + 3goldji );

g′ = min(g′,min(gmax, 3g
old
ji − 2gmin));

où g′ prend comme valeur successivement g′j+ et g′(j+1)+. Ce filtre assure que les fonctions

x→ Gi(x)−xgmin et x→ xgmax−Gi(x) sont croissantes sur [0, 1], pourvu que gmin ≤ goldji
≤

gmax. Les extrema positifs sont préservés et dans le cas de l’advection constante, les extrema
globaux aussi. On peut aussi utiliser le limiteur de PFC [15].

Limitation des oscillations On a vu que la dérivée peut être calculée par PSM ou LAG
(plus diffusif). On peut aussi utiliser une formule d’ordre moins élevé g′j,m = (goldj +goldj−1)/2, qui
va induire plus de diffusion. Le filtre proposé tend à privilégier la dérivée de la reconstruction
la plus diffusive si l’écart entre les deux reconstructions PSM et LAG est trop important. Le
but est d’amortir les oscillations qu’on suppose pouvoir détecter si l’écart est important. Ce
type d’approche est utilisée dans [4] : une première étape consiste à regarder la reconstruction
la plus proche (parmi les dérivées gauche et droite de Lagrange (3.28) et celles de PPM1 et
PPM2) de g′j,m.

Notre approche est similaire puisqu’on va comparer la dérivée de Lagrange g′j,+ à celle
de PSM (3.31) afin de corriger au mieux la formule g′j,m. Concrètement, si (g′j+,LAG −
g′j,m)(g′j,PSM − g′j,m) < 0, alors g′j+ = g′j,m, sinon

g′j+ = g′j,m+s min(C|g′j+,LAG−g′j,m|, |g′j,PSM−g′j,m|), avec s = sign(g′j,PSM−g′j,m), (3.32)

où C > 1. De façon similaire, on modifie g′(j+1)− comme suit. Soit s = sign(g′j+1,PSM−g′j+1,m).

si (g′(j+1)−,LAG − g′j+1,m)(g′j+1,PSM − g′j+1,m) < 0, alors g′(j+1)− = g′j+1,m, sinon

g′(j+1)− = g′j+1,m + s min(C|g′(j+1)−,LAG − g′j+1,m|, |g′j+1,PSM − g′j+1,m|).

Ce choix est dépendant de la valeur de C, mais pas trop. Un bon compromis est C = 2.5.
En augmentant C, le minimum dans (3.32) sera g′j,PSM et le filtre n’aura pas d’effet. Si C
decrôıt, la méthode aura un comportement plus diffusif.

Remarque 2. Equivalence conservatif-advectif dans le cas advection constante
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Approche advective Considérons ici les valeurs aux points gi(s) = g(s, xi), qui sont up-
datées par

gi(t) = g(s, xi − a(t− s)), s, t ∈ R.

Pour avoir la fonction au temps t, une reconstruction de g(x) au temps s est donc nécessaire
pour l’évaluer au pied des caractéristiques xi − a(t − s). On reprend donc les opérateurs
d’interpolation définis plus haut

g(x) = Λα(gi), x = α∆x.

Conditions d’équivalence Les méthodes conservatives et advectives sont équivalentes si
et seulement si

G(xi+1/2 + α∆x)−G(xi−1/2 + α∆x) = g(xi + α∆x),

c’est-à-dire
Λα+1(Gi−1/2)− Λα(Gi−1/2) = Λα(gi). (3.33)

On identifie les valeurs aux points gi avec les valeurs moyennées ḡi, de telle sorte que Gi+1/2−
Gi−1/2 = gi. La propriété (3.33) est vraie si

– Λα est un opérateur linéaire
– Λα+1(fi) = Λα(fi+1) (invariance par shift d’indices).

En effet, de (3.33), on a

Λα+1(Gi−1/2)− Λα(Gi−1/2) = Λα(Gi+1/2)− Λα(Gi−1/2) = Λα(Gi+1/2 −Gi−1/2) = Λα(gi).

Exemples Dans le cas de la reconstruction de Lagrange, on a

ℓj(α+1) =

j+d+1∏

k=j−d,k 6=j

(α+1−k)/(j−1−k+1) =

j+d∏

k=j−1−d,k 6=j−1

(α−k)/(j−1−k) = ℓj−1(α),

et donc pour i ≤ α < i+ 1,

Λα+1(fj) =

i+d+2∑

j=i+1−d

fjℓj(α+ 1) =

i+d+2∑

j=i+1−d

fjℓj−1(α) =

i+d+1∑

j=i−d

fj+1ℓj(α) = Λα(fj+1),

ainsi les conditions sont satisfaites.

3.2.4 Résultats numériques

On se propose de tester sur un case d’advection linéaire, avec v = 1

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
= 0, x ∈ [0, L]

La condition initiale est un créneau et une sinusöıde avec des conditions périodiques et les
paramètres suivants ∆t = 0.1,∆x = 1, L = 80 tels que Nx = 80 (CFL= 0.1). La solution
numérique est comparée à la solution analytique après 8000 itérations. On teste aussi un cas
de [26], dont les paramètres numériques sont : ∆t = 1/71,∆x = 1/50, L = 1 ainsi Nx = 50
(CFL= 50/71 ≈ 0.7). La solution est transportée pendant 71 itérations. Les résultats sont
présentés sur la figure 3.4.
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Figure 3.4 – Résultats numériques pour l’advection linéaire. Gauche : onde rectangulaire,
milieu : onde sinusöıdale, droite : double créneau.
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On étudie aussi le comportement des méthodes sur un cas d’amortissement Landau non
linéaire avec les paramètres suivants Nx = Nv = 128,∆t = 0.1 (CFL= 6.1) pour 1000
itérations. La condition initiale s’écrit

f(t = 0, x, v) =
1√
2π

(1 + α cos(kx)) exp

(
−v

2

2

)
, x ∈ [0, Lx], v ∈ [−vmax, vmax],

avec vmax = 6, k = 2π/Lx = 0.5 et α = 0.5. Des conditions périodiques sont utilisées en
espace. Les résultats sont présentés sur la figure 3.5.

Nous testons alors le cas non-constant avec le modèle centre-guide dont l’inconnue f(t, x, y)
satisfait

∂tf + E⊥ · ∇f = 0, ∇ · E = f, (3.34)

où le champ électrique admet deux composantes E = E(x, y) = (Ex(x, y), Ey(x, y)), de sorte
que E⊥ = (Ey,−Ex). La difficulté du modèle (3.34) est double puisque le champ de vitesse
est non linéaire et en plus dépend non trivialement de la solution. Dans ce cas, les méthodes
advectives ne peuvent pas (en principe) être utilisées dans un splitting directionnel (voir
[24, 19]).

La condition initiale s’écrit

f(x, y, t = 0) = sin(y) + ε cos(kx), x ∈ [0, Lx], y ∈ [0, 2π],

avec k = 2π/Lx. Des conditions périodiques sont utilisées dans les deux directions. L’analyse
linéaire de Shoucri [23] prédit un taux d’instabilité du mode k lorsque k < 1. L’approche a été
systématisée et a conduit à l’étude d’un problème aux valeurs propres ; la plus grande donne
le taux d’instabilité du premier mode k que l’on peut comparer aux résultats numériques. Les
autres diagnostiques étudiés sont les quantités conservées du modèle (3.34), à savoir la masse
totale, la norme L2 de la densité (enstrophie) et du champ électrique (energie).

On choisit les paramètres numériques suivants

k = 0.5, Nx = Ny = 128, et ∆t = 0.1,

ce qui donne un nombre CFL≈ 1 en x et CFL≈ 5 en y.

3.3 Galerkin discontinu

On se propose ici d’approcher les équations de transport en projetant l’inconnue sur
l’espace des fonctions discontinues. L’idée est de tester l’approche galerkin discontinu sur les
équations de Vlasov comme précédemment. Les motivations d’utilisation d’une telle méthode
sont : la montée en ordre de façon assez simple, le caractère local des données qui peut
permettre une parallélisation efficace à terme, et l’utilisation de maillage irréguliers.

3.3.1 Méthode Galerkin-Discontinu-caractéristique

Tout d’abord, nous avons besoin d’introduire quelques notations. Le domaine de simulation
Ω = [0, 1] est composé de N cellules de taille ∆x :

Ω =
N−1⋃

i=0

Ii, Ii = [xi−1/2, xi+1/2].
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Figure 3.5 – Résultats numériques pour l’amortissement Landau non linéaire. Gauche :
évolution en temps de l’énergie électrique (échelle log) ; milieu : évolution en temps de la
norme L2 ; droite : évolution en temps de l’énergie totale.
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Figure 3.6 – Evolution temporelle de la masse et de l’enstrophie pour SPL (avec splitting :
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fonction de 1− k. Nx = Ny = 128,∆t = 0.1 pour le test d’instabilité de Kelvin-Helmholtz.
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Figure 3.8 – Fonction de distribution pour le test d’instabilité de Kelvin-Helmholtz à t =
60ω−1

p . Respectivement du haut gauche au bas droit : PSM, FUM, SPL2D, PFC, SPL1D avec
Nx = Ny = 128,∆t = 0.1 et SPL2D avec Nx = Ny = 512,∆t = 0.01.



3.3. GALERKIN DISCONTINU 65

Notons V d un espace des éléments finis discontinus

V d =
{
ψ ∈ L2(Ω) : ψ ∈ Rd[X](Ii), i = 0, ..., N − 1

}
.

La base choisie est celle des polynômes de Lagrange aux points de Gauss. On note αr les

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

x-1/2x0,0 x0,1 x0,2x1/2x1,0 x1,1 x1,2x3/2x2,0 x2,1 x2,2x5/2

fl

x1

points de Gauss dans [−1, 1] et les poids associés sont ωr, pour r = 0, . . . , d de telle sorte que
xi,j correspond au jème point de Gauss dans l’intervalle Ii xi,j = xi−1/2 +

∆x
2 αj . Comme les

polynômes de Lagrange aux points de Gauss sont définis par

ϕi,j =

d∏

l=0,l 6=j

x− xi,l
xi,j − xi,l

,

on peut facilement vérifier l’orthogonalité de la base

∫

Ii

ϕi,j1(x)ϕi,j2(x) =
∆x

2

d∑

r=0

ωrϕi,j1(αr)ϕi,j2(αr) =
∆x

2
ωj1δj1,j2 .

On note {ϕ̃j}dj=0 et {α̃j}dj=0 les polynômes de Lagrange et les points de Gauss sur [0, 1].
On utilise alors la méthode Galerkin-caractéristique pour résoudre les équations de trans-

port de la forme
∂tf + a∂xf = 0, a ∈ R.

Ainsi, les caractéristiques se résolvent exactement entre tn et tn+1 xn = xn+1 − a∆t. On
multiplie fn+1 par une fonction test et on intègre sur Ii :

∫ xi+1/2

xi−1/2

fn+1(x)ϕ(x)dx,

et on utilise le fait que f est constante le long des caractéristiques
∫ xi+1/2

xi−1/2

fn+1(x)ϕ(x)dx =

∫ xi+1/2

xi−1/2

fn(x− a∆t)ϕ(x)dx.

Grâce au changement de variables x→ x− a∆t, on a

∫ xi+1/2

xi−1/2

fn+1(x)ϕ(x)dx =

∫ xi+1/2−a∆t

xi−1/2−a∆t
fn(x)ϕ(x+ a∆t)dx. (3.35)
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En projetant f : f(x) ≈
N−1∑

i′=0

d∑

j′=0

fi′,j′ϕi′,j′(x), avec le choix ϕ(x) = ϕi,j(x), (3.35) devient

fn+1
i,j

∆x

2
ωj =

∑

i′,j′

fni′,j′

∫ xi+1/2−a∆t

xi−1/2−a∆t
ϕi′,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t).

Reste donc à calculer le terme de droite, en notant i⋆ l’indice tel que xi∗−1/2 + α∆x =
xi−1/2 − a∆t avec α ∈ [0, 1]

x
i(1/2

x
i+1/2

x x
i (1/2 i +1/2
° °

̃ ̃

∫ xi+1/2−a∆t

xi−1/2−a∆t
ϕi′,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t) =

∫ xi∗+1/2+α∆x

xi∗−1/2+α∆x
ϕi′,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)

=

∫ xi∗+1/2

xi∗−1/2+α∆x
ϕi′,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)

+

∫ xi∗+1/2+α∆x

xi∗+1/2

ϕi′,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t).

Par un changement de variables pour se ramener à [0, 1], et en utilisant la quadrature de
Gauss (exacte), on obtient le schéma suivant

fn+1
i,j =

1

ωj

∑

j′

fni∗,j′(1− α)
d∑

r=0

ωrϕ̃
j′(α+ α̃r(1− α))ϕ̃j(α̃r(1− α))

+
1

ωj

∑

j′

fni∗+1,j′α
d∑

r=0

ωrϕ̃
j′(αα̃r)ϕ̃

j(α(α̃r − 1) + 1).

3.3.2 Résultats numériques

L’équation de Vlasov-Poisson est testée ici aussi puisqu’on reste dans le cadre d’advection à
coefficients constants lorsqu’une procédure de splitting est utilisée. Il faut aussi savoir calculer
le champ électrique aux degrés de liberté xi,j . Le cas Poisson 1D admet une solution intégrale
que l’on peut exploiter

E(x) =
1

L

∫ L

0
yρ(y)dy −

∫ L

x
ρ(y)dy +

L

2
− x,



3.4. PERSPECTIVES 67

puisque si ρ(x) ≈ ∑
i,j ρi,jϕi,j(x), alors des calculs semblables à ceux effectués plus haut

donnent

Ei,j ≈
∆x1
2L

∑

i′,j′

xi′,j′ωj′ρi′,j′ −
∆x1
2

(1− α̃j)
∑

j′

ρi,j′
d∑

r=0

ωrϕ̃
j′(α̃j + α̃r(1− α̃j))

−∆x1
2

N−1∑

i′=i+1

d∑

j′=0

ωj′ρi′,j′ +
L

2
− xi,j .

Le cas test de Landau non linéaire a été testé pour valider l’approche avec la condition
initiale suivante

f(t = 0, x, v) =
1√
2π

(1 + α cos(kx)) exp

(
−v

2

2

)
, x ∈ [0, Lx], v ∈ [−vmax, vmax],

avec vmax = 6, k = 2π/Lx = 0.5 et α = 0.5. Les paramètres numériques suivants sont utilisés :
d = 4, Nx = Nv = 30. Les diagnostiques habituels sont tracés sur la figure 3.3.2 : l’énergie
électrique et les quantités conservées classiques (masse, normes L1 et L2). Les comportements
attendus sont obtenus. Reste à effectuer une étude comparative plus approfondie.

3.4 Perspectives

Pour ce chapitre, les perspectives sont nombreuses.

Galerkin-discontinu

Cette partie nécessite quelques approfondissements comme l’extension aux déplacements
non constants (modèle centre-guide), ou l’étude de la stabilité. Le passage aux dimensions
plus élevées est aussi envisageable.

Schémas de Strang

Autour d’une collaboration avec B. Després sur les méthodes d’ordre très élevé (arbitraire
en fait), il est question de tester les schémas de Strang sur le modèle de Vlasov-Poisson.
Cette méthode bien connue correspond en fait à la méthode LAG (présentée dans ce chapitre
essentiellement à l’ordre 3). Il a été montré que les schémas de Strang présentent de bonnes
propriétés (stabilité des normes Lp, p = 1, . . . ,∞ voir [14]). Il semble donc intéressant de
regarder ses performances sur le modèle de Vlasov-Poisson.

Coordonnées alignées

Le passage aux coordonnées polaires ou plus généralement aux coordonnées alignées au
champ magnétique est en cours (application au modèle gyrocinétique, voir [1, 2]). Ces co-
ordonnées dites de flux permettent en particulier de séparer la dynamique longitudinale et
transverse et de prendre en compte une dynamique plus réaliste. Même dans la configura-
tion géométrique actuelle prise en compte par le code GYSELA, elles permettront aussi une
amélioration de la précision, tout en utilisant un nombre de points moins important (puisque
la diffusion transverse devrait être atténuée). Une partie des méthodes numériques actuelles
devra être repensée. Il s’agit d’un travail de longue haleine en collaboration avec l’IRFM-
Cadarache.

Méthodes conservatives 2D

Pour tenter de définir un principe du maximum 2D (qui ne semble pas très clair lorsqu’une
procédure de splitting est utilisée) le développement d’une méthode 2D conservative semble
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importante. Dans ce cadre, une thèse en co-encadrement avec M. Mehrenberger débute en
octobre 2010.

Schémas d’ordre élevé en temps
Dans le cadre d’une collaboration avec E. Faou et M. Mehrenberger autour de la compa-

raison de plusieurs techniques (splitting, Yoshida, Crouch) pour les équations de transport
non linéaire (comme le modèle centre-guide). Ce travail est complémentaire au précédent ainsi
qu’à l’item ”Schémas de Strang”.
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Eulerian solvers for the four dimensional Vlasov equation (Part II), Proc. of the 2nd
international conference of Vlasovia, Communications in Nonlinear Science and Nume-
rical Simulation, pp 94-99, Vol. 13(1), 2008.

69



70 BIBLIOGRAPHIE

[12] N. Crouseilles, M. Mehrenberger, E. Sonnendrücker, Conservative semi-
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Villard, E. Sonnendrücker, Global full-f gyrokinetic simulations of plasma turbu-
lence, Plasma physics and controlled fusion, Vol. 49, pp. B173-B182, 2007.

[19] F. Huot, A. Ghizzo, P. Bertrand, E. Sonnendrücker, O. Coulaud, Instability
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Chapitre 4

Conservation de la charge

Dans la résolution numérique du système des équations de Vlasov-Maxwell par une méthode
PIC (Particle In Cell) ou par une méthode eulérienne, il faut approcher la fonction de dis-
tribution f (solution de Vlasov) ainsi que les champs électromagnétiques auto-consistants
(solutions de Maxwell). Au niveau des équations de Maxwell, le couplage est assuré par les
termes sources, la densité de charge ρ et de courant J qui sont des moments en vitesse de
la fonction de distribution f . Ces deux quantités satisfont au niveau continu l’équation de
conservation de la charge ∂tρ+∇·J = 0 ; au niveau discret, rien ne le garantit : les méthodes
numériques classiques ont un inconvénient majeur puisque les densités de charge et de courant
que l’on calcule ne vérifient pas a priori la relation de conservation de la charge discrète. Ainsi,
la loi de Gauss n’est pas satisfaite automatiquement, ce qui peut conduire à des résultats non
physiques.

Plusieurs solutions à ce problème de conservation de la charge ont été proposées dans
la littérature, essentiellement pour les méthodes Particle In Cell ([4, 1]). L’idée ici est d’uti-
liser une méthode semi-Lagrangienne en avant afin d’exploiter les stratégies utilisées dans
les méthodes particulaires. Ainsi, dans un premier temps, les détails et les propriétés de la
méthode FSL (Forward semi-Lagrangian) sont présentés, ainsi que quelques tests de valida-
tion. Ensuite, un exemple simple (Vlasov-Ampère 1D) est étudié dans lequel la conservation
de la charge est résolue grâce aux idées issues des codes PIC [4, 1]. Enfin, une autre approche
est présentée ; celle-ci est basée sur un travail récent [3] dans lequel le courant J est calculée
de façon conservative grâce aux flux de la méthode PPM. Le cadre général des méthodes
conservatives présenté au chapitre précédent permet de dériver toute une classe de méthodes
qui préserve la charge dans les codes semi-Lagrangiens.

4.1 Méthodes semi-Lagrangiennes en avant

Cette partie est dédiée à la mise en œuvre et la validation de la méthode en avant. Pour
cela, nous avons en tête deux modèles ; le premier est le modèle Vlasov-Poisson 1D d’inconnue
f = f(t, x, v) :

∂f

∂t
+ v∂xf + E(t, x)∂vf = 0, ∂xE(t, x) =

∫

R

f(t, x, v)dv − 1,

∫ L

0
E(t, x)dx = 0. (4.1)

Le second est le modèle centre-guide, d’inconnue f = f(t, x, y)

∂f

∂t
+ E⊥(x, y) · ∇f = 0, (4.2)
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où E⊥ = (Ey,−Ex) est le champ électrique auto-consistant donné par l’équation de Poisson
2D : ∇ · E(t, x, y) = f(t, x, y).

L’un des inconvénients de la méthode semi-Lagrangienne classique (en arrière) est le ca-
ractère ”décalé” des données à l’étape tn. En effet, au début d’une étape, on connâıt xn+1, vn+1

et En. Pour la méthode en avant, les données sont toutes au temps tn, ce qui permet l’appli-
cation des méthodes classiques d’intégration (Runge-Kutta par exemple) même dans le cas
non linéaire. De plus, en mettant en place une méthode semi-Lagrangienne en avant, la longue
expérience des méthodes Particle In Cell (PIC) autour des stratégies de conservation de la
charge peut être adaptée.

4.1.1 Présentation de l’algorithme

L’un des points importants de la méthode est la projection de la fonction de distribution
sur un espace de B-splines :

f(t, x, y) =
∑

k,l

ωn
k,lS(x−X1(t;xk, yl, t

n))S(y −X2(t;xk, yl, t
n)), ∀t ∈ [tn, tn+1], (4.3)

où X(t;xk, yl, t
n) = (X1, X2)(t;xk, yl, t

n) correspond à la solution des caractéristiques au
temps t dont la valeur au temps tn était le point de la grille (xk, yl). La B-splines cubique S
est définie ainsi :

6S(x) =





(2− |x|)3 si 1 ≤ |x| ≤ 2,
4− 6x2 + 3|x|3 si 0 ≤ |x| ≤ 1,
0 sinon.

Dans l’expression (4.3), le poids wn
k,l est associé à la ”particule” située au point de la grille

(xk, yl) au temps tn. Il correspond au coefficient de la spline cubique déterminé par les condi-
tions d’interpolation suivantes :

f(tn+1, xi, yj) =
∑

k,l

ωn
k,lS

(
xi −X1(t

n+1;xk, yl, t
n)
)
S
(
yj −X2(t

n+1;xk, yl, t
n)
)
,

=
∑

k,l

ωn+1
k,l S(xi − xk)S(yj − yl).

Les courbes caractéristiques X(t,x, s) sont définies de manière générale comme les solutions
d’un système d’équations différentielles ordinaires qui peut s’écrire sous la forme

dX

dt
= U(X(t), t). (4.4)

avec comme condition initiale X(s,x, s) = x. L’algorithme total s’écrit alors pour FSL :
– Etape 0 : Initialiser f0i,j = f0(xi, yj),

– Etape 1 : Calculer les coefficients de spline ω0
k,l, tels que

f0i,j =
∑

k,l

ω0
k,lS(xi − xk)S(yj − yl),

– Etape 2 : Résolution les caractéristiques de tn à tn+1, avec comme donnée initiale les
points de la grille : X(tn) = (xk, yl) pour obtenir X(t;xk, yl, t

n) pour t ∈ [tn, tn+1], en
supposant que la vitesse d’advection U est connue,
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– Etape 3 : Projection sur la grille de l’espace des phases utilisant (4.3) avec t = tn+1

pour obtenir fn+1
i,j = fn+1(xi, yj),

– Etape 4 : Calcul des coefficients de splines cubiques ωn+1
k,l tels que

fn+1
i,j =

∑

k,l

ωn+1
k,l S(xi − xk)S(yj − yl),

– Retour à l’étape 2 pour le pas de temps suivant.
Dans ce chapitre, nous utilisons différents algorithmes de résolution des caractéristiques

(4.4) ; par exemple l’algorithme de Verlet, mais uniquement pour Vlasov-Poisson (car il ex-
ploite le caractère séparable de l’Hamiltonien). Pour Vlasov-Poisson, comme U(X(tn), tn) =
(vn, E(xn, tn)), l’algorithme de Verlet s’écrit :

– Etape 1 : ∀k, l, vn+
1

2

k,l − vnl = ∆t
2 E(xnk , t

n),

– Etape 2 : ∀k, l, xn+1
k,l − xnk = ∆t v

n+1/2
k,l ,

– Etape 3 : calcul de champ électrique au temps tn+1,
– déposition des particules xn+1

k,l sur la grille spatiale xi pour la densité ρ : ρ(xi, t
n+1) =∑

k,l ω
n
k,lS(xi − xn+1

k,l ),

– Résolution l’équation de Poisson sur la grille xi : E(xi, t
n+1),

– Etape 4 : ∀k, l, vn+1
k,l − v

n+ 1

2

k,l = ∆t
2 E(xn+1

k,l , t
n+1).

Il est possible d’utiliser les algorithmes de Runge-Kutta d’ordre 2, 3 ou 4. Donnons le détail
de l’algorithme de Runge Kutta 2 pour le centre-guide (cas non linéaire) où : U(Xn, tn) =
E⊥(Xn, tn), avec E⊥ = (Ey,−Ex) :

– Etape 1 : X̃n+1 −Xn = ∆tE⊥(Xn, tn),
– Etape 2 : Calcul du champ électrique au temps tn+1,

– déposition 2D des particules sur la grille spatiale (xj , yi) pour la densité ρ : ρ(xj , yi, t
n+1) =∑

k ω
n
kS[xj − x̃n+1

k,l ]S[yi − ỹn+1
k,l ],

– Résoudre l’équation de Poisson 2D sur la grille xj , yi : E(xj , yi, tn+1).

– Etape 3 : Xn+1 −Xn = ∆t
2

[
E⊥(Xn, tn) + E⊥(X̃n+1, tn+1)

]
.

Dans le cas Vlasov-Poisson, nous utiliserons aussi la procédure de Cauchy-Kovalevsky
pour calculer les caractéristiques en avant. L’idée de base est d’effectuer des développements
de Taylor en temps, et d’utiliser le modèle (Vlasov-Poisson en l’occurrence), pour remplacer
les dérivées en temps par des dérivées spatiales et en vitesse. Une méthode complètement
explicite est alors obtenue. Par exemple, pour l’ordre 2 en temps

Xn+1 = Xn +∆tV n +
∆t2

2
En(Xn), V n+1 = V n +∆tEn(Xn) +

∆t2

2

d

dt
E(X(t), t)|t=tn .

On doit calculer les dérivées temporelles de E(X(t), t). Pour la dérivée première, on a

d

dt
E(X(t), t) =

∂E

∂t
(X(t), t) +

dX

dt
(t)
∂E

∂x
(X(t), t),

= −J(X(t), t) + J̄(t) + V (t)(ρ(X(t), t)− 1),

où ρ(x, t) =
∫
f(x, v, t) dv − 1, J(x, t) =

∫
f(x, v, t)v dv et J̄(t) = 1/L

∫ L
0 J(x, t) dx. Pour la

dérivée seconde, on a

d2

dt2
E(X(t), t) = −∂tJ(X(t), t)− V (t)∂xJ(X(t), t) +

dJ̄

dt
(t),

+ E(X(t), t)(ρ(X(t), t)− 1) + V (t)(∂tρ(X(t), t) + V (t)∂xρ(X(t), t)).
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Figure 4.1 – Principe de FSL (gauche) et BSL (droite) pour des splines linéaires.

En utilisant la relation ∂tJ(X(t), t) = −∂xI2(X(t), t) + E(X(t), t)ρ(X(t), t) où I2(t, x) =∫
f(t, x, v)v2dv, on a finalement

Xn+1 = Xn +∆tV n +
∆t2

2
En(Xn), V n+1 = V n +∆tEn(Xn) +

∆t2

2
ϕn(Xn, V n),

avec ϕn(Xn, V n) = V nρn(Xn) − Jn(Xn) + J̄ . Evidemment, ces calculs se généralisent à un
ordre arbitraire.

Il reste encore à expliquer comment les valeurs de la fonction sont déposées, et comment
réactualiser les coefficients de spline. L’algorithme est écrit en 1D pour simplifier :

– Etape de déposition

fn+1(xi) =
∑

k

ωn
kS(xi −X(tn+1;xk, t

n)),

=
∑

k/X(tn+1;xk,tn)∈[xi−1,xi+2]

ωn
kS(xi −X(tn+1;xk, t

n)),

– Calcul des coefficients de spline ωn+1
k avec les conditions d’interpolation :

fn+1(xi) =
i+2∑

k=i−1

ωn+1
k S(xi − xk),

4.1.2 Résultats numériques

Afin de valider la méthode, elle est testée sur différents cas tests classiques. Pour Vlasov-
Poisson, les cas tests de Landau linéaire et Bump on Tail sont présentés. Pour le premier cas
test Landau linéaire, la condition initiale s’écrit

f(t = 0, x, v) =
1√
2π

exp

(
−v

2

2

)
(1 + α cos(kx)), (x, v) ∈ [0, 2π/k]× R.

Pour l’amortissement Landau linéaire, on peut calculer la valeur exacte du mode initiale-
ment excité

E(x, t) = 4α× 0.3677e−0.1533t sin(0.5x) cos(1.4156t− 0.5326245).
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Des conditions périodiques sont considérées. L’espace des phases est échantillonné avec un
nombre de points Nx = 64 et Nv = 64 et le pas de temps est ∆t = 0.1.

Sur les diagnostiques standards, l’approche est bien validée (Figure 4.2) à la fois d’un
point de vue théorique et par rapport à la littérature. Une variante de la méthode a été
testée. Plutôt que de déposer à chaque pas de temps, il est possible d’introduire un entier
T qui désigne le nombre d’itérations entre chaque déposition (Figure 4.3). Evidemment, un
critère de déformation du maillage devrait être mis en place, dans l’esprit des méthodes
lagrangiennes. Pour ce cas test, les résultats sont assez encourageants. Pour un cas test non
linéaire, cette approche est apparue moins compétitive, mais mérite des approfondissements.

Pour le test Bump on Tail (cas non linéaire), nous présentons l’évolution temporelle de la
norme L2 de f et de E (l’énergie électrique) sur la figure 4.4 pour différentes intégrations en
temps des caractéristiques (RK2, RK3, CK2, CK3). Même sur des temps longs, la méthode
présente un bon comportement par rapport aux résultats de la littérature.

4.2 Solutions pour le problème de la conservation de la charge

Grâce aux similitudes entre la méthode FSL et la méthode PIC, nous proposons d’ap-
pliquer la stratégie utilisée dans [4, 1] à la méthode FSL. Nous avons donc construit un
algorithme préservant la charge pour FSL dans le cas de problèmes 1D : Vlasov-Ampère 1D
et Vlasov-Maxwell quasi-relativiste 1D. La conservation de la charge pour Vlasov-Ampère
permet de rendre ce système parfaitement équivalent au système de Vlasov-Poisson au niveau
discret. Le but sera d’étendre cette approche au cas 4D de l’espace des phases (grâce à un
splitting d’opérateurs).

4.2.1 Schéma FSL conservant la charge

Le modèle de Vlasov-Ampère 1D, qui est équivalent au modèle Vlasov-Poisson 1D, s’écrit :

∂tf + v∂xf + E(t, x)∂vf = 0, (4.5)

∂tE(t, x) = −J(t, x) + J̄(t) = −
∫

R

vf(t, x, v) dv +
1

L

∫ L

0
J(t, x) dx. (4.6)

Notons qu’en fait on peut prouver que J̄ est indépendant de t. Nous allons donner quelques
détails sur l’algorithme pour le cas Vlasov-Ampère. L’actualisation du champ électrique peut
donc se faire par Ampère :

E(tn+1, xi+ 1

2

) = E(tn, xi+ 1

2

)−∆t(J
n+ 1

2

i+ 1

2

+ J̄),

ou de manière équivalente par Poisson :

E(tn+1, xi+ 1

2

) = E(tn+1, xi− 1

2

) + ∆xρn+1
i ,

sous la condition que l’équation de conservation de la charge discrète qui dérive du schéma
de Yee soit satisfaite :

ρn+1
i − ρni

∆t
+
J
n+ 1

2

i+ 1

2

− Jn+ 1

2

i− 1

2

∆x
= 0.

Il s’agit d’expliquer comment ρ et J sont calculés pour conserver la charge :
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Calcul de ρ Une fois que l’on connâıt le bout des caractéristiques en x, on peut calculer ρ
classiquement à l’aide d’une déposition :

ρ(tn+1, xi) =
∑

k,l

ωn
k,lS(xi −X(tn+1; (xk, vl), t

n))− 1.

Ainsi, l’équation de Poisson peut être résolue pour obtenir E(tn+1, xi+ 1

2

).

calcul de J On utilise l’équation de conservation de la charge discrète pour calculer J :

ρn+1
i − ρni

∆t
=

1

∆t

∫ tn+1

tn
∂tρ(xi, t),

=
1

∆t

∑

k,l

ωn
k,l

∫ tn+1

tn

d

dt
S3(xi −Xk,l(t))dt,

= − 1

∆t∆x

∑

k,l

ωn
k,l

∫ tn+1

tn

dXk,l(t)

dt
[S2(xi+ 1

2

−Xk,l(t))− S2(xi− 1

2

−Xk,l(t))]dt,

= −



J
n+ 1

2

i+ 1

2

− Jn+ 1

2

i+ 1

2

∆x


 ,

où Xk,l(t) = X(t; (xk, vl), t
n), et S2 la B-spline quadratique. S2 and S3 sont liés à travers

dS3(x)

dx
= S2

(
x+

1

2

)
− S2

(
x− 1

2

)
.

Cette actualisation de ρ dépend de la dérivée de la courbe caractéristique qui dépend de
l’algorithme utilisé :

Runge-Kutta. On approche la trajectoire de manière linéaire Xk,l(t) = xk+(t−tn)/2 (vl+
ṽn+1
k,l ), et donc dXk,l(t)/dt = (vl + ṽn+1

k,l )/2. Ainsi,

J
n+ 1

2

i+ 1

2

=
1

2∆t

∑

k,l

ωn
k,l

(
vl + ṽn+1

k,l

)∫ tn+1

tn
S2(xi+ 1

2

−Xk,l(t))dt.

Cauchy-Kovalevsky. On utilise également une approximation linéaire Xk,l(t) = xk + (t −
tn)vl+∆t(t−tn)En(xk)+∆t2/2 (t−tn)ϕn(xk, vl), de sorte que dXk,l(t)/dt = vl+∆tEn(xk)+
∆t2/2 ϕn(xk, vl). Ainsi,

J
n+ 1

2

i+ 1

2

=
1

∆t

∑

k,l

ωn
k,l(vl +∆tEn(xk) +

∆t2

2
ϕn(xk, vl))

∫ tn+1

tn
S2(xi+ 1

2

−Xk,l(t))dt.

Il reste alors juste à calculer exactement les intégrales mises en jeu. Pour cela, une formule
de quadrature de Gauss à deux points peut être utilisée car l’intégrande est un polynôme de
degré 2 en temps, sous la condition que le déplacement soit plus petit qu’une maille (condition
assurée avec CFL : vmax∆t ≤ ∆x). La formule de Gauss donne :
∫ tn+1

tn
S2(xi+ 1

2

−Xk,l(t))dt =
∆t

2

∫ 1

−1
S2(xi+ 1

2

−Xk,l(
∆t

2
u+ tn+

1

2 ))du,

=
∆t

2

(
S2(xi+ 1

2

−Xk,l(t
n+ 1

2 +
∆t

2
√
3
)) + S2(xi+ 1

2

−Xk,l(t
n+ 1

2 − ∆t

2
√
3
))

)
.
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Si ρ et J sont calculés ainsi, on a bien conservation de la charge discrète, et équivalence entre
Vlasov-Poisson et Vlasov-Ampère. Numériquement, les résultats sont strictement identiques
à ceux proposés dans la partie précédente. Les résultats sont ceux attendus puique l’équation
sur la charge est conservée à l’erreur machine près. Ainsi, avec le calcul du courant J proposé
ci-dessus, il n’est pas nécessaire de résoudre l’équation de Poisson puisqu’elle sera satisfaite
automatiquement, pourvu qu’elle soit vérifiée initialement.

4.2.2 Schéma Volume Fini conservant la charge

Dans la partie précédente, un algorithme qui conserve la charge pour des problèmes 1D a
été construit, le but étant de l’étendre au cas 4D. Récemment, Sircombe et Arber dans le code
VALIS [3] ont proposé un algorithme conservant la charge grâce à un calcul du courant en
fonction des flux numériques de la méthode PPM. Le but ici est de généraliser cette approche
aux méthodes conservatives proposées au chapitre précédent (PSM, PFC). Ainsi, il est possible
de construire un algorithme basé sur des méthodes semi-Lagrangiennes conservatives qui va
préserver la charge pour le modèle de Vlasov-Maxwell 4D.

Ici, nous adaptons donc la stratégie introduite dans [3], qui calcule le courant à partir
des flux de la méthode conservative pour l’advection en espace. Nous reprenons l’exemple
Vlasov-Ampère (4.5)-(4.6) précédent qui mène à des calculs plus raisonnables que pour le cas
Vlasov-Maxwell 4D. En utilisant un splitting directionnel de Strang (advection en espace de
∆t/2, advection en vitesse sur ∆t, et advection en espace de ∆t/2) et en s’assurant que le
pas de temps respecte une condition CFL, le schéma volumes finis pour f s’écrit :

fn,1i,j = fni,j −
∆t

2∆x
(Φ

n,1/2
i+1/2,j − Φ

n,1/2
i−1/2,j),

fn,2i,j ← fn,1i,j utilisant une advection conservative en v,

fn+1
i,j = fn,2i,j −

∆t

2∆x
(Φ

n,3/2
i+1/2,j − Φ

n,3/2
i−1/2,j).

où les flux Φi+1/2,j sont donnés par

Φ
n,1/2
i+1/2,j =

1

∆t

∫ x
i+1

2

x
i+1

2
−vj

∆t
2

fn(x, vj) dx, et Φ
n,3/2
i+1/2,j =

1

∆t

∫ x
i+1

2

x
i+1

2
−vj

∆t
2

fn,1(x, vj) dx.

Ainsi, si on calcule la densité au temps tn+1

ρn+1
i = ∆v

∑

j

fn+1
i,j

=
∑

j

[
fn,2i,j −

∆t

2∆x
(Φ

n,3/2
i+1/2,j − Φ

n,3/2
i−1/2,j)

]

=
∑

j

[
fn,1i,j −

∆t

2∆x
(Φ

n,3/2
i+1/2,j − Φ

n,3/2
i−1/2,j)

]

=
∑

j

[
fni,j −

∆t

2∆x
(Φ

n,1/2
i+1/2,j − Φ

n,1/2
i−1/2,j)−

∆t

2∆x
(Φ

n,3/2
i+1/2,j − Φ

n,3/2
i−1/2,j)

]

= ρni −
∆t

∆x

(
J
n+1/2
i+1/2 − J

n+1/2
i−1/2

)
,
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où on a posé J
n+1/2
i+1/2 = ∆v

∑
j(Φ

n,1/2
i+1/2,j + Φ

n,3/2
i+1/2,j), alors on obtient une conservation de la

charge discrète.

En effet, si on part des discrétisations de l’équation de Poisson et d’Ampère suivantes

En
i+1/2 − En

i−1/2 = ∆x(ρni − 1),
En+1

i+1/2 − En
i+1/2

∆t
+ J

n+1/2
i+1/2 = 0.

Alors, en considérant la dérivée spatiale discrète de l’équation d’Ampère,

En+1
i+1/2 − E

n+1
i−1/2

∆x∆t
+
En

i+1/2 − En
i−1/2

∆x∆t
+
J
n+1/2
i+1/2 − J

n+1/2
i−1/2

∆x
= 0,

et en supposant à présent qu’une conservation discrète de la charge est satisfaite

ρn+1
i − ρni

∆t
+
J
n+1/2
i+1/2 − J

n+1/2
i−1/2

∆x
= 0,

alors, comme l’équation de Poisson est vérifiée au temps tn,

En+1
i+1/2 − E

n+1
i−1/2

∆x∆t
=
ρn+1
i

∆t
.

Cette discrétisation correspond bien à une discrétisation de l’équation de Poisson au temps
tn+1. Ainsi, cette équation est vérifiée automatiquement d’une itération à la suivante de sorte
qu’il suffit de la résoudre au temps initial.

Ces calculs s’étendent au cas 4D de l’espace des phases (x, y, vx, vy) mais aussi au cas
relativiste. L’introduction de limiteur de pente est aussi possible. A ce stade, aucun choix n’a
été fait sur le flux. Dans [3], la méthode PPM est utilisée ; en fait, n’importe quelle méthode
conservative semble fonctionner dans ce cadre.

Nous nous proposons d’effectuer des premiers tests avec la méthode PSM qui semble être
la plus compétitive au regard du chapitre précédent. Nous présentons pour cela un cas test
d’amortissement Landau pour le modèle 4D de Vlasov-Maxwell. La condition initiale est

f(x, y, vx, vy) = (1 + α cos(kxx))
1

2π
exp

(
−
(v2x + v2y)

2

)
,

avec α = 0.01. Le domaine considéré est [0, 2π/kx]× [0, 2π/ky]× [−6, 6]2, avec kx = ky = 0.5.
Les paramètres numériques sont Nx = Ny = 128 et Nvx = Nvy = 256, et ∆t = 0.01 qui
respecte la condition CFL. Ces tests ont été effectués sur 8 processeurs grâce à la structure
du code parallèle SLV2D [2].

Sur la figure 4.5, l’évolution temporelle de l’énergie électrique est présentée. Le bon amor-
tissement est retrouvé, comme si le modèle de Vlasov-Poisson était résolu. La conservation de
la charge est vérifiée sur la figure 4.6 où l’on voit bien que la différence entre le ρn+1 calculé
par l’équation de continuité et celui calculé comme intégrale de fn+1 en fin d’itération est
proche de l’erreur machine. Si le calcul du courant est effectué de façon standard, ce résultat
n’est pas observé.
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4.3 Perspectives

Méthode FSL qui préserve la charge
L’extension au 4D de la méthode qui conserve la charge basée sur FSL devra être mise

en place ; ses performances devront être comparées à l’approche basée sur les volumes finis.
Une collaboration avec A. Ghizzo doit permettre de valider sur des cas tests plus réalistes
pour lequel la conservation de la charge est indispensable (instabilités Raman dans le cadre
de l’interaction laser-plasma).

Méthode FSL
Concernant la méthode FSL proprement dite, l’approche de la déposition ”non-systématique”

tous les T itérations peut être approfondie sous divers aspects ; un critère de déformation du
maillage pourrait être mis en place, ce qui permettrait de savoir quand le remaillage doit être
fait. Ce type d’approche semble bien fonctionner dans le cas linéaire ; cette observation pour-
rait être exploitée de la façon suivante : la partie linéaire du modèle simulé pourrait être résolue
grâce à cette approche peu coûteuse, et la partie non linéaire serait résolue avec un remaillage
à chaque pas de temps. En découplant ces deux dynamiques, le coût total de la simulation
pourrait diminuer grandement. Une application pourrait être le modèle gyrocinétique pour
lequel la dynamique linéaire (qui engendre de grands déplacements parallèlement aux lignes
de champ magnétique) se découple naturellement des termes non linéaires.
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Figure 4.2 – Amortissement Landau linéaire pour k = 0.5 (gauche) et k = 0.4 (droite)
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Figure 4.3 – Amortissement Landau linéaire pour k = 0.5 et pour différentes valeurs de T :
de haut en bas et de gauche à droite : T = 1, T = 2, T = 16, T = 256.
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