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Introduction

John McCarthy, un des péres fondateurs de 'Intelligence Artificielle, a défini celle-ci
comme étant :

"La science et l'ingénierie de la création de machines intelligentes."

L’acquisition et la représentation des connaissances est un aspect central dans le domaine
de UIntelligence Artificielle car une machine intelligente qui souhaite effectuer I'action
appropriée a une situation ou tenir un raisonnement correct doit avant tout s’appuyer
sur des informations représentant le monde de fagon suffisamment précise.

Cette difficulté a disposer d’une représentation correcte du monde est particuliérement
importante lorsque 'on a affaire & un monde changeant ou a des informations provenant
de sources multiples. La question est donc de savoir ce qu'un agent choisit de croire
lorsque ses seules sources sont d’autres agents ou experts? Lorsque les informations
apportées par les agents sont cohérentes entre elles, il suffit de considérer I'union de ces
informations comme étant la représentation du monde. Mais dans le cas ou les agents
possédent des informations conflictuelles, cette solution n’est pas souhaitable car elle
conduirait a une représentation incohérente du monde. Il sera donc nécessaire pour notre
agent de transiger, de choisir, parmi les informations qui lui sont fournies celles qui lui
permettent d’obtenir une représentation du monde qui soit cohérente.

C’est ce probléme, appelé fusion de croyances, que nous allons développer dans cette
thése.

La logique propositionnelle avec son solide socle formel pour la représentation, 1'infé-
rence ainsi que sa propriété de décidabilité est un cadre privilégié pour la représentation
de croyances. C’est pour cela que les travaux sur le changement de croyances, qui pro-
venaient a l'origine du domaine de 1’épistémologie et des bases de données [FUVS83,
RGJMS86|, ont été développés dans le cadre de la logique classique. D’autres cadres
ont été utilisés, notamment quantitatifs comme les cadres probabilistes et possibilistes
[Spo88a, Spo90, SK94, Pea96|. Des postulats proposés par Alchourron, Gardenfors et Ma-
kinson [AGMS85, Men94| ont permis de caractériser le bon comportement d’opérateurs
de révision de croyances.

Dans le domaine de la fusion de croyances, les approches basées sur la logique pro-
positionnelle ont été développées [BKMS91, Rev93, Lin96, Rev97, Cho98|. Puis, ins-
pirés par les postulats AGM, Konieczny et Pino-Perez les ont étendus & la fusion de
croyances dans [KP98, KP99|. Ainsi, de nombreux opérateurs ont été proposés dans ce
cadre [DDL06, Kon00, KLM02|. Cependant, peu d’implantations de ces opérations ont

9
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été données. Parmi ces quelques implantations, des opérateurs de fusion basés sur des
notions de morphologie mathématique présentés par Bloch et Lang [BL02| ont été mis
en ceuvre a l'aide des Diagrammes de Décision Binaires (ou BDD) par Gorogiannis et
Hunter |GHOS|.

Les approches de changement de croyances basées sur la logique propositionnelle se
divisent en deux grandes familles :

— les opérations sémantiques auxquelles appartiennent les travaux cités jusque-la, qui
considérent que la solution & une opération de fusion est une interprétation ou un
ensemble d’interprétations représentant le mieux le monde.

— les opérations syntaxiques qui considérent que le résultat de 'opération de fusion est
un ensemble de formules issues des croyances initiales. Les approches syntaxiques
ont été globalement moins étudiées que les approches sémantiques. Les principaux
travaux sont issus de [MGCO01, YLHO7| pour la logique propositionnelle et [DLP94,
BDKPO02b] pour la logique possibiliste.

Nous proposons dans cette thése une méthode de fusion syntaxique de croyances dans
le cas de la logique propositionnelle. Nous nous situons dans un premier temps dans le
cas ou il n’existe pas de priorités explicites ni entre les agents, ni entre les croyances
exprimées par les agents. Cette méthode, appelée fusion par R-ensembles, repose sur la
recherche des sous-ensembles de formules & retirer afin de restaurer la cohérence. Nous
avons réalisé une mise en ceuvre de cette méthode basée sur la traduction du probléme de
fusion en un programme logique avec sémantique des modéles stables. Nous avons d’abord
proposé une adaptation de I'algorithme smodels mais nous souhaitions réaliser une mise
en ceuvre indépendante du solveur utilisé et nous avons proposé une autre implantation
basée sur les instructions fournies par les solveurs Lparse/Smodels et Gringo/CLASP.
Nous avons testé cette derniére implantation avec des expérimentations portant sur des
profils de croyances générés aléatoirement ainsi que sur les données issues d’un projet
européen portant sur le relevé en archéologie sous-marine. Dans un deuxiéme temps,
nous proposons d’étendre la fusion par R-ensembles dans deux directions. Nous nous
sommes ainsi intéressés au cas ol des préférences sont exprimées entre les agents ou
entre les croyances exprimées par chaque agent. Nous nous sommes également penchés
sur le cas ou les croyances sont exprimées sous forme de programmes logiques.

Le plan de cette thése est le suivant.

Aprés quelques rappels, le chapitre 1 introduit les notions essentielles de la théorie des
ensembles, la logique propositionnelle, la logique des prédicats et la logique possibiliste.

Le chapitre 2 propose un rappel sur la programmation logique notamment sur la
programmation logique avec sémantique des modéles stables. Nous présentons ici sa défi-
nition formelle telle qu’elle a été donnée par Gelfond et Lifschitz [GL88|. Nous présentons
également un autre définition basée sur la logique du Here-and-There de Heyting [Hey30].
Nous présentons ensuite les principaux solveurs de modéles stables existants avant de
parler des préférences en programmation logique avec sémantique des modéles stables.
Finalement, nous rappelons la programmation logique possibiliste présentée par Nicolas

et al. [NGSO05].
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Le chapitre 3 présente le changement de croyances en rappelant les principaux travaux
sur la révision de croyances, en fonction des différentes définitions d’état épistémique.
Ainsi la révision de théories, d’ensembles d’interprétations ou de formules est développée
et nous montrons quelques exemples d’opérateurs. Puis, nous présentons les principaux
travaux sur la fusion de croyances; notamment les postulats proposés par Konieczny et
Pino-Perez [KP99| ainsi que certains opérateurs présentés dans ce cadre. Nous présentons
également les approches de Benferhat et al. sur la fusion de bases de croyances possibilistes
[BKO3].

Le chapitre 4 présente la fusion par R-ensembles que nous appelons RSF. Nous dé-
finissons plusieurs opérateurs de fusion syntaxique reposant sur différentes stratégies
(Somme, Card, Max et GMaz) et nous montrons les propriétés de ces différents opéra-
teurs. Nous proposons également une contrepartie sémantique pour ces opérateurs. Nous
montrons que les opérateurs définis syntaxiquement sont équivalents a leur contrepartie
sémantique. Nous montrons également que la fusion par R-ensembles est la généralisation
de la Révision par R-ensembles.

Le chapitre 5 présente la mise en ceuvre de la fusion par R-ensembles basée sur la
traduction du probléme de fusion en un programme logique avec sémantique des modéles
stables. La premiére partie de la traduction du probléme de fusion en un programme
logique est donnée. Cette partie fournit 'ensemble des ensembles de formules qui per-
mettent de restaurer la cohérence, que nous appelons R-ensembles potentiels. L’équi-
valence entre les R-ensembles potentiels du profil et les modéles stables du programme
logique est montrée. Parmi ’ensemble des R-ensembles potentiels, il reste a choisir ceux
qui sauvegardent le maximum de croyances en fonction de la stratégie choisie. Pour réa-
liser ceci, nous définissons la notion de modéles stables préférés et nous montrons que les
modéles stables préférés selon une stratégie donnée sont équivalents aux R-ensembles du
profil selon cette méme stratégie.

Le chapitre 6 a pour objet le calcul effectif des modéles stables préférés. Pour cela, nous
proposons deux méthodes : la premiére repose sur ’adaptation de 'algorithme Smodels
et la deuxiéme repose sur 'utilisation des instructions supplémentaires fournies par les
solveurs Lparse/Smodels et Gringo/CLASP et permet une implantation indépendante
du solveur ASP.

Le chapitre 7 présente une expérimentation de notre mise en ceuvre de la fusion par R-
ensembles dans le cas propositionnel. Une premiére partie présente une expérimentation
utilisant des profils de croyances aléatoires. Nous comparons notre mise en ceuvre avec
celle présentée dans [GHO8|. Une seconde partie présente I'adaptation de la fusion par
R-ensembles & la gestion de 'incohérence dans le cadre du projet européen VENUS qui
porte sur le relevé en archéologie sous-marine. Cette expérimentation permet d’illustrer
le comportement de la fusion par R-ensembles pour des problémes de taille réelle.

Le chapitre 8 se place dans le cas ou il existe des préférences. Dans un premier temps,
nous proposons une extension de la fusion par R-ensembles dans le cas ou il existe une
préférence entre les agents. Dans un second temps, nous nous plagons dans le cas ou il
existe une préférence entre les agents mais également & l'intérieur des formules fournies
par chaque agent.
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Le chapitre 9 propose une extension de la fusion par R-ensembles dans le cas ou
les croyances sont exprimées sous forme de programmes logiques. Nous proposons une
adaptation directe de la fusion par R-ensembles, appelée opération forte de fusion, ainsi
qu’une analyse des propriétés des opérateurs ainsi définis. Nous présentons une autre
définition de I'opération de fusion par R-ensembles, appelée opération faible de fusion,
qui repose sur la logique du Here-and-There.

Aprés une conclusion, nous donnons des perspectives pour des travaux futurs.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Ensembles et relations d’ordre

1.1.1 Ensembles

De maniére générale, on nomme ensemble une collection d’objets quelconques. Soient
A et B deux ensembles, leur union, notée AU B, est la collection des objets appartenant
a A ou a B. Leur intersection, notée A N B est la collection des objets appartenant a la
fois & A et & B. Un multi-ensemble est un ensemble qui peut contenir plusieurs fois le
méme objet. On note U 'union de multi-ensembles et M leur intersection.

1.1.2 Relations, ordres et pré-ordres

Soit E un ensemble. Une relation binaire sur E est un sous-ensemble de E x E.
Autrement dit, une relation binaire est un ensemble de couples (x,y) tels que z € E
et y € E. On note xRy le fait qu'un couple (z,y) appartient & une relation R. On
note /Ry si (x,y) n’appartient pas a la relation R. P(FE) représente ’ensemble des
sous-ensembles de FE.

Une relation R définie sur £ X E peut vérifier les propriétés suivantes :

réflexive si et seulement si Vo € F, xRz ;

transitive si et seulement si Vx € F,Vy € E,Vz € E, si xRy et yRz, alors xRz ;
symétrique si et seulement si Vo € B, Vy € E, si xRy alors yRx;
antisymétrique si et seulement si Vo € F,Vy € E, si 2Ry et yRx alors ¢ = y;
totale si et seulement si Vo € E,Vy € E, xRy ou yRz;

Une relation qui n’est pas totale est dite partielle et une relation qui n’est pas ré-
flexive est dite irréflexive. Un ordre est une relation réflexive, transitive et symétrique.
Un pré-ordre est une relation réflexive et transitive. Une relation d’équivalence est une
relation réflexive, transitive et antisymétrique. Un ordre strict est une relation irréflexive
et transitive.

13



14 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Soit un pré-ordre < défini sur £ x E, on définit 'ordre strict < associé par x < y si
et seulement si < y et y £ x. On définit également une relation d’équivalence ~ par
x ~ gy siet seulement si z <y et y < x.

1.2 Logique propositionnelle

La langage de la logique propositionnelle est construit & partir d’'un ensemble in-
fini dénombrable de variables propositionnelles V (que nous noterons a l'aide de lettres
minuscules), des constantes T (représentant le Vrai) et L (représentant le Faux), des
connecteurs =, V, A, —, <> ainsi que des symboles de ponctuation ( et ). L’ensemble des
formules finies formées a partir de ces symboles est noté L.

Définition 1.2.1. L’ensemble des formules bien formées de L est le plus petit ensemble
tel que :
— L et T sont des formules;
— une variable propositionnelle est une formule ;
- st A et B sont des formules, alors A, AV B,ANB,A — B,A < B sont des
formules.

Exemple 1.2.1. Par exemple, les formules suivantes sont des formules bien-formées de
la logique propositionnelle :

F=A{a,~a Vb, (aNb)—c}

1.2.1 Aspect sémantique

La sémantique permet de définir des régles d’interprétations pour les formules & partir
de la valeur de vérité de chacune des propositions qui les composent.

Définition 1.2.2. On appelle interprétation toute application w de V dans {0, 1} telle que
w(Ll) =0 et w(T)=1. L'application w est étendue auzx formules de la fagon suivante :
VA,Be L :

- w(—4) =1-w(4)

9 )
A« B) =min(max(1l — w(A),w(B)), max(w(A4),1 — w(B)))

L’ensemble des interprétations sur un langage £ est noté V. Une interprétation est
souvent représentée sous la forme d’une table de vérité.

Une interprétation w satisfait une formule A, noté w = A | si et seulement si w(A) = 1.
Une interprétation w satisfaisant une formule A est appelée modéle de A. L’ensemble des
modeéles de A est notée Mod(A). Par extension, on notera A = B lorsque 1’ensemble des
modeles de A satisfont B, i.e. Mod(A) C Mod(B).
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w |a|bl| -alaVb|aAnb|a—b|a—Db
wo | 00 1 0 0 1 1
wp | 0] 1 1 1 0 1 0
wy | 1101 O 1 0 0 0
wg | 1|1 0 1 1 1 1

FIGURE 1.1 — Table de vérité des opérateurs logiques

On dira d’une formule qu’elle est valide (ou qu’elle est une tautologie) si elle est
vraie pour toute interprétation . Une formule fausse pour toute interprétation est dite
insatisfaisable ou incohérente. On dit qu'une formule est satisfaisable ou cohérente s’il
existe une interprétation qui la satisfait. Une interprétation qui satisfait une formule A
(ou toutes les formules d'un ensemble de formules A) est appelée modéle de A (ou de A).
A Dinverse, une interprétation qui ne satisfait pas une formule A (ou toutes les formules
d’un ensemble de formules A) est appelée contre-modéle de A (ou de A).

Définition 1.2.3. La formule B est une conséquence logique ou conséquence valide de la
formule A st w(A) =1 implique w(B) = 1, on écrit alors A |= B. La formule B est une
conséquence logique de ’ensemble de formules F, si VA € F,w(A) =1 alors w(B) =1,
on écrit F = B

L’ensemble des conséquences logiques déductibles d'une formule A est noté Cons(A).

Définition 1.2.4. Soit F un ensemble de formules et G une formule, Cons(F) représente
l’ensemble des conséquences de F. G € Cons(F) si et seulement si F = G.

Si deux formules ont un méme ensemble de conséquences, on dit alors qu’elles sont
sémantiquement équivalentes.

Définition 1.2.5. Les formules A et B sont équivalentes si et seulement si A = B et
B = A, on écrit alors A = B.

Une interprétation est représentée soit comme un ensemble de variables soit comme
un vecteur dont les composantes correspondent aux valeurs de vérité des variables pro-
positionnelles rangées selon un ordre lexicographique.

Exemple 1.2.2. Soient a, b et ¢ des variables propositionnelles. Reprenons l’exemple
1.2.1. L’ensemble des interprétations des formules de F est :

S

w —aVb|(aAb) —c

1

wo
w1
wa
w3
wy
Ws
We
wy

el e e =l e M el an] [ =)

R Ok, Ok OF OO

e e == e i e)  «

1
1
1
1
0
0
1
1

= O O~ F= OO
— O R = = =
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On wvoit ici que la seule interprétation satisfaisant l'ensemble des formules de F est

{a,b,c}. Ainsi {a,b,c} E F.

1.2.2 Aspect axiomatique

La logique propositionnelle peut étre considérée comme un systéme formel. Un sys-
téme formel est un ensemble de régles permettant en un nombre fini d’étapes et selon des
régles explicites de déterminer si une proposition est un théoréme. Un tel procédé s’ap-
pelle une démonstration . En logique propositionnelle, on définit un langage gréice a des
régles d’écriture permettant d’effectuer de telles démonstrations. Le systéme formel de la
logique propositionnelle est basé sur des axiomes - des propositions évidentes par elles-
méme ne nécessitant pas de démonstrations - ainsi que sur deux régles de déductions :
la substitution et le modus ponens.

Parmi les ensembles d’axiomes proposés, le systéme de Lukasiewicz [Luk64] est le plus
succinct. Il est basé sur les trois axiomes suivants :

- Al:A— (B— A)

S A2:(A— (B () = (A= B) = (A—C))

- A3:(nA—-B)— (B— A)

Gréace a ces axiomes et aux régles suivantes, il est possible de démontrer si de nouvelles
formules sont des théorémes pour le systéme, on appelle cela une déduction. Pour pouvoir
réaliser des déductions, deux régles sont définies : la régle de la substitution et le modus
ponens. La régle de substitution autorise le remplacement d’une variable propositionnelle,
partout ou elle apparait, par n’importe quelle formule bien-formée. Le modus ponens
stipule que si de ’ensemble de formules G on peut déduire A et de ’ensemble de formules
‘H on peut déduire A — B, alors de G et H on peut déduire B. On utilise le symbole
pour noter la relation de déduction ou d’inférence. Le symbole F n’est pas un nouveau
symbole du langage mais appartient au métalangage.

GHAHFA—B
G HF B

Exemple 1.2.3. Reprenons [’exemple traité dans 'exemple 1.2.1. Soit l’ensemble de
formules F = {a,—a V' b,(a ANb) — c}.

La formule —a V b est équivalente 4 a — b. Ainsi, le modus ponens avec G = a et
H = a — b permet de déduire b. De fagcon similaire, cette information associée a la
formule (a Ab) — ¢ grace au modus ponens avec G = {a,b} et H = {(a ANb) — ¢} permet
de déduire c.

On peut donc constater que, parallélement auzx calculs des interprétations, {a,b,c}
F.

Définition 1.2.6. Soit Hy,Ho,...,H,, € L et F1,Fy,...,F, € L. Une déduction a
partir d’hypotheses Hy, Ha, ..., Hy,, est une suite de formules bien-formées Fy, Fy, ..., F,
ot chaque F; est soit :

— une hypothéses ;

— un axiome;
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— une formule obtenue & partir des régles d’inférence (substitution ou modus ponens)
appliquées aux formules placées avant F; dans la déduction.

Un théoréme est une déduction pour laquelle ’ensemble des hypothéses est vide .

Proposition 1.2.1. VP,,..., P, 1,Q € L, si P,...,P,_1 F (P, — Q) alors
P P, P Q.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de déduction). VP, ..., P,1,Q € L, si P1,...,P_1, P, F
Q alors Py,...,P,_1 F (P, — Q).

1.2.3 Principales propriétés de la logique propositionnelle

Les aspects axiomatiques et sémantiques de la logique propositionnelle sont équiva-
lents. Les théorémes suivants sont issus de la theése de doctorat de K.Godel [FJKT86].

Le théoréme d’adéquation stipule que tout théoréme est une tautologie. Autrement
dit, toute déduction effectuée axiomatiquement peut également étre effectuée sémanti-
quement.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme d’adéquation). VA € L, si = A alors = A. Autrement dit,
tous les théorémes sont des tautologies.

Le théoréme de complétude stipule que toute proposition démontrable est un théo-
réme. Autrement dit, toute déduction effectuée sémantiquement peut également étre
effectuée axiomatiquement.

Théoréme 1.2.3 (Théoréme de complétude). VA € L, si = A alors = A. Autrement
dit, toutes les tautologies sont des théoremes.

Parmi les résultats importants, il est impossible pour un systéme déductif de contenir
une proposition ainsi que sa négation.

Théoréme 1.2.4 (Théoréme de cohérence). VA € L, il est impossible d’avoir a la fois
FAethk—-A.

Le théoréme suivant est central dans les questions que nous allons traiter. In ex-
tenso, toute formule démontrable en logique propositionnelle peut étre démontrée par un
algorithme et cette démonstration peut étre effectuée en un temps fini. Formellement :

Théoréme 1.2.5 (Théoréme de décidabilité). YA € L, il existe un programme qui pour
toute formule A, calcule en temps fini si - A.

En effet, la plupart des logiques ne vérifient pas ce résultat et sont donc inappropriées
pour représenter des croyances sur lesquelles il serait demandé d’effectuer des raisonne-
ments. Ainsi, on cherche un sous-ensemble décidable de ces logiques pour résoudre ce
probléme.

D’un point de vue algorithmique, il est souvent plus facile de résoudre des problémes
lorsque les croyances sont représentées dans une syntaxe particuliére appelée CNF.
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Définition 1.2.7. On appelle littéral une proposition ou la négation d’une proposition.
On donne ici la définition de Forme Normale Conjonctive.

Définition 1.2.8. On appelle clause une disjonction de littéraux. Un ensemble de for-
mules qui est une conjonction de clauses est dite en forme normale conjonctive ou CNF

Il est toujours possible de transformer n’importe quel ensemble de formules en un
ensemble de formules sémantiquement équivalent qui est en Forme Normale Conjonctive.

Théoréme 1.2.6. Tout ensemble de formules propositionnelles admet une forme normale
conjonctive équivalente.

Exemple 1.2.4. Soit l’ensemble de formules F = {a,—~a V b,(a Ab) — ¢} de l’exemple
1.2.1. La base F' = {a,—~aVb,—~aV —bV c} est la forme normale conjonctive équivalente
a F.

Il se pose naturellement la question de la cohérence d’un ensemble de formules. Ce
probléme, central en algorithmique, est appelé probléme de satisfaisabilité (ou SAT)
[GJ79]. Nous rappelons briévement quelques méthodes classiques pour la mise en ceuvre
du probléme de satisfaisabilité d’un ensemble de formules propositionnelles.

1.2.4 Les méthodes énumératives et le probléme SAT
1.2.4.1 Présentation du probléme SAT

On nomme probléme SAT le probléme de décision consistant a savoir s’il existe une
interprétation satisfaisant un ensemble de formules de la logique propositionnelle. Les
formules sont généralement présentées en Forme Normale Conjonctive.

Théoréme de Cook et NP-complétude

Un probléme est NP-complet s’il est dans NP et si tout probléme de NP peut se réduire
a celui-ci par une réduction polynomiale. Le probléme SAT est le premier probléme a
avoir été montré NP-complet par S.Cook [CooT1].

1.2.4.2 Méthode énumérative

Les méthodes énumératives sont des méthodes permettant de résoudre une instance
du probléme SAT au niveau sémantique. Cette résolution se fait par énumération de
toutes les interprétations jusqu’a ce qu’une solution soit trouvée ou que toutes les inter-
prétations se soient révélées étre des contre-modéles de 'ensemble de formules.
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FiGURE 1.2 — Exemple d’arbre sémantique

Arbre sémantique

L’idée des méthodes énumératives est la construction d’un arbre binaire oti chaque
noeud représente une interprétation partielle sur les variables propositionnelles et chaque
feuille représente une interprétation totale. Soit A = {c1,...,¢y,} le probléme a ré-
soudre ou chaque ¢; représente une clause du probléme. Soit Atome(A) = {p1,...,pn}
I’ensemble des variables propositionnelles présentes dans A. On construit Iarbre de la
maniére suivante :

— Chaque arc est étiqueté par un littéral p; ou —p;. La branche p; correspond a

I'interprétation de p; & T et la branche —p; correspond & 'interprétation de p; & L.

— Les littéraux étiquetant les arcs d’'un méme noeud sont opposés.

— Aucune branche ne comporte plus d’'une occurrence de chaque variable proposi-

tionnelle.

Cette construction est illustrée par la figure 1.2.

Définition 1.2.9 (branche fermée). Une branche d’un arbre sémantique correspondant
a un ensemble de clauses A est dite fermée si et seulement si il existe un neud n tel
que linterprétation partielle correspondante a celui-ci est un contre-modéle des clauses
de A et tel que les interprétations partielles de tout neud ancétre de n ne sont pas des
contre-modeles d’une des clauses de A.

Définition 1.2.10 (arbre fermé). Un arbre sémantique correspondant a un ensemble de
clauses A est dit fermé si et seulement si toutes les branches de cet arbre sont fermées.

Les deux théorémes suivants nous autorisent a travailler sur des arbres sémantiques :

Théoréme 1.2.7. Un ensemble de clauses A est incohérent si et seulement si pour tout
arbre sémantique complet correspondant 6 A il existe un arbre fini fermé correspondant

aA.

Théoréme 1.2.8. Un ensemble de clauses A est incohérent si et seulement si il existe
un sous-ensemble de clauses A" C A incohérent.
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Ainsi, pour prouver qu'un ensemble de clauses A est cohérent, il suffit de trouver
une feuille qui produit un modeéle de A. Pour prouver qu’un ensemble de clauses est
incohérent, il est nécessaire de prouver que toutes les feuilles de 'arbre sémantique cor-
respondant produisent des contre-modéles.

Méthode de Quine

La méthode de Quine est une amélioration de la méthode des arbres sémantiques qui
permet de ne pas construire I'intégralité de 'arbre sémantique. Elle a été présentée dans

[Qui52).

Définition 1.2.11. Soit p une variable apparaissant dans l’ensemble de clauses A. A se
partitionne vis-a-vis de p en deux sous-ensembles de clauses :

— L’ensemble des clauses o p apparait, noté A,.

— L’ensemble des clauses ot —p apparait, noté A-p.

— L’ensemble des clauses ow ni p, ni —p n’apparait, noté A" = A\(A, U A,).
On note .A;, l’ensemble des clauses de A, privées de p et .A’W l’ensemble des clauses de
A-, privées de —p.

On note Al, = AL, UA" (respectivement A|-, = A, U A").

Proposition 1.2.2. Soient A un ensemble de clauses et {li,...,l,} un ensemble de
littérauz. Un modeéle de AU{lLi}U...U{l,} est un modéle de Al,,. 4, .

Proposition 1.2.3. Soient A un ensemble de clauses et p une variable. A est incohérent
si et seulement si Aj, U A" et AL, U A" sont incohérents.

Algorithme 1 QUINE(A : un ensemble de clauses; d : profondeur dans l’arbre)

si A =0 alors
renvoyer {} {A est cohérent}
sinon si A alors
renvoyer ECHEC {A est incohérent}
sinon
L= QUINE(Al,,,,d+1)
si L # ECHEC alors
renvoyer L U {p}
finsi
L = QUINE(A|p,,,,d+1)
si L# FCHEC alors
renvoyer LU {-p}
finsi
renvoyer FCHEC
finsi
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1.2.4.3 Meéthode de Davis-Putnam-Logemann-Loveland

Certaines assignations dans la procédure conduisent & une exploration inutile dans
larbre. Par exemple, nous considérons l’ensemble de clauses A = {{—a,b}, {—b, ~c},
{¢,—d}} pour lequel, au niveau 1 de I’arbre, la variable a est assignée a T. L’ensemble
obtenu est A|, = {{b}, {—b, ¢}, {¢, ~d}}. Il est clair qu’a ce stade de 'arbre, I’assignation
de b & L est inutile car elle produit une contradiction. On peut donc, avant de faire toute
autre opération, assigner b & T. Une telle assignation est appelée résolution unitaire.
Cette amélioration a été présentée dans [DP60).

Nous définissons la fonction ResolutionUnitaire(A) qui renvoie deux objets dis-
tincts :

— Un ensemble I de littéraux qui étaient soit déja présents comme clause unitaire,

soit ont été déduits par résolution unitaire.

— Une nouvelle version I' de ’ensemble A résultant de la simplification de A par les

littéraux de I (T = Alr)

Ainsi algorithme DPLL est une amélioration de 'algorithme de QUINE sur plu-
sieurs points. Le premier point est I'utilisation de la fonction de résolution unitaire pour
réduire arbre de recherche. Le deuxiéme point est que le choix de la variable ne se fait
plus dans le méme ordre en fonction du niveau dans ’arbre mais s’adapte & la forme du
programme ; de plus, les variables ne sont plus systématiquement assignées a T avant
d’étre assignées L ce qui peut permettre de résoudre les ensembles de clauses cohérents
plus rapidement.

L’algorithme de Davis-Putnam-Logemann-Loveland est présenté dans la figure 2

Algorithme 2 DPLL(A : un ensemble de clauses)

(I,T) « ResolutionUnitaire(A)
siI' = () alors
renvoyer 1
sinon si A4 alors
renvoyer FCHEC
sinon
Choisir un littéral [ apparaissant dans I"
L=DPLL(AUI)
si L # ECHEC alors
renvoyer L UI
finsi
L=DPLL(AU-I)
si L# FCHEC alors
renvoyer LUI
finsi
renvoyer FCHEC
finsi
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1.2.5 La résolution

La régle de résolution a été introduite par J.-A. Robinson [Rob65]. La résolution
est une régle d’inférence logique que 1’on peut voir comme une généralisation du modus
ponens. Elle est utilisée dans les systémes de preuve automatiques, notamment PROLOG.

Théoréme 1.2.9. Soient A, B, X des formules propositionnelles telles que AV X et
BV —X sont cohérents.
- Si X est cohérent, alors B est cohérent;
— St =X est cohérent, alors A est cohérent.
Ainsi,
{AVX,BV-X}E=AVB
La déduction réalisée grace a cette régle d’inférence est appelée résolvante.

Le principe de résolution est a la base de nombreux algorithmes de déduction dont
le principe est illustré par 'algorithme qui se trouve dans la figure 3 :

Algorithme 3 Résolution (S : un ensemble de clauses)

tantque [J ¢ S faire
Choisir [,c1,c0 tel que | € ¢ et =l € ¢y
Calculer la résolvante r
Remplacer S par S U {r}

fin tantque

Si on peut déduire la clause vide, notée [, de I’ensemble de formules, alors celui-ci
est incohérent.

Proposition 1.2.4. F |=a si et seulement si F U {—a} est incohérent.

Si il ne reste plus de formules susceptibles de mener & de nouvelles déductions, alors
le programme est cohérent.

Exemple 1.2.5. Soit [’ensemble A de formules suivant :

A= aVbVe —-cV-d d
o eV —b —e -dV —a

On peut pratiquer une premiére résolution sur aV bV c et ~cV —d pour déduire aV bV —d.
De la méme maniére, on obtient :

-{avbVv-d,d}EaVd

- {eV -b,—e} = -b

-{aVvb-b} Ea

- {d,~dV —a} = —a

- {a,~a} E 0

L’ensemble A est donc incohérent.
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1.3 Logique des prédicats

La logique des prédicats, appelée également logique du premier ordre, est un forma-
lisme logique plus expressif que la logique propositionnelle. Cependant, cette amélioration
de 'expressivité a un cott : la logique des prédicats n’est que semi-décidable [Chu36] (un
systéme est semi-décidable s’il n’existe pas de méthodes pour prouver en un temps fini
qu’une formule n’est pas un théoréme).

Le langage Lp, de la logique des prédicats est construit & partir d’un ensemble in-
fini dénombrable de variables, d'un ensemble éventuellement infini de fonctions, d’un
ensemble éventuellement infini de prédicats, des connecteurs —, V, A, —, <> et des quan-
tificateurs V et 3, des constantes T et L ainsi que des symboles de ponctuation ( et ).
Une fonction d’arité 0 est appelée constante. Un prédicat d’arité 0 est appelé proposition.

Une expression pouvant servir d’argument & une fonction ou a un prédicat est appelée
terme.

Définition 1.3.1. Toute variable est un terme. Toute constante est un terme. Soit f une
fonction n-aire et soient ty,ta, ..., t, des termes, alors f(t1,ta,...,t,) est un terme.

La brique élémentaire de la logique des prédicats est ’atome.

Définition 1.3.2. Soient ty,ta,...,t, des termes (n peut étre nul) et P un symbole de
prédicat, alors P(ty,ta,...,t,) est un atome.

Une formule qui respecte la grammaire du langage est appelée formule bien formée.
Formellement :

Définition 1.3.3. Soient A et B des formules bien formées, alors —A, AV B, AN B,
A — B et A < B sont des formules bien formées. Soit x une variable alorsVx A et dx A
sont des formules bien formées.

1.3.1 Variables liées, variables libres et formules closes

Lorsqu’une variable x appartient & une sous-formule précédée d’un quantificateur
universel noté V, Vz ou d’'un quantificateur existentiel noté 3, Iz, elle est dite liée par ce
quantificateur. Une variable est dite libre si elle n’est liée par aucun quantificateur.

Une formule close (ou formule fermée) est une formule dont toutes les variables sont
liées.

1.3.2 Aspects sémantiques et syntaxiques

D’un point de vue sémantique, la logique des prédicats a pour but de déterminer
quelles formules sont vraies ou fausses. Mais d’un point de vue axiomatique, on cherche
a démontrer des théorémes indépendamment de leur interprétation (signification). C’est
pourquoi la logique des prédicats est considérée comme un systéme formel pour la dé-
monstration des théorémes.
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1.3.2.1 Aspect sémantique

Définition 1.3.4. On appelle interprétation le triplet w = (D, 1., I,) ou D est un en-
semble mon-vide appelé domaine d’interprétation, 1. est la fonction qui associe a tout
symbole fonctionnel une valeur du domaine D et a tout prédicat une valeur dans {0,1},
et I, est la fonction qui associe & toute variable une valeur de D.

Définition 1.3.5. L’interprétation d’une formule de la logique des prédicats A associe
une interprétation w(A) a A de la maniére suivante :
— Si x est une variable libre alors w(x) = I,(x) ;
—w(f(ti,ta, ... tn)) = (L(f))(w(t1), ... ,w(tn)) ;
- w(P(t1,ta, ... tm)) = (I(P))(w(t1), ... ,w(tm)) ;
- S1 A et B sont des formules alors - A, AVB, ANB, A— B, A < B s’interprétent
comme dans la logique propositionnelle ;
- Si A est une formule et x une variable alors w(VzA) =1 siw,/q(A) =11 pour tout
élément d € D ;
- Si A est une formule et x une variable alors w(3wA) =1 si wy/4(A) = 1 pour au
moins un €lément d € D.

Comme pour la logique propositionnelle, la relation de conséquences entre deux for-
mules peut se comprendre en termes d’inclusion des interprétations qui satisfont les
formules.

Définition 1.3.6. Soient A et B deuz formules bien formées. B est une conséquence de
A si pour toute interprétation w, w(A) =1 alors w(B) =1, on écrit A = B.

Le fait qu'une formule est la conséquence d’un ensemble de formules est défini par :

Définition 1.3.7. Soient A et B deux formules bien formées. B est une conséquence de
F si pour toute interprétation w, telle que VA € F,w(A) = 1 alors w(B) = 1, on écrit
F E B.

Comme pour la logique propositionnelle, on dira d’une formule vraie pour toute inter-
prétation qu’elle est valide (ou qu’elle est une tautologie ). Une formule fausse pour toute
interprétation est dite insatisfaisable ou incohérente. S’il existe une interprétation qui
satisfait une formule, on dit qu’elle est satisfaisable ou cohérente. Une interprétation qui
satisfait une formule A (ou toutes les formules d’un ensemble de formules A) est appelée
modéle de A (ou de A). A I'inverse, une interprétation qui ne satisfait pas une formule
A (ou toutes les formules d’un ensemble de formules A) est appelée contre-modéle de A

(ou de A).

1.3.2.2 Aspect axiomatique

Le systéme axiomatique de Lukasiewicz pour la logique propositionnelle peut étre
étendu a la logique des prédicats. Ce systéme est basé sur les axiomes suivants.

1. wy/a(A) désigne w(A) ot chaque occurrence de = est remplacée par d.
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Soient A, B,C des formules de Lp,, x une variable, ¢ un terme et E une formule
n’ayant pas x pour variable libre :

(A= (B—A));

2. (A= (B—=C))— (A= B) = (4—=0)));
3. (FA—=-B) = (B — A));

4. (VzA(z) — At));

5. (E — B) — (F — VzB)).

—_

Les régles de substitution ainsi que le modus ponens sont également applicables en
logique des prédicats. Soit G et ‘H des ensembles de formules.

GFAHFA—B
G.HF B

Mais le systéme formel de la logique des prédicats utilise également la régle de géné-
ralisation.

gra
g+HVzA

1.3.2.3 Propriétés de la logique des prédicats

La preuve de Godel [FJKT86] est également valable pour la logique des prédicats.

Théoréme 1.3.1 (Théoréme d’adéquation). Soit A € Lp, sit A alors = A. Autrement
dit, tous les théorémes sont des tautologies.

Théoréme 1.3.2 (Théoréme de complétude). Soit A € Lp, sif= A alorst A. Autrement
dit, toutes les tautologies sont des théoremes.

Contrairement & la logique propositionnelle, la logique des prédicats n’est que semi-
décidable.

Théoréme 1.3.3 (Semi-décidabilité). La logique des prédicats est semi-décidable : il
existe une procédure effective telle que pour toute formule A en entrée,

— si A est valide alors la procédure s’arréte et retourne ‘oui’;

— sinon ou bien la procédure s’arréte et retourne ‘non’, ou bien elle ne s’arréte pas.

Alors qu’il est possible de déterminer si un ensemble de formules est satisfaisable
en logique propositionnelle, cette question est plus délicate en logique des prédicats. Le
théoréme de Herbrand permet de donner un début de réponse & cette question au travers
de I'instanciation des prédicats par I’ensemble des termes apparaissant dans 1’ensemble
de formules.
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1.3.2.4 Univers de Herbrand

L’univers de Herbrand contient ’ensemble des termes qui peuvent étre définis & partir
des constantes et des fonctions apparaissant dans ’ensemble de formules.

Définition 1.3.8 (Univers de Herbrand). Soit F un ensemble de formules :
— L’ensemble des constantes apparaissant dans F est dans H(F);
— Pour toute fonction f apparaissant dans F, si ti,...,t, sont dans H(F) alors
f(t1, ... ty) Uest aussi.

La plupart du temps H(F) est infini dénombrable comme dans I’exemple suivant :

Exemple 1.3.1. Soient x,y des variables et a,b des constantes. Soit 'ensemble F de
formules suivants :

F={P(x)VQ(a)V-P(f(a),~Q(b) V P(g(x,y))}
L’ensemble de Herbrand H(F) est le suivant :

H(F) ={a,b, f(a), f(b), 9(a, a), g(a,b), g(b,a), g (b, b), f(f(a)), F(£(b), f(g(a,a)),...}

A partir de 'univers de Herbrand, on définit la base de Herbrand comme suit :

Définition 1.3.9 (Base de Herbrand). La base de Herbrand est l’ensemble des termes
que l'on peut construire a l'aide de 'univers de Herbrand et des prédicats du langage.

Exemple 1.3.2. La base de Herbrand de l’ensemble F de formules décrit dans l’exemple
1.3.1 est le suivant :

{P(a), Q(a), P(b),Q(b), P(f(a)), Q(f(a)), P(f (b)), Q(f (b)), P(g(a,a)),.. .}

Le lien entre la logique des prédicats et la logique propositionnelle s’effectue a travers
le théoréme de Herbrand. Nous appelons systéme de Herbrand S Hr associé & un ensemble
de formules F, I’ensemble des formules obtenues & partir de F en remplacant les variables
par des éléments de 'univers de Herbrand, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 1.3.4 (Théoréme de Herbrand). Soit F un ensemble fini de formules, et F
et SHx le systéme de Herbrand associ€é a F, F est satisfaisable si et seulement si SHx
est satisfaisable.

1.4 La logique possibiliste

La logique possibiliste est une logique de I'incertain permettant de traiter des infor-
mations incomplétes et partiellement incohérentes. Elle a été proposée par D. Dubois
et H.Prade [DP94] a partir de la logique floue de Zadeh [Zad65]. Les informations sont
représentées a ’aide de formules de la logique du premier ordre auxquelles sont associées
deux valeurs numériques : le degré de possibilité et le degré de nécessité. Le degré de
possibilité d’une formule représente la compatibilité de la formule avec le reste des in-
formations. Le degré de nécessité représente la certitude que 'on a sur la vérité de la
formule.
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1.4.1 Base de croyances et distribution de possibilité

La clé de voute de la logique possibiliste est la distribution de possibilité m qui est une
fonction de I’ensemble des interprétations w € W vers [0, 1]. La valeur 7(w) représente le
degré de satisfaction de I'interprétation w vis-a-vis d’une base de croyances possibiliste K.
De maniére ordinaire, on choisit que m(w) = 0 représente I'impossibilité de 'interprétation
w et que m(w) = 1 représente la compatibilité compléte de w avec la base de croyances.
Dans le cas ou la base de croyances possibiliste est cohérente, on a : sup{m(w) | w €
W} =1 qui signifie qu'il existe au moins une interprétation w telle qu’elle satisfait toutes
les formules de la base.

Définition 1.4.1. Une formule de la logique possibiliste est un triplet de la forme F =
(A, o, B) avec :
- N(F) = « est un réél compris entre 0 et 1 (inclus), représentant la nécessité de F'.
~ II(F) = B est un réél compris entre 0 et 1 (inclus), représentant la possibilité de
F.
- F* = A est la formule la logique classique associée a F.

Une base de croyances possibiliste est représentée par un ensemble de formules de la
logique possibiliste. On la notera K = {(A;, a4, 3;) }icr. Les formules ayant une possibilité
de 0 ne sont pas représentées explicitement.

Soit F' = (A, a, ) une formule de la logique possibiliste. La possibilité de F’ représente
le degré de compatibilité de la croyance avec le reste de la base. Ainsi :

— II(F) = 0 signifie qu’il est impossible que A soit vraie.

— TI(F) = 1 signifie que rien ne contredit la possibilité de A. Cela ne signifie en rien

que A est vraie.
Par exemple, lors d’événements équiprobables (comme un tir & pile ou face, ou le tirage
d’une carte dans un jeu dans des conditions normales), tous les événements auront une
possibilité de 1.

La mesure de possibilité d'une formule peut étre obtenue par I'intermédiaire de la
distribution de possibilité. La possibilité d’une formule correspond & la possibilité la plus
élevée parmi celles des interprétations qui satisfont cette formule. Ainsi :

Définition 1.4.2 (Mesure de possibilité d’une formule). Soit K = {F; : (A;, a;, 5i) }ier
une base de croyances possibiliste et w(w) une distribution de possibilité sur K. La mesure
de possibilité d’une formule F; est donnée par :

II(F;) = maz{r(w) | wE A;}

Soit F' = (A,a,3) une formule de la logique possibiliste. La mesure de nécessité
représente les preuves, les raisons de croire que A est vraie.
— N(F) = 0 signifie que A n’a aucune raison d’étre vraie. Cela n’implique pas que A
soit fausse.
— N(F) =1 signifie que A est absolument vraie.
La mesure de nécessité d’une formule est duale de sa possibilité. La possibilité de F'
est liée & la nécessité de —F et vice versa.



28 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.4.3 (Mesure de nécesssité). Soit F' une formule de la logique possibiliste,
on a:

(F) = 1 — N(~F)

Grace a cette dualité, il est également possible d’obtenir la mesure de nécessité en
passant par la distribution de possibilité.

Définition 1.4.4. Soit K = {F; : (A, a4, 3:)}ier une base de croyances possibiliste et
m(w) une distribution de possibilité sur IC. La mesure de nécessité d’une formule F; est
donnée par :

N(F;) =1-1(-F) =1—max{r(w) | w} A}

De plus, un ordonnancement des croyances de la base découle des mesures de possi-
bilité. Soit A et B deux formules possibilistes, si II(A) > II(B) ousi N(A) > N(B) alors
A est préférée a B.

Il est également possible d’obtenir une distribution de possibilité & partir d’'une base de
croyances possibiliste. Dans un premier temps, on identifie les distributions de possibilité
compatibles avec la base de croyances. Seule une distribution telle que VF = (A, a, 3) €
IC,N(F) > «a est dite compatible. Parmi ces distributions 14, on choisira la distribution
dite la plus spécifique. Une distribution 7(w) est dite la plus spécifique lorsque il n’existe
pas de distribution 7’(w) telle que Vw, 7’(w) > 7(w). Il existe toujours une distribution
plus spécifique [DP94].

La logique possibiliste propose un cadre complet de traitement de I'information incer-
taine. Elle propose notamment une mesure de I'incohérence. Dans le cadre de la logique
classique, 'incohérence se caractérise par la présence dans I’ensemble de conséquences
de K d’un atome et de sa négation. Ici, en cas d’incohérence l'égalité sup{m(w) | w €
W} =1 est perdue et on a sup{m(w) | w € W} < 1. En d’autres termes, il n’existe pas
de distributions de possibilité satisfaisant pleinement ’ensemble des formules de la base
de croyances.

Exemple 1.4.1. Soit la base de croyances possibiliste K suivante, tirée de [DP94] :

_ (—|p\/r,0,6) (pa()? 8)
e={ GUL5Y Gos )

1l n’existe pas d’interprétation satisfaisante pour K ainsi :

W({p, q, T}) =0,1 W({p, q, T}) =0,4 W({p, q, T}) =0,7
({p,q,r}) =0,4 7({p,q,7}) =0,1 7({p,q,7}) =0,2
m({p,q;r}) = 0,2 7({p,q,r}) = 0,2

et la condition sup{m(w) | w € W} =1 n'est pas respectée.

Grace a la distribution de possibilité, nous disposons d’une méthode pour évaluer la
cohérence d’une base de croyances possibiliste et par conséquent son incohérence. Ainsi,
soit K une base de croyances possibiliste :

Coh(K) = supriisupuew(w)
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Coh(K) représente le degré de cohérence de K qui est lié a son degré d’incohérence
Incoh(K) par la formule :
Incoh(K) =1 — Coh(K)

Exemple 1.4.2. Reprenons l'exemple 1.4.1. Le degré de cohérence de K est égal a la
mesure de possibilité la plus élevée parmi les w € W, soit Coh(K) = 0,7. Et ainsi, son
degré d’incohérence est égal a Incoh(K) =1— Coh(K) =0, 3.

De nombreux travaux proposent une modelisation du raisonnement non-monotone en
logique possibiliste comme dans [BK03, DDC09).
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Etat de 'art
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Chapitre 2

La programmation logique

Introduction

La programmation logique différe de la programmation impérative qui oblige I'indi-
cation pas a pas a l'ordinateur de ce qu’il doit faire, au profit d’une programmation plus
déclarative qui consiste & représenter dans un formalisme donné les données du probléme
et a abandonner le traitement & un programme nommé solveur. Le premier langage de
programmation logique est PROLOG. Nous commencerons donc par PROLOG avant
de parler des programmes logiques dans un sens plus général. Puis, nous parlerons des
deux sémantiques généralement associées aux programmes logiques : la sémantique bien-
fondée (ou well-founded semantics) et la sémantique des modéles stables. Finalement,
nous parlerons des différents solveurs permettant de traiter les programmes logiques au
regard de la sémantique des modéles stables.

2.1 PROLOG

La programmation logique fait partie de la famille de la programmation déclarative.
Contrairement & la programmation impérative ot 'on décrit comment sera résolu le
probléme ; dans le cadre de la programmation déclarative, c’est le quoi qui est donné, la
description du probléme lui-méme.

Développé dans un premier temps par R. Kowalski et A. Colmerauer (une liste globale
d’articles est compilée dans [Kow88|) pour le traitement des langages naturels, PROLOG
a été développé comme un outil pour représenter le monde et traiter les questions sur
le monde. Quelques années plus tard, D.H. Warren a implanté une version efficace de
PROLOG [Dav80].

Le probléme est décrit a ’aide d’'un ensemble de faits ou de régles définissant les
relations entre les objets ou les liens qui unissent ces relations entre elles. Les questions
fournissent également un mécanisme permettant d’interroger le programme sur I’existence
d’une relation entre plusieurs objets. Dans le cadre de cette thése, les programmes logiques
sont utilisés pour représenter les croyances et raisonner sur elles.

33
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Les objets qui permettent la description du monde sont : les faits, les régles et les
questions. Ils seront détaillés dans les sections suivantes.

2.1.1 Les faits

Dans la programmation logique, on décrit I’état des croyances a ’aide de faits et de
régles. Le fait est le type d’énoncé le plus simple, il affirme l'existence d’une propriété
pour un objet, ou de relations entre plusieurs objets.

Exemple 2.1.1. On peut, par exemple, exprimer les faits suivants :
felin(lion) nation(renault, france)

Le premier fait posséde un argument et stipule que le lion est un félin. Le second fait
posseéde deux arguments et représente le fait que Renault est une marque francaise.

On peut remarquer que l’écriture de faits peut se faire de plusieurs maniéres car les
faits précédents auraient pu s’écrire :

famille( felin,lion) francais(renault)

Ainsi, la compréhension et la lecture des faits nécessitent la mise en place de conven-
tion. Sans convention, le fait mere(sophie,amelie) pourrait aussi bien se comprendre
comme ‘“‘sophie est la mére d’amelie” que comme “amelie est la mére de sophie”

Un programme qui serait composé uniquement de faits peut étre considéré comme
une base de données.

Remarques 2.1.1. Le nom des constantes est toujours représenté en minuscules.

2.1.1.1 Les variables

Une variable est la répresentation d’un objet non spécifié. Dans le cadre de la pro-
grammation logique, elle s’apparente plus & une variable mathématique qu’a une variable
de programmation impérative.

Dans le cas ou elles sont utilisées dans des faits ou dans des régles, les variables se
comportent comme s’elles étaient quantifiées universellement.

Exemple 2.1.2. Avec des variables, on peut exprimer des faits ayant des portées uni-
verselles. Par exemple,
Addition(0, X, X)

permet de répresenter que l’addition de 0 a n’importe quel nombre X wvaudra X. Mais
encore, dans le cadre d’une base de Herbrand composée uniquement de personnages his-
toriques, la régle

Mort(X)

représente que tous les personnages présents dans la base sont décédés.

Les variables trouveront une autre lecture lorsqu’elles seront utilisées pour des énoncés
de types questions.

Remarques 2.1.2. Le nom des variables commence toujours par une majuscule.
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2.1.1.2 Les termes

La seule structure de données au sein des programmes logiques est le terme. Constantes
et variables sont des termes, on les appelle des termes simples .

Il est également possible de définir des termes composés qui répresentent des objets
complexes de 'univers. Un terme composé est décrit par un foncteur et un ensemble
d’arguments qui sont des termes. Le foncteur est le descriptif du terme composé : il
comprend son nom ainsi que le nombre d’arguments, également appelé arité et est noté
nom, ou n est larité.

Exemple 2.1.3. Reprenons les exemples précédents. Le terme addition(0, X, X) a pour
Joncteur addition /3.
De la méme maniére, le terme felin(lion) a pour foncteur felin

Les termes permettent également de définir des types abstraits de données & 1’aide
de structures récursives comme dans les exemples suivants :

Exemple 2.1.4. On peut définir des listes :
liste(a,liste(b, liste(c,d)))

ou des arbres :
arbre(arbre(nil, 3,nil), 5, R)

2.1.1.3 Le mécanisme de substitution

Définition 2.1.1 (Substitution). Une substitution est une fonction qui associe des termes
a des variables.

Une substitution © appliquée 4 un terme A, noté AO, est ’ensemble des termes
obtenus en remplagant, pour tout couple (X,t) de O, toutes les occurrences de X par t
dans A.

Exemple 2.1.5. Le résultat de la substitution de {X = charlemagne} au terme Mort(X)
est le terme Mort(charlemagne).

Ainsi, le résultat d’une substitution appliquée & un ensemble de termes est appelé
une instanciation. Formellement,

Définition 2.1.2 (Instance). A est une instance de B s’il existe une substitution O telle
que A = BO.

Exemple 2.1.6. Le terme mere(sophie,amelie) est une instance de mere(X,Y) avec
la substitution {X = sophie,Y = amelie} ou pour reprendre l’exemple précédent le
terme mort(charlemagne) est une instance de mort(X) avec la substitution {X =
charlemagne}
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2.1.1.4 Les faits universels

Afin de faciliter I'écriture des faits portant sur tous les objets de I'univers décrits, on
peut utiliser des variables. Par exemple, si 'univers est composé de I’ensemble des rois
de France, pour pouvoir écrire que tous sont dorénavant morts, nous devrions écrire :

) )

mort(clodionlechevelu)
mort(merovee)

mort(louis — philippe)
Grace aux variables, le seul fait universel mort(X) porte la propriété “est mort” sur
tous les éléments de l'univers.

Exemple 2.1.7. Les termes mort(X) et addition(0, X, X) sont des faits universels.

2.1.2 Les régles

Les régles peuvent étre comprises comme une maniére de définir des relations com-
plexes a ’aide d’un ensemble de relations plus simples. Par exemple, une régle peut per-
mettre de décrire la relation “étre mére” comme étant 'intersection entre les concepts :
“étre parent” et “étre une femme”.

La plupart de ces régles font intervenir la présence d’une ou plusieurs variables. Au-
trement dit, ’exemple précédent sera traduit par : quelque soit X, si X est une femme
et que X est parent, alors X est une mére. La variable porte seulement sur la régle.
Formellement, une régle s’écrit avec la syntaxe suivante :

A<—Bl,...,Bn

ou A, By,..., B, sont des termes et n > 0. A est la téte de la régle et les B; forment
le corps de la regle.

Exemple 2.1.8. Une régle qui exprime la relation mere :
mere(X,Y) « parent(X,Y), femme(X)
Une autre régle qui exprime la relation grandparent :
grandparent(X, Z) «— parent(X,Y), parent(Y, Z)
Remarques 2.1.3. Un fait est une régle pour laquelle le corps ne contient pas de termes.
On peut donc définir un probléme & partir de régles et ainsi :
Définition 2.1.3. Un programme logique est un ensemble fini de régles.

Les régles permettent notamment d’effectuer des déductions a travers la régle du
modus ponens.

Définition 2.1.4 (Modus ponens). Soient une régle A «— By,..., By, et un ensemble
de faits By,...,Bl,. Alors on peut déduire A" si A" — Bj,...,B] est une instance du
programme.
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2.1.3 Les questions

Les derniéres formes possibles d’énoncés en PROLOG sont les questions. La question
est une recherche de I'existence d’une relation parmi les croyances ou les conséquences de
celles-ci. Dans le cas ou la relation demandée existe, la réponse est yes, sinon la réponse
est no.

Les questions possédent la méme syntaxe que les faits.

Pour pouvoir répondre a la question, il faut déterminer si la question est une consé-
quence logique du programme interrogé. Les régles de déduction sont au nombre de
quatre :

— L’identité : d’un fait A, on peut déduire A. Un fait est sa propre conséquence

logique.

— La généralisation : une question contenant des variables A est la conséquence

logique, quelle que soit la substitution ©, d’une de ses instances AO.

— L’instanciation : & partir d’'un enoncé contenant des variables A, on peut déduire,

pour toute substitution ©, une instance de celui-ci, AO.

— Le modus ponens (voir la définition 2.1.4)

2.1.4 Négation par échec

La négation classique n’existe pas en PROLOG. Il n’existe que la négation par echec
représentée la plupart du temps par le symbole not. La négation par échec d’un atome
signifie qu’il ne peut pas étre déduit ou prouvé. Lorsqu’un atome est soumis & une négation
par échec, on considére qu’il est faux s’il n’est pas possible de le déduire en un temps
fini. En d’autres termes, un terme est faux s’il n’est pas montré comme étant vrai.

Exemple 2.1.9. La regle :
roule(X) « voiture(X), not panne(X).

signifie que si X est un voiture, a priori elle roule sauf s’il est prouvé qu’elle est en panne.

2.1.5 Les sémantiques de PROLOG

Les résultats obtenus par PROLOG peuvent étre interprétés de différentes fagons, ap-
pelées sémantiques. Nalvement, la signification d’un programme logique II est I’ensemble
des instances de bases déductibles & partir de II par un nombre fini d’applications de la
régle du modus ponens.

On en dénombre trois : la sémantique opérationnelle, la sémantique déclarative et la
sémantique dénotationnelle.

2.1.5.1 La sémantique opérationnelle

La sémantique opérationnelle est ’ensemble des buts de base auxquels le programme
IT donne une solution en utilisant la SLD-résolution.
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SLD-résolution

Pour résoudre les questions qui lui sont posées, PROLOG utilise l'algorithme de
résolution SLD basé sur la résolution (voir la section 1.2.5). Nous donnerons d’abord un
exemple informel de son déroulement avant d’en donner une écriture plus formelle.

Prenons pour exemple le programme suivant :

p—q. q.
T S. T << D,q.

auquel on pose la question : 7. D’abord, on regarde les régles permettant de déduire r,
il y en a deux : r « s. et r < p,q.. Pour la premiére régle, on peut déduire r si s fait
partie du programme, or il n’existe aucune régle permettant de déduire s, on est donc
dans une impasse avec cette régle-la. Pour la seconde régle, on peut déduire r si p et ¢
font partie du programme. La déduction de ¢ est immédiate puisqu’il s’agit d’un fait. La
déduction de p se fait grace aux régles p «— ¢ et ¢. On peut donc conclure que r est une
conséquence du programme.

Ce raisonnement est généralement représenté par le schéma ci-dessous qui représente
le chainage arriére qui part de la question et utilise les régles dont la téte est la question
et la remplace par le corps de cette régle.

Le déroulement formalisé d’un tel algorithme est donné dans la figure 4, avec ( une
question de base.

Algorithme 4 Calcul SLD (Q) : une question)

Initialiser la résolvante a @

tantque La résolvante ay, ..., a, n’est pas vide faire
Choisir un but a;
Choisir une instance de base d’une clause a < by, ..., bx

tels que a = a; (si une telle instance n’existe pas, sortir de la boucle)
Déterminer la nouvelle résolvante :
Aty .-y @i—1,b1, ... b, Gigr, - an
fin tantque
si La résolvante est vide alors
renvoyer yes
sinon
renvoyer no
finsi
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2.1.5.2 La sémantique déclarative

Définition 2.1.5 (Interprétation). Une interprétation est un sous-ensemble de la base
de Herbrand. Un but dans la base de Herbrand est vrai par rapport & une interprétation
si ce but en est un élément et faux sinon.

Une interprétation I est un modéle pour un programme logique II si pour chaque

instance de base d’une régle du programme A «— Bjy,...,B,, A est dans I a chaque fois
que By, ..., By, sont dans I. Un modele est une interprétation qui respecte les clauses du
programme.

Ainsi, 'intersection de tous les modeéles de II est toujours un modéle et est appelé
modele minimal de IT | et est noté M (IT).
Le modéle minimal d’un programme est sa sémantique déclarative.

2.1.5.3 La sémantique dénotationnelle

Pour la sémantique dénotationnelle, on construit le plus petit point fixe du programme
II.

Soit Tp(w) une fonction qui associe une interprétation a une interprétation tel que
Tp((,d) = {A ‘ A—DBq,...,B, € ZTLSt(H) et By,...,B, ew}

Une interprétation supportée du programme IT est une interprétation w telle que pour
tout A € w il existe une régle A «— By,..., B, € inst(Il) et By,..., B, C w.

Soit IT un programme logique et w une interprétation :

— w est un modele de I, noté w = 1T si et seulement si Tp(w) C w;

— w est un modeéle supporté de II si et seulement si Tp(w) = w.

Le plus petit point fixe de Tp(0) constitue donc la sémantique dénotationnelle de
PROLOG.

2.2 Programmes logiques

Un programme logique est un ensemble de régles de la forme :
r:a<—by,...,by,not cy,...,not c,.

o a,b; et ¢; sont des termes. Ici, le symbole not représente la négation par echec. a est
appelé téte de la régle et est noté tete(r). b; et ¢; constituent le corps de la régle, noté
corps(r). Le corps d'une régle peut étre divisé en corps positif et corps négatif. Les atomes
b; constituent le corps positif de la régle, noté corps™(r), et les atomes ¢; constituent le
corps négatif de la régle, noté corps™(r). Ainsi, corps(r) = corps™(r) U corps™(r).

De maniére intuitive, une régle peut étre comprise de la fagon suivante : si tous les
atomes b; du corps positif de la régle sont vrais et si aucun des atomes ¢; du corps négatif
n’est vrai, alors la téte de la régle peut étre déduite.
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2.2.1 Programme logique basique

Un programme basique est un programme logique sans négation par échec, c’est a
dire ou toutes les régles sont de la forme a < by, ..., by,.

Définition 2.2.1. Un ensemble d’atomes X est clos sous un programme basique 11 si et
seulement si pour n’importe quelle régle r € 11, tete(r) € X a chaque fois que corps(r) C
X. Le plus petit ensemble clos sous un programme basique 11 est noté C N (II).

Exemple 2.2.1. Soit le programme 11 suivant :

H:{ a. b — a. f<—e.}

c—a. d<—c g<—e

Pour ce programme 11, les ensembles {a, b, c,d, e, f,g},{a,b,c,d, f},{a,b,c,d, g} sont des
ensembles clos sous I1. Mais le plus petit ensemble clos sous I est {a,b,c,d}.

Un programme basique posséde un et un seul plus petit ensemble clos que 'on consi-
dére comme étant I’ensemble de ses conséquences.

2.2.2 Dénomination des programmes logiques

Lorsque qu’un programme logique utilise la négation par echec mais pas la négation
classique, on parle de programme logique général.

Lorsque qu’'un programme logique utilise la négation par echec et la négation clas-
sique, on parle de programme logique étendu.

2.3 Sémantique bien-fondée

En PROLOG, les programmes logiques généraux n’ont pas toujours de modéle total
satisfaisant. La sémantique bien-fondée de Van Gelder et al. [vGRS91]| propose de définir
des modéles partiels appelés modéles bien-fondés.

Les modeéles bien-fondés sont divisés en deux ensembles : les conséquences positives
d’un coté, appelées modéles partiels bien-fondés, et les conséquences négatives de 'autre,
appelées ensemble non-fondé.

2.3.1 Ensemble non-fondé

L’ensemble non-fondé d’un programme logique II peut étre considéré comme l’en-
semble des atomes qui ne feront partie d’aucun ensemble de conséquences quelle que soit
la sémantique, raisonnable, choisie.

Définition 2.3.1. Soient un programme logique 11, sa base de Herbrand associée H et
une interprétation I. On dit que A C H est un modéle non-fondé Il par rapport a I si
chaque atome de p € A satisfait la condition suivante :

Pour que chaque régle r € 11 telle que p € tete(r), l'une (au moins) des conditions
sutvantes est vérifiée :
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— Jda € corps(r),a & I ;
~ Ja € corpst(r),a € A

Exemple 2.3.1. Soit Il le programme logique suivant :

q. D <—4q.
T S. T Pp,q.
a<+—7r. a<b.

L’atome s ne peut pas étre déduit a partir de ce programme, l’ensemble {s} est donc un
modeéle non-fondé de I1.

Définition 2.3.2. Le plus grand modéle non-fondé de I1 par rapport a I, noté Up(I),
est l'union de tous les modéles non-fondés de 11 par rapport a I.

Exemple 2.3.2. Dans le programme II de l'exemple 2.3.1, l’ensemble {b} constitue éga-
lement un modeéle non-fondé. Le plus grand modéle non-fondé de I1 est {s,b} et représente
l’ensemble des atomes qui ne pourront jamais étre déduits de ce programme.

2.3.2 Modéle partiel bien-fondé

Le modéle partiel bien-fondé d’un programme logique II peut étre considéré comme
I’ensemble des atomes qui feront partie de tous les ensembles de conséquences quelle que
soit la sémantique, raisonnable, choisie.

Dans la définition suivante, T représente les conséquences positives, U représente les
conséquences négatives et W 'union des deux (ou modéle partiel bien-fondé)

Définition 2.3.3. Soient I un programme logique et I une interprétation sur Atome(II).
Les transformations T, U et W sont définies de la maniére suivante :
— p € Tu(l) si et seulement si il existe une régle r € 11 telle que p € tete(r) et que
Va € corps(r),a € I.
— Un(I) est le plus grand modeéle non-fondé de I1 par rapport a I.
- Wn(l) = Tn(I) U -Un(l)

Exemple 2.3.3. Pour l’ezemple 2.3.1 et linterprétation I = (), les transformations sont
les suivantes :

Ty (0) = {q}

- Un(0) = {s,b}

- WH((Z)) = {qv -, _'b}

La déduction de q est immédiate puisqu’il s’agit d’un fait. Quant a celle de —s et —b,
elles peuvent étre réalisées car il n’existe pas de régles dont la téte les contiennent.

Définition 2.3.4. Soit o un ordinal. Les ensembles I, et I, dont les éléments sont des
littéraux dans la base de Herbrand du programme logique 11, sont définis récursivement
par :

— Pour la limite ordinal o, I, = Ug<qlg. On remarque qu’au point 0, Iy = 0.

— Pour les successeurs de a« =~y + 1, I,11 = Wr(Iy)
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— Finalement, 1°° = U1,

Exemple 2.3.4. L’ensemble des atomes du plus grand modéle non-fondé est déja maxi-
mal pour Uy (D). Par contre, pour Tr(), on a la progression suivante :
- Tu(0) = {q}
- Tu({d}) = {q,p}
- Tu({p,q}) = {p,q,7}
- TH({pv q, 7"}) = {p7 q,T, CL}
- Tu({p,¢;r,a}) ={p,q,7,a}

2.3.3 Modéle bien-fondé

Le modéle bien-fondée d’un programme logique II est I'union du modéle partiel bien-
fondé et de ’ensemble non-fondé. On le note WFS(II).

Définition 2.3.5. La sémantique bien-fondée d’un programme Il est la signification re-
présentée par le point fite de Wi, ou la limite I°° décrite dans 2.8.4 ; tous les littéraux
positifs expriment qu’un atome est vrai et tous les atomes négatifs expriment qu’un atome
est fauzx, et les atomes absents n’ont pas de valeurs de vérité attribuée par la sémantique.

Exemple 2.3.5. Ainsi, pour l'exemple 2.3.1, on obtient le modéle bien-fondé suivant :
WEFS(II) = {a,p,q,r,—b,—~s}. On peut noter que ce modéle bien-fondé est total.

2.4 Sémantique des modéles stables

Les premiéres définitions d’un programme logique avec sémantique des modéles stables
ont été données par V.Lifschitz [Lif99|, [GL88|. La programmation logique avec séman-
tique des modéles stables, Answer Set Programming en anglais, est souvent abrégée par
Pacronyme ASP.

Contrairement a un programme PROLOG [SS94], un programme logique avec sé-
mantique des modeéles stables peut avoir plusieurs ensembles de conséquences et ces
ensembles de conséquences peuvent étre contradictoires. Ces ensembles de conséquences,
appelés modéles stables , sont ce que 'on pourrait considérer comme les conséquences
qu’un agent raisonnable pourrait tirer de ce programme.

2.4.1 Définition des modéles stables

Un modeéle stable est un ensemble d’atomes qui est un ensemble de conséquences
satisfaisant pour un programme. Par satisfaisant, on entend ici qu’il soit & la fois cohérent
avec les croyances exprimées dans le programme mais également tel que chacun de ses
atomes soit justifié. Autrement dit, un modéle stable est forcément minimal au sens de
I’inclusion - un sous-ensemble d’atomes d’un modéle stable ne peut pas étre lui-méme un
modéle stable.
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Définition 2.4.1. La réduction, ou transformation de Gelfond-Lifschitz [GLSS], TIX d’un
programme Il et d’un ensemble d’atomes X est définie par :

X = {rt | r el et corps™ (r) N X = 0}
La réduction est illustrée par I’exemple suivant :

Exemple 2.4.1. Soit le programme 11 suivant :

X — a. b« notc
| c+—notb d« a,notb

La réduction du programme 11 par Uinterprétation X = {a,c} est :

a.
X = c.
d <+ a.

La réduction du programme I1 par Uinterprétation X' = {a, b} est :
X = { a. b }
La réduction d’un programme par un ensemble d’atomes permet de donner une défi-
nition simple des modéles stables d'un programme logique.

Définition 2.4.2. Soient X un ensemble d’atomes et I un programme logique. X est
un modeéle stable du programme 11 si et seulement si CN(IIX) = X.

Cette définition assure deux propriétés clés. La premiére propriété est qu’un modéle
stable est minimal. Le sous-ensemble d’'un modéle stable ne peut étre un modéle stable.
La seconde propriété est qu’'un modéle stable est justifié. Tous les atomes appartenant &
un modéle stable sont justifiés par le programme. Si un atome est vrai, il a une bonne
raison de I’étre.

Exemple 2.4.2. Reprenons l’exemple précédent :
CN(IT*) = {a,¢,d} # X
X n’est donc pas un modéle stable de II.

CNMX') = {a,b} = X’
X' est donc un modeéle stable de I1.

2.4.2 Une définition alternative des modéles stables

La logique du Here-and-There proposée par A. Heyting [Hey30|, au départ comme un
définition alternative de la logique propositionnelle, permet de donner une autre définition
des modeéles stables d’un programme logique.



44 CHAPITRE 2. LA PROGRAMMATION LOGIQUE

2.4.2.1 La logique du Here-and-There

Dans [Tur03|, H.Turner donne une définition alternative des modeéles stables d’un
programme logique qui est basée sur la logique du Here-and-There. Cette logique est une
logique monotone & 3 valeurs ol un atome peut avoir trois valeurs de vérité :

— 0 8'il est vrai;

— 1 ¢l est faux;

— 2 ¢’il n’est pas faux mais ne peut pas étre prouvé comme étant vrai.

Cette logique représente les interprétations d’un programme logique sous la forme d’une
paire (X,Y) d’ensembles d’atomes appelée HT-interprétation. Les valeurs de vérité sont
matérialisées par une paire d’ensembles d’atomes (X,Y") telle que X C Y. Soit a un
atome, si a € X alors sa valeur de vérité est 0. Si a € X et a € Y alors sa valeur de
vérité est 1. Sia € X et a € Y alors sa valeur de vérité est 2. L’ensemble d’atomes Y
représente I'ensemble des conséquences plausibles du programme. L’ensemble d’atomes
X représente un ensemble de conséquences du programme II sachant Y.

Exemple 2.4.3. Soit Il le programme suivant :
II={a+<notb. b nota.}

Plusieurs exemples de HT-interprétations sont : ({a},{a,b}), ({b},{b}) ou ({0},{0})
On donne la définition d’un modéle pour la HT-logique, appelé HT-modéle.

Définition 2.4.3. Soient I un programme logique et (X,Y") une HT-interprétation de
II. (X,Y) est un HT-modele de 11 si et seulement si Y =11 et X |= 11V L’ensemble des
HT-modeles de 11 est noté HT(II).

Exemple 2.4.4. Continuons l'ezemple 2.4.3.

L’ensemble des atomes cohérents pour toutes les régles de I1 sont : {a}, {b} et {a,b}.
Il n'est pas possible d’avoir un HT-modéle ayant () pour deuziéme élément parce que
labsence de a entraine la déduction de b (par la régle a < not b.) et vice versa.

Pour Y = {a}, IV = {a <} alors X = {a} est le seul ensemble d’atomes qui soit
cohérent avec TIY .

De la méme maniére, Y = {b} alors X = {b} est le seul ensemble d’atomes qui soit
cohérent avec 1Y .

Pour' Y = {a,b}, I =0 alors tous les ensembles X C Y sont cohérents pour 1Y .

Enfin HT(I) = {({a}, {a}), ({0}, {b}), (0, {a, b}), ({a}, {a, b}), ({0}, {a, b}),
({a,b}, {a,b})}

Une propriété notable des HT-modéles est donnée dans [Tur03].

Proposition 2.4.1. Soient I1 et II' deux programmes logiques, on a

HT(MMUT') = HT(II) N HT(IT')
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2.4.2.2 TUne définition des modéles stables en termes de HT-modéles

Comme nous 'avons vu précédemment, un modéle stable est un ensemble d’atomes
qui doit pouvoir étre considéré comme étant cohérent avec les régles d’'un programme
logique et, en méme temps, justifié vis-a-vis de lui. Si (X,Y’) est un HT-modéle du
programme logique II, la définition de HT-modéle assure la cohérence de I'ensemble Y
mais n’assure pas le fait que les atomes soient justifiés vis-a-vis du programme II. On peut
imaginer que si (Y,Y) est le seul HT-modéle dont le second élément est Y, les atomes
appartenant & Y possédent une justification. C’est exactement le sens de la définition
ci-dessous :

Définition 2.4.4. Soit I un programme logique et Y un ensemble d’atomes de Atome(I),
un ensemble Y d’atomes est un modéle stable de I si et seulement si (Y,Y') est le seul
HT-modéle de 11 dont le second élément est Y .

Exemple 2.4.5. Continuons l'exemple 2.4.5.

L’ensemble des HT-modeéles de 11 est : HT(IT) = {({a}, {a}), ({b},{b}), (0,{a,b}),
({a},{a,b}), ({b},{a,b}),({a, b}, {a,b})}.

On note que () n'apparait pas en tant que second élément d’un HT-modéle. {a,b}
apparait plusieurs fois. Mais {a} et {b} n’apparaissent chacun qu’une seule fois en tant
que second élément d’un HT-modéle respectivement dans ({a},{a}) et ({b},{b}) et sont
donc des modéles stables.

Ce qui correspond bien a la définition classique des modéles stables.

2.4.3 Différentes utilisations de programme ASP

La programmation logique avec sémantique des modéles stables a été utilisé pour la
résolution nombreux problémes fortement combinatoires. Quelques exemples : reconsti-
tution des échanges linguistiques entre civilisations [ELRO5], systéme de prévision des
crues [BnBPWO04|, planification [Lif99], configuration [SN98| avec, par exemple, le calcul
de dépendances de paquetages dans la distribution Debian de Linux [Syr99].

2.5 Langage ASP et solveurs

La résolution des programmes logiques avec sémantique des modéles stables s’effectue
au travers de programmes appelés solveurs ASP.

Ceux-ci proposent plusieurs raccourcis et instructions pour faciliter I’écriture. Par
exemple, des variables peuvent étre utilisées pour réduire ’écriture d’une collection de
régles similaires. Un programme logique n’est donc pas utilisable dans sa forme premiére.

C’est pour cela que la résolution est effectuée par deux téches distinctes. Dans un
premier temps, le programme logique est instancié par un préprocesseur. Ensuite, le
solveur résoud ce programme instancié.

Nous présentons d’abord les instructions et raccourcis présentés par les solveurs. Nous
ferons une présentation de la proposition faite par J. Delgrande et al. pour gérer des
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préférences entre régles. Puis, nous rappelons quelques uns des principaux solveurs de
modéles stables.

2.5.1 Langage ASP et instructions supplémentaires

Nous introduisons tout d’abord quelques instructions offertes par Lparse [Syr02] et re-
prise par Gringo [GKO™09] permettant d’écrire de maniére compacte certains ensembles
de régles.

2.5.1.1 Gestion des cardinalités

Prenons le probléme qui consiste & demander qu’au plus deux atomes parmi {a, b, ¢, d}
soient présents dans les modéles stables du programme. Une solution intuitive consiste
en l'interdiction, par le biais de contraintes, de toutes solutions contenant trois de ces
atomes. Ainsi,

—a,b,c. «—a,b,d.
—a,c,d. <« b,c,d.

Cependant, I’écriture de telles régles risque de devenir fastidieuse si le nombre d’atomes
dans ’ensemble & restreindre augmente.
La programmation ASP autorise une écriture compacte de cette contrainte :

—{a,b,c,d} 2.
On peut également demander & un minimum d’atomes de ’ensemble d’étre vrais. Par

exemple, si 'on veut qu’au moins deux des atomes de l'ensemble {a, b, ¢, d} soient vrais,
il est possible d’écrire :

— 1{a,b,c,d}.
De maniére générale, une régle de cardinalité est décrite de la maniére suivante :
k{a,...,am,not by,...,not by}l
Cet atome sera vrai si au moins k et au plus [ atomes parmi I’ensemble sont vrais. Il est
possible d’omettre une des deux restrictions k ou [.
Il est également possible de donner un poids & chaque variable. Dans 'instruction
suivante, les X; sont des poids :

klar=X1,...,am = Xm,not by = Xopt1, ..., not by = Xppin)

Dans ce cas, le poids cumulé des atomes vrais dans l'ensemble {ai, ..., an, not by,...,
not by} doit étre supérieur a k et inférieur a [ pour que 'atome soit vrai.
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2.5.1.2 Optimiser les modéles stables

Une question proche de celle de la cardinalité est celle de la minimisation, ou de la
maximisation, des modéles stables. Par exemple, pour un probléme de configuration, on
préférera probablement garder, parmi toutes les solutions, uniquement celles possédant
le moins de piéces.

Formellement, une instruction de minimisation est écrite :

minimize{a,...,am,not by, ..., not b,}

Cette instruction a pour effet de ne conserver, parmi ’ensemble des modéles stables
du reste du programme, que ceux ayant le minimum d’atomes vrais parmi l’ensemble
{a1,...,am,not by, ...,not b, }. L’instruction duale de celle-ci est :

mazimize{a,...,am,not by, ..., not by}

qui conserve les modéles stables possédant le plus d’atomes dans ce méme ensemble.
L’optimisation peut également se faire en fonction d’une certaine pondération des
atomes. Dans l'instruction suivante, les X; sont des poids, ainsi :

minimize[ a1 = X1,...,am = Xm,not by = Xppy1,...,n0t by = Xppin |

minimise le poids cumulé des atomes de ’ensemble.

2.5.1.3 Variables et domaines de définition

La définition de modeéles stables telle qu’elle est présentée dans la section 2.4.2 pour
les programmes logiques sous-entend que ces programmes soient instanciés. Il est possible
d’étendre cette définition aux programmes avec variables a ’aide de la notion de modéle
de Herbrand [Nie99|

Il est nécessaire, afin de conserver la décidabilité et la finitude, de ne pas avoir de
symboles de fonction.

Exemple 2.5.1. Soit le programme logique 111 suivant :

_J p(1). p(2).
th= { p(3). q(X) < p(X). }

L’univers de Herbrand de I1y est {1,2,3}. Sa base de Herbrand est {p(1),p(2), p(3),q(1),
q(2),4q(3)}. L’instantiation de la régle ¢(X) «— p(X) se fera pour toutes les variables
susceptibles de rendre p(X) vraie. Ainsi, l'instantiation du programme II sera :

p(1). q(1) < p(1).
p(2). q(2) < p(2).
p(3). a(3) < p(3).
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Il est possible d’associer a une variable donnée un ensemble d’atomes. Ceci aura
pour effet de forcer l'instantiation de chaque régle ot une telle variable apparait par
I’ensemble des atomes qui lui sont associés. Cette déclaration de domaine prend la forme
de l'instruction :

#domain a(X).
ou la variable X est instanciée pour toutes les valeurs telles que a(X) est vraie.

Exemple 2.5.2. Soit le programme logique 11y suivant :

p(1). p(2). p(3).
Iy = ¢ #domain p(X).
a(X).

dont linstantiation est :

2.6 Les préférences dans un programme logique

2.6.1 Théorie et définition

Les préférences jouent un roéle crucial dans le cadre de la répresentation de croyances.
En effet, les croyances ne possédent pas toujours le méme degré d’importance ou de
crédibilité. Dans le cadre légal par exemple, la loi frangaise punit le téléchargement par
la coupure de l'accés internet alors que la loi européenne stipule qu’aucun citoyen ne
peut se voir priver de son accés internet. Pour résoudre un tel conflit, il est nécessaire
d’établir une préférence entre ces deux lois. Dans le cas présent, la loi européenne a plus
de valeur que la loi frangaise.

L’expression de préférences permet de choisir entre plusieurs solutions possibles celles
qui correspondent le mieux ou qui sont les plus stires. Ainsi, I’expression de préférences
dans un programme basique n’a pas de sens, car un programme basique ne posséde, de
toutes fagons, qu’'un seul ensemble de conséquences. Les préférences sont donc exprimées
dans le cas de programmes généraux ou de programmes étendus.

Afin de traiter ce genre de situation, les programmes logiques incorporent des préfé-
rences entre leurs régles. Soient 1 et ry deux régles d’un programme logique, on notera
r1 < ro le fait que la régle r1 est préférée a la régle ro. Ainsi un programme logique
ordonné est une paire (II, <) ou II est un programme logique et < un ensemble de pré-
férences exprimés sur les régles de II.

Exemple 2.6.1. Considérons le programme logique ordonné (I1, <) avec :
H:{ r :a T9 : b« a,not—c rg : —c<« notb. }

et la relation de préférence < définie par {ro < rs}.
La déduction de a ne pose pas de probléme. Sans préférences, ce programme I aurait
deuz modeéles stables : X1 = {a,b} et Xo = {a,—~c} correspondant respectivement au choix
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de préférer ro a rg et rg a ro. Ainsi lorsque la préférence ro < rs est prise en compte, il
semble normal que (I, <) ne posséde qu’un seul modéle stable, a savoir {a,b}.

Pour formaliser cette notion J.Delgrande [Del97]| a proposé la définition d’'un modéle
stable préservant les préférences exprimées. Cette définition est basée sur la notion d’ordre
d’application des régles. Par exemple, dans I’exemple précédent, on a appliqué r; puis
ro et r3. L’ordre d’application a respecté la préférence : ro a été traitée avec rz. Cette
définition garantit que la question de I'applicabilité des régles doit étre reglée dans un
ordre respectant les préférences exprimeées.

Exemple 2.6.2. Pour le programme logique ordonné (11, <) de l’ezemple 2.6.1, le modéle
stable X1 ne peut se calculer qu’en résolvant la question de ’applicabilité des régles dans
Uordre r1 < r9 < rg. Pour Xy, les seuls ordres possibles sont vy <13 <re, r3 <11 <19
et T3 < r9 < 11 et aucun ne respecte la préférence {7“2 < r3}.

Il est clair que seul X1 respecte la préférence exprimée par {ro < rs}.

Ainsi, pour formaliser ces notions, il faut définir la notion de séquences fondées.

Un ordre d’application des régles et appelé séquence est noté < r; >;cr. Il parait
normal qu’une régle ne puisse pas étre appliquée ou défaite tant que les atomes qui
permettent ’application ou le rejet de la régle n’ont pas été déduits. Une séquence qui
respecte cette régle de bon sens est appelée séquence fondée.

Définition 2.6.1 (Séquence fondée). Soit r; un ensemble de régles. Une séquence <
i >icr est fondée si et seulement si, pour tout i € I, {tete(r;) | j < i} est incohérent ou
si corps™(r;) C {tete(r;) | j < i}

Exemple 2.6.3. Pour le programme logique 11 :
H:{ L a T9 : b<—a,not—-c. r3 : —c— notb. }

L’ensemble des séquences fondées sont : < ri,re,m3 > (qui génére X1 = {a,b}), <
r1,73,72 > (qui génére Xo = {a,c}), < rs,ri,ro >, < 1r3,7T9,T1 >.
ro ne peut pas étre appliqué avant r1 car il faut pouvoir déduire a d’abord.

2.6.1.1 Modéle stable <-préservant

On étend ainsi la définition de modéle stable au cas ot des préférences sont exprimées
entre les regles.

L’ensemble des régles génératrices est l’ensemble des régles r € II qui ne sont pas
défaites par X et dont le corps de 7 est vrai pour X.

Définition 2.6.2 (Régles génératrices). Soient II un programme logique et X un modéle
stable de 11 . L’ensemble F)H( de toutes les régles génératrices de X est donné par :

I = {r eIl|corpst(r) C X et corps™ (r)N X = 0}
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Exemple 2.6.4. Dans le programme logique I1 donné dans ’exemple 2.6.3, ’ensemble
des regles génératrices de Xy et F)H(l = {r1,ra} et Uensemble des régles génératrices de
XQ et F)H(Z = {7”1,7‘3}.

Il est maintenant possible de donner les différentes définitions de modéles stables
qui respectent les préférences exprimées. De telles modéles stables sont appelés modéles
stables <-préservants. Pour simplifier, un modéle stable <-préservant est un modéle
stable qui posséde une séquence fondée dont 'ordre respecte les préférences exprimées.
Plusieurs définitions de la <-préservation ont été données suivant différentes visions
du respect de 'ordre. La premiére de ces définitions a été donnée par Delgrande dans
[DSTO02].

Définition 2.6.3 (< p-préservation). Soient (II, <) un programme logique ordonné et X
un modele stable cohérent de II.

Alors X est appelé <p-préservant si il existe une séquence fondée < r; >;c; de I‘ﬂ(
telle que, pour tout i,5 € I, on a :

1. corps™(r;) C {tete(ry) | k < i}
2. Siry <rjalors j <1
8. Sir; <r etr' € I\I'Y, alors
~ corpsT(r') C X ou
— corps™ (r") N {tete(ry) | k <i} #0

Wang et al. [WZL00| ont proposé une autre définition d’un modéle stable préservant
I’ordre d’application.

Définition 2.6.4 (<yy-préservation). Soient (II, <) un programme logique ordonné et X
un modele stable cohérent de 11.
Alors X est appelé <y -préservant si il existe une séquence fondée < r; >;cr de I‘ﬂ(
telle que, pour tout ©,57 € I, on a :
1. — corps™(r;) C {tete(r;) | j < i} ou
— tete(r;) € {tete(r;) | j < i}
2. Sir; <rjalorsj <1
8. Sir; <1 etr € I\I'S, alors
— corpst(r') € X ou
— corps— (') N {tete(r;) | j < i} #0 ou
— tete(r') € {tete(r;) | j < i}

De la méme maniére, Brewka et Eiter [BE99| ont également proposé une définition
de modéle stable préservant I’ordre d’application.

Définition 2.6.5 (<p-préservant). Soient (I, <) un programme logique ordonné et X
un modele stable cohérent de II.

Alors X est appelé <p-préservant si il existe une séquence fondée < r; >;cy de Fﬂ{
telle que, pour tout 1,57 € I, on a :
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1. Sir; <rjalors j <i

2. Sir; <71 etr’ € I\I'Y, alors
— corpsT(r') € X ou
— corps™ (r') N {tete(r;) | 7 < i} # 0 ou
— tete(r') € X

Il a été montré dans [DST02] que tout modeéle stable <p-préservant est un modéle
stable <y-préservant. Il a également été montré que tout modéle stable <y -préservant
est un modéle stable <pg-préservant.

2.7 Solveurs ASP

Les programmes ainsi instanciés sont ensuite résolus par des programmes appelés
solveurs de modeéles stables : CLASP [GKNSO7al, NoMore [AKL02|, ASSAT [LZ04],
CMODELS |GLMO04], Smodels [Sim02].

2.7.1 Lparse

Lparse [Syr02| n’est pas un solveur ASP a proprement parler. C’est un programme qui
permet de traduire les programmes logiques dans un format utilisable par les solveurs. Il
instancie les programmes avec variables et effectue les déductions triviales du programme.

2.7.2 Smodels

Smodels [Sim02] est la premiére et la plus simple des méthodes de calcul de modéles
stables. C’est un algorithme de Branch and Bound qui construit, au fur et & mesure, un
ensemble d’atomes A représentant un modéle stable potentiel. Pour ce faire, il utilise les
fonctions suivantes :

— expand(A) qui renvoie les conséquences immeédiates de A;

— conflict(A) qui détecte les incohérences ayant pu survenir aprés une expansion. La

fonction renvoie Vrai en cas de conflit et Faux dans le cas contraire ;

— heuristic(A) qui choisit 'atome qui doit étre ajouté a l'ensemble A. Le choix,

heuristique, de 'atome permettant le plus de déductions réduit considérablement
la taille de I’espace de recherche en découvrant les conflits inhérents & une branche.

Définition 2.7.1. Soient L un ensemble de littérauzr et A un ensemble d’atomes. L
couvre A si et seulement si A C Atome(L).

L’algorithme Smodels est présenté dans la figure 5.

2.7.2.1 noMoRe

noMoRe est un solveur ASP basé sur un principe de coloration de graphes non-
standards présenté dans [AKL02|. Le programme logique est traduit sous la forme d’un
graphe représentant les relations de dépendance entre les régles. La coloration du graphe
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Algorithme 5 Smodels(A)

A — expand(A)
si conflict(A) alors
renvoyer Faux
sinon si A couvre Atome(F) alors
renvoyer Vrai
sinon
x «— heuristic(A)
si Smodels(AU {z}) alors
renvoyer Vrai
sinon
renvoyer Smodels(AU {not x})
finsi
finsi

permet de répartir les régles en deux ensembles : régles appliquées et régles bloquées.
L’ensemble des régles appliquées permet ensuite de déduire 1’ensemble des atomes qui
consistuera le modéle stable.

On construit pour cela le graphe suivant :

Définition 2.7.2 (Graphe de dépendance de régles). Soit II un programme logique. Le
graphe de dépendance de régles (ou RDG, pour Rule Dependancy Graph) I'n = (11, Eg, E)
du programme 11 est un graphe orienté étiqueté avec :

~ Eo={(r,7") | r,7" €11, tete(r) € corps™(r')}

— By ={(r,r) | r,r" € I tete(r) € corps™ (1)}
Un i-sous graphe (V,E) de T' est un sous-graphe de I" avec E C E; pour i € {0,1}.

Exemple 2.7.1. Soit I} = {r1,...,r¢} un programme logique o :
reo i opee r3 : f<bmnotf. r5 : be—m
ro : bep. 14 : fle—pmotf. re : x+— f,f notuz.

Le programme 11, est transformé en graphe de dépendance de régles I'ry, présenté dans la
figure 2.1 :

A partir de ce graphe 1a, on va réaliser un coloriage de I'r;. Un coloriage C' est une
fonction C' : II — {®, ©}. Intuitivement, les couleurs & et & indiquent si une régle est
supposée appliquée ou bloquée. On définit Cg, = {r | C(r) = @} et Cg = {r | C(r) = S}.

Dans un premier temps, pour tout modéle stable X, on définit un coloriage admissible
C de T' comme étant C' = (Ry(X), I\ R (X)). L’ensemble des coloriages admissibles de
I'r sont notés AC(IT). On note également ACT(C') 'ensemble des coloriages admissibles
compatibles avec C. En d’autres termes, AC(C) = {C" € AC(IT) | C C C'}.

Exemple 2.7.2. Reprenons l'exemple 2.7.1. Soit Cy le coloriage partiel Co = ({r1,r2}, {r¢}).
On peut voir que ACry, (Ca) = AC(IT) = {({r1,72,r3},{ra,75,76}), {r1, 72,74}, {r3,75,76})}.

Ce coloriage est présenté dans les figures 2.2 et 2.3.
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FIGURE 2.1 — Graphe de dépendance de II;

/@\\O?
(=)

FI1GURE 2.2 — Coloriage correspondant au modéle b, p, f
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FIGURE 2.3 — Coloriage correspondant au modele b, p, f’

On définit ’ensemble des modéles stables compatibles avec un coloriage comme étant
ASi(C) ={X € AS(II) | Cg C Ri(X) et Cs N Ru(X) = 0}.

Exemple 2.7.3. On continue l’ezemple 2.7.2, et on constate que AS, (Ca) = AS(I1}) =
{{b,p, f},{b,p, f'}}.

A partir de ces définitions, on peut préciser les liens entre les régles déja appliquées
ou bloquées et les autres.

Définition 2.7.3. Soit I' = (II, Ey, E1) le graphe de dépendance de régles du programme
logique 11, C' un coloriage partiel de I" et r une régle de 11, on dit que :
1. r est supportée dans (T',C), si corps™(r) C {tete(r’) | (+',r) € Ey,r" € Cg};

2. r nlest pas supportée dans (T',C), si {r' | (r',r) € Ey,tete(r’) = q} C Cq pour un
q € corpst(r) ;

3. r est bloquée dans (T',C), si 1’ € Cg pour un (v',r) € Ey ;

4. 7 est bloquée dans (T',C), sir’ € Cq pour tout (r',r) € Fy.

On notera S(T',C),S(T',C),B(T',C) et B(T',C) pour l’ensemble des régles supportées,
non-supportées, bloquées et non-bloquées.
Théoréme 2.7.1. Soit I' le RDG du programme logique 11 et C' un coloriage partiel de
I'. Alors, on a pour tout X € AS(C) que :
1. S(I',C)N B(T',C) C Ru(X)
2. S(I',C)nB(I',C) C C Ru(X)
Si C' est admissible, on a pour {X} = ASu(C) que :
3. S(I',C)n B(T,C) = Rp(X)
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4. S(I,C)NB(T,C) =11 C Ry(X)

Exemple 2.7.4. C@tz’nuons Vexemple 2.7.3. Pour tout X € ASm, (C) = {{b,p, f},{b,p, f'}} :
- S(T'ny, C2) N B(T'ny, Co) = {r1, 72} C Ry, (X)
- S(T'm,, C2) U B(T'ny, C) = {rs} € 1\ Ry, (X)

2.7.3 Kernel Normal Form

Dans |[GMO05|, Grossi et Marchi proposent un autre algorithme basé sur la représen-
tation des programmes logiques sous forme de graphes. A la différence de noMoRe, cet
algorithme est orienté sur les atomes et non sur les régles. Il est a noter qu’'une premiére
approche sur ce théme a été formulée par Viet Phan Luong dans [Luo97].

Définition 2.7.4. Un programme logique 11 est en Kernel Normal Form (ou Il est un
Kernel-Programme) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

— IT est WFS-irréductible, i.e., WFS(II) = (0,0) ;

— Toutes les regles ont un corps composé uniquement de litéraux négatifs ;

— Tous les atomes de 11 apparaissent dans le corps d’au moins une régle.

Une conséquence immédiate de cette définition est que dans un Kernel-Programme,
tous les atomes apparaissent au moins une fois en tant que téte de régle. De la maniére,
un Kernel-Programme ne posséde pas de faits.

De maniére générale, tous les programmes logiques peuvent étre représentés sous la
forme d’un graphe orienté, fini et étiqueté appelé Graphe de Dépendance Etendu (ou
EDG pour Extended Dependency Graph). Nous ne présenterons ici qu’une partie de sa
définition correspondant au cas des Kernel-programmes.

Définition 2.7.5 (Kernel-EDG). Pour un Kernel-Programme i, le graphe de dépen-
dance étendu EDG(Ilx) est le graphe (V, E) défini comme suit :

(%)

1. Pour chaque régle dans lic, a;” € V', ot a; est le nom de la téte et k est l'index

correspondant aux régles définissant a; ;
2. Pour tout a; € V, (aj,agk)) € I si et seulement si aj apparait dans le corps de la

k-eme regle définissant a;.

Nous donnons maintenant la définition d’un coloriage admissible pour un EDG et sa
signification vis-a-vis des modéles stables de II.

Définition 2.7.6 (Coloriage Rouge-Vert). Un coloriage R-V pour le graphe EDG est
une fonction p : V. — {R,V}. De plus, un coloriage est admissible si les conditions
sutvantes sont vérifiées :

1. SiFi tel que p(i) =V, alorsVj € N(i)p(j) = R;
2. Si i tel que p(i) = R, alors 3j € Nt (3) tel que p(j) =V.

En d’autres termes : il ne peut pas y avoir deux noeuds verts adjacents (V-V violation)
et un noeud rouge ne peut pas avoir tous ces voisins entrants rouges (R-R violation).
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Théoréme 2.7.2. Une interprétation S est un modeéle stable de 11 si et seulement st il
existe un coloriage associé colg qui est un EDG admissible.

Exemple 2.7.5. Considérons le programme logique Iy :

ry @ p+<mnota. r9 : p< notb.
II, =
rg : a<notb. r4 : b nota.

Ce programme posséde deux modeéles stables : S1 = {p,a} et So = {p,b}. Le graphe
de dépendance étendu correspondant a Iy est présenté dans la figure 2.1 :

O
(D—

TABLE 2.1 — Graphe de dépendance étendu du programme Il

Les deux seuls coloriages admissibles de ce graphe sont p(p) = p(b) =V et p(p') =
pla) =V.

2.7.3.1 L’algorithme de coloriage

L’algorithme prend en entrée un Graphe de dépendance étendu G = (V, E) et retourne
les coloriages admissibles. A chaque étape V = C U C, ou C et C = V\C représente
respectivement ’ensemble des noeuds déja coloriés et les noeuds restants & colorier. iy
et ir signifie respectivement que i a été colorié en Vert ou en Rouge.

L’algorithme de coloriage est présenté dans la figure 6.

2.7.3.2 ASSAT

Dans [LZ02|, Lin et Zhao proposent un algorithme de calcul des modéles stables
basé sur la traduction du probléme en probléme SAT. Cette traduction est basée sur la
complétion de Clark [Fag94| et la transcription des formules de boucle [LLO3].

2.7.3.3 La complétion de Clark

Définition 2.7.7. Pour tout atome p € Atome(Il), soient p — Gi,...,p «— Gy, Uen-
semble des régles ayant p pour téte dans II, alors p = G1 V ...V G, fait partie de la
complétion de Clark de I1. En particulier, sin =0, p = false.
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Algorithme 6 coloriage EDG(G = (CUC,E))
si 3i € C avec deg(i,C > 1) alors
i < choisir_un_noeud_a_ colorier(C)
sinon
final _check(G);
finsi

si colorier en R tous les j € NV (i) n’induit pas de R-R violation alors
coloriage_ EDG( (C U {iv}U{jr : j€N(H)}UC,E))

finsi

si colorier en rouge ¢ induit une R-R violation alors
renvoyer ;

sinon
coloriage_ EDG( (CU{igt UC,E))

finsi

Exemple 2.7.6. Soit le programme logique 1T suivant : 11 = {a < b. a < c,notb. b«
not ¢,not d.}
La complétion de Clark de 11 est : {a = (b) V (¢ A =b), b= (-c A —d)}.

Si S est un modéle stable de II, alors S est un modéle de sa complétion de Clark alors
que l'inverse n’est pas forcément vrai.

2.7.3.4 Les formules de boucles

Lorsque ’on représente les dépendances positives d’un programme sous la forme d’un
graphe, les atomes peuvent se montrer dépendants entre eux.

Pour expliquer le principe, si les régles suivantes font partie d’un méme programme :
{a < b. b« a.} alors la présence de a dans un modéle stable implique la présence de
b et vice versa.

Définition 2.7.8. Etant donné un programme logique IT qui peut contenir des contraintes,
un sous-ensemble non-vide L de Atome(Il) est appelé boucle de 11 si pour tout p et g dans
L, il existe un chemin > 0 allant de p a q dans le graphe de dépendance positive de 11,
tel que tous les noeuds dans le chemin sont dans L.

On sépare les atomes appartenant & une boucle de ceux qui n’appartiennent & aucune
boucle en deux ensembles qui forment une partition d’ Atome(II). Soient II un programme
logique et une boucle L, on définit les ensembles de régles suivants :

RYLM={p—G|(p—G)ell,pe L,(3g).gc Grge L}
R(LI)={p—G|(p—G)ell,pe L,~(3q).g€ GAge L}

Aucun atome appartenant & R*(L,II) ne peut appartenir & un modéle stable de II
que 8’il y a une justification & sa présence et cette justification appartient forcément &

R~(L,TI).
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Définition 2.7.9. Soit II un programme logique et L une boucle de II. Soit R™(L)
l’ensemble de régles suivant :

p1 < G11,...,p1 < G,

Pn Gn17~"7p1 — Gnkn

Alors la formule de boucle associée a L dans 11, notée LF(L,II), est "implication sui-
vante :

—\[GH\/...\/lel\/...\/Gnl\/...\/Gnkn]D /\—\p.
peEL

Exemple 2.7.7. Reprenons l’exemple tiré de [LZ02]. Soit 11 le programme logique sui-
vant :

a<+Db b—a
II = a < not c. c+—d
d«—c c < not a.

Dans cet exemple, on a deux boucles Ly = {a,b} et Lo = {c,d}. Et pour ces deux
boucles, on a les ensembles suivants :

RY(Ly,lI) ={a<b. b+ a.},R (L,1T) = {a+ not c.}

RY(Lg,l1) ={c+d. d+<c},R (Ly,1I) = {c + not a.}

Ainsi, LF(Ly,1II) est ¢ D (ma A —b) et LF (Lo, II) est a D (—c A —d).
On peut également noter que la complétion de 11 est :

a=-cVb b=a
H_{ c=-aVd dzc}

2.7.3.5 L’algorithme ASSAT

L’algorithme est basé sur le résultat suivant.

Théoréme 2.7.3. Soit IT un programme logique, comp(I1) sa complétion et LF(II) l’en-
semble des formules de boucles associées auz boucles de I1. Pour tout sous-ensembles S
de Atome(II), S est un modéle stable de 11 si et seulement si c’est un modéle comp(IT) U
LF(IT).

Les auteurs proposent la mise en ceuvre présenté dans la figure 7 :
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Algorithme 7 L’algorithme ASSAT

Instancier le programme logique a I’aide de lparse;
Effectuer les simplifications simples (par exemple les régles p «— G tel que p € G);
Calculer la complétion du programme et la convertir en clauses;
tantque faire
Trouver un modéle M en utilisant un solveur SAT;
si AM alors
renvoyer FALSE
finsi
Calculer M~ = M — cons(Par) ;
Si M~ =0, M est un modéle stable;
Calculer les boucles maximales de M ;
Pour chacune de ses boucles, calculer les formules de boucles et les convertir en
clauses et les ajouter & ’ensemble de clauses.
fin tantque

2.7.4 CLASP

Proposé par Gebser et al. [GKNS07b|, CLASP est un solveur ASP qui développe les
techniques venant des domaines de CSP et de SAT : les nogoods.

Soit IT un programme logique. Une assignation est une séquence (aq,...,ay) de lité-
raux a; de la forme T, ou F), tel que p € Atome(II) et 1 < i < n. T, signifie que p est vraie
et F, signifie que p est fausse. Les ensembles d’atomes vrais ou faux d’une assignation A
sont définis par : AT = {p € Atome(Il) | T, € A} et A¥ = {p € Atome(1l) | F, € A}.

Un nogood est un ensemble {a1,...,a,} de litéraux, exprimant une contrainte violée
par n’importe qu’elle assignation comprenant ai, ..., a,. Une assignation A tel que AF U
AT = Atome(I) et A¥ N AT = () est une solution pour un ensemble A de nogoods si
0 & A pour tout § € A.

L’idée de I'approche de Gebser et al. consiste a représenter le programme logique 11
sous la forme de nogoods d’aprés I'analyse de Lin et Zhao [LZ04]. Cette analyse (décrite
dans 2.7.3.2) décompose un programme logique en deux parties : les inférences issues de
la complétion de Clark et celles obtenues a ’aide des formules de boucles.

2.7.4.1 Complétion de Clark

L’atome pg représente un corps de regle.

PINA . . AP ADmi1 A ... App | B € corps(ID),
/3: {pla"'7pm7n0tp’m+17"'7n0tpn}}

(1) ps

ln c

2) {pr

L’équivalence (1) peut étre décomposée en deux parties :

g V... Vg, | p€ Atome(Il), corps(p) = {f1,...,0k}}
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— La premiére est I'implication pg — p1 A ... Appm A =Pms1 A ... A =p, qui peut étre

décomposée en un ensemble de clauses : =pgV p1, ..., 7PV Dm, D3V Pmt1s - - -
—p3 VvV pn;
— Cette implication est également vraie dans I'autre sens : pg « p1 A ... A pp A

“Pm+1 Ao A TDn.
Ce qui donne lieu aux nogoods suivants :

A(/B) = {{Tﬂ’ Fm}’ EERE) {T@, Fpm}7 {Tﬁ> Tpm+1}> SRR {Tﬁ7Tpn}}

0(B) ={Fp,Tp,....,Tp,. . Fp.\,... Fp.}

L’équivalence (2) donne les nogoods suivants :

A(p) = {{FP7 T51}7 RE) {FP7 T/Bk}}
é(p) = {TvaﬁNFﬂk}

A(IT) = A(B)U6(B) U A(p) Ud(p)

2.7.4.2 Formules de boucles

Pour capturer les effets d’une formule de boucles induite par un ensemble U d’atomes
de II tel que I'ensemble des formules de boucles comprenant les atomes d’un ensemble U
est LE(U,IT) = {f4,..., Bk}, on définit le nogood de boucle d’un atome p comme étant :

)\(p, U) = {Fﬂw e ’Fﬂk’ Tp}

Ainsi I'ensemble des nogoods de boucles pour un programme logique II est :

An = Uyc atome(m),u20iA(, U) | p € U}

Gréace a cette traduction, il est possible d’adapter les méthodes propres aux méthodes
CSP et SAT au calcul de modéles stables : les nogoods bénéficient de la propagation
unitaire et du retour arriére guidé par conflit.

2.8 Genérer et tester

La programmation logique avec sémantique des modéles stables est avant tout utilisée
pour la résolution de problémes fortement combinatoires. Pour représenter ces problémes,
une méthode commune employée dans la programmation logique est celle du générer-et-
tester [Lif08].

Cette méthode découpe le programme logique en deux parties : la génération de ’en-
semble des configurations, des interprétations ou des plans (selon le domaine) possibles,
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puis la mise & ’écart des solutions impropres. Bien entendu, les solveurs récents ne géné-
rent pas ’ensemble des solutions avant de les tester, mais effectuent des coupes efficaces
dans ’arbre de recherche.

2.9 Programmation logique possibiliste

P. Nicolas et al. [NGS05] ont proposé une maniére d’améliorer le pouvoir d’expression
de la programmation logique en étendant la sémantique des modéles stables (voir la
section 2) au programme logique dont les régles sont munis d’une mesure de nécessité.

L’ensemble fini des atomes classiques est noté X. On note N l’ensemble totalement
ordonné des valeurs de nécessité N' CJ0,1] Un atome possibiliste est donc une paire
a = (p, ) ou p est un atome de la logique classique et a € N.

On appelle régle possibiliste une régle de programme logique a laquelle est associée
une mesure de nécessité de la forme :

r=(c«ay,...,an,notby,...,not by,. )

avec n > 0,m > 0 et (ai)i<i<n, (bj)1<j<m,c sont des atomes de la logique classique.
La projection classique d’une régle possibiliste est définie par r* = ¢ «— aqy,...,an,
not by, ..., not by,. et n(r) = « est le degré de nécessité de la régle r. Un programme
logique possibiliste est défini comme étant un ensemble de régles possibilistes. Ainsi si
R est un programme possibiliste, alors R* = {r* | r € R} est le programme logique
obtenu a partir de R en oubliant les valeurs de nécessité.

Comme pour les programmes logiques standards, on définit la réduction du pro-
gramme logique possibiliste de la maniére suivante.

Définition 2.9.1. Soient P un programme logique possibiliste et X un ensembe d’atomes.
La réduction possibiliste de P par rapport a A est le programme logique possibiliste défini
par PX = {((r*)*,n(r)) | r € P,corps—(r)N X = 0}

Le programme logique possibiliste PX ainsi obtenu est un programme logique ne
contenant pas de négation par echec. Il est possible de définir un ensemble de conséquences
uniques et une distribution de possibilité associée.

Définition 2.9.2. Considérons A = 2YN Pensemble fini de tous les atomes possibilistes
induit par X et N. VA, B € A, nous définissons :

AN B = {(x,min{a, B}), (z,a) € A, (z,5) € B}

{(z,0) | (z,0) € A,z ¢ B"}
AuB= U {(z,0) | = ¢ A" (z,08) € B}
U A{(z,max{a, B}) | (2,0) € A, (z,5) € B}

A* C B*, etVa,a,pf,
B C
ACB {(a,a)eA/\(a,ﬁ)eB:agﬂ}
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Pour la définition suivante, si A et B sont deux ensembles d’atomes possibilistes, on
définit A C B comme étant I'inclusion ensembliste classique.

Définition 2.9.3. Soient r = (¢ < ay,...,an. ,«) une régle possibiliste et A un en-
semble d’atomes possibilistes :
— r est a-applicable dans A si corps(r*) =0
— r est B-applicable dans A si = min{a, a1, ...,an}, {(a1,01),...,(an,an)} C A
— r est 0-applicable dans tous les autres cas.
Et, pour un programme logique possibiliste sans négation par échec P et un atome x
donné, App(P,A,x) ={r € P | tete(r*) = z,r est v-applicable dans A,v > 0}

Définition 2.9.4. Soient P un programme logique possibiliste sans négation par échec et
A un ensemble d’atomes possibilistes. L’opérateur possibiliste de conséquence immédiate
I[ITp est une fonction qui associe un ensemble d’atomes possibilistes G un autre.

HTp(A) = { (x,0) | = € tete(P*), App(P, A, x) # 0, }

0 = maX,c app(P,a,2)1V | V-applicable dans A}

alors, Uopérateur itéré TITE est défini par ITH = et HTEJrl = ITp(IITE),Vn > 0.
La proposition suivante est donnée dans [NGS05].

Proposition 2.9.1. Soit P un programme logique possibiliste sans négation par échec,
alors IITp posséde un point fize U,>oIITE(D) que nous appelons ensemble de conséquences
possibilistes de P et que nous notons I1ICn(P).

On peut maintenant donner la définition d’un modéle stable possibiliste.

Définition 2.9.5. Soient P un programme logique possibiliste et X un ensemble d’atomes
possibilistes. X est un modéle stable possibiliste si et seulement si X = IICn(PX")

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la programmation logiqueen commengant par
PROLOG. Puis, nous avons introduit la sémantique des modéles bien-fondés et la séman-
tique des modéles stables qui nous servira & mettre en ceuvre la fusion par R-ensembles.
Ensuite, nous avons presenté différents solveurs de modéles stables. En particulier, les
solveurs Smodels et CLASP qui nous servirons pour la mise en ceuvre. Nous avons éga-
lement présenté la programmation logique possibiliste.



Chapitre 3

Changement de croyances

Introduction

La logique propositionnelle est un outil pour la représentation des croyances qu’un
agent ou que plusieurs agents peuvent avoir sur le monde. Ainsi, il semble nécessaire
de disposer d’outils pour la gestion de ces croyances (vérification de la cohérence, re-
cherche de modéles, ...). Les années 80 ont marqué le début de 'étude des opérations
de changement de croyances, qu’il s’agisse de révision, de mise & jour ou de fusion de
croyances.

La révision concerne la modification dans les croyances, dans un monde inchangé,
d’informations considérées comme plus siires ou plus fiables que les précédentes. Par
exemple, en voyant l'affiche de Tuken avec Liam Neeson, le titre ainsi que les acteurs
principaux pourraient permettre de déduire qu’il s’agit d’'un film américain. Mais en
regardant la bande-annonce, on constate qu’il a été réalisé par Pierre Morel et produit
par EuropaCorp, Taken est donc un film francais. Ici, une information peu sire (le design
de T'affiche) a été contredite par une information plus précise (la bande-annonce) et les
premiéres conclusions ont du étre révisées pour restaurer la cohérence.

La mise a jour, quant a elle, concerne le changement du monde lui méme. Les nouvelles
informations sont des modifications du monde qui doivent étre rapportées a la base de
croyances. Par exemple, imaginons que j’ai un couloir avec deux portes ainsi qu’une
croyance stipulant que 'une de ces portes seulement est ouverte. Si j’apprends que la
porte de droite est ouverte dans le contexte de la révision, cela veut dire que j’ai amélioré,
précisé, ma croyance précédente et je sais que seule la porte de droite est ouverte et que
la gauche est fermée. Dans le cas de la mise a jour, j’ai appris que le monde a changé et
cela méne & deux conclusions possibles : la porte de gauche était celle qui était ouverte
et maintenant elles le sont toutes les deux et le monde a changé ou la porte de droite
était celle qui était ouverte et le monde n’a pas changé.

La fusion est I'opération consistant & construire & partir des bases de croyances repré-
sentant les croyances d’un groupe d’agents une nouvelle base de croyances ou un ensemble
d’interprétations qui représente les croyances du groupe tout entier. Cette opération né-
cessite de résoudre les conflits existants entre les agents mais également de supprimer les
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croyances redondantes.

Toutes ces opérations sont guidées par le principe de minimalité (les croyances, pré-
cieuses, ne doivent par étre supprimées a la légére). Néanmoins, ces cadres sont soumis
a des contraintes spécifiques. Par exemple, pour la révision, la primauté va & la nou-
velle information par rapport aux anciennes; alors que, pour la fusion, toutes les bases
de croyances doivent étre également considérées. Ces éxigences particuliéres ont conduit
a la définition d’ensembles de postulats qu’une opération de révision dite raisonnable
devrait respecter. Ces postulats ont été définis en fonction du cadre dans lequel sont
représentées les croyances. Dans ce chapitre, nous allons présenté différentes maniéres de
représenter les croyances : comme un ensemble déductivement clos, une formule, une in-
terprétation ou un ensemble de formules. Pour chacun de ces cadres, nous allons montrer
comment les postulats AGM y ont été adaptés ainsi que quelques exemples d’opérations
qui y ont été définies.

3.1 Reévision

La révision de croyances désigne 1’ensemble des opérations a effectuer dans la repré-
sentation des croyances d'un agent lorsque de nouvelles croyances, considérées comme
plus fiables que les précédentes, doivent étre intégrées. Si les nouvelles croyances sont
compatibles avec les anciennes, alors leur conjonction est suffisante; mais que faire si
celle-ci est incohérente 7

Les travaux sur la révision seront présentés ici en fonction du choix de ’état épisté-
mique sous-jacent. Les premiers travaux ont porté sur les théories, autrement dit sur des
ensembles de croyances déductivement clos ; puis lorsque les croyances sont représentées
par une formule représentant cette théorie. Nous verrons ensuite les travaux portant sur
la révision définie lorsque 'état épistémique est décrit par une interprétation ou un en-
semble d’interprétations. Ensuite, nous examinons la révision syntaxique, ol un ensemble
de formules représente 1’état épistémique. Finalement, nous montrons les principaux tra-
vaux portant sur 'itération du processus de révision.

3.1.1 Changement de théories

Les premiers travaux sur la révision de croyances ont porté sur la révision de théories.
Une premiére opération, appelée expansion, a été définie. Cette opération correspond &
I'introduction d’une nouvelle formule sans modification de la théorie initiale. L’opération
d’expansion d’une théorie T par une formule A, notée T + a, est suffisante dans le cas
ou la formule ajoutée est cohérente avec la théorie initiale. Dans le cas contraire, les
opérations de contraction et de révision sont définies.

lorsqu’une formule est retirée d’une théorie, on définit 'opération de contraction,
notée T'— A.

L’opération de révision, notée T o A, correspond & la prise en compte d’une formule
au sein d’une théorie. Le résultat de cette opération doit étre cohérent, et doit changer
le moins possible la théorie initiale.
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3.1.1.1 Identité de Levi et identité de Harper

L’opération de révision a été originalement définie & partir de 'expansion et de la
contraction :

— Réduction de T pour s’adapter a la nouvelle information (7' — —a) ;

— Expansion de cette nouvelle théorie par la nouvelle information ((T' — —a) 4 a)).
On appelle cette définition de 'opérateur de révision l'identité de Levi [Lev80].

Toa=Cons((T ——a)U{a})

Il est également possible de définir I'opération de contraction & partir de 'opération
de révision, c’est Iidentité de Harper [Har75].

T —a=Cons(T'N(T o—a))

3.1.1.2 Postulats AGM

Dans [AGMS85|, Alchourron, Gérdenfors et Makinson, ont défini la premiére série de
postulats pour les opérateurs de révision. Les postulats AGM sont exprimés dans le cas
ou l'objet a réviser est une théorie, c’est & dire un ensemble de formules déductivement
clos.

On note K I'ensemble des théories de croyances que 1’on peut définir sur le langage
L. Une opération de révision x est une fonction de K, x L vers Kz, qui, & une théorie K
et une formule A, associe une nouvelle théorie K x A qui vérifie les postulats suivants :

AGM1 K x A est une théorie

AGM2 Ae KxA

AGM3 KxACK+ A

AGM4 Si-A¢ K, alors K+ ACK~*A

AGM5 K x A = 1 si et seulement si - —A

AGM6 Si A« B,alors KxA=KxB

AGM7 Kx(AANB)C(KxA)+ B

AGMS8 Si -B¢ K A, alors (K xA)+ B C K x (AN B)

Ainsi un opérateur de révision au sens de ces postulats AGM doit avoir les propriétés
suivantes. Sa solution doit étre une théorie AGM1. La nouvelle croyance doit faire partie
de la solution AGM2. AGM3 et AGM4 donnent le résultat de la révision lorsque A
est cohérent avec T'. La solution ne peut étre incohérent que lorsque l'on révise par une
information incohérente AGMS5. Le résultat doit étre indépendant de la syntaxe AGMG6.
Les deux derniers postulats - AGMY7 et AGMS - appelés postulats supplémentaires par
Gardenfors caractérisent le bon comportement de l'opérateur vis-a-vis de la minimalité.

Soient 1" une théorie et A une formule. Les opérateurs dans ce cadre sont basés sur
I'identité de Levi, elles consistent & définir des opérations de contraction, T' — —A puis
de définir 'opération de révision par To A = (T | —A) + A.

L’ensemble des sous-ensembles maximaux cohérents est défini par :

T|-A={T"|T CT,TH/-AetsiT CMCT alors M —-A}
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3.1.1.3 Full meet contraction

Une premiére approche intuitive consiste a considérer que le résultat de la contraction
est l'intersection des sous-ensembles maximaux cohérents.

Définition 3.1.1.

{ (T | -A) siT | —A est non-vide,)
T— A= .
T  sinon.

Mais cette opération se révéle trop prudente pour étre un opérateur de révision rai-
sonnable. Pour plus de détails, voir [Som94].

3.1.1.4 Maxi choice contraction

Une maniére de résoudre la prudence de 'opération de Full meet contraction est de
définir un opérateur de contraction basé sur la sélection d’un seul sous-ensemble maximal
cohérent. Ce choix est réalisé par une fonction de sélection s. Cette opération de révision
se trouve étre trop hardie pour étre satisfaisante.

Définition 3.1.2.

T A s(T'| mA) siT | —A est non-vide,)
N T  sinon.

3.1.1.5 Partial meet contraction

La définition d’une opération de contraction qui serait un compromis entre les deux
opérateurs précédents est réalisé au travers de l'intersection d’un ensemble de sous-
ensembles maximaux cohérents choisis par une fonction de sélection.

Définition 3.1.3.

Ns(T'| mA)  siT | —A est non-vide,)
T  sinon.

T_ﬁA:{

La critique la plus importante adressée aux postulats AGM est 1'absence de prise
en considération de la répétition des opérations de révision. C’est a ce probléme que
Darwiche et Pearl ont tenté d’apporter une solution.

3.1.2 Approche sémantique

Katsuno et Mendelzon [KM91] ont proposé une reformulation des postulats AGM
dans le cas oll une théorie est représentée par une seule formule ¢ et le lien entre ¢ et
K est défini de la maniére suivante : K = {¢ | ¢ = ¢}. Les postulats sont reformulés
comme suit :

KM1 poufEp
KM2 Si ¢ A p est cohérent, alors pou < o A p
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KM3 Si p est cohérent, alors ¢ o 4 est cohérent

KM4 Si @1 <> 2 et p1 <> pg, alors p1 0 uy <> 20 o

KMS5 (pop) Ao po(une)

KMS6 Si (¢ opu) A ¢ est cohérent, alors po (uA @) (pou)A¢

On peut établir une correspondance entre les opérateurs de révision % sur des théories
et sur les opérateurs de révision o sur des bases de croyances propositionnelles.

Théoréme 3.1.1. Soit un opérateur de révision x et son opérateur o correspondant,
alors % satisfait les postulats AGM1-AGMS8 si et seulement si o vérifie les postulats
KM1-KMS6.

3.1.2.1 Théoréme de représentation

Le théoréme de représentation montre comment les opérateurs peuvent étre caractéri-
sés a l'aide de pré-ordre sur les interprétations. Ainsi, Katsuno et Mendelzon ont proposé
dans [KM91| un théoréme de représentation basé sur la notion d’assignement fidéle.

Un assignement fidéle est une fonction qui associe une formule propositionnelle ¢ &
un pré-ordre total sur les interprétations de W, noté <, tel que pour toutes formules
©, p1 et o et pour toutes interprétations w et W' :

Définition 3.1.4 (Assignement fidéle). Une fonction qui associe 4 chaque état épisté-
mique @ un pré-ordre total <, sur les interprétations est un assignement fidele si et
seulement si :

- SiwkEged Eo, aorsw=,uw

- SiwkEg e o, aorsw <, W

~ 81 1 = 2, alors <, =<,

Un assignement fidéle représente la préférence entre les interprétations par rapport a
I'opération de révision. C’est & dire w <., w’ signifie que lors d’une opération de révision
d’une source représentée par la formule , I'interprétation w sera préféré a U'interprétation
w’. Le théoréme de représentation permet de lier les pré-ordre totaux aux postulats KM
au travers de l’assignation fideéle.

Théoréme 3.1.2. Un opérateur de révision o satisfait les postulats KM1-KM6 si et
seulement si il existe un assignement fidele <, tel que :

Mod(p o p) =min(Mod(u), <,)

Les opérateurs de révision sémantique considérent le résultat d’une opération de révi-
sion o comme les modéles de w les plus proches des modéles de ¢. Parmi les opérateurs
de révision sémantique , on peut citer les opérateurs de Bordiga [Bor85] ou encore les
Fonctions Ordinales Conditionnelles (OCF) [Spo88b|. Nous ne présentons ici que I'opé-
ration de révision de Dalal.
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3.1.2.2 Reévision selon Dalal

L’opérateur dit de Dalal [Dal88] est basé sur la distance de Hamming entre les inter-
prétations [Dal88]. La distance de Hamming entre deux interprétations est le nombre de
variables propositionnelles sur lesquelles elles différent.

Grace a la distance de Hamming, nous pouvons définir la révision selon Dalal.

Définition 3.1.5 (Révision selon Dalal). Soient ¢ une formule représentant les croyances
et p une formule. Les pré-ordre <gq,, est définie par :

wi <q, w; si et seulement dg(Mod(p),w;) < dg(Mod(p),w;)
Ainsi, la révision de ¢ par u selon Dalal est définie de la maniére suivante :
popu=min(Mod(u), <ay)

Exemple 3.1.1. Soit p = a AbA —c et p = —b. D’aprés la définition, la solution de
o se trouve parmi les modeéles de p, en d’autres termes {{—a,—b,—c}, {—a,—b,c},
{a,—b,—c},{a,—b,c}}. Et la solution est, parmi ces modéles, celui qui est le plus proche
de {a,b,—c}.

dg({—a,—b,~c},{a,b,—~c}) =2 dg({a,—b,—c},{a,b,—-c}) =1
dg({—a,=b,c},{a,b,~c}) =3 du({a,b,c},{a,b,~c}) =2

Ainsi,
SO o on = {a7 —\b7 —\C}

3.1.3 Opérateurs de révision syntaxique

On appelle base de croyances tout ensemble fini de formules bien formées de la logique
propositionnelle. L’ensemble des bases de croyances pouvant étre définies sur un langage
L est noté K, ou lorsqu’il n’y a pas d’ambiguités K.

Ainsi, une autre approche pour la révision de croyances est de s’attacher & la syntaxe
en représentant les croyances d’'un agent a ’aide de bases de croyances. Les opérateurs
de révision syntaxique donneront le résultat de 'opération K oa comme un ensemble de
formules, le plus souvent un sous-ensemble de K Ua. Les opérateurs de révision syntaxique
vont ainsi s’attacher & produire des sous-ensembles maximaux cohérent de K.

L’ensemble des conséquences possibles d’un ensemble de formules /C est appelé cloture

déductive, notée Cons(K). Il est défini par Cons(K) = {A | K E A}.
3.1.3.1 Reévision selon Nebel

B. Nebel [Neb91| a proposé un opérateur de révision pour les bases de croyances
finies. Soit K une base de croyances et a une formule. K | a représente I’ensemble des
sous-ensembles maximaux cohérents qui n’impliquent pas a :

Kla={K'K'CK,K'[ftaetsi K C M CK alors M |=a}
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L’opération de contraction est définie par :

% —a-d VE)KeKa st~ a;
K dans le cas contraire.

L’opération de révision est alors défini par :

Koa=(K—-a)ANa

Défini de la sorte, 'opérateur de Nebel ne vérifiait pas le postulat (AGMS5). Pour
corriger ce défaut, 'opérateur de contraction a été redéfini de la maniére suivante :

K dans le cas contraire.

K—q=— { (VK )krerja N (K V —a) si f£ a;

3.1.3.2 Systéme de sphéres de Grove

A. Grove [Gro88| a proposé une opération de révision utilisant la sémantique des
sphéres définie par D. Lewis [Lew73|. Le systéme de sphéres de Grove s’intéresse a 1’en-
semble des sous-ensembles maximaux cohérents d’un langage £, notés M. Les éléments
de M sont également appelés mondes possibles.

Une base de croyances est représentée par un ensemble de formules de £, noté [K], qui
est un sous-ensemble de M et qui est constitué des sous-ensembles maximaux cohérents
contenant les formules de K. Formellement :

[K]={MeM|KCM}
Un systéme de sphéres est défini de la maniére suivante :

Définition 3.1.6. Un systéme de sphére centré sur [K| est une collection de sous-
ensembles de M, noté S, qui satisfait les conditions suivantes :
— S est totalement ordonné par C ;
- [K] est un C-minimum de S ;
- M est dans S ;
— Si A est une formule de L et si il existe une sphére qui intersecte [A], alors il existe
une plus petite sphére de S qui intersecte [A].

Dans ce cadre, 'opération de révision peut étre défini de la maniére suivante. Soit 54
la plus petite sphére de S qui intersecte [A]. La révision de la base de croyances K par
une formule A peut étre représentée par [A] N S4. En fait, [A] NS4 est Pensemble des
éléments de M les plus proche de [K]| qui contiennent A. Cette opération de révision,
noté K x A = K4, satisfait les huit postulats AGM.
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3.1.3.3 Révision par R-ensembles

Un exemple est la Révision par R-ensembles qui est définie dans [BuBPWO04|. Cette
méthode se place dans le contexte de bases de croyances constituées de formules sous
forme CNF. Si on considére l'opération de révision de la base de croyances K par un
ensemble de formules A. L’opération de révision par R-ensembles est basée sur le retrait
de sous-ensembles minimaux de clauses K permettant de restaurer la cohérence dans
K U A, appelés R-ensembles ou removed sets. De fagon formelle :

Définition 3.1.7 (R-ensembles). Soient K une base de croyances et A une base de
croyances telles que K U A soit incohérent. Soit R un sous-ensemble de clauses de K, R
est un R-ensemble de K o A si et seulement si :

1. (KUA)\R est cohérent;
2. VR CK,R # R, si (KUA)\R' est cohérent, alors |R| < |R/|.
L’ensemble des R-ensembles pour K o A est noté R(K U A).

Ainsi, on obtient un nouvel opérateur de révision syntaxique :

Définition 3.1.8 (Révision par R-ensembles). Soient K une base de croyances et A une
formule. La révision de K par A est définie comme :

KoA= \/ Cons({(KUA)\R})
RER(KUA)

Exemple 3.1.2. Soit la base de croyances K = {d,—aV —=b,—=cV —=b,aV —d,cV ~d}. K
est cohérent. Si K est révisé par A = {b}, K U A est incohérent, il faut donc supprimer
des formules de K pour restaurer cette cohérence.

Le plus petit sous-ensemble de formules de K dont la suppression restaure la cohérence
dans K U A, et donc seul R-ensemble, est R = {d}. Ainsi,

KoA={b-aV-b-cV-baV-dcV-d}

Dans cette thése, nous allons généraliser cette approche & la fusion de bases de
croyances.

3.1.4 Reévision itérée

Il peut arriver cependant que les nouvelles informations ne soient pas disponibles
immédiatement et que le processus de révision doive étre répété plusieurs fois. Ainsi,
la notion de révision itérée a été formalisée par Daniel Lehmann dans [Leh95|. Dans
ce cadre, au lieu de réviser par une nouvelle information g, on révise par une séquence
d’informations (p1, ..., un). Cette approche est décrite dans un cadre suffisamment large
pour que I’état épistémique ® puisse étre représenté de plusieurs maniéres : un pré-ordre
total sur les interprétations, une distribution de possibilité, une fonction conditionnelle
ordinale, etc. A chaque état épistémique correspond un ensemble de croyances Bel(®)
qui est une formule propositionnelle.
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Définition 3.1.9. Soient ® et ® deux états épistémiques. On dit que ® et O sont
équivalents, noté ® = @', si et seulement si leur base de croyances contiennent des
formules équivalentes. Autrement dit, Bel(®) = Bel(®'). ® et &' sont égauz, noté ® = &',
si et seulement si ils sont identiques.

3.1.4.1 Reformulation des postulats AGM

Les postulats KM sont donc reformulés et réécrits dans ce cadre. Ainsi, soit ® un état
épistémique et  une formule. L’opérateur o est un opérateur de révision s’il satisfait les
propriétés suivantes :

R1 Bel(®op) ¢

R2 Si Bel(®) A ¢ est cohérent, alors Bel(® o p) = Bel(®) A .

R3 Si ¢ est cohérent, alors Bel(® o ¢) est cohérent.

R4 Si &1 = &5 et 1 = 9, alors P10 = Py 0y

R5 Bel(®Pop) Apl= Bel(®o (pAwp))

R6 Si Bel(® o ) A p est cohérent, alors Bel(®o (p Ap)) = Bel(Pop)Ap

Dans ce cadre-1a, Darwiche et Pearl [DP97a] ont ajouté quatre postulats pour prendre
en compte l'itération du processus de révision dans I'état épistémique. Soit ¢ un état épis-
témique, soient «, u deux formules, un opérateur de révision doit satisfaire les postulats
suivants :

DP1 Si ¢ = p, alors Bel((® o p) o) = Bel(P o p)
DP2 Si ¢ = —p, alors Bel((® o ) o ) = Bel(® o @)
DP3 Si Bel(® o ¢) = p, alors Bel((Pop)oyp) = u
DP4 Si Bel(® o ¢) = —u, alors Bel((® o p) o @) = —p

Ces postulats expriment des conditions sur la succession des opérations de révision.
Par exemple, le postulat (DP2) stipule que si on révise une base un état épistémique par
une information p, puis par son contraire ¢, le résultat soit étre identique a celui obtenu en
révisant directement par ¢. Le postulat (DP2) assure qu'une information doit étre gardée
aprés une opération de révision si la nouvelle information n’est pas contradictoire avec
elle. La caractérisation des postulats KP a été discutée, en particulier, le trés contreversé
postulat (Cq), car a la fois trop forte et trop faible [FH99].

Les postulats (DP1)-(DP4) peuvent étre réécrits en fonction des pré-ordres totaux
de la maniére suivante :

CR1 Siw; = p et wy = palors wi <y wy si et seulement si w1 <woy wo
CR2 Siw; = —p et wy = —p alors wi <y wy si et seulement si wi <oy wo
CR3 Siwi = p et wy =~y alors wy <y wo si et seulement si wy <wop w2
CR4 Siwi = p et wy = —p alors wy <y wo si et seulement si wy <wop wo

Parmi les opérateurs de révision itérée, on peut citer : la révision naturelle de Boutilier|Bou93|,
Lehmann [Leh95], les enracinements épistémiques [NFPS94, NFPS96], les transmutations
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[Wil94], [Wil95], la révision possibiliste [DP92, DP97b| ou encore la révision avec mémoire
[Pap01, BDLP02].
Dans la section suivante, nous allons étudier la fusion de croyances.

3.2 Fusion de croyances

Les croyances sont de plus en plus distribuées, que ce soit & travers des bases de
données réparties ou des systémes multi-agents. Dans ce cadre, les agents distribués ne
sont pas toujours, et méme rarement, en accord et la question de la combinaison de ces
croyances se pose naturellement. Il s’agit ici de déterminer, & un moment donné, quel est
I’ensemble des croyances associées a un groupe d’agents.

3.2.1 Flock et profil de croyances

Un multi-ensemble de bases de croyances est appelé profil de croyances. Dans le cas
des opérations de révision ou de fusion syntaxique de croyances, le résultat sera exprimé
sous la forme d’ensemble de bases de croyances. Ces ensembles de bases de croyances, qui
ne sont pas des multi-ensembles et ont une sémantique différente des profils de croyances,
sont appelés flock [FUVS83|. Les flocks peuvent étre considérés comme un ensemble de
solutions alternatives, a la maniére des extensions de la logique des défauts [Rei80|.

On définit ’équivalence entre profil de croyances de la maniére suivante :

Définition 3.2.1. Soit E = {K1,...,K,} et E' = {K{,..., K]} deux profils de croyances.
On dit que E et E', noté E = E' sont équivalents si et seulement si il existe une bijection
f entre les bases de croyances appartenant au profil, i.e. pour tout , il existe un unique
J tel que K; = Kp(j)—;-

Soit E = {Kj,...,K,} un multi-ensemble de n bases de croyances cohérentes a
fusionner, E est appelé profil de croyances. On note A(FE) le résultat de l'opération de
fusion des bases K7, ..., K,. L’opération de fusion peut se faire en présence de contraintes

que le résultat devra respecter. Nous préciserons d’abord la question des contraintes
d’intégrité. Puis nous détaillons les principaux postulats pour la fusion de croyances.
Nous donnons finalement quelques exemples d’opérateurs de fusion, tant sémantiques
que syntaxiques.

3.2.2 La question des contraintes d’intégrité

Les contraintes sont généralement exprimées sous la forme de formules. Les postulats
de Konieczny et Pino-Perez (cf. infra) demandent a ce que les contraintes soient explicites
dans le résultat et pas seulement implicitement cohérent avec le résultat comme dans
les travaux antérieurs [Rev97, LM9S8|. L’opération de fusion du profil E avec IC pour
contraintes est notée Aro(E). Dans le cas ou il n’y aurait pas de contraintes portant sur
le résultat, on parle de fusion pure et on pourra considérer que l'opération se déroule
avec la contrainte IC' = T ou alors simplement noté A(E).
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Pour reprendre la terminologie de S.Konieczny, on parlera de fusion contrainte en
présence de contraintes d’intégrité et de fusion pure sinon.

3.2.3 Postulats

Dans la continuité des travaux d’Alchourron, Gardenfors et Makinson (cf. 3.1.1.2),
S. Konieczny et R. Pino-Perez a dans [KP99| défini un ensemble de postulats qu'un
opérateur de fusion contrainte raisonnable devrait respecter.

Nous donnons maintenant la définition de ’équivalence entre profils.

Définition 3.2.2. Soient Ei et Eo deux profils de croyances. On dit que FEi et Eo
sont équivalents, noté E1 «— FEy si et seulement si il existe une bijection f de E1 =
{Ki,...,Kp} vers Ey = {Kypt1,...,K,} telle que f(K) «< K.

L’opération de fusion Ajc est définie comme étant une fonction qui, & chaque en-
semble de croyances, associe une base de croyances cohérente, notée Ajc(FE). Différents
postulats permettant de caractériser le comportement rationnel des opérateurs de fusion
ont été proposés [KP99).

(KP0) Ac(F) EIC.

(KP1) Si IC est cohérent, alors Ao (E) est cohérent.

(KP2) Si E est cohérent avec IC, alors Ajo(E) = ANE AN IC.

(KP3) Si Ej = Ey et IC) = ICy, alors Arc, (E1) = Arc, (E2).

(KP4) Si K1 = IC et Ky |= IC, alors Aro(K; U Ka) A Ky = L implique Aro (K U
Ko) N Ky = L.

(KP5) A[C<E1) AN Ajc(Eg) |: A[C’(El LJ EQ).

(KP6) Si Arc(E1) ANArc(Es) est cohérent, alors Ajc(Ey U E2) = Arc(Er) AArc(E2).

(KP7) AIC’l (E) A I1Cy ): AICl/\IC’Q(E)~

(KP8) Si Ajc, (E) A ICy est cohérent, alors Ao, arc, (E) = Arey (E) A IC,.

(KPO0) stipule que le résultat de la fusion doit satisfaire les contraintes d’intégrité.
D’aprés (KP1), le résultat de la fusion doit étre cohérent si les contraintes d’intégrité
sont cohérentes. La conjonction des bases de croyances est cohérente, (KP2) indique
qu’il doit s’agir du résultat de la fusion. Selon (KP3), la fusion est indépendante de la
syntaxe. (KP4) stipule qu’il ne peut pas étre donné de priorité aux bases de croyances.
Les postulats (KP5) et (KP6) fonctionnent ensemble; ils indiquent que si deux sous-
groupes sont d’accord sur une alternative alors cette alternative doit faire partie du
résultat de la fusion. (KP7) et (KP8) expriment des conditions sur les conjonctions de
contraintes d’intégrité.

Certains de ces postulats peuvent étre, et ont d’ailleurs été, remis en question. Pour
le postulat (KPO), par exemple, est-il vraiment nécessaire que les contraintes soient
explicites dans le résultat de 'opération de fusion? Quel est l'intérét de I'équivalence
syntaxique, postulat (KP3), lorsque 1'on sait que dans la plupart des bases, les variables
propositionnelles ne sont pas indépendantes? Pour un récapitulatif de ces discussions,
voir [Kon99|.
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3.2.3.1 Postulats KP pour la fusion pure

Dans le méme article, un ensemble de postulats pour la fusion pure a été proposé.
(FP1) A(FE) est cohérent.
(FP2) Si E est cohérent, alors A(E) = A\ E.
(FP3) Si Ey = E», alors A(E1) = A(E»).
(FP4) Si K A Ko est incohérent, alors A(K; U Ky) - K.
(FP5) A(E1) NA(Es) = A(Ey U Ey).
(FP6) Si A(E1) A A(E») est cohérent, alors A(E; U Ea) = A(Eq) A A(E3?).

3.2.3.2 Théoréme de représentation pour la fusion

De fagon similaire a la révision de croyances, on peut définir un assignement syn-
crétique pour faire le lien entre les postulats de Konieczny-Pino Perez et des pré-ordres
totaux sur les interprétations.

Définition 3.2.3 (Assignement syncrétique). Soient I, J deux interprétations. Un as-
signement syncrétique est une fonction qui associe a chaque profil de croyances E un
pré-ordre <p sur les interprétations telle que pour tous profils de croyances E, E1 et Fo
et pour toutes bases de croyances K, K' les conditions suivantes sont satisfaites :

1. il =FE et JEE,aorsI ~gJ.
2. SilE=FEetJWEE, alorsI <g J.
3. Si By < E», alors <p,=<g,.
4. VIEK 3 EK,J<gug I
5. 8iI<p Jetl<g,J, alors I <g,ug, J.
6. SilI<p, Jetl<g,J,alorsI <g,uE, J .
Théoréme 3.2.1 (Théoréme de représentation). Un opérateur A est un opérateur de

fusion contrainte si et seulement si il existe un assignement syncrétique qui associe @
chaque profil de croyances E un pré-ordre total <pg tel que :

Mod(Arc(E)) = min(Mod(IC),<pg)

3.2.4 Arbitrage et majorité

Les opérateurs de fusion peuvent étre séparés en deux familles : les opérateurs d’arbi-
trage et les opérateurs majoritaires. Prenons un exemple pour expliquer leur différence.

Exemple 3.2.1. Imaginons des camarades de lycée qui se retrouvent 10 ans apres avoir
passé leurs diplomes. La plupart sont restés proche de leur ville d’origine et ont des
horaires de bureau. Cependant, l'un d’entre eux habite maintenant o 200 kilométres de
la. Ainsi, s’ils veulent se donner rendez-vous, la plupart d’entre eux vont souhaiter le
faire proche de leur ville d’origine et aux heures normales de repas, alors que leur ami



3.2. FUSION DE CROYANCES 75

éloigné souhaitera probablement que leur rencontre ait lieu dans un lieu intermédiaire et
probablement un peu plus tard pour avoir le temps d’arriver aprés le travail.

Un opérateur majoritaire prendra en compte ’avis de la magjorité. Le repas aura lieu
aux heures mormales de repas, dans la ville d’origine, excluant leur ami eloigné.

Un opérateur d’arbitrage essayera de satisfaire au mieur chacun des acteurs. Dans
notre cas, peut étre que leur rendez-vous se passera dans leur ville d’origine mais & une
heure permettant a leur ami éloigné de les rejoindre.

De fagon formelle, Konieczny et Pino-Perez [KP02| donnent les définitions suivantes :
Définition 3.2.4 (Arbitrage). Un opérateur d’arbitrage satisfait la propriété suivante :

Arc, (K1) = Agc, (Ko)
Arcye10, (K1 U Ko) « (IC) < —ICy)
10y 1 IC,
10y | ICy

— Arcyvic, (K1 U Ka) = Are, (K7)

Définition 3.2.5 (Majorité). Un opérateur de fusion magoritaire satisfait la propriété
swwante :
In Ajc(K1UKS) E Are(Ka?)

Il existe également une propriété, opposée a la propriété ci-dessus qui définit qu'un
opérateur est insensible a la répétition des opinions.

Définition 3.2.6 (Indépendance & la majorité). Un opérateur de fusion indépendant a
la majorité satisfait la propriété suivante :

V?”L,A(Kl L Kg) = A(Kl L KQ)

3.2.5 Opérateurs

Nous allons présenter ici quelques opérateurs de fusion. Un premier opérateur de
fusion intuitif peut étre celui inspiré par la révision par intersection totale [Kon99|. Plus
précisément, on considére que le résultat est la conjonction des bases de croyances du
profil si celle-ci est cohérente et T si elle ne 'est pas.

A(E) = /\KieE K, si UK; est cohérent
B T dans le cas contraire

Une autre approche intuitive serait de considérer la conjonction des bases de croyances
a fusionner.

AE)= N K

K;eE

Mais ces opérations, beaucoup trop drastiques ne produisent pas de résultat satisfaisant.
Une derniére approche intuitive serait de considérer la disjonction des bases de croyances
& fusionner.

AE) =\ K

K;,eFE
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Mais cette opération est trop lache et ne permet pas de définir clairement les croyances
spécifiques au groupe.

Entre ces deux approches, de nombreux travaux ont porté sur la définition d’opéra-
teurs de fusion selon un point de vue sémantique [KLMO04| ou un point de vue syntaxique
[Cho98, MGCO01|. D’autres opérateurs ont été définis dans [BL02| dont une mise en ceuvre
a été proposée dans [GHOS|.

3.2.5.1 Opérateurs sémantiques

Une premiére tentative de définir un opérateur de fusion a été effectuée par P.R.
Revesz [Rev93]. Appelé opérateur d’adéquation sémantique (model fitting), ces opérateurs
ont pour but d’effectuer un arbitrage entre deux bases de croyances. Une autre étude
intéressante est celle effectuée par Liberatore et Schaerf [LS95]; mais elle aussi ne gére
que la fusion de deux bases de croyances.

Ainsi, les premiers véritables opérateurs de fusion, au sens ou ils gérent plus de deux
bases de croyances, sont probablement ceux définis dans [KP99].

Ces opérateurs sont décrits comme étant des opérateurs de fusion contraintes. Leur
définition est donnée indépendamment de la fonction de distance d, ils sont décrits ci-
dessous.

Opérateur Somme

Pour 'opérateur Somme, la distance entre une interprétation et un profil de croyances
est définie comme étant la somme des distances entre 'interprétation et les bases de
croyances du profil.

Définition 3.2.7. Soient E = {Ky,..., K,} un profil de croyances et I une interpréta-
tion sur Atome(FE). La distance dgy, entre une interprétation et un profil de croyances
est définie comme étant :

dd,Z(IvE) = Z d(IaKl)
KiEE

Ce qui permet de définir le pré-ordre sur les interprétations suivant :
1 S%’Z J si et seulement si dgx (I, E) < dgx(J, E)
Lopérateur A“> est défini par :
Mod(AYY(E)) = min(Mod(IC), <%*)

Exemple 3.2.2. Pour illustrer ces opérateurs sémantiques, nous prenons l’exemple issu
de [Rev93/.

Ainsi, prenons trois étudiants qui expriment leur point de vue sur les langages de bases
de données qu’ils souhaitent apprendre durant cette année universitaire. Ils ont le choix
entre : SQL (noté s), Oy (noté o), Datalog (noté d). Le premier souhaite étudier SQL
ou Oy mais pas Datalog (K1 = {—d, sV o}). Le second veut étudier seulement Datalog
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ou Oz mais pas les deur (Ko = {—s,dV 0,70V ~d}). Le troisiéme veut étudier les trois
(K3 ={s,d,o}).

Dans cet exemple, le décideur est le professeur, et les trois groupes d’étudiants peuvent
étre assimilés a trois agents. Le professeur doit prendre une décision en respectant au
mieux le choix des étudiants selon une stratégie donnée. L’union des avis de chaque
étudiant {—d, sV o,—s,dV 0,70V —d, s,d, 0} est incohérente, il faut donc faire un choiz.

Soit E = {K1, Ko, K3} un profil de croyances avec K1 = {(sV o) AN—d}, Ko = {(-sA
dA=0)V(=sA—dNo)} et K3 = {sAdNo}. Ces bases de croyances ont les modéles suivants :
Mod(K1) = {{s,d,—o},{—s,—d, 0}, {s,d,0}}, Mod(K2) = {{—s,d,—o},{—s,—d,o}}
et Mod(K3) = {{s,d,o}} et on peut supposer qu’il n’existe pas de contraintes IC = T.

En utilisant la distance de Hamming, on obtient le tableau sutvant :

o K1 K» K;|ds(E)
{=s,~d,—0}| 1 1 3 5
{=s,—d,0} | O 0 2 2
{=s,d,=0} | 2 0 2 4
{=s,d, o} 1 1 1 3
{s,=d,—0} | O 2 2 4
{s,~d, o} 0o 1 1 2
{s,d, -0} 11 1 3
{s,d, o0} 1 2 0 3

L’opérateur Somme réalise en quelque sorte une élection de 'interprétation la plus
proche des croyances exprimées dans le profil.
Opérateur Max

Pour l'opérateur Max, la distance entre une interprétation et un profil de croyances
est définie comme étant le maximum parmi les distances entre 'interprétation et les bases
de croyances du profil.

Définition 3.2.8. La distance dq prax entre une interprétation et un profil de croyances
est définie comme étant :

dd,Mam (I7 E) = }(néel}E{' d(I, KZ)

Ce qui permet de définir le pré-ordre sur les interprétations suivant :

I S%M‘w J si et seulement si dg praz (1, E) < dg paz(J, E)

ABMaz o5t défini par :

L’opérateur
Mod(A}S " (E)) = min(Mod(IC), <$M")

Exemple 3.2.3. Nous reprenons l'exemple decrit dans 3.2.2 pour illustrer [’opérateur

Mazx.
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w K1 Ky Kz |dyae(E)
{=s,—d,—-0} | 1 1 3 3
{=s,~d,0} | O 0 2 2
{=s,d,=0} | 2 0 2 2
{=s,d, 0} 1 1 1 1
{s,~d,—0} | O 2 2 2
{s,—d, o} 0 1 1 1
{s,d,—o} 1 1 1 1
{s,d, o} 1 2 0 2

Ainsi, I'interprétation choisie est celle qui minimise la distance entre I'interprétation
choisie et la base de croyances la plus éloignée de cette interprétation. C’est pour cela
que Revesz a donné le nom de minimaxz a 'opérateur dq,, e (00 d est la distance de
Dalal) dans [Rev93|.

Opérateur GMax

L’opérateur GMaz (pour Maz généralisé) est un le raffinement lexicographique de
lopérateur Mazx.

Définition 3.2.9. Pour chaque interprétation I, on construit la liste (di,... dL) des
distances entre cette interprétation et les n bases de croyances du profil E, i.e. djl- =
d(I,Kj). On construit LY la liste obtenue & partir de (di,...,dL) en la triant dans

Uordre décroissant. On définit dgcnraz(I, E) = LJIE . On note <jep 'ordre lexicographique
entre les vecteurs d’entiers.
On définit le pré-ordre sur les interprétations suivant :

1 <BEMaT 7 6 et seulement si dgcaran(I, E) <iea dacrras(J, E)

Et Uopérateur AHGMaz

est défini par :
Mod(ASSM*(E)) = min(Mod(IC), <&My

Exemple 3.2.4. Nous reprenons l’exemple décrit dans 3.2.2 pour illustrer l'opérateur

GMazx.

w Ky Ky K3 |dgya:(E)
{=s,~d,—0} | 1 1 3 (311)
(ms,=d,0} | 0 0 2| (200
{=s,d,=0} | 2 0 2 (220)
[=s.do} | 1T 1 1] (110
{s,~d,—o} | 0 2 2| (220)
{s,—d, o} 0o 1 1 (110)
{s,d, -0} 1 1 1 (111)
(s.do} | 1 2 0 (210)
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En quelque sorte, 'opérateur GM ax affine les choix qui aurait été fait par 'opérateur
Mazx. Dans exemple 3.2.4, Ajpjq: aurait eu pour solution I’ensemble d’interprétations :
{ {s,~d, -0}, {—s,d, -0}, {—=s,~d, 0} }. Et GMaxzx affine encore ce choix en ne gardant
que {{—s,d,—o}}.

D’autres opérateurs ont définis comme, par exemple, 'opérateur de fusion reposant
sur des notions de morphologie mathématique [BL02| et mise en ceuvre grace aux Dia-
grammes de Décisions Binaires [GHOS|.

3.2.5.2 Opérateurs syntaxiques

Les opérateurs syntaxiques déterminent un ensemble de formules cohérent a partir
des formules issus du profil de croyances a fusionner.

Opérateurs de combinaison

Les premiers opérateurs syntaxiques, appelés alors opérateurs de combinaison, sont
apparus dans [BKMS91| et [BKM91|. Leur définition est axée sur la recherche de sous-
ensembles maximaux cohérents.

Définition 3.2.10. Soient K une base de croyances et IC' une formule représentant
les contraintes et E un profil de croyances. MAXCONS(K,IC) dénote l’ensemble des
sous-ensembles mazimauzr (au sens de linclusion ensembliste) cohérents de K U IC et
qui contiennent IC. On pose alors MAXCONS(E,IC) = MAXCONS(\ E,IC) ou
N\ E est la conjonction des bases de croyances de E.

L’opérateur M AXCONS,,-q qui sélectionne les sous-ensembles maximaux cohérents
au sens de la cardinalité est défini comme suit :

Définition 3.2.11. Soient K une base de croyances et IC une formule représentant
les contraintes et E un profil de croyances. MAXCON Soqrq(K, IC) dénote l’ensemble
des sous-ensembles mazrimaux - au sens de la cardinalité - cohérents de K U IC et qui

contiennent IC. On pose alors MAXCONS 4rq(E,IC) = MAXCON S orq(\ E,IC).

Il est & noter que les contraintes sont intégrées dans la définition. A partir de cette
définition, on peut donner celle des opérateurs de combinaison.

Définition 3.2.12. Soit E un profil de croyances et IC' un ensemble de formules repré-
sentant les contraintes.

AfL = MAXCONS(E,IC)

% {M : M e MAXCONS(E,T) et M NIC cohérent }
(M : M € MAXCONS,qq(E,IC)}

ASS = {{M : M€ MAXCONS(E,T) et M A IC cohérent }

si cet ensemble est non vide

N(l>
SR
Il

e
sinon }
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Les opérateurs de combinaison oublient la provenance des croyances. De plus, ils sont
insensibles a la répétition des informations. L’opérateur Alcol servira de base pour les
opérateurs présents dans la suite.

Fonctions de sélection

De maniére analogue au cadre AGM, on définit des fonctions de sélection pour la
fusion de bases de croyances. Ces fonctions de sélection permettent de sélectionner des
maximaux cohérents afin d’affiner encore le choix fait par les opérateurs de combinaison.
On parlera ici de 'opérateur majoritaire drastique et I'opérateur Intersection.

Opérateur majoritaire drastique Une autre maniére de considérer la fusion est
d’essayer de rester proche des bases de croyances originales. Ainsi, ’opérateur majoritaire
drastique, décrit dans [Kon99]|, est basé sur une définition des distances qui favorise cette
orientation.

Définition 3.2.13. Soient un profil de croyances E = {Kji,...,K,} et un maximal
cohérent M. La distance entre un maximal cohérent M est une base de croyances K est :

0 si M AN K cohérent
1 sinon

dD(MaK):{

La distance entre un mazimal cohérent M et un ensemble de croyances E est alors :
dp(M,E) = ) dp(M,K;)
1<i<n
Et lopérateur majoritaire drastique est défini par :

AJL(B) ={M € AFA(E) : dp(M,E)= min (dp(M; K))}
M;eACL(E)

L’opérateur majoritaire drastique choisit les maximaux cohérents qui sont cohérents
avec le maximum de bases de croyances parmi le profil de croyances.

Opérateur Intersection Cet opérateur est défini dans [Kon99| a partir d’une dé-
finition de la distance qui représente la cardinalité de 'intersection entre les bases de
croyances.

Définition 3.2.14. Soient un profil de croyances E = {Ki,...,K,} et un maximal
cohérent M. La distance entre un mazximal cohérent M est une base de croyances K est :

dn(M,K) =|M N K|
La distance entre un maximal cohérent M et un profil de croyances E est alors :
do(M,E) = Y dn(M, K;)
1<i<n
Et Dopérateur magoritaire drastique est défini par :

AfL(F) = (M € ARME) + (M B) = | max  (do(M, )}
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3.2.6 Fusion réversible

Il peut, dans certains contextes, étre intéressant de pouvoir revenir en arriére aprés
une opération du fusion, de pouvoir retrouver les croyances dans les bases du profil qui a
été fusionné ainsi que les préférences exprimées sur les agents. Dans [SDP06| J.Seinturier
et al. proposent une méthode pour effectuer ce retour en arriére, appelé fusion reversible.
Cette méthode est basée sur la représentation des préférences a I'aide de polynomes.

On rappelle que I’ensemble des polynomes de la forme > pix’, p; € R est noté
Rz]. On appelle décalage vers la droite de k positions la multiplications par z¥ | récipro-
quement, on appelle décalage vers la gauche de k positions une division par z¥.

Dans le cadre de la fusion de bases de croyances, il est possible que des préférences
solent exprimées sur les agents (préférences externes) ou sur les croyances exprimées
par les agents (préférences internes). On définit donc des fonctions de pondération pour
représenter ces préférences.

3.2.6.1 Pré-ordre externe
Ainsi, on associe une fonction de pondération & tout profil de croyances :

Définition 3.2.15. Soit E = {Ky,...,K,} un profil de croyances, une fonction de
pondération externe est une application telle que :

q: F — R
K — q(K;)

A partir de cette pondération, on définit un pré-ordre externe sur les profils qui est
noté <p et représenté par le polynome g(z) = >°7 q(K;)xt =t

Définition 3.2.16. Un pré-ordre externe sur un profil de croyances E muni d’une fonc-
tion de pondération q est défini par :

VK;,K; € E,K; <g K; si et seulement si q(K;) < q(K})

3.2.6.2 Pré-ordre interne

De la méme maniére, nous définissons une pondération interne aux bases de croyances
afin de pouvoir définir un pré-ordre interne.

Définition 3.2.17. Soit E = {Kj,...,K,} un profil de croyances et VW l’ensemble des
interprétations du langage. Une fonction de pondération interne est une application telle
que :
rr;, © W — Rz]
w — pK,(w)
Définition 3.2.18. Un pré-ordre interne sur les interprétations d’une base de croyances
K; munie d’une fonction de pondération pg, est définie par :

Vwj,wp € W,w; <k, wy st et seulement si pr,(w;) < pr;, (W)
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3.2.6.3 Pré-ordre global

A partir des pré-ordres internes et des pré-ordres externes, on construit un pré-ordre
global.

Plusieurs bases de croyances peuvent avoir la méme pondération, il est nécessaire
de les différencier pour pouvoir les retrouver lors de l'opération inverse. Une fonction
inversible de rang absolu est ainsi définie dans ce but.

Définition 3.2.19. Soit E = {K,..., K,} un profil de croyances. Une fonction de rang
absolu, notée r est une fonction de & dans N qui associe & chaque base propositionnelle
K; un rang absolu r(K;) tel que :

- Si K; <g Kj alors r(K;) < r(Kj)

- 81 K; =g Kj eti<j alors r(K;) < r(Kj)

Définition 3.2.20. Soit £ = {Ki,...,K,} un profil de croyances. Soit px,(w), avec
1 < i < n les poids internes, q la fonction de pondération externe et r la fonction de
rang absolu pour E. Le poids global, noté px, . ek, (w), pour une interprétation w est
tel que :

r(K;)—

n
, Ypmax
PK16...0K, (W) = ZPKZ. (w)xzﬂzl 'r
i=1

—1G)

avec
/
MAX,-1(5) = max(deg(p—1(5) () +1)
Dans la suite, nous écrirons pg(w) au lieu de px, . oK, (w).
De la méme maniére que pour les pré-ordres internes et externes, la définition d’une
fonction de pondération globale permet la définition d’un pré-ordre global sur les inter-
prétations :

Définition 3.2.21. Soit E = {K,...,K,} un profil de croyances. Soit w et w' deux
interprétations de poids globauz respectifs pg(w) et pe(W'). Le pré-ordre global, noté
<K,e®..0K, esttel que :

w <K,@..akK, W siet seulement si pg(w) < pe(w')

Exemple 3.2.5. Pour illustrer ceci prenons en considération le profil de croyances E =
{K1, K2, K3} avec K1 = {(sVoA—d}, Ko = {(-sAd—0)V(=sA—=dNo)} et K3 = {sNoAd}.

Les poids externes sont q(K1) = 2, q(K3) = 2 et q(K3) = 1. Le poids externe global
est donc : qu = 2 + 2z + 122 et le rang absolu est donc : r(Ky) = 2, r(K3) = 3 et
r(K3) = 1. Le tableau suivant rassemble les poids internes de chaque interprétation :

A partir des polynomes représentant les poids internes, sont déduites les valeurs
MAerl(l) = MAXK& = 2, MAX,’,.—I(Q) = MAXK1 =3 et MAXT71(3) = MAXK2 = 2.
Ainsi, la définition du poids global donne :

po(wi) = pi, (wi) + Py (wi)2® + prey (wy) 2

ce qui donne les poids globauz suivants pour les interprétations :
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’ Interprétations H K ‘ K> ‘ K3 ‘
wo={-s,~d,—o} || z | 1 |1+=x
w1 = {—s,d, 0} 110 x
wo ={=s,d,—o} || = | O x
w3 = {=s,d, 0} x | 1 1
wy = {s,~d, -0} 1| 2? x
ws = {s,d, 0} 01 1
we = {s,d, -0} x |1 1
wr = {s,d, o} r | 22 0

TABLE 3.1 — Poids internes des interprétations

’ Interprétations H K ‘ Ky ‘ K3 H Da
wo={-s,~d, o} || = | 1 [1+z|14+z+2®+2*
w1 = {—s,d, 0} 110 x T+ 2?
wo = {—s,d, o} z | 0 T x+ a3

ws = {—s,d, 0} x| 1 1 1+23+2°
wy = {s,d, o} 1| 2? x r+ 2%+ 2
ws = {s,d, 0} 0|1 1 1+t
we = {s,d, -0} x| 1 1 1+23+2°
wr ={s,d, o} r | a? 0 x3 + 20

TABLE 3.2 — Poids globaux des interprétations
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3.2.6.4 Reversibilité

Il est facile, dans ’exemple précédent, de retrouver les préférences internes de chaque
base pour chaque interprétation. Par exemple, les éléments du polynome en 20 et 2 cor-
respondent aux préférences exprimés dans K3 et celle en x2 et x® correspondent aux
préférences exprimées dans Kj. Plus formellement, les poids internes peuvent étre re-
trouvés grace a la formule :

r(K;)
pe(w)modz2i=1 (max, 1) +1)
pr; (W) = (K;)
T k= (max,—1(;) +1)

Exemple 3.2.6. Reprenons l'evemple 3.2.5. Le polynome qg = 2 + 2z + 122 permet de
déduire que 3 bases ont servi a l'opération et que leur poids respectif etaient q(Ky) =
q(K2) = 2 et q(K3) =1 et donc le rang absolu de chaque base : r(1) = 2, r(2) = 3 et
r(3) = 1.

Par exemple Uinterprétation ws, avec pg(ws) = 1423+ a4, nous obtenons pr, (w3) =
(14 23 + 2*modz*) /2% = x. De la méme manicre pr,(w3) = 1 et px,(ws) = 1.

3.2.7 Fusion possibiliste

Nous nous intéressons maintenant a la fusion de bases de croyances possibilistes. Nous
présentons en particulier les travaux de [BDKP02a, BDKPO0O|.

Soit E = {Kj,..., K,} un profil de croyances possibilistes. Chaque base de croyances
meéne & une distribution de possibilité ;. Ainsi & chaque interprétation w, on peut associer
un vecteur vg(w) constitué des degrés de possibilité m;(w) de K; pour 'interprétation w.
vp(w) est défini de la maniére suivante :

vp(w) =< m(w),...,m(w) >

Il faut maintenant agréger les dégrés de possibilités du vecteur vg(w) afin d’obtenir
un degré unique wg(w) qui doit respecter les propriétés suivantes :

- Yw e W, siVK; € E,mj(w) =1 alors mg(w) = 1;

— Vw,w € W, si VK, € E,mj(w) > m;(w') alors mp(w) > mp(w’).

A partir de cette définition, il est possible de définir plusieurs types d’opérateurs de
fusion possibiliste. Notamment les opérateurs conjonctifs et disjonctifs.

Définition 3.2.22. Un opérateur de fusion possibiliste, noté A®, est dit conjonctif si et
seulement s’il repose sur un opérateur d’agrégation, noté @, tel que :

Va € [0,1],®(a,1) = &(1l,a) = a

1l est dit disjonctif si et seulement s’il repose sur un opérateur d’agrégation, noté @, tel
que :
Va € 10,1],®(a,1) = &(1l,a) =1
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3.2.8 Fusion de bases de croyances exprimées en logique possibiliste

Une méthode pour la fusion de bases de croyances possibiliste a été proposée par Gui-
lin Qi [Qi07]. Cette méthode de fusion donne pour résultat une distribution de possibilité.
Sa contre-partie syntaxique a également été donnée dans le méme article.

3.2.8.1 Algorithme sémantique

Soient E un profil de croyances exprimées en logique possibiliste. On suppose que
E=KU...UK, ={(fi a1),...,(fm am)}. On réorganise les différents poids appa-
raissant dans E tels que 31 > B2 > ... > 5 > 0 ott les B1<;<; sont I'ensemble des poids
apparaissant dans E. Soit IC la base de croyances représentant les contraintes pesant
sur 'opération de fusion Ajc(E). On note KJ’ les formules de K; ayant (3; pour valeur
de nécessité. De méme, K' = Kj U...UK].

L’algorithme fixe la distribution de possibilité pour I’ensemble des interprétations en
partant des interprétations les moins considérées vers les interprétations les plus consi-
dérées. Dans un premier temps, on considére chaque interprétation w qui falsifie les
contraintes IC' de I'opération et on lui attribue la possibilité 75 ;o a(w) = 0. Puis, on
considére chaque interprétation w a laquelle on a toujours pas attribué de possibilité et
qui falsifie au moins une formule de K en lui attribuant la possibilité B1oa(w) =1-01.
Ensuite, on recommence 'opération pour les B2 en attribuant la possibilité 1 — Gy aux
interprétations non traitées falsifiant au moins une formule de K2 et on reproduit ’'opé-
ration pour tous les K* jusqu’a K. Les interprétations qui ne falsifient aucune formule
de E auront la possibilité 1.

Algorithme 8 Algorithme sémantique

ECy «— Mod(IC),i=1;
pour tout w = IC faire
e cA(w) =0;
fin pour
tantque i <[ faire
(Kk)’ :{(f;” oz;w-)' € Ky | ag; = i} pour tout k € 1,...,n;
K'=KjU...UK!,
ECi1 + mod(Agc, (KY));
pour tout w € EC;\EC;; faire
e ioa(w) =1—F;;
fin pour
t—1+1;
fin tantque
pour tout w € ECj, 4 faire
e oA (w) = 1;
fin pour
renvoyer TEg C,A;
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3.2.8.2 Algorithme syntaxique

Le résultat de 'opération précédente est une distribution de possibilité sur I’ensemble
des interprétations. Un autre algorithme permet de donner le résultat d’'une opération
de fusion de bases de croyances possibilistes sous forme syntaxique [Qi07].

Pour ’algorithme suivant, on considére le profil de croyances £ = {K,...,K,}, IC
la base des croyances représentant les contraintes et un opérateur de fusion syntaxique
Arc(E).

L’algorithme 9 construit I’ensemble des formules au fur et & mesure. Pour chaque
Bi, les croyances déduites précédemment sont considérées comme des contraintes 1C;.
Au départ, seules les contraintes font partie de ’ensemble des solutions ICy = IC. Pour
chaque 3;, Popérateur de fusion A ¢, (K*) fournit une interprétation satisfaisant au mieux
les formules de K et qui soit cohérente avec les formules de IC;. Puis les formules de K*
satisfaisant cette interprétation sont ajoutées & ’ensemble des solutions Kg ;o .

Algorithme 9 Algorithme syntaxique

I1Cy — IC,i =1,

Kpica —{(f1) : felC};

tantque i <[ faire
(Kk)’ :,{(fk,j O‘k,j) € Ky | ag; = i} pour tout k € 1,...,n;
K'=KjU...UK};
[Ci1 = Age (K1) (KR)F) 5
Kpiona < Kpioa U{(f Bi) : f€ICi+1\ICi};
1=1+1;

fin tantque

renvoyer Kpgcn;

3.2.9 Reésultat d’équivalence

Les deux méthodes précédentes sont équivalentes. Formellement :

Proposition 3.2.1. Soient un profil de croyances possibiliste E = {K1,...,K,} et un
base de croyances IC représentant les contraintes. On suppose que Tg oA est la dis-
tribution de possibilité obtenue grace a lalgorithme 8 et Kg oA la base de croyances
possibiliste obtenue a l'aide de l'algorithme 9. Alors, Vw € W, mp 1c,A (W) = Ty 1o (W)

3.2.9.1 Généralisation du probléme de révision

Le probléme de fusion est bien évidemment lié au probléme de révision. Dans les deux
cas, le principe est de choisir un état épistémique représentant le plus proche possible
d’un monde. Dans le cas de la révision ce choix est contraint par la nouvelle information
alors que dans le cas de la fusion, il est contraint par la contrainte. Ainsi dans [KLMO02],
le résultat suivant est donné :
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Théoréme 3.2.2. Soit o un opérateur de révision défini a partir de A un opérateur de
fusion tel que K o IC' = Ajc({K}. Alors :

st A satisfait (IC0) — (IC8), alors o satisfait (R1) — (R6)

Une autre approche, présentée dans [DDLO06|, effectue le lien entre la fusion de
croyances et la révision itérée.

Conclusion

Nous avons présenté ici les approches liées a la révision de croyances. Tout d’abord
I’approche consistant & réviser des théories dans laquelle ont été définis les postulats
AGM et les opérateurs basés sur l'identité de Levi. Ensuite, nous avons montré comment
les postulats ont été redéfinis par Katsuno et Mendelzon dans le cas ol les théories sont
représentées par une seule formule. Dans ce cadre, nous avons montré ’opérateur de révi-
sion selon Dalal. Puis nous avons traité différentes définitions de révision d’ensembles finis
de formules de la logique propositionnelle avec notamment la révision par R-ensembles.
Nous avons montré les travaux de Darwiche and Pearl sur la révision itérée.

Ensuite, nous avons présenté les principaux travaux la fusion de croyances. Nous avons
montré les travaux de Konieczny et Pino-Perez sur la caractérisation des opérateurs de
fusion. Nous avons présenté quelques opérateurs dont les opérateurs utilisant les stratégies
¥, Max et Gmaz que nous reprendrons dans notre cadre. Nous avons également introduit
les travaux sur la fusion réversible de Seinturier et al. ainsi que la fusion possibiliste définit
par Kaci et son implantation réalisé par Qi.

Nous allons maintenant présenter la fusion par R-ensembles, qui est une opération de
fusion syntaxique. Mais, contrairement aux travaux précédents ot I'opération de fusion
consistait & rechercher des sous-ensembles maximaux cohérents de formules, nous choi-
sissons de prendre le point de vue dual consistant & sélectionner les ensembles minimaux
de formules permettant de restaurer la cohérence.
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Deuxiéme partie

Fusion par R-ensembles
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Introduction

De nos jours, les systémes informatiques s’orientent de plus en plus vers la distribu-
tion de l'information, spécialement dans le domaine des bases de données. Ces sources
sont rarement synchronisées et elles sont généralement conflictuelles. Ainsi, la question
de l'interrogation et du raisonnement & partir de ces sources d’information est une ques-
tion cruciale de l'intelligence artificielle. Le probléme de fusion de croyances cherche ainsi
& obtenir un point de vue global représentant les croyances du groupe en exploitant la
complémentarité des bases, en résolvant les conflits potentiels et en réduisant les redon-
dances.

Grace a son solide cadre formel, la logique propositionnelle fournit un cadre privilégié
pour ’étude de ce probléme [BKMS91, Rev93, Lin96, Rev97, Cho98|. Pour caractériser le
comportement de ces opérateurs, des postulats ont été énoncés [KP99, LM98, Rev93| et de
nombreux opérateurs ont été proposés dans le cas ou des priorités implicites ou explicites
sont disponibles [KP98, LL00, DDL06, RGJMS86]. Ces opérateurs peuvent fournir comme
solution des ensembles d’interprétations [Kon00]|, on parle alors d’opérateurs sémantiques,
ou des ensembles de formules [MGCO01], on parle alors d’opérateurs syntaxiques. Parmi
ces travaux, seuls ceux présentés dans [BL02| ont conduit & une mise en ceuvre présenté
dans [GHOS].

Nous proposons ici une méthode de fusion syntaxique basée sur une généralisation de
la révision par R-ensembles (voir 3.1.3.3) vers la fusion de croyances. Nous nous plagons
dans le cadre ot il n’existe pas de priorités explicites entre les bases de croyances. Dans
ce cadre, il est possible d’adapter les stratégies classiques de fusion. Une mise en ceuvre
de cette méthode de fusion a l'aide d’un programme logique avec sémantique des modéles
stables permettant une mise en ceuvre, une implantation et une expérimentation.

Dans un premier temps, nous verrons la méthode dans le cas ot les bases de croyances
sont consistuées uniquement de clauses, nous montrerons comment traduire ce probléme
en un programme logique. Ensuite, nous étendrons notre étude au cas ou les croyances
sont exprimées par des formules quelconques de la logique propositionnelle. Puis, nous
adapterons les stratégies de fusion classiques a notre cadre. Finalement, nous montrerons
la méthode que nous proposons pour l'implantation & ’aide de programmes logiques avec
sémantique des modéles stables dans ces deux variantes : la prise en compte des stratégies
par une modification de ’algorithme smodels ou par une traduction utilisant n’importe
quel solveur ASP permettant d’utiliser certaines instructions d’optimisation.
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Chapitre 4

Définition de 'opération de fusion
par R-ensembles

Un concepteur sait qu’il a atteint la perfection, non quand il n’y a rien a
ajouter, mais quand il n’y a rien a retirer. Antoine de Saint- Exupery

Introduction

La révision par R-ensembles (voir la section 3.1.3.3) et sa mise ceuvre en programma-
tion logique avec sémantique des modéles stables a donné de bons résultats sur I’expéri-
mentation de problémes de taille réelle comme dans le cas du projet REVIGIS [BBNJ105].
A partir de 14, il semblait naturel de vouloir généraliser cette méthode a la fusion de bases
de croyances. De maniére duale aux approches syntaxiques qui essayent de construire des
ensembles de formules maximaux cohérents, 'idée est de déterminer les sous-ensemble
de formules & retirer de I'union des bases afin de restaurer la cohérence.

Nous nous plagons dans le cas ol les bases de croyances sont commensurables et ol
elles sont constituées d’un ensemble fini de formules propositionnelles quelconques. Nous
présentons ici la définition de l'opération de Fusion par R-ensembles dans le cas sans
contrainte ainsi que dans le cas avec contraintes. Nous présentons plusieurs opérateurs
classiques que nous adaptons & notre cadre et nous présentons leurs propriétés. Nous
donnons la contrepartie sémantique des opérateurs de fusion proposés. Nous montrons
que la fusion par R-ensembles est une généralisation de la Révision par R-ensembles.

4.1 Principes et définitions

La fusion par R-ensembles est une approche syntaxique de fusion de croyances dans
le cadre de la logique propositionnelle. Les méthodes classiques de fusion cherchent a
conserver des sous-ensembles maximaux cohérents de formules. De facon duale, la fusion
par R-ensembles cherche des ensembles minimaux de formules a retirer afin de restaurer
la cohérence. Nous commencgons donc par chercher les ensembles de formules permettant
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de restaurer la cohérence avant de sélectionner parmi ceux-ci les ensembles minimaux.

Cependant, alors que la notion de minimalité dans le cadre de la révision syntaxique
est directe, celle-ci s’avére plus subtile dans le cadre de la fusion. La minimalité peut
ainsi étre déclinée selon différentes stratégies selon que la répétition ou la répartition des
formules soient prises en compte ou non. Ces stratégies permettent finalement de réaliser
I’opération de fusion & proprement parler.

Nous donnons tout d’abord les définitions de la fusion par R-ensembles dans le cas ol
il n’existe pas de contraintes sur I'opération de fusion — fusion pure — avant de définir
la fusion par R-ensembles dans le cas ou il existe des contraintes.

4.1.1 Fusion pure par R-ensembles

La fusion pure d’un profil de croyances E = {Kj,...,K,} est le cas particulier ou
les contraintes s’appliquant sur I'opération sont égales & IC' = T. Cette opération, de
maniére purement théorique, se déroule en deux étapes. La premiére étape consiste a
rechercher les sous-ensembles de Kj LI ... U K, qui lorsqu’ils sont retirés permettent
de restaurer la cohérence, que nous appelons R-ensembles potentiels. La seconde étape,
parmi ces sous-ensembles, sélectionne ceux qui sont minimaux, que nous appelons R-
ensembles.

Chaque stratégie conduit & une définition différente de la fusion par R-ensembles.
Pour cette raison, il serait incorrect de parler de R-ensembles de maniére générale ; nous
ne pouvons parler que de R-ensembles selon une certaine stratégie.

Dans un premier temps, nous donnons la définition de R-ensembles potentiels.

Définition 4.1.1 (R-ensemble potentiel). Soit E = {K,..., K,} un profil de croyances
tel que Ky U . ..U K, soit incohérent, X C K1 U...U K, est un R-ensemble potentiel de
E si et seulement si (K1 U . ..U K,)\X est cohérent.

Exemple 4.1.1. Nous reprenons l’exemple 3.2.2. Soient les bases de croyances proposi-
tionnelles suivantes, K1 = {—~d,sV o}, Ko = {=s,dV 0,~dV -0} et K3 ={s,d,o0}.

Les R-ensembles potentiels de E = {K1, Ko, K3} sont au nombre de 245. Nous n’en
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exhibons que quelques-uns; les autres sont des sur-ensembles de ceux-ci.

Ry ={sVo,dVo,s,d,o} Ry = {s,d}
Rs ={—d,sVo,s,o} Ry ={—-d,—0oV —d,s}
Rs = {—=s,dV o,d, 0} Rg = {—s,d}
R7; ={~d,—s, o0} Rs ={sVo,—s,—0V —d}
Ry = {~d, s, d} Rio ={sVo,—s,d}
Ri1 ={~d,sVo,s,d} Ri2 = {—~d,—s,dV o,d}
Ris = {~d,—s,—oV —d,d} R4 = {—d, —s,d, 0}
Ris ={sVo,—s,dVo,d} Rig ={sVo,—s,—0oV ~d,d}
Riz ={sVo,-s,d, o} Ris = {—s,dVo,—0V —d,d}
Rig = {—s,—0V ~d,d, o} Rao = {s,d, 0}
Ro1 = {—oV —d,s,d} Roo ={dVo,s,d}
Ros = {=s,s,d} Ros = {sVo,s,d}
Ros = {~d, s, d} Rz = {—0oV —d, s,d, o}
Ry ={dVo,s,d,o} Rog = {—s,s,d,0}
Ryg ={sVo,s,d, o} Rso = {—d, s,d, 0}
R31 ={dVo,-0V—d,s,d,o} Rsz = {—s,—0V —d, s,d, o}
Rs3 ={sVo,,70V—d,s,d,o} R34 = {~d,—0V —d, s,d, 0}
Rss = {=s,dVo,s,d, 0} Rss = {—d,dV o,s,d, o}
Rs7 = {sVo,-s,s,d,o} Rss = {—d,—s,s,d, o}
R3g = {~d, sV o,s,d,o} Rao = {—s,dVo,70V —d,s,d,o}
Ry ={~d,dVo,70V —d,s,d,o} Ry> ={~d,sV o,m0V —d,s,d,o}
Rys = {~d,sV o0,—s,s,d, o} Rys ={~d,sVo,dVo,s,d,o}
Ras = {~d,—s,dV o,s,d,o} Ris ={sVo,—s,dVo,s,d,o}
Ry7 = {~d,—~s,—0oV —d, s,d, 0} Rys = {sVo,—s,—0V —d,s,d, o}

Ry ={sVo,dVo,—oV—d,s,do} Rso={sVo,~s,dVo,—0oV-ds,d,o}
Rs1 = {—d,—s,dV o,70V —d,s,d,0o} Rsz={~d,sVo,dVo,—oV-d,s,d,o}
Rss = {—d, sV 0o,~s,—0V —d, s,d, 0} Rsy ={~d,sV 0,—s,dV o,s,d, 0}

Le nombre de R-ensembles potentiels pour un profil de croyances donné est exponen-
tiel par rapport au nombre de formules dans le profil. Ainsi, il va étre nécessaire de ne
sélectionner que les R-ensembles potentiels qui sont minimaux au sens de 'inclusion et
qui sont minimaux au sens de la stratégie choisie. Pour matérialiser cette notion de mini-
malité, les stratégies sont encodées sous la forme d’un pré-ordre total sur les R-ensembles
potentiels. Ainsi, une stratégie, notée P, sera codée par un pré-ordre <p. Soient X et X’
deux R-ensembles potentiels, X <p X' signifie que X est preféré a X’ selon la stratégie
P.

Formellement, un R-ensemble de E selon une stratégie P est défini comme suit :

Définition 4.1.2 (R-ensemble). Soit E = {K1,...,K,} un profil de croyances tel que
KiU... UK, estincohérent. Soit P une stratégie de fusion. X est un R-ensemble de E
selon P si et seulement si :

— X est un R-ensemble potentiel de E ;

— Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U ... UK, tel que X' C X ;

— Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U ...UK, tel que X' <p X.

L’ensemble des R-ensembles de E selon la stratégie P est noté FpR(FE). Par la suite,
nous utilisons comme dans 3.2.5.1 les stratégies 3, Card, Max, Gmazx.
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Exemple 4.1.2. Prenons, par exemple, la stratégie la plus simple qui consiste a conserver
le maximum de formules sans tenir compte de leur répartition, la stratégie Card (cf 4.2.1.
Dans ce cas, X <cqra X' si et seulement si | X| < |X'|.

1l est clair que parmi les R-ensembles potentiels mentionnés dans 'exemple 4.1.1 que
les mintmauz sont :

FeardR(E) = {{~s,d}, {s, d}}

Tous les autres R-ensembles potentiels possédent au moins 3 formules.

Grace a cette définition, nous pouvons définir 'opération de fusion par R-ensembles.
Ainsi, le résultat de la fusion de F selon la stratégie P est I'union, d’un ensemble de
formules construit pour chaque R-ensemble X : I'ensemble des formules de E privé des
formules de X.

Définition 4.1.3 (Fusion par R-ensembles). Soit E = {Kj, ..., K,} un profil de croyances.
Soit P une stratégie. Soit FpR(E) l'ensemble des R-ensembles de E selon P. Nous dé-
finissons 'opération de fusion de la maniére suivante :

AFFE) = \/ {(Kiu.. UK)\X}
XeFpR(E)

Exemple 4.1.3. En reprenant l’exemple décrit en 4.1.1, FoardR(E) posséde deur R-
ensembles et le résultat de la fusion de E selon la stratégie Card, Aggsi(E), est constitué
de deuz ensembles de formules obtenus en retirant les R-ensembles aux formules du profil.

A savoir :
ABSE(E) = {~d, sV 0,dV 0,-0V —d, 5,0} V{~d, sV 0,7s,dV 0,70V —d, 0}.

Nous rajoutons maintenant 'hypothése qu’il existe des contraintes pesant sur 'opé-
ration ARSF(E).

4.1.2 Fusion avec contraintes

Nous venons de définir 'opération de fusion pure par R-ensembles. C’est & dire,
I'opération de fusion par R-ensembles lorsque qu’aucune contrainte n’est exprimée sur le
résultat de 'opération. Nous allons maintenant définir ’opération de fusion contrainte par
R-ensembles. Les contraintes seront représentées par un ensemble de formules IC. Dans
la littérature, les contraintes sont gérées, principalement, de deux maniéres différentes :

— passives : le résultat de 'opération de fusion ne doit pas étre contradictoire avec

les contraintes.

— actives : le résultat de ’opération de fusion doit impliquer positivement les contraintes.
Dans notre cas, nous avons choisi la deuxiéme solution en incluant les contraintes dans
la base résultant de I'opération. Les définitions précédentes sont donc redonnées dans le
cas de la fusion contraintes.
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Définition 4.1.4 (R-ensemble potentiel). Soient E = {Kj, ..., K,} un profil de croyances
et IC un ensemble de formules représentant les contraintes pesant sur l’opération tels que
KiU...UK,UIC est incohérent. X C K1 U...UK, est un R-ensemble potentiel de E
contraint par IC' si et seulement si (K1 U ...U Ky,)\X)UIC est cohérent.

Exemple 4.1.4. Reprenons l'exemple 4.1.1 auquel on rajoute la condition qu’il est im-
possible d’apprendre en méme temps le SQL et le DATALOG (pour des questions de

temps dirons-nous). Autrement dit, IC' = {=sV —d}
Les R-ensembles potentiels sont identiques a ceux de l'exemple 4.1.1 a lexception de
ceuzr conduisant & la déduction de s ANd. C’est a dire :

Rs ={~d, sV o,s,o0} Ry ={~d,—oV —d, s}
Rs = {—s,dVo,d, o} R¢ = {—s,d}
R7; = {~d,—s, 0} Rs = {sVo,-s,—70V —d}
Ry = {~d, —s,d} Rio={sVo,—s,d}
Ri1 ={~d,sVo,-s,d} Riz = {~d,—s,dVo,d}
Ri3 = {~d,—s,—oV —d,d} Ris = {~d,—s,d, 0}

Ris ={sVo,—s,dVo,d} Ris={sVo,—s,—0oV~dd}
Ri7 ={sVo,-s,d, o} Ris = {—s,dVo,—0V —d,d}
Rig = {—s,—70V —d,d, o}
Certains R-ensembles potentiels ont été retirés par rapport au cas de fusion pure, ce qui
simplifie quelque peu le probléeme.
Ainsi la définition d’un R-ensemble d’un profil de croyances E lorsqu’il est contraint
par un ensemble de formules IC est la suivante :

Définition 4.1.5 (R-ensemble). Soient E = {Ki,...,K,} un profil de croyances et
I1C un ensemble de formules représentant les contraintes pesant sur l'opération tels que
(K1U...UK,)UIC est incohérent. Soit P une stratégie de fusion. X est un R-ensemble
de E contraint par IC selon la stratégie P si et seulement si :

- X est un R-ensemble potentiel de E contraint par IC ;

— Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C Ky U...UK, tel que X' C X ;

— Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U ... UK, tel que X' <p X.

L’ensemble des R-ensembles de F contraint par IC selon la stratégie P est noté
fp}[cR(E).

Exemple 4.1.5. Nous reprenons l'exemple 4.1.4. Parmi les R-ensembles potentiels res-
tants, le R-ensemble potentiel qui posséde le moins de formules est le suivant :

]:Card,ICR(E) = {{S’d}}

Le R-ensemble potentiel {—s,d} ne peut pas faire partie des solutions car il n’est pas
cohérent avec la contrainte 1C.

Définition 4.1.6 (Fusion par R-ensembles). Soient E = {Ki,...,K,} un profil de
croyances et IC un ensemble de formules représentant les contraintes. Soit P une stra-
tégie. Soit FprcR(E) l'ensemble des R-ensembles de E contraint par IC selon P. Nous
définissons 'opération de fusion de la maniére suivante :

ABEE) =\ (KU U K)\X) UTC)
Xefp,ch(E)
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Exemple 4.1.6. Etant donné l’opération de fusion de E, décrite dans la section e4.1.4,
avec les contraintes IC = {—s A —d} selon la stratégie Card, Fcard,icR(E) ne posséde
plus qu’un seul R-ensemble le résultat de [opération de fusion Agasle 10(E) sera len-

semble de formules obtenu en retirant le R-ensemble auz formules du profil. A savoir :

Agffj,lc(E) = {=d,sVo,-s,dVo,—0V —d,o}.

4.1.3 Réécriture des postulats de Konieczny-Pino Perez

Les postulats de Konieczny-Pino Perez ont été écrits dans le contexte de la fusion
sémantique de bases de croyances. Nous proposons ici une réécriture de ces postulats
adaptée au cadre syntaxique et plus particuliérement a la fusion par R-ensembles. Afin

de faciliter leur compréhension, nous introduisons une nouvelle notation. Nous notons
F g}qg}" (E) 'ensemble des éléments du flock résultat de la fusion de E contraint par IC
selon la stratégie P. Ainsi fﬁ}qg]:(E) ={(E\X) | X € fg?gR(E)} Soient E, E; et

FE5 des profils de croyances. Soient K et K5 des bases de croyances. Soient IC, ICy et
1C5 des ensembles de formules représentant des contraintes. Nous proposons d’adapter
les postulats de la maniére suivante :

(ICo) IC e C’ons(AI@f}g(E))
(IC1) Si IC est cohérent, alors AES}E(E) est cohérent.

(IC2) Si EUIC est cohérent, alors il existe un élément F' unique dans F g}qgf (E) tel
que F'=F.

(IC3) Si By «» FEy! et IC) = ICy, alors Agﬁgl (Ep) = Aﬁé}a (Es).

(IC4) Si IC € Cons(Ky) et IC € Cons(K3), alors Agﬁg(Kl U K2) U K est cohérent
implique Af;ﬁg([( 1 U K3) U K5 est cohérent.

(IC5) VF\ € FRIEF(EL) et VFy € FEYEF(Es). St (Fy U Fy) U IC est cohérent alors
R UF, € FRYEF(EL U Ey)

(IC6) Siil existe Fy € FRJEF(E) et il existe Fy € FEIEF(E) tels que (Fy UF,)UIC
est cohérent alors VF € flg}ggf(El UE;)ona FNE; € fﬁ‘?gf(El) et FNEy €
FESEF ()

(IC7) VF € fgfglf(E) tel que FLI(IC1ANIC3) est cohérent alors, F' € fg‘?glAICQf(E)

(IC8) Si il existe F} € fg?glf(E) tel que Fy U (ICy A IC5) est cohérent, alors VE €
fg?glA]CQT(E) implique que F' € fg‘?glf(E).

4.2 Différents opérateurs de fusion syntaxique

Nous allons examiner les opérateurs de fusion obtenus selon les différentes stratégies

1. L’équivalence entre deux profils de croyances est donnée dans la définition 3.2.2.
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4.2.1 Somme

La stratégie Somme vise la réduction du nombre total de formules retirées dans le
profil de croyances en ne tenant aucun compte de leur répartition dans les différentes
bases.

Les stratégies sont représentées par des pré-ordres sur les R-ensembles potentiels.
Nous donnons le pré-ordre pour la stratégie Somme.

Définition 4.2.1 (Pré-ordre <y). Soit E = {Ky,..., Ky} un profil de croyances. Soient
X et X' deux R-ensembles potentiels de E. Le pré-ordre <s, est défini de la maniére
sutvante :

X <s X' si et seulement si Z X NK;| < Z | X' N K
1<i<n 1<i<n

Grace a ce pré-ordre, il est possible de définir le R-ensemble selon Somme de la
maniére suivante :

Définition 4.2.2 (R-ensemble selon X). Soient E = {Kj,..., Ky} un profil de croyances
et IC un ensemble de formules représentant les contraintes pesant sur l’opération tel que
Kiu...UK,UIC estincohérent. X est un R-ensemble de E contraint par IC selon la
stratégie X2 si et seulement si :

— X est un R-ensemble potentiel de E contraint par IC' ;

— Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U...U K, tel que X' C X.

— Il nexiste pas de R-ensemble potentiel X' C K U. . .UK, tel que > 1 ;, |X'NK;| <

doi<icn X MK
Cela conduit a I'opérateur de fusion suivant :

Définition 4.2.3 (Fusion selon X). Soient E = {Ki,..., Ky} un profil de croyances
et IC un ensemble de formules représentant les contraintes. Soit Fx, ;¢ R(E) l'ensemble
des R-ensembles de E contraint par IC selon X. L’opération de fusion est définie comme
suit :
AFSE(E) = V(KU UK )\X)uIC)
XGFE,]CVR(E)

Dans le cas de la fusion pure, ou IC' = T, nous notons indifféremment Ag*"%F (E) ou

AFE(E).

Exemple 4.2.1. Nous reprenons l’exemple 4.2.3 pour illustrer cette stratégie.
Le R-ensemble selon la stratégie ¥ est Ry = {—s,d}. Ainsi, AB (K U Ky U K3) =
{~d,sVo,dVo,—0V—d,s,o}

4.2.1.1 Postulats KP

Nous allons montrer les propriétés de cet opérateur au regard des postulats KP re-
formulés dans notre cadre.
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Proposition 4.2.1. Soient E = {K3, ..., K,} un profil de croyances et IC un ensemble

de formules représentant les contraintes. L’opération de fusion Agé}lg(]ﬂ) respecte les

postulats suivants : (1C0),(IC1),(IC2),(IC5),(IC6),(ICT),(IC8).

Nous donnons maintenant la preuve de la proposition postulat par postulat. Pour sim-
plifier I'écriture des preuves, nous définissons fg?gF’s}' (E) comme étant : fg?gﬂsf (E) =

UXG}-HRSF,SR(E) (E\X)

P,IC

(ICO)

L’opération de fusion Agé}g(E) est définie de la maniére suivante :

ARE(E) = V(KU UK )\X)uIC)
XG]'—EJcR(E)

Ainsi, par définition de I'opération Ag’b}lg(E), (ICO) est verifié.

(IC1)

Tous les éléments de F' € Fx, ¢ F(E) sont définis tels que F'UIC est cohérent. Ainsi,
par définition de 'opération Agf}g(E), (IC1) est vérifié.
(IC2)

Si E U IC est cohérent, alors par définition Fx, ;¢ R(E) = {0} :

— EUIC est cohérent ;

— () est minimal pour 'inclusion ;

— Et il ne peut exister de R-ensemble potentiel plus petit au sens de <s.
et donc il n’y qu'un seul élément dans Fx, ;¢ F(E) qui est égal a E.
(IC3)

Nous allons donner un contre-exemple invalidant le postulat (IC3).
K; ={a,b} Ky = {c}
K3 ={-a} Ky ={aAb}
Bl =K UKy UKs Ey=FKylKsLK,
Dans ce cas, on obtient :
FEF F(E1) = {{a,b,c}, {~a,b,c}}

FEFEF(By) = {{a Ab, e}, {—a,c}}

On peut constater que les deux ensembles ne sont pas équivalents. Par exemple, —b A ¢
est cohérent avec {—a,c} mais avec aucun élément du flock FESF F(F,).
Le postulat (IC3) n’est donc pas vérifié.
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(IC4)

Nous allons donner un contre-exemple invalidant le postulat (I1C4).

IC=T
K, = {-b}

Ky ={bV —-c,bV —d,c,d}

Dans ce contexte, Ager(Kl UKy) = K et Ag%—F(Kl U K9) U K est cohérent alors que
AQ%F(Kl LI K9) U Ky est incohérent.
Le postulat (IC4) n’est donc pas vérifié.

(IC5)

Soient By = {K1,..., K} et By = {Kp41,..., K, } deux profils de croyances. Soient
F e fg%F]:(El) et Fr € fgs%F]:(Eg) tels que Fy LI Fy est cohérent. Nous notons X7 le
R-ensemble correspondant & F; et X5 le R-ensemble correspondant & F5.

Supposons que Fi LI Fy & .7-"§ng F(E1 U E3). 1l peut y avoir trois raison a cela :

1. Fi U F5 est incohérent ;
2. 93X C (X1 U X>y) tel que (Eq U E2)\X est cohérent.

3. 3X tel que (E1LE2)\ X est cohérent et tel que 3 5;cey 0 [XNEG] < 3 icqr o (XU
X2) N Kz|

Nous montrons qu’aucune de ces possibilités n’est compatible avec les hypothéses.

1. F1 U F5 est cohérent par hypothése.

2. Nous avons dans ce cas, on a soit X N Ey C Xq soit X N Ey C Xs :

- XNE; C Xy. Or, (B1 U E2)\X)UIC est cohérent. Donc, (E1\X) U IC est
cohérent. Donc, (E1\(X N Ep)) U IC est cohérent. Mais dans ce cas, X; ne
pourrait pas étre un R-ensemble de F selon X

— X N Ey; C X,. La preuve au similaire au cas X N E; C X;.

3. Nous avons alors dans ce cas soit Zie{l,...,m} |IX NK;| < Zz’e{l,...,m} | X1 N K| soit
Dictmt, ot X VK <X icimir, ny X2 NG
= 2ieft,mp [ X NEKi| < 3icn my [X1 N Kj|. Comme nous I'avons montré pré-
cédemment, (E1\(X N Ey)) U IC est cohérent, cette hypothése interdirait & X3
d’étre un R-ensemble de E; contraint par IC selon .
= Yictmitn) X NI <Y ictmir,ny [ X2 N K| La preuve au similaire au cas

-----

Le postulat (IC5) est donc vérifié.
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(1C6)

Soient By = {K1,...,Kn} et By = {Kyt1,...,K,} deux profils de croyances. Sup-
posons qu'il existe F; € fg%F}"(El) et Fy € fgerf(Eg) tels que Fy U F5 est cohérent.
Nous notons X7 le R-ensemble correspondant a Fl et X5 le R-ensemble correspondant a
Fs.

Supposons également qu’il existe F' € fgé%F}'(El LI FEs) tel que FNE; & fg%F}'(El)
(Le cas F'N Ey ¢ FESE F(EBs) est symétrique). Nous notons X le R-ensemble correspon-
dant a F. Il peut y avoir trois raisons a cela :

1. (E1\(X N E1)) U IC est incohérent.
2. 1l existe X’ tel que (Eq\X') U IC est cohérent et X' C (X N Ey).
3. Il existe X' tel que (EZ\X') U IC est cohérent et

Y IX'nKil< ) [(XNE)NnK|
1e{1,...,m} ie{1,...,m}

Nous montrons qu’aucune de ces possibilités n’est compatible avec les hypothéses.

1. D’apres les hypotheéses, (Fy U E2)\X) U IC est cohérent. Donc, (E1\X) U IC est
cohérent. Donc, (Eq1\(X N E1)) UIC est cohérent.

2. Découle du cas suivant.

3. X et X5 étant minimaux au sens de <y, nous avons :

Z |X1ﬁKZ\ < Z |(XﬂE1)ﬂKZ|
ie{l,...,m} ie{1,...,m}

et
Z | X2 N K| < Z (X N E) N K,
ie{m+1,...,n} ie{m+1,...,n}

ce qui implique que

Y IxiuX)nKl< Y XK
i€{1,...,n} ie{1,...,n}

ce qui est incompatible avec 'hypothése selon laquelle X est un R-ensemble de
car F U Fy est cohérent par hypothése.
Le postulat (IC6) est donc valideé.

(IC7)

Soit £ = {K71,..., Ky} un profil de croyances. Supposons qu’il existe F' € fgfglf(E)
tel que F U (ICy A IC9) est cohérent. Nous notons X le R-ensemble correspondant a F'.
Supposons que F' ¢ ‘7:5551 N (E). Il peut y avoir trois raisons a cela :

1. FU(ICy A IC5) est incohérent ;
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2. Tl existe X’ tel que (E\X') U IC) A ICs est cohérent et X' C X ;
3. Il existe X’ tel que (E\X') U IC) A IC5 est cohérent et

Yo XnK|l< Y [(XnEK|

ie{1,....,n} ie{1,...,n}

Nous montrons qu’aucune de ces possibilités n’est compatible avec les hypothéses.

1. FU(ICy A IC3) est incohérent est impossible par hypothése.

2. (E\X")U (ICy N IC3) est cohérent donc (E\X') L IC; est cohérent aussi. Ce qui
serait incompatible avec 'hypothése selon laquelle X serait un R-ensemble de F
contraint par IC selon la stratégie 3.

3. Démonstration similaire au cas précédent.

Le postulat (ICT) est donc validé.

(IC8)

Supposons qu'il existe F; € f§§glAICQF(E) tel que F1 A (ICy A IC3) est cohérent.

Nous notons X; le R-ensemble correspondant & Fj.
RSF RSF

Supposons qu'il existe un F' € Fg'76 a10, F (E) tel que F' ¢ Fipe F(E). 11 peut y
avoir trois raisons a cela :

1. FUIC est incohérent ;

2. Tl existe X’ tel que (E\X"’) U IC} est cohérent et X' C X ;

3. Il existe X' tel que (E\X') U IC] est cohérent et

Yo XnKl< Y [(XNEK

i€ {1} i€{1,.m}

Nous montrons qu’aucune de ces possibilités n’est compatible avec les hypothéses.

1. FU(ICy A ICy) est cohérent, donc F'LI ICy est cohérent également.
2. Découle du cas suivant.

3. X1 est minimal au sens de <y. Ainsi, }0;cq oy [X1NEK < 3 cry oy |(X'NK;|.
Or, > e, oy X NEKi| <3 icqn oy [(XNKG] implique que -5y [X1NKG| <

ie{1,..n} |(X N K;|. Or (E\X1) U IC) est cohérent ce qui interdirait a X d’étre
un R-ensemble de E contraint par IC selon 3.

Le postulat (IC8) est donc validé.

4.2.1.2 Equivalence avec 'opérateur Intersection

L’opération de fusion ABSE(E) est équivalente a 'opérateur Intersection A™(E)

décrit au paragraphe 3.2.5.2.
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Proposition 4.2.2. Soit E = {K1,...,K,} un profil de croyances IC un ensemble de
formules représentant les contraintes. L’égalité suivante est vérifiée :

ABSE(B) = AT (B).

Preuve.
Nous allons montrer la double inclusion :

A?’CE(E) - Ags}g(E) Supposons qu'il existe un élément M de fg‘?g}"(E) tel que
M e fgfg}“(E) et M & A?’CE(E). SiM e fg*?gf(E), cela signifie que pour tout sous-
ensemble M’ de E tel que M’ U IC est cohérent, > cp |[K; N M'| <3 p | K; 0 M.
Or,si M ¢ A?’CE(E), cela signifie qu’il existe au moins un sous-ensemble M’ de E tel
que M'" U IC est cohérent et tel que > p |1 N M| < 37k 5 |K; N M'|. Ce qui est
incohérent avec I’hypothése.

Agé}g(E) NIC C A?’CZ(E) La démonstration est similaire avec M ¢ fg“?gf(E) et
M e AV (E). O

4.2.2 Card

La stratégie Card a d’abord été définie dans [BKMS91| dans le cadre des bases de
croyances stratifiées. Elle est semblable & la stratégie Somme mais ne tient pas compte
de la répétition des formules. Autrement dit, toutes les formules présentes en plusieurs
exemplaires sont considérées comme si elles n’apparaissaient qu’une seule fois.

Du point de vue des motivations, cette stratégie peut se justifier en considérant
Pexemple suivant issu de la théorie du choix social. Considérons le tournage d’un film,
le scenario d’une scéne passe mal et plusieurs options sont proposées pour résoudre le
probléme. Maintenant, considérons que nous disposons, d’un coté, des votes exprimés
par les acteurs du film et, de 'autre coté, par les membres de I’équipe technique. Si leurs
différents avis sont fusionnés en ajoutant les deux bases, nous prenons le risque de voir
le vote de personnes qui seraient & la fois acteurs et membres de ’équipe de tournage
exprimés deux fois.

Définition 4.2.4 (Pré-ordre <ggpq). Soit E = {Kj,...,K,} un profil de croyances.
Soient X et X' deur R-ensembles potentiels de E. Le pré-ordre <cgrq est défini de la
maniére suivante :

X <cara X' si et seulement si | X| < |X'|.

Définition 4.2.5 (R-ensemble selon Card). Soient E = {Ki,...,K,} un profil de
croyances et IC un ensemble de formules représentant les contraintes pesant sur l’opéra-
tion tels que Ky U... UK, UIC est incohérent. X est un R-ensemble de E contraint par
I1C selon la stratégie Card si et seulement si :

— X est un R-ensemble potentiel de E contraint par IC ;

— Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U...U K, tel que X' C X.

~ Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U...U K, tel que | X'| < |X]|.
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Cela conduit a I'opérateur de fusion suivant :

Définition 4.2.6 (Fusion selon Card). Soient E = {K,...,K,} un profil de croyances
et IC un ensemble de formules représentant les contraintes. Soit Fcara1cR(E) en-
semble des R-ensembles de E selon Card. L’opération de fusion est définie comme suit :

Afararc(E) = \V/  {(E U UK)\X)UIC)
XeFcard, 1cR(E)

Dans le cas de la fusion pure, ot /C = T, nous notons indifféremment Agff,;-r(E)

ou AgaSﬂ(E).
Exemple 4.2.2. Nous reprenons l'exemple 4.2.3 pour illustrer cette stratégie.
Le R-ensemble selon la stratégie Card est Ry = {—s,d}. Ainsi, ABSE (K1 UKUK3) =
{~d,sVo,dVo,—0V—d,s,o}.
4.2.2.1 Postulats KP

Nous allons montrer les propriétés de cet opérateur au regard des postulats KP re-
formulés dans notre cadre.

Proposition 4.2.3. Soient E = {K3, ..., K,} un profil de croyances et IC' un ensemble
de formules représentant les contraintes. L’opération de fusion Aggr};,IC(E) respecte les
postulats suivants : (I1C0),(IC1),(IC2),(IC7) et (IC8).

Nous donnons maintenant la preuve de la proposition postulat par postulat.

(IC0),(IC1),(IC2),(IC3),(IC4)

Pour les postulats (IC0),(IC1),(IC2), les démonstrations sont similaires a celles

données pour Agsllg(E) De méme, pour les postulats (IC3),(IC4), les contre-exemples

5 “milaires 3 AQ RSF
sont similaires a ceux donnés pour Ay (E).

(IC5)
Nous allons donner un contre-exemple invalidant le postulat (IC5).
K1 ={a,—aVb,b}

Ky ={-bVe,—c,mbVd,~d,—~bVe, e}
Kz ={f,~fVbg,—~gVb}
Fi=KiUK, Ey =Ky U Kj3

Dans ce cas, nous obtenons :

fggr};l,TR(El) - {{a7 b}7 {_‘a’ V b, b}}
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FEE R(E2) = {{f. g}, {~f Vb, g}, {~f Vb, =gV b}, {f.~g Vb}}

Avec ces ensembles, nous construisons Fj fgff; +F(E1) et Fy € F, gfer +F(E>) tels
que :
F, = {—\a Vb,-bVe —e,~bVd —d, —bVe, _|6}

Fy={-bVe¢,—c,mbVd,~d,—~bVe —e,~fVb-gVb}

Or Fy U Fy ne fait pas partie de Agasf:i +(E1 U E»)
Le postulat (IC5) n’est donc pas vérifié.

(1C6)

Reprenons le contre-exemple pour le postulat (IC5). Dans ce cas, {—c¢, ~d, —e} fait
partie des R-ensembles de E; LI E5 selon Card mais {—c¢, ~d, —e} N Ey = {—¢, ~d, —e} ne
fait pas partie des R-ensembles de Fq selon Card.

Le postulat (IC6) n’est donc pas vérifié.

(IC7) et (IC8)

Pour les postulats (ICT), (IC8), les démonstrations sont similaires a celles données

pour AFIE(E).

4.2.2.2 Agasfji 10(E) est indépendant de la majorité

L’opérateur C'ard ne prenant pas en compte la répétition des formules & l'intérieur
des profils de croyances lors de 'opération AC’ard 10(E), il est normal que cette opération
soit indépendante de la majorité.

Proposition 4.2.4. Soient E = {K3, ..., K,} un profil de croyances et IC' un ensemble
de formules représentant les contraintes. L opération de fusion Agasf; 10(E) est indépen-
dante de la majorité.

Preuve.
Par définition de la stratégie Card, ACard oK1 UKY) = Agasfch(Kl U Ks). O

4.2.3 Max

La stratégie Max a pour objectif de résoudre I'incohérence de fagon & repartir le mieux
possible les formules retirées. Formellement, 1’objectif est de retirer le moins possible de
formules dans la base de croyances dans laquelle le plus de formules sont retirées. Cet
opérateur se trouve déja, dans une forme légérement différente dans [BKMS91].

Définition 4.2.7 (Pré-ordre <ps4;). Soit E = {K,...,K,} un profil de croyances.
Sotent X et X' deux R-ensembles potentiels de E. Le pré-ordre <jprqn est défini de la
maniére suivante :

X <praz X' si et seulement si nax | X NEK;| < [max |X N K;|.
1SN
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Définition 4.2.8 (R-ensemble selon Mazx). Soient E = {Ki,...,K,} un profil de
croyances et IC un ensemble de formules représentant les contraintes pesant sur l’opéra-
tion tels que K1 U. ..U K, UIC est incohérent. X est un R-ensemble de E contraint par
1C selon la stratégie Max si et seulement si :

— X est un R-ensemble potentiel de E contraint par 1C ;

— Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U ... UK, tel que X' C X.

— Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U...U K, tel que maxj<j<, |X' N

KZ| < maxi<i<n |X N Kz‘

Cela conduit & I'opérateur de fusion suivant :

Définition 4.2.9 (Fusion selon Max). Soient E = {K1,...,K,} un profil de croyances
et IC un ensemble de formules représentant les contraintes. Soit Faraz 1¢ R(E) l'ensemble
des R-ensembles de E selon Max. L’opération de fusion est définie comme suit :

AFPE () = \ {(KyU...UK)\X)UIC}.
XG]:MH,I,ICR(E)

Dans le cas de la fusion pure, ou IC' = T, nous notons indifféremment A]\R/[%I; +(E)

ou AR (E)

Exemple 4.2.3. Nous reprenons ici l'exemple décrit dans ’exemple 3.2.2 que nous adap-
tons a la situation des opérateurs syntaxiques. L’ensemble des R-ensembles potentiels est
décrit dans l'exemple 4.1.1.

Les R-ensembles potentiels minimauz au sens de la stratégie Max sont Ry = {s V
0, —\S,d}, Ry = {—\d, —\S,d}, Rs = {ﬂs,d}. Ainst, AAR/IiI;,IC(Kl U KyU K3) = {—\d,d V
0,70V —d,s,0} V{sVo,dVo,—oV-d,s,o}V{-d,sVodVo,—oV-d,s,o}.

Nous constatons que Ry et Ro sont des sur-ensembles de Rs3, ce qui laisse a penser
que la stratégie Max n’est pas optimale. La stratégie GMax répond a ce probléme.

4.2.3.1 Postulats KP

Nous allons montrer les propriétés de cet opérateur au regard des postulats KP re-
formulés dans notre cadre.

Proposition 4.2.5. Soient E = {Kj, ..., K,} un profil de croyances et IC un ensemble

de formules représentant les croyances. L’opération de fusion Aﬁﬁg 1c(E) respecte les

postulats suivants : (1C0),(IC1),(IC2),(IC5),(IC7),(IC8).

Nous donnons maintenant la preuve de la proposition postulat par postulat.

(IC0),(IC1),(IC2),(IC3),(IC4),(IC5)

Pour les postulats (ICO0),(IC1),(IC2),(IC5), les démonstrations sont similaires a

celles données pour Agsfg(E) De méme, pour les postulats (IC3),(IC4), les contre-

exemples sont similaires a ceux donnés pour AZSE (E).
p p x,1C
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(1C6)

Nous allons donner un contre-exemple invalidant le postulat (IC6).
Ky = {b}

Ky ={a,—aV —b,c,-bV —c}
By = {Ky, K3}

Dans ce cas, nous obtenons :
Fifow, T R(E1) = {{b}}

ANRE +(By) = Ky

K3 ={e,h}
Ky={d,—~dV —e, f,~f V —e,g,mgV —h}
By = {K3, K4}
Dans ce cas, nous obtenons : FESE_R(Ey) = { {e, h}, {e,g,i}, {e,g,~hV =i}, {e,~g V

ax, T

=h,=h V _'i}v {ha d, f}> {h7 —d V e, f}v {h7da —eV _‘f}7 {h‘7 —dV —e,—eV _'f} } Ainsi,
le résultat de la fusion par R-ensembles de E; est :

Afiue7(B1) = \V {(E2\X)}
XeFeE 1 R(E)

Nous pouvons voir que {a,c,e,h} € fﬁiiTR(El Ll E9)
Le postulat (IC6) n’est donc pas vérifié.

(IC7),(IC8)

Pour les postulats (ICT7),(IC8), les démonstrations sont similaires & celles données

pour AQSIE(E)

4.2.3.2 AJ\RQSGI;JC(E) est indépendant de la majorité

La stratégie Max ne s’intéresse qu’a la base la plus touchée dans le profil. Dans ce
contexte, la répétition d’une base & l'intérieur ne donne pas plus de poids a celle-ci et
Aﬁ%};’ 70(E) est indépendant de la majorité.

Proposition 4.2.6. Soit E = {K3,..., K,} un profil de croyances et IC un ensemble de
formules représentant les contraintes. L’opération de fusion AﬁsaI;,IC(E) est indépendante
de la majorité.
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Preuve.
Considérons deux profils E = {K1,...,K,} et B/ = {Kj,...,K]"}. Considérons deux R-
ensembles potentiels X et X' issus de E tel que maxi<i<, | X NK;| < maxj<i<n | X' NK;|.
Cette comparaison est donc valable pour E' avec m = 1.
Maintenant supposons que maxj<;<p |X N K;| < maxj<i<y, | X’ N K;| pour une valeur
m = k. La comparaison est toujours valable pour m =k + 1.
Ainsi, quelle que soit la valeur de m, X <jprqr X' ]

4.2.4 GMax

L’opérateur GM ax est un raffinement lexicographique de 'opérateur M ax, nous cher-
chons a repartir de la maniére la plus équitable possible les formules qui sont retirées.

Définition 4.2.10. Pour chaque R-ensemble potentiel X et chaque base de croyances
K;, soit piy = |X N K;| alors LY est définie comme étant la séquence (pk,...,p%) du
R-ensemble potentiel X sur le profil de croyances E ordonnée de fagon décroissante.

Nous représentons le pré-ordre lexicographique par le symbole <j...

Définition 4.2.11 (Pré-ordre <gasaz). Soit E = {Ki,..., K.} un profil de croyances.
Soient X et X' deuzx R-ensembles potentiels de E. Le pré-ordre <gprax €St défini de la
maniéere sutvante :

X <Grax X' si et seulement si Lj;( <lex Lf(/.

Définition 4.2.12 (R-ensemble selon GMaz). Soient E = {Ky,...,K,} un profil de
croyances et IC un ensemble de formules représentant les contraintes pesant sur [’opéra-
tion tels que K1 U... UK, UIC est incohérent. X est un R-ensemble de E contraint par
1C selon la stratégie GMax si et seulement si :

- X est un R-ensemble potentiel de E contraint par IC ;

— Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U ...U K, tel que X' C X.

— Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U ... UK, tel que L)E(, <lex L§.

Cela conduit a 'opérateur de fusion suivant :

Définition 4.2.13 (Fusion selon GMazx). Soient E = {K, ..., K,} un profil de croyances
et IC un ensemble de formules représentant les contraintes. Soit Fgumaz,icR(E) en-
semble des R-ensembles de E selon GMax. L’opération de fusion est définie comme
sust :
Aoz, 10(E) = V {(Kr ... UK )\X)UICT.
XeFeMaz,1cR(E)

Dans le cas de la fusion pure, ot IC = T, nous notons indifféremment AE%LT(E)

ou Agﬁ/f;x(E)

Exemple 4.2.4. Nous reprenons l'exemple 4.2.3 pour illustrer cette stratégie.
Le R-ensemble de E selon la stratégie GMax est Ry = {—s,d}. Ainsi, Agfﬂxﬂ—(Kl L
Ky U K3)={-d,sVo,dVo,—0oV—d,s,o}.
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4.2.4.1 Postulats KP

Nous allons montrer les propriétés de cet opérateur au regard des postulats KP re-
formulés dans notre cadre.

Proposition 4.2.7. Soient E = {K3, ..., K,} un profil de croyances et IC' un ensemble
de formules représentant les croyances. L’opération de fusion AE%LIC(E) respecte les
postulats suivants : (1C0),(IC1),(IC2),(IC5),(IC6),(ICT7),(IC8).

Pour les postulats (IC0),(IC1),(IC2),(IC5),(1C6),(ICT7),(IC8), les démonstra-

tions sont similaires & celles données pour Ag%g(E) De méme, pour les postulats

(IC3),(IC4), les contre-exemples sont similaires & ceux donnés pour AgSIg(E)

4.2.4.2 AE%LIC(E) est indépendant de la majorité

Globalement, la stratégie GM ax se comporte comme la stratégie Max vis-a-vis de la
répétition des base de croyances. Ainsi, Ag%x 1o (E) est indépendant de la majorité.

Proposition 4.2.8. Soit E = {Ky,...,K,} un profil de croyances et IC un ensemble
de formules représentant les contraintes. L’opération de fusion Ag%x,IC(E) est indé-
pendante de la majorité.

Preuve.

Considérons deux profils de croyances E = {K1, ..., K;,..., Ky} et B/ = {Ky,..., K", ...

Considérons deux R-ensembles potentiels X et X' issus de E tels que — afin de simplifier
I'écriture de la preuve — |[K1 N X| > ... > |[K; N X| > ...|K, N X|. Considérons de la
méme manicre |[K1NX'| > ... > |K;NX'| > ... |K, N X'|. Considérons également que
X <Gmaz X'

Par hypothése, L’)E( <lex Lf(, ce qui signifie que L)E(/ <lex L)E(/, lorsque m = 1.

Maintenant supposons que L])E(/ <lex L)E(/, lorsque m = k. Nous savons alors que
(P, Dy DY) < (pk,, e ,pr,, ..., D%). Or, cela implique que 'inégalité (rk,...,
P Dics -3 D%) < (ks oD, Plyrs - -+, D%/ est également vraie.

Ainsi, quelle que soit la valeur de m, X <gnrae X - ]

4.3 Contrepartie sémantique

Une question intéressante est de définir la contrepartie sémantique de I’opération de
fusion syntaxique que nous avons définie. Selon le point de vue sémantique, le résultat
de la fusion est un ensemble d’interprétations.

Afin de pouvoir définir la contrepartie sémantique de la fusion par R-ensembles, il est
nécessaire de modifier sa définition afin qu’elle prenne en compte les conséquences des
formules appartenant Agﬁg(E ). Ainsi, pour cette section, nous considérerons la définition

suivante :

Définition 4.3.1. Soient E = {Ky,...,K,} un profil de croyances et IC un ensemble
de formules représentant les contraintes. Soit P une stratégie de fusion. Soit FpcR(E)
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l’ensemble des R-ensembles de E contraint par IC selon P. Nous définissons l’opération
de fusion de la maniére suivante :

ARSE(E) = \V  Cons({((KiU...uK,)\X)UIC}).
XG.FPJCR(E)
Soit E = {K3,...,K,} un profil de croyances. Soit w une interprétation. Nous notons

NS g(w) I'ensemble des formules de E qui sont falsifiées par w. Nous définissons un pré-
ordre sur les interprétations pour une stratégie P.

Définition 4.3.2. Soit E = {K1,..., K,} un profil de croyances. Soient w; et w; deux
interprétations. Soit P une stratégie de fusion. Nous définissons le pré-ordre total <%
de la maniére suivante :

—P,sem

Wi <psem wj st et seulement si NSg(w;) <p NSg(w;).

Gréce a ce pré-ordre, nous pouvons définir la contrepartie sémantique de 1’opération
de fusion, que nous notons Agﬁg(E). Les interprétations qui seront retenues comme
résultats de 'opération de fusion seront celles qui sont minimales au sens de la stratégie

P choisie. Ainsi :

Définition 4.3.3. Soit E = {Ky,...,K,} un profil de croyances et IC un ensemble de
formules représentant les contraintes. Soit P une stratégie de fusion.

ARTE(E) = min(Mod(IC), <psem)

L’équivalence entre les opérateurs sémantiques et syntaxiques est donnée par la pro-
position suivante.

Proposition 4.3.1. Soit E = {Ky,...,K,} un profil de croyances et IC' un ensemble
de formules représentant les contraintes. Soit P une stratégie de fusion.

Mod(AEIC(E)) = ABIC(E)

Preuve.
Mod(AETE(E)) C ARIE(E)

Yw e M od(Ag*?g( )), il existe au moins un R-ensemble X € fg?gR(E) tel que
w € Mod((E\X) U IC). Soit NSg(w) 'ensemble des formules de E non satisfaites par
w. X étant un R-ensemble, nous savons que NSp(w) = X.

Si w & min(Mod(IC),<p), alors il existe une interprétation w’ € Mod(IC) tel que
NSg(W') <p NSg(w). Or NSg(w') <p NSg(w) =p X n’est pas compatible avec le
fait que X soit un R-ensemble. Ainsi, M od(Aﬁé’}g(E)) - Agﬁg(E).
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AFE(E) € Modl AE(E)
Vw € min(Mod(IC),<p), nous supposons que NSg(w) # () car K1 U ... U K, est
incohérent. NSg(w) C F et w |E IC et w = (E\NSg(w)). Donc (E\NSg(w)) est
cohérent.
Vw' € Mod(IC), on a NSp(w) <p NSg(w') car dans le cas contraire w n’appartien-
drait pas & min(Mod(IC),<p) ). Ainsi, NSg(w) est un R-ensemble de E contraint par

IC selon la stratégie P et ABSE(E) C Mod(ARSE(E)). O
E IC W, <p.sem)
AR N
équivalence .
Mod(Aggg(E)) Agﬁg(E) = min(Mod(IC), <p sem)

FIGURE 4.1 — Liens entre la Fusion par R-ensembles et sa contrepartie sémantique

4.3.1 Contrepartie sémantique de 'opérateur Somme

Nous définissons le pré-ordre pour la contrepartie sémantique de la stratégie Somme
de la maniére suivante :

Définition 4.3.4 (Pré-ordre <y s,). Soit E = {Ky,...,K,} un profil de croyances.
Soient w; et w; deux interprétations. Le pré-ordre <x, sem est défini de la maniére sui-
vante :

Wi <53 sem wj St et seulement si Z INSp(wi) N K;| < Z INSE(wj) N K.

1<i<n 1<i<n

A partir de la définition précédente, nous pouvons définir la contrepartie sémantique
de l'opération de fusion selon la stratégie Somme.

Définition 4.3.5 (Fusion selon X). Soient E = {Ky,..., K,} un profil de croyances et
I1C un ensemble de formules représentant les contraintes. La contrepartie sémantique de
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lopération de fusion de E contraint par IC selon la stratégie Somme est définie de la
maniére sutvante :

ATSE(E) = min(Mod(IC), <5 sem)-
Nous donnons un exemple pour illustrer la stratégie Somme.

Exemple 4.3.1. Reprenons l’exemple 3.2.2. Soient 3 bases de croyances proposition-
nelles, K1 = {—d, sV o}, Ko = {=s,dV 0o,~dV -0}, K3 = {s,d,0}.

Nous donnons un tableau qui récapitule les différentes interprétations et leur valeur
selon la stratégie Somme. Les valeurs grisées correspondent aux minimauz selon <y.

Wy K1 Kg Kg x
{=s,~d,—o} || 1 | 1 | 3| 5
{=s,~d,o} || O | 0| 2| 2
{=s,d, -0} 2101 2|4
{—s,d, 0} 1 1 1 3
{s,~d, -0} 0O 2] 113
{s,—d, o} 0| 1] 11| 2
{s,d,—o} 1|1 ]1] 3
{s,d, o} 112101 3

Nous voyons donc que A%%E(E) = {{—s,~d, 0}, {s,~d,o0}}.

4.3.2 Contrepartie sémantique de ’opérateur Card

Nous définissons le pré-ordre pour la contrepartie sémantique de la stratégie Card de
la maniére suivante :

Définition 4.3.6 (Pré-ordre <cgrd sem). Soit E = {Kq,..., Ky} un profil de croyances.
Sotent w; et w; deux interprétations. Le pré-ordre <cqardsem €st défini de la maniere
sutvante :

wi <Card,sem wj st et seulement si INSg(w;)| < |INSg(wj)|.

A partir de la définition précédente, nous pouvons définir la contrepartie sémantique
de lopération de fusion selon la stratégie Card.

Définition 4.3.7 (Fusion selon Card). Soient E = {Kj,...,K,} un profil de croyances
et IC un ensemble de formules représentant les contraintes. La contrepartie sémantique
de lopération de fusion de E contraint par IC selon la stratégie Card est définie de la
maniere sutvante :

Agfﬂ,fc(E) = min(Mod(IC), <card,sem)-

Nous donnons un exemple pour illustrer la stratégie Card.
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Exemple 4.3.2. Reprenons ['exemple 4.3.1. Nous donnons un tableau qui récapitule
les différentes interprétations et leur valeur selon la stratégie Card. Les valeurs grisées
correspondent aux minimauz selon <cgrd.

Wy K1 KQ Kg Card
{=s,~d,—o} || 1 | 1 | 3 5
{=s,~d,0} || O | O | 2 2
{=s,d,—0} || 2 | O | 2 4
{—s,d, 0} 1111 3
{s,~d, -0} 0] 21 3
{s,d, -0} 0] 11 2
{s,d,—o} 11111 3
{s,d, o} 11210 3

Nous voyons donc que Agasg’lc(E) = {{-s,d,0},{s,~d,0}}.

4.3.3 Contrepartie sémantique de ’opérateur Max

Nous définissons le pré-ordre pour la contrepartie sémantique de la stratégie Max de
la maniére suivante :

Définition 4.3.8 (Pré-ordre <psqq.sem). Soit E = {Kj,..., K,} un profil de croyances.
Soient w; et w; deux interprétations. Le pré-ordre <pragpsem est défini de la maniere
sutvante :

Wi <Maz,sem Wy Si et seulement si ax INSp(w;) N K;| < Juax INSE(wj) N K.

A partir de la définition précédente, nous pouvons définir la contrepartie sémantique
de 'opération de fusion selon la stratégie Mazx.

Définition 4.3.9 (Fusion selon Maz). Soit E = {Ky,...,K,} un profil de croyances et
I1C un ensemble de formules représentant les contraintes. La contrepartie sémantique de
Popération de fusion selon la stratégie Max est définie de la maniére suivante :

Aﬁ%Z,IC(E) = TTLZTL(MOd(IC), SMax,sem) .
Nous donnons un exemple pour illustrer la stratégie Max.

Exemple 4.3.3. Reprenons l'exemple 4.5.1. Nous donnons un tableau qui récapitule
les différentes interprétations et leur valeur selon la stratégie Max. Les valeurs grisées
correspondent aux minimauz selon <prqz-
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Wy Kl KQ Kg Mazx
{=s,—d,—o} || 1 | 1 | 3 3
{=s,~d,o} || O | O | 2 2
{=s,d,—0} || 2 | 0 | 2 2
{=s,d, 0} 11111 1
{s,~d,—0} || O | 2 | 1 2
{s,—d, o0} 0] 11 1
{s,d,—o} || 1 |11 1
{s,d, o0} 11210 2

Nous voyons donc que Af/[%];,IC(E) = {{~s,d,0},{s,~d, -0}, {s,~d,o0}}.

4.3.4 Contrepartie sémantique de ’opérateur GMax

Nous rappelons que pour chaque R-ensemble potentiel X et chaque base de croyances
K;, nous définissons que py = |X N K;| alors LE est définie comme étant la séquence
(p}(, ...,p%) du R-ensemble potentiel X sur le profil de croyances E ordonnée de facon
décroissante. Nous définissons le pré-ordre pour la contrepartie sémantique de la stratégie
GMax de la maniére suivante :

Définition 4.3.10 (Pré-ordre <gaaz,sem). Soit E = {Ki,..., Ky} un profil de croyances.
Soient w; et wj deux interprétations. Le pré-ordre <gnpaz,sem €st défini de la maniére sui-
vante :

. . FE E
wi <GMax,sem Wj St et seulement si L/\/SE(w,-) <lex L/\/SE(wj)'

A partir de la définition précédente, nous pouvons définir la contrepartie sémantique
de l'opération de fusion selon la stratégie GMax.

Définition 4.3.11 (Fusion selon GMax). Soient E = {K}, ..., K,} un profil de croyances
et IC un ensemble de formules représentant les contraintes. La contrepartie sémantique
de lopération de fusion de E contraint par IC selon la stratégie GMax est définie de la
maniere suivante :

Ag%x,IC(E) = mm(Mod(IC), SGMaac,sem)-
Nous donnons un exemple pour illustrer la stratégie GMazx.

Exemple 4.3.4. Reprenons l’exzemple 4.3.1. Nous donnons un tableau qui récapitule les
différentes interprétations et leur valeur selon la stratégie GMax. Les valeurs grisées
correspondent aux minimauz selon <gnyraz-



116 CHAPITRE 4. FUSION PAR R-ENSEMBLES

wj Ki | Ky | Kg || GMax
{=s,~d, -0} || 1 1 3 (3,1,1)
{=s,~d,o} || O | O | 2 | (2,0,0)
{=s,d,—o} || 2 | 0 | 2 | (2,2,0)
(Cs,dot || 1] 1] 1 (@5l
{s,=d,—o} || 0 | 2 | 1 | (2,1,0)
(si~d,ot | 0| 1] 1| (150
(sd,—o} | 1 [ 1] 1@y
(s.d,0} 120 (210

Nous voyons donc que Ag‘gﬂw’lc(E) = {{s,~d,0}}.

4.4 Généralisation de la Révision par R-ensembles

La révision par R-ensembles, rappelée dans la section 3.1.3.3 et détaillée dans [BnBPWO04|,
est définie dans le cas ou les formules sont sous Forme Normale Conjonctive. L’opéra-
tion de révision est définie de la maniére suivante. Soit K et A deux ensembles cohé-
rents de clauses et soit R(K U A) I'ensemble des R-ensembles de K U A : K ogsp A =
Vrer(xuay Cons({(K\R) U A}).

Afin de montrer que la fusion par R-ensembles est une généralisation de 'opération
de révision par R-ensembles, nous modifions légérement la définition de RSF :

AFSE(E) = \V  Cons({((KiU...uK,)\X)UIC}).
XeFs 1cR(E)

C’est a dire que 'opération de fusion par R-ensembles du singleton F = {K;} contraint
par IC est équivalente & la révision par R-ensembles de K7 par IC.

Proposition 4.4.1. Soit E = {K1} un profil de croyances constitué d’un singleton et
I1C un ensemble de formules représentant les contraintes, alors :

Agi{;,lC(E) = K1 ORSR 1C.
Preuve.
Agasﬂ,lc(E) = Cons({K1\X | tel que (K1\X) L IC est cohérent et
VX' tel que (K1\X') U IC est cohérent

alors | X| < |X'|})
= Kl ORSRIC'

Nous donnons un exemple pour illustrer cette proposition.
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Exemple 4.4.1. Soit K = {—c¢,aV ¢, bV c} et A= {—a,~b,dVe,~dV —e} deuz bases
de croyances. Nous obtenons pour la révision par R-ensembles :

Kopsp A= Cons({aVc,bVe,—a,—b,dV e ,~dV —e}).
Et nous obtenons pour la fusion par R-ensembles :
Agfle’A(K) =Cons({aV c¢,bV c,—a,—b,dV e,~dV —e}).

Nous constatons que les résultats sont similaires.

Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre 'opération de fusion par R-ensembles ainsi que
I’adaptation des opérateurs classiques (Somme, Card, Max et GMaz) a notre cadre.
Nous avons montré les propriétés de ces opérateurs par rapport aux postulats de Ko-
nieczny et Pino-Perez. Nous avons également montré que les opérateurs de fusion par
R-ensembles Aggfzuc(E), AJ@[‘%I;JC(E) et Agﬁqf;%lc(E) étaient indépendants de la ma-
jorité. Nous avons montré que I'opération de fusion par R-ensembles est une généralisation
de la révision par R-ensembles. Nous avons également présenté une caractérisation séman-
tique des opérations de fusion par R-ensembles. Ce résultat a fait ’objet de publications
dans [HPWO07b, HPW07a, HPWO08b, HPW08a).

Nous allons maintenant montrer une méthode pour mettre en ceuvre la fusion par
R-ensembles & ’aide de la programmation logique avec sémantique des modéles stables.
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Chapitre 5

Mise en ceuvre

On ne retient vraiment que ce qui s’intégre dans ’ensemble de ses connais-
sances. Monique Corriveau, Compagnon du soleil

Introduction

Nous allons maintenant proposer une méthode pour mettre en ceuvre de la fusion
par R-ensembles. Cette méthode est basée sur la traduction du probléme de fusion en
un programme logique dont les modéles stables permettent de donner effectivement les
résultats de 'opération de fusion.

Cette traduction est composée de deux parties. La premiére partie calcule I’ensemble
des R-ensembles potentiels de F contraint par IC. La seconde partie s’attéle a la sélection
des R-ensembles potentiels qui sont minimaux en fonction de la stratégie choisie.

Nous montrons tout d’abord la traduction du probléme de fusion du profil E contraint
par /C' en un programme logique Il ;¢. Puis nous montrons que les modéles stables de ce
programme correspondent aux R-ensembles potentiels du profil. Ensuite, nous donnons
la définition de modéles stables préférés avant de montrer que les R-ensembles de E
contraint par IC selon la stratégie P sont les modéles stables préférés d’un programme
Ilg ;¢ selon cette méme stratégie.

5.1 Traduction en programme logique avec sémantique des
modeéles stables

Le programme que nous allons décrire dans cette section se base sur le constat qu’il
est possible de définir les R-ensembles potentiels a partir des interprétations. Ainsi nous
allons créer un programme qui génére ’ensemble des interprétations puis, & chacune de
ces interprétations nous allons associer un R-ensemble potentiel — qui sera simplement
I’ensemble des formules falsifiées par 'interprétation. Cette méthode fournit I’ensemble
des R-ensembles qui sont minimaux au sens de I'inclusion.

119
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Soient un profil de croyances E = {Kj,...,K,} et IC un ensemble de croyances
représentant les contraintes. Nous construisons un programme IIg ;¢ dont les solutions
correspondent aux R-ensembles potentiels F contraint par IC. Dans le cas o IC' = T,
nous écrivons indifféremment Iz + ou Ilg.

Cette traduction s’effectue en plusieurs étapes :

— la premiére étape génére les interprétations sur lesquelles vont se baser la construc-

tion des R-ensembles potentiels ;

— la deuxiéme étape construit les R-ensembles potentiels basés sur ces interpréta-

tions;

— la troisiéme étape permet de construire les R-ensembles restants & construire ;

— la quatriéme étape permet de représenter les contraintes IC' et d’exclure les R-

ensembles potentiels en contradiction avec elles.

Le programme Il g ;¢ que nous construisons permet d’associer & chaque modéle stable
un R-ensemble potentiel.

Nous répresentons les atomes de F dans Il ;¢. Un atome a dans le profil de croyances
E sera représenté par un atome a dans Ilg ;c. L'ensemble de tous les littéraux positifs
de IIg ;¢ est noté vt

A partir de chaque atome a de VT, nous construisons un atome a’ représentant la
négation de a. L’ensemble de tous les littéraux négatifs de Ilg ;o est noté V.

Nous présentons maintenant les quatre parties constitutives de notre traduction.

5.1.1 Premiére étape : génération des interprétations

Dans la premiére étape, nous introduisons des régles permettant de construire une
correspondance entre les modéles stables de IIg ;¢ et les interprétations de V+. Pour
chaque atome, a € VT nous introduisons deux régles :

— a < not a'.

— a « not a.

Exemple 5.1.1. Soit E = {K;, Ky, K3} le profil de croyances défini dans [’exemple
4.1.4. Les interprétations de Il sont générées par les régles suivantes :

s«—mnots s «—mnots d—notd
d «—mnotd o« mnotd o «—noto

5.1.2 Deuxiéme étape : détermination des R-ensembles potentiels cor-
respondants

Dans la seconde étape, nous supprimons les formules qui ne sont pas cohérentes
avec l'interprétation courante. Formellement, nous excluons les modéles stables S qui
correspondent aux interprétations qui ne sont pas des modéles de (K U ... L K,)\C;
avec C; = {f | ry € S}.

L’ensemble de tous les atomes représentant les formules est défini par RT = {T} | fe
K;} et Fo (7’}) représente les formules de K; correspondant & 7‘;} dans IIg jc, autrement
dit Vr;} €ERT, Fo(r}) = f. Ces atomes représentant les formules sont appelés atomes de
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régle. ’absence d’'une formule dans le R-ensemble potentiel est représentée par 'atome
7“3} qui est, en quelque sorte, une négation de r}. L’ensemble des atomes de régle dans un
R-ensemble potentiel R est noté R™.

5.1.2.1 Le cas clausal

Dans ce cas, les formules sont mises sous forme CNF.
Pour chaque clause ¢ de K telle que ¢ = =by V ...V =b, V by V ... V by, nous
introduisons la régle suivante :

J / /
— 1l boy e by By U

Exemple 5.1.2. Soit E = {K;, Ky, K3} le profil de croyances défini dans l’exemple
4.1.4. Les atomes suivants seront utilisés dans le programme logique Ilg en fonction de
leur utilité :

-Vt ={s,d,o0};

- V- ={s,d,0};

- Rt = {74—\d7 i\/o?rasﬂacleo?Tdeﬂo?Ts?rd? o}

- R = {rﬁdv sVor Tas’ T?lvw Tzdvﬁo’ Tg,’ Td/’ To/}'

Les atomes de régles de chaque modéle stable de g sont générés a l'aide des régles
swvantes :

1 1 ror 2

2rd<—d 28V0<—8,0 r§s<—s

/ / /

Toe — d,o ri,, , —do 155
rd—d 73— o

Les régles du programme Ilg décrites dans les exemples 5.1.1 et 5.1.2 génerent les
modeéles stables suz’vants (entre parenthéses les R-ensembles potentiels correspondants) :

- S ={¢,d,0, SVO,rde,TS,rd, r3}, (R ={sVo,dVo,s,d,o});

- 52 ={s, d,o, ﬁsﬂrderd’ o}f (Ry = {—s,dVo,d,0});

- Sy ={s,d,0 o}, (Rs = {d, s});

- Sy = {3 d'o 7 ﬂS?rd} (R4 - {_‘S d})

- 55 = {5 d,o rid’ 5\/077"57 0} (Rs = {~d,s,0,sVo});

=S¢ ={s,d,o',rL ;12 r3}, (Re = {—d,0,~s});

- 57 = {S/a d,o, rid’ Tzd\/ﬁov T?}, (R7 = {~d,s,~dV —o});

- S = {S, d,o, Tld? 7’38, Tad\/—\o}7 (R8 = {ﬁd7 -8, 2d Vv _'0}) ’
Nous pouvons constater que ce programme calcule l’ensemble minimal de clauses a retirer
pour chaque interprétation. Les R-ensembles potentiels non-minimauz (dont la plupart
sont inutilement gros) ne sont pas calculés. Les reégles décrites dans 5.1.3 permettent de
les calculer.

5.1.2.2 Cas des bases de croyances composées de formules quelconques

Soient f, f1,..., f" des formules de K;. L’ensemble des littéraux positifs (resp. né-
gatifs) de IIg est noté V' (resp. V7). Soit f € K; une formule, nous notons 7‘3} I'atome
de régle qui correspond & f. L’ensemble des tous les atomes représentant les formules,
appelés atomes de régle, est défini par RT = {r} | f € K;}. La traduction du probléme
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nécessite la création d’atomes intermédiaires représentant les sous-formules de f. Nous
notons p?c I'atome intermédiaire représentant f7 qui est une sous-formule de f € K;. De
plus, nous notons Fo(’l“jc) la formule de K; correspondant & r} dans IIg. En d’autres
termes Vrjc € R+,F0(T}) = f. La création de IIg se déroule en plusieurs étapes. Les
étapes sont similaires a celles décrites dans 5.1, a 'exception de 5.1.2 qui doit représenter
la complexité des formules bien formées quelconques.

Cette étape introduit les atomes de régle qui permettent de déterminer les R-ensembles
potentiels associés aux interprétations. La présence de I’atome de régle 7‘3} dans le modéle
stable S signifie que f est dans le R-ensemble potentiel correspondant. Quelle que soit
la formule f, les régles suivantes sont introduites selon la syntaxe de f :

Si f = a, la régle correpondante est 7’7]’} «— not a;
Si f = —f!, la régle correpondante est 7"3} —not ps1;

Si f=flv...V f™ larégle correpondante est rjf S PfL s Py

=W e

Si f= f'A...Af™, il est alors nécessaire de rajouter plusieurs régles au programme.
Les régles correpondantes sont V1 < j < m, r;} — Py

Exemple 5.1.3. Soit E = {K1, K2, K3} le profil de croyances constitué des bases K; =
{a VvV b,b}, Ko = {a < b,b} et K3 = {—a A —b,—aV —b}. Le programme logique corres-
pondant est le suivant :

( a «— not a'. a’ — not a.

b« not b'. b« not b.

T;\/b «— not a,not b. rg «— not b.

HE — §3<—>b - p% ;ngHb - P%
pi < a,not b. p3 < not a, b.

r2 « not b. 3 P

" anb < P3- pi — a.

03 < b. 3 oy — Q.

Le programme Ilg posséde les modéles stables suivants (entre parenthéses, le R-
ensemble potentiel correspondant) :

= S1=Aa,b,r3 .3, 0372w}, (R ={-aV —b,—aA-b});

- S = {a/7 b, p%? 7ﬂia/\ﬁbv P%, rgHb}’ (RQ = {—\a A =b,a < b}) ;

- 83 = {a,b’,,0:1)’,riaAﬁb,rg,p%,rg‘_,b,rg}, (Rs = {—a A —b,b,a < b,b});

= Sy ={d ¥, r2,rl i}, (Ra={b,aVb,b});

5.1.3 Troisiéme étape : génération des R-ensembles restants

Les deux précédentes étapes dessinent un programme qui génére ’ensemble des R-
ensembles potentiels minimaux au sens de la cardinalité. Mais ceux qui ne sont pas mini-
maux ne sont pas tous générés. Cependant s’il est nécessaire de les générer le programme
suivant le permet.
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Dans la derniére étape, nous générons les modeles stables potentiels restants. Pour
chaque atome de régle ! € R*, nous introduisons deux régles : 1/ « not 7 et r «
not 1} ol rgj € R~ est Patome négatif correspondant a 7.
Exemple 5.1.4. Nous continuons l’exemple 4.1.4. Les régles suivantes permettent de
générer les R-ensembles potentiels restants :

rfd < not rld rld < not r’jd
rgl\/o — not T;Vo 7gVo — not T;I\/o
1"’35 < not 7“25 7‘28 < not r’fs
7,(/i2\/o « not Tc2lV0 Tc2lV0 « not 70;12\/0
2 2 12
rﬁdVﬁO « not Tﬁd\/ﬁo 7aﬁd\/ﬁo « not TﬁdVﬁO
'3« not r? r3 « not r’?
3 — not r3 r3 — not r’?
'3 — not rd r3 « not r’3

L’union des régles présentées dans les parties précédentes et illustrées dans les exemples
5.1.1 et 5.1.2 et de celle-ci génére [’ensemble des R-ensembles potentiels. Néanmoins, les
R-ensembles potentiels supplémentaires générés grace a ces régles ne sont pas minimauz
auz sens de linclusion. Nous pouvons donc considérer qu’ils ne constituent pas des solu-
tions souhaitables.

5.1.4 Quatriéme étape : Représentation des contraintes /C

Une contrainte est une formule que tout résultat de 'opération se doit de respecter. En
d’autres termes, une formule qui ne peut pas étre retirée. Pour cette raison, les contraintes
sont représentées par des formules de régles spécifiques qui ne seront pas prises en compte
par la stratégie lors de la sélection des R-ensembles.

Ainsi pour une contrainte f, représentée par la régle ¢, nous introduisons les régles
permettant de déduire 'atome de régle correspondant, que nous nommons rg)e (tel que
décrits dans 5.1.2) ainsi que la régle :

19

5.2 Equivalence entre modéle stable et R-ensemble poten-
tiel

Nous donnons les propriétés dans le cas ou les formules appartenant aux bases de
croyances sont quelconques. Bien évidemment, le cas clausal en est un cas particulier.
Nous rappelons que IT° représente la réduction de Gelfond-Lifschitz [GL88] du pro-
gramme II. Nous notons Fp(r) la formule correspondant a I’atome de régle r. Une pre-
miére proposition montre qu'un atome de régle r n’est déduit, pour une interprétation
donnée S, que si la formule Fp(r) est effectivement invalidée par U'interprétation S.

Pour simplifier les preuves, nous nous limitons au cas ou IC = T sans perte de
généralité.
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Proposition 5.2.1. Soit E = {Kj,...,K,} un profil de croyances. Soit S C V un
ensemble d’atomes. Soit r un atome de régle ou un atome intermédiaire. r € CN(H%) st
et seulement si Ig = Fo(r).

Preuve.
Dans ce qui suit, Ig peut étre construit & partir de S en considérant que a € S si et
seulement si a € Ig et @' € S si et seulement si —a € Ig. Les r; représentent les sous-
formules de r et a est un atome.

Dans le cas ou Fp(r) se réduit a un simple atome (Fp(r) = a), la seule régle per-
mettant sa traduction est r <« not a. Ainsi, nous retirons r si et seulement si a est
faux.

Dans le cas ot la formule Fp(r) est une simple négation : Fp(r) = —r;. La seule régle
permettant la déduction de r est r « not r1. Ainsi, r est vrai si et seulement si r1 ne
I’est pas.

Dans le cas ou la formule Fp(r) est une conjonction : Fo(r) = r1 A ... A rg. Les

seules régles permettant la déduction de r sont r «— rq....7r < 7. Ainsi, r est vrai si et
seulement si au moins un des atomes 71, ..., est vrai.

Dans le cas ou la formule Fp(r) est une disjonction : Fp(r) =71 V...V rg. La seule
régle permettant la déduction de r est r < r1,...,r,. Ainsi, r est vrai si et seulement si
tous les atomes 71, ..., 7 sont vrais.

Dans le cas ot la formule Fp(r) est une implication : Fp(r) = 1 — ra. Les seules
régles permettant la déduction de r sont r « not r1 et r « ro. Ainsi, r est vrai si et
seulement si r9 est vrai ou si 1 est faux.

Dans le cas o la formule Fp(r) est une équivalence : Fo(r) = r1 <> r2. Les seules
régles permettant la déduction de r sont r <« 71,79 et r < not ri,not ro. Ainsi, r est
vral si et seulement si 1 et r9 sont tous les deux vrais ou si ils sont tous les deux faux.

En conséquence, si Is = Fo(r) alors r ¢ CN(I13) et si r € CN(IT3) alors Ig =
Fo(r). O

Soit un S un modéle stable de IIg, nous construisons I'interprétation Ig de la maniére
suivante : si a € S, alors a € Ig et si a’ € S alors —~a € Ig. La proposition suivante
montre que pour tout modeéle stable S de IIg, une interprétation Ig satisfait I’ensemble
de formules (K U...U K,)\Fo(RTNS)

Proposition 5.2.2. Soit E = {Ki,...,K,} un profil de croyances. Soit S CV un en-
semble d’atomes. S est un modéle stable de Ilg si et seulement si Ig est une interprétation
de V' qui satisfait (K1 U ... U Ky)\Fo(RTNS).

Preuve.

Si .S est un modéle stable de Il g, alors S correspond a 'interprétation Ig qui satisfait
(K1 U...UK,)\Fo(SNRY).

Les atomes de régles n’interviennent pas dans cette partie de la preuve.

Nous montrons tout d’abord que Is est une interprétation de V.

Exclusion mutuelle. Il est impossible que :

—a¢gSeta &S carsia &9, alors la régle a <+ not a’ s’applique et a € S ce qui

est contradictoire avec I’hypothése.
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—a € Setad €8 car la seule régle qui permette de déduire a est a « not a’. Ceci

implique que a’ € S ce qui est contradictoire avec I’hypotheése.
Il s’ensuit donc que I est une interprétation totale de V.

Nous montrons ensuite que Ig satisfait (K; U...U K,,)\Fo(S N R"). Utilisons
une reductio ad absurdum. Supposons que Ig satisfait pas (K1 U...U K,)\Fo(SNR").
Il s’ensuit que 3f une formule telle que f € (K1 U...U K,)\Fo(SNR") et Is |~ f.
Grace a la proposition 5.2.1, nous savons que Ig [~ f implique ry € CN(H%) et donc
que f € Fo(SN RT) ce qui est contradictoire avec I'hypothése.

Si Ig est une interprétation de V™ qui satisfait (K7 U ... U K,)\Fo(S N R"),
alors S est un modéle de H%.

S se construit de la maniére suivante & partir de Ig. Si a € Ig alors a € S et si
—a € Ig alors o’ € S. Ainsi, nous ajoutons tout atome de régle tel que S = Fo(n).

S C CN(I13). Soit a € S :

— a € V. Ig est une interprétation, ainsi ~a € V* et @’ ¢ S. A cause de la régle

a < not a', nous avons a € CN(I13).

— a € V7. Avec la méme démonstration.

Un autre point est que, grace a la Proposition 5.2.1, nous savons que S [~ n, alors
n € CN(I13). Ainsi si n € S alors n € ON(IT3).

CN(I13) C S. Supposons qu'il existe a € CN (I13)N(V\RY) tel que a € S. 1l s’ensuit
que :

—aeV*t ag¢gS implique a’ € S (par la régle a’ « not a). Nous avons montré que
SCCN (H%) qui implique que @’ € CN (H%) Nous savons également que la seule
régle permettant de déduire a est a < not a’ ce qui implique que a’ ¢ CN(II3) et
méne & une contradiction

— a € V7. Avec la méme démonstration.

Supposons qu’il existe un atome de régle n € CN(H%) NRY et n & S. Grace a la
Proposition 5.2.1, nous savons que n € CN(II3) N RY implique Is |= Fo(n). Mais si
n ¢ S cela signifie que Is = Fo(n) et cela méne a une contradiction.

Nous avons montré que S C CN(I13) et que CN(IT3) C S, donc CN(IT3) = S. O

Proposition 5.2.3. Soit E = {K,...,K,} un profil de croyances. Soit S C V un
ensemble d’atomes. SoitY C (KiU...UK,) tel que (K1U...UKy,)\Y est cohérent. Alors,
il existe un ensemble d’atomes S tel que S est un modéle stable de g et Fo(SNRT) C Y.

Preuve.
Si (K3 U...UKp)\Y est cohérent, il existe une interprétation Ig qui la satisfasse (i.e.
Vfe (KiU...UK,)\Y,Is = f. A partir de Is nous pouvons construire un ensemble
d’atomes S = {ala € Is} U {d'|~a € Is} U {rs | Is I~ c} et S est un modéle stable. Nous
savons que toutes les formules non satisfaites par Iy sont dans Y (s'il en existe) mais
il peut exister des clauses satisfaites dans Y. C’est pour cela que tous les R-ensembles
potentiels ne conduisent pas & un modéle stable, mais nous pouvons exhiber un modéle
stable qui est un sous-ensemble de Y. O

Corollaire 5.2.1. Soit E = {Kj,...,K,} un profil de croyances. Soit S C V un en-
semble d’atomes. Soit Y C (KqU...UK,) tel que (K; U ... U K,)\Y est cohérent et
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il n’existe pas de Y' CY tel que (K1 U ...U Ky)\Y’ est cohérent. Alors, il existe S un
ensemble d’atomes tel que S est un modéle stable de Iy et Fo(SNRT) =Y.

A partir de Y, nous construisons une interprétation Iy = {a | a € Y}U{=a | a’ € Y}.
A partir de la proposition 5.2.1, nous savons que tous les 7 qui n’apparaisse pas dans Y’
ont leur formule correspondante Fo(ry) satisfaite par Iy.

5.3 Définition des modéles stables préférés

Les modeles stables du programme Il ;¢ correspondent aux R-ensembles potentiels

de E contraint par IC. A partir de ces modéles stables, il nous faudra calculer ceux
qui sont préférés au sens de la stratégie choisie. Nous les appelons des modéles stables
préférés.
Définition 5.3.1 (Modéles stables préférés). Soit E = {Kj, ..., K,} un profil de croyances
et IC un ensemble de formules représentant les contraintes. Soient X et X' deux en-
sembles d’atomes de Ilg 1c. X est un modéle stable préféré de Ilg ;¢ selon la stratégie P
st seulement si :

— X est un modele stable de Ilg rc ;

— Il nexiste pas de modéle stable X' de Ilg jc tel que X' C X.

— 1l weziste pas de modéle stable X' de Il ;o tel que X' <p X.

Ainsi pour chaque stratégie, nous donnons la définition du pré-ordre sur les modéles
stables.

Définition 5.3.2 (Pré-ordre <y). Soit E = {Ky,..., Ky} un profil de croyances. Soient
X et X' deuz modéles stables de Ilg. Le pré-ordre <sx, est défini de la maniére suivante :

X <5 X' si et seulement si Z (XNRTNK;| < Z (X' N RT) N K.
1<i<n 1<i<n
Définition 5.3.3 (Pré-ordre <ggrq). Soit E = {Kj,...,K,} un profil de croyances.

Soient X et X' deur R-ensembles potentiels de E. Le pré-ordre <cgrq est défini de la
maniere suivante :

X <cara X' si et seulement si (X N RY)| < (X' N RT).

Définition 5.3.4 (Pré-ordre <js4;). Soit E = {K,...,K,} un profil de croyances.
Sotent X et X' deux R-ensembles potentiels de E. Le pré-ordre <jprq. est défini de la
maniére suivante :

X <nfaz X' si et seulement si max [(X N RT)NK;| < max [(X'NRY)N K.
1<i<n 1<i<n

Définition 5.3.5 (Pré-ordre <gprar). Soit E = {Ki,...,K,} un profil de croyances.
Soient X et X' deur R-ensembles potentiels de E. Le pré-ordre <gprae est défini de la
maniére sutvante :

X <cmaz X' si et seulement si LanRJr) <lex Lgc'mpﬁ) L

1. La définition de LY est donnée dans 4.2.10
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Nous illustrons maintenant cette notion de préférences entre modéles stables a 'aide
d’un exemple.

Exemple 5.3.1. Nous reprenons l'exemple 4.1.4 dont la traduction Ilg posséde les mo-
déles stables donnés dans [ e:remple 5.1.2 :

- S ={s,d, 0, SVO,’I“de,Ts,Td, r3}, (R1 ={sVo,dVo,s,d,o});

- Sy ={s,d,0, ﬂs’rdvoarw o} (Ry = {—s,dVo,d,0});

- S3 = {s,d’ 0 rd, 13}, (Rs = {d,s});

— Sy = {S,d/ 7 ﬂs?rd} (Ry = {=s,d});

- S5 = {8 d,o ,T_‘d, sVovrs7To} (R5 - {_‘d 5,0, 8\/0});

- Sg = {s,d, o,rﬁd, ﬁs, 3}, (R¢ = {~d,0,-s});

- Sy ={s.d,o,rt ;12 .73}, (R ={~d,s,~dV —o});

- Sy = {s.d,o, Tid? Tas’ TZd\/ﬁo}y (Rg = {~d,—s,~d V —o})

Nous donnons un tableau récapitulant les modéles stables de Ilg minimauz au sens
de Uinclusion ainsi que leur valeur en fonction des différentes stratégies. Les colonnes
K1, Ky, K3 donnent les valeurs de |(S; N RT) N K.

Si || Ki | Ky | K || ¥ | Card | Max | GMax
Sl 1 1 3 5 5 3 (3,1,1)
Sy || 0 2 2 4 4 2 (2,2,0)
S3 || 0 0 2 2 2 2 (2,0,0)
Syl O 1 1 2 2 1 (1,1,0)
S5 || 2 0 2 4 4 2 (2,2,0)
Se || 1 1 1 3 3 1 (1,1,1)
S7 1 1 1 3 3 1 (1,1,1)
Ssg || 1 2 0 3 3 2 (2,1,0)

Nous pouvons en déduire les modéles stables préférés pour chacune de nos stratégies
classiques de fusion.

Pour les stratégies Somme et Card, nous avons les modéles stables préférés suivants :
s d 0,131}, {s,d 0,12, 13},

Pour la stratégie Max, nous avons les modeles stables préférés suivants : {{s,d’, 0,72, rfl},

{s,d,0,rt 12, r3}, {s' d,o,rt 1 r2 gy 0 T2}
Pour la stratégie GMax, nous avons les modéles stables préférés suivants : {{s,d’, 0,7, r3}}.

5.4 Equivalence entre modéles stables préférés et R-ensembles

Nous montrons maintenant qu’a chaque R-ensemble de E selon la stratégie P, il
correspond un et un seul modéle stable préféré de Il selon la stratégie P.

Proposition 5.4.1. Soit E = {K3,...,K,} un profil de croyances. Soit S C V un
ensemble d’atomes. Soit P une stratégie de fusion. S est un R-ensemble de E selon la
stratégie P si et seulement si il existe un modéle stable préféré S de llg selon P tel que

Fo(RJr ns)==,.



128 CHAPITRE 5. MISE EN (EUVRE

Preuve.
La proposition précédente peut étre réexprimée comme {Fo(S N R') | S est un modéle
stable préféré selon P} = FpR(FE). La preuve ne sera donnée que pour Card, la trame
reste identique pour les stratégies >, Max et GMax.

Nous cherchons donc a prouver que {Fo(S N R') | S est un modéle stable préféré
selon P} = FoardaR(E).

Dans un premier temps, on montre que {Fp(SNRT) | S est un modéle stable préfére
selon Card} C FouraR(E). Pour cela, nous supposons qu’il existe un ensemble S appar-
tenant a I’ensemble des modéles stables préférés de Il selon Card et qu’il est impossible
que le R-ensemble potentiel correspondant ne fasse pas partie des R-ensembles de E selon
Card. Ainsi, nous posons X = Fp(S N R™T). Par la proposition 5.2.1, (K1 U...UK,)\X
est cohérent. Supposons maintenant que X n’appartienne pas & FoqrqR(E), il existe
donc X' tel que (K U...U K,)\X’ est cohérent et X' <cqrq X. Nous pouvons en
déduire qu’il existe une interprétation Ix sur l’ensemble des atomes de E qui satisfait
(Kp U ... U K,)\X". X" est le modele stable associ¢ & S" et 8" = {a | a € Ix} U
{d' | —ma € Ix} U {ry | f € X'}. Nous savons que X' = Fp(S' N R™) et, par la propo-
sition 1, que S’ est un modéle stable de Pg. Cela entraine que X' est préféré a X car
|X| = ]S N RT| ce qui est contradictoire avec ’hypothése que X est un modéle stable
préféreé.

Nous montrons maintenant que Foqr¢R(E) C {Fo(SNR') | S est un modele stable
préféré selon P}. S est un R-ensemble de E donc (K;U...LUK,)\X est cohérent. Il existe
donc une interprétation Iy sur I’ensemble des atomes de E qui satisfait (K;U. . .UK,)\X.
Nous notons S le modéle stable de IIg correspondant & X. Par la proposition 1, nous
savons que S est un modéle stable de I1g. Supposons que S ne soit pas un modéle stable
préféré de I selon Card, cela suppose qu'il existe S’ tel que |[Fo(S'NRY)| = [S'NRT| <
|Fo(SNRT)| =|SNRT|. Mais §' = Fo(S'NR) et (K1 U...UK,)\S est cohérent. S
n’appartiendrait donc pas & Feoar-qR(FE) ce qui est contraire a 'hypotheése. ]

Nous rappelons maintenant ’exemple que nous avons développé plus haut afin de

Exemple 5.4.1. Nous reprenons l’exemple 5.3.1. Les modeles stables préférés de Ilg o
sont :
— Pour les stratégies Somme et Card, nous avons les modéles stables préférés sui-
vants : {{s’,d’,o,rﬁ,r?’}, {s,d' o0,r? rf’l}}.

S -8
— Pour la stratégie Maz, nous avons les modéles stables préférés suivants :

{{37 d,o, 7“35, 7’2}, {37 d,o, rldv T’%S, 7“2}, {8/7 d,o, Tldv rzdvﬂo? 7“2}}

— Pour la stratégie GMax, nous avons les modéles stables préférés suivants :
{{s,d’,o0,r%,,13}}.

Les R-ensembles de E dans cet exemple sont :

— Pour les stratégies Somme et Card, nous avons les R-ensembles suivants :
{{dv S}a {_'57 d}}

— Pour la stratégies M ax, nous avons les R-ensembles suivants : {{—s,d}, {—d, —s, 0},
{=d,—~d V —o,s}}.

— Pour la stratégie Gmax, nous avons les R-ensembles suivants : {—s,d}}.
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Nous observons que les R-ensembles de E pour chacune des stratégies correspondent
bien aux modéles stables préférés tels qu’ils sont donnés dans ’exemple 5.3.1.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré tout d’abord la traduction du probléme de fusion
du profil £ contraint par /C' en un programme logique IIg ;c. Puis, nous avons montré
que les modéles stables de ce programme correspondent aux R-ensembles potentiels du
profil. Nous avons également donné la définition de modéles stables préférés avant de
montrer que les R-ensembles de E contraint par IC selon la stratégie P sont les modéles
stables préférés d’un programme Il ;¢ selon cette méme stratégie. Le cas clausal a donné
lieu & publication dans [HPWO07b, HPW07a| alors que le cas ot les bases sont constituées
de formules quelconque a fait 'objet de publication dans [HPWO08b, HPW08a].

Il reste maintenant a donner dans le chapitre suivant une méthode de calcul des
modéles stables quelle que soit la stratégie.
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Chapitre 6

Le calcul des R-ensembles

Ce que les hommes veulent en fait, ce n’est pas la connaissance, c’est la
certitude. Bertrand Russell

Introduction

Nous avons montré 1’équivalence entre R-ensembles de E contraint par IC' selon
la stratégie P et les modeles stables préférés de Ilg ;o selon P, nous allons présenter
plusieurs méthodes permettant de sélectionner les modéles stables préférés en fonction
de la stratégie choisie. Une premiére méthode est 'adaptation de I’algorithme Smodels.
La seconde méthode utilise les instructions supplémentaires des solveurs ASP et permet
une mise en ceuvre indépendante du solveur.

6.1 Adaptation de P’algorithme Smodels

Nous avons proposé un algorithme, que nous appelons rsf, pour calculer les modéles
stables préférés correspondant aux R-ensembles. Cet algorithme est une modification
de Smodels. Contrairement & ce dernier qui fournit ’ensemble des modéles stables, rsf
ne fournit que les modéles stables qui vérifient une condition passée en paramétre. En
I’occurrence, les modéles stables préférés selon la stratégie P choisie. Il construit, étape
par étape, une collection de modéles stables candidats. A la fin du calcul, cette collection
contient tous les modéles stables préférés correspondant aux R-ensembles du profil pour
la stratégie choisie.

La sélection des modéles stables préférés est réalisée gréace a la fonction conditionp(A),
ou A est un ensemble d’atomes. Cette fonction compare le modéle stable candidat A en
cours a ceux qui ont déja été calculés. Les trois comportements possibles de la fonction
conditionp(A) sont :

1. A ne peut plus conduire & aucun modéle stable préféré. Dans ce cas, le calcul est
arrété et ’algorithme revient en arriére;

131
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2. L’interprétation qui correspond a A est compléte et A est aussi préféré que les
meilleurs modéles stables déja calculés. Dans ce cas, A est ajouté a la collection
des modéles stables candidats ;

3. L’interprétation qui correspond & A est compléte et A est préféré aux modéles
stables précédemment calculées. Dans ce cas, la collection constituée par le singleton
A remplace la collection des modeéles stables candidats.

6.2 L’heuristique de choix

L’heuristique originale de Smodels a pour but de maximiser le nombre d’atomes
déduits aprés chaque choix. Cette heuristique n’est pas pertinente pour le type de pro-
gramme logique que rsf produit. Elle est méme contre-productive. En maximisant le
nombre d’atomes, elle maximise le nombre d’atomes de régles alors que le but de notre
algorithme est de minimiser leur quantité.

Nous avons modifié cette heuristique afin de sélectionner les atomes qui minimisent
le nombre d’atomes déduits. De cette maniére, le premier modéle stable aura plus de
chances d’étre un modéle stable préféré d’aprés la stratégie choisie et I’arbre de recherche
sera fortement réduit.

Nous appelons cette nouvelle fonction mheuristic(A).

6.3 Le nouvel algorithme

Le déroulement de I'algorithme est celui d’un algorithme de parcours d’arbre classique
sauf que nous rajoutons des conditions afin d’élaguer I'arbre de maniére plus efficace. De
plus, nous mettons en place des conditions permettant de stocker les R-ensembles calculés
au fur et & mesure de leur découverte :

1. si linterprétation partielle conduit & des R-ensembles potentiels moins préférés
au sens de la stratégie choisie, il n’est pas nécessaire de descendre plus loin dans
I’arbre ;

2. si 'interprétation totale permet de construire un R-ensemble potentiel équivalent,
au sens de la stratégie choisie, a ceux déja construits, alors ce R-ensemble potentiel
est ajouté a la liste des R-ensembles;

3. si l'interprétation totale permet de construire un R-ensemble potentiel préféré, au
sens de la stratégie choisie, & ceux déja construits, alors le singleton constitué de
ce R-ensemble potentiel devient la liste des R-ensembles.

Les adaptations de Ialgorithme original de Smodels consistent & :

— ne pas calculer des sous-ensembles de R™ conduisant & des modéles stables qui
retirent plus de clauses que les meilleurs modéles déja calculés;

— ne pas calculer plusieurs fois les mémes sous-ensembles de littéraux de R™ ;

— tirer profit d’élagages dans ’arbre de recherche.
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Algorithme 10 rsf(A)

A «— expand(A)
si conflict(A) alors
renvoyer Faux
finsi
si (1) conditionp(A) = 1 alors
renvoyer Faur
sinon si A conduit & un R-ensemble déja calculé alors
renvoyer Faur
sinon si A couvre Atome(FE) alors
si (2) conditionp(A) = 0 alors
A est ajouté a I’ensemble des solutions

renvoyer Vrai
sinon
(3){A} devient I’ensemble des solutions
renvoyer Vrai
finsi
finsi
x «— mheuristic(A)
rsf(AU{z})
rsf(AU{not x})

Bien que correspondant a nos attentes, ’adaptation de smodels pour ’algorithme rsf
reste dépendante de ce solveur dont les performances sont dépassées par des solveurs
plus récents comme CLASP ou NoMore. C’est pour cette raison que nous souhaitons
disposer d’'une méthode pour mettre en ceuvre la fusion de croyances indépendamment
du solveur.

6.4 Sélection Off The Shelf

Une méthode pour réaliser la fusion par R-ensembles (RSF) a 'aide de n’importe
quel solveur ASP consiste a rajouter au programme Il ;c, des régles et des instructions
dont le but est de compter les atomes de régle présents dans chaque modéle stable afin
de sélectionner les R-ensembles potentiels minimaux selon la stratégie P choisie.

Nous présentons ici les programmes logiques permettant de coder les stratégies Somme,
Card, Max, GMazx. Nous prouvons également que les résultats obtenus grice a ces pro-
grammes logiques sont bien ceux attendus.

6.4.1 Stratégie Somme

L’ensemble des R-ensembles pour la stratégie Somme est ’ensemble de R-ensembles
potentiels possédant le moins possible de formules. Ainsi, ’ensemble des modéles stables
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préférés de Il ;o sera 'ensemble des modeles stables de Ilg ;o possédant le minimum
d’atomes de régles. Nous notons indifféremment 11z ou Il 1 dans le cas ou IC = T.

Le principe est relativement simple puisqu’il suffit de compter le nombre total d’atomes
de régle et de sélectionner les R-ensembles qui en comptent le moins. Cette sélection est
réalisée par 'intermédiaire de I'instruction minimize{}. Ainsi, H%,IO = minimize {T} | r} €
R+} ull E,IC-

Proposition 6.4.1. Soit E = {K1,...,K,} un profil de croyances. L’ensemble de mo-
deles stables de H%,]C est l’ensemble des modeéles stables préférés de Ilg jc selon la stra-
tégie 2.

Preuve.
[= Supposons qu’il existe un ensemble d’atomes X tel que X soit un modele stable de
HE’ ;¢ mais tel que X ne soit pas un modéle stable préféré de Il ;¢ selon la stratégie X.

Si X est un modéle stable de H% 7o cela signifie qu’il s’agit d’'un modéle stable de
IIg 1c et qu'il n’existe pas d’autre modéle stable Y de IIg 1c tel que |Y| < |X|, grace
a l'instruction minimize. Mais si X n’est pas un modéle stable préfére de Ilg rc, cela
signifie qu’il existe un ensemble d’atome Y tel que Y est un modele stable de Ilg ;¢
et |Y| < |X]|. Ce qui est contradictoire avec I’hypothése. Nous avons donc montré que
I’ensemble de modéles stables de H%} 7c est inclus dans I'ensemble des modeles stables
préférés de Il g ;o selon la stratégie 2.

[<]Supposons qu’il existe un ensemble d’atomes X tel que X soit modéle stable
préféré de Ilg o selon la stratégie ¥ mais tel que X ne soit pas un modéle stable de
3.

Si X est un modele stable préféré de Ilg jc, cela signifie qu’il n’existe un ensemble
d’atome Y tel que Y soit un modéle stable de Ilg ;o et |Y| < |X|. Mais si X n’est
pas un modéle stable de H% 1c cela signifie qu'il s’agit d’'un modéle stable de Ilg ;¢ et
qu'il existe d’autre modéle stable Y de g o tel que Y] < |X]|, grace a I'instruction
minimize. Ce qui est contradictoire avec ’hypothése.

Nous avons donc montré que I’ensemble des modeles stables préférés de Ilg ;¢ selon
la stratégie ¥ est inclus dans I’ensemble de modéles stables de H% [ter O

Exemple 6.4.1. Soit E = {K;, K2, K3} le profil de croyances tel que K1 = {—d,s V
o}, Ko ={-s,dVo,~dV -0} et K3 ={s,d,o} avec IC =T

s L 1 .1 2 2 2 3 .3 .3
Iz = {mmzmzze{rﬁd, Tsvor Toss Tavos Tadvoos Tas Ty To U HE,]C} .

6.4.2 Stratégie Card

La stratégie Card est trés proche de la stratégie ¥ (cf supra). La différence se situe
dans le fait que la stratégie Card traite les formules exprimées plusieurs fois comme si
elles n’étaient présentes qu’en un seul exemplaire. La différence dans la mise en ceuvre
se fera donc grace & un prétraitement ot les doublons seront supprimés.
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La méthode employée pour la stratégie Card est similaire au détail prés que les
doublons sont préalablement enlevés du profil. Nous notons s(E) le profil de croyances
ou les formules présentes en plusieurs exemplaires sont réduites & un singleton.

Ainsi H%afg = minimize {r; | 7“3) € RT}uU (g, rc- La proposition suivante est
vérifiée :

Proposition 6.4.2. Soit E = {K,...,K,} un profil de croyances. L’ensemble de mo-
deles stables de Hg“}'g est l’ensemble des modeles stables préférés de Ilg 1o selon la stra-
tégie Card.

Preuve.
Démonstration similaire & la stratégie X. O

Exemple 6.4.2. Soit E = {K1, K2, K3} le profil décrit dans l’exemple 6.4.1.
gerd — {minimize{rid, o T2 Tovor Todymon Tos T 15} U HEJC} .

6.4.3 Stratégie Max

Pour la stratégie Max, 'ensemble de modeles stables préférés de Ilg 7o sera en-
semble des modéles stables qui retirent le moins possible de formules dans la base ou elle
en retire le plus. Sa mise en pratique se fera donc en plusieurs étapes. Dans un premier
temps, le nombre d’atomes de régles présents dans le modéle stable sera compté base par
base ; cette valeur est stockée au travers d’un prédicat size(U) qui signifie qu’il existe une
base dans laquelle il est retiré U formules. Dans un deuxiéme temps, nous prenons la plus
grande valeur de size(U) qui sera stockée dans une variable max(X). Et, finalement, une
instruction d’optimisation sera définie afin de ne conserver que les modéles stables pour
lesquelles la valeur de maz(X) est minimale.

La stratégie Max requiert une autre utilisation de l'instruction minimize{}. Soit X
un modéle stable. Une premiére étape calcule maa:lgignﬂ{r;} | 'r} € X}|) pour chaque X.
La seconde étape utilise ce calcul et 'instruction minimize{} pour conserver les modeéles
stables minimaux. Pour savoir combien de formules sont retirées dans la base o il y a
le plus de retraits, il est nécessaire de commencer par calculer combien de formules sont
retirées dans chaque base de croyances. Ce calcul est effectué par :

do : #domain possible(U).
01 : #domain base(V).
09 : possible(1..m).
d3 @ base(l..n).
a : size(U) «— U{r}/|F0(f) € oy U.

Hma:c,size _
E

ou m est la taille de la plus grande base de croyances. Les régles d; sont les domaines
de définition pour la régle a. S’il existe une base Ky ot le nombre d’atomes 7“}/ vrais dans
X est égal a U, alors size(U) sera vrai dans X. La plus grande valeur U pour laquelle

size(U) est vrai est calculée grace a Hgam’bou”d :
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d4 @ #domain possible(W).
Hgax’bound = B1 : negmar(W) « size(U),U > W.
B2 @ max(U) « size(U), not negmaz(U).

(1 determine tous les entiers W pour lesquelles il existe U > W tel que size(U) est
vrai. Alors, maxz(U) est vrai pour la plus grande valeur de U telle que size(U) est vrai.
Pour la stratégie Max , soit

Maz mazx,size mazx,bound
Ug e =1g Ull,

UIlg 1c Uminimize[maz(1) =1,...,max(m) = m].
La proposition suivante est vérifiée :

Proposition 6.4.3. Soit E = {Ki,...,K,} un profil de croyances. L’ensemble des
modeles stables de H%‘}é est ’ensemble des modéles stables préférés de g 1o selon Max.

Preuve.

1. Nous savons, au travers de la proposition 5.2.3 que X est un modéele stable de I1g ;¢
si et seulement si Fo(X N.S) est un R-ensemble potentiel de E contraint par IC.

2. Soit X un modeéle stable de IIg jc, 'atome size(U) est vrai dans IIg ;¢ UHAE/[ax’Size

si et seulement si il existe ¢ tel que |X N K;| = U au travers de la régle a. Donc,
negmax(W) est vrai si et seulement si il existe W et il existe 7 tel que |[ X NK;| =W
et il existe V et il existe j | X N K;| =V avec V > W. Ainsi negmax(W) est vrai
pour tout W tel que size(W) est vrai et non maximale par les régles a et (.
Finalement, max(U) est vrai si et seulement si U = max}' , | X N K;| par les régles

a)ﬂlu/@?

3. Nous allons maintenant montrer que ’ensemble des R-ensembles de H]\E/[ 76 est 'en-
semble des modéles stables préférés de Ilg ;o pour la stratégie Max.

C Si X est un R-ensemble de Ilg ;o U H%am’sne U HAE/Iax’bmmd, nous notons sa
valeur pour linstruction minimize val(X) et nous rappelons que val(X) =
max?_; | X NK;|. Supposons qu’il existe X tel que Fp(XNS) C FESE R(E)
et tel que X ne soit pas un modele stable préféré de Il g ;¢ selon M az. 1l existe
donc X’ tel que val(X') < val(X). Par construction, si val(X’) < val(X) cela
implique que max?_, | X' N K;| < max? ; | X N K;| et donc qu’il est impossible
que Fpo(X N S) appartienne a fﬁgilcR(E).

2 Supposons qu’il existe X tel que X soit un modeéle stable préfére de Ilg ;¢
selon Mazx et tel que Fp(X NS) € ]:A}}if’ICR(E). Il existe donc X' tel que
max ; | X' N K;| < max? ; |X N K;| cela implique donc val(X') < val(X)
ce qui est contradictoire avec le fait que X soit un modéle stable préféré de
Iz 1o selon Maz.

O
Nous illustrons cette traduction a ’aide de I’exemple suivant :
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Exemple 6.4.3. Soit E = {K1, K3, K3} le profil décrit dans l’exemple 6.4.1.

#domaine possible(U) #domaine base(V)
possible(1..3) base(1..3)
H%ax"gize = size(U) «— U{r! vk, }U.
size(U) — U{r, Tczlvm rzdvﬂo}U'
size(U) « U{r3,r3, r3}U.

[ Mazbound _ #domaine possible(W) mnegmax(W) « size(U),U > W.
B max(U) « size(U), not negmax(W).

[Maz _ H%Iax’swe U H%Iax’bound U minimize[maz(l) = 1, max(2) = 2, maz(3) = 3]
E Ullg 1o

6.4.4 Stratégie GMax

Pour la stratégie GMaz, il est nécessaire de compter le nombre d’atomes de régles
pour chacune des bases de croyances. Une fois ces valeurs obtenues, nous les rangeons
par ordre décroissant. Ainsi, un modéle stable préféré sera un modéle stable tel qu’il soit
minimal selon 'ordre lexicographique.

La stratégie GMax compare les R-ensembles potentiels d’apreés la séquence des | X N
K;| ordonnée de maniére décroissante. Comme pour Maz, il faut connaitre le nombre de
formules retirées dans chacune des bases. Ce calcul est représenté par la régle suivante
ol m représente la taille de la base ¢y .

Si size(V,U) est vrai, dans la base ¢y, le modéle stable en cours contient U atomes
de régle. Une fois calculées pour toutes les bases Ky, ces valeurs sont ordonnées par
HgMax’bmmd ot X est la plus grande valeur de size() et X, la plus petite. Finalement,
le polynéme X,, + X;,—1 xm+ ...+ X1 X m™ 1 est optimisé.

HgMam,size _ {71 . sz‘ze(V, U) — U {TY,. . -,7",‘7/1} U} .

ap : max(Xy,...,X,) — size(Y1,X1),...,size(Yn, Xpn),
Xl > X27 s 7Xn—1 > XmHGQ(Yla s 7Yn)~
nGMenbound — o) o mary (X1) — maz(Xy, .., X0), X1 > Xo, oo, X1 > X,
a;

an : mazrs3(Xs3) — max(Xq,..., Xp), X1 > Xo, ..., Xp—1 > X,
Pour la stratégie GMax, soit

HgMax _ HgMam,szze U HgMaw,bound U HE,IC
U minimize] max, (1) = 1,max,(2) = 2,...,maz;(1) = m" ",

ma$z(2) = 2 X 7’)’L771_i7 .. ,,mal‘l(n) =n X mn—l ].

La proposition suivante est vérifiée :
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Proposition 6.4.4. Soit E = {K3,...,K,} un profil de croyances. L’ensemble des R-
ensembles de H%M‘“’ est I’ensemble des modeles stables préférés de Ilg rc pour la stratégie
GMax.

Preuve.

1. Nous savons, au travers de la proposition 5.2.3 que X est un modéele stable de Ilg ;¢
si et seulement si Fo(X N.S) est un R-ensemble potentiel de E contraint par IC.

2. Soit X un modéele stable de Ilg jc, 'atome size(V,U) est vrai dans Ilg ;o U

[GMamsi2¢ o ot seulement si |X N Ky| = U au travers des régles de TG %™/
avec U = p%. Ainsi, au travers de la régle oy, on sait que maz(Xy,...,X,) est
vrai si et seulement si LY = (X1,...,X,) puisque qu’il réalise I’ordonnancement
des p& calculé par la régle ~;. Finalement, les régles «; séparent les valeurs de X3

pour qu’elles puissent étre utiliser dans I'instruction minimize.

3. Nous allons maintenant montrer que I’ensemble des R-ensembles de H%M” est
I’ensemble des modéles stables préférés de Ilg ;o pour la stratégie GMax.

C Si X est un R-ensemble de Hng’Size U HgMam’bmmd U IIg ;c, nous notons sa
valeur pour l’instruction minimize val(X) et nous rappelons que val(X) =
S (p%) x (m + 1)"% Supposons qu’il existe X tel que Fp(X N S)
fgfﬁw 1cR(E) et tel que X ne soit pas un modéle stable préféré de Ilg rc
selon GMaz. 1l existe donc X’ tel que val (X') < wal(X). Par construction, si
val(X') < val( ) cela implique que :
— i tel que pX, < pX,
— Vj < alors p', —pX
ce qui implique que (pk/,...,p%) <iez (P,--.,P%) et qu’il est impossible
que Fp(X N S) appartienne a fgffzx’lcR(E).

N

2 Supposons qu’il existe X tel que X soit un modéele stable préféré de Ilg r¢ selon
GMax et tel que Fop(X NS) € gfﬁx 1cR(E). Tl existe donc X' tel que
(pﬁ(,, N ) <lex (pﬁ(, ..., p%) cela implique que :

— di tel que P <Px i
— Vj < alors pl, :pfx
et donc que val(X') < val(X) ce qui est contradictoire avec le fait que X soit
un modele stable préféré de Ilg ;o selon GMazx.
O

Exemple 6.4.4. Soit E = {K1, K2, K3} le profil décrit dans l’exemple 6.4.1.

#domaine possible(U) #domaine base(V) )
#domaine possible(W) #domaine possible(Xy)
#domaine base(X2)  #domaine possible(X3)
= possible(1..3) base(1..3)
size(1,U) : —U{rld,r;vO}U.
size(2,U) : =U{r2,,r2 . 1% 5 -o U
size(3,U) : =U{r3,r3,r3}U.

GMazx,size
HE
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max(Xy, Xo, X3) : — size(1, X1), size(2, X2),
size(?),Xg),Xl >= X9, Xo >= X3.
G Mabound _ mazy(X1) 1 — max(X1, X2, X3), X1 >= X5, Xy >= X3.
maxg(XQ) = ma:c(Xl,XQ,Xg),Xl >= X9, Xo >= X3.
ma$3(X3) — max(Xl,Xg,Xg),Xl >= Xy, Xo >= X3.

HgMax,size U HgMax,bound U HE,IC’

M — & minimizelmazy (1) = 16, maz1(2) = 32, maz1(3) = 48, mazz(1) = 4,
max2(2) = 8, maxrs(3) = 12, maxs(1) = 1, maxs(2) = 2, maz3(3) = 3]
Conclusion

Nous avons dans ce chapitre montré plusieurs méthodes pour calculer les R-ensembles
selon les différentes stratégies (Somme, Card, Max et Gmax) de fusion. Nous avons mon-
tré pour chacune de ces stratégies qu’il existait une correspondance entre les modéles
stables des programmes construits et les R-ensembles selon cette stratégie. L’adapta-
tion de l'algorithme Smodels a donné lieu & publication dans [HPWO07b, HPWO07a| alors
que l'adaptation indépendante du solveur a fait 'objet de publication dans [HPWO08b,
HPWO08a].

Des tests utilisant le solveur ASP ont permis de vérifier expérimentalement ces résul-
tats dans le chapitre suivant.
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Chapitre 7

Expérimentations

Sans oubli, pas s’abstraction, pas de pensée, pas de vie non plus. L’oubli est
une condition nécessaire de la vie. Denis Guedj

Introduction

Nous présentons ici une série de tests effectués sur la mise en ceuvre de la fusion par
R-ensembles décrite dans le chapitre prédédent. Dans un premier temps, nous présentons
une expérimentation basée sur la génération de profils de croyances aléatoires afin d’avoir
une premiére évaluation du comportement global de la méthode. Cette expérimentation
sur des bases aléatoires portera également sur une comparaison avec la méthode basée
sur les Diagrammes de Décisions Binaires (ou BDD) de N.Gorogiannis et A. Hunter
présentée dans [GHOS|.

Dans une seconde partie nous présenterons I’adaptation faite a la méthode de fusion
par R-ensembles afin de répondre au besoin du projet européen VENUS. La méthode de
fusion par R-ensembles y a été adaptée pour la gestion d’incohérences dans les relevés en
archéologie sous-marine.

7.1 Expérimentations sur des bases aléatoires

Nous présentons ici une étude expérimentale des performances de notre implantation
de la fusion par R-ensembles.

Les tests ont été conduits selon le protocole suivant. Les bases de croyances sont
générées aléatoirement selon deux critéres : le nombre d’atomes, que ’on note na, et le
nombre de formules, que 'on note nf. Les formules sont des formules quelconques d’une
profondeur inférieure ou égale a trois. Les profils de croyances sont ensuite générés en
fonction du nombre de bases choisi, que I'on note nb.

Les tests ont été effectués sur un Centrino Duo cadencé a 1.73Ghz et équipé de 2Go

de RAM

141
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7.1.1 Stratégie Somme

Des tests sont lancés avec des profils contenant, 2, 3, 4 et 5 bases de croyances. Chaque
base de croyances est cohérente. Pour chacune de ces valeurs, des tests sont lancés pour
un nombre d’atomes égal & 30, 35 et 40. Et pour chaque nb et pour chaque na, une série
de mille tests est lancée pour une série de ratio de (nf/na) allant de 4 & 7 avec un pas
de 0, 2.

Le graphe de la figure 7.1 présente 1’évolution du temps d’exécution moyen en fonction
de I’évolution du nombre de bases.

7o

Temps (sec)

2 3 4
MNombre de bases

tn

FIGURE 7.1 — Temps d’exécution par rapport au nombre de bases

Le graphe de la figure 7.2 présente 1’évolution du temps d’exécution moyen en fonction
de I’évolution du ratio (nf/na).

Nous pouvons constater que l'augmentation du temps d’exécution est relativement
lente jusqu’a un ratio qui semble se situer autour de 5, 8 et qu’il se produit une accélération
autour de nf = 6,4.

7.1.2 Stratégie Max

Le protocole utilisé dans cette sous-section est identique a celui décrit pour la stratégie
Somme.

Le graphe de la figure 7.3 présente 1’évolution du temps d’exécution moyen en fonction
de I’évolution du nombre de bases.

Nous pouvons observer que le temps d’exécution moyen décroit avec ’augmentation
du nombre de bases.

Le graphe de la figure 7.4 présente I’évolution du temps moyen en fonction de I’évo-
lution du ratio (nf/na).

De la méme maniére que pour la stratégie Somme, on peut constater que l'aug-
mentation du temps d’exécution est relativement lente jusqu’a un ratio qui semble se
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FIGURE 7.2 — Temps d’exécution en fonction du rapport (nf/na)

1
=]

Temps (sec)

s T R - B -

2 3 4 5
Mombre de bases

FIGURE 7.3 — Temps d’exécution par rapport au nombre de bases
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FIGURE 7.4 — Temps d’exécution en fonction du rapport (nf/na)

situer autour de 5,8 et qu’il se produit une augmentation rapide du temps d’exécution
de nf = 6,4.

7.1.3 Comparaison avec la méthode de N. Gorogiannis et A.Hunter

Nous comparons ici les résultats d’une étude expérimentale permettant de comparer
la mise en ceuvre de la fusion par R-ensembles avec une mise en ceuvre de la fusion basée
sur des opérateurs de morphologie mathématique utilisant des Diagrammes de Décisions
Binaires (ou BDD) présentée dans [GHOS|.

Un protocole proche de celui utilisé dans [GHO8| est utilisé ici. Chaque profil de
croyances est composé de sept bases de croyances. Toutes les bases de croyances sont
générées indépendamment en fonction de deux critéres : le nombre d’atomes, que 'on
note na, et le nombre de formules, que I'on note nf. Chaque base de croyances est
cohérente.

Les tests sont présentés pour les stratégies Max et Somme.

Il ressort de I’analyse que la fusion par R-ensembles se comporte mieux lors de ’aug-
mentation du nombre d’atomes. L’augmentation du nombre d’atomes de dix & quinze
multiplie le temps d’exécution par deux pour la fusion par R-ensembles alors que dans le
cas de la méthode basée sur les Diagrammes de Décision Binaires la méme augmentation
multiplie le temps d’exécution par cent ; et ceci quelle que soit la stratégie.

Mais d’un autre coté, la fusion par R-ensembles est plus sensible a 'augmentation
du nombre de formules, notamment dans le cas de la stratégie Max ou 'augmentation
du nombre de formules réduit le temps d’exécution pour la mise en ceuvre utilisant des
BDD. Alors que celui de la fusion par R-ensembles augmente.

La comparaison entre ces deux méthodes est d’une valeur relative car la fusion par
R-ensembles se situe dans le cadre syntaxique alors que la méthode basée sur les BDD
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FIGURE 7.5 — Temps d’exécution pour la stratégie Somme
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FIGURE 7.6 — Temps d’exécution pour la stratégie Max
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se situe dans le cadre sémantique.

7.2 Gestion de 'incohérence sur le site de Pianosa

Présentation du projet VENUS

Nos travaux se situent dans le cadre du projet européen VENUS (Virtual ExploratioN
of Underwater Sites) no § FP6-2005-1ST-51, dont le but est de fournir des méthodes scien-
tifiques et des outils technologiques pour 'exploration virtuelle de sites archéologiques
sous-marins.

L’une des taches de ce projet est ’étude de la représentation des connaissances. Lors
des missions du projet sur les sites archéologiques sous-marins, la photogrammétrie est
utilisée pour I'acquisition des données archéologiques et la connaissance sur les artefacts
provient du domaine de ’archéologie sous-marine mais aussi du processus d’acquisition
des données.

La connaissance générique est fournie sous la forme d’une description des amphores
fournie par les archéologues et les observations proviennent des rélevés photogrammé-
triques du site. En raison des conditions souvent difficiles (difficulté d’accés, profondeurs
des sites, etc.), les observations des amphores sur le site peuvent étre incohérentes avec la
description générique et nécessitent le développement d’une méthode de gestion de l'in-
cohérence. Nous avons utilisé la fusion par R-ensembles pour la gestion de 'incohérence
et notre expérimentation repose sur le schéma de la figure 7.7

Description de la connaissance générique dans le Modéle Entité par un expert.
Relevé photogrammeétrique utilisant 'interface ARPENTEUR par un expert.
Chargement des contraintes en logique des prédicats.

Sauvegarde des résultats du relevé dans la base de données.

Export en XML des instances d’amphores.

A o

Modification possible des instances a partir du module de Réalité Virtuelle et char-
gement des instances & visualiser.

=

Chargement du modéle de terrain.
8. Chargement des photographies.
9. Intégration des résultats finaux dans la Réalité Virtuelle.

10. Interaction avec les données grace au module de Réalité Virtuelle par un expert.

Les informations génériques et les observations sont fournies au module de raisonne-
ment reposant sur la fusion par R-ensembles qui pointe les amphores mésurés incohé-
rentes avec la description générique et qui les transmet & un module de réalité virtuelle
qui permet a ’archéologue de les visualiser.

1. http ://www.venus-project.eu
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FIGURE 7.7 — Schéma descriptif du prototype de gestion de I'incohérence dans VENUS
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7.2.0.1 Description conceptuelle

Nous représentons la connaissance générique selon le modéle Entité qui a été proposé
dans [Sei06]. Le modéle Entité est représenté par £ = {C, V%, €I, R, CF} ou C est un
concept (ou une classe), V@ est 'ensemble des valeurs par défaut des attributs, C! est
un ensemble de contraintes sur les attributs, R est un ensemble de relations entre les
objets et C¥ est un ensemble de contraintes sur les relations appartenant a R. Dans le
projet VENUS, nous nous limitons & un sous-ensemble du modéle Entité constitué de

£={c, v, c.

Les concepts sont des types d’amphores observés sur le site archéologique. Par exemple,
dans le cas du site de Pianosa, les types d’amphores sont au nombre de huit : Dres-
sel2 4 Courte, Dressel2 4 longue, Dressel7 11, Dressel 20, Gauloise_ 3, Beltram_ 2D,
Haltern 70, Pascual 1.

Pour chaque concept, c’est a dire que chaque type d’amphore, nous représentons neuf
attributs (entre parenthéses, leur dénomination dans la base de connaissances) :

— Hauteur totale (totalHeight)

Largeur totale (totalWidth)

— Longueur totale (totalLength)

— Diamétre de la ceinture (bellyDiameter)
— Diamétre interne (internalDiameter)

— Diamétre externe (externalDiameter)
Diamétre du pied (footDiameter)

— Longueur des lévres (heightLips)

— Masse (Mass)

Etant donné que nous travaillons sur des amphores, les attributs total Width et to-
talLength ont la méme valeur car il s’agit d’objet de révolution et les seuls attributs
mesurables sont totalHeight et totalLength.

Les valeurs par défaut de ces attributs prennent la forme d’une plage de valeurs et
V4 représente 'ensemble de neuf intervalles, chaque intervalle correspondant aux valeurs
possibles pour un des neuf attributs pour un type donné.

L’ensemble des contraintes sur les neuf attributs C! consiste en contraintes d’intégrité.
Par exemple, dans le cas du site archéologique de Pianosa, une contrainte d’intégrité
spécifie que la valeur des attributs TotalHeight et totalLength (ou totalWidth) ne peut
pas dépasser deux métres. Un autre exemple est une contrainte de domaine stipulant
qu’une amphore posséde un et un seul type parmi les huit types possibles. Les contraintes
conditionnelles expriment la compatibilité entre les valeurs mesurées des attributs et les
valeurs par défaut des attributs pour un type donné.

La base de connaissances est constituée par le savoir générique selon le modéle Entité
restreint que nous venons de décrire, stockée dans un fichier typology.xml, et les données
provenant du relevé, stockées dans un fichier amphorae.xml.
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7.2.0.2 Le module de réalité virtuelle

Le module de réalité virtuelle destiné aux archéologues permet aux experts d’inté-
ragir avec les informations relevées sur les site. La structure de I’environnement virtuel
est construit sur le fond marin et les artefacts mesurés par 'application ARPENTEUR
[DSST07|. Les artefacts sont instanciés sur le site virtuel en fonction de leur enregistre-
ment dans la base de données archéologique. Les experts peuvent inspecter et interroger
les artefacts a partir de I’environnement virtuel, par exemple, a chaque fois qu’'un expert
rencontre un artefact suspect (un artefact qui peut présenter un défaut dans l'enregis-
trement), il ou elle peut demander & I'application de vérifier la cohérence (a travers le
module de raisonnement) qui peut lui proposer un nouvel ensemble d’alternatives pour
l'objet suspecté (ces alternatives peuvent étre de refaire la mesure a partir des photos ou
donner un nouveau type plus adapté a lartefact).

7.2.0.3 Mesures

Ce module correspond au relevé photogrammétrique du site. C’est a dire la prise de
photos des amphores sur le site, ainsi que des photos du terrain sur lequel elles reposent.
Puis la construction du modéle 3D des amphores et du terrain pour ARPENTEUR
[DSST07] a partir des photographies [DGC104].

7.2.0.4 Données

Nous décrivons ici de maniére plus détaillée les informations avec lesquelles nous
allons travailler.

Le jeu de données est construit a partir de deux sources :

— Une typologie qui définit les types d’amphores susceptibles d’étre rencontrés sur
le site. La typologie contient ’ensemble des caractéristiques attendues pour une
amphore. Par exemple, une amphore de type Beltran 2B est supposée avoir un
diameétre de 378,4 millimétres.

— Un relevé des informations recueillies sur le site & proximité de I'ile de Pianosa
(Ttalie).

La typologie inclut la description de douze types d’amphores ? différentes et porte sur
neuf attributs mesurables : Hauteur totale, Largeur totale, Longueur totale, Diamétre de
la ceinture, Diamétre interne, Diamétre externe, Diamétre du pied, Longueur des lévres,
Masse.

Les informations sont représentées sous la forme d’un fichier XML que nous allons
décrire maintenant.

La typologie

Nous décrivons ici les informations fournies par la typologie. Pour chaque type d’am-
phore, la typologie fournit le nom, les valeurs attendues pour chaque attribut et les unités

2. Le site de Pianosa ne comporte, d’aprés les archéologues que huit types d’amphores différents.
Cependant, la typologie fournit la description de douze types d’amphores.
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dans lesquelles ces valeurs sont exprimées. Les valeurs sont entendues avec un marge de
20%.

Par exemple, une amphore de type Beltran 2B posséde (a vingt pourcents prés)
une hauteur de 479.4 millimétres, une longueur de 378.4 millimétres, une largeur de
378.4 millimétres, une ceinture de 378.4 millimétres de diamétre, un diamétre interne de
115.6 millimeétres, un diamétre externe de 161.0 millimétres, un pied de diamétre de 3.56
millimétres, des lévres de 32.0 millimétres et une masse de 11.0 kilogrammes.

Ces caractéristiques sont encodées de la maniére suivante dans le fichier XML.

<itemMesurableTypology>
<item>
<hierarchy
name="Beltran_2B"/>
<description
dimensionUnit="mm" massUnit="kg"/>
<defaultValues
totalHeight="479.4" totallength="378.4"
totalWidth="378.4" bellyDiameter="378.4"
internalDiameter="115.6" externalDiameter="161.0"
footDiameter="3.56" heightLips="32.0" mass="11.0"/>
</item>
<item>

</item>
</itemMesurableTypology>
Le champ name est utilisé en tant qu’identifiant. Les dimensions attendues et le
poids sont groupés dans la balise de faultV alues. Néanmoins, ces informations peuvent
étre exprimées dans différentes unités (m,mm,...). Nous décidons, pour les exemples, de
considérer que toutes les informations de longueur sont exprimées dans une seule unité :
le millimétre.

Le relevé

Nous décrivons ici les informations présentées dans le relevé du site de I'ile de Pianosa.
Le relevé présente, pour toutes les amphores du site, les informations mesurées sur place
ainsi qu’un nom qui sert d’identifiant pour chaque amphore mesurée.

<survey>
<amphora
id="EntierE_1">
<description
subClass="Dressel2_4_longue"/>
<metrology
totalHeight="1.01" totalLength="0.30"
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totalWidth="0.30" internalDiameter="0.29"
externalDiameter="0.089" footDiameter="0.08"
bellyDiameter="0.31" heightLips="0.026" mass="25.5"/>
<surveysessiondata
dimensionUnit="m" massUnit="kg"/>
</amphora>
<amphora>

</amphora>
</survey>

Le champ id est utilisé comme identifiant. Le type supposé de 'amphore est décrit
dans le champ subClass dans la balise description. Ce type doit éte mis en relation avec
le champ name donné dans la typologie. La balise metrology présente les dimensions de
I’amphore telles qu’elles ont été mesurées sur le site. L’unité dans laquelle les informations
sont représentées se situe dans le champ surveysessiondata.

7.2.0.5 Le module de raisonnement

L’objectif de cet outil est de fournir une assistance aux archéologues afin de détecter
et de corriger les erreurs de mesure et de typologie dans la description des objets. Afin
d’arriver & cet objectif, un pipeline de programmes est fourni, comme décrit dans la figure
7.7. Ces programmes sont basés sur la méthode de fusion par R-ensembles et adaptés a
la détection d’incohérence dans le cadre de notre expérimentation.

Lors d’un relevé archéologique, de mauvaises conditions climatiques ou un emploi du
temps trop court peuvent compliquer les mesures et plusieurs problémes peuvent survenir.
Les mesures peuvent étre imprécises, I’archéologue peut avoir fait une erreur lors du choix
du type des amphores ou les relevés peuvent avoir mal été transcrits. Toutes ces erreurs
peuvent conduire & des incohérences entre le relevé et la typologie. Les mesures peuvent
étre en désaccord avec les valeurs attendues qui sont fournies par la typologie.

Pour toutes ces raisons, nous reformulons le probléme de la maniére suivante : est-
ce que les dimensions du relevé sont en accord avec la typologie (au pourcentage de
tolérance pres) 7 Le type associé avec 'amphore est-il judicieusement choisi ? Dans le cas
contraire, nous pouvons utiliser la fusion par R-ensembles pour identifier la source de
I'incohérence. D’abord, nous devons considérer les croyances venant de la typologie. Ces
connaissances sont fournies par les archéologues et sont considérées comme stires. En tant
que telles, elles ne peuvent pas étre remises en cause. Nous les considérons donc comme
des contraintes. Puis, nous considérons ensuite les croyances provenant du relevé.

A partir de maintenant, nous notons 7 I’ensemble des types d’amphores. Nous notons
A ’ensemble des amphores du relevé et nous notons D I’ensemble des attributs. Nous
nous placons dans le cadre de la logique des prédicats instanciés.

Faire correspondre la typologie

Dans cette optique, nous avons a gérer deux types de contraintes :
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— Une amphore ne peut avoir qu'un seul et unique type;
— Les mesures du relevé doivent étre en accord avec la typologie.

La contrainte d’unicité sur le type Comme nous ’avons dit, certaines croyances
exprimées ne peuvent pas étre remises en cause. Par exemple, chaque amphore doit étre
associée a un type et un seul. Une amphore ne peut étre en méme temps une Dressel 2-4
est une Beltran 2B.

Afin de répondre & cette question, nous créons, pour tout z € A et pour tout y € 7
le prédicat type(z,y) qui représente le fait qu'une amphore x est de type y. La contrainte
d’unicité est traitée grace aux régles suivantes :

1. Pour tout = € A, pour tout y € 7, pour tout z € 7 tel que y # z, nous ajoutons
la régle : —type(x,y) V —type(zx, 2) ;

2. Pour tout z € A, pour tout y1,...,y, € 7 ol y1, ..., Yy, représentent tous les types
connus d’amphores, nous ajoutons la régle : type(x,y1) V...V type(x, yy).

La premiére régle exprime qu’une amphore ne peut pas posséder deux types d’amphores
simultanément. La seconde partie exprime le fait quune amphore dit avoir au moins un
type. Ces deux régles mises ensembles n’autorisent les amphores qu’a avoir exactement
un type.

La contrainte d’intégrité sur les mesures Siune amphore est considérée comme
étant une Dressel 2-4, alors les croyances sur les mesures issues du relevé doivent cor-
respondre — & un pourcentage d’erreur prés — aux valeurs attendues fournies par la
typologie.

Pour tout = € D, pour tout our tout y € 7, pour tout z € A, le prédicat emp(z,y, 2)
représente le fait que les mesures de 'attributs x sur 'amphore z sont compatibles avec
le type y tel qu’il est décrit dans la typologie.

Pour tout x € D, pour tout y € 7, pour tout z € A, nous ajoutons la régle :

type(z,y) — cmp(z,y, 2).

Reconsidération des croyances du relevé

Le relevé fournit deux types de croyances pouvant étre remises en cause : les dimen-
sions et le type de 'amphore mesurée. Dans cette section, nous nous plagons dans le
cadre de 'hypothése du monde clos — si une croyance n’est pas explicitement décrite,
elle est considérée comme fausse. Par exemple, si le fait cmp(Total Height, Beltran 2B,
Entiere_3) est présent dans le programme logique, alors les mesures de I'attribut
Total Height de 'amphore Entiere 3 ne correspondent pas avec les valeurs attendues
pour le type Beltran 2B si ce fait ne fait pas partie du programme, alors ces mémes
mesures ne sont pas compatibles.

Vérification des dimensions La logique des prédicats et la programmation lo-
gique ne sont pas adéquates pour le traitement des valeurs numériques. Il est donc né-
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cessaire d’effectuer un prétraitement afin de pouvoir traiter les informations numériques.
C’est dans cette optique que nous utilisons le prédicat emp(z,y, 2).

Pour tout « € D, pour tout y € 7, pour tout z € A, le prédicat emp(z, y, z) est ajouté
au programme logique si les mesures de 'attribut x sur 'amphore z sont compatibles
avec le type y tel qu’il est décrit dans la typologie — au pourcentage de tolérance preés.

Il est important de préciser qu’'un attribut peut étre compatible avec plusieurs types
simultanément. Il peut également n’étre compatible avec aucun type.

Vérification du type Un type est associé & chaque amphore. Ainsi, pour tout
x € A, pour tout y € 7, si Pamphore x est déclaré comme étant du type y, nous
ajoutons la clause unaire : type(x,y).

Exemple 7.2.1. Nous présentons ici un exemple incluant trois amphores (E_1,E_2 et
E 3) et une typologie présentant deux types différents (Dressel 2 4 and Beltran 2B)
et limitée a deux attributs (Total Height and Mass).

La typologie

Nous exprimons d’abord la contrainte d’unicité de type.

—type(E_1,Dressel 2 4
type(E_1, Dressel _2_4
—type(E 2, Dressel 2 4

Kr, = - -

( V —type(E 1, Beltran_2B)
(
(
type(E_2, Dressel _2_4
(
(

Vtype(E 1, Beltran_ 2B)
V —type(E 2, Beltran_2B)
V type(E_2, Beltran_2B)
V —type(E 3, Beltran_2B)
V type(E 3, Beltran 2B)

—type(E_3, Dressel 2 4
type(E_3,Dressel _2 4

NN AN NG AN INGD/

Nous introduisons ensuite la régle vérifiant que les mesures du relevé respectent le type
tel qu’il est décrit dans la typologie.

type(E_1, Dressel 2 _4) — cmp(total Height, Dressel 2 4, FE 1)
type(E_1, Dressel_2_4) — emp(Mass, Dressel _2_4,E 1)
type(E_1, Beltran _2B) — cmp(total Height, Beltran 2B, E 1)
type(E_1, Beltran_2B) — cmp(Mass, Beltran_2B,E 1)
type(E 2, Dressel 2 4) — cmp(totalHeight, Dressel 2 4,E 2)
type(E_ 2, Dressel 2 4) — cmp(Mass, Dressel 2 4, E  2)
type(E 2, Beltran_2B) — cmp(total Height, Beltran 2B, E_2)
type(E _2, Beltran_2B) — cmp(Mass, Beltran_ 2B, E_2)
type(E 3, Dressel 2 4) — cmp(total Height, Dressel 2 4, E 3)
type(E_3, Dressel_2_4) — cmp(Mass, Dressel 2 4,E 3)
type(E_3, Beltran_2B) — cmp(total Height, Beltran 2B, E_3)
type(E 3, Beltran_2B) — cmp(Mass, Beltran 2B, E_3)

Kr, =

Le relevé
Le type de 'amphore est tout d’abord déclaré.

type(E 1, Dressel 2 4)
Kryv, = type(E_2,Dressel 2 4)

type(E 3, Beltran_2B)
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Ensuite, la compatibilité entre les types et les mesures est présentée.

cmp(total Height, Dressel 2 4,E 1)
cmp(Mass, Dressel_2 4, FE 1)

Kry, = ¢ cmp(totalHeight, Dressel _2 4, FE 2)
cmp(Mass, Beltran_ 2B, E_2)

cmp(total Height, Beltran 2B, E_3)

Les compatibilités impliquent les non-compatibilités suivantes.

—cmp(total Height, Beltran_2B,E 1)
—cmp(Mass, Beltran_2B,E 1)
—cmp(total Height, Beltran_2B,E_2)

Kryv, = —emp(Mass, Dressel_2 4, E 2)

—cmp(total Height, Dressel 2 4,E 3)

—cmp(total Height, Dressel 2 4, FE 3)
—emp(Mass, Dressel_2 4, E 3)

Dans ce cas, la stratégie la plus judicieuse semble étre la stratégie 3. Les R-ensembles
de ce probleme selon la stratégie ¥ sont {—cmp(Mass, Dressel 2 4, FE 2)}. Nous pou-
vons donc déduire que la masse mésurée pour l’amphore E_2 ne correspond pas a la
valeur attendue pour son type.

La traduction du probléme

Une fois que le probléme a été correctement définie en logique des prédicats instanciés,
il doit étre traduit dans le cadre de la Fusion par R-ensembles en un programme logique
avec sémantique des modéles stables. Cette traduction est :

,not type(E _1, Beltran_2B)
,type(E_1, Beltran_2B)
,not type(E _2, Beltran_2B)
,type(E_2, Beltran _2B)
,not type(E 3, Beltran_2B)
,type(E _3, Beltran_2B)

— not type(E_1, Dressel _2 4

— type(E_1,Dressel 2 4

M — 4 not type(E 2, Dressel 2 4
e — type(E_2,Dressel_2 4
«— not type(E_3, Dressel 2 4

— type(E_3,Dressel _2 4

NEANSANIANGANIAN

— type(E 1, Dressel 2 _4),not cmp(total Height, Dressel 2 4,E 1)
— type(E _1, Beltran_2B),not cmp(total Height, Beltran 2B, E 1)
— type(E_1,Dressel _2_4),not cmp(Mass, Dressel 2 4,FE 1
— type(E _1, Beltran_2B),not cmp(Mass, Beltran 2B, E_1)

— type(E _2, Dressel 2 _4),not cmp(total Height, Dressel 2 4,E 2)
— type(E_2, Beltran_2B),not cmp(total Height, Beltran 2B, E_2)
—type(E_2, Dressel 2 _4),not cmp(Mass, Dressel 2 4, FE 2)

«— type(E _2, Beltran_2B),not cmp(Mass, Beltran_2B,E_2)

— type(E_3,Dressel_2_4),not cmp(total Height, Dressel 2 4, FE 3)
— type(E 3, Beltran_2B),not cmp(totalHeight, Beltran 2B, E_3)
— type(E_3, Dressel _2_4),not cmp(Mass, Dressel 2 4, FE 3)

— type(E _3, Beltran_2B),not ecmp(Mass, Beltran_2B, E_3)

My, =

Nous donnons maintenant les connaissances qui peuvent étre remises en cause. Si
une des connaissances représentées ci-dessous est remise en cause, elle déclenchera la
déduction d’un atome r_ 4 qui nous permettra, lors de ’analyse de la solution de voir ce
qui a posé probléme.
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r1 < type(E 1, Dressel 2 4)
Mgy, =< 72« type(E_2, Dressel _2_4)'
rs < type(E 3, Beltran_2B)’

r4 «— cmp(totalHeight, Dressel 2 4, E 1)
r5 < cmp(Mass, Dressel_2 4,E 1)
ry, =< 16 — cmp(totalHeight, Dressel 2 4,E 3)’
r7 < cmp(Mass, Dressel 2 4,E 3)'
rg <« cmp(total Height, Beltran 2B, E_3)’

rog «— cmp(total Height, Beltran 2B, E 1)
ri0 < cmp(Mass, Beltran_2B,E 1)

ri1 < cmp(total Height, Beltran 2B, E_2)

Orv, = riz «— cmp(Mass, Dressel 2 4, E 2

ris < cmp(totalHeight, Dressel 2 4, E 3)

ri4 < cmp(total Height, Dressel _2 4, E 3)
ri5 «— cmp(Mass, Dressel 2 4, E 3)

155

L’ensemble des interprétations sur les compatibilités est obtenu grace aux régles sui-

vantes :

cmp(total Height, Dressel _2 4, FE 1) < not cmp(total Height, Dressel_2 4,E 1)’
emp(total Height, Dressel 2 _4,E 1) < not cmp(total Height, Dressel _2_4,FE 1)
emp(Mass, Dressel _2 4, FE 1) « not cmp(Mass, Dressel_2_ 4, E 1)
emp(Mass, Dressel_2 4, FE 1) < not ecmp(Mass, Dressel_2_4,E 1)
emp(total Height, Dressel 2 4, FE _2) « not cmp(total Height, Dressel _2_4,FE_2)’
cmp(total Height, Dressel _2 4, FE 2)" « not cmp(total Height, Dressel 2 4,FE 2)
cmp(Mass, Dressel _2 4, FE_2) « not cmp(Mass, Dressel _2_4,E_2)’
emp(Mass, Dressel _2 4, E 2)' « not cmp(Mass, Dressel _2 4, E_2)
cmp(total Height, Dressel _2_4,FE 3) «— not cmp(total Height, Dressel 2 4,FE 3)’
cmp(total Height, Dressel _2 4,E _3)" « not cmp(total Height, Dressel_2 4,FE 3)
emp(Mass, Dressel _2 4, E _3) « not cmp(Mass, Dressel 2 _4,E _3)
cmp(Mass, Dressel _2 4, E 3)" « not cmp(Mass, Dressel 2 4,E 3)
cmp(total Height, Beltran 2B,E _ 1) < not cmp(total Height, Beltran_2B,E_1)’
cmp(total Height, Beltran 2B, E_1)" « not cmp(total Height, Beltran 2B, E 1)
emp(Mass, Beltran_2B, E_1) « not cmp(Mass, Beltran_2B,E_1)’
cmp(Mass, Beltran_2B,E_ 1) <« not ecmp(Mass, Beltran_2B,E 1)
cmp(total Height, Beltran 2B, E_2) «— not cmp(total Height, Beltran 2B, E_2)’
cmp(total Height, Beltran_ZB, E _2)" « not cmp(total Height, Beltran 2B, E_2)
emp(Mass, Beltran_2B,E_2) « not cmp(Mass, Beltran_2B,E_2)’
cmp(Mass, Beltran 2B, E 2)’ — not emp(Mass, Beltran_2B,E_2)
cmp(total Height, Beltran 2B, E_3) « not cmp(total Height, Beltran 2B, E_3)’
emp(total Height, Beltran_2B,E_3)’ « not cmp(total Height, Beltran 2B, E_3)
cmp(Mass, Beltran_2B,E_3) « not cmp(Mass, Beltran_2B,E_3)’
cmp(Mass, Beltran_2B, E_3) < not cmp(Mass, Beltran_2B,E_3)

L’ensemble des interprétations sur les types est obtenu grace aux régles suivantes :
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type(E_1, Beltran_2B) « not type(E 1, Beltran_2B)’
type(E 1, Beltran_2B)" « not type(E _1, Beltran_2B)
type(E_2, Beltran_2B) « not type(E_2, Beltran_2B)’
type(E 2, Beltran_2B)" « not type(E _2, Beltran_2B)
type(E 3, Beltran_2B) « not type(E _3, Beltran_2B)’
type(E 3, Beltran _2B)’ «— not type(E 3, Beltran_2B)
type(E_1,Dressel 2 4) < not type(E_1, Dressel_2_4)'
type(E_1,Dressel_2_4)" « not type(E_1, Dressel _2_4)
type(E_2,Dressel 2 _4) < not type(E_2, Dressel _2_4)'
type(E_2, Dressel 2 _4)" « not type(E_2, Dressel _2_4)
type(E 3, Dressel 2 _4) < not type(E_3, Dressel_2_4)'

type(E_3,Dressel 2 4)" « not type(E_3, Dressel 2 _4)
Ce programme logique permet de calculer les modéles stables préférés d’aprés la
stratégie Somme.

La solution Nous sommes en présence d’'un profil de croyances constitué d’une
base de croyances unique. Pour cette raison, la stratégie choisie est indifférente. Il y a
cinq cent douze R-ensembles potentiels qui restaurent la cohérence, mais il n’y a qu'un
seul modeéle stable préféré. Ainsi, la solution de ce probléme est :

Stable Model: r_12 cmp(mass,Dressel_2_4,E_2) cmp(totalHeight,Dressel_2_4,E_1)
cmp (mass,Dressel_2_4,E_1) cmp(totalHeight,Dressel_2_4,E_2)

cmp(totalHeight ,Dressel_2_4,E_3)’ cmp(mass,Dressel_2_4,E_3)°
cmp(totalHeight,py_4,E_1)’ cmp(mass,py_4,E_1)’ cmp(totalHeight,py_4,E_2)’

cmp (mass,py_4,E_2) cmp(totalHeight,py_4,E_3) cmp(mass,py_4,E_3)
type2(E_1,py_4) type2(E_2,py_4) type(E_3,py_4) type(E_1,Dressel_2_4)
type(E_2,Dressel_2_4) type2(E_3,Dressel_2_4)

Les atomes significatifs dans un résultat sont les r_i. Dans notre résultat, il s’agit
de Patome r 12 qui est déclenché par 'atome cmp(Mass, Dressel 2 4, E  2). Ainsi,
le résultat exprime que c’est l'incompatibilité de la masse de 'amphore 2 qui pose
probléme dans ce relevé. Ainsi, les archéologues doivent reconsidérer la mesure de cette
amphore.

7.2.1 Experimentations et résultats
7.2.1.1 En fonction du nombre d’amphores

Nous conduisons une expérimentation afin d’observer 1’évolution du temps d’exécu-
tion de notre mise ceuvre en fonction du nombre d’amphores. Nous choisissons donc un
ensemble, compris entre 1 et 40 amphores , issues du relevé de Pianosa, lancons notre
module de raisonnement et comparons les temps d’exécution en fonction du nombre
d’amphores.

Le relevé de Pianosa comporte 40 amphores, la typologie qui nous a été fournie par
les archéologues comporte 12 amphores et la description des types porte sur 9 champs.
Le probléme a généré un programme comportant 8462 formules avec 4160 atomes.
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FI1GURE 7.8 — Temps d’exécution ,en millisecondes, par rapport au nombre d’amphores

Un programme logique aléatoire de taille comparable serait résolu dans un temps
astronomique. Cela prouve que la structuration des données d’un probléme permet de
réduire drastiquement la difficulté d’un probléme. Etant donné le nombre de clauses et
le nombre d’atomes, les temps d’exécution sont plutoét bons.

Néanmoins, le probléme est cloisonné et se comporte comme 1'union de problémes
indépendants les uns des autres. De plus, la plupart des clauses sont des clauses binaires
ou ternaires.

7.2.1.2 En fonction du pourcentage d’erreur toléré

Nous conduisons une expérimentation afin d’observer le comportement de notre mise
en ceuvre de la fusion par R-ensembles en fonction de la marge d’erreur toléré. Nous
conduisons cette expérimentation sur le relevé issu de Pianosa mais également sur le site
de Port Miou ol plus de 500 amphores ont été relevées.

Les temps d’exécution sont déclinés pour chacun des modules de notre mise en ceuvre :
le module de traduction, le module de raisonnement et le module d’écriture des résultats
sous forme XML.

Nous pouvons voir que les temps d’exécution sont relativement stables lorsque la
marge d’erreur varie. La réduction de la marge d’erreur conduit méme & une légére
réduction du temps d’exécution. La différence est plus marquée, par contre, dans le
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%erreur | T1(traducteur) | T2(raisonnement) | T3(XML) | T1+ T2+ T3
20 50 620 950 1620
10 50 600 640 1290
50 610 450 1110
1 50 600 330 980

FIGURE 7.9 — Temps d’exécution, en millisecondes, en fonction de l'erreur pour le site de
Pianosa

%erreur | T1(traducteur) | T2(raisonnement) | T3(XML) | T1+ T2+ T3
20 430 5260 140 5830
10 430 5060 40 9530
430 4990 0 5420
1 430 5060 0 5490

FIGURE 7.10 — Temps d’exécution, en millisecondes, en fonction de l'erreur pour le site
de Pianosa

module d’écriture des résultats sous forme XML.

Conclusion

Nous avons présenté une série de tests aléatoires mettant en valeur le bon comporte-
ment de la méthode de fusion par R-ensemble. Les résultats montrent que notre mise en
ceuvre offre globalement de meilleurs résultats que la méthode basée sur les Diagrammes
de Décisions Binaires (ou BDD) de N.Gorogiannis et A. Hunter.

Nous avons également présenté une adaptation de la méthode de fusion par R-
ensembles a la recherche d’incohérences dans les relevés d’archéologie sous-marine du
projet européen VENUS. La méthode s’avére étre adaptée au besoin et les temps d’exé-
cution tout a fait compatibles avec des problémes de taille réelle. Pour plus de détails,
voir les délivrables [PWJT08, PWCT09]



Chapitre 8

Fusion par R-ensembles en présence
de préférences

Trop de connaissances ne facilitent pas les plus simples décisions Frank Her-
bert, Les enfants de Dune

Introduction

Les profils de croyances ne se situent pas toujours dans un cadre ol toutes les
croyances sont sur un pied d’égalite. Dans certains cas, des préférences sont exprimées
parmi les bases de croyances a fusionner : certaines croyances proviennent de sources
plus stires ou plus récentes. Dans d’autres cas, des préférences sont exprimées entre
les croyances a l'intérieur méme d’une base de croyances : la source peut par exemple
considérer certaines croyances comme étant plus sitires que d’autres. Nous proposons ici
d’étudier la fusion de croyances dans le cas ol des préférences sont exprimées entre les
bases de croyances, ainsi que dans le cas ou des préférences sont exprimées entre les bases
de croyances et a l'intérieur des bases de croyances. Nous traitons ces cas en créant un
pré-ordre total représentant les préférences entre les formules. Le cas ot seul des préfé-
rences & l'intérieur des bases de croyances sont exprimées revient 4 un probléme ot les
préférences sont représentées a I'aide d’un pré-ordre partiel, pour ce cas, nous renvoyons
le lecteur & [Lag03].

8.1 Préférences externes uniquement

Nous nous limitons, dans cette section au cas oul les préférences sont exprimées seule-
ment sur les bases de croyances, que nous appelons préférence externe, et ou il n’existe
pas de préférences exprimées entre les formules.

Dans ce cas, le probléme peut se résoudre de deux maniére différentes :

— nous pouvons le considérer comme un probléme de révision itérée [DDLO6] ;
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— nous pouvons également le considérer comme un probléme de fusion classique pour
lequel nous employons une stratégie basée sur ’ordre lexicographique des bases.
Nous allons commencer par la deuxiéme proposition avant de présenter la fusion
comme une opération de révision itérée.

8.1.1 Fusion classique avec opérateur lexicographique

L’objectif ici est donc d’obtenir une base de croyances en retirant des formules issues
de K7 U...U K, afin de restaurer la cohérence. Le retrait de ces formules doit respecter
les préférences exprimées sur les bases.

Soit £ = {Kj,...,K,} un profil de croyances sur lequel portent les préférences
suivantes : K1 < Ko < K3 < ... < K,. Pour le reste de ce chapitre, nous considérons
que les bases de croyances sont organisées selon cet ordre. Il s’agit d’une convention
de nommage et tous les cas peuvent se ramener & celui-la par permutation. Afin de
respecter les préférences, les formules doivent étre retirées dans les bases situées en bas
de la hiérarchie. Nous proposons donc d’organiser les R-ensembles potentiels selon le
pré-ordre suivant :

Définition 8.1.1. Pour chaque R-ensemble potentiel X et chaque base de croyances K;,
nous définissons ps = |X N K;|. Nous considérons donc la séquence (pk,...,p%) du
R-ensemble potentiel X sur le profil de croyances E.

Nous représentons le pré-ordre lexicographique par le symbole <.

Définition 8.1.2 (Pré-ordre <jczipref). Soit E = {Ky,..., Ky} un profil de croyances.
Sotent X et X' deur R-ensembles potentiels de E. Le pré-ordre Siewipres €st défini de la
maniére suivante :

X <jewipres X' si et seulement si (pk, ..., %) <tex (Dxrs-- -, D%).

Nous définissons ainsi le R-ensemble de E contraint par IC selon la stratégie lexipre f
de la maniére suivante :

Définition 8.1.3 (R-ensemble selon lexipref). Soit E = {Ki,...,K,} un profil de
croyances et IC un ensemble de formules représentant les contraintes pesant sur l’opéra-
tion tel que K1 U ... U K, UIC est incohérent. X est un R-ensemble de E contraint par
1C selon la stratégie lexipref si et seulement si :

— X est un R-ensemble potentiel de E contraint par IC ;

— Il n'existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U ... UK, tel que X' C X.

~ Il nexiste pas de R-ensemble potentiel X' C K U...UK, tel que (pk.,...,p% ) <iex

(p}(, DY)
Cela conduit a I'opération de fusion suivante :
Définition 8.1.4 (Fusion selon lexipref). Soit E = {K1, ..., K,} un profil de croyances

et IC un ensemble de formules représentant les contraintes. Soit Fiegpipref,ic R(E) l'en-
semble des R-ensembles de E selon lexipref. L’opération de fusion est définie comme
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suit :
A irer1c(B) = \V {(Kiu.. . UK,)\X)UIC}.
Xe}—lexipref,ICR(E)
Dans le cas de la fusion pure, ot IC' = T, nous notons indifféremment Aifg)r . fJ—(E)
ou Al]zii};)ref(E)'

Exemple 8.1.1. Considérons le profil de croyances E = {K;y, Ko, K3} tel que K; <
Ko< Kz etIC =T avec :
Kl = {ﬁe}

Ky ={eV —beV —d}
Ks={-aVb,a,—~cVd,c}

Avec un opérateur de fusion classique, ¥ par exemple, le profil de croyances E posséderait
un seul R-ensemble : FESFR(E) = {{-e}}. Ce R-ensemble ne tient pas compte des
préférences en retirant des formules parmi la base préférée.

Au contraire, les R-ensembles de ﬂgigTefR(E) = {{a,c}, {a,—cVvd}, {-aVvd,c}, {—-aV
b,—cV d}} restaurent la cohérence en épargnant les bases les mieux placées dans la hié-
rarchie des préférences.

Le résultat de la fusion par R-ensembles selon lexipref est Aﬁigoref,lc(E) = {—e,eV
—b,eV—d,—aVb,—cVd}V{-eeV-beV-d -aVbc}V {—eeV-beV-da -cVd}
V {—e,eV -beV —d,a,c}.

8.1.2 Fusion comme révision itérée

Une autre maniére de voir I'opération de fusion en présence de préférences est de la
considérer comme étant une opération de révision itérée [DDLO6].

De maniére naive, nous pourrions définir 'opération de la maniére suivante. La base
de croyances la moins préférée, considérée moins fiable, est révisée par la base de croyances
située juste au-dessus d’elle dans la hiérarchie. Puis le résultat de cette opération est révisé
par la base au-dessus dans la hiérarchie, etc. jusqu’aux contraintes. Cette opération de
fusion, notée AQI%F (E), est définie a l'aide de 'opération de révision par R-ensembles
orsr que nous reformulons dans le cas de bases de croyances constituées de formules

quelconques. Nous notons R(K U A) I'ensemble des R-ensembles de cette opération.

Définition 8.1.5 (Révision par R-ensembles). Soient K une base de croyances et A une
formule. La révision de K par A est définie comme :

Kopsr A= \/ {(KUA\R}.
RER(KUA)

Nous définissons donc la fusion de croyances en présence de préférences comme une
suite d’opérations de révision de la maniére suivante :
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Définition 8.1.6. Soit E = {K1,..., K,} un profil de croyances et IC un ensemble de
formules représentant les contraintes.

APIEF(E) = (... (Kn orsk Kn-1) oRSR - - - °rSR K2) orsr K1) orsr IC).

Dans le cas de la fusion pure, ou IC' = T, nous notons indifféremment AaP@rSF (E)
ou AgRSF (E). Cependant, cet opérateur ne se comporte pas de maniére satisfaisante,
reprenons l'exemple 8.1.1.

Exemple 8.1.2. L’opération de fusion se déroule ainsi en deux étapes :
K3 opsp K2 = Ko U K3

puis

(K3 opsr K2) orsr K1 = {—e,—aVb,a,—~cVd,c}V
{—e,eV —d,—aVb,a,c}V
{—e,eV d,—aVb,a,c}V
{—e,eV =b,a,—cVd,c}V
{—e,eV —b,eV —d,a,c}V
{—e,eV —b,eV —d,a,—cVd}V
{—e,eV =b,—aVb,-cVdctV
{—e,eV —b,eV —d,—a Vb, c}V
{—e,eV —b,eV —d,—a Vb —cVd}.

Nous voyons que le résultat est différent de celui décrit dans Uexemple 8.1.1. Cela est
du au fait qu’a chaque étape, Uorigine des formules est perdue dans le processus et les
formules provenant de Ko sont traitées de la méme maniére que celles provenant de Ks.

Pour cette raison, il est préférable d’appliquer les opérateurs de révision dans un
ordre différent pour réaliser cette opération de fusion. Nous commencons par réviser la
base de croyances préférée par les contraintes. Puis nous révisons la deuxiéme base de la

hiérarchie par le résultat de la premiére opération, etc. jusqu’a la base la plus basse dans

la hiérarchie. De cette maniére, nous décrivons I'opération Ag BSF(E).

Définition 8.1.7. Soit E = {Ky,..., K.} un profil de croyances et IC un ensemble de
formules représentant les contraintes.

AGTEF(E) = (Ky orsk (Kn-19RSR - - - orsr (K2 orsr (K1 orsr IC))...)).

Dans le cas de la fusion pure, ot IC' = T, nous notons indifféremment AIBD’]%SF (E) ou
Ag RSF(E). Cette opération est conforme aux attentes. Ainsi, comme l'illustre 8.1.1.

Exemple 8.1.3. L’opération se déroule en deux étapes :

Koorsr K1 = K1 U K>
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pULS

= {-e,eV-b,eV d, a,c}

VvV {-e,eV -beV-d,a,—cVd}

VvV {=e,eV -beV d,—aVb,c}

VvV {-e,eV abeV-d,—aVb eV d}.

K3 opsr (K2 0rsr K1)

Nous constatons que les résultats ici sont identiques a ceux décrits dans 8.1.1.

8.1.2.1 Equivalence entre Ag:]ng(E) et Al}zfinrech(E)

Nous montrons maintenant que ces opérations de fusion Ag BSF(E) et Afzfgr er10(E)

en présence de préférences conduisent en fait au méme résultat.

Proposition 8.1.1. Soit E = {Ky, ..., K,} un profil de croyances tel que K1 < ... < K,
et soit IC un ensemble de formules représentant les contraites.

S S
A]ﬂD,II%CF(E) = Allzmgref,IC(E) .

Preuve.
Nous rappelons que pour 'opération K ogrgr A, 'ensemble des R-ensembles de KU A est
noté R(K U A). Dans la suite, pour 'opération de révision itérée (K, ogsg - .. (K1 orsr
I1C)) nous notons R(K,U...UKUIC) I'ensemble des R-ensembles correspondant. Nous

rappelons que ]—"g?gf(E) = UxerBSER(E) (E\X)

ARTEN(E) € Al reri0(E)
Supposons qu'il existe F' € fgﬁgFf(E) tel que F ¢ ﬂfzimecf(E). Nous notons
X le R-ensemble correspondant a F'. Cela peut avoir trois explications :

1. (E\X)UIC est incohérent ;

2. Tl existe X’ tel que X' C X et (E\X') U IC est cohérent;

3. Il existe X' tel que X <jepiprer X et (E\X') U IC est cohérent.

Nous allons montrer qu’aucune de ces alternatives n’est compatible avec les hypotheéses.

1. F est un élément du flock de fgﬁgFf(E), donc (E\X) U IC est cohérent.

2. Supposons que X N (K1 U...UK;)=X'N(K1U...UK;) et que (X' N K;+1) C
(X N Kit1) cela signifierait que X N K;11 € R((Ki+1 U... (K1 UIC)), ce qui est
impossible par hypothése.

3. Supposons que X N (K1 U...UK;) =jegipref X' N (K1 U...UKj;) et que (X' N
Kit1) <tezipres (X N Kiy1) (c’est a dire que [(X' N K1) < [(X N Kip1)]) cela
signifierait que X N K;11 € R((Kj+1 U ... (K3 UIC)), ce qui est impossible par
hypothése.

Aﬁfgref,IC(E) - Ag,?gF(E)
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Nous procédons par récurrence en montrant que VX € ﬂfzire 7. 1cR(E), nous avons

XNK; CR(KUIC) puis que si nous supposons que (X NK;) € R((K;U...(K;UIC))
alors X N K41 € R((Ki—i-l U... (K1 U IC))
Base Supposons qu’il existe X € ﬁ}e%:igref,lcR(E) tel que X N Ky & R(K; U IC).
Cela peut avoir deux explications :
1. (ICUK;)\(XNK7) est incohérent. Or, (E\X)UIC est cohérent. Donc, (K1\X)UIC
et (K1\(X NKy))UIC est également cohérent.

2. 1l existe X’ tel que (K1\X') U IC est cohérent et tel que | X'| < |X N Kj|. Clest
impossible car X’ U Ko U ... U K,, est un R-ensemble potentiel de E contraint par
ICet X' UKy U...UK, <lewipref X ce qui est incompatible avec le fait que X
soit un R-ensemble de E contraint par IC' d’aprés la stratégie lexipref.

Nous pouvons donc affirmer que VX € ﬁfggrechR(E), (XNKp) e RIK1UIC).
Récurrence Supposons que X N K; € R((K; U...(K; UIC)). Nous voulons montrer
que X N K;y € R((Ki—I—l U... (K1 U IC))

Supposons que X N K11 € R((Kix1 U... (K1 UIC)). Cela peut avoir deux explica-
tions :

1. (Kisi\X N K1) U(K;oRrsg ... (K10rsr IC) est incohérent. Or, (E\X) U IC est
cohérent. Donc (K U.. . UEK)\(XN(K1U...UK;)))U(Kip1 \(X N K1) UIC est
cohérent et donc ((K;orsg ... (Kiorsr IC)) U (Ki+1\(X N K;+1)) est également
cohérent.

2. 11 existe X’ tel que ((K; U...(K; UIC)) U (K;+1\X') est cohérent et tel que
|X'] < |XNK;41. Ordans ce cas, X1 € R(K UIC), ..., X; € R((K;U...(K1UIC));
nous avons X1 U...UX; UX' UK, 1oU...UK, serait un R-ensemble potentiel de
FE contraint par IC' et serait préféré a X selon lexipref, ce qui est incompatible
avec I’hypothése que X est un R-ensemble de E contraint par IC selon lexipref.

Nous pouvons donc affirmer que si (X N K;) € R((K; U... (K1 UIC)) alors X N Ky €
R((Kit1U... (K1 UIC)). Bt done que A . (E) C AFTEF(E). O

8.1.3 Mise en ceuvre de la stratégie lexipref

Comme dans le cas de la mise en ceuvre de la fusion sans préférence présentée dans le
chapitre 6.4, nous utilisons un programme logique avec sémantique des modéles stables
IIg ;¢ et construisons un programme logique Hg?gref dont I’ensemble des modéles stables
est I’ensemble des modéles stables préférés de Ilg ¢ selon la stratégie lexipref.

Pour la stratégie lexipref, il est nécessaire de compter le nombre d’atomes de régles
pour chacune des bases de croyances. La stratégie lexipref compare les R-ensembles
potentiels d’aprés la séquence des | X N K;| ordonnée selon les préférences accordées aux
bases de croyances K;. Comme pour la stratégie Max, il est nécessaire de connaitre le
nombre de formules retirées dans chacune des bases. Ce calcul est représenté par la régle
suivante ot m représente la taille de la base Ky .

Si size(V,U) est vrai, dans la base Ky, le modeéle stable en cours contient U atomes
de régle. Finalement, le polynome X, + X,,_1 x m + ... 4+ X; x m" ! est transformé en
un entier qui devra étre optimisé.
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ErPrehsize — Loy size(V,U) — U {fY,..., [V} U}

Pour la stratégie lexipref, soit ngl}igref = HlEemipref’SizeUHE,ICUmim'mize[ size(1,1) =

Ix (m+1)""1 size(1,2) =1 x (m+1)""1 ... size(i, 1) =1 x (m+1)""¢, size(i, 2)
2x (m+1)""" ... size(n,m) =m].
La proposition suivante est vérifiée :

Proposition 8.1.2. Soit E = {Ki,...,K,} un profil de croyances tel que K1 < ... <
K,,. L’ensemble des R-ensembles de ngfgef est l’ensemble des modéles stables préférés
de g 1c pour la stratégie lexipref.

Preuve.

1. Nous savons, au travers de la proposition 5.2.3 que X est un modele stable de Il ;¢
si et seulement si Fp(X N S) est un R-ensemble potentiel de E contraint par IC.
2. Soit X un modéle stable de Ilg jc, l'atome size(V,U) est vrai dans Ilg o U
Higmp rel S G et seulement si |X N Ky|=U au travers des régles de Hi;m refsize,

3. Nous allons maintenant montrer que ’ensemble des R-ensembles de Hi;f,igef est

I’ensemble des modeles stables préférés de Il ;¢ pour la stratégie lexipref.

C Si X est un R-ensemble de Ilg ;¢ U Hl;mp ref ’Size, nous notons sa valeur pour
Iinstruction minimize val(X) et nous rappelons que val(X) = > | | XNK;|x
(m+1)"~%. Supposons qu’il existe X tel que Fp(XNS) C ﬂfaiirechR(E) et
tel que X ne soit pas un modéle stable préféré de Il g ¢ selon lexipref. Il existe
donc X’ tel que val(X') < val(X). Par construction, si val(X') < val(X) cela
implique que :

— Ji tel que | X' N K| <|X NK,|;

—- Vj <ialors | X' NK;| =X NK.

ce qui implique que (p}(/, DY) <iex (pk,...,p%) et quil est impossible
que Fp(X N S) appartienne a ﬂfzgrechR(E).

2 Supposons qu’il existe X tel que X soit un modéle stable préféré de Il ;¢ selon
lexipref et tel que Fo(X NS) < .ﬂgisz’ICR(E). Il existe donc X’ tel que
(P P%)) <tex (P, ..., %) cela implique que :

— Ji tel que | X' N K| <|XNK,;

- Vj <ialors | X' NK;| =X nNK;.

et donc que val(X') < val(X) ce qui est contradictoire avec le fait que X soit
un modele stable préféré de 1lg ;o selon lexipref.

O

Exemple 8.1.4. Soit E = {K1, Ko, K3} le profil de croyances décrit dans l’exemple 8.1.1
que nous rappelons :

K1 = {—|6}
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Ky ={eV -b,eV —d}
Ks={-aVba,—-cVdc}
Le programme H%wjgref réalisant la fusion par R-ensembles selon la stratégie lexipref
est le suivant :

a <« not a’. a «— not a.

b+« nott'. b «— not b.

¢« not c. c « not c.

d <« not d'. d «— not d.

e < not €. e/ « not e.
i o—e. f2,_, < €.b.

faa—eid [, —al.

3 va—od. f3—d.

f3c.
size(1,1) — {1, }1. size(1,2) — 1{f2, 0 f2, ).

SiZG(Q, 2) — Q{fez\/—'lﬁ ffvﬁd}z size(l, 3) — 1{f§|a\/bv ficvdv fg)a fg}l
size(2,3) = 2 f3 0 o S JE2. si2e(3,3) = BUf s oy 2, 1213,
size(4,3) «— 4{f§avbv fic\/dv f2, 1334,

minimize[size(1,1) = 25, size(1,2) = 5, size(2,2) = 10, size(1,3) = 1,
size(2,3) = 2, size(3,3) = 3, size(4, 3) = 4]

Pour lequel nous obtenons quatre modéles stables préférés :
S = {size(2,3),a,b ,c,d e, £3 0 [oova}
Sy = {size(2,3),d 0, c,d €, 3, 3.4}
S3 = {size(2,3),a, b',c’,d',e',ffavb,fg’}
Sy = {size(2,3), a0, ¢ d ¢, [, [}
qui correspondent aux quatre R-ensembles de E pour la stratégie lexipref, a savoir :

Ry ={-aVb—-cVd} Ry={a,—cVd}
Rs ={-a Vb, c} Ry ={a,c}

8.2 Préférences externes et préférences internes

Nous étudions maintenant le cas ot des préférences sont également exprimées a 'in-
térieur des bases de croyances entre les formules, que nous appelons préférences internes.
Afin de les distinguer, nous notons <p la préférence externe et <y, la préférence interne
a la base K;. Soit £ = {K3,..., K,} un profil de croyances tel que K; <p ... <p K, et
a l'intérieur de chacune des base de croyances Kj;, les formules sont organisées en strates.

C’estadireKi:S}U...l_IS{”etVAESfetVBESf,A<KiBsik<l.
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Pour pouvoir choisir les formules & retirer pour restaurer la cohérence, nous devons
tenir compte & la fois des préférences internes et des préférences externes. Nous construi-
sons donc un pré-ordre total sur les formules qui permettent de représenter toutes les
préférences exprimées. Ainsi, soient A € Sf et B € Sé deux formules de E/, A < B si et
seulement si K; <g K; ousi K; =g K et Sf <K; S;-.

Cette définition de la préférence entre formules crée une nouvelle stratification du
profil de croyances.

S 53 s
S s2 Sy

FIGURE 8.1 — Décomposition en base et en strates de

Le profil de croyances ainsi découpé est recomposé de la maniére suivante.

Ce qui raméne le probléme & un ensemble stratifié de formules comme dans le cas
ou seules des préférences externes ont été exprimées et cette recomposition permet de
résoudre le probléme & ’aide de la stratégie lexipref décrite dans la section précédente.

Comme dans le cas de la révision par R-ensembles [BnBPWO04], nous étendons la
fusion par R-ensemblesa la fusion par R-ensembles au cas avec préférences. Nous notons
Aﬁlng (E) Popération de fusion du profil avec préférences E contraint par IC' selon la

stratégie P.

Définition 8.2.1 (R-ensemble). Soit E = {K,...,K,} un profil de croyances tel que
K1 < Ky < ... < K, et chaque base K; est stratifié, K; = Sil U...uS8™. Soit IC un
ensemble de formules représentant les contraintes pesant sur 'opération tel que (K U
UK, UIC est incohérent. Soit P une stratégie de fusion. X est un R-ensemble de E
contraint par IC selon la stratégie P si et seulement si :

— X est un R-ensemble potentiel de E contraint par 1C ;

— Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U ... UK, tel que X' C X ;

— Il n’existe pas de R-ensemble potentiel X' C K1 U ... UK, tel que X' <p X.

St S? . S S,lﬂ . Srmn—1 S

K3 (3

FIGURE 8.2 — Recomposition en strates de E
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Ce qui conduit & 'opération de fusion suivante :

Définition 8.2.2 (Fusion par R-ensembles). Soit E = {Kj, ..., K,} un profil de croyances
tel que K1 < K9 < ... < K, et chaque base K; est stratifié, K; = Sl-lU. US™. Soit IC un
ensemble de formules représentant les contraintes. Soit P une stratégie. Soit fﬁ?gFR(E)
l’ensemble des R-ensembles de E contraint par IC selon P. Nous définissons l’opération
de fusion de la maniére suivante :

ARSE(E) = \/ {(KiU...uK,)\X)UIC}.
XeFERSFR(E)

Illustrons cela & 'aide de notre exemple que nous modifions.

Exemple 8.2.1. Soit E = {K;, Ko, K3} le profil de croyances suivant :
K1 = {"6}

Ky ={eV —b,eV —d}
Ky ={-aVb,a,~cVd,c}

Pour lequel nous avons les préférences externes K1 < Ko < K3 avec Ko et K3 découpées
en strates. De plus IC =T, ainsi :

S ={ev-by  S3={ev-d}

avec Sy < S3 et
S3 ={a,c} 52 = {=aVb,—cVd}

avec S?} < Sg.

Les préférences sont donc ici recomposées de la maniére suivante : K1 < S3 < S5 <
Si < S3.

La fusion de E ainsi découpée selon lexipref ne possédent qu’un seul R-ensemble
.ﬂlzﬁgifR(E) ={{-aVb-cVvd}} et Aifgfef(E) = {—e,eV b,eV d,a,c}.

Les autres R-ensembles donnés dans l'exemple 8.1.4 ne respectent pas les préférences
internes exprimées ici. Par exemple, {—aVb,c} < {=aVb,~cVd} carc € S3 et —cvd € S3.

Ainsi, & partir du moment ou les bases stratifiées ont été réorganisées, la mise en
ceuvre de l'operation de fusion par R-ensembles dans ce cas s’effectue de fagon similaire
au cas ou les préférences portent sur les bases de croyances seules.

Conclusion

Nous avons étudié la fusion par R-ensembles de croyances dans le cas ou des préfé-
rences sont exprimées entre les bases de croyances, ainsi que dans le cas ou des préférences
sont exprimées entre les bases de croyances et a l'intérieur des bases de croyances. Nous
avons proposé un opérateur de fusion utilisant une nouvelle stratégie lexipref permettant
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de tenir compte des préférences. Nous avons également étudié la possibilité de considérer
le probléme de la fusion de croyances dans le cas de croyances totalement pré-ordonnées
en tant que probléme de révision itérée et nous avons montré que ces deux méthodes
étaient équivalentes. Finalement, nous avons proposé une mise en oeuvre de la stratégie
lexipref.

Pour le cas ou seules les préférences internes sont exprimées, une étude approfondie
peut étre trouvée dans [YBLT08].
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Chapitre 9

Fusion de bases de croyances
exprimées sous forme de programme
logique

La connaissance progresse en intégrant en elle 'incertitude, non en 1’exorci-
sant. Edgar Morin, La méthode

Introduction

L’intérét d’utiliser la logique propositionnelle comme langage pour la représentation
de croyances réside dans sa simplicité, dans sa décidabilité, ainsi que dans les nombreuses
mises en ceuvre de ce formalisme. Elle posséde malgré tout quelques limites en termes
d’expressivité. En particulier, elle ne peut pas représenter de croyances non-monotones.
La programmation logique avec sémantique des modéles stables semble plus adaptée pour
représenter des problémes de raisonnement non-monotone (planification, raisonnement
en cas d’exceptions, etc.). Nous 'avons utilisée pour effectuer la mise en ceuvre de la
fusion par R-ensembles de bases de croyances représentées par des formules de la lo-
gique propositionnelle. Il nous a semblé naturel d’utiliser la programmation logique pour
représenter les bases de croyances.

Nous étendons ’approche de fusion par R-ensembles au cas ol les bases de croyances
sont représentées par des programmes logiques. Nous considérons d’abord la sémantique
des modéles stables de Gelfond et Lifschitz (décrite dans 2.4) et nous proposons une
opération de fusion que nous appelons opération forte de fusion par R-ensembles et
nous en étudions les propriétés. Nous utilisons ensuite une autre sémantique basée sur
la logique du Here-and-There (décrite dans 2.4.2.1) pour définir une opération faible de
fusion dont nous montrons les avantages par rapport & ’opération forte. Il est a noter que
récemment J. Delgrande et T. Schaub [DSTWO08| ont également utilisé cette sémantique
pour la révision de programmes logiques. Nous montrons les propriétés de 'opération
faible de fusion par R-ensembles.

171



172 CHAPITRE 9. FUSION DE PROGRAMMES LOGIQUES

9.1 Premiére approche : opération forte de fusion par R-
ensembles

Nous nous plagons dans cette chapitre dans le cadre ol les croyances sont représen-
tées sous forme de programmes logiques. Nous considérons donc un profil de croyances
E ={Kj,...,K,} ou chaque K; est un base de croyances composée de régles de la pro-
grammation logique. L’objectif d’'une opération de fusion est d’obtenir un ensemble de
formules (ici, ce sera des régles) cohérente. Il convient donc de définir la notion de cohé-
rence pour un programme logique. La définition directe de la cohérence est la suivante :

Définition 9.1.1. Soit K une base de croyances représentée par un programme logique
avec sémantique des modeéles stables. K est cohérente si et seulement si elle posséde au
moins un modele stable.

La définition de 'opération forte de R-ensembles se fait en trois étapes. D’abord, nous
définissons les R-ensembles potentiels qui correspondent aux ensembles de régles, qui
lorsqu’ils sont retirés permettent de restaurer la cohérence. Puis, parmi cette multitude
de R-ensembles potentiels, nous choisissons ceux qui sont préférés au sens de la stratégie
choisie. Finalement, ces R-ensembles permettent de définir 'opération de fusion par R-
ensembles.

Définition 9.1.2 (R-ensemble potentiel fort). Soient E = {Kj,...,K,} un profil de
croyances et IC un programme logique représentant les contraintes tels que Kq U ... U
K, UIC est incohérent. Soit X un sous-ensemble de régles de K1 ... UK,. X est un R-
ensemble potentiel fort de E contraint par IC si et seulement si ((KiU...UK,)\X)UIC
est cohérent.

Nous donnons un exemple afin d’illustrer cette définition.

Exemple 9.1.1. Prenons pour illustrer notre opération forte de fusion, le profil de
croyances E = {K1, Ka} suivant avec :

Klz{ a «— notb. ¢+ nota. }

e. d«— f.
b—notc -d.
K2 = { d«— e. f. }
Les R-ensembles potentiels forts de ce profil sont :
{=d. a < notb.} {—=d. b notc.}
{~d. ¢+ nota.} {e. f. a+<notbd.}
{e. f. b<—notec} {e. f. c¢<—nota.}
{e. d—f. a<—notb.} {e. d—f. b<—notc}
{e. d—f. c<—mnota.} {d—e f. a<—mnotbh}
{d—e. f. b—notc} {d—e f. c—nota.}

{d—e d—f a<—mnotb} {d—e d—f b«notc}
{d—e d—f. c—nota}
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ainsi que tous les sur-ensembles de régles incluant ces ensembles-la.

Nous définissons les R-ensembles forts comme étant les R-ensembles potentiels forts
préférés au sens de la stratégie P choisie.

Définition 9.1.3 (R-ensemble fort). Soit E = {Ky,...,K,} un profil de croyances et
IC un programme logique représentant les contraintes tels que Ky U ... U K, UIC est
incohérent. Soit P la stratégie de fusion. Soit X un sous-ensemble de régles de KqU. . UK,
est un R-ensemble fort de E contraint par IC selon la stratégie P si et seulement si :

1. X est un R-ensemble potentiel fort de E contraint par I1C ;
2. 1l n’existe pas de R-ensemble potentiel fort Y de E contraint par IC tel que Y C X.
3. Il n’existe pas de R-ensemble potentiel fort Y de E contraint par IC tel que Y <p X.

Exemple 9.1.2. Reprenons le profil E de l’exemple 9.1.1.
Ainsi, peu importe la stratégie P, les R-ensembles forts de E selon P sont :

{=d. a<—mnotb.} {—~d. b notc.}

{=d. ¢« nota.}

L’ensemble des R-ensembles forts de F contraint par IC' selon la stratégie P est noté

fg?gF’sR(E). L’opération forte de fusion est définie de la maniére suivante.

Définition 9.1.4 (Opération forte de fusion). Soient E = {Kj,...,K,} un profil de
croyances et I1C un programme logique représentant les contraintes tels que K1U. .. K, U
1C est incohérent. Soit P une stratégie de fusion. L’opération forte de fusion Ag?gF’S(E)

est définie par :

AR (EB) = \ {(KiU...UK)\X)UIC}
XeFp el R(E)

Exemple 9.1.3. Terminons l’exemple 9.1.1. L’opération forte de fusion de E quelle que
soit la stratégie P aura pour résultat :

RS F.s - ¢ «— not a. e. d«— f.
AP,IO (E) = {b<—n0tc. d«—e. f }

a<—notb. c«<— nota. e.
d«— f. d«— e. I
v {a<—notb. e. d<—f}

b—mnotc. d—e. f-

L’étude des propriétés de notre opération forte de fusion forte nécessite une défini-
tion de l'inférence entre programmes logiques. Nous en proposons donc maintenant une
définition basée sur la logique du Here-and-There.
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9.1.1 Relation d’inférence entre programmes logiques

En logique propositionnelle, les conséquences d’un ensemble de formules sont claire-
ment définies. Soit A un ensemble de formules. Une interprétation I est un modéle de A
si et seulement si toutes les formules de A sont satisfaites par I (i.e. I = A). Et, grace
a cette définition, nous savons qu’un ensemble F' de formules est la conséquence de A
si et seulement si ’ensemble des interprétations qui satisfont F' satisfont également A
(i.e. A = F si et seulement si VI, (I = A) implique (I = F)). Si les conséquences d'un
programme logique sont définies dans le cadre de la sémantique des modéles stables, le
fait qu'un programme logique est la conséquence d’un autre programme logique n’est pas
clairement défini.

Exemple 9.1.4. Le postulat (ICO) signifie qu’un opérateur de fusion sous contraintes
doit respecter ces derniéres (i.e. IC € Cons(Ag};gF’s(E))). Considérons E = {{a.}} et
IC ={c < nota. —b.}. 7

La base de croyances E Ll IC posséde des modéles stables. Ainsi, quelle que soit la
stratégie choisie : AgﬁgF’S(E) = FEUIC. L'opération de fusion du profil E contraint par
IC contient bien les régles de IC. Cependant, le modéle stable de IC est {c,—b} alors
que le modéle stable de Ag?gF’S(E) est {a,—b}.

Nous constatons donc qbe malgreé le fait que les régles appartenant a IC soient incluses
dans ELIC, les conséquences de IC' ne sont pas inclues dans les conséquences de ELIC

et les conséquences de E LI IC me sont pas inclues dans les conséquences de IC'.

Cet exemple montre qu’avec la définition de l'inférence entre programmes logiques
en termes d’inclusion de modéles stables, le postulat (IC0) n’est pas vérifié alors que
AgﬁgF’S(E ) respecte les contraintes. Cette définition de I'inférence n’est pas satisfaisante.
Pour ces raisons, nous proposons une définition de I'inférence entre programmes logiques
qui ne soit pas directement basée sur les modéles stables mais sur la logique, monotone,

du Here-and-There présentée dans la section 2.4.2.1.

Définition 9.1.5 (Inférence). Soient I1; et Iy des programmes logiques. Nous définissons
que 1y implique My (noté I1; |=1ly) si et seulement si pour tout (X,Y") tel que (X,Y) €
HT(ITy) alors (X,Y) € HT(Il3).

Nous illustrons cette définition grice & I'exemple suivant :

Exemple 9.1.5. Soient I1; et Ily deux programmes logiques tels que :
II; = {a < notb. b+« nota.}

Iy = {a < not b.}

L’ensemble des HT-modeles de 11y est HT (1) = {({b}, {b}), ({a},{a}), (0,{a,b}),
({a},{a,b}), ({b},{a,b}), ({a,b},{a,b})} L’ensemble des HT-modéles de 11z est HT (Il3) =
{(@,{0}), ({b},{6}), ({a} . {a}), (0,{a,b}), ({a},{a,b}), ({b},{a,b}), ({a,b},{a,b})}.

Il est clair que si (X,Y) € HT(Ily) alors (X,Y) € HT(I1y) ce qui implique que
Iy =11y selon notre définition.
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Cette définition permet de définir une relation d’inférence permettant de prendre
en compte les spécificités de la négation par échec dans la programmation logique. La
monotonie de la logique du Here-and-There permet d’assurer que si toutes les régles d’un
programme II; sont inclues dans un programme Il alors I1; = Ils.

9.1.1.1 Opérateurs de fusion forte et postulats IC

Les opérateurs classiques de fusion que nous avons décrits dans le chapitre 4 peuvent
également étre utilisés dans le contexte de la fusion par R-ensembles de croyances expri-
mées sous forme de programme logique.

Nous rappelons ici la définition des pré-ordres associés & chaque stratégie afin de les
illustrer par des exemples. Puis, nous donnerons les propriétés de ces opérateurs dans
ce cadre en fonction des postulats de Konieczny et Pino-Perez tels que nous les avons
reformulés.

9.1.1.2 La stratégie Somme

Nous rappelons la définition du pré-ordre associé a la stratégie Somme.

Définition 9.1.6 (Pré-ordre <y). Soit E = {K1,...,K,} un profil de croyances. Soient
X et X' deuzx R-ensembles potentiels forts de E. Le pré-ordre <y, est défini de la maniére
susvante :

X <5 X' si et seulement si Z |IX NEK;| < Z | X' N K;|.

1<i<n 1<i<n

Nous donnons un exemple pour illustrer la stratégie Somme dans le cadre de la fusion
forte par R-ensembles de bases de croyances exprimées sous forme de programme logique.

Exemple 9.1.6. Soient E = {K1, Ko, K3} un profil de croyances tel que :

—a. b—a
K = d «— not a. e« not a.
c—a

KQZ{CL. —\b.}

Kg_{ b—d. c<—e.}

-C.

Le seul R-ensemble fort pour la stratégie Somme est :

SF,s
Foio " R(E) = {=a. b+ a.}
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qui enléve deuz régles dans la méme base de croyances et qui donne pour résultat de
lopération forte de fusion :

d < not a. e« not a.

IIRSF,s C<a a.
ALRSEs () —
sic " (E) —b. b—d.
C < €. —C.

Nous étudions maintenant les propriétés de 'opération forte de fusion Ag?gF’S(E)

dans ce contexte.

Proposition 9.1.1. L’opération forte de fusion Ag}}gF’S(E) respecte les postulats de

fusion 1CO, IC1 et IC2.

Stratégies | (IC0) | (IC1) | (IC2) | (IC3) | (IC4) | (IC5) | (IC6) | (ICT) | (IC8)

Somme V V vV X X X X X X

Preuves et contre-exemples

Nous donnons maintenant les preuves et les contre-exemples de cette proposition
. IIRSF,s _
postulat par postulat. Nous rappelons que : Fp7¢ F(E) = UXEfII;[’II%gF,sR(E) (E\X).

(IC0)

Nous savons que HT(ITUII") = HT(II)NHT(IT') par 'intermédiaire de la proposition
2.4.1. Nous savons également que

ART(E) = Vyepmmsropm{(KiU. .. UK )\X)UICY.

P,IC

Par construction, nous pouvons déduire que IC C Ag}}gF’S(E) et donc HT(IC) C

IRSF,
HT(Ag e °(E)).
Le postulat (IC0) est donc vérifié.

(IC1)
Tous les éléments de F' € ]:g ?gF’S]: (E) sont définis tel que F'UIC est cohérent. Ainsi,

par définition de 'opération Ag?gF’S(E), Ag?gF’S(E) est cohérent si IC' est cohérent.

Le postulat (IC1) est donc vérifié.

(1C2)

Si E U IC est cohérent, alors par définition fgng’sR(E) ={0}:

— EUIC est cohérent ;

— () est minimal pour l'inclusion ;

— Et il ne peut exister de R-ensemble potentiel plus petit que () au sens de <j.
et donc il n’y qu'un seul élément dans fg’?gF’sf (E) qui est égal a E.
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(IC3)

Nous donnons un contre-exemple invalidant (IC3).
Soient E; et Ea deux profils de croyances tels que Fy = {Kj, K3} et Fy = {K», K3}
et IC =T avec :

Ki={a+notb. c—a. a<c}
Ky={c—notb. c«—a. a+<c}
K3 = {ﬂa.}

Les ensembles de HT-modéles de K; et Ko sont identiques & savoir HT'(K;) =
HT(K3) = { (0,{a,b,c}) ({6}, {a,b,c}) ({asch{acch) (@.46}) ({b}, b)) }. By et Ey
sont donc équivalents puisqu’il existe une bijection f(K;) = Ks et f(K3) = K3 entre les
deux profils telle que f(K7) = Ko et f(K3) = Ks.

Cependant les résultats obtenus par Ag?gF’s(El) et Ag?gF’s(Eg) ne sont pas équi-

valents, & savoir :

Ay (B ={e—a a—e a

et
Ag?gF,S(EQ) = {{C — a. a <« C. _‘(l.}
V {c—notb. c—a. -a.}}
Le postulat (IC3) n’est donc pas vérifié.
(IC4)

Nous donnons un contre-exemple invalidant (IC4).
Soient K1 ={a«—notb. b« nota. c«—a. c—0b}, Ka={-c}etIC=T.
Nous avons ici Agl}ng’s(Kl U Ky) = K ainsi Ag}}gF’s(Kl U K3) U K est cohérent

mais AgﬁgF’s(Kl LI K5) U K5 n’est pas cohérent.

Le postulat (IC4) n’est donc pas vérifié.

(IC5) et (IC6)

Nous donnons un contre-exemple invalidant (IC5) et (IC6).
Soient F1 = {Ki, Ky} et Ey = {K3, K4} deux profils de croyances et IC' = T avec
les bases de croyances suivantes :

Klz{ a < not =h. ¢+ b. }

-C.

K2:{ c<—a. b+« not—h. }

ng{ d < not —c. h%e.}
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K4:{ hth. e<—n0t—|c.}

Ag]?rSF’S(El) = {a <« not ~h. b < not =h. ¢ < a. ¢ « b.} et tous les HT-

modéles du programme Agl-%l—SF’S(El) ont ¢ dans le premier ensemble d’atomes de la

paire.

Agﬁ—SF’S(Eg) = {d <« not =c. e «— not ~c. h «— d. h < e.} et tous les HT-
modéles du programme Agﬁ—SF’S(EQ) ont h dans le premier ensemble d’atomes de la
paire.

Ag@rSF’S(El U Ey) = E1 U E3 et —c et —h sont dans le premier ensemble d’atomes de
la pairé de tous les HT-modéles du programme.

Ainsi, pour tout (X, Y) € HT(ARR5F5(Ey)), nous avons (X,Y) ¢ HT(ASE 5 (g1
E,)) ce qui invalide le postulat (IC5). 7

Et pour tout (X,Y) € HT(Agﬁ-S *(E1UE?2)), nous avons (X,Y) & HT(Agﬁ-SF’S(Eg))
ce qui invalide le postulat (IC6).

Les postulats (IC5) et (IC6) ne sont donc pas vérifiés.

(ICT) et (ICS)

Soit E = {K1, K2} un profil de croyances et IC; = T et ICy = {c.} avec les bases de
croyances suivantes :

Klz{ d«<—b. b+« notc. }

KQZ{ a <— not c. —d. d<—a.}

Ag}?‘rSF’S(E) ={a+notc. b—notec. d<—a. d<b.}. Tousles HT-modeles de

Ag@rSF’S(E) ont d dans le premier ensemble d’atomes de la paire. Tous les HT-modé¢les
de Ag}-%riFIgQ(E) ont —~d dans le premier ensemble d’atomes de la paire.

Ainsi, pour tout (X,Y) € HT(ALS"*(E)), nous avons (X,Y) ¢ HT(ALE1(E))
ce qui invalide le postulat (IC7). Et pour tout (X,Y) € HT(Ag?gf’S(E)), nous avons
(X,Y) ¢ HT(ALYE5(E)) ce qui invalide le postulat (IC8).

Les postulats (IC7) et (IC8) ne sont donc pas vérifiés.

9.1.1.3 La stratégie Card

Nous rappelons la définition du pré-ordre associé a la stratégie Card.

Définition 9.1.7 (Pré-ordre <cgrq). Soit E = {Kj,...,K,} un profil de croyances.
Soient X et X' deux R-ensembles potentiels forts de E. Le pré-ordre <cgarq est défini de
la maniére suivante :

X <cara X' si et seulement si | X| < |X'].
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Nous donnons maintenant un exemple permettant d’illustrer le comportement de

l’opération AgfﬁlFI’sc(E) définie & partir de ce pré-ordre.

Exemple 9.1.7. Soit E = {K, K2, K3} un profil de croyances tel que :
Ky ={-a. a< notb.}

Ky ={-c. a< notb.}
Ks={c—a. a<mnotb}

Pour ce profil, la stratégie Somme aurait deux R-ensembles ayant un cardinal égal a
2: ]—"SRSF’SR(E) ={{-a. -c.}{na. ¢ a.}} car Uimportance de la régle a < not b.
répétés trois fois est trop important.

Alors que la stratégie Card ne tenant pas compte de la répétition des régles posséde
un seul R-ensemble de cardinal égal a 1 : fEHRSF’SR(E) ={a < not b.}

Nous étudions maintenant les propriétés de 'opération forte de fusion Agfriffé(E)

dans ce contexte.

Proposition 9.1.2. L’opération forte de fusion Agﬁiﬁé(E) respecte les postulats de

fusion ICO, IC1 et IC2.

Strategies | (IC0) | (IC1) | (IC2) | (IC3) | (IC4) | (IC5) | (IC6) | (IC7) | (IC8)
Card V vV vV X X X X X X

Preuves et contre-exemples

Les preuves et les contre-exemples sont similaires & ceux donnés pour 'opération

MIRSF,
AEJC (E).

9.1.1.4 La stratégie Max
Nous rappelons la définition du pré-ordre associé a la stratégie Max.

Définition 9.1.8 (Pré-ordre <js4;). Soit E = {Ki,...,Ky} un profil de croyances.
Soient X et X' deuxr R-ensembles potentiels forts de E. Le pré-ordre <pjq. est défini de
la maniére suivante :
X <praz X' si et seulement si max |X N K;| < max | X' N K;|.
1<i<n 1<i<n
Et nous donnons un exemple pour illustrer la stratégie Max dans le cadre de la

fusion forte par R-ensembles de bases de croyances exprimées sous forme de programmes
logiques.

Exemple 9.1.8. Reprenons l'exemple 9.1.6.

Le R-ensemble pour la stratégie Somme ({-a. b «— a.}) enleve deuz régles dans
la méme base de croyances. Il existe d’autres R-ensembles potentiels qui restaurent la
cohérence en repartissant les régles retirées de maniére plus équitable.
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Par exemple, les R-ensembles pour la stratégie Maz sont : fﬁlsfljéR(E) ={ {—a.
-b. —c.}{c—nota. a. b—d.}, {d—mnota a c— e}} quienléve une régle
dans chaque base de croyances.

Nous étudions maintenant les propriétés de l'opération de fusion AR}Z‘;?@(E) dans

ce contexte.

Proposition 9.1.3. L’opération forte de fusion A?ﬁiié(E) respecte les postulats de

fusion 1CO, IC1 et IC2.

Strategies | (IC0) | (IC1) | (IC2) | (IC3) | (IC4) | (IC5) | (IC6) | (ICT) | (IC8)
Mazx Vv V vV X X X X X X

Preuves et contre-exemples

Les preuves et les contre-exemples sont les mémes que ceux donnés pour 'opération
AHRSF,S( E)
%,IC :

9.1.1.5 La stratégie GMax

Nous rappelons la définition du pré-ordre associé a la stratégie GMazx.

Définition 9.1.9 (Pré-ordre <gprar). Soit E = {K1,..., Ky} un profil de croyances.
Soient X et X' deuxr R-ensembles potentiels forts de E. Le pré-ordre <gpraz est défini
de la maniére suivante :

X <cMax X' si et seulement si LJ)E( <lex LJ)E(,.

Nous donnons maintenant un exemple permettant d’illustrer le comportement de

I'opération Agffaism(E) défini & partir de ce pré-ordre.

Exemple 9.1.9. Soit E = {K;, K2, K3} un profil de croyances tel que :
Ky ={-a. a< notb.}

Ky ={-c. a<notb.}

Ks={c+—a. a<notb.}

Pour ce profil, la stratégie GMax aurait trois R-ensembles forts : fﬁffF’sR(E) ={{

-a. -c.}, {-a. c—a}, {a<—notb. a<—notb. a< notb.} }.
Alors que la stratégie GMax permet de remarquer que le troisiéme R-ensemble fort

retire plus d’information que les deux autres : fgﬁif’sR(E) ={{—a. -c},{na. c«

a.}}.

Nous donnons un tableau permettant d’illustrer cet exemple. Chaque case de ce tableau
contient le nombre de régles d’un R-ensemble fort S; appartenant a un base de croyances
K. Nous notons les R-ensembles potentiels forts : S1 = {—a. —c.}, So ={-a. ¢« a.},
Ss3={a<—mnotb. a<—mnotb. a< notb.}. Les R-ensembles potentiels forts grisés sont
les R-ensembles forts suivant la stratégie correspondant o la colonne.
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Si || K1 | Ko | K3 || Max | GMax
S| 1 1 0 1 (1,1,0)
So || 1 0 1 1 (1,1,0)
S| 1 1 1 1 (1,1,1)

Nous étudions maintenant les propriétés de 'opération forte de fusion Agﬁii‘}c(E)

dans ce contexte.

Proposition 9.1.4. L’opération forte de fusion Agfﬁi?c(l@) respecte les postulats de

fusion 1CO, IC1 et IC2.

Strategies | (IC0) | (IC1) | (IC2) | (IC3) | (IC4) | (IC5) | (IC6) | (ICT) | (IC8)
GMax V vV vV X X X X X X

Preuves et contre-exemples

Ca , o IIRSF.
Les preuves et les contre-exemples sont similaires ceux donnés pour I’opération AZ?E *(B).

9.2 Deuxiéme approche : fusion faible par R-ensembles

Certains ensembles de régles ne possédent pas de modéles stables car elles impliquent
des ensembles d’atomes incohérents et d’autres ne possédent pas de modéles stables car il
est impossible de trouver une justification pour leurs conséquences. Par exemple, le pro-
gramme II = {—-a. a+«b. b.} a pour ensemble de conséquences immeédiates {a, —a,b}
qui est incohérent. Nous pouvons appeler ce type d’incohérences, des incohérences fortes.
En revanche, le programme logique II' = {a « not b. b < not c¢. ¢ < not a.} n’'im-
plique pas d’ensembles incohérents d’atomes mais ne posséde pas de modéles stables
car Il ne peut pas déduire d’ensembles d’atomes ayant une justification. Nous pouvons
appeler ce type d’incohérences, des incohérences faibles.

Définition 9.2.1. Soit K une base de croyances représenté par un programme logique
avec sémantique des modéles stables. K est faiblement cohérente si et seulement si elle
posséde au moins un HT-modéle.

Dans le cas du programme II, il n’existe pas d’ensemble de régles K tel que IIU K
posséde au moins un modéle stable. Ainsi, la seule possibilité de restaurer la cohérence
dans II est de retirer quelques régles. D’un autre coté, le programme II' n’est pas intrin-
séquement incohérent. Il est possible de restaurer la cohérence sans perdre de croyances,
par exemple, 'union IT' U {a.} posséde le modéle stable {a, b}.

Exemple 9.2.1. Nous illustrons les notions liées a ['opérateur faible de fusion grice a
lexemple suivant. Soit le profil de croyances E = {K1, K2} avec :

K — a < notb. rc<+ nota.
te €. d«— f.
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b« notec. —d.
KQ_{ d— e. f.}

Le programme KUKy est incohérent. Il peut étre séparé en deuz parties indépendantes
qui sont chacune incohérente. Ainsi :

— Les regles {a < not b. ¢+« nota. b+« not c.} ne trouvent pas de justifications ;

— Lesrégles{e. d«— f. —=d. d<—e. f.} conduisent a la déduction d’un ensemble

d’atomes incohérents : {d,—d, e, f}.

Quelle que soit la stratégie P choisie, les R-ensembles forts de AgﬁSF’S(Kl L K3) sont
{=d. a <« notb.}, {=d. b+« notc.} et {-d. ¢ «— not a.} qui résolvent la seconde
incohérence grice au retrait de —d et qui résolvent l’incohérence faible grice au retrait de
la deuzieme régle.

Nous proposons ici une définition alternative de la notion de R-ensembles, et a fortiori
d’opération de fusion, afin de ne pas perdre de croyances inutilement par le retrait de
régles qui ne résoudraient qu’une incohérence faible. Cette définition est basée sur une
notion de l'incohérence plus faible que celle employée pour l'opération forte de fusion.
Nous proposons de considérer comme incohérent un programme II qui ne posséde pas de
HT-modéles.

Proposition 9.2.1. Soit Il un programme logique. Si Il est faiblement incohérent, alors
IT est incohérent.

Preuve.
Trivial au regard de la proposition 2.4.1. O

Définition 9.2.2 (R-ensemble potentiel faible). Soit E = {Ki,...,K,} un profil de
croyances et IC un programme logique représentant les contraintes tels que K1 U ... U
K,UIC est incohérent. Soit X un sous-ensemble de formules de K1U...UK,. X est R-
ensemble potentiel faible de E contraint par IC si et seulement si ((K;U.. .UK,)\X)UIC
posséde au, moins un HT-modéle.

Exemple 9.2.2. Reprenons le profil E de l'exemple 9.2.1. Les R-ensembles potentiels
forts de ce profil sont :

{—d. a+< notb.} {=d. b+« notc.}
{=d. ¢« mnota.} {e. f. a<notbd.}
{e. f. b<—notc} {e. f. c<—nota.}
{e. d—f. a<—mnotbh.} {e. d—f. b« mnotc}
{e. d—f. c<—nota.} {d—e f. a<notbh}
{d—e f. b« notc.} {d—e. f. c—nota.}

{d—e d—f a<—mnotb} {d—e d—f b<notc}
{d—e d«f. c<mnota.}

ainst que tous les ensembles de régles incluant ces régles-la.
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Alors que les R-ensembles potentiels faibles sont :

{~d.} {e. f.} {e. d+ f.}
{d—e f} {d—e df}

ainsi que tous les ensembles de régles incluant ces regles-la. Nous pouvons voir que,
n‘ayant pas a résoudre l'incohérence faible, les R-ensembles potentiels faibles sont plus
petits que les R-ensembles potentiels forts.

Nous définissons les R-ensembles faibles comme étant les R-ensembles potentiels
faibles préférés au sens de la stratégie P choisie.

Définition 9.2.3 (R-ensemble faible). Soit E = {Kj,...,K,} un profil de croyances et
1C un programme logique représentant les contraintes tels que Ky U ... U K, UIC est
incohérent. Soit P la stratégie de fusion. X C K1 U...U K, est un R-ensemble faible de
Ky U...U K, contraint par IC selon la stratégie P si et seulement si

1. X est un R-ensemble potentiel faible de E contraint par I1C ;

2. Il n'existe pas de R-ensemble potentiel faible Y de E contraint par IC tel que
Y C X.

3. 1l n’existe pas de R-ensemble potentiel faible Y de E contraint par IC tel que
Y <p X.

Exemple 9.2.3. Reprenons le profil E de [’exemple 9.2.1.

Ainsi, peu importe la stratégie P, les R-ensembles forts de E selon P sont : {{—d. a «—
not b.}, {=d. b« notec.}, {-d. ¢« nota.}}

Alors que ’ensemble des R-ensembles faibles de E selon P est {{—d}}

La collection des R-ensembles faibles de ' contraint par IC selon la stratégie P est
. IIRS F,w
notée Fpro' " R(E)

Définition 9.2.4 (Opération faible de fusion). Soit E = {Ky,...,K,} un profil de
croyances et IC' un programme logique représentant les contraintes tels que K1 Ll ...U

K, U IC est incohérent. Soit P une stratégie de fusion. L’opération faible de fusion
Ag?gF’w(E) est définie par :

ARTRIY(E) = \ {(KiU...UK)\X)UIC}

)

Exemple 9.2.4. Terminons 'exemple 9.2.1. L’opération faible de fusion de E quelle que
soit la stratégie P aura pour résultat :

a <+ notb. c<« nota. e.
Ag};gp’w(E): d«— f. b«—mnotc. d—e.

f.
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9.2.1 Operation de fusion faible et postulats IC

Nous étudions maintenant, stratégie par stratégie, les propriétés de 'opération de
fusion AgﬁgF’w(E).
9.2.1.1 La stratégie Somme

Nous considérons maintenant la stratégie Somme et nous utilisons le pré-ordre défini
en 9.1.1.2.

Proposition 9.2.2. Soit E = {K},...,K,} un profil de croyances. L’opération de fusion

Ag}}gp’w(E) respecte les postulats de fusion ICO, IC1 et IC2.

Strategies | (IC0) | (IC1) | (IC2) | (IC3) | (IC4) | (IC5) | (IC6) | (ICT) | (IC8)
Somme Vv vV vV X X X X X X

Preuves et contre-exemples

Nous donnons maintenant les preuves et les contre-exemples de cette proposition
. IRSF,w _
postulat par postulat. Nous rappelons que : Fp7¢ F(E) = UXEfg;?gF’wR(E) (E\X).

(ICO0)

Nous savons que HT (ITUTI") = HT(II)NHT (IT') par I'intermédiaire de la proposition
2.4.1. Nous savons également que

ARRI(E) = Vi, Frnsrap o {(K1 U UK )\X) UIC).

P,IC

Par construction, nous pouvons déduire que IC' C Ag?gF’w(E) et donc HT(IC) C
I[IRSF,
HT(Aye " (E)).
Le postulat (ICO0) est donc vérifié.

(IC1)
ITRSFw

Tous les éléments de ' € Fy, ;o " F (&) sont définis tel que 'L IC est cohérent.

Ainsi, par définition de I'opération Ag?gF’w(E), Ag?gF’w(E) est cohérent si IC' est

faiblement cohérent.
Le postulat (IC1) est donc vérifié.

(IC2)
Si E U IC est faiblement cohérent, alors par définition fEH,?gF’wR(E) = {0} :

— FE U IC est faiblement cohérent ;
— () est minimal pour 'inclusion ;
— Et il ne peut exister de R-ensemble potentiel plus petit que () au sens de <y.

et donc il n’y qu'un seul élément dans fg?gF’w]:(E) qui est égal a E.
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(IC3)

Nous donnons un contre-exemple invalidant (IC3).
Soient E; et Ea deux profils de croyances tels que Fy = {Kj, K3} et Fy = {K», K3}
et IC' =T avec :
Ki={a+notb. c—a. a<c}

Ky={c—notb. c«—a. a+<c}
ng{ﬂa.}

Les ensembles de HT-modéles de K; et Ko sont identiques & savoir HT'(K;) =
HT(K3) = { (0,{a,b,c}) ({6}, {a,b,c}) ({asch{acch) (@.46}) ({b}, b)) }. By et Ey
sont donc équivalents puisqu’il existe une bijection f(K;) = Ks et f(K3) = K3 entre les
deux profils telle que f(K1) = Ko et f(K3) = Ks.

Cependant les résultats obtenus par Ag?gF’w (E1) et Ag?gﬂw (E2) ne sont pas équi-

valents, & savoir :

AL (B) ={e—a a—e cal

et
ASHE(Bs) = {fe—a. a—c. -a}
V {cenotb. c—a. -a.}}
Le postulat (IC3) n’est donc pas vérifié.
(IC4)

Nous donnons un contre-exemple invalidant (IC4).

Soient K1 ={a«—notb. b« nota. c«—a. c—0b}, Ka={-c}etIC=T.

Nous avons ici ARTSFY (K U Ky) = Ky ainsi Ap2/ ™ (K U Ky) UK est faiblement
cohérent mais Ag}}ng’w(K 1 U K3) U Ko n’est pas faiblement cohérent.

Le postulat (IC4) n’est donc pas vérifié.

(IC5) et (IC6)

Nous donnons un contre-exemple invalidant (IC5) et (IC6).
Soient F1 = {Ki, Ky} et Ey = {K3, Ky} deux profils de croyances et IC' = T avec
les bases de croyances suivantes :

Klz{ a < not =h. ¢+ b. }

K2:{ c<—a. b« not—h. }

-C.

ng{ d < not —c. h%e.}
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K4:{ hth. e<—n0t—|c.}

Ag?SF’w(El) = {a < not =h. b < not =h. ¢ < a. ¢ < b.} et tous les HT-
modéles du programme AgiSF’w(El) ont ¢ dans le premier ensemble d’atomes de la
paire. 7

Ag?SF’w(Eg) = {d <« not =¢. e <« not =c. h «— d. h < e.} et tous les HT-
modéles du programme Ag}?rSF’w(Eg) ont h dans le premier ensemble d’atomes de la
paire. ’

AgliSF,w (E1 U Es) = E1U Es et ¢ et —h sont dans le premier ensemble d’atomes de
la pairé de tous les HT-modéles du programme.

Ainsi, pour tout (X,Y) € HT(AgﬁSF’w(El)), nous avons (X,Y) ¢ HT(Agf?I—SF’w(Ell_I
E»)) ce qui invalide le postulat (%C5 .

Et pour tout (X, Y) € HT (AL (B UE,)), nous avons (X, Y) ¢ HT (AR5 (E,))
ce qui invalide le postulat (IC6).7 7

Les postulats (IC5) et (IC6) ne sont donc pas vérifiés.

(IC7) et (IC8)

Soit £ = {K1, K2} un profil de croyances et IC; = T et ICy = {c.} avec les bases de
croyances suivantes :

Klz{ d«<—b. b« notc. }

ng{ a<—mnotc. —d. d+— a. }

AgﬁSF’w(E) ={a<—mnotc. b—mnotec. d<—a. d«b.}. Tousles HT-modéles de
Ag?SF’w(E) ont d dans le premier ensemble d’atomes de la paire. Tous les HT-modéles
de Ag}%‘i\l;gQ(E) ont —d dans le premier ensemble d’atomes de la paire.

Ainsi, pour tout (X,Y) € HT(Ag?SF’w(E)), nous avons (X,Y) & HT(Agl}zgfw(E))
ce qui invalide le postulat (IC7). Et pour tout (X,Y) € HT(Ag?gf’w(E)), nous avons
(X,Y) & HT(A;H%SF’H’(E)) ce qui invalide le postulat (IC8).

Les postulats (ICT7) et (IC8) ne sont donc pas vérifiés.

9.2.1.2 La stratégie Card

Nous considérons maintenant la stratégie Card et nous utilisons le pré-ordre défini
en 9.1.1.3.

Proposition 9.2.3. Soit E = {K},..., Ky} un profil de croyances. L’ opération de fusion

Agfz}?g(E) respecte les postulats de fusion 1CO, IC1 et IC2.

Strategies | (IC0) | (IC1) | (IC2) | (IC3) | (IC4) | (IC5) | (IC6) | (ICT) | (IC8)
Card vV V Vv X X X X X X
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Preuves et contre-exemples

Les preuves et les contre-exemples sont similaires & ceux donnés pour 'opération

Ag?gF’w(E) sauf pour les postulats (IC5) et (IC6) que nous donnons ici.

(IC5) et (IC6)

Soient Fy = {K1, K9, K3} et Ey = {K4, K5, K¢} deux profils de croyances et IC = T
tels que :
Ki={a«notb. b—mnota. d«—a. d<—b. -—d}

Ky={a+<~notb. b«—mnota. d<—a. d<b. —e}
Ks={a«~mnotb. b«—mnota. d«—a. d—b ~f}
Ky={g«noth. h—mnotg. d«—g. d<—h. -d}
Ks={g9g«noth. h<—mnotg. e—g. e<—h. -—e}
K¢={g«—noth. h—mnotg. f<—g. f—h ~f}

ALRSEv (Y — {d — a. d— b -d de—a d—b =—e de—a d—

b. —f} et tous les HT-modeéles de Agff;F-i—w(El) contiennent —d,—e et —f dans le premier
ensemble d’atomes de la paire.

AIRSEO (B — {d — g d—h. ~d d—g de—h -e de—g d—

h. —f} et tous les HT-modeéles de Agfr“’;lF-’rw(Eg) contiennent —d,—e et = f dans le premier
ensemble d’atomes de la paire.

AgfiF#(EluEz) ={a <~ notb. b<—mnota d—a d—Db e—a e«
b. f<—a. f<b g<—mnoth. h<—mnotg. d«<—g. d—h. e—g. e—h [«
g. f < h.} et tous les HT-mode¢les de AgfiF+w(Eg) contiennent d,e et f dans le premier
ensemble d’atomes de la paire.

Les postulats (IC5) et (IC6) ne sont donc pas vérifiés.

9.2.1.3 La stratégie Max

Nous considérons maintenant la stratégie Max et nous utilisons le pré-ordre défini
en 9.1.1.4.

Proposition 9.2.4. Soit E = {Kj, ..., K,} un profil de croyances. L’opération de fusion
Ag[ﬁi];g(E) respecte les postulats de fusion 1C0O, IC1 et IC2.

Strategies | (IC0) | (IC1) | (IC2) | (IC3) | (IC4) | (IC5) | (IC6) | (ICT7) | (IC8)

Max vV v vV X X X X X X

Preuves et contre-exemples

Les preuves et les contre-exemples sont similaires & ceux donnés pour 'opération
,IC :
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9.2.1.4 La stratégie GMax

Nous considérons maintenant la stratégie G Max et nous utilisons le pré-ordre défini
en 9.1.1.5.

Proposition 9.2.5. Soit E = {K3,...,K,} un profil de croyances. L’opération de fusion
Agffal;?c(E) respecte les postulats de fusion ICO, IC1 et IC2.

Strategies | (IC0) | (IC1) | (IC2) [ (IC3) | (IC4) | (IC5) | (IC6) | (ICT7) | (IC8)

GMazx V V Vv X X X X X X

Preuves et contre-exemples

Les preuves et les contre-exemples sont similaires & ceux donnés pour ’opération

NRSF,
Ay e C(E).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une définition de la fusion par R-ensembles
adaptée a la fusion de croyances exprimées sous forme de programmes logiques. La non-
monotonie de la programmation logique, nous a permis de considérer différemment la
définition de cohérence. Ainsi, nous avons proposé une définition de la cohérence basée
sur les HT-modéles. Nous avons appelé cette cohérence, la cohérence faible et a partir
de cette définition, nous avons également proposé une autre opération de fusion, que
nous avons appelée opération de fusion faible. Celle-ci permet de réduire le nombre de
formules perdues lors de I'opération de fusion. Pour chacune des opérations, faibles et
fortes, de fusion nous avons adapté les stratégies classiques de fusion (Somme, Card,
Max et GMax). Ce travail a fait 'objet de publications dans [HPW09b, HPW09a].



Conclusion et perspectives

Ce manuscrit a présenté une méthode originale de fusion syntaxique. Nous avons pris
le parti de considérer les ensembles de formules & retirer d’un profil de croyances pour y
restaurer la cohérence. Dans un premier temps, nous avons posé les bases formelles de
I'opération de fusion par R-ensembles, appelée RSF, en présence ou pas de contraintes
lorsque les bases de croyances sont des ensembles finis de formules propositionnelles
[HPWO07b, HPWO07a, HPWO08b, HPWO08a|. Cette opération de fusion peut étre adaptées
selon différentes stratégies que nous avons étudiées (Somme,Card,Max et GMazx). Nous
avons étudié leurs propriétés vis-a-vis des postulats de Konieczny et Pino-Perez. Nous
avons proposé une contrepartie sémantique pour tous les opérateurs et nous avons montré
I’équivalence entre les opérateurs syntaxiques et leur contrepartie sémantique.

Ensuite, nous avons proposé une mise en ceuvre de 'opération de fusion par R-
ensembles basée sur la traduction du probléme de fusion de profil E contraint par IC en
un programme logique avec sémantique des modeles stables Il ;. Nous avons montré
que le programme logique issu de cette traduction permettait de déterminer correctement
le résultat de 'opération de fusion par R-ensembles. C’est & dire que I’équivalence entre
les modéles stables préférés de Ilg ;o selon une stratégie P et les R-ensembles de E selon
P. Nous avons implanté cette traduction de deux maniéres différentes : en adaptant
l'algorithme Smodels [HPW07b, HPWO07a| & nos besoins et en utilisant les instructions
fournies par Lparse/Smodels et Gringo/CLASP de maniére a fournir une implantation
indépendante du solveur ASP [HPW08b, HPWO08a).

Cette mise en ceuvre de la fusion par R-ensembles a été illustrée par des expérimenta-
tions. Dans un premiére étape, nous avons étudié son comportement a ’aide de profils de
croyances générés aléatoirement. Nous avons notamment comparé notre mise en ceuvre
avec celle présentée par Gorogiannis et Hunter. Dans une seconde étape, nous avons
montré comment la fusion par R-ensembles a été adaptée dans un module de gestion
de l'incohérence dans un projet européen VENUS portant sur le relevé en archéologie
sous-marine. Tous ces résultats ont montré que la fusion par R-ensembles se comportait
de maniére satisfaisante.

Nous avons également proposé une généralisation de la fusion par R-ensembles au
cas ou des préférences sont exprimées entre les bases de croyances ainsi que dans le cas
ou il existe des préférences entre les bases de croyances et entre les formules appartenant
a chaque base de croyances. Nous avons proposé de mettre en ceuvre la fusion par R-
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ensembles dans ce cadre a I’aide d’une nouvelle stratégie et nous avons montré que cette
stratégie était équivalente & une opération de révision itérée.

Nous avons finalement proposé une extension de la fusion par R-ensembles au cas
ou les bases de croyances sont exprimées sous forme de programmes logiques [HPWO09b,
HPWO09a|. En effet, nous avons au départ considéré les bases de croyances sous forme
d’ensembles finis de formules en logique propositionnelle. Et nous avons utilisé la pro-
grammation logique avec sémantique des modéles stables pour calculer le résultat de la
fusion. Il nous a semblé naturel d’utiliser également la programmation logique pour re-
présenter les bases de croyances a fusionner. La représentation propositionnelle des bases
de croyances parait adaptée pour représenter des observations mais la programmation
logique offre un cadre plus expressif pour représenter des régles, voire des régles avec ex-
ception. Nous avons étudié les stratégies classiques de fusion dans ce cadre. Nous avons
constaté que, d’un certain point de vue, la définition directe de la fusion par R-ensembles
conduisait a supprimer de fagon inutile certaines croyances. Nous avons proposé une
définition alternative de l'inférence entre programmes logiques et de la cohérence d’'un
programme logique basée sur la logique du Here-and-There. Nous avons également étudié
les propriétés des opérations fortes et faibles que nous avons définies.

Les travaux que nous avons développés dans cette thése ouvre plusieurs perspectives.

Une premiére perspective serait bien évidemment de mettre en oeuvre la fusion par
R-ensembles de programmes logiques. Une premiére mise en ccuvre utilisant la traduction
du probléme de fusion en programme logique a été proposé dans [HPW09b, HPW09a].
De la méme maniére, une mise en ceuvre des opérateurs de fusion avec préférences PRSF
pourrait étre envisagée. La programmation logique possibiliste semble fournir un cadre
privilégié pour cette adaptation. Une étude expérimentale sur les opérateurs de fusion
avec préférences PRSF ainsi que de fusion forte ou faible pour des programmes logiques
I[TRSF, s et IIRSF, w devrait étre menée. Cette expérimentation permettrait de comparer
le comportement théorique et pratique des opérations de fusion par R-ensembles que nous
avons définies. De la méme maniére, il serait intéressant de comparer durant cette étude
le comportement des opérateurs RSF et ceux de IIRSF.

Les postulats de Konieczny et Pino-Perez pour la fusion ont été décrits dans le cadre
de bases de croyances propositionnelles et nous avons vu dans le cadre de notre étude de
la fusion par R-ensembles de croyances exprimées sous forme de programmes logiques que
ces postulats ne sont pas adaptés aux opérations de fusion qui sont décrites dans le cadre
de logique non-monotone. Une réflexion portant sur I'analyse critique et la reformulation
éventuelle des postulats dans un cadre plus général pourrait étre menée.

Il serait intéressant d’étudier la compléxité théorique des opérations de fusion que
nous avons décrits dans cette thése. En particulier, pour la stratégie GMaz dont la
compléxité semble étre plus élevée que pour les autres stratégies.

Lorsque les bases de croyances sont représentées par des programmes logiques une
direction consistant & déterminer non pas ’ensemble de régles a retirer mais plutot l'en-
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semble des régles a ajouter pour effectuer la fusion pourrait étre étudiée.

Récemment, Everaere et al. [EKMO08| ont proposé un postulat de tempérance visant
a assurer que chacun les croyances de chacun des agents soit cohérent avec le résultat
de la fusion. Il serait intéressant de mener une étude sur la compléxité des opérateurs
respectant ce postulat ainsi que sur sa possible implantation dans notre cadre.

L’expérimentation de la fusion par R-ensembles que nous avons menée dans le cadre
du projet VENUS ne portait pas sur la fusion mais sur la gestion de l'incohérence. Un
domaine pour lequel la fusion semble particuliérement appropriée pourrait étre celui de
la construction d’un systéme expert. Lors de la construction d’un systéme expert, la pre-
miére étape est I'interrogation des experts pour qu’ils décrivent leur conception du métier
a modéliser. Puis, aprés avoir modélisé ces interrogations dans des bases de croyances, une
deuxiéme phase d’interrogation nécessite de réunir les différents experts afin de résoudre
les incohérences relevées dans la premiére phase. Ainsi, ces réunions, coliteuses en temps,
pourraient étre remplacées avantageusement par les opérations de fusion. L’expérimen-
tation a partir des données d’un systéme expert permettrait de comparer les résultats
obtenus avec ceux qui sont ressortis des réunions entre experts.

La phase d’expérimentation a également permis de mettre en relief les difficultés a
comparer deux mises en ceuvre de fusion. La création et la mise & la disposition de la
communauté d’un ensemble de profils de croyances pourrait simplifier cette comparaison.
Une idée pourrait étre d’utiliser les instances incohérentes des collections de problémes
SAT comme SATLIB [HS00] et de les séparer en bases de croyances afin de créer une
collection de profils de croyances a fusionner.
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