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Introduction générale

Le suivi du vieillissement des ouvrages est une problématique importante pour le génie
civil. De nombreux ouvrages en béton (digues, enceintes de confinement de centrales nucléaires,
ponts, etc.) ont été réalisés à une période où leur durée de vie prévisionnelle était mal connue,
et certains ouvrages ont atteint une cinquantaine d’années. Le problème du vieillissement et de
la durabilité du béton se pose alors en termes de coûts de remplacement ou de réhabilitation,
mais aussi en terme de sécurité et de risques. Il est nécessaire de pouvoir d’une part détecter des
débuts d’endommagement le plus tôt possible afin de limiter le coût de réparation, et d’autre
part de pouvoir prédire la durée de vie résiduelle d’une structure encore saine.

L’utilisation de méthodes d’évaluations dites “non destructives” s’avère donc indispensable
lorsqu’il s’agit d’ouvrages existants et en fonctionnement et permet de suivre leurs évolutions
au cours du temps. Parmi les différentes méthodes d’évaluations non destructives pouvant être
utilisées pour caractériser le béton (thermographie, méthodes électrochimiques, gammagraphie,
etc.), les méthodes utilisant la propagation d’ondes électromagnétiques (radar, mesures capa-
citives, etc.) ou mécaniques (impact écho, tomographie, etc.) ont un fort potentiel pour la ca-
ractérisation des ouvrages [Breysse and Abraham, 2005]. Ces méthodes visent à déterminer des
caractéristiques différentes et complémentaires, indicatrices de “l’état de santé” du béton. Les
méthodes basées sur les ondes électromagnétiques seront plus sensibles à la teneur en eau, à la
présence d’ions chlorures, et permettent de localiser des éléments métalliques (armatures, gaines
de précontrainte) tandis que les méthodes utilisant les ondes mécaniques seront indicatrices
de propriétés mécaniques (modules de compression ou de cisaillement en petites déformations,
porosité, micro et macro fissurations,. . .).

Les ouvrages en béton tiennent une grande part de leurs propriétés mécaniques de leurs ar-
matures d’acier. La première nappe de ferraillage se situe à quelques centimètres de profondeur
sous la surface (classiquement entre 3 et 5 cm). Cette couche de béton, appelée “béton d’enro-
bage” ou “béton de peau”, est en contact direct avec le milieu extérieur et est particulièrement
soumise aux dégradations. Son principal rôle est d’assurer la protection de ces aciers contre
les agents agressifs venant du milieu ambiant entourant l’ouvrage (air, eau, ions, . . .) [Grattan-
Bellew, 1996]. La corrosion des armatures provoque le gonflement des aciers, conduisant à des
macro-fissurations de la structure [Raharinaivo et al., 1998]. Il est donc tout particulièrement
important de pouvoir déterminer les caractéristiques de cette couche et de pouvoir diagnostiquer
d’éventuels endommagements ou des défauts de mise en oeuvre (épaisseur insuffisante, etc.) le
plus tôt possible, afin de prévenir les débuts de corrosion des armatures. En particulier, une
augmentation de la porosité en surface du béton favorisera la pénétration des ions agressifs pour
les aciers [Baroghel-Bouny, 2004].

Les ondes mécaniques sont adaptées pour déceler des changements de porosité ou l’apparition
de micro-fissurations dans le béton, qui induisent des changements de célérités et d’atténuation
des ondes. Parmi les différents types d’ondes mécaniques, les ondes de Rayleigh possèdent en
outre la propriété de se propager le long de la surface libre des matériaux et ont une profondeur
de pénétration de l’ordre de la moitié de leur longueur d’onde. Ce type d’onde peut donc être
utilisé pour caractériser le béton d’enrobage, en adaptant les longueurs d’onde utilisées aux pro-



fondeurs d’investigations recherchées (allant du millimètre à quelques centimètres). Ces ondes
possèdent de plus l’avantage de ne nécessiter l’accès qu’à une seule face du béton, des mesures
en transmission étant le plus souvent impossibles à réaliser sur des ouvrages réels, soit que l’ac-
cès aux deux faces soit impossible, ou que les épaisseurs de béton soient trop importantes pour
pouvoir étudier le béton d’enrobage.

L’étude de la propagation d’ondes mécaniques dans le béton est complexe car elle met en jeu
divers phénomènes couplés ; porosité, saturée ou non, hétérogénéités de différentes natures (ci-
ment, sable, granulats, pores) et dont les dimensions vont du nanomètre au centimètre. Lorsque
la longueur d’onde est du même ordre de grandeur que la dimension des hétérogénéités, les ondes
vont fortement interagir avec elles et leur énergie va être redistribuée dans tout l’espace. Ces
évènements de diffraction étant nombreux, on parle de diffusion multiple. Ils doivent être traités
de manière statistique.

Les champs ultrasonores observés pourront être scindés en une partie dite cohérente (qui
résiste au calcul de moyennes sur plusieurs réalisations indépendantes du désordre, i.e. plusieurs
configurations de position/taille d’hétérogénéités), et une partie incohérente, également appelée
coda, constituée d’arrivées tardives des ondes ayant subi plusieurs évènements de diffraction. La
partie cohérente des ondes correspond à une onde s’étant propagée dans un milieu homogène
effectif. La coda s’étend temporellement sur plusieurs dizaines de fois la durée de l’impulsion ini-
tiale. Ces deux parties du champ ultrasonore contiennent des informations de nature différentes
sur le matériau.

L’étude du champ cohérent permet de remonter à des vitesses de propagation et des atté-
nuations effectives. Cependant ces observables sont modifiées par les évènements de diffusion
multiple. En particulier, une partie de l’énergie incidente des ondes étant déviée par les hétéro-
généités, l’atténuation mesurée sera plus importante que pour un milieu homogène. La difficulté
sera alors de pouvoir dissocier les effets liés à la présence des hétérogénéités, c’est-à-dire à la
structure du matériau, des effets liés aux propriétés mécaniques recherchées telles que la porosité.
Il faudra pour cela s’appuyer sur les théories de diffusion multiple pour décrire la propagation
des ondes de Rayleigh dans le milieu effectif relatif à un matériau viscoélastique contenant des
hétérogénéités viscoélastiques de différentes dimensions.

Ce mémoire sera subdivisé en quatre chapitres principaux :
Un premier chapitre présentera un “état de l’art” sur le contrôle non destructif des bétons

avec des ondes mécaniques. La composition du béton et ses différentes propriétés seront présen-
tées, ainsi que les différentes approches qui ont été utilisées dans la littérature pour en faire une
évaluation non-destructrive. Un ensemble d’hypothèses permettant de décrire la propagation
des ondes mécaniques dans le béton aux fréquences considérées sera envisagé, et un modèle de
propagation sera choisi.

Dans un second chapitre, nous nous intéresserons aux théories des milieux effectifs de la
diffusion multiple dans le cas d’inclusions élastiques dans une matrice élastique. Ces théories
permettent de modéliser le comportement du champ cohérent. On s’appuiera pour cela sur une
modélisation analytique et des simulations numériques en différences finies à deux dimensions.
Ces modélisations se feront dans un premier temps sur les ondes de volume (de compression
et de cisaillement). Cela permettra d’appréhender les phénomènes tant qualitativement que
quantitativement.

Au troisième chapitre, nous verrons comment prendre en compte l’amortissement des consti-
tuants du béton (mortier et granulats) dans les modèles de milieux effectifs à l’aide d’un modèle
de viscoélasticité. Une première étude utilisant des ondes de compression en transmission permet
expérimentalement de justifier le choix du modèle retenu pour l’amortissement dans le mortier
et d’observer les effets de la diffusion multiple dans le béton à la fois sur les parties cohérentes et
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incohérentes des ondes. Le traitement de la partie incohérente du champ mesuré est également
abordé.

Un dernier chapitre s’intéressera alors à la propagation des ondes de surface cohérentes
dans un milieu viscoélastique multiplement diffuseur. Une étude expérimentale est réalisée en
se basant sur les hypothèses et les résultats des chapitres précédents. Le protocole expérimental
choisi ainsi que les traitements des signaux utilisés sont présentés afin de déterminer les vitesses
de phase et de groupe cohérentes ainsi que les facteurs d’amortissement. Les résultats montrent
la sensibilité de ces observables aux différentes propriétés du béton. Les avantages et les limites
liés au protocole expérimental choisi sont ensuite discutés.

Le document se terminera en dégageant les perspectives ouvertes par les différents aspects
de ce travail pour l’étude de la propagation des ondes dans le béton, et dans les matériaux
hétérogènes en général.
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Introduction

Ce chapitre présente les éléments permettant d’aborder l’étude de la propagation des ondes
ultrasonores dans le béton. Les caractéristiques mécaniques générales du béton sont présentées
dans un premier temps, ainsi que les bases de la propagation ultrasonore. Une revue des diffé-
rentes mesures expérimentales réalisées sur différents types de bétons dans la littérature permet
ensuite de lister les difficultés inhérentes à la génération, la réception, le traitement, et l’inter-
prétation des mesures sur le béton. L’orientation de l’étude sera ensuite dégagée en fonction des
objectifs et de l’étude bibliographique.

1.1 Caractéristiques des bétons

1.1.1 Constituants

Le béton désigne un matériau composé de granulats et de sables liés entre eux par une
pâte (liant). On peut distinguer les bétons “hydrauliques” des bétons “bitumineux”. Les bétons
“bitumineux” sont les bétons dont le liant est à base de bitume, ils servent principalement pour
les couches de roulement des chaussées. Ces bétons ne font pas l’objet de la présente étude. Dans
les bétons “hydrauliques”, le liant est une pâte à base de ciment et d’eau. Le terme béton ne
désignera par la suite que les bétons “hydrauliques”. Certaines additions minérales et adjuvants
peuvent être ajoutés en faible quantité afin de donner des propriétés spéciales, comme des fumées
de silice ou des super-plastifiants. Lorsque le béton ne contient pas de granulats mais uniquement
du sable, du ciment et de l’eau on parle alors de mortier. Une vue en coupe d’un bloc de béton
est présentée en Fig. 1.1.

Fig. 1.1 – Vue en coupe d’un bloc de béton hydraulique.

Les granulats sont les plus gros constituants du béton, et peuvent provenir de différentes
roches inertes [Dreux and Festa, 1998] (silico-calcaires, basaltes, granites, . . .). Ils représentent
environ 50% en masse du béton complet. Ils peuvent être “roulés” (granulats issus du lit de
rivières) et ont alors une forme arrondie, ou “concassés” (issus de carrières) et peuvent présenter
des formes angulaires. Leur dimension est déterminée par criblage sur des tamis à mailles car-
rées. Classiquement, leur granulométrie peut varier de 5 mm à 20 mm voire plus. On peut noter
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également le cas des bétons dits “cyclopéens” utilisés dans le cas d’ouvrages de grandes dimen-
sions comme les barrages, et dont les granulats peuvent mesurer jusqu’à 200 mm. Les bétons sont
caractérisés par le paramètre Dmax qui représente le diamètre des granulats de plus grandes di-
mensions. Une bonne part de la résistance des bétons est tirée des granulats, et particulièrement
des plus gros d’entre eux.

Le sable représente les constituants rocheux dont les dimensions peuvent varier de 100µm
à environ 5 mm. Leur granulométrie est définie de la même manière que pour les plus gros
granulats. Des exemples de courbes de granulométrie de granulats sont présentées en figure 1.2.

La dimension des grains de ciment étant de l’ordre de quelques micromètres, le béton pré-
sente alors une continuité de dimensions allant du micromètre au centimètre. Cette continuité
assure une bonne compacité du matériau en minimisant les espaces entre les constituants, ce qui
améliore les propriétés mécaniques de l’ensemble.

Fig. 1.2 – Exemple de courbes de granulométrie des granulats dans un béton.

1.1.2 Formulation

Les bétons sont conçus suivant une formulation, donnée sous forme de quantité massique de
chaque composant afin d’obtenir un volume de 1 m3 de béton. Il existe différentes méthodes de
formulations, qui visent à optimiser l’empilement des différentes particules (grains de ciment,
sable, gravillons) afin de minimiser les espaces vides [Dreux and Festa, 1998; de Larrard, 2000].
Le choix de la formulation permet d’obtenir des propriétés mécaniques ou de mise en oeuvre
recherchées.

Le mélange des différents constituants du béton lors de sa fabrication s’appelle une “gâchée”.
L’eau du mélange hydrate progressivement le ciment. La pâte de ciment hydratée forme alors
un matériau poreux qui solidarise le sable et les granulats entre eux et le matériau acquiert ses
propriétés mécaniques. On appelle “cure” le moyen utilisé pour protéger le béton des échanges
avec l’extérieur (en particulier le séchage) afin d’assurer la prise puis le durcissement de manière
optimale, la cure est particulièrement importante pendant le jeune âge du béton. On considère
traditionnellement que les propriétés mécaniques finales du béton sont atteintes au bout de
28 jours. Ces propriétés évoluent en fait continûment et ne peuvent être considérées comme
réellement stabilisées qu’au bout de 90 jours ou plus.

Le rapport de la quantité massique d’eau sur celle du ciment (appelé rapport E/C) joue
un rôle important sur les propriétés mécaniques du béton. Un béton ayant un rapport E/C
élevé sera plus aisé à mettre en oeuvre, cependant, l’espacement entre les grains de ciment sera
plus grand du fait de la quantité d’eau d’hydratation et la porosité finale de la pâte de ciment
sera plus importante. A l’inverse un rapport E/C faible donnera un béton plus compact avec de
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meilleures propriétés mécaniques mais une ouvrabilité plus faible. Ce rapport E/C est en général
compris entre 0,3 et 0,9 pour les cas les plus extrêmes.

1.1.3 Propriétés mécaniques

1.1.3.a Béton sain

Les propriétés mécaniques du béton sain dépendent de la qualité des constituants, de la for-
mulation et les conditions de cure. Les propriétés de différents bétons seront donc très variables.

Pour les ouvrages, on caractérise généralement les bétons par leur résistance à la compres-
sion Rc, généralement déterminée après 28 jours de cure. La résistance à la traction Rt peut
également être déterminée, elle traduit alors la résistance à la fissuration du béton. Cette résis-
tance à la traction correspond à environ 10% de la résistance à la compression du béton. On
préférera dans cette étude se référer au module d’élasticité E et au coefficient de Poisson ν.
Le tableau 1.1 présente les plages de variations des propriétés mécaniques moyennes des bétons
courants, ρ représente la masse volumique du béton. Il existe également des bétons dits “hautes
performances” ayant des valeurs de Rc bien plus élevées pouvant atteindre 100 MPa ou plus.

Rc (MPa) Rt (MPa) E (GPa) ν ρ (kg.m−3)
12-60 1-5 20-40 0,15 - 0,30 2200-2400

Tab. 1.1 – Plages de variations des propriétés mécaniques moyennes des bétons courants,
d’après Dreux and Festa [1998].

Une autre propriété mécanique importante du béton est la porosité. Elle est définie comme le
volume total des vides contenus dans le béton pour 1 m3 de matériau. Cette porosité augmente
avec le rapport E/C et est en général comprise entre 11 et 18%. Elle est constituée de pores plus
ou moins inter-connectés, ainsi que de micro ou macro-fissurations. Les dimensions caractéris-
tiques des pores vont d’une dizaine de nanomètres au millimètre. Ils peuvent être remplis d’air
ou d’eau libre suivant la teneur en eau libre du béton. Cette teneur en eau libre désigne l’eau
présente dans les vides du béton et ne participant pas à l’hydratation du ciment. On recherche
particulièrement une faible porosité lors de la formulation du béton, qui assure une meilleure
résistance mécanique du béton. La porosité du béton dépend du rapport E/C, un rapport E/C
élevé induisant une plus forte porosité, mais également des conditions de cure ; l’hygrométrie doit
être maintenue élevée pendant la cure afin d’assurer la meilleure hydratation possible du ciment,
de même une augmentation de la durée de cure diminue le diamètre moyen des pores [Neville,
2000; Baron and Sauterey, 1982].

1.1.3.b Béton endommagé

Les causes de dégradation des bétons sont nombreuses, et ont pour conséquence d’alté-
rer les propriétés mécaniques du béton. Elles peuvent être principalement d’origines chimiques
(réactions alcali-granulats, carbonatation, attaques par des acides, des sulfates, des chlorures,
etc.), physiques (fissurations dues au chargement, gel-dégel de l’eau libre, etc.) [Grattan-Bellew,
1996; Breysse and Abraham, 2005], ou thermiques [Handoo et al., 2002]. Dans la majorité des
cas, une augmentation du degré de micro-fissurations ou de la porosité apparaît suite à des
dégradations[Torrenti et al., 1999], conduisant à une moins bonne perméabilité du béton d’en-
robage [Picandet et al., 2001]. Dans le cas de la carbonatation, la porosité peut cependant
diminuer [Papadakis et al., 1991; Villain et al., 2007].
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1.2 Évaluation non destructive des bétons

1.2.1 Enjeux

Le béton est donc un matériau dont les propriétés dépendent de sa formulation initiale, de
ses conditions de mise en oeuvre, et qui évoluent dans le temps en fonction de son environnement
et de différents types de dégradations qu’il est susceptible de subir. La connaissance et le suivi de
ses différentes propriétés mécaniques sont donc primordiaux pour la maintenance des ouvrages
de génie civil.

L’ensemble des ouvrages de génie civil, qui va des petits ouvrages simples aux grands ou-
vrages d’art comme les ponts, ou aux ouvrages particulièrement sensibles comme les enceintes
de confinements des centrales nucléaires, est un patrimoine vieillissant, dont certains atteignent
une cinquantaine d’années. Le problème du vieillissement du béton se pose en terme de coût
(coût de réhabilitation ou de remplacement) et de risque d’accidents allant jusqu’à des effon-
drements. Les dégradations et endommagements doivent donc être détectés le plus tôt possible
pour éliminer les risques, et limiter les coûts de réparation et de réhabilitation. Certains ouvrages
peuvent également parvenir en bon état au terme de la durée de vie pour laquelle ils ont été
conçus, et l’évaluation de l’état de santé de ces ouvrages peut permettre de décider ou non de
la prolongation de leur exploitation.

L’ensemble des méthodes d’évaluation du béton, qu’elles soient destructives ou non-destructi-
ves, peut alors apporter un diagnostic précieux aux exploitants de l’ouvrage. Elles peuvent, sui-
vant leur précision, être utilisées pour simplement détecter une altération des caractéristiques
des matériaux, localiser une zone endommagée, l’étendue de l’endommagement, ou même quan-
tifier précisément l’évolution de cet endommagement au cours du temps et prédire les évolutions
futures.

1.2.2 Principales méthodes

1.2.2.a Méthodes destructives

La plupart des propriétés des bétons sont en général évaluées par des essais sur des échan-
tillons ayant été confectionnés avec la même gâchée que les ouvrages (éprouvettes normalisées
16/32 par exemple) ou bien ayant été prélevés directement sur les ouvrages à ausculter [Bun-
gey and Millard, 1996]. Ces essais sont destructifs. Les mesures des résistances Rc et Rt sont
par exemple réalisées avec des presses (compression, traction par fendage, par flexion, etc.). La
porosité peut être déterminée par le volume de mercure ou d’eau qui peut être injecté dans le
béton [Baroghel-Bouny et al., 2007], ou encore par gamma-densimétrie [Villain et al., 2007].

L’utilisation de méthodes dites non destructives applicables in situ est primordiale dans les
cas où il est impossible de prélever un échantillon sur la structure, ou si l’on souhaite suivre
l’évolution d’une caractéristique au cours du temps. Les principales techniques d’auscultation
du béton couramment utilisées en génie civil sont présentées dans les ouvrages de Malhotra and
Carino [1991], Bungey and Millard [1996], ou Breysse and Abraham [2005].

1.2.2.b Mesures semi destructives

Une série de méthodes permet d’évaluer in situ la résistance mécanique en surface du béton.
Leur utilisation est assez répandue et est normalisée (norme européenne EN 13791).

Des scléromètres permettent de mesurer la dureté de la surface de béton. La hauteur de
rebond d’une masse projetée avec une certaine vitesse sur la surface du béton permet de remonter
à la résistance en surface du béton. Cet appareil ne donne qu’une information locale sur les
propriétés du béton.
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D’autres méthodes telles que les essais de résistance à la pénétration (sonde Windsor) ou des
essais d’arrachement d’une tige métallique scellée dans le béton (pull-out) fournissent également
des informations locales sur la résistance à la compression du béton en surface. Ces méthodes
sont partiellement destructrices car elles laissent des impacts et des trous dans le parement (que
l’on peut reboucher facilement).

Ces méthodes sont couramment utilisées sur les ouvrages et peuvent donner des informations
très utiles aux maîtres d’œuvres. Cependant, la précision reste faible et l’information n’est que
locale.

1.2.2.c Méthodes électrochimiques

Les méthodes électrochimiques permettent principalement de caractériser l’état de corrosion
des armatures métalliques. Elles se basent sur la mesure du passage d’un courant électrique dans
le matériau. La mesure du potentiel de corrosion, ou potentiel d’électrode, est par exemple très
couramment utilisée ; la mesure du potentiel de la pile électrochimique formée par l’armature
d’acier et une électrode de référence placée en surface du béton permet de remonter au degré de
corrosion de l’armature. On peut également citer les mesures de résistance électrique du béton,
et les mesures de résistance de polarisation (ou vitesse de corrosion).

1.2.2.d Mesures utilisant la propagation d’ondes

Les méthodes utilisant la propagation d’ondes et l’interaction de ces ondes avec le béton sont
parmi les méthodes ayant le plus grand potentiel pour l’évaluation non destructive du béton.
En effet, les propriétés de la propagation des ondes sont directement liées aux propriétés du
matériau dans lequel elles se propagent. Ces ondes peuvent être de type électromagnétiques ou
mécaniques et sont sensibles à des propriétés différentes du béton. Elles peuvent être utilisées
pour obtenir des informations à différentes échelles (millimétrique, centimétrique, ou de l’ordre
de la dizaine de centimètres) en fonction de la longueur d’onde utilisée [Breysse and Abraham,
2005].

Les méthodes utilisant la propagation d’ondes électromagnétiques sont les méthodes capa-
citives, résistives, ou les méthodes GPR (Ground Penetration Radar). Les ondes électromagné-
tiques à basse fréquence peuvent être utilisées pour détecter des éléments métalliques, et per-
mettre de localiser les armatures d’acier et d’en estimer le diamètre, ou la profondeur. Les gaines
métalliques des câbles de précontraintes peuvent également être localisées, ou encore la présence
de vides de grandes dimensions dans le béton (phénomène de “nid de cailloux”) [Raharinaivo
et al., 1998]. Ces ondes sont sensibles aux constantes diélectriques du milieu, et peuvent être
utilisées à plus hautes fréquences pour remonter, après étalonnage, à la teneur en eau [Derobert
et al., 2008].

Les méthodes utilisant des ondes mécaniques se basent sur la propagation d’ultrasons dans
le béton. Ces ondes sont sensibles aux propriétés mécaniques telles que les modules d’élasticité
et le coefficient de Poisson, ou encore le taux de porosité. Les méthodes les plus couramment
employées à ce jour sont l’impact écho, l’auscultation sonique (“pulse velocity”) et l’émission
acoustique. On peut également citer les méthodes basées sur la tomographie sismique ou les
ondes de surface mais qui sont moins utilisées. Les ondes acoustiques peuvent être employées
pour détecter des fissures, des vides, ou mesurer des épaisseurs. Les caractéristiques mécaniques
du béton peuvent également être évaluées après étalonnage.

Ces deux familles de méthodes fournissent des informations complémentaires mais néanmoins
corrélées [Villain et al., 2008]. La suite de ce travail porte uniquement sur la propagation des
ondes mécaniques dans le béton.
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1.2.3 Propagation ultrasonore

1.2.3.a Principes théoriques

Le terme “onde” représente la propagation des perturbations d’un milieu par rapport à sa
position d’équilibre. Dans le cas des ondes mécaniques, la perturbation est un déplacement u
d’une particule du milieu. Dans un milieu élastique homogène, en l’absence de forces extérieures,
on a la relation fondamentale de la dynamique [Royer and Dieulesaint, 1996, chap. 3] :

∇ · σ = ρü, (1.1)

où σ représente le tenseur des contraintes et ρ la masse volumique1.
En appliquant la loi de Hooke en milieu isotrope, élastique et homogène, qui donne une

relation contrainte-déformation entre σ et u en fonction des paramètres de Lamé λ et µ, on
obtient l’équation de propagation (Eq. 1.2) :

(λ+ 2µ)∇(∇.u)− µ∇× (∇× u) = ρü. (1.2)

On peut alors décomposer u en un potentiel scalaire φ et un potentiel vectoriel Ψ suivant la
décomposition de Helmholtz [Graff, 1991, chap. 5] :

u = ∇φ+∇×Ψ (1.3)

On a par ailleurs les relations générales 1.4 :

∇×∇f = 0 et ∇ · (∇× f) = 0 ∀f . (1.4)

Le potentiel scalaire φ décrit la propagation d’une onde de compression (onde P ou Primaire,
également appelée onde longitudinale) dont le déplacement se fait parallèlement au sens de la
direction de propagation. Le potentiel vectoriel Ψ décrit la propagation d’une onde de cisaille-
ment (onde S ou Secondaire, également appelée onde transverse), dont le déplacement se fait
dans un plan perpendiculaire à la direction de propagation.

Les équations 1.3 et 1.2 conduisent à deux équations propagatives de d’Alembert :











c2
p∇2φ− φ̈ = 0

c2
s∇2Ψ− Ψ̈ = 0

avec
cp =

√

λ+ 2µ
ρ

cs =
√

µ

ρ

(1.5)

où cp et cs sont des célérités des ondes P et S dans le matériau. En supposant des solutions
harmoniques en e−iωt, ω = 2πf représentant la pulsation pour la fréquence f , et t le temps, les
équations 1.5 conduisent aux équations de Helmholtz (Eq. 1.6) :







(∇2 + k2
p)φ = 0

(∇2 + k2
s)Ψ = 0

avec
kp = ω/cp

ks = ω/cs
(1.6)

où kp et ks sont les nombres d’onde associés aux ondes P et S.

La propagation des ondes dans un solide élastique homogène isotrope infini peut donc se faire
selon deux modes P et S, dont les célérités dépendent des propriétés mécaniques des matériaux

1Dans tout le document, on notera les quantités vectorielles ou tensorielles avec des caractères en gras, comme le
déplacement particulaire u ou le tenseur des contraintes σ, et les grandeurs scalaires avec des caractères normaux
(comme la masse volumique ρ ici). Les notations u̇ et ü désigneront respectivement les dérivées temporelles simples
et doubles du vecteur u.
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(coefficients de Lamé λ et µ). Les ondes P sont plus rapides que les ondes S. Il est également
possible d’exprimer ces coefficients en fonction d’autres constantes élastiques comme le module
d’Young E ou le coefficient de Poisson ν. On obtient alors les expressions suivantes (Eq. 1.7)
pour les célérités :



























cp =

√

E(1− ν)
ρ(1 + ν)(1− 2ν)

cs =

√

E

2ρ(1 + ν)

(1.7)

Malgré les fortes hypothèses ayant été faites lors du calcul (élasticité, isotropie, milieu infini
et homogène) ces expressions restent plus ou moins valables dans le cas de matériaux réels. Il
est donc possible de remonter aux propriétés mécaniques des matériaux, ou du moins de déceler
des changements de propriétés consécutives à un endommagement, en mesurant les célérités des
ondes.

1.2.3.b Ondes guidées

Les modes de propagation P et S sont appelées ondes de volume. Elles se propagent dans
tout le matériau et sont définies pour un milieu infini. En présence de conditions aux limites
liées au caractère fini du milieu (présence d’interfaces), d’autres types d’ondes apparaissent.

Onde de Rayleigh. L’onde de Rayleigh est l’onde de surface la plus couramment utilisée.
Elle a été décrite pour la première fois par Lord Rayleigh [1885]. Elle apparaît dans un milieu
semi-infini au voisinage de la surface libre, résultant d’interférences entre des ondes de volume P
et S. Le mouvement particulaire qui lui est associé est donc une combinaison de mouvements de
compression et de cisaillement, la composante cisaillante étant la plus importante au voisinage
de la surface. Son amplitude décroît avec la profondeur.

L’onde de Rayleigh est plus énergétique que les ondes P et S au voisinage de la surface, ce
qui la rend plus aisée à générer, observer et mesurer. Sa profondeur de pénétration est de l’ordre
de la demi-longueur d’onde. L’onde de Rayleigh, non dispersive en milieu homogène, devient
dispersive dans le cas d’un milieu dont les propriétés varient avec la profondeur. C’est cette
propriété qui en fait un outil efficace pour caractériser les matériaux stratifiés ou à gradient
continu de propriétés. On peut notamment citer leur utilisation en sismique [Aki and Richards,
1980] ou en exploration géophysique [Sheriff and Geldart, 1995; Lai and Rix, 1998].

Formalisation. La formalisation des ondes de Rayleigh est obtenue en ajoutant des condi-
tions de contraintes nulles en surface et d’atténuation avec la profondeur (les potentiels doivent
s’annuler à l’infini) sur le système d’équations 1.62. La célérité cr des ondes de Rayleigh en milieu
semi-infini élastique homogène et isotrope est alors solution de l’équation 1.8, dite équation de
Rayleigh :

q3 − 8q2 +

(

24− 16
c2
s

c2
p

)

q + 16

(

c2
s

c2
p

− 1

)

= 0, q =
c2
r

c2
s

. (1.8)

L’équation 1.8 est d’ordre 3 en q. Elle doit satisfaire la condition suivante afin d’avoir une racine
réelle :

0 < cr < cs < cp (1.9)

Une approximation de la solution pour un milieu réel (0 < ν < 0, 5) a été donnée par Viktorov
[1967] :

2Le développement de cette formalisation sera détaillé au chapitre 4.
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cr =
0, 87 + 1, 12ν

1 + ν
cs (1.10)

Dans le cas du béton où ν peut varier entre des valeurs extrêmes 0, 15 < ν < 0, 30, on a alors
l’approximation :

0, 90 cs < cr < 0, 93 cs (1.11)

La célérité des ondes de Rayleigh en milieu élastique, isotrope et homogène est donc très légè-
rement inférieure à la célérité des ondes de cisaillement dans le matériau.

Autres types d’ondes. On distingue par ailleurs d’autres types d’ondes en fonction de la
nature de l’interface. Lorsque le milieu semi-infini est surmonté d’une couche d’épaisseur finie,
on peut alors avoir une onde de Love, dont le déplacement est un cisaillement horizontal [Love,
1911]. Ces ondes sont également étudiées en sismique car elles causent des dégâts importants
lors de tremblements de terre.

On peut également citer les ondes de Stoneley qui se propagent le long d’interfaces entre
deux milieux semi-infinis. Lorsque il s’agit d’une interface entre un milieu solide et un milieu
fluide, on parle d’onde de Scholte, qui est couramment utilisée pour la caractérisation des fonds
marins [Rauch, 1980; Puech et al., 2004; Bohlen et al., 2004].

Enfin, les ondes de Lamb font référence aux ondes guidées entre les deux interfaces d’une
plaque [Lamb, 1904]. Ces ondes sont également très utilisées en contrôle non destructif sur
différents types de structures [Cawley and Alleyne, 1996; Gibson and Popovics, 2005; Prada
et al., 2005].

1.2.3.c Amortissement

En milieu élastique, une onde plane se propage jusqu’à l’infini. La notion d’onde plane est
une notion mathématique. Dans la réalité, les ondes ne sont pas planes, et les milieux ne sont
pas élastiques. L’énergie associée à une onde à un endroit et à un temps donné va diminuer avec
le temps et la distance de propagation. On parle alors d’amortissement. De nombreuses causes
peuvent être à l’origine de cet amortissement.

Amortissement géométrique. Dans le cas d’une source ponctuelle émettant des ondes de
volume en milieu isotrope, les fronts d’ondes sont des sphères concentriques. Le flux d’énergie
à travers chacune de ces sphères est conservé en l’absence d’autres phénomènes d’amortisse-
ment. Ainsi le flux d’énergie traversant une unité de surface diminue lorsque l’on s’éloigne de
la source. On parle alors d’amortissement ou de divergence géométrique, qui est présent même
en milieu non atténuant [Sheriff and Geldart, 1995]. L’amplitude A du déplacement à un point
d’observation situé à la distance d de la source décroît alors en 1/d pour les ondes de volume.

Dans le cas d’une onde de surface se propageant parallèlement à une surface libre, les fronts
d’ondes seront cylindriques et non plus sphériques. L’amortissement géométrique sera moins
important et se fera en 1/

√
d.

Pour une onde plane, la décroissance d’amplitude due à l’amortissement géométrique est
nulle.

Absorption. L’absorption désigne l’énergie convertie sous forme de chaleur lors des cycles de
“charge-décharge” de la déformation du matériau due au passage de l’onde. L’amplitude du dé-
placement lié au passage de l’onde va donc diminuer. Si le matériau est purement élastique, ces
cycles de charge-décharge ne dissipent pas d’énergie, dans le cas contraire on parle de matériaux
viscoélastiques. Sheriff and Geldart [1995, chap. 2] comparent les effets relatifs de l’atténuation



14 1 État de l’art et orientations d’étude

géométrique et de l’absorption dans le cas de la propagation dans les sols. Les effets de l’amortis-
sement géométrique sont prépondérants à faible distance de la source. Les effets de l’absorption
augmentent avec la fréquence et deviennent dominants à mesure que l’on s’éloigne de la source.

Les pertes par absorption sont en général traitées dans le cadre de la viscoélasticité linéaire.
On introduit une partie imaginaire aux nombres d’onde complexes kp = κp+iαp et ks = κs+iαs
des équations 1.6, avec les nombres réels κp = ω/cp et κs = ω/cs. Les solutions de ces équations
ont alors pour forme :

u(x, t) = u0 e−α(ω)x e−i(ωt−κx), (1.12)

avec κ = κp ou κs et α = αp ou αs. Les quantités α sont appelés facteurs d’amortissement et
dépendent de la fréquence. L’étude de la propagation des ondes en milieu viscoélastique sera
abordée plus en détail au chapitre 3.

Les mécanismes d’absorption peuvent également être décrits par un facteur de qualité Q,
défini de la manière suivante [Aki and Richards, 1980] :

Q =
2π

(fraction d′énergie perdue par cycle)
=

2πE
∆E , (1.13)

où ∆E est l’énergie perdue au cours d’un cycle de “charge-décharge” et E l’énergie maximale
fournie au cours du chargement. Il existe d’autres définitions du facteur de qualité Q [Bourbié
et al., 1986] mais qui sont équivalentes. Le lien entre le facteur de qualité Q et le facteur d’amor-
tissement α peut être approché de la manière suivante pour des facteurs de qualité suffisamment
grands :

Q ≃ πf

αc
, Q > 10. (1.14)

1.2.3.d Milieux hétérogènes

Diffraction par les hétérogénéités. Dans les milieux hétérogènes, la diffraction de l’onde
par les hétérogénéités peut également être la cause de la diminution de l’amplitude du champ
de déplacement observé avec la distance de propagation.

Lorsqu’une onde interagit avec une hétérogénéité du matériau, elle subit de la diffraction.
Une partie de son énergie est déviée et redistribuée dans tout l’espace (Fig. 1.3). L’onde qui se
propage dans la même direction que l’onde incidente après diffraction par l’hétérogénéité a donc
une amplitude plus faible. Cet effet de diffraction est plus ou moins marqué suivant la fréquence
de l’onde et le contraste entre l’hétérogénéité et le milieu avoisinant. Il est maximal lorsque la
longueur d’onde3 λ devient comparable à la dimension caractéristique de l’hétérogénéité D.

Fig. 1.3 – Diffraction d’une onde par une hétérogénéité.

Dans le cas du béton, les hétérogénéités peuvent être la porosité de la pâte de ciment,
ou les inclusions comme le sable et les granulats. Ces hétérogénéités sont très nombreuses, de
nature différentes et de dimensions différentes. Elles influent sur la propagation à différentes
échelles. On parle alors de diffraction multiple, ou plus communément de diffusion multiple, de
la dénomination anglaise multiple scattering (Fig. 1.4).

3Attention à ne pas confondre la longueur d’onde λ avec le premier paramètre de Lamé, noté λ.
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Fig. 1.4 – Diffraction multiple des ondes par les hétérogénéités.

Les ondes diffractées par les hétérogénéités subissent à leur tour d’autres évènements de
diffraction et peuvent ainsi parcourir une grande distance à l’intérieur du matériau, le long d’un
chemin tortueux, et éventuellement parvenir au point d’observation bien plus tard que l’onde
ayant parcouru un trajet direct.

Champ cohérent et incohérent. On distingue dans le champ ayant subi de la diffusion
multiple une partie cohérente, qui résiste à une moyenne sur plusieurs “réalisations du désordre”
(c’est à dire plusieurs configurations de diffuseurs différents statistiquement équivalentes [Foldy,
1945]), et une partie incohérente, qui est propre à une réalisation du désordre particulière.

Un champ moyenné sur le désordre est noté entre “crochets” 〈 〉. Un champ Φ représentant
une réalisation particulière du désordre pourra être décomposé de la manière suivante :

Φ = 〈Φ〉+ Φincoherent. (1.15)

Le champ cohérent 〈Φ〉 décrit une onde s’étant propagée dans un milieu homogène équivalent,
appelé également milieu effectif. La partie incohérente Φincoherent est composée de trains d’ondes
ayant parcouru un chemin plus ou moins tortueux dans le matériau en fonction des différents
évènements de diffusion rencontrés. Sur deux configurations différentes du désordre, ces champs
ne sont pas en phase puisqu’ils ont subi des évènements de diffusion différents. La moyenne sur
le désordre annule ces signaux déphasés et ne conserve que les signaux en phase de la partie
cohérente [Mamou, 2005]. On peut cependant étudier l’intensité moyenne du champ incohérent,
définie de la manière suivante :

〈I〉 = 〈|Φ|2〉 = Icoherent + Iincoherent (1.16)

Icoherent = |〈Φ〉|2 (1.17)

Iincoherent = 〈I〉 − |〈Φ〉|2 (1.18)

Au cours de la propagation, les effets de diffraction par les hétérogénéités transfèrent progres-
sivement l’énergie du champ cohérent vers le champ incohérent. L’amplitude du champ cohérent
décroît donc au cours de la propagation, entraînant une atténuation apparente supplémentaire.

Les ondes cohérentes sont les plus étudiées dans l’évaluation des matériaux hétérogènes car
elles contiennent des informations de vitesse et d’amortissement similaires à celles mesurables
sur des milieux homogènes. De nombreuses théories permettent de décrire ces ondes cohérentes,
principalement basées sur la définition d’un milieu homogène équivalent [Bourbié et al., 1986;
Foldy, 1945; Waterman and Truell, 1961]. Les ondes incohérentes sont généralement traitées
comme du bruit. Cependant, l’évolution temporelle de l’intensité incohérente peut être décrite
par un processus de diffusion d’énergie (transfert radiatif, approximation de diffusion) [Margerin,
2005], et apporter des informations sur les propriétés du matériau.

1.2.3.e Atténuation due aux hétérogénéités

Les facteurs d’amortissement α(f) du milieu effectif contiennent à la fois les effets de l’at-
ténuation géométrique, les effets de l’absorption et les effets de la diffusion multiple sur les
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différents types d’hétérogénéités rencontrés (porosité, sable, granulats).
En fonction du rapport entre la dimension caractéristique des hétérogénéités D et la longueur

d’onde λ, on peut définir 3 régimes de diffusion appelés domaines de Rayleigh, domaine stochas-
tique, et domaine de diffusion [Papadakis, 1965]. Dans chacun de ces régimes, l’amortissement
par absorption est considéré comme variant linéairement avec la fréquence f . L’amortissement
lié à la diffusion varie en fonction du domaine considéré.























λ≫ D ,Rayleigh α(f) = a1f + a2D
3f4

λ ∼ D , stochastique α(f) = b1f + b2Df
2

λ≪ D ,diffusion α(f) = c1f +
c2

D

(1.19)

Dans les équations 1.19, les termes a1, b1 et c1 sont des coefficients liés à l’absorption tandis que
les coefficients a2, b2 et c2 sont liés à la diffraction.

Le premier régime (dit de Rayleigh) correspond au cas où les longueurs d’onde sont grandes
devant les dimensions des hétérogénéités. C’est généralement le cas des hétérogénéités dues à la
porosité du matériau aux fréquences usuelles. Bourbié et al. [1986] précisent que dans le cas d’une
porosité inférieure à 20%, le comportement du matériau peut être assimilé à un comportement
viscoélastique.

1.2.4 Potentialité des méthodes ultrasonores pour l’évaluation des bétons

L’utilisation d’ultrasons est un outil très adapté pour l’évaluation non destructive des bétons.
La propagation des ondes dépend directement des propriétés mécaniques et structurelles du
béton. La célérité des différents types d’ondes dépend directement de propriétés mécaniques
telles que les coefficients de Lamé, le module d’élasticité ou le coefficient de Poisson. L’utilisation
des ondes de Rayleigh se propageant le long de la surface permet de donner des informations
sur le béton d’enrobage.

L’atténuation des ondes donne également des informations sur les propriétés du béton : ca-
ractère viscoélastique, porosité (pores et micro-fissurations), nature et dimensions des inclusions
rocheuses (sables et granulats). Cependant tous ces processus atténuants sont combinés et il est
difficile de distinguer simplement les contributions de l’un ou l’autre de ces phénomènes.

Le caractère fortement hétérogène et aléatoire du béton pose également le problème de
la répétitivité des mesures en différents endroits du béton. Une configuration particulière de
disposition/nature/forme des hétérogénéités rencontrées au cours de la propagation donnera des
paramètres de propagation spécifiques et non représentatifs du matériau.

1.3 Mesures expérimentales : revue

1.3.1 Présentation

Cette partie recense divers moyens expérimentaux utilisés par différents auteurs pour la
caractérisation non destructive des matériaux avec des ondes ultrasonores. Les ondes mécaniques
sont couramment employées pour le contrôle non destructif de différents types de matériaux
(contrôle de soudures, de matériaux composites, de béton hydrauliques ou bitumineux), ou bien
pour la caractérisation des sols (en vue de fondations, de forages, contrôle de l’état des routes,. . .).
Le plus souvent, ces matériaux sont de nature relativement complexes, pouvant être par exemple
hétérogènes, anisotropes, thermoélastiques, à gradient de propriétés, ou bien combiner plusieurs
de ces caractéristiques. Chaque type de matériau possède ses spécificités pour l’étude de la
propagation des ondes mécaniques, la mise en oeuvre des mesures et leur interprétation.
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On ne s’intéressera ici qu’au cas de mesures sur du béton. On s’intéressera tout d’abord aux
moyens de mesures pouvant être utilisés pour la génération ou la réception. Ensuite, l’interpré-
tation des résultats obtenus par différents auteurs permettra de souligner les difficultés pouvant
être rencontrés lors de mesure sur le béton en fonction de différentes caractéristiques comme le
taux de porosité, la teneur en eau ou la dimension des granulats.

1.3.2 Génération et réception

1.3.2.a Génération par “choc”

La génération d’ondes mécaniques peut être obtenue en appliquant une déformation locale,
en général due à un choc, à un endroit donné du matériau. Les fréquences obtenues par ce type
de source “à impact” sont d’autant plus élevées que la surface de contact entre l’impacteur et le
matériau est petite. Ainsi, l’utilisation d’un marteau ou d’une masse permet d’obtenir de très
basses fréquences (<1,5 kHz) [Larose et al., 2006], et l’impact d’une petite bille d’acier permet
d’obtenir des fréquences de l’ordre de 20 kHz [Wu et al., 1995; Lagarde et al., 2006].

Des fréquences pouvant aller jusqu’à 300 kHz peuvent être obtenues en utilisant une mine
de crayon [Aggelis and Shiotani, 2007, 2008]. Celle-ci est appuyée contre le béton jusqu’à sa
rupture, qui provoque un saut de déplacement en forme de fonction “échelon”. Un dispositif
similaire utilisant la rupture d’un capillaire en verre permet d’atteindre 1,5 MHz [Landis and
Shah, 1995].

L’avantage de ce type de source réside dans le fait qu’elles sont ponctuelles, ce qui permet
de bien localiser leur position et de limiter les effets de champ proche. Leur très faible coût et
la simplicité de leur utilisation sont également intéressants. Cependant, leur principal défaut
est d’être très peu énergétiques, ce qui limite les distances de propagation étudiées. De plus,
elles excitent tous les types d’ondes possibles (ondes de compression, de cisaillement, ondes de
surface, ondes de Lamb,. . .) suivant la géométrie du matériau étudié ce qui rend plus difficile
l’exploitation des résultats. Elles sont en outre assez peu répétitives.

1.3.2.b Utilisation de transducteurs

L’utilisation de transducteurs permet de contrôler la forme et la durée de l’impulsion afin
d’avoir une source répétitive et très énergétique. Les transducteurs sont constitués d’une pastille
piézo-électrique, qui peut se déformer sous la sollicitation d’un courant électrique ou bien générer
un courant électrique sous l’effet d’une déformation. Ils peuvent donc être utilisés à la fois en
émission et en réception et nécessitent d’être en contact avec le matériau à ausculter.

Ces transducteurs peuvent être résonnants à une fréquence donnée, ou large bande autour
d’une fréquence centrale, mais la largeur de bande utile n’est jamais très étendue (quelques
centaines de kHz). Ils émettent généralement des ondes de compression, mais certains peuvent
émettre des ondes de cisaillement [Ould-Naffa et al., 2002]. L’utilisation de sabot fixé au trans-
ducteur permet de favoriser la génération d’ondes de Rayleigh à la surface du béton [Piwakowski
et al., 2004]. Les transducteurs sont les moyens de génération et de détection les plus couramment
utilisés pour le contrôle non destructif des matériaux.

Les inconvénients majeurs des transducteurs sont leurs dimensions parfois importantes, allant
jusqu’à plusieurs centimètres de diamètre. On ne peut pas déterminer avec précision un point
d’émission équivalent ou un point de réception comme c’est le cas avec une source ou un récepteur
ponctuel. Un couplant (gel, eau, miel, colle) doit également être utilisé pour assurer un bon
couplage entre le transducteur et le matériau à ausculter, ce qui peut dégrader la répétabilité
des mesures, et allonger le temps de mise en place de la mesure.
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1.3.2.c Mesures sans contact

Des mesures sans contact ont été envisagées par différents auteurs afin d’éviter les problèmes
liés au couplage des transducteurs. Par exemple, Chaix [2003] utilise des hydrophones et immerge
ses échantillons dans de l’eau. Un dispositif similaire utilisant des sources à couplage par air évite
d’immerger les blocs [Purnell et al., 2004; Zhu and Popovics, 2005]. L’utilisation de ce type de
sources pour générer des ondes de surface nécessite un appareillage électronique d’asservissement
complexe [Piwakowski et al., 2008].

L’utilisation de lasers permet d’avoir des sources ou des récepteurs sans contact, large bande,
ponctuels, précis et rapides. Ils peuvent être utilisés comme source en abrasion ou en dilatation
thermique [Jacobs and Whitcomb, 1997]. Ces sources sont cependant peu énergétiques et peu
adaptées à un matériau très atténuant comme le béton. L’utilisation en réception est plus cou-
ramment utilisée. Grâce au principe de l’interférométrie, il est possible de mesurer de très petits
déplacements provoqués par le passage des ondes à la surface des matériaux [Royer and Dieule-
saint, 1989]. De telles sondes interférométriques ont été utilisées comme récepteurs sur du béton
[Koehler et al., 1996; Owino and Jacobs, 1999].

L’inconvénient des moyens de mesure sans contact réside principalement dans le coût très
élevé des appareils comme les interféromètres ou les sources laser, ou encore les dispositifs de
pilotage permettant de contrôler leur position. Ce type d’appareillage reste en général limité à
l’utilisation en laboratoire et est peu adapté aux mesures sur site pour le moment.

1.3.3 Auscultation sonique

La mesure de la vitesse des ondes dans le béton est classiquement utilisée aussi bien en labo-
ratoire que sur les ouvrages [Malhotra and Carino, 1991, chap. 7]. Cette méthode est également
normalisée par les normes Françaises [NF-EN-12504-4, 2005] et américaines [ASTM-C597-02,
2003], et il existe des appareils commerciaux complets permettant de réaliser ce type de mesures
(type PUNDIT).

Le principe général est de mesurer la vitesse de l’onde mécanique se propageant dans le béton
en transmission, en réflexion, ou à la surface. On utilise pour cela une paire de transducteurs,
l’un servant de source et l’autre le récepteur.

Cette méthode permet principalement de détecter entre autres choses une non uniformité
des propriétés de la structure, des grosses fissures ou des vides résultants par exemple de “nids
de cailloux”. Elle peut également être utilisée pour déterminer les modules d’élasticité ou les
coefficients de Poisson des structures, à partir des relations 1.7 et 1.10 [Zhou et al., 1995; Qixian
and Bungey, 1996; Wu et al., 1995]. Cependant, la vitesse mesurée dépendant également de
beaucoup d’autres paramètres du béton comme les hétérogénéités, la teneur en eau, les conditions
de cure, la température, la présence de micro-fissures, etc., les valeurs obtenues peuvent être très
différentes de celles obtenues par tests quasi-statiques de compression en laboratoire [Popovics,
1996], et l’emploi de cette méthode pour déterminer les valeurs E et ν en grande déformation
est déconseillée par la norme ASTM-C597-02 [2003].

1.3.4 Influence de la porosité

L’influence de la porosité du béton sur la propagation ultrasonore a principalement été
étudiée expérimentalement sur des échantillons de ciment ou de mortier contenant uniquement
du sable, pour s’affranchir des effets causés par la présence d’hétérogénéités de dimensions plus
importantes.



1.3 Mesures expérimentales : revue 19

1.3.4.a Porosité artificielle

Des adjuvants du béton appelés “entraîneurs d’air” permettent d’augmenter artificiellement
la porosité de la pâte de ciment. Ces adjuvants ont été utilisés par Punurai et al. [2006], générant
ainsi 10% de pores de 1 mm de diamètres dans des blocs de ciment. Chaix et al. [2006] ont
remplacé de tels pores par des billes de polystyrène de 1 à 2 mm de diamètre dans du mortier.
Les résultats montrent une très nette augmentation du facteur d’amortissement des ondes de
compression en présence de tels pores. Cet effet est d’autant plus important que la fréquence est
élevée (au delà de 500 kHz). Par ailleurs, la vitesse des ondes de compression diminue fortement
avec la présence des bulles d’air.

Des résultats similaires pour des bulles d’air de mêmes dimensions sont également observés
par des simulations analytiques et des mesures sur du mortier frais encore liquide, lors du suivi
de l’évolution du matériau au cours de la cure [Aggelis et al., 2005].

1.3.4.b Rapport E/C

La porosité des pâtes de ciment dépend directement du rapport E/C utilisé dans la formula-
tion. La dimension des pores est en général beaucoup plus petite que dans le cas d’une porosité
artificielle (10−3-103 µm), et la porosité peut varier de 11% à 18%.

À hautes fréquences (>1,5 MHz), sur des blocs de ciment ou de mortier dont le rapport E/C
varie de 0,45 à 0,65, des mesure en ondes de compression montrent que le rapport E/C influe
fortement sur le facteur d’amortissement [Vergara et al., 2001]. Par contre, des mesures similaires
à plus basses fréquences (inférieures à 800 kHz) montrent que les variations du facteur d’amor-
tissement en fonction du rapport E/C sont plus faibles [Philippidis and Aggelis, 2005]. Quelle
que soit la fréquence considérée, les mesures de vitesses des ondes de compression montrent une
très forte sensibilité avec le rapport E/C.

Des études similaires ont été réalisées sur du béton contenant cette fois des granulats de
taille importante (Dmax. = 37, 5 mm) [Philippidis and Aggelis, 2003, 2005] dans la bande de
fréquences 20-800 kHz. Les résultats sont globalement comparables à ceux obtenus sur du ciment
ou du mortier, mais du fait du plus grand degré d’hétérogénéité, les allures des courbes de vitesse
ou d’amortissement avec la fréquence présentent de brusques variations rendant plus difficile la
comparaison des résultats que dans le cas du mortier.

Que ce soit sur du ciment, du mortier ou du béton, des variations du rapport E/C influent
fortement sur les valeurs de vitesse. Les variations du facteur d’amortissement sont importantes
pour les plus hautes fréquences, mais sont relativement faibles en dessous de 1 MHz, la précision
de l’estimation de ces facteurs d’amortissement doit donc être très grande, ce qui est rendu
d’autant plus difficile par la présence des granulats.

1.3.4.c Micro-fissures

La présence de micro-fissures dans le mortier est étudiée par Aggelis and Shiotani [2007, 2008]
en introduisant des petites plaquettes de vinyle de différentes dimensions (de 15× 15× 0, 2 mm
à 30×30×0, 5 mm) et à différentes concentrations (de 1% à 10%). Les plaquettes sont orientées
aléatoirement suivant toutes les directions de l’espace. Une augmentation de la concentration
d’inclusions augmente considérablement les valeurs de vitesse de phase et d’atténuation pour
des fréquences inférieures à 300 kHz. Les mesures de vitesses montrent que les ondes de Rayleigh
sont beaucoup plus sensibles que les ondes de compression à ce type d’hétérogénéités ; les auteurs
attribuent cet effet au fait que le mouvement particulaire associé à l’onde de Rayleigh étant
elliptique, ces ondes sont plus sensibles à des fissures ou plaquettes orientées dans toutes les
directions, tandis qu’une onde purement de compression sera moins influencée par une plaquette
ou fissure orientée suivant sa direction de propagation.
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1.3.4.d Taux de saturation

La teneur en eau du béton représente le taux volumique d’eau libre dans le matériau, elle
peut être comprise entre environ 4 et 14%. On peut également l’exprimer en terme de taux de
saturation du béton, compris alors entre 0 (matériau complètement “sec”) et 100% (complète-
ment saturé), bien que ces valeurs extrêmes ne soient jamais atteintes en pratique. Ce taux de
saturation influe sur la vitesse de propagation des ondes mécaniques dans le béton [Ohdaira and
Masuyama, 2000] ainsi que dans des roches [Bourbié et al., 1986]. Un grand plan expérimental
a été monté dans le cadre du projet ANR-SENSO pour étudier notamment ces effets du taux
de saturation sur différents bétons [Villain et al., 2008; Piwakowski et al., 2008]. Ces études
montrent que la variation de vitesses de phase avec la teneur en eau est importante et ne varie
pas linéairement avec le taux de saturation.

1.3.5 Influence des inclusions rocheuses

1.3.5.a Sables

Owino and Jacobs [1999]; Jacobs and Owino [2000] ont tenté de quantifier les effets de l’ab-
sorption et de la diffusion par les sables sur l’amortissement des ondes de Rayleigh (200-1200 kHz)
dans du mortier, en utilisant les relations 1.19. Leur conclusion est que dans le mortier, les pertes
par diffraction sur les grains de sable (D = 1− 3 mm) sont négligeables par rapport à l’amortis-
sement intrinsèque, l’amortissement mesuré étant principalement linéaire avec la fréquence.

Chaix [2003] étudie dans sa thèse l’influence du taux de sable et des dimensions des grains
dans du ciment (D variant de 1 à 8 mm), dans la bande fréquentielle 250-1250 kHz. L’ajout de
sable dans le ciment provoque une augmentation des valeurs de vitesse et d’atténuation mesurées
pour les ondes P. Entre les mortiers contenant différents taux et différentes dimensions de grains
de sable, les différences ne sont visibles sur l’atténuation que pour les fréquences les plus élevées
(> 800− 1000 kHz). Les valeurs de vitesses sont très sensibles au taux d’inclusions pour toutes
les fréquences, mais assez peu aux dimensions des inclusions.

1.3.5.b Gros granulats

Dans le cas de granulats de dimensions plus importantes, l’évaluation de l’atténuation devient
plus délicate dans la même bande fréquentielle. En particulier, Landis and Shah [1995] présentent
des courbes d’atténuation des ondes P pour une pâte de ciment (“sans” inclusions), du mortier
“fin” (Dmax = 1 mm), du mortier “grossier” (Dmax = 5 mm) et du béton (Dmax = 10 mm).
L’allure de la courbe d’atténuation semble relativement uniforme avec la fréquence jusqu’à une
fréquence limite qui diminue à mesure que Dmax augmente (Fig. 1.5). Au delà de cette fréquence
limite, l’atténuation présente un saut important et a un comportement fréquentiel erratique : la
dimension des hétérogénéités devient comparable à la longueur d’onde et les effets de la diffusion
multiple deviennent alors très importants, le comportement des courbes d’amortissement reflète
le caractère aléatoire de la configuration d’hétérogénéités rencontrée au cours de la propagation.

ciment mortier fin mortier grossier béton D
max

= 10 mmD
max

= 5 mmD
max

= 1 mm

Fig. 1.5 – Variations de l’atténuation des ondes P pour différents Dmax, prises à différents
endroits des spécimens, d’après Landis and Shah [1995].
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Dans le cas de bétons ayant des granulats plus gros (Dmax = 37, 5 mm) la différence d’at-
ténuation des ondes P avec le mortier (Dmax = 4, 75 mm) est relativement faible pour des
fréquences inférieures à 100 kHz et augmente progressivement avec la fréquence [Philippidis and
Aggelis, 2005]. Cet écart est d’autant plus important et survient d’autant plus à basse fréquence
que le rapport E/C est élevé. Ces effets sont attribués à l’existence d’une zone interfaciale entre
les granulats et la pâte de ciment [Otsuki et al., 2000].

La vitesse de phase mesurée sur le béton est plus élevée que celle mesurée sur le mortier
quelle que soit la fréquence considérée.

1.3.6 Autres types d’études

En plus des paramètres de propagation tels que les vitesses ou les amortissements des ondes,
d’autres types d’études peuvent être menées pour caractériser le béton.

Intensité incohérente. Quelques études portent sur l’intensité incohérente. Elles sont inspi-
rées des études sur la coda sismique utilisant la théorie des transferts radiatifs [Margerin, 1998;
Larose, 2005]. La simplification de cette théorie conduit à décrire la décroissance temporelle de
l’intensité incohérente par une équation de diffusion. L’application de cette approximation sur
des mesures d’intensité incohérente sur du béton permet d’obtenir des observables comme le
coefficient de diffusion et un facteur d’amortissement [Anugonda et al., 2001; Becker et al., 2003;
Ramamoorthy et al., 2004].

L’intensité incohérente mesurée sur le béton à très basse fréquence peut également être traitée
avec des méthodes comme l’analyse du cône de rétro-diffusion ou encore de “l’interférométrie de
la coda” [Larose et al., 2006].

Paramètres de non linéarité. La non linéarité de la propagation des ondes donne entre
autre une réponse fréquentielle du matériau qui varie avec l’amplitude des sollicitations. Ces effets
peuvent également permettre de caractériser le degré d’endommagement du matériau [Bentahar,
2005; Payan, 2007].

Émission acoustique. Les méthodes d’émission acoustiques permettent “d’écouter” les bruits
produits lors de la formation de fissures ou micro-fissures dans le béton [Ouyang et al., 1991;
Grosse et al., 1997], ou encore produits par le frottement des bords de fissures déjà existantes.
Des techniques de traitement du signal des signaux non stationnaires sont nécessaires pour dis-
criminer les différents évènements d’émission acoustique dans des matériaux de type composite
[Marec et al., 2008].

1.4 Orientations de l’étude

1.4.1 Position de l’étude

L’objectif de l’étude est la caractérisation par ultrasons du béton d’enrobage, dont l’épaisseur
est de quelques centimètres (de 3 à 5 cm). Des ondes de Rayleigh ayant des longueurs d’onde
allant du millimètre à quelques centimètres permettront donc d’ausculter spécifiquement cette
partie du béton. L’ordre de grandeur de la vitesse des ondes de Rayleigh dans le béton étant de
2200 m.s−1, la bande de fréquences à utiliser ira de quelques dizaines de kHz à quelques centaines
de kHz.

Mortier. À ces fréquences d’étude, les résultats des études présentées dans les sections précé-
dentes montrent qu’une variation de la porosité (liée au rapport E/C) influera fortement sur la
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vitesse de phase des ondes. Les variations du facteur d’amortissement en fonction de la porosité
seront plus faibles pour les fréquences considérées, nécessitant une mesure et une évaluation très
précise de ces facteurs d’amortissement. De même l’effet de la diffraction par les plus petites
inclusions rocheuses comme les sables sera faible.

Les longueurs d’onde utilisées sont plus grandes que les dimensions des hétérogénéités, et
la propagation se fait dans le domaine de Rayleigh. Le mortier aura alors un comportement
similaire à un milieu homogène, dont les propriétés dépendent de celles du ciment, du sable, et
de la porosité. Les différents effets d’amortissement introduits par la porosité et le sable seront
assimilés à un comportement viscoélastique linéaire du matériau s’ajoutant à l’absorption.

Béton. A l’inverse les éléments les plus gros comme les granulats ou certaines fissures impor-
tantes ont des dimensions du même ordre de grandeur que les longueurs d’onde. Les effets de
diffraction par ces hétérogénéités seront importants. La proportion du champ incohérent sera
importante [Anugonda et al., 2001] et perturbera l’évaluation des propriétés de propagation (vi-
tesse et atténuation). Notamment, la mesure de l’atténuation donnera des résultats erratiques
dépendant de la configuration du désordre considérée [Landis and Shah, 1995]. L’autre consé-
quence de la diffusion multiple par les granulats sera l’introduction d’un effet d’amortissement
supplémentaire aux effets d’absorption et aux effets dus à la porosité ; l’amortissement observé
sur le béton contiendra des contributions de tous ces effets qu’il sera difficile de distinguer l’un
de l’autre.

Problématique générale. De part sa structure très complexe, l’étude du béton en utilisant la
propagation des ondes mécaniques est très délicate. Un grand nombre de facteurs (hétérogénéités
à différentes échelles, teneur en eau, formulation, conditions de cure, température, etc.) peut
influer sur la propagation, le plus souvent de manière combinés. Les résultats de mesure sont
donc difficiles à interpréter, notamment lorsqu’il s’agit d’isoler l’influence d’un seul de ces effets.

Une bonne interprétation des résultats de mesures sur du béton va donc passer par l’emploi
de méthodes de mesures expérimentales et de traitement de données permettant une évaluation
des paramètres de propagation (vitesse de phase ou de groupe et amortissement), avec une
précision suffisante pour pouvoir déceler de faibles variations de propriétés du béton. D’autre
part, l’emploi d’une modélisation analytique peut permettre de réaliser une étude de sensibilité
des mesures et d’aider à l’interprétation des résultats.

1.4.2 Approches pour la modélisation du béton

Une modélisation analytique de la propagation des ondes mécaniques dans le béton en te-
nant compte des différents phénomènes pouvant être observés expérimentalement, notamment
les effets de la diffusion multiple par les hétérogénéités, permettra de pouvoir interpréter plus
aisément les mesures obtenues. Notamment, l’influence de chaque paramètre (propriétés méca-
niques, dimensions d’hétérogénéités,. . .) sur la propagation pourra être étudiée plus simplement.

La diffusion multiple est principalement causée par les hétérogénéités ayant les dimensions
les plus importantes. Ce sont ici les granulats et dans une moindre mesure certaines fissures. On
n’étudiera pour le moment que des matériaux non endommagés dont on peut supposer qu’ils ne
présentent pas ou peu de fissures importantes. La pâte de mortier, contenant les éléments les
plus petits (ciment + sables + pores), sera considérée comme un milieu homogène, où les effets
de la diffraction des ondes sur les petites hétérogénéités sont peu importants. On assimilera les
manifestations de ces effets de diffraction à un comportement viscoélastique.

Le béton sera alors considéré comme un milieu diphasique composé d’une matrice de ciment
homogène et viscoélastique contenant des inclusions rocheuses (Fig. 1.6). Ces inclusions peuvent
avoir des dimensions et des formes très différentes en fonction de la granulométrie du matériau
et de la nature des granulats (granulats de rivières roulés ou de carrière concassés). On peut
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(a) Béton (b) Modèle de béton

Fig. 1.6 – Schéma représentant la modélisation qui est faite du béton pour les simulations
analytiques de la propagation d’ondes mécaniques.

approcher, pour simplifier les calculs, les formes des granulats par des sphères (cette approxima-
tion se rapprochant alors de granulats de type “roulés” issus de rivières), cependant, il faut tenir
compte des différentes dimensions de granulats présentes dans le matériau. Le cas de granulats
cylindriques sera également considéré en vue de comparer les résultats analytiques avec ceux de
simulations numériques 2D. L’intérêt sera porté dans un premier temps à la propagation d’ondes
de volume de compression ou de cisaillement, puis la modélisation sera étendue à l’étude des
ondes de Rayleigh.

Ce type de modélisation de propagation d’ondes dans le cas d’inclusions sphériques visco-
élastiques dans une matrice viscoélastique sera mené avec pour finalité la caractérisation du
béton. Ce type de modèle peut par ailleurs parfaitement être appliqué dans le cas de l’étude
d’autres matériaux hétérogènes comportant des inclusions de dimensions comparables aux lon-
gueurs d’ondes, comme par exemple les matériaux composites, certains aciers, ou certains sols.

1.4.3 Mesures expérimentales

L’étude bibliographique montre la nécessité d’obtenir des estimations de la vitesse ou de
l’amortissement des ondes avec une très grande précision. Pour cela, on s’oriente vers l’emploi
d’un dispositif d’acquisition utilisant l’interférométrie laser, qui a l’avantage de permettre des
mesures de grandes précisions, ponctuelles, reproductibles, automatisées et sans contact. Les
configurations expérimentales étudiées ainsi que les méthodes de traitements des données sont
inspirées des mesures géophysiques, qui sont particulièrement efficaces pour l’acquisition et le
traitement des ondes de surface. Les variations de teneur en eau influent fortement sur la pro-
pagation des ondes. Comme il est très difficile de connaître précisément la teneur en eau d’un
béton exposé à l’air ambiant, et que celle-ci peut varier avec les conditions atmosphériques, on
choisira d’étudier des bétons totalement saturés afin de garantir une teneur en eau proche de
100%, en conservant les échantillons immergés dans une eau additionnée de chaux.

Du fait du caractère hétérogène du matériau, il sera nécessaire lors des mesures expérimen-
tales de séparer les parties cohérentes et incohérentes du champ en moyennant les mesures sur
plusieurs réalisations du désordre. Cette approche a été faite par Chaix et al. [2006] avec des
ondes de compression, en répétant les mesures à différents endroits sur les échantillons et en
effectuant une moyenne spatiale. Des moyennes spatiales ont été également utilisées par [Aggelis
and Shiotani, 2007, 2008] sur des ondes de surface. Le champ cohérent ainsi obtenu permet
d’évaluer les vitesses et les atténuations du milieu homogène équivalent en s’affranchissant du
caractère aléatoire de la distribution spatiale des hétérogénéités. Le nombre de réalisations du
désordre à considérer pour obtenir une bonne évaluation du champ cohérent reste à déterminer.

Une fois le champ cohérent évalué par moyennage spatial, l’intensité incohérente moyenne
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peut également être extraite des mesures et fournir des informations supplémentaires sur le
matériau.
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Introduction

Le premier chapitre a montré la nécessité de tenir compte de la diffusion multiple causée
par l’interaction des ondes avec les hétérogénéités du béton ayant les dimensions les plus im-
portantes : les granulats. Une modélisation analytique du phénomène de la diffusion multiple
va permettre de décrire quantitativement l’influence de la présence de ces granulats sur la pro-
pagation. La description du comportement d’une onde en présence d’un ensemble aléatoire de
diffuseurs peut être aidée par l’analyse élémentaire de la réponse à une onde plane d’un unique
diffuseur en milieu infini.

2.1 Inclusion d’un diffuseur élastique dans une matrice élastique

2.1.1 Présentation du problème

2.1.1.a Description des diffuseurs

La forme des granulats dans le béton peut être relativement complexe et varie d’un granu-
lat à l’autre. L’onde se propageant aura à rencontrer un grand nombre de diffuseurs dont les
formes et les orientations varient. On va donc se restreindre à l’étude de diffuseurs identiques
et ayant une symétrie de révolution. Les granulats seront modélisés par des inclusions circu-
laires (cylindres infiniment longs) dans le cas 2D, et par des sphères dans le cas 3D. L’avantage
de ces géométries est qu’elles autorisent une résolution analytique par décomposition modale
(harmoniques cylindriques ou sphériques), ce qui simplifie grandement les calculs.

2.1.1.b Nature de la matrice

Le calcul de la diffraction d’une onde plane par des diffuseurs circulaires ou sphériques dans
un milieu élastique, homogène et infini a été présenté un grand nombre de fois dans la littérature.
Le cas le plus couramment étudié est celui d’une inclusion élastique dans une matrice acoustique
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(dans laquelle seules les ondes de compression peuvent se propager), notamment présenté par
Faran [1951] pour le cas du cylindre et de la sphère. Doolittle and Uberall [1966] ont reformulé
le calcul sous forme matricielle dans le cas du cylindre.

Le calcul tenant compte d’une inclusion élastique dans une matrice élastique est présenté par
Mow and Pao [1971] dans le cas de d’inclusions cylindriques et sphériques, le cas du cylindre a
été étudié numériquement par Liu et al. [2000]. Le fait de considérer une matrice élastique nous
oblige à tenir compte des potentiels de compression et de cisaillement, ainsi que des éventuelles
conversions de modes qui peuvent se produire lors de la diffraction par l’obstacle.

L’étude de la propagation des ondes de Rayleigh étant l’objectif à terme, il convient d’étudier
à la fois la réponse d’un diffuseur dans le cas d’une onde incidente de type P ou S.

Les propriétés des deux phases (mortier et granulats) utilisées dans ce chapitre pour les simu-
lations analytiques et numériques sont tirées de Schubert and Koelher [2004] et sont présentées
au tableau 2.1.

Tab. 2.1 – Propriétés du mortier et des granulats utilisées dans les simulations analytiques et
numériques, d’après Schubert and Koelher [2004].

Matériau cp (m.s−1) cs (m.s−1) ρ (kg.m−3)
Mortier 3950 2250 2050

Granulats 4300 2475 2610

2.1.2 Cas 2D : diffuseur cylindrique

2.1.2.a Notations

Fig. 2.1 – Position du problème : inclusion circulaire élastique Ω1 de rayon A dans une matrice
homogène élastique infinie Ω0. Les données relatives à l’inclusion sont indicées par 1 et celles
relatives à la matrice par 0.

La position du problème 2D est présentée en figure 2.1. Une inclusion circulaire de rayon A,
élastique, homogène et isotrope Ω1 est immergée dans une matrice homogène isotrope élastique et
infinie Ω0. La génératrice du cylindre est orientée parallèlement à l’axe x3. Les données relatives
à l’inclusion sont indicées par 1 et celles relatives à la matrice par 0. On note respectivement
ρ0 et ρ1 les masses volumiques des deux milieux, c0

p et c1
p les vitesses des ondes de compression,

c0
s et c1

s les vitesses des ondes de cisaillement. Γ désigne la frontière entre les milieux Ω0 et Ω1.
On définit également les coefficients de Lamé λj et µj pour chaque milieu (j=0 ou 1), avec
Πj = λj + 2µj le module de compression. Le problème est exprimé en coordonnées (r, θ, z) dans
la base (er, eθ,x3) et le milieu est infini dans la direction x3. L’inclusion est sondée par une onde
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incidente plane harmonique de type P ou S d’amplitude unitaire, se propageant dans la direction
θ = 0. La dépendance temporelle des champs en e−iωt sera implicite dans tout le chapitre.

On a vu à la section 1.2.3.a que le champ de déplacement uj dans chaque milieu Ωj se
décomposait en un potentiel scalaire φj lié à la compression et un potentiel vectoriel Ψj lié au
cisaillement (Eq. 1.3). Le problème étant invariant suivant x3, les problèmes P-SV (dans le plan
(er,eθ)) et le problème SH (suivant x3), seront découplés. Dans le but à terme d’étudier les
ondes de Rayleigh, on ne s’intéressera qu’au cas des ondes P et SV. Le potentiel de cisaillement
pour les ondes SV s’écrit Ψj = ψjx3. L’équation 1.3 devient alors, exprimée en coordonnées
cylindriques :

uj = ∇φj +∇× (ψjx3) =⇒



















ujr =
∂φj

∂r
+

1
r

∂ψj

∂θ
j = 0, 1

ujθ =
1
r

∂φj

∂θ
− ∂ψj

∂r
j = 0, 1

(2.1)

Les potentiels φj et ψj sont chacun solution d’une équation de Helmholtz :

∇2φj + (kjp)
2φj = 0 j = 0, 1 (2.2)

∇2ψj + (kjs)
2ψj = 0 j = 0, 1 (2.3)

avec kjp = ω/cjp et kjs = ω/cjs.
Par ailleurs, on décrit le champ u0 à l’extérieur de l’inclusion comme la somme de l’onde

incidente u0
inc. et du champ diffracté par l’inclusion u0

d. Ces champs pouvant par ailleurs avoir
une composante de compression u0

p et une composante de cisaillement u0
s :

u0 = u0
inc. + u0

d = (u0
p,inc. + u0

s,inc.) + (u0
p,d + u0

s,d) −→







φ0 = φ0
inc. + φ0

d

ψ0 = ψ0
inc. + ψ0

d

(2.4)

2.1.2.b Conditions aux limites

A l’interface Γ entre les milieux Ω0 et Ω1, on écrit les conditions aux limites correspondant
à un contact parfait ; continuité des déplacements, et continuité des contraintes normales.

en (r = A)































u1
r = u0

r (i)

u1
θ = u0

θ (ii)

σ1
rr = σ0

rr (iii)

σ1
θr = σ0

θr (iv)

(2.5)

Les contraintes s’expriment à partir de la loi de Hooke pour un milieu homogène isotrope [Liu
et al., 2000] :

σjrr = Πj

(

∂2φj

∂r2
+

1
r

∂φj

∂r
+

1
r2

∂2φj

∂θ2

)

− 2µj
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1
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∂φj

∂r
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1
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1
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∂ψj

∂θ
− 1
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∂2ψj

∂r∂θ

)

σjrθ = µj
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− 2
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∂φj

∂θ
+

2
r

∂2φj

∂r∂θ
+

1
r2

∂2ψj

∂θ2
− ∂ψj

∂r2
+

1
r

∂ψj

∂r

) (2.6)

Les potentiels diffractés à l’extérieur de l’inclusion doivent également s’annuler à l’infini suivant
la condition de Sommerfeld :

φ0
d ∼

1
k0
p

√
r
eik

0
pr ; ψ0

d ∼
1

k0
s

√
r
eik

0
sr ; r →∞ (2.7)
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Ces potentiels φ0
d et ψ0

d, solutions des équations 2.2 et 2.3, peuvent être écrits suivant une dé-
composition modale à l’aide des fonctions de Hankel de premier type d’ordre entier n à argument
réel x : H(1)

n (x) = Jn(x) + iYn(x), où Jn(x) et Yn(x) sont respectivement les fonctions de Bessel
de première et deuxième espèce [Abramowitz and Stegun, 1964]. À l’intérieur de l’inclusion, la
solution des équations 2.2 et et 2.3 devant être régulière en r = 0, les potentiels φ1 et ψ1 se
décomposent à l’aide des fonctions de Bessel de première espèce Jn.

Le problème se résout de manière indépendante en considérant une onde incidente purement
longitudinale (de type P) ou purement transversale (de type S).

2.1.2.c Expression des champs pour l’onde incidente de type P

Champ incident. Pour une onde plane incidente de type P dans le milieu Ω0 possédant une
amplitude de déplacement unitaire :

u0
inc.,p = eik

0
pr cos θ, (2.8)

le potentiel de l’onde plane incidente se décompose en [Mow and Pao, 1971] :

u0
inc.,p = ∇φ0

inc. → φ0
inc. =

1
ik0
p

eik
0
pr cos θ =

1
ik0
p

+∞
∑

n=0

ǫni
nJn(k0

pr) cos(nθ), (2.9)

où ǫn est le symbole de Neumann tel que :

ǫn =

{

1, n = 0
2, n ≥ 1 (n ∈ N)

(2.10)

Dans la matrice. Les ondes diffractées par l’inclusion φ0
p et ψ0

p peuvent être de type P ou S
(il peut y avoir des conversions de modes). Elles représentent des ondes divergeant de l’origine
(centre de l’inclusion) avec la condition de Sommerfeld 2.7, et peuvent alors se décomposer de
la façon suivante :

φ0
p = φ0

d,p + φ0
inc =

1
ik0
p

∞
∑

n=0

ǫni
na(p,0)

n H(1)
n (k0

pr) cos (nθ) + φ0
inc

ψ0
p = ψ0

d,p =
1
ik0
s

∞
∑

n=0

ǫni
nb(p,0)
n H(1)

n (k0
sr) sin (nθ)























dans Ω0 (2.11)

Les termes a(p,0)
n et b(p,0)

n sont des coefficients d’expansion à déterminer à partir des conditions
aux limites 2.5.

Dans l’inclusion. Pour l’expression des champs dans l’inclusion, on peut écrire :

φ1
p =

1
ik1
p

∞
∑

n=0

ǫni
na(p,1)

n Jn(k1
pr) cos (nθ)

ψ1
p =

1
ik1
s

∞
∑

n=0

ǫni
nb(p,1)
n Jn(k1

sr) sin (nθ)























dans Ω1 (2.12)

De la même manière que précédemment, a(p,1)
n et b(p,1)

n sont à déterminer à partir des conditions
aux limites 2.5.
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2.1.2.d Expression des champs pour une onde incidente de type S (SV)

Champ incident. De la même manière, pour une onde plane incidente de type S et d’ampli-
tude unitaire, on a :

u0
inc.,s = eik

0
sr cos θ. (2.13)

On écrit la décomposition modale du champ incident de type S de la même manière que
pour l’onde de compression.

u0
inc.,s = ∇× (ψ0

inc.x3) → ψ0
inc. =

i

k0
s

eik
0
sr cos θ =

i

k0
s

+∞
∑

n=0

ǫni
nJn(k0

sr) cos(nθ). (2.14)

Dans la matrice. A l’extérieur de l’inclusion le champ total peut s’écrire :

φ0
s = φ0

d,s =
1
ik0
p

∞
∑

n=0

ǫni
na(s,0)

n H(1)
n (k0

pr) sin (nθ)

ψ0
s = ψ0

d,s + ψ0
inc. =

i

k0
s

∞
∑

n=0

ǫni
nb(s,0)
n H(1)

n (k0
sr) cos (nθ) + ψ0

inc.























dans Ω0 (2.15)

Dans l’inclusion.

φ1
s =

1
ik1
p

∞
∑

n=0

ǫni
na(s,1)

n Jn(k1
pr) sin (nθ)

ψ1
s =

i

k1
s

∞
∑

n=0

ǫni
nb(s,1)
n Jn(k1

sr) cos (nθ)























dans Ω1 (2.16)

2.1.2.e Détermination des coefficients de diffraction

Le problème est traité séparément pour chaque type d’ondes incidentes P ou S. Il s’agit
de retrouver les coefficients de diffraction a

(type,j)
n et b(type,j)

n pour chaque mode n, chaque type
d’onde incidente (type = p, s) et dans chaque milieu (j = 0, 1). Pour cela, on écrit les conditions
aux limites à l’interface sur les déplacements et les contraintes (Eqs. 2.5) et on résout le système
linéaire ainsi obtenu. La résolution est détaillée en annexe A.

Une difficulté pour le calcul des solutions provient de la série infinie de modes n qui doit
être tronquée numériquement. Nous utiliserons les résultats de calculs intensifs effectués dans
le cas de problèmes similaires pour les ondes électromagnétique [Wiscombe, 1980; Barber and
Hill, 1990], afin de déterminer l’ordre de convergence N :

N = Max
(

Ent
(

4.05(k0
sA)1/3 + k0

sA
)

, Ent
(

k1
sA
))

+ N̂ , (2.17)

où Ent() est la fonction partie entière et N̂ un coefficient de sécurité, choisi par l’utilisateur
(typiquement N̂ = 10). On vérifie numériquement que la valeur de N donnée en 2.17 permet
bien d’obtenir la convergence des séries modales dans les cas considérés. En pratique, N est de
l’ordre de 12 ou 20 itérations, mais augmente avec la fréquence pour atteindre 80 pour les plus
hautes fréquences étudiées suivant les dimensions du cylindre.

2.1.3 Paramètres de diffraction

2.1.3.a Amplitude de diffraction (scattering function)

Définition. On considère une onde plane incidente de type P ou S, d’amplitude unitaire, et
on s’intéresse à l’amplitude de l’onde diffractée u0

d. En approximation de champ lointain cette
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onde est de type cylindrique, pondérée par un facteur d’anisotropie [Lin and Ishimaru, 1974] 1 :

u0
d(r, θ) = f(k0,k′)

eik0r

√
r
. (2.18)

Le facteur f(k0,k′) est appelé amplitude de diffraction en champ lointain2 dans la direction
k′ pour une onde incidente de vecteur d’onde k0. En deux dimensions, cette fonction ne dépend
que de l’angle θ entre ces deux vecteurs et de la fréquence ω. Elle est alors notée f(ω, θ) ou
encore simplement f(θ), la dépendance fréquentielle étant implicite pour la plupart des auteurs.

Suivant le type d’onde incidente et diffractée, on peut définir 4 amplitudes de diffraction
différentes : fpp(θ), fps(θ), fsp(θ) et fss(θ). La première lettre de l’indice indique le type d’onde
incidente, et la seconde le type d’onde diffractée.

Approximation de champ lointain. Les potentiels et déplacements du champ diffracté
s’expriment à l’aide de fonctions de Hankel H(1)

n (x), qui prend la forme asymptotique suivante
pour des arguments x élevés :

H(1)
n (x) ≈

√

2
πxe

i(x−nπ2 −
π
4 )

≈ 1−i
in
√
πx
eix

x→∞ (2.19)

Onde incidente de compression. Pour une onde incidente de compression P, les potentiels
du champ diffracté (Eqn. 2.11) prennent alors la forme asymptotique suivante pour k0

pr ≫ 1 et
k0
sr ≫ 1 :

φ0
d,p(θ, ω) =

−(1 + i)

k0
p

√

πk0
p

( ∞
∑
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ǫna
(p,0)
n cos (nθ)

)

eik
0
pr

√
r
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s

√

πk0
s

( ∞
∑

n=0

ǫnb
(p,0)
n sin (nθ)

)

eik
0
sr

√
r

(2.20)

Les déplacements particulaires du champ diffracté correspondant à ces potentiels sont déterminés
à partir de la relation 2.1 et développés à l’ordre 1 en r :

u0
d,p,r(θ, ω) = fpp(θ, ω)

eik
0
pr

√
r

; fpp(θ, ω) =
1− i
√

πk0
p

∞
∑

n=0

ǫna
(p,0)
n cos (nθ)

u0
d,p,θ(θ, ω) = fps(θ, ω)

eik
0
sr

√
r

; fps(θ, ω) = − 1− i
√

πk0
s

∞
∑

n=0

ǫnb
(p,0)
n sin (nθ)

(2.21)

Onde incidente de cisaillement. Pour une onde incidente de cisaillement, les expressions
des potentiels du champ diffracté en champ lointain s’écrivent :

φ0
d,s(θ, ω) =

−(1 + i)

k0
p

√

πk0
p

( ∞
∑

n=0

ǫna
(s,0)
n sin (nθ)

)

eik
0
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√
r

ψ0
d,s(θ, ω) =

1 + i

k0
s

√

πk0
s

( ∞
∑

n=0

ǫnb
(s,0)
n cos (nθ)

)

eik
0
sr

√
r

(2.22)

1On peut trouver des définitions sensiblement différentes mais équivalentes, par exemple pour Linton and
Martin [2005] :

u0
d(r, θ) =

√

2/(πk0r)f(k0,k
′)eik0r−iπ/4.

2on trouve généralement les termes anglais scattering function ou encore far field pattern.
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Ce qui conduit aux expressions suivantes pour les déplacements et pour les fonctions d’ampli-
tudes de diffraction, à l’ordre 1 en r :

u0
d,s,r(θ, ω) = fsp(θ, ω)

eik
0
pr

√
r

; fsp(θ, ω) =
1− i
√

πk0
p

∞
∑

n=0

ǫna
(p,0)
n sin (nθ)

u0
d,s,θ(θ, ω) = fss(θ, ω)

eik
0
sr

√
r

; fss(θ, ω) =
1− i
√

πk0
s

∞
∑

n=0

ǫnb
(p,0)
n cos (nθ)

(2.23)

2.1.3.b Sections efficaces

Flux énergétique. On définit le flux d’énergie dJ à travers un élément de surface infinitésimal
dS orienté suivant n 3.

dJ = ℜe (σ · u̇) · ndS =
1
2
(

σ · u̇ + σ̄ · u̇
)

· ndS =
iω

2
(σ · u− σ̄ · u) · ndS (2.24)

Dans le cas d’un cylindre infini, on considérera des flux d’énergie à travers un élément linéique dL
orienté suivant n par unité de longueur du cylindre afin de rester dans un cas à deux dimensions.

Pour une onde plane incidente P ou S se propageant suivant x1, on peut écrire les flux
d’énergie incidente J ip et J is par unité de longueur dL = 1 orientée suivant x1, suivant le type
d’onde incidente P ou S :

J ip = −ρ
0ω3

k0
p

et J is = −ρ
0ω3

k0
s

. (2.25)

Pour les ondes diffractées, on utilise les approximations en champ lointain pour les expressions
des déplacements et les contraintes. En considérant un élément linéique élémentaire dL = rdθ
orienté suivant er à la distance r du centre de l’inclusion, on obtient le flux d’énergie diffractée
à travers dL pour une onde incidente P :

dJdp (r, θ) = −ρ0ω3

(

|fpp(θ)|2
k0
p

+
|fps(θ)|2
k0
s

)

1
r
dL, (2.26)

de même dans le cas d’une onde incidente S :

dJds (r, θ) = −ρ0ω3

(

|fsp(θ)|2
k0
p

+
|fss(θ)|2
k0
s

)

1
r
dL. (2.27)

Afin d’étudier l’énergie totale Jdp ou Jds diffractée par l’obstacle, on intègre ce flux énergétique
sur un cercle de rayon b arbitraire concentrique avec l’inclusion. En approximation de champ
lointain, cette énergie totale diffractée ne dépend plus de b. On obtient alors :

J
d
type =

∫ 2π

0
dJdtype(b, θ) =

∫ 2π

0

dJdtype(b, θ)

dL
bdθ avec type = p, s (2.28)

Ce qui donne, après simplifications :

J
d
type = −2ǫ2nρ

0ω3

(

|a(type,0)
n |2
(k0
p)2

+
|b(type,0)
n |2
(k0
s)2

)

avec type = p, s (2.29)

3La notation z représente le conjugué du nombre complexe z
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Sections efficaces différentielles. En deux dimensions, les sections efficaces différentielles
dans la direction θ représentent le rapport du flux d’énergie diffractée par l’inclusion dans l’angle
élémentaire dθ, sur le flux incident par unité de surface :

σd,type(θ, ω) =
1

J itype

dJdtype
dθ

, avec type = p, s (2.30)

On peut séparer, pour une onde incidente donnée, le flux diffracté relatif aux ondes de compres-
sion et celui relatif aux ondes de cisaillement, pour visualiser les conversions de mode. Dans le
cas de la diffraction d’une onde incidente P par un cylindre, on peut montrer que :

σd,p→p(θ, ω) = |fpp(θ, ω)|2 et σd,p→s(θ, ω) =
k0
p

k0
s

|fps(θ, ω)|2, (2.31)

ainsi que dans le cas d’une onde incidente S :

σd,s→s(θ, ω) = |fss(θ, ω)|2 et σd,s→p(θ, ω) =
k0
s

k0
p

|fsp(θ, ω)|2. (2.32)

La section efficace différentielle illustre la direction angulaire et l’amplitude du flux rayonné.
On peut donc l’interpréter comme un diagramme de rayonnement de l’inclusion à une fréquence
donnée.

Dans le cas correspondant à une inclusion de granulat de 12 mm de diamètre (cylindre
infiniment long) dans du mortier, les sections efficaces différentielles sont tracées en figures 2.2
pour une excitation en onde P ou S. Les sections efficaces sont représentées normalisées par
rapport à leur maximum. Les fréquences considérées (50 kHz, 250 kHz, et 500 kHz) sont dans
la bande de fréquences utilisée lors de mesures sur du béton. Avec un granulat de 12 mm de
diamètre, les kA dans le mortier correspondant sont résumés dans le tableau 2.2.

Tab. 2.2 – kA correspondant aux fréquences étudiées pour l’étude des sections efficaces diffé-
rentielles.

50 kHz 250 kHz 500 kHz
k0
pA 0,5 2,4 4,8
k0
sA 0,8 4,2 8,4

Dans le cas de la diffusion “vers l’avant” (forward scattering) à θ = 0◦, ou de diffusion “vers
l’arrière” (backward scattering) à θ = 180◦, les termes σd,P→S et σd,S→P sont nuls, il n’y a pas
de conversion de mode. Les conversions de mode se font en dehors de la direction de l’onde
incidente. De plus l’allure du diagramme de rayonnement est équivalente quel que soit le type
de conversion de mode (P → S ou S → P ), cependant l’intensité diffère. Le nombre de lobes
secondaires pour les diagrammes de rayonnement augmente avec la fréquence.

Si l’on observe la diffraction sans conversion de mode (P → P ou S → S), l’intensité rayonnée
prédomine en rétro-diffusion (θ = 180◦) pour les basses fréquences et en transmission (θ = 0◦)
pour les fréquences plus élevées.

Section efficace totale. La section efficace totale est définie par le rapport du flux total
d’énergie diffractée par l’inclusion dans tout l’espace sur le flux d’énergie incidente par unité de
surface :

σt,type(ω) =
∫ 2π

0
σd,type(θ, ω)dL =

J
d
type

J itype
, avec type = p, s (2.33)

Les sections efficaces totales représentent en quelque sorte le pouvoir diffractant de l’inclusion
pour une fréquence donnée. En 2 dimensions, elles sont homogènes à des longueurs. On définit
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Fig. 2.2 – Sections efficaces différentielles normalisées pour les fréquences 50 kHz, 250 kHz, et
500 kHz, correspondant à un granulat de 12 mm de diamètre dans du mortier (en 2D).

alors les sections efficaces totales normalisées par le diamètre 2A du diffuseur, afin de comparer
la section efficace du diffuseur à sa section réelle. Le diffuseur aura un effet important sur la
propagation si sa section efficace normalisée est grande devant 1.

On peut également distinguer les contributions de chaque type d’onde diffractée pour visua-
liser les conversions de modes. Ainsi dans le cas d’une onde P incidente on obtient :

σt,p→p(θ, ω) =
∑

n

ǫ2n|a
(p,0)
n |2
Ak0

p

et σt,p→s(θ, ω) =
∑

n

k0
p

(k0
s)2

ǫ2n|b
(p,0)
n |2
A

, (2.34)

ainsi que dans le cas d’une onde incidente S :

σt,s→s(θ, ω) =
∑

n

ǫ2n|b
(s,0)
n |2
Ak0

s

et σt,s→p(θ, ω) =
∑

n

k0
s

(k0
p)2

ǫ2n|a
(s,0)
n |2
A

(2.35)

La figure 2.3 représente les différentes sections efficaces totales normalisées dans la bande
de fréquences 20-600 kHz (correspondant à k0

pA ≃0,2→6 et k0
sA ≃0,3→10). On observe que ces

sections sont beaucoup plus importantes quand les modes sont conservés que pour les conversions
de modes. En d’autres termes, l’énergie sera essentiellement redistribuée sans conversions de
modes. Le champs de cisaillement possède la plus importante section efficace, ce mode sera plus
facilement redistribué dans les autres directions de l’espace.
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Fig. 2.3 – Sections efficaces totales normalisées pour chaque mode dans le cas d’un granulat
cylindrique de diamètre 12 mm dans du mortier.

De même que pour les sections différentielles, les sections efficaces totales pour les conver-
sions de modes PS et SP possèdent le même comportement fréquentiel mais une amplitude
sensiblement différente.

2.1.4 Cas 3D : diffuseur sphérique

2.1.4.a Présentation

Notations. Dans le cas d’une inclusion sphérique, le déroulement du calcul est similaire à
celui de l’inclusion cylindrique. Il a été présenté par de nombreux auteurs dans le cas d’une
matrice élastique mais souvent seul le cas d’une onde incidente P était considéré [Johnson and
Truell, 1965; Mow and Pao, 1971; Brill and Gaunaurd, 1987; Korneev and Johnson, 1993]. On
se place en coordonnées sphériques (r,θ,ϕ) dont l’origine est prise au centre du diffuseur, la
convention d’orientation utilisée pour les coordonnées sphériques étant la convention internatio-
nale (Fig. 2.4). On considère une sphère de rayon A, éclairée par une onde incidente de direction
de propagation ez.

Potentiels. Dans le cas bidimensionnel, l’onde de cisaillement était polarisée suivant une droite
orthogonale à la direction de propagation et dans l’axe du cylindre (pour l’onde SH) ou orthogo-
nale à la direction de propagation et à l’axe du cylindre (pour l’onde SV), et les deux problèmes
étaient découplés. Ici, l’onde incidente de cisaillement est polarisée indifféremment dans un plan
orthogonal à la direction de propagation.

Les potentiels sont alors définis de la manière suivante [Brill and Gaunaurd, 1987] :

uj = ∇φj +∇×Ψj

avec Ψj = ∇× (ψjrer) +∇×
(

∇× (χjrer)
)

j = 0, 1
(2.36)

où φj est le potentiel scalaire associé à l’onde de compression et les potentiels ψj et χj sont
les potentiels scalaires de Debye associés à l’onde de cisaillement. Ces potentiels scalaires sont
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Fig. 2.4 – Inclusion sphérique élastique Ω1 de rayon A dans une matrice homogène élastique
infinie Ω0. Les conventions choisies pour les coordonnées sphériques du point M(r, θ, ϕ) corres-
pondent aux conventions internationales.

solutions des équations de Helmholtz suivantes :

∇2φj + (kjp)
2φj = 0 j = 0, 1 (2.37)

∇2ψj + (kjs)
2ψj = 0 j = 0, 1 (2.38)

∇2χj + (kjs)
2χj = 0 j = 0, 1 (2.39)

Champs incidents. Le problème sera traité séparément pour une onde plane incidente de
type P ou S. Dans les deux cas, l’onde plane incidente se propage suivant l’axe ez.

Pour une onde incidente de compression d’amplitude unitaire dont le déplacement particu-
laire se met sous la forme, u0

inc = eik
0
pzez le problème présente une symétrie de révolution autour

de l’axe z et est indépendant de l’angle ϕ.
Dans le cas d’une onde incidente de cisaillement, polarisée dans la direction ex, sous la

forme u0
inc = eik

0
szex la symétrie du problème est brisée, et les expressions des potentiels et

déplacements présenteront une dépendance à la fois en θ et en ϕ.
Comme dans le cas 2D, les champs à l’extérieur de l’inclusion s’écrivent comme la somme

du champ incident et du champ diffracté :

u0 = u0
inc + u0

d. (2.40)

Le calcul du déplacement associé à l’onde diffractée u0
d est réalisé en appliquant les conditions

aux limites de contact parfait à l’interface Γ (continuité des déplacements et des contraintes
normales). Ce calcul est détaillé en annexe B dans le cas d’une onde incidente de compression
et de cisaillement.

2.1.4.b Paramètres de diffraction en champ lointain

Amplitudes de diffraction. Les amplitudes de diffraction sont définies de la même manière
que dans le cas 2D (Eq. 2.18). Dans le problème tridimensionnel, le champ diffracté pour le
déplacement est décrit comme une onde sphérique pondérée par un facteur d’anisotropie f , sous
la forme générale suivante :

u0
d(r, θ, ϕ) = f(k0,k′)

eik0r

r
. (2.41)



2.1 Inclusion d’un diffuseur élastique dans une matrice élastique 37

f dépend donc de θ et de ϕ.
Les déplacements en champ lointain obtenus en annexe B (Eqs. B.25 et B.30) pour une onde

incidente de compression dans la direction ez sont :

u0
r,d = fpp(θ, ϕ)

eik
0
pr

r
; fpp(θ, ϕ) =

1
ikp0

∞
∑

n=0

(2n+ 1)anPn(cos θ) (2.42)

u0
θ,d = fps(θ, ϕ)

eik
0
sr

r
; fps(θ, ϕ) =

1
iks0

∞
∑

n=0

(2n+ 1)bn
∂Pn(cos θ)

∂θ
(2.43)

où an et bn sont des coefficients déterminés en appliquant les conditions limites en Γ et Pn les
polynômes de Legendre. Du fait de la symétrie de révolution autour de l’axe z dans le cas de
l’onde P incidente, le déplacement de l’onde de cisaillement diffractée par conversion de mode
sera toujours polarisé suivant us,d

0 = u0
θ,deθ.

Pour une onde incidente de cisaillement dans la direction ez et polarisée suivant ex, les
amplitudes des déplacements en champ lointain s’écrivent :

u0
r,d = fsp(θ, ϕ)

eik
0
pr

r
= − i

k0
p

∞
∑

n=1

an
(2n+ 1)
(n2 + n)

P 1
n(cos(θ)) cos(ϕ)

eik
0
pr

r

u0
θ,d = fssθ(θ, ϕ)

eik
0
sr

r
=

i

k0
s

∞
∑

n=1

(2n+ 1)
n (n+ 1)

(

bn
∂P 1

n(cos(θ))
∂θ

+ cn
P 1
n(cos(θ))

sin θ

)

cos(ϕ)
eik

0
sr

r

u0
ϕ,d = fssϕ(θ, ϕ)

eik
0
sr

r
= − i

k0
s

∞
∑

n=1

(2n+ 1)
n (n+ 1)

(

bn
P 1
n(cos(θ))

sin θ
+ cn

∂P 1
n(cos(θ))
∂θ

)

sin(ϕ)
eik

0
sr

r

(2.44)
où an, bn et cn sont des coefficients déterminés en appliquant les conditions limites en Γ et P 1

n

les premières fonctions associées de Legendre. Dans ce cas, l’onde de cisaillement diffractée us,d
0

sera polarisée avec une composante u0
θ,d et une composante u0

ϕ,d :

us,d
0 = u0

θ,d eθ + u0
ϕ,d eϕ. (2.45)

Le terme fss associé à l’amplitude complexe de l’onde de cisaillement sera donc déterminé à
partir de l’amplitude complexe de us,d

0.

fss(θ, ϕ) =
√

fssθ(θ, ϕ)2 + fssϕ(θ, ϕ)2. (2.46)

Limites en θ = 0 et θ = π.
Les polynômes de Legendre possèdent les propriétés suivantes :

lim
θ→0

Pn(cos θ) = 1 ; lim
θ→π

Pn(cos θ) = (−1)n, (2.47)

ainsi que

lim
θ→0

∂Pn(cos θ)
∂θ

= lim
θ→π

∂Pn(cos θ)
∂θ

= 0. (2.48)

On a alors les expressions particulières en θ = 0 et θ = π :














fpp(0) =
1
ik0
p

∞
∑

n=0

(2n+ 1)an et fpp(π) =
1
ik0
p

∞
∑

n=0

(2n+ 1)(−1)nan

fps(0) = 0 et fps(π) = 0

(2.49)

De la même manière les premières fonctions associées de Legendre ont pour propriétés :

lim
θ→0

P 1
n(cos θ) = 0 ; lim

θ→0

P 1
n(cos θ)
sin θ

= −n(n+ 1)
2

; lim
θ→0

∂P 1
n(cos θ)
∂θ

= −n(n+ 1)
2

(2.50)
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et

lim
θ→π

P 1
n(cos θ) = 0 ; lim

θ→π
P 1
n(cos θ)
sin θ

= (−1)n
n(n+ 1)

2
; lim

θ→π
∂P 1

n(cos θ)
∂θ

= (−1)n+1n(n+ 1)
2

(2.51)
Et on a alors dans le cas d’une onde incidente de cisaillement :















fss(0) =
∞
∑

n=1

2n+ 1
2

bn + cn
ik0
s

et fss(π) =
∞
∑

n=1

(−1)n
2n+ 1

2
bn − cn
ik0
s

fsp(0) = 0 et fsp(π) = 0

(2.52)

on remarque que les fonctions fss et fsp en θ = 0 ou θ = π ne dépendent plus de l’angle ϕ.
De même que pour le cas du cylindre, les amplitudes fps et fsp associées à des conversions

de mode pour la diffusion “vers l’avant” (θ = 0) et pour la rétro-diffusion (θ = π) sont nulles.

Sections efficaces différentielles. Les sections efficaces différentielles σd sont définies à par-
tir des amplitudes de diffraction de la même manière que dans le cas du cylindre (Eq. 2.30). Le
calcul de ces sections efficaces dans le cas d’un diffuseur sphérique est détaillé en annexe B.5.
Elles sont représentées en figure 2.5 dans le cas d’une sphère de 12 mm de diamètre avec les
propriétés du tableau 2.1. Le problème étant tridimensionnel, et les sections efficaces différen-
tielles ayant des formes relativement compliquées du fait de la combinaison de polynômes et de
fonctions de Legendre, on choisit de ne représenter que des coupes suivant certains plans.

Sur ces courbes, la direction de l’angle incident correspond à θ = 0 quelle que soit le type
de l’onde incidente. Tout comme dans le cas de l’inclusion cylindrique, les champs diffractés
sans conversion de mode ont une amplitude non nulle en diffusion “vers l’avant” (θ = 0) et en
rétro-diffusion (θ = π). Cette diffraction sans conversion de mode est de plus en plus pointée
vers l’avant lorsque la fréquence augmente.

Dans le cas de conversions de mode (P → S ou S → P ), les champs diffractés ont une
amplitude nulle en rétro-diffusion et diffusion “vers l’avant”. Le nombre de lobes secondaires en
dehors de la direction de propagation augmente avec la fréquence. On peut remarquer cette fois
encore les similitudes entre les allures des section efficace σd,P→S , ∀ϕ et σd,S→S(ϕ = 0), bien
que les intensités diffèrent. Cependant σd,S→S(ϕ = π/2) est nulle quel que soit l’angle θ.

Sections efficaces totales. Les sections efficaces totales sont définies de la même manières
que pour la cas du cylindre (Eq. 2.33), en intégrant les sections efficaces différentielles sur tout
l’angle solide. Le détail du calcul est présenté en annexe B.5. Elles sont représentées sur la
figure 2.6 dans le cas d’un granulat sphérique dans du mortier. Les sections efficaces totales
étant homogènes à une surface en 3D, elles sont représentées ici normalisées par rapport à la
section des sphères πA2.

Comme pour le cas du cylindre, les sections efficaces totales correspondant à des conversions
de modes sont très faibles. Ici, la section efficace σd,S→S est prépondérante. Elle présente un pic
vers 180 kHz, correspondant à k0

sA ≃ π : la longueur d’onde est alors similaire au diamètre de
l’inclusion (λ ≃ 2A). L’influence des diffuseurs sphériques sur la propagation des ondes S autour
de cette fréquence sera donc très importante. En dessous de 50 kHz, les longueurs d’ondes sont
grandes devant les dimensions des inclusions (k0

pA = 0, 5 et k0
sA = 0, 8) et l’influence de la

diffraction sera très faible.
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Fig. 2.5 – Sections efficaces différentielles normalisées pour les fréquences 50 kHz, 250 kHz, et
500 kHz, correspondant à un granulat sphérique de 12 mm de diamètre dans du mortier (en 3D).
Les fonctions sont représentées en fonction de la variable θ, l’angle ϕ étant fixé. L’onde incidente
se propage suivant la direction θ = 0.
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Fig. 2.6 – Sections efficaces totales normalisées pour chaque mode dans le cas d’un granulat
sphérique de diamètre 12 mm dans du mortier.
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2.2 Modélisation de la diffusion multiple

2.2.1 Développements théoriques

2.2.1.a Différentes approches

Les développements théoriques traitant de la diffusion multiple des ondes par des diffuseurs
aléatoirement répartis dans une matrice ont été largement traités dans la littérature. Diverses
approches sont possibles afin de prendre en compte les différentes interactions entre les diffu-
seurs ; le formalisme des “t-matrices” [Foldy, 1945; Twersky, 1962; Waterman and Truell, 1961]
et les formalismes utilisant des fonctions de Green et des approches diagrammatiques des inter-
actions entre les diffuseurs [Sornette, 1989; Sheng, 1995; Tourin et al., 2000]. Ces deux approches
présentent toutes deux dans un premier temps la description exacte du phénomène de diffusion
multiple dans un cas général, puis étudient la moyenne sur les différentes configurations du
désordre. Enfin, différentes hypothèses et approximations sont appliquées pour obtenir l’expres-
sion d’un nombre d’onde effectif, correspondant au milieu homogène équivalent.

2.2.1.b Formalisme de Green

Fonctions de Green en milieu homogène. La fonction de Green G0 dans milieu homogène
est solution de l’équation de Helmholtz suivante :

(△+ k2
0(ω))G0(ω, r, r′) = δ(r− r′). (2.53)

G0(ω, r, r′) correspond au champ généré au point r par une source ponctuelle de pulsation ω
placée en r′ dans le milieu homogène de nombre d’onde k0 = ω/c0. Le milieu homogène étant
invariant par translation, cette fonction ne dépend en fait que de la différence r − r′ et s’écrit
donc G0(ω, r− r′).

Ces fonctions de Green prennent les expressions suivantes :

G0(r, r′) =
i

4
H

(1)
0 (k0|r− r′|) en 2D

G0(r, r′) =
1

4π
eik0|r−r′|

|r− r′| en 3D
(2.54)

Fonction de Green en milieu hétérogène. Dans un milieu hétérogène où les propriétés
dépendent de la variable d’espace r, la fonction de Green G(r, r′) est solution d’une équation de
Helmholtz sous la forme suivante [Tourin et al., 2000] :

△G(r, r′) + k2(r)G(r, r′) = −(∇ log ρ(r).∇)G(r, r′) + δ(r− r′), (2.55)

avec k(r) = ω/c(r) le nombre d’onde du milieu hétérogène au point r. Le milieu n’étant pas inva-
riant par translation du fait des hétérogénéités, la fonction de Green dépend des deux variables
r et r′ [Sheng, 1995].

En considérant un milieu homogène de référence, de nombre d’onde k0, on peut exprimer les
variations de propriétés du milieu hétérogène sous la forme d’un opérateur V (r) = k2

0 − k2(r)−
(∇ log ρ(r).∇) appelé potentiel de diffusion. L’équation 2.55 devient alors :

△G(r, r′) + k2
0G(r, r′) = V (r)G(r, r′) + δ(r− r′). (2.56)

Si l’on choisit comme milieu de référence de nombre d’onde k0 la matrice entourant les diffuseurs,
l’équation 2.56 peut être vue comme la propagation d’une onde dans le milieu homogène qu’est
la matrice, avec un terme de sources supplémentaire lié à la présence des diffuseurs.
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Les solutions de l’équation différentielle 2.56 peuvent être exprimées en fonction des solutions
G0(ω, r− r′) de l’équation 2.53.

G(r, r′) = G0(r− r′) +
∫

G0(r− r1)V (r1)G(r1, r′)dr1 (2.57)

Développement de Born. La solution 2.57 est du type “fermée” car elle comporte le terme
G à la fois dans le terme de gauche et sous l’intégrale. On peut alors écrire cette équation suivant
un développement de Born à l’infini en remplaçant G(r1, r′) sous l’intégrale par le membre de
droite de l’équation 2.57 correspondant :

G(r, r′) = G0(r− r′) +
∫

G0(r− r1)V (r1)G0(r1 − r′)dr1

+
∫ ∫

G0(r− r1)V (r1)G0(r1 − r2)V (r2)G0(r2 − r′)dr1dr2

+ · · · . (2.58)

Cette équation détermine le champ généré en un point r de l’espace hétérogène par une source
ponctuelle placée en r′. Ce champ est la somme de différentes contributions correspondant aux
différents ordres de diffusion ;

– Le premier terme G0(ω, r− r′) correspond à l’onde s’étant propagée de r′ jusqu’à r dans
la matrice homogène sans rencontrer de diffuseurs.

– Le second terme regroupe l’ensemble des évènements de diffusion d’ordre 1 ou diffusion
simple. L’onde s’est propagée dans la matrice de r′ à r1 où elle a subi un évènement de
diffusion, puis s’est propagée de nouveau dans la matrice de r1 à r.

– Le troisième terme correspond à de la diffusion d’ordre 2. L’onde a subi deux évènements
de diffusion en r1 et r2 lors de son trajet. On peut remarquer que les positions r1 et r2

peuvent être égales, elles peuvent également appartenir au même diffuseur si ce dernier
est non ponctuel, ou bien appartenir à deux diffuseurs distincts.

– Et ainsi de suite pour tous les ordres de diffusions.
La somme est infinie, d’où l’impossibilité de déterminer une solution exacte au problème. On

remarquera que dans cette représentation, l’onde se propage toujours dans le milieu de référence
(ici la matrice), même si physiquement elle se propage également à l’intérieur des hétérogénéités.
Cette expression est exacte et est valable quel que soit le type de diffuseurs.

Des auteurs ont développé une approche diagrammatique qui illustre l’équation 2.58, notam-
ment explicitée par Mamou [2005]. L’avantage de l’approche diagrammatique est qu’elle permet
de classifier les évènements de diffusion en ensembles regroupant des évènements de diffusion
d’ordre de plus en plus élevés ; ensembles d’évènements de diffusion relatifs à un diffuseur donné,
ensembles relatifs à la diffusion dans plusieurs diffuseurs consécutifs sans “repasser” plusieurs
fois par le même diffuseur (diffuseurs décorrelés), ensembles comportant une corrélation entre
deux diffuseurs, deux corrélations, etc.

Diffusion simple : approximation de Born. L’approximation la plus simple consiste à ne
considérer que les deux premiers termes de l’équation 2.58 (première approximation de Born).
On se trouve alors dans le cas de la diffusion simple : le champ observé en un point de l’espace
a subi au plus un évènement de diffusion. Autrement dit pour chaque évènement de diffusion le
champ incident n’a pas rencontré d’autres évènements de diffusion auparavant, ne serait-ce qu’à
l’intérieur du même diffuseur. Cette approximation n’est valable que lorsqu’il y a un très petit
nombre de diffuseurs.
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2.2.1.c Champ cohérent, équation de Dyson

L’expression 2.57 implique que l’on connaisse exactement la position de chaque diffuseur
dans le milieu. En effectuant une moyenne sur toutes les configurations possibles des diffuseurs,
on peut mettre les expressions du champ moyen suivant une équation de Dyson :

〈G(r, r′)〉 = G0(r− r′) +
∫ ∫

G0(r− r1)Σ(r1 − r2)〈G(r2, r′)〉dr1dr2, (2.59)

où Σ(r1 − r2) est appelé “opérateur de masse”4. Ce terme prend en compte l’ensemble des
évènements de diffusion contribuant au champ moyen.

Le champ moyen étant invariant par translation, G(r, r′) ne dépend plus que de la différence
r− r′ et l’équation de Dyson s’écrit :

〈G(r− r′)〉 = G0(r− r′) +

∫ ∫

G0(r− r1)Σ(r1 − r2)〈G(r2 − r′)〉dr1dr2. (2.60)

Il est utile d’exprimer l’équation de Dyson 2.60 dans l’espace des nombres d’onde par trans-
formée de Fourier spatiale5. En remarquant que le terme contenant la double intégrale dans
l’équation 2.60 est un double produit de convolution, on a :

〈Ĝ(k)〉 = Ĝ0(k) + Ĝ0(k)Σ̂(k)〈Ĝ(k)〉. (2.63)

D’autre part G0 était une solution de l’équation 2.53, dont la transformée de Fourier spatiale
s’écrit :

(△+ k2
0(ω))G0(r− r′) = δ(r− r′) TF−−→ (−k2 + k2

0)Ĝ0(k) = 1. (2.64)

La moyenne sur les configurations du désordre de la fonction de Green prend donc la forme
simple suivante :

〈Ĝ(ω,k)〉 =
1

k2
0(ω)− Σ(ω,k)− k2

. (2.65)

La transformée de Fourier inverse de l’équation 2.65 est difficile à réaliser du fait de la dé-
pendance de l’opérateur de masse Σ avec le vecteur d’onde k. Il est cependant plus simple
d’effectuer des approximations sur ce terme plutôt que de les effectuer directement sur le champ
Ĝ. On peut notamment représenter Σ sous une forme diagrammatique, de la même manière que
l’équation 2.58, afin cette fois encore de classifier les évènements de diffusion.

2.2.2 Approximations

2.2.2.a Milieu effectif

En faisant quelques hypothèses, on peut considérer que Σ ne dépend que de la fréquence et
est indépendant de k. En pratique, on peut considérer que Σ est indépendant de k lorsque les
diffuseurs sont décorelés et que kA→ 0, donc quand la longueur d’onde λ devient grande devant

4Le terme anglais associé est self energy.
5On rappelle ici l’expression de la transformée de Fourier spatiale ĝ(k) d’une fonction g(r) :

g(r)
TF
−−→ ĝ(k) =

∫

g(r)e−ik.rdr, (2.61)

ainsi que quelques unes de ses propriétés :

(g ∗ f)(r) =

∫

g(r− r
′)f(r′)dr′

TF
−−→ ĝ(k)f̂(k)

δ(r)
TF
−−→ 1

△f(r)
TF
−−→ −k2f̂(k)

(2.62)
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la dimension caractéristique A des inclusions [Sheng, 1995]. Les diffuseurs sont assimilés à des
diffuseurs ponctuels rayonnant en champ lointain les uns par rapport aux autres ; on parle alors
de milieu dilué [Tourin et al., 1999].

On peut dans ce cas obtenir simplement l’expression du champ cohérent 〈G(r, r′)〉 par trans-
formée de Fourier inverse de la relation 2.65, sous la forme :

(△+ k2
e(ω))〈G(r− r′)〉 = δ(r− r′), (2.66)

en posant :
k2
e(ω) = k2

0(ω)− Σ(ω). (2.67)

Sous cette approximation, le champ cohérent obéit à une équation de Helmholtz dans un milieu
homogène effectif, caractérisé par le nombre d’onde effectif ke. On parle souvent d’homogénéisa-
tion du milieu. Σ étant en général une valeur complexe, le milieu effectif aura un nombre d’onde
dont la partie imaginaire sera non nulle. Le milieu effectif sera donc un milieu atténuant.

2.2.2.b Independent Scattering Approximation

L’Independent Scattering Approximation (ISA) revient à ne considérer dans le développement
diagrammatique de Σ que le premier terme. On tient compte de la diffusion multiple jusqu’à un
ordre infini en excluant tous les ensembles d’évènements de diffusion comportant une corrélation
entre les diffuseurs (chaque diffuseur ne peut être atteint qu’une fois lors d’une chaîne de diffu-
sion) [Mamou, 2005]. Du fait de la non prise en compte des corrélations entre les diffuseurs, on
peut également interpréter l’ISA comme le fait que le champ qui éclaire un diffuseur en un point
reste le même, que ce diffuseur soit présent ou non, mais dépend de tous les autres diffuseurs du
milieu.

Cette approximation a été explicitée par de nombreux auteurs, notamment dans le cas de
la diffusion d’ondes électromagnétiques [Lagendĳk and van Tiggelen, 1996]. L’expression de Σ
dans le cadre de l’ISA est en général écrite de la manière suivante :

Σ = n〈k0|t|k0〉, (2.68)

où n est la densité de diffuseurs dans le milieu et le terme écrit sous la forme 〈k′|t|k′′〉 est un
opérateur de transition qui décrit le comportement d’une onde de vecteur d’onde k′ qui arrive
sur un diffuseur et est diffractée dans la direction k′′. Ce terme 〈k′|t|k′′〉 est lié aux fonctions
d’amplitude de diffraction en champ lointain du diffuseur, ainsi qu’aux fonctions de Green de la
matrice homogène en champ lointain, et sera explicité dans le paragraphe suivant. Dans le cadre
de l’ISA, les vecteurs d’onde k0 de l’onde incidente et diffractée sont les mêmes, on ne considère
que la diffusion “vers l’avant”, de plus l’approximation de milieu dilué justifie de se placer en
champ lointain par rapport aux diffuseurs.

Le nombre d’onde du milieu effectif est donc simplement exprimé en fonction du nombre
d’onde dans la matrice, de la densité de diffuseurs et de l’opérateur de transition correspondant
au comportement en diffusion “vers l’avant” d’un diffuseur en champ lointain.

k2
e(ω) = k2

0(ω)− n〈k0|t|k0〉. (2.69)

L’avantage de ce type de notation est qu’elle est valable aussi bien dans le cas 2D que dans le
cas 3D.

2.2.2.c Expressions de l’ISA en milieu élastique

L’ISA appliquée aux ondes mécaniques a été développée et étudiée dans des milieux dont
la matrice est acoustique, où seules les ondes de compression se propagent (par exemple pour
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l’inclusion de tiges d’acier dans de l’eau [Tourin et al., 1999; Mamou, 2005]). Dans le cas de
matériaux à matrice élastique, il faut distinguer le cas de la propagation des ondes de compres-
sion et des ondes cisaillement, ainsi que des conversions de mode qui peuvent survenir lors de
l’interaction avec les diffuseurs. On doit alors définir deux nombres d’onde effectifs kp,e et ks,e
correspondant aux ondes P et S pour caractériser le milieu effectif. Ces nombres d’onde en milieu
élastique s’écrivent de la manière suivante :

k2
p,e(ω) = k2

p,0(ω)− n〈kp,0|t|kp,0〉

k2
s,e(ω) = k2

s,0(ω)− n〈ks,0|t|ks,0〉
(2.70)

On peut exprimer les opérateurs de transition en fonction des amplitudes de diffraction en
champ lointain fpp et fss calculées pour un diffuseur cylindrique ou sphérique en section 2.1. On
obtient alors dans le cas de cylindres :

en 2D



















k2
p,e = k2

p,0 + n
4
√

πkp,0
1 + i

fpp(θ = 0)

k2
s,e = k2

s,0 + n
4
√

πks,0
1 + i

fss(θ = 0)

, (2.71)

et dans le cas de sphères :

en 3D







k2
p,e = k2

p,0 + 4πnfpp(θ = 0, ϕ = 0)

k2
s,e = k2

s,0 + 4πnfss(θ = 0, ϕ = 0)
. (2.72)

Les nombres d’onde effectifs obtenus sont complexes. On peut alors définir pour le milieu
effectif une vitesse de phase effective ce(ω) et une atténuation effective αe(ω), pour les ondes P
et S, définies de la manière suivante :

kp,e(ω) =
ω

cp,e
+ iαp,e

ks,e(ω) =
ω

cs,e
+ iαs,e

(2.73)

L’ISA ne tenant compte que de la diffusion “vers l’avant” sur les diffuseurs, les amplitudes
de diffraction en champ lointain sont prises pour des angles θ = 0 et ϕ = 0. Or pour ces angles
les termes correspondant à des conversions de modes sont nuls, on a :

fps(θ = 0) = fsp(θ = 0) = 0 en 2D

fps(θ = 0, ϕ = 0) = fsp(θ = 0, ϕ = 0) = 0 en 3D
(2.74)

L’ISA prend donc bien en compte les conversions de modes qui surviennent à chaque interaction
avec les hétérogénéités.

2.2.2.d Autres modèles pour l’homogénéisation

La modélisation du nombre d’onde effectif ke a donné lieu à d’autres théories d’homogénéi-
sation. En utilisant un autre formalisme et en considérant que les diffuseurs sont ponctuels et
rayonnent de manière isotrope (les fonctions de champ lointain ne dépendent pas de l’angle de
diffraction), Foldy [1945] avait obtenu une formule similaire à celle de l’ISA.

Parmi les généralisations de l’approche de Foldy, on peut entre autres citer la théorie de
Waterman and Truell [1961], similaire à ISA mais tenant compte également d’un terme d’ordre
deux faisant intervenir de la rétro-diffusion :

k2
e = k2

0 − n〈k0|t|k0〉+
(

n

2k2
0

)2 (

〈k0|t|k0〉2 − 〈k0|t|−k0〉2
)

. (2.75)
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Cette théorie de Waterman-Truell est la plus couramment utilisée dans les problèmes de
diffusion multiple, par exemple pour l’étude de la porosité dans les roches [Bourbié et al., 1986],
dans du béton [Chaix, 2003], ou dans du ciment encore liquide [Aggelis et al., 2005].

La théorie de Waterman-Truell a été remise en cause par Lloyd and Berry [1967], dont les
travaux ont été explicités par Linton and Martin [2005], basés sur l’Approximation Quasi Cris-
talline (QCA) développée par Lax [1952] et en prenant en compte différemment les corrélations
entre les diffuseurs. Linton et Martin aboutissent à la relation 2.76 dans une matrice acoustique
et en deux dimensions :

k2
e = k2

0 − 4inf∗(0) +
8n2

πk2
0

∫ π

0
cot(θ/2)

d
dθ

[f∗(θ)]2 dθ (2.76)

où f∗(θ) est l’amplitude de diffraction en champ lointain, mais avec une définition légèrement
différente de celle explicitée en Eq. 2.18, dont le lien avec la définition de f utilisée dans ce
document est :

f∗(θ) =

√

πk0

2
ei
π
4 f(θ). (2.77)

Cependant, l’étude des amplitudes de diffraction en champ lointain f dans le cas d’une
matrice élastique a montré que pour des angles différents de θ = 0 et θ = π, les termes corres-
pondant à des conversions de modes fps et fsp étaient non nuls. La relation 2.76 faisant intervenir
la diffraction par les inclusions pour tous les angles θ de l’espace, elle ne pourra pas prendre en
compte correctement les conversions de modes.

On choisit donc de n’étudier que les modèles de l’ISA et de Waterman-Truell pour l’étude
en milieu élastique, ces relations ne faisant intervenir que la diffusion “vers l’avant” ou la rétro-
diffusion.

2.2.3 Application aux bétons

2.2.3.a Validité des modèles d’homogénéisation

Les différents modèles d’homogénéisation partent pour la plupart de l’hypothèse du milieu
dilué pour définir le milieu effectif. Ils sont en théorie valables pour des diffuseurs de dimensions
petites devant la longueur d’onde et interagissant en champ lointain. L’hypothèse de diffraction
des diffuseurs en champ lointain implique des distances entre les diffuseurs d’autant plus grandes
que le contraste entre les diffuseurs et la matrice est élevé, rendant l’influence de ces diffuseurs
sur la propagation importante. Cependant, les limites de validité de ces modèles ne sont pas
clairement établies.

Expérimentalement, ces modèles ont été étudiés en 2D dans le cas de tiges d’acier de 0.8 mm
de diamètre immergées dans de l’eau [Derode et al., 2006], montrant que ces modèles donnent
des résultats satisfaisants pour de faibles concentrations de tiges (moins de 10% en surface).
Cependant dans ce cas, le contraste entre les diffuseurs en acier et la matrice fluide est très
important.

Le béton ne peut pas être considéré comme un milieu dilué, les granulats représentant environ
50% du volume total. L’hypothèse de diffuseurs très petits devant la longueur d’onde n’est
également pas vérifiée pour les plus gros de ces granulats. Enfin, les distances entre les granulats
étant très faibles du fait de leur quantité élevée, l’hypothèse d’interaction en champ lointain ne
semble pas non plus vérifiée, et des corrélations entre des granulats proches ne pourront peut
être pas être négligées. A première vue, le béton ne semble donc pas vérifier les hypothèses des
modèles d’homogénéisation.

Cependant, bien que la fraction volumique de granulats soit importante, la densité n de
granulats par unité de volume ne sera pas si élevée, du fait de leurs grandes dimensions. Le
contraste entre le mortier et les granulats est également beaucoup plus faible que entre de
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l’acier et de l’eau. L’influence des granulats sur la propagation sera relativement faible, et on
peut supposer dans ces conditions que des modèles de type ISA peuvent donner des résultats
satisfaisants.

2.2.3.b Exemples de résultats numériques

L’allure des courbes de dispersion et d’amortissement du milieu effectif déterminées par les
méthodes ISA et Waterman-Truell sont présentées en figures 2.7 et 2.8 pour les cas 2D et 3D.
Les paramètres relatifs au mortier et aux granulats sont ceux du tableau 2.1. Le rayon/diamètre
des granulats est de 12 mm et la concentration surfacique/volumique est de 40%. On étudie
pour le moment une très large gamme de fréquences, de 10 kHz à 1.4 MHz.
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Fig. 2.7 – Courbes de dispersion en vitesse de phase effective obtenues pour les modèles d’ho-
mogénéisation ISA ou Waterman-Truell (WT) en 2D ou 3D.
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Fig. 2.8 – Courbes d’amortissement effectif pour les modèles d’homogénéisation ISA ou
Waterman-Truell (WT) en 2D ou 3D.

Que ce soit dans le cas 2D ou 3D, les modèles ISA et Waterman-Truell conduisent à des
résultats très semblables. La seule différence notable est visible sur la vitesse de phase des ondes
P pour les plus basses fréquences (< 50 kHz), ce qui correspond aux plus grandes longueurs
d’ondes. Les termes d’ordre supérieurs pris en compte par le modèle de Waterman-Truell res-
tent donc négligeables dans notre cas, en particulier la rétrodiffusion n’est importante qu’à
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basses fréquences (voir les Fig.2.5). Par la suite, on ne considérera que le modèle ISA pour nos
simulations.

La différence entre les résultats donnés par le calcul 2D et 3D est très faible dans le cas des
ondes de compression. En 3D, la dispersion effective des ondes P est légèrement plus faible et
l’amortissement légèrement moins important que pour le cas 2D. Ces écarts augmentent avec
la fréquence mais sont négligeables. Dans le cas des ondes de cisaillement, les résultats sont
très différents. Quel que soit le cas 2D ou 3D, les courbes de vitesse et d’amortissement pour le
milieu effectif présentent une forte variation aux alentours de 150 kHz (correspondant à un ksA ≈
2, 5), lorsque les longueurs d’onde sont comparables avec les dimensions caractéristiques des
granulats. Ce pic est beaucoup plus important pour un diffuseur sphérique, mais provoque une
chute de la vitesse effective vers 150 kHz alors que le diffuseur 2D provoque une augmentation.
L’amortissement effectif des ondes S est plus important en 3D que en 2D à basse fréquence, mais
au delà de 300 kHz, l’amortissement est près de deux fois plus faible en 3D que en 2D.

2.2.3.c Prise en compte de la granulométrie

Les modèles d’homogénéisation de type ISA supposent une taille unique de granulats. On
peut néanmoins étendre le résultat à une distribution de granulats par linéarité [Waterman and
Truell, 1961]. Pour chaque taille de granulats, on note ni la densité de granulats et 〈k0|t|k0〉i
l’opérateur de transition relatif à la taille i. On écrit alors :

k2
e = k2

0 −
∑

i

ni〈k0|t|k0〉i. (2.78)

Suivant la formulation utilisée lors de la fabrication du béton, les courbes de granulométries
auront des allures sensiblement différentes (voir par exemple la figure 1.2). On considérera que
la distribution de granulats est similaire à une loi normale centrée autour d’un diamètre moyen
dmoy avec un écart-type σg. La courbe de granulométrie suit alors la fonction de répartition de
cette loi normale qui s’exprime de la manière suivante :

1
2

(

erf

(

d− dmoy
σg
√

2

)

+ 1

)

, (2.79)

dont l’allure est présentée sur la figure 2.9 pour dmoy = 10 mm et σg = 3 mm.
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Fig. 2.9 – Courbe de granulométrie modélisée par une fonction de répartition de la loi normale
(diamètre moyen de dmoy = 10 mm et écart-type de σg = 3 mm).

Les effets de la prise en compte de la granulométrie sont présentés en figure 2.10 pour
le cas 3D. On compare les courbes de dispersion et d’atténuation obtenues avec une courbe
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granulométrique du type de celle de la figure 2.9 avec les courbes obtenues en considérant une
dimension fixe de granulat d = 12 mm. Dans les deux cas on prend un taux volumique de
granulats de 40%.
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Fig. 2.10 – Influence de la granulométrie sur les paramètres effectifs de propagation calculés
avec ISA dans le cas de diffuseurs sphériques.

L’effet principal qui résulte de la prise en compte d’une distribution de dimensions de granu-
lats est un lissage des pics observés vers 150 kHz dans le cas d’une dimension unique de diffuseurs.
Dans le cas d’une distribution continue de taille de diffuseurs, les variations sont “gommées” par
un effet de moyenne ; toutes les longueurs d’onde peuvent correspondre à une dimension de dif-
fuseur. L’allure des courbes obtenues tant en vitesse de phase qu’en atténuation est donc plus
régulière. L’effet est principalement visible sur l’atténuation de des ondes de cisaillement.
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2.3 Simulations numériques bidimensionnelles

2.3.1 Présentation des simulations

2.3.1.a Contexte et objectifs

On utilise des simulations numériques afin de vérifier la validité des résultats analytiques
donnés par ISA dans le cas du béton. Ce travail est réalisé en collaboration avec Bruno Lom-
bard et Joël Piraux du Laboratoire de Mécanique et d’Acoustique de Marseille (LMA). Ils ont
développé un outil de simulations numériques par différences finies en milieu élastique capable
de prendre en compte le grand nombre d’interfaces existant entre le mortier et les granulats du
béton. Pour des raisons de temps de calcul les simulations se font en deux dimensions.

Un important travail préliminaire a été réalisé afin de dimensionner et d’adapter le modèle
numérique en fonction du phénomène étudié, des contraintes du calcul numérique lui-même, et
des impératifs liés aux méthodes de traitement du signal que l’on propose d’utiliser pour traiter
les signaux simulés.

Ce type de simulations est ensuite préalablement utilisé pour reproduire les résultats expéri-
mentaux publiés par Derode et al. [2006] dans le cas de tiges d’acier dans de l’eau. Les résultats
numériques ont montré que ce type de simulations, couplées aux méthodes de traitement du si-
gnal choisies, étaient capable de modéliser avec précision la propagation d’ondes dans un milieu
hétérogène et permettaient l’étude de la diffusion multiple [Chekroun et al., 2007]. On va donc
par la suite les utiliser dans le cas du béton.

2.3.1.b Modèles de bétons étudiés

Matériaux. Le matériau étudié est un béton constitué de granulats homogènes élastiques
circulaires de 12 mm de diamètre (en 2D), dans une matrice homogène élastique. Les propriétés
des matériaux sont celles du tableau 2.1. Ces granulats sont aléatoirement répartis dans le
matériau, cependant une courte distance d’exclusion est choisie pour éviter que les granulats ne
s’interpénètrent. Cela rompt légèrement l’hypothèse de position de diffuseurs décorrelés de l’ISA.
Par ailleurs on suppose que le contact entre le mortier et les granulats est parfait (continuité
des déplacements et des contraintes normales aux interfaces) comme cela avait été fait lors du
calcul des amplitudes de diffraction en champ lointain.

Bétons. On considère 3 bétons ayant des concentrations surfaciques de granulats de 6%, 12%
et 18%, nommés respectivement C6, C12, et C18. Les propriétés mécaniques du mortier et des
granulats sont identiques pour chaque béton et seule la concentration varie. Pour chaque béton
étudié, on considère la propagation d’une onde plane incidente de type P ou S. Cela fait donc 6
séries de simulations à réaliser.

Les concentrations de granulats choisies restent très faibles par rapport aux concentrations
que l’on trouve dans le cas de bétons réels, plutôt proches de 40-50%. On se contentera cependant
de ces concentrations pour pouvoir s’assurer de la pertinence des modèles d’homogénéisation à
faible concentration dans le cas de matériaux de type béton et de valider tous les éléments
permettant de mettre en place un outil de simulations.

2.3.1.c Méthodes numériques

Les simulations numériques sont des simulations par différences finies en deux dimensions. La
grille considérée est une grille cartésienne uniforme. Les interfaces entre le mortier et les granulats
sont traitées à l’aide de la “méthode d’interface” [Lombard and Piraux, 2004]6. Cette méthode
permet de discrétiser exactement la géométrie des interfaces afin d’éviter la discrétisation en

6Voir également http://w3lma.cnrs-mrs.fr/~MI/.

http://w3lma.cnrs-mrs.fr/~MI/
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“marches d’escalier” due au maillage, ce qui ajoute de la diffraction supplémentaire. La méthode
d’interface permet également de mieux considérer les conditions de saut entre les deux milieux.

Le schéma utilisé est un schéma de type ADER (Arbitrary DERivatives) d’ordre 4 en temps
et en espace [Schwartzkopff et al., 2004]. Ce schéma introduit moins d’erreurs numériques que
les schémas d’ordre 2 de type Lax-Wendroff couramment utilisés en différences finies.

2.3.1.d Signal source

La source choisie est une onde plane de type impulsionnelle et peut être de type P ou S. On
choisit comme signal une ondelette de Ricker (dérivée seconde d’une gaussienne), de fréquence
centrale fc = 250 kHz centrée au temps tc. Le signal temporel est décrit par l’équation 2.80 et
les allures temporelles et fréquentielles sont présentées en figure 2.11 :

Sricker(t) =
(

2π2f2
c (t− tc)2 − 1

)

e−π
2f2
c (t−tc)2

. (2.80)
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Fig. 2.11 – Allures temporelle et fréquentielle d’une ondelette de Ricker de fréquence centrale
fc = 250 kHz avec tc = 25µs.

2.3.1.e Fréquences d’étude

Le niveau de bruit des signaux enregistrés lors des simulations numériques sera extrêmement
faible, et aura uniquement pour origine le bruit numérique. On pourra donc étudier les signaux
dans une bande fréquentielle très large. La figure 2.12 montre l’amplitude spectrale d’un signal
enregistré sur des simulations numériques dans du mortier homogène. Le niveau de bruit nu-
mérique est atteint pour environ -90 dB. Les signaux seront exploitables jusqu’à 700 kHz. Les
fréquences les plus basses, inférieures à 50 kHz, ne seront pas étudiées car elles correspondent à
des longueurs d’onde trop longues, nécessitant des dimensions de modèle trop importantes. La
bande de fréquences d’étude sera donc comprise entre fmin = 50 kHz et fmax = 700 kHz.

La bande de fréquences d’étude étant très large, la gamme de variations des longueurs d’onde
étudiées sera très importante. Le tableau 2.3 résume les longueurs d’onde correspondant aux
fréquences extrêmes fmin et fmax pour les ondes P et S dans chaque phase du matériau, ainsi
que les longueurs d’ondes correspondant à la fréquence centrale fc de l’ondelette de Ricker.

La plus petite longueur d’onde étudiée sera donc obtenue pour des ondes S dans du mortier
à 700 kHz avec λmin = λ0s(fmax) = 3, 2 mm, tandis que la plus grande longueur d’onde sera
obtenue pour la propagation d’ondes P dans les granulats à 50 kHz, λmax = λ1p(fmin) = 86 mm.
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Fig. 2.12 – Amplitude spectrale d’un signal issu de simulations numériques dans du mortier
homogène (en 1D).

Tab. 2.3 – Longueurs d’onde (en mm) associées à la propagation des ondes P et S dans les
différentes phases du béton dont les propriétés sont données au tableau 2.1.

fmin = 50 kHz fc = 250 kHz fmax = 700 kHz
λp λs λc,p λc,s λp λs

Mortier 79 45 15,8 9 5,6 3,2
Granulats 86 49,5 17,2 9,9 6,1 3,5

Ces valeurs de longueurs d’onde sont des valeurs extrêmes, et celles relatives au milieu effectif
seront comprises entre λmin et λmax.

2.3.1.f Dimensionnement du modèle

Fig. 2.13 – Description des domaines numériques, physiques et de mesure.

Le modèle numérique et ses différents domaines sont présentés en figure 2.13. Les calculs
se font dans tout le domaine numérique, de dimensions Lx × Ly, qui englobe différents sous-
domaines. Le domaine physique, qui contient les hétérogénéités placées aléatoirement, a pour
dimensions Mx+ 2Ix× Ly. La source est initialisée dans un milieu homogène (le mortier) sur
la partie gauche du modèle physique et se propagera vers la droite. Afin d’éviter des réflections
sur le bord gauche du domaine physique, on prolonge le milieu d’initialisation de la source vers
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la gauche d’une distance Xs. Les simulations s’arrêtent lorsque le front d’onde atteint le bord
droit du domaine numérique.

On applique comme conditions en haut et en bas du domaine au cours de la propagation la
solution analytique de la propagation d’une onde plane dans le mortier élastique. Pour éviter
des réflections parasites sur les bords supérieurs et inférieurs du domaine physique, on définit
un domaine de mesure Mx ×Mx en laissant un espace Iy entre le domaine de mesure et ces
bords. De même, un petit espace Ix est laissé entre le domaine de mesure et les bords gauche
et droit du domaine physique.

On choisit les dimensions du domaine de mesure de façon à avoir une propagation des ondes
P et S sur suffisamment de longueurs d’onde, afin de pouvoir observer la décroissance du champ
cohérent. La gamme de longueurs d’onde étant très large, on choisit comme compromis de
dimensionner le modèle par rapport aux longueurs d’onde λjc,p et λjc,s (j = 0 ou 1) obtenues pour
la fréquence centrale fc = 250 kHz (voir tableau 2.3). On choisit alors les dimensions du domaine
par rapport à la plus grande longueur d’onde à la fréquence considérée :

Mx = 220 mm soit 12, 7 λ1c,p.

La hauteur My du domaine de mesure est choisie de façon à pouvoir observer plusieurs configu-
rations différentes de granulats rencontrés par l’onde plane et ainsi obtenir le champ cohérent.
On choisit :

My = 250 mm.

Les autres dimensions du domaine numérique sont données au tableau 2.4 en mm ainsi que
l’équivalent en λ1c,p.

Tab. 2.4 – Dimensions (en mm) des domaines numériques et physiques pour les simulations
numériques.

Lx Ly Xs Mx My Ix Iy

en mm 375 750 126 220 250 14 250
en λ1c,p 21,8 43,6 7,3 12,7 14,5 0,8 14,5

2.3.1.g Erreurs numériques

Discrétisation spatiale et temporelle. Afin d’obtenir des simulations les plus précises pos-
sibles, la discrétisation spatiale ∆x = ∆y de la grille cartésienne uniforme est prise de façon à
avoir le maximum possible de points de maillage par longueur d’onde. L’élément dimensionnant
est ici la longueur d’onde la plus faible λ0c,s. On fera attention cependant à ne pas avoir de
temps de calcul trop longs et à rester dans les limites imposées par la mémoire de l’ordinateur.
On choisit comme pas spatial ∆x = 0, 1 mm ce qui correspond à 90 pts/λ0c,s. Cette valeur est
relativement élevée comparativement aux nombre de points par longueur d’onde utilisé classi-
quement en différences finies. Cependant on souhaite obtenir des résultats de simulations les
plus précis possibles dans un but de métrologie, et on minimise donc les erreurs au maximum.
Compte tenu des dimensions du domaine numérique, le nombre de points de la grille est donc
de Nx×Ny = 3750× 7500 = 28125000.

La discrétisation temporelle est imposée par la condition de stabilité CFL [Courant et al.,
1967]. Cette condition impose que le pas de temps ∆t soit plus petit que le temps mis par l’onde
pour aller d’un point à l’autre de la grille ∆x/c multiplié par une constante C inférieure à 1 qui
dépend du schéma d’intégration choisi. La vitesse la plus rapide étudiée est celle des ondes P
dans les granulats avec c1

p = 4300 m.s−1. Pour le schéma d’intégration ADER4 on a C = 0, 9.
On pose donc le nombre CFL, noté β, qui satisfait la condition suivante :

β =
c1
p∆t

∆x
6 0, 9. (2.81)
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En prenant C = 0, 85 pour avoir une marge, on obtient ∆t ≃ 1, 9710−8 s.
On simule la propagation de l’onde à travers le matériau hétérogène jusqu’à ce que l’onde

balistique ait atteint le bord droit du domaine. Les simulations se font donc sur 3250 pas de
temps dans le cas d’une onde P incidente, et 5500 pas de temps dans le cas d’une onde incidente
S. Chaque simulation prend donc environ 50 heures sur un ordinateur de bureau classique. Ce
temps de calcul très élevé limite le nombre de cas de bétons étudiés (concentrations, dimensions
de granulats, etc.).

Quantification des erreurs. En milieu homogène 1D, il est possible de déterminer les erreurs
numériques causées par le schéma d’intégration utilisé et la discrétisation du milieu [Strikwerda,
1989]. Dans un maillage cartésien en 2D, on peut montrer que les erreurs sont maximales dans les
directions principales du maillage et minimales suivant les bissectrices (phénomène d’anisotropie
numérique). Les erreurs générées par un tel maillage peuvent donc être majorées par le calcul de
ces erreurs sur un milieu homogène 1D dont le maillage est réduit à une ligne de points espacés
de ∆x. On définit la grandeur G = ∆x/λ égale à l’inverse du nombre de points par longueur
d’onde.

Avec le schéma ADER 4, la dispersion numérique dans un milieu homogène est égale à :

c

cex.
(β, G) = 1− 2π4

15
(β2 − 1) (β2 − 4)G4 +O(G6), (2.82)

ou c est la vitesse de phase discrète et cex. la vitesse de phase exacte attendue.
De même on peut déterminer l’atténuation numérique :

α(β, G, ∆x) =
4π6 β

9 ∆x
(β2 − 1) (β2 − 4)G6 +O(G8). (2.83)

La figure 2.14 présente les erreurs numériques obtenues dans le cas le plus défavorable (cor-
respondant à la vitesse la plus faible c0

s), où β = 0, 44. Ces erreurs seront donc négligeables
comparativement à la dispersion et à l’atténuation attendue pour le milieu effectif correspon-
dant au béton (par exemple en figure 2.7 et 2.8). L’ordre de grandeur du facteur de qualité Q
correspondant ici est de 105.
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Fig. 2.14 – Dispersion et atténuation numérique pour la simulation de propagation d’ondes S
dans du mortier (homogène et élastique) avec le schéma ADER 4.

Le milieu que l’on étudie est hétérogène et il n’est pas possible de déterminer la dispersion
et l’atténuation numérique de la même manière que pour les milieux homogènes. Cependant, la
méthode d’interface est dimensionnée pour générer des erreurs numériques du même ordre de
grandeur que le schéma numérique étudié. Elle n’introduit a priori pas d’artefact supplémentaire.
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2.3.2 Acquisition du champ cohérent

2.3.2.a Points d’acquisition

Afin d’exploiter les résultats, on place des points d’acquisition sur certains points du maillage
dans le domaine de mesure, qui enregistrent les vitesses particulaires à tous les pas de temps
dans les deux directions du maillage. L’onde incidente se propage toujours dans la direction des
x croissants, ainsi que l’onde cohérente recherchée. Dans le cas des ondes P on enregistre la
vitesse particulaire vx dans la direction de propagation, et dans le cas des ondes S, la vitesse
particulaire enregistrée est vy, perpendiculaire à la direction de propagation.

Pour suivre le front d’onde au cours de la propagation, on dispose une ligne de Nr,x = 221
points d’acquisition le long de l’axe x, espacés de ∆xr = 1 mm. Chaque point est donc situé
à la distance de propagation dn = Ix + (n − 1)∆xr, avec n = 1, · · · , Nr,x. Un tel choix de
discrétisation des points de réception sera justifié par la méthode de traitement utilisée pour
évaluer la vitesse de phase, que l’on présentera en 2.3.3.b.

L’évaluation du champ cohérent nécessite de moyenner les signaux sur un grand nombre (en
théorie infini) de configurations du désordre. Pour cela on place plusieurs lignes parallèles de
récepteurs du même type que celle décrite ci-dessus. Chaque ligne est espacée de ∆yr = 6.25 mm
ce qui fait 41 lignes parallèles pour un domaine de mesure. Afin d’avoir un nombre important
de réalisations du désordre pour une série de béton considérée, chaque simulation est faite 3
fois, en changeant la configuration aléatoire des granulats mais en conservant la concentration
surfacique. Ainsi on obtient un total de Nr,y = 3×41 = 123 lignes de récepteurs parallèles, faisant
123 réalisations du désordre. L’écartement ∆yr entre deux lignes d’acquisition consécutives est
pris le plus grand possible de façon à pouvoir considérer les réalisations du désordre observées
comme étant indépendantes. ∆yr est choisi ici comme étant supérieur au rayon des inclusions.
Cependant, pour les longueurs d’onde les plus grandes, cette approximation de réalisations
indépendantes ne sera pas valable pour deux lignes consécutives.

La position des récepteurs pour une simulation est visible sur la figure 2.15(a).

Fig. 2.15 – Cartes de la vitesse particulaire horizontale vx à l’instant initial (a), et après 0.04µs
de propagation (b) soit 2000 pas de temps, pour la propagation d’une onde P dans un béton
avec une concentration surfacique de granulats de 12% (béton C12). La position des récepteurs
dans le domaine de mesure est visible en (a)



2.3 Simulations numériques bidimensionnelles 55

2.3.2.b Obtention du champ cohérent

La figure 2.15 présente des cartes de la vitesse particulaire horizontale vx dans le cas de la
propagation d’une onde P dans le béton C12. On y voit l’instant initial (a) ainsi que la carte
après 2000 pas de temps, soit 0,04µs de propagation (b).
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Fig. 2.16 – Sismogrammes de la vitesse particulaire horizontale vx pour la propagation d’une
onde P dans un béton avec 12% de granulats en surface (béton C12).

On peut alors observer les signaux enregistrés par une ligne de récepteurs le long de la
direction de propagation sous la forme d’un sismogramme (Fig. 2.16-(a)). Ce sismogramme
présente un train d’onde principal clairement visible, suivi de fluctuations s’étendant sur une
durée relativement longue après le passage de l’onde principale. Ces fluctuations forment la
partie incohérente du champ.

Le champ cohérent est obtenu en moyennant les Nr,y = 123 différentes lignes de récepteurs
de la manière suivante :

〈u(dn, t)〉 =
1

Nr,y

∑

yr

u(dn, yr, t), avec dn = Ix+ (n− 1)∆xr. (2.84)

On obtient alors le champ cohérent en vitesse particulaire à différentes distances dn de propaga-
tion. La figure 2.16-(b) présente un exemple de champ cohérent obtenu pour une onde incidente
P sur le béton C12. Le sismogramme du champ cohérent présente toujours un train d’onde prin-
cipal, mais les fluctuations incohérentes ont quasiment disparu. Ce champ cohérent peut donc
être assimilé à une onde se propageant dans un milieu homogène effectif.

2.3.3 Mesure de la vitesse de phase et de l’atténuation

Une fois ce champ cohérent évalué à différentes distances de propagation, les courbes de
dispersion en vitesse de phase effective et en atténuation effective vont pouvoir être estimées.
Pour cela, on va s’appuyer sur des méthodes de traitement du signal communément utilisées en
géophysique appliquée à la caractérisation des sols.
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2.3.3.a La “sommation oblique”

Le principe de calcul de la vitesse de phase est basé sur la “sommation oblique”, schémati-
sée en figure 2.17. Les signaux enregistrés à différentes distances de propagation dn (différents
offsets) sont décalés temporellement d’une quantité tn = (dn − d1)p où (dn − d1) représente la
distance entre le signal enregistré à l’offset n et le premier signal enregistré, et p est une grandeur
homogène à une lenteur (p = 1/c). On effectue alors la somme de ces signaux décalés suivant
τ = t− tn. Cette opération est réalisée pour différentes valeurs de p, et l’on obtient un maximum
lorsque p = p̃ = 1/c̃, conduisant à la vitesse de phase recherchée c̃. Cette transformation du
champ d’ondes mesuré est également appelée transformation (τ −p) en géophysique [Sheriff and
Geldart, 1995; Foti, 2000].

Fig. 2.17 – Schéma de principe de la sommation oblique pour la mesure de la vitesse de phase.

2.3.3.b Transformée p− ω.

En appliquant une transformée de Fourier 1D sur τ de la transformée (τ −p), on obtient une
représentation du champ d’onde dans le plan (p − ω) dans lequel on peut pointer la courbe de
dispersion en lenteur p̃(ω) = 1/c̃(ω) [McMechan and Yedlin, 1981].

Mokhtar et al. [1988] a proposé une formulation de la transformée (p−ω) directement dans le
domaine fréquentiel, puis l’algorithme, ainsi que le calcul de l’erreur, a été proposé par Herrmann
[2002]. Cet algorithme est équivalent à la transformée (τ−p) suivie d’une transformée de Fourier,
mais a l’avantage d’être plus rapide.

Dans le domaine fréquentiel, la transformée de Fourier de chaque signal s(t, dn) enregistré à
la distance dn peut s’écrire sous la forme :

s(t, dn) TF−−→ ŝ(ω, dn) = A(ω, dn)eiφ(ω)n , (2.85)

que l’on normalise par son module A(ω, dn). On considère ici qu’un seul mode de propagation
est présent. La phase de ces signaux φ(ω)n s’écrit alors :

φ(ω)n = − ω

c̃(ω)
dn = −ωp̃(ω)dn. (2.86)

La sommation F (p, ω) peut s’écrire, pour Nr récepteurs aux distances dn, en multipliant chaque
signal par eiωpdn , et en faisant la somme de la manière suivante :

F (p, ω) =
Nr
∑

n=1

eiφ(ω)n

eiφ(ω)1
.eiωpdn =

Nr
∑

n=1

eiω(p−p̃(ω))dn

e−iωp̃(ω)d1
. (2.87)

La normalisation par la première trace eiφ(ω)1 permet d’éliminer les effets dus au spectre de
la source dans le calcul.
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Le calcul de la valeur de F (p, ω) est effectué pour différentes valeurs de p. Le maximum de
la fonction |F (p, ω)| est atteint pour p = p̃(ω). En utilisant c(ω) = 1/p(ω), on peut alors tracer
des cartes |F (c, ω)| pour pouvoir visualiser les courbes de dispersion, comme par exemple en
figure 2.18(a). Sur cette courbe, on voit un lobe principal vers 4000 m.s−1 qui correspond à la
vitesse de phase recherchée, puis des lobes secondaires de faible amplitude, correspondant à des
battements se produisant lors du produit e−iωp̃dn .eiωpdn .

2.3.3.c Limites, erreurs, et résolution

Erreurs. Le calcul de la fonction F (p, ω) permet de déterminer une erreur sur la vitesse de
phase pour chaque fréquence. Le calcul de cette erreur est décrit par Herrmann [2002].

Si on a une collection de Nr récepteurs, la valeur du maximum du module de la fonction F
devrait être égal à Nr. Herrmann fait l’hypothèse d’une distribution normale (de moyenne nulle
et de variance σ2) de l’erreur ∆p = p − p̃ au voisinage du maximum. La valeur du maximum
de |F (p, ω)| étant connue, l’écart-type σ est déterminé par la méthode de Newton-Raphson. Cet
écart-type est alors transcrit en terme d’erreur sur la vitesse de phase (p = 1/c) en utilisant la
relation ∆c = σc2. L’erreur est directement liée à la largeur du lobe principal de la transformée
p− ω.

Longueur du dispositif. Les limites et la résolution de cette méthode ont été étudiées en
détail par Forbriger [2003] et Bodet [2005]. La résolution en lenteur est définie par :

∆p =
1

f ∆xr (Nr − 1)
(2.88)

La limite la plus importante est la longueur du dispositif de mesure (distance entre les récepteurs
les plus éloignés Lr = ∆xr.(Nr − 1)). La résolution sera plus faible aux basses fréquences. Un
dispositif trop court dégrade la résolution dans le calcul de la transformée p− ω (Fig 2.18(b)).
De manière générale les plus grandes longueurs d’onde accessibles sont de l’ordre de 40-50% de
la longueur du dispositif. Dans notre cas Lr = 0, 220m, ce qui donne une fréquence minimale
de environ 40 kHz, ce qui est suffisant pour la gamme de fréquence que l’on souhaite étudier (50
- 700 kHz). On voit cependant que même sur la figure 2.18(a) où le dispositif est suffisamment
long, la résolution à basse fréquence est moins bonne qu’à haute fréquence, le lobe étant plus
large.

Distance inter-recepteurs. La distance inter-récepteur ∆xr n’influe pas directement sur la
résolution si le dispositif est suffisamment long (Eq. 2.88). Par contre, augmenter cette distance
crée un effet de “repliement” à cause de la faible discrétisation spatiale. On peut voir une ligne
de repliement apparaître à hautes fréquences sur la figure 2.18(c), pour laquelle la distance
inter-récepteur a été prise à ∆xr = 30 mm. Le pointé du maximum sur une telle carte devra
être fait avec soin de manière à éviter de confondre un effet de repliement avec le lobe principal
correspondant à la courbe de dispersion.

Effets d’offsets proches. Si les premiers récepteurs sont placés trop près de la source, cela
créera un effet de champ proche. En pratique, les géophysiciens considèrent que l’approximation
de champ lointain (lorsque le front d’onde est assimilable à une onde plane) est valide pour
une distance source-premier récepteur équivalente à la moitié de la longueur d’onde maximale
recherchée. Ces effets de champ proche se traduisent par une sous évaluation de la vitesse aux
basses fréquences.

Bien entendu dans le cas des simulations numériques en 1D ou 2D, la forme d’onde initiale
est déjà une onde plane, et il n’y aura donc pas d’effets de champ proche.
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(c) ∆xr = 30mm, Lr = 220mm

Fig. 2.18 – Exemple de cartes de transformées p − ω dans le cas du champ cohérent pour une
onde incidente P dans le béton C12. (a) en utilisant tous les récepteurs, (b) en n’utilisant qu’un
quart du dispositif, (c) en ne prenant qu’un récepteur sur 30.

Milieux multimodaux. La technique de sommation p−ω est bien adaptée aux milieux où il
n’existe qu’un seul mode de propagation, mais peut également permettre d’étudier des milieux
multimodaux. Dans ces milieux (notamment pour la propagation d’ondes de surface sur des
milieux stratifiés), la vitesse de phase mesurée correspond au maximum absolu de la fonction
|F (p, ω)|. Les autres modes de propagation correspondent à des maxima relatifs et doivent être
relevés manuellement sur la carte p− ω.

Dans le cas des simulations numériques étudié, un seul mode de propagation est présent et
le problème ne se pose pas.

2.3.3.d Mesure de l’atténuation

On suppose que l’amplitude spectrale A(ω, dn) du signal ŝ(ω, dn) s’écrit sous la forme sui-
vante :

A(ω, dn) = A0(ω)e−α(ω)dn (2.89)

où α(ω) est le facteur d’atténuation et A0(ω) l’amplitude spectrale du signal émis à la source en
en dn = 0 ; pour une fréquence donnée l’amplitude décroît de manière exponentielle.

En suivant cette amplitude à chaque point de réception, l’allure de la décroissance est en
e−α(ω)dn . Pour chaque fréquence, la valeur de l’atténuation peut donc être déterminée en ajustant
une droite sur le logarithme népérien de cette amplitude (au sens des moindres carrés). La valeur
de la pente sera égale à α(ω).

ln(|A(ω, dn)|) = ln(A0(ω))− α(ω)dn (2.90)

Dans le cas des simulations, le problème concerne une propagation d’une onde plane et il n’y
aura donc aucun amortissement géométrique à corriger.

Cette méthode de mesure de l’atténuation n’impose pas de contraintes sur le nombre et
l’espacement des points de réceptions. Deux points suffisent en théorie pour évaluer α.

2.3.3.e Précision des traitements

On étudie la précision de l’estimation de la vitesse de phase et de l’amortissement sur un
milieu dont la courbe de dispersion et la courbe d’amortissement est connue. On choisit de
considérer la propagation d’ondes S dans un milieu homogène 1D constitué de mortier, simulé
numériquement avec les mêmes paramètres de discrétisation spatiale et temporelle que le milieu
hétérogène étudié : ∆x = 1 mm et ∆t = 1, 9710−8 s. La dispersion et l’atténuation numérique
d’un tel milieu est donnée par les relations 2.82 et 2.83.
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Les paramètres d’acquisition (∆xr, Nr,x) sont les mêmes que ceux utilisés lors des simula-
tions en milieu hétérogène (donnés en 2.3.2.a). Les courbes de dispersion en vitesse de phase et
les courbes d’amortissement estimées par traitement du signal sont comparées aux courbes ana-
lytiques en figure 2.19. Les méthodes de traitement choisies permettent donc de retrouver avec
précision les courbes analytiques de dispersion et d’atténuation avec des erreurs négligeables.
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Fig. 2.19 – Dispersion et atténuation numérique des ondes S sur un milieu 1D homogène (mor-
tier). (—) valeurs analytiques, (◦) valeurs évaluées par traitement du signal.

L’application de ces méthodes de traitement du signal pour étudier la propagation des ondes
dans les matériaux hétérogènes simulés numériquement n’introduira pas d’artefacts supplémen-
taires aux erreurs purement numériques.

2.3.4 Analyse des résultats sur les bétons

La combinaison des simulations numériques choisies, avec un schéma d’intégration précis et
la méthode d’interface, combinée avec les méthodes de traitement du signal, fournissent donc un
outil intéressant pour étudier la propagation des ondes cohérentes dans le béton. Ces résultats
seront en partie publiés dans [Chekroun et al., 2008b].

2.3.4.a Étude de l’amortissement

Représentation espace-fréquence. On a vu (Sec. 2.3.3.d) que l’évaluation de l’amortisse-
ment n’imposait pas de restrictions sur le nombre et l’espacement des points d’acquisition. En
évaluant l’amortissement à partir d’un nombre réduit nw de points d’acquisition à différentes dis-
tances de propagation dn (Fig. 2.20), on peut alors obtenir une représentation espace-fréquence
de α(ω, dn).

Fig. 2.20 – Récepteurs considérés lors de l’évaluation de α sur un nombre réduit de points de
réception avec une fenêtre glissante de largeur nw.

Un exemple de ce type de représentation espace-fréquence est présenté en figure 2.21 dans
le cas de la propagation d’ondes S dans le béton C6. On a utilisé des dispositifs de nw = 11
récepteurs. On constate que l’amortissement effectif dépend non seulement de la fréquence, mais
également de la distance de propagation. On distingue notamment pour une fréquence donnée
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Fig. 2.21 – Représentation espace-fréquence du facteur d’amortissement effectif α, évalué avec
une fenêtre glissante de largeur nw = 11 points, dans le cas de la propagation d’ondes S dans le
béton C6.

des oscillations dont la période varie avec la fréquence. Ces résultats sont difficiles à interpréter
car ils dépendent également de la largeur nw de la fenêtre utilisée. L’idéal serait d’adapter la
largeur de cette fenêtre à la longueur d’onde étudiée.

Zones de propagation. On choisit d’utiliser une autre approche afin d’étudier la dépen-
dance de α effectif avec la distance de propagation. Partant du premier point de réception en
d1 = 14 mm, on augmente la taille nr de la fenêtre progressivement jusqu’à considérer tous les
points de réception (Fig. 2.22). Ainsi, cela permet de s’affranchir des variations rapides observées
précédemment mais on conserve une information sur la dépendance spatiale.

Fig. 2.22 – Récepteurs considérés lors de l’évaluation de α sur un nombre réduit de points de
réception, avec une fenêtre de largeur nr dont le premier point est fixé en d1.
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Fig. 2.23 – Estimation du coefficient d’atténuation effectif pour une onde incidente S dans le
béton C12.

Les résultats obtenus dans le cas d’une onde incidente S dans du béton C12 sont présentés
en figure 2.23. Pour des fréquences fixées (a), quelle que soit la fréquence considérée, les courbes
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α(dn) présentent de fortes variations dans les premiers centimètres de propagation, jusqu’à
environ 90 mm. Au delà, le facteur d’atténuation se stabilise. On voit pour des largeurs de
fenêtre fixées (Fig. 2.23(b)) que les courbes α(f) se séparent en deux groupes distincts suivant
que la distance considérée est courte ou longue.

On peut donc à première vue distinguer deux zones de propagation. Une première zone,
de largeur LT ≃ 90 mm, correspond aux distances de propagation courtes dans laquelle on
observe des variations importantes du facteur d’atténuation, et une seconde zone dans laquelle
la valeur du facteur d’atténuation est stabilisée. Le même type d’observations peut être fait
dans le cas d’une onde incidente de type P sur le même béton C6, la zone de transition observée
a sensiblement la même longueur LT ≃ 90 mm quelle que soit la fréquence, le phénomène est
cependant moins marqué. La même étude sur les autres bétons étudiés (C12 et C18) donne
le même type de résultats, mais la valeur de LT est d’autant plus courte que la concentration
augmente. Les valeurs de LT observées pour chaque béton sont présentées en première colonne
du tableau 2.5.

Tab. 2.5 – Longueur LT de la zone de transition dans différents bétons, comparée à la distance
moyenne entre deux diffuseurs.

LT (mm) lC (mm)
C6 90 43
C12 70 32
C18 50 25

La première zone peut être interprétée comme une zone de transition, dans laquelle le phé-
nomène de diffusion multiple se met en place ; l’onde incidente rencontre un premier diffuseur,
puis un second, etc., puis au bout d’une certaine distance LT , le régime de diffusion multiple
semble se stabiliser.

On peut comparer cette distance observée LT avec la distance moyenne lC entre deux
diffuseurs pour chaque concentration. Pour des diffuseurs circulaires de rayon A = 6 mm et
à la concentration surfacique C, on peut évaluer la distance moyenne entre deux diffuseurs
lC = A

√

π/C. Les valeurs de lC ainsi obtenues sont données en deuxième colonne du tableau 2.5.
La valeur de LT semble donc être proche de 2lC , quelle que soit la fréquence, le type d’onde,
et la concentration. Ces résultats sont encore approximatifs mais peuvent être rapprochés de
résultats similaires dans les cristaux phoniques [Groby et al., 2008].

Il serait intéressant de faire une étude plus systématique de l’influence de la valeur de LT
pour d’autres concentrations et d’autres dimensions de diffuseurs. Cependant, dans le cas de
bétons réels, où la concentration de granulats est beaucoup plus élevée et où la distribution de
taille de granulats est continue sur une grande plage de variations, ce phénomène de zone de
transition sera très peu marqué, et sur des distances très courtes. Par ailleurs, les configurations
expérimentales feront intervenir uniquement des distances de propagation relativement impor-
tantes. On choisit donc de ne considérer les résultats des simulations numériques que dans la
zone stabilisée.

Comparaison avec ISA. Les courbes des facteurs d’amortissement du milieu effectif dans la
zone stabilisée sont présentées en figure 2.24, pour les ondes P (a) et S (b), et pour les 3 bétons
C6, C12, et C18. Les résultats sont comparés aux résultats analytiques donnés par l’ISA.

L’écart (αISA−αmes) entre les résultats issus des simulations numériques αmes et les résultats
analytiques donnés par l’ISA αISA est présenté en figure 2.25. De manière générale, les écarts
entre ISA et les simulations augmentent avec la fréquence et avec la concentration de granulats.
Ces écarts sont très faibles (≤ 1 Np.m−1) en dessous de 300-400 kHz, puis augmentent pour des
fréquences supérieures. Les écarts deviennent très importants dans le cas des ondes S effectives.
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Fig. 2.24 – Courbes d’amortissement effectif dans le béton pour différentes concentrations de
granulats. Comparaison avec les résultats donnés par l’ISA.
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Fig. 2.25 – Écarts entre les résultats des simulations numériques, et les résultats analytiques
donnés par l’ISA. Coefficient d’amortissement effectif.

Il est à noter que les ondes S ont des longueurs d’onde bien plus courtes que les ondes P, et l’ISA
étant en théorie valable sous l’hypothèse de longueurs d’onde grandes devant la dimension des
diffuseurs, il est normal que les écarts soient plus importants dans le cas des grandes longueurs
d’onde. A 400 kHz, la longueur d’onde associée aux ondes S est voisine de λs(400 kHz) ≃ A
où A = 6 mm est le rayon des granulats. La longueur d’onde correspondante pour les onde P
correspond à une fréquence aux alentours de 650 kHz.

2.3.4.b Étude de la vitesse de phase

Du fait des restrictions sur la configuration des points d’acquisition imposées par la trans-
formée p − ω, on ne peut pas réaliser le même type d’étude que celle faite avec la mesure de
l’atténuation en fonction de la distance de propagation. Les courbes de dispersion en vitesse de
phase du milieu effectif sont donc évaluées à partir de l’ensemble des signaux enregistrés. Elles
sont présentées en figure 2.26.

Dans le cas des ondes P dans le milieu effectif, les écarts entre les courbes de dispersion me-
surées sur les simulations numériques ou calculées analytiquement avec l’ISA sont négligeables ;
l’écart est de l’ordre de 1 m.s−1. Cet écart augmente très légèrement pour les fréquences les
plus élevées (≥ 600 kHz), pour lesquelles la longueur d’onde devient inférieure au diamètre des
granulats. L’écart est également légèrement plus important dans le cas de la concentration en
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Fig. 2.26 – Courbes de dispersion du milieu effectif pour différentes concentrations de granulats.
Comparaison avec les résultats donnés par l’ISA.

granulats la plus élevée, tout en restants négligeables. Le comportement des courbes de disper-
sion des ondes P dans cette bande de fréquence et pour ces faibles concentrations de granulats
est donc parfaitement décrit par l’ISA.

Pour les ondes S effectives, l’écart entre les simulations numériques et analytiques est de
l’ordre de 5 m.s−1, ce qui reste très faible. De même que précédemment cet écart augmente
avec la fréquence et avec la concentration de granulats. Par contre les simulations analytiques
prédisent un léger pic de vitesse aux alentours de 100 kHz (Sec. 2.1.2) qui n’est pas observé sur
les simulations numériques. La légère décroissance des courbes de dispersion avec la fréquence
au delà de 200 kHz est bien présente tant sur les simulations numériques que analytiques.

2.3.4.c Nombre de réalisations du désordre

Les paramètres de propagation liés au milieu effectif (vitesse de phase et atténuation effec-
tive) sont évalués à partir du champ cohérent, obtenu théoriquement par un moyennage des
signaux sur une infinité de réalisations indépendantes du désordre. Dans le cas des simulations
numériques, le champ cohérent a été obtenu à partir de 123 réalisations du désordre. On va
étudier ici l’influence du nombre de réalisations du désordre à considérer pour avoir une bonne
estimation des paramètres de propagation du milieu effectif.

Pour cela, on évalue le champ cohérent avec un nombre Ndes. croissant de réalisations du
désordre de Ndes. = 1 à 123. Pour Ndes. = 1, on étudie en fait une configuration particulière
du désordre, prise au hasard parmi les 123 mesurées. On détermine ensuite les valeurs des
vitesses de phase et d’atténuation avec les mêmes méthodes de traitement que précédemment,
en considérant les récepteurs situés dans la zone stabilisée. La figure 2.27 présente les valeurs
de vitesse de phase et d’atténuation effectives pour la propagation d’ondes S dans le béton C12,
en fonction du nombre de réalisations du désordre considéré. Les valeurs sont présentées pour
quatre fréquences représentatives 100 kHz, 300 kHz, 500 kHz et 700 kHz.

Pour Ndes. très faible (typiquement Ndes. < 10), l’influence de configurations particulières
des positions de granulats est encore très marquée, et le champ moyen obtenu ne reflète pas
le milieu homogène effectif recherché. La quantité de champ incohérent encore présent est im-
portante et les valeurs de la vitesse de phase et de l’atténuation obtenues sont très variables.
On peut notamment observer un facteur d’amortissement qui peut être négatif pour un nombre
de réalisations du désordre inférieur à 5. Ce phénomène est d’autant plus important que la
fréquence est élevée. Cela montre que lors de mesures sur un matériau hétérogène comme le
béton, une seule mesure ne suffit pas à caractériser le matériau dans son ensemble mais reflète
essentiellement une configuration particulière des hétérogénéités. Cette mesure donnera donc
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Fig. 2.27 – Influence du nombre de réalisations du désordre sur la mesure de la vitesse de phase
et de l’atténuation du milieu effectif. Cas de la propagation d’ondes S dans le béton C12.

des résultats différents en différents endroits du même matériau.
A mesure que l’on augmente la valeur de Ndes., l’allure des courbes c(Ndes.) et α(Ndes.) se

stabilise peu à peu. Les paramètres parviennent à une valeur presque constante. En considérant
que les propriétés du milieu effectif recherchées sont obtenues lorsque la vitesse de phase devient
stable à ±5 m.s−1 près, et l’atténuation à ±0, 5 Np.m−1 près, on peut alors déterminer le nombre
optimal de réalisations du désordre à considérer. Ces critères sont volontairement très restrictifs,
cette étude étant menée afin d’étudier la propagation du champ cohérent avec la plus grande
précision possible, pour valider les résultats des modèles d’homogénéisation comme l’ISA.

Cette stabilisation survient relativement rapidement pour les plus basses fréquences. À
100 kHz, on peut considérer que les paramètres du milieu effectif sont connues avec une précision
raisonnable à partir de Ndes. = 10. On voit que, dans le cas de la vitesse de phase effective, la
valeur continue de varier très légèrement jusqu’à environ Ndes. = 60 mais cette variation est
négligeable. Pour des fréquences supérieures, l’allure des courbes est de plus en plus chaotique,
avec des variations importantes de c ou α. On ne parvient à une stabilisation qu’au bout d’un
nombre important de réalisations du désordre. La vitesse de phase est bien moins affectée et
se stabilise plus rapidement que l’atténuation. À 500 kHz par exemple, la vitesse de phase est
stable à ±5 m.s−1 près pour Ndes. = 25 alors que à la même fréquence, la valeur du coefficient
d’atténuation effectif n’est pas stabilisée à ±0, 5 Np.m−1 près avant Ndes. ≃ 60.

Pour la fréquence la plus haute étudiée, 700 kHz, la vitesse de phase est stabilisée à partir de
Ndes. ≃ 70 à la précision voulue, mais continue d’avoir quelques variations. Pour le coefficient
d’atténuation, les variations de α(Ndes.) sont encore très importantes jusqu’à Ndes. = 123. On
ne peut pas être certains que la valeur est bien stabilisée, et que 123 réalisations du désordre
sont suffisantes pour évaluer les propriétés du milieu homogène effectif à ces fréquences.

Tab. 2.6 – Estimations du nombre de réalisations du désordre Ndes. optimal à considérer pour
obtenir une évaluation stable des paramètres effectifs à la fréquence f = 500 kHz pour différentes
concentrations.

C6 C12 C18

Vitesse ce
onde P 5 15 20
onde S 10 25 70

Amortissement α
onde P 20 30 50
onde S 50 60 100

On effectue le même type d’études pour toutes les concentrations considérées et les deux
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types d’ondes P et S. Le tableau 2.6 présente les estimations du nombre Ndes. à considérer pour
obtenir les vitesses de phase et les atténuations effectives de façon stable avec la même précision
que précédemment. On se contente ici de considérer la fréquence f = 500 kHz, qui donne un bon
aperçu du comportement général.

On constate que dans tous les cas, la vitesse de phase se stabilise plus rapidement que l’amor-
tissement effectif. De la même manière, les paramètres effectifs relatifs aux ondes P nécessitent
moins de réalisations du désordre que ceux relatifs aux ondes S, ces dernières étant plus sensibles
au phénomène de diffusion multiple du fait de leurs plus courtes longueurs d’onde. Enfin, plus
la concentration en diffuseurs est élevée, plus le nombre de réalisations du désordre à considérer
pour obtenir des paramètres stables est élevé.

2.4 Conclusions et perspectives

Propagation en milieu hétérogène. Ce chapitre présente la propagation en milieu hété-
rogène du point de vue théorique. L’étude de la propagation dans de tels milieux passe par
l’évaluation d’un champ moyen appelé champ cohérent, obtenu après moyenne sur un très grand
nombre de réalisations du désordre. Ce champ cohérent décrit, sous certaines conditions, la
propagation dans un milieu homogène effectif. Ce milieu homogène effectif possède un nombre
d’onde complexe dépendant de la fréquence ; il est dispersif et atténuant.

Des modèles analytiques ont été développés pour modéliser ce nombre d’onde effectif et
ainsi évaluer la dispersion et l’atténuation du milieu effectif. Le plus souvent ces modèles ont
été développés pour des milieux acoustiques comportant peu de diffuseurs. Parmi ces modèles,
l’Independent Scattering Approximation (ISA) reste l’un des plus simples. L’ISA est théorique-
ment valable dans un milieu où la concentration de diffuseurs est faible (milieu dilué), et où
le contraste entre les diffuseurs et la matrice est faible, mais ces limites ne sont pas clairement
établies. Il fait intervenir uniquement la réponse à une onde plane d’un diffuseur unique dans
la direction de l’onde incidente (diffusion “vers l’avant”), ainsi que la densité de diffuseurs. Ce
modèle possède l’avantage d’être applicable aux milieux composés d’une matrice élastique, où
des ondes de compression et de cisaillement se propagent, avec éventuellement des conversions
de modes. Il est également possible d’étendre l’ISA aux cas d’une distribution continue de di-
mensions de granulats, comme on en trouve dans le béton.

Simulations numériques. Des simulations numériques en 2D sont utilisées pour évaluer la
validité du modèle ISA dans le cas d’un milieu élastique contenant des inclusions circulaires.
Ces simulations montrent l’existence d’une zone de transition lors de la propagation, de l’ordre
de deux fois la distance moyenne inter-diffuseurs, au cours de laquelle le processus de diffusion
multiple se met en place. Au delà de cette zone de transition, le processus semble stabilisé.
Les simulations numériques montrent que l’ISA donne de bons résultats pour les plus basses
fréquences pour les ondes P et S, lorsque la longueur d’onde est comparable ou supérieure au
diamètre des granulats. La vitesse de phase est mieux décrite par l’ISA que l’atténuation, dont
le comportement observé sur les simulations ne varie pas linéairement avec la concentration.
Les écarts entre les facteurs d’amortissements obtenus par simulation numérique et par l’ISA
augmentent avec la fréquence et sont déjà très importants pour seulement 18% d’inclusions à
haute fréquences.

L’ISA est donc un modèle de diffusion multiple simple, qui peut donner des ordres de gran-
deurs réalistes de la vitesse de phase et l’amortissement effectif dans le béton, pour des fréquences
inférieures à 300-400 kHz et à des concentrations en granulats faibles. Le comportement des ondes
de cisaillement, peu étudiées en diffusion multiple, est également bien décrit pour les longueurs
d’ondes les plus grandes.
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L’étude du nombre de réalisations du désordre à considérer afin d’obtenir la meilleure esti-
mation possible du champ cohérent, et d’évaluer avec précision les propriétés du milieu effectif,
montre que le fait de se contenter d’une unique réalisation du désordre, c’est à dire une mesure
en un point donné du matériau, donne des résultats ne reflétant pas les propriétés moyennes
du béton. Il est nécessaire de moyenner sur un nombre important de réalisations du désordre,
qui croît avec la fréquence et la concentration en granulats ; une dizaine de réalisations est suf-
fisante pour les fréquences les plus basses (voisines de 100 kHz) mais au delà de 500 kHz, une
cinquantaine, voire une centaine de réalisations du désordre est à prendre en compte.

Le nombre optimal de réalisations de désordre est ici évalué en considérant des critères vo-
lontairement très restrictifs sur la stabilité des paramètres c (à 5 m.s−1 près) et α (à 0,5 Np.m−1

près), le but étant de déterminer les paramètres du milieu effectif obtenus par simulations nu-
mérique avec la plus grande précision possible. Dans le cas de mesures expérimentales visant à
déterminer les propriétés du matériau, la précision recherchée est plus faible, et le nombre de
réalisations du désordre à considérer sera alors a priori moins important. Il faudra cependant
tenir compte du bruit de mesure, plus important que dans le cas de simulations numériques.
D’autre part, cette étude est également à réaliser expérimentalement sur un matériau réel, qui
contient de nombreuses hétérogénéités de formes, dimensions et natures différentes, et qui est
très différent des bétons numériques étudiés.

Perspectives. Ce travail, réalisé en collaboration continue avec le LMA, combine des mé-
thodes de simulations numériques 2D par différences finies et des méthodes de traitement du
signal adaptées. L’outil numérique ainsi formé est ici utilisé sur des modèles de bétons simplifiés.
Ces bétons ont des diffuseurs circulaires et identiques, et une concentration faible en granulats
(6, 12 et 18%). Ils sont donc relativement éloignés du matériau réel, beaucoup plus complexe.
Cependant l’objectif était tout d’abord de confronter les résultats des simulations avec ceux
donnés par l’ISA dans des cas se rapprochant des hypothèses de base de l’ISA, notamment avec
des diffuseurs de taille unique et à faible concentration. La précision des résultats est étudiée
en détail en fonction des méthodes numériques, des méthodes de traitement, des distances de
propagation et du nombre de réalisations du désordre considéré. Le temps de calcul des simula-
tions est cependant très long, ce qui nous a limité dans le nombre de cas de bétons étudiés, et
ne nous a pas permis de réaliser une étude systématique sur la concentration, la dimension des
granulats, ou la nature des matériaux.

On dispose à présent de tous les éléments permettant de mettre en place un outil très
robuste de simulations. Cet outil pourra par la suite être utilisé pour étudier plus en détail
les problèmes de diffusion multiple dans de nombreux matériaux, fournissant des observations
du phénomène sur des “matériaux” numériques parfaitement contrôlés et moins coûteuses à
obtenir que expérimentalement, ces observations pouvant ensuite être confrontées aux différents
modèles d’homogénéisation, afin d’évaluer leur pertinence et leurs limites. Le cas de milieux
avec des concentrations en diffuseurs plus élevées doit notamment être étudié, ainsi que le cas
de matériaux ayant une distribution continue de taille d’hétérogénéités, afin de se rapprocher le
plus possible de matériaux réels comme par exemple le béton, les matériaux composites, certains
alliages, des soudures ou encore pour certaines applications médicales utilisant des ultrasons.

La viscoélasticité et la porosité des matériaux doivent également être prises en compte afin
de construire un modèle numérique permettant de décrire avec précision tous les phénomènes
qui influent sur la propagation des ondes dans ces milieux hétérogènes complexes. L’importance
d’un phénomène par rapport aux autres pourra alors être étudiée en détail.

Le chapitre suivant s’intéresse au problème de la viscoélasticité des matériaux, en s’appuyant
cette fois sur une mesure expérimentale sur des dalles de béton ou de mortier, avec des ondes
de compression. L’étude des informations contenues dans la partie incohérente des champs sera
également abordée.
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Introduction

Les études analytique et numérique de la diffusion multiple en milieu élastique ont permis
de définir un milieu homogène équivalent. La présence des hétérogénéités de dimensions impor-
tantes (granulats) rend le milieu effectif dispersif et atténuant. Les hétérogénéités de plus petites
dimensions (sables, porosité, micro-fissures), doivent également être prises en compte. L’effet de
ces plus petites hétérogénéités, ainsi que l’absorption des matériaux, peuvent être assimilés à
un comportement viscoélastique [Bourbié et al., 1986]. L’étude d’un modèle viscoélastique li-
néaire permet de simuler analytiquement la propagation des ondes dans un milieu hétérogène
et viscoélastique, et de déterminer l’influence relative des effets de la diffusion multiple ou de la
viscoélasticité sur la propagation des ondes. Une étude expérimentale avec des ondes de com-
pression sur du mortier et du béton permettra ensuite de mettre en évidence les effets de la
diffusion multiple sur un cas réel.

3.1 Modèle de viscoélasticité linéaire

3.1.1 Relations contrainte-déformation en milieu 1D

L’étude des relations contrainte-déformation en milieu 1D permet d’étudier séparément et
de manière simplifiée les effets uniaxiaux de compression ou de cisaillement [Bourbié et al., 1986;
Carcione, 2001].

3.1.1.a Fonctions de fluage et de relaxation

On définit la fonction de fluage f des matériaux comme la variation au cours du temps t de
la déformation ε(t) due à une contrainte constante σ0 appliquée en t = t0 :

ε(t) = σ0 f(t− t0, σ0) (3.1)

On peut définir de la même manière la fonction de relaxation r, correspondant à l’évolution
temporelle de la contrainte σ(t) nécessaire pour produire une déformation constante ε0 appliquée
en t = t0 :

σ(t) = ε0 r(t− t0, σ0) (3.2)
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3.1.1.b Élasticité linéaire

Dans le cadre de la viscoélasticité linéaire, on suppose que les fonctions de fluage et de
relaxation ne dépendent plus de la valeur initiale de la contrainte σ0 ou de la déformation ε0.
On a alors les relations :

ε(t) = σ0 f(t− t0) (3.3)

σ(t) = ε0 r(t− t0) (3.4)

Ces relations 3.3 et 3.4 permettent ainsi de remonter à l’histoire des déformations ou des
contraintes du matériau jusqu’au temps t, en additionnant par linéarité les effets dus à une
variation de contrainte ∂σ (ou de déformation ∂ε) appliquées au temps τ pendant la durée dτ .

ε(t) =
∫ t

−∞
f(t− τ)

∂σ

∂τ
dτ (3.5)

σ(t) =
∫ t

−∞
r(t− τ)

∂ε

∂τ
dτ (3.6)

Par relations de causalité, la connaissance de l’état du matériau au temps t n’est pas influen-
cée par les évolutions aux temps ultérieurs. On peut donc écrire :

ε(t) =
∫ +∞

−∞
f(t− τ)

∂σ

∂τ
dτ (3.7)

σ(t) =
∫ +∞

−∞
r(t− τ)

∂ε

∂τ
dτ (3.8)

De même, par relation de causalité, les valeurs des fonctions de fluage et de relaxation sont
nulles pour des temps négatifs :

{

f(τ) = 0
r(τ) = 0

pour τ < 0. (3.9)

En considérant que ε(−∞) = 0, on peut alors réaliser l’intégration par parties des équa-
tions 3.7 et 3.8 et obtenir les relations suivantes liant les contraintes et les déformations au cours
du temps, dans lesquelles on reconnaît des produits de convolution liant σ(t) et ε(t) :

ε(t) =
∫ +∞

−∞
s(t− τ)σ(τ)dτ = s(t) ∗ σ(t) (3.10)

σ(t) =
∫ +∞

−∞
m(t− τ)ε(τ)dτ = m(t) ∗ ε(t) (3.11)

avec

s(t) =
∂f

∂τ
et m(t) =

∂r

∂τ
(3.12)

Les combinaisons des relations 3.10 et 3.11 impliquent par ailleurs que l’on ait :

δ(t) = m(t) ∗ s(t) (3.13)

3.1.1.c Modules complexes

La transformée de Fourier des relations 3.10, 3.11 et 3.13 conduit aux relations suivantes
entre les contraintes et les déformations dans le domaine fréquentiel :
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ε̂(ω) = ŝ(ω) σ̂(ω) (3.14)

σ̂(ω) = m̂(ω) ε̂(ω) (3.15)

1 = m̂(ω) ŝ(ω) (3.16)

Dans ce cas, on observe que la relation liant contraintes et déformations en 1D fait intervenir
un module complexe et dépendant de la fréquence m̂(ω). Ce module complexe peut être un
module de compression, de cisaillement, de torsion, etc., suivant le cas de contrainte uniaxiale
étudié. En réintroduisant la relation constitutive 3.15 dans les équations d’équilibre du matériau
(du type de l’équation 1.1) en 1D, on peut décrire la propagation par une équation de Helmholtz
avec un nombre d’onde complexe k et une célérité complexe C :

k(ω) =
ω

C(ω)
avec C(ω) =

√

m̂(ω)
ρ

. (3.17)

Le nombre d’onde k étant complexe, il peut s’écrire sous la forme k = κ+ iα. Dont la partie
réelle κ = ω/c(ω) correspond au terme propagatif avec la vitesse de phase c(ω) et la partie
imaginaire α(ω) est liée à l’atténuation.

Pour un matériau élastique, le module complexe m̂(ω) devient une constante réelle M0 et
l’équation 3.15 devient la loi de Hooke pour un cas uniaxial, où M0 peut être le module d’élas-
ticité (λ + 2µ) dans le cas d’une contrainte de compression, µ dans le cas d’une contrainte de
cisaillement, etc.

σ = M0ε. (3.18)

3.1.2 Modèle à Q constant : modèle de Kjartansson

3.1.2.a Expression du module complexe

Parmi les différents modèles permettant de décrire le comportement viscoélastique des ma-
tériaux, l’un des plus courants consiste à considérer que l’amortissement est linéaire avec la
fréquence, ce qui revient à considérer un facteur de qualité Q constant. Une des définitions du
facteur de qualité a été donnée à l’équation 1.2.3.c. Ce modèle, décrit par Kjartansson [1979],
se base sur une fonction de fluage de la forme :

f(t) =
1

M0Γ(1 + 2γ)

(

t

t0

)2γ

H(t) (3.19)

où M0 est le module élastique (de compression ou de cisaillement), t0 = 2π/ω0 correspond à une
période pour une pulsation de référence ω0 et H(t) est la fonction échelon de Heaviside. Cette
fonction de fluage fait également intervenir la fonction Γ(x) [Abramowitz and Stegun, 1964,
chap. 6].

Enfin, on définit :

γ =
1
π

arctan
(

1
Q

)

(3.20)

Cette fonction de fluage permet de remonter aux modules complexes à partir des rela-
tions 3.12, 3.14 et 3.16 1 :

m̂(ω) = M0

(−iω
ω0

)2γ

= M0

∣

∣

∣

∣

ω

ω0

∣

∣

∣

∣

2γ

exp (−iπγ sgn(ω)) (3.22)

la fonction sgn(ω) représentant le signe de ω.
1La convention temporelle étant choisie en e−iωt, on utilise la définition suivante pour la transformée de

Fourier :

f̂(ω) =

∫ +∞

−∞

f(t)eiωtdt, (3.21)

d’où les expressions de M différentes de celles trouvées dans [Kjartansson, 1979; Bourbié et al., 1986; Carcione,
2001]
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3.1.2.b Vitesse de phase et atténuation

Le module complexe m̂(ω) donne une vitesse de phase de l’onde de la forme :

c(ω) = c0

∣

∣

∣

∣

ω

ω0

∣

∣

∣

∣

γ

avec c0 =

√

M0

ρ

1
cos(πγ2 )

(3.23)

L’équation 3.23 montre que le fait d’introduire de la viscoélasticité dans le matériau rend la
vitesse de phase c dépendante de la fréquence. De plus, la valeur obtenue en ω = ω0 est légèrement
différente de la vitesse relaxée crel. =

√

M0/ρ que l’on aurait obtenue en considérant le matériau
élastique. Pour des valeurs de Q suffisamment élevées (Q > 10), on peut considérer que cos(πγ2 ) ≈
1 et que crel. ≈ c0.

Le coefficient d’atténuation, correspondant à la partie imaginaire du nombre d’onde com-
plexe, est de la forme :

α(ω) =
ω

c(ω)
tan(

πγ

2
) sgn(ω) (3.24)

ce qui, en considérant un facteur de qualité Q suffisamment grand dans la relation 3.20 (Q > 10
d’après [Bourbié et al., 1986]), et des fréquences positives, peut être approché à l’ordre 1 par :

α(ω) ≃ ω

c(ω)
1

2Q
=

πf

Qc(ω)
, 1/Q≪ 1. (3.25)

On retrouve la valeur approchée de l’équation 1.14. La vitesse de phase c(ω) n’étant pas constante
avec la fréquence, le modèle à Q constant n’implique pas rigoureusement que l’amortissement
est linéaire avec la fréquence. Cependant, pour des facteurs de qualité suffisamment grands, le
comportement de α est très proche d’un comportement linéaire avec f .

L’intérêt du modèle à Q constant de Kjartansson est que le comportement viscoélastique du
matériau peut être décrit pour toutes les fréquences par seulement deux paramètres : la vitesse
relaxée crel. et le facteur de qualité Q. La fréquence de référence ω0 doit également être indiquée,
elle peut être prise arbitrairement à l’une des extrémités ou au milieu de la bande de fréquence
étudiée. Les auteurs ne donnent pas plus de précisions sur cette valeur de ω0. On fixe alors cette
valeur de façon à s’approcher le plus possible de la réalité physique.

Ce modèle a été vérifié expérimentalement sur des roches homogènes pour des très basses
fréquences (20-500 Hz) [Carcione, 2001; Bourbié et al., 1986], et est largement utilisé en sismique.

3.1.2.c Expression en 2D/3D

Le modèle de Kjartansson est un modèle développé pour les cas 1D, à partir du comportement
du matériau (fluage, relaxation) en compression ou cisaillement uniaxial. Dans le cas d’un milieu
multidimensionnel et isotrope, la relation contrainte déformation équivalente à la relation 3.11
peut être généralisée de la manière suivante à partir de la loi de Hooke :

σij(t) =
∫ +∞

−∞

[

λ(t− τ)
∂

∂τ
(εkkδij) + 2µ(t− τ)

∂εij
∂τ

]

dτ, (3.26)

où les coefficients λ et µ permettraient de définir des coefficients de Lamé complexes [Bourbié
et al., 1986].

Dans un milieu bidimensionnel ou tridimensionnel, on peut alors déterminer les nombres
d’onde complexes kp et ks relatifs aux ondes de compression et de cisaillement à partir de
relations similaires à 3.17 et 3.22.

kp(ω) =
ω

cp,r

(−iω
ω0

)− 1
π

arctan

(

1
Qp

)

(3.27)

ks(ω) =
ω

cs,r

(−iω
ω0

)− 1
π

arctan
(

1
Qs

)

(3.28)
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Dans ces relations, les 4 paramètres permettant de décrire la viscoélasticité du matériau sont les
vitesses relaxées cp,r et cs,r des ondes P et S, ainsi que les facteurs de qualité Qp et Qs.

Les valeurs relaxées cp,r et cs,r utilisées pour les simulations analytiques sont les mêmes que
celles utilisées dans le cas élastique (Tab. 2.1). Les valeurs des facteurs de qualité sont choisis
de manière à être représentatifs des propriétés moyennes du mortier ou des granulats. Ils sont
données au tableau suivant :

Tab. 3.1 – Facteurs de qualité utilisés pour les simulations viscoélastiques sur le béton.
Matériau Qp Qs
Mortier 70 30

Granulats 100 50

La figure 3.1 présente des exemples de courbe de dispersion en vitesse de phase et de courbe
d’amortissement obtenues pour le cas de la propagation des ondes P dans du mortier avec le
modèle de Kjartansson. Ce modèle induit donc bien une dispersion de la vitesse de phase de
l’ordre de environ 30 m.s−1, et l’atténuation est bien linéaire avec la fréquence.
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Fig. 3.1 – Exemples de courbes de vitesse de phase et d’amortissement pour des ondes de
compression dans du mortier, en utilisant le modèle de Kjartansson.

3.1.3 Application aux milieux hétérogènes

3.1.3.a Résultats analytiques

La prise en compte de la viscoélasticité des matériaux de cette manière introduit une dis-
persion de la vitesse de phase ; cette viscoélasticité ne peut pas être ajoutée a posteriori sur les
modèles d’homogénéisation de type ISA lors de l’étude des milieux hétérogènes. La viscoélasti-
cité des différentes phases (mortier et granulats) doit donc être prise en compte dès le début du
calcul. Pour cela, le calcul des fonctions de champ lointain fpp et fps doit être réalisé de la même
manière qu’au chapitre 2, mais cette fois en considérant des nombres d’onde complexes kjp et kjs
(j = 0, 1), pour chaque type d’onde P ou S et dans chaque phase du matériau, calculés à partir
des relations 3.27 et 3.28. De même la formulation de l’ISA (Eqs. 2.71 et 2.72) fait intervenir le
nombre d’onde complexe de la matrice dans le cas viscoélastique.

La comparaison des propriétés du milieu effectif dans le cas d’un matériau viscoélastique ou
purement élastique est présentée en figure 3.2. Les propriétés du milieu effectif sont calculées avec
l’ISA, dans un milieu 3D avec une granulométrie similaire à celle de la figure 2.9. L’influence de
la viscoélasticité sur la vitesse de phase est relativement peu importante, tant pour les ondes P
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Fig. 3.2 – Courbes de dispersion en vitesse de phase effective et courbes d’amortissement effectif
obtenues analytiquement en considérant des milieux élastiques ou viscoélastiques, et avec la
méthode d’homogénéisation ISA. Le béton est simulé analytiquement en 3D avec les propriétés
des tableaux 2.1 et 3.1, avec une granulométrie décrite par la figure 2.9 et un pourcentage
volumique de 40% de granulats.

que pour les ondes S. La valeur de vitesse de phase varie au plus de 50 m.s−1 pour les fréquences
les plus élevées.

L’étude des courbes d’atténuation 3.2(c-d) permet de qualifier l’importance relative de l’at-
ténuation due à la diffusion par les granulats et de l’atténuation due aux autres effets à petite
échelle (absorption, porosité, très petites hétérogénéités). Dans le cas des ondes P, l’amortisse-
ment dû aux hétérogénéités représente environ 70% de l’amortissement total. Dans le cas des
ondes S, cette proportion est proche de 30%. Cette étude ne peut être que qualitative, les hypo-
thèses de milieu dilué introduites dans le modèle par l’utilisation du modèle d’homogénéisation
ISA n’étant pas vérifiée dans le cas du béton.

3.1.3.b Conclusions pour l’étude du béton

Dans le cas de mesures expérimentales sur du béton, on a vu que les coefficients d’atténuation
mesurés tiennent compte de tous les phénomènes amortissants présents dans le matériau, et qu’il
est très difficile de dissocier l’effet d’un phénomène par rapport à un autre. Lors de l’évaluation
non destructive du béton en vue d’un diagnostic ou d’un suivi des ouvrages, le principal effet
que l’on cherche à observer est une variation des propriétés mécaniques indiquant une pathologie
comme par exemple une variation de porosité. La présence des hétérogénéités comme les granu-
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lats modifie considérablement la propagation des ondes et ajoute notamment un amortissement
supplémentaire des ondes qui n’est pas lié à des variations de propriétés du matériau.

La modélisation analytique de la propagation en milieu hétérogène et viscoélastique, bien
qu’utilisant des modèles très simplifiés, permet de qualifier l’influence relative des différents phé-
nomènes et de faciliter l’interprétation des résultats expérimentaux ou in situ. On a notamment
vu que l’étude des propriétés du milieu effectif passait par l’évaluation du champ cohérent en
moyennant les signaux enregistrés sur un grand nombre réalisations indépendantes du désordre,
d’autant plus élevé que la fréquence est élevée. L’étude de l’atténuation du milieu effectif est
difficile du fait de l’atténuation due à la diffusion multiple par les hétérogénéités, qui peut re-
présenter entre 30 et 70% de l’atténuation totale.

3.2 Étude expérimentale du champ cohérent dans le béton avec
des ondes de compression

La propagation des ondes de volume dans le béton a été étudiée de manière analytique
en tenant compte de la diffusion multiple par les granulats et du caractère viscoélastique du
matériau. Une étude expérimentale préliminaire en transmission avec des ondes de compression
va maintenant être réalisée, afin d’observer les effets de la diffusion multiple sur des dalles de
béton et de mortier. Cette étude est réalisée avec Arnaud Derode et Dominique Clorennec au
Laboratoire Ondes et Acoustique à Paris (LOA). Elle a donné lieu à deux communications à
la conférence NDT-CE2 2006 à St.Louis (MO), USA [Le Marrec et al., 2006; Chekroun et al.,
2006].

3.2.1 Protocole expérimental

3.2.1.a Les dalles de béton

Les dalles étudiées lors des mesures sont des dalles de béton et de mortier de type auto-
plaçant avec un rapport E/C est de 0,68. Pour le béton, les granulats sont de type concassés
(Gneiss), et le diamètre maximal des granulats est Dmax = 15 mm. Les dalles de mortier sont
réalisées avec la même formulation que celles de béton, mais sans les granulats. Le diamètre
maximal des grains de sable est de 1 mm.

Pour chaque type de matériau (béton ou mortier), on dispose de deux dalles d’épaisseurs
différentes (6 et 12 cm) réalisées à partir de la même gâchée. La première dalle a des dimensions
de 20× 20 cm et une épaisseur de 6 cm. La seconde dalle a des dimensions de 60× 60 cm et une
épaisseur de 12 cm. Les deux surfaces des dalles sont polies pour faciliter les mesures.

Les mesures sont réalisées en transmission à travers les dalles avec des ondes de compression.
Le schéma représentant le protocole expérimental est présenté en figure 3.3.

3.2.1.b Source : les transducteurs

Les sources utilisées sont des transducteurs de type piézoélectrique large bande émettant des
ondes de compression. On utilise deux transducteurs de fréquences centrales différentes afin de
couvrir une grande bande fréquentielle.

– Le premier transducteur a une fréquence centrale de 250 kHz (Panametrics videoscan
1,5in).

– Le second transducteur a une fréquence centrale de 500 kHz (Panametrics videoscan 1,125in).
Les transducteurs sont collées sur l’une des faces de la dalle avec du phénylsalicilate (Fig.

3.4(a)). Cess cristaux dont la température de fusion est de 40̊ C, servent de colle pour les
transducteurs.

2Non Destructive Testing for Civil Engineering.
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Interferometre laserTransducteur
large-bande

Bande reflechissante

Couplant : 
Phenylsalycilate

Dalle de beton
d'epaisseur 12 ou 6 cm

Generateur 
d'impulsions creneau

Oscilloscope numerique
echantillonnage 25MHz

Fig. 3.3 – Schéma du protocole expérimental pour les mesures en transmission.

Ces transducteurs source sont alimentés par une excitation de type créneau monopolaire.
L’amplificateur utilisé est de marque SOFRANEL Squarewave pulser Receiver 5077pr. Il émet
des créneaux de tension 100 V, à la fréquence de tir de 100 Hz. La demi-largeur 1/2Tcreneau de
ces créneaux détermine la largeur du lobe principal du spectre d’excitation.

(a) (b)

Fig. 3.4 – (a) Collage du transducteur sur la face arrière de la dalle. (b) Réception avec une
sonde interférométrique sur la face avant de la dalle.

3.2.1.c Réception : sonde interférométrique

La réception des ondes de compression transmises se fait sur l’autre face de la dalle, comme
indiqué sur le schéma 3.3. On utilise pour cela une sonde interférométrique SH140 [Royer and
Dieulesaint, 1989; Royer et al., 1994] visible sur la figure 3.4 (b). Cette sonde fournit une mesure
du déplacement, qui peut être absolue, avec une sensibilité de environ 10 mV/Å. Elle permet des
mesures très ponctuelles sur la dalle de béton ; la dimension de la tache focale du laser étant de
environ 30µm. La réflection du faisceau laser sur la dalle est facilitée grâce à une bande adhésive
réfléchissante.

L’avantage de la sonde interférométrique utilisée en réception est qu’elle permet de s’affran-
chir des effets de couplage entre la source et le récepteur ; la réception se faisant ici sans contact.
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De plus, les mesures ponctuelles n’entraînent pas un effet de moyennage spatial sur la surface
de la pastille du transducteur.

La sonde peut être déplacée horizontalement avec un moteur, pour pouvoir effectuer des
balayages (scans) et ainsi prendre de nombreux points d’acquisition sur la dalle sans avoir de
problèmes de couplants (décoller-recoller un transducteur de réception par exemple). La position
des points de réception est également connue. En pratique on effectue des balayages suivant des
lignes dans “l’ombre” des transducteurs-source (projection de la pastille du transducteur sur la
face de la dalle où s’effectue la réception) sur une distance de environ 48 mm avec un pas de
1 mm pour le transducteur de fréquence centrale 250 kHz et sur une distance de 40 mm pour
le transducteur de fréquence centrale 500 kHz qui est de dimensions plus petites. La position
de ces lignes de réception par rapport à l’ombre des transducteurs sur la face de réception est
schématisée en figure 3.5.

Fig. 3.5 – Positions des points de réception de la sonde interférométrique dans l’ombre du
transducteur pour les mesures en transmission.

3.2.1.d Mesures

Les mesures en transmission présentées ci-dessus (transducteur collé et réception par balayage
du laser) sont répétées en différents endroits des dalles, en veillant à rester à une distance
suffisante des bords. Trois positions de transducteur sont considérées pour chaque dalle, ce qui
donne un total de environ 400 points de réceptions, prenant en compte différentes configurations
indépendantes du désordre.

L’acquisition s’effectue à l’aide d’un oscilloscope numérique échantillonnant les signaux à
25 MHz. Une routine de décimation ramène par la suite cette fréquence d’échantillonnage à
12,5 MHz, les fréquences étudiées étant inférieures au MHz. Afin de pouvoir étudier à la fois
la partie cohérente et incohérente du champ, on enregistre les signaux transmis sur une durée
importante de 600µs.

Les signaux sont ensuite filtrés entre 100 et 600 kHz avec un filtre IIR de Butterworth d’ordre
3, dont les propriétés sont présentées en annexe C. Ainsi, on élimine d’une part le bruit de
mesure à haute fréquence, et d’autre part les fréquences inférieures à 100 kHz, pour lesquelles
les longueurs d’ondes peuvent devenir comparable à un multiple de l’épaisseur e de la dalle et
exciter des modes de Lamb [Viktorov, 1967; Clorennec et al., 2007]. (Pour une vitesse moyenne
des ondes P de 4400 m.s−1 dans le béton, la fréquence critique du premier mode de Lamb (S1)
sur une dalle d’épaisseur e = 12 cm d’épaisseur vaut f1 = cp/2e ≃ 18 kHz).

3.2.2 Prétraitements et obtention du champ cohérent

L’interféromètre laser permet d’acquérir de manière automatique un grand nombre de si-
gnaux en différents endroits de la dalle. Avant de moyenner ces signaux pour obtenir une éva-
luation du champ cohérent, on s’assure que l’ensemble des signaux enregistrés correspond bien
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à des réalisations “équivalentes” du désordre. Notamment, la distance source-récepteur doit être
la même pour chaque point d’acquisition. Les dalles ayant été polies sur leurs faces principales,
leur épaisseur (12 ou 6 cm) est à peu près constantes à ±0, 5 mm près. Il convient par contre de
s’assurer que l’onde émise par le transducteur est bien une onde plane, et que la réception se
fait bien en champ lointain vis-à-vis des transducteurs.

3.2.2.a Modélisation du rayonnement des transducteurs

Pour cela, le comportement des transducteurs est étudié par un calcul analytique rapide.
Le calcul exact des modes de vibration d’une pastille piézoélectrique prenant en compte les
conditions de bord (support dans lequel la pastille est enchâssée, et “backing” à l’arrière), et le
couplage avec le milieu ambiant (béton) demande des moyens de simulations très poussés. On
se contentera ici d’une approximation de type piston en milieu semi-infini, élastique, isotrope,
et homogène.

Le transducteur est assimilé à un piston circulaire plan dont tous les points vibrent en phase.
Le calcul est tiré de Royer and Dieulesaint [1996] et est détaillé en annexe D.

Champ proche. Les effets de champ proche des transducteurs se manifestent pour des dis-
tances de propagation inférieures à la distance de Fresnel zm, définie par la relation suivante :

zm =
a2

λ
− λ

4
≃ a2

λ
pour a≫ λ, (3.29)

où a est le rayon de la pastille piézoélectrique du transducteur et λ la longueur d’onde émise. La
longueur d’onde la plus courte étudiée donnera la limite du champ proche correspondant aux
transducteurs dans le conditions de l’étude. Pour les deux transducteurs utilisés, la fréquence
la plus élevée que l’on va étudier est 700 kHz, ce qui correspond grossièrement à une longueur
d’onde λm = 5 mm. La distance de Fresnel correspondante est alors de environ zm = 40 mm. Les
mesures à travers les dalles de 6 cm et 12 cm se situeront donc bien toutes en champ lointain par
rapport à la source.

Diagramme de rayonnement. Les calculs des diagrammes de rayonnement des transduc-
teurs détaillés en annexe D montrent que l’onde émise par ces transducteurs n’est pas assimilable
à une onde plane. En particulier, l’amplitude à une distance donnée de la source (correspondant
à l’épaisseur des dalles) n’est pas uniforme, et les signaux enregistrés auront des petits décalages
temporels.

3.2.2.b Corrections apportées aux signaux

Amplitudes spectrales. On corrige les variations d’amplitude du spectre FFT de chaque
signal fréquence par fréquence à partir de la réponse en amplitude théorique des transducteurs
en champ lointain pour chaque fréquence étudiée. Les signaux enregistrés les plus aux bords de
l’ombre des transducteurs (en extrémité des lignes de balayage du laser) ont les écarts les plus
importants par rapport aux signaux enregistrés au centre. On élimine de l’étude les signaux
nécessitant une correction d’un facteur supérieur à 2.

On voit en figure 3.6 un exemple du résultat de la correction d’amplitude sur le maximum
de l’amplitude des signaux enregistrés le long d’une ligne de balayage pour la dalle de 6 cm
d’épaisseur. On voit que les points les plus extrêmes ont une correction trop importante, le
calcul du facteur de correction étant trop simplifié. On élimine donc ces points pour ne garder
que ceux situés entre 5 et 35 mm sur cette figure.



78 3 Ondes de compression dans le béton : aspects expérimentaux

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

correction d’amplitude
 pour  ep = 6 cm et ftrans =500 kHz

distance laterale [mm]

am
pl

itu
de

 [d
B

]

sans correction

avec correction

Fig. 3.6 – Exemple du résultat de la correction d’amplitude pour la dalle de 6 cm d’épaisseur
et le transducteur de 500 kHz. On représente l’amplitude maximale du signal avant et après
correction (la correction a cependant été réalisée fréquence par fréquence).

Décalages temporels. Les signaux enregistrés présentent un décalage temporel du fait de la
directivité des transducteurs. On peut évaluer ces décalages entre les signaux par intercorrélation.
Des exemples sont donnés en figure 3.7.
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Fig. 3.7 – Décalages des signaux en nombre d’échantillons par rapport au signal le plus ra-
pide dans du béton. Les décalages sont évalués par intercorrélation. Chaque courbe correspond
différentes positions du transducteur sur la dalle.

Les décalages présentés en figure 3.7 sont présentés en nombre d’échantillons. La fréquence
d’échantillonnage étant de 12,5 MHz, la période d’échantillonnage est de 8.10−8 s. Ici, 25 échan-
tillons correspondent alors à 2µs. On constate que les ordres de grandeur de ces décalages
correspondent bien à ceux calculés théoriquement en annexe D (figures D.7(a-b)).

Dans le cas de la dalle de 12 cm, l’arrivée du premier front a une forme moins marquée que
dans le cas de la dalle de 6 cm. Les effets de diffusion multiple sont plus importants et perturbent
le front d’onde principal, les fronts sont très fluctuants d’une position de transducteur à l’autre.

Recalages temporels. Afin d’effectuer des moyennes des signaux et dissocier le champ co-
hérent du champ incohérent, il faut corriger les décalages entre les traces. Les origines de ces
décalages sont de différents types ; des retards dûs au protocole expérimental (défauts de pla-
néité et de parallélisme de la dalle, défauts de collage des transducteurs), les décalages dûs à
la directivité des transducteurs, qui sont les plus importants ici, et des retards inhérents au
phénomène de diffusion qui modifie légèrement la vitesse de propagation des ondes.

On souhaite corriger les décalages dûs aux défauts de la dalle et des collages, mais conserver
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les décalages dûs aux effets de diffusion. Or les effets de diffusion sont importants à hautes
fréquences, et très faibles aux fréquences plus faibles (les longueur d’onde sont supérieures aux
dimensions des hétérogénéités). On va donc corriger uniquement les décalages présents aux basses
fréquences, qui ne sont théoriquement pas dûs à la diffusion.

Le béton étudié possède des granulats allant jusqu’à 1 - 1,5 cm de diamètre. On choisit de
filtrer les signaux entre 50 et 150 kHz, ce qui correspond à des longueurs d’onde supérieures
à 2,5 cm pour les ondes de compression. Dans cette plage de fréquences on suppose que les
décalages observés sont dûs aux transducteurs et aux défauts de la dalle. On recale ensuite les
traces non filtrées à partir des décalages calculés dans la bande de fréquences 50-150 kHz. Les
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Fig. 3.8 – Effets du recalage pour le transducteur de 250 kHz. On évalue les décalages résiduels
entre les signaux par intercorrélation.

décalages résiduels (Fig. 3.8) sont uniquement dûs aux effets de la diffusion multiple. Ils sont
négligeables pour la dalle de 6 cm ; ils sont au plus de 3 échantillons, soit 0,24µs. Pour la dalle
de 12 cm, ces décalages sont un peu plus importants (jusqu’à 6 échantillons temporels, ce qui
correspond à 0,5µs), et il y a plus de variations entre les signaux. Tous ces décalages dûs à la
diffusion multiple restent très peu importants.

3.2.2.c Évaluation du champ cohérent

Une fois tous les prétraitements et les corrections appliquées aux signaux enregistrés, on
peut évaluer le champ cohérent en moyennant ces signaux. On dispose d’environ 400 signaux
par dalles. Ces 400 signaux ne correspondent pas à proprement parler à 400 réalisations indé-
pendantes du désordre, car le pas d’acquisition des signaux est de 1 mm seulement. On considère
que les réalisations du désordre sont indépendantes lorsque deux signaux sont acquis avec un
espacement d’au moins une demi longueur d’onde incidente. Cependant, ces 400 signaux par
dalle forment un ensemble suffisant pour évaluer le champ cohérent avec précision.

La figure 3.9 présente un signal individuel en (a) et le champ cohérent obtenu après moyen-
nage spatial en (b), pour des mesures à travers la dalle de béton de 12 cm d’épaisseur. On voit
que la proportion de champ incohérent dans le signal (a) est très importante. Sur le champ
cohérent (b), les contributions incohérentes ont disparu, le signal comporte un écho principal
vers 30µs correspondant à l’onde balistique, puis des échos secondaires. L’écho secondaire le
plus important (vers 100µs) correspond à un aller-retour de l’onde qui se réfléchit sur les deux
faces de la dalle. Un autre écho situé vers 50µs correspond à une vibration du transducteur qui
émet des impulsions secondaires après avoir émis l’impulsion principale.

Des exemples de signaux mesurés sur une dalle de mortier sont présentés en figure 3.10. On
y voit en (a) un signal individuel, et en (b) le champ cohérent. On constate que dans le mortier
le champ incohérent est très faible et qu’il y a peu de différences entre un signal individuel et
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Fig. 3.9 – Dalle de béton de 12 cm d’épaisseur et transducteur de fréquence centrale 500 kHz :
signal temporel filtré entre 100 et 600 kHz. L’amplitude des signaux est normalisée. (a) un signal
particulier pris au hasard, (b) champ cohérent, moyenné sur 400 signaux.
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Fig. 3.10 – Dalle de mortier de 12 cm d’épaisseur et transducteur de fréquence centrale 500 kHz :
signal temporel filtré entre 100 et 600 kHz. (a) un signal particulier pris au hasard, (b) champ
cohérent, moyenné sur 400 signaux.

le champ cohérent. Tout comme dans le béton, on distingue l’onde balistique, des impulsions
secondaires émises par le transducteur, et enfin plusieurs échos correspondant à des aller-retour
de l’onde entre les faces de la dalle.

3.2.3 Comparaison des énergies du champ cohérent et incohérent

3.2.3.a Choix des bandes de fréquences

Des bandes de fréquences sont choisies pour l’étude des paramètres du champ cohérent en
fonction de la fréquence. On considère des bandes de fréquences du type [fc − df/2, fc + df/2],
où fc est la fréquence centrale de la bande et où la largeur de bande df représente 25% de la
fréquence centrale. Les différentes bandes se recouvrent partiellement. Dans la suite, ces bandes
sont repérées par leur fréquence centrale.

3.2.3.b Intensité des champs cohérent et incohérents

Les signaux sont filtrés dans chaque bande de fréquences considérée avec des filtres de Butter-
worth d’ordre 3, dont les caractéristiques sont présentées dans l’annexe C. Plus la bande passante
de ces filtres est étroite, plus la réponse impulsionnelle présente des oscillations et est étalée dans
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le temps, la phase du filtre n’étant pas linéaire dans toute la gamme de fréquences. Cela va poser
des problèmes pour visualiser les allures temporelles des signaux une fois filtrés, mais l’inten-
sité des signaux dans la bande passante du filtre est conservée. Les études de l’atténuation des
signaux vont porter sur l’intensité de ceux-ci et non leur allure temporelle.

Le champ cohérent scoh(t) dans chaque bande de fréquences est déterminé en calculant la
moyenne de tous les signaux filtrés sn(t). On peut déduire la partie incohérente sn,inc(t) de
chaque trace en soustrayant la partie cohérente.

scoh(t) =
1
N

N
∑

n=1

sn(t) (3.30)

sn,inc(t) = sn(t)− scoh(t) (3.31)

On détermine alors dans chaque bande de fréquences l’intensité du champ cohérent Icoh, l’in-
tensité moyenne du champ incohérent Iinc, ainsi que l’intensité totale moyenne Itot des signaux :

Icoh =
∑

t

s2
coh(t) (3.32)

Iinc =
1
N

N
∑

n=1

(

∑

t

s2
n,inc(t)

)

(3.33)

Itot =
1
N

N
∑

n=1

(

∑

t

s2
n(t)

)

(3.34)

On suppose ici que l’intensité incohérente Iinc définie ci-dessus est égale à l’intensité du
champ incohérent réellement présent dans le matériau. En pratique, l’interféromètre laser utilisé
ne mesure que le déplacement normal à la surface de la dalle. Le champ incohérent présent dans
la dalle est composé d’une multitude de trains d’ondes se propageant dans toutes les directions,
pouvant avoir subi un très grand nombre d’interactions avec les hétérogénéités, et éventuelle-
ment des conversions de modes entre les ondes de compression et de cisaillement. Le déplacement
particulaire associé au passage de l’onde incohérente peut donc se faire suivant toutes les di-
rections. Les déplacements particulaires tangentiels à la surface de la dalle n’étant pas détectés
par l’interféromètre laser, l’intensité Iinc mesurée ne correspond pas exactement à l’intensité
incohérente en un point du matériau. Dans la suite on fera tout de même l’approximation que
l’intensité incohérente mesurée correspond à l’intensité incohérente réelle au point de mesure.

3.2.3.c Cas du mortier

Les intensités cohérentes, incohérentes et totales mesurées à travers la dalle de mortier de
12 cm d’épaisseur sont présentées en figure 3.11 pour chaque transducteur utilisé. La proportion
d’intensité incohérente est négligeable quelle que soit la fréquence dans le cas du mortier. Le
matériau peut donc être considéré comme étant homogène pour les fréquences étudiées, le champ
mesuré en un point particulier est assimilable au champ cohérent.

3.2.3.d Cas du béton

L’étude dans le cas du béton est présentée en figure 3.12. Quel que soit le transducteur
étudié, le champ cohérent domine pour les fréquences inférieures à 250 kHz et est largement
prépondérant pour les fréquences inférieures à 100 kHz. Entre 100 et 250 kHz, il représente envi-
ron les 2/3 de l’intensité totale, cette proportion diminuant avec la fréquence. Enfin, au delà de
250 kHz, la proportion de champ incohérent devient supérieure à celle du champ cohérent. Dans
le cas du transducteur de fréquence centrale 500 kHz, qui envoie de l’énergie jusqu’à 700 kHz,
le champ cohérent devient négligeable pour les fréquences supérieures à 450-500 kHz, les effets
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Fig. 3.11 – Intensités des champs cohérents, incohérents et du champ total dans chaque bande
de fréquences, pour la dalle de mortier de 12 cm d’épaisseur.
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Fig. 3.12 – Intensités des champs cohérents, incohérents et du champ total dans chaque bande
de fréquences, pour la dalle de béton de 12 cm d’épaisseur.

de la diffusion multiple deviennent très importants et le champ total n’est plus composé que de
champ incohérent.

On voit donc expérimentalement que plus la fréquence augmente, plus les longueurs d’onde
vont être petites par rapport à la taille des hétérogénéités, et plus elles seront soumises à la
multidiffusion. Le champ incohérent est quasiment inexistant dans le mortier (Dmax = 1 mm)
tandis qu’il devient progressivement prépondérant lorsque la longueur d’onde diminue et devient
comparable à la dimension des hétérogénéités. L’étude des rapports entre les intensités cohé-
rentes, incohérentes et totales fournit un bon indicateur du degré d’hétérogénéité du matériau
et de la présence du phénomène de diffusion multiple.

3.2.4 Paramètres de propagation : étude du champ cohérent

3.2.4.a Vitesse effective des ondes de compression

L’épaisseur exacte des dalles de béton a été mesurée à ±0, 5 mm près au pied à coulisse en
plusieurs endroits. On peut alors déterminer la vitesse des ondes de compression en pointant le
temps d’arrivée de l’onde balistique et en estimant le temps de propagation à travers la dalle.

Le temps d’arrivée du signal est choisi comme l’instant où l’amplitude du signal dépasse le
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niveau de bruit d’un facteur 4, ce qui permet de détecter le signal même si le bruit est très
important et avec une forte variance. Ces pointés de temps de trajet peuvent être réalisés sur
chaque signal enregistré (après recalages et corrections), ce qui permet d’obtenir une moyenne
de vitesse vp et un écart-type σp à partir des résultats de tous les signaux sur une dalle donnée
et avec un transducteur donné. On peut également estimer la vitesse effective vp,e en pointant
directement le temps d’arrivée de l’onde cohérente obtenue en 3.2.2.c, la vitesse effective évaluée
ne permet pas d’obtenir un écart-type. Les résultats obtenus sur la dalle de 12 cm sont résumés
dans le tableau 3.2.

Tab. 3.2 – Estimation des vitesses des ondes de compression en m.s−1 dans le béton ou le mortier
sur les dalle de 12 cm d’épaisseur.

Mortier Béton
moyenne des vitesse moyenne des vitesse

vitesses effective vitesses effective
individuelles individuelles

[ m.s−1 ] [ m.s−1 ] [ m.s−1 ] [ m.s−1 ]

Transducteur 250 kHz
vp = 4060 vp,e = 4060 vp = 4460 vp,e = 4590
σp = 15 σp = 60

Transducteur 500 kHz
vp = 4080 vp,e = 4075 vp = 4500 vp,e = 4650
σp = 10 σp = 70

Pour le mortier, les valeurs vp obtenues en faisant la moyenne des vitesses de chaque signal
enregistré sont très proches de la valeur vp,e estimée à partir du champ cohérent, le champ
incohérent étant très faible dans le mortier. On obtient donc une valeur de vitesse des ondes P
dans le mortier de environ 4060 m.s−1 avec une très bonne précision.

Les valeurs de vitesse mesurées sur le béton sont plus élevées que dans le mortier de environ
400 m.s−1. La proportion de champ incohérent étant importante dans le béton, la vitesse moyenne
vp estimée à partir de chaque signal possède un écart-type σp assez important de l’ordre de 60-
70 m.s−1. De plus, la valeur de vitesse estimée à partir du champ cohérent est très supérieure
de plus de 100 m.s−1 à la vitesse moyenne mesurée, ce qui montre l’importance de l’évaluation
du champ cohérent qui apporte des informations différentes de celles apportées par l’étude de
signaux individuels correspondant à des configurations particulières du désordre.

Dans tous les cas, les valeurs de vitesses évaluées avec le transducteur centré en 250 kHz sont
plus faibles que celles évaluées avec le transducteur de 500 kHz. Cela peut s’expliquer par une
dispersion des ondes, les fréquences les plus élevées se propageant légèrement plus rapidement
que les fréquences basses. Cela est en concordance avec les résultats des simulations analytiques
précédentes (par exemple en figure 3.2). Cependant, les deux transducteurs utilisés sont large
bande et leurs bandes passantes se recouvrent en grande partie. De plus, les écarts ne sont pas
très significatifs compte tenu des écarts-types associés aux valeurs.

3.2.4.b Amortissement

Libre parcours moyen. Dans le cas de mesures en transmission à travers deux dalles d’épais-
seur différentes (6 cm et 12 cm), on détermine souvent l’amortissement des ondes cohérentes en
évaluant leur libre parcours moyen d’extinction dans le matériau. Ce paramètre décrit la longueur
caractéristique que l’onde peut parcourir dans le matériau avant d’être amortie. On considère
qu’au bout de quelques parcours moyens (typiquement 4 ou 5) l’onde cohérente est totalement
amortie.

Le libre parcours moyen d’extinction lext. est défini par la distance que doit parcourir l’onde
pour que son intensité soit divisée par e. Pour la propagation d’une onde plane entre les abscisses
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z1 et z2, on peut écrire :

Icoh(z2, f) = Icoh.(z1, f) exp
(

−z2 − z1

lext.(f)

)

, (3.35)

où Icoh(z, f) représente l’intensité spectrale de l’onde cohérente, correspondant au carré de l’am-
plitude spectrale du champ cohérent à l’abscisse z et à la fréquence f . On peut alors déterminer
une valeur de lext. en fonction de la fréquence f en utilisant les amplitudes spectrales obtenues
par un algorithme FFT des signaux enregistrés sur les dalles d’épaisseurs différentes.

Ce libre parcours moyen d’extinction peut être lié au facteur d’atténuation α par la relation :

α(f) =
1

2lext.
(3.36)

Amortissement géométrique. La définition de lext. ci-dessus est valable pour une onde
plane d’extension infinie. Dans le cas des mesures expérimentales, il convient de corriger l’amor-
tissement géométrique. Les calculs théoriques du rayonnement des transducteurs effectués en
annexe D peuvent permettre de déterminer le rapport des amplitudes rayonnées théoriquement
dans l’axe du transducteur pour les distances 6 cm et 12 cm et pour différentes fréquences.

Dans la bande de fréquences d’étude, ce rapport théorique vaut en moyenne 1,94 (avec une
écart-type de 0,03). Cela est donc très proche d’une décroissance en 1/z valable pour l’approxi-
mation de champ lointain (cette décroissance en 1/z donnerait un facteur 2 entre 6 et 12 cm).

Estimations de l’amortissement. On peut donc estimer les libres parcours moyens d’ex-
tinction et les coefficients d’amortissement en fonction de la fréquence pour les dalles de béton et
de mortier en comparant les rapports des intensités spectrales des signaux enregistrés à travers
les dalles d’épaisseurs différentes. L’utilisation des deux transducteurs de fréquences centrales
250 kHz et 500 kHz permet de couvrir une large bande de fréquences allant de 100 à 600 kHz.

Cependant un problème est survenu lors de la mesure sur la dalle de mortier de 6 cm d’épais-
seur avec le transducteur de 500 kHz. Ce problème, très vraisemblablement dû au collage du
transducteur source sur la dalle, a pour conséquence que les signaux enregistrés ont une ampli-
tude très faible, qui ne leur permet pas d’être comparés aux signaux obtenus à travers la dalle
de 12 cm. Dans le cas du mortier, on se contente donc des résultats obtenus avec le transducteur
de 250 kHz, fournissant des informations jusqu’à environ 500 kHz.
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Fig. 3.13 – Évaluation de l’amortissement effectif des ondes de compression sur les dalles de
béton de mortier en fonction de la fréquence.
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Les résultats en libres parcours moyens d’extinction ainsi qu’en coefficients d’amortissement
obtenus sont présentés en figure 3.13. L’amortissement dans le béton est environ 4 fois plus
important que dans le mortier. Les formulations du mortier et du béton ne différent que par la
présence des granulats.

L’amortissement dans le mortier est très faible. Il a pour origine la porosité du béton, la
diffusion par les grains de sable (Dmax = 1 mm), ainsi que l’absorption du matériau. Le compor-
tement du facteur d’amortissement est linéaire avec la fréquence. Dans la bande de fréquences
considérée, le comportement du mortier est celui d’un matériau homogène viscoélastique à Q
constant.

La présence des granulats (Dmax = 15 mm) introduit une atténuation supplémentaire du
champ cohérent, due au phénomène de diffusion multiple. La valeur du libre parcours moyen est
de l’ordre de 2-3 cm au delà de 300 kHz. L’onde ayant traversé la dalle de 12 cm d’épaisseur aura
donc parcouru environ 4 à 6 libres parcours moyen. Les valeurs du coefficient d’atténuation ont
un comportement globalement linéaire avec la fréquence en dessous de 300 kHz, puis présentent
des fluctuations, causées à la fois par les imprécisions de mesure et par la diffusion multiple.

3.3 Potentiel de l’étude de l’intensité incohérente dans le béton

3.3.1 Présentation

La diffusion multiple des ondes sur les granulats génère un champ incohérent important dans
le béton. Ce champ incohérent est en général considéré comme du bruit et éliminé pour pouvoir
étudier le champ cohérent et le milieu effectif. Il contient néanmoins des informations sur le
matériau, étant composé de trains d’onde multiplement diffusés par les hétérogénéités et s’étant
propagés sur de grandes distances dans le matériau. L’étude de l’intensité incohérente ou coda va
être traitée dans cette partie en utilisant l’approximation de diffusion, décrivant la décroissance
temporelle de l’intensité incohérente moyenne.

On rappelle ici que l’intensité incohérente Iinc est mesurée à partir des signaux expérimentaux
ne tenant compte que des déplacements normaux à la surface de la dalle, l’interféromètre laser
ne pouvant pas mesurer les déplacements tangentiels. Le modèle de l’approximation de diffusion
présenté dans cette partie porte sur l’intensité du champ incohérent en un point du matériau
(composantes normale et tangentielle), que l’on assimile à l’intensité incohérente mesurée.

3.3.2 L’approximation de diffusion

3.3.2.a L’équation de diffusion

L’intensité incohérente en milieu hétérogène évolue suivant un processus de diffusion, au
cours duquel on fait l’hypothèse que l’énergie diffuse dans tout l’espace de manière isotrope. Ce
phénomène de diffusion est analogue aux lois de Fourier (pour la diffusion de la chaleur) ou de
Fick (pour la diffusion des particules). L’équation de diffusion dérive de l’équation des transferts
radiatifs [Lagendĳk and van Tiggelen, 1996; Margerin, 1998; Larose, 2005].

En milieu purement élastique, l’équation de diffusion s’écrit [Barton, 1989] :

D∆I(r, t)− ∂

∂t
I(r, t) = I0δ(r)δ(t), (3.37)

Pour les milieux atténuants, on ajoute en général un terme dissipatif ξ à l’équation 3.37, qui
prend alors la forme suivante [Tourin et al., 2000] :

D∆I(r, t)− ∂

∂t
I(r, t)− ξI(r, t) = I0δ(r)δ(t), (3.38)
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où I(r, t) représente l’intensité du signal à la position r et à l’instant t. Cette équation possède
3 paramètres libres, dépendant de la fréquence. Ce sont :

– le coefficient de diffusion D en m2.s−1,
– un coefficient d’amortissement ξ, en s−1. Ce paramètre d’amortissement ne tient pas

compte de l’amortissement dû à la diffusion multiple mais uniquement des autres effets
dissipatifs. Il a donc un potentiel intéressant pour étudier les dégradations du mortier.

– et I0 qui représente l’intensité en r = 0 et t = 0. Ce terme est indépendant des propriétés
du matériau.

Ce régime de diffusion se met en place au bout d’un certain temps de propagation (donc
à une certaine distance de la source). Les ondes multiplement diffractées ont alors perdu leurs
directions initiales de propagation, et l’énergie est supposée diffuser de manière isotrope dans
toutes les directions de l’espace. L’équation décrit la progression d’un halo d’énergie diffuse dans
le matériau. Le paramètre D, homogène à une surface parcourue par unité de temps, représente
la vitesse de progression de ce halo diffusif, et ξ représente l’amortissement du halo.

3.3.2.b Bibliographie

Des auteurs ont estimé les valeurs des paramètres D et ξ pour du béton à partir de résultats
numériques ou expérimentaux en ajustant des solutions de cette équation aux mesures. Anu-
gonda et al. [2001] utilisent une solution 1D en milieu infini. Ramamoorthy et al. [2004] utilisent
eux une solution 2D avec des conditions de Neumann au bord (Contraintes normales nulles).
Becker et al. [2003] utilisent une solution 2D en milieu infini, sur un matériau cimentaire (billes
de verre dans du mortier). Enfin, Schubert and Koelher [2004] appliquent une solution 1D sur
des résultats de simulations numériques. Tous ces auteurs utilisent donc des solutions différentes
de l’équation 3.38 (1D, 2D, milieu infini ou borné, etc.), dans des contextes différents (différentes
distances source-récepteur, différents matériaux, etc.). Le tableau 3.3.2.b donne des ordres de
grandeur obtenus par ces différents auteurs à la fréquence 500 kHz. Les valeurs de D données par
ces auteurs, sont assez disparates. De plus, Anugonda et al. [2001] mentionnent l’importance de
la fenêtre temporelle utilisée pour extrapoler les paramètres à partir des courbes expérimentales.

Tab. 3.3 – Ordres de grandeur des valeurs des paramètres D et ξ de l’équation de diffusion
donnés par les auteurs de la littérature, pour une fréquence de 500 kHz.

Auteur matériau solution distance
[cm]

D
[m2.s−1]

ξ [s−1]

Anugonda et al. [2001]
béton 1D ∞ 40 10 20000

Ramamoorthy et al. [2004]
béton 2D avec bords 6 12 15000

Becker et al. [2003]
mortier +
billes de
verre

2D ∞ 30 5 25000

Schubert and Koelher
[2004]

simulations 1D ∞ 45 60 15000
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3.3.2.c Solution en 3D pour un milieu infini

La solution de l’équation 3.38 en 3 dimensions et en milieu infini s’exprime sous la forme
suivante [Barton, 1989] :

I(r, t) =
I0

(4πDt)3/2
exp

(

−r2

4Dt

)

exp(−ξt). (3.39)

Cette solution est valable pour des distances de propagation suffisamment grandes (supérieures
à quelques libres parcours moyens), ou pour des temps de progression suffisamment longs.
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Fig. 3.14 – Exemple de l’allure de l’évolution temporelle de l’énergie suivant la solution 3D en
milieu infini de l’équation de diffusion.

La courbe présentée en figure 3.14 montre un exemple d’évolution de l’énergie suivant la
solution de l’équation de diffusion (Eq. 3.39). Cette courbe a été tracée avec les valeurs données
au tableau 3.4.

Tab. 3.4 – Paramètres utilisés pour l’étude de l’équation (3.39).
D [m2.s−1] 100
ξ [s−1] 15000
I0 1

r[cm] 12

3.3.2.d Influence relative des termes de l’équation 3.39

La solution 3D de l’équation de diffusion (Eq. 3.39) est composée du produit de 3 termes :

terme 1 −→ I0

(4πDt)3/2
(3.40)

terme 2 −→ exp(
−r2

4Dt
) (3.41)

terme 3 −→ exp(−ξt) (3.42)

La figure 3.15 présente l’allure de chacun de ces termes en fonction du temps.
La constante de diffusion D n’apparaît que dans les 2 premiers termes. Ces termes 1 et 2 sont

surtout importants au début du signal. Ils guident le temps d’arrivée du maximum de l’énergie.
Ce temps d’arrivée est parfois assimilé au temps de Thouless qui correspond grossièrement au
temps d’établissement du régime de diffusion [Larose, 2005]. Le terme 2, en e−1/t tend rapidement
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Fig. 3.15 – Allure des 3 termes de l’équation 3.39. La courbe en gras représente le produit des
trois, correspondant à la solutions complète.

vers 1, tandis que le terme 1, en t−3/2, tend lentement vers 0 avec une pente très faible pour les
temps t longs. La constante D sera donc surtout prépondérante au début du signal.

À l’inverse, la constante d’atténuation ξ n’apparaît qu’au terme 3. Ce terme est proche de
1 au début du signal et influe peu, puis il guide la pente (en échelle logarithmique) de la fin du
signal. Le paramètre ξ joue donc un rôle important surtout sur la fin du signal.

La solution de l’équation de diffusion décrit donc le comportement de l’intensité incohérente
comme la progression d’un halo d’énergie, diffusant de manière isotrope dans tout l’espace.
En milieu infini, l’amortissement de ce halo d’énergie est dû d’une part à l’amortissement géo-
métrique en t−3/2, l’énergie se répartissant dans tout l’espace, et d’autre part au phénomène
d’absorption, caractérisé par la constante ξ.
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Fig. 3.16 – Influence des paramètres D et ξ sur l’allure des courbes de décroissance de l’intensité
incohérente. On a pris dans chaque cas I0 = 1.

On peut voir l’influence des paramètres D et ξ sur l’allure générale des courbes de décrois-
sance de l’intensité incohérente sur la figure 3.16. Les plages de variations de D et ξ considérées
sont choisies volontairement larges afin d’observer la sensibilité de l’allure de ces courbes aux
paramètres D et ξ. La sensibilité au paramètre D est relativement peu importante : de très fortes
variations de D (de 100 à 400 m2.s−1) ne produisent qu’une très faible modification de l’allure
de la courbe. À l’inverse, la décroissance temporelle de l’intensité est sensible aux variations de
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ξ. Ces deux courbes confirment que le paramètre de diffusion D joue plutôt un rôle au début du
signal (montée et position du maximum de l’intensité) et que le paramètre d’atténuation ξ joue
un rôle sur la fin du signal (pente de la courbe en échelle logarithmique).

3.3.2.e Solution en milieu borné

Les signaux expérimentaux à étudier sont tirés de mesures sur des dalles de béton parallé-
lépipédiques. L’intensité incohérente est décrite comme un halo diffusif d’énergie qui progresse
dans tout le matériau. On peut donc penser que la présence des bords des dalles va jouer un rôle
non négligeable sur l’expansion de ce halo diffusif. Ramamoorthy et al. [2004] ont utilisé une
solution de l’équation 3.38 en 2D en prenant en compte les bords (plaque) avec des conditions
de Neumann (contraintes normales nulles aux bords de la dalle).

On va tenter ici d’utiliser la solution la plus proche de notre problème : une solution en 3D
qui tient compte des bords des dalles. Pour une dalle parallélépipédique de dimensions L, l, et
h, la solution de l’équation de diffusion est de la forme suivante :

I(x, y, z, t) = I0 ×
(

1 + 2
∞
∑

n=1

cos
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nπx0
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)

cos
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nπx
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)
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(
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h
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)

× e−ξt (3.43)

Dans cette équation, les termes x0, y0 et z0 représentent la position de la source sur la dalle,
et x, y et z représentent la position du récepteur. Les dalles utilisées lors des mesures ont des
dimensions de L=60 cm, l=60 cm, et h=12 cm. On considère dans cette étude que la source
et le récepteur sont situés au centre de chacune des deux plus grandes faces des dalles, soit
{x0 = 0, 3 m, y0 = 0, 3 m, z0 = 0 m}, et {x = 0, 3 m, y = 0, 3 m, z = 0.12 m}.

Dans le cas de la solution de l’équation de diffusion sur un milieu borné, le terme d’amortis-
sement géométrique en t−3/2 n’est plus présent, contrairement à la solution en milieu infini 3.39.
La solution 3.43 décrit la progression du halo d’énergie incohérente qui remplit progressivement
tout le volume de la dalle disponible et reste confiné dans ce volume. La décroissance de l’in-
tensité incohérente est due aux phénomènes d’absorption caractérisés par ξ. En l’absence de
phénomènes d’absorption (ξ = 0 s−1), l’intensité incohérente tendrait vers une constante.

Un point important pour le calcul de cette solution est le nombre de termes à considérer
dans les séries qui contiennent en théorie une infinité de termes. Une étude de convergence est
réalisée, pour différentes valeurs des paramètres D, ξ, et I0, ainsi que pour différentes positions
des sources et récepteurs, correspondants aux cas étudiés expérimentalement. Le nombre de
termes à considérer dans les sommes dépend des dimensions de la dalle et des paramètres D et
ξ. En moyenne les courbes ne changent plus à partir de 500 termes dans chaque série.

Deux exemples de résultats pour les configurations de mesures utilisées sur des dalles sont
tracés en figure 3.17. La courbe correspondant à la solution en milieu infini est également repré-
sentée. On peut noter de fortes différences entre les solutions bornées et la solution non bornée.
Plus les dimensions de la dalle sont petites, plus l’allure des courbes s’éloigne de l’allure en
milieu infini. Tenter d’estimer les paramètres de diffusion et d’atténuation avec une solution
correspondant à un milieu infini sur les résultats expérimentaux entraînera donc des biais sur
ces valeurs. La prise en compte de la solution bornée est donc nécessaire.
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Fig. 3.17 – Comparaison des courbes de décroissance de l’énergie incohérente dans le cas infini,
et pour deux configurations de mesures sur dalles. Les paramètres utilisés pour tracer ces courbes
sont I0=1, D = 100 m2.s−1 et ξ = 15000 s−1.

3.3.3 Application aux signaux expérimentaux

3.3.3.a Allure des courbes expérimentales

On peut maintenant tenter d’estimer les valeurs des paramètres D et ξ à partir des résultats
expérimentaux. La figure 3.18 présente l’allure des courbes de décroissance de l’intensité inco-
hérente des signaux dans différentes bandes de fréquences. La dalle considérée est la dalle de
béton de 12 cm d’épaisseur avec le transducteur de fréquence centrale 500 kHz.
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Fig. 3.18 – Allure des enveloppes de l’intensité incohérente issues des signaux expérimentaux
sur la dalle de 12 cm d’épaisseur avec le transducteur de 500 kHz, dans différentes bandes de
fréquences.

Ces courbes ont des allures différentes suivant la bande de fréquence considérée. En particu-
lier, la partie utile du signal émergeant du niveau de bruit est plus courte lorsque la fréquence
augmente, l’atténuation du matériau étant plus importante à hautes fréquences.
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3.3.3.b Fonction coût

Choix de la fonction coût. Les paramètres D et ξ sont évalués en minimisant l’erreur entre
l’estimateur (solution de l’équation 3.43 Iestim.(t)) et les courbes expérimentales Iexp.(t). La
fonction coût ǫ est choisie au sens des moindres carrés. Cependant, les variations des courbes
Iestim.(t) et Iexp.(t) étant importantes, on pondère cette fonction coût par une moyenne glissante
sur les données expérimentales avec une fenêtre de largeur 2τ = 16µs. Cette normalisation
permet de ne pas sous-évaluer la fin du signal par rapport au début, les ordres de grandeur de
l’écart entre le maximum et le minimum de la courbe étant de l’ordre de 103.

La fonction coût utilisé aura donc la forme suivante :

ǫ =
∑

t

(

|Iestim.(t)− Iexp.(t)|
moyenne(Iexp.(t− τ < t < t+ τ))

)2

(3.44)

Le paramètre I0 étant également un paramètre de l’équation 3.43, il doit également être es-
timé à partir des courbes expérimentales, bien qu’il soit indépendant des propriétés du matériau.

Étude de la fonction coût. Avant d’effectuer la minimisation de cette fonction coût sur les
données expérimentales, les propriétés de cette fonction coût sont étudiées en considérant une
solution analytique de l’équation 3.43 à la place de la mesure Iexp.(t). Cette solution Iexp.(t) est
déterminée avec les paramètres Ĩ0, D̃ et ξ̃. On calcule alors différentes valeurs de la fonction coût
ǫ en faisant varier I0, D et ξ pour le calcul de Iestim.(t). On aura alors ǫ = 0 lorsque le triplet
{I0, D, ξ} sera égal à {Ĩ0, D̃, ξ̃}. Une telle démarche est parfois appelée “crime inverse”. Elle
permet d’étudier les propriétés de la fonction coût choisie, notamment l’unicité de la solution du
problème inverse, en s’affranchissant des erreurs et des incertitudes liées à la mesure. Cette étude
n’a d’intérêt uniquement si les mesures obéissent au phénomène décrit par le modèle direct.

Les valeurs choisies pour simuler les données expérimentales Iexp.(t), sont Ĩ0 = 5, 10−3,
D̃ = 150 m2.s−1, et ξ̃ = 12000 s−1. Ces valeurs ont été choisies à partir d’une étude préliminaire
de façon à ce que leurs ordres de grandeur correspondent aux données expérimentales. L’allure
de la fonction coût présentée en figure 3.19 suivant différentes coupes. Pour chaque coupe l’un
des paramètres est fixé à sa valeur exacte et les deux autres sont laissés libres.
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Fig. 3.19 – Allure de la fonction coût autour de son minimum.

La fonction coût choisie possède un minimum unique. Ce minimum est plus ou moins bien
marqué, par exemple si Ĩ0 est connu et fixé, la valeur de ξ̃ correspondant au minimum pourra
être retrouvée avec une assez bonne précision, mais l’incertitude restera grande sur la valeur de
D̃, la “vallée” correspondant au minimum étant très allongée.
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3.3.3.c Estimation de D et ξ expérimentale : problème inverse

Les courbes expérimentales présentées en figure 3.18 doivent être fenêtrées pour ne sélection-
ner que la partie du signal qui est supérieure au niveau de bruit. On a vu en section 3.3.2.d que
le paramètre D contrôlait plutôt le début de la courbe et ξ la fin de la courbe, on choisit donc
de sélectionner la partie de la courbe supérieure à 1,5 fois le niveau de bruit, pour avoir la plus
grande longueur de signal utile. Ce choix du critère relatif au niveau de bruit pour le fenêtrage
du signal est déterminant car le fait de considérer un signal trop court fait considérablement
varier les valeurs des estimations de D et ξ.

La minimisation de la fonction coût ǫ est réalisée par un algorithme de type “quasi-Newton”3.
Le principe de l’algorithme est le suivant : à partir d’un modèle a priori, c’est-à-dire un triplet
{I0, D, ξ} de départ, l’algorithme détermine localement le gradient de la fonction ǫ et détermine
un nouveau triplet {I0, D, ξ}. Cette opération est répétée jusqu’à ce que la valeur du gradient
soit suffisamment faible. Des bornes d’études peuvent être indiquées à l’algorithme pour limiter
la recherche des paramètres dans une gamme de valeurs réaliste. Cet algorithme détermine donc
un minimum local de la fonction coût. Les courbes 3.19 montrent que ce minimum est unique
pour des données analytiques (crime inverse). Néanmoins dans le cas de signaux expérimentaux,
l’opération de minimisation de ǫ est refaite à partir de plusieurs triplets a priori différents (une
dizaine), afin de s’assurer que l’algorithme parvient toujours au même minimum.
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Fig. 3.20 – Résultats de l’inversion des courbes d’intensité incohérente à partir de l’équation 3.43
dans les différentes bandes de fréquences.

On représente les résultats de l’inversion dans différentes bandes de fréquences sur la fi-
gure 3.20. La solution de l’équation de diffusion en milieu borné tridimensionnel décrit conve-
nablement l’évolution de l’intensité incohérente du signal et l’allure générale du signal est bien
reconstruite.

Les valeurs des paramètres D et ξ estimées à partir des signaux expérimentaux sont présen-
tées sur les figures 3.21. Le paramètre I0 est également estimé par la méthode de minimisation
bien qu’il soit indépendant des propriétés du matériau, les valeurs obtenues sont également re-
présentées en figure 3.21. Les valeurs estimées pour I0 présentent les mêmes variations avec la
fréquence que la valeur du maximum des courbes Iinc.(t) mais à un ordre de grandeur plus faible
d’un facteur environ 10.

La valeur du coefficient de diffusion D est comprise entre 150 et 200 m2.s−1, et celle du
coefficient d’amortissement ξ entre 7000 et 14000 s−1. Cependant, différents auteurs [Anugonda

3subroutine E04JAF de la bibliothèque NAG Fortran Library.
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Fig. 3.21 – Estimations des paramètres de diffusion I0, D et ξ à partir des mesures expérimen-
tales dans différentes bandes de fréquences.

et al., 2001; Becker et al., 2003] ont montré que les courbes du coefficient de diffusion étaient
décroissantes avec la fréquence, tandis que le coefficient ξ était linéairement croissant avec la
fréquence. Ces deux comportements ne sont pas observés sur les figure 3.21.

On a vu que le paramètre D influait principalement sur l’allure du maximum de la courbe
Iinc.(t). De plus, la courbe 3.16 montre que de grandes variations de la valeur de D n’induisent
qu’une faible modification de l’allure du maximum de la courbe. Ce paramètre est donc assez
peu sensible et plus difficile à estimer dans le cas de signaux expérimentaux présentant des
petites fluctuations. D’autre part, la sensibilité de l’allure de la courbe Iinc.(t) au paramètre ξ
est importante pour les temps les plus longs. Si le signal considéré est trop court, la précision
de l’estimation de ξ sera plus faible. À cela s’ajoute le fait que l’approximation de diffusion est
une approximation très forte, dérivant d’une simplification de la théorie des transferts radiatifs,
qui est une théorie beaucoup plus complexe [Margerin, 1998]. Le cas étudié ne satisfait alors
peut être pas entièrement les hypothèses de l’approximation de diffusion. La mesure de l’intensité
incohérente étudiée ici ne tient par ailleurs pas compte des déplacements particulaires tangentiels
à la surface, et ne correspond donc pas exactement à l’intensité incohérente réelle modélisée par
l’approximation de diffusion ou le transfert radiatif.

3.3.4 Estimation de ξ par régression linéaire

3.3.4.a Intérêt

L’estimation des paramètres D et ξ à partir des données expérimentales reste délicate à
réaliser en se basant sur la solution de l’équation de diffusion. Le coefficient de diffusion D
notamment, qui influe relativement peu sur l’allure générale de la courbe, et du fait que le
phénomène n’obéit pas exactement à une approximation de diffusion, est estimé avec une grande
incertitude.

L’étude de la figure 3.16 montre que le paramètre ξ contrôle principalement la pente de
la fin du signal. En effet la solution de l’équation de diffusion en milieu borné (Eq. 3.43) est
principalement en e−ξt pour les temps les plus longs. On peut alors effectuer une estimation du
paramètre ξ seul en faisant une régression linéaire sur la fin du logarithme népérien des signaux
Iinc(t).

On s’affranchit alors des imprécisions obtenues lors de l’estimation simultanée de I0, D, et ξ
par minimisation de la fonction coût. L’estimation de ξ par régression linéaire est de plus plus
facile à implémenter que la minimisation de la fonction ǫ. La valeur ainsi obtenues pourra par
ailleurs être utilisée comme information supplémentaire pour contraindre la minimisation de ǫ.
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3.3.4.b Étude de sensibilité à partir d’une solution simulée

On peut évaluer les erreurs relatives faites lors de l’estimation de ξ par régression linéaire
de la fin du signal, en faisant une étude préliminaire basée sur des solutions analytiques de
l’équation 3.43. Plusieurs difficultés sont à prendre en compte :

– la portion du signal sur laquelle effectuer la régression linéaire,
– la longueur totale du signal disponible émergeant du niveau de bruit,
– et enfin l’influence de la valeur du paramètre D.
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Fig. 3.22 – Exemple de régression linéaire entre les temps t1 = 240µs et t2 = 500µs sur
l’intensité incohérente moyenne calculée analytiquement.

On a vu que l’allure de la courbe Iinc(t) était en e−ξt pour les temps t longs. La régression
linéaire va être effectuée entre deux temps t1 et t2 (voir la Fig. 3.22). On choisira t2 comme étant
le temps le plus long disponible, c’est-à-dire la fin du signal utile. La positon du point de départ
t1 reste à évaluer pour obtenir la meilleure estimation de ξ.
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Fig. 3.23 – Estimations de ξ/ξ0 par une régression linéaire sur la fin du signal analytique, pour
différentes valeurs de D (50, 100, 200 et 300 m2.s−1). La valeur en abscisse représente le point
de départ t1 de la portion de signal considérée. On a pris ξ0 = 12000 s−1.

On représente en figure 3.23 les résultats de l’estimation de ξ par régression linéaire sur la
fin du signal. On considère alors trois cas où la valeur du point final du signal utile est choisie
à t2 = 250µs, 500µs, et 1 ms. On garde toujours un intervalle de temps t2 − t1 supérieur à
50µs pour effectuer la régression linéaire. Dans chaque cas, on effectue une estimation de ξ par
régression linéaire en faisant varier la valeur de t1. L’influence de D est également considérée. On
constate que l’estimation de ξ par régression linéaire est d’autant plus précise que le signal utile
est long ; le terme en e−ξt devient prépondérant dans l’équation 3.43. Dans tous les cas considé-
rés, l’estimation de ξ est surévaluée. Si la longueur du signal utile est plus courte (< 500µs), les
erreurs faites lors de l’estimation sont alors plus importantes lorsque la valeur de D est faible.
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Pour D = 50 m2.s−1 et un signal utile de 250µs cette erreur peut être de l’ordre de 50%.

Cette étude nous permet de prédire les erreurs qui seront commises lors de l’évaluation de ξ.
Dans le cas des signaux expérimentaux (Fig. 3.18), la longueur de signal utile est comprise entre
250µs et 500µs. Le coefficient de diffusion a précedemment été estimé entre 150 et 200 m2.s−1.
D’après les figures 3.23(a-b), l’estimation de ξ pourra donc être réalisée de manière assez précise
(à moins de 5% près) sur les plus longs de ces signaux (dans les bandes de fréquences 100-
200 kHz et 200-300 kHz). Par contre l’erreur sera importante (environ 20-30%) pour les plus
hautes fréquences. L’étude précédente sur les courbes analytiques montre que l’estimation de ξ
par régression linéaire surévalue la valeur recherchée. Les valeurs obtenues avec cette méthode
fournissent donc un majorant pour le coefficient d’amortissement ξ.

3.3.4.c Essai sur des signaux expérimentaux
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Fig. 3.24 – Estimation du paramètre ξ par une régression linéaire des signaux expérimentaux.

Les estimations de ξ par régression linéaire sur les signaux expérimentaux sont présentées
sur la figure 3.24. Dans chaque bande de fréquences, le point t2 considéré correspond au temps
où le signal atteint le niveau de bruit. On fait varier à chaque fois le temps t1 et on estime la
valeur de ξ(t1) de la même manière que pour les figures 3.23. La meilleure estimation de ξ est
alors atteinte lorsque la courbe ξ(t1) se stabilise.

Pour le signal filtré dans la bande de fréquence 100-200 kHz, la courbe parvient à une sta-
bilisation pour t1 compris entre 150 et 300µs. On a alors ξ ≃ 6600 s−1. Cette valeur est très
légèrement inférieure à celle donnée par la minimisation de la fonction ǫ (on avait environ
7100 s−1), mais est du même ordre de grandeur. Pour les temps t1 > 300µs, la courbe ξ(t1)
présente des fortes variations ; la portion de signal sur laquelle on effectue la régression linéaire
est trop courte et est fortement influencée par les fluctuations du signal expérimental.

Entre 200 et 300 kHz, la courbe ne parvient pas à une stabilisation aussi nette que dans le
cas précédent. On peut dire que la valeur de ξ dans cette bande de fréquence est inférieure à
8000 s−1, avec une précision de l’ordre de 10%. Cette valeur estimée par régression linéaire est
cette fois très inférieure à la valeur estimée par minimisation (qui était de 12000 s−1).

Pour les fréquences supérieures, la durée du signal utile est trop faible pour pouvoir estimer ξ
par régression linéaire. La courbe ξ(t1) ne parvient pas à une stabilisation. Les valeurs obtenues
pour t1 compris entre 50 et 100µs peuvent cependant être considérées comme des majorants
pour la valeur réelle de ξ, avec une erreur de l’ordre de 50%.
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3.3.4.d Remarques

L’estimation des paramètres de l’équation de diffusion D et ξ est très difficile à réaliser avec
précision sur des signaux expérimentaux dans les conditions expérimentales considérées.

Les valeurs de ces paramètres doivent être estimées simultanément en ajustant une solution
de l’équation de diffusion sur les courbes expérimentales. Le paramètre I0 est également une
inconnue à reconstruire, bien qu’il ne dépende pas des propriétés du matériau. La précision
obtenue sur ces valeurs est alors assez faible.

On peut également tenter d’estimer le paramètre ξ isolément par régression linéaire de la
courbe d’intensité incohérente pour les temps les plus longs. Cette méthode est applicable si
l’on dispose de signaux suffisamment longs, et est limitée par le niveau de bruit. Dans les cas
où l’on dispose de signaux suffisamment longs, c’est à dire si l’amplitude de l’onde émise par
la source est suffisamment importante et l’amortissement suffisamment faible, on peut alors
estimer ξ avec une bonne précision et de manière plus simple qu’en résolvant le problème inverse
à l’approximation de diffusion (minimisation de la fonction coût). Si le signal disponible n’est
pas suffisamment long (amplitude trop faible et/ou amortissement trop important) la méthode
ne donne qu’une valeur majorante pour ξ. Cette évaluation de ξ par régression linéaire peut alors
servir pour contraindre la minimisation de la fonction coût, et permettre d’affiner l’estimation
de D.

3.4 Conclusions

Viscoélasticité. Les phénomènes d’absorption et de diffusion par les petites hétérogénéités
(sables et porosité) peuvent être décrits par un modèle viscoélastique à Q constant. La prise en
compte de ce modèle viscoélastique passe par la définition de nombres d’onde complexes dans le
milieu, dont la partie réelle est liée à la vitesse de phase et la partie imaginaire à l’amortissement.
Ces modèles de viscoélasticité introduisent une dépendance fréquentielle (dispersion) de la vitesse
de phase, dont il faut tenir compte dès le début lors du calcul des nombres d’onde du milieu
effectif.

Les calculs des nombres d’onde effectifs modélisés par les méthodes d’homogénéisation de
type ISA, et par extension celui des sections efficaces de diffusion résultant de l’interaction d’une
onde avec un granulat, doivent donc être réalisés en utilisant les nombres d’onde complexes
obtenus en appliquant le modèle de viscoélasticité linéaire pour chaque phase du matériau.

La comparaison des études analytiques des milieux hétérogènes comme le béton en considé-
rant des matériaux (mortier et granulats) purement élastiques ou viscoélastiques permet d’étu-
dier les proportions relatives de l’amortissement dû à la diffusion multiple par les granulats, et de
l’amortissement dû aux autres phénomènes (porosité, diffusion par les très petites hétérogénéités
et absorption). Ainsi, dans le cas de mesures de coefficients d’atténuation sur du béton, l’amor-
tissement dû à la diffusion multiple représente une part très importante de l’amortissement total
mesuré, de l’ordre de 30 à 70% suivant le type d’onde étudié et la nature des matériaux. On voit
donc ici l’intérêt de la prise en compte de la diffusion multiple en vue de l’étude expérimentale
de l’amortissement des ondes dans le béton ; si l’on cherche à observer une variation de proprié-
tés mécaniques du matériau à travers l’amortissement des ondes, il faudra au préalable pouvoir
quantifier l’amortissement dû à la diffusion multiple.

Étude expérimentale des ondes P cohérentes. Une première étude expérimentale est
réalisée de manière à mettre en évidence les effets de la diffusion multiple dans le béton. Ces
mesures concernent la transmission d’ondes de compression à travers des dalles de béton ou d’un
mortier ayant la même formulation que celui utilisé lors de la confection de la dalle de béton,
mais sans granulat. Le champ cohérent est évalué par moyennage spatial sur plusieurs mesures
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équivalentes, prenant en compte différentes réalisations équivalentes du désordre.
On observe que dans le mortier, dont les constituants ont des dimensions très petites devant

la longueur d’onde, la proportion de champ incohérent est négligeable, et que le mortier se
comporte comme un milieu homogène vis à vis des longueur d’onde considérées. À l’inverse,
les signaux mesurés sur le béton contiennent une proportion de champ incohérent pouvant être
prépondérante. L’estimation du champ cohérent par moyennage spatial est donc indispensable
afin d’évaluer expérimentalement les propriétés du milieu effectif.

Une fois le champ cohérent évalué, on peut estimer les propriétés du milieu effectif, comme
la vitesse de propagation des ondes par pointé du temps de parcours des ondes à travers la dalle,
ou les facteurs d’amortissement des ondes en comparant les amplitudes des ondes transmises à
travers des dalles d’épaisseur différentes. L’amortissement mesuré sur le mortier possède un com-
portement linéaire avec la fréquence, ce qui justifie l’utilisation d’un modèle de viscoélasticité à Q
constant pour modéliser l’amortissement dû à la porosité, à l’absorption, et à la diffusion par les
grains de sable dans le mortier. L’amortissement du béton contenant les granulats est beaucoup
plus important que celui du mortier, montrant que l’amortissement dû à la diffusion multiple
des ondes de compression sur les granulats est important ; on confirme donc expérimentalement
les observations faites par l’étude du modèle analytique.

Intensité incohérente. Dans les milieux hétérogènes, après un certain nombre d’interactions
avec les hétérogénéités, le champ incohérent devient important. L’évolution de l’intensité inco-
hérente en fonction du temps peut être assimilée à un processus de diffusion de l’intensité, en
faisant l’hypothèse que cette intensité diffuse de manière isotrope dans tout l’espace.

L’étude des solutions de l’équation de diffusion montre que ce phénomène est régi par deux
paramètres principaux ; un coefficient de diffusion D, décrivant la vitesse de progression du halo
d’intensité incohérente, et un coefficient d’atténuation ξ décrivant les phénomènes d’absorption.
Le coefficient D contrôle la première partie du signal Iinc.(t) correspondant à l’allure du maxi-
mum de la courbe, tandis que le paramètre ξ contrôle la pente de la décroissance de l’intensité
en échelle logarithmique. D’autre part, on montre que la prise en compte d’une solution en
considérant les conditions aux limites sur les bords de la dalle modifie substantiellement l’allure
de la solution de l’équation de diffusion, et est donc nécessaire.

La mise en oeuvre du problème inverse afin de déterminer les valeurs des paramètres D
et ξ à partir des signaux expérimentaux est difficile à réaliser et donne des résultats avec une
précision assez faible ; l’allure des courbes est assez peu sensible à la valeur au paramètre D,
et le paramètre ξ ne devient un paramètre prépondérant qu’au bout d’un temps relativement
long, que le niveau de bruit nous empêche d’atteindre. Que ce soit en estimant simultanément les
paramètres D et ξ par minimisation de la fonction coût ǫ ou en estimant ξ par régression linéaire
de la décroissance de la courbe d’intensité incohérente, les résultats de cette étude montrent que
l’on doit disposer d’un signal utile (supérieur au niveau de bruit) le plus long possible ; cela peut
être obtenu en utilisant une source très énergétique et en ayant un niveau de bruit très faible
lors de la mesure, par exemple l’utilisation de transducteurs “à pointe” en réception permet
d’acquérir des signaux avec un niveau de bruit très faible, l’automatisation des mesures dans ce
cas est cependant plus difficile qu’avec l’interféromètre laser.

L’approximation de diffusion est par ailleurs une approximation prenant en compte une hy-
pothèse très forte : l’énergie est supposée diffuser de manière isotrope dans toutes les directions
de l’espace, la direction initiale de propagation de l’onde est perdue du fait des évènements de
diffraction par les hétérogénéités. Des théories plus complexes comme la théorie du transfert
radiatif sont peut être plus adaptées pour une étude plus précise du comportement de l’intensité
incohérente. D’autre part, la mesure de l’intensité incohérente réalisée ici ne tient compte que
des déplacements particulaires normaux à la surface de la dalle, une mesure du champ incohérent
correspondant aux déplacements dans les deux directions (composantes normale et tangentielle)
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serait intéressante à étudier, permettant d’avoir une mesure de l’intensité incohérente plus proche
de la réalité. Ce type de mesure des composantes normale et tangentielle peut par exemple être
réalisé avec la technologie de l’interférométrie laser, qui est encore au stade de développement
[Blum et al., 2007].

On a donc pu dans ce chapitre mettre en évidence analytiquement et expérimentalement
l’intérêt de prendre en compte la diffusion multiple des ondes dans le béton, et notamment
l’importance de l’évaluation du champ cohérent pour déterminer les propriétés du milieu effectif.
La prise en compte de la viscoélasticité est également indispensable pour pouvoir comparer des
observations expérimentales à des observations obtenues analytiquement.

L’étude portait jusqu’à présent sur la propagation des ondes de volume (ondes de compres-
sion et de cisaillement) en milieu hétérogène et viscoélastique. L’objectif de la thèse étant la
caractérisation du béton d’enrobage, le cas de la propagation des ondes de surface dans le béton
va être abordé dans le chapitre suivant, tout en tenant compte de la viscoélasticité des matériaux
ainsi que de la diffusion multiple des ondes par les granulats.
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Introduction

Dans les chapitres précédents, la propagation des ondes de volume de compression et de
cisaillement dans le béton, décrit comme un milieu hétérogène viscoélastique a été étudiée ana-
lytiquement et numériquement, puis l’aspect expérimental a été abordé avec des ondes de com-
pression. Les ondes de Rayleigh, qui se propagent le long des surfaces libres des matériaux
élastiques, sont plus adaptées que les ondes de volumes pour des mesures in situ sur des ou-
vrages de génie civil car elles ne nécessitent l’accès qu’à une face, et permettent de caractériser
spécifiquement le béton d’enrobage. Ce chapitre décrit dans un premier temps les propriétés des
ondes de Rayleigh en milieu homogène élastique ou viscoélastique, puis en milieu hétérogène
à partir des propriétés du milieu effectif. L’étude de la sensibilité de la vitesse de phase ou de
l’amortissement des ondes de Rayleigh à des variations de propriétés du mortier est ensuite
menée à partir de la modélisation analytique. Enfin, une étude expérimentale de propagation
d’ondes de Rayleigh cohérentes sur le béton est réalisée permettant d’observer expérimentale-
ment les différents effets de la diffusion multiple ou de la porosité sur les courbes de dispersion
en vitesse de phase, de groupe et sur les courbes d’amortissement du béton.

4.1 Ondes de Rayleigh

4.1.1 Relation de dispersion en milieu élastique

4.1.1.a Position du problème

On considère un milieu semi-infini homogène élastique et isotrope, comportant une surface
libre dans le plan z = 0 (Fig. 4.1). Ce milieu est caractérisé par une masse volumique ρ et des
nombres d’onde réels kp et ks relatifs aux ondes de volume de compression et de cisaillement.

x

z

z=0y

milieu semi infini

vide ou fluide léger

ρ kp ks

Fig. 4.1 – Notations utilisées pour le calcul de la relation de dispersion des ondes de Rayleigh.
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Le milieu est infini dans les direction x et y. Le matériau étant supposé isotrope, on choisit
d’étudier la propagation en se limitant au plan (x, z) en considérant une invariance par transla-
tion suivant y. Le problème P-SV est alors découplé du problème SH, on s’intéresse dans le cas
des ondes de Rayleigh uniquement au problème P-SV. Comme dans les chapitres précédents, la
convention temporelle est choisie en e−iωt.

Le vecteur de déplacement particulaire u d’une onde se propageant dans ce milieu est décom-
posé suivant un champ rotationnel et irrotationnel de la même manière que dans les chapitres
précédents :

u = ∇φ+∇× (ψey), avec















ux =
∂φ

∂x
− ∂ψ

∂z

uz =
∂φ

∂z
+
∂ψ

∂x

, (4.1)

où les potentiels φ et ψ sont solutions des équations de Helmholtz suivantes :






(∇2 + k2
p)φ = 0, kp = ω/cp

(∇2 + k2
s)ψ = 0, ks = ω/cs

(4.2)

4.1.1.b Conditions aux limites

À la surface libre du matériau, en z = 0, les champs doivent satisfaire une condition de
contraintes (normale et de cisaillement) nulles. Dans le cas d’un matériau homogène, isotrope et
élastique, les expressions des contraintes découlent de la loi de Hooke. On donne ici les expressions
des contraintes en fonction des potentiels en coordonnées cartésiennes :
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) (4.3)

où comme dans les chapitres précédents λ et µ sont les coefficients de Lamé. On rappelle les
relations suivantes, en notant ρ la masse volumique du matériau :

λ = ρ(c2
p − 2c2

s) (4.4)

µ = ρc2
s (4.5)

Par ailleurs, les potentiels doivent d’annuler en profondeur, i.e. quand z →∞.

4.1.1.c Expression des potentiels

On recherche une solution harmonique propagative suivant x avec un nombre d’onde kr =
ω/cr et décroissante suivant z. On recherche alors les potentiels φ et ψ sous la forme :







φ(t, x, z) = F (z)e−i(ωt−krx)

ψ(t, x, z) = G(z)e−i(ωt−krx)
(4.6)

Ces potentiels étant solutions des équations de Helmholtz 4.2, on peut alors déterminer les
fonctions F et G à partir du système suivant :







F ′′(z)− F (z)(k2
r − k2

p) = 0

G′′(z)−G(z)(k2
r − k2

s) = 0
(4.7)
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Les potentiels s’écrivent alors sous la forme :






φ(t, x, z) = Ae−Kpze−i(ωt−krx),

ψ(t, x, z) = Be−Ksze−i(ωt−krx),

avec K2
p = k2

r − k2
p

avec K2
s = k2

r − k2
s

(4.8)

Les potentiels s’atténuent avec z si les termes Kp et Ks sont positifs, donc si les relations
suivantes sont vérifiées :

kr > kp −→ cr < cp (4.9)

kr > ks −→ cr < cs (4.10)

4.1.1.d Résolution du problème aux limites

En exprimant les conditions aux limites en z = 0 d’après les relations 4.3 et 4.8, et en
éliminant les constantes A et B, on aboutit à la relation suivante, dite équation de Rayleigh :

q3 − 8q2 + q

(

24− 16
c2
s

c2
p

)

+ 16

(

c2
s

c2
p

− 1

)

= 0, q =
c2
r

c2
s

. (4.11)

La relation 4.11 est d’ordre 3 en q2. Les célérités doivent satisfaire la relation suivante afin
d’avoir une racine réelle :

0 < cr < cs < cp (4.12)

En milieu homogène élastique il n’existe qu’une racine de l’équation 4.11 satisfaisant ces
conditions. Ces racines ont été étudiées en détail par de nombreux auteurs, notamment par Vik-
torov [1967]. La célérité de ces ondes est très légèrement inférieure à celle des ondes de cisaille-
ment.

4.1.1.e Propriétés de l’onde de Rayleigh

Le calcul précédent met en évidence l’existence d’une onde se propageant le long de la surface
libre (propagative suivant x) à la vitesse cr et s’atténuant avec la profondeur. On peut observer
cette atténuation avec la profondeur en étudiant les amplitudes des composantes horizontale
et verticale du champ de déplacement u(z). Ces amplitudes sont présentées en figure 4.2 en
fonction de la profondeur exprimée en longueurs d’onde λ. Les valeurs considérées ici sont celles
correspondant au mortier dont les propriétés sont données au tableau 2.1 ; cp = 3950 m.s−1et
cs = 2250 m.s−1, à la fréquence 100 kHz. La vitesse des ondes de Rayleigh correspondante est
alors de cr = 2072 m.s−1.

Le mouvement particulaire associé au passage de l’onde de Rayleigh est elliptique, majoritai-
rement orienté suivant z et est donc principalement un mouvement de cisaillement. L’amplitude
du déplacement décroît rapidement avec la profondeur. La profondeur de pénétration de l’onde
de Rayleigh en milieu homogène est de l’ordre de sa longueur d’onde λ, l’amplitude du déplace-
ment s’annule vers une profondeur de 2λ.

On remarque également d’après l’équation 4.11 que dans un milieu homogène, l’onde de
Rayleigh est non dispersive ; ses propriétés sont indépendantes de la fréquence. Dans le cas d’un
milieu dont les propriétés varient avec la profondeur (milieu stratifié, ou milieu à gradient continu
de propriétés), la profondeur de pénétration étant de l’ordre de la longueur d’onde λ, chaque
composante fréquentielle de l’onde traversera alors le matériau sur des profondeurs différentes,
et l’onde sera dispersive. Cette propriété est très utilisée en géophysique pour caractériser les
sols composés de couches de roches ou sédiments (on peut citer entre autres Aki and Richards
[1980]; Lai and Rix [1998]; Bodet [2005]).
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Fig. 4.2 – Composantes horizontale et verticale du déplacement particulaire de l’onde de Ray-
leigh en fonction de la profondeur exprimée en longueurs d’onde de l’onde de Rayleigh. Le milieu
considéré est homogène, élastique et isotrope, avec cp = 3950 m.s−1et cs = 2250 m.s−1.

4.1.2 Onde de Rayleigh en milieu viscoélastique

4.1.2.a Relation de dispersion

On a vu au chapitre 3.1 que les matériaux homogènes viscoélastiques pouvaient être décrits
par des modules complexes, conduisant à des célérités Cp et Cs complexes et des nombres d’onde
complexes Kp et Ks, dont la partie réelle est liée à la vitesse de phase et la partie imaginaire à
l’amortissement.

La résolution du problème aux limites pour un milieu semi-infini viscoélastique avec des
conditions de contraintes nulles en surface et d’atténuation en profondeur se fait donc de la même
manière que dans le cas élastique présenté aux paragraphes précédents, mais en considérant des
célérités complexes.

L’expression des potentiels, solutions des équations de Helmholtz est donc de la forme :






φ(t, x, z) = Ae−Kpze−i(ωt−Krx),

ψ(t, x, z) = Be−Ksze−i(ωt−Krx),
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(4.13)

On aboutit alors à la même équation que l’équation 4.11, mais faisant intervenir des grandeurs
complexes [Carcione, 2001] :
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24− 16
C2
s

C2
p

)

+ 16

(

C2
s

C2
p

− 1

)

= 0, Q =
C2
r

C2
s

. (4.14)

Cr représente ici la célérité complexe des ondes de Rayleigh en milieu viscoélastique, caracté-
risée par une vitesse de phase cr et un coefficient d’atténuation αr tous deux réels. On y associe
également un nombre d’onde complexe Kr. Ces paramètres sont définis de la manière suivante :

Cr =
ω

Kr
, avec Kr =

ω

cr
+ iαr. (4.15)

Cette équation possède 6 racines complexes, dont trois d’entre elles sont les conjuguées des
trois autres. On recherche comme solution des ondes se propageant suivant les x croissants
et s’atténuant au cours de la propagation. Les racines physiquement acceptables doivent donc
satisfaire les conditions suivantes :

cr > 0 −→ ℜe
(

1
Kr

)

> 0, (4.16)

αr > 0 −→ ℑm (Kr) > 0 (4.17)
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Par ailleurs, pour avoir une solution dont les potentiels s’atténuent avec la profondeur z,
l’équation 4.14 impose que les parties réelles de Kp et de Ks soient positives :

ωℜe

(
√

1
Cr
− 1
Cm

)

> 0, m = p, s. (4.18)

4.1.2.b Modes quasi-élastique et viscoélastique

Carcione [1992, 2001] mentionne deux solutions physiquement acceptables à l’équation 4.14.
L’un de ces modes, appelé mode quasi-élastique (q.e.) est présent quelles que soient les propriétés
mécaniques (paramètres de Lamé) du matériau viscoélastique. Ce mode q.e. possède des pro-
priétés analogues à celles des ondes de Rayleigh présentes en milieu élastique. Ses paramètres de
propagation (vitesse de phase et amortissement) sont assez proches de ceux de l’onde de cisaille-
ment, le mouvement particulaire associé est très similaire è celui associé à l’onde de Rayleigh
en milieu élastique et homogène, et sa profondeur de pénétration est également de l’ordre de la
longueur d’onde λ.

Un autre mode est appelé mode viscoélastique (v.e.) et n’est possible que pour certaines
fréquences et certaines propriétés du matériau. Ce mode v.e. est caractérisé par un déplacement
majoritairement polarisé horizontalement (suivant x), une vitesse de phase très proche de la
vitesse des ondes de compression, et un coefficient d’atténuation très élevé. Ce mode v.e. n’a pas
été observé expérimentalement à ma connaissance.

On ne s’intéresse dans cette étude qu’au mode quasi-élastique.

4.1.3 Ondes de Rayleigh en milieu hétérogène

L’étude théorique de la propagation des ondes de Rayleigh dans un milieu contenant un
grand nombre d’hétérogénéités n’a pas été étudiée dans la littérature. Les méthodes d’homogé-
néisation décrivant les propriétés du milieu effectif vues au chapitre 2.2 (ISA, Waterman-Truell,
. . .) ne permettent que de déterminer les propriétés des ondes de volume effectives dans un mi-
lieu infini ou semi-infini. Le milieu effectif ainsi défini est homogène et est caractérisé par des
nombres d’onde effectifs complexes pour les ondes de compression et de cisaillement. On fait
alors l’hypothèse que les propriétés des ondes de Rayleigh effectives peuvent être déterminées à
partir de la relation de dispersion 4.14 et des célérités complexes Cp,e et Cs,e du milieu effectif.

Afin de faire des simulations analytiques des paramètres de propagation des ondes de Ray-
leigh effectives, on utilise les propriétés du mortier et des granulats utilisées dans les chapitres
précédents (Tab. 2.1 et 3.1), et qui sont résumées ici dans le tableau 4.1.

Tab. 4.1 – Récapitulatif des propriétés du mortier et des granulats utilisées pour les simulations
analytiques, issues des tableaux 2.1 pour les vitesses relaxées et 3.1 pour les facteurs de qualité.

Matériau cjp (m.s−1) Qjp cjs (m.s−1) Qjs ρj (kg.m−3)
Mortier (j = 0) 3950 70 2250 30 2050

Granulats (j = 1) 4300 100 2475 50 2610

La concentration volumique en granulats est de 40%, et les dimensions des granulats sont
réparties suivant la courbe granulométrique présentée en figure 2.9, avec un diamètre moyen de
dmoy = 10 mm et écart-type de σg = 3 mm. Le calcul des propriétés effectives du béton pour les
ondes de compression et de cisaillement est effectué avec l’ISA, dans un milieu 3D.

Les résultats obtenus par ces simulations sont présentés en figure 4.3. La vitesse de phase
des ondes de Rayleigh est légèrement inférieure à celle des ondes de cisaillement de près de
10%, et l’amortissement des ondes de Rayleigh est sensiblement identique à celui des ondes de
cisaillement.
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Fig. 4.3 – Propriétés du milieu effectif pour les ondes de compression, de cisaillement, et de
Rayleigh. Le milieu hétérogène considéré possède les propriétés présentées au tableau 4.1.

4.2 Sensibilité des ondes de Rayleigh cohérentes aux propriétés
du béton

4.2.1 Objectifs

4.2.1.a Utilisation des simulations analytiques

On dispose maintenant d’une modélisation analytique permettant de décrire les propriétés
de la vitesse de phase et de l’amortissement des ondes de Rayleigh cohérentes dans le béton.
Le béton ainsi modélisé est un matériau diphasique composé d’une matrice viscoélastique (le
mortier) contenant des diffuseurs sphériques viscoélastiques (les granulats) dont les dimensions
sont réparties suivant une courbe granulométrique. Les propriétés des ondes de volume dans le
milieu effectif sont déterminées avec le modèle d’homogénéisation ISA.

Le chapitre 2 montre que le modèle ISA n’est valable que pour de faibles concentrations
d’hétérogénéités. En particulier, les simulations numériques 2D par différences finies montrent
que les courbes de vitesse de phase effective et d’amortissement effectif prédites par ISA ont des
écarts avec les résultats numériques qui deviennent importants dès une concentration de 18% de
granulats en volume. Le béton contenant en général une concentration de granulats beaucoup
plus importante (de l’ordre de 40-50%), la modélisation choisie ne permet pas de prédire quanti-
tativement avec précision les vitesses et amortissements des ondes cohérentes dans le béton. De
plus l’hypothèse faite de déterminer les propriétés des ondes de Rayleigh effectives à partir des
propriétés des ondes de volume du milieu effectif n’est pas rigoureusement justifiée théorique-
ment. La modélisation analytique développée peut cependant s’avérer suffisante pour étudier
des ordres de grandeur, et notamment la sensibilité des ondes à des variations de propriétés
mécaniques du mortier ou des granulats.

Au cours du vieillissement du béton, ou suite à un endommagement, on peut supposer que
les modifications des propriétés du béton vont porter essentiellement sur le mortier, et que les
propriétés des granulats (quantité, géométrie, propriétés mécaniques, . . .) vont rester inchangées.
On peut alors utiliser les simulations analytiques pour évaluer la sensibilité des ondes de Rayleigh
cohérentes à l’endommagement du mortier. L’objectif de cette étude est de déterminer si de
faibles variations des propriétés mécaniques du mortier induisent des variations significatives
sur la vitesse de phase ou l’atténuation des ondes de Rayleigh sur le milieu effectif.
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4.2.1.b Méthodologie

Dans cette étude, on considère que le béton de référence est celui dont les courbes de dis-
persion et d’amortissement sont présentées en figure 4.3. Les propriétés de ses constituants sont
celles résumées au tableau 4.1, avec des granulats sphériques dont la concentration volumique
est de 40% et dont la distribution de taille varie de 4 mm à 20 mm en suivant une loi normale
avec un diamètre moyen dmoy = 10 mm et écart-type σg = 3 mm.

On évalue alors la vitesse de phase effective cr,e et le facteur d’amortissement effectif αr,e de
l’onde de Rayleigh cohérente en faisant varier différentes propriétés mécaniques du mortier une
à une, et en conservant tous les autres paramètres égaux par ailleurs. L’étude est réalisée pour
3 fréquences différentes : 100 kHz, 300 kHz, et 600 kHz.

4.2.2 Variations des coefficients de qualité Q0
p et Q0

s du mortier

On fait varier le facteur de qualité Q0
p des ondes de compression dans le mortier entre 50 et

150. Les résultats sont tracés en figure 4.4. On constate que l’influence du facteur de qualitéQ0
p est

négligeable sur les propriétés de l’onde de Rayleigh cohérente, les variations de vitesse de phase
et d’amortissement étant inférieures à 1%. Cela est en accord avec les remarques du paragraphe
précédent, montrant que les propriétés de l’onde de Rayleigh sont très proches de celles de l’onde
de cisaillement, et sont peu influencées par les propriétés de l’onde de compression.
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Fig. 4.4 – Influence du facteur de qualité des ondes de compression du mortier Q0
p sur la vitesse

de phase effective et l’amortissement effectif des ondes de Rayleigh.

Dans le cas de la variation du facteur de qualité Q0
s lié aux ondes de cisaillement dans le

mortier, les résultats sont présentés en figure 4.5, Q0
s variant ici de 10 à 70. L’influence de Q0

s sur
la vitesse de phase des ondes de Rayleigh cohérentes est relativement faible ; une variation de Q0

s

de 10 fait varier la vitesse cr,e de environ 10-15 m.s−1 environ. L’influence de ce paramètre sur le
facteur d’amortissement effectif αr,e est par contre plus importante. Une variation du facteur de
qualité de 10 peut provoquer une variation de αr,e de environ 20%, ce qui correspond à un ordre
de grandeur de environ 2 Np.m−1 à 100 kHz et de 5 Np.m−1 à hautes fréquences. Ces ordres de
variations de αr,e sont faibles mais détectables expérimentalement. Cet effet est plus fortement
marqué pour les hautes fréquences, et pour les faibles facteurs de qualité Q0

s.
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Fig. 4.5 – Influence du facteur de qualité des ondes de cisaillement du mortier Q0
s sur la vitesse

de phase effective et l’amortissement effectif des ondes de Rayleigh.

4.2.3 Variations des modules d’Young E0 ou de cisaillement µ0 et du coeffi-
cients de Poisson ν0 du mortier

Les propriétés élastiques du mortier sont décrites par les vitesses relaxées de ondes de com-
pression et de cisaillement c0

p et c0
s. Plutôt que d’étudier la sensibilité des ondes de Rayleigh à

des variations de ces vitesses relaxées, on préfère étudier les variations de propriétés mécaniques
comme par exemple les modules d’Young E0 et les coefficients de Poisson ν0 du mortier, ces
paramètres étant plus utilisés pour la caractérisation mécanique des matériaux comme le béton.
On peut lier les vitesses relaxées du matériau au module d’Young et au coefficient de Poisson à
partir des relations 1.7 données au chapitre 1. Le module de cisaillement µ0 est moins couram-
ment utilisé pour la caractérisation du béton, mais ce paramètre influe considérablement sur les
propriétés des ondes de Rayleigh [Aki and Richards, 1980], et est donc également intéressant à
étudier. Le module de cisaillement est lié au module d’Young et au coefficient de Poisson par la
relation :

µ =
E

2(1 + ν)
(4.19)

Pour le béton de référence, les vitesses relaxées c0
p et c0

s données au tableau 4.1 correspondent
à un module d’Young et un coefficient de Poisson égaux à E0 = 26, 12 GPa et ν0 = 0, 26. Le
module de cisaillement correspondant vaut µ0 = 10, 3 GPa. On fait cette fois encore varier ces
valeurs sur une large gamme, afin d’avoir un aperçu général de l’influence de ces paramètres sur
les ondes de Rayleigh cohérentes. Les plages de variations choisies correspondent à des variations
extrêmes que l’on peut espérer rencontrer sur des mortiers très différents.

Module d’Young. Les résultats obtenus en faisant varier le module d’Young du mortier de
20 à 30 GPa et en conservant les autres grandeurs inchangées sont présentés en figure 4.6. Le
module d’Young du mortier a une forte influence sur la vitesse de phase effective des ondes de
Rayleigh dans le béton. Une variation de E0 de 2 GPa fait varier cr,e de environ 50 m.s−1, ce
qui est facilement détectable expérimentalement. On ne constate pas de différences importantes
entre les différentes fréquences étudiées. L’influence de E0 sur le facteur d’amortissement effectif
est lui aussi notable. L’effet est plus marqué à hautes fréquences qu’à basses fréquences. Une
variation de 2 GPa induit une variation de l’ordre de 10-15 Np.m−1 à 600 kHz, et de seulement 1
à 2 Np.m−1 à 100 kHz. Cependant une faible variation de 2 Np.m−1 du facteur d’amortissement
effectif des ondes de Rayleigh peut être expérimentalement détectable avec un protocole de
mesure adapté.
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Fig. 4.6 – Influence du module de Young E0 du mortier sur les propriétés de l’onde de Rayleigh
cohérente dans le béton.

Coefficient de Poisson. L’étude de l’influence du coefficient de Poisson du mortier ν0 est
présentée en figure 4.7. La gamme de variation considérée (de 0,2 à 0,3) est très large et les
variations de ν0 sur un matériau sont en général plus faible. Même sur une large gamme de
variations l’influence de ν0 sur les propriétés des ondes de Rayleigh cohérentes est relativement
faible.
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Fig. 4.7 – Influence du coefficient de Poisson ν0 du mortier sur les propriétés de l’onde de
Rayleigh cohérente dans le béton.

Module de cisaillement. Dans la gamme de variations étudiée pour E0 et ν0, E0 variant de
20 à 30 GPa et ν0 de 0,2 à 0,3, le module de cisaillement µ0 varie de 7,6 à 12,5 GPa. La plage de
variation du module de cisaillement est donc plus étroite que celle du module d’Young pour des
propriétés du matériau égales. L’influence des variations de µ0 sur les propriétés de l’onde de
Rayleigh effective est présentée en figure 4.8 en gardant un coefficient de poisson constant. Les
ordres de grandeurs des variations de vitesse et d’amortissement sont comparables aux ordres de
grandeurs obtenus pour des variations de module d’Young (Fig 4.6). Une variation du module de
cisaillement de 0,5 GPa fait varier la vitesse de 50 m.s−1 et le coefficient d’amortissement de 1 à
2 Np.m−1à 100 kHz. Ces mêmes ordres de grandeurs de variations de vitesse et d’amortissement
étaient obtenus pour une variation de 2 GPa du module d’Young. Les ondes de Rayleigh effectives
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dans le béton seront plus sensibles à de faibles variations du module de cisaillement du mortier.
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Fig. 4.8 – Influence du module de cisaillement µ0 du mortier sur les propriétés de l’onde de
Rayleigh cohérente dans le béton.

4.2.4 Conclusions de l’étude

On fait l’approximation que les propriétés des granulats restent inchangées lorsque le béton
est soumis au vieillissement ou à des dégradations et que seules les propriétés du mortier varient.
En faisant varier les propriétés mécaniques du mortier dans le modèle analytique, on peut alors
évaluer la sensibilité des ondes de Rayleigh cohérentes aux dégradations en étudiant les variations
de la vitesse de phase effective et de l’amortissement effectif.

La vitesse de phase effective des ondes de Rayleigh cr,e est principalement sensible aux
variations du module d’Young E0 et du module de cisaillement µ0 du mortier. Les variations du
facteur de qualité Q0

s et du coefficient de Poisson ν0 du mortier influent également sur cr,e mais
les variations sont faibles. Le facteur d’amortissement effectif des ondes de Rayleigh αr,e dans le
béton est principalement sensible au facteur de qualité des ondes de cisaillement dans le mortier
Q0
s, mais également au module d’Young ou de cisaillement du mortier. L’effet est beaucoup plus

marqué à hautes fréquences qu’à basses fréquences. Par contre des variations de Q0
p ou de ν0

ont une influence très faible sur αr,e.
Les ondes de Rayleigh cohérentes peuvent donc permettre de déceler des variations de pro-

priétés mécaniques du béton dues à des endommagements. La sensibilité des ondes de Rayleigh
est plus importante à hautes fréquences, cependant leur utilisation présente deux incovénients.
D’une part l’amortissement est très élevé, ce qui nécessite d’utiliser des sources de forte am-
plitude et de n’étudier la propagation des ondes que sur une courte distance. D’autre part, la
profondeur de pénétration étant de l’ordre de la longueur d’onde, cette profondeur est insuffi-
sante à 600 kHz (λ ≃ 3 mm) pour l’étude du béton d’enrobage dont l’épaisseur est de 3 à 5 cm.
Toute la gamme de fréquences entre 50 kHz et 600 kHz doit donc être théoriquement étudiée
pour avoir des informations sur le matériau à des profondeurs variant de quelques millimètres à
environ 5 centimètres.

À basses fréquences, les ordres de grandeurs des variations des propriétés des ondes de
Rayleigh sont assez faibles (de l’ordre de 30-50 m.s−1 pour la vitesse de phase effective, et de
0.5-2 Np.m−1 pour l’amortissement effectif). Les propriétés des ondes de Rayleigh cohérentes
doivent donc être évaluées avec une grande précision pour pouvoir déceler de faibles variations
des propriétés du matériau. La précision de l’évaluation des paramètres des ondes de Rayleigh
est liée au protocole expérimental choisi (moyens et méthodes de mesure), à l’évaluation du
champ cohérent, et aux méthodes de traitements des signaux enregistrés.
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4.3 Mesures expérimentales des ondes de Rayleigh cohérentes
sur du béton

Cette partie présente une campagne de mesures expérimentales effectuée avec des ondes de
Rayleigh sur des dalles de béton. On va présenter les échantillons de béton étudiés, le protocole
expérimental utilisé, et les méthodes de traitement des signaux appliquées, permettant d’évaluer
les propriétés des ondes de Rayleigh cohérentes sur du béton ou du mortier en terme de vitesses
effectives de phase et de groupe, ainsi que du facteur d’amortissement effectif. Ces résultats ont
fait l’objet d’un article en cours de soumission [Chekroun et al., 2008a].

4.3.1 Protocole expérimental

4.3.1.a Dalles de bétons et de mortiers

Les bétons et mortiers étudiés ont été réalisés (conception des formulation et coulage) par
Thierry Sedran et Michel Dauvergne de la division TGCE1 du LCPC. Les échantillons se pré-
sentent sous forme de dalles de 600 mm × 600 mm × 120 mm. L’épaisseur de la dalle a été choisie
suffisamment grande (120 mm) pour éviter la formation d’ondes de Lamb. Lorsque l’épaisseur de
la dalle correspond à un multiple de la demi-longueur d’onde associée aux ondes de compression
ou de cisaillement, la fréquence correspondant à cette longueur d’onde est appelée fréquence
“critique” associée à un mode de Lamb [Viktorov, 1967]. En pratique, l’épaisseur doit être plus
grande que 4 fois la plus grande longueur d’onde étudiée afin d’éviter la formation des premiers
modes de Lamb qui sont les plus énergétiques. Pour un béton classique, la vitesse des ondes
de surface est d’environ 2200 m.s−1. À 50 kHz, la longueur d’onde vaut donc environ 44 mm.
L’épaisseur des dalles sera donc un peu juste pour les fréquences les plus faibles mais suffisante
pour les autres.

On étudie 2 séries de bétons, notées B1 et B2. Ces deux séries possèdent les mêmes carac-
téristiques de granulats (même nature, même quantité, même courbes granulométriques) et ne
diffèrent que par leur rapport E/C (défini en 1.1.2). À ces séries de béton s’ajoutent deux séries
de mortier, notées M1 et M2, ayant les mêmes propriétés que les bétons B1 et B2 respectivement,
mais sans granulats. Les propriétés générales des 4 séries ainsi formées sont résumées dans le
tableau 4.2, et les formulations complètes sont détaillées en annexe E. Chaque série de mortiers
ou de bétons est composée de 5 dalles issues de la même gâchée.

E/C = 0,35 E/C = 0,65

Béton : Dmax = 20 mm B1 B2
Mortier : Dmax = 4 mm M1 M2

Tab. 4.2 – Propriétés des séries de bétons.

Afin de garantir une teneur en eau de près de 100% dans les dalles (seule teneur en eau dont
on puisse être certains), les dalles sont gardées immergées dans une piscine, et ne sont sorties de
l’eau que pour la durée de la mesure, qui s’effectue à l’air libre. On vérifie par des pesées et des
mesures capacitives (réalisées par Géraldine Villain) que l’effet du séchage des dalles en surface
pendant la durée de la mesure (environ 6 heures) est négligeable. On peut alors considérer que
les dalles de béton et de mortier ont toujours une teneur en eau proche de la saturation (100%).

Au moment où les mesures sont réalisées, les dalles de bétons et de mortier sont agées de 6
à 10 mois. On considère que les propriétés mécaniques des matériaux sont alors stabilisées dans
le temps.

1Technologies du Génie Civil et Environnement



4.3 Mesures expérimentales des ondes de Rayleigh cohérentes sur du béton 111

4.3.1.b Mesure élémentaire

Principe de la mesure. Le dispositif expérimental est similaire à une acquisition multi-
stations communément utilisée en géophysique : une source fixe génère une onde, et une série
de récepteurs placés en ligne enregistre les déplacements produits par le passage de l’onde à
différentes distances de propagation. Dans le cas présent, on dispose d’une source répétitive, et
un récepteur unique est déplacé afin d’enregistrer les signaux aux différents points d’acquisition.
Le schéma de ce dispositif est dessiné en figure 4.9. Ce dispositif permet d’acquérir ce que l’on
appellera par la suite un profil élémentaire.

Source. L’onde de surface est générée par un transducteur piézoélectrique de fréquence cen-
trale 120 kHz (de marque Imasonic). La bande de fréquence utile de ce transducteur va de 50 kHz
à environ 200 kHz. Le transducteur émet des ondes de compression et est équipé d’un “sabot”
permettant une incidence de ces ondes avec la dalle à un angle favorisant la conversion en ondes
de surface [Piwakowski et al., 2004]. Le sabot utilisé est en polyuréthane, et l’angle, dimensionné
pour une vitesse moyenne d’ondes de Rayleigh de 2200 m.s−1, vaut approximativement 39̊ . La
valeur de l’angle n’est donc pas optimale pour tous les types de bétons, et l’on s’assure que ce
transducteur émet bien principalement des ondes de surface dans les bétons et mortiers étudiés.
Le couplage du sabot du transducteur sur les dalles de béton se fait avec un gel (type Gel D
Sofranel) sur une bande adhésive ; la bande adhésive, collée à la surface de la dalle, évite la pé-
nétration du gel dans la dalle au cours de la mesure, et permet un positionnement plus aisé de la
source. La partie du sabot en contact avec le matériau est une ellipse de dimensions importantes
(les axes de l’ellipse mesurent 55 mm et 35 mm), on choisira par la suite de définir la position
de la source au centre de l’ellipse comme référence pour déterminer la distance des points de
réception à la source.

La source est excitée avec une ondelette de Ricker de fréquence centrale fc = 120 kHz,
amplifiée par un amplificateur à porte (Ritek Gated RF amplifier) à une tension de 200 V. Les
propriétés de l’ondelette de Ricker ont été définies au chapitre 2 (Eq. 2.80). Pour une fréquence
centrale d’excitation de 120 kHz, la bande passante à -20 dB de l’onde émise va de 50 kHz à
200 kHz.

Fig. 4.9 – Dispositif expérimental pour la mesure d’un profil élémentaire.

Récepteur. La réception est faite au moyen d’un interféromètre laser (sonde TEMPO de
BossaNova Tech.). Celui-ci permet des mesures très ponctuelles (sa tache focale est de quelques
dizaines de microns) du déplacement particulaire normal à la surface du matériau. Le laser utilisé
donne également une valeur de calibration permettant à partir du signal électrique enregistré
(en V) d’obtenir la valeur absolue du déplacement particulaire en Å pour tous les points de
mesure. Une bande adhésive réfléchissante à la surface de la dalle permet d’améliorer la qualité
des signaux et le rapport signal sur bruit.
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La position du laser est pilotée par un banc automatique à 10µm près. On enregistre le
signal pour différentes distances de propagation di le long d’un profil droit. Le premier point du
profil est situé à d1 = 10 cm afin de s’affranchir des effets de champ proche de la source. Ensuite
on enregistre les signaux entre d1 = 10 cm et d36 = 45 cm avec un pas ∆d = 1 cm. On obtient
alors un profil de 36 signaux qui forment ce que l’on va appeler un profil élémentaire. Le schéma
du dispositif est présenté en figure 4.9

Chaque signal est acquis sur 13000 points à la fréquence d’échantillonnage fs = 10 MHz,
pour réduire le niveau de bruit on effectue pour chaque signal une moyenne temporelle sur 256
acquisitions. Le dispositif d’acquisition utilisée est une carte PCI avec une résolution verticale
de 16 bits (GAGE CompuScope 1610). Elle permet l’acquisition simultanée du signal détecté
par l’interféromètre en V et de la valeur de calibration permettant la conversion des V en Å
pour chaque point d’acquisition.

4.3.1.c Réalisations du désordre

Pour obtenir les nombreuses réalisations indépendantes du désordre nécessaires à l’évaluation
du champ cohérent, on enregistre plusieurs profils élémentaires parallèles sur chaque face des
dalles de béton. Pour chaque profil on garde une distance source-récepteurs identique ainsi qu’un
nombre de points de réception identique pour que les profils soient équivalents. Chaque profil
est séparé des autres d’une distance de L = 40 mm, qui est supérieure à la plus grande demi-
longueur d’onde utilisée, afin que les réalisations du désordre puissent être considérées comme
étant indépendantes. La photo en figure 4.10 illustre quelques profils réalisés.

Fig. 4.10 – Photographie du dispositif expérimental. Acquisition des profils parallèles pour
obtenir les réalisations du désordre.

On réalise 9 profils sur chaque face des dalles. Chaque série étant composée de 5 dalles, on
mesure ainsi 90 profils élémentaires par série de béton. On a vu au chapitre 3 que du fait des
dimensions petites de ses hétérogénéités, le mortier pouvait être considéré comme un matériau
peu hétérogène pour les fréquences considérées, on se contente pour des raisons de temps de
mesure de n’acquérir que 36 profils élémentaires par série de mortier.
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4.3.2 Prétraitements et obtention du champ cohérent

4.3.2.a Description des prétraitements

Composante continue. Les signaux présentent tous une très légère composante continue.
Cette composante continue est relativement faible, mais on peut tout de même la retirer sans
difficultés de chaque signal.

Amortissement géométrique. En milieu élastique, l’amplitude des ondes de surface décroît
avec la distance de propagation d en 1/

√
d à cause de l’amortissement géométrique, dans le cas

d’une source ponctuelle ou dans l’axe perpendiculaire à une ligne source. Cette approximation
reste valable dans l’axe des transducteurs à sabot utilisés. Il convient de compenser cet artefact de
mesure en multipliant tous les signaux enregistrés à la distance di par

√
di. L’atténuation mesurée

contiendra alors uniquement des informations sur l’amortissement intrinsèque des matériaux
ainsi que l’amortissement lié au phénomène de diffusion multiple.

Normalisation des profils. Pour chaque profil élémentaire mesuré, le transducteur source est
placé manuellement, et la focale du laser est ajustée afin d’avoir la meilleure réception possible.
Les 36 signaux composant le profil sont enregistrés avec les mêmes réglages afin de pouvoir
être comparés les uns aux autres. Cependant les réglages varient d’un profil à l’autre, et les
amplitudes ne sont pas directement comparables. La figure 4.11 présente l’amplitude maximale
du déplacement (en Å) observée sur chaque profil mesuré sur la série M2.
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Fig. 4.11 – Amplitude maximale du déplacement en Å pour chaque profil.

Cette amplitude maximale varie généralement entre 30 et 200 Å mais peut atteindre excep-
tionnellement plus de 700 Å sur certains profils. Ces différences proviennent principalement de
différences de couplage entre le transducteur et le béton, le positionnement se faisant manuel-
lement. Le positionnement du transducteur n’est pas reproductible et si la surface du sabot du
transducteur n’est pas totalement en contact avec le matériau (bulle d’air dans le gel, transduc-
teur légèrement en “porte-à-faux” du fait de son propre poids mal équilibré, . . .) l’amplitude de
l’onde transmise peut varier énormément.

Ces variations s’avèreront gênantes lorsque l’on effectuera la moyenne spatiale des signaux
en vue d’obtenir le champ cohérent. La valeur absolue de l’amplitude du déplacement n’étant
pas utile pour évaluer les vitesses de phase, de groupe et les facteurs d’amortissement avec les
méthodes de traitement du signal utilisées, on normalise alors les signaux pour chaque profil par
rapport à l’amplitude maximale du déplacement parmi les 36 signaux du profil.
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Recalage des signaux. Les moyennes spatiales à effectuer pour obtenir le champ cohérent
supposent des réalisations équivalentes du désordre. En particulier, la distance source - premier
récepteur doit être la même pour chaque profil. Le transducteur étant positionné à la main, cette
distance ne peut pas être rigoureusement la même d’un profil à l’autre. Il en résulte des petits
décalages temporels entre les signaux censés être pris à la même distance de la source.

On évalue ces décalages par intercorrélation entre les signaux des premiers points de réception
pour chaque profil. Ces décalages sont alors compensés pour tous les signaux du profil. Tous les
traitements ultérieurs (calcul des courbes de dispersion et d’atténuation) se font en comparant
les propriétés des traces entre elles (amplitudes spectrales, phases), et ne nécessitent pas de
connaître exactement l’origine des temps et des espaces.

4.3.2.b Obtention du champ cohérent

Sismogrammes individuels. Chaque profil élémentaire est composé de 36 signaux enregis-
trés à différentes distances di (i = 1, . . . , 36) de propagation. On peut représenter les signaux de
chaque profil sous la forme d’un sismogramme. La figure 4.12 présente deux sismogrammes cor-
respondant à deux profils enregistrés sur des dalles de la série de bétons B2. On peut distinguer
notamment sur les deux sismogrammes présentés un train d’onde principal, suivi d’une partie
incohérente qui varie d’un sismogramme à l’autre.

Fig. 4.12 – Visualisation de deux sismogrammes individuels mesurés sur le béton B2.

Champ cohérent. Après moyennage des sismogrammes sur les 90 réalisations du désordre
considérées, on obtient le sismogramme cohérent présenté en figure 4.13(a). Sur ce sismogramme
cohérent, on voit toujours le train d’onde principal, et la partie incohérente des signaux a été
considérablement diminuée. On voit alors apparaître un second train d’onde qui n’était pas
visible sur les sismogrammes individuels présentés en figure 4.12. Ce second train d’onde est
parallèle au train d’onde principal, et correspond à une onde se propageant dans la même
direction et à une vitesse très proche de celle du train d’onde principal. Des vérifications sur le
transducteur ont permis de montrer que ce second train d’onde correspond à une réflection de
l’onde émise par le transducteur à l’intérieur du sabot. Afin de l’éliminer, on fenêtre le champ
cohérent autour du train d’onde principal avec une fenêtre de Hann “flat-top”. Le champ cohérent
ainsi fenêtré est présenté en figure 4.13.
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Fig. 4.13 – Allure du sismogramme cohérent pour la série de béton B2. (a) Sismogramme non
fenêtré, (b) Sismogramme fenêtré autour du train d’onde principal.

4.3.2.c Amplitudes spectrales

Les méthodes de traitement qui vont être utilisées pour évaluer les courbes de dispersion en
vitesse de phase, de groupe et les courbes d’amortissement, utilisent toutes les transformées de
Fourier des signaux.

Par exemple, les spectres pour la série B2 sont présentés en figure 4.14. On y retrouve l’allure
des spectres bruts (a) et on peut les comparer à l’allure des spectres avec les prétraitements (b).
Les spectres sont présentés pour 3 distances de propagation ; le premier et le dernier point de
réception, ainsi qu’un point situé au milieu du profil.
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Fig. 4.14 – Allure du module du spectre à différentes distances de propagation avec ou sans
prétraitements.

Après prétraitements (présentés en 4.3.2.a), les spectres sont globalement beaucoup plus
lisses. Les spectres du signal brut comportent des “pics” (notamment vers 136 kHz) dus au bruit
de mesure de l’interféromètre. Ces pics disparaissent après les prétraitements et de manière
générale tous les artefacts liés au bruit de mesure disparaissent également.

Ces spectres donnent des informations importantes sur la gamme de fréquences dans laquelle
les traitements proprement dits pourront être réalisés. La limite basse fréquence sera d’après ces
figures autour de 50-60 kHz. En dessous de cette fréquence, les spectres rejoignent le niveau de
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bruit.
L’amortissement est plus important à hautes fréquences ; les spectres des signaux acquis le

plus loin de la source rejoignent plus rapidement le niveau de bruit que ceux acquis proche de
la source. L’amplitude du signal mesuré à l’offset d1 = 10 cm (le premier) rejoint son niveau
de bruit à hautes fréquences vers 200-210 kHz. Par contre le signal situé à l’offset d36 = 45 cm
rejoint le niveau de bruit vers seulement 150 kHz. Par conséquent, les plus hautes fréquences
(150-200 kHz) n’auront pas assez d’énergie pour atteindre les derniers récepteurs donc il sera
inutile d’essayer d’extraire des informations dans cette bande de fréquence avec les derniers
récepteurs.

En fonction de la série de béton ou mortier considérée, l’amortissement est plus ou moins im-
portant. La distance à la source à partir de laquelle l’amplitude d’une composante fréquentielle
du champ cohérent rejoint le niveau de bruit va donc varier en fonction du matériau consi-
déré. L’étude des amplitudes spectrales du champ cohérent sera donc menée attentivement pour
chaque série étudiée afin de déterminer quels points de réception doivent être considérés pour
l’étude d’une composante fréquentielle donnée. Pour les plus basses fréquences, les signaux de
tous les points de réception pourront être utilisés, puis pour les fréquences les plus élevées, on
éliminera les points de réception pour lesquels les amplitudes spectrales sont trop proches du
niveau de bruit pour contenir une information exploitable.

4.3.2.d Évaluation de la vitesse de phase et amortissement

Les courbes de dispersion en vitesse de phase et les courbes d’amortissement sont déterminées
en utilisant les méthodes présentées au chapitres 2.3.3.b et 2.3.3.d pour traiter les résultats des
simulations numériques.

La méthode utilisée pour la détermination de la vitesse de phase cr (transformée p−ω) impose
des restrictions concernant le nombre et la position des points de réception à considérer (voir
paragraphe 2.3.3.c). Notamment, la longueur totale du dispositif entre le premier et le dernier
point d’acquisition considéré doit être au moins supérieure à 2 à 3 fois la longueur d’onde. La
longueur totale du dispositif utilisé ici (35 cm) est largement suffisante même en considérant un
matériau pour lequel la vitesse des ondes de Rayleigh est très rapide. Pour les fréquences les plus
basses, les signaux des points de réception les plus lointains contiennent suffisamment d’énergie
pour que tous les points de réception soient utilisés. Pour les plus hautes fréquences, les points
de réception les plus lointains ont un rapport signal sur bruit trop faible pour être exploités,
mais les longueurs d’onde étant plus courtes, on peut se contenter d’un nombre de points de
réception réduit en ne considérant que les signaux acquis le plus proche de la source.

L’évaluation des courbes d’amortissement effectif α se fait en faisant une régression linéaire
du logarithme népérien de l’amplitude spectrale en fonction de la distance de propagation à une
fréquence donnée. Cette fois aussi on élimine les récepteurs situés loin de la source pour lesquels
le rapport signal sur bruit est trop faible. La figure 4.15 présente un exemple de variations du
logarithme de l’amplitude spectrale avec la distance de propagation pour différentes fréquences,
les courbes sont tracées jusqu’à ce que le niveau de bruit soit atteint. On ne constate pas d’effets
de champ proche sur les signaux acquis avec les récepteurs le plus proche de la source : la distance
choisie pour positionner le premier récepteur à 10 cm de la source est donc suffisante.

4.3.3 Vitesse de groupe

4.3.3.a Intérêt

Les courbes de dispersion en vitesse de groupe cg peuvent être théoriquement déduites des
courbes de dispersion en vitesse de phase par la relation [Carcione, 2001] :

cr =
ω

kr
et cg =

∂ω

∂kr
, (4.20)



4.3 Mesures expérimentales des ondes de Rayleigh cohérentes sur du béton 117

−10

−8

−6

−4

−2

 0

 10  15  20  25  30  35  40  45

ln
 (

am
pl

itu
de

) 

Distance de propagation [ cm ]

100 kHz
150 kHz
200 kHz

Fig. 4.15 – Variations du module du logarithme népérien du module de l’amplitude spectrale
avec la distance de propagation pour le champ cohérent de la série de béton B2.

où l’on note cr la vitesse de phase, ω la pulsation, kr la partie réelle du nombre d’onde, et cg la
vitesse de groupe.

Cependant, dans le cas de mesures expérimentales, la dérivation numérique de la courbe cr(ω)
est imprécise et n’apporte pas d’informations supplémentaires sur la propagation. L’utilisation
d’une méthode permettant d’évaluer directement les courbes de dispersion en vitesse de groupe
à partir des signaux mesurés est intéressante car elle procure une information complémentaire
sur la propagation des ondes qui est indépendante de la méthode utilisée pour l’évaluation de la
vitesse de phase.

4.3.3.b Filtrage multiple (MFA)

La méthode du filtrage multiple (ou en anglais Multiple Filter Analysis MFA) est classique-
ment utilisée en géophysique pour déterminer des retards de groupe, et donc des courbes de
dispersion en vitesse de groupe [Dziewonsky et al., 1969].

Principe. Le signal étudié est filtré par une série de i filtres passe-bande gaussiens centrés
autour des fréquences fi. On obtient une série de paquets d’ondes dans le domaine temporel. En
pointant le temps de trajet ∆ti du maximum de l’enveloppe de chaque paquet d’onde sur une
distance ∆d, on peut en déduire une vitesse que l’on assimile à la vitesse de groupe cg(fi).

Mise en oeuvre. Considérons un signal s(t) enregistré en un point d’acquisition situé à une
distance d de la source. On effectue tout d’abord la transformée de Fourier de ce signal.

s(t) TF−→ S(f) (4.21)

Après le choix des fréquences minimales et maximales fmin et fmax entre lesquelles on va
déterminer la courbe de dispersion, on détermine les N fréquences centrales fi des N filtres qui
seront utilisés. La largeur de chaque filtre pourra être fixe ou variable. On choisit d’utiliser des
filtres de largeur variable. Cette largeur est déterminée par un paramètre noté η, de telle sorte
que la largeur caractéristique du filtre i à la fréquence fi soit ηfi.

Les filtres utilisés sont des filtres passe-bande gaussiens centrés à la fréquence fi et de largeur
caractéristique ηfi. Ils sont définis de la manière suivante ;

Gi(f) = exp

(

−1
2

(

f − fi
ηfi

)2
)

(4.22)
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Le filtrage proprement dit est effectué par une multiplication du signal S(f) par chaque
filtre Gi(f) dans le domaine fréquentiel (soit une convolution dans le domaine temporel). Les
signaux ainsi filtrés SGi(f) sont ensuite ré-exprimés dans le domaine temporel par transformée
de Fourier inverse.

SGi(f) = S(f)Gi(f) TF−1

−→ sgi(t) = s(t) ∗ g(t) (4.23)

Les signaux sgi(t) obtenus sont des paquets d’onde centrés autour de la fréquence fi. En
notant sg(t, fi) = |sgi(t)|2, on peut alors tracer une carte de couleurs semblable à un spectro-
gramme pour tous les temps et toutes les fréquences centrales des filtres étudiés. La discrétisation
en temps dépendra de la fréquence d’échantillonnage fs du signal initial, tandis que la discré-
tisation en fréquence dépendra du nombre de filtres utilisés ainsi que de la plage fréquentielle
d’étude (en respectant le critère de Shannon fmax < fs/2).

On détermine alors le temps d’arrivée du paquet d’onde centré autour de la fréquence fi en
pointant le maximum du spectrogramme pour chaque fréquence :

t(fi) = max (sg(t, fi)) (4.24)

On peut alors évaluer le retard de groupe ∆t(fi) à la fréquence fi en comparant les maxima
des spectrogrammes obtenus pour des signaux enregistrés en deux points séparés d’une distance
∆d. La vitesse de groupe sera alors évaluée par la relation cg(fi) = ∆d/∆ti.

Largeur des filtres. La largeur du filtre est à définir par l’utilisateur. Cette largeur peut
être fixe pour toutes les fréquences ou bien variable, exprimée comme un pourcentage η de la
fréquence étudiée. Un filtre trop large prend en compte le comportement des fréquences voisines
à la fréquence étudiée et peut engendrer des imprécisions notamment en cas de signal fortement
dispersif où la vitesse de groupe varie fortement à l’intérieur de la bande passante du filtre.
À l’inverse un filtre trop étroit donnera des paquets d’ondes peu énergétiques et donnera des
résultats imprécis. On choisit d’utiliser des filtres de largeur égale à 7% de la fréquence considérée
(η = 0.07).

Application avec une impulsion Dirac. On présente l’application de la méthode ci-dessus
sur un cas très simple. On considère un Dirac d’amplitude 1 émis en t0 = 0 s qui se propage à la
vitesse c = 5000 m.s−1. Il se propage sur une distance d = 0.2 m et est donc mesuré à l’instant
à td = 40µs.

Un exemple de filtre gaussien est présenté en figure 4.16 avec fi = 250 kHz et η = 0.07.
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Fig. 4.16 – Exemple du filtrage d’un Dirac par un filtre gaussien centré en fi = 250 kHz de
largeur 0.07fi (a) le signal filtré est présenté en (b)

Pour chaque fréquence fi on obtient alors le retard de groupe ti qui peut être converti en
vitesse de groupe cg,i à partir du temps auquel le Dirac a été émis (ici t0 = 0 s) et de la distance
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parcourue. On obtient alors une carte de couleur en traçant l’amplitude de l’énergie des signaux
filtrés xgi(t) pour chaque fréquence fi (Fig. 4.17).

(a) Retard de groupe (b) Vitesse de groupe

Fig. 4.17 – Exemple d’application de la méthode MFA pour l’évaluation de la vitesse de groupe
sur un Dirac.

La carte résultant de la MFA restitue donc bien la vitesse de groupe (égale dans ce cas à la
vitesse de phase) dans le cas simple d’un Dirac. On constate cependant que la localisation du
maximum du lobe pour chaque fréquence est imprécise. C’est l’une des limitations majeures de
cette technique ; le fait de filtrer étale l’énergie dans le temps. Cela est plus clairement visible en
figure 4.16-(b) ou l’impulsion Dirac initiale est étalée par le filtrage. La largeur de cet étalement
est liée à la largeur η des filtres utilisés.

4.3.3.c Réallocation de spectrogramme

La réallocation2 est une méthode de traitement du signal permettant d’améliorer la résolution
et la précision des spectrogrammes. Le principe de la réallocation a été énoncé par Kodera et al.
[1976]. Cette méthode a par la suite été bien détaillée par Auger and Flandrin [1995] et Flandrin
[1993], et a été plus spécifiquement utilisée à partir de la MFA pour obtenir des courbes de
dispersion par MFA-reallouée par Pedersen et al. [2003].

Principe. La réallocation est basée initialement sur les propriétés de la distribution de Wigner-
Ville, mais est applicable à beaucoup d’autres représentations de type “temps-fréquence” (spec-
trogrammes, transformées de Fourier à court terme, etc...).

Le principe de la réallocation se base sur le fait que les erreurs sont des effets prédictibles si
l’on connaît les caractéristiques des filtres. Les méthodes classiques attribuent l’énergie du signal
à un point dans le plan temps-fréquence correspondant au centre en fréquence et en temps du
filtre utilisé. Du fait de la largeur des filtres il se peut qu’en un point où il n’y a théoriquement
pas d’énergie l’énergie attribuée soit non nulle. Plutôt que d’attribuer l’énergie du signal à ce
point, l’énergie est attribuée à un point correspondant au centre de gravité de l’énergie.

Le calcul consiste donc à évaluer pour chaque point de calcul (t, f), outre la valeur du signal
filtré |sg(t, f)|2 (MFA), les centres de gravité locaux en temps et en fréquence t̂(t, f) et f̂(t, f).
La valeur obtenue par la MFA sera alors attribuée à cette paire de points modifiée :

|xg(t, f)|2 −→ S
(

t̂(t, f) , f̂(t, f)
)

(4.25)

2ou Reassignment en anglais.
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Mise en oeuvre du calcul pour le Filtrage Multiple Réalloué. Cette procédure corres-
pond en fait à l’application à chaque fréquence de 3 filtres au lieu d’un seul (pour les démons-
trations complètes, se référer à [Auger and Flandrin, 1995], [Flandrin, 1993] ou [Pedersen et al.,
2003]), qui sont :

– gi(t), le filtre gaussien de la MFA à la fréquence fi,
– Tgi(t) = t.gi(t), sa multiplication avec t en temps,
– Dgi(t) = ∂gi

∂t (t), sa dérivée temporelle.
Les 3 filtrages sont réalisés par convolution des trois filtres avec le signal s(t) dans le domaine

temporel, soit une multiplication dans le domaine fréquentiel. Les trois résultats du filtrage
sont notés de la manière suivante après avoir été ré-exprimés dans le domaine temporel par
transformée de Fourier inverse :

sg(t, fi) = s(t) ∗ gi(t) (4.26)

Tsg(t, fi) = s(t) ∗ Tgi(t) (4.27)

Dsg(t, fi) = s(t) ∗Dgi(t) (4.28)

On définit alors les lieux du centre de gravité de l’énergie de la manière suivante :

t̂(t, fi) = t−ℜe
(

Tsg(t, fi)
sg(t, fi)

)

(4.29)

f̂(t, fi) = fi +
1

2π
ℑm

(

Dsg(t, fi)
sg(t, fi)

)

(4.30)

Enfin l’énergie |sg(t, f)|2 calculée au point (t, f) est attribuée au point modifié (t̂(t, f), f̂(t, f))
suivant la relation 4.25. La contribution de l’énergie calculée en différents points (t, f) peut être
réallouée en un même point (t̂, f̂). L’énergie est donc en quelque sorte retirée des zones où
elle n’est pas réellement présente pour renforcer les contributions dans les zones où elle est
effectivement présente. La lisibilité des cartes de couleur est améliorée par rapport à la MFA
classique.

Exemple d’application sur un Dirac. On applique la méthode de réallocation de la MFA
aux même signal étudié en figure 4.17 ; un Dirac de vitesse c = 5000 m.s−1. Les résultats pour
la MFA classique et la MFA réallouée sont présentés en figure 4.18.

(a) MFA classique (b) MFA réallouée

Fig. 4.18 – Comparaison des cartes obtenues avec le filtrage multiple classique (a) et après
réallocation (b), dans le cas d’un Dirac de vitesse c = 5000 m.s−1.

On constate que la vitesse de groupe, correspondant au maximums des cartes de la figure 4.18
est bien mieux localisée avec la réallocation, la largeur du lobe étant très fine. Un artefact
apparaît à basse fréquence sur la carte réallouée, et le lobe principal semble se diviser en deux.
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Pour les fréquences les plus basses, les filtres utilisés sont plus larges, et le signal filtré peut
alors présenter des oscillations qui dépassent la longueur totale du signal disponible, ce qui
provoque ces erreurs lors de la réallocation. En considérant des signaux suffisamment longs
temporellement, cet effet disparaît.

4.3.3.d Application aux signaux mesurés

Cas idéal. La méthode de filtrage multiple réalloué présentée ci-dessus est particulièrement
adaptée si l’on dispose d’une source ponctuelle dont on connaît parfaitement la position, et
émettant un signal à phase nulle (dont toutes les composantes fréquentielles sont émises au même
instant) à un temps t0 connu. Un unique point de mesure à une distance d de la source est alors
suffisant pour déterminer le spectrogramme et la courbe de dispersion en vitesse de groupe. Ces
conditions présentent en plus l’avantage de pouvoir distinguer simultanément différents modes
de propagation dans le cas d’un milieu multimodal.

Cas réel. Toutes ces conditions ne sont pas réunies pour ces mesures. Notamment, la position
de la source n’est pas connue précisément du fait des dimension importantes du transducteur.
L’ondelette de Ricker utilisée pour exciter le transducteur est bien un signal à phase nulle,
mais la réponse du transducteur couplé au matériau et de la chaîne d’amplification de la source
déforme l’ondelette initiale, de telle sorte que l’on ne peut savoir précisément ni la position ni
l’allure du signal émis par la source.

En supposant qu’un seul mode de propagation est présent, chaque signal filtré par un filtre
gaussien ne donnera qu’un seul paquet d’ondes à la fréquence donnée. On peut alors comparer
les retards de groupe entre deux signaux pris à des distances de propagation différentes.

On effectue l’opération de filtrage multiple réalloué sur un premier signal s1(t) et on obtient
les temps d’arrivée t1(fi) des paquets d’ondes aux fréquences fi étudiées. On effectue ensuite
le filtrage multiple pour un autre signal s2(t) en un point situé à la distance ∆d du premier
point considéré. On évalue l’écart temporel ∆t(fi) = t2(fi)− t1(fi) entre les arrivées des paquets
d’ondes pour chaque fréquence étudiée, donnant ainsi le temps mis par l’onde pour se propager
sur la distance ∆d. En rapportant ces écarts temporels à la distance entre les deux traces, on
obtient une évaluation de la vitesse de groupe cg(fi).

Mise en pratique. Deux points d’acquisition seulement sont alors nécessaires pour évaluer
la vitesse de groupe. Comme le dispositif expérimental nous fournit 36 signaux pour le champ
cohérent, on peut évaluer cette vitesse de groupe en utilisant plusieurs paires de récepteurs
disponibles (il y a 630 combinaisons). En pratique, on a vu que les signaux enregistrés le plus
loin de la source étaient assez peu énergétiques à hautes fréquences, ils ne seront pas utilisés. Le
point d’acquisition fournissant le signal le plus énergétique est le point situé le plus proche de
la source, il sera choisi comme signal de référence. On s’assure avec ce signal de référence qu’il
n’y a qu’un seul mode de propagation des ondes de surface présent.

Le fait d’utiliser deux récepteurs trop proches l’un de l’autre provoque de grandes fluctuations
dans les résultats du fait des valeurs de ∆d et ∆t trop faibles. On calcule alors les spectrogrammes
réalloués sur les signaux acquis à partir du récepteurs numéro 10 (avec d10 − d1 = 9 cm) et
jusqu’au récepteur numéro 30. Le schéma 4.19 présente les points de réception utilisés. Pour
chaque point de réception, on calcule le spectrogramme par filtrage multiple réalloué, puis on
le convertit en carte de vitesses de groupe en comparant au signal de référence. On fait ensuite
la moyenne des cartes de couleur obtenues et on pointe le maximum de la carte moyennée pour
évaluer la vitesse de groupe.
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Fig. 4.19 – Schéma des récepteurs utilisés pour l’évaluation de la vitesse de groupe par filtrage
multiple réalloué.

4.3.4 Résultats expérimentaux et discussion

On présente dans cette partie les résultats expérimentaux de l’analyse des ondes de Rayleigh
cohérentes sur les séries de bétons et mortiers étudiées. Les conventions suivantes seront utilisées
pour le tracé et la comparaison des courbes. Les deux séries de bétons seront représentées par
des cercles ou des triangles vides (◦ ou △) , tandis que les séries de mortier seront représentées
par des cercles ou des triangles pleins (• ou N). Les caractéristiques principales des séries de
bétons et de mortiers étudiés sont rappelés en figure 4.3.

E/C = 0.35 E/C = 0.65

Béton : Dmax = 20 mm B1 (◦) B2 (△)
Mortier : Dmax = 4 mm M1 (•) M2 (N)

Tab. 4.3 – Rappel des propriétés des séries de bétons et mortiers étudiés.

Pour chaque série, on applique les prétraitements sur tous les signaux enregistrés, et on
évalue le champ cohérent en moyennant spatialement les signaux. Les propriétés du milieu
effectif (vitesse de phase, de groupe, et atténuation) sont évaluées à partir des sismogrammes
cohérents obtenus.

4.3.4.a Vitesse de phase effective

Les courbes de dispersion en vitesse de phase des ondes de Rayleigh cohérentes pour chaque
série sont présentées en figure 4.20. La méthode utilisée pour évaluer ces courbes de dispersion
(transformée p − ω) sur le champ cohérent donne des résultats avec des barres d’erreur très
faibles (voir le paragraphe 2.3.3.c) ; elles sont représentées sur la figure mais ne sont quasiment
pas visibles, excepté pour les fréquences les plus basses.

On peut clairement distinguer les courbes de dispersions des différentes séries les unes des
autres, les différences de vitesse étant importantes. Pour un rapport E/C donné, la comparaison
entre la courbe obtenue sur le mortier seul et celle obtenue sur le béton montre que la présence
des granulats fait augmenter la valeur de la vitesse de phase effective de environ 10%. Les
courbes obtenues avec un rapport E/C élevé (séries B2 et M2) ont des vitesses plus faibles
que celles obtenues avec un faible rapport E/C. Cet effet a également été observé par plusieurs
auteurs [Philippidis and Aggelis, 2005]. En effet, un béton ou mortier ayant un rapport E/C
élevé possède une porosité plus importante, et des propriétés mécaniques (module d’Young)
plus faibles. Ces effets se traduisent par des vitesses de propagation des ondes dans le matériau
plus faibles. On peut voir par exemple les résultats des essais de mesure du module d’Young
sur des éprouvettes correspondant aux bétons étudiés en annexe E. Le coefficient de Poisson
de ces éprouvettes n’est cependant pas connu et on ne peut donc pas estimer des vitesses de
propagation théoriques à partir de ces modules pour les comparer à nos résultats expérimentaux.

Pour les séries B1 et M1, correspondant à un rapport E/C très faible, l’allure des courbes
de dispersion en vitesse de phase est à peu près constante avec la fréquence, dans la bande de
fréquence étudiée. A l’inverse, on observe une légère diminution de la vitesse de phase à mesure
que la fréquence augmente sur les séries à fort rapport E/C. Pour les ondes de Rayleigh, cet effet
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Fig. 4.20 – Courbes de dispersion en vitesse de phase effective des ondes de Rayleigh pour
chaque série étudiée.

est en général dû à des variations de propriétés du matériau avec la profondeur (milieu stratifié
horizontalement ou gradient continu avec la profondeur).

Dans le béton, la distribution et l’empilement des granulats dans le volume formé par les
moules des dalles provoque un effet appelé “effet de paroi”. Les plus gros granulats ne peuvent
avoir leur centre situé à une distance des parois du moule inférieure à leur rayon, en conséquence,
on peut observer une variation de distribution de granulats en surface sur une profondeur de
l’ordre de Dmax./2 [Zheng et al., 2003]. Cet effet de paroi n’est pas la cause ici de la dispersion
de la vitesse de phase des ondes de Rayleigh ; la dispersion se produit aussi bien sur le béton
B2 que sur le mortier M2, qui ne possède pas de gros granulats. De plus, la vitesse de phase
effective du béton B1, qui possède les mêmes caractéristiques de granulats que B2, ne présente
pas cet effet de dispersion, qui n’est donc pas due aux granulats.

La majeure différence entre les séries B1 et M1 d’une part, et les séries B2 et M2 d’autre
part est le rapport E/C, directement lié à la porosité du matériau. La dispersion des ondes de
Rayleigh se produit ici lorsque le rapport E/C est élevé. Lorsque le rapport E/C est élevé, le
béton ou le mortier contient beaucoup d’eau et est très fluide lors du coulage des dalles. Il se
peut alors que ce béton présente une variation de porosité avec la profondeur due à la fluidité
du béton lors du coulage des dalles.

4.3.4.b Vitesse de groupe effective

Les courbes de dispersion en vitesse de groupe du milieu effectif sont présentées en figure 4.21.
Étant évaluées avec une méthode différente de celle utilisée pour les courbes de vitesse de phase,
ces courbes fournissent une information complémentaire sur la propagation des ondes dans le
béton.

Tout comme pour les courbes de dispersion en vitesse de phase, les 4 séries étudiées donnent
des valeurs de vitesse de groupe très différentes, et la vitesse de groupe moyenne est en général
sensiblement égale à la vitesse de phase moyenne. Le comportement fréquentiel des courbes de
vitesse de groupe est par contre différent de celui des courbes de vitesse de phase.

Pour les mortiers M1 et M2, la vitesse de groupe effective est à peu près constante avec la
fréquence. Dans le cas des deux séries de bétons B1 et B2, les courbes varient avec la fréquence de
manière similaire. Aux alentours de 80-100 kHz, la vitesse de groupe décroît de environ 100 m.s−1

jusqu’à 120-130 kHz, puis croît de nouveau avec la fréquence à partir de 150 kHz. Ces variations
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Fig. 4.21 – Courbes de dispersion en vitesse de groupe des ondes de Rayleigh effective pour
chaque série étudiée.

fréquentielles sont significatives et ne sont pas présentes sur les courbes mesurées sur le mortier.
La présence des granulats dans le béton modifie donc l’allure des courbes de dispersion en vitesse
de groupe.

Dans cette bande de fréquence, l’étude des courbes de dispersion en vitesse de phase et en
vitesse de groupe fournissent des informations complémentaires sur le matériau. Les courbes de
vitesse de groupe sont sensibles à la présence des granulats ; la présence des granulats provoque
des fluctuations significatives de la vitesse de groupe avec la fréquence. À l’inverse ce phénomène
n’est pas décelable sur les courbes de dispersion en vitesse de phase. Le comportement fréquentiel
des courbes de vitesse de phase est plutôt sensible au rapport E/C du matériau ; la dispersion
de la vitesse de phase est plus importante dans le cas d’un rapport E/C élevé, que ce soit sur
du mortier ou du béton.

4.3.4.c Amortissement effectif

Les chapitres précédents ont montré l’intérêt de l’étude de l’amortissement pour l’évaluation
du béton. L’amortissement peut fournir des informations sur la présence de grosses hétérogé-
néités (granulats), les propriétés microstructurelles du béton (porosité, sables), ainsi que sur les
propriétés viscoélastiques du matériau. Cette multiplicité de facteurs en fait également un pa-
ramètre difficile à interpréter, notamment pour tenter de distinguer les contributions de chaque
effet amortissant. On peut cependant comparer, tout comme au chapitre 3, les courbes d’amor-
tissement effectif obtenues sur des mortiers différents, puis sur des bétons. On peut ainsi observer
expérimentalement les phénomènes qu’il est possible de détecter et de quantifier par l’étude des
courbes d’amortissement des ondes de Rayleigh avec les méthodes de traitement choisies. Les
courbes expérimentales obtenues sont présentées en figure 4.22.

Les courbes correspondant aux mortiers M1 et M2 ont un comportement à peu près linéaire
avec la fréquence. L’amortissement est plus élevé dans le cas du mortier M2 ayant le rapport
E/C le plus élevé. L’écart entre les deux courbes est de l’ordre de 1 à 2 Np.m−1 seulement suivant
les fréquences, bien que les rapports E/C des deux séries de mortiers soient très différents. Le
dispositif expérimental choisi, associé aux méthodes de traitement utilisées, permet d’obtenir
une précision très inférieure à 0.5 Np.m−1, et permet donc d’étudier de très faibles variations de
propriétés du mortier.
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Fig. 4.22 – Courbes d’amortissement effectif des ondes de Rayleigh pour chaque série étudiée.

Dans le cas des courbes mesurées sur les séries de bétons, les effets dus à la diffusion multiple
par les granulats sont cumulés aux autres effets amortissants présents sur le mortier. On peut
alors observer la contribution de la diffusion multiple sur l’amortissement en comparant les
courbes mesurées sur les bétons et les mortiers correspondants (couples B1-M1 ou B2-M2).
A basse fréquence, les courbes d’amortissement des bétons et des mortiers pour un rapport
E/C donné sont parfaitement confondues. L’effet de la diffusion multiple par les granulats sur
l’amortissement est négligeable. Cet effet commence à être visible vers 80 kHz pour le couple B1-
M1 et vers 120 kHz pour le couple B2-M2, où l’amortissement mesuré sur le béton commence
à être supérieur à celui mesuré sur le mortier correspondant. Plus la fréquence augmente, plus
l’écart entre les courbes s’accroît.

Les effets dus à la présence des granulats sont très différents suivant le rapport E/C du béton,
bien que les propriétés des granulats (quantité, dimensions, natures) soient identiques pour les
deux bétons B1 et B2 considérés. Pour E/C=0.35 (couple B1-M1), la présence des granulats
provoque une faible augmentation du facteur d’amortissement, de l’ordre de 1 Np.m−1. Pour
E/C=0.65 (couple B2-M2), cette augmentation du facteur d’amortissement est beaucoup plus
importante, jusqu’à 10 Np.m−1 à 180 kHz. Ainsi, les courbes d’amortissement obtenues sur les
séries B1, M1 et M2, sont assez proches les unes des autres, et nécessitent une évaluation très
précise de α, tandis que la courbe obtenue sur la série B2 se distingue clairement des autres.

L’étude de sensibilité des ondes de Rayleigh effectuée en section 4.2 donne des ordres de
grandeurs des coefficients d’atténuation sur une large gamme de propriétés des matériaux. En
particulier, dans la bande de fréquences considérée, le coefficient d’atténuation est généralement
inférieur à 10 Np.m−1, ce qui est le cas expérimentalement pour les mortiers et le béton B1.
Les résultats expérimentaux sur la série B2 donnent un facteur d’amortissement beaucoup plus
important que les ordres de grandeur donnés par la modélisation.

Auréole de transition mortier-granulat. On voit donc que l’influence de la diffusion mul-
tiple par les granulats sur les courbes d’amortissement ne dépend pas uniquement des propriétés
des granulats, mais également du rapport E/C du mortier ; l’amortissement du à la présence des
granulats est plus important dans le cas d’un rapport E/C élevé. Cet effet peut s’expliquer par
l’existence d’une auréole de transition entre les granulats et le mortier épaisse de quelques µm
(également appelée ITZ, Interfacial Transition Zone). L’existence de cette auréole de transition
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résulte d’un “effet de paroi” sur la distribution des grains de ciments autour des granulats, en-
traînant la présence de grains de ciment plus fins dans la région entourant les granulats et une
porosité localement plus importante [Otsuki et al., 2000; Neville, 2000; Scrivener et al., 2004].
L’effet est également lié à des réactions chimiques lors de l’hydratation des grains de ciment
(formation des C-S-H et des hydroxydes de calcium), et dépend de la nature du ciment utilisé
et de la nature des granulats.

La présence de cette auréole de transition modifie fortement le contraste entre la pâte et
les granulats. Notamment, l’hypothèse de contact parfait (continuité des déplacements et des
contraintes normales à l’interface) faite au chapitre 2 pour le calcul des sections efficaces n’est
plus valable. La diffraction dans toutes les directions de l’espace des ondes sur les granulats et
l’auréole de transition qui les entoure sera plus importante que sur les granulats seuls. Une plus
grande partie de l’énergie incidente sera alors diffractée sous forme de champ incohérent, et le
champ cohérent sera plus atténué. Le coefficient d’amortissement du milieu effectif est alors plus
élevé. L’étude des courbes de la figure 4.22 montre que l’influence de ce phénomène est très
important sur le coefficient d’atténuation du milieu effectif dans le cas d’un mortier très poreux.

4.3.5 Nombre de réalisations du désordre

4.3.5.a Objectif

On a vu dans la partie précédente l’importance d’avoir une évaluation des paramètres de
propagation (vitesse de phase, de groupe et amortissement) la plus précise possible, afin de bien
pouvoir distinguer les résultats liés aux différents matériaux. La précision des résultats présentés
en figures 4.20, 4.21 et 4.22 est due d’une part au dispositif expérimental utilisé (interféromètre
laser), aux méthodes de traitements du signal, mais surtout à l’évaluation du champ cohérent sur
différentes réalisations du désordre, comme il a déjà été vu aux chapitres précédents. Le nombre
de réalisations du désordre utilisé pour évaluer le champ cohérent a été volontairement choisi
très élevé (90 pour les bétons et 36 pour les mortiers), et plusieurs semaines de mesures ont
été nécessaires pour acquérir le jeu de données présenté dans les paragraphes précédents. Bien
entendu, ce nombre élevé de mesures à réaliser n’est en pratique pas applicable pour des mesures
in situ ou pour une étude en laboratoire sur un nombre important d’échantillons de nature
différente. Il est alors important de s’interroger sur la pertinence de la précision recherchée lors
de telles mesures en fonction des variations que l’on souhaite observer. Le nombre de réalisations
du désordre à considérer pourra être alors plus faible en fonction de la précision des résultats
recherchée.

De la même manière que pour l’étude des simulations numériques du chapitre 2.3, on va
étudier ici l’influence du nombre de réalisations du désordre à considérer pour l’évaluation du
champ cohérent sur la précision des estimations de cr et α.

4.3.5.b Vitesse de phase

On étudie l’évolution de la valeur de la vitesse de phase effective des ondes de Rayleigh en
fonction du nombre de réalisations du désordre Ndes. considéré pour les deux fréquences extrêmes
étudiées ; 60 kHz et 180 kHz. Les résultats sont présentés en figure 4.24. On utilise les mêmes
échelles verticales que pour les figures 4.20 et 4.21 afin de pouvoir faire une comparaison.

De la même manière que dans le cas des simulations numériques du chapitre 2, les valeurs
de la vitesse de phase présentent des fluctuations pour un faible nombre de réalisations du
désordre considéré, puis parviennent à une stabilisation lorsque Ndes. est suffisamment élevé. Les
fréquences d’étude étant plus faibles dans le cas expérimental que dans le cas des simulations
numériques, la stabilisation des valeurs de vitesse de phase est obtenue plus rapidement. Les
fluctuations observées sur la vitesse de phase sont relativement peu importantes. À 60 kHz, elles
sont négligeables, et à 180 Hz, elles sont de l’ordre de 20-30 m.s−1, excepté pour la série de béton
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Fig. 4.23 – Influence du nombre de réalisations du désordre sur l’évaluation de la vitesse de
phase effective.

B2, qui présente de fortes variations pour un nombre de réalisations du désordre inférieur à 10
et ne se stabilise réellement que pour Ndes. = 30.

L’estimation de la vitesse de phase des ondes de Rayleigh sur le béton est donc assez précise,
même en ne considérant qu’un nombre faible de réalisations du désordre.

4.3.5.c Amortissement

La même étude est menée pour l’estimation du facteur d’amortissement des ondes de Rayleigh
cohérentes. À 60 kHz, les variations du facteur d’amortissement sont très faibles, on a vu que
les effets de la diffusion multiple par les granulats étaient négligeables pour ces fréquences. À
180 kHz, les fluctuations des valeurs du coefficient d’amortissement sont très importantes, de
l’ordre de plusieurs Np.m−1, or les courbes de la figure 4.22 montrent qu’il est nécessaire d’avoir
une précision inférieure à 0,5 Np.m−1pour évaluer correctement les coefficients d’amortissement
et distinguer des bétons ayant des propriétés différentes.

Même dans le cas des mortiers, où les hétérogénéités sont relativement petites devant les
longueurs d’onde, le fait de ne considérer qu’un nombre très faible de réalisations du désordre
(par exemple inférieur à 5) entraîne des erreurs importantes sur l’évaluation de α, en particulier
sur le mortier M2, de rapport E/C=0,65. La porosité étant élevée sur ce mortier, ces variations
peuvent s’expliquer par la présence de pores de dimensions plus importantes qui provoquent de
la diffusion multiple dans le mortier.

4.3.5.d Comparaisons

Le tableau 4.4 synthétise les nombre optimums Nopt. de réalisations du désordre à considérer
pour obtenir des valeurs de la vitesse de phase stables à ±10 m.s−1 près et des valeurs du
coefficient d’amortissement stables à ±0, 5 Np.m−1 près, à la fréquence f = 180 kHz, où les
effets de la diffusion multiple par les granulats sont les plus importants.

B1 M1 B2 M2

Nopt. pour c 20 1 30 10
Nopt. pour α 50 5 70 15

Tab. 4.4 – Nombre optimal de réalisations du désordre à considérer pour obtenir une évaluation
stable de la vitesse de phase et de l’amortissement à f = 180 kHz.
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Fig. 4.24 – Influence du nombre de réalisations du désordre sur l’évaluation du facteur d’amor-
tissement effectif.

On constate que l’évaluation du facteur d’amortissement nécessite de moyenner les signaux
sur un plus grand nombre de réalisations du désordre que pour l’évaluation de la vitesse de
phase. Les études analytiques des chapitres précédents ont en effet montré que les effets de la
diffusion multiple étaient principalement visibles sur l’amortissement des ondes. Logiquement,
les séries de bétons nécessitent un plus grand nombre de réalisations du désordre que les séries
de mortier, les dimensions des hétérogénéités des mortiers étant petites devant les longueurs
d’onde utilisées.

Le cas le plus défavorable correspond à la série de bétons B2, contenant un rapport E/C élevé.
Cette série comporte le plus grand degré d’hétérogénéités ; aux granulats, s’ajoutent une porosité
importante. La zone de contact entre les granulats et le mortier peut présenter une porosité
localement plus importante. La présence de cette auréole de transition augmente le contraste
entre les hétérogénéités et la matrice, l’influence de la diffusion multiple par ces hétérogénéités
est alors plus importante.

4.4 Conclusions

Ce chapitre aborde l’étude de la propagation des ondes de Rayleigh dans un milieu hété-
rogène. Les propriétés des ondes de Rayleigh en milieu élastique ou viscoélastique homogène
sont déterminées à partir des propriétés des ondes de volume de compression et de cisaillement
dans le matériau. En appliquant des modèles d’homogénéisation du type ISA aux matériaux
hétérogènes, on détermine alors les propriétés de ces ondes de volume dans un milieu homogène
équivalent, caractérisées par des grandeurs complexes. On fait l’hypothèse que les propriétés des
ondes de Rayleigh en surface de ce milieu homogène équivalent peuvent alors être déterminées
à partir des propriétés des ondes de volume du milieu effectif.

Modèle analytique et sensibilité. On dispose alors d’une modélisation analytique de la vi-
tesse de phase et de l’amortissement en fonction de la fréquence des ondes de Rayleigh dans les
milieux hétérogènes, à partir des propriétés des hétérogénéités et de la matrice. Cette modélisa-
tion possède de nombreuses limitations, liées aux différentes hypothèses faites lors de l’utilisation
des différents modèles (modèle d’homogénéisation, modèle de viscoélasticité, . . .), elle peut ce-
pendant être utilisée pour étudier des ordres de grandeurs et particulièrement la sensibilité des
ondes de Rayleigh aux variations de l’une ou l’autre propriété du matériau. Dans le cas du béton,
on peut alors étudier l’influence des variations de propriétés mécaniques (facteurs de qualités,
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module d’Young, de cisaillement, coefficient de Poisson) du mortier, pouvant être consécutives
à un endommagement. L’étude montre que les ondes de Rayleigh sont principalement sensibles
à des variations du module d’Young et de cisaillement ou du facteur de qualité des ondes de
cisaillement, pouvant être relié à la porosité du mortier. Cependant, les ordres de grandeur des
variations de vitesse de phase effective ou d’amortissement effectif sont relativement faibles.
Cette étude souligne donc particulièrement l’importance d’avoir des évaluations très précises
des valeurs des vitesses de phase et d’amortissement pour la caractérisation du béton avec des
ondes de surface.

La modélisation présentée dans ce chapitre peut par ailleurs être utilisée pour étudier la
sensibilité des ondes de Rayleigh à d’autres paramètres que ceux étudiés ici (Q0

p, Q
0
s,E

0, µ0 et
ν0) ; les variations de propriétés mécaniques des granulats peuvent également être considérées,
permettant d’étudier le comportement des ondes de Rayleigh en fonction de la nature de gra-
nulats présents dans le béton. La modélisation peut également servir pour étudier l’influence de
la granulométrie ou de la concentration volumique en granulats.

Enfin, cette étude peut être étendue à l’étude de la propagation d’ondes mécaniques dans
d’autres matériaux hétérogènes que le béton (domaine médical, géophysique, matériaux compo-
sites, . . .).

Étude expérimentale. Une étude expérimentale de propagation d’ondes de Rayleigh cohé-
rentes sur du béton est menée. La précision de l’évaluation des paramètres de propagation des
ondes de Rayleigh (vitesses et amortissement) est obtenue d’une part en utilisant un interfé-
romètre laser dans le dispositif expérimental, d’autre part en évaluant le champ cohérent par
moyennage des mesures en différents endroits d’un même béton afin de prendre en compte dif-
férentes configurations du désordre, et enfin en utilisant des méthodes de traitement du signal
adaptées issues de la géophysique. L’utilisation de l’interféromètre permet des mesures avec un
niveau de bruit très faible, répétitives, sans contact, automatisées, et fournissant une valeur
absolue du déplacement particulaire normal à la surface en Å. La position des points de récep-
tion est également connue avec une très grande précision, ce qui permet d’utiliser les méthodes
de traitements choisies de manière optimale. On obtient alors pour des séries de bétons et de
mortiers différents, les courbes de dispersion en vitesse de phase, les courbes d’amortissement,
ainsi que des courbes de dispersion en vitesse de groupe.

L’étude de la vitesse de groupe fournit une autre approche indépendante pour étudier les
propriétés de la propagation des ondes dans le béton. Les courbes de dispersion en vitesse de
groupe obtenues sont à peu près constantes avec la fréquence dans le cas des mortiers, ou les
hétérogénéités sont petites. Dans le cas de bétons contentant des hétérogénéités de dimensions
plus importantes, ces courbes présentent des variations caractéristiques quel que soit le rapport
E/C du matériau. On peut alors attribuer ces variations à la présence des granulats. Cet effet
n’est pas visible sur les courbes de dispersion en vitesse de phase, ce qui justifie l’étude conjointe
des vitesses de phase et de groupe.

L’étude des courbes de dispersion en vitesse de phase montre que pour un béton ou un
mortier ayant un rapport E/C élevé, les propriétés du milieu effectif varient avec la profondeur,
se traduisant par une diminution de la vitesse de phase lorsque la fréquence augmente. Cet
effet n’est pas observé sur les bétons ou mortiers ayant un rapport E/C faible, et donc une
porosité moins importante. On peut donc attribuer les variations de propriétés du matériau
avec la profondeur observée sur les matériaux à fort E/C à des variations de porosité, la porosité
étant localement plus importante en surface.

L’étude des courbes d’amortissement expérimentales confirment que pour un rapport E/C
donné, la présence de granulats ne modifie pas l’amortissement à très basse fréquence, les ef-
fets de la diffusion multiple étant négligeables lorsque la longueur d’onde est grande devant les
dimensions des hétérogénéités. Lorsque la fréquence augmente, la présence des granulats dans
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le béton ajoute un effet d’amortissement supplémentaire à l’amortissement dû aux propriétés
viscoélastiques et à la porosité du béton. Dans le cas d’une porosité importante (fort E/C), on
observe que l’influence des granulats sur l’amortissement est bien plus marquée que pour une po-
rosité faible avec le même type de granulats. L’interface entre le mortier et les granulats présente
une porosité localement plus importante, entraînant un contraste entre les hétérogénéités et la
matrice plus marqué, et donc des effets de la diffusion multiple plus importants. L’hypothèse
faite aux chapitres précédents d’un contact parfait entre les granulats et le mortier, n’est donc
pas vérifiée dans le cas de béton ayant une porosité importante.

Le présent jeu de données expérimentales permet également de quantifier l’importance du
nombre de réalisations du désordre à considérer lors de l’évaluation du champ cohérent. Une
évaluation précise du champ cohérent est primordiale pour l’étude des propriétés du milieu
effectif, et particulièrement pour l’atténuation effective. Le fait de considérer une unique mesure
en un point donné du matériau reflétera une configuration particulière de positions, natures, et
dimensions des hétérogénéités présentes, qui ne reflétera pas les propriétés globales du matériau.
Ainsi des mesures à différents endroits d’un même matériau conduiront à des résultats très
différents qu’il sera difficile d’interpréter. Le nombre de mesures à réaliser pour obtenir le champ
cohérent, et ainsi évaluer les propriétés du milieu effectif avec la précision souhaitée, dépend du
degré d’hétérogénéité du matériau. Dans le cas d’un mortier, considéré comme peu hétérogène
aux fréquences étudiées, ce nombre sera relativement faible, et les propriétés du milieu effectif
seront connues avec précision pour environ 10 mesures. Dans le cas du béton, une cinquantaine
de mesures est nécessaire pour pouvoir obtenir une précision sur les vitesses de phase et les
facteurs de qualité permettant de comparer finement différents bétons entre eux.



Chapitre 5

Synthèse et perspectives

Cette thèse aborde l’étude de la propagation des ondes ultrasonores de longueurs d’onde
centimétriques dans le béton en vue de sa caractérisation mécanique. Les ondes de volume et les
ondes de Rayleigh sont étudiées. La difficulté vient du fait qu’il faut tenir compte de phénomènes
couplés : porosité, saturation ou non, viscoélasticité, hétérogénéités de différentes natures et de
différentes dimensions et formes. L’étude théorique de la propagation d’ondes dans un tel milieu
va alors devoir tenir compte de tous ces phénomènes en essayant pour chacun d’entre eux de
choisir modèle le plus simple possible afin d’obtenir une modélisation représentative et robuste
du phénomène réel dans son ensemble. Ainsi, l’utilisation future de ce type de modélisation
comme problème direct dans le cadre d’un problème inverse permettra de n’avoir qu’un nombre
limité d’inconnues à déterminer.

5.1 Modélisation

Modèle proposé. On propose une modélisation analytique de la propagation des ondes de
Rayleigh cohérentes dans un matériau diphasique composé d’une matrice homogène viscoélas-
tique dans laquelle se trouvent des diffuseurs cylindriques (cas 2D) ou sphériques (cas 3D)
répartis de manière aléatoire à une concentration donnée et suivant une courbe granulométrique
continue. La viscoélasticité de la matrice et des diffuseurs est traitée avec un modèle à facteur
de qualité Q constant.

Les propriétés du milieu effectif sont ensuite déterminées à la fois pour les ondes de com-
pression et de cisaillement, avec le modèle d’homogénéisation ISA. On fait alors l’hypothèse
que les propriétés de l’onde de Rayleigh du milieu effectif peuvent être déterminées à partir des
propriétés des ondes de volume du milieu effectif, par analogie avec les ondes de Rayleigh d’un
milieu homogène viscoélastique.

Le modèle de viscoélasticité choisi pour chaque phase du matériau introduit une dépendance
fréquentielle de la vitesse de phase et doit dont être considéré en premier lieu lors de la modélisa-
tion. L’interaction d’une onde plane avec un unique diffuseur est ensuite déterminée dans le cas
d’un cylindre ou d’une sphère viscoélastique dans une matrice viscoélastique, sous l’hypothèse
d’un contact parfait entre la matrice et le diffuseur.

Différents modèles, dits “d’homogénéisation”, permettant de décrire le milieu effectif sont
ensuite étudiés, parmi lesquels est retenu l’Independent Scattering Approximation (ISA). Ce mo-
dèle, décrivant initialement le cas d’une matrice acoustique contenant des diffuseurs identiques,
possède l’avantage de pouvoir être étendu au cas d’une matrice élastique, avec une distribution
de taille d’hétérogénéités. Il est cependant uniquement valable sur un milieu dilué en diffuseurs.
Les différences entre le modèle ISA et le modèle de Waterman-Truell sont négligeables dans le
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cas d’un matériau ayant les propriétés du béton pour les fréquences considérées.
En collaboration avec Bruno Lombard et Joël Piraux du LMA (Marseille), des simulations

numériques par différences finies 2D sont utilisées pour vérifier la validité de l’ISA dans le
cadre d’un matériau hétérogène possédant les propriétés du béton. Ces simulations numériques
sont combinées avec des méthodes de traitement du signal, et l’ensemble permet d’obtenir des
évaluations de la vitesse de phase et de l’amortissement du milieu effectif. Les résultats de ces
simulations confirment que dans un milieu élastique et pour de faibles concentrations d’inclusions
de mêmes dimensions, l’ISA décrit assez fidèlement les propriétés du milieu effectif pour les
ondes de compression, mais également pour les ondes de cisaillement, ce qui nous conforte dans
l’utilisation de ce modèle. Les écarts entre le modèle ISA et les résultats des simulations sont
cependant déjà importants lorsque l’on atteint une concentration de 18%.

Application au béton. L’application de cette modélisation analytique au cas du béton repose
sur un certain nombre d’hypothèses fortes, que l’on rappelle ici.

– Le matériau est diphasique, en considérant d’une part les granulats dont les dimensions
sont supérieures à une certaine limite, fixée ici à 4 mm, et d’autre part le mortier,

– Les deux phases, granulats comme mortier, sont considérées comme homogènes et leurs
propriétés sont décrites par un modèle viscoélastique, qui prend en compte la diffusion par
les très petites hétérogénéités et l’absorption des matériaux,

– Les granulats sont considérés comme étant parfaitement sphériques,
– Le contact entre les granulats et le mortier est un contact parfait (continuité des déplace-

ments et des contraintes normales à l’interface),
– Les propriétés du milieu effectif pour les ondes de compression et de cisaillement sont

déterminées avec l’approximation ISA, dont la validité est limitée aux milieux dilués,
– Le champ diffracté par les granulats est considéré avec une approximation de champ loin-

tain, on suppose donc que les granulats sont suffisamment éloignés les uns des autres ou
que le contraste entre les granulats et la mortier est suffisamment faible pour que cette
approximation de champ lointain soit vérifiée,

– Enfin, les propriétés de l’onde de Rayleigh effective sont déterminées à partir des propriétés
des ondes de volume dans le milieu effectif.

Cette modélisation, sous réserve que les hypothèses listées précédemment sont vérifiées, peut
permettre d’étudier la sensibilité des ondes de Rayleigh à des variations de propriétés du mortier,
tout en tenant compte de la présence des granulats. La vitesse de phase et l’atténuation des ondes
de Rayleigh cohérentes sont bien sensibles à des variations de propriétés mécaniques du mortier,
et principalement aux variations de module d’Young, de cisaillement, ou encore au facteur de
qualité des ondes de cisaillement. Cependant, les variations observées pour les valeurs de vitesse
de phase ou d’amortissement sont relativement faibles et montrent la nécessité d’une évaluation
très précise de ces paramètres lors de la mesure sur le matériau réel en laboratoire ou in situ.

5.2 Mesures expérimentales

Champ cohérent. Deux campagnes de mesures expérimentales ont été menées pour étudier
les effets de la diffusion multiple dans du béton ou du mortier et valider expérimentalement
certaines des hypothèses faites lors de la modélisation. Les mesures concernent d’une part des
ondes de compression (entre 100 et 600 kHz) et d’autre part des ondes de Rayleigh (entre 50 et
200 kHz). La campagne de mesures en ondes de compression a été menée en collaboration avec
Dominique Clorennec et Arnaud Derode du LOA (Paris).

Le dispositif expérimental utilisé met en jeu un interféromètre laser et des méthodes de
traitements des signaux issues de la géophysique.
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L’accent est mis sur l’évaluation du champ cohérent, représentatif du milieu effectif, obtenu
en moyennant spatialement les mesures sur plusieurs configurations du désordre équivalentes.
L’étude montre que suivant le degré d’hétérogénéités du matériau, le nombre de configurations
du désordre à considérer pour obtenir une bonne évaluation des propriétés du milieu effectif varie.
Ce nombre est très faible (inférieur à 10) pour un mortier, il peut atteindre une cinquantaine de
mesures pour un béton.

Les mesures sur le mortier montrent que le facteur d’amortissement a un comportement
linéaire avec la fréquence, ce qui valide l’utilisation d’un modèle de viscoélasticité à Q constant
pour décrire ses propriétés. Au delà de 100 kHz, l’amortissement effectif mesuré sur le béton est
plus important que celui mesuré sur le mortier du fait de la diffusion multiple. Cet effet est bien
reproduit par le modèle proposé.

La vitesse de groupe effective des ondes de Rayleigh possède des courbes de dispersion
présentant des variations significatives qui ne sont pas présentes dans le cas des mortiers, quel
que soit le rapport E/C considéré. À l’inverse, les vitesses de phase effectives ne présentent pas
de variations caractéristiques importantes dues à la présence de granulats.

Dans le cas d’un fort E/C où la porosité du mortier est élevée, l’influence de la diffusion
multiple par les granulats sur les courbes d’amortissement devient plus important que pour une
faible porosité. On peut attribuer cet effet à l’existence d’auréoles de transition à l’interface
entre le mortier et les granulats, caractérisée par une porosité localement plus importante. Le
contraste entre le mortier et les granulats est alors plus important, ce qui augmente les effets de
la diffusion multiple.

Champ incohérent. L’étude du champ incohérent est également menée dans le cas de mesures
en transmission à travers une dalle de béton. L’étude porte alors sur l’allure temporelle de
l’évolution de l’intensité incohérente moyenne. Dans le cadre d’une approximation de diffusion,
celle-ci est caractérisée par deux paramètres qui sont le coefficient de diffusion D et un coefficient
d’amortissement ξ lié à l’amortissement intrinsèque du matériau, et ne tenant pas compte de
l’amortissement dû à la diffusion multiple. L’évaluation de ces paramètres nécessite d’avoir des
signaux temporels très longs. Le niveau de bruit limite la longueur exploitable de ces signaux,
et rend l’estimation des paramètres D et ξ très difficile.

5.3 Perspectives

Cette thèse aborde l’étude de la diffusion multiple en milieu élastique ou viscoélastique
suivant trois aspects ; analytique, numérique et expérimental. Les résultats obtenus permettent
de mieux cerner les mécanismes de la propagation d’ondes dans ce type de milieu, et ouvrent de
nombreuses perspectives d’études.

5.3.1 Simulations numériques

Les simulations numériques 2D, combinées avec des méthodes de traitement efficaces, four-
nissent un outil performant pour l’étude de la diffusion multiple des ondes dans un matériau
fluide ou élastique contenant des diffuseurs. En particulier, l’étude de la diffusion multiple pour
une onde incidente de cisaillement a été très peu abordée dans la littérature. L’outil peut per-
mettre d’étudier le cas de matériaux contenant différentes concentrations, différentes dimensions,
nature, et forme de diffuseurs. L’étude de l’influence d’inclusions de forme quelconque peut per-
mettre de valider ou non l’approximation de diffuseurs cylindriques ou sphériques. Cet outil peut
donc trouver des applications dans de nombreux domaines où la diffusion multiple des ondes par
des hétérogénéités doit être prise en compte ; médical, géophysique, évaluation non destructive
sur des bétons, des matériaux composites, des métaux, etc.
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Une étude plus systématique du nombre de réalisations du désordre à considérer pour obtenir
une évaluation du champ cohérent avec une précision donnée, en fonction de la nature, de la
concentration, de la dimension des inclusions, ou encore de la fréquence, doit également être
menée en détail.

Les limites de validité des différents modèles théoriques permettant de décrire les propriétés
du milieu effectif (ISA, Waterman-Truell, Linton and Martin, CPA, . . .) peuvent également être
étudiés plus en détail, et des pistes peuvent être ouvertes pour les améliorer ou en développer
de nouveaux.

Ce type de simulations numériques pourrait être étendu pour se rapprocher un peu plus de
la réalité physique des matériaux hétérogènes, en prenant en compte par exemple des contacts
imparfaits entre les inclusions et la matrice dans les simulations [Lombard and Piraux, 2006].
De même, on pourrait envisager également de simuler numériquement la poroélasticité de la
matrice [Zheng and Liu, 2001; Zheng et al., 2001], ou bien introduire de la viscoélasticité.

Le temps de calcul important reste cependant un facteur limitant pour l’emploi systématique
de ce type d’outil. La parallélisation en cours du code de simulations va permettre de pouvoir
exploiter l’outil de manière optimale.

5.3.2 Mesures expérimentales

Mesures sur ouvrage réel. Les mesures expérimentales présentées dans cette thèse ont
été réalisées dans des conditions optimales de laboratoire, et les dispositifs présentés ne sont
pas directement utilisables pour des mesures sur ouvrage réel. L’interféromètre laser utilisé ici
ainsi que le banc de pilotage sont des appareils coûteux et fragiles. Le laser est de plus très
sensible à des variations de températures, et nécessite que le matériau ausculté présente un bon
état de surface. Cependant d’autres modèles d’interféromètres laser plus robustes mais moins
précis peuvent être utilisés pour des mesures en extérieur. Par exemple, des mini-robots sont
actuellement développés au LCPC dans le cadre des projets nationaux ANR-SENSO et ANR-
ACTENA, utilisant un interféromètre Polytec OFV-505.

Les parements d’ouvrages en béton ne présentent pas une surface parfaitement plane. L’état
de surface des matériaux est un point important à considérer pour deux raisons. D’une part lors
de l’utilisation des interféromètres laser, la distance focale du laser doit être re-réglée à chaque
point de mesure si la surface n’est pas parfaitement plane, et d’autre part les irrégularités de
surface introduisent un effet de diffusion multiple supplémentaire des ondes de surface [Scales
and Malcom, 2003; van Wĳk, 2003] dont il faudra tenir compte.

Le nombre de mesures nécessaires pour évaluer le champ cohérent de manière optimale est
élevé. Dans le dispositif expérimental présenté, il est nécessaire de déplacer le transducteur
source et de le repositionner de nombreuses fois. Les mesures prennent donc énormément de
temps. Il est nécessaire de raccourcir la durée des mesures pour pouvoir envisager l’inspection
d’ouvrages de grandes dimensions, ou mener une campagne d’étude expérimentale sur un grand
nombre de bétons différents. Des dispositifs expérimentaux différents peuvent alors être envisa-
gés, par exemple en considérant une source fixe émettant de manière isotrope, et en effectuant
les mesures sur des cercles concentriques à la source, on peut alors étudier la propagation des
ondes de manière radiale à la source et obtenir les réalisations du désordre nécessaires avec une
source unique. Ce dispositif à source fixe aurait également l’avantage de fournir des mesures
plus répétitives qu’en repositionnant la source à chaque fois. À l’avenir, l’utilisation de sources
sans contact (à couplage par air, laser) pourrait par ailleurs apporter un réel avantage pour
obtenir des mesures à grands rendements, mais ce type de source reste pour le moment trop peu
énergétique.

Inversion des ondes de Rayleigh. L’utilisation de la dispersion des ondes de Rayleigh
permet classiquement en géophysique de remonter à des propriétés du sol en fonction de la pro-
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fondeur, généralement pour des milieux verticalement stratifiés [Bodet, 2005], mais également
pour des milieux présentant un gradient de propriétés avec la profondeur. Les mesures expé-
rimentales montrent que la vitesse de phase des ondes de Rayleigh cohérentes décroît avec la
fréquence. On peut alors tenter de remonter à des propriétés du milieu effectif en fonction de la
profondeur pour caractériser par exemple une profondeur d’endommagement du béton d’enro-
bage, comme par exemple une profondeur de carbonatation [Villain et al., 2007]. Cependant ce
type d’approche nécessite un grand nombre de connaissances a priori du matériau ausculté pour
pouvoir mener à bien l’inversion. Elle doit notamment passer par l’étude de la propagation dans
les matériaux dits FGM (Fonctionnally Graded Materials) utilisés par exemple dans l’industrie
aéronautique [Lefebvre et al., 2001; Baron, 2005; Chen et al., 2007] ou en géophysique [Saito,
1988].

Intensité incohérente. L’étude de l’évolution temporelle de l’intensité incohérente doit éga-
lement être traitée plus en détail. Cette étude doit être menée avec des signaux plus énergétiques,
et un dispositif de mesure permettant de diminuer au maximum le niveau de bruit, afin d’avoir
des courbes sur une durée suffisamment longue pour pouvoir être exploités avec l’approximation
de diffusion. L’utilisation de la théorie des transferts radiatifs [Margerin, 2005] permet l’étude de
la coda pour des temps plus courts, et pourrait donc être plus adaptée pour l’étude de l’intensité
incohérente, les temps de calculs inhérents à cette théorie sont cependant beaucoup plus longs
(utilisation par exemple d’un algorithme de type Monte-Carlo). L’analyse du cône de rétrodiffu-
sion ou de l’interférométrie de la coda est également une piste intéressante à développer [Larose
et al., 2006].

Le principal avantage de l’intensité incohérente est que sa décroissance temporelle permet de
remonter à un coefficient d’amortissement (ξ) qui tient uniquement compte de l’absorption du
matériau et non de la diffusion multiple et il est alors possible de séparer les deux types d’effets
amortissants [Lacombe et al., 2003].

Le champ incohérent étant composé de trains d’ondes ayant parcouru un long parcours
tortueux dans le matériau, les informations données dans son étude ne seront pas spécifique à
la proche surface, comme c’est le cas pour les ondes de surface cohérentes. La zone investiguée
par ces ondes incohérentes doit être déterminée.

Le champ incohérent est composé de multiples trains d’ondes se propageant dans toutes les
directions, et pouvant avoir subi des conversions de modes. Le déplacement particulaire qui lui est
associé s’apparente à un mouvement désordonné, se faisant dans toutes les directions de l’espace.
Il serait également intéressant d’étudier l’intensité incohérente en mesurant les 3 composantes
du déplacement (déplacements normal et tangentiel) afin d’observer un phénomène équivalent
à l’équipartition des ondes sismiques [Hennino et al., 2001].

Étude des granulats. L’obtention des propriétés mécaniques des granulats comme les mo-
dules élastiques, le coefficient de Poisson, ou encore les vitesses de propagation des ondes de
compression et de cisaillement ainsi que les facteurs de qualité, est indispensable pour pouvoir
caler les modèles analytiques ou numériques de bétons. Cette mesure peut se réaliser sur un gros
bloc de roche dont sont extraits les granulats (par concassage, ou par érosion dans le cas de gra-
nulats roulés). Les mesures des vitesses pour les ondes de compression et de cisaillement pourront
être obtenues par exemple en utilisant la vitesse de groupe nulle des modes de Lamb [Clorennec
et al., 2007] sur des plaques. La mesure des facteurs de qualité sera par contre plus difficile à
réaliser ; les vitesses des ondes étant très rapides, des dispositifs équivalents à ceux employés pour
mesurer l’atténuation sur des bétons nécessiteront des blocs de dimensions très importantes.

Cependant les résultats des mesures sur un bloc massif ne seront pas complètement repré-
sentatifs du granulat lui même. Le bloc rocheux n’est pas rigoureusement homogène, et peut
présenter notamment des failles et des fissures, qui seront donc prises en compte lors de la me-
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sure des vitesses et des atténuations. Lors du concassage, les cassures se feront principalement
le long des points de faiblesse et les granulats ne présenteront donc pas autant de failles et de
fissures que le bloc.

5.3.3 Modélisation analytique

La modélisation analytique proposée dans cette thèse permet déjà d’étudier l’influence de la
présence d’une distribution de diffuseurs dans une matrice viscoélastique sur la propagation des
ondes cohérentes de compression, de cisaillement, et de Rayleigh. Elle est limitée par un certain
nombre d’hypothèses listées précédemment.

Les mesures expérimentales suggèrent que la présence des auréoles de transition au niveau
de l’interface entre les granulats et le mortier est un élément important à prendre en compte,
par exemple en changeant les conditions aux limites à l’interface diffuseur-matrice lors du calcul
de la diffraction d’une onde plane par une sphère, afin de modéliser un contact non-parfait.
On pourrait aussi considérer les résultats donnés par une extension du modèle ISA dans le cas
d’inclusions élastiques dans un milieu poreux [Tournat et al., 2004].

L’utilisation de modèles d’homogénéisation valables pour de fortes concentrations de dif-
fuseurs en milieu élastique doivent être également envisagée, afin de pouvoir modéliser plus
correctement des matériaux contenant un très grand nombre d’hétérogénéités.

La porosité du mortier est prise en compte à l’aide d’un modèle viscoélastique à Q constant.
Les mesures expérimentales sur du mortier montrent que l’on obtient effectivement un amortis-
sement linéaire avec la fréquence, ce qui peut justifier ce modèle. Afin d’aller plus loin dans la
modélisation, l’approche consistant à considérer la porosité comme des hétérogénéités causant
également de la diffusion multiple peut être faite, en considérant ces hétérogénéités comme des
inclusions sphériques vides dans une matrice élastique, et en déterminant le milieu effectif obtenu
à l’aide d’un modèle de type ISA ou celui de Waterman-Truell. Cette approche pour traiter la
porosité a déjà été envisagée par [Bourbié et al., 1986; Berryman, 1992; Chaix, 2003].

L’emploi d’un modèle de porosité de type Biot pourrait également être intéressant. Ce type
de modèle nécessite néanmoins un très grand nombre de paramètres (paramètres mécaniques,
porosité, résistivité, tortuosité,. . .) difficiles à définir dans le cas d’un matériau de type béton.
Les bétons étant très différents les uns des autres, la prise en compte d’un modèle trop complexe
perdrait en généralité, et rendrait impossible la mise en oeuvre d’un problème inverse.

Problème inverse. La mise en oeuvre du problème inverse pourra ensuite être envisagée à
partir de la mesure des courbes de dispersion et d’amortissement des ondes cohérentes sur un
matériau et en prenant ce modèle analytique comme problème direct. Le nombre de paramètres
à reconstruire est élevé ; propriétés mécaniques de la matrice ou des inclusions, concentration
d’inclusions et granulométrie. Le problème est alors sous-déterminé et nécessite donc une connais-
sance de certains de ces paramètres a priori.

Dans le cas du béton par exemple, connaissant les propriétés des granulats (courbe gra-
nulométrique, nature) fournies par la formulation initiale du béton, la mesure des courbes de
dispersion en vitesse de phase, en vitesse de groupe et des courbes d’amortissement des ondes de
Rayleigh cohérentes peut permettre de remonter aux propriétés mécaniques du mortier. Les me-
sures des courbes de dispersion et d’amortissement des ondes de compression ou de cisaillement
peuvent fournir des observables pour contraindre le problème.

Il est également possible de tenir compte lors de l’inversion des informations contenues dans
le champ incohérent, obtenues par l’approximation de diffusion, les transferts radiatifs, ou un
autre modèle. L’idéal serait alors de déterminer un protocole de mesure suffisamment précis et
rapide qui permettrait d’exploiter à la fois le champ cohérent et incohérent des ondes, fournis-
sant ainsi un maximum d’observables à partir d’une unique série de mesures identiques.
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Par ailleurs ce type de modélisation de la diffusion multiple des ondes de Rayleigh ou de
volume en milieu viscoélastique contenant une distribution aléatoire d’inclusions viscoélastiques
n’est pas limité à l’étude du béton, mais peut être utilisée pour l’étude de nombreux matériaux
à des échelles différentes (longueurs d’ondes et dimensions d’hétérogénéités) dans des domaines
très variés ; dans le domaine médical (tissus biologiques, os), en géophysique (sols, éboulements),
ou en contrôle de matériaux comme les composites ou encore certains aciers “à grains” et certains
polycristaux.
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Annexe A

Diffraction par un cylindre :
détermination des coefficients de
diffraction dans le domaine
fréquentiel

Cette annexe présente la résolution du problème aux conditions limites décrivant la diffrac-
tion d’une onde plane incidente de type P ou S sur un obstacle cylindrique (Sec. 2.1.2).

Les potentiels des champs à l’intérieur et à l’extérieur de l’inclusion sont exprimés sous forme
de séries modales, dépendant des coefficients de diffraction a(type,0)

n , b(type,0)
n , a(type,1)

n et b(type,1)
n ,

où type = p, s. Ces coefficients sont déterminés en appliquant les relations de continuité des
déplacements et contraintes en r = A (Eqs. 2.5). On exprime indépendamment les égalités pour
chaque mode n en projetant sur une base en cos(mθ). Les modes étant orthogonaux, on obtient
une égalité relative à chaque mode n quand n = m pour chaque condition aux limites.

Afin d’alléger le calcul, on définit par ailleurs les arguments αjp = kjpA, αjs = kjsA, j = 0, 1,
où A est le rayon de l’inclusion.

A.1 Formulation matricielle

A.1.0.a Écriture

Pour chaque type d’onde incidente de compression ou de cisaillement, pour chaque fréquence
ω étudiée et pour chaque mode n, on obtient un système linéaire de 4 équations à 4 inconnues
(a0
n, b

0
n, a

1
n, b

1
n) en appliquant les conditions aux limites 2.5.

Pour chaque type d’onde incidente, on met ces n systèmes linéaires sous la forme matricielle
suivante selon les notations de Doolittle and Uberall [1966] :
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(A.1)

où les termes sources (Σ0
rr)n, (Σ0

rθ)n, (U0
θ )n, et (U0

r )n représentent les contributions respectives
des contraintes normales et déplacements liées au champ incident.
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A.1.0.b Résolution

Les systèmes matriciels (Eq. A.1) sont résolus en utilisant la méthode de Cramer. Pour le
système à résoudre :

S = D.X , (A.2)

on définit D(i) la matrice où l’on remplace la ième colonne de D par le vecteur S. On a alors xi,
la ième composante de X, qui peut s’écrire :

xi =
det(D(i))
det(D)

(A.3)

en notant det(D) le déterminant de la matrice D.
En pratique, seul le champ diffracté à l’extérieur de l’objet nous intéressera et on se contentera

de déterminer les coefficients a0
n et b0

n pour chaque type d’onde incidente.

A.2 Onde incidente de compression

Après l’application des conditions aux limites 2.5 et la projection des modes sur la base de
cos(nθ), les coefficients de la matrice de diffraction s’écrivent après simplifications, dans le cas
d’une onde incidente de compression :
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Les termes relatifs à l’onde incidente sont les suivant :
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A.3 Onde incidente de cisaillement

Dans le cas d’une onde incidente de cisaillement, les coefficients de la matrice de diffraction
s’écrivent :
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Et les termes relatifs aux déplacements et contraintes de l’onde incidente s’écrivent :
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Annexe B

Diffraction par une sphère en milieu
élastique

Cette annexe détaille le calcul des coefficients de diffraction dans le domaine fréquentiel dans
le cas d’une inclusion sphérique élastique immergée dans une matrice élastique et éclairée par
une onde plane de direction de propagation ez. Les principales notations et la présentation du
problème sont décrites à la section 2.1.4. Comme pour le cas du calcul 2D, les problèmes d’une
onde incidente P ou S sont résolus séparément.

B.1 Conditions aux limites

B.1.1 Expression des déplacements et des contraintes

En coordonnées sphériques, le déplacement u et les composantes normales du tenseur des
contraintes σ s’expriment en fonction des potentiels des champs de la manière suivante :
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(B.1)

B.1.2 Conditions à l’interface

À l’interface Γ entre la sphère et la matrice, on exprime le contact parfait par la continuité
des déplacements et des contraintes normales :

∀x ∈ Γ

{

u0 − u1 = 0
σ0 · ~er − σ1 · ~er = 0

=⇒ en r = A











u1
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ϕ = 0
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rr − σ0

rr = 0
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rθ = 0
σ1
rϕ − σ0

rϕ = 0
(B.2)
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B.1.3 Condition de Sommerfeld

On décompose comme dans le cas 2D (Eq. 2.4) le champ à l’extérieur de l’inclusion comme
la somme du champ incident et du champ diffracté :

u0 = u0
inc. + u0

d −→























φ0 = φ0
inc. + φ0

d

ψ0 = ψ0
inc. + ψ0

d

χ0 = χ0
inc. + χ0

d

(B.3)

Le champ diffracté par l’inclusion dans Ω0 doit satisfaire la condition de Sommerfeld à
l’infini :

φ0
d ∼

1
k0
pr
eik

0
pr ; ψ0

d ∼
1
k0
sr
eik

0
sr ; χ0

d ∼
1
k0
sr
eik

0
sr ; r →∞ (B.4)

B.1.4 Solutions générales des equations de Helmholtz

En trois dimensions, les solutions des équations de Helmholtz 2.37, 2.38, et 2.39 peuvent se
décomposer sous la forme de séries hamoniques sphériques ayant la forme suivante :

∞
∑

n=0

Knfn(kr)Pmn (cos θ), (B.5)

dans laquelle Kn est un coefficient constant et fn une combinaison linéaire de fonctions de Bessel
sphériques de première espèce jn et de fonctions de Hankel sphériques de premier type h(1)

n , que
l’on notera par la suite hn afin d’alléger l’écriture.

Ces fonctions de Bessel et de Hankel sphériques sont définies à partir des fonctions de Bessel
et de Hankel de la manière suivante [Abramowitz and Stegun, 1964] :

fn(z) =
√

π

2z
Fn+1/2(z) fn ≡ jn, hn Fn ≡ Jn, H(1)

n (B.6)

D’après les conditions de Sommerfeld B.4, seules des fonctions de Hankel sphériques seront
présentes dans fn pour le champ diffracté à l’extérieur de l’inclusion. A l’inverse, à l’intérieur de
l’inclusion, les fonctions de Hankel sphériques étant singulières en r = 0, seules des fonctions de
Bessel sphériques seront présentes.

Les fonctions Pmn sont les mièmes fonctions associées de legendre de degré n. solutions de
l’équation différentielle de Legendre suivante :

(1− z2)f ′′(z)− 2zf ′(z) +

(

n(n+ 1)− m2

1− z2

)

f(z) = 0 ; f ≡ Pmn . (B.7)

on a par ailleurs P 0
n = Pn qui sont les polynômes de Legendre de degré n.

B.2 Expression des champs

B.2.1 Onde incidente de compression

B.2.1.a Champ incident

On considère une onde plane incidente de compression se propageant suivant l’axe ez de la
forme u0

inc = eik
0
pzez = ∇φ0

inc. Le problème présente une symétrie de révolution autour de l’axe
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z et est donc indépendant de l’angle ϕ. Le potentiel du champ incident peut se mettre sous la
forme suivante [Brill and Gaunaurd, 1987] :

φ0
inc =

1
ik0
p

∞
∑

n=0

in(2n+ 1)jn(k0
pr)Pn(cos θ), (B.8)

où les fonctions Pn sont les polynômes de Legendre et jn les fonctions de Bessel sphériques de
première espèce.

Champs diffractés et transmis Le champ à l’extérieur de l’inclusion peut s’écrire comme
la somme d’un champ diffracté et du champ incident :

dans Ω0























φ0
p = φ0

inc + φ0
d,p =

1
ik0
p

∞
∑

n=0

in(2n+ 1)anhn(k0
pr)Pn(cos θ) + φ0

inc

ψ0
p = ψ0

d,p =
1
ik0
s

∞
∑

n=0

in(2n+ 1)bnhn(k0
sr)Pn(cos θ)

(B.9)

Tandis qu’à l’intérieur de l’inclusion, on a le champ transmis, dont les potentiels s’écrivent :

dans Ω1























φ1
p =

1
ik1
p

∞
∑

n=0

in(2n+ 1)cnjn(k1
pr)Pn(cos θ)

ψ1
p =

1
ik1
s

∞
∑

n=0

in(2n+ 1)dnjn(k1
sr)Pn(cos θ)

(B.10)

Les coefficients an, bn, cn, dn sont des inconnues à déterminer à partir des conditions aux
limites. En pratique on ne s’intéresse qu’au champ diffracté par l’inclusion et on ne cherchera à
déterminer que les coefficients an et bn.

B.2.2 Onde incidente de type S

Champ incident Cette fois, on considère une onde incidente de cisaillement se propageant
suivant la direction ez, dont le déplacement particulaire (polarisation) se fait suivant ex, de la
forme u0

inc. = eik
0
szex = ∇ × Ψ0

inc. Le problème n’est plus symétrique et les expressions des
champs auront une dépendance en θ et ϕ.

Les potentiels scalaires du champ incident peuvent alors se mettre sous la forme [Brill and
Gaunaurd, 1987] :























ψ0
inc. =

i

k0
s

∞
∑

n=1

in
2n+ 1
n(n+ 1)

jn(k0
sr)P

1
n(cos θ) cosϕ

χ0
inc. =

(

i

k0
s

)2 ∞
∑

n=1

in
2n+ 1
n(n+ 1)

jn(k0
sr)P

1
n(cos θ) sinϕ

(B.11)

où les fonctions P 1
n sont les premières fonctions associées de Legendre.

Champs diffractés et transmis A l’extérieur de l’inclusion les potentiels des champs se
mettent sous la forme :

dans Ω0











































φ0
s = φ0

d,s =
1
ik0
p

∞
∑

n=1

in
2n+ 1
n(n+ 1)

anhn(k0
pr)P

1
n(cos θ) cosϕ

ψ0
s = ψ0

inc. + ψ0
d,s =

i

k0
s

∞
∑

n=1

in
2n+ 1
n(n+ 1)

bnhn(k0
sr)P

1
n(cos θ) cosϕ + ψ0

inc.

χ0
s = χ0

inc. + χ0
d,s =

(

i

k0
s

)2 ∞
∑

n=1

in
2n+ 1
n(n+ 1)

cnhn(k0
sr)P

1
n(cos θ) sinϕ + χ0

inc.

(B.12)
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Et à l’intérieur de l’inclusion :

dans Ω1











































φ1
s =

1
ik1
p

∞
∑

n=1

in
2n+ 1
n(n+ 1)

dnjn(k1
pr)P

1
n(cos θ) cosϕ

ψ1
s =

i

k1
s

∞
∑

n=1

in
2n+ 1
n(n+ 1)

enjn(k1
sr)P

1
n(cos θ) cosϕ

χ1
s =

(

i

k1
s

)2 ∞
∑

n=1

in
2n+ 1
n(n+ 1)

fnjn(k1
sr)P

1
n(cos θ) sinϕ

(B.13)

Cette fois, an, bn, cn, dn, en et fn sont les inconnues à déterminer. Seules an, bn et cn sont
relatives au champ diffracté par l’inclusion.

B.3 Résolution du problème

Le problème est résolu en appliquant les conditions aux limites à l’interface en r = A. Les
problèmes pour une onde incidente P ou S sont résolus séparément. Comme dans le cas du
cylindre (annexe A), on met le problème sous forme matricielle que l’on résout par la méthode
de Cramer. On pose pour alléger l’écriture les quantités αjp = kjp.A et αjs = kjs.A avec j = 0, 1.

B.3.1 Incidence P

Les champs diffractés et transmis dans le cas d’une onde incidente de type P dépende des
polynômes de Legendre. En utilisant des propriétés de récurrence des polynômes de Legendre :

Pn+2(x) =
1

n+ 2
((2n+ 3)xPn+1(x)− (n+ 1)Pn(x))

P ′n(x) = (n+ 1)
(xPn(x)− Pn+1(x))

1− x2

(B.14)

on obtient les relations d’orthogonalité suivantes [Abramowitz and Stegun, 1964].

∫ π

0
Pn(cos θ)Pm(cos θ)sinθdθ =

∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x)dx =

2
2n+ 1

δmn
∫ π

0
P ′n(cos θ)P ′n(cos θ)

1
sinθ

dθ =
∫ 1

−1
P ′n(x)P ′n(x)dx = n(n+ 1)

∫ π

0
P ′n(cos θ)Pn(cos θ)dθ =

∫ 1

−1
P ′n(x)Pn(x)dx = 0

(B.15)

Les relations obtenues en appliquant les conditions aux limites à l’interface de l’inclusion
sont projetées sur une base de polynômes de Legendre afin d’obtenir le système linéaire suivant :

Pmqm = rm avec qm = [an, bn, cn, dn] (B.16)

On considère par ailleurs les propriétés liant les fonctions de Bessel et Hankel sphériques à
leurs dérivées. Ces fonctions sont par définition les solutions de l’équation différentielle suivante :

z2f ′′n(z) +
(

z2 − n(n+ 1)
)

fn(z) + 2zf ′n(z) = 0 ; fn ≡ hn, jn (B.17)

et l’on a également :

f ′n(z) = − 1
2z
fn(z) +

fn−1(z)− fn+1(z)
2

fn ≡ jn, yn, h(1)
n , h(2)

n (B.18)
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Les coefficients des matrices Pm et rm s’écrivent donc, après simplification :

p11 = h′n(α0
p) p12 = n(n+ 1)hn(α0

s)
α0
s

p13 = −j′n(α1
p) p14 = −n(n+ 1) jn(α1

s)
α1
s

p21 =
hn(α0

p)

α0
p

p22 =
(

hn(α0
s)

α0
s

+ h′n(α0
s)
)

p23 = − jn(α1
p)

α1
p

p24 = −
(

jn(α1
s)

α1
s

+ j′n(α1
s)
)

p31 = −
(

((α0
s)

2 − 2n(n+ 1))
hn(α0

p)

α0
p

+ 4h′n(α0
p)
)

p32 = −2n(n+ 1)
(

hn(α0
s)

α0
s
− h′n(α0

s)
)

p33 = ρ1

ρ0

(α0
s)

2

(α1
s)

2

(

((α1
s)

2 − 2n(n+ 1))
jn(α1

p)

α1
p

+ 4j′n(α1
p)
)

p34 = 2n(n+ 1)
(

jn(α1
s)

α1
s
− j′n(α1

s)
)

ρ1

ρ0

(α0
s)

2

(α1
s)

2

p41 = 2
(

hn(α0
p)

α0
p
− h′n(α0

p)
)

p42 =
(

((α0
s)

2 − 2(n2 + n− 1))hn(α0
s)

α0
s

+ 2h′n(α0
s)
)

p43 = −2ρ1

ρ0

(α0
s)

2

(α1
s)

2

(

jn(α1
p)

α1
p
− j′n(α1

p)
)

p44 = −ρ1

ρ0

(α0
s)

2

(α1
s)

2

(

(

(α1
s)

2 − 2(n2 + n− 1)
) jn(α1

s)
α1
s

+ 2j′n(α1
s)
)

r1 = −j′n(α0
p)

r2 = − jn(α0
p)

α0
p

r3 =
(

(α0
s)

2 − 2n(n+ 1)
) jn(α0

p)

α0
p

+ 4j′n(α0
p)

r4 = 2
(

j′n(α0
p)−

jn(α0
p)

α0
p

)

On en déduit les amplitudes de diffraction an et bn liées au champ diffracté. Les séries
modales sont tronquées numériquement à l’ordre N défini par la relation 2.17, comme pour le
cas du cylindre.

B.3.2 Incidence S

Dans le cas de l’onde incidente S, le principe du calcul est le même mais cette fois on utilise
les propriétés des premières fonctions associées de Legendre P 1

n , dont les relations de récurrence
sont :

Pmn+2(x) =
1

n−m+ 2
(

(2n+ 3)xPmn+1(x)− (n+m+ 1)Pmn (x)
)

P 1
n+2(x) =

1
n+ 1

(

(2n+ 3)xP 1
n+1(x)− (n+ 2)P 1

n(x)
)

∂P 1
n(cos θ)
∂θ

= −(n+ 1) cos(θ)P 1
n(cos θ)− nP 1

n+1(cos θ)
sin θ

(B.19)

conduisant aux relations d’orthogonalité :
∫ π

0
P 1
n(cos θ)P 1

m(cos θ)sinθdθ =
2n(n+ 1)

2n+ 1
δmn

∫ π

0
P 1
n(cos θ)P 1

n(cos θ)
1

sinθ
dθ = n(n+ 1)

∫ π

0

∂P 1
n(cos θ)
∂θ

∂P 1
n(cos θ)
∂θ

sinθdθ =
n(1 + n)(2n2 − 1)

1 + 2n
∫ π

0

∂P 1
n(cos θ)
∂θ

P 1
n(cos θ)sinθdθ = 0

(B.20)

En projetant les relations obtenues avec les conditions limites en r = A on peut découpler le
problème en deux systèmes linéaires indépendants :

Pnrn = un pour n > 0 avec rn = [an, bn, dn, en]
Qnsn = vn pour n > 0 avec sn = [cn, fn]

(B.21)
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Après simplification, les coefficients des matrices Pn, un, Qn et vn s’écrivent :

p11 = h′n(α0
p)

p12 = −n(n+ 1)hn(α0
s)

α0
s

p13 = −j′n(α1
p)

p14 = n(n+ 1) jn(α1
s)

α1
s

p21 =
hn(α0

p)

α0
p

p22 = −
(

hn(α0
s)

α0
s

+ h′n(α0
s)
)

p23 = − jn(α1
p)

α1
p

p24 = jn(α1
s)

α1
s

+ j′n(α1
s)

p31 =
(

(α0
s)

2 − 2n(n+ 1)
) hn(α0

p)

α0
p

+ 4h′n(α0
p)

p32 = 2n(n+ 1)
(

h′n(α0
s)− hn(α0

s)
α0
s

)

p33 = −ρ1

ρ0

(α0
s)

2

(α1
s)

2

(

(

(α1
s)

2 − 2n(n+ 1)
) jn(α1

p)

α1
p

+ 4j′n(α1
p)
)

p34 = −ρ1

ρ0

(α0
s)

2

(α1
s)

2 2n(n+ 1)
(

j′n(α1
s)− jn(α1

s)
α1
s

)

p41 = −2
(

h′n(α0
p)−

hn(α0
p)

α0
p

)

p42 = −
(

(

(α0
s)

2 − 2
(

n2 + n− 1
)) hn(α0

s)
α0
s

+ 2h′n(α0
s)
)

p43 = ρ1

ρ0

(α0
s)

2

(α1
s)

2 2
(

j′n(α1
p)−

jn(α1
p)

α1
p

)

p44 = ρ1

ρ0

(α0
s)

2

(α1
s)

2

(

(

(α1
s)

2 − 2
(

n2 + n− 1
)) jn(α1

s)
α1
s

+ 2j′n(α1
s)
)

u1 = n(n+ 1) jn(α0
s)

α0
s

u2 = jn(α0
s)

α0
s

+ j′n(α0
s)

u3 = 2n(n+ 1)
(

jn(α0
s)

α0
s
− j′n(α0

s)
)

u4 =
(

(α0
s)

2 − 2
(

n2 + n− 1
)) jn(α0

s)
α0
s

+ 2j′n(α0
s)

q11 = hn(α0
s) q12 = −jn(α1

s)

q21 =
hn(α0

s)
α0
s

− h′n(α0
s) q22 = ρ1

ρ0

(α0
s)

(α1
s)

(

j′n(α1
s)− jn(α1

s)
α1
s

)

v1 = −jn(α0
s)

v2 = jn(α0
s)

α0
s
− j′n(α0

s)

Ce qui permet d’obtenir les coefficients an, bn et cn liés au champ diffracté par l’inclusion
dans le cas de l’incidence en onde de cisaillement.

B.4 Expression des champs diffractés en champ lointain

Les potentiels des champs diffractés par l’inclusion s’expriment en fonction des fonctions
de Hankel sphériques de premier type hn (Eqs. B.9 et B.12), qui prend la forme asymptotique
suivante pour de forts arguments :

hn(z) ≈ 1
z

(−i)n+1eiz ; z →∞ (B.22)
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B.4.1 Onde incidente de compression

Les champs diffractés liés à l’onde incidente de compression prennent donc la forme suivante
en champ lointain :

φ0
d = Fφ(θ, ϕ)

eik
0
pr

k0
pr

; Fφ(θ, ϕ) = − 1
k0
p

∞
∑

n=0

(2n+ 1)anPn(cos θ) (B.23)

ψ0
d = Fψ(θ, ϕ)

eik
0
sr

k0
sr

; Fψ(θ, ϕ) = − 1
k0
s

∞
∑

n=0

(2n+ 1)bnPn(cos θ) (B.24)

Ce qui permet de déterminer les déplacements particulaires (d’après les relations B.1) :

u0
r,d = fpp(θ, ϕ)

eik
0
pr

r
; fpp(θ, ϕ) =

1
ikp0

∞
∑

n=0

(2n+ 1)anPn(cos θ) (B.25)

u0
θ,d = fps(θ, ϕ)

eik
0
sr

r
; fps(θ, ϕ) =

1
iks0

∞
∑

n=0

(2n+ 1)bn
∂Pn(cos θ)

∂θ
(B.26)

B.4.2 Onde incidente de cisaillement

Dans le cas d’une onde incidente de cisaillement, l’expression asymptotique des potentiels
des champs est :

φ0
d =

eik
0
pr

k0
pr
Fφ(θ, ϕ) ; Fφ(θ, ϕ) = − 1

k0
p

∞
∑

n=1

an
2n+ 1
n(n+ 1)

cos(ϕ)P 1
n(cos(θ)) (B.27)

ψ0
d =

eik
0
sr

k0
sr
Fψ(θ, ϕ) ; Fψ(θ, ϕ) =

1
k0
s

∞
∑

n=1

bn
2n+ 1
n(n+ 1)

cos(ϕ)P 1
n(cos(θ)) (B.28)

χ0
d =

eik
0
sr

k0
sr
Fχ(θ, ϕ) ; Fχ(θ, ϕ) =

i

(k0
s)2

∞
∑

n=1

cn
2n+ 1
n(n+ 1)

P 1
n(cos(θ)) sin(ϕ)(B.29)

conduisant aux expressions des déplacements suivantes :

u0
r,d = fsp(θ, ϕ)

eik
0
pr

r
= − i

k0
p

∞
∑

n=1

an
(2n+ 1)
(n2 + n)

P 1
n(cos(θ)) cos(ϕ)

eik
0
pr

r

u0
θ,d = fssθ(θ, ϕ)

eik
0
sr

r
=

i

k0
s

∞
∑

n=1

(2n+ 1)
n (n+ 1)

(

bn
∂P 1

n(cos(θ))
∂θ

+ cn
P 1
n(cos(θ))

sin θ

)

cos(ϕ)
eik

0
sr

r

u0
ϕ,d = fssϕ(θ, ϕ)

eik
0
sr

r
= − i

k0
s

∞
∑

n=1

(2n+ 1)
n (n+ 1)

(

bn
P 1
n(cos(θ))

sin θ
+ cn

∂P 1
n(cos(θ))
∂θ

)

sin(ϕ)
eik

0
sr

r

(B.30)
Dans ce cas, l’onde de cisaillement diffractée us,d

0 sera polarisée avec une composante u0
θ,d et

une composante u0
ϕ,d :

us,d
0 = u0

θ,d eθ + u0
ϕ,d eϕ (B.31)

Le terme fss sera donc déterminé à partir de l’amplitude complexe de us,d
0.

fss(θ, ϕ) =
√

fssθ(θ, ϕ)2 + fssϕ(θ, ϕ)2 (B.32)

B.5 Sections efficaces

Le flux d’énergie à travers un élément infinitésimal de surface dS orienté selon n est défini
de la manière suivante :

dJ = ℜe (σ · u̇) · ndS =
1
2
(

σ · u̇ + σ̄ · u̇
)

· ndS =
iω

2
(σ · u− σ̄ · u) · ndS (B.33)



xii B Diffraction par une sphère en milieu élastique

B.5.1 Onde incidente de compression

B.5.1.a Expressions énergétiques

Flux incident. Pour un champ incident de compression eik
0
pzez, on considère un élément

de surface unitaire suivant la direction de propagation ez. On considère ici le cas de milieux
purement élastiques, et les nombres d’ondes k0

p et k0
s sont des grandeurs réelles. Le flux incident

d’énergie J ip par unité de surface s’écrit alors :

J ip = −ρ0ω
3

k0
p

. (B.34)

Flux diffracté. On utilise les expressions en champ lointain pour le champ diffracté. Le flux
d’énergie Jdp (r) diffracté à travers dS par l’inclusion à la distance r dans la direction er est :

dJdp (r) = −ρ0ω
3

(

‖fpp(θ, ϕ)‖2
k0
p

+
‖fps(θ, ϕ)‖2

k0
s

)

1
r2
dS avec dS = r2 sin θdθdϕ.

(B.35)
Le flux d’énergie totale Jdp diffractée par l’inclusion sphérique est obtenu en intégrant le flux

énergétique sur une sphère de rayon b (arbitraire) concentrique à l’inclusion. En champ lointain,
cette énergie totale ne varie pas avec b.

J
d
p =

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0
dJdp (b) =

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

dJdp (b)

dS
b2 sin θdθdϕ. (B.36)

En utilisant les relations d’orthogonalité des polynomes de Legendre, Jdp se simplifie en :

J
d
p = −4πρ0ω

3
∞
∑

n=0

(1 + 2n)

(

1
(k0
p)3
|an|2 + n(n+ 1)

1
(k0
s)3
|bn|2

)

. (B.37)

B.5.1.b Sections efficaces

Sections efficaces différentielles. En 3 dimensions, la section efficace différentielle σd(θ, ϕ)
est définie comme le rapport de l’énergie diffractée dans l’angle solide élémentaire dΩ sur le flux
incident par unité de surface.

σd =
1
J i
dJdp
dΩ

. (B.38)

Par ailleurs, l’angle solide élémentaire dΩ s’écrit en coordonnées sphériques :

dΩ =
dS

r2
= sin θdθdϕ. (B.39)

La section efficace différentielle est une grandeur homogène à une surface.

La section efficace différentielle dans le cas d’une onde incidente de compression σd,p de
diffusion s’écrit de la manière suivante :

σd,p =
1
J ip

dJdp
dΩ

=
∞
∑

n=0

(1 + 2n)2

(

1
(k0
p)2
|an|2 (Pn(cos θ))2 +

k0
p

(k0
s)3
|bn|2

(

∂Pn(cos θ)
∂θ

)2
)

. (B.40)
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Sections efficaces totales. La section efficace totale σt,p est obtenue en intégrant la section
différentielle sur tout l’angle solide, on alors pour expression, en utilisant les relations d’ortho-
gonalité des polynomes de Legendre (Eqs. B.15) :

σt,p =
∫ 2π

0

∫ π

0
σd,pdΩ =

J
d
p

J ip
= 4π

∞
∑

n=0

(1 + 2n)

(

|an|2
(k0
p)2

+
k0
p

(k0
s)3

n(n+ 1) |bn|2
)

. (B.41)

Elle peut être décomposée en :

σt,p = σt,pp + σt,ps (B.42)

σt,pp = 4π
∞
∑

n=0

(1 + 2n)
|an|2
(k0
p)2

; σt,ps = 4π
∞
∑

n=0

(1 + 2n)
k0
p

(k0
s)3

n(n+ 1) |bn|2 . (B.43)

La section efficace totale est homogène à une surface. On normalise généralement la section
efficace par la section πA2 de l’inclusion illuminée par l’onde incidente, A étant le rayon de
l’inclusion. La section efficace totale nomalisée s’écrit donc de la manière suivante pour une
onde incidente de compression :

σt,p =
σt,p
πA2

=
4
A2

∞
∑

n=0

(1 + 2n)

(

|an|2
(k0
p)2

+
k0
p

(k0
s)3

n(n+ 1) |bn|2
)

. (B.44)

B.5.2 Onde incidente de cisaillement

B.5.2.a Expressions énergétiques

Flux incident. Pour une onde incidente de cisaillement u0
inc. = eik

0
szex en milieu élastique,

l’expression du flux d’énergie incidente par unité de surface dans la direction ez est :

J is = −ρ0ω
3

k0
s

. (B.45)

Flux diffracté. On utilise les expressions du déplacement du champ diffracté par l’inclusion
en champ lointain (Eqs. B.30) pour calculer le flux d’énergie dJds (r) diffracté à la distance r dans
la direction er. Le flux total Jds est ensuite déterminé en intégrant le flux dJds (r) sur une sphère
de rayon arbitraire b de la même manière que pour la relation B.36. Pour un milieu purement
élastique où k0

p et k0
s sont réels, on obtient :

J
d
s = −2πρ0ω

3

[( ∞
∑

n=1

2n+ 1
n(n+ 1)

|an|2
)

1
(k0
p)3

+

( ∞
∑

n=1

(2n+ 1)
(

|bn|2 + |cn|2
)

)

1
(k0
s)3

]

. (B.46)

B.5.2.b Sections efficaces

Sections efficaces différentielles. La section efficace différentielle σd,s de diffusion se calcule
de la même manière que pour l’onde incidente P (Eq. B.38) dans le cas d’une onde incidente S,
et elle s’écrit :

σd,s =
1
J is

dJds
dΩ

=
∞
∑

n=1

(

2n+ 1
n(n+ 1)

)2
[

k0
s

(k0
p)3

(P 1
n(cos θ))2|an|2 cos2 ϕ (B.47)
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Sections efficaces totales. La section efficace totale dans le cas d’une onde incidente de
cisaillement s’écrit alors, en utilisant les relations d’orthogonalité B.20 :

σt,s =
J
d
s

J is
= 2π

[( ∞
∑

n=1

2n+ 1
n(n+ 1)

|an|2
)

k0
s

(k0
p)3

+

( ∞
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n=1

(2n+ 1)
(

|bn|2 + |cn|2
)

)

1
(k0
s)2

]

. (B.48)

On normalise comme précedemment la section efficace totale par la section de la sphère πA2.

σs,t =
σs,t
πA2

=
2
A2

[( ∞
∑

n=1

2n+ 1
n(n+ 1)

|an|2
)

k0
s

(k0
p)3

+

( ∞
∑

n=1

(2n+ 1)
(

|bn|2 + |cn|2
)

)

1
(k0
s)2

]

. (B.49)



Annexe C

Effets du filtrage numérique

L’objectif de cette annexe est de présenter les caractéristiques du filtre utilisé pour traiter
les signaux, en terme de réponse fréquentielle (notamment les éventuels déphasages qu’il peut
induire), et de réponse impulsionnelle (les déformations des signaux produits par le terme de
déphasage).

C.1 Filtre passe bande de Butterworth

Le filtre est un filtre passe bande classique de type Butterworth d’ordre 3. Ses caractéristiques
sont les suivantes :

– Réponse plate dans sa bande passante,
– Atténuation en dehors de la bande passante à −20n dB/décade, où n est l’ordre du filtre.

Ces types de filtres IIR (Infinite Impulse Response) présentent l’avantage d’une relative simplicité
de mise en oeuvre (peu de coefficients de filtres à calculer) et une grande rapidité de calcul. Leur
inconvénient est de n’avoir pas une phase linéaire pour toutes les fréquences, et par conséquent
de déformer les signaux temporels filtrés.

La figure C.1 présente le signal dirac utilisé pour le calcul des réponses impulsionnelles du
filtre. Le signal est échantillonné à 10 MHz, comme lors des mesures expérimentales.
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Fig. C.1 – Signal dirac utilisé pour le calcul des réponses impulsionnelles.

On va présenter dans les figures suivantes les réponses impulsionnelles du filtre pour diffé-
rentes bandes passantes, qui représentent l’effet du filtre sur un dirac (déformations, oscillations
secondaires, échos secondaires). L’effet de ces filtres sur le signal temporel du dirac donne une
information importante sur l’effet qui serait produit sur n’importe quel signal, puisque le signal
filtré se calcule par produit de convolution entre le signal à filtrer et la réponse impulsionnelle
du filtre.
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C.2 Filtrage dans une bande de fréquences “large”
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Fig. C.2 – (a) et (b) : Réponse fréquentielle du filtre de Butterworth d’ordre 3 entre 100 kHz et
1000 kHz, pour une fréquence d’échantillonnage de 10 MHz. La phase est linéaire dans la bande
passante. (c) Réponse impulsionnelle du filtre.
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Fig. C.3 – (a) et (b) : Réponse fréquentielle du filtre de Butterworth d’ordre 3 entre 100 kHz et
500 kHz, pour une fréquence d’échantillonnage de 10 MHz. La phase est linéaire dans la bande
passante. (c) Réponse impulsionnelle du filtre.

Les figures C.2 et C.3 présentent les caractéristiques du filtre lorque la bande passante choi-
sie est relativement ”large” comparativement à la fréquence d’échantillonnage. Ici la fréquence
d’échantillonnage est de 10 MHz et les filtres présentés ont une largeur de bande passante de
900 kHz et 400 kHz.

On constate que la réponse impulsionnelle présente assez peu d’oscillations induites par les
rotations de phase ; les signaux filtrés seront peu déformés.

C.3 Filtrage dans une bande de fréquences “étroite”

Les figures C.4 et C.5 présentent les caractéristiques du filtre lorque la bande passante choi-
sie est relativement “étroite” comparativement à la fréquence d’échantillonnage. Ici, les filtres
présentés ont une largeur de bande passante de 100 kHz et 25 kHz.

On constate que la réponse impulsionnelle présente cette fois de fortes oscillations, ainsi
qu’un écho secondaire pour le filtre le plus étroit (Fig. C.5(c)).

C.4 Conclusions

Pour toutes les bandes passantes de filtres considérés, l’amplitude de la réponse fréquentielle
est très plate dans la bande passante. L’atténuation des composantes fréquentielles en dehors de
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Fig. C.4 – (a) et (b) ; Réponse fréquentielle du filtre de Butterworth d’ordre 3 entre 100 kHz
et 200 kHz, pour une fréquence d’échantillonnage de 1 MHz. La phase est linéaire dans la bande
passante. (c) Réponse impulsionnelle du filtre.
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Fig. C.5 – (a) et (b) ; Réponse fréquentielle du filtre de Butterworth d’ordre 3 entre 100 kHz et
125 kHz, pour une fréquence d’échantillonnage de 10 MHz. La phase est linéaire dans la bande
passante. (c) Réponse impulsionnelle du filtre.

la bande passante est suffisante pour notre étude, même s’il s’agit de l’un des filtres les moins
sélectifs.

La phase est quasiment linéaire dans la bande passante. Les rotations de phases en dehors
de la bande passante sont d’autant plus importantes que la bande passante du filtre est étroite.
Cet effet se fait ressentir dans la “déformation” des signaux filtrés.

Plus la bande passante du filtre est étroite comparativement à la fréquence d’échantillon-
nage, plus les déformations des signaux filtrés seront importantes, introduisant de nombreuses
oscillations et échos parasites. L’étude des signaux temporels filtrés avec une bande trop fine
sera donc délicate.

Le contenu fréquentiel des signaux est par contre exploitable à l’intérieur de la bande pas-
sante du filtre. L’étude de l’énergie des signaux dans différentes bandes de fréquences, qui nous
intéresse particulièrement pour l’étude des rapports entre l’énergie cohérente et l’énergie inco-
hérente est donc possible.

Ces filtres sont de type IIR (Infinite Impulse Response) et ont donc une réponse impulsion-
nelle de durée temporelle infinie. On peut cependant n’en considérer qu’une partie, l’amplitude
de la réponse étant rapidement négligeable.
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Annexe D

Modélisation du rayonnement des
transducteurs

Cette annexe présente le calcul simplifié du diagramme de rayonnement des transducteurs
utilisés pour les mesures expérimentales en transmission d’ondes de compression dans du béton
ou du mortier. Le transducteur est assimilé à un piston circulaire dont tous les points vibrent
en phase dans un milieu semi-infini, homogène, élastique et isotrope. La vitesse des ondes de
compression dans un tel milieu est prise à c = 4000 m.s−1, qui est proche de la vitesse effective
attendue dans les dalles de béton.

D.1 Piston plan en régime harmonique.

D.1.1 Champ rayonné par une sphère

On considère une sphère de rayon a qui rayonne dans l’espace à la pulsation ω. Le potentiel
créé à une distance r du centre de la sphère (r > a) s’écrit de la manière suivante :

Φ(~r, t) = a2Vn
r

cos(ωt− kr). (D.1)

Le rayonnement de la sphère décroît en 1/r avec la distance, et est proportionnel au volume
de fluide déplacé par unité de temps 4πa2Vn. La vitesse Vn est l’amplitude de vibration de la
vitesse normale à la surface de la sphère.

D.1.2 Rayonnement par un élément de surface

On considère un élément de surface quelconque ds, de dimensions petites par rapport à la
longueur d’onde. La vitesse normale à l’élément de surface ds est notée Vn, et le volume de fluide
déplacé par unité de temps est le produit Vnds.

On considère alors que cet élément rayonne comme une demi-sphère de rayon a dans un
demi-espace. En un point M de l’espace c’est comme si les ondes émises par l’autre moitié de la
sphère n’atteignaient pas ce point. L’élément de surface ds s’écrit alors :

ds = 2πa2 (D.2)

L’amplitude du potentiel (a2Vn) de l’équation D.1 devient :

a2Vn =
ds
2π
Vn (D.3)
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Et le potentiel total rayonné au point M par chaque élément de surface ds situé en un point
P s’écrit de la manière suivante :

Φ(~r, t) = eiωt
∫

S

e−ikR

2πR
Vn(P )ds (D.4)

ce potentiel total s’appelle l’intégrale de Rayleigh. R représente la distance entre P et M (voir
la figure D.1).

D.1.3 Disque

On considère cette fois un piston, représenté par un disque plan de rayon a dont tous les
points vibrent en phase à la pulsation ω et à la vitesse normale uniforme d’amplitude Vn.

On définit la position d’un point M de l’espace par ses coordonnées cylindriques (r, θ, ϕ),
dont l’origine est prise au centre du disque (voir la figure D.1).

Fig. D.1 – Repère des coordonnées du disque-piston, les points du disque vibrent en phase
(d’après Royer and Dieulesaint [1996]).

Un élément de surface ds est lui repéré dans ses coordonnées polaires (σ, ϕ) dont l’origine
est également prise au centre du disque. On a alors ds = ldldϕ.

La distance entre l’élément source élémentaire ds et le point M s’écrit alors :

R = (r2 + l2 − 2rl sin θ cosϕ)1/2. (D.5)

L’intégrale de Rayleigh correspondant au champ rayonné par le disque en M s’écrit alors :

Φ(r, t) = Vneiωt
∫ 2π

0

dϕ
2π

∫ a

0

l

R
exp(−ikR)dl. (D.6)

D.2 Champ dans l’axe du piston - Distance de Fresnel

Afin de simplifier les calculs dans un premier temps, nous nous plaçons le long de l’axe du
disque pour calculer le champ rayonné. On a alors θ = 0 et de plus l’expression de R ne dépend
plus de l’angle ϕ. On a alors :

R = (r2 + l2)1/2 ⇒ ldl = RdR (D.7)

L’expression du champ rayonné par le disque (Eq. D.6) devient alors, après changement de
variables (l→ R) :

Φ(z, t) = Vneiωt
∫

√
z2+a2

z
exp(−ikR)dR (D.8)
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Cette équation à pour solution :

Φ(z, t) = i
Vn
k

eiωt[exp(−ik
√

z2 + a2)− e−ikz] (D.9)

On peut alors exprimer la surpression acoustique sur l’axe du transducteur grâce à la relation :

δp = ρ
∂Φ
∂t
, (D.10)

où ρ est la densité du milieu.
Cette surpression s’écrit donc sous la forme suivante :

δp(z, t) = ρcVn(1− e−ikβ) exp(iωt− kz) avec β =
√

z2 + a2 − z. (D.11)

L’amplitude de cette surpression s’écrit de la manière suivante :

|δp| = ρcVn
∣

∣

∣1− e−ikβ
∣

∣

∣ = ρcVn
√

2− 2 cos kβ, (D.12)

ce qui peut encore s’écrire :

|δp| = 2δp0

∣

∣

∣

∣

sin
kβ

2

∣

∣

∣

∣

= 2δp0

∣

∣

∣

∣

sin
πβ

λ

∣

∣

∣

∣

avec δp0 = ρcVn. (D.13)

Les figures D.2(a) et D.2(b) représentent l’allure de la surpression relative |δp/δp0| générée dans
l’axe du piston (Eq. D.13), pour les transducteurs utilisés lors des mesures. Les longueurs d’ondes
considérées correspondent aux fréquences centrales des transducteurs.
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Fig. D.2 – Surpression relative |δp/δp0| générée dans l’axe du piston, pour les transducteurs
utilisés à leur fréquence centrale, (a) transducteur de 250 kHz, (b) transducteur de 500 kHz.

En certains points de l’axe situés proches du piston, la surpression s’annule. Ce sont des
effets de “champ proche”. Ces points correspondent aux valeurs de z telles que β = nλ (n ∈ N),
pour des longueurs d’ondes inférieures au rayon du transducteur (λ < a).

Le dernier maximum de surpression correspond à la valeur β = λ/2. On détermine alors la
distance de Fresnel zm :

zm =
a2

λ
− λ

4
≃ a2

λ
pour a≫ λ . (D.14)

Au delà de cette distance, on parle de champ lointain. La surpression acoustique le long de l’axe
décroît alors en 1/z. La relation D.13 devient alors :

δp ≃ 2 δp0 π
β

λ
= δp0

ka2

2z
pour z ≫ a2

λ
. (D.15)
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Transducteur
(fréquence centrale) [ kHz ] 250 500

Diamètre [ in ] 1,5 1,125
Rayon [ cm ] 1,90 1,43
Vitesse des ondes P [ m.s−1] 4000 4000
Longueur d’onde associée [ cm ] 1,6 0,8
Distance de Fresnel [ cm ] 1,86 2,35

Pour être en champ proche à z = 6 cm
λ minimal [ cm ] 0,6 0,3
Fréquence max. [ kHz ] 670 1200

Tab. D.1 – Tableau récapitulatif des distances de Fresnel pour les deux transducteurs utilisés
en transmission, excités à leur fréquence centrale.

Le tableau D.1 récapitule les paramètres relatifs aux transducteurs utilisés lors des mesures,
et donne les distances de Fresnel correspondant à leurs fréquences centrales. Ces distances sont
de l’ordre de 2 cm dans les deux cas. La seconde partie du tableau détermine la fréquence
maximale permettant de rester en configuration de champ proche pour une épaisseur de 6 cm,
qui correspond à la dalle la plus fine étudiée lors des mesures. Les épaisseurs de dalles de béton
utilisées lors des mesures étant respectivement de 6 et 12 cm, on peut donc considérer que les
mesures ont été faites en configuration de champ lointain, avec comme limites haute fréquence
les valeurs données dans le tableau D.1.

D.3 Diagramme de rayonnement en champ lointain

D.3.1 Amplitude

A grande distance du piston (pour r >> a2/λ) l’intégrale de Rayleigh (Eq. D.6) se simplifie
et possède une solution analytique simple. Le potentiel en tout point de l’espace pour r >> a2/λ
est de la forme :

Φ(r, θ, t) =
a2Vn
2r

(

2J1(ka sin(θ))
ka sin(θ)

)

ei(ωt−kr), (D.16)

où J1 représente la fonction de Bessel de première espèce et d’ordre 1. Ce potentiel engendre
une surpression relative dans le demi espace de la forme suivante (toujours en champ lointain) :

∣

∣

∣

∣

δp

δp0

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

a

r

J1(ka sin(θ))
sin(θ)

∣

∣

∣

∣

. (D.17)

Cette surpression s’annule une première fois pour un angle θ1 tel que :

sin θ1 =
3, 83
ka

= 0, 61
λ

a
.

L’angle de divergence du faisceau principal du transducteur est alors défini de la manière sui-
vante, entre les angles −θ1 et θ1 :

α = 2θ1 = 1, 22
λ

a
pour a >> λ. (D.18)

Le faisceau acoustique est d’autant plus directif que les rayon du disque est grand par rapport
à la longueur d’onde.
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Fig. D.3 – Intensité acoustique relative, pour le transducteur de 250 kHz excité à sa fréquence
centrale, dans une configuration de champ lointain (valable théoriquement pour des distances
supérieures à environ 2 cm du transducteur).
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Fig. D.4 – Intensité acoustique relative, pour le transducteur de 250 kHz excité à sa fréquence
centrale, pour des épaisseurs traversées de 6 cm (a) et 12 cm (b).

Les figures D.3, D.4, D.5, et D.6, présentent les résultats du calcul de l’intensité acoustique
relative rayonnée dans l’espace avec l’approximation de champ lointain, et les paramètres du
tableau D.1.

La figure D.3 présente le résultat pour le transducteur de 250 kHz excité à sa fréquence
centrale. Les courbes des figures D.4 (a) et (b) montrent l’intensité relative en dB pour des
épaisseurs de 6 cm et 12 cm qui correspondent aux dalles utilisées lors des mesures. Les figures D.5
et D.6, correspondent au transducteur de 500 kHz.

La longueur des “scans” effectués avec le laser est de environ 5cm, et les “scans” sont centrés
sur l’axe du transducteur. Pour la dalle de 12 cm, la variation d’intensité le long du “scan” est
de l’ordre de quelques décibels (entre 3 et 5 dB) suivant les fréquences.

Pour la dalle de 6 cm, les écarts sont plus importants (de l’ordre de 10 dB voire plus) et il peut
y avoir des minimums locaux de l’intensité pour les fréquences plus élevées (l’angle d’ouverture
étant proportionnel à λ).

D.3.2 Retards temporels

L’approximation de rayonnement en champ lointain (Eq. D.16) assimile le transducteur à
une source ponctuelle rayonnant avec une variation angulaire d’amplitude.
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Fig. D.5 – Intensité acoustique relative, pour le transducteur de 500 kHz excité à sa fréquence
centrale, dans une configuration de champ lointain (valable théoriquement pour des distances
supérieures à environ 2 cm du transducteur).
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Fig. D.6 – Intensité acoustique relative, pour le transducteur de 500 kHz excité à sa fréquence
centrale, pour des épaisseurs traversées de 6 cm (a) et 12 cm (b).

On peut également à partir de cette expression déterminer les retards temporels qu’auront
les signaux enregistrés par le laser sur la face de réception, en calculant les retards de phase.

Pour une dalle d’épaisseur ep, la phase φ du signal enregistré dans l’axe du transducteur est

φ(ep) = i(ωt0 − kep), (D.19)

où t0 représente le temps d’arrivée de l’impulsion et k = ω/c. En se décalant par rapport à l’axe
du transducteur d’une distance y = ep tan θ sur la face de réception, la phase du signal devient :

φ(y) = i

(

ωt0 − k
ep

cos θ

)

= i

(

ω

(

t0 −
ep
c

(1− 1
cos θ

)
)

− kep
)

. (D.20)

On peut alors estimer le décalage temporel dt des signaux reçus par rapport à celui enregistré
dans l’axe du transducteur :

dt =
ep
c

(1− 1
cos θ

). (D.21)

Ces retards temporels sont présentés en figure D.7 pour les deux épaisseurs de dalle étudiées,
avec une vitesse de propagation des ondes de compression prise à c = 4000 m.s−1.

Avec la modélisation choisie, ces retards ne dépendent ni de la fréquence, ni de la taille du
transducteur. Ils peuvent atteindre 1µs sur la dalle la moins épaisse et devront être compensés
avant d’évaluer le champ cohérent.
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(b) dalle de 12 cm

Fig. D.7 – Retards temporels des signaux sur la face de réception par rapport au signal reçu
dans l’axe du transducteur.

D.4 Conclusion

A toutes ces variations d’amplitude et de temps d’arrivées, s’ajoutent les effets liés au maté-
riau réel ; le milieu n’est pas fluide et des ondes S peuvent exister, le matériau est absorbant, la
diffusion est importante, le transducteur ne vibre pas en mode piston, etc. Tous ces effets font
que des précautions seront à prendre si l’on souhaite normaliser les signaux mesurés le long des
“scans”, les amplitudes variant d’une trace à l’autre.

D’une manière générale, les points situés aux extrémités des “scans” seront à utiliser avec
précaution, à compenser voire à écarter, pour le calcul du champ moyen.

De plus, ce calcul est effectué pour un transducteur émettant une onde monochromatique,
ce qui n’est pas le cas ici, les transducteurs étant très large-bande. Le calcul devra être fait pour
chaque fréquence ou dans chaque bande de fréquences considérée.
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Annexe E

Formulations des bétons pour les
mesures en ondes de surface

Constituants. Le tableau E.1 présente les formulations des dalles de béton et de mortier
utilisées pour les mesures expérimentales du chapitre 4. Le ciment utilisé est de type CEM I
52.5 N CE CP2 NF de St. Pierre Lacour (Lafarge). Les granulats utilisés sont des granulats
concassés de la carrière de Pontreaux(44), le type de roche est du Gneiss. Les sables sont de
nature silico-calcaire et issus de la carrière Pilier(44).

Tab. E.1 – Formulation des bétons et mortiers utilisés pour les mesures en ondes de surface.
Nom B1 M1 B2 M2

Date de coulée 26/06/2007 02/05/2007 24/04/2007 30/03/2007
Rapport E/C 0,35 0,35 0,65 0,65

Constituant
formule sèche formule sèche formule sèche formule sèche
au m3 (en kg) au m3 (en kg) au m3 (en kg) au m3 (en kg)

Eau d’ajout 189,84 261,79 235,63 331,90
Pontreaux 10/20 472,42 0,00 473,53 0,00
Pontreaux 6/10 315,20 0,00 316,94 0,00
Sable Pilier 0/4 422,33 596,69 452,61 648,68

Sable Pontreaux 0/2 419,74 600,99 452,16 651,78
Ciment 52,5 SPLC 530,36 757,15 344,22 492,10

SP Glénium 27 13,35 19,05 0,00 0,00
Total (kg) 2363,00 2235,67 2275,09 2124,46

Granulométrie. Les granulats et les sables sont répartis suivant les courbes granulométriques
tracées en figure E.1. Les deux séries de bétons possèdent la même courbe granulométrique avec
un Dmax. = 20 mm, ainsi que les deux séries de mortiers, avec un Dmax. = 4 mm.

Essais. Le tableau E.2 résume quelques résultats des essais réalisés sur les différents bétons et
mortiers utilisés.

Des essais ont été effectués sur le béton frais lors du coulage des dalles. Les résultats des essais
d’affaissement au cône d’Abrams [Neville, 2000] sont présentés en première ligne du tableau et
refètent la maniabilité du béton et ses variations d’homogénéité. Lorsque le béton est très fluide,
on préfère à cet essai un essai d’étalement, utilisé ici sur le mortier M2.

La teneur en air occlus du béton ou mortier frais est mesurée avec un aéromètre, et représente
l’air entrainé lors du malaxage. Les résultats sont en deuxième ligne du tableau E.2. Dans le
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Fig. E.1 – Courbes granulométriques des bétons B1, B2, et des mortiers M1,M2.

cas des bétons et mortiers à fort rapport E/C, les bétons n’ont pas été vibrés pour éviter le
phénomène de ségrégation des granulats, les moules ont cependant été frappés au maillet pour
éliminer les bulles d’air principales.

Parallèlement aux dalles utilisées pour les mesures expérimentales de cette thèse, des éprou-
vettes de type 16/32 sont coulées, pour permettre d’efffectuer des essais destructifs afin de
déterminer la résistance à la compression et le module d’Young. La résistance à la compression
Rc28 et le module d’Young obtenus à 28 jours et à 6 mois sont présentés au tableau E.2. Chaque
valeur représente la moyenne des résultats de 3 essais sur des eprouvettes 16/32.

Tab. E.2 – Résultats des essais effectués sur le béton frais lors du coulage des dalles (affaissement,
air occlus) et des essais effectués sur des éprouvettes 16/32 à 28 jours et 6 mois (résistance à la
compression Rc et module d’Young E).

Nom B1 M1 B2 M2

Affaissement [ cm ] 8,5 cm 22 cm 12,5 cm
étalement

62 cm
Air occlus [ % ] 2,2% 2,7% 3,0% 2,7%

Masse vol. [ kg.m−3 ] 2363 2236 2275 2124

Rc28 [ MPa ] 70,8 66,6 37,6 34,0

E28 [ GPa ] 38,2 29,8 32,0 22,8

Rc 6mois [ MPa ] 78,1 79,5 44,2 38,4

E 6mois [ GPa ] 42,1 33,5 34,8 25,1
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