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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ P❛tr✐❝❦ ❆✉r❡♥❝❤❡ ❛♥❞ ❋❛✇③✐ ❇♦✉❞❥❡♠❛✱ ❢♦r♠❡r ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❞✐r❡❝t♦rs
♦❢ ▲❆P❚❤ ❢♦r ❤♦st✐♥❣ ♠❡ ✐♥ t❤❡✐r ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❢♦r ♠② t❤❡s✐s✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ Pr♦❢✳ ▼❛✉r♦
❆♥s❡❧♠✐♥♦✱ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❞❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚✉r✐♥ ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣
❛ ❝♦✲s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♠② ❞♦❝t♦r❛t❡ ❛t ❤✐s ✐♥st✐t✉t✐♦♥✳ ■ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❋✐♦r❡♥t✐♥✐ ❛♥❞
t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦✉♥❝✐❧ ♦❢ ■❉❆PP ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡ t♦ t❛❦❡ ♣❛rt t♦ t❤❡ ✈❡r② ♥✐❝❡ ❥♦✐♥t ❞♦❝t♦r❛t❡
♣r♦❣r❛♠ t❤❡② ♦r❣❛♥✐s❡✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ❧❛st t❤r❡❡ ②❡❛rs✱ ■ ❤❛✈❡ ❛tt❡♥❞❡❞ ♠❛♥② s❝❤♦♦❧s ❛♥❞ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤✐s ✇♦✉❧❞
♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♠❛♥② ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s✱ ■ ❛♠ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧
t♦ ❈◆❘❙✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙❛✈♦✐❡✱ t❤❡ ❘é❣✐♦♥ ❘❤ô♥❡✲❆❧♣❡s✱ t❤❡ ●❉❘ ❙✉❙②✱ P❈❍❊ ❛♥❞ ❚❡r❛s❝❛❧❡✱
■◆❋◆✱ t❤❡ ❞♦❝t♦r❛t❡ s❝❤♦♦❧ P❍❆❙❚✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❯♥✐✈❡rs❡♥❡t✱ ■❉❆PP ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s❡rs
♦❢ t❤❡ r❡♥❝♦♥tr❡s ❞❡ ▼♦r✐♦♥❞ ❛♥❞ ♦❢ ■❙❙❈❙▼❇✬✵✾✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ■ ❛♠ ❡①tr❡♠❡❧② t❤❛♥❦❢✉❧ t♦
t❤❡ ❋r❡♥❝❤ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♠❡ ❢♦r s❡✈❡♥ ②❡❛rs✳ ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❧✉❝❦②
t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ❣❡♥❡r♦✉s s②st❡♠✳

■ ❛♠ ✈❡r② t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ Pr♦❢s✳ ❈❛r❧♦s ▼✉ñ♦③ ❛♥❞ ●ü♥t❤❡r ❙✐❣❧✱ ✇❤♦ ✈❡r② ❦✐♥❞❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦
r❡❢❡r t❤✐s ✇♦r❦✳ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❏♦s❡♣❤ ❙✐❧❦✱ ❏❡❛♥ ❖r❧♦✛ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥ ▲❡♠♦✐♥❡ ✇❤♦ ❛❝❝❡♣t❡❞
t♦ ❛tt❡♥❞ ♠② t❤❡s✐s ❞❡❢❡♥❝❡✳ ■ ❛♠ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ▼❛rt✐♥ ▲❡♠♦✐♥❡ s✐♥❝❡ ❤❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡
✇❤♦ ❛❞✈✐s❡❞ ♠❡ t♦ ❝♦♥t❛❝t P✐❡rr❡ ❙❛❧❛t✐ ✇✐t❤ ❤✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ■ ✇❛s ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛
P❤✳❉✳

❖❢ ❝♦✉rs❡ ♠② ✇❛r♠❡st t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ P✐❡rr❡ ❙❛❧❛t✐ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛♦ ❋♦r♥❡♥❣♦✱ ♠② P❤✳❉✳ ❛❞✈✐s♦rs✳
❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣❧❛❝❡ t♦ t❤❛♥❦ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ s❤♦✇❡❞ ♠❡ t❤❡ ♣❛t❤ ✐s t❤❡ ❞❛r❦ ❢♦r❡st t❤❛t
♣❤②s✐❝s ✐s✿ ❏✉❧✐❡♥ ▲❛✈❛❧❧❡✱ ❘♦❜❡rt♦ ▲✐♥❡r♦s✱ ❋✐♦r❡♥③❛ ❉♦♥❛t♦✱ ❈é❧✐♥❡ ❇÷❤♠✱ ❆r♠❛♥❞ ❋✐❛ss♦♥✱
P✐❡rr❡ ❇r✉♥✱ ❉❛✈✐❞ ▼❛✉r✐♥✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❚❛✐❧❧❡t✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ t❛✉❣❤t ♠❡ s♦ ♠✉❝❤✳ ■ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❛♥❦ ❘♦❜❡rt♦ ❛♥❞ ❆r♠❛♥❞ ✇❤♦ ✇❡r❡ s♦ ♣❛t✐❡♥t ✐♥
t❡❛❝❤✐♥❣ ♠❡ ❤♦✇ t♦ str✉❣❣❧❡ ✇✐t❤ ❣♥✉♣❧♦t✱ r♦♦t ❛♥❞ t❤❡ ✈❡r② s❝❛r② ▼❡s♦❝❡♥t❡r ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
▼❯❙❚✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❘✐❝❤❛r❞ ❚❛✐❧❧❡t ❛♥❞ ❈é❧✐♥❡ ❇÷❤♠ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s
✇♦r❦✳

❆✈❛♥t t♦✉t❡ ❝❤♦s❡✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ très s✐♥❝èr❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❢❡ss❡✉rs q✉✐ ♠✬♦♥t ❞♦♥♥é
❧❡ ❣♦ût ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡♣✉✐s ♠❛ t❡♥❞r❡ ❡♥❢❛♥❝❡ ❥✉sq✉✬❛✉① ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ❛♥♥é❡s✿ ♠❡s❞❛♠❡s
❈❤❡❦r♦✉♥✱ ▼❛❣❛✐❧✱ ▼❛r❣❛r✐❛ ❡t ❇❡r❧✐♥❡✱ ♠❛❞❡♠♦✐s❡❧❧❡ ▲❡❜÷✉❢✱ ♠❡ss✐❡✉rs ▲❡❜s✐r✱ ❉❡✈✐❧❧❡✱ ❋❛❣❡✲
❜❛✉♠✱ ❋r❛❥♠❛♥♥✱ ❋❧❡✉r②✱ ❇❛s❞❡✈❛♥t✱ ❘♦✉❣é✱ ▲❡♠♦✐♥❡✱ ▲❛♥❣❧♦✐s✱ ❆s♣❡❝t✱ ❉❛✉①♦✐s✱ ●❛✇❡❞③❦✐✱
❙❛❧❛t✐ ❡t t❛♥t ❞✬❛✉tr❡s✳✳✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ●✐❧❧❡s ❈❤❛❜r✐❡r ❡t ❈❤r✐s♦♣❤❡ ❲✐♥✐❞♦❡r✛❡r q✉✐ ♠✬♦♥t
❛✐❞é à ❢❛✐r❡ ♠❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ♠♦♥ sé❥♦✉r à ❆♥♥❡❝② s✬❡st s✐
✐①



① ❆❈❑◆❖❲▲❊❉●▼❊◆❚❙

❜✐❡♥ ❞ér♦✉❧é✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t à t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♠❡tt❡♥t ✉♥❡ s✐ ❜♦♥♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ ❛✉
▲❆P❚❤✱ ➱r✐❝✱ ❋❛✇③✐✱ ❘✐❝❤❛r❞✱ P✐❡rr❡✱ ▲✐✈✐❛❛✳✳✳

▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❝❡✉① q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❉❛❤✉s ✿ ▲❛✉r❡♥t✱ ➱r✐❝✱ ●❡♥❡✈✐è✈❡✱ ❉♦✲
♠✐♥✐q✉❡✱ ●✉②✱ ❆♥♥❡ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❡♠♠❡♥é s❦✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ❜❡❧❧❡s ♠♦♥t❛❣♥❡s ❞❡s
❆r❛✈✐s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬❆❱❖❈ ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ❥❡ ♠❡ s✉✐s ❜✐❡♥ ❛♠✉sé ❡t
q✉✐ ♠✬♦♥t ♣♦✉ssé à ♠❡ ❞é♣❛ss❡r ✿ ❧❡s ❉❡♥✐s✱ ❙❛♥❞r✐♥❡✱ ➱♠✐❧✐❡✱ ❘♦♠❛✐♥✱ ❇❡♥♦ît✱ ❳❛✈✐❡r✱ ●✐❧❧❡s✱
❇❡rtr❛♥❞✱ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❡t s✉rt♦✉t ❧❛ ❞r❡❛♠ t❡❛♠ ❞❡ ❧❛ ❙❛✐♥té❧②♦♥ ✿ ▼❛r✐♦♥✱ ■r♦ ❡t ❱✐r❣✐♥✐❡❜✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❡s ❝❛♠❛r❛❞❡s ❞❡ ❣❛❧èr❡✱ ❝❡✉① q✉✐ ét❛✐t ❞❛♥s ❧❡s ❝❤✐♦✉r♠❡s ❛✈❛♥t ❧❛ ♠✐❡♥♥❡ ✿
●ré❣♦r②✱ ◆❛♥s✱ ❙❛♠✉❡❧ ❡t ❲❡ss❡❧✱ ❝❡✉① q✉✐ ét❛✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐❡♥♥❡ ✿ ❱✐❝t♦r ❡t ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❡t ❛✉ss✐
❧❡s ♣❡t✐ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t ✿ ❉❛♥✐❡❧ ❡t ●✉✐❧❧❛✉♠❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❝♦♥s❡✐❧❧é ❡t s✉rt♦✉t ❛✈♦✐r
été ❞❡ ❜♦♥s ❛♠✐s✱ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❧❛✐ssé ✈✐❡✉①✲❝❤♦✉✣s❡r t♦✉t ♠♦♥ s♦û❧ s❛♥s ❥❛♠❛✐s s❡
♣❧❛✐♥❞r❡✳

❇✐❡♥ sûr ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡t✐ts ▲❆PP✐♥s✱ ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ♣❛r❞♦♥♥❡ ✈♦❧♦♥t✐❡rs ❞✬êtr❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs t❡❧❧❡♠❡♥t ✐❧s s♦♥t s②♠♣❛s ✿ ❖❧✐✈✐❡r✱ ▼❛t❤✐❡✉✱ ❏✉❧✐❡♥✱ ❋❧♦r❡♥t✱ ▲♦ï❝✱ ❉✉❞✉✱
▲♦✉✐s✱ ◆❡❧❧②❝✱ ❳❛✈✐❡r✱ ❉✐♠✐tr❛✱ ❆r♠❛♥❞ ❡t ■r♦✳ ❯♥❡ ♠❡♥t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛❣❛❧✐✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♠✬♦♥t ❛✐❞é à ❡ss❛②❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ♠❡♥t✐r ▼♠❡ ❞❡ ❙t❛❡❧❞ ✿ ❈❛r♦❧✐♥❡✱
❇é♥é❞✐❝t❡✱ ❘❛❝❤❡❧✱ ❆r♠❛♥❞ ❡t ■r♦❡✳ ➬❛ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré✉ss✐ à ♥♦✉s ❛♠✉s❡r
à ❆♥♥❡❝② ✦

▼❡r❝✐ à ❝❡✉① q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❤és✐té à ❜r❛✈❡r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❛str♦♥♦♠✐q✉❡s ♣♦✉r ✈❡♥✐r ♠❡ r❡♥❞r❡
✈✐s✐t❡ ✿ ❋❧♦r❡♥t ▲✳✱ ▲❛②❛♥❡✱ ❉❛♠✐❡♥ ❡t ❙❛♥❞r✐♥❡✱ ▼❛ïté✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❈❧é♠❡♥t✱ ❉❡❧♣❤✐♥❡✱ ❋❛❜r✐❝❡
❡t ▼❛tt❤✐❡✉✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ♠♦♥ s✉♣❡r ♦♥❝❧❡ q✉✐ ♠✬❛ ♣rêté s❛ ❋✐❛t P❛♥❞❛ q✉✐ ❛ t❛♥t ❢❛✐t ♠♦♥ s✉❝❝ès✱
q✉✐ s✬❡st s✐ ❣❡♥t✐♠❡♥t s♦✉❝✐é ❞❡ ♠♦✐ ❡t s✉rt♦✉t q✉✐ ♠✬❛ ❢❛✐t ♣❧❡✐♥ ❞❡ ❝♦✉s✐♥s ♣❧✉s ❣é♥✐❛✉① ❧❡s ✉♥s
q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❊t ♠❡s ❣r❛♥❞s✲♣❛r❡♥ts q✉✐ ♠✬♦♥t s♦✉✈❡♥t ❡♥✈♦②é ❧❡✉r ❛♠♦✉r ❛❧♦rs ♠ê♠❡ q✉❡ ❥❡
♥❡ ❧❡s ✈✐s✐t❛✐s ♣❛s ❛ss❡③ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✳

❊♥✜♥ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❝❡✉① ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ♠♦♥ ❛♣♣❛rt❡♠❡♥t à ❆♥♥❡❝② ✿ ❆r♥❛✉❞ ♣✉✐s
●✉✐❧❧❛✉♠❡✳ ➬❛ ❛ été ✉♥ ✈r❛✐ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ ✈✐✈r❡ ❛✈❡❝ ✈♦✉s✳

❘✐♥❣r❛③✐♦ ❛♥❝❤❡ ❧❛ ♠❛✜❛ str❛♥✐❡r❛ ❝❤❡ ♠✐ ❤❛ ✐♠♠❡❞✐❛t❛♠❡♥t❡ ❛❝❝❡tt❛t♦ ♥❡❧ s✉♦ ❣r✉♣♣♦ ✿
❱✐❝t♦r✐❛✱ ▼❛r✐❛♥❛✱ ❏❛♥✱ ❉❛✈✐❞✱ ❉❛r✐♦✱ ❆❧✐s♦♥✱ ❇r✉♥❛✱ ❇✐❛♥❝❛✱ ▼❛r✐❛✲P✐❧❛r✳✳✳ ❣r❛③✐❡ ♣❡r ❧❡ ♣✐③③❡✱
❣❧✐ ❛♣❡r✐t✐✈✐✱ ✐❧ ❝❛r♥❡✈❛❧❡ ❞✬■❜r❡❛✱ ✐ t✉❧✐♣❛♥✐ ❡ t✉tt❡ ❧❡ ❢❡st❡ ❝❤❡ ❛❜❜✐❛♠♦ ❢❛tt♦ ✐♥s✐❡♠❡✳

❘✐♥❣r❛③✐♦ ✐ ❝❛r✐ss✐♠✐ r❛❣❛③③✐ ✉♥❞❡r❣r♦✉♥❞ ❝❤❡ ❤❛♥♥♦ ❛✈✉t♦ ❧❛ ♣❛③✐❡♥③❛ ❞✐ ✐♥s❡❣♥❛r♠✐ ❧✬✐t❛❧✐❛♥♦
❡ ❧❛ ❣❡♥t✐❧❡③③❛ ❞✐ ❢❛r♠✐ s❝♦♣r✐r❡ ❧❛ ❧♦r♦ ❜❡❧❧❛ ❝✐ttà ❞✐ ❚♦r✐♥♦✳ ➮ st❛t♦ ✉♥ ♣✐❛❝❡r❡ ♠❛♥❣✐❛r❡ ♦❣♥✐
❣✐♦r♥♦ ❝♦♥ ✈♦✐ ❡ ❞✐s❝✉t❡r❡ s❡♥③❛ ✜♥❡ ❞✐ ❝❛✛è ❡ ❞✐ t✉tt❡ ❧❡ ❧✐♥❣✉❡ ❧❛t✐♥❡✳ ●r❛③✐❡ ❛ ❙t❡❢❛♥♦✱ ❉❛♥✐❡❧❡✱
P❛rs❛✱ ❙t❡❢❛♥♦✱ ❆♥❛✱ ■✈á♥✱ ❘✐❝❝❛r❞♦✱ ❉✐♦❣♦✱ ▼❛r✐♦ ❡ ❘♦❜❡rt♦✳ ●r❛③✐❡ ❛♥❝♦r❛ ❞✐ ♣✐ù ❛ ❘✐❝❝❛r❞♦
♣❡r ✐ ❝♦♥❝❡rt✐ ❡ ❛ ❉❛♥✐❡❧❡ ♣❡r ✐❧ ♠❡r❛✈✐❣❧✐♦s♦ ✜♥❡ s❡tt✐♠❛♥❛ ❛ ●❡♥♦✈❛✳

●r❛③✐❡ ❛♥❝❤❡ ❛ ❙✐❧✈✐❛ ❞✐ ♥♦♥ ♦❞✐❛r♠✐ ❞♦♣♦ ❧❛ ❢♦r♠✐❞❛❜✐❧❡ s❝✉♦❧❛ ❡st✐✈❛ ❛ ❑❛r❧sr✉❤❡✳

❛♦ è ▲✐❞✐❛ ❄ ♥♦♥ ♠✐ r✐❝♦r❞♦ ♠❛✐✳
❜❏❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ♣❡♥s❡r q✉❡ t❛ ❜❧❡ss✉r❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳
❝❤♦♣ ✦ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❛♥✐❡r ✦
❞▲❡s ❣r❛♥❞❡s ✈✐❧❧❡s s❡✉❧❡s ❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t ❛✉① ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ s♦rt❡♥t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❝♦♠♠✉♥❡✱ q✉❛♥❞ ❝✬❡st ❡♥ s♦❝✐été

q✉✬❡❧❧❡s ✈❡✉❧❡♥t ✈✐✈r❡ ❀ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈✐❡ ② ❡st ✈❛r✐é❡✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❛✉té ② ♣❧❛ît ❀ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡s ❧✐❡✉① ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣r✐s ✉♥❡
❛ss❡③ ❞♦✉❝❡ ❤❛❜✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✱ ❧✬♦♥ ♥✬❛✐♠❡ ♣❛s à s✬❛♠✉s❡r ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♣♦✉r ❞é❝♦✉✈r✐r q✉❡ ❧✬♦♥ s✬❡♥♥✉✐❡ t♦✉s
❧❡s ❥♦✉rs✳ ✐♥ ❈♦r✐♥♥❡ ♦✉ ❧✬■t❛❧✐❡✳

❡❱♦✉s êt❡s ❧à ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❝❡s ♣❛❣❡s ✈♦✉s ❞❡✉①✱ ❝✬❡st ❧♦✉❝❤❡✳



❆❈❑◆❖❲▲❊❉●▼❊◆❚❙ ①✐

■♥ ✜♥❡ ❣r❛③✐❡ ❛✐ ✈✐♥✐ ♣✐❡♠♦♥t❡s✐ ❡ t♦s❝❛♥✐✱ ❛✐ ❢♦r♠❛❣❣✐ ❜✉♦♥✐ss✐♠✐✱ ❛✐ ♠✉s❡✐ ❡ ❛❧❧❛ ❣❡♥t❡ ❝❤❡
❢❛♥♥♦ ❞❡❧✬■t❛❧✐❛ ✉♥ ♣❛❡s❡ ❝♦sì ♣✐❛❝❡✈♦❧❡✳

❱❡ t❛❜✐✐ ❦✐ ❛✐❧❡♠❡ t❡➩❡❦❦ür ❡t♠❡❦ ✐st✐②♦r✉♠✳ ❇❡♥✐ ❤❡r ③❛♠❛♥ ❛➩❦❧❛ ❜❡s❧❡❞✐❧❡r✱ ❜❛♥❛ ❞❛✐♠❛
✐♥❛♥❞✙❧❛r ✈❡ tü♠ ✐❤t✐②❛ç❧❛r✙♠✙ ❦❛r➩✙❧❛❞✙❧❛r✳ ❉❡❞❡❝✐➜✐♠✱ ❛♥♥❡❝✐➜✐♠✱ ❜❛❜❛❝✙➜✙♠✱ ◆✐❧❝✐➜✐♠✱ ❤❡r
③❛♠❛♥ ❣öst❡r♠❡③s❡♠ ❞❡✱ s✐③❧❡r✐ ç♦❦ s❡✈✐②♦r✉♠✳





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ q✉♦t❡ ✐s ❛ s❡r✈✐❝❡❛❜❧❡ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r ✇✐t✳

❲✐❧❧✐❛♠ ❙♦♠❡rs❡t ▼❛✉❣❤❛♠

✶



✷ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❜② ❩✇✐❝❦② ♦❢ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✉♠✐♥♦✉s ❛♥❞ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♠❛ss❡s
♦❢ ❧♦❝❛❧ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ✐♥ ✶✾✸✸ ❬✷❪✱ t❤❡ ✐ss✉❡s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ♠❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❤❛✈❡ ❣♦♥❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❲❤❛t ❩✇✐❝❦② ❤❛s ❝❛❧❧❡❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s st✐❧❧ t♦❞❛② ❡✈❛❞✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❢r♦♠ ♦✉r ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ❣✐✈✐♥❣ ✉s ♥❡✇ ❤♦♣❡s ♦❢
s❤❡❞❞✐♥❣ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤✐s ❞❛r❦♥❡ss✳

❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛t
❝♦❧❧✐❞❡rs✱ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❜❡ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡①✐st✱ s✉❝❤ ❛♥ ♠❛♥✲♠❛❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
✇❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ♠❛❞❡ ♦❢✱ ♥♦r ✇✐❧❧ ✐t ❣✐✈❡ ✉s ✐ts ❛♠♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ❚❡✈❛tr♦♥✱
t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▲✐♥❡❛r ❈♦❧❧✐❞❡r✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱
❛✐♠ ❛t t❤✐s ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣
t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♣r♦t♦♥s ♦r ♥❡✉tr♦♥s ✐♠♣✐♥❣❡❞ ❜② ●❛❧❛❝t✐❝ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛ss✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❙♦❧❛r s②st❡♠✱ t❤❡ ❊❛rt❤ ❛♥❞ ♦✉r ❞❡t❡❝t♦rs✳ ▼❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
t❤✐s ♠✐ss✐♦♥✿ ❉❆▼❆✕▲✐❜r❛✱ ❈❉▼❙✱ ❊❞❡❧✇❡✐ss✱ ❳❡♥♦♥✱ ❈♦❣❡♥t✳✳✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡q✉✐r❡ ❡①tr❡♠❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❡❥❡❝t✐♦♥✱ s♦ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛ s✐❣♥❛❧
✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ s✉s♣✐❝✐♦♥ ♦❢ ♠✐s✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐s♠✐ss✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❉❆▼❆✕▲✐❜r❛
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❛♥② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❜✉t r❛t❤❡r ❧♦♦❦s ❢♦r ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
s✐❣♥❛❧✱ s♦ t❤❡✐r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡ t❤❛t ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡✐r s✐❣♥❛❧ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠
❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❧✐tt❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ ❡①❝❡♣t ✐t s♣✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ s♣✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❤❛❞r♦♥s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
❛♥❞ ❧❛st ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ♥♦t ❢♦r t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
♣❛rt✐❝❧❡ ✐ts❡❧❢ ❜✉t r❛t❤❡r ❢♦r ✐ts ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦r ❞❡❝❛② st❛❜❧❡ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ✐ts❡❧❢
❛s ❛ ♥❡✉tr✐♥♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛♣♣❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❙✉♥
♦r t❤❡ ❊❛rt❤✱ ❛s ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❤♦t♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ❞❡♥s❡ ✭❞✇❛r❢
s♣❤❡r♦✐❞❛❧ ❣❛❧❛①✐❡s✱ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥t❡r✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠❛ss ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✳✳✳✮ ♦r ❛s ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②
❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ●❛❧❛①②✳

❆ ✈❡r② ♥✐❝❡ ✐❞❡❛✱ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙✐❧❦ ✫ ❙r❡❞♥✐❝❦✐ ❬✶❪✱ t♦ ❞❡t❡❝t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s t♦ ❧♦♦❦
❢♦r ✐ts ❞❡❝❛② ♦r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❛rt✐❝❧❡s tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ s♣❛❝❡ t❤❛t
✇❡ ❝❛❧❧ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✿ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤✐s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡ ✐s
❡①tr❡♠❡❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ✉s ❛ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ ✐♥s✐❣❤t t♦ t❤❡ ❞❡❡♣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞❛r❦
♠❛tt❡r✱ ✐t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❤❛♥❞✐❝❛♣♣❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✐s ❢❛r ❢r♦♠
♣❡r❢❡❝t✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❧♦♦❦ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② t♦ ❛♥t✐ ♠❛tt❡r ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳
■♥❞❡❡❞✱ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✭♦r ❞❡❝❛②✮ s❤♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛s ♠✉❝❤ ♠❛tt❡r ❛s ❛♥t✐ ♠❛tt❡r✱
❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❢♦r ❛♥t✐ ♠❛tt❡r✱ ❤❡♥❝❡
❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧✳

❚❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡✱ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ■ ❝♦✉❧❞✱ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❛♥❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ t❤❛t ❛✐♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢✉①
♦❢ t❤❡s❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡✐r s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❞❛r❦
♠❛tt❡r s✐❣♥❛❧ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ t♦ s✐③❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐t✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♠❡❛♥t t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♠❛✐♥❧② ♦♥ ♣♦s✐tr♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛s
❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ r❡❝❡♥t ❤❛r✈❡st ♦❢ ❞❛t❛ ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥
♣♦s✐tr♦♥s ✢✉①❡s ❜✉t ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦r t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✱ t❤✐s r♦s❡
t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❛t❛ ♣✉t ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥
♦❢ ❧♦❝❛❧✐t②✿ ✐s t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① t❤❡ s❛♠❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②❄ ❆r❡ ✇❡
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s✐tt✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜❡st ♣❧❛❝❡ t♦ s❡❡ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s✐❣♥❛❧ t♦ ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞❄ ■s ♥♦t
t❤❡ ❙♦❧❛r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐ts ✇✐♥❞ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❤✐❞✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ ✉s❄ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐t ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①❡s s♦♠❡✇❤❡r❡ ❡❧s❡
t❤❛♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ s✐t✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ♥♦t✇✐t❤st❛♥❞✐♥❣✱ ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❝♦s♠✐❝ r❛②s r❛❞✐❛t✐♥❣ ✇❤✐❧❡
t❤❡② tr❛✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✱ ❝❛♥ ❜r✐♥❣ ✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❤❛t ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ♦✉t t❤❡r❡✳ ❚❤✐s
✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❋❡r♠✐ γ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ✐♥❢r❛✕r❡❞ ♦❜s❡r✈❛t♦r② ❛r❡
♦♥ ♦r❜✐t✳

❆❢t❡r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✶ ❛♥❞ ✷ ❢r♦♠
❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ❝✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t ♦♥❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❧♦✇ ❡♥❡r❣②
❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ✐❞ ❡st t❤♦s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ∼ ✶✵ ❚❡❱✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡
r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝♦s♠✐❝
r❛②s✱ ✇❤✐❧❡ ❝❤❛♣t❡r ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡✐r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳
■t t❤❡♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♣♦s✐tr♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ ❛♥❞ ♦♥ γ r❛②s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳ ❋✐♥❛❧❧②
❝❤❛♣t❡r ✽ s✉♠s ✉♣ ♦✉r ❝✉rr❡♥t st❛t✉s ✐♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r r❡s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ✐❞❡❛s
t♦ st❛rt ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠♦❞❡❧s✳

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❙✐❧❦✱ ❏✳ ✫ ❙r❡❞♥✐❝❦✐✱ ▼✳ ✶✾✽✹✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✺✸✱ ✻✷✹ ✷

❬✷❪ ❩✇✐❝❦②✱ ❋✳ ✶✾✸✼✱ ❆♣❏✱ ✽✻✱ ✷✶✼ ✷
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❈❤❛♣t❡r ✶

❉❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢

❈♦s♠♦❧♦❣②

❖❣♥✐ ♣✉♥t♦ ❞✬♦❣♥✉♥♦ ❞✐ ♥♦✐ ❝♦✐♥❝✐❞❡✈❛ ❝♦♥ ♦❣♥✐ ♣✉♥t♦ ❞✐ ♦❣♥✉♥♦ ❞❡❣❧✐ ❛❧tr✐ ✐♥ ✉♥
♣✉♥t♦ ✉♥✐❝♦ ❝❤❡ ❡r❛ q✉❡❧❧♦ ✐♥ ❝✉✐ st❛✈❛♠♦ t✉tt✐✳ ❬✳✳✳❪ ❙✐ st❛✈❛ ❝♦sì ❜❡♥❡ t✉tt✐ ✐♥s✐❡♠❡✱
❝♦sì ❜❡♥❡✱ ❝❤❡ q✉❛❧❝♦s❛ ❞✐ str❛♦r❞✐♥❛r✐♦ ❞♦✈❡✈❛ ♣✉r ❛❝❝❛❞❡r❡✳ ❇❛stò ❝❤❡ ❛ ✉♥ ❝❡rt♦
♠♦♠❡♥t♦ ❬❧❛ s✐❣♥♦r❛ P❤✐✭✐✮◆❦0❪ ❞✐❝❡ss❡✿ ✲ ❘❛❣❛③③✐✱ ❛✈❡ss✐ ✉♥ ♣♦✬ ❞✐ s♣❛③✐♦✱ ❝♦♠❡
♠✐ ♣✐❛❝❡r❡❜❜❡ ❢❛r✈✐ ❧❡ t❛❣❧✐❛t❡❧❧❡✦ ✲ ❊ ✐♥ q✉❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ t✉tt✐ ♣❡♥s❛♠♠♦ ❛❧❧♦ s♣❛③✐♦
❝❤❡ ❛✈✈r❡❜❡r♦ ♦❝❝✉♣❛t♦ ❧❡ t♦♥❞❡ ❜r❛❝❝✐❛ ❞✐ ❧❡✐ ♠✉♦✈❡♥❞♦s✐ ❛✈❛♥t✐ ❡ ✐♥❞✐❡tr♦ ❝♦♥ ✐❧
♠❛tt❛r❡❧❧♦ s✉❧❧❛ s❢♦❣❧✐❛ ❞✐ ♣❛st❛✱ ✐❧ ♣❡tt♦ ❞✐ ❧❡✐ ❝❛❧❛♥❞♦ s✉❧ ❣r❛♥ ♠✉❝❝❤✐♦ ❞✐ ❢❛r✐♥❛
❡ ✉♦✈❛ ❝❤❡ ✐♥❣♦♠❜r❛✈❛ ✐❧ ❧❛r❣♦ t❛❣❧✐❡r❡ ♠❡♥tr❡ ❧❡ s✉❡ ❜r❛❝❝✐❛ ✐♠♣❛st❛✈❛♥♦ ✐♠♣❛st❛✲
✈❛♥♦✱ ❜✐❛♥❝❤❡ ❡ ✉♥t❡ ❞✬♦❧✐♦ ✜♥ s♦♣r❛ ❛❧ ❣♦♠✐t♦❀ ♣❡♥s❛♠♠♦ ❛❧❧♦ s♣❛③✐♦ ❝❤❡ ❛✈❡r❜❜❡r♦
♦❝❝✉♣❛t♦ ❧❛ ❢❛r✐♥❛✱ ❡ ✐❧ ❣r❛♥♦ ♣❡r ❢❛r❡ ❧❛ ❢❛r✐♥❛✱ ❡ ✐ ❝❛♠♣✐ ♣❡r ❝♦❧t✐✈❛r❡ ✐❧ ❣r❛♥♦✱ ❡
❧❡ ♠♦♥t❛❣♥❡ ❞❛ ❝✉✐ s❝❡♥❞❡✈❛ ❧✬❛❝q✉❛ ♣❡r ✐rr✐❣❛r❡ ✐ ❝❛♠♣✐✱ ❡ ✐ ♣❛s❝♦❧✐ ♣❡r ❧❡ ♠❛♥❞r✐❡
❞✐ ✈✐t❡❧❧✐ ❝❤❡ ❛✈r❡❜❜❡r♦ ❞❛t♦ ❧❛ ❝❛r♥❡ ♣❡r ✐❧ s✉❣♦❀ ❛❧❧♦ s♣❛③✐♦ ❝❤❡ ❝✐ s❛r❡❜❜❡ ✈♦❧✉t♦
♣❡r❝❤é ✐❧ ❙♦❧❡ ❛rr✐✈❛ss❡ ❝♦♥ ✐ s✉♦✐ r❛❣❣✐ ❛ ♠❛t✉r❛r❡ ✐❧ ❣r❛♥♦❀ ❛❧❧♦ s♣❛③✐♦ ♣❡r❝❤é ❞❛❧❧❡
♥✉❜✐ ❞✐ ❣❛s st❡❧❧❛r✐ ✐❧ ❙♦❧❡ s✐ ❝♦♥❞❡♥s❛ss❡ ❡ ❜r✉❝✐❛ss❡❀ ❛❧❧❡ q✉❛♥t✐tà ❞✐ st❡❧❧❡ ❡ ❣❛❧❛ss✐❡
❡ ❛♠♠❛ss✐ ❣❛❧❛tt✐❝✐ ✐♥ ❢✉❣❛ ♥❡❧❧♦ s♣❛③✐♦ ❝❤❡ ❝✐ s❛r❡❜❜❡r♦ ✈♦❧✉t❡ ♣❡r t❡♥❡r s♦s♣❡s❛
♦❣♥✐ ❣❛❧❛ss✐❛ ♦❣♥✐ ♥❡❜✉❧❛ ♦❣♥✐ s♦❧❡ ♦❣♥✐ ♣✐❛♥❡t❛✱ ❡ ♥❡❧❧♦ st❡ss♦ t❡♠♣♦ ❞❡❧ ♣❡♥s❛r❧♦
q✉❡st♦ s♣❛③✐♦ ✐♥❛rr❡st❛❜✐❧♠❡♥t❡ s✐ ❢♦r♠❛✈❛✳

▲❡ ❈♦s♠✐❝♦♠✐❝❤❡✱ ■t❛❧♦ ❈❛❧✈✐♥♦

✺
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✶✳✶ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛îtr❡✲❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r✬s ❈♦s♠♦❧♦❣②

✶✳✶✳✶ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❡♥t✉r②✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❧❡❞ t♦
❛ s❤✐❢t ♦❢ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♥ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♦✉r s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❛♥❞ ♦❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ✐♥❝r❡❞✐❜❧❡ ♣r♦❣r❡ss❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❞♦♥❡ ❜② ❣❡♥✐✉s❡s ❧✐❦❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✱ ❈❤r✐st♦✛❡❧✱
❘✐❡♠❛♥♥✱ ❘✐❝❝✐✲❈✉r❜❛str♦✱ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛✱ ❲❡②❧ ❛♥❞ ❇✐❛♥❝❤✐ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✷✵t❤ ❝❡♥t✉r②✱ ❆❧❜❡rt
❊✐♥st❡✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❣❡♦♠❡tr② ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ▲✐♥❦✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ ♠❛tt❡r ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠
t❡♥s♦r Tµν✮✱ ❣❡♦♠❡tr② ✭t❤r♦✉❣❤ ❘✐❝❝✐ ❝✉r✈❛t✉r❡ t❡♥s♦r Rµν ✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ❝✉r✈❛t✉r❡ R ❛♥❞ t❤❡
♠❡tr✐❝ gµν✮✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts ✭◆❡✇t♦♥✬s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t G ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t Λ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✮ ✐♥ ♦♥❡ s♦❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = 8πGTµν , ✭✶✳✶✮

❤❡ ♦♣❡♥❡❞ t❤❡ ✇❛② t♦ ❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t✱
r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝✐sts✱ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝✐sts t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✱ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣✱ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②
♦❢ ▼❡r❝✉r② ❛♥❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ●✳P✳❙✳ ❚❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ Λ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥
❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♥♦r ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤♦✉❣❤ ✐ts
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♦♣❡♥ ❢♦r ❞❡❜❛t❡✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛t ❡①tr❡♠❡❧② ❜✐❣ s❝❛❧❡s ✭❧❛r❣❡r t❤❛♥ ∼ ✶✵✵ ▼♣❝✮ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ❛♥❞ ▲❡♠❛îtr❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✉❣❣❡st❡❞ ✐t ✇❛s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❊✐♥st❡✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶ ❛♥❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❘♦❜❡rts♦♥ ❛♥❞
❲❛❧❦❡r s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❡tr✐❝ ❤❛❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2 + r2
(
dθ2 + sin2(θ)dφ2

)]
. ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ k ❝❛♥ ♦♥❧② t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s −1✱ ✵ ❛♥❞ ✶✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❧✐❝❡
s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✐♥t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ s♣❛❝❡✲❧✐❦❡ s❧✐❝❡s Σt ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t ✐t ❡①✐sts ❛
❝♦♠♦✈✐♥❣ t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r a(t) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ t♦
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ s❧✐❝❡ Σt t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ s✐③❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✐♥❞❡❡❞
t✇♦ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡ l ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② s❡❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s✮ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ a(t) l ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✈❛r② ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ■t ✐s t❤❡♥
❧♦❣✐❝❛❧ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ t❤❡s❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts✿ v = ȧ(t) l✳ ❚♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ l ✐t ✐s ✉s✉❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✿

H(t) =
ȧ

a
,

♥❛♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❛str♦♥♦♠❡r ❊❞✇✐♥ ❍✉❜❜❧❡ ✇❤♦ ✜rst s❤♦✇❡❞ t❤✐s ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♣✲
♣❛r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❛r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✲s❤✐❢t❡❞ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❆s ✇❡
✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ✶✳✶✳✸✳✶✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥♦t ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛ ❤✐♥t t❤❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ♥♦t
st❛t✐❝ ❛♥❞ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✳



❋r✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛îtr❡✲❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r✬s ❈♦s♠♦❧♦❣② ✼

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘✐❝❝✐ ❝✉r✈❛t✉r❡ t❡♥s♦r ❣✐✈❡s✿

Rtt = −3
(
ä

a

)
❛♥❞ Rij = a2

(
ä

a
+ 2

ȧ2

a2
+ 2

k

a2

)
gij, ✭✶✳✸✮

❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ③❡r♦✳ ■ts ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s✿

R = 6
ä

a
+ 6

ȧ2

a2
+ 6

k

a2
✭✶✳✹✮

❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✲✐s♦tr♦♣② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥✬s
❡q✉❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❛ ❝♦✲♠♦✈✐♥❣ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ✢✉① ♦❢ ❡♥❡r❣② ❤❛s t♦
❜❡ ♥✉❧❧ ✐♥ ❡✈❡r② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s♦ t❤❡ T0i = 0✮ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣❛rt ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ 〈−→p 2/(3E)〉 ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ p ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❢r❛♠❡✳ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♠♣♦s❡s t❤❛t
t❤❡ ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠ t❡♥s♦r ✐s✿ Tµν = ❉✐❛❣(−ρ, p, p, p) ✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s
❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ Λgµν t❡r♠ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✐t ✐♥ Tµν ✱ t❤✉s
✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t Λ ❛s ❛ ✈❛❝✉✉♠✲❧✐❦❡ ✢✉✐❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❊✐♥st❡✐♥✬s
t❡♥s♦r✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶ ❜❡❝♦♠❡s t✇♦ s❝❛❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❋r✐❡❞♠❛♥♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✿

3

(
ȧ

a

)2

= 8πGρ− 3
k

a2
❛♥❞ ✭✶✳✺✮

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p). ✭✶✳✻✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✿ ρ̇+3 ȧ
a
(ρ+p) = 0✳ ■❢ ♣r❡ss✉r❡ ✐s

r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞ p = ωρ✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
t♦ ♦❜t❛✐♥✿

ρ = ρ0

(
a

a0

)−3(ω+1)

= ρ0 â
−3(ω+1),

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t 0 st❛♥❞s ❢♦r ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ â ✐s t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✐ts ♣r❡s❡♥t
✈❛❧✉❡✳ ❋♦r ♠♦st ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ✐s ✈❛❧✐❞✳ ❋♦r r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❣❛s✱
ω = 1/3✱ ω ≃ 0 ❢♦r ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ω = −1 ❢♦r ✈❛❝✉✉♠✲❧✐❦❡ ✢✉✐❞s✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✿

ρc(t) =
3H2

8πG
,

❛♥❞ ✐ts ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡

ρc =
3H2

0

8πG
≃ 0.92 h270 10

−26❦❣ ♠−3 ≃ 5.16 h270 ●❡❱✴❝
2 ♠−3

, ✭✶✳✼✮

✇❤❡r❡ h70 = H0/(70 ❦♠ s−1 ▼♣❝−1✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ρc ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs
✏Ω✑ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❞❡♥s✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ❜♦t❤ ❛t ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡s✳
❚❛❦✐♥❣ t = t0 ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✺✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss k ❛s H2

0a
2
0 (ΩT − 1)✱ ✇❤❡r❡

ΩT = ΩΛ + Ωm + Ωγ
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✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡♥s✐t② t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦✳ ΩΛ st❛♥❞s ❢♦r Λ/ρc✱ Ωm r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ ♥♦♥✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛tt❡r ❛♥❞ Ωγ ❛❧❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛tt❡r ✭♥♦t ♦♥❧② ♣❤♦t♦♥s✮✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ r❡✲❡①♣r❡ss t❤❡
❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✳✺ ❛♥❞ ✶✳✻✿

H(t)2 = H2
0

(
Ωmâ

−3 + Ωγ â
−4 + ΩΛ + (1− ΩT )â

−2
)

❛♥❞ ✭✶✳✽✮

ä = −H2
0a0

(
Ωm

2
â−2 + Ωγ â

−3 − ΩΛâ

)
✭✶✳✾✮

❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✱ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❜② ❡❛❝❤
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ♦♥❧② ❢♦r ❢❡✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ â t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts s❡❡♠ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✇❡ ❧✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ♣❛rt✐❝✉❧❛r t✐♠❡ ✇❤❡r❡ ✈❛❝✉✉♠ ❥✉st st❛rt❡❞
t♦ r✉❧❡ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦✈❡r ❞✉st✳ ❚❤✐s ✐s q✉✐t❡ ♣✉③③❧✐♥❣ ❛♥❞ ❤❛s r✐s❡♥ t❤❡ s✉s♣✐❝✐♦♥ t❤❛t
♠❛②❜❡ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❈✉r✈❛t✉r❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛❢t❡r
♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡❛s② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧
❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✽✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r s❡♣❛r❛t❡❧② ❡❛❝❤ r❡❣✐♠❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✈❛r✲
✐♦✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ Ω✬s✳ ❉✉r✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥
♦♥❡ ❤❛s✿

âγ(t) ∝
√
2H0

√
Ωγt.

❉✉r✐♥❣ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❤❛s✿

âm(t) ∝
(
2H0

√
Ωmt/3

)2/3
. ✭✶✳✶✵✮

❉✉r✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ✭ΩT < 1✮✱ ♦♥❡
❤❛s✿

âk(t) ∝ H0

√
1− ΩT t.

❉✉r✐♥❣ ✈❛❝✉✉♠ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❤❛s✿

âΛ(t) ∝ exp(H0

√
ΩΛt).

▲❡t ✉s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❤✐st♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳

✶✳✶✳✷ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s

❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♣❛st ♦❢ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s r❛t❤❡r ❝❧❡❛r✿ ❛s ✇❡ ❝❛♥
♠❡❛s✉r❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r H0✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s s♠❛❧❧❡r ❛t
❡❛r❧✐❡r t✐♠❡s✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ❡✈❡r r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
✐❢ t✐♠❡ ❤❛s ❛ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✭❇✐❣ ❇❛♥❣✮✱ ❤♦✇❡✈❡r ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r✱ t❤❡
❯♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ♠✉❝❤ ❞❡♥s❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉❝❤ ✇❛r♠❡r✳ ❙♦ ✇❛r♠ t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡
♣❤②s✐❝s✱ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ❛♥② ♠♦r❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦✉r
❝♦❧❧✐❞❡rs✱ ✇❡r❡ ❛t t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐t ✇❛s ●❛♠♦✇✬s ❨❧❡♠✳ ❆s t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥✱
♣❛rt✐❝❧❡s st❛rt❡❞ t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ②❧❡♠✳ ❚❤❡ st❛❜❧❡ ♦♥❡s ✇♦✉❧❞ ❢r❡❡❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♦♥❡s ✇♦✉❧❞ ❞❡❝❛②✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥s t❤❛t ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r ✇❤❡♥
t❤❡ ✜rst ❛t♦♠s ❢♦r♠❡❞✱ ❛t ∼✹✱✵✵✵ ❑ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢r❡❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✈❡r s✐♥❝❡ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ❛
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
â ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ Ω✬s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❢ ♦♥❧②
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭♦r❛♥❣❡✮✱ ❞✉st ✭❣r❡❡♥✮✱ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭❣r❡②✮ ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✭♣✉r♣❧❡✮ ✇❡r❡ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s r✉❧❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❜② r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
♠❛tt❡r✱ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳

r❡❤❡❛t✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡✕✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❤❡② ❤❛✈❡ ❝♦♦❧❡❞
❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✷✳✼✷✺ ❑ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t✳ ❚❤✐s s❡❛ ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞②
♣❤♦t♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ✶✾✻✹ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ❈♦s♠✐❝ ◆❡✉tr✐♥♦
❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛ ❈♦s♠✐❝ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❲❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♠✉❝❤ ❡❛r❧✐❡r ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ r❡❤❡❛t❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥✕♣♦s✐tr♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡
❝♦❧❞❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❤❡♥❝❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s✱ ✐♥t❡r❛❝t ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✇❡❛❦❧② ✇✐t❤ ♦✉r ❞❡t❡❝t♦rs t❤❛♥ ♣❤♦t♦♥s✳
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❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ②❧❡♠✱ t❤❡② ❤❛✈❡ st❛rt❡❞ t♦
❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ t♦ ❢♦r♠ ❤❛❧♦s✱ ❣❛❧❛①✐❡s✱ st❛rs✱ ♣❧❛♥❡ts ❛♥❞ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ✇❡
❦♥♦✇ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤♦✉❣❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ t❡❧❧ ✉s ❤♦✇ ♠❛♥② st❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡
s♣❡❝✐❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ②❧❡♠❛✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ ♥❡✈❡r t❤❡ ❧❡ss t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥ts ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✭❇✐❣ ❇❛♥❣
◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s✮✳

❚❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❧❡ss ❝❧❡❛r t❤❛♥ ✐ts ♣❛st ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

✶✳✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ♦♣❡♥ ❯♥✐✈❡rs❡

■❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s s✉❜❝r✐t✐❝❛❧✱ ΩT < 1✱ t❤❡♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤♦❧❞ t❤❡
❯♥✐✈❡rs❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ❊✐t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ s❤♦✇❡❞ ♦♥ t❤❡
✉♣♣❡r r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇✐❧❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❣r♦✇✱ ♦r✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ♣r❡✈❛✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❛♥❞ ❧✐♥❡❛r❧②✳ ■♥ ❜♦t❤
❝❛s❡✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦❧❞ ❢❛t❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❇✐❣ ❋r❡❡③❡✳

✶✳✶✳✷✳✷ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡

■❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ♦✈❡r✲❝r✐t✐❝✱ ΩT > 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s s♣❤❡r✐❝❛❧✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ❝✉r✈❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❝❛♥❝❡❧ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ♦❢ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✽ ✕ s❡❡ ❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧
♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐❢ ä ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✾✮ t❤❡♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇✐❧❧ r❡❝♦❧❧❛♣s❡
♦♥ ✐ts❡❧❢ ✭t❤❡ ❇✐❣ ❈r✉♥❝❤✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ΩΛ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ ä ❝❛♥ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡
❯♥✐✈❡rs❡ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❡①♣❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r✳

✶✳✶✳✷✳✸ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs❡

■❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧✱ ΩT = 1✱ t❤❡♥ ✐ts ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❊✉❝❧✐❞❡❛♥✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇♦✉❧❞ s❧♦✇❧② ❞❡❝❡❧❡r❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✱ ȧ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❣♦✐♥❣
t♦ ③❡r♦✳

■t ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❛t ✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs Ω✳ ▲❛st ✸✵ ②❡❛rs ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✶✳✶✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts

✶✳✶✳✸✳✶ ❚❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

■♥ ✶✾✷✾✱ ❊❞✇✐♥ ❍✉❜❜❧❡ r❡❛❧✐s❡❞ t❤❛t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r✲❋✐③❡❛✉ ❡✛❡❝t ✇❛s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❢✉r✲
t❤❡r ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ ❛♥
❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t z = λreceived

λsent
− 1 ✐s✱ ❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✱ ❡q✉❛❧ t♦ z = H0 d / c✱ ✇❤❡r❡ d

st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

❛❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s
❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❣r❛♥t❡❞ ②❡t✳



❋r✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛îtr❡✲❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r✬s ❈♦s♠♦❧♦❣② ✶✶

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r H0 ✐s ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞ ✐t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❜♦t❤ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✳✽ ❛♥❞ ✶✳✾✳ ❯s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❞❛t❛✱ t❤❡
❲✐❧❦✐♥s♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡ ✭❲▼❆P✮ t❡❛♠ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❬✶✸❪✳ ❚❤❡✐r
r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❣♦♦❞✱ t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥
✐s ✐♥❞✐r❡❝t ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦rr❡❝t✳

❉❛t❛ s❡t H0 ❬❦♠ s−1 ▼♣❝−1❪
❲▼❆P ✺②❡❛rs ✼✶✳✾+2.6

−2.7

❲▼❆P ✺②❡❛rs ✰ ❇❆❖ ✼✵✳✾ ± ✶✳✺
❲▼❆P ✺②❡❛rs ✰ ❤✐❣❤✲z ❙◆❡ ✻✾✳✻ ± ✶✳✼
❲▼❆P ✺②❡❛rs ✰ ❇❖❆ ✰ ❤✐❣❤✲z ❙◆❡ ✼✵✳✶ ± ✶✳✸

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ H0 ♣❛r❛♠❡t❡r ❜② t❤❡ ❲▼❆P t❡❛♠ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦r ♥♦t ♦❢ ❇❛r②♦♥✐❝
❆❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✭❇❆❖✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡❞s❤✐❢t s✉♣❡r♥♦✈æ ✭❤✐❣❤✲z ❙◆❡✮ ❞❛t❛✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❙♣❛❝❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ❞✐❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ r❡❞s❤✐❢t ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳
❚❤❡② ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❜❡st ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡②
st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ✺✪ ❡rr♦r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦s❡ ❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡
❢♦✉♥❞ H0 ❂ ✼✹✳✷ ± ✸✳✻ ❦♠ s−1 ▼♣❝−1 ❬✶✻❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ r❛t❤❡r ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❝❛rr② ♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ h70 ❂ H0✴✼✵ ❦♠ s−1 ▼♣❝−1 ❢♦r ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳

✶✳✶✳✸✳✷ Ωγ

❚❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛② ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥✲
s✐t② ργ✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡❝✐s❡❧②
❜② ❈❖❇❊❬✶✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦✉♥❞ T = 2.725 ± 0.002 ❑✱ ❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐❧❧ s♦♦♥ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② P❧❛♥❝❦✳ ❯s✐♥❣ ❙t❡❢❛♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❧❛✇✱ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✱ ♦♥❡ ❣❡ts
ργ = 4 σ T 4 / c = (2.604 ± 0.008) × 105 ❡❱ ♠−3✳ ■t ✐s t❤❡♥ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❣❡t
ΩCMB = 5.05 h−2

70 × 10−5✳ ❇❡❝❛✉s❡ ργ ∝ â−4✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t â−1
rec = Trec

TCMB
✇❤✐❝❤

❣✐✈❡s zrec ∼ â−1
rec ∼ 1, 400✳ ❆ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❬✶✶❪ ✭t❛❦✐♥❣ r❡✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✮

✇♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❣✐✈❡ zrec ∼ 1, 100 ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❢♦r❣❡t t❤❛t ♥❡✉tr✐♥♦s ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡
t♦ Ωγ✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ♥❡✉tr✐♥♦ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ρν = (7/8)(4/11)4/3ργ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✉tr✐♥♦ ✭❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦❄✮ s♣❡❝✐❡s✳
❋♦r t❤r❡❡ ♥❡✉tr✐♥♦ s♣❡❝✐❡s✱ ♦♥❡ ❣❡ts Ωγ = 8.48 h−2

70 × 10−5✳

✶✳✶✳✸✳✸ ΩT

❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣r♦t♦♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞
❛♣♣❡❛r❡❞✱ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ΩT ∼ Ωm(wrec) ✭t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✮✳ ❆t t❤❛t t✐♠❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ✇❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡
dH = H−1 = 1

H0(Ωmâ3+(1−Ωm)â2)1/2
✳ ■♥❞❡❡❞ s✉♣❡r✲❍✉❜❜❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢r♦③❡♥ ✭t❤❡② ♠♦❞✐❢②

t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ❛♥❞ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❞✐❧✉t✐♦♥ ❛♥❞
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✈✐❝❡✲✈❡rs❛✮ ✇❤❡r❡❛s s✉❜✲❍✉❜❜❧❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ✭❞✉❡ t♦ ♣r❡ss✉r❡✴❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❡t✐t✐♦♥✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ dA ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❆✳✶ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✱
t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s✿

θH =
dH
dA

=
dH(1 + zrec)

a0χrec

,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳
❋♦r ΩT ≪ 1

θH ∼
1

2− ln(Ωm)
. ✭✶✳✶✶✮

❚❤❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐ts ❜❛r②♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ Ωm ≥ Ωb = 0.04
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✮ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r θH❜ ✐s ✶✶◦✳

❋♦r ΩT = 1

θH ∼
1

2
√
1 + zrec

×
{
1 ✐❢ x ≥ 1

f(x) = 2√
x(1+x)

✐❢ x ≤ 1
.

✇❤❡r❡ x3 = Ωm

ΩΛ
✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ st✐❧❧ s❡❡ ♦✉t❡r ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✱ ΩΛ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r

t❤❛♥ Ωm✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❧❡t ✉s t❛❦❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ ΩΛ = 100× Ωm✳
❚❤✐s ❣✐✈❡s x = 0.2✳ ❇❡t✇❡❡♥ ✵✳✷ ❛♥❞ ✶✱ f(x) ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✹ t♦ ✶✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢

θH &
1

2
√
1 + zrec

= 0.86◦✳

❋♦r ΩT ≫ 1 ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✿

θH <
1

2
√
1 + zrec

= 0.86◦,

❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❲▼❆P ❛♥❞ ❞✐s✲
♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ❝❧❡❛r❧② ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❛r♦✉♥❞ ✶◦✳ ❚❤✐s
✐s ❛ ❣♦♦❞ r❡❛s♦♥ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ✢❛t ❛♥❞ ΩT = 1✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❲▼❆P ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❬✶✶❪ ❣❛✈❡✿
−✵✳✵✶✼✾ < ΩT − 1 < ✵✳✵✵✽✶ ✭✾✺✪ ❈▲✮✳

✶✳✶✳✸✳✹ Ωm

❚❤❡ r❡❛❧✲s♣❛❝❡ ♠❛tt❡r s♣❡❝tr✉♠ P (k) ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ Ωmh✳ ■♥❞❡❡❞ ✐t ❝♦♥❝❡r♥s ♦♥❧② ✈✐r✐❛❧✐s❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❢❡❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♣✉t❛t✐✈❡
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② ❬✶✾❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✉❝❤ ❛ st✉❞② ✉s✐♥❣ ✷✵✵✱✵✵✵
❣❛❧❛①✐❡s✳ ❚❤❡② ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❜✐❛s❝ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❛ P (k) ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♠❛♥②
♦t❤❡r st✉❞✐❡s✱ s❡❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❚❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t h70Ωm = 0.287 ± 0.020✳

❜❜❡✇❛r❡ t❤❛t θH ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② sin(θH) ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✶ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t
✈❛❧✐❞ ❛♥② ♠♦r❡✳

❝❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜✐❛s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧✉♠✐♥♦✉s ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❛♥ ❞✐♠ ♦♥❡✳ ❚❤❡
♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡rr♦r ✐s t❤❡ ♣r♦♣❡r ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❞❞ ♦r s✉❜tr❛❝t ❛ ❉♦♣♣❧❡r r❡❞s❤✐❢t t♦ t❤❡
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡✳



❋r✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛îtr❡✲❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r✬s ❈♦s♠♦❧♦❣② ✶✸

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧ ✿ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛s ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❜② ❲▼❆P✳ ❙♦✉r❝❡ ❲▼❆P ✇❡❜s✐t❡ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ✿ ❘❡❛❧✲s♣❛❝❡ ♠❛tt❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞
❝♦♠♣✐❧✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❣❛❧❛①② s✉r✈❡②s✱ ❝❧✉st❡r
❛❜✉♥❞❛♥❝❡✱ ✇❡❛❦ ❧❡♥s✐♥❣ ❛♥❞ ▲②♠❛♥ α ❢♦r❡st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❙♦✉r❝❡ ❙▲❖❆◆ ✇❡❜s✐t❡

✶✳✶✳✸✳✺ ΩΛ

■t ✐s ✜♥❛❧❧② t✐♠❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✾✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥

♣❛r❛♠❡t❡r q0 = −H−2
0

ä

a

∣∣∣∣
t=t0

✳ ❆s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t Ωγ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t♦❞❛②✱ ✇❡ ❣❡t✿

q0 =
Ωm

2
− ΩΛ.

■t ✇❛s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t②♣❡ ■❛ s✉♣❡r♥♦✈❛❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛❧❧ ❡①♣❧♦❞❡ ❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ s❛♠❡ ♠❛ss✱
❞♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② LSN ✳ ■t ✐s ♥♦✇ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥
♠❛❦❡ t❤❡ st❛r ❡①♣❧♦❞❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r
✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❡♥♦✉❣❤ st❛t✐st✐❝s ♦♥ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡
❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ❛s st❛♥❞❛r❞ ❝❛♥❞❧❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
❡q✉❛t✐♦♥s ❆✳✹ ❛♥❞ ❆✳✺✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✢✉① φ ❜② ♥❡❛r❜② ♦❜❥❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❣♦ ❛s✿

φ =
LSN

4π

H2
0

z2
(1 + (q0 − 1)z)

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❍✉❜❜❧❡ ❧❛✇ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡❞s❤✐❢t✳ ❆
❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❍✐❣❤✲③ ❙◆ ♣r♦❥❡❝t ❬✶✵❪ ❛♥❞
t❤❡② ❢♦✉♥❞

ΩΛ = 0.71+0.05
−0.06.

❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss t❤❛t t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ΩT = 1
♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r✳ ■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t❤❡ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡②



✶✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❉❆❘❑ ▼❆❚❚❊❘ ■◆ ❚❍❊ ❙❚❆◆❉❆❘❉ ▼❖❉❊▲ ❖❋ ❈❖❙▼❖▲❖●❨

❙✉♣❡r◆♦✈❛ ❙✉r✈❡② ✭❙❉❙❙ ❙◆ s✉r✈❡②✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙✉♣❡r◆♦✈❛ ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ Pr♦❜❡ ✭❙◆❆P✮ s❤♦✉❧❞
❣✐✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳

❋✐rst t❤✐♥❣ ✇❡ s❤♦✉❧❞ t❡❧❧ ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐s t❤❛t✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧②
❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ s✉✛❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t❤❡② ❛❣r❡❡ r❡♠❛r❦❛❜❧② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲❡ ✐♥❞❡❡❞ ✜♥❞
t❤❛t ΩT ∼ Ωm + Ωγ + ΩΛ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥
s❡❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞
s♦♠❡ ♦t❤❡rs t♦ ❣❡t ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❛❧❧ ♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧t ❣✐✈❡s ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ❙♦✉r❝❡ ❙◆❆P
✇❡❜s✐t❡

✶✳✷ ❊✈✐❞❡♥❝❡s ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

✶✳✷✳✶ ❖♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❛❧❡s

❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ✉s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❜❛r②♦♥✐❝ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❡❛❦s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣r❡ss✉r❡ t❤❛t ✐♥t❡r❢❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤♦t ♣❤♦t♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥✲♣r♦t♦♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦



❊✈✐❞❡♥❝❡s ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✶✺

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡
❍0 ✼✵✳✺±✶✳✸ ❦♠ s−1 ▼♣❝−1

ΩT ✶✳✵✵✺✵+0.0060
−0.0061

Ωm ✵✳✷✼✸ ± ✵✳✵✶✹✺
ΩΛ ✵✳✼✷✻ ± ✵✳✵✶✺

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❯♣✲t♦✲❞❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② t❤❡ ❲▼❆P t❡❛♠ ✉s✐♥❣ ❈♦s♠✐❝
▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❇❛r②♦♥✐❝ ❆❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✭❇❆❖✮ ❛♥❞ s✉♣❡r♥♦✈æ ❞❛t❛✳

t❤❡ ❜❛r②♦♥ t♦ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦ η = nb/nγ✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t② t❤❛♥❦s t♦ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧
♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✷✳✶✳✷✮ ♦r ❧❛t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② t❤❡ ❲▼❆P ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❧❡❛❞
t♦ ❛ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❜❛r②♦♥s ♦❢

Ωb = 0.0456± 0.0015.

❖❜✈✐♦✉s❧② t❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞❡♥s✐t② ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠
❢♦r ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s
t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ♥♦t ❜❛r②♦♥✐❝ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦
♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❛tt❡r ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ②❧❡♠ ❛❧r❡❛❞②✳
◆❡✉tr✐♥♦s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♥♦t t♦ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❡♥❝❡ t❤❡②
✇❡r❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ②❧❡♠ t❤❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ❞❡♥s✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❲▼❆P ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢

Ων ≤ 0.0145

✇❤✐❝❤ r✉❧❡s ♦✉t t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ✉s
t♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦✉r ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐s t♦ ✐♥✈♦❦❡ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧
❣❧♦❜❛❧❧② r❡❢❡r t♦ ❛s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
❆❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t t♦ t❤❡ ②❧❡♠ ✐s ❞❛♥❣❡r♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♠❛② s♣♦✐❧ t❤❡ s♦✉♣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤✐s
♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s t♦♦ ✉♥st❛❜❧❡ ♦r ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡s t♦♦ ♠✉❝❤ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐t
✇✐❧❧ r❡✕✐♥❥❡❝t ♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ t❤❡ ②❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ❜❛r②♦♥
t♦ ♣❤♦t♦♥ r❛t✐♦ η ❤❡♥❝❡ ❛❧s♦ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✷✳✶✳✷✮
t❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s t♦
❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✶✳✷✳✶✳✶ ❈♦♥str❛✐♥✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇✐t❤ r❡❧✐❝ ❞❡♥s✐t②

❋♦r ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡❞ χ✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r✉❧✐♥❣ ✐ts ❞❡♥s✐t② nχ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❡q✉❛t✐♦♥✿

❞nχ

❞t
= −3 ȧ

a
nχ +

∑

i,j,k

ninj 〈σij→χkv〉 − nχ

∑

i,j,k

nk 〈σχk→ijv〉 ✭✶✳✶✷✮

❞❍❡r❡✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ χ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❛♥② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝
♥❡✉tr❛❧✐♥♦ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳



✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❉❆❘❑ ▼❆❚❚❊❘ ■◆ ❚❍❊ ❙❚❆◆❉❆❘❉ ▼❖❉❊▲ ❖❋ ❈❖❙▼❖▲❖●❨

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t❡r♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞✐❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥s σij→χk ❛♥❞ σχk→ij r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ i,j , ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
χ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ v ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ χ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢✱ ♦♥❡ ❣❡ts

❞nχa
3

❞a3
=

∑

i,j

ninj 〈σij→χχv〉 − n2
χ

∑

i,j

〈σχχ→ijv〉

3ȧ/a
.

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ②❧❡♠ ✇❤❡♥ ✐t ✇❛s ✈❡r② ✇❛r♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥
✇r✐t❡ t❤❛t

∑

i,j

ni(T )nj(T ) 〈σij→χχv〉T = nχ(T )
2
∑

i,j

〈σχχ→ijv〉T ✳ ■❢ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥

♦❢ χ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♠✉❝❤ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡❡✱ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ r❛t❡ s✐♠♣❧② r❡❛❞s✿ Γ =
nχ

∑
i,j 〈σχχ→ijv〉 ❛♥❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s✿

❞nχa
3

❞a3
=

Γ

3ȧ/a

nχ(T )
2 − n2

χ

nχ

,

✇❤✐❝❤ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❣✐♠❡s✿

• ✐❢ Γ ≫ ȧ/a✱ t❤❛t ✐s ✐❢ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❛t❡✱ t❤❡♥
nχ ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ nχ(T ) ✭✐♥❞❡❡❞ ✐❢ ✐t ❣❡ts ❧❛r❣❡r✱ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✮✳

• ✐❢ Γ≪ ȧ/a t❤❡♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s ❛♥❞ nχ ❣♦❡s ❛s a−3✳

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ r❡❣✐♠❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢r❡❡③❡✲♦✉t ❛♥❞ ❤❛♣♣❡♥s ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
Tf ❞❡✜♥❡❞ ❜②

nχ(Tf )
∑

i,j

〈σχχ→ijv〉 ∼ H(Tf ). ✭✶✳✶✸✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② ❯♥✐✈❡rs❡✱ ❛s ✐t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①
❆✳✷✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r χ✱ t❤❡ s♦
❝❛❧❧❡❞ r❡❧✐❝ ❞❡♥s✐t②✱ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ✐s✿

ΩDMh
2
70 ∼ 0.227

1.9× 10−26❝♠3s−1

〈σv〉 ✭✶✳✶✹✮

✇❤❡r❡ 1.9 × 10−26❝♠3s−1 ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦✲✇❡❛❦ s❝❛❧❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧
s❡❡ ✐♥ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇❤② t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ■t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡ss t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ χ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ t♦❞❛②✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ ❢r♦♠ t❤✐s✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❡❛s②✳

❡◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❛♥② ♠♦r❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽



❊✈✐❞❡♥❝❡s ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✶✼

✶✳✷✳✶✳✷ ❈♦♥str❛✐♥✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇✐t❤ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s

▼✉❝❤ ❧❡ss str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ❛r❡ ♥❡✈❡r✲
t❤❡❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❖✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ❯♥✐✈❡rs❡ ❤✐st♦r②✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❞✐❜❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t
❡❧❡♠❡♥ts ✭❛❧❧ ✐s♦t♦♣❡s ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✱ ❤❡❧✐✉♠✱ ❜❡r②❧❧✐✉♠ ❛♥❞ ❧✐t❤✐✉♠✮✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ♦♥ ✜❣✉r❡
✶✳✹✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r 7▲✐✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛r❡ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♥♦t ✈❡r② ❝❧❡❛r t♦❞❛② ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇❡ s❡❡ ❢♦r 7▲✐
✐s ❞✉❡ t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❜✐❛s❡s✱ ❧❛t❡r t✐♠❡ st❡❧❧❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦r ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s✱ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②
♦r ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✳
❆❝t✐♥❣ ✈❡r② ♠✐♥✐♠❛❧❧② ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦t ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
♠♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t s♣♦✐❧ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡
♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ r❡❛s♦♥s t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ✐s ♠✉❝❤ r✐❝❤❡r t❤❛♥ t❤❛t✳ ■t ✐s
♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ♦♥❧② t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♣✐t ♦❢ t❤❡ ✐❝❡❜❡r❣ ❛♥❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ tr❛❝❡r ♦❢ ❛
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s s❝❡♥❛r✐♦✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥❡✇ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥t♦
❇✐❣ ❇❛♥❣ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ t♦ s❡❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤♦s❡♥✱
✐❢ ✐t ❞♦❡s ❛♥② ❤❛r♠ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥❡ ❝❛♥
❣❡t ❢r♦♠ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❝❤♦s❡♥ t♦
❡①♣❧❛✐♥ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✇❛②✳

✶✳✷✳✶✳✸ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ❙tr✉❝t✉r❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝❧❡❛r❧② ♣r♦✈❡s ✉s t❤❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①tr❡♠❡❧②
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❛❣♦❀ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s♣❛t✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞
tr❛❝❡r ♦❢ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❲▼❆P ❛r❡ ♦❢ ♦r❞❡r ∼ O(10−5)✳ ❍♦✇❡✈❡r
✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥② ♠♦r❡✿ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❧❛♥❡ts✱ st❛rs✱ ❣❛❧❛①✐❡s✱ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞
✈♦✐❞s✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡
✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝✐❡s ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥
t❤❡ ②❧❡♠✱ ✐ts s♠❛❧❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❣r♦✇ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇✐t❤ ♦t❤❡r s♣❡❝✐❡s ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✸✱ ♦♥❧② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❝♦❧❧❛♣s❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✐s r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✇❤❡♥ ✐t
❞❡❝♦✉♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ②❧❡♠✱ ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❢r❡❡✲str❡❛♠ ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣✳ ❚❤❡
❧❛r❣❡st ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ν ❝❛♥ ❣♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❢r❡❡③❡✲♦✉t ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡ tm ✐t ❝♦♦❧s ❞♦✇♥ t♦ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s♣❡❡❞s ✐s✿

χfs =

∫ tm

tf

c❞t
a(t)

∼ âm − âf
H0a0

√
Ωγ

.

❆t t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ❜❡❝❛♠❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✱ ✇❡ ❤❛❞ Tγ(tm) ∼ mν ✱ ❛s Tγ ∝ a−1✱ ✐t ✐s
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t âm ∼ Tγ(t0)/mν ✳ ❚♦❞❛② t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢

a0χfs = 60 ▼♣❝
10 ❡❱
mν

.

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✻✵ ▼♣❝ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♠❡❛r❡❞ ♦✉t ❜② ❢r❡❡✲
str❡❛♠✐♥❣ ❢✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ♥❡✉tr✐♥♦s✱ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ♠❛ss✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡

❢❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♠❛❧❧ str✉❝t✉r❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r str✉❝t✉r❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s
t♦♣✲❞♦✇♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞✐s❢❛✈♦✉r❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳



✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❉❆❘❑ ▼❆❚❚❊❘ ■◆ ❚❍❊ ❙❚❆◆❉❆❘❉ ▼❖❉❊▲ ❖❋ ❈❖❙▼❖▲❖●❨

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ 4❍❡✱ ❉❡✉t❡r✐✉♠✱ 3❍❡ ❛♥❞ 7▲✐
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✭❝♦❧♦✉r❡❞ ❜❛♥❞s✮ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❜❛r②♦♥ r❡❧✐❝ ❞❡♥s✐t②
Ωb✳ ❚❤❡ ♦r❛♥❣❡ ❜❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❛st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ Ωb ❛♥❞ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦①❡s s❤♦✇s t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ t❡♥s✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ 4❍❡ ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ s②st❡♠❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡
❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❙♦✉r❝❡ ❬✶✷❪

t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❛❧r❡❛❞② ✇❤❡♥ ✐t ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ②❧❡♠✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❈♦❧❞
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❆♥♦t❤❡r s✉❣❣❡st✐♦♥ ✐s t❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❜❛r②♦♥✐❝ ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t ♦❜✲
❥❡❝ts ♦r ✈❡r② ❝♦❧❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❛s ❝❧♦✉❞s✳ ❲❡❛❦ ❧❡♥s✐♥❣ s✉r✈❡②s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❛
❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❏♦❡ ❙✐❧❦ ❤❛s s❤♦✇♥ ❬✶✽❪ t❤❛t ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥✲♣r♦t♦♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❢r❡❡✲str❡❛♠✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ✇♦✉❧❞ ✢② ❛✇❛② ❢r♦♠ ♦✈❡r✲❞❡♥s❡ r❡❣✐♦♥s
t♦ ✉♥❞❡r✲❞❡♥s❡ ♦♥❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ t❤❡s❡ ♣❤♦t♦♥s ❤❛✈❡ ♣✉s❤❡❞ ❛✇❛②
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❤❛✈❡ ♣✉s❤❡❞ t❤❡ ❤❛❞r♦♥s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❞❛♠♣❡❞ t❤❡ ✢✉❝✲
t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ s✐③❡✱ ❤❡♥❝❡ ❜❛r②♦♥s ♦♥❧② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❚❤❡ ❙✐❧❦



❊✈✐❞❡♥❝❡s ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✶✾

❞❛♠♣✐♥❣ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✇❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❝tr✉♠
♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ✇❤❡♥ l ❣❡ts ❧❛r❣❡r✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✇❛②s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❙✐❧❦ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐ss✉❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥✈♦❦✐♥❣
✐s♦❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛r②♦♥ t♦ ♣❤♦t♦♥ r❛t✐♦ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s r❡q✉✐r❡ ✜♥❡✕t✉♥✐♥❣✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❧❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲
♣r♦t♦♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ♦❢
❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❜✉t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❡①♦t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢❛✐❧ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ ❣♦♦❞ r❡❛s♦♥ t♦ ❦❡❡♣ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ ♦✉r ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s♣❡❝✐❡s ✐♥ s✉❝❤ ❛♠♦✉♥t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ s❝❛❧❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳

✶✳✷✳✷ ❖♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s

❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✶✾✸✸ ❜② t❤❡ ❛str♦♥♦♠❡r
❋r✐t③ ❩✇✐❝❦② ✇❤♦ ✇❛s st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❈♦♠❛ ❝❧✉st❡r✳ ❇② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡♥
❣❛❧❛①✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✱ ❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐t
✇❛s ❛❜♦✉t ❢♦✉r ❤✉♥❞r❡❞ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦✉s ♠❛ss ❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✇❛r♠ ❣❛s ❛♥❞ st❛rs✳ ❍✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❛s t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❣❛❧❛①②
❞♦❡s ♥♦t ❡♠✐t ❧✐❣❤t✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❤❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ✇❡ st✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ♥❛♠❡ t♦❞❛②✳ ❇②
t❤❛t t✐♠❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s✉✛❡r❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧♦t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ♠♦❞❡r♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❧✉♠✐♥♦✉s ♠❛ss❡s ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✉st❡rs
✇❡ ❦♥♦✇✳ ❚❤✐s ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✇❤❛t ❝♦s♠♦❧♦❣② t❡❧❧s ✉s✿ ❡✐❣❤t② ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡
♠❛tt❡r ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s♣❡❝✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝ts ✈❡r② ❧✐tt❧❡
✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❤❛s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ②❧❡♠ q✉✐t❡ ❡❛r❧②✳

▼♦st r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s❬✶✼❪ ❜② t❤❡ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② ❢♦✉♥❞ ❛ ♠❛ss t♦ ❧✉♠✐♥♦s✐t② r❛t✐♦ ♦❢
〈M/L〉 b−2 = 362± 54h ✭st❛t✐st✐❝❛❧✮ ❢♦r ❜✐❣ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❧❡❛❞s t♦ Ωmb

−2 = 0.20± 0.03✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ H0✳ ❚❤❡ b2 ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛s ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❧♦✇ ❧✉✲
♠✐♥♦s✐t② ❣❛❧❛①✐❡s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ❩✇✐❝❦②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛♥❞
♥♦✇ t❤❡ ♠❛ss ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝ts ❜✉t ❛❧s♦ ✉s✐♥❣ t❤❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐ts❡❧❢✱ ♦r ❡✈❡♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱
♠❛ss❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❳✕r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ✇❛r♠ ❣❛s✳

❆♥♦t❤❡r ❤✐♥t t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛t ❝❧✉st❡r s❝❛❧❡ ✐s t❤❡ ♥♦✇ ❢❛♠♦✉s ❇✉❧❧❡t
❝❧✉st❡r ❬✶✹❪✳ ❚❤✐s ♦❜❥❡❝t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❝♦❧❧✐❞❡❞ r❡❝❡♥t❧②✳ ❖♥ t❤❡
♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛❝❡ t❤❡ ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛♥❦s t♦ ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧❡♥s✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❆s ✐t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ t❤❡ t✇♦ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② s❡♣❛r❛t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ t✇♦ ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
❜♦t❤ ❝❧✉st❡rs ❤❛✈❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦❧❧✐❞❡❞ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❧❡ss ❥✉st
❝r♦ss❡❞ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢r♦♠
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t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ♣❛rt✐❝❧❡❣ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧②
♥♦t ♦♥❧② ❛♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦✉r ♠✐s✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❜✉❧❧❡t ❝❧✉st❡r ✶❊✵✻✺✼✲✺✻✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤❛❧♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❳✲r❛②
❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛s ❤❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳

✶✳✷✳✸ ❖♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ s❝❛❧❡s

❆ t②♣✐❝❛❧ s♣✐r❛❧ ❣❛❧❛①② ❧✐❦❡ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ ✈❡r② ❤❡❛✈② ❜✉❧❣❡ ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❛ s✉♣❡r✲♠❛ss✐✈❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ❛♥❞ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❤❡❛✈② st❛rs✮ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ t❤✐♥ ❞✐s❦ ♦❢ r❛❞✐✉s
∼ ✷✵ ❦♣❝ ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss ∼ ✷✵✵ ♣❝✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ st❛rs ❛♥❞ ❣❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡
♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆❡✇t♦♥✬s ❧❛✇✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧
✇❡❛❦❡r ❛♥❞ ✇❡❛❦❡r ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡✳ ■♥ ❛ ✈✐r✐❛❧✐s❡❞ ♦❜❥❡❝t ❧✐❦❡ ❛ ❣❛❧❛①②✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞
tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ❧❡ss ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢♦r st❛rs ♠♦✈✐♥❣ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✻ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ st❛rs ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r ♠♦st ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦✱ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❛str♦♥♦♠❡rs ❱❡r❛ ❘✉❜✐♥ ❛♥❞ ❆❧❜❡rt ❇♦s♠❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s t♦ ♣♦✐♥t
t❤✐s r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✶✾✼✵ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛♥❞ ✜✈❡ ②❡❛rs ❧❛t❡r ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✳

❣❤♦✇❡✈❡r ❝♦❧❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜✉❧❧❡t ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ✐❢ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛r❡ ❛s ❤❡❛✈② ❛s ❛
❢❡✇ ❡❱ t❤❡② ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ✐t ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳



❊s❝❛♣❡ ✇❛②s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✷✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❘♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ▲♦♥❣ ❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥
❝✉r✈❡s ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ st❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ♦♥❡s t♦ t❤❡ ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❞♦tt❡❞✲❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❢♦r ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❢♦r t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡
t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❙♦✉r❝❡ ❬✾❪

✶✳✸ ❊s❝❛♣❡ ✇❛②s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣r♦❜❧❡♠

✶✳✸✳✶ ▼♦❞✐❢②✐♥❣ ❣r❛✈✐t②

❖✉r ✇❤♦❧❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡❧✐❡s ♦♥ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❛t
✈❛r✐♦✉s s❝❛❧❡s ❜✉t ♥♦t ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙♦❧❛r s②st❡♠✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ♠♦❞✐❢②✐♥❣
❣r❛✈✐t② ❛t ❣❛❧❛❝t✐❝ s❝❛❧❡s ✭∼❢❡✇ ❦♣❝✮ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❙♦♠❡ ❛tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
s✉❝❝❡ss❢✉❧ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② ❢❛✐❧ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ❙tr✉❝t✉r❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✳

✶✳✸✳✷ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠

❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❛♥❞ ▲❡♠❛îtr❡✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝✳
❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❛t✱
t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② ✐t ✐s st✐❧❧ t❤❡ ❝❛s❡ t♦❞❛②✳ ■t ✐s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r s♣❛❝❡
❛❢t❡r tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❝♦✉♥t❡r✲t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥st❛♥t✳ ■❢ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✐s t♦ ❜❡ r✉❧❡❞ ♦✉t t❤❡♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ r❡❝♦♥s✐❞❡r ♦✉r
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❝♦❧❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ❝♦✉❧❞ s♦❧✈❡ s♦ ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❤✐♥ts ♦❢ ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ✐♥ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s ❜♦t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛t
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❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❛t ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r
✐t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ✐♥ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ s❝❤❡♠❡ ♦r ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✳ ❋♦r ❛❧❧
t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ✐t ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ s❛② t❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❡①✐sts✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛❧❧ t❤❡s❡
❤✐♥ts ♦♥❧② ❝♦♥❝❡r♥ ❣r❛✈✐t②✱ ✇❤❛t ❤❛s ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s t♦ s❛② ❛❜♦✉t ❛ ♥❡✇ ✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
♠❛ss✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡❄

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ ❜♦♦❦ ❬✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡r② ♥✐❝❡s ❧❡❝t✉r❡s ❬✹✱ ✺✱
✻✱ ✼✱ ✽❪ ■ ❤❛❞ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❛tt❡♥❞✳

❬✷❪ ❘✐❝❤✱ ❏✳ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡✳ ❊❞✳ ➱❝♦❧❡ ♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ✷✵✵✷ ✷✷

❬✸❪ ▲❛♥❣❧♦✐s✱ ❉✳ ●é♦♠étr✐❡ ❡t ❣r❛✈✐❛t✐♦♥✳ ❊❞✳ ➱❝♦❧❡ ♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ✷✵✵✻

❬✹❪ ❙❡❧❥❛❦✱ ❯✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❈▼❇ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✳ ▲❡❝t✉r❡s ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ■❈❚P s✉♠♠❡r s❝❤♦♦❧
✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❚r✐❡st❡✱ ✷✵✵✽ ✷✷

❬✺❪ ❑♦❢♠❛♥✱ ▲✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ▲❡❝t✉r❡s ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ■❈❚P s✉♠♠❡r s❝❤♦♦❧ ✐♥
❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❚r✐❡st❡✱ ✷✵✵✽ ✷✷

❬✻❪ ❲❛♥❞s✱ ❉✳ ■♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ▲❡❝t✉r❡s ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ■❈❚P s✉♠♠❡r
s❝❤♦♦❧ ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❚r✐❡st❡✱ ✷✵✵✽ ✷✷

❬✼❪ ❍✉✐✱ ▲✳ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ❙tr✉❝t✉r❡s✳ ▲❡❝t✉r❡s ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ■❈❚P s✉♠♠❡r s❝❤♦♦❧ ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳
❚r✐❡st❡✱ ✷✵✵✽ ✷✷

❬✽❪ ❙❛❧❛t✐✱ P✳ ❆str♦♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ▲❡❝t✉r❡s ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ▼❛st❡r ♦❢ t❤❡ ➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡
❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ▲②♦♥✳ ▲②♦♥✱ ✷✵✵✼ ✷✷

❬✾❪ ❇❡❣❡♠❛♥✱ ❑✳ ●✳✱ ❇r♦❡✐❧s✱ ❆✳ ❍✳✱ ✫ ❙❛♥❞❡rs✱ ❘✳ ❍✳ ✶✾✾✶✱ ▼◆❘❆❙✱ ✷✹✾✱ ✺✷✸ ✷✶

❬✶✵❪ ❈❧♦❝❝❤✐❛tt✐✱ ❆✳✱ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❇✳ P✳✱ ❋✐❧✐♣♣❡♥❦♦✱ ❆✳ ❱✳✱ ❡t ❛❧✐✐ ✳ ✷✵✵✻✱ ❆♣❏✱ ✻✹✷✱ ✶ ✶✸

❬✶✶❪ ❍✐♥s❤❛✇✱ ●✳✱ ❲❡✐❧❛♥❞✱ ❏✳ ▲✳✱ ❍✐❧❧✱ ❘✳ ❙✳✱ ❡t ❛❧✐✐ ✳ ✷✵✵✾✱ ❆♣❏❙✱ ✶✽✵✱ ✷✷✺ ✶✶✱ ✶✷

❬✶✷❪ ❑✐r❦♠❛♥✱ ❉✳✱ ❚②t❧❡r✱ ❉✳✱ ❙✉③✉❦✐✱ ◆✳✱ ❖✬▼❡❛r❛✱ ❏✳ ▼✳✱ ✫ ▲✉❜✐♥✱ ❉✳ ✷✵✵✸✱ ❆♣❏❙✱ ✶✹✾✱ ✶ ✶✽

❬✶✸❪ ❑♦♠❛ts✉✱ ❊✳✱ ❉✉♥❦❧❡②✱ ❏✳✱ ◆♦❧t❛✱ ▼✳ ❘✳✱ ❡t ❛❧✐✐ ✳ ✷✵✵✾✱ ❆♣❏❙✱ ✶✽✵✱ ✸✸✵ ✶✶

❬✶✹❪ ▼❛r❦❡✈✐t❝❤✱ ▼✳✱ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❆✳ ❍✳✱ ❈❧♦✇❡✱ ❉✳✱ ❡t ❛❧✐✐ ✳ ✷✵✵✹✱ ❆♣❏✱ ✻✵✻✱ ✽✶✾ ✶✾

❬✶✺❪ ▼❛t❤❡r✱ ❏✳ ❈✳✱ ❋✐①s❡♥✱ ❉✳ ❏✳✱ ❙❤❛❢❡r✱ ❘✳ ❆✳✱ ▼♦s✐❡r✱ ❈✳✱ ✫ ❲✐❧❦✐♥s♦♥✱ ❉✳ ❚✳ ✶✾✾✾✱ ❆♣❏✱
✺✶✷✱ ✺✶✶ ✶✶

❬✶✻❪ ❘✐❡ss✱ ❆✳ ●✳✱ ▼❛❝r✐✱ ▲✳✱ ❈❛s❡rt❛♥♦✱ ❙✳✱ ❡t ❛❧✐✐ ✳ ✷✵✵✾✱ ❆♣❏✱ ✻✾✾✱ ✺✸✾ ✶✶

❬✶✼❪ ❙❤❡❧❞♦♥✱ ❊✳ ❙✳✱ ❏♦❤♥st♦♥✱ ❉✳ ❊✳✱ ▼❛s❥❡❞✐✱ ▼✳✱ ❡t ❛❧✐✐ ✳ ✷✵✵✾✱ ❆♣❏✱ ✼✵✸✱ ✷✷✸✷ ✶✾

❬✶✽❪ ❙✐❧❦✱ ❏✳ ✶✾✻✽✱ ❆♣❏✱ ✶✺✶✱ ✹✺✾ ✶✽

❬✶✾❪ ❚❡❣♠❛r❦✱ ▼✳✱ ❇❧❛♥t♦♥✱ ▼✳ ❘✳✱ ❙tr❛✉ss✱ ▼✳ ❆✳✱ ❡t ❛❧✐✐ ✳ ✷✵✵✹✱ ❆♣❏✱ ✻✵✻✱ ✼✵✷ ✶✷



❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s

▲❡ ❜❡❛✉ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❜✐③❛rr❡✳

❈❤❛r❧❡s ❇❛✉❞❡❧❛✐r❡

❛♥❞ ❜❡②♦♥❞

❋♦r ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✬♣❡r❤❛♣s✬ ❛♥❞ ✬❛♣♣❡❛rs✬✳

❱✐r❣✐♥✐❛ ❲♦♦❧❢ ✐♥ ❖r❧❛♥❞♦

✷✸



✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊ ❙❚❆◆❉❆❘❉ ▼❖❉❊▲ ❖❋ P❆❘❚■❈▲❊ P❍❨❙■❈❙ ❆◆❉ ❇❊❨❖◆❉

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❝♦s♠♦❧♦❣② r❡q✉✐r❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥❡✇ ♥❡✉tr❛❧ st❛❜❧❡
♣❛rt✐❝❧❡✱ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❛❦❧②
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭❲■▼P✮✳ ❉♦❡s s✉❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①✐st❄ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥
✐s t♦ ❜❡ ❛s❦❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝✐sts✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ■ ♣r❡s❡♥t✱ ✐♥ ✐ts ❜r♦❛❞ ❧✐♥❡s✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ✭t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✮✱ t❤❡ ✐ss✉❡s ✐t ❡♥❝♦✉♥t❡rs ❛♥❞
s♦♠❡ ✭❜✉t ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t ❛❧❧✮ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ✐t ❛♥❞ t❤❛t ❣✐✈❡ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳

✷✳✶ ❚❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s

❚❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r②✱ ❜❛s❡❞
♦♥ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲♠❛❣♥❡t✐s♠✱
✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡s✿ s✐① q✉❛r❦s ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❢❡❡❧ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①✐st ✐♥ t❤r❡❡ ❝♦❧♦✉r st❛t❡s ❡❛❝❤✱ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❢❡❡❧ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst t✇♦ ♦♥❡s ❛♥❞ ♥❡✉tr✐♥♦s t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❊✈❡r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❛♥ ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss ❜✉t ♦♣♣♦s✐t❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳
❊❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝ts ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♠♠❡tr✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
G❙▼ = SU(3)c ⊗ SU(2)w ⊗ U(1)Y ✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❤❡♥❝❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r②✮ ♦❢ G❙▼ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝❤❛r❣❡
✭❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♥✉❧❧✮ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜❣r♦✉♣✱ ✐❞ ❡st ❛ ❝♦❧♦✉r✱ ❛ ✇❡❛❦ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❛ ❤②♣❡r❝❤❛r❣❡✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✿

LSM = L❨▼ + L❉ + L❨✉❦❛✇❛ + L❍✐❣❣s. ✭✷✳✶✮

❚❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s✿

L❨▼ = − 1

4g21
BµνB

µν −
3∑

a=1

1

4g22
W a

µνW
a µν −

8∑

A=1

1

4g23
GA

µνG
A µν ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡
Bµν = ∂µBν − ∂νBµ,

W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW a

µ −
3∑

b,c=1

ǫabcW b
µW

c
ν ,

❛♥❞

GA
µν = ∂µG

A
ν − ∂νGA

µ −
8∑

B,C=1

fABCGB
µG

C
ν .

❚❤❡ t❡♥s♦rs ǫabc ❛♥❞ fABC r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢
SU(2)w ❛♥❞ SU(3)c✳ ❇❡✐♥❣ ❛❜❡❧✐❛♥✱ U(1)Y ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥②✳
❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❉✐r❛❝✬s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✿



❚❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s ✷✺

◆❛♠❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ❙❯✭✸✮c ❙❯✭✷✮w ❯✭✶✮Y ❯✭✶✮em s♣✐♥ ✢❛✈♦✉r
❋❡
r♠

✐♦
♥s

q✉❛r❦s
QL =

(
uL
dL

)
✸ ✷ ✶✴✸

2/3
−1/3

✶✴✷
✉♣✱ ❝❤❛r♠✱ t♦♣

❞♦✇♥✱ str❛♥❣❡✱ ❜♦tt♦♠uR 3̄ ✶ ✲✹✴✸ ✲✷✴✸
dR 3̄ ✶ ✷✴✸ ✶✴✸

❧❡♣t♦♥s
LL =

(
νL
eL

)
✶ ✷ ✲✶

0
−1 ✶✴✷ e, µ, τ

eR 1 ✶ ✷✴✸ ✶

❇
♦s
♦♥

s

❣❛✉❣❡
GA=1..8 ✽ ✶ ✵ ✵

✶W a=1..3 1 ✸ ✵ ✵✱±✶
❇ 1 ✶ ✵ ✵

❍✐❣❣s ❍ ❂
(
φ+

φ0

)
✶ ✷ ✲✶

1
0

✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ P❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧

L❉ =
3∑

i=1

L†
iσ

µDµLi + ē†iσ
µDµēi +Q†

iσ
µDµQi + ū†iσ

µDµūi + d̄†iσ
µDµd̄i ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤❛t ❡♥s✉r❡s ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❡①♣❧✐❝❛t❡❞
❤❡r❡❛❢t❡r✳

DµLi =

(
∂µ +

3∑

a=1

✐
2
W a

µ τ
a − ✐

2
Bµ

)
Li

Dµēi =

(
∂µ +

2✐
6
Bµ

)
ēi

DµQi =

(
∂µ +

8∑

A=1

✐
2
GA

µλ
A +

3∑

a=1

✐
2
W a

µ τ
a +

✐
6
Bµ

)
Qi

Dµūi =

(
∂µ +

8∑

A=1

✐
2

(
GA

µλ
A
)∗ − 2✐

3
Bµ

)
ūi

Dµd̄i =

(
∂µ +

8∑

A=1

✐
2

(
GA

µλ
A
)∗

+
✐
3
Bµ

)
d̄i ✭✷✳✹✮
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❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s τa ❛♥❞ λA ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ SU(2) ❛♥❞ SU(3) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛t
❛❝t✉❛❧❧② ✐♥ t❤✐s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ♥♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❛ss t❡r♠✳ ■♥❞❡❡❞ ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞
meeRe

c
R ✇♦✉❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜r❡❛❦ t❤❡ SU(2)w s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤②

❧❡❢t ❤❛♥❞❡❞ ❛♥❞ r✐❣❤t ❤❛♥❞❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦✳ ❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t
♠❛ss t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
t❡❧❧ ✉s t❤❛t ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢❡r♠✐♦♥s ❤❛✈❡ ♠❛ss ❛♥❞ s♦ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ❜♦s♦♥s✿ t❤❡ Z✱ t❤❡ W+ ❛♥❞ t❤❡
W−✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t G❙▼ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr②✳ ❆ ♥✐❝❡ ❛♥❞ ✧♥❛t✉r❛❧✧ ✇❛② t♦ ❜r❡❛❦
❛ s②♠♠❡tr② ✐s t❤❡ ❍✐❣❣s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ♦❢ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ st✐❧❧ r❡s♣❡❝ts ❛❧❧ s②♠♠❡tr✐❡s✱ s♦ ❞♦❡s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡r♠ ❜✉t ♥♦t ✐ts ✈❛❝✉❛✳ ■t ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥♦♥ ③❡r♦ s♣✐♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s❝❛❧❛r
♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ♥♦ ▲♦r❡♥t③ ✐♥❞❡① s♦ ✐ts ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ✭✈❛❝✉❛✮ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦♥ ③❡r♦✳ ❙♦ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♥❡✇
♣❛rt✐❝❧❡ ✭t❤❡ ②❡t ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s❝❛❧❛r ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣✐♦♥✱ ❞♦ ♥♦t ✇♦r❦✮✿ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✳
❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ❝♦❧♦✉r ❝❤❛r❣❡ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❤②♣❡r❝❤❛r❣❡ ♥♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ❝❤❛r❣❡✱
❤♦✇❡✈❡r ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛r❣❡ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✿ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❜r❡❛❦s
SU(2)w ⊗ U(1)Y ❜✉t ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r SU(3)c ❛♥❞ ❛ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s②♠♠❡tr② U(1)em✳

❚❤❡ ❍✐❣❣s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

L❍✐❣❣s = (DµH)† (DµH)− V (H) ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

DµH =

(
∂µ +

3∑

a=1

✐
2
W a

µ τ
a − ✐

2
Bµ

)
H ✭✷✳✻✮

V (H) = µ2H†H + λ
(
H†H

)2
✭✷✳✼✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜❡✐♥❣ st✐❧❧ t♦ ❜❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧
✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①✐sts ❛t ❛❧❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (H) ✐s t❤❡
s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r SU(2)w⊗U(1)y ❛♥❞ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❚♦ ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♠✉st ❤❛✈❡ ♠✐♥✐♠❛✱ ❤❡♥❝❡ λ ≥ 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t♦ ❤❛✈❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ✈❛❝✉❛ ✇❡ ♥❡❡❞ µ2 ≤ 0✱ s♦ t❤❡

❧♦✇❡st ✈❛❝✉✉♠✬s ✈❛❧✉❡ ✐s |v|√
2
=
√
−µ2

λ
✳ ■❢ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s ❛ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞s t❤❡ ✜❡❧❞s ❛r♦✉♥❞

✐t✱ ♦♥❡ ❣❡ts✿

H = exp

(
✐
v
ξi(x)σi

)(
0

v+h(x)√
2

)
. ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ξi ❛♥❞ h ✈❛♥✐s❤ ❛t t❤❡ ✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❣❛✉❣❡ ✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✉♥✐t❛r②
❣❛✉❣❡✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✿

L❍✐❣❣s = 1
2
∂µh∂

µh+ 1
8
(g1Bµ − g2W3µ)(g1B

µ − g2W µ
3 )(v + h)2

+1
8
(g2W1µ − ✐g2W2µ)(g2W

µ
1 + ✐g2W

µ
2 )(v + h)2 + λv2h2 + λvh3 + λ

4
h4 − λv2

4
. ✭✷✳✾✮

❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ✜❡❧❞s✿

W±
µ =

1√
2
(W1µ ∓ ✐W2µ) ✭✷✳✶✵✮
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❛♥❞ (
Zµ

Aµ

)
=

(
cos θw − sin θw
sin θw cos θw

)(
W µ

3

Bµ

)
. ✭✷✳✶✶✮

❲✐t❤ m2
h = 2λv2✱ m2

W =
g22v

2

4
✱ m2

Z = v2

4
(g21 + g22) ❛♥❞ cos2 θw =

m2
W

m2
Z
✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✾ ❜❡❝♦♠❡s✿

L❍✐❣❣s =
1

2
∂µh∂

µh+
1

2
m2

ZZµZ
µ+

1

2
m2

WW
+
µ W

−µ+

(
2h

v
+
h2

v2

)(
1

2
m2

ZZµZ
µ+

1

2
m2

WW
+
µ W

−µ

)
+V

❚❤✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❣✐✈❡s ❛ ♠❛ss t♦ t❤❡ Z ❛♥❞W s ❜♦s♦♥s ✭❜✉t ♥♦t t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ Aµ✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❝♦♥str❛✐♥s t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❨✉❦❛✇❛ t❡r♠ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❍✐❣❣s ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s
❛ ♠❛ss t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳

L❨✉❦❛✇❛ =
3∑

i,j=1

✐Y e
ijL

T
i σ2ējLH

∗ + ✐Y u
ijQ

T
i σ2ūjLτ2H + ✐Y d

ijQ
T
i σ2d̄jLH

∗ + ❝✳❝✳ ✭✷✳✶✷✮

■t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜rst ❨✉❦❛✇❛ ♠❛tr✐① Y e
ij ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ t♦

r❡❞❡✜♥❡ Li ❛♥❞ ējL ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✐♥t♦ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ❋♦r t❤❡ q✉❛r❦s ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❡r♠s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✭❜❡❝❛✉s❡ QT

i ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❜♦t❤ t❡r♠s✮✳ ❆t ❜❡st✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① V ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❈❛❜✐❜❜♦✲❑♦❜❛②❛s❤✐✲▼❛s❦❛✇❛ ✭❈❑▼✮ ♠❛tr✐①✳

L❨✉❦❛✇❛ =
3∑

i,j=1

✐yeiiL
T
i σ2ējLH

∗ + ✐yujjQ
T
i σ2VjiūjLτ2H + ✐ydiiQ

T
i σ2d̄jLH

∗ + ❝✳❝✳ ✭✷✳✶✸✮

❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❍✐❣❣s ✜❡❧❞ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✮ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐①
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❡❧❞s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♥❛t✉r❛❧❧② ❣✐✈❡ ♠❛ss t❡r♠s t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞
❧❡♣t♦♥s✿ v√

2
yeii = (me,mµ,mτ )✱ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ mi/h ❛♥❞ ♥♦ ♠❛ss t♦ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛r❦s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞♦ t♦ ❞♦✇♥ q✉❛r❦s ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❧❡♣t♦♥s✱
❤♦✇❡✈❡r ❢♦r ✉♣ q✉❛r❦s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ V ♠❛tr✐① t❤❡ ♠❛ss st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛t❡s ✇✐❧❧
♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❈❑▼ ♠❛tr✐① t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r✿ t❤❡②
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ q✉❛r❦ t♦ ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥✐♥❡ t❡r♠s
♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ✭♣❧✉s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❤❛s❡✮ ✐s ❛♥ ♦♥ ❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❘❡❝❡♥t❧② ❇❆❇❆❘ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❇❊▲▲❊ ❬✺❪ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❡ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♠❛tr✐①✳

V =



0.97418± 0.00027 0.2255± 0.0019 0.00393± 0.00036
0.230± 0.011 1.04± 0.06 0.0412± 0.0011
0.00874+0.00026

−0.00037 0.0407± 0.0010 0.999133+0.000044
−0.000043


 ✭✷✳✶✹✮

❚❤♦✉❣❤ s♦♠❡ t❡♥s✐♦♥ ❡①✐sts✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐①✳
❯♣ t♦ ♥♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①tr❡♠❡❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ■♥❞❡❡❞

✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢



✷✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊ ❙❚❆◆❉❆❘❉ ▼❖❉❊▲ ❖❋ P❆❘❚■❈▲❊ P❍❨❙■❈❙ ❆◆❉ ❇❊❨❖◆❉

♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ✇❡r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❈❊❘◆ ✭Z ❬✶✶❪ ❛♥❞ W±❬✶✷❪✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❚❡✈❛tr♦♥
✭t♦♣ q✉❛r❦ ❬✹✱ ✻❪✮✳ ❇✉t ✐t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①tr❡♠❡❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts
❢♦r ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❡sts✳ ❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❜❡❝❛✉s❡
✐t ✐s r❡♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❧❡✈❡❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥s❡r✈❡s ❜❛r②♦♥ ❛♥❞ ❧❡♣t♦♥
q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤♦✉t ✐♥✈♦❦✐♥❣ ❛♥② ❞✐s❝r❡t❡ s②♠♠❡tr②✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❢❛✐❧s
t♦ ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

✷✳✷ Pr♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s

✷✳✷✳✶ ▼✉♦♥ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠♦♠❡♥t✉♠

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❛t❡st s✉❝❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❋r♦♠ ❉✐r❛❝✬s
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❣❡t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✿

~µ = ge
e

2m
~S

✇❤❡r❡ ge ❝♦♠❡s ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❆t tr❡❡ ❧❡✈❡❧ ge = 2 ❜✉t ❧♦♦♣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
ge − 2 = 0.002319304400(80)✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s ge − 2 = 0.002319304384(20) ✐♥
❡①tr❡♠❡❧② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧✐ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♠✉♦♥✳ ❆s ♦❢ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✻✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞
✈❛❧✉❡ ❬✶✸❪ ✐s gµ − 2 = ✵✳✵✵✷ ✸✸✶ ✽✹✶ ✻✭✶✸✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ gµ − 2 =
✵✳✵✵✷ ✸✸✶ ✽✸✻ ✶✭✶✵✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳

❚❤❡ ♠✉♦♥ ❣✲❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♣❤②s✐❝s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♥❡✇
♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❡♥t❡r t❤❡ ❧♦♦♣s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤✐s q✉❛♥t✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t ❝❤r♦✲
♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ❛♥♦♠❛❧②✳

✷✳✷✳✷ ◆❡✉tr✐♥♦s

❚❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s ♥❡✉tr✐♥♦s t♦ ❜❡ ♠❛ss❧❡ss ❛♥❞ ❧❡❢t✕❤❛♥❞❡❞ ♦♥❧② ✭❜❡❝❛✉s❡ ✐t
✈✐♦❧❛t❡s ♣❛r✐t② ❡✈❡r② t✐♠❡ ✐t ✐♥t❡r❛❝ts✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡ t❤❛t ♥❡✉tr✐♥♦s
❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✢❛✈♦✉r ✇❤❡♥ t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡✱ ✐❞ ❡st t❤❛t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♥❡✉tr✐♥♦ ❝r❡❛t❡❞ ❛s ❛♥
❡❧❡❝tr♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❛ ♠✉♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦✳ ❚❤❡ ❙✉♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦ ❜② ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ q✉✐t❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✭t❤♦✉❣❤ ✐t
❞❡♣❡♥❞s ❛ ❧✐tt❧❡ ♦♥ t❤❡ ❙♦❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✮❀ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ✇❤❡♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛✐r s❤♦✇❡r ✭s❡❡
♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✷✳✸✮ ♣r♦❞✉❝❡ t✇✐❝❡ ❛s ♠✉❝❤ ♠✉♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛s ❡❧❡❝tr♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦s❀ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t♦rs
♣r♦❞✉❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥t✐✕♥❡✉tr✐♥♦❀ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ❜❡❛♠s
❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r ♠✉♦♥ ✢❛✈♦✉r✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s✳

❍♦✇ ✐s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ♥❡✉tr✐♥♦s t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✢❛✈♦✉r ❛s t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡❄ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
✐s t❤❛t✱ ✢❛✈♦✉r st❛t❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❛t❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s✐s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐❢ t❤❡
t❤r❡❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍❡♥❝❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛ss✐✈❡✱
✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✳ ❆s ❢♦r t❤❡ q✉❛r❦ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛



Pr♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s ✷✾

♠✐①✐♥❣ ♠❛tr✐①✿ t❤❡ P♦♥t❡❝♦r✈♦✕▼❛❦✐✕◆❛❦❛❣❛✇❛✕❙❛❦❛t❛ ✭P▼◆❙✮ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ♦❢t❡♥
♣❛r❛♠❡tr✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

U =



1 0 0
0 c23 s23
0 −s23 c23






c13 0 s13e
−✐δ

0 1 0
−s13e✐δ 0 c13





c12 s12 0
−s12 c12 0
0 0 1





e✐α1 0 0
0 e✐α2 0
0 0 1


 ✭✷✳✶✺✮

❆♥❞ ✢❛✈♦✉r ❛♥❞ ♠❛ss st❛t❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜②✿

|νi〉 = U |να〉,
✇❤❡r❡ i = 1, 2 ♦r ✸ ❞❡s✐❣♥❛t❡ t❤❡ ♠❛ss st❛t❡s ❛♥❞ α = e, µ ♦r τ t❤❡ ✢❛✈♦✉r ❡✐❣❡♥st❛t❡s✳ ❚❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts cij ❛♥❞ sij r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠❡❛♥ cos(θij) ❛♥❞ sin(θij) ✇❤❡r❡ θij ✐s t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢
♠❛ss st❛t❡s i ❛♥❞ j✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡s α1 ❛♥❞ α2 ❛r❡ ♥♦♥ ③❡r♦ ✐❢ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛r❡ ▼❛❥♦r❛♥❛ ♣❛rt✐❝❧❡s
✭✐❞ ❡st ✐❢ t❤❡② ❛r❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ❛♥t✐✕♣❛rt✐❝❧❡s✮✳ ❋✐♥❛❧❧② δ ✐s t❤❡ CP ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥❡✉tr✐♥♦s ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① U ✐s ♥♦t t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t
♦♣❡♥ t♦ ❞❡❜❛t❡ ❛♥②♠♦r❡ ❛s ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡s❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s
♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ✉♥✐t❛r② ♦r ♥♦t✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t ❛ ❢♦✉rt❤ ♥❡✉tr✐♥♦
❡①✐sts ♦r t❤❛t ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

❚❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❛ss ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✐s ♥♦t t❤❡ ❍✐❣❣s ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ✐s ✇r♦♥❣ ❜✉t ✐t ❝❧❡❛r❧② ♠❡❛♥s t❤❛t
✐t ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳

✷✳✷✳✸ ▼❛tt❡r ❛♥t✐♠❛tt❡r ❛s②♠♠❡tr②

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ♠❛tt❡r ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❛♥❞ ♥♦t ♦❢ ❛♥t✐♠❛tt❡r✳ ❖❢
❝♦✉rs❡ ❛♥t✐♠❛tt❡r ❡①✐sts ✐♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛♥❞ ✐♥ ✈❡r② ✈✐♦❧❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❜✉t ♥♦ ♣❧❛♥❡t✱ st❛r
♥♦r ❣❛❧❛①② ♠❛❞❡ ♦❢ ❛♥t✐♠❛tt❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❚❤✐s ✐s q✉✐t❡ ♣✉③③❧✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢
❛❧❧ ♠❛tt❡r ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜② ●❛♠♦✇✬s ②❧❡♠ ✭s❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✮ t❤❡♥ ♠❛tt❡r ❛♥❞
❛♥t✐♠❛tt❡r s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♦❧✐♥❣ ❞♦✇♥
❛❧❧ t❤❡ ♣r♦t♦♥s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❛♥t✐♣r♦t♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞
♣♦s✐tr♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② tr✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts s♦♠❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ CP s②♠♠❡tr② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ♣r❡❝✐s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛tt❡r ❧❡❢t t♦❞❛②✳ ❚❤✐s ♠❛② ♠❡❛♥ t❤❛t ❛ ♥❡✇
♣❤②s✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❜r❡❛❦s CP s②♠♠❡tr②✱ ✐s ❛t ♣❧❛② ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❤❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞✳

✷✳✷✳✹ ❉❛r❦ ♠❛tt❡r

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ ❝♦s♠♦❧♦❣② r❡q✉✐r❡s ❛ ♠❛ss✐✈❡ st❛❜❧❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡r❡
✐s ♥♦ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✳ ■❢ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✐s ❝♦rr❡❝t✱ t❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❝❛❧❧ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ✐t✳

✷✳✷✳✺ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛②❜❡ ❧♦♦♣❤♦❧❡s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠❛②❜❡ ♠♦r❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♥s✇❡r❡❞ q✉❡st✐♦♥s t❤❛♥ r❡❛❧ ✐ss✉❡s ♦❢ t❤❡



✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊ ❙❚❆◆❉❆❘❉ ▼❖❉❊▲ ❖❋ P❆❘❚■❈▲❊ P❍❨❙■❈❙ ❆◆❉ ❇❊❨❖◆❉

♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✳

✷✳✷✳✺✳✶ ◗✉❛♥t✉♠ ❈❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣ CP ♣r♦❜❧❡♠

❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✹✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❧② ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ CP
s②♠♠❡tr②✿ ✐♥❞❡❡❞ W a ❜♦s♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❧❡❢t✕❤❛♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦
❦♥♦✇♥ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜r❡❛❦✱ ❛t ❧❡❛st ♣❛rt✐❛❧❧②✱ t❤❡ CP s②♠♠❡tr②✳
■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞✿

L ⊃θ
8∑

A=1

1

4π2
GA

µν

(
ǫµνσρGA

σρ

)
✭✷✳✶✻✮

❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❨❛♥❣✕▼✐❧❧s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t♦ ❜❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤✐s t❡r♠ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧②
✐♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✇♦✉❧❞ ❜r❡❛❦ CP s②♠♠❡tr②✳ ❚❤♦✉❣❤ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ✐s
❛❧❧♦✇❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ 2π✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣❧② t❤❛t ✐t ✐s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ 10−9✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s s✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ P❡❝❝❡✐✲
◗✉✐♥♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✷✹❪ ❛s r❡st❛t❡❞ ❜② ❲❡✐♥❜❡r❣ ❬✷✽❪ ❛♥❞ ❲✐❧❝③❡❦ ❬✷✾❪✱ ✐s t♦ ✐♥✈♦❦❡ ❛ ♥❡✇ U(1)
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t♦ s❡❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ❛s ❛ ♣s❡✉❞♦✕s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛①✐♦♥✳ ❆ ♣r✐♦r✐ t❤❡
✈❛❝✉✉♠ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥②t❤✐♥❣ ❜✉t ◗❈❉ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❢♦r❝❡
✐t t♦ ❜❡ ③❡r♦✳

❆①✐♦♥ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛s ✐t ❝❛♥ ❢♦r♠ ❇♦s❡✕❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ✇❤✐❝❤
✇♦✉❧❞ ❛❝t ❛s ❛ ❝♦❧❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❈✉rr❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡
✐ts ♠❛ss t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶ ❡❱✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛①✐♦♥✱ ✐❢ ✐t ❡①✐sts ❝❛♥♥♦t ❞❡❝❛② ♥♦r
❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ✐♥t♦ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② CP ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐s s♦ ❧♦✇
✭✐❢ ♥♦t ♥✉❧❧✮ ❢♦r t❤❡ str♦♥❣ s❡❝t♦r ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳

✷✳✷✳✺✳✷ P❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦❜❧❡♠

❖♥❡ ❢r✉str❛t✐♥❣ t❤✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤♦✉❣❤ ✐t ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ ♣❛rt✐❝❧❡s
❣❡ts ❛ ♠❛ss ❢r♦♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❍✐❣❣s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛ss❡s✱
t❤❡✐r ♠✐①✐♥❣s✳ ❚✇❡♥t② ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♣♣❡❛r ❧✐❦❡ ❣✐✈❡♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡
s❛t✐s❢❛❝t♦r② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉♥❞❡rst❛♥❞
②❡t ♦r ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t❡♥t ✐s
♠❛❞❡ ♦❢ t❤r❡❡ s✐♠✐❧❛r ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❈♦s♠♦❧♦❣② ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢♦rt❤ ❢❛♠✐❧② ❜✉t ❛
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❛s♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳

✷✳✷✳✺✳✸ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥

❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦❧❞ ❞r❡❛♠ ♦❢ ♣❤②s✐❝✐sts✳ ❙✐♥❝❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ✉♥✐❢② ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ❣♦ ❢✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❤♦♣❡ ❜❡✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡✈❡r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ s✐♥❣❧❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❣♦❡s ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ❛s ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠
❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r
s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s t❤r❡❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✳



Pr♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s ✸✶

❆ ♥✐❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐t ✐s r❡♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛t
t❤❡ ❧♦♦♣ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ r✉♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❲❤❛t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣
✐s t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❛❧♠♦st ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛t ✈❡r②
❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✳ ❆❧♠♦st ❜✉t ♥♦t q✉✐t❡✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❤✐♥t t❤❛t✱ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✱ ♥❡✇
♣❤②s✐❝s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❖♥❡ ♦❢ ✐ts ❡✛❡❝ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❡①❛❝t❧② ❝♦♥✈❡r❣❡
❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✳
▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ ❣r❛✈✐t②✳

✷✳✷✳✺✳✹ ❍✐❡r❛r❝❤② ♣r♦❜❧❡♠

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❝❛❧❡
❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ SU(2)w ⊗ U(1)Y ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❞✐❝t t❤✐s s❝❛❧❡✳ ❚❤❡
♦♥❧② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝s ✐s t❤❡ P❧❛♥❝❦ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ♣❤②s✐❝s✿

mP =

√
~c

8πG
∼ 2.43× 1018 ●❡❱✳c−2.

❚❤✐s ✐s t❤❡ s❝❛❧❡ ❛t ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts s❤♦✉❧❞ st❛rt t♦ ❛✛❡❝t ❣r❛✈✐t②✳ ❚❤✐s s❝❛❧❡ ✐s ❛❜♦✉t ✶✼
♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♦♥❡ ✭∼ mW ✮✳ ❲❤❛t ✐s ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ s②♠♠❡tr② ❛t s✉❝❤ ❛ ❧♦✇ ❡♥❡r❣②❄ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ q✉❛♥t✉♠
❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❍✐❣❣s ♠❛ss✱ ♠❛♥② t❡r♠s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ Λ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❤❛s ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r✿

δm2
h = − y2f

16π2

(
2Λ2 + 6m2

f log(Λ/mf ) + ...
)

δm2
h = λS

16π2 (Λ
2 − 2m2

S log(Λ/mS) + ...) ✭✷✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❢❡r♠✐♦♥ ❧♦♦♣s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❢r♦♠ s❝❛❧❛r ❧♦♦♣s✳ ■❢ t❤❡
❝♦rr❡❝t s❝❛❧❡ ❢♦r Λ ✐s t❤❡ P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡s❡ t❡r♠s ❤❛✈❡ t♦ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t ❡❛❝❤
♦t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r ✶✵−32 ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s
❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥♦t s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❤✐♥t
t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡s✱ ♠❛♥② ♥❡✇ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t❤❛t ❛♥② ♥❡✇ t❤❡♦r② ❤❛s t♦
❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❯♣ t♦ ♥♦✇ ♥♦ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✜① ❛❧❧ t❤❡
✐ss✉❡s ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣♦♦❞ st❡♣s
❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡♠✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ✉♥✐❢② ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥✮ ❜✉t ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
t❤❡♦r✐❡s✱ ✐❞ ❡st t❤❡♦r✐❡s ✈❛❧✐❞ ✉♣ t♦ s♦♠❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✳



✸✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊ ❙❚❆◆❉❆❘❉ ▼❖❉❊▲ ❖❋ P❆❘❚■❈▲❊ P❍❨❙■❈❙ ❆◆❉ ❇❊❨❖◆❉

✷✳✸ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr②

❚❤❡ P♦✐♥❝❛ré ❣r♦✉♣ ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ✐s♦♠❡tr✐❡s ♦❢ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✬s s♣❛❝❡✕t✐♠❡✳ ■ts ❛❧❣❡❜r❛ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✿

[Pµ, Pν ] = 0

[Mµν , Pρ] = ηµρPν − ηνρPµ

[Mµν ,Mρσ] = ηµρMνσ − ηµσMνρ + ηνρMµσ − ηνσMµρ

✇❤❡r❡ ηµν ✐s ▼✐♥❦♦✇s❦✐✬s ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ Pµ ❛♥❞Mµν ❛r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦❧❡♠❛♥✕▼❛♥❞✉❧❛ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r❜✐❞s ❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré
❛❧❣❡❜r❛❛✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ ✐t ✐♥t♦ ❛ s✉♣❡r❛❧❣❡❜r❛✱ ✐❞ ❡st ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥t✐❝♦♠✲
♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ♥❡✇ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❣❡s ✇✐❧❧ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛s s♣✐♥♦rs
❜② P♦✐♥❝❛ré tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ❤❛s r✉❧❡❞ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐t ✐s ✇❤② s✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ♠❛♥② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
t❤❡♦r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ✇✐❧❧ ❧✐♠✐t t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ ✇❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❧♦✇
❡♥❡r❣② s✉♣❡rs②♠♠❡tr②✳

■♥ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡ ❛❞❞s ❛ ❝❤❛r❣❡ Q =

(
Qα

Q̄α̇

)
✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s ❧✐❦❡ ❛ s♣✐♥ ✶✴✷✿

[Mµν , Qα] =
1

2
(σµν)

β
αQβ

[
Mµν , Q̄

α̇
]

= −1

2
(σ̄µν)

β̇
α Q̄β̇

[Qα, Pµ] = 0[
Q̄α̇, Pµ

]
= 0

❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛♥t✐❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✿
{
Qα, Q̄

β̇
}

= 2 (σµ)αβ̇ Pµ ✭✷✳✶✽✮
{
Qα, Q̄

β̇
}

= 0. ✭✷✳✶✾✮

❚❤✐s ❝❤❛r❣❡ ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛ss ♦♣❡r❛t♦r ✭P 2 = PµP
µ✮ ❜✉t ♥♦t ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ ♦♣❡r❛t♦r

✭W 2 = 1
4
ǫνρσµ PνMρσǫ

µλκγPλMκγ✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ♠✉❧t✐♣❧❡ts ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✾ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ✐s ❛❧✇❛②s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts s♣✐♥ s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ p✮ t❤❛t s❛t✐s✜❡s Qα|s, p〉 = 0✳
❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t α ❛♥❞ β ❝❛♥ ♦♥❧② t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✶ ❛♥❞ ✷✳ ▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✽
♦♥❡ ❣❡ts Q̄1̇|s, p〉 = 0 ❛♥❞

Q̄2̇|s, p〉 =
√
4E

∣∣∣∣s−
1

2
, p

〉
. ✭✷✳✷✵✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❡❛❝❤ ❢❡r♠✐♦♥ ❤❛s ❛ s❝❛❧❛r s✉♣❡r ♣❛rt♥❡r ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss✳ ❚❤✐s
✐s ✇❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t t❤❡ t❡r♠ ♦❢ ♦r❞❡r Λ2 ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✼ ❛♥❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②

❛❡①❝❡♣t ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s



❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ✸✸

♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛ s❝❛❧❛r ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss ❛s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭✺✶✶ ❦❡❱✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡
❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ ✐❢ ✐t ❡①✐st❡❞✱ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛❧r❡❛❞②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ s✉♣❡rs②♠❡tr②
❡①✐sts✱ ✐t ✐s ❛ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❜r♦❦❡♥ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡
❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ s❝❛❧❡✳

❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛t ❧❡❛st t✇✐❝❡❜ ❛s ❜✐❣ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❝✉rr❡♥t❧②
❦♥♦✇♥✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ s❝❛❧❛r ♣❛rt♥❡rs ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s❢❡r♠✐♦♥s ✭s❡❧❡❝tr♦♥✱ s♠✉♦♥✱ st❛✉✱
s♥❡✉tr✐♥♦✱ sq✉❛r❦s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♣❛rt♥❡rs ♦❢ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❣❛✉❣✐♥♦s ✭✇✐♥♦✱ ❜✐♥♦✱
❣❧✉✐♥♦✮✳ ❆ st✉❞② ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❞✐❛❣r❛♠s r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛♥♦♠❛❧✐❡s r❡q✉✐r❡s t✇♦ ❤✐❣❣s
❞♦✉❜❧❡ts ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡t ♦♥❡✳ ❚❤❡✐r s✉♣❡r♣❛rt♥❡rs ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❤✐❣❣s✐♥♦s✳

❇❡❝❛✉s❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❤❛♣♣❡♥s ❛❢t❡r s✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱ s♦♠❡ ♠✐①✲
✐♥❣ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉tr❛❧ ❤✐❣❣s✐♥♦s ❛♥❞ ❣❛✉❣✐♥♦s ✭♥❡✉tr❛❧✐♥♦s χ0✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♠♦♥❣
❝❤❛r❣❡❞ ♦♥❡s ✭❝❤❛r❣✐♥♦s χ±✮✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❢ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ t❤❡♦r✐❡s ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ s✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❙♦ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞r❛✇ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❆♥
✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ❤♦✇❡✈❡r ✐s t❤❛t s✉♣❡rs②♠♠❡tr② ♣r❡❞✐❝ts ❢❛st ♣r♦t♦♥ ❞❡❝❛② ❜❡❝❛✉s❡ ❧❡♣t♦♥ ❛♥❞
❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛♥② ♠♦r❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❧✐♠✐ts ♦♥ ♣r♦t♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ✐♥✈♦❦✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇✿ R✕♣❛r✐t②✳
■t st❛t❡s t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② R = (−1)3B−3L+2s ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧r❡❛❞② t❤❡
❝❛s❡ ❢♦r ❛❧❧ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ st❛❜✐❧✐s❡s t❤❡ ♣r♦t♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s
♣❛r✐t② ✐s t❤❛t s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♣❛✐rs✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❡ ♥❡❡❞s
❛♥ ❡♥❡r❣② ❛t ❧❡❛st t✇✐❝❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡✐r ♠❛ss❡s✱ s♦ t❤❛t ♦♥❧② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❝♦❧❧✐❞❡rs ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡
t❤❡♠✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t❡st s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭▲❙P✮ ✐s st❛❜❧❡✳

■❢ t❤❡ ❧✐❣❤t❡st s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ ♥❡✉tr❛❧✐♥♦ ✭t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
♠❛♥② ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✮✱ ✐t ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛s ✐t ✐s st❛❜❧❡✱
♥❡✉tr❛❧✱ ❛♥❞ r❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ t♦ ✉s ❛s t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡
✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦✱ ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♥❡✉tr❛❧✐♥♦ ❜❡✐♥❣ ❛ ▼❛❥♦r❛♥❛✱ ✐ts ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❧❡♣t♦♥s ✐s ❤❡❧✐❝✐t② s✉♣♣r❡ss❡❞ s♦ ✐t ✇♦✉❧❞
♣r♦❞✉❝❡ ❧✐tt❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✕♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐rs✳

■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t s♦♠❡ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧✐❣❤t❡st s✉♣❡rs②♠✲
♠❡tr✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ❣r❛✈✐t✐♥♦ ✭t❤❡ s✉♣❡r♣❛rt♥❡r ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t♦♥✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❜✉t ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥♦ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ✐♥❞✐r❡❝t
❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧② ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss t❤❛t s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ t❤❡♦r✐❡s ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉♦♥ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐ss✉❡ ❜✉t ✐s ♦❢ ♥♦ ✉s❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✐ss✉❡s
st❛t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❆s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r②✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❛✉❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜✉t
✐♠♣r♦✈❡s ✐t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❢r❡❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ✇✐❧❧ ♣r♦❜❡ ♠❛♥② s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐❢ s✉♣❡r✲
s②♠♠❡tr② r❡❛❧❧② ❜r❡❛❦s ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ✐t ❤❛s ❛ ❣r❡❛t ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ✐t✳

❜❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ♦♥❡ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❤♦✇❡✈❡r ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉♣❡r♣❛rt♥❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✳



✸✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊ ❙❚❆◆❉❆❘❉ ▼❖❉❊▲ ❖❋ P❆❘❚■❈▲❊ P❍❨❙■❈❙ ❆◆❉ ❇❊❨❖◆❉

✷✳✹ ❊①tr❛✕❉✐♠❡♥s✐♦♥s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❝t✉r❡s ♦❢ ❘✐③③♦ ❬✷✼❪✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s ❛t ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ❛♥❞ t❤❡
P❧❛♥❝❦ ♦♥❡s✱ ❛♥♦t❤❡r ✐❞❡❛ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡✳ ■❢ t❤❡r❡
❛r❡ n ❡①tr❛ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❝ ❜✉t ❢♦r s♦♠❡ r❡❛s♦♥ ✇❡ ✭❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡s
✇❡ ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢✮ ❝❛♥♥♦t s❡❡ t❤❡♠✱ t❤❡♥ t❤❡ P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s Mp ✐s

❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❞✉❝❡❞ P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡ MD =
√

~c
8πG
∼ 2×1018 ●❡❱✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣r❛✈✐t②

❜❡✐♥❣ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❡✛❡❝t✱ ✐t ❢❡❡❧s ❛❧❧ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❜② ●❛✉ss t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❝❛♥
r❡❧❛t❡ t❤❡♠ ❛s

M2
p =

( c
~

)n
VnM

n+2
D , ✭✷✳✷✶✮

✇❤❡r❡✱ Vn ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ Vn ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞
❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t MP ❛s ❧♦✇ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ s❝❛❧❡ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦❜❧❡♠✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠♦❞❡❧s✿

✷✳✹✳✶ ❚❤❡ ❆r❦❛♥✐✲❍❛♠❡❞✱ ❉✐♠♦♣♦✉❧♦s✱ ❉✈❛❧✐ ✭❆❉❉✮ ❬✾❪ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧❛r❣❡ ❡①tr❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛❧❧ ❡①tr❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❡❞

s♦ Vn = (2π)n
n∏

i=1

Ri✱ Ri ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①tr❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❙❤♦rt s❝❛❧❡ t❡sts ♦❢ ❣r❛✈✐t②

❝♦♥str❛✐♥ n t♦ ❜❡ ❛t ❧❡❛st ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t✇♦ ✐❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts Mp t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶ ❚❡❱✳ ❇❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❡①tr❛✕❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❡❞✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t♦♥ ✭t❤❡ ♦♥❧② ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❜❧❡ t♦
♣r♦♣❛❣❛t❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ✐❞ ❡st t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❛❝❡✮ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s q✉❛♥t✐s❡❞ ❛♥❞
❛❝ts ❧✐❦❡ ❛ ♠❛ss t❡r♠✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❑❛❧✉③❛✕❑❧❡✐♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜② ●r❛r❞
✫ ◆✉②ts ❬✷✶❪✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❛ss ❤✐❡r❛r❝❤② ✭t❤❡ ❑❑✕t♦✇❡r✮ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❞ s♦ ❞♦❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡
✈✐❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❜✉t t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛r❡ s♦ ❧♦✇ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♦❢ ♥♦ ✐♥t❡r❡st
❢♦r ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s
❝♦✉❧❞ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t✳ ■♥❞❡❡❞ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❣r❛✈✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤✐s
❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s❡❧❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭s❡❡ ◗✐♥
❡t ❛❧✐✐ ❬✷✺❪✮✳

✷✳✹✳✷ ❚❤❡ ❘❛♥❞❛❧❧✕❙✉♥❞r✉♠ ✭❘❙✮ ❬✷✻❪ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✇❛r♣❡❞ ❡①tr❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❡①tr❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✭✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ y✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❛❝t✐✜❡❞ ♦♥ t❤❡ S1/Z2 ♦r❜✐❢♦❧❞ ✭✐❞ ❡st ❛ t♦r✉s ✇✐t❤ ❛
♣❛r✐t② s②♠♠❡tr② ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts y = 0 ❛♥❞ y = πR ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✉♥❞❡r s②♠♠❡tr② ❛♥❞

❝■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❧s♦ ❛❞❞ ❡①tr❛ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜✉t t❤❡② ✐♥❞✉❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛ss ✭t❛❝❤②♦♥s✮
✇❤✐❝❤✱ ✐❢ t❤❡② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❝❛♥ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛✉s❛❧✐t②✳



❖t❤❡r ♠♦❞❡❧s ✸✺

♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✮✳ ❚❤❡ ❜r❛♥❡ ✭✐❞ ❡st t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡✮ y = 0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜r❛♥❡
y = πR ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✭♦r ❚❡❱✮ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐s✿

❞s2 = e−2k|y|ηµν❞xµ❞xν − ❞y2, ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ ηµν = diag(1,−1,−1,−1) ✐s t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ k ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢

t❤✐s s♣❛❝❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✶ ❣✐✈❡s M2
p =

( c
~

)M3
D

k

(
1− e−2πkR

)
✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦❜❧❡♠✱

k ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ♦❢ ♦r❞❡r MD s♦ ❛❝t✉❛❧❧② k ∼MD ∼MP ❛♥❞ s♦ ❛r❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❛ss❡s ❜✉t ❛ ❧♦♦❦
❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❛ss❡s ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❚❡❱ ✇❛❧❧ ❛r❡ me−kπR ❤❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚❡❱
♦r❞❡r✳ ❙♦ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡
❣r❛✈✐t♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ s❝❛❧❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛ ♥✐❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
✐♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

▼❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❜r❛♥❡s✱ ♠♦r❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♦r ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❧✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r
❝❛♥ ❧♦♦❦ ❢♦r ❘✐③③♦ ❬✷✼❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ q✉✐t❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s
t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✢❛✈♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳

✷✳✹✳✸ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❊①tr❛ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❯❊❉✮ ❬✼❪ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡ ❛♥❞
♦t❤❡rs ❛r❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡♠✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦
❤❛✈❡ ❑❑✕t♦✇❡rs✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s q✉✐t❡ ❞❛♥❣❡r♦✉s ❛s ✐t ❝❛♥ s♣♦✐❧ ♠❛♥② ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❡sts✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦
❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❑❛❧✉③❛✕❑❧❡✐♥ ♣❛r✐t②✱ ✐ts ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ✐s t♦ s✉♣♣r❡ss s✐♥❣❧❡
♦❞❞ ❑❛❧✉③❛✕❑❧❡✐♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ st❛t❡s ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✳ ❆ s✐❞❡ ❡✛❡❝t ✐s t❤❛t t❤❡
❧✐❣❤t❡st ❡①❝✐t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭▲❑P✮ ✐s st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ r❛♥❣❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛ ♣❡r❢❡❝t
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧✐❣❤t❡st s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞
❛ ❧✐❣❤t❡st ❑❛❧✉③❛✕❑❧❡✐♥ st❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ s♣✐♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥
❈♦❧❧✐❞❡r ✭▲❍❈✮ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❤❛r❞ t✐♠❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❯❊❉ ❢r♦♠ s✉♣❡rs②♠♠❡tr②✱ ✉♥❧❡ss t❤❡ r❛❞✐✐
♦❢ t❤❡ ❡①tr❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ■❢
t❤❡ ▲❑P ✐s t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ♣❤♦t♦♥✱ t❤❡♥ ✐ts ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❧❡♣t♦♥s ✐s ❧❛r❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ✉s✳

❑❛❧✉③❛✕❑❧❡✐♥ ♣❛r✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❤❛♥❞ ❜✉t ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛r✐s❡ ❢r♦♠
t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❈❛❝❝✐❛♣❛❣❧✐❛ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✺❪✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡
♣❛r✐t② ✇♦✉❧❞ s♦✉♥❞ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ t❤❛♥ R✕♣❛r✐t②✳

✷✳✺ ❖t❤❡r ♠♦❞❡❧s

▼❛♥② ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st
❢❡✇ ②❡❛rs✳ ❚♦♦ ♠❛♥② t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ s♦ ■ ✇✐❧❧ ♦♥❧② q✉♦t❡ t❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ♦♥❡s✳

✷✳✺✳✶ ▲✐tt❧❡ ❍✐❣❣s

Pr♦♣♦s❡❞ ❜② ❆r❦❛♥✐✲❍❛♠❡❞ ❡t ❛❧✐✐ ❬✽❪✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❣s ✐s
♣r♦t❡❝t❡❞ ❜② ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❦❡♥ ❣❧♦❜❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❍✐❣❣s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛



✸✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊ ❙❚❆◆❉❆❘❉ ▼❖❉❊▲ ❖❋ P❆❘❚■❈▲❊ P❍❨❙■❈❙ ❆◆❉ ❇❊❨❖◆❉

♣s❡✉❞♦✕◆❛♠❜✉✕●♦❧❞st♦♥❡ ❜♦s♦♥✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❣s ♠❛ss ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡ ♥❡✇
❝♦✉♣❧✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜r❡❛❦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♥❡✇ s②♠♠❡tr② ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s ❛
s❡t ♦❢ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s②♠♠❡tr✐❝ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐♥✱ t❤❛t ♣r♦t❡❝ts
❡❛❝❤ ♠❛ss ❢r♦♠ q✉❛❞r❛t✐❝ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♣r❡❝✐s✐♦♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛ ♣❛r✐t② ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤✐s T✕♣❛r✐t② ❝❛♥❝❡❧s ♦✉t tr❡❡ ❧❡✈❡❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✳ ❆ s✐❞❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s ♣❛r✐t② ✐s t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t❡st T✕♦❞❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭▲❚P✮ ✐s st❛❜❧❡
❛♥❞ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s t❤❡ ▲❚P ✐s t❤❡ ❤❡❛✈② s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt♥❡r
♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✭s❡❡ ❈❤❡♥❣ ✫ ▲♦✇ ❬✶✻❪✮✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ str♦♥❣ ✇✐t❤ ❢❡r♠✐♦♥s✳

✷✳✺✳✷ ❚❡❝❤♥✐❝♦❧♦r

■♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❊✐❝❤t❡♥ ✫ ▲❛♥❡ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ❉✐♠♦♣♦✉❧♦s ✫ ❙✉ss❦✐♥❞ ❬✶✽❪✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❞❞r❡ss❡s
t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥
s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❡①✐st ❛♥❞ W ❛♥❞ Z ❣❡t t❤❡✐r ♠❛ss ❢r♦♠ ♥❡✇ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❧❡♣t♦♥s
❢r♦♠ ❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐❢❡r♠✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❜②
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s♦ ✐t ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ♦✉t ♦❢ ❢❛s❤✐♦♥ ♥♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
t❡❝❤♥✐❝♦❧♦r t❤❡♦r② ✭✇❛❧❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝♦❧♦r✮ t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts
❡①✐st✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t ✈✐❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦rr❡❝t r❡❧✐❝ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❝❛♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ❝♦♣✐♦✉s❧② ✐♥t♦ ❢❡r♠✐♦♥ ♣❛✐rs ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❑❛✐♥✉❧❛✐♥❡♥
❡t ❛❧✐✐ ❬✷✷❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❣❛✐♥✱ ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ❞✐s❝r❡t❡ s②♠♠❡tr② ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❞❛r❦
♠❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳

✷✳✻ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ■ ✇✐❧❧ q✉✐❝❦❧② ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛r❡ ❧❡ss t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛s t❤❡② ♦♥❧② tr② t♦
❛❞❞r❡ss t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐ss✉❡ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✏♣r♦❜❧❡♠s✑ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✳

✷✳✻✳✶ ▼✐♥✐♠❛❧ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r

❈✐r❡❧❧✐ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✼❪ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❤❛t ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞❞ t♦ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ❚❤❡② ❧♦♦❦❡❞ ❢♦r ❡①tr❛
♠✉❧t✐♣❧❡ts ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ s♣✐♥✱ ✐s♦s♣✐♥ ❛♥❞ ❤②♣❡r❝❤❛r❣❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✇❤✐❝❤ st❛❜❧❡ ❛♥❞
s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
s♦ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ q✉✐t❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞❛r❦
♠❛tt❡r s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❢❛✈♦✉r❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ t♦ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣❧② ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ✺✲✉♣❧❡t
♦r s❝❛❧❛r ✼✲✉♣❧❡t✳ ❚❤✐s s♦✉♥❞s ❛ ❧✐tt❧❡ ✉♥♥❛t✉r❛❧ ❛s ♥♦t❤✐♥❣ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ tr✐♣❧❡t ❡①✐sts ✐♥ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♥♦ ♦t❤❡r ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ tr✉❡✱ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ r❡❛s♦♥ ♥♦t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✳

✷✳✻✳✷ ❊①❝✐t✐♥❣ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❇♦❡❤♠ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✹❪✱ ❋✐♥❦❜❡✐♥❡r ✫ ❲❡✐♥❡r ❬✷✵❪ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❡①❝✐t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✺✶✶ ❦❡❱ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ■◆❚❊●❘❆▲ ❬✷✸❪✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧
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r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✶ ♦r ✷ ▼❡❱ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❞❡✕❡①❝✐t❡ ❜② ❡♠✐tt✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✕♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐rs✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ♠♦❞✐✜❡❞
t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❞❛t❛✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡♥❡r❣②✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤♦✉❣❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r ❞❛r❦
♠❛tt❡r✱ ✐t ✐s ♥✐❝❡ t♦ s❡❡ t❤❛t ♠❛♥② ♠♦❞❡❧s ❞❡st✐♥❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛
✈✐❛❜❧❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛s ❛ ❜② ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛t t❤❡
❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ s❝❛❧❡✱ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛ t❤❡r♠❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣✳
❚❤✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s s♦♠❡ t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❲■▼P ♠✐r❛❝❧❡ ❛♥❞ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥
t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐♥ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ♠❛♥②
❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❡①✐st✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❤❛r❞ t✐♠❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛❧❧
♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
❚❤✐s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❇✉t ❜❡❢♦r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛♥
❡①♦t✐❝ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡♠ ♣r♦♣❡r❧②✳

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡s ❬✷✱ ✸❪ ■ ❤❛❞ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❛tt❡♥❞✳

❬✷❪ ❉❡❛♥❞r❡❛✱ ❆✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦❢❛✐❜❧❡s ❡t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ s✉♣❡rs②♠♠étr✐❡✳ ▲❡❝t✉r❡s
❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ▼❛st❡r ♦❢ t❤❡ ➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ▲②♦♥✳ ▲②♦♥✱ ✷✵✵✼ ✸✼

❬✸❪ ▼❛s✐❡r♦✱ ❆✳ ❚❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞✳ ▲❡❝t✉r❡s ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡
■❙❆PP s✉♠♠❡r s❝❤♦♦❧✳ ▼❛❞r✐❞✱ ✷✵✵✽ ✸✼

❬✹❪ ❆❜❛❝❤✐✱ ❙✳✱ ❆❜❜♦tt✱ ❇✳✱ ❆❜♦❧✐♥s✱ ▼✳✱ ❡t ❛❧✐✐ ✳ ✶✾✾✺✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✼✹✱ ✷✹✷✷ ✷✽

❬✺❪ ❆❜❛s❤✐❛♥✱ ❆✳✱ ●♦t♦✇✱ ❑✳✱ ▼♦r❣❛♥✱ ◆✳✱ ❡t ❛❧✐✐ ✳ ✷✵✵✷✱ ◆✉❝❧❡❛r ■♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s
✐♥ P❤②s✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✿ ❆❝❝❡❧❡r❛t♦rs✱ ❙♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✱ ❉❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ❆ss♦❝✐❛t❡❞
❊q✉✐♣♠❡♥t✱ ✹✼✾✱ ✶✶✼ ✷✼

❬✻❪ ❆❜❡✱ ❋✳✱ ❆❦✐♠♦t♦✱ ❍✳✱ ❆❦♦♣✐❛♥✱ ❆✳✱ ❡t ❛❧✐✐ ✳ ✶✾✾✺✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✼✹✱ ✷✻✷✻ ✷✽

❬✼❪ ❆♣♣❡❧q✉✐st✱ ❚✳✱ ❈❤❡♥❣✱ ❍✳✲❈✳✱ ✫ ❉♦❜r❡s❝✉✱ ❇✳ ❆✳ ✷✵✵✶✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✻✹✱ ✵✸✺✵✵✷ ✸✺
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❙✐♥❝❡ ✐ts ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ❜② ❲✐❧❧✐❛♠ ●✐❧❜❡rt ✭✶✺✹✹✕✶✻✵✸✮ ❛r♦✉♥❞ ✶✻✵✵✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝✲
tr♦s❝♦♣❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ✐♦♥✐s❡s t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s✳ ■t t♦♦❦
s♦♠❡ t✐♠❡ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡ ❜✉t ❛❢t❡r ❍❡♥r✐ ❇❡❝q✉❡r❡❧✬s ✭✶✽✺✷✕✶✾✵✽✮
❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈✐t②✱ ✐t ✇❛s ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t t❤✐s ✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♥❛t✉r❛❧ r❛❞✐♦❛❝✲
t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❚❤❡ ✜rst r❡❛❧ st✉❞② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❈❤❛r❧❡s ❲✐❧s♦♥ ✭✶✻✾✕✶✾✺✾✮✱ ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ❧❡❞ ❤✐♠ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦r✿
❛ ❝❧♦✉❞ ❝❤❛♠❜❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ ✐♥ ✶✾✷✼✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ✶✾✶✵ ❛ ●❡r♠❛♥
❏❡s✉✐ts✱ ❚❤❡♦❞♦r ❲✉❧❢ ✭✶✽✻✽✕✶✾✹✻✮✱ ❤❛❞ t❤❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ ✐❞❡❛ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐s
❡❧❡❝tr♦s❝♦♣❡ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❊✐✛❡❧ t♦✇❡r ❛♥❞ r❡❛❧✐s❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥
❞❡❝r❡❛s❡ ❛s ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❢♦r ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❊❛rt❤ ✐ts❡❧❢✳ ❚✇♦ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ t❤❡
❆✉str✐❛♥ ♣❤②s✐❝✐st ❱✐❝t♦r ❍❡ss ✭✶✽✽✸✕✶✾✻✹✮ ❞✐❞ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡
❛♣♣❛r❛t✉s ❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❜❛❧❧♦♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ❛t ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❛❧t✐t✉❞❡✳ ❍❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥❞❡❡❞
t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛✉s✐♥❣ ✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ✇❛s ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ✐♥t❡♥s❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ❦✐❧♦♠❡tr❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡
❣r♦✉♥❞ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ t♦ ✜✈❡ ❦✐❧♦♠❡tr❡s✳ ❍❡ ❛❧s♦ ❞✐❞ ❛ ✢✐❣❤t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♦❧❛r
❡❝❧✐♣s❡ ♦❢ ❆♣r✐❧ t❤❡ ✶✷t❤ ✶✾✶✷ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❤❛❞ ♥♦ s♦❧❛r ♦r✐❣✐♥ ❬✷✵❪✳ ❱✐❝t♦r ❍❡ss
❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥✐s✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ ❊❛rt❤ r❛❞✐♦❛❝t✐✈✐t② ❜✉t ❛❧s♦ ❤❛❞ ❛
❝♦s♠✐❝ ♦r✐❣✐♥✳ ❆❧❧ ❤✐s ❧✐❢❡ ❧♦♥❣✱ ❱✐❝t♦r ❍❡ss ❝❛rr✐❡❞ ♦♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐s ❡✛♦rts ✇❡r❡ ❛✇❛r❞❡❞ ❜② ❛ ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡ ✐♥ ✶✾✸✻ ✏❢♦r ❤✐s ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❝♦s♠✐❝
r❛❞✐❛t✐♦♥✑✳

✸✳✶✳✷ ❆ t♦♦❧ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s

❚❤❡ ②❡❛r ❱✐❝t♦r ❍❡ss r❡❝❡✐✈❡❞ ❤✐s ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡✱ ❞♦ ❞✐❞ ❈❛r❧ ❆♥❞❡rs♦♥ ✭✶✾✵✺✕✶✾✾✶✮ ✏❢♦r ❤✐s
❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✑✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ ✶✾✸✵✱ ❘♦❜❡rt ▼✐❧❧✐❦❛♥ ✭✶✽✻✽✕✶✾✺✸✮ ❛♥❞ ❈❛r❧ ❆♥❞❡rs♦♥✱
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ❉♠✐tr✐ ❙❦♦❜❡❧③②♥ ✭✶✽✾✷✕✶✾✾✵✮ ❤❛❞ t❤r❡❡ ②❡❛rs ❜❡❢♦r❡✱ ✉s❡❞ ❛ ❝❧♦✉❞ ❝❤❛♠❜❡r
t♦ ❞❡t❡❝t ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛t t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t t❤❡② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡②
❢♦✉♥❞ t❤❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥t✐t② ✐♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳
❚❤❡② ✜rst t❤♦✉❣❤t t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥✐t ❝❤❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ♣r♦t♦♥s ✭❛s ✐t ✇❛s t❤❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇♥
♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞✮✱ ❤♦✇❡✈❡r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ st✉❞✐❡s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇❡❞ t❤❡ ♠❛ss ✇❛s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■t ✐s ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤✐s ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥s ✐♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s t❤❛t ❈❤❛❞✇✐❝❦✱
❇❧❛❝❦❡tt ❛♥❞ ❖❝❝❤✐❛❧✐♥✐ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ β+ r❛❞✐♦✲❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❈✉r✐❡ ❛♥❞ ❏♦❧✐♦t s❛✇ ❡❧❡❝tr♦♥✕♣♦s✐tr♦♥
♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② γ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❛♥t✐✕♠❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❉✐r❛❝✬s ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❡♦r② ❝❛♠❡ ❢r♦♠ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❬✼❪✳
❆ ❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ♦t❤❡r ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛❣❛✐♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞
♠✉♦♥s ✐♥ ✶✾✸✻✱ P♦✇❡❧❧ ❛♥❞ ❤✐s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣✐♦♥s ✐♥ ✶✾✸✼✱ ❘♦❝❤❡st❡r ❛♥❞
❇✉t❧❡r ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ❦❛♦♥ ✐♥ ✶✾✹✼✱ t❤❡ s❛♠❡ ②❡❛r str❛♥❣❡♥❡ss ✇❛s ✜rst ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
Λ ❜❛r②♦♥ s❡❡♥ ✐♥ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✐♥❞✉❝❡❞ ❤❛❞r♦♥✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ♦♥❧② ✐♥ ✶✾✹✽ t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡❝❛♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❇❡r❦❡❧❡② s②♥❝❤r♦✲
❝②❝❧♦tr♦♥✳ ■t ✇❛s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❛s ✇❡ ❦♥♦✇ ✐t✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❝♦❧❧✐❞❡rs ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ ❝♦♣✐♦✉s ❛♠♦✉♥t t❤❡② ❤❛✈❡ ❧❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✉♣ t♦ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❞❛②✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t s❡❡♠s t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝♦❧❧✐❞❡rs t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡



▼♦❞❡r♥ ❈♦s♠✐❝ ❘❛② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✹✶

▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ♦❢ ❈❊❘◆✱ ✐t ✇✐❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞
s♦♠❡ ♣❡♦♣❧❡ s✉❣❣❡st ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ❝♦s♠✐❝ r❛②s t♦ st✉❞② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
✇✐❧❧ ❜❡ ❢❛❝❡❞ ❜② ✈❡r② ❧♦✇ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ✐ss✉❡s✳
■t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss t❤❛t t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ♥♦t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢
♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t♦ ❞❡t❡❝t✱ ❛♥❞ t♦
❛♥❛❧②s❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❈❧♦✉❞ ❝❤❛♠❜❡rs✱ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs✱ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❝ ❡♠✉❧s✐♦♥s
❡t❝✳ ✇❡r❡ ❛❧❧ ✐♥✈❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳
❋✐♥❛❧❧② ✐t ✐s ♥✐❝❡ t♦ s❡❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ♥♦✇✱ ♠♦st ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❆❚▲❆❙✱ ❈▼❙✱ ❚✷❑✱
❡t❝✳✮ ✉s❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡✐r ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ♠❛❦✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛ ♠❛❥♦r ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢
♠♦❞❡r♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✳

✸✳✶✳✸ ❆ ♥❡✇ ❡r❛ ♦❢ ❛str♦♣❤②s✐❝s

❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❞✐❞ ♥♦t st♦♣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧✐❞❡rs ❛s ❝♦s♠✐❝
r❛②s ❛r❡ ❛ s✉❜❥❡❝t ♦❢ st✉❞② t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❱✐❝t♦r ❍❡ss✱ ♠❛♥② ❝♦s♠✐❝ r❛② ♦❜s❡r✈❛t♦r✐❡s
✢♦✉r✐s❤❡❞ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ♠♦✉♥t❛✐♥s ✭▼♦♥t ❲✐❧s♦♥✱ P✐❝ ❞✉ ▼✐❞✐✱
❈❤❛❝❛❧t②❛ ❡t❝✳✮✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ ♠❛ss ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♦❢ ❝♦s♠✐❝
r❛②s ✐s ❛♥ ♦♥✲❣♦✐♥❣ ✇♦r❦✳

✸✳✷ ▼♦❞❡r♥ ❈♦s♠✐❝ ❘❛② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

✸✳✷✳✶ ❇❛❧❧♦♦♥s

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❜❛❧❧♦♦♥ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠ ❜② ❈❡❝✐❧ P♦✇❡❧❧ ✭✶✾✸✽✮✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❤❛✈❡ ❞♦♥❡ tr❡♠❡♥❞♦✉s ♣r♦❣r❡ss❡s ❛♥❞ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s st✐❧❧ ✐♥ ✉s❡ t♦❞❛② ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❝❤❡❛♣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳

✸✳✷✳✶✳✶ ❈❘❊❆▼

❚❤❡ ❈♦s♠✐❝ ❘❛② ❊♥❡r❣❡t✐❝s ❆♥❞ ▼❛ss❬✶✵❪ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✭❛
❚✐♠✐♥❣ ❈❤❛r❣❡ ❉❡t❡❝t♦r ✭❚❈❉✮✱ ❛ ❈̌❡r❡♥❦♦✈ ❉❡t❡❝t♦r ✭❈❉✮✱ ❛ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❉❡t❡❝t♦r
✭❚❘❉✮✱ ❛ ❈̌❡r❡♥❦♦✈ ❈❛♠❡r❛ ✭❈❤❡r❈❛♠✮✱ ❛ ❙✐❧✐❝♦♥ ❈❤❛r❣❡ ❉❡t❡❝t♦r ✭❙❈❉✮✱ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♥❣ ✜❜❡r
❤♦❞♦s❝♦♣❡s✱ ❛♥❞ ❛ t✉♥❣st❡♥✲s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r✮✳ ■t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❝❤❛r❣❡s ✉♣
t♦ ✷✻ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 1011 ❛♥❞ 1015 ❡❱✳ ■t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✜✈❡
✢✐❣❤ts ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❆♥t❛r❝t✐❝❛ ❛t ❤❡✐❣❤t ♦❢ ✸✽✕✹✵ ❦♠✳ ❈❘❊❆▼ ✐s ♣r❡s❡♥t❧② t❤❡ ❜❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❛t✐♦s ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r✐❡s t♦ ♣r✐♠❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣
❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✺✳✶✳✷✳

✸✳✷✳✶✳✷ ❆❚■❈

❚❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❚❤✐♥ ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ❈❛❧♦r✐♠❡t❡r❬✷✸❪ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❈❘❊❆▼ ❜✉t ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✭✶✵ t♦ ✸✵✵ ●❡❱✴♥✮✱ t❤♦✉❣❤ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❤❛❞r♦♥✐❝
❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭✇✐t❤♦✉t ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✮ ❛s ✇❡❧❧✳ ■t
❤❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t✇♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧ s❝✐❡♥❝❡ ✢✐❣❤ts ❛❜♦✈❡ ❆♥t❛r❝t✐❝❛✱ ❤♦✇❡✈❡r ❧❡ss ❧♦♥❣ ❛♥❞ ❧❡ss ❤✐❣❤
t❤❛♥ t❤❡ ❈❘❊❆▼ ✢✐❣❤ts✳



✹✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❈❖❙▼■❈ ❘❆❨❙

✸✳✷✳✷ ❙❛t❡❧❧✐t❡s

❆ ❜❛❧❧♦♦♥ ❝❛♥♥♦t ❣❡t ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ❦✐❧♦♠❡tr❡s✱ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❜❡✐♥❣
✽✵✵ ❦♠ t❤✐❝❦✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❜❛❧❧♦♦♥✕❜♦r♥❡ ❞❡t❡❝t♦rs r❡q✉✐r❡s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐r✳ ❚❤♦✉❣❤ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐t
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ t❤❛t s♦♠❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s②st❡♠❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ❢❛❧s✐❢② ♦✉r ❞❛t❛✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❞❡t❡❝t♦rs ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❛❧t✐t✉❞❡s✳

✸✳✷✳✷✳✶ P❆▼❊▲❆

❆ P❛②❧♦❛❞ ❢♦r ❆♥t✐♠❛tt❡r ▼❛tt❡r ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▲✐❣❤t✲♥✉❝❧❡✐ ❆str♦♣❤②s✐❝s ❬✷❪ ✐s ❛♥ ■t❛❧✐❛♥
♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❘✉ss✐❛♥ ❘❡s✉rs✲❉❑✶ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ■t ✢✐❡s ❛t ❛♥ ❛❧t✐t✉❞❡
r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✺✵ ❛♥❞ ✻✶✵ ❦♠ ❛♥❞✱ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r ❛♥❞ ✐ts ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱
✐t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ❜❡st ✐♥str✉♠❡♥t ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❝♦s♠✐❝ r❛②s ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶ ❚❡❱✱ ❛t t❤❡
♠♦♠❡♥t✳ ■t ✇❛s ❧❛✉♥❝❤❡❞ t❤❡ ✶✺th ♦❢ ❏✉♥❡ ✷✵✵✻ ❛♥❞ ✐s t❛❦✐♥❣ ❞❛t❛ s✐♥❝❡✳ P❆▼❊▲❆ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞
t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①❡s ♦♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡s ♥❡✈❡r ❡①♣❧♦r❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✐ts ❞❡s✐❣♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡
r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② st❛rt❡❞ t♦ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✽✳✶✱ ♠♦st ♦❢ ✐t ✐s st✐❧❧ t♦ ❝♦♠❡✳ ■t ✐s ❤♦♣❡❞ t❤❛t P❆▼❊▲❆ ✇✐❧❧ st❛②
♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r ❛ ❢❡✇ ♠♦r❡ ②❡❛rs✳

P❛rt✐❝❧❡ ❊♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❢♦r P❆▼❊▲❆ ❊♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❢♦r ❆▼❙✲✵✷
p̄ ✽✵ ▼❡❱ ✲ ✶✾✵ ●❡❱ ✉♣ t♦ ✹✵✵ ●❡❱
❡+ ✺✵ ▼❡❱ ✲ ✷✼✵ ●❡❱ ✉♣ t♦ ✹✵✵ ●❡❱
❡− ✉♣ t♦ ✹✵✵ ●❡❱ ❛r♦✉♥❞ ✶ ❚❡❱
♣ ✉♣ t♦ ✼✵✵ ●❡❱ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❢❡✇ ❚❡❱

❡+ ✰ ❡− ✉♣ t♦ ✷ ❚❡❱ ❛r♦✉♥❞ ✶ ❚❡❱
▲✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐ ✭❩≤✻✮ ✉♣ t♦ ✷✵✵ ●❡❱✴♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❢❡✇ ❚❡❱

▲✐❣❤t ✐s♦t♦♣❡s ✭❉✱ 3❍❡✮ ✉♣ t♦ ✶ ●❡❱✴♥ ✉♣ t♦ ✽ ●❡❱✴♥

❆♥t✐♥✉❝❧❡✐ s❡❛r❝❤ s❡♥s✐t✐✈✐t❡ t♦ ✶✵−7 ✐♥ ❍❡✴❍❡ ✶✵−9 ✐♥ ❍❡✴❍❡

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ P❆▼❊▲❆ ❛♥❞ ❆▼❙ ❞❡s✐❣♥ ❣♦❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡
P❆▼❊▲❆ ✇❡❜✕♣❛❣❡❝❴❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✳ ❇❛r❛♦ ✐♥ ❆♥♥❡❝② ❢♦r t❤❡ ❆▼❙✿ st❛t✉s ❛♥❞
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✇♦r❦s❤♦♣❞✳

✸✳✷✳✷✳✷ ❋❡r♠✐

❚❤❡ ❋❡r♠✐ ●❛♠♠❛✲r❛② s♣❛❝❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❬✶✼❪ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✳ ■t
❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛✉♥❝❤❡❞ t❤❡ ✶✶th ♦❢ ❏✉♥❡ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ✐s ✇❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ s❦② ❡✈❡r s✐♥❝❡✳ ■t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥
❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❝♦s♠✐❝✲r❛② st✉❞②✱ ②❡t✱ ❛s ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦r ✭tr❛❝❦❡r ❛♥❞ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r✮✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❋❡r♠✐ ✐s ♥♦t ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✱
✐t ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐ts ♦r❜✐t ✐s q✉✐t❡ ❤✐❣❤

❝❤tt♣✿✴✴t✐♥②✉r❧✳❝♦♠✴②❝✻♦❦✹❣
❞❤tt♣✿✴✴t✐♥②✉r❧✳❝♦♠✴②❜③②❝❡q

http://tinyurl.com/yc6ok4g
http://tinyurl.com/ybzyceq


▼♦❞❡r♥ ❈♦s♠✐❝ ❘❛② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✹✸

✭✺✺✵ ❦♠✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❊q✉❛t♦r ✭✷✽✳✺◦✮✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t
❤❛s ❛ ❧♦t ♦❢ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ✐s ♥♦t t♦♦ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❊❛rt❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❋❡r♠✐
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❧✉s ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①❡s ❢r♦♠ ✼ ●❡❱ t♦ ✽✼✵ ●❡❱ ✭s❡❡
♣❛r❛❣r❛♣❤ ✽✳✶✮ ❛♥❞ ♠❛② ❡✈❡♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ✢✉①✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r ✐s q✉✐t❡
s❤♦rt ❢♦r ♣r♦t♦♥ s❤♦✇❡rs t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✱ ✐ts ❧❛r❣❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♠❛② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤✐s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❛ ♣r♦t♦♥
❡♥❡r❣② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❙❡❡ ❘❡❢✳ ❬✷✾❪✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ♠♦st ❣r♦✉♥❞ ❜r❡❛❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ t♦ ❜❡
❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ❣❛♠♠❛ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❣❛♠♠❛✲r❛② s♦✉r❝❡s✳

✸✳✷✳✷✳✸ ❆▼❙

❚❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢♦r ✷✵✵✺✱ t❤❡ ❆❧♣❤❛ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❙♣❡❝tr♦♠❡t❡r❬✻❪ ✐s ♥♦t ✐♥
♦♣❡r❛t✐♦♥ ②❡t✱ ❜✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡ ❙t❛t✐♦♥ ✭■❙❙✮ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥
s❤✉tt❧❡ ❊♥❞❡❛✈♦✉r ✐♥ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✵✳ ❆❢t❡r ❛ ✜rst t❡st ✢✐❣❤t ✐♥ ✶✾✾✽✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥
❆▼❙✲✵✶ ❣❛✈❡ ✐♥❝r❡❞✐❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❆▼❙✲✵✷ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ s✉♣❡r✲
❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t ✭✵✳✽✻✺ ❚✮ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✶✳✽ ❑ t❤❛♥❦s t♦ ❤❡❧✐✉♠ ❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤
s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤r❡❡ ②❡❛rs✳ ❇② t❤❡♥✱ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ✈❛r✐♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦rs
✭❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r✱ s✐❧✐❝♦♥ tr❛❝❦❡r✱ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r✱ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ❝♦✉♥✲
t❡rs✱ ❛♥❞ r✐♥❣✲✐♠❛❣✐♥❣ ❈̌❡r❡♥❦♦✈ ❞❡t❡❝t♦r✮ ❆▼❙✲✵✷ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❛t❛
t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦s♠✐❝ r❛② ❞❡t❡❝t♦r ❜❡❢♦r❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡❝❡♥t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ♦♥ t❤❡ ■❙❙ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t ✐s t♦ ❜❡
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t ✇✐t❤ ❛ ✜❡❧❞ ✻ t✐♠❡s ❧♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❜r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥
✐s t❤❛t ❆▼❙✲✵✷ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ st❛② ✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❡♥ ②❡❛rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤r❡❡✱ ❤❡♥❝❡ ❤❛✈❡
♠✉❝❤ ❜❡tt❡r st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❝♦✈❡r ✈❛r✐♦✉s ❙✉♥ ❛❝t✐✈✐t② ♣❡r✐♦❞s✳

❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ❆▼❙✲✵✷ s❤♦✉❧❞ ❣❡t ❛♥ ✐♥s✐❣❤t t♦ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
✉♥❡①♣❧♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛♥❞ s♦✉r❝❡s✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❆▼❙✲✵✷ ✇✐❧❧ ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ■❙❙ ❛t ❛♥ ❛❧t✐t✉❞❡
♦❢ ✸✸✻✕✸✹✻ ❦♠✱ ❤❡♥❝❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❋❡r♠✐ ❛♥❞ P❆▼❊▲❆ t❤❡♥ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣②
♠✐❣❤t ❜❡ ❧❡ss ❣♦♦❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❊❛rt❤✬s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡
❤♦✇❡✈❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ②❡t ❤♦✇ t❤❡ r❡❝❡♥t
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✸✳✷✳✷✳✹ ❈❆▲❊❚

❚❤❡ ❈❆▲♦r✐♠❡tr✐❝ ❊❧❡❝tr♦♥ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ❬✸✸❪ ✐s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥
t❤❡ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ▼♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡ ❙t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✷✵✶✸✳ ■ts ❧❛r❣❡
❝❛❧♦r✐♠❡t❡rs ✭✶✱✼✻✵ ❦❣✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ✶ ●❡❱ t♦ ✶✵ ❚❡❱ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐
❢r♦♠ ✶✵ ●❡❱ t♦ ✶✱✵✵✵ ❚❡❱✳ ❈❆▲❊❚ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧♦♦❦ ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❡①tr❡♠❡❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r
s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ❆ s♠❛❧❧❡r ✈❡rs✐♦♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
❜❡❡♥ t❡st❡❞ ♦♥ ❛ ❜❛❧❧♦♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ②❡❛rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ ❆▼❙✱ ❈❆▲❊❚ ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛
♠❛❣♥❡t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛♥t✐♠❛tt❡r ❢r♦♠ ♠❛tt❡r✳ ❙♠❛❧❧❡r ♣r♦t♦t②♣❡s
♦❢ ❈❆▲❊❚ ✭✶✴✸✷ ❛♥❞ ✶✴✶✻ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s✐③❡✮ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❜❛❧❧♦♦♥ ✢✐❣❤ts ❜✉t
t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦t ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛♥② r❡s✉❧t ②❡t✳
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✸✳✷✳✸ ●r♦✉♥❞✕❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs

❆t ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡r② ❧♦✇ ✢✉①✳ ❆♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ s♣❛❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ ❢❡✇ ♠2 ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ ❢❡✇ ❚❡❱✳ ■♥❞❡❡❞ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❛t t❤✐s ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ✢✉① ❜❡❝♦♠❡s
s♦ ❧♦✇ t❤❛t t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ t♦♦ ♣♦♦r t♦ ❣✐✈❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❛♥♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s
t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✐ts❡❧❢✱ ♦♥❡ ❧♦♦❦s ❛t t❤❡ s❤♦✇❡r ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✐ts
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❏✉st ❧✐❦❡ ✐♥ ❛ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r✱ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ s♠❛❧❧❡r ✐♦♥s✱ ❦❛♦♥s ❛♥❞ ♣✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ♠✉♦♥s✱
❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥s✳ P❤♦t♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐rs ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s r❛❞✐❛t❡
❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❤♦t♦♥s✳ ❆❧❧ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❊①t❡♥s✐✈❡ ❆✐r ❙❤♦✇❡r ✭❊❆❙✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✐❢ t❤❡
✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ ♣❤♦t♦♥ ♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✿ ✐t ✐s
❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❤♦✇❡r✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ s❤♦✇❡rs ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡t❡❝t
✐t ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐ts❡❧❢ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ s✐③❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡
♠✉❝❤ ❧❡ss str✐♥❣❡♥t ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛s ♦❢ ❦♠2 ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❱❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡s❡ s❤♦✇❡rs✳
P✐❡rr❡ ❆✉❣❡r ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡s❡ s❤♦✇❡rs ✐♥ ✶✾✸✾✱ ❛♥❞ ❡✈❡r s✐♥❝❡✱ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛s ❞♦♥❡ ✐♥❝r❡❞✐❜❧❡ ♣r♦❣r❡ss❡s✳ ▼♦r❡ ♦r ❧❡ss r❡✜♥❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❡①✐st t❤❛t
❞❡s❝r✐❜❡ q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❤♦✇❡rs ❜✉t ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r ❤❛❞r♦♥✐❝ s❤♦✇❡rs ✭t❤♦s❡
✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❤❛❞r♦♥✮✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ r❡❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❛♥❞
♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦✇ ♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤✐s ✐s ✇❤②✱ ♥❡✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥ t❤❡
♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐❞❡r ♣❤②s✐❝✐sts✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ❊❛rt❤ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦✈❡r ❛ ❢❡✇ ❦✐❧♦♠❡tr❡s ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ♠✉❝❤ ❧❡ss ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧
t❤❛♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ♠❛♥✕♠❛❞❡ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ✐t
❜❡❝♦♠❡s ♥♦✇ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s t❤❡② ❛r❡
♠♦♥✐t♦r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞❛t❛ t❛❦✐♥❣✳ ❆ ❢❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✭❙❨❇■▲▲✱ ❋▲❯❑❆✳✳✳✮
❜✉t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦❞❛② t♦ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs
✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❞✐♠ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳

✸✳✷✳✸✳✶ ❍❊❙❙

❚❤❡ ❍✐❣❤ ❊♥❡r❣② ❙t❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ❙②st❡♠ ❬✶✾❪ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❢♦✉r ✶✷ ♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❈̌❡r❡♥❦♦✈ t❡❧❡s❝♦♣❡s
✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ ◆❛♠✐❜✐❛✳ ❚❤❡s❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡ t❤❡ ❊❛rt❤ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛s ❛ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r ❛♥❞
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❈̌❡r❡♥❦♦✈ ❧✐❣❤t ❡♠✐tt❡❞ ❜② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝
r❛②s ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❍❊❙❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❣❛♠♠❛ r❛②s ❢r♦♠ ✶✵✵ ●❡❱ t♦
✶✵✵ ❚❡❱✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ s❤♦✇❡rs ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠
❣❛♠♠❛ r❛②s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❛s t❤❡② ❜♦t❤ ❛r❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s❤♦✇❡rs✮✱ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉① ✉♣ t♦ ✺ ❚❡❱✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❣❛♠♠❛ r❛②s ✇❤✐❝❤
✉s✉❛❧❧② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡✐r s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✱
❤❡♥❝❡✱ ❜② ♣♦✐♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡s✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡
❞✐✛✉s❡ ❣❛♠♠❛ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ❤❛s ❛ ✺✵✪ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉① ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❛s ❤✐❣❤ ❛s ❛ ❢❡✇ ❚❡❱ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♦♣❡♥ t♦ ❞❡❜❛t❡
s♦ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣✉t ✐♥ s✉❝❤ r❡s✉❧ts ✐s ✇❡❛❦❡♥❡❞✳
❙♦♦♥✱ ❍❊❙❙ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✭❍❊❙❙✷ ❬✷✺❪✮✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡



▼♦❞❡r♥ ❈♦s♠✐❝ ❘❛② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✹✺

♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r t❡❧❡s❝♦♣❡ ✭✷✽ ♠ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r✮ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♦t❤❡r ♦♥❡s✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞
❧♦✇❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞ ❢r♦♠ ✶✵✵ t♦ ✶✵ ●❡❱✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❍❊❙❙ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❜②
❋❡r♠✐✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❝r♦ss✕❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ st❛❣❡ ♠❛② ❛❧❧♦✇ ❡❧❡❝tr♦♥
❝♦s♠✐❝ r❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❧♦✇❡r ❜② ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

✸✳✷✳✸✳✷ ❑❆❙❈❆❉❊ ●r❛♥❞❡

❚❤❡ ❑❆r❧sr✉❤❡ ❙❤♦✇❡r ❈♦r❡ ❆rr❛② ❉❊t❡❝t♦r ❬✾❪ ✐♥ ●❡r♠❛♥② ✐s ❛ ✷✵✵ ♠ × ✷✵✵ ♠ ❛rr❛②
♠❛❞❡ ♦❢ ✷✺✷ ❞❡t❡❝t♦rs ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❡❧❡❝tr♦♥✴❣❛♠♠❛ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❛ ♠✉♦♥ ❞❡✲
t❡❝t♦r✳ ❑❆❙❈❆❉❊ ✐s ❛❧s♦ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ✭♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥ ✉s❡✮ ❞❡s✐❣♥❡❞
t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❤❛❞r♦♥✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❆✐r ❙❤♦✇❡r ✭❊❆❙✮✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✉♦♥✲tr❛❝❦✐♥❣
❞❡t❡❝t♦r t❤❛t ❛✐♠s t♦ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦✇❡r✳ ❆❢t❡r ✜✈❡ ②❡❛rs
♦❢ ❞❛t❛ t❛❦✐♥❣ ✭❛♥❞ ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❦♥❡❡ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✮✱ ❑❆❙❈❆❉❊
❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❑❆❙❈❆❉❊✲●r❛♥❞❡ ❬✶✷❪ ❜② r❡❛ss❡♠❜❧✐♥❣ ✸✼ ❞❡t❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❊❆❙✲
❚❖P ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢r♦♠ ●r❛♥ ❙❛ss♦ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s✱ ■t❛❧②✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦✇
❧♦✇❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ✭✼✵✵ ♠ × ✼✵✵ ♠✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ❧♦♦❦ ❛t ♠✉❝❤
❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❆ s♠❛❧❧ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ❛rr❛② ❝❛❧❧❡❞ P✐❝❝♦❧♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ tr✐❣❣❡r ❜♦t❤ ❛rr❛②s
t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❑❆❙❈❆❉❊ ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ❍❊❙❙ ❛s
t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡ ❛✐♠s t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛✐r✕s❤♦✇❡r ✭❛♥❞ ♥♦t t❤❡✐r
❈̌❡r❡♥❦♦✈ ❧✐❣❤t✮✳ ❇② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♠✉♦♥s ✭❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡✐r ❡♥❡r❣②✮
t❤❛♥❦s t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✭❈❖❘❙■❑❆✮✱ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡
s❤♦✇❡r✳ ❑❆❙❈❆❉❊ ●r❛♥❞❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t tr②✐♥❣ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❦♥❡❡ ❛♥❞ t♦ s❡❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ❦♥❡❡ ✐s ❛t
t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦s♠✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
❑❆❙❈❆❉❊ ✐s ❛❧s♦ ❤♦st✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛❧❧❡❞ ❛ ▲❖❋❆❘ Pr♦t♦t②♣❊ ❙t❛t✐♦♥ ✭▲❖P❊❙✮ ❬✷✶❪
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ st✉❞②✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛✐r✕s❤♦✇❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲♠❛❣♥❡t✐❝ s❤♦✇❡r ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❊❛rt❤ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞✳
❉✉r✐♥❣ ♠② P❤✳❉✳✱ ■ ❤❛❞ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ s♣❡♥❞ ❛ ❢❡✇ ✇❡❡❦s ✐♥ ❑❛r❧sr✉❤❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❑❆❙✲
❈❆❉❊ ●r❛♥❞❡ t❡❛♠ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❡①tr❡♠❡❧② ❦✐♥❞ ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥t t♦ ♠❡✳ ■t ✇❛s ❛ ✈❡r② ♣❧❡❛s❛♥t st❛②
❛♥❞ ■ ❛♠ r❡❛❧❧② t❤❛♥❦❢✉❧ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ t❤❡② s♣❡♥t t♦ t❡❛❝❤ ♠❡ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦s♠✐❝
r❛② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳

✸✳✷✳✸✳✸ P✐❡rr❡ ❆✉❣❡r

❚❤❡ P✐❡rr❡ ❆✉❣❡r ❝♦s♠✐❝ r❛② ♦❜s❡r✈❛t♦r② ❬✶✹❪✱ ✐♥ ▼❛❧❛r❣ü❡✱ ❆r❣❡♥t✐♥❛✱ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s ❑❆❙❈❆❉❊ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✭✸✱✵✵✵ ❦♠2✮✳ ❚♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ♠✉♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛✐r s❤♦✇❡r✱ t❤❡ ✶✱✻✵✵ ❞❡t❡❝t♦rs ♦❢ P✐❡rr❡ ❆✉❣❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♥❣ ❧✐❦❡ ❢♦r ❑❆❙❈❆❉❊✱ ✇❛t❝❤ ❛t t❤❡ ❈̌❡r❡♥❦♦✈ ❧✐❣❤t t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s
❝r❡❛t✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❛t❡r t❛♥❦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ♠❛❞❡ ♦❢✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦✉r ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
❞❡t❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②✱ ❝❛♥ ✇♦r❦ ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✐❣❤t✱ ❛r❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣
t❤❡ ❞❡❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✕♥✐tr♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛✐r s❤♦✇❡r✳
❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛✱ ❛❧❧♦✇s P✐❡rr❡ ❆✉❣❡r
♦❜s❡r✈❛t♦r② t♦ ♠♦♥✐t♦r ❝♦s♠✐❝ r❛②s ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶✵18 ❡❱ ❛♥❞ t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ♠❡❛s✉r❡
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t❤❡✐r ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❍♦♣❡❢✉❧❧②✱ ✐♥ ❛ ❢❡✇ ②❡❛rs✱ P✐❡rr❡ ❆✉❣❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ ❛
s❡❝♦♥❞ ♦❜s❡r✈❛t♦r② ✐♥ t❤❡ ♥♦rt❤❡r♥ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡ ❈♦❧♦r❛❞♦ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✷✶✱✵✵✵ ❦♠2✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t♦r② ✐s t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧
❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ s❦② ❛♥❞ t♦ ❧♦♦❦ ❛t ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳

✸✳✷✳✸✳✹ ▲❖❋❆❘

▲❖✇ ❋r❡q✉❡♥❝② ❆❘r❛② ❢♦r r❛❞✐♦ ❛str♦♥♦♠② ❬✷✹❪ ✐s ❛ ❤✉❣❡ ❛rr❛② ♦❢ r❛❞✐♦ ❛♥t❡♥♥❛s s♣❛♥♥✐♥❣
♦✈❡r t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ❚❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✱ ❙✇❡❞❡♥✱ ●❡r♠❛♥②✱ ❛♥❞ ❋r❛♥❝❡✳ ❙♦♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s
t♦ P♦❧❛♥❞ ❛♥❞ ❯❦r❛✐♥❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t ✐s s✐♠♣❧② ❛ r❛❞✐♦ ✐♥t❡r✲
❢❡r♦♠❡t❡r t❤❛t ✇✐❧❧ ✇❛t❝❤ t❤❡ ✶✵✕✷✹✵ ▼❍③ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐ts ♠❛✐♥ ♠✐ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡
t♦ ♠♦♥✐t♦r r❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ✈❡r② ❞✐st❛♥t ♦❜❥❡❝ts ✭r❡❞s❤✐❢ts ❢r♦♠ ✶✳✺ t♦ ✶✵✮✱ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ▲❖P❊❙✱ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥
P✐❡rr❡ ❆✉❣❡r✱ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛r❡❛ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ✶ ❦♠2✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ✇✐❧❧ ❝♦✈❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣
❜❡t✇❡❡♥ ❑❆❙❈❆❉❊✲●r❛♥❞❡ ❛♥❞ P✐❡rr❡ ❆✉❣❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ②❡t t♦ tr✐❣❣❡r ▲❖P❊❙
✇✐t❤♦✉t ❑❆❙❈❆❉❊ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t s✉r❡ t❤❛t ▲❖❋❆❘ ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦s♠✐❝
r❛②s ❜② ✐ts❡❧❢✳ ❆ s♠❛❧❧❡r ❛rr❛② ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ s♦✉t❤❡r P✐❡rr❡ ❆✉❣❡r s✐t❡ ✐s ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞
♠❛② ❤❡❧♣ ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✸✳✸ ❈✉rr❡♥t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s

❆❢t❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❝❡♥t✉r② ♦❢ st✉❞②✱ ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s st✐❧❧ ❤❛✈❡ ♠❛♥② s❡❝r❡ts t♦ r❡✈❡❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r
s✐♥❝❡ ❲✐❧s♦♥ ✜rst ❧♦♦❦❡❞ ❛t ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛s ❡✈♦❧✈❡❞ ❛
❧♦t✳

✸✳✸✳✶ ❊♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠

❚❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✐s ♠❛②❜❡ t❤❡✐r ♠♦st str✐❦✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡✿ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✳ ✸✳✶ s♣❛❝❡ ✐s r✐❝❤ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❛s ❤✐❣❤ ❛s ∼ 1021❡❱ ✇❤✐❝❤
✐s ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛t ✇❤✐❝❤ ♣r♦t♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❍❈✳ ❆t
✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ t❤✐s s♣❡❝tr✉♠ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ s❝❛❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦❝❡ss
s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧②✱ ❛ ❢❡✇ ❢❡❛t✉r❡s
❛♣♣❡❛r✿ t❤❡ ❦♥❡❡ ❛t ∼ 1015.5❡❱✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦♥❡❡ ❛t ∼ 1017.5❡❱✱ t❤❡ ❛♥❦❧❡ ❛t ∼ 1018.5❡❱ ❛♥❞ ❛
❝✉t✲♦✛ ❛r♦✉♥❞ ∼ 1019.5❡❱✳ ❚❤❡ ❛♥❦❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ ❢❛✐♥t ❜✉t ✇✐t❤ s♦❢t❡r s♣❡❝tr✉♠
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❛t t❤✐s ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡
❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛♥❦❧❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ❤❡♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦
❜❡ ♦❢ ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐❝ ♦r✐❣✐♥✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❣②r♦r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B
❜❡✐♥❣ R ∼ E

qB
✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❛ ❝♦♥✜♥❡❞ ♣r♦t♦♥ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✶µG ✐♥

❣❛❧❛①② ♦❢ ✷✵ ❦♣❝ ✐s ∼ 2 × 1018❡❱✳ ❚❤❡ t✇♦ ❦♥❡❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣✉③③❧✐♥❣✱ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❣❡ts
s♦❢t❡r t❤❡r❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡s❡ ❦♥❡❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦
❛♥♦t❤❡r ❛s ❢♦r t❤❡ ❛♥❦❧❡✱ ✉♥❧❡ss ❛ ✈❡r② s✉r♣r✐s✐♥❣ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s ✐♥✈♦❦❡❞✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ s❤♦✉❧❞
♣r♦❜❛❜❧② ✜♥❞ ✐ts ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❤❛❧♦✳ ❚❤❡ ❧❛st ❢❡❛t✉r❡ ✇✐❧❧
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ❈♦s♠✐❝ r❛② s♣❡❝tr✉♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❚❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ♣r♦t♦♥s ♦r ❛❧❧ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❜② ❇❊❙❙❬✷✽❪✱ ■▼❆❳❬✷✻❪✱ ❑❛s❝❛❞❡ ❬✽❪✱ ❛♥❞ P✐❡rr❡ ❆✉❣❡r
❬✸✷❪ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❧✉s ❛♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ■s❤✐♠✉r❛ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡
❍❡❧✐✉♠ ✢✉①❡s ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❇❊❙❙❬✷✽❪ ❛♥❞ ■▼❆❳❬✷✻❪✳ P✉r♣❧❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥
✭♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❧✉s ♣♦s✐tr♦♥✮ ✢✉①❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❆▼❙✲✵✶❬✺❪✱ ❋❡r♠✐❬✶✱ ✷✼❪✱ ❛♥❞ ❍❊❙❙❬✸✱ ✹❪✳ ❇❧✉❡
♣♦✐♥ts ❛r❡ ❢♦r ♣♦s✐tr♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❆▼❙✲✵✶❬✺❪ ❛♥❞ ❜r♦✇♥ ♣♦✐♥ts s❤♦✇ t❤❡ ❛♥t✐✲♣r♦t♦♥
✢✉①❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❇❊❙❙❬✶✸❪ ❛♥❞ ❈❛♣r✐❝❡❬✶✺❪✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ ❈♦s♠✐❝ r❛② s♣❡❝tr✉♠ ❛❜♦✈❡ 1017❡❱
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② E3 t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦♥❡❡✱ t❤❡ ❛♥❦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ●❩❑ ❝✉t✲♦✛ ❝❧❡❛r❡r✳ P❧♦t t❛❦❡♥
❢r♦♠ ❬✶✶❪✳

✸✳✸✳✷ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥

◗✉✐t❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② r✐❝❤✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♠❛✐♥❧②
♠❛❞❡ ♦❢ ♣r♦t♦♥s✱ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❤❡❛✈② ❛s ✐r♦♥ ♦r ♥✐❝❦❡❧✱
❛♥❞ ❛♥t✐✲♠❛tt❡r ✭♣♦s✐tr♦♥s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♣r♦t♦♥✮✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦s♠✐❝ r❛②s s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❙♦❧❛r s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♠♦st
❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ♦r ♦❢ st❛rs✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜②
s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♥♦t ❝r❡❛t❡❞ ❛❜ ♥✐❤✐❧♦ ❛t t❤❡s❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
✐❢ ❋✐❣✳ ✸✳✷ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts s❡❡♠ t♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜♦r♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
q✉✐t❡ ❝♦♣✐♦✉s❧② ✐♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❜✉t ♥♦t ✐♥ st❛rs✱ ✐♥❞❡❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s ❛t ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ❞♦ ♥♦t
❢❛✈♦✉r ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦r♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t② ❛s ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❤❡❛✈✐❡r ❛♥❞
♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❜♦r♦♥s
❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭s♣❛❧❧❛t✐♦♥✮ ♦❢ ❤❡❛✈② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✭♠❛✐♥❧② ❝❛r❜♦♥ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥✮
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❛tt❡r ✭❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠✮✳
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❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✿ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♠❛tt❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞
❜② s♦♠❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠ t❤❛t
✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ♣r✐♠❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r✐♠❛r② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ t❡rt✐❛r② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦♣✉✲
❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s✳ ❇✉t t❤✐s t❤✐r❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s
✭❡①❝❡♣t ❢♦r ❛♥t✐✲♣r♦t♦♥s✮ ❛s ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①tr❡♠❡❧② ❢❛✐♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r
♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✢✉① ❛♥❞ t❤✐s ✐s ✇❤② ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ t❛❦❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s❡♣❛r❛t❡❧② ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t
❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡♠✳
❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ♥❛♠❡s ❛♣♣❧② ♦♥❧② ✇❤❡♥ s♣❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r
❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ ♦✉t❡r s♣❛❝❡ ✭♣r✐♠❛r✐❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛✐r s❤♦✇❡r ✭s❡❝♦♥✲
❞❛r✐❡s✮✳
❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s♣❡❝✐❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✐♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛r❡ ❛♥t✐✕♣❛rt✐❝❧❡s ❧✐❦❡ ♣♦s✐tr♦♥s ❛♥❞
❛♥t✐✕♣r♦t♦♥s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡s❡ ❛r❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ♦♥❧②✱ ❛s r❡❣✉❧❛r st❛rs ❞♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡
s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❣r❡❛t ❛♠♦✉♥t✳ ■t s❡❡♠s q✉✐t❡ ✉♥❧✐❦❡❧②✱ ❜✉t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛♥t✐✕st❛rs✱ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② ♠❛❞❡ ♦❢ ❛♥t✐✕♠❛tt❡r✱ ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡ ♣r✐♠❛r② ❛♥t✐✕❝♦s♠✐❝ r❛②s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡② ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥t✐✲♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥t✐✕♥✉❝❧❡✐
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ②❡t✳ ❇② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛♥t✐✕❤❡❧✐✉♠✱ ❆▼❙✲✵✷ s❤♦✉❧❞
❛♥s✇❡r ❛t t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❝❧♦s❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛♥t✐✕st❛rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ s♣❡❝✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✱ ❛r❡ r❛❞✐♦✕✐s♦t♦♣❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡♠ ✭❧✐❦❡ 10❇❡✱ 36❆❧✳✳✳✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s❤♦rt✕❧✐✈❡❞ r❛❞✐♦ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤♦✇
♠✉❝❤ t✐♠❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ s♣❛❝❡✿ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ②❡❛rs✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❝♦s♠✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥
✐s ♥♦t ❛♥ ❡♣✐s♦❞✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❜✉t ✐s r❡❛❧❧② ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♦✉r ●❛❧❛①②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❊❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❙♦❧❛r
s②st❡♠ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❜② Pr♦❢✳ ■sr❛❡❧ ❢♦r t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❊①♣❧♦r❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✬s ✇❡❜♣❛❣❡❢✳
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❯♥t✐❧ ✷✵✵✽✱ ♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡❝♦r❞❡❞ ❛♥② ❤✐♥t ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛t t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ❛t ✈❡r② ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❙♦❧❛r ✇✐♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❝♦s♠✐❝
r❛② ✢✉① ❤❡♥❝❡ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ♦✉r ♣❧❛♥❡t ❞❡✈✐❛t❡s
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ❊❛st✲❲❡st ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❛❜♦✈❡ ❛ ❢❡✇ ✶✵✵ ▼❡❱✱ ♥♦ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦r❞❡❞ ②❡t✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛r❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ❜② ✐ts ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡②
❞✐✛✉s❡ ❛ ❧♦t ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❧♦♦s❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥✳
❍♦✇❡✈❡r ✉❧tr❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✭❊≥ 1019❡❱✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡✢❡❝t❡❞ ♠✉❝❤ ❜② ✐♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✈❡♥ ✇❡❛❦❡r✱
t❤✐s ✐s ✇❤② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛♥❦❧❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐s♦tr♦♣② ❛♥❛❧②s✐s
r❡q✉✐r❡s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✇✐t❤ s♦ ❧♦✇ ✢✉①❡s ✭❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡
♣❡r ②❡❛r ❛♥❞ ♣❡r ❦♠2✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤✐s ✇❛s ❆●❆❙❆ ❜✉t ❞✐❞ ♥♦t s❡❡
♠✉❝❤✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② P✐❡rr❡ ❆✉❣❡r ♦❜s❡r✈❛t♦r② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ s❡❡♠ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✉❧tr❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ❆❝t✐✈❡
●❛❧❛❝t✐❝ ◆✉❝❧❡✐ ❬✸✵❪✱ s♦♠❡ ♥♦t ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❡①tr❡♠❡❧② ✈✐♦❧❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡
✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ✈❡r② ❤❡❛✈② ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s str❛♥❣❡ t❤❛t s✐♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
st❛t✐st✐❝s✱ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥✐s♦tr♦♣② ❜❡❝❛♠❡ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❬✶✻❪✳

✸✳✸✳✹ ●r❡✐s❡♥✲❩❛ts❡♣✐♥✲❑✉③♠✐♥ ❝✉t✲♦✛

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s s♦ ❧♦✇ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤
❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❜✉t ✐t ❞♦❡s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✱ ❜✉t t❤✐s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
tr✉❡ ❛♥② ♠♦r❡ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❡①tr❡♠❡❧② ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ●r❡✐s❡♥ ❬✶✽❪✱ ❩❛ts❡♣✐♥
❛♥❞ ❑✉③♠✐♥ ❬✸✹❪ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❛❜♦✈❡ ✶✵22 ❡❱ ♣r♦t♦♥s s❤♦✉❧❞ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❈▼❇
♣❤♦t♦♥s t❤r♦✉❣❤ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦s❡ ❡♥❡r❣②✳ ■t ✇❛s t❤❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s❡❡ ❛
❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ✢✉① ❛t t❤❡s❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✇❛s st✐❧❧ ✉♥❞❡r ❞❡❜❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❞❡❝❛❞❡ ❛s t❤❡ ♥♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❝✉t✲♦✛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❤✐♥t ❢♦r ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❝❡♥t ❛♥❞
♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ P✐❡rr❡ ❆✉❣❡r ♦❜s❡r✈❛t♦r② ❝❧❡❛r❧② ❝❧♦s❡❞ t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ❬✸✶❪ ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢
t❤❡ ●❩❑ ❝✉t✲♦✛ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳
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❬✶❪ ❆❜❞♦✱ ❆✳ ❆✳✱ ❆❝❦❡r♠❛♥♥✱ ▼✳✱ ❆❥❡❧❧♦✱ ▼✳✱ ❡t ❛❧✐✐ ✳ ✷✵✵✾✱ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✶✵✷✱
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❈❤❛♣t❡r ✹

❈♦s♠✐❝ ❘❛② s♦✉r❝❡s

▲❛ s♦✉r❝❡ ❞és❛♣♣r♦✉✈❡ ♣r❡sq✉❡ t♦✉❥♦✉rs ❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳

❏❡❛♥ ❈♦❝t❡❛✉

✺✸



✺✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❈❖❙▼■❈ ❘❆❨ ❙❖❯❘❈❊❙

❲❤❡r❡ ❞♦ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❝♦♠❡ ❢r♦♠❄ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤ ♦r ✉❧tr❛
❤✐❣❤ ✭≥ 1018 ❡❱✮ ❡♥❡r❣② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛r❡ ♥♦t s♦ ♠❛♥②✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ■ ❞✐s❝✉ss ♣r✐♠❛r② ❝♦s♠✐❝
r❛②s ✭❝r❡❛t❡❞ ❜② ✈✐♦❧❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✮✱ s❡❝♦♥❞❛r✐❡s ✭❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢
❝♦s♠✐❝ r❛②s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✮✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♠♦r❡ ♣✉t❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦♥♦✇ t✇♦ t❤✐♥❣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡
▼✐❧❦② ❲❛②✳

✹✳✶ Pr✐♠❛r② ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♣✐♦✉s
❛♠♦✉♥t ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤♦✉❣❤ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ✐♥ s✐t✉ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s ♥♦✇ q✉✐t❡
❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛t ❧❡❛st ✉♣ t♦ ❛ ❢❡✇
❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❚❡❱✿ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❛♥❞ ♣✉❧s❛rs✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥
♦❢ ❛ st❛r✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ✭✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t ♦♥❡ st❛r
❡①♣❧♦❞❡s ❡✈❡r② ✷✵ ♦r ✺✵ ②❡❛rs ❬❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ ✺✸✱ ✺✻✱ ✽✺❪✮✳ ▼♦r❡ ♦✈❡r✱ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝♦s♠✐❝
r❛②s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❋❡r♠✐ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✶✮ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ✇❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t
❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ P✉❧s❛rs ❛r❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❝♦s♠✐❝
r❛② ✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t ♦♥❧② t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✳

❚❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛r s♦♠❡t✐♠❡s ♠✉❝❤ ❤❡❛✈✐❡r t❤❛♥ ♦✉r ❙✉♥ ✐s ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ✈✐♦❧❡♥t
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛✳ ❚❤✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐❢❡ ♦❢ ❛ ●❛❧❛①②✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡
✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❡❛✈✐❡r t❤❛♥ ❤❡❧✐✉♠ ✇❤✐❝❤ ✇❤❡r❡ ♥♦t s②♥t❤❡s✐s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✷✳✶✳✷✮✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞
❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t✱ t♦ ❧✐❢❡✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤✐s ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐s ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞
♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❇❛❛❞❡ ✫ ❩✇✐❝❦② ❬✽❪
✇❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s t♦ s✉❣❣❡st s✉♣❡r♥♦✈æ ❛s ❝♦s♠✐❝ r❛② s♦✉r❝❡s✳

❙✉♣❡r♥♦✈æ ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t✇♦ ❦✐♥❞s✿ t❤❡r♠♦♥✉❝❧❡❛r ♦r ❝♦r❡✕❝♦❧❧❛♣s❡✳ ❚❤❡r♠♦♥✉❝❧❡❛r
s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ ❛ ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢ st❛r ❛❝❝r❡t❡s ♠❛ss ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥✱ ✇❤❡♥
✐ts ♠❛ss r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❈❤❛♥❞r❛s❡❦❤❛r ♠❛ss ✭✉s✉❛❧❧② ∼✶✳✹✹ ❙♦❧❛r ♠❛ss ❢♦r ♠♦st ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛rs✮✱
t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦♣♣♦s❡ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳
❚❤❡ st❛r st❛rts t♦ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦r❡ ✐s st❛❜✐❧✐s❡❞ ❛❣❛✐♥ ❜② t❤❡ ✐❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♠❛✐♥❧②
✐♥t♦ ♥❡♦♥✱ s♦❞✐✉♠ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡s✐✉♠✳ ❚❤✐s ✐❣♥✐t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡s s♦ ♠✉❝❤ ❡♥❡r❣② t❤❛t ✐t ❜❧♦✇s t❤❡ st❛r
♦✉t✳ ❋♦r s♣❡❝tr♦s❝♦♣② r❡❛s♦♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t②♣❡ ■❛ ✭♥♦ ❤②❞r♦❣❡♥ ❧✐♥❡✮✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❛❧✇❛②s st❛rts ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ❝✉r✈❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ♥♦t
t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝❛♥❞❧❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❍✉❜❜❧❡✬s ❧❛✇❛✳

❈♦r❡✕❝♦❧❧❛♣s❡ s✉♣❡r♥♦✈æ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♠❛ss✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡② ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥
t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ st❛r ❤❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜✉r♥t ✐♥t♦ ♥✐❝❦❡❧ ❛♥❞ ✐r♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ♠♦r❡
❡♥❡r❣② t❤r♦✉❣❤ ❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ♦♣♣♦s❡ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ✐s
t❤❡♥ s✉st❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡
❝♦r❡ ❣❡ts ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❈❤❛♥❞r❛s❡❦❤❛r ♠❛ss✱ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ st❛rts ✉♥t✐❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡

❛❆s s❛✐❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛❜s♦❧✉t❡❧② tr✉❡ ❜✉t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧✳
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♣r❡ss✉r❡ ✐s s♦ ❤✐❣❤ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ♥❡✉tr♦♥s ✇❤✐❝❤ ❜r✉t❛❧❧② st♦♣s t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡
❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ s❤♦❝❦✕✇❛✈❡ ✇❤✐❝❤ ♣✉s❤❡s ❛✇❛② t❤❡ ♦✉t❡r ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ st❛r✳ ❋r♦♠ ❛
s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t②♣❡ ■❜✱ ■❝ ♦r t②♣❡ ■■ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❧❛②❡rs ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ st❛r✮✳

❯s✉❛❧❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛r✱ ❛ ✈❡r② ❞❡♥s❡ ♦❜❥❡❝t r❡♠❛✐♥s✿ ❛ ♥❡✉tr♦♥ st❛r ✭✇❤✐❝❤ ✐❢
✐t r♦t❛t❡s ✈❡r② ❢❛st ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣✉❧s❛r✮ ♦r✱ ♠❛②❜❡✱ ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✳ ❆r♦✉♥❞ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡
♦✉t❡r ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ♦❧❞ st❛r ✇✐❧❧ ❝❛rr② ♦♥ t♦ ❡①♣❡♥❞ ❢♦r ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ②❡❛rs ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ✈❛st t✉r❜✉❧❡♥t
str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t✳

❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✈✐♦❧❡♥t✱ ✐t ❝❛♥♥♦t tr❛♥s❢❡r ♠✉❝❤ ❡♥❡r❣② t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❡❥❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥
✐s ✈❡r② ❜✐❣ ❜✉t ♥♦t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✱ ❛♥❞ ✐t ❞✐♠✐♥✐s❤❡s q✉✐t❡ ❢❛st ❛s t❤❡ ❢r♦♥t ❡①♣❛♥❞s✮✳ ■t ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ s❤♦❝❦ ♦❢ t❤❡ r❡♠♥❛♥t ✇❤✐❝❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s ♣❛rt✐❝❧❡s✳

✹✳✶✳✶ ❙✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts

❆ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ✐s t❤❡ s❤❡❧❧ ♦❢ ❣❛s t❤❛t ✐s ❡❥❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛r✳ ❚❤✐s
s❤❡❧❧ ❡①♣❛♥❞s ❢♦r ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ②❡❛rs ✉♥t✐❧ ✐ts ♣r❡ss✉r❡ ❜❡❝♦♠❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r
♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ✐s q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦
❢♦✉r ♣❤❛s❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s❤❡❧❧ ❢r❡❡❧② ❡①♣❛♥❞s ❛t ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ♠❛ss ✐s t♦♦ s♠❛❧❧
t♦ ❢❡❡❧ ❛♥② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ♦❜❥❡❝t ❧❡❢t ❛❢t❡r t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦r ❢r♦♠ ✐ts❡❧❢✳
■ts r❛❞✐✉s s❝❛❧❡s t❤❡♥ ❧✐❦❡ ✐ts ❛❣❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❙❡❞♦✈✕❚❛②❧♦r ♣❤❛s❡✱
st❛rts ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠ s✇❡♣t ♦✛ ❜② t❤❡ s❤♦❝❦✕✇❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t✱
✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ r❡♠♥❛♥t t❤❡♥ ❣♦❡s ❛s t2/5✳ ▲❛t❡r✱ t❤❡ s❤♦❝❦
❤❛s ❧❡ss ❡♥❡r❣② ❛♥❞ st❛rts t♦ ❞✐ss✐♣❛t❡ ✐t t❤r♦✉❣❤ t✉r❜✉❧❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ s❧♦✇s ❞♦✇♥✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st ♣❤❛s❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✿ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠♥❛♥t✱ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ r❡♠♥❛♥t ❞♦❡s ♥♦t r❛❞✐❛t❡
❛♥② ♠♦r❡ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ▼❛✐♥❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❙❡❞♦✈✕❚❛②❧♦r ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❢r♦♥t s❤♦❝❦ ♦❢ t❤❡
s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ✐s ✈❡r② str♦♥❣ ❛♥❞✱ t❤❛♥❦s t♦ ❋❡r♠✐ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❝❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♣
t♦ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳

✹✳✶✳✶✳✶ ❋❡r♠✐ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

❊♥r✐❝♦ ❋❡r♠✐ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✶✾✹✾ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ s❤♦❝❦s✳
▼❛♥② ❛♠❡❧✐♦r❛t✐♦♥s t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♥❝❡✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡✿ ✐♥
❛ ♣❧❛s♠❛ s❤♦❝❦✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r♦ss❡s t❤❡ s❤♦❝❦ ❢r♦♥t✱ ✐t ✇✐❧❧ ❣❛✐♥ ❡♥❡r❣②✱ ✐❢✱ t❤❛♥❦s t♦
❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✐t ❝r♦ss❡s ♠❛♥② t✐♠❡s t❤❡ s❤♦❝❦ ❢r♦♥t ✐t ❝❛♥ ❣❛✐♥ ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ▲❡t ✉s s❡❡
✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ ✐t ✇♦r❦s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✇❛②s t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t ❛s r❡❝❛❧❧❡❞ ❜② ❏♦♥❡s ✫ ❊❧❧✐s♦♥
❬✹✻❪✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠♦st ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❇❡❧❧ ❬✶✷✱ ✶✸❪✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❧❛s♠❛ s❤♦❝❦ t❤❛t ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❧❛♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛t x = 0 ✐♥ ❛ ✢♦✇✐♥❣
♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✢♦✇s ✐♥ ❢r♦♠ x = −∞ ✇✐t❤ ❛ s✉♣❡rs♦♥✐❝ s♣❡❡❞ u1 ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛✱
❛♥❞ ✢♦✇s ♦✉t t♦ x = ∞ ✇✐t❤ ❛ s✉❜s♦♥✐❝ s♣❡❡❞ u2 ✭t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s ♣✉s❤❡❞ ❛✇❛② ❜② t❤❡
s❤♦❝❦✮✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭s❡❡ ❏♦♥❡s ✫ ❊❧❧✐s♦♥ ❬✹✻❪✮ t♦ ❝❤♦s❡ ❛ ❢r❛♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
✢♦✇ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ t♦ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥ v/c✱
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x, p) ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ s❝❛❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s
✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥
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♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✻✮✳ ❙♦ t❤❛t✿

ṗ = −1

3
p
∂u

∂x
. ✭✹✳✶✮

■❢ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ s❤♦❝❦ ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥ ✶ t♦ r❡❣✐♦♥ ✷✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s✿

∫ 2

1

ṗ❞t = −1

3

∫ 2

1

p
∂u

∂x

❞x
vx

=
1

3

p

v cos(θ)
(u1 − u2). ✭✹✳✷✮

❆ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝r♦ss t❤❡ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
s❛♠❡ q✉❛♥t✐t② ❛s t❤❡ ♠✐♥✉s s✐❣♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r
♠✐♥✉s s✐❣♥ ❢r♦♠ t❤❡ cos(θ) t❡r♠✳ ❚❤❡ ✢✉① ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ s❤♦❝❦ ❜❡✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
cos(θ)✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐s 〈δp〉 = 2

3
p
v
(u1 − u2)✳

❚❤❡ ❢❛❝t♦r ✷ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✳ ❙♦ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ p0✱ ❛❢t❡r ❝r♦ss✐♥❣
t❤❡ s❤♦❝❦ N t✐♠❡s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✿

〈p〉N =
N∏

i=1

(
1 +

2

3

(u1 − u2)
vi

)
p0. ✭✹✳✸✮

❆s ♦♥❧② s✉♣r❛t❤❡r♠✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛② ✉♥❞❡r❣♦ t❤✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
u2 < u1 ≪ vi✱ s♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

ln

(〈p〉N
p0

)
∼ 2

3
(u1 − u2)

N∑

i=1

1

vi
∼ 4

3
(u1 − u2)

N/2∑

i=1

1

vi
, ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❧❛t❡r✳ ■t s✐♠♣❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ tr❛✈❡❧ ❢♦rt❤ ❛♥❞ ❜❛❝❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❤♦❝❦✳
❚♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❝r♦ss N t✐♠❡s
t❤❡ s❤♦❝❦✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❣♦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❡❡❞ v ✐♥ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r❛♠❡
✭✐❞ ❡st ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ x✮✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✱ t❤❡ s❤♦❝❦ ♠♦✈❡s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❡❞ −u2✱ ❤❡♥❝❡
❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❝r♦ss ✐t✱ ✐t ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ s♣❡❡❞ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s vx < −u2✳ ❚❤❡ ✢✉① ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
♣❛ss✐♥❣ t❤❡ s❤♦❝❦ ❢r♦♠ ❞♦✇♥str❡❛♠ t♦ ✉♣str❡❛♠ ✐s ❤❡♥❝❡✿

∣∣∣∣
∫ −u2

−v

(u2 + vx)❞vx

∣∣∣∣ =
1

2
(u2 − v)2 .

■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥❡ ❣❡ts✿
∣∣∣∣
∫ v

−u2

(u2 + vx)❞vx

∣∣∣∣ =
1

2
(u2 + v)2 .

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ♣❛ss ❢♦rt❤ ❛♥❞ ❜❛❝❦ t❤❡ s❤♦❝❦ ❢r♦♥t ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✢✉①❡s✿

P =

(
1− u2/v
1 + u2/v

)2

.



Pr✐♠❛r② ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✺✼

❚❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❛ss t❤❡ s❤♦❝❦ N t✐♠❡s ✐s ❤❡♥❝❡✿

ln(PN) = 2

N/2∑

i=1

ln

(
1− u2/vi
1 + u2/vi

)
∼ −4u2

N/2∑

i=1

1

vi
. ✭✹✳✺✮

❚❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣❡t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥t✉♠ p ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
❡q✳ ✹✳✺ ❛♥❞ ❡q✳ ✹✳✹✿

ln(P(p)) = − 3u2
u1 − u2

ln

(
p

p0

)
.

■❢ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐s N0✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✐s✿

f(p) = −N0

(
u1
u2

)
∂P
∂p

=
N0

p0

u1
u2

(
p

p0

)−(u1+2u2)/(u1−u2)

.

❙♦ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ✐♥❞❡❡❞✳ ❚❤❡ u1/u2 t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❞❡♥s✐t② ❜② t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① σ = (u1+2u2)/(u1−u2) =
(r + 2)/(r − 1)✱ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢❛❝t♦r r = u1/u2✱ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥
s♣❡❝tr✉♠ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐ts❡❧❢✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❛t♦♠✐❝ ♥♦♥✕r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❣❛s✱ ✐♥ s✉❝❤
❛ ♣❧❛s♠❛ s❤♦❝❦✱ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts ❤✐❣❤ ▼❛❝❤✲♥✉♠❜❡rs✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✹ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ t♦ ❛ ♣♦✇❡r ✐♥❞❡① σ ♦❢ ✷✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ t❤✐s ✐s ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❛ ❣r❡❛t s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤✐s ✜rst ♦r❞❡r ❋❡r♠✐ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❡♦r②✳

❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ❝❛✉t✐♦✉s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛❧❝✉❧✐✱ ✐♥❞❡❡❞✿

• ▼❛♥② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ❤❡r❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t u2 < u1 ≪ vi ✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ♦♥❧②
♦♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ s✉✣❝✐❡♥t ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦❝❦✳

• ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ s❤♦❝❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ✐s
❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❢❛❧s❡ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞
❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♠♣❧② ♠❛♥② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳

• ❆ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❝r♦ss t❤❡ s❤♦❝❦ ♠❛♥② t✐♠❡s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠
❛t ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❝❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✹✻✱ ✽✶❪ st✐❧❧ ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❛
♣♦✇❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡① ♥♦t ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠ ✲✷✳

✹✳✶✳✶✳✷ ❘❡❧❡❛s❡❞ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② s♣❡❝tr✉♠ ❛t t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t✱ ✐s ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ♦❢
♠♦♠❡♥t✉♠ ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♦❢ ❡♥❡r❣②✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❋❡r♠✐
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥♥♦t ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♣ t♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✐♥❞❡❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
✐s t♦♦ ❡♥❡r❣❡t✐❝✱ ✐ts ▲❛r♠♦r r❛❞✐✉s ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱
❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❜❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ r❡♠♥❛♥t ❞r♦♣s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✳
■♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t✕♦✛ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s



✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❈❖❙▼■❈ ❘❆❨ ❙❖❯❘❈❊❙

♥♦t ✈❡r② ✇❡❧❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡♦r②✳ ❋♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✐t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s
♦❢ ●❡❱ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❚❡❱✳ ❍❡♥❝❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞✿

Q(E) = Q0ǫ
−σ exp

{
− E
Ec

}
. ✭✹✳✻✮

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♥♦✇ ✐s t♦ s❡t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs σ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡①✱ Q0 t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ Ec t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① σ

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ ♦♥❡
❡①♣❡❝ts r❛t❤❡r ❝❧♦s❡ ✐♥❞✐❝❡s ❢♦r ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ♣r♦t♦♥s ❛❜♦✈❡ ❛ ❢❡✇ ●❡❱ ❛r❡ ❜❛r❡❧②
❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ♣r♦t♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞
❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥❞❡① ❛t s♦✉r❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ φp

∼∝ Q(E)/K(E) ∝
E−σ̃ ✭K(E) ∼ K0E

δ ✐s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✕ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ❛t s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
σ ≈ σ̃ − δ✳ ❲✐t❤ σ̃ ≃ 2.7 ❛♥❞ δ r❛♥❣✐♥❣ ✐♥ ✵✳✺✲✵✳✼✱ ♦♥❡ ✜♥❞s σ r❛♥❣✐♥❣ ✐♥ ✷✳✵✲✷✳✷✱ ✐♥ r♦✉❣❤
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ t❤❛t t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜② ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s
✐s ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❛s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ✐♥❞❡① σr = (σ − 1)/2✳

❆♥ ✉♣✕t♦✕❞❛t❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ●r❡❡♥ ❬✹✶❪❀ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s∼✷✻✺
♦❜❥❡❝ts✱ ✼✵ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❊❛rt❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ✷✵✼ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ s♣❡❝tr❛❧
✐♥❞❡① ❢♦r t❤❡ r❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
r❡✢❡❝t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❢❛✈♦✉r✐♥❣ t❤❡ ❜r✐❣❤t❡st s♦✉r❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✐t❡s ♦❢
❢❛✐♥t❡r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭❤✐❣❤ ❧♦♥❣✐t✉❞❡s✱ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛♥t✐❝❡♥tr❡✮✳ ❆♥②✇❛②✱ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② ❜✐❛s❡❞✱ s✉❝❤ ❛ s❛♠♣❧❡ ♠❛② st✐❧❧ ❜❡
❢❛✐r❧② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧ s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✹✵❪✳

❆ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❛❞✐♦ ✐♥❞✐❝❡s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✷✽❪ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢
❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ■t ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ r❛❞✐♦ ✐♥❞✐❝❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥ts
t♦✇❛r❞s s✐♠✐❧❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t s♦✉r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t
s✉r♣r✐s✐♥❣✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ r❛♥❣❡s ❢♦r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ 〈σr〉 = 0.50 ± 0.15✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❢❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥❞❡①
〈σ〉 = 2 〈σr〉 + 1 = 2.0 ± 0.3 ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛❞✐♦ ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥❞❡① ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①❛❝t ✭♦t❤❡r
r❛❞✐♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs ❛❧s♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤✐s
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡❛♥ t♦ ❜r❛❝❦❡t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Q0

❙✐③✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Q0 ✐s q✉✐t❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✱ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈æ✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❣✉❡ss t❤❛t Q0 ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②



Pr✐♠❛r② ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✺✾

❝❛rr✐❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s✿
∫ ∞

Emin

dE ′E ′Q(E ′) = f E⋆ Γ⋆ , ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ Γ⋆ ✐s t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥ r❛t❡✱ E⋆ ✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥
❛♥❞ f ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡♥❡r❣② ❝♦♥❢❡rr❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲
t❤❡r♠❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜① Emin = 0.1 ●❡❱✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
✐♥❞❡① ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❦❡t❝❤❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ Γ⋆✱ E⋆ ❛♥❞ f ✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈æ ✐s
t②♣✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ✶✲✺ ♣❡r ❝❡♥t✉r② ❛♥❞ ♣❡r ❣❛❧❛①② ❬❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ ✺✸✱ ✽✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ ✸✵✱ ✽✹❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s✉♣❡r♥♦✈æ ❛r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s✱ ❛♥❞ ♠❛② t❤❡r❡❜② ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦s♠✐❝ r❛② ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆❜♦✉t 2/3 ♦❢
s✉♣❡r♥♦✈æ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦r❡✲❝♦❧❧❛♣s❡ s✉♣❡r♥♦✈æ ✭❈❈❙◆❡✮✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ 1/3 ❜❡✐♥❣
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t②♣❡ ✶❛ s✉♣❡r♥♦✈æ ✭❙◆❡✶❛✮✳

❊①♣❧♦s✐♦♥s ♦❢ ❝♦r❡✕❝♦❧❧❛♣s❡ s✉♣❡r♥♦✈æ ✇✐t❤ ♠❛ss❡s . 20M⊙ ❝❛♥ ❧✐❜❡r❛t❡ ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❡♥❡r❣②✱ 1053−54 ❡r❣ t②♣✐❝❛❧❧②✱ ∼ 99✪ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s ❬❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ ✷✷✱
✹✺✱ ✽✻❪✳ ❚❤❡② ✉s✉❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts
❜❡s✐❞❡ ✭♦r ✐♥s✐❞❡✮ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛❝t✐✈❡ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs ❧✐❦❡ ♣✉❧s❛rs ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐♥❞
♥❡❜✉❧æ ✭P❲◆✮ ✖ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣✉❧s❛rs ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✹✳✶✳✷✳ ❆s✐❞❡✱ s✉♣❡r♥♦✈æ ✶❛
❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♠♦❞❡st s②st❡♠s ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ ❛❜♦✉t 1051 ❡r❣ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r
♠❡❞✐✉♠ ❬❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ ✸✽✱ ✺✼✱ ✻✸❪✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ✐♥ t❤✐s
♣❛rt✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡t E⋆ = 1051 ❡r❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡♥❡r❣② ❝♦♥❢❡rr❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❛s r❡❝❡♥t❧② st✉❞✐❡❞ ❜② ❚❛t✐s❝❤❡✛
❬✽✶❪✱ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞ ❛❜♦✉t f ∼ 10−5 − 10−4✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ r❛t❤❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① σ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣② Ec✱ ❜✉t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡rr♦r ✐s
st✐❧❧ ♦❢ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❲❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡ t❤❛t ❛t t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t f E⋆ Γ⋆ ❛❧r❡❛❞②
r❡❛❝❤❡s ❛❜♦✉t ✷✲✸ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❤✉❣❡ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡s ❧✐♥❡❛r❧②
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢✉①✳

❋♦r ❦♥♦✇♥ s✐♥❣❧❡ s♦✉r❝❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❜❡tt❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥♦r♠❛❧✲
✐s❛t✐♦♥s Q0 = f E⋆ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡♠✐tt❡rs✳
❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✕t❤❡r♠❛❧ r❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞✉❡ t♦ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t❡ Q(E) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳ ❆r♠❡❞ ✇✐t❤
t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str❛✐♥ Q0 ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ r❛❞✐♦ ❜r✐❣❤t♥❡ss Br(ν)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✉s✉❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡s✿

Br(ν) =
1

δν

∫ ν+δν

ν

dν ′ hν ′
dφ(ν ′)

dν ′
δν→0
=

[b(E)]sync
4 π d2

Q(E) dE
dν

.

❲❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦✿

Q0 =
4 π d2

[b(E)]sync

(
E

E0

)σ
dν

dE
Br(ν) .

✇❤❡r❡ d st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❛rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ [b(E)]sync ✐s
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss t❡r♠ ❞✉❡ t♦ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✺✳✷✳✷ ❛♥❞ ✼✳✷✮✳ ❋♦r
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ▲❡❢t✿ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t r❛❞✐♦ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❘✐❣❤t✿ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ s✉♣❡r✲
♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s ✖ L/(4π) = d2B(1GHz)✳ ❚❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ❞❛t❛ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠
t❤❡ ●r❡❡♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❬✹✶❪✳

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤✐s ❣✐✈❡s✿

Q0

GeV−1
= 1.2× 1047 × (0.79)σ

[
d

kpc

]2 [ ν

GHz

]σ−1
2

[
B

100µG

]− (σ+1)
2
[
Br(ν)

Jy

]
.

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛❞✐♦ ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
✐♥❞❡①✱ σr = (σ − 1)/2✳

❆s ❢♦r t❤❡ r❛❞✐♦ ✐♥❞✐❝❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s
✖ L/(4 π) = d2Br(1GHz) ✖ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ❚❤❡
❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞
st❛t✐st✐❝❛❧ r❛♥❣❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ 〈d2Br(1GHz)〉 = exp {6.26± 1.95} ❏②✳❦♣❝2✳

❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤✐s st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ s✐♥❣❧❡ s♦✉r❝❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ Q0 ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✱ ❜✉t ✇❡ ❢✉rt❤❡r ♥❡❡❞ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ s✉♣❡r✲
♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛t s♦✉r❝❡s ✐s ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ▼♦r❡ ✐♥s✐❣❤ts ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥
t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐♥ s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦s✲
♠✐❝ r❛②s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛s s❡❡❞s ❛♥❞ ❛♠♣❧✐✜❡rs✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❬❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ ✺✷❪
❣✐✈❡s B ∼ 100µ●✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ✉s❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s
✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ✜♥❞ 〈Q0〉 = 3.9 × 1049 GeV−1 ❢♦r ❛♥ ✐♥❞❡① σ = 2✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦
〈f E⋆〉 ≃ 4.3 × 1050 GeV ≃ 6.9 × 1047 erg ✭✇✐t❤ ❛ ❝✉t✲♦✛ Ec = 10 ❚❡❱✮✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ r♦✉❣❤
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ♣r♦❜❛❜❧② ❜✐❛s❡❞✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t♦✇❛r❞s t❤❡
❜r✐❣❤t❡st ♦❜❥❡❝ts✳



Pr✐♠❛r② ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✻✶

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝✉t✕♦✛ Ec

❚❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣② ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♥str❛✐♥✳ ■♥❞❡❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣②
❛r♦✉♥❞ ✶ ❚❡❱✱ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✶✵✵ µ●✱ ❡♠✐t s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
νs ∼ 1012 ❍③ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✽✮✳ ❆t t❤❡s❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ✐♥❢r❛✕r❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❡ ❝✉t✕♦✛✳

❆♥♦t❤❡r ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t✳ ❚❡❱ ❡❧❡❝tr♦♥s
♣r♦❞✉❝❡ ❣❛♠♠❛ r❛② t❤r♦✉❣❤ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦✛ ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
❧✐tt❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ r❡♠♥❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❣❛♠♠❛ r❛② r❛♥❣❡✱ ♠♦r❡ ♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r
✇❤✐❝❤ s✐❣♥❛❧ s❤♦✉❧❞ ❞♦♠✐♥❛t❡✿ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r t❤❡ π0 ❞❡❝❛② ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣r♦t♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✳

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐t❡ ❛♥s✇❡r✱ t❤❡ ❜❡st t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t♦ ❝❤♦♦s❡ Ec s♦ t❤❛t t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ❝♦♠♣✉t❡❞ ✜ts t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❞❛t❛ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❍❊❙❙ ❬✷✱ ✸❪ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛
❝✉t✲♦✛ ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✸ ❚❡❱ r♦✉❣❤❧②✳

✹✳✶✳✷ P✉❧s❛rs

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣✉❧s❛r ♠♦❞❡❧✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧❛r ❣❛♣ ❬✼✶❪✱ t❤❡ ♦✉t❡r
❣❛♣ ❬✷✺✱ ✷✻❪ ♦r t❤❡ s❧♦t ❣❛♣ ❬✹✷❪ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s ❝♦s♠✐❝ r❛② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡
s✉♠♠❛r✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ●❛♠♠❛ r❛②s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❧s❛r ♠❛❣♥❡t♦s♣❤❡r❡ ❢r♦♠ ✐♥✈❡rs❡
❈♦♠♣t♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str♦♥❣ ❛♥❞ r♦t❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦✛
❧♦❝❛❧ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❞✉❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐rs ❜② ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣
✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s✳ ❚❤♦s❡ ❣❛♠♠❛ r❛②s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ♣✉❧s❡❞
❡♠✐ss✐♦♥✱ ❧✐❦❡ t❤♦s❡ r❡❝❡♥t❧② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❡r♠✐ s❛t❡❧❧✐t❡ ❬✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐rs ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ s❤♦❝❦❡❞ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ♣✉❧s❛r ✇✐♥❞ ♥❡❜✉❧❛✱
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ ♦r ♦✛s❡t ❛ ♠♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ②♦✉♥❣ s②st❡♠s
❧✐❦❡ t❤❡ ❈r❛❜ ♥❡❜✉❧❛ t❡❧❧ ✉s t❤❛t t❤✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❤✉❣❡ ▲♦r❡♥t③
❢❛❝t♦rs✱ ✉♣ t♦ ∼ 108 − 109 ❬✼❪✳ ❲❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥
②✐❡❧❞ ❢r♦♠ ❛ ♣✉❧s❛r ✐s ♥♦t t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦s♣❤❡r❡✱ ❜✉t
✐♥st❡❛❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛❢t❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ♣r♦❝❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥
t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♥♦t✐❝❡❞ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ▼❛❧②s❤❡✈ ❡t ❛❧✐✐ ❬✺✹❪✳ ■t ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ r❛t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s
❛t st❛❦❡ t❤❡r❡✱ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ♠♦st❧② ❛✐♠ t♦ s✉r✈❡② t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts t❤❛t
❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ♣✉❧s❛rs r❛t❤❡r t❤❛♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣❡r❡♠♣t♦r② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ❝✉rr❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s st✐❧❧ ♠❛❦❡ ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡r✐✈❡ ❜✉t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✺✹❪✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥② s✐♥❣❧❡ ♣✉❧s❛r ❛s

Qp(E, ~x, t) = qp(E, t⋆) δ(t− (t⋆ + δt⋆)) δ(~x− ~x⋆) , ✭✹✳✽✮

✇❤❡r❡ t⋆ ❛♥❞ ~x⋆ ❛r❡ t❤❡ ♣✉❧s❛r ❛❣❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ δt⋆ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❧❛②
✐♥ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠ ❛❢t❡r t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥✳
●❡♥❡r✐❝ ♣✉❧s❛rs s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❡❛s❡❞ t❤❡✐r ♣✉❧s❛r ✇✐♥❞ ♥❡❜✉❧❛ ♣❤❛s❡s ❛❢t❡r ∼✶✵✲✶✵✵ ❦②r ❬✸✼❪❀
❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❛r ✇✐♥❞ ♥❡❜✉❧❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢❛r ❜❡②♦♥❞ ♦✉r
♣✉r♣♦s❡ ❤❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t δt⋆ = 0 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❛r ❛❣❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞
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❢r♦♠ t❤❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❛❣❡ ❬✻✻❪✱ ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ P ❛♥❞ ✐ts ✜rst t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ Ṗ ✿

tpulsar = −
P

2 Ṗ
. ✭✹✳✾✮

▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ str❡ss✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❛❣❡ ❡st✐♠❛t❡ r❡❧✐❡s
♦♥ ❝✉rr❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛❣❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦s♠✐❝ r❛② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ d/c t❡r♠✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❛r t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉❧s❛r ❛❣❡ ❡st✐♠❛t❡ t✉r♥s ♦✉t✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t♦
❜❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ❬s❡❡ ❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ ✸✻❪✳ ❙t✐❧❧✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞♦♣t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ♣✉❧s❛rs ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❋♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡ ❛s ✉s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦r s✉♣❡r♥♦✈❛
r❡♠♥❛♥ts ✭s❡❡ ❊q✳ ✹✳✻✮✱ ✐❞ ❡st ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ♦❢ ✐♥❞❡① σ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t✲♦✛ ❛t ❡♥❡r❣② Ec✿

qp(E) = Q0

(
E

E0

)−σ

exp

(
− E
Ec

)
. ✭✹✳✶✵✮

◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥tr❛r✐❧② t♦ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠
♣✉❧s❛rs ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s
♣✉❧s❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❛r ♠❛❣♥❡t♦s♣❤❡r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♥♦t ②❡t ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞✐❝❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
♣✉❧s❛r ✇✐♥❞ ♥❡❜✉❧❛ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢②✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ σ = 2
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Q0 ✐s ✐♥t✐♠❛t❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② W0 ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❛r✱
❛ ❢r❛❝t✐♦♥ f ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐rs✱ s✉❝❤ t❤❛t

∫ ∞

Emin

dE E qp(E) = f W0 . ✭✹✳✶✶✮

W0 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡♥❡r❣② ❧♦st ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜②
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t

W0 = Ė τdec

(
1 +

t⋆
τdec

)υ

, ✭✹✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Ė ✐s t❤❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❛♥❞ τdec ≡ E0/Ė0 ✐s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♣✉❧s❛r ❞❡❝❛② t✐♠❡✳ ◆♦t✐❝❡
t❤❛t t❤❡ ✐♥❞❡① υ ❢❡❛t✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜r❛❦✐♥❣ ✐♥❞❡①
k ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ Ω̇ ∼ −Ωk✱ ✇❤❡r❡ Ω ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤r♦✉❣❤
υ = (k+1)/(k−1)✳ ■♥ t❤❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ k = 3✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ υ = 2✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t
t✉r♥s ♦✉t t❤❛t k ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Ω ✐s ❦♥♦✇♥✱ k = −ΩΩ̈/Ω̇2✳
■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢♦✉♥❞ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ ✸✳

❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦
♠♦❞❡❧ ♣✉❧s❛rs✱ ❡✈❡♥ ✐♥ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❙t✐❧❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ✜① υ = 2 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳



Pr✐♠❛r② ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✻✸

❙✐♥❝❡ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ♣✉❧s❛r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞♦♣t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊qs✳ ✭✹✳✽✲✹✳✶✷✮✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❞❡❝❛② t✐♠❡ ♦❢
τdec = 1 ❦②r✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❧❛tt❡r ✐♥♣✉t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❆❚◆❋ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞
✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ▼❛❧②s❤❡✈ ❡t ❛❧✐✐ ❬✺✹❪ ❢♦✉♥❞ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ W0 ∼ 1049 ❡r❣✱ ✐❞ ❡st ♦♥❡ ♦r t✇♦
♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣✉❧s❛r ❛s ❛ s✉❜❞♦♠✐♥❛♥t ❡♥❡r❣② s✉♣♣❧② ❜❡s✐❞❡ ✐ts ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ ❜② ❞❡❢❛✉❧t t❤❛t ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ f = 0.1 ♦❢ t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s
❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐rs✳

✹✳✶✳✸ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②

❆❧t❤♦✉❣❤ ●❡❱✲❚❡❱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈❡ ❛ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢
❡♥❡r❣② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❲❡
❢✉rt❤❡r ♥❡❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r ♥❡❛r❜② s♦✉r❝❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡s s✐♥❝❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❜✐❛s❡❞ ❛r❡ ❧❡ss ♣r♦♠✐♥❡♥t✱ s♦ t❤❛t t❤❡② ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❛
r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t s♦✉r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
❤❛✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ∼✶✲✶✵✵ ●❡❱✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡❧② ♦♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♠♦❞❡❧✳

❙✐♥❝❡ 2/3 ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈æ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦r❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ s✉♣❡r♥♦✈æ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♣✉❧s❛rs
❛s tr❛❝❡rs ♦❢ t❤❡ ❙◆❘ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❙◆❘s t❤❡♠s❡❧✈❡s ✇❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♠♦❞❡st✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❆❚◆❋ ❝❛t❛❧♦❣✉❡❜ ❬✺✺❪ ❧✐sts ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✽✵✵
♣✉❧s❛rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ∼✷✻✺ ❙◆❘s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ●r❡❡♥ ❬✹✶❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ t♦♦ ♥❛✐✈❡ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ st❛t✐st✐❝s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❡rr♦rs s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❞❛t❛ ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t r❡❛❧✐t② ❢❛✐t❤❢✉❧❧②
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜✐❛s❡s ❬❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ ✺✶❪✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✭❜✐rt❤✮ r❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢
❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜①❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ♥♦r♠❛❧✐s❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❤❛❧♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ✐ts r❛❞✐✉s R ❛♥❞ ❤❛❧❢✲t❤✐❝❦♥❡ss L✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡t
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ ❛t r⊙ = 8 ❦♣❝ ❢r♦♠ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡❝✳

▼♦st ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❡①❤✐❜✐t r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

ρ(r, z) = ρ0 r
a exp

{
− r

r0

}
exp

{
−|z|
z0

}
, ✭✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ρ0 ❡♥s✉r❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ t♦ ✉♥✐t② s♦ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ r❛t❡ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥
Q(E)✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❞✐s❝✉ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ❝♦♥s❡♥s✉❛❧ ❛♠♦♥❣ st✉❞✐❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣
✜①❡❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ z0 = h = 0.1 ❦♣❝✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

❉✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r (a, r0)✳ ▲♦r✐♠❡r ❬✺✶❪✱ ❤❡r❡✲
❛❢t❡r ▲✵✹✱ ❢♦✉♥❞ (2.35, 1.528 kpc)❀ ❨✉s✐❢♦✈ ✫ ❑üçü❦ ❬✽✼❪✱ ❤❡r❡❛❢t❡r ❨❑✵✹✱ ❞❡r✐✈❡❞ (4, 1.25 kpc)❀

❜❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛t♥❢✳❝s✐r♦✳❛✉✴r❡s❡❛r❝❤✴♣✉❧s❛r✴♣sr❝❛t
❝❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ✽✳✺ ❦♣❝✱ ❜✉t ■ ✇✐❧❧ ❞✐sr❡❣❛r❞

t❤✐s s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❡❛s✐❡r✳

http://www.atnf.csiro.au/research/pulsar/psrcat


✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❈❖❙▼■❈ ❘❆❨ ❙❖❯❘❈❊❙

✇❤✐❧❡ P❛❝③②♥s❦✐ ❬✻✼❪✱ ❤❡r❡❛❢t❡r P✾✵✱ ❡❛r❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ (1, 4.5 kpc)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ s❦❡t❝❤❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❧❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❛s❡ ✫ ❇❤❛t✲
t❛❝❤❛r②❛ ❬✷✸❪✱ ❤❡r❡❛❢t❡r ❈❇✾✽✱ t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✜t ♦♥ ❛ ♣♦♦r st❛t✐st✐❝s ♦❢ ✸✻
s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✿

ρ(r, z) = ρ0 sin

(
π
r

rs
+ θ

)
exp

{
− r

r0

}
exp

{
−|z|
z0

}
, ✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ■ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ t❡r♠ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❢♦✉♥❞ r0 = 7.7±
4.7 ❦♣❝✱ rs = 17.2± 1.9 ❦♣❝ ❛♥❞ θ = 0.08± 0.33✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r r < rs(1− θ/π)✱
✐❞ ❡st ✇✐t❤✐♥ ✶✻✳✽ ❦♣❝✱ ❛♥❞ ♥✉❧❧ ❜❡②♦♥❞✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❙❛s❛❦✐ ✫ ❇r❡✐ts❝❤✇❡r❞t ❬✼✷❪✱ ❙❛s❛❦✐
❡t ❛❧✐✐ ❬✼✸❪ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ r0 = 13.4 ± 0.55 ❦♣❝✱ rs = 4.02 ± 0.83 ❦♣❝ ❛♥❞
θ = −0.2 ± 0.4✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❇r♦❣❛♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✵❪ r❡❝❡♥t❧② r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢
✸✺ ♥❡✇ r❡♠♥❛♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ●❛❧❛①②✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡st t❤❛t ❢♦r♠❡r r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✈✐s❡❞✳

✹✳✷ ❙❡❝♦♥❞❛r② ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s

❙❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ♣r♦t♦♥s
❛♥❞ α ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❤❛❞r♦♥✐❝ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝r♦ss✕
s❡❝t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❜✉t r❡q✉✐r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❝♦♥❝❡r♥ p + p ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣✐♦♥s ❛♥❞ ❦❛♦♥s✳ ❚❤❡s❡
❧❛tt❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ❜❡❢♦r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❦❛♦♥ ❛♥❞ ♣✐♦♥
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ qe(x, ǫe)✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭♦r ♣♦s✐tr♦♥✮
♦❢ ❡♥❡r❣② ǫe ❝r❡❛t❡❞ ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x✱ ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ ❛♥❞ ♣❡r ●❡❱✳ ❚❤❡ ♣♦s✐tr♦♥
s♦✉r❝❡ t❡r♠ r❡❛❞s✿

qe(x, ǫe) = 4π
∑

t❛r❣❂❍✱❍❡

∑

♣r♦❥=p,α

nt❛r❣(x)×
∫

Φ♣r♦❥ (x, ǫ♣r♦❥)× dǫ♣r♦❥ ×
dσ

dǫe
(ǫ♣r♦❥ → ǫe), ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡r❡ Φ♣r♦❥ (x, ǫ♣r♦❥) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♥✉❝❧❡♦♥ ✢✉① ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x✱ nt❛r❣(x) t❤❡ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❛r❣❡t ♥✉❝❧❡✐✱ ❛♥❞ dσ/dǫe t❤❡ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❝r❡❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭♦r
♣♦s✐tr♦♥s✮✳ ❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ ❬✷✾❪✳

✹✳✷✳✶ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s

▲❡t ✉s ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞
♣♦s✐tr♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐✱
②✐❡❧❞✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♣✐♦♥s π± ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡s♦♥s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ♣♦s✐tr♦♥s ❛r❡ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✿ ❝♦s♠✐❝ r❛②
♣r♦t♦♥ ♦♥ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❤②❞r♦❣❡♥ ♦r ❤❡❧✐✉♠❀ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♣r♦t♦♥ ♦r



❙❡❝♦♥❞❛r② ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✻✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❛♥❞ ♣✉❧s❛rs✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❍❡r❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♥♦r♠❛❧✐s❡❞
s♦ ❛s t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳

❤❡❧✐✉♠✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② t❤❡ ❢♦r♠✉❧æ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t♦♥✕♣r♦t♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱
❜✉t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ❢♦✉r ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ s♣❡❝tr❛✳

❚❤✐s s♣❛❧❧❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❜♦t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛r❡
♣♦s✐t✐✈❡✮✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♠♦r❡ ♣♦s✐tr♦♥s t❤❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❆t ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❧♦✇ ❛❜♦✉t ✸ ●❡❱✱
t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❡❧t❛ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤
t❤❡♥ ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ♣✐♦♥s✿

♣+ ❍→ ♣+∆+ →
{
♣+ π0

♥+ π+
.

❚❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣✐♦♥s ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ♠✉♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ♣♦s✐tr♦♥s✳



✻✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❈❖❙▼■❈ ❘❆❨ ❙❖❯❘❈❊❙

❆t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣✐♦♥s ❛♥❞ ❦❛♦♥s ♣r♦❝❡❡❞s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✿

♣+ ❍→
{
X + π± .

X +K± ,

❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❦❛♦♥s ♣r♦❞✉❝❡s ♠✉♦♥s ✭✻✸✳✹✹ ✪✮ ❛♥❞ ♣✐♦♥s ✭✷✵✳✾✷ ✪✮✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❞❡❝❛② ✐♥t♦
❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ❛s ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡✐r ❞❡❝❛② ❝❤❛✐♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣✐♦♥ ♦r ❦❛♦♥✕♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱
♦♥❡ ♥❡❡❞s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② dσ(ǫp → ǫπ/K)/dǫπ/K ♦❢ ❛ s♣❛❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ǫp ②✐❡❧❞✐♥❣
❛ ♣✐♦♥ ✭♦r ❛ ❦❛♦♥✮ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ǫπ/K ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P(ǫπ/K → ǫe) ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣✐♦♥ ✭❦❛♦♥✮ t♦
❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ǫe✳

✹✳✷✳✶✳✶ P✐♦♥ t♦ ♠✉♦♥

❆ ❝❤❛r❣❡❞ ♣✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✇✐t❤ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s ♠❛✐♥❧② ❞❡❝❛②s
✐♥t♦ ♠✉♦♥ ✭♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✾✪ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡❞

♣✐♦♥ π− ❞❡❝❛②✐♥❣ ✐♥ ❤✐s r❡st✕❢r❛♠❡ ✐♥t♦ ❛ ❢❡r♠✐♦♥ f− ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐♥❡✉tr✐♥♦ ν̄f ✳ ❚❤❡ ❛♥t✐♥❡✉tr✐♥♦
ν̄f ❜❡✐♥❣ ❛❧♠♦st ♠❛ss❧❡ss✱ ✐t ♠✉st ❤❛✈❡ r✐❣❤t✕❤❛♥❞❡❞ ❤❡❧✐❝✐t②✳ ❇② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ♠♦✲
♠❡♥t✉♠✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ s ✇❛✈❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❢❡r♠✐♦♥ ❤❛s t♦ ❤❛✈❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ❤❡❧✐❝✐t②
❛s ✇❡❧❧✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧✐❢❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ♣✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝❛② ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥ sq✉❛r❡❞✳ ❚❤❡ ♠✉♦♥ µ− ❜❡✐♥❣ ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ t✐♠❡s ❤❡❛✈✐❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ e−✱ t❤❡ ♣✐♦♥ ❤❛s t❡♥ t❤♦✉s❛♥❞ t✐♠❡s ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ❛ ♠✉♦♥
r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ τ ❢❡r♠✐♦♥ ✐s ❤❡❛✈✐❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♣✐♦♥✳

❲r✐t✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✕♠♦♠❡♥t✉♠ ✹✕✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ✐♥ t❤❡
r❡st✕❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥ ❣✐✈❡s✿ πρ =

(
mπ,
−→
0
)
✱ µρ =

(
Eµ,
−→
k
)
❛♥❞ ν̄ρ =

(
Eν ,−

−→
k
)
✳ ❇② ❡♥❡r❣②

❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ❣❡ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥✿

Eµ + Eν = Eπ = mπ

E2
µ − k2 = E2

µ − {Eν − (mν = 0)}2 = m2
µ

✇❤✐❝❤✱ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t mπ ∼ mµ✱ ❣✐✈❡s✿

Eµ =
m2

π +m2
µ

2mπ

≃ mµ.

■♥ t❤❡ r❡st✕❢r❛♠❡ R′ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥✱ t❤❡ ♠✉♦♥ ✐s ❤❡♥❝❡ ♠♦♥♦✕❝❤r♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐s❡❞✳ ■♥ t❤❡
❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ R✱ t❤❡ ♣✐♦♥ ❣♦❡s ❛t ✈❡❧♦❝✐t② βπ ✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ c✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
▲♦r❡♥t③ ❝♦❡✣❝✐❡♥t γπ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ǫπ✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ǫµ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ ✐s
❡q✉❛❧ t♦✿

ǫµ = γπγ
′
µ

(
mµ +

−→
β π ·mµ

−→
β ′

µ

)
,

❞❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❧② ❢♦r ❤❡❧✐❝✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ♣✐♦♥ ❜✉t ✇✐t❤ ❧❡❢t✕❤❛♥❞❡❞ ❢❡r♠✐♦♥s✳



❙❡❝♦♥❞❛r② ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✻✼

✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ mµγ
+
µ ❛♥❞ mµγ

−
µ ✇❤❡r❡ γ±µ = γπγ

′
µ

(
1± βπβ′

µ

)
✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ β′

µ ✐s t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡st✕❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥ ✭❛♥❞ γ′µ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲♦r❡♥t③ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ǫµ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ♣✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ǫπ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡
R ✐s ❤❡♥❝❡✿

f(ǫπ, ǫµ) =
θ(ǫµ −mµγ

−
µ )− θ(ǫµ −mµγ

+
µ )

2mµγπγ′µβπβ
′
µ

,

✇❤❡r❡ θ(x) ✐s ❍❡❛✈✐s✐❞❡✬s st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s tr✉❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥✳

✹✳✷✳✶✳✷ ▼✉♦♥ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥

▲❡t ✉s ❝❛rr② ♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣✐♦♥✳ ▼✉♦♥ ✐s ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝❛②s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✿ µ−(P )⇒ e−(p) + ν̄e(k) + νµ(k̄)✳ ❉♦✐♥❣ ❋❡r♠✐✬s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t✿

M = G {ū(k)γµ(1− γ5)(1 + γ5s)u(P )}
{
ū(p)γµ(1− γ5)v(k̄)

}

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ (1+γ5s) ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠✉♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ♣♦❧❛r✐s❡❞✳ ❇② s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r
❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✱ ♦♥❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡ts✱ ✐♥ t❤❡ r❡st✕❢r❛♠❡ R∗ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t♦ ❣❡t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ǫ∗e ❛♥❞ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ∗ ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡
♠✉♦♥✱ t♦ ❜❡✿

f ∗
ξ (ǫ

∗
e, cos(θ

∗)) =
8ǫ∗e

2

m3
µ

{
3− 4

ǫ∗e
mµ

− ξ cos(θ∗)
(
1− 4

ǫ∗e
mµ

)}
,

✇❤❡r❡ ξ ✐s 1 ❢♦r ❛ ♣♦s✐tr♦♥ ❛♥❞ −1 ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❜❡✐♥❣ ❛ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥t
q✉❛♥t✐t② ♦♥❡ ❣❡ts✿

fξ(ǫµ, ǫe)d cos(θ)dǫe = f ∗
ξ (ǫ

∗
e, cos(θ

∗))d cos(θ∗)dǫ∗e,

✇❤❡r❡ fξ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡✳ ❲✐t❤ ❛ ▲♦r❡♥t③ ❜♦♦st✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣♦
❢r♦♠ t❤❡ ♠✉♦♥ r❡st✕❢r❛♠❡ R∗ t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ R ❛♥❞ ❣❡t✿

ǫ∗e = ǫeγµ(1− βµ cos(θ)) ✭✹✳✶✻✮
−→
k ∗

e = γµ(
−→
k e‖ − ǫe

−→
β µ) +

−→
k e⊥

P❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ s♣✐♥✱ ♦♥❡ ❣❡ts✿
ǫ∗e cos(θ

∗) = ǫeγµ(cos(θ)− βµ) ❛♥❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛s✿

cos(θ∗) =
cos(θ)− βµ
1− cos(θ)βµ

,

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✹✳✷✳✶✳✸ P✐♦♥ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✴♣♦s✐tr♦♥s
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ R✳ ❆ s❤♦rt ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss
r❡q✉✐r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ♠✉♦♥ ❢r❛♠❡ R∗✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ♠❛①✐♠❛❧



✻✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❈❖❙▼■❈ ❘❆❨ ❙❖❯❘❈❊❙

✇❤❡♥ ❜♦t❤ ♥❡✉tr✐♥♦s ❣♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛✇❛② t❤❡ ❡♥❡r❣②
ǫ∗e = mµ/2✳ ■❢ ♦♥❡ ♣✉ts t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✻ ♦♥❡ ❣❡ts ✿ cos(θ) ≥ η1 = 1

βµ

(
1− mµ

2ǫeγµ

)
✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫe ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r γµ ❛♥❞ cos(θ) ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳
❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✴♣♦s✐tr♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡
❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ R✱ Fξ(ǫe, ǫπ) r❡❛❞s✿

Fξ(ǫe, ǫπ) =

∫ mµγ+

mµγ−

d(mµγµ)f(ǫπ, ǫµ)

∫ 1

ηmin

d cos(θ)fξ(ǫµ, ǫe),

✇✐t❤ ηmin = max(−1, η1)✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ γ1 = ǫe
mµ

+ mµ

4ǫe
✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ η1 = −1✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫe✱ γ1 ♠❛② ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ γ−µ ♦r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ γ+µ ✳ ■♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✇❛②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ǫe ✐♥t♦ ✜✈❡ r❡❣✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
ηmin✳

Fξ(ǫe, ǫπ)=A×





Xξ(γ
+)−Xξ(γ

−) ǫe ≤
mµ

2γ+µ (1 + β+
µ )

Xξ(γ1)−Xξ(γ
−) + Yξ(γ

+)− Yξ(γ1)
mµ

2γ+µ (1 + β+
µ )
≤ ǫe ≤

mµ

2γ−µ (1 + β−
µ )

Yξ(γ
+)− Yξ(γµ)

mµ

2γ−µ (1 + β−
µ )
≤ ǫe ≤

mµ

2γ−µ (1− β−
µ )

Yξ(γ
+)− Yξ(γ1)

mµ

2γ−µ (1− β−
µ )
≤ ǫe ≤

mµ

2γ+µ (1− β+
µ )

0
mµ

2γ+µ (1− β+
µ )
≤ ǫe

✇❤❡r❡ A st❛♥❞s ❢♦r
1

mµγπβπγ′µβ
′
µ

✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ξ ✐s ξ = ±1 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦♥❡

❝♦♥s✐❞❡rs ♣♦s✐tr♦♥ ♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ξ = 0 ✐❢ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛r❡ ❛❜♦✉t ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✭♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t
✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛ ♣✐♦♥ ❞❡❝❛②✮❀ ❢✉♥❝t✐♦♥s Xξ ❛♥❞ Yξ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Xξ(γ) =
mµ

2

∫ γ ∫ 1

−1
d(γµ)d cos(θ)fξ(ǫµ, ǫe)

Xξ(γ) =
4

9

(
ǫe
mµ

)2{
(27 + 9ξβ)γ2 − 9ξ ln(γ(1 + β)) +

ǫe
mµ

[
−32γ3(1 + ξβ) + γ(24 + 32ξβ)

]}
.

❛♥❞

Yξ(γ) =
mµ

2

∫ γ ∫ 1

η1

d(γµ)d cos(θ)fξ(ǫµ, ǫe)

Y+(γ) =
1

12

{(
ǫe
mµ

)3 [
16 ln

(
γ + 1

γ − 1

)
− 64γ(1− β)

]

+

(
ǫe
mµ

)2 [
48γ2(1− β) + 24 ln

(
β

β + 1

)]
− 2 ln(γβ) + 10 ln(γ(β + 1))

}



❙❡❝♦♥❞❛r② ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✻✾

Y−(γ) =
1

36

{(
ǫe
mµ

)3 [
−48 ln

(
γ + 1

γ − 1

)
− 512γ3(1− β) + γ(576− 320β)

]

+

(
ǫe
mµ

)2 [
288γ2(1− β)− 72 ln

(
β

β + 1

)]
+ 6 ln(γβ) + 30 ln(γ(β + 1))

}

Y0(γ)=
1

18

{(
ǫe
mµ

)3[
−128γ3(1− β) + γ(96− 32β)

]
+

(
ǫe
mµ

)2[
108γ2(1− β)

]
+ 15 ln(γ(β + 1))

}

❖r✱ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✇❛②✿

Yξ(γ) =
1

36

{(
ǫe
mµ

)3
[
−256γ3(1−β)(1−ξ) + γ(192− 384ξ − (64− 256ξ)β) + 48ξ ln

(
γ + 1

γ − 1

)]

+

(
ǫe
mµ

)2 [
72ξ ln

(
β

1 + β

)
+ (216− 72ξ)(1− β)γ2

]
+ 30 ln(γ(β + 1))− 6ξ ln(γβ)

}

❆t ✜rst s✐❣❤t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥s Y ♠❛② ❞✐✈❡r❣❡ ❢♦r γ = 1✳ ❍♦✇❡✈❡r ♦♥❡ s❤♦✉❧❞
❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ǫe = mµ/2 ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s t♦
❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r s♦ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛❧✇❛②s ✜♥✐t❡✳

✹✳✷✳✶✳✹ ❑❛♦♥ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥

❚❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦t♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❧❡❛❞ t♦ ♣✐♦♥s ❜✉t ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡
✉♥st❛❜❧❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❦❛♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✜♥❛❧❧② ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✳ ❑❛♦♥s
❤❛✈❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❞❡❝❛② ❝❤❛♥♥❡❧s✳

▼✉♦♥✐❝ ❞❡❝❛②
Pr❡❢❡r❛❜❧②✱ ✭✐♥ ✻✸✳✺ % ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✮✱ ❛ ❦❛♦♥ ❞❡❝❛②s ❡①❛❝t❧② ❧✐❦❡ ❛ ♣✐♦♥✿ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✉tr✐♥♦ ❛♥❞

❛ ♠✉♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t✇♦ ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❢♦r♠✉❧æ ✇r✐tt❡♥ ❛❜♦✈❡
❛r❡ ❤❡♥❝❡ ✈❛❧✐❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ❞❡❝❛② ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts π ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② K ✳

P✐♦♥✐❝ ❞❡❝❛②
■♥ ✷✶✳✷ % ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❦❛♦♥ ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ♣✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♦♥❡✳ ❆s ✐t ✐s ❛

t✇♦✕❜♦❞② ❞❡❝❛②✱ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡
r❡st✕❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❦❛♦♥✱ ❡♥❡r❣②✕♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦✿

γ′π± =
1

mπ±

m2
K± +m2

π± −m2
π0

2mK±

❛♥❞

β′
π± =

√
m4

K± +m4
π± +m4

π0 − 2m2
K±m2

π± − 2m2
K±m2

π0 − 2m2
π±m2

π0

m2
K± +m2

π± −m2
π0

❯s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ P❛rt✐❝❧❡ ❉❛t❛ ●r♦✉♣❡ ✿ mK± = 493.677▼❡❱✱mπ± = 139.57018▼❡❱
❛♥❞ mπ0 = 134.9766 ▼❡❱ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✿

γ′π± ≃ 1.78 ❛♥❞ β′
π± ≃ 0.827

❡❤tt♣✿✴✴♣❞❣✳❧❜❧✳❣♦✈

http://pdg.lbl.gov
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■♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② r❡st✕❢r❛♠❡✱ ♦♥❡ ❣❡ts ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

f(ǫK , ǫπ) =
θ(ǫπ −mπγ

−
π )− θ(ǫπ −mπγ

+
π )

2mπγKγ′πβKβ
′
π

,

✇❤❡r❡ θ(x) ✐s ❍❡❛✈✐s✐❞❡✬s st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣✐♦♥
❞❡❝❛②✱ γ±π = γKγ

′
π (1± βKβ′

π)✳
■♥ t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ❧❡t ✉s ♣r❡❝✐s❡ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✿ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭F ✱ f ✱ γ✱ β✳✳✳✮ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✲

s❝r✐♣t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ R✱ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♠❡ ′ t♦ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡
❦❛♦♥ r❡st✕❢r❛♠❡ R′✱ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ′′ t♦ t❤❡ ♣✐♦♥ r❡st✕❢r❛♠❡ R′′ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ st❛r ✯ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ♠✉♦♥ r❡st✕❢r❛♠❡ R∗✳ ■ ♥♦t❡❞ cos(θ∗) t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♠✉♦♥
s♣✐♥ ✐♥ ❢r❛♠❡ R∗✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭♦r ♣♦s✐tr♦♥s✮ ♦❢ ❡♥❡r❣② ǫe ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝❛②
♦❢ ❛ ❦❛♦♥ K− ✭K+✮ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ǫK ✐s ❤❡♥❝❡✿

fξ(ǫK , ǫe) =
1

2mπγKγ′πβKβ
′
π

∫ mπγ
+
π

mπγ
−
π

Fξ(ǫe, ǫπ)dǫπ

=
1

2mπmµγKγ′πγ
′′
µβKβ

′
πβ

′′
µ

∫ mπγ
+
π

mπγ
−
π

dǫπ
γπβπ

∆ξ(γ
+
µ , γ

−
µ ),

✇❤❡r❡ γ±µ = γπγ
′′
µ

(
1± βπβ′′

µ

)
❛♥❞ ∆ξ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Xξ ❛♥❞ Yξ ❝♦rr❡❝t❧②

❝❤♦s❡♥ ✭s❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Fξ✮✳ ❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜✉t ✐t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡
t♦ ❝✉t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ǫe ✐♥ s♦ ♠❛♥② ③♦♥❡s t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ t❡❞✐♦✉s t♦ ❣❛✐♥ t✐♠❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

■♥❞❡❡❞✱ t❤♦✉❣❤ ∫ γπ Xξ(γ1)

γπβπ
dγπ = Xξ(γ1) ln(γπ(1 + βπ))

∫ γπ Yξ(γ1)

γπβπ
dγπ = Yξ(γ1) ln(γπ(1 + βπ))

❛r❡ ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱

∫ γπ 4

9

(
ǫe
mµ

)2
{
(27 + 9ξβ+

µ )γ
+2
µ − 9ξ ln(γ+µ (1 + β+

µ )) +

ǫe
mµ

[
−32γ+3

µ (1 + ξβ+
µ ) + γ+µ (24 + 32ξβ+

µ )
]
}
dγπ
γπβπ

❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳

✹✳✷✳✶✳✺ Pr♦t♦♥ t♦ ♣✐♦♥ ✭♦r ❦❛♦♥✮

Pr♦t♦♥ ♣r♦t♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♠♣❧② q✉❛♥t✉♠ ❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❢♦r❜✐❞ s✐♠♣❧❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❦❛♦♥ ❛♥❞ ♣✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❧② ♦♥ ♠♦❞❡❧s✳
❙❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❇❛❞❤✇❛r ❡t ❛❧✐✐ ❬✾❪❛♥❞ ❚❛♥ ✫



❙❡❝♦♥❞❛r② ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✼✶

◆❣ ❬✽✵❪✳ ❚❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ❞σ
❞E

♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✐♦♥ ♦r
❦❛♦♥✱ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ❣✐✈❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ E ❞3σ

❞~p3
✳ ❚❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥ ✐s✿

❞σ
❞E

=
π

p‖

∫
E
❞3σ
❞~p3

❞p2⊥,

✇❤❡r❡ t❤❡ π ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡
❢r♦♠ p⊥❞p⊥ t♦ ❞p2⊥ ♠❛❦❡s t❤❡ ✷ ❞✐s❛♣♣❡❛r✳
P❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❛❞❤✇❛r✱ ❙t❡♣❤❡♥s ❛♥❞ ●♦❧❞❡♥ ❬✾❪

▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦❧❧✐❞❡rs r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐s❡ ❝❤❛r❣❡❞
♣✐♦♥s ❛♥❞ ❦❛♦♥s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦t♦♥ ♣r♦t♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ ❢♦r ♣✐♦♥s✿

E
❞3σπ
❞~p3

=
A

1 + 4m2
p/s)

r
(1− x̃)q exp

[
− Bp⊥
1 + 4m2

p/s

]
, ✭✹✳✶✼✮

✇❤❡r❡ q =
C1 + C2p⊥ + C3p

2
⊥√

1 + 4m2
p/s

❛♥❞ x̃ =

√
x∗2‖ +

4

s

(
p2⊥ +m2

π/K

)
✳ ❈♦❡✣❝✐❡♥t x∗‖ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡

♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❡✕♦❢✕♠❛ss ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
❛♥❞
√
s ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡✕♦❢✕♠❛ss s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r A✱ B✱ C1✱

C2✱ C3 ❛♥❞ r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❦❛♦♥s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡r✿

E
❞3σK
❞~p3

= A(1− x̃)C exp [−Bp⊥] . ✭✹✳✶✽✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆♦r❜✉r② ❛♥❞ ❚♦✇♥s❡♥❞ ❬✻✹❪✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ q✉✐t❡
r❡❝❡♥t ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❆✹✾ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❬✽✷❪✳

A B r C C1 C2 C3

P❛rt✐❝❧❡ ❬♠❜✴✭●❡❱2✴❝3✮❪ ❬✭●❡❱✴❝✮−1❪ ❬✭●❡❱✴❝✮−1❪ ❬✭●❡❱✴❝✮−1❪ ❬✭●❡❱✴❝✮−2❪

π+ ✶✺✸ ✺✳✺✺ ✶ ∅ ✺✳✸✻✻✼ ✲✸✳✺ ✵✳✽✸✸✹
π− ✶✷✼ ✺✳✸ ✸ ∅ ✼✳✵✸✸✹ ✲✹✳✺ ✶✳✻✻✼
K+ ✽✳✽✺ ✹✳✵✺ ∅ ✷✳✺ ∅ ∅ ∅

K− ✾✳✸ ✸✳✽ ∅ ✽✳✸ ∅ ∅ ∅

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♣✐♦♥ ❛♥❞ ❦❛♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥❡✇❡r ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❜② ❚❛♥ ✫ ◆❣ ❬✽✵❪ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✳
❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① ✭✐t ❤❛s ✷✹ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❡❛s✐❧② s♦ ■ ❝❤♦s❡ ♥♦t t♦ ❝♦♣②
✐t ❤❡r❡✳

❖♥❝❡ ♦♥❡ ❤❛✈❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥s ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥
❜②✿

dσ

dǫe
(ǫ♣ → π±/K± → ǫe) =

∫
dσ

dǫπ/K
(ǫ♣ → ǫπ/K)× dǫπ/K × P(ǫπ/K → ǫe) .



✼✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❈❖❙▼■❈ ❘❆❨ ❙❖❯❘❈❊❙

❑❛♠❛❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✹✼✱ ✹✽❪ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❞✐r❡❝t ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ p+ p→ e± r❡❛❝t✐♦♥✳ ❚❛❦✲
✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ✭s❡❡ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ P②t❤✐❛ ❝♦❞❡ ❬✼✻❪✮✱ t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛t ❧♦✇ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ s♣❡❝✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡②
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡♥✳ Pr♦t♦♥ ♣r♦t♦♥
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❤❛❞r♦♥s ✐♥ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✿ ∆+ ❛♥❞ ∆++✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡
❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛ss ✐s ♥♦t ✈❡r② ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛r❡✿
p+ p → n+∆++ → n+ p+ π+

→֒ p+∆+ → n+ p+ π+

→֒ p+ p+ π0

❚♦ ❦♥♦✇ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❇r❡✐t✕❲✐❣♥❡r t❤❡♦r②✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ❛♥❞ s❤♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✱ ✐♥ t❤❛t ✐t
❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡ ♣✐♦♥ ♦r ❦❛♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥s ❜✉t ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s
✭♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❣❛♠♠❛s ❛s ✇❡❧❧✮ ♦♥❡s✳ ❚❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥❞❡① ♦❢
t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r✐❡s ✐s ✵✳✵✺ ❤❛r❞❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣r✐♠❛r✐❡s✳
❆❧❧ t❤❡ ❛❢♦r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡❛r ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✉♥❧❡ss st❛t❡❞ ♦t❤❡r✲
✇✐s❡✱ ✐s t❤❡ ❬✹✼✱ ✹✽❪ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❡s♦♥❛♥❝❡s
♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❉❡❧t❛ ❛t ❧♦✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✮ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❝❡♥t ❞❛t❛✳ ❆s
st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✇❛r♥❡❞ t❤❛t t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s
♦♥ ✜ts t♦ ▼♦♥t❡✕❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❆❝t✉✲
❛❧❧② t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠✱ ❧✐❦❡ ❇❧❛tt♥✐❣
❡t ❛❧✐✐ ❬✶✻❪✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ♣✐♦♥s ♦r ♦♥❧② ❦❛♦♥s ❜✉t ♥❡✈❡r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✹✳✷✳✶✳✻ ❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s

❚❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♠❛❞❡ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ ❤❡❧✐✉♠✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦s♠✐❝ ♣r♦t♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ α ♣❛rt✐❝❧❡s
✭❛♥❞ t♦ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t ♦t❤❡r ❤❡❛✈✐❡r ✐♦♥s✮✳ ❆❧♠♦st ♥♦ ❞❛t❛ ❡①✐sts ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❜✉t s♦♠❡
♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐s❡ t❤❡ ♣✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
✇❤❡r❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♦❢ ♠❛ss ♥✉♠❜❡r AP s♣❛❧❧❛t❡s ♦✛ ❛ t❛r❣❡t ♦❢ ♠❛ss ♥✉♠❜❡r AT ✳ ◗✉✐t❡ ❛♥ ♦❧❞
✇♦r❦ ❢r♦♠ ❖rt❤ ✫ ❇✉✣♥❣t♦♥ ❬✻✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❛❧✐♥❣✿

σPT =
(
A

3/8
P + A

3/8
T − 1

)2
σpp. ✭✹✳✶✾✮

❍♦✇❡✈❡r ❛t t❤❛t t✐♠❡ ❧✐tt❧❡ ❞❛t❛ ✇❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ s❡❡♠s ❛ ❧✐tt❧❡ ♦✉t✕❞❛t❡❞✳
❚❤❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ◆♦r❜✉r② ✫ ❚♦✇♥s❡♥❞ ❬✻✹❪ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ◆❛❣❛♠✐②❛
❡t ❛❧✐✐ ❬✻✵❪ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛❧❜ ❡t ❛❧✐✐ ❬✼✹❪ s✉❣❣❡st ❛ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢♦r
❡❛❝❤ ♣✐♦♥ ❝❤❛r❣❡✿

σAA→π+X = (APAT )
N±σpp→π+X ,

σAA→π−X =
(APAT )

N±σpp→π+X

ZP

AP

ZT

AT

σpp→π+X

σpp→π−X
+
(

AP−ZP

AP

)(
AT−ZT

AT

)
σpp→π−X

σpp→π+X

,



❙❡❝♦♥❞❛r② ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✼✸

❛♥❞
σAA→π0X = (APAT )

N0σpp→π0X . ✭✹✳✷✵✮

❆ ✜t ♦✈❡r ✈❛r✐♦✉s s❡ts ♦❢ ❞❛t❛ ❧❡❞ t♦ N± ❂ ✷✳✷✴✸ ❛♥❞ N0 ❂ ✷✳✹✴✸✳ ❍♦✇❡✈❡r ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ str❡ss
t❤❛t ♠♦st ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❡❛❝❤ P ✱T ❝♦✉♣❧❡ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ✇✐t❤ ✈❡r②
❧❛r❣❡ ❡rr♦r ❜❛rs✳
■t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❦❛♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✴♣♦s✐tr♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❧❛r❣❡❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♣✐♦♥s✱ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥❡ ❝❛♥
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ❦❛♦♥s ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t✳

✹✳✷✳✶✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥ ❝r♦ss✕
s❡❝t✐♦♥s✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ ✐t t❤❛t

• ❊❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❧❡ss ❝♦♣✐♦✉s ❛♠♦✉♥t t❤❛♥ ♣♦s✐tr♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❧♦✇ ♣r♦t♦♥
❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✿ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡
♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①tr❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✱ s♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②
t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❤✐❣❤❡r✳

• ❆t ❤✐❣❤ ♣r♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❧❡ss ♦♥ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❛♥ ✫ ◆❣
♣r❡❞✐❝t ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✳

• ❆t ❧♦✇ ♣r♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❇❛❞❤✇❛r ❡t ❛❧✐✐ ❬✾❪ ❡①❤✐❜✐ts ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✳

✹✳✷✳✷ Pr♦❥❡❝t✐❧❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①❡s

❚❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥
❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢✉①✳ ❆s ❢❛r ❛s ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ♦♥❧②
♣r♦t♦♥s ❛♥❞ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t α ♣❛rt✐❝❧❡s r❡❧❡✈❛♥t❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡✳ ■t ✐s ❤❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦
❦♥♦✇ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤✐s ✢✉① ✐s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ✐t ✐s ❛t t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❲❡
✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ✭s❡❝t✐♦♥ ❇✳✷✮ ❤♦✇ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✢✉① ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①② ❢r♦♠ t❤✐s✱
t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥♦t s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❞❛t❛
✇❡ ❤❛✈❡ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✳ ❍♦♣❡❢✉❧❧② ❦♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ s♦♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r
t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜ts t♦ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❇❛s❡❞ ♦♥ ❆▼❙ ❞❛t❛✱ ❉♦♥❛t♦ ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✹❪ ❣✐✈❡s

Φp
⊙(T ) = 1.3249

(
T

1●❡❱

)−2.72

❝♠−2s−1sr−1●❡❱−1

Φα
⊙(T ) = 0.0721

(
T

1●❡❱✴♥

)−2.74

❝♠−2s−1sr−1✭●❡❱✴♥✮−1. ✭✹✳✷✶✮

❍❡r❡ T st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♣❡r ♥✉❝❧❡♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ■ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ✐t ✭❉✵✶✮✳ ▼♦r❡
r❡❝❡♥t ❇❊❙❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧❡❛❞ ❙❤✐❦❛③❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✼✺❪ t♦ s✉❣❣❡st t❤❡ ❢♦r♠✿

Φp
⊙(T ) = 1.94β0.7R−2.76❝♠−2s−1sr−1●❡❱−1

Φα
⊙(T ) = 0.71β0.5R−2.78❝♠−2s−1sr−1✭●❡❱✴♥✮−1. ✭✹✳✷✷✮
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❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❞❛t❛ ❉♦♥❛t♦ ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✸❪ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❙❤✐❦❛③❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
T ≥ 20 ●❡❱✿

Φp
⊙(T ) = 2.4132R−2.84❝♠−2s−1sr−1●❡❱−1

Φα
⊙(T ) = 0.8866R−2.85❝♠−2s−1sr−1✭●❡❱✴♥✮−1. ✭✹✳✷✸✮

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦t♦♥ ❛♥❞
❤❡❧✐✉♠ ✢✉①❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❆t ❧♦✇ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ✭❙❤✐❦❛③❡ ❛♥❞ ❉✵✾✮ ❛r❡ ♦❢
❝♦✉rs❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s s✐③❡❛❜❧❡ ❜✉t ❛❝t✉❛❧❧② ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t
t❤❛♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞❛t❛
❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧❛r ❛❝t✐✈✐t② ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✳
❯♥❧❡ss st❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ■ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❉♦♥❛t♦ ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✸❪ ✭❉✵✾✮ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛
❢r♦♠ ❇❊❙❙❬✼✺✱ ✼✺❪✱ ■▼❆❳❬✺✽✱ ✺✽❪ ❛♥❞ ❆▼❙❬✹✱ ✻❪
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✇✐t❤ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳✶✮✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦♣❡r❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s✉❝❤
❞❡t❛✐❧s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳✷✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉t t❤✐s ✇♦✉❧❞
✐♠♣❧② q✉✐t❡ ❛ ❧♦♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❖♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡
❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✱ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✉❜❜❧❡✳ ❚❤❡ ❙✉♥ ❧✐❡s ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ✉♥❞❡r✕❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛s✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ s✉♣❡r♥♦✈æ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❛❣♦✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ✈♦✐❞ ♦❢ ❛❜♦✉t
✶✷✵ ♣❝ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ❢♦r ❛❧❧ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❜② P✉t③❡
❡t ❛❧✐✐ ❬✼✵❪✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r r❛❞✐♦✲✐s♦t♦♣❡s ✭s❡❡ ❛❧s♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✺❪✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜✉❜❜❧❡ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳✸✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦t s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♥② s♣❛t✐❛❧ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ✐t ✐s ❤❡♥❝❡
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❣❛s ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳

✹✳✸ ❊①♦t✐❝ ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ■ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❛❝❝❡♣t❡❞ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱
❤♦✇❡✈❡r s♦♠❡ ♦t❤❡r ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❞❡❜❛t❡ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ♥❡✇ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s✐③❡❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ❧❡❛r♥ ❛♥②t❤✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
st✉❞②✐♥❣ t❤❡♠✳

✹✳✸✳✶ ❉❛r❦ ♠❛tt❡r

■❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❡①✐sts ❛♥❞ ❤❛s s♦♠❡t❤✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✲
t❡rs ✶ ❛♥❞ ✷✱ ♦✉r ●❛❧❛①② s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐t ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❣ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
✐t ✐s ♠❛❞❡ ♦❢✱ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ♦r ❞❡❝❛② ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② st❛♥❞❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❤❡♥❝❡ ❝♦s♠✐❝
r❛②s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡t❡❝t ❛t
t❤❡ ❊❛rt❤✱ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤✐s ❝♦s♠✐❝ r❛②
❝♦♠♣♦♥❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②✱ t❤❡
st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♦t✐❝ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ♠❛② t❡❛❝❤ ✉s ♠❛♥② t❤✐♥❣s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✹✳✸✳✶✳✶ ❆♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

▼❛♥② ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t ❛ ♥❡✇ st❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❜❡ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ❇❡✐♥❣ st❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❢r♦♠ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s
❧✐❦❡ ❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ ▼❛❥♦r❛♥❛ ❢❡r♠✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② t❡r♠ r❡❛❞s✿

Q(~x,E, t) = η 〈σv〉
{
ρ(~x)

mχ

}2

f(E) . ✭✹✳✷✹✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t η ✐s ❛ q✉❛♥t✉♠ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡✐♥❣ ♦r ♥♦t s❡❧❢✕❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✿
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❛ ❢❡r♠✐♦♥ ✐t ❡q✉❛❧s 1/2 ♦r 1/4 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❲■▼P ✐s ❛ ▼❛❥♦r❛♥❛



❊①♦t✐❝ ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✼✼

♦r ❛ ❉✐r❛❝ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✐❢ ♥♦t st❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ■ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ▼❛❥♦r❛♥❛ t②♣❡
s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ t❛❦❡ η = 1/2✳

❚❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ②✐❡❧❞ 〈σv〉✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧
♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦s♠♦❧♦❣② ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✹✮✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ■ ❛❝t✉❛❧❧②
❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 3 × 10−26 ❝♠3 s−1 ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✇❡
❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜✉t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❲▼❆P ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❡rr♦rs ♦♥ Ωm ❛♥❞ Ωb✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ ♠❛❦❡s
❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❡❛s✐❡r✳

❚❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛ss mχ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡✉tr❛❧✐♥♦s✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ▲❊P ❛♥❞ ❲▼❆P r❡s✉❧ts ❝♦♥str❛✐♥ t❤✐s ♠❛ss t♦ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ●❡❱ ❬✶✶✱ ✶✼✱ ✶✽✱ ✹✹❪
✉♣ t♦ ❛ ❢❡✇ ❚❡❱✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♥✲
♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② f(ǫ) ≡ dN/dE✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ▼♦♥t❡✕❈❛r❧♦✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦❞❡ P②t❤✐❛ ✻✳✹ ❬✼✼❪✳

❚❤❡ ♦♥❧② ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✭❊q✳ ✹✳✷✹✮ ✐s t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ρ(~x) ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ❤❛❧♦✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✹✳✸✳✶✳✹

✹✳✸✳✶✳✷ ❉❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

Q(~x,E, t) = Γ

{
ρ(~x)

mχ

}
f(E) . ✭✹✳✷✺✮

❆❧❧ t❤❡ t❡r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r Γ✱ t❤❡ ❞❡❝❛② r❛t❡ ♦❢ t❤❡
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢
ρ(~x)

mχ

✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❞❡t❡❝t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ(r) ✐s
❧❛r❣❡ ✭❛t t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ✇❤❡r❡❛s ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❞❡t❡❝t
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✈❛r✐♦✉s ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s Einj✳ ❚❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥
❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❝❛s❡ ❛♥❞ t♦ ✐ts ❤❛❧❢ ✐♥ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❝❛s❡✳
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s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ●❛❧❛①②✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ♠❛❦❡ ❡✈♦❧✈❡ t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
♦❢ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿



❊①♦t✐❝ ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✼✾

t❤❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r Ωm✱ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ΩΛ✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❛t❡
r✉❧❡❞ ❜② t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t H0✱ ❛♥❞ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ σ8
❛♥❞ ns✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σ8
✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ✐♥ ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s ✽ ▼♣❝ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦❞❛②
❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ns ✐s ❞P

❞k
✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢

♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② P ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ k✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈❡r② r❛♣✐❞❧②

✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ❛❧❧ t❤❡ ◆✕❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✐❞ ♥♦t ✉s❡
❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❛t ✇❡r❡ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡s ❛t t❤❛t t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❡st❡❞
❜② ❉✐❡♠❛♥❞ ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✶❪ t❤✐s ❤❛s ❧✐tt❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ Ωm ΩΛ H0❬❦♠✳s−1▼♣❝−1❪ σ8 ns

▼✐❧❧❡♥✐✉♠❬✼✾❪ ✫ ❆q✉❛r✐✉s❬✻✷❪ ✵✳✷✺ ✵✳✼✺ ✼✸ ✵✳✾ ✶✳✵
❱✐❛▲❛❝t❡❛✲■■❬✸✶❪ ✵✳✷✸✽ ✵✳✼✻✷ ✼✸ ✵✳✼✹ ✵✳✾✺✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s r❡❝❡♥t ◆✕❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳✳

▼❛❦✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❧❛r❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇♦r❦ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❜✉t ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡✐r r❡s✉❧ts
❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ▲✐❦❡ ❛♥② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ♠♦st ♠♦❞❡r♥ ♦♥❡s✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡②
s♦♠❡t✐♠❡s ❛r❡ r✉♥ ♦♥ s♦♠❡ ♦❢ ❤t❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠❛ss ✉♥✐ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♣❡r
❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✜t t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ❡❛s✐❡st ♦♥❡ ✐s t❤❡ s♦✕❝❛❧❧❡❞ ✐s♦t❤❡r♠❛❧
❝♦r❡❞ s♣❤❡r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t ❣✐✈❡s
r❛t❤❡r ♣♦♦r ✜ts t♦ t❤❡ ◆✕❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❛s ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts t♦ s❡❡
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦♥ str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚✇♦ ❜❡tt❡r ✜tt❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ◆❛✈❛r♦✕❋r❡♥❝❦✕
❲❤✐t❡ ✭❤❡r❡❛❢t❡r ◆❋❲✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦♦r❡ ✭❤❡r❡❛❢t❡r ▼✾✾✮ ♣r♦✜❧❡s✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t✇♦
❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❛ r❛❞✐✉s rs ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ρs❢✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❜✉t ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳
❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡s❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ρ⊙✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❤❛❧♦✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

ρ(r) = ρ⊙

(r⊙
r

)γ (1 + (r⊙/rs)
α

1 + (r/rs)
α

)(β−γ)/α

✭✹✳✷✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✱ β✱ ❛♥❞ γ ❛r❡ ✜①❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ρ⊙ ❛♥❞ rs ❛r❡ t❤❡ ❢r❡❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡
❤❛❧♦ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❇✉r❦❡rt ❬✷✶❪ t♦ ✜t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞✇❛r❢ ●❛❧❛①✐❡s✳

ρ(r) = ρ⊙
(r⊙ + rs)(r

2
⊙ + r2s)

(r + rs)(r2 + r2s)
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❢❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ♠✐♥✉s t✇♦ ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡rs
♣r❡❢❡r t❤❡ r❛❞✐✉s ✐♥s✐❞❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛ss ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❤❛❧♦✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t❤❡✐r
♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳



✽✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❈❖❙▼■❈ ❘❆❨ ❙❖❯❘❈❊❙

❘❡❝❡♥t❧② ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥ ✉s❡ ❢♦r r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✱
❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❜② ◆✕❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡♦♣❧❡✿ t❤❡ ❊✐♥❛st♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❜②
❱❛✉❝♦✉❧❡✉r✬s ♥❛♠❡ ✇❤❡♥ α = 1/4 ❛♥❞ ❜② ❙érs✐❝✬s ❢♦r α = 1/n✮✳

ln

(
ρ(r)

ρs

)
=

2

α

(
1−

(
r

rs

)α)
✭✹✳✷✽✮

■❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ♥♦r♠❛❧✐s❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②✱ ♦♥❡ ❣❡ts✿

ρ(r) = ρ⊙ exp

{
2

α

(
r⊙

α − rα
rαs

)}
✭✹✳✷✾✮

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ✜t ❜✉t ❤❛s t❤r❡❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥ t♦♣ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s
✭rs ❛♥❞ ρs✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ❛❧s♦ ❤❛s t♦ ❜❡ ✜tt❡❞✳

▼♦❞❡❧ α β γ rs❬❦♣❝❪
❈♦r❡❞ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ✷ ✷ ✵ ✺
◆❛✈❛r♦ ❋r❡♥❝❦ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ✭◆❋❲✮ ✶ ✸ ✶ ✷✵
▼♦♦r❡ ✭▼✾✾✮ ✶✳✺ ✸ ✶✳✸ ✸✵
❇✉r❦❡rt ∅ ∅ ∅ ✶✵
❊✐♥❛st♦ ✵✳✶✺ ∅ ∅ ✶✺

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❙♦♠❡ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♦♥❡s α✱ β✱ ❛♥❞ γ ❛r❡ ♥♦t ✜tt❡❞
♦♥ ❞❛t❛ ❜✉t ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❱❛❧✉❡s ❢♦r rs ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❇❛❤❝❛❧❧ ✫
❙♦♥❡✐r❛ ❬✶✵❪✱ ◆❛✈❛rr♦ ❡t ❛❧✐✐ ❬✻✶❪ ❛♥❞ ❉✐❡♠❛♥❞ ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✷❪ ❢♦r t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♦♥❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ❧❛st t✇♦ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▼❡rr✐tt ❡t ❛❧✐✐ ❬✺✾❪ ❛♥❞ ◆❛✈❛rr♦
❡t ❛❧✐✐ ❬✻✷❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳

❖t❤❡r ✜tt✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭Pr✐❣♥✐❡❧✕❙✐♠✐❡♥ ♦r ✭✶✱✸✱γ✮✮ ❜✉t ❛r❡ ❧❡ss ✉s❡❞
❜② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② s♦ ■ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠✳

✹✳✸✳✶✳✺ ❈❧✉♠♣s

❚❤♦✉❣❤ t❤❡② ❞✐s❛❣r❡❡ ♦♥ s♦♠❡ ✭✐♠♣♦rt❛♥t✮ ❞❡t❛✐❧s✱ ❜♦t❤ r❡❝❡♥t ❜✐❣ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❱✐❛▲❛❝t❡❛ ❬✸✶❪ ❛♥❞ ❆q✉❛r✐✉s ❬✼✽❪ ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ❜r♦❛❞ ♣✐❝t✉r❡✿ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡s ✭❣❛❧❛①②
❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ❣❛❧❛①✐❡s✮ ❢♦r♠ ❜② t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ s♠❛❧❧❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str✉❝t✉r❡s
❝❛♥ s✉r✈✐✈❡ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛rr② ♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❤❛❧♦ ❛s ❧♦❝❛❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦✈❡r✕
❞❡♥s✐t✐❡s ✭t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝❧✉♠♣s✮✳ ❚❤❡s❡ ♦✈❡r✕❞❡♥s✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
✐♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✭♦r t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t✱ ❞❡❝❛②✮ r❛t❡ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡s❡
r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜❤❛❧♦❡s t❤❛t ❝❛♥ s✉r✈✐✈❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❤❛❧♦✱ ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ t❤❡✐r ♠❛ss ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s st✐❧❧ ✉♥❞❡r ❞❡❜❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡
❛♥s✇❡r ❞❡♣❡♥❞s ❛ ❧♦t ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❛❝t✉❛❧❧② ❡❛r❧✐❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ♥♦t s❡❡
❛♥② s✉❜str✉❝t✉r❡s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t ♠♦st ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❤❛❧♦ ❧✐❡s
✐♥s✐❞❡ s✉❜str✉❝t✉r❡s ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ❡✛❡❝t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ▲❛✈❛❧❧❡
❡t ❛❧✐✐ ❬✺✵❪ ❛♥❞ P✐❡r✐ ❡t ❛❧✐✐ ❬✻✾❪✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦✉t❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡



❊①♦t✐❝ ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✽✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍❡r❡
❛❧❧ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ r❡s❝❛❧❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❙✉♥✬s ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
♣❛rt ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ ❤❡r❡ ❜② t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✮ ❛❧❧ ♣r♦✜❧❡s ❛❣r❡❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r❡tt② ✇❡❧❧✳

❝❧✉♠♣s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛❧✇❛②s str✐♣♣❡❞ ♦❢ ❜② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ t✐❞❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❧✉♠♣s ❛s ♣♦✐♥t
❧✐❦❡ ♦✈❡r✕❞❡♥s✐t✐❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❧✉♠✐♥♦s✐t② L ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

L =

∫ ∞

0

4πρc(r)
2❞r ✐♥ M⊙

2♣❝−3. ✭✹✳✸✵✮

✇❤❡r❡ ρc(r) ✐s t❤❡ ❝❧✉♠♣ ♠❛ss✕❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✈❡r✕❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ♦❧❞❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♦❧❡r❣✱ ❤❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss✕

s❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ s✉❜str✉❝t✉r❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠✉❝❤
❜r✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤❛❧♦ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ▲❛tt❛♥③✐ ✫ ❙✐❧❦ ❬✹✾❪✮✳

❣■♥ ❞❡❡❞✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❙♣r✐♥❣❡❧ ❡t ❛❧✐✐ ❬✼✽❪ r❡❧❛t❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉♠♣
vmax t♦ ✐ts ♠❛ss M ❜② vmax ∝M1/3.5✳



✽✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❈❖❙▼■❈ ❘❆❨ ❙❖❯❘❈❊❙

✹✳✸✳✶✳✻ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ▼❛ss ❇❧❛❝❦ ❍♦❧❡s

❇❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❛r❡ ♣✉r❡❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✳
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡② ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r t❤❡
♣❛st ❞❡❝❛❞❡s ♠❛♥② ✐♥❞✐r❡❝t ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❜❧❛❝❦
❤♦❧❡s✳ ❚✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞✿ st❡❧❧❛r ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡
s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♠❛ss✐✈❡ ❝♦r❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ s✉♣❡r♥♦✈æ✮ ❛♥❞ s✉♣❡r
♠❛ss✐✈❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛ss ♦❢ ♦r❞❡r ✶✵ M⊙✱ ❛ ♠❛ss
r❛♥❣❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❜② t❤❡♦r② ❢♦r ♥❡✉tr♦♥ st❛rs ❜✉t ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ❜✐♥❛r②
s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r② ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❧✐✈❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❡✈❡r② ❣❛❧❛①②✳ ❚❤❡s❡ s✉♣❡r
♠❛ss✐✈❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛ss ♦❢ ∼ 106 − 1010M⊙✳ ❚❤❡✐r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♥♦t
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧❡❛r ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦✈❡r✕❞❡♥s✐t✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❝❝r❡t❡❞
❛ ❧♦t ♦❢ ♠❛tt❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❤✐st♦r②✳ ❆❝t✉❛❧❧② ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ st✐❧❧ ❛❝❝r❡t✐♥❣ ❛♥❞ t❤✐s ♠✐❣❤t
❜❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✈✐♦❧❡♥t ❡✈❡♥ts ✇❡ ❝❛❧❧ ❆❝t✐✈❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ◆✉❝❧❡✐ ✭❆●◆✮✳ ❚❤❡ st✉❞②
♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❡❧❧❛r ♦r❜✐ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ♦✉r ✈❡r② ♦✇♥ ●❛❧❛①② ❤✐♥ts t♦✇❛r❞ ❛ ♠❛ss ♦❢
∼ 3× 106M⊙✳

❆ t❤✐r❞✱ ♠❛②❜❡ ♠♦r❡ ♣✉t❛t✐✈❡✱ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✿ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠❛ss
❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❈♦❧❡♠❛♥ ▼✐❧❧❡r ✫ ❈♦❧❜❡rt ❬✷✼❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✮ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡
❛ ♠❛ss ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ∼ 102 − 105M⊙ ❛♥❞ t♦ ❧✐❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ st❡❧❧❛r ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s
✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❳✕r❛② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ ♠❛②❜❡ ❜② ♠✐❝r♦❧❡♥s✐♥❣ s✉r✈❡②s s✉❝❤ ❛s ❖●▲❊ ❬✽✸❪
❛♥❞ ▼❆❈❍❖ ❬✺❪✳ ■❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛❝t✉❛❧❧② ❡①✐st✱ ♦♥❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ✈❡r② ❡❛r❧② ❯♥✐✈❡rs❡ ❜❡❢♦r❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ◗❈❉ ♣❤❛s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❛s r❛t❤❡r s♦❢t ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡❛s❡❞
❝♦❧❧❛♣s❡✳ ❆♥♦t❤❡r s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ st❛rs ✭♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s P♦♣✉❧❛t✐♦♥
■■■ st❛rs✮✱ ✇❤✐❝❤✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡✐r ✈❡r② ❧♦✇ ♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ✇❡r❡ ♠✉❝❤ ❤❡❛✈✐❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st❛rs✳
❚❤♦✉❣❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝♦r❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡
♠♦st ❤❡❛✈② ♦♥❡s ✭M ≥ 250M⊙✮ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝♦r❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❜✐rt❤ t♦ t❤❡s❡ ❤❡❛✈② ❜❧❛❝❦
❤♦❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ t❤✐r❞ s❝❡♥❛r✐♦ s❝❡♥❛r✐♦ ❇ ♦❢ ❇❡rt♦♥❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✹❪✮ ✐s t❤❛t s♠❛❧❧ ♠❛ss ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s
✭∼ 105M
odot✮ ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣❛s ❤❛❧♦❡s✱ ❤❛✈❡ ❛❝❝r❡t❡❞ s♦ ♠✉❝❤ ❣❛s ❛♥❞ ♠❡r❣❡❞
✇✐t❤ s♦ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s t❤❛t ✐t ❤❛s r❡❛❝❤ ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ♠❛ss t♦❞❛②✳

■❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❡①✐st✱ ✐t ✐s ❛r❣✉❡❞ ❬✽✽❪ t❤❛t t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ ♥✉♠❡r♦✉s ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②
❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉s✱ ❜❡✐♥❣ ❡①tr❡♠❡❧② ♦❧❞✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❝❝r❡t❡❞ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛r❦
♠❛tt❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡♠ ✭❛ ♠✐♥✐ s♣✐❦❡ ♦❢ ∼ 105M⊙✮✳ ❚❤♦✉❣❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡ ✈✐❝✐♥✐t②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❙✉♥ ❛♥❞
❝♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❜② ❇r✐♥❣♠❛♥♥
❡t ❛❧✐✐ ❬✶✾❪ t❤❛t ✐❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❡①✐st t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r
❣❛♠♠❛ r❛② ❡♠✐ss✐♦♥✳

✹✳✸✳✷ ●❘❇✱ ❆●◆ ❡t❝✳

❖t❤❡r ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ s✉s♣❡❝t❡❞ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ r❛②s s✉❝❤ ❛s ❣❛♠♠❛ r❛②
❜✉rsts ❬✸✾❪✱ ❛❝t✐✈❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ❬✷✹❪✱ ❑❡rr✕◆❡✇♠❛♥ ❜❧❛❝❦ ✇❤♦❧❡s t❤r♦✉❣❤ P❡♥r♦s❡ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠ ❬✶✺✱ ✻✽❪✱ ♦r ❞❡❝❛②✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❬✹✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧②
♣r♦❞✉❝❡ ✉❧tr❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✭❊≥ 1019❡❱✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠✐①❡❞ ✉♣
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✇✐t❤ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s✐❣♥❛❧ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳
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▲❡tt❡rs✱ ✶✵✶✱ ✷✻✶✶✵✹ ✻✶
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Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦s♠✐❝ ❘❛②s ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦②

❲❛②

❆♥ ❡rr♦r ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ tr✉t❤ ❜② r❡❛s♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ♥♦r ❞♦❡s tr✉t❤
❜❡❝♦♠❡ ❡rr♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦❜♦❞② s❡❡s ✐t✳
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❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝♦s♠✐❝ r❛②s r♦s❡ q✉✐t❡ ❧❛t❡ ✐♥ t❤❡
❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ✐♥ ✶✾✻✾ t❤❛t ✇♦r❦s ❬✶✾✱ ✸✵❪ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
t♦ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❚❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦s♠✐❝ ❘❛②
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✈❡r② ♥✐❝❡ ✇♦r❦ ❜② P❛r❦❡r ❬✸✶❪ ♦♣❡♥❡❞ t❤❡ ✇❛② t♦ ✜rst ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
❧✐❦❡ t❤❡ ❧❡❛❦② ❜♦① ❜✉t ❛❧r❡❛❞② ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✶✽❪✳ ❚❤✐s
✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●✐♥③❜✉r❣ ✫ ❙②r♦✈❛ts❦✐✐ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❜② ♠❛♥② ♦t❤❡rs ❛❢t❡r t❤❡♠❀ s❡❡ ❬✶✻✱ ✷✼✱ ✸✾✱ ✹✵❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳

✺✳✶ ❉✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜② ❊❦❡rs ❛♥❞ ❙❛♥❝✐s✐ ❬✶✹❪ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡✕♦♥ s♣✐r❛❧ ❣❛❧❛①② ◆●❈ ✹✻✸✶ ❛t
✻✶✵ ❛♥❞ ✶✹✶✷ ▼❍③ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛ ♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧ r❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❤❛❧♦ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ❣❛❧❛①② ✐ts❡❧❢ ❢r♦♠ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❤❛❧♦ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥♦r s❡♠✐✕❛①✐s ✭♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝
♣❧❛♥❡✮ ❛ ❢❡✇ ❦♣❝ ❧❛r❣❡❀ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤❡r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❣❛❧❛①② ✇❛s s✉✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②
❡❧❡❝tr♦♥s ❡♠✐tt✐♥❣ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛r❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤✐s r❛t❤❡r ❜✐❣ ❤❛❧♦✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
✐s♦tr♦♣② ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✭❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✱ t❤❛t ✐s ∼ ✶ ●❡❱✴♥ t♦
✶✵ ❚❡❱✴♥ s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸✳✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡①
♦r ❡✈❡♥ ❝❤❛♦t✐❝ str✉❝t✉r❡✱ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳

✺✳✶✳✶ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✇♦r❦s ❜② ❋♦✉r✐❡r ✭✶✽✶✶✮✱ ❋✐❝❦
✭✶✽✺✺✮✱ ❉❛r❝② ✭✶✽✺✻✮ ✐♥ t❤❡ ✶✾t❤ ❝❡♥t✉r②✱ ❛ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
❡♠❡r❣❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ❝❡♥t✉r② ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ✭✶✾✵✺✮✱ ❊✐♥st❡✐♥
✭✶✾✵✺✮✱ ❋♦❦❦❡r ❛♥❞ P❧❛♥❝❦ ✭✶✾✶✸✮✳ ❊✈❡r s✐♥❝❡✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❛ ♠❛❥♦r ✜❡❧❞
♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ♠❛♥② s❝✐❡♥t✐sts s✉❝❤ ❛s ♥✉❝❧❡❛r ❡♥❣✐♥❡❡rs✱ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡
❝♦s♠✐❝ r❛② ♣❤②s✐❝✐sts ❬✷❪✳

■♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡s ❛r❡ ❞❡❡♣❧② r❡❧❛t❡❞✳ ■t ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❛✇s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❛✇s s✉❝❤ ❛s ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐✛✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦✈❡r ❞✐✛✉s✐♥❣ ❝❡♥tr❡s✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ❛♥❞ ❊♥s❦♦❣ ✭✶✾✶✻✲✶✾✶✼✮ s❤♦✇❡❞ ✐t ✇❛s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r❝❡s ✭♦r ❛✣♥✐t②✮✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♦❢ ✐♥t❡♥s✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉① ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ r❡❧❛t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣❛rt✐❝❧❡s s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦✛ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐t ✐s ❤♦♣❡❧❡ss t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s✱
✐❞ ❡st ♠❛✐♥❧② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ ✈❡r② s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ∼ ✶ ♣❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢②
✇✐t❤ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❆s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✐s q✉✐t❡ ❧♦✇ ✐♥ s♣❛❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♦♥❡✕❜♦❞② ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✿

∂tΨ+ ∂µJ
µ = Q−D ✭✺✳✶✮



❉✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✽✾

✇❤❡r❡ Ψ ≡ ❞4N
❞3~x❞E

✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❞❡♥s✐t②✱ ✐❞ ❡st t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r ✉♥✐t
♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✳ ❆s t❤❡ ✢✉① ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛ s✐①✕❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡
❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ t❤✐s ❞❡♥s✐t② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡
❢♦✉r✕❝✉rr❡♥t Jµ ✐♥✈♦❧✈❡s ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r r❡s♣♦♥s❡s✳ ❚❤✐s t❡r♠ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
✇❤❡♥ ✐t ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❡♥❡r❣②✕❧✐❦❡ ✭JE✮ ❛♥❞ s♣❛❝❡✕❧✐❦❡ ✭ ~J✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

~J = ~VcΨ−K~∇Ψ ✭✺✳✷✮

✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ st❡❧❧❛r ✇✐♥❞ ✭~Vc✮ ❛♥❞ s❝❛tt❡r ♦✛ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t K✳

JE = blossΨ−DEE∂EΨ, ✭✺✳✸✮

❝♦♥t❛✐♥s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ t❡r♠s✱ ♠❡❛♥
❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✺✳✷✮ ❛♥❞ r❡✕❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♠♦✈❡ ❛♥❞ ❝❛♥ tr❛♥s❢❡r ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✮✳ ❚❤❡
Q t❡r♠ ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛♥❞D t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐✛✉s✐✈❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✐s✿

∂tΨ+ ~∇ ·
(
~VcΨ−K~∇Ψ

)
+ ∂E (blossΨ−DEE∂EΨ) = Q−D, ✭✺✳✹✮

✇❤❡r❡✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✐♠❡ t✱ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②❛ E ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ~r✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❊❦❡rs ❛♥❞ ❙❛♥❝✐s✐ ❬✶✹❪✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❝♦s♠✐❝✕r❛②s ❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ♦✉r ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡✳
❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✇r♦♥❣✱ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉① ✐s ♥♦t ③❡r♦✱ ❜✉t ✇❡
✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❛t❡r ♦♥ ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✺✳✺✮✳

❙♦♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ ♥♦✇ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✳
❚♦ ❞♦ s♦✱ ■ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ♠② ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs❀ ■ ❛♠ ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ❉❛✈✐❞ ▼❛✉r✐♥✱ ❋✐♦r❡♥③❛ ❉♦♥❛t♦✱

❘✐❝❤❛r❞ ❚❛✐❧❧❡t ❛♥❞ P✐❡rr❡ ❙❛❧❛t✐ ❬✷✼❪✳
❚✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛①② s❡❡♠s q✉✐t❡ st❛❜❧❡ ❢♦r ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ②❡❛rs✱ ❤❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥

❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡✕s❝❛❧❡ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✭❛ ❢❡✇ ♠✐❧❧✐♦♥ ②❡❛rs✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t✐♠❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ t❡r♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❞❡♥s✐t② Ψ
❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ Q ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r✳

❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡
■ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s r♦✉❣❤❧② ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ◆●❈ ✹✻✸✶ ❛♥❞ q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤❛❧♦ ♦❢
◆●❈ ✹✻✸✶ s❡❡♠s ♠✉❝❤ t❤✐❝❦❡r t❤❛♥ t❤❡ st❡❧❧❛r ❞✐s❝✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝ 2 × h ✇✐❧❧ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❤❛❧♦ 2 × L✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s R ♦❢ t❤❡
❤❛❧♦ ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ ♠✉❝❤ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② t❤❛♥ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ∼ ✷✵ ❦♣❝✳
■ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝r❡❛t✐♥❣✱ ❞❡str♦②✐♥❣ ❛♥❞

❛❡①❝❡♣t ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✇✐♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝♦s♠✐❝
r❛②s✳
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♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦❢ ❣❛❧❛❝t✐❝
r❛❞✐✉s r ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝ ✭❤❡✐❣❤t✮ z✳

❈♦♥✈❡❝t✐♦♥
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❣❛❧❛❝t✐❝ ✇✐♥❞s ❡①✐st ✐♥ ♦✉t❡r ❣❛❧❛①✐❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡

t♦ st❡❧❧❛r ✇✐♥❞s✱ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❝♦s♠✐❝ r❛② t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐ts ✈❛❧✉❡
✐♥ ♦✉r ♦✇♥ ●❛❧❛①② ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❝❧❡❛r ❬✽❪✳ ■ts str✉❝t✉r❡ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✈❛❣✉❡✱ ✐❢ ✐t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞
t♦ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ♠❛✐♥❧② ❜② st❛rs t❤❡♥ ✐t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ str✉❝t✉r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ st❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❜✉t ✐❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉❡❧ ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ t❤❡♥ ✐ts str✉❝t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ▲❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ ❛♥s✇❡r✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t②✱ ■ ✇✐❧❧
❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝✿ ~Vc(~r, t) = z

|z|Vc~ez✳
❉✐✛✉s✐♦♥
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①❛❝t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ✈❡r② ✉♥❝❧❡❛r ❛♥❞ s♦ ❛r❡ t❤❡

♠♦❞❡❧s r❡❧❛t✐♥❣ t❤✐s str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r K✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ❝♦s♠✐❝ r❛②s
tr❛✈❡❧ ❛ ❧♦t ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①② ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s❤♦rt✕s❝❛❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤❛❧♦✳ ▼❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
✭s❡❡ ❬✸✹❪✮ ❧❡❛❞ t♦✿ K(~r, E, t) = K0βRδ ✇❤❡r❡ β ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ v/c ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✭✉s✉❛❧❧②
❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✮ ❛♥❞ R ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r✐❣✐❞✐t② ✭t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦
❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r p/Ze✮✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ K0 ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❦♣❝2✳▼②r−1✳

❊♥❡r❣② ❧♦ss❡s
❆s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳

❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✺✳✷✳
❊♥❡r❣② ❞✐✛✉s✐♦♥
❘❛♥❞♦♠ ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ st♦❝❤❛st✐❝ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s

❜✉t t❤❡ ♣r♦♣❡r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡❛s②✳ ❉❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss r❡q✉✐r❡s t♦ ❦♥♦✇ t❤❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❛t❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞✐✛✉s✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s✿ t❤❡ ❆❧❢✈é♥ ✈❡❧♦❝✐t② ~Va✳
▼❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ Pt✉s❦✐♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✹❪ s✉♣♣♦rt t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ DEE✿

DEE =
2

9
V 2
a

E2β4

K(E)
. ✭✺✳✺✮

❙♦✉r❝❡ t❡r♠
❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ Q ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳
❉❡str✉❝t✐♦♥ t❡r♠
❈♦s♠✐❝ r❛②s ♠❛② ❞✐s❛♣♣❡❛r ❢♦r ♠❛♥② r❡❛s♦♥s✿ st❛❜❧❡ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r✕st❡❧❧❛r

♠❡❞✐✉♠ ❣❛s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ r❛❞✐♦✕✐s♦t♦♣❡s ❞❡❝❛② ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦s♠✐❝
❥♦✉r♥❡②✱ ❛♥t✐✕♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r ♠❛tt❡r ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝✳ ❆❧❧ t❤❡s❡
♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❡r❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
❝♦♠❡ ❢r♦♠ s♣❛❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②✳
❆♥♦t❤❡r ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ❞❡str✉❝t✐♦♥ t❡r♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss
❡①✐sts ♦♥❧② ❢♦r ♥✉❝❧❡✐ t❤❛t ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ✭❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ 41❈❛✱ 44❚✐✱ 55❋❡✱
57❈♦✱ 56◆✐ ❛♥❞ 59◆✐✮✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡s❡ r❛❞✐♦✕✐s♦t♦♣❡s ❛r❡ ✈❡r② s❤♦rt ❧✐✈❡❞ ♦♥ ❊❛rt❤ ✇❤❡r❡ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ s♣❛❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s s♦ ❧♦✇ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ ❞✐s❝✮ t❤❛t t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉r✈✐✈❡ ❢♦r ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❝❡r♥s
♦♥❧② s♣❡❝✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s st✉❞②✱ t❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✐s ❛❞✈✐s❡❞
t♦ r❡❛❞ ❉❛✈✐❞ ▼❛✉r✐♥✬s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s ❬✷✻❪✳



❉✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✾✶

❲❤❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♥t✐✕♠❛tt❡r✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ♠❛tt❡r ❛♥t✐✕♠❛tt❡r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣♦s✐tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r
♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s✿

σtot ∼
πα2

γm2
e

(log(γ)− 1)

✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ❍❡r❡✱ γ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❜♦♦st ❢❛❝t♦r
♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ r❡st ❢r❛♠❡✳

✺✳✶✳✷ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❲❡ ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ✜✈❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ K0✱ δ✱ L✱ Vc ❛♥❞ Va✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ t♦ r❡❧❛t❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ✐s
♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ s♣❡❝✐❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤✐st♦r② ❛♥❞
t❤❡✐r ✢✉①❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❡✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ t❤♦r♦✉❣❤ ✇♦r❦ ♦❢ ▼❛✉r✐♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✸✱ ✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✸✺❪ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ✜✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ✈❡r② ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ✐s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ♥✉❝❧❡✐ ❢r♦♠ t❤❡✐r s♦✉r❝❡s t♦
t❤❡ ❊❛rt❤✱ st❛rt✐♥❣ ❜② t❤❡ ❤❡❛✈✐❡st s♣❡❝✐❡s ✭✐r♦♥✮ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t❡st ♦♥❡s ✭❛♥t✐✕♣r♦t♦♥s✮ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s ❤✉❣❡ ✇♦r❦ r❡q✉✐r❡s t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ t❤❡ s♣❛❧❧❛t✐♦♥
❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✮ ❛♥❞✱ ❢♦r ♣r✐♠❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱
t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡s✳ ■♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧❡❛❦②✕❜♦① ♠♦❞❡❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
s❡❝♦♥❞❛r② t♦ ♣r✐♠❛r② r❛t✐♦s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr❛✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ❛♥② ♠♦r❡ ✐♥
t❤✐s ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❛❧♠♦st ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s❡❝♦♥❞❛r② t♦ ♣r✐♠❛r②
r❛t✐♦s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ K0 ❛♥❞ L ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❜✉t ♦♥ K0/L✳ ❚♦ ❜r❡❛❦ t❤✐s ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ s♦♠❡ r❛❞✐♦✕✐s♦t♦♣❡s✳ ■♥❞❡❡❞ s❤♦rt✕❧✐✈❡❞ r❛❞✐♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s❡❝♦♥❞❛r②
❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛♥❞ t❤❡② tr❛✈❡❧ s♦ ❧✐tt❧❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡② r❡❛❝❤ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢
t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s❧❛❜ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡❜✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉①❡s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❢❛st ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱
P✉t③❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✺❪ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♣r❡s❡♥t ❞❛t❛ ❢❛✈♦✉r K0 = 8×10−3 ❦♣❝2✳▼②r−1✱ δ = 0.86✱ L❂✽ ❦♣❝✱
Vc❂✶✽✳✼ ❦♠✳s−1✱ Va❂✺✺ ❦♠✳s−1 ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ❣❛s ❜✉❜❜❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s rb ❂ ✶✷✵ ♣❝✳ ❍♦✇❡✈❡r ✻✽ ✪
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ❛r❡ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛
❢❡✇ ●❡❱✴♥✉❝❧❡♦♥ ❛r❡ s❝❛r❝❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ❡rr♦r ❜❛rs✳ ❍♦♣❡❢✉❧❧②✱ P❛♠❡❧❛ ❛♥❞ ❆▼❙ s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣
s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ✐ss✉❡ s♦♦♥✳ ❆s t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ②❡t✱ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦✉♥❞
❜② ▼❛✉r✐♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✼❪✱ ✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
st✉❞② ❛♥❞ ❡❛s✐❡r t♦ ✉s❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ✉s❡❢✉❧ t❤r❡❡ s❡ts ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ s❡ts ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❡①❡♠♣t ✉s t♦ ❞♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❝❛♥ ♦✈❡r t❤❡ ∼✶✻✵✵ ♣❛r❛♠❡t❡rs
s❡ts ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ▼❛✉r✐♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✼❪✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✶✻✵✵ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛② t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❜✐♥♥❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞
❜✉t ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ ❛ s✉❜s❡t t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢✉❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ ❧❡❢t ❛❢t❡r
❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ r❛t✐♦ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❜❚❤✐s ✐s tr✉❡ ♦♥❧② ✐❢ L ✐s q✉✐t❡ ❧❛r❣❡
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▼♦❞❡❧ δ K0 L Vc Va
❬❦♣❝2✴▼②r❪ ❬❦♣❝❪ ❬❦♠✴s❪ ❬❦♠✴s❪

min ✵✳✽✺ ✵✳✵✵✶✻ ✶ ✶✸✳✺ ✷✷✳✹
Med ✵✳✼✵ ✵✳✵✶✶✷ ✹ ✶✷ ✺✷✳✾
MAX ✵✳✹✻ ✵✳✵✼✻✺ ✶✺ ✺ ✶✶✼✳✻

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇✴❈
❛♥❛❧②s✐s ❬✷✼❪✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✷❪✱ t❤❡s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ♠✐♥✐♠❛❧✱
♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♣r✐♠❛r② ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ✢✉①❡s✳

❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✼✮✱ ♣❤♦t♦♥s ♠❛② ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞ tr❛❝❡r ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡♠
✐♥ ❝♦♣✐♦✉s ❛♠♦✉♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❛s ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝❤❛r❣❡❞✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t s✉✛❡r s♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✺✳✹✮ s♦ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❞❛t❛ ✐s ✉s❛❜❧❡✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡✐r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ♠✉❝❤
s✐♠♣❧❡r✱ t❤❡② ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✐♥❢❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❢❛r ❛✇❛② r❡❣✐♦♥s✳

✺✳✷ ❊♥❡r❣② ❧♦ss❡s

❚❤❡ ♦♥❧② t❡r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✹ t❤❛t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ②❡t ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✳ ❖♥❡ ❝❛♥
❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♠❛♥② ❧♦ss ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s
❞✐s❝ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛①② ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡✳

✺✳✷✳✶ ❊♥❡r❣② ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝

■♦♥✐s❛t✐♦♥
❲❤❡♥ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ Ze✮ ❝r♦ss❡s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠❡❞✐✉♠

✭♠❛❞❡ ♦❢ ❛t♦♠s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r Z ′✮✱ ✐t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠❡❞✐✉♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s❢❡rs ❡♥♦✉❣❤ ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥✱
✐t ♠❛② ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ❛t♦♠ ✐t ✇❛s ❜♦✉♥❞ t♦✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛s ✐t ✐s t❤❡
✇❛② ♠♦st ♦❢ ♦✉r ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✏s❡❡✑ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ♦♥❧② ♠❛t❡r✐❛❧ ♠❡❞✐✉♠
❝♦s♠✐❝ r❛②s ❝r♦ss ✐s ♥♦t ♦✉r ❤✉♠❛♥✕♠❛❞❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥t❡r st❡❧❧❛r ❣❛s✳ ❍❡♥❝❡
✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❤❛s ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦♦✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t r❡st ✐s ❛♥ ❡❛s② ❡①❡r❝✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡
❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❜♦♦❦ ♦❢ ▼✳ ▲♦♥❣❛✐r ❬✷✹✱ ✷✺❪✿

− ❞E
❞t

=
Z2e4Z ′N

4πǫ20mecβ2

[
ln

(
2γ2mec

2β2

Ī

)
− β2

]
, ✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ γ ❛♥❞ β ❛r❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② r❡st
❢r❛♠❡ ❛♥❞ Ī ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t♦♠ ❛♥❞ N ✐s ✐ts
♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐s ♥♦t ❛ ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✉s ❜✉t ❛ ❧✐❣❤t ❡❧❡❝tr♦♥✱



❊♥❡r❣② ❧♦ss❡s ✾✸

s♦♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛❞❡ ❛♥② ♠♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞
✐♥t♦✿

− ❞E
❞t

=
e4Z ′Nev

8πǫ20mev2

[
ln

(
γ3m2

ec
2v2

2Ī2

)
−
(
2

γ
− 1

γ2

)
ln 2 +

1

γ2
+

1

8

(
1− 2

γ

)2
]

✭✺✳✼✮

∼ 7.62× 10−18N (3 ln γ + 18.8) ●❡❱✳s−1, ✭✺✳✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❛r❣❡t ❤②❞r♦❣❡♥ ✭✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❛❜♦✉t
✾✵ ✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s✮✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❞❡♥s✐t② N ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❝♠−3✳

❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✭❡❧❡❝tr♦♥ ♦r ♥✉❝❧❡✉s✮✱ t❤✐s ❧♦ss t❡r♠ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
ln γ ❤❡♥❝❡ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s ✐t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ✭s❡❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✮✳

❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣
❲❤❡♥ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r♦ss❡s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐t ❛❧s♦ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡

♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡s t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ✐♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ♠✉❝❤ ❤❡❛✈✐❡r t❤❛♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ✐t✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s❧❛t❡s ❤❡♥❝❡ ✐♥t♦ ❛ ❜r❛❦✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✱
♦r ✐♥ ●❡r♠❛♥ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✳ ❆ ❢✉❧❧ q✉❛♥t✉♠ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❇❡t❤❡ ❛♥❞
❍❡✐t❧❡r ❣✐✈❡s✿

− ❞E
❞t

=
Z(Z + 1.13)e6NiE

16π3ǫ30m
2
ec

4~

[
ln

(
183

Z1/3

)
+

1

8

]
✭✺✳✾✮

∼ 3.66× 10−16NE ●❡❱✳s−1 ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥ ♥❡✉tr❛❧ ❤②❞r♦❣❡♥.

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♣r♦t♦♥s N ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝♠−3✳
❆❞✐❛❜❛t✐❝ ❧♦ss❡s
■t ✐s ❜❛s✐❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❛♥ ❡①♣❡♥❞✐♥❣ ❣❛s ❝♦♦❧s ❞♦✇♥✱ ❤❡♥❝❡ ❛s ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞s t❤❡

✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ❜② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ♣❤❛s❡✕s♣❛❝❡✱ ❡♥❡r❣② ❤❛s t♦
❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧♦ss t❡r♠ ✐s✿

− ❞E
❞t

=
~∇ · ~Vc
3

Ek

(
2mc2 + Ek

mc2 + Ek

)
, ✭✺✳✶✵✮

✇❤❡r❡ Ek st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✻ ❢♦r ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✮✳
■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ✇✐♥❞ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r z = 0 s♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
t❡r♠ s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥t♦✿

− ❞E
❞t

=
2Vcδ(z)

3
Ek

(
2mc2 + Ek

mc2 + Ek

)
,

✇✐t❤ 2h t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✇✐♥❞✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♦❢ ~Vc ♠❛②❜❡ ♥♦♥✕③❡r♦ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞✐s❝ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧♦✳

✺✳✷✳✷ ❊♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❡✈❡r②✇❤❡r❡✿ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❧♦ss❡s

✺✳✷✳✷✳✶ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥

■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ q ❛♥❞ ♠❛ss m✮ ♠♦✈✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❛①✐s ✐♥
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~B = B cos(θ)~ex + B sin(θ)~ey✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✐♥ ✐ts r❡st ❢r❛♠❡ S ′ ✇✐❧❧



✾✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ P❘❖P❆●❆❚■❖◆

❢❡❡❧ t❤❡ ❢♦r❝❡ q ~E ′✱ ✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦s♠✐❝ r❛②✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
✐♥ t❤✐s r❡st ❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② r❡st ❢r❛♠❡✱

E ′
x = Ex = 0

E ′
y = γ(Ey − βcBz) = 0

E ′
z = γ(Ez + βcBy) = βcγB sin(θ).

❍❡♥❝❡ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ✐ts r❡st✕❢r❛♠❡ ✐s
∣∣∣~̇v′
∣∣∣ = qγvB sin(θ)

m
✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛♥

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r✿

− ❞E
❞t

=
q2
∣∣∣~̇v′
∣∣∣
2

6πǫ0c3
,

r❡❝♦❣♥✐s✐♥❣ ❚❤♦♠s♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ σT = e3

6πǫ20c
4m2

e
❛♥❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❣❧❡s θ✱

♦♥❡ ❣❡ts✿

− ❞E
❞t

=
4Z2

3
σT cγ

2
(me

m

)2 B2

8π
. ✭✺✳✶✶✮

❋r♦♠ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✐t ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥s s✉✛❡r ❛r♦✉♥❞ t❤r❡❡ ♠✐❧❧✐♦♥s t✐♠❡s ♠♦r❡
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ t❤❛♥ ❛ ♣r♦t♦♥✱ ❢♦r ❤❡❛✈✐❡r ♥✉❝❧❡✐✱ ❛s t❤❡ ♠❛ss ✐♥❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡
❝❤❛r❣❡✱ t❤✐s r❛t✐♦ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡①tr❡♠❡✳ ❍❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ♥❡❣❧❡❝t s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥
❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ✐s ♥♦✇ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~B✳ ❆s s❛✐❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦ ✐s ♠✉❝❤
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ●❛❧❛①② ✐ts❡❧❢ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡
③♦♥❡ ❛r♦✉♥❞ ❢❛r ❛✇❛② ❣❛❧❛①✐❡s✳ ■t ✐s t❤❡♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦♥
③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧♦✳ ❍♦✇❡✈❡r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤✐s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s q✉✐t❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❙♦♠❡ st✉❞✐❡s
r❡❧② ♦♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❜✉t ♦❜✈✐♦✉s❧② ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❦♥♦✇ ✐ts
✢✉① ❜❡❢♦r❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛♥②t❤✐♥❣✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ t❤❡s❡ ❞❛t❛✳ ▼♦r❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐s
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❋❛r❛❞❛② r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❛r✐s❡❞ ❧✐❣❤t✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ✈❡r② ❢❡✇
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉✛❡rs ♠❛♥② ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳
■❢ st❛rs ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡♥ ✐ts ♠♦r♣❤♦❧♦❣② s❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛rs ✭✇✐t❤ s♣✐r❛❧ ❛r♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦
❝❧❛✐♠❡❞ t❤❛t ❝♦s♠✐❝ r❛②s ♠❛②❜❡ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞②♥❛♠♦ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❇❡❝❦ ❡t ❛❧✐✐ ✭❬✺❪✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦❢
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✜rst r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝♦s♠✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ B ∼ 4 ± 1µ● ✭Pr♦✉③❛ ✫ ➆♠í❞❛ ❬✸✸❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ❋❛r❛❞❛② r♦t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣✉❧s❛r ♣♦❧❛r✐s❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s
B ∼ 1.8± 0.3µ● ✭❍❛♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✵❪✮✳ ❚❤❡ t✇♦ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❜✉t ❇❡❝❦ ❡t ❛❧✐✐ ✭❬✺❪✮ ✇❡r❡
❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❢✉rt❤❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②
✐s ❛♥t✐✕❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ r❡✈✐s❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ B ∈ [1.5; 4]µ●✳
❇✉t ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ❣❛✈❡ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✻ µ● ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛♥❞ ♠✉❝❤
str♦♥❣❡r ✜❡❧❞s ♦❢ ✷✵✕✸✵ µ● ✐♥ s♣✐r❛❧ ❛r♠s✳



❊♥❡r❣② ❧♦ss❡s ✾✺

✺✳✷✳✷✳✷ ■♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡s✉❧ts s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞ ❆str♦✲
♣❤②s✐❝s ❬✾❪✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
r❡❣✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❛❣♦ ✐♥ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ❜② ❏♦♥❡s ❬✷✶❪✳ ■t ✇❛s
s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❡①t❡♥s✐✈❡❧② r❡✈✐s✐t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❇❧✉♠❡♥t❤❛❧ ✫ ●♦✉❧❞ ❬✼❪✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳

❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣❛s ♦❢
♣❤♦t♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ǫ ❛♥❞ ǫγ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

− ❞E
❞t

=

∫
❞ǫ
∫

❞ǫγ(ǫγ − ǫ)
❞Ncoll

❞t ❞ǫ ❞ǫγ
. ✭✺✳✶✷✮

❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

❞Ncoll

❞t ❞ǫ ❞ǫγ
=

3 σT c

4 γ2
❞n(ǫ)/❞ǫ

ǫ
×
{
1 + 2q

(
ln q − q + 1

2

)
+

(1− q)
2

(Γq)2)

(1 + Γq)

}
, ✭✺✳✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s σT = 8π
3

(
α~
mec

)2
✱ γ ✐s t❤❡ ❜♦♦st ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡

❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡✱ ❛♥❞ ❞n(ǫ)/❞ǫ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❞ǫ✱ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r
❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ st❛t❡s✮✿

dn

dǫ
= 2× 4πǫ2

(2π~c)3
(
eǫ/(kBT ) − 1

)−1
, ✭✺✳✶✹✮

✇❤❡r❡ kB ✐s ❇♦❧t③♠❛♥♥✬s ❝♦♥st❛♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

q ≡ ǫ̂γ
Γ(1− ǫ̂γ)

; ǫ̂γ ≡
ǫγ

γmc2
; Γ ≡ 4γǫ

mc2
. ✭✺✳✶✺✮

❋r♦♠ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢♦r ǫ̂γ ✐s r❡❛❞✐❧② ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ [ǫ̂, Γ
(1+Γ)

]✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ [ 1
4γ2 , 1]

❢♦r q✳ ■t ♣r♦✈❡s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss r❛t❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r q✿

− dE

dt
=

∫
dǫ

∫
dq

Γ2(γmc2)2

(1 + Γq)2
·
{

q

(1− Γq)
− 1

4γ2

}
× dNcoll

dt dǫ dǫγ

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r q ✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ r❡❣✐♠❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss r❛t❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

α ≡ γ (kbT0)

mec2
,
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✇❤❡r❡ T0 ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳
❚❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❚❤♦♠s♦♥ ❧✐♠✐t ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢♦r ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤✐♥ ❛

❜❧❛❝❦ ❜♦❞② r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ ✉s✐♥❣ Γ≪ 1 ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② α≪ 1✿

− dE

dt
=

4

3
σT c Urad γ

2 , ✭✺✳✶✻✮

✇❤❡r❡ Urad =
∫
dǫ ǫ dn/dǫ✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❑❧❡✐♥✲◆✐s❤✐♥❛ r❡❣✐♠❡ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r α≫ 1✿

− dE

dt
=
σT
16

(mec kbT0)
2

~3

{
ln

4γ kbT0
mec2

− 1.9805

}
✭✺✳✶✼✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ r❡❣✐♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts✱ ♦♥❡ ❞❡r✐✈❡s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿

− dE

dt
=





Thomson for Cn−r

E2(kbT0)4

α
exp

{∑
i=0 ci (lnα)

i
}

for Cint
Klein− Nishina for Cu−r

, ✭✺✳✶✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s C r❡❛❞✿

Cn−r : α < 3.8× 10−4

Cint : 3.8× 10−4 ≤ α ≤ 1.8× 103

Cu−r : α > 1.8× 103 ✭✺✳✶✾✮

❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮
♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

ci =
{
74.77,−0.1953,−9.97× 10−2, 4.352× 10−3, 3.546× 10−4,−3.01× 10−5

}
. ✭✺✳✷✵✮

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♠♦♦t❤ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t❤r❡❡ r❡❣✐♠❡s ♠✐❣❤t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣ t✐♥② ❣❛♣s ❛t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ♦r ❝♦♥st❛♥ts ✉s❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ❜❧❛❝❦
❜♦❞② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♣❤♦t♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ❜② ❛
❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② Urad ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❛t ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞
✇❛② ❞❡r✐✈❡❞ Ubb

rad✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡♥♦r♠❛❧✐s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r Urad/U
bb
rad = nrad/n

bb
rad

t♦ ❣❡t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡♥❡r❣② ❧♦ss r❛t❡✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

nbb
rad(T0) =

2ζ(3)T 3
0

π2~3c3
,

✇❤❡r❡ ζ(x) ✐s ❘✐❡♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ζ(3) ∼ 1.2020569✳
■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✭■❙❘❋✮ ❞❛t❛ ❡①✲

tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛❞❡ ✐♥ P♦rt❡r ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✷❪✱ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥ ❜♦①❡s ♦❢ 500 × 500 ♣❝
❛♥❞ 2 × 2 ❦♣❝ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❊❛rt❤✱ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛ s✉♠ ♦❢ ❜❧❛❝❦✲❜♦❞② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❝t✉❛❧❧②



❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✾✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❡✈❛♥t r❡❣✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡♥❡r❣②
❧♦ss ❢♦r ❛♥② ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳

♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✜t✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞
❜② t❤❡✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
s✐③❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡rr♦r ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s s♦♠❡❤♦✇ r❡✢❡❝t t❤♦s❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♥❢r❛✕r❡❞ ❛♥❞ ✉❧tr❛✕✈✐♦❧❡t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✿ ❛ s♠❛❧❧❡r
✈♦❧✉♠❡ ❣✐✈❡s ❛ ❧❛r❣❡r ✭s♠❛❧❧❡r✮ ■❘ ✭❯❱✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❯❱✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞
■❘✲❡♠✐ss✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✉st ♠♦st❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦✳

✺✳✷✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s

■t ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ t❤❛t ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ∼✶✵ ●❡❱✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s
t❡r♠ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✭s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥✮✳ ❚❤❡
♦t❤❡r ❧♦ss t❡r♠s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s ♦♥❧②✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ❧❛tt❡r t❡r♠s ✐s ❡✈❡♥ ❥✉st✐✜❡❞
❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡s
❤❛♣♣❡♥ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦s♠✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t❡✳

✺✳✸ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦ss❡s t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡
✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❞✐s❝ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ s❛❢❡❧② ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✳
❆❝t✉❛❧❧②✱ ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡✕❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s ✭s❡❡
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T0❬❑❪ ♥r❛❞ ❬❝♠−3❪

▼
✶

❈▼❇ ✷✳✼✷✺ P❧❛♥❝❦✐❛♥
■❘ ✸✸✳✵✼ ✸✸

❙t❡❧❧❛r ✸✶✸✳✸✷ ✵✳✼✺

❯❱
✸ ✷✹✾✳✸ ✵✳✹✾
✻ ✶✺✵✳✹ ✵✳✶✻
✷✸ ✷✵✾✳✵ ✵✳✵✷✷

▼
✷

❈▼❇ ✷✳✼✷✺ P❧❛♥❝❦✐❛♥
■❘ ✸✸✳✻✺✸ ✹✶

❙t❡❧❧❛r ✸✶✸✳✸✷ ✵✳✽✺

❯❱
✷ ✾✵✶✳✶✸ ✵✳✺
✺ ✺✼✵✳✶ ✵✳✷
✷✷ ✵✹✽✳✺✻ ✵✳✵✷

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦❜♦❞✐❡s✳ ▼✶ ❛♥❞
▼✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✜ts ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛❞❡ ✐♥ P♦rt❡r ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✷❪
❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✷ × ✷ ❦♣❝ ❛♥❞ ✵✳✺ × ✵✳✺ ❦♣❝ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❊❛rt❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼✶ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡
❞❡❢❛✉❧t ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ▲❡❢t✿ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧s ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥ t✇♦
❜♦①❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♣♣❡❛r ✭❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② P♦rt❡r
❡t ❛❧✐✐ ❬✸✷❪✮✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧s ▼✶ ❛♥❞ ▼✷ ✱ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞
❛❣❛✐♥st t❤❡ ❞❛t❛✳ ❘✐❣❤t✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❧♦ss r❛t❡✳

s❡❝t✐♦♥ ❇✳✸ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ r❡♣❧❛❝❡ β ✇✐t❤ ✶ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣✐❞✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❡♥❡r❣② ǫ = E/E0✱ ✇❤❡r❡ E0 st❛♥❞s
❢♦r ✶ ●❡❱✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♥♦t❡ b(ǫ) = −bloss(E)/E0✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❱❛r✐♦✉s ❡♥❡r❣② ❧♦ss r❛t❡s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✳

♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❤❡♥❝❡✿

∂tΨ−K0ǫ
δ

(
∂2r +

1

r
∂r + ∂2z

)
Ψ− ∂ǫ (bΨ) = Q, ✭✺✳✷✶✮

✇❤❡r❡ ❛♥♦t❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜② st❛t✐♥❣ t❤❛t ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❞♦ ♥♦t ✈❛r② ♠✉❝❤ ♦♥
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❛❧❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ t❡r♠ Q✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✳

✺✳✸✳✶ ❙♠♦♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧♦

■❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ Q(r, z, t, ǫ) ✐s ❛ s♣❛t✐❛❧❧② s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❡♠✐ts ❝♦s✲
♠✐❝ r❛②s✱ t❤❡♥ st❡❛❞②✕st❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ ❛
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ♦r ❞❡❝❛②✐♥❣ ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥t♦✿

−K0ǫ
δ

(
∂2r +

1

r
∂r + ∂2z

)
Ψ− ∂ǫ (bΨ) = Q(r, z, ǫ), ✭✺✳✷✷✮

✇✐t❤ Q(r, z, ǫ) = S(r, z)f(ǫ) t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡
t❡r♠✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ S(r, z) ✐s ❛❧✇❛②s t❛❦❡♥ s♦ t❤❛t ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ✶ ❛t t❤❡ ❙✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ f(ǫ)✱ ✐s ♦❢ ♥♦ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✭❛t
❧❡❛st✮ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✳
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✺✳✸✳✶✳✶ ❇❡ss❡❧✕❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡

❚❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤✐s
❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❇❡ss❡❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ Ψ(r = R) = 0 ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ③♦♥❡✳
❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶✳
❊❛❝❤ ❇❡ss❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Pi(z, ǫ) ❛♥❞ Si(z) ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Ψ(r, z, ǫ) ❛♥❞ S(r, z) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
s❛t✐s✜❡s✿

K0ǫ
δ∂2zPi −K0ǫ

δ α
2
i

R2
Pi + ∂ǫ (bPi) + Sif = 0 ✭✺✳✷✸✮

❊❛❝❤ ❇❡ss❡❧ tr❛♥s❢♦r♠ Pi(z, ǫ) ❤❛s t♦ ✈❛♥✐s❤ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s z = −L ❛♥❞ z = +L ❛♥❞
♠❛② t❛❦❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s ❛ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡
❜❛s✐s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s

ϕn(z) = sin(n k0 z
′) , ✭✺✳✷✹✮

✇❤❡r❡ k0 = π/2L ❛♥❞ z′ = z + L✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t ♦♥❡s❡❧❢ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ϕn(z) ✇✐t❤ ♦❞❞
n = 2m+ 1

ϕn(z) = (−1)m cos(n k0 z) . ✭✺✳✷✺✮

❚❤❡ ❇❡ss❡❧ tr❛♥s❢♦r♠ Pi(z, ǫ) ✐s ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s

Pi(z, ǫ) =
∞∑

n=1

Pi,n(ǫ) ϕn(z) ,

❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r Si(z, ǫ) ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
❝♦❡✣❝✐❡♥t

Si,n =
1

L

∫ +L

−L

ϕn(z) Si(z) dz . ✭✺✳✷✻✮

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✸✮ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥s Pi,n(ǫ) ❛♥❞ Si,n(ǫ)

− K n2 k20 Pi,n − K0ǫ
δ α

2
i

R2
Pi,n + ∂ǫ (bPi,n) + Si,nf(ǫ) = 0 . ✭✺✳✷✼✮

❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r✿

t̃ = 4

∫ ∞

ǫ

K(ǫ)

b(ǫ)
❞ǫ

❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r t̃ ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ sq✉❛r❡❞✳ ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡✿

❞
❞t̃

= − b(ǫ)

4K(ǫ)

❞
❞ǫ

❇② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s P̃i,n = bPi,n ❛♥❞ f̃ = b(ǫ)
4K(ǫ)

f ✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥

❞P̃i,n

❞t̃
+

1

4

(
n2k20 +

α2
i

R2

)
P̃i,n = f̃Si,n .



❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✵✶

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞

P̃i,n(t̃) = Si,n

∫ t̃

0

f̃(t̃S) exp
{
− C̃i,n(t̃− t̃S)

}
❞t̃S .

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥✈♦❧✈❡s

C̃i,n =
1

4

{(nπ
2L

)2
+
α2
i

R2

}
.

❚❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t̃✱ s♦ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❧❡♥❣t❤✿

λ2 = t̃− t̃S = 4

∫ ǫS

ǫ

K(ǫ)

b(ǫ)
❞ǫ, ✭✺✳✷✽✮

✇❤✐❝❤ s✐③❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❛t ❡♥❡r❣② ǫS ❛♥❞ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❡♥❡r❣② ǫ✳
❙♦ ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡✕❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

P̃i,n(ǫ) = Si,n

∫ √
t̃

0

f̃(ǫS) exp
{
− C̃i,nλ

2
} ∂t̃

∂λ
❞λ

= Si,n

∫ ∞

ǫ

f̃(ǫS) exp
{
− C̃i,nλ

2
} ∂t̃

∂ǫS
❞ǫS .

❛♥❞ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❡✐t❤❡r ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❛r❜② s♦✉r❝❡s ♦r ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡
❝♦s♠✐❝ r❛② ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

ψ(r, z, ǫ) =
∞∑

i=1

∞∑

n=1

J0(αir/R) ϕn(z) Pi,n(ǫ) ,

✇❤❡r❡

Pi,n(ǫ)=
Si,n

b(ǫ)

∫ +∞

ǫ

f(ǫS)exp
{
−C̃i,n

(
t̃− t̃S

)}
dǫS. ✭✺✳✷✾✮

❲❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❣❡t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① Ψe = βeψ(r, z, ǫ)/4π ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② βe ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ǫ✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦♥❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❧❡ss
t❤❛♥ ✶✵✵ ●❡❱✮✱ t❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ r❡❣✐♠❡ bloss = −E0ǫ2

τE
❛♥❞

t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ λ ✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧✿ λ2 = 4τEK0(ǫ
δ−1 − ǫδ−1

S )/(1 − δ) ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✺✳✷✾ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①tr❡♠❡❧② r❛♣✐❞❧②✳

■t ✐s ♥✐❝❡ t♦ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Pi,n t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s
❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥❞❡❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts ♦♥❧② C̃i,n ❛♥❞ λ✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ❛t
t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♣♣❡❛rs ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ t❡r♠ f(ǫS) ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐s r❡❧❡❣❛t❡❞ t♦
Si,n✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❛ st✉❞② ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❝♦♠♣✉t❡ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡
✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦♥❡ ❧✐❦❡s t♦ ❛♥❛❧②s❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ♠♦st str✐❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s❡♠✐✕❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤✐s ♦♥❡✳
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✺✳✸✳✶✳✷ ❚❤❡ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡

❚❤❡ ❇❡ss❡❧✕❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ✈❡r② ✐rr❡❣✉❧❛r✱ ✐t ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ ♠❛♥② ❇❡ss❡❧ ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r ♦r❞❡rs ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✱
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s❡♠✐✕❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❡✈❡♥ ♠♦r❡
❞r❛♠❛t✐❝ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝ ✇❤✐❝❤
✐s ✈❡r② ♣❛✐♥❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦r ✇✐t❤ ♣♦✐♥t✕❧✐❦❡ s♦✉r❝❡s ❧✐❦❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❝❧✉♠♣s✳

❚❤❡ ●r❡❡♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
❛ ❉✐r❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ δ(~x− ~xS)δ(ǫ− ǫS) ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❞♦ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ r❡❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❞♦ s♦✱ ❧❡t ✉s ❢♦❧❧♦✇ ❇❛❧t③ ✫ ❊❞s❥ö ❬✸❪ ❛♥❞ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ❜❡❢♦r❡✿

t̃ = 4

∫ ∞

ǫ

K(ǫ)

b(ǫ)
❞ǫ

❛♥❞ r❡s❝❛❧❡ Ψ̃ = b(ǫ)Ψ ❛♥❞ f̃ = b(ǫ)f/4K(ǫ)✱ s♦ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✷ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ✉s✉❛❧ ❤❡❛t
❡q✉❛t✐♦♥✿

∂t̃Ψ̃−
1

4
∆Ψ̃ = Sf̃ ,

✇❤❡r❡ S ❛♥❞ f ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s Q(r, z, ǫ) = S(r, z)f(ǫ) ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ■♥ t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s
♠❡t❤♦❞✿

G̃(~x⊙, t̃⇐ ~xS, t̃S) =
θ(λ)

(πλ2)3/2
exp

{
−‖~xS − ~x⊙‖

2

λ2

}
,

✇❤❡r❡ λ✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ s✐③❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ✐s λ2 = t̃− t̃S✳ ❚❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❞❡♥s✐t②
✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Ψ(~x, ǫ) =

∫ ∞

ǫ

[
f(ǫS)

∫

Diff.Zone

S(~xS)G(~x⊙, ǫ⇐ ~xS, ǫS)❞3~xS

]
❞ǫS,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r G(~x⊙, ǫ⇐ ~xS, ǫS) ✐s
1

b(ǫ)
G̃(~x⊙, t̃⇐ ~xS, t̃S)

❱❡r② ♦❢t❡♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ f(ǫ)✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②✱ ✐t
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ st✉❞② t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❤❛❧♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ĩ✳

Ĩ(λ) =
∞∑

i=1

∞∑

n=1

J0(αir/R)ϕn(z)Si,n exp
{
−C̃i,nλ

2
}

=

∫

Diff.Zone

S(~xS)G̃(~x⊙, ǫ⇐ ~xS, ǫS)❞3~xS ✭✺✳✸✵✮

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✺✳✸✳✶✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ●r❡❡♥ ✭s❡❡ ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤ ✺✳✸✳✶✳✷✮ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♦♥❡ s✐♠♣❧② ❣❡ts t❤❡ ✢✉① ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
Ĩ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❡r♠ f(ǫS)✿

Ψ(~x⊙, ǫ) =
βe

4πb(ǫ)

∫ ∞

ǫ

f(ǫS)Ĩ(λ)❞ǫS. ✭✺✳✸✶✮



❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✵✸

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ✐❢ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ z ❛♥❞ t❤❡ r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❜♦✉♥❞
■❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❞❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t♦r

t❤❛t ✇✐❧❧ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛t r = R✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r
❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❜✉t ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❤❡r❡ t♦♦✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✷❉✕♣r♦♣❛❣❛t♦r ❜❡❝♦♠❡s✿

G̃r
2D(~r⊙, t̃⇐ ~rS, t̃S) =

θ (λ)

π λ2

(
exp

{
−(~r⊙ − ~rs)2

λ2

}
− exp

{
−a(rs)

(~r⊙ − ~rim)2
λ2

})
, ✭✺✳✸✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❛t✐s✜❡s ~rim = ~rs/a(rs) ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a(r) = r2

R2 ✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝✐♥❣ R⊙ ❜② R2

R⊙
❛♥❞ λ ❜② λ R

R⊙
✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✜rst λ2 t❤❛t ✐s ✐♥ ❢❛❝t♦r✮✳ ❆

❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✺✳
❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s
❆s ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❜♦✉♥❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡

t✇♦ ❜♦✉♥❞s ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s✿

G̃z
1D(z⊙, t̃⇐ zS, t̃S)=

+∞∑

n=−∞
(−1)n θ (λ)√

πλ2
exp

{
−(zn − z⊙)2

λ2

}
, ✭✺✳✸✸✮

✇❤❡r❡ zn = 2Ln + (−1)n zS✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈❡s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡r② ❢❛st ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ λ
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❤❡r❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤❛❧❢✕t❤✐❝❦♥❡ss L ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦✳

■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❞❡❡♣ sq✉❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✿ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✿

G̃z
1D(z⊙, t̃⇐ zS, t̃S) =

1

L

+∞∑

n=1

e−k2nλ
2/4φn(z⊙)φn(zS) + e−k′n

2λ2/4φ′
n(z⊙)φ

′
n(zS) ✭✺✳✸✹✮

✇❤❡r❡✿

φn(z) = sin [kn(L− |z|)] ❀ kn =

(
n− 1

2

)
π

L
(even)

φ′
n(z) = sin [k′n(L− z)] ❛♥❞ k′n = n

π

L
✭♦❞❞✮✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❚❤❡ ●r❡❡♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❇❡ss❡❧✕❋♦✉r✐❡r ♦♥❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡
❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ s❤♦rt❡r t❤❛♥ ✸ ❦♣❝✳ ❚❤❡ ❜❡st t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s
t❤❡♥ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s✳

✺✳✸✳✷ ❙♠♦♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝ ♦♥❧②

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ❇❡ss❡❧✲❋♦✉r✐❡r ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇♦r❦s ♣❡r❢❡❝t❧② ✇❡❧❧✳ ❆❝t✉❛❧❧②



✶✵✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ P❘❖P❆●❆❚■❖◆

t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡ ❝❛♥ ❡✈❡♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❲❤❡♥ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛rts s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛♥❞ s♣❧✐t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
S(r, z) ✐♥t♦ Sr(r)× Sz(z)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❤❛❧♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✵ ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t
✐♥t♦ ❛ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛rt ❛s ✇❡❧❧✳

✺✳✸✳✷✳✶ ❘❛❞✐❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs

❆ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐s❝
■❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✱ Sr(r) = 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r

s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡tr♦✕♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♠❛r✐❡s❝ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡
❤❛s✿

Ĩhomr,θ =

∫ 2π

0

∫ R

0

rG̃r
2D(~r, E ← ~rs, Es)drdθ

= e−
R2
⊙

λ2

∞∑

m=0

{(
R2

⊙
λ2

)m
1

m!

(
1− e−R2

λ2

m∑

j=0

(
R2

λ2

)j
1

j!

)}

− e−
R2

λ2

a(R⊙)

∞∑

m=0

{(
R2

λ2

)m
1

m!

(
1− e−

R2
⊙

λ2

m∑

j=0

(
R2

⊙
λ2

)j
1

j!

)}
. ✭✺✳✸✺✮

❆ s♣❡❝✐✜❝ ❦✐♥❞ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣r♦✜❧❡s
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦✜❧❡ Sr(r) ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊q✳ ✹✳✶✸✱ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ✐s ❛♥

✐♥t❡❣❡r ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❨❑✵✹ ❛♥❞ P✾✵ ♦❢ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✹✳✶✳✸✮✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧✳

Ĩsmooth
r,θ =

∫ 2π

0

∫ R

0

ra+1e−r/r0G̃r
2D(~r, E ← ~rs, Es)drdθ

= e−
R2
⊙

λ2

∞∑

m=0

{(
R2

⊙
λ4

)m
1

(m!)2
Sm(r̃, R̃)

}
, ✭✺✳✸✻✮

✇❤❡r❡ r̃ = λ2

2r0
✱ R̃ = R + λ2

2r0
❛♥❞

Sm(a, b) = e
λ2

4r20

N∑

j=0

(
N
j

)(−λ2
2r0

)N−j

Uj(r̃, R̃). ✭✺✳✸✼✮

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ■ ❤❛✈❡ ♥♦t❡❞ N = 2m+a+1 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ Uj(r̃, R̃) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■❢ j = 2p+1
✐s ♦❞❞✿

Uj(r̃, R̃) =

p∑

k=0

λ2k
p!

(p− k)!
[
r2p−2ke−r2/λ2

]r=r̃

r=R̃
, ✭✺✳✸✽✮

❝❲❤❛t ■ ❝❛❧❧ r❡tr♦✕♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❧❧❛t✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ r❛②s
❛♥❞ ♥♦t t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ✇❛② t♦ ❞♦ s♦ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳



❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✵✺

❛♥❞ ✐❢ j = 2p ✐s ❡✈❡♥✿

Uj(r̃, R̃) = λ2p−1Γ(p+ 1/2)
[
erf

( r
λ

)]r=R̃

r=r̃
✭✺✳✸✾✮

−
p−1∑

k=0

λ2k
Γ(p+ 1/2)

Γ(p− k + 1/2)

[
r2p−2k−1e−r2/λ2

]r=R̃

r=r̃
.

❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s✉❜tr❛❝t t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ R⊙ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ R2

R⊙
❛♥❞ ❡❛❝❤ λ ✇✐t❤ λ R

R⊙
❛♥❞ t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤✐s t❡r♠ ❜②

a(R⊙)✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✈❡r② ❢❛st t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ tr✐❝❦② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐ts ✉s❡ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳

✺✳✸✳✷✳✷ ❱❡rt✐❝❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs

❆ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐s❝

❍❡r❡✱ ■ ❥✉st q✉♦t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❛❧r❡❛❞② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✵❪ ❢♦r s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦s✐tr♦♥s✳ ❲❡
❤❛✈❡✿

Ĩhomz =

∫ zmax

−zmax

dzs G̃
z
1D(λ, z = 0← zs) ✭✺✳✹✵✮

=





1

2

∞∑

n=−∞

{
erf

(
zmax
n

λ

)
− erf

(
zmin
n

λ

)}
,

2

L

∞∑

n=1

(−1)n+1 cos (kn(L− zmax))

kn
× e−k2nλ

2/4 .

❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ zmax

n ≡ 2nL+(−1)nzmax ❛♥❞ zmin
n ≡ 2nL− (−1)nzmax✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t

t❤✐s t❤❡s✐s✱ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ❞✐s❦ ♦❢ ❤❛❧❢✲t❤✐❝❦♥❡ss zmax = h = 0.1 ❦♣❝✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✳✹✳

❆♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐s❝

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦✉r❝❡s ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❤❛s t♦ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡✿

Ĩexpz =

∫ L

−L

dzs G̃
z
1D(λ, z = 0← zs)e

(−|z|/z0) = ✭✺✳✹✶✮




∞∑

n=−∞
(−1)neb2n−( 2nL

λ )
2
{
erf

(
L

λ
+ bn

)
− erf (bn)

}
,

2

L

∞∑

n=1

(
(−1)n+1z0kne

−L/z0 + 1
)
× z0e

−k2nλ
2/4

1 + z20k
2
n

.

❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ bn st❛♥❞s ❢♦r λ
2z0

+ (−1)n 2nL
λ
✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ s♦❧✉t✐♦♥✳
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✺✳✸✳✸ ❚✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ st❡❛❞②✕st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ s❛❢❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥❥❡❝t✐♦♥
♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s❡❝♦♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥✱
♣r✐♠❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛r❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❛❢t❡r ✈✐♦❧❡♥t ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ❡✈❡♥ts ❧✐❦❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥s✱ t❤❡
r❡♠♥❛♥ts ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ♣✉❧s❛rs ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝♦s♠✐❝
r❛② ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥ r❛t❡ Γ⋆ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛ ❢❡✇ ♣❡r ❝❡♥t✉r②✱ t❤❡
❝♦s♠✐❝ r❛② ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❧✐❢❡t✐♠❡
✭❝♦♥✜♥❡♠❡♥t t✐♠❡✱ ♦r ❡♥❡r❣② ❧♦ss t✐♠❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐❡s✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤✐s ❧❛tt❡r ✐s ♠✉❝❤
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♦✉r❝❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❧♦s❡ ❡♥❡r❣② ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ ✭❛♥ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✮✱ ❜❡❧♦✇ ✭❛❜♦✈❡✮ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚♦ ❣❡t ❛ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤✐s s❝❛❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss r❛t❡ b(E) ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t s♦✉r❝❡ ❡✈❡♥ts
❛r❡ ❛❧❧ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② t❤✐♥ ❞✐s❦ ♦❢ r❛❞✐✉s R = 20 ❦♣❝✱
❧♦❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤❡❞ ✇❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤♦r✐③♦♥ λ
s✉❝❤ t❤❛t Γ⋆(λ/R)

2 ≫ b(E)/E✳ ❯s✐♥❣ K0 ≈ 0.01 kpc2/Myr✱ b(E) ≈ (GeV/Myr/315)ǫ2 ❛♥❞
Γ⋆ ≈ 1/100 yr✱ ✇❡ ✜♥❞ E ≪ 80 ●❡❱✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❧♦❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢✉① ❛r❡
❧✐❦❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❜♦✈❡ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ●❡❱✳ ❆ s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❛s ✐♥ ❢❛❝t ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ ❛ ❢❡✇
❞❡❝❛❞❡s ❛❣♦ ❜② ❙❤❡♥ ❬✸✼❪✳ ❆♥②✇❛②✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛
r❡♠♥❛♥ts ❛♥❞ ♣✉❧s❛rs ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ ❦♣❝ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡
❤♦♣❡ t❤❛t ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ t♦ ❢❡❛t✉r❡ t❤❡♠ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❜②
♣r♦✈✐❞❡ ❣r♦✉♥❞s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s✐❡♥t s♦✉r❝❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢✉❧❧ t✐♠❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝❛s❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ t❤♦✉❣❤ ♣❛rt❧②✱ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❝❛s❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ G̃t✱ ✐s ❛❣❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛s❦✐♥❣ t❤❛t D̂ G̃t =
δ3(~x−~xs)δ(E−Es)δ(t− ts)✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❋♦✉r✐❡r
s♣❛❝❡ ❬❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ ✶✱ ✹✱ ✻✱ ✶✼✱ ✷✸❪✱ ✉s✐♥❣

G̃t(t, E, ~x) =
1

(2π)2

x
d3k dω × exp

{
i
(
~k · ~x+ ωt

)}
φ(ω,E, k) . ✭✺✳✹✷✮

■♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✱ ✇❡ ♥♦✇ ❣❡t ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ E ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r (ω, k)✱

{
iω + k2K(E)

}
φ− ∂E

(
b(E)φ

)
= δ(E − Es)×

1

(2π)2
exp

{
−i(~k · ~xs + ωts)

}
,

t❤❛t ✐s s♦❧✈❡❞ ❜②✿

φ(ω,E, k) =
1

b(E)

1

(2π)2
exp

{
−1

4
k2λ2 − i~k · ~xs

}
× exp {−iω(ts +∆τ)} .

❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r E ≤ Es ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s ♣r♦❝❡ss❡s r✉❧❡❞ ❜② ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✳ ■t
❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ λ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss t✐♠❡ ❞❡✜♥❡❞
❛s

∆τ(E,Es) ≡
∫ Es

E

dE ′

b(E ′)
. ✭✺✳✹✸✮



❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✵✼

❚❤✐s ❧♦ss t✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥❡❡❞s t♦ s❡❡ ✐ts ❡♥❡r❣② ❞❡❝r❡❛s❡❞
❢r♦♠ Es t♦ E ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧♦ss❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢r♦♠
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✷✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥✿

G̃t(t, E, ~x← ts, Es, ~xs) =
δ(∆t−∆τ)

b(E)

exp
{
− (~x−~xs)2

λ2

}

(πλ2)3/2
,

✭✺✳✹✹✮

✇❤❡r❡ ∆t = t − ts✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ r❡❝♦❣♥✐s❡s t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♠✐①✐♥❣ r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❧♦ss t✐♠❡✳ ▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤✐s ✸❉ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❡t❤♦❞ ♦r
✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡✐❣❡♥✲❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥

G̃t(t, E, ~x← ts, Es, ~xs) = δ(∆t−∆τ) G̃(E, ~x← Es, ~xs)

✭✺✳✹✺✮

❆ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❡♠❡r❣❡s ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡❧t❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ❜✉rst✐♥❣
s♦✉r❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ∆t ✐s ✜①❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❞s ✐♥st❡❛❞✿

G̃t(t, E, ~x← ts, Es, ~xs) = δ(Es − E⋆) b(E⋆)× G̃(E, ~x← Es, ~xs) , ✭✺✳✹✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② E⋆ s❛t✐s✜❡s✿

∆τ(E,E⋆) = ∆t . ✭✺✳✹✼✮

❚❤✉s✱ E⋆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② E ❛❢t❡r ❛
t✐♠❡ ∆t = t− ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ✇♦rt❤ ✇♦r❦✐♥❣ ✐t ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿

E⋆ Th.
=

approx.

E

1− E/ETh
max

✭✺✳✹✽✮

with ETh
max ≡ [b0 ∆t]

−1 =
τl
∆t
E0 ,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss t❡r♠ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✻✮✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❧♦ss t✐♠❡✕s❝❛❧❡ τl ≫ ∆t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ E⋆ ≈ E✳ ❲❡ s❡❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② s❡t ❜②
t❤❡ r❛t✐♦ τl/∆t✿ ✐♥ t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ≥ ETh

max ✇✐❧❧
❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❧♦st ❛❧❧ ✐ts ❡♥❡r❣② ❜② ∆t✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t Emax ≥ ETh

max ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❝❛s❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❛s ❛ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❡♥❡r❣② E⋆ ❛r✐s✐♥❣ ❤❡r❡✱ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ λ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s❡t ❜② ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ❜② t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ∆t✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t K✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ λ2 =
4K∆t✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡s t❤✐s



✶✵✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ P❘❖P❆●❆❚■❖◆

r❡❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐s r❡♠❛r❦ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ♠❛❦❡ ❛ r♦✉❣❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❛
❜✉rst✐♥❣ s♦✉r❝❡ ✭s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾❪✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ str❡ss t❤❛t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡
❝❛✉s❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t♦ ❛✈♦✐❞ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
s♦✉r❝❡ ❛❣❡ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❛t ③❡r♦t❤ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐✈❡♥❡ss✱
✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡

G̃t(t, E, ~x← ts, Es, ~xs) = θ(c∆t− ||~x− ~xs||) δ(Es − E⋆)× b(E⋆) G̃(E, ~x← Es, ~xs) , ✭✺✳✹✾✮

❛s ♦✉r t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♣❛❣❛t♦r✳ ❆ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❛✉s❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝
♠❡t❤♦❞s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✳

✺✳✹ ❙♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❙♦❧❛r s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r st✉❞② ❢♦r ❛ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r
t✐♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❙✉♥ ♠❛❦❡s t❤✐s ✇♦r❦ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡
❞❛t❛ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①❡s ✐♥ t❤❡ ❙♦❧❛r s②st❡♠ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❊❛rt❤ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣r♦❜❡s t♦ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①❡s ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ✉s ❛r❡
❱♦②❛❣❡r ✶ ✫ ✷ ❛♥❞ P✐♦♥❡❡r ✶✵ ✫ ✶✶✳

❚❤❡ ♠♦st str✐❦✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛♥t✐✕❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙✉♥ s♣♦ts ✭✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ❙✉♥ ❛❝t✐✈✐t②✮ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡r❣②
❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ✭q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ♥❡✉tr♦♥ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✮ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳ ■t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❙✉♥ ✈✐❝✐♥✐t② ✭t❤❡ ❍❡❧✐♦s♣❤❡r❡✮ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛♥
✐♥♥❡r ♣❛rt ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧❛r ✇✐♥❞ ✐s ❢❛st ✭∼ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♦♥ ❦✐❧♦♠❡tr❡ ♣❡r ❤♦✉r✮ ❛♥❞ ✐s ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ s✐t✉❛t❡❞ ❛t ✼✺∼✾✵ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ✉♥✐ts ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉♥✳ ❚❤✐s s❤♦❝❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧❛r ✇✐♥❞ ❜❡❝♦♠❡s s✉❜s♦♥✐❝✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t ❜♦t❤ ❱♦②❛❣❡r ♣r♦❜❡s ❤❛✈❡
❝r♦ss❡❞ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✷✵✵✺ ❛♥❞ ✷✵✵✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r ❤❡❧✐♦s♣❤❡r❡ ❤❛s ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛❜♦✉t
✷✸✵ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ✉♥✐ts✳ ■t ✐s ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦✇ s❤♦❝❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐♦s♣❤❡r❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✇ s❤♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
s❤♦❝❦✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤❡❧✐♦♣❛✉s❡✿ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ✇✐♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t❡r✕❤❡❧✐♦s♣❤❡r❡ ✭♦r ❤❡❧✐♦s❤❡❛t❤✮✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❜❡❝♦♠❡s t✉r❜✉❧❡♥t✳ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡s ✇❤❡r❡ t❡♠♣♦r❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❝❝✉r ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦
❜❡ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ❛♥❞ ♦❢ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s✿ ❣❧♦❜❛❧✱ ❝♦✲r♦t❛t✐♥❣ ♦r ❧♦❝❛❧✐s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♥❛♠❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❤r❡❡ ❢r♦♥t✐❡rs ✭❜♦✇ s❤♦❝❦✱
❤❡❧✐♦♣❛✉s❡✱ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ s❤♦❝❦✮ ❤❛✈❡ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙✉♥
✈✐❝✐♥✐t②✳
❈♦s♠✐❝ r❛② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❤❡❧✐♦s♣❤❡r❡ ♣❧❛s♠❛✳
❋♦✉r ♠❛✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤✐s✿

• P✐t❝❤✲❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✇❛✈❡s ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✐♥ t❤❡ ❤❡❧✐♦s♣❤❡r❡✳

• ❈♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧❛r ✇✐♥❞ ❛♥❞ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣
s♦❧❛r ✇✐♥❞ ♣❧❛s♠❛✱ ❥✉st ❛s ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ✇✐♥❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧ ✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♥s♣♦ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡r② ♠♦♥t❤ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦s♠✐❝ r❛②
✢✉① s✐♥❝❡ ✶✾✺✶✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ✿ ❚❤❡ ❙♦❧❛r s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

• ❉r✐❢ts ❞✉❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛r♠♦r r❛❞✐✉s ❞✉r✐♥❣ ❛ ❣②r♦✲♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❤❛♥❣❡s ❜r✉t❛❧❧② ♦r ✐❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✈❛r✐❡s ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡
r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐❧❧ ❞r✐❢t ❢r♦♠ ♦♥❡ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ P♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞r✐❢t ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

• ❇❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❧♦✉❞s✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ❊q✳ ✺✳✶ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛✱ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s r❡♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❙♦❧❛r ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐t②✱ ✐t
✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡❛❞ ❬✷✷❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❙♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

■t s❡❡♠s ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ r❡♣r♦❞✉❝❡s
t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ■t ❤❛s ♥♦ s♦❧✐❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✱ ✐t ❜❡❝❛♠❡
❡①tr❡♠❡❧② ♣♦♣✉❧❛r ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ■t st❛t❡s✿

ΨTOA (RTOA) =

(R2
TOA

R2
IS

)
ΨIS (RIS) ✭✺✳✺✵✮

✇❤❡r❡ RTOA = RIS−ΦFisk✳ ❚❤❡ TOA ❛♥❞ IS s✉♣❡rs❝r✐♣ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❚♦♣ ❖❢ t❤❡ ❆t♠♦s♣❤❡r❡
✭s♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t❡❞✮ ❛♥❞ ■♥t❡rst❡❧❧❛r q✉❛♥t✐t✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ R ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r✐❣✐❞✐t② ✭t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢
♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r p/Z✮✱ ❢♦r r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❋✐s❦ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ΦFisk✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ▼❡❣❛❱♦❧t✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s
t❤❡ s♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s♦❧❛r ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦s♠✐❝ r❛② s♣❡❝✐❡s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❞r✐❢t ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ✇❛②✮✳ ❯s✉❛❧❧② ΦFisk ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ▼❱✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❚❤✐s ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❙♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❛♥❞
t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✢✉①❡s✳ ❚❤❡ ❋✐s❦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✺✵✵ ▼❱ t♦ ✾✵✵ ▼❱ ❜② st❡♣s
♦❢ ✶✵✵ ▼❱✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❛t ❙♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s❤❡s ♦✉t ❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢❡❛t✉r❡s
❜❡❧❧♦✇ ∼✶✵ ●❡❱✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❥✉st✐❢② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡✕❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②
❧♦ss❡s t❤❛t ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❦ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳

✺✳✺ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✺✳✺✳✶ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

■♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡✕s♣❛❝❡ ❞❡♥s✐t② t♦ ✈❛♥✐s❤ ❛t r = RGal ❛♥❞ ❛t |z| = L ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛
str♦♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✐t s❡❡♠s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ r❛t❤❡r ✇❡❧❧ t❤❡
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ s❤❛♣❡ ✉s✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❡
♦❢ ❛ s❧❛❜ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❜✉t r❛t❤❡r ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✱ t❤✐❝❦❡r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝
❜✉❧❣❡ ✭✇❤❡r❡ st❡❧❧❛r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♥s❡r ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✢✉①❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s
❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡✮✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ❜✉t ✐t s❤♦✉❧❞
❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ♠❛❦❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♠♦♥❣ ♠♦❞❡❧s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✈❡r② s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❆ ✇❛② t♦ ❣❡t
❛r♦✉♥❞ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

✺✳✺✳✷ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❯♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛✈❡ ❛❧❧ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❤❛❧♦✱ ✐t s❡❡♠s ❧♦❣✐❝❛❧ t♦ tr② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡s❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳



■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✶✶✶

❆ ✜rst st❡♣ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ●❡❜❛✉❡r ✫ ❞❡ ❇♦❡r ❬✶✺❪ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❝❤❡♠❡ ♦❢ ●❆▲P❘❖P ❬✸✽❪✱ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦❞❡ ❢♦r ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s ❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❜✉t ♠❛② ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥s✐❣❤t t♦
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✳

■♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r✐❝ ❝❛s❡✱ ✐❢ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ ✐s♦tr♦♣②✱ t❤❡ ♣❤❛s❡✕s♣❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ s❝❛❧❛r ❛♥②♠♦r❡ ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥
❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ♥♦✇ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ✈❡❝t♦r✿

~Ψ ≡




❞4N
❞3~x❞px
❞4N

❞3~x❞py
❞4N

❞3~x❞pz


 . ✭✺✳✺✶✮

❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts K ❛♥❞ DEE s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ t❤r❡❡
❜② t❤r❡❡ ♠❛tr✐①✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t② r❡❛s♦♥✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❍❡♥❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ✭✇❤✐❝❤ ✐s
♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s♣✐r❛❧ ❛r♠s✮✱ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤✐s ♥✉♠❜❡r
t♦ t✇♦✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜✉t ✇♦✉❧❞
❜❡ t♦♦ t❡❞✐♦✉s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t✳

❆ ✜rst st❡♣ ✐s t❤❡♥ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✹ ❜✉t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❡❜❛✉❡r ✫ ❞❡ ❇♦❡r ❬✶✺❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② ♦♥❧②
t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

K =

{
K0βRδ ✐❢ |z| ≤ zd

K0β
|z|
zd
Rδ ✐❢ |z| ≥ zd✳

✭✺✳✺✷✮

❚❤✐s ✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐t r✐s❡s
✭s❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✮ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❦✐❧❧s t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❞❡♥s✐t②
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s
t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✕❧✐❦❡ t❡r♠ ✭∝ ∂zΨ✮✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s
tr✐✈✐❛❧ ❢♦r |z| ≤ zd ❛s ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❛❧r❡❛❞② s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ z✱ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✐❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦ ♦r ✐❢ ✐ts z ✈❛r✐❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s ❛ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✇✐♥❞ ✇✐t❤ z ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ✐t
✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❛❞❞ ❛ ♥❡✇ t❡r♠ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ Pi ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✸ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇✐❧❧ r❡s❝❛❧❡ C̃i,n✳

❘❛❞✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ❝❛r❡ ♦❢ ✐♥ ❛♥②
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇❛② t❤❛t ■ ❦♥♦✇✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❛s❦ ✐❢ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ♣r❡✈❡♥ts ❛♥② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

✺✳✺✳✸ ❚✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❜♦✉t ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡s ♦❧❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡✕s❝❛❧❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ②❡❛rs ❤❡♥❝❡ st❛t✐♥❣ st❡❛❞②
st❛t❡ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ♠♦t✐✈❛t❡❞✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ st✉❞② ♦❢ ♠❡t❡♦r✐t❡s ❛♥❞ ♣♦❧❛r ✐❝❡s t❡❛❝❤❡s ✉s t❤❛t t❤❡
❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉① ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ❤❛s ✈❛r✐❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❆ ♥✐❝❡ r❡✈✐❡✇ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡❛s♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❞ ✐♥ ❙❝❤❡r❡r ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✻❪ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✐s t❛❦❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛



✶✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ P❘❖P❆●❆❚■❖◆

❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s s♦✉r❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❜❡ ❢❛r t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦r ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❙❝❤❡r❡r
❡t ❛❧✐✐ ❬✸✻❪✳

❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ◆❡①t
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❈❤❛♣t❡r ✻

P♦s✐tr♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s

❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛t❛❧✱ ✐t ✐s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t ❝❤❛r♠s ♦♥❡✳ ❆ ♠✐st ♠❛❦❡s
t❤✐♥❣s ❜❡❛✉t✐❢✉❧✳

❖s❝❛r ❲✐❧❞❡ ✐♥ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❉♦r✐❛♥ ●r❛②

✶✶✺



✶✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ P❖❙■❚❘❖◆❙ ❆◆❉ ❊▲❊❈❚❘❖◆❙

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣
❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ ✐s t♦ ❝♦♥✈♦❧✉t❡ t❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s
t♦ ❣❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢✉①❡s ❛t t❤❡ ❙✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■ ✇✐❧❧ ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛②s
❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥ ♣r✐♠❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❛❧r❡❛❞②
❜② ▼♦s❦❛❧❡♥❦♦ ✫ ❙tr♦♥❣ ❬✸✸❪✮ ❜✉t t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ s✐③❡
❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

✻✳✶ ❙❡❝♦♥❞❛r✐❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡
♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✜❣✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ r❡❣✐♠❡✳
❆ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❜✉❜❜❧❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✻✳✶✳✶✳✸✮✳

■♥ t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❛r✐❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ♦♥❧②
♠❡❛♥t ❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ✐♠♣❧② ■ ♣✉t ♠♦r❡ ❢❛✐t❤ ✐♥ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r✳
❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s Med ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✻✳✶✳✶✳✺✮✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✱ ■
✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ▼✶ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ❛♥❞ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ ❧♦ss❡s t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝
♦♥❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡s ❢r♦♠ ❑❛♠❛❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✸❪
❝♦rr❡❝t❡❞ ❛s ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✢✉①❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ α ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡
♦♥❡ ❢r♦♠ ❉♦♥❛t♦ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✻❪ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❉✵✾ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ❞❡♥s✐t②✱
■ ✇✐❧❧ t❛❦❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✾ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ♣❡r ❝♠3 ❛♥❞ ✵✳✶ ❤❡❧✐✉♠ ❛t♦♠ ♣❡r ❝♠3

✭s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✮✳ ❇❡✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♣r✐♠❛r✐❡s✱ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❧❡ss
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛♥ s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦s✐tr♦♥s✳ ❙♦ s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ ♣♦s✐tr♦♥s✳

✻✳✶✳✶ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

✻✳✶✳✶✳✶ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❛t s♦❧❛r ♠✐♥✐♠✉♠
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❆ ❋✐s❦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ φ = 600 ▼❱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳ ❚❤❡ min✱ Med ❛♥❞ MAX ❝❛s❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ s♦❧✐❞✱ ❧♦♥❣✕
❞❛s❤❡❞ ❛♥❞ s❤♦rt✕❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❛r❡❛ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✢✉① ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡
✜❣✉r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ✢✉①✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❧♦♥❣✕❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ Med ❝❛s❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❧❛♥t❡❞ ❜❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ✢✉① ❢r♦♠ ▼♦s❦❛❧❡♥❦♦ ✫ ❙tr♦♥❣ ❬✸✸❪✳

❇❡❧♦✇ ∼ ✶✵✵ ●❡❱✱ t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ✐s ❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ min ❛♥❞MAX ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ min ✭MAX✮ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ②✐❡❧❞s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✭❧♦✇❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡
s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✶✻✵✵ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ r❛t✐♦ ❬✷✾❪✱ ♦t❤❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❡♠❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✢✉①
❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❛❜♦✈❡ ✶✵✵ ●❡❱ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs



❙❡❝♦♥❞❛r✐❡s ✶✶✼

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❙❡❝♦♥❞❛r② ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❤❛t❝❤❡❞ ❜❛♥❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭✐❞ ❡st ✇✐t❤✲
♦✉t s♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ②❡❧❧♦✇ str✐♣ r❡❢❡rs t♦ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✢✉①❡s✳ ❚❤❡
❧♦♥❣✕❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡s ❢❡❛t✉r❡ ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❑❛♠❛❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✸✱ ✷✹❪ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥
♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❙❤✐❦❛③❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✻❪ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ t❤❡
Med s❡t ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ min✱ Med ❛♥❞ MAX ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺✳✶✳ ❉❛t❛ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❈❆P❘■❈❊ ❬✾❪✱ ❍❊❆❚ ❬✼❪✱ ❆▼❙ ❬✷✱ ✹❪ ❛♥❞ ▼❆❙❙
❬✷✵❪✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✜❣✉r❡ ✺ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❡r❡ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ r❡❣✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ▼❙✾✽ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉♥♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✢✉① ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ▼♦s❦❛❧❡♥❦♦ ✫
❙tr♦♥❣ ❬✸✸❪ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐s❡❞ ❜② ❇❛❧t③ ✫ ❊❞s❥ö ❬✻❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ▲❡❢t✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✱ ❡①❝❡♣t ✐t s❤♦✇s ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ✢✉①
❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡ts t❤❛t ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ r❛t✐♦
❛♥❛❧②s✐s✳ ❘✐❣❤t✿ ❙❛♠❡ ❛s ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ❜✉t ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts min✱ Med✱ ❛♥❞
MAX ❛r❡ ✐♥ ❜❧✉❡✱ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r✐♠❛r② ♣♦s✐tr♦♥s ❛♥❞ ✐s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✻✳✷✳✷✳

❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✻✳✶✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❝❤❡s ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡♥❡r❣②
r❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ■t ✐s ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✻ ❛t ✶ ●❡❱✱ ❛♥❞ s♠♦♦t❤❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢
✹ ♦r ❧❡ss ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶✵✵ ●❡❱✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ✢✉① ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ r❛t✐♦ ❞❛t❛✳ ■t ❝❧❡❛r❧② ❡①❤✐❜✐ts t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❛s ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡
min✱ Med ❛♥❞ MAX ❝❛s❡s✮ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s❤❛♣❡✳ ❆❝t✉❛❧❧② s♦♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❡✈❡♥ ❝r♦ss ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❚❤✐s str❡ss❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ min✱ Med ❛♥❞ MAX
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✇✐s❤✐♥❣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✜t ♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s q✉✐t❡ ✇❡❧❧
t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦✈❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧✱ ❛s ❛ ❢✉❧❧ s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐s
♥♦t t♦♦ t✐♠❡ ❝♦st❧②✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ♦♥❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♣♦s✐tr♦♥s
❞♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳

✻✳✶✳✶✳✷ ❙♦✉r❝❡

❚❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥s
❛♥❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱
t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❛♥ ✫ ◆❣ ❬✸✽❪ ✭❞♦tt❡❞✕❞❛s❤❡❞✮✱



❙❡❝♦♥❞❛r✐❡s ✶✶✾

❇❛❞❤✇❛r ❡t ❛❧✐✐ ❬✺❪ ✭s❤♦rt✕❞❛s❤❡❞✮✱ ❛♥❞ ❑❛♠❛❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✸✱ ✷✹❪ ✭s♦❧✐❞✮ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s
❢♦r t❤❡ Med ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❉✵✾ ❬✶✻❪ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❑❛♠❛❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✸✱ ✷✹❪ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ✢✉①✳ ❋♦r ♣♦s✐tr♦♥
❡♥❡r❣✐❡s <∼ ✶ ●❡❱✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ❞✐✛❡r ❜② ❥✉st ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ qe+ ❢❡❛t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✢✉① ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✶✵ ●❡❱ ✇✐t❤
t❤❡ ❚❛♥ ✫ ◆❣ ❬✸✽❪ ♦r ❇❛❞❤✇❛r ❡t ❛❧✐✐ ❬✺❪ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ♦r ✶✳✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
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❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ❛❜♦✈❡ ✷✵✵ ●❡❱✳

■♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪✱ ✇❡ ❤❛❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠
s♣❡❝tr✉♠ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❧❡❛st r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛t
♠♦st ✶✵✕✶✺✪ ❛r♦✉♥❞ ✶✵ ●❡❱✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② t❛✐❧s✳ ■♥ ❢❛❝t
✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❉✵✾ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t ❤✐❣❤
♣r♦t♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡rs✱ ♦♥❡ ❣❡ts ❛ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦s✐tr♦♥s ✭❛❧♠♦st
❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ❛t ✶ ❚❡❱✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ▲❡❢t✿ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♣♦s✐tr♦♥ s♣❡❝tr❛ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♥✉❝❧❡❛r ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s✿ ❑❛♠❛❡ ✭s♦❧✐❞✮✱ ❇❛❞❤✇❛r ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ❚❛♥ ✫ ◆❣
✭❞♦tt❡❞✕❞❛s❤❡❞✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳✺ ❘✐❣❤t✿ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲
st❡❧❧❛r ♣♦s✐tr♦♥ s♣❡❝tr❛ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦♥ ✢✉①❡s✿ ❉✵✶ ✭❞♦tt❡❞✲❞❛s❤❡❞✮✱ ❙❤✐❦❛③❡ ✭❞❛s❤❡❞✮✱
❛♥❞ ❉✵✾ ✭s♦❧✐❞✮✳ ❚❤❡② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✷✶✱ ✹✳✷✷ ❛♥❞ ✹✳✷✸✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱
❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t t♦ t❤❡ Med ❝❛s❡ ♦❢ ❚❛❜✳ ✺✳✶✳ ❚❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢
✜❣✉r❡ ✻ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❡r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❉✵✾ ♣r♦t♦♥ ✢✉① ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♣r❡tt② ♠✉❝❤ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✢✉① ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❤❡r❡ t❤❛♥ ✇❤❛t ✐t ✐s ❢♦r ♣♦s✐tr♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✱
t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ♦❢ ❚❛♥ ✫ ◆❣ ❬✸✽❪ ♦r ❇❛❞❤✇❛r ❡t ❛❧✐✐ ❬✺❪ ❛r❡ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❙❛♠❡ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ❜✉t ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ♦♥❡ ❛t♦♠ ♣❡r
❝♠3✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s✐③❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦❢ ♦r❞❡r
✺✵✪✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✢✉①❡s✬
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❞❡❛❧❧② ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t t❛❦❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❜✉t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♠❛tt❡r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤ s✉❝❤ ♠❛♣s ❡①✐st✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛r t♦♦ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡♠ ❛♥❞ ❛s
✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✻✳✶✳✶✳✹ ✐ts ✐♠♣❛❝t ✇♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t t♦ ✉s❡ ❛ ❣❛s ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❜② ▼❛✉r✐♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✾❪ t♦ ❝♦♥str❛✐♥
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤✐s ❣❛s ❞❡♥s✐t②✳

✻✳✶✳✶✳✸ ▲♦❝❛❧ ❜✉❜❜❧❡

❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❜② ❈♦♠❜❡t ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✶❪✱ ❉♦♥❛t♦ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✼❪✱ ❛♥❞ P✉t③❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✺❪ ❛
❧♦❝❛❧ ✉♥❞❡r❞❡♥s✐t② ♦❢ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❤❡❛✈②
♥✉❝❧❡✐ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①❡s ❛t t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ✈♦✐❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❙✉♥
✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✹✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ✉♥❞❡r❞❡♥s✐t② ✐s s✐♠♣❧② t❤❛t
❛str♦♥♦♠❡rs ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡❛r❜② ✶✵✵ ♣❝ ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✉♥❞❡r✕❞❡♥s❡✳ ■t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞
t❤❛t ❛♥❝✐❡♥t s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥s ❤❛✈❡ ♣✉s❤❡❞ ❛✇❛② t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❧❡❛✈✐♥❣
✐t ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✈♦✐❞✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ ✐♥ t❤✐s ✈♦✐❞ ✐s ♥♦t ✈❡r② ❝❧❡❛r s♦ ■ ✇✐❧❧
❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❙✉♥ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤✐s ✈♦✐❞✳

❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈♦✐❞ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♦❢ ♣❛rs❡❝s ✐s ♥♦t
✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■ts ❡✛❡❝t st❛rts t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛t q✉✐t❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s ♦♥❧②✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❜♦r♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s
t❤❛t ♦♥❧② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♦♥ s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♥♦✇ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ♥✉❝❧❡✐ tr❛✈❡❧ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✇❤❡r❡❛s ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s✴♣♦s✐tr♦♥s
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Secondary positrons −− Impact of a local bubble
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈♦✐❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①✳

❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧ ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✻✳✶✳✷✮✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳

✻✳✶✳✶✳✹ Pr♦t♦♥ r❡tr♦✕♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❆t ❡✈❡r② ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✱ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② s♣❛❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✢✉① ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡s✳ ❚❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Φ(x, E)
✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ s❡t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ Φ⊙(E) ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ❙♦❧❛r ❙②st❡♠
❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r✐♠❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛❧s♦ ❞✐✛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②✱
s♦ t❤❛t t❤❡✐r ✢✉① s❤♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t ❛ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳ ❚❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ qe+ s❤♦✉❧❞ ✈❛r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❦✳
❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠ ✢✉①❡s ✇✐t❤ r❛❞✐✉s r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ r❡❛❞✐❧② ❢r♦♠ t❤❡✐r
♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s Φ⊙(E) ♦♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s s♦✕❝❛❧❧❡❞ r❡tr♦✕
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ▼❛✉r✐♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✾❪✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞♦ s♦ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✷✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ✢✉① ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✻✳✻ ❢♦r t✇♦ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛♥❞ ✐s ❢♦✉♥❞
t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦s✐tr♦♥
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞✐s❦✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡tr♦✕♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ s♣❡❝tr❛
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❛s ❧✐tt❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①✱ ❛s ✐s ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✻✳✻✳ ■♥❞❡❡❞✱
❢♦r ♠♦st ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❛❧✇❛②s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✺✪✳ ❊✈❡♥ ❢♦r t❤❡ MAX ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
s❡t✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛② ❣❡t ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✶✺✪ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣②✱ ❛t ❡♥❡r❣✐❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♦✉r st✉❞②
✭&✶✵ ●❡❱✮✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

✻✳✶✳✶✳✺ ❉✐✛✉s✐✈❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s

❯♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ s♣❛❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s t❤r♦✉❣❤ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆s ✐t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❇✳✸✱
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ▲❡❢t✿ ❘❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ✢✉① ❛t r❛❞✐✉s r t♦ t❤❡ ❙♦❧❛r ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❧♦t✱ r❡tr♦✕
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ Med ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✭✐❞ ❡st ✱ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✇✐♥❞✱ s♣❛❧❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ❞♦t r❡❢❡rs t♦ t❤❡
❙♦❧❛r ❙②st❡♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ❘✐❣❤t✿ ❘❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t r❡tr♦✕♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢
t❛❜❧❡ ✺✳✶ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♣❧♦ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ✜❣✉r❡s ✼
❛♥❞ ✾ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✭❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛t ❧❡❛st ♥♦♥❡ t❤❛t ■ ❦♥♦✇✳

❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✻✳✼ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② s♣❛❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❜② ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❞✐✛✉s✐✈❡
r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣✕❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❜✉♠♣ ❛t ∼ ✸ ●❡❱✳ ❇❡❧♦✇
t❤❛t ✈❛❧✉❡✱ ♣♦s✐tr♦♥s ❛r❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳
❆❜♦✈❡ ❛ ❢❡✇ ●❡❱✱ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡ ♦✈❡r ❞✐✛✉s✐✈❡
r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ P♦s✐tr♦♥s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ✐♥
❛♥ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❤❡♥❝❡
❛ ✈✐s✐❜❧❡ ❜✉♠♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ▼♦s❦❛❧❡♥❦♦ ✫ ❙tr♦♥❣ ❬✸✸❪✳ ❚❤❡
s❤♦rt✕❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜② ●❛❧❛❝t✐❝ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
✇✐♥❞ ✐s ❛❝t✐✈❡ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤❡r❡ s♣❛❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s s❧♦✇✳ P♦s✐tr♦♥s ❛r❡ ❞r✐❢t❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡
●❛❧❛①② ❛♥❞ t❤❡✐r ✢✉① ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ✐s ❞❡♣❧❡t❡❞✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
❛♥❞ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❜② ▲✐♦♥❡tt♦ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✼❪ ✐♥ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡t r❡s✉❧t ♦❢ ❡✐t❤❡r ♦✈❡rs❤♦♦t✐♥❣ ✭❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✮ ♦r
✉♥❞❡rs❤♦♦t✐♥❣ ✭❣❛❧❛❝t✐❝ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✮ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❛❞❞
t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❜✉♠♣✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ♦❢ ❢❛r s♠❛❧❧❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❜✉♠♣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ❢♦r



❙❡❝♦♥❞❛r✐❡s ✶✷✸

❡♥❡r❣✐❡s ❛❜♦✈❡ ❛ ❢❡✇ ●❡❱✳ ❇❡❧♦✇ ❛ ❢❡✇ ●❡❱✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ s❡✈❡r❛❧
❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛t st❛❦❡✱ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❜❧✉❡ ❤❛t❝❤❡❞ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✻✳✼✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
●❡❱ ❜✉♠♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ✢✉① ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ♥♦✇ r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❋✐s❦
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ✽✺✵ ▼❱✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇ ❛ ❢❡✇ ●❡❱✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ r❡✜♥❡❞ s♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ▲❡❢t✿ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❢❡❛t✉r❡❞ ❤❡r❡ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❡✛❡❝ts t✉r♥❡❞ ♦♥ ♦r
♦✛✳ ❙♣❛❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❢r♦♠ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❛♥❞ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧❡❛❞ t♦
t❤❡ s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡✳ ❲❤❡♥ ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❧♦♥❣✕❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐ts
s♣❡❝t❛❝✉❧❛r ❜✉♠♣ ❛r♦✉♥❞ ✸ ●❡❱✳ ❚❤❡ s❤♦rt✕❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❞✐✛✉s✐✈❡
r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜② ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❜❡❝♦♠❡s ❞❡♣❧❡t❡❞ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ②✐❡❧❞ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳ ❉✐✛✉s✐✈❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❜♦t❤
r❡❧❡✈❛♥t ❜❡❧♦✇ ❛ ❢❡✇ ●❡❱ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝ts✳ ❘✐❣❤t✿ ❚❤❡ ❤❛t❝❤❡❞ ❜❧✉❡ ✭✐♥t❡rst❡❧❧❛r✮
❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ✭t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✮ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❋✐❣✳ ✻✳✶ ❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ MAX ❛♥❞ min ❝✉r✈❡s
❛r❡ ❢❡❛t✉r❡❞ ❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❇❡✇❛r❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❜❛♥❞s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
❛ ❢✉❧❧ s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡ts ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❣✉r❡s✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❜②
min ❛♥❞ MAX✳ ❆❜♦✈❡ ❛ ❢❡✇ ●❡❱✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ❉❛t❛ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠
❈❆P❘■❈❊ ❬✾❪✱ ❍❊❆❚ ❬✼❪✱ ❆▼❙ ❬✷✱ ✸❪ ❛♥❞ ▼❆❙❙ ❬✷✵❪✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ s♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❡st❡❞✱ ❛♥❞ ❤♦✇❡✈❡r ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡②
❞♦ ♥♦t ❝♦♠❡ ✐♥t♦ ♣❧❛② ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ∼ 10 ●❡❱✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ♥❡❣❧❡❝t t❤❡♠ ✐♥
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳
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✻✳✶✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❡t ✉s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❛ ❞✐s❦ ♦❢ r❛❞✐✉s rsource s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
t❤❡ ❊❛rt❤✱ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠

q source(r, E) = qe+(r, E)× θ(rsource − r), ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ θ(x) ✐s ❍❡❛✈✐s✐❞❡✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙♦❧❛r ❙②st❡♠✳
❚❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ②✐❡❧❞❡❞ ❜② q source ✐s φ⊙

e+(rsource, E)✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t♦ t❤❡ t♦t❛❧
s✐❣♥❛❧ φ⊙

e+(E) ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✽ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ rsource✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥
❡♥❡r❣② E✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ s✐❣♥❛❧ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❛t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✳
❆t ✶ ❚❡❱✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✶ ❦♣❝ ✇❤✐❧❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
✶ ●❡❱ ♣♦s✐tr♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✳✺ ❦♣❝✳ ❊♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡②
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❤♦r✐③♦♥ str♦♥❣❧② ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥s
❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙✉♥✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ❝♦s♠✐❝
♣r♦t♦♥ ❛♥❞ α ✢✉①❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡✐r s♦❧❛r ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❤♦r✐③♦♥
s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳

❖❜✈✐♦✉s❧② ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❛② ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛r❡
r❡❧❡✈❛♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❥✉st ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡② ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛t
❛♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♠❡❛r❡❞ ♦✉t ❜② s♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
✇❛② t♦ st✉❞② t❤✐s ❛s♣❡❝t✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ r❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ s✉❝❤ ❛ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❜✉♠♣ ✇♦✉❧❞
♣r♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ ♠② ♥❡①t ♣r♦❥❡❝ts✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣♦s✐tr♦♥s✱ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ✐s q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❛t ❛❧❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ▼♦s❦❛❧❡♥❦♦ ✫ ❙tr♦♥❣ ❬✸✸❪
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ❛s ♣❛r❛♠❡tr✐s❡❞ ❜② ❇❛❧t③ ✫ ❊❞s❥ö ❬✻❪ ✐s
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ❤❛r❞❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❧♦♥❣✕❞❛s❤❡❞
❝✉r✈❡ ❛♥❞ Med ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮ ❛❜♦✈❡ ❛ ❢❡✇ ●❡❱✳ ❚❤❡ ❍❊❆❚ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ st❛t✐st✐❝❛❧
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤✐s Med ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣♦s✐tr♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧②
s❡❝♦♥❞❛r②✳ ❆t ❧❡❛st ✉♣ t♦ ∼✶✵ ●❡❱✳

❋♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ❤✉❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s
t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦♥❡✳

✻✳✷ Pr✐♠❛r✐❡s

❚❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✷❪✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤ ❛❜♦✉t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✹❪ ❛♥❞ ❬✶✵❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ r❡❣✐♠❡✳ ❋♦r t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✹❪✱
❛ ♥❡✇❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P②t❤✐❛ ❝♦❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✭♥♦ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡✮✳

✻✳✷✳✶ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ s♦✉r❝❡s

❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♣♦s✐tr♦♥s ❛s
♥❡✐t❤❡r t❤❡ st❛rs ✇❤✐❝❤ ❣❛✈❡ ❜✐rt❤ t♦ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈æ✱ ♥♦r t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✱ ❞♦ ❝♦♥t❛✐♥
♣♦s✐tr♦♥s✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡♠✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② s✉❣❣❡st❡❞ ❬✶✱ ✽✱ ✸✷❪ t❤❛t ♣r♦t♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❊❛rt❤ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ r❛❞✐✉s✱
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✳ ❚❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧t
✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ♣❧♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛
s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ▲✵✹ ✭❬✷✽❪✮✱ ❜✉t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❧♦t ❢♦r s❡❝♦♥❞❛r✐❡s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s✐♠✐❧❛r
✭❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛t t❤❡ ♣❡r❝❡♥t ❧❡✈❡❧✮✳

❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ❝♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦s✐tr♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥s✐❞❡ t❤❡
r❡♠♥❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❡r❡✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♣✉❧s❛rs ♣r♦❞✉❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ s✉♣❡r♥♦✈❛
r❡♠♥❛♥ts ❛♥❞ ♣✉❧s❛rs ❛r❡ r❛t❤❡r s✐♠✐❧❛r✿ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡
✐♥❥❡❝t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✿

Q(E) = Q0ǫ
−σ exp

{
− E
Ec

}
.

❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Q0✱ σ✱ ❛♥❞ Ec ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ s♦✉r❝❡s✳
❙♦ ■ ✇✐❧❧ ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ r❡s✉❧ts ✈❛❧✐❞ ❜♦t❤ ❢♦r s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❛♥❞ ♣✉❧s❛rs✳ ■ ✇✐❧❧



✶✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ P❖❙■❚❘❖◆❙ ❆◆❉ ❊▲❊❈❚❘❖◆❙

❝♦♥s✐❞❡r s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ❞✐st❛♥t s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡s ✭❧❡ss t❤❛♥ ✷ ❦♣❝ ❛✇❛②✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡
❥✉st✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳

✻✳✷✳✶✳✶ ❙♠♦♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡s
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❱❛r✐♦✉s ❤❛❧♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸ ❛♥❞ t❤❛t s✐③❡ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ λ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❤❛❧♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ Υ̃ = ρ0Ĩ✱
✇❤❡r❡ Ĩ✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✵✮✱ s✐③❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❊❛rt❤
❣✐✈❡♥ ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ λ ❛♥❞ ρ0 ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡
✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ✐s ♠❡r❡❧② t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t✐♠❡s t❤❡
s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr✉♠✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t❛st❡ ♦❢ t❤❡
✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣②✱
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ λ✳

❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛❝t♦❝❡♥tr✐❝ r❛❞✐✉s r✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♣❧❛♥❡ z = 0✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡
s♦❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✱ ✇❤❡r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❝❛♥ ✈❛r② ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ∼✷ ❛t ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤❡②
❛r❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛♥t✐✕❝❡♥tr❡✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠♦♦t❤❡❞ ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ Υ̃(λ)✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ✖ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✵✮✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✾✱ ✇❤❡r❡ λ× Υ̃(λ) ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡min✱Med✱ ❛♥❞MAX ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
s❡t✕✉♣s✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ✖ λ Υ̃ ❣r♦✇s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ λ ✖
❢♦r s❤♦rt ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❛❧❡s ✉♣ t♦ λ ∼ h = 0.1 ❦♣❝✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧②
✇✐t❤ λ✖ λ Υ̃ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ✖ ❜❡❢♦r❡ s❤r✐♥❦✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇❤❡♥ λ ∼ L✱ ✇❤✐❝❤ ♥❛t✉r❛❧❧②
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♦❝❝✉rs ❢❛rt❤❡r ❛♥❞ ❢❛rt❤❡r ✇❤❡♥ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ min t♦MAX✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❝✉r✈❡ t❤❛t ♠♦st❧② ❞✐✛❡rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✿ ✇❤❡♥ λ < h✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ ✸❉ s♣❛❝❡✱ t❤❡♥ Υ̃ ∝

∫
dr r2λ−3 exp{−r2/λ2} = cst❀ ✇❤❡♥ h < λ < L✱ s✐♥❝❡

t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t str♦♥❣ r❛❞✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❦♣❝ s❝❛❧❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤✐♥ ❞✐s❦s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ Υ̃ ∝ λ−1 ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s λ2 ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❣♦❡s ❛s λ3❀ ❢♦r λ > L✱
❡❧❡❝tr♦♥s ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡✳

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲
st❡❧❧❛r s✐❣♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛s ❞♦♥❡ ❢♦r
t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r✐❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✽✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝❡♣t ❢♦r s♦♠❡ ✈❡r②
s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✻✳✽ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧
❢r❛❝t✐♦♥ ✐s & 95% ✭✽✵✪✮ ❢♦r r & 2 ❦♣❝ ❛♥❞ E & 100 ✭✶✵✮ ●❡❱✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ❞❡✜♥❡
❤♦✇ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❝❛❧ s♦✉r❝❡s ✐♥ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ❛t ♣r❡s❡♥t t❤❛t ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ s♠♦♦t❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ✷ ❦♣❝ ✇✐t❤
❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ q✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✿ ✐❢
♣♦✇❡r❢✉❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ❧♦❝❛❧ s♦✉r❝❡s ✇✐❧❧ ❞♦♠✐♥❛t❡ ❛❜♦✈❡ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ●❡❱✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✢✉① ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
✇✐❧❧ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡♣❧❡t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤✲♦♥❧② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳
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-110
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Total
ariesI
ariesII

MS98

Thomson approx.

Relat. losses

 = 2γ
 = 2.1γ
 = 2.2γ
 = 2.3γ

 = 2.4γ

CAPRICE 94
HEAT 94-95
AMS01 98

Delahaye, Lavalle, Lineros, Donato & Fornengo (2010)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ❢r♦♠ ❛ s♠♦♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✳ ▲❡❢t✿ ✢✉①❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡s σ ❢r♦♠ ✷✳✵ t♦ ✷✳✹✳ ❘✐❣❤t✿ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❢♦r σ = 2.3✳ ❆
r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✺ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ fE⋆Γ⋆ ✐♥ ❜♦t❤ ♣❛♥❡❧s ❛♥❞ ❛ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✸ ❚❡❱
❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✳ ■ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r
❤❡r❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ▲♦r✐♠❡r ❬✷✽❪ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢r❡❡❞♦♠
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❝♦♠❡s ❤❡r❡ ❢r♦♠ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Q0✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① σ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❝✉t✲♦✛ Ec✳ ❚❤❡② ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ✢✉① ❛t t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❚❤✐s ✐s ❢❛r t♦♦ ♠✉❝❤ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ s♠♦♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s ♦♥❧② ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳
■ ✇✐❧❧ ❤❡r❡ ❦❡❡♣ ✐t ❛t ✸ ❚❡❱✳ ❙♦ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r
❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ✜t✱ ❛t ❧❡❛st r♦✉❣❤❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡①✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱
■ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥ r❛t❡ Γ⋆ ♦❢ ✹✴❝❡♥t✉r②✱ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢
E⋆ = 1051 ❡r❣✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ f = 2 × 10−4 ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡
fE⋆Γ⋆ = 8× 1047 ❡r❣✴❝❡♥t✉r② ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮✮✳

❙✉❝❤ ❛ st✉❞② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♣✉❧s❛rs ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧
♥❡✐t❤❡r ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ♥♦r ❢♦r ♣♦s✐tr♦♥s✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡
❛r❡ ❤❡♥❝❡ ❧❡❢t ❢r❡❡ t♦ ❝❤♦s❡ t❤❡ t❤r❡❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡ ✇✐s❤✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✱ ✈❛r✐♦✉s ✢✉① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ s♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ❋✐s❦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ✻✵✵ ▼❱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ❢r♦♠ ✷ t♦ ✷✳✹ ❢♦r t❤❡Med ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❡t✕✉♣✳ ■♥ t❤✐s ♣❧♦t✱ ■
❤❛❞ t♦ r❡♥♦r♠❛❧✐s❡❞ fE⋆Γ⋆ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✺ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❡s✱ s♦ t❤❛t ✇❡ s❡❡ t❤❛t r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✜ts t♦
t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✷✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❜✉❞❣❡t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ✐♥ r♦✉❣❤ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
✇❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧♦t✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② s♦❢t❡r t❤❛♥ ✷✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❧♦♣❡ δ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✖ ♥♦t❡ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥str❛✐♥ts
♦♥ σ + δ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣r♦t♦♥ ❞❛t❛✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
♣r♦t♦♥ ✐♥❞❡① ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥❞❡① ❛❢t❡r t❤❡✐r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛t s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❛t
♣r♦t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✐❞ ❡st ♥♦ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♥♦r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✮✳
❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✱ ✇❤❡r❡ ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝tr✉♠ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
s❛♠❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ min ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ K0 ❛♥❞ t❤❡ s♦❢t❡r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❞❡① ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧❛r❣❡r ❞✐✛✉s✐♦♥
s❧♦♣❡ δ ✖ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s r❡✈❡rs❡❞ ✐♥ t❤❡ MAX ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦

√
K0✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ∼ 7 ❢r♦♠ t❤❡

min t♦ t❤❡ MAX ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❜♦t❤ ♣❛♥❡❧s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ▼♦s❦❛❧❡♥❦♦ ✫ ❙tr♦♥❣ ❬✸✸❪✱ ❛s ✜tt❡❞ ✐♥ ❇❛❧t③ ✫ ❊❞s❥ö ❬✻❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ✷✳✶ ❜❡❧♦✇ ✶✵ ●❡❱✱ st❡❡♣❡♥✐♥❣ t♦ ✷✳✹ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✱
✈❡r② ♦❢t❡♥ q✉♦t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧♦ss❡s✱ ❜✉t ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❛ q✉✐t❡ ❧✐♠✐t❡❞ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ r❛♥❣❡ ✉♣ t♦ ∼ 40
●❡❱ ♦♥❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ str♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②
❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ s♠♦♦t❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s
♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❧♦❝❛❧❧②✱ ✐❞ ❡st ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ❛❜♦✈❡ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ●❡❱✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❞✐s❝r❡t❡
❡✛❡❝ts t♦ ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s✉❝❤ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②s✐s ✐s st✐❧❧ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡❧✐♥❡❛t❡
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t r❛♥❣❡s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ t♦
❜❡tt❡r s✐③❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐st❛♥t s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡s✳
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Full relativistic

Spectral effect d = 500 pc

 = 1.5σ

 = 1.75σ

 = 2σ

 = 2.25σ

 = 2.5σ

 = 10 kyrburstt

 = 300 kyrburstt

Delahaye, Lavalle, Lineros, Donato & Fornengo (2010)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ▼❛✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✢✉① ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛
s✐♥❣❧❡ ❜✉rst✐♥❣ s♦✉r❝❡✳ ❚♦♣ ❧❡❢t✿ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡ ❛t ❛ ✜①❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✺✵✵ ♣❝ ✖ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
t❛❦✐♥❣ ✶ ❦♣❝ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ t❤❡ ✸ ❦②r s♦✉r❝❡ ❢♦r ❝❛✉s❛❧✐t② r❡❛s♦♥s✳ ❚♦♣ r✐❣❤t✿ ✈❛r②✐♥❣
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❛❣❡ ♦❢ ✺ ❦②r✳ ❇♦tt♦♠ ❧❡❢t✿ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① σ ❢♦r ✜①❡❞ ❛❣❡ ♦❢
✶✵ ❦②r ❛♥❞ ✸✵✵ ❦②r ❛t ❛ ✜①❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✺✵✵ ♣❝✳ ❇♦tt♦♠ r✐❣❤t✿ ✈❛r②✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
✇✐t❤ t❤❡ min✱ Med ❛♥❞ MAX s❡t✕✉♣s✳

❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❦♥♦✇♥ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts t♦ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②
❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉①✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇✱ ❜✉t t❤❡✐r ♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ✢✉① ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦
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❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❆s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡rr♦rs ♠❛② ♦r✐❣✲

✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

✭✐✮ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡✱

✭✐✐✮ ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞

✭✐✐✐✮ ✐♥ t❤❡ ❛❣❡ ❡st✐♠❛t❡✳

❚❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✷✱ ❛♥❞ ✐s ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ❛t s♦✉r❝❡ σ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s f E⋆✱
❜♦t❤ r❡❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❣✐✈❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡r✐✈❡ Q′✳
P♦✐♥ts ✭✐✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♠♣❛❝t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥❧②✱ ✐t ✐s ♠♦r❡
♣❡❞❛❣♦❣✐❝❛❧ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡♠✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❡✈❡♥t✕❧✐❦❡ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♣❧❛♥❡ ✭z = 0✮ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤ ❛♥❞ ❜✉rst✐♥❣ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥s ❛ t✐♠❡ ✭❛❣❡✮ t⋆ ❛❣♦✿

Q⋆(ts, Es, ~xs) = δ(ts − t⋆) δ(zs) δ2(rs − d)Q(Es) , ✭✻✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ Q(Es) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ t❤❛t f E⋆ = 2 ×
1047❡r❣✳

■♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✶✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣❧♦tt❡❞✱ t❤❡
❞❡❢❛✉❧t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿ Med✱ σ = 2✱ Ec = 10 ❚❡❱✳

■♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ✭❛✮✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛❣❡ ❡✛❡❝t❀ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ✭❜✮✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✛❡❝t❀
✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ✭❝✮✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ❡✛❡❝t❀ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ✭❞✮✱
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❡✛❡❝t ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✹✹ t♦ ✺✳✹✽✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❞❡t❡❝t❡❞ ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✭✉♥t✐❧❧ t❤❡
❝✉t✲♦✛ ✐s r❡❛❝❤❡❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❧❡ss str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜❣✉r❡
✐s ❡❛s✐❡r✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐t ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ❢r♦♠ ❛ ②♦✉♥❣ ❢❛r
❛✇❛② s♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇✳

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♠❡♥t t♦ ♠❛❦❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡①✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡✛❡❝ts
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛❣❡✱ s♦✉r❝❡ ✐♥❞❡①✱ ❡♥❡r❣② ❝✉t✕♦✛✱ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭min ♠♦❞❡❧✮ ❝❛♥
♠❛❦❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✸✵✵ ❦②r ✭❝✮ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✸✵ ❦②r ✭❛✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❝✉t✲♦✛✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ❛ ♠❡r❡ ♦✈❡r❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❢♦✉r ♣❛♥❡❧s ❋✐❣✳ ✻✳✶✶
✐s str✐❦✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤✳

❚❤✐s ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
s♦✉r❝❡s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❡♥❝♦✉♥t❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♣❛rt ♠✐❣❤t ❧♦♦❦ ❞❡♣r❡ss✐♥❣ ❛t ✜rst s✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✐t ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ s✐③❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✉r
❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❛tt❡♠♣ts✳



Pr✐♠❛r✐❡s ✶✸✶

▲❡t ✉s s❡❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✢✉① ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡
❦♥♦✇ ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✷✳

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥
✷ ❦♣❝ ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✷❪✳ ❊✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s s✉♠♠❡❞ ✉♣
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤✐s r❡❣✐♦♥ s♦ t❤✐s ✐s
t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❡r❡ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❢♦❝✉s ♦♥❡s ❡✛♦rts✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ▲❡❢t✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ❛❣❡ ✈❡rs✉s ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❊❛rt❤ ❢♦r ♦✉r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛
r❡♠♥❛♥ts ✭❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✻✳✶✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧✐♠✐ts ❜❡♥❡❛t❤
✇❤✐❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧ s♦✉r❝❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✭✈❛❧✐❞
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ Med ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✮✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❛❣❡ s❡ts ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❡ts ❛
❧♦✇❡r ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✳ ❘✐❣❤t✿ ❙❛♠❡ ♣❧♦t ❢♦r ♦✉r ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts
❛♥❞ ♣✉❧s❛rs✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❜♦✈❡ ❛
❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ●❡❱✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❑♦❜❛②❛s❤✐ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✺❪✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ t❛❦❡ ❛
❝❡♥s✉s ♦❢ ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✷ ❦♣❝ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✢✉① ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳

❚♦ ♣r♦❝❡❡❞ s♦✱ ❧❡t ✉s ✜rst t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛
r❡♠♥❛♥t ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ●r❡❡♥ ❬✶✾❪✱ ❜❡s✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❛❧❧ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡rr♦rs ✭♠♦st❧② ❢r♦♠ r❛❞✐♦ ❞❛t❛✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✷❪✮✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ✷✻ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ✇✐t❤✐♥ ✷ ❦♣❝ ✐♥ t❤✐s ❝❛t❛❧♦❣✉❡✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞
❛♥ ❡①tr❛✲♦❜❥❡❝t✱ ❆♥t❧✐❛ ❬✸✶✱ ✸✼❪✳ ❆ ❢✉❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥
❞✐st❛♥❝❡✱ ❛❣❡✱ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡①✱ r❛❞✐♦ ✢✉①✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✶✳

❆s r❡❣❛r❞s t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ s❡t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡①
σ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❛❞✐♦ ✐♥❞❡① σr✿ ✖ σ = 2σr + 1 ❛♥❞ t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❛❞✐♦ ✢✉① ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✳

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦❝❛❧ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝✲
tr♦♥s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❡①✐st✳ ❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❧✐st❡❞ ✷✼ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✷✵✵ ♣✉❧s❛rs✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ r❡❝❛❧❧✐♥❣✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❧✈❡❞ ✐♥t♦ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✱
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★ ❙◆❘ ♦t❤❡r ♥❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ r❛❞✐♦ ✐♥❞❡① ❇r✐❣❤t♥❡ss ❛❣❡ P✉❧s❛r
●✰❧♦♥❣✰❧❛t ❬❦♣❝❪ σr ❬❏②❪ ❬❦②r❪

✶ ✶✽✳✾✺✲✶✳✶ ✷✳ ± ✵✳✶ ✵✳✷✽ ✹✵ ✶✶✳✼✺ ± ✵✳✽✺ ❄

✷ ✻✺✳✸✰✺✳✼ ✵✳✾ ± ✵✳✶ ✵✳✺✽ ± ✵✳✵✼ ✺✷ ✷✻ ± ✶ ∅
✸ ✻✺✳✼✰✶✳✷ ❉❆ ✹✾✺ ✶✳✵ ± ✵✳✹ ✵✳✹✺ ± ✵✳✶ ✺ ✶✻✳✼✺ ± ✸✳✷✺ ✉♥❦♥♦✇♥

✹ ✻✾✳✵✰✷✳✼ ❈❚❇ ✽✵ ✷✳✵ ± ✵✳✶ ✵✳✷✵ ± ✵✳✶✵ ✻✵ ± ✶✵ ✷✵ ± ✶ ❏✶✾✺✷✰✸✷✺✷

✺ ✼✹✳✵✲✽✳✺ ❈②❣♥✉s ▲♦♦♣ ✵✳✺✹+0.10
−0.08 ✵✳✹ ± ✵✳✵✻ ✶✼✺ ± ✸✵ ✶✵ ± ✶ ∅

✻ ✼✽✳✷✰✷✳✶ γ ❈②❣♥✐ ✶✳✺ ± ✵✳✶ ✵✳✼✺ ± ✵✳✵✸ ✷✼✺ ± ✷✺ ✼ ± ✶ ∅
✼ ✽✷✳✷✰✺✳✸ ❲✻✸ ✷✳✸ ± ✶✳✵ ✵✳✸✻ ± ✵✳✵✽ ✶✵✺ ± ✶✵ ✷✵✳✶ ± ✻✳✻ ∅
✽ ✽✾✳✵✰✹✳✼ ❍❇ ✷✶ ✶✳✼ ± ✵✳✺ ✵✳✷✼ ± ✵✳✵✼ ✷✵✵ ± ✶✺ ✺✳✻✵ ± ✵✳✷✽ ∅
✾ ✾✸✳✼✲✵✳✷ ❈❚❇ ✶✵✹❆ ♦r ❉❆ ✺✺✶ ✶✳✺ ± ✵✳✷ ✵✳✺✷ ± ✵✳✶✷ ✹✷ ± ✼ ✺✵ ± ✷✵ ∅
✶✵ ✶✶✹✳✸✰✵✳✸ ✵✳✼ ✵✳✹✾ ± ✵✳✷✺ ✻✳✹ ± ✶✳✹ ✼✳✼ ± ✵✳✶ ∅
✶✶ ✶✶✻✳✺✰✶✳✶ ✶✳✻ ✵✳✶✻ ± ✵✳✶✶ ✶✵✳✾ ± ✶✳✷ ✷✵ ± ✺ ❇✷✸✸✹✰✻✶ ❄

✶✷ ✶✶✻✳✾✰✵✳✷ ❈❚❇ ✶ ✶✳✻ ✵✳✸✸ ± ✵✳✶✸ ✻✳✹ ± ✶✳✹ ✷✵ ± ✺ ❇✷✸✸✹✰✻✶ ❄

✶✸ ✶✶✾✳✺✰✶✵✳✷ ❈❚❆ ✶ ✶✳✹ ± ✵✳✸ ✵✳✺✼ ± ✵✳✵✻ ✹✷✳✺ ± ✷✳✺ ✶✵ ± ✺ ❏✵✵✶✵✰✼✸✵✾

✶✹ ✶✷✼✳✶✰✵✳✺ ❘✺ ✶✳±✵✳✶ ✵✳✹✸ ± ✵✳✶ ✶✷ ± ✶ ✷✺ ± ✺ ∅
✶✺ ✶✺✻✳✷✰✺✳✼ ✵✳✽ ± ✵✳✺ ✷✳✵+1.1

−0.7 ✹✳✷ ± ✵✳✶ ✶✵ ± ✶ ❇✵✹✺✵✰✺✺ ❄

✶✻ ✶✻✵✳✾✰✷✳✻ ❍❇ ✾ ✵✳✽ ± ✵✳✹ ✵✳✹✽ ± ✵✳✵✸ ∼ ✼✺ ✺✳✺ ± ✶✳✺ ❇✵✹✺✽✰✹✻

✶✼ ✶✽✵✳✵✲✶✳✼ ❙✶✹✼ ✶✳✷ ± ✵✳✹ ✵✳✼✺ ✼✹ ± ✶✷ ✻✵✵ ± ✶✵ ❏✵✺✸✽✰✷✽✶✼

✶✽ ✶✽✹✳✻✲✺✳✽
❈r❛❜ ♥❡❜✉❧❛

✷✳✵ ± ✵✳✺ ✵✳✸ ✶✱✵✹✵ ✼✳✺ ⋆ ❇✵✺✷✶✰✸✶
♦r ✸❈✶✹✹ ♦r ❙◆✶✵✺✹

✶✾ ✶✽✾✳✶✰✸✳✵ ■❈ ✹✹✸ ✶✳✺ ± ✵✳✶ ✵✳✸✻ ± ✵✳✵✹ ✶✻✵ ± ✺ ✸✵ ♦r ✹ ∅
✷✵ ✷✵✸✳✵✰✶✷✳✵ ▼♦♥♦❣❡♠ r✐♥❣ ✵✳✷✽✽+0.033

−0.027 ✽✻ ± ✶ ❇✵✻✺✻✰✶✹

✷✶ ✷✵✺✳✺✰✵✳✺ ▼♦♥♦❝❡r♦s ◆❡❜✉❧❛ ✶✳✻✸ ± ✵✳✷✺ ✵✳✻✻ ± ✵✳✷ ✶✺✻✳✶ ± ✶✾✳✾ ✷✾ ± ✶ ∅
✷✷ ✷✻✸✳✾✲✸✳✸ ❱❡❧❛✭❳❨❩✮ ✵✳✷✾✺ ± ✵✳✵✼✺ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✷✱✵✵✵ ± ✼✵✵ ✶✶✳✷ ± ✵✳✶ ❇✵✽✸✸✲✹✺

✷✸ ✷✻✻✳✷✲✶✳✷
❘❳ ❏✵✽✺✷✳✵✲✹✻✷✷ ♦r ❱❡❧❛ ❏r

✵✳✼✺ ± ✵✳✵✶ ✸✳✺ ± ✵✳✽ ⋆❄ ❏✵✽✺✺✲✹✻✹✹ ❄
♦r ❙◆✶✸✵✵

✷✹ ✷✼✻✳✺✰✶✾✳✵ ❆♥t❧✐❛ ✵✳✷ ± ✵✳✶✹ ≥ ✶✱✵✵✵ ❇✵✾✺✵✰✵✽

✷✺ ✸✶✺✳✶✰✷✳✼ ✶✳✼ ± ✵✳✽ ✵✳✼ ✺✵ ± ✶✵ ❏✶✹✷✸✲✺✻

✷✻ ✸✸✵✳✵✰✶✺✳✵ ▲✉♣✉s ▲♦♦♣ ✶✳✷ ± ✵✳✸ ✺✵ ± ✶✵ ❇✶✺✵✼✲✹✹ ❄

✷✼ ✸✹✼✳✸✲✵✳✺ ❙◆✸✾✸ ✶✳± ✵✳✸ ✹✳✾ ⋆ ∅

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♥❡❛r❜② s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❇r✐❣❤t♥❡ss ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❛t ✶ ●❍③✳
❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ❜♦❧❞ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❜✉t ❥✉st ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ r♦✉❣❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❧❛st r❡❧❡✈❛♥t ❞✐❣✐t❀
❤❡♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❆♥ ❛❣❡ ✐s ✢❛❣❣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ⋆ ❢♦r ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡♠♥❛♥t❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s s❡t ❢r♦♠ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈æ t❤❡ ❛❣❡s ❛r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛❣❡s ❜②
d/c✳
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Cut−off Energy = 1 TeV

Propagation model : Med
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♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣✐❡s ǫc ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧
✐♥❞❡① σ✳ ■♥❞❡① σ ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② r❛❞✐♦ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t
s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❈②❣♥✉s ▲♦♦♣ ✭✺✮✱ ▼♦♥♦❣❡♠ ❘✐♥❣ ✭✷✵✮✱ ❱❡❧❛ ✭✷✷✮ ❛♥❞ ❆♥t❧✐❛ ✭✷✹✮✳

t❤❛t ♣✉❧s❛rs ❛r❡ r♦t❛t✐♥❣ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦r❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ ♣✉❧s❛r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠❛t✐❝
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❚♦♣✿ ❊❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✱ ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ✭❞✉❡ t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ❛❣❡s✱ ❞✐st❛♥❝❡s✱ r❛❞✐♦ ✢✉①❡s ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧
✐♥❞✐❝❡s✮✳ ❇♦tt♦♠✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠✲
♥❛♥ts✱ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✢✉① ❛♥❞ ✐♥❞❡① ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳
■♥ ❜♦t❤ ♣❛♥❡❧s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛ s♦✉r❝❡ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✶✵ ❚❡❱✳

❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r ♦❜❥❡❝t
❧✐st✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜♥❞ ♦♥❧② ✷✼ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❢♦r ✷✵✵ ♣✉❧s❛rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ✷✼ ❧♦✲
❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✱ ♦♥❧② ✶✵ ❤❛✈❡ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣✉❧s❛r ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✭✈❡r② ♦❢t❡♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛❣❡ ❡st✐♠❛t❡s✮✳ ❨❡t✱ t❤✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛✲
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 from SNRs-Primary e Q(E) from radio data
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 from ATNF-SNRs-Primary e -E/(3 TeV)e-2 E∝ iQ
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  from pulsars+/-Primary e -E/(3 TeV)e-2 E∝ iQ

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ Pr✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ s♦✉r❝❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✷ ❦♣❝ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤✳
▲❡❢t✿ ❢r♦♠ ❦♥♦✇ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ✭r❛❞✐♦ ❝♦♥str❛✐♥ts✮✳ ▼✐❞❞❧❡✿ ❢r♦♠ ✉♥❦♥♦✇♥ s✉♣❡r♥♦✈❛
r❡♠♥❛♥ts t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥② ✉♥❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♣✉❧s❛rs ✭❣❡♥❡r✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❡❛❝❤✱ ❛❣❡
❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❧s❛r ❝♦♠♣❛♥✐♦♥✮✳ ❘✐❣❤t✿ ❢r♦♠ ❦♥♦✇♥ ♣✉❧s❛rs ✭❣❡♥❡r✐❝ s♣❡❝tr✉♠✱
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❛❣❡ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡✮✳ ❍❡r❡✱ ❛❧❧ ❣❡♥❡r✐❝ s♣❡❝tr❛ r❡❢❡r t♦ ❛ s♣❡❝tr❛❧
✐♥❞❡① ♦❢ ✷ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❝✉t✲♦✛ ♦❢ ✸ ❚❡❱✳

t✐♦♥ ✐s ✇r♦♥❣✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ❜r✐❣❤t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❣❛✐♥ ❢♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❤❡r❡ t♦ ❛❞❞ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠✲
♥❛♥t ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t♦ ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣✉❧s❛r✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❣❤t♥❡ss s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t t❡❧❡s❝♦♣❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ B(1GHz) . 1 Jy ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r
♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤✐s ❧♦❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ❛❣❛✐♥st
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥ r❛t❡ Γ⋆✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛t ③❡r♦t❤ ♦r❞❡r t❤❛t s♦✉r❝❡s ❛r❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ✐♥s✐❞❡ ❛ ✢❛t ❞✐s❦ ♦❢ r❛❞✐✉s R = 20 ❦♣❝✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ r❛t❡
✇✐t❤✐♥ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ r = 2 ❦♣❝ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❡r❡❧② r❡❛❞s Γ⋆(r/R)

2 = 0.01×Γ⋆✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
∼✵✳✵✶ ❙◆✴❝❡♥t✉r② ❢♦r ✉s✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Γ⋆✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥
r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♦❧❞❡st
❛❣❡✱ ✐❞ ❡st ∼ 200/30Myr ≃ 0.7× 10−3/century✳ ❚❤✐s r♦✉❣❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
♦♥❧② ❛ ❢❡✇✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ t❡♥❞ t♦ t❡❧❧ ✉s t❤❛t ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♦✉r❝❡s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛
s❧✐❣❤t ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉❞❣❡t✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s s❡♥s❡✱ s✐♥❝❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❢❛✈♦✉r t❤❡ ❜r✐❣❤t❡st ♦❜❥❡❝ts✳ ❖✉r s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❛♥❞ ♣✉❧s❛rs ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ t❤❡ ❛❣❡✕❞✐st❛♥❝❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✷✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ Med ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❡t✕✉♣✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✶ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝✉t✲
♦✛ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♠❡♥t t♦ ♠❛❦❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✢✉① ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠❡r❡ s♠♦♦t❤❧② ♣♦✇❡r ❧❛✇✱ s✐♥❝❡ ♠❛♥② s♣❡❝tr❛❧ ✇❛✈❡✲❧✐❦❡ ❢❡❛t✉r❡s s❤♦✇ ✉♣✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t
✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝✉t✲♦✛ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶✵✵ ❚❡❱✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛tt❡r ✈❛❧✉❡ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t r❡❛❧✐st✐❝
❛♥❞ t♦♦ ❤✐❣❤✱ ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts✳ ◆♦t ♦♥❧② ❞♦ ♥❡✇ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r✐s❡ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②
✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉t✕♦✛ ✈❛❧✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ✐s ❛❧t❡r❡❞✳ ❚❤✐s
✐❧❧✉str❛t❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❜❡s✐❞❡ t❤♦s❡ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹ ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❜r❛❝❦❡t t❤❡ ✐♠♣❛❝t
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♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛❣❡s✱ ❞✐st❛♥❝❡s✱ r❛❞✐♦ ✢✉①❡s ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤✐s
♣❧♦t ✇❛s ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ✶✵✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞r❡✇ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❛ ✢❛t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ✭✐✮ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞
✭✐✐✮ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ♣♦✐♥t✱ ✇❡
❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ✢✉① ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❛ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡①
♦❢ ✷ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ Q0 = 3.9 × 1049GeV−1 ✭s❡❡ ❡♥❞ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✷✮✱ ✇✐t❤ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ✐s ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ❛ ♠❡r❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✢✉① ❝❛♥ ✈❛r② ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✲✺
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳

❲❡ ♣❧♦t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r✐♠❛r✐❡s ✐♥
✜❣✉r❡ ✻✳✶✺✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ Med ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❡t✕✉♣ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ▼✶ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣❛♥❡❧s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❦♥♦✇♥
s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✱ ❢r♦♠ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✉❧s❛rs✱
❛♥❞ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✉❧s❛rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❛❦❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣✉❧s❛rs✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥
s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ✷ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡ r❛❞✐♦ ✢✉① ♦❢ B(1GHz) = 1 Jy✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ✐s s❤♦✇♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡rs ✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧♦t✮✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡
t❤❛t ♦✉r ❧♦❝❛❧ ♣✉❧s❛r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① t❤❛♥ ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛
r❡♠♥❛♥ts✳ ❋♦r ♣✉❧s❛rs✱ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛♥ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❡♥❡r❣② ✇❛s ❝♦♥✈❡rt❡❞
✐♥t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐rs t♦ s❡t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❧❛r❣❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✐t ✐s st✐❧❧ r❛t❤❡r s✉r♣r✐s✐♥❣ t♦
✜♥❞ t❤❛t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ♣✉❧s❛rs✱ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❛s ♠❛♥② ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❦♥♦✇♥ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✳ ❲❡ str❡ss✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ✈❡r② ❧❛r❣❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ s♦ ♥♦ str♦♥❣
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞r❛✇♥✿ ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s s❤♦✉❧❞ t❤❡② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ♦♥❧②
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛t t❤✐s st❛❣❡ ✐s t❤❛t ♥❡❛r❜② s♦✉r❝❡s ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✢✉① ❛❜♦✈❡
❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ●❡❱✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♠♣r✐♥ts ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t✱ ❞✉❡ t♦ ❧❛r❣❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳

✻✳✷✳✶✳✸ ▲♦❝❛❧ ♣✉❧s❛rs

❙❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣✉❧s❛rs ❢r♦♠ t❤❡ ❆❚◆❋ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ r❡q✉✐r❡s ✐♠♣♦s✐♥❣ ❢❡✇ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❋✐rst✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ❛ r❛❞✐❛❧ ❝✉t✕♦✛ ♦❢ ✷ ❦♣❝✱ ❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t tr❡❛t♠❡♥t✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ●❡❱ s❝❛❧❡ ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❛r ❛❣❡
. 30 ▼②r✱ ✇❤✐❝❤ s❤r✐♥❦s ❞♦✇♥ t♦ ✶ ▼②r ❛❜♦✈❡ ✶✵✵ ●❡❱ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡
✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉r s❛♠♣❧❡ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ ❛❣❡s . 30 ▼②r✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ t❤❛♥
✷✵✵ ♦❜❥❡❝ts ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❧❡ss t❤❛♥ ✷ ❦♣❝ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❜s❡r✈❡❞ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✱ ✐❞ ❡st ✷✼✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳✷✳

❚❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♣✉❧s❛r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣✉❧s❛r
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳✷✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✺✳



Pr✐♠❛r✐❡s ✶✸✼

❏✷✵✵✵ ♦t❤❡r ♥❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❛❣❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ ❡♥❡r❣② ❘❛♥❦
❬❦♣❝❪ ❬❦②r❪ ❬1049 ❡r❣❪ ❅ ✺✴✶✵✵✴✶✵✵✵ ●❡❱

❏✵✻✸✸✰✶✼✹✻ ●❡♠✐♥❣❛ ✵✳✶✻ ✸✹✷ ✶✳✷✺ ✶✴✷✴✹

❏✶✾✸✷✰✶✵✺✾ ❇✶✾✷✾✰✶✵ ✵✳✸✻ ✸✱✶✵✵ ✶✶✳✾ ✷✴ø✴ø

❏✶✾✵✽✰✵✼✸✹ ✵✳✺✽ ✹✱✵✽✵ ✶✼✳✾ ✸✴ø✴ø

❏✶✼✹✶✲✷✵✺✹ ✵✳✷✺ ✸✽✼ ✵✳✹✼ ✹✴✺✴ø

❏✵✾✺✸✰✵✼✺✺ ❇✵✾✺✵✰✵✽ ✵✳✷✻ ✶✼✱✺✵✵ ✺✹✳✷ ✺✴ø✴ø

❏✷✵✹✸✰✷✼✹✵ ✶✳✶✸ ✶✱✷✵✵ ✷✺✳✾ ø✴✶✴ø

❏✶✵✺✼✲✺✷✷✻ ❇✶✵✺✺✲✺✷ ✵✳✼✷ ✺✸✺ ✷✳✽ ø✴✸✴ø

❏✵✻✺✾✰✶✹✶✹ ❇✵✻✺✻✰✶✹ ✵✳✷✾ ✶✶✶ ✵✳✶✽ ø✴✹✴✷

❏✵✽✸✺✲✹✺✶✵ ❇✵✽✸✸✲✹✺ ✵✳✷✾ ✶✶✳✸ ✵✳✾✾ ø✴ø✴✶

❏✶✼✹✵✰✶✵✵✵ ✶✳✷✹ ✶✶✹ ✶✳✶ ø✴ø✴✸

❏✵✼✹✷✲✷✽✷✷ ❇✵✼✹✵✲✷✽ ✶✳✽✾ ✶✺✼ ✶✳✷✸ ø✴ø✴✺

❏✶✺✹✾✲✹✽✹✽ ✶✳✺✹ ✸✷✹ ✵✳✽ ø✴ø✴✻

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ▼❛✐♥ ♣♦s✐tr♦♥ s♦✉r❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❆❚◆❋ ♥❡❛r❜② ♣✉❧s❛rs✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❛rs ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❧❛r❣❡st ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✢✉① ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❜✐♥s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ♦❢ γ = 2 ❛♥❞ ❛
❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✶ ❚❡❱✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❚◆❋ ❝❛t❛❧♦❣✉❡✳ ❏✵✻✺✾✰✶✹✶✹ ✐s
t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ▼♦♥♦❣❡♠ ❛♥❞ ❏✵✽✸✺✲✹✺✶✵ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❱❡❧❛✳

❆s s❤♦rt❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✕♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐rs
♠❛❦❡s ♣✉❧s❛rs ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✱ ❛s ✐♥t❡♥s❡ ❛s t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✳ ❆ ♣❛✐r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ f = 0.1 ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝✱ ❜✉t st✐❧❧✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤✐s ❡✣❝✐❡♥❝② ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❢❡✇
♣❡r❝❡♥t ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ q✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥
❜✉❞❣❡t✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❢❡✇ ♦❜❥❡❝ts ♦♥❧②
❛♠♦♥❣ ♦✉r ∼✷✵✵ s❡❧❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✸✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ♣✉❧s❛r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ♠❛♥② ❛♥❞ ❧❛r❣❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❛♥❞ ❞❡s♣✐t❡
t❤❡ s✐♠♣❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s❡t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st
t❤❛t s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦♠✐♥❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳

✻✳✷✳✷ ❉❛r❦ ♠❛tt❡r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ✇✐❧❧ ✈❡r② ♦❢t❡♥ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ♣♦s✐tr♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t ❞❛r❦
♠❛tt❡r s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s
❧♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ❡✈❡r t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ✐t ❛❧✇❛②s ♣r♦❞✉❝❡s ❛s ♠❛♥②
♣♦s✐tr♦♥s ❛s ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝tr✉♠❛✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛♣✐❞ ❡♥♦✉❣❤ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❝❛♥ t❤❡ ∼ ✶✻✵✵ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦s♠✐❝ r❛②
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❬✷✾❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥❡s ❢♦r ❛♥t✐✕♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ r❛t✐♦s ❛r❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

❛❚❤✐s ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② tr✉❡ ✇❤❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❧✐❦❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s q✉✐t❡ s♠❛❧❧
✭❛ ❢❡✇ ✪✮ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
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❉♦ t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ❢♦r ♣♦s✐tr♦♥s❄ ❈❛♥ ✇❡ s✐♥❣❧❡ ♦✉t ❛ ❢❡✇ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①
✇✐t❤♦✉t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❡♥t✐r❡ s❝❛♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡❄ ❚❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥
❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❍♦♦♣❡r ✫ ❙✐❧❦ ❬✷✷❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡❡♥ ✈❛r✐❡❞ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ r❛t✐♦✳

▲❡t ✉s ✜rst st✉❞② t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✉❜str✉❝t✉r❡s
♦r ❝❧✉♠♣s✳

✻✳✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❤❛❧♦

■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡t t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② E ❛t ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✵ ●❡❱
❛♥❞ ✈❛r✐❡❞ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ES ❢r♦♠ ✶✵ ●❡❱ ✉♣ t♦ ✶ ❚❡❱✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❛❜❧❡ ✹✳✸✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ES✱ ✇❡
❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❝❛♥ ♦✈❡r t❤❡ ✶✻✵✵ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞
❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤❛❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧ Ĩ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s❡ts ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ②❡❧❧♦✇ r❡❣✐♦♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t❡r ②❡❧❧♦✇ ❞♦♠❛✐♥ ✐s
❞❡♠❛r❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣✲❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s ❧❛❜❡❧❧❡❞ min ❛♥❞ MAX ❛♥❞ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r s♣r❡❛❞✳
❚❤❡ Med ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣✲❞❛s❤❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢
✜❣✉r❡ ✻✳✶✻✱ t❤❡ ▼♦♦r❡ ♣r♦✜❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
E✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞s ❛r❡ ❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦✉rs ❛♥❞ ❡♥❝♦♠♣❛ss ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❛s E ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❆s ES ❣❡ts ❝❧♦s❡ t♦ E✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞♦♠❛✐♥ s❤r✐♥❦s✳ ■♥ t❤❛t r❡❣✐♠❡✱ t❤❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ λ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❡s ♦♥❧② t❤❡ s♦❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ρ⊙✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✢❛❣❡❧❧❛t❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻ ❛♥❞ ❛
❤❛❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧ Ĩ ♦❢ ♦r❞❡r ✉♥✐t② ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❆s ✐s ❝❧❡❛r ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✼✱ ❛ s♠❛❧❧
❤❛❧❢✲t❤✐❝❦♥❡ss L ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s❧❛❜ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ λ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s♠❛❧❧
♣♦s✐tr♦♥ ❤❛❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧ Ĩ✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ✇✐t❤ L = 1 ❦♣❝✳ ▲❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥
❜♦t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ K0 ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① δ ❛r❡ ❧❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ❜♦t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t
❜❡ s❛t✐s✜❡❞ t♦❣❡t❤❡r ♦♥❝❡ t❤❡ ❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
K0✱ ♦♥❧② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ δ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
E✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① δ ❤❛s ❧✐tt❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ λ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐s❡s t❤❡ ❤❛❧♦
✐♥t❡❣r❛❧ Ĩ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ K0 = 5.95× 10−3 ❦♣❝2 ▼②r−1 ❛♥❞ t❤❡ r❛t❤❡r
s♠❛❧❧ δ = 0.55✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ E✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① δ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ K0 ✐♥
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ λ✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❞
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞♦♠❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ♥♦✇ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ K0 = 1.65× 10−3 ❦♣❝2 ▼②r−1

❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① δ = 0.85✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡min
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ E✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❲❡ ✜♥❞ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t ❢♦r E = 30 ●❡❱✱ t❤❡ ❤❛❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧ Ĩ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛s ❧♦♥❣ ❛s ES ≤ 200 ●❡❱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡r s❡t ❛s s♦♦♥ ❛s ES ≥ 230 ●❡❱✳ ■♥ ❜❡t✇❡❡♥✱ ❛ t❤✐r❞
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ♣❧❛② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s K0 = 2.55× 10−3 ❦♣❝2 ▼②r−1

❛♥❞ δ = 0.75✳ ■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ s✐♥❣❧❡ ♦✉t ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ K0 ❛♥❞
δ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r



Pr✐♠❛r✐❡s ✶✸✾

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ❤❛❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧ Ĩ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✐♥❥❡❝✲
t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ES ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② E ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ✐s ✜①❡❞ ❛t ✶✵ ●❡❱✳ ❱❛r✐♦✉s ❣❛❧❛❝t✐❝ ❉▼
❤❛❧♦ ♣r♦✜❧❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✹✮ ❛r❡ ❢❡❛t✉r❡❞✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛s Med ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❜❡st✲✜t t❤❡ ❇✴❈ r❛t✐♦ ❬✷✾❪✳ ❚❤❡ MAX
❛♥❞ min ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ✢✉①❡s ❬✶✺❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ❜❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❇✴❈ ❛♥❛❧②s✐s ❬✷✾❪✳ ❇♦tt♦♠ r✐❣❤t✿

❙❛♠❡ ♣❧♦t ❛s ❜❡❢♦r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▼♦♦r❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣r♦✜❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❋♦✉r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
♣♦s✐tr♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② E ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤❡ ✢❛❣❡❧❧❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ✜❣✉r❡ r❡s✉❧ts
❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ❛s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② E ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ❯♣♣❡r ♣❛♥❡❧s✿ ❚❤❡ ❤❛❧♦ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ Ĩ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❧❡♥❣t❤ λ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❧❛❜ ❤❛❧❢✲t❤✐❝❦♥❡ss L✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ❛ ◆❋❲ ♣r♦✜❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t
♣❛♥❡❧✳ ❲❤❡♥ L ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❤♦r✐③♦♥ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡ ❛♥❞ ✐ts
❞❡♥s❡r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r λ ∼ r⊙✳ ▲♦✇❡r ♣❛♥❡❧s✿
s❛♠❡ ❛s ❛❜♦✈❡ ❜✉t ❢♦r ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ min ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ♥♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r
♣♦s✐tr♦♥s✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❤♦❧❞s✱ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ str♦♥❣❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞s✳ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ ♣r♦✜❧❡✱ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✼ ❢❡❛t✉r❡ ❛



Pr✐♠❛r✐❡s ✶✹✶

♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ĩ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ L ❛♥❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ λmax ∼ 7 ❦♣❝✳
❆t ✜①❡❞ E ❛♥❞ ES✱ ✇❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r Ĩ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r L = 15 ❦♣❝
❛♥❞ ❢♦r ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ λ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ λmax✳ ❚✇♦ r❡❣✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t t❤✐s st❛❣❡✳

✭✐✮ ❚♦ ❝♦♠♠❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ λ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ λmax ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
t̃ − t̃S ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✽ ✮✱ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠❡t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❤❡♥ E ❛♥❞ ES

❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦r ✇❤❡♥ E ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ♠❛①✐♠✐s❡s Ĩ ❛♥❞ ♦♥❝❡
❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t✇♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r s♠❛❧❧ E✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ K0 = 7.65× 10−2

❦♣❝2 ▼②r−1 ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ δ = 0.46✳ ❲❡ r❡❝♦❣♥✐s❡ t❤❡ MAX ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞
✇❤② t❤❡ ❧♦♥❣✲❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s ❧❛❜❡❧❧❡❞ MAX ✐♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻ ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞
♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞ r❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ E✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① δ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❧❡♥❣t❤ λ ❛♥❞ t❛❦❡s ♦✈❡r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ K0 ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤
♠❛①✐♠✐s❡s Ĩ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡♥ δ = 0.75 ❛♥❞ K0 = 2.175× 10−2❦♣❝2 ▼②r−1✳

✭✐✐✮ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t̃ − t̃S ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ λ ♠❛② r❡❛❝❤ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
✈❛❧✉❡ λmax ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛①✐♠✐s❡s t❤❡ ❤❛❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❆s
E ❛♥❞ ES ❛r❡ ✈❛r✐❡❞✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ĩ ✐s ❛❧✇❛②s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❛ s❝❛♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧✱
❤❡♥❝❡ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻✳ ❚❤❡ s❡t
t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ λ = λmax ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ E ❛♥❞ ES ❛♥❞ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆❋❲ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻✱ t❤❡ ❤❛❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧ Ĩ ✐s ♠❛①✐♠✐s❡❞ ❜② ♠♦r❡
t❤❛♥ ✸✵ ♠♦❞❡❧s ❛❜♦✈❡ ES = 120 ●❡❱✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s❡❧❡❝t❡❞ ❜②
❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ ❞♦ ♥♦t ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ❢♦r ♣r✐♠❛r② ❛♥t✐♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✳ ❚❤❡ t✇♦
s♣❡❝✐❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✵❪✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐tr♦♥ ✐s s❡♥s✐❜❧②
❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧♦✳

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡❞ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤❛❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧ Ĩ✱ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❞② t♦
❛♣♣❧② ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❊q✳ ✭✺✳✸✶✮✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ■ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛❞♦♣t
s♣❡❝✐✜❝ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ❜✉t ✇✐❧❧ ✐♥st❡❛❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ♣✉r❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✿ ❞✐r❡❝t e+e− ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s W+W−✱ bb̄ ❛♥❞ τ+τ−✳ ❚❤❡ ❞❛r❦
♠❛tt❡r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ 3 × 10−26 ❝♠3 s−1 ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s♣❡❝✐❡s ✇✐t❤ ♠❛ss ♦❢ ✶✵✵ ●❡❱ ❛♥❞ ♦❢ ✺✵✵ ●❡❱✳

■♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✽✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① Φe+ ✕ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥
❡♥❡r❣② E ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✕ ✐s ❢❡❛t✉r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ E ❢♦r ❛ ✶✵✵ ●❡❱ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡
❛♥❞ ❛ ◆❋❲ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✳

❚❤❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ❬②❡❧❧♦✇❪ ❛r❡❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦s✐tr♦♥
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❧❧ ♣❛♥❡❧s✱ ✐t ❡♥❧❛r❣❡s ❛t ❧♦✇ ♣♦s✐tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤❛❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧ Ĩ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛♥❛❧②s❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ P♦s✐tr♦♥s
♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t ❡♥❡r❣② ES ❛♥❞ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❡♥❡r❣② E ♦r✐❣✐♥❛t❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢r♦♠ ❛ s♣❤❡r❡ ✇❤♦s❡
r❛❞✐✉s ✐s λ✳ ❚❤❛t ♣♦s✐tr♦♥ s♣❤❡r❡ ❡♥❧❛r❣❡s ❛s E ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ s♦ ❞♦❡s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞✳
❆s ♣♦s✐tr♦♥s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡
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▼♦❞❡❧ δ K0 ❬❦♣❝2✴▼②r❪ L ❬❦♣❝❪
▼❊❉ ✵✳✼✵ ✵✳✵✶✶✷ ✹
▼✶ ✵✳✹✻ ✵✳✵✼✻✺ ✶✺
▼✷ ✵✳✺✺ ✵✳✵✵✺✾✺ ✶

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❬✷✾❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ Med ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✉s✉❛❧✳ ▼♦❞❡❧s ▼✶ ❛♥❞
▼✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠❛①✐♠✐s❡ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ♦✈❡r s♦♠❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✕ r♦✉❣❤❧②
❛❜♦✈❡ ✶✵ ●❡❱ ✕ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡✱
♦♥ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣r♦✜❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ▼✶ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
MAX ❜✉t t❤✐s ✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t❛❧✳

✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❤✐❣❤✕❡♥❡r❣② ♣♦s✐tr♦♥s ❛r❡
♣r♦❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧ Ĩ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥✐t② ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s✐③❡❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥
s♣❡❝tr✉♠ ❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ e+e− ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥
✢✉① Φe+ ❡①❤✐❜✐ts ❛ str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s E ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ mχ ❞♦✇♥ t♦ ✶ ●❡❱✳
❚❤❛t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t E = 10 ●❡❱✱ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷ ♦r❞❡rs
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜❡❧♦✇ ✶ ●❡❱✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ s♣❤❡r❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞✳ ❆t ✜①❡❞
❞❡t❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② E✱ t❤❡ r❛❞✐✉s λ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ES✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡
❛ ✇✐❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ❣❡ts ❤❛r❞❡r✳ ❚❤✐s tr❡♥❞ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ♦❢ ❋✐❣✳ ✻✳✶✽✳ ❆❝t✉❛❧❧② ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡st ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ τ+τ− ❛♥❞ W+W− ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❤❡r❡ ❛ ♣♦s✐tr♦♥ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠
t❤❡ W+ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡♣t♦♥✐❝ ❞❡❝❛②s✳ ■♥ t❤❡ bb̄ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❛❧❧ q✉❛r❦
❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛ s♦❢t❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ s✐♥❝❡ ♣♦s✐tr♦♥s ❛r✐s❡ ♠♦st❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❛②s ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞
♣✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛❞r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛r❦s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❛
❧♦✇ ❡♥❡r❣② ES ❛t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② E ∼ ES✱ t❤❡② t❡♥❞ t♦
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♥♦t t♦♦ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ❧❡ss❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ▼✷ ✕ s❡❡ ❚❛❜✳ ✻✳✹ ✕ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦s✐tr♦♥
✢✉①✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞s ♦❢ ❋✐❣✳ ✻✳✶✽✳ ❚❤❡
▼✶ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐s❡s t❤❡ ✢✉① ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❋♦r ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❛ ❧❡ss❡r
❡①t❡♥t ❢♦r t❤❡ τ+τ− ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❛t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ✢✉①✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ Φe+ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② E ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥♥♦t
❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❛❦✐♥❣ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥
✢✉①✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞s ❡①t❡♥❞ ♠♦r❡ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✢✉①✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ✢✉① ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ∼ ✶✳✺✕✷ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ✢✉① ❢❡❛t✉r❡s ❧❛r❣❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✺ ❢♦r t❤❡ bb̄ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t E = 1 ●❡❱✱ ♦❢
✶✵ ❢♦r W+W− ❛♥❞ ♦❢ ✸✵ ❢♦r τ+τ−✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✾ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❋✐❣✳ ✻✳✶✽ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❤❡❛✈✐❡r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s♣❡❝✐❡s ♦❢ ✺✵✵ ●❡❱ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ✶✵✵ ●❡❱✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛ss mχ ✐s ❧❛r❣❡r✱ s♦ ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ES✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
❛t ✜①❡❞ ♣♦s✐tr♦♥ ❡♥❡r❣② E ❛t t❤❡ ❊❛rt❤✱ t❤❡ r❛❞✐✉s λ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ s♣❤❡r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ES✳
❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✢✉①❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❧❛r❣❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢♦r ❤❡❛✈②
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✢✉① ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t✇✐❝❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✢✉①✱ ✇❤✐❧❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ P♦s✐tr♦♥ ✢✉① E2Φe+ ✈❡rs✉s t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❡♥❡r❣② E✱ ❢♦r ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡
✇✐t❤ ❛ ♠❛ss ♦❢ ✶✵✵ ●❡❱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ◆❋❲ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ♣❛♥❡❧s r❡❢❡r t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
✜♥❛❧ st❛t❡s ✿ ❞✐r❡❝t e+e− ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭t♦♣ ❧❡❢t✮✱ bb̄ ✭t♦♣ r✐❣❤t✮✱ W+W− ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ τ+τ−

✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ t❤✐❝❦ s♦❧✐❞ ❬r❡❞❪ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❜❡st✕✜t ❝❤♦✐❝❡ ✭Med✮
♦❢ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❬❜❧✉❡❪ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❬❣r❡❡♥❪ t❤✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✭▼✶✮ ❛♥❞
♠✐♥✐♠❛❧ ✭▼✷✮ ✢✉① ✕ t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ❛❜♦✈❡ ❛ ❢❡✇ ●❡❱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✭▼✶✮✳ ❚❤❡
❝♦❧♦✉r❡❞ ❬②❡❧❧♦✇❪ ❛r❡❛ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ t♦t❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦s✐tr♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡♣r❡ss❡❞✳ ❆t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡♥❡r❣② E = 1 ●❡❱✱
r❡❞✉❝t✐♦♥s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✵ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
t❤❡ bb̄ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❛♠♦✉♥t t♦ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✵ ✐♥ t❤❡ W+W− ❝❛s❡✳ ❚❤❡② r❡❛❝❤ ✉♣ t♦ ✷ ♦r❞❡rs
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ ❙❛♠❡ ♣❧♦t ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✽ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss ♦❢ 500 ●❡❱✳

♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣♦s✐tr♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❧❛r❣❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛ss r❡❣✐♠❡✱ t❤❡
❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ▼✷ ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ ❜② ❢❛r t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❜❛♥❞ ❛s ✐t ❞✐❞ ❢♦r t❤❡ ✶✵✵ ●❡❱ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t✇♦❢♦❧❞✳

✭✐✮ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✕ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
r❛t✐♦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✕ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡
✢✉① ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ❢✉❧❧ s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♥❡r❣②
E✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ▼✶ ❛♥❞ ▼✷ ✇♦✉❧❞ ♥♦t
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥ ❡♥❡r❣② E✳

✭✐✐✮ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♣❡❝✐✜❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
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♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✜ts t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛♥❣❡ ♦❢
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦s✐tr♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s E✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ s❡t ♦❢
❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡
❝♦rr❡❝t ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉①✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✿ P♦s✐tr♦♥ ✢✉① E2Φe+ ✈❡rs✉s t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❡♥❡r❣② E✱ ❢♦r ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡
♠❛ss ♦❢ ✶✵✵ ●❡❱ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤❛❧♦ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✿ ❝♦r❡❞ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ s♣❤❡r❡ ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧s✮✱
◆❋❲ ✭❝❡♥tr❛❧ ♣❛♥❡❧s✮ ❛♥❞ ▼♦♦r❡ ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧s✮ ✕ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✹✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r
r♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❛ bb̄ ❛♥❞ W+W− ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ t❤✐❝❦
s♦❧✐❞ ❬r❡❞❪ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❜❡st✕✜t ❝❤♦✐❝❡ ✭Med✮ ♦❢ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r
❬❜❧✉❡❪ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❬❣r❡❡♥❪ t❤✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ▼✶ ❛♥❞ ▼✷ ♦❢
❚❛❜✳ ✻✳✹✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ❬②❡❧❧♦✇❪ ❛r❡❛ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦s✐tr♦♥
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣r♦✜❧❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✵✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①❡s ❢♦r t❤❡ bb̄ ❛♥❞ W+W− ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞✐s✲
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<σv> = 2.1 × 10−26 cm3 s−1

NFW Halo profile (rs = 20 kpc)

Direct production

T. Delahaye, R. Lineros, N. Fornengo, F. Donato & P.Salati (2007)
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✿ ❋♦r ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② E✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥
✢✉① E2m2

χΦe+ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss mχ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛r❡ E = 3✱ ✶✵✱ ✸✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ●❡❱✳ ❊❛❝❤ ❜❛♥❞ r❡❢❡rs t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s
❛♥❞ st❛rts ❛t mχ = E✳

tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ✜①❡❞ ❛t mχ = 100 ●❡❱✳ ◆♦t✐❝❡ ❤♦✇
st❡❡♣❡r ♣r♦✜❧❡s ❡♥t❛✐❧ ❧❛r❣❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦st❧② ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ L ✕ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❧❛r❣❡r ✢✉①❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✕ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①
✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛①②✱ ✇❤❡r❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣r♦✜❧❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ◆❋❲ ❛♥❞
▼♦♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❞✉❝❡ ❧❛r❣❡r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ r❛t❡s✳ ❖♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❤❛❧♦ ♣r♦✜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ t②♣✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ❤❡✐❣❤ts L✱ ♣♦s✐tr♦♥s r❡❛❝❤ t❤❡ s♦❧❛r s②st❡♠ ❢r♦♠
❝❧♦s❡r r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❤❛❧♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ♣r♦❜❡
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t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②✳
❋✐❣✳ ✻✳✷✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✲

s♣❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✢✉① Φe+ ❛♥❞ ✐ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ❛r❡ ❢❡❛t✉r❡❞ ❢♦r ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞
❡♥❡r❣② E ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss ✐s ♥♦✇ ✈❛r✐❡❞✳ ❚❤❡ ✢✉① Φe+ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② r❡s❝❛❧❡❞
❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t E2 m2

χ Φe+ ❢♦r ✈✐s✉❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ❊❛❝❤ ❜❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡t❡❝t❡❞
❡♥❡r❣② E ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② st❛rts ❛t mχ = E✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ W+W− ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❜❛♥❞s
st❛rt ❛t mχ = mW ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛ss❡s ❜❡❧♦✇ t❤❛t t❤r❡s❤♦❧❞✳
❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡s❡ ❜❛♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✻✳✶✻✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❛❧♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ĩ ✐s
♣❧♦tt❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ES✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❞✐r❡❝t ♣♦s✐tr♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✜❣✉r❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♦✉r❝❡
s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❥✉st ❛ ❧✐♥❡ ❛t ES = mχ✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s
♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇✐t❤❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✻✳✷✶ ✐s t❤❛t ❛t ✜①❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛ss✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ▲❡t ✉s t❛❦❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ E = 3 ●❡❱✳ ❋♦r ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ES = mχ✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞❛r❦
♠❛tt❡r ♠❛ss tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ❧❛r❣❡r r❛❞✐✉s λ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ s♣❤❡r❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞ ❡♥❧❛r❣❡s ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛ss❡s✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✱
❜✉t ✐s ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r s♦❢t s♣❡❝tr❛ ❛s ✐♥ t❤❡ bb̄ ❝❛s❡✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ E✳

❇❡❢♦r❡ ❣❡tt✐♥❣ ❛♥② ❢✉rt❤❡r✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

✻✳✷✳✷✳✷ ❉❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✷✱ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ρ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❝♦s♠✐❝ r❛②
✐s EM = mχ/2 ✇❤❡r❡❛s ✐t ✇❛s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ρ2 ❛♥❞ EM = mχ ✐♥ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❝❛s❡✳ ▲❡t ✉s
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐r❡❝t ❡+✴❡− ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ EM = 200 ●❡❱✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤✐♥❣s
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ r❛t❡ Γ t♦ ❜❡✿

Γ = 〈σv〉 ρ⊙
EM

∼ 4.25× 10−29 s−1

( 〈σv〉
3× 10−26 ❝♠3s−1

)(
200●❡❱
EM

)
✭✻✳✸✮

s♦ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳
❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✷✱ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ❞✉❡ t♦ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ♥♦t ♠✉❝❤

❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❞✉❡ t♦ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ✜rst ✐s ❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡ s❛❧✐❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡
❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦ 2L ✐s ❧❛r❣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧
✢✉① ❜❡❝♦♠❡s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ρ ❛♥❞ ρ2 ❜❡❝♦♠❡s
✐♠♣♦rt❛♥t✳

❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❣✐✈❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❧♦❝❛❧
♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① s♦✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ t✇♦
❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦♦❦❡❞ ❛t ♠♦r❡ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❧❛st t✇♦ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✱ ✐t ❝❧❡❛r❧②
❛♣♣❡❛rs t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s✐❣♥❛❧ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✳
❍♦✇❡✈❡r ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✇❛②s t♦ ❜♦♦st t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s✐❣♥❛❧✳ ❖♥❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✿ P♦s✐tr♦♥ ✢✉① ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ❢r♦♠ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡
❞❡❝❛② r❛t❡ ✐s s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❜❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❞✉❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❜❛♥❞ ✐s ❢♦r ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❜❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❤❛❧♦ ♣r♦✜❧❡ ❝❤♦s❡♥
❤❡r❡ ✐s ◆❋❲✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ min✱ Med ❛♥❞ MAX ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦
❞✐s♣❧❛②❡❞✳

♦❢ t❤❡s❡ ✇❛②s ✐s t♦ ✐♥✈♦❦❡ t❤❡ s✉❜str✉❝t✉r❡s s❡❡♥ ✐♥ ◆✕❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✺✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✭♦r
❞❡❝❛②✮ r❛t❡✳ ▲❛✈❛❧❧❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✻❪✱ P✐❡r✐ ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✹❪ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ♦♥❡
❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❜♦♦st ❢❛❝t♦rs ❢r♦♠ ❝❧✉♠♣s✳

✻✳✷✳✷✳✸ ❚❤❡ ❝❧✉♠♣s

■ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❤❛❧♦✱ ❜✉t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❛②
t❤❡ ❝❧✉♠♣s ❡①✐st ♦r ♥♦t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①② ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ s♦ ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦s✐tr♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ♥❡❛r❜② r❡❣✐♦♥✱ s♦
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧✉♠♣ ✇♦✉❧❞ tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡
✈✐❝✐♥✐t②✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧✉♠♣s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ❇✉t ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❙✉♥ ✈✐❝✐♥✐t② ❢♦r ♣♦s✐tr♦♥s✱
s♦ ♦♥❧② ♥❡❛r❜② ❝❧✉♠♣s ❝♦✉❧❞ ❜♦♦st t❤❡ s✐❣♥❛❧✳

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✺✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡❛r❜② ❝❧✉♠♣ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t xc ❝❛♥ ❜❡
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qcDM(x, E) = η 〈σv〉 L

m2
χ

δ3(x− xc) f(E) ,

✇❤❡r❡ L =
∫
clump

ρ2c(x) ❞
3
x ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉❜❤❛❧♦ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ✭♦r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ sq✉❛r❡ ♦♥

ρc ❛♥❞ mχ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❝❧✉♠♣s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❤❡r❡ ❛s
♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝ts❜✱ ❜✉t ✉♥❧✐❦❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❛♥❞ ♣✉❧s❛r✱ t❤❡② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❡♠✐t ❡❧❡❝tr♦♥s
❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ❛s ❢♦r t❤❡ s♠♦♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
δ3(x− xc) t❡r♠ ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡ tr✐✈✐❛❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✿ P♦s✐tr♦♥ ✢✉① ❛t t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❚❤✐s ✢✉① ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦s✐tr♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✷✵✵ ●❡❱ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡s ✐♥t♦ ❡+❡− ♣❛✐r✳ ▲❡❢t✿

❤❛❧♦ ✇✐t❤ ❛ ❜♦♦st ♦❢ ✶✵✳ ▼✐❞❞❧❡✿ ❤❛❧♦ ✇✐t❤ ❛ ❜♦♦st ♦❢ ✷ ♣❧✉s ❛ ♥❡❛r❜② ❝❧✉♠♣ ✭✺✵✵ ♣❝✮✳ ❘✐❣❤t✿
❤❛❧♦ ✇✐t❤ ❛ ❜♦♦st ♦❢ ✷ ♣❧✉s ❛ ❢❛r ❛✇❛② ✭✺ ❦♣❝✮ ❛♥❞ ✈❡r② ❜r✐❣❤t ❝❧✉♠♣✳

❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✸✱ t❤❡ ✢✉① r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ❢r♦♠ ❛ ♥❡❛r❜② ❝❧✉♠♣✱ ❞❡♣❡♥❞s✱
♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉♠♣ ✭✐♥ ✸❉ s♣❛❝❡✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧✉♠♣s ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❤❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜✉t ❛❝t✉❛❧❧② t❡♥❞s t♦ ❞✐st♦rt ✐t✳ ❚❤✐s
✐s ❝❧❡❛r❧② ❛♥ ✐ss✉❡ ❢♦r t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✳

✻✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ ✜❣✉r❡s ✻✳✷✹ ❛♥❞ ✻✳✷✺ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡r♠s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ■ ❤❛✈❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❧✉♠♣s✳ ❚❤❡ s♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤ ❛ ❋✐s❦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ✻✵✵ ▼❱
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ✈❛r✐♦✉s r❡❝❡♥t ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣✉❧s❛r s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡
r❛✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥✴♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②
✐♥ ♣✉❧s❛rs ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐t ✐s ❞✉❡ t♦ ❧❛r❣❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❜♦♦st✳ ❙♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✿

• ❲✐t❤♦✉t ❜♦♦st ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♥❡✈❡r ❞♦♠✐♥❛t❡s✳

• ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❛t❤❡r ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ♦✈❡r t✉♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❜❚❤❡ s❝❛❧❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉♠♣s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❧❡♣t♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳
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▲✵✹ ❧♦❝❛❧ ❙◆❘s ❧♦❝❛❧ ❙◆❘s ▲✵✹ ❧♦❝❛❧ ♣✉❧s❛rs ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❙◆❘s ✭●r❡❡♥✮ ✭❆❚◆❋✮ ♣✉❧s❛rs ✭❆❚◆❋✮ ◆❋❲

P
✉❧
s❛
r
s❝
❡♥
✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ✷✳✹ † ✷✳✹ ✷✳✵ ✷✳✵ ø

fE⋆Γ⋆ ✼ 1.5× † ⋆ ✷✳✵ † ø
❊✣❝✐❡♥❝② ❬✪❪ ø ø ø ✻ ✻ ø
Ec ❬❚❡❱❪ ✷✳✵ ✷✳✵ ✷✳✵ ✶✳✺ ✶✳✺ ø
❇♦♦st ø ø ø ø ø ✶✳

❉
▼

s❝
❡♥
❛r
✐♦ ❙♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ✷✳✹ † ✷✳✹ ✷✳✵ ✷✳✵ ø

fE⋆Γ⋆ ✼ 1.× † ⋆ ✷✳✵ † ø
❊✣❝✐❡♥❝② ❬✪❪ ø ø ø ✶ ✶ ø
Ec ❬❚❡❱❪ ✷✳✵ ✷✳✵ ✷✳✵ ✶✳✺ ✶✳✺ ø
❇♦♦st ø ø ø ø ø ✸✵✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ ■♥❥❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥✱ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣✐❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
t❡♠♣❧❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ † ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ⋆ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ t❤❡ ✢✉① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜r✐❣❤t♥❡ss
♦❢ ✶ ❥❛♥s❦② ❛t ✶ ●❍③✳ ❋♦r ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡①tr❛✲❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✳✺✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ∼ 75 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✶✵✵ µ● ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✳

• ❇♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

• ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❛r t♦♦ ♠❛♥② ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t♦ ❛❧❧♦✇ ❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ✇❛②s t♦ ❜❡tt❡r t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✿

❇❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❧❡❛r❧② ❧❛❝❦ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♦r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❛t ❛ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ✐s
r❛♣✐❞❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❣❡tt✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
♥✉♠❡r♦✉s✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❛♥❦s t♦ ✐♥str✉♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❍❊❙❙ ❬✷✶❪ ♦r ❋❡r♠✐ ❬✶✽❪ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②
s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♥♦✇ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ❜r❛♥❞ ♥❡✇ s♣❡❝tr✉♠✳ γ✕r❛② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts
❝♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② t❡❛❝❤ ✉s ❛ ❧♦t ❛❜♦✉t ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ Q0 ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ r❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✮ ✇✐t❤ γ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✮ ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ❣❡t ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✈❛❧✉❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✐t ❝♦✉❧❞
❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝✉t✕♦✛ Ec✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s✳

▼♦r❡ ❞❛t❛

❖❜✈✐♦✉s❧② ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✇❡ ❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤✱ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❞❛t❛
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①❡s ✭♥♦t t❤❡ s✉♠✮✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣✉t str♦♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❛t❛ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
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❚❤❡ tr✉❡ ♠②st❡r② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐s t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡✱ ♥♦t t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡✳

❖s❝❛r ❲✐❧❞❡

✶✺✺



✶✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ P❍❖❚❖◆❙

❲❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✴♣♦s✐tr♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①❡s✱ ❢♦r ♦❜✈✐♦✉s r❡❛s♦♥s ✇❡ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞
t♦ ❣❡t ♦♥❧② t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❖✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ s♦ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥✐❝❡
t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡s❡ ✢✉①❡s ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡②
♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ❧♦s❡ ❡♥❡r❣②✱ ♠❛✐♥❧② t❤r♦✉❣❤
r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡s❡ ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ r❛②s
❛♥❞ t♦ st✉❞② t❤❡✐r ✢✉①❡s ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ❚❤✐s ❡♠✐ss✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠
♣♦✐♥t✕❧✐❦❡ s♦✉r❝❡s ❜✉t r❛t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❛❧♦ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ❡♠✐ss✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r t✇♦
r❡❛s♦♥s✿ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✴♣♦s✐tr♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦✱ ♠♦r❡
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②✱ ✐t r❡✈❡❛❧s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ♦r ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② t✇♦ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ♦✉r st✉❞②✿ t❤❡ ❣❛♠♠❛ r❛②
❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❧❡❛❞s t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ❛♥❞ t♦ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♦♥❧② ♣r♦❜❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r s②♥❝❤r♦tr♦♥
❡♠✐ss✐♦♥✱ s♦ ✐♥ ❢❛❝t ❜♦t❤ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ❛s ❣♦♦❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧② t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ✐♥❢❡r ❛♥②t❤✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳

✼✳✶ ●❛♠♠❛ r❛②s

❖♥❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ γ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞
s♦✉r❝❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♦♠❡t✐♠❡ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ♣✉❧s❛rs ♦r ♦❢ ❡①tr❛✕❣❛❧❛❝t✐❝ q✉❛s❛rs✮ ❢r♦♠
❛ ❧❛r❣❡ ③♦♥❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞✐✛✉s❡ γ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❋❡r♠✐ ❬✶✵❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦✇ ✐♥
✢✐❣❤t ❛♥❞ ❤❛s ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛❝✉t❡ t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜❡❢♦r❡✱ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛❜❧❡ r❡❞✉❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ r❡❛❧ ❞✐✛✉s❡ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ♠❛♥② ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦♥❡ ❜②
♦♥❡✳

✼✳✶✳✶ ●❛♠♠❛ r❛②s ❢r♦♠ π0 ❞❡❝❛②

❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ r❡tr❛❝❡s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆r✲
♠❛♥❞ ❋✐❛ss♦♥✱ P✐❡rr❡ ❙❛❧❛t✐✱ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥ P♦❤❧✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ γ ❞✐✛✉s❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②
♣r♦t♦♥s ❛♥❞ α ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠✳ ❊①❛❝t❧② ❧✐❦❡ s❡❝♦♥❞❛r②
❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✺ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ r❡❛❞s✿

qγ(~x, ǫγ) = 4π
∑

t❛r❣❂❍✱❍❡

∑

♣r♦❥=p,α

nt❛r❣(~x)×
∫

Φ♣r♦❥ (~x, ǫ♣r♦❥)
❞σ
❞ǫγ

(ǫ♣r♦❥ → ǫγ)❞ǫ♣r♦❥, ✭✼✳✶✮

✇❤❡r❡ Φ♣r♦❥ (~x, ǫ♣r♦❥) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♥✉❝❧❡♦♥ ✢✉① ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ~x✱ nt❛r❣(~x) t❤❡ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❛r❣❡t ♥✉❝❧❡✐✱ ❛♥❞ dσ/dǫγ t❤❡ γ ❝r❡❛t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡❛❝t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❣♦❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ π0 ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ✭✾✽✳✽✷✸ ± ✵✳✵✸✹ ✪ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
P❛rt✐❝❧❡ ❉❛t❛ ●r♦✉♣ ❬✷✶❪✮ ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✳ ❆❧❧ t❤❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡✳



●❛♠♠❛ r❛②s ✶✺✼

✼✳✶✳✶✳✶ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥

P✐♦♥ t♦ ♣❤♦t♦♥
❆ ♥❡✉tr❛❧ ♣✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✇✐t❤ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s ♠❛✐♥❧② ❞❡❝❛②s

✐♥t♦ t✇♦ ♣❤♦t♦♥s p1 ❛♥❞ p2 ❲r✐t✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✕♠♦♠❡♥t✉♠ ✹✕✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ✐♥ t❤❡ r❡st✕❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥ ❣✐✈❡s✿ πρ =

(
mπ,
−→
0
)
✱ p1ρ =

(
E1,
−→
k 1

)
❛♥❞

p2ρ =
(
E2,
−→
k 2

)
✳ ❇② ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ❣❡ts t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡

♣❤♦t♦♥s✿

E1 + E2 = Eπ = mπ

E2
1 − k21 = E2

1 − {E2 − (mp = 0)}2 = m2
p = 0

s♦
E1 = E2 =

mπ

2
.

■♥ t❤❡ r❡st✕❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥ R′✱ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ♠♦♥♦✕❝❤r♦♠❛t✐❝✳ ■♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡
R✱ t❤❡ ♣✐♦♥ ❣♦❡s ❛t ✈❡❧♦❝✐t② βπ ✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ c✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▲♦r❡♥t③ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
γπ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ǫπ✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ǫ1 ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ p1 ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦✿

ǫ1 = γπ

(
mπ/2 +

−→
β π · −→p 1

)
.

✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ mπγπ(1 + βπ)/2 ❛♥❞ mπγπ(1 − βπ)/2✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❤♦t♦♥ p1 ǫ1 ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ♣✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ǫπ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ R ✐s ❤❡♥❝❡✿

f(ǫπ, ǫ1) =
θ(ǫ1 −mπγπ(1− βπ)/2)− θ(ǫ1 −mπγπ(1 + βπ)/2)

mπγπβπ
,

✇❤❡r❡ θ(x) ✐s ❍❡❛✈✐s✐❞❡✬s st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s tr✉❡ ❛❧s♦ ❢♦r ♣❤♦t♦♥ p2 s♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♣❤♦t♦♥ ✐s

t✇✐❝❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳
Pr♦t♦♥ t♦ ♣✐♦♥
❆❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ ♥♦✇ ✐t t❤❡ π0 ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ♣r♦t♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ▲✐❦❡ ❢♦r

❝❤❛r❣❡❞ ♣✐♦♥s✱ ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❙t❡♣❤❡♥s ✫
❇❛❞❤✇❛r ❬✷✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✼ ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ♣✐♦♥s✿

E
❞3σπ
❞~p3

=
1

1 + 23E−2.6
p

A

1 + 4m2
p/s)

r
(1− x̃)q exp

[
− Bp⊥
1 + 4m2

p/s

]
, ✭✼✳✷✮

✇✐t❤ A = 140♠❜✴✭●❡❱2✴❝3✮✱ B = 5.43✭●❡❱✴❝✮−1✱ r = 2✱ C1 = 6.1✱ C2 = 3.3✭●❡❱✴❝✮−1✱ ❛♥❞
C3 = 0.6✭●❡❱✴❝✮−2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✹✳✷✳✶✳✺✱ ∆+ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡s
π+π0 ♣❛✐rs✳ ❚❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛r❛♠❡tr✐s❡❞ ❜② ❙t❡❝❦❡r ❬✷✹❪ s♦ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ q✉✐t❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣②✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

❑❛♦♥ ❞❡❝❛②
❆s ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✹✳✷✳✶✳✺✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ❦❛♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱

✐♥ ✪✷✵✳✾✷ ♦❢ ❝❛s❡s✱ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❦❛♦♥ ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ♣✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✹✳✶ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣❛♠♠❛ r❛② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❜♦t❤
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❑+ ❛♥❞ ❑−✳ ❆❝t✉❛❧❧② ❛ t❤r❡❡ ❜♦❞② ❞❡❝❛② ❑± =⇒ π± + 2π0 ❛❧s♦ ❡①✐sts ❜✉t ✐t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✈❡r②
❧✐tt❧❡ ✭∼ ✪✽✳✷✷✮ s♦ ■ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐t✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❚❛♥ ❛♥❞ ◆❣✱ ✇❤♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✉s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ♣✐♦♥s✱ ❞✐❞
♥♦t ♣✉❜❧✐s❤ ❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t ♥❡✉tr❛❧ ♣✐♦♥s ✭❛s ❢❛r ❛s ■ ❦♥♦✇✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ❑❛♠❛❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✹✱ ✶✺❪
❞✐❞ s♦ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✸❪ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❡♥t ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞
t❛❜❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡❛ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡ t❤❡ γ r❛② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣❧✉s ✐♥t❡r✲
st❡❧❧❛r ❣❛s ✭❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❤②❞r♦❣❡♥✮ t♦ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t
♣r♦t♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ✭❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ t✐❣❤t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✶ ●❡❱✱ ✶✵ ●❡❱✱
✶✵✵ ●❡❱✱ ❛♥❞ ✺✵✵ ●❡❱✮✳ ❇❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❢♦r ❑❛♠❛❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✹✱ ✶✺❪✱ ♦r❛♥❣❡ ❢♦r ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✸❪✱
r❡❞ ❢♦r ❙t❡♣❤❡♥s ✫ ❇❛❞❤✇❛r ❬✷✺❪✱ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ●❆▲P❘❖P
r♦✉t✐♥❡✳

❛❤tt♣✿✴✴❝❤❡r❡♥❦♦✈✳♣❤②s✐❝s✳✐❛st❛t❡✳❡❞✉✴❣❛♠♠❛✲♣r♦❞✴

http://cherenkov.physics.iastate.edu/gamma-prod/
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❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ♦❢ ❙t❡♣❤❡♥s ✫ ❇❛❞❤✇❛r ❬✷✺❪✱ ❑❛♠❛❡
❡t ❛❧✐✐ ❬✶✹✱ ✶✺❪ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✸❪ ❛r❡ ✐♥ ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ●❆▲P❘❖P r♦✉t✐♥❡ ✉s❡s
t❤❡ s❛♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ♣✐♦♥ ❛♥❞ ❦❛♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛s t❤♦s❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜✉t ❞✐❞ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡
∆ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ t❤✐s ✐s ✇❤② ❢♦r ✶ ●❡❱ ♣r♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❤♦t♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛♥❡❧✳ ▼♦r❡
♦✈❡r✱ t❤❡ r❡s❝❛❧❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✉s❡❞ ✐♥ ●❆▲P❘❖P ❢♦r ♥✉❝❧❡♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥
✹✳✷✵ ❜② ❙❝❤✇❛❧❜ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✸❪✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛ ♣r♦t♦♥ ❡♥❡r❣②
♦❢ ✶✵ ●❡❱✳ ❆t ✈❡r② ❤✐❣❤ ♣r♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✭& ❢❡✇ ❚❡❱✮✱ ❑❛♠❛❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✹✱ ✶✺❪ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❝✉t✕♦✛
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣❤②s✐❝❛❧ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞
❜② ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡s ✐s ✐♥ q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❯♥❧❡ss st❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ■ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡s ♦❢ ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✸❪
✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧s♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣r♦t♦♥ + ❤❡❧✐✉♠✱ α+ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ α+ ❤❡❧✐✉♠ ♣r♦❝❡ss❡s
❛s ✇❡❧❧✳

✼✳✶✳✶✳✷ Pr✐♠❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ■ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳✹ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉① ✇❡r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❤❡r❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t ✈❛❧✐❞
❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ✭❛♥❞ α✮ ✢✉① ❛♥②✇❤❡r❡
✐s t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ■♥❞❡❡❞ ✉♥❧✐❦❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♣❤♦t♦♥s ❞♦ ♥♦t ❧♦s❡ ❡♥❡r❣② ❛s t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡
✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❞✐✛✉s❡ ❡✐t❤❡r s♦ ✇❡ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳ ❚❤❡ ✐♥❣r❡✲
❞✐❡♥ts ✇❡ ♥❡❡❞ ❛r❡

• ❆ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t ❧❡♥❣t❤ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳

• ❆ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②

• ❆ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✢✉①✱ ❛s ♣❛r❛♠❡tr✐s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳

❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ✢✉① ❛r❡ ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② t❤❛t
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❙♦❧❛r ✈✐❝✐♥✐t②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥❡❛r t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡ ♦r ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥ r❡❛❝❤ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ✭❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦ ♦r t❤r❡❡✮✳ ❆❜♦✈❡ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ●❡❱✱ ♦♥❡
❛❧✇❛②s ❣❡ts r❡s✉❧ts ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✶ ❚❡❱✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts ❛❧❧ ❡♥❡r❣✐❡s t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❇❡❧♦✇ ∼✶✵ ●❡❱✱ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t
❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ r❡s✉❧ts✿ ✐ts ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ✐s t♦ ♣♦♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤ z r❡❣✐♦♥ ✭❛t ❧❡❛st ✐❢ L ✐s ❧❛r❣❡✮✳
❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ♣r♦t♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t❡✱ s♦ t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦r✐✲
❣✐♥ ✐s s♠♦♦t❤❡❞✳ ❚❤✐s ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✱ ❛t ✶ ❚❡❱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s
❛r❡ ♠✉❝❤ ✢❛tt❡r t❤❛♥ ❛t ✶ ●❡❱✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ ❢r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ t❤❛t ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣
✢✉① ❛t r = 20 ❦♣❝✱ ❦✐❧❧s ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❧❛r❣❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ r ✭r ≥ 10 ❦♣❝✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ γ r❛② ✢✉① ✐♥ t❤❡ ❛♥t✐✕❝❡♥tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡
q✉✐t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t✇♦ t❤✐♥❣s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❋✐rst✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ●❛❧❛①② ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr②✱ t❤✐s ✐s ✇r♦♥❣ ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ♦❢ ❝♦✉rs❡
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥ts ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ✭∼❦♣❝✮ ❛s ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s♣✐r❛❧ ❛r♠s✳ ❚❤✐s ♠❛② ♠❡❛♥ t❤❛t s♦♠❡ ✇♦r❦ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ❛❧❧♦✇ t♦ t❛❦❡
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ Pr♦t♦♥ ✢✉① ■♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②✱ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ❛t ✐ts ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ▲❡❢t✿ Pr♦t♦♥ ✢✉① ❛t
r = r⊙ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ z✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞✉❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❡ts min✱ Med✱ ❛♥❞ MAX✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ✐s ▲✵✹ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥
✹✳✷✳✷✮✳ ▼✐❞❞❧❡ ✿ s❛♠❡ ❛s ❜❡❢♦r❡ ❜✉t ❛t z = 0 ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ r✳ ❘✐❣❤t ✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣
t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ❊❛❝❤ r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ ✶✱ ✶✵✱ ❛♥❞ ✶✱✵✵✵ ●❡❱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉① ❛t t❤❡
❊❛rt❤ ■ ✉s❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢✉①❡s ❛r❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✉♣ t♦ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ●❡❱✳ ◆❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♣r♦t♦♥ ✢✉① ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②
❝❤❛♥❣❡ ♦✉r r❡s✉❧ts✳



●❛♠♠❛ r❛②s ✶✻✶

✼✳✶✳✶✳✸ ❚❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❆❣❛✐♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛♥② s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦
♣r❡❝✐s❡❧② ❦♥♦✇ t❤❡ t❛r❣❡t ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②✳ ❙♦♠❡ ♠❛♣s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✳

❚❤❡ ●❆▲P❘❖P ♣✉❜❧✐❝ ❝♦❞❡ ✉s❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♣s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❜② ❙❡t❤ ❲✳
❉✐❣❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡❜✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❜✉t ❜♦t❤ ♠❛♣s ❛r❡ ❢❛❝❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐ss✉❡✿ ♦✉r ♣♦♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡XCO ❢❛❝t♦r✳ ❚❤✐s ❢❛❝t♦r s✐③❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ❝❛r❜♦♥ ♠♦♥♦①✐❞❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❤②❞r♦❣❡♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ✷✳✻ ♠♠ ❧✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ tr❛❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ■t ❤❛s
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❛❧r❡❛❞② t❤❛t t❤✐s ❢❛❝t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞
❛❝t✉❛❧❧② ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❛❝t✐✈❡ ♣❧❛❝❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡ ❛♥❞ ✐♥ q✉✐❡t ♣❧❛❝❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢
♦✉r ●❛❧❛①②✳ ❍♦✇❡✈❡r ❚✐❜❛❧❞♦ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✻❪✱ t❤❛♥❦s t♦ r❡❝❡♥t ❋❡r♠✐ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t
❝❛r❜♦♥ ♠♦♥♦①✐❞❡ ♠❛② ❜❡ ❛ ♣♦♦r tr❛❝❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❤②❞r♦❣❡♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛♥
✐ss✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ✐♥ ✐ts ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①② ❛♥❞ t❤✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✇♦✉❧❞
❛✛❡❝t ♦✉r r❡s✉❧ts✳

✼✳✶✳✶✳✹ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ✢✉① r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶
♦✈❡r t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❞❡✜♥❡ ❜② ❛ ✇✐❞t❤ ✐♥ ❧❛t✐t✉❞❡ ∆b ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥
❧♦♥❣✐t✉❞❡ ∆l✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ❜✐♥ s✐t✉❛t❡❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ s ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ❞s ✐s✿

V (~x) = cos(b)∆b∆l
1

3

{(
s+

❞s
2

)2

−
(
s− ❞s

2

)2
}
∼ cos(b)∆b∆l

s2❞s
3

.

❚❤❡ ✢✉① ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❤❡♥❝❡✿

Ψl,b
γ (ǫγ) =

∫ ∞

s=0

qγ(~x, ǫγ)
cos(b)∆l∆b

12π
❞s ❝♠−2●❡❱−1s−1.

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✱ ❢♦r ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✶ ●❡❱✳ ❚❤❡ ❣❛s ♠❛♣s ❛r❡ t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ t❤❡ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ ❜② ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✸❪✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ ▲♦r✐♠❡r ❬✶✽❪ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s Med✳ ◆♦t ✈❡r②
s✉r♣r✐s✐♥❣❧② t❤✐s ♠❛♣ ❧♦♦❦s ❛ ❧♦t ❧✐❦❡ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♠♦♥♦①✐❞❡ ♠❛♣✳ ■ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✐
❤❡r❡✱ ❜✉t ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ str❡ss t❤❛t ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡
♠❛♣s✱ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺◦ × 0.5◦✱ q✉✐t❡ r❛♣✐❞❧② ✭❛r♦✉♥❞ t❡♥ ♠✐♥✉t❡s✮✳ ❍❡♥❝❡ s✐③✐♥❣ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡✳

❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✼✳✹✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ π0 ❞❡❝❛② ❡♠✐ss✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❣❛s ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✱ s♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡♠❛✐♥s✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❤❡ ✢✉① ✐s ♥♦t ✈❡r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❝❡♣t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤❛❧♦ ✷L✳ ■♥ t❤✐s ♣❧♦t✱ L ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ✶ ❦♣❝
t♦ ✶✺ ❦♣❝✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❧♠♦st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ ❛t ❧♦✇ ❧❛t✐t✉❞❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛t b = 80◦ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✺✵✪ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ❜✉t r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

■ ✇✐❧❧ r❡s❡r✈❡ ❛ ❢✉❧❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
t♦ r❡❝❡♥t ❋❡r♠✐ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❜❤tt♣✿✴✴❣❛❧♣r♦♣✳st❛♥❢♦r❞✳❡❞✉✴❋■❚❙✴❣❛s❴♠❛♣s✳t❛r

http://galprop.stanford.edu/FITS/gas_maps.tar


✶✻✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ P❍❖❚❖◆❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ▼❛♣ ♦❢ t❤❡ s❦② ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ γ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞✉❡ t♦ π0 ❞❡❝❛② ❛t ✶ ●❡❱✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ ♠❛♣s ❧♦♦❦
♣r❡tt② ♠✉❝❤ t❤❡ s❛♠❡✱ ✐t ✐s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② t❤❛t ✈❛r✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡
❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✼✳✶✳✷ ●❛♠♠❛ r❛②s ❢r♦♠ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣

❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ♦r ❢r❡❡✕❢r❡❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤
❛ st❛t✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥ ❜r❛❦❡s ❛♥❞ ❡♠✐ts ❛ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡s t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❥♦✉r♥❡② ✐♥
t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❤❛❧♦✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❇❧✉♠❡♥t❤❛❧ ✫ ●♦✉❧❞ ❬✸❪ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ❡✛❡❝t✿ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r ♣♦s✐tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦✛ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❛ ♣♦s✐tr♦♥✱ ♦r ❛ ❤❡❛✈②
✐♦♥ ❣✐✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ❛♥ ❛t♦♠ ✭✇✐t❤ ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❧♦✉❞✮✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♦♥✐s❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡
q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ t❤❡♦r② ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❜✉t t❤✐s ✐s ❢❛r
t♦♦ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s♣❡❝✐❡s ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠✱ ❤❡❧✐✉♠ ❛t♦♠ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠ ✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♦♥❡✳ ❙♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ γ r❛②s t❤r♦✉❣❤ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

qγ(~x, ǫγ) = 4π
∑

t❛r❣❂❍✱❍❡

nt❛r❣(~x)×
∫

Φe (~x, ǫe)
❞σ
❞ǫγ

(ǫγ, ǫe)❞ǫe, ✭✼✳✸✮
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ P❤♦t♦♥ ✢✉① ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ❧♦♥❣✐t✉❞❡ ℓ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡ b ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ L ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ✶ ❦♣❝ t♦ ✶✺ ❦♣❝✳
❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t Eγ = 10 ●❡❱✱ ✶✵✵ ●❡❱ ❛♥❞ ✶ ❚❡❱✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ b =✽✵✱ ✹✵✱ ❛♥❞ ✵◦✳

✇❤❡r❡ ❞σ
❞ǫγ

(ǫγ, ǫe) ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡♠✐tt✐♥❣ ❛ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②
ǫγ ✇✐t❤✐♥ ❞ǫγ ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ǫe ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❡♥❡r❣② ǫfe = ǫe − ǫγ✳
❚❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ♥♦t❡❞ α ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ r❛❞✐✉s r0 = α~/cme✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥s❤✐❡❧❞❡❞ ❝❤❛r❣❡ Ze ♦♥❡ ❤❛s✿

❞σ
❞ǫγ

(ǫγ, ǫe) = 4Z2αr20
ǫ2e + ǫf2e − 2

3
ǫeǫ

f
e

ǫ2eǫγ

(
ln

2ǫeǫ
f
e

mc2ǫγ
− 1

2

)
.

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❤✐❡❧❞❡❞ ❝❤❛r❣❡ ✭❛♥ ❛t♦♠✮ ♦♥❡ ❣❡ts✿

❞σ
❞ǫγ

(ǫγ, ǫe) = αr20

(
ǫ2e + ǫf2e

)
Φ1 − 2

3
ǫeǫ

f
eΦ2

ǫ2eǫγ
,



✶✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ P❍❖❚❖◆❙

✇❤❡r❡ t❤❡ Φ✬s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Φi = 4

∫
fi(q; ǫe, ǫγ)ζ(q)❞q.

■♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ q st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ~q = ~ke − ~kfe − ~kγ✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r δ = km2

ec
4

2ǫeǫ
f
e
✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s fi ❛r❡✿

f1(q) =
(q−δ)2

q3

f2(q) =
q3+3δ2q(1−2 ln q

δ )−4δ3

q4
.

❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦r ζ(q) ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❡s✳ ❋♦r ❤②❞r♦❣❡♥✐❝ s♣❡❝✐❡s ✭❍ ♦r ❍❡+ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✮ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ Z ✐t r❡❛❞s✿

ζ(q) = (Z − 1)2 + 2Z

(
1− 1

(1 + 4α2Z2q2)2

)
,

✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠✕❧✐❦❡ ❝❛s❡ ✐t ✐s✿

ζ(q) = (Z − 2)2 + 4Z

(
1− 1

(1 + 4α2q2)2

)
−
(
1− 1

(1 + 4α2q2)4

)
.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❇❧✉♠❡♥t❤❛❧ ✫ ●♦✉❧❞ ❬✸❪ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❢♦r♠✉❧æ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡

π0 ❞❡❝❛② ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❜✉t t❤❡
♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✭❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✮ ✢✉① ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❛♥ ❢♦r
♣r♦t♦♥s✳

❉❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①② ✐s ♥♦t ❛♥ ❡❛s② t❛s❦✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣
✐t ❛t t❤❡ ❙✉♥✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐❦❡ ■ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ ✇❛s q✉✐t❡ t❡❞✐♦✉s ❛❧r❡❛❞②✳ ❇✉t ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣
t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①② ✭❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♥❡❛r❜②
❦♣❝✮ ❝❛♥♥♦t s❡r✐♦✉s❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② str✉❝t✉r❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ s❛t✐s❢② ♦✉rs❡❧✈❡s ✇✐t❤ ♦♥❧②
❛ s♠♦♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t♦♥s✳ ◆♦t ♦♥❧② t❤✐s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss
t❡r♠✱ ■ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡✱ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❡✈❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡s s♦ ✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❡❛❝❤
♦❢ ♦✉r s❡♠✐✕❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❝❧❡❛r❧② r❡s✉❧t ✐♥ s♦♠❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✳
❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❛t ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥❡❛r❜②
t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ ♥♦✇ t❤❡s❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ γ r❛② s♦✉r❝❡s s♦ t❤❡② ♠❛② ♣r❡✈❡♥t ❛♥②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ ♣r♦t♦♥s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❡ s❤♦✉❧❞
❡①♣❡❝t ♠♦r❡ str✐❦✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✉st ❤♦✇❡✈❡r
❜❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ ♦✈❡r π0 ❞❡❝❛② ♦♥❧② ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣②
✭.✶✵ ▼❡❱✮ ✇❤❡r❡ ❋❡r♠✐ ✇✐❧❧ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❞❛t❛✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥♦t ❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱
✐t r❡♣r❡s❡♥ts ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛r♦✉♥❞ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ γ ❡♠✐ss✐♦♥✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ■ ❛♠ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ❢♦r t❤❡
♠♦♠❡♥t✳



●❛♠♠❛ r❛②s ✶✻✺

✼✳✶✳✸ ●❛♠♠❛ r❛②s ❢r♦♠ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣

❆s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳✷✱ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❛ ❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ♣❤♦t♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t tr❛❝❡ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❣❛s ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ■❢
♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ǫe = γmec

2 ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②
ǫ ✭✇✐t❤✐♥ ❞ǫ✮✱ ❛❢t❡r ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡s ✭❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉① ❛♥❞ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐s♦tr♦♣✐❝✮✱ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♣❤♦t♦♥
✭✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ǫγ✮ ❛❧r❡❛❞② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✸✿

❞Ncoll

❞t ❞ǫ ❞ǫγ
=

3 σT c

4 γ2
❞n(ǫ)/❞ǫ

ǫ
×
{
1 + 2q

(
ln q − q + 1

2

)
+

(1− q)
2

(Γq)2)

(1 + Γq)

}
, ✭✼✳✹✮

❚❤❡ ✉s❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✺✳ ❚♦ ❣❡t t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♣❤♦t♦♥ ✢✉①✱ ♦♥❡
❤❛s t♦ ♠✉❧t✐♣❧② t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❜② t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✐t ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❡♥❡r❣② γmec

2 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ǫ✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❛s ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳✷✱ t❤❛t
❞n(ǫ)/❞ǫ✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❞ǫ✱ ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② r❛❞✐❛t✐♦♥
s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡s✮✿

dn

dǫ
= 2× 4πǫ2

(2π~c)3
(
eǫ/(kbT ) − 1

)−1
,

♦♥❡ ❣❡ts✿

qγ(~x, ǫγ) =
3σTme

π~3

∫
❞γ

Φe (~x, γ)

γ2

×
∑

b

∫ {
1 + 2q

(
ln q − q + 1

2

)
+

(1− q)
(1 + Γq)

(Γq)2)

2

}
ǫ❞ǫ

eǫ/(kBTb) − 1
, ✭✼✳✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tb t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥

✜❡❧❞ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r ǫ ❣♦❡s ❢r♦♠ ǫm =
ǫγ
4γ2

γmc2

γmc2 − ǫγ
t♦ ǫγ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦✈❡r γ

❣♦❡s ❢r♦♠ ǫγmc
2 t♦ ∞✳

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r ǫ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛s ❧♦♥❣ ❛s γ2 . 4ǫγ/kBT ✱ s♦ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ γ
r❛② ❡♥❡r❣② ǫγ ❡❛❝❤ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡✱
t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ❙♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

❖♥❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠♦❞❡❧ ▼✶ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ✈❛❧✐❞
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❙♦❧❛r ✈✐❝✐♥✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ❜✉t ✐s ✐t
❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛①②❄ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢
t❤❡ ●❛❧❛①② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P♦rt❡r ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✷❪ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✐t ✐s
♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❞✉r✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞
❜r❡❛❦❞♦✇♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦
❞❡str♦② ❛♥② ❤♦♣❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s❡♠✐✕❛♥❛❧✐t✐❝ ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤✐s❄
❖❜✈✐♦✉s❧② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛♥ ✐ss✉❡✳ ❚❤❡ st❡❧❧❛r ❧✐❣❤t ✐s
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✈❛r② r❛❞✐❛❧❧② ❧✐❦❡ t❤❡ st❡❧❧❛r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t ♥♦t t♦♦ ♠✉❝❤ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
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❇❇ ǫγ ❂ ✶ ●❡❱ ǫγ ❂ ✶✵ ●❡❱ ǫγ ❂ ✺✵ ●❡❱
❈▼❇ ✺✷✼ ●❡❱ ✶✳✼ ❚❡❱ ✸✳✼ ❚❡❱
■❘ ✶✺✶ ●❡❱ ✹✼✾ ●❡❱ ✶✳✶ ❚❡❱

❙t❡❧❧❛r ✹✾ ●❡❱ ✶✺✺ ●❡❱ ✸✹✽ ●❡❱
❯❱✶ ✶✺ ●❡❱ ✹✽ ●❡❱ ✶✵✼ ●❡❱
❯❱✷ ✶✶ ●❡❱ ✸✺ ●❡❱ ✼✽ ●❡❱
❯❱✸ ✻ ●❡❱ ✶✽ ●❡❱ ✹✵ ●❡❱

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ▼✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② γmec
2 t♦ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♦❢

❡♥❡r❣② ǫγ t❤r♦✉❣❤ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❜❧❛❝❦❜♦❞② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ❤❡r❡ r❡❢❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ▼✶ ♦❢ t❛❜❧❡ ✺✳✷

❚❤❡ ✉❧tr❛ ✈✐♦❧❡t ❧✐❣❤t✱ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✈❡r② ❧❛r❣❡ st❛rs ♦❜✈✐♦✉s❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❡✐r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✐s
❛❧s♦ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❛s s♦ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■♥❢r❛✲r❡❞ ❧✐❣❤t✱ ✐s ❞✉❡ t♦
❣❛s ❤❡❛t❡❞ ❜② ✉❧tr❛ ✈✐♦❧❡t ❧✐❣❤t✳ ❍❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■♥t❡❣r❛t❡❞
♦✈❡r t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s♠♦♦t❤❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s
t♦ ❜❡ s✐③❡❞✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❢✉❧❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ♠♦r❡
r❡❛❧✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛①②✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐t ♠✐❣❤t ❡♠♣❤❛s✐s❡ t❤❡ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦
❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t②
✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❧♦s❡ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② s♦ t❤❡② ❛r❡ ❧❡ss ♥✉♠❡r♦✉s✱ ❜✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
❈♦♠♣t♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✱ s♦ ♦♥❡ ❡rr♦r ❛❝t✉❛❧❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ❝❛♥❝❡❧s ♦✉t
t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛❧s♦ ❡❛s✐❡r ❛♥❞ ❢❛st❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥♦t
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❣✐✈❡ ✉s s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥
♠❛♣ ♦❢ t❤❡ s❦②✳

■ ❛♠ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s✉❝❤ ❛ ♠❛♣ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❜✉t ❤♦♣❡❢✉❧❧② ✇✐❧❧ ✈❡r② s♦♦♥✱ ✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❥❡❝t ♦♥ ❞✐✛✉s❡ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❝❧❡❛r❧② ✉♥❞❡r❞♦♠✐♥❛♥t ❛t
❧♦✇ ❧❛t✐t✉❞❡s ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛t ❤✐❣❤ ❧❛t✐t✉❞❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❛s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ π0 ♥♦r
❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✳ ❚❤✐s ♠❛② r❡✈❡❛❧ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❛② t♦ s✐③❡ t❤❡ ❤❛❧❢ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦
L✳

✼✳✶✳✹ ●❛♠♠❛ r❛②s ❢r♦♠ r❛❞✐♦ ✐s♦t♦♣❡s

❲❤❡♥ P❛✉❧ ❱✐❧❧❛r❞ ✜rst ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ γ r❛②s ✐♥ ✶✾✵✵✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❦② ❜✉t ✐♥ ❤✐s
❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ✇❤❡r❡ ❤❡ ✇❛s st✉❞②✐♥❣ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞❡❝❛② ♦❢ r❛❞✐✉♠✳ ■♥❞❡❡❞ ♠❛♥② ✉♥st❛❜❧❡ ✐s♦t♦♣❡s✱
❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❞❡❝❛② ❝❤❛✐♥ ♣r♦❞✉❝❡ γ r❛②s✳ ❲❤❡♥ ❛ r❛❞✐♦✕❡❧❡♠❡♥t ❞❡❝❛②s t❤r♦✉❣❤ α ♦r β ❞❡❝❛②✱
❢♦r s♦♠❡ s♣❡❝✐❡s✱ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡✳ ■t ❝❛♥ t❤❡♥ ♣❛ss
❢r♦♠ t❤✐s ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t♦ ✐ts ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜② ❡♠✐tt✐♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ✭✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❡①❝✐t❡❞ ❧❡✈❡❧s✮ γ r❛②s✳ ❍❡♥❝❡ ♥✉❝❧❡❛r γ r❛②s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠
q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t ❢♦r ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
✉♥st❛❜❧❡ r❛❞✐♦✕❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❛❜✉♥❞❛♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss s♦♠❡ ♦❢
t❤❡♠ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❧❧ t❤❡



●❛♠♠❛ r❛②s ✶✻✼

♥♦♥ ❝♦s♠♦❣❡♥✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❜♦r♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❛ ♥✉❝❧❡❛r γ r❛② ❧✐♥❡
❛str♦♥♦♠② t♦ ❛♣♣❡❛r ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s❡❡ r❡✈✐❡✇ ❜② ❉✐❡❤❧ ❡t ❛❧✐✐ ❬✼❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

❚❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❤♦rt ❧✐✈❡❞ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ s♦ t❤❡✐r ❣❛♠♠❛
❡♠✐ss✐♦♥ s❤♦✉❧❞ tr❛❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❛❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❝❝✉rs✳ ❆❝t✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♦❢ 56❈♦✱ 57❈♦✱ ❛♥❞ 44❚✐ ♣r♦❜❡ r❡❝❡♥t s✉♣❡r♥♦✈æ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s ❜❡❝❛✉s❡ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ♠❛♥② ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ✐♥str✉♠❡♥t
✐s ♥♦t ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ ②❡t t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s✳

▼♦r❡ ❧♦♥❣ ❧✐✈❡❞ ✐s♦t♦♣❡s ❧✐❦❡ 26❆❧ ❛♥❞ 60❋❡ ❤❛✈❡ ❧✐❢❡ t✐♠❡s ♦❢ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ②❡❛rs s♦ t❤❡② ❝❛♥
♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❞❡❝❛②✳ ❆ ❞✐✛✉s❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ 26❆❧ ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ ❜❡❡♥
♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♠❛②❜❡ t❤❡ 60❋❡ ♦♥❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❖♥❡ ✐ss✉❡ ❤♦✇❡✈❡r ✐s t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ r❛②s
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡♠✐t γ r❛② ❧✐♥❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧♦✇❡r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♥❞
♠❛❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ❞❡❝❛②s ♣r♦❞✉❝❡ γ r❛②s ✐s
♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ▼❡❱ ❤❡♥❝❡ q✉✐t❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛♥
♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ♣♦♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ❧♦♥❣ ❧✐✈❡❞ ❜✉t ✉♥❞❡r✕❛❜✉♥❞❛♥t ✐s♦t♦♣❡s✱
✐♥❞❡❡❞ t❤❡✐r ❧✐❢❡ t✐♠❡ ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ s♦ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❡①❝❧✉❞❡ t❤❛t
s♦♠❡ ✐s♦t♦♣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r❣♦tt❡♥✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

✼✳✶✳✺ ❚❤❡ ❡①tr❛ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

❋✐♥❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛st st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✿ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡①tr❛ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♦♥❡✳ ❋❡r♠✐❬✷❪✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❡s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s❡ γ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ♦❢ ❡①tr❛ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ s♣❡❝tr✉♠
♦✈❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s ✐♥ ❡♥❡r❣② ✭❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ▼❡❱ ✉♣ t♦ ✶✵✵ ●❡❱✮ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r
❧❛✇ ✐♥❞❡① ♦❢ ✷✳✹✶ ± ✵✳✵✺✳ ■t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❡①tr❛
❣❛❧❛❝t✐❝ s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛s ❛❝t✐✈❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♥✉❝❧❡✐✱ st❛r❜✉rst ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ γ r❛② ❜✉rsts ❬✻❪✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇
✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ❧♦♦❦ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❧♦♦❦s ❛t t❤❡♠
✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❳✕r❛②s✳

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❡①tr❛ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡♥✱ ✐♥❞❡❡❞
♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❡①❝❧✉❞❡ ②❡t t❤❛t t❤✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♥♦t ❞✉❡ t♦ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣
♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ♦✈❡r ❙♦❧❛r ♣❤♦t♦♥s ❬✶✾✱ ✷✵❪ ♦r ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦ ✐s ✈❡r②
❧❛r❣❡ ❬✶✻❪ ♦r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦r ❞❡❝❛②✳ ❆ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥✳

✼✳✶✳✻ ●❛♠♠❛ r❛②s ❢r♦♠ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

❚❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺❪✳ ❆s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ γ r❛②s✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤♦s❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝❛❧❧ ♣r✐♠❛r✐❡s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞
❜② t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✢✉① ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✭♦r ❞❡❝❛②✮ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ✈❛r② ❛ ❧♦t✳ ❖♥❡ str✐❦✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡
❡♠✐ss✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✳
❊①❝❡♣t ❢♦r s♦♠❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❝❛②s✱ ♥♦ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❞♦ s♦✱ s♦✱ ✉♥❧❡ss ✈❡r②
✉♥❧✉❝❦✐❧② ✐t ✐s ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❛ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❧✐♥❡✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳ ❚❤❡
✐ss✉❡ ❧✐❡s ♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐♥❞❡❡❞ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝
❧✐♥❡ r❡q✉✐r❡s ✈❡r② ❛❝✉t❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❧✐♥❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡
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❦♥♦✇ ❡①❛❝t❧② ❛t ✇❤✐❝❤ ❡♥❡r❣② t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❜✉t ❛ ❜❧✐♥❞ s❡❛r❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❊✈❡♥
✇♦rs❡✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ ✐❞ ❡st ✇♦✉❧❞
❜❡ ✈❡r② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♠❛♥② ❝♦♠♣❧❡①
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡ ✭❛❝❝r❡t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✱ ✈❡r② ❧❛r❣❡
st❛rs ❡t❝✳✳✳✮ ❛♥❞ s❡❡✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛❧ ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❝r♦✇❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ s❡❝♦♥❞❛r② ❣❛♠♠❛ r❛②s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥❞✐r❡❝t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❞✐✣❝✉❧t❧② ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ str♦♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❜② ✐ts❡❧❢✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ❝❛♥ ❜❡
❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❤✐♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤✐s ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❧❡♣t♦♥s ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛t t❤❡
❊❛rt❤ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♠❡ss❡♥❣❡r ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ❛ ❧♦t✳

❖♥❡ ✇❛② t♦ ❣✐✈❡ str❡♥❣t❤ t♦ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢
t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡
❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❛ ✇❛② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❢r♦♠ ❞❡❝❛②✐♥❣ ♦♥❡✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡s ♦r ❞❡❝❛②s
✐♥t♦ e+/e− ♣❛✐rs✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦
❞✐r❡❝t❧② ♣r♦❞✉❝❡ γ r❛②s ❜✉t ■ ✇✐❧❧ ♥❡❣❧❡❝t t❤✐s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ♦♥❧② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s
❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② Einj✳ ■❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣✱ Einj ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❝❛s❡✱ Einj ✐s ❤❛❧❢ t❤❡ ♠❛ss✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s❡❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❛♥❞ ✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡♠✳

❍❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♣✐①❡❧✐s❡❞ ♠❛♣s ✭✇✐t❤ ❛ ♣✐①❡❧ s✐③❡ ♦❢ ✶ sq✉❛r❡ ❞❡❣r❡❡✮ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s ✭❢♦r ❜♦t❤ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
♠♦❞❡❧s✮ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❛r✐s❡ ❜② ✜①✐♥❣ Einj t♦ ✶✵✵ ●❡❱
❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤r❡❡ ❣❛♠♠❛ r❛② ❡♥❡r❣✐❡s Eγ = 1, 10, 50 ●❡❱✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱
t❤❡ e+, e− ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ✶ ●❡❱ ♣❤♦t♦♥s ❤❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ✺✵
●❡❱ ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛♣s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❤❡❛✈✐❡r
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ t❤✐s ♠❛♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ Med s❡t✳

■♥ ❋✐❣✳✼✳✻✱ Eγ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜①❡❞ t♦ ✶✵ ●❡❱ ❛♥❞ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Einj ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❢♦r
❜♦t❤ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✮✳ ■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡
Einj = 500 ●❡❱ ❛♥❞ Eγ = 10 ●❡❱ ✐s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✼✳✷✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s♣❡❝tr❛✱ γ✕❡♠✐ss✐♦♥ ❛t ✶✵ ●❡❱
❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❞✉❡ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ ❜r✐❣❤t ❡♠✐ss✐♦♥ ❛t ✶✵ ●❡❱
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ ❡✐t❤❡r t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ &✷✵ ●❡❱ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❯❱ ❧✐❣❤t ♦r t♦ &✺✵✵ ●❡❱ ❡❧❡❝tr♦♥s
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ■❘ ❧✐❣❤t✳ ❍❡♥❝❡ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✻✱ t❤❡ ✶✵ ●❡❱ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ♥❡❛r❧② s♣❤❡r✐❝❛❧✱
❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ∼✷✵ ●❡❱ ♦r ♦❢ ∼✺✵✵ ●❡❱✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s
❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❝❛♥ ❜❡ ❧✐❢t❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛t ✷✵ ●❡❱ ❝❛♥♥♦t
♣r♦❞✉❝❡ ❣❛♠♠❛ r❛②s ♦❢ ✺✵ ●❡❱✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ❡✛❡❝t str❡ss❡s ❤♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐t ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t γ✲r❛② ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❛♣s ✭❞❡❝❛②s − ❛♥♥✐❤✐❧❛✲



●❛♠♠❛ r❛②s ✶✻✾

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❆♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ✈❡rs✉s ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❢♦r Einj =✶✵✵ ●❡❱ ❛♥❞ Eγ = 1, 10, 50
●❡❱✳ ■♥ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s✱ ✢✉①❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜✐♥ s♦ ❛s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❜✈✐♦✉s✳ ❊❧❧✐♣t✐❝✐t✐❡s ❛t ✵✳✶ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦
ǫ10 = 0.46, 0.30, 0.83 ❛♥❞ ǫ10 = 0.77, 0.72, 0.67 ❢♦r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ✈❡rs✉s ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

t✐♦♥s✮ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ s♦ ❛s t♦ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❡♠✐ss✐♦♥
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❈❡♥tr❡ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ e+, e− ❢r♦♠ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♠♦♦t❤ ♦✉t
t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✳

■♥ ❋✐❣✳✼✳✼✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r Einj = ✶ ❚❡❱✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱
t❤❡ e+e− ❞✐✛✉s❡ ❢❛r ♠♦r❡ ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs MAX ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ L = 15
❦♣❝✮ t❤❛♥ ❢♦r min✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ❞❡❝❛②✐♥❣ ✈❡rs✉s ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❞❛r❦
♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡MAX ❛♥❞Med ❝❛s❡s✱ ✐t s❡❡♠s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡s❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ t❤❡
min ❝❛s❡✳ ❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝❛②✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s✱
✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t✐❡s ǫ10 ❛♥❞ ǫ2 ♦❢ t❤❡ γ✕❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱
✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲♠❛❥♦r ❛①✐s a10 ✭♦r a2✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡♠✐✲♠✐♥♦r ❛①✐s b10 ✭♦r b2✮ ♦❢
t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ t❤❛t ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♦♥❡ t❡♥t❤ ✭♦r ♦♥❡ ❤❛❧❢✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❊❧❧✐♣t✐❝✐t②
✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s 1− b/a. ❍❡♥❝❡ ǫ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ t♦ ✶ ❢♦r ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❧✐♥❡✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❛ ♥✐❝❡ ✇❛② t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✼✳✺✱✼✳✻✱✼✳✼ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✼✳✷✳ ❖♥❧② ❢♦r ❧❛r❣❡r ♠❛ss❡s✱ ♦r ✐♥
t❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ǫ10✱ ✐s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ MAX ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❈❧❡❛r❧② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❜♦t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❜✉t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❞✐✛❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ min ✭❛♥❞ ♣❡r❤❛♣sMed✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ t♦MAX✳ ❚❤✐s ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ❛s ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡



✶✼✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ P❍❖❚❖◆❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❆♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ✈❡rs✉s ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❢♦rEγ = 10●❡❱ ❛♥❞ Einj = 100, 500, 1000
●❡❱✳ ❊❧❧✐♣t✐❝✐t✐❡s ❛t ✵✳✶ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ǫ10 = 0.30, 0.44, 0.47 ❛♥❞
ǫ10 = 0.72, 0.76, 0.79 ❢♦r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ✈❡rs✉s ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❆♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ✈❡rs✉s ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❢♦r Einj =✶ ❚❡❱ ❛♥❞ t❤❡ min Med ❛♥❞
MAX ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❊❧❧✐♣t✐❝✐t✐❡s ❛t ✵✳✶ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦
ǫ10 = 0.76, 0.47, 0.32 ❛♥❞ ǫ10 = 0.92, 0.79, 0.60 ❢♦r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ✈❡rs✉s ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



❘❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✶✼✶

Einj = 100●❡❱ ♣❛r❛♠❡t❡r a10 b10 ǫ10 a2 b2 ǫ2
Eγ = 10 ●❡❱

❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ min ✶✽✳✺ ✻✳ ✵✳✻✽ ✻✳✺ ✹ ✵✳✸✽
❞❡❝❛② min ✾✹✳✺ ✽ ✵✳✾✷ ✶✾ ✹ ✵✳✼✾

❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ Med ✸✻ ✷✺ ✵✳✸✵ ✶✸✳✺ ✶✷ ✵✳✶✶
❞❡❝❛② Med ✶✷✽✳✺ ✸✺✳✺ ✵✳✼✷ ✸✶✳✺ ✶✺✳✺ ✵✳✺✶

❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ MAX ✺✺✳✺ ✹✻✳✺ ✵✳✶✻ ✶✾✳✺ ✶✽✳✺ ✵✳✵✺
❞❡❝❛② MAX ✶✼✾✳✺ ✻✼✳✺ ✵✳✻✷ ✹✷✳✺ ✸✸✳✺ ✵✳✷✶

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ❊❧❧✐♣t✐❝✐t② ❢♦r Eγ = ✶✵ ●❡❱ ❛♥❞ Einj = 100 ●❡❱ ❢♦r ✵✳✶ ✭s✉❜s❝r✐♣t 10✮ ❛♥❞ ✵✳✺
✭s✉❜s❝r✐♣t 2✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳

❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡s❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐st✐♥❝t ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②✱ t♦ ❞✐✛❡r
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ min ❝❛s❡✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ s✐♥❝❡ ♠♦st
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❞❞❡♥ ❜② ●❛❧❛❝t✐❝ s♦✉r❝❡s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥
✜❡❧❞ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❈❡♥tr❡ ❜r✐❣❤t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ♠✐s✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s e+e− ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❤❛s
❧✐tt❧❡ ❡✛❡❝t ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ γ r❛② ❡♠✐ss✐✈✐t② ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✳ ❱❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
✇✐t❤✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❤❛s ❛❧s♦ ❧✐tt❧❡ ✐♠♣❛❝t ❛s s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ♥♦t t❤❡ ♠❛✐♥ ❡♥❡r❣②
❧♦ss t❡r♠ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐s ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡
❡❧❧✐♣t✐❝✐t②✳

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t t❤❡ π0 ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ❛♥t✐✕♣r♦t♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ ❜✉t t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝❧❡❛r❧② ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r②
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t✱ ❛s ✐t ❤❛s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ γ
❜r✐❣❤t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦✉❞ ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦s♠✐❝ r❛② s♦✉r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞
❜② ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s✉❜str✉❝t✉r❡ ♥❡❛r❜②✳ ❇✉t t❤✐s s♦✉♥❞s t♦♦ ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡r✐♦✉s❧②✳

❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ■ ✇♦✉❧❞ s❛② t❤❛t ❝❧❡❛r❧② ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✐♥ t❤❡ γ s❦② ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❧✉❝❦② t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ s♣❛❝❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❣✐✈✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t
t♦ t❤✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❡✈❡r② ❞❛②✳ ❋✐rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞②
❜❡❡♥ r❡❧❡❛s❡❞ ❬✶❪ ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛t✐t✉❞❡s✳

❚❤❡ ❆▼❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r
❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ ❋❡r♠✐ s♦ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❡♥❡r❣② ❧✐♥❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❡r✳

✼✳✷ ❘❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞♦ ♥♦t
♦♥❧② ❧♦s❡ ❡♥❡r❣② t❤r♦✉❣❤ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❜✉t ❛❧s♦ t❤r♦✉❣❤
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛❞✐♦ r❛♥❣❡✳
■♥ t❤❡ r❛❞✐♦ ❛str♦♥♦♠❡r✬s ❥❛r❣♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❚❤✐s ❝♦♥t✐♥✉✉♠



✶✼✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ P❍❖❚❖◆❙

✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✉st ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛①② ✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s s♦♠❡ ❧✐♥❡s✮✱ t❤❡ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✭♦r ❢r❡❡ ❢r❡❡✮ ❛❧r❡❛❞②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥❞ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ ♦❢
❝♦✉rs❡✱ ♠❛♥② ❧♦❝❛❧✐s❡❞ s♦✉r❝❡s ♣♦♣✉❧❛t❡ t❤❡ r❛❞✐♦ s❦②✱ s✉❝❤ ❛s s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✱ ♣✉❧s❛rs✱
st❛rs ❛♥❞ ❡①tr❛ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❧✐❦❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ r❛❞✐♦ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳

❍✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛♣s ❛❧❧♦✇ t♦ s✉❜tr❛❝t t❤❡ ❞✉st ❡♠✐ss✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋✐♥❦❜❡✐♥❡r
❡t ❛❧✐✐ ❬✽❪✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s s✉❜ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇ ✻✵ ●❍③ ❜✉t ✐s ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❛❜♦✈❡✳ ❆t t❤❡ ❧❛r❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❡ P❧❛♥❝❦ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ✭✉♣ t♦ ✽✺✼
●❍③✮✱ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐❧❧ ❞♦♠✐♥❛t❡✱ ❛t ❧❡❛st ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✉st ✐s✳

❆t ❤✐❣❤ ❧❛t✐t✉❞❡✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ✐s q✉✐t❡ ✇❡❛❦✱ ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r❡❣r♦✉♥❞✳
❍❡♥❝❡ ✐ts ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐s ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r P❧❛♥❝❦ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ✉s✐♥❣ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛♣s ❧✐❦❡ t❤❡ ✹✵✽ ▼❍③ ♠❛♣ ❜② ❍❛s❧❛♠ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✶✱ ✶✷❪ ❛♥❞✱ s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤✐s
♠❛♣ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛✉s✐♥❣ ✐t ❤❛✈❡ ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇
s♣❡❝tr✉♠✱ ✐♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ ✐t ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t
❧♦✇ ❡♥❡r❣②✳ ❆♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ P❧❛♥❝❦ ❢♦r ❝♦s♠♦❧♦❣② ♣❧❡❛❞s ❢♦r ❛ s❡r✐♦✉s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ◆♦t ♦♥❧② t❤✐s✱ ❜✉t ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ s❡t ♦❢
❞❛t❛✱ ♦♥❡ ♠❛② ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❣❡t ❛ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ♣r♦❜❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ s♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡✈❡♥ts ✉s t♦ ❧♦♦❦ ❛t✳

▲❡t ✉s s❡❡ ❤♦✇ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇♦r❦s✳ ❆❣❛✐♥ ■ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✈❡r② ♥✐❝❡ ✇♦r❦ ♦❢
❇❧✉♠❡♥t❤❛❧ ✫ ●♦✉❧❞ ❬✸❪✳ ❲❤❡♥ s♣❡❛❦✐♥❣ ❛❜♦✉t s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣❤♦t♦♥✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦
s♣❡❛❦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ν r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳

qγ(~x, ν) = 4π
∑

♣r♦❥=p,α

∫
Φ♣r♦❥ (~x, ǫ♣r♦❥) J(~x, ν, ǫ♣r♦❥)❞ǫ♣r♦❥, ✭✼✳✻✮

✇❤❡r❡ J(~x, ν, ǫ)✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ν ❜② ❛ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ǫ r❡❛❞s ❬✸✱ ✾✱ ✶✼❪✿

J(ν) =
1

2

∫ π

0

dθ sin(θ)

∫
dν Ps(ν, θ) , ✭✼✳✼✮

✇❤❡r❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ θ✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥
♣♦✇❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Ps(ν, θ) =

√
3 e3B⊥

4 π ǫ0mc
x

∫ ∞

x/ sin(θ)

dy K5/3(y)

with x ≡ ν

νs
; νs ≡

3

2
γ2 νc =

3 eB⊥γ
2

4 πm
. ✭✼✳✽✮

❆❝t✉❛❧❧② ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t
❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ■t ✐s ❢❛r t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①② ✭s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳✷✮ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥
♠♦st ♣❧❛❝❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣✱ ■ ✇✐❧❧ t❛❦❡ B⊥ ∼ B✳

❞❤tt♣✿✴✴❧❛♠❜❞❛✳❣s❢❝✳♥❛s❛✳❣♦✈✴

http://lambda.gsfc.nasa.gov/


❘❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✶✼✸

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❚❤❡ r❛❞✐♦ s❦② s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s ♣❧♦t ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❡❣❛❝② ❆r❝❤✐✈❡ ❢♦r ▼✐❝r♦✇❛✈❡
❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s ✭▲❆▼❇❉❆✮✬s ✇❡❜s✐t❡❞

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r νs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣❡❛❦ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛r✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ❢❛❝t♦r γ ✐♥t❡r❛❝ts
✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B✱ ❛♥❞ ✐s ∝ γ2νc✱ ✇❤❡r❡ νc ✐s t❤❡ ❝②❝❧♦tr♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
Ps(ν) ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ♣❡❛❦❡❞ ❛r♦✉♥❞ ν = νs✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❛❞✐♦
✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t②✱ ✐t ✐s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ str✐❦✐♥❣ t♦ ✇♦r❦ ♦✉t ❛ ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
❛❝t✉❛❧❧② t✉r♥s ♦✉t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❛✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✼❪✿

qγ(~x, ν) =
[b(Es)]sync

chν
Φ♣r♦❥ (~x,Es) . ✭✼✳✾✮

❍❡r❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② Es ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ν = νs✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss r❛t❡ b(E) ❛♣♣❡❛rs ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ r❡✕❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ b(E) ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦st ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱
✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣❤♦t♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t♦r 1/(hν) ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥❢❡r
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✳

❆s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛♣ ❢♦r t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦♥❧②✳

■ ❛♠ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢✉❧❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛t t❤❡
♠♦♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞✉❡ t♦ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
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♣♦✐♥t ♥♦t✇✐t❤st❛♥❞✐♥❣✱ ❛ r❛♣✐❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❝r❡❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦r ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ✐s ♥♦t ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✱ ❜✉t ❢♦r s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t
✷✷ ●❍③✳ ǫ10 = 0.29 ❛♥❞ ǫ10 = 71 ❢♦r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ✈❡rs✉s ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✼✳✾✱ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢♦r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦
♠❛tt❡r ❛r❡ ♥♦t q✉✐t❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ♣❧♦t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
❈♦♠♣t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t ✶✵ ●❡❱✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r
t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❜❧❛❝❦ ❜♦❞✐❡s ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥✳
■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✭✐❞ ❡st ❢♦r ♦♥❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②
♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐t✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ P❧❛♥❝❦ s❛t❡❧❧✐t❡ ❤❛s ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ ❋❡r♠✐
❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ❛ ❧♦t ♦♥ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ st✉❞✐❡s✱ s♦ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♠❛②❜❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❛② t♦
❣♦ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣❧♦t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡✱ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♠❛② ❛❧s♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✇✐❧❧ ❜❡ s♦♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦♥
❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ ❬✺❪✳

❲❤✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ●❛❧❛①②✱ ❝♦s♠✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s r❛❞✐❛t❡ ♣❤♦t♦♥s
❛t ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ t♦♦❧ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①❡s
❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦✳ ❆s ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ✇❤♦♠ ♣✉rs✉❡s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ♦✉r ♣r♦♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥
❡♠✐ss✐♦♥ ❛t ❧❛r❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ❛ ♣r♦❜❡ ❢♦r ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡
♦t❤❡r✇✐s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❙♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❇♦t❤ γ ❛♥❞ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦✛❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❧♦♦❦
t♦ ❛ ❜r♦❛❞❡r ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❛♥❞ t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ♦✉r ♣♦♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ❧♦❝❛❧ s♦✉r❝❡s✳

❚❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❧❧② ❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐t ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss
❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛❝✉t❡❧② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t✱ t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❢❛st ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❛❧❧♦✇✳
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❍❡r❡ ■ st❛♥❞✱ ❛❢t❡r t❤r❡❡ ②❡❛rs ♦❢ t❤❡s✐s ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ✐♥❞✐r❡❝t s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥♥✐❤✐✲
❧❛t✐♦♥ ♦r ❞❡❝❛② ✐♥ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ❲❤❛t ❞✐❞ ✇❡ ❧❡❛r♥ ✐♥ t❤❡s❡ ❧❛st t❤r❡❡ ②❡❛rs✱ r✐❝❤ ✐♥ ♥❡✇
❞❛t❛❄

■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② st❛♥❞❛r❞ ❛str♦✲
♣❤②s✐❝❛❧ s♦✉r❝❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❇✉t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ❞❛r❦
♠❛tt❡r ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ❛♥❞ ♥❡✐t❤❡r t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ✐ts❡❧❢ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ■ ✇✐❧❧ ❤❡♥❝❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss t❤❡♠✱ ✜rst ✇✐t❤ ❛ ✈❡r②
❛r❣✉❛❜❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✇✐t❤ ❧❡ss ♣❛rt✐ ♣r✐s✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ▲❡❢t✿ P♦s✐tr♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ P❆▼❊▲❆ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ✷✵✵✽ ✭r❡❢✳ ❬✸❪
✐♥ r❡❞✮ ❛♥❞ ✐♥ ✷✵✶✵ ✭r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷❪ ✐♥ ❣r❡❡♥✮✳ ❘✐❣❤t✿ ❆♥t✐✕♣r♦t♦♥ t♦ ♣r♦t♦♥ r❛t✐♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜②
P❆▼❊▲❆ ❬✹❪✳

❚❤❡ P❛♠❡❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❤❛s r❡❧❡❛s❡❞ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❞❛t❛ ♦❢ ♠❛❥♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤❡② ❛r❡
❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✭r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸❪ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡♥ ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷❪✮✱ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①❡s❀ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❬✹❪ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❛♥t✐✕♣r♦t♦♥ t♦ ♣r♦t♦♥ r❛t✐♦✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s r❛t✐♦s ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ s✉♣♣r❡ss ♠♦st ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝
❡rr♦rs ✭❛t ❧❡❛st ✐t ✐s ❤♦♣❡❞ s♦✮✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❞❡❧✐❝❛t❡ ❛s ✐t ✐♠♣❧✐❡s
t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ♦♥❧② s❡❝♦♥❞❛r② ♣♦s✐tr♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦



❘❡❝❡♥t ❉❛t❛ ✶✼✾

s❛② t❤❛t✱ ❢♦r ♦♥❡ r❡❛s♦♥ ♦r ❛♥♦t❤❡r✱ ♣✉❧s❛rs ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡✳ ■t ✐s str✐❦✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s r❡♣r♦❞✉❝❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✇❡❧❧ t❤❡ ❛♥t✐✕♣r♦t♦♥ t♦ ♣r♦t♦♥ r❛t✐♦ ❜✉t q✉✐t❡
♣♦♦r❧② t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✳

✽✳✶✳✷ ❆❚■❈
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❊❧❡❝tr♦♥ ♣❧✉s ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①❡s✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❆❚■❈ ❬✶✼❪ ✭t♦♣ ❧❡❢t✮✱ ❋❡r♠✐ ❬✶✱ ✸✹❪
✭t♦♣ r✐❣❤t✮ ❛♥❞ ❍❊❙❙ ❬✺✱ ✻❪ ✭❜♦tt♦♠✮✳

❍❛✈✐♥❣ ♥♦ ♠❛❣♥❡t✱ t❤❡ ❆❚■❈ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ♣♦s✐tr♦♥s✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✷✵✵✽ ❬✶✼❪✱ ✐s t❤❡♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜♦t❤✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡
❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❧❡❛r❧② ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞ ✻✵✵ ●❡❱ ❛♥❞ ♠❛②❜❡ ❛❧s♦ ❛♥♦t❤❡r ❧❡ss
♣r♦♠✐♥❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❛r♦✉♥❞ ✶✺✵ ●❡❱✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ ❧♦❝❛❧ s♦✉r❝❡s ❝♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡
s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉①✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❆❚■❈ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ s✉❣❣❡st❡❞ ❬✶✼❪ t❤❛t
t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✳
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✽✳✶✳✸ ❋❡r♠✐

▲✐tt❧❡ t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❆❚■❈ r❡s✉❧t✱ ❋❡r♠✐ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❬✶❪
✇✐t❤ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✳
❙♦♠❡ ♠♦♥t❤ ❧❛t❡r✱ ♥❡✇ r❡s✉❧ts ❬✸✹❪✱ ❛t ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐s ❛
❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❝♦♠❡s
❢r♦♠ ❛ t♦♦ ❣r♦ss ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❛♣♣❛r❛t✉s ♦r ♠✐s✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣r♦t♦♥s ❜② t❤❡ ❆❚■❈
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✳ ■ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ P❆▼❊▲❆ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s s❡❡♠ t♦ ✐♥❞✐✲
❝❛t❡ t❤❛t✱ ❛t ❧❡❛st ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣②✱ P❆▼❊▲❆ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❋❡r♠✐ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❧✉s
♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①✳ ❍♦✇❡✈❡r ♥♦ ❞❛t❛ ❜❡✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ■ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠✳

❋❡r♠✐ ✐s ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛② st✉❞② ❜✉t r❛t❤❡r ❢♦r γ r❛② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉♦❜❧❡r ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✶❪✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ❋❡r♠✐ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γ ❞✐✛✉s❡ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡✈❡❛❧s ❛
❤❛③❡✱ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ s♦✉r❝❡s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❦♥♦✇ t❤❛t ▲✐♥❞❡♥ ✫ Pr♦❢✉♠♦ ❬✸✶❪ ❤❛✈❡ str❡ss❡❞ t❤❛t s②st❡♠❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛✉t❤♦rs ♣r❡✈❡♥t ❛♥② ✜r♠ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ t❤✐s ❤❛③❡✳

✽✳✶✳✹ ❍❊❙❙

❆ ❢❡✇ ♠♦♥t❤s ❜❡❢♦r❡ ❋❡r♠✐✱ t❤❡ ❍❊❙❙ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✻❪ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ♣❧✉s ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ❛t ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ✭≥ ✼✶✹ ●❡❱✮✱ t❤❡♥✱ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ❞❛② ❋❡r♠✐
♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡✐r ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉①✱ ❍❊❙❙ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❬✺❪ t♦ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✭≥ ✸✼✸ ●❡❱✮✳
❍❊❙❙ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡ t❤❡ ❆❚■❈ ❢❡❛t✉r❡ ❡✐t❤❡r✱ ❜✉t ❛❣❛✐♥ ❤❛s ❛ ♣♦♦r ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❝✉t✕♦✛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❢❡✇ ❚❡❱✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱
t❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❛t ✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞
❜② s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts✳
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❚❤❡ ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✐✲
❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦ ✐t ❛❧s♦ ♦✛❡r❡❞ ❛ ✈❡r② ♥✐❝❡ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦ s❦②✳ ❆❢t❡r
s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❢♦r❡❣r♦✉♥❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ ❋✐♥❦❜❡✐♥❡r ❬✷✺❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✇❡
✇❡r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ❛♥ ❡①tr❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❡♥tr❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❍♦♦♣❡r
❡t ❛❧✐✐ ❬✷✼❪✮✳

✽✳✷ ❆♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❲❤❛t ❝❛♥ ✇❡ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✐❢ ✇❡ ❛❞❞♦♣t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s r❡s♣♦♥✲
s✐❜❧❡ ❢♦r s♦♠❡ ♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❄

❆s str❡ss❡❞ ❜② ❈✐r❡❧❧✐ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✽❪ ❛♥❞ ❉♦♥❛t♦ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✷❪✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐✕♣r♦t♦♥ t♦
♣r♦t♦♥ r❛t✐♦✳ ■♥❞❡❡❞ ♠♦st ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥t✐✕♣r♦t♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥s✳
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Background

Background + Signal

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❚❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✶ ❚❡❱ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ W+W− ♣❛✐r ✐s ❢❡❛t✉r❡❞✳
■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s♣❡❝✐❡s ②✐❡❧❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞
❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✹✵✵✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ P❆▼❊▲❆ ❞❛t❛✳
P♦s✐tr♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❢r♦♠ ❍❊❆❚ ❬✾❪✱ ❆▼❙✲✵✶ ❬✼✱ ✽❪ ❛♥❞ P❆▼❊▲❆ ❬✷❪✳■❢ t❤❡ s♦✕❝❛❧❧❡❞
❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ❡✛❡❝t ❬✷✻❪ ✐s ✐♥✈♦❦❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ s✉❝❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ❜♦♦st ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛♥t✐♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r
s♣❡❝tr✉♠ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✳

❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ✇✐t❤ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ 〈σannv〉 ♦❢
3 × 10−26 ❝♠3s−1✱ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❡♥♦✉❣❤ ♣♦s✐tr♦♥s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ tr❡♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ e+/(e+ + e−) ❞❛t❛ ❬✷❪✱ s♦ t❤❛t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛❞✈♦❝❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ❡✛❡❝t ❬✷✻❪
❛s ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✕r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ r❡❣✐♠❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ t♦❞❛② ✐♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❤❛❧♦❡s✳

▲❡t ✉s t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✶ ❚❡❱ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ✐♥t♦ W+W− ♣❛✐rs ❛♥❞ ❜♦♦st
〈σannv〉 ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✹✵✵ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✳✸✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
❛♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ 1.2 × 10−23 ❝♠3s−1 ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts
❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ ❛♥t✐♣r♦t♦♥s ❛r❡ ❞r❛st✐❝✳ ❚❤❡ r❡❞ s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧
♦❢ ❋✐❣✳ ✽✳✸ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ p s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣♦s✐tr♦♥
s✐❣♥❛❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♣❧❛②✐♥❣ ❤❛✈♦❝ ✇✐t❤ t❤❡ p ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❖♥❡ ✇❛② ♦✉t ♦❢ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✹✵✵ ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ s✐❣♥❛❧ ♦❢
❋✐❣✳ ✽✳✸ ❝♦✉❧❞ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❧✉♠♣✐♥❡ss ❛♥❞ 〈σannv〉 ❡♥❤❛♥❝❡✲
♠❡♥t✳ ■❢ ❛ ❣❡♥❡r♦✉s ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✵ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ✭❛ ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❬✷✾❪✮
t❤❡ ❧❛tt❡r ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✹✵✳ ❯♥❧✐❦❡ ♣♦s✐tr♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♥t✐♣r♦t♦♥s
❞❡t❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ❤❛❧♦ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ s✉❜str✉❝✲
t✉r❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✐♥ ♦✉r ✈✐❝✐♥✐t②✳ ❚❤❡ p ✢✉① ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♠✉❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❧✉♠♣s s♦ t❤❛t ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✹✵ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t♦ t❤❡ ❛♥t✐♣r♦t♦♥
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❜♦♦st✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❧✉❡ ❧♦♥❣✲❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✳✸ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❢❛✐r❧②
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ p s♣❡❝tr✉♠✳

❇✉t ❤♦✇ ♣r♦❜❛❜❧❡ ✐s ✐t t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦❝❛❧ ❝❧✉♠♣ ❣✐✈❡s t❤❡ ✇❛♥t❡❞ ❜♦♦st t♦ ♣♦s✐tr♦♥s ✇✐t❤♦✉t
♦✈❡r✕s❤♦♦t✐♥❣ t❤❡ p ❞❛t❛❄ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✹❪✳

■♥ t❤✐s ❧❡tt❡r✱ ✇❡ r❡✲❛ss❡ss❡❞ ❬✶✸✱ ✶✾✱ ✷✽❪ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡❛r❜② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❝❧✉♠♣ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② t♦ t❤❡ ❧❡♣t♦♥ ❛♥♦♠❛❧✐❡s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ♣❛✐❞ t♦ ❝♦s♠✐❝
r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❞❥✉st t❤❡ ❝❧✉♠♣ ❞✐st❛♥❝❡ ❉ ❛♥❞ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ▲ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
P❆▼❊▲❆✱ ❆❚■❈ ❛♥❞ ❋❡r♠✐ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧✉♠♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❱✐❛ ▲❛❝t❡❛ ■■ ❬✷✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ q✉❛♥t✐❢②
❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❤♦✇ ✉♥❧✐❦❡❧② ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❜r✐❣❤t ♥❡❛r❜② ❝♦❧❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s✉❜❤❛❧♦ ✐s✳ ❲❡
❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♠♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡
❝❧✉♠♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t ❡①tr❡♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ♠✉t✉❛❧
❡✛❡❝ts ❧❡❛❞ t♦ s✉❜t❧❡✱ ❜✉t r❡❧❡✈❛♥t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s✐❣♥❛❧✳

❚❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ φe+ = φsec
e+ +φs

e+ +φc
e+ r❡s✉❧ts ❤❡r❡ ❢r♦♠ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ φsec
e+ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② s♣❡❝✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣r✐♠❛r②

❝♦s♠✐❝ r❛②s ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❚❤❡
s♠♦♦t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ φs

e+ ✱ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳✶ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡
❝❧✉♠♣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✺ ❚❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ ❞❡♥s✐t② ρs ❤❛s ❜❡❡♥
❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❱✐❛ ▲❛❝t❡❛✲■■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣
❛♥ ✐♥♥❡r ✭♦✉t❡r✮ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❧♦♣❡ ♦❢ ✲✶✳✷✹ ✭✲✸✮ ❛♥❞ ❛ ✷✽✳✶ ❦♣❝ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆t ✈❛r✐❛♥❝❡
✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ρ⊙ ✐s t❛❦❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✸✼ ●❡❱ ❝♠−3

❛♥❞ t❤❡ ❣❛❧❛❝t♦❝❡♥tr✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤ ✐s r⊙ = 8.5 ❦♣❝✳ ❆ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①❡s ❈✳✷ ❛♥❞ ❉✳✸✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝
s❝❡♥❛r✐♦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❝❧✉♠♣s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❤❡r❡ ❛s ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝ts❛ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝
♣❧❛♥✳ ❆❝t✉❛❧❧② ♣✉tt✐♥❣ t❤❡♠ ❛❜♦✈❡ ♦r ❜❡❧❧♦✇ t❤❡ ♣❧❛♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ✐♠♣❛❝t ❛s ❧♦♥❣ ❛s
t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉♥ D ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦ ❤❛❧❢ t❤✐❝❦♥❡ss L✳

❚❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r s❝r✉t✐♥② ✐s s❡t ❡q✉❛❧ t♦
〈σv〉 = 3× 10−26 ❝♠3 s−1✳ ❚❤✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♠❛t❝❤❡s ❛ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✶✵✵ ●❡❱
❛♥❞ ✶ ❚❡❱ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❤❡r❡ ♦♥ ❧❡♣t♦♣❤✐❧✐❝
s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡✐t❤❡r ❛ ♣✉r❡ ❡+❡− ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✜♥❛❧ st❛t❡ ✭♣♦s✐tr♦♥✐❝ ❧✐♥❡✮ ♦r ❛♥ ❡q✉❛❧
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ❡± ✰ µ± ✰ τ±✳ ❲❡ ❛❧s♦ tr✐❡❞ t♦ ✉s❡ ♠♦❞❡❧s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ♣✉r❡ bb̄
♦r ❲+❲− ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✜♥❛❧ st❛t❡✱ ❜✉t ✇❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❝❧✉♠♣ t♦ ✜t t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s t❤❡♥ ❡①tr❡♠❡❧② ✉♥❧✐❦❡❧② ✭p < 10−6✮✳

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❡✐♥❣ s❡t✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ✜ts t♦ t❤❡ P❆▼❊▲❆✱ ❆❚■❈ ❛♥❞ ❋❡r♠✐
❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❧✉s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
s✉❜❤❛❧♦ ✇❤♦s❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② L ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉♥ D ❛r❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r P❆▼❊▲❆✱
✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ φe+/φe+ + φe− ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r φe− t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦s♠✐❝ r❛②
❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❆▼❙ ❬✽❪ ♣❛r❛♠❡tr✐s❡❞ ❜② ❈❛s❛❞❡✐ ✫ ❇✐♥❞✐ ❬✶✺❪✳ ❆s r❡❣❛r❞s ❆❚■❈ ❛♥❞
❋❡r♠✐✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♣t♦♥ ✢✉① φe+ +φe− ✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ φback

e− ✐s
❣✐✈❡♥ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜② t❤❡ ❈❛s❛❞❡✐ ✫ ❇✐♥❞✐ ✜t ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦
φs
e++φ

c
e+ ✳ ❙♦❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮

✇✐t❤ ❛ ❋✐s❦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ✸✵✵ ▼❱✳ ❆s ❢❛r ❛s ❆❚■❈ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ✇❡ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❡❛t✉r❡

❛❚❤❡ s❝❛❧❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉♠♣s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❧❡♣t♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳



❆♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✶✽✸

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✶ ❚❡❱ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❧✉♠♣ ✇✐t❤ ❧✉♠✐♥♦s✐t②
2.98 × 109 ▼2

⊙ ♣❝−3 ❧②✐♥❣ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶✳✺✷ ❦♣❝ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❚❤❡ ❆❚■❈ ❡①❝❡ss ✇❛s
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✼❪ ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ✻✷✵ ●❡❱ ❑❛❧✉③❛✲❑❧❡✐♥ s♣❡❝✐❡s✳ ❲❡
❝♦♥✜r♠ t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐tr♦♥✐❝ ❧✐♥❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ♥♦ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡❛r❜② s✉❜❤❛❧♦✱ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦♥❧② ✐♥s✐❞❡
❛ s♠♦♦t❤ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ <∼ 10−24 ❝♠3 s−1✱
✐❞ ❡st t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❜♦✈❡ ♦✉r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡
✜t t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s ❛♥ ✐♥❝r❡❞✐❜❧② ❜r✐❣❤t ❝❧✉♠♣✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s❡❡♥ ❜②
❋❡r♠✐ ✐s ♥♦t ✈❡r② ♣❡❛❦❡❞ ❛♥❞ q✉✐t❡ s♣r❡❛❞ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ ❜♦t❤ ❛
✈❡r② ❧❛r❣❡ ♠❛ss ❢♦r t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛ q✉✐t❡ ❢❛r ❛✇❛② ❝❧✉♠♣✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①❝❧✉❞❡
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡r♠❛❧ r❡❧✐❝ ❞❡♥s✐t② ♣❧✉s ❛ ❜r✐❣❤t ❝❧✉♠♣ ❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣✉③③❧❡ ❛♥❞
✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠❡ss❡♥❣❡rs✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
❜❡st✲✜t ❝❛s❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✽✳✶✳

P❆▼❊▲❆ ❆❚■❈ ❋❡r♠✐
♠χ ✭●❡❱✮ ✶✵✵ ✶ ✵✵✵ ✶ ✵✵✵ ✷✺✵✵
❡+✴❡− 1.22− 1.07·107 0.78− 3.56·109 1.52− 2.98·109 2.68− 5.53·1010

❡± ✰ µ± ✰ τ± 0.44− 2.51·107 0.27− 9.84·109 0.25− 8.78·109 2.81− 2.17·1011

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ❇❡st ✜t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✭D;L✮ ❝♦✉♣❧❡ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ (❦♣❝;▼2
⊙ ♣❝−3) ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❞❛r❦

♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss❡s ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
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PAMELA, 100 GeV

PAMELA, 200 GeV

ATIC, 1 TeV

Fermi, 2.5 TeV

PAMELA, 1 TeV

Via Lactea II - mean

VLII - 10% VLII - 1% VLII - 0.1%

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❇❡st ✜t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝❧✉♠♣ ❧✉♠✐♥♦s✐t②✲❞✐st❛♥❝❡ ♣❧❛♥❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❱✐❛ ▲❛❝t❡❛✲■■ r❡s✉❧ts✳

❋✐❣✳ ✽✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r❡st ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❧✉♠♣ ♦❢ ❧✉♠✐♥♦s✐t② L
✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ D ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉♥✳ ❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡❛r❜② ❝❧✉♠♣s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛r❡ t❛❦❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❱✐❛ ▲❛❝t❡❛✲■■ ✭❱▲✲■■✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ♠❛ss ❛♥❞ ❢♦r❝❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ t✐♠❡ st❡♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✸✾❪✱ ❛❧❧♦✇ ❱▲✲■■ t♦ r❡s♦❧✈❡ s✉❜❤❛❧♦s
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❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♥❡❛r t❤❡ s♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❤❛❧♦s ✇✐t❤
♣❡❛❦ ❝✐r❝✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s Vmax > 5 ❦♠✳s−1 ✐s ✾✳✻ ❦♣❝ ❛♥❞ t❤❡✐r ❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s ❛r❡

L = 7.91× 105 M2
⊙ pc−3

(
Vmax

5 ❦♠✳s−1

)3√
cV

2× 106
. ✭✽✳✶✮

❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❱▲✲■■ ♠❛✐♥ ❤❛❧♦ ❤❛s ❛ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ♦❢ L = 3.4× 109 M2
⊙ pc−3✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ t♦t❛❧ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ✐s ❛❜♦✉t ✶✵ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r ❬✷✵❪✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥ Vmax ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s ✇✐t❤ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸ s❝❛tt❡r✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ cV ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♥❡❛r❜② s✉❜❤❛❧♦s ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ❧✐♥❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲❞❛s❤❡❞✱ ❞❛s❤❡❞ ❛♥❞ ❞♦t❡❞
❧✐♥❡s st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✶✵t❤ ✶st ❛♥❞ ✵✳✶st ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❜❡st ✜ts t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ L −D ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥t♦✉rs ❞✐s♣❧❛② t❤❡ 1σ
❡①❝✉rs✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡s❡ ❜❡st ✜t ✈❛❧✉❡s ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s 3σ ❢♦r ❆❚■❈ ❛♥❞ ❋❡r♠✐✮✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❝❧✉♠♣s
✜tt✐♥❣ t❤❡ P❆▼❊▲❆✱ ❆❚■❈ ❛♥❞ ❋❡r♠✐ ❞❛t❛ ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❱▲✲■■✳
❚❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ P❆▼❊▲❆ ✜t ✇✐t❤ ❛ ✶✵✵ ●❡❱ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❱✐❛ ▲❛❝t❡❛ 3σ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❚❤❛t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✵✳✸✼✪ ♦❢ ❛❧❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛♥♥♦t ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❆❚■❈ ❞❛t❛ ❜❡❝❛✉s❡ mχ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ r❡q✉✐r❡s ❡✈❡♥ ❜r✐❣❤t❡r ❛♥❞ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② ❝❧✉♠♣s ❛t D ≃ 1
❦♣❝✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t P❆▼❊▲❆ ✜t ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✳✹✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡❣❡♥❡r❛❝②
❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s mχ ❣❡ts ❤✐❣❤❡r✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ P❆▼❊▲❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✈❡ ✶✵✵ ●❡❱ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ♠♦r❡ ❧❡✈❡r✲❛r♠ t♦ t❤❡ ✜ts ✇❤❡♥ ❞❛r❦
♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❤❡❛✈②✳ ❋♦r ❚❡❱ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❧✉♠♣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤
r❡♣r♦❞✉❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❆❚■❈ ❛♥❞ P❆▼❊▲❆ ❡①❝❡ss ✭s❡❡ ❋✐❣✳✽✳✹✮✱ ❛♥❞ s✉❝❤ ❛ s♦✉r❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡❧❧
✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ ❋❡r♠✐ ✭❚❛❜✳ ✽✳✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦❧❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ ✐t ✐s
✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❡①✐st ✭p ≃ 3 × 10−5✮✳ ❆ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s♣✐❦❡ ♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢r♦♠ ❛ s♠❛❧❧❡r✱ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ♥❡❛r❜② s✉❜❤❛❧♦✳❆s s❤♦✇♥
✐♥ ❚❛❜✳ ✽✳✶✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜❤❛❧♦ ✐s ✇✐t❤✐♥ r❡❛❝❤ ♦❢ ❋❡r♠✐✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✜t t♦ t❤❡
❋❡r♠✐ ❞❛t❛✱ ✐t ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❝❧✉♠♣ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜r✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▼✐❧❦②
❲❛②✳ ❲❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡
❱✐❛ ▲❛❝t❡❛ ■■ ❝♦♥t♦✉rs ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ ❛t ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝❧✉♠♣ ❧✉♠✐♥♦s✐t②✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉♠♣s ❛r❡ ♥♦t ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r st✉❞② ❛s ❢♦r ♠❡❛♥ ❱✐❛
▲❛❝t❡❛ ❝❧✉♠♣s✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✇❡ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡
❝❧✉♠♣ ❝❧♦s❡r✳

❚❤✐s st✉❞② ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❱✐❛ ▲❛❝t❡❛ ■■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ ✇♦♥❞❡r ✐❢ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❤♦❧❞ ❛♥♦t❤❡r ◆✕❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■t
✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ✉s✉❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡s❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝❧✉♠♣s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❙✉♥ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐❢ ✜❣✉r❡ ✽✳✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❢r♦♠
♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ✈❡r② ❧♦✇ ♠❛ss ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉♠♣s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡✐♥❣ s♦ ❧❛r❣❡✱ ■ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ◆✕❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜❛r②♦♥s✱
✐❢ ✐t s❤♦✇s t❤❛t t✐❞❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❞❡str♦②✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉♠♣s ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❣❛s ❞✐s❦✱
✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ s❛② t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ♥♦t r✉❧❡❞ ♦✉t ❜✉t ✐s ❡①tr❡♠❡❧②



❆ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✶✽✺

✉♥❧✐❦❡❧②✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❜♦t❤ ❡①tr❡♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①② ❛♥❞
✐ts ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❤♦✇ ♥❛t✉r❛❧ ✐t ✇❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts
✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ s♦✉r❝❡s✱ ✐t s❡❡♠s ✈❡r② ❛✇❦✇❛r❞ t♦ ♣❡rs✐st ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✳

✽✳✸ ❆ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❛t❛ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧
s♦✉r❝❡s✱ ❝❛♥♥♦t ✇❡ ❧❡❛r♥ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss❄ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡ ❬✶✶❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇♦♥❞❡r❡❞ ✐❢ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ♣r❡s❡♥t ❝♦s♠✐❝ r❛② ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❛♥②
✉s❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛t t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✭✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ 3× 10−26 ❝♠3s−1✮ ❢♦r ❡❛❝❤
❝❤❛♥♥❡❧✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥♦t t♦ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ P❆▼❊▲❆ ❛♥t✐✕♣r♦t♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

■♥ t❤✐s ▲❡tt❡r✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ♥❡✐t❤❡r
s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥ ♥♦r ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡①❝❡ss ✐♥ ❛♥t✐♣r♦t♦♥s ♠❛② s✉❣❣❡st
t❤❛t t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ q✉❛r❦s ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✶❪✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✜♥❞ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❛t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ P❆▼❊▲❆ ❛♥t✐♣r♦t♦♥
❞❛t❛ t♦ ✈❡r✐❢② ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥ ✐s tr✉❡ ♦r ♥♦t✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❜❛s❡❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
♣❛rt✐❝❧❡ χ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ q✉❛r❦ q ❛♥❞ ❛ ❤❡❛✈② ❝♦❧♦✉r❡❞ ♣❛rt♥❡r Fq✳
■♥s♣✐r❡❞ ❜② s✉♣❡rs②♠♠❡tr②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ t❤✐s ▲❡tt❡r ♦♥ ❛ ▼❛❥♦r❛♥❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ s♦ Fq

✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ s❝❛❧❛r ✭❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ sq✉❛r❦ ✐♥ s✉♣❡rs②♠♠❡tr②✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❣❡♥❡r✐❝ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r✈❡② ♦❢
t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❝❛❧❛r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s♣❡❝✐❡s χ ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♣❛rt♥❡r Fq✮ ✇❛s
❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ❢❛✐r❧②
❣❡♥❡r❛❧✮✳

■♥ ✏❙t❛♥❞❛r❞✑ s✉♣❡rs②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ❤❡❛✈② st❛t❡s Fq ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♠♦st❧② t❤r♦✉❣❤ ❣❧✉♦♥✕
❣❧✉♦♥ ❢✉s✐♦♥ ♣r♦t♦♥✲♣r♦t♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✭t❤❡



✶✽✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❉❆❘❑ ▼❆❚❚❊❘ ■◆❉■❘❊❈❚ ❉❊❚❊❈❚■❖◆

❞❛r❦ ♠❛tt❡r✮ ❛♥❞ ❛ ❥❡t ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❛r❦ q✮ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s
❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ▲❛r❣❡
❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ q✉❛r❦s ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✉s✉❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥
✏st❛♥❞❛r❞✑ s✉♣❡rs②♠♠❡tr②✱ ♥❡✇ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝♦✉❧❞ ♦♣❡♥ ✉♣ ✇✐t❤ qq✱ qq̄ ❛♥❞ qg ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤✉s
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥❡✇ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥
❈♦❧❧✐❞❡r✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ q✉❛r❦s ✐♥
❧✐❣❤t ♦❢ P❆▼❊▲❆ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ❞❛t❛✳

❚♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭♠❛ss ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ✇❤✐❝❤
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ❝♦✉♣❧❡❞✮✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❡ ✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ✢✉① ❛t
t❤❡ ❊❛rt❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s♣❛❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ χ− q − Fq ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❝♦✉♣❧✐♥❣s cqL ❛♥❞ cqR ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ❢r♦♠
t❤❡ P❆▼❊▲❆ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s
❛♥❞ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ P❆▼❊▲❆ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ❞❛t❛✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 3×10−26 ❝♠3 s−1 ❛♥❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❜♦♦st
❢❛❝t♦r ❤❡r❡❛❢t❡r✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ u✱ d ❛♥❞ s q✉❛r❦s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② s❡✈❡r❡❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜②
❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ c ❛♥❞ b q✉❛r❦s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥
✭▼❈▼❈✮✱ ✇❡ ❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ s❛t✉r❛t❡s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡
❜♦♦st✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ qq → FF ✱ qq̄ → FF ∗ ❛♥❞
qg → Fχ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝ts ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣
❞❛r❦ ♠❛tt❡r r❡❧❛t❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛t t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r✳

❚❤❡ P❆▼❊▲❆ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts

❏✉st ❧✐❦❡ ♣♦s✐tr♦♥s✱ t❤❡ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ✢✉① ❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t✇♦ s♦✉r❝❡s✿ s❡❝♦♥❞❛r②
❛♥t✐♣r♦t♦♥s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠
♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛s ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝✱ ❛♥❞ ♣r✐♠❛r② ❛♥t✐♣r♦t♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
♦❢ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s♣❡❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❤❛❧♦ ♦❢ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜♦t❤ s✐❣♥❛❧s✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①❡s ❇✳✷ ❛♥❞ ❇✳✸✳✷✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ❛♥t✐♣r♦t♦♥s ❛♥❞
♣r♦t♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦✳ ❆s r❡❣❛r❞s t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱
✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠ ♥✉❝❧❡✐ ✢✉①❡s ❛s ✐♥ ❉♦♥❛t♦ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷✷❪ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✸✼❪ t♦ r❡tr♦♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡s❡ ✢✉①❡s
❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤❛❧♦✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♠❛r✐❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❬✷✵❪ ✇✐t❤ ❛
❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ρ⊙ = 0.3 GeV cm−3✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤ t♦ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡
✇❛s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ✽✳✺ ❦♣❝✳ ❚❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇❛s s❡t t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❤❡r♠❛❧
✈❛❧✉❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❜♦♦st ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❛t ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞
✇✐t❤♦✉t ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ P❆▼❊▲❆ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❝❛♥♥❡❞ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss ❢r♦♠ ✶✵✵
●❡❱ t♦ ✶ ❚❡❱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❛♥t✐♣r♦t♦♥
s♣❡❝tr✉♠ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❨❚❍■❆ ✻✳✹ ♣r♦❣r❛♠ ❬✸✻❪✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ q✉✐t❡ s❡✈❡r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ✢✉① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ ❧♦t
♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ✇❡ ♠❛❞❡ ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❆s r❡❝❛❧❧❡❞
✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳✷ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ♥♦t ✈❡r② ✇❡❧❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✐♥
❢❛❝t ❧✐❡s ✐♥ [0.2; 0.9] ●❡❱✳❝♠−3✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ✢✉① ❜❡✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡
♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ✜❣✉r❡ ✽✳✺ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ∼ ✵✳✹



❆ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✶✽✼

t♦ ✾✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ ❚❛❜✳ ✽✳✷✳

r❡❢ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼

✶✵✵ ✸ ✷✽ ✷ ✹ ✹ ✻ ✷ ✷
✷✵✵ ✻ ✻✵ ✸ ✽ ✻ ✶✶ ✸ ✹
✸✵✵ ✾ ✾✵ ✹ ✶✸ ✶✵ ✶✽ ✺ ✺
✹✵✵ ✶✵ ✶✸✵ ✹ ✶✺ ✶✶ ✷✷ ✼ ✻
✺✵✵ ✶✶ ✶✺✵ ✹ ✶✻ ✶✷ ✷✸ ✾ ✻
✻✵✵ ✶✷ ✶✼✵ ✹ ✶✽ ✶✸ ✷✻ ✶✵ ✼
✼✵✵ ✶✸ ✶✾✵ ✺ ✷✵ ✶✺ ✷✾ ✶✶ ✽
✽✵✵ ✶✺ ✷✷✵ ✻ ✷✸ ✶✼ ✸✸ ✶✷ ✾
✾✵✵ ✶✼ ✷✹✵ ✻ ✷✻ ✶✾ ✸✽ ✶✹ ✶✵
✶✵✵✵ ✶✾ ✷✼✵ ✼ ✷✾ ✷✶ ✹✷ ✶✻ ✶✶

❚❛❜❧❡ ✽✳✷✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❜♦♦st ✭✐❞ ❡st ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ 3 × 10−26 ❝♠3 s−1✮ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ P❆▼❊▲❆ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ bb̄ ♣❛✐rs ✭♣✐♥❦ ❧✐♥❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✮
✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❈❛s❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡①tr❡♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❇✴❈ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② min ❛♥❞ MAX✮✳ ❋♦r ❝❛s❡ ✷ t❤❡ ❜♦♦st ❤❛s ❜❡❡♥ r♦✉♥❞❡❞ t♦
t❤❡ ❝❧♦s❡st ❞❡❝❛❞❡✳ ❈❛s❡s ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ ♣r♦✜❧❡s ✿ ◆❋❲ ❬✸✸❪
✭✸✮✱ ▼♦♦r❡ ❬✸✷❪ ✭✹✮ ❛♥❞ ❛♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦r❡❞ ♣r♦✜❧❡ ✭✺✮ ✕ s❡❡ t❛❜❧❡ ✹✳✸✳ ❈❛s❡s ✻ ❛♥❞ ✼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✜ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠ ♥✉❝❧❡✐ s♣❡❝tr❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❬✷✸❪ ❛♥❞ ❙❤✐❦❛③❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✸✺❪✳

❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣②
✭✻✶✳✷ ●❡❱✮ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② P❆▼❊▲❆✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t s✉✛❡rs t❤❡ ❜✐❣❣❡st st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦r
❛♥❞ ✐ts s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ②❡t✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❢✉t✉r❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ♥❡✇ P❆▼❊▲❆ ❞❛t❛✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦♥❧② ✺✵✵ ❞❛②s ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
st❛rt✐♥❣ t❤❡ ✶✺t❤ ♦❢ ❏✉♥❡ ✷✵✵✻ ❜✉t t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s st✐❧❧ ✐♥ ♦r❜✐t ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❝❛rr② ♦♥ t❛❦✐♥❣ ❞❛t❛
❢♦r ❛t ❧❡❛st ❢❡✇ ♠♦r❡ ♠♦♥t❤s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ s❤♦✉❧❞
❞✐♠✐♥✐s❤ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛❜s♦❧✉t❡ ✢✉①❡s ❢♦r ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ❛♥t✐♣r♦t♦♥s ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥❡✇
❞❛t❛ ❛r❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ P❆▼❊▲❆ ❢♦r t❤❡ ❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ r❛t✐♦ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ✉s ❧✐♠✐t
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ s♦♠❡
❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s ❜✉t ♥♦ r❡s✉❧t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ②❡t✳

❚❤❡ ▼❈▼❈ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡

❚♦ ✜♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ t❤❛t r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜♦♦st ❢❛❝t♦r ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ❢r❡❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♦✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛ss✱ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛✈②
s❝❛❧❛r ♣❛rt♥❡rs Fq✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣s cqL ❛♥❞ cqR t♦ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ q✉❛r❦s q✳ ❙✐♥❝❡ b✲q✉❛r❦s
❛r❡ ❛ ❜✐t ❡❛s✐❡r t♦ t❛❣ ✭❛♥❞ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ u✱ d
❛♥❞ s q✉❛r❦s ♠✉st ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞✮✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♦♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ b q✉❛r❦s✳
❚❤❡ ♦♥❧② ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛ss mFb

♦❢ t❤❡ b ✲ ❝♦❧♦✉r❡❞ st❛t❡ Fb✱ t❤❡
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛ss mχ ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ t❤❡ b q✉❛r❦✱ ♥❛♠❡❧② cbL ❛♥❞ cbR✳ ❖✉r ♣✉r♣♦s❡ ✇❛s t♦
❡①♣❧♦r❡ t❤✐s ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❧✐♥❡❛t❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦♦st
✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② P❆▼❊▲❆✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✷❪✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢ ♠❛ss❡s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
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❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ [100, 2500] ●❡❱ ❛♥❞ [0.01, 3] r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ❧❛r❣❡r ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
✇♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❧♦ss ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈✐t②✳

❚r❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❜♦♦st Bmax ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐s tr✐❝❦②✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜✉✐❧t ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ✇❤✐❝❤
❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡s t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ♣♦✐♥ts ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ❜♦♦st ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② P❆▼❊▲❆✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
❛❧❧♦✇s t♦ r❛♣✐❞❧② ❞❡❧✐♥❡❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❝❡♥tr❡❞ ♦♥ Bmax ✇✐t❤ ✇✐❞t❤ vB = 0.1✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✳✻✳
❚❤❡ ✜rst ❢♦✉r r♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rsmχ✱ mFb

✱ cbL ❛♥❞ cbR ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜❢t❤
♦♥❡ ✐s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st ❢❛❝t♦r✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣❧♦t ♦❢ t❤✐s r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
✭❛s ✐t s❤♦✉❧❞✮ t♦ t❤❡ bb̄ ♣✐♥❦ ❧✐♥❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✳

❚❤❡ ♣❛♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ✜rst ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛ss ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛st ♣❛♥❡❧ ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞✱ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ r♦✇s st❛♥❞s ❢♦r mFb

✱ cbL ❛♥❞ cbR r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛♥❡❧ ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ✐s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦t ❜❡t✇❡❡♥ mFb

❛♥❞ mχ✳ ❚❤❡ ✜rst ✭s❡❝♦♥❞✮ ♣❧♦t ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡
❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ cbL ❛♥❞ mχ ✭ cbL ❛♥❞ mFb

✮ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ❛❧❧
t❤❡ ♣❧♦ts ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐❞ ❡st ✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛✐♥ ❤❛s ❡①♣❧♦r❡❞
❡♥♦✉❣❤ ♣♦✐♥ts s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ r❛t❤❡r ✢❛t ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❧❡
✐t ♠❛t❝❤❡s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜♦♦st✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢
❞❛r❦ ♠❛tt❡r st❛❜✐❧✐t② ✭mFb

> mχ✮ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✭mFb
,mχ✮ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞

r♦✇✳
P♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤♦✇ t❤❡ ❜♦♦st ✐s ❝❧♦s❡ t♦ Bmax✳

❚❤❡ ▼❈▼❈ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♣r✐♦r✐ ❡q✉❛❧❧② ❧✐❣❤t ❛♥❞ ❤❡❛✈② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❇✉t t❤❡ ❤❡❛✈✐❡r
t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Bmax ❛s ✐s ❝❧❡❛r ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✺ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡
✜rst ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ✜❢t❤ r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✳✻✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❤❡❛✈② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❡❛♥s
❛♥ ❡✈❡♥ ❤❡❛✈✐❡r ❝♦❧♦✉r❡❞ ♣❛rt♥❡r Fb ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ mFb

✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❜♦♦st ✐s ♦♥❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s cbL ❛♥❞ cbR✳
❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ▼❈▼❈ t♦ s❡❧❡❝t ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ♦✉r
r❡s✉❧ts s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❤❛♥❞❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❝❛♥ r❡❛❝❤ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ✭✇✐t❤ ✾✵% ❛♥❞ ✻✽% ❈▲
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ vB ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✼✱ t❤❡ tr❡♥❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st B ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❧❛r❣❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛♥❞ ♠❛ss mFb

✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✷✳✺ ❚❡❱ ❧✐♠✐t
✇❤✐❝❤ ✇❡ s❡t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦✉r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❝❤♦♦s❡s ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✭❡✳❣✳ cbL✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❡①❡♠♣❧✐ ❣r❛t✐❛ cbR✮ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ mFb

✭st✐❧❧ ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ❧✐♠✐ts✮✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ P❆▼❊▲❆ ❛♥t✐♣r♦t♦♥
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♣r❡❝❧✉❞❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r cbL ❛♥❞ cbR✳ ❖✉r ♥❛✐✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛r❦♦♣❤✐❧✐❝ ❛♥❞ ②❡t s❛t✐s❢②
t❤❡ P❆▼❊▲❆ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧♦ts ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✻ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❛t✉r❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r
❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ❜♦♦st ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❧♦ts t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ q✉❛r❦s✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ r❡❧✐❝ ❞❡♥s✐t②
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ Ωdm h2 = 0.1099 ± 0.0062 ❬✷✹❪✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧② r❡❧✐❡s ♦♥ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ q✉❛r❦s ✭✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥✈♦❦❡ t❤❡ ❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♥♦r
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❤❡❛✈② ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s✮✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡



❆ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✶✽✾

♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ✏✇r♦♥❣✑ r❡❧✐❝ ❞❡♥s✐t②✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t
❛s str❡ss❡❞ ❜② ❈❛t❡♥❛ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✻❪ s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦
❛♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❉✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ❤❡❛✈② ❝♦❧♦✉r❡❞ st❛t❡s ❛t t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ❞❡❝❛②✐♥❣ ✐♥t♦
❥❡t ✰ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇♦✉❧❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❥❡♦♣❛r❞✐s❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s❝❡♥❛r✐♦s✳

❍❡❛✈② st❛t❡s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ b q✉❛r❦s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ Fq

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ❢r♦♠ q✉❛r❦✲q✉❛r❦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r✐s❡s✳ ❲❡ ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ❢❛❝t ✐♥ bb→ FbFb ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ❛ r❡❛❧ s❝❛❧❛r ♦r✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛ ▼❛❥♦r❛♥❛
♣❛rt✐❝❧❡✮✱ bb̄ → FbF̄b ❛♥❞ qg → Fχ✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ qq → FF ❛♥❞ qg → Fχ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✉♣ ❛ ❢❡✇ ♣❜ ♦r ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ❢❜ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❧❛r❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳

❙✉❝❤ ❧❛r❣❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s s❡❡♠ r❛t❤❡r ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❣❡t r❡❛❧✐st✐❝ ❡st✐♠❛t❡s✱ ♦♥❡
❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❛rt♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ b q✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s✳
❇② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ b✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✸✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r c
q✉❛r❦s ✐s ❛❧s♦ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦♦st ❢❛❝t♦r ✐s ♥♦t s♦ ❧❛r❣❡✳ ❍❡♥❝❡ b q✉❛r❦s ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❛t ✐s t♦ ❜❡ ❛t ♠♦st ❡①♣❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ❢♦r t❤❡s❡ t②♣❡s
♦❢ Fb ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❣✐✈❡♥ P❆▼❊▲❆ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❆t ❧❛r❣❡ x ❛♥❞ Q2✱ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♥❣ ♦✉r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s
t♦ ❛ ❧❛r❣❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧❡ss t❤❛♥ t❡♥ ❡✈❡♥ts ❢♦r pp→ FbFb

✭❢♦r ❛ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ♦❢ fb−1✮ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ bb→ FbFb ♣r♦❝❡ss ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦
❜❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✭✐❞ ❡st ❢♦r ❧❛r❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✮ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ pp→ Fχ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❜✐t ❧❡ss s✉♣♣r❡ss❡❞
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ❣❧✉♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭✐t ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❛t ♠♦st t❡♥ fb✱ ❛ss✉♠✐♥❣
❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st ❢❛❝t♦r✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❣r❡❛t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥
t❤❡ ❜♦♦st ✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❡❧♣✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r s✐♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
❧❛r❣❡r mFb

✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ q✉❛r❦s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✉♥✐t②✳
❇♦t❤ ❝❛s❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛ t♦♦ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❞❡❝❛② ✭❥❡t+♠✐ss✐♥❣
❡♥❡r❣②✮ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛✈② ❝♦❧♦✉r❡❞ st❛t❡s Fb✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣✉r❡ ❤❛❞r♦♥✐❝ ✜♥❛❧
st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①♣❧♦✐t✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ q✉❛r❦s ♥♦t✇✐t❤✲
st❛♥❞✐♥❣✱ t❤❡r❡ ✐s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❤♦♣❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧♦✉r❡❞ st❛t❡s Fb t❤r♦✉❣❤ bb✱
bb̄✱bg ♣r♦❝❡ss ✐♥ pp ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ b q✉❛r❦ ♣❛rt♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉♣♣r❡ss✐♦♥
✭❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❢❡✇ ✶✵✵ ❡✈❡♥ts ❛t t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✉♥❞❡r
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ♦❢ 1fb−1✮✳ ❆❧s♦✱ s✉❝❤ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉r❡❧② ❤❛❞r♦♥✐❝
❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❜❡st ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ❝♦♥str❛✐♥
t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✭❞✐r❡❝t✮ ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ q✉❛r❦s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♦t❤❡r s✐❣♥❛t✉r❡s ♠❛② ❜❡✱
✐♥❞❡❡❞✱ ❤❡❛✈② ❝♦❧♦✉r❡❞ st❛t❡s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❣❧✉♦♥ ❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ❥❡ts ♣❧✉s ♠✐ss✐♥❣
❡♥❡r❣②✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛♥② st✉❞✐❡s ❛❞✈♦❝❛t✐♥❣ ❧❡♣t♦♣❤✐❧✐❝ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ✜t
t❤❡ P❆▼❊▲❆ ♣♦s✐tr♦♥ ❡①❝❡ss✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ P❆▼❊▲❆ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✏q✉❛r❦♣❤✐❧✐❝✑ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♠❛② ❤♦❧❞ ✇❤❡t❤❡r ❞❛r❦
♠❛tt❡r ✐s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❡①❝❡ss ♦r ♥♦t✳ ❚♦ ✜t ❜♦t❤ P❆▼❊▲❆ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ❞❛t❛
❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥ ❡①❝❡ss✱ ✐t t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡♠s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦
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❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥ ✭t❤❡ W ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✮ ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ◆♦t ♦♥❧② ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ ❤❡❛✈② q✉❛r❦s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② P❆▼❊▲❆ ❛♥t✐♣r♦t♦♥ ❞❛t❛ ❜✉t t❤❡② ♠❛② ❛❧s♦
❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ❞❛t❛ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ✈❡r② ❧❛r❣❡ Fq ♠❛ss❡s ❛♥❞ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ❤❡❛✈② q✉❛r❦ ♣❛rt♦♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❞✐♥❣✳

❚❤✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ r❡❧② ♦♥ Fq ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❣❧✉♦♥ ❣❧✉♦♥
❢✉s✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ s✉❝❤ ✏q✉❛r❦♦♣❤✐❧✐❝✑ ♠♦❞❡❧s ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ s✉✲
♣❡rs②♠♠❡tr②✱ ✉♥❧❡ss ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s
s❤♦✇s t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❧❡♣t♦♣❤✐❧✐❝ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛② ✜t t❤❡ P❆▼❊▲❆ ♣♦s✐tr♦♥ ❡①❝❡ss
❞❛t❛✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ q✉❛r❦s ♠✉st ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✲q✉❛r❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦
♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❤❡❛✈② ♠❡ss❡♥❣❡rs Fq✳

❚❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t t♦ ✜r♠❧② ❞❡❝✐❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡ ♦♣t✐✲
♠✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♦♥❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐♥❢❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✿
❡✐t❤❡r ✐t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ P❆▼❊▲❆ ♣♦s✐tr♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ r✐s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ✭♦r
❞❡❝❛②✮ str♦♥❣❧② ✐♥t♦ ❧❡♣t♦♥s✱ ♦r ♥♦ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ②❡t ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r ✉♣♣❡r
❧✐♠✐ts ♦❢ ✐ts ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❧♦♦❦✐♥❣ t♦ ♦♥❡ s♣❡❝✐❡s ♦♥❧② ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦♣❡r ♠❡t❤♦❞ t♦
s❡❛r❝❤ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s✐❣♥❛❧✱ ✐t ✐s ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧
❝❤❛♥♥❡❧s✿ ♣♦s✐tr♦♥s✱ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛♥t✐✲♣r♦t♦♥s✱ γ r❛②s ❛♥❞ r❛❞✐♦✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❜❡
s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ❚❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐s t✉♥❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜♦♦st ❢❛❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✺ ❢♦r ❛ bb̄ ♣❛✐r✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜♦♦st ✈❛❧✉❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✽✳✺ ✇❤✐❧❡ ✐ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ vB =✵✳✶✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❜♦♦st ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✈❡r② str♦♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ❚❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐s t✉♥❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜♦♦st ❢❛❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✺ ❢♦r ❛ bb̄ ♣❛✐r✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜♦♦st ✈❛❧✉❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✳ ■ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦♦st ✈❛❧✉❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡
❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❚❛❜✳ ✽✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛ss✱ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② vB t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✻ ❛♥❞ ♦♥❡ ❧♦s❡s t❤❡ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st ❛♥❞ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛ss✳ ❙✉❝❤ ✏❧❛r❣❡✑ ✈❛❧✉❡s ♦❢ vB r❡❧❛①❡s t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡♥s ✉♣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✈❛❧✉❡s ✭cbl,r ∈ [1, 3]✮ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❧❛r❣❡r mFb
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❯♥❞ ❜✐♥ s♦ ❦❧✉❣ ❛❧s ✇✐❡ ③✉✈♦r✳

●♦❡t❤❡ ✐♥ ❋❛✉st

✶✾✺



✶✾✻ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

❚❤❡ r❡❛s♦♥s t♦ ✐♥✈♦❦❡ ❛ ♥♦♥ ❜❛r②♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛r❡ s♦ ♠❛♥② t❤❛t ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ ✐t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ②❡t✱ ✐t s❡❡♠s t❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
❛♥❞ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳ ◆♦t ♦♥❧② ✐s ✐t r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❧❡♠s ❜✉t ❛❧s♦ ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♠❛♥② ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s tr②✐♥❣ t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s r❡q✉✐r❡s ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s ❛t t❤❡ ❚❡❱ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ✇✐❧❧
❛✛❡❝t t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ♠♦st ♠♦❞❡❧s✱ s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐t s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❯♥✐✈❡rs❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ♦❢ ♣❤②s✐❝s t❤❛t ❛r❡ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞
t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✈✐❝t✐♠ ♦❢ ❛ ❝♦s♠✐❝ ❝♦♥s♣✐r❛❝② ✐s t♦
❞❡t❡❝t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣♦s❡❞



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②

❆✳✶ ❉✐st❛♥❝❡s ✐♥ ❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝

■t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡✇r✐t❡ ❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✷ ✐♥ ❛ ❝♦♠♦✈✐♥❣
❢r❛♠❡✇♦r❦✿

❞s2 = −❞t2 + a2(t)


❞χ2 +





sin2(χ)

χ2

sinh2(χ)

(
❞θ2 + sin2(θ)❞φ2

)

 ❢♦r k =





1

0

−1

❆✳✶✳✶ ❆♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❛t ✭t0, χ = 0✮ ❛♥❞ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❡♠✐tt✐♥❣ ❧✐❣❤t ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ t1 ❢r♦♠ t✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ χ1 ❜✉t ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥
∆Θ =

√
∆θ2 + sin2(θ)∆φ2✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♠♦✈❡ r❛❞✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s

❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❜♦t❤ s♦✉r❝❡s ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ∆S ✐s t❤❡♥
a(t1)χ1∆Θ✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡✿

dA =
∆S

∆Θ
= a(t1)χ1. ✭❆✳✶✮

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ χ1✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✐❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❝♦♠❡s t♦ ✉s r❛❞✐❛❧❧②✱ ♦♥❡
❤❛s✿ ∣∣∣∣

❞χ
❞t

∣∣∣∣ =
1

a
,

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣♦✐♥t✿

χ =

∫ t0

t1

❞t
a(t)

=

∫ a0

a1

❞a
aȧ
. ✭❆✳✷✮

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t 1 + z = a0
a1

❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✽✱ ✐t
❜❡❝♦♠❡s✿

χ =
1

a0H0

∫ 1

1/(z+1)

❞â

â2 (Ωmâ−3 + Ωγ â−4 + ΩΛ + (1− ΩT )â−2)1/2
.

✶✾✼
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■❢ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡r✲❞♦♠✐♥❛♥t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿

❋♦r Ωm + ΩΛ = ΩT ≪ 1

χ ∼ 1

a0H0

∫ 1

1/(z+1)

❞â

â2 (Ωmâ−3 + â−2)1/2

∼ 1

a0H0

∫ 1

Ωm

❞â
â

+
1

a0H0

√
Ωm

∫ Ωm

1/(z+1)

❞â
â1/2

∼ ln(1/Ωm)

a0H0

+ 2

√
Ωm −

√
1/(z + 1)

a0H0

√
Ωm

.

❋♦r Ωm + ΩΛ = ΩT = 1

χ ∼ 1

a0H0

∫ 1

1/(z+1)

❞â

â2 (Ωmâ−3 + (1− Ωm))
1/2

∼ 1

a0H0

√
1− Ωm

∫ 1

x

❞â
â2

+
1

a0H0

√
Ωm

∫ x

1/(z+1)

❞â
â1/2

∼





1/x− 1

a0H0

√
1− Ωm

+
2
√
x− 2

√
1/(z + 1)

a0H0

√
Ωm

✐❢ x ≤ 1

2− 2
√

1/(z + 1)

a0H0

√
Ωm

✐❢ x ≥ 1

. ✭❆✳✸✮

✇❤❡r❡ x = (Ωm/(1− Ωm))
1/3 ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ â ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t st❛rts t♦ r✉❧❡

♦✈❡r t❤❡ ❞✉st✳

❋♦r Ωm + ΩΛ = ΩT ≫ 1✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ st✐❧❧ ❡①✐sts t♦❞❛②✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛✲
t✉r❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❡r❛ ❤❛s ♥♦t ❜❡❣✉♥ ②❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ r❡q✉✐r❡ Ωm ≥ Ωm + ΩΛ − 1 ✇❤✐❝❤ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ΩΛ ≤ 1✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❣❡t ❛ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦♥ χ✿

χ >
1

a0H0

∫ 1

1/(z+1)

❞â

(Ωmâ)
1/2

=
2− 2

√
1/(z + 1)

a0H0

√
Ωm

.

❆✳✶✳✷ ▲✉♠✐♥♦s✐t② ❞✐st❛♥❝❡

❚❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❞✐st❛♥❝❡ dL ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② L ❛♥❞ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ✢✉① φ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

φ =
L

4πd2L

✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ❛♥ ❡①♣❡♥❞✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❡✱
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✐s r❡❞s❤✐❢t❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r 1/(1 + z) ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡



❉✐st❛♥❝❡s ✐♥ ❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝ ✶✾✾

✜rst ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♣❤♦t♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r a0/aemitted = 1+ z✳ ❇②
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ a0χ ✐s 4πa20r

2✳ ❚❤✉s
✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t

φ =
L

4π(1 + z)2a20r
2
, ✭❆✳✹✮

s♦ t❤❛t dL = (1 + z)a0r✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ♦✉r ❝♦♠♦✈✐♥❣ r❛❞✐✉s χ ❛❣❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ♥❡❛r❜② s♦✉r❝❡s✱ ✐❞ ❡st s♦✉r❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❢r♦♠ ❡♠✐ss✐♦♥
t♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ t✐♠❡ tH = H−1

0 ✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❚❛②❧♦r
❡①♣❛♥❞ a(t)✱ s✐♠♣❧② ✉s✐♥❣ ✐ts ✜rst t✇♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✳✺ ❛♥❞ ✶✳✻✿

a(t) = a0

{
1 +

(
t− t0
tH

)
+

ä0
2a0H2

0

(
t− t0
tH

)2

+ o

(
t− t0
tH

)2
}

✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r q0 ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✺✱ ✇❡ ❣❡t✿

a(t) = a0

{
1 +

(
t− t0
tH

)
− q0

2

(
t− t0
tH

)2

+ o

(
t− t0
tH

)2
}

❛♥❞

ȧ(t) =
a0
tH

{
1− q0

(
t− t0
tH

)
+ o

(
t− t0
tH

)}
.

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✷ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t−t0
tH
∼ a

a0
− 1 ∼ −z✱ ✇❡ ❣❡t✿

χ =

∫ a0

a0
z+1

❞a

aa0H0

{
1− q0

(
t−t0
tH

)
+ o

(
t−t0
tH

)}

=
1− q0
a0H0

ln(1 + z) +
q0

a0H0

(
1− 1

1 + z

)
+ o

(
z2
)

=
z

a0H0

(
1− 1 + q0

2
z

)
+ o

(
z2
)

❇❡❝❛✉s❡✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② r = χ+O (χ3) ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❣❡t✿

r =
z

a0H0

{
1−

(
1 + q0

2

)
z

}
+ o

(
z2
)
❛♥❞

dL =
z

H0

{
1 +

(
1− q0

2

)
z

}
+ o

(
z2
)

✭❆✳✺✮

❆✳✶✳✸ ❍✉❜❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ dH ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❡♠✐tt❡r ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡
❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥✳

dH =
1

H0

√
Ωmâ−3 + Ωγ â−4 + ΩΛ + (1− ΩT )â−2

. ✭❆✳✻✮
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■❢ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿

❋♦r Ωm = ΩT ≪ 1

dH ∼
â

H0

∼ 1

H0(1 + z)
.

❋♦r Ωm = ΩT = 1

dH ∼
â3/2

H0

√
Ωm

∼ 1

H0

√
Ωm(1 + z)3/2

.

❋♦r Ωm = ΩT ≫ 1

dH ∼
1√

ΩmH0

√
â−3 − â−2

−→
z>>1

1√
ΩmH0(1 + z)3/2

.

❆✳✷ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡❧✐❝ ❞❡♥s✐t②

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ i✿

fi(~r, ~p, t) =
❞Ni

❞3r ❞3p

(2π~)3

gi

✇❤❡r❡ gi st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣✐♥ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ i✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② fi ✐s ♥♦r♠❛❧✐s❡❞
s♦ t❤❛t ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦♥❡ ❢♦r ❛ ❢❡r♠✐♦♥✳ ❇❡❢♦r❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s st✐❧❧
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❡♥❝❡ t❤❡ fi✬s ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣
t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❣✐✈❡s ✉s✿

fi(p) =
1

exp [(Ep − µi) /T ]± 1
,

✇❤❡r❡ t❤❡ + s✐❣♥ ✐s ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ − ❢♦r ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µi ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✈❡rs✉s ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ni✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ρi✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ pi ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ s♦♠❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❞❡♥s✐t② si✿

ni =
gi

(2π~)3

∫
❞3p fi(p) ✭❆✳✼✮

ρi =
gi

(2π~)3

∫
❞3p Epfi(p) ✭❆✳✽✮

pi =
gi

(2π~)3

∫
❞3p

p2

3Ep

fi(p) ✭❆✳✾✮

si =
ρi + pi − µini

T

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s✿ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ✭✇❤❡♥ T ≫ mi, µi✮ ❛♥❞
t❤❡ ♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ✭mi − µi ≫ T ✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✳✶✳



❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡❧✐❝ ❞❡♥s✐t② ✷✵✶

◗✉❛♥t✐t② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t
n(T, µ✮ g(1.2/π2)T 3 ✭×3/4 ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s✮ g(mT/2π)3/2❡(µ−m)/T

ρ(T, µ✮ g(π2/30)T 4 ✭×7/8 ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s✮ (m+ 3T/2)n
p(T, µ✮ ρ/3 Tn
s(T, µ✮ g(2π2/45)T 3 ✭×7/8 ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s✮ (m+ 5T/2− µ)n/T

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ni ✐t ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
♠✉❝❤ ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ②❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✸✮ t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞
❞❡❝♦✉♣❧❡ ✇❤❡♥ st✐❧❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦✉❧❞ ❞❡str♦② t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r
♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❢r❡❡③❡✲♦✉t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r ♦❢ ✐ts ♠❛ss✿ Tf ∼ mχ/20✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝✉r✈❛t✉r❡❧❡ss ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✺ s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥t♦✿

H2 =
8πG

3
ρ =

8πG

3
g(T )

π2

30
T 4.

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ g(T ) ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❜♦s♦♥s
♣❧✉s 7/8 t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ st✐❧❧ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤
t❤❡ ②❧❡♠ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ■t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✸ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t❤❡
❢r❡❡③❡✲♦✉t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ χ✿

nχ(Tf )
∑

i,j

〈σχχ→ijv〉 ∼
√

8πG

3
g(T )

π2

30
T 2
f .

❖♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❛t✐♦✿

nχ(Tf )

nγ(Tf )
= C

√
g(Tf )

mχ

∑
i,j 〈σχχ→ijv〉

,

✇❤❡r❡ C t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❆❢t❡r ❢r❡❡③❡✲♦✉t✱ ❜♦t❤ χ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞
♣❤♦t♦♥s ❛❞✐❛❜❛t✐❝❛❧❧② ❡①♣❛♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t② ♥✉♠❜❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦t
t♦ ❢♦r❣❡t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ②❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ χ✲❢r❡❡③❡✲♦✉t ❛♥❞
t♦❞❛②✳ ❙♦✿

nχ(a0) = C ′ nγ(a0)g0√
g(Tf )mχ

∑
i,j 〈σχχ→ijv〉

,

❛♥❞ t❤❡ r❡❧✐❝ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r Ωdm ✐s t❤❡♥ s✐♠♣❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② mχ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣
❜② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ρc ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✼✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❇✳✶ ❇❡ss❡❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❇❡ss❡❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳
❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❢♦✉♥❞ ❜② ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♦❢ ❇❡ss❡❧✬s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

x2
❞2y

❞x2
+ x

❞y
❞x

+
(
x2 − n2

)
y = 0, ✭❇✳✶✮

✇❤❡r❡ n ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
s②♠♠❡tr②✱ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✕❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞
✐♥t♦ ❛ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

Jn(x) =
(x
2

)n ∞∑

p=0

(−1)px2p
22pp!(n+ p)!

✭❇✳✷✮

❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✳ ❆s t❤❡s❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡②
❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ③❡r♦s✱ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ J0(x) ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ αi✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s
♥♦✇ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❤❛t❡✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) ✇❤✐❝❤ ❝❛♥❝❡❧s ♦✉t ❛t x = 1✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞

❝♦❡✣❝✐❡♥ts fn s✉❝❤ t❤❛t✿ f(x) =
n=∞∑

n=1

fnJ0(αnx)✳

▲❡t m ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✷✱
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦✿

d

dx

(
x−mJm(x)

)
=

d

dx

(
x−m

∞∑

p=0

(−1)px2p+m

22p+mp!(p+m)!

)

=
∞∑

p=0

(−1)p+1x2p+1

22p+m+1p!(p+m+ 1)!

= −x−mJm+1(x) ✭❇✳✸✮

s♦ ❢♦r m = 0 ♦♥❡ ❣❡ts✿ J ′
0(x) = −J1(x)✳

✷✵✸
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▲❡t ✉s ♥♦✇ t❛❦❡ a ∈ R ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡✿

1
x

❞
❞x

(
x❞Jm(ax)

❞x

)
+
(
a2 − m2

x2

)
Jm(ax)

= a2
(
J ′′
m(u) +

1
u
J ′
m(u) +

(
1− m2

u2

)
Jα(u)

)
✇❤❡r❡ u = ax

= 0 ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢Jm(u).

■❢ ♦♥❡ t❛❦❡s ♥♦✇ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✱ ♠✉❧t✐♣❧② ✐t ❜② Jm(bx) ✇❤❡r❡ b ∈ R ❛♥❞ ❛♥t✐✕
s②♠♠❡tr✐s❡s✱ ♦♥❡ ❣❡ts✿

0 =
Jm(bx)

x

❞
❞x

(
x
❞Jm(ax)

❞x

)
+

(
a2 − m2

x2

)
Jm(ax)Jm(bx)

− Jm(ax)

x

❞
❞x

(
x
❞Jm(bx)

❞x

)
−
(
b2 − m2

x2

)
Jm(ax)Jm(bx).

❍❡♥❝❡
❞
❞x

(axJm(bx)J
′
m(ax)− bxJm(ax)J ′

m(bx)) = x(b2 − a2)Jm(ax)Jm(bx),

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ u t♦ ❣❡t✿

(b2 − a2)
∫ u

0

xJm(ax)Jm(bx)❞x = u((aJm(bu)J
′
m(au)− bJm(au)J ′

m(bu)) .

▲❡t u = 1✱m = 0 ❛♥❞ a = αi ❛ ③❡r♦ ♦❢ J0(u)✳
✯■❢ b = αj 6= αi✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ③❡r♦ ♦❢ J0(u) ♦♥❡ ❣❡ts✿

∫ 1

0

xJ0(αix)J0(αjx)❞x =
1

α2
j − α2

i

(αiJ0(αj)J
′
0(αi)− αjJ0(αi)J

′
0(αj)) = 0.

✯■❢ b = αi + δ ✇✐t❤ δ → 0 t❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s✿

∫ 1

0

xJ0(αix)
2❞x =

1

2αi

lim
δ→0

1

δ
(αiJ0(αi + δ)J ′

0(αi)− (αi + δ)J0(αi)J
′
0(αi + δ))

=
1

2
lim
δ→0

1

δ

(
δJ ′

0(αi)
2
)

=
J1(αi)

2

2
✉s✐❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✸.

❍❡♥❝❡ t❤❡ J0(αi) ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ f(x) ❡①✐sts ❛♥❞
✐s ✉♥✐q✉❡ ✇✐t❤✿

f(x) =
n=∞∑

n=1

fnJ0(αnx) ✇✐t❤ fj(x) =
2

J1(αj)2

∫ 1

0

xf(x)J0 (αjx) ❞x, ✭❇✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ 2/J1(αj)
2 ✐s ❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s✳
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❇✳✷ Pr✐♠❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛②s r❡tr♦✕♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❙❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❛♥t✐✕♣r♦t♦♥s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝♦s♠✐❝ r❛② ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ α ♣❛rt✐❝❧❡s
✭❛♥❞ ❛❧s♦ ❜② ❤❡❛✈✐❡r ♥✉❝❧❡✐ ❜✉t ✐♥ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♠♦✉♥t✮✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ✐t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝✳ ❍♦✇❡✈❡r
t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ✈❛❧✐❞ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥s✮✳ ▲❡t ✉s s❡❡ ❤♦✇
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ✢✉① ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①② ✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❝❤❡♠❡✱ ✐❞ ❡st ✉s✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r✐♠❛r✐❡s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣r✐♠❛r② ✢✉① ❛t t❤❡ ❊❛rt❤
♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ❞❛t❛✳

❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ st❛❜❧❡ ♥✉❝❧❡✐✱ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
t✐♠❡ s❝❛❧❡ ✭∼ ✺✵ ♠✐❧❧✐♦♥s ②❡❛rs✮ ✐s ✈❡r② ❧♦♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ r❛t❡ ✭∼ ❛ ❢❡✇ ♣❡r ❝❡♥t✉r②✮
❛♥❞ r❛t❤❡r s❤♦rt ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ●❛❧❛❝t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✭∼ ✷✵✵ ♠✐❧❧✐♦♥s ②❡❛rs ❢♦r ♦♥❡ ●❛❧❛❝t✐❝
r♦t❛t✐♦♥✮✳

❚❤❡ ♦♥❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❢♦r ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ t❤♦s❡ ❞✉❡ t♦ ✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✺✳✷✮✳
❚❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐s q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s ❛♥❞
❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛r❡ q✉✐t❡ ❢r❡q✉❡♥t✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ♦♥❧② t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✿

Dp(r, z, E) = 2hδ(z)σcollv(E)nHΨ(r, z = 0, E) = 2hδ(z)ΓcollΨ(r, z = 0, E), ✭❇✳✺✮

✇❤❡r❡ nH ∼ 1 ❝♠−3 ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦t♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✱ ✷h ✐s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝
❛♥❞ σcoll ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝r♦ss✕s❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❛t❡ Γcoll✳
❚❤♦✉❣❤ s❡❝♦♥❞❛r② ♣r♦t♦♥s s❤♦✉❧❞ ❡①✐st✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ✉♥❞❡r✕❞♦♠✐♥❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♣r✐♠❛r② ♦♥❡s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ t❤❡r❡
✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥ts ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦♥ s♣❡❝tr❛ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✿

Qp(r, z, E) = 2hδ(z)Qtot
p (E)f(r), ✭❇✳✻✮

✇❤❡r❡ f(r) ✐s ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ s♦ t❤❛t 2π
∫ R

0
rf(r)❞r = 1✳ ❚❤❡ ❧❛st t❡r♠✱ Qtot

p (E) ✐s ❤❡♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①② ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ♣r♦t♦♥s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② E ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞E✳ ❚❤✐s
q✉❛♥t✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥♦r ❡❛s✐❧② ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❜✉t ❛❝t✉❛❧❧②✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧
❞✐s❛♣♣❡❛r ❢r♦♠ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❤❡♥❝❡✿

VC∂zΨ−K∆Ψ+ 2hδ(z)∂E
(
bionΨ−DEE∂EΨ

)
= 2hδ(z)Qtot

p (E)f(r)− 2hδ(z)ΓcollΨ, ✭❇✳✼✮

❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ st❛rts ❛s ✉s✉❛❧ ❜② ❛ ❇❡ss❡❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✿

VC∂zPi −K∂2zPi +K
α2
i

R2
Pi + 2hδ(z)

{
∂E
(
bionPi −DEE∂EPi

)
+ ΓcollPi

}
= 2hδ(z)Qtot

p (E)qi,

✭❇✳✽✮
✇❤❡r❡ Pi ❛♥❞ qi ❛r❡ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ Ψ ❛♥❞ f r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r z❃✵ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛
st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t r✐❣❤t✕❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❡❛s✐❧②✿

Pi(z 6= 0, E) = P ∗
i exp

{
Vc|z|
2K

} sinh
(√

∆
2
(L− z)

)

sinh
(√

∆
2
L
) ✭❇✳✾✮
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✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ✐s

∆ =

(
Vc
K

)2

+

(
2αi

R

)2

✭❇✳✶✵✮

❛♥❞ P ∗
i st❛♥❞s ❢♦r Pi(z = 0, E)✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ♥♦✇ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✾ ♦♥ ❛ t❤✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧❛②❡r

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝✳
∫ ǫ

−ǫ

❞z
{
VC∂zPi −K∂2zPi +K

α2
i

R2
Pi

}
+2h

{
∂E
(
bionP ∗

i −DEE∂EP
∗
i

)
+ ΓcollP ∗

i

}
= 2hQtot

p (E)qi.

✭❇✳✶✶✮
❲❤❡♥ ǫ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ Pi ❛♥❞ ∂zPi ✇✐❧❧ ✈❛♥✐s❤✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡
t❡r♠ ✐♥ ∂2zPi✳ ■♥❞❡❡❞✱ ∂zPi ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t z = 0✳ ❇② s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❝✉rr❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❛①✐s ❤❛s t♦ ❜❡ ♥✉❧❧ ❛t z = 0✿

−K∂zPi(O+, E) + VcPi(0+, E) = 0. ✭❇✳✶✷✮

❋r♦♠ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ❣❡ts t❤❛t ∂zPi(z = 0+) =
Vc

K
P ∗
i ❛♥❞

∫ ǫ

−ǫ

∂2zPi❞z = 2 (∂zPi(z = ǫ)− ∂zPi(z = 0+))

= 2


 Vc
2K

e{Vcǫ
2K }

sinh
(√

∆
2
(L− ǫ)

)

sinh
(√

∆
2
(L)
) −

√
∆

2
e{Vcǫ

2K }
cosh

(√
∆
2
(L− ǫ)

)

sinh
(√

∆L
2

) − Vc
K


P ∗

i

−→
ǫ→0

−
(
Vc
K

+
√
∆coth

(√
∆L

2

))
P ∗
i . ✭❇✳✶✸✮

❋♦r ❝❧❛r✐t②✱ ❧❡t Ai ❜❡ Vc + 2hΓcoll +K
√
∆coth

(√
∆L
2

)
s♦ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤✿

AiP
∗
i + 2h∂E

(
bionP ∗

i −DEE∂EP
∗
i

)
= 2hQtot

p (E)qi. ✭❇✳✶✹✮

■❢ ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣r♦t♦♥s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s
❛♥❞ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ♦♥❧② ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r ❛♥t✐♣r♦t♦♥s
✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♣r♦t♦♥s ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✷✵✕✸✵ ●❡❱✳ ❚❤❡♥ ✇❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❤❛✈❡✿

P ∗
i =

2hqi
Ai

Qtot
p (E) ✭❇✳✶✺✮

■❢ ✇❡ ❢♦r❣❡t ❛❜♦✉t Qtot
p (E)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦t♦♥ ❞❡♥s✐t②

Ψ0
p(r, z, E) =

∞∑

i=1

J0

(αir

R

) 2hqi
Ai

exp

{
Vc|z|
2K

} sinh
(√

∆
2
(L− z)

)

sinh
(√

∆
2
L
) ✭❇✳✶✻✮

❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❞❡♥s✐t② Ψexp
p (E)✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞

Qtot
p (E) = Ψexp

p (E)/Ψ0
p(r = R⊙, z = 0, E) ✭❇✳✶✼✮

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ✢✉① ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ■❢ ♦♥❡ r❡❛❧❧② ✇✐s❤❡s
t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t r❡✕❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳



❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✷✵✼

❇✳✸ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥

❇✳✸✳✶ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛s❡

■ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✺✳✹
❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤❛❧♦✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛
❧✐tt❧❡ tr✐❝❦ ❛❧❧♦✇s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss t❡r♠ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✳ ❚❤❡♥
✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❢t❡r t❤❡ ✉s✉❛❧ ❇❡ss❡❧
❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✹✳

❋♦r t❤❡ r❡❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❤♦✇♥✿ DEE = KEEǫ

2−δ✳

τe
2h





√
∆K0ǫ

δ

tanh
(√

∆L
2

) + VC



P ∗

i − ∂ǫ
{
τebloss(ǫ)P

∗
i + τeKEEǫ

2−δ∂ǫP
∗
i

}
= τeqi (ǫ) . ✭❇✳✶✽✮

❚♦ ❧✐❣❤t❡♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡t✿

A(ǫ) =
τeǫ

2h





√
∆K0ǫ

δ

tanh
(√

∆L
2

) + VC





q̃i = τeǫqi (ǫ)

b = KEEτe

x = ln(ǫ)

❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✽✮ r❡st❛t❡s ❛s✿

A(x)P ∗
i − ∂x

{
τebloss(ǫ)P

∗
i + bǫ1−δ∂xP

∗
i

}
= q̃i . ✭❇✳✶✾✮

❚♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ ♦✛✕❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ u(ǫ) = f(ǫ)P ∗
i ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦✿

A(x)

f(x)
u− ∂x

{
β(x) u+ γ(x)∂x

u

f(x)

}
= q̃i . ✭❇✳✷✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥

α(x) =
A(x)

f(x)
,

β(x) = τe
bloss(ǫ)

f(x)
❡t

γ(x) = bǫ1−δ.

❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✐♥s❡rt ❛ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ n ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ j ❢♦r ❡♥❡r❣② x✳

un+1
j − unj
∆t

+ αj

un+1
j + unj

2
− 1

2

{
Jn+1
j+1/2 − Jn+1

j−1/2

∆x
+
Jn
j+1/2 − Jn

j−1/2

∆x

}
= q̃ij , ✭❇✳✷✶✮
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✇❤❡r❡ J ✐s t❤❡ ❝✉rr❛♥t ✿

Jn
j+1/2 =

βju
n
j + βj+1u

n
j+1

2
+
γj + γj+1

2

unj+1 − unj
∆x

.

❊q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✷✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐❝✐❛❧ ❢♦r♠✿

[I+∆tM ] un+1 = [I−∆tM ] un +∆tf q̃i , ✭❇✳✷✷✮

✇✐t❤ M tr✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞✿




b0 c0 0 · · · · · ·
a1 b1 c1 0 · · ·
0

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0
· · · 0 aJ−1 bJ−1 cJ−1

· · · · · · 0 aJ bJ



✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✈❡❝t♦rs a✱ b

❛♥❞ c ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

bj =
αj

2
+

1

4∆x

{
2γj + γj−1 + γj+1

fj∆x

}
, ✭❇✳✷✸✮

aj = −
1

4∆x

{
−βj−1 +

γj−1 + γj
fj−1∆x

}
❡t ✭❇✳✷✹✮

cj = −
1

4∆x

{
βj+1 +

γj + γj+1

fj+1∆x

}
. ✭❇✳✷✺✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♠❛❧❧ ♦♥❡ ♥❡❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s γ ❛♥❞ β t♦ ❜❡ s♠❛❧❧✳
■t s❡❡♠s t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥ f = ǫ + ǫα ❛❧❧♦✇s ❛ r❛t❤❡r ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜✉t ■ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❧❛✐♠ ✐t ✐s
t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❋✐rst ❛♥❞ ❧❛st ❧✐♥❡s
▼❛tr✐① M ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✐ts ❡①tr❡♠✐t✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❛t ❝❛r❡✳ ❆t ✈❡r②
❧♦✇ ❛♥❞ ❛t ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡✕❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ■❢ ♦♥❡
s✉♣♣♦s❡s J ′

1 =
J2
2∆x

❛♥❞ J ′
J−1 = −JJ−2

2∆x
♦♥❡ ❣❡ts✿

b0 =
α1

2
+

γ2
4f2∆x2

c0 = −
1

2

(
β2
4∆x

+
γ2

2f2∆x2

)
❛♥❞ ✭❇✳✷✻✮

aJ = −1

2

(
βJ−2

4∆x
+

γJ−2

2fJ−2∆x2

)
bJ =

αJ−1

2
− γJ−2

4fJ−2∆x2
. ✭❇✳✷✼✮

❊✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❈r❛♥❝❦✕◆✐❝❤♦❧s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♠❛tr✐①
[I+∆tM ] ✐s ❡❛s② t♦ ✐♥✈❡rs❡ ❛s ✐t ✐s ❛❧♠♦st ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❲✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ∆t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥✈❡r❣❡s q✉✐t❡ r❛♣✐❞❧②✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺
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❇✳✸✳✷ ❚❤❡ ♣r♦t♦♥ ❝❛s❡

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r♦t♦♥s✱ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Qtot
p (E) ✐s ✉♥✲

❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✼✱ r❡✐♥❥❡❝t ✐t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✹✱ s♦❧✈❡
✐t t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❈r❛♥❝❦✕◆✐❝❤♦❧s♦♥ s❝❤❡♠❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ❛❞❥✉st
Qtot

p (E) t❤r♦✉❣❤✿
Qtot

p new(E) =
(
Ψexp

p (E)/Ψnew
p (E)

)
Qtot

p old(E) ✭❇✳✷✽✮

❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐t
♠❛② s♦✉♥❞ t❡❞✐♦✉s✱ ❛ ❝♦rr❡❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥❧②✳

❇✳✹ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❧♦❝❛❧ ❜✉❜❜❧❡

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧♦❝❛❧ ✈♦✐❞ ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❜✉❜❜❧❡ ♦❢ ✶✵✵ ♣❝ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❙✉♥ ❢♦r s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❛s
✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✻✳✶✳✶✳✸✮✱ ♦r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❛
r❡❣✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❦♣❝ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣♦✐♥t✕❧✐❦❡ s♦✉r❝❡s ✐♥st❡❛❞ ✭❛s ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✻✳✷✳✶✳✷✮✳ ❆♥ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ s♦✉r❝❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❙♦❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❧❡❛r❧② ❜r❡❛❦s t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❇❡ss❡❧
❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ ●r❡❡♥ ♠❡t❤♦❞ ♦♥❧②✳ ❆s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢
✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✱ t❤❡ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ G̃(~x⊙, t̃ ⇐ ~xS, t̃S) ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✳ ◆❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
s♦✉r❝❡ ♣r❡s❡♥t ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡ ✭♣❛r❛❣r❛♣❤ ✺✳✸✳✶✳✷✮✱ ♥♦r ✐❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡
●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❦ ♦♥❧② ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✺✳✸✳✷✮✳ ❙♦ t❤❡ ❤❛❧♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ĩ(λ) st✐❧❧ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

Ĩ(λ) =

∫

D
S(~xS)G̃(~x⊙, ǫ⇐ ~xS, ǫS)❞3~xS. ✭❇✳✷✾✮

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r D = (❉✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡) ∩ (❙♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥)✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ t❤✐♥❦
♦❢ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✮
❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈♦✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡✈❡❛❧s t♦ ❜❡
❡①tr❡♠❡❧② ❝♦st❧②✱ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ s♠❛❧❧ ✭∼ 100 ♣❝✮✱ s♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇♦✉❧❞
r❡q✉✐r❡ ♠❛♥② ✈❡r② s❤♦rt st❡♣s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ✇❛② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈♦✐❞ ✐s t♦ ❧✐♠✐t
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❛③✐♠✉t❛❧ ❛♥❣❧❡ θ t♦ [θmin; 2π − θmin] ✐♥st❡❛❞ ♦❢ [0; 2π]✳ ❙♦ t❤❛t✿

Ĩ(λ) =

∫ R

0

2

∫ zmax

0

(∫ 2π−θmin

θmin

S(rS, zS, θS)G̃(r⊙, z⊙=0, θ⊙=0, ǫ⇐ rS, zS, θs, ǫS)❞θS

)
❞zSrS❞rS.

❆♥❞ zmax ✐s ❡✐t❤❡r h t❤❡ ❤❛❧❢ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝ ♦r L t❤❡ ❤❛❧❢✲t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
③♦♥❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♦✉r❝❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝ ♦♥❧② ♦r ♥♦t✳ ■ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇
❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ s♦✉r❝❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐s❝ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ✉♥❞❡r❞❡♥s✐t②✱
❜✉t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞ θmin ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ rS ❛♥❞ zS ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞✳ ■❢
t❤❡ ✈♦✐❞ ✐s ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s rb✱ t❤❡♥ s✐♠♣❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✿

r2S = d2 + a2

r2b = d2 + (R⊙ − a)2,
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✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❇✳✶✱ ♦♥❡ ❣❡ts✿

cos (θmin) =
r2S +R2

⊙ − r2b
2R⊙rS

. ✭❇✳✸✵✮

❙♦ θmin ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ rS ♦♥❧②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦✐❞✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡s❝❛❧❡ t❤❡ s✐③❡

♦❢ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ zS✱ ✐❞ ❡st t♦ r❡♣❧❛❝❡ rb ❜②
√
r2b − z2S✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ♦r ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡
♦t❤❡rs ✈♦✐❞s ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①② ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣♦♦❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s✳

O Ro

θmin

rb

rS

d

a
O Ro

θmin

rb

rS

d

a

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈♦✐❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❙♦❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ♥♦t r❡s♣❡❝t❡❞
♦♥ ♣✉r♣♦s❡ t♦ ❡♥s✉r❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳

❇✳✺ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡

●r❡❡♥ ♠❡t❤♦❞

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ●r❡❡♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❣❡t ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s✳

❲❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♥❡❛r❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t♦r ♣❧❛♥✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤
t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♣❧❛♥ ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛s ✐❢ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❛♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♦♥❡✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛♥s✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s❡r✐❡s ♦❢



❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ✷✶✶

t❤❡✐r ✐♠❛❣❡s✳ ❆s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣♦❡s ❧✐❦❡ 1
r
t❤❡ s✉♠ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s q✉✐t❡ ❢❛st ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇

✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤✐s ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ tr✉❡ ❢♦r ♦✉r ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❣♦ ❧✐❦❡ exp(−r2)✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥❞✉❝t♦r✱ ❧✐❦❡

t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❜♦✉♥❞ ♦❢ ♦✉r ●❛❧❛①②✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t♦r ♣❧❛♥✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞
t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥❧②✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ q ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ S✱ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢
❝❡♥tr❡ O ❛♥❞ r❛❞✐✉s R✳ ❇② r❡❛s♦♥s ♦❢ s②♠♠❡tr②✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♦♥ t❤❡ ❛①✐s
❧✐❦✐♥❣ S t♦ O✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❇✳✷✱ ■ ❝❛❧❧ rS t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❝❤❛r❣❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡
♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ rS✱ ❛♥❞ rIm t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I t♦ O✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♦♥❡✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧ ✐t q′✳ ■ ✇❛♥t
t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ rIm ❛♥❞ q′ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❜❡ ③❡r♦ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts P
❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳

I 0

R

S

P

r2

r1
d

rSrIm e

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✿ ❆♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ q ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ S✳ ❲❤❡r❡ ❤❛s t♦ st❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛r❣❡ q′ s♦ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♥✉❧❧ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts P ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s R❄

■❢ ■ ❝❛❧❧ r1 ❛♥❞ r2 t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ ❜♦t❤ ❝❤❛r❣❡s ✭r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐s✿

q

r1
= − q

′

r2
♦r

r2
r1

= −q
′

q
. ✭❇✳✸✶✮

■s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ I s♦ t❤❛t r2
r1

✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ P❄ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡
P ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ I ❛♥❞ S✳ ■❢ P ✐s ❜❡t✇❡❡♥ S ❛♥❞ I✱ t❤❡♥✿

r2
r1

=
rIm −R
R− rS

.
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❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ S ✐s ❜❡t✇❡❡♥ I ❛♥❞ P ✱ t❤❡♥✿

r2
r1

=
rIm +R

R + rS
.

❚❤❡s❡ t✇♦ r❛t✐♦s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿

(rIm−R)(R+rS) = (R−rS)(rIm+R)⇐⇒ rIm(R+rS−R+rS) = R(R−rS+R+rS) ✭❇✳✸✷✮

s♦ rIm = R2

rS
✳ ❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦s✱ ♦♥❡ ❣❡ts

r2
r1

=
R

rS
.

❲❡ ♥❡❡❞ ♥♦✇ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ P ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❯s✐♥❣ P②t❤❛❣♦r❡✬s
t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ r✐❣❤t✕tr✐❛♥❣❧❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❇✳✷✱ ♦♥❡ ❣❡ts✿

R2 = (e+ rS)
2 + d2 ✭❇✳✸✸✮

r21 = e2 + d2

r22 = (rIm − e− rS)2 + d2

❲❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ ✐s t❤❛t r2
r1

= R
rS

♦r✿

(rIm − e− rS)2 + d2 =

(
R

rS

)2

(e2 + d2)⇐⇒ r2Im − 2rIm(e+ rS) +R2 =
R2

r2S
(R2 − 2erS − r2S)

✇❤❡r❡ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s✱ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✸✸ t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ d✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t♦ rIm✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡
■ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ■ ❣❡t✿

R4

r2S
+ 2

(
R2

rS

)
(e+ rS) +R2 =

R4

r2S
− 2eR2

rS
−R2, ✭❇✳✸✹✮

✇❤✐❝❤✱ ❛❢t❡r ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s✱ r❡✈❡❛❧s t♦ ❜❡ tr✉❡✳ ❙♦ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❛t✐s✜❡s
rIm = R2

rS
t❤❡♥ r2

r1
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ P ✳ ❙♦✱ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✸✶✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♣✉tt✐♥❣ ❛

❝❤❛r❣❡ q′ = −q R
rS

❛t I ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t♦r ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ ❛t ❧❡❛st t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ ✐t✳

❍♦✇ ❞♦❡s t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡ ❢♦r t❤❡ ●r❡❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t♦r❄ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞❧② tr❛♥s♣♦s❡❞ ❜✉t ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡❄ ❲❤❡♥ ✇❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤
♦♣♣♦s✐t❡ ❜✉t ❡q✉❛❧ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛r❣❡s✱ ❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s✱ ✐t ✇❛s tr✐✈✐❛❧ ✇❡ ❤❛❞
t♦ s✉❜tr❛❝t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠✐st❛❦❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡ ❜② q′

q
♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❣❡t ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ✐♥ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts✳ ❙♦ t❤❡ ♦♥❧② ♣❛rt ♦♥❡

❝❛♥ ♠♦❞✐❢② ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❆t ✜①❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✱ ❧✐❦❡✇✐s❡✱ ❛t ✜①❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ❣❡ts ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ λ ❣❡ts ❧❛r❣❡r✳ ❙♦
❛❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ λ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✭t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✮ ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡✳ ❙♦ ♦✉r ♣r♦♣❛❣❛t♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡✿

G̃r
2D(~r⊙, t̃⇐ ~rS, t̃S) =

θ (λ)

π λ2

(
exp

{
−(~r⊙ − ~rs)2

λ2

}
− exp

{
−
(
R

rS

)2
(~r⊙ − ~rim)2

λ2

})
, ✭❇✳✸✺✮
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■♥ ❢❛❝t ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ λ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤♦✉❣❤t ❛s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
❝❤❛r❣❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r rS = R✳
❲❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❛❝❡✱ ♦♥❡ ✐♥❞❡❡❞ ❣❡ts ✵ ✭♦♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡✮
❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❇❡ss❡❧✲❋♦✉rr✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♦♥❡
❛❝t✉❛❧❧② ❣❡ts t❤❡ s❛♠❡✳

❇✳✻ ❆❞✐❛❜❛t✐❝ ❧♦ss❡s

▲❡t ✉s tr② ❤❡r❡ t♦ ❥✉st✐❢② ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✶ ❛♥❞ ✺✳✶✵✳ ▲❡t n ❜❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ♣❤❛s❡
s♣❛❝❡ ✭t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✮✱ ✐♥ ❛ ✢♦✇ ♦❢ s♣❡❡❞ u✳ ■♥
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s♦✉r❝❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s✿

0 = ~∇ · ~j ,

✇❤❡r❡ ❝✉rr❡♥t ~j ✐s n~u✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✭❋❡r♠✐ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✮✱
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♥❡✈❡r ❝❤❛♥❣❡s✱ ✐t ✐s ♦♥❧② t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ ~u t❤❛t ✈❛r✐❡s✳ ❙♦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
~u = u~ex✱ ✇❤❡r❡ ~ex ✐s ❛ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦① x✳ Pr♦❥❡❝t✐♥❣ t❤ ❡♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥
♦✈❡r x ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ✐t ❜② nu✱ ♦♥❡ ❣❡ts✿

1

n

∂n

∂x
= −1

u

∂u

∂x
.

■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s✉❜s❡t ♦❢ N ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✜❧❧ ✉♣ ❛ ✈♦❧✉♠❡ V = N/n✱ ♦♥❡ ❣❡ts✿

1

V

∂V

∂x
=

1

u

∂u

∂x
.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ♦✉r s✉❜s❡t✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ♣❤❛s❡
s♣❛❝❡ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✱ ✐❞ ❡st ✿

p3 V = ❝♦♥st❛♥t, ✭❇✳✸✻✮

s♦
1

V

∂V

∂x
=

1

u

∂u

∂x
= −3

p

∂p

∂x
.

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ u ❛♥❞ x✱ ✇❡ ❤❛✈❡ u ∂
∂x

= ∂
∂t
✱ s♦

∂p

∂t
= −p

3

∂u

∂x
,

❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡❞✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❈

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❈✳✶ ❚❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡

❋♦r s♦♠❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ❢r♦♠ ◆❛✈❛r♦✱
❋r❡♥❝❦ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ♦r ▼♦♦r❡✬s ♣r♦✜❧❡ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✻✮✱ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ✐♥✜♥✐t❡
❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ P❤②s✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ✐♥✈♦❦✐♥❣ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✱
❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ r❛❞✐✉s ✐♥s✐❞❡ ✇❤✐❝❤✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♥♦t
✐♥✜♥✐t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s s❛t✉r❛t✐♦♥ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭♦❢ ♦r❞❡r ✶ ♣❛rs❡❝✮✱ ♠✉❝❤
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✐♥ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♥♦♥✕♣❤②s✐❝❛❧
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ρ(r)
❢♦r ❛ r❛❞✐✉s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✭rcutoff ❂ ✶✵✵ ♦r ✺✵✵ ♣❝✮ ❜② ❛♥♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ∗(r) t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢
✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤
❢✉♥❝t✐♦♥ ρ ❛t rcutoff ✳ ❈♦♥t✐♥✉✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t tr② t♦ ✜t r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❜✉t r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❖♥❡ ❝❛♥
❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✿

ρ∗(r) = ρ (rcutoff )

√
1 + a1s✐♥❝

(
π

r

rcutoff

)
+ a2s✐♥❝

(
2π

r

rcutoff

)
, ✭❈✳✶✮

✇❤❡r❡

a2 = 8γ
π2 − 9 + 6γ

9(3− 2γ)
❛♥❞

a1 = a2 + 2γ.

γ ✐s ✶✳✺ ❢♦r ▼♦♦r❡✬s ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ✶✳✸ ❢♦r ◆❋❲✳
✷✶✺
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❈✳✷ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦ ■ ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s
✵✳✸ ●❡❱✳❝♠−3✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♦♥❧② ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡❧❧ s♣r❡❛❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s ❡❛s✐❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♠♦♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜✉t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❤✐❞❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡
✐s st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥✳

■♥ ✶✾✼✺✱ ❙❝❤♠✐❞t ❬✶✵❪✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✕✈❡❧♦❝✐t② st❛rs✱ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡
❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ st❛rs ✐s✿

ρ⊙⋆ = 1.7× 10−4 ▼⊙.♣❝−3 = 6.5× 10−3 ●❡❱✳❝♠−3.

❙✐① ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ❈❛❧❞✇❡❧❧ ✫ ❖str✐❦❡r ❬✸❪✱ ✉s✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♦✉r ●❛❧❛①②✱ ❢♦✉♥❞
t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s✿

ρ⊙ = 6× 10−3 ▼⊙.♣❝−3 = 0.23 ●❡❱✳❝♠−3,

♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t st❛rs ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ♥♦t t❤❡ ♠❛✐♥ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❡✈❡♥ ❛t t❤❡ ❙♦❧❛r ❧♦❝❛t✐♦♥✳
▲❛t❡r ✇♦r❦ ♦❢ ❇❛❤❝❛❧❧ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶❪ ❣❛✈❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢

ρ⊙ = 0.009 ▼⊙.♣❝−3 = 0.34 ●❡❱✳❝♠−3

❢♦r ❛ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① ♠❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❢♦✉r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ❱❛✉❝♦✉❧❡✉r
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ ✕ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✹✮✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠✐❝r♦❧❡♥s✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ s✉❜tr❛❝t
▼❆❈❍❖s ✭✐❞ ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛r❦ ❜❛r②♦♥✐❝ ♦❜❥❡❝ts✮✱ ●❛t❡s ❡t ❛❧✐✐ ❬✺❪ ❢♦✉♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢

ρ⊙ = 9.2+3.8
−3.1 × 10−25 ❣.❝♠−3 = 0.50+0.21

−0.17 ●❡❱✳❝♠
−3,

❚❤❡ r❡✈✐❡✇ ❢r♦♠ ❏✉♥❣♠❛♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✻❪✱ ♥✐❝❡❧② ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s✱ ♦♥ t♦♣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
❝♦♠✐♥❣ ❢♦r♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❙✉♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝
❝❡♥tr❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ❉✳✸✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❊①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞
r❛♥❣❡s ❢♦r t❤❡s❡ ✐♥♣✉ts✱ ❇❡r❣strö♠ ❡t ❛❧✐✐ ❬✷❪ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ r❛♥❣❡ ❢♦r ρ⊙ ✐s ✵✳✷✕
✵✳✽ ●❡❱✳❝♠−3✳ ▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✱ ❲✐❞r♦✇ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✸❪ s❤♦✇❡❞
t❤❛t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛①✐s②♠♠❡tr② ❢♦r t❤❡ ❤❛❧♦✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s✿

ρ⊙ = 0.0080± 0.0014▼⊙.♣❝−3 = 0.30± 0.05 ●❡❱✳❝♠−3.

❱❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ ❈❛t❡♥❛ ✫ ❯❧❧✐♦ ❬✹❪✱ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡❝❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈
❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✱ ❢❛✈♦✉r❡❞ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✿

ρ⊙ = 0.395± 0.027 ●❡❱✳❝♠−3 ❢♦r ❛♥ ❊✐♥❛st♦ ♣r♦✜❧❡
ρ⊙ = 0.389± 0.025 ●❡❱✳❝♠−3 ❢♦r ❛ ◆❋❲ ♣r♦✜❧❡✳

❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✹ ❢♦r ❛ r❡♠✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤
t❤♦s❡ ♦❢ ❙tr✐❣❛r✐ ✫ ❚r♦tt❛ ❬✶✶❪ ✇❤♦ ❝❧❛✐♠

ρ⊙ = 0.32± 0.07 ●❡❱✳❝♠−3.



❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✷✶✼

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥♦t❤❡r r❡❝❡♥t r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❲❡❜❡r ✫ ❞❡ ❇♦❡r ❬✶✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡
❜♦t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s ❛♥❞ ❝❧❛✐♠s ❧❛r❣❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇✐t❤✿

ρ⊙ = 0.3± 0.1 ●❡❱✳❝♠−3.

❊✈❡♥ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❝❡♥tr✐❢✉❣❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❙❛❧✉❝❝✐ ❡t ❛❧✐✐ ❬✾❪ ❢♦✉♥❞

ρ⊙ = 0.43± 0.11± 0.10 ●❡❱✳❝♠−3

✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜✉t ♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r
✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❙✉♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s r❛❞✐✉s ❛♥t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ st❡❧❧❛r
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐s❝✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✐❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❣❡t ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ s♦
✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②✳

❚❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛♥ ✐ss✉❡ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
tr❛♥s❧❛t❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❢♦r ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❝❛②✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢♦r ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦
t❤❡ sq✉❛r❡ ❢♦r ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❈✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛r❦

♠❛tt❡r

■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛r❣✉❡❞ ❜② P❡r❡❧st❡✐♥ ✫ ❙❤❛❦②❛ ❬✼❪✱ t❤❛t ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ♥✉❧❧ ❞❡♥s✐t② ❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦
✐s s✉♣♣♦s❡❞ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡✱ s♦ ❛♥ ♥♦♥✕♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦s♠✐❝✕r❛②s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❆s ✐t ✐s✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
♠♦❞❡❧ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t K0✿

K0(z) =





K0, ✐❢ |z| ≤ L;
1
2
(K1 +K0) +

1
4
(K1 −K0)

[
3 cos

(
|z|−L

d
π
)
− cos3

(
|z|−L

d
π
)]
, ✐❢ L < |z| ≤ L+ d;

K1, ✐❢ L+ d < |z| ≤ D.

❆♥❞ ♥♦✇ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉① ✐s ♣✉t t♦ ③❡r♦ ❛t |z| = D ✐♥st❡❛❞ ♦❢ L✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❝❛❧❡ d
✐s t❛❦❡♥ ✈❡r② s❤♦rt ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ L ❛♥❞ D✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ K1 ✐s t❛❦❡♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✭∼✷✳✵✵✵ K0✮
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ L ❛♥❞ D✳ ❚❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡
✭✐❞ ❡st ✇❤❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② L ✐s ♥❡❛r✿ ✶ ❦♣❝✮✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✴♣♦s✐tr♦♥ ✢✉① ✐s
❛t ♠♦st ✶✼✪✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
r❡❛❝❤ ✷✹✪ ✐♥ s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡✳

❍♦✇❡✈❡r t❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❞r♦♣ ✈❡r② ❢❛st ❛s L ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❘❡❝❡♥t st✉❞② ❜② P✉t③❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✽❪
s❡❡♠s t♦ ❢❛✈♦✉r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ L s♦ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ ❜✉t ♦♥❡ s❤♦✉❧❞
❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❜♦r♦♥ t♦ ❝❛r❜♦♥ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❜② ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ✢✉① t♦ ✈❛♥✐s❤ ❛t
|z| = L✳ ❙♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤✐s st✉❞② ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤
❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② P❡r❡❧st❡✐♥ ✫ ❙❤❛❦②❛ ❬✼❪ ✐s ♥♦t ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❆❝t✉❛❧❧② ❧✐tt❧❡
❡✛❡❝t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♥ s❡❝♦♥❞❛r② t♦ ♣r✐♠❛r② r❛t✐♦s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝
❞✐s❝ ❤♦✇❡✈❡r ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ❛❝t✉❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ L✳ ❍❡♥❝❡
❛ ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤ st✉❞② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❜♦t❤ ❢♦r
s❡❝♦♥❞❛r② t♦ ♣r✐♠❛r② r❛t✐♦s ❛♥❞ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
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❬✶❪ ❇❛❤❝❛❧❧✱ ❏✳ ◆✳✱ ❙♦♥❡✐r❛✱ ❘✳ ▼✳✱ ✫ ❙❝❤♠✐❞t✱ ▼✳ ✶✾✽✸✱ ❆♣❏✱ ✷✻✺✱ ✼✸✵ ✷✶✻

❬✷❪ ❇❡r❣strö♠✱ ▲✳✱ ❯❧❧✐♦✱ P✳✱ ✫ ❇✉❝❦❧❡②✱ ❏✳ ❍✳ ✶✾✾✽✱ ❆str♦♣❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s✱ ✾✱ ✶✸✼ ✷✶✻

❬✸❪ ❈❛❧❞✇❡❧❧✱ ❏✳ ❆✳ ❘✳ ✫ ❖str✐❦❡r✱ ❏✳ P✳ ✶✾✽✶✱ ❆♣❏✱ ✷✺✶✱ ✻✶ ✷✶✻

❬✹❪ ❈❛t❡♥❛✱ ❘✳ ✫ ❯❧❧✐♦✱ P✳ ✷✵✵✾✱ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts ✵✾✵✼✳✵✵✶✽ ✷✶✻
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❆♣♣❡♥❞✐① ❉

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②

❉✳✶ ●❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❉❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♥ ❡❛s② t❛s❦✳ ■♥❞❡❡❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❣❛s ✐s ❞❛r❦
❛♥❞ ❡s❝❛♣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡t❡❝t s♦♠❡ tr❛❝❡rs ❛♥❞
t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ tr❛❝❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❣❛s ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❉✳✶✳✶ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

▼♦st ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❣❛s ✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐❤②❞r♦❣❡♥ ❍2✳ ❚❤✐s ❣❛s ❤❛s ♥♦t ❛
s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❤❛s ♥♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ✐s
✉s✉❛❧❧② ✈❡r② ❝♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s t❤♦✉❣❤t t❤❛t ✐♥ ♠♦st ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦✉❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤
❍2 ✐s✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ s♦♠❡ ❝❛r❜♦♥ ♠♦♥♦①✐❞❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✈❡r② ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✭♦①②❣❡♥
❡❧❡❝tr♦♥❡❣❛t✐✈✐t② ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥✮ ✐t ❤❛s ♠❛♥② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r♦t❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s 1→0 ✇❤✐❝❤
❡♠✐ts ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✶✶✺ ●❍③✳ ▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❈❖1→0 ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❉❛♠❡
❡t ❛❧✐✐ ❬✸❪✱ P♦❤❧ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✹❪ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❈❖ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛♣ ❜② ❞❡❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡
❡♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②✳ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t
♦❢ t❤❡ ✶✶✺ ●❍③ ❧✐♥❡ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❙✉♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t♦
✜♥❞ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ P♦❤❧ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✹❪
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ❢✉❧❧ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❡❧♣s r❡❞✉❝✐♥❣ ❛rt❡❢❛❝ts✱ ❜✉t ❤♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡
✏✜♥❣❡r ♦❢ ●♦❞✑ ❡✛❡❝ts r❡♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❈❖ ♠❛♣s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡❛ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ✇❤❛t t❤❡②
❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣♦t ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ❉✳✶✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ❈❖ ✐s ♥♦t ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❙♦ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤✐s ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❤②❞r♦❣❡♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥st❡❛❞✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✜r♠ ❛s✲
s✉r❛♥❝❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ tr✉st t❤❛t t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢ ❜♦t❤ s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡r❡❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❳✕❢❛❝t♦r ✭♦r ❳❈❖ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❢❡rs t♦ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✶✶✺ ●❍③ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❍2 ❝♦❧✉♠♥ ❞❡♥s✐t②✮✳ ■ts ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s
✶✳✽ ± ✵✳✸ × ✶✵20 ❝♠−2❑−1❦♠−1s ✭s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸❪✮✱ ❜✉t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ✈❛r② ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠
t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ♦❧❞✱ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝✐t②
✐s q✉✐t❡ ❤✐❣❤✳ ❙♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝t♦r ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐s t❤❡ ●❛❧❛①② ❝♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ❛♥

❛❤tt♣✿✴✴❝❤❡r❡♥❦♦✈✳♣❤②s✐❝s✳✐❛st❛t❡✳❡❞✉✴❣❛s✴
✷✶✾

http://cherenkov.physics.iastate.edu/gas/


✷✷✵ ❆PP❊◆❉■❳ ❉✳ ❉❊❙❈❘■P❚■❖◆ ❖❋ ❚❍❊ ▼■▲❑❨ ❲❆❨

 0

 1

 2

 3

 4

 5

Galactic CO

−15 −10 −5  0  5  10  15

x [kpc]

−15

−10

−5

 0

 5

 10

 15

y
 [

k
p
c]

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✿ ❈❛r❜♦♥ ♠♦♥♦①✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ▲❡❢t✿ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♣❧❛♥✳ ❘✐❣❤t✿ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
♦✈❡r ❧✐♥❡s✲♦❢✲s✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤ ♣♦s✐t✐♦♥✳

♦✈❡r✕❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❍2 q✉❛♥t✐t② ✐s t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡ ❛♥❞ t♦ ❛♥ ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥t✐✲
❝❡♥tr❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢❛❝t ❜✉t ✐ts q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ✐ss✉❡✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❙tr♦♥❣
❡t ❛❧✐✐ ❬✶✺❪✳

❉✳✶✳✷ ❆t♦♠✐❝ ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❆t♦♠✐❝ ❤②❞r♦❣❡♥ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡✱ ✐t ❤❛s ❛♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ❛t ✶✳✹ ●❍③ ✭♦r ✷✶ ❝♠✮ ✇❤✐❝❤
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❤②♣❡r✜♥❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ✶s ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳
❚❤✐s ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ✐♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r ❡✈❡♥ ✐♥ s❡❧❢✕❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤ ❢❡✇ r❡❝❡♥t
❞❛t❛ ❡①✐st ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
❡①tr❛✕❣❛❧❛❝t✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✷❪✮✳

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❢♦r t❤❡ ❈❖✱ P♦❤❧ ❛♥❞ ❊♥❣❧♠❛✐❡r ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ ❍■ ♠❛♣ ✇❤✐❝❤ ✐s
♥♦t ♣✉❜❧✐❝ ②❡t ❜✉t ❤❛s ❜❡❡♥ ❦✐♥❞❧② ❣✐✈❡♥ t♦ ♠❡ ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ❣❛♠♠❛ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ■ts ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❉✳✷✳

❆t♦♠✐❝ ❣❛s ✐s ❧❡ss ❛❜✉♥❞❛♥t t❤❛♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❛s ❜✉t ♣♦♣✉❧❛t❡s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❧❛t✐t✉❞❡s s♦ ✐s
♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛✉s❡ ❡♠✐ss✐♦♥✳

❉✳✶✳✸ ■♦♥✐s❡❞ ❣❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

■♦♥✐s❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡♠✐t ♥♦r ❛❜s♦r❜ ❧✐❣❤t✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜②
❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❉✳✷ ♣r♦❞✉❝❡ ❋❛r❛❞❛② r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs❡s
♣✉❧s❛r ❧✐❣❤t✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱❈♦r❞❡s ✫ ▲❛③✐♦ ❬✷❪ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ❛ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❍■■ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ❚❤❡ ❋♦rtr❛♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ✇❡❜s✐t❡ ❜✳

❜❤tt♣✿✴✴t✐♥②✉r❧✳❝♦♠✴✸✷t✾❢❦✷

http://tinyurl.com/32t9fk2
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❋✐❣✉r❡ ❉✳✸✿ ■♦♥✐s❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ▲❡❢t✿ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♣❧❛♥✳ ❘✐❣❤t✿ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r
❧✐♥❡s✲♦❢✲s✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈♦✐❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❙✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧❛❝❦
♦❢ ❞❛t❛ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ r❡❛❧ ❢❡❛t✉r❡✳

❉✳✶✳✹ ❚❤✐♥ ❞✐s❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✱ ❢♦r ♣r♦t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥✴♣♦s✐tr♦♥
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ t❤✐♥ ❞✐s❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ▼❛✉r✐♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶✶❪✱ ■ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❛s ✇❛s ♦♥❧② ✐♥
❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ✷h ❂ ✷✵✵ ♣❝ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♦♥❡ ❛t♦♠ ♣❡r ❝♠3 ✭✵✳✾ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞
✵✳✶ ❤❡❧✐✉♠✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✮✳ ■s t❤✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡❄

❚❛❜❧❡ ❉✳✶✱ ♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ ❣❛s ❞❡♥s✐t②✳ ■t ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✉s❡❞
✐s ✐♥❝♦rr❡❝t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛①② ♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ●❛❧❛①②✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤❡
❙✉♥ ✈✐❝✐♥✐t② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ■♥❞❡❡❞ t❤♦✉❣❤ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜rst ✶✵✵ ♣❝ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞
❜❡♥❡❛t❤ ✉s✱ t❤❡ ♠❛tt❡r ✐s ❞❡♥s❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ■ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐t ✐s ❢❛r ❢r♦♠
♥✉❧❧ ❢✉rt❤❡r✳ ❆❝t✉❛❧❧② ■ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ h = 200 ♣❝ ❛♥❞ nH ❂ ✵✳✹✹ ❛t♦♠✳❝♠−3✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡
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❈❖ ❍■ ❍■■ ❛❧❧
✻✳✹✻ ✵✳✸✽ ✽✳✷ ×10−2 ✻✳✾✷

|z| ≤ 0.1 ❦♣❝ ✵✳✷✸ ✵✳✸✹ ✹✳✼ ×10−2 ✵✳✻✷
✵✳✶✼ ✵✳✶✶ ✷✳✺ ×10−2 ✵✳✸✵
✹✳✶ ✵✳✷✽ ✻✳✽ ×10−2 ✹✳✹✺

|z| ≤ 0.2 ❦♣❝ ✵✳✶✹ ✵✳✷✼ ✹✳✻ ×10−2 ✵✳✹✹
✵✳✶✵ ✵✳✵✾ ✷✳✹ ×10−2 ✵✳✷✶

❚❛❜❧❡ ❉✳✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❣❛s ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛♣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡✐r s✉♠✳ ❊✐t❤❡r ✐♥ ❛ ❧❛②❡r
♦❢ ✶✵✵ ♣❝ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♣❧❛♥ ♦r ✷✵✵ ♣❝✳ ❋♦r ❡❛❝❤✱ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ✶ ❦♣❝ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ✶ ❦♣❝
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❙✉♥✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ●❛❧❛①② ✭r ≤ 20 ❦♣❝✮✳ ❆❧❧ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛t♦♠ ♣❡r ❝♠3✳

r❡❧❡✈❛♥t q✉❛♥t✐t② t♦ ✉s ✐s 2hnH ✱ s♦ ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦ ❧❛r❣❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t❤❡r❡✳ ■ ❤❛✈❡
❛❧s♦ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞r♦♣s ✈❡r② ❢❛st ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r ✷✵✵ ♣❝ ≤ |z| ≤ ✸✵✵ ♣❝ t♦ ❧❡ss t❤❛♥
✵✳✶ ❛t♦♠✳❝♠−3✳

❉✳✷ ❚❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

❆s ✈❡r② ♥✐❝❡❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❜② ❏❛✛❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✻❪✱ ❚❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✜❡❧❞ t❤❛t ✈❛r✐❡s ♦♥ ✈❡r②
❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s♣✐r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛①② ❛♥❞ t❤❡ st❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞
♦♥❡✱ t❤❛t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ ❜✉t ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛ s✐❣♥ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ✈❛r② ♦♥ s❤♦rt❡r s❝❛❧❡s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ r❛♥❞♦♠✴t❛♥❣❧❡❞✴t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ✐♥ t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♥ ✈❡r② s❤♦rt s❝❛❧❡✳

❱❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st t♦ s✐③❡ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥
❡♠✐ss✐♦♥ ❛s ❞♦♥❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❏❛♥ss♦♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✼❪✳ ▲✐❦❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
❝♦s♠✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ❡♠✐t s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❧✐❣❤t✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ tr❛♥s✲
✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ♣♦❧❛r✐s❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐t ❢r♦♠ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s
s✉❝❤ ❛s t❤❡r♠❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤ q✉✐t❡ ✉s❡❢✉❧✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦s♠✐❝
r❛② ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛♥ ✐ss✉❡ ❛s ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛✛❡❝t ❝♦s♠✐❝ r❛② ❡❧❡❝tr♦♥
✢✉①❡s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❙♦ ✉s✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥
t❤❛t r❡❧② ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✐s q✉✐t❡ ❛ ❞❛♥❣❡r♦✉s
❣❛♠❡ t♦ ♣❧❛② ❛♥❞ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❡rr♦♥❡♦✉s r❡s✉❧ts❄

❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ❋❛r❛❞❛② r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳ ❋r❡❡
❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐s❡❞ ❣❛s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♠❛❣♥❡t✐s❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✿

νp =

√
e2Ne

4π2ǫ0me

= 8.98N1/2
e ❍③✱



❚❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✷✷✸

✇❤❡r❡ Ne ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❡r ❝✉❜✐❝ ♠❡tr❡✱ ❛♥❞ ❛ ❝②❝❧♦tr♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭♦r ❣②r♦❢r❡✲
q✉❡♥❝②✮✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✽✿

νc =
eB

2πme

= 2.8B ❍③, ✭❉✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♠✐❝r♦●❛✉ss✳ ❇♦t❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥
t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♠❡❞✐✉♠✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❜② s♣✐r❛❧ ♣❛t❤s ❛❜♦✉t t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❙♦ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❝r♦ss❡s t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ r✐❣❤t ❤❛♥❞❡❞ ❛♥❞ ❧❡❢t ❤❛♥❞❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s
♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❞ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐s❡❞ ✜❡❧❞ ❝r♦ss❡s t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤✐s r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ ✇❤✐❝❤ ✐s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❜♦♦❦
♦❢ ▲♦♥❣❛✐r ❬✽❪ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦♦❢✮✿

θ =
π

cν2

∫ l

0

ν2pνc‖❞l = 8.12× 103λ2
∫ l

0

NeB‖❞l, ✭❉✳✷✮

✇❤❡r❡ ν ❛♥❞ λ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ B‖
✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② θ/λ2 ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡
r♦t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ✭❘▼✮✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❜✉t r❡q✉✐r❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❇❡❝❦ ❡t ❛❧✐✐ ❬✶❪✱ ✐❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs✳ ❆♥ ❛❧♠♦st ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s
❤♦✇❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ♣✉❧s❛rs✳ P✉❧s❛r ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❧② ♣♦❧❛r✐s❡❞ s♦ r♦t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡
❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡❛s✐❧②✱ ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ♣✉❧s❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ❛ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

vgr = c

√
1−

(νp
ν

)2
.

❆t t②♣✐❝❛❧ r❛❞✐♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭ν ≫ νp✮✱ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛♥ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ Ta ❡q✉❛❧
t♦✿

Ta =

∫ l

0

❞l
vgr

= 4.15× 109
1

ν2

∫ l

0

Ne❞l. ✭❉✳✸✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✐❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣✉❧s❛r✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s
❦♥♦✇ ❞✐st❛♥❝❡ ❛r❡ ♦♥ ♥❡❛r❜② ❧✐♥❡s✲♦❢✲s✐❣❤t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡✳

❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ q✉✐t❡ ❡❛s② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐♥❣s ❣❡t ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞
❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s✳ ❙✐③✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡q✉✐r❡s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ❧♦✇ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ str♦♥❣ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❜❡ ♦❢ ❛
str♦♥❣ r❛♥❞♦♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✮✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻❪✳ ❚❤✐s
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ t❛❜❧❡ ❉✳✷✳

■♥ ❢❛❝t ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❛❧s♦ ❡①✐st ✭❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ✷✶✲❝♠ ❧✐♥❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♣♦❧❛r✐s❡❞ ❞✉st
❡♠✐ss✐♦♥✮ ❜✉t ♣r❡s❡♥t ❡✐t❤❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♦r ♠♦❞❡❧ ❜✐❛s✳ ❯s✐♥❣ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ t❛❜❧❡ ❉✳✷✱ ❏❛✛❡ ❡t ❛❧✐✐ ❬✻❪ ✇❤❡r❡ ❛❜❧❡
t♦ ❣✐✈❡ ❛ ✷✕❉ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♣❧❛♥✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s t❤❡②



✷✷✹ ❆PP❊◆❉■❳ ❉✳ ❉❊❙❈❘■P❚■❖◆ ❖❋ ❚❍❊ ▼■▲❑❨ ❲❆❨

▼❡t❤♦❞s ❋❛r❛❞❛② r♦t❛t✐♦♥ ✭❋❘✮ σ❋❘ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣♦❧❛r✐s❡❞ σP■
✐♥t❡♥s✐t②✭■✮ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✭P■✮

❈♦❤❡r❡♥t ‖ ∅ ⊥ ⊥ ∅

❖r❞❡r❡❞ ∅ ‖ ⊥ ⊥ ∅

❘❛♥❞♦♠ ∅ ✶ ✶ ∅ ✶

❚❛❜❧❡ ❉✳✷✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ∅ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t s✉✐t❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✶ ♠❡❛♥s ✐t ✐s✱ ‖ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞
♣r♦❜❡s ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t✱ ⊥ ♠❡❛♥s
t❤❛t ✐t ♣r♦❜❡s ♦♥❧② t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t

✳

❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❈♦❤❡r❡♥t✿ ❈❀ ❖r❞❡r❡❞✿ ❖❀ ❘❛♥❞♦♠✿ ❘✮ ❛r❡✿

〈BC〉 = 1− 3µ●√
〈B2

O〉 = 0.0− 3.3µ●
√
〈B2

R〉 = 2.1− 4.2µ●

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ s✉♠ ♦❢ 〈B〉 = 2.3−6.1 µ●✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝
♣❧❛♥ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❡② ❣✐✈❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❉✳✹✳ ▼❛♥② ✇♦r❦s ✭s❡❡ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❏❛♥ss♦♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✼❪ ✇❤♦ ❛❧s♦ r❡✈✐❡✇ ♦t❤❡r ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✮ s✉❣❣❡st ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♣❧❛♥ z r❛t❤❡r ❛❜r✉♣t ✇✐t❤ ❛
t②♣✐❝❛❧ s❝❛❧❡ ♦❢ ♦r❞❡r ✶ ❦♣❝✳ ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ③♦♥❡✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✽✼
µ● ≤ 〈B〉 ≤ ✷✳✷✾ µ●✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ ✶ µ● s❡t ❜② ▼❛♦
❡t ❛❧✐✐ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳

❉✳✸ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ t♦ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝

❝❡♥tr❡

❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ t♦ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝
❝❡♥tr❡ R⊙✳

❯s✐♥❣ ♣r♦♣❡r ♠♦t✐♦♥ ♦❢ st❛rs ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡ r❡❣✐♦♥✱ ●❤❡③ ❡t ❛❧✐✐ ❬✹❪ ❢♦✉♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡
♦❢ R⊙ = 8.4 ± 0.4 ❦♣❝✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ●✐❧❧❡ss❡♥ ❡t ❛❧✐✐ ❬✺❪ ❣❛✈❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡
r❡s✉❧t ♦❢ R⊙ = 8.33± 0.35 ❦♣❝✳

▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ r❡❝❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣❛r❛❧❧❛①✱ ♣r♦♣❡r ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t ✈❡❧♦❝✐t②
♦❢ ✶✽ ♠❛s❡rs✱ ▼❝▼✐❧❧❛♥ ✫ ❇✐♥♥❡② ❬✶✸❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡✱ t❤❡② ❤❡♥❝❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t R⊙ r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✻✳✼ ± ✵✳✺ ❦♣❝ ❛♥❞
✽✳✾ ± ✵✳✾ ❦♣❝✳

❯s✐♥❣ t❤❡ r❡❞❞❡♥✐♥❣ ♦❢ ❘❘ ▲②r❛❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❛rs ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❜✉❧❣❡✱ ▼❛❥❛❡ss ❬✾❪ ❡st✐♠❛t❡❞
R⊙ t♦ ❜❡ ✽✳✶ ± ✵✳✻ ❦♣❝✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ♣♦♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❧✐❣❤t



❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ t♦ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝❡♥tr❡ ✷✷✺
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❋✐❣✉r❡ ❉✳✹✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❏❛✛❡
❡t ❛❧✐✐ ❬✻❪

❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ st❛r ❛♥❞ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝
❝❡♥t❡r✳

■t ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r st✐❧❧ s✉✛❡rs s✉❝❤ ❧❛r❣❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❍♦✇ ❞♦❡s t❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❝♦s♠✐❝ r❛② ✢✉①❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②❄

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t R⊙ ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ♣❧❛② ✐♥ ♠❛♥② st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦✱ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ γ r❛②s✱
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❆❜str❛❝t ✿ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ✐♥
t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣②✱
❛str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐ts ❞❡t❡❝t✐♦♥ st✐❧❧ ❡❧✉❞❡s ✉s ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢②
t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜② ♦t❤❡r ♠❡❛♥s t❤❛♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❞❡t❡❝t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ✐ts
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦r ❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts ❛♠♦♥❣ ●❛❧❛❝t✐❝ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ②❡❛rs✱ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞
❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❢r♦♠ ✉s t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t♦
q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡rr♦rs✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞
♣♦s✐tr♦♥ ✢✉①❡s✱ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r②✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦r ❢r♦♠ ❡①♦t✐❝ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡st ❝❛r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❤❛❧♦✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❛ st✉❞② ♦❢ γ ❛♥❞ r❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡s❡ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇✐❧❧ ♦❢ s✐③✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦r ❞❡❝❛② ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❘és✉♠é ✿ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡t ♣♦s✐tr♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛
❱♦✐❡ ▲❛❝té❡ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ s♦♠❜r❡✳
▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ s♦♠❜r❡ ❞❛♥s ❧✬❯♥✐✈❡rs ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡✱
❞❡ ❧✬❛str♦♣❤②s✐q✉❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ P♦✉rt❛♥t s❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s é❝❤❛♣♣❡ ❡♥❝♦r❡ ❡t
✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛✉tr❡♠❡♥t q✉❡ ♣❛r ❞❡s ♠♦②❡♥s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ s♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ s❡s
♣r♦♣r✐étés✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ s♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ s❛ ❞és✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s r❛②♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s
●❛❧❛❝t✐q✉❡s✳
❉✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✢✉① ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❞❡ ♣♦s✐tr♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s s❡ s♦♥t
❛❝❝✉♠✉❧é❡s ❡t ♦♥t ❛tt❡✐♥t ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡①✐❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❛✣♥❡
❧❡s ♠♦❞è❧❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ q✉❛♥t✐✜❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬❡✛♦r❝❡ ❞♦♥❝ ❞❡ r❡❝❡♥s❡r ❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ ✢✉①
❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❞❡ ♣♦s✐tr♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s✱ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ♣r✐♠❛✐r❡s ♦✉ s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✱ ❝❧❛ss✐q✉❡s ♦✉ ❡①♦t✐q✉❡s✳ ▲❛ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛ été ♣♦rté❡ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❤❛❧♦ ●❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s
é♠✐ss✐♦♥s γ ❡t r❛❞✐♦ ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s r❛②♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s ❡st ♣rés❡♥té❡✱ t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ♠❡s✉r❡r
❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ét❛t ❞❡s ❧✐❡✉① ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞és✐♥té❣r❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ s♦♠❜r❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡st ♣rés❡♥té✳

❘✐❛ss✉♥t♦ ✿ ◗✉❡st❛ t❡s✐ è ❞❡❞✐❝❛t❛ ❛❧❧♦ st✉❞✐♦ ❞❡❧❧❛ ♣r♦♣❛❣❛③✐♦♥❡ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡ttr♦♥✐ ❡ ♣♦s✐tr♦♥✐ ❝♦s♠✐❝✐ ♥❡❧❧❛
❱✐❛ ▲❛tt❡❛ ❡ ❛❧❧❛ r✐✈❡❧❛③✐♦♥❡ ✐♥❞✐r❡tt❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛t❡r✐❛ ♦s❝✉r❛✳
▲✬❡s✐st❡♥③❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛t❡r✐❛ ♦s❝✉r❛ ♥❡❧❧✬❯♥✐✈❡rs♦ è ✉♥✬✐♣♦t❡s✐ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✐❛ ❞❛❧ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛ ❞❡❧❧❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❛ ❡
❞❡❧❧✬❛str♦✜s✐❝❛✱ s✐❛ ❞❡❧❧❛ ✜s✐❝❛ ❞❡❧❧❡ ♣❛rt✐❝❡❧❧❡✳ ❚✉tt❛✈✐❛ ❧❛ r✐✈❡❧❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛t❡r✐❛ ♦s❝✉r❛ ❛♥❝♦r❛ ❝✐ s❢✉❣❣❡✱ s❡
♥♦♥ ❛ttr❛✈❡rs♦ ✐ s✉♦✐ ❡✛❡tt✐ ❣r❛✈✐t❛③✐♦♥❛❧✐✳ ❯♥ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ♠❡t♦❞♦ ♣❡r r✐❧❡✈❛r❡ ❧❛ ♠❛t❡r✐❛ ♦s❝✉r❛ ❡ ❞✐ ❝❛♣✐r♥❡ ❧❡
s✉❡ ♣r♦♣r✐❡tá✱ è ❞✐ ❝❡r❝❛r❡ ✐ ♣r♦❞♦tt✐ ❞❡❧❧❛ s✉❛ ❛♥♥✐❝❤✐❧❛③✐♦♥❡ ♦ ❞❡❝❛❞✐♠❡♥t♦ ♥❡✐ r❛❣❣✐ ❝♦s♠✐❝✐ ❣❛❧❛tt✐❝✐✳
◆❡❧ ❝♦rs♦ ❞❡❣❧✐ ✉❧t✐♠✐ tr❡ ❛♥♥✐✱ s♦♥♦ st❛t✐ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐ ♠♦❧t✐ ♥✉♦✈✐ ❞❛t✐ s✉✐ ✢✉ss✐ ❞✐ ❡❧❡ttr♦♥✐ ❡ ♣♦s✐tr♦♥✐ ❝♦s♠✐❝✐ ❡
❧❡ ♥✉♦✈❡ ♠✐s✉r❡ ❤❛♥♥♦ ❝♦♠✐♥❝✐❛t♦ ❛ ♠♦str❛r❡ ❞❡tt❛❣❧✐ ✐♠♣♦rt❛♥t✐✳ ▲❡ ♥✉♦✈❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✐ s♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐ r✐❝❤✐❡❞♦♥♦
✉♥ ♠✐❣❧✐♦r❛♠❡♥t♦ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ t❡♦r✐❝✐ ❡ ❧❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❧♦r♦ ✐♥❝❡rt❡③③❡✳
◗✉❡st❛ t❡s✐ ♠✐r❛ ♣❡rt❛♥t♦ ❛❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛r❡ ❡ q✉❛♥t✐✜❝❛r❡ t✉tt❡ ❧❡ ❢♦♥t✐ ❞✐ ✐♥❝❡rt❡③③❛ ♥❡❧❧❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✐ ❞❡❧ ✢✉ss♦
❞✐ ❡❧❡ttr♦♥✐ ❡ ♣♦s✐tr♦♥✐ ❝♦s♠✐❝✐✱ s✐❛ ♣r✐♠❛r✐ ❝❤❡ s❡❝♦♥❞❛r✐✱ st❛♥❞❛r❞ ♦ ❡s♦t✐❝✐✳ ▼♦❧t❛ ❛tt❡♥③✐♦♥❡ è st❛t❛ r✐✈♦❧t❛
❛❧❧❡ s♦r❣❡♥t✐ ❡ ❛❧❧❛ ♣r♦♣❛❣❛③✐♦♥❡ ♥❡❧❧✬❛❧♦♥❡ ❣❛❧❛tt✐❝♦✳ ■♥♦❧tr❡✱ ✈✐❡♥❡ ♣r❡s❡♥t❛t♦ ❛♥❝❤❡ ✉♥♦ st✉❞✐♦ ❞❡❧❧❡ ❡♠✐ss✐♦♥✐
❣❛♠♠❛ ❡ r❛❞✐♦✱ s❡♠♣r❡ ♥❡❧❧✬♦tt✐❝❛ ❞✐ st✉❞✐❛r♥❡ ❧❡ ✐♥❝❡rt❡③③❡ t❡♦r✐❝❤❡✳ ■♥✜♥❡✱ ✈✐❡♥❡ ❞✐s❝✉ss❛ ✉♥❛ ♣❛♥♦r❛♠✐❝❛ s✉❧❧❡
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