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Introduction

L’un des théorémes fondamentaux a 'origine des systémes dynamiques et de la
théorie ergodique est le Théoréme de Récurrence de Poincaré. Ce théoréme nous dit
que l'orbite de presque tout point reviendra aussi prés que 'on veut de son point de
départ. De méme, pour un systéme ergodique, ’orbite de presque tout point visitera
tous les ensembles de mesure strictement positive. Malheureusement, ce théoréme
ne nous donne aucune indication sur le temps nécessaire & un point pour revenir
dans un voisinage de son état initial (le temps de retour) ou sur le temps nécessaire
4 un point pour visiter un autre ensemble (le temps d’entrée). Un raffinement de
ce théoréme fut donné par Ka¢ [62] qui prouva que pour un systéme dynamique
ergodique, dans un ensemble de mesure positive, la moyenne des temps de retour
dans cet ensemble est égale a 'inverse de la mesure de l’ensemble. Par la suite,
de nombreux travaux (dont nous donnerons un apergu par la suite) ont étudié les
propriétés des temps de retour (e.g. [26, 76, 18, 5, 30, 32, 40, 61, 79]) et des temps
d’entrée (e.g. [58, 51, 49, 52, 67]).

Néanmoins, le célebre paradoxe de Zermelo nous montre que le Théoréme de
Récurrence de Poincaré peut avoir des implications n’ayant aucun sens physique.
En effet, imaginons une boite fermée, séparée en deux par une cloison et telle que
I'un des cotés de la boite soit rempli de gaz. Lorsque 1’on enléve la cloison, le gaz va
se répandre dans toute la boite. D’apreés le théoréme de récurrence de Poincaré, le
systéme doit revenir aussi proche que 'on veut de son état initial, le gaz doit donc
revenir d'un coté de la boite. En faisant I’expérience personne ne verra jamais toutes
les molécules revenir d'un coté de la boite au méme moment (le temps nécessaire
étant en fait supérieur a la durée de vie de la galaxie). Cependant, si I’on se focalise
sur un petit nombre de ces molécules (subissant toujours l'action d’un grand nombre
de molécules), on pourra observer le retour de ce petit nombre de molécules d’un
cOté de la boite aprés un temps raisonnable.

De méme, lorsqu’on étudie un systéme dynamique de grande dimension, il est
possible que 'on ne connaisse qu’une partie ou que certaines quantités du systéme.
Cela peut étre di a la difficulté d’étudier un systéme dynamique de grande dimension
mais aussi au manque d’intérét d’'une description trop détaillée. Dans cette thése,
nous nous intéresserons donc aux observations de systémes dynamiques.

Récemment, Ott et York ont proposé un formalisme platonique des systémes
dynamiques [77]. La réalité, le systéme dynamique (X, T, i), est seulement connue a
travers une mesure ou une observation du systéme, c’est-a-dire une fonction définie
sur X et (typiquement) & valeurs dans un espace de dimension plus petite. Le résultat
de Boshernitzan [26] sur la récurrence de Poincaré entre dans ce cadre : soient
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(X, T, 1) un systéme dynamique et une observation f de X dans un espace métrique
(Y, d). Alors dés que la mesure de Hausdorff a-dimensionnelle est o-finie sur Y on a

lim inf n'/%d (f(z), f(T"z)) < co pour p-presque tout . (0.1)
Le but de cette thése est de prouver un raffinement de (0.1) et une généralisation

de [18, 88| pour les taux de récurrence pour les observations et d’ensuite étudier la
récurrence dans le cadre des flots.

Quelques résultats sur la récurrence de Poincaré

Comme nous l'avons vu précédemment, le Théoréme de Récurrence de Poincaré
ne nous donne que des informations de nature qualitative. Deux questions essentielles
se posent donc : quel est le temps nécessaire & un point pour revenir dans un voisinage
de son état initial et avec quelle fréquence le point va-t-il visiter cet ensemble ?

La réponse a cette deuxiéme question est donnée par le Théoréme Ergodique de
Birkhoff [25]. Ainsi, pour un systéme dynamique ergodique (X, A, T, i), le temps de
séjour moyen de l'orbite d’'un point x € X dans un ensemble A € A est égal a la
mesure de A pour p-presque tout z, i.e.

. card{1 <k <n:Tkzx e A}
hrf - —

1(A).

De méme, par le Théoréme de Birkhoff, en notant TXL) (x) le n-iéme temps de retour

de x dans A, on a pour p-presque tout z € A

-
lim -4 = . 2
n—too pu(A) 02

Comme nous 'avons vu précédemment, pour la premiére question, une réponse
partielle fut donnée par Ka¢ qui prouva que la moyenne des temps de retour dans
un ensemble est égale a 'inverse de la mesure de 1’ensemble.

On peut aussi se demander avec quel taux 'orbite d’un point va revenir dans
un voisinage de plus en plus petit de son point de départ. Ainsi Ornstein et Weiss
[76] ont prouvé que pour un systéme dynamique ergodique (X, 7T, u) , si £ est une
partition de X alors pour presque tout point le temps nécessaire pour revenir dans
I'élément de la partition dynamique &, contenant x est de ordre de e™, ou h est
I'entropie du systéme relativement a la partition £ (on pourra aussi voir [46] pour
une restriction aux temps ot les itérés de x visitent un ensemble fixé et par exemple
[94] pour des retours dans des boules de Bowen).

Au méme moment, Boshernitzan [26] prouvait la formule (0.1).

Par la suite, Barreira et Saussol [18] ont prouvé que pour p-presque tout point
r € X, le temps de retour de x dans une boule de centre x et de rayon r, Tp() (%),
ne croit pas plus vite que r~%® quand r tend vers 0, ou d,(x) est la dimension locale
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de la mesure p au point x. Pour les systémes mélangeant rapidement d’entropie non
nulle, Saussol [88] montra qu’en fait p-presque partout
TB(z,r) (T) ~ (@), (0.3)

On notera que cela avait été prouvé dans le cas d’applications de l'intervalle mo-
notones par morceaux [90]. Les mémes résultats ont été obtenus pour les temps
d’entrée par Galatolo [50, 51].

Dans d’autres travaux, la distribution des temps de retour et des temps d’entrée
a ¢té étudice (e.g. les études de Coelho [37] et de Abadi et Galves [2| mais aussi
I'un des premiers travaux sur cette question par Collet, Galves et Schmitt [40]). On
définit la distribution des temps d’entrée normalisés par

Fi(t) = p ({x Xl ﬁ})

et la distribution des temps de retour normalisés par

Fret(e) = <{x € A:Ta(z) > ﬁ}) .

Ces travaux étudient donc la convergence en loi des temps d’entrée et de retour
normalisés lorsque p(A) — 0 pour des ensembles A appartenant a des classes d’en-
sembles particuliéres (par exemple des cylindres d’une partition). Haydn, Lacroix et
Vaienti [58] ont montré que la limite (lorsque p(A) — 0) de la distribution des temps
de retour existe si et seulement si la limite de la distribution des temps d’entrées
existe. De plus, les temps de retour sont exponentiellement distribués si et seulement
si les temps d’entrées sont exponentiellement distribués. Une telle distribution a été
prouvée pour diverses classes de systémes dynamiques (pour des ensembles A bien
choisis) : les difféeomorphismes vérifiant I’axiome A [60], des chaines de Markov [81],
certaines applications rationnelles [57], les applications uniformément dilatantes de
'intervalle [38]. Pour les systémes non uniformément hyperboliques, Hirata, Saussol
et Vaienti [61] ont montré une distribution exponentielle des temps de retour dans
les cylindres sous certaines hypothéses (voir aussi Collet [39] pour des applications
de l'intervalle avec points critiques et Bruin et Vaienti [31] pour des applications
unimodales). De plus, Bruin, Saussol, Troubetzkoy et Vaienti [30] ont démontré que
la distribution des temps de retour d’une application est égale & la distribution des
temps de retour de 'application de premier retour. On notera aussi que si I'on ne
regarde la convergence que le long de sous-suites, alors on peut obtenir une conver-
gence vers n’importe quelle loi [67]. Freitas, Freitas et Todd [49] ont aussi relié¢ la
distribution des temps d’entrée a la théorie des valeurs extrémes.

Dans [4], Afraimovich a introduit le temps de retour d’un sous-ensemble A C X,
noté 7(A), qui est défini comme le plus petit temps de retour des points de A, i.e.
T(A) = infica Ta(x). Saussol, Troubetzkoy et Vaienti [90] ont démontré que si &
est une partition finie ou dénombrable telle que I'entropie du systéme par rapport
a & soit strictement positive alors 7(&,(x)), le temps de retour de 1'élément de la
partition dynamique &,(z), croit plus vite que n pour p-presque tout x € X (on

3
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pourra aussi voir [5]). Pour certains systémes dynamiques d’entropie non nulle, ils
ont aussi démontré [91] que pour presque tout z, le temps de retour de la boule
A . —1/A A : -1/ ~ 1 1 1
B(z,r) croit plus vite que 7~/ et ne croit pas plus vite que r~/*, ou X = AF Ay
i.e. la différence entre I'inverse du plus grand exposant de Lyapunov et 'inverse du

plus petit exposant de Lyapunov, et ot + = L — L ie. la différence entre 'inverse

)\ )\u >\S Y

du plus petit exposant de Lyapunov positif et Iinverse du plus grand exposant de
Lyapunov négatif. Pour les temps de retour de sous-ensembles, certains systémes
faiblement 1-mélangeant vérifient un principe des grandes déviations [3, 59].

Au vu de 'équation (0.2), on peut se demander comment fluctue le n-iéme temps
de retour autour de ﬁ, c’est-a-dire essayer de montrer un principe des grandes
déviations pour les temps de retour. Pour les difféomorphismes vérifiant I’axiome A
et lorsque i est un état d’équilibre d’un potentiel Holder, sous certaines conditions
sur 'ensemble A, Chazottes et Leplaideur [32] puis Leplaideur et Saussol [70] ont

donc prouvé 'existence d’une fonction ®4 tel que pour tout u > —=

w(A)’
(n)
1 T
lim =1 A > =
s g ({721} o0

1
et pour tout 0 < u < A

lim L1 m = D 4(u)
Jim —log p LS =D 4(u).

Pour la récurrence de Poincaré en temps continu, Barreira et Saussol [18] ont
montré que pour un flot suspendu au dessus d’un difféomorphisme d’Anosov et tel
que la mesure soit un état d’équilibre d’'un potentiel Holder, le temps de retour de
v-presque tout point y dans B(y,r) se comporte comme pdimp vt (des résultats
similaires ont été prouvés pour les temps d’entrée des flots de type Lorenz par
Galatolo et Pacifico [52]). Récemment, Péne et Saussol ont étudié le flot billiard [79]
dans le plan avec des obstacles périodiques, ils ont montré que, presque partout, le
temps de retour pour le flot d’'un point (p, v) dans la boule B((p, v), r) est exponentiel
en %2 et que le temps de retour de la position d’un point dans B(p, ), i.e. le temps de

retour de la projection du flot sur le billiard, est exponentiel en % presque partout.

Présentation synthétique des travaux réalisés

Dans ce travail, nous utilisons des éléments de théorie ergodique, de probabili-
tés, de géométrie et aussi de théorie géométrique de la mesure. Tout d’abord nous
rappelons des notions générales de systémes dynamiques et de théorie ergodique, et
en particulier nous nous attardons sur les théorémes de récurrence quantitatifs.

Ensuite, dans le Chapitre 2 nous rappelons des notions de théorie de la dimen-
sion et dans un résultat original nous étudions 'existence de la dimension locale de
la mesure image lorsque la mesure est absolument continue par rapport a la me-
sure de Lebesgue. Nous prouvons que si f : RM — R est une fonction C* et si

4
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v est une mesure absolument continue sur RM, d; ,(f(z)) existe et appartient a
{0,1,...,min{M, N}} p-presque partout. Plus précisément, dy,,(f(x)) = rangd,f
pour p-presque tout z € RM.

Dans le Chapitre 3, en suivant les idées expliquées dans la premiére partie de
I'introduction, pour un systéme dynamique (X, .4, T, 1) nous étudions la récurrence
de Poincaré pour les observations. L’observation du systéme dynamique est faite a
travers une observation mesurable, c’est-a-dire une fonction mesurable f : X — RV,
Nous nous intéressons au temps nécessaire a l'observation de 'orbite d'un point
pour revenir prés de l'observation de ce point. C’est la raison pour laquelle nous
introduisons le temps de retour pour l'observation

f (2) = inf {k > 0: d(f(T*2), f(x)) <7}

Sous des hypothéses d’apériodicité que nous ne mentionnerons pas ici, on relie le
comportement asymptotique du temps de retour pour I'observation a la mesure de
lensemble f~'B(f(z),r) = {y € X : d(f(z), f(y)) < r}. On rappelle que la dimen-

sion locale de la mesure image est une fonction dy,, telle que u(f~*B(f(z),r)) ~

rdrn(F@) (lorsque cette fonction n’existe pas on définira les dimensions locales infé-
rieures et supérieures).

Si le systéme dynamique a une décroissance des corrélations super-polynomiale
et si f est Lipschitz, on prouve que pour p-presque tout r € X

(@) ~ @)

r
r—0

Sans I’hypothése sur la décroissance des corrélations, nous prouvons que 7/(z) ne
croit pas plus vite que r~%=n(/(@)

Grace a ces résultats sur les observations de systémes dynamiques, nous étudions,
dans le Chapitre 4, la récurrence pour les systémes dynamiques aléatoires. Soit 7°
un systéme dynamique aléatoire sur X de composante aléatoire (2, B(€2),d,P) tel
que la mesure P ® p soit invariante pour le produit gauche (skew-product) associé.
Pour x € X et w € 2, on définit le temps de retour aléatoire
7°(x) ==1inf{k >0 : d(Tyr-1,0- -0 Tz, x) <r}

T

et le temps de retour aléatoire moyenné

T, (z) == /Q - (2)dP(w).

Comme précédemment, nous relions les comportements de ces temps de retour au
comportement de la mesure de la boule de centre z et de rayon r. Plus précisément,
la dimension locale, notée d,,(z), est telle que pour r assez petit u(B(xz,7)) ~ rd@).
Sous des hypothéses d’apériodicité aléatoire et si le systéme dynamique a une dé-
croissance des corrélations super-polynomiale, nous prouvons que pour P® u-presque
tout (w,z) € A x X

() ~ p (@)

r
r—0
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et pour p-presque tout r € X

T.(z) ~ r~ %@,
r—0
Nous soulignons que sans I’hypothése de mélange rapide nous prouvons que 7(x) ne
croit pas plus vite que r~%®) pour P ® p-presque tout (w,z) € Q x X et que T,(x)
ne croit pas plus vite que = du(@) pour pu-presque tout x € X. Nous appliquerons
ces résultats aux automorphismes aléatoires du tore et aux petites perturbations
aléatoires.

Finalement, dans le Chapitre 5, nous étudions la récurrence de Poincaré pour les
observations de flots. Comme précédemment, nous nous intéressons au comporte-
ment asymptotique du temps de retour de 'observation d’un flot (ou I'observation
est faite par une fonction f: M — RY), c’est-a-dire pour un flot continu ¥ sur une
variété M on étudie le comportement quand » — 0 de

7l (x) = inf{t > p,(f(2)) = d(f(Vi(2)), f(2)) <7}

ol p, est une "fonction de fuite" qui doit étre définie proprement. Si v est une mesure
invariante pour le flot, nous montrons que lorsque 7 — 0, 7/(z) ne croit pas plus

vite que r~@@+aU@) oy a(f(x)) = lim,_g W.

Supposons de plus que ¥ soit un flot métriquement isomorphe a un flot suspendu
® sur une application T" avec toit ¢ tel que le systéme (X, T, 1) a une décroissance
des corrélations super-polynomiale. Notons g 'isomorphisme reliant ces deux flots.
Soit YV :={(z,5) e X xR :0< s < ¢(x)} et tel que les points (z, ¢(x)) et (Tx,0)
soient identifiés pour tout x € X. Soit 7 : Y — X la projection de Y dans X,
c’est-a-~dire 7(z, s) = x.

Alors, sous des hypothéses d’apériodicité, le comportement asymptotique de
7f(x) est relié a celui de la mesure de I'ensemble P.(x) = 7(f o g)"'B(f(z),7).
S’il existe une fonction d/9(z) telle que u(P.(x)) o rd#’@ | alors nous prouvons

que lorsque r — 0, 7/ (x) croit au moins comme pdfi (@) pour p-presque tout x € M.

Nous soulignons que lorsque f = id, on peut prouver qu’il y a une égalité entre
df(z) — a(f(z)) et d/¥(x) pour une certaine "fonction de fuite" a. Alors, si toutes
les hypothéses précédentes sont vérifiées (ce qui est le cas, par exemple, pour les flots
d’Anosov avec v un état d’équilibre d’un potentiel Holder, c’est-a-dire une mesure
maximisant la pression) on obtient que

() ~ 1

r
r—0

—dy(z)+1 )

Un autre exemple intéressant est le cas du flot géodésique défini sur T M, avec
M une variété riemannienne compacte a courbure strictement négative, et ot I'ob-
servation f est l'observation de la position sur la variété M, c’est-a-dire f est la
projection de T*M sur M. Si v est un état d’équilibre d’un potentiel Hélder, alors
pour v-presque tout (p,v) € T*M

Tf(p, ’U) T:O r_df*u(p)""l'
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Systémes dynamiques et théorie
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Chapitre 1. Systémes dynamiques et théorie ergodique

Dans ce chapitre, nous donnerons tout d’abord les définitions essentielles a 1’étude
des systémes dynamiques. En particulier, nous parlerons de mélange rapide et de
certaines applications vérifiant cette propriété.

Par la suite, nous rappellerons des résultats classiques sur la récurrence qui seront
la base de nos travaux sur la récurrence de Poincaré pour les observations.

1.1 Théorie ergodique

Soit X un espace et A une o-algébre de X. Soit une application 7' : X — X
mesurable, non nécessairement inversible.

Définition 1.1. Une mesure de probabilité i sur X est une mesure invariante pour
T s
w(TrA) = pu(A) pour tout A € A.

Nous pouvons définir maintenant 1’objet de notre étude : les systémes dyna-
miques.

Définition 1.2. Un quadruplet (X, A, T, u) est appelé un systéeme dynamique si X
est un ensemble, A une o-algebre de X, T une application de X dans X et p une
mesure de probabilité invariante pour T'.

On peut remarquer qu'une mesure de probabilité p sur X peut étre invariante
pour plusieurs applications différentes. Par exemple, la mesure de Lebesgue sur S*
est invariante pour l'application T'x = 2z et pour 'application Tx = x + « avec
a € R. Réciproquement, pour un méme espace X et une méme application 7,
il peut exister plusieurs mesures invariantes, par exemple pour le cercle X = S1,
I’application T'x = 2x admet la mesure de Lebesgue comme mesure invariante mais
la mesure de Dirac dy est aussi invariante pour 7.

Définition 1.3. Soit (X, A, T, 1) un systéme dynamique, la mesure p est dite ergo-
dique si pour tout ensemble A € A vérifiant T~ A = A alors p(A) =0 ou u(A) = 1.

La propriété d’ergodicité d'une mesure peut étre vue comme une propriété de
non-décomposabilité de cette mesure. En effet, si A est un ensemble invariant (c’est-
a-dire tel que T7'A = A) et tel que pu(A) € (0,1), alors 'ensemble B = A¢ est aussi
un ensemble invariant de mesure appartenant a (0,1). Mais alors, les points de A
ne visiteront jamais B (sous l'action de T') et les points de B ne visiteront jamais
A, on a donc en fait deux systémes dynamiques distincts.

La mesure de Lebesgue sur S! est ergodique pour Tx = 2z mais aussi pour
les rotations irrationnelles Tz = = + a avec a € R\Q mais ces deux applications
générent des dynamiques différentes. En effet, pour une rotation irrationnelle, deux
points proches vont rester a la méme distance sous l'action de 1" et ceci pour tous
les itérés de T', alors que pour Tr = 2x deux points proches vont s’éloigner a une
vitesse exponentielle pour finalement sembler ne jamais avoir été proches dans le
passé. Le mélange est une des notions permettant de distinguer ces deux types de
comportement :
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1.1. Théorie ergodique

Définition 1.4. Soit (X, A, T, p) un systeme dynamique, la mesure p est dite mé-
langeante st
nliriloou(A NT™"B) = u(A)u(B) pour tout A, B € A.

On peut interpréter le mélange selon deux points de vue. D’un point de vue
géométrique, lorsque la mesure est mélangeante, ’ensemble 7" B va se disperser
uniformément (par rapport a la mesure p) sur 'espace X quand n tend vers I'infini.
D’un point de vue probabiliste, si la mesure est mélangeante alors, asymptotique-
ment, les ensembles A et T~"B vont devenir indépendants.

On notera que toute mesure mélangeante est ergodique. Nous pouvons remarquer
que la mesure de Lebesgue p sur S! est mélangeante pour Tz = 2z alors qu’elle n’est
jamais mélangeante pour Tz = x + a (quel que soit o € R).

On peut aussi définir le mélange en termes de fonctions et non en termes d’en-
sembles :

Proposition 1.5. Soit (X, A, T, p) un systéme dynamique, la mesure pi est mélan-
geante si et seulement si pour toutes fonctions ¢, € L*(X,R) on a

lin_ [ ST )du(e) = [ ole)du(a) [ wie)duta).
n—too Jx X X

Lorsque la mesure est mélangeante, la vitesse a laquelle la suite précédente va
converger vers sa limite dépend du systéme étudié mais aussi des fonctions ¢ et 1.
Nous rappelons donc la notion de décroissance des corrélations :

Définition 1.6 (Décroissance des corrélations). Soit B un espace vectoriel normé.
Soit ® : N — R une fonction telle que ®(n) — 0. On dit que le systéme dyna-

mique (X, A, T, u) a une décroissance des corrélations de vitesse ® par rapport aux
observables de B si

‘/sﬁoT%du—/sﬁdu/wdu' < 116ll 51l | 52(n)

pour toutes fonctions ¢ : X — R et p : X — R appartenant a B et ot || || est la
norme de B.

Remarque 1.7. Dans de nombreux cas, on a intérét a travailler avec deux espaces
vectoriels normés différents pour les fonctions ¢ et ¢, mais, dans notre travail, la
distinction ne sera pas utile.

En particulier, nous allons travailler sur des systémes dynamiques mélangeant
rapidement :

Définition 1.8 (Décroissance des corrélations super-polynomiale). Un systéme dy-
namique (X, A, T, 1) a une décroissance des corrélations super-polynomiale pour les
observables d’un espace vectoriel normé B si la vitesse de la décroissance des corré-
lations ® vérifie

lim nP®(n) =0 pour tout p € N.

n—-+00




Chapitre 1. Systémes dynamiques et théorie ergodique

Lorsque la vitesse de la décroissance des corrélations ® est de la forme ®(n) = e™"

(donc super-polynomiale), on parle de décroissance des corrélations exponentielle.
Il est important de noter que le choix de 'espace B est essentiel, la décroissance
pouvant étre rapide pour un espace et arbitrairement lente pour un autre espace.

Par la suite lorsque nous parlerons de décroissance des corrélations super-polynomiale,
nous la supposerons pour les observables Lipschitz. En effet, on peut obtenir la dé-
croissance des corrélations super-polynomiale pour les observables Lipschitz a partir
de celle pour les observables Hélder ou C* :

Proposition 1.9. Soit k € N*. Si X est une variété bornée et si la décroissance
des corrélations est super polynomiale pour les observables de C*(X,R) alors la
décroissance des corrélations est super-polynomiale pour les observables Lipschitz.

Proposition 1.10. Si X est une variété bornée et si la décroissance des corréla-
tions est super polynomiale pour les observables Hélder alors la décroissance des
corrélations est super-polynomaiale pour les observables Lipschitz.

Preuve. Cette proposition provient de la Proposition 1.9 et du fait que la norme
Holder est dominée par la norme C* (lorsque le diameétre de X est fini). O

La Proposition 1.9 est simplement une conséquence du lemme suivant (qui fait
partie d’un travail en préparation non présent dans cette thése [53]) :

Lemme 1.11. Si l'espace X est une variété bornée et si le systéme a une décrois-
sance des corrélations par rapport auz observables C* de vitesse ®(n) alors le sys-
téme a une décroissance des corrélations pour les observables Lipschitz de vitesse

®(n) 7.

Preuve. Soit f et g des observables Lipschitz telles que [ fdu = [gdu = 0 et X
une sous-variété bornée de RY. Nous allons maintenant effectuer une régularisation
par convolution. On considére donc la fonction p € C*(R?), p > 0 & support dans
B(0,1) (la boule de centre 0 et de rayon 1) et telle que [ pdz = 1. Soit ¢ > 0.
Considérons ensuite la fonction p.(x) = e~%p(2). Cette fonction est & support dans
B(0,¢) et vérifie [ p.dx = 1. Pour un multi-indice o = (ay, ..., g) € N, on remarque

que
Dp. =e7D* (,0 (E)) = el (D) (E)
€ €
et ainsi

1Dl = [ D%l == [ Dl

Considérons f. définie par

f(@) = f# pala) = / F@)oela — y)dy

et g = g * ps, ou "x" est le produit de convolution par rapport a la mesure de

Lebesgue sur R%. Nous rappelons que, d’aprés le Théoréme de Rademacher (e.g. [47]),
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1.1. Théorie ergodique

les dérivées d’une fonction Lipschitz sont définies presque partout et sont bornées
presque partout par la constante de Lipschitz de la fonction. Ainsi on obtient que

D fe(x) = /Dxif(y) D pe(x = y)dy < |[Da flle [ D pel| o1

ou D, f(y) est la dérivée de f dans la direction e; telle que o; > 0 et v — e; =
(o, ., a; —1,.,q). Cela nous donne

[fellex < ([ Da fllzee sup [(D7% pe )| s

| <k

L AL L

lo|<k
d:z:)
< Ce™™ || flluip

< || Dy fllpee™ (sup /\Da““ﬁ
o <k
ott C' est une constante dépendant de la fonction p. De plus, ||f — felloo < e [|f||Lip
et [|g — gello < € ]l9l|Lip- Nous noterons ||.||; la norme L' par rapport a la mesure
1. Maintenant nous pouvons estimer la vitesse de décroissance des corrélations de f
et g par leurs fonctions régularisées :

/foT”gdu
S '/(foT”—}—faoT”—onTn) (g+ge_ga)dU'
< [lfor—fot) (g-gldu+ [I(foT"~ f.oT") (g.)|ds
+ [lo1™) (9= gldu+ [ 1507 (g.ld
< | flluip N9l + € 1 f 1L gl + € 1111 gl + 1| fellex || gellox ®(n)
< 2 || flluio N9l + & 1L gl + & 1111 gl + Ce™> 2 (| fllupllgllup ®(n)
< I fluip 19]|Lip(® + 26 (1 + diam(X)) + Ce****®(n)).

car || f|l1 < || fllLip(1 4+ diam(X)). Finalement, si 'on choisit e(n) = (@(n))ﬁ alors
((®(n))7-1)"2+2(n) = ((n))Z-1 et ainsi

‘/ fo T”gdu‘ < [ flluip llgllLip (Ch@(n))ﬁ + Co(B(n)) 7T + cg(cp(n))ﬁ)
]

A partir de maintenant, lorsque nous noterons que la décroissance des corréla-
tions est super-polynomiale, cela indiquera qu’elle est super-polynomiale par rapport
aux observables Lipschitz.

Donnons maintenant quelques exemples de systémes dynamiques ayant une dé-
croissance des corrélations super-polynomiale (en général, la décroissance sera ex-
ponentielle).

11
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1.2 Deécroissance des corrélations super-polynomiale

Un exemple bien connu et fondamental dans la théorie des systémes dynamiques
est celui des sous-shifts de type fini :
Fixons un entier N > 2. L’ensemble § = {0,1,..., N —1} est appelé un alphabet et
on peut définir 'ensemble des suites a valeurs dans S, 2 = SN (on notera qu’il est
aussi possible de définir des suites indexées par Z) . Le décalage a gauche (plein) ou
shift gauche o est défini sur € par :

o Q — Q

w= (Wi)ien — 0w = (Wit1)ien
On rappelle la définition des cylindres :
[wo ... .wi] =42 = (Tn)neny € Q : , = w, pour tout 0 < n < k}.

Fixons 0 < # < 1. On munit €2 de la distance d suivante, pour w = (wy)nen € 2 et

w' = (wy,)nen € Q-

dw,)=p8  ou k=min{neN:w, #u,}.
On définit maintenant les sous-shifts de type fini :

Définition 1.12 (Sous-shift de type fini). Soit A une matrice N x N a coefficients
dans {0,1} (appelée matrice de transition, de Markov, d’admissibilité ou de compa-
tibilité). Le sous-shift de type fini o4, défini par la matrice de transition A, est la
restriction du shift plein a 'ensemble Q4 ot :

QA = {w = (wTL)nEN : Awnwn+1 - 17 Vn € N}

On se restreindra aux cas ou la matrice A est irréductible et apériodique (c’est-
a-dire qu’il existe k € N tel que A* n’a que des coefficients strictement positifs). On
peut définir les mesures de Markov sur les espace €2 et €24 :

Définition 1.13 (Mesure de Markov). Soit P une matrice N x N stochastique
(V1< i< N, ona Z;VZI P,; = 1) munie d’un vecteur de probabilité stationnaire
p € RY (pour tout 1 <i < N on ap; >0, Zi]\ilpi =1 et de plus pP = p). La
mesure de Markov p associée a (P, p) est définie sur € par :

,U([WO .. wk]) = Puo Liogwr - - - Pwkflwk

et 1([wo]) = Pu,- Cest une mesure de probabilité sur Q invariante pour o.
On dira que la matrice P est compatible avec le sous-shift de type fini o4 si
P;; =0 équivaut a A;; = 0. Dans ce cas p est une mesure invariante pour o4 dans

Q4.

Sous certaines hypothéses sur la matrice P, on obtient un mélange rapide :
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1.2. Décroissance des corrélations super-polynomiale

Théoréme 1.14 (e.g. [13]). Soit u une mesure de Markov associée a (P,p) ou
P est compatible avec le sous-shift de type fini c4. Alors le systéme dynamique
(Qa, A, 04, 1t) a une décroissance des corrélations exponentielle.

Intéressons-nous maintenant a des systémes plus géométriques. Prenons M une
variété riemannienne lisse et compacte et A sa o-algébre de Borel.

Définition 1.15. Une application f: M — M est dite uniformément dilatante s’il
existe une constante C' > 0 et une constante X > 0 telles que pour tout x € M, pour
tout v € T, M et pour tout n € N on a

1Dz f" ()| > Ce™|v]).

Théoréme 1.16 (Sinai [92], Ruelle [85], Bowen [28]). Soit f : M — M une applica-
tion uniformément dilatante C*. Alors il existe une mesure invariante p absolument
continue telle que le systeme dynamique (M, A, f, 1) a une décroissance des corré-
lations exponentielle.

Ainsi, par exemple, la mesure de Lebesgue sur S! est mélangeante pour I'appli-
cation T'x = 2x et la décroissance des corrélations est exponentielle. Pour le cas des
systémes non-uniformément dilatants on pourra voir [72] par exemple.

Ensuite, on peut montrer une décroissance des corrélations super-polynomiale
pour certains systémes (les systémes hyperboliques) ou il y a une dilatation dans
une direction (le sous-espace instable) mais aussi une contraction dans une autre
direction (le sous-espace stable).

Définition 1.17. Un difféomorphisme f : M — M de classe C' est dit uniformé-
ment hyperbolique sur M (ou est appelé un difféomorphisme d’Anosov) s’il existe une
constante 0 < X\ < 1, une constante C > 0 et une décomposition du fibré tangent :

TM=E"®E  (ieVzeMT,M=E"+E?)

ou E, et Es sont des sous-fibrés D f-invariants (i.e. D, fE; = E¥ .,y et D, fE; =
E;‘é(m)) tels que pour tout x € M et pour tout n € N

I1Df"

<CN' et |IDf gl > 0N

E;

Pour une grande variété de systémes, si la mesure invariante que 1’on considére
est un état d’équilibre d’un potentiel Holder, alors la décroissance des corrélations est
super-polynomiale. Pour introduire cette notion nous devons tout d’abord rappeler
la définition de I’entropie d’un systéme dynamique :

Définition 1.18 (Entropie). Soit (M, A, f, 1) un systéme dynamique. On définit
tout d’abord l’entropie d’une partition finie & de M :

H,(§) ==Y u(E)log u(E).

Eeg
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Si ¢ et & sont deux partitions alors on note (VE = {CNE:C € (etE € ¢}
L’entropie métrique de [ relativement a la partition & est définie par :

half.€)= Jim TH,(EV fEV v ),

Finalement, 'entropie du systeme dynamique (M, A, f, ) est définie par
hu(f) = sup hu(f,€)

ot le supremum est pris sur toutes les partitions finies & de M.
On peut maintenant introduire les états d’équilibre :

Définition 1.19 (Etat d’équilibre d’un potentiel ¥). Soit f : M — M une applica-
tion continue. Soit b : M — R une fonction continue, appelée potentiel. Une mesure
de probabilité iy, invariante par f est appelé un état d’équilibre du potentiel v si elle
réalise le supremum suivant :

h%(f)+/ Ydjiy = sup {hu(f) + /wd,u\ i mesure de probabilité invariante par T} .

Ainsi, pour les difféomorphisme d’Anosov, on a

Théoréme 1.20 (Sinai [92], Ruelle [85], Bowen [28]). Soit f : M — M un difféo-
morphisme d’Anosov et p un €état d’équilibre d’un potentiel Holder, alors le systéme
dynamique (M, A, f, 1) a une décroissance des corrélations exponentielle.

Il existe une classe plus large de systémes pour lesquels on peut obtenir une
décroissance des corrélations exponentielles :

Définition 1.21. Un difféormorphisme f : M — M satisfait I’Axiome A si les deux
propriétés suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble non-errant de f, Q(f), est un ensemble hyperbolique.

2. L’ensemble des points périodiques de [ est dense dans Q(f).
Nous rappelons que I’ensemble non-errant est défini par
Q(f) :== {x € M : pour tout voisinage V de z, In €N, f"V NV #£0}.

Un ensemble f-invariant A C M est dit hyperbolique s’il existe une constante 0 <
A < 1, une constante C' > 0 et une décomposition du fibré tangent restreint a A :

T\M =E*® E*  (ie.Vo € A, T,M = E* + E*)

ol E, et E; sont des sous-fibrés D f-invariants (D, fE; = E},y et D, fE; = E% )
tels que pour tout x € A et pour tout n € N

I1Df"

<CN' et | DfFge]l > CA™

E;

Pour de tels systémes, on peut montrer
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Théoréme 1.22 (Sinai [92], Ruelle [85], Bowen [28]). Soit f : M — M un difféo-
morphisme satisfaisant [’Axiome A et u un état d’équilibre d’un potentiel Holder,
alors le systeme (M, A, f, 1) a une décroissance des corrélations exponentielle.

Pour finir, nous donnons une liste non-exhaustive d’exemples de systémes dyna-
miques ol il existe une mesure telle que la décroissance des corrélations soit super-
polynomiale (on pourra consulter par exemple le livre de Baladi pour plus de détails
[13] ou I'état de 'art de Luzzatto [72]) :

— Dapplication de Poincaré pour les billiards de Sinai dispersifs [33, 96, 15, 35| ;

— les applications quadratiques |95, 64] ;

— certaines applications de Hénon [22];

— les applications hyperboliques par morceaux [34];

— certains difféomorphismes partiellement hyperboliques [41, 9];

— les applications de Alves-Viana [6, 55| ;

— certaines applications multimodales du cercle [54];

— certaines applications méromorphes [43];

— certaines applications ayant une structure produit faiblement hyperboliques

56] ;

— certaines applications ayant une infinité de points critiques [§].

Il est important de noter que dans la plupart de ces systémes, la décroissance des
corrélations est exponentielle. On remarquera tout de méme que, pour les applica-
tions de Alves-Viana, il a été démontré que la décroissance des corrélations est en
O(e=¢V™) (super-polynomiale mais non exponentielle).

Maintenant, nous allons nous focaliser sur une propriété particuliére des systémes
dynamiques, la récurrence.

1.3 Récurrence de Poincaré moderne

Henri Poincaré est I'un des fondateurs de la théorie des systémes dynamiques. En
particulier, 'un des théorémes fondamentaux est le théoréme qui porte aujourd’hui
son nom : le Théoréme de Récurrence de Poincaré. Par ce théoréme, démontré dans
son célebre mémoire de 1890 Sur le probleme des trois corps et les équations de
la dynamique [82], Poincaré prouve que "si on laisse de coté certaines trajectoires
exceptionnelles, dont la réalisation est infiniment peu probable, on peut démontrer
que le systéme repassera une infinité de fois aussi prés que l’on voudra de sa position
initiale" (on pourra voir, dans le livre d’Oxtoby [78], une analyse intéressante sur le
théoréme original et sur comment Poincaré a anticipé la théorie de la mesure et des
catégories au sens de Baire). Ce théoréme est a la base de nombreux travaux sur la
récurrence dont nous essayerons de donner un apercu dans cette partie.

Théoréme 1.23 (Théoréme de Récurrence de Poincaré). Soit (X, A, T, 1) un sys-
teme dynamique. Soit A un ensemble de A. Alors p-presque tout point appartenant
a A revient dans A en un temps fini, c’est-a-dire que pour presque tout x € A, il
existe n € N* tel que T"x € A.
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Preuve. Soit K 'ensemble des points de A qui ne reviennent jamais dans A. Nous
allons démontrer que pu(K) = 0.
Nous remarquons tout d’abord que x appartient & K si x € A et si T"x € A€

pour tout n > 1. Ainsi,
+00
K=A() (ﬂ T"'AC>
i=1

et K € A. Supposons qu’il existe m € N et n € N avec m > n tels que T7"K N
T-™K # (). Comme

T"KNT "K =T (KNT ™ "MK) #§,

I'ensemble K N T~ K est lui aussi non vide. Ainsi, il existe z € KNT- (" "[K.
Comme z € K, on a par definition de K que z € A et comme T ™z € K, on a
aussi que 7™z € A. On vient donc de trouver un élément 2 € K qui revient dans
A ce qui est impossible par définition de K.

Ainsi, pour tout m € Net n € Navec m # nona T "KNT ™K = (.
Finalement, on obtient que

+00
1 > M(U T-"K>
+oon:1
= > wT"K)
n=1

+00
= > k),
n=1
ce qui implique que pu(K) = 0 et démontre le théoréme. O

Ce théoréme nous dit que presque tout point de A reviendra au moins une fois
dans A aprés un temps fini (en réalité, il revient une infinité de fois) mais il ne nous
donne aucune information sur le temps nécessaire pour revenir dans A. On peut
donc s’intéresser au temps de retour dans A :

Définition 1.24. Soit (X, A, T, ) un systeme dynamique. Soit A un ensemble de
A. Soit x € A. On définit le premier temps de retour de x dans A :

Ta(x) :=inf{n > 0:T"x € A}.

Un résultat plus précis que le Théoréme de Récurrence de Poincaré est le Théo-
réme de Ka¢ (plus généralement appelé Lemme de Ka¢) qui prouve que dans le
cas ou la mesure est ergodique, la moyenne du temps de retour dans A est égale a
Iinverse de la mesure de A.

Théoréme 1.25 (Théoréme de Kac [62]). Soit (X, A, T, p) un systéme dynamique
tel que p soit ergodique. Soit A un ensemble de A de mesure positive alors

1 1
M/AWW = WAy
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Il existe de nombreuses preuves différentes de ce théoréme, nous avons choisi ici
une preuve simple, utilisant le théoréme de Birkhoff, d’autres preuves sont présentes
dans [36] et aussi dans la thése de Saussol [87].

Preuve. Par le théoréme de récurrence de Poincaré, on sait que 74(z) < +o0 pour
presque tout x € A. On peut donc définir la transformation de premier retour
T, : A — A presque partout sur A par :

Ta(z) = T™@ ().

Il est important de noter que le systéme (A, T4, 14) est un systéme dynamique et
que p4 est une mesure ergodique. Soit x € A et L € N, on étudie 'orbite de x par
TA :

x,Ty(z), ..., T (x),..., T ().

Posons
L—1

N =3 (T (). (L1)

On peut remarquer que NN est le temps que met l'orbite de x pour revenir exactement

L fois dans A. On a donc
N

> 1a(T"(x)) = L. (1.2)

n=1

Maintenant, en appliquant le Théoréme de Birkhoff au systéme dynamique (A, T'a, pta),
et la mesure p4 étant ergodique, on a, p4-presque partout :

. 1 !
Jim 5S4 = [ e
Ainsi, on obtient
=
[RCCITE T ST
. N .
= lim 5 d’aprés (1.2) et (1.1)
N=oe ) ey 1a(T(2))
1
= — d’aprés le Théoréeme de Birkhoff
Jx Ladp
B 1
1(A)
et le lemme est démontré. O

Il existe en fait une version du Lemme de Ka¢ valable lorsque la mesure n’est
pas ergodique et faisant intervenir les temps d’entrée (on pourra voir par exemple
[89] pour la preuve) :
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Proposition 1.26. Soit (X, A, T, 1) un systéme dynamique. Soit A un ensemble de
A de mesure positive alors

b / ra(@)dp = p({ze X inf{n>0:T"s € A} < +o0})
A

(A)
= U (U T‘Ul) .

Une question naturelle se pose, en choisissant autour d’un point un voisinage de
plus en plus petit quel va étre le comportement asymptotique du temps de retour de
ce point dans son voisinage. Autrement dit, avec quel taux un point va revenir dans
un voisinage de plus en plus petit. Deux résultats sur ce probléme furent démontrés a
la méme époque par Ornstein-Weiss |76 et Boshernitzan [26]. Le résultat d’Ornstein-
Weiss relie le temps de retour dans les partitions dynamiques a ’entropie du systéme
dynamique relativement a cette partition :

Théoréme 1.27 (Ornstein-Weiss). Soit (X, A, T, u) un systéme dynamique tel que
1 soit ergodique. Soit & une partition finie de X. Alors pour u-presque tout x € X,
on a

lm ~log (. €) = hy(T) €)

n——+oo M
ot T, (2, &) = inf{k > 0 : TFx € &,(x)} avec la partition raffinée &, == £V T1EV
< VT (et on rappelle que si € est une partition, on note (x) 1’élément de la
partition contenant x).

Boshernitzan [26] quant & lui prouva un résultat quantitatif reliant les temps de
retour dans des boules de rayon de plus en plus petit a la mesure de Hausdorff du
systéme (pour plus de détails sur la mesure de Hausdorff nous renvoyons au Cha-
pitre 2). Nous noterons que le théoréme de Boshernitzan peut étre essentiellement
reformulé en termes de taux de récurrence des temps de retour dans les boules (voir

[18]).

Théoréme 1.28 (Boshernitzan). Soit (X, A, T, pu,d) un systéme dynamique mé-

trique. On suppose que, pour o > 0, la mesure de Hausdorff a-dimensionnelle est
o-finie sur X. Alors pour presque tout x € X, on a

1

liminf {nfd(z,T"(z))} < 400 ou = —.

n—-+4o00 (0%

Si, de plus, H*(X) = 0, alors pour presque tout xz € X,
lim inf {n’d(z, T"(z))} = 0.

n—-+00
En suivant 'idée de Boshernitzan, Barreira et Saussol [18] ont étudié le compor-
tement asymptotique du temps de retour dans une boule dont le rayon tend vers 0 et
ont montré qu'il était lié aux dimensions locales de la mesure invariante (des détails
sur ces dimensions sont donnés dans le Chapitre 2). Pour cela, nous définissons les
taux de récurrence :
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1.3. Récurrence de Poincaré moderne

Définition 1.29. Pour x € X et r > 0, on définit le temps de retour de x dans la
boule de centre x et de rayon r (notée B(x,r)) :

7,(x) := inf {k >0: Thr € B(:c,r)}.

On définit ensuite les tauzx de récurrence inférieur et supérieur :

log 7, = . log 7,
E(I’) := lim inf M R(gj) — lim sup M
r=0 —logr r—o  —logr

Lorsque R(x) = R(x) on notera R(x) la valeur de la limite.

Nous mettons en avant que le résultat suivant est valable pour n’importe quel
systéme dynamique :

Théoréme 1.30 (Barreira-Saussol [18]). Soit (X, A, u, T) un systéeme dynamique
tel que X C RY pour un certain N. Alors

R(x) < lim log p(B(x,7)) =:d,(v) et R(z)<lim log p(B(x,r)) =:d,(x)

r—0 log r =0 log r

pour p-presque tout x € X.

Il est intéressant de noter que cette inégalité peut étre stricte, dans le cas o, par
exemple, T" est I'identité. Un autre exemple plus intéressant ou 'inégalité est stricte
est celui de certaines rotations irrationnelles du cercle (présenté dans [18] et pour
une étude plus compléte avec des calculs numériques on pourra voir [36]) :

Exemple 1.31. Considérons la rotation du cercle par un nombre irrationnel o bien
approximable par les nombres rationnels. Plus précisément, on choisit a ¢ Q tel que
d(a) > 1 ou

p
a__

i) :sup{éz 1:
q

1
< —— pour une infinité de P € Q} .
+5 q

LS

On étudie donc 'application T :
T: 8% — St
r — T+ o
On remarque tout d’abord que la mesure de Lebesgue Leb est une mesure de pro-
babilité invariante par T" et de plus pour tout z € S*
limlog Leb(B(z,r)) _ Rlog Leb(B(z,r))
—o0 log r r—0 log r

~1. (1.3)

Soit § > 1 tel que § < (). Prenons maintenant une suite croissante d’entiers
positifs (¢, )nen telle que pour tout n € N on a |g,a — p,| < 1/¢% pour un certain
pn € Z. On a donc pour tout x € S*

1
Ty (z) = inf{k >0:T"z € B(x, —)}

n

1
inf{k > 0: ka(mod 1) < —}
4n

< qn par définition de g,.
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Chapitre 1. Systémes dynamiques et théorie ergodique

Ainsi, pour tout z € S*

log 7,-(x) < lim log 71 /4s ()

R =1
(37) 7’1—I>I(1) —logr n—too lOg qg

¥a1 <-<1

1
4}
Dans cet exemple on a donc démontré que pour tout z € S*

R(z) < i los Bz, 1))
r—0 log r

En fait, on peut calculer exactement les taux de récurrence et démontrer que pour

tout x € S! : .

R(xr) = — et R(z) = 1.

B(r) = 5 (@)
Tout d’abord on peut remarquer que pour r > 0, la fonction 7.(x) ne dépend pas
de x, on notera donc 7, cette fonction et on notera R et R la valeur des taux de

récurrence. Dans le calcul précédent, en faisant tendre ¢ vers d(«), on obtient que :

1
R< ——.
— T ()
Montrons maintenant 'inégalité opposée. Soit ¢ > 0, posons § = d(a) + €. Par
définition de §(«v) et comme 0 > d(«), il existe ko € N tel que pour tout k& > ky on a

1
kol > 5
ou pour q € Z
lger]| := min {|ga — p| : p € Z}.
Notons que « étant irrationnel, ||ga|| # 0 pour tout ¢ € Z*. Choisissons N > kg
assez grand pour avoir 5 < infr_y_ g {[/ka|}. Finalement, pour tout n > N, on a

T1i > n,

1
no
ce qui implique

logTL 1 1 1
R= lim > lim e - =
notoo lOgN ntoologmn b da)+e

et ceci étant vrai pour tout € > 0 on obtient que R > Tla)' Le Théoréme 1.30 et

I’équation (1.3) nous donnent immédiatement que R < 1, il ne reste donc plus qu’a
démontrer que R > 1. Pour cela nous rappelons quelques notions et inégalités sur
les fractions continuées [65]. Soit 0 < o < 1 un nombre irrationnel, il existe une
suite (a,)nen d’entiers strictement positifs telle que o admette un développement en
fraction continuée, c’est-a-dire telle que « s’écrit sous la forme

1

)
a
1+ pr—

o =
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1.3. Récurrence de Poincaré moderne

De plus il existe une suite (g, )nen+ €t une suite (py,)nen+ telles que p, et g, soient
premiers entre eux pour tout n € N et telles que pour tout n € N :

Pn _ 1
n a1+ Jrli

an

Ces suites vérifient plusieurs propriétés, nous ne citerons que les trois que nous allons
utiliser [65] :

(a) La suite (gn), est strictement croissante.

(b) Pour tout n € N*,

——— <lgna[-
Gn+1 +Qn

(c) Pour tout n € N* et pour tout 1 < j < g1, |70 > [|gne]|-
Nous pouvons maintenant montrer que R > 1. Soit (k,)nen- la suite (croissante et
de limite infinie) vérifiant pour tout n € N*

ek < |gaal| < e7Fntl,

D’aprés la propriété (c) précédente, pour tout 1 < j < g1, [|70] > ||¢.0]| et donc
156]| > e~*». On obtient donc
Te—kn 2 Qn+1-

Comme, d’aprés la propriété (b) précédente < |lgna]] < ekt et comme,

1
’ Qnt1+qn
1 1

) A 1A+ A
d’aprés la propriété (a), ey < aTa ona

To—kn = Qni+1 = ekn=2,
Ainsi,
kn—2

log 7.~ kn . loge _1

Rz nl—lili-loo log ekn T nodtoo W

Ainsi, cet exemple nous montre que pour obtenir une égalité entre les taux de
récurrence et les dimensions locales des hypothéses supplémentaires sur le systéme
sont nécessaires. Barreira et Saussol ont donc démontré que si X est un ensemble
hyperbolique localement maximal d'un diffeomorphisme C'¢ sur une variété lisse
compacte et que si la mesure est un état d’équilibre ergodique d'un potentiel Holder
alors il y a égalité entre les taux de récurrence et les dimensions locales de la mesure
invariante. Ce résultat fut amélioré par Saussol [88] qui prouva que si le systéme

mélange rapidement alors 1’égalité est vérifiée :

Théoréme 1.32 (Saussol [88]). Soit (X, A, u,T) un systéme dynamique tel que
X C RY pour un certain N. Si Uentropie h,(T) > 0, si T est Lipschitz et si la
décroissance des corrélations est super-polynomiale, alors

— log u(B(z, 1))

1 B _
R(z) = lim log u(B(2,7)) et R(z)=Tm
—0 log r r—0 log r

pour p-presque tout x € X.
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Chapitre 1. Systémes dynamiques et théorie ergodique

Dans une généralisation de ce théoréme (voir Chapitre 3), nous montrerons qu’il
n’est pas nécessaire que 7' soit Lipschitz ni que I’entropie du systéme soit strictement
positive.

Les membres de droite des égalités précédentes sont connus sous le nom de di-
mensions locales de la mesure pu, nous allons donc maintenant étudier différentes
notions de dimensions et donner un théoréme d’existence de la dimension locale.
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Chapitre 2. Dimensions et Mesures

Dans I’étude des systémes dynamiques, les dimensions fractales apparaissent dans
I’étude de la récurrence de Poincaré. Nous définirons donc différentes dimensions et
en particulier nous étudierons 'existence de la dimension locale des mesures images.

Finalement, nous rappellerons la notion de mesure faiblement diamétralement
réguliére et un résultat sur l'existence de ces mesures.

2.1 Dimensions de Hausdorff, de packing et locales

Dans cette section, nous rappelons les notions de dimensions de Hausdorff, di-
mensions de "packing" (cette dimension est aussi appelé dimension de Tricot [93|
mais nous utiliserons ici 'anglicisme packing), dimensions locales (pointwise dimen-
sions) et leurs liens (voir [48| pour plus de détails).

2.1.1 Dimension de Hausdorff

Soit (X, d) un espace métrique. Soit U un sous-ensemble non-vide de X, son
diamétre est défini par

diam U := sup{d(z,y) : x,y € U}.

Etant donné § > 0, une collection {U;};c; est un d-recouvrement dénombrable d’un
ensemble F si I est dénombrable, £ C U;c;U; et pour tout ¢ € I, 0 < diam U; < 4.
Soit E un sous-ensemble de X et s > 0, pour > 0, on définit :

H3(E) = inf {Z(diam U;)? : {U;}ier est un é-recouvrement dénombrable de E} .
iel
(2.1)
On définit ensuite la mesure extérieure de Hausdorff s-dimensionnelle de E

He(E) = lim H(E). (2.2)

6—0

Il existe un unique ¢ tel que H*(E) = oo si s < t et H*(E) = 0si s > t appelé la
dimension de Hausdorff de F i.e.

dimy E =inf {s : H*(F) < oo} =sup{s : H*(E) > 0}. (2.3)

Si p est une mesure de probabilité sur X, on définit la dimension de Hausdorff de p
dimpy p = inf {dimg Y : u(Y°) =0}. (2.4)

Remarque 2.1. Nous prévenons le lecteur que méme si cette définition de la dimen-

sion de Hausdorff d'une mesure différe de celle donnée par Falconer [48], c’est elle
qui est la plus utilisée en théorie ergodique.
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2.1. Dimensions de Hausdorff, de packing et locales

2.1.2 Dimension de packing

Etant donné € > 0, la collection {B(x;,7;)},.; est appelée un e-packing de E si
I est un ensemble fini ou dénombrable, pour tout i € [ on a x; € E, r; < ¢ et les
boules sont disjointes. Pour s > 0, on définit

P:(E) = sup {Z(r,)s : {B(w;,r;)}ier est un e-packing de E}
i€l
et
Ps(E) = liIr(l)Pj(E).

On peut ensuite introduire la mesure de packing s-dimensionnelle

P(E) = inf {i P(E) : EC DE} (2.5)

et la dimension de packing de E est définie de la méme maniére que la dimension

de Hausdorff
dimp £ =inf {s : P*(E) < oo} =sup{s : P°(E) > 0}. (2.6)
Pour une mesure de probabilité u, on a aussi une dimension de packing de
dimp p = inf {dimp YV : pu(Y°) =0}. (2.7)

Nous utiliserons les deux propriétés suivantes des dimensions de Haussdorff et de pa-
cking (dans cette proposition, la notation "dim" indique que la propriété est vérifiée
pour la dimension de Hausdorff mais aussi pour celle de packing) :

Proposition 2.2. 1. St f: E — R™ est une fonction Lipschitz alors
dim f(F) < dim E.
2. Pour toute collection dénombrable d’ensemble {E;}ien,

dim U E; =supdim E;.
ieN ieN

2.1.3 Dimensions locales

Les dimensions locales inférieure et supérieure d’une mesure de probabilité Bo-
rélienne p sur X au point x € X sont définies par

logu(B(z,1) E(x):mlogu(B(w,r))
a r—0 log r '

d,(zr)=lim

H —0 logr

Définition 2.3. Une mesure de probabilité yn est exacte dimensionnelle sl existe
une constante d, € R telle que

d,()= d, (") =d, p-presque partout.
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Chapitre 2. Dimensions et Mesures

Il est bien connu que dans ce cas beaucoup de notion de dimensions coincident.
En particulier, la dimension de Hausdorff dimg p vérifie

Proposition 2.4. Si u est exacte dimensionnelle alors
d,(-) =dimy pu presque partout.

Cette proposition est une conséquence de la proposition suivante qui montre le
lien entre dimensions de Hausdorff, de packing et dimensions locales :

Proposition 2.5. Supposons que X C RY pour un certain N, alors

dimy p = ess-sup d, (2.8)
et 3

dimp pu = ess-sup d,,. (2.9)

Nous ne démontrerons que la propriété (2.9) qui est moins présente dans la
littérature mais nous donnerons les idées essentielles pour pouvoir démontrer la
propriété (2.8). Par la suite, nous ne démontrerons que les propriétés en rapport
avec la dimension de packing. Ces démonstrations sont basées sur le lemme suivant
que nous démontrerons plus loin.

Lemme 2.6. Soit A C RY un ensemble de Borel et soit u une mesure finie.
1. Sid,(x) > s pour tout x € A et si i(A) > 0 alors dimy A > s.

2. Sid,(r) < s pour tout v € A alors dimy A < s.

3. Sid,(x) > s pour tout x € A et si u(A) >0 alors dimp A > s.

4. Si Eu(x) < s pour tout x € A alors dimp A < s.

Preuve de la Proposition 2.5. Montrons tout d’abord que dimp p > ess-sup Eu- Soit
7 < ess-sup d,, par définition du supremum essentiel, il existe un ensemble E, de

mesure strictement positive et tel que Eu > v sur E,. Soit E tel que pu(E°) = 0.
D’apreés le lemme précédent comme p(E N E,) > 0 on obtient

dimp E > dimp(E N E,) > 7.

Ceci étant vrai pour tout ensemble E tel que p(E°) = 0, par définition de la dimen-
sion de packing d’une mesure on a

dimp p >~y
pour tout v < ess-sup Eu et donc
dimp p > ess-sup Eu-

Montrons maintenant que dimp p < ess-sup Eu. Par définition du supremum es-
sentiel, il existe un ensemble E tel que u(E°) = 0 et tel que pour tout x € F,
Eu(x) < ess-sup Eu- Ainsi, la définition de la dimension de packing d’une mesure et
le point 4. du lemme précédent nous donne

dimp pp < dimp E < ess-sup Eﬂ.
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Pour démontrer le Lemme 2.6 nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 2.7. Soit A C RY un ensemble borélien, soit u une mesure borélienne finie
sur RY et soit 0 < s < +o00.

1. Si hmM < ¢ pour tout x € A alors H*(A) >

r—0

2. 8i hmM > ¢ pour tout © € A alors H*(A) < 244

r—0

3. S h_mw < ¢ pour tout x € A alors P*(A)

r—0

| /\

c
A

| \/

2u(A
c

—

4. Si h_m@ > ¢ pour tout x € A alors P*(A) <

r—0

M(B(r r)
—0

Preuve. Montrons tout d’abord I’assertion 3. Supposons que lim,. < cpour

tout 2 € A. Soit A C A et soit £ > 0. Pour tout z € A, il existe 0 < rx < tel que

B(x 5ch
W < 2¢. Comme A C Usea

Vitali, il existe une sous-famille { B(z;, 7;,) }ier avec I au plus dénombrable telle que
les { B(x;,75,) }ies solent disjointes et telle que | J,c 5 B(%,72) C ;e {B (i, 574,) bier-
Ainsi, comme

B(z,r,;), d’aprés le lemme de recouvrement de

A - U{B(xiv 57"%)}@'61
i€
on a

p(Ad) < D p(Blai b))

el

< 2¢5° Z ry

el

< 2¢5° 5/5(‘21)

Finalement, comme ceci est vrai pour tout € > 0, on obtient que

(A
P5(A) > 25 (2.10)

Soit {A;}ieny une famille d’ensembles telle que A C |,y Ai- On a

p4) = ulJeain )

ieN
< ) (AN A)
ieN
< Z 2¢5°Py (AN A) d’apres (2.10)
ieN
< 2c5° Z P5(A;) d’apreés la définition de Pj.
ieN

Ceci étant vrai pour toute famille {A;};cn, on obtient par définition de la mesure de

packing
1(A)
*(A) > .
P4) 2 2cH®
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Montrons maintenant le point 4. Supposons que li_mr_)ow > ¢ pour tout x € A.
Soit ¢ > 0. On définit 'ensemble Aj :

As = {xeA:V0<r<5,,u(B(a?,r))2%7“8}.

Soit 0 < & < §. Par définition, on a :

Pi(As) = sup {Z(r,)s : {B(x;, ;) }ier est un e-packing de Ag}

il

2 .

< sup {— E w(B(zi,1;) : {B(xi, ;) bier est un e-packing de Ag}
c

iel
2
< —u(Ag).
< —halds)

Ainsi, on obtient
2
Po(As) < EM(Acs)
et par définition de la mesure de packing s-dimensionnelle et de As

P*(As) < Py(As) < %N(Aé) < %“(A)'

Comme P? est une mesure et par définition de Ag, on a

P*(A) < P* ( U A%> = 1im P (Ay) < %u(A).

n—-+00
neN*

Nous pouvons maintenant démontrer le Lemme 2.6 :

Preuve du Lemme 2.6. Soit A un ensemble de mesure strictement positive. Suppo-

sons que pour tout € A on a d,(x) > s, i.e. mr_,ow > s. Ainsi, pour tout

x € A et pour tout € > 0, il existe (7,)nen telle que lim,, 7, = 0 et telle que

pour tout n € N
log ju(B(,74))

> s —c.
logry,

On a donc pour tout n € N
w(B.r)) _

<
I ™

s—2¢
Tn

Ainsi, pour tout x € A et pour tout € > 0 on obtient

(B, )

h_mraoﬁ =0,
¢’est-a-dire, pour tout 6 > 0

i ABE) o

r—0 ,,as—2a
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D’aprés le point 3 du Lemme 2.7, pour tout € > 0 et pout tout § > 0, P¥7%(A4) >
255@)25 > 0 car u(A) > 0. Et donc par définition de la dimension de packing, on a
dimp A > s.

Montrons maintenant le point 4. Supposons que pour tout x € A on a d,(z) < s,
ie. ETHOW < s. Ainsi, pour tout z € A et pour tout € > 0, il existe R > 0

tel que pour tout 0 <r < Ron a

log p(B(,r))
log r

<s+e¢,

d’ou B
/"L( ('I7 T)) > —E‘

7’5+2‘E =

Ainsi, pour tout z € A et pour tout € > 0
p(Br.r) . p(Blr.r)

h_mqu ps+2e 0 rst+2e

= +OO,

c’est-a-dire, pour tout C' > 0
p(B(z,r))

7’5+2‘E

> (.

h_mT—>O

D’aprés le point 4 du Lemme 2.7, pour tout € > 0 et pout tout C' > 0, Ps+%(A) <

%cm' Et donc par définition de la dimension de packing, on a dimp A < s.

O

2.2 Existence de la dimension locale

Nous donnons maintenant un théoréme d’existence de la dimension locale lorsque
notre mesure est une mesure image.

Considérons donc une fonction f: X — Y avec X et Y deux espaces métriques
(par la suite nous appelerons f une observation) et une mesure de probabilitité u
sur X. La mesure image f.u(.) := pu(f~!(.)) est une mesure de probabilité sur Y et
on définit les dimensions locales inferieures et supérieures pour [’observation f par
rapport a g en un point z € X par

_f —
di(z) = dp, (f(2)) et d,(x) =dp.(f(x))
Quand elles sont égales, on notera dﬁ(m) cette valeur.

Théoréme 2.8. Soit f : RM — RN une fonction C™ et soit u une mesure ab-
solument continue sur R™. Alors, dl, existe et appartient a {0,1,...,min{M, N}}
u-presque partout. Plus précisément, di(m) =rang d, f pour p-presque tout x € RM.

Ce résultat est non trivial dans le sens ol la mesure image f,u peut étre compli-
quée et contre-intuitive. En dimension un, il existe f € C*°(R,R) telle que f({f" =
0}) soit un ensemble non dénombrable de dimension 0 et telle que f.(Leb|{s—o}) soit
une mesure non nulle et non atomique :
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Ezemple 2.9. Considérons l'intervalle [0, 1] et construisons tout d’abord un ensemble
de Cantor de mesure de Lebesgue positive, ensuite nous construirons une fonction
C* dont la dérivée s’annule sur cet ensemble de Cantor. On applique un procédé
itératif pour construire cet ensemble de Cantor que 1’on notera C'. Soit (A, ),en définie
par \, = W pour tout n € N. On utilise le méme procédé de construction que
celui de ’ensemble triadique de Cantor sauf que les intervalles supprimés a 1’étape n
sont de longueur \,. Soit Z 'ensemble des intervalles fermés de [0, 1] et J l'ensemble
des sous-ensembles de [0, 1]. Pour tout n € N, on définit I'application F,, : T — J
suivante :

b—a An b—a An
F = - n
w([a, b]) [a,b]\}a—l— 5 5 , @+ 5 + 5

On construit donc par récurrence une suite d’ensemble (C),)pen :

{ C'0 = FO([O7 1])

Cosri = U For(l) VYneN
1eCy,

ou l'union précédente est faite sur tous les intervalles I de C),. Ainsi, a ’étape n

du processus on enléve 2" intervalles {17}2" . de longueur )\, et 'on nommera 7 le
k Jk=1 n k

centre de ;. Finalement, notre ensemble de Cantor est construit comme suit :

C=()Ch
neN

Voici une illustration de cette construction :

0 1
0
I
"0
Ty
1 1
I I
- -
+ +
a1 5
2 2 2 2
h I I3 I

Construction de C

On peut calculer la mesure de Lebesgue de C' :

Leb(C) =1-) 2"\, —1—22" :%>o.

2.2
n + 1 T
neN neN
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2.2. Existence de la dimension locale

Construisons maintenant notre fonction f. Considérons tout d’abord la fonction
h € C*([0,1],R) suivante :

0 siz=0o0ul
h(z) =

exXp (ﬁ) siz € (0, 1)

Cette fonction sera la base de la construction de la fonction f. Pour n € N, on définit
gn :[0,1] — R la fonction suivante :

et g : [0,1] — R la fonction construite par :

g() =3 gula).

neN

La fonction g est donc une fonction construite par un procédé itératif basé sur la
construction de l'’ensemble de Cantor précédente : on commence par la fonction
nulle sur [0, 1], ensuite pour chaque n € N, dans chaque intervalle I}’ on placera une
fonction h contractée (en hauteur d’un facteur 1/n! et en longueur d’un facteur \,,).
Voici les premiéres étapes de la construction :

02 04 06 08 10

Graphe de gq Graphe de go + g1 Graphe de go + g1 + g2

On peut vérifier facilement que la fonction g est une fonction C*°. Nous pouvons
donc maintenant construire notre fonction f :

f:[0,1] — R
T — f(:c):/o g(t)dt.

Nous avons donc construit une fonction f € C*°([0, 1], R) strictement croissante (sa
dérivée g est positive et ne s’annule que sur C' qui est un ensemble d’intérieur vide).
f est donc une bijection de [0,1] dans [0, f(1)]. Ainsi, 'ensemble f({f" = 0}) est
homéomorphe a I’ensemble de Cantor C, c’est donc un ensemble non dénombrable
et d’aprés le Théoréme 2.8 il est de dimension 0. De plus, f.(Leb|c) est une mesure
non nulle (car f,(Leb|c)([0, f(1)]) = Leb(C) > 0) et non atomique (car f est une
bijection et que Leb|c est une mesure non atomique).
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Nous soulignons que le Théoréme 2.8 s’applique a toute fonction C*° et pas
seulement a des fonctions génériques. Cela est essentiel dans les applications ol
nous sommes intéressés par des observations particuliéres.

Bates et Moreira [21] ont démontré une généralisation du Théoréme de Morse-
Sard pour les mesures de Hausdorff. Malheureusement, d’aprés (2.8), cela n’est pas
suffisant pour obtenir une borne supérieure pour la dimension locale supérieure.
La généralisation suivante de la décomposition de Morse est un ingrédient clef de
leur preuve. Etant donné une fonction différentiable f de RM dans RY, pour x €
{0,1,...,min{ M, N}}, on définit C,, := {x € RM : rank(d,f) = k}.

Lemme 2.10 ([21]). Soit f € C*(RM RY) avec k > 2. Soit k < M un entier. Soit
n > 0. 1l existe une décomposition {A;}ien de Cy telle que pour tout i € N il existe
deuz sous-espaces E. et B! qui satisfont RM = E!® E!, dim B! < k et si S C RM :

diam (f(5'N A5)) < (I

aller 4+ n) diam (7 g.S) + n(diam S)*. (2.11)

Nous utiliserons cette décomposition pour démontrer un résultat analogue pour
la dimension de packing.

Lemme 2.11. Si f € C®(RM RY) alors la dimension de packing de ’ensemble
critique vérifie

dimp f(CH) S K.

Preuve. Soit k > 2, f étant de classe C°°, f est aussi de classe C*. Soit {A;}ien
la décomposition de C,, donnée par le Lemme 2.10 avec n = 1. Soit K ¢ RM un
ensemble compact. Soit 7 € N. Soit d; une distance sur R telle que pour x € RM et
y € RY, di(z,y) = d(rgw, Try) + d(mgra, mery). Soient € > 0 et {B(f(x;),15)},e,
un e-packing de f(A; N K). Soient j € J et | € J. En choisissant S := {z;,z;} dans
(2.11) on obtient

ri+r < di(f(x;), f(ay)) = diam(f(S N A;))
< Cd(rgay, wgx) + (d(rp;, mea) + d(WEZ{’Ij,']TE;/x[))k

Ol\l C = ||f“Cl + 1 AiIlSi,
— soit Cd(mprj, mpm))
= soit Cd(mgrwj, TEa)

(rj +11),

>
< 3(r; +m) et alors

N[ =D =

(rj +11).

N | —

k
(d(rgrxj, mpxy) + d(mgraj, mpray))” >

En prenant ¢ assez petit pour avoir £ < (1 — 27/*)e/¥ on obtient

1 _uk 1 1/k
%(’f’j—‘—’l"l)g (]_—2 ) 5(7“]'—‘—7’])

1 1/k 1 1/k
d(WEg’IjaﬂE;'Iz) > (5) <§( I —i—rl)) .

et ainsi
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2.2. Existence de la dimension locale

Pour j € J, on définit S; = B/(wgx;, 1575) X Ber(tprxj, 5 (37 )1/k) C Elx E!'. Si
[ # j, comme
- soit d(mgxj, mEr) > %(r] +r) > 4c r;+ 4c 7
> (5(

Tj +Tl))1/k >3 (473)1/

l)l/k

— soit d(mgyxy, TEra;) +1 (L

onaS;NS =0.

Il existe une constante 9; telle que
diam S; < 52-51/1“.
Les rectangles S; sont disjoints et ont une intersection avec K non vide, ainsi

D Vol(S;) < Vol(K + B(0, 6,2'/%)). (2.12)

JjeJ

Soit p = dim £} < k. Il existe une constante ~; telle que le volume de chaque S; soit

égal a
RIS Lk

Ceci implique, en utilisant (2.12), que

> (PR < ik, K) < o0

jeJ

M—p

ou ¢(i, k, K) est une constante finie dépendant de i,k et K.
Maintenant, par définition de la packing mesure s-dimensionnelle (2.5) on obtient :

PM/EPA=1/E) (£( A, N K)) < (i k, K) < o0

Ainsi \ . \

Finalement, en choisissant une suite de compacts K, telle que RM = U,cnK,,, on
a:

dimp f(C) = dimp f( | ] AiNK,)
i,neN
= dimp | Jf(AiNK,)

= supdimp f(A;NK,) voir Proposition 2.2

< M +
— + K.
-k
Comme k peut étre choisi arbitrairement grand, on a
dimp f(Cy) < k. (2.13)
O
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Nous allons prouver le Théoréme 2.8 sur RM avec p une mesure absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue A, i.e. pour tout ensemble mesurable
ACRM

MA)=0= pu(A) =0.

Preuve du Théoréme 2.8. Soit k € {0, ...,min{M, N}}.

1. Si A C Cy et u(A) > 0 alors dimpy fi(p|a) > & :

En effet, soit B C C,; avec p(B) > 0, comme p est absolument continue, A(B) > 0.
Il existe un ouvert V tel que A(BNV) > 0 et 7 : RY — R* une application linéaire
telle que d,m o f soit de rang maximal x pour tout z € V. f, := mo f vérifie donc
que Jf,, # 0 pour tout x € V (ot J est le Jacobien i.e. Jf, = \/det(d,f.)(dxfs)b).

Comme 7 est Lipschitz, d’aprés la Proposition 2.2, on sait que :

dimpy 7(f(B)) < dimpy f(B). (2.14)

D’aprés la formule de la coaire (e.g. [47], en fait on aurait pu travailler directement
avec f en utilisant 75]) :

/B TfudA = /f LB ) (2.15)

ol A\, est la mesure de Lebesgue sur R*. Comme A(BNV) > 0 et Jf.(x) # 0 pour
tout x € BNV, le membre de gauche de (2.15) n’est pas nul, il en est donc de méme
pour le membre de droite. Ainsi A;(f.(B)) > 0 et donc dimpy f,,(B) > Kk ce qui nous
donne d’apreés (2.14) :

k < dimpy f(B). (2.16)

Soit A C C, tel que u(A) > 0. On rappelle que
dimp f.(pla) = inf{dimg ¥ : (fu(pla))(Y¢) = 0}. (2.17)
Soit Y tel que (f.(u4))(Y) = 0. Comme f (AN f~2(Y))CY ona
dimpy Y > dimy f (AN f7(Y)).

De plus, comme p(f~1(Y)NA) = u(A) > 0et f7H(Y)N A C C,, on peut choisir
B=f"YY)N A et d’apres (2.16) :

dimy Y > dimy f (AN f7H(Y)) > &
et donc
dimy fi(pla) > k. (2.18)

On pose v := f.u et v, == fu(plc,)-
2. Montrons que d,, = Kk v,-presque partout :
e Tout d’abord, comme v, est supportée sur f(C,), d’aprés le Lemme 2.11 on a

dimp v, < dimp f(Cy) < k.
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2.3. Mesures faiblement diamétralement réguliéres

Comme la dimension de packing vérifie la relation (2.9) on a
d,.(r) < k pour v.-presque tout z € RY.
Comme pour tout x € RY et tout ¢ > 0, v (B(z,¢)) > v, (B(z,¢)), on obtient
dy(z) < dy, (v)

et donc B
d,(r) < K pour ve-presque tout x € RY. (2.19)

e Soit K C RY un sous-ensemble compact. Soit p < k. Soit Z := {d, < p} N
K. Si v, (Z) > 0 alors u(C, N f74(Z)) > 0, et donc d’aprés (2.18) on obtient
dimpy f.(plc.np-1(2)) = K. D’apres (2.17) et comme f,(p|c.nf-1(2))(Z°) = 0, on a
dimy Z > k.

Par ailleurs, par définition de d,,, Vo € Z, 3J, C (0, 4+00) avec 0 € J,, tel que Vr €
Jyy v (B(z,7)) > rP. Soit § > 0. On remarque que {B(z,7), x € Z,r € J,N[0,0]}
recouvre Z donc, d’aprés le Théoréeme de recouvrement de Besicovitch, il existe un
sous recouvrement {B(z;,7;)},;o; avec I dénombrable et mg une constante dépendant
seulement de N tels que Z C U;erB(x;, ;) et la multiplicité du recouvrement est
bornée par mg. D’aprés la définition (2.1)

H5(Z) <D rf <Y v(Blairi)) < mor(K + B(0,6)).
iel iel
Ce qui implique que dimy Z < p. Mais ceci étant en contradiction avec le fait que
dimy Z > K, on a que pour tout p < k et pour tout compact K, v.({d, < p}NK) =
0. Ainsi
d,(z) > k pour v,-presque tout x € RY. (2.20)

3. Conclusion : En utilisant (2.19) et (2.20) on obtient que d, = k v,-presque par-
tout. Et le théoréme est démontré en utilisant que RM = CouC, U...UCkin{am,ny. O

2.3 Mesures faiblement diamétralement réguliéres

Nous expliquons ici la notion de mesure faiblement diamétralement réguliére et
nous donnons une propriété essentielle que nous utiliserons plusieurs fois tout au
long de notre travail en suivant les idées de [18].

Définition 2.12. Une mesure p est une mesure diamétralement réguliére (ou mesure
doublante) s’il existe une constante n > 1 et une constante ¢ > 0 telles que pour tout
x € X et pour tout r >0 on a p (B (x,nr)) < cu(B(z,1)).

Par exemple, les états d’équilibre d’un potentiel Holder pour les sous-shifts de
type fini ou pour les applications dilatantes conformes sont des mesures diamétra-
lement réguliéres. Pour obtenir une propriété vérifiée par une classe beaucoup plus
large de mesures nous devons affaiblir la définition précédente, c’est pourquoi on
introduit les mesures faiblement diamétralement réguliéres.
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Définition 2.13. Une mesure p est faiblement diamétralement réguliere (fdr) sur
l’ensemble Z C X s’il existe n > 1 et si pour p-presque tout x € Z et tout € > 0, il
existe 6 > 0 tel que st v < d alors

(B (z,nr)) < p(B(z,r))r . (2.21)

Il existe en fait une définition équivalente plus forte que nous utiliserons par la
suite :

Proposition 2.14. Une mesure i est faiblement diamétralement réguliére sur [’en-
semble Z C X si et seulement si pour tout n > 1, pour p-presque tout x € Z et tout
e >0, il existe § > 0 tel que si T < 6 alors p (B (x,nr)) < w (B (z,r))r=.

Preuve. Supposons qu’il existe n > 1 tel que pour p-presque tout z € Z et tout
e >0, il existe 6 > 0 tel que si v < § alors u (B (x,nr)) < p (B (z,r))r~¢. Montrons
que pour tout a > 1, pour p-presque tout x € Z et tout €1 > 0, il existe §; > 0 tel
que sir < 6y alors (B (z,ar)) < p (B (z,r))r =

Soient a@ > 1 et €1 > 0. Si a < n alors pour p-presque tout x € Z, comme p est
fdr, on a pour r suffisamment petit

p(Blz,ar)) < p(B(z,nr))
< p(B(z,r))r—.

€1

Maintenant, si o > 7, il existe n € N* tel n” < a < n"™!. Soient z € Z et ¢ = =L

n+1
tels que pour r < § 'equation (2.21) soit vérifiee. Alors, si r < %
p(Ba,ar)) < p(Blz,n"'r))
< (B (z,r))rm e
< w(B(z,r))r—ct
Et ainsi la proposition est démontrée. O

Voici maintenant une propriété essentielle des mesures boréliennes (prouvée dans

[18]) :

Lemme 2.15. Toute mesure borélienne de probabilité sur RN est faiblement diamé-
tralement réguliere.

Preuve. Soit y une mesure borélienne de probabilité sur RYY. Nous allons démontrer
que pour p-presque tout x € RV on a

p(B(z,27")) < n’u(B(z,27"7)) (2.22)

pour tout n € N suffisamment grand. Montrons que si cela est vérifié alors p est
faiblement diamétralement réguliére avec n = 2. Soit ¢ > 0. Soit z € RY et n € N
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suffisamment grand pour que (2.22) soit vérifiée et pour que n*(n — 1)* < 2. Soit
0<r<2m ! ilexiste m >n+1tel que 27™ ! <r < 2™, On a donc

w(B(x,2r)) < M( (z,27mF1) car 2r < 27mtl
<m2(m — 1)?u(B(x,27™ 1)) daprés (2.22)
< ln = 1Pp(Bln) e 2 <
< 27"u(B ( 7)) car m >n et n?(n — 1) < 2"
< r~fu(B(z,r)) car r< 27"

et ainsi p est faiblement diamétralement réguliére.
Démontrons donc (2.22). Soient n € N et o > 0, on définit

An) = {z € RN : p(B(z,27™) > n?u(B(x, 27" N},

Nous rappelons ici la notion d’ensemble maximal r-séparé :

Définition 2.16. FEtant donné r > 0, un ensemble dénombrable E C F est un
ensemble mazximal r-separé pour F' si

1. B(x,5) N By, 5) =0 pour tous x,y € E distincts.
2. W(F\'U B(z,r)) = 0.

zel

Soit £ C A(n) un ensemble maximal 27" !-s¢paré¢ pour A(n). On a

m) < S uBr 2 ) < 3 (Bl 2).

zel zeFE

Comme F est un ensemble 2" !-séparé, il existe une constante C' dépendant uni-
quement de la dimension N telle que E puisse étre décomposé en un nombre fini
d’ensembles maximaux 27" !-séparés. Plus exactement, la constante C' est donnée
par
C' = max max max Card G(x,r)
r>0 zeRN G(z,r)

ou les G(r, x) sont les ensembles maximaux 2r-séparés de B(z, 4r). Cette constante
correspond au nombre maximal de boules disjointes de rayon r dont 'intersection
avec une méme boule de rayon 4r est non vide. Il existe donc C ensembles F;
maximaux 2~ ""-séparés tels que £ = UY | E;. Ainsi

C
I )< o

3
1\3

On a donc

Z w(A(n)) < +o0.

neN*
D’apreés le Lemme de Borel-Cantelli, pour p-presque tout z € RY il existe n(z) €
N* tel que pour tout n > ny(z), x ¢ A(n), c’est-a-dire, 'equation (2.22) est vérifice
et donc le lemme est démontré. O
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Chapitre 3. Récurrence de Poincaré pour les observations

Un systéme dynamique de grandes dimensions est souvent étudié par les expéri-
mentalistes a travers une certaine "mesure" ou un "relevé" d’un relativement petit
nombre de différentes quantités, appelées observations. En suivant cette idée et dans
la continuité du travail de Boshernitzan, pour un systéme préservant la mesure, nous
étudions la récurrence de Poincaré pour les observations (on pourra aussi voir le livre
de Aaronson [1| pour une version du théoréme de récurrence de Poincaré pour les
observations). Nous faisons le lien entre les temps de retour pour les observations et
les dimensions locales de I'image de la mesure invariante. Nous prouvons que lorsque
la décroissance des corrélations est super-polynomiale, les taux de récurrence pour
les observations et les dimensions locales de la mesure image sont égaux.

Ce chapitre est basé sur l'article [84], Poincaré recurrence for observations, écrit
avec Benoit Saussol et & paraitre dans les Transactions de la Société Américaine de
Mathématiques.

3.1 Borne supérieure du taux de récurrence pour
les systémes dynamiques

Soit (X, A, 1, T) un systéme dynamique tel que X est un espace métrique et
que A est sa o-algebre de Borel et soit Y un espace métrique. Soit f : X — Y
une fonction, appelée observation (nous serons plus spécifiques sur les espaces X et
Y par la suite). On introduit le temps de retour pour l'observation et ses taux de
récurrence associés.

Définition 3.1. Soit f : X — Y wune fonction mesurable, on définit pour x € X le
temps de retour pour l’observation f :

Tf(x) = inf{k: e N*: f(Tkx) € B(f(x),r)}

ot B(f(z),r) est la boule centrée en f(x) et de rayon r. On définit ensuite les tauz
de récurrence pour l’observation inférieur et supérieur :
log 7/ (x)

/ log 7/ ()

R!(x) := liminf R; (x) := limsup

r—0 —logr o —logr

On définit aussi pour p € N le temps de retour p-non-instantané pour l'observation :

T,{I)(SL’) = inf{k >p: f(TF2) € B(f(x),r)}

Ensuite, on définit les taux de récurrence inférieur et supérieur non-instantanés pour
l'observation :

log 7 B o o/
p—oo r—0  —logr p—oc  poo  —logr

Lorsque R (z) = Ef(x) on notera R/ (x) la valeur de la limite.
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3.1. Borne supérieure du taux de récurrence pour les systémes
dynamiques

On notera que dans les définitions des taux de récurrence inférieur et supérieur
non-instantanés pour I’observation, nous prenons la limite quand p tend vers I'infini.
En effet, nous verrons dans la preuve du Théoréme 3.2 (plus précisément a ’équa-
tion (3.5)) que cette limite existe (car toute suite croissante majorée converge).

On rappelle la définition des dimensions locales inférieure et supérieure pour
l’observation f par rapport a la mesure p en un point x € X

E(x)=d; , (f(x) et d(x)=dpu(f(x)

Théoréme 3.2. Soit (X, A, T, ) un systeme dynamique. Considérons une obser-
vation mesurable f : X — Y =RY. Alors

Rl@)<dl@) et R(x)<d()
pour p-presque tout x € X.

Ce résultat est satisfaisant car il est vérifié pour tous les systémes dynamiques et
toutes les observations. De plus, sous des hypothéses qui apparaissent naturellement,
on montrera que 1’égalité est vérifice. Néanmoins, ces inégalités peuvent étre strictes,
un exemple trivial est celui ou 7" est I'application identité.

Remarque 3.3. En choisissant comme observation f la fonction identité nous retrou-
vons le Théoreme 1.30.

Nous donnons maintenant une premieére application, a savoir la récurrence dans
les systémes dynamiques aléatoires. Une étude plus vaste de ces systémes est conduite
dans le Chapitre 4.

Exemple 3.4. Soit (Q,F,0,P) un systéme dynamique et Y C RY un ensemble bo-
rélien. La famille (F,),cq est appelée une transformation aléatoire, ot pour tout
w, F, est une application de Y dans Y tel que l'application (w,y) — F,(y) soit
F x B(RY)-mesurable. L’application T : X = Q x Y — X definie par T(w,y) =
(w, F,(y)) est appelée un skew-product. Soit Mp(X,T") 'ensemble des mesures de
probabilité T-invariante ayant pour marginale P sur €. Pour tout € Mp(X,T), le
Théoréme 3.2 s’applique avec f la projection sur Y, et nous donne une borne supé-
rieure pour le temps nécessaire a4 une orbite aléatoire typique Fyr, o ... 0 Fp, 0 F,(y)
pour revenir proche de son point de départ y.

La stratégie de base de la preuve du Théoréme 3.2 provient de [18].

Preuve du Théoreme 3.2. Comme toutes les mesures de probabilité sont faiblement
diamétralement réguliéres sur RY (voir Lemme 2.15), la mesure f,u est faiblement
diamétralement réguliére. On peut remarquer que la fonction 0(f(+),e,n) dans la
définition 2.13 est mesurable pour tout € et n fixés. Fixons ¢ > 0 et n = 4. On
choisit 0 > 0 assez petit pour avoir u(G) > u(X) —e=1—¢on

G:={xeX:if(x),en) >d}.

Pour tout r > 0, A > 0, p € N et x € X on définit ’ensemble

Avwi={y € X1 () € B(f@)r) o (5.2) = X7 L (B (f(a),4r) 7' |
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ou Téfrvp(y,x) = inf{k >p:d (f(Tky),f(x)) < 4r} pour y € f~'B(f(x),4r). Par
I'inégalité de Markov on obtient :

W(Ara) < Mot (B (f(2), 4r)) / (9 7) d(y). (3.1)

frB(f(2),4r)

Puisque Téfrvp(y,x) est majoré par le p-ieme temps de retour de y dans l’ensemble
f7IB(f(z),4r), le lemme de Ka¢ nous donne :

/ 74 (U 7) dp(y) < p. (3.2)
1B(f(x),4r)

En utilisant (3.1) et (3.2), on a :

1(Arz) < pAfap (B (f(x),4r)) . (3.3)
Si d(f(x), f(y)) < 2r alors
Thop (0> ) ot (B (f(2),4r)) = 7, () fops (B (f(y), 2r)) - (3.4)

Soit C' C G tel que (f(x)),c est un ensemble maximal 2r-separé pour f(G) (voir
Définition 2.16).

D.(r) = p ({y eG: Té;’p(y)f*u (B (f(y), 2r)) > 7,—2&})

< D ({ve ' BU@.21): 7, W) fn(B(F(y),2r) 27> })
< %u(z‘lr,x) d’apres (3.4)

< ;Er(;e > fa(B(f(x),4r))  avec A =1 dans (3.3)

< pre :gf*u (B(f(x),r))  car fipest fdretn=4

< pre d’apres la définition de C.

Finalement :

Y De™)= > DAe")<p) e <o

n,e” "< n>—logd

Ainsi, d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, pour p-presque tout z € G

Taon (@) fut (B (f(2),2¢7")) < &7

pour tout n suffisamment grand. D’ou

log 7o, (@) _, , log fun(B(f (), 2¢™)) (35)
n - -n ’ '
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3.2. Taux de récurrence et dimension dans les systémes mélangeant
rapidement

En remarquant que pour tout a > 0 on a :

dl(z) = tim EFLBU@. ) Gy g (B (a), )

log 7 o (x _ log7! _, (x
Ef(:z') = lim liminf Lp() et Rf(x) = lim limsup LA’”()
p—0o0 N—00 n pP—0 n_oo n

et comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, le théoréme est obtenu en prenant
la limite inférieure ou la limite supérieure quand n tend vers l'infini et la limite
quand p tend vers l'infini dans (3.5). O

Comme nous 'avons vu dans le Chapitre 1, pour obtenir des égalités entre taux
de récurrence et dimensions locales, des propriétés supplémentaires sur le systéme
sont nécessaires. Nous allons donc étudier la récurrence pour des observations de
systémes mélangeant rapidement.

3.2 Taux de récurrence et dimension dans les sys-
témes mélangeant rapidement

On introduit maintenant la décroissance des corrélations pour les observations :

Définition 3.5. Soit f : X — Y wune observation lipschitzienne. (X, A, T, 1) a une
décroissance des corrélations pour l'observation f super-polynomiale si, pour toutes
fonctions lipschitziennes ¢, 1 de Y dans R et pour tout n € N*, on a :

/cbo F(T"2) o f(@)du(e /asofdu/wofdu)<||¢of||||wof||9

avec lim,,_,o, nP6, = 0 pour tout p > 0 et ou ||.|| est la norme Lipschitz.
On peut en déduire la proposition suivante :

Proposition 3.6. Soit f: X — Y une observation Lipschitz. Si (X, A, T, p) a une
décroissance des corrélations super-polynomiale alors (X, A, T, 1) a une décroissance
des corrélations super-polynomiale pour l’observation f.

Preuve. La preuve est immédiate en remarquant que si f est Lipschitz alors ¢ o f
est Lipschitz pour toute fonction v Lipschitz. O

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 3.7. Considérons une observation Lipschitz f : X — Y = RY. Soit
(X, A, T, 1) un systéme dynamique ayant une décroissance des corrélations pour
l'observation f super-polynomiale. Alors on a

Ri(@)=di(x) e R'(x)=d)(x)

f
pour pi-presque tout x tel que dj,(z) > 0.
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En prenant pour f la fonction identité, on retrouve le Théoréme 1.32 sous de
plus faibles hypothéses. L’hypothése principale de notre théoréme sur la décroissance
des corrélations est satisfaite dans une classe de systémes ayant un comportement
hyperbolique (e.g. [96, 34, 13] et Section 1.2).

Corollaire 3.8. Considérons une observation lipschitzienne f : X — Y = RV,
Soit (X, A, T, 1) un systéeme dynamique avec une décroissance des corrélations pour
lobservation f super-polynomiale. Alors, si fiuu est exacte dimensionnelle, on a

R (z) = Ff(x) = dimpy fop pour p-presque tout v € X.

Remarque 3.9. On a ’équivalence suivante

f«pt est exacte dimensionnelle
<
Fle) = 3 (1) =
3d, dj(v) = d,(x) =d  pour p-presque tout r € X.
Preuve du Corollaire 3.8. Si dimg f.u = 0, alors la conclusion provient du Théo-
réme 3.2 et de la Proposition 2.4. Dans le cas général, le résultat est juste une
combinaison du Théoréme 3.7 et de la Proposition 2.4. O

Le Théoréme 3.7 ne s’applique pas aux points ol c_lf:(x) = 0. Lorsque Eﬁ(m)
est aussi égale a 0, ce n’est pas une restriction car le Théoéme 3.2 s’applique et
nous donne Ef(:c) = R/(z) = 0. Néanmoins, la question reste en suspens quand

Ei(m) # C_Zf:(x) = 0 sur un ensemble de mesure positive. En effet, les hypothéses du
Théoréme 3.7 ne sont pas assez fortes pour assurer I'existence de la dimension locale
pour 'observation presque partout. Le Théoréme 2.8 nous garantit cette existence
pour une large classe de systémes et ainsi :

Corollaire 3.10. Soit f : RM — RN une observation lipschitzienne de classe C™.
Soit T : X C RM — X une application préservant une mesure de probabilité abso-
lument continue avec une décroissance des corrélations pour l’observation f super-
polynomiale. Alors, R' existe et appartient ¢ {0,1,...,min{ M, N}} presque partout.
Plus précisément, R/ (z) = rang d, f pour p-presque tout x € X.

Preuve du Corollaire 3.10. On applique le Théoréme 3.7 et le Théoréme 2.8 quand
d{i > 0. Quand dﬁ = 0, on utilise le Théoréme 3.2. O

Remarque 3.11. D’apreés la Proposition 3.6, les 3 résultats précédents sont valables
lorsque le systéme dynamique (X, A, T, ;1) a une décroissance des corrélations super-
polynomiale.

Malgré certaines similarités avec [88], nous soulignons que la preuve du Théo-
réme 3.7 est relativement différente. En particulier nous ne faisons aucune hypothése
sur I’entropie du systéme.
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Soient a > 0, b > 0, ¢ > 0 et p > 0. Soit X, := {x € X, d/(x) > a}. Nous
posons
T
el {xeXa. Vr < p, fu (B (f(g:),2
r N+b
= : < — >

G {SL’EXa. vr < p, f*,u<B<f(x),2>) > r }

B r

Gy = {weXavr <o fun(B(1@).5)) = fn(B(f@),4r) 1}
On remarque que G(a, b, ¢, p) := G1 N Gy N Gy vérifie

M(G(aa b> C, p)) ;]) :u(Xa) (36)
En effet, par définition de c_lfi, on a u(Gy) — w(X,). De plus, comme Ei < N
pu—presque partout, pu(Gs) — u(X,), et comme f,u est faiblement diamétralement
régulicre, u(Gs) — u(X,).

Lemme 3.12. Sous les hypothéses du Théoreme 3.7, pour tout x € G(a,b,c,p),
pour tout n € N* et pour tout r < p on a

(P BU )., ) AT B ), 1) < Do, w7 (B (50).2))

Preuve. Soit 1, : [0,400) — R une fonction %—Lipschitz telle que 1) < n <
Ljo,2r). Posons ¢y, (2) = 0, (d(f(2), 2)). ¥u, est clairement 1-Lipschitz. En utilisant
I’hypothése sur la décroissance des correlations pour 'observation f de (X, 7, i), on
obtient

w(f'B(f(),r)yNT " f'B(f(x),2r) < [ Yor(f ()02 (f(T"y))dp(y)

X

< aw © Flllthazr o FlI6n + /X bor (P i) | o (F))din(y)

Lemme 3.13. Sous les hypothéses du Théoreme 3.7,
RY(2) > 0 pour p-presque tout x tel que c_lfi(x) > 0.

Preuve. Soit X, := {c_lﬁ > 0}. Soit 1 > & > 0 et soit a > 0 tel que pu(X4) > u(X,) >
n(Xy) —e.

On fixe b > 0, ¢ = § et pour p > 0 on considére I'ensemble G = G(a, b, c, p)
défini au-dessus.
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Soit ng € N tel que Vn > ng on a ¢, = # < p. Pour n > ng on définit

A, ={x e X: f(T'x) € B(f(x),en)}.

Pour tout x € G on a

FTB(f(x),en) N AL C B (f(x),e0) NT"f B (f(2),2e0).

D’aprés le Lemme 3.12 et par définition de G on a

L? n
n (B (f(@)ea) N An) < 500+ 2 fup(B(f (), %))2
< L (B(£@), ) [B3en) 00+ 2]
Soit B C G tel que (f(x)),ep est un ensemble maximal e,,-separé pour f(G). Comme
la collection (f~'B(f(x),e,)),cp recouvre G, on a :
p(GNA) < D u(f x),€0) N A,)
zeB
< 2 su(® ( ) [

< L(en) N0, + 20

. a/2 1 . . . , .
Puisque ) o 67" = Y ,cn- 7z < 00 et puisque la décroissance des corrélations est
super-polynomiale, on obtient

> u(GNA,) < +oo. (3.7)

neN*

Par le Lemme de Borel-Cantelli et en utilisant (3. 6) pour p-presque tout x € X,
il existe ny(z) tel que pour tout n > ny(z), f(T"x) ¢ B (f(z), =) Ainsi, pour
p-presque tout x € X, pour p > ni(x) et n > nq(z),

7 (@) >n (3.8)
n4/a7p
ce qui nous donne
log 7! (x
Ri(z) = lim liminf 22720
p—oo  r—0 ——10g7‘
log 7’f41 7p(x)
= lim liminf nt/o -
pP—00 N——+00 _-log'EﬂE
1
> lim ognh__ 38 > 0.

n—+oo log nt/a 4

Comme on peut choisir € arbitrairement petit, le lemme est démontré. O
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Lemme 3.14. Soient a > 0, 6 > 0 et 1 > ¢ > 0. Pour p-presque tout x € X,, il
existe () > 0 tel que pour tout r €]0, r(x)[ et pour tout entiern € [r=0, fuu (B(f(z), 7)),
on ad(f(T"x), f(x)) = r.

Preuve. Soit 1 > ¢ > 0. On fixe b > 0, ¢ = % et pour p > 0 on considere I'ensemble
G = G(a,b,c,p). Soit § > 0 et r < p, on définit :

A(r):={y e X : In e[’ fun(B(f(y),3r)" "] tel que d (f(T"y), f(y)) <r}.

Pour tout x € G on a:

FUB(f(x),7) N Ac(r)

{y : fly) € B(f(x),r),3n € [r™°, fuu (B(f(y),3r))" ", d(f(T"y). f(y)) < r}

C {y: fy) € B(f(x),r),In € [r~°, fuun (B(f(x),2r)) "], d(f(T"y), f(x)) < 2r}
U FB(f(x),r) N T B(f(x), 2r).

r=0<n< fup(B(f(z),2r)) 1t

Soit k > 1 tel que §(k —1) —2 > N +2bet p > 0 tel que n > p~° implique
(k —1)(n+1)"% > 6, (ce qui est possible par définition de 6,). En posant I, =
[P0, fuu (B(f(x),2r)) "] NN, on a d’aprés le Lemme 3.12

WPBU@NNAG) < 3 [So 4 LB, DY

2
nel,
L2602 20 (B f (), 5))
LN % £ u(B(f (x), g)) par définition G
fn(B(f(2),5) (L2 +17%)

Soit B C G tel que (f(z)),cp est un ensemble maximal r-separé pour f(G). Comme
la collection (f~'B(f(z),r)),cp recouvre G, on a :

p(GNA(r) < > pu(f ),r) N Ac(r))

< > fun (B (fm, 5)) (T )

< L2’I"b —|—’f’a€/2.

INIA

IN

Alors

Z 1 (GNA(e7") < +o00

keN
et donc par le Lemme de Borel-Cantelli, pour p-presque tout y € G, il existe ny(y)
tel que pour tout k > ny(y), v ¢ A.(e”¥). Ainsi pour r suffisamment petit il
existe k € N tel que e * 1 < r < e* < e, De plus, comme e < 7% et
comme 3e~* < 3er, il n’existe aucun entier n € [r=0, f.u (B(f(y), 3er))” Ha] tel que
d(f(T™y), f(y)) < r. Comme f,u est faiblement diamétralement réguliére, le facteur
3e n’est pas important et le lemme est démontré. O
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Preuve du Théoréme 3.7. Soit ¢ > 0. Comme, d’aprés le Lemme 3.13, R/ (z) > 0
pour p-presque tout x € X = {c_ifi > 0}, il existe a > 0 tel que

p(Xy) > p({B > a}) > p(Xy) - ¢
Pour tout x € {Ef > a}, pour p suffisamment grand et r suffisamment petit, on a

T,fp(:c) > r e,

Grace au Lemme 3.14 avec § = a et £ > 0, pour u-presque tout x € {Ef >a}, sir
est suffisamment petit et p suffisamment grand, alors 7/ (x) > fou (B(f (), r)) e
Ainsi Rf > (1 — E)C_Z[L ot B > (1 - 5)312 p-presque partout sur {R' > a}. Le
théoréme est démontré en choisissant € > 0 arbitrairement petit et ensuite ( > 0
arbitrairement petit. O

3.3 Sur la nécessité des taux de récurrence non-
instantanés

Dans cette partie, nous exposons un exemple simple qui illustre I'utilité des temps
de retour non-instantanés.

Soit © := {0, 1} et o le shift sur Q. Fixons un nombre a@ € R 1-approximable
(e.g. [44] pour une perspective intéressante) i.e. §(a) = 1 ol

p
a__

5(a)zsup{521:

1
< — pour une infinité de P € Q} .
q'* q

Soit v une mesure de probabilité invariante ergodique sur €2. Fixons un ensemble
mesurable A C Q tel que 1 > v(A) > 0 et soit :

@(w):{ 0 siwé¢A (3.9)

a siweE A.

Soit T! le tore 1-dimensionnel et définissons sur X := € x T' lapplication suivante :
T: X — X
(w,y) — (ow,y+ p(w)).

Soit Leb la mesure de Lebesgue sur T'. La mesure de probabilité p := v ® Leb
est T-invariante. On étudie ensuite le taux de récurrence du systéme (X, T, u) pour
I’observation f donnée par la projection sur la seconde variable i.e.

f: X —-T
(w,y) —y.

Tout d’abord, nous avons un premier résultat évident sur la mesure image : comme
fipr = Leb et comme la dimension locale de la mesure de Lebesgue vaut un, la
mesure f,u est exacte dimensionnelle et vérifie

Ve e X, dl(x) =1. (3.10)

48



3.3. Sur la nécessité des taux de récurrence non-instantanés

Proposition 3.15. le =+ dlfj sur un ensemble de mesure positive. Plus précisément
Ve = (w,y) € WA X T, R/ (z)=0.
Preuve. Soient w € Q\A et y € T!, on a

f(T(w,y) = flow,y) carwgA
=y
= f(w,y).

Ainsi pour tout r > 0, 7/ () = 1 et donc R/ () = 0. O

Nous avons donc besoin d’introduire les temps de retour non-instantanés pour
éviter ce genre de probléme.

Proposition 3.16. R/ = dﬁ sur un ensemble de mesure pleine.

Preuve. Pour k € N et w € Q, soit qx(w) := Zf:_ol 14(c'w). Soit € > 0 fixé. Pour
z=(w,y)etn €N, ona

7@ = inf{k:>p: f(Tkx)€B<f($)>n11+a>}
= inf{k>p:y+a%(w)63<y>#)}

- mf{k>p: o)) < — } (3.11)

n1+€
ou pour q € Z
lq|| := min {[goe — p| : p € Z} .

Gréce au choix de a, il existe kg € N tel que pour tout k > ko, on a |ka| > .
En prenant n > kg on obtient

. 1
My = inf {q > ko |lgaf < n1+5} > n. (3.12)

Comme v est ergodique, le Théoréeme de récurrence de Poincaré nous donne pour
v-presque tout w € 2

qr(w) — +oo0. (3.13)

k—oo

Ainsi, pour v-presque tout w € 2, on peut choisir p suffisamment grand tel que

p > ko et gy(w) > ko. Si k € N vérifie p < k < my,, alors ky < gp(w) < gp(w) <

k < my. et donc [|agy(w)|| > —i=. Comme cela est vrai pour tout k € [p, ..., my, ]

on obtient donc 7/, () > my,. > n. Finalement, si p > m,., on a forcément
nlte?
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Tfl%ﬁn(l’) > my. > n. Ainsi, pour p-presque tout = (w,y) € X, on a

log -, (x)

R(z) = lim liminf Lﬁf
p—oo n—foo  —log o
n

logm,,
n—too —log
> lim logn _ 1 .
n—oo lognlte  1+¢

Cela étant vérifié pour tout € > 0, on obtient
Ri(z)>1.
La conclusion provient du Théoréme 3.2 et de I’équation (3.10). O

Remarque 3.17. Nous soulignons que cet exemple remplit les conditions du Corol-
laire 3.8 quand, par exemple, v est une mesure de Gibbs [45].

Finalement, nous soulignons que dans cet exemple 'application T est un skew-
product associé a un systéme dynamique aléatoire. Notre étude sur la récurrence de
Poincaré pour les observations nous permet donc de pouvoir étudier la récurrence
pour les systémes dynamiques aléatoires, ce que nous allons traiter dans le chapitre
suivant.
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Chapitre 4. Récurrence pour les systemes dynamiques aléatoires

Dans cette partie nous abordons le probléme de la récurrence dans les systémes
dynamiques aléatoires. L’étude qui suit résulte d'un travail en collaboration avec
Philippe Marie [73|, Recurrence for random dynamical systems, a paraitre dans
Discrete and Continuous Dynamical Systems.

Nous allons définir des notions de temps de retour pour les systémes aléatoires
et prouver que sous une hypothése de mélange le taux aléatoire de récurrence du
systéme est égal a la dimension locale de la mesure stationnaire. Nous donnerons
aussi plusieurs exemples, les automorphismes aléatoires du tore et les perturbations
aléatoires.

4.1 Introduction

Ces derniéres années, de nombreuses études ont été menées sur la récurrence
dans les systémes dynamiques déterministes (e.g. [18, 26, 88|) et sur les systémes
dynamiques aléatoires (e.g. [63, 66, 71, 74]). Nous allons maintenant lier ces deux
notions, ce qui, malgré le succés de ces deux théories n’a pas encore été fait. Nous
posons en particulier les définitions et les premiers résultats nécessaires pour décrire
le comportement récurrent dans le cas aléatoire. Nous allons considérer des systémes
dynamiques aléatoires engendrés par une famille d’applications {71}, },cq d’un espace
X dans lui méme pour lesquels il existe une mesure stationnaire p. Nous allons intro-
duire de nouvelles quantités qui sont les analogues aléatoires de celles généralement
utilisées dans la théorie ergodique déterministe, en particulier des notions de temps
de retour et de taux de récurrence.

L’évolution d’'un systéme dynamique aléatoire généré par des transformations
aléatoires i.i.d. est la suivante : on considére une famille de transformations {7 }ea
définies sur une variété riemannienne compacte X et une mesure de probabilité P sur
un espace métrique A. Soit (A,),>0 un processus stochastiques i.i.d. de distribution
commune P, I’évolution aléatoire d’un état initial x € X est générée par la réalisation
de ce processus )\ := (Ag, A1, ..., \y,...) € AN tel que pour tout n >0 :

22 =T\, ,0---0T.

n—1

L’ensemble {22}, C X est appelé orbite aléatoire de x associée a la réalisation \ €
AN, En fait, nous ne demandons pas que le processus (A, ),>o soit indépendant, nous
utilisons une hypothése plus faible que nous expliquerons ensuite et qui nous permet
de travailler avec une classe plus large de systémes dynamiques aléatoires. Nous nous
concentrons sur les systémes pour lesquels il existe une mesure stationnaire. Dans le
cas 1.7.d. une mesure stationnaire est une mesure de probabilité p sur X telle que :

u(A) = [ (T AP

pour tout borélien A de X. Comme nous 'avons déja expliqué, la mesure u joue le
role de la mesure invariante, il est alors naturel d’aborder 1’étude quantitative de la
récurrence aléatoire vis a vis de cette mesure et de voir si les résultats déterministes
sont toujours vrais. Il y a deux fagons d’étudier le comportement d'un systéme
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dynamique aléatoire, le premier consiste a fixer une réalisation du bruit et a décrire
le comportement de I'orbite ainsi définie, le second consiste & étudier le systéme dans
son ensemble, en incluant le bruit au méme titre que 1’état initial x. La premiére
étude est une étude statistique concentrée sur l'espace des phases X, alors que la
seconde est une étude statistique globale, a la fois sur l'espace de la composante
aléatoire ) et sur I'espace des états du systéme X. Dans la littérature, le premier
point de vue est appelé quenched (ou a réalisation fixée), le second, annealed (ou
moyenné). Dans l'esprit de la théorie ergodique, le cas annealed permet une meilleure
compréhension globale du systéme. Le premier temps de retour annealed, que l'on
appellera aussi moyenné est défini par :

Tp(x) := / inf{n > 0: Tyn-1,0...0T,x € B}dP(w).
Q

Cette quantité nous apparait comme la meilleure a étudier pour obtenir des résul-
tats quantitatifs pertinents sur le comportement récurrent des systémes dynamiques
aléatoires. Nous justifierons le choix de ces définitions en appliquant les résultats
déterministes tels que le théoréme de Poincaré ou le lemme de Kaé, a la représen-
tation du systéme aléatoire par le skew-product. Ceci nous permettra, entre autres
choses, de se rendre compte que le premier temps de retour moyenné apparait de
facon naturelle dans cette étude.

Ensuite, en utilisant les résultats du Chapitre 3 nous établirons un lien entre
les temps de retour aléatoires et la dimension locale de la mesure stationnaire du
systéme, ce qui constitue une premiére étape dans 1’étude de la récurrence des dy-
namiques non-déterministes.

Finalement nous donnerons des exemples. Tout d’abord deux exemples de sys-
témes aléatoires définis par des automorphismes du tore : le premier sera un systéme
non i.i.d ol les applications sont choisies aléatoirement suivant un processus de Mar-
kov, le second utilisera des automorphismes hyperboliques, choisis de fagon indépen-
dante. Nous considérerons ensuite le cas ol le systéme dynamique aléatoire définit
une petite perturbation stochastique d’'une dynamique initiale dans deux cas traités
par Baladi et Young [14] : les applications dilatantes du cercle et les applications
dilatantes par morceaux de l'intervalle.

4.2 Systémes dynamiques aléatoires et temps de re-
tour

Nous allons tout d’abord rappeler certaines généralités sur les systémes dyna-
miques aléatoires. Soient € un espace métrique muni de sa o-algébre de Borel B(2)
et (Q,B(2),P) un espace de probabilité représentant 'espace de I’aléa. Soit 9 une
application préservant la mesure P, représentant I’évolution temporelle de 'aléa. (2
indexe une famille d’applications {7}, },cq d’une variété riemannienne compacte X
dans elle-méme.

Définition 4.1. Un systéme dynamique aléatoire T sur X de composante aléatoire
(Q,B(Q),0,P) est généré par les applications T, Uapplication (w,x) — T,z doit
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étre mesurable et vérifier la propriété du cocycle :
Tn—l—m . Tn o Tm
w - fymw w "

Chaque réalisation w € ) de la composante aléatoire du systéme définit une loi
d’évolution aléatoire, sous I'action de laquelle I’évolution d’un état initial x € X est
donnée par son orbite aléatoire, définie par ’ensemble {x%}, ot pour chaque n € N :

2 = Tyn-1,0---0T,x:=T x.

Une représentation utile de tels systémes est celle donnée par ’application suivante :

S: Ox X —OxX

(W, z) — (Yw,T,x).

Définition 4.2. On appelle S le skew-product associé au systéme dynamique aléa-
toire T .

Comme S™(w,z) = (V"w,Tlx), on peut voir directement que pour un couple
(w,z) € Qx X fixé, I'itération du skew-product va générer sur sa seconde coordonnée
l'orbite aléatoire de = associée a la réalisation w. Ceci nous améne naturellement a
considérer les mesures invariantes du skew-product pour étudier le comportement du
systéme dynamique aléatoire. Prenons donc une mesure de probabilité v invariante
pour S et définissons la projection canonique sur €2 :

T : 0 xX —

(W, ) — w.

Ainsi, puisque S,v = v nous devons avoir U, ((mq).v) = (7mq).«v et donc la mesure
marginale de v sur (§2, B(€2)) doit étre invariante pour la dynamique ¥. Dans notre
situation, l'aléa étant donné a priori [10], il convient de se limiter aux mesures
invariantes qui vérifient (7q).v = P.

Définition 4.3. Une mesure de probabilité v est invariante pour le systeme dyna-
mique aléatoire T si :

(i) Siv=v
(i1) (mq)«v = P.

A partir de maintenant, nous étudierons les systémes dynamiques aléatoires dont
la mesure invariante du skew-product est une mesure produit v =P ® u. Ce cas est
assez général car il inclut le cas ot les applications sont choisies indépendamment et
avec la méme distribution P. On retrouve cette situation en posant P = PN, 9 = o,
le shift gauche défini sur Q@ = AN et T, = T, pour w = (Ag, A1, ..., An, ...) dans la
définition du skew-product.

Définition 4.4. Une mesure p est dite stationnaire pour le systéme dynamique
aléatoire si la mesure v =P ® p est invariante pour le skew-product.
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4.2. Systémes dynamiques aléatoires et temps de retour

Ce vocabulaire vient du fait que les applications aléatoires i.i.d. générent un
processus de Markov, c’est-a-dire, une orbite aléatoire est un processus de Markov
dont la transition de probabilité est donnée par :

P(z,B) =P{weQ : T,z € B}. (4.1)

Une vaste littérature est consacrée a cette étude de processus de Markov, voir par
exemple [23, 24, 42|. Cette propriété des orbites aléatoires est d’un grand intérét
pour cette étude d’'un point de vue probabiliste. On peut remarquer que, sous de
faibles hypothéses, pour les systémes dynamiques aléatoires i.i.d. de telles mesures
existent toujours (par exemple si T}, est continue pour tout w € §2 [66]).

Proposition 4.5. Si 7 = (M,{T)\}xenr, 0, P) est un systéme dynamique aléatoire
1.9.d., alors une mesure de probabilité p est stationnaire si et seulement si pour tout
borélien B elle vérifie (voir [10] par exemple) :

/A (T2).1(B)AP(N) = u(B).

C’est-a-dire qu'une mesure stationnaire est une mesure qui est invariante en
moyenne sur la composante aléatoire.

Ainsi, I'étude du systéme dynamique déterministe (2 x X, S,P ® p) va nous
fournir de nombreuses informations sur le comportement des orbites aléatoires.

Introduisons le concept de temps de retour aléatoire. On considére X une va-
riété riemannienne compacte. Puisque (2 x X, S,P ® i) est un systéme dynamique
déterministe, nous pouvons définir le premier temps de retour dans un borélien
Ax B CQx X pour (w,z) € Ax B par :

75 p(w, ) =inf{k >0 : S¥(w,x) € Ax B}.

En choisissant A = ) nous remarquons que S™(w,z) €  x B si et seulement si
Tz € B. Ce qui conduit naturellement a la définition suivante :

Définition 4.6. Pour w € Q fizé le premier temps de retour aléatoire (quenched)
dans un sous-ensemble mesurable B C X de lorbite aléatoire partant de v € B
associé a la réalisation w est :

Th(@) = Thp(w,7)
inf{k >0 : Tyr-r,0---0T,x € B}.

Remarquons que le théoréme de récurrence de Poincaré appliqué au skew-product
assure que cette quantité est finie presque partout.

Supposons que X est muni d'une métrique d. Pour w € €2, nous nous intéressons
au comportement quand r» — 0 du temps de retour d'un point x € X dans la boule
ouverte B(x,r) associé a une réalisation w défini par :

7(x) = inf{k>0:Ty-,0..0T,x € B(x,r)}
= inf{k>0:d(Tyer,0...0Tz,2) <r}.
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Chapitre 4. Récurrence pour les systemes dynamiques aléatoires

Définition 4.7. Le systeme aléatoire T sur X d’aléa (2, B(Q),,P) muni d’une
mesure stationnaire | est dit aléatoirement-apériodique st :

Pou({(wez)exX:dneN, Tyn1,0...0T,x=1})=0.

Pour éviter certains problémes avec le premier temps de retour pour les systémes
qui ne sont pas aléatoirement-apériodiques, nous avons besoin d’introduire les temps
de retour non-instantanés :

Définition 4.8. Soit r > 0.
— Pour x € X, w € Q et p € N nous définissons le p-iéme temps de retour
non-instantané associé a la réalisation w par :

0 (x) :==1inf{k >p : d(Tyr,0...0Tx,z) <r},

7‘7p

— les tauz de récurrence inférieur et supérieur associés :

log 77 —w log 7
R*(z) := lim liminf log vy () et R (x):= lim limsup log 775, (2)
peo r=0 —logr p—oo yo  —logr

Exemple 4.9. Dans la Section 3.3 du Chapitre 3 nous avons illustré la nécessité des
temps de retour non-instantanés. Cet exemple peut en fait étre vu comme un systéme
dynamique aléatoire, nous rappelons ici une version simplifiée de cet exemple du
point de vu des systémes dynamiques aléatoires. Considérons Ty = R, la rotation
irrationnelle du cercle d’angle « et 17 I'application identité définie sur le cercle et
construisons le systéme dynamique aléatoire consistant a choisir & chaque étape Tj
ou T} de fagon équiprobable, i.e. P(0) = P(1) = % et de fagon indépendante. Alors ce
systéme n'est pas aléatoirement apériodique et P{w € Q : 7%(z) =1} = P(1) = 3
pour tout r > 0. Ainsi, & chaque itéré, la moitié des points ne bougent pas (soit un
2"-iéme des points au bout de n étapes). Cependant, presque tous les points finiront
par étre soumis a la rotation et leur dynamique deviendra intéressante pourvu que
I'on attende suffisamment longtemps.

4.3 Récurrence aléatoire a réalisation fixée
Théoréme 4.10. Soit T un systéeme dynamique aléatoire sur X d’aléa (€2, B(2), ¥, P)
muni d’une mesure stationnaire p. Pour P ® p-presque tout (w,z) € Q x X

W

Re(z) <d,(x) et R (z) <dy(a).

Preuve. Nous montrons ce théoréme en utilisant le Théoréme 3.2, appliqué au sys-
téme (Q x X, B(Q2 x X),S,P® u) et a 'observation "projection" f définie par :

f:OxX — X

(w,z) — .
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4.3. Récurrence aléatoire a réalisation fixée

Alors, pour tout (w,z) € 2 x X, tout r > 0 et tout p € N nous avons les correspon-
dances suivantes avec le Chapitre 3. Pour le temps de retour :

(W, x) =772, (2)
pour la mesure image :

[P p)=p

et pour les dimensions ponctuelles de I'observation :

Ao (@) =d,(x) ot dbg,(z) = du(x).

Ce théoréme reste vrai pour le premier temps de retour :

Corollaire 4.11. Soit T un systéme dynamique aléatoire sur X d’aléa (2, B(Q2), 9, P)

muni d’une mesure stationnaire . Pour P ® u-presque tout (w,x) € Q x X
.. JdogT¥(x) : log 7, (2) =

1 f—Tr-—><d t 1 — T <d .
minf = o S d(z) e msup —=° (z) < dy(x)

Preuve. Puisque pour tout (w,z) €  x X, tout r > 0 et tout p € N nous avons

2 (x) < 77,(x) alors,

1 w 1 0 —w
lirg(:)af O_g;—frg(f) < R“(x) et 1iI:1_§(1)1p %g(f)(x) < R (x).
11 suffit d’appliquer le Théoréme 4.10 pour conclure. O

Méme si ces inégalités peuvent étre strictes, nous nous intéressons aux cas ot les
égalités sont satisfaites. Pour cela nous allons avoir besoin d’une hypothése supplé-
mentaire.

Définition 4.12. Le systéeme aléatoire muni d’une mesure stationnaire p a une

décroissance super-polynomiale des corrélations si pour tout n € N* et ), o fonctions
Lipschitz de X dans R :

[ ot o Taat@n) - [ va | wdu' < llellielen

avec lim,,_,oo nP0, = 0 pour tout p > 0 et ot ||.| est la norme de Lipschitz.

Il est important de noter le lien entre la décroissance des corrélations pour le
systéme dynamique aléatoire et la décroissance des corrélations pour 1’observation
"projection" du skew-product :

Remarque 4.13. Soit 'observation f définie par :

f:OxX — X

(w,z) — .

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) Le systéme dynamique aléatoire 7 sur X d’aléa (92, B(€2),9,P) muni d’'une
mesure stationnaire p a une décroissance des corrélations super-polynomiale.
(ii) Le systéme dynamique (2 x X,B(2 x X),S,P ® p) a une décroissance des

corrélations pour 'observation f super-polynomiale.

Théoréme 4.14. Soit T un systéme dynamique aléatoire sur X d’aléa (Q, B(£2), 9, P)
munt d’une mesure stationnaire p dont la décroissance des corrélations est super-
polynomaale alors :

R(zr)=d,(x) et R (z)=d,(x)
pour P ® p-presque tout (w,x) € Q x X tel que d,(z) > 0.

Preuve. Comme précédemment la preuve est directe en utilisant le Théoréme 3.8
appliqué a (2 x X, B(Q2 x X),S,P® u) avec I'observation f définie par :

f:OxX — X

(w,z) — =z
et en utilisant la Remarque 4.13 sur la décroissance des corrélations. O

La proposition suivante établit que dans le cas d'un systéme aléatoirement apé-
riodique, il n’est pas nécessaire de considérer les temps de retour non-instantanés.

Proposition 4.15. Si le systéme est aléatoirement-apériodique alors pour P & p-
presque tout (w,x) et pour tout p, 77°,(x) = 7,°(x) pour r assez petit (dépendant de
x et dew).

Preuve. Puisque le systéme est aléatoirement apériodique, pour P ® p-presque tout
(w,z) € Qx X et pour tout k > 0, d(Tyr-1,0...0T,x,x) > 0 et ainsi 7(x) —, too.
r—

Donc, pour tout p > 0, il existe r(p, z,w) tel que quel que soit r < r(p, z,w), nous
avons 7 (z) > p. Ainsi,
vr <r(p,x,w), inf{k >0 : d(TFz ) <r}=inf{k >p : d(TFz,2) <r}.
[

En conséquence, nos théorémes s’appliquent pour le premier temps de retour :

Corollaire 4.16. Soit T un systéme dynamique aléatoire sur X d’aléa (2, B(Q2), 9, P)
muni d’une mesure stationnaire p, aléatoirement-apériodique et dont la décroissance
des corrélations est super-polynomiale, alors :

lOg 7—:}(‘%) log T;:)(':E) — Eu(x)

lim inf = t li
i —logr _“(z) ¢ 1r£1_§oup —logr

pour P ® p-presque tout (w,x) € Q x X tel que d,(z) > 0.
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4.4. Récurrence aléatoire moyennée

4.4 Récurrence aléatoire moyennée

Supposons que le systéme aléatoire est ergodique, alors nous pouvons appliquer
le lemme de Kaé¢ au skew-product et obtenir :

/ TSXB((‘UVI) dP@:u’(wwr) = / Tg(ﬂf) dP@,u(w,x)
QxB QxB

= [ [ @ e
1.

(4.2)

ce qui est une raison pour étudier la quantité :

/Q 7 (2) dP(w).

Celle-ci apparait donc naturellement et inclut la composante aléatoire du systéme
dans sa totalité, alors que, comme nous ’avons précisé en introduction, le temps de
retour quenched traite des orbites réalisation par réalisation vis a vis du bruit. Cette
quantité est d’autant plus naturelle que les quantités moyennées apparaissent a de
nombreuses reprises dans 1’étude des systémes i.i.d (par exemple pour les opérateurs
de transfert ou d’évolution et pour les mesures stationnaires).

Définition 4.17. Soit B un borélien de X. Le premier temps de retour aléatoire
(moyenné ou annealed) pour un point x € B dans le borélien B est :

Tp(x) = /QTE(x) dP(w).

Avec cette définition et (4.2), nous obtenons :

Lemme 4.18. (Lemme de Ka¢ aléatoire) Si le systéme aléatoire est ergodique pour
la mesure stationnaire u, alors :

/B Tp(x)du(z) = 1.

Comme précédemment nous nous intéressons au comportement du temps de
retour de = dans B(zx,r) lorsque r — 0, ce qui nous améne & poser :

Définition 4.19. Soient r > 0 et p € N. Le p-ieme temps de retour non-instantané
aléatoire est :

T, ,(z) ::/QTT‘fjp(:C)dIP’(w).

Lorsque p = 0, nous notons ce temps de retour T,.(x). Les tauz de récurrence non-
instantanés aléatoires sont alors :
log T, ,(x) — log T, ,(x)

B() = Jip g R )= iy b e
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Nous posons maintenant nos principaux résultats :

Théoréme 4.20. Soit T un systéeme dynamique aléatoire sur X d’aléa (€2, B(2), 9, P)
muni d’une mesure stationnaire j. Pour p-presque tout x € X :

R(r) <d,(r) e  R()<du(o)

Ces inégalités restent vraies pour le premier temps de retour en remarquant
comme plus haut que pour tout x € X et tout p € N, T, (z) < T, ,(z). En utilisant
le Théoréme 4.20, on a :

Corollaire 4.21. Soit T un systéme dynamique aléatoire sur X d’aléa (2, B(Q2), 9, P)
muni d’une mesure stationnaire . Pour p-presque tout x € X :

lim inf log T (x) <d,(x) et lim sup log T ()
r—0 log r s r—0 log r

<d,(z).

Théoréme 4.22. Soit T un systéeme dynamique aléatoire sur X d’aléa (€2, B(2), 9, P)
muni d’une mesure stationnaire p. St de plus le systéme aléatoire a une décroissance
super-polynomaiale des corrélations alors :

R(z) =d,(x) et R(z)=d.(v)
pour pi-presque tout x tel que d,(z) > 0.

Comme pour le cas quenched, le cas non-périodique permet d’obtenir 1'égalité
pour le premier temps de retour :

Proposition 4.23. Si le systéme a une décroissance super-polynomiale des corréla-
tions et est aléatoirement apériodique, alors :

log T, .
lim inf log T, (x) =d, (z) et lim sup
r—0 log r 1 r—0 log r

pour pi-presque tout x tel que d,(z) > 0.

On donnera la preuve de cette proposition dans la suite.

4.5 Preuves des théorémes

Preuve du théoréme 4.20. D’apreés le Lemme 2.15 nous savons que pour tout d € N*,
toute mesure de probabilité est faiblement diamétralement réguliére sur R? et donc
la mesure p est fdr sur X. Dans la définition de fdr, soulignons que la fonction
d(+,&,7n) peut étre rendue mesurable pour tous ¢ et 7. Fixons ¢ > 0 et n = 4. On
choisit § > 0 assez petit pour que pu(Xs) > pu(X)—e=1—¢cou:

Xs:={r e X: ixen) >d}.

Dans le but d’utiliser le lemme de Borel-Cantelli, nous prouvons d’abord le lemme
suivant :
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Lemme 4.24. Pour tout p € N, Z,u(AE(e_")) < oo ot pourr >0 :
neN

Au(r) = {y € X5 : Torp(y)pe (B (y,2r)) = 17}

Preuve du Lemme 4.24. Soient p € N, r > 0 et C C X un ensemble 2r-séparé

maximal pour Xj.

WA(r) = n({y € X5 Torp(y)pe (B (y,2r)) > r7*})

< D on({yeB(e2): Toy(yu(B(y.2r) 2 r7}).

zeC

Pour y € B(x,4r), nous définissons :
Tirp(, @) i=inf {k > p: d(Tyr, 0---0Tyy,x) < 4r}

et :
To () = / (g, 2)dP(w).

Si d(x,y) < 2r, pour tout w € () nous avons :

T (Y, ) > 760 (y)

et alors :
Turp (9, 201 (B (2, 4r)) > Torp(y)pt (B (y,21))

Donc pour tout x € C

1% ({y €B (377 QT) : Tﬁr,p(y)lu (B (y> 2T)) > T_ze}) < /L(Dr’,x)

ou
D, = {y € B(z,4r) : Ty p(y, z)p (B (x,4r)) > 7’_25} )

L’inégalité de Markov donne :

W(Drw) < 120 (B (x,4r)) / ool ) )
B(z,4r

= r*u(B (z, 47‘))/ Tirp(Y, @) du(y)dP(w).

B(x,4r)xQ

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Puisque 74 (y, z) est borné par le p-ieme temps de retour de (y,w) dans B(x, 4r) x(,

nous concluons par le lemme de Kac que :

/ (. 7) duly)dB(w) < p.
B(z,4r)xQ

En utilisant (4.6) et (4.8), nous avons :

1(Dyz) < prep (B (x, 4r)).
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Soit :
WA(r) < > p(Drg)  par (4.3) et (4.5)
zeC
< p S u(Bledr)  par (49)
zeC
< pre Z p(B(x,r)) puisque p est fdr,
zeC
< pr par définition de C.
Finalement :

Yo ulAde™) = Y p(A(e™) <p) e < oo

ne=n<é n>—logé
O
Alors grace au lemme de Borel-Cantelli, pouru-presque tout x € X
Toe—np(x)p (B(z,2e7)) < "
pour tout n assez grand. Alors :
log TG:L",p(x) < 904 108 M(B(Za 2e")) (4.10)

On peut facilement prouver que pour a > 0 nous avons :
1 B —n _ ! B .
d,(x) = lim inf ogp (B (x,ae™")) et d,(r) = limsup og (B (w, ae™))
e —n n—00 —n

l T -n =Y 1 T —-n
R(z) = lim liminf 108 Tac () et R(z)= lim limsup 10g Tae ()

p—00 Mm—00 n P—0 nooco n

en prenant les limites inférieure et supérieure puis la limite sur p dans (4.10) nous
avons ce que nous voulons puisque € peut étre choisi arbitrairement petit. O

Preuve du théoréme 4.22. Soit x € X tel que R*(z) > d,(x) > 0 pour P-presque

tout w € €1, 'existence d’'un tel x est assuré par le Théoréme 4.14. Soit 0 < ¢ < 1,

d’apres la preuve du Théoréme 3.8, nous savons que pour P-presque tout w € il
l—e w

existe N € N tel que pour tout p > N, lim pu(B(x,r)) 72 (v) = +00, c’est-a-dire :
r—0

P({w €Q: IN €N, Vp > N, liminf u(B(x, 1) ~72,(x) = +oo}) —P(Q) = 1.

T7p
(4.11)
Notons :

O(N) 1= {w e Qs ¥p > N, Timinf u(B(r,1)' 72, (x) = +o0}

T7p
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Il existe Ny € N tel que P(Q(Ny)) > 0, sinon P(UxenQ(N)) < 3 ven P(QAN)) =0
ce qui contredirait le fait que :

1 = P(|Jaw

NeN
= P({w €eQ:INeN, Vp>N, li{nn_)iorlfu(B(x,r))l_eT;‘jp(x) = —i—oo}).
Soit p > Ny, nous avons alors :
/hmlglf,u(B( r))te 7o (2)dP(w) = +00. (4.12)
Q

De plus le lemme de Fatou nous donne :

oo = /hmmfu (2,7))' 7 (2)dP(w) < /Qliminfu(B(x,r))l 7 (2)dP(w)

r—

< lignjglffglu(B(x,T))l 17, (r)dP(w)
= li£n_}011fu(B(x, )T, (7).

On obtient donc :

lim ionf,u(B(:c, )T, ,(z) = limsup u(B(x, ) T, (1) = +oo.

r—0
Finalement pour p > Ny et M > 0, il existe R > 0 tel que pour r < R, u(B(z,r))' =7 () >
M et donc : o
log u(Blr,r)) _ M logd(a)

1—
(1—-¢) log r ~ logr log r

ce qui conduit a :
R(z) > (1-e)d,(x) et R(z) > (1—e)du(x).
et puisque ces inégalités sont vraies pour tout 0 < e < 1:
R(z) > d,(z) et  R(z)>d.(x). (4.13)

Par le théoréeme 4.14, I'équation (4.13) est satisfaite pour p-presque tout z tel que
d,(z) > 0 et on conclut grace au théoreme 4.20. O

Preuve de la Proposition 4.23. Soit x € X tel que

lim inf M
r—0 —logr

>d,(z) >0

pour P-presque tout w € §2; I'existence d’un tel x est assurée par le Corollaire 4.16.
Soit 0 < £ < 1, pour P-presque tout w € €2 nous avons :

liminf p(B(z, 7)) "*7¢(z) = 400

r
r—0
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et donc
/Qliminf,u(B(x,r))l 7% (2)dP(w) = +oo0. (4.14)

r—

Le lemme de Fatou nous donne

+o0 = /hmmf,u (z, 7)) 57 (2)dP(w) < liminf/Qu(B(x,r))l 17 (2)dP(w)

r—0 r—0

= lim ionf,u(B(m, ) T, ().
Et nous obtenons

lim iélf,u(B(x, )T, (x) = limsup p(B(z, 7)) T, (z) = +oo.
r— r—0

Donc, il existe R > 0 tel que pour tout r < R nous avons u(B(z, 7)) *T,(z) > M
il suit donc que

(1 olorn(Br) M lT.(2)

log r ~ logr log r
et
.. logT,(x) , log T, (z) -
llrgorlf “ogr > (1—¢e)d,(z) et llrflj(l)lp “ogr > (1 —e)d,(z).

Ces inégalités étant satisfaites pour € arbitrairement petit, nous avons

log T, . log T
lim inf log T (x) >d,(x) et lim sup log T+ ()

> d, (7). 4.1
r—0 ],Og r H r—0 ].Og r - /J('I) ( 5)

Donc (4.15) est satisfaite pour p-presque tout = tel que d,(x) > 0 d’aprés le Corol-
laire 4.16. Le Corollaire 4.21 nous donne le résultat. O

Nous donnons maintenant plusieurs exemples.

4.6 Applications aux automorphismes aléatoires du
tore

1. Applications linéaires aléatoires non-i.i.d :
Soit X = T! le tore unidimensionnel. On considére deux applications linéaires
qui préserve la mesure de Lebesgue Leb sur X.

T: X — X et Th: X — X
r +—— 2z r +— 3.

L’orbite aléatoire est construite en choisissant 'une de ces deux applications
suivant un processus de Markov de matrice de transition :

4= (s 53)
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En fait, ce systéme dynamique aléatoire peut étre représenté par le skew-
product suivant :

S:OxX — OxX
(w,2) +— (V(w),Tox)

avec 0 = [0,1], T, = Ty si w € [0,2/5), T, = Ty si w € [2/5,1] ou ¥ est
I’application linéaire par morceaux suivante :

2w si we[0,1/5]
9(w) — 3w—1/5 si well/5,2/5]
(W) = 2w — 4/5 si w e [2/5,3/5]

3w/2—1/2 siwe[3/5,1].

Puisque 9 préserve la mesure de Lebesgue P = Leb, le skew-product S est
Leb ® Leb-invariant et donc la mesure de Lebesgue Leb est stationnaire pour
ce systéme aléatoire. On peut voir que S a une décroissance exponentielle
des corrélations (conjugué a un shift) [13], et donc les théorémes 4.14 et 4.22
s’appliquent. Il est facile de voir que ce systéme est aléatoirement-apériodique
et donc pour Leb ® Leb-presque tout (w,z) € [0,1] x T* :

1 w
lim 1287 @)
r—0 —logr
et pour Leb-presque tout z € T! :
log T
lim M =1.

r—0 —logr

. Automorphismes hyperboliques aléatoires du Tore :

Soit X = T2, rappelons quun automorphisme hyperbolique du tore est une
application A : T? — T? agissant par la matrice A, x — Az (mod 1), ou
les entrées de la matrice A sont des entiers. Les valeurs propres de A sont
de module différent de 1 et det A = 4+1. Nous nous restreignons au cas ou les
entrées sont positives méme s’il est toujours possible de considérer des cas plus
généraux sous une hypothése d’invariance d’'un cone [12]. Soient Q = {0, 1}
et ¥ = o le shift a gauche sur 2.

On considére Ay, A; deux automorphismes hyperboliques aux entrées positives.
A sera choisi avec une probabilité ¢ et A; avec une probabilité 1 — ¢, i.e.
P = PN avec P(0) = g et P(1) = 1 — q. Alors il est prouvé dans [12] que la
mesure de Lebesgue est stationnaire et que la décroissance des corrélations se
fait exponentiellement vite pour des observables Lipschitz (voir [12]) f et g

telles que : [, f(z)dz = [, g(x)dz = 0.
Proposition 4.25. Le systéme est aléatoirement-apériodique.

Preuve. Pour tout w € 2 fixé et n € N*, la matrice M correspondant & A7, =
Ay, o Au,Aw, (e, Az = Max mod 1) a des entrées positives. Le théoréme de
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Perron-Frobenius assure que M a une valeur propre simple A > 0 qui est la plus
grande et puisque |det M| =1, A > 1. Donc, A" est aussi un automorphisme
hyperbolique du tore. Par [83], nous avons pour tout n € N* :

Card{r € T*> : A"r =2} < +o0

et donc :
Leb({z € T* : 3n e N*, A"z = z}) = 0.

Alors, ce systéme vérifie :
P® Leb({(w,z) € {0,1}N x T? : In € N*, Az =x}) = 0.
O

Donc la Proposition 4.25 et le Corollaire 4.16 donnent pour P ® Leb-presque
tout (w,x) € {0, 1} x T?
lim log 7% ()

=2
r—0 —logr

et la Proposition 4.23 donne pour Leb-presque tout x € T?

log T,
i 08 Tr(@) _ o
r—0 —logr

4.7 Applications aux perturbations aléatoires

Les perturbations aléatoires sont un cas particulier de systémes dynamiques aléa-
toires, dans ce cas toutes les applications sont choisies arbitrairement proches d’une
application initiale fixée. Plus précisément, on considére une application mesurable
T : X — X qui joue le role de la dynamique initiale, et on ajoute un petit bruit
pendant son évolution, modélisé par un systéme dynamique aléatoire. Pour tout
e > 0 petit, nous considérons l'espace de probabilité (A., B(A:), P-) (représentant
le niveau du bruit) ot A est un espace métrique et B(A.) sa o-algébre de Borel.
Ensuite, nous considérons la famille d’applications {7} xea. qui seront e-proches de
T dans un sens C° (que nous expliquerons par la suite) pour € assez petit. Dans
ce cadre : Q = AN, P = PN 9 = o le shift a gauche sur Q et T,, = Ty, pour tout
w= (A1, Ag,...) € Q. On utilisera 'application suivante :

d.: Ax X — X
(A, z) — Ty(x)

telle que pour tout = € X, ®.(.,x) est mesurable et il existe \* € A, tel que
O (N\*, z) = T'(z) pour tout x € X. Soit (P2), P- la mesure de probabilité définie par

(2),P.(A) == PAN € A. : Thx € A}

On peut remarquer que c’est exactement la famille de probabilités de transition
définissant le processus de Markov associé dans le cas des applications aléatoires
(voir (4.1)). On suppose que (P2), P vérifie les hypothéses suivantes :
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RT1) Pour tout z € X, (®%),P- est absolument continue par rapport a la mesure
xX
de Lebesgue pour tout € assez petit.

(RT2) Pour tout z € X, supp(®P:).P. C B.(Tz) pour tout ¢ assez petit.

Ces hypothéses nous dispensent d’utiliser la notion de temps de retour non-
instantané :

Proposition 4.26. Sous l’hypothése (RT1), le systéme est aléatoirement-apériodique.

Preuve. Prouvons que pour tout r € X
Pi{w=(A,Ng,...) €AV Ime N Thr=2}) =0

Oﬁffy :3]&n O~-~OiIk2OfI&r
Soient ©z € X et A C X avec Leb(A) = 0. Puisque (P%).P. est absolument
continue, nous avons (9%),P.(A) = P.({\1 € A. : T,z € A}) = 0. De plus :
(@5)2,P2(A) := P2({(M, X2) € A2 : T3, T,z € A}) = 0.

€

(2P, P2(A) = [ (85, ). PP

Ac
et Ty,x € X pour tout \; € A, (RT1) donne ((I)aTAlx)*Pa(A) = 0 pour tout \; € A..
En utilisant cette idée et une simple récurrence, pour tout n € N* :

(P, PHA) ;== PP{(A1,.. ., ) €A T, ... T,z € A}) = 0. (4.16)
Finalement :

Pl{we Al :3n e N* Tz =2}) = PaN(U{wEAaN Tl =x})

neN*

< Z Pi{we AY . Tz = 2})
neN*

< S P M) AN T, Tz = )
neN*

< Y P M) AT, T € {x}})
neN® —0 par (4.16)

< 0.

O

1. Petites perturbations aléatoires d’une application du cercle :
Soient X = S' et T une transformation C" (2 < r < o) dilatante de S'. Nous
perturbons cette application par un bruit additif, ¢’est-a-dire : Thax = Tz + A
oll A est une variable aléatoire distribuée suivant une densité supportée sur
(—e, +¢). Alors il est bien connu (on pourra voir 'article de Baladi-Young par
exemple [14]) que le systéme dynamique aléatoire ainsi défini admet une me-
sure stationnaire absolument continue p dont la densité est C"~! et dont les
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corrélations décroissent exponentiellement vite pour les observables C"~!. Re-
marquons qu’il est possible de passer des observables C"~! aux observables Lip-
schitz par de simples arguments d’approximation comme nous ’avons prouvé
dans le Chapitre 1. Alors d’aprés le Théoréme 4.14 et la Proposition 4.26, pour
P ® p-presque tout (w, ) € (—¢,&)N x 8! nous avons :

i 10877 (@)
r—0 —logr

et d’apres le Théoréme 4.22, pour p-presque tout z € St :

lim log T, (x) _
r—0 —logr

. Petites perturbations aléatoires des applications dilatantes par mor-

ceaux de l’'intervalle :

Soient X = [0, 1] et T une application C? dilatante par morceaux sans periodic
turning point (voir [14]) 1, alors pour la méme perturbation par un bruit additif
que dans l'exemple précédent Baladi et Young [14] ont prouvé I'existence (et la
stabilité) d’une mesure stationnaire absolument continue p et la décroissance
exponentielle des corrélations pour des observables a variations bornées, et
donc pour les Lipschitz. On obtient alors que pour P ® p-presque tout (w, z) €
(—e,e)N x [0,1] :

1 w
lim 12877 @)
r—0 —logr
et que pour p-presque tout z € [0,1] :
log T,
lim 108 1) _

r—0 —logr

'Remarquons que ces résultats sont aussi valables pour des dynamiques dont la dérivée est

uniformément plus grande que 2, ce qui permet d’éviter cette hypothése sur les turning points [63].
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Chapitre 5. Récurrence de Poincaré pour les observations de flots

Apreés avoir étudié la récurrence de Poincaré pour les systémes dynamiques &
temps discrets, une question naturelle se pose : ces résultats peuvent-ils s’étendre
au cas continu? Pouvons-nous relier les temps de retour pour les flots avec les
dimensions de la mesure invariante? Dans un cadre plus général, est-il possible
d’étudier la récurrence pour une observation d'un flot 7 Nous allons donc étudier,
dans cette partie, la récurrence pour les flots et les observations de flots, en particulier
nous donnerons des résultats pour le flot géodésique.

5.1 Introduction

Soit M une variété riemannienne compacte munie de sa distance induite d. Soit
U un flot sur M. Soit v une mesure de probabilité sur M invariante pour le flot W.
Comme dans les chapitres précédents, nous nous intéressons a la récurrence, nous
introduisons donc la notion de temps de retour et de taux de récurrence pour les
flots :

Définition 5.1. On définit pour x € M le temps de retour du flot W :

¥ (x) := inf{t > n,(2) : V,(z) € B(z,r)}

T

ot B(x,r) est la boule de centre x et de rayon r et n,.(x) est le premier temps de
sortie de la boule B(z,r), c¢’est-a-dire n,(x) = inf{t > 0, Y,z ¢ B(z,r)}. On définit
aussi les taux de récurrence inférieur et supérieur :
log 7Y — log 7Y
RY(x) := liminf log 7, (x) et qu(x) = lim sup m
r—0  —logr r—0  —logr
On va donc montrer que ces taux de récurrence sont liés aux dimensions locales

de la mesure invariante. Nous démontrerons tout d’abord un théoréeme valable pour
tous les flots :

Théoréme 5.2. Soit ¥ un flot différentiable sur M.Si v est V-invariante alors pour
v-presque tout x € M non fize

—=Vv

RY(z) <d,(z) —1 et R (z) <d,(x)—1.

Pour obtenir une égalité entre les taux de récurrence et les dimensions nous avons
besoin de plus d’hypotheéses sur le systéeme :

Théoréme 5.3. Soit ¥ un flot d’Anosov sur M. Si v est un état d’équilibre d’un
potentiel Holder alors

pour v-presque tout x € M.
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L’existence de la dimension locale de la mesure invariante pour les flots hyperbo-
liques est encore une question ouverte. En effet, alors que pour les difféomorphismes
hyperboliques I'existence de la dimension locale a été prouvée (69, 16] et qu’il existe
une formule explicite pour la calculer [19], pour les flots hyperboliques l'existence
n’a été prouvée que dans le cas conforme [80, 20].

Le théoréme précédent s’applique par exemple au flot géodésique sur une variété
lisse & courbure strictement négative. Le flot géodésique étant défini sur le fibré
unitaire tangent 7'M, on peut aussi s’intéresser & une observation particuliére de
ce flot : la position sur la variété M. Soit II la projection canonique

In:7m"M — M
(p,v) — p.
On étudiera les temps de retour pour la projection canonique dans la variété M :
7 M (p,v) = inf{t > 2 (Wy(p,v)) € Bp,7)}.

Le flot ¥ étant le flot géodésique sur T M, le premier temps de sortie de la projection
du flot sur la variété de la boule B(p,r) est égal & r pour r assez petit. Nous
définissons maintenant les taux de récurrence pour la projection canonique :

¢ log 771 w11 log 7,"™(

R"™(p,v) := limin log 7, ~(p:v) et R (p,v):=limsup L U).
r—0 — log r r—0 - log r

Théoréme 5.4. Soit U le flot géodésique défini sur T M et v une mesure invariante

pour V. Alors pour v-presque tout (p,v) € T*M

.11

E\I]7H(p> 'U) S C_ZH*I/(p) —1 et F (p> 'U) S EH*I/(p) -1

De plus, si M a une courbure strictement négative et si v est un état d’équilibre pour
un potentiel Hélder alors

R"M(pv)=dy,(p)—1 e R =du.,(p) -1

pour v-presque tout (p,v) € T*M non multiple tel que dy_,(p) > 1.

Le flot géodésique préservant la mesure de Lebesgue sur 7'M, nous pouvons
appliquer le Théoréme 5.3 et le Théoréme 5.4 pour obtenir le résultat remarquable
suivant :

Corollaire 5.5. Soit M une variété de dimensionn a courbure strictement négative.
Soit W le flot géodésique défini sur T*M. Alors pour presque tout (p,v) € T*M

RY(p,v) =2n —2

et
R"(p,v) =n— 1.
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5.2 Reécurrence pour les observations de flots

Nous rappelons ici certaines généralités de théorie des systémes dynamiques pour
les flots. Soit M une variété riemannienne munie de sa distance induite d. Un flot W
sur M est une fonction définie de R x M dans M :

vV . RxM — M
(t,z) — Uy(x)

telle que pour tout x € M, Vo(x) = x et Vo € M, V(s,t) € R xR, Uy 4 (z) =

Wy (Vs ().
Soit B(M) la o-algébre de Borel de M et soit v une mesure de probabilité sur
M.

Définition 5.6. On dit que la mesure v est invariante pour le flot ¥ si
v(U;H(A) =v(A)  VteR,VAc B(M).

Soit N € N. Comme dans le Chapitre 3, nous sommes intéressés par les obser-
vations de systémes dynamiques, on considére donc une observation f : M — RY.
Nous allons étudier la récurrence pour ’observation du flot ¥. Pour cela, nous avons
tout d’abord besoin d’introduire la notion de fonction de fuite :

Définition 5.7. Une fonction p est appelée fonction de fuite si pour tout 1 > & > 0,
pour tout & > 1, pour tout € > 0, pour f.v-presque tout z, € RY, il existe ( > 0 tel
que si T < (, alors pour f,wv-presque tout zo € B(zy, min{(1 — &)r, (& — 1)r}) on a

£

7 perr(22) < pr(21) < pegr(22)77°.

Nous donnons maintenant quelques exemples de fonctions de fuite :

1. Pour o € [0,1],
pr(2) = r*| logr|.

2. Si v est une mesure sur M,
1 / . -1
pr(2) = ——— infit>0,Vy ¢ fB(z,r);dv(y).
( ) f*V(B(Zu T)) f~1B(z,r) { ' ¢ ( >} ( )
3. Si v est une mesure sur M,

|log 7|

pr(z) = 7o Bar)) /le(z’r) inf {¢t > 0,¥,y ¢ f'B(z,r)} dv(y).

4. Si v est une mesure sur M,

pr(f(z)) ;== ess-sup {inf {t >0: Wy ¢ f_lB(f(x),r)}} .
yef~'B(f(z)r)

Nous introduisons donc la notion de temps de retour et de taux de récurrence pour
I’observation du flot :
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Définition 5.8. Soit f : M — RY wune fonction mesurable et p une fonction de
fuite, on définit pour x € M le temps de retour pour [’observation du flot ¥ par
rapport a p

7o) () == nf{t > p.(f(2)) : f(Pi(x)) € B(f(x),7)}
ot B(f(x),r) dénote la boule de centre f(x) et de rayon r. On définit aussi les taux
de récurrence inférieur et supérieur pour l'observation du flot U par rapport a p

log 7.7 () — log 7,77 ()

VS () o Tim ) =1
R, (x) = lngglngr et R, (z) = hf:ljélp “Togr

Soit p € N. On peut aussi introduire le temps de retour p-non-instantané pour
l'observation du flot W

\prf, () =inf{t >p : f(Vi(x)) € B(f(z),r)}

et les taux de récurrence mon-instantanés inférieur et supérieur pour l’observation

du flot ¥

log 7%/ * _ log 7%/
RY(z) = lim liminf gi() et Rf’f(a:) = lim limsup gi()
p—+oo  r—0 —logr p—=too 0 —logr

Il est important de souligner que ces taux de récurrence peuvent étre identiques :

Proposition 5.9. Soit p une fonction de fuite. Si pour x € M, E‘pp’f(z) > 0 alors

pour toute autre fonction de fuite p' telle que pl.(f(x)) > p.(f(x)) pour tout r suffi-

log 1. (f (%))
logr

R} (x) = Ry (v) = RY/ (x)

samment petit et telle que lim, > 0 alors on a

et
\Ij7f

p

5 Y. f Y. f
R,"(v) =R, (v) = R," (z).
Preuve. 11 suffit de remarquer que si pour z € M, Eg”f (x) > 0 alors il existe a > 0

tel que pour tout r > 0 suffisamment petit on a
Tgp’f(l’) >
O

Nous avons vu précédemment que pour les systémes dynamiques discrets, les
taux de récurrence sont liés aux dimensions locales de la mesure invariante et que
les taux de récurrence pour l'observation sont liés aux dimensions locales de la me-
sure image. Dans le cas des flots, les taux de récurrence pour 'observation du flot
sont liés aux dimensions locales de la mesure image mais cette fois-ci de maniére
intrinséque car ils dépendent aussi de la fonction de fuite. L’idée est donc de trouver
la meilleure fonction de fuite, c’est-a-dire une fonction de fuite ayant un comporte-
ment asymptotique le plus lent possible mais tout de méme assez rapide pour que
presque partout le temps de sortie de l'observation du flot de B(f(x),r) soit infé-
rieur a la fonction de fuite & partir d’un certain rayon. Ainsi, le premier théoréme
sur la récurrence pour les observations de flots est le suivant (il sera démontré dans
la Section 5.6) :
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Théoréme 5.10. Soit ¥ un flot sur M. Soit f une observation mesurable de M
dans RN et soit p une fonction de fuite. Si W est v-invariante alors pour v-presque
tout v € M

r—0

E;)Il’f(l’) < lim inf (10g fav (lfg(g(x)>r)) . log fgé];(x))>

—=U, f .
R, (z) < lim sup

<log fov (B (f(x),r)) log pr(f(fr))>
log r logr .

Nous soulignons que nous ne pouvons pas obtenir ce résultat en utilisant 1'ap-
plication de temps 1, i.e. Tx = ¥;(x), qui nous donne un résultat non-optimal. En
effet, en utilisant les résultats du Chapitre 3 avec I'application de temps 1, on obtient
que pour v-presque tout x € M

_\I]7f —
R (2) <dy,(f(x)) et R, (x) <dp(f(2)).
Ce résultat est optimal quand

L logp(f(2))

=0
r—0 log r

mais ce cas est dégénéré comme nous pourrons le voir dans la Section 5.5 ot nous
donnerons des exemples.

Il est intéressant de noter que, lorsque l'observation est l'application identité,
on obtient le résultat suivant énoncé dans l'introduction (Théoréme 5.2), pour les
points qui ne sont pas des points fixes (il existe t € R tel que ¥,z # x) :

Corollaire 5.11. Soit ¥ un flot différentiable sur M. St v est V-invariante alors
pour v-presque tout x € M non fixe

RY(z)<d,(x)—1 et R (v)<d,(z)—1.

Preuve. En utilisant le Théoréme 5.10 avec f ’observation identité :

f-M — M

r — x
et en prenant comme fonction de fuite la fonction p suivante :
pr-M — R
x — pp(z) =rllogr|

on obtient que

v, f yeaals =
R (z) <d,(z) -1 et R," (v) < d,(v) - 1.
Il nous reste donc a montrer que R” () < Eg”f(x) et que R’ (x) < E:’f(x). Pour

cela, il suffit de montrer que pour presque tout z € M, pour r assez petit on a
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5.3. Récurrence pour les observations via les flots suspendus

7/ (x) < 77 (x). D’aprés le Théoréme des boites de flots [11], le flot étant diffé-
rentiable, autour d’'un point non fixe il existe un voisinage U, une constante v et
un temps 7T tel que pour tout z € U et pour tout 0 < t < T, d(z, V;2) > ~vz.
Ainsi, pour tout x € M non fixe, il existe r1(x) > 0 tel que pour tout 0 < r < ry,

inf{t >0, ¥,z ¢ B(z,r)} <r|logr| et ainsi 7,7 (z) < 77, (). O

Comme dans les chapitres précédents, pour obtenir une minoration des taux
de récurrence, nous avons besoin d’hypotheses plus fines sur le systéme. Pour les
flots une hypothése sur la vitesse de mélange ne serait pas optimale, en effet il
est possible de construire des flots satisfaisant I’Axiome A ayant une décroissance
des corrélations arbitrairement lente (e.g. [86]). Ainsi, nous allons utiliser les flots
suspendus et I’hypothése sur la vitesse de mélange portera sur le mélange de la
dynamique sur la base.

5.3 Récurrence pour les observations via les flots
suspendus

A partir de maintenant nous supposerons que la variété M est compacte.

Pour obtenir une estimation inférieure des taux de récurrence, nous allons tra-
vailler avec les flots suspendus dont nous rappelons quelques notions essentielles.

Soit (X, A, T, u) un systéme dynamique muni d’une distance d. Soit ¢ : X —
(0, +00) une fonction mesurable et intégrable. Considérons 'espace

Y :i={(u,s) € X xR:0<s<¢(u)}

ou les points (u, ¢(u)) et (T'u,0) sont identifiés pour tout u € X. Cet espace est
appelé I'espace sous la fonction ¢. Le flot suspendu ou le flot spécial sur (X, A, T, 1)
avec toit ¢ est le flot ® qui agit sur Y par la transformation suivante

Dy (u,s) = (u,s +t) V(u,s,t) € X x RT x R,

Voici une illustration du flot suspendu :

(Tu, p(T'u))

(T2u, 0) (T:Lv 0)
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La distance sur Y est la distance de Bowen-Walters (voir [29] par exemple). On
rappelle que la mesure v, définie par 1 ® Leb sur Y et normalisée, est invariante
par le flot . En général, les flots et les flots suspendus sont reliés :

Théoréme 5.12 (|7]). Tout flot ¥ sans point fize est métriquement isomorphe a
un flot spécial P.

Plus précisément, pour un flot ¥ sur M avec une mesure invariante v, il existe
un flot suspendu @ sur 7" avec toit ¢ et mesure invariante v, tel que : il existe un
sous-ensemble M’ de M tel que v(M') = 1, un ensemble Y’ de Y tel que v,(Y') =1
et une fonction g : Y — M bijective de Y’ dans M’, telle que pour tout ¢t > 0 :

1

Uy0g=god, et Vyog'=glod,

et telle que pour tout sous-ensemble mesurable A C M et tout sous-ensemble me-

surable BCY :
v(A) =wu(9g7tA) et wu(B) =v(g(B)).

Nous soulignons que pour les flots hyperboliques, on peut choisir la distance sur X
telle que la fonction g soit Lipschitz.

Dans notre étude de la récurrence pour les flots suspendus, il apparait que les taux
de récurrence sont minorés par de nouvelles quantités, nous devons donc introduire la
notion de dimension locale de projection du flot suspendu associé pour 1’observation

f:

Définition 5.13. Soit U un flot défini sur M et métriquement isomorphe a un
flot suspendu ® sur (X, A, T, un) avec toit ¢. Soit Y [’espace sous la fonction ¢ et
soit g 'Y — M [l’isomorphisme reliant W et ®. On définit les dimensions locales
inférieure et supérieure de projection du flot suspendu associé pour l’observation f
en un point x € M :

d19(z) = L 28T 0 9) B (@), 7))

r—0 logr
et 1 g
31879(3}) —Tm og,u(ﬂ(fog) (f(x),r))
K r—0 logr

oum:Y — X est la projection sur X, i.e. V(u,t) €Y, w(u,t) = u.

Meéme si ces dimensions ne sont pas identiques aux dimensions locales de la
mesure image, dans certains cas nous pouvons les relier (voir Section 5.4 sur le flot
géodésique par exemple). De plus, ces dimensions apparaissent naturellement dans
notre étude. En effet, lorsque f est I'application identité, c’est-a-dire lorsqu’il n’y
a pas d’observation, pour un flot suspendu le temps de retour d’un point (z,s) €
A x B CY est minoré par le temps de retour de  dans A sous l'action de T et est
majoré par le méme temps de retour plus une constante (dépendant uniquement de
la fonction de toit ¢). Dans l'article [18], cette idée avait été utilisée pour prouver
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5.3. Récurrence pour les observations via les flots suspendus

que le comportement asymptotique du temps de retour pour un flot suspendu d’un
point (z,s) dans B((x, s),r) est égale au comportement asymptotique du temps de
retour de = dans B(z,r), sous I'action de T', qui est lui-méme relié¢ au comportement
asymptotique de la mesure de B(x,r). Lorsque l'on fait une observation, modélisée
par la fonction f, le temps de retour de f(z,s) dans un ensemble C' correspond
au temps de retour de (x,s) dans f~'C sous I'action du flot suspendu. Il est donc
naturel d’essayer de relier le temps de retour de (z,s) dans f~!C a la mesure de la
projection sur X de 'ensemble f~!'C. Pour plus de détails, on pourra regarder les
démonstrations des lemmes 5.30 et 5.31.

Notre second résultat principal pour les temps de retour d’observation de flot est
le suivant :

Théoréme 5.14. Soit ¥ un flot de M dans M, v-invariant et métriquement iso-
morphe a un flot suspendu ® sur T tel que T" a une décroissance des corrélations
super-polynomiale. Supposons que l’isomorphisme g reliant ces deux flots soit Lip-
schitz. Soit f une observation Lipschitz de M dans RN . Alors
\I/7 s _‘Ijvf _fvg
RPN (2) > d)?(x) et R, (z) 2d,"(z)
pour v-presque tout x € M tel que c_l{;g(x) > 0.

Remarque 5.15. 1l est important de noter que les hypothéses sur le flot ¥ sont
vérifiées lorsque par exemple le flot ¥ est Anosov et lorsque la mesure 1 est un état
d’équilibre d'un potentiel Holder.

Nous rappelons la définition d’un flot d’Anosov :
Définition 5.16. Un flot differentiable W, : M — M est appelé un flot d’Anosov

(ou un flot uniformément hyperbolique) s’il existe une constante 0 < A < 1, une
constante C' > 0 et une décomposition du fibré tangent :

TM =E*®E°® E*  (ieVx € M,T,M = E+ E°+ E")

ou E? est généré par le vecteur %(\Iftx)hzo, E, et B, sont des sous-fibrés Di;-
invariants pour tout t € R (c’est-a-dire D,V EY = Ey . et D,V ES = Ey . pour

tout t € R) tels que pour tout x € M et pour tout t > 0
|d ¥ || < CX||v|| pour tout v € E?

et
|d ¥ _yv|| < CN||v|| pour tout v € EX.

Lorsque 'observation est 'application identité, on obtient une égalité entre les
taux de récurrence et les dimensions (et pour les flots d’Anosov on va retrouver le
Théoréme 5.3) :

Corollaire 5.17. Soit U un flot différentiable de M, v-invariant et métriquement
isomorphe a un flot suspendu ® sur T tel que T a un décroissance des corréla-
tions super-polynomiale. Supposons que l’isomorphisme g reliant ces deuz flots soit
Lipschitz. Alors

R¥z)=d(x)—1 e R (x)=d(x)—1

pour v-presque tout x € M qui n’est pas périodique et tel que d,(x) > 1.
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Pour les flots C! d’entropie strictement positive (pour les flots, I'entropie corres-
pondra a Uentropie de I’application de temps 1, i.e. h,(¥) = h,(¥1)), la dimension
inférieure de la mesure vérifie une condition supplémentaire :

Lemme 5.18. Soit ¥ un flot C' sur M et soit v une mesure invariante telle que
h, (V) > 0. Alors pour v-presque tout x € M

d,(z) > 1.

Preuve. Soit € > 0. Pour tout x € M, considérons une sous-variété N, de dimension
dim M — 1 et transverse au flot W. Considérons maintenant la famille de boules
{Ds()}s/2<5<- de N, de centre x et de diameétre d. En utilisant la construction du
Lemme 5 de [18], on peut montrer qu'il existe &y € [¢/2,¢] tel que Ds,(x) vérifie
pour tout r > 0 suffisamment petit :

w({y € Ny :d(y,0Ds, () <r}) <er (5.1)

ol ¢ est une constante ne dépendant que de € et de x et ol 4 est la mesure induite par
v sur D.(z). Notons D(x) I’ensemble Ds,(z). Considérons maintenant les cylindres
C(x) = Up<ie. ¥eD(x). Les cylindres C(z) recouvrant M, on peut en extraire un
sous-recouvrement fini (J,.; Ci. Soit Z = J,c; D; ot D; est le disque associé au
cylindre C; pour ¢ € I.

On peut définir la fonction de transfert ¢ : Z — RT par

¢(z) =min{t > 0: V,x € 7},
et I'application de transfert T': Z — Z par
Tr =V ).

Nous remarquons que si D; NT71D; # () alors T'| p,p-1 p, est L-Lipschitz (U, étant
Cl! sur M). p étant la mesure invariante par 7' induite par la mesure v, comme
h,(¥) > 0 on a aussi que h,(T) > 0.

Soit & une partition de Z plus fine que {D; NT'D,}, jer, de diamétre arbitrai-
rement petit et vérifiant pour tout 0 < r < diam &

wlxe Z:d(x,08) <r)<ar (5.2)

ol ¢ est une constante positive dépendant uniquement du diamétre de & (la construc-
tion de cette partition provient de [18] et de (5.1)). Considérons ’ensemble A, =
{r € Z:d(T"x,0¢) < e "}, on a donc d’apres (5.2) que pour tout n suffisamment
grand p(A,) < cie™™. Ainsi )y u(An) < +oo et d’apres le lemme de Borel-
Cantelli, on a que pour u-presque tout x qui appartient a 7, il existe c¢(z) > 0 tel
que pour tout n € N, d(T"z,0§) > c(x)e™. Cela nous donne, que pour p-presque
tout © € Z et pour tout n € N

Bz(z,c(x)L™"e™™) C &, ().
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5.3. Récurrence pour les observations via les flots suspendus

Finalement, on peut observer que pour tout x € Z, t et r suffisamment petit, en
posant y = ¥,z on a

By (y,r) C U Uy s(Bz(x, Lir))

[s|<r

olt L1 = supy<,.,{constante de Lipschitz de W_,}. Ainsi, pour u-presque tout z,
pour tout ¢ suffisamment petit et y = W¥,2, en posant r, = c(z)L;' L "e™" pour
tout n suffisamment grand on a

v(Bu(y;mn)) < 2rap(Bgz(z, c(z)L7"e™))

<
< 2rnpl&n(2).

Si le diameétre de £ est assez petit alors h, (T, &) > h“T(T) > 0 et pour n suffisamment

grand (&) < e u(T)/2 et ainsi

hu(T)
d,(y) > 1+ 91+ log L) >

Finalement, en prenant ¢ arbitrairement petit, on obtient que pour v-presque tout
yeM
d,(y) > 1.

O

Remarque 5.19. En utilisant des inégalités plus fines que dans la preuve précédente,
on obtiendrait vraisemblablement que pour v-presque tout € M

d,() 2 1+ hy(¥) (Af(x) - Aiw)

ot Ay(z) est le plus grand exposant de Lyapunov du flot et Ag(x) le plus petit
exposant de Lyapunov.

Nous avons maintenant tous les éléments pour démontrer le Théoréme 5.3 :

Preuve du Théoreme 5.3. Ce théoréme est une conséquence du Corollaire 5.17 et
du Lemme 5.18. En effet, un flot d’Anosov est métriquement isomorphe a un flot
hyperbolique symbolique (la base du flot est un systéme dynamique symbolique
hyperbolique) [27]. Comme v est un état d’équilibre pour un potentiel Holder, y est
aussi un état d’équilibre pour le systéme dynamique (X, .A,T), la décroissance des
corrélations est donc super-polynomiale et de plus, I’entropie est strictement positive.
On remarque aussi que la distance sur X peut étre choisie telle que 'isomorphisme
reliant les deux flots soit Lipschitz.

Finalement, pour un flot d’Anosov, le nombre d’orbites périodiques est dénom-
brable et ainsi la mesure étant un état d’équilibre I’ensemble des points périodiques
est de mesure nulle. O
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Nous soulignons que ce résultat est une généralisation du théoréme de [18] sur
les flots suspendus. En fait, le Théoréme 5.14 provient du théoréme suivant sur les
flots suspendus :

Théoréme 5.20. Soit (X, A, 1, T) un systéme dynamique avec une décroissance
des corrélations super-polynomiale et ® le flot suspendu surT' avec fonction de toit
¢. Soit f = fog une fonction Lipschitz. Alors, on a

RY(y) > d9(g(y)) et R(y)=d(9(y)

pour @ Leb-presque tout y € Y tel que c_li’g(g(y)) > 0.

A partir de maintenant et sans perte de généralité, nous supposerons que [ ~ Qdp =
1 et ainsi la mesure invariante du flot suspendu sera v, = 1 ® Leb.

5.4 Observations du flot géodésique

Soit (M, h) une variété riemannienne compacte C*°, i.e. M est une variété com-
pacte C* et h est une métrique Riemannienne C'*° sur M. La métrique h induit
une distance d sur M. Nous supposerons que l'espace métrique (M, d) est complet.
M est donc géodésiquement complet d’aprés le Théoréme de Hopf-Rinow. Soit T M
le fibré unitaire tangent de (M, h), i.e. un point (p,v) € T*M sip € M et si v est
un vecteur unitaire tangent a M en p. Etant donné (p,v) € T*M, Ypw) - R — M
dénote la géodésique de conditions initiales () (0) = p et Ypv)(0) = v. On peut
donc maintenant définir le flot géodésique ¥, : T*M — T M qui est donné par
Ui (p,v) = (Yip,w)(t), Yip.w)(t)). Soit II la projection canonique

In:7m"M — M
(p,v) — p.
On rappelle que pour tout (p,v) € T*M si t > 0 est suffisamment petit
Soit v une mesure de probabilité invariante pour le flot géodésique.

Théoréme 5.21. Soit U le flot géodésique défini sur T M. Alors pour v-presque
tout (p,v) € T'M

R'(p,v) <d,(pv)—1 et R (pv)<d(pv)—1

De plus, si M a une courbure strictement négative et st v est un état d’équilibre pour
un potentiel Holder alors

R'(pv)=d,(pv)—1 et R =d(pv)—1

pour v-presque tout (p,v) € T*M.
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5.4. Observations du flot géodésique

Preuve. La premiére partie du théoréme se prouve de maniére identique au Corol-
laire 5.11 en utilisant (5.3).

Pour la deuxiéme partie du théoréme, comme M a une courbure négative, W est
un flot d’Anosov et est métriquement isomorphe & un flot suspendu symbolique (la
base du flot est un systéme dynamique symbolique) [27]. De plus, la distance sur X
peut étre choisie telle que I'isomorphisme reliant les deux flots soit Lipschitz. Comme
v est un état d’équilibre pour un potentiel Holder, p est aussi un état d’équilibre
pour le systéme dynamique (X, .4, T) et la décroissance des corrélations est super-
polynomiale. On peut donc appliquer le Corollaire 5.17 et le Lemme 5.18 (I’entropie
du flot étant strictement positive). O

On peut maintenant s’intéresser au temps de retour de la position sur la variété
M, c’est-a-dire aux temps de retour de la projection du flot sur la variété :

Théoréme 5.22. Pour v-presque tout (p,v) € T*M
R"(pv) <dy, () =1 e B (pv) <dun.(p) - L.

Remarque 5.23. Le résultat de ce théoréme est encore vérifié lorsque la variété M
n’est pas compacte et que v est une mesure de probabilité.

Preuve du Théoreme 5.22. Le résultat provient du Théoréme 5.10 en utilisant la
fonction de fuite p,(p) = r. En fait, il est important de noter que d’aprés (5.3) on a

pour r assez petit
inf{t > 0: [I[(Vs(p,v)) & B(p,7)} =r.

O

Définition 5.24. On dira qu’un point (p,v) € T*M est multiple s’il existe t > 0 tel
que I(W4(p,v)) = p.

Théoréme 5.25. Si M a une courbure négative et si v est un état d’équilibre pour
un potentiel Hélder alors

£W7H(p7 U) = C_ZH*I/(p> -1 et E‘PJ_I(pu U) = Eﬂ*u(p) —1
pour v-presque tout (p,v) € T*M non multiple tel que dy_,(p) > 1.

Remarque 5.26. Pour chaque point p € M il existe un nombre dénombrable de
v E Tle tel (p,v) soit multiple. On peut donc se demander si lorsque la mesure v
est un état d’équilibre d'un potentiel Holder, ’ensemble des points multiples est un
ensemble de mesure nulle.

En utilisant un résultat de Ledrappier-Lindenstrauss [68] on obtient le corollaire
suivant :

Corollaire 5.27. Si M est une surface riemannienne compacte a courbure stricte-
ment négative, si v est un état d’équilibre d’un potentiel Hélder tel que dimg v > 2
alors

R""(p,v) =1
pour v-presque tout (p,v) € T*M non multiple.

81



Chapitre 5. Récurrence de Poincaré pour les observations de flots

Preuve. Pour cela, il suffit d’utiliser le Théoréme 5.25 et le Théoréme 1.1. de [68]. O

Preuve du Théoreme 5.25. Nous avons déja remarqué dans la preuve du Théoréeme
5.21 que comme M a une courbure strictement négative, ¥ est métriquement iso-
morphe & un flot suspendu symbolique et que la distance sur X peut étre choisie
telle que 'isomorphisme (que nous noterons ¢) reliant les deux flots soit Lipschitz.
De plus, v étant un état d’équilibre pour un potentiel Hoélder, i est aussi un état
d’équilibre pour le systéme dynamique (X, .A,T) et la décroissance des corrélations
est super-polynomiale. La suite de la preuve de ce théoréme est basée sur le lemme
suivant (que nous démontrerons par la suite) :

Lemme 5.28. Pour tout (p,v) € T*M

d,(p,v) = dy,, (p) — 1

et
d;l}g(pv U) = dH*I/(p) - L
Comme M est une variété compacte et comme le flot est le flot géodésique
sur 7'M, il existe 8 > 0 tel que pour tout t < (3 et pour tout (x,u) € T*M,
d(X(z,u), (Vs (z,u))) = t. Alors, pour tout r assez petit, 7.7 (p,v) > 3 et donc
pour v-presque tout (p,v) € T'M qui n’est pas multiple, 77 (p,v) — +oo quand

r — 0. Soit k € N*. Alors pour tout point (p,v) non multiple il existe r(k,p,v) > 0
tel que pour tout 0 < r < r(k, p,v), 72 (p,v) > k ce qui implique que 751 (p,v) =

T:jén’*(p, v). On obtient donc

R"M(p,0) = RMpv) et R (po) =R (pv). (5.4)
Ainsi, le Théoréme est prouvé par (5.4), le Théoréme 5.10, le Théoréme 5.20 et le
Lemme 5.28. ]

Nous prouvons maintenant le lemme essentiel utilisé dans la preuve précédente.
Preuve du Lemme 5.28. Soit (p,v) € T*M. Soit r > 0.
v(I"'B(p,r)) = p® Leb(g~" (II"'B(p,)))

¢(z)
= [ [ (ot )it duta)
X JO

Comme U est le flot géodésique sur 7'M et comme M est compacte, il existe 3 > 0
tel que pour tout ¢ < 8 et pour tout (p,u) € T'M, d(T1(p, u), [1(¥;(p,u))) = t. Soit
r € X tel qu'il existe ¢t € (0, ¢(x)) vérifiant g(x,t) € II"'B(p,r) alors si r < g,pour
tout s € [2r, 3] on a g(z,t+ s) ¢ I 'B(p,r). En effet,

g(Iv t+ S) = g(és(‘%t)) = \I]s(g(xv t))

et donc

d(p, I(g(z,t+5))) = d{I(g(z,1)), (g(z,t+ s))) — d(p,11(g(z,1)))
2 d(H(g(SL’, t))v H(\Ijsg<xv t))) -r
>

Ss—r>2r—r=r.
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Ainsi,

v (H_lB(p, 7')) <

%%M (7‘(‘(1—[ o g) 'B(p, 7')) . (5.5)

De plus, on peut remarquer que
) o(x)
v (H_ B(p, 2’/“)) = / / 1H*1B(p, )(g(l',t))dt du(a?)
x Jo

$()
> / / Vit 5z (92, )t dpa().
w(Ilog)—1B(p,r) 40

Soit z € 7(Ilog)~'B(p, ), il existe donc t € (0, ¢(x)) tel que (z,t) € (Ilog) ' B(p, ).
Ainsi, si r est suffisamment petit

d(I(g(z,t+7)),p) < d((g(z,t+7)), M(g(z,1))) + d((g(z,1)),p)
d(I(¥(g(z, 1)), 1(g(z, 1)) + 7
r4+r=2r

ce qui nous donne
v (7' B(p, 2r)) = ru(n(Ilo g)~' B(p,7)). (5.6)
En utilisant (5.5) et (5.6), on obtient

logv (171 B(p,r)) _ . logpu(r(lleg)” B(p,r))

d = li 1=d}? 1

—H*V(p) r1—>0 log'r' — logr _l_ Zu (p7 ,U) +

et

— —1 I-'B —1 IT -1B —

drn0(p) = T ogv ( (p,r) _ grlogp(n(llog) " Bp.r) | _ 7 0) 11,
r—0 log r r—0 log r ”

O

5.5 Observations de flots suspendus

Nous donnons maintenant quelques exemples d’observations d’un flot suspendu
ou nous pouvons calculer les différentes dimensions et appliquer nos théorémes. Dans
ces exemples, nous verrons l'importance du choix de la fonction de fuite.

Soit (X, A, T, ;) un systéme dynamique muni d’'une distance d et ayant une
décroissance des corrélations super-polynomiale. On considére le flot suspendu &
sur 1" avec fonction de toit 1.

5.5.1 Projection sur X
Choisissons tout d’abord 1’observation f comme la projection sur X :

f: Yy — X

(x,s) — .
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Ainsi, pour tout (z,s) €Y on a

C—Zf*(u®Leb) (f(l‘, 5)) = C_lu(x) et Ef*(ﬂ@l/@b)(f(x7 S)) = E,u(x)

et
id _ —fid _
glfi (z,5) =d,(v) et d, (z,s) =d,(z).

“w
En choisissant la fonction de fuite p, = |logr|, et en comparant TS,}f et Tflgf > le

Théoréme 5.10 et le Théoréme 5.14 nous donnent que pour p ® Leb-presque tout
(x,s) €Y

=2,f H.f i
By (v,5) = BY (w,5) = d,(x) et R"(v,5) =R, (2,5) = dy(a)

p

pour p ® Leb-presque tout (z,s) € Y tel que d,(z) > 0.

Nous soulignons qu’avec cette observation on ne s’intéresse en fait qu’au temps
de retour d'un point x € X sous 'action de 7" et on peut remarquer que 1’on obtient
le Théoréeme 1.32 pour les systémes dynamiques discrets.

Il est important de noter que, dans ce cas, pour obtenir un résultat non trivial (si
ce n’est optimal) la fonction de fuite doit étre choisie avec précaution. En effet, si la
fonction de fuite est p,.(z) = r pour tout = par exemple, on obtient immédiatement
que Tfpgf(a:, s) = r pour tout (z,s) € Y et pour r suffisamment petit. Cela vient du
fait que f~'B(f(x,s),r) = B(x,7)x[0,1] et donc le premier temps de sortie de cette
ensemble par ®;(x,s) ne dépend pas de r mais uniquement de (x,s). Dans ce cas,
on ne peut donc pas obtenir d’égalité entre les taux de récurrence et les dimensions.

5.5.2 Projection sur le temps

Prenons maintenant pour l'observation f la projection sur le temps :

f: Yy — X

(x,8) +— s.
Alors, pour tout (z,s) €Y on a

C—Zf*(u®Leb)(f(x7 s)) =1 et Eﬂ(u@Leb)(f(fCa s)) =1

En choisissant la fonction de fuite p,(s) = 2r (qui correspond par exemple au supre-
mum essentiel des temps de sortie de f~'B(f(z,s),r)) on obtient que pour yu® Leb-
presque tout (z,s) € Y
@, f _ pd.f _ S _ oS _
R (v, s) = R, (2,8) = R, (2,8) = R, (z,5) = 0.

o *
On peut tout de méme remarquer que dans ce cas aussi on peut calculer les dimen-

sions de projection pour 'observation f :

f,id o —/fiid o
4" (z,8) =0 et d,) (xz,s) =0.

I

Cet exemple et 'exemple précédent nous montre que pour chaque flot et chaque
observation, nous devons choisir une fonction de fuite dépendant de ces parameétres.
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On peut donc se demander s’il existe une unique fonction de fuite nous donnant
un résultat optimal pour tous les flots. On pourra remarquer que pour les deux
exemples précédents, en prenant la fonction de fuite

|log 7|
fo(p @ Leb)(B(f(y))

o (F(y)) = [}m&>o:ﬂ@w»¢3uwxmwu®uﬂw,

(5.7)

on obtient des résultats optimaux.

5.5.3 Projection mixte

Supposons maintenant que I'espace X est un espace produit, c’est-a-dire qu’il
existe deux espaces X; et X, tels que X = X; x Xs. Soit f I'observation suivante :

f: Y — X3 x[0,1)
(l’l,IQ,S) [ — (1’1,S>.

Ainsi, pour tout (x1,22,8) €Y on a

log u(B(xq,7) x X3)

C_l/]i’id(xh o, 8) = h_m

—0 log r
o | B X
3/{“(%@27 3) = lim ogu( (xl,r) - 2)
r—0 log r

De plus, on peut montrer facilement que
id
C—Zf*lt@Leb(f(xla T2, S)) = C—Z;le (1'1, T2, S) +1

et
_ —f,id
dfores(f (1,22, 5)) = A" (21,09, 5) + 1.

Ainsi, en prenant pour fonction de fuite p,(z1, s) = r|log r| (qui est en fait la fonction
de fuite définie par (5.7)) et en prenant en compte la Proposition 5.9, on peut
montrer, en utilisant le Théoréme 5.10 et le Théoréeme 5.14, que pour p ® Leb-
presque tout (zq,z2,s) € Y tel que Eg)’f(xl, T9,8) >0 on a

By (w1, 2,5) = B (1,02, 5) = (1, 22, 9)

et

_q>7f _q>7f _f7d
Rp (213'1,5(32,8) = R* (213'1,2172,8) = duZ (213'1,5(32,8)

dés que C_Z[L’id<£(31, T, 8) > 0.

5.6 Majoration des taux de récurrence

Nous allons maintenant démontrer le Théoréme 5.10 :
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Preuve. D’aprés le Lemme 2.15 toute mesure de probabilité est faiblement diamé-
tralement réguliére sur R? (pour d € N* quelconque) et ainsi la mesure f,v est
faiblement diamétralement réguliére sur RY. On peut remarquer que dans la défi-
nition de mesure faiblement diamétralement réguliére et dans la Définition 5.7, les
fonctions 0(f(-),e,n) et C(f(.),e,&1,&) sont mesurables pour tout €, 7, & et &o.
Fixons e >0, n =4, & = % et & = %. On choisit 0 > 0 assez petit pour avoir :

v(Ms) >v(M)—e=1—¢
o Ms == {xeM: i(f(x),e,n)>0det ((f(x),e&,&)>d} Pour 6 > r > 0 on
définit

r) = s () r _ ey
Ar) {yeMa. S (B s > }

Soit C' C Mj tel que (f(x))zec est un ensemble maximal r-separé pour f(Ms). On
a

1 7_\I/f y —1 ” 1 ’[“_45 ‘
<3 {yef B o (B0 ) — o > }

Pour y € f~'B(f(x),2r) on définit
Toria(y @) = inf {t > pur (F(2))r™" : f(Wuy) € B(f(x),2r)} .

Siy € f7IB(f(x),r), comme pg.(f(z))r== > p3,.(f(y)) et comme B(f(x),2r) C
B(f(y),3r), on a

ot (. ) = 757 (y).
De plus
v (f'B(f(y),r) <v(f'B(f(2),2r))
et

par(f(2))7° < 5o (f ()
ce qui nous donne
v(A(r))
< Eodve B0 Ay (7B @.20) S

zeC
Ensuite, d’aprés l'inégalité de Markov
)< T

zeC

On dénote D, Pensemble f~'B(f(z),2r). On définit I'application T, de M dans M
par

FB@2) [ sleaa. (659

par(f f1B(f(@),2r)

. - M — M
y — V.(y)
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et le temps de retour non-instantané pour y € D,

7 (y) == inf{n > M Ty € D,}.

. L . —€ ..
Comme ce temps de retour est inférieur au " —-iéme temps de retour de y

dans D,, le Lemme de Ka¢ nous donne

/ T (y)dv(y) < Purlf ()

r

par(f(x))

De plus, pour y € D, on observe que
v, T,
T2r,£<y7 .CL’) S T T<y)

et donc on obtient
/ L (g, 2)duly) < pur(F (). (5.9
F71B(f(=),2r)
En utilisant (5.8) et (5.9), on a
v(Ac(r) <> v (f7B(f(x),2r)).

zeC

Comme la mesure f,v est faiblement diamétralement réguliére et par définition de
C on obtient

v(A(r) < Yo (B (f@).5))
zeC

< re.

Finalement, comme

> U(A(e™) < +oo

neN
d’aprés le Lemme de Borel-Cantelli, pour v-presque tout z € M, il existe N(z) € N
tel que pour tout n > N(x)

o (@) (FIB(f(2), 7)) < M psen (f(2))
et ainsi

log 7o, %a(®) _ logw (f'B(f (@), e ™) _ log psen(f(x))

n —-Nn —n

+ 4e. (5.10)

Comme on peut prouver facilement que pour a > 0

log T;I;’fnvp(x) log 727 (@)

R} (x) = lim inf ——*—~= : Ej’f(x) = lim sup ——2< "2~
n—-+o0o n n——+oo n
o logy (FUB(f(@).r) logp(f() _ . logv (FB(F().c) logpsn(F(2)
r—0 log r logr  notoo -n —n ’
rlosv (F1B(f(x), 7)) logp(f(2)) _ o logv (f ' B(f(x),e™")) logpsen(f(x))
r—0 log r log r n—-+00 —n —n ’

et comme £ peut étre choisi arbitrairement petit, le théoréme est prouvé en prenant
la limite inférieure et la limite supérieure quand n — +o00 dans (5.10). O
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5.7 Minoration des taux de récurrence

Dans cette section, nous allons prouver le Théoréme 5.14, en prouvant dans un
premier temps le Théoréeme 5.20.

La fonction f ¢tant Lipschitz, nous noterons L sa constante de Lipschitz. Soient
a>0,0>0,8>0et p>0.90it Y, :={yeY, c_li’g(g(y)) > a}. On pose

G = {yeviiwr<pu(afB(f).r)) <}
Gy = {yz (x,8) €Y, : Vr <p, M(B (x,g)) ZrN—l—b}

r

_ _ . _ B
G = {y— (x,s) € Yo : Vr <p, ,u(B <SL’,2)) > (B (x,2r))r }
On peut remarquer que G(a, b, 3, p) := G1 N Gy N G5 vérifie
1t ® Leb(G(a, b, B, p)) —> 11 ® Leb(Ya). (5.11)

p—0

En effet, par définition de c_iﬁ’g, on a u® Leb(G) — u® Leb(Y,). De plus, comme
d, < N p-presque partout, u ® Leb(Gy) — p® Leb(Y,), et comme la mesure u est
faiblement diamétralement réguliere, p ® Leb(G3) — p @ Leb(Y,).

Soit o > 0, on définit
Y(a,a) ={y=(z,8) €Y, : a <s < o(x)—al.

On considére maintenant 'ensemble G = G(a, b, 3, p) NY (o, a). En suivant les idées
de Péne et Saussol [79] pour les temps de retour dans les billiards, on utilisera un
recouvrement spécial de Y. Comme X est compact, il existe, pour r > suffisamment
petit, un sous-ensemble fini £ = (m;);e; C X et une suite finie (s;;) ¢ )erxs C R tels
que {Fy;(r) == {Ps(B(mi,7) X {s55}),0 < s <1}}; j)epy s vérifie
1. (my,si;) € G pour tout (i,7) € I x J;
2.Gc U Pylr);
(4,5)eIxJ
3. B(my,,5) N B(mi,, 5) = 0 pour tout iy # iy;
4. s;; € (0,¢9(m;)) pour tout i, 5 ;
5. Y(a,a) CUP;(r) CY(5,a);
i.j
6. P;;(5) N Pu(s) = 0 pour tout (i,5) # (k,1).
Soit r < p, on définit :

Ally) = {z e X : 3t €0,0()], @(,0) € [ B(f).1)}.

Lemme 5.29. Sous les hypothéses du Théoréme 5.20, pour tout (x,s) € Y, pour
tout n € N, pour tout K > 0 et pour tout r >0 on a

Le 1 7
fﬁen + H (B(LIZ‘, 2T)) H (A2Kr(x7 8))

ou ¢ est une constante strictement positive dépendant uniquement des différentes
MELTLqUES.

u (B(x, " NT AL (z, s)) <
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5.7. Minoration des taux de récurrence

Preuve. Soient (z,s) € Y et r > 0. Soient hy, et h'(, ), définies comme suit
hyr: X — R
u — h(u) =max{0,1— Ld(u, B(z,r))}
et
Pesr: X — R

u —  sup max{O, 1-— %d(B(f(x, 5),Kr),f(u,t))}.
te[0,6(u)]

Iy est %—Lipschitz et Wz, st %—Lipsehitz avec ¢ la constante donnée par la
Proposition 17 de [17]. De plus, on a 1) < her < 12 €t 1Af ) <Hor <

KT.(m,s
L7 (2.5)" Comme la décroissance des corrélations de (X, T', i1) est super-polynomiale,
2K\
on obtient

u(B(fc,T)ﬂT‘”A{;T(SC,S)) < /X he (W (), (T w) dpa(u)

< s 17 oyl + / ey / K (ool
~ X X
Le 1 i

< oo+ (Bla,2) (Al (25))

Lemme 5.30. Sous les hypothéses du Théoreme 5.20,
Ef’f(y) > 0 pour i ® Leb-presque tout y tel que c_l{;g(g(y)) > 0.

Preuve. Soit Y, := {c_lfi’g(g(y)) > 0}. Soit 1 > ¢ > 0 et soit a > 0 tels que
p® Leb(Yy) > pp® Leb(Y,) > pp® Leb(Y,) —e. Soit a > 0. On fixe b > 0, § = § et
pour p > 0 on considére 'ensemble G = G(a, b, 3, p) NY (a, a) defini précédemment.
Soit ng € N tel que Vn > ng, on a e, = # < p et on définit

H,:={y=(z,s) € Y(a,a) : T"z € A (y)}.

Considérons lensemble {Fy;(ry)}; e/, défini précédemment. Alors,

n@Leb(GNH,) < Y uwLeb ((m, s) € Py(ry) : Tz € Al (x, s))

(4,5)EIxJ
< Z & Leb <(z, s) € Pyj(ry) : T"z € A{1+2Lc)rn(m"’ sij)> :
(4,5)EIxJ

La définition de P;;(r,) nous donne pour tout (i,j) € I x .J

& Leb ((1’, s) € Pyj(ry) : T"z € A{1+2Lc)rn(mi’ s,-j))
= pu®Leb ((x, $) € B(mi,ra)  [sij, s +7a] : Thw € AL (g, sij))
= o (1€ Blmara) : T € A (i) (5.12)
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Ainsi, d’aprés le Lemme 5.29 et (5.12), on obtient

p® Leb(G N H,y)
Le 1 :
- (i J')XE;XJT 2Lc+ 1T% - IU( (m " ))'u 2(1+2Lc)rn(m s])

Par définition de G on a

pu® Leb(G N Hy)
Le = T
< Y |G @+ 2L | (Bmi, 5Y)
i 2Le+1 2

et par définition de P;;

L .
C N, (21 + ch)rn)a] .

® Leb(GNH,) < _ -
ne LGN ) < 0] | 5

a-B _ 1 Sro; lati
Comme ) .70 " = > oy oz < +00 et comme la décroissance des corrélations
est super-polynomiale, on a :

> 1@ Leb(G N H,) < +o0.

neN*

D’aprés le Lemme de Borel-Cantelli et en utilisant (5.11), on a que pour p ® Leb-
presque tout y = (z,s) € Y(a,a), il existe ny(y) tel que pour tout n > ni(y),
Trx ¢ A | ie. pour tout n > ny(y) et pour tout ¢t € [0, p(T"x)[, f(T"x,t) ¢

ni/a

B(f(x, s), n4—1/“) Ainsi, pour u ® Leb-presque tout y € Y («, a), pour tout p > ny(y)
et pour tout n > ny(y)

0 (2,5) >n (5.13)
nd/a P
ce qui nous donne
; log 785
R®(y) = lim liminf log 7, "(y)
p—+oo  7—0 —logr
log 7" (y)
= lim liminf nt/e T
p—+oo n—too  — log —i7a
logn
> lim lim —2 =25,

p—toon—+too lognt/e 4
Comme on peut choisir « et € arbitrairement petits, le lemme est démontré. O

Lemme 5.31. Soient a > 0, 6 > 0 et 1 > ¢ > 0. Pour u® Leb-presque tout
“— f7 , )
y € Yo :={d?(9(y)) > a}, il existe r(y) > 0 tel que pour tout r €]0,7(y)[ et pour

tout t € {7"57 [ (Wf—lB(f(y), (2Lc + 1)er))_1+1 ,on ad(f(Pw), fy)) >r.
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Preuve. Soit a > 0. Soit 1 > ¢ > 0. On fixe b > 0, 3 = 5 et pour p > 0 on considére
I'ensemble G = G(a, b, 3,p) N Y (a,a). Soient § > 0 et r < p, on définit :

Cryi= {we Y + 3t [ (nf (). 6Eer2m) ]

tel que d(f(Pw), f(w)) < 7’}.

Pour x € G et s > 0, on pose B, (z) := B(x,r) X [s,s + r| et en posant I, =
~ ~ ~ —1+e
{Lr“sj,,u <7rf‘lB(f(:c, s), (4Lc + 2)r)> } NN on peut montrer que 'on a :

Byo(x) N Co(r) € ([ JBla, ) NTT" AL, L (w,s) x [s,5 + 7] (5.14)
I

En effet, choisissons un élément w de B, s(x) N C.(r). Par définition cela veut dire
que w € B, (x) et quil existe t € [r~, p({m f1B(f(w), (6Lc + 2)r)}) 71+ tel que
A(F (@), f(w) < r. o -

Mais en remarquant que B(f(x,s), (4Lc+ 2)r) C B(f(w), (6Lc+ 2)r), le temps
t précédent est inférieur a pu({mf'B(f(x,s), (4Lc + 2)r)})~1te.

Maintenant, pour se ramener au fait que nous travaillons avec un flot suspendu
sur une application 7', on notera w = (v, u) et 'on peut subdiviser notre intervalle
dans lequel le ¢ existe en des intervalles de temps de longueur 1 et ayant pour borne
des entiers.

Ainsi, si (v,u) € B, 4(z) alors il existe un entier n € I, et il existe un temps
t €[0,(T™)] tel que Von a d(f(T"v,t)), f(v,u)) < r.

En remarquant que f est Lipschitz et que (v u) € B, 4(x), on peut voir que pour

le n et le ¢ précédent on a aussi que d(f(T"v,t)), f(x,s)) < (2Lc + 1)r mais cela
implique que v € T~ "AéL ) (x, s) et ainsi on obtient I’équation (5.14).

Soit k > 1 tel que 6(k — 1) — 1 > N + 2b et soit p > 0 tel que n > p~° implique
(k —1)(n+1)"% > 6, (ce qui est possible par définition de 6,,). On a d’aprés le
Lemme 5.29

p® Leb (B, ( )N Ce(r))

2 (2L + 1)r2 300 1 (Bl 2r)) (Agm Cs S)>]

nel,

IA

Le

7T5k—1—1 r 2 f v s €
(2Lc+ 1) ET 4 ru(B(e), 2r)u (A 2L+1)(7)>

et par définition de G

.EC =~ acg ,r
@ Leb (B, o(x) N C(r)) < ————pN+¥2 4 (4Lc+ 2)%r'H% 4(B(x, =
I (Brs(z) (r)) Lct 1) ( ) 1(B( 2))

[~/ jad ag
< M(B(x,f))< e rb—l—(4Lc+2)a€r1+7>.

2Lc+1
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Considérons I'ensemble {P;;(r) défini précédemment. On a

}(i,j)EIxJ

p@Leb(GNC(r) < > p® Leb(Ce(r) N Py(r))

(i.j)elxJ
r Le ~ ae
< Z wu(B(m;, =)) ( - 7+ (4Lc + 2)“€r1+7>
(4,5)eIxJ 2 2Le+1
iC b T ag, 1+%
< Z - r’+ (4Lc+2)%r T2
e 2Lc+1
IJ = age
S ||¢|| _ C Tb—|— (4Lc+2)aerl+?
r 2Lc+1
.Z:J = ag
< C ety (4Lc+ 2)%r=.

2Lc+ 1
Ensuite, en choisissant b = 1, on obtient

Z,u ® Leb(G N C.(e™)) < +00.
keN

et ainsi, par le Lemme de Borel-Cantelli, pour u ® Leb-presque tout y € G, il existe
n1(y) tel que pour tout k& > ny(y), y ¢ C-(e”¥). D’on, pour r suffisamment petit,
il existe k € Ntel que e *1 < r < e % < ¢ W De plus, comme e?* < =% et (2Lc+

~ ~ ~ ~ —1+e
1)e ™ < (2Lc+1)er, il n'existe aucun entier t € [r=, p <7rf_1B(f(y), (2Lc + 1)67“)) ]

tel que d(f(Pyy), f(y)) > r. Le lemme est prouvé en choisissant « arbitrairement
petit. ]

Preuwve du Théoréeme 5.20. Soit ¢ > 0. Comme Ef’f(y) > (0 pour u ® Leb-presque
tout y € Y, = {c_lﬁ’g(g(y)) > 0} d’aprés le Lemme 5.30, il existe a > 0 tel
que 1 ® Leb(Yy) > p® Leb({R*¥(y) > a}) > pu® Leb(Yy) — (. Pour tout y €
{R™ (y) > a} , pour p suffisamment grand et r suffisamment petit, on a

Tflgf’*(y) > r e,

Grace au Lemme 5.31 en prenant 6 = a et € > 0, pour u® Leb-presque tout
y € {R™(y) > a}, si r est suffisamment petit et p suffisamment grand, alors

&I () = (n B (), (2Le + 1>er>)‘”€. Ainsi, R (y) > (1 - )d]9(g(y)) et

Ef’f(y) > (1 —5)E£’g(g(y)) u ® Leb-presque partout sur {ﬁf’f(y) > a}. Le théoréme
est démontré en choisissant € > 0 arbitrairement petit et ensuite ¢ > 0 arbitraire-

ment petit. ]

Preuve du Théoréme 5.14. 1l existe Y, C Y tel que p ® Leb(Y,) = v(g(Y,)) =1 et
tel que g est bijective sur Y. Ainsi pour v-presque tout x € M, il existe y € Y}, tel
que x = ¢g(y) et en remarquant que

R (z) = R (y)
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et que

_\Iluf _q)vf
R (x) = R (y),

le théoréme est démontré d’aprés le Théoréme 5.20.
O

Preuve Du Corollaire 5.17. Soit x € M un point non fixe. Nous avons déja vu dans
la preuve du Corollaire 5.11, que d’apres le théoréme des boites de flots, il existe un
voisinage U de xz, > 0, 71 > 0 et 75 > 0 tels que pour tout 0 < ¢t < et pour tout
z €U, vyt > d(z,W(z)) > 7it. Soit g >7r >0 et tel que B(z,r) C U.

v(B(xz,r)) = u@Leb “'B(z,7))

-/ / 9(u,1))dt dpu(u)

Soit u € X tel qu'il existe t € (0, ¢(u)) vérifiant g(u,t) € B(x,r) alors comme r < g,
pour tout s € [%,ﬂ] on a g(u,t+s) ¢ B(x,r). En effet,

g(u,t+s) = g(Ps(u, 1)) = a(g(u, 1))

et donc
d(z,g(u,t+s)) > d(g(u,t), g(u,t+s)) — d(z, g(u,t))
Z d(g(u7 t)v \Ilsg(uv t)) -
> mSs—r>2r—r=r.
Ainsi,

sup,, ¢(u)

v(B(x,r)) <2r "

1 (rg~ ' B(z,1)). (5.15)

De plus, on observe que
¢(u)
v(Ba.2)) = [ [ L (olu)dedu(w)
xJo
¢(u)
> [ [ L (ot ) duw)
wg~'B(z,r) JO

Soit u € mg~ ' B(x,r), il existe donc ¢ € (0,¢(u)) tel que (u,t) € g~ 'B(z,r). Alors,
si r est assez petit

gl t+-),0) < dlglust+ ). gu 1)) +d(g(u1).2)
< AV (g(u, 1)), g(u, b)) + 7
< r+r=2r
ce qui nous donne .
v (B(z,2r)) > —u(ng ' B(x,r)). (5.16)
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En utilisant (5.15) et (5.16), on obtient

log 1 (mg~' B(x, 7))

. logv (B(x,r)) . id
d (z) = lim—=" 2\ ) 1 = di%9 1 (517
d,(z) == lim log. +1=d;(x) + (5.17)
et
_ | B 1 -1B -
d(2) = T 08V B@.r) _ polosn(mg™ Bler)) |y gidoy g (518
r—0 log r r—0 log r “

Comme pour tout ¢t < [ et pour tout y € M, d(y, V(y)) > ~t. Alors, pour tout r
assez petit, 77 () > v/ et donc pour v-presque tout x € M qui n’est pas périodique,
7¥(x) — +oo quand 7 — 0. Soit p € N*. Alors pour tout point  non périodique il
existe 7(p, ) > 0 tel que pour tout 0 < r < r(p,x), 7¥(z) > p ce qui implique que
7" (x) = 75*(x). On obtient donc

RY(z) = RV"(x) et R (x) =R, (x). (5.19)

Finalement, le corollaire est prouvé par (5.17), (5.18), (5.19), Corollaire 5.11 et
Théoréme 5.14.
U
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Conclusion

Lors de ce travail sur la récurrence pour les observations de systémes dyna-
miques, nous avons relié le comportement asymptotique du temps de retour pour
une observation a la dimension de la mesure image. En particulier, pour des sys-
témes mélangeant rapidement, nous avons démontré une égalité entre les taux de
récurrence non-instantanés pour 'observation et les dimensions locales de la mesure
image. Par la suite, ces résultats nous ont permis d’étudier la récurrence pour les sys-
temes dynamiques aléatoires et de démontrer une égalité entre les taux de récurrence
(quenched et annealed) et les dimensions locales de la mesure stationnaire lorsque le
systéme mélange super-polynomialement. Dans le cas des flots, nous avons obtenu,
pour les taux de récurrence, une borne supérieure dépendant de la mesure image
et de la fonction de fuite initialement considérée. Lorsque le flot est métriquement
isomorphe & un flot suspendu dont la dynamique sur la base mélange rapidement,
nous avons démontré I'existence d'une borne inférieure pour les taux de récurrence.
Il est apparu de nombreuses questions tout au long de cette étude.

Tout d’abord, I’hypothése principale pour obtenir une égalité entre les taux de
récurrence et les dimensions locales de la mesure image est une décroissance des
corrélations super-polynomiale. Néanmoins, pour certains systémes non-mélangeant,
on peut obtenir une égalité (par exemple pour une rotation irrationnelle du cercle
avec un irrationnel l-approximable (voir Exemple 1.31)). On peut donc s’interroger
sur 'existence d’une méthode permettant de calculer les taux de récurrence sans
utiliser la décroissance des corrélations super-polynomiale.

Pour les systéemes dynamiques aléatoires, nous avons supposé l'existence d’une
mesure stationnaire. Il est donc naturel de se demander si, lorsque la mesure station-
naire n’existe pas, on peut toujours obtenir une égalité entre les taux de récurrence
moyennés et les dimensions de la préimage de la mesure invariante pour le skew-
product. Au moins, cela est-t-il vérifié lorsque les "sample" mesures sont toutes
absolument continues par rapport & une méme mesure.

Les travaux sur la dimension de la mesure image sont d’un grand intérét, par
exemple, lorsque la fonction est une projection (pour le flot géodésique on pourra
voir [68]). Malheureusement, la plupart des résultats portent sur la dimension de
Hausdorff et non sur les dimensions locales (qui nous permettent de calculer les taux
de récurrence). De plus, en connaissant les dimensions locales de la mesure image on
peut retrouver la dimension de Hausdorff de la mesure image. C’est pourquoi une
étude en profondeur des dimensions locales est nécessaire.

Nos résultats sont vérifiés pour les points tels que c_lﬁ(x) > (. Comprendre la
dynamique et étudier la récurrence pour les systéemes tels que la dimension locale



Conclusion

inférieure est zéro et tels que la dimension locale supérieure est strictement positive
parait donc essentiel.

De plus, dans le Théoréme 2.8 nous avons démontré I'existence de la dimension
locale de la mesure image lorsque la mesure est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue. Il serait intéressant d’étendre ce théoréme a d’autres mesures,
par exemple des états d’équilibre d’un potentiel Holder, au moins pour les cas ot
I’'observation f est une projection.

Pour la récurrence pour I'observation de flots, on peut se demander s’il existe une
fonction de fuite telle que 'on puisse obtenir une égalité entre les taux de récurrence
pour 'observation par rapport a cette fonction de fuite et les dimensions locales de
projection du flot suspendu associé pour l'observation.

Finalement, dans la continuité de ce travail, il faudrait développer les résultats
présents dans cette thése pour les systémes tels que la mesure invariante est seule-
ment o-finie.
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Récurrence de Poincaré pour les observations

RESUME : Un systéme dynamique de grandes dimensions est souvent étudié par les expérimentalistes
a travers une certaine "mesure" ou un "relevé" d’un relativement petit nombre de différentes quantités,
appelées observations. En suivant cette idée et dans la continuité du travail de Boshernitzan, pour les
systémes dynamiques, les systémes dynamiques aléatoires et les flots, nous étudions la récurrence de
Poincaré pour les observations. Lors de ce travail, nous avons relié le comportement asymptotique du
temps de retour pour une observation aux dimensions locales de 'image de la mesure invariante.

En particulier, dans le Chapitre 3, pour des systémes mélangeant rapidement, nous avons démontré
une égalité entre les taux de récurrence non-instantanés pour ’observation et les dimensions locales de la
mesure image.

Par la suite, ces résultats nous ont permis d’étudier, dans le Chapitre 4, la récurrence pour les systémes
dynamiques aléatoires et de démontrer une égalité entre les taux de récurrence (quenched et annealed) et
les dimensions locales de la mesure stationnaire lorsque le systéme mélange super-polynomialement.

Finalement, dans le Chapitre 5, nous étudions le cas des flots. Nous avons obtenu, pour les taux de
récurrence, une borne supérieure dépendant de la mesure image et de la fonction de fuite initialement
considérée. Lorsque le flot est métriquement isomorphe & un flot suspendu dont la dynamique sur la base
mélange rapidement, nous avons démontré I’existence d’une borne inférieure pour les taux de récurrence.

MoTs CLES : Récurrence de Poincaré, théorie de la dimension, décroissance des corrélations, systémes
dynamiques aléatoires, flots, flot géodésique.

Poincaré recurrence for observations

ABSTRACT : A high dimensional dynamical system is often studied by experimentalists through the
measurement of a relatively low number of different quantities, called an observation. Following this idea
and in the continuity of Boshernitzan’s work, for dynamical system, random dynamical systems and flows,
we study Poincaré recurrence for the observation. The link between the asymptotic behaviour of return
time for the observation and the pointwise dimensions of the image of the invariant measure is considered.

In Chapter 3, we prove that when the decay of correlations is super polynomial, the non-instantaneous
recurrence rates for the observations and the pointwise dimensions relative to the push-forward measure
are equal.

Then, these results allow us to study, in Chapter 4, Poincaré recurrence for random dynamical systems
and to prove that, for rapidly mixing system, the recurrence rates (quenched and annealed) are equal to
the local dimensions of the stationary measure.

Finally, in Chapter 5, we focus on flows. We obtain, for the recurrence rates, an upper bound depending
on the push-forward measure but also on the escape function. When the flow is metrically isomorphic to
a suspension flow for which the dynamic on the base is rapidly mixing, we prove the existence of a lower
bound for the recurrence rate.

KEY WORDS : Poincaré recurrence, dimension theory, decay of correlations, random dynamical systems,
flows, geodesic flow.



