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Résumé

L'objectif de ce travail est le développement d'un modèle et d'une méthode numérique
adaptés à la simulation du ruissellement d'eau de pluie sur des surfaces agricoles. Pour cela,
nous utilisons un système d'équations aux dérivées partielles pour les eaux peu profondes :
le système de Saint Venant. La pluie et l'in�ltration y sont pris en compte par l'ajout de
termes source et le couplage avec un modèle d'in�ltration. Le système étant hyperbolique
et conservatif nous choisissons d'utiliser un schéma aux volumes �nis avec reconstruction
hydrostatique. Avec cette reconstruction nous obtenons un schéma permettant de traiter
les équilibres stationnaires et les interfaces sec/mouillé dues aux événements pluvieux. Tout
d'abord, nous e�ectuons une comparaison systématique de di�érents �ux numériques, de
di�érentes reconstructions d'ordre deux (MUSCL et ENO modi�ées) et de di�érentes méth-
odes de traitement des frottements sur des solutions analytiques unidimensionnelles. Ces
comparaisons nous permettent de choisir une méthode numérique adaptée à la simulation
du ruissellement qui en outre capture les phénomènes de type roll-waves. Ensuite nous nous
intéressons au traitement de la pluie et de l'in�ltration à l'aide du modèle de Green-Ampt.
Cette méthode généralisée en dimension deux est validée sur des résultats expérimentaux
obtenus à l'INRA d'Orléans et à l'IRD. La méthode numérique choisie et validée a été
implémentée dans FullSWOF_2D un logiciel libre écrit en C++ pour la simulation de
ruissellement d'eau de pluie sur des surfaces agricoles.

Mots clés : Ruissellement, Saint-Venant, schéma équilibré, volume �ni, reconstruction
hydrostatique, terme source, frottement, pluie, in�ltration, C++, eau peu profonde, �ux
numériques, roll waves, solutions analytiques.
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Abstract

In this work, we aim at developping both a model and a numerical method adapted to
the simulation of rainfall runo� on agricultural �elds. The model used is a system of partial
di�erential equations for shallow water �ows : namely the system of Saint Venant. Rain and
in�ltration are treated as source terms and with a coupled model of in�ltration. Because
of the hyperbolicity and conservativity properties, we are using a �nite volume scheme
with the hydrostatic reconstruction. This reconstruction allows us to deal with stationary
equilibria and wet/dry transitions due to rainfall events. First, a systematic comparison
on analytic solutions is achieved between various numerical �uxes, two second order re-
constructions (a MUSCL and a modi�ed ENO reconstructions) and di�erent numerical
treatment of the friction term. This allows us to choose a numerical method adapted to
runo� simulation. Moreover it is able to catch roll waves phenomenons. Then we are in-
terested in the rain and in�ltration treatment. In�ltration is modeled thanks to the Green
Ampt model. This method is thereafter generalized to two dimensions and validated on
experimental results obtained by the INRA of Orléans and the IRD. The chosen numeri-
cal method has been implemented in an C++ open-source software for rainfall runo� on
agricultural �elds simulations : FullSWOF_2D.

Keywords : Overland �ow, Saint-Venant, Well-balanced scheme, �nite volume, hydro-
static reconstruction, source term, friction, rain, in�ltration, C++, shallow water, numerical
�uxes, roll waves, analytic solutions.
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Glossaire

Figure 1 � Bassin versant de Bourville (drapage réalisé par Olivier Cerdan).

� Bassin versant : Portion de territoire dont les eaux alimentent un exutoire commun.
Le bassin versant est délimité par sa ligne de crête (en rouge sur la �gure 1).

� Erosion : phénomène de dégradation et transformation du relief. Il est causé par tout
agent externe (tel que le ruissellement de l'eau de pluie).

� Exutoire : Point de drainage d'un bassin ou d'une entité hydrologique (point vert sur
la �gure 1).

� Hydrogramme : Représentation de l'évolution des débits au cours du temps (�gure 2).

� Hyétogramme : Représentation de l'évolution de l'intensité d'une pluie au cours du
temps (�gure 2).

� In�ltration : Processus d'entrée de l'eau dans le sol.

� MNT : Modèle Numérique de Terrain. On parle aussi de MNA (Modèle Numérique
d'Altitude). Le mot "modèle" est à prendre au sens de "représentation de la réalité".
C'est souvent, mais pas uniquement, sous la forme d'un maillage régulier à mailles
carrées. La résolution d'un MNT est habituellement comprise entre quelques mètres
et quelques dizaines de mètres. Cette taille de maille permet de bien représenter la
topographie. Par contre tous les objets de dimensions inférieurs à quelques mailles
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Figure 2 � Hyétogramme et hydrogramme mesurés pour la parcelle ERO au Niger, le 04
septembre 1994 (voir le chapitre 7).

ne sont pas représentables (mottes, sillons, chemins par exemple).

� Parcelle : Division élémentaire du sol (délimitée en bleu sur la �gure 1). Elle a en
général, une taille supérieure à l'hectare. De ce fait, sa topographie n'est pas uni-
forme. Par contre, la parcelle est travaillée de manière homogène par l'agriculteur
ce qui fait que l'état de sa surface est sensiblement égal partout (taille des mottes,
direction des sillons).

� Placette : Petite parcelle, utilisée pour des recherche expérimentales. Son aire est de
quelques mètres carrés (centaines de m2 exceptionnellement). Elle est utilisée pour
clari�er les processus hydrologiques en conditions homogènes.

� Ruissellement : Phénomène d'écoulement d'eau à la surface du sol. Le ruissellement
peut être un facteur important de l'érosion au niveau du sol.
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Introduction

Le ruissellement est le phénomène d'écoulement des eaux à la surface des sols (par
opposition au phénomène d'in�ltration). L'eau de ruissellement entraîne avec elle des par-
ticules plus ou moins grosses en fonction de la quantité d'eau en mouvement et de la pente,
ce qui peut avoir un e�et abrasif sur le terrain. Ce phénomène, appelé érosion, ne sera pas
étudié dans ce travail. La généralisation des sols imperméabilisés (routes, stationnement
automobile, zones bâties, ...) augmente le ruissellement aux dépens de l'in�ltration, ce qui
peut conduire à des crues violentes et augmente les risques de saturation des collecteurs
d'eau et d'inondation en aval. On doit donc prendre en compte ce phénomène dans l'amé-
nagement urbain. Le ruissellement est aussi un facteur d'aggravation des pollutions liées
à l'agriculture : les engrais et autres produits de traitement sont entraînés vers les cours
d'eau, puis vers la mer.

Dans cette thèse ainsi que que dans le cadre du projet METHODE, nous nous intéres-
sons à la modélisation et à la simulation du ruissellement d'eau de pluie sur des surfaces
agricoles. Pour ce type d'écoulement, où la couche d'eau est peu épaisse par rapport aux
dimensions du système (placette, parcelle et bassin versant), les modèles d'approximation
d'onde cinématique et d'approximation d'onde di�usives sont souvent utilisés. Depuis peu
le système de Saint-Venant est utilisé pour modéliser ce type de problème. Ce système
hyperbolique d'équations aux dérivées partielles a été introduit en 1871 par Jean-Claude
Adhémar Barré comte de Saint-Venant pour modéliser des écoulements dans des canaux.
Ces équations régissent les écoulements à surface libre en eaux peu profondes, d'où leur
appellation anglaise "shallow water equations". Il est possible de les obtenir à partir des
équations de Navier-Stokes à surface libre pour un �uide incompressible avec viscosité (voir
entre autres Gerbeau and Perthame [2000, 2001], Marche [2005, 2007] et Lucas [2007]), à
l'aide d'hypothèses simpli�catrices : pente faible et petite hauteur d'eau par rapport à la
taille du domaine. Pour le problème qui nous intéresse, cette dernière hypothèse semble
raisonnable.

Ces équations et leurs variantes sont aujourd'hui très utilisées pour la simulation
de nombreux phénomènes d'actualité : protection de l'environnement, pollution environ-
nementale, catastrophes naturelles, évolution climatique, rupture de barrage, calcul des
marées, étude des crues, sédimentologie, tsunamis, ... . Pour tous ces phénomènes, toute
expérimentation en vraie grandeur reste di�cile, voire impossible à réaliser. Pour les com-
prendre, une maîtrise de la mécanique des �uides à surface libre est donc indispensable.
Cette maîtrise a d'abord été assurée par des maquettes et des modèles physiques ; mais ces
dernières années, ils ont cédé du terrain face à la résolution numérique de ces équations, qui
s'est imposée comme un outil fondamental pour l'hydraulique de l'environnement, favorisée
par une progression très importante des capacités des ordinateurs.
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INTRODUCTION

Cependant, les équations de Saint-Venant posent des problèmes numériques spéci�ques,
dont voici deux exemples :

� "Séchage", la hauteur d'eau s'annule, les équations dégénèrent, et certains schémas
calculent alors des hauteurs d'eau négatives ;

� "Termes sources", provenant du modéle de topographie, mais aussi de l'alimentation
en eau par la pluie et de l'in�ltration dans le sol.

La présence de ces termes sources implique l'existence d'états d'équilibre tels que les �aques
d'eau. Les schémas devront préserver la positivité des hauteurs et être compatibles avec
les états d'équilibre.

En�n, les méthodes numériques doivent être validées sur des solutions analytiques et
sur des données expérimentales fournies par l'INRA d'Orléans et l'IRD.
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Chapitre 1

Modèle de Saint-Venant et volumes

�nis

1.1 Le modèle

y

x

z

h

u

v

z, z + h

O

~u

Figure 1.1 � Illustration des variables du système de Saint-Venant 2d.

Pour modéliser le ruissellement d'eau de pluie sur des surfaces agricoles, nous utilisons
le système de Saint-Venant bidimensionnel. Ce système d'équations aux dérivées partielles
modélise les écoulements en eaux peu profondes (ou shallow water), la couche d'eau est
su�samment mince pour supposer la vitesse constante sur l'épaisseur, ce qui justi�e le nom
du modèle. Ce système, déjà utilisé pour ce type de problème (voir entre autres Galbiati
and Savi [1995], Esteves et al. [2000], Fiedler and Ramirez [2000], Gandol� and Savi [2000],
Erduran et al. [2005]), décrit l'écoulement de l'eau par l'intermédiaire de la hauteur d'eau
h(t, x, y) ≥ 0 [m] et du vecteur vitesse moyen ~u(t, x, y) = (u, v) ∈ R2 [m/s] (avec x [m] et
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1.1. LE MODÈLE

y [m] les coordonnées spatiales et t [s] le temps, voir la �gure 1.1). Ce système s'écrit sous
la forme 

∂th+ ∂x (hu) + ∂y (hv) = P − I

∂t (hu) + ∂x
(
hu2 + gh2/2

)
+ ∂y (huv) = gh(S0x − Sf x)

∂t (hv) + ∂x (huv) + ∂y
(
hv2 + gh2/2

)
= gh(S0y − Sf y)

, (1.1)

avec S0x = −∂xz(x, y) et S0y = −∂yz(x, y),

où
� g = 9.81 m/s2 est la constante de gravité,
� P (t, x, y) [m/s] l'intensité de la pluie,
� I(t, x, y) [m/s] le taux d'in�ltration de l'eau dans le sol,

� ~Sf =
(
Sf x, Sf y

)
∈ R2 le terme de frottement qui dépend de la loi de frottement

choisie (voir le chapitre 3),
� z(x, y) [m] la topographie.

En�n, l'opposé de S0x (respectivement de S0y) est un nombre sans dimension qui représente
la variation de la topographie selon x (respectivement selon y). Il est plus communément
appelé pente selon x (respectivement selon y).

Figure 1.2 � Adhémar Jean-Claude Barré de Saint-Venant (extrait de Debauve [1893,
p.432]).

Le système de Saint-Venant a été introduit dans un cadre unidimensionnel par l'ingénieur
des Ponts et Chaussées Adhémar Jean-Claude Barré de Saint-Venant (�gure 1.2) dans un
Compte Rendu à l'Académie des Sciences (voir de Saint Venant [1871]). Pour décrire
l'écoulement de l'eau dans un canal dont la section est rectangulaire et le fond plat et
horizontal, il propose le système suivant

∂h

∂t
+
∂hu

∂x
= 0

∂hu

∂t
+

∂

∂x

(
hu2 +

gh2

2

)
= 0

(1.2)
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1.1. LE MODÈLE

où h et u ne dépendent que de x et de t. La topographie est z = Cte pour Saint-Venant,
nous utilisons une topographie indépendante du temps car nous ne prenons pas en compte
les phénomènes d'érosion. Ces phénomènes peuvent être pris en compte partiellement en
prenant z comme fonction donnée du temps. Un modèle complet nécessiterait des équations
supplémentaires pour les échanges et la conservation de la matière (voir entre autres Nord
and Esteves [2005] et Ra� and Ramirez [2005]).

1.1.1 Propriétés du modèle

Dans ce qui suit nous nous intéressons à quelques propriétés fondamentales du système
de Saint-Venant que nous présentons dans le cadre unidimensionnel, ces propriétés restent
valables ou sont facilement généralisables à la dimension supérieure (voir par exemple
l'hyperbolicité en dimension deux dans le chapitre 5.3). En dimension un le système (1.1)
s'écrit sous la forme du système de deux équations suivant

∂th+ ∂x (hu) = P − I (1.3)

∂hu

∂t
+

∂

∂x

(
hu2
)

+
∂

∂x

(
gh2

2

)
− gh (S0 − Sf ) = 0 (1.4)

avec S0 = −∂xz(x),

où
� P (t, x) [m/s] l'intensité de la pluie,
� I(t, x) [m/s] le taux d'in�ltration de l'eau dans le sol qui dépend du modèle d'in�l-
tration choisi,

� Sf ∈ R le terme de frottement qui dépend de la loi de frottement choisie (voir le
chapitre 3),

� z(x) [m] la topographie.

a b xO

q(t, a) q(t, b)

P (t, x)

I(t, x)

z, z + h

Figure 1.3 � Illustration de la conservation de la masse.

1.1.1.1 Lois de conservation

Le système de Saint-Venant est un système de lois de conservation. L'équation (1.3) est
l'équation de conservation de la masse (ou équation de continuité) et l'équation (1.4) est
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1.1. LE MODÈLE

l'équation de conservation de quantité de mouvement. En intégrant l'équation (1.3) pour
x compris entre a et b, nous obtenons la relation suivante

∂t

∫ b

a
h(t, x) dx = h(t, a)u(t, a)− h(t, b)u(t, b) +

∫ b

a
P (t, x)− I(t, x) dx. (1.5)

L'équation (1.5) signi�e que la variation du volume d'eau pour x ∈ [a, b] ne dépend que
des quantités de mouvement hu (produit de la masse par la vitesse) aux bords du domaine
(en x = a et en x = b) et des volumes d'eau apportés par la pluie et in�ltrés dans le sol
pour x ∈ [a, b] comme illustré sur la �gure 1.3. C'est donc bien une conservation de masse,
puisque la densité de l'eau est supposée constante. Et (1.4) est le principe de la dynamique

∂t
∫ b
a hu dx+

∫ b
a ∂xhu

2 dx = −g
∫ b
a h (∂x(h+ z) + Sf ) dx

= F

, (1.6)

où F est la somme des forces extérieures s'exerçant sur les particules contenues dans le
volume [a, b]. La variation de la quantité de mouvement des particules occupant à l'instant
t le volume [a, b] est donc égale au bilan des forces extérieures F (la force de pression
hydrostatique, la force motrice due à la gravité et la force de frottement aux parois).

En hydrologie, la grandeur conservative hu est plus communément appelée le débit,
nous le notons

q(t, x) = hu [m2/s].

En une dimension, les termes "débit" et "volume" sont des abus de langage, habituellement
en dimension 2 le débit s'exprime en m3/s et le volume en m3. Cet abus de langage permet
d'avoir un vocabulaire uni�é entre les deux dimensions. Le débit est le �ux lié à la hauteur
(donc à la masse) et le terme gh2/2 + hu2 est le �ux associé à la quantité de mouvement.

1.1.1.2 Hyperbolicité

Nous pouvons écrire le système de Saint-Venant sous la forme vectorielle conservative
suivante

∂tU + ∂xF (U) = S(U, t, x), (1.7)

avec

U =

(
h
hu

)
, F (U) =

 hu

hu2 + g
h2

2

 et S(U, t, x) =

(
P − I

gh (S0 − Sf ))

)
,

où U est le vecteur des variables conservatives, F (U) le �ux et S(U, t, x) le vecteur des
termes sources. Après calculs, le système s'écrit encore sous la forme

∂tU + F ′(U)∂xU = S(U, t, x), (1.8)

où F ′(U) est la matrice jacobienne du �ux F (U) :

F ′(U) =

(
0 1

−u2 + gh 2u

)
. (1.9)
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1.1. LE MODÈLE

Cette formulation met en évidence les propriétés de transport du système. En e�et, pour
h non nul, la matrice (1.9) est diagonalisable de valeurs propres (voir l'annexe A.2)

λ1 = u−
√
gh et λ2 = u+

√
gh. (1.10)

Ces valeurs propres sont en fait les vitesses de propagation d'ondes de surface, elles sont
aussi appelées vitesses caractéristiques. En dehors des zones sèches (h > 0), le système de
Saint-Venant est donc un système strictement hyperbolique (voir Godlewski and Raviart
[1996, p.2]). Le problème de non hyperbolicité du système en présence des zones sèches est
un problème important puisque de telles zones sont fréquentes dans le cadre des écoulements
qui nous intéressent. La capacité à résoudre les transitions sec/mouillé sera donc un critère
primordial dans le choix de la méthode.

1.1.1.3 Type d'écoulement et hauteur critique

Le nombre de Froude (analogue du nombre de Mach en dynamique des gaz) est dé�ni
pour h > 0 par le rapport

Fr =
|u|√
gh
, (1.11)

ce nombre adimensionnel permet de caractériser l'importance relative des forces liées à la
vitesse par rapport à la force de pesanteur de l'écoulement. Les valeurs prises par le nombre
de Froude permettent de caractériser un écoulement. Trois cas sont possibles :

� si Fr < 1, l'écoulement est dit �uvial (analogue de l'écoulement subsonique). L'é-
coulement est piloté par l'aval.

� si Fr > 1, l'écoulement est dit torrentiel (analogue de l'écoulement supersonique).
L'écoulement est gouverné par les forces de gravité.

� si Fr = 1, l'écoulement est dit critique (analogue de l'écoulement sonique).
L'écoulement est dit transcritique (analogue de transsonique), quand il passe de l'état
�uvial à torrentiel ou de l'état torrentiel à �uvial.

Dans le cas d'un écoulement critique, le débit peut être exprimé uniquement en fonction
de h, nous avons q = uh =

√
gh3/2. Pour un débit donné ceci dé�nit la hauteur critique hc

hc =

(
q√
g

)2/3

. (1.12)

La hauteur critique permet de déterminer les types d'écoulement :
� si h > hc, l'écoulement est �uvial,
� si h < hc, l'écoulement est torrentiel,
� si h = hc, l'écoulement est critique.

D'un point de vue numérique, le système de Saint-Venant est résolu à partir de l'instant
t = 0 s, sur un domaine de dimension(s) �nie(s). Ainsi, ce système doit être complété par
les conditions initiales suivantes

− en une dimension U(t = 0, x) = U0(x), ∀x ∈ R
− en deux dimensions U(t = 0, x, y) = U0(x, y), ∀(x, y) ∈ R2 (1.13)

et par des conditions aux limites spéci�ques à chaque situation (hauteur �xée, débit con-
stant, ...). Le type d'écoulement in�ue entre autres sur ces conditions aux limites (voir les
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sections A.2 et A.3 de l'annexe A). A�n de modéliser certains écoulements des conditions
aux limites doivent aussi être intégrées au modèle : écoulement dans un canal à parois
verticales, alimentation, exutoire, ... .

1.1.2 Modèles liés à Saint-Venant

Nous présentons ici quelques modèles simpli�és obtenus à partir du système de Saint-
Venant, et très usités en hydrologie.

I II III IV
∂hu

∂t
+
∂

∂x

(
hu2
)

+
∂

∂x

(
gh2

2

)
−gh (S0 − Sf ) = 0

(1.14)

Revenons à l'équation de conservation de quantité de mouvement (1.14) du système de
Saint-Venant : le premier terme, désigné par I, représente l'évolution en temps, le terme
II la convection, le terme III la pression hydrostatique et le terme IV prend en compte
les e�ets des frottements sur le fond et de la pente sur l'écoulement. Le système de Saint-
Venant admet plusieurs approximations : l'approximation d'onde cinématique IV, l'approx-
imation d'onde di�usive ou di�usante III+IV, l'approximation d'onde quasi-permanente
II+III+IV et l'approximation d'onde de gravité I+II+III (voir entre autres Ponce and
Simons [1977], Moussa and Bocquillon [2000] et Viollet et al. [2002, p.269-278]).

Parmi toutes ces approximations, les approximations d'onde cinématique et d'onde
di�usive sont souvent utilisées pour la simulation du ruissellement d'eau de pluie sur des
surfaces agricoles. L'approximation d'onde di�usive (Ponce et al. [1978], Ponce [1989, p.288-
291], Parlange et al. [1990], Jain et al. [2004], Gottardi and Venutelli [2008]) consiste à
négliger les variations spatiale et temporelle du moment local. En une dimension d'espace,
l'équation de quantité de mouvement s'écrit alors

∂xh = (S0 − Sf ) .

En�n, l'approximation d'onde cinématique (Hjelmfelt Jr. [1978], Ponce et al. [1978], Ponce
[1989, p.277-288], Bell et al. [1989], Parlange et al. [1990], Dholakia et al. [1998]) consiste
à ne prendre en compte que les e�ets des frottements et de la perte d'énergie potentielle.
En une dimension d'espace, l'équation de quantité de mouvement s'écrit sous la forme

S0 − Sf = 0. (1.15)

Cette relation permet d'écrire u comme une fonction de h : u = φ(h). En l'injectant dans
l'équation de conservation de la masse (1.3), le système se réduit à une équation de type
tra�c routier

∂th+ ∂x (hφ(h)) = P − I.
Cette approximation n'est pas valable quand la pente est nulle.

Il existe di�érentes méthodes pour choisir l'approximation la plus adaptée, la plus na-
turelle consistant à comparer plusieurs modèles sur des simulations communes. Le choix
d'une approximation se fait alors en fonction de la �nesse attendue sur les résultats. Par
exemple, dans Tatard [2005], Tatard et al. [2008], les auteurs comparent les modèles de
Saint-Venant, de l'approximation d'onde cinématique et de l'approximation d'onde di�u-
sive.
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Dans Moussa and Bocquillon [2000], le choix se fait en analysant la propagation d'onde
à l'aide de petites perturbations. Cette étude montre que des modèles tels que l'approxi-
mation d'onde cinématique et l'approximation d'onde di�usive ne sont pas valables dans
le cas d'écoulements faisant intervenir des ondes se propageant vers l'amont ou lorsque la
profondeur et la vitesse de l'écoulement changent rapidement.

En�n une dernière méthode consiste à comparer les ordres de grandeur des di�érents
termes de l'équation (1.14). Pour cela, à l'image de ce qui est fait notamment dans Wool-
hiser and Liggett [1967], Ponce [1991], Richardson and Julien [1994], Moussa and Bocquil-
lon [2000] et Viollet et al. [2002, p.271], nous écrivons l'équation (1.14) sous forme non
dimensionnelle, en posant :

h = H0h∗, u = U0u∗, t = T0t∗, x = L0x∗, z = Z0z∗, et α0 =
Z0

L0
,

où les variables d'indice 0 sont les grandeurs caractéristiques qui �xent les unités du prob-
lème et les variables d'indice ∗ sont les grandeurs adimensionnées. Nous avons

1

T0
∂t∗(H0h∗U0u∗) +

1

L0
∂x∗(g

H0
2h∗

2

2
+H0h∗U0

2u∗
2) = gH0h∗(S0 − Sf )

avec

S0 = ∂xz =
Z0

L0
∂x∗z∗ = α0∂x∗z∗ et Sf = Sf0Sf∗, (1.16)

où les termes Sf0 et Sf∗ dépendent de la loi de frottement choisie. Nous obtenons donc

a1∂t∗h∗u∗ + a2∂x∗
h∗

2

2
+ a3∂x∗h∗u∗

2 = a4h∗∂x∗z∗ − a5Sf∗

avec a1 =
H0U0

T0
, a2 =

gH2
0

L0
, a3 =

H0U
2
0

L0
, a4 = gH0α0 et a5 = gH0Sf0. A partir de

simulations e�ectuées à l'aide du modèle de Saint-Venant, l'analyse de l'ordre de grandeur
des coe�cients a1, a2, a3, a4 et a5 permet de véri�er la validité des di�érents modèles.

Dans cette thèse, en plus du système de Saint-Venant, nous nous intéressons ponctuelle-
ment à l'approximation d'onde cinématique (voir le chapitre 5 et l'annexe B).

1.1.3 Etats d'équilibre

Dans la nature, il existe des écoulements particuliers qui sont les états d'équilibres
stationnaires. Pour le système de Saint-Venant unidimensionnel (1.3)-(1.4), cela revient à
considérer que l'on a

∂th = ∂tu = ∂tq = 0.

Le système de Saint-Venant (1.3)-(1.4) s'écrit alors sous la forme
∂xhu = P − I
∂x

(
hu2 +

gh2

2

)
= gh (S0 − Sf )

, (1.17)
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∂xh = ∂xu = ∂xq = 0

z, z + h

O x

(a)

z, z + h

O x

Hsur = z + h = Cte

(b)

Figure 1.4 � Exemples (a) d'écoulement parallèle et (b) d'équilibre du lac au repos.

ce qui exprime un équilibre entre les termes de �ux et les termes sources. Parmi les di�érents
équilibres stationnaires de la forme (1.17), certains sont plus importants que d'autres. No-
tamment les équilibres stationnaires homogènes (ou équilibres homogènes ou encore écoule-
ments parallèles) c'est-à-dire pour lesquels les inconnues sont constantes sur le domaine
(�gure 1.4a). Dans le cas des écoulements parallèles, (1.17) s'écrit

{
P − I = 0
gh (S0 − Sf ) = 0

. (1.18)

Pour ce type d'écoulement nous retrouvons l'approximation d'onde cinématique (1.15),
nous avons donc un équilibre entre le terme de frottement et le terme de gravité. Les
équilibres parallèles peuvent être utiles pour l'étude de la stabilité des écoulements comme
nous le verrons au chapitre 4.

Les équilibres du lac au repos (voir Audusse [2004, p.56] et Audusse et al. [2004])
ou équilibres au repos jouent aussi un rôle important, en particulier pour la simulation du
ruissellement d'eau de pluie sur des surfaces agricoles. En e�et, ces derniers états d'équilibre
dans le contexte du ruissellement sont simplement les �aques d'eau (�gure 1.4b) et s'écrivent
sous la forme {

u = 0
Hsur = h+ z = Cte

, (1.19)

avec Hsur est la cote de la surface libre.

Pour les équilibres au repos (1.19), il y a équilibre entre le terme de pression hy-
drostatique et le terme de topographie. Cet équilibre est donc aussi quali�é d'équilibre
hydrostatique.

La classe des états d'équilibre est doublement importante : d'une part elle dirige le
choix des méthodes numériques, qui doivent pouvoir les capturer, d'autre part elle fournit
un ensemble de solutions analytiques exactes ou quasi-analytiques (voir l'annexe B) que
nous utiliserons a�n de valider la méthode numérique choisie.
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1.2 Schéma aux volumes �nis

Il existe di�érentes méthodes numériques permettant de résoudre le système de Saint-
Venant dont les plus classiques sont : les éléments �nis, les di�érences �nies et les volumes
�nis. Dans cette partie notre choix sera orienté par les propriétés mathématiques du système
homogène : la conservativité et l'hyperbolicité (voir 1.1.1). De plus ce schéma devra être en
mesure de préserver certains équilibres fondamentaux pour le problème qui nous intéresse :
les �aques d'eau (voir 1.1.3).

1.2.1 Conservativité et hyperbolicité

La dérivation de Saint-Venant met en évidence une relation avec le système de Navier-
Stokes et les méthodes de type éléments �nis développées pour résoudre le système de
Navier-Stokes. Mais la méthode des éléments �nis n'est adaptée ni au caractère discontinu
des solutions, ni au caractère conservatif du système de Saint-Venant. Les di�érences �nies
quant à elles, sont beaucoup utilisées par les hydrologues, notamment le schéma de Mac-
Cormack (Jovanovi¢ and Djordjevi¢ [1995], Dholakia et al. [1998], Esteves et al. [2000],
Fiedler and Ramirez [2000], Gandol� and Savi [2000]), mais sont peu adaptées à la résolu-
tion de problèmes hyperboliques. De plus, avec la méthode des éléments �nis et la méthode
des di�érences �nies, il est di�cile d'assurer la positivité de la hauteur d'eau.

xi−1 xi−1/2 xi xi+1/2 x

∆x

tn+1

O

t

tn
∆tn

xi+1

Figure 1.5 � Illustration de la discrétisation en une dimension d'espace.

Notre choix se porte donc sur la méthode des volumes �nis qui est plus adaptée au
caractère hyperbolique et conservatif du système de Saint-Venant. Cette méthode consiste
à découper l'espace en cellules (comme illustré en une dimension d'espace sur la �gure 1.5).
Nous obtenons par construction un algorithme conservatif, car le système est intégré sur
chaque cellule et sur un pas de temps. Cela fait alors intervenir les moyennes des solutions
sur chaque cellule et des termes de bords (les �ux échangés entre les cellules au niveau de
leurs interfaces). Ainsi le �ux sortant d'une cellule est égal à celui qui rentre dans la cellule
voisine.

Pour les simulations, nous optons pour des maillages bidimensionnels structurés, pour
les raisons suivantes :

� les données physiques et les résultats des mesures de terrain sont souvent fournis sur
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de tels maillages (MNT, voir le Glossaire p.15),
� le choix d'un maillage structuré nous permet de décrire la méthode aux volumes
�nis appliquée au système de Saint-Venant unidimensionnel puis de la généraliser
facilement au cas bidimensionnel comme nous le verrons dans le chapitre 6.

Nous considérons un maillage régulier, en gardant à l'esprit que cette méthode sera
généralisée au cas bidimensionnel (chapitre 6). La suite de points

(
xi+1/2

)
i∈Z est dé�nie

par xi+1/2 = xi−1/2 + ∆x, où ∆x est le pas d'espace. Ces points sont les interfaces des
cellules Ci = [xi−1/2, xi+1/2] centrées en xi. De plus, la suite (tn)n∈N est dé�nie par t0 = 0
et tn+1 = tn + ∆tn où ∆tn est le pas de temps entre les instants tn et tn+1. Il peut être
choisi �xe ou variable.

La solution U du problème (1.2)-(1.13) est approchée par les valeurs discrètes Uni , i ∈
Z, n ∈ N, obtenues en projetant sur l'espace des fonctions constantes par maille

U0
i '

1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

U0(x)dx et Uni '
1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

U(tn, x)dx. (1.20)

Un schéma aux volumes �nis est le résultat de l'intégration du système homogène (1.2) sur
[tn, tn+1[×]xi−1/2, xi+1/2[∫ tn+1

tn

∫ xi+1/2

xi−1/2

(∂tU + ∂xF (U)) dx dt = 0

où F est le �ux de l'écriture vectorielle. Nous obtenons alors∫ xi+/2

xi−1/2

(
U(tn+1, x)− U(tn, x)

)
dx+

∫ tn+1

tn

(
F (U(t, xi+1/2))− F (U(t, xi−1/2))

)
dt = 0

(1.21)
La première intégrale dans (1.21) est approchée en utilisant (1.20). Le schéma est com-
plètement déterminé après avoir choisi l'approximation des �ux dans (1.21), appelée �ux
numérique :

Fni+1/2 '
1

∆t

∫ tn+1

tn
F (U(t, xi+1/2)).

Ainsi, nous obtenons un schéma aux volumes �nis conservatif de la forme

Un+1
i − Uni +

∆tn

∆x

(
Fni+1/2 − Fni−1/2

)
= 0, (1.22)

Les Fni+1/2, i ∈ Z étant des approximations des �ux aux interfaces, nous choisissons d'u-
tiliser des �ux numériques à deux points

Fni+1/2 = F(Uni , U
n
i+1).

Comme nous le verrons dans le chapitre 2, il existe di�érents �ux numériques. Il est connu
que le choix naturel consistant à prendre un �ux centré

F (UG, UD) =
1

2
(F (UG) + F (UD)) ou F (UG, UD) = F

(
UG + UD

2

)
,

où UG (respectivement UD) est la valeur à gauche (resp. à droite) de l'interface, engendre
des oscillations. Nous préfèrons par conséquent des �ux décentrés (ou upwind) qui sont
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adaptés au caractère hyperbolique du système de Saint-Venant (voir 1.1.1.2), tels que le
�ux de Lax-Friedrichs

F (UG, UD) =
F (UG) + F (UD)

2
− cUD − UG

2
(1.23)

où c > 0 est un paramètre. Les �ux que nous utiliserons sont des variantes de ce type de
�ux (voir le chapitre 2.1.2).

La fonction �ux numérique F(UG, UD) doit être choisie de telle sorte que le schéma
véri�e certaines propriétés de consistance et de stabilité, pour cela nous avons des conditions
sur le �ux :

Consistance Si la suite Uni converge vers une fonction régulière et que cette fonction est
solution de (1.2) alors la méthode numérique est consistante. Le schéma aux volumes �nis
associé au �ux numérique F(UG, UD) est consistant si nous avons

F(U,U) = F (U).

Stabilité Il existe di�érentes propriétés de stabilité. Mais ce qui nous intéresse le plus
est la préservation de la hauteur d'eau positive

hni ≥ 0, ∀i ∈ Z ⇒ hn+1
i ≥ 0, ∀i ∈ Z.

Cette propriété est liée à la stabilité de la norme du sup (parfois notée stabilité L∞). Les
propriétés de stabilité sont obtenues sous une condition de CFL (Courant-Fredrichs-Levy)

max
i∈Z
|ci+1/2|

∆tn

∆x
≤ 1, (1.24)

où ci+1/2 est une approximation appropriée de la vitesse de l'onde et sera précisée dans le
chapitre 2.1.2.5. La condition de CFL (1.24) permet à chaque itération en temps, l'utilisa-
tion d'un pas de temps variable véri�ant

∆tn ≤ ∆x

maxi∈Z |ci+1/2|
.

La condition de CFL est une condition très générale de stabilité et de convergence. Elle
peut être plus contraignante que la condition (1.24) si nous augmentons l'ordre de la
méthode (voir le chapitre 2.1.2.5) ou si nous ajoutons un terme de di�usion au système de
Saint-Venant (comme dans Marche [2005]).

1.2.2 Schéma équilibré

Les schémas hyperboliques sont en général incompatibles avec les états d'équilibre (voir
la section 1.1.3) : pour ces écoulements stationnaires nous avons un équilibre entre les termes
de �ux et les termes sources dont le traitement numérique est bien souvent décorellé. Les
schémas ainsi obtenus génèrent des oscillations dont les amplitudes sont non-négligeables
(voir entre autres Goutal and Maurel [1997]). Depuis Greenberg and LeRoux [1996], les
schémas numériques préservant des équilibres stationnaires sont appelés schémas équilibrés
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(ou well-balanced). Parmi les premiers à s'intéresser à ce type de schéma, nous pouvons
citer Bermudez and Vazquez [1994], Bermúdez et al. [1998] proposent une généralisation
du schéma de Roe qui consiste à décentrer le terme de topographie en le projetant sur les
vecteurs propres de la matrice jacobienne du �ux. Ce schéma rend compatible les traite-
ments numériques du �ux et du terme source. Vàzquez-Cendòn [1999] a étendu cette méth-
ode au traitement du terme de frottement. Greenberg and LeRoux [1996] proposent une
modi�cation du schéma de Godunov qui permet la prise en compte du terme de topogra-
phie. En modi�ant le solveur de Riemann, LeVeque [1998] obtient un schéma qui capture
les ondes quasi-stationnaires : ce schéma calcule correctement les petites perturbations d'é-
tats d'équilibre stationnaires. Cependant ces schémas ne permettent pas de préserver la
positivité des hauteurs d'eau, ce qui est fondamental pour le problème qui nous intéresse.

A notre connaissance, il n'existe pas de schéma permettant de préserver des équilibres
de la forme (1.17). Mais il existe des schémas préservant une forme simpli�ée les équilibres
(1.17) où les termes de pluie, d'in�ltration et de frottement sont ignorés :

gH =
u2

2
+ g (h+ z) = Cte, hu = Cte, (1.25)

avec la charge (totale hydraulique) H qui est homogène à une hauteur.

Pour cet état d'équilibre particulier, nous avons la conservation du débit. Il s'agit d'un
écoulement avec conservation de la charge (voir Flamant [1891, p.29-33], le chapitre 3.1 et
l'annexe B). Nous pouvons trouver des schémas ayant cette propriété dans Gosse [2000],
Jin [2001], Jin and Wen [2004, 2005], Marche [2005, p.152-153], Russo [2005], Wen [2006],
Castro et al. [2007], Morales De Luna [2007, p.43-67], Noelle et al. [2007], Thanh et al.
[2008] et Bouchut and Morales [2009]. Cependant, ces schémas sont compliqués à mettre
en ÷uvre et le gain en précision n'est pas toujours évident en fonction de l'ordre du schéma,
comme constaté dans Morales De Luna [2007, p.61] et dans Bouchut and Morales [2009].
De plus certains de ces schémas ne préservent pas la positivité de la hauteur d'eau.

Comme nous l'avons vu précédemment (voir la section 1.1.3), parmi les états d'équilibre
stationnaires, les états d'équilibre du lac au repos (voir Audusse [2004, p.56] et Audusse
et al. [2004]) jouent un rôle important dans la simulation du ruissellement d'eau de pluie
sur des surfaces agricoles puisqu'ils correspondent aux �aques d'eau (1.19). Un schéma
qui préserve les équilibres du lac au repos avec une erreur d'ordre p véri�e la propriété-C
approchée d'ordre p (ou approximate C-property) et si il les préserve exactement alors il
véri�e la propriété-C exacte (voir entre autres Bermudez and Vazquez [1994], Bermúdez
et al. [1998], Caselles et al. [2009] et Ricchiuto [2010]). A�n d'obtenir un schéma préservant
ces équilibres, Audusse [2004], Audusse et al. [2004], Bouchut [2004] et Marche [2005] ont
introduit la méthode de reconstruction hydrostatique qui consiste à "préparer" les variables
(reconstruction) avant de leur appliquer un schéma adapté à la résolution du système
homogène (1.2). Cette méthode sera détaillée dans le chapitre 2.

Dans ce chapitre, nous avons fait le choix d'un modèle et d'une méthode numérique.
Nous allons voir dans les prochains chapitres comment modi�er cette méthode numérique
a�n de résoudre le système de Saint-Venant bidimensionnel (1.1). Dans le chapitre qui suit
nous allons faire un choix de �ux numérique et voir comment prendre en compte le terme
de topographie tout en préservant les états d'équilibre par reconstruction hydrostatique et
comment améliorer la précision du schéma en utilisant des reconstructions sur les variables.
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Chapitre 2

Flux numériques 1d

L'objectif de ce chapitre est de déterminer une méthode numérique de résolution du
système de Saint-Venant permettant de développer un code �able, robuste et o�rant un
bon compromis entre précision et temps de calcul. De plus, cette méthode numérique doit
véri�er les propriétés importantes de ce système énoncées dans le chapitre 1, en particulier
la préservation des états d'équilibre au repos. La méthode numérique consiste à appliquer
un schéma volumes �nis pour la résolution du système de Saint-Venant homogène sur
des variables reconstruites (reconstruction hydrostatique et reconstruction d'ordre 2 en
espace). Cette méthode permet d'avoir un schéma adapté à la résolution du système de
Saint-Venant avec topographie

{
∂th+ ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = −gh∂xz . (2.1)

Puis nous validons notre méthode numérique sur des tests analytiques.

2.1 Méthode numérique

2.1.1 Reconstruction hydrostatique

2.1.1.1 Reconstruction hydrostatique à l'ordre 1

A l'ordre 1, le schéma avec reconstruction hydrostatique consiste à appliquer un schéma
volumes �nis usuel

Un+1
i − Uni +

∆t

∆x
(Fni+1/2G − Fni−1/2D) = 0

à des variables obtenues par reconstruction hydrostatique (basée sur les équilibres (1.19)).
Il s'avère nécessaire d'ajouter un terme source supplémentaire a�n d'assurer la consistance
du schéma et la préservation des équilibres.

A�n de faciliter la programmation de ce schéma, nous allons détailler la méthode
numérique de façon la plus proche possible de l'algorithme.
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Etape 1 La reconstruction hydrostatique consiste à calculer de nouvelles variables U␇G
et U␇D de la manière suivante{

hi+1/2G = (hi + zi −max(zi, zi+1))+, Ui+1/2G = (hi+1/2G, hi+1/2Gui)

hi+1/2D = (hi+1 + zi+1 −max(zi, zi+1))+, Ui+1/2D = (hi+1/2D, hi+1/2Dui)
.

La partie positive de la reconstruction hydrostatique ((␇)+ = max(0, ␇)) permet d'assurer
que les hauteurs d'eau obtenues sont positives.

Nous pouvons remarquer qu'avec la reconstruction hydrostatique, les variables véri�ent
l'équation d'équilibre du lac au repos (1.19) ainsi que des équilibres plus généraux de la
forme :

Hsur = h+ z = Cte, u = Cte. (2.2)

Ces équilibres sont presque hydrostatiques, c'est-à-dire caractérisés par la relation

u <<
√
gh. (2.3)

Etape 2 Nous appliquons un schéma volumes �nis usuel de �ux F donné pour le système
homogène. Il s'écrit

Un+1
i − Uni +

∆t

∆x
(Fni+1/2G − Fni−1/2D) = 0

avec
Fni−1/2D = F(Uni−1/2G, U

n
i−1/2D) + Si−1/2D (2.4)

Fni+1/2G = F(Uni+1/2G, U
n
i+1/2D) + Si+1/2G (2.5)

La préservation des états d'équilibre nécessite la discrétisation suivante du terme source
(voir Audusse [2004, p.57-59]) et Audusse et al. [2004])

Si+1/2G − Si−1/2D =

 0

g
(hni )2 − (hni+1/2G)2

2

−
 0

g
(hni )2 − (hni−1/2D)2

2


=

 0

g
(hni−1/2D)2 − (hni+1/2G)2

2

 .

En écrivant la reconstruction hydrostatique sous la forme{
hi+1/2G = (hi −max(0,∆zi+1/2))+

hi+1/2D = (hi+1 + min(0,∆zi+1/2))+
,

nous constatons que cette méthode présente un défaut à l'ordre 1. En e�et, pour tout
∆zi+1/2 tel que ∆zi+1/2 ≥ hi, nous obtenons hi+1/2G = 0, comme illustré sur les �g-
ures 2.1 a-b (nous avons un résultat similaire concernant hi+1/2D). Nous avons obtenu les
graphiques de la �gure 2.1 en e�ectuant la simulation d'écoulements sur des canaux de
di�érente pentes (comprises entre 13 et 18%) avec le schéma à l'ordre 1 et à l'ordre 2 et
un maillage dont les mailles sont de taille ∆x = 0.1 m. Nous avons pris une condition en
entrée torrentielle avec

h(0) = 0.02 m et q(0) = 0.0025 m2/s,
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ce qui empêche l'écoulement d'agir sur la condition d'alimentation. Nous constatons à
l'ordre 1 (voir �g. 2.1 d) que pour les pentes supérieures ou égales à 16% les surfaces libres
calculées sont superposées. Ce qui n'est pas le cas avec le schéma à l'ordre 2 (�g. 2.1 f). Ce
qui veut dire que dans ces situations, l'e�et de la pente sur l'écoulement est mal calculé à
l'ordre 1 et que ce défaut disparaît lors du passage à l'ordre 2.

Les écoulements ne sont pas toujours quasi-hydrostatiques (2.3). Dans la suite nous
comparerons sur des tests appropriés, la méthode de reconstruction hydrostatique avec la
méthode de correction du vide 1 (non publiée à ce jour). Cette dernière consiste à modi�er
la reconstruction hydrostatique de la façon suivante{

hi+1/2G = (hi −max(0,∆zi+1/2 + min(0, ui+1
2 − ui2)/(2g)))+

hi+1/2D = (hi+1 + min(0,∆zi+1/2 + max(0, ui+1
2 − ui2)/(2g)))+

, (2.6)

avec

∆zi+1/2 = zi+1 − zi.

Cette reconstruction permet de préserver les équilibres de la forme

u2

2g
+ h+ z = Cte, u = Cte.

Ces équilibres ont déja intéressé Gallouët et al. [2003] avec leur schéma VFRoe-ncv qui
présente une approche di�érente de la correction du vide.

2.1.1.2 Reconstruction hydrostatique à l'ordre 2

A�n d'améliorer la précision du schéma, il convient de réaliser un passage du schéma à
l'ordre 2.

Pour obtenir un schéma d'ordre 2, nous combinons :
� une méthode de reconstruction linéaire des variables pour obtenir l'ordre 2 en espace.
Par cette reconstruction linéaire, les variables (Ui, zi)i∈Z sont remplacées par des
variables (Ui+1/2±, zi+1/2±)i∈Z. Nous e�ectuons la reconstruction hydrostatique sur
ces dernières. Comme indiqué dans Audusse [2004, p.65] et Audusse et al. [2004] la
reconstruction est faite sur h et z + h car c'est le seul moyen de préserver les états
d'équilibre et de garantir la positivité de h aux interfaces sec/mouillé (voir Audusse
[2004, p.65] et Audusse et al. [2004] pour plus de détails).

� la méthode de Heun pour obtenir l'ordre 2 en temps.
A�n de faciliter la programmation, nous allons détailler la méthode numérique de façon

la plus proche possible de l'algorithme.

Etape 1 Pour obtenir les variables (U␇±, z␇±), nous e�ectuons une méthode de recon-
struction linéaire sur les variables u, h, z+h et en déduisons la reconstruction de z. Il faut
remarquer qu'en procédant ainsi une dépendance en temps des variables de topographie
z␇± est introduite.

1. Communication personnelle avec François Bouchut du Laboratoire d'Analyse et de Mathématiques
Appliquées - UMR 8050, Université Paris-Est - Marne-la-Vallée
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Figure 2.1 � Illustration du défaut de la reconstruction hydrostatique à l'ordre 1 : pour
(a) ∆zi+1/2 = hi et (b) ∆zi+1/2 > hi, hi+1/2G prend la même valeur. Tracé de la hauteur
d'eau (c) (d) à l'ordre 1 et (e) (f) à l'ordre 2.
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Pour reconstruire les variables, nous nous sommes intéressés à deux méthodes : la recon-
struction MUSCL (Monotonic Upwind Scheme for Conservation Law) et la reconstruction
ENO (Essentially Non Oscillatory).

Pour une fonction scalaire s ∈ R, on dé�nit sa reconstruction linéaire par

si−1/2+ = si −
∆x

2
Dsi et si+1/2− = si +

∆x

2
Dsi,

où D est l'un des trois opérateurs de reconstruction suivants Dmm, Deno et Denom. Nous
introduisons le limiteur de pente

minmod(x, y) =


min(x, y) si x, y ≥ 0
max(x, y) si x, y ≤ 0

0 sinon
.

MUSCL L'opérateur

Dmmsi = minmod

(
si − si−1

∆x
,
si+1 − si

∆x

)
(2.7)

donne la reconstruction MUSCL (Monotonic Upwind Scheme for Conservation Law, voir
van Leer [1979]). Cette reconstruction présente l'avantage de véri�er le principe du maxi-
mum nécessaire à la positivité de h (voir Bouchut [2007, p. 235])

inf
j
sj ≤ si−1/2+, si+1/2− ≤ sup

j
sj .

ENO L'opérateur

Denosi = minmod

(
si − si−1

∆x
+ θeno

∆x

2
D2si−1/2,

si+1 − si
∆x

− θeno
∆x

2
D2si+1/2

)
, (2.8)

avec

D2si+1/2 = minmod

(
si+1 − 2si + si−1

∆x2
,
si+2 − 2si+1 + si

∆x2

)
,

et θeno = 1, conduit à la reconstruction ENO (Essentially Non Oscillatory, voir Harten
et al. [1986, 1987], Shu and Osher [1988], Bouchut [2004, p.55] et Bouchut [2007, p.235-236]).
Cette reconstruction permet de gagner en précision par rapport à la reconstruction MUSCL
(la dérivée discrète DUi est d'ordre 2), mais cette resconstruction peut introduire des
instabilités, nous pouvons prendre θeno ∈ [0, 1]. Dans Bouchut [2007, p.236], il est conseillé
de prendre θeno = 0.25 pour stabiliser les résultats. De plus avec cette reconstruction, nous
risquons la perte du principe du maximum.

ENO modi�ée La reconstruction ENO modi�ée (voir Bouchut [2004, p.55-56] et
Bouchut [2007, p.235-237]) est obtenue avec l'opérateur

Denomsi = minmod(Denosi, 2θenomDmmsi), avec θenom ∈ [0, 1]. (2.9)

La valeur θenom = 1 permet de retrouver le principe du maximum. Mais pour plus de
sécurité, il est préférable de prendre θenom = 0.9 (voir Bouchut [2007, p.236]).
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Les reconstructions précédentes appliquées sur h s'écrivent

hi−1/2+ = hi −
∆x

2
Dhi, hi+1/2− = hi +

∆x

2
Dhi

et conduisent à la relation de conservation suivante

hi−1/2+ + hi+1/2−

2
= hi.

A�n d'obtenir le même genre de relation pour les débits, nous devons e�ectuer la recon-
struction modi�ée suivante sur u

ui−1/2+ = ui −
hi+1/2−

hi

∆x

2
Dui, ui+1/2− = ui +

hi−1/2+

hi

∆x

2
Dui.

Cette modi�cation conduit à la relation de conservation suivante

hi−1/2+ui−1/2+ + hi+1/2−ui+1/2−

2
= hiui.

Bouchut [2004, p.56] préconise d'utiliser la reconstruction ENO (2.8) sur la variable
u et la reconstruction ENO modi�ée (2.9) sur h et z + h, ce qui permet de retrouver le
principe du maximum à la di�érence de la reconstruction ENO. C'est pour cette raison
que nos comparaisons seront faites entre le schéma à l'ordre 1 et le schéma à l'ordre 2 avec
les reconstructions MUSCL et ENO modi�ée (avec θeno = 1 et θenom = 0.9) uniquement.

Etape 2 Les variables U␇G et U␇D sont obtenues par reconstruction hydrostatique à
partir des variables U␇− et U␇+

hi+1/2G = (hi+1/2− + zi+1/2− −max(zi+1/2−, zi+1/2+))+

hi+1/2D = (hi+1/2+ + zi+1/2+ −max(zi+1/2−, zi+1/2+))+

Ui+1/2G = (hi+1/2G, hi+1/2Gui+1/2−), Ui+1/2D = (hi+1/2D, hi+1/2Dui+1/2+)
.

Etape 3 A�n d'avoir un schéma équilibré et consistant (voir Audusse et al. [2004],
Bouchut [2004, p.103-105] et Marche [2005, p.151-152]), il est nécessaire d'ajouter un terme
source centré Fci. Le schéma s'écrit alors sous la forme

Un+1
i − Uni +

∆t

∆x
(Fni+1/2G − Fni−1/2D − Fcni ) = 0

avec
Fni−1/2D = FD(Uni−1/2G, U

n
i−1/2D,∆z

n
i−1/2)

Fni+1/2G = FG(Uni+1/2G, U
n
i+1/2D,∆z

n
i+1/2)

Fcni = Fc(Uni−1/2D, U
n
i+1/2G,∆z

n
i )

où
∆zni+1/2 = zni+1/2+ − zni+1/2−

∆zni = zni+1/2− − zni−1/2+
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FD et FG sont les �ux dé�nis à l'ordre 1 (voir (2.4) et (2.5)) avec la discrétisation suivante
du terme source

Si+1/2G − Si−1/2D =

 0

g
(hni+1/2−)2 − (hni+1/2G)2

2

−
 0

g
(hni−1/2+)2 − (hni−1/2D)2

2


et le �ux centré

Fcni =

 0

−g
hni−1/2+ + hni+1/2−

2
∆zni

 (2.10)

Nous obtenons ainsi un schéma d'ordre 2 en espace qui peut s'écrire sous la forme

Un+1 = Un + ∆tΦ(Un) avec U = (Ui)i∈Z

et

Φ(Uni ) =
∆t

∆x
(Fni+1/2G − Fni−1/2D − Fcni ). (2.11)

Etape 4 Pour obtenir un schéma d'ordre 2 en temps, nous utilisons la méthode de Heun
qui est une méthode de prédiction-correction simple à mettre en ÷uvre et robuste. Nous
obtenons le schéma d'ordre 2 en temps et en espace suivant :

Ũn+1 = Un + ∆tΦ(Un),

Ũn+2 = Ũn+1 + ∆tΦ(Ũn+1),

Un+1 =
Un + Ũn+2

2
,

(2.12)

où Φ est dé�ni par (2.11).

2.1.2 Flux numériques

Maintenant que le schéma est présenté à l'ordre 1 et à l'ordre 2, il convient de choisir
un �ux numérique. Le schéma avec reconstruction hydrostatique a déjà été utilisé avec
plusieurs �ux numériques : Rusanov (Bouchut [2004, p.30]), HLL (Bouchut [2004, p.32]),
Suliciu (Bouchut [2004, p.33]), cinétique (Audusse [2004]), VFRoe et sa variante VFRoe-
ncv (Bouchut [2004] et Marche [2005]). D'autres �ux numériques tel que le �ux Apstat
(Lhomme [2006, p.187-194]) ont été utilisés avec d'autres schémas aux volumes �nis. Dans
ce qui va suivre, nous allons donner l'expression de quelques �ux numériques a�n de faciliter
leur programmation, puis e�ectuer leur comparaison dans la section 2.2.

2.1.2.1 Flux de Rusanov et HLL

• Le �ux de Rusanov (voir Bouchut [2004, p.30]) consiste à généraliser le �ux de Lax-
Friedrichs (1.23)

F(UG, UD) =
F (UG) + F (UD)

2
− cUD − UG

2
,

en prenant
c = sup

U=UG,UD

( sup
j∈{1,2}

|λj(U)|),
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où λ1(U) = u − √gh et λ2(U) = u +
√
gh sont les valeurs propres du système de Saint-

Venant.

• Le �ux de Harten, Lax et van Leer (voir Bouchut [2004, p.32]), noté HLL, est lui-même
une généralisation du �ux de Rusanov. Il est de la forme

F(UG, UD) =


F (UG) si 0 < c1

c1F (UG)− c2F (UD)

c2 − c1
+

c1c2

c2 − c1
(UD − UG) si c1 < 0 < c2

F (UD) si c2 < 0

, (2.13)

avec deux paramètres c1 < c2 donnés par

c1 = inf
U=UG,UD

( inf
j∈{1,2}

λj(U)) et c2 = sup
U=UG,UD

( sup
j∈{1,2}

λj(U)),

où λ1(U) = u − √gh et λ2(U) = u +
√
gh sont les valeurs propres du système de Saint-

Venant.

Le �ux HLL s'écrit aussi sous la forme :

F(UG, UD) = t1F (UD) + t2F (UG)− t3(UD − UG),

avec

t1 =
min(c2, 0)−min(c1, 0)

c2 − c1
, t2 = 1− t1, t3 =

c2|c1| − c1|c2|
2(c2 − c1)

.

Nous devons remarquer qu'il existe plusieurs variantes du �ux HLL dans la littérature,
dont une attribuée à E. F. Toro (voir entre autres Valiani et al. [1999b,a, 2002], Zhou et al.
[2001], Liang et al. [2004], George [2004, 2006, 2008] et Kim et al. [2007]). Cette variante
consiste à utiliser (2.13) avec

c1 =

{
uD − 2

√
ghD si hG = 0

min(uG −
√
ghG, u∗ −

√
gh∗) si hG > 0

et

c2 =

{
uG + 2

√
ghG si hD = 0

max(uD +
√
ghD, u∗ +

√
gh∗) si hD > 0

,

où Einfeld en 1988 (voir Godlewski and Raviart [1996, p.204-205], LeVeque [2002, p.328-
329] et Kim et al. [2009]) suggère d'utiliser les états de Roe moyens

u∗ =
1

2
(uG + uD) +

√
ghG −

√
ghD

h∗ =
c∗

2

g
=

1

g

[
1

2

(√
ghG +

√
ghD

)
+

1

4
(uG − uD)

]2 , (2.14)

obtenus à l'aide des invariants de Riemann (voir annexe A.2){
u∗ + 2c∗ = uG + 2cG
u∗ − 2c∗ = uD + 2cD

,

où c∗ =
√
gh∗, cG =

√
ghG et cD =

√
ghD.

Cette variante du �ux HLL est appelée �ux HLLE (Harten, Lax, van Leer et Einfeld)
et a été conçue a�n d'améliorer les transitions sec/mouillé, ce que nous véri�erons sur des
cas tests adaptés (section 2.2).
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2.1.2.2 Flux cinétique

Le �ux cinétique (voir Audusse [1999, p.25]) s'écrit sous la forme

F(UG, UD) = F+(UG) + F−(UD),

avec

F+(UG) =
hG

2
√

3TG

M+
2 −M−2

2
M+

3 −M−3

3


F−(UD) =

hD

2
√

3TD

m+
2 −m−2

2
m+

3 −m−3

3


,

où 
M+ = max(0, uG +

√
3TG)

M− = max(0, uG −
√

3TG)
m+ = min(0, uD +

√
3TD)

m− = min(0, uD −
√

3TD)

,

avec

TG =
ghG

2
et TD =

ghD
2
.

Ce �ux numérique est obtenu en faisant le lien entre le système de Saint-Venant au
niveau macroscopique et une description microscopique du �uide (pour plus de détails voir
principalement Audusse [1999] ainsi que Audusse et al. [2000] et Audusse and Bristeau
[2005]).

2.1.2.3 Flux VFRoe-ncv

Le �ux VFRoe-ncv (voir Gallouët et al. [2003]) s'écrit sous la forme

F(UG, UD) =


F (UG) si 0 < λ1(Ũ)

F (U∗) si λ1(Ũ) < 0 < λ2(Ũ)

F (UD) si λ2(Ũ) < 0

,

avec l'état moyen

W̃ =

(
2

√
gh̃

ũ

)
=

(
2c̃
ũ

)
=

(
cG + cD
uG + uD

2

)
,

et

U∗ =

(
h∗
h∗u∗

)
,

où h∗ et u∗ sont les états de Roe moyens (2.14). Nous avons les relations suivantes{ √
gh∗ = c∗ = c̃− 1

4
(uD − uG)

u∗ = ũ− (cD − cG)
.
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Lorsque λ1(UG) < 0 < λ1(UD) ou λ2(UG) < 0 < λ2(UD), des solutions non entropiques
peuvent apparaître. Il est alors nécessaire de faire une correction d'entropie (Bu�ard et al.
[2000]) telle que la correction suivante, pour

λi(UG) < 0 < λi(UD) avec i ∈ {1, 2},

nous introduisons un état intermédiaire

Wm =

(
2cm
um

)
=

λi(WD)− λi(W̃ )

λi(WD)− λi(WG)
WD +

λi(W̃ )− λi(WG)

λi(WD)− λi(WG)
WG,

avec lequel nous calculons le �ux numérique

F(UG, UD) = F (Um),

où Um est le vecteur des variables conservatives obtenu à l'aide de Wm.

Cependant d'après Bouchut [2004, p.59 et 121], cette correction d'entropie ne donne
pas toujours des résultats satisfaisants, ce que nous avons véri�é (ces résultats ne sont pas
présentés dans ce travail). C'est pourquoi nous avons choisi de faire la correction d'entropie
à l'aide du �ux de Rusanov. Cette méthode est proche de celle pratiquée dans de nombreux
travaux et pour di�érents domaines d'application, où la correction d'entropie est e�ectuée à
l'aide du �ux de Lax-Friedrichs (1.23) (voir Godlewski and Raviart [1996, p.203], Herrmann
[2002], Bajaj et al. [2006], Crnjaric-Zic et al. [2006] et Caselles et al. [2009]). Nous n'avons
pas comparé les deux approches et la correction d'entropie par le �ux de Rusanov n'est
pas plus compliquée à programmer.

2.1.2.4 Flux Apstat

Le �ux Apstat, introduit dans Lhomme [2006, p.187-194] et Lhomme and Guinot [2007]
est dé�ni par

F(UG, UD) =



F (UG) si λ1(UG) > 0
(uG + 2cG)3

27g
(uG + 2cG)4

54g

 si λ1(UG) < 0 et λ1(U∗) > 0

(
F ∗1
F ∗2

)
si λ1(U∗) < 0 et λ2(U∗) > 0


(uD − 2cD)3

27g
(uD − 2cD)4

54g

 si λ2(U∗) < 0 et λ2(UD) > 0

F (UD) si λ2(UD) < 0

,
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avec

U∗ =

(
h∗
h∗u∗

)
,

où h∗ et u∗ sont les états de Roe moyens (2.14),

F ∗1 =
F2(UG)− F2(UD)− λ1F1(UG) + λ2F1(UD)

λ2 − λ1

et

F ∗2 =
λ2F2(UG) + λ1F2(UD)− λ1λ2(F1(UG)− F1(UD))

λ2 − λ1

où
λ1 = inf

U=UG,UD
λ1(U) et sup

U=UG,UD

λ2(U).

Nous rappelons que λ1(U) = u − √gh et λ2(U) = u +
√
gh sont les valeurs propres du

système de Saint-Venant.

Ce �ux numérique est obtenu (voir citet[p.187-194]Lhomme06 et Lhomme and Guinot
[2007]) en exprimant les invariants de Riemann en fonction des termes de �ux.

2.1.2.5 Condition de CFL

Le schéma choisi étant explicite, nous devons veiller à sa stabilité, en imposant une
condition de CFL théorique qui est

∆t ≤ nCFL
min
i

(∆xi)

max
i

(|ui|+
√
ghi)

,

où i est l'ensemble des valeurs possibles du domaine de calcul et avec nCFL = 1 à l'ordre
1 et nCFL = 0.5 à l'ordre 2. Bien souvent, nous pourrons utiliser à l'ordre 2 la même
condition qu'à l'ordre 1 (voir la section 2.2).

Il faut aussi noter que le �ux cinétique nécessite une condition de CFL particulière voir
Audusse [1999, p.24]

∆t ≤ nCFL
min
i

(∆xi)

max
i

(|ui|+
√
MTi)

.

2.2 Validation numérique

2.2.1 Tests généraux

Dans la section 2.1, nous avons présenté cinq �ux di�érents, le schéma à l'ordre 1 et
deux types de reconstructions à l'ordre 2. Dans cette partie, nous tentons de répondre aux
questions suivantes :

� Quel �ux numérique devons-nous choisir pour la simulation numérique du ruisselle-
ment d'eau de pluie sur des surfaces agricoles ?

� Devons-nous utiliser le schéma à l'ordre 1, avec la reconstruction MUSCL ou encore
la reconstruction ENO modi�ée ?
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Pour répondre à ces questions nous mettons en place une batterie de cas tests analytiques
permettant de reproduire les phénomènes hydrologiques rencontrés à di�érentes échelles :
placette, parcelle et bassin versant (voir le Glossaire à partir de la page 15). A priori,
tous les phénomènes hydrologiques peuvent être rencontrés. Cependant, nous devons met-
tre en relief les situations les plus importantes. Lors de précipitations sur le sol, nous
pouvons observer des successions d'états transitoires et d'équilibres au repos (les �aques
d'eau) et d'états stationnaires (les écoulements établis). Ces équilibres sont accompagnés
de la conservation de certaines grandeurs physiques telles que le débit. De plus les régimes
d'écoulements peuvent être �uviaux, torrentiels ou critiques. Par ailleurs, quelle que soit
l'échelle considérée, nous pouvons rencontrer l'alternance de zones sèches et de zones mouil-
lées. Le calcul des transitions sec/mouillé d'un point de vue numérique est un problème
di�cile (de nombreuses méthodes numériques produisent des hauteurs d'eau négatives).
En�n à l'échelle de la placette, nous pouvons observer la formation et le déplacement de
ressauts hydrauliques. A des échelles plus grandes, il devient nécessaire de prendre des
mailles numériques plus grandes, les ressauts peuvent devenir invisibles. Nous devons donc
être en mesure de localiser ces chocs, mais leur calcul précis n'est pas nécessaire.

La méthode choisie devra donc être en mesure de capturer tous ces phénomènes avec le
meilleur rapport précision/temps de calcul. Elle devra aussi être �able, c'est-à-dire produire
les résultats souhaités ou tout du moins le plus proche possible de ces résultats. Dans ce
qui va suivre, nous allons présenter les di�érents cas tests analytiques qui nous permettrons
de comparer et valider les di�érentes méthodes numériques.

2.2.1.1 Rupture de barrage sur fond mouillé

 0

 0.001

 0.002

 0.003

 0.004

 0.005

 0.006

 0  2  4  6  8  10

h 
(m

)

x (m)

surface libre

Figure 2.2 � La surface libre 6 secondes après la rupture du barrage.

La rupture de barrage idéale sur fond plat est un cas test analytique classique (voir la
section B.1) proposé notamment dans le workshop Goutal and Maurel [1997, p.22-24], ainsi
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que dans Audusse [1999, p.70-72]. Ce test nous permet d'évaluer la capacité des méthodes à
calculer le déplacement d'un choc. Ce cas test est personnalisable : nous pouvons choisir la
longueur du domaine (L), la position du barrage avant rupture (x0), ainsi que les hauteurs
d'eau de part et d'autre du barrage.

Pour ce cas test, la longueur du domaine est L = 10 m, la position du barrage est en
x0 = 5 m et la topographie est dé�nie par

z(x) = 0 pour 0 m < x < 10 m.

Les conditions initiales sont

h =

{
0.005 m pour 0 m < x ≤ 5 m
0.001 m sinon

et
q = 0 m2/s.

Lors de simulation du ruissellement d'eau de pluie nous serons amenés à simuler des écoule-
ments dont l'épaisseur sera de l'ordre de grandeur du millimètre. C'est pourquoi nous avons
choisi ces hauteurs d'eau initiales. La rupture du barrage se produit à l'instant t = 0, la
simulation s'arrête à l'instant t = 6 s. Nous obtenons alors la surface libre de la �gure 2.2.

L'intérêt de ce test est de disposer :
� d'une solution analytique,
� d'un choc en mouvement,
� de deux zones au repos,
� de hauteurs d'eau de l'ordre de grandeur du millimètre.

2.2.1.2 Ecoulements sur bosse parabolique

A travers cette série de tests proposés dans le workshop Goutal and Maurel [1997,
p.14-17], nous voulons évaluer la capacité des méthodes numériques à converger vers un
état d'équilibre puis à le maintenir pour une topographie non-plane et di�érents types
d'écoulements.

Pour ces cas tests, la longueur du domaine est de 25 m et la topographie est dé�nie par

z(x) =

{
0.2− 0.005(x− 10)2 si 8 m < x < 12 m,
0 sinon.

Pour tous les cas, les conditions initiales sont

h+ z = Cte et q = 0.

En fonction des conditions initiales et des conditions aux bords, nous obtenons di�érents
écoulements (voir B.2) : un équilibre au repos, un écoulement �uvial, un écoulement trans-
critique ou un écoulement transcritique avec ressaut. La solution de ces cas tests n'est pas
une solution explicite (voir B.2).

� Equilibre au repos
Avec les conditions initiales

h+ z = 0.5 m et q = 0 m2/s
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Figure 2.3 � Etat d'équilibre au repos.

et les conditions aux bords {
h = 2 m
q = 0 m2/s

,

nous obtenons un écoulement stagnant appelé équilibre au repos (�g. 2.3).
L'intérêt de ce test est de disposer :
� d'une solution analytique,
� d'une topographie variable,
� d'un écoulement à débit nul.

� Ecoulement �uvial
Avec les conditions initiales

h+ z = 2 m et q = 0 m2/s

et les conditions aux bords {
en amont q = 4.42 m2/s
en aval h = 2 m

,

nous obtenons un écoulement stationnaire de type �uvial (�g. 2.4).
L'intérêt de ce test est de disposer :
� d'une solution analytique,
� d'une topographie variable,
� de la hauteur spatialisée en régime permanent,
� d'un régime �uvial.

� Ecoulement transcritique
Avec les conditions initiales

h+ z = 0.66 m et q = 0 m2/s
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Figure 2.4 � Ecoulement �uvial à l'équilibre.
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Figure 2.5 � Ecoulement transcritique à l'équilibre.
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et les conditions aux bords{
en amont q = 1.53 m2/s
en aval h = 0.66 m tant que l'écoulement est �uvial

,

nous obtenons un écoulement transcritique (�g. 2.5). L'écoulement en amont du
sommet de la bosse est �uvial. Au passage de celui-ci, il devient torrentiel.
L'intérêt de ce test est de disposer :
� d'une solution analytique,
� d'une topographie variable,
� de la hauteur spatialisée en régime permanent,
� d'un régime transcritique.

� Ecoulement transcritique avec ressaut
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Figure 2.6 � Ecoulement transcritique avec ressaut à l'équilibre.

Avec les conditions initiales

h+ z = 0.33 m et q = 0 m2/s

et les conditions aux bords {
en amont q = 0.18 m2/s
en aval h = 0.33 m

,

nous obtenons un écoulement transcritique avec un ressaut (�g. 2.6). L'écoulement
est �uvial en amont du sommet de la bosse, passe au régime torrentiel en aval et se
termine en régime �uvial au travers d'un ressaut.
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Figure 2.7 � Position initiale de la surface libre pour le cas test de Thacker.

2.2.1.3 Thacker : test de transition sec/mouillé

Ce cas test est un cas particulier 1d d'un cas test 2d introduit dans Thacker [1981] et
repris dans Sampson et al. [2006], Sampson [2008, 2009]. Il s'agit d'un problème de recou-
vrement/découvrement un peu comme sur une plage, c'est pourquoi ce test et ses variantes
sont souvent utilisés pour la validation des méthodes numériques pour l'océanographie
(voir entre autres Balzano [1998], Marche [2005], Marche et al. [2007], Sampson [2008]).
Nous avons choisi ce cas test car il permet de tester la capacité des méthodes numériques
à traiter les transitions sec/mouillé. De plus, la solution étant périodique, elle nous permet
aussi de tester le degré de di�usion numérique des di�érentes méthodes.

La longueur du domaine est de 4 m et la topographie (�g. 2.7) est une parabole dé�nie
par

z(x) = h0

(
x2

a2
− 1

)
pour − 2 m ≤ x ≤ 2 m.

Nous obtenons une solution explicite périodique (voir le détail des calculs à l'annexe
B.3) dont la surface libre reste plane et oscille entre les points

x1(t) = −B
ω

cos(ωt)− a et x2(t) = −B
ω

cos(ωt) + a,

avec la pulsation ω =
√

2gh0/a2 et la période T = 2π/ω.

Les conditions initiales sont u(0, x) = 0 m/s et

h(0, x) =

 −
h0

a2

((
x+

B

ω

)2

− a2

)
pour x1(0) < x < x2(0)

0 sinon

.
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La hauteur d'eau est décrite par

h(t, x) =

 −
h0

a2

((
x+

B

ω
cos(ωt)

)2

− a2

)
pour x1(t) < x < x2(t)

0 sinon

et la vitesse par

u(t, x) =

{
B sin(ωt) pour x1 < x < x2

0 sinon
.

Pour les paramètres, nous prenons

B = ω/2, a = 1 et h0 = 1/2.

L'intérêt de ce test est de disposer :
� d'une solution analytique explicite,
� d'une topographie variable,
� de transitions sec/mouillé en mouvement,
� d'une solution périodique.

2.2.1.4 Récapitulatif des tests utilisés
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2.2.2 Résultats numériques

Dans cette partie, nous e�ectuons une comparaison systématique du schéma à l'ordre
1, à l'ordre 2 avec les reconstructions MUSCL et ENO modi�ée (voir la section 2.1.1.2) et
des cinq �ux numériques de la section 2.1.2 sur les tests présentés à la section 2.2.1.

Nous avons généré les résultats de cette partie à l'aide d'un code en fortran dont la
réalisation a débuté dans Cordier et al. [2007]. Nous avons utilisé le compilateur gfortran
sans option de compilation (car l'e�et des options dépend à la fois du compilateur et de
la machine utilisée et certains résultats obtenus avec les options peuvent être légèrement
di�érents de ceux obtenus sans option). La con�guration pour lancer l'exécutable a été la
suivante :

� système d'exploitation : Ubuntu version 8.10,
� matériel :
� mémoire 2.9 Go,
� processeur Intel R© Core

TM

2 Duo CPU T5750 2.00 GHz.
L'évaluation du temps de calcul est e�ectuée en comptant le nombre de coups d'horloge à
l'aide du sous-programme SYSTEM_CLOCK utilisé de la façon suivante :

integer :: nb_periodes_s, & !nombre de periodes d horloge par seconde

nb_periodes_max, & !valeur maximale du compteur d horloge

nb_periodes_ini, & !valeur initiale du compteur

nb_periodes_fin, & !valeur finale du compteur

nb_periodes !nombre de periodes d horloge comptabilisees

real :: temps_ecoule !temps de calcul en secondes

CALL SYSTEM_CLOCK(COUNT_RATE=nb_periodes_sec,COUNT_MAX=nb_periodes_max)

CALL SYSTEM_CLOCK(COUNT=nb_periodes_ini)

! ......

! Portion de code a chronometrer

! ......

CALL SYSTEM_CLOCK(COUNT=nb_periodes_fin)

nb_periodes=nb_periodes_fin-nb_periodes_ini

if (nb_periodes<nb_periodes_ini) then !le compteur a depasse le

nb_periodes=nb_periodes+nb_periodes_max !nombre maximal de periodes

endif

temps_ecoule=float(nb_periodes)/nb_periodes_sec

En�n, les calculs d'erreur sont e�ectués à l'aide de la norme L1 (comme conseillé dans
LeVeque [2002, p.140-141] pour les lois de conservation) que nous notons |.|L1 . Par exemple
pour les hauteurs d'eau, nous aurons

|h− hex|L1 = ∆x

J∑
i=0

|hi − hex(xi)|.
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Et les erreurs relatives seront notées ERL1 . Par exemple pour les hauteurs d'eau, nous
aurons pour une solution exacte stationnaire

ER(h)L1 =
|hn − hex|L1

|h0 − hex|L1

=

J∑
i=0
|hni − hex(xi)|

J∑
i=0
|h0
i − hex(xi)|

et pour une solution exacte non stationnaire

ER(h)L1 =
|hn − hnex|L1

|hnex|L1

=

J∑
i=0
|hni − hnex(xi)|
J∑
i=0
|hnex(xi)|

.

2.2.2.1 Rupture de barrage sur fond mouillé
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Figure 2.8 � Flux de Rusanov : comparaison au temps t = 6 s (a) des hauteurs d'eau,
(b) des débits.

Nous avons utilisé une discrétisation numérique de 200, 400, 800, 1600 et 3200 mailles.
Le temps total de la simulation correspond à 6 secondes. Nous avons e�ectué tous les
calculs en respectant la condition de CFL théorique (nCFL = 1 à l'ordre 1 et nCFL = 0.5
à l'ordre 2).

Ce qui nous intéresse le plus dans cette simulation est le déplacement du choc. La vitesse
de propagation du choc est correctement calculée comme illustré sur la �gure 2.8a pour le
�ux de Rusanov avec 200 mailles, il en est de même pour le calcul du débit (�g. 2.8b) en
dépit des faibles hauteurs d'eau considérées. Il faut signaler que le �ux de Rusanov est le
�ux le moins précis sur ce cas test. En augmentant le nombre de mailles, nous améliorons
le calcul du choc.

La montée en ordre de la méthode permet de rendre le schéma moins di�usif et donc
d'améliorer les calculs. La reconstruction ENO modi�ée étant la méthode la moins di�usive,
elle nous donne les meilleurs résultats.
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2.2.2.2 Ecoulements sur bosse parabolique

Pour chacun des cas tests de cette section, nous avons utilisé une discrétisation numérique
de 100, 200, 400, 800 et 1600 mailles. Le temps total des simulations correspond à 300 sec-
ondes. Nous avons réalisé tous les calculs avec une condition de CFL de 1, excepté pour
l'écoulement �uvial où nous avons dû respecter la condition théorique (nCFL = 0.5, voir
2.1.2.5).

� Equilibre au repos
Ce cas test est un équilibre au repos (1.19) qui est un cas particulier des équilibres
de la forme (2.2). Or la reconstruction hydrostatique a été conçue pour préserver ces
états d'équilibre. Nous avons véri�é ceci pour toutes les méthodes numériques sans
exception, comme illustré pour le �ux HLL au bout de 300 s (�g. 2.9).
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Figure 2.9 � Flux HLL : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits pour l'équilibre
au repos au bout de 300 s.

Nous avons aussi e�ectué ce test avec une cote de 0.1 m, nous obtenons ainsi un test
avec une bosse émergée. La condition initiale est

z + h = max(0.1, z) et u = 0 m/s.

Nous avons véri�é que le schéma préservait les équilibres au repos avec des interfaces
sec/mouillé, comme illustré pour le �ux de Rusanov au bout de 300 s (�g. 2.10).
Nous pouvons constater une propriété importante du schéma, la présence des inter-
faces sec/mouillé n'introduit pas de débit arti�ciel (véri�é pour toutes les méthodes
présentées).

� Ecoulement �uvial
Pour les �gures 2.11 à 2.15, obtenues pour l'écoulement �uvial, la partie (a) (respec-
tivement (b)) correspond à la superposition de la surface libre (respectivement le
débit) analytique avec les surfaces libres obtenues (respectivement les débits obtenus)
à l'ordre 1, à l'ordre 2 avec la reconstruction MUSCL et à l'ordre 2 avec la reconstruc-
tion ENO modi�ée en fonction de la position x pour le maillage le plus grossier (100
mailles). La partie (c) (respectivement (d)) correspond aux courbes de convergence
L1 pour h (respectivement q) en fonction du maillage pour les di�érentes méthodes.

52



2.2. VALIDATION NUMÉRIQUE

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0  5  10  15  20  25

z,
 z

+
h 

(m
)

x (m)

ordre 1
MUSCL

ENO modifie
analytique

(a)

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  5  10  15  20  25

q 
(m

2 /s
)

x (m)

ordre 1
MUSCL

ENO modifie
analytique

(b)

Figure 2.10 � Flux de Rusanov : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits pour
l'équilibre au repos au bout de 300 s.

La partie (e) correspond à la comparaison des temps de calcul en fonction du mail-
lage pour les di�érentes méthodes. En�n, la partie (f) correspond à l'étude de la
convergence des méthodes vers les surfaces libres en fonction du temps de simulation
pour 100 mailles.

La �gure 2.16 constitue un bilan visuel des données que nous pouvons trouver dans
la section C.1. La partie (a) (respectivement (b)) représente l'erreur faite sur h en
fonction du nombre de mailles pour les di�érents �ux avec la reconstruction MUSCL
(respectivement ENO modi�ée). La partie (c) (respectivement (d)) représente l'erreur
faite sur le débit q en fonction du nombre de mailles pour les di�érents �ux avec la
reconstruction MUSCL (respectivement ENO modi�ée). En�n, la partie (e) (respec-
tivement (f)) représente le temps de calcul en fonction du nombre de mailles pour
les di�érents �ux avec la reconstruction MUSCL (respectivement ENO modi�ée).

A t = 300 s, nous obtenons dans chacun des cas des solutions stationnaires (�gs
2.11 f, 2.12 f, 2.13 f, 2.14 f et 2.15 f). Les résultats sont assez proches de l'état
stationnaire exact (�gs 2.11 a-b, 2.12 a-b, 2.13 a-b, 2.14 a-b et 2.15 a-b). A l'ordre
1, nous observons une surévaluation de la surface libre qui n'a�ecte pas le débit.
Nous constatons une amélioration des résultats à l'ordre 2. L'étude des taux de
convergence nous permet de retrouver les ordres théoriques (�gs 2.11 c-d, 2.12 c-d,
2.13 c-d, 2.14 c-d et 2.15 c-d). Les résultats obtenus avec la reconstruction ENO
modi�ée sont légèrement meilleurs que les résultats donnés par la reconstruction
MUSCL. Les temps de calcul sont à l'avantage de la reconstruction MUSCL (�gs
2.11 e, 2.12 e, 2.13 e, 2.14 e et 2.15 e).
Le �ux de Rusanov est le �ux qui nécessite les temps de calcul les plus courts (�gs
2.16 e-f), mais c'est aussi le moins précis (�gs 2.16 a-b-c-d) et avec la reconstruction
ENO, nous observons des oscillations sur le débit (�g. 2.11 b).
Le �ux cinétique est le �ux qui nécessite les temps de calcul les plus longs (�gs 2.16 e-
f), il nécessite un nombre d'itérations en temps plus grand (voir l'annexe C) dû au
calcul de sa condition de CFL (voir la section 2.1.2.5). Sa précision sur le calcul des
débits est comparable aux �ux HLL, VFRoe-ncv et Apstat (�gs 2.16 c-d). Mais les
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hauteurs sont moins bien calculées (�gs 2.16 a-b).
Les �ux HLL, VFRoe-ncv et Apstat donnent des résultats comparables (�gs 2.16 a-
b-c-d), mais les temps de calcul sont à l'avantage du �ux VFRoe-ncv (�gs 2.16 e-f).
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Figure 2.11 � Flux Rusanov : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des
erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences
en temps.
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Figure 2.12 � Flux HLL : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs
sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences en temps.

56



2.2. VALIDATION NUMÉRIQUE

 1.9

 1.92

 1.94

 1.96

 1.98

 2

 2.02

 0  5  10  15  20  25

z+
h 

(m
)

x (m)

ordre 1
MUSCL

ENO modifie
analytique

(a)

 4.41

 4.42

 4.43

 4.44

 4.45

 4.46

 4.47

 4.48

 0  5  10  15  20  25

q 
(m

2 /s
)

x (m)

ordre 1
MUSCL

ENO modifie
analytique

(b)

-11

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

 4.5  5  5.5  6  6.5  7  7.5

lo
g(

|h
-h

ex
| L

1 )

log(J)

ordre 1, y=-0.99x+2.32
MUSCL, y=-1.98x+5.19

ENO modifie, y=-1.84x+3.6

(c)

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

 4.5  5  5.5  6  6.5  7  7.5

lo
g(

|q
-q

ex
| L

1 )

log(J)

ordre 1, y=-0.99x+2.45
MUSCL, y=-1.88x+4.95

ENO modifie, y=-1.64x+3.15

(d)

 0

 200

 400

 600

 800

 1000

 1200

 1400

 1600

 1800

 0  200  400  600  800  1000  1200  1400  1600

T
em

ps
 d

e 
ca

lc
ul

 (
s)

Nombre de mailles en espace : J

ordre 1
MUSCL

ENO modifie

(e)

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 100

 0  50  100  150  200  250  300

E
R

(h
) L

1

Temps de simulation (s)

ordre 1
MUSCL

ENO mod

(f)

Figure 2.13 � Flux Cinétique : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des
erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences
en temps.

57



2.2. VALIDATION NUMÉRIQUE

 1.9

 1.92

 1.94

 1.96

 1.98

 2

 2.02

 0  5  10  15  20  25

z+
h 

(m
)

x (m)

ordre 1
MUSCL

ENO modifie
analytique

(a)

 4.41

 4.42

 4.43

 4.44

 4.45

 4.46

 4.47

 4.48

 0  5  10  15  20  25
q 

(m
2 /s

)

x (m)

ordre 1
MUSCL

ENO modifie
analytique

(b)

-11

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

 4.5  5  5.5  6  6.5  7  7.5

lo
g(

|h
-h

ex
| L

1 )

log(J)

ordre 1, y=-0.99x+1.98
MUSCL, y=-1.93x+4.5

ENO modifie, y=-1.87x+3.54

(c)

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

 4.5  5  5.5  6  6.5  7  7.5

lo
g(

|q
-q

ex
| L

1 )

log(J)

ordre 1, y=-0.99x+2.45
MUSCL, y=-1.89x+5.06

ENO modifie, y=-1.72x+3.63

(d)

 0

 200

 400

 600

 800

 1000

 1200

 1400

 0  200  400  600  800  1000  1200  1400  1600

T
em

ps
 d

e 
ca

lc
ul

 (
s)

Nombre de mailles en espace : J

ordre 1
MUSCL

ENO modifie

(e)

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 100

 0  50  100  150  200  250  300

E
R

(h
) L

1

Temps de simulation (s)

ordre 1
MUSCL

ENO mod

(f)

Figure 2.14 � Flux VFRoe-ncv : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des
erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences
en temps.
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Figure 2.15 � Flux Apstat : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs
sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences en temps.
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Figure 2.16 � Ecoulement �uvial : comparaison des erreurs sur les hauteurs d'eau (a) pour
la reconstruction MUSCL, (b) pour la reconstruction ENO modi�ée, des erreurs sur les
débits (c) pour la reconstruction MUSCL, (d) pour la reconstruction ENO modi�ée, des
temps de calcul (e) pour la reconstruction MUSCL, (f) pour la reconstruction ENO modi-
�ée.
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� Ecoulement transcritique
Pour les �gures 2.17 à 2.21 obtenues pour l'écoulement transcritique, la partie (a)
(respectivement (b)) correspond à la superposition de la surface libre (respective-
ment le débit) analytique avec les surfaces libres obtenues (respectivement les débits
obtenus) à l'ordre 1, à l'ordre 2 avec la reconstruction MUSCL et à l'ordre 2 avec
la reconstruction ENO modi�ée en fonction de la position x pour le maillage le plus
grossier (100 mailles) La partie (c) (respectivement (d)) correspond aux courbes de
convergence L1 pour h (respectivement q) en fonction du maillage pour les di�érentes
méthodes. La partie (e) correspond à la comparaison des temps de calcul en fonction
du maillage pour les di�érentes méthodes. En�n, la partie (f) correspond à l'étude
de la convergence des méthodes vers les surfaces surfaces libres en fonction du temps
de simulation pour 100 mailles.

La �gure 2.22 constitue un bilan visuel des données que nous pouvons trouver dans
la section C.2. La partie (a) (respectivement (b)) représente l'erreur faite sur h en
fonction du nombre de mailles pour les di�érents �ux avec la reconstruction MUSCL
(respectivement ENO modi�ée). La partie (c) (respectivement (d)) représente l'er-
reur faite sur q en fonction du nombre de mailles pour les di�érents �ux avec la
reconstruction MUSCL (respectivement ENO modi�ée). En�n, la partie (e) (respec-
tivement (f)) représente le temps de calcul en fonction du nombre de mailles pour
les di�érents �ux avec la reconstruction MUSCL (respectivement ENO modi�ée).

A t = 300 s, nous obtenons dans chacun des cas une solution stationnaire (�gs 2.17 f,
2.18 f, 2.19 f, 2.20 f et 2.21 f). Nous constatons même que ces équilibres sont atteints
à t = 50 s. Les résultats sont assez bons, excepté pour le �ux de Rusanov à l'ordre
1. Dans ce cas la surface libre et le débit ne sont pas calculés correctement (�gs
2.17 a-b). Il faut noter que ce problème disparaît en ra�nant le maillage. L'ordre
2 permet une amélioration des résultats et nous retrouvons à nouveau les ordres
théoriques (�gs 2.17 c-d, 2.18 c-d, 2.19 c-d, 2.20 c-d et 2.21 c-d). Les résultats obtenus
avec la reconstruction MUSCL et ENO modi�ée sont vraiment très proches (�gs
2.18 c-d, 2.19 c-d, 2.20 c-d et 2.21 c-d), avec des temps de calcul plus faibles pour la
reconstruction MUSCL (�gs 2.17 e, 2.18 e, 2.19 e, 2.20 e et 2.21 e).
Le �ux de Rusanov reste globalement le �ux numérique le moins précis (�gs 2.22 a-b-
c-d). De plus, ses temps de calcul sont comparables aux autres �ux numériques (�gs
2.22 e-f).
Les quatre autres �ux donnent des résultats comparables sur le calcul des débits (�gs
2.22 c-d). Cependant, pour des maillages "grossiers" (100 mailles), les �ux VFRoe-
ncv et apstat sont moins précis que les �ux HLL et cinétique dans le calcul de la
surface libre (�gs 2.22 a-b).
En�n, le �ux cinétique coûte plus cher en temps de calcul que le �ux HLL (et que
tous les autres �ux, voir �gs 2.22 e-f).
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Figure 2.17 � Flux Rusanov : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des
erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences
en temps.
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Figure 2.18 � Flux HLL : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs
sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences en temps.
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Figure 2.19 � Flux Cinétique : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des
erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences
en temps.
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Figure 2.20 � Flux VFRoe-ncv : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des
erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences
en temps.
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Figure 2.21 � Flux Apstat : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs
sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences en temps.
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Figure 2.22 � Ecoulement transcritique : comparaison des erreurs sur les hauteurs d'eau
(a) pour la reconstruction MUSCL, (b) pour la reconstruction ENO modi�ée, des erreurs
sur les débits (c) pour la reconstruction MUSCL, (d) pour la reconstruction ENO modi�ée,
des temps de calcul (e) pour la reconstruction MUSCL, (f) pour la reconstruction ENO
modi�ée.
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� Ecoulement transcritique avec ressaut
Pour les �gures 2.23 à 2.27, obtenues pour l'écoulement transcritique avec ressaut,
la partie (a) (respectivement (b)) correspond à la superposition de la surface libre
(respectivement le débit) analytique avec les surfaces libres obtenues (respectivement
les débits obtenus) à l'ordre 1, à l'ordre 2 avec la reconstruction MUSCL et à l'ordre
2 avec la reconstruction ENO modi�ée en fonction de la position x pour le maillage
le plus grossier (100 mailles). La partie (c) (respectivement (d)) correspond aux
courbes de convergence L1 pour h (respectivement q) en fonction du maillage pour les
di�érentes méthodes. La partie (e) correspond à la comparaison des temps de calcul
en fonction du maillage pour les di�érentes méthodes. En�n, la partie (f) correspond
à l'étude de la convergence des méthodes vers les surfaces libres en fonction du temps
de simulation pour 100 mailles.

La �gure 2.28 constitue un bilan visuel des données que nous pouvons trouver dans
la section C.3. La partie (a) (respectivement (b)) représente l'erreur faite sur h en
fonction du nombre de mailles pour les di�érents �ux avec la reconstruction MUSCL
(respectivement ENO modi�ée). La partie (c) (respectivement (d)) représente l'er-
reur faite sur q en fonction du nombre de mailles pour les di�érents �ux avec la
reconstruction MUSCL (respectivement ENO modi�ée). En�n, la partie (e) (respec-
tivement (f)) représente le temps de calcul en fonction du nombre de mailles pour
les di�érents �ux avec la reconstruction MUSCL (respectivement ENO modi�ée).

La surface libre et le débit pour 100 mailles semblent être capturés correctement
excepté pour le �ux apstat avec la reconstruction MUSCL (�gs 2.27 a-b). La plupart
des méthodes conduisent à une solution presque stationnaire à t = 300 s (�gs 2.23 f,
2.24 f, 2.25 f et 2.26 f), excepté pour le �ux apstat (�g 2.27 f). Les résultats du �ux
apstat sont trop irréguliers pour être analysés (�gs 2.27 d-f et 2.28 b-d). C'est un
phénomène que nous retrouvons pour tous les �ux numériques avec la reconstruction
ENO modi�é (�gs 2.28 b-d).
La reconstruction MUSCL permet d'obtenir des résultats meilleurs qu'à l'ordre 1
(�gs 2.23 c-d, 2.24 c-d, 2.25 c-d et 2.26 c-d). Cependant, nous pouvons observer
une réduction de l'ordre de la méthode MUSCL due à la présence du ressaut. En
e�ectuant le calcul des erreurs en amont du ressaut, nous retrouvons l'ordre théorique
de la méthode (�g 2.29).
Nous allons donc focaliser notre étude sur la comparaison des �ux de Rusanov, HLL,
cinétique et VFRoe-ncv pour la reconstruction MUSCL.
Le �ux de Rusanov reste le �ux le moins précis (�gs 2.28 a-c), mais est aussi le moins
coûteux en temps de calcul (�g 2.28 e).
Le �ux HLL est un peu moins précis que les �ux cinétique et VFRoe-ncv dans le
calcul des hauteurs d'eau et des débits (�gs 2.28 a-c). Et il nécessite un petit peu
plus de temps de calcul que le �ux VFRoe-ncv (�g 2.28 e).
Le �ux cinétique donne des résultats comparables au �ux VFRoe-ncv (�gs 2.28 a-c),
mais reste handicapé par le temps de calcul (�g 2.28 e).
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Figure 2.23 � Flux Rusanov : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des
erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences
en temps.
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Figure 2.24 � Flux HLL : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs
sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences en temps.
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Figure 2.25 � Flux Cinétique : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des
erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences
en temps.
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Figure 2.26 � Flux VFRoe-ncv : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des
erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences
en temps.
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Figure 2.27 � Flux Apstat : comparaison (a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs
sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps de calcul et (f) des convergences en temps.
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Figure 2.28 � Ecoulement transcritique avec ressaut : comparaison des erreurs sur les hau-
teurs d'eau (a) pour la reconstruction MUSCL, (b) pour la reconstruction ENO modi�ée,
des erreurs sur les débits (c) pour la reconstruction MUSCL, (d) pour la reconstruction
ENO modi�ée, des temps de calcul (e) pour la reconstruction MUSCL, (f) pour la recon-
struction ENO modi�ée.
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Figure 2.29 � Flux HLL : comparaison des erreurs sur (a) les hauteurs d'eau, (b) le débit
en amont du ressaut.

2.2.2.3 Thacker

Pour le cas test de cette section, nous avons utilisé une discrétisation numérique de
25, 50, 100, 200 et 400 mailles. Le temps total de la simulation correspond à 5 périodes
(t = 5T , voir B.3 pour l'expression de T ). A partir des résultats de la section précédente,
nous choisissons de focaliser notre étude sur les méthodes numériques d'ordre 2. Nous avons
utilisé une condition de CFL de 0.5. Les calculs e�ectués avec le �ux Apstat ont donné des
hauteurs d'eau négatives. Exceptionnellement pour ce �ux numérique et ce cas test, nous
avons remplacé les valeurs négatives (non physiques) par des hauteurs nulles. Ce qui nous
a permis d'obtenir des résultats satisfaisants, ceci témoigne de la robustesse de la méthode
numérique choisie. En raison des hauteurs d'eau négatives obtenues, nous excluons le �ux
Apstat de notre analyse. Dans cette section, nous avons choisi d'étudier le �ux HLLE (voir
la section 2.1.2.1).

Pour les �gures 2.30 à 2.35, obtenues pour le cas test de Thacker, la partie (a) (respec-
tivement (b)) correspond à l'évolution de l'erreur relative faite sur les hauteurs d'eau (de
l'erreur faite sur les débits) au cours du temps pour deux maillages (J = 50 et J = 400)
pour les reconstructions MUSCL et ENO modi�ée. La partie (c) (respectivement (d)) cor-
respond aux courbes de convergence L1 pour h (respectivement q) en fonction du maillages
pour les deux reconstructions. La partie (e) représente les débits obtenus à t = 5T pour
deux maillages (J = 50 et J = 400) pour les deux reconstructions. En�n, la partie (f)
correspond à la comparaison des temps de calcul en fonction du maillage pour les deux
reconstructions.

La �gure 2.36 constitue un bilan visuel. La partie (a) (respectivement (b)) représente
l'erreur faite sur h en fonction du nombre de mailles pour les di�érents �ux avec la re-
construction MUSCL (respectivement ENO modi�ée). La partie (c) (respectivement (d))
représente l'erreur faite sur le débit q en fonction du nombre de mailles pour les di�érents
�ux avec la reconstruction MUSCL (respectivement ENO modi�ée). En�n, la partie (e)
(respectivement (f)) représente le temps de calcul en fonction du nombre de mailles pour
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les di�érents �ux avec la reconstruction MUSCL (respectivement ENO modi�ée).

L'étude des taux de convergence à t = 5T , nous permet de retrouver les ordres théoriques
(�gs 2.30 c-d, 2.31 c-d, 2.32 c-d, 2.33 c-d, 2.34 c-d et 2.35 c-d). Les résultats obtenus avec la
reconstruction ENO modi�ée sont à nouveau légèrement meilleurs que les résultats obtenus
par la reconstruction MUSCL (�gs 2.36 a-b-c-d). Les erreurs faites sur les hauteurs et les
débits augmentent en �uctuant au cours du temps (�gs 2.30 a-b, 2.31 a-b, 2.32 a-b, 2.33 a-
b, 2.34 a-b et 2.35 a-b). A t = 5T , nous constatons l'amélioration du calcul des débits avec
l'augmentation du nombre de mailles (�gs 2.30 e, 2.31 e, 2.32 e, 2.33 e, 2.34 e et 2.35 e).
A la �n de la simulation, nous constatons un léger amortissement des oscillations pour un
maillage grossier (J = 50), mais qui disparaît en prenant un maillage plus �n (J = 400),
comme illustré pour le �ux HLL sur les �gures 2.37 c-d. Sur la �gure 2.37 b, nous avons
tracé l'évolution au cours du temps de la hauteur d'eau en x1 = 0, x2 = 0.5 et x3 = 1
avec le �ux HLL, la reconstruction MUSCL et J = 400 mailles en espace. Nous constatons
(comme pour les autres �ux numériques) que le phénomène périodique est parfaitement
capturé. La �gure 2.37 a représente l'évolution du volume en eau au cours du temps pour
le �ux HLL. Nous constatons une parfaite conservation du volume d'eau, ainsi qu'une con-
vergence vers le volume exact en ra�nant le maillage (les résultats obtenus avec les autres
�ux numériques sont identiques).

Les résultats obtenus avec le �ux VFRoe-ncv sont moins précis que ceux obtenus avec
les autres �ux numériques. Le �ux cinétique est à nouveau le �ux qui nécessite les temps
de calcul les plus longs. Sa précision sur le calcul des hauteurs d'eau et des débits est
comparable à celle obtenue avec les �ux HLL et HLLE. Le �ux HLLE est légèrement plus
coûteux en temps de calcul que le �ux HLL, ceci s'explique algorithmiquement par la
présence de tests supplémentaires. En�n, le �ux de Rusanov est à la fois le plus précis et
le moins coûteux.

Ce cas test nous a aussi permis de faire des essais avec la reconstruction MUSCL
en remplaçant le limiteur de pente minmod (MUSCL MM) par le limiteur de Van Leer
(MUSCL VL, voir entre autres Zhou et al. [2001])

V L(x, y) =

 0 si xy ≤ 0
2xy

x+ y
sinon

,

avec et sans correction du vide (2.6). Les résultats obtenus avec le �ux HLL (les autres
�ux donnent des résultats comparables) sont présentés sur les �gures 2.37 e-f et 2.38. Le
limiteur de pente de Van Leer et la correction du vide permettent d'améliorer les transitions
sec/mouillé au niveau des interfaces (�gs 2.37 e-f pour J = 400). De plus, le limiteur de
Van Leer et la correction du vide permettent de réduire la di�usion numérique du schéma
et d'augmenter la précision dans le calcul des hauteurs d'eau et des débits (�gs 2.38 a-
b-e). L'étude des taux de convergence à t = 5T nous permet de retrouver des méthodes
d'ordre 2 (�gs 2.38 c-d). En�n, pour des maillages grossiers la reconstruction MUSCL
minmod permet d'obtenir les temps de calcul les plus courts, ce qui s'inverse à l'avantage
du limiteur de Van Leer pour des maillages plus �ns (voir 2.38 f).

En�n, le lecteur soucieux d'améliorer encore plus les transitions sec/mouillé pourra
utiliser une hauteur d'eau seuil hmin qui consiste à remplacer les hauteurs d'eau nulles
par hmin (voir Alcrudo and Gil [1999], Marche [2005, p.134-135] et Marche et al. [2007]).
Cette méthode donne de bons résultats avec la reconstruction hydrostatique (Marche et al.

76



2.2. VALIDATION NUMÉRIQUE

[2007]). Cependant, nous avons choisi de ne pas tester cette méthode car nous sommes
amenés à prendre en compte l'in�ltration de l'eau dans le sol, ce qui nécessiterait l'ajout
de tests supplémentaires. A la place, nous mettons à 0 les hauteurs et les vitesses corre-
spondantes quand les hauteurs sont plus petites que le seuil :

hseuil = 10−14 m.
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Figure 2.30 � Flux Rusanov : comparaison de l'évolution des erreurs sur (a) les hauteurs
d'eau, (b) les débits, des convergences à t = 5T sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des
débits à t = 5T et (f) des temps de calcul.
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Figure 2.31 � Flux HLL : comparaison de l'évolution des erreurs sur (a) les hauteurs
d'eau, (b) les débits, des convergences à t = 5T sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des
débits à t = 5T et (f) des temps de calcul.
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Figure 2.32 � Flux HLLE : comparaison de l'évolution des erreurs sur (a) les hauteurs
d'eau, (b) les débits, des convergences à t = 5T sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des
débits à t = 5T et (f) des temps de calcul.
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Figure 2.33 � Flux Cinétique : comparaison de l'évolution des erreurs sur (a) les hauteurs
d'eau, (b) les débits, des convergences à t = 5T sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des
débits à t = 5T et (f) des temps de calcul.
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Figure 2.34 � Flux VFRoe-ncv : comparaison de l'évolution des erreurs sur (a) les hauteurs
d'eau, (b) les débits, des convergences à t = 5T sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des
débits à t = 5T et (f) des temps de calcul.
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Figure 2.35 � Flux Apstat : comparaison de l'évolution des erreurs sur (a) les hauteurs
d'eau, (b) les débits, des convergences à t = 5T sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des
débits à t = 5T et (f) des temps de calcul.
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Figure 2.36 � Cas test de Thacker après 5 périodes : comparaison des erreurs sur les hau-
teurs d'eau (a) pour la reconstruction MUSCL, (b) pour la reconstruction ENO modi�ée,
des erreurs sur les débits (c) pour la reconstruction MUSCL, (d) pour la reconstruction
ENO modi�ée, des temps de calcul (e) pour la reconstruction MUSCL, (f) pour la recon-
struction ENO modi�ée.
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Figure 2.37 � Cas test de Thacker : comparaison de l'évolution (a) des volumes d'eau,
(b) des hauteurs d'eau en di�érents points de la parabole, de la surface libre à t = 5T
(c) pour 50 mailles et (d) pour 400 mailles et (e)-(f) de la surface libre aux interfaces.
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Figure 2.38 � Flux HLL : comparaison de l'évolution des erreurs sur (a) les hauteurs
d'eau, (b) les débits, des convergences à t = 5T sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des
débits à t = 5T et (f) des temps de calcul.
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2.2.3 Choix pour le ruissellement

A l'image de ce qui a été fait dans Balzano [1998], Erduran et al. [2002], Bouchut [2004],
Abdallah [2005], nous avons e�ectué la comparaison de méthodes numériques de résolution
du système de Saint-Venant sur di�érents tests analytiques. Mais à la di�érence de ces
références, notre objectif était de choisir une méthode numérique adaptée à la simulation
du ruissellement d'eau de pluie sur des surfaces agricoles. En particulier, comme expliqué
dans le chapitre 1, nous privilégions les méthodes numériques préservant les états d'équilibre
stationnaires et les �ux numériques capables de traiter les transitions sec/mouillé.

Les résultats présentés dans ce chapitre nous conduisent à utiliser dans la suite le �ux
HLL avec la reconstruction MUSCL. En e�et, les résultats obtenus avec la reconstruction
ENO modi�ée sont trop irréguliers : sur certains tests nous observons des oscillations et
le fait de ra�ner le maillage n'améliore pas systématiquement la précision des résultats
obtenus. Une solution consisterait à utiliser la reconstruction ENO modi�ée avec θeno =
0.25. De plus sur certains tests, les temps de calcul avec la reconstruction ENO modi�ée
sont presque multipliés par deux par rapport à ceux de la reconstruction MUSCL (voir
entre autres les �gures 2.17e, 2.19e et 2.23e) pour des erreurs du même ordre de grandeur
(voir entre autres �gs 2.17 c-d, 2.19 c-d et 2.23 c-d). Etant donnés les résultats prometteurs
obtenus avec le limiteur de pente de Van Leer et la correction du vide, il faudra envisager
d'e�ectuer d'autres tests avec cette con�guration. Nous pourrons aussi choisir de tester
d'autres limiteurs de pente tels que MC (monotonized central), Van Albada ou encore
Superbee.

Le modèle étudié dans ce chapitre présente certaines limites. En particulier, il ne tient
pas compte de l'e�et du sol sur l'écoulement. Dans le chapitre qui suit, nous allons voir
comment modi�er le modèle a�n de prendre en compte ces e�ets.
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Chapitre 3

Frottements

3.1 Lois de frottement

Dans le chapitre 2, nous nous sommes intéressés au système de Saint-Venant sous la
forme suivante {

∂th+ ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = −gh∂xz . (3.1)

Pour la simulation du ruissellement de l'eau de pluie sur une surface agricole, ce modèle
est incomplet. En e�et, il su�t de considérer des solutions stationnaires su�samment
régulières. Nous avons alors :

∂th = ∂tu = ∂tq = 0,

nous avons alors la conservation de la charge ou relation de Bernoulli (voir Flamant [1891,
p.29-33] et annexe B) :

H(x) =
u(x)2

2g
+ z(x) + h(x) = Cte.

Cette relation signi�e que l'énergie de l'écoulement est conservée :

Ec + Epes + Epr = Cte,

avec
� Ec : l'énergie cinétique,
� Epes : l'énergie potentielle de pesanteur,
� Epr : l'énergie potentielle de pression.
Cette hypothèse de "�uide parfait" (voir Flamant [1891, p.33-34]) est irréaliste : la

rugosité et la nature du sol génèrent une perte d'énergie, appelée perte de charge, qui ne
peut être négligée.

A�n de rendre le modèle plus réaliste, nous tenons compte de cette perte de charge
(voir Flamant [1891, p.33-34]) sous la forme d'une loi de frottement liée aux propriétés du
fond. Le système de Saint-Venant prend alors la forme{

∂th+ ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = −gh(∂xz + Sf )

(3.2)
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où Sf est la loi de frottement.

Di�érentes lois de frottement empiriques existent dans la littérature, issues pour la
plupart de l'étude des écoulements dans les tuyaux de conduite et dans les canaux ouverts
(Flamant [1891, p.169-282]). Parmi toutes ces lois, nous nous intéressons particulièrement
à deux familles de lois classiques en hydrologie. Il s'agit de la famille des lois de Manning
et Strickler d'une part, de Darcy-Weisbach et Chézy d'autre part.

Les lois de la famille Manning et Strickler s'écrivent sous la forme

Sf = Cf
u|u|
h4/3

= Cf
q|q|
h10/3

où Cf est le coe�cient de frottement. Il existe di�érentes façons d'écrire ce coe�cient. En
posant Cf = n2, nous obtenons la loi de frottement de Manning (plutôt utilisée par les
anglo-saxons, voir Hervouet [2003, p. 58] , Smith et al. [2007])

Sf = n2 u|u|
h4/3

= n2 q|q|
h10/3

où n est le coe�cient de Manning. En ce qui concerne ce coe�cient, il existe des tables qui
référencent des valeurs pour n en fonction du sol (voir entre autres le site du logiciel FishX-
ing version 3 1 dont est extraite la �gure 3.1). La plupart de ces tables ont été élaborées à
partir des travaux e�ectués dans Chow [1959, p.98-114].

Avec Cf = 1/K2, nous obtenons la loi de frottement de Strickler (voir Viollet et al.
[2002], Hervouet [2003, p.58])

Sf =
u|u|

K2h4/3
=

q|q|
K2h10/3

.

où K est le coe�cient de Strickler.

Les lois de la famille de Darcy-Weisbach et Chézy s'écrivent sous la forme

Sf = Cf
u|u|
h

= Cf
q|q|
h3

,

ici encore il existe di�érente façons d'écrire Cf . En posant Cf =
1

C2
, nous obtenons la loi

de Chézy (voir Hervouet [2003, p.58], Smith et al. [2007])

Sf =
u|u|
C2h

=
q|q|
C2h3

,

où C est le coe�cient de Chézy.

Avec Cf =
f

8g
, nous obtenons la loi de Darcy-Weisbach (voir Viollet et al. [2002],

Chanson [2006], Smith et al. [2007])

Sf =
fu|u|
8gh

=
fq|q|
8gh3

,

où f est le coe�cient de Darcy-Weisbach.

Dans certains modèles en hydrologie, ces coe�cients sont remplacés par des termes non
constants. Voyons quelques exemples :

1. http ://www.fsl.orst.edu/geowater/FX3/help/8_Hydraulic_Reference/Mannings_n_Tables.htm
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Figure 3.1 � Tableau de coe�cients de frottement de Manning.
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� Dans Fiedler and Ramirez [2000], Dunkerley [2002], Ra� and Ramirez [2005], nous
trouvons une loi de frottement de Darcy-Weisbach avec le coe�cient f = K0/Re =
νK0/|q|, où ν est la viscosité cinématique (pour de l'eau à 20◦C : ν = 1.005−6m2/s),
K0 dépend de la nature du sol et Re = |q|/ν est le nombre de Reynolds (qui s'inter-
prète comme le rapport entre force d'inertie et forces visqueuses). Dans ce cas nous
retrouvons une loi de frottement linéaire en u

Sf =
νK0u

8gh2
=
νK0q

8gh3
.

� Dans Lawrence [1997], Smith et al. [2007], nous trouvons des coe�cients de frottement
dépendant de la taille des microrugosités du sol.

Les lois de frottements peuvent s'écrire sous la forme "universelle" suivante

Sf = C(h, |u|)u (3.3)

avec

� pour la loi de Manning : C(h, |u|) = n2 |u|
h4/3

,

� pour la loi de Darcy-Weisbach : C(h, |u|) =
f

8g

|u|
h

et sous la forme

Sf x = C(h,
√
u2 + v2)u et Sf y = C(h,

√
u2 + v2)v (3.4)

pour le modèle bidimensionnel. Nous reviendrons sur les lois de frottement bidimensionnelle
dans le chapitre 5.

Dans la suite de ce travail, nous choisissons d'utiliser les lois de Manning et de Darcy-
Weisbach avec coe�cients de frottement constants car elles sont très usitées en hydrologie.
Nous allons nous intéresser à leur traitement numérique.

3.2 Traitement numérique

Dans la littérature, il existe di�érentes façons de traiter le terme de frottement parmi
lesquelles : explicite, implicite, semi-implicite (voir entre autres Paquier [1995, p.43-45],
Garcia-Navarro et al. [1999], Valiani et al. [1999b,a, 2002] et Cale� et al. [2003]), splitting
de Strang (Liang and Marche [2009]) et topographie apparente (voir Bouchut [2004, p.96-
99], Mangeney-Castelnau et al. [2005] et Mangeney et al. [2007]).

Avant même d'aller plus loin, nous pouvons déjà éliminer certaines méthodes de traite-
ment des frottements. Bien qu'étant simple à mettre en ÷uvre, le traitement explicite des
frottements n'est pas adapté au problème qui nous intéresse. En e�et, comme mentionné
dans Paquier [1995, p.44], le traitement explicite donne des instabilités et des vitesses anor-
malement élevées au niveau des interfaces sec/mouillé. La méthode implicite est lourde à
mettre en ÷uvre, elle nécessite la résolution d'une équation du second degré et ne peut être
passée en dimension deux. De plus, la méthode semi-implicite lui sera toujours préférée car
elle donne des résultats équivalents tout en ayant un degré de complexité moindre (voir
Paquier [1995, p.43-45]). Le splitting de Strang consiste à calculer l'e�et des frottements
sur un demi-pas de temps, puis à résoudre le système de Saint-Venant sans frottement et
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en�n calculer à nouveau l'e�et des frottements sur un demi-pas de temps ; cela permet
d'obtenir une méthode d'ordre 2. Cependant, cette méthode nécessite une programmation
à pas de temps �xe ou d'alourdir l'algorithme pour garder un code à CFL �xe. De plus, ici
encore la méthode semi-implicite permet d'obtenir des résultats très proches de ceux de la
méthode de Strang (voir Liang and Marche [2009]). C'est pourquoi, nous nous intéressons
au traitement semi-implicite (voir Fiedler and Ramirez [2000], Bristeau and Coussin [2001],
Marche [2005, p.185-198] et Liang and Marche [2009]).

La présence du terme source de frottement entraine l'existence de nouveaux états
d'équilibre qui peuvent poser des problèmes d'un point de vue numérique. Or la méth-
ode de topographie apparente est une méthode équilibrée à la di�érence des méthodes
précédentes. Cette méthode consiste à interpréter le terme de frottement comme une mod-
i�cation de la topographie. La reconstruction hydrostatique est alors appliquée avec cette
topographie modi�ée. La méthode de topographie apparente a été utilisée pour la résolution
du le système de Saint-Venant avec force de Coriolis (Bouchut [2004, p.115]) et avec force
de frottement de Coulomb dans Bouchut [2004, p.97-99] et Mangeney et al. [2007]. D'autres
méthodes numériques utilisent le même principe (Chinnayya and LeRoux [1999], Lukácová-
Medvidová [2005], Lukácová-Medvid'ová and Teschke [2006] et Lukácová-Medvid'ová et al.
[2007]).

Dans ce qui suit, nous nous intéressons donc à la méthode de topographie apparente
(introduite dans Bouchut [2004, p.96-99]) ainsi qu'à la méthode de traitement semi-implicite
(la méthode la plus utilisée). Puis sur des tests, nous véri�erons leur capacité à préserver
les états d'équilibre et à calculer correctement les écoulements avec transitions sec/mouillé.

3.2.1 Topographie apparente

La méthode de topographie apparente consiste à interpréter le système de Saint-Venant
avec frottement (3.2) comme un système de Saint-Venant avec topographie (3.1) ou système
de Saint-Venant usuel (car le plus étudié dans la littérature). En e�et, Sf dépend de h et
de u (fonctions du temps t et de l'espace x), ce qui permet d'écrire les frottements sous la
forme d'une fonction de t et de x : Sf (t, x). Le système (3.2) s'écrit alors{

∂th+ ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = −gh∂xzapp . (3.5)

où zapp est la topographie "apparente"

zapp = z + b,

avec
∂xb = Sf . (3.6)

Appliquer la méthode de reconstruction hydrostatique au système (3.5) permet d'obtenir
un schéma qui préserve les états d'équilibre du lac au repos (1.19) avec la topographie zapp{

u = 0
h+ zapp = Cte

,

qui s'écrit aussi sous la forme {
u = 0
∂x(h+ z) = −Sf

. (3.7)
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Il s'agit de l'équilibre stationnaire du lac au repos avec frottement. Cette interprétation
permet donc d'obtenir un schéma équilibre avec frottement.

A l'ordre 1 le schéma s'écrit

Un+1
i − Uni +

∆t

∆x

(
Fni+1/2G − Fni−1/2D

)
= 0,

avec {
Fni−1/2D = FD(Uni−1, U

n
i ,∆zi−1/2 + ∆bni−1/2)

Fni+1/2G = FG(Uni , U
n
i+1,∆zi+1/2 + ∆bni+1/2)

,

où ∆zi+1/2 = zi+1 − zi , les fonctions FG et FD sont les �ux numériques associés au
problème de Saint-Venant usuel (voir le chapitre 2.1.1.1) et ∆bni+1/2 est obtenu à partir de
la discrétisation explicite de (3.6) sur l'intervalle de temps (tn, tn+1)

∆bni+1/2

∆x
= Sf

n
i+1/2.

Le schéma ainsi obtenu préserve les états d'équilibre discrets de la forme{
ui = ui+1 = 0
g (hi+1 + zi+1) = g (hi + zi)− gSf i+1/2∆x

,

qui sont des approximations des états d'équilibre au repos (3.7).

Le schéma d'ordre 2 est obtenu en reprenant celui du chapitre 2.1.1.2

Un+1
i − Uni +

∆t

∆xi

(
Fni+1/2G − Fni−1/2D − Fcni

)
= 0,

avec la modi�cation suivante du �ux centré

Fcni =

 0

−g
hni−1/2D + hni+1/2G

2
(∆zni + ∆bni )

 ,

avec
∆bni
∆x

= Sf
n
i .

Nous devons maintenant nous intéresser à l'écriture de Sf à l'ordre 1 pour les lois de
frottement choisies. Pour les frottements de Manning, nous posons

Sf
n
i+1/2 =


0 si hni = hni+1 = 0

n2
uni+1/2|uni+1/2|
hni+1/2

4/3
sinon ,

et pour les frottements de Darcy-Weisbach

Sf
n
i+1/2 =


0 si hni = hni+1 = 0

f
uni+1/2|uni+1/2|

8ghni+1/2

sinon
,
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avec

uni+1/2 =
hni u

n
i + hni+1u

n
i+1

hni + hni+1

et hni+1/2 =
hni + hni+1

2
.

Nous considérons que si la hauteur d'eau est nulle alors il n'y a pas pas de frottement.

A l'ordre 2 pour le calcul de Sf
n
i+1/2, les variables d'indice i (respectivement i+ 1) sont

remplacées par les variables d'indice i+ 1/2− (respectivement i+ 1/2+) obtenues par une
des reconstruction : MUSCL, ENO ou ENO modi�ée (voir le chapitre 2.1.1.2). Et le terme
centré Sf

n
i est obtenu d'une façon analogue à Sf

n
i+1/2, en utilisant les variables d'indices

i− 1/2+ et i+ 1/2−.

3.2.2 Traitement semi-implicite

Le traitement semi-implicite est une méthode à pas fractionnaire. A l'ordre 1, ce traite-
ment se résume à e�ectuer les deux étapes suivantes

1. Résolution du système de Saint-Venant

U∗ = Un + ∆tΦ (Un) ,

2. Résolution du terme source de frottement

Ũn+1 = Sf∆t(U
∗).

La première étape (comme son nom l'indique) consiste à résoudre sur un pas de temps le
système de Saint-Venant à partir des variables Un, a�n d'obtenir des valeurs intermédiaires
U∗

U∗i = Uni −
∆t

∆x

(
Fni+1/2G − Fni−1/2D

)
.

Pour la deuxième étape, le système

∂tU =

(
0

−ghSf

)
, (3.8)

doit être résolu ce qui permet d'obtenir les variables Un+1. La première équation du système
(3.8) s'écrit ∂th = 0. D'un point de vue numérique, nous avons donc hn+1 = h∗ et l'étape
2 se réduit donc à la résolution de l'équation di�érentielle suivante

∂tq = −ghSf .

Pour la discrétisation en temps, nous utilisons un schéma d'Euler explicite

h∗i

(
un+1
i − u∗i

∆t

)
= −ghSf .

Dans la littérature le terme Sf est discrétisé de deux façons di�érentes. La première (voir
Marche [2005, p.197]) s'écrit pour la loi de Manning

h∗i

(
un+1
i − u∗i

∆t

)
= −gn2 qn+1

i |q∗i |(
hn+1
i

)7/3
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et pour la loi de Darcy-Weisbach

h∗i

(
un+1
i − u∗i

∆t

)
= −f

8

qn+1
i |q∗i |(
hn+1
i

)2
La deuxième (voir Bristeau and Coussin [2001]) s'écrit

h∗i

(
un+1
i − u∗i

∆t

)
= −gn2 qn+1

i |qni |
hni
(
hn+1
i

)4/3
pour la loi de Manning et

h∗i

(
un+1
i − u∗i

∆t

)
= −f

8

qn+1
i |qni |
hni h

n+1
i

pour la loi de Darcy-Weisbach. Dans ce qui va suivre, a�n de faciliter leur comparaison,
nous parlerons de méthode semi-implicite 1 (respectivement semi-implicite 2) pour désigner
la première méthode semi-implicite présentée (respectivement la deuxième).

Comme mentionné dans Marche [2005, p.197], le traitement semi-implicite des frotte-
ments présente quelques propriétés importantes :

� préservation de la positivité de la hauteur d'eau,
� préservation des états d'équilibre au repos.

D'un point de vue physique (voir Burguete et al. [2008] et Liang and Marche [2009]), la
force de frottement admet une valeur maximale qui ne peut être dépassée : l'e�et maximum
des frottements est de stopper l'écoulement. D'un point de vue numérique la vitesse et le
débit doivent rester de signe constant

qn+1qn ≥ 0.

Cependant cette propriété peut être violée d'un point de vue numérique, en particulier au
voisinage des interfaces sec/mouillé où le traitement du terme de frottement est susceptible
de produire des instabilités (comme observé numériquement dans Burguete et al. [2008]).

A�n de remédier à ce problème nous écrivons le traitement des frottements sous la
forme suivante

qn+1 = ∆tSf + qn,

ce qui nous permet d'obtenir les valeurs limites suivantes (voir Burguete et al. [2008] et
Liang and Marche [2009])

ghSf

{
≥ −qn/∆t si qn ≥ 0
≤ −qn/∆t si qn ≤ 0

.

Le schéma d'ordre 2 (voir 2.12) est modi�é de la façon suivante

1. Résolution du système de Saint-Venant

U∗ = Un + ∆tΦ (Un) ,

2. Résolution du terme source
Ũn+1 = Sf∆t(U

∗),
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3. Résolution du système de Saint-Venant

U∗∗ = Ũn+1 + ∆tΦ
(
Ũn+1

)
,

4. Résolution du terme source
Ũn+2 = Sf∆t(U

∗∗),

5. Mise à jour des variables par la méthode de Heun

Un+1 =
Un + Ũn+2

2
,

où Φ est dé�ni par (2.11).

Bien que ce traitement du terme source de frottement soit d'ordre 1 et détériore donc
l'ordre général du schéma (voir LeVeque [2002, p.380-384]), numériquement elle permet de
retrouver des résultats très proches de ceux obtenus avec des méthodes d'ordre 2 telles que
le splitting de Strang (voir Liang and Marche [2009]).

3.3 Comparaison des méthodes

3.3.1 Tests analytiques

Dans la section 3.2, nous avons présenté trois méthodes de traitement des frottements :
topographie apparente, semi-implicite 1 et semi-implicite 2. Dans cette partie, nous tentons
de répondre à la question suivante : quelle méthode de traitement des frottements devons-
nous utiliser pour la simulation numérique du ruissellement d'eau de pluie sur des surfaces
agricoles ?

A l'image de ce qui a été fait dans le chapitre 2, nous mettons en place une batterie
de cas tests analytiques permettant de reproduire di�érents phénomènes hydrologiques.
Pour cela nous utilisons la solution de Dressler (voir Dressler [1952] et l'annexe B) qui
est une solution approchée d'une rupture de barrage sur fond sec avec frottement. Ce
cas test permet d'évaluer la capacité des di�érentes méthodes à calculer correctement
les transitions sec/mouillé. Puis nous reprenons les solutions analytiques obtenues dans
le cadre d'un stage de M2 e�ectué au laboratoire MAPMO 2 (voir Vo Thi Ngoc [2008]).
Ces solutions analytiques correspondent à des équilibres stationnaires. Elles reposent sur
une idée originale proposée dans les travaux de Ian MacDonald (voir MacDonald [1994],
MacDonald et al. [1994, 1995], MacDonald [1996] et MacDonald et al. [1997]) qui peut
être vue comme un problème inverse. Nous nous donnons un débit constant et un pro�l
de hauteur d'eau (notée hex dans ce chapitre) sur tout le domaine, puis nous calculons la
topographie associée à cet équilibre stationnaire à l'aide de la relation

∂xz =

(
q2

gh3
− 1

)
∂xh− Sf

et d'une méthode d'intégration numérique. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur
vers les travaux de Ian MacDonald, Vo Thi Ngoc [2008] ainsi que vers la section B.4.

Nous avons à notre disposition di�érentes con�gurations :

2. Mathématiques et Applications, Physique Mathématique d'Orléans : Université d'Orléans & CNRS
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3.3. COMPARAISON DES MÉTHODES

� alimentation : �uviale ou torrentielle,
� sortie : �uviale ou torrentielle,
� loi de frottement : Manning ou Darcy-Weisbach.

Comme dans le chapitre 2, nous devons être en mesure de localiser les ressauts, mais leur
calcul précis n'est pas nécessaire.

La méthode choisie devra avoir le meilleur rapport précision/temps de calcul. Dans ce
qui va suivre, nous allons présenter les di�érents cas tests analytiques qui nous permettrons
de comparer et valider les di�érentes méthodes numériques.

3.3.1.1 Solution de Dressler

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 0  500  1000  1500  2000

h 
(m

)

x (m)

surface libre

Figure 3.2 � Solution de Dressler 40 s après la rupture du barrage.

La solution de Dressler est une solution approchée d'une rupture de barrage sur fond sec
avec frottement de Darcy-Weisbach (voir Dressler [1952] et Chanson [2005, p.13-14]). C'est
un cas test qui a été souvent utilisé dans le cadre du projet européen CADAM 3 (voir Morris
[2000]) a�n de valider di�érentes méthodes numériques (voir Goutal and Maurel [1997] et
Valiani et al. [1999b, 2002]). Ce test nous permet d'évaluer la capacité des méthodes à
calculer le déplacement d'une transition sec/mouillé avec un terme de frottement. Ce cas
test est personnalisable, il est possible de choisir une taille de domaine (L), la position
du barrage avant rupture (x0) et une hauteur d'eau en amont du barrage proche de celles
que nous sommes amenés à rencontrer sur les problèmes qui nous intéressent. Mais nous
avons préféré reprendre les valeurs données dans Goutal and Maurel [1997, p.26-28], car
elles ont été utilisées avec de nombreux schémas. Ces résultats numériques nous serviront
de références en plus de la solution analytique approchée.

Pour ce cas test, la longueur du domaine est L = 2000 m, la position du barrage est en

3. Concerted Action on Dam-break Modelling, voir www.hrwallingford.co.uk/projects/CADAM
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x0 = 1000 m et la topographie est dé�nie par

z(x) = 0 pour 0 m < x < 2000 m.

Les conditions initiales sont

h =

{
6 m pour 0 m < x ≤ 1000 m
0 m sinon

et
q = 0 m2/s.

Nous considérons un frottement de Darcy-Weisbach avec un coe�cient de valeur �xe

f =
8g

402
,

ce qui revient à prendre la loi de frottement de Chézy avec un coe�cient C = 40.

La rupture du barrage se produit à l'instant t = 0, la simulation s'arrête à l'instant
t = 40 s. Nous obtenons alors la surface libre de la �gure 3.2.

L'intérêt de ce test est de disposer :
� d'une solution analytique approchée avec terme de frottement,
� d'une transition sec/mouillé,
� de deux zones au repos (dont une sèche).

3.3.1.2 Ecoulement �uvial-�uvial 1
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Figure 3.3 � Ecoulement �uvial-�uvial pour la loi de Darcy-Weisbach.

Nous considérons un canal de 1000 m de long et la hauteur d'eau à l'équilibre donnée
par

hex(x) =

(
4

g

)1/3
(

1 +
1

2
exp

(
−16

(
x

1000
− 1

2

)2
))

(3.9)
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et

d

dx
hex(x) = −

(
4

g

)1/3 2

125

(
x

1000
− 1

2

)
exp

(
−16

(
x

1000
− 1

2

)2
)
.

Le débit est q = 2 m2/s, nous avons donc un écoulement entièrement �uvial (comme illustré
pour la loi de Darcy-Weisbach sur la �gure 3.3).
Les coe�cients de frottement sont pour la loi de

� Manning : n = 0.033,
� Darcy-Weisbach : f = 0.093.

Les conditions initiales sont

h = 0 m et q = 0 m2/s

et les conditions aux bords {
en amont q = 2 m2/s
en aval h = hex(1000) m

,

nous obtenons un écoulement �uvial.

L'intérêt de ce test est de disposer :
� d'une solution analytique avec frottement en régime permanent,
� d'une topographie variable,
� d'un écoulement entièrement �uvial,
� de conditions de bord �uviales.

3.3.1.3 Ecoulement torrentiel-torrentiel 1
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Figure 3.4 � Ecoulement torrentiel-torrentiel pour la loi de Darcy-Weisbach.

100



3.3. COMPARAISON DES MÉTHODES

Nous considérons un canal de 1000 m de long et la hauteur d'eau à l'équilibre donnée
par

hex(x) =

(
4

g

)1/3
(

1− 1

5
exp

(
−36

(
x

1000
− 1

2

)2
))

et
d

dx
hex(x) =

(
4

g

)1/3 9

625

(
x

1000
− 1

2

)
exp

(
−36

(
x

1000
− 1

2

)2
)
.

Le débit est q = 2.5 m2/s, nous avons donc un écoulement entièrement torrentiel (comme
illustré pour la loi de Darcy-Weisbach sur la �gure 3.4).
Les coe�cients de frottement sont pour la loi de

� Manning : n = 0.04,
� Darcy-Weisbach : f = 0.065.

Les conditions initiales sont
h = 0 m et q = 0 m2/s

et les conditions aux bords{
en amont q = 2.5 m2/s et h = hex(0) m
en aval sortie libre

,

nous obtenons un écoulement torrentiel.

L'intérêt de ce test est de disposer :
� d'une solution analytique avec frottement en régime permanent,
� d'une topographie variable,
� d'un écoulement entièrement torrentiel,
� de conditions de bord torrentielles.

3.3.1.4 Ecoulement �uvial-torrentiel 1

Nous considérons un canal de 1000 m de long et la hauteur d'eau à l'équilibre donnée
par

hex(x) =


(

4

g

)1/3(
1− 1

3
tanh

(
3

(
x

1000
− 1

2

)))
0 ≤ x ≤ 500 m(

4

g

)1/3(
1− 1

6
tanh

(
6

(
x

1000
− 1

2

)))
500 < x ≤ 1000 m

et

d

dx
hex(x) =


−
(

4

g

)1/3 1

1000

(
1− tanh

(
3

(
x

1000
− 1

2

))2
)

0 ≤ x ≤ 500 m

−
(

4

g

)1/3 1

1000

(
1− tanh

(
6

(
x

1000
− 1

2

))2
)

500 < x ≤ 1000 m

.

Le débit est q = 2 m2/s, nous avons donc un écoulement transcritique. L'écoulement en
amont est �uvial et devient torrentiel (comme illustré pour la loi de Darcy-Weisbach sur
la �gure 3.5).

Les coe�cients de frottement sont pour la loi de
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Figure 3.5 � Ecoulement �uvial-torrentiel pour la loi de Darcy-Weisbach.

� Manning : n = 0.0218,
� Darcy-Weisbach : f = 0.042.

Les conditions initiales sont
h = 0 m et q = 0 m2/s

et les conditions aux bords {
en amont q = 2 m2/s
en aval sortie libre

,

nous obtenons un écoulement transcritique.

L'intérêt de ce test est de disposer :
� d'une solution analytique avec frottement en régime permanent,
� d'une topographie variable,
� d'un écoulement transcritique,
� de conditions de bord �uviale en amont et torrentielle en aval.

3.3.1.5 Ecoulement torrentiel-�uvial 1

Nous considérons un canal de 1000 m de long et la hauteur d'eau à l'équilibre donnée
par

hex(x) =



(
4

g

)1/3( 9

10
− 1

6
exp

(
− x

250

))
, 0 ≤ x ≤ 500 m

(
4

g

)1/3
(

1 +

3∑
k=1

ak exp

(
−20k

(
x

1000
− 1

2

))
+

4

5
exp

( x

1000
− 1
))

, 500 < x ≤ 1000 m
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Figure 3.6 � Ecoulement torrentiel-�uvial pour la loi de Darcy-Weisbach.

et

d

dx
hex(x) =



(
4

g

)1/3 1

1500
exp

(
− x

250

)
, 0 ≤ x ≤ 500 m

(
4

g

)1/3
(
− 1

50

3∑
k=1

kak exp

(
−20k

(
x

1000
− 1

2

))
+

1

1250
exp

( x

1000
− 1
))

, 500 < x ≤ 1000 m

avec a1 = −0.348427, a2 = 0.552264, a3 = −0.55558.
Le débit est q = 2 m2/s, nous avons donc un écoulement transcritique avec ressaut. L'é-
coulement en amont est torrentiel et devient �uvial au travers d'un ressaut (comme illustré
pour la loi de Darcy-Weisbach sur la �gure 3.6).

Les coe�cients de frottement sont pour la loi de
� Manning : n = 0.0218,
� Darcy-Weisbach : f = 0.0425.

Les conditions initiales sont
h = 0 m et q = 0 m2/s

et les conditions aux bords{
en amont q = 2 m2/s et h = hex(0) m
en aval h = hex(1000) m

,

nous obtenons un écoulement transcritique avec choc.

L'intérêt de ce test est de disposer :
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� d'une solution analytique avec frottement en régime permanent,
� d'une topographie variable,
� d'un écoulement transcritique avec un ressaut,
� de conditions de bord torrentielle en amont et �uviale en aval.

3.3.1.6 Ecoulement �uvial-�uvial 2
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Figure 3.7 � Ecoulement �uvial-�uvial pour la loi de Manning.

Ce cas test est certainement le plus complet de cette série. En e�et, nous avons un
écoulement �uvial en entrée qui devient torrentiel pour redevenir �uvial à travers un ressaut
(�g. 3.7).

Nous considérons un canal de 100 m de long et la hauteur d'eau à l'équilibre donnée
par

hex(x) =



(
4

g

)1/3(4

3
− x

100

)
− 9x

1000

(
x

100
− 2

3

)
, 0 ≤ x ≤ 200

3
m

(
4

g

)1/3
(
a1

(
x

100
− 2

3

)4

+ a1

(
x

100
− 2

3

)3

−a2

(
x

100
− 2

3

)2

+ a3

(
x

100
− 2

3

)
+ a4

)
,

200

3
< x ≤ 100 m
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et

d

dx
hex(x) =



(
4

g

)1/3(
− 1

100

)
− 9

500

(
x

100
− 1

3

)
, 0 ≤ x ≤ 200

3
m

(
4

g

)1/3
(

4a1

100

(
x

100
− 2

3

)3

+
3a1

100

(
x

100
− 2

3

)2

−2a2

100

(
x

100
− 2

3

)
+

a3

100

)
,

200

3
< x ≤ 100 m

avec a1 = 0.674202, a2 = 21.7112, a3 = 14.492 et a4 = 1.4305.
Le débit est q = 2 m2/s.

Le coe�cient de frottement est pour la loi de Manning : n = 0.0328. Les conditions
initiales sont

h = max(hex(100) + z(100)− z, 0) m et q = 0 m2/s

et les conditions aux bords {
en amont q = 2 m2/s
en aval h = hex(100) m

.

L'intérêt de ce test est de disposer :
� d'une solution analytique avec frottement en régime permanent,
� d'une topographie variable,
� d'un écoulement transcritique et avec ressaut,
� de conditions de bord �uviales.

3.3.1.7 Ecoulement �uvial-torrentiel 2

Nous considérons un canal de 100 m de long et la hauteur d'eau à l'équilibre donnée
par

hex(x) =

(
4

g

)1/3
(

1− (x− 50)

200
+

(x− 50)2

30000

)
et

d

dx
hex(x) =

(
4

g

)1/3(
− 1

200
+

(x− 50)

15000

)
.

Le débit est q = 2 m2/s, nous avons donc un écoulement transcritique. L'écoulement en
amont est �uvial et devient torrentiel (�g. 3.8).
Les coe�cients de frottement est pour la loi de Manning : n = 0.0328. Les conditions
initiales sont

h = max(hex(100) + z(100)− z, 0) m et q = 0 m2/s

et les conditions aux bords {
en amont q = 2 m2/s
en aval sortie libre

,

nous obtenons un écoulement transcritique.

L'intérêt de ce test est de disposer :
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Figure 3.8 � Ecoulement �uvial-torrentiel pour la loi de Manning.

� d'une solution analytique avec frottement en régime permanent,
� d'une topographie variable,
� d'un écoulement transcritique,
� de conditions de bord �uviale en amont et torrentielle en aval.

3.3.1.8 Ecoulement torrentiel-torrentiel 2

Nous considérons un canal de 100 m de long et la hauteur d'eau à l'équilibre donnée
par

hex(x) =

(
4

g

)1/3
(

1− 1

4
exp

(
−4

(
x

100
− 1

2

)2
))

et
d

dx
hex(x) =

(
4

g

)1/3 1

50

(
x

100
− 1

2

)
exp

(
−4

(
x

100
− 1

2

)2
)
.

Le débit est q = 2 m2/s, nous avons donc un écoulement entièrement torrentiel (�g. 3.9).
Le coe�cient de frottement est pour la loi de Manning : n = 0.03. Les conditions initiales
sont

h = 0 m et q = 0 m2/s

et les conditions aux bords{
en amont q = 2 m2/s et h = hex(0) m
en aval sortie libre

,

nous obtenons un écoulement torrentiel.

L'intérêt de ce test est de disposer :
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Figure 3.9 � Ecoulement torrentiel-torrentiel pour la loi de Manning.

� d'une solution analytique avec frottement en régime permanent,
� d'une topographie variable,
� d'un écoulement entièrement torrentiel,
� de conditions de bord torrentielles.

3.3.1.9 Ecoulement �uvial-�uvial périodique

Nous considérons un canal de 5000 m de long et la hauteur d'eau à l'équilibre donnée
par

hex(x) =
9

8
+

1

4
sin
( πx

500

)
et

d

dx
hex(x) =

π

2000
cos
( πx

500

)
.

Le débit est q = 2 m2/s, nous avons donc un écoulement entièrement �uvial (�g. 3.10).
Le coe�cient de frottement est pour la loi de Manning : n = 0.03. Les conditions initiales
sont

h = max(hex(5000) + z(5000)− z, 0)0 m et q = 0 m2/s

et les conditions aux bords {
en amont q = 2 m2/s
en aval h = hex(5000) m

,

nous obtenons un écoulement �uvial.

L'intérêt de ce test est de disposer :
� d'une solution analytique avec frottement en régime permanent,
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Figure 3.10 � Ecoulement �uvial-�uvial périodique pour la loi de Manning.

� d'une solution analytique périodique,
� d'une topographie variable qui se rapproche de la forme des sillons,
� d'un écoulement entièrement �uvial,
� de conditions de bord �uviales.

3.3.1.10 Récapitulatif des tests utilisés
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3.3.2 Résultats numériques

Nous avons généré les résultats de cette partie à l'aide de variantes du code utilisé au
chapitre 2. Nous avons à nouveau utilisé le compilateur gfortran sans option de compilation
(voir la section 2.2.2). La con�guration pour lancer l'exécutable a été la suivante :

� système d'exploitation : Ubuntu version 9.04,
� matériel :
� mémoire 2.9 Go,
� processeur Intel R© Core

TM

2 Duo CPU T5750 2.00 GHz.
Les temps de calcul sont évalués à l'aide du sous-programme SYSTEM_CLOCK (comme au
chapitre 2). En�n, nous avons e�ectué tous les calculs avec le �ux HLL et la reconstruction
MUSCL en respectant la condition de CFL théorique (nCFL = 0.5).

Nous avons quatre groupes de tests :
� La solution de Dressler. Pour ce test, la loi de frottement est la loi de Darcy-Weisbach.
La longueur du domaine est L = 2000 m, le temps total de la simulation correspond
à 40 secondes et nous avons utilisé une discrétisation numérique de 50, 100, 200, 400
et 800 mailles.

� Les écoulements �uvial-�uvial 1, torrentiel-torrentiel 1, �uvial-torrentiel 1 et torrentiel-
�uvial 1. Pour chacun de ces tests nous avons deux solutions une pour le terme de
frottement de Manning et une pour le terme de frottement de Darcy-Weisbach. La
condition initiale est un sol sec a�n de tester la capacité de la méthode numérique
à capturer un écoulement stationnaire après une phase transitoire. La longueur du
domaine est L = 1000 m, le temps total des simulations correspond à 1500 secondes
et nous avons utilisé une discrétisation numérique de 25, 50, 100, 200 et 400 mailles.

� Les écoulements �uvial-�uvial 2, �uvial-torrentiel 2 et torrentiel-torrentiel 2. Pour
chacun de ces tests nous n'avons qu'une seule solution pour le terme de frottement
de Manning (il serait assez aisé d'en obtenir une pour la loi de Darcy-Weisbach). La
longueur du domaine est L = 100 m, le temps total des simulations correspond à
1500 secondes et nous avons utilisé une discrétisation numérique de 25, 50, 100, 200
et 400 mailles. Les mailles sont donc dix fois plus petites que pour la série de tests
précédente, ce qui permet de tester la méthode numérique à di�érentes échelles.

� L'écoulement �uvial-�uvial périodique. Pour ce test, la loi de frottement est la loi de
Manning. La longueur du domaine est L = 5000 m, le temps total de la simulation
correspond à 5000 secondes et nous avons utilisé une discrétisation numérique de 100,
200, 400, 800 et 1600 mailles.

Pour les �gures 3.15, 3.16, 3.18, 3.19, 3.21, 3.22, 3.24, 3.25, 3.27, 3.29, 3.32 et 3.34, la
partie (a) (respectivement (b)) correspond à la superposition de la hauteur d'eau (respec-
tivement du débit) analytique avec les hauteurs obtenues avec le maillage le plus grossier
(les débits obtenus avec le maillage le plus �n) avec la reconstruction MUSCL, le �ux HLL
et les di�érentes façons de traiter les frottements. La partie (c) (respectivement (d)) cor-
respond aux courbes de convergence L1 pour h (respectivement q) en fonction du maillage
pour les di�érentes méthodes. La partie (e) correspond à la comparaison des temps de
calcul en fonction du maillage. En�n, la partie (f) correspond à l'étude de la convergence
des méthodes vers les surfaces libres en fonctiion du temps de simulation pour le maillage
le plus �n.
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3.3.2.1 Solution de Dressler

Avant de commenter les résultats obtenus, signalons que les graphiques 3.11 c-d sont
extraits de Valiani et al. [1999b]. Ils ont été obtenus à l'aide d'un schéma volume �ni
non-équilibre d'ordre 2 explicite avec un �ux HLL et un traitement des frottements semi-
implicite.

Ce qui nous intéresse le plus dans cette simulation est le déplacement de la transition
sec/mouillé et la préservation des équilibres au repos. Nous constatons que chacune des
méthodes de traitement des frottements donne une position de la transition sec/mouillé un
peu plus avancée que celle donnée par la solution de Dressler (�gure 3.12). De plus la vitesse
au niveau du front d'onde n'est pas constante et est plus élevée que celle donnée par la
solution de Dressler. Ceci a été véri�é avec d'autres méthodes numériques (voir Goutal and
Maurel [1997] et �gs. 3.11 c-d extraites de Valiani et al. [1999b]). La solution de Dressler est
une solution approchée basée sur un développement asymptotique (voir Dressler [1952]),
cette solution donne seulement un ordre de grandeur des vitesses à obtenir. Les équilibres
au repos sont parfaitement préservés et la topographie étant plate, il n'est pas nécessaire
d'avoir un schéma équilibre a�n de préserver ces états d'équilibres au repos (�gs 3.11 c-d).
Avec 50 mailles, les deux méthodes de traitement semi-implicites donnent des résultats
très proches et sans oscillation (�gs 3.12 a-c-e). En ra�nant le maillage, les résultats sont
améliorés (�gs 3.12 b-d-f). Avec la méthode de topographie apparente, nous constatons un
pic de surévaluation de la vitesse calculée au niveau de la transition sec/mouillé (�g. 3.12 c),
l'amplitude de ce pic diminue en ra�nant le maillage (�g. 3.12 d). Comme nous l'avons
vu au chapitre 2, le �ux de Rusanov a donné les meilleurs résultats sur le test de Thacker
qui permet de tester les transitions sec/mouillé. Nous avons donc refait les calculs avec le
�ux de Rusanov et la méthode de topographie apparente (�gs 3.11 a-b). Nous obtenons
des pics moins prononcés que ceux obtenus avec le �ux HLL.
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Figure 3.11 � Solution de Dressler à t = 40 s : comparaison du pro�l de vitesses obtenu
avec la méthode de topographie apparente et le �ux de Rusanov pour (a) 50 mailles et
(b) 800 mailles et les pro�ls (c) de hauteur et (d) de vitesse obtenus dans Valiani et al.
[1999b].
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Figure 3.12 � Solution de Dressler à t = 40 s : comparaison des hauteurs d'eau pour (a) 50
et (b) 800 mailles, des vitesses pour (c) 50 et (d) 800 mailles et des débits pour (e) 50 et
(f) 800 mailles.
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3.3.2.2 Ecoulement �uvial-�uvial 1

A t = 1500 s, les di�érentes méthodes ont convergé vers une solution stationnaire et ont
une phase transitoire semblable (�gs 3.15f et 3.16f). Les résultats obtenus sont proches de
l'état stationnaire exact (�gs 3.15 a-b et 3.16 a-b) : les erreurs relatives sont inférieures à
0.2% (�gs 3.15f et 3.16f). Nous constatons des oscillations sur les courbes des débits calculés
à proximité de la sortie (�gs 3.15b et 3.16b). L'écoulement étant �uvial en aval, la hauteur
d'eau en sortie est imposée. Ainsi le traitement des conditions de bord peut être mis en
cause. Pour chacune des méthodes, nous retrouvons des taux de convergence de 1 (�gs
3.15 c-d et 3.16 c-d). Le traitement semi-implicite 1 est la méthode qui donne les résultats
les moins bons. Le traitement semi-implicite 2 et la topographie apparente donnent des
résultats assez proches (�gs 3.15 a-b-c-d-f et 3.16 a-b-c-d-f). La méthode semi-implicite 1
est celle qui nécessite les temps de calcul les plus longs, la méthode semi-implicite 2 nécessite
au contraire les temps les plus courts (�gs 3.15e et 3.16e). La �gure 3.14a (respectivement
�g. 3.14b) représente l'erreur faite sur les hauteurs d'eau (resp. les vitesses) en fonction
du temps de calcul (pour la loi de Darcy-Weisbach), ce qui permet de comparer l'e�cacité
des di�érentes méthodes. Le traitement semi-implicite 2 est légèrement plus e�cace que
la topographie apparente. Au niveau de l'interface sec/mouillé à l'instant t = 100 s (�g.
3.14c), nous observons un pic de surestimation de la vitesse avec la topographie apparente
(�g. 3.14d pour 25 et 400 mailles) que nous n'avons pas avec les méthodes semi-implicites.
Comme pour le cas test de Dressler, nous avons refait les calculs avec le �ux de Rusanov
et la topographie apparente (�g. 3.13). Nous obtenons encore des pics plus petits que ceux
obtenus avec le �ux HLL.
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Figure 3.13 � Ecoulement �uvial-�uvial 1 pour la loi de Darcy-Weisbach : comparaison
des vitesses obtenues avec le �ux de Rusanov associé à la topographie apparente avec le
�ux HLL associé au traitement semi-implicite 2 pour 25 et 400 mailles.
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Figure 3.14 � Ecoulement �uvial-�uvial 1, loi de Darcy-Weisbach : comparaison de l'e�-
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t = 100 s.
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Figure 3.15 � Ecoulement �uvial-�uvial 1 avec loi de Manning : comparaison (a) des
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de calcul et (f) des convergences en temps.
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Figure 3.16 � Ecoulement �uvial-�uvial 1 avec loi de Darcy-Weisbach : comparaison
(a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits,
(e) des temps de calcul et (f) des convergences en temps.
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3.3.2.3 Ecoulement torrentiel-torrentiel 1

A t = 1500 s, chacune des méthodes a convergé vers une solution stationnaire (�gs.
3.18f et 3.19f pour 400 mailles). Le traitement semi-implicite 1 donne des hauteurs d'eau
assez éloignées de la solution exacte (�gs 3.17a, 3.18a, 3.19a, 3.18f et 3.19f). Même pour
un maillage grossier, il est très di�cile de voir ce défaut sur un graphique représentant
la surface libre (�g. 3.17b). Les débits sont parfaitement calculés (�gs 3.19b et 3.18b),
les oscillations sont de très faibles amplitudes. Pour la loi de Manning, les frottements
sont surévalués avec la topographie apparente avec 25 mailles. En e�et, l'écoulement reste
bloqué sur la première maille (�g. 3.18a). Ce problème disparaît en ra�nant le maillage
(�g. 3.17a, 50 mailles). Nous n'avons pas ce problème pour la loi de Darcy-Weisbach (�g.
3.19a). Le calcul des taux de convergence pour la topographie apparente ne prennent pas
en compte les résultats obtenus pour 25 mailles (�gs 3.18 a-b) pour la loi de Manning. La
topographie apparente et le traitement semi-implicite 2 donnent des résultats assez proches
et meilleurs que ceux obtenus avec la méthode semi-implicite 1 (�gs 3.18 c-d et 3.19 c-d).
Les temps de calculs sont tous très proches (�gs 3.18e et 3.19e).

 0.55

 0.6

 0.65

 0.7

 0.75

 0  200  400  600  800  1000

h 
(m

)

x (m)

topographie apparente
semi-implicite 1
semi-implicite 2

Analytique

(a)

-12

-10

-8

-6

-4

-2

 0

 0  50  100  150  200  250  300  350  400

z+
h,

 z
 (

m
)

x (m)

topographie
semi-implicite 1

Analytique

(b)

Figure 3.17 � Ecoulement torrentiel-torrentiel 1, loi de Manning : (a) hauteurs d'eau pour
J = 50 mailles et (b) zoom sur la surface libre obtenue avec la méthode semi-implicite 1
pour J = 25 mailles.
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Figure 3.18 � Ecoulement torrentiel-torrentiel 1 avec loi de Manning : comparaison (a) des
hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps
de calcul et (f) des convergences en temps.
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Figure 3.19 � Ecoulement torrentiel-torrentiel 1 avec loi de Darcy-Weisbach : comparaison
(a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des
temps de calcul et (f) des convergences en temps.
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3.3.2.4 Ecoulement �uvial-torrentiel 1

La phase transitoire est commune à toutes les méthodes numériques et chacune des
méthodes a convergé vers une solution stationnaire à la �n de la simulation (�gs 3.21f et
3.22f). Comme pour le test précédent, le méthode semi-implicite 1 donne les hauteurs d'eau
les plus éloignées de la solution exacte, la hauteur est surestimée en aval (�gs 3.21 a-c-f et
3.22 a-c-f). Avec la topographie apparente, nous observons des oscillations au niveau des
hauteurs et des débits (�gs 3.21 a-b et 3.22 a-b). Ces oscillations semblent se former au
niveau de la transition �uvial/torrentiel. Le traitement semi-implicite 2 permet d'obtenir un
débit parfaitement constant pour la loi de Darcy-Weisbach (�g. 3.22b) et avec de légères
oscillations pour la loi de Manning (�g. 3.21b). La méthode semi-implicite 1 donne à
nouveau les moins bons résultats, la méthode semi-implicite 2 est la plus précise et la
topographie apparente se rapproche de la méthode semi-implicite 2 en ra�nant le maillage
(3.21 c-d et 3.21 c-d). Le meilleur compromis précision/temps de calcul est obtenu avec le
traitement demi-implicite 2 devant la topographie apparente (comme illustré pour la loi de
Manning et la loi de Darcy-Weisbach sur la �gure 3.20).
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Figure 3.20 � Ecoulement �uvial-torrentiel 1 : comparaison de l'e�cacité des méthodes
pour le calcul (a) des hauteurs d'eau, (b) des vitesses pour la loi de Manning et (c) des
hauteurs d'eau, (b) des vitesses pour la loi de Darcy-Weisbach.
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Figure 3.21 � Ecoulement �uvial-torrentiel 1 avec loi de Manning : comparaison (a) des
hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps
de calcul et (f) des convergences en temps.
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Figure 3.22 � Ecoulement �uvial-torrentiel 1 avec loi de Darcy-Weisbach : comparaison
(a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des
temps de calcul et (f) des convergences en temps.
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3.3.2.5 Ecoulement torrentiel-�uvial 1

Après 1500 secondes, chacune des méthodes a convergé vers une solution stationnaire
(�gs 3.24f et 3.25f). Le ressaut est parfaitement localisé, même pour un maillage grossier
(�gs 3.24a et 3.25a). Cependant, toutes les méthodes donnent une surestimation de la
hauteur d'eau en aval du ressaut (�gs 3.24a, 3.23 et 3.25a) ce qui peut être dû à une
condition de bord aval non adaptée. En amont du choc, la hauteur d'eau est légèrement
surévaluée par la méthode semi-implicite 1 (�gs 3.24a, 3.23 et 3.25a). Avec la topographie
apparente et la loi de Manning, nous observons à nouveau un bloquage de l'eau au niveau la
première maille du domaine avec 25 mailles (�g. 3.24a) qui disparaît en ra�nant le maillage
(�g. 3.23 pour 50 mailles). Ce problème n'est pas observé avec la loi de Darcy-Weisbach
(�g. 3.25a). Pour le calcul des débits, chacune des méthodes donne des résultats assez
proches et très satisfaisants pour le calcul des débits, à l'exception d'un pic au niveau du
ressaut (�gs. 3.24 b-d et 3.25 b-d). Concernant le calcul des hauteurs d'eau, le traitement
semi-implicite 1 est le moins précis et les deux autres méthodes donnent des résultats très
proches (�gs 3.24c et 3.25c). En�n, les traitements semi-implicites demandent moins de
temps de calcul que la topographie apparente (�gs 3.24e et 3.25e).
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Figure 3.23 � Ecoulement torrentiel-�uvial 1, loi de Manning : comparaison des hauteurs
pour J = 50 mailles.

124



3.3. COMPARAISON DES MÉTHODES

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 0  200  400  600  800  1000

h 
(m

)

x (m)

topographie apparente
semi-implicite 1
semi-implicite 2

Analytique

(a)

 1.995

 2

 2.005

 2.01

 2.015

 2.02

 2.025

 2.03

 0  200  400  600  800  1000

q 
(m

2 /s
)

x (m)

topographie apparente
semi-implicite 1
semi-implicite 2

Analytique

(b)

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 3  3.5  4  4.5  5  5.5  6

lo
g(

|h
-h

ex
| L

1 )

log(J)

topographie apparente, y=-1.07x+6.04
semi-implicite 1, y=-0.99x+6.26
semi-implicite 2, y=-1.05x+5.96

(c)

-4

-2

 0

 2

 4

 6

 8

 3  3.5  4  4.5  5  5.5  6

lo
g(

|q
-q

ex
| L

1 )

log(J)

topographie apparente, y=-1.56x+7.02
semi-implicite 1, y=-1.64x+7.46
semi-implicite 2, y=-1.61x+7.32

(d)

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 0  50  100  150  200  250  300  350  400

T
em

ps
 d

e 
ca

lc
ul

 (
s)

Nombre de mailles en espace : J

topographie apparente
semi-implicite 1
semi-implicite 2

(e)

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  200  400  600  800  1000  1200  1400

E
R

(h
) L

1

Temps de simulation (s)

topographie apparente
semi-implicite 1
semi-implicite 2

(f)

Figure 3.24 � Ecoulement torrentiel-�uvial 1 avec loi de Manning : comparaison (a) des
hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps
de calcul et (f) des convergences en temps.
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Figure 3.25 � Ecoulement torrentiel-�uvial 1 avec loi de Darcy-Weisbach : comparaison
(a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des
temps de calcul et (f) des convergences en temps.
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3.3.2.6 Ecoulement �uvial-�uvial 2

Après 400 secondes de simulation, chacune des méthodes a convergé vers une solution
stationnaire (�g 3.27f). Comme nous l'avons dit précédemment, ce cas test est très complet :
il présente deux di�cultés une transition �uvial/torrentiel et un ressaut (�g. 3.7). En dépit
de ces di�cultés, chacune des méthodes localise correctement la position du choc (�g.
3.27a avec 25 mailles). Concernant le calcul des hauteurs d'eau, les méthodes donnent
des résultats très proches (�g. 3.27c). Le traitement semi-implicite 1 est à la fois le plus
coûteux en temps de calcul et le plus précis dans le calcul des débits (�gs 3.27 d-e). Le débit
stationnaire est correctement calculé par chacune de ces méthodes (�g. 3.27b). Le rapport
précision/temps de calcul de chacune de ces méthodes est très proche l'un de l'autre (�g.
3.26), plus particulièrement pour la hauteur d'eau (�g. 3.26a).
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Figure 3.26 � Ecoulement �uvial-�uvial 2, loi de Manning : comparaison de l'e�cacité
des méthodes pour le calcul (a) des hauteurs d'eau, (b) des vitesses.
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Figure 3.27 � Ecoulement �uvial-�uvial 2 avec loi de Manning : comparaison (a) des
hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps
de calcul et (f) des convergences en temps.
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3.3.2.7 Ecoulement �uvial-torrentiel 2

A t = 1500 s, chacune des méthodes a convergé vers une solution stationnaire (�g.
3.29f). Chacune des méthodes surestime la hauteur d'eau dès l'entrée et nous observons
des oscillations au niveau de la transition �uvial/torrentiel (�g. 3.29a pour 25 mailles). En
a�nant le maillage (�gs 3.28 c-d, 400 mailles), nous observons toujours une surestimation
de la hauteur d'eau et des oscillations au voisinage du point de transition �uvial/torrentiel.
Cependant, l'amplitude des oscillations diminue en s'éloignant du point sonique. Nous avons
refait ce test avec le traitement semi-implicite 2, les �ux de Rusanov et cinétique. Avec ces
�ux numériques qui sont plus di�usifs que le �ux HLL, ces oscillations disparaissent (�gs
3.28 e-f, 400 mailles), elles sont peut être dues à un petit défaut du �ux HLL au niveau du
point sonique. Les résultats obtenus avec chacune des méthodes sont très proches les uns des
autres (�gs 3.29 a-b-c-d-e-f), ce qui est con�rmé par l'étude des rapports précision/temps
de calcul (�gs 3.28 a-b).
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Figure 3.28 � Ecoulement �uvial-torrentiel 2, loi de Manning pour J = 400 mailles :
comparaison de l'e�cacité des méthodes pour le calcul (a) des hauteurs d'eau, (b) des
vitesses et comparaison (c) des hauteurs d'eau, (d) zoom sur les oscillations et zoom sur la
même zone pour les �ux (e) de Rusanov et (f) cinétique.
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Figure 3.29 � Ecoulement �uvial-torrentiel 2 avec loi de Manning : comparaison (a) des
hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps
de calcul et (f) des convergences en temps.
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3.3.2.8 Ecoulement torrentiel-torrentiel 2

A t = 1500 s, chacune des méthodes a convergé vers une solution stationnaire (�g.
3.32f). La méthode semi-implicite 1 surestime à nouveau légèrement la hauteur d'eau (�g.
3.32a). Nous pouvons observer visuellement la condition de bord aval choisie : ouverte ou
de Neumann (�g. 3.32a). A�n d'améliorer les résultats, nous pourrions avoir recours à une
cellule fantôme (comme dans Marche [2005, p.157-163]). La hauteur d'eau est toutefois assez
bien calculée par les deux autres méthodes (semi-implicite 2 et topographie apparente).
Avec 400 mailles, le calcul du débit est parfait quelle que soit la méthode utilisée (�g.
3.32b). Concernant le calcul des débits, les trois méthodes sont à peu près équivalentes
(�g. 3.32d). Nous obtenons des taux de convergence supérieurs à 1. La méthode semi-
implicite 1 est la moins bonne pour le calcul des hauteurs d'eau (�g. 3.32d) et les deux autres
donnent des résultats très proches. Les temps de calcul sont à l'avantage du traitement semi-
implicite 2 (�g. 3.32e). La surface libre obtenue pour 400 mailles semblent parfaitement
calculée (�g. 3.31a). Mais en e�ectuant un zoom, nous remarquons des oscillations dont
l'amplitude et la période semblent constantes (�g. 3.31b). Comme pour le test précédent,
nous avons refait ce test avec le traitement semi-implicite 2, les �ux de Rusanov et cinétique.
Avec le �ux cinétique, nous obtenons aussi des oscillations qui sont inexistantes avec le
�ux de Rusanov (�gs 3.31 c-d pour 400 mailles). L'écoulement en sortie étant presque
critique, les oscillations peuvent être dues à un problème de condition de bord. L'écoulement
étant torrentiel, ses oscillations peuvent aussi être des roll-waves. Nous reviendrons sur ce
phénomène hydrologique dans le chapitre 4. En�n, en traçant les coe�cients ai du système
de Saint-Venant sous forme non dimensionnelle (1.16), nous constatons que le terme de
frottement et le terme de topographie ont le même ordre de grandeur (voir la �gure 3.30).
Il faudra peut être traiter les frottements en s'inspirant de ce qui est fait dans Bouchut
et al. [2007], Coquel et al. [2008], Chalons et al. [0000] et Berthon and Turpault [0000] a�n
de préserver ce quasi-équilibre.
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Figure 3.32 � Ecoulement torrentiel-torrentiel 2 avec loi de Manning : comparaison (a) des
hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits, (e) des temps
de calcul et (f) des convergences en temps.
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3.3.2.9 Ecoulement �uvial-�uvial périodique

Sur ce cas test, nous avons encore rencontré un problème de surévaluation des frotte-
ments avec la méthode de topographie apparente. Ce qui a engendré un blocage de l'eau
comme à la section 3.3.2.5. C'est pourquoi nous avons choisi sur ce cas test de focaliser notre
analyse sur les méthodes semi-implicites. A t = 5000 s, les deux méthodes ont convergé vers
une solution stationnaire, nous constatons que l'erreur faite sur la hauteur d'eau est proche
de 0.1% (�g. 3.34f). La méthode semi-implicite 1 donne de meilleurs résultats sur le calcul
des hauteurs d'eau (�gs 3.34a, 3.34c et 3.34f). Au contraire, la méthode semi-implicite est
meilleure sur le calcul des débits (�gs 3.34b et 3.34d). Pour un maillage de 1600 mailles
(�g. 3.34b), nous obtenons d'assez bons résultats. En e�et, l'erreur faite sur le débit est
d'environ 0.5% (respectivement 0.7%) pour le traitement semi-implicite 2 (respectivement
semi-implicite 1). En�n, les temps de calcul sont à l'avantage de la méthode semi-implicite
2. Comme illustré sur la �gure 3.33, la méthode semi-implicite 2 est donc globalement plus
intéressante que la méthode semi-implicite 1.
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Figure 3.33 � Ecoulement �uvial-�uvial périodique, loi de Manning : comparaison de
l'e�cacité des méthodes pour le calcul (a) des hauteurs d'eau, (b) des vitesses.
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Figure 3.34 � Ecoulement �uvial-�uvial périodique avec loi de Manning : comparaison
(a) des hauteurs d'eau, (b) des débits, des erreurs sur (c) les hauteurs, (d) les débits,
(e) des temps de calcul et (f) des convergences en temps.
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3.3.3 Choix pour le ruissellement

A l'image de ce qui a été fait dans Paquier [1995, p.43-45], Liang and Marche [2009], Bur-
guete et al. [2008], nous avons e�ectué la comparaison de méthodes de traitement numérique
du terme de frottement sur des tests analytiques. Mais à la di�érence de ces références, notre
objectif était de déterminer la méthode la plus adaptée à la simulation du ruissellement
d'eau de pluie sur des surfaces agricoles. Comme expliqué dans le chapitre 1, nous priv-
ilégions les méthodes numériques préservant les états d'équilibre stationnaires et traitant
correctement les transitions sec/mouillé. Avec certaines façons de traiter numériquement les
frottements, des instabilités peuvent faire apparaitre au niveau des interfaces sec/mouillé.

Ce chapitre nous conduit à choisir la méthode de traitement semi-implicite 2 proposée
dans Bristeau and Coussin [2001]. Il faudra envisager d'améliorer le traitement des condi-
tions de bord. Nous pourrons essayer une méthode des caractéristiques modi�ée qui prend
en compte les frottements et la topographie à l'image de ce qui est fait dans Crossley
[1999, p.18-21 et p.75-79], Abdallah [2005, p.63-66] et Kesserwani et al. [2008]. Nous pour-
rons aussi essayer le solveur d'interface décrit dans LeRoux [2001] qui permet aussi la prise
en compte des frottements et de la topographie.
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Chapitre 4

Roll-waves

Avec certains types d'écoulements, il est possible d'observer la formation d'ondes pro-
gressives périodiques et discontinues (�gure 4.1) appelées roll-waves ou plus rarement train
d'ondes (voir Julien and Hartley [1986]). Le premier à observer et étudier ce phénomène
semble être Cornish (voir Cornish [1907] et Cornish [1910, p.294-330]). Son travail est basé
sur de l'observation (notamment des photographies, voir la �gure 4.2) et des mesures de
terrain. Sa production la plus connue est Cornish [1934] (voir entre autres Needham and
Merkin [1984], Jin and Katsoulakis [2000], Jin and Kim [2001], Liu et al. [2005], Bohorquez
and Fernandez-Feria [2006], et la photo dans Dressler [1949]) dans laquelle il fait un bilan
de ses di�érents travaux. Dans Je�reys [1925], nous trouvons la première étude de stabilité
d'un écoulement homogène pour la loi de Chézy à partir du système de Saint-Venant sous
forme non-conservative. Je�reys trouve que les écoulements homogènes sont instables pour
Fr > 2 et il essaie de justi�er les observations faites par Cornish. Depuis, Dressler [1949]
a repris cette étude et a obtenu un pro�l de roll-waves analytique en reliant entre elles des
portions de solutions régulières par des chocs (travail repris notamment dans Whitham
[1974], Que [2003, p.89-99], Liu et al. [2005], Que and Xu [2006] et Noble [2006]). Craya
[1952] en utilisant le nombre de Vedernikov (Wedernikow [1945] et Vedernikov [1946] 1)
retrouve le critère de stabilité de Je�reys [1925]. L'utilisation du nombre de Vedernikov
lui permet de trouver une condition de stabilité pour les écoulements stationnaires ho-
mogènes ou écoulements parallèles (voir le chapitre 1.1.3) avec loi de Manning : Fr > 1.5
pour un canal de section rectangulaire (voir aussi Montuori [1961], Chow [1959, p.210] et
Ponce and Maisner [1993]). Certains essaient d'obtenir des résultats plus généraux : Bo-
horquez and Fernandez-Feria [2006], Bohórquez Rodríguez de Medina [2008, p.50-95] et
Bohorquez [2010] s'intéressent à la stabilité des écoulements non-parallèles pour la loi de
Chézy. Notre méthode numérique permet de simuler ces roll-waves qui peuvent apparaître
en ruissellement sur des surfaces agricoles (voir Liu et al. [2005]).

Dans ce qui suit, nous reprenons l'analyse de stabilité d'un écoulement parallèle et la
solution de Dressler [1949] (voir aussi Whitham [1974], Que [2003, p.89-99], Que and Xu
[2006] et Noble [2006]) pour la loi de Darcy-Weisbach. Puis nous véri�ons numériquement
les critères de stabilité énoncé dans Je�reys [1925] et dans Craya [1952]. En�n, nous e�ec-
tuons un test proposé dans Bohorquez and Fernandez-Feria [2006] permettant d'observer
des roll-waves pour un écoulement non-parallèle.

1. le nom est écrit Wedernikow sur l'article de 1945 et Vedernikov sur celui de 1946
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Figure 4.1 � Roll-waves (photo de Nick Tabram).
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(a) (b)

Figure 4.2 � (a)-(b) Photos de roll-waves dans le conduit de Grünnbach à Merlingen
(Suisse) extraites des pages 303 et 315 de Cornish [1910].

141



4.1. ECOULEMENT STATIONNAIRE HOMOGÈNE

4.1 Ecoulement stationnaire homogène

4.1.1 Etude de stabilité pour la loi de Darcy-Weisbach

Dans cette section nous nous intéressons à la stabilité au sens des roll-waves d'un
écoulement stationnaire homogène pour la loi de Darcy-Weisbach sur un canal plan de
pente constante : S0 = −∂xz > 0. Le système de Saint-Venant s'écrit{

∂th+ ∂x(hu) = 0

∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = −gh∂xz −
f

8
u|u| . (4.1)

Ceci revient donc à considérer les solutions (h0, u0) du système (4.1) qui véri�ent

∂th0 = ∂xh0 = ∂tu0 = ∂xu0 = 0. (4.2)

h0 et u0 sont donc des constantes.

La notion de stabilité au sens des roll-waves est dé�nie par

Dé�nition 4.1. Un écoulement est stable au sens des roll-waves s'il ne peut se former de

roll-waves.

Concernant la stabilité au sens des roll-waves de ce type d'écoulement, nous avons la
proposition suivante

Proposition 4.2. Critère de Je�reys : les écoulements parallèles avec loi de Darcy-Weisbach

sont stables si le nombre de Froude véri�e

Fr < 2.

et le corollaire

Corollaire 4.3. Les écoulements parallèles avec loi de Darcy-Weisbach sont stables sous

l'une des deux conditions équivalentes suivantes

u0 < 2
√
gh0.

ou

S0 <
f

2
.

La démonstration de la proposition 4.2 et du corollaire 4.3 reprend une étude classique
de stabilité des écoulements stationnaires homogènes (voir Dressler [1949], Whitham [1974,
p.85-87], Que [2003, p.91-92] et Que and Xu [2006]).

Démonstration. Nous étudions le comportement des solutions régulières de la forme

h(t, x) = h0 + h1(t, x)
u(t, x) = u0 + u1(t, x)

,

où h1 et u1 sont de petites perturbations de l'équilibre (4.2).
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En injectant ces expressions dans (4.1), nous obtenons en négligeant les termes d'ordre
2 et plus

∂th1 + u0∂xh1 + h0∂xu1 = 0 (4.3)

∂tu1 + u0∂xu1 + g∂xh1 =

(
gS0 −

f

8

u0
2

h0

)
+ gS0

h1

h0
− f

8

2u0

h0
u1 (4.4)

Nous pouvons remarquer que le terme gS0 −
f

8

u0
2

h0
n'est pas supposé nul.

Multiplions la première équation par (∂t + u0∂x ), la seconde par (−h0∂x ) et addition-
nons les deux relations, il vient

0 = ∂t2h1 + 2u0∂txh1 + h0∂txu1 + u0
2∂x2h1 + h0u0∂x2u1

−h0 (∂txu1 + u0∂x2u1 + g∂x2h1) + gS0∂xh1 −
f

8
2u0∂xu1,

qui devient, en annulant quelques termes et en utilisant (4.3) pour remplacer ∂xu1,

0 = ∂t2h1 + 2u0∂txh1 + u0
2∂x2h1 − gh0∂x2h1 + gS0∂xh1

−f
8

2u0

h0
(−∂th1 − u0∂xh1)

ce qui donne �nalement

∂th1 + C0∂xh1 = − 8

f

h0

2u0
[∂t + C−∂x ] [∂t + C+∂x ]h1, (4.5)

avec

C0 = u0 +
8

f

gh0

2u0
S0, C− = u0 −

√
gh0 et C+ = u0 +

√
gh0.

Pour étudier la stabilité de ce système, nous remplaçons les dérivées en temps du second
membre par des dérivées en espace, grâce à l'équation elle-même

∂th1 + C0∂xh1 = − 8

f

h0

2u0
[C− − C0] [C+ − C0] ∂x2h1 + ..., (4.6)

où les termes manquants sont des termes di�érentiels d'ordre 3 et plus. Ainsi, le coe�cient
de di�usion de (4.6) est positif dès lors que

C− < C0 < C+,

ce qui se traduit par
8

f
S0 < 2F0, (4.7)

avec F0 = u0/
√
gh0 le nombre de Froude de l'état constant.

Nous pouvons remarquer que dans tous ces calculs, aucune hypothèse sur l'état constant
n'a été nécessaire. Néanmoins, pour que cet état constant soit une solution du système, il
faut que

gh0S0 =
f

8
u2

0, (4.8)

ce qui correspond à l'approximation d'onde cinématique (voir le chapitre 1.1.2).
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Avec (4.7) et (4.8), nous aboutissons donc aux critères de stabilité classiques de l'é-
tat d'équilibre stationnaire homogène (voir Dressler [1949], Whitham [1974], Brook et al.
[1999], Que and Xu [2006])

u0 < 2
√
gh0,

qui s'écrit aussi sous la forme (critère obtenu dans Je�reys [1925])

F0 < 2. (4.9)

En utilisant à nouveau (4.8), nous avons aussi

S0 < 4
f

8
.

Cette dernière inégalité signi�e que la pente S0 doit être su�samment petite par rapport
au coe�cient de frottement f , a�n de conserver la stabilité de l'écoulement stationnaire
uniforme.

4.1.2 Evolution des roll-waves

Dans la section précédente, nous avons obtenu un critère de stabilité pour les écoule-
ments homogènes avec loi de Darcy-Weisbach. Si un écoulement stationnaire homogène
stable/instable est perturbé, il est possible de prévoir la vitesse de décroissance/croissance
des perturbations (voir Brook et al. [1999], Que [2003, p.89-99] et Que and Xu [2006]).
Nous avons la propriété suivante

Proposition 4.4. Si un écoulement stationnaire homogène est soumis à de petites pertur-

bations de la forme

h1(t, x) = ei(kx−ωt), (4.10)

où la longueur d'onde k est un multiple de 2π et ω = ωR + iωI , alors le logarithme de

l'amplitude de la perturbation

ln |h− h0| = lnC + ωIt,

où C est une constante, évolue selon une droite de pente ωI avec

ωI = u0k +
√
r

sin (θ/2)

2
, (4.11)

où

r =
√
A2 +B2, et sin (θ) =

B

r
,

avec

A = 4gh0k
2 − 4

(
f

8

u0

h0

)2

et B = 4
f

8

u0
2

h0
k.

Démonstration. Avec (4.5) et (4.8), nous obtenons l'équation linéarisée

∂th1 + C0∂xh1 = − u0

2gS0
[∂t + C+∂x ] [∂t + C−∂x ]h1. (4.12)
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En utilisant (4.10) pour remplacer h1, (4.12) devient

[−ω + C0k] iei(kx−ωt) = − u0

2gS0

[
−ω2 + (C+ + C−)ωk − C+C−k

2
]
ei(kx−ωt).

Comme C0 = 3/2, nous avons

u0

2gS0
ω2 +

[
i− 2u0

2k

2gS0

]
ω − 3u0k

2
i+

u0

2gS0

(
u0

2 − gh0

)
k2 = 0.

Avec (4.8), nous obtenons la relation de dispersion

ω2 + bω + c = 0,

où

b = −2u0k + 2
f

8

u0

h0
i et c =

(
u0

2 − gh0

)
k2 − 3k

f

8

u0
2

h0
i.

Nous avons donc

ω = ωR + iωI =
−b+

√
b2 − 4c

2
.

En écrivant b2 − 4c = A+Bi = reiθ, avec

A = 4gh0k
2 − 4

(
f

8

u0

h0

)2

et B = 4
f

8

u0
2

h0
k,

nous avons

ωI = −=
(
b

2

)
+
√
r

sin (θ/2)

2
=
f

8

u0

h0
+
√
r

sin (θ/2)

2
, (4.13)

avec = la partie imaginaire et

r =
√
A2 +B2 et sin (θ) =

B

r
.

4.1.3 Pro�l analytique de Dressler

Dans les sections précédentes nous avons déterminé un critère de stabilité d'un écoule-
ment homogène, puis étudié l'évolution de petites perturbations de cet écoulement. Dans
le cas d'un écoulement instable, Dressler [1949] recherche des ondes progressives solutions
du système de Saint Venant. Le problème consiste à trouver des solutions périodiques à
l'équation

H ′ = −
H

[
gm− f

8

(cH −K) |cH −K|
H3

]
(
K

H

)2

− gH
. (4.14)

Dressler [1949] démontre que l'équation (4.14) n'admet pas de solution périodique con-
tinue. Par contre nous avons la proposition suivante
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ζ(H0) = 0

λ

H0

HA

HB

H
(m

)

0

ζ (m)
λ

Hb

Ha

Figure 4.3 � Illustration des di�érentes variables nécessaires à la construction du pro�l
de Dressler.

Proposition 4.5. Solution de Dressler : soit
8

f
S0 > 4, λ > 0 et c > 0, il existe une onde

progressive périodique C1 par morceaux de vitesse c et de longueur d'onde λ (voir la �gure

4.3), solution du système de Saint Venant avec terme de frottement de Darcy-Weisbach

(4.1).

Démonstration. Nous reprenons ici le raisonnement de Dressler (voir Dressler [1949], Whitham
[1974], Que [2003, p.89-99], LeRoux and LeRoux [2004], Que and Xu [2006], Noble [2006]
et LeRoux [2009]), pour cela considérons une onde progressive se déplaçant dans le sens de
la pente à une vitesse constante c.

Soit ζ = x− ct, posons

u(x, t) = U(x− ct) = U(ζ) et h(x, t) = H(x− ct) = H(ζ)

nous avons
∂xu(x, t) = U ′(ζ), ∂tu(x, t) = −cU ′(ζ),
∂xh(x, t) = H ′(ζ), ∂th(x, t) = −cH ′(ζ).

Donc l'équation de la conservation de la masse donne

0 = ∂th+ ∂x (hu) = ∂th+ u∂xh+ h∂xu
= −cH ′ + UH ′ +HU ′ = HU ′ + (U − c)H

Et l'équation de conservation de quantité de mouvement

∂t (hu) + ∂x
(
hu2 + gh2/2

)
= −gh∂xz −

f

8
u|u|,
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qui s'écrit, avec m = −∂xz, sous la forme non-conservative

∂tu+ u∂xu+ g∂xh = gm− f

8

u|u|
h

soit encore

(U − c)U ′ + gH ′ = gm− f

8

U |U |
H

.

Nous obtenons donc le système
(U − c)U ′ + gH ′ = gm− f

8

U |U |
H

HU ′ + (U − c)H ′ = 0

,

dont la résolution donne

U ′ =

(U − c)
[
gm− f

8

U |U |
H

]
(U − c)2 − gH

et H ′ = −
H

[
gm− f

8

U |U |
H

]
(U − c)2 − gH

.

Nous avons donc
H ′

U ′
=

H

c− U ,

d'où

(c− U)H = K,

où K est une constante qui correspond au débit apparent vu du repère mobile ζ. Ce débit
est appelé débit progressif dans Dressler [1949]. Nous avons donc U = (cH −K) /H qui
nous permet d'écrire

H ′ = −
H

[
gm− f

8

U |U |
H

]
(U − c)2 − gH

= −
H

[
gm− f

8

(cH −K) |cH −K|
H3

]
(
K

H

)2

− gH
.

Di�érentes situations sont étudiées dans Dressler [1949], mais la seule possible correspond
au cas où le numérateur et le dénominateur s'annulent simultanément. Soit ζ0 le point où
l'écoulement est critique, notons avec l'indice 0 la valeur des variables en ce point, ce qui
donne le système 

(U0 − c)2 = gH0

gm−
(
f

8

U0
2

H0

)
= 0

La pente est supposée négative d'où U0 > 0, ce qui permet d'écrire ce système sous la
forme

H0 =
(c− U0)2

g
et U0 =

√
8gmH0

f
=

√
8m

f
(c− U0) .
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Par ailleurs

H0 =
1

g

 c

1 +

√
8m

f


2

et K = K0 = [c− U0]H0 =
1

g

 c

1 +

√
8m

f


3

, (4.15)

d'où

H0 =
K0

2/3

g1/3
=
K0

2/3

g1/3
. (4.16)

Nous avons

H ′ = −
H

[
gm− f

8

(cH −K)2

H3

]
(U − c)2 − gH

H ′ = −
H

[
gm− f

8

c2H2 − 2cHK +K2

H3

]
(U − c)2 − gH

=
m

H3

[
H3 − f

8gm

(
c2H2 − 2cHK +K2

)]
1− (U − c)2

gH

Nous avons (c− U)H = K = K0 soit encore (c− U)2H2 = K2 = K0
2 = gH0

3 d'où

H ′ = m

H3 − f

8gm

(
c2H2 − 2cHK0 +K0

2
)

H3 −H0
3

Avec 4.15, nous obtenons

2cf

8gm
K0 =

2cf

8g2m

 c

1 +

√
8m

f


3

=
cf

8g2m

 c3

1 +

√
8m

f


3(

1−
√

8m

f
+ 1 +

√
8m

f

)

=
f

8g2m

 c

1 +

√
8m

f


4(

1− 8m

f

)
+

c2f

8g2m

 c

1 +

√
8m

f


2

=
1

g2

 c

1 +

√
8m

f


4(

f

8m
− 1

)
+

c2f

8gm

1

g

 c

1 +

√
8m

f


2

=

(
f

8m
− 1

)
H0

2 +
c2f

8gm
H0
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donc

dH

dζ
= m

H3 +

[
H0 −

c2f

8gm

]
H2 −H0H

2 −H0

[
H0 −

c2f

8gm

]
H +H0

2 f

8m
H − f

8m
H0

3

H3 −H0
3

= m

H2 +

[
H0 −

c2f

8gm

]
H +

fH0
2

8m

H2 +HH0 +H0
2

dζ

dH
=

1

m

H2 +HH0 +H0
2

H2 +

[
H0 −

c2f

8gm

]
H +

fH0
2

8m

(4.17)

Notons HA et HB les racines du dénominateur (avec 0 < HB < HA < H0 comme illustré
sur la �gure 4.3), 4.17 s'écrit sous la forme

dζ

dH
=

1

m
+
HA

2 +HAH0 +H0
2

m (HA −HB)

1

H −HA
− HB

2 +HBH0 +H0
2

m (HA −HB)

1

H −HB

dont les primitives sont de la forme

ζ = A+
1

m
H +

HA
2 +HAH0 +H0

2

m (HA −HB)
ln (H −HA)− HB

2 +HBH0 +H0
2

m (HA −HB)
ln (H −HB)

où A est une constante.

Nous avons en particulier

ζ =
H −H0

m
+
HA

2 +HAH0 +H0
2

m (HA −HB)
ln

(
H −HA

H0 −HA

)
−HB

2 +HBH0 +H0
2

m (HA −HB)
ln

(
H −HB

H0 −HB

) (4.18)

la primitive telle que ζ(H0) = 0.

Nous rappelons que le pro�l des roll-waves obtenues par Dressler est un ensemble de
portions de solutions régulières de longueur λ reliées par des ressauts hydrauliques. Les
portions régulières sont obtenues à partir de (4.18) à l'aide de la méthode itérative de
Newton-Raphson que nous ne détaillerons pas ici (voir Que [2003, p.97-99] et Que and
Xu [2006]) car nous utilisons le code donné dans Que [2003, p.124-126]. La vitesse c est
mesurée à l'aide des résultats numériques. Il faudra regarder ce qui est fait dans Liu et al.
[2005] pour obtenir une expression exacte de c. En�n les ressauts sont localisés à l'aide de
la relation de Rankine Hugoniot qui s'écrit ici sous la forme (voir Noble [2006])

g

2K
Hb

2 +
K

Hb
=

g

2K
Ha

2 +
K

Ha
, (4.19)

où Hb (respectivement Ha) est la hauteur avant (resp. après) le ressaut (voir la �gure 4.3)
véri�ant

0 < Ha < H0 < Hb. (4.20)
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Avec (4.16) et (4.20), la relation de Rankine Hugoniot donne

Ha =
1

2

[(
Hb

2 +
8K2

gHb

)1/2

−Hb

]
. (4.21)

Deux chocs sont séparés par une distance λ (voir la �gure 4.3), nous avons alors

λ = ζ(Hb)− ζ(Ha)

= Hb −Ha +
HA

2 +HAH0 +H0
2

m(HA −HB)
ln

(
Hb −HA

Ha −HA

)
−HB

2 +HBH0 +H0
2

m(HA −HB)
ln

(
Hb −HB

Ha −HB

)
.

(4.22)

En remplaçantHa dans (4.22) à l'aide de (4.21), il est possible de déterminerHb (puisHa et
la position des ressauts) par une méthode intérative de Newton-Raphson (voir Que [2003,
p.97-99] et Que and Xu [2006]). Le pro�l de Dressler est ainsi entièrement déterminé.

4.1.4 Critère de stabilité pour la loi de Manning

Craya [1952], en utilisant une approche semblable à celle de la section 4.1.1 (que nous
n'avons pas repris ici), obtient un critère de stabilité basé sur le nombre de Vedernikov V
(voir Wedernikow [1945] et Vedernikov [1946]). Ce critère (résumé dans Chow [1959, p.210]
et Ponce and Maisner [1993]) s'écrit

Proposition 4.6. Critère de Craya : Les écoulements parallèles sont stables si le nombre

de Vedernikov véri�e

V < 1.

Le nombre de Vedernikov dépend de la forme du canal considéré (Chow [1959, p.210]),
pour un écoulement unidimensionnel il s'écrit

V =
γu√
gh

= γFr, (4.23)

avec
� γ = 1/2 pour la loi de Darcy-Weisbach (et Chézy),
� γ = 2/3 pour la loi de Manning.

Pour la loi de Darcy-Weisbach nous retrouvons le critère de stabilité de Je�reys [1925]
(Fr < 2, voir la proposition 4.2). Pour la loi de Manning, nous avons le critère de stabilité
suivant :

Proposition 4.7. Les écoulements parallèles avec loi de Manning sont stables si le nombre

de Froude véri�e

Fr <
3

2
.

4.2 Simulations numériques

Dans cette section, nous véri�ons numériquement les di�érentes propriétés énoncées
dans la section 4.1. Nous avons généré les résultats de cette partie à l'aide de variantes du
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code utilisé dans les chapitres 2 et 3. Nous avons à nouveau utilisé le compilateur gfortran
sans option de compilation (voir la section 2.2.2). La con�guration pour lancer l'exécutable
a été la suivante :

� système d'exploitation : Ubuntu version 9.04,
� matériel :
� mémoire 2.9 Go,
� processeur Intel R© Core

TM

2 Duo CPU T5750 2.00 GHz.
En�n, nous avons e�ectué tous les calculs avec le �ux HLL, la reconstruction MUSCL et
le traitement semi-implicite des frottements en respectant la condition de CFL théorique
(nCFL = 0.5).

4.2.1 Loi de Darcy-Weisbach

Dans cette section nous considérons huit écoulements stationnaires homogènes légère-
ment perturbés (l'approximation d'onde cinématique est donc une assez bonne approxima-
tion) à nombres de Froude �xés (Fr = 1.5, 1.9, 2, 2.1, 2.25, 2.5, 3 et 3.7). La pente du
canal est �xée par la relation d'approximation d'onde cinématique

S0 =
f

8

u2

gh
=
f

8
Fr2.

Le canal s'étend sur un domaine de longueur L = 2 m. Nous nous donnons
� un coe�cient de frottement de Darcy-Weisbach : f = 0.048,
� un débit : q(x, 0) = 0.001 m2/s,

et nous considérons la hauteur d'eau initiale

h(x, 0) = h0 (1 + ε sin(kx)) ,

où ε = 0.5%, k = 5π et h0 est �xée par la relation

h0 =
q(x, 0)(√
gFr

)2/3 . (4.24)

A�n de simuler un canal de longueur "in�nie", nous considérons des conditions de bord
périodiques. En�n le temps total de la simulation est t = 50 s et la taille des mailles
numériques est ∆x = 8.10−4 m.

Sur les �gures 4.5, 4.6, 4.7 et 4.8 nous avons représenté l'évolution des vitesses et des
hauteurs d'eau au cours du temps. Nous véri�ons la stabilité des écoulements dont le nom-
bre de Froude est inférieur à deux (�gure 4.5) : à la �n de la simulation les oscillations ont
disparu. Pour les écoulements à nombre de Froude supérieurs à deux, nous observons la
convergence vers les roll-waves (�gures 4.7 et 4.8) et la méthode numérique attrape parfaite-
ment le pro�l analytique de Dressler (�gure 4.9). Sur la �gure 4.4, nous avons représenté
les droites de pente ωI (voir la formule (4.13)), ainsi que le logarithme de l'amplitude des
ondes ln(max |h−h0|) en fonction du temps. Pour les nombres de Froude supérieurs à deux
cette amplitude augmente à la vitesse prédite puis nous obtenons une convergence vers les
états quasi-stationnaires que sont les roll-waves. Le cas du nombre Fr = 2 est un peu par-
ticulier, il s'agit du cas critique. Les oscillations gardent leur amplitude initiale à di�usion
numérique près. En�n, pour les nombres de Froude inférieurs à deux, nous retrouvons bien
la vitesse de décroissance des amplitudes prédite.
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Figure 4.4 � Taux de convergence vers l'état stationnaire �nal pour la loi de Darcy-
Weisbach (a) Fr ≤ 2, (b) Fr > 2.

4.2.2 Loi de Manning

Dans cette section nous e�ectuons le même type de simulations que dans la section
précédente. Nous considérons huit écoulements stationnaires homogènes légèrement per-
turbés à nombres de Froude �xés (Fr = 1.2, 1.4, 1.5, 1.55, 1.6, 1.8, 2 et 2.2). La pente du
canal est à nouveau �xée par la relation d'approximation d'onde cinématique

S0 = g
n2Fr2

h0
1/3

.

La longueur du domaine est L = 2 m. Nous nous donnons
� un coe�cient de frottement de Manning : n = 0.02,
� un débit : q(x, 0) = 0.001 m2/s,

et nous considérons la hauteur d'eau initiale

h(x, 0) = h0 (1 + ε sin(kx)) ,

où ε = 0.5%, k = 5π et h0 est toujours �xée par la relation (4.24). Nous obtenons ainsi une
perturbation avec cinq périodes, donc la longueur d'onde est de λ = 0.4. Les conditions de
bord sont périodiques. Les simulations sont e�ectuées pour t = 50 s et la taille des mailles
numériques est ∆x = 8.10−4 m.

Les �gures 4.11, 4.12 et 4.13 représentent l'évolution des vitesses et des hauteurs d'eau
au cours du temps et la �gure 4.10 représente le logarithme de l'amplitude des ondes
ln(max |h − h0|) en fonction du temps. Ces simulations nous permettent de véri�er le
critère de stabilité de Craya [1952] :

� Pour Fr > 1.5, l'écoulement est instable, nous observons la formation de roll-waves
(�gures 4.13 et 4.10b).

� Pour Fr = 1.5, l'écoulement est critique, l'amplitude des oscillations reste constante
(�gures 4.12 et 4.10a).

� Pour Fr < 1.5, l'écoulement est stable, l'amplitude des oscillations diminue au cours
du temps et à la �n des simulations nous retrouvons des états stationnaires homogènes
(�gures 4.11 et 4.10a).
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Figure 4.5 � Fr = 1.5 et loi de Darcy-Weisbach : évolution des perturbations sur les
vitesses et les hauteurs d'eau (a) à t = 0 s, (b) à t = 10 s, (c) à t = 20 s, (d) à t = 30 s,
(e) à t = 40 s, (f) à t = 50 s.
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Figure 4.6 � Fr = 2 et loi de Darcy-Weisbach : évolution des perturbations sur les vitesses
et les hauteurs d'eau (a) à t = 0 s, (b) à t = 10 s, (c) à t = 20 s, (d) à t = 30 s, (e) à t = 40
s, (f) à t = 50 s.
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Figure 4.7 � Fr = 2.25 et loi de Darcy-Weisbach : évolution des perturbations sur les
vitesses et les hauteurs d'eau (a) à t = 0 s, (b) à t = 10 s, (c) à t = 20 s, (d) à t = 30 s,
(e) à t = 40 s, (f) à t = 50 s.
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Figure 4.8 � Fr = 3.7 et loi de Darcy-Weisbach : évolution des perturbations sur les
vitesses et les hauteurs d'eau (a) à t = 0 s, (b) à t = 10 s, (c) à t = 20 s, (d) à t = 30 s,
(e) à t = 40 s, (f) à t = 50 s.
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Figure 4.9 � Comparaison de la hauteur d'eau avec la solution de Dressler après conver-
gence du schéma pour Fr = 2.5 et la loi de Darcy-Weisbach.
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Figure 4.10 � Taux de convergence vers l'état stationnaire �nal pour la loi de Manning
pour (a) Fr ≤ 1.5, (b) Fr > 1.5.
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4.2.3 Ecoulement non homogène

Dans les sections précédentes, nous nous sommes intéressés à la formation des roll-
waves pour les écoulements stationnaires. Nous reprenons ici un test présenté dans Bo-
horquez and Fernandez-Feria [2006], Bohórquez Rodríguez de Medina [2008, p.50-58] et
Bohorquez [2010] pour lequel nous observons la formation de roll-waves pour un écoule-
ment non-parallèle. Dans Bohorquez and Fernandez-Feria [2006], la présence de ces roll-
waves est justi�ée théoriquement à l'aide d'une méthode basée sur l'approximation d'onde
cinématique et véri�ée numériquement par résolution du système de Saint-Venant à l'aide
du schéma volume �ni TVD décrit dans Burguete and García-Navarro [2001]. Il faudra
reprendre cette analyse et véri�er si elle est valable pour d'autres écoulements. Il s'agit d'-
e�ectuer la rupture d'un barrage sur fond incliné avec des frottements de Darcy-Weisbach
de coe�cient f = 0.0223. La longueur du domaine est L = 5000 m. La topographie est
dé�nie par

z(x) = − tan(π/180)x.

La condition intiale est (voir la �gure 4.14a)

h(x, 0) =

{
−z(x) si z(x) > −1

0 sinon
et u(x, 0) = 0 m/s.

Le temps de la simulation correspond à t = 2000 s. La simulation est e�ectuée pour
di�érents maillages : J = 1875, 3750, 7500, 15000, 30000 et 60000 mailles. Nous avons
représenté la hauteur d'eau au cours du temps pour 3750 mailles (�g 4.14b), la progression
du front sec/mouillé se fait correctement. Pour 1875 et 3750 mailles, la hauteur d'eau
à la �n de la simulation est parfaitement lisse (�gures 4.14c et 4.14e), ce qui n'est pas
le cas pour des maillages plus �ns (�gures 4.14d, 4.14e et 4.14f) . Pour 7500 mailles,
nous observons l'apparition de roll-waves (4.14e) dont la période semble devenir �xe dès
15000 mailles (4.14f). L'amplitude des ondes nous permet d'observer la réduction de la
di�usion numérique en a�nant le maillage (4.14f). Il faudra envisager de faire une étude
plus approfondie de cette con�guration pour déterminer l'origine de ces roll-waves. D'après
Bohorquez and Fernandez-Feria [2006] et Bohorquez [2010], ces roll-waves sont d'origine
numérique. Si tel est le cas il faudra trouver un moyen de les faire disparaitre tout en
permettant la formation des roll-waves naturelles. Dans Bohorquez and Fernandez-Feria
[2006] et Bohorquez [2010], il est montré que l'écoulement est proche de l'approximation
d'onde cinématique. Donc comme pour le chapitre 3.3.2.8, nous pouvons supposer que
notre méthode numérique ne traite pas les bons équilibres. Il faudra peut être traiter les
frottements en s'inspirant de ce qui est fait dans Bouchut et al. [2007], Coquel et al. [2008],
Chalons et al. [0000] et Berthon and Turpault [0000] a�n de préserver ce quasi-équilibre.

Par ailleurs, il faudra s'intéresser à la formation de roll-waves pour des topographies plus
complexes comme dans Plumerault et al. [2010] où les auteurs s'intéressent à la formation
de roll-waves sur une topographie périodique.

Dans les chapitres précédents, nous avons fait le choix d'une méthode numérique adap-
tée à la résolution des problèmes de ruissellement. Dans ce chapitre nous avons montré
que dans certains cas, les écoulements peuvent être instables et que la méthode numérique
choisie capture correctement ces instabilités. Au chapitre suivant, nous allons voir comment
traiter numériquement le terme de pluie.
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Figure 4.11 � Fr = 1.2 et loi de Manning : évolution des perturbations sur les vitesses et
les hauteurs d'eau (a) à t = 0 s, (b) à t = 10 s, (c) à t = 20 s, (d) à t = 30 s, (e) à t = 40
s, (f) à t = 50 s.
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Figure 4.12 � Fr = 1.5 et loi de Manning : évolution des perturbations sur les vitesses et
les hauteurs d'eau (a) à t = 0 s, (b) à t = 10 s, (c) à t = 20 s, (d) à t = 30 s, (e) à t = 40
s, (f) à t = 50 s.

160



4.2. SIMULATIONS NUMÉRIQUES

 0.002
 0.0025
 0.003

 0.0035
 0.004

 0.0045
 0.005

 0.0055

 0  0.5  1  1.5  2

h 
(m

)

x (m)

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0.5

 0  0.5  1  1.5  2

u 
(m

/s
)

x (m)

(a)

 0.002
 0.0025
 0.003

 0.0035
 0.004

 0.0045
 0.005

 0.0055

 0  0.5  1  1.5  2

h 
(m

)

x (m)

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0.5

 0  0.5  1  1.5  2

u 
(m

/s
)

x (m)

(b)

 0.002
 0.0025
 0.003

 0.0035
 0.004

 0.0045
 0.005

 0.0055

 0  0.5  1  1.5  2

h 
(m

)

x (m)

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0.5

 0  0.5  1  1.5  2

u 
(m

/s
)

x (m)

(c)

 0.002
 0.0025
 0.003

 0.0035
 0.004

 0.0045
 0.005

 0.0055

 0  0.5  1  1.5  2

h 
(m

)

x (m)

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0.5

 0  0.5  1  1.5  2

u 
(m

/s
)

x (m)

(d)

 0.002
 0.0025
 0.003

 0.0035
 0.004

 0.0045
 0.005

 0.0055

 0  0.5  1  1.5  2

h 
(m

)

x (m)

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0.5

 0  0.5  1  1.5  2

u 
(m

/s
)

x (m)

(e)

 0.002
 0.0025
 0.003

 0.0035
 0.004

 0.0045
 0.005

 0.0055

 0  0.5  1  1.5  2

h 
(m

)

x (m)

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0.5

 0  0.5  1  1.5  2

u 
(m

/s
)

x (m)

(f)

Figure 4.13 � Fr = 2.2 et loi de Manning : évolution des perturbations sur les vitesses et
les hauteurs d'eau (a) à t = 0 s, (b) à t = 10 s, (c) à t = 20 s, (d) à t = 30 s, (e) à t = 40
s, (f) à t = 50 s.
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Figure 4.14 � Rupture de barrage sur plan incliné : (a) condition initiale, (b) la hauteur
d'eau à di�érents instants, la hauteur d'eau à la �n de la simulation pour (c) 1875 mailles et
(d) 60000 mailles et zoom sur la hauteur d'eau à la �n de la simulation pour des maillages
(e) grossiers et (f) �ns.
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Chapitre 5

Modèle complet de ruissellement

Dans les chapitres 2 et 3, nous avons choisi une méthode numérique adaptée à la
simulation du ruissellement d'eau de pluie sur des surfaces agricoles : le schéma aux vol-
umes �nis d'ordre 2 avec reconstruction hydrostatique, �ux HLL, reconstruction MUSCL et
traitement semi-implicite des frottements. Pour rendre notre modélisation du ruissellement
complète, dans notre modèle, nous devons tenir compte de "l'apport" en eau lié à la pluie
et du "prélèvement" lié aux phénomènes d'in�ltration. De plus le modèle doit être bidi-
mensionnel. Dans un premier temps nous allons nous intéresser au terme de pluie et à son
traitement. Dans certaines con�gurations il est possible d'obtenir des solutions analytiques
telles que le test de la "pluie idéale". Puis, nous verrons comment modéliser l'in�ltration et
coupler ce modèle avec le modèle de ruissellement. En�n, nous verrons comment généraliser
la méthode numérique au cadre bidimensionnel.

5.1 La pluie

Nous proposons d'ajouter le terme source P (m/s) dans l'équation de conservation de
la masse comme dans Esteves et al. [2000], Fiedler and Ramirez [2000], Erduran et al.
[2005]. Ce terme source peut être variable en espace et en temps (comme étudié dans
Niemczynowicz [1991] et de Lima and Singh [2002, 2003]). Mais dans ce travail, nous nous
limitons à l'étude d'une pluie d'intensité variable en temps et homogène en espace. En
ajoutant le terme source dans l'équation de la masse, le système de Saint-Venant prend
alors la forme {

∂th+ ∂x (hu) = P
∂t (hu) + ∂x

(
hu2 + gh2/2

)
= gh (S0 − Sf )

. (5.1)

La forme du système (5.1) en particulier le fait que le terme de pluie n'apparaît pas
dans l'équation de quantité de mouvement peut être justi�ée en reprenant la dérivation
e�ectuée par Jacques Sainte-Marie 1 dans le cadre du projet ANR METHODE. Nous ver-
rons en particulier qu'une hypothèse de pluie verticale est utilisée. Puis nous présenterons
la méthode choisie pour le traitement numérique de ce terme source supplémentaire. En-
�n, nous véri�erons sur des tests analytiques et sur des mesures expérimentales que cette

1. Laboratoire Saint-Venant, 6 quai Watier, 78400 Chatou et INRIA Rocquencourt, B.P. 105, 78153 Le
Chesnay Cedex, France

163



5.1. LA PLUIE

méthode est adaptée au problème qui nous intéresse.

5.1.1 Dérivation du modèle avec pluie

Nous partons de l'équation d'Euler hydrostatique bidimensionnelle (x, z), soit

∂u

∂x
+
∂w

∂z
= 0, (5.2)

∂u

∂t
+
∂u2

∂x
+
∂(uw)

∂z
+
∂p

∂x
= 0, (5.3)

∂p

∂z
= −g, (5.4)

avec u (respectivement w) est la composante horizontale (resp. verticale) de la vitesse, p
la pression et

t > t0, x ∈ R, zb(x, t) ≤ z ≤ η(x, t),

où η(x, t) (respectivement zb(x, t)) représente la cote de la surface libre (respectivement du
fond). Nous avons donc

η(x, t) = zb(x, t) + h(x, t), avec h(x, t) la hauteur d'eau. (5.5)

5.1.1.1 Condition aux limites cinématique

L'équation de la surface libre s'écrit

z − η(x, t) = 0.

Soit M , le point de coordonnées

M =

(
x

η(x, t)

)
,

en l'absence de pluie, la condition cinématique à la surface libre s'écrit

(M reste sur la surface libre à tout instant t)

soit encore
D(z − η(x, t))

Dt
= 0, (5.6)

avec
Df(x, z, t)

Dt
=
∂f

∂t
+ u.∇f, u = (u,w)T . (5.7)

Avec (5.7), l'équation cinématique (5.6) s'écrit sous la forme

∂η

∂t
+ u|s

∂η

∂x
− ws = 0,

où (us, ws) est le vecteur vitesse à l'interface eau/air.

En présence de pluie, la surface libre est donnée par

D(z − η(x, t))

Dt
= P,

où l'intensité de pluie P est homogène à une vitesse, ce qui se traduit par

∂η

∂t
+ u|s

∂η

∂x
− ws = P. (5.8)
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5.1. LA PLUIE

5.1.1.2 Saint-Venant avec pluie

L'intégration entre zb et η de l'équation de continuité (5.2) (voir Gerbeau and Perthame
[2000, 2001] pour le détail des di�érentes étapes de l'intégration : règle de Leibnitz, ...)
donne l'équation de conservation de la masse

∂h

∂t
+
∂(hū)

∂x
= P,

avec hū =
∫ η
zb
u dz. Par contre l'intégration entre zb et η de (5.3) donne

∂(hū)

∂t
+

∂

∂x

(
hū2 +

g

2
h2
)

+ us

(
∂η

∂t
+ u|s

∂η

∂x
− ws

)
= 0,

soit en utilisant (5.8)
∂(hū)

∂t
+

∂

∂x

(
hū2 +

g

2
h2
)

= Pus.

Puisque P ≥ 0 et par analogie à ce que nous faisons quand nous voulons décentrer des
�ux, nous devons prendre us = uP où uP est la composante horizontale de la vitesse de la
pluie. Ce qui donne l'équation des moments

∂(hū)

∂t
+

∂

∂x

(
hū2 +

g

2
h2
)

= PuP ,

et pour l'énergie

∂

∂t

(
h

2
ū2 +

g

2
h2

)
+

∂

∂x

(
ū

(
h

2
ū2 + gH2

))
= P

(
uP ū−

ū2

2

)
+ ghP.

Donc dans le cas d'une pluie verticale (avec uP = 0) et en ajoutant les termes sources de
topographie et de frottement, nous retrouvons bien le système (5.1).

5.1.2 Pluie idéale

Nous appelons test de la pluie "idéale", la reconstitution de l'hydrogramme q(t, L)
(�gure 5.1b) observé à l'aval d'un canal incliné de longueur au sol (ou longueur projetée)
L (notons sa longueur Lc) et de pente constante ∂xz = −S0 < 0 (�gure 5.1a), soumis à un
événement pluvieux en créneau.

P (t) =

{
I pour 0 ≤ t ≤ TP
0 pour TP < t ≤ TEv ,

où TP est l'instant d'arrêt de la pluie et TEv la �n de l'événement. Nous considérons
TP su�samment grand pour permettre l'obtention d'un état d'équilibre stationnaire au
temps Teq(L) avec 0 < Teq(L) < TP . La gouttière est initialement sèche, nous avons donc
h(x, 0) = 0 m. En amont, nous avons

h(0, t) = 0 m et q(0, t) = 0 m2/s, ∀t ≥ 0 s.

Dans la littérature, di�érentes études concernant ce problème ont été menées aussi bien
d'un point de vue numérique, que d'un point de vue expérimental ou encore d'un point de
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Lc
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z

P (t)
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Figure 5.1 � Test de la pluie idéale : (a) Con�guration et (b) hydrogramme mesuré en
x = L.

vue analytique (voir entre autres Yu and McNown [1964], Woolhiser and Liggett [1967],
Kishii [1981], Ponce et al. [1997], Gottardi and Venutelli [1997, 2008], Wang et al. [2002],
Kazezy�lmaz-Alhan et al. [2005]).

Nous quali�ons cet événement de pluie idéale à cause de son caractère particulier. En
e�et, ces conditions sont rarement rencontrées dans la réalité (pluie en créneau homogène
en espace, pente constante, coe�cient de frottement uniforme et sans in�ltration).
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Figure 5.2 � Test de la pluie idéale : Evolution (a) de la hauteur d'eau et (b) du débit
pour la montée de l'hydrogramme et le plateau (t ∈ [0, TP ]) pour la loi de Darcy-Weisbach
avec f = 0.14.

Ce test présente deux avantages, le premier étant qu'il nous a été possible de le simuler
expérimentalement à l'aide du simulateur de pluie de l'INRA d'Orléans 2 (nous reviendrons
sur la description de ce dispositif et sur les mesures dans le chapitre 6).

Le second avantage est qu'il est possible d'élaborer deux solutions analytiques, obtenues

2. pour plus de détails sur le simulateur de pluie voir : http ://www.orleans.inra.fr/layout/set/print/
les_unites/ur_science_du_sol/equipements/simulateur_de_pluie
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5.1. LA PLUIE

en analysant les trois phases de l'hydrogramme expérimental (�gure 5.1b) :

I La montée de l'hydrogramme : phase transitoire durant laquelle le débit à l'exutoire
augmente jusqu'à atteindre sa valeur limite q(Teq(L), L) = IL au temps Teq(L) (�g.
5.2b), la mise à équilibre se fait par l'amont de la gouttière. Durant cette phase, la
hauteur d'eau évolue selon la relation : h(t, L) = It (�g. 5.2a).

II Le plateau : phase pendant laquelle l'écoulement est stationnaire (�gs 5.2a et 5.2b).
Le débit à l'exutoire est à sa valeur maximale q(t, L) = IL. Cette phase s'achève à
l'arrêt de la pluie au temps TP .

III Le tarissement de l'hydrogramme : phase transitoire où l'intensité de la pluie est nulle.
Ainsi la hauteur d'eau (�g. 5.3a) et le débit (�g. 5.3b) diminuent jusqu'à assèchement
total du canal. Cet assèchement se fait par l'amont.
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Figure 5.3 � Test de la pluie idéale : Evolution (a) de la hauteur d'eau et (b) du débit
pendant le tarissement de l'hydrogramme (t > TP ) pour la loi de Darcy-Weisbach avec
f = 0.14.

La simplicité du test et l'observation de l'hydrogramme (trois phases : montée, plateau
puis tarissement), nous permettent d'obtenir deux solutions analytiques :

� pour les deux premières phases à partir du modèle de Saint-Venant,
� pour la totalité de l'événement avec le modèle d'approximation d'onde cinématique
(voir le chapitre 1.1.2).

Ceci nous permettra de comparer les deux modèles et de tester la validité de l'approximation
d'onde cinématique.

Dans ce qui suit, nous donnons la démonstration de chacune des solutions.

5.1.3 Version Saint-Venant

Montée de l'hydrogramme A t = 0 s, la pluie tombe uniformément sur un sol sec.
Ainsi, nous avons

∂xh = ∂xu = ∂xq = 0. (5.9)

L'équation de conservation de la masse donne donc

∂th = P (t),

167



5.1. LA PLUIE

et nous rappelons que tant que t ≤ TP , l'intensité de la pluie est constante P (t) = I > 0.
Ainsi la hauteur d'eau locale augmente uniformément tout le long de la gouttière à la
vitesse ∂th = I, excepté en x = 0 (il n'y a pas de débit entrant). Nous avons donc

h = It. (5.10)

A l'aide de (5.9), l'équation de quantité de mouvement s'écrit

∂t(hu) = ∂tq = −gh [∂xz + Sf ] , (5.11)

ce qui nous permet d'obtenir l'évolution des débits et par conséquent des vitesses au cours
du temps. La hauteur d'eau locale (h(x, t)) continue d'augmenter suivant (5.10), tant que
son débit associé (q(x, t)) n'a pas atteint sa valeur limite

qeq(x) =

∫ x

0
Idx = Ix au temps t = Teq(x).

Nous avons décrit la montée de l'hydrogramme.

Le plateau Ensuite, la hauteur d'eau locale et le débit associé restent constants. Ainsi
quand l'équilibre a atteint l'exutoire (en x = L) au temps t = Teq(L), le débit atteint sa
valeur maximale et nous avons

qeq(x) = Ix, 0 ≤ x ≤ L. (5.12)

et ce jusqu`à ce que la pluie s'arrête (t = TP ). Puisque nous sommes à l'état stationnaire,
l'équation de quantité de mouvement s'écrit sous la forme

∂x

(
q2

h
+ g

h2

2

)
= −gh (∂xz + Sf (q, h)) . (5.13)

Après calculs avec (5.12) et (5.13), nous avons

∂xh =
gh3 [Sf (Ix, h) + ∂xz] + 2I2xh

x2I2 − gh3
,

avec pour la loi de frottement de Manning

Sf (Ix, h) = n2 I
2x2

h10/3
,

et pour celle de Darcy-Weisbach

Sf (Ix, h) =
f

8g

I2x2

h3
.

Ainsi nous sommes en mesure de calculer les pro�ls de hauteurs d'eau et de débits spatial-
isés, ainsi que le débit à l'exutoire pour 0 ≤ t ≤ TP .
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5.1.4 Version approximation d'onde cinématique

Dans cette partie, nous allons reprendre la solution analytique pour le modèle d'onde
cinématique avec la loi de Manning obtenue dans Escla�er [2003, p. 25-26] et attribuée à
Eagleson en 1970 (voir Kazezy�lmaz-Alhan et al. [2005]). Nous étendrons ce raisonnement
au modèle d'onde cinématique avec la loi de Darcy-Weisbach. Le modèle d'approximation
cinématique (voir le chapitre 1.1.2) s'écrit{

∂th+ ∂x(hu) = P
∂xz + Sf = Sf − S0 = 0

.

Pour la loi de Manning, nous avons donc

S0 = n2 u|u|
h4/3

= n2 q|q|
h10/3

(5.14)

et pour la loi de Darcy-Weisbach

S0 =
f

8g

u|u|
h

=
f

8

q|q|
h3

. (5.15)

S0 est supposé positif (voir plus haut), donc (5.14) et (5.15) s'écrivent sous la forme

q = αhβ+1, (5.16)

avec pour la loi de Manning d'une part

α =
1

n

√
S0 et β = 2/3

et pour la loi de Darcy-Weisbach d'autre part

α =

√
8g

f

√
S0 et β = 1/2.

Ce qui suit reste valable pour les deux lois de frottement considérées.

Montée de l'hydrogramme et plateau

Compte tenu de (5.16), l'équation de conservation de la masse peut s'écrire sous la
forme

∂th+ α (β + 1)hβ∂xh = P (t). (5.17)

Nous allons utiliser la méthode des caractéristiques. Le long d'une caractéristique (X(t), t),
nous avons

dh

dt
(X(t), t) = ∂th+

dX

dt
(t)∂xh,

par identi�cation des termes de (5.17), nous obtenons

dh

dt
(X(t), t) = I (5.18)

et
dX

dt
(t) = α (β + 1)h(X(t), t)β. (5.19)
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Sur la caractéristique issue de X(0) = x0 ∈ [0, L], nous avons

h(X(t), t) =

∫ t

0

dh

dt
(X(t), t) dt = It, ∀t ≥ 0/X(t) ≤ L,

et
q(X(t), t) = α (It)β+1 .

Ainsi nous avons l'évolution de la hauteur d'eau et du débit sur une caractéristique quel-
conque. Si nous nous plaçons en x1 ∈ [0, L], alors toutes les caractéristiques issues de
x0 ∈ [0, x1] passeront par x1. Tant que la caractéristique issue de x = 0 n'a pas atteint x1,
nous avons donc {

h(x1, t) = It

q(x1, t) = α (It)β+1

La caractéristique issue de x = 0 atteint le point x1 ∈ [0, L] au temps Teq(x1). Le régime
en amont de x1 est alors stationnaire. En intégrant (5.18) le long de la caractéristique issue
de x = 0 pour 0 ≤ t ≤ Teq(x1) nous obtenons

h(X(Teq(x1)), Teq(x1)) =
∫ Teq(x1)

0

dh

dt
(X(t), t)dt = ITeq(x1),

∀ Teq(x1) ∈ [0, Teq(L)], ∀ x1 ∈ [0, L].

Puisque q(x, t) = αh(x, t)β+1, nous avons

q(X(Teq(x1)), Teq(x1)) = αh(X(Teq(x1)), Teq(x1))β+1 = α(ITeq(x1))β+1.

L'intégration de (5.19) donne

x1 = X(Teq(x1)) =

∫ Teq(x1)

0

dX

dt
(t)dt = α

1

I
(ITeq(x1))β+1 ,

soit

Teq(x1) =
1

I

(
x1I

α

) 1
β+1

et q(x1, Teq(x1)) = Ix1.

En résumé pour x ∈ [0, L], nous avons

h(x, t) =

{
It, pour t ∈ [0, Teq(x)]
ITeq(x), pour t ∈ [Teq(x), TP ]

et

q(x, t) =

{
α(It)β+1, pour t ∈ [0, Teq(x)]
Ix, pour t ∈ [Teq(x), TP ]

,

avec

Teq(x) =
1

I

(
xI

α

) 1
β+1

.

Tarissement de l'hydrogramme
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A l'arrêt de la pluie (au temps TP ), l'écoulement est encore à l'équilibre, nous avons
donc {

∂th+ α (β + 1)hβ∂xh = 0
q(x1, TP ) = q (x1, Teq(x1)) = Ix1, x1 ∈ [0, L]

.

Par la méthode des caractéristiques, nous avons le long de la caractéristique (X(t), t)

dh

dt
(X(t), t) = 0

et
dX

dt
(t) = α (β + 1)h(X(t), t)β

= α (β + 1)

(
q(X(t), t)

α

) β
β+1

.
(5.20)

Lors du tarissement, l'assèchement se fait par l'amont et les débits et hauteurs sont con-
servés le long de leur caractéristique respective. Ainsi, pour obtenir le débit à l'exutoire
et la hauteur d'eau au temps t ≥ TP , il faut déterminer le temps mis par chacune des
caractéristiques pour atteindre l'exutoire.

Considérons la caractéristique issue de X(TP ) = x1 ∈]0, L] à l'arrêt de la pluie au temps
TP . Cette caractéristique atteint l'exutoire au temps TL(x1), nous avons donc en intégrant
(5.20) entre TP et TL(x1)

L− x1 =
∫ TL(x1)
TP

dX

dt
(t)dt =

∫ TL(x1)
TP

α (β + 1)

(
Ix1

α

) β
β+1

dt

= (TL(x1)− TP )α (β + 1)

(
Ix1

α

) β
β+1

.

Nous avons alors

TL(x1) = TP +
L− x1

α(β + 1)

(
Ix1

α

) β
β+1

et
q (L, TL(x1)) = q (x1, TP ) = q (x1, Teq(x1)) = Ix1.

5.1.5 Version numérique

Dans cette section, nous allons nous intéresser au traitement numérique du terme source
de pluie. Cette méthode sera validée sur deux familles de test : des solutions stationnaires
(généralisation de celles utilisées dans le chapitre 2 et obtenues dans l'annexe B.4) et le
test de la pluie idéale.

5.1.5.1 Traitement numérique

Dans Delestre et al. [2009] et Delestre and James [2009], nous avions opté pour un
traitement du terme de pluie par splitting, comme ce qui est fait dans Erduran et al.
[2005]. A l'image de ce que nous avons dit concernant le traitement des frottements par
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splitting de Strang (voir le chapitre 3), le traitement du terme source de pluie par splitting
nécessite une programmation avec un pas de temps �xe ou d'alourdir l'algorithme a�n de
garder un code avec CFL �xe. Par souci d'e�cacité, le terme de pluie est traité de façon
explicite, ce qui n'in�ue pas sur les résultats. Ce traitement s'écrit

1. Résolution du système de Saint-Venant

U∗ = Un + ∆t (Φ (Un) + Pn) ,

2. Résolution du terme source
Ũn+1 = Sf∆t(U

∗),

3. Résolution du système de Saint-Venant

U∗∗ = Ũn+1 + ∆t
(

Φ
(
Ũn+1

)
+ Pn

)
,

4. Résolution du terme source
Ũn+2 = Sf∆t(U

∗∗),

5. Mise à jour des variables par la méthode de Heun

Un+1 =
Un + Ũn+2

2
,

où Φ est dé�ni par (2.11) et Pn est l'intensité de la pluie au temps tn. Rappelons que la
pluie peut être variable en espace (comme étudié dans Niemczynowicz [1991] et de Lima
and Singh [2002, 2003]), mais dans tout ce qui suit nous considérons une pluie variable en
temps et homogène en espace.

Cette méthode numérique doit maintenant être validée sur des cas tests présentés dans
les sections suivantes. Les résultats de ces sections ont été obtenus à l'aide de variantes du
code utilisé dans les chapitres 2, 3 et 4. Le compilateur utilisé est gfortran sans option de
compilation (voir la section 2.2.2). L'exécutable a été lancé avec la con�guration suivante :

� système d'exploitation : Ubuntu version 9.04,
� matériel :
� mémoire 2.9 Go,
� processeur Intel R© Core

TM

2 Duo CPU T5750 2.00 GHz.
En�n, tous les calculs ont été menés avec la méthode déterminée dans les chapitres 2 et
3 : �ux HLL, reconstruction MUSCL et traitement semi-implicite des frottements, tout en
respectant la condition de CFL théorique (nCFL = 0.5).

5.1.5.2 Solutions stationnaires avec pluie

Ces tests correspondent à des équilibres stationnaires (travail débuté dans le cadre
d'un stage de M2 e�ectué au MAPMO, voir Vo Thi Ngoc [2008]) et se rapproche des tests
proposés dans le chapitre 3 (pour plus de détails voir l'annexe B.4). Nous considérons un
équilibre stationnaire avec une pluie d'intensité P uniforme et constante sur un domaine
de longueur L. En se donnant un débit d'intensité constante en amont du canal : q(0) = q0,
l'équation de conservation de la masse donne

q(x) = q0 + xP, pour 0 ≤ x ≤ L. (5.21)
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Nous avons donc un pro�l pour le débit et nous nous donnons un pro�l de hauteur d'eau
(notée hex dans ce chapitre) sur tout le domaine, ce qui nous permet de calculer la to-
pographie associée à cet équilibre stationnaire à l'aide de la relation

∂xz =

(
q2

gh3
− 1

)
∂xh−

2qP

gh2
− Sf (5.22)

et d'une méthode d'intégration numérique. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur
vers Vo Thi Ngoc [2008, p.10] ainsi qu'à l'annexe B.4. Nous avons à notre disposition
di�érentes con�gurations :

� écoulement : �uvial ou torrentiel,
� loi de frottement : Manning ou Darcy-Weisbach.
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Figure 5.4 � Ecoulement �uvial-�uvial avec de la pluie pour la loi de Darcy-Weisbach.

Ecoulement �uvial-�uvial Nous considérons un canal de 1000 m de long. A l'équili-
bre, la hauteur hex(x) est donnée par (3.9) et le débit est obtenu à l'aide de la relation
(5.21). La topographie est calculée à l'aide de (5.22) avec P = 0.001 m/s l'intensité de la
pluie à la �n de la simulation et q0 = 1 m2/s le débit en entrée à l'équilibre. Nous obtenons
ainsi un écoulement entièrement �uvial (comme illustré pour la loi de Darcy-Weisbach sur
la �gure 5.4).

Les coe�cients de frottement sont pour la loi de
� Manning : n = 0.033,
� Darcy-Weisbach : f = 0.093.

Les conditions initiales sont
h = 0 m et q = 0 m2/s

et les conditions aux bords {
en amont h = hex(0) m
en aval h = hex(1000) m

.
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A la di�érence des écoulements �uviaux du chapitre 3, nous �xons la hauteur d'eau à la
place du débit pour observer l'e�et d'un tel choix sur la capture de l'équilibre �nal. Le
débit en amont sera forcé à la première itération en prenant q(0, 0) = q0. La durée totale
de l'événement est t = 3000 s et l'intensité P de la pluie est donnée par

P (t) =

{
0 m/s si t < 1500 s
0.001 m/s sinon

.

L'événement pluvieux en créneau permet l'obtention de deux états d'équilibre stationnaires
successifs :

1. Lors du premier équilibre, obtenu au temps teq < 1500 s, nous devons retrouver un
débit constant (l'intensité de la pluie étant nulle) :

q(t, x) = Cte, pour t ∈ [teq, 1500 s].

2. Le deuxième état d'équilibre stationnaire correspond à l'équilibre décrit au début de
cette section (avec la hauteur d'eau (3.9) et le débit obtenu à l'aide de (5.21)).

Ce test permet de disposer :
� d'une solution analytique avec frottement et pluie en régime permanent,
� d'une topographie variable,
� d'un écoulement entièrement �uvial,
� de conditions de bord �uviales,
� de deux états transitoires,
� d'un état stationnaire intermédiaire.
Nous avons utilisé une discrétisation numérique de 25, 50, 100, 200 et 400 mailles. Sur

les �gures 5.5 a-c et 5.6 a-c (resp. 5.5 b-d et 5.6 b-d) nous avons représenté les résultats
obtenus avec 25 mailles (resp. 400 mailles) lors des deux états d'équilibre stationnaires
successifs (aux instants t = 1450 s et t = 3000 s).

Lors du premier état stationnaire, comme attendu, le débit obtenu numériquement est
constant en espace (voir les �gures 5.5 c-d et 5.6 c-d). De plus les courbes de convergence
obtenues pour 400 mailles (�gs 5.5 e et 5.6 e) con�rment la convergence numérique vers cet
état stationnaire intermédiaire. Les erreurs relatives faites sur le débits et hauteurs d'eau
à la �n des simulations sont inférieures à 0.03% ce qui est meilleur que certains résultats
obtenus dans le chapitre 3. Nous retrouvons numériquement une convergence d'ordre 1 (�gs
5.5 f et 5.6 f). Pour 25 mailles, nous pouvons noter de légères oscillations qui disparaissent
en ra�nant le maillage (�gs 5.5 a-b-c-d et 5.6 a-b-c-d). La façon un peu di�érente de traiter
la condition de bord ne semble pas avoir d'e�ets négatifs sur les résultats obtenus. Nous
constatons juste que le débit de l'état d'équilibre intermédiaire est di�érent de celui de
l'état stationnaire �nal (�gs 5.5 c-d et 5.6 c-d).
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Figure 5.5 � Ecoulement �uvial-�uvial avec pluie et loi de Manning. Hauteurs d'eau
pour : (a) 25 mailles et (b) 400 mailles, débits pour : (c) 25 mailles et (d) 400 mailles,
(e) convergences en temps et (f) erreurs en fonction du maillage.
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Figure 5.6 � Ecoulement �uvial-�uvial avec pluie et loi de Darcy-Weisbach. Hauteurs
d'eau pour : (a) 25 mailles et (b) 400 mailles, débits pour : (c) 25 mailles et (d) 400 mailles,
(e) convergences en temps et (f) erreurs en fonction du maillage.
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Figure 5.7 � Ecoulement torrentiel-torrentiel avec de la pluie pour la loi de Darcy-
Weisbach.

Ecoulement torrentiel-torrentiel La longueur du canal considéré est 1000 m. A
l'état stationnaire �nal, la hauteur hex(x) est donnée par (3.3.1.3) et le débit est obtenu
à l'aide de la relation (5.21). La relation (5.22) permet de calculer la topographie, avec
P = 0.001 m/s l'intensité de la pluie à la �n de la simulation et q0 = 2.5 m2/s le débit
en amont à l'équilibre. L'écoulement stationnaire ainsi obtenu, est entièrement torrentiel
(comme illustré pour la loi de Darcy-Weisbach sur la �gure 5.7).

Les coe�cients de frottement sont pour la loi de
� Manning : n = 0.04,
� Darcy-Weisbach : f = 0.065.

Comme pour l'écoulement �uvial précédent, les conditions initiales sont

h = 0 m et q = 0 m2/s.

Les conditions aux bords sont{
en amont q = 2.5 m2/s et h = hex(0) m
en aval sortie libre

.

L'événement se déroule sur une durée totale de t = 3000 s et l'intensité P de la pluie est
donnée par

P (t) =

{
0 m/s si t < 1500 s
0.001 m/s sinon

.

L'intérêt de ce test est de disposer :
� d'une solution analytique avec frottement et pluie en régime permanent,
� d'une topographie variable,
� d'un écoulement entièrement torrentiel,
� de conditions de bord torrentielles,
� de deux états transitoires,
� d'un état stationnaire intermédiaire.
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Les calculs sont faits pour 25, 50, 100, 200 et 400 mailles. Sur les �gures 5.8 a-c et 5.9 a-c
(resp. 5.8 b-d et 5.9 b-d) nous avons représenté les résultats obtenus avec 25 mailles (resp.
400 mailles) lors des deux états d'équilibre stationnaires successifs (aux instants t = 1450 s
et t = 3000 s).

Ici encore, le schéma attrape l'équilibre intermédiaire à débit constant (�gures 5.8 c-d
et 5.9 c-d). Les hauteurs d'eau obtenues par le schéma avec 25 mailles (�gures 5.8 a et
5.9 a) sont très proches de celles calculées pour 400 (�gures 5.8 b et 5.9 b), ce qui permet
de penser que le schéma calcule le bon état stationnaire intermédiaire. Les erreurs relatives
faites sur les débits et les hauteurs d'eau à la �n des simulations sont inférieures à 0.04%
(�gures 5.8 e et 5.9 e). Les droites d'erreur en fonction du maillage permettent de retrouver
une convergence à l'ordre 1 (�gs 5.8 f et 5.9 f).
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Figure 5.8 � Ecoulement torentiel-torrentiel avec pluie et loi de Manning. Hauteurs d'eau
pour : (a) 25 mailles et (b) 400 mailles, débits pour : (c) 25 mailles et (d) 400 mailles,
(e) convergences en temps et (f) erreurs en fonction du maillage.
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Figure 5.9 � Ecoulement torrentiel-torrentiel avec pluie et loi de Darcy-Weisbach. Hau-
teurs d'eau pour : (a) 25 mailles et (b) 400 mailles, débits pour : (c) 25 mailles et (d) 400
mailles, (e) convergences en temps et (f) erreurs en fonction du maillage.
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5.1.5.3 Pluie idéale

Comme nous l'avons vu précédemment (voir la section 5.1.2), le test de la pluie idéale
consiste à reconstituer l'hydrogramme observé à l'exutoire d'un canal incliné de pente con-
stante soumis à un événement pluvieux en créneau. Ce test a été réalisé expérimentalement
à l'aide du simulateur de pluie de l'INRA d'Orléans (voir le chapitre 6). Dans cette section,
nous avons choisi de prendre des paramètres de simulation proches de ceux de l'expérience.

Nous considérons un canal incliné de pente constante S0 = 4.96% (avec ∂xz = −S0 < 0),
soumis à un événement pluvieux en créneau

P (t) =

{
50 mm/h si t < 120 s
0 mm/h sinon

Le canal est initialement sec

h = 0 m et q = 0 m2/s

La longueur du domaine est

L = 4 m.

Nous avons utilisé une discrétisation numérique de 400 mailles. Le temps total de la sim-
ulation correspond à 250 secondes. Les simulations ont été e�ectuées avec la loi de Darcy-
Weisbach et avec la loi de Manning. Les coe�cients de frottement utilisés sont :

� pour la loi de Manning : les 16 coe�cients n de 0.01 à 0.025 par pas de 0.001,
� pour la loi de Darcy-Weisbach : les 39 coe�cients f de 0.02 à 0.4 par pas de 0.01.
L'objectif avec ce test est de véri�er que les résultats numériques et la solution exacte

donnent les mêmes résultats pour chacune des deux lois. Nous allons aussi observer le
comportement du schéma numérique en faisant varier les frottements.

Remarque : a�n de permettre les comparaisons avec les données expérimentales du
chapitre 6, les débits à l'exutoire ont été multipliés par la largeur du canal (0.12 m) puis
convertis en g/s.

En comparant entre eux les résultats des simulations, nous notons en particulier que :
� lorsque le coe�cient de frottement augmente, la montée de l'hydrogramme et son
tarissement sont plus longs (�gures 5.11a et 5.11b).

� A l'équilibre (lors du plateau), augmenter les frottements a pour conséquence de
diminuer la vitesse (�gs 5.11c et 5.11d) et d'augmenter la hauteur d'eau (�gs 5.11e
et 5.11f).

� Le débit à l'équilibre (q(x) = Ix) est parfaitement capturé (comme illustré pour la
loi de Darcy-Weisbach pour di�érents coe�cients sur la �gure 5.10), et ce quels que
soient la loi de frottement et son coe�cient.

Nous notons aussi que les résultats numériques sont très proches des solutions analytiques
(comme illustré sur les �gures 5.12 a-b-c-d et e, pour la loi de Darcy-Weisbach avec f = 0.12
et f = 0.34), ce qui a été véri�é de façon systèmatique pour

� la loi de Darcy-Weisbach en faisant varier f entre 0.12 et 0.34 par pas de 0.02,
� la loi de Manning en faisant varier n entre 0.01 et 0.02 par pas de 0.001.
Dans Woolhiser and Liggett [1967] et Taylor et al. [1974], nous pouvons trouver le

critère de validité du modèle d'approximation d'onde cinématique suivant :
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Critère 5.1. Pour un écoulement à l'équilibre stationnaire, l'approximation d'onde ciné-

matique est valable si nous avons

K =
LS0

F 2
0 h0

> 10

avec L la longueur du domaine and F0 (resp. h0) le nombre de Froude (resp. la hauteur

d'eau) à l'exutoire.

Ce critère semble véri�é comme illustré sur la �gure 5.12 f. Il conviendra de regarder
comment ce critère est obtenu.

En�n, en diminuant le coe�cient de frottement, nous voyons se former un pic au début
du plateau (�g. 5.13 a) et une augmentation du nombre de Froude (�g. 5.13 b). Quand le
nombre de Froude dépasse deux, nous observons la formation d'oscillations sur le plateau
(�g. 5.13 a). Nous pouvons supposer qu'il s'agit de roll-waves (voir le chapitre 4). Il faudra
envisager d'étudier ce cas plus en détails.

Le test de la pluie idéale et les solutions stationnaires avec pluie (section 5.1.5.2) nous
ont permis de valider notre méthode de traitement numérique avec pluie. Pour rendre notre
modèle de ruissellement plus complet, nous allons nous intéresser à la prise en compte de
l'in�ltration de l'eau dans le sol et de son traitement numérique.
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Figure 5.12 � Pluie idéale. Comparaison (a), (b) et (c) des hydrogrammes à l'exutoire,
(d) des vitesses et (e) des hauteurs pour la loi de Darcy-Weisbach avec f = 0.12 et f = 0.34
et (f) véri�cation du critère de validité de l'approximation d'onde cinématique.
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Figure 5.13 � Pluie idéale avec loi de frottement de Darcy-Weisbach : (a) zoom sur
l'hydrogramme et (b) comparaison des nombres de Froude pour la phase du plateau.

5.2 L'in�ltration

Dans notre modélisation du ruissellement, les phénomènes d'in�ltration d'eau dans le
sol doivent être pris en compte. Pour cela, nous couplons le modèle de ruissellement de
surface (système de Saint-Venant) avec un modèle d'in�ltration d'eau dans le sol. Nous
choisissons d'utiliser le modèle de Green et Ampt (voir Green and Ampt [1911]) modi-
�é par Mein et Larson (voir Mein and Larson [1973]) parfois appelé modèle GAML (voir
Moore et al. [1981] et King et al. [1999]). Il s'agit d'un modèle d'in�ltration unidimension-
nel : la di�usion horizontale est négligée. Dans la littérature nous trouvons des modèles
plus complets prenant en compte ce phénomène de di�usion horizontale (voir entre autres
Richards [1931], Weill [2004, 2007], Weill and Patin [2009], Sochala [2008] et Sochala et al.
[2009]).

Notre choix de modèle est justi�é par certaines données expérimentales utilisées dans
le chapitre 6. Ces données ont servi à valider le code PSEM_2D (voir Esteves et al. [2000],
Nord and Esteves [2005] et Tatard et al. [2008]), code basé sur la résolution du système
de Saint-Venant par le schéma de MacCormack couplé avec le modèle de Green-Ampt. Le
choix de ce modèle nous permet donc d'avoir une validation de notre méthode numérique
sur des données expérimentales et de la comparer avec une autre méthode numérique.

Avant de décrire le modèle, nous allons dé�nir quelques notions puis montrer comment
coupler le schéma avec un modèle d'in�ltration quelconque et en�n décrire le modèle de
Green-Ampt.

Nous avons les dé�nitions suivantes :
� le taux d'in�ltration I(t) (m/s) est le �ux en eau qui pénètre dans le sol au temps t,
� l'in�ltration cumulée Vinf (t) (m) est le "volume" ou plutôt la hauteur d'eau in�ltrée
entre t = 0 et t :

Vinf (t) =

∫ t

0
I(t)dt,

� la capacité d'in�ltration IC(t) (m/s) représente le �ux en eau maximal pouvant être
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in�ltré dans le sol au temps t,
� la conductivité hydraulique à saturation KS (m/s) représente la valeur limite du
taux d'in�ltration d'un sol homogène saturé. Il s'agit d'un paramètre du modèle
d'in�ltration.

Notons V n
inf et InC les discrétisations respectives de Vinf et de IC au temps tn (I et

sa discrétisation ne sont pas nécessaires pour décrire l'algorithme). A�n de résoudre notre
problème de ruissellement, nous utilisons l'algorithme suivant à l'ordre 2 (valable avec toute
loi d'in�ltration) :

1. Résolution de l'équation de conservation de la masse

h∗ = hn + ∆t(Φ1(Un) + Pn)

2. Couplage avec l'in�ltration, deux cas possibles :
� si h∗ ≤ ∆tnInC alors

h∗mod = 0 et q∗mod = 0,

et
V ∗inf = V n

inf + h∗

� sinon
h∗mod = h∗ −∆tnInC ,

résolution de l'équation de conservation de quantité de mouvement

q∗mod = qn + ∆tΦ2(Un)

et
V ∗inf = V n

inf + ∆tInC

3. Résolution du terme source de frottement

Ũn+1 = Sf∆t(U
∗
mod)

4. Résolution de l'équation de conservation de la masse

h∗∗ = h̃n+1 + ∆t(Φ1(Ũn+1) + Pn)

5. Couplage avec l'in�ltration, deux cas possibles :
� si h∗∗ ≤ ∆tnĨn+1

C alors

h∗∗mod = 0 et q∗∗mod = 0

et
Ṽ n+2
inf = V ∗inf + h∗∗

� sinon
h∗∗mod = h∗∗ −∆tnĨn+1

C ,

résolution de l'équation de conservation de quantité de mouvement

q∗∗mod = q̃n+1 + ∆tΦ2(Ũn+1)

et
Ṽ n+2
inf = V ∗inf + ∆tI∗C
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6. Résolution du terme source de frottement

Ũn+2 = Sf∆t(U
∗∗
mod),

7. Mise à jour des variables par la méthode de Heun

Un+1 =
Un + Ũn+2

2
et V n+1

inf =
V n
inf + Ṽ n+2

inf

2
,

où Φ est dé�ni par (2.11) et Pn est l'intensité de la pluie au temps tn. Les di�érents calculs
de IC (InC et Ĩn+1

C ) dépendent du modèle d'in�ltration choisi.

front
d’humectation

θi θs

hn
sur

Zn
f

θ

Zf

θs − θi

O

Figure 5.14 � Illustration du modèle de Green-Ampt.

Le modèle de Green-Ampt consiste à supposer que l'in�ltration de l'eau dans le sol se
fait avec l'avancement d'un front (situé à la profondeur Znf (m)) qui sépare deux zones
(voir la �gure 5.14) :

� une zone totalement saturée d'humidité volumétrique θs
� et une zone d'humidité volumétrique initiale θi.

Au temps tn, le modèle de Green-Ampt permet de calculer la capacité d'in�ltration dans
un sol uniforme de la façon suivante :

InC = Ks

(
1 +

hf − hnsur
Znf

)
(5.23)

avec

Znf =
V n
inf

θs − θi
(5.24)

et où
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� hf est une constante dépendant de la nature du sol (parfois notée Ψ voir le tableau
5.15), appelée la pression capillaire au front. Il s'agit de la force de succion exercée
par le sol insaturé sur la colonne d'eau au niveau du front.

� −hsur > 0 (correspond à h∗ et à h∗∗) est la hauteur d'eau à la surface susceptible de
s'in�ltrer.

� Znf au numérateur de (5.23) représente la force de gravité exercée sur la colonne d'eau
dans le sol (le signe de hsur est lié à l'orientation de l'axe (OZf )).

Nous pouvons donc écrire (5.23) sous la forme

InC = Ks
hn1 − hn0
Znf

= K
∆H

∆z

avec h1 = Znf + hf , hn0 = hnsur et ∆z = Znf . Ceci permet de voir que le modèle de Green-
Ampt est une approximation de la loi unidimensionnelle de Darcy

i = K
∂H

∂z

qui relie la vitesse d'écoulement dans le sol i au gradient de charge.

Il est possible de trouver dans la littérature les valeurs des di�érents paramètres du
modèle de Green-Ampt en fonction de la nature du sol (�gure 5.15, voir entre autres Rawls
et al. [1982], Chow et al. [1988, p.115] et Wang et al. [1997]).

Figure 5.15 � Valeurs des paramètres du modèle de Green-Ampt en fonction du type de
sol (extrait de Chow et al. [1988, p.115]).

Remarque : quand le sol est saturé, nous avons Znf >> hf − hnsur. Nous avons alors
InC = Ks ce qui est en accord avec la dé�nition de Ks (voir plus haut).

En présence d'une croûte d'épaisseur Zc (de conductivité hydraulique Kc) au dessus
d'un milieu de conductivité hydraulique Ks, une in�ltration "bicouche" est réalisée en
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calculant la capacité d'in�ltration de la façon suivante :

InC =


Kc

(
1 +

hf − hnsur
Znf

)
si Znf ≤ Zc

Kn
e

(
1 +

hf − hnsur
Znf

)
sinon

(5.25)

avec la conductivité hydraulique e�ective

Kn
e =

Znf
[(Znf − Zc)/Ks] + Zc/Kc

.

Dans la littérature, de nombreux modèles d'in�ltration sont comparés (voir entre autres
Al-Azawi [1985], Hsu et al. [2002], Chahinian et al. [2005] et Turner [2006]), en particulier
dans Mishra et al. [2003], quatorze modèles d'in�ltrations sont comparés. Dans le cas d'in-
�ltration purement verticale le système de Green-Ampt et ses modi�cations (pour prendre
en compte des couches du sol de nature di�érente) semble être su�samment précis (voir
Jia and Tamai [1997] et Liu et al. [2008]) et nécessite des temps de calcul plus courts que
d'autres modèles. La modélisation d'écoulements plus complexes tels que les écoulements
dans des sillons nécessite la prise en compte de la di�usion horizontale dans le modèle
d'in�ltration (voir Warrick et al. [2007] et Lazarovitch et al. [2009]). Pour cette raison, il
faudra essayer de coupler le modèle de Saint-Venant avec des modèles d'in�ltration plus
complexes (voir entre autres Weill [2004, 2007], Weill and Patin [2009], Sochala [2008] et
Sochala et al. [2009]).

Pour que notre modélisation du ruissellement soit complète, dans la section suivante
nous nous intéressons à la généralisation de notre méthode numérique au cas bidimension-
nel.

5.3 La méthode numérique bidimensionnelle

Nous pouvons écrire le système de Saint-Venant bidimensionnel (1.1) sous la forme
vectorielle conservative

∂tU + ∂xG(U) + ∂yH(U) = S(U, t, x, y), (5.26)

avec

U =

 h
hu
hv

 , G(U) =


hu

hu2 + g
h2

2
huv

 H(U) =


hv
huv

hv2 + g
h2

2


et

S(U, t, x, y) =

 P − I
gh(S0x − Sf x)
gh(S0y − Sf y)

 ,
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où les lois de la famille de Manning et Strickler (voir le chapitre 3.1) s'écrivent sous la
forme

Sf x = Cf
u
√
u2 + v2

h4/3
et Sf y = Cf

v
√
u2 + v2

h4/3

et les lois de la famille de Darcy-Weisbach et Chézy (voir le chapitre 3.1) s'écrivent sous la
forme

Sf x = Cf
u
√
u2 + v2

h
et Sf y = Cf

v
√
u2 + v2

h
.

xi−1 xi−1/2 xi xi+1/2 x

∆x

O xi+1

y

∆y
yj−1/2

yj

yj+1/2

Figure 5.16 � Illustration de la discrétisation bidimensionnelle.

Après calculs, le système (5.26) s'écrit encore sous la forme

∂tU +DGx ∂xU +DHy ∂yU = S(U, t, x, y), (5.27)

où DGx et DHy sont les matrices jacobiennes des �ux

DGx =

 0 1 0
−u2 + gh 2u 0
−uv v u

 et DHy =

 0 0 1
−uv v u

−v2 + gh 0 2v

 . (5.28)

Soit un vecteur ξ =
(
ξx
ξy

)
∈ R2 et la matrice DF (ξ) = ξxDGx + ξyDHy. Il est possible de

démontrer que la matrice DF (ξ) admet trois valeurs propres

λ1(ξ) = uξ −
√
gh, λ2(ξ) = uξ, λ3(ξ) = uξ +

√
gh,

avec uξ = ξxu + ξyv la vitesse de l'écoulement selon ξ. Pour h > 0, les valeurs propres
véri�ent

λ1(ξ) < λ2(ξ) < λ3(ξ),

le système (5.26) est donc strictement hyperbolique en dehors des zones sèches.

Nous avons fait le choix d'utiliser un maillage structuré. Le domaine selon la direction
de l'axe (Ox) est découpé en mailles de taille ∆x d'indice i et en mailles de taille ∆y
d'indice j selon (Oy) (voir la �gure 5.16).
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Le schéma aux volumes �nis bidimensionnel d'ordre 1 sur un maillage structuré s'écrit

Un+1
i, j − Uni, j +

∆t

∆x
(Gni+1/2G, j −Gni−1/2D, j) +

∆t

∆y
(Hn

i, j+1/2G −Hn
i, j−1/2D) = 0

avec
Gni−1/2D, j = G(Uni−1/2G, j , U

n
i−1/2D, j) + Si−1/2D, j

Gni+1/2G, j = G(Uni+1/2G, j , U
n
i+1/2D, j) + Si+1/2G, j

et
Hn
i, j−1/2D = H(Uni, j−1/2G, U

n
i, j−1/2D) + Si, j−1/2D

Hn
i, j+1/2G = H(Uni, j+1/2G, U

n
i, j+1/2D) + Si, j+1/2G

où G et H sont les �ux numériques pour la résolution du système homogène (analogue de
F en une dimension, voir le chapitre 1.2.1). Pour le système de Saint-Venant monodimen-
sionnel (1.7), le �ux s'écrit

F (U) =

 hu

hu2 + g
h2

2

 .

Les composantes de ce �ux sont communes aux deux premières composantes du �ux G et à
la première et dernière composante du �ux H. Ainsi, les deux premières composantes G1 et
G2 de G (respectivement la première H1 et la dernière H3 de H) sont calculées comme les
composantes de F en faisant attention aux variables utilisées. La dernière composante G3

de G (respectivement la deuxième H2 de H) est traitée comme dans Marche [2005, p.144]
et Marche et al. [2007], c'est à dire

G3(Uni+1/2G, j , U
n
i+1/2D, j) = vni+1/2, jG1(Uni+1/2G, j , U

n
i+1/2D, j)

H2(Uni, j+1/2G, U
n
i, j+1/2D) = uni, j+1/2H1(Uni, j+1/2G, U

n
i, j+1/2D)

où

vni+1/2, j =

{
vni+1/2G, j si ũ > 0

vni+1/2D, j si ũ ≤ 0
et uni, j+1/2 =

{
uni, j+1/2G si ṽ > 0

uni, j+1/2D si ṽ ≤ 0

avec

ũ =
uni+1/2G, j + uni+1/2D, j

2
et ṽ =

vni, j+1/2G + vni, j+1/2D

2
.

Comme dans le cas unidimensionnel, la préservation des états d'équilibre nécessite la
discrétisation du terme source suivante dans la direction (Ox) (voir le chapitre 2)

Si+1/2G, j − Si−1/2D, j =


0

g
(hni−1/2D, j)

2 − (hni+1/2G, j)
2

2
0


et son analogue selon (Oy)

Si, j+1/2G − Si, j−1/2D =


0
0

g
(hni, j−1/2D)2 − (hni, j+1/2G)2

2

 ,
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où les variables U␇G, ␇ et U␇D, ␇ (respectivement U␇G, ␇ et U␇D, ␇) sont obtenues pas recon-
struction hydrostatique (comme dans le chapitre 2) dans la direction (Ox) (respectivement
(Oy)).

La montée en ordre du schéma se fait comme pour le cas monodimensionnel :
� reconstruction des variables (MUSCL, ENO ou ENO modi�ée) pour l'ordre 2 en
espace, sans oublier les termes centrés Gcni, j et Hcni, j (analogues de (2.10) en une
dimension),

� et la méthode de Heun (2.12) pour l'ordre 2 en temps.
Comme nous l'avons choisi au chapitre 3, les frottements sont traités en semi-implicite.

Pour la loi de Manning, nous avons

h∗i, j

(
un+1
i, j − u∗i, j

∆t

)
= −gn2

qxn+1
i, j ||~q ni, j ||

hni, j

(
hn+1
i, j

)4/3

et

h∗i, j

(
vn+1
i, j − v∗i, j

∆t

)
= −gn2

qyn+1
i, j ||~q ni, j ||

hni, j

(
hn+1
i, j

)4/3
,

avec

~q =

(
qx
qy

)
=

(
hu
hv

)
et

||~q|| =
√
qx2 + qy2.

Et pour la loi de Darcy-Weisbach, nous avons

h∗i, j

(
un+1
i, j − u∗i j

∆t

)
= −f

8

qxn+1
i, j ||~q ni, j ||
hni, jh

n+1
i, j

et

h∗i, j

(
un+1
i, j − u∗i, j

∆t

)
= −f

8

qyn+1
i, j ||~q ni, j ||
hni, jh

n+1
i, j

.

En�n les termes de pluie et d'in�ltration sont traités comme dans les sections précé-
dentes de ce chapitre.

Maintenant que notre modèle de ruissellement est complet et que la méthode numérique
est généralisée au cas bidimensionnel, nous devons valider notre méthode sur des données
expérimentales.
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Chapitre 6

Expérimental

Dans les chapitres précédents, nous avons e�ectué la validation de notre méthode
numérique sur di�érents cas tests analytiques en une dimension. Ceci nous a permis de
choisir une méthode numérique pour la simulation du ruissellement d'eau de pluie sur des
surfaces agricoles. L'objectif de ce chapitre est de valider notre méthode numérique ap-
pliquée sur trois jeux de mesures expérimentales di�érents que nous détaillons dans les
sections suivantes :

� Le premier jeu de mesures expérimentales, obtenues à l'unité de Science du Sol de
l'INRA d'Orléans en août 2005, est composé de mesures de la pluie et des débits à
l'exutoire d'un canal incliné (expérience de la pluie idéale : voir le chapitre 5).

� Le deuxième jeu de mesures expérimentales, obtenues au Niger en 1994 par l'IRD
sur deux parcelles di�érentes, est composé de mesures de la pluie, de l'humidité du
sol et des débits à l'exutoire.

� Le deuxième jeu de mesures expérimentales, e�ectuées à Thies au Sénégal le 28 juin
2004 par l'IRD, est composé de la mesure du débit à l'exutoire et de la mesure
des vitesses en 54 points de la parcelle ce qui est rare et important. Les mesures
des vitesses en plus du débit permettent d'e�ectuer un calage plus rigoureux des
di�érents paramètres du modèle considéré.

Dans tout ce chapitre, nous utilisons la méthode numérique choisie dans les chapitres
précédents : un schéma aux volumes �nis avec reconstruction hydrostatique, avec le �ux
HLL, reconstruction MUSCL, traitement semi-implicite des frottements et traitement ex-
plicite du terme de pluie (pour le ruissellement de surface) couplé avec le modèle de Green-
Ampt (pour les phénomènes d'in�ltration).

6.1 Pluie idéale - Etape 0

Le premier jeu de mesures consiste à reproduire expérimentalement le test de la pluie
idéale décrit dans le chapitre 5.1.2. Ces mesures ont été e�ectuées en août 2005, à l'unité
de Science du Sol de l'INRA et constituent "l'étape 0" 1 du projet ANR METHODE 2.

Les pluies ont été simulées expérimentalement à l'aide du simulateur de pluie de l'INRA

1. http ://methode.netcipia.net/xwiki/bin/view/Donnees/Etape0
2. #ANR-07-BLAN-0232
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(a) (b)

Figure 6.1 � Dispositif expérimental. (a) Le canal et (b) Les gicleurs (photos de l'unité
Science du sol de l'INRA d'Orléans).

d'Orléans. Le système de rampe de gicleurs oscillants (�gure 6.1b) permet d'obtenir une
pluie uniforme au niveau du canal (�gure 6.1a). Di�érents paramètres ont été utilisés :
rugosité du fond du canal, pente du canal et intensité de la pluie. Le débit à l'exutoire aval
a été mesuré à l'aide d'une balance électronique.

Dans ce travail, nous nous focalisons sur la con�guration suivante
� durée de l'expérience 250 s.
� Un canal à fond lisse, de longueur : Lc = 4 m (de longueur projetée L), de largeur :
l = 0.12 m, de pente : S0 = 4.96% et initialement sec

h = 0 m et q = 0 m2/s.

� L'événement pluvieux (sans apport en amont)

P (t) =

{
50.76 mm/h si (x, t) ∈ [0, L− 0.05 m]× [5, 125 s]
0 mm/h sinon

.

Par rapport au test de pluie idéale décrit au chapitre 5.1.2, la pluie ne commence qu'au
bout de cinq secondes et il n'y a pas de pluie sur les cinq derniers centimètres du domaine
(�gure 6.2a).

Cinq pluies ont été simulées expérimentalement à l'aide du dispositif expérimental du
simulateur de pluie de l'INRA d'Orléans représenté sur la �gure 6.1. L'intensité de la pluie
et l'hydrogramme de la �gure 6.2b sont obtenus en e�ectuant la moyenne des mesures de
chacun des événements, ce qui permet de réduire les erreurs faites sur les mesures.

Les simulations de cette section ont été e�ectuées avec une variante des codes fortran
utilisés dans les chapitres précédents.

Nous avons utilisé des mailles de taille ∆x = 0.01 m. Le temps total de la simulation
correspond à 250 secondes. Les simulations ont été e�ectuées avec la loi de Darcy-Weisbach
et avec la loi de Manning. Les coe�cients de frottement utilisés sont :

� pour la loi de Manning : les 9 coe�cients n de 0.008 à 0.016 par pas de 0.001,
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� pour la loi de Darcy-Weisbach : les 9 coe�cients f de 0.1 à 0.18 par pas de 0.01.
L'objectif avec cette expérience est de voir si il est possible de caler le modèle sur les
résultats expérimentaux et de comparer les résultats donnés pour chacune des deux lois.
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Figure 6.2 � Test de la pluie idéale : (a) Con�guration et (b) hydrogramme mesuré en
x = L.

En utilisant dans nos simulations l'intensité de pluie mesurée (50.76 mm/h), nous
obtenons une sous-estimation systématique du niveau du plateau de l'hydrogramme (comme
illustré pour la loi de Darcy-Weisbach sur la �gure 6.4a) et il en est de même pour le débit
cumulé au cours du temps à l'exutoire (�gure 6.4b). Ainsi, nous avons repris les simula-
tions avec une intensité de 52 mm/h. Le niveau du plateau est mieux capturé (�gures 6.4c
et 6.4e). Le volume d'eau sorti à l'exutoire simulé correspond plus à celui mesuré (6.4d
et 6.4f). Il ne semble pas possible de caler le modèle sur la totalité de l'hydrogramme :
en e�et avec la loi de Manning, il semble possible de trouver un coe�cient de frottement
permettant de caler la descente de l'hydrogramme. Mais nous ne parvenons pas à voir une
montée de l'hydrogramme correcte. Plusieurs explications peuvent être avancées :

� les lois de Manning et de Darcy-Weisbach représentent mal la réalité pour cette phase
de l'hydrogramme. Il est sûrement nécessaire de prendre en compte les frottements
supplémentaires dûs à la pluie (voir entre autres Yu and McNown [1964], Yoon and
Wenzel [1971], Muzik [1974], Savat [1977], Panday and Huyakorn [2004], Smith et al.
[2007] et Li [2009]). Yoon and Wenzel [1971] mesurent des pro�ls verticaux de vitesses
(voir la �gure 6.5) et constatent que la pluie rajoute des frottements à la surface
du �uide. Au contraire, certains (voir Charbeneau et al. [2009]) concluent que ces
frottements sont négligeables. Dans Savat [1977], il est observé que les frottements
dûs à la pluie diminuent avec l'augmentation du débit de l'écoulement ou de la pente
de la topographie.

� L'hydrophobicité du canal pourrait être mise en cause. Depuis, d'autres simulations
ont été e�ectuées sur des canaux hydrophiles.

� En�n les faibles hauteurs d'eau simulées nécessitent peut être la prise en compte des
e�ets de tension de surface. Pour répondre à cette question nous pouvons calculer le
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nombre de Weber (voir Dunkerley [2002])

We =
ρu2h

σ
,

avec
ρ = 998, 7 kg/m3, la densité de l'eau,
σ = 73.10−3 joules/m2, la tension de surface.

Ce nombre sans dimension donne le rapport entre les forces d'inertie et les les forces
de tension de surface. Si nous avonsWe < 1 alors les forces de tension de surface sont
non-négligeables. Lors de nos simulations, nous avons calculé le nombre de Weber à
di�érents instants et nous constatons qu'il est plus petit que 1 (comme pour illustré
sur la �gure 6.3 pour la loi de Manning avec n = 0.013).

Ce test soulève des problèmes qui sont liés à la modélisation : le modèle actuel ne prend
pas en compte certains phénomènes. Depuis la réalisation de ces expériences, l'étape 0 a
été complétée par une autre série de mesures comprenant les mesures de vitesses et de
hauteurs d'eau. Ces mesures supplémentaires nous aiderons peut-être à choisir un modèle
adapté à ce test.
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Figure 6.3 � Pluie idéale : Evolution du nombre de Weber au cours du temps pour la loi
de Manning avec n = 0.013.

Dans les sections suivantes, nous allons nous intéresser à la validation de notre méthode
numérique sur des données expérimentales bidimensionnelles.
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Figure 6.4 � Test de la pluie idéale. Frottement de Darcy-Weisbach et pluie de
50.76 mm/h : (a) débit à l'exutoire et (b) débit cumulé. Frottement de Darcy-Weisbach et
pluie de 52 mm/h : (c) débit à l'exutoire et (d) débit cumulé. Frottement de Manning et
pluie de 52 mm/h : (e) débit à l'exutoire et (f) débit cumulé.
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Figure 6.5 � Illustration des frottements supplémentaires à la surface de l'écoulement dus
à la pluie à l'aide de pro�ls de vitesses (extrait de Yoon and Wenzel [1971]).
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6.2 Parcelles JAC et ERO (1994)

Figure 6.6 � Sénégal et Niger.

Le deuxième jeu de mesures expérimentales a été mis à notre disposition par Michel
Esteves 3. Ce jeu de mesures, e�ectuées au Niger (�gure 6.6) en 1994 par l'IRD, est composé
de mesures de la pluie, de l'humidité du sol et du ruissellement sur deux parcelles : ERO
et JAC (voir �gures 6.7 a-b et 6.7 c-d). Ces mesures ont été e�ectuées dans le cadre de l'-
expérience HAPEX-Sahel (Hydrology and Atmosphere Pilot EXperiment, voir Desconnets
et al. [1996], Peugeot et al. [1997] et Esteves and Lapetite [2003]) dont l'objectif était de
déterminer à di�érentes échelles d'espace (de 1 m2 à quelques dizaines d'hectares) et de
temps (de la minute à l'année), la formation du ruissellement en fonction des états de sur-
faces identi�és dans cette région du Niger et de voir comment ces écoulements rejoignaient
les cours d'eau temporaires. Concernant les types de sols rencontrés, il y a essentiellement
trois grandes unités (voir Desconnets et al. [1996] et Esteves and Lapetite [2003])

� un sol nu,
� un glacis sableux en jachère
� et un glacis sableux cultivé (champ de mil).
Les mesures e�ectuées sur les parcelles JAC et ERO, ont permis précédemment la

validation du code PSEM_2D 4 (voir Esteves et al. [2000]). La méthode utilisée pour valider
PSEM_2D consiste à e�ectuer le calage des coe�cients de frottement, d'in�ltration, ... a�n
d'obtenir des débits numériques les plus proches possibles des débits mesurés. Ce code est
basé sur le schéma de Mac Cormack a�n de résoudre le système de Saint-Venant (pour

3. Laboratoire d'étude des Transferts en Hydrologie Environnement (Grenoble), IRD
4. Plot Soil Erosion Model 2D
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.7 � Parcelle (a)-(b) ERO au Niger, (c)-(d) JAC au Niger et (e)-(f) de Thies au
Sénégal.
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plus de détails voir Esteves et al. [2000] et Nord and Esteves [2005]). Puisque ce code
est basé sur le même modèle que celui que nous utilisons, nous reprenons les paramètres
obtenus pour PSEM_2D (coe�cients de frottements, paramètres d'in�ltration, ...). Ceci
nous permet de valider notre méthode numérique sur des mesures expérimentales et de
comparer nos résultats avec ceux obtenus à l'aide d'une autre méthode numérique.

Dans ce qui suit nous décrivons les caractéristiques de chacune des deux parcelles et
nous analysons les résultats numériques obtenus avec notre méthode numérique.

6.2.1 Parcelle ERO

La parcelle ERO (�gures 6.7a et 6.7b) est une parcelle de sol nu recouverte par une
croûte de type érosion de longueur L = 14.25 m, de largeur l = 5 m, de pente maximale
0.12 selon (Ox) et 0.21 selon (Oy). Les paramètres utilisés pour le modèle de Green-Ampt
et le coe�cient de frottement de la loi de Darcy-Weisbach sont donnés dans le tableau 6.1.

Propriétés de la surface Propriétés du sol
Nature Erosion Type de sol Sable limoneux
Zc (m) 0.005 θs 0.296
hf (m) 1.3795 hf (m) 1.3795
Ks (m/s) 1.7E-8 Ks (m/s) 2.15E-5

f 0.25

Table 6.1 � Paramètres utilisés pour la parcelle ERO.

Le maillage utilisé est régulier avec ∆x = ∆y = 0.2 m. Les conditons de bords sont
� des bords fermés en amont et sur les cotés de la parcelle
� et une sortie ouverte à l'exutoire.
Tous les calculs de cette section et des sections suivantes ont été e�ectués à l'aide du

logiciel FullSWOF_2D, un code orienté objet en C++ (pour plus de détails voir le chapitre
7).

Pour cette parcelle, nous avons eu à notre disposition
� douze événements pluvieux,
� les débits mesurés à l'exutoire,
� les hauteurs d'eau in�ltrées au milieu de la parcelle à l'aide d'une sonde à neutron,
� les calages et les résultats obtenus avec le logiciel PSEM_2D (présentés dans Esteves
et al. [2000]).

Dans Esteves et al. [2000], le calage des paramètres a été e�ectué sur l'événement du 10
août 1994.

Pour analyser nos résultats (comme dans Esteves et al. [2000]), nous avons calculé le
nombre de Nash et Sutcli�e (voir Nash and Sutcli�e [1970])

NS = 1−
∑M

n=0 (Qn −Qsn)2∑M
n=0

(
Qn −Qn

)2
avec

� Qn le débit mesuré à l'exutoire au temps tn et Qn sa moyenne,
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� Qsn le débit simulé à l'exutoire au temps tn.
Plus NS est proche de 1, meilleurs sont les résultats.

Sur les �gures 6.8 et 6.9 sont représentés les hyétogrammes et les hydrogrammes
mesurés et simulés numériquement à l'aide de FullSWOF_2D. La �gure 6.10 représente
des grandeurs (la hauteur d'eau in�ltrée au milieu simulées au milieu de la parcelle, le
temps de début de ruissellement, le temps d'obtention des pics de ruissellement et la valeur
de ces pics) simulées par les logiciels FullSWOF_2D et PSEM_2D en fonction des valeurs
mesurées.

Les résultats numériques obtenus avec FullSWOF_2D sont assez proches de ceux ob-
servés, les formes complexes des hydrogrammes sont correctement attrapées par notre méth-
ode numérique (�gures 6.8 et 6.9). Ceci est con�rmé par les nombres de Nash-Sutcli�e (voir
le tableau 6.2). Sur ces événements, FullSWOF_2D et PSEM_2D semblent donner des ré-
sultats très proches (voir le tableau 6.2 et la �gure 6.10). Les deux méthodes numériques
sous-estiment de manière systématique le temps de début de ruissellement (�gure 6.9c).
Les pics de ruissellement sont obtenus au bon moment (�gure 6.10c), mais la valeur de
ces pics est de manière générale surestimée par les deux méthodes (�gure 6.10d). En�n les
hauteurs d'eau in�ltrées sont assez bien calculées (�gure 6.10a).

Evénement Date θi NS FullSWOF_2D NS PSEM_2D
1 20 Juillet 1994 0.048 0.85 0.854
2 21 Juillet 1994 0.103 0.748 0.661
3 07 Août 1994 0.1 0.839 0.9
4 10 Août 1994 0.106 0.873 0.896
5 20 Août 1994 0.067 0.618 0.625
6 20 Août 1994 2 0.095 0.618 0.896
7 24 Août 1994 0.088 0.843 0.883
8 25 Août 1994 0.085 0.922 0.885
9 04 Septembre 1994 0.082 0.928 0.928
10 08 Septembre 1994 0.082 0.605 0.460
11 12 Septembre 1994 0.07 0.755 0.738
12 16 Septembre 1994 0.061 0.661 0.662

Table 6.2 � Parcelle ERO : humidité initiale du sol et résultats obtenus pour les douze
événements pluvieux.
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Figure 6.8 � Parcelle ERO : hyétogrammes et hydrogrammes du (a) 20 juillet 1994, (b) 21
juillet 1994, (c) 07 août 1994, (d) 10 août 1994, (e) 20 août 1994 et du (f) 20 août 1994 2
pour la loi de Darcy-Weisbach.
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Figure 6.9 � Parcelle ERO : hyétogrammes et hydrogrammes du (a) 24 août 1994, (b) 25
août 1994, (c) 04 septembre 1994, (d) 08 septembre 1994, (e) 12 septembre 1994 et du
(f) 16 septembre 1994 pour la loi de Darcy-Weisbach.
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Figure 6.10 � Parcelle ERO, comparaison des résultats simulés pour FullSWOF_2D et
PSEM_2D avec les résultats expérimentaux : (a) hauteurs in�itrées en mileu de parcelle,
(b) temps de début de ruissellement, (c) temps d'obtention des pics de ruissellement et
(d) valeurs de ces pics.

205



6.2. PARCELLES JAC ET ERO (1994)

6.2.2 Parcelle JAC

La parcelle JAC (�gures 6.7c et 6.7d) est une parcelle en jachère de longueur L = 20 m,
de largeur l = 5 m, de pente maximale 0.19 selon (Ox) et 0.17 selon (Oy). Les paramètres
utilisés pour le modèle de Green-Ampt sont donnés dans le tableau 6.3. A la surface du
sol, il y a alternance de zones érodées avec des zones de sable d'où deux coe�cients de
frottement di�érents (tableau 6.3).

Propriétés de la surface Propriétés du sol
Nature Erosion Monts de sable Type de sol Sable limoneux
Zc (m) 0.005 0.05 θs 0.296
hf (m) 1.3795 0.18 hf (m) 1.3795
Ks (m/s) 1.7E-8 1.9E-6 Ks (m/s) 2.15E-5

f 0.25 0.7

Table 6.3 � Paramètres utilisés pour la parcelle JAC.

Le maillage utilisé est régulier avec ∆x = ∆y = 0.06 m. Les conditons de bords sont
� des bords fermés en amont et sur les cotés de la parcelle
� et une sortie ouverte à l'exutoire.
Nous avons eu à notre disposition pour cette parcelle
� douze événements pluvieux qui sont les mêmes que ceux de la parcelle ERO (nous
en avons traité sept),

� les débits mesurés à l'exutoire,
� les hauteurs d'eau in�ltrées au milieu de la parcelle
� et les résultats obtenus avec le logiciel PSEM_2D (à l'exception des hauteurs d'eau
in�ltrées).

Sur les �gures 6.11 et 6.12 sont représentés les hyétogrammes et les hydrogrammes
mesurés et simulés à l'aide de FullSWOF_2D pour la parcelle JAC. La �gure 6.13 représente
des grandeurs (la hauteur d'eau in�ltrée au milieu simulées au milieu de la parcelle, le temps
de début de ruissellement, le temps d'obtention des pics de ruissellement et la valeur de ces
pics) simulées par les logiciels FullSWOF_2D et PSEM_2D (à l'exception de l'in�ltration)
en fonction des valeurs mesurées.

Comme pour la parcelle ERO, FullSWOF_2D permet de retrouver la forme complexe
des hydrogrammes, à l'exception de celui du 16 septembre 1994 (�gure 6.12f). Sur ces
mesures, PSEM_2D donne aussi de mauvais résultats. Nous pouvons supposer que cet
événement a mal été mesuré. Globalement, les nombres de Nash Sutcli�e (tableau 6.4) sont
meilleurs que ceux obtenus pour la parcelle ERO mais les hauteurs d'eau in�ltrées sont
moins bien calculées (�gure 6.13a). Le temps d'apparition du ruissellement est à nouveau
systématiquement sous-évalué par chacun des deux logiciels (�gure 6.13b). En�n les pics
de ruissellement sont obtenus au bon moment (�gure 6.13c) et la valeur de ces pics est très
bien calculée (�gure 6.13d).

Pour compléter notre étude, il faudra e�ectuer les simulations des événements manquant
et tracer des cartes de volumes in�ltrés.

Bien souvent le calage d'une méthode numérique est e�ectuée sur l'hydrogramme mesuré
à l'exutoire. En général, il est alors possible de réaliser un calage pour la loi de Darcy-
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Weisbach et pour la loi de Manning. Ces lois étant di�érentes, des vitesses et hauteurs
di�érentes sont obtenues sur le domaine de calcul. Mais rien ne permet de choisir telle ou
telle loi. Le jeu de mesures suivant présente des mesures de vitesses en plus de la mesure
du débit à l'exutoire.

Evénement Date θs − θi NS FullSWOF_2D NS PSEM_2D
3 07 Août 1994 0.196 0.954 0.969
4 10 Août 1994 0.139 0.962 0.902
5 20 Août 1994 0.229 0.9 0.669
7 24 Août 1994 0.208 0.916 0.901
8 25 Août 1994 0.211 0.976 0.94
11 12 Septembre 1994 0.226 0.852 0.777
12 16 Septembre 1994 0.232 -51.6 -59.67

Table 6.4 � Parcelle JAC : humidité initiale du sol et résultats obtenus pour les sept
événements pluvieux étudiés.
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Figure 6.11 � Parcelle JAC : hyétogramme et hydrogrammes du 24 août 1994.
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Figure 6.12 � Parcelle JAC : hyétogrammes et hydrogrammes du (a) 07 août 1994, (b) 10
août 1994, (c) 20 août 1994, (d) 25 août 1994, (e) 12 septembre 1994 et du (f) 16 septembre
1994 pour la loi de Darcy-Weisbach.
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Figure 6.13 � Parcelle JAC, comparaison des résultats simulés pour FullSWOF_2D et
PSEM_2D avec les résultats expérimentaux : (a) hauteurs in�itrées en mileu de parcelle,
(b) temps de début de ruissellement, (c) temps d'obtention des pics de ruissellement et
(d) valeurs de ces pics.
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6.3 Parcelle de Thies (28 juin 2004)

x

O

z

y

Figure 6.14 � Con�guration du livre ouvert de Wooding.

Le troisième et dernier jeu de mesures expérimentales a été mis à notre disposition par
Olivier Planchon 5. Ce jeu de mesures, e�ectuées à Thies au Sénégal (�gure 6.6) par l'IRD
dans le cadre du projet PNRH RIDES 6, est composé de la mesure du débit à l'exutoire
et de la mesure des vitesses en 63 points de la parcelle (voir �gures 6.7 e-f et 6.15). Ces
mesures ont été e�ectuées par SVG (Salt-Velocity Gauge, voir Planchon et al. [2005] pour
plus de détails). L'objectif de ces mesures étaient

� de tester de nouvelles techniques de mesures (SVG),
� d'étudier la dynamique de ruissellement et d'érosion.
Ces mesures ont permis de comparer di�érents codes de calcul (voir Tatard [2005] et

Tatard et al. [2008]) :
� PSEM_2D,
� NCF et MAHLERAN basés sur l'approximation d'onde cinématique 1D dans la di-
rection de la pente,

� RillGrow2 basé sur un algorithme empirique proche de l'approximation d'onde dif-
fusive.

Comme précédemment, nous reprenons à nouveau les paramètres utilisés pour PSEM_2D.
Dans Tatard [2005] et Tatard et al. [2008], il est apparu qu'un coe�cient de frottement
homogène sur toute la parcelle ne permettait pas de retrouver les vitesses mesurées. Ils ont
alors utilisés une distribution de coe�cients de frottement hétérog�ne sur tout le domaine,
ce qui leur a permis de retrouver numériquement des valeurs de vitesse très proches de
celles mesurées.

La parcelle de Thies est une parcelle dont le sol est de type sableux de longueur L =
10 m, de largeur l = 4 m. Sa con�guration est classique en ruissellement, il s'agit de
la con�guration du livre ouvert de Wooding (voir entre autres Wooding [1965], Ponce
[1989, p.145]) avec une pente 1% selon (Ox) et selon (Oy) (comme illustré sur la �gure
6.14). La mesure de la topographie a été e�ectuée sur 160 mailles selon la largeur ((Ox),
∆x = 0.025 m) et 200 mailles selon la longueur ((Oy), ∆y = 0.05 m. Les codes utilisés
dans Tatard [2005] et Tatard et al. [2008], ont nécessité une dégradation de l'échelle de

5. IRD (Montpellier), UMR LISAH
6. Ruissellement, In�ltration, Dynamique des Etats de Surface
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résolution de cette topographie (par exemple ∆x = ∆y = 0.1 m pour PSEM_2D) à cause
notamment de petits pics liées aux erreurs de mesures.

Nous avons e�ectué les calculs avec le coe�cient homogène (f = 0.26) pour le maillage
dégradé puis pour le maillage plus �n sans aucun problème (�gures 6.16 et 6.17). En�n,
nous avons e�ectué les calculs avec le coe�cient hétérogène avec le maillage grossier (�gure
6.18).

En ra�nant les maillages, nous améliorons la qualité de nos résultats, les zones sont
mieux dé�nies (6.17). Mais avec le coe�cient de frottement homogène, nous véri�ons en
e�et que les vitesses calculées à certains endroits de la parcelle sont di�érentes de celles
mesurées (voir la �gure 6.19a et les tableaux 6.5 et 6.6). Nous retrouvons des vitesses très
proches de celles obtenues avec PSEM_2D. En�n l'utilisation de coe�cients hétérogènes
permet d'améliorer sensiblement les résultats (la �gure 6.19b et les tableaux 6.5 et 6.6).
L'utilisation de coe�cients hétérogènes ne modi�e pas l'hydrogramme obtenu avec un co-
e�cient de frottement homogène (voir la �gure 6.20).

Pour compléter le travail e�ectué sur la parcelle de Thies, il faudra envisager
� de faire les calculs avec coe�cients hétérogènes sur le maillage plus �n et sur des
maillages plus grossiers a�n d'observer l'in�uence de la taille du maillage sur les
résultats

� et d'essayer d'autres lois de frottement.

6.4 Synthèse

Dans ce chapitre, nous avons e�ectué la validation de notre méthode numérique sur des
mesures expérimentales. Ceci nous a permis de montrer que notre modélisation ne prend pas
en compte certains phénomènes physiques (tels que les frottements dûs à la pluie, la tension
de surface) qu'il faudra étudier plus en détails et envisager de les prendre en compte dans
notre modèle. Les lois de frottement usuelles en hydraulique (Darcy-Weisbach et Manning)
ne semblent pas être adaptées à la simulation d'écoulements de faible épaisseur. Il faudra
donc aussi essayer d'autres lois de frottement.

En�n, il faudra e�ectuer des comparaisons de notre méthode numérique avec d'autres
méthodes numériques sur des tests plus compliqués (avec la présence d'équilibres station-
naires tels que des �aques d'eau).

Dans le chapitre suivant, nous donnons une description du logiciel FullSWOF_2D et
de ses spéci�cités.
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Figure 6.15 � Parcelle de Thies : localisation des points de mesure des vitesses par SVG.
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Coefficients homogenes : U (m/s)
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Figure 6.16 � Parcelle de Thies au Sénégal : (a) vitesses, (b) nombres de Froude, (c) hau-
teurs d'eau et (d) nombres de Reynolds à t = 7300 s pour f = 0.26 et le maillage grossier.

213



6.4. SYNTHÈSE

Coefficients homogenes : U (m/s)
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Figure 6.17 � Parcelle de Thies au Sénégal : (a) vitesses, (b) nombres de Froude, (c) hau-
teurs d'eau et (d) nombres de Reynolds à t = 7300 s pour f = 0.26 et le maillage �n.
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Coefficients heterogenes : U (m/s)
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Figure 6.18 � Parcelle de Thies au Sénégal : (a) vitesses, (b) nombres de Froude, (c) hau-
teurs d'eau et (d) nombres de Reynolds à t = 7300 s avec f hétérogène et le maillage
grossier.
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x [m] y [m]
V [cm.s−1]
mesures

V [cm.s−1]
PSEM_2D
fhomogène

V [cm.s−1]
PSEM_2D
fhétérogène

V [cm.s−1]
FullSWOF
fhomogène

V [cm.s−1]
FullSWOF
fhétérogène

2.12 5.53 26.47 14.14 20.11 14.19 21
2.04 5.55 25.95 15.37 25.32 14.1 21.78
1.96 6.78 18.41 12.13 22.06 12.22 19.81
2.15 6.72 16.27 13.02 20.75 12.49 20
1.71 3.9 15.84 11.77 19.24 10.75 16.85
2.06 8.63 14.93 10.89 18.59 10.7 16.76
2.18 8.62 14.43 11.07 19.54 10.65 16.66
2.33 8.62 14.02 10.18 16.29 10.18 15.77
2.65 6.77 13.58 6.32 5.97 6.67 6.59
1.79 6.8 13.45 10.42 19.42 10.94 17.27
1.85 5.55 11.73 10.76 13.68 11.29 15.95
1.67 6.8 10.91 9.01 12.15 9.93 14.47
3.06 5.76 10.89 8.09 9.32 6.06 10.26
1.69 5.86 10.78 11.12 13.11 10.35 13.49
2.96 5.73 10.75 8.96 10.44 8.53 10.26
2.59 1.85 8.98 6.89 5.94 6.47 5.96
3.01 5.75 8.55 9.14 11.32 8.53 9.51
2.08 3.81 8.35 10.45 12.99 9.72 12.46
2.45 8.62 7.78 9.72 16.33 9.54 14.43
2.2 3.78 7.64 8.49 5.56 8.07 7.31
1.83 3.86 7.50 12.29 20.66 11.29 18.12
2.6 6.72 7.07 6.88 5.93 5.56 5.29
2.91 5.71 6.87 7.97 8.14 7.67 7.39
0.85 5.53 6.74 6.60 5.65 6.04 5.27
2.02 1.79 6.73 11.31 13.72 11.59 14.37
2.86 6.85 6.54 6.44 5.93 5.36 7.18
0.58 1.65 5.44 4.65 4.09 5.26 4.73
0.86 3.84 5.18 5.88 5.08 5.27 4.6
0.97 3.83 5.15 5.30 4.62 5.25 4.67
0.79 3.91 5.14 5.15 4.48 5.03 4.41
2.66 6.82 5.11 7.19 6.83 6.68 6.59
2.96 1.88 4.80 5.88 4.99 5.66 5.28
3.61 8.34 4.73 3.80 3.09 3.49 2.99
3.64 3.9 4.69 4.88 4.19 4.91 4.26
0.65 1.53 4.31 4.92 4.23 4.65 4.19

Table 6.5 � Vitesses : Mesures et résultats numériques.
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x [m] y [m]
V [cm.s−1]
mesures

V [cm.s−1]
PSEM_2D
fhomogène

V [cm.s−1]
PSEM_2D
fhétérogène

V [cm.s−1]
FullSWOF
fhomogène

V [cm.s−1]
FullSWOF
fhétérogène

3.72 7.7 4.24 3.36 2.88 3.33 2.96
3.11 3.72 4.20 4.37 3.75 4.46 4.02
3.05 3.69 4.07 4.37 3.87 3.73 3.37
1.07 5.33 4.04 7.83 7.35 7.36 7.55
3.84 3.94 3.77 4.21 3.85 4.99 4.45
2.77 3.66 3.66 4.26 3.61 3.82 3.44
3.73 3.94 3.47 3.98 3.48 3.77 3.18
2.01 0.5 3.46 6.90 5.86 4.18 3.68
3.47 9.42 3.06 4.76 1.63 4.11 3.57
3.57 3.89 2.99 5.61 4.78 4.91 4.26
3.7 7.8 2.97 0.00 0.01 3.96 3.53
0.85 5.58 2.89 5.75 4.95 5.38 4.72
1.1 1.75 2.81 2.79 2.54 4.17 3.35
3.63 8.74 2.73 3.76 3.39 4.57 4.07
2.97 3.66 2.69 2.31 2.60 4.76 3.37
3.63 8.56 2.58 3.49 3.22 4.35 3.93
3.43 9.26 2.54 4.69 3.76 5.1 4.41
0.79 1.48 2.52 2.97 2.78 3.99 3.57
3.72 8.32 2.41 3.01 2.64 3.4 2.92
2.24 0.35 2.21 3.56 3.29 3.49 3.12
3.84 0.37 2.05 2.01 1.70 2.02 1.81
2.49 0.72 1.85 2.88 2.49 2.56 2.26
0.7 4. 1.62 0.02 0.01 4.42 3.98
1.71 0.22 1.60 6.60 5.65 4.57 3.9
3.87 8.36 1.56 2.11 1.79 2.69 2.34
1.77 0.43 1.43 3.16 3.37 3.8 3.28
3.02 0.63 0.59 1.25 1.06 2.96 2.49

Table 6.6 � Vitesses : Mesures et résultats numériques.

217



6.4. SYNTHÈSE

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 0  5  10  15  20  25  30

v 
si

m
ul

ee
s 

(c
m

/s
)

v mesurees (cm/s)

FullSWOF 2D
PSEM 2D

(a)

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 0  5  10  15  20  25  30
v 

si
m

ul
ee

s 
(c

m
/s

)

v mesurees (cm/s)

FullSWOF 2D
PSEM 2D

(b)

Figure 6.19 � Parcelle de Thies : comparaison des vitesses simulées et mesurées (a) pour
f = 0.26 et (b) pour les coe�cients de frottement hétérogènes.
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Figure 6.20 � Parcelle de Thies : hyétogramme et comparaison des hydrogrammes simulées
et mesurées (a) pour f = 0.26 et (b) pour les coe�cients de frottement hétérogènes.
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Chapitre 7

Le logiciel FullSWOF_2D

Les chapitres précédents, ainsi que les travaux e�ectués dans le cadre de stages de M2
e�ectués au BRGM (El Bouajaji [2007] et Rousseau [2008]), nous ont permis de choisir une
méthode numérique dans l'optique de réaliser un code pour le ruissellement robuste et ayant
un bon compromis précision/temps de calcul. Ceci nous a permis de réaliser un code en
C++ appelé FullSWOF_2D 1 (pour Full Shallow Water equations for Overland Flow), son
développement a débuté dans le cadre d'un stage de M2 d'informatique à l'INRA d'Orléans
(voir Delestre [2008]). La résolution du système bidimensionnel nécessite quelques modi-
�cations de la méthode monodimensionnelle. Dans un premier temps nous présentons ces
modi�cations, puis nous détaillons les spéci�cités de FullSWOF_2D et en�n nous présen-
tons quelques cas tests académiques intégrés dans une librairie développée par Christian
Laguerre.

7.1 Spéci�cités de FullSWOF_2D

7.1.1 Solutions de programmation

Les chapitres précédents et les stages de M2 e�ectués au BRGM (voir El Bouajaji
[2007] et Rousseau [2008]) ont permis de choisir une méthode adaptée à la simulation
du ruissellement sur des surfaces agricoles : le schéma aux volumes �nis avec les recon-
structions hydrostatique, MUSCL et le traitement semi-implicite des frottements. Ce choix
est très certainement amené à évoluer avec l'arrivée de nouvelles méthodes. De plus nous
voulons intégrer le maximum de �ux numériques (HLL, Rusanov, ...), de reconstructions
des variables (MUSCL, ENO, ENO modi�ée), ..., ce que nous avons fait avec les codes for-
tran utilisés dans les chapitres précédents. Ces codes sont peu viables : leur structure peu
modulaire ne facilite ni l'intégration de nouvelles méthodes, ni la lisibilité du code. A cela
s'ajoute, une redondance de tests à chaque itération en espace et en temps pour déterminer
la méthode numérique à utiliser. Ci-dessous nous donnons un exemple de redondance, il
s'agit du choix des �ux numériques du code fortran en dimension 1.

1. Déposé à l'Agence pour la Protection des Programmes avec le numéro de déclaration DL 03434− 01
et une licence CeCILL. Pour les termes de la licence voir :
http ://www.cecill.info/licences/Licence_CeCILL_V2-fr.html
http ://www.cecill.info/licences/Licence_CeCILL_V2-en.html
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if (choixflux==1) then

call fluxrus(ur(i-1),ul(i),hd(i-1),hg(i),fp(i),fd(i),CFL2)

else if (choixflux==2) then

call fluxhll(ur(i-1),ul(i),hd(i-1),hg(i),fp(i),fd(i),CFL2)

else if (choixflux==3) then

call fluxhll2(ur(i-1),ul(i),hd(i-1),hg(i),fp(i),fd(i),CFL2)

else if (choixflux==4) then

call fluxroe(ur(i-1),ul(i),hd(i-1),hg(i),fp(i),fd(i),CFL2)

else if (choixflux==5) then

call fluxcinetique(ur(i-1),ul(i),hd(i-1),hg(i),fp(i),fd(i),CFL2)

else if (choixflux==6) then

call fluxaps(ur(i-1),ul(i),hd(i-1),hg(i),fp(i),fd(i),CFL2)

else if (choixflux==7) then

call fluxroeRus(ur(i-1),ul(i),hd(i-1),hg(i),fp(i),fd(i),CFL2)

else

call fluxRoeSans(ur(i-1),ul(i),hd(i-1),hg(i),fp(i),fd(i),CFL2)

end if

Cette redondance de tests peut à la fois avoir un e�et négatif sur la lisibilité du code,
mais surtout allonger les temps de calcul.

Notre objectif est d'obtenir un code de calcul le plus �able et maintenable possible :
� La �abilité du logiciel est la caractéristique d'une part de répondre aux spéci�cations
du logiciel (produire les résultats souhaités pour tout jeu de données d'entrée valide)
et d'autre part de ne pas en produire d'erronées (même si les données d'entrée ne
sont pas valides). Une solution pour gérer les données d'entrée non valides consiste à
utiliser la gestion des erreurs et des exceptions, ceci est parfois appelé robustesse du
code.

� La maintenabilité est une donnée essentielle, il est en e�et nécessaire que le code
puisse évoluer facilement, sans que cela entraine des coûts excessifs. Il est nécessaire
de faciliter les évolutions futures (ajout/modi�cation de fonctionnalités, correction
d'anomalies/de dysfonctionnements).

Algorithme 1 Schéma à l'ordre 1

Entrées : h0, u0, v0 et z
Sorties : hM , uM et vM

1: Initialisation de h0, u0, v0 et z
2: pour t = 1 à N faire . Boucle en temps
3: Reconstruction hydrostatique
4: Calcul des �ux numériques : HLL, Rusanov, Cinétique, ...
5: Application du schéma
6: Traitement des frottements : Manning ou Darcy-Weisbach
7: �n pour

A�n de satisfaire ces objectifs, l'idée introduite dans Delestre [2008] consiste à analyser
les algorithmes simpli�és de la méthode numérique à l'ordre 1 (Algorithme 1), à l'ordre 2
(Algorithme 2) et de dégager les parties communes.
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Algorithme 2 Schéma à l'ordre 2

Entrées : h0, u0, v0 et z
Sorties : hM , uM et vM

1: Initialisation de h0, u0, v0 et z
2: pour t = 1 à N faire . Boucle en temps
3: Reconstruction ordre 2 en x : MUSCL, ENO ou ENO modi�ée
4: Reconstruction hydrostatique
5: Calcul des �ux numériques : HLL, Rusanov, Cinétique, ...
6: Application du schéma
7: Traitement des frottements : Manning ou Darcy-Weisbach
8:

9: Reconstruction ordre 2 en x : MUSCL, ENO ou ENO modi�ée
10: Reconstruction hydrostatique
11: Calcul des �ux numériques : HLL, Rusanov, Cinétique, ...
12: Application du schéma
13: Traitement des frottements : Manning ou Darcy-Weisbach
14:

15: Ordre 2 en t : Méthode de Heun
16: �n pour

Pour e�ectuer nos simulations, nous avons besoin d'un schéma numérique (à l'ordre
1 ou 2) constitué de la reconstruction hydrostatique, d'un �ux numérique, d'une loi de
frottement et éventuellement d'une reconstruction d'ordre 2 (MUSCL, ENO, ...). Ainsi,
nous avons dégagé plusieurs familles. Les éléments d'une même famille (par exemple les
�ux HLL, cinétique, ... pour la famille �ux ) ont les mêmes entrées, les mêmes sorties et des
méthodes communes.

Pour illustrer nos propos nous allons nous focaliser sur la famille �ux (pour les autres
familles nous renvoyons le lecteur vers Delestre [2008]). Indépendamment du �ux choisi,
pour calculer un �ux numérique, nous avons besoin (voir le diagramme de classe TAB. 7.1) :
de six variables de type double de part et d'autre de l'interface (h, u et v), de calculer le
�ux numérique, de récupérer les di�érentes composantes du �ux, de �xer et de récupérer
certaines variables pour la CFL. Ainsi, nous dé�nissons une classe mère abstraite (Dupin
[2005, p.266]) �ux, ce qui veut dire que nous ne pouvons pas créer d'objet à partir de cette
classe : cette classe ne peut être instanciée. Mais par héritage, cette classe permet de dé�nir
les variables, les méthodes, le constructeur et le destructeur communs aux di�érentes classes
de �ux (F_hll, F_Rusanov, ...) ainsi que leur structure. Les classes de �ux contiennent leur
partie spéci�que, c'est-à-dire le calcul du �ux lui-même. En utilisant les notions d'héritage
et de classe mère abstraite, nous obtenons un code plus modulaire et où chacune des classes
contient ce qui la distingue des autres classes. Ainsi, il est très facile d'ajouter un autre �ux
numérique. Cette technique est utilisée pour les autres classes ce qui nous permet d'avoir
un code plus structuré donc plus facile à comprendre et maintenir.

En�n, pour éliminer le problème des tests redondants rencontrés avec les codes en
fortran (voir plus haut), nous utilisons ce que nous appelons un "distributeur d'objets"
spéci�que à chacune des classes abstraites (les classes choix_... voir les �gures 7.1, 7.2
et 7.3). Comme nous l'avons vu, nous ne pouvons instancier d'objet de classe abstraite,
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flux

� f1
� f2
� f3
� tx
� cfl
+ calcul(double, double, double, double, double, double) : void
+ set_tx(double) : void
+ get_f1() : double
+ get_f2() : double
+ get_f3() : double
+ get_cfl() : double

flux()

Table 7.1 � Le diagramme de la classe �ux
.

cependant nous pouvons déclarer des pointeurs pointant vers des objets de ce type. Puis
e�ectuer un transtypage (ou cast) qui permet de transformer un objet d'une certaine classe
en un objet d'une classe �lle (par exemple de la classe �ux en la classe F_hll). L'objet
ainsi pointé permet alors de faire les calculs nécessaires.

Ainsi au début de l'exécution du code (lors de l'initialisation), plusieurs pointeurs
pointant vers des objets de classe abstraite sont déclarés. Un �chier de paramètres (param-
eters.txt : voir la �gure 7.4) est lu par un parser inspiré de celui de Telles [2005] (intégré
par Ulrich Raza�son puis modi�é par Christian Laguerre). Un objet de classe parame-

ters contenant tous ces paramètres est envoyé aux distributeurs d'objets qui e�ectuent le
transtypage du pointeur leur correspondant. En�n les calculs commencent.

Concernant le code il faut signaler que Ulrich Raza�son et Christian Laguerre l'ont
structuré en projet : ils ont regroupé les �chiers sources (.cpp), les �chiers d'en-tête (ou
header : .h), ... . Dans une optique d'optimisation Marie Rousseau a transformé le code qui
était à pas de temps �xe en un code à CFL �xe. Toujours dans un soucis d'optimisation
de temps de calcul depuis Delestre [2008, p.22], nous traquons les calculs inutiles et nous
stockons les résultats d'opérations e�ectuées plusieurs fois (g/2, hu, hv, ...). Pour les calculs,
nous avons plus d'accès que d'écriture dans les cellules des tableaux. Nous avons donc opté
pour la classe vector. En e�et, le conteneur vector permet un accès direct à un élément
quelconque du tableau avec une e�cacité en O(1). Christian Laguerre a débuté une analyse
d'e�cacité du code à l'aide du pro�ler valgrind (�gure 7.5). En�n, Marie Rousseau a intégré
une librairie d'in�ltration basée sur la loi de Green-Ampt (Green and Ampt [1911]) (voir
le chapitre 5).

Notre objectif est de réaliser des simulations à grandes échelles (à l'échelle d'un bassin
versant). De telles simulations nécessitent des temps de calcul assez importants. Il faut
donc envisager de paralléliser FullSWOF_2D à l'aide de librairie de parallélisation telle
que MPI (Message Passing Interface) qui permet d'exploiter les ressources des ordinateurs
à plusieurs processeurs et/ou coeurs. A�n d'étudier la faisabilité, nous avons réalisé une
version parallélisée basée sur la méthode unidimensionnelle d'ordre 1 et la décomposition
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S c h e m a

O r d r e 2O r d r e 1

choix_flux

f l u x

F_Rusanov F_HLL

Figure 7.1 � Illustration de l'utilisation de la classe �ux et du distributeur de �ux
choix_�ux.

ordre1schema

choix_init_topo
topo

Initialisation_topo
topography

choix_infiltration
I

infiltration
I

hydrostatique
rec_hydro

choix_flux flux_numflux
F

choix_conditionD

bordD
bordH

condition_bord

C

choix_conditionG

C

choix_init_huv

huv_init

Initialisation_huv
huv_init

choix_frottement

frot

frottement
frot

bordG
bordB

choix_rain

plui_num

rain
P

Figure 7.2 � Organisation des classes utilisées par la classe ordre1.
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ordre2

schema

choix_init_topo
topo

Initialisation_topo
topography

choix_infiltration
I

infiltration
I

hydrostatique
rec_hydro

choix_flux
flux_num

flux
F

choix_conditionD
bordD
bordH

condition_bord

C

choix_conditionG

C

choix_init_huv

huv_init

Initialisation_huv
huv_init

choix_frottement

frot

frottement
frot

bordG
bordB

choix_rain

plui_num

rain
P

choix_reconstruction

rec

reconstruction
Rec

choix_limiteur
limiteur

limiteur
Lim

Figure 7.3 � Organisation des classes utilisées par la classe ordre2.

de domaine (comme dans Em Karniadakis and Kirby II [2003, p.412-454]). Le domaine est
découpé en autant de sous-domaines que nous avons de coeurs, ainsi chacun des coeurs
e�ectue les calculs sur son domaine et communique les valeurs aux bords aux coeurs en
charge des domaines voisins via une barrière de synchronisation (à l'aide des commandes
MPI : MPI_Barrier(MPI_COMM_WORLD et MPI_Allgatherv par exemple). L'algo-
rithme s'écrit alors sous la forme suivante (Algorithme 3).

Algorithme 3 Schéma à l'ordre 1 (parallèle)

Entrées : h0, u0, v0 et z
Sorties : hM , uM et vM

1: Initialisation de h0, u0, v0 et z
2: pour t = 1 à N faire . Boucle en temps
3: pour i =my_o�set-1 à J_local faire . Boucle en espace
4: Reconstruction hydrostatique
5: Calcul des �ux numériques : HLL, Rusanov, Cinétique, ...
6: �n pour
7: pour i =my_o�set à J_local faire . Boucle en espace
8: Application du schéma
9: Traitement des frottements : Manning ou Darcy-Weisbach
10: �n pour
11: Synchronisation & communications
12: �n pour
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#####################################################################
 Un exemple de fichier d'entree parametres.
######################################################################
 
Number of meshes (x-axis) : 24
 
Number of meshes (y-axis) : 74
 
Time of simulation : 2000.
 
Space step (x) : 0.2
 
Space step (y) : 0.2
 
Time step : 0.005
 
Boundary condition (left)(1-libre/2-mur) : 2
 
Boundary condition (right)(1-libre/2-mur) : 2
 
Boundary condition (down)(down)(1-libre/2-mur) : 2
 
Boundary condition (top)(1-libre/2-mur) : 1
 
Numerical flux choice(1-Rusanov/2-HLL)  : 2
 
Order of the scheme choice (1-ordre 1/2-ordre 2/3-relaxation) : 2
 
Reconstruction choice (1-Muscl/2-ENO/3-ENO-modifié) : 3
 
Friction term choice (1-Manning/2-Darcy-Weisbach): 2
 
Limiter choice (1-Minmod/2-Vanalbada)  : 1
 
Amortrec : 0.25
 
Infiltration model (1-Green-Ampt) : 1
 
Ks, hydraulic conductivity (saturation) of the surface (1.7e-8) : 1.7e-8
 
Dteta, water content : 0.139
 
Psi, load pressure : 1.3795
 
zcrust, epaisseur de la croute : 0.05
 
Kssoil, hydraulic conductivity (saturation) of the soil : 2.15e-5
 
cf, friction parameters : 0.25
 
cflfix, valeur de la cfl que l'on veut fixer : 0.4
 
topography's choice : 1
 
Name of the topography file :MNT_ERO.dat
 
choice of initialization huv (1/file -2/fonction) : 2
 
Name of the huv initialisation file : Nothing
 
choice of rain (1/file -2/fonction) : 1
 
Name of the rain file :pluie1008

Figure 7.4 � Le �chier des paramètres d'initialisation.

225



7.1. SPÉCIFICITÉS DE FULLSWOF_2D

Figure 7.5 � Analyse d'e�cacité du logiciel FullSWOF_2D pour di�érents paramètres
(graphique fournit par Christian Laguerre).
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7.1.2 Doxygen

Pour faciliter le développement et l'utilisation de FullSWOF_2D, nous documentons
notre code à l'aide de commentaires classiques, mais aussi à l'aide du logiciel libre Doxygen 2

(réalisé en grande partie par Dimitri van Heesch). Ce logiciel permet de générer de la
documentation à partir du code source d'un programme. Pour cela, il tient compte du
langage (ici le c++) dans lequel est écrit le code source, ainsi que des commentaires écrits
dans un format particulier. De plus, il est possible d'intégrer des formules en LATEXce
qui peut faciliter la compréhension de certaines classes. En�n Doxygen permet d'obtenir
di�érents formats de documentation : en html, en LATEX, en Rich Text Format (RTF),
en XML et même des pages de manuel pour unix/linux. Il est possible de générer des
diagrammes de classe, des diagrammes de dépendance, ... (voir les �gures 7.1, 7.2 et 7.3).

Si dessous, nous avons le �chier d'entête de la classe F_Rusanov avec les commentaires
au format Doxygen, ainsi nous obtenons des documentations au format html comme sur
la �gure 7.6.

/******************************************************************************

************* F_Rusanov.h ****************************************************

******************************************************************************

*

* A class of FullSWOF_2D

* Author: Olivier Delestre, october 2008, olivierdelestre41@yahoo.fr

* Last modified by ..., ...., ...@....

* Copyright (C) 2008

*

******************************************************************************/

#include <divers.h>

#ifndef Classe_flux

#include "flux.h"

#endif

#ifndef Classe_F_Rusanov

#define Classe_F_Rusanov

/*!

* \file F_Rusanov.h

* \brief Rusanov flux

* \author Olivier Delestre

* \version 1.0.0

*/

/*! \class F_Rusanov

* \brief class which allows to calculate Rusanov flux

*

* \f[{\cal F}(U_G,U_D)=\frac{F(U_G)+F(U_D)}{2}-c.\frac{U_D-U_G}{2},\f]

with

\f[ c=\max(|u_{G}|+\sqrt{g{h}_{G}},|u_{D}|+\sqrt{g{h}_{D}}).\f]

*/

2. www.doxygen.org/
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class F_Rusanov: public flux{

public :

/*!

* \brief Constructor

*/

F_Rusanov();

/*!

* \brief Calculates Rusanov flux

*/

void calcul(REEL,REEL,REEL,REEL,REEL,REEL);

/*!

* \brief Destructor

*/

virtual ~F_Rusanov();

};

#endif
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Figure 7.6 � Page HTML générée par le logiciel Doxygen.

7.2 Premiers tests numériques

Pour permettre de tester le logiciel FullSWOF_2D et ses évolutions, Christian Laguerre a mis
en place une librairie de tests. Les premiers tests intégrés sont

� une rupture de barrage radiale sur fond sec,
� une rupture de barrage radiale sur fond mouillé,
� un test de Thacker : un paraboloïde inversé de révolution dans un paraboloïde de révolution.
Décrivons chacun de ces tests et montrons les premiers résultats obtenus.

Rupture de barrage radial sur fond sec

Le domaine est dé�ni par

(x, y) ∈ [0, 10 m]× [0, 10 m]

La topographie est plane z(x, y) = 0, la condition initiale (�gure 7.7a) est u(0, x, y) = v(0, x, y) =
0 m/s et

h(0, x, y) =

{
0.001 m si

√
(x− 5)2 + (y − 5)2 ≤ 1 m

0 m sinon
.

� La tailles des mailles est ∆x = ∆y = 0.1 (soit 100 mailles dans les deux directions).
� La durée de la simulation est de 50 s (�gure 7.7b).
� Les conditions de bord choisies sont des conditions de mur.
Ce test peut servir à tester une nouvelle méthode sur une transition sec/mouillé. Il peut aussi

être utilisé pour débugger un problème de programmation de �ux numérique.

229



7.2. PREMIERS TESTS NUMÉRIQUES

 0

 0.0002

 0.0004

 0.0006

 0.0008

 0.001

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

 0

 0.0002

 0.0004

 0.0006

 0.0008

 0.001

hauteur (m)

x (m)y (m)

(a)

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

 0

 0.0002

 0.0004

 0.0006

 0.0008

 0.001

h (m)

hauteur (m)

x (m)y (m)

h (m)

 0
 5e-05
 0.0001
 0.00015
 0.0002
 0.00025
 0.0003
 0.00035
 0.0004
 0.00045

(b)

Figure 7.7 � Rupture de barrage radial sur fond sec : (a) Condition initiale et (b) au
temps t = 50 s.

Rupture de barrage radial sur fond mouillé

Le domaine est dé�ni par
(x, y) ∈ [0, 10 m]× [0, 10 m]

La topographie est plane z(x, y) = 0, la condition initiale (�gure 7.8a) est donnée par u(0, x, y) =
v(0, x, y) = 0 m/s et

h(0, x, y) =

{
0.011 m si

√
(x− 5)2 + (y − 5)2 ≤ 1 m

0.001 m sinon
.

� La taille des mailles est ∆x = ∆y = 0.1 (soit 100 mailles dans les deux directions).
� La durée de la simulation est de 5 s (�gure 7.8b).
� Les conditions de bord choisies sont des conditions de mur.
Il peut surtout être utilisé pour débugger un problème de programmation de �ux numérique.

Test de Thacker : le paraboloïde inversé

Nous utilisons la con�guration donnée dans Marche et al. [2007]. Le domaine est dé�ni par

(x, y) ∈ [0, 4 m]× [0, 4 m]

La topographie est un paraboloïde centré en (2, 2) d'équation

z(x, y) = z0
(
r2 − 1

)
,

avec r2 = (x− 2)
2

+ (y − 2)
2.

Ce test admet une solution analytique périodique donnée à l'instant t par

h(t, x, y) = h0

[
(1−A2)1/2

1−A cos(ωt)
− 1− r2

(
1−A2

(1−A cos(ωt))2
− 1

)]
et

u =
1

1−A cos(ωt)

(
1

2
ωxA sin(ωt)

)
, v =

1

1−A cos(ωt)

(
1

2
ωyA sin(ωt)

)
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Figure 7.8 � Rupture de barrage radial sur fond mouillé : (a) Condition initiale et (b) au
temps t = 5 s.
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Figure 7.9 � Test de Thacker : (a) Condition initiale et (b) au temps t = 500 s.
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avec

A =
1− r02
1 + r02

et ω =
√

8gh0

où r0 = 0.8 m et h0 = 0.1 m.
� La tailles des mailles est ∆x = ∆y = 0.02 (soit 200 mailles dans les deux directions).
� La durée de la simulation est de 500 s (�gure 7.9b).
� Les conditions de bord choisies sont des conditions de mur.
Ce test permet de tester la capacité d'une méthode numérique à traiter les transitions sec/-

mouillé en présence d'une topographie. La solution étant périodique, elle permet aussi de tester la
di�usivité numérique d'un schéma.

Il faudra envisager d'intégrer de nouveaux tests notamment des tests avec frottement, pluie et
in�ltration.
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Conclusion

Au cours de cette thèse, nous nous sommes attachés à développer un modèle et une méthode
numérique adaptée à la simulation du ruissellement d'eau de pluie sur des surfaces agricoles.

Nous avons choisi de moéliser ce type de probl`eme à l'aide d'un modèle de Saint-Venant
bidimensionnel. Les di�érentes propriétés de ce système : hyperbolicité et conservativité nous ont
conduit à choisir un schéma aux volumes �nis. Et l'existence d'équilibres stationnaires importants
(les �aques d'eau) nous ont incité à choisir un schéma équilibré basé sur la méthode de reconstruc-
tion hydrostatique. Nous avons e�ectué la comparaison de di�érentes méthodes (�ux numériques
et reconstruction) à l'aide de solutions analytique pour déterminer la méthode numérique la plus
adaptée au problème qui nous intéresse. Notre choix s'est porté sur le �ux HLL et la reconstruction
MUSCL. Pour rendre le modèle plus réaliste, il est nécessaire de prendre di�érents termes sources
supplémentaires les frottements a�n de prendre en compte les e�ets du sol sur lécoulement. La
présence de ce terme source supplémentaire implique l'existence d'états d'équilibre plus complexes.
Une comparaison systématique de di�érentes méthodes de traitement des frottements nous ont
conduit à utiliser un traitement semi-implicite. La présence de ce terme de frottement permet
l'apparition de solutions particuli�res : les rollwaves. Nous avons véri�é que notre méthode pouvait
calculer correctement ces écoulements instables.

Pour rendre notre modèle plus complet, il a été nécessaire de prendre en compte l'ajout en eau
dû à la pluie et le prélèvement dû à l'in�ltration de l'eau dans le sol. La pluie est prise en compte
en ajoutant un terme source au système de Saint-Venant. Ce terme source est traité explicitement.
L'in�ltration nécessite un couplage avec un modèle d'in�ltration. Nous avons choisi le modèle de
Green-Ampt. Nous avons e�ectué une validation du traitement du terme de pluie sur des solutions
analytiques que nous avons développées. En�n, nous avons réalisé une validation de notre méthode
sur des mesures expérimentales. Tout ce travail de recherche nous a permis de développer le logiciel
FullSWOF_2D, un code orienté objet en C++.
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Annexe A

Propriétés supplémentaires du

système de Saint-Venant

Nous avons vu dans le cadre du chapitre 1 que le système de Saint-Venant est un système
hyperbolique de lois de conservation. Nous allons donner ici quelques propriétés supplémentaires :
montrer le lien entre le système de Saint-Venant et l'équation des ondes. Puis par l'étude des invari-
ants de Riemann nous allons généraliser les propriétés de transport d'onde. En�n nous donnerons
une description de di�érentes méthodes de traitement des conditions aux limites dont la méthode
des caractéristiques basée sur les invariants de Riemann.

A.1 Saint-Venant et l'équation des ondes

Nous regardons les solutions U = (h, hu) ∈ R+ × R du système de Saint-Venant homogène
(1.2) que nous rappelons ci-dessous.{

∂th+ ∂x (hu) = 0
∂t (hu) + ∂x

(
hu2 + gh2/2

)
= 0

, t > 0, x ∈ R. (A.1)

Ce système a deux propriétés fondamentales qui sont la conservation et l'hyperbolicité ou le
transport (voir le chapitre 1). Cette notion de transport peut aussi être vue en faisant le lien entre
le système de Saint-Venant et l'équation des ondes.

Dans (A.1), nous posons
h = h0 + η

et
u = u0 + ν,

où h0 (respectivement u0) est une hauteur d'eau (respectivement une vitesse) moyenne constante,
η (respectivement ν) en est une petite perturbation.

En négligeant les "petits" termes, la première équation du système donne

∂t(h0 + η) + ∂x(hu) = ∂tη + h∂xu+ u∂xh = ∂tη + h0∂xν + u0∂xη = 0.

En utilisant la première équation dans la deuxième, nous obtenons

h∂tu+ gh∂xh+ hu∂xu = 0.

Pour h 6= 0,
∂tu+ g∂xh+ u∂xu = 0,
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A.2. INVARIANTS DE RIEMANN

nous avons
∂tν + g∂xη + u0∂xν = 0.

Pour u0 = 0, nous avons {
∂tη + h0∂xν = 0
∂tν + g∂xη = 0

, (A.2)

d'où les équations d'onde

∂t2ν + g∂t∂xη = ∂t2ν + g∂x∂tη = ∂t2ν − gh0∂x2ν = 0

et
∂t2η + h0∂t∂xν = ∂t2η + h0∂x∂tν = ∂t2η − gh0∂x2η = 0.

Ce qui veut dire qu'une "partie" des perturbations se déplace à la vitesse
√
gh0 et une autre "partie"

à la vitesse −√gh0. C'est ce que nous observons en jetant un caillou dans une �aque d'eau.

A.2 Invariants de Riemann

Dans ce qui précède, nous avons vu une relation entre le système de Saint-Venant et l'équation
d'onde. Rappelons que ce système est hyperbolique, en e�et :

∂xF (U) =

(
0 1

−q2/h2 + gh 2q/h

)(
∂xh
∂xq

)
= F ′(U).∂xU,

donc le système s'écrit :
∂tU + F ′(U)∂xU = 0,

avec

F ′(U) =

(
0 1

−q2/h2 + gh 2q/h

)
=

(
0 1

−u2 + gh 2u

)
,

donc
det(F ′(U)− λI) = λ2 − 2uλ+ u2 − gh = (λ− u)2 − gh.

Les valeurs propres sont :

λ1(U) = u−
√
gh et λ2(U) = u+

√
gh.

Si h > 0, on a λ1(U) < λ2(U). Donc en dehors des zones sèches, le système de Saint-Venant est un
système strictement hyperbolique.

Soit la vitesse critique c =
√
gh, alors

λ1(U) = u− c et λ2(U) = u+ c.

Ces valeurs propres sont aussi appelées les vitesses caractéristiques, elles permettent de caractériser
un écoulement.

Trois cas sont possibles :
� si |u| < c, l'écoulement est dit �uvial,
� si |u| > c, l'écoulement est dit torrentiel,
� si |u| = c, l'écoulement est dit critique.
A l'aide du système (A.1), nous obtenons le système de Saint-Venant sous forme non conser-

vative {
∂th+ u∂xh+ h∂xu = 0
∂tu+ g∂xh+ u∂xu = 0

, (A.3)

Comme h = c2/g,
∂t(2c) + u∂x(2c) + c∂xu = 0, (A.4)
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et

∂tu+ c∂x(2c) + u∂xu = 0. (A.5)

La somme de (A.4) et de (A.5) donne

∂t(u+ 2c) + (u+ c)∂x(2c+ u) = 0,

donc nous avons
d(u+ 2c)

dt
= 0 ou encore u + 2c = Cte sur la courbe C+ d'équation

dx

dt
= u + c,

la di�érence de (A.4) et de (A.5) donne :

∂t(2c− u) + (u− c)∂x(2c− u) = 0,

donc nous avons
d(u− 2c)

dt
= 0 ou encore u− 2c = Cte sur la courbe C− d'équation

dx

dt
= u− c.

u+2
√
gh(respectivement u−2

√
gh) est donc l'invariant de Riemann correspondant à l'onde u+

√
gh

(respectivement à u−√gh).
Nous représentons les caractéristiques dans un repère (O, x, t) voir �g. A.1. Nous nous plaçons

dans la situation où l'axe des x est orienté dans le même sens que l'écoulement (donc u > 0).
Comme u + c > 0, alors quel que soit le type de courant, nous avons u > 0, donc u + c > 0. La
caractéristique C+ descend donc le courant.

O

t

x

C+

C-

(a) écoulement �uvial

O

t

x

C+

C-

(b) écoulement torrentiel

O

t

x

C+

C-

(c) écoulement critique

Figure A.1 � Les caractéristiques pour les di�érents types écoulements.

Dans le cas d'un écoulement �uvial (u < c), nous avons u − c < 0. La caractéristique C−
remonte le courant, une perturbation de la surface libre remonte et descend le courant (�g. A.1a).

Pour un écoulement torrentiel (u > c), nous avons u− c > 0. La caractéristique C− descend le
courant. Donc la perturbation ne peut pas remonter le courant (�g. A.1b).

En�n, dans le cas d'un écoulement critique (u = c), nous avons u − c = 0. La caractéristique
C− est stationnaire. Donc ici encore, la perturbation ne peut remonter le courant (�g. A.1c).
Il faut aussi constater que pour un écoulement critique, le débit est �xé. En e�et, nous avons
q = uh =

√
gh3/2.

Comme nous le verrons plus loin, les caractéristiques et les invariants de Riemann vont être
utiles pour prescrire les conditions aux limites si les bords sont liquides.

A.3 Conditions aux limites

Les méthodes les plus utilisées pour traiter les conditions aux limites sont les méthodes d'ex-
trapolation constante et d'extrapolation linéaire dans l'espace.
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A.3. CONDITIONS AUX LIMITES

Soient Un+1
1 , Un+1

2 , Un+1
J−2 et Un+1

J−1 , les valeurs calculées au temps tn+1 à l'aide du schéma
numérique, les valeurs Un+1

0 et Un+1
J sont calculées à l'aide d'une extrapolation constante par :{

Un+1
0 = Un+1

1

Un+1
J = Un+1

J−1
, (A.6)

ou à l'aide d'une extrapolation linéaire par :{
Un+1
0 = 2.Un+1

1 − Un+1
2

Un+1
J = 2.Un+1

J−1 − Un+1
J−2

, (A.7)

Le traitement des conditions aux limites par ces méthodes, présente l'inconvénient de ne pas
tenir compte des caractéristiques de l'écoulement. Dans ce qui va suivre, nous allons voir comment
nous pouvons tenir compte de ces caractéristiques.

Considèrons la résolution du système de Saint-Venant pour x ∈ [0, L].

Nous dé�nissons Ubord = U(0) ou U(L) et Uacote = U(∆x) ou U(L − ∆x), suivant le bord
considéré (x = 0 ou x = L).

� condition aux limites pour un écoulement �uvial
Considèrons l'écoulement �uvial au bord, nous avons donc |ubord| <

√
ghbord, c'est à dire

(ubord −
√
ghbord)(ubord +

√
ghbord) < 0. (A.8)

Supposons la hauteur d'eau donnée :

hbord = h0.

Nous nous plaçons en x = 0. L'invariant de Riemann est constant le long de la caractéristique
sortante u−√gh.
Nous avons alors : {

hbord = h0
ubord = uacote − 2

√
g(
√
hacote −

√
hbord)

. (A.9)

En x = L, avec un raisonnement analogue, nous avons :{
hbord = h0
ubord = uacote + 2

√
g(
√
hacote −

√
hbord)

. (A.10)

Attention, si le couple (hbord, ubord) ne véri�e pas (A.8), alors l'écoulement est en fait tor-
rentiel, il faut alors se reporter aux paragraphes suivants. Dans cette situation, nous devons
distinguer deux cas : la sortie et l'entrée.
Remarque : nous pouvons aussi donner le �ux au bord, mais cela demande plus de travail.

� condition aux limites pour une sortie torrentielle
Nous avons |u| > √gh donc les deux invariants de Riemann sont constants le long des
caractéristiques sortantes.
Nous avons donc : {

ubord − 2
√
ghbord = uacote − 2

√
ghacote

ubord + 2
√
ghbord = uacote + 2

√
ghacote

, (A.11)

nous en déduisons que : {
hbord = hacote
ubord = uacote

. (A.12)

� condition aux limites pour une entrée torrentielle
Les caractéristiques sont entrantes, nous devons donc imposer hbord et ubord. Nous pouvons
aussi imposer hbord et qbord, dans ce cas nous déduisons ubord à l'aide du �ux numérique.
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Annexe B

Solutions analytiques

Dans ce chapitre nous reprenons la démonstration d'un certain nombre de solutions analytiques
du système de Saint-Venant. Certaines sont assez classiques et d'autres beaucoup moins.

B.1 Ruptures de barrage

Dans cette partie, nous allons décrire un cas test classique : la rupture de barrage.

hd

hg

x0

h 
(m

)

x (m)

(a)

hd

hm

hg

xA xB x0 xC

h 
(m

)

x (m)

A

B C

(b)

Figure B.1 � Rupture de barrage sur fond mouillé : (a) pour t = 0, (b) pour t > 0.

Soit x0 ∈ R la position du barrage, nous avons une condition initiale en hauteur d'eau de type
Riemann (�gure B.1a)

h(0, x) =

{
hg pour x ≤ x0
hd pour x0 < x

, (B.1)

avec
0 ≤ hd ≤ hg,

donc hg (respectivement hd) est la hauteur d'eau en amont (respectivement en aval) du barrage.

La condition initiale en vitesse est :

u(0, x) = 0 pour x ∈ R.
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B.1. RUPTURES DE BARRAGE

Nous considèrons une rupture de barrage idéale : la rupture à t = 0 est instantanée et il n'y a pas
de frottement sur le fond. Ce cas test a une solution analytique que nous obtenons à l'aide des
invariants de Riemann et de la méthode des caractéristiques.

Pour simpli�er la description de cette solution analytique, nous considèrons que le barrage
se trouve en x0 = 0 (pour les simulations numériques, nous pouvons faire une translation de la
solution).

Nous nous intéressons à la solution au temps t > 0 après la rupture. Nous observons une détente
de forme parabolique (entre les points A et B) liant hg à une valeur intermédiaire hm, suivie d'un
choc (en C) liant hm à hd (�gure B.1b).

Soit les célérités cg =
√
ghg, cm =

√
ghm, cd =

√
ghd et um la vitesse de l'eau dans la zone à

l'état m (entre B et C).

A l'aide des invariants de Riemann et de la théorie des caractéristiques, nous obtenons la célérité
et la vitesse pour x ∈ [xA, xB ] : 

c =
√
gh =

2

3

(
cg −

x

2t

)
u =

2

3

(x
t

+ cg

) , (B.2)

d'où

h =
4

9g

(
cg −

x

2t

)2
.

Comme le point B appartient à la fois à la zone m et à la détente, par les invariants de Riemann,
nous avons :

um = 2 (cg − cm) .

En�n, à l'aide des invariants de Riemann et d'une relation de saut (relation de Rankine-Hugoniot)
liant l'état m à l'état d, nous obtenons la vitesse de déplacement du choc :

vc =
hmum
hm − hd

,

ainsi qu'une équation permettant d'obtenir cm donc hm :

− 8cd
2cm

2
(
cg

2 − cm2
)2

+
(
cm

2 − cd2
)2 (

cm
2 + cd

2
)

= 0. (B.3)

Au temps t > 0, les points A, B et C se trouvent respectivement en :
� xA(t) = −cgt,
� xB(t) = (um − cm) t = (2cg − 3cm) t,
� xC(t) = vct.

En résumé, nous avons :

(h(t, x), u(t, x)) =



(hg, 0) si x ≤ xA(t)(
4

9g

(
cg − x

2t

)2
,

2

3

(
x
t + cg

))
si xA(t) ≤ x ≤ xB(t)

(hm, 2(cg − cm)) si xB(t) ≤ x ≤ xC(t)

(hd, 0) si xC(t) ≤ x

, (B.4)

Cette solution est la solution de Stoker (voir Hervouet [2003, p. 133-135] et Audusse [1999, p.
70-72]). Ce cas test permet de tester la capacité d'un schéma à calculer la propagation d'un choc.

Il faut noter que si la rupture se fait sur sol sec hd = 0, alors (B.3) devient :

cm
6 = 0,
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Figure B.2 � Rupture de barrage sur fond sec à t > 0 : (a) hauteur d'eau, (b) vitesse.

donc
hm = 0.

Dans ce cas, nous avons une perte d'hyperbolicité (hauteur d'eau nulle). Le choc disparaît, nous
obtenons alors une détente (entre A et B) liant les états g et d (�gure B.2a).

Au temps t > 0, les points A et B se trouvent respectivement en :
� xA(t) = −cgt,
� xB(t) = 2cgt,

et nous avons :

(h(t, x), u(t, x)) =


(hg, 0) si x ≤ xA(t)(

4

9g

(
cg − x

2t

)2
,

2

3

(x
t

+ cg

))
si xA(t) ≤ x ≤ xB(t)

(0, 0) si xB(t) ≤ x

, (B.5)

Cette solution est la solution de Ritter, elle permet de véri�er la capacité d'un schéma à calculer
une transition sec/mouillé.

Remarque : au niveau du barrage en x = 0, à tout temps t > 0, nous avons :

(h(t, 0), u(t, 0)) =

(
4

9
hg,

2

3
cg

)
,

donc le pro�l de hauteur d'eau pivote autour du point

(
0,

4

9
hg

)
.

Il est possible de généraliser la solution de Ritter en prenant en compte les e�ets des frottements
sur l'écoulement. Il existe di�érentes approches qui permettent d'obtenir une solution analytique
avec frottement, nous pouvons citer entre autres Dressler [1952, 1954], Viollet et al. [2002, p.287-
290], Chanson [2005, 2006]. Nous allons donner ici la solution obtenue dans Dressler [1952] par
développement asymptotique sans en reprendre la démonstration. Cette solution présente l'avan-
tage d'être assez simple, d'être proche de la solution de Ritter et surtout de donner une assez bonne
idée de la position de la transition sec/mouillé. La loi de frottement considérée est une loi de Chézy
(voir Dressler [1952] et Goutal and Maurel [1997, p.26-28]) ou de Darcy-Weisbach (voir Chanson
[2005, p.13]). Nous rappelons que ces deux lois sont de la même forme (voir le chapitre 3)

Sf = Cf
u|u|
h

= Cf
q|q|
h3

,
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B.2. ECOULEMENTS SUR UNE BOSSE PARABOLIQUE

avec Cf = 1/C2 pour la loi de Chézy et Cf = f/(8g) pour la loi de Darcy-Weisbach. Dans ce qui
suit nous donnons la solution de Dressler pour la loi de Darcy-Weisbach. Nous avons une condition
initiale (à t = 0 s) qui est la même que pour la solution de Ritter, c'est à dire

(h(0, x), u(0, x)) =

{
(hg, 0) si x ≤ 0
(0, 0) sinon

.

Nous avons comme pour la solution de Ritter (voir (B.5))

(h(t, x), u(t, x)) =

{
(hg, 0) si x ≤ xA(t)
(0, 0) si xB(t) ≤ x ,

avec xA(t) = −cgt et xB(t) = 2cgt. La solution de Dressler di�ère de la solution de Ritter dans la
zone en mouvement pour x ∈ [xA(t), xB(t)] (�g. B.3a). Dans cette zone la solution se décompose
en deux parties :

� comme pour la solution de Ritter, nous avons une détente pour x ∈ [xA(t), xT (t)]. La surface
libre et la vitesse sont données par

h(t, x) =
1

g

(
cg
3

(
2− x

cgt

)
+
f

8
gα1t

)2

(B.6)

et

u(t, x) =
2cg
3

(
1 +

x

cgt

)
+
f

8
gα2t (B.7)

avec

α1 =
6

5

(
2− x

cgt

) − 2

3
+

4
√

3

135

(
2− x

cgt

)3/2

et

α2 =
12

2− x

cgt

− 8

3
+

8
√

3

189

(
2− x

cgt

)3/2

− 108

7

(
2− x

cgt

)2 .

Nous avons xT (t) = min
x∈[xA(t),xB(t)]

u(t, x).

� au niveau du front d'onde (x ∈ [xT (t), xB(t)]), la vitesse est considérée comme étant con-
stante (�g. B.3b). Ceci nous permet d'a�ner le calcul de la position de l'interface sec/mouillé
xI(t) à l'aide d'une méthode itérative. Par contre la méthode de Dressler ne nous permet
pas de calculer la forme de la surface libre dans cette zone.

A l'aide d'une interpolation de degré deux utilisée dans Valiani et al. [1999b, 2002] et conseillée
par Valerio Cale� 1, nous sommes en mesure d'a�ner le calcul de la position de la transition
sec/mouillé et de calculer la forme de la surface libre au niveau du front d'onde (�g. B.3c). Ainsi
nous avons aussi une idée de l'allure du pro�l du débit (�g. B.3d).

B.2 Ecoulements sur une bosse parabolique

Dans cette partie nous allons nous intéresser à l'obtention des cas tests utilisés pour comparer
les �ux numériques (voir section 2.2.1.2). Pour cela, nous allons nous inspirer de ce qui a été fait
dans Viollet et al. [2002, p. 335-338] et dans Audusse [1999, p. 73-76] (d'après une idée introduite
dans Houghton and Kasahara [1968]).

1. Università degli Studi di Ferrara - Dipartemento di Ingegneria
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Figure B.3 � Solution de Dressler à t > 0 : (a) hauteur d'eau, (b) vitesse, (c) hauteur
d'eau modi�ée et (d) débit.
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Nous rappelons que l'alimentation des cas tests à la section 2.2.1.2 est �uviale :

q0/h0 −
√
gh0 < 0 avec h(0) = h0 et q(0) = q0 > 0

et la topographie (pour x ∈ [0, 25]) est dé�nie par :

z(x) =

{
0.2− 0.005(x− 10)2 si 8 m < x < 12 m,
0 sinon.

(B.8)

Les solutions utilisées à la section 2.2.1.2 sont des solutions particulières du système de Saint-
Venant sans frottement : des équilibres stationnaires.

Nous avons donc ∂th = ∂tu = ∂tq = 0. Avec l'équation de conservation de la masse, nous
obtenons la conservation du débit : h(x)u(x) = q(x) = q0.

A partir de l'équation de quantité de mouvement, nous avons

∂x

(
hu2 +

gh2

2

)
= −gh∂xz,

soit encore
u∂xu+ g∂xh = −g∂xz, pour h 6= 0. (B.9)

Donc pour une solution régulière (sans ressaut), nous avons la relation de Bernoulli :

H(x) =
u(x)2

2g
+ z(x) + h(x) = Cte.

Dans cette égalité, H est la charge totale hydraulique, qui est donc conservée ; nous notons H0 sa
valeur.

Puisque le débit est constant et vaut q(x) = q0, la relation de Bernoulli s'écrit sous la forme :

q0
2

2gh(x)
2 + z(x) + h(x) = H0. (B.10)

Avec cette relation et (B.8), nous pouvons facilement montrer que nous avons :

h(x) = h(0), ∀x ∈ [0, 8] et h(x) = h(25), ∀x ∈ [12, 25].

Il nous reste donc à décrire l'écoulement sur la bosse, pour x ∈ [8, 12].

En écrivant la conservation du débit sous la forme

u∂xh+ h∂xu = 0,

avec (B.9), nous obtenons :

(u2 − gh)

u
∂xu+ g∂xz = 0, pour u 6= 0. (B.11)

Au point où l'obstacle est le plus haut, c'est-à-dire où ∂xz = 0, l'équation peut être satisfaite :

a) en annulant la dérivée de la vitesse : ∂xu = 0,

b) ou en annulant u2 − gh.
Rappelons que l'écoulement est �uvial en amont de l'obstacle (u0 <

√
gh). Examinons le signe

des di�érents termes de l'équation. Nous avons :

∂xz

 > 0, pour x ∈]8, 10[
= 0, pour x = 10
< 0, pour x ∈]10, 12[

,

ainsi nous obtenons le tableau de signes (tab. B.1).
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a) b)
x ∂xz (u2 − gh)∂xu u2 − gh ∂xu ∂xh u2 − gh ∂xu ∂xh

]8,10[ + � � + � � + �
10 0 0 � 0 0 0 + �

]10,12[ � + � � + + + �

Table B.1 � Tableau de signes des di�érents éléments de l'expression (B.11)

 1.8

 1.9

 2

 2.1

 2.2

 2.3

 2.4

 2.5

 2.6

 0.6  0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2

Fr > 1 Fr < 1

yc = (q0/
√
g)2/3

f

y

Figure B.4 � Fonction f .
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� dans le premier cas (a), l'écoulement reste �uvial. L'épaisseur de la couche d'eau (respective-
ment la vitesse) diminue (resp. augmente) sur la face amont de l'obstacle pour augmenter
(resp. diminuer) sur la face aval. Avec (B.9) et la conservation du débit (q(x) = h(x)u(x) =
q0), nous avons :

− ∂xz = ∂x

(
q0

2

2gh(x)
2 + h(x)

)
. (B.12)

Or z est symétrique par rapport à x = 10, donc par (B.12), la charge spéci�que

Hs(x) =
q0

2

2gh(x)
2 + h(x)

est symétrique par rapport à x = 10.

De plus, la fonction f(y) =
q0

2

2gy2
+ y est bijective sur [yc,+∞[ (�g. B.4), où yc correspond

à la hauteur critique (B.14) associée au débit q0. L'écoulement est �uvial donc nous avons
h(x) > yc,∀x ∈ [0, 25].
L'image réciproque d'une fonction symétrique par une fonction bijective est une fonction
symétrique, donc h est symétrique par rapport à x = 10. La conservation du débit, nous
permet d'en déduire la symétrie de la vitesse par rapport à x = 10. Par symétrie, la hauteur
et la vitesse retrouvent donc leurs valeurs d'entrée. L'écoulement étant �uvial, il dépend de
l'écoulement en amont, mais aussi de l'écoulement en aval (A.2). Nous imposons donc le
débit q0 en entrée et la hauteur h25 en sortie.
Par la relation de Bernoulli (B.10), nous avons :

q0
2

2gh225
+ h25 + z(25) =

q0
2

2gh225
+ h25 =

q0
2

2gh(x)2
+ h(x) + z(x), ∀x ∈ [0, 25].

Nous obtenons donc la hauteur d'eau en résolvant l'équation du troisième degré suivante :

h(x)3 +

(
z(x)− q0

2

2gh225
− h25

)
h(x)2 +

q20
2g

= 0, ∀x ∈ [0, 25]. (B.13)

La solution obtenue correspond à l'écoulement �uvial utilisé à la section 2.2.1.2.
� dans le second cas (b), la vitesse augmente et devient torrentielle en aval de l'obstacle.
La partie torrentielle de l'écoulement dépend uniquement de l'amont. La hauteur en sortie
à l'équilibre est donc inconnue. Cependant, nous avons toujours la conservation du débit
q(x) = q0, ∀x ∈ [0, 25]. De plus, l'écoulement est critique en x = 10, nous avons donc
q0/hc −

√
ghc = 0 avec h(10) = hc. Ce qui peut encore s'écrire sous la forme

hc =

(
q0√
g

)2/3

, (B.14)

où l'on retrouve la hauteur critique hc.
Par la relation de Bernoulli (B.10), nous avons :

q0
2

2gh2c
+ hc + z(10) =

q0
2

2gh(x)2
+ h(x) + z(x), ∀x ∈ [0, 25].

Nous obtenons donc la hauteur d'eau en résolvant l'équation du troisième degré suivante :

h(x)3 +

(
z(x)− q0

2

2gh2c
− hc − z(10)

)
h(x)2 +

q20
2g

= 0, ∀x ∈ [0, 25]. (B.15)

La solution obtenue est l'écoulement transcritique utilisé à la section 2.2.1.2.
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Maintenant, nous considérons l'écoulement transcritique avec choc. La discontinuité ne permet
pas d'utiliser la relation de Bernoulli sur tout le domaine. Cependant, l'écoulement est �uvial en
entrée, devient torrentiel au sommet de la bosse puis redevient �uvial au passage du choc. Ainsi,
nous utilisons l'équation (B.15) en amont du ressaut puis l'équation (B.13) en aval pour déterminer
la hauteur d'eau de l'écoulement.

Il nous reste à déterminer la position xres du ressaut. Pour cela, nous avons la conservation du
débit et de la quantité de mouvement (ou de l'impulsion) qui s'écrivent sous la forme (voir Viollet
et al. [2002, p. 258-260] et Hervouet [2003, p. 44-45]) : h1u1 = h2u2 = q0

h1u1
2 + g

h1
2

2
= h2u2

2 + g
h2

2

2

, (B.16)

où h1 et u1 (resp. h2 et u2) sont la hauteur d'eau et la vitesse en amont (resp. en aval) du ressaut en
x−res (resp. en x

+
res). Une solution évidente est h1 = h2 et u1 = u2 qui correspond à un écoulement

régulier. La deuxième équation de (B.16) se réécrit

h1u1
2 − h2u22 + g

h1
2

2
− gh2

2

2
= 0,

que nous pouvons écrire sous la forme :

q0
2

(
1

h1
− 1

h2

)
+
g

2

(
h1

2 − h22
)

= 0 (B.17)

qui est une relation de conjugaison sur les hauteurs.

Avec (B.15), (B.13) et (B.17), nous obtenons le système :

h31 +

(
z(xres)−

q0
2

2gh2c
− hc − z(10)

)
h21 +

q20
2g

= 0

h32 +

(
z(xres)−

q0
2

2gh225
− h25

)
h22 +

q20
2g

= 0

q0
2

(
1

h1
− 1

h2

)
+
g

2

(
h1

2 − h22
)

= 0

,

qui nous permet de déterminer h1, h2, z(xres) et surtout xres. L'écoulement est ainsi entièrement
déterminé.

B.3 Solutions de Sampson et de Thacker 1d

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à l'obtention des cas tests utilisés pour comparer
les �ux numériques (voir le chapitre 2.2.1.3) et les di�érentes façons de traiter les frottements (ce
que nous n'avons eu le temps d'essayer). Pour cela, nous allons nous inspirer de ce qui a été fait
dans Thacker [1981], Sampson et al. [2006] et Sampson [2008, p. 53-71].

Dans la suite, nous considérons le système de Saint-Venant suivant :{
∂th+ ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = −τhu− gh∂xz ,

et une topographie de la forme :

z = h0

(
x2

a2
− 1

)
, (B.18)
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où h0 et a sont des constantes. Le terme de frottement n'est pas un terme classique de frottement
en hydrologie, mais il permet d'obtenir des solutions analytiques évolutives en temps.

La topographie est indépendante du temps, donc nous pouvons écrire l'équation de conservation
de la masse sous la forme :

∂t(h+ z) + ∂x(hu) = 0 (B.19)

et l'équation de conservation de la quantité de mouvement nous donne pour h 6= 0 :

∂tu+ u∂xu+ τu+ g∂x(h+ z) = 0 (B.20)

Nous recherchons la vitesse sous la forme d'une fonction du temps :

u = u0(t), (B.21)

en injectant (B.21) dans (B.20), nous avons

∂tu0(t) + τu0 + g∂x(h+ z) = 0,

à tout instant t, la surface libre est donc plane

h+ z = F0(t) + F1(t, x) = F0(t)− x

g
(∂tu0 + τu0) , (B.22)

en utilisant (B.18) et (B.22) dans (B.19), nous obtenons :

∂t

[
F0(t)− x

g
(∂tu0 + τu0)

]
+ ∂x

[(
F0(t)− x

g
(∂tu0 + τu0) + h0

(
1− x2

a2

))
u0

]
= 0,

soit encore

∂tF0(t)− x

g
(∂t2u0 + τ∂tu0)−

(
1

g
(∂tu0 + τu0) +

2h0x

a2

)
u0 = 0,

par identi�cation des puissances de x, nous obtenons deux équations :

∂tF0(t)− u0
g
∂tu0 −

τ

g
u0

2 = 0 (B.23)

et

∂t2u0(t) + τ∂tu0(t) +
2gh0
a2

u0(t) = 0. (B.24)

L'équation caractéristique de (B.24) est

λ2 + τλ+
2gh0
a2

= 0, (B.25)

dont les racines sont

λ1 =
−τ −

√
τ2 − 4ω2

2
et λ2 =

−τ +
√
τ2 − 4ω2

2
,

avec ω =
√

2gh0/a2, ou encore

λ1 =
−τ −

√
τ2 − p2

2
et λ2 =

−τ +
√
τ2 − p2

2
, (B.26)

avec p = 2ω.

Trois cas sont possibles :
� 0 ≤ τ < p,
� τ = p,
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� τ > p.
Dans la suite, nous allons uniquement nous intéresser à la première situation. Pour les deux autres
cas, nous renvoyons le lecteur vers Sampson et al. [2006] et Sampson [2008, p. 64-71].

Pour τ < p, les deux racines (B.26) de l'équation caractéristique (B.25) sont complexes con-
juguées, donc l'équation di�érentielle (B.24) a pour solution

u0(t) = [A cos(st) +B sin(st)] e−τt/2,

où A et B sont des constantes et

s =

√
p2 − τ2

2
=

√
4ω2 − τ2

2
.

Nous supposons la vitesse initiale nulle, donc

u0(t) = B sin(st)e−τt/2. (B.27)

En injectant (B.27) dans (B.23), nous obtenons

∂tF0(t) =
B2

g
sin(st)e−τt

[
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

]
.

Après intégration suivant t et di�érents calculs, nous obtenons

F0(t) = −B
2

g

e−τt

4s2 + τ2

(√
2s cos(st) +

τ√
2

sin(st)

)2

+ C, (B.28)

où C est une constante d'intégration à déterminer.

Nous avons :
F1(t, x) = −x

g
[∂tu0 + τu0] ,

soit encore
F1(t, x) = −x

g
Be−τt/2

(
s cos(st)− τ

2
sin(st) + τ sin(st)

)
. (B.29)

En injectant (B.28) et (B.29) dans (B.22), nous obtenons l'équation sur la surface libre suivante

h+ z = −B
2

g

e−τt

4s2 + τ2

(√
2s cos(st) +

τ√
2

sin(st)

)2

− x

g
Be−τt/2

(
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

)
+ C.

(B.30)

lim
t→+∞

h+ z = C

Pour τ > 0, les frottements amortissent les oscillations. La surface libre tend vers une surface libre
horizontale dont la cote est C. Nous prenons C = 0. Avec (B.18) et (B.30), l'équation sur la hauteur
d'eau s'écrit donc

h = −B
2

g

e−τt

4s2 + τ2

(√
2s cos(st) +

τ√
2

sin(st)

)2

− x
g
Be−τt/2

(
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

)
+h0

(
1− x2

a2

)
Nous avons

4s2 + τ2 = p2 =
8gh0
a2

après calculs, nous avons

h = −h0
a2

(
x2 +

Ba2

gh0
e−τt/2

(
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

)
x+

(
Ba2

2gh0

)2

e−τt
(
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

)2
− a2

)
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Nous recherchons la position des interfaces sec/mouillé au cours du temps, ce qui revient à résoudre
en fonction de x, l'équation h = 0. Nous avons donc

x2 +
Ba2

gh0
e−τt/2

(
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

)
x+

(
Ba2

2gh0

)2

e−τt
(
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

)2
− a2 = 0,

soit encore (
x+

a2e−τt/2

2gh0

(
Bs cos(st) +

τB

2
sin(st)

))2

− a2 = 0.

Les deux racines de cette équation sont

x1 = −a
2e−τt/2

2gh0

(
Bs cos(st) +

τB

2
sin(st)

)
− a

et

x2 = −a
2e−τt/2

2gh0

(
Bs cos(st) +

τB

2
sin(st)

)
+ a.

En résumé, nous avons donc

h(t, x) =

 −
h0
a2

((
x+

a2e−τt/2

2gh0

(
Bs cos(st) +

τB

2
sin(st)

))2

− a2
)

pour x1 < x < x2

0 sinon

et

u(t, x) =

{
B sin(st)e−τt/2 pour x1 < x < x2
0 sinon

.

Dans le cas particulier sans frottement (τ = 0), la surface libre oscille entre les points

x1 = − a2

2gh0
Bω cos(ωt)− a = −B

ω
cos(ωt)− a

et

x2 = − a2

2gh0
Bω cos(ωt) + a = −B

ω
cos(ωt) + a

avec la période
T = 2π/ω

et la pulsation
ω =

√
2gh0/a2.

La surface libre est décrite par l'équation

h(t, x) =

 −
h0
a2

((
x+

B

ω
cos(ωt)

)2

− a2
)

pour x1 < x < x2

0 sinon

et la vitesse par

u(t, x) =

{
B sin(ωt) pour x1 < x < x2
0 sinon

.

Ainsi, la solution sans frottement est aussi un cas particulier d'une des situations obtenues dans
Thacker [1981] et reprise dans Sampson et al. [2006] et Sampson [2008, p. 53-56]. En e�et, Thacker
[1981], Sampson et al. [2006] et Sampson [2008, p. 53-56] obtiennent une solution avec force de
Coriolis et il su�t de la considérer nulle pour retrouver la solution sans frottement.
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B.4 Ecoulements stationnaires

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à l'obtention de solutions analytiques avec frot-
tements (utilisées dans le chapitre 3), avec terme de pluie (utilisées dans le chapitre 5), avec terme
de di�usion. MacDonald [1994, 1996], MacDonald et al. [1997] se sont intéressés aux solutions
stationnaires du système de Saint-Venant 1d à section variable (ou pseudo-2d) avec frottements
de Manning. Dans Vo Thi Ngoc [2008], Delestre et al. [2009] et Delestre and James [2009], cette
idée a été adaptée au système de Saint-Venant 1d avec frottements de Manning et frottements de
Darcy-Weisbach. Rappelons brièvement l'obtention de ces solutions. Nous recherchons des solutions
stationnaires, nous avons donc

∂th = ∂tu = ∂tq = 0,

l'équation de conservation de la masse nous donne donc la conservation du débit (comme à la
section B.2)

q(x) = Cte.

L'équation de quantité de mouvement s'écrit

hu∂xu+ u∂x (hu) + gh∂xh = gh (S0 − Sf ) .

A l'aide de la relation hu = q et de la conservation du débit, nous obtenons

∂xz =

(
q2

gh3
− 1

)
∂xh− Sf . (B.31)

Habituellement, les inconnues du système de Saint-Venant sont la hauteur d'eau h, la vitesse u et
par conséquent le débit hu = q. Comme le débit est préservé en régime stationnaire, nous pouvons
nous donner un débit d'entrée et un pro�l de hauteur d'eau explicite physiquement admissible
(nous pouvons reprendre les pro�ls proposés par I. MacDonald). Ce pro�l dépend uniquement de
la position x. Nous obtenons ainsi un problème inverse qui consiste à déterminer la topographie
associée.

Nous pouvons remarquer que (B.31) peut s'écrire sous la forme

∂xh =
Sf + ∂xz

q2/gh3 − 1
=
Sf + ∂xz

Fr2 − 1
,

cette équation di�érentielle du premier ordre en h , appelée équation de courbe de remous, est bien
connue en hydraulique et en hydrologie (Viollet et al. [2002, p. 339-347]). Cette équation permet
d'obtenir des solutions analytiques supplémentaires à l'aide d'une méthode de résolution numérique
itérative.

En adaptant la méthode de MacDonald, il nous est possible d'obtenir des solutions analytiques
avec des termes sources supplémentaires : terme de di�usion (voir Delestre and Marche [2010]),
terme de pluie. Tout d'abord, considérons le système de Saint-Venant avec terme de di�usion
(Gerbeau and Perthame [2000], Marche [2005, 2007]){

∂th+ ∂x (hu) = 0
∂t (hu) + ∂x

(
hu2 + gh2/2

)
= gh (S0 − Sf ) + 4µ∂x (h∂xu)

,

où µ est la viscosité dynamique. Le terme de di�usion permet de tenir compte de la viscosité
turbulente. A l'état stationnaire, l'équation de quantité de mouvement peut s'écrire sous la forme

∂x
(
q2/h+ gh2/2

)
− 4µ∂x (h∂xq/h) + ghSf = ghS0,

soit encore

∂xz =
1

gh

[
−∂x

(
q2/h+ gh2/2

)
+ 4µ∂x (h∂xq/h)

]
− Sf .
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Nous avons
∂x (h∂xq/h) = − q

h
∂x2h− q

h2
[∂xh]

2
.

Nous obtenons alors la relation suivante

∂xz = − 1

gh

[
∂x
(
q2/h+ gh2/2

)
+ 4µ

( q
h
∂x2h+

q

h2
(∂xh)

2
)]
− Sf .

En utilisant des hauteurs d'eau explicites su�samment régulières, nous sommes en mesure de
déterminer la topographie associée.

Nous allons maintenant nous intéresser à l'obtention de solutions stationnaires avec pluie (util-
isées au chapitre 4). Nous considérons le système de Saint-Venant avec pluie (voir entre autres
Esteves et al. [2000], Fiedler and Ramirez [2000]){

∂th+ ∂x (hu) = P
∂t (hu) + ∂x

(
hu2 + gh2/2

)
= gh (S0 − Sf )

.

Nous considérons une pluie d'intensité P uniforme et constante sur un domaine de longueur L. A
l'entrée du canal (en x = 0 m), nous injectons un débit d'intensité constante q(0) = q0. A l'état
stationnaire l'équation de quantité de mouvement donne donc

q(x) = q0 + xP, pour 0 ≤ x ≤ L.

L'équation de quantité de mouvement donne

gh∂xz = −2q

h
∂xq +

q2

h2
∂xh− gh∂xh− ghSf ,

soit encore

∂xz =

(
q2

gh3
− 1

)
∂xh−

2qP

gh2
− Sf .
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Annexe C

Résultats complémentaires sur les

cas tests 2.2

A�n de permettre la comparaison avec d'autres méthodes numériques, nous donnons ici des
résultats complémentaires à ceux donnés dans le chapitre 2.2, pour chacun des trois tests d'é-
coulement sur une bosse parabolique. Il s'agit des erreurs L1 faites sur les débits ainsi que sur les
hauteurs, les temps de calcul et les nombres d'itérations pour di�érents maillages (avec J le nombre
de mailles), �ux et ordres de la méthode. Pour chacun de ces tests, la longueur du domaine est de
25 m et la topographie est dé�nie par

z(x) =

{
0.2− 0.005 (x− 10)

2 si 8 m < x < 12 m
0 sinon

.

Le temps de la simulation est t = 300 s. Les conditions initiales sont des conditions stationnaires au
repos. En fonction des conditions de bord, nous obtenons trois types d'écoulement stationnaires :
�uvial, transcritique et transcritique avec choc. En plus des résultats, nous rappellerons les condi-
tions initiales et de bords utilisées ainsi que les pro�ls de hauteur d'eau exacts à obtenir (voir la
section B.2).

C.1 Ecoulement �uvial

Conditions initiales

h+ z = 2 m et q = 0m2/s.

Conditions aux bords

• en aval h = 2 m,
• en amont q = 4.42 m2/s.

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  5  10  15  20  25

z,
 z

+
h 

(m
)

x (m)
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Rusanov

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.19142 0.17784 0.40211E-1 0.41139E-1 0.18419E-1 0.37751E-1
200 0.10456 0.8589E-1 0.1015E-1 0.11339E-1 0.46621E-2 0.11717E-1
400 0.54013E-1 0.41264E-1 0.25752E-2 0.30397E-2 0.12305E-2 0.29501E-2
800 0.27324E-1 0.20034E-1 0.65016E-3 0.8458E-3 0.4409E-3 0.14002E-2
1600 0.13722E-1 0.98386E-2 0.16308E-3 0.22076E-3 0.8445E-4 0.29387E-3

HLL

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.74719E-1 0.11817 0.12051E-1 0.26072E-1 0.59946E-2 0.13303E-1
200 0.37067E-1 0.59333E-1 0.33246E-2 0.68738E-2 0.15684E-2 0.41219E-2
400 0.18415E-1 0.29725E-1 0.85097E-3 0.18804E-2 0.43684E-3 0.12591E-2
800 0.91765E-2 0.14877E-1 0.21612E-3 0.50287E-3 0.11474E-3 0.31485E-3
1600 0.45806E-2 0.74419E-2 0.55621E-4 0.13698E-3 0.30775E-4 0.10036E-3

Cinétique

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.10448 0.1182 0.19362E-1 0.24593E-1 0.78455E-2 0.1379E-1
200 0.52872E-1 0.59226E-1 0.49361E-2 0.67156E-2 0.19223E-2 0.3329E-2
400 0.26538E-1 0.29683E-1 0.12523E-2 0.17722E-2 0.57341E-3 0.1448E-2
800 0.13289E-1 0.14864E-1 0.31495E-3 0.49388E-3 0.14442E-3 0.33228E-3
1600 0.66486E-2 0.74385E-2 0.79222E-4 0.134E-3 0.47287E-4 0.14807E-3

VFRoe-ncv

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.73087E-1 0.11814 0.11971E-1 0.26035E-1 0.59682E-2 0.13337E-1
200 0.36634E-1 0.59315E-1 0.31603E-2 0.71439E-2 0.15997E-2 0.41233E-2
400 0.18304E-1 0.29719E-1 0.8494E-3 0.18846E-2 0.44596E-3 0.12316E-2
800 0.91487E-2 0.14875E-1 0.21624E-3 0.52454E-3 0.1311E-3 0.48104E-3
1600 0.45736E-2 0.74414E-2 0.55688E-4 0.13673E-3 0.3092E-4 0.10055E-3

Apstat

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.735E-1 0.11825 0.1199E-1 0.26049E-1 0.59736E-2 0.1335E-1
200 0.36741E-1 0.59344E-1 0.31723E-2 0.70967E-2 0.15708E-2 0.41138E-2
400 0.18331E-1 0.29726E-1 0.85162E-3 0.1884E-2 0.43928E-3 0.12454E-2
800 0.91554E-2 0.14877E-1 0.21818E-3 0.52397E-3 0.13143E-3 0.49083E-3
1600 0.45753E-2 0.74419E-2 0.55827E-4 0.14239E-3 0.30799E-4 0.98603E-4

Table C.1 � Erreurs L1 pour l'écoulement �uvial à t=300s.
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C.1. ECOULEMENT FLUVIAL

Rusanov

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.267 8083 2.203 16174 3.849 16185
200 1.1018 16154 8.715 32373 15.456 32386
400 4.063 32324 34.895 64779 61.263 64793
800 16.216 64703 143.82 129599 244.38 129614
1600 64.986 129503 596.21 259244 1006.7 259263

HLL

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.5 8093 3.596 16193 4.991 16192
200 1.948 16193 14.638 32396 20.074 32396
400 7.803 32397 58.435 64809 83.011 64810
800 30.868 64809 238.8 129634 328.96 129635
1600 123.99 129632 968.17 259287 1355.7 259289

Cinétique

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.699 8806 4.83 17651 6.314 17657
200 2.759 17641 19.093 35335 24.958 35339
400 11.029 35324 76.6 70704 103.19 70708
800 44.04 70697 307.11 141438 412.99 141443
1600 176.38 141450 1229.1 282909 1631.3 282916

VFRoe-ncv

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.426 8091 3.218 16184 4.552 16186
200 1.663 16189 13.019 32359 18.513 32371
400 6.664 32393 51.081 64739 75.839 64763
800 26.515 64816 209.61 129567 307.03 129602
1600 105.99 129717 842.5 259156 1239 259234

Apstat

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.547 8120 3.989 16238 5.336 16220
200 2.154 16264 16.105 32499 21.824 32493
400 8.606 32520 63.951 65099 88.791 65075
800 34.283 65151 262.31 130173 362.36 130155
1600 136.86 130161 1054.3 260342 1463.2 260278

Table C.2 � Temps de calcul et nombre d'itérations pour l'écoulement �uvial à t=300s.
255



C.2. ECOULEMENT TRANSCRITIQUE SANS CHOC

C.2 Ecoulement transcritique sans choc

Conditions initiales

h+ z = 0.66 m et q = 0m2/s.

Conditions aux bords

• en aval h = 0.66 m
tant que l'écoulement est �uvial,
• en amont q = 1.53 m2/s.
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C.2. ECOULEMENT TRANSCRITIQUE SANS CHOC

Rusanov

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 1.4625 0.39839 0.65606E-1 0.33291E-1 0.3875E-1 0.17973E-1
200 0.74119 0.2242 0.15629E-1 0.95754E-2 0.10504E-1 0.50489E-2
400 0.30593 0.63455E-1 0.47387E-2 0.46838E-2 0.26976E-2 0.30458E-2
800 0.15487 0.3248E-1 0.18127E-2 0.16597E-2 0.76549E-3 0.1079E-2
1600 0.7818E-1 0.16424E-1 0.44488E-3 0.40631E-3 0.32765E-3 0.6168E-3

HLL

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.12621 0.40492E-1 0.24173E-1 0.10366E-1 0.21199E-1 0.10892E-1
200 0.63066E-1 0.2117E-1 0.78283E-2 0.29974E-2 0.64926E-2 0.29882E-2
400 0.31341E-1 0.10882E-1 0.34197E-2 0.83719E-3 0.1816E-2 0.80083E-3
800 0.15573E-1 0.55242E-2 0.93067E-3 0.21686E-3 0.57357E-3 0.21553E-3
1600 0.77499E-2 0.27841E-2 0.14058E-3 0.55602E-4 0.13731E-3 0.55392E-4

Cinétique

Cin. ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.17979 0.40475E-1 0.25714E-1 0.11858E-1 0.21288E-1 0.1165E-1
200 0.94347E-1 0.19967E-1 0.55898E-2 0.32351E-2 0.5558E-2 0.31899E-2
400 0.48978E-1 0.98984E-2 0.14611E-2 0.82488E-3 0.14163E-2 0.83589E-3
800 0.25287E-1 0.49316E-2 0.38164E-3 0.21051E-3 0.34799E-3 0.211E-3
1600 0.12985E-1 0.24624E-2 0.10114E-3 0.54379E-4 0.92119E-4 0.53774E-4

VFRoe-ncv

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.12411 0.44344E-1 0.80045E-1 0.1059E-1 0.24277E-1 0.11442E-1
200 0.62085E-1 0.22151E-1 0.67751E-2 0.31638E-2 0.70032E-2 0.30395E-2
400 0.31013E-1 0.11131E-1 0.19067E-2 0.87624E-3 0.19509E-2 0.81847E-3
800 0.15475E-1 0.55869E-2 0.52477E-3 0.22264E-3 0.54096E-3 0.21506E-3
1600 0.77223E-2 0.27998E-2 0.1481E-3 0.56965E-4 0.1477E-3 0.53936E-4

Apstat

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.1207 0.43524E-1 0.48157E-1 0.99604E-2 0.46032E-1 0.10428E-1
200 0.6095E-1 0.22101E-1 0.12947E-1 0.29787E-2 0.12528E-1 0.29156E-2
400 0.30617E-1 0.11138E-1 0.33926E-2 0.86052E-3 0.32978E-2 0.86557E-3
800 0.15343E-1 0.55912E-2 0.93439E-3 0.21982E-3 0.91698E-3 0.21297E-3
1600 0.76799E-2 0.28012E-2 0.24806E-3 0.56656E-4 0.24572E-3 0.55704E-4

Table C.3 � Erreurs L1 pour l'écoulement transcritique sans choc à t=300 s.
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C.2. ECOULEMENT TRANSCRITIQUE SANS CHOC

Rusanov

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.212 6566 0.66 6862 1.075 6872
200 0.857 13421 2.754 13764 6.59 13770
400 3.471 27182 14.546 27554 22.909 27557
800 13.808 54733 56.974 55119 85.836 55123
1600 55.457 109852 231.05 110247 405.73 110248

HLL

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.391 6847 1.033 6884 1.547 6886
200 1.569 13739 4.26 13778 5.295 13779
400 6.312 27522 16.697 27562 24.618 27566
800 25.082 55085 71.812 55125 87.747 55137
1600 100.49 110211 294.25 110252 359.81 110275

Cinétique

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.616 7939 1.87 8024 3.268 8021
200 2.468 15965 7.015 16056 12.737 16056
400 9.825 32025 26.288 32121 50.608 32121
800 39.179 64149 111.94 64248 202.28 64249
1600 156.68 128396 438.11 128501 797.31 128498

VFRoe-ncv

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.308 6842 0.885 6896 1.786 6885
200 1.223 13737 4.669 13777 8.12 13779
400 4.836 27521 17.796 27561 27.398 27565
800 19.429 55085 68.022 55124 108.8 55136
1600 77.847 110213 303.87 110252 436.88 110276

Apstat

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.405 6909 1.106 6951 1.408 6944
200 1.586 13847 5.555 13892 5.965 13890
400 6.347 27730 18.003 27788 23.568 27788
800 25.148 55497 73.295 55591 87.649 55609
1600 100.38 111029 321.3 111183 359.1 111172

Table C.4 � Temps de calcul pour l'écoulement transcritique sans choc à t=300 s.
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C.3. ECOULEMENT TRANSCRITIQUE AVEC CHOC

C.3 Ecoulement transcritique avec choc

Conditions initiales

h+ z = 0.33 m et q = 0m2/s.

Conditions aux bords

• en aval h = 0.33 m,
• en amont q = 0.18 m2/s.
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C.3. ECOULEMENT TRANSCRITIQUE AVEC CHOC

Rusanov

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.19243 0.6904E-1 0.41963E-1 0.32937E-1 0.36382E-1 0.34672E-1
200 0.11874 0.43713E-1 0.19052E-1 0.15061E-1 0.21659E-1 0.27533E-1
400 0.63425E-1 0.25456E-1 0.92532E-2 0.66995E-2 0.98597E-2 0.13603E-1
800 0.34081E-1 0.14003E-1 0.46155-2 0.36184E-2 0.59676E-2 0.84942E-2
1600 0.17338E-1 0.73968E-2 0.21974E-2 0.16636E-2 0.27963E-2 0.36913E-2

HLL

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.74508E-1 0.36647E-1 0.28188E-1 0.11254E-1 0.23901E-1 0.87683E-2
200 0.40955E-1 0.19204E-1 0.12294E-1 0.82876E-2 0.14497E-1 0.17799E-1
400 0.2091E-1 0.94992E-2 0.50675E-2 0.30051E-2 0.51814E-2 0.3367E-2
800 0.10729E-1 0.48714E-2 0.25441E-2 0.18131E-2 0.24253E-2 0.16039E-2
1600 0.5357E-2 0.24406E-2 0.10822E-2 0.74335E-3 0.11623E-2 0.10104E-2

Cinétique

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.67559E-1 0.32048E-1 0.23988E-1 0.97425E-2 0.49654E-1 0.93603E-2
200 0.33578E-1 0.16298E-1 0.93757E-2 0.67589E-2 0.11897E-1 0.13346E-1
400 0.16212E-1 0.81893E-2 0.46343E-2 0.20382E-2 0.48611E-2 0.43317E-2
800 0.79453E-2 0.41297E-2 0.19979E-2 0.14265E-2 0.21658E-2 0.18665E-2
1600 0.38264E-2 0.20867E-2 0.85746E-3 0.56758E-3 0.11833E-2 0.12106E-2

VFRoe-ncv

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.52186E-1 0.2944E-1 0.22767E-1 0.93152E-2 0.2058E-1 0.75083E-2
200 0.24825E-1 0.94738E-2 0.60874E-2 0.38843E-2 0.25686E-1 0.21942E-1
400 0.17341E-1 0.73218E-2 0.47274E-2 0.18253E-2 0.60502E-2 0.90279E-2
800 0.75925-2 0.2785E-2 0.11356E-2 0.74423E-3 0.15665E-2 0.62707E-3
1600 0.44794E-2 0.18031E-2 0.12562E-2 0.41847E-3 0.99092E-3 0.13542E-3

Apstat

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

100 0.7308E-1 0.36697E-1 0.6617E-1 0.56796E-1 0.45134E-1 0.81826E-2
200 0.3153E-1 0.11201E-1 0.18374E-1 0.16194E-1 0.21826E-1 0.25916E-1
400 0.18739E-1 0.97084E-2 0.83513E-2 0.41748E-2 0.59798E-2 0.83831E-3
800 0.80122E-2 0.28752E-2 0.32273-2 0.40095E-2 0.36699E-2 0.56834E-2
1600 0.52269E-2 0.32067E-2 0.22612E-2 0.2551E-2 0.48543E-2 0.70416E-2

Table C.5 � Erreurs L1 pour l'écoulement transcritique avec choc à t=300s.
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C.3. ECOULEMENT TRANSCRITIQUE AVEC CHOC

Rusanov

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.104 3154 0.515 3496 0.749 3542
200 0.426 6711 1.892 7270 2.549 7376
400 1.761 14111 6.894 14875 11.366 14999
800 7.34 29205 35.967 30123 56.964 30291
1600 29.841 59617 123.99 60651 236.68 60872

HLL

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.212 3494 0.804 3618 1.089 3664
200 0.884 7318 2.805 7420 3.92 7424
400 3.605 14916 11.489 15050 16.29 15050
800 14.374 30239 47.52 30374 78.39 30380
1600 57.997 60806 207.63 60946 328.76 60961

Cinétique

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.323 4046 1.16 4233 1.57 4297
200 1.35 8526 3.935 8684 6.087 8687
400 5.474 17426 18.111 17667 24.498 17641
800 22.207 35405 66.58 35626 104.04 35630
1600 89.438 71279 282.15 71512 432.74 71522

VFRoe-ncv

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.184 3597 0.727 3695 0.933 3699
200 0.752 7450 3.44 7576 3.427 7588
400 3.056 15061 11.685 15187 16.823 15191
800 12.289 30398 47.033 30531 71.532 30534
1600 49.01 60964 187.4 61103 299.27 61104

Apstat

ordre 1 MUSCL eno modi�é
J T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it. T. Calc. (s) Nb. it.
100 0.299 4521 1.198 4372 1.179 3985
200 1.01 7692 7.142 11992 9.816 12556
400 5.304 20302 16.103 17096 20.691 16604
800 16.998 32579 110.57 47863 143.29 47591
1600 80.159 77032 332.42 78054 430.81 76681

Table C.6 � Temps de calcul pour l'écoulement transcritique avec choc à t=300s.
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Olivier Delestre

Simulation du ruissellement d'eau de pluie sur des surfaces agricoles

Résumé :

L'objectif de ce travail est le développement d'un modèle et d'une méthode numérique adaptés à la simulation du
ruissellement d'eau de pluie sur des surfaces agricoles. Pour cela, nous utilisons un système d'équations aux dérivées
partielles pour les eaux peu profondes : le système de Saint Venant. La pluie et l'in�ltration y sont pris en compte par
l'ajout de termes source et le couplage avec un modèle d'in�ltration. Le système étant hyperbolique et conservatif
nous choisissons d'utiliser un schéma aux volumes �nis avec reconstruction hydrostatique. Avec cette reconstruction
nous obtenons un schéma permettant de traiter les équilibres stationnaires et les interfaces sec/mouillé dues aux
événements pluvieux. Tout d'abord, nous e�ectuons une comparaison systématique de di�érents �ux numériques,
de di�érentes reconstructions d'ordre deux (MUSCL et ENO modi�ées) et de di�érentes méthodes de traitement
des frottements sur des solutions analytiques unidimensionnelles. Ces comparaisons nous permettent de choisir
une méthode numérique adaptée à la simulation du ruissellement qui en outre capture les phénomènes de type
roll-waves. Ensuite nous nous intéressons au traitement de la pluie et de l'in�ltration à l'aide du modèle de Green-
Ampt. Cette méthode généralisée en dimension deux est validée sur des résultats expérimentaux obtenus à l'INRA
d'Orléans et à l'IRD. La méthode numérique choisie et validée a été implémentée dans FullSWOF_2D un logiciel
libre écrit en C++ pour la simulation de ruissellement d'eau de pluie sur des surfaces agricoles.

Mots clés : Ruissellement, Saint-Venant, schéma équilibré, volume �ni, reconstruction hydrostatique, terme source,
frottement, pluie, in�ltration, C++, eau peu profonde, �ux numériques, roll waves, solutions analytiques.

Rain water overland �ow on agricultural �elds simulation

Abstract :

In this work, we aim at developping both a model and a numerical method adapted to the simulation of rainfall
runo� on agricultural �elds. The model used is a system of partial di�erential equations for shallow water �ows :
namely the system of Saint Venant. Rain and in�ltration are treated as source terms and with a coupled model of
in�ltration. Because of the hyperbolicity and conservativity properties, we are using a �nite volume scheme with the
hydrostatic reconstruction. This reconstruction allows us to deal with stationary equilibria and wet/dry transitions
due to rainfall events. First, a systematic comparison on analytic solutions is achieved between various numerical
�uxes, two second order reconstructions (a MUSCL and a modi�ed ENO reconstructions) and di�erent numerical
treatment of the friction term. This allows us to choose a numerical method adapted to runo� simulation. Moreover
it is able to catch roll waves phenomenons. Then we are interested in the rain and in�ltration treatment. In�ltration
is modeled thanks to the Green Ampt model. This method is thereafter generalized to two dimensions and validated
on experimental results obtained by the INRA of Orléans and the IRD. The chosen numerical method has been
implemented in an C++ open-source software for rainfall runo� on agricultural �elds simulations : FullSWOF_2D.

Keywords : Overland �ow, Saint-Venant, Well-balanced scheme, �nite volume, hydrostatic reconstruction, source
term, friction, rain, in�ltration, C++, shallow water, numerical �uxes, roll waves, analytic solutions.
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