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Présentation du manuscrit

Ce mémoire présente et met en perspective 'ensemble des travaux de recherche effectués pendant ma these,
de 2001 & 2004, a 1'Université Pierre et Marie Curie (Paris VI) et a I'Ecole Polytechnique, sous la direction de
Vlad Bally et Emmanuel Gobet, et par la suite depuis mon recrutement en 2005 & 1’Université Denis Diderot
(Paris VII).

Ces travaux se sont développés autour de deux axes principaux d’intersection non vide : le premier relatif
a la discrétisation de processus stochastiques, le second a ’estimation de densité de processus dégénérés et a
certaines applications associées.

Les quatre premiers chapitres relevent majoritairement du premier axe. Le Chapitre 1 est introductif. Nous
y présentons les principaux types de problemes associés a la discrétisation de processus, les résultats existants
ainsi que les outils utilisés pour les obtenir. Nous détaillons plus particulierement les techniques employées pour
analyser 'approximation faible.

Le Chapitre 2 regroupe les résultats des articles [1,3,5,7]. Nous y étudions principalement I’approximation
faible d’un processus de diffusion tué/stoppé a la sortie d’'un domaine régulier [1,7]. Sont également abordés le
cas du coéne pour le mouvement Brownien [3], ainsi qu’une extension de I'analyse de l’erreur a des processus
non Markoviens [5].

Au Chapitre 3, nous rappelons les principes de la méthode Parametrix qui permet d’obtenir une représentation
de la densité de transition d’une équation différentielle stochastique (EDS) comme somme d’une série ou cha-
cun des termes est la convolution de la densité d’'une EDS a coeflicients constants et des convolutions itérées
d’un noyau régularisant. En appliquant cette approche a temps discret nous en déduisons un théoreme limite
local pour 'approximation par chaine de Markov d’un processus de diffusion dégénéré [8] et un développement
d’erreur sur les densités pour une EDS dirigée par un processus de Lévy stable symétrique et approchée par son
schéma d’Euler [9].

Apreés une breve présentation des Equations Différentielles Progressives Rétrogrades (EDSR) et de leurs
connexions avec certaines équations aux dérivées partielles non linéaires, nous donnerons au Chapitre 4 un
apercu des méthodes numériques développées pour leur approximation. Nous détaillerons plus particulierement
les articles [2,4] qui traitent du cas quasi-linéaire (EDSR fortement couplées) qui constitue le cadre le plus
général pour les applications en physique ou en finance. Enfin, nous exposerons certaines propriétés de schémas
de semi-discrétisation pour des EDSR tuées a la sortie d'un domaine, article [6].

Le Chapitre 5 releve lui majoritairement du deuxieme axe, i.e. I'estimation de densité. Il débute par une
partie introductive destinée & présenter une synthese des techniques intervenant dans 'estimation quantitative
de densités de processus stochastiques ou en termes analytique de solutions fondamentales d’équations aux
dérivées partielles. Nous y présentons ensuite les résultats de l'article [10]. Nous obtenons des estimées de type
Aronson pour la densité de transition d’'une équation différentielle stochastique dont la dynamique peut se voir
comme celle d'une équation différentielle ordinaire (EDO) dont la premiére composante serait perturbée par
un bruit Brownien. Bien str, pour que la densité existe, les coefficients de 'EDO doivent vérifier une condition
de non dégénérescence de type Hormander faible dans la mesure ou seule la premiere composante est non
dégénérée. Ces résultats font intervenir controle stochastique et techniques analytiques, méthode parametrix
présentée au Chapitre 3. Nous concluons le chapitre par une application des estimées de densité : les controles
non asymptotiques d’intervalles de confiance dans les méthodes de Monte Carlo. Nous montrons pour des
schémas d’Euler, éventuellement dégénérés, des estimées d’Aronson et nous utilisons la domination Gaussienne
ainsi que des techniques de concentration de la mesure : inégalités de Sobolev logarithmique, argument de Herbst
pour arriver au résultat, cf. [11].

La note [12] établit une condition suffisante pour avoir I'unicité en loi pour les systémes dégénérés considérés
au Chapitre 5 et abordés dans les articles [10],[11]. Les idées de ce travail sont présentées & I’Appendice A. En
particulier, ces résultats apportent des éléments de réponse & une question soulevée par le rapport d’Alexander
Veretennikov.
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Chapitre 1

Discrétisation de processus : un bref
tour d’horizon

Dans ce chapitre nous présentons brievement différents problemes associés a la discrétisation d’un processus
stochastique de “diffusion-sauts” en distiguant tout d’abord approximation forte et faible. Ces approximations
sont de nature tres différentes, tant en terme des résultats de convergence auxquels elles permettent d’aboutir,
que dans les techniques mathématiques utilisées pour les établir.

Nous abordons premierement le cas de 'approrimation forte qui est celle associée trajectoriellement a la
différence entre le processus initial et une approximation donnée. Les controles que 'on souhaite obtenir pour
cette erreur sont soit presque surs soit en norme LP. Pour les démontrer, on a recours aux outils de 'analyse
stochastique : développements d’'Ito-Taylor, inégalités de martingales de type Burkholder Davies Gundy (BDG),
associés a des arguments de stabilité semblables a ceux utilisés pour I'approximation d’équations différentielles
ordinaires.

Nous poursuivons ensuite par ’approximation faible. Dans ce cadre, on ne souhaite plus avoir un controle
trajectoriel, mais proposer un schéma d’approximation pour I'espérance d’une fonctionnelle d’un processus.
Cette fonctionnelle peut étre par exemple une fonction du processus observé a une date donnée fixée ou a un
temps d’arrét, une fonction du maximum de I'une des composantes ou de 'intégrale du processus sur la période.
Le travail fondateur de Talay et Tubaro [TT90] a mis en évidence I'importance fondamentale pour I'analyse de
ce type d’erreur dans le cas Markovien, du lien entre la quantité a approcher et I’équation aux dérivées partielles
dont cette quantité n’est autre que la représentation probabiliste de la solution, formule de Feynman-Kac.

Nous avons essayé de rassembler quelques résultats majeurs de ces vingt dernieres années qui seront utiles a
la compréhension des sujets abordés dans les chapitres suivants. Nous insistons particulierement sur I'approxi-
mation faible et les techniques d’étude de I'erreur associée en distinguant les deux types d’hypotheses requises :
régularité de la fonctionnelle et des coefficients ou non dégénerescence. En effet, cette thématique sera 1'objet
d’étude des Chapitres 2 (cas des processus stoppés) et 3 (processus dégénérés et de certains processus a sauts).

Nous conclurons par une section dédiée a quelques autres problemes de discrétisation : I'approrimation en
loi, on entend par la la caractérisation en terme de dynamique d’une renormalisation convenable de la différence
entre le processus initial et le schéma de discrétisation, I’approzimation de mesures invariantes et de dynamiques
non linéaires ou les controles sur 'erreur forte interviennent de nouveau.

1.1 Modele initial et discrétisation

Soit une équation différentielle stochastique (EDS) & valeurs dans R? de dynamique

t t
Xi==z —|—/ b(s, Xs—)ds —|—/ o(s, Xs_)dZs, t >0, (1.1)
o+ o+
ou les coefficients b : RT x R? — R? ¢ : Rt x R — R? @ R” sont mesurables bornés en temps, Lipschitziens en
espace et ol (Z;)i>0 est un processus de Lévy r-dimensionnel de décomposition de Lévy-Khintchine

Juf?

Elexp(i{u, Z:))] = exp(te(w)), ¥(u) = exp (T + /T (exp(i(u, z)) — 1 —i(u, z>]1|z|§1) V(dz)> . (1.2)

Nous supposons sans perte de généralité que la partie de dérive est nulle dans (1.2) dans la mesure olt nous
Pavons introduite explicitement dans la dynamique de (1.1). De méme, la partie diffusive non normalisée et/ou



anisotrope de Z peut étre prise en compte dans le coefficient o de (1.1). Enfin, la mesure de Lévy v de Z vérifie
la condition d’intégrabilité usuelle [5, (1 A [z]?)v(dz) < +o0.

Ainsi I’équation (1.1) est dirigée par un processus Z qui s’exprime comme la somme d’un mouvement Brow-
nien standard W et d’un processus de saut pur N de mesure de Lévy v.

L’EDS (1.1) intervient dans de nombreux domaines d’applications. En particulier, des liens profonds existent
entre équations différentielles stochastiques et équations aux dérivées partielles (EDP) via les formules de
représentation de Feynman Kac, voir Freidlin [Fre85] ou Friedman [Fri75]. Ainsi, dans de nombreux cas détaillés
ci-apres, cf. Section 1.3, il est possible d’exprimer la solution d’'une EDP linéaire, parabolique ou elliptique,
comme espérance d’une fonctionnelle d’un processus de dynamique (1.1).

Dans le cas ou le processus directeur Z = W, le processus X solution de (1.1) interviendra dans les
représentations probabilistes des équations de diffusion de la chaleur en milieu inhomogene ou des équations
de la neutronique. Le cas ou Z est un processus de saut pur NN intervient quant a lui de facon naturelle dans
la modélisation du trafic dans des réseaux informatiques ou routiers. Enfin, en mathématiques financieres,
léquation (1.1) décrit la dynamique d’un actif dont les variations peuvent faire intervenir composantes brow-
niennes et de sauts, ces dernieres intervenant de fagon significative dans la modélisation en cette période de
crise. Dans de nombreux cas, le prix d’une option sur 'actif X peut la aussi s’exprimer comme ’espérance d’une
fonctionnelle de X.

11 est donc naturel d’introduire une procédure d’approximation de (1.1) qui de fagon générale ne peut étre
simulée de fagon exacte. Mentionnons a cet égard dans le cas monodimensionnel continu non dégénére, i.e.
d=r=1,Z=W et 0 > gy > 0, le travail de Beskos et al. [BPR06] qui permet une simulation exacte.

En toute généralité 'approximation la plus naturelle de (1.1) est celle du schéma d’Euler, qui par ailleurs
fournit dans certains cas un procédé constructif de résolution de (1.1), cf. Revuz et Yor [RY99] pour le cas
continu. Pour un pas de temps fixé h > 0 on pose pour i € N, ¢; := ih, et 'on définit

t t
Xt =2z +/0 b(d(s), X}y )ds +/0 o(¢(s), X}}())dZs, t >0, (1.3)

ou ¢(s) = sup{t; : t; < s}. En d’autres termes, pour une grille temporelle donnée (¢;);en+, le schéma d’Euler
est obtenu en gelant sur chaque pas de temps la dynamique spatiale et temporelle aux points de discrétisation
en temps. Précisons que dans le cas ou Z = W + N possede une composante de sauts, le schéma d’Euler n’est
pas toujours exactement simulable, cf. Section 1.3.2. Il le reste en revanche pour de nombreux cas importants
pour les applications : si N est un processus stable, I, ...

Pour la suite nous allons distinguer deux grands types de résultats d’approximation qui font intervenir
(X:)i>0 solution de (1.1) et son approximation (X[');>o solution de (1.3). Historiquement, 1’approximation
de processus remonte a Stroock et Varadhan qui a la suite de ’étude des problemes de martingales s’étaient
intéréssés a des approximations en loi des processus de diffusions avec des controles “a la Donsker”, i.e. conver-
gence sans vitesse de "approximation. Pour un apergu de cette approche, voir le Chapitre 11 de [SV79] pour les
approximations dans tout l’espace ou l'article [SV71] pour les problemes de Dirichlet.

11 a fallu attendre les travaux de Milstein [Mil74, Mil76] pour que des approximations de type Itd-Taylor
permettent de quantifier plus précisément 'erreur forte trajectorielle. C’est ensuite dans les années 80 que
Milstein [Mil85] et Talay [Tal86] ont montré que 'erreur faible était d’ordre h sous de bonnes hypotheses.

1.2 Erreur forte

On désigne par erreur forte associée au schéma d’Euler la quantité sup,¢jo [ Xt — X} pour T > 0 fixé.

Dans le cas d’un processus de diffusion, si I’on suppose que les coefficients b, o dans (1.1) sont uniformément
Lipshitz continus en espace et 1/2-Holder en temps, des développements d’Ito-Taylor permettent de déduire
que pour tout p > 1, 3C := C(p,T,b,0),

E[ sup |X; — X!P)V/? < CVh, (1.4)
te[0,7]

ou la dépendance en b,o dans la constante C' ci-dessus intervient via les modules de continuité en temps et
espace des coefficients. Par rapport a I’analyse de la discrétisation d’une EDO, ce sont les mémes arguments de
stabilité qui sont utilisés avec une étape supplémentaire pour controler les intégrales stochastiques a ’aide des
inégalités BDG. Cest lors de cette étape qu’apparait Pordre de Ierreur en h'/2 qui correspond & la norme L? de
l’accroissement Brownien sur un pas de temps. L’utilisation du Lemme de Gronwall pour conclure nous indique



ensuite qu’en toute généralité ces estimations ne seront pertinentes que pour un horizon de temps 7" > 0 fini,
du fait de la dépendance exponentielle de C' en ce parameétre. Un corollaire immédiat de (1.4) et du lemme de
Borel Cantelli est la convergence presque stre de h™% sup;c(o 7y |X; — X! vers 0 avec h pour tout @ < 1/2.

C’est pour compenser cette vitesse que Milstein a introduit son schéma [Mil76] qui permet de retrouver la
vitesse usuelle en h. En revanche, ce schéma est difficilement simulable en dimension d > 1, sans condition
supplémentaire de commutation sur les colonnes de la matrice de diffusion identifiées a des champs de vecteurs.
Il existe de nombreux schémas d’ordre élévés pour l'erreur forte. Nous renvoyons a 'ouvrage de Kloeden et
Platten [KP92] pour un panorama de ces schémas. Mentionnons toutefois que leur simulation reste beaucoup
plus complexe que celle du schéma d’Euler et que ces schémas ne sont pas forcément les plus appropriés dans
de nombreux cas, voir Section 1.3.

Des arguments similaires peuvent étre utilisés pour caractériser 'erreur forte, avec la méme vitesse, lorsque
Z est un processus de Lévy de carré intégrable, voir Kohatsu-Higa et Protter [KHP94]. Mentionnons enfin
les travaux de Bruti Liberati et Platten [BLP07] relatifs & la construction de schémas d’ordre plus élévé pour
lerreur forte dans le cas mixte Z = W + N ou de saut pur Z = N lorsque l'intensité du processus de saut
est finie, i.e. ¥(R") < 400 dans (1.2). Ces auteurs utilisent en particulier I'idée d’une grille de discrétisation
temporelle adaptée aux instants de saut.

1.3 Erreur faible

Dans de nombreuses applications : approximation probabiliste de la solution d’'une EDP linéaire, valorisation
ou couverture d’option en finance, il n’est toutefois pas nécéssaire d’avoir un controle trajectoriel sur I'approxi-
mation du processus. En effet, dans ces cas 1a les quantités & estimer sont de la forme E[U ((X;);>0)], ou
¥ : C(RT,R?) — R est une fonctionnelle de la trajectoire du processus. La représentation en terme d’espérance
de la quantité a estimer tend naturellement a faire envisager une méthode de Monte Carlo pour 'approxima-
tion sous réserve d’intégrabilité. Par ailleurs, outre le probleme déja évoqué de 'impossibilité de simuler de
facon exacte la diffusion, s’ajoute ici celui de 'approximation de la fonctionnelle ¥. Si ’'on désigne par ¥ une

approximation de ¥ et par ((Xth’i)po) une suite i.i.d. de trajectoires du schéma d’Euler, 'estimateur de
=/ ien*

i
Monte Carlo naturel s’écrit pour tout M > 1, O}, = 2 vail wh ((Xth’i)tzo). Ainsi, 'erreur globale entre la

quantité explicitement simulable sur ordinateur et la quantité exacte se décompose comme :

& = (0% —EN" ((X[)ix0)]) + (B[¥" (X[)i20)] — E[¥ ((X)120)])
= 51?47’% + 5}? (1-5)

Le terme Sﬁfﬁh est un terme d’erreur statistique. Si sup,~ " ((X])i>0) € L?*(P), ce terme sera contrélé par le
théoreme central limite & I'ordre o /v/M avec forte probabilité, olt I'écart-type o := Var(¥U" ((X[")¢0))'/? est
en général assez stable, ou tout du moins uniformément dominé, en h. Nous reviendrons au Chapitre 5.3 sur les
controles non asymptotiques d’intervalles de confiance.

L’étude de 'erreur faible consiste a analyser le comportement du terme 5{? . Ce terme correpond a 'erreur
de discrétisation : du processus, et de la fonctionnelle. Pour évaluer la pertinence de ’approximation choisie, ou
mettre en évidence ses limites comme pour le probleme de Dirichlet, cf. Section 1.3.3 et Chapitre 2, la premiere
étape consiste a quantifier en fonction de h la convergence de 5,’? vers 0. Le découpage (1.5) permet ensuite de
déterminer la précision globale de I'approximation numérique. Il est alors possible d’équilibrer de fagon optimale
les parametres M de Monte Carlo et h de discrétisation de sorte a atteindre un seuil fixé.

Si l'on arrive par ailleurs a obtenir un développement asympotique de 5,? en fonction de h, il est alors
possible, a complexité équivalente, d’utiliser des techniques usuelles et purement algébriques d’extrapolation
pour accélérer de facon significative la convergence de 5,? . Cette démarche, connue sous le nom d’extrapolation
de Richardson-Romberg est présentée en détails dans Uarticle [TT90]. Nous la rappelons en Section 1.3.1.

Dans la suite de ce chapitre nous allons rassembler des résultats relatifs a trois grands types de fonctionnelles :

1. ¥ ((Xe)i>0) = g(Xr) pour T > 0 fixé et une fonction g donnée.
2. ¥ ((Xy)is0) = g(r AT, Xrpr), T:=1inf{t > 0: X; &€ D}, pour D domaine de R<.

3. 0 (Xt)iz0) = g(T7" [ Xodt, Xr).

La technique eprouvée dans le cas Markovien pour 'analyse de 'erreur £, consiste & identifier la quantité
a estimer E[¥ ((X;);>0)] & la solution d’une EDP linéaire avec conditions aux limites appropriées en fonction
du probleme considéré. Dans le cas 1. ci-dessus nous serons dans le cadre du probleme de Cauchy. Dans le cas
2. du probleme de Cauchy-Dirichlet et dans le cas 3. toujours dans le cadre du probleme de Cauchy mais pour



un opérateur dégénéré. L'intégrale est vue comme une variable supplémentaire a laquelle ne sera pas associé de
, P t
terme d’ordre 2 dans le générateur infinitésimal du couple (X¢,Y;)>0,Y: := fo Xgds.

1.3.1 Probléme de Cauchy : cas continu

Nous considérons ici d’abord le cas out X dans (1.1) est un processus de diffusion & coefficients réguliers, i.e.
b, o sont supposés C>° et & dérivées bornées et ¢ ((X;)i>0) = g(Xr) ot g est une fonction C'*° & croissance poly-
nomiale. L’idée originale des articles [Tal86] et [TT90], consiste tout d’abord & observer que sous les hypotheses
précédentes, la fonction u(t, z) := E[g(X3")] := E[g(Xr)|X; = 2] définie pour (¢, z) € [0,T] x RY satisfait "EDP
parabolique

{ 0y + Ly)u(t,z) =0, (t,z) €[0,T) x R4, (1.6)
u(T,x) = g(x), '

ott Lyp(z) désigne le générateur infinitésimal de (1.1). Pour ¢ € C§°(R?), Lip(z) = (b(t,x),Veo(x)) +
ttr(a(t,z)D2p(x)), a(t,z) := oo*(t,x). Ces hypotheses permettent ensuite de déduire des controles sur les

dérivées de u & l'aide d’estimées LP sur les dérivées du flot de (1.1). Précisément, pour tout multi-indice de
dérivation «, il existe ko (T'), Co(T) > 0 tels que pour tout (¢,z) € [0,T] x RY, [0, u(t,z)| < Corpy (1 + |a[F=T)).
C’est a dire que les dérivées gardent une croissance polynomiale en espace, ce qui permet en particulier de déduire
des controles usuels sur le schéma d’Euler que pour tout p > 1,i € [0, N],T := Nh, |0,u(t;, X")| € LP(P).
L’étape suivante consiste a utiliser (1.6) pour réécrire erreur de discrétisation comme :

N-1
Ex = Bulg(XP)] - Bolg(Xr)] = Eo[u(T, X3)] — u(0,2) = > Elu(tivr, Xf2, ) — ulti, X[))-
=0

A partir de cette derniere formulation, I'idée est ensuite d’appliquer un développement de Taylor en temps-
espace autour de (ti,Xt’i) pour chaque ¢ € [0, N — 1] grace a la régularité a priori de u. En exploitant que u
satisfait (1.6), on obtient que les termes d’ordre h s’annulent dans Efu(t;41, XQH) —u(t;, X)) = Ef’i. Pour
établir ensuite que 5,? - O(h?) il est nécessaire de poursuivre le développement & I'ordre deux en temps et
quatre en espace, en exploitant que 'on peut éliminer les moments d’ordre 3 par centrage. Ainsi, si I'on a a
priori que u € C*4([0,T] x R?), on déduit que X = O(h) par simple sommation.

Notons que dans la procédure décrite ci-avant, il n’est pas nécessaire d’avoir un aléa Gaussien dans le
schéma d’Euler (1.3). En effet, le développement ne fait intervenir que les propriétés de centrage des moments
d’ordre 1 et 3 et que la covariance de ’aléa est la matrice identité. Cette derniere observation permet de gagner
en complexité en utilisant par exemple des lois de Bernoulli convenablement normalisées en lieu et place des
accroissements Browniens.

Si I'on poursuit maintenant les développements a l'ordre 3 en temps et 6 en espace, en tuant toujours par
centrage les moments impairs des accroissements, on aboutit au développement d’erreur :

EP = Ch+O(h?), (1.7)

ou la constante C' := C(T, a, b, u, ), cf. Théoréme 1 de [TT90] pour une expression explicite. Du développement
précédent il est aisé de voir que si 'on considere le schéma d’Euler de pas h/2, il vient : 5,?/2 = C% + O(h?).
Une simple manipulation algébrique donne ensuite

260 — &7 = { 2Balg(X7/)] ~ Bulg(XD)]} — Balg(X1)] = O(h?). (18)

Cette identité suggere d’utiliser I'estimateur de Monte Carlo ©%, = & {Zi\il (2g(X¥/2’i) - g(thJi)) }, ol les

(X;/Q’Z, X%’i)ie[[l,Mﬂ sont des réalisations i.i.d. et pour tout i € [1, M] les X;/Q’Z, X%’i sont simulés & partir des
mémes accroissements Browniens. Ce procédé est connu sous le nom d’extrapolation de Richardson-Romberg.
Notons que sous les hypotheses précédentes, la régularité de u est suffisante pour obtenir un développement
asymptotique & ordre n, i.e. £ = " | C;ht + O(h™t1) & partir duquel il serait possible d’itérer le procédé
d’extrapolation et d’obtenir une vitesse d’ordre A" en multipliant la complexité par n + 1. Mentionnons
toutefois que cette procédure peut accroitre la variance de ’estimateur é% On considere en effet n + 1 fois
plus de variables aléatoires.

L’analyse de l'erreur faible s’effectuera toujours suivant le schéma présenté ci-dessus, avec les spécificités
associées a chaque probleme, voir Sections 1.3.2 et 1.3.3. Le point clé est d’avoir de la régularité sur la fonc-
tion u et des controles sur ses dérivées, afin d’effectuer des développements d’Ito-Taylor. Sous les hypotheses



précédentes, ces controles s’obtiennent par des techniques usuelles de calcul stochastique. On a cependant be-
soin pour cela de beaucoup de régularité, sur b,0 et g. Or, dans de nombreux cas cette régularité n’est pas
nécessaire. C’est en particulier vrai si 'on peut bénéficier de 'effet régularisant des noyaux de la chaleur. En
d’autres termes, il est possible de relaxer la régularité de la fonction g si par exemple X7 admet une densité
de transition réguliere dont on contrdle bien les dérivées. En effet dans ce cas u(t,x) = fRd g()p(t, T, xz,y)dy

ou p(t,T,x,.) désigne la densité de X%I. Dans le cas de coefficients homogenes en temps nous noterons pour
simplifier Uécriture p(t, T, z,.) = p(T —t,x,.).

Néanmoins, prouver que X%Z possede une telle densité nécéssite une hypothese de non-dégénérescence de
Iéquation (1.1). On considere deux jeux d’hypotheéses qui garantissent que ’on obtient les propriétés souhaitées :
Phypoellipticité a la Hormander (hypothese (H)) et 'uniforme ellipticité de la matrice de diffusion a (hypothese
(UE)).

Hypothése (H) : Supposons que les coefficients b, o sont C'°°, bornés, homogenes en temps et réécerivons dX; =
Ao(Xy)dt+>7 1 Ai(Xy)odW/ (i.e. les champs de vecteurs (A;);eq1,r] correspondent aux colonnes de la matrice
de diffusion, Ag = b — %O’.VO’ et odWW désigne l'intégrale de Stratonovitch). Si espace vectoriel engendré par

A17 T 7AT5 [A’La Aj]ogi,jgrv [A’La [A]a Ak]]OSi,j,kSTa T

au point initial x est R? (ot [.,.] désigne le crochet de Lie entre champs de vecteurs), alors pour tout ¢ > 0,
XtO ¥ admet une densité, voir par exemple le Chapitre 2.3 de Nualart [Nua95].

Si I'on suppose de plus quil existe L € N* tel que que pour tout z € R? I'espace R? est engendré en
ne considérant que les crochets de longueur inférieure ou égale a L, alors les travaux de Kusuoka et Stroock
[KS85], donnent les contrdles suivants sur la densité. Soient m, k des entiers et des multi-indices «, 3 tels que
2m + |a| < k. 1l existe des constantes C(T), ¢, q, @ dépendant de L, m, k, a, a, b, telles que

C(T)(1 + [x|?) |z —y|?
m o < v —c———2 .
|at Gmp(t,x,yﬂ = tq(l + |y71'|)k exp ct(l T |1,|)2

(1.9)
Par ailleurs, I'inverse de la matrice de Malliavin que nous noterons I';(z) est controlée dans tous les LP. Pour
tout p > 1 il existe C(T), u t.q.

1+ |z|#

BTy (2)P)/? < O(T)—7

(1.10)

Le propos du travail de Bally et Talay [BT96a] est d’exploiter les controles (1.9), (1.10) pour étendre le
développement d’erreur (1.7) au cas d’une diffusion hypoelliptique sans régularité a priori sur g, que l'on peut
ici supposer mesurable et a croissance exponentielle.

Rappelons que lors des développements d’Tt6-Taylor précédents apparaissaient pour tout ¢ € [0, N — 1], des
quantités du type QP := E[0%u(t;, Xﬁ)G(ti, Xthi )], o G fait intervenir les coefficients b, o et leurs dérivées. Le
contrdle sur la densité (1.9) permet de controler les Q" pour i < N/2. Pour les i > N/2, I'idée naturelle est
d’utiliser une intégration par parties de Malliavin. Notons Q; = E[0Su(t;, X¢,)G(t;, Xy,)], i.e. on remplace X/
par X;,. L’intégration par parties pour Q; s’écrit Q; = Elu(t;, Xt,) Ho(X+,, G(ti, Xt,))]. Les inégalités de Meyer
permettent alors d’obtenir qu’il existe p > 1 tel que |Q;| < CE[|Ty, (z)[P]*/?, ott C dépend de normes des dérivées
de Malliavin de X,.

On pourra faire l'intégration par parties dans QF sur les événements de forte probabilité pour lesquels
I'inverse de la matrice du schéma d’Euler Xthi est “proche” de l'inverse de la matrice de Malliavin I'y, (x) de la
diffusion (1.1) et controler la probabilité des événements complémentaires, cf. [BT96a].

L’idée sous jacente globale est que 'hypothese d’hypoellipticité permet de controler les dérivées en utilisant en
temps petit les estimées ponctuelles sur la densité qui sont pertinentes dans la mesure ot u(t, ) = fR g(y)p(T —
t,x,y)dy, puis d’exploiter qu’en temps plus long c’est la matrice inverse (I't)¢>7/2 qui est non-dégénérée. Quant
a la croissance de g, c’est le controle (1.9) qui rend cette condition suffisante.

Mentionnons que si la non-dégénérescence de 'inverse de la matrice de diffusion est bien controlée dans le
cas de la diffusion X, il n’en est pas de méme pour son schéma d’Euler X”. C’est ce qui a motivé I'introduction
des @; ci-dessus pour présenter 'intégration par parties. Il n'y a a ma connaissance pas de preuve d’existence
de la densité pour le schéma d’Euler hypoelliptique. C’est d’ailleurs ce dernier point qui a amené Bally et Talay
a considérer un schéma d’Euler 1égerement perturbé pour obtenir un développement d’erreur sur les densités,

cf. [BT96b].

Hypothése (UE) : On suppose la matrice de diffusion a uniformément elliptique et bornée, i.e. 3A > 1, V(¢,z) €
[0, 7] x RY, V¢ € RY, A7YE|? < {a(t,x)€, &) < Al€]2. Pour b et o Lipschitziens en espace et b borné, il est bien
connu que l'unique solution forte de (1.1) admet une densité vérifiant une estimée supérieure Gaussienne, i.e.



VT > 0, 3(C,c) := (C,c)(T, |bloo, A), Y(t,z,y) € (0,T] x R x R p(t,x,y) < tdc/; exp(—c@). Ce controle
s’obtient aisément & partir de la représentation en série parametrix de la densité, voir Friedman [Fri64] ou
McKean et Singer [MS67]. L’idée de ce type de méthode est d’écrire :

—+o0

plt,z,y) = p(t,z,y) + Y pe HO(t,x,y). (1.11)
=1

ou p(t,x,y) est une densité Gaussienne, dans laquelle on a gelé les cofficients de (1.1) au point d’arrivée y et
ott les termes p @ H® sont des convolutions temps-espace de densités Gaussiennes gelées et de noyaux H®)
toujours plus régularisants en temps avec i. En d’autres termes, en temps petit, la contribution des p ® H®) est
de plus en plus négligeable avec ¢. Nous reviendrons en détail sur la méthode parametrix au Chapitre 3.
L’approche développée dans [MS67] s’est en fait révelée trés adaptée aux discrétisations. Considérons le
schéma d’Euler généralisé de (1.1) ot 'on remplace les accroissements Browniens (Wi, — W4, _, )iep,np dans (1.3)

par les réalisations i.i.d. (¢!

i )iequ,ng d'une loi & densité plus générale ayant mémes moments que l’accroissement
Brownien jusqu’a un certain ordre. Si ce dernier admet une densité p”, il est possible de la représenter aux

instants de discrétisation sous la forme

—+o0

PN (ta,y) =N (ta,y) + Y N on HYO(t,2,y). (1.12)
=1

Dans I’équation ci-dessus p*¥ designe la densité de la somme convenablement normalisée des Ef, ®n désigne une
convolution temps-espace discréte en temps et H™ () une version discréte des noyaux régularisants de (1.11).
Cette écriture et une analyse de la différence entre les représentations (1.11) et (1.12) a permis & Konakov et
Mammen [KMO00] d’obtenir un théoreme limite local & ordre h'/? pour la différence (p — p™)(T, z,y). Cette
vitesse correspond a la vitesse d’approximation classique du théoreme limite local en régime Gaussien, cf.
Bhattacharya et Rao [BR76]. C'est celle qui contrdle la convergence de pV vers p. Le résultat entre p et p™v
découle ensuite d’une longue analyse de type stabilité. Nous présenterons au Chapitre 3 une extension de ce
résultat pour certains processus dégénérés, article [8].

Dans le cas particulier du schéma d’Euler (1.3), i.e. lorsque les (5?)1‘6[[1, ~] sont déja Gaussiens, on retrouve la
vitesse d’ordre h comme dans le cas de Uerreur faible mais sur les densités [KMO02] et leur dérivées, cf. [Guy06] :

(p 7pN>(1,1,,y) - ﬂ-(lazay)h + T(1,$,y)h27
(e, C) = (e, O) (L, [bloc, A), Y(@,y), (7] + (1, 2,) < Cexp (—clz —y[*). (1.13)

Sous des hypotheéses plus fortes que celles courantes de régularité sur les coefficients, Gobet et Labart [GLO0S]
ont précisément quantifié I'ordre du premier terme pour 7' éventuellement petit. Ils ont établi [p—p™|(T, z,y) <
ChT~4+D/2 exp(—c|lz—y|?/T), ot les constantes C, ¢ sont uniformes sur un compact en temps. C’est I'utilisation
du calcul de Malliavin qui impose une certaine régularité sur les coefficients (b, o supposés C’; 2 et o € C’,? ’1).
L’ordre de la singularité en temps du terme de reste est néanmoins intuitivement clair : les développements
parametrix (1.11) et (1.12) font intervenir dans les noyaux H et HV des termes d’ordre deux en espace. Lorsque
Ion fait la différence de ses deux développements on a une sensibilité qui fait donc intervenir des termes d’ordre
trois. Les controles usuels sur les dérivées des noyaux de la chaleurs elliptiques, cf. Friedman [Fri64] donnent
que ces termes auront une singularité d’ordre 3/2 en temps. Celle-ci doit néanmoins étre intégrée en temps
dans la convolution ce qui, apres intégrations par parties, donne bien une singularité globale additionnelle en
T~1/2 correspondant au résultat de Gobet et Labart. Le méme résultat peut se retrouver & partir des travaux
de Konakov et Mammen [KMO09] qui précisent les résultats de [KMO00] pour T éventuellement petit toujours
pour une chaine de Markov générale approchant (1.1).

L’avantage des développements de type (1.13) pour I’étude de lerreur faible, par rapport aux approches
précédentes, est de pouvoir précisément relacher les hypotheses sur la fonction g. Guyon montre en particulier
que le développement (1.7) reste valable si g est une distribution tempérée, incluant en particulier les masses
de Dirac et les dérivées de masse de Dirac. Ce dernier point est en particulier important pour les applications
au calcul de sensibilité, ou d’estimation des dérivées de 'EDP (1.6), qui sont cruciales en finance.

Enfin, 'approche parametrix de [KMO00], [KMO09] pour lapproximation permettrait d’étendre les résultats
mentionnés a des équations a coefficient de diffusion a uniformément Holder en espace, borné, mesurable en
temps et dérive b bornée dans le cadre du probleme de martingale classique. On retrouverait de la sorte les
hypotheses naturelles en analyse pour obtenir les controles sur les noyaux de la chaleur associés a des opérateurs
sous forme non divergence elliptiques, cf. Friedman [Fri64] ou Sheu [She91] pour une approche probabiliste de
ces résultats.



En conclusion de cette présentation, notons que I’approche originelle de Talay et Tubaro ne requiert pas de
condition de non-dégénérescence. Elle est robuste des lors que ’on a de la régularité. Pour se passer de régularité
sur g, une hypotheése de non dégénérescence (hypoellipticité ou uniforme ellipticité) est nécessaire. Cela permet
de faire porter les dérivations spatiales intervenant lors de ’analyse de I'erreur, sur la densité du processus que
Pon sait alors controler.

Mentionnons également la recherche active ces dernieres années sur les schémas d’erreur faible élevée. Ces
derniers sont issus des travaux de Kusuoka [Kus01] dont le schéma a ensuite été développé par Lyons et Victoir
[LV04] et Ninomiya et al. [NV08], [NN09]. L’idée est toujours de procéder & des développements d’Ttd-Taylor
dans les intégrales stochastiques et de remplacer ensuite les intégrales stochastiques itérées apparaissant par des
variables aléatoires ayant les mémes moments jusqu’a un certain ordre en utilisant des formules de quadrature
pour ces intégrales Browniennes multiples. Le gros du travail est ensuite de déterminer des bonnes fonctions de
quadrature, ce qui requiert un travail algébrique conséquent.

Ces schémas imposent néanmoins beaucoup de régularité sur les coefficients b, o ce qui n’est pas a priori
nécessaire pour avoir un développement (1.7) (cf. [KMO02]) & partir duquel I'extrapolation de Richardson Rom-
berg est toujours possible.

1.3.2 Probleme de Cauchy : cas discontinu

L’approche initiale de [TT90] est suffisamment robuste pour s’étendre naturellement au cas ot le processus
Z dans (1.1) comprend une partie & saut. L’idée sous jacente est la méme et consiste & contrdler les dérivées de
u qui peut dans ce cadre se voir comme la solution de 'EDP intégro différentielle :

du(t,z) + (b(t,x), Dyu(t, x)) + str(a(t,z)D2u(t, z))
—l—/RT (u(t,x + o(t,2)2) — u(t,x) — (Vu(t,z),0(t,2)2)I, <1 ) v(dz) =0, (t,x) € [0,T) x R%, (1.14)
u(T,x) = g(z), v € RL

Sous des hypothéses similaires & celles du cas continu, i.e. régularité des coefficients (supposés homogenes) et
de la condition terminale g, en imposant par ailleurs des conditions d’intégrabilité assez fortes sur la mesure
de Lévy v, Protter et Talay [PT97] ont réussi & obtenir un développement de lerreur faible similaire & (1.7)
lorsque (1.1) est approchée par son schéma d’Euler (1.3), cf. leur Théoréme 2.2. 1’idée reste celle de dérivation
du flot. Les hypotheses d’intégrabilité sur v sont nécessaires pour controler en norme L?; ol p est relié a I'indice
de dérivation, les dérivées du flot.

Dans le cas d’EDS dirigées par des processus de Lévy généraux Z se pose également la question de simulation
du schéma d’Euler. En effet, bien que les accroissements de processus de Lévy soient explictement simulables
dans certains cas : processus stables, Gamma, Poisson composé, ..., ils ne le sont pas pas en toute généralité.
L’analyse de I'erreur faible associée a un schéma “simulable” dérivant du schéma d’Euler est effectuée dans
Jacod et al [JKMPO5]. Les auteurs introduisent le schéma

Xh

tiy1

=X/ +b(t;, X!)h+ o(t;, X))y, i € [0,N — 1], X} =z,

ot les (¢i)i>1 sont des variables i.i.d. approchant en loi les accroissements (Z;,,, — Z,)i>1. Toujours sous
des hypotheses fortes concernant l'intégrabilité de la mesure de Lévy v, ils obtiennent une majoration d’er-
reur de la forme |E[g(X2) — g(X2)]| < C(y V h). Dans I'inégalité précédente 7, est tel que pour H € C§(R?),
[E[H (¢h)—H(Z1)]| < Chyy. Sous des hypotheses toujours plus fortes de régularité et d’intégrabilité sur b, o, g, v,
un développement d’erreur est également obtenu.

L’hypothese d’intégrabilité de la mesure v requise dans les travaux précédents, et cruciale du point de
vue des techniques utilisées, est en revanche génante pour de nombreuses applications qui font intervenir des
processus a queues lourdes. Le cas des processus stables d’indice « € (0,2), i.e. on exclut le cas Brownien,
illustre bien cet aspect. Ils interviennent dans de nombreux champs d’applications : physique mathématique
[IP06], télécommunications [SK74], finance [JMW96] et ne vérifient pas du tout les conditions d’intégrabilité
précédentes. Par ailleurs, le schéma d’Euler est dans ce cas parfaitement simulable, cf. [PT97] ou [ST94]. Dans
ce cadre, Hausenblas [Hau02] a obtenu dans le cas scalaire une majoration de lerreur faible & l'ordre 1 en h
pour g € L™ en utilisant le calcul de Malliavin.

Au chapitre 3, nous développerons comment a partir d’une représentation en série parametrix pour la densité
de PEDS (1.1) dirigée par un processus stable, ou en termes analytiques de la solution fondamentale de 'EDP
(1.14), on peut obtenir un développement d’erreur entre la densité de la diffusion et de son schéma d’Euler,
article [9]. En utilisant que les queues de la densité ont un comportement asymptotique en espace de 1'ordre



de (1 + |z|9+*)~1, qui est optimal au sens oli une minoration du méme ordre existe, nous pourrons également
relaxer les hypotheses de bornitude de g pour permettre des croissances en |g(x)| < C(1 + |z|?), B < a.

Mentionnons dans le cas général pour Z le travail de Kohatsu Higa et Tankov [KHT10] qui étudie lerreur
faible pour des schémas de pas adaptés a 'amplitude des sauts avec une amélioration de I'erreur de convergence
usuelle en A du schéma d’Euler. L’approche reste néanmoins celle de dérivation du flot et requiert donc de la
régularité.

1.3.3 Autres fonctionnelles
Le probleme de Cauchy Dirichlet : cas continu

Supposons que 'équation (1.1) soit dirigée par un mouvement Brownien. Considérons pour un domaine
D C R (i.e. un ouvert connexe) 7 := inf{t > 0 : X; ¢ D}. Si I'on considere la fonctionnelle ¥ ((X;);ej0,7)) =
g(T AT, X1pr), la question de Papproximation de B [¥ ((X;)eqo,77)] est liée & des problématiques de valorisation
d’options a barrieres en finance et de fagon plus générale a la résolution numérique de problemes de Cauchy-
Dirichlet pour I’équation de la chaleur.

Dans la pratique, une question supplémentaire se pose par rapport a 1’étude du probleme sans condition
de bord, celle de I'approximation de ¥". Un choix naturel et peu cofiteux numériquement est de prendre
UM (XD)epory) = 9(T ATh T (XE L)), ou 7 := inf{t; := ih, X]! & D} et Il désigne la projection sur
I'adhérence du domaine. En effet, ce choix permet de ne vérifier qu’aux instants de discrétisation si le schéma
d’Euler se trouve ou non dans le domaine. L’analyse de I'erreur de discrétisation

& = Eo[g(T A7" (X7 ,0))] = Eolg(T AT, Xrnr)] = E[u(T A 7", T (XF,0))] — (0, 2),

s’effectue ensuite suivant le méme schéma que dans le cas sans bord en utilisant les propriétés de régularité de
u solution de

(1.15)

(0 + Ly)u(t,z) =0, (t,z) €10,T) x D,
{ u(t,z) = g(t,x), (t,z) € [0,T) x 9D U{T} x D.

Des hypotheses de non dégénérescence similaires a celles présentées & la section précédente (hypoellipticité ou
uniforme ellipticité) permettent d’avoir des estimées si le domaine D est suffisamment régulier. Dans ce cadre,
Gobet [Gob00] a montré que & = O(h'/?) avec certaines conditions de support et/ou régularité sur g. Il est
a noter que ce résultat n’est pas du a 'approximation du processus de diffusion mais est inhérent au choix de
I’approximation discrete du temps d’arrét. En effet, dans le cas monodimensionnel, pour X; = W; et qu’il n’y a
donc pas d’erreur de discrétisation du processus, on peut déduire des travaux de Siegmund et Yuh [SY82] que
pour I'approximation discréte de la fonction de répartition du processus stoppé, i.e. g(t,z) = L_rl,~ 4, A fixé,
EP = Ch'/? 4 o(h'/?). Ce résultat a motivé les travaux [1] et [7] qui ont permis d’établir respectivement une
borne inférieure et un développement d’erreur & ordre 1/2 pour £R.

Par ailleurs, cette mauvaise vitesse en comparaison du cas sans bord a donné lieu a une recherche active
pour 'amélioration de la convergence des méthodes numériques : approximation plus fine du temps de sortie
par ponts Browniens [Gob00, Gob01], techniques de grandes déviations pour les asymptotiques de probabilités
de sortie [Bal95, BCI99], correction de domaine [BGK97]. Détaillons ici cette derniere. Dans le cas du modele
de Black et Scholes monodimensionnel et pour un demi-espace, Broadie et al. [BGK97], ont introduit I'idée de
baisser convenablement en fonction de h la barriere de sorte a compenser la surestimation des trajectoires prises
en compte du fait de I'estimation discrete. Cette méthode a été généralisée a une large classe de domaines non
cylindriques réguliers dans [7] pour des processus de diffusions.

Nous reviendrons en détail sur ces aspects au Chapitre 2 dédié aux approximations de processus stoppés.

Les modeles cinétiques et options asiatiques : cas continu

Nous considérons ici le cas ou 1 ((Xt)te[o,T]) = g(T! fOT Xidt, X1). Typiquement, si 'on considere le
cas d’une option asiatique en finance g(7~! fOT Xydt, X7) = (T! fOT Xidt — X7)* pour un call. Le facteur
de normalisation en 7! devant l'intégrale permet aux deux quantités d’étre & la méme échelle globale et

la comparaison entre valeur d’un actif a I'instant T et sa moyenne sur la période. Pour 'analyse de l'erreur
T

T
faible £P = E, [g(Tﬁl/ X(Z(t)dt, X - E, [g(Tﬁl/ Xdt, X7)], le découpage précédent peut s’effectuer en
0 0
considérant 'EDP :

{ (0 + Ly)u(t,x) =0, (t,x) € [0,T) x R*, (1.16)

t
u(T,x) = g(x), x € R,
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ol I'on note x = (z,y) et Lip(x) = (b(t,z), Vop(x)) + 2tr (a(t,z)D2¢(x)) + (z,0yp(x)). Cette équation
est dégénérée et le générateur L; est celui du couple (X;,Y;)i>0,Y: =y + foy Xds. Lorsque les coefficients b, o
dépendent également de y alors ’équation (1.16) peut étre associée a un systéeme Hamiltonien stochastique. Pour
un Hamiltonien donné de la forme H(z,y) = V(y) + @ ot V est un potentiel et @ Iénergie cinétique d’une
particule de masse unité, le systeme Hamiltonien stochastique associé correspondrait a b(X,,Ys) = —(9,V (Ys) +
F(X,,Y5)Xs), ou F > 0 est un terme de friction.

Dans le cas d'un mouvement Brownien géométrique a coefficient de diffusion aléatoire, ’analyse de 5,?
a été effectuée par Temam [TemO1]. L’approximation par chaine de Markov de la solution fondamentale de
(1.16), avec b, o dépendant de x = (x,y), est Pobjet du travail [8] et sera présentée au Chapitre 3. A 1'aide de
développements parametrix nous obtiendrons un théoreme limite local en régime Gaussien pour la différence
entre les densités du processus et de la chaine de Markov. L’étude de systémes dégénérés de type (1.16) sera
développée au Chapitre 5.2. Nous y présenterons les résultats de [10] qui donnent en particulier des estimées

“a la Aronson” pour la solution fondamentale de (1.16).

1.4 Quelques autres problemes usuels d’approximation de processus

Erreur en loi normalisée

Lorsque I'on s’intéresse a I’approximation de fonctionnelles de la trajectoire, une autre question naturelle est
celle de la limite en loi (au sens des processus) de I'erreur normalisée, i.e. la limite de U" := pj,(X — X") pour
une renormalisation pp, o 400 & préciser. La dynamique de cette limite a été étudiée initialement par Kurtz

et Protter [KP91] pour des processus de diffusion puis dans un cadre plus général par Jacod et Protter [JP9§].
Ce travail inclut en particulier le cas déterministe et de certains processus de Lévy.

Pour les processus de diffusion, la bonne renormalisation est p, = h™/2, ce qui pouvait se prévoir & partir
des controles sur erreur forte. Si b= 0,7 = W dans (1.1), la dynamique limite de Perreur s’écrit

t , 1 t ,
Ut:/oa(Xs)Usts—E/O (00")(Xs)dIW, (1.17)

ot W est un mouvement Brownien indépendant de W. Cette dynamique peut intuitivement se déduire du
développement au premier ordre de la dynamique de la différence :

t

t
Ul = / o (X )Uraw, + / aa’(Xg(s))hfl/Q(Ws — Wy(s))dWs + R,
0 0

ot RI est un terme de reste.

Le mouvement Brownien indépendant du deuxiéme terme dans (1.17) apparait grace a4 l'indépendance asymp-
totique des deux intégrales stochastiques dans la dynamique de U". Le terme de normalisation en 1/ V/2 provient
quant a lui de la caractérisation a l'aide de la variation quadratique.

Le cas des processus de Lévy est plus délicat. Mentionnons le travail de Jacod [Jac04] qui relie le parametre
de normalisation p; & la concentration de la mesure de Lévy v de Z autour de 0 (cf. (1.2)). La dynamique limite
de U est similaire a celle de (1.17) mais P'intégration pour le deuxiéme terme ne fait plus intervenir un Brownien
mais un autre processus de Lévy V| lié au processus directeur Z mais toujours indépendant de ce dernier. En
particulier, le cas stable est entierement caractérisé.

Le probleme de caractérisation de la dynamique limite de 'erreur a été abordé par Rubenthaler [Rub03] dans
le cas d’une version simulable du schéma de discrétisation de 'EDS dirigée par un procéssus de Lévy général.

Mesures invariantes

Lorsque le processus X vérifie certaines propriétés de stabilité de type Lyapunov, la question de ’approxi-
mation de mesures invariantes se pose de fagon naturelle.

Des schémas a pas décroissants ont été introduits dans le cas continu par Lamberton et Pages [LP02, LP03].
Le raffinement du pas de temps permet de converger vers la mesure invariante du processus initial. Cette
approche présente par ailleurs l'avantage de pouvoir s’appliquer au cas de processus dégénérés. Elle a été
généralisée par Panloup pour des d’EDS dirigées par des processus de Lévy [Pan08] et dans des cas continus &
dérive singuliére par Lemaire [Lem07].

Dans le cadre des systemes Hamiltoniens, i.e. lorsque le terme de friction F > 0 dans I'’exemple ci-dessus,
Talay [Tal02], Mattingly et al. [MSHO02] ont étudié différents schémas d’approximation de la mesure invariante
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par chaine de Markov a pas constants. Ces derniers présupposent une meilleure connaissance a priori du semi-
groupe de la diffusion. En effet dans ces travaux c’est la mesure invariante de la chaine qui est approchée et il
est ensuite nécessaire d’avoir des controles précis sur 1’écart avec la mesure invariante du processus initial.

Transferts de propriétés du modele continu au modele discret

Nous mentionnerons ici les travaux de Veretennikov et ses coauteurs qui se sont intéressés au transfert de
propriétés de mixing [KV06] et de principes de grandes déviations du modele continu de diffusion dirigée par
un Brownien & un schéma numérique discret [Ver03].

Vers des modeles non linéaires

L’essor de la théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) initiée par Pardoux et
Peng [PP90], a permis d’étendre les représentations de Feynman Kac & une certaine classe de problémes non
linéaires : équations semi/quasi-linéaires, problemes de frontiére libre.

Ce lien a donné lieu & une série de travaux sur approximation de telles équations. Citons Zhang [Zha04]
pour l'analyse de l'erreur d’un schéma de semi-discrétisation d’'une EDSR, puis Gobet et Labart [GLO7] pour
un développement de 'erreur. Il ressort de ces travaux que l'erreur globale en norme L? commise sur le triplet
(X,Y,Z) est guidée par l'erreur forte associée & la composante progressive. Si la composante rétrograde est
un peu réguliere, on propage simplement en temps rétrograde 'erreur usuelle forte associée a I'approximation
de la composante progressive. On retrouve ce méme phénomene pour les équations couplées, cf. [2] et [5], les
approximations d’EDSR dans un domaine [6], ou les problemes de frontiere libre, voir Bally, Pages et al. [BP03].

Nous reviendrons en détail sur ces aspects au Chapitre 4.
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Chapitre 2

Approximation de processus
tués/stoppés

Ce chapitre vise & faire une syntheése des travaux [1], [3], [4], [7] écrits en partie avec Emmanuel Gobet de
PENSIMAG et relatifs a différents problemes d’approximation pour des processus tués et/ou stoppés. L’idée
est tout d’abord d’établir une vitesse de convergence pour l'erreur faible lorsque 1'on fait le choix de stopper le
schéma d’approximation a temps discret. Par opposition au cas de ’espace tout entier, cette vitesse est d’ordre
1/2 en h si h désigne le pas de temps uniforme de discrétisation. Cet ordre correpond & celui de 1’overshoot du
schéma d’Euler, i.e. la distance au bord du domaine lorsque le schéma sort a temps discret. Cet ordre est encore
celui de 'accroissement Brownien.

Le travail initial [1] a permis d’isoler I'overshoot comme terme dominant dans l'erreur et d’obtenir un
encadrement de lerreur & l'ordre 1/2 pour des diffusions hypoelliptiques et des domaines cylindriques réguliers
vérifiant une condition de frontiére non caractéristique.

Des théorémes limites sur I'overshoot existent depuis longtemps dans le cadre du Brownien monodimension-
nel tué a temps discret. En particulier, Siegmund et Yuh [SY82] ont établi I'indépendance asymptotique du
temps de sortie discret et de I'overshoot renormalisé. C’est précisément ce type de résultat qui est a la base
du développement de Uerreur faible. Une grande partie de [7] a consisté a caractériser la loi limite du triplet
temps de sortie discret, position de sortie et overshoot renormalisé pour le schéma d’Euler d’une diffusion uni-
formément elliptique stoppée a la sortie d'un domaine régulier non cylindrique. Il s’agit 1a de I'un des résultats
principaux de ce chapitre. Dans le cas particulier de cones formés par I'intersection de demi-espaces un résultat
similaire avait été obtenu pour le Brownien dans [3]. Ce théoréme limite a dans les deux cas mentionnés permis
d’aboutir au développement de l'erreur faible (avec une extension au probléme stationnaire pour un domaine
régulier).

Comme nous 'avons indiqué au Chapitre 1.3.1, un développement d’erreur permet d’utiliser des méthodes
d’accélération de la convergence pour I'approximation numérique. En particulier, la méthode d’extrapolation de
Romberg est toujours possible, puisque purement algébrique, sans connaissance a prior: de la constante dans le
développement limité. Dans le cas de 'approximation faible de processus tués, une caractérisation “explicite” de
cette constante permet d’utiliser une technique alternative d’accélération de convergence. Celle-ci consiste a tuer
le processus a temps discret a la sortie d’'un domaine plus petit que celui initial que I’on peut choisir de sorte a
tuer le terme dominant de ’erreur. La construction de ce domaine dépend du pas de temps h, et explicitement de
I'expression de la constante dans le développement limité de 'erreur. L’idée est d’utiliser la notion de sensibilité
du probleme de Dirichlet par rapport au domaine, qui avait d’abord été introduite en optimisation de formes,
cf. Sokoloski et Zolesio [SZ92], puis développée dans un cadre probabiliste par Costantini et al. [CKGO06].

Nous conclurons ce chapitre en présentant les résulats de [4] ot 'on montre comment étendre 1'analyse de
Perreur de discrétisation au cas non Markovien des processus d’It6 pour lesquels il n’est plus possible d’utiliser
une représentation de l'erreur via une EDP.

2.1 Modele général et lien avec le probleme de Dirichlet

Soit (X¢)¢>0 un processus de diffusion d-dimensionnel de dynamique

¢ t
Xi=z+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dWs (2.1)
0 0
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ol W est un mouvement Brownien de R?, et les coefficients b, o sont Lipschitz en espace et localement bornés
en temps.

On se donne une famille (D;)¢>0, dépendant du temps de domaines réguliers bornés de R?. On suppose
également cette famille réguliere en temps. Pour un instant 7" > 0 déterministe fixé, on associe a la famille
précédente le domaine temps-espace (voir Figure 2.1)

D= |J {#} xDi={(t,2):0<t<T,xe€ D} Cl0,T[xR".
o<t<T

Les domaines cylindriques sont des cas particuliers des domaines temps-espace précédents. On a dans ce cas

f f = temps
A 0 t T
R

FIGURE 2.1 — Domaine temps espace et ses sections en temps.

D =]0,T[xD ou D est un domaine de R? (i.e. D; = D pour tout t).

Définissons 7 = inf{t > 0 : X; ¢ D;}. Ainsi, 7 AT est le premier temps de sortie de (¢, X;)¢>0 du do-
maine temps-espace D. Pour des fonctions continues g, f, k : D — R, nous présenterons des résultats relatifs a
Iapproximation numérique de quantités de la forme

AT s
QT g, f,k,x):=E.[g(t NT, Xopr)ZrnT + / Zsf(s,Xs)ds|, Zs = exp(f/ k(r, X,.)dr). (2.2)
0 0

Sous de bonnes hypotheses de régularité des fonctions précédentes et de non-dégénerescence du coefficient de
diffusion dans un voisinage du bord de D, I’expression ci-dessus n’est autre que la représentation Feynman-Kac
de la solution de 'EDP

{(atu + Lyu — ku+ f)(t,z) =0, (t,x) € D, 23)

u(t,z) = g(t,z), (t,z) € PD,

ot Lyp(z) = (b(t,z), V() + 2tr(a(t,z)D2¢p(z)) est le générateur infinitésimal de Xy, PD := 0D\[{0} x D]
désigne la frontiere parabolique du domaine D et les fonctions k et f correspondent respectivement a des termes
potentiels et source dans ’équation de la chaleur ci-dessus.

L’approximation numérique la plus simple de la quantité (2.2) consiste a utiliser le schéma d’Euler stoppé
a temps discret. Pour un pas de temps h = T/m > 0, m € N* {ixé, on définit les instants de discrétisation
t; =ih =1iT/m);>0 et pour t > 0, ¢(t) :=1t; si t; <t < t;11. Le schéma d’Euler s’écrit alors :

t t
Xt =t [ 000 X )ds + [ (o). X Jaw (24)

Nous associons au schéma d’Euler son temps de sortie discret 7" := inf{t; > 0 : Xthi ¢ Dy, }, ce qui conduit &
approcher (2.2) par :

h

T'ANT
Qh(T797 fa ]{/’,ZE) = Ez[g(Th A T7 th/\T)Zj—Lh/\T + / Z(;l(é)f(¢(8)’ X(Z(s))dS], Zth =e fo k((b(?“),X;(T))dT- (25)
0

L’erreur faible associée a cette procédure de discrétisation est la différence des équations (2.2) et (2.5), EF :=
Q" — Q)(T, g, f, k,x). Précisons que dans I’approximation (2.5) ci-dessus la fonction g est presque stirement
évaluée hors de 'adhérence du domaine. Cette approximation peut a premiere vue sembler grossiere. Elle
n’affecte pas néanmoins la vitesse de convergence et évite numériquement I’étape potentiellement cotuteuse de
projection sur D.

Une premiere hypothese de travail est celle de frontiere non caractéristique du domaine. Précisément, si
F(t,x) désigne la distance signée de x € R? au bord du domaine Dy !, on suppose que

1. Dans le cas d’un domaine cylindrique F(t,z) = F(z), distance signée au bord du domaine D.

14



(FNC) Pour un rg > 0 il existe ag > 0 tel que VF (¢, z)[o0”|(t,2)VE(t,2)* > ag pour tout (¢,z) € Uy<;<p{t} X
Vab, (TQ), Vab, (TO) = {l‘ € Dy : d(.r,aDt) < TQ}.

Cette condition est suffisante pour garantir la convergence de 5,? vers 0, cf. Proposition 3 de [1]. Elle apparait
comme minimale dans la mesure ot des contre-exemples existent lorsqu’elle n’est pas vérifiée, cf. [Gob00]. Elle
exprime que dans un voisinage du bord le processus de distance au bord est non dégénéré, ou dit autrement
que la matrice de diffusion est non dégénérée le long des normales au bord des sections D; du domaine D.

Comme le processus de distance au bord est mono-dimensionnel, il est en quelque sorte similaire a un
mouvement Brownien changé de temps. C’est la formalisation de cette observation heuristique qui a permis de
généraliser au schéma d’Euler les résultats asymptotiques sur 'overshoot a partir des résultats Browniens, voir
Section 2.2.1.

Comme nous l'avons indiqué en Section 1.3.1, un outil essentiel pour ’analyse de ’erreur faible est le controle
des dérivées de la solution u de (2.3). Nous avons considéré deux types d’hypotheses :

(A) Le domaine est cylindrique, i.e. D :=]0, T[xD. Les coefficients b, o sont homogenes en temps et de classe Cg°
(bornés a dérivées bornées). Le coefficient de diffusion a vérifie (FNC) et une hypothese de type Hormander
forte, i.e. seuls les crochets associés a la partie diffusive engendrent 1’espace.

Dans ce cadre le noyau de la chaleur tué posséde de bonnes propriétés, cf. Cattiaux [Cat91]. Ainsi, lorsque
glpo\[f1yx D] = 0 et que le support de g(T',.) est a une distance positive du bord, il est possible de controler
les dérivées de u en adaptant au cas tué les intégrations par parties de Malliavin utilisées par Bally et Talay
[BT96a] (Article [1]).

(B) Le domaine D, les coefficients b, o, f, g sont suffisamment réguliers et a est uniformément elliptique.

Dans ce cas il est possible d’utiliser des estimées de type Schauder pour les équations dans des domaines non
cylindriques, cf. Lieberman [Lie96] (Article [7]).

Précisons que sous les hypothéses (A) nous avons étudié lerreur faible sans terme potentiel ni source, i.e.
f =k = 0. En revanche, sous (B) nous avons considéré le cas général de I’équation (2.3). Dans les deux cas
mentionnés, les formules d’It6-Taylor nécessaires pour controler £ ,’? font néanmoins intervenir un développement
en semi-martingale de II5(X[). En particulier, le contréle des restes, voir équation (2.6), requiert des estimées
assez fines sur la mesure d’occupation d’un voisinage du bord pour le schéma et sur son temps local au bord, i.e.
temps local de F(t, X]');>0 en 0. Nous renvoyons & 'annexe A de [7] et & la Section 3 de [1] pour des détails.

Sous les hypotheses (A), pour lesquelles g(s,x) = I,—rgo(x), (s,2) € PD, nous avons établi dans [1] que :

T
EP = Eulgo(X3)Lonsr] — Elgo(Xr)Lrs1] = Eq [ / Onult, X))A[F~ (X[, )| +0(h). (26

Ce controle illustre 'importance de 'overshoot pour le développement d’erreur. Pour gg positive, nous avons
déduit de (2.6) dans [1] un encadrement de I’erreur pour h suffisamment petit, i.e. 3C > 1, C~1h1/2 < &P <
Ch'/?, en utilisant la stricte positivité de la dérivée normale. C’est la caractérisation de la loi limite de 'overshoot
qui manquait pour obtenir le développement. C’est précisément cette loi que nous avons pu établir dans [7]
pour des domaines temps-espace vérifiant la condition de frontiere non caractéristique (FINC).

2.2 Controles sur ’erreur faible

2.2.1 Théoreme limite sur 1’overshoot

Le résultat principal de cette section est le théoreme limite sur la loi jointe du triplet formé par le temps de
sortie discret, la position de sortie et I’overshoot renormalisé du schéma de discrétisation :

(rh, Xh  hTV2E (7 X)),

Les lois limites d’overshoot ont été étudiées dans de nombreux cadres. Mentionnons les travaux de Siegmund
[Sie79] et Siegmund et Hu [SY82] dans le cas de la marche simple scalaire, ceux d’Alsmeyer [Als94] ou Fuh
et Lai [FLO1] pour les chaines de Markov ergodiques, et enfin Doney et Kyprianou [DKO06] pour les processus
de Lévy. Le point commun a toutes ces approches est l'utilisation d’arguments de renouvellement. Une théorie
du renouvellement non linéaire a méme été développée afin d’étudier les overshoot de marches aléatoires par
rapport & des frontieres courbes, cf. [Woo082] et [Zha88]. Nous étendons ce type de résultats au schéma d’Euler.
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Théoréme 2.2.1 (Lois jointes limites associées a 1’overshoot) Supposons que (FNC) est vérifiée, que le
domaine D est de classe C? et les coefficients b,a € CI+9/2140(D) o4 0 €]0, 1] avec les notations usuelles pour
les espaces de Holder?. Soit o une fonction continue a support compact. Pour tout t € [0,T], x € Dy, y > 0,

E, [Hrhgtzﬁh@(th)]IFf(Thyxfh)zy\/ﬁ] }:; E,; [HTStZTSﬁ(XT)(l - H(y/|VFU(Tv XT)D)]v

ou H(y) := (Eo[s,+])7" [ Pols,+ > z]dz et so := 0,Yn > 1,8, := Y1 | G, les G* étant des lois normales
centrées standards i.i.d., 77 ;= inf{n > 0: s, > 0}.

En d’autres termes, le triplet (77, th, 12 F= (7!, th)) converge donc faiblement vers (7, X, |[VFo(r, X;)|Y)
ol Yest une variable aléatoire indépendante de (7, X;) et de fonction de répartition H. En fait, Y est la loi

asymptotique de 'overshoot Brownien, voir [Sie79]. La moyenne de l’overshoot est une quantité importante

]EO[52+] 5 <
Mols 1] ‘= €Oy et d’apres

qui interviendra dans la procédure de correction de domaine. Notons que E(Y) =
Siegmund [Sie79]
co = —M = 0.5826... (2.7)
V2r
ol ( désigne la fonction de Riemann.

L’idée clé pour prouver le Théoreme 2.2.1 est de pratiquer une approximation de la frontiere du domaine
par un demi-espace et du schéma d’Euler par un processus a coeflicients gelés dans un voisinage du bord. Une
double localisation est toutefois nécessaire, voir Figure 2.2. En effet, 'approximation a domaine et coefficients
constants sera pertinente lorsque le schéma d’Euler se trouve dans un voisinage de taille h* du bord, a > 0. Mais
pour pouvoir appliquer les arguments de renouvellement, il faut également que le schéma d’Euler se trouve hors
d’un voisinage de taille h'/27¢ < h®. Par rapport & I’échelle Brownienne typique de h'/2, le schéma se trouve
suffisamment loin du bord. Le théoréeme résulte ensuite de controles assez précis sur I’approximation évoquée,

Rd
JD

FIGURE 2.2 — Les deux voisinages de localisation avec o < % —c.

avec en particulier des estimées sur les échelles typiques pour les temps de sortie en fonction de ’échelle du
voisinage, voir Section 3 de [7].

2.2.2 Application au développement d’erreur

Le Théoreme 2.2.1 était Pargument manquant pour obtenir le développement d’erreur dans [1]. Nous avons
utilisé ce résultat dans [7] pour établir le :

Théoréme 2.2.2 (Développement au premier ordre) Supposons que les hypothéses (B) soient vérifiées.
Alors, pour h suffisamment petit

£ = coVhEy[lr<r 2, (Vu — V) (r, X-) - VF(7, X)|VFo (1, X:)[] + o(Vh), (238)
ol ¢y est défini en (2.7).

Nous avons indiqué dans (B) qu’une régularité suffisante était requise. La régularité minimale considérée dans
[7] présuppose que le domaine est C2, les fonctions g, k, f sont C(1T9/2140(D) de méme que les coefficients
b,o.

Dans le cas particulier du jeu d’hypotheses (A), abordé dans [1], i.e. cas hypoelliptique tué sans second
membre ni potentiel, on déduirait sans trop de difficultés le développement a partir du Théoreme 2.2.1 et de
léquation (2.6), apres une intégration par parties pour faire explicitement apparaitre ’overshoot F _(Xg aoh)
et non plus ses variations.

2. On renvoie pour cela au livre de Friedman [Fri64] ou Lieberman [Lie96]
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2.2.3 Correction de domaine

Le Théoreme 2.2.2 caractérise précisément la “mauvaise” convergence de I'approximation discrete Q". De
nombreuses techniques avaient été utilisées numériquement pour y remédier. Mentionnons les approches par
grandes déviations de Baldi et al., [Bal95, BCI99], ou celles par ponts Browniens, pour affiner lestimation du
temps de sortie entre deux instants de discrétisation, cf. [Gob00, Gob01]. Ces derniéres sont néanmoins cotiteuses
pour des géométries complexes dans la mesure ou il faut procéder a des approximations par plan tangent.

D’autres méthodes numériques ont été développées. Indiquons celles par marches aléatoires sur des spheéres,
cf. Milstein [Mil98], ou sur des rectangles, cf. Milstein et Tretyakov [MT99] et Deaconu et Lejay [DLO06], qui
sont d’autant plus efficaces que la géométrie du domaine est proche de leur structure naturelle. Nous pensons
néanmoins que notre approche reste une des plus directes.

Par ailleurs, le développement d’erreur du Théoreme 2.2.2 ouvre de nouvelles perspectives. Il permet déja
d’effectuer I'extrapolation de Romberg. Néanmoins, la connaissance explicite de la constante ¢ ainsi que la forme
du développement, qui fait intervenir les dérivées normales de la solution de PEDP (2.3) et le gradient sur la
frontiere parabolique de la condition de bord, nous a amenés a proposer une technique alternative d’accélération
de convergence. Celle-ci a par ailleurs un moindre impact sur la variance que l'extrapolation de Romberg.

Il s’agit simplement de stopper a temps discret le processus lorsque ce dernier sort d’'un domaine plus petit
que celui initial que 'on déforme suivant une amplitude et une direction qui permettent de supprimer le premier
terme du développement dans (2.8). Précisément, introduisons D" C D dont les sections en temps sont définies
par D' = {x € Dy : d(z,0D;) > coh'/?|VFo(t,z)|}, voir Figure 2.3. Notons 7" = inf{t; > 0: X]' € D}'} le

FIGURE 2.3 — Frontiere dD; et domaine restreint DJ}.

temps de sortie discret de D". Cette procédure de correction de frontiére avait initialement été introduite dans
le cas mono-dimensionnel Brownien par Broadie et al. [BGK99]. Elle amene & simuler la quantité

-f—h

9B 20+ [ 2 PO (2.9

. sh , .
Notons Q"(T\ g, f, k,x) := Elg(XL)ZL + [, Z(Z(S)f(Xg(s))ds]. Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 2.2.3 (Correction de frontiere) Sous les hypothéses du Théoréme 2.2.2 et si VF(.)|VFo(.)| est
de classe C12, alors pour h suffisamment petit :

ghD = (Qh - Q)(T,g,f,k:,x) = O(\/E)

L’hypothese supplémentaire sur VF(.)|VFo(.)| permet d’assurer que le domaine modifié reste de classe C2.
L’idée de la preuve repose sur le développement :

~h
. T Tph AT
EP .= (E[g(xgh)zgh + / Zl o F(X})ds] = Belg(rpn AT, X\ a1) Zr ), a1 + / Zs f(s,Xs)ds]>
0 0

Tph NT AT
+ <Ez [g(TDh AT, XTDhAT)ZTDhAT =+ / Zsf(S, Xs)ds] —E; [g(T AT, XT/\T)ZT/\T + / Zsf(S, Xs)d5]>
0 0
— &P P2,

olt 7pr := inf{t > 0 : X; &€ DI'}. Le terme f:'}?’l est de méme nature que £P. En particulier, les estimées de
type Schauder sur 'EDP associée au domaine D" sont uniformes pour h petit et la solution de 'EDP dans le
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domaine perturbé et son gradient vont converger respectivement vers u et Vu. Le développement du Théoreme
2.2.2 va donc rester valable pour 5,?’1.

Le terme é,? 2 peut étre relié A la sensibilité du probleme de Dirichlet, ¢f. Theoréme 2.2 dans [CKGO06]. Assez
intuitivement, cette sensibilité fait intervenir les gradients de u et g sur la frontiere parabolique, I'intensité de
la pertubation, —coh!'/ 2|VFo| dans la mesure ot 'on rétrécit le domaine, et la direction normale VF qui fait
rentrer “le plus vite” dans le domaine. On obtient :

EP? = —coh PRy [L<r Z,(Vu — Vg)(X,) - VF(X,)|[VFo(X,)[] + o(h'/?),

ce qui va exactement compenser le terme du développement du Théoreme 2.2.2 et donner ’estimée du Théoreme
2.2.3.

Insistons sur le fait qu’il était crucial pour pouvoir effectuer cette correction de connaitre explicitement la
constante ¢o dans le développement (2.8). C’est la forme de ce développement qui permet le parallele avec
la sensibilité du probleme de Dirichlet. La connaissance précise de la constante est nécessaire pour prendre la
bonne intensité de perturbation dans le schéma corrigé. Cette technique reste donc tres liée au type de probleme
considéré.

Nous conclurons en indiquant que le développement d’erreur et la correction associée ont pu étre démontrés
sous des hypotheses de type (B), i.e. domaine et coefficients réguliers, uniforme ellipticité, pour un probléme
stationnaire, voir Section 4 de [7] et les résultats numériques ci-dessous (Section 2.3). Un autre cadre est celui du
mouvement Brownien tué a la sortie d'un cone, cf. [3]. Ce dernier cas est important en finance ot les domaines de
validité des options a barrieres sont souvent définis en terme d’espaces produits. Un théoreme limite similaire au
Théoreme 2.2.1 a été obtenu pour une intersection de demi-espaces. Le développement et la correction n’ont en
revanche été établis en toute généralité que pour des cones bidimensionnels lorsque g est nulle sur un voisinage
de la singularité du cone. La difficulté est ici de controler le gradient de la solution de 'EDP jusqu’au bord,
y compris au voisinage de la singularité. Pour ce dernier point, nous obtenons la régularité gace a I’hypothese
sur le support de g et a partir d'un controle radial sur les dérivées de la densité du processus tué. Celle-ci se
décompose en une série dont chaque terme fait intervenir une partie sphérique et radiale : la partie sphérique
provient de la décomposition spectrale du Laplacien pour le probleme de Dirichlet associé a la trace du cone sur
la sphere, la partie radiale fait intervenir des fonctions de Bessel d’indices associés a la dimension et aux valeurs
propres du Laplacien. Dans le cas bidimensionnel, I’expression explicite de cette densité sous forme de série est
bien connue et s’obtient comme extension de la méthode des images, cf. Carslaw et Jaeger [CJ59]. Dans le cas
d > 2, la formulation générale a été obtenue par Baniuelos et Smits [BS97].

2.3 Résultats numériques

Pour des exemples numériques dans le cas du Brownien a la sortie d’'un cone nous renvoyons a la Section 3
de [3]. Nous choisissons de présenter ici un exemple pour un processus tridimensionnel stoppé a la sortie d’une
boule, probleme elliptique.

Soit (X¢)¢>0 de dynamique :

dX: = b(Xp)dt + o(X)dWy, Yo € R3, b(x) = (29 23 11)",
(1 + |x3))t/? 0 0
o@) = | La+lmD? ()0 + a2 0 :
0 Sa+]as)2 (3 (1 + )2

(2.10)

et Xo appartenant & D = B(0,2). On se donne une fonction u(r) = z;r273 définie sur D. On obtient PEDP
de type (2.3), en version stationnaire, associée a (2.10) satisfaite par u en prenant g = ulgp, f = —Lu, ou L
désigne le générateur infinitésimal de X dans (2.10) et & = 0. Ce procédé permet donc d’avoir une expression
explicite de la solution a approcher.

Pour g tel que (z})1<i<s € {—.7,—.3,.3,.7}, nous avons pris Ny = 10° trajectoires pour la simulation
de Monte Carlo et et nous avons fait varier h dans {.01,.05,.1}. Pour tous les calculs effectués, la taille de
l'intervalle de confiance & 95% était comprise dans [1.5 x 1073,2 x 1073]. Nous présentons au tableau 2.1 les
résultats obtenus pour le supremum de la valeur absolue des erreurs absolues et relatives pour les 3 x 43 = 192
points de la grille spatiale. Ces résultats semblent indiquer que pour la correction le terme de reste en o(h'/?)
dans le Théoreme 2.2.3 est en fait un O(h).

Nous concluons cette section en illustrant numériquement le résultat du Théoreme 2.2.2. Pour zy = (—.7,.3,.7)
et les précédentes valeurs de h, nous représentons en Figure 2.4 la quantité — log(Errs¢) en fonction de — log(h),
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h | Sans correction | Correction de domaine
1| 0.169 (199%) 0.0220 (24.4%)
.05 | 0.114 (133%) 0.0115 (13.1%)
.01 | 0.0471 (54.7%) 0.0026 (2.98%)

TABLE 2.1 — Supremum de la valeur absolue du schéma d’Euler (erreur relative en % entre parentheses)

MC Shii
ot Erryo = {MLCZ (g(thzl) + / f(XZ(’;))ds> } —u(zp). La courbe ainsi obtenue est assez proche d’une

i=1 0
droite de pente 1/2 telle que I'indique le théoréme.

~Log(Err_MC)) in function of -Log(Delta)
45

_MC) ——

“Log(Err
5t —

. . .
2 25 3 35 4 45 5
-Log(Delta)

FIGURE 2.4 — Erreur de la méthode de Monte Carlo (sans correction) en fonction de h (échelle logarithmique).
Evaluation en z¢ = (—.7,.3,.7).

2.4 Echantillonage discret de processus d’Ito

En ce qui concerne ’étude de Uerreur faible pour des processus stoppés/tués, le dernier axe abordé est celui
de I'observation discrete de processus d’It6.

Le point principal dans ce cadre non Markovien est que I'on ne dispose plus d’'une EDP de référence (2.3)
pour analyser 'erreur. L’idée développée dans [4] pour un domaine cylindrique régulier, D :=]0, T'[x D, consiste &
exploiter que le processus Uy := E[g(T A1, 15 (X1ar)) | Ft], 7 :=1inf{s >t : X; & D}, t > 0 est une martingale.
Ce processus est un objet naturel, en effet dans le cas Markovien, pour f =k = 0, on a bien U; := u(t, X;) ou
u est solution de (2.3). La projection sur D est introduite pour la cohérence avec les observations discretes. En
écrivant les accroissements de cette martingale entre les instants de discrétisation, on arrive a se ramener a une
discussion sur les temps de sortie proche de celles de [1],[7].

Sous des hypotheses de type (A), de frontiére non caractéristique, bornitude des coefficients b, o, de continuité
en probabilité de I'intégrale stochastique & 1'ordre usuel 1/2 en temps, pour un domaine D de classe C? est une
fonction g € CH2([0,T] x R?), nous retrouvons le controle

|EZ [g(T A Thv HD(XT/\Th))] - E, [g(T AT, HD (XT/\T))” < C\/E,

ott 7" := inf{t; := ih : X;, € D}. Dans le cas tué, i.e. lorsque g(s,7) = Iy—rgo(z), (s,z) € [0,T] x D, et
que go bornée vérifie une condition de support, d(supp(go),0D) > & > 0, le résultat précédent s’étend & une
intersection de domaines réguliers.

Extensions et perspectives

Le bilan des travaux [1],[3],[4],[7] est que nous avons pu obtenir dans le cas des processus de diffusion un
développement de erreur et une procédure d’accélération de convergence associée en controlant précisément
l'overshoot du schéma d’Euler.

Une question naturelle, tant pour la modélisation financiéere que pour 'approximation numérique d’équations
intégro-différentielles, est celle du comportement de l'erreur faible lorsque le processus dirigeant 'EDS (2.1)
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comporte une partie de saut. Intuitivement il semble naturel de penser que dans le cas ou I'on ajoute dans la
dynamique différentielle les variations d’un processus de Lévy d’intensité finie, il sera possible de distinguer dans
I’analyse de l'erreur les sorties dues aux grands sauts de celles dues a | 'observation discrete du schéma. Par
ailleurs, les propriétés de la solution de 'EDP associée ont été étudiées par Garroni et Menaldi [GMO02] dans le
cas elliptique ou Bensoussan et Lions dans le cas parabolique [BL82], cf. Chapitre 3 Section 3. La difficulté reste
de bien controler le gradient ponctuellement jusqu’au bord du domaine. Dans ce cadre, 'erreur faible devrait
néanmoins rester du méme ordre.

Les résultats numériques de la Section 2.3 suggerent que sous de bonnes hypotheses de régularité le terme
de reste du Théoreme 2.2.3 est un O(h). La question de la poursuite du développement de V'erreur et de la
correction associée aux ordres supérieurs reste ouverte.

Un dernier développement possible de cette thématique est associé a la caractérisation de la régularité des
noyaux de la chaleur dans des domaines non-réguliers. Des techniques variationnelles ont été développées, voir
par exemple Grisvard [Gri92] ou Kozlov et al. [KMR97]. L’approche par décomposition spectrale proposée dans
[BS97] et les controles sur le probleme elliptique en dimension 2, que ’'on peut penser étre de méme nature que
ceux associés a la trace d’un cone tridimensionnel sur la sphere, devraient permettre de passer a la dimension
3 et de procéder par suite a une sorte de récurrence sur la dimension. Indiquons également que pour des cones
convexes des techniques de fonctions barrieres permettent d’obtenir assez directement la Lipschitz continuité
jusqu’au bord, cf. Chapitre 4, Section 4.4.
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Chapitre 3

La méthode parametrix : théoréemes
limites et développement d’erreur

Nous présentons dans ce chapitre les résultats des articles [8] (en collaboration avec V. Konakov de I"Univer-
sité de Moscou et S. Molchanov de I'Université de Charlotte) et [9] (en collaboration avec V. Konakov). Le point
commun a ces deux travaux est 'utilisation de la représentation de la densité de certains processus en terme
de série parametriz. 1’idée de cette représentation est ancienne et remonte pour les opérateurs paraboliques
d’ordre deux non dégénérés sous forme non divergence a E. Levi, cf. Friedman [Fri64] pour une présentation.
Elle se base sur une idée de continuité ou de méthode perturbative. En temps petit, la densité d’'une EDS a
coefficients variables est a priori proche de la densité d’'une EDS & coefficients constants, pour laquelle on a de
bons controles de densité. L’idée de la méthode est ensuite d’utiliser les équations de Kolmogorov satisfaites par
ces deux densités pour précisément estimer la différence.

Outre 'approche de Levi, d’autres versions de la méthode parametriz ont été développées. En particulier,
c’est I'approche proposée par McKean et Singer [MS67] pour obtenir des développements asymptotiques du
spectre du Laplacien sur une variété en fonction de sa courbure, qui dans la mesure ou elle admet un pendant
discrétisé direct, est la plus propice pour analyser les erreurs associées aux schémas d’approximation. C’est cette
approche qui a permis a Konakov et Mammen d’obtenir dans le cadre des processus de diffusion non dégénérés
inhomogenes un théoréme limite local sur les densités pour 'approximation par chaine de Markov [KMO00] ainsi
qu’un développement d’erreur pour le schéma d’Euler [KMO02].

Nous présenterons d’abord dans le cadre abstrait des processus de “diffusion-saut” la méthode parametrix de
Mc Kean et Singer, cf. Section 3.1. Nous illustrerons ensuite la robustesse de cette approche pour les problemes
de discrétisation a travers deux exemples :

- Dapproximation par chaine de Markov de processus dégénérés, qui interviennent entre autres dans des modeles
cinétiques et en finance (options asiatiques), cf. Section 3.2 et article [8].

- le développement d’erreur pour des EDS dirigées par des processus stables. cf. Section 3.3 et article [9].

3.1 Parametrix a la Mc Kean et Singer pour les processus de “diffu-
sion-saut”

3.1.1 Présentation de la méthode

Soit (X¢)¢>0 un processus de Markov & valeurs dans R? de générateur de la forme :

(y, Voo())

Ligla) = (0,2), Vela) + g (alt.a) D2e() + [ (ol 9) = o) - LT

> v(t,z,dy),(3.1)

pour ¢t > 0, a(t,.) matrice de diffusion semi-définie positive, b(¢,.) coefficient de dérive borné, v mesure de Lévy
et p € C5°(RY) fonction test. Les opérateurs de la forme 3.1 vérifient le principe du maximum faible et sont
quasi locaux, i.e. si supp(p) € B(x,¢), |Lip(x)] < Celp|so, cf. Hille and Philips [HP57].

Intuitivement, pour h > 0 petit, 'incrément X, — X; est “proche” de I'incrément du processus a accrois-
sements indépendants et stationnaires (PAIS) de caractéristiques gelées en b(t, Xy), a(t, Xt),v(t, Xt,.). Cest la
I'idée qui est a la base de ’approche de Levi. Supposons désormais que le processus X admet pour tout ¢t > 0
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une densité p par rapport a la mesure de Lebesgue et que l'on s’'intéresse a lestimation de p(t,t + h, Xy, '),
i.e. densité en ¢ + h au point 2’. Il est alors également naturel de dire que laccroissement X, — X, est
proche de celui du PAIS de caractéristiques gelées en espace au point final ou I'on considere la densité, i.e.
b(t,a’),a(t,a’),v(t,a’,.). Cette autre approximation est & la base du travail de Mc Kean et Singer.

Pour obtenir une représentation de la densité p a partir de ces approximations heuristiques, il faut ensuite
quantifier précisément 'erreur d’approximation. Comme 'on a supposé que X admettait une densité pour tout

t > 0 il en est de méme pour le processus a caractéristiques gelées. Notons 13””/ cette densité, ou l'indice z’
indique explicitement le point de congélation, et L* son générateur :

(y, V()

Zflcp(x) = (b(t,2"),V(x)) + %tr (aft, z')Dicp(:c)) + /]Rd <<,0(x +y) —p(z) — EumE

> v(t, ', dy).
(3.2)
Sous de bonnes hypotheses, la densité p vérifie les équations de Kolmogorov progressives et rétrogrades, i.e

atp(s7t’z’y) = L::p(s7t’z’y)7 t > S’ (z’y) E (Rd)27 p(s’t7 x? ') J) 513(')’

asp(satv'rvy) = 7Lsp(57tazay)7 t> 5 (xvy) € (]Rd)Qa p(S,t, 7y) ;)Tt 5y()5 (33)

ou L} désigne I'adjoint formel de L; (nous n’avons en effet pas précisé d’hypotheses de régularité sur les
coefficients dans (3.1)). La densité p* vérifie également I’équation rétrograde :

0" (5,t,2,9) = =L (5,t,,9), > 5, (w,9) € (RY)?, 57 (5,8, ,9) — (). (3.4)
Ainsi,

¢
(p—ﬁ””/)(s,t,x,w’) = /du@u/ dzp(s,u,x,z)ﬁm/(u,t,z,x’)
s Rd

t
- / du / dz (Dup(s, w2, 205 (w1, 2,) 4 pls, 0,7, 2)0u5 (u,1,2,7))
s Rd

t
[ [ s (Lo 205wt 2') = pls ) 5 (a2,
s R4

t
= /du/ dzp(s, u, x, 2)(Ly — LE)P" (u,t, 2, 2"), (3.5)
s R4

ot I'on utilise la convergence vers la masse de Dirac pour la premiere égalité, les équations de Kolmogorov (3.3)
et (3.4) pour la troisieme et le passage a l’adjoint pour la derniere. Nous avons aussi formellement dérivé sous
Iintégrale en espace pour la deuxieme égalité.

t
Introduisons la notation f ® g(s,t,x,2') = / du/ dzf(s,u,xz, 2)g(u,t,2,2') pour la convolution temps-
s R4

espace et posons p(s,t,z, ') = ﬁz/(s, t,ax,a’), H(s,t,x,a'):= (Ls— lif)ﬁ(s, t,x,a’). L’équation (3.5) se réécrit
alors :
(p—p)(s, t,z,2") =p®@ H(s,t,x,2).

A partir de cette expression, I'idée est ensuite d’itérer cette procédure pour p(s,u,x,z) dans (3.5) en utilisant
cette fois ci la densité de transition d’'un processus de caractéristiques gelées en z variable d’intégration. On fait
de la sorte apparaitre les convolutions itérées du noyau H pour obtenir le développement formel :

oo

p(S, t? x? x/) = Zﬁ ® H(T)(S, t? x? x/)7 (3'6)
r=0

ot HO = 1, H") = H® H"=Y, r > 1. Déduire des estimées sur p a partir de Pexpression formelle (3.6)
suppose d’avoir de bons controles sur le membre de droite. De fagon générale, on utilisera les controles a priori
connus sur la densité gelée et des propriétés de régularisation du noyau de convolution H. Nous renvoyons a la
Section 3.1.2 pour une illustration dans le cas des diffusions.

Nous avons jusqu’a présent supposé lexistence de la densité p. Lorsque les coefficients dans (3.1) sont réguliers
(en particulier Lipschitz continus en espace), il est facile de voir X; comme la solution forte d’'une EDS. Sous
des hypotheses de non dégénérescence des coefficients, le calcul de Malliavin permet d’obtenir I'existence et la
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régularité de la densité, voir Norris [Nor86] pour le cadre de diffusions hypoelliptiques homogenes, Cattiaux et
Mesnager [CMO02] pour le cas inhomogene, et Bichteller et al. [BGJ87] pour le cas avec sauts.

Réciproquement, il est toujours possible de partir du terme de droite de 1’équation (3.6) résultant du
précédent développement formel. Si la série ainsi que ses dérivées par rapport aux variables de temps et d’espace
sont bien définies, il vient bien par construction que p est une solution des équations de Kolmogorov. Le principe
du maximum donne l'unicité. Si cette procédure aboutit, on construit bien ainsi 'unique solution fondamentale
de 'EDP parabolique intégro-différentielle associée & (3.1). L’identification & la densité du processus de Markov
de générateur (3.1) se fait ensuite par un argument ¢ la Dynkin, cf. Théoréme 2.3 de [Dyn63] .

C’est ce que nous allons faire dans la section suivante dans le cadre de processus de diffusion inhomogénes
a coefficient de diffusion uniformément Holder continu en espace, mesurable en temps et dérive bornée.

3.1.2 L’exemple des processus de diffusion non dégénérés

Considérons le cas ¥ = 0 dans (3.1) et supposons également que la matrice de diffusion est uniformément
elliptique bornée de constante A > 1 (i.e. A~y < a(t,z) < Aly, Y(t,z) € Rt x R?) et uniformément n-Holder
continue en espace, 1 € (0, 1]. Le coefficient b est supposé mesurable borné.

Le probléme de martingale est alors bien posé, cf. Théoréme 7.2.1 de Stroock et Varadhan [SV79]. On
peut définir p comme en (3.6). La densité gelée p(s, ¢, x, ') n’est autre que celle du processus Gaussien )N(f, =
erf; b(u, x’)dquf; o(u, 2" )dW,, ott 00*(u,2") = a(u, ), au point de congélation z’. Les hypotheses précédentes
sur les coefficients a, b donnent en particulier que pour 7' > 0 fixé, il existe C' := C(T, A, |b|so), ¢ := c(A) telles
que pour tout multi-indice de dérivation o, |a| < 4, et pour tout 0 < s <t < T, (z,2") € (R%)?,

d
o N O e (e N (e P
|09p(s,t,x,2")| < (t—s)la\/2pc(t sy, x’), pe(t —s,x,a’) = St =) exp | —e——— . (3.7)

Le noyau de convolution s’écrit :
H(s,t,z,2") = (Ls— f{f)ﬁ(s,t,x,x')

= (b(s,x) = b(s,a"), Vap(s,t,xz, ")) + %tr ((a(s,z) —a(s,2))D2p(s, t,z,2")) . (3.8)

En particulier, le contréle (3.7) donne :

2|b| oo la(s, z) — a(s,z’)]

/ < - /

|H(s,t,z,a")] < C((ts)1/2+ =) pe(t — s,z,2")
< O(Y2 4 (t =) E )pelt — s,2,2"),

ou 'on utilise la n-Holder continuité de a pour compenser la singularité en temps non intégrable des termes
d’ordre 2 en modifiant le ¢ pour la derniere inégalité. Le noyau H est donc régularisant, au sens ou lorsqu’on le
convole on obtient :

3C := C(T, A, b, ), c:=c(A,n), Vr>1,

r+1 .
—1
pe H) (s, t,x,2)| < C™H(t—s)"? ][ B <1 + w g) pe(t — 8,2, 2"), (3.9)
=1

olt B(m,n) := fol sm71(1 — s)"~1ds désigne la fonction 3. Pour t — s petit, ce terme est donc de plus en plus
négligeable lorsque r croit.

De (3.9) et (3.6) on déduit directement des asymptotiques de la fonction [ une borne supérieure de type Aron-
son pour p ainsi définie, i.e. IC := C(T, A, |b|oo,n), ¢ :=c(A,n), YO < s <t < T, (x,2') € (R)2, p(s,t,z,2") <
Cp.(t — s, z, ).

Par ailleurs, 'équation (3.6) permet de justifier que p vérifie I'équation de Kolmogorov rétrograde (95 +
Lop(s,t,z,a’) = 0, 0 < s <t < T. La propriété régularisante en temps de H, cf. (3.9), permet ensuite
de déduire p(s,t,.,a") o 02/(.). On a donc bien construit une solution fondamentale de 'EDP parabolique.

L’identification avec la densité de transition du processus X solution du probléme de martingale se fait de fagon
standard, cf. Chapitre 3 de [SV79] ou Dynkin [Dyn63].
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3.1.3 Représentation parametrix pour un schéma de discrétisation

Considérons un processus de diffusion-saut (X;)¢>o & valeurs dans R? de dynamique :

¢ ¢
X,=z+ / b(s, Xs—)ds + / o(s, Xs—)dZs, (3.10)
0 0

pour (Z;);>0 processus de Lévy dont le générateur peut se mettre sous la forme (3.1) et admet une densité.
Supposons également que X; possede pour tout t € (0, 7], T > 0 fixé, une densité que 'on peut exprimer sous
la forme (3.6).

Soit A > 0 un pas de discrétisation tel que T/h = N € N* et {(t; = ih);c[o,n} la grille temporelle associée.
Une approximation naturelle de (3.10) par chaine de Markov est donnée par le schéma

XP = X[ b, X[+ ot X[)ER, i€ [0,N —1], X =z, (3.11)
ot les (£);en- sont des variables & densité i.i.d. qui approchent I'incrément Ztyor — 2y, () Zy, (l.e. Zy =0). Si

le coefficient o vérifie une hypotheése de non-dégénérescence, alors pour tout i € [1, N, Xthi admet une densité.
Notons p" cette densité.

La méthode parametrix de Mc Kean et Singer présentée en Section 3.1 présente le grand avantage de
pouvoir assez directement se transposer au cas discret et d’établir une représentation de p" similaire & (3.6). Si
I'on s’intéresse a la représentation de la densité ph(t]—, tir,x,x'),0 < j < j" < N, Tidée analogue au cas continu
est d’introduire une chaine de Markov X" & coefficients gelés au point d’arrivée &’ ot 'on considere la densité.
Sa dynamique s’écrit,

XM = XM b, b+ o(ts, 2R, i € [, — 1], XZZ = 1. (3.12)

tit1

On notera % sa densité. Introduisons désormais les analogues discrets des générateurs définis en (3.1) et (3.2).

Soit pour ¢ € C§°(RY) et j € [0, ),

Elp(X] )IXE = 2] — ()

Elp(X5)| X0 = 2] — o()
- .

thrh
h

'Vh,z/
L,’fj(p(x): ,oet LT p(z) =

En utilisant la notation p"(¢;, ¢/, x,a') = p*'(

H" par

ti,ty,x,2'), on définit de fagon similaire & (3.8) le noyau discret

H"(tj, tj2,2") = (LZ - ZZI,) Pty 4+ hotj, a2

hil/ |:ph — 'p’h,z':| (tj7tj+17x7 Z)f)h’ml(tjqu, tj/,Z,SC/)dZ, 0 S] < j/ S N.
Rd

Une simple manipulation algébrique, cf. Lemme 3.6 de [KMO00], permet ensuite d’établir que pour 0 < t; <
ti <T,
=i

ph(tja tj’a x, .T/) = Z (ﬁh ®h Hh7(T)) (tja tj’a xZ, -T/)a (313)
r=0
ou f ®pg(tj, tj,z,a') = f;:_oj_l thd 9(tj, tivk, x,2) f(tjsr, tjr, 2,2 )dz est Vopérateur de convolution discret

et HMO) = J ot H(") = HM @), HM0=1 ¢ > 1.
D’apres (3.6) et (3.13), les densités respectives du processus X et de son schéma d’Euler X" peuvent se
représenter sous des formes similaires. Les étapes pour controler I'écart (p — p”)(0, T, x,z') sont les suivantes :
1. Controler les queues de la série dans (3.6), i.e. les termes r > N.

2. Quantifier 'impact de la discrétisation de 'opérateur de convolution dans (3.6), i.e. lorsque 'on remplace ®
par ®p dans le développement tronqué en r = N.

3. Controler la convergence de p" vers p.

4. Appliquer des arguments fins de stabilité pour quantifier les différences entre les noyaux de convolution continus
H et discrets H".
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Dans [KMO00], Konakov et Mammen ont pu appliquer ce programme pour des processus de diffusion inhomogenes
a coefficients bornés Lipschitziens et non dégénérés, i.e. la matrice de diffusion a est uniformément elliptique.
Dans ce cadre, c’est 'étape 3. qui donne la vitesse de I’erreur d’approximation qui est de h'/? et qui est celle
du théoreme limite local sur les densités en régime Gaussien, cf. Bhattacharya et Rao [BR76]. Les auteurs
établissent que |(p — p")(0, T, z,2')| < W ?n(T,z, "), 7(T,z,2') < CT~4?(1 + |%—7§|S)’1 ol 'exposant S est
fonction des propriétés d’intégrabilité des variables (£/');>1 et C est une constante dépendant des coefficients,
uniforme sur les compacts en temps. Ces mémes techniques leur ont permis d’établir des asymptotiques précises
de Perreur en temps T petit [KMO09).

Lorsque les fzhﬂ ont méme loi que l'accroissement Zy, , — Z,, i.e. X" est le schéma d’Euler, I'étape 3.
ci-dessus n’est pas nécessaire. On retrouve alors que l'erreur dominante est celle associée a la discrétisation de
lopérateur de convolution qui est intuitivement de I'ordre de h. C’est ce qu’ont montré Konakov et Mammen
[KMO02] pour des processus de diffusion homogenes non dégénérés a coefficients bornés et Lipschitziens, i.e.
pour T = 1, (p — p")(L,2,2'") = hr(l,2,2") + h2r(L,z,2'), (7| + |r|)(1,2,2') < Cexp(—clz — 2'|?), C :=
C(1,A, blx), ¢ := c(A). L'extension au cas inhomogene ne présente pas de difficultés et se ferait suivant la
méme procédure.

Un développement au méme ordre a été obtenu dans le cadre hypoelliptique par Bally et Talay [BT96b] pour
un schéma d’Euler perturbé. L'une des difficultés dans ce cadre est en effet de prouver I'existence d’'une densité
pour le schéma d’approximation ce que permet la perturbation. Nous avons retrouvé cette difficulté dans [8]
que nous présentons dans la section suivante.

3.2 Théoreme limite local en régime (Gaussien dans un cas dégénéré

Nous présentons dans cette section les résultats de [8]. Nous avons pu établir un théoreme limite local pour
I'approximation par chaine de Markov d’un processus de diffusion dégénéré (X}, X?);>0 a valeurs dans R? x R?
de dynamique :

t t
XE = a0 X+ [ o(x X
0 0
t
X2 = x2+/X;ds, (3.14)
0

ol W est un mouvement Brownien de R¢ et ot I'on suppose

(S) b,0 sont bornés, Lipschitz continus et de classe C*.

(UE) La matrice de diffusion a : R?? — R? @ R? est uniformémement elliptique, ce qui associé & 1’hypothese
(S) donne : FA > 1, Vo = (21, 22) € R4, V& € RY, AL E|2 < (a(x)€, &) < A%

Comme nous 'avons mentionné au Chapitre 1, ce type d’équations intervient dans de nombreuses applications,
en finance pour les problémes de valorisation/couverture d’options Asiatiques, en physique pour les modeles
cinétiques ou les systemes Hamiltoniens.

3.2.1 Controles sur ’objet continu

Sous (S), (UE), le théoreme de Hormander donne directement Pexistence de la densité pour Xy, > 0.
Pour comprendre plus précisément la structure de cette densité, considérons d’abord le cas de coefficients b, o
constants pour lequel X; est un processus Gaussien. Il suffit alors pour exprimer sa densité de calculer sa
moyenne et sa matrice de covariance. L’expression de cette densité remonte au travail de Kolmogorov [Kol34].
Dans ce cas dégénéré tres simple on remarque déja ’échelle intrinseque non diffusive due a la dégénérescence, i.e.
la premiére composante vit & I'échelle de temps caractéristique du Brownien en ¢1/2, la deuxiéme composante
qui est intégrale de la premiere vit elle & 1’échelle t3/2. Un autre aspect remarquable est dii & la non bornitude
du coefficient de la deuxieme composante, qui induit un transport de la condition initiale 7 dans X7, i.e.
E[X?] = a2 + toy + [) E[fy b(X]}, X2)du]ds.

La solution fondamentale de 'EDP parabolique associée au générateur de (3.14) a, sous des hypotheses
supplémentaires de régularité des coefficients, été étudiée par Weber [Web51]. L’approche est celle du parametrix
@ la Levi. L’auteur obtient une borne supérieure sur la densité p de (3.14) similaire & celle de I'exemple de
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Kolmogorov, soit pour T" > 0 fixé,

30 := O(T, A blos), €= c(A), ¥(t,z,2") € (0,T] x R x R, p(t,z,2") < Cpe(t, z,2"),

d/2 ’
V3ce |h — 21| |y — g — TBETLY2
c t ! = - - L : . : 1

pe(t,z, z") (2#(1? — ) exp( c{ m +3 e }) (3.15)

A la Section 3.1.2 nous avons gelé les coefficients au point d’arrivée o l'on souhaitait estimer la den-
sité. Au vu des contrdles (3.7) et de la définition de lopérateur de convolution (3.8), cela permettait en
effet bien d’équilibrer la singularité associée au termes d’ordre deux. Le point clé est qu’il y avait dans ce
cas “compatibilité” entre le terme apparaissant dans I'exponentielle exp(—c|z’ — z|?/t) et celui résultant de
la(t,z) —a(t,2’)|t7! < C‘z;;—/ﬁwt**”/?, i.e. cette singularité était compensée par 'exponentielle. Dans le cas
présent ce choix de processus gelé n’est pas satisfaisant dans la mesure ot il ne permet pas de prendre en compte
le transport de la condition initiale pour la deuxiéme composante qui apparait dans ’expression explicite (3.15).
Pour adapter la méthode de Mc Kean et Singer au cas de processus a coefficient de dérive non borné, I'idée est
de construire un processus Gaussien a coefficients gelés qui permette d’avoir lors de la différence des générateurs
un terme homogene a la composante dans l’exponentielle. Le candidat naturel est :

X = gy +/ o(z], 2y — 2y (t —u))dW, + b(x], xh)s,
0

X2t = J:g—i—/ X5% du, s € [0,1). (3.16)
0

En effet, les parties dégénérées des deux générateurs sont les mémes et se simplifient. Par ailleurs, la différence
entre les termes d’ordre 2 des générateurs de (3.14) et (3.16) est dominée par |a(z}, xh—at)—a(z) |t p.(t, z,2") <
C(|2h —a1|(1+3) + |oh — 20 — DSt pe(t, 2, 2") < Ct~Y2p.(t, x,2") grace & Phypothese de Lipschitz conti-
nuité de a et avec une modification de ¢ pour la derniere inégalité. Ce qui permet bien de rattrapper la singularité.

Nous pouvons ainsi retrouver sous nos hypotheses courantes, plus faibles, le controle de type Aronson obtenu
dans [Web51].

Proposition 3.2.1 Soit T > 0 fizé. Sous (UE), (S), il existe des constantes C := C(T, A, |b|s), ¢ := c(A)
telles que pour tout (t,x,z') € (0,T] x (R%)2,

p(t,z,2") < Cpe(t,z, '),
ol p. est défini en (3.15).

En fait, de facon similaire a la Section 3.1.2, il suffit pour obtenir cette borne de considérer le coefficient a,
n-Holder continu en espace et b borné. De méme une dépendance en temps des coefficients n’induirait aucune
difficulté additionnelle.

Pour conclure cette partie, mentionnons que le choix des parametres de congélation qui permet de controler
le développement (3.6) est fortement lié a la métrique dérivant du probleme de controllabilité déterministe
associé a ’'EDS de départ. Le terme dans ’exponentielle apparait alors comme 1’énergie du controle optimal qui
permet de joindre z & 2’ en un temps t. Nous reviendrons en détails sur ce point au Chapitre 5.2.

3.2.2 Approximation par chaine de Markov

On introduit tout d’abord un schéma de discrétisation du processus gelé (3.16). Soit hg > 0 un pas de temps
“microscopique”, on définit pour (z, ') € R2? xR24 ¢ > 0 fixés, Xé“”t’m = ()?Oh”’l’t’z ,Xé””zt’m ) =1z = (11,72)

et pour 7 > 0,

v ho,1,t,x’ v ho,1,t,z’ / ro / c
Xpo = X;° + b(2 )ho + o (2], 25 — ta))V ho&it1,
~h0,2,t,m’ . ~h0,2,t,x’ ~h0,1,t,x’
Xti+1 - Xti + XtHl hO
vho,2,t,x’ T ho,1,t,z’ 2.1 3/2 o IN\NE
= Xpozbel po X ot B2p(a") 4 Y o (o, oty — ta))Eia, (3.17)

ot les (&;);en+ sont des variables centrées i.i.d. de densité ¢, de covariance l'identité. Si 'on itere n fois le schéma
il vient

)?t};‘”l’t’wl = 21 + (nho)b(z') + o(a), zy — x,t)/nhotV,
X2 = o 4 (nho)wr + S (nho)?b(a) + (nho)*/ o (w2 — 24 )€ (3.18)

n

26



ot yn=(1+4) et &) = LY, & &Y = L, ().

Sous des hypotheses d’intégrabilité et régularité de la densité ¢ des (é)leN* on peut montrer en calcu-
lant explicitement la fonction caractéristique que pour n suffisamment grand (7}), 12)) admet une densité ¢,
possédant des propriétés de régularité et intégrabilité similaires a celles de ¢, cf. Proposition 4.2 de [8]. Par

1) (2 1 n/2 . ” 1 1/2
ailleurs Cov(g( ), £l )) < )2 1/3%1&_{ 1/(2n) ) qui est “proche” pour n grand de < 1/2 1;3 ) =
Cov(Wh, fol Wds).

Si 'on pose maintenant h := nhg, pas de temps “macroscopique”, et que l'on s’intéresse a I’approximation
de la densité en t; := jh, j € (0, N], Nh =T, on introduit le schéma gelé agrégé, dérivant de (3.18) et résultant
du regroupement de n itérations de (3.17) ot I'on prend ¢ = t; — t; au °™° instant de discrétisation de 1’échelle

macroscopique. Précisément, pour (z,z') € R?4 x R??, j € (0, N] on définit Xh 47 g et pour ¢ € [0,j — 1],
Xl = XM b+ o(ah, o — (8 — ) Vi,
X[zt ghtel {XZ’L”’I/ + %"b(z')h +o(h, - @ (t; — ti))\/ﬁiﬁﬂ} h, (3.19)

otl les variables i.i.d. (7;,77)ic (0,57 ont pour densité g,(.).
Le schéma précédent guide le choix de la dynamique de la chaine de Markov qui va approcher X solution
de (3.14). Soit pour (x,2') € R?? x R4 X! = x et pour i € [0, N — 1],

xploo= XM b(X]h 4 o(X])Vhnl
Xpo= XX +—b(Xh)h+o(Xh)\/_ hn?q)h, (3.20)

ot les (n},77)ic(0,n] ont également pour densité g,.

En résumé, l'itération du schéma “naturel” gelé (3.17) permet d’obtenir une densité apres suffisamment de
pas de temps “microscopiques”. Ceci donne la forme du schéma gelé & I'échelle “macroscopique”, cf. (3.19).
La structure de ce schéma donne ensuite celle de la chaine de Markov associée a 'approximation du processus
initial. A partir des équations (3.20), (3.19), on peut obtenir pour la densité p" de la chaine de Markov X" une
représentation de type (3.13) ol p" est la densité associée & (3.19). Cette représentation sera comparable au
développement (3.6) obtenu pour le processus continu & la Section 3.2.1 & partir de (3.16). En suivant ensuite
le programme détaillé en fin de Section 3.1.3 on obtient :

Théoréme 3.2.1 (Théoréme limite local pour les densités) .

Supposons (UE) et (B). Si pour tout multi-indice de dérivation v, |v| < 4, [ga [ul®|D%gn(u)|du < 400, S >
4(d+ 1) + 2d?, alors 3¢ > 0,
—1

o+
sup (1+ |2y | + |21]) sup pe(T(1+6), 2, 2") + xp1/2 (x’l — a1, 05 — 19— T (171))
x,a! €R2d 5€[0,1] 2

x|ph(Ta xz, :L'I) 7p(T7:C7:C/)| = O(h’l/2)7
ot pe est défini en (3.15) et Yu = (u1,uz) € R??,
(S—4)/4d—1\ —
_ ur |2 uz |2
=12 (1 (gl ) )

La vitesse de convergence reste celle du théoreme limite local Gaussien dans la mesure ou la densité p du
processus gelé continu (3.16) reste Gaussienne. L’ordre de h'/? est celui de la convergence de p* vers p. Le
terme en p. provient d’une correction technique nécessaire pour traiter le coefficient non borné dans ’analyse
de stabilité.

Pour illustrer ce résultat on peut considérer I'exemple de ’approximation numérique de P, [(T -1 X2 — X 1)+
K] pour K > 0 donné. Cette quantité correspond en finance au prix d’une option Call digital de maturité T'
lorsque la dynamique de l'actif est donnée par la premiere composante de (3.14). Si 'on associe maitenant les
composantes du systéme (3.14) a la vitesse et & la position d'une particule, P,[(T7'X% — X1)T > K] est un
quantile de la partie positive de ’écart entre vitesse moyenne et vitesse instantanée en T'. Le théoreme limite
local 3.2.1 permet de directement relier les densités des objets discrets et continus de dynamiques respectives
données en (3.14) et (3.20). Cette approche est préférable & une discrétisation de la composante non-dégénérée
associée une estimation numérique de l'intégrale dans la mesure ot dans ce cas la le schéma d’approximation
peut ne pas avoir de densité.
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3.3 Approximation d’EDS dirigées par un stable : développement
d’erreur des densités

On présente ici les résultats de l'article [9]. Nous considérons le cas ot X & valeurs dans R? suit une dyna-
mique de type (3.10). Les coefficients b, o sont homogeénes en temps et Z est un processus a-stable symétrique,
ie.

t t
Xt:er/b(XS,)der/J(XS,)dZS,
0 0
et pourtZO,ueRd,

Elexp(i{u, Z:))] = exp(it{y,u) 7t/sd—1 [(s,u)|*A(ds)), (3.21)

oil A est une mesure symétrique sur la sphere unité S9! a € (0,2). On exclut le cas Brownien pour lequel on

peut se reporter a [KMO02] pour des résultats similaires.
Dans ce cadre, le schéma d’Euler associé & (3.11) est bien défini et explicitement simulable, cf. [PT97] ou
[ST94]. Pour un pas h > 0 et la grille de discrétisation {(¢; := ih);en~ } associée, on pose X = x et pour i > 0,
Xh

tit1

i

En revanche, les hypotheses d’intégrabilité sur la mesure de Lévy requises dans Protter et Talay [PT97] pour
I'analyse de 'erreur faible ne sont pas satisfaites par les processus stables. Ces derniers ont en effet des queues
lourdes. Dans le cas monodimensionnel et pour des fonctions tests bornées, le controle de 'erreur faible avait
été obtenu par Hausenblas [Hau02] & l'aide du calcul de Malliavin. L’approche parametrix permet de controler
Perreur entre les densités.

Sous de bonnes hypotheses spécifiées ci-apres, Kolokoltsov a donné une représentation en série (3.6) de la
densité p de X. Il a également établi des controles a la Aronson avec une échelle de temps caractéristique en
1/ généralisant le cas Gaussien, cf. Théoreme 3.2 de [Kol00]. Nous avons de facon similaire au procédé présenté
en Section 3.1.3 obtenu le développement (3.13) pour la densité du schéma d’Euler. En suivant le programme
détaillé en fin de Section 3.1.3 nous avons pu établir un développement d’erreur sur les densités a 'ordre h. Pour
ce faire il a fallu dans Panalyse de stabilité raffiner les arguments de [Kol00] et utiliser des découpages minutieux
dans les parties d’analyse de Fourier utilisées pour représenter densités gelées et noyau de convolution.

Soit g € N*. Introduisons les hypotheses

(A1-q) Pour d > 2, la mesure sphérique X a une densité de surface C'? (Sd_l) et pour d > 1, il existe 0 < C7 <
Cy < +00, Vp € R?,

Cilpf* < [ lp.s)* Mds) < Calpl

(A2-q) Les coefficients b, o et leurs dérivées jusqu’ a 'ordre ¢ sont uniformément bornées. Ainsi, pour 1 < o < 2,
B(z) := b(x) + o(x)y est uniformément borné. On suppose pour 0 < a < 1, que B(z) = 0 pour tout z € R%.

(A3) Tl existe A > 1 tel que pour tout z € R, ¢ € RY, A7LE[2 < (o(2)€, &) < AJ¢J>.

Les hypotheses (A1-q) et (A3) sont des hypotheses classiques de non-dégénérescence, de la mesure sphérique
A et du coefficient o.

La condition de dérive nulle dans (A2-q) provient du fait que pour « € (0, 1] I'ajout d’une dérive d’ordre ¢

ne correspond pas en temps petit & un terme négligeable par rapport & 1’échelle caractéristique en t'/*. Nous
renvoyons & 1’Appendice B de [9] pour des détails.

Théoréme 3.3.1 Supposons ¢ > d+4 et que (A1l-q), (A2-q) et (A3) sont vérifiées. Soit 0 < M < q—(d+4).
Il eziste une fonction Ry (T, x,y), ot |Ry (T, x,y)| < Car(T) (W) = pa.m (T, y—1x) pour une constante

positive Cpr(T), telle que

M-1
hl

(p —ph)(T,l‘,y) = E (l + 1)|7Tlh(Ta$ay) + hMR]\/I (T,x,y),

=1 ’

ot zl]\ifl |7 (T, 2,y)| < pa(T,y — ), i.e. les controles sur les (w]')iep,v—1] sont uniformes en h.
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Les termes dans le développement précédent dépendent de h. Il est néanmoins possible de faire des dévelop-
pements supplémentaires des quantités 7Tlh de sorte a obtenir des termes indépendants de h dans 'expression
ci-dessus, ce que 'uniformité en h du controle laisse d’ailleurs a penser.

Le théoréme précédent permet également de relacher ’hypotheése de bornitude de la fonction test de [Hau02]
et d’obtenir un développement de Uerreur faible P := E, [g(X%)] — E.[g(X7)] pour des fonctions g mesurables
vérifiant la condition de croissance 3C > 0, Vo € R?, |g(z)| < C(1 + |z|?), B < a, qui est optimale pour le cas
considéré. En particulier aucune hypothese de régularité sur g n’est ici requise, contrairement aux approches
utilisées dans [TT90], [PT97]. Rappelons que d'un point de vue numérique, le développement de I'erreur faible
permet d’utiliser la méthode d’extrapolation de Romberg Richardson pour accélérer la convergence, cf. Chapitre
1.3.1.

Enfin, le développement du Théoreme 3.3.1 est utile pour étudier la sensibilité de 'erreur faible 5,? par
rapport a x sans conditions supplémentaires sur g. Ce point est fondamental pour les applications en finance
(couverture). Nous renvoyons & Guyon [Guy06] pour des détails das le cas diffusif.

Extensions et perspectives

Nous avons dans les articles [8],[9] utilisé la méthode parametrix de McKean et Singer qui dans des cas non
dégénérés ou faiblement dégénérés est tres robuste et se préte naturellement a la discrétisation.

Pour l'instant les théoremes limites locaux sur les densités ont été obtenus a partir des développements
parametrix (3.6), (3.13) et du théoreme limite local en régime Gaussien. Il serait intéressant d’étendre ce type
de résultats a des processus dont la densité n’a pas de comportement de type Gaussien. A titre d’exemple, si
l'on remplace en Section 3.3 les accroissements stables par des variables i.i.d. renormalisées qui sont dans le
bassin d’attraction de la loi stable initiale, quel type de théoreme limite local peut-on espérer établir 7 Quelle
serait la vitesse en fonction de I'indice v du stable ?

Nous avons également jusqu’a présent toujours énoncé des résultats a horizon 7" > 0 fini. Dans le cas ou
le processus admet une mesure invariante la question de 'existence du théoreme limite local et de la vitesse
associée pour une estimation par chaine de Markov, éventuellement a pas décroissant, reste ouverte.
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Chapitre 4

Approximation d’Equations
Différentielles Rétrogrades (EDSR)

Nous présentons dans ce chapitre les travaux [2], [5] (en collaboration avec F. Delarue de I'Université
de Nice), [6] (en collaboration avec B. Bouchard de 1'Université Paris Dauphine) relatifs a4 Papproximation
d’équations différentielles stochastiques (progressives) rétrogrades (EDS(P)R). Introduites par Pardoux et Peng
[PP90], les EDSR ont permis d’étendre les réprésentations de Feynman-Kac & des EDP paraboliques ou ellip-
tiques semi ou quasi-linéaires. Ce sont par ailleurs des objets qui apparaissent de facon naturelle en finance, cf.
El Karoui et al. [KPQ97], dans la mesure ol les problemes de réplication d’options se formulent directement en
terme d’EDSR.

C’est un sujet qui a fait 'objet d'une active recherche tant du point de vue théorique que numérique.
Nous présenterons en Section 4.1 un bref apercu de la théorie des EDSR et de leurs liens avec les EDP non
linéaires. En terme numérique 'approximation d’EDSR fournit un procédé alternatif aux méthodes déterministes
de différences/éléments finis pour les problemes non linéaires. Nous verrons ci-aprés que la complexité des
algorithmes proposés dépend de facon hautement non linéaire de la dimension du probleme sous-jacent. On
ne retrouve donc pas la complexité linéaire en la dimension spécifique des méthodes de Monte Carlo pour
I'approximation probabiliste de solutions d’EDP linéaires et I’on se heurte a la “fiéau de la dimension” bien
connue dans les approximations numériques déterministes d’EDP.

Cette compléxité provient de 'estimation d’espérances conditionnelles, qui est une étape inévitable pour
I'approximation d’EDSR. Trois grands types de techniques ont été introduites a cet effet :

- Les méthodes de Monte Carlo associées a des estimateurs dérivant du calcul de Malliavin. Cette approche a
été développée par Bouchard et Touzi [BT04] pour des EDSR faiblement couplées.

- Les méthodes de régression linéaire, utilisées par Gobet et al. [GLWO05] toujours dans le cadre des EDSR
faiblement couplées.

- Les méthodes de quantification, introduites par Bally et Pages dans le cadre des EDSR réfléchies, probleme
d’arrét optimal pour les options américaines [BP03]. Le premier algorithme de discrétisation ’EDSR, proposé
par Chevance [Che97] dans un cadre plus restrictif utilise pour ’estimation des espérances conditionnelles une
méthode qui s’apparente a cette approche. C’est par ailleurs celle que nous avons utilisée dans [2] et [5].

Nous présenterons brievement en Section 4.2 les algorithmes de [BT04] et [GLWO05]. En retenant ’approche
par quantification pour lapproximation des espérances conditionnelles, nous avons pu dans [2], [5] proposer
des schémas de discrétisation d’EDSR fortement couplées associées a des EDP quasi-linéaires. Nous détaillerons
ces algorithmes en Section 4.3. Enfin, nous développerons en Section 4.4, les résultats de [6] ol nous avons
analysé l'erreur forte d’un schéma de semi-discrétisation, i.e. on ne propose pas de schéma d’approximation des
espérances conditionnelles, pour une EDSR dans un domaine.

4.1 Quelques résultats sur les EDSR et lien avec les EDP

4.1.1 Introduction a la solvabilité des EDSR et couplage faible

La dynamique d’'une EDSR s’écrit de facon générique

T T
Y: :§+/ f(S,YS,ZS)de/ ZdWs, t € 10,T], (4.1)
t t
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ot (Wy)i>0 est un mouvement Brownien standard d-dimensionnel sur un espace de probabilité (2, F,P) de
filtration naturelle (F3);>0 et T > 0 est un instant arbitraire. La condition terminale § est Fr mesurable et
généralement supposée de carré intégrable. Le coefficient f est appelé générateur de 'TEDSR. Ce dernier peut étre
aléatoire & condition de supposer que le processus (f(¢,y, z))i>0 est pour tout (y, z) progressivement mesurable.

Un exemple typique de dépendance aléatoire du générateur est fourni par le couplage faible avec une EDS
progressive, i.e. f s’écrit f(s, X, Ys, Zs), &€ = g(Xr) ot X est la solution d’'une EDS progressive. L’EDSR
faiblement couplée s’écrit alors :

Y;

T T
g(XT)+/ f(s,XS,YS,ZS)dS—/ ZsdWs,
t t

t t
X x +/ b(s, X¢)ds —|—/ o(s, Xs)dWs, t € [0,T). (4.2)
0 0

Ce sont les EDSR de type (4.2) qui permettent d’établir une connexion avec les EDP semi-linéaires.

Principes de résolution

Résoudre une EDSR de type (4.1) consiste a trouver un couple (Y3, Z;).c[0,7) progressivement mesurable
tel que (4.1) soit vérifiée pour tout ¢ € [0, T], P-presque siirement. L’hypothese de progressive mesurabilité est
essentielle. Le terme de droite dans (4.1) est a priori Fr mesurable 1a ot on cherche a ce que celui de gauche
soit F; mesurable. C’est le role du processus (Z):c[o,7) que de ramener condition terminale et générateur dans
la bonne tribu.

Ce point s’illustre directement dans le cas d'un générateur nul. En effet, si f = 0 et que I'on considere une
condition terminale £ de carré intégrable, le théoreme de représentation des martingales donne 'existence d’un
unique processus (Zt)se[o,7] Progressivement mesurable et de carré intégrable tel que { = E[¢] + fOT ZsdWs.

Ainsi Y, = E[¢|F] = E[§] + fot ZsdWy est bien solution de (4.1). L’unicité découle de celle du processus Z de
représentation.

En bref, c’est la condition de mesurabilité sur le couple (Y, Z¢)icjo,7) qui permet de “fermer” I’équation
(4.1) & deux inconnues : a la relation différentielle on ajoute la condition de mesurabilité.

Sous des conditions de structure du générateur f, 1’équation (4.1) est alors bien posée. Lorsque f est Lipschit-

zien en (y, ), on peut construire une suite (Y™, Z"), ey définie par (Y, 2%) = 0,Y;" ! = f—i—ftT f(s, Y, Z™M)ds—
ftT ZMHdW,, t € [0,T], n > 0. La condition de Lipschitz continuité de f permet d’identifier le processus

Z™*+1 au processus de représentation associé a la variable aléatoire & + ftT f(s, Y, Z7)ds qui est bien de carré
intégrable. Les arguments usuels d’analyse différentielle, lemme de Gronwall, et stochastique, inégalités BDG,
permettent de déduire que cette suite admet un unique point fixe solution forte de (4.1). La méme démarche
reste possible si 'on remplace 'hypotheése de Lipschitz continuité du générateur en y par une condition de mo-
notonie associée a une croissance au plus linéaire. Ces résultats de solvabilité sont initialement dis a Pardoux et
Peng [PP90]. Par la suite de nombreux auteurs ont affaibli ces hypotheses pour la solvabilité de (4.1), indiquons
Briand et al. [BDH'03] pour le cas d’une condition terminale L?, p € (1,2) ou Kobylanski [Kob00] pour le cas
d’un générateur a croissance quadratique en Z, hypothese par ailleurs naturelle du point de vue des EDP, cf.
Ladyzhenskaya et al. [LSUGS].

Lien avec les EDP semi-linéaires

Nous considérerons pour l'illustration du lien entre EDSR et EDP le cas parabolique, le cas elliptique a été
abordé par Darling et Pardoux [DP97].

De I’EDP vers ’EDSR. Comme pour la formule de Feynman-Kac dans le cadre linéaire c’est ’application
de la formule d’It6 qui permet de relier EDP et EDSR. Considérons 'EDP parabolique semi-linéaire

{(at + Lou(t,z) + f(t,z,u(t,z), (cVu)(t,z)) =0, (t,z) € [0,T) x R4, (4.3)

U(T7 .Z‘) = g(‘r)a UAES Rd7

ot Lyp(z) = (b(t,z), Vio(z))+5tr (a(t,z)D2¢) , a(t,z) = oo*(t, x) est le générateur infinitésimal d'une équation
de diffusion X; = x + fot b(s, Xs)ds + fot o(s, Xs)dWy soluble au moins au sens faible. S’il existe une solution
“classique” & (4.3), i.e. bornée et a dérivées d’ordres un en temps et deux en espace bornées, il est possible
d’appliquer sur l'espace de probabilité sous-jacent la formule d’Tt6 au processus Y; := u(t, X¢). On identifie alors
Zy = (Vuo)(t, X;) qui permet de retrouver la formulation couplée de I’équation (4.2).
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Ainsi, la donnée d’une solution réguliere a 'EDP a permis de construire par un argument de vérification
une solution & PEDSR. Cette méthode peut s’étendre & des solutions de (4.3) ayant des dérivées temps espace
au sens de Sobolev a l'aide de la formule d’'Tt6-Krylov, cf. [Kry96].

De ’EDSR wvers I’EDP. Réciproquement, une question naturelle consiste a essayer de retrouver 'EDP a
partir de la solution de PEDSR. Supposons que 'EDSR (4.2) admette une solution unique et définissons w :
(t,z) € [0, T] x R — u(t, ) := Y;"" qui désigne la valeur de 'EDSR (4.2) en ¢ pour la condition initiale X; = z.
De cette définition de w il est aisé de voir que u(0,x) s’écrit comme la solution en 0 d’'une EDSR sur [0, ¢] avec
condition terminale wu(t, XtO "¥). Ce principe de programmation dynamique satisfait par v permet d’établir qu’elle
est solution de viscosité de (4.3). Nous renvoyons a l'article de Crandall et al [CIL92] pour la définition.

Lorsque les coefficients de 'EDSR sont réguliers il est possible de la dériver par rapport a la condition
initiale a 'aide de techniques usuelles de flots stochastiques sur les composantes progressives et rétrogrades,
voir Kunita [Kun90] ou Tkeda et Watanabe [IW89]. Cette opération permet d’obtenir la différentiabilité de u a
I'ordre un en temps et deux en espace. Le calcul de Malliavin permet ensuite I'identification de (Z;).e[0,) avec
((eVu)(t, X))o, dont on déduit ensuite grace a (4.2) que u est solution classique de (4.3). Cette démarche
est celle de l'article de Pardoux et Peng [PP92]. Notons que dans cette approche aucune condition de non
dégénérescence n’est a priori requise, seule la régularité des coefficients intervient. Si I’équation de départ est
en revanche non dégénérée, cette approche n’exploite pas l'effet régularisant du noyau de la chaleur.

4.1.2 EDSR fortement couplées

De nombreuses applications, équations des milieux poreux, probleme de gros investisseur en finance, font
intervenir des équations aux dérivées partielles pour lesquelles la solution et/ou son gradient apparaissent dans
Popérateur différentiel. On parle alors d’EDP quasi-linéaires. De fagon générale celles-ci s’écrivent :

Owult,z) + (b (t, z,u(t,z), (oVu)(t, x)), Vu(t,x)) + 2tr (a (¢, u(t, z)) D2u(t, z))
+f (t,z,u(t,z), (oVu)(t,x)) =0, (t,x) €[0,T) x R?, (4.4)
u(T,x) = g(z), z € RL

Ce sont des équations de ce type pour lesquelles nous avons proposé dans [2], [5] des algorithmes de
discrétisation que nous détaillerons en Section 4.3. En gardant a esprit les relations Y; = u(t, Xy), Z; =
(oVu)(t, X¢) qui lient 'EDSR & I'EDP il apparait naturel que 1'objet probabiliste naturellement associé & (4.4)
sera une EDSR “fortement couplée” de dynamique

t t
X = x—l—/ b(s,XS,YS,ZS)dS—l—/a(s,Xs,Y;)dWs
0 0

T T
}/t = g(XT)+/ f(S,XS,}/S,ZS)dS*/ ZSdWS' (45)
t t

Le couplage est dit fort dans la mesure ou les coefficients de la composante progressive dépendent de
I’équation rétrograde. Il n’est ainsi plus possible de résoudre I’équation progressive de facon autonome ce qui
induit une difficulté supplémentaire par rapport a la Section précédente.

Solvabilité en temps court. Le cadre naturel de résolution de (4.5) est celui de coefficients Lipschitziens. On
cherche alors & construire un triplet (X, Yy, Zi)iepo,r) adapté tel que Efsup,e(o 7y |Xe[*] + E[sup,ejo 7 [Vil?] <

+00, et E[ fOT |Zs|?ds] < +oo avec Z progressivement mesurable. L’idée naturelle pour obtenir une telle so-
lution consiste & construire, en suivant la démarche du travail de [PP90], une contraction. Les espaces fonc-
tionnels sont ceux naturellement associés aux conditions ci-avant. Si 'on se donne Xy on définit pour n >
0, Y;nJrl _ g(X%) + ftT f(S,X;L,YSn—H,ZgJ'_l)dS _ ftT Z;L-i—ldWS’XZerl -z 4+ fOt b(S,X;L-i-l’Y;n-i-l,Z;l-i-l)ds +
fot o(s, XML Y+ 1)dW,. Sous les hypotheses de Lipschitz continuité uniforme des coefficients b, o, f, g, Anto-
nelli [Ant93] a montré que le procédé précédent définit une contraction et que son unique point fixe est 'unique
solution forte de (4.5) si T' < ¢x ou K désigne la constante de Lipschitz des coefficients. Sans autres hy-
potheses ce résultat est optimal dans la mesure ou il existe des contre-exemples. Considérons le cas particulier
déterministe Xo = x, Yy = —Xp,dX; = Yidt,dY; = —X,dt, t € [0,T], pour lequel Z = 0. La forme générale
des solutions s’écrit X; = Acos(t) + Bsin(t),Y: = —Asin(t) + Beos(t), t € [0,T] ce qui impose A = = et
Acos(T) + Bsin(T) = Asin(T') — B cos(T') pour vérifier les conditions de bord. Pour T' = 37/4 cette condition
conduit a A =x et A =0, ce qui met la solvabilité en défaut.
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Schéma en quatre temps. Cette approche est due & Ma, Protter et Yong [MPY94]. L’idée sous-jacente est
de “décorréler” les composantes progressives et rétrogrades de (4.5) en utilisant des propriétés de la solution
supposée connue de 'EDP (4.4) sous-jacente. Précisément, si u solution de (4.4) est une solution “classique”,
I'identification formelle Y; = u(t, X}), Z: = (oVu)(t, X¢) précédente conduit & considérer I’équation progressive
autonome

t ¢
Xt::v+/ b(S,XS,’U,(S,XS),(UVU)(S,XS))dS+/ o(s, Xs,u(s, Xs))dWs.
0 0

Si les coeflicients, b, o ainsi que u et son gradient sont Lipschitziens, alors 1’équation ci-dessus est fortement
soluble. Sous des hypotheses usuelles de croissance du générateur f, 'application de la formule d’It6 donne que
le trlplet (Xt, }/t; Zt)tE[O,T] = (Xt, u(t, Xt), (O'vu)(t, Xt))tE[O,T] est bien solution de (45)

C’est encore la une méthode de type vérification. On construit I'objet probabiliste a partir des propriétés
de VEDP. Pour I'unicité, partant d'une solution arbitraire (X,Y, Z) de (4.5) il faut I'identifier avec (X,Y, Z)
construite précédemment. L’idée est ici d’utiliser de nouveau la fonction u solution de 'EDP (supposée bornée
ainsi que ses dérivées d’ordre un et deux en espace) pour identifier Y; = u(t, X;), Z; = (oVu)(t, X;). Pour cela,
on applique la formule d’Tté & (u(t, X;) — Y;)2, t € [0, T]. Les outils usuels en équations rétrogrades : inégalités
BDG, inégalités de Young et Lemme de Gronwall, permettent de conclure.

Une fois effectuée I'identification pour (Y, Z), les hypotheses précédentes de Lipschitzianité sur les coefficients
donnent que X = X car les deux composantes progressives vérifient la méme EDS. Dans le cadre d’un générateur
Lipschitzien l'identification (Y, Z) = (Y, Z) provient ensuite de 1'unique solubilité de I’équation rétrograde.

Pour pouvoir appliquer ce programme il faut donc disposer de coefficients b, o, f Lipschitziens et d’une
solution classique de (4.4) bornée ainsi que ses dérivées d’ordre un et deux en espace. Un jeu typique d’hypotheses
qui garantit ces propriétés est le suivant :

a) Les coefficients b, f, o et g sont réguliers et & dérivées d’ordre un en (x,y, z) bornées.
b) 3A >0, [(b, f)(t, 2y, 2)] < AL+ |yl + [2]), |g9(z)] < A
c) IAN>0, My <alt,x,y) < Aly.

d) g € C?(R%) a des dérivées d’ordre un et deux bornées et uniformément n-Hélderiennes, 1 € (0, 1].

Théoréme 4.1.1 (cf. Ladyzhenskaya et al. [LSU68]) Supposons que (a),(b),(c),(d) soient satisfaites. Alors,
l’équation admet une unique solution classique bornée ainsi que ses dérivées d’ordre un et deux en espace.

C’est sous des hypotheses de ce type que nous nous placerons en Section 4.3. Nous reprendrons pour étudier
la convergence de schémas d’approximation ’EDP/EDSR la démarche présentée ci-dessus pour 1'unicité en
exploitant les propriétés de u.

Solvabilité en temps arbitraire dans le cadre d’hypothéses “usuelles”.

Sous I'hypotheése d’uniforme ellipticité (c) et de coefficients Lipschitziens, I'unique solvabilité de (4.5) pour
T > 0 arbitraire a été établie par Delarue [Del02]. Pour passer du temps court au temps long, I'idée consiste a
itérer le résultat en temps court de [Ant93] en contrélant que la solution de viscosité de (4.4) associée & 'EDSR
ainsi construite, u(t, x) := Ytt"z, reste Lipschitzienne en espace (au sens ou sa constante de Lipschitz n’explose
pas) sur chacun des intervalles de temps “courts”. Ceci permet en effet d’itérer la procédure en considérant
comme nouvelle condition terminale la solution précédemment obtenue et Lipschitzienne en espace. Celle-ci sert
alors d’entrée a une nouvelle EDSR fortement couplée fortement uniquement soluble en temps court.

L’hypothese de non-dégénérescence est ici cruciale pour pouvoir construire une solution pour 7' arbitraire,
comme ’on pouvait I’envisager a partir du contre-exemple ci-avant.

Pour la solvabilité au sens faible d’EDSR fortement couplées dans un cadre non dégénéré nous renvoyons au
travail de Delarue et Guatteri [DGOG].

4.2 Algorithmes de discrétisation d’EDSR faiblement couplées

Au regard des parties précédentes le cas faiblement couplé apparait plus favorable & la discrétisation dans
la mesure ou 'approximation de la composante progressive peut étre effectuée de fagon autonome. Par ailleurs
les méthodes numériques pour celle-ci sont bien comprises, voir Chapitre 1. Nous présentons tout d’abord
un premier schéma de semi-discrétisation pour 'EDSR (4.2). On entend par la un schéma théorique qui ne
propose pas encore d’approximation des espérances conditionnelles en présence. Nous présenterons ensuite deux
techniques numériques pour 'approximation des espérances conditionnelles. Nous analyserons précisément leur
complexité algorithmique.
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4.2.1 Un premier schéma de semi-discrétisation

Soit {(t; := ih)icjo,n1}, Nh = T, une grille en temps de pas h donnée. Pour discrétiser (4.2), 'idée naturelle
consiste a partir de ’écriture “locale” en temps :

tit1
Vi =B+ [ S XoYaZ)IF i€ 0N 1] (4.6)
t

7

Pouri= N —1,Y;, , =Yy = g(Xr), condition terminale connue. Pour déduire un schéma d’approximation de
Pécriture (4.6), sil’on pense par exemple & une méthode des rectangles pour la discrétisation de l'intégrale, il est
fondamental d’avoir une approximation du processus de représentation. A ce propos, partant de la formulation
(4.2) entre t; et t;41, @ € [0, N — 1], si Pon multiplie les deux membres de la composante rétrograde par
l'accroissement Brownien Wy, ,, — Wy, et que I'on passe a ’espérance conditionnelle en F, il vient :

- Ytl)(Wt - th)

i+1 i+1 ]:751]

tit1
B[ zadsiz) = B

ti

tit1
Fi. +E[/ f(s, X6, Y5, Zs)ds(Wy, ., — W,)

t;

= E[Y;fzurl (Wti+1 - Wti)"?:ti] + O(hB/Q)’ (47)

sous les hypotheses typiques de solvabilité de EDSR. Par ailleurs il est naturel de chercher une approximation
de (Zs)seft, t.,1) qui soit F3, mesurable. Si I'on néglige la contribution associée au générateur dans (4.7), la
meilleure approximation F, mesurable de (Z)se(t, +,,,) dans L([t;, ti41] x Q, dt @ dP) est donnée par :

Zti = hilE[Y}Hl (Wti+1 - Wtz)lftw]

Cette technique d’“incrément de martingale” pour l'estimation du Z apparait initialement chez Bally et Pages
[BP03]. Supposons que I'on dispose désormais d’une approximation (Xthi)z'e[[o, ~7 de la composante progressive
de (4.2), par exemple le schéma d’Euler. L’itération dérivant des écritures précédentes s’écrit :

Y = B |F) 4 RE[f (6, X2V 20 F,
zl = hT'EYS (W, — Wi)|F), i€ [0,N —1]. (4.8)

La vitesse de convergence de (4.8) a été obtenue pas Zhang [Zha04] sous des hypotheses usuelles de solvabilité.
Précisément, lorsque X" est le schéma d’Euler, il établit qu'il existe C' dépendant de T et des constantes de
Lipschitz des coefficients dans (4.2) tel que :

N-1 titv1
E[|Y, — Y;, |2 E/ Zh — 7,%ds] < Ch.
e (Y3, tl|]+; [ti |Zy, “ds] <

On retrouve que l'erreur obtenue sur la composante rétrograde est du meéme ordre que celle de ’équation
progressive, voir également Gobet et Labart [GL07] pour un développement d’erreur qui met en évidence cette
propriété.

Pour passer & partir de (4.8) & un schéma “implémentable” il est nécessaire de préciser une méthode d’ap-
proximation des espérances conditionnelles.

4.2.2 Méthodes de Monte Carlo et calcul de Malliavin

Cette approche a été utilisée par Bouchard et Touzi [BT04] & partir d'un schéma légerement différent de
(4.8), i.e. I'itération sur la composante rétrograde est implicite Y* = E[Y,", |7, ]+ hf(t:, X[, Y/, Z!). Sous les
hypotheses usuelles et pour h suffisamment petit, ce schéma est également bien défini.

Lorsque le coefficient de diffusion o est uniformément elliptique, et que les coefficients b, o sont réguliers, le
schéma d’Euler X" posséde une densité. L’estimation des espérances conditionnelles se réduit ainsi & un calcul
de lois conditionnelles. Les auteurs utilisent ensuite des formules d’intégration par partie pour représenter la
densité et des fonctions du schéma d’Euler.

Soit une variable aléatoire R := /)(Xthiﬂ,«E)A(WtHl — Wy,) ou p et une fonction a valeurs réelles, A une

application affine et ¢ une variable aléatoire indépendante de o{(X['),i € [1,N]}. Les auteurs établissent
I’expression

E[Hz(Xz)p(X£+1aE)S(A(Wti+1 - Wti)’x’Xz)]
E[R|X] =a] = B[H, (X1)S(L, 2, XJ)] , (4.9)
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ou H,(y) = H;l:l I;;<y, est un produit de fonctions de Heaviside résultant de Iintégration par parties. L’ex-
pression de S fait intervenir des intégrales de Skorohod et un terme de localisation qui permet de controler la
variance pour 'estimation de Monte Carlo associée.

Ainsi, pour une trajectoire du schéma d’Euler, I'estimation par Monte Carlo de la quantité ci-avant va
nécessiter la simulation de M + 1 trajectoires i.i.d. du schéma d’Euler (en incluant la trajectoire initiale notée
XM0 .= X"). Dans la pratique M = KN et & chaque instant (ti)iepo,n—1] de discrétisation K trajectoires
des ((Xth ’k)ie[[o Nﬂ)ke[[o " sont utilisées pour I'approximation de I'espérance conditionnelle. Ces K variables
indépendantes intervien’nent implicitement dans Uexpression de £ de 1’équation (4.9) lorsque R est associée a
lapproximation de ’'EDSR. Précisément, si I'on note NV; := {(i — 1)K + 1, ...,iK},i € [1, N] le schéma s’écrit :
Vie Ny, Yot = g(X2h), vj € {0y UN;, i€ [0,N —1],

h,l h,l h, h,l
% ZlENi+1 HXthi’j (Xti )Y; +18.(thi+1 Wl X ! X )

ti - )

h,l h,j h,l
% ZlGNprl HXh’j (Xt )81(1) Xti J) Xti )

1 By bl hj vhil
yhi 7 e B (X! Wl Sill, X217, X )+hf(t XMy iy
tio T il hg vl i Ay Yy 4y ).
% ElENi+1 HXZJ (th )81(1? Xti J) Xti )

La fonction A dans (4.9) est soit 'accroissement Brownien pour la mise & jour du processus de représentation
approché, soit 1 pour la composante rétrograde. L’analyse de I'erreur associée, cf. Théoréme 6.2 de [BT04] donne
que pour retrouver l'erreur attendue d’ordre h/2 en norme L2, qui était celle du schéma de semi-discrétisation,
il faut prendre K > N%+4/2 ce qui conduit & considérer N7T%/2 trajectoires du schéma d’Euler.

La complexité apparente d'une telle procédure est de I'ordre de K?N. Néanmoins les fonctions de Heaviside
intervenant dans lestimateur permettent de passer & K log(K )(dfl)\”N en triant les réalisations. Ce type
d’estimateur reste délicat a calibrer dans la pratique, en particulier le parametre de troncation implicite dans
S. Enfin, il faut également approcher les intégrales de Skorohod dans ce méme terme.

4.2.3 Techniques de régression

Une autre approche est basée sur des méthodes de régression. Elle a été développée par Gobet, Lemor
et Warin [GLWO05, GLWO06] selon une démarche voisine de celle proposée par Longstaff et Schwarz [LS01]

dans le cadre des options américaines. L’idée sous-jacente est d’utiliser M trajectoires ((XZL J )ic[0,N] L]
‘ Je,M

indépendantes du schéma d’Euler et de “régresser” les approximations naturelles associées & 'EDSR, voir (4.8),
sur une base de fonctions de dimension finie. La phase d’initialisation de 'algorithme reste la méme et consiste
a poser ij” = g(X;f’J), j € [1,M]. Pour X & valeurs dans R?, si 'on se donne (P1)1eq,qp bases de fonctions
de cardinaux respectifs (/K;);e[1,qp, la premiere étape pour la mise a jour de I'approximation du Z a l'instant
(ti)ie[o,n—1] consiste a résoudre le probleme de moindre carré :

2
inf Z‘h 1Y J Wiy — Wi, )1 — <aapl(XZJ)> , Le1,d].

1
OtE]RKl 7.+1 i+

Si &}, désigne le o optimal, on pose ensuite (ZZJ)Z = (déi,pl(Xt}:’j», I € [1,d]. L’estimation de Y;}Z” se fait
suivant le méme schéma. Si

1 . 2
CAYtOI = arginfaeRKo MZ YhJ + hf(t XhJ YhJ Zh) _ (aapO(XZJ» ,
j=1

tit1 tiy1?

ol pg désigne une base de fonctions de cardinal Ky, on pose Yt}” = (&} , po(Xt}z 7). L’approximation est ici
comme dans (4.8) explicite.

Nous renvoyons aux articles sus-mentionnés pour le détail de I'analyse de la convergence. La complexité
globale de l'algorithme est de lordre de NMdlog(K) si I'on choisit K = K;, | € [0,d] et des fonctions
de base qui sont des indicatrices de cellules. Pour retrouver une erreur de 'ordre de h'/2 en norme L? sous
de bonnes hypotheses de Lipschitz continuité des coefficients, 1’équilibre des parametres N, M, K conduit a
une complexité algorithmique I'ordre de N2?+4log(N) & mettre en regard avec 'ordre de N 7+d/2 log(N) de
I’algorithme précédent pour obtenir cette vitesse. En revanche, 'approche par régression ne requiert aucune
non dégénérescence des coefficients et peut s’étendre a des EDSR faiblement couplées qui font intervenir dans
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leur dynamique rétrograde les variations d’une martingale orthogonale au Brownien ainsi que d’éventuelles
composantes de sauts pour la partie progressive [GLWO06].

Nous voyons sur ces exemples que méme dans le cas faiblement couplé les complexités algorithmiques as-
sociées a ces modeles non-linéaires sont hautement explosives avec la dimension.

4.3 Discrétisation d’EDSR fortement couplées

La discrétisation d’'une EDSR fortement couplée présente les mémes difficultés que celles rencontrées pour la
construction des objets continus, cf. Section 4.1.2. Il n’est pas possible de séparer estimations des composantes
progressives et rétrogrades a moins de les “décorréler” completement, c’est a dire de reproduire numériquement
la procédure de point fixe qui a permis de construire I'objet continu en résolvant une suite d’EDSR, faiblement
couplées. Dans ce cadre, il devient possible numériquement d’utiliser les algorithmes de la section précédente.
Nous renvoyons pour cette approche aux travaux de Riviere [Riv05] et Bender et Zhang [BZ08].

Nous avons choisi pour les articles [2], [5] d’utiliser les liens forts entre 'EDSR et PEDP quasi-linéaire et
d’exploiter que, sous les hypothéses du Théoréme 4.1.1, la solution u de (4.4) est réguliere. Cette approche
est également celle retenue par Milstein et Tretyakov [MT04]. L’idée commune & ces travaux est de procéder
a une itération rétrograde et a chaque étape en temps d’injecter dans la dynamique de I’équation progressive
les estimées de la solution et de son gradient obtenues a 1’étape précédente. La régularité de la vraie solution
permet de controler la propagation de l'erreur due a cette approximation. De fait, cette procédure fournit un
algorithme probabiliste d’approximation de la solution de 'EDP en exploitant la dynamique locale en temps de
I’EDSR (4.5). L’approximation de 'EDSR elle méme se fait dans un second temps apres la résolution approchée
de 'EDP de fagon similaire & Douglas et al. [DMP96] qui proposaient eux un algorithme déterministe pour (4.4)
avant d’injecter les résultats de I’approximation dans 'EDSR.

4.3.1 Etapes de la discrétisation

Posons pour la suite pour tout (¢, z) € [0,T] x R%, v(t,x) := (¢Vu)(t,z). Pour t € [0,T — h], 'équation (4.5)
et le lien avec u solution de (4.4) donnent le principe de programmation dynamique :

t+h
w(t, X)) = Efu(t + h, Xopn)| 5] + E[/ (s, X, Vs, 2,)ds|Fi].
t

Cette écriture ne peut pas directement s’exploiter numériquement dans la mesure ou la dynamique de X entre ¢
et t+h fait intervenir (Y, Zs)se[t,¢+n) soit la solution u de (4.4) et son gradient v. Si I'on dispose d’approximations
(a(t + R, ), 0(t + h, )) de (u(t + h, ), 0(t + h, )) sur tout I'espace, on définit une transition “approchée” entre
tett+h:

Vo € RY, T(t,x) :=b(t,x,a(t + h,2),5(t + h,z))h + o(t, 2z, a(t + h,z))(Wipn — Wi).

On utilise ensuite cette transition dans la dynamique du processus progressif pour mettre a jour I'estimation
du gradient par incrément de martingales, i.e. pour tout z € R?,

o(t,x) = h"Bla(t,x + T(t,2))(Wipn — W] (4.10)
On définit enfin la nouvelle approximation @(t,.) par
u(t,x) = Ela(t+h,z+T(t, )]+ hf(t,z,alt + h,x),0(tx)). (4.11)

Partant de la condition initiale @(7,.) = g(.),9(T,.) = (¢Vg)(T,.), ce schéma est bien défini le long d’une grille
de discrétisation en temps {(t; := ih);c[o,n7}-
Deux obstacles subsistent toutefois pour sa mise en oeuvre :

(a) Le schéma ne peut étre défini en pratique sur tout I’espace.
(b) Les espérances doivent étre estimées numériquement.
Grilles spatiales et prolongement. Pour le premier point nous nous sommes restreints a une grille spatiale ce
qui nous rapproche des algorithmes déterministes. Dans le cas découplé, des simulations autonomes permettent
d’avoir une idée a priori de la “géométrie” associée a la composante progressive, i.e. zones plus visitées que

d’autres. Le cas couplé n’autorise pas une telle procédure et sans autre connaissance a priori nous avons retenu
des grilles Cartésiennes tronquées. C’est également le choix de Milstein et Tretyakov.
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La restriction & une grille spatiale amene & préciser le sens des relations (4.10),(4.11) pour ¢t = t;, i €
[0, N — 1]. En effet, si 'on se restreint en ;11 & lestimation de u,v sur une grille spatiale C;;1, la transition
x+7(t;,z), x € C; n’appartiendra pas a C;11. Il est alors nécessaire de comprendre @(¢;41,.) dans (4.10), (4.11)
comme un prolongement & tout l'espace de la fonction définie aux points d’une grille spatiale. Dans [2] nous
avons considéré un prolongement au plus proche voisin, i.e. V(x,i) € R% x [0, N|, a(t;, z) = a(t;, I, (x)) ou I,
désigne la projection sur la grille Cartésienne C; (avec une convention pour le centre des mailles).

Dans [5] nous avons en revanche utilisé une interpolation multilinéaire qui peut par ailleurs s’interpréter de
fagon naturelle en termes probabilistes. Cette approche a permis de tirer parti de la régularité a priori de u
sous les hypotheses du Théoreme 4.1.1 et d’améliorer la vitesse de convergence de notre approximation.

Quantification. Pour le point (b), nous avons choisi d’utiliser une méthode de quantification plutot que
I’approximation usuelle de Monte Carlo. L’idée de la quantification de variables aléatoires est d’approcher une
variable donnée par une loi discrete a support fini. Cette procédure permet de ramener le calcul d’espérances a
celui d’une somme finie. Nous renvoyons & l'ouvrage de Graf et Luschgy [GLO0] pour une référence théorique a
cette technique.

Des équations ci-dessus nous devons quantifier I'accroissement Brownien soit a un changement d’échelle
pres la loi normale. Une premiere approximation consisterait a 'approcher par un produit de lois de Bernoulli
symétriques correctement normalisées, c’est le choix effectué par Milstein et Tretyakov [MT04]. Nous avons
choisi d’utiliser une quantification “optimale” de la loi gaussienne. Si nous notons G la loi gaussienne standard
de R? et G une quantifiée optimale Gu a M points (non nécessairement unique) vérifie (pour M suffisamment
grand) 'inégalité de “distortion” :

3C = C(G,d), |G -Gl <CM~Y, (4.12)

Les quantifieurs optimaux vérifient également la propriété projective (ou de stationnarité) E[G |G'ar] = Gar dont
on déduit que E[G y/] = 0 et que pour une fonction f de classe C? & dérivées bornées,

E[f(G) — f(Gm)] = E(V(Gr), E[G — Gar|Gr))]
=0
A — NELDF(Crr + MG — Can)(C — Car). G — )] (4.13)
= Ry, |Ry| < 2A=E[|G - G2 < CM—2/4,

en exploitant la propriété projective pour la premiére égalité et (4.12) pour la derniére inégalité.

Ainsi, contrairement a la méthode de Monte Carlo, la quantification permet d’exploiter la régularité des
fonctions dont on veut estimer I'espérance. Le comportement de cette méthode se rapproche des techniques de
quadrature ce qui se retrouve sur la vitesse de convergence associée qui dépend fortement de la dimension d
de Pespace. Intuitivement, pour M points, la vitesse de M ~1/? provient d’une répartition du méme ordre dans
chaque direction. Nous avons tiré tout avantage de cette approche dans [5].

4.3.2 Algorithmes

Les deux algorithmes proposés dans [2] et [5] dérivent de (4.10), (4.11) avec les procédures d’extension
précédentes dues aux restrictions & des grilles spatiales. Dans [2], on remplace simplement 'accroissement
Brownien par la quantifiée optimale gaussienne renormalisée en considérant la projection au plus proche voisin.
Il vient

a(T,z) = g(z), x €Cn,

T(ti,x) = b(ts,z,altis1,x), 0(tig1, 2))h + o(t;, x, @(tis, x))hl/QCAT'M,

o(ti,x) = h'Elativn,x + T (t, )R 2G

a(ti,x) = Ela(t;,x+ T (i, x)] + hf(ts, z,a(tizr, ), 0(t;, ), © € Cy, (4.14)

pour tout 7 € [0, N — 1].

Dans [5], pour 'analyse de l'erreur, il est nécessaire que la matrice de covariance de la variable aléatoire qui
approche la loi normale soit 'identité. Or ce n’est pas forcément le cas pour une quantification Gu optimale de
G. Pour M assez grand, I'y; := E[G’ MGR[] est inversible et la technique naturelle consiste a préfixer I'incrément
RY2G par y;; olt yas est la matrice triangulaire inférieure de la factorisation de Cholesky de I‘Xj = YMY3y-
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On a ainsi I'algorithme

u(T,x) = g(x), z €Cy, (4.15)
T(ts,x) = hb(t, o, u(tip1,2), 0(tig1,2))h + otz @(tivs, 2))vih 2 G,

oty 2) = hT'E[atior, x4+ T (ti, z)RY %3G,

u(ts, ) Elu(t;, x + T (ti,x))] + hf (s, z, u(tiz1,x),0(t;, ), © € Ciyi € [0, N — 1],

en considérant I'interpolation multilinéaire comme procédure de prolongement a tout I’espace.

Indiquons que plus que 'aspect optimal c’est 'aspect stationnaire qui est crucial pour I'analyse de conver-
gence dans [5]. Or, il est possible de construire de telles grilles & partir de lois de Bernoulli. Ce point de vue est
celui adopté par Milstein et Tretyakov dans le livre [MTO04] et les articles [MTO06b, MTO07]. Nous verrons par
ailleurs au paragraphe suivant que lorsque l'on exploite la stationnarité, pour une solution réguliere de (4.4)
lerreur de quantification est négligeable devant les autres composantes de I'erreur.

4.3.3 Théoremes de convergence

Nous présentons les résultats de convergence lorsque le coefficient b dans les algorithmes précédents n’ont pas
de dépendance en gradient. Des solutions alternatives pour traiter ce cas ont été proposées dans [2] et [5]. Dans
les deux cas elles font intervenir une transition intermédiaire additionnelle par rapport & 7 et induisent une
dépendance déraisonnable entre M et h pour pouvoir analyser la convergence de cette méthode. Par ailleurs,
cette contrainte n’est nullement justifiée par les observations numériques effectuées dans ces cas la. Nous ren-
voyons aux sections 7 de [2] et 7 de [5] pour une description détaillée.

Algorithme avec projection “au plus proche voisin”.

Théoréme 4.3.1 (Delarue et Menozzi [2]) Supposons les coefficients b, o, f dans (4.4) homogénes et uni-
formément Lipschitziens en x,y, z, uniformément bornés en espace et a croissance au plus linéaire en (y,z), b
indépendant de z, o uniformément elliptique et la fonction terminale g € C?*T o € (0,1] bornée et a dérivées
bornées, sur le modele de l’énoncé du Théoreme 4.1.1. Si l’on prend des grilles spatiales Cartésiennes de pas
d’espace § > 0 avec (C;)ieq, Ny de rayon R+p, R,p >0 et Co de rayon R on a le controle suivant pour l’erreur
associée a Ualgorithme (4.14) :

sup |u(0,2) — a(0,z)| < C (E(temps) + £ (espace) + £(quantification) + £(troncature)) ,
x€Co

ou C dépend des hypothéses sur les coefficients et est uniforme par rapport aux parametres de discrétisation. Les
ordres des erreurs sont : €(temps) = h'/2, &(espace) = h™1§, (quantification) = h~Y/2M /4 et £(troncature) =
p/(p+R).

Ces ordres s’expliquent de la facon suivante :

- E(temps). Lordre 1/2 provient de la régularité en temps de l'accroissement Brownien et de la propriété de
1/2-Holder continuité en temps de V,u sous les hypotheéses du théoréme.

- E(espace). Pour une fonction réguliere 'erreur associée a la projection au plus proche voisin sur une grille
spatiale Cartésienne de pas § est d’ordre 6. Comme ce type d’erreur apparait a chaque itération en temps on
obtient bien A~16.

- &(quantification). L’erreur de quantification de 1’accroissement Brownien est en norme L' d’ordre h'/2M—1/?
d’aprés (4.12). La vitesse indiquée correspond de nouveau & la sommation de N = T'/h erreurs le long de la
grille en temps.

- &(troncature). Ce terme est obtenu par des controles de type Tchebychev. Nous n’avons pour l'instant pas su
tirer profit de 1’échelle caractéristique de temps en ¢'/2 de la diffusion pour mieux calibrer nos grilles spatiales.

Précisons que le résultat est présenté pour des coefficients homogenes en temps par souci de cohérence avec
les énoncés de [2]. Ce choix avait été motivé par le souci d’alléger les notations. Le résultat ci-dessus reste-
rait vrai sans difficultés techniques additionnelles pour des coefficients uniformément 1/2-Holder en temps, cf.
Théoreme 4.1.1.
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Algorithme interpolé.

Théoréme 4.3.2 (Delarue et Menozzi [5]) Supposons les coefficients b, o, f dans (4.4) homogénes et uni-
formément a-Hélderiens, o € (0,1], en x, uniformément Lipschitziens en y, z, uniformément bornés en espace
et a croissance au plus linéaire en (y, z), b indépendant de z, o uniformément elliptique et la fonction terminale
g € C*r bornée et a dérivées bornées. Si l'on prend des grilles spatiales Cartésiennes infinies de pas d’espace
d >0 on a le controle suivant pour lerreur associée a algorithme (4.15) :

sup |u(0,z) — (0, z)| < C (E(temps) + & (espace) + &(quantification)) ,
z€Co

ou C dépend des hypotheses sur les coefficients et est uniforme par rapport aux paramétres de discrétisation.
Les ordres des erreurs sont : £(temps) = h®/?, &(espace) = h~162, £(quantification) = h*/2M~2/2,

Le propos du travail [5] était d’estimer le gain découlant de l'interpolation et de l'utilisation intensive de la
stationnarité du quantifieur. Nous n’avons donc pas pris en compte les erreurs associées a la troncation des
grilles Cartésiennes qui pourraient étre analysées de fagon similaire au travail précédent. Sous les hypotheses
du théoréme nous avons toujours que u est une solution classique de (4.4) 1, cf. Théoréme 7.1. du Chapitre 7 de
[LSUG68] et [MPY94], & une procédure de régularisation pres des coefficients. L'EDSR fortement couplée associée
est alors & comprendre au sens faible, cf. Delarue et Guatteri [DGOG].

Les ordres précédents se justifient comme suit :

- E(temps). L’ordre /2 provient de la composition de la régularité a-Holder des coefficients en @ avec la régularité
en temps de I'accroissement Brownien.

- &(espace). Pour une fonction réguliere erreur associée 'interpolation linéaire sur une grille spatiale Cartésienne
de pas § est d’ordre 62. L’itération le long de la grille en temps conduit & I'ordre indiqué.

- &(quantification). L’espérance d’une fonction “réguliere” de la quantification Gaussienne optimale renormalisée
par h'/? est d’apres (4.13) d’ordre hM —2/d_ 1,3 fonction réguliere n’est autre dans ’analyse de convergence que
la solution u de (4.4). Ainsi l'itération de la procédure devrait conduire 4 un contrdle de M ~2/¢. Nous obtenons
une vitesse de h*/2M—2/¢ en utilisant la a-Holder continuité des dérivées secondes en espace.

Comme nous 'avons indiqué en Section 4.1.2, la démarche pour ’analyse de l'erreur est similaire a celle
utilisée dans [MPY94] pour établir I'unicité de la solution & 'EDSR fortement couplée. Cela nous permet
d’étendre les résultats de Milstein et Tretyakov qui supposent que la solution u de (4.4) est quatre fois dérivable
et utilisent un produit tensoriel de lois de Bernoulli symétriques pour approcher 'incrément gaussien. Par
ailleurs si ’on prend formellement o = 2, M = 2%, 5 = h dans le théoreme précédent on retrouve bien I'ordre h
obtenu dans [MT04, MT06b, MTO0T].

Nous conclurons cette section en insistant sur le faible impact de la quantification sur 'erreur globale, ce
dont atteste la borne sur £(quantification).

4.3.4 Résultats numériques

Plusieurs exemples ont été développés dans [2] et [5] : équations de Burgers et KPZ déterministe (voir
ci-apres) et des milieux poreux. Par souci de concision nous ne présentons que deux exemples issus de [5] dans
le cadre multidimensionnel.

Equation de Burgers multi-dimensionnelle. Les équations de Burgers sont une forme simplifiée des équations
de Navier-Stokes. Les parties convectives et dissipatives sont les mémes mais elles ne font intervenir ni le gradient
de pression, ni la contrainte d’incompressibilité. Les équations s’écrivent :

2

13
— (u. S Au= T) x R?
Ou — (uV)u+ 5 Au=0, (t,z) €[0,T) xR, & >0, (4.16)

u(T,z) = g(x), v € RY,

ouVi € [1,d], (u.V)u); = Vu; x u. Bien que le Théoreme 4.3.2 soit établi pour des fonctions & valeurs réelles,
I’analyse précédente s’étendrait sans difficultés a des systemes d’équations.

En dimension un il est bien connu que I'équation de Burgers “visqueuse” possede une solution explicite
donnée par une factorisation de type Cole-Hopf, voir e.g. Whitham [Whi73]. Cette approche s’étend au cas

1. i.e. bornée et a dérivées spatiales d’ordre un et deux bornées.
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multi-dimensionnel lorsque la condition terminale dérive d’un potentiel, i.e. g = Vgg ou go est une fonction a
valeurs réelles. On a dans ce cas : V(¢,z) € [0,7] x R,

u(t,z) = E[Vgo(x + eWr_t) exp(—e2go(x + eWr_4))]
’ Elexp(—e~2go(z + eWr—))]

Nous avons pour les résultats ci-apres considéré 'interprétation “couplée” de I’équation (4.16), i.e. la non linéarité
apparalt en injectant 'approximation de la solution dans la dérive de ’équation progressive. Ce choix semble
plus robuste numériquement et dans le cas particulier de (4.16) permet méme d’éviter I’étape d’estimation du
gradient.

Nous considérons le cas d = 2 pour la fonction Hy(z) = Hi:l,Q sin?(7x;) qui est symétrique et périodique
permettant ainsi d’éviter les problemes de troncation. Une des difficultés est de construire une grille spatiale
qui permette de “voir” les transitions de la diffusion approchée qui sont de I’ordre de eh!/2. Ceci impose que &
soit plus petit que eh'/2. Nous prenons le jeu suivant de parametres : T = 3/8,h=25x10"2§ = .01,e% = 4.
Comme la solution est symétrique nous ne présentons que les résultats associés a la premiere composante u; de
u = (uy,us)*.

Nous présentons les profils de la solution, ainsi que la différence entre la valeur de référence, obtenue a partir
de la représentation explicite pour 600 points de quantification, et 'approximation de I'algorithme (4.15). Un
autre graphique représente ensuite les résultats obtenus sans facteur de normalisation v}, pour la quantification
de l'accroissement Brownien et illustre I'importance de cette procédure. Nous étudions enfin I'influence du
nombre de points M utilisés pour la quantification en prenant successivement M = 4 et M = 150. Les résultats
corroborent la conclusion de la section précédente, a savoir que le nombre de points de quantification n’a qu’un
faible impact.

Burgers equations d=2: profiles Burgers equations d=2: Algorithm transition, pointwise absolute error

True Solution t=0  + =0+
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Equation de KPZ déterministe.
L’équation KPZ2peut se voir comme la primitive de I’équation de Burgers. Elle s’écrit :

1 1
Opu + §|Vu|2 + §Au =0, (t,z) €[0,T) x R,
u(T,z) = g(z), © € R™. (1

Cette équation posseéde également une représentation explicite obtenue par factorisation Cole-Hopf : u(t, z) =
log(Elexp(g(z + Wr—;))]). Cest une équation quadratique en gradient pour laquelle les approches proposées ci-
avant ne sont pas tout a fait satisfaisantes quant a l'analyse de l'erreur. En revanche, dans I'exemple suivant, le
comportement numérique des algorithmes “couplés”, ot 'on voit le gradient comme la dérive dans la composante
progressive, et découplés, ou le carré du gradient apparait au générateur, est tres différent.

Soit d = 2, g(x) = 10 cos(5|z|?),T = .1,h = .02,6 = .02, M = 4. On tronque la grille pour |x| > 1. La valeur
de référence est obtenue par 200 points de quantification. Il vient :

2. Cette équation apparait en mécanique statistique ou elle est de plus forcée par un bruit blanc, cf. [KPZ86]. Elle intervient
dans des modeles de croissance ou d’interface.
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KPZ equation d=2: coupled case and true solution KPZ equation d=2: backward case

® NNNN wooo
SNRomonao®

Dans la pratique l'intégration numérique de grands gradients provoque des overflow, et incite dans ce cas de
figure & préférer I'interprétation couplée plus “robuste”. Indiquons qu’un exemple tridimensionnel pour (4.17)
est présenté dans [5]. Pour la grille Cartésienne de pas ¢, le nombre de noeuds pour lesquels il faut mettre a jour
la solution et son gradient est de 'ordre de 6~ donnant une complexité globale de h='M§~¢ ce qui interdit
dans la pratique les grandes dimensions.

4.3.5 Extensions et perspectives

1. L’analyse précédente se base sur les propriétés de régularité des solutions d’EDP quasi-linéaires a coefficients

réguliers et terme de diffusion elliptique. Ce contexte permet de mener a bien une analyse de stabilité “usuelle”.
Un enjeu serait de proposer une extension de la méthode précédente pour 'approximation de solutions faibles
ou variationnelles de I’équation (4.4). Un point de départ pourrait étre le travail de Barles et Lesigne [BL97] qui
établit dans le cadre de problemes semi-linéaires sous forme divergence une équivalence entre formulation varia-
tionnelle usuelle et formulation variationnelle associant 'EDSR, et des fonctions tests aléatoires, cf. également

Bally et Matoussi pour un cadre infini-dimensionnel [BMO01].

2. Le probleme stationnaire pour les EDP quasi-linéaires non dégénérées est bien compris, cf. Ladyzenskaya et
Uralts’eva [LU68] ou Gilbarg et Trudinger [GT77]. En revanche I'approximation numérique reste ouverte. En
effet comment procéder autrement que par la résolution approchée d’une succession de problemes “découplés”
avec temps d’atteinte 7 Dans ce cas la, que dire du nombre d’itérations nécessaire pour obtenir une convergence ?
Un autre probleme lié a ce contexte consiste d’un point de vue théorique a s’interroger sur ’extension des
résultats d’existence et d’unicité a 'EDSR fortement couplée avec temps d’arrét sous les hypotheses naturelles
de Lipschitz continuité et non dégénérescence des coefficients. La aussi I’approche itérative par succession de

problemes découplés semble la plus naturelle.

3. Nous avons abordé dans la partie numérique le cas de I’équation de Burgers. Belopolskaya et Milstein [BMO03]
ont proposé pour les équations de Navier-Stokes dans le cas périodique tridimensionnel en temps court un
algorithme d’approximation basé sur une itération rétrograde. L’idée est d’exploiter la périodicité pour faire
un développement en série de Fourier de la solution approchée et d’utiliser la décomposition d’Helmoltz pour
conserver pour le schéma la contrainte d’incompressibilité. Le gradient de pression est mis a jour en estimant
I’équation Ap = Z(i, Sl d]? O, 07 Oz, u® qui relie le Laplacien de la pression aux gradients de la solution supposés
réguliers, i.e. au moins continus. La difficulté de cette approche est de passer des contrdles L? naturels & ce
contexte aux controles ponctuels nécessaires pour avoir la convergence.

Dans l'optique de mieux appréhender ce probleme, il serait intéressant d’envisager une représentation de
la solution en terme d’EDSR. Une idée serait de procéder par pénalisation pour avoir 'incompressibilité. La
gestion du gradient de pression est plus délicate dans la mesure ou ce terme est formellement lié & des dérivées
secondes que l'on retrouveraient en terme source. Notons que les formulations vortex semblent mal adaptées
aux interprétations rétrogrades. La structure de convolution rend naturelles I'approche de Mc Kean et Vlasov
et les méthodes numériques particulaires associées, cf. Méléard [Mél01].

Nous discutons avec Bruno Bouchard de Dauphine & propos de problemes d’existence et d’unicité pour des
EDSR avec contraintes sur le Z.

4. Le cas quadratique est mal compris du point de vue numérique alors qu’il est assez naturel et bien compris tant
du point de vue des EDSR [Kob00] que des EDP [LSUG68]. Pour Papproximation ce sont bien stir les controles
sur le gradient qui sont & raffiner.

4.4 Semi-discrétisation d’EDSR dans un domaine

Nous présentons dans cette Section le travail [6], en commun avec B. Bouchard de "Université Paris Dau-
phine, relatif a 'approximation forte ’EDSR dans un domaine. Il s’agit 1a de ’analyse d’un schéma de semi-
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discrétisation dont la spécificité est de prendre en compte des domaines non-réguliers et des coefficients de
diffusion dégénérés dans un contexte parabolique, i.e. un instant d’observation final 7" > 0 est fixé.

4.4.1 Cadre de travail

Nous considérons 'EDS faiblement couplée
t t
X, = x—i—/ b(Xs)ds—i—/ o(Xs)dWs,
0 0
T T
Vi = grX)+ [ Lo f(XYaZ)ds - [ zaw., (4.18)
t t

ou les coefficients b, 0, f, g de (4.18) sont uniformément Lipschitziens en espace et 7 est le temps de sortie de
(t, X¢) d'un domaine cylindrique D = [0,T) x D ot D C R? est un domaine régulier par morceaux.
Sous de bonnes hypotheses on peut montrer que u(t, z) := Ytt"z est 'unique solution de viscosité de
(0 + Lyult,x) + f(t,2,u(t, 2), (0Vu)(t,2)) = 0, (t,2) € [0,T) x D,
u(t,r) = g(t,x), (t,z) € [0,T) x 9D U{T} x D,
ou L désigne le générateur infinitésimal de X, cf. Darling et Pardoux [DP97] pour le cas elliptique qui peut
s’adapter a (4.18).

Considérons maintenant le schéma de semi-discrétisation suivant le long de la grille en temps (t; := ih);e[1, 5]
ou Nh=1T:

YY]} = g(Th’th)a
Y;f}: = E[S/;}Z+1|ftz] + Hti<7hhf(Xt}i’§/;}Z’ Zt}i)’ Zt}i = h_lE[Y;Zrl (Wti+1 - Wti)"?:ti]’ (&S [[O’N - 1]]’(4'19)

ou X" est le schéma d’Euler de 'équation progressive de (4.18), 7" := inf{t; :=ih : (t;, X]') & D} et g désigne
une extension de la condition de bord a tout ’espace. Remarquons que }/ti_lﬂtiz.rh =g(t" X fh) et par conséquent
ZthiI[tizTh = 0
Le propos est de fournir en fonction du pas de discrétisation un controle sur Ierreur :
T
Err(h,T)? := maxE[ sup |V; — Yt}:|2] + E[/ |Z: — Zg(t)|2dt],
0

1SN tE[ti,tit1]

ol ¢(t) := sup{t; := ih : t; < t}.

4.4.2 Résultats

Supposons que la condition terminale g vérifie :
(Hg) g € C12(0,T] x RY) et il existe Cy > 0 telle que |9;g|oo + |V|oo + |D?gloe < Co.
Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 4.4.1 I existe C' dépendant uniquement des coefficients de (4.18), de la borne dans (Hg) et de
T telle que

Err(h, T)* < C <h + R+ R(Z)" +E |¢r — ] + HTh<T/ |ZS|2D :
Th

ot € est une variable aléatoire positive telle que E[¢P] < CP, p > 2, et R(Y)" := max;<n E[supseqs, ¢007 1Ye —
Yi |2, R(2)" =B, |Ze — Zow|dt], Zy, = h'E[[)"" Zyds|Fy,), i € [0, N —1].

ti
Les termes R(Y)" et R(Z)" sont usuels dans I’analyse des schémas de semi-discrétisation d’EDSR et appa-
raissent déja dans [ZhaO4]. A Paune du lien entre EDSR et EDP, il apparait néanmoins clairement qu’obtenir
un controle a 'ordre h pour R(Y)", R(Z)" nécessite d’avoir des propriétés de Lipschitz continuité en espace de
la solution de viscosité de 'EDP (4.19). Pour obtenir ces estimées et controler I’écart entre les temps d’arréts il
est nécessaire de rajouter quelques hypotheses de “structure” sur le domaine, cf. Chapitre 2.
Introduisons :
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(D) Le domaine D := N~ Dy, m € N* et les (D;);e[1,m] sont de classe C? & frontiere compacte. Nous suppo-
serons également que D vérifie une condition de sphére extérieure uniforme et de cone intérieur uniforme (cf.
Section 2.2 de [6] pour une définition précise de ces deux derniéres conditions).

Désignons par C := ﬂ?;kzl dD; N 0Dy Vensemble des coins et par B(C,n) un voisinage de rayon n > 0 de
cet ensemble. Nous supposerons également, :

(C) Le coefficient de diffusion a vérifie une condition de frontiére non caractéristique uniforme hors d’un voisinage
B(C,n),n > 0 des coins, i.e 3C > 0,Vx € OD\B(C,n), (a(z)n(x),n(x)) > C ou n désigne la normale rentrante
au domaine qui est bien définie hors d’un voisinage des coins, cf. Chapitre 2. Le coefficient a est uniformément
elliptique dans un voisinage des coins, i.e. 3C > 0,Vz € DN B(C,n), V¢ € S471, (a(x),€,€) > C.

Ces conditions permettent d’utiliser des arguments d’EDP de type fonctions barrieres pour controler le
module de continuité au bord du domaine. A l'intérieur du domaine, ot le coefficient de diffusion peut dégénérer,
ce méme controle est obtenu par des techniques probabilistes plus standards de flots stochastiques. Nous obtenons
ainsi le résultat suivant :

Théoréme 4.4.1 Si les coefficients b, o, f,g sont uniformément Lipschitziens de constante K et que les hy-
pothéses (Hg), (D), (C) sont vérifices

3C = C(K,T,(Hg), (D), (C)), RY)" +R(Z)" < Ch,

et 'unique solution de viscosité u de (4.19) dans la classe des solutions continues da croissance polynomiale est
uniformément 1/2 Holder continue en temps et Lipschitz en espace, i.e. pour le méme C :

|U(t,$) - ’U,(t/, :E/)| S C(|t - t/|1/2 + |‘T - SC/|), V(tv'r)v (t/a :E/) eD.
Nous avons par ailleurs le controle suivant pour le temps d’arréts.

Théoréme 4.4.2 Sous les hypothéses du Théoréme 4.4.1, pour toute € (0, %), iC :=C(e, K, T, (Hg), (D), (C)),
Ejr — 7] < Ch}/?7,

Cette estimée s’obtient par des techniques de martingales et des arguments de changement de temps assez
similaires a ceux introduits au Chapitre 2. Par ailleurs, a & prés ce controle est optimal, cf. Théoreme 2.2.2.

C’est ainsi 'approximation du temps d’arrét qui domine dans l'erreur et 'on déduit de la Proposition 4.4.1
et des Théoremes 4.4.1, 4.4.2 la borne finale :

1
Ve € (0, 5), 3C := C(e, K, T, (Hg), (D), (C)), Err(h,T)? < Chl/2—=

4.4.3 Extensions et perspectives

Nous avons retenu pour la clarté de la présentation dans [6] un domaine cylindrique. Le résultat précédent
s’étendrait sans difficultés supplémentaires & domaine temps-espace vérifiant des hypotheses similaires a (C),(D).
De méme, pour un coefficient de diffusion non dégénéré il semble naturel de retrouver les méme estimées pour
le probleme elliptique, dans la mesure ou les moments des temps de sorties sont bien controlés pour le schéma,
d’Euler, voir Gobet et Maire [GMO05] ou [7]. En revanche les situations elliptiques dégénérées restent & ana-

lyser, en particulier le transfert des propriétés des temps d’atteinte associés a l'objet continu au schéma de
discrétisation.
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Chapitre 5

Estimation de densité : cas dégénérés
et applications

Nous présentons ici les résultats des articles [10], écrit en collaboration avec Frangois Delarue de I'Université
de Nice, et [11], en collaboration avec Vincent Lemaire de I'Université Paris 6.

Nous commengons par une synthese des principales techniques intervenant dans 'estimation quantitative de
densités de processus stochastiques. On soulignera en particulier les hypotheses de nature différente en fonction
des outils utilisés : hypoellipticité et régularité des coefficients pour le calcul de Malliavin, et du coté analytique,
uniforme ellipticité et mesurabilité pour des opérateurs sous forme divergence et uniforme ellipticité et Holder
continuité pour des opérateurs sous forme non divergence, voir aussi le Chapitre 3. Dans ce dernier cas, la notion
de probléeme de martingale de Stroock et Varadhan permet d’unifier I’approche probabiliste et analytique.

Nous détaillons ensuite 1'article [10] ol nous considérons une EDS vérifiant une hypothese d’Hormander
faible, i.e. c’est le coefficient de dérive qui propage le bruit dans le systeme. Sous de bonnes hypotheses, proches
de celles naturelles du point de vue analytique, nous retrouvons des estimées Gaussiennes de type Aronson en
régime non diffusif. Pour obtenir la minoration, une premiere approche consiste a utiliser la transformée de
Fleming qui permet d’exprimer le logarithme de la densité de la diffusion comme solution d’un probleme de
controle stochastique. Nous donnerons également une seconde preuve plus géométrique. La majoration découle
quant a elle de 'approche parametriz.

Les techniques développées dans [10] peuvent s’adapter a des schémas de discrétisation de certains processus
dégénérés ou non. Dans [11] nous avons obtenu des estimées Gaussiennes pour les densités de certains schémas
d’Euler. L’utilisation de techniques de concentration de la mesure : inégalités de Sobolev logarithmique, argu-
ment de Herbst, nous a permis d’en déduire des intervalles de confiance non asymptotiques pour ’approximation
de Monte Carlo.

5.1 Estimation de densité : quelques techniques et résultats

5.1.1 Opérateurs non dégénérés sous forme divergence

Considérons un opérateur sous forme divergence
1., o
Le(x) = 5div(a(z)Vip(z)) + (b(x), Ve(x), ¢ € C°(RY),

ou les coefficients a,b sont mesurables, b est borné, a est uniformément elliptique borné, i.e IA > 1, V€ €
R ATHE? < (a(x)€,€) < AJ€|*. Dans ce cadre, des techniques analytiques désormais classiques donnent que
pour tout 7' > 0, il existe des constantes C' := C(T, A, |b|oo), ¢ := ¢(A), (¢,C) € (0,1] x [1,400) telles que si p
désigne la solution fondamentale associée a L,

c! 1]z —yl? ¢ |z —yf” d ., od

e < < — - . .
L2 exp( c ; _p(t,z,y)_td/2exp — NVt x,y) € (0, T x R* x R (5.1)
Si par ailleurs b = 0 les estimées sont uniformes en temps, i.e. les constantes (¢, C') := (¢, C)(A) et (5.1) est

valable pour tout ¢ > 0. Nous appellerons pour la suite de ce chapitre inégalités de Aronson' des inégalités de
la forme (5.1), avec éventuellement une échelle diagonale non diffusive.

1. qui dans son travail fondateur [Aro67] a établi les inégalités (5.1)
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La borne supérieure s’obtient typiquement a l'aide des inégalités de Nash et d’opérations sur la forme de
Dirichlet associée a L. La borne inférieure s’obtient via la représentation spectrale du noyau de la chaleur tué
de L et un argument de chainage, voir Chapitre 7 de Bass [Bas97] ou Stroock [Str88].

Dans cette approche seule la non dégénérescence de a compte. Pour b = 0, ’aspect auto-adjoint est également
tres important dans les preuves et donne 'uniformité en temps.

5.1.2 Opérateurs sous forme non divergence

Soit maintenant
1
Lip(z) = 5tr(alt, z)D*p(x)) + (b(t, x), Vip(x)), t >0, ¢ € C5°(R?).

Nous avons vu au Chapitre 3.1.2 que pour a uniformément elliptique borné, n-Hélder continu en espace, nn > 0 et
b mesurable borné, on obtenait la borne supérieure de (5.1) & I’aide de la représentation en série parametrix, voir
aussi Friedman [Fri64]. Cette représentation fournit également la borne inférieure de (5.1) pour |z — y|/t'/? <
Co,t < Tp, ce qui avait été initialement remarqué par I'in et al. [IKO62]. L’extension & |z —y|/t*/? > Co,t < T
se fait par un argument de chainage tout a fait similaire a celui effectué pour les opérateurs sous forme divergence.
Nous reviendrons sur la structure du chainage que 'on peut en fait relier a un probléme de controle déterministe
en Section 5.2. L’extension a un temps arbitraire s’obtient par convolution ou par des arguments de changement
d’échelle (voir Section 2.3 de [10]).

Par cette approche la constante C' de (5.1) dépend du temps méme pour b = 0. Nous obtenons toutefois
les bornes Gaussiennes de fagon assez directe pour la densité de 'unique solution du probleme de martingale
associé a (a, b). Cette analyse s’étend sous les mémes hypotheéses au schéma d’Euler, voir Section 5.3. Méme si
I'on ne peut plus ignorer toute régularité spatiale sur a, la condition est assez peu contraignante.

5.1.3 Opérateurs hypoelliptiques et calcul de Malliavin

Considérons 'opérateur L = % iy A2 + Ag sous forme de Hérmander, ot les (Ai)ie1,r] sont des champs

de vecteurs réguliers sur RY, et qui est le générateur de la diffusion Xy = = + fot Ao(Xs)ds + fot Ai(Xs) o dW!
ol odW désigne l'intégrale de Stratonovitch. Si la dimension de 'espace vectoriel engendré par

Ai, - Ary [As Ajlo<ig<r, [Ads [Af, Arllo<ijk<r

au point initial z est R? (ot1 [,] désigne le crochet de Lie entre champs de vecteurs) 2, alors pour tout ¢ > 0, X;
admet une densité p;, cf. Norris [Nor86] ou Nualart [Nua98|. La question de l'estimation de cette densité est
dans le cadre hypoelliptique général tres difficile. Il est en effet tres délicat de mettre en évidence une échelle
globale intrinseque au systeme.

Plusieurs résultats ont néanmoins été obtenus ’aide du calcul de Malliavin. Cet outil (voir Malliavin [Mal97],
Stroock [Str83] et Nualart [Nua95]) permet de quantifier la sensibilité du systéme par rapport au bruit et cette
sensibilité se lit sur sur les dérivées de Malliavin et la matrice de covariance associée. La non-dégénérescence de
cette matrice donne l'existence de la densité. L’utilisation de cette technique pour 'estimation de densité est
due a Kusuoka et Stroock [KS84, KS85, KS87]. Dans le dernier travail, les auteurs établissent des estimées de
type Aronson sous des hypotheses d’Hérmander fortes, i.e. le bruit ne se propage dans le systeme qu’a travers la
composante diffusive. La normalisation diagonale provient alors du volume des boules hypoelliptiques de rayon
t1/2 centrées au point initial. C’est en effet une normalisation diffusive mais les boules ne sont plus euclidiennes
et le caractere “local” de leur volume apparait clairement. La décroissance hors diagonale est donnée par la
métrique de Carnot-Carathéodory, ou métrique de contréle, associée aux champs (A;);e1,,]. Ces résultats ne
sont valables que pour une dérive nulle ou engendrée par les champs de vecteurs de la partie diffusive.

Pour d’autres exemples d’application du calcul de Malliavin nous renvoyons & Bally [Bal90], pour une
discussion sur les liens entre matrice de Malliavin et hypotheéses de Hormander, & Cattiaux [Cat90], pour les
propriétés de résolvantes de diffusions hypoelliptiques, & Cattiaux et Mesnager [CM02] pour l'existence de
la densité dans le cadre non-homogene. Pour des résultats plus spécifiques sur I'estimation de densité nous
renvoyons & Ben Arous et Léandre [BL91], qui ont mis en évidence plusieurs régimes pour le comportement en
temps petit de la densité de certaines diffusions hypoelliptiques en fonction de la forme de leur dérive.

En résumé, dans un cadre dégénéré I'utilisation du calcul de Malliavin pour obtenir des estimées de densités
demande de la régularité sur les coefficients. Cette régularité n’est pas toujours nécessaire. Dans la section
suivante nous arrivons a obtenir pour une diffusion faiblement hypoelliptique des estimées de densités sous

2. Dans l'article initial [H6r67], Hormander supposait cette condition vérifiée en tout point de ’espace.
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des hypotheses proches de celles naturelles pour les opérateurs non dégénérés sous forme non divergence. En
particulier peu de régularité des coeflicients est nécessaire.

5.2 Estimations de densités pour un bruit propagé dans une chaine
d’Equations différentielles

Le modele que nous avons considéré pour Uarticle [10] est le suivant :

dX} = F(t, X}, .., X)dt +o(t, X}, .., X7 dWs,
dX? = F(t, X}, ..., X[")dt,
dX} = F3(t, X2,..., XM)dt, t>0, (5.2)

dX7 = F,(t, X1, XM)dt,

ot (W;)s>0 désigne un mouvement Brownien d-dimensionnel et pour tout i € [1,n], (X})i>0, est aussi a valeurs
dans R?.

Un exemple typique pour (5.2) est donné par un systéme de n oscillateurs couplés, chacun d’entre eux
bougeant verticalement et étant directement relié a son plus proche voisin, lorsque le premier oscillateur est

excité par un bruit aléatoire.

Précisons que les F; dans (5.2) ne peuvent pas dépendre des positions X}, ..., XZ ~2 . d’un point de vue physique
le bruit doit traverser les (i — 1) premiers oscillateurs avant d’atteindre le *™¢. Dans la dynamique différentielle
n’intervient que la composante qui transmet le bruit. Intuitivement cette condition permet la séparation des
échelles. Supposons que le bruit soit en effet transmis par la composante X*~! & la composante X?, ce qui
sera assuré par la condition de non dégénérescence des D, , F; (hypothese de type Hormander faible). Alors,
I’échelle caractéristique de X? est t*~/2 pour tout i € [1,n].

Des systemes de ce type apparaissent dans différents champs d’applications. Pour n = 2, (5.2) décrit la
dynamique de certains systémes hamiltoniens, voir Soize [S0i94] pour une synthese ou Talay [Tal02] et Hérau
et Nier [HNO4] pour laspect convergence & 1’équilibre. Toujours pour n = 2, (5.2) correspond a la dynamique
utilisée en finance pour les options asiatiques, cf. [BPV01] pour des questions de régularité du prix associé. Pour
n > 2, cette équation apparait dans des modeles de conduction de la chaleur, cf. Eckmann et al. [EPRB99] et
Rey-Bellet et Thomas [RBT00] ou la chaine d’oscillateurs est chauffée aux deux extrémités par des bains de
chaleur. Mentionnons également le travail récent de Bodineau et Lefevere [BLOS]).

Pour le reste de la section notre jeu d’hypotheéses (noté (A)) est le suivant :

(a) Le spectre de la fonction matricielle (¢,x) := (t, 21, - ,2,) € Ry x R™ s a(t,x) = [00*](t,x) est inclus
dans [A™!, Alpour A > 1.
(b) Les fonctions F1,..., F, et o sont respectivement uniformément Lipschitz et n-Holder continues (n € (0, 1])

par rapport aux variables d’état, pour une constante positive x.

(c) Pour tout i € [2,n], (t,(xi,...,7,)) € Ry x R=#HDd 1 fonction ;1 € R? s Fi(t,x;_1,...,2,) est
contintiment différentiable, la dérivée notée (t,z;_1,...,2,) € Ry x R=H2d s D Fi(t, @ 1,...,2,), est
supposée n-Holder continue de constante k en la premiere variable spatiale x;_1.

(d) Tl existe un ensemble convexe fermé &_1 C GL4(R) (ensemble des matrices inversible d x d) tel que pour
tout t > 0 et (x;_1,...,2,) € RO=H24 1a matrice D,, , Fi(t,x;_1,...,,) appartienne & &_;. Par exemple,
&, 1 <i<n-—1, peut-étre une boule fermée incluse dans 'ouvert GL4(R).

Le point (a) est une condition classique d’uniforme ellipticité de la matrice de diffusion. La condition (b) est
assez naturelle du point de vue des EDO/EDP. Elle garantit que PEDO sous-jacente a (5.2), i.e. lorsque I'on
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supprime le forcage stochastique, est bien posée. Par ailleurs on retrouve sur a I’hypothese usuelle de régularité
pour les opérateurs sous forme non divergence. La condition (c¢) est utilisée pour I'analyse de densité : on suppose
un peu plus de régularité sur F; par rapport a la composante x;_1 qui transmet le bruit.
Le point (d) traduit une condition de type Hormander faible qui permet la propagation du bruit dans le
systeme. L’hypothese de convexité est technique. Nous renvoyons a la Section 3 de [10] pour plus de détails.
En particulier, on retrouve comme au Chapitre 3 que les coefficients, supposés mesurables, peuvent étre
irréguliers en temps (F(¢,0) borné).

Théoréme 5.2.1 Supposons (A) vérifiée est que 'EDS (5.2) est uniquement soluble en loi. Alors, la solu-
tion (faible) de (5.2) admet pour tout t > 0 une densité p(t,.,.) qui vérifie des estimées de type d’Aronson.
Précisément, pour tout T > 0, 3Cr > 1,Cr = Cr(A,n, k, (E)iefi,n-1], 1, d), telle que pour tout t € (0,77,
(x,y) € R™ x R

C;lt_"Zd/2 exp(—CTt"]I‘t_l(Ht(x) - y)’Q) <p(t,x,y) < Cpt /2 exp(—C}lt’T[I(Gt(x) - y)’Q).

Ci-dessus, T; est la matrice d’“échelle” du systeme. C’est une matrice diagonale de taille nd X nd qui se
décompose en n blocs diagonauz de taille d x d ou le i®™° bloc diagonal est donné par t'Iy, ot Iy est la matrice
identité d x d. De plus, 0;(x) = (0}(x),02(x),...,0%(x)) désigne la valeur dans R™ au temps t de la solution
de 'EDO déterministe associée a (5.2) :

-1

0: Fi(t,0F,...,00),

Op = Fi(t,0,7',....0"), 2<i<n, Oh(x)=(05(x),...,0.(x)) =x. (5.3)

Le transport de la condition initiale x par le flot déterministe @ peut se voir comme une généralisation non linéaire
de I'exemple de Kolmogorov abordé en Section 3.2.1. La matrice d’échelle traduit le fait que X}, i € [1, n] oscille
autour de 6}(x) avec des fluctuations d’ordre t*~1/2, Pour i = 1, I’action du flot (d’ordre t) est négligeable devant
le bruit (d’ordre t1/2) en temps petit. A Popposé, pour i > 2, les fluctuations de X} peuvent étre beaucoup plus
petites que la distance entre §(x) et z; : le terme de transport joue alors un roéle clé dans I'estimée de densité
pour ces coordonnées.

L'effet multi-échelle dans l'estimation ci-dessus provient de la structure des coefficients (F;);e1,,) et de la
condition de Hormander (d) qui nous donne que le bruit se propage suivant une seule direction dans le systeéme.

Nous avons supposé ci-avant que F; était Lipschitz, en autorisant de fait les croissances linéaires. Sous réserve
d’unicité en loi le résultat précédent resterait valable pour F; mesurable borné.

Pour la suite nous réécrirons la dynamique de (5.2) sous la forme condensée

dXt = F(t, Xt) + BO’(t7 Xt)th,

ou F = (F,...,F,) et B désigne la matrice d’injection de R? dans R™?.

5.2.1 Transformée de Fleming

Pour prouver le Théoreme précédent nous allons exploiter la formulation de —logp(t,x,y) en terme de
probleme de controle stochastique. Ce procédé, connu sous le nom de transformée de Fleming, a été utilisé par
Sheu [She91] pour retrouver les estimées d’Aronson pour des opérateurs sous forme non-divergence dans le cadre
du Paragraphe correspondant a la Section 5.1. La représentation Feynman-Kac associée a cette transformation
amene a considérer un processus controlé ou le parametre de controle intervient comme dérive additionnelle
sur la premieére composante, non dégénérée, de ’équation initiale. Un choix pertinent de controle permettra
d’obtenir une minoration de la densité.

Nous supposerons par la suite, pour justifier 'existence de la densité que les coefficients (F;)ic[1,n) et o
sont réguliers en espace et en temps de sorte que le théoreme de Hormander appliqué a l'opérateur parabolique
0y + Ly donne Dexistence de la densité. Tous les résultats que nous obtenons sont uniformes par rapport aux
parametres de régularisation. Le théoreme se déduit ensuite par passage a la limite, sous réserve d’unicité en
loi, par des arguments de type Radon-Nikodym.

Fixons (T, y0) € (0,400) x R™ et posons pour € > 0 et (t,x) € [0,T — ¢] x R™ u.(t,x) = E[n.(X}*_)] ot
X®* désigne la solution de (5.2) pour X; = x et (1:)c>0 est une suite d’approximations régulieres strictement
positives de dy,. La fonction u. est solution du probleme de Cauchy

Oruc(t,x) + Lyuc(t,x) =0, (t,z) € [0,T —¢) x R™,
UE(T - EaX) = n&(x)a X € Rnd_
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Par ailleurs lim. g u. (0, x) = lim._o E[n. (X3 _)] = p(T, %, yo).
Introduisons maintenant pour (t,x) € [0,7 —¢] x R™, J.(t,x) = — In[uc (¢, x)]. Cette fonction vérifie 'TEDP

quadratique suivante

{atjs(t,x) + Ly Je(t,x) — 3{a(t,x)Dy, Je(t,x), Dy, Jo(t,x)) = 0, (t,z) € [0,T — &) x R, (5.4)
Je(T — &,x) = —In(n:(x)), x € R"%.
Le point clé consiste a remarquer que la partie différentielle précédente peut se réécrire

0Tt ) + Lo (1%) + i [(0, Day Je(t,%)) + %<a*1(t,x)v, 9] =0, (5.5)
ou 'infimum est atteint en v = v(t,x) := —a(t,x) Dy, J:(t, x) et redonne (5.4). Notons P(T — ¢) 'ensemble des

processus progressivement mesurables (v;)ieo,r—< & valeurs dans R? tels que E[IOT_E |vg2dt] < +o00. A tout
(ve)o<t<r—e € P(T — €) on peut associer une version contrélée de (5.2), i.e.

dx; = [F(t,x;) + Bv| dt + Bo(t, x;)dWt, xo = X. (5.6)

En exploitant (5.5), nous pouvouns écrire J.(0,x) comme la fonction valeur d’un probléeme de controle stochas-
tique :

1

3/ @ (X0 o vt — Tl (6] | (5.7)

J-(0,x) = inf E 5

(Ut)tEP(T—E)

L’équation (5.7) associée a l'identité — In(p(T,x,yo)) = lim._ J-(0,x) constitue 1’élément clé de notre preuve.
Elle intervient pour les deux bornes du théoreme.

5.2.2 Etapes pour la borne inférieure

L’idée principale est la suivante. Pour obtenir une borne inférieure sur p(7,Xo,y0), Xo € R, il est suffisant
d’obtenir une borne supérieure pour J.(0,x%p), uniformément en € > 0. D’apres la formulation (5.7), tout le
probleme consiste & trouver un controle (v¢)qejo,r—e Pertinent pour tout € > 0.

Le choix de (vt)o<i<r—- s'effectue en trois étapes :

(). Nous avons d’abord caractérisé la densité dans le cas linéaire, i.e. lorsque la dérive F est affine en espace,
et la matrice o ne dépend que du temps. La solution (X;);>o de (5.2) est alors un processus Gaussien. Sous (A),
la densité de transition existe et possede une forme explicite. De plus le terme hors diagonale de la densité peut
s’identifier a I’énergie du contrdle optimal pour le probleme de controllabilité linéaire déterministe, cf. Section
3 de [10]. En utilisant la convexité des ensembles du point (d) de (A), on peut alors déduire que la densité est
homogene aux bornes du théoreme. Enfin, le contréle optimal dans (5.6-5.7) s’écrit explicitement.

(#1). Pour se rapprocher le plus possible du cas précédent, I'idée naturelle est ensuite de linéariser 1’équation
controlée (5.6). Le point crucial est celui du choix de la courbe déterministe (¢,):cjo,7) autour de qui opérer
cette lindarisation. On écrit F(t, x)°) = F(t, ¢,) + DxF(t, d,) (X — ¢,) +o(|x)*° — ¢,]), ot DyF € M,4(R)
est la dérivée spatiale de F. De méme nous approchons le coefficient de diffusion o (t, x2*°) par o(t, ¢,). Comme
(¢, )o<t<T est déterministe, 'application z € R™  F(t, ¢,) + DxF(t, ¢,)(z — ¢,) est bien affine, le coefficient
de diffusion (o (¢, ¢,))o<i<T est déterministe, et 'on retrouve le cadre de (7). Un choix naturel consiste a prendre
(¢)o<t<r comme la solution du probleme de controle déterministe pour 'ODE naturellement associée a (5.2),
ie.

q.bt :F(ta ¢t)+B(ptat€ [O’T]; d)O = Xo, (58)

ot (¢)o<i<T est un controle déterministe de L2([0, 7], RY) solution du probleme de minimisation :

T
I(T,x0,y0) := inf{/ loe|?dt : g = %0, Pr=yo}. (5.9)
0

Des arguments usuels de contrdle, cf. Coron [Cor07] nous ont permis d’établir que I(7,Xo,yo) est finie,
i.e. équation (5.8) est contrdllable. Nous avons également établi que I(T,xp,yo) est du méme ordre que
T|T7(07(x0) — yo)|?. La comparaison avec Iénoncé du Théoreme 5.2.1, nous donne donc que I'énergie du
controle optimal déterministe va fournir la décroissance hors diagonale de la densité. De cette étape on décide
de choisir le controle v; dans (5.6) sous la forme vy 1= @4 + 0.
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(¢4i). 11 reste donc & choisir (vf);ejo,r—<]. Pour cela remarquons que d’apres (5.6) et (5.8), la dynamique de

0 , .
(X:™ — @y)o<t<T—- Sécrit :

d[x{* — ¢,] = [DxF(t,¢,)(X}™ — ¢,) + B(ve — ¢1)]dt + Bo(t, ¢, )dW; + dRy, (5.10)

ot (Ry)o<i<r—e désigne un terme de reste qu'une analyse de stabilité technique, car non linéaire, permet
de controler. Observons que Xg,x — ¢y = 0 et que XOT’fE — @p_. est a priori proche de yo —yo = 0. Ces
observations heuristiques font qu'un candidat naturel pour v° est le contrdle optimal Gaussien qui partant de 0
permet d’atteindre 0 en T'. Par I’étape (i), nous savons également calculer son cofit (au sens de la formulation
(5.7)) : celui-ci est & une constante additive pres de 'ordre de — 1n(T*"2d/ 2) et correspond dans le Théoréme
5.2.1 au controle de la densité sur la “diagonale”.

En résumé, de la formulation controle (5.7) on choisit un contréle particulier vy = ¢; + v, olt (©)tefo,r—e]
permet d’isoler les contributions hors diagonale, (v} )teo, 7] donne la vitesse diagonale. C’est I’étape de controle
des restes dans (5.10) qui est délicate. En effet, nous devons & ce propos utiliser des arguments de type Gron-
wall non linéaire qui font que 'on établira d’abord les bornes du théoréme en temps court. Un argument de
convolution ou de changement d’échelle permet ensuite de les étendre a temps arbitraire fixé.

La fonction I(T,x,y) introduite dans (5.9) est la fonctionnelle d’action des grandes déviations. Elle établit
un lien naturel entre le probléeme de controle déterministe (5.8-5.9) et la densité de transition de (5.2), cf.
Freidlin and Wentzell [FW98] pour le cas non-dégénéré et Ben Arous et Léandre [BLI1] pour des résultats
sous condition de Hérmander forte. L’utilisation de la transformée de Fleming, introduite par Sheu [She91] et
développée dans cette section permet une extension de ce lien lorsque le temps ne tend pas forcément vers 0.
Comme indiqué ci-avant, nous conservons a cause de I’étude de stabilité une contrainte de temps court.

5.2.3 Parametrix et majoration

La formulation (5.7) n’est pas la plus adaptée pour obtenir une majoration. En effet, il faut minorer J. pour
espérer majorer la densité. L’expression en terme d’infimum oblige alors a partir du controle optimal.

En revanche la structure du transport intervenant dans le terme exponentiel donne une bonne idée pour
construire une famille de processus Gaussiens de densités homogenes a celle du Théoreme 5.2.1 et qui serviront
de parametriz.

Notons par p7¥0 la densité Gaussienne qui en temps petit et yo doit étre “proche” de p(T, -,yo). L’exposant
(T,y0) de p7¥° indique que moyenne et covariance de p dépendent du temps final et du point d’arrivée ot 'on
considere la densité. Comme pour la minoration I'idée est de linéariser la dynamique de la diffusion (5.2) autour
d’une courbe déterministe. Comme c’est la variable spatiale d’arrivée qui est connue on va développer autour
de la solution de 'EDO rétrograde

d

Eet,T(YO) =F(t,0,7(y0)), t€[0,T); Or7(yo)= Yo

Le modele Gaussien associé s’écrit :
dX; = [F(t,0:7(y0)) + DxF(t,0:7(y0))(X¢ — 0:.7(y0))|dt + Bo(t, 0 1 (y0))dWy, t€[0,T).

Désignons par (f/tT’y")ogtST le générateur de X gelé au temps T et au point yo. On rappelle que la quantité
fondamentale pour le développement parametrix est le noyau
H(t7 Ta X, YO) - I:Lt,x - INJT7y0j| (ﬁT,yo (t7 Ta X, YO)) 5

t,x

cf. [MS67] ou Chapitre 3. Nous obtenons pour tout N > 1 le développement :

N T
p(T7X07y0) :ﬁ(05T7X07y0)+Z/ / ]3(0,t,X07Z>H®k(t,T,Z,y0>dZdt
k=170 JEM (5.11)

T
+/ / p(t,xo,z)H®<N+1)(t,T,z,yo)dzdt,
0 ]Rnd

avec p(0,t,xq,2) := p-%(0,1,%0,2z) et olt 'on rappelle

T
HEWD (4, T, 2, y0) ::/ H{(t,s,2,2 ) H*"(5,T, 2, yo)dz'ds.
t JRnrd
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Malheureusement nous n’arrivons pas a faire tendre N vers linfini dans (5.11). A cause du transport non
linéaire 6, nous n’avons pas réussi & controler les noyaux itérés (H®*);>; uniformément en k. Nous renvoyons
au Chapitre 3 pour le cas linéaire auquel la démarche usuelle s’applique.

Nous devons donc ici tronquer la série. Le point clé est que la formulation (5.7) permet d’établir que, pour
N suffisamment grand, le terme de reste

T
/ / p(t,x0,2) HENTY (¢, T, 2, yo)dzdt
0o Jrnd

dans (5.11) admet une borne Gaussienne dont on déduit estimée énoncée. Cette technique est a notre connais-
sance nouvelle.

5.2.4 Une seconde approche pour la minoration : parametrix et chainage

Nous avons développé dans [10] une deuxieéme méthode pour obtenir la minoration du Théoreéme 5.2.1. A
partir du développement (5.11), en exploitant la propriété régularisante en temps du noyau de convolution H et
les contrdles utilisés pour la borne supérieure, nous pouvons déduire dans 1’esprit de [IKO62] la borne inférieure
sur les “compacts” de la métrique en temps petit. Il existe Ty > 0 tel que pour tout (7,x,y) € (0,Tp] x (R"4)2
lorsque la métrique dr(x,y) := T1/2|T;1(0T(x) —y)| <Co, p(0,T,x,y) > C\T—4/2,

11 reste ensuite & 'obtenir pour dr(x,y) > Cy. La propriété de Markov donne

N-—-2

p(Ta X, y) ::/ p(oatlaxvzl) H p(tivti+lvzi;Zi+1)p(tN*15T7 zN*lvy)dzl"'dszla (512)
(Rnd)N—l =1

outy=0<t1 <to<..<ty=T, N e&N*.

L’idée est ensuite de choisir N, les (tz‘)z‘e[[o, N7 et des ensembles (Bz')z'e[[o, N (avec les conventions By =
{x},Bn = {y}) tels que pour (z;,2i+1) € Bi x Biy1,i € [0, N — 1], 'on puisse appliquer la borne sur les
compacts de la métrique pour p(t;, tiy1,2i, Ziy1). Si (ti+1*ti)1/2|Tt:i17ti (0t,1,t:(2i)—2i11)| < Co, 000, 4,(2;) =

F(S, Os,ti (ZZ‘)), S Z ti, Gtiyti (Zz) = Z;, alors p(ti, ti+1,Zi, Zi+1) Z Cl/(ti+1 — ti)nZd/Q. De (512) on éCI‘it

N-2

p(T,x,y) = /HNl p(Ovtl,szl)HP(tz‘,tiﬂ,Zi,Zz‘+1)P(tN71,T,ZN—l,Y)dzl---dZN—1
i=1 P i=1
N-1
i 1 g2
t?2d/2 u (tier — )2 a2 71

Si maintenant ¢4, — t; < T/N, |B;| > Co(TY2dp(x,y)/N)" 9 Vi € [0, N — 1], il vient

n?d/2 2 (N—1)n%d/2
(N d7(x,y)
T > ol (= L .
plxy) = CrUC T N

Pour N = [Kd2(x,y)] > 1, nous obtenons p(t,x,y) > ouCs = C1Cy/(K+1) < 1 pour K suffisamment

grand. On retrouve donc la borne inférieure en temps petit a partir de 1’écriture p(T',x,y) > % en

utilisant la définition de N. L’extension & un temps arbitraire se fait de nouveau par convolution ou changement
d’échelle.

La construction des (t;)icfo, N, (Bi)icfo,n] Vérifiant les conditions précédentes, est présentée en appendice
de [10]. L’idée est d’interpréter la construction usuelle dans le cas elliptique, cf. Chapitre 7 de Bass [Bas97], en
terme de probleme de controle déterministe de sorte a pouvoir le transposer a notre cadre.

Pour le cas non dégénéré, les ensembles B; sont des boules dont les centres sont uniformément répartis sur
la ligne droite reliant point de départ et d’arrivée. La ligne droite est ici la solution optimale du probleme de
controllabilité déterministe, ¢, = x+ % (y—x). Le déplacement ¥=* est constant ce qui explique I'’équirépartition.
L’idée dans notre cas dégénéré consiste a disposer le centre des ensembles B; le long de la trajectoire optimale
(¢¢)tejo,r) solution de (5.8). A une localisation technique prés® on définit tg = 0, Vi > 1, t; := inf{t > t;_, :

Gy
Tn2d/2"

‘fti—l los|?ds = I(T,x,y)/N},i.e. on considere une équirépartition en terme de niveau d’énergie. Les centres des
(Bi)ieq,N—1] sont associés a (@, )icq1,n—1], la géométrie de ces ensembles est liée a la métrique naturelle.

3. qui consiste & prendre I'infimum avec T/N dans la définition ci-apres en s’assurant que le nombre de pas de temps reste de
P'ordre de N.
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5.2.5 Extensions et perspectives

Ce travail ouvre de nombreuses perspectives. Tout d’abord le Théoreme 5.2.1 est énoncé sous réserve d’uni-
cité en loi. Si les coefficients de (5.2) vérifient (A) avec n > 1/2 nous obtenons cette identité en loi comme
corollaire d’un principe de comparaison de Ishii et Lions [IL90] pour les solutions de viscosité d’équations non
linéaires. Cet argument n’est pas tres approprié dans notre cas dans la mesure ou il n’utilise pas du tout I’aspect
régularisant du noyau de la chaleur. Par ailleurs, dans les preuves aucune limite de ce type sur n n’est apparue.
Dans un travail en cours?, je m’intéresse au probléme de martingale pour (5.2), dans le cas ot a est uni-
formément elliptique et continu en espace, en gardant inchangées les autres hypotheses dans (A). Comme dans
le cas non dégénéré, cf. [SV79], I'idée est d’établir des inégalités de Calderén-Zygmund pour le modele Gaussien.
Une des difficultés est dans notre cadre d’introduire une bonne métrique parabolique qui tienne compte de I’as-
pect multi-échelle. De I'unicité du probleme de martingale on déduirait immédiatement que le Théoreme 5.2.1
est valable pour 1 € (0,1]. Les estimées de Calderén-Zygmund permettraient également d’aborder des EDP
dégénérées semi-linéaires. J'essaie également de donner des contréles ponctuels sur les dérivées de la densité a
partir de 'analyse précédente.

En terme d’applications, on peut penser aux systemes Hamiltoniens, deux problemes associés a I’équation
(5.2) considérée apparaissent naturellement : le développement asymptotique de la densité en temps petit,
et lestimation du régime stationnaire, ainsi que de la vitesse de convergence vers ce dernier, sous de bonnes
conditions de stabilité. Pour I'estimée en temps petit, on s’attend a ce que le controle optimal dans la formulation
(5.7) soit proche du controle optimal déterministe dans (5.8). Il faudrait raffiner ’analyse de stabilité pour
I’établir rigoureusement. Adapter la démarche précédente a 'estimation en temps long sous conditions de type
Lyapunov reste a faire. Une idée pourrait étre de choisir comme controle dans (5.7) un controle optimal explicite
associé a un processus “canonique” pour le régime limite considéré, i.e. Ornstein-Ulhenbeck si la force de rappel
est & croissance linéaire.

Silon rajoute dans (5.2) un bruit sur la derniere composante on retrouve le cadre des modeles microscopiques
de mécanique statistique pour la diffusion de chaleur. Dans un modele linéaire d’interaction aux plus proches
voisins comme celui de Bodineau et Lefevere [BLOS], il serait intéressant de reprendre I'analyse précédente et
d’essayer d’obtenir des bornes de déviations non asymptotiques en temps. Nous avons prévu avec Raphaél Le-
fevere de discuter a ce propos.

Nous avons considéré ici un régime Gaussien qui permettait de faire apparaitre naturellement, et avec de
bonnes estimées, le lien avec le controle déterministe. Une extension naturelle consiste a considérer d’autres
régimes, i.e. lorsque des crochets de Lie d’ordre strictement supérieur a 1 interviennent pour engendrer ’espace.
L’exemple le plus simple consiste & étudier la densité du couple (x + W, fg(ac + Ws)*ds)i>0 ot (Wi)i>o est le
mouvement Brownien réel standard.

Pour k = 2 des formules “explicites” existent, cf. formule 1.9.8 de Borodin et Salminen [BS03] mais ne sont
pas directement exploitables pour déduire des controles a la Aronson sur la densité. Pour x = 0 et k impair
Chiara Cinti et Sergio Polidoro, des Universités de Bologne et Modena, ont obtenu dans [CP08] une borne
inférieure. Les outils sont ceux de la théorie du potentiel pour les opérateurs sous-elliptiques, cf. Bonfiglioli et
al. [BLUOT]. Nous avons avec ces auteurs étendu ces résultats pour k quelconque. Ce travail est en cours de
rédaction.

Par ailleurs, avec V. Konakov de 1'Université de Moscou, nous avons montré par des techniques de calcul de
Malliavin que ces estimées sont précises, i.e. qu’il existe une borne supérieure du méme ordre. Pour 1 =0 et k
quelconque nous obtenons e € (0,1],C := C(T') > 1 telles que pour tout (¢, (0,22), (y1,y2)) € (0,7] x ({0} x
R) x R? :

c! 0 S R ¢ pil* | ly2 — a2?*
W exXp (_C { m + t1+2/k S p(t; (Oa :L'Q)) (yla y2)) S W exXp | —¢ P + t1+2/k .

Ce travail est également en cours. L’idée est de bien comprendre la structure du transport de la condition initiale
pour = # 0. Nous y arrivons lorsque |yo — 22| > t|21]*, i.e. lorsque I'on est en grand régime par rapport au

2 kN2/k
) . . . - - —wo|—t
transport déterministe. Le terme dans I'exponentielle précédente s'écrit alors 122 tg“' + e zil‘ i

Le transport en petits régimes reste a analyser. Une piste peut étre d’utiliser des inégalités de Tcheby-
chev exponentielles & 1’aide des transformées de Laplace, voir Mansuy et Yor [MY09] pour le cas k = 2. La
caractérisation complete, i.e. pour tous les régimes, est une étape nécessaire en vue d’appliquer une méthode
paramétrix pour remplacer le Brownien par une diffusion.

4. S.Menozzi “Well posedness of the martingale problem for Kolmogorov’s equations”
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5.3 Estimation de densité et concentration

Nous présentons ici une application des estimées de type Aronson : 'obtention d’intervalles de confiance non
asymptotiques pour la méthode de Monte Carlo. La domination Gaussienne permet en effet d’utiliser les outils
usuels en concentration de la mesure, inégalité de Sobolev logarithmique et argument de Herbst (cf. Ledoux
[Led99]), pour déduire des inégalités de déviation non asymptotiques.

Nous avons abordé le cas des diffusions :

t t
Xi=x+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dWs, (5.13)
0 0

ot (X;)i>0 est a valeurs dans R? et (W;)i>o est un mouvement Brownien de RY. Par la suite nous ferons
référence a I’équation précédente en parlant du cas (a). Nous avons également considéré :

t t
X! = x1+/b(s,Xs)ds—f—/a(s,Xs)dWs,
0 0
t
X} = xzo+ [ Xlds, (5.14)

ot X; = (X}, X?) est a valeurs dans R? x R?. L’équation (5.14) est un cas particulier de (5.2) pour n = 2 et
F(x1,x9) = (b(x1,x2),21)*. Nous en parlerons comme du cas (b).

Les coefficients b, o des équations ci-dessus vérifient les hypotheses de la partie opérateurs sous forme non
divergence de la Section 5.1 dans le cas non dégénéré (a), et (H) de la Section 5.2 en supposant F; = b borné
pour le cas dégénéré (b).

Dans le cas (a), nous avons considéré le schéma d’Euler de pas de temps h := T/N, N € N*. Posons
Vi € N, t; =ih, et pour t > 0, ¢(t) := sup{t; : t; < t}. La dynamique s’écrit :

t

t
Xh = x+/0 b(d(s), X}y )ds +/O o (¢(s), Xjj(5) ) AW (5.15)

Pour (b) nous avons défini :

¢ t
Xkl = x1+/b1(¢(s),xg(s))ds+/ o (P(s), X)) AW,
0 0
t
XM = +/ Xh1ds, (5.16)
0
ol X' := (X', X]?). L’équation (5.16) definit un schéma complétement simulable & incréments Gaussiens.

Sur chaque pas de temps, les d dernieres composantes sont 'intégrale d’un processus Gaussien.
L’erreur faible pour ces modeles est bien comprise, voir Chapitre 1 et 3. Il reste donc a controler, avec les
notations de I’équation (1.5) :

M
E8in = 3 D (T (X)) — B (T, X)), (5.17)

ot T > 0 est fixé et ((qul)i)ieN* est une suite i.i.d de réalisations du schéma d’Euler (5.15) dans le cas (a) et
(5.16) pour le cas (b).

Dans le cadre ergodique, le controle non asymptotique de Uerreur a été étudié par Malrieu et Talay [MT06a].
Les auteurs ont réussi a établir que le schéma d’Euler d’un processus de diffusion multi-dimensionnel a coefficient
de diffusion constant vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique, qui implique la concentration gaussienne
(voir e.g. Ledoux [Led99]). La borne de concentration non asymptotique en découle aisément. Toujours dans le
contexte ergodique, mentionnons le travail de Joulin et Ollivier pour les chaines de Markov [JO09).

Notre but est ici différent. Nous souhaitons donner un controle pour 7" > 0 et ne pouvons appliquer di-
rectement la machinerie log-Sobolev, par ailleurs assez rigide pour le passage aux discrétisations, directement.
Sous les hypotheses précédentes nous avons néanmoins pu établir des bornes Gaussiennes dans les cas (a) et
(b). L’idée pour en dériver une borne non asymptotique est d’utiliser ensuite que la densité Gaussienne qui do-
mine vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique. On peut alors modifier 'argument de Herbst pour obtenir
I'inégalité de déviation souhaitée. Il faut toutefois gérer la constante qui apparait devant la densité Gaussienne
dans estimée d’Aronson suivante.
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Théoréme 5.3.1 (Estimées d’“Aronson” Gaussiennes pour le schéma d’Euler) Il existe c € (0,1], C >
1, C:=C(T,d,A, b)), c:=c(d,A), tels que pour 0 < j < j' <N :

Cilpcq(tj/ —tj,z,2') < ph(tj,tj/,:c,:c’) < Cpe(tj —tj,z,a'), (5.18)

ot p" désigne la densité du schéma d’Euler. Pour 0 < s < t < T, dans le cas (a), p(t — s,z,2') =
dj2 S
(Wc—s)) eXp(*C‘Q(t_J) ) et dans le cas (b)

d 1+
pe(t — s, x 2') = (L) eXp(—c{ |2 _-T1|2 +3|1'/21'2Tl(t5)|2}).

2m(t — )2 4(t — s) (t—s)3

Pour établir ce théoreme, les techniques sont les mémes qu’auparavant : i.e. représentation parametrix discrete
de la densité des schémas pour obtenir la borne supérieure, et méthode de chainage adaptée au cas semi-
Markovien du schéma d’Euler pour la minoration. Néanmoins, ce résultat est & ma connaissance le premier sous
les hypotheses usuelles précédentes. Il peut dans le cas non dégénéré se déduire de Gobet et Labart [GLO8] sous
des hypotheses plus fortes de régularité de b, 0.

Nous obtenons ensuite le résultat de concentration.

Théoréme 5.3.2 (Concentration Gaussienne ) Considérons pour le cas (a) une fonction f : R? — R
Lipschitzienne en espace et mesurable bornée en temps, vérifiant |V f(T,.)|leoc < 1. Pour le cas (b) on suppose
- _ 1 0
— 1 . 1 _ d
que f(T,x) = g(T,T7 x) ou Ty = 0 T,
bornée en temps, vérifiant |Vg(T,.)|eo < 1.
Pour les constantes ¢, C' du Théoréme 5.3.1, pour tout h =T/N, N > 1,

) et g est une fonction Lipschitzienne en espace et mesurable

M
Vr >0, VM >1, P [|E% ] = r+dcam] <2exp (a(T) 7’2> ;

1 |55 dans le cas (a),
oT) | (4- V13)5%  dans le cas (b),

et 507(1(7*) =2/a(T)logC.

Lorsque de plus f tend vers I'infini dans une direction, nous établissons une borne inférieure du méme ordre.
Nous renvoyons a [10] pour un énoncé complet du théoreme.

Le terme correctif d¢ (1) correspond a une borne supérieure pour la distance de Wasserstein entre les lois
de densités p"(T,z,.) et p.(T,x,.) lorsque celles-ci vérifient la condition de domination de I’équation (5.18). Si
C =1 ce terme correctif disparait. Dans ce cas la on est directement Gaussien. C’est en revanche le prix a payer
dans le cas général. Ce terme est fixé une fois pour toutes. Pour M grand, 'ordre de déviation typique donné par

le théoreme central limite est r = \;OM pour ¢y > 0 dépendant d’un seuil fixé et de la variance de f(T, X}). Du

fait de la technique employée, i.e. domination par une densité qui vérifie une inégalité de log-Sobolev, notre borne

. s , ) 1/2
n’est pas pertinente pour M tendant vers l'infini a T fixé. En revanche elle I'est tant que r = ﬁ > (%) /
et en particulier lorsque r = \;_OM et (%)1/2 sont du méme ordre. Ainsi, si le temps 1" est “petit”, la borne

non asymptotique restera valable jusqu’a M assez grand, relié a T par I'inégalité précédente. Un autre cas
intéressant est celui ot pour 7" > 0 fixé il est difficile de simuler un nombre important de trajectoires de Monte
Carlo. On peut penser pour illustrer ce dernier cas a un schéma d’Euler dont 1’évaluation des coefficients ferait
appel a des codes de calculs lourds.
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Annexe A

Unicité en loi pour certains systemes
dégénérés

Nous indiquons dans cette section les idées principales de la note [12] qui établit un lien entre la méthode
parametrix a la Mc Kean et Singer présentée ci-avant et la technique employée par Bass et Perkins [BP09] pour
prouver 'unicité du probleme de martingale pour un opérateur sous forme non divergence non dégénéré.

Cette identification et les contrdles obtenus dans Particle [10] permettent ensuite de prouver 'unicité du
probleme de martingale associé & I’équation dégénérée (5.2) sous les hypotheses (A) de la Section 5.2 pour tout

€ (0,1]. Ceci étend la validité du Théoreme 5.2.1, comme nous 'espérions (cf. Section 5.2.5).

A.1 Rappel sur le modele et la construction du noyau H
Nous rappelons la dynamique de X; qui sous forme compacte s’écrivait :

dXt = F(f, Xt) + BO‘(t7 Xt)th, (Al)

La linéarisation utilisée dans la méthode parametrix pour la majoration de la densité faisait intervenir pour
T > 0,y € R* I’équation linéaire :

dX}Y = [F(t,0:r(y)) + DF(t, et,T(Y))(XtT"y —0.1(y))]dt

A2
+ BO’(ﬁ, 0t,T(y))th; 0 S t S T, ( )

ot (0¢,7(y))e>0 est solution de 'EDO [d/dt]0.1(y) = F(t,0..1(y)), t > 0, avec condition terminale 07 r(y) =y

0 0
Dxng(ﬁ,X) 0 0
et V(t,x) € [0,T] x R* DF(t,x) = 0 Dy, Fs(t,x) 0 0 : est la sous-
; 0 : :
0 0 Dy, Fo(t,x) 0

diagonale de la matrice Jacobienne Dy F. Désignons par p7¥(¢,T,x,.) la densité de X;’y partant de x en
t.
Pour 0 < s <t < T, z,y € R", définissons le noyau de convolution H comme :
_ 1 _
H(s;t,2,y) = {(F(s,2), D0 (s,t,2,y)) + 5 Tr(a(s,2) D7, 5 (s, t,2,¥))} —
{(F(s,05,(y)) + DF(s,0,,:(y))(z — 05.4(y)), D2 (s, ,2,))
1 ~ = -
+§Tr(a(sa 05¢(Y)>D§1pt.’y(sv ta z, y))} = (L51Z - L?,le)pt.’y(sa tv z, Y)a (Ag)

ou L est le générateur de X et ii-‘;’ et p"Y(s,t,z,.) désignent respectivement le générateur a linstant s et

la densité A instant ¢ de XtY, X‘;’y = z avec coefficients “gelés” en t,y. L’indice z précise le parametre de
différentiation.
Nous avons établi dans [10] (cf. Lemma 5.5)
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Lemme A.1.1 Soit Ty > 0 fizé. 1l existe une constante Ca11 > 0, dépendant de (A) et Ty t.q. pour tout
t€0,T), T<Ty etzycR"™,

\H(t,T,2,y)| < Caxa(T — )2 gc, ., r—t(z— 0:7(y)).

24d
2

ot pour tout a > 0,t >0, gai(y) =t~ 2 exp(—a't|T; 'y|?), a,t>0, y € R",

Par le méme type de techniques que celles utilisées pour prouver le lemme précédent, on peut également
établir :

Lemme A.1.2 Soit une fonction h € CO(R™ R). Définissons pour tout (s,x) € [0,T] x R4,

Ve >0, B°(s,x) := / dyh(s,y)p* =Y (s,5 +€,%,y).
Rnd

Alors B (s,x) converge de fagon bornée et ponctuellement vers h(s,x) lorsque e — 0.

A.2 Unicité du probleme de martingale sous (A)

A.2.1 Résultats principaux

Le résultat principal de la note est le suivant :

Théoréme A.2.1 Sous (A) et pour n € (0,1], le probléme de martingale associé au générateur L dans (A.3)
est bien posé. En particulier, on a Uunicité en loi pour ’EDS (A.1).

Nous en déduisons le corollaire suivant.
Corollaire A.2.1 Sous (A) et pour n € (0,1], l'unique solution faible de (A.1) admet pour tout t > 0 une
densité qui vérifie les estimées d’Aronson du théoréme 5.2.1.

A.2.2 Preuve du théoreme A.2.1

Supposons que 'on ait deux solutions Py, Py du probleme de martingale associé a (L¢)e[s,7) partant de x
en s. Nous pouvons sans perte de généralité supposer 7' < 1. Pour une fonction f : [0, 7] x R*® — R borélienne
bornée, définissons :

/Tdtf(t,Xt)] , i€ [1,2],

ot (X¢)se[s,7) désigne ici le processus canonique associé & (IP;);e1,2). Précisons (comme il est mentionné dans
[BP09]) que Sf est seulement une fonctionnelle linéaire et non une fonction dans la mesure ot P; ne provient
pas forcément d’un processus de Markov. Posons :

SAf:=8'f—85%f, ©@:= sup [SOf|

[Ifllee<1

Remarquons que © <7T — s.
Si f € C2([0,T) x R™ R), par définition du probléme de martingale nous obtenons :

f(S, X) —|— Ez

T
/ dt(0r + Lt)f(t,Xt)] =0, i€[1,2]. (A.4)
Pour y € R™ fixé et € > 0, introduisons Vf € 05’2([0, T) x R™ R) la fonction de Green

T
V(s,x) € [0,T) x R, G=Y f(s,x) ::/ dt/ dzp'TeY (s,t,x,2) f(t, z). (A.5)
s Rnd
On vérifie aisément que

(0 + LEEY )Y (5,1, x,2) = 0,¥(s,%,2) € [0,8) x (R")2, 5% (s,6,%,.) — 0x().  (A6)

tls
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Si 'on définit pour toute fonction f € Cy*([0,T) x R*,R), (s,z) € [0,T) x R,

MSY f(s,x) = /T clt/]R ddzﬂiﬁ;&,yﬁtﬁ,y(s,t,x,z)f(t,z),
nous obtenons des équations (A.5), (A.6) :
(0G5 f + MY f)(s,%) = = f(5,%),¥(s, %) € [0,T) x R". (A7)
Introduisons désormais pour une fonction réguliere h € Cy*([0,T) x R™ R) et pour tout (s,x) € [0,T) x R™ :
O (s,x) = PV (s,s+¢,x,¥)h(s,y),
V() = [ dyGeY @) (s,

L’identité (A.5) donne :

T
U, (s,x) dy dt/ dzp'teY (s, t,x,2)PY (1, 2)
nd

nd

=

%\%\
%

nd nd

%

o
/ dt/ dzp'teY (s, t,x,2)p' oY (t,t + €,2,y)h(t,y)
T
/ dy/ dtp' =Y (s,t + e, x,y)h(t, y), (A.8)
Rnd
en utilisant la propriété de semi-groupe de la densité gelée. Ecrivons pour tout (s,z) € [0,7) x R,
@ L)Vsi) = [ dy(@.+ LG )(5.x)
Rnd
= / dy(0sG=Y %Y + MY dY)(s,x) +/ dy(LsG=Y =Y — MY DY) (s,x)
Rnd

Rnd

= —/ dy@a’y(s,x)—i—/ dy(LyGEY®*Y — MEYD™Y)(s,x) = If + I,
Rnd Rnd ’

en utilisant (A.7) pour avant derniére égalité. Le Lemme A.1.2 donne I§ — —h(s, x). Par ailleurs,

e—

T
I = / dt/ dy(Ls — LESEY)P Y (s, t + £, %, y)h(t,y)
s ]Rnd

T
/ dt/ dyH(s,t+¢,%x,y)h(t,y).
s Rnd

Du Lemme A.1.1,

|15

IN

T
Canallll [ dbft =972 [ dyge,, ek = Ouricly)

IN

T
[WlcCan [ttt 2= )7 [ dyge, gises(Brec(x) = 3) < Can{(T = 5) V)2
s n
(A.9)
en utilisant la propriété de bi-Lipschitz continuité du flot pour I'avant derniéere inégalité, en modifiant C'4 9 dans

la derniere (cette constante modifiée ne dépend toutefois que de (A)). Ainsi, pour T suffisamment petit nous
avons par (A.9)

1
1131 < Sl1Plloe- (A.10)
L’équation (A.4) et la définition précédente de S donnent :

SA((8s + Le)W.) = 0 = |SAIT| = |SA IS
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Par la partie convergence bornée du Lemme A.1.2 et (A.10), nous obtenons :

hllse

|SAh| = lim |SAI5| = lim |SAI5] < © limsup |I5] < ©—=2
e—0 e—0 e—0 2

Par un argument de classe monotone, I'inégalité précédente reste vraie pour toute fonction A mesurable bornée,
& support compact dans [0,7') x R"?. En prenant le supremum sur ||Al| < 1, on arrive & © < 10 ce qui donne

O =0 comme © < +o0. Ainsi, E; UST dth(t, Xt)} =E, U;T dth(t, Xt)} ce qui prouve le résultat sur l'intervalle

[0, T]. Les probabilités conditionnelles régulieres permettent d’étendre le résultat sur R* (voir Chapitre 6.2 de
Stroock et Varadhan [SVT79]).
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