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ment n (n = L,T) du mode (7,n)

R =(0,z,y,z) : repére cartésien

=

U(z,z) : vecteur déplacement complexe

UpL(x,z) : vecteur déplacement complexe longitudinal

Ur(z,z) : vecteur déplacement complexe transversal

Aé:’") : composante suivant j (j = x, z) du champ de déplacement  (n = L, T) du mode
(7,7)
(V] U,g_:’”) : composante suivant j (j = x,z) du champ de déplacement n (n = L,T) du

mode (7,n) & Vordre N des approximations successives

(N)a(,;’n) : correction de la composante suivant j (j = , z) du champ de déplacement 7
(n=L,T) du mode (r,n) a Pordre N

Uy, et Up_: composantes respectivement suivant les directions 2 et z du vecteur dépla-
cement complexe longitudinal

U'Tm et U'Tz: composantes respectivement suivant les directions = et z du vecteur dépla-
cement complexe transversal

T : tenseur des contraintes
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Tm, Ty, et Ty, - composantes du tenseur des contraintes

}A’,,(J.T’") : admittance équivalente de paroi du mode de Lamb (7,n)
z1 et zo : surfaces rugueuses délimitant le guide réel

2> et z< : coordonnées des fonctions de Green h,); et G,

x : variable d’intégration (fonctions de Green)

alT™ : parameétre associé a Padmittance ¥,

61:‘,(7:’”) : opérateur intégral sur les frontiéres rugueuses des composantes du champ de
déplacement du mode (7,n)

fg‘;) : opérateur intégral sur les frontiéres (lisses) du guide extérieur des composantes du
champ de déplacement du mode (7, n)

f‘%’") : opérateur intégral sur les frontiéres rugueuses des composantes du champ de dé-
placement du mode (7,n)

Ky, @ projection suivant la direction z du nombre d’onde k, (x est la projection suivant
x)

A : périodicité spatiale de la rugosité

A et u : coefficients de Lamé

w : pulsation

p : masse volumique du solide isotrope constituant le guide






INTRODUCTION

Le probléme de la propagation dans les guides d’ondes & géométrie complexe a fait
I’objet de nombreuses études dans diverses disciplines de la physique, dont ’acoustique.
En acoustique, les champs d’applications touchent & plusieurs domaines, dont celui du
Controle Non Destructif (CND) par ultrasons qui a motivé au départ ce travail de thése.
L’étude de la propagation des ondes élastiques dans des plaques présentant des défauts
en surface ou en volume trouve sa place dans divers domaines industriels (aéronautiques,
automobiles, aérospatiales, ...) pour le controle de I’état de santé des matériaux. Le CND
est utilisé pour inspecter ’état des matériaux, que ce soit pendant leur élaboration ou
au cours de leur utilisation, afin par exemple de suivre de possibles endommagements ;
il est aussi utilisé pour le controle de piéces aprés usage. De nombreux travaux sont
réalisés sur diverses configurations, dont ’étude sur la propagation dans des matériaux
composites [1,2], dans des matériaux fissurés [3,4] ou dans les matériaux stratifiés [5-8];
d’autres études sont menées sur des sujets plus académiques tels la réflexion de bord de
plaque [9-11], la propagation dans des plaques inhomogeénes [12,13] ou la propagation
dans des plaques viscoélastiques [14-16]. Un des enjeux reste I’obtention de méthodes
plus simples et/ou plus rapides que celles disponibles & ’heure actuelle, qui permettent
de modéliser la propagation d’ondes dans des situations plus ou moins complexes.

Concernant 1’étude de la propagation d’ondes dans des guides rugueux, objet du
travail présenté dans ce mémoire, diverses applications peuvent étre envisagées, telles la
caractérisation de ’état de surface d’un matériau, la vérification de la qualité d’un collage
dans une structure assemblée, la mesure des caractéristiques d’une couche de peinture,
la détection d’effets de corrosion ou d’imperfection d’usinages, ... La rugosité peut étre
caractérisée par des paramétres statistiques, tels que la profondeur créte & créte, moyenne
ou RMS (entre autres parameétres proposés dans la littérature) ; elle peut également étre
caractérisée par des fonctions spectrales pour révéler des périodicités spatiales du profil.

L’étude menée ici porte plus particuliérement sur les effets de rugosité de frontiéres
de guides d’ondes fluides ou solides sur la propagation acoustique, en vue, en pratique,
de caractériser cette rugosité par analyse de son influence sur la propagation des ondes
guidées. Le processus de diffusion sur ces rugosités de parois se traduit par des couplages
modaux, transferts d’énergie entre modes créés ou non par des sources, modes propres
en fluides ou pour des ondes SH dans les solides, modes de Lamb dans les guides solides.
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L’étude des effets des parois rugueuses sur la propagation d’ondes prend une part
importante de la littérature dans le domaine de 1’acoustique. Plusieurs modéles ont
été développés pour décrire la propagation de champs scalaires (champ de pression
en fluide ou champ de déplacement des ondes SH) [17-21], parmi lesquels la méthode
multi-echelles [22-26] et la méthode multimodale [27-29] comptent parmi les modéles
les plus utilisés pour décrire le couplage d’ondes da aux irrégularités de surface. Les
modeles décrivant la propagation des ondes de Lamb sont plus rares [30,31], la condition
d’orthogonalité des modes de Lamb restant un outil mathématique relativement complexe
[32-34]. Les principaux modéles développés sur ce sujet reposent essentiellement sur
des méthodes multi-modales [29, 35, 36]. Le formalisme intégrale tensoriel parfois utilisé,
qui repose sur le théoréme de Green [37,38], fait appel a des notions relativement
complexes & mettre en ceuvre [29,39,40]. La réflexion et la transmission d’ondes sur des
interfaces rugueuses ont également été étudiées [41-44]. De nombreux modéles ont aussi
été développés pour prédire la propagation d’ondes de surface (ondes de Rayleigh et ondes
de Love notamment) & U'interface séparant deux milieux et comportant des irrégularités
périodiques ou non [38,45-50]. Enfin, la propagation dans les guides périodiques et les
notions qui y sont attachées (bandes d’arrét, bandes passantes, accord de phase, ...)
ont été trés largement traitées [51-60] et de nombreux résultats expérimentaux sont
disponibles dans la littérature [59,61-64]. Ainsi, de nombreux modéles sont proposés
dans la littérature, mais aucun ne permet d’allier semble-t-il simplicité de mise en ceuvre,
rapidité en terme de temps de calculs et efficacité (pour traiter notamment tout type de
rugosité). C’est dans ce contexte que s’inscrit cette thése, dont I’objet est alors de proposer
des modéles simples, rapides et efficaces, qui permettent de traiter la propagation dans
les guides & surfaces rugueuses, les rugosités restant de faibles perturbations (comme
c’est le cas pour les applications envisagées) et de pouvoir relier les caractéristiques de
ces rugosités a des parameétres acoustiques accessibles & la mesure.

Malgré I'importance des travaux qui touchent de prés ou de loin aux préoccupations
de I’étude présentée ici, la mise en place d’un modéle susceptible de traiter simultanément
des problémes en guides fluides et solides, dont Iefficacité et la relative simplicité d’emploi
le rende utilisable en pratique, restait, & nos yeux, a envisager. C’est ainsi que, dans ce
cadre, une nouvelle formulation est proposée, qui repose sur la formulation intégrale
(théoréeme de Green) des équations de propagation scalaires et sur une recherche de
solutions sur des bases modales appropriées ou, pour les ondes élastiques, sur des modes
de Lamb exprimés dans le cadre de cette formulation (le choix de fonctions de Green
(scalaires) appropriées en propagation fluide et solide jouant l1a un role important). Les
relations entre champs acoustiques (de pression ou élastique) et profils de rugosité ont
été étudiées pour tous types de rugosité, mais plus particuliérement pour des rugosités
périodiques qui permettent des analyses plus avancées.

Le premier chapitre est consacré & la mise en place de deux modéles pour décrire la
propagation d’ondes acoustiques dans des guides fluides & parois rugueuses, I’un repris
d’une étude préalable [65], 'autre proposé comme alternative. La dissipation dans les
couches limites thermo-visqueuses est prise en compte dans le but de comparer les effets
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des processus de diffusion dus a la rugosité et de dissipation pariétale. Les résultats
obtenus avec ces deux méthodes sont comparés, en termes de stabilité et de convergence,
ce qui méne au choix définitif du second modéle. Enfin, un modéle de source pariétal, en
relation avec le champ de pression incident recherché, est proposé en vue d’orienter les
choix de sources en pratique.

Le second modéle développé au premier chapitre est ensuite adapté dans le second
chapitre pour modéliser la propagation d’ondes de cisaillement polarisées horizontalement
dans des plaques solides isotropes délimitées par des parois striées (stries et polarisation
des ondes restant colinéaires). Les résultats obtenus par ce modéle sont discutés et
comparés i d’autres résultats théoriques et expérimentaux, dont ceux issus d’expériences
réalisées en collaboration avec le LOMC au Havre.

Le troisitme chapitre a pour objet de faire le lien entre les couplages des modes
guidés (ondes en fluides ou ondes SH dans les solides) et les rugosités de surface, rugosités
tout d’abord périodiques qui permettent de mettre en évidence les paramétres clés du
guide qui interviennent dans les couplages modaux, puis rugosités plus complexes qui
permettent de mettre en lumiére la corrélation entre rugosité et propagation.

Le quatriéme et dernier chapitre aborde la propagation des ondes de Lamb dans
les plaques rugueuses. Le probléme est traité, en termes d’équations intégrales scalaires
et de fonctions de Green adaptées, séparément pour chacune des composantes des
ondes longitudinales et transversales (& I'instar du modéle développé dans les chapitres
précédents), ces équations étant couplées par les conditions de contraintes nulles sur les
frontiéres rugueuses. Les résultats obtenus pour le couplage des ondes de Lamb sont
ensuite comparés a des résultats expérimentaux disponibles dans la littérature.

En résumé, ce mémoire présente un modéle unique et relativement simple & mettre
en ceuvre, qui se décline de fagons différentes suivant que l'on traite de propagation
d’ondes SH en solides ou d’ondes en fluides, ou suivant que l'on traite d’ondes de Lamb.
Ce modéle permet dans tous les cas de traiter de la propagation en guides & parois
rugueuses ; peut-étre ouvre-t-il ’espoir de répondre & certaines attentes dans le domaine
du Controle Non Destructif par ultrasons.

N. B. : Pour une part, ce travail de thése s’inscrit dans le cadre d’une collaboration
avec le Laboratoire Ondes et Milieux Complexes (LOMC, FRE CNRS 3102) du Havre
et avec 'Institut d’Electronique, de Microélectronique et de Nanotechnologies (IEMN,
UMR CNRS 8520) de Lille. Cette collaboration, sous la tutelle de la Fédération
Acoustique du Nord-Ouest (FANO, FR CNRS 3110), permet (notamment) d’allier
modélisation analytique (LAUM, objet de cette thése), approche expérimentale (LOMC),
et simulations numériques (IEMN, logiciel ATILA) sur le théme de la propagation en
guides rugueux.






Chapitre 1

CHAMP ACOUSTIQUE EN GUIDE A PAROIS
RUGUEUSES ET FLUIDE DISSIPATIF

Comme mentionné dans 'introduction de ce mémoire, ’objectif du travail est de
développer une méthode qui repose au départ sur un article récent [65], pour modéliser
la diffusion des ondes acoustiques par des rugosités de parois de guides d’ondes. Cette
méthode repose sur le formalisme intégral classique des problémes aux limites de
I’acoustique en milieu fluide, les solutions étant exprimées sous forme modale. Il apparait
que la convergence de la technique d’itération retenue pour exprimer les couplages de
modes dus a la rugosité n’est assurée que dans la situation de trés faible rugosité.
C’est ainsi que nous avons été amenés, aprés analyse des facteurs responsables de cette
convergence relativement lente, & modifier la présentation du modéle en terme d’ordre
dans D'application de la formulation intégrale et de la méthode modale de résolution
retenue, sans changer le fond de la méthode.

C’est 'objet de ce chapitre que de présenter ces deux modéles et de comparer la
convergence des solutions retenues pour chacun d’eux. Ils sont désignés dans la suite par
la forme qu’ils prennent, & savoir respectivement pour le modéle d’origine et celui proposé
ici : projection modale des équations de propagation suivie de la résolution reposant sur
la formulation intégrale (modéle désigné par ’acronyme MI), formulation intégrale puis
projection modale (modéle IM). De surcroit, les effets réactifs et dissipatifs des couches
limites thermovisqueuses sont pris en compte sous forme d’une admittance équivalente
de paroi, pour en analyser les effets sur ’amplitude des modes considérés, en regard de
ceux liés & la rugosité de parois. Enfin, le couplage source-champ, le plus souvent occulté
dans les modéles, mais aussi le plus souvent pierre d’achoppement de ’expérimentateur,
est traité de maniére & pouvoir modéliser la nature du champ source pour une fonction
source harmonique définie par sa localisation et par son extension, son amplitude et sa
phase (la rétro-action du champ sur le fonctionnement électroacoustique intrinséque de
la source est négligé). A noter que dans le second chapitre et les suivants, seul le dernier
modele (IM) préconisé dans ce premier chapitre est retenu (en raison de sa stabilité et
de sa rapidité).
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1.1 Le probléme fondamental

1.1.1 Le guide a parois rugueuses

Le repére cartésien choisi est défini par R = (O, z,y, z), la base orthonormée associée
par B = (€,,€y,€.), les composantes dans la base B des vecteurs position 7 et 7' étant
notées respectivement (x,y, z) et (a’,y’, 2’). Le guide d’onde étudié est une plaque fluide
délimitée par deux plans paralléles rugueux de longueur et de largeur infinies (figure
1.1). Le domaine D de frontiére 0D considéré dans la suite est défini par = € [0, +o0],
y €]—00, +00[ et z € [21, 22, out les coordonnées z; et zo définissent les cotes des frontiéres
du guide, donc celles de la rugosité pour & compris dans 'intervalle [0, ¢]. Les coordonnées
des surfaces rugueuses 0D définies par (—L,/2+ hy) et (L./2 — ha) sont notées dans la
suite, par commodité, z; et 2z, les fonctions arithmétiques hy et ho définissant les profils
de rugosité. Les vecteurs 7i; et 73 sont les vecteurs unitaires respectivement normaux aux
surface 21 et zo en tout point des rugosités, et orientés vers l’extérieur du guide. Pour
les besoins du modeéle, deux guides fictifs sont définis, I'un d’épaisseur L, (domaine Dg
de frontiére 0Dy), défini par = € [0, 400, y €] — 00, +o0] et z € [-L,/2, L, /2] et Pautre
d’épaisseur d (le premier est extérieur au guide réel et le second intérieur).

=
o

(b) (©

Figure 1.1 — (a) Schéma du guide d’onde délimité par deux surfaces rugueuses. (b)

Coupe dans le plan y = 0. (c) Zoom sur les rugositeés.
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Exprimée en fonction de la normale unitaire 7, & la paroi située en z, (¢ = 1,2), la
dérivée normale correspondante prend la forme
1

+ [@h)0e + @0, + (-1)10.) . V@) a=12 (L)

ou

Ny =/ (@chg)® + (0yhe)? +1, (1.2)
0, représentant la dérivée partielle par rapport & la variable wu.
Le fluide, dissipatif et au repos, est caractérisé par la masse volumique pg, la célérité
adiabatique ¢y, le coefficient de viscosité de cisaillement pg et le coefficient de conduction
thermique A\g. Le mouvement est supposé harmonique de pulsation w [la dépendance au
temps étant exprimée par le facteur exp(iwt)].

1.1.2 Modéle de dissipation et réaction des couches limites
thermo-visqueuses

Les échanges de chaleur entre le fluide et la paroi (dus aux écarts instantanés de
température associés & la pression acoustique) et la friction visqueuse du fluide sur la
paroi (due au déplacement acoustique) impliquent des pertes d’énergie et un retard a la
réflexion sur la paroi rigide. Dans la mesure ot les épaisseurs des couches limites thermo-
visqueuses restent ici trés inférieures aux dimensions transversales du guide fluide, ces
pertes d’énergie et ce retard peuvent étre modélisés par une admittance équivalente de

paroi Y telle que [66] :
. ko | k2
V=(1+iy/ 3 [zg/&, +(v— 1)54 : (1.3)
0

ott ko /ko est le rapport de la projection ky,, sur le plan de propagation du vecteur
d’onde acoustique ko et de sa norme (ko = w/cp), ou v = Cp/Cy deésigne le rapport des
capacités calorifiques (massiques) respectivement & pression et volume constants et ou
les paramétres &, = /2ug/pow et dp = 1/2Xo/powCp sont des épaisseurs des couches
limites respectivement de viscosité et de diffusion thermique. Le rapport k3 1/ kZ est le
carré du sinus de I’angle d’incidence de l’onde sur la paroi (le facteur lié a la viscosité
s’annule pour une incidence normale et est maximal pour une incidence rasante). Etant
donné que le propos se limite ici & ’évaluation de 'ordre de grandeur relatif des effets de
rugosité et de dissipation sur les ondes, ce facteur est dans la suite remplacé par sa valeur
moyenne égale & un demi (dans les faits, il dépend de la nature de 'onde considérée).
Selon la formule de Reech, le facteur « représente le rapport des pentes de I’adiabatique
(1/xs) et de l'isotherme (1/x7) dans le diagramme de Clapeyron. Par suite, la relation

y—1=X XS (1.4)
Xs
représente une "mesure" de l'intervalle dans lequel la compressibilité y prend sa valeur
(ce facteur prenant au demeurant ici des valeurs complexes qui traduisent un effet de
relaxation thermique).
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1.1.3 Equations fondamentales, formes de solutions

Dans le cadre des hypothéses de ’acoustique linéaire, le champ de pression complexe
acoustique harmonique p(z, y, z) est solution du systéme d’équations suivant, comportant
I’équation de propagation et des conditions mixtes aux frontiéres,

(02, + 2, + 0% + k3] p(7) = —f(7),  FeD, (1.52)
[anq + ikoﬂ B =0, 7e aD, (1.5b)
absence d’onde retour & l'infini, (1.5¢)

ou la fonction f(7) représente amplitude (harmonique) du champ source incident
I’entrée du domaine, les ~ représentant des valeurs complexes.

Le probléme (1.5) est traité dans la suite par deux méthodes intrinséquement
équivalentes, qui font intervenir le développement de la pression sur une base de fonctions
propres du guide fictif & géomeétrie compatible extérieur au guide & parois rugueuses
et la formulation intégrale. La différence entre les deux méthodes, mentionnée dans
I'introduction de ce chapitre, réside essentiellement dans ’ordre d’utilisation des deux
procédés mathématiques : dans la premiére méthode, la formulation intégrale précéde le
développement modal, a contrario de la seconde méthode.

Dans les deux cas, la pression est recherchée sous la forme d’un développement sur les
fonctions propres (2™ (z) dans le domaine [—L, /2, Lz/2],

2 o]
Pla,y,2) = > AT (@)™ (2), (1.6)
o=1m=0
ou la variable dichotomique o peut prendre les valeurs 1 et 2 et ou le nombre quantique m
prend les valeurs entiéres de 0 & I'infini. L’introduction de la variable o permet de séparer
les modes en fonction de leur symétrie par rapport au plan z = 0 : la valeur 0 = 1 est
relative aux modes antisymétriques i(l’m) et la valeur 0 = 2 aux modes symétriques
H@m),

1.1.4 Fonctions propres

Les fonctions propres retenues ici sont solutions du probléme aux valeurs propres
transverse pour le guide & géométrie compatible (guide extérieur au guide réel),

) L. L.
{32 ( (o, m>) } HEM () =0, e {—2, 2} , (1.7a)
{az + z‘koff} O™ (2) =0, 2= j:%. (1.7b)

Les fonctions propres antisymétriques et symétriques ont pour expressions respectives
(annexe A),

Y™ (2) = (N(l’m)>_l sin (félm”z) , (1.8a)
Y™ (2) = (N(Q’m)> o cos( (2,m) ) , (1.8b)
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ot les coefficients de normalisation N(°™) sont donnés par la relation,

L, ikoYV

Nlom) — | 22 1.
2 + ~(o,m) 2 oo\ 2 ( 9)
(&) = (#7)
et ou les valeurs propres )an’m) sont solutions des équations transcendantes
~(1,m) A(l,m)L
X2 e (X2 , (1.10a)
tkoY 2
ik }A/ A22,m)LZ
0L pan [ X222 (1.10D)
)A(gQ,m) 2

Dans le cas particulier du fluide parfait (Y = 0), les valeurs propres s’écrivent :

2 0o
Elom) = (mzil)w, (1.11)

ol 6,1 est le symbole de Kronecker.

La fonction de Green choisie dans le formalisme intégral retenu dans la suite est définie
dans le domaine Dy du guide & géométrie compatible (guide extérieur) et satisfait & des
conditions aux frontiéres mixtes faisant intervenir ladmittance de paroi Y donnée par la
relation (1.3) :

|02, + 02, + 02 + K| G(7,7') = ~o(F ~ 7), 7.7 € Dy, (1.12a)
[az + ikoY]G(F, 7y =0, 7€ dDy et 7' € Dy, (1.12b)

ou §(7 — 7’) est la fonction de Dirac. Cette fonction de Green peut étre développée sur
la base des fonctions propres orthogonales (1.8) comme suit [66,67] :

2 oo
G,y 20,y ) = 3057 g0 (@, yf )OO () (2), (1.13)

o=1m=0

otl les coefficients g(>™) [donnés plus loin par la relation (1.40) pour le cas du guide a
deux dimensions] sont des fonctions de Green & deux dimensions, solutions de I’équation,

. 2
[OﬁI + 8§y + (kfﬁjm)) ] gz xy) = —8(x — )y — i), (1.14)
avec

(k) = k3 - ()", (1.15)

1.2 Modéles analytiques

1.2.1 Premier modéle (MI)

En intégrant sur [z1,29] le produit de ’équation (1.5a) par la fonction propre
w(”’m)(z) et en effectuant une double intégration par parties d’un des facteurs, I’équation
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de propagation (1.5a) devient, compte tenu des relations (1.7a) et (1.15),

z2 . . 2 #2 . N
/ Blem () [aﬁw + 02, + (kgm) ] p(z,y,2)dz = / P (2) f(w,y,2)dz

~ ~ z2
= [0 (0.5, 2) — Bla,y, 200 ()] (116)
z1
Compte tenu de l'expression de la dérivée normale sur chaque frontiére rugueuse (1.1)
ainsi que des conditions aux frontiéres (1.5b), le terme 0.p(z,y, z) de I'équation (1.16)
peut étre mis sous la forme

0 = (1) [(Duhg)s + (0,h)0y + KoV Ny | B, V(wy), 2=25 a=1,2.
(1.17)
Le report de ces conditions aux frontiéres (1.17) puis du développement modal de la
pression (1.6) permettent d’écrire I’équation (1.16) sous la forme

2 oo

. 2] i . X
> {321 + 0y, + (ké?m)) } Al (2 y) /W”’m)(zw(a’”)@)dz = —S@m) (g, y)

a=1 pu=0 oy

2 oo 2
30D BN Ny, 2) { D (2) A (2, } . (L18)
a=1p=0q=1 z=zq(%,y)
ot la fonction source $(7™)(z, y) est définie par
z2
30m ayy) = [ 9 f oy, 2)d (119

z1
ot le second terme du second membre de ’équation (1.18) provient du terme entre crochet
de l’équation (1.16) et ou l'opérateur O(x,y, z) est défini par
’ V(x,y), g=1,2.

(1.20)
Compte tenu de l'orthogonalité des fonctions propres dans le domaine [—L, /2, L. /2] (sur

N 1
O(w,y,2) = ihoV + < [((%hq)am + (0,hg)0y + (—1)%92]

q

Z=Zzq

I’épaisseur du guide extérieur), il vient :
2
2 2 7.(ocm A(o,m _ G(o,m

3

a=1lp

>

a=1lp

2
> (N0, y.2) {7 () A (2. y) )

0g=1

]38

z=2q(2,y)

M2

> (o,m 7.(c,m 25 a
B((a:u)) (x,y) {851 + 8§y + (kg(gy )) } Al ’“)(:E,y), (1.21)

0
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les coefficients B((Z m)) étant donnés par la relation,

z1(x,y) L,/2
Brm@ = | [ ae+ [ ax|den@icm) (1.22)
—L./2 zo(z,y)

(leurs expressions sont données dans ’annexe B). L’opérateur B(( ’ )) peut étre qualifié

"d’opérateur d’épaisseur" [65,68-70], c’est-a-dire une intégration dans la direction de
I’épaisseur du guide, qui provient de la non orthogonalité des fonctions propres dans le
domaine [z1, 22| (guide rugueux) et qui dépend de la profondeur de rugosité. En ajoutant

k(mu))z

et en retranchant le terme ( Ty dans le crochet du second membre de la relation

(1.21), cette derniére peut étre mise sous la forme,

~ 2] . ~
02+ (im) | Ao ) = -50m )

2 oo 2
33D AP N0y, 2) {0 () A () |

a=1 pu=0q=1 z:zq(x,y)
N ;;}Bgiff [(kw m)) (,;;Z,u)ﬂ A (3, )

+ Z Z B (x, {82 + 02, + (/%;3#))2] A (2, ). (1.23)

a=1 pu=0

En remarquant que le terme entre crochet du troisiéme terme du membre de droite de la
relation (1.23) peut étre mis sous la forme, compte tenu de l’expression (1.15),

()" = (5m) " = (30) = (o) (29

et en tenant compte de ’expression (B.5) de 'opérateur B(( )), pour (o,m) # (a, ), il

vient

B @) [(1%55@)2 - (z;;aywﬂ _

(D)7 [B ()05 (=) = O (20,5 (=)

g=1

(1.25)

z=zq(,y)
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Le report de Pexpression (1.25) dans la relation (1.23) conduit a la relation

A 2] . N
02, ¢ (i5m) | A ) = -5 g

2 oo 2

+ Y DD O (2g)N,O(x, y, 2g) {w“’m () A (a, y)}

a=1pu=0q=1

2 oo 2
30D A @) S o(1)7 [ ()0 (=) = P ()05 ()]
a=1 pu=0 q:l —_
z=zq(w,y)
A 2] .
o3 S e [t (1) A0t
a=1 pu=0
(1.26)

qui peut étre mise sous la forme, compte tenu de ’expression (1.20) de 'opérateur O,
02, ¢ (i5m) | A ) = 5™ )

")
iii 5@ (2)N,O(x,y, = ){¢<a,u>(z)g<a,u)(x’y)}

z=zq(z,y)

+ ZZB&’ (. [6‘2 +02,+ (fcéz’“))Q] Az (127)

a=1 p=0

La formulation intégrale associée prend la forme [66,67],

A (g, y) = FO™ (2,y +Z Z [ LA @,y) p+B0 (@) { A @, } ]
a=1 pu=0
(1.28)
ou le terme source a pour expression (compte tenu des hypothéses exprimées dans
l'introduction),

“+o0 0 zZ2
Fom) (g y) = / ay / d’ / /g™ (2, 2! YD () (), (1.29)

et ol les opérateurs intégraux de rugosité prennent les formes respectives,

+o0 +o0
7781113) {Aa“) x y Z;/dy’/dx 111(“”)( N9 (@, ys 2,y
9= oo

N0y, ) { A !y il () }]

)
z'=zq(w,y)

(1.30)
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et
—+o0 +oo
s {aer @) =- [a [ o (Bé”“}( )9 (o, gl )
—00 0

{agz + 02, + (k;gwﬂ {ACn @y} ) . (131)

L’opérateur intégrale nga’#)) est un opérateur de surface [65,68—-70] qui traduit les effets
de la pente et de la profondeur de la rugosité.

Comme mentionné dans 'introduction de ce chapitre, un second modéle, basé, comme le
premier, sur une formulation intégrale et sur des développements modaux, mais qui différe
du premier sur ’ordre d’utilisation de ces deux procédés mathématiques est présenté au

paragraphe suivant.

1.2.2 Second modéle (IM)

Le champ de pression acoustique dans le domaine D du guide étudié peut étre
exprimé de la facon suivante [66] :

8 ") - [ffonriew

ou d7’ signifie dV ou d.S suivant I'intégrale triple ou double, ou I'intégrale triple représente
Peffet des sources ( f) et ol l'intégrale double traduit les effets des frontiéres du domaine
(en regard de la contribution incluse dans la fonction de Green). Par suite, compte tenu
des conditions aux frontiéres (1.5b) et des développements sur la base des fonctions
propres de la fonction de Green (1.13) et du champ de pression (1.6), les termes
P(7")0n, G(7;7") et G(77;7) 0y, p(7") de 'équation (1.32), peuvent étre mis sous les formes
respectives

2 oo

2 oo
G )0, () = = D 3 D > A (@ y)ikoV P ()

a=1p=0=1v=0

DB (g B (2, s 2 o) PP (z),  (1.33a)

z'=zq(w,y)

co 2

H(F")0n, G (7 7) ZZZZA(“"‘)%‘ y)Pem ()

a=1pu=04=1v=0

On, [lﬁ(ﬁ’”)(z’)g(ﬁ’”)(x,y;x',y’)] DBV (2), (1.33b)

z'=zq(z,y)




14 1 Champ acoustique en guide a parois rugueuses et fluide dissipatif

et ainsi, ’équation (1.32) prend la forme suivante :

(2.9,2) € (D), S5 5 A6 (2, )P 2)

B=1 v =
($7y72)€(‘DU_D)7 0

2 o 2 o)
Z Z F(B,l/)(m,y) + Z Z g((g;; {A(‘%”)(x,y)}] @(B,V)(Z)’ (1.34)

B=1v=0 a=1p=0

ou ’expression du terme source F(B) est donnée par la relation (1.29) et ou 'opérateur
intégral de rugosité prend la forme

+oo

2 “+o0
HE A @)} = =3 / dy' / Al (a! yypleom ()

g=1_"

Oy, 2) {0 ()g ) (w,y:a' 3/

)
2'=zq(w,y)

(1.35)

Popérateur O étant donné par l’expression (1.20).

En multipliant I’équation (1.34) par la fonction propre Plom) (2) et en intégrant le résultat
sur I’épaisseur du guide rugueux, il vient, compte tenu de 'orthogonalité des fonctions
propres dans le domaine [—L,/2,L,/2] :

AC™) (g, y) = FO™ (2, y) + Z Z [ o {A(a " (a, y)} + BT (@, y) A (3,y) |

a=1 pu=0
(1.36)

ot 'opérateur B((Z’Zl)) (x,y) est donné par la relation (1.22).

Remarque :

Qu’il s’agisse du premier ou du second modéle, "'amplitude Alom) (z,y) de chaque mode,
donnée par les expressions (1.28) ou (1.36), peut étre exprimée comme la somme d’un
champ incident représenté par le terme source F(2™) et d’un champ diffusé qui est 'effet
des frontiéres rugueuses sur le champ incident et qui est traduit analytiquement par les
opérateurs 77( et 8 (Z ZL)) pour le premier modéle et par les opérateurs H ((ZT)) B((Z T))
pour le second modele Si la source acoustique générant le champ incident a 'entrée du
guide d’onde est considérée comme une source primaire, la rugosité peut étre considérée
comme une distribution locale de sources secondaires générant, par processus successifs
de diffusion du champ incident, des modes non générés par la source acoustique, associés a
la perturbation corrélative du mode incident. Les amplitudes des modes qui représentent
le champ de pression p(z,y, z) sont solution de ces équations intégrales (1.28) et (1.36).
Ces deux modéles sont comparés au paragraphe 1.4.

1.2.3 Résolution par approximations successives

En faisant ’hypothése que les termes entre crochets des équations (1.28) et (1.36)
sont de faibles amplitudes en comparaison du terme source F("’m)(x,y), les solutions,
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notées [NTA(@™)  des équations (1.28) et (1.36) sont recherchées par approximations
successives,

[N] flom) — (0) flom) 4 (1) flom) 4 (2) fJlom) 4 4 (N=1) jlom) 4 (N)A(Uﬂn)’ (1.37)

ou N est le nombre d’itérations et on [JA(@™) est la solution a l'ordre N = 0 (en
I’absence de rugosité) des équations (1.28) et (1.36), [MA(@™) est la solution a lordre
N =1 (approximation de Born) [71], et ainsi de suite. Les solutions & I"ordre N = 0 de
chacune des équations (1.28) et (1.36) sont les solutions en ’absence de rugosité, c’est-a-
dire pour des parois lisses confondues avec les frontiéres du guide extérieur (z; = —L, /2
et zo = L,/2), données, pour chacun des deux modéles, par la relation

) 4@ (g, y) = B (z,y), (1.38)

Les solutions a l'ordre N des équations pour chacun des deux modéles (1.28) et (1.36)
sont exprimées en fonction des solutions & I'ordre N — 1 respectivement par

[N]A(a,m)(:my) F(am) l‘ y + ZZ (27:)) { [N-1] A(a,u)(x y)}
a=1 pu=0

+Z Zﬁ("m) {[N’”A(“’“)(Ly)}7 (1.39a)

a=1 pu=0

(NI A (g, y) = F@™ (2, y) + ZZH‘Z;") {[N‘”A(‘“’“)(x,y)}
a=1 pu=0

+Z ZB@;‘ " () VA (2, ). (1.39b)
a=1 pu=0

1.2.4 Cas particulier du guide rugueux a deux dimensions

Dans le cas ou le champ est bidimensionnel (I’amplitude Alem) ne dépend alors que
de la variable z), la fonction de Green ¢(?™) 3 une dimension a pour expression [66]

e_“;;a,m)

x—ac/|

9\ 7™ (w;2") = (1.40)

i2klem™
L’expression de la fonction source f(z’, 2’) est développée sur la base des fonctions propres
(1.8)

= D QUMPrm(s(a’), (1.41)

o=1m=0

ot le coefficient Q(”’m) désigne ’amplitude de la source du mode (o, m). Le terme source
(1.29) a alors pour expression, compte tenu de la relation (1.41) et de I'orthogonalité des
fonctions propres dans le domaine [—L,/2; L, /2],

_iklm™ e

Flm)(g) = Qlom (1.42)

i2klom)
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Les résultats présentés dans la suite de ce chapitre admettent une fonction source Flom)
unitaire (Q("’m)/Qikg(f’m) = 1). Le développement de la fonction source (1.41) sur les
fonctions propres permet de prendre en compte tout type de champ de pression incident.
Toutefois pour la clarté de la discussion, dans la suite de ce chapitre, un unique mode est
généré par la source acoustique; il est représenté par le couple (o, m) les autres modes
étant créés par couplage da a la rugosité et représentés par le couple (a, ).

Dans la suite, les intégrales sont calculées numériquement par la méthode des trapézes
(annexe C). La convergence de la série de fonctions donnée par la relation (1.37) est jugée
établie lorsqu’il existe un nombre entier positif N, tel que la relation

<NC)A<07m>(x)‘ _ ‘(Nc_l)fl(”’m)(x) <0,001, Vzelo.4, (1.43)

est vérifiée pour tous les modes pris en compte dans les calculs.

1.3 Rugosités périodiques : conditions d’accord de
phase ou relation de phonon

Que la rugosité soit périodique ou non, des phénomeénes de couplage entre les modes
guidés apparaissent. Lorsqu’un mode guidé créé par couplage se propage dans le méme
sens que le ou les mode(s) source(s) (qui apporte(nt) de I’énergie au systéme), le couplage
est co-directionnel; a 'inverse, il est dit contra-directionnel [52,55]. Ce dernier type
de couplage prend place en particulier dans des domaines finis de fréquence appelés
"bandes d’arrét", dans lesquelles la rugosité agit comme un filtre fréquentiel en terme
de propagation des ondes dans le guide. Ces mécanismes de transfert d’énergie entre
modes sont assujettis & une condition d’accord de phase liant les longueurs d’ondes
d’un ou de deux modes guidés a la périodicité spatiale de la rugosité [52,55,72] (ces
propos sont étayés au paragraphe 3.1). Cette condition, également nommée relation de
phonon [59,60, 64, 65,69, 73—77] ou encore relation de Bragg [26,57], a pour expression
[couplage du mode incident (o, m) et du mode couplé (a, )],

Flrm) o o) _ Q"T” _o, (1.44)

ol n est un entier non nul auquel est associé un harmonique de la rugosité de périodicité
spatiale A et ou le signe devant le nombre d’onde k:g(ua’“ ) indique le sens de propagation du
mode («, u) (le signe + traduit un couplage contradirectionnel et le signe - un couplage
codirectionnel). Quand elle est satisfaite, cette relation, qui dépend de la fréquence, assure
un couplage maximal entre le mode (o, m) et le mode (o, ), quelle que soit la longueur
de rugosité. Compte tenu des expressions (1.15) et (1.11) dans le cas d’un fluide parfait,

la relation de dispersion des modes guidés s’écrit,

Elom g d\? o2m + 851)d\ 2
S

ou fd/cq est la fréquence adimensionnée de la source acoustique (avec w = 27 f). Dans la
situation ou la condition d’accord de phase (1.44) est satisfaite, la relation de dispersion
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pour les modes couplés prend la forme,

(a,p) 2 2
K nd ¢ (fd) ] <W> | (1.46)
2T A Co L,

Cette équation ne dépend ni de la forme de la rugosité ni de la longueur de rugosité.
Elle ne dépend que du rapport d/A et de la profondeur relative de la rugosité d/L,, ce
dernier facteur restant toujours proche de 1. Les situations considérées dans ce premier
chapitre et le suivant sont celles o ’accord de phase (1.44) associé a un couplage contra-
directionnel avec n = 1 (fréquence fondamentale de la rugosité) est satisfait. Les courbes

de dispersion correspondantes sont tracées sur la figure 1.3.

N. B. : Si les relations (1.45) et (1.46) étaient normées par L,/27 au lieu de d/2m, les
intersections des courbes de dispersion et des courbes de couplage n’indiqueraient plus
approximativement les fréquences centrales des bandes d’arrét, mais les fréquences d’un
des bords de ces bandes d’arrét.

1.4 Couplage de modes, comparaison des résultats des
deux modéles

Bien que reposant sur les mémes méthodes, les deux modéles présentés précédem-
ment possedent des différences notables. Ces différences apparaissent dans les opérateurs
ﬁgg:';)) et B(a .y bour le premier modéle [voir équation (1.28)] et les opérateurs H((a u)) et
B((Z u)) pour le second modéle [voir équation (1.36)]. Les opérateurs nga u)) et H ((Z ZL)) ont
des expressions similaires & la différence que pour 'opérateur intégral ng [équation
(1.30)], Yopérateur O [équation (1.20)] est appliqué aux coefficients du developpement du
champ de pression (le calcul est numeérique), alors que pour 'opérateur intégral H ((a ";)
[équation (1.35)], Vopérateur O est appliqué aux coefficients du développement de la

fonction de Green (le calcul est analytique). Les opérateurs BA((Z,T)) et B((Z 7:)) ont des
(o,

expressions trés différentes, puisque opérateur B( ) [equatlon (1.22)] est en réalité

un simple coefficient multiplicatif alors que loperateur 6(2 ) [équation (1.31)] est un

opérateur intégrale faisant intervenir le coefficient B((Z’T)) ainsi qu’une dérivée seconde

(ce qui milite en faveur du second modéle).

Les résultats de ces deux modéles sont dans la suite comparés dans le cas d’un guide
délimité par une paroi rugueuse (en trapézes symétriques) de hauteur & et de périodicité
spatiale A et une paroi lisse (figure 1.2). Les valeurs des paramétres du guide d’onde sont
consignées dans le tableau 1.1, le paramétre ¢/A représentant le nombre de motifs.
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14

fdjeco=1,29 | d/A=2 | Ao

A/A=0,64 | h/d=0,005 PACC

kol = 202,6 (/A =50 Mode A/2

inci;de’nt O =

Tableau 1.1 — Paramétres utilisés (0,m) yT—A d
pour calculer les résultats présentés N
sur les figures 1.3, 1.4 et 1.5. f est
la fréquence de la source acoustique - i 0 - L ¢

et A =co/f est la longueur d’onde.

Figure 1.2 — Schéma du guide considéré

Quatre modes sont pris en compte dans les calculs : le mode incident antisymé-
trique (o = 1,m = 0) et trois modes créés par couplage, soient les modes symétriques
(¢ =2,u=0) et (a« =2, =1) et le mode antisymétrique (o = 1, = 1), ces modes
étant propagatifs, a ’exception du mode antisymétrique (o = 1, u = 1) qui est évanes-
cent. Les courbes de dispersion des modes créés par couplage (o, p) (traits pleins), la
courbe de dispersion du mode incident (o, m) (tirets points) et les courbes de couplage
de la relation (1.46) (pour n = 1 et un signe "-" devant la racine) (tirets) sont tracées
sur la figure 1.3 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cq. Les intersections des
courbes de dispersion et des courbes de couplage indiquent les couplages possibles entre
les modes. La source acoustique génére le mode (o =1, m = 0) a une fréquence telle que
fd/co = 1,29. Ainsi un couplage fort entre le mode incident (¢ = 1,m = 0) et le mode
créé par couplage (o = 2, 4 = 1) prend place ; par contre, les couplages du mode incident
avec les autres modes sont faibles.

N. B. : Dans la suite, les courbes de dispersion et les courbes de couplage sont tra-

Figure 1.3 — Courbes de dispersion des modes créés par couplage («, p) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (o,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par l'expression (1.46) (pour n =1 et un signe "-" devant la racine) (tirets).
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Les modules des amplitudes normalisées [par rapport & lamplitude de l'onde
incidente (o = 1,m = 0)] des quatre modes pris en compte dans les calculs sont tracés sur
les figures 1.4 en fonction de la position adimensionnée kgx. Ces amplitudes sont calculées
par le premier modéle MI (traits pleins) et par le second modéle IM (pointillés). La
décroissance de ’amplitude du mode incident (o = 1,m = 0) au cours de la propagation
et la croissance importante du mode créé par couplage (o = 2, 4 = 1) contra-propagatif
(dans le sens des x décroissants) indiquent que le couplage prévu est bien traduit
dans les faits. Les amplitudes des autres modes créés par couplage (o = 2,u = 0)
et (¢ = 1, = 1) sont de faibles amplitudes en comparaison de celle du mode créé
par couplage (o = 2, = 1), confirmant, de ce fait, que le couplage du mode incident
(o = 1,m = 0) avec le mode créé par couplage (o« = 2, u = 1) est le seul couplage fort
observé. Les différences entre les résultats des deux modéles sont faibles notamment en ce
qui concerne les amplitudes des deux modes principaux impliqués dans le couplage prévu.
Toutefois, les résultats présentés dans ce paragraphe sont obtenus avec des temps de calcul
qui différent d’une méthode & l’autre, le critére de convergence (1.43) étant respecté pour
N, = 12 itérations pour le premier modéle contre N, = 5 itérations seulement pour le
second. Cette différence se trouve confirmée dans les résultats que nous avons obtenus
dans d’autres configurations de couplages, non répertoriées ici.

0.4 T T 1.1 T T
0351 ——Méthode 1] — Méthode 1
20— Méthode 2 | e Méthode 2
0.3F ( 5 )* 1.05F ( )*
. a=2,u=0 c=1m=1
[N Al #) () 0251 7 \I\',\A((r.m)(m)
[U]A(ﬂ.m)(n) 0.2 l)]Aw.m](O)
0.15F 1
0.1F 4
0.05 1
I —T 100150 =00 09 50 100 150 200
kox kox
(a) (b)
0.4 T T 0.4 T T
—Meéthode 1 —Méthode 1
35 4 35k 4
OB SRtz e Méthode 2 03 Méthode 2
0.3F ( )f 0.3F )f
. a=2u=1 . (a=1p=1
\‘\v'b’i(“"’)(m) 0.251 {,\',]A(n /1)(17) 0.25 b
m]A(n.m)(U) 0.2 (0] A(n.m)(o) 0.2+ 7
15+ 0.15+ Bl
0.1F 0.1F B
0.05 0.05
) 50 00 50 200 05°

0 L

Figure 1.4 — Modules de l'amplitude normalisée du mode : (a) créé par couplage
symétrique (o = 2, = 0), (b) incident antisymétrique (o = 1,m = 0), (c) créé par
couplage symétrique (o = 2, 4 = 1) et (d) créé par couplage antisymétrique (o = 1,4 = 1)
en fonction de la position adimensionnée kox. Les courbes en traits pleins représentent
les résultats obtenus par la premiére méthode (MI) (N. = 12) et les courbes en pointillés
ceux obtenus par la seconde méthode (IM) (N, = 5).
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1.4.1 Convergence des deux méthodes

Comme il vient juste d’étre indiqué, les résultats obtenus par les deux modéles sont
similaires (figures 1.4a-d), mais les nombres N, d’itérations sont différents (N, = 12 par
le premier modéle contre N. = 5 par le second). La convergence des deux méthodes
pour ces résultats est observée ici en tracant les amplitudes [V JA(@:m) pour les itérations
N =1, N=2 N =3et N = N, des modes incident antisymétrique (¢ = 1,m = 0)
et créé par couplage symétrique (o = 2, = 1) en fonction de la position adimensionée
kox (figures 1.5). Le second modéle converge plus rapidement que le premier et ce de
maniére différente, selon que l'ordre N est pair ou impair : pour N impair, 'amplitude
du mode incident est trés faiblement corrigée contrairement & 'amplitude du mode créé
par couplage, tandis qu’aux ordres N pairs, c’est l'inverse. Le second modéle converge
trés rapidement car les amplitudes des modes & l'ordre N = 2 sont de trés bonnes
approximations des amplitudes calculées jusqu’a la convergence au sens de la relation
(1.43), ce qui n’est pas du tout le cas du premier modéle.

T T T 1.15 T T T T
- = Ordre ]
4 1T1p e Ordre 4
LY ===Ordre ]
2 e N 1051 —Ordre ) |
~ \ W oA -
NI Ao () " m"U“”y"“A/\v,"/"\,/\{u,\‘/\» IV Aom) ()
0] ACe. " (0) 1 A/ Yy “’L@‘”»””((])
0.95
(c=1,m=0) i (0=1,m=0)
0.9 . f 091 ) 1
Méthode 1 Méthode 2
0855 50 100 150 20 0855 50 100 150 200
kox kox
(a) (b)
0.6 T 0.6 T T
- ---Ordre N =1 V
N Al () rronnas M A () . ;
0) A(n.m(o) 0.3 - 'm‘,?l(om)(m 03F 29 is 1
0.2 : 0.2t - F 1
01l (=2,p=1) o1l (a=2,p=1) |
’ Méthode 1 » ’ Méthode 2
05 50 00 150 200 g 50 100 150 200
koz ko
(c) (d)
Figure 1.5 — Modules de l'amplitude normalisée du mode : (a) et (b) incident

antisymétrique (o = 1,m = 0) et (c) et (d) créé par couplage symétrique (o = 2, = 1)
aux ordres N = 1 (tirets), N = 2 (pointillés), N = 3 (tirets points) et N = N, (traits
pleins). Les résultats des figures (a) et (c) sont obtenus par le premier modéle (MI) et
ceux des figures (b) et (d) par le second modéle (IM).

1.4.2 Stabilité des deux méthodes

Afin d’observer quels sont les paramétres qui entrent en jeu dans la stabilité de
chacun des modéles, le nombre N, de corrections nécessaires pour que la relation (1.43)
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soit vérifiée est étudié ici en fonction de la fréquence de la source acoustique et de
la hauteur de rugosité (premiére configuration) ou en fonction de la fréquence de la
source acoustique et de la longueur de rugosité (seconde configuration). Le rapport d/A
(épaisseur du guide fictif intérieur sur périodicité spatiale de la rugosité) est le méme
que celui du guide étudié au paragraphe précédent et le méme couplage est recherché. La
bande fréquentielle d’excitation est comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cy =
1,2 et fd/cy = 1,35 (bande grisée de la figure 1.3). Les valeurs des paramétres
géométriques du guide d’onde pour les deux configurations sont consignées dans le tableau
1.2.

Config.1 | ¢/A=10 | h/d=0,01 | h/d=0,02 | h/d=0,03 | hj/d =0,04
Config.2 | h/d=0,005 | ¢/A=25 | ¢/A=50 | ¢/A=75 | £/A=100

Tableau 1.2 — Parameétres utilisés pour calculer les résultats présentés sur les figures 1.6
et 1.7. d est I'épaisseur du guide d’intérieur (guide fictif) et A, h et £ sont respectivement
la périodicité spatiale, la hauteur maximale et la longueur de la rugosité.

Les nombres d’itérations N, vérifiant la relation (1.43) sont tracés en fonction de la
fréquence adimensionée fd/cy pour les quatre valeurs du paramétre h/d de la premiére
configuration (premiére ligne du tableau 1.2) et pour chaque méthode (figures 1.6). Pour
les deux méthodes, le nombre N, augmente lorsque la fréquence de la source acoustique
se rapproche de la fréquence centrale de la bande d’arrét. De méme, plus la hauteur
de rugosité est grande, plus le nombre N, est grand. La premier modéle est beaucoup
plus cotteux en terme d’itérations et donc de temps de calcul que le second modéle.
De plus, pour la plus grande hauteur de rugosité (h/d = 0,04), le premier modéle n’est
plus capable de calculer pour certaines fréquences, alors que le second modéle le peut.
Les limites en terme de hauteur de rugosité sont donc plus restrictives pour le premier
modeéle que pour le second.

Y5152 121 126 125 13 132 134
fd/eo

(a)

Figure 1.6 — Evolution du nombre d’itérations N, nécessaire a la convergence de la série
(1.37) en fonction de la fréquence de la source acoustique dans le cadre de la premiére
configuration pour (a) le premier modéle et (b) le second modéle.
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Les nombres d’itérations N, vérifiant la relation (1.43) sont tracés en fonction de la
fréquence adimensionée fd/cy pour les quatre valeurs du parameétre £/A de la seconde
configuration (seconde ligne du tableau 1.2) et pour chaque méthode (figures 1.7). Ceci
confirme les résultats des figures 1.6 : le second modéle s’avére beaucoup plus efficace en
terme de temps de calcul, mais aussi en terme de limites liées a la longueur de rugosité.

200

([ T
= =1 1 b
SEk=x1

([ T
=~ O oo
SEir=r:

= L

Figure 1.7 — Evolution du nombre d’itérations N, nécessaire 4 la convergence de la série
(1.37) en fonction de la fréquence de la source acoustique dans le cadre de la seconde
configuration pour (a) le premier modéle et (b) le second modéle.

1.4.3 Limites des deux méthodes

Les deux modéles présentent les mémes limites, ces limites étant liées & I'utilisation
des approximations successives pour résoudre les équations (1.28) et (1.36).
i) Si la fréquence de la source acoustique est au voisinage de la fréquence de coupure
d’un mode, alors 'amplitude calculée du mode en question diverge. Ceci est inhérent au
modéle de base retenu.
ii) La seconde limite des deux modéles concerne les couplages de modes dans les
bandes d’arrét. Lorsque la longueur de rugosité et/ou la hauteur de rugosité est/sont
importante(s) et si un couplage fort entre le mode incident et un mode créé par couplage
a lieu, alors les amplitudes des deux modes couplés ont le méme ordre de grandeur.
Pour ces deux cas, la correction d’amplitude & ’ordre N = 1 du mode créé par couplage
devient supérieure a celle d’ordre N = 0 du mode incident, empéchant la convergence de
la technique d’approximations successives retenue, car ’hypothése selon laquelle le terme
entre crochet des équations (1.28) et (1.36) est faible devant le terme source n’est plus
respectée.
Les temps de calcul étant directement liés au nombre d’itérations considérés, ces temps
de calculs (calculs effectués sous Matlab) varient d’un cas & 'autre et sont bien souvent
compris entre quelques secondes et quelques minutes. Dans la suite de ’étude, en raison
de sa bien meilleure convergence et de sa plus grande rapidité de calcul, c’est le second
modéle qui est retenu.



1.5 Effet de la dissipation sur la propagation des ondes 23

1.5 Effet de la dissipation sur la propagation des ondes

L’objet de ce paragraphe est de comparer les effets de décroissance de I’amplitude des
ondes liés & la dissipation thermovisqueuse en parois, traduit par ’admittance équivalente
Y (1.3), & ceux dus aux transferts d’énergie entre les modes induits par la rugosité des
parois. Cette comparaison est présentée ici pour une rugosité en dents de scie symétriques
(triangles isocéles) de hauteur h et de périodicité spatiale A sur une surface, 'autre
surface étant parfaitement lisse (figure 1.8). Les valeurs des paramétres sans dimension
utilisés sont consignées dans le tableau 1.3. La source génére le mode incident symétrique
(0 =2,m = 1) et trois autres modes propagatifs, créés par couplage, sont pris en compte
dans les calculs, les modes symétrique (o = 2, = 1) et antisymétriques (o = 1, = 0)
et (¢ =1, =1), ces quatre modes étant tous propagatifs.

fdjco =1,78 | d/A=2,5

A/A=0,52 h/d = 0,02 Mode A
kol = 163.4 L/A =25 incident Q =z
(o,m) yﬁ d
Tableau 1.3 — Paramétres :
utilisés pour calculer les résul- ‘ o
tats présentés sur les figures 1.9 =0 r=0

et 1.10.
Figure 1.8 — Schéma du guide considéré.

Les courbes de dispersion des modes créés par couplage (o, ) (traits pleins), la
courbe de dispersion du mode incident (o, m) (tirets points) et les courbes de couplage
de la relation (1.46) (tirets) sont tracées sur la figure 1.9 en fonction de la fréquence adi-
mensionnée fd/cy. La fréquence adimensionnée de la source acoustique ayant pour valeur
fd/co = 1,78, le couplage du mode incident (o = 2,m = 1) avec le mode (o =1,y = 1)
est étudié.

2.5
20 L(10)
2L RRSUREN
Iw([ ....... )4 150
2
1,
0.5
,—20) (00)
0 0.5
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Figure 1.9 — Courbes de dispersion des modes créés par couplage (a, u) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (o,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par I’expression (1.46) (tirets).
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Les modules des amplitudes des modes incident (o = 2,m = 1) et créé par couplage
(. = 1,p = 1) sont tracés respectivement sur les figures 1.10a et 1.10b en fonction
de la position adimensionnée kgx pour trois configurations correspondant aux rapports
Ov,n/h =0, 0, /h=0,02et d,,/h=0,14 (6, et o5, sont des longueurs caractéristiques,
du méme ordre de grandeur, respectivement de viscosité et de conductivité thermique).
La décroissance du mode incident est d’autant plus importante que le rapport 6, ,/h
est grand. La croissance dans le sens des x décroissants du mode créé par couplage
rétrodiffusé (o« = 1, u = 1) est d’autant plus faible que ce rapport d, /b augmente, ce qui
traduit dans chacun des deux cas une perte d’énergie de I’onde au cours de sa propagation.
Lorsque la hauteur de rugosité est du méme ordre de grandeur que 1’épaisseur des couches
limites thermique et visqueuse, la diffusion due a la rugosité n’est plus le processus
dominant ; reste alors que le modéle d’'impédance thermovisqueuse équivalente n’est plus
réellement valable.

T T T T
i —0un/h =0 | —dun/h =0
! - i =0,02 0s == S/l =0,02

00 BMAAL e Sonfh =014 Bl Y | U — Sun/h = 0,14
0.8

N, A(nm)(fl.) 07l \"'JA(""’)(.I:) 0.6

mA\[n.m‘/(U) 061 - 0] Ao, m)(0)
05F ]
04F 1 0.2
03 (c=2,m=1) 7 M
0.2 L L L L L 0 . AL

( 20 10 60 80 100 0 20 40 60 80 100
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Figure 1.10 — Module de amplitude normalisée du mode (a) incident symétrique
(6 = 2,m = 1) et (b) créé par couplage antisymétrique (o = 1, = 1) en fonction
de la position adimensionnée koxz. Les courbes en traits pleins sont les résultats pour la
configuration d,,,/h = 0 (fluide non dissipatif), les courbes en tirets pour la configuration
Ou,n/h = 0,02 et les courbes en pointillés pour la configuration §,,5/h = 0, 14.

1.6 Champ de pression dans une bande d’arrét

Lorsque la rugosité est périodique, des bandes d’arrét fréquentielles apparaissent,
qui peuvent avoir de nombreuses applications, notamment la réduction du bruit dans des
conduits, par exemple. C’est ainsi que ’objectif de ce chapitre est de modéliser un champ
de pression dans un guide rugueux périodique pour diverses fréquences dont I'une d’entre
elle est proche de la fréquence centrale d’'une bande d’arrét et d’observer I'atténuation
du champ incident.

Le cas traité ici est celui du mode plan se propageant dans un guide d’onde & parois
sinusoidales et symétriques par rapport au plan z = 0 (figure 1.11). Les valeurs des
parameétres sans dimension utilisés sont consignées dans le tableau 1.4. La source génére
le mode incident symétrique (o = 2,m = 0) (mode plan); cinq autres modes, créés
par couplage, sont pris en compte dans les calculs, les modes évanescents symétriques
(a« = 2, = 1,2,3,4,5). Trois configurations sont étudiées, correspondant chacune a
une fréquence d’excitation du mode plan, la premiére (fd/co = 0,23) et la troisiéme
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(fd/co = 0,27) de part et d’autre de la seconde fréquence (fd/co = 0,25), cette seconde
fréquence satisfaisant la condition d’accord de phase,

2T

k(a:Q,m:O) k_(o:Q,m:O) _

=0. (1.47)
N. B.:

Le couplage d’un mode incident (o = 2,m = 0) avec lui-méme est un couplage sur le bord
de la premiére zone de Brillouin [51,59,78]. Ce couplage a lieu lorsque la fréquence de la
source est telle que le nombre d’onde du mode incident £7=>™=% est égal au rapport
I [relation (1.47)],ce rapport étant appelé le bord de la premiére zone de Brillouin.

d/A=0,5 ]
h/d - 0’ 1 Mode A
(/A =12 mcident 0o ;
(o,m) Yy )
Tableau 1.4 — Paramétres : A
utilisés pour calculer les résul-
tats présentés sur les figures z20 Ay

1.12 et 1.13.
Figure 1.11 — Schéma du guide considéré.

La courbe de dispersion du mode incident (0 = 2,m = 0) (tirets points), la courbe
de dispersion du premier mode évanescent (o« = 1, = 0) (trait plein) et la courbe de
couplage du mode (o = 2,m = 0) sont tracées sur la figure 1.12 en fonction de la fré-
quence adimensionnée fd/cy.

0.5 r= ‘
“~ (2,0 e
0.4} Y e i
0.3F N el 1
A(r ....... )4 Sk
27 02k e “ Se R
e TSLl 0
0.1} \( )/
72,0 ~L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
fd/CQ

Figure 1.12 — Courbes de dispersion du mode créé par couplage (o« = 1,4 = 0) (trait
plein), courbe de dispersion du mode incident (plan) (o = 2,m = 0) (tirets points) et
courbe de couplage du mode plan (o = 2,m = 0) répondant a la relation d’accord de
phase (1.47) (tirets).

Le module du champ de pression dans le guide d’onde est tracé en fonction
des positions adimensionnées z/A en abscisses et 2z/L, en ordonnées pour chacune
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des trois fréquences d’excitation (figures 1.13). Comme attendu, l'atténuation du
mode plan incident est beaucoup plus forte a la seconde fréquence [fd/cy = 0,25,
satisfaisant la condition d’accord de phase (1.47)] qu’aux premiére et troisiéme fréquences
(respectivement fd/co = 0,23 et fd/co = 0,27) [57].

| 14
o 1 i
! i
0 I/A 12
(a)

e T
.
srsaresce @rrranans
.

-

.

.

.

.

.

x/A
(b)
-1 T !
] b
%/2 o ..%.;3-} 0.
i M §
l AR
10 10 12 0
z/A

(c)

Figure 1.13 — Module du champ de pression normalisé en fonction des positions
adimensionnées z/A en abscisses et 2z/L. en ordonnées aux fréquences : (a) fd/co =
0,23, (b) fd/co = 0,25 [satisfaisant la condition d’accord de phase (1.47)] et (c)
fd/Co = 0, 27.
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1.7 Champ de pression acoustique dans un guide
générée par une source surfacique

Jusqu’a ce point du chapitre, la source ne générait qu'un seul et unique mode.
Toutefois, en pratique, il est trés difficile de définir une source ayant cette capacité.
L’apport de ce paragraphe est de relier la fonction source & la nature du champ incident
[mode (o,m)] qu’elle crée. L’intérét de cette étude est d’établir la relation entre le
déplacement (ou la vitesse) imposé par une source affleurante & la colonne de fluide
et le champ de pression de ’onde générée par cette source, en vue de favoriser un unique
mode incident sur la partie rugueuse de la plaque.

1.7.1 Géométrie du probléme

Le guide considéré est défini par le domaine Dy (voir paragraphe 1.1.1). Un
transducteur situé dans lintervalle € [—2¢;,0] et sur la paroi interne du guide en

z = —L, /2 impose une vitesse vibratoire harmonique V' (x) suivant z supposée symétrique
par rapport au plan x = —/;, imposant une vitesse particulaire nulle en x = —/;
(frontiére rigide en x = —/{;). La rétroaction du champ créé par la source sur le

fonctionnement intrinséque de cette source est négligée (source supposée insensible &
sa charge acoustique). Deux domaines sont étudiés dans la suite, le premier, noté D,
(quantités indicées "1") étant défini par x € [—£;,0] et z € [-L,/2,L,/2] et le second
(domaine d’étude du champ acoustique), noté Dy (quantités indicées "2") étant défini
par z € [0,4+00] et z € [-L,/2, L. /2] (figure 1.14). Le fluide considéré est non dissipatif
et au repos.

Transducteur &\ Domaine D,

20, ||||| Domaine Dy

___________ LN

y = L7/2 T *2& xr = *ft xTr =

Figure 1.14 — Schéma de la géométrie considérée. Le domaine hachuré en diagonale
représente le domaine D, et le domaine hachuré verticalement représente le domaine Ds.

Dans la suite, les champs de pression acoustiques complexes p; et ps associés
respectivement aux domaines D; et Dy sont recherchés a ’aide de la formulation intégrale.
La fonction de Green G; dans le domaine D; est développée sur la base des fonctions



28 1 Champ acoustique en guide a parois rugueuses et fluide dissipatif

propres de Neumann (A.3),

2 e}
Gi(z,z;21,21) = Z Z (@) (g 20 )1p (@™ (2)p @™ (21), (1.48)

o=1m=0

ou les coefficients g§”’m) (fonction de Green & une dimension satisfaisant & la condition

de Neumann en x = —/;) ont pour expressions,
1 N o,m : o,m
g%o,m) (z;21) = .Qk(mm) [efzk; ) z—z1 | + €7Zk§0 )(z+z1+22t)] (1.49)
14Kz

La fonction de Green G dans le domaine D5 est donnée par les relations (1.13) et (1.40).
Le développement des fonctions de Green G et G sur les fonctions propres implique
d’exprimer les champs de pression p; et ps sous la forme du développement modal :

2 e}
=3 > AT @m(z), =12 (1.50)

o=1m=0

A la frontiére entre les domaines D et Do, en x = 0, les relations de continuité des
champs de pression et des composantes suivant ’axe x des vitesses particulaires ont
respectivement pour expression,

Pz =07,2) = po(z =07, 2), (1.51a)
b1 (x =07, 2) = ppa(z = 07, 2), (1.51b)

la continuité de la composante z de la vitesse étant assurée par le choix d’exprimer des
champs de pression sur une base modale suivant z. Ces expressions peuvent étre mises
sous les formes respectives, compte tenu des développements modaux des champs de
pression (1.50) et de 'orthogonalité des fonctions propres sur 1’épaisseur du guide,

Al (g =07) = Al (@ = 0t), (1.52a)
0, Al (z=07) = a Al (¢ = o). (1.52b)

1.7.2 Champ de pression dans le domaine D,

Le champ de pression p; dans le domaine D1, symétrique par rapport au plan x = —/¢;
et a dérivée suivant x nulle en z = —¢; (pour raison de symeétrie) est obtenu en faisant
usage de la formulation intégrale,

p1(z, 2) /Gl x, 2321, 21)02, P1(21, 21) dx;
—4 z1=—L,/2
L./2
+ / (G (z, z; 21, 21) 00, D1 (21, 21) — P1(x1, 21) 02, G1 (2, 2; 21, 21)] dz;. (1.53)
111:0_

—L./2
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Le report du développement de la fonction de Green (1.48) dans ’équation intégrale
(1.53) conduit & I’expression de py(z, 2),

b 0
Pr(z,z) ==> > ™ (2) { 7™ (1) / 9™ (23210)0z, P (21, 21) L2 dzy
o=1m=0 e, T
L./2
+ / (7™ () [g?”“” (321) 00,1 (21, 21) — Pr (@1, 21) 0y 917" (33;581)} dz
~L./2 w=0"
(1.54)

Compte tenu du développement (1.50) du champ de pression p; et de Iorthogonalité
des fonctions propres dans le domaine [—L, /2, L, /2], les amplitudes des modes Aﬁ“’“ )(a:)
peuvent étre mises sous la forme,

A (@) = W @)+ [l (@321)0,, AL (1) = Oy g™ (320 A1) ()|

r1=0"
(1.55)
avec
0
W) (2) = iwpyp@) (2 = — L. /2) / V(21)gi ™" (w; 1) des. (1.56)
*et

1.7.3 Champ de pression dans le domaine D,

Le champ de pression p, dans le domaine Dy est exprimé a ’aide de la formulation

intégrale,
L./2
pa(x, z) = / {ﬁz(@y22)87,26'(33,2;332722) - G(x,Z;JUQ’22)5@152(962,22)} dza,
—L./2 2=0
(1.57)

cette expression pouvant étre mise, comme précédemment, sous la forme, aprés le report
des développements modaux de la fonction de Green G (1.13), out g{®*) est donné par la
relation (1.40), et du champ de pression po (1.48),

AP () = [0rag @) (ws) AL (22) — g (15 22) 0, AT ()| (1.58)

£2=O+

Compte tenu des relations de continuité (1.52a) et (1.52b), la relation (1.58) au point

x9 = 07 peut étre mise sous la forme,

W) (g = 0F) 4 g\ (29 = 052y = 07)0,, AL (21 = 07)
14 9,0\ (25 = 0F; 21 = 07) .

Aga,,u) (1'2 = 0+) =
(1.59)



30 1 Champ acoustique en guide a parois rugueuses et fluide dissipatif

La dérivée par rapport a la variable z des coefficients Aéa’” )(x) donnés par ’expression
(1.58) ayant pour expression,

Oy ASTH (@) = [AL (@2)02,,9 ) (2:02) = Oy AL (22) D09 (w3.2)|

T )

22:0+
(1.60)
avec
1
axg(aau)(x — 0,x2 = O+) = —57 (161&)
ik

0y g (@ = 32y = 01) = ——5—, (1.61b)

il vient :
Oy AL (g = 0 = —ik{@m) AL (25 = OF). (1.62)

Le report de Pexpression (1.62) dans la relation (1.59) conduit alors a I’expression
Aéa’”)(xz =0") = W@ (zy =07). (1.63)

Compte tenu des expressions suivantes :

k() o
e x
g(aal") (l»;x2 = 0) = W’ (1'643')
Ry
e—ik;‘)"“)x
Oy g M) (329 = 0) = — (1.64b)

et des expressions (1.62) et (1.63), la relation (1.59) peut étre mise sous la forme,
AP () = W) (g = 07 )e k™7, (1.65)

Cette expression montre que l’excitation d’un mode donné (o, m), a 'exception de tous
les autres (par exemple), est assurée par un coefficient W (™) (zy = 07) de valeur trés
supérieure aux coefficients W () (zy = 07) [avec (o, p) # (o, m)].

A noter que, compte tenu des expressions suivantes :

g (2y =072 = 0) = exp(—ik{®Me,) cos(k{Me,),  (1.66a)

ik
8mlg§a’”)(:t2 =0";21=0)=— exp(—ikff"“)ft) cos(k;a’“)ft), (1.66b)

et des expressions (1.52a), (1.52b), (1.62) et (1.63), la relation (1.55) peut étre mise sous

la forme,
Al () = Wi (z). (1.67)
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1.7.4 Exemple d’un champ source W au point x =0

A titre d’exemple, dans le but de favoriser l'excitation d’un mode (o,m) en
particulier, la source de vitesse V(x) considérée ici est une source dont la vitesse posséde
un profil spatial suivant = de la forme

V(z) = Vpcos [kfv"’m)(:c + 4|, (1.68)
oit k7™ est le nombre d’onde suivant la direction z du mode (o,m). L’expression (1.56)

du terme source W(*H) au point = 0 peut alors étre mise sous la forme (Annexe D),

a+
W(oz,ﬂ)(x —0) = WPVO&((*I)) H \/meik;‘”‘)lt
2k, L,

(sine [ (ki + ki) 6] + sine | (k) — k) 0], (1.69)

ou la fonction sinc(u) est la fonction sinus cardinal sin(u)/u.

Le second sinus cardinal de la relation (1.69) étant égal & 1 pour le mode (o, m), il est
donc prépondérant. Le mode recherché peut étre privilégié en retenant une valeur de ¢;
qui rend le premier sinus cardinal trés petit. Ainsi, pour une longueur ¢; du transducteur
suffisamment grande (k\”"™¢, >> 1), il vient :

. 2 baOmn (o
rom (i = 0) = —i(~1)o+m LTV z\/T e~ (1.70m)
(2/@&"””)) z

W (z =0) <« W™ (¢ = 0), pour (o, p) # (o,m). (1.70b)

1.7.5 Résultats

L’objectif de ce paragraphe est de comparer le champ de pression généré par une
source fictive (monomode), c’est-a-dire une source idéale ne générant qu’un seul et
unique mode (o, m), avec celui généré par une source réelle (modéle de source pariétale,
présenté ci-dessus) lorsque ses caractéristiques [argument du cosinus de la relation (1.68)
et longueur du transducteur ¢;] permettent de favoriser la génération du méme mode
(o, m). La fréquence de la source acoustique choisie est telle que les vingt et un premiers
modes sont propagatifs (fd/co = 10,7).

Le module du champ de pression dans la section transverse du guide au point
x = 0 est tracé sur les figures 1.15 pour les modes symétriques (o = 2,m = 1) et
(0 = 2,m = 6) et antisymétriques (o = 1,m = 3) et (¢ = 1,m = 10) pour la source
idéale (monomode) (traits pleins) et pour la source réelle (source pariétale) (tirets). La
longueur du transducteur de la source surfacique s’avére étre prépondérante et n’est pas
la méme selon le type de mode favorisé. De plus, la différence entre les résultats calculés
par les deux modeéles est plus faible pour les modes supérieurs (figure 1.15b et 1.15d) que
pour les premiers modes (1.15a).
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o — o —
— Source idéale — Source idéale

- - Source réelle 1 - - Source réelle

T T —
— Source idéale Source idéale
- - Source réelle - - Source réelle |

[p(z =0,2)|

Figure 1.15 — Module du champ de pression dans ’épaisseur du guide au point x = 0
en fonction de la position 2z/L. lorsque le mode incident est : (a) mode symétrique
(c=2,m=1) (kg’l)ﬁt = 5707), (b) mode symétrique (o = 2, m = 6) (k£2’6)lt = 4007),
(c) mode antisymétrique (o = 1,m = 3) (k:(cl’s)ft = 5007) et (d) mode antisymétrique
(0 =1,m =10) (k{"'?¢, = 107). Les courbes en traits pleins représentent les résultats
obtenus avec la source idéale (monomode) et les courbes en tirets représentent ceux
obtenus avec la source réelle (source pariétale).

1.8 Conclusion

Ce chapitre présente deux modéles simples qui permettent de prédire la propagation
de champs de pression acoustique dans des guides & parois rugueuses. Ces modéles, qui
peuvent prendre en compte tout type de rugosité, s’avérent étre efficaces en terme de coiit
de calcul, le premier (MI) étant néanmoins nettement moins performant que le second
(IM)). L’introduction de la dissipation, par le biais d’'une admittance équivalente de paroi,
permet de modéliser les effets dissipatifs liés & la viscosité et a la conduction thermique.
Ceci est important pour les couplages trés forts entre deux modes guidés dans les bandes
d’arrét ainsi que pour les fréquences proches des fréquences de coupure. Enfin, un modéle
de source pariétale est proposé qui permet de définir le profil de vitesse de cette source
en fonction du mode recherché dans le guide.



Chapitre 2

PROPAGATION D'ONDES DE
CISAILLEMENT POLARISEES
HORIZONTALEMENT DANS DES PLAQUES
SOLIDES ISOTROPES A PAROIS
RUGUEUSES

2.1 Le probléme fondamental

Du fait de I’analogie qui existe entre les ondes de pression en milieu fluide et les ondes
SH en milieu solide considérées dans ce chapitre (compte tenu de la rugosité retenue), le
formalisme retenu dans ce chapitre présenté dans les paragraphes 2.1 et 2.2 ci-dessous a
évidemment beaucoup de points communs avec celui du chapitre 1. Il est néanmoins repris
ci-dessous in extenso pour que ces paragraphes 2.1 et 2.2 puissent étre lus sans avoir a se
reporter réguliérement au chapitre précédent. Au deld de la présentation du formalisme,
les résultats présentés dans ce chapitre ont en particulier pour objet de compléter ceux
présentés au chapitre précédent, dans un contexte différent.

2.1.1 Le guide & parois rugueuses

Le repére cartésien choisi est défini par R = (O, z, y, z), la base orthonormée associée
par B = (é,,¢,,¢,). Le guide d’onde considéré, caractérisé par sa masse volumique
p et son second coefficient de Lamé p, est une plaque limitée par deux plans paralléles
rugueux de longueur et de largeur infinies dans le vide (figure 2.1). Le plan de propagation
correspondant (par choix) au plan (z, z) et le guide étant infini suivant la dimension y,
le domaine D d’étude de frontiére 9D (probléme 2D) est défini par x positif et par z
appartenant a 'intervalle [zl(x), zg(m)], ou les coordonnées z; et zo définissent les cotes
des frontiéres du guide donc celles de la rugosité pour = compris dans l'intervalle [O, E}.
Un guide fictif aux parois situées en z = —L./2 et z = L,/2, immédiatement extérieur
au guide réel (confondu avec le guide réel en dehors de la rugosité), définit le domaine
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d’étude retenu (Dg) pour la formulation intégrale utilisée. Les vecteurs 71 et 72 sont les
vecteurs unitaires normaux respectivement aux surfaces z;(z) et zo(x) en tout point des
rugosités et orientés vers l'extérieur du guide. Les surfaces z;(z) et z2(x) sont données
respectivement par les expressions z1(x) = —L./2 4+ hi(x) et z2(x) = L./2 — hao(z),
ou les fonctions hy(z) et ho(z) sont des fonctions arithmétiques définissant la rugosité

a partir des surfaces du guide extérieur. Le paramétre d, caractérisant ’épaisseur d’un
guide d’onde fictif intérieur au guide rugueux, est introduit, non pas dans le modéle
analytique, mais pour adimensionner les grandeurs acoustiques et géométriques du guide
d’onde rugueux (voir paragraphe 1.3). Ce paramétre d est également utilisé dans le modeéle
"Petites Masses" (PM) développé dans I'annexe E.

Figure 2.1 — (a) Schéma du guide d’onde délimité par deux surfaces rugueuses et (b)
zoom sur la rugosité.

Le champ de déplacement, polarisé suivant la direction y et harmonique de pulsation
w, est exprimé en fonction du temps par la fonction exp(iwt). Ainsi, dans le cadre
des hypothéses de ’acoustique linéaire et étant donné les symétries du systéme étudié,
Iamplitude complexe de ce champ de déplacement Uy(m,z) ne dépend que des deux
variables = et z, et est solution du systéme d’équations suivant, comportant I’équation
de Helmholtz et des conditions de contraintes nulles aux frontiéres :

(02, + 02, + k7] Uy (@, 2) = —f(2,2), V(z,z) € D, (2.1a)

T(x,2).f, =0, ¥(z,2) € D, (2.1b)

ou kr = w/er, er = \/p/p étant la vitesse des ondes de cisaillement dans le solide

isotrope homogeéne constituant le guide d’onde, ot T(z,z) représente le tenseur des
contraintes et ou la fonction f (z, z) représente "amplitude (harmonique) du champ source
incident & ’entrée du domaine x > 0. Le champ incident, créé dans le domaine = < 0, se
propage dans le sens des = croissants et est imposé en x = 0.
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2.1.2 Conditions aux frontiéres

Les vecteurs unitaires normaux 7, aux surfaces z,(x) (¢ = 1,2) du guide d’onde
rugueux et orientés & ’extérieur de ce guide d’onde ayant pour expression

iy = Nyt [(@ahg)s + (192 (2.2)

avec

N, = /14 (8ahy)?, (2.3)

les conditions de contraintes nulles sur les frontiéres rugueuses (2.1b) peuvent étre mises
sous la forme

T(@, 29)-ig = Ny [(00hg) Ty (w, 24) + (—1)qi;y(x,zq)} g,=0, Vo, g=12 (24)
Compte tenu de la loi de Hooke,

acy = ,Ua Uy, (2.5&)

= 10.U,, (2.5b)

de la nature du champ de déplacement acoustique (déplacement polarisé selon 1’axe y)
et de la forme suivant y de rugosité retenue (paralléle a l’axe y), la relation (2.4) peut
étre mise sous la forme

8any(x,zq) =0, Vr, z=2, q=1,2, (2.6)

ot la dérivée normale aux frontiéres rugueuses ('9% a pour expression

On, = 7ig.V = Ni [(arhq(x))am + (—1)’182} . (2.7)

q

Les conditions de contraintes nulles sur les frontiéres rugueuses se raménent donc a des
conditions de Neumann pour le déplacement transversal Uy sur les frontiéres rugueuses.

2.1.3 Développements modaux

La solution du probléme (2.1) est recherchée sous la forme d’un développement sur
la base des fonctions propres (%™ (z) dans le domaine [—L. /2, L. /2],

2 o
:ZZ AP (@)™ (), (2.8)

ou les fonctions propres orthogonales et normalisées, respectivement antisymétriques
(o = 1) et symétriques (¢ = 2), sont solutions du probléme aux valeurs propres défini
par I’équation de Helmholtz et des conditions de Neumann sur les frontiéres z = +L, /2
du guide & géomeétrie compatible (guide extérieur) :

{02 ( ”ﬂ) M(ﬂvm)(z):o, ze[-L./2,L./2, (2.92)

.4 (2) =0, z=+L,/2. (2.9b)
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Les fonctions propres ©(%™)(z) ont pour expression,

$@™ () = 2/ sin (K0™2) (2.10a)
$®™(2) = /2= 50) L cos (™), (2.10D)

(o:m)

et les valeurs propres associées k; sont données par
k™) = (2m + 1)1 /L., (2.11a)
k3™ = 2mr/L,, (2.11b)

ou le nombre quantique m prend toutes les valeurs entiéres positives.

2.1.4 Formulation intégrale

Le champ de déplacement Uy dans le domaine D du guide étudié satisfaisant au
systéme d’équations (2.1) peut étre exprimé, par application du théoréme de Green, de
la fagon suivante [66,67] :

(z,2) € (D), Uy(@,2) } = +/007G(x,z;x’,z')f(x’,z’)dz’dx'

0 =z

ou lintégrale double représente Deffet des sources (f), et ou I'intégrale simple (intégrale
de surface fermée a l’infini) traduit les effets des frontiéres du domaine. La fonction
de Green G(z,z;a’,2") choisie est définie dans le domaine Dy du guide a géométrie
compatible (guide extérieur) et satisfait a des conditions de Neumann aux frontiéres :

92, + 02, + k%]G(m, zx' 2= =6(x —2")o(z —2), V(z,z,2',2") € Dy, (2.13a)
0.G(z,z;2,2") =0, V(z,2',2') € Dy et en z==+L,/2. (2.13b)

Cette fonction de Green peut étre développée sur la base des fonctions propres (7™ (2)
[66,67],

2 o
Gz, z2',2") = Z Z [g(g’m) (, )™ () | L7 (2), (2.14)
o=1m=0
avec
( ) , e—ikff"m”x—mﬂ
g (z, ) = —————— (2.15)
2ik{7™
et

(k;f’vm>)2 — k2 (kgm>)2. (2.16)
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Compte tenu des conditions aux frontieres (2.6), le terme G0, Uy de l’équation (2.12)
est nul, et en faisant usage du développement sur les fonctions propres de la fonction
de Green (2.14) et consécutivement du champ de déplacement (2.8), I’équation intégrale
(2.12) peut étre directement mise sous la forme,

@AeD),  LTAV@INE |

(z,2) € (Dg — D), 0
33 F0ne) + 33 {de )} ot e
B=1p=0 a=1r=0

ou le terme source représentant le transfert d’énergie entre la source acoustique f et le
mode (8, p) a pour expression

O ﬂh/®WWxxww<ww¢» (2.18)

et ol le terme ayant pour expression

q=1

2 0
aen {Aen @} = -3 / ACD (@)@ ()8, 0P (2)g ) (2,2 )da!, (2.19)
0

est un opérateur "de surface" [65,68-70] qui représente le couplage de modes di aux
rugosités des frontiéres, 'expression de la dérivée normale aux frontiéres rugueuses 0,
étant donnée par la relation (2.7).

En multipliant I’équation (2.17) par la fonction propre (7™ (2), en intégrant le résultat
sur I’épaisseur du guide extérieur, il vient, compte tenu de I’orthogonalité des fonctions
propres dans le domaine [—-L,/2,L,/2] :

2 o
A () = FEm (z) 435 [me) {A<a ) (z )}+B(<;f;;>(m)/i(w>(g;) ., (2.20)

a=1r=0
ol
2 L./2
BT (2) = / dz + / dz | (@) ()™ (2), (2.21)
—L,/2 z2

est un opérateur "d’épaisseur" [65,68-70] qui tient compte de la profondeur de rugosité
et dont les expressions sont données en annexe B.

Comme cela a déja été mentionné au paragraphe 1.2.2, 'amplitude Alem) de chaque
mode, donnée par I’expression (2.20), peut étre exprimée comme la somme d’un champ
incident représenté par le terme source F'(°™) et d’un champ diffusé qui résulte de D'effet
des frontiéres rugueuses sur le champ incident et qui est traduit analytiquement par les
deux opérateurs H ((g :f;) et B((Z :;) Si la source acoustique générant le champ incident &

I’entrée du guide d’onde est considérée comme une source primaire, la rugosité peut étre
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considérée comme une distribution locale de sources secondaires générant, par processus
successifs de diffusion du champ incident, des modes non générés par la source acoustique
et une perturbation corrélative du mode incident.

Remarque :
Si, dans le formalisme présenté ci-dessus, la forme de la rugosité est négligée, elle peut
étre représentée par des "excroissances" (des dents) sortant du domaine z € [—d/2,d/2]
représentées par leur masse surfacique (modéle "Petites Masses", PM). La condition en
frontiére imposée par ce facteur d’inertie est obtenu en appliquant la loi de Newton &
chaque masse surfacique m, localisée, assimilée & un parallélépipéde rectangle de hauteur
hg,

mq = phy, g=1,2, (2.22)

qui relie le facteur d’inertie (~w?ph0U,) 4 la contrainte de cisaillement

Tyz = (=1)u0,, (2.23)

en z = +d/2:
~w?phdU, = (=1)7uU,. (2.24)

Cette condition en frontiére traduit une simple condition traduite par une admittance de
paroi
krh?

0 g¢=12 (2.25)
En d’autres termes, le formalisme présenté dans le paragraphe 2.1.4 ci-dessus s’applique
ici en remplagant simplement I'opérateur d,,, sur les frontieres réelles de la rugosité dans

(osm)

Pexpression (2.19) de l'opérateur I:I(a’:'; par l'opérateur

9., = (-1)7k7hy, (2.26)

appliqué sur la surface du guide fictif intérieur (z = +d/2). Ce modéle simplifié est
présenté plus en détail dans I’annexe E [76].

2.1.5 Recherche de solutions par approximations successives

En considérant chaque terme entre crochets de ’équation (2.20) comme petit devant
le terme source F(?) | les solutions de équation (2.20), notées [NJA(®™)  peuvent étre
recherchées par approximations successives,

V] j(em) — (0) flom) 4 (D) flom) 4 ... | (N=1) jlom) 4 (N) j(om) (2.27)

ou N est le nombre d’itérations retenu pour le calcul de I'amplitude A("’m), (0) 4(om)
étant la perturbation a ordre N = 0 (solution en Pabsence de rugosité), (W A@m) g
perturbation & 'ordre N = 1 et ainsi de suite. La solution en 1’absence de rugosité est
donnée par le terme source :

O Alem) () = Flom)(g), (2.28)
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La solution a l'ordre [N] est exprimée en fonction de la solution & 'ordre [N — 1],

2
N A0m) (3) = frlosm) (4 Zi{ ((Z:'; { -1] A(a,m(x)} 4 B(((c;mx)uv—u A(am)(x)]
a=1r=0

(2.29)
La convergence de la série de fonctions donnée par la relation (2.27) est, dans la suite,
jugée établie lorsqu’il existe un nombre entier positif N, tel que la relation

)<N0>A<avr>(x)‘ - ]<Nc—1>,21<w) (x)‘ <0,001, Vzelod, (2.30)

est vérifiée pour tous les modes pris en compte dans les calculs. Les intégrales sont
calculées numeériquement par la méthode des trapézes (annexe C).

Nous supposons dans la suite que la source ne génére qu’un seul mode incident, représenté
par le couple (o,m), les autres modes, notés (a,r), étant créés par couplage; le terme
source f peut alors étre mis sous la forme,

fx,2) = QUm™ypa™ (2)§(x), (2.31)

et, en conséquence, la correction d’ordre N = 0 donnée par la relation (2.28) peut étre
mise sous la forme, compte tenu des expressions (2.15) et (2.18),

. Nem) L om
©) flem) () = ;i:(we—zk&' 'z, (2.32)
1Ry

En pratique, dans la suite, le facteur Q(@™)/ 2ik$7™ est pris égal 4 Punité de telle sorte
que la relation (2.32) puisse étre mise sous la forme,

0) flo:m) () = g=iks” ™ (2.33)

étant bien entendu que 'amplitude () A(2™)(2) n’est pas sans dimension (m?3/2).

2.1.6 Limites de la méthode

Le choix de la fonction de Green implique la présence d’un pole dans les coefficients
g'®") (z,2'), donnés par la relation (2.15), ce pole traduisant la fréquence de coupure du
mode (o, ) correspondant. Dans le calcul des corrections d’amplitude O )A(""’”), lorsque
la fréquence de la source acoustique est proche de la fréquence de coupure d’un mode,
le modéle ne converge plus. La dissipation viscoélastique, traduite par des coefficients
d’élasticité complexes, devrait étre introduite si I’on devait s’intéresser & cette situation.
Par ailleurs, si un couplage entre le mode incident et un mode créé par couplage est
si fort que toute l’énergie ou presque du mode incident est cédée &
ceci provoque une divergence du modeéle, car I’hypothése selon laquelle le terme entre
crochets de I’équation (2.20) est faible devant le terme source n’est plus valable. Ce cas
particulier qui ne se rencontre que dans les bandes d’arrét est étudié plus en détail dans
le chapitre 3 oul une méthode alternative basée sur la théorie des modes couplés pour
résoudre ’équation (2.20) est proposée dans le cas d’une rugosité périodique, et pour
deux modes seulement.

ce mode couplé,
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2.2 Couplage de modes, comparaison des modéles

L’objectif de ce paragraphe est de comparer les résultats obtenus en prenant en
considération la forme de la rugosité (conditions de contraintes nulles sur les frontiéres
rugueuses) A ceux obtenus en traduisant effet de cette rugosité par de simples facteurs
d’inertie (remarque de fin de paragraphe 2.1.4). Les résultats sont dans la suite présentés
dans le cas d’un guide ayant une rugosité périodique de période A en dents de scie symé-
triques (triangles isocéles) de hauteur h sur une surface, 'autre étant parfaitement lisse
(figure 2.2). Les valeurs des parameétres du guide d’onde sont consignées dans le tableau
2.1.

4
fd/er =1,45 | d/A=2,5
A/X=0,58 | h/d=0,01 Mode A
incident O =
krl =109,3 /A =30 (ﬁ[) :UT—’ d
z
Tableau 2.1 — Parameétres utilisés
pour calculer les résultats présentés ~ _______ | R
=0 z=10

sur les figures 2.3 et 2.4.

Figure 2.2 — Schéma du guide considéré.

Quatre modes sont pris en compte dans les calculs : le mode incident symétrique
(0 =2,m =1) et les modes créés par couplage a savoir, le mode symétrique (o = 2,7 = 0)
et les modes antisymétriques (o = 1,7 = 0) et (o = 1,7 = 1), ces modes étant propagatifs
a ’exception du mode antisymétrique (aw = 1,7 = 1) qui est évanescent. Les courbes de
dispersion des modes créés par couplage (o, ) (traits pleins), la courbe de dispersion du
mode incident (o,m) (tirets points) et les courbes de couplage [relation (1.46)] (tirets)
sont tracées sur la figure 2.3 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cyr.

N W w
SSEIANTURENRNCAY
~ N \
20 RGN .
Ked qs L ~ \\\\:\
2m o
1 L
0.5
A/
. (2.0) /(1.0) f20)
0 0.5 1

fd/(fT

Figure 2.3 — Courbes de dispersion des modes créés par couplage (o, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (o, m) (tirets points) et courbes de couplage donnés
par Pexpression (1.46) (tirets). Le trait vertical en pointillés représente la fréquence de
la source acoustique (fd/cr = 1,45).
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La fréquence adimensionnée de la source acoustique ayant pour valeur fd/cr = 1,45
[trait vertical sur la figure 2.3], deux couplages sont recherchés : le couplage entre le
mode incident (o = 2,m = 1) et les modes créés par couplage et contra-propagatifs
(o = 2,7 =0) et (a =1,7r =0). Les modules des amplitudes normalisées [par rapport
a Pamplitude du mode incident (o = 2,m = 1)] des quatre modes pris en compte dans
les calculs sont tracés sur les figures 2.4 en fonction de la position adimensionnée krx,
en traits pleins pour une rugosité décrite par sa forme (opérateur 0, , modéle IM) et
en tirets pour une rugosité décrite par 'inertie des dents (petites masses, modéle PM).
Les modules des amplitudes des modes créés par couplage obtenus & partir de opérateur
O, sont supérieurs & ceux obtenus par la méthode des petites masses. En particulier, la
croissance de 'amplitude du mode (o = 2,7 = 0) contra-propagatif (dans le sens des x
décroissants) est plus importante dans le premier cas que dans le second. De méme, la
décroissance du mode incident (o = 2,m = 1) est légérement plus importante dans le
premier cas que dans le second. Comme on pouvait s’y attendre, la forme de la rugosité
a donc une influence non négligeable sur le couplage entre modes guidés, dans le sens ou
elle contribue a l’effet de diffusion.

0.3

T T T T
— Méthode IM — Méthode IM

0.25 --- Méthode PM | 025k --- Méthode PM |
(a=2,7=0) (a=1,r=0)
0.2 2t ]
M e (@) v N jen) (2)
DA (0)| 0.15 [ A (0) | 0.15
0.1F 0.1
0.05 0.05
“U 20 40 60 80 100 0
krx
(a)
11 T T 0.3 T T
— Méthode IM — Méthode IM
--- Méthode PM 0.25 --- Méthode PM |
1.05 (c=2,m=1) 4 (a=1r=1)
N 0.2 4
[N Ao m‘A(l.) (¥] jla ”(I)
[«r]A(n.m)((]) 1 ’ | R I A | | [U]A(ﬁ.uu(()) 0.15F 4
[V [ L i | 0.1 |
0.95F q
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Figure 2.4 — Module de amplitude normalisée du mode en fonction de la position
adimensionnée krz : (a) créé par couplage (o = 2,7 = 0), (b) créé par couplage
(o = 1,7 = 0), (c) incident (0 = 2,m = 1) et (d) créé par couplage (o« = 1,7 = 1).
Les résultats obtenus pour une rugosité décrite par sa forme (IM) sont représentés par
des traits pleins et ceux obtenus par la méthode des petites masses (PM) par des tirets.
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2.3 Flux d’énergie

L’objectif de ce paragraphe est d’exprimer, a 'entrée (x = 0) et a la sortie (x = ¢)
du domaine rugueux, les flux d’énergie des modes incident et créés par couplage et d’en
déduire les coefficients de réflexion et de transmission en énergie de chaque mode.

2.3.1 Coeflicients de réflexion et de transmission en énergie

La moyenne temporelle du flux total d’énergie sur une profondeur unitaire (selon y),
en Watt, portée par une onde SH est donnée par [79,80]

_ 1 T 22(512)
o= —/ dt/ P, (x, z;t)dz, (2.34)
T 0 z1(x)

ou Py(z, z;t) = —tyy(x, 2;t)Opuy (2, 2;t) est la composante du vecteur de Poynting selon
la direction de propagation x, t;, et u, étant respectivement la composante xy du tenseur
des contraintes réel et le champ de déplacement réel projeté suivant y. Ce flux d’énergie
moyen a pour expression en un point x (annexe F),

o(z) = Z ZQE(Q”") (r), enz=0¢eten ="/ (2.35)

a=1r=0

ot ¢(*") représente le flux d’énergie moyen du mode (a, ) et a pour expression,
I 1 ~ ~ * N * N
6 (@) = —iwp [ A0 (@) (0,40 @) = (A (@) 0, A0 (@), (2:36)

Les coeflicients de réflexion en énergie au point z = 0 et de transmission en énergie au
point = £ ont respectivement pour expressions pour chaque mode («,r),

2(a,r) =0
Rl _ ‘¢ (=0 (2.37a)
(binc
2(a,r) =/
Tler) — “b @=0] (2.37h)
¢inc
oi1, pour un facteur de source Q@™ = 2ik{”™ [relation (2.33)],
= 1 (em)
¢inc = *Wﬂkm Y (238)

2

est la moyenne temporelle du flux d’énergie porté par le mode incident (o, m) a Pentrée
de la zone rugueuse du guide.
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2.3.2 Evolutions des coefficients de réflexion et de transmission
en fonction de la fréquence

Les mécanismes de transfert d’énergie significatifs entre modes guidés prennent
place dans des domaines restreints de fréquences. De plus, chaque couplage a lieu a
des fréquences différentes et les amplitudes des modes couplés sont également toujours
différentes. Ce paragraphe a pour objectifs, d’une part, d’étudier les évolutions des
coefficients de réflexion et de transmission en énergie associés 4 chaque mode guidé en
fonction de la fréquence de la source acoustique, et d’autre part, de comparer plusieurs
couplages entre eux au travers de ces coefficients de réflexion et de transmission.

Le guide d’onde considéré est une plaque solide isotrope délimitée par une paroi
rugueuse et par une paroi lisse, la rugosité étant une distribution réguliére de dents de
scie symétriques (triangles isocéles) de hauteur h et de périodicité spatiale A (figure 2.5).
Les valeurs des paramétres du guide d’onde sont consignées dans le tableau 2.2.

14
d/A=3
h/d = 0,01 Mode A
g/A =30 incident O =z
(o,m) Y d
Tableau 2.2 — Para- z
meétres utilisés pour calcu-
ler les résultats présentés ~  ------- } -
r =0 z="/

sur les figures 2.6 et 2.7.

Figure 2.5 — Schéma du guide considéré.

Six modes sont pris en compte dans les calculs : le mode incident symétrique
(c = 2,m = 2) et les modes créés par couplage, & savoir les modes symétriques
(¢ = 2,7 = 0) et (¢ = 2,7 = 1) et les modes antisymétriques (o = 1,7 = 0),
(o =1,r =1) et (o« = 1,7 = 2), tous ces modes étant propagatifs, & I’exception du
mode (@ = 1,r = 2) qui est évanescent. Les courbes de dispersion des modes créés par
couplage (a,r) (traits pleins), la courbe de dispersion du mode incident (o, m) (tirets
points) et les courbes de couplage de la relation (1.46) (tirets) sont tracées sur la figure
2.6 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr. La fréquence de la source acoustique
étant choisie comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cr = 2,05 et fd/cy = 2,45
(bande grisée sur la figure 2.6 et zoom sur la figure 2.7a), sur les modes pris en compte,
seuls sont recherchés les couplages du mode incident (¢ = 2,m = 2) avec les modes
créés par couplage contra-propagatifs (« = 2,7 = 0), (o« = 1,7 =0), (a = 2,7r = 1) et
(a=1,r=1).
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Figure 2.6 — Courbes de dispersion des modes créés par couplage (a, ) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (o, m) (tirets points) et courbes de couplage donnés
par Pexpression (1.46) (tirets). Le domaine grisé correspond a la bande fréquentielle
d’excitation de la source acoustique.

Le domaine fréquentiel de I’étude est discrétisé et pour chaque valeur de la fréquence
dans ce domaine, les coefficients de réflexion et de transmission associés & chaque mode
guidé (pris en compte dans les calculs) sont calculés. Les évolutions des coefficients de
transmission du mode incident symétrique (o = 2,m = 2) (trait plein) et de réflexion
des modes créés par couplage symétriques (o = 2,7 = 0) (tirets) et (o = 2,7 = 1) (tirets
points) et antisymétriques (o = 1, = 0) (pointillés) et (« = 1,7 = 1) (tirets points
points) sont tracées sur la figure 2.7b en fonction de la fréquence de la source acoustique
sur lintervalle fd/cr € [2,05;2,45]. L’évolution du coefficient de réflexion associé a
chacun de ces quatre modes créés par couplage a une variation trés importante pour
les fréquences proches de la fréquence d’accord de phase de chaque couplage recherché.
Aussi, & chaque variation d’un des coefficients de réflexion, est associée une variation
opposée du coefficient de transmission du mode incident (o = 2, m = 2), ce qui explique
que I’énergie cédée par le mode incident est bien égale & I’énergie recue par chaque mode
créé par couplage. Ces résultats obtenus avec des ondes SH sont clairement en accord
avec ceux donnés dans la littérature pour des ondes SH [26] et méme pour des ondes de
Lamb [60,81]. A noter que les fréquences des couplages du mode incident (o = 2, m = 2)
avec les modes créés par couplage (a = 2,7 = 0) et (o = 1,7 = 0) étant relativement
voisines, ces deux couplages se chevauchent (en terme de fréquence) : il en résulte une
plus grande perte d’énergie du mode incident et un étalement de son coefficient de
transmission. Les quatre coefficients de réflexion tracés ont des maximas différents les
uns par rapport aux autres notamment celui du mode plan (o« = 2,7 = 0) : I’énergie
regue par un mode créé par couplage dépend donc des caractéristiques intrinséques de ce
mode. L’influence de ces caractéristiques intrinséques (nombre d’onde suivant la direction
de propagation) est étudiée au paragraphe 3.1.
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Figure 2.7 — (a) Zoom du domaine grisé de la figure 2.6 et (b) évolutions des coefficients
de réflexion en énergie des modes créés par couplage (o = 2,7 = 0) (trait plein),
(=1, =0) (tirets), (o = 2,7 = 1) (tirets points points), (o« = 1,7 = 1) (pointillés) au
point = 0 et du coefficient de transmission en énergie du mode incident (o = 2,m = 2)
(tirets points) au point x = /.

2.4 Etude expérimentale

L’étude expérimentale de la propagation d’ondes SH dans des matériaux a géomeétrie
complexe connait un véritable regain d’intérét ces derniéres années [4,82-87]. Reste que
ces ondes, qui ont la particularité d’étre plus difficiles & exciter que des ondes de Lamb,
sont pour l'instant beaucoup moins utilisées dans le cadre du controle non destructif
que les ondes de Lamb, bien que plusieurs méthodes existent pour exciter ces modes
SH guidés : excitation par un transducteur acousto-electromagnétique (EMAT) dans des
plaques conductrices [88,89], excitation par impact laser dans des plaques piézoélectriques
[90] ou encore excitation du mode plan par un transducteur piézoélectrique. Si les deux
premiéres méthodes citées ont ’avantage de pouvoir déplacer la source sans difficulté, ce
n’est pas le cas pour la méthode d’excitation par un transducteur piézoélectrique du fait
qu’il doit étre collé au matériau par le bais d’un gel de couplage.

Dans la continuité de travaux expérimentaux menés au LOMC (Le Havre) sur la
propagation d’ondes de Lamb dans des plaques & parois rugueuses [59,63, 64,91], deux
études expérimentales complémentaires ont été réalisées avec des ondes SH ; elles sont
reportées ici. L’objectif de ces travaux est d’étudier le couplage entre deux modes guidés
dans le cas d’une rugosité périodique sur une des surfaces de chaque plaque. La premiére
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expérience a pour but de rechercher le couplage de deux ondes guidées dans une bande
d’arrét en déplacant la source d’excitation et en observant, & une fréquence donnée, la
propagation d’une onde incidente en fonction de la distance entre la source d’excitation
et le récepteur. La seconde étude consiste & coller deux transducteurs sur les tranches
de la plaque de part et d’autre de la partie rugueuse (distance source-récepteur fixe)
et d’observer les coefficients de réflexion et de transmission en fonction de la fréquence
d’excitation.

Les deux plaques étudiées sont en aluminium de masse volumique p = 2700 kg.m™3.
La célérité des ondes de cisaillement dans le matériau est ¢p = 3140m.s~!. Les deux
plaques ! ont une paroi rugueuse et une paroi lisse (figures 2.8). Le profil de rugosité de
la premiére plaque est une distribution réguliére et périodique de créneaux sur toute la
surface rugueuse et le profil de rugosité de la seconde plaque est une distribution réguliére
et périodique de dents de scie symétriques sur une longueur £ = 126 mm. Les paramétres
géométriques des deux plaques sont consignés dans le tableau 2.3.

Premiére plaque || L, =2,8 mm | A=4,2mm | h=0,12mm | /=126 mm

Seconde plaque L,=10mm | A=54mm | h=0,4mm | /{=124,2 mm

Tableau 2.3 — Parameétres géométriques des deux plaques étudiées.

Figure 2.8 — (a) Photographie de la premiére plaque et (b) photographie de la seconde
plaque.

1. Les deux plaques ont été usinées par Philippe Saint-Martin & PIUT du Havre.
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2.4.1 Couplage de deux modes guidés dans une bande d’arrét

L’excitation d’un mode SH guidé est assurée par un transducteur acousto-
electromagnétique (EMAT). A l'instar des transducteurs & couplage par air ou des lasers,
ce transducteur peut étre déplacé afin de balayer la surface de la plaque (translation
motorisée) car il permet de s’affranchir des problémes de contact (gel de couplage pour les
transducteurs piézoélectriques classiques). Ces transducteurs, qui sont apparus au début
des années 1970 [88, 89, 92|, sont utilisés pour le controle non destructif de rails [93]
ou encore pour mesurer le délaminage dans des matériaux composites stratifiés [94].
Comme mentionné précédemment, ’objet de cette expérience est de mettre en évidence
le couplage entre deux modes guidés dans une bande d’arrét.

A Démission, la chaine de mesure est composée d’un générateur haute fréquence
et d’un amplificateur de puissance qui alimente un transducteur émetteur EMAT. La
réception est composée d’un transducteur piézoélectrique muni d’un sabot et d’un
préamplificateur (gain de 40dB) dont la sortie est reliée & un oscilloscope de controle
et de conversion des signaux mémorisés dans un ordinateur (figures 2.9).

EMISSIONG

| [Gene - Transduct

Ondes
guidees

Transducteur
piézoélectrique

Oscilloscope
et sabot

Ordinateur RECEPTION§

Figure 2.9 — (a) Photographie et (b) schéma du montage expérimental.

Les amplitudes du déplacement captées par le récepteur (fixe) sont enregistrées en
fonction de la distance émetteur-récepteur qui la sépare de ’émetteur (mobile) en 500
points sur une distance de 100 mm. En chaque point, une moyenne est effectuée sur un
grand nombre de burst et enregistrés en fonction du temps sur un intervalle de 105 us
en 1500 points. Les amplitudes, normalisées pour entrer dans l'intervalle [-0,5;0,5], sont
représentées dans le plan (temps, distance) sur la figure 2.10. La largeur des bursts (100
ms), le nombre de signal dans le burst (5), et le champ direct (trace supérieure) et réfléchi
sur le bord de la plaque située & arriére de I’émetteur (trace inférieure) apparaissent
clairement sur la figure.
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Figure 2.10 — Représentation des signaux en fonction du temps ¢ (en ordonnées) et
de la distance émetteur-récepteur = (en abscisses) pour la premiére plaque (rugosité en
créneaux).

La double FFT temporelle et spatiale [95] est représentée dans le plan (k,, f) sur la
figure 2.11. Trois modes guidés sont localisés sur la figure 2.11 (marqués par des taches) :

le mode (¢ = 2,m = 1) se propageant dans le sens des x croissants (kg(f:2’m:1) positif),
le mode (o = 1,7 = 1) se propageant dans le sens des z croissants (kg(gazl’r:l) positif) et
le mode (v = 1,7 = 1) se propageant dans le sens des x décroissants (kg(ca:l’rzl) néga-

tif). Puisque les deux premiers modes cités sont générés par le transducteur EMAT (leur
longueur d’onde correspond & la périodicité spatiale du profil de champ de force exercé
par le transducteur EMAT), il est clair que le mode (« = 1,7 = 1) se propageant dans le
sens des x décroissants est créé par couplage avec le mode incident (o = 2,m = 1) a la
fréquence adimensionnée fd/cr = 1,55.

064 127 1091

fd/CT

3,18

Figure 2.11 — Représentation de la double transformée de Fourier spatiale et temporelle
des signaux en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr et du nombre d’onde

.......

adimensionné kS )d/27r pour la premiére plaque (rugosité en créneaux).
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Cette premiére expérience, purement qualitative, permet de mettre en évidence le
couplage entre deux modes guidés dans une bande d’arrét. Le modéle analytique présenté
au paragraphe 2.1 ne permet pas de présenter les résultats théoriques correspondants car
les propriétés géométriques de la plaque sont en dehors des limites de validité du modéle
(rugosités trop profondes, voir paragraphe 1.4.3).

2.4.2 Coeflicient de réflexion et de transmission en énergie

Aprés avoir mis en lumiére par la premiére expérience (paragraphe 2.4.1) le couplage
de deux modes guidés dans une bande d’arrét, I'objectif de cette seconde expérience est
de mettre en évidence quantitativement un couplage de modes. Pour cela, la mesure des
coefficients de réflexion et de transmission en deux points distincts (de part et d’autre
de la partie rugueuse de la plaque) est réalisée sur une large bande de fréquence.

La chaine de mesure est représentée sur la figure 2.12. Le transducteur piézoélectrique
d’entrée joue le role d’émetteur et de récepteur. Il transmet un burst monochromatique
S¢(t) composé de 5 périodes T' = 27 /w fenétré par une fonction porte qui génére une onde
ultrasonore plane [mode guidé plan (o = 2, m = 0)] dans I’échantillon et il capte le signal

srey(t) de Ponde créée par couplage (contra-propagative). Le transducteur récepteur capte
le signal s;.(t) de 'onde transmise & la sortie du réseau de rugosité (onde incidente
atténuée).

Générateur
S Transducteur Transducteur

émetteur/ récepteur récepteur

rugosité
Onde
tr,

incidente sie(t)
— -

Onde
— ansinise

Onde créce

par couplage

Ecréteur

Oscilloscope
numérique

Ordinateur

(b)

Figure 2.12 — (a) Photographie et (b) schéma du montage expérimental.

La courbe de dispersion du mode créé par couplage (o« = 1,7 = 0) (trait plein), la
courbe de dispersion du mode incident (¢ = 2,m = 0) (tirets points) et la courbe de
couplage de la relation (1.46) avec le mode incident (tirets) sont tracées sur la figure 2.13
en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr. La fréquence de la source acoustique
étant choisie comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cy = 0,26 et fd/cy = 0,4
[bande grisée sur la figure 2.13], c’est le couplage du mode incident (¢ = 2,m = 0) avec
lui-méme qui est privilégié.
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Figure 2.13 — Courbe de dispersion du modes créé par couplage (a,r) (trait plein),
courbe de dispersion du mode incident (o, m) (tirets points) et courbe de couplage donnée
par 'expression (1.46) (tirets).

Deux exemples de signaux enregistrés par chaque transducteur sont représentés sur
figures 2.14 en fonction du temps t. Les signaux enregistrés a 'entrée de la plaque

sont représentés sur les figures 2.14a et 2.14b et ceux enregistrés & la sortie de la plaque
sont représentés sur les figures 2.14c et 2.14d. Les signaux des figures 2.14a et 2.14c sont
obtenus pour une excitation a une fréquence fd/cr = 0,249 (fréquence hors de la bande
d’arrét) et les signaux des figures 2.14b et 2.14d sont obtenus pour une excitation & une
fréquence fd/cp = 0,33 (fréquence proche de la fréquence centrale de la bande d’arrét).
Sur la figure 2.14b apparait le signal porté par 'onde créée par couplage, contrairement
a la figure 2.14a. Les amplitudes des paquets d’ondes réfléchies sur les bords de la plaque
sont plus grandes a la fréquence fd/cr = 0,33 qu’a la fréquence fd/cr = 0,249 car la
fréquence centrale de la bande passante des deux transducteurs est fd/cp = 0,433.
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Figure 2.14 — (a) et (b) Signaux enregistrés par le transducteur émetteur/récepteur et
(c) et (d) signaux enregistrés par le transducteur récepteur en fonction du temps ¢. La
fréquence d’excitation des signaux des figures (a) et (c) est fd/cr = 0,249 et celle des
signaux des figures (b) et (d) fd/cr =0,33.
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151 signaux (correspondant chacun & une fréquence adimensionnée comprise dans
Pintervalle fd/cr € [0,26;0,4]) moyennés sur 100 acquisitions sont enregistrés par chaque
transducteur. Chaque signal est stocké sous la forme d’un vecteur, puis ces vecteurs sont
concaténés en une matrice dont chaque ligne correspond & un signal temporel & une unique
fréquence d’excitation. Les résultats sont représentés dans le plan (fréquence, temps) sur
les figures 2.15a et 2.15c. A titre d’exemple, les signaux des figures 2.14a et 2.14b sont
repérés sur la figure 2.15a respectivement par des tirets et des pointillés horizontaux
(l’onde créée par couplage apparait clairement autour de cette derniére ligne). De méme,
les signaux des figures 2.14c et 2.14d sont repérés sur la figure 2.15c respectivement par
des tirets et des pointillés horizontaux. La méme procédure est réalisée sur une plaque
vierge (sans rugosité) et les matrices obtenues sont comparées avec celles obtenues pour
Péchantillon rugueux (figure 2.15). La tache sur la figure 2.15a correspond aux signaux
de l'onde créée par couplage.

0,307
0 fudfer 0
0,354
-1 4 I ! -1
0.4 100 150
t(ps)
(b)
0,26 1 0,26 1
0,307 0,307 i
,fcd/CT 0 ,fcd/CT 0
0,354 0,354 *
0,4 -1 0.4 | -1

Figure 2.15 — (a) et (b) Signaux enregistrés par le transducteur émetteur/récepteur et
(c) et (d) signaux enregistrés par le transducteur récepteur. Les signaux des figures (a)
et (c) sont obtenus avec la plaque rugueuse et ceux des figures (b) et (d) avec la plaque
vierge.

Pour chacune des quatre matrices de signaux dans le plan (f.,t) des figures 2.15,
une FFT temporelle est faite sur une partie de chaque ligne, c’est-a-dire sur une partie
de chaque signal temporel. A partir de la nouvelle matrice (f,, f) obtenue, pour chaque
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fréquence d’excitation f,; (chaque ligne), la valeur de la FFT de la ligne f,; & la colonne
f = fe, est notée dans un vecteur A qui correspond aux amplitudes complexes des FFT
aux fréquences d’excitation. Chaque composante du vecteur A est ensuite multipliée par
son conjugué, conduisant a la création d’un vecteur AA* (figure 2.16). Les coefficients de
réflexion et de transmission en énergie résultent alors de la division des composantes des
vecteurs AA* correspondant respectivement & la réflexion et & la transmission obtenus
avec la plaque a surface rugueuse par les composantes des vecteurs AA* correspondant
respectivement & la réflexion et & la transmission obtenus avec la plaque & surfaces lisses.
La normalisation des résultats de la premiére par les résultats de la seconde permet de
s’affranchir des effets de la bande passante des transducteurs sur les mesures, mais aussi
des phénomeénes d’atténuation de ’onde incidente tels ceux dus & 'ouverture du faisceau
ultrasonore ou a la dissipation viscoélastique.

t f
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: : FFT :
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Ad A !

fer fer fer
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. AA* . ! i .
£, fe, | : | f.,
o o —————q .
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Figure 2.16 — Schéma d’obtention des coefficients de réflexion et de transmission
expérimentaux.

2.4.3 Comparaison des résultats expérimentaux et théoriques

Dans ce paragraphe, les coefficients de réflexion et de transmission en énergie du
mode incident (¢ = 2,m = 0) obtenus de facon théorique (indice th) & partir des
relations (2.37) et de fagon expérimentale (indice exp) sont comparés. Les évolutions des
coefficients de réflexion R\7=>"=% ¢t de transmission T, =>"="
incident (o = 2,m = 0) sont tracées en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr

sur la figure 2.17. La fréquence correspondant au minimum du coefficient de transmission

théoriques du mode
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et au maximum du coefficient de réflexion est trés voisine de la fréquence centrale de la
bande d’arrét, ce qui confirme le couplage du mode incident avec lui-méme (avec sa partie
contra-propagative) sur le bord de la premiére zone de Brillouin (le bord étant considéré
comme la fréquence centrale de la bande d’arrét).
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Figure 2.17 — Evolutions des coefficients de transmission (trait plein) et de réflexion
(tirets) théoriques du mode incident (0 = 2,m = 0) en fonction de la fréquence
adimensionnée fd/cr.

Les coefficients de réflexion théorique R\7=>"=% et expérimental R(5;>™=" du
mode incident sont dans la suite normalisés & I'unité ; leurs évolutions en fonction de la
fréquence adimensionnée fd/cr sont tracées sur la figure 2.18. La largeur du lobe principal
(correspondant approximativement & la largeur de la bande d’arrét) est sensiblement la
méme pour les deux résultats. De méme, les fréquences centrales de la bande d’arrét
(fréquence centrale du lobe principal) sont également trés voisines. Les faibles décalages
sont certainement dus & une imperfection d’usinage car une modification de la périodicité
spatiale de la rugosité a pour conséquence le décalage de la fréquence centrale de la bande
d’arrét. Les amplitudes du lobe secondaire & gauche du lobe principal sont également trés
voisines pour les deux résultats.

1 I
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0.8} - Ry
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0.6 -
0.4+ b
0.2F J
0 o } > - |
0.28 0.3 032 034 036 038

fd/er

Figure 2.18 — Evolutions des coefficients de réflexion expérimental (trait plein) et
théorique (tirets) du mode incident (¢ = 2,m = 0) en fonction de la fréquence
adimensionnée fd/cr.
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L’évolution du coefficient de transmission du mode incident (o = 2, m = 0) est tracée
en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cp sur la figure 2.19. Le couplage mentionné
précédemment apparait clairement, car le coefficient de transmission théorique présente
une variation importante pour les fréquences proches de la bande d’arrét. Toutefois,
ce résultat ne permet pas d’étre comparé quantitativement avec le résultat théorique
associé, car leffet de la bande passante mal maitrisée des transducteurs n’a pas pu étre
corrigé. En effet, du fait que la fixation des transducteurs, par gels de couplage, n’est pas
reproductible, la normalisation des résultats obtenus sur la plaque & surface rugueuse
par ceux obtenus sur la plaque & surface lisse est entachée d’une incertitude qui peut
expliquer ce résultat.

0.8 i

,1—‘()(;7):2.771:0)
o 0.6F .
04F N

0.2 R

0—058 03 032 031 036 053
7d

cr
Figure 2.19 — Evolution du coefficient de transmission expérimental du mode incident
(0 =2,m = 0) en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr.

2.5 Conclusion

Traiter de la diffusion des ondes SH sur les parois rugueuses d’une plaque simple
par la méthode retenue au premier chapitre (pour la diffusion d’ondes guidées en fluide
non dissipatif) n’était affaire que d’adaptation de variable. C’est la raison pour laquelle
ce second chapitre avait pour objectif non seulement de confirmer ’acquis du premier
chapitre en terme de méthode et de résultats sur le profil des ondes couplées, mais
aussi de compléter ces propos par 1’étude des coefficients de réflexion et de transmission
(respectivement en amont et en aval de la rugosité) et d’en discuter les résultats en regard
de résultats expérimentaux obtenus au LOMC. L’ensemble des résultats présentés ici
(comme de certains autres résultats de simulation qui confirment ceux présentés) permet
de conclure & l'intérét de la méthode retenue pour traiter des problémes de rugosité, en
raison, de surcroit, des faibles temps de calcul qu’elle nécessite. Le fait de trouver la méme
largeur de bande d’arrét de maniéres expérimentale et théorique s’avére prépondérant
pour la caractérisation de la rugosité et, dans cette optique, 'influence des paramétres
de la rugosité sur les coefficients de réflexion et de transmission nécessite d’étre étudiée
(c’est l'objet en particulier du chapitre qui suit).



Chapitre 3

ETUDE DU COUPLAGE DE MODES GUIDES

L’objet de ce chapitre est de poursuivre I’étude des mécanismes de transfert d’énergie
entre modes guidés dans des plaques dont I’état de surface est irrégulier. Cette étude porte
essentiellement sur les effets de rugosités périodiques exprimées sous forme de séries
de Fourier (des profils de rugosité pseudo-aléatoires sont évoqués en fin du chapitre).
Les amplitudes des modes guidés co- ou contra-propagatifs sont d’abord exprimés aux
premiers ordres des approximations successives, sur la base du modeéle IM présenté aux
chapitres 1 et 2. Une méthode basée sur la théorie des modes couplés est ensuite présentée
comme alternative a la technique des approximations successives (dans le cas de rugosité
périodique pour deux modes). Enfin, le lien entre la densité spectrale de puissance et les
coefficients de réflexion et de transmission (en énergie) des modes guidés est établi.

3.1 Expressions analytiques approchées des amplitudes
des modes pour une rugosité périodique

La surface 2o (figure 2.1) est considérée parfaitement lisse. L’expression (2.19) de
l'opérateur de surface prend alors la forme,

(o,m)

0
H a,T) {A am) / Alos m) w(d m)(31)3 w(a,r)(zl)g(a,r) (x,x’)dm’, (31)
0

qui, compte tenu de l’expression de la fonction de Green a une dimension (2.15) et de
Pexpression de la dérivée normale (2.7), peut étre mise sous la forme

i) LA (@)}

(o,m)

w(o’,m (Zl)Nfl

O\e\

Do, @) (z1) | da’. (3.2)

efzk;a T)|mfz'| efikéa’”‘zfxw
Qikéa,r) B 2@]{:&0477”)

[w<°““><zl><az/h1>az/ (
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(a;r)

(o) présente une

A noter qu’a la fréquence de coupure du mode (a, ), cet opérateur H”

singularité (kma’r) — 0).
En ne retenant que 'approximation & l’ordre le plus bas des fonctions propres pour de
faibles hauteurs de rugosité h; (annexe G),

2 - 60’267710

I , (3.3a)

PO (21) 2 (—1)

2= 0520m0 [+ (02
0uy (7 (1) e (—1)HO L [EEEE () )y, (3.3b)

et en séparant l'intégrale en deux parties suivant le signe de (z —2’), cet opérateur prend
la forme approchée suivante

Ala,r)
Fr(or) A(o,m) ﬁ(" m)
H(mm) {A ($)} Zk'g(ya D) {

x

N (T ’ 2
JACm @t ) i o)+ (Ke) i) o

0
l

. ) (o 2
_'_/A(o,m)(m/)eﬂki (2 ~x) {—ikéa’r)am/hl(:ﬂ')—}— (ki""r)) h1(x/)} dz’ 3,

T

(3.4)

ou le coefficient 5( " ) a pour expression,

AHla,r m+r+o+a 2_6m60 2_67“5a
o) = (pymirtasa Y 0002) (2~ Orobez). (3.5)

Pour une rugosité périodique de période A et dont le profil peut étre exprimé par la série

de Fourier,
+oo -QTLJ/
h@)= Y Cpe A, (3.6)

ol le coefficient C), est exprimé par la relation,

A 2nm
~ 1 —i——x
C, = K/o hi(z)e A dz, (3.7)
il vient :
/8(0‘ )T) +o0o ( s
H((O‘ ) {A(U m)( )} ((‘7 m)) Z c,dm A(a r) 7zk(“ g / (o m) + "") da’
kfar n=-—oo
- 0

4
gl ikt e / Alem) ()i (=R +257)a g0 U (3.)
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ol les coefficients

2nm 2
na(er) _ o | _g(ar) 2000 (a,r)
7 i [ k, A + (kz ) } ) (3.9a)
S 2nmw 2
né(a,r) — ;| p(a,r) (a,r)
£ ) [km A + (kz ) ] , (3.9b)

sont des coefficients de couplage [38,72] qui dépendent de la fréquence de la source
acoustique et de la forme de la rugosité.

A noter que I'opérateur H ((:;3)
propriétés de la surface z = z; fenétrée sur 'intervalle [0, ¢] ou la rugosité est présente;
cette intégrale est scindée en deux intégrales de Fourier qui représentent respectivement
les amplitudes (& un facteur prés) des ondes co- et contra-propagatives.

Le report dans la relation (2.29) de l'expression (3.8) de l'opérateur H((:ﬁ)) et de
(or,r)

(o, m)’

se présente sous la forme d’une transformée de Fourier des

I'expression (G.7) de l'opérateur B~ conduit & l’expression suivante, pour les

corrections d’amplitude & l'ordre N,
(1) 4o

i =35t 55

o=1m= Ok n=-—oo

nﬁ(a ,T) / (Nfl)A(oym) (x/)ei(k;’y’T)er%)z'dx/ efik;,a’r)$

0
£

+ né(oz,r) / (Nfl)A(a,m) (x/)ei(—k;a’r>+2"Tﬂ)z/dx/ eik;a’r)z

s 2nT

+2kar)(N 1)A(am)() ixEe (3.10)

A lordre N = 0, seule 'amplitude du mode incident [représenté dans la suite par le couple
(o,m)] n’est pas nulle [relation (2.33)]. A 'ordre N = 1, amplitude (3.10) de chaque
mode (o, r) (créé par couplage) et la perturbation du mode incident (o, ) = (¢, m) sont
données par

A B(aﬂ") oo i(n§(enm) | (e
(1) 4@ () = k((f;T)) Z o {nﬁ(am)e‘l( (o.m) TR )xx sinc ("(5((3 ;) )
Sar) p _i(na(em) _p(an))y . NER
nf(a r)e—z €<U m>€e ( (o,m) kg ) (E — 1‘) Sinc [nEEo':WZ) (é - m):|

T Gl 2"”)“} , (8.1)

ot la fonction sinc(u) est telle que sinc(u) = sin(u) /u (sinus cardinal) et ou les coefficients
nfla,r) 1 (e,m) _ p(a,r) 27177(

om) = 5 {k ha A (3120)
nala,r) 1 o,m) (o) _ 27’L77T

Elom) = 2 {k ks A (3:120)
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sont appelés paramétres de désaccord [55, 72].

Si I'un de ces paramétres de désaccord est faible, en d’autres termes si la fréquence est
telle que l'accord de phase est approximativement réalisé pour un mode (a,r) donné
(mode co- ou contra-propagatif) et si, de surcroit, le coefficient C,, de la série de Fourier
de la rugosité est élevé, alors ce mode présente une amplitude dominante.

A noter que si la hauteur de rugosité est telle que les approximations (3.3) ne sont plus
valables, les amplitudes des modes aux premiers ordres des perturbations peuvent étre
calculées analytiquement, non pas en développant en série de Fourier la fonction hq, mais
le terme (™) (21)0,,,4(*") (1) de la relation (3.1) [46].

3.2 Etude du sens de propagation des modes créés par
couplage

Si la fréquence est telle qu'une seule relation d’accord de phase entre le mode
incident et un mode créé par couplage est approximativement vérifiée (faible parameétre
de désaccord) pour un certain harmonique n de la rugosité, alors 'amplitude du mode
créé par couplage est trés fortement influencée par cet harmonique de la rugosité. Deux

types de conditions d’accord de phase associées aux paramétres de désaccord "5((:;))
et ”ég:”:;z), donnés respectivement par les relations (3.12a) et (3.12b), sont considérés

dans ce paragraphe : elles correspondent respectivement & des couplages co- et contra-
directionnels. Pour chacune de ces deux relations, des approximations permettent de
donner ’amplitude du mode créé par couplage & 'ordre N = 1 et d’obtenir sa vitesse de
groupe, mais aussi de donner l’amplitude du mode incident & 'ordre N = 2.

3.2.1 Etude d’un couplage co-directionnel

Dans ce paragraphe, le couplage fort entre le mode incident (o, m), le mode (aq,71)
créé par couplage co-directionnel et I’harmonique n; de la rugosité est considéré. Le
paramétre de désaccord associé a ce couplage est donné par la relation,

2nm _ nlg(alﬂ“l) _s

i o) = 5y (3.13)

1
Z | glom) _ plar,r) _
2 xr x

(61 étant la notation retenue dans ce paragraphe pour ne pas alourdir le formalisme).
Tous les autres couplages étant supposés comme négligeables, ’amplitude (3.11) du mode
(a1, 71) alordre N = 1 a alors pour expression approchée (la contribution & ’ordre N = 0
étant nulle)

B(alﬂ"l)

om) _mgenr) @, om0 T ) g gine (512). (3.14)

(1] A(e1,r1) _
A (33) - kg(cal’rl)

Le report de 'expression (3.14) de ’amplitude du mode (o, 71) dans 'expression (3.10)
conduit, & ’expression approchée de la correction d’ordre N = 2 de I’amplitude du mode



3.2 Etude du sens de propagation des modes créés par couplage 59

incident :
plen,r) alar,r) r)—nq alom
(2)14(0-77"’) (x) = — /8(0 m /B(U m ah 1) ' 77( 7 ) é é_
k‘;(ﬁal’rl) kxa ,m) 45% " "

em T [0 1 _9i5,0] . (3.15)

En tenant compte de I'expression (2.27) et en considérant la correction d’amplitude du
mode incident (o,m) a Pordre N = 1 comme négligeable devant les corrections d’ordre
N =0 et N = 2 (voir paragraphe 1.4.1), 'amplitude du mode incident (o, m) a 'ordre
N = 2 a pour expression,

. ) 5((11’7‘1) ﬁ(al,rl)
(2] j(o,m) _ —ik{m™g 1— (o,m)  FP(o,m)
(r)=e kﬂ(gou,m) k;a,m) 45%

nlﬁ(al,rl)fnlﬁ(a',m) . R

Cn,C_p,

[e*1" — 1 — 2i612] ». (3.16)

Le report de 'expression (3.14) de ’amplitude du mode créé par couplage a l’ordre N = 1
dans les expressions du flux d’énergie moyen et de la densité moyenne d’énergie donnés
respectivement par les relations (2.36) et (F.19) conduit au rapport (relation (F.24) de
Pannexe F)

¢(a1 1) (o) Lo 01 cr

e Cy 2 Top’ (3.17)

(a1,m1) _ k(al,h) cr

ol ¢g est la vitesse de groupe du mode («,71) en ’absence de rugosité.

Ainsi, lorsque le couplage est parfait, c’est-a-dire pour 6; = 0, la vitesse de groupe du
mode (ay, 1) est égale, en premiére approximation, a la vitesse de groupe du méme mode
du guide extérieur (guide lisse non rugueux).

Afin de vérifier si les expressions (3.14) et (3.16) sont de bonnes approximations res-
pectivement des amplitudes des modes créé par couplage («q,71) et incident (o,m), les
amplitudes des modes calculées "numeériquement" (intégration par la méthode des tra-
pézes) sont comparées A celles calculées analytiquement [données par les relations (3.14)
et (3.16)], pour un guide ayant un profil de rugosité sinusoidal sur une surface, 'autre
surface étant parfaitement lisse (figure 3.1). Les paramétres adimensionnés utilisés sont
consignés dans le tableau 3.1.
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l

fd/er =1,607 | d/A=0,67 5

A/XN=24 h/d = 0.005 . Mode

incident O =
kpl=271,3 /A =18 (07477{) yTﬁ d
z

Tableau 3.1 — Paramétres

utilisés pour calculer les résul-
tats des figures 3.2, 3.3 et 3.4.

Figure 3.1 — Schéma du guide considéré.

Quatre modes propagatifs sont pris en compte dans les calculs "numériques", le mode
incident symétrique (o = 2,m = 1) et les modes créés par couplage, le mode symétrique
(v =2,r =0) et les modes antisymétriques (o = 1,7 = 0) et (ay = 1,71 = 1). La courbe
de dispersion du mode incident (tirets points) et celles des modes créés par couplage
(traits pleins) sont tracées sur la figure 3.2 en fonction de la fréquence adimensionnée
fd/er. Jusqu’a présent dans ce document, les courbes de couplage étaient tracées a partir
de la relation (1.46) avec un signe "-" devant le nombre d’onde k(™"
des couplages contra-directionnels. Ce paragraphe portant sur I’étude du couplage d’un
mode incident avec un mode co-propagatif, les courbes de couplage doivent étre tracées a
partir de la relation (1.46), avec un signe "+" devant le nombre d’onde eler) (figure 3.2).
La fréquence adimensionnée de la source ayant pour valeur fd/cr = 1,607, le couplage
de modes satisfaisant a la relation (3.13) est étudié pour le mode incident (o = 2,m = 1),
le mode créé par couplage (a; = 1,71 = 1) et la fréquence fondamentale de la rugosité
(n=1).

correspondant &

3

25+
2 |

ks
or  Lor _- ’::’
1F "56 ,“(10) s
-7 (29 T
0.5 7 -
‘/
0 (2.0) A-’ (21) A/
0 0.5 15 2

1
fdfer 1.607

Figure 3.2 — Courbes de dispersion des modes créés par couplage («,r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (o,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par P'expression (1.46) (tirets).

Les modules des amplitudes normalisées des modes incident (o = 2,m = 1) et créé
par couplage (a; = 1,71 = 1) a la fréquence adimensionnée fd/cy = 1,607 sont tracés
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respectivement sur les figures 3.3a et 3.3b en fonction de la position adimensionnée krx.
La croissance de ’amplitude du mode créé par couplage co-directionnel (o; = 1,77 = 1)
dans le sens des x croissants et la décroissance de ’amplitude du mode incident
(o0 = 2,m = 1) dans le sens des = croissants attendues sont retrouvées numériquement
(traits pleins) et analytiquement (tirets). Les deux amplitudes calculées numériquement
présentent des oscillations contrairement aux amplitudes calculées analytiquement, ces
oscillations résultant des autres couplages (faibles) existant a cette fréquence. En effet,
les amplitudes obtenues analytiquement sont calculées en négligeant les autres modes,
tandis que quatre modes sont pris en compte dans les calculs numériques.

1.05 0.8 T T T
1 07k é ion numérique 4
R on analytique .
[N A(”"”‘(z) 0.93 ‘\r]léi("""‘J(l’) 0.6F L -
] Alm)(0) 0] Awm) (0) 051 v y b
0.9 ~ 0.4} 4

- - -Intégration analytique

r — Intégration numérique b

0.3
0.2

0.1

50 T00 150
krx

(a)

Figure 3.3 — Modules des amplitudes normalisées des modes : (a) incident (o = 2,m =
1) et (b) créé par couplage co-directionnel (o = 1,71 = 1) en fonction de la position
adimensionnée krz a la fréquence adimensionnée fd/cr = 1,607.

Les amplitudes des quatre modes sont calculés ici sur une bande de fréquence
comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cp € [1,55;1,7] (bande grisée de la figure
3.2). Les modules des amplitudes normalisées au point = ¢ des modes incident
(c = 2,m 1) et créé par couplage co-directionnel (o; = 1,70 = 1) sont tracés
respectivement sur les figures 3.4a et 3.4b en fonction de la fréquence adimensionnée

fd/cr. Le sinus cardinal, mis en lumiére par la relation (3.14), du résultat numérique
de la figure 3.4b est déphasé par rapport a celui calculé analytiquement, ce déphasage
devant étre lié aux approximations faites pour calculer les relations (3.14) et (3.16).
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Figure 3.4 — Modules des amplitudes normalisées au point x = £ des modes : (a) incident
(c =2,m =1) et (b) créé par couplage co-directionnel (a; = 1,71 = 1) en fonction de la
fréquence adimensionnée fd/cr.
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3.2.2 Etude d’un couplage contra-directionnel

Dans ce paragraphe, le couplage fort entre le mode incident (o, m), le mode (aq,72)
créé par couplage contra-propagatif et 'harmonique ny de la rugosité est considéré. Le
paramétre de désaccord associé a ce couplage est donné par la relation,

Jlom) 4 glaara) _ 22T g eara) _ (3.18)

5 T T A (o,m)
(e est la notation retenue dans ce paragraphe pour ne pas alourdir le formalisme). Tous
les autres couplages étant considérés comme négligeables, amplitude (3.11) du mode
(ag,72) & Pordre N = 1 a alors pour expression approchée (la contribution a l’ordre
N = 0 étant nulle)

B(OQ iT2)

(Uimnzg(az rz)C L€ —iea(f+z) k{22 g (0 — z)sinc [ea(0 — 2)] . (3.19)

A =) ( ): k(azﬂz

Le report de lexpression (3.19) de amplitude du mode (ag,r2) dans I’expression (3.10)
conduit, & ’expression approchée de la correction d’ordre N = 2 de I’amplitude du mode
incident :

B(QQ ,r2) ﬁ(a m)

n2£(a2,r2)—n2ﬁ(a,m) R

2) A(o,m) _ (ae2,m2) A
e B o

ek [Qiezx — eFea(a=) 4 67%22] - (320

En tenant compte de l'expression (2.27) et en considérant la correction d’amplitude du
mode incident (o,m) & Pordre N = 1 comme négligeable devant les corrections d’ordre
N =0 et N =2 (voir paragraphe 1.4.1), 'amplitude du mode incident (o, m) a 'ordre
N = 2 peut étre mise sous la forme,

jlaz, TQ) jlom) na &(aa,ra) —nae n(o,m
2] Aloim) () — ¢~ ik _ Blomy By mEleard —majlem)
k;ag,lz) kg’ ,m) 48% na“—ng

[2i52x — eZiea(@—0) 4 e*%?q . (3.21)

Le report de I’expression (3.19) de 'amplitude du mode créé par couplage a ’ordre N = 1
dans les expressions du flux d’énergie moyen et de la densité moyenne d’énergie totale
donnés respectivement par les relations (2.36) et (F.19) conduit au rapport (relation
(F.29) de 'annexe F)

¢(o¢2 m2) (ag r2) + 2 g2 CT

= ! > (3.22)

Ainsi, en premiére approximation lorsque le couplage est parfait, c¢’est-a-dire pour €5 = 0,
la vitesse de groupe du mode (aq,r2) est 'opposé de la vitesse de groupe du méme mode
du guide extérieur (guide lisse non rugueux).
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Afin de vérifier si les expressions (3.19) et (3.21) sont de bonnes approximations
respectivement des amplitudes des modes créé par couplage (ag,r2) et incident (o, m),
les amplitudes des modes calculées "numériquement" sont comparées a celles calculées
analytiquement [données par les relations (3.19) et (3.21)] pour un guide ayant une paroi
lisse et une paroi rugueuse, le profil de rugosité étant une distribution réguliére et pério-
dique de trapézes symétriques (figure 3.5). Les paramétres adimensionnés utilisés sont
consignés dans le tableau 3.2.

l
LA,

fd/er =1,844 | d/A = 1,67 h

A/N=1,1 h/d =0.01 .31.01(10[ A2

kpl =277,5 £/A =40 madent Q =

T . / (o, m) yI d

Tableau 3.2 — Paramétres -
utilisés pour calculer les résul- | L
tats des figures 3.6, 3.7 et 3.8. r20 z=¢

Figure 3.5 — Schéma du guide considéré.

Quatre modes sont pris en compte dans les calculs "numériques", le mode incident
antisymétrique (o = 1,m = 0) et les modes créés par couplage, les modes symétriques
(o =2,7=0) et (ag = 2,73 = 1) et le mode antisymétrique (o = 1,7 = 1), ces modes
étant tous des modes propagatifs (figure 3.6). La courbe de dispersion du mode incident
(tirets points) et celles des modes créés par couplage (traits pleins) sont tracées sur la
figure 3.6 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cp. Sur la méme figure, sont
tracées les courbes de couplage pour la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1)
(tirets) et celles pour le premier harmonique de la rugosité (n = 2) (pointillés). La
fréquence adimensionnée de la source ayant pour valeur fd/cpy = 1,844, le couplage
entre le mode incident (¢ = 1,m = 0), le mode créé par couplage contra-directionnel
(g = 2,79 = 1) et le premier harmonique de la rugosité (n = 2) est recherché.

N @0 ", (10 % @D
(n=2) )
25
/\E RoF 2+
2 15 [~~ (20 \ (1,0 v(2,1) (1,2) ¢ —
. 20 ¢ & Mk
L=l |
>
0.5 e 1
2o 1o o
0 L =
0 0.5 1.5 2

1
fd/er

Figure 3.6 — Courbes de dispersion des modes créés par couplage (a,r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (o, m) (tirets points), courbes de couplage pour
la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1) (tirets) et courbes de couplage pour le
premier harmonique de la rugosité (n = 2) (pointillés).
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Les modules des amplitudes normalisées des modes incident (¢ = 1,m = 0) et créé
par couplage (g = 2,79 = 1) a la fréquence fd/cr = 1,844 sont tracés respectivement
sur les figures 3.7a et 3.7b en fonction de la position adimensionnée krx. La croissance de
lamplitude du mode créé par couplage contra-directionnel (e = 2,79 = 1) dans le sens
des x décroissants et la décroissance de ’amplitude du mode incident (¢ = 1,m = 0)
dans le sens des z croissants attendues sont retrouvées numériquement (traits pleins)
et analytiquement (tirets). Ainsi, les couplages de modes pour les harmoniques de la
rugosité sont similaires aux couplages pour la fréquence fondamentale de la rugosité
[59]. De plus, le couplage de deux modes par une périodicité spatiale autre que la
fréquence fondamentale laisse penser que chaque périodicité spatiale d’un profil de
rugosité peut étre déterminée par l'analyse des amplitudes des modes guidés. Les
deux amplitudes calculées numériquement présentent des oscillations contrairement aux
amplitudes calculées analytiquement, ces oscillations résultant des autres couplages
existants. Les amplitudes obtenues analytiquement sont en effet calculées en négligeant
les autres modes et les autres fréquences de la rugosité, tandis que quatre modes et un
nombre important d’harmoniques de la rugosité sont pris en compte dans les calculs
numeériques.

1.05 T T T 0.8 T T T
— Intégration numérique 07k — Intégration numérique |
Lrs - - Intégration analytique ' - - Intégration analytique
1A (S 0.6 4
N t@(o,m](a;) 0.95 V] Alnr2) ()
0] Alem)(0) “ﬂ/il”’“)([]) 0.5 il
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Figure 3.7 — Module des amplitudes normalisées des modes : (a) incident (¢ = 1,m = 0)
et (b) créé par couplage contra-directionnel (a2 = 2,72 = 1) en fonction de la position
adimensionnée krx A la fréquence adimensionnée fd/cr = 1,844.

Les amplitudes des quatre modes sont calculées ici sur une bande de fréquence
comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cr = 1,77 et fd/cpr = 1,92 (bande grisée de
la figure 3.6). Les modules des amplitudes normalisées des modes incident (¢ = 1, m = 0)
au point & = { et créé par couplage contra-directionnel (as = 2,r5 = 1) au point
x = 0 sont tracés respectivement sur les figures 3.8a et 3.8b en fonction de la fréquence
adimensionnée fd/cr. Le sinus cardinal de la relation (3.19) est retrouvé sur le résultat
numérique, avec un déphasage du méme ordre de grandeur que celui observé pour le
couplage co-directionnel (voir figure 3.8b).



3.3 Théorie des modes couplés 65

1.05

8 T T T T T
07 — Intégration numérique (v =2,my=1)

T . . . q
- - Intégration analytique

[A\]Am.m,\(‘lr _ é,)

V] ez 2)(z = 0)
[0] Ale. m)(())

0] A(om) (0)

I \
. . L. 0.2 ! \
0.8 — Intégration numérique i ! '
. . .
- - -Intégration analytique (c=1,m=0) ~ N\ h "\

7! 1 1 L L L L L v A\ v N //
O B BT < T B T S R I USR8 T/ 151 186 Iss 10
fd/er fd/er

(a) (b)

,_
i~]

Figure 3.8 — Module des amplitudes normalisées des : (a) incident (o = 1,m = 0) au
point x = £ et (b) créé par couplage contra-directionnel (a2 = 2,72 = 1) au point x = 0
en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr.

3.3 Théorie des modes couplés

Le modéle présenté dans les chapitres 1 et 2 ne converge pas dans certaines
configurations ot un couplage fort a lieu entre deux modes guidés (voir paragraphe 1.4.2).
L’utilisation d’une technique d’approximations successives nécessite en effet I’hypothése
selon laquelle les effets dus & la rugosité (intégrale de contour dans opérateur H ((::2))
sont faibles en comparaison avec le terme source représenté par l'intégrale de volume.
Mais dans le cas précis ott un couplage fort entre un mode incident et un mode créé
par couplage a lieu, cette hypothése n’est plus respectée. Le paragraphe précédent a en
effet permis de mettre en lumiére que lorsqu’un seul couplage fort a lieu entre un mode
incident et un mode créé par couplage, alors ces deux modes prédominent largement.
Il est possible, sous réserve de certaines approximations [les mémes qu’au paragraphe
3.1 données par le systéme (3.3)], de s’affranchir de la technique des approximations
successives : une méthode alternative, basée sur la théorie des modes couplés [38, 72],
peut s’y substituer.

Cette méthode présentée ci-dessous repose au départ sur Iexpression (2.20) exprimée
pour deux modes fortement couplés :
A (@) = B (@) + BT {400 @) ) + Ao {40 @)

BT AT (@) + BT A (2), (3.232)

(ev,r)

Al (@) = ) LA™ @)+ BT { A (@)

sm)

+B(r) Al () 4+ BT A (z), (3.23b)
ou les couples (o,m) et («,r) représentent respectivement le mode incident et le mode
couplé.

3.3.1 Couplage co-directionnel

Les caractéristiques physiques de I’étude sont ici supposées telles que le couplage fort
entre le mode incident (o, m) et le mode créé par couplage («y,71) se propageant dans
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le sens des z croissants est favorisé par 'harmonique n; de la rugosité (tous les autres
couplages sont considérés comme négligeables). Le parameétre de désaccord 6; associé a ce
couplage est donné par la relation (3.13). Le report de l'expression (2.33) de 'opérateur
F(@m) e de Dexpression (3.8) de l'opérateur H (( ") dans le systéme (3.23) conduit au
systeme

Alrm) (z) = =ik

5(o,m) z
1+ (f;l;;l)) o A(‘Tm)C /A(ahrl)( ) i 2"’\”)xldx/ , (3.24a)
kq )
6(@177“1)
A(al’rl)(m‘) k(al ™) g (o m) nlﬁ(alﬂ"l)c
k(al,n)
/ (kTR g (3.24D)
0

La dérivée de chaque équation par rapport a la variable x permet d’écrire, compte tenu
de lexpression (3.13),

eik;"’m)x [aw + ik(a,m)} Alem) (r) =

(o,m)
Blarry) .- nyi MG Ao ()i (2T )a 3 95,
kg(ca ,m)

eik;al‘rl)m |:83: +Z-k:(coq,rl)] A(al,ﬁ)(z) —

B(alﬂl)

kEZ:nr)l nﬁl ai, r1)C A(am)( ) —¢(261—k;”’m))w' (325b)

En écrivant ces amplitudes sous la forme d’une onde qui se propage vers les x croissants,
4 savoir

Alem) (z) = Si(x)e*i(ké"’m)*‘gl)m, (3.26a)
A1) () = §y(x)ei (K +8)z (3.26b)

le coefficient 5}-(0) représente ’amplitude du mode incident en z = 0 qui est choisi égale &
I’unité [Si(O) = 1] et le coefficient Sd(O) représente ’amplitude du mode créé par couplage
en z = 0, a savoir ici S4(0) = 0.

Le systéme d’équation (3.25) se raméne alors au systéme suivant :

p(o,m)
8,8:(x) = —i6,8:(x) + %*” (em & Sa(x), (3.27a)
. Bionm s e
8,84(x) = nplenr) G S () + 06, 84(x), (3.27b)

kg(val ?”1)
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dont les solutions satisfaisant & S;(0) = 1 et Sy(0) = 0 s’écrivent (la vérification est
immeédiate) (annexe H) :

Si(x) = cos(y1) — iélsm:\ﬂx), (3.28a)
1
plerm) sin(y1z)
Sala) = Ty o = (3.250)
kx "
avec N
IB ag, m B :1”,7“1
712:5% (a1,r1) 7 (o,m) —nln(om)nl (a1,r1) Cnlenl (3.29)

k;a ,m) k;al ,r1)

3.3.2 Couplage contra-directionnel

Les caractéristiques physiques de 1’étude sont ici supposées telles que le couplage fort
entre le mode incident (o, m) et le mode créé par couplage (2, 72) se propageant dans
le sens des = décroissants est favorisé par I’harmonique no de la rugosité (tous les autres
couplages sont considérés comme négligeables). Le paramétre de désaccord e associé a ce
couplage est donné par la relation (3.18). Le report de Pexpression (2.33) de 'opérateur
F(@m) et de Iexpression (3.8) de 'opérateur H(( dans le systéme (3.23) conduit au

systéme
Am) (g) = =™
B(Uﬂn) )
1+ I;(‘“j;:“)—”? Aeme_, /A(‘X?”"?)( N (k™ = =857 qa! | | (3.30a)
/B(O‘??T?)
A(az,’!‘g)( ) k(O‘? r2) g 7 (o,m) ngé-(az,rg)c
k(az,rz
x
0
/zzl(g’m)(x')eﬂ(k(CY2 2 ERE ) g (3.30b)

x

La dérivée de chaque équation par rapport a la variable x permet d’écrire, compte tenu
de I’expression (3.18),

M o, 4 inem] Ao ) —

6(0 ,m)
(av2,m2) —ny A(o m)C A(ag,rg)( ) (262—}’@;‘12»%))95
k(ff m)

€T

e_ika(naz,"‘z)x I:az _ ik;ag,rz)} A(az,rz)(x) —

. (3.31a)

B(az,w)

iy e G, AT (@)l 2T (3.31)

En écrivant 'amplitude du mode incident (¢, m) sous la forme d’une onde qui se propage
vers les x croissants et celle du mode créé par couplage («a,r2) sous la forme d’une onde
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qui se propage vers les x décroissants, & savoir

{ A (z) = §;(x)eic2=R"™)z, (3.32a)
Alenr2) () = Gy()emileamhrs e, (3.32b)

le coefficient Sl(()) représente I’amplitude du mode incident en x = 0 qui est choisi égale &
Punité [S;(0) = 1] et le coefficient Sq(¢) représente amplitude du mode créé par couplage
en & = {, & savoir ici S4(£) = 0.

Le systéme d’équation (3.31a) se raméne alors au systéme suivant :

3(0.m)

028i(x) = —ieaS;(x) + 14;(?”2"2)) —naplem) G 8(x), (3.33a)
B(azh)

0, 8a(x) = —%mg(am)% Si(@) + ie2Sa(a), (3.33b)

dont les solutions satisfaisant a S;(0) = 1 et S4(¢) = 0 s’écrivent (annexe H) :

A o cos[y2 (¢ — x)] + dea sin[y2({ — )]

S —— 3.34
() o cos(y2l) + i€g sin(y2f) (3.34a)
L BemmdlearaC, sinp(C - 1)
Salw) = 2 — : (3.34b)
ka 2% [ya cos(val) + i€g sin(yaf))
avec
2 _ 2 @2,72) —ng ~(o,m) (M) ny Hag,re) Y A
vy = €5 + kg(g":m) 2 k;az,’r‘z) g2 Cp,. (3.35)

3.3.3 Exemple de résultat

La comparaison des deux formes de solution de ’équation (2.20) (approximations
successives et théorie des modes couplés) est effectuée pour une plaque ayant une paroi
lisse et une paroi rugueuse dont le profil de rugosité est une distribution réguliére de
trapézes (dents de scie inversées) de hauteur h et de périodicité spatiale A (figure 3.9).
Les parametres adimensionnés utilisés sont consignés dans le tableau 3.3.

l
A,
MLE) AR
h/d=10.01 A A
/A =40 e W
incident O =
(o,m) Y d
Tableau 3.3 — Paramétres z
utilisés pour calculer les résul-
tats des figures 3.10, 3.11 et . _____ | b
3.12. z=0 z={

Figure 3.9 — Schéma du guide considéré.
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Quatre modes sont pris en compte dans les calculs numériques (approximations succes-
sives), le mode incident symétrique (o = 2,m = 1) et les modes créés par couplage,
le mode symétrique (o« = 2,7 = 0) et les modes antisymétriques (o« = 1,7 = 0) et
(o = 1,7 = 1), ces modes étant tous des modes propagatifs & I'exception du mode
(o =1,7 = 1) qui est évanescent (figure 3.10).

La courbe de dispersion du mode incident (tirets points), les courbes de dispersion des
modes créés par couplage (traits pleins) et les courbes de couplage contra-directionnel
[équation (1.46)] pour la fréquence fondamentale de la rugosité (tirets) sont tracées
sur la figure 3.10 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr. La fréquence de
la source étant définie dans lintervalle fd/er € [1,2;1,35] (zone grisée), le couplage
contra-directionnel du mode incident (o = 2,m = 1) avec lui-méme pour la fréquence
fondamentale de la rugosité (n = 1) se trouve privilégiée.

L6F~_ (2,0
1.4
1.2

1\(170) \‘\(2“1> (111)“ | ]

Figure 3.10 — Courbes de dispersion des modes créés par couplage («, ) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (o,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par P'expression (1.46) (tirets).

Le coefficient de réflexion en énergie du mode incident (¢ = 2,m = 1) au point
x = 0 et le coefficient de transmission en énergie du mode incident (¢ = 2,m = 1) au
point @ = ¢ [donnés respectivement par les expressions (2.37a) et (2.37b)] sont tracés
respectivement sur les figures 3.11a et 3.11b en fonction de la fréquence adimensionnée
fd/cr. Les résultats sont obtenus de fagon numeérique par les approximations successives
(traits pleins) et de fagon analytique par la théorie des modes couplés (tirets). Les deux
amplitudes calculées par la théorie des modes couplés ont des formes proches de sinus
cardinaux. Le décalage fréquentiel des courbes est du méme ordre de grandeur que celui
observé au paragraphe 3.2 (figures 3.8). Par contre, les largeurs du lobe principal et
des lobes secondaires sont approximativement les mémes entre les résultats obtenus par
approximations successives et ceux obtenus par la théorie des modes couplés.
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Figure 3.11 — Evolution des coefficients (a) de réflexion en énergie du mode incident
(0 = 2,m = 1) au point z = 0 et (b) de transmission en énergie du mode incident
(0 = 2,m = 1) au point x = £ en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr. Les
résultats obtenus par les approximations successives sont en traits pleins et les résultats
obtenus par la théorie des modes couplés sont représentés par des tirets.

Du fait que la technique des approximations successives ne converge plus lorsque le

nombre de motifs constituant le profil est trop élevé, lorsqu’un couplage fort entre deux
modes guidés a lieu (voir paragraphe 1.4.2), c’est 'objectif du travail présenté ici que
d’observer un couplage pour une longueur de rugosité importante en faisant usage de la
théorie des modes couplés. Le guide étudié précédemment est & nouveau considéré, mais
ici pour une longueur de rugosité telle que ¢/A = 100 (nombre de motifs).
Les évolutions des coefficients de réflexion en énergie au point x = 0 et de transmission
en énergie au point z = ¢ du mode incident (o = 2,m = 1) sont tracées respectivement
sur les figures 3.12a et 3.12b en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cy. Pour
les fréquences situées dans la bande d’arrét, le coefficient de réflexion du mode incident
(0 = 2,m = 1) est égal a I'unité et le coeflicient de transmission du mode incident
(0 =2,m =1) est nul, ce qui implique que toute ’énergie apportée dans le guide par le
mode incident a été rétro diffusée.

1 1 v T
0.8+ E 0.8+ 4
0.6 4 0.6 - 4

Rlo=2m=1) Tlo=2,m=1)

0.4+ 4 0.4+ 4
0.2 4 02+ 4

( L L L L A\, d L L L L L L

I WO W7 AW 0128 1.3 132 134 q.? 122 124 126 128 1.3 132 134

fdjer fdfer
(a) (b)

Figure 3.12 — Evolutions des coefficients (a) de réflexion en énergie du mode incident
(6 =2,m = 1) au point z = 0 et (b) de transmission en énergie du mode incident
(o0 =2,m = 1) au point = ¢ en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr.
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3.4 Influence des paramétres géométriques du guide
d’onde sur le couplage de modes

Les transferts d’énergie entre modes induits par la rugosité dépendent de la hauteur,
de la forme et de la longueur de rugosité. Le développement des fonctions définissant
les rugosités sur des séries de Fourier fait apparaitre, dans le calcul des amplitudes des
modes aux premiers ordres des perturbations, les coefficients de couplage "é (1) gt njlenr)
(3.9) qui tiennent compte de plusieurs parameétres acoustiques et géométriques définissant
les guides d’onde. L’objectif de ce paragraphe est de montrer l'influence de certains
paramétres apparaissant dans ces deux coefficients sur les amplitudes des modes. Dans ce
paragraphe, les amplitudes des modes sont calculées numériquement (par approximations
successives) jusqu’a convergence.

3.4.1 Influence de la hauteur de rugosité sur le couplage de
modes

Afin d’observer I'influence de la hauteur de rugosité sur les amplitudes des modes,
plusieurs guides d’onde ayant la méme périodicité spatiale et la méme forme de rugosité,
mais des hauteurs de rugosité différentes sont étudiés. La géométrie considérée est une
plaque ayant une paroi lisse et une paroi rugueuse, le profil de rugosité étant une distri-
bution réguliére et périodique de dents de scie symétriques (triangles isocéles) de hauteur
h et de périodicité spatiale A (figure 3.13). Les paramétres adimensionnés utilisés sont
consignés dans le tableau 3.4.

)4
d / A=2,5
fr— mcidaent T
(o, m) yTﬁ d
Tableau 3.4 — Parameétres i

utilisés pour calculer les résul-
tats des figures 3.14, 3.14 et =0 L
3.14.

Figure 3.13 — Schéma du guide considéré.

Quatre modes sont pris en compte dans les calculs numériques, le mode incident
antisymétrique (o = 1, m = 0) et les modes créés par couplage symétriques (o = 2,7 = 0)
et (¢ = 2,7 = 1) et antisymétrique (« = 1,7 = 1), ce dernier étant le seul mode
évanescent (figure 3.14). La courbe de dispersion du mode incident (tirets points), les
courbes de dispersion des modes créés par couplage (traits pleins) et les courbes de
couplage pour la fréquence fondamentale de la rugosité sont tracées sur la figure 3.14 en
fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr. La fréquence de la source étant choisie
dans lintervalle fd/cr € [1,2;1,35] (bande grisée), le couplage contra-directionnel du
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mode incident (¢ = 1,m = 0) avec le mode créé par couplage (a« = 2,7 = 1) se trouve
favorisé pour la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1).

Figure 3.14 — Courbes de dispersion des modes créés par couplage («, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (o,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par P'expression (1.46) (tirets).

Les évolutions du coefficient de réflexion en énergie du mode créé par couplage
(¢ = 2,7 = 1) au point z = 0 et du coefficient de transmission en énergie du mode
incident (¢ = 1,m = 0) au point = = ¢ sont tracées sur la figure 3.15a en fonction
de la fréquence adimensionnée fd/cr pour les hauteurs de rugosités adimensionnées
h/d = 0,01 (traits pleins), h/d = 0,02 (tirets) et h/d = 0,03 (pointillés). Comme prévu,
Pénergie échangée entre le mode incident (o = 1,m = 0) et le mode créé par couplage
(v = 2,r = 1) augmente avec la hauteur de rugosité [60,64]. La largeur du lobe principal
du sinus cardinal ne varie pas ou peu. La fréquence centrale de la bande d’arrét (fréquence
a laquelle le sinus cardinal atteint sa valeur maximale) varie légérement en fonction de
la hauteur de rugosité. Ceci peut étre vérifié a partir de I’équation (1.46), dans laquelle
intervient le rapport d/L, qui reste trés proche de I'unité dans les conditions de cette
étude. Les nombres d’ondes des modes guidés dépendant de ’épaisseur du guide, toute
variation de la hauteur de rugosité (donc de ’épaisseur du guide) a pour conséquence une
variation des nombres d’ondes des modes guidés, ce qui traduit ces décalages fréquentielles
des couplages.
Les évolutions du maximum du coefficient de réflexion du mode créé par couplage (o =
2,7 =1) et du minimum du coefficient de transmission du mode incident (o =1, m = 0)
sont tracées sur la figure 3.15b en fonction de la hauteur adimensionnée h/d. A partir de
la valeur h/d = 0,01, les maxima des coefficients de réflexion et les minima du coefficient
de transmission varient & peu prés linéairement avec la hauteur de rugosité [60]. La
hauteur de rugosité apparait dans les expressions des valeurs propres kgo’m) (2.11), dans
les expressions des nombres d’ondes ki) (2.16) et dans Pexpression des coefficients
C, (3.7) du développement en série de Fourier des fonctions h; définissant les profils de
rugosité. Si de faibles variations de la hauteur de rugosité n’ont pas d’influence importante
sur les valeurs propres k7™ et sur les nombres d’ondes k™, les coefficients C, varient
quant & eux linéairement avec la hauteur de rugosité. De plus, aux premiers ordres des
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approximations successives (voir paragraphe 3.2.1 et 3.2.2), les amplitudes des modes
guidés dépendent linéairement des coefficients C),, donc linéairement de la hauteur de
rugosité.
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Figure 3.15 — (a) Evolutions des coefficients de réflexion du mode (o = 2,7 = 1) et de
transmission du mode incident (¢ = 1,m = 0) en fonction de la fréquence adimensionnée
fd/er pour h/d = 0,01 (trait plein), h/d = 0,02 (tirets) et h/d = 0,03 (pointillés).
(b) Evolutions des maximas du coefficient de réflexion du mode (o = 2,7 = 1) et des
minimas du coefficient de transmission du mode incident (¢ = 1, m = 0) en fonction de
la hauteur adimensionnée h/d.

3.4.2 Influence de la longueur de rugosité sur le couplage de
modes

Le guide étudié au paragraphe 3.4.1 est & nouveau considéré ici, mais pour une
hauteur de rugosité constante h/d = 0,025 et pour différentes longueurs de rugosité,
comprises dans intervalle £/A € [0;65]. Les évolutions du coefficient de réflexion en
énergie du mode créé par couplage (o = 2, = 1) et du coefficient de transmission en
énergie du mode incident (o = 1, m = 0) sont tracées sur la figure 3.16a en fonction de la
fréquence adimensionnée fd/cr pour les longueurs de rugosité adimensionnées ¢/A = 15
(traits pleins), ¢/A = 30 (tirets) et /A = 45 (pointillés). L’énergie échangée entre le
mode incident (¢ = 1,m = 0) et le mode créé par couplage (o = 2,7 = 1) augmente avec
la longueur de rugosité [60,81]. La largeur du lobe principal du sinus cardinal varie en
fonction de la longueur de rugosité ; comme attendu, la fréquence centrale de la bande
d’arrét ne varie pas en fonction de la longueur de rugosité.

Les évolutions des maxima du coefficient de réflexion du mode créé par couplage
(a = 2,7 = 1) et des minima du coefficient de transmission du mode incident
(6 = 1,m = 0) sont tracées sur la figure 3.16b en fonction du nombre de motifs ¢/A
constituant le profil. Pour les longueurs de rugosité supérieures & 20 motifs, 1’évolution
du coefficient de réflexion du mode créé par couplage (« = 2,7 = 1) et du coefficient
de transmission du mode incident (¢ = 1,m = 0) varie & peu prés linéairement [60, 81].
Ces variations linéaires viennent du fait que les amplitudes des modes créés par couplage
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a lordre N = 1, données par les expressions (3.14) pour le couplage co-directionnel et
(3.19) pour le couplage contra-directionnel, dépendent linéairement de la longueur de
rugosité.
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Figure 3.16 — (a) Evolutions des coefficients de réflexion du mode (o = 2,7 = 1) et de
transmission du mode incident (¢ = 1,m = 0) en fonction de la fréquence adimensionnée
fd/er pour /A = 15 (trait plein), £/A = 30 (tirets) et /A = 45 (pointillés). (b)
Evolutions des maximas du coefficient de réflexion du mode (o = 2,7 = 1) et des minimas
du coeflicient de transmission du mode incident (¢ = 1,m = 0) en fonction de la longueur
adimensionnée £/A.

3.4.3 Influence de la forme de la rugosité sur le couplage de
modes

L’influence de la forme de la rugosité sur les amplitudes des modes est étudiée en
tracant les coefficients de réflexion et de transmission de deux modes fortement couplés
en fonction des coefficients des séries de Fourier et en comparant les couplages de ces
deux modes pour deux fréquences de rugosité différentes.

Pour cela, plusieurs guides d’onde de méme périodicité spatiale et de méme hauteur
de rugosité sont considérés. La géométrie est une plaque ayant une paroi lisse et une paroi
rugueuse, le profil de rugosité étant une distribution réguliére et périodique de dents de
scie. La forme des dents de scie varie d’un guide & 'autre; la position du sommet d’une
dent est comprise dans l'intervalle [0, A/2], ou la position 0 est telle que la dent corres-
pond & un triangle rectangle et ou la position A/2 est telle que la dent est un triangle
isocéle. Ainsi, pour chaque forme de dent de scie, les coefficients de la série de Fourier
sont différents et les évolutions des coefficients de réflexion et de transmission de deux
modes fortement couplés sont observés en fonction des coefficients des séries de Fourier.
Les paramétres adimensionnés utilisés sont consignés dans le tableau 3.5.
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Tableau 3.5 — Parameétres

utilisés pour calculer les résul- | |
tats des figures 3.18 et 3.19 =0 =1

Figure 3.17 — Schéma du guide considéré.

Six modes sont pris en compte dans les calculs numériques, le mode incident
symeétrique (o = 2,m = 1) et les modes créés par couplage, a savoir les modes symétriques
(a = 2,7 = 0) et (¢ = 2,7 = 2) et les modes antisymétriques (« = 1,7 = 0),
(e = 1,r =1) et (« = 1,7 = 2). La courbe de dispersion du mode incident (tirets
points), les courbes de dispersion des modes créés par couplage (traits pleins), les courbes
de couplage pour la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1) et les courbes de
couplage pour le premier harmonique de la rugosité (n = 2) sont tracées sur la figure
3.18 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr. Les couplages contra-directionnels
du mode incident (0 = 2,m = 1) avec le mode créé par couplage (o« = 1,7 = 1)
pour la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1) et pour le premier harmonique
de la rugosité (n = 2) sont étudiés, le premier couplage a la fréquence adimensionnée
fd/er = 1,64 et le second a la fréquence adimensionnée fd/cy = 2,37.
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Figure 3.18 — Courbes de dispersion des modes créés par couplage (o, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (o,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par Pexpression (1.46) pour la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1)
(tirets) et pour le premier harmonique de la rugosité (n = 2) (pointillés).

Les évolutions des coefficients de réflexion en énergie du mode créé par couplage
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(o = 1,7 = 1) au point x = 0 et des coefficients de transmission en énergie du mode
incident (o = 2,m = 1) au point = ¢ a la fréquence adimensionnée fd/cr = 1,64 sont
tracées en fonction du produit |C'1 CA’{‘|/d2 sur la figure 3.19a. De méme, les évolutions des
coefficients de réflexion du mode créé par couplage (« = 1,7 = 1) et des coefficients
de transmission du mode incident (¢ = 2,m = 1) a la fréquence adimensionnée
fd/er = 2,37 sont tracées en fonction du produit |CoC5|/d? sur la figure 3.19b. Pour
les deux couplages étudiés, les évolutions des coefficients de réflexion et de transmission
évoluent comme prévu linéairement, leurs croissance et décroissance relatives évoluant
comme attendu. A noter que pour Cy = 0, le coefficient de réflexion du mode créé
par couplage (@« = 1,7 = 1) est nul et le coefficient de transmission du mode incident
(o0 =2,m =1) est égal & 1, ce qui traduit une absence de couplage entre ces deux modes,
bien que ’accord de phase soit vérifié.
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Figure 3.19 — Evolutions des coefficients de réflexion en énergie du mode (o = 1,7 = 1)
au point x = 0 et des coefficients de transmission en énergie du mode incident
(¢ = 2,m = 1) au point z = ¢ : (a) a la fréquence fd/cr = 1,64 en fonction du
produit | C;|/d? et (b) a la fréquence fd/cr = 2,37 en fonction du produit |C2C5|/d>.

3.4.4 Etude de l’effet de I’enveloppe du profil de rugosité

Lorsque la rugosité est une sinusoide ou une somme de sinusoide (séries de Fourier),
Pamplitude d’'un mode au premier ou au dernier point de la rugosité (selon le type de
couplage) varie en fonction de la fréquence selon un sinus cardinal de fréquence centrale
donnée par la condition d’accord de phase, ce sinus cardinal étant le résultat d’une trans-
formée de Fourier (voir paragraphe 3.1). Afin de vérifier si les amplitudes de modes sont
directement liées & une transformée de Fourier du profil, le travail proposé ici consiste &
étudier quatre guides d’ondes ayant les mémes paramétres acoustiques et géométriques,
et dont 'unique différence repose sur ’enveloppe du profil de rugosité, a savoir une
fonction porte, une fonction triangle (fenétre de Bartlett), une demie période de sinus
(fenétre de Hann) et une fenétre de Blackmann, cette derniére ayant pour expression [96] :
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(3.36)

0.42 — 0.5 cos (2—“:10) -+ 0.08 cos (4—”95) , sizel0,4],
hBlackmann(x) - Ao Ao 0

0, si z &[0,/
Les quatre guides d’ondes sont des plaques ayant une paroi lisse et une paroi rugueuse,

le profil de rugosité étant une sinusoide de période Ay et de hauteur h. Les paramétres
adimensionnés utilisés sont consignés dans le tableau 3.6.

d/Ag = 2,5 h/d = 0,02 0/Ag = 20
fd/er € [1,65:1,9] | Ag/A € [0,66;0,76] | krtl € [82,9;95, 5]

Tableau 3.6 — Parameétres utilisés pour calculer les résultats des figures 3.20, 3.21, 3.22
et 3.23.

Les profils de rugosité adimensionnés hq(x)/d fenétrés par la fonction porte, la demie
période de sinus, la fonction triangle et la fenétre de Blackmann sont respectivement tra-

cées sur les figures 3.20a, 3.20b, 3.20c et 3.20d en fonction de la position adimensionnée
JU/AO .
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Figure 3.20 — Tracés en fonction de la position adimensionnée x/Ag des profils de
rugosité sinusoidale normalisés hi(z)/d fenétrés par (a) une fonction porte, (b) une demie
période de sinus, (c) une fonction triangle et (d) une fenétre de Blackmann.
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La densité spectrale de puissance du profil de rugosité hq(x) est, selon la relation
de Wiener-Khintchine [96], la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation
du profil hq(x). La transformée de Fourier d’un produit de convolution étant le produit
des transformées de Fourier, la densité spectrale de puissance du profil hy(z) a pour

expression,
DSP [hy(x)] = H(A)H(A)*, (3.37)

ou H(A)* est le conjugué de la transformée de Fourier H(A) du profil hy(z), exprimée
par la relation,

A(A) = % / h (2)e= ¥ da. (3.38)

Les densités spectrales de puissance (DSP) des quatre profils de rugosité étudiés sont
tracées sur la figure 3.21 en fonction du rapport d/A. La DSP du profil fenétré par la
fonction porte (tirets points) est le carré d’un sinus cardinal d’amplitude plus importante
que les DSP des profils fenétrés par la demi période de sinus (pointillés), par la fonction
triangle (tirets) et par la fenétre de Blackmann (traits pleins). A noter que ces trois
derniéres DSP ne présentent pas de lobes secondaires.
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Figure 3.21 — Evolutions en fonction du rapport d/A des densités spectrales de puissance
des profils de rugosité sinusoidale fenétrés par une fonction porte (tirets points), une
demie période de sinus (pointillés), une fonction triangle (tirets) et une fenétre de
Blackmann (trait plein).

Quatre modes sont pris en compte dans les calculs, le mode incident symétrique
(0 = 2,m = 1) et les modes créés par couplage symétrique (o = 2,7 = 0) et
antisymétriques (o« = 1,7 = 0) et (& = 1,7 = 1), tous ces modes étant propagatifs.
La courbe de dispersion du mode incident (tirets points), les courbes de dispersion des
modes créés par couplage (traits pleins) et les courbes de couplage pour la périodicité
Ag sont tracées sur la figure 3.22 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr. La
fréquence de la source étant définie dans lintervalle fd/cy € [1,65;1,9], le couplage
contradirectionnel du mode incident (¢ = 2,m = 1) avec le mode créé par couplage
(o =1,7 = 1) et la périodicité Ay est étudié.
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1
fd/cr

Figure 3.22 — Courbes de dispersion des modes créés par couplage («, ) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (o,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par I'expression (1.46) (tirets).

Les évolutions des coefficients de transmission en énergie du mode incident (o =
2,m = 1) au point z = ¢ et du coefficient de réflexion en énergie du mode créé par
couplage (o = 1,7 = 1) au point = = 0 sont tracées respectivement sur les figures 3.23a
et 3.23b en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr. Les formes des coefficients
de transmission et de réflexion apparaissent en relation directe avec les formes des DSP
pour chacun des profils de rugosité considérés.
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Figure 3.23 — Evolution en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr des coefficients
(a) de transmission en énergie du mode incident (¢ = 2,m = 1) au point z = £ et (b)
de réflexion en énergie du mode créé par couplage (o« = 1,7 = 1) au point z = 0. Les
résultats sont obtenus pour des profils de rugosité sinusoidale fenétrés par une fonction
porte (tirets points), une demie période de sinus (pointillés), une fonction triangle (tirets)
et une fenétre de Blackmann (trait plein).
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3.5 Etudes de profils de rugosité ayant plusieurs
périodicités spatiales

Nous avons vu au paragraphe 3.4.4 que la périodicité de la rugosité induisait des
couplages privilégiés pour des fréquences déterminées [59, 64]. Toutefois, les profils de
rugosité parfaitement périodiques sont rarement rencontrés, mais servent de base aux
études menées pour des profils ayant plusieurs périodicités spatiales (la rugosité ou
défaut de surface peut étre le résultat de phénoménes périodiques présentant plusieurs
périodicités spatiales). L’étude présentée ici se place dans la continuité du paragraphe
3.4 sur linfluence des paramétres géométriques des guides d’ondes sur le couplage de
modes. Aprés avoir montré que, pour un profil de rugosité sinusoidal, les coefficients de
réflexion et de transmission lors d’un couplage fort prennent la forme de la DSP du profil
de rugosité, 'objectif de ’étude présenté ici est d’abord d’observer des couplages pour
des rugosités ayant plusieurs périodicités spatiales [73,77], puis de montrer la relation
entre la DSP des profils de rugosité et les coefficients de réflexion et de transmission en
énergie des modes.

3.5.1 Profils de rugosité ayant deux périodicités spatiales voi-
sines

L’objectif de cette partie est d’étudier deux profils de rugosité formés & partir de
deux fonctions sinusoidales ayant des périodicités spatiales voisines Ay et As. .
Le travail suivant concerne deux plaques ayant une paroi z; rugueuse et une paroi zo
lisse. Le profil de rugosité de la surface z; est, dans le premier cas de I’étude, composé de
deux sinusoides de méme longueur ¢ = 96 mm additionnées, ayant respectivement pour
périodicité spatiale A; = 3 mm et Ay = 3,2 mm (figure 3.24a). Pour le second profil
étudié, les deux mémes sinusoides de périodicités spatiales A1 et Ao et respectivement
de longueurs 1 = 16A; et ¢ = 15A5, sont juxtaposées 'une a l'autre, c’est-a-dire dans
le prolongement 1'une de lautre (figure 3.24b). Les deux profils obtenus ont la méme
hauteur maximale de rugosité h telle que h/d = 0,02 et la méme longueur de rugosité
{ =96 mm.
Le profil sommeé a pour expression :

b [2 — cos (z—ﬂx) — cos (Lﬂx)} , sixzel0,/,
hi(z) = * = Az 0,4 (3.39)
0, six & 10,4,
et le profil juxtaposé a pour expression :
B11— cos i—’;x , stz el0,4],
hi(z) = & |1 — cos i—’;x , stz € [ly, 4 + 5], (3.40)
0, six ¢ [0,0 + &3],

ou h est la hauteur maximale du profil.
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Figure 3.24 — Tracé des profils de rugosité adimensionnés hi(z)/d (a) sommé et (b)
juxtaposé (dans le prolongement I'une de I’autre) en fonction de la position adimensionnée

x/L.

Les densités spectrales de puissance (DSP) des deux profils de rugosité sont tracées
respectivement sur les figures 3.25a et 3.25b en fonction du rapport d/A. Les deux
périodicités Ay et Ay sont retrouvées dans chaque DSP. La transformée de Fourier du
profil sommeé est la somme des transformée de Fourier de chaque sinusoide dans l'intervalle
[0, 4] (figure 3.25a). Par contre, la transformée de Fourier du profil juxtaposé est la somme
des transformées de Fourier de chaque sinusoide, mais ces deux transformées de Fourier
sont effectuées sur deux intervalles différents, la premiére sur I'intervalle [0,16A4] et la
seconde sur Uintervalle [16A1, 16A1+15A5]. Ainsi, les lobes principaux des sinus cardinaux
résultant des transformées de Fourier sont plus larges que ceux du profil "sommé" et,
ainsi, un phénomeéne de recouvrement apparait, ce phénoméne ayant pour conséquence
notable, I’émergence d’une périodicité spatiale A3 d’amplitude plus forte que celles des
périodicités A et Ao et située entre ces deux périodicités (figure 3.25b).

50 50
10 B 10 B
30 30 q
DSP [—M")] A A DSP [—M"q

20 - 4 20 F 4
10 B 10+ B
0 L N\ | L o 0 . o

1.6 1.8 2 2.2 24 1.6 24

d/A

Figure 3.25 — Tracés des densités spectrales de puissance (DSP) des profils de rugosité
(a) "sommé" et (b) "collé" en fonction du rapport d/A.

Pour les deux guides, la source génére le mode (¢ = 2,m = 0) dans une bande
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de fréquence comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cr = 1,1 et fd/cp = 1,35.
Les quatre premiers modes sont pris en compte dans les calculs, les trois premiers étant
propagatifs et le dernier évanescent. La courbe de dispersion du mode incident (tirets
points), les courbes de dispersion des modes créés par couplage (traits pleins), les courbes
de couplage pour la périodicité Ao (tirets) et les courbes de couplage pour la périodicité
Ay (pointillés) sont tracées sur la figure 3.26 en fonction de la fréquence adimensionnée
fd/cr. La fréquence de la source étant définie dans Uintervalle fd/cr € [1,2;1,35], le
couplage contra-directionnel du mode incident (0 = 2,m = 0) et du mode créé par
couplage (o = 2,7 = 1) pour les périodicités spatiales A; et Ay sont étudiés.

Figure 3.26 — Courbes de dispersion des modes créés par couplage («,r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (o, m) (tirets points), courbes de couplage donnés
par D'expression (1.46) pour la périodicité spatiale Ay (tirets) et courbes de couplage
donnés par l'expression (1.46) pour la périodicité spatiale A1 (pointillés).

Les évolutions du coefficient de réflexion en énergie du mode créé par couplage
(e = 2,7 = 1) au point x = 0 et du coefficient de transmission en énergie du mode
incident (¢ = 2,m = 0) au point x = ¢ sont tracées en fonction de la fréquence
adimensionnée fd/cr sur la figure 3.27a pour le guide d’ondes "sommé" et sur la figure
3.27b pour le guide d’ondes juxtaposé. Pour ces deux guides d’ondes, les couplages pour
les périodicités Ay et Ag sont retrouvés. Pour le profil juxtaposé, un couplage entre le
mode incident (o = 2,m = 0) et le mode créé par couplage (« = 2,7 = 1) se produit
entre les couplages dus aux périodicités spatiales A; et Ag, ce couplage étant associé a la
périodicité spatiale émergente A3 de la DSP du profil juxtaposé (figure 3.25b). Ainsi que
dans le paragraphe du fenétrage de la rugosité, pour les deux guides d’ondes étudiés, les
coefficients de réflexion du mode créé par couplage (o« = 2, = 1) et de transmission du
mode incident (¢ = 2,m = 0) font apparaitre une forme voisine de celles des DSP des
profils de rugosité.
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Figure 3.27 — Evolutions du coefficient de réflexion en énergie du mode créé par couplage
(o =2,r = 1) au point z = 0 et du coefficient de transmission en énergie du mode incident
(0 =2,m = 0) au point z = £ en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr pour (a)
le profil sommé et (b) le profil juxtaposé.

3.5.2 Profil de rugosité ayant trois périodicités spatiales éloi-
gnées

L’objectif de ce paragraphe est d’étudier un profil de rugosité composé, sur une
longueur /¢, de trois sinusoides d’amplitudes différentes et de périodicités spatiales
suffisamment écartées les unes des autres pour éviter le recouvrement mentionné au
paragraphe précédent. L’intérét est toujours de comparer 1’évolution de la densité
spectrale de puissance d’un profil de rugosité avec les coefficients de réflexion et de
transmission en énergie des modes couplés.

Les amplitudes des sinusoides ont pour valeurs hy = 0,05 mm, hy = 0,1 mm et Az = 0,15
mm et les périodicités spatiales ont pour valeurs respectives A1 = 3,5 mm, Ay = 4 mm
et A3 = 5 mm. La fonction h(x) définissant le profil de rugosité a pour expression :

% [1 — cos (%m)] + % [1 — oS (i—’;x” + %3 [1 — cos (12\—7;90)} , sizel0,4],
0, six ¢ [0,4].

(3.41)
Le profil de rugosité adimensionné h(z)/d est tracé en fonction de la position
adimensionnée z/¢ sur la figure 3.28a et sa DSP est tracée en fonction du rapport d/A
sur la figure 3.28b. Les trois périodicités spatiales sont clairement visibles sur la DSP,

h(z) =

avec des hauteurs différentes. Comme prévu, la longueur de rugosité est suffisamment
grande et les périodicités spatiales suffisamment éloignées les unes des autres pour éviter
tout phénoméne de recouvrement.
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Figure 3.28 — (a) Tracé du profil de rugosité adimensionné h(z)/d en fonction de la
position adimensionnée z/¢ et (b) tracé de la DSP du profil de rugosité en fonction du
rapport d/A.

La source génére le mode incident (o = 2,m = 0) dans une bande de fréquence
comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cr = 0,1 et fd/cyr = 0,35 (bande grisée
de la figure 3.29). Les deux premiers modes du guide sont pris en compte dans les
calculs et seul le mode incident est propagatif. La courbe de dispersion du mode incident
(c = 2,m = 0) (tirets points), la courbe de dispersion du mode créé par couplage
(a =1,r = 0) (trait plein) et les courbes de couplage pour les périodicités Ay, Ay et As
(tirets) sont tracées en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cp sur la figure 3.29.
La fréquence de la source étant définie dans lintervalle fd/cr € [0, 1;0, 35], les couplages
contra-directionnels du mode incident avec lui-méme pour les périodicités A1, A et As
sont, privilégiés.
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Figure 3.29 — Courbe de dispersion du mode incident (¢ = 2,m = 0) (tirets points),
courbe de dispersion du mode créé par couplage (o = 1,7 = 0) (trait plein) et courbes
de couplage contra-directionnel pour les périodicités A1, Az et Az (tirets).

Les évolutions des coefficients de transmission et de réflexion en énergie du mode
incident (o = 2,m = 0) en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr sont tracées
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sur la figure 3.30. Les couplages pour les trois périodicités A;, Ay et Az apparaissent
clairement. Les amplitudes associées aux trois périodicités spatiales de la DSP évoluent
de la méme maniére que les coefficients de transmission et de réflexion en énergie du
mode incident (o =2, m = 0).
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Figure 3.30 — Evolutions des coefficients de transmission et de réflexion en énergie du
mode incident (o = 2,m = 0) en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr.

3.5.3 Profil de rugosité pseudo-aléatoire

Dans la continuité des travaux réalisés dans ce chapitre sur la relation entre les
DSP des profils de rugosité et les couplages de modes, le paragraphe suivant a pour but
de mettre en évidence des couplages de modes dans le cas d’une rugosité aléatoire ou
pseudo-aléatoire, ayant plusieurs périodicités spatiales importantes.

Le guide considéré ici est délimité par une surface parfaitement lisse et une surface
rugueuse dont le profil de rugosité adimensionné hq(z)/d de longueur ¢ est tracé sur
la figure 3.31a en fonction de la position adimensionnée z/¢. Ce profil de rugosité est
composé de dents de scie distribuées de maniére irréguliere et de hauteurs aléatoires. 50
points de mesure ont été sélectionnés aléatoirement parmi les 3001 points de discrétisation
du domaine x € [0,4], ces 50 points de mesure représentant les discontinuités du
profil. Ensuite, & chacun de ces 50 points de mesure a été affectée une valeur aléatoire
correspondant & la hauteur de chaque dent. Une valeur de hauteur a ensuite été attribuée
a chacun des 2951 points restants de maniére a relier les discontinuités une a une afin de
générer le profil de rugosité.

La densité spectrale de puissance du profil de rugosité pseudo-aléatoire est tracée sur la
figure 3.31b en fonction du rapport d/A. Quatre périodicités spatiales émergent de cette
DSP et sont notées, de la plus grande a la plus petite, A1, Ag, Asg et Ay.
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Figure 3.31 — (a) Tracé du profil de rugosité adimensionné hi(z)/d en fonction de la
position adimensionnée z/¢ et (b) tracé de sa DSP en fonction du rapport d/A.

Les quatre premiers modes sont pris en compte dans les calculs, les deux premiers

étant propagatifs et les deux suivants évanescents. La fréquence de la source est définie
dans lintervalle fd/cr € [0,5;0,85] et la source génére dans le guide d’ondes le mode
incident (o =1, m = 0).
La courbe de dispersion du mode incident (tirets points), les courbes de dispersion des
modes créés par couplage (traits pleins) sont tracées sur la figure 3.32 en fonction de la
fréquence adimensionnée fd/cr. Sur la méme figure, sont tracées les courbes de couplage
contra-directionnel du mode créé par couplage (o = 2,7 = 0) pour les périodicités
spatiales Ao, A3 et Ay (tirets) et les courbes de couplage contra-directionnel du mode
incident (o =1, m = 0) pour les périodicités spatiales A1, As, Az et Ay (pointillés).

Figure 3.32 — Courbes de dispersion des modes créés par couplage («, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (o, m) (tirets points), courbes de couplage contra-
directionnel du mode (2,0) (tirets) et courbes de couplage contra-directionnel du mode
(1,0) (pointilles).

Les évolutions des coefficients de réflexion des modes créé par couplage (o = 2,7 = 0)
et incident (¢ = 1,m = 0) et du coefficient de transmission du mode incident (o = 1,m =
0) sont tracées sur la figure 3.33 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cr. Comme
indiqué au paragraphe 2.3.2, les couplages étudiés se chevauchent (en terme de fréquence)
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et le coefficient de transmission du mode incident (o = 1,m = 0) ne prend plus la forme
de la DSP du profil de rugosité. Le coefficient de réflexion du mode (o = 2,7 = 0) a trois
oscillations importantes correspondant aux couplages avec les périodicités Ag, Az et Ay,
et de plus, les trois maximas observables aux fréquences fd/cr = 0,55, fd/cr = 0,65 et
fd/er = 0,75 correspondent bien, en terme d’amplitude, aux trois maximas de la DSP
du profil (pour As, A3 et Ay). Ainsi, le coefficient de réflexion du mode (o = 2,7 = 0)
a bien la méme forme qu’une partie de la DSP. Le coefficient de réflexion du mode
incident (0 = 1,m = 0) a quatre oscillations importantes correspondant aux couplages
avec les périodicités A1, As, A3 et A4. Les amplitudes de ce coefficient aux fréquences
fd/er = 0,55 (couplage avec A1), fd/er = 0,71 (couplage avec As) et fd/cy = 0,82
(couplage avec Ay4), suivent bien la forme de la DSP du profil de rugosité (en terme
d’amplitude), mais 'amplitude de ce coefficient a la fréquence fd/cr = 0,62 (couplage
avec Ag) devrait étre plus faible au regard de la DSP du profil ; sans doute cela provient-il
du fait que, a la fréquence fd/cr = 0,62, le mode créé par couplage (o« = 2,7 = 0) a recu
de I’énergie du mode incident par couplage avec la périodicité A3 et en a cédé une partie
au mode (o0 = 1, m = 0) par couplage avec la périodicité As (deux couplages différents a
la méme fréquence).
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Figure 3.33 — (a) Zoom du domaine grisé de la figure 3.32 et (b) évolution des coefficients
de réflexion des modes créé par couplage (o = 2,7 = 0) et incident (¢ = 1,m = 0) et du

coefficient de transmission du mode incident (¢ = 1,m = 0) en fonction de la fréquence
adimensionnée fd/cr.
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3.6 Conclusion

En faisant usage de la méthode présentée dans les deux premiers chapitres, nous
avons traité, dans ce troisiéme chapitre, de la diffusion des ondes en guide dont
les rugosités de parois font apparaitre des périodicités spatiales marquées (parois
sinusoidales, périodiques, pseudo-aléatoires). C’est ainsi que les résultats du modeéle
proposé dans ce mémoire ont pu étre comparés avec ceux obtenus au terme de calculs
analytiques (& partir d’expressions analytiques précises) qui mettent en évidence les
phénomeénes physiques connus dans des situations plus académiques. Ils ont permis
de pénétrer plus avant dans l'interprétation des phénoménes et de confirmer le bon
comportement du modéle retenu dans ce mémoire. Dans la continuité de I’étude des deux
types de couplage, une méthode alternative aux approximations successives, basée sur la
théorie des modes couplés, est ensuite proposée, cette technique étant capable de calculer
les amplitudes des modes au dela des limites liées aux approximations successives (grandes
longueurs ou grandes épaisseurs de rugosité). L’influence des paramétres géométriques
de la rugosité sur les coefficients de réflexion et de transmission a permis de mettre
en évidence leur relation avec les DSP des profils de rugosité; ceci laisse penser que
la caractérisation de la rugosité peut étre effectuée expérimentalement en cherchant
I’évolution des coefficients de réflexion et de transmission en énergie en seulement deux
points distincts en fonction de la fréquence de la source acoustique (ce qui est d’intérét en
pratique). Dans ce cas, la seconde expérience réalisée au LOMC et présentée au chapitre
2 est importante : la technique utilisée, dont les résultats confirment la largeur de la
bande d’arrét théorique obtenue pour un profil périodique, doit permettre d’accéder aux
périodicités spatiales des DSP des profils de rugosité.



Chapitre 4

PROPAGATION D'ONDES DE LAMB DANS
DES PLAQUES SOLIDES ISOTROPES A
PAROIS RUGUEUSES

L’objet de ce chapitre est de prolonger la formulation intégrale [second modeéle, (IM)]
proposée pour traiter la propagation en guide fluide & parois rugueuses (chapitre 1) et
la propagation des ondes SH (chapitre 2) au cas de la propagation d’ondes de Lamb
dans les plaques & parois rugueuses. Bien évidemment, le probléme doit étre repris a la
base en raison de la nature des ondes traitées ici qui est trés différente de celles traitées
précédemment.

4.1 La plaque rugueuse

Le repére cartésien choisi est défini par R = (O, x, y, z), la base orthonormée associée
par B = (€, €y, €,). Le guide d’onde considéré, caractérisé par sa masse volumique p et
ses coefficients de Lamé X et p, est une plaque limitée par deux plans paralléles rugueux
de longueur et de largeur infinies dans le vide (figure 4.1). Le plan de propagation
correspondant (par choix) au plan (z,2) et le guide étant infini suivant la dimension
y, le domaine D d’étude de frontiére 9D (probléme 2D) est défini par x positif et par
z appartenant & l'intervalle [z1(z), 22(x)], ol les coordonnées z; et z; définissent les
cotes des frontiéres du guide donc celles de la rugosité pour x compris dans 'intervalle
[0,£]. Un guide fictif aux parois situées en z = —L./2 et z = L./2, immédiatement
extérieur au guide réel (confondu avec le guide réel en dehors de la rugosité), définit le
domaine d’étude retenu pour la formulation intégrale utilisée. Les vecteurs 711 et 7o sont
les vecteurs unitaires normaux respectivement aux surfaces z1(x) et z2(z) en tout point
des rugosités et orientés vers I'extérieur du guide. Le guide fictif extérieur d’épaisseur
L. définit le domaine Dy. Les surfaces z;(x) et z2(x) sont données respectivement par
les expressions z1(x) = —L./2 + hy(z) et z2(z) = L,/2 — ha(x), ou les fonctions hq(x)
et ho(x) sont des fonctions arithmétiques définissant la rugosité a partir des surfaces du
guide extérieur. Les vecteurs unitaires normaux 7,(z) aux surfaces z,(x) (¢ = 1,2) du
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guide d’onde rugueux et orientés a l'extérieur de ce guide d’onde ayant pour expression
iy = Ny [(0ahg)2 + (<172 ] (4.1)

avec

Figure 4.1 — (a) Schéma du guide d’onde délimité par deux surfaces rugueuses et (b)
zoom sur la rugosité.

4.2 Equations fondamentales

4.2.1 Les équations de propagation

Le vecteur déplacement harmonique de pulsation w est exprimé en fonction du temps
par la fonction exp(iwt). Ainsi, dans le cadre des hypothéses de I’acoustique linéaire et

étant donné les symétries du systéme étudié, le vecteur déplacement complexe U (z,z2)
ne dépend que des deux variables z et z, et est solution du systéme d’équations suivant,
comportant I’équation de propagation (vectorielle) et des conditions de contraintes nulles
aux frontiéres,

pw?U(z,2) + div%(x, 2) = —l%(x, z), Y(z,2) € D, (4.3a)
T(z,2).7, =0, Y(z,z) € 0D, (4.3b)

ott T est le tenseur des contraintes et F un vecteur traduisant l'effet des sources.
Le vecteur déplacement complexe U(z,z) est décomposé en un vecteur déplacement

complexe longitudinal Uy (z, z) et un vecteur déplacement complexe transversal Ur(z, z),

= —

Oz, 2) = Un(x, 2) + Un(x, 2), (4.4)
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projetés sur la base B comme suit :

Up(z,2) = Up, (x,2)é + Up_(x, 2)E., (4.5a)
Ur(z,2) = Ur, (2, 2)&, + Ur, (z, 2)E.. (4.5Db)

Ces vecteurs déplacements complexes longitudinal le(a:, z) et transversal le(x, z) sont
respectivement irrotationnel et & divergence nulle; ils satisfont aux relations

rot Uy (2, 2) = 0, (4.62)
div Uy (2, 2) = 0, (4.6b)
qui, compte tenu des expressions (4.5), peuvent étre mises sous les formes respectives,
0, Uy, (x,2) = 8,UL_(x, 2), (4.7a)
{ 0. Ur (2,2) = —0,Ur, (2, 2). (4.7b)

Le report des expressions (4.7) dans l’équation de propagation (4.3a) permet de découpler
cette derniere en une équation de Helmholtz pour chacun des quatre termes Uy, du champ

de déplacement complexe U (n=L,T, j =,z), compte tenu de la loi de Hook [cf. infra
équations (4.10)] :

[851 + 02, + k%} UL]. (z,2) = —ij (z, 2), j==,z (4.8a)
(02, + 0% + K| U, (2,2) =~y (2,2), j=w,2, (4.8b)
ou fL]. (x,2) et ij (z,z) sont des fonctions source, kr, = w/c et kr = w/cer avec

e, = v/ (AN+2u)/p et er = \/p/p, étant respectivement les vitesses de phase des ondes
de volume longitudinales et transversales dans le solide isotrope constituant le guide.

4.2.2 Conditions aux frontiéres

Les conditions aux limites (4.3b) du probléme sont des conditions de contraintes
nulles sur les surfaces rugueuses. L’objet de ce paragraphe est de donner les expressions
(ies dérivées normales de chacun des quatre termes U,,j (z,2) du vecteur déplacement
U(x, z) sur les frontiéres rugueuses. Les conditions de contraintes nulles sur les frontiéres
rugueuses (4.3b) se traduisent par les expressions suivantes [compte tenu de I'expression

(4.1) des vecteurs unitaires normaux 7] :

(Ophg)Tpe + (-1)1T,, =0,  ¢=1,2, (4.9a)
(Bphg) e + (1)1, =0, ¢=1,2, (4.9D)

ol TM, Tm et Tzz sont les composantes du tenseur des contraintes qui, compte tenu de la
nature du champ de déplacement et de la loi de Hooke, ont pour expressions respectives,

Too = v+ 20) (0:02, +0,0r, ) + 2 (.00 +0.0r.) . (4108)

T.. =\ (5’30(7Lm + axUTm) + (A +2p) (@ULZ + @UTZ) ; (4.10b)

~»

= I (aZULI +0.Ur, +0,Up. + aIUTZ) . (4.10¢)
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Le report des expressions des composantes du tenseur des contraintes (4.10) dans les
conditions aux frontiéres (4.9) conduit aux expressions des dérivées normales sur les
frontiéres rugueuses de chaque composante du champ de déplacement,

On, UL, = —(—=1)1 :893 (ULZ + UTZ) + 3ZUT1]
—i(axhq) [Aaz (ALZ + ﬁTZ) + (A + )0y (ULI + ﬁTI) + uaxUTx} : (4.11a)
O, Ur, = —(—1)" :801: (ﬁLz + UTZ) + aZULI]
,%(amhq) {Aaz (L + UTZ) + A+ )0, (ULE + UTE) + ;@,ULE} , (4.11b)
On,Ur. = —(-1)1 ()\_;\QM)GI (ULuc + UTI) + 8ZUTZ}

(iaihg)) [ o, (UL + U ) + (A 1)y (ALZ + UTZ) + (M + 2u)awUTz] . (4.11¢)
3anTz (—1)4 [()\ —;\2#) O (ALw + Un) + azULz:|

4.2.3 Ondes de Lamb en guides a parois lisses

Dans la suite, le terme U,Sj’” est une composante du champ correspondant
une onde de Lamb (7,n), ou le paramétre 7 permet de classer les modes de Lamb
selon leur symétrie (t = 2 pour les modes symétriques et 7 = 1 pour les modes
antisymétriques) et ou le nombre entier positif n sert a répertorier les modes de Lamb
[(T=1,n=0)=A40,(r=2,n=0)=950,(r=1,n=1) = Al, ..].

Les solutions du probléme (4.3) en I’absence de rugosité sont données par les expressions
des ondes de Lamb symétriques et antisymétriques, qui prennent la forme suivante [dans
le cadre du formalisme retenu ici (Annexe I)] :

Uéin) (z,2) = Q%i") cos (k‘?(i")z) e‘ikf’")“, (4.12a)

O™ (@, 2) = Q2 sin (k{22 ) e=H5 ", (4.12b)
et

U,gin) (x,2) = Q%") sin (k:ﬁé”)z) e’ikil’n/)x, (4.13a)

U%n) (v,2) = Q,(i") cos (k;,(i")z) ek e (4.13b)

ot les amplitudes Q;z") et Q%:n) sont des constantes reliées linéairement entre elles
(conditions aux frontiéres) et ou les nombres d’ondes kzg’") sont solutions de 1’équation
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de Rayleigh-Lamb [97-99],

tan (k:(TTZ"n)Lz/2 + 9) _ 4 (kg(“T’n))Q k(LTz,n)k%n) 7 (4.14)

tan (k:(LTZ’”)Lz/Q + 9) {(k({"))z _ (kg,mﬂ ’

avec 6 = 0 (modulo 7) pour les modes symétriques et 0 = g (modulo 7) pour les modes

antisymétriques, et avec

(k;“"))z + (k,g;n>)2 — k2, n=1LT (4.15)

4.3 Formulation intégrale du probléme

4.3.1 Formulation intégrale du probléme en I’absence de rugosité

Les quatre composantes Uy(,:n) du champ de déplacement d’une onde de Lamb (7, n),
dans le domaine Dy du guide extérieur, satisfaisant aux équations de Helmholtz (4.8),
peuvent étre exprimées, par application du théoréme de Green, de la fagon suivante
[66,67] :

r(T,m) _ fi(myn) 0)1r(1,n) r(Tyn
U™ (2, 2) = B (2, 2) + OF0™ (2, 2) {U,,]_ )(x,z)}7 (4.16)

ot le terme source Féj") (x,2) a pour expression,

+oo L:/2

(7 _ T, AW ICH o Iyt

Féj "(x,z) = / / Gf7 L)(x,z,x,z)fr(zj (2! 2 )dz'dz, (4.17)
—o0 —L./2

et ot 'opérateur intégral, appliqué au champ de déplacement considéré,

(O)F%T’”)(J;, 2) {Unj (z, Z)} =

dz’, (4.18)

Zq:(*l)qLTz

= O (@, 2)02, G (. 2300 2)|

traduit le couplage des ondes longitudinales et transversales sur la surface du guide.

4.3.2 Fonction de Green

La fonction de Green est solution du systéme d’équations suivant, composé de
Péquation de propagation [équation de Helmholtz, source ponctuelle en (zg, z0)] et de
conditions mixtes aux frontiéres,

(8931, + 332 + k%)G%ﬂ")(x, 230, 20) = —0(x — 20)d(z — 20), Y(x,z,x0,20) € Do, (4.19a)
(3z + iknf/n(“”)) GS]T’n)(fE, z;20,20) =0, Y(x,20,20) € Dg et en z ==+L,/2, (4.19b)
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ou ¢ est la fonction de Dirac et ou

o (7.m) e (rn)

Y,"" = z? tan (an ) (4.20)
représente une admittance de paroi attachée ici & chaque terme de 'onde de Lamb,
les paramétres a;”’) étant des constantes dont le choix est précisé dans la suite de ce
paragraphe. La fonction de Green G%T’") (z, z; 0, 20), solution du systéme d’équations

(4.19), est recherchée ici sous la forme d’une transformée de Fourier (en x),

+o00
Tn 1 Tn iXT
G oz, z0) = 5 [ 1),z za)e . (.21)
Le report de Pexpression (4.21) dans la relation (4.19a) conduit a la relation,
+oo
/ [832 + /17272] h%“”)(x, 25X, zo)eixwodx = —d(x — 0)d(z — 20), (4.22)
— 0o

ou

X+l =k, n=LT. (4.23)
Aprés multiplication de I'équation (4.22) par le terme e~X'#0 et intégration selon la
coordonnée xq, et compte tenu de la relation

+o00
L[ etxmgy, o(x = x'), (4.24)
2T
il vient : 1
[5‘32 + nf]z] hgf’") (z,2;%,20) = ,%e*ixr(g(z — 20). (4.25)

La solution hsf"n) (z, 2; X, 20), qui répond aux conditions aux frontiéres (4.19b), est donnée
par [66,67] :

g~ ixx COS |:an (2< +L:/2) + Oév(yT’n)} cos [Iinz (25 — L,/2) — agf’")}

h'E]T,n) (.’E, 23X, ZO) = -

2 Ky, Sin [ﬁ;nz L.+ 20[7(77’”)] 7
(4.26)
ou
{ Zzs =2z et zo=2z9 si z> z, (4.27a)
s =29 et ze=2z si z<z. (4.27b)

Le report de l’expression (4.26) de la fonction h%T’") (z, z; X, z0) dans l’expression (4.21)
conduit & l’expression de la fonction de Green :

G%T’n)(x,z;ffo,zo) =

700005 |:I<;nz (2« + L./2) + a%“”’} cos [Kznz (2= — L,/2) — an’n) e—iX(z—0)
— dy.

. Koy, SIn [nnz L,+ 2047(77’")] 2

(4.28)
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Cette fonction de Green posséde une infinité de poles simples, qui correspondent aux
zéros du sinus du dénominateur donnés par

almm) 4 2 (4.29)

ol p est un entier relatif, et deux points singuliers en x (singularités intégrables) donnés
par
Ky, = 0. (4.30)

Le choix du coefficient a;“”) est prépondérant. Il est choisi de telle sorte qu’une onde de

Lamb particuliére soit représentée dans I’équation (4.16) par une simple convolution de
la fonction source qui la crée avec la fonction de Green (facteur ]3'75;’")(:17, z) du second
membre). Ceci implique d’annuler le second facteur du second membre [c’est-a-dire en
annulant expression (4.18)] ce qui est réalisé en posant (démonstration en annexe J) :
al™m) = —k(T’”)& + avec =0 ou fB= T (4.31)
n Nz 2 2’
ol k%:n) est donné par la relation (4.15). Ainsi (4.31), un nombre fini de poles simples
sont situés sur I'axe des x réels [les deux premiers de ces poles (p =0, 3 = Oet § = T)
correspondant a ’onde de Lamb recherchée], les autres poles (une infinité) étant situés
sur I’axe des y imaginaires ou sur deux demi-droites paralléles & cet axe (annexe K). A
noter que 3 = 0 correspond & une onde paire (en cosinus) et 3 = 7 a une onde impaire
(en sinus).
La fonction de Green donnée par la relation (4.28) est soit calculée de fagon numérique
dans le plan complexe (annexe K), soit exprimée sous la forme d’une somme de résidus
(annexe L).

N.B.:

En considérant 'admittance de paroi Y™™ donnée par la relation (4.20) comme nulle,
la fonction de Green satisfait alors & des conditions de Neumann sur les frontiéres
z = £L,/2. Ainsi, le calcul de la fonction de Green (4.28) par la méthode des résidus
est effectué dans 'annexe M pour une admittance nulle et le résultat est comparé a la
fonction de Green donnée par la relation (2.14) au chapitre 2 qui satisfait également &
des conditions de Neumann et qui est développée sur une base de fonctions propres.

4.3.3 Formulation intégrale du probléme en présence de rugo-
sité : couplages

Lors de la propagation d’une onde de Lamb incidente, des ondes de Lamb (7, n) non
générées par la source acoustique sont créées par couplage da a la rugosité. Ainsi, chaque
terme U, du champ de déplacement (total) est exprimé & partir de

2
Uy, =>_ > U, n=LT, j=ug.z (4.32)
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Les quatre termes Um du vecteur de déplacement U (z,2), dans le domaine D du
guide étudié, satisfaisant aux équations de Helmholtz (4.8), peuvent étre exprimés, par
application du théoréme de Green, de la fagon suivante [66,67] :

O™ (2, 2) = F™ (2, 2) + T (a, 2) {U,,j (z, z)} , (4.33)
oil le terme source a pour expression,
+oo L:/2
Fé;’")(x, 2) = / / GS,T’") (2,232, z’)ﬁ(];’")(x’, 2da'd2’, (4.34)
—o0 —L,/2
et ol 'opérateur intégral,
9 too
fgf’”)(a:,z){ Z / G(T" (x, 232", 2 )8an]nj («',2)
q=1_"
~Uy, (2, z’)@an%“”)(x,z;x', z’)] . dz’, (4.35)

traduit les effets de la rugosité sur la propagation du champ U,]j.

Dans la suite, la source génére un unique mode noté (o, m), les autres modes de Lamb
(t,m) étant créés par couplage da a la rugosité; le terme source donné par la relation
(4.34) est donc nul pour (7,n) # (o, m).

4.3.4 Résolution par approximations successives

Les composantes du champ de déplacement de chaque onde de Lamb (7,n) sont
recherchées par approximations successives :

NG = Og(rm) 4 Ogrm) 4 ... W=D rm) 4 (N (rm), (4.36)

ot N est le nombre d’itérations retenu pour le calcul de 'amplitude a(};,n), (O)Ug’n)
étant la perturbation a I'ordre N = 0 (solution en I'absence de rugosit¢), VU™ la
perturbation & l’ordre N = 1 (approximation de Born) et ainsi de suite.
La solution & 'ordre N = 0 en I’absence de rugosité est donnée par la relation (4.16), qui
se réduit a

O em = Flem)(z, 2), (4.37)

du fait du choix du paramétre a(” ™)

En I’absence de rugosité, les champs diffusés (1)[77(7;’”)
Pordre N =1 du champ de chaque onde de Lamb (7,n) (incidente ou diffusée) est alors

n’existent pas. La perturbation &

donnée par la relation
W rm = §T0m (z, 2) {(O)ﬁ,(];”m)(x, z)} : (4.38)

ot l'opérateur 6f‘£77’") (x,2) a pour expression

n _ (o 0)r(7T,n
ST (2, 2) =T (2, 2) — OT™) (2, 2). (4.39)
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Ainsi, les champs diffusés (1)[7,(,;’") sont donnés par la perturbation géométrique de
la surface rugueuse par rapport & la paroi lisse du guide extérieur, traduite par
Popérateur 5f‘$,7’n)(a:,z), et proportionnels au champ incident (O)Uéf’m) auquel est
appliqué 'opérateur 5f§77’")(z, 2). Lorsque la hauteur de rugosité tend vers 0, les surfaces
zq tendent vers les surfaces du guide extérieur (£L./2), et I'opérateur f‘gf’”)(ac, z) tend
vers I'opérateur (OT™ (2, 2) (6T"™ (2, z) s’annule alors).

Les perturbations & I'ordre N sont données en fonction de toutes les solutions a ’ordre
(N—-1):

Mg = 670 (g, 2) {(angm (z, Z)} , (4.40)

N.B.:
Il est bon de noter que le membre de droite de I’équation (4.40) représente le couplage
de modes di aux profils de rugosité sur la frontiére.

4.4 Couplage de deux ondes de Lamb dans une bande
d’arrét

Dans la suite de ce document les composantes normalisées du champ de déplacement
des ondes de Lamb suivant les directions x et z sont exprimées par les relations :

0 (o 1@, 2) + U @, 2) (4.41a)
\/Q(am (o‘m) * om) ( (am)>*

o) + 0w ) (4.41b)
\/Q(Um (Um)) am) ( gsrm)>

4.4.1 Résultats au premier ordre des approximations

L’objectif de ce paragraphe est d’observer I’évolution du champ diffusé par la rugo-
sité dans une bande d’arrét (paragraphe 1.6) pour trois longueurs de rugosité différentes.
Le guide considéré est une plaque ayant une rugosité en dents de scie symétriques (tri-
angles isoceles) sur une surface, 'autre étant parfaitement lisse (figure 4.2). Les valeurs
des paramétres du guide d’onde sont consignées dans le tableau 4.1. A noter que la
plaque ayant la plus grande longueur de rugosité (¢ = 30A) est la plaque utilisée pour
I’expérience réalisée avec des ondes SH au LOMC et présentée au paragraphe 2.4.2. Cette
plaque a également été utilisée pour une expérience menée au LOMC avec des ondes de
Lamb [81].
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14

L,=2,8mm || {/A=10

h=0,12mm || ¢/A=20 Mode A

A= 4,2 mm g/A =30 incident O =z

(o,m) Y d
Tableau 4.1 — Paramétres re- “
tenus pour les résultats présen-
tés sur les figures 4.3, 4.4, 45 ~  ------- } s
z=0 z=/

et 4.6.

Figure 4.2 — Schéma du guide considéré.

Les courbes de dispersion des ondes A0Q, SO et Al sont tracées sur la figure 4.3
en fonction du produit fréquence-épaisseur (fL.). La source acoustique génére ’onde
incidente SO dans une bande de fréquence comprise dans lintervalle (fL.) € [1;1,3]
MHz.mm (bande grisée de la figure 4.3). Sur cette bande de fréquence, le couplage
contra-directionnel entre ’onde incidente SO, ’onde créée par couplage A0 et la fréquence
fondamentale de la rugosité est étudiée. Les célérités des ondes de volume longitudinales
et transversales ont respectivement pour valeurs c;, = 6430m.s™! et cr = 3140m.s™!.

4.5 T T
=

= L
00 02 04 06 08 1 1.2 14
fL, (MHz.mm)

Figure 4.3 — Courbes de dispersion et courbes de couplage des ondes de Lamb en
fonction du produit fréquence-épaisseur (fL.).

Les modules de la composante normalisée US7™ (x,2) suivant x du champ de dépla-

cement de I’onde diffusée AQ aux points (z =0,z = 0) et (z = £,z = 0) sont respective-
ment tracés sur les figures 4.4a et 4.4b (elles sont quasi nulles en z = 0, comportement
en sinus), et les modules de sa composante normalisée U Z(I,’n)(x, z) suivant z aux points
(x=0,2=0) et (x = ¢,z =0) sont respectivement tracés sur les figures 4.4c et 4.4d, ces
quatre modules étant tracés en fonction du produit fréquence-épaisseur (fL.).

L’amplitude de la composante Aé;’n)(x,z) est beaucoup plus importante au point
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(x = 0,2 = 0) que celle au point (z = ¢,z = 0), lorsque la fréquence de la source se
rapproche de la fréquence centrale de la bande d’arrét. De plus, ces amplitudes au point
(x = 0,z = 0) varient en fonction de la fréquence selon une forme proche d’un sinus
cardinal. L’amplitude du sommet du sinus cardinal augmente avec la longueur de ru-
gosité et la largeur du lobe principal décroit lorsque la longueur de rugosité augmente.
Ce résultat est en accord avec des résultats de la littérature [60,81] et est similaire aux
résultats obtenus avec des ondes SH au paragraphe 3.4.2.

3 T T
—=10A —=10A
25¢ TTl=20A 25+ -- =20 |
........ £ — 307 e = 30A
2 2r
(z","'\”'\(.'zr =0,2=0)| 5] 1 Ul (@ =0,2=0) 15k
1 i
05+ 05k
0 L L L L L ] 0 1 Il L L L
1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25
fL. (MHz.mm) fL. (MHz.mm)
(a) (b)
3 T 3 T
— (= 10A —(=10A
251 : -- =20\ | 25k --0=20A ]
........ = 30A w = 30A

! I
1.05 1.1 115 1.2 1.25 1.05 11 1.15 1.2 1.25
)

- fL. (MHz.mm fL. (X[Hz.mmk].

(c) (d)

Figure 4.4 — Evolutions du module de la composante normalisée UST™ (z, z) suivant
z du champ de déplacement de 'onde diffusée AQ aux points (a) (z = 0,z = 0) et (b)
(z = £,z = 0) en fonction du produit fréquence-épaisseur (fL.). Evolutions du module
de la composante normalisée Uﬁ;m(:c, z) suivant z du champ de déplacement de 'onde
diffusée AQ aux points (c) (x = 0,z = 0) et (d) (z = £,z = 0) en fonction du produit
fréquence-épaisseur (fL.).
Les modules de la composante normalisée UL (x,2) suivant x du champ de
déplacement de I'onde diffusée A0 (7 = 1,n = 0) aux points (zr = 0,z = L,/4) et
(x =4,z = L,/4) sont respectivement tracés sur les figures 4.5a et 4.5b et les modules

de sa composante normalisée U\%™ (x,z) suivant z aux points (z = 0,z = L./4)
et (x = ¢,z = L,/4) sont respectivement tracés sur les figures 4.5c¢ et 4.5d, ces
quatre modules étant tracés en fonction du produit fréquence-épaisseur (fL,). Les

composantes Aé;’”)(x,z) et T]'Z(JTV") (z,z) sont, comme attendu, de faible amplitude au
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point (z = ¢,z = L,/4) en comparaison avec celles aux points (z =0,z = L, /4).
Le module de la composante ;;’n)(ac, z) est plus important au point (x =0,z = L,/4)
que celui au point (z = 0,z = 0), car les fréquences de la source (domaine grisé de la

figure 4.3) sont telles que le nombre d’onde transverse k(LTZ:l’n:O) de I'onde de Lamb A0
. .. Ar(7=1,n=0) ) iz
est imaginaire : la composante U} [donnée pour une plaque sans rugosité par

Pexpression (4.13)b] devient "évanescente" (en cosinus hyperbolique et non en cosinus).

1 115 : } 105 L1 115 12 125
fL. (MHz.mm) FL. (MHz.mm)

(a) (b)

8 \ 8 \
~ —0=10A ~
r - -0 =20A T
N £=30A ol
5 5h
U@ =0,z = L./4)| 4| U (@ = 6,2 = L.ja)| 4|

- n . " . |
1.15 2 1.25 1.05 11 1.15 1.2 1.25
fL. (MHz.mm) fL. (MHz.mm)

(c) (d)

Figure 4.5 — Evolutions du module de la composante normalisée U{L™ (z, z) suivant
z du champ de déplacement de l'onde diffusée A0 aux points (a) (z = 0,z = L./4) et
(b) (z = ¢,z = L./4) en fonction du produit fréquence-épaisseur (fL.). Evolutions du
module de la composante normalisée USL™ (z, z) suivant z du champ de déplacement de
Ponde diffusée AQ aux points (c) (x =0,z = L./4) et (d) (x = ¢,z = L./4) en fonction
du produit fréquence-épaisseur (fL.).

4.4.2 Comparaison des résultats théoriques et expérimentaux

L’objectif de ce paragraphe est de comparer les résultats théoriques calculés par
le modéle présenté dans ce chapitre avec des résultats expérimentaux. La géométrie
considérée au paragraphe précédent pour ¢ = 30A est & nouveau considérée ici et le
méme couplage est recherché. L’amplitude de la composante suivant z du champ de
déplacement diffusé de 'onde A0 est calculée au point (x = 0,z = L,/2). L’amplitude
obtenue est normalisée par sa plus grande valeur et est tracée (tirets) sur la figure 4.6 en
fonction du produit fréquence-épaisseur (fL.), et le résultat expérimental correspondant
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est tracé sur la méme figure (trait plein).

La largeur de la bande d’arrét, correspondant a la largeur du lobe principal, est
approximativement la méme entre les résultats expérimental et théorique.

T T
— Expérimental
1k — = Théorique

\ |
U=t =0y = 0, 2 = L./2))? . ‘
‘(]Z(OZQJIL:U)(l_ —0,2= LZ/Q)‘Z .

0.4 \

1.05 1.1 1.15 1.2 : )

fL. (MHzmm)

Figure 4.6 — Evolution du carré de la composante ULL """ (z, z) suivant z du champ
de déplacement de 'onde diffusée A0 au point (z = 0,z = L./2) en fonction du produit

fréquence-épaisseur (fL.). La courbe en trait plein représente le résultat expérimental et
la courbe en tirets le résultat théorique.

Dans les résultats qui précédent, la fonction de Green a été calculée par intégration
numeérique au voisinage de 'axe réel (voir annexe K, figures K.1). Cette intégrale peut
également étre exprimée par la somme de résidus (calculés en annexe L) et d’une intégrale
le long du contour de la coupure (figure L.1). Cette derniére intégrale doit étre calculée

de fagon numérique, ce qui rend a priori cette méthode de calcul de I'intégrale de Fourier
sans intérét en regard du calcul direct utilisé au-dessus.

4.4.3 Cartographies des champs

Ce paragraphe a pour objectif de présenter des cartes de champs en présence de
rugosité. Etant donné le trés grand nombre de points nécessaires 4 un tracé précis de
cette cartographie, ce calcul a été effectué de facon trés approchée, au point qu’il est
raisonnable de considérer le résultat & ce stade comme étant essentiellement qualitatif.
Le guide considéré est une plaque ayant une paroi lisse et une paroi rugueuse dont le

profil de rugosité est une sinusoide. Les paramétres adimensionnés utilisés sont consignés
dans le tableau 4.2.
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LZ/A =0,625
h/d = 0.02
K/A =20
Tableau 4.2 — Paramétres

utilisés pour calculer les résul-
tats des figures 4.8 et 4.9.

4
~Mode A
incident O =z
(o,m) yT d
z
,,,,,,, } } L.
r=0 z={

Figure 4.7 — Schéma du guide considéré.

Les courbes de dispersion des ondes de Lamb sont tracées sur la figure 4.8 en fonction
du produit fréquence-épaisseur (fL,). La fréquence de la source acoustique, représentée
par les pointillés verticaux sur la figure 4.8, étant telle que fL, = 1,975 MHz.mm,
trois ondes de Lamb sont propagatives, les ondes antisymétriques AQ et Al et 'onde
symétrique SO. Le couplage contra-directionnel de 'onde incidente SO avec une onde
diffusée A1 pour la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1) est recherché.

! 3
1 1.5 2 2.5
fL. (MHz.mm)

Figure 4.8 — Courbes de dispersion et courbes de couplage des ondes de Lamb en

fonction du produit fréquence-épaisseur (fL.).

Les modules des quatre composantes

Ufg::Ln:l)(ﬁ =L, Tetj=z,z) du champ de

déplacement de 'onde de Lamb A1l diffusée sont tracées sur les figures 4.9 en fonction
de la position adimensionnée /A en abscisses et de la position adimensionnée 2z/L, en
ordonnées. Les quatre termes décroissent lorsque la position x croit. Comme attendu,
les deux termes suivant x du champ de déplacement de 'onde de Lamb rétro-diffusée
A1 sont antisymétriques par rapport au plan z = 0 et les deux termes suivant z sont

symétriques.
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-1

h
o
~

\)

i

Figure 4.9 — Modules des termes : (a) Ugﬂ:l’":l), (b) ngl’"zl), (c) Ulgzzl‘"zl) et
(d) U}:ﬂ’":l) du champ de déplacement de 'onde de Lamb diffusée A1 en fonction de
la position adimensionnée x/A en abscisses et de la position adimensionnée 2z/L. en
ordonnées.
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4.5 Conclusion

L’extension aux ondes de Lamb du modéle proposé dans les chapitres précédents,
objet de ce chapitre 4, prend une forme qui différe assez fondamentalement de ce
qui précéde. Le modéle proposé, bien que pour I’heure étudié de facon relativement
superficielle et validé seulement de fagon succincte, nous apparait présenter un intérét
du fait de sa relative simplicité et de sa capacité & décrire des situations réelles en ne
nécessitant in fine que des temps de calculs raisonnables.



CONCLUSION

L’objectif de ce travail était de modéliser la propagation acoustique dans des guides
d’ondes & parois rugueuses. Une méme méthode, basée sur une formulation intégrale, a
été adaptée a trois différents types d’ondes guidées : ondes acoustiques dans les guides
fluides avec dissipation thermo-visqueuse pariétale, ondes de cisaillement et ondes de
Lamb dans des plaques solides isotropes.

Deux modéles, basés sur une formulation intégrale et un développement modal du
champ de pression acoustique, ont été présentés dans le premier chapitre pour modéliser la
propagation des ondes acoustiques dans des guides d’ondes en fluide dissipatif. Les limites
du premier modéle (MI), point de départ de cette thése, nous ont amenés a proposer un
second modéle (IM), équivalent, qui est celui retenu dans la suite de ce mémoire, du
fait de sa rapidité (en termes de temps de calcul), de ses limites moins restrictives, mais
aussi de sa relative simplicité. La comparaison entre les effets de dissipation thermo-
visqueuse (qui prennent place dans les couches limites thermique et visqueuse) et les
effets de diffusion dus aux rugosités de surface a permis de mettre en évidence l'influence
prépondérante de la dissipation aux fréquences proches des fréquences de coupure des
modes guidés et dans les bandes d’arrét. Un cas simple connu de rugosité périodique
a permis de mettre en évidence le phénoméne d’atténuation des ondes incidentes dans
les bandes d’arrét et, ainsi, de valider les résultats proposés par le modéle. Enfin, un
modéle de source affleurante & un guide d’onde a été proposé pour décrire les fonctions
sources a prévoir pour créer un champ a structure donnée dans le guide (mode unique
par exemple).

Le second chapitre traite de la propagation des ondes SH dans des plaques solides
isotropes. Compte tenu de la polarisation des ondes SH et de la forme de rugosité choisie
(paralléle & la polarisation du champ de déplacement), les conditions de contraintes nulles
sur les frontiéres rugueuses conduisent & des conditions de Neumann pour le champ de
déplacement (& 'instar de la pression acoustique en guide fluide non dissipatif). Ainsi,
la seconde méthode (IM), présentée au premier chapitre, a été adaptée a la modélisation
de la propagation d’ondes SH dans des plaques solides isotropes. La comparaison avec
un modéle simplifié (rugosités représentées par des petites cavités) a permis de mettre
en lumiére 'effet de la forme de la rugosité dans le processus de diffusion. Enfin, deux
études expérimentales ont été réalisées, la premiére pour mettre en évidence le couplage
de deux modes guidés dans une bande d’arrét (résultat essentiellement qualitatif) et la
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seconde pour quantifier la largeur de la bande fréquentielle associée & une bande d’arrét
et observer I’énergie regue par ’onde couplée dans cette bande d’arrét.

Le travail présenté dans le troisiéme chapitre s’inscrit dans la continuité du second
chapitre. L’interprétation des résultats obtenus & partir de la méthode retenue pour
modéliser la propagation des ondes SH dans les plaques rugueuses est approfondie par
le calcul des expressions analytiques approchées des amplitudes des modes aux premiers
ordres des perturbations (de faible profondeur), sur la base du développement en série
de Fourier des profils de rugosité. De ces expressions approchées, deux types de couplage
ont été mis en lumiére : le couplage co-directionnel de deux modes guidés se propageant
dans le méme sens et le couplage contra-directionnel de deux modes se propageant
dans des sens opposés. Une méthode alternative aux approximations successives, basée
sur la théorie des modes couplés, est ensuite proposée, cette méthode permettant de
calculer les amplitudes des modes au dela des limites liées aux approximations successives
(grandes longueurs ou grandes profondeurs de rugosité), sous réserve de ne considérer que
deux modes. L’étude de I'influence des paramétres géométriques de la rugosité hauteur,
longueur, forme et fenétrage de la rugosité et profils de rugosité a plusieurs périodicités
spatiales a permis de mettre en évidence l’existence de couplage de modes a des fréquences
déterminées (telles celles des bandes d’arrét dans les réseaux périodiques) et par de 1a de
mettre en évidence une corrélation claire entre les densités spectrales de puissance des
profils de rugosité et les coefficients de réflexion et de transmission en énergie des modes.
Elle ouvre ainsi la voie & une méthode inverse permettant de caractériser la rugosité a
partir de la mesure du champ de déplacement ou en d’autres termes de caractériser des
profils de rugosité par 'analyse des champs diffusés.

Enfin, le dernier chapitre aborde I’étude de la propagation des ondes de Lamb dans
les plaques isotropes. La formulation intégrale a été appliquée au calcul analytique des
quatre termes composant le champ de déplacement d’une onde de Lamb (projection
suivant x et z des ondes longitudinales et transversales). Les fonctions de Green sont
choisies (conditions aux frontiéres) de facon a traduire le comportement des champs
diffusés par une superposition d’ondes proches des ondes de Lamb privilégiées par la
structure du guide rugueux, ’absence des effets de frontiére du guide extérieur a parois
lisses étant traduite par des intégrales de surface nulles dans le formalisme intégral.
Un premier calcul effectué au premier ordre des approximations successives a permis,
non seulement de retrouver des résultats similaires & ceux obtenus avec des ondes SH
(influence de la longueur de rugosité sur "amplitude du champ diffusé), mais aussi de
retrouver la largeur d’une bande d’arrét mesurée. Autant pour les deux premiers types
d’ondes ("champs scalaires", chapitre 1 et 2), la méthode utilisée a été validée par des
études de stabilité et des comparaisons avec des résultats expérimentaux, autant le modéle
présenté pour décrire la propagation des ondes de Lamb mérite d’étre étudié et validé
dans d’autres configurations.
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Annexe A

FONCTIONS PROPRES (1D) DU GUIDE
REGULIER

Les fonctions propres z/;(”’m) transverses (1D) du guide régulier sont des solutions
du probléme aux valeurs propres suivant :

R L. L,
[82 ( % m)) ] o™ (z) =0, z € {—2, 2} : (A.1a)
[az + ikoﬂ ™ (2) =0, 2= i%. (A.1b)

Ces fonctions propres peuvent étre classées en fonction de leur symétrie par rapport au
plan z = 0 : les fonctions 1/3(1””) représentent les modes antisymétriques et les fonctions
1%2””) les modes symétriques. Ces fonctions propres sont orthogonales et normées &
I'unité :
L./2
[ oM @i e = i, (A2)
—L./2
ol dum(et dao) est le symbole de Kronecker, ot a et o représentent des variables
dichotomiques prenant les valeurs 1 (modes antisymétriques) ou 2 (modes symétriques)
et ol p et m sont des nombres quantiques prenant toutes les valeurs entiéres de 0 a
I’infini.

A.1 Fonctions propres pour champ scalaire en fluide
non dissipatif ou en solide isotrope (ondes SH)

En considérant Padmittance de paroi ¥ comme nulle dans le systéme (A.1), c’est-

a-dire en considérant le fluide comme non-dissipatif et la paroi parfaitement rigide, les
fonctions propres antisymétriques et symétriques ont pour expressions respectives,

2
(1,m) _ i (1,m)
P (2) I sin (k ) (A.3a)
2—-90
(2,m) m0 (2,m)
P (z) = I cos (k z) , (A.3b)
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avec pour valeurs propres correspondantes,

kL™ = (2m + 1)1 /L., (A.4a)
k2™ = omr/L,. (A.4b)

A.2 Fonctions propres en fluide dissipatif : solution
générale

Les solutions de I’équation (A.1) en fluide dissipatif, ¢’est-a-dire pour une admittance
de paroi Y non nulle, ont pour expressions,

Y™ (2) = (N(l’m)>_l sin ()A(gl’m)z) , (A.5a)
Y™ () = (N(2’m')) ' cos( (2,m) ) , (A.5b)

"(’)

ou les valeurs propres x sont obtenues en résolvant les expressions

tan [ (1, m)L /2} Xgl’7yl)/ik0}>, (Aﬁa)

tan {;gme)Lz /2} = kY /™), (A.6b)

et ot les coefficients de normalisation N(°™) ont pour expression

Nem) = (A7)

A.3 Fonctions propres en fluide dissipatif : solution
approchée

Dans la mesure ou les épaisseurs des couches limites thermiques et visqueuses sont
de faibles dimension en comparaison avec I’épaisseur du guide, 1'utilisation de solutions
approchées peut s’avérer plus pratique. Dans ce but, la résolution des équations (A.6a)
et (A.6b) peut étre menée de fagon approchée en considérant ’hypothése suivante :

Rlom) = glom) glom) - ayee k0™ >> ™)

glom) (g, m) # (2,0), (A.8)

ou les termes k(g’m) sont les valeurs propres de Neumann données par les relations
(A.4) et ou les termes £ ( ™) représentent des perturbations dues aux effets visqueux et
thermlques Compte tenu de 'approximation (A.8) et des expressions des valeurs propres
kL™ (A.4), les équations (A.6a) et (A.6b), peuvent étre mises sous la forme,

A(U,m)L ik }A/
tan | & | = il . (A.9)
2 kga,m)+éga,m)
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En effectuant un développement limité a ’ordre le plus bas en é,(f’m)Lz /2, Pexpression
(A.9) se ramene aux expressions des perturbations éi"*’”

koY

glom) — = st (om) =(2,0), (A.10a)
2ikoY
A(o-’m) _ 0 .
> = 7/«2"’”‘)@’ si (o,m) # (2,0). (A.10b)
Remarque :
Lorsque ’admittance de paroi tend vers 0, les perturbations éga’m) tendent également

vers 0 et les valeurs propres ;zg"’"” tendent vers les valeurs propres kﬁ”’"”. Compte tenu

des relation (A.7) et (A.10a), la limite lorsque I’admittance de paroi Y tend vers 0 du
coefficient de normalisation de la fonction propre associée au mode (o = 2,m = 0) a
pour expression

. L 1
lim NO™ = lim |24+ — - — /L. (A.11)
¥—0 Y04 2 (Ll + ikoY)

De méme, la limite lorsque l'admittance de paroi Y tend vers 0 du coefficient de
normalisation de la fonction propre associée a chaque mode différent du mode (o0 =
2,m = 0) a pour expression

N L
lim N(&™) = [ =2, (A.12)
Y—0 2
Les coefficients de normalisation donnés par les relations (A.11) et (A.12) sont les
mémes que ceux donnés par les relations (A.3), c’est-a-dire les mémes coefficients de
normalisation que pour les expressions des modes propres en fluide non-dissipatif. En

pratique, dans les calculs, ce sont ces derniers qui sont retenus en premiére approximation.






Annexe B

OPERATEUR D’EPAISSEUR

L’opérateur E((

o,m)
. . a),"’) . . . .
la rugosité et qui traduit la non orthogonalité des fonctions propres sur chaque section

(x) est un opérateur d’épaisseur qui dépend de la profondeur de

du guide rugueux. Cet opérateur B((ZZL))(I) est donné par la relation
z21 Lz/2
Br@=| [ ase [ a|ien@itme), (B.1)
—L./2 22

qui, compte tenu de l'orthogonalité des fonctions propres sur lintervalle [—L. /2, L. /2],
peut étre mise sous la forme,

z2
B @) = Sanm — [ 00 (20 (2)d, (B.2)
zZ1
B.1 Expressions de l'opérateur de volume en fluide
dissipatif
Pour le calcul de l’opérateur B((Z’ZL)) en fluide dissipatif, deux cas doivent étre

considérés : le cas ou les modes (a,u)’ et (o,m) sont différents et le cas ou ils sont
égaux.

B.1.1 Cas (o, pu) # (o,m)

Apreés une double intégration par partie, I'intégrale de l'expression (B.2) peut étre
mise sous la forme,

22

B’((Z’,Zl)) (z,y) = [(8%/3("7”) (a;zwwm)) _ (3;115(0,@) 1&(%)}21
- / 22 (0z290m) (02.804) e, (B.3)

21
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avec 0, 77/1(‘”" et 02 1/) (@:m) les dérivées premlere et seconde de 1/1(‘”” par rapport Az
, 07 11/) (@) une primitive de w(” ™) et 0 21/)(" ™), une primitive de 97 1¢(” m) Compte
tenu des expressions (1.7a), la dérivée seconde 82 w (@:m) et les primitives, o 11/1(" ™) et
8;221/)(‘””), peuvent étre mises sous les formes respectives :

~ 2 ~

8§Zw(a,7rl) —— |:>%(ZU77”)j| r(/}(o-7m), (B4a)
. 1 -

o7 1) = - & >}zazw<“m>, (B.4b)
. 1 -

O 2aplom) = _ww(a,m). (B.4c)

Le report de ces expressions dans ’équation (B.3) conduit & la relation

2

5 (o,m) 7™ (29) 0P (2 ) (@) (24)0, () ( )
((th) (z,y) ; [X(Zam)} { ((Mt)} -

B.1.2 Cas (a,pu) = (o,m)

(B.5)

Dans le cas ou les modes («, p) et (o, m) sont les mémes, le report des expressions
(1.8a) et (1.8b) dans 'intégrale de 'expression (B.2) conduit a la relation

sin (QX(‘””) ) . (B.6)

2
o,m 1 7 (o,m -2 o
B((U M))(xay) =1- 9 (N( ' L)) Z(_l)q |i*’q — (=1

q=1

257

B.2 Expressions de I’opérateur de volume en fluide non
dissipatif
L’opérateur B((ZT)) en fluide non-dissipatif est défini selon les deux cas considérés
ici.

B.2.1 Cas (a,pu) # (o,m)

Si le mode (o, m) est le mode plan [(o,m) = (2,0)], alors 'opérateur de volume a
pour expression,

2

(o=2,m=0) ()

Blazi @y T L k(w ; " cos (’f ) (B.7a)
o=2,m=0 . @,

B ) (@) = k(am Z “sin (K2, ). (B.7h)

Si le mode (o,m) n’est pas le mode plan [(o,m) # (2,0)], alors le raisonnement est le
méme que pour le cas (o, u) # (o, m) en fluide dissipatif. L’opérateur de volume a ainsi
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pour expression,

(B.8)

R 2 (o,m) (a,p) _ o) (o,m)
B, y) = — 37—y )0y ) = 0 ()04 ()
(c,p) (o,m) 2 (ae,p) 2
=1 |:k2 ) :| B |:kz 7M:|

B.2.2 Cas (o, pu) = (o,m)

Si le mode (o, m) est un mode antisymétrique, alors 'opérateur de volume a pour
expression,

2
(o=1,m) _1_ 1 _1\q . 1 . (o,m)
B, 2y my (@, y) =1 . E (-1) [zq 72]@&”’7") sin <2kz zq) , (B.9)

q=1
et s’il est un mode symétrique, alors ’opérateur de volume a pour expressions,

2

o=2,m=0 1
B((a':2,m:0)) (x7y) =1- f Z(_l)qzqv (BlOa)

q=1
2

o=2,m#0 1 1 : om
Bfgzg,mi))) (z,y) =1— T Z(_m |:zq + SCED) sin (ng : %)} . (B.10b)
z g=1 >






Annexe C

INTEGRATION NUMERIQUE

L’objectif de cet annexe est de présenter la méthode d’intégration des intégrales
de contour de la formulation intégrale. Ces intégrales peuvent étre mises sous la forme

générale,
14 e—ik‘w—x’|
I(z) :/ fx')—————da'. (C.1)
0 2ik
Cette intégrale est mise sous la forme
1
1) = 5 [1u(@) + L), (€2)
avec
w() = ey (z), (C.3a
o(z) = ey (), C.3b
et ou
u(x) = / fla)e™ ™ da’, (C.4a)
0
¢ -
v(z) :/ fze * da’. (C.4b)

Les intégrales I, (z) et I,,(x) étant calculées numériquement, il est nécessaire de discrétiser
I’axe x en N, intervalles de méme longueur Az, tels que { = N Azx.

C.1 Calcul de la fonction I,

Au premier point de I'axe z, c’est-a-dire en z = 0, les fonctions u(x) et I,(z) sont
nulles. Au point = Az, la fonction u(z) peut étre mise sous la forme,

Ax
u(Ax) = f(xl)eimldxl ~ [f(O) + f(Ax)eikAﬂ o

; 5 (C.5)
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et la fonction I, (x) a alors pour expression compte tenu de la relation (C.3a),

L(A2) = [[(0)e*>7 + f(ax)] 22, (C6)

Au point = 2Az, la fonction u(z) peut étre mise sous la forme,

2Ax o, Ax o, 2Ax o,
u(2Ax) = / f(z)e*t™ da’ = f(a")e ™ da’ +/ f@)e* ™ da, (C.7)
0 0 Az
ou encore, compte tenu de I’expression (C.5),
) A .
u(2Az) = u(Az) + [f(Az)e A 4 F(2Ax)] Txe%m. (C.8)

Le report de la relation (C.8) dans la relation (C.3a) conduit a I'expression de la fonction
I,(z) au point x = 2Axz,

L,(2Az) = e tk2A {U(Ax) + [f(Ax)efikAx + f(ZAx)] A;e%km”} , (C.9)

qui, compte tenu de I'expression (C.6), peut étre mise sous la forme,

Az

I,(2Az) = I,(Az)e %A 4 5

[f(Aa:)e_ikAm + f(2Az)] . (C.10)
D’une maniére plus générale, au point z = nAz (avec n un entier positif tel que
0 <n < N,.), la fonction u(z) peut étre mise sous la forme,
nAzx y (n—1)Az o, nAz o,
u(nAx) = / f(ze*™ da’ = / f(z")e** da’ Jr/ f(a)e ™ da’,
0 0 (n—1)Az
(C.11)
ou encore
) Az .
u(nAz) = u[(n— D)Az] + {f [(n — DAz] e *>% 4+ f(nAz)} gezkm. (C.12)

Ainsi, la fonction I,,(z) a pour expression, compte tenu des relations (C.3a) et (C.12),

Iu(nAx) _ e—iknAwu [(n _ I)Aw}_i_e—iknAz {f [(n _ 1)ACL‘] e—ikAz + f(nAx)} %eiknij
(C.13)
ou encore

I,(nAz) = e 27, [(n — 1)Az] + {f [(n — 1)Az] e *2" + f(nAz)} %. (C.14)

C.2 Calcul de la fonction I,

Le raisonnement pour calculer cette intégrale est semblable & celui effectué pour
calculer la fonction I, (z), & la différence qu’au lieu de partir du premier point de 'axe
(x = 0) et de calculer dans le sens des x croissants, il est nécessaire de commencer par le
dernier point (x = ¢ = N,Ax) et de calculer dans le sens des = décroissants.
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Au point x = N Az, les fonctions v(z) et I, (x) sont nulles. Au point x = (N, —1)Ax,
la fonction v(x) peut étre mise sous la forme,

_ A .

v[(N, — 1)Az] = e*zk(Nﬂ)MT’I {f[(N; — 1)Az] + f(N Az)e #2271 - (C.15)

et la fonction I,(x) a alors pour expression, compte tenu des relations (C.3b) et (C.15),
A ,

I, (N, — 1)Az] = Tx {F (N, = 1)Az] + f(N,Az)e *A7] (C.16)

Au point = (N, — 2)Az, la fonction v(z) peut étre mise sous la forme,

(Ny—1)Az NgAx

f(x')e_ik”“'/dx' +/ f(x')e_“”/dm', (C.17)

(Ngy—1)Az

V(N — 2)Ad] = /

(Ng—2)Ax
ou encore, compte tenu de ’expression (C.15),

v [(Ne —2)Az] = e*i’@“v“m””% {f [Nz —2)Aa] + f[(N, — 1)Ag] e 22}

+o[(N, — 1)Ax]. (C.18)

Le report de la relation (C.18) dans la relation (C.3b) conduit a I’expression de la fonction
I,(x) au point z = (N, — 2)Ax,

Az —ikAzx
Iy (N = 2)Aa] = =~ {f[(Ny —2)Az] + f [(N, — 1)Azg] e~ "*A2}
+ e *ATT (N, — 1)Ax]. (C.19)
D’une maniére plus générale, au point x = (N, — p)Azx (avec p un entier positif tel que
0 < p < N,), la fonction v(x) peut étre mise sous la forme,
N.Ax

f(x')e_ik’”/dx'—i—/(N A flae ™ dz’,  (C.20)
z—p+ z

(Nz—p+1)Az

VIV - paal = |

(NT, —p)AI

ou encore
VI(N, —p)Ar] = 5L HN- DA (F[(N, — p)Aa] + F[(N, — p+ 1)Ad] =)
+v[(Ngy —p+1)Az]. (C.21)
Ainsi, la fonction I, (x) a alors pour expression compte tenu des relations (C.3b) et (C.21),
L, (N — p)Az] = e*N="PI8% [(N, —p + 1) Ad]
AT P~ a4 £V, —p+ DA HoT) (C22)
ou encore
I, (N, = p)Aa] = 82T, [(N, — p+ 1)Aa]

+ % {F[(Ne = p)Az] + f[(Ny — p+ 1)Az]e*87} (C.23)






Annexe D

EXPRESSION DE LA SOURCE SURFACIQUE

La fonction source a pour expression (1.56),

0
W) () = ieopip @) (21 = — L. /2) / V(@1) R (z: 21 ) da. (D.1)

—ly

Compte tenu de I'expression (1.49), la relation (1.56) peut étre mise sous la forme

~ . o 2 "5a 5L 1 A(a, Ao,
W (2) = iwp(—1) HL\/?Q-k((w) (C{ Y () + 02( " (x)) ’ (D-2)
z 1Kz

avec

0
Gl (@) = / Vo(ar)e K el g (D-3a)
£y
0
@) = 20 [y ek (D.3D)
_et

En imposant une source ayant pour expression,

V(z) = Vpcos [va)(x o), (D.4)
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le systéme (D.3) peut étre mis sous la forme,

0
@{w)z% kL, / R Ry g
—4,
0
FeTiks e / L R P (D.5a)
—4y
0
Sk Tl g (D.5b)
_et
0
+e_ikimm)ét/efi[k(zmmukﬂ(ﬂa'w]“dxl . (D.5¢)
£y

D.1 Expression des modes («, i) # (o,m)

Aprés le calcul des intégrales, les relations du systéme (D.5) peuvent respectivement
étre mises sous les formes,

C,(a’u) V() eik;”‘"l)zt _ e—iké"“”‘)ﬁf, e_ik(ma,u)gt - e_iku(va,m)ét .
1 T2 (o;m) (cv,pt) + (o,m) (a,p) ) ( 68‘)
R I R jlom) _ gl
CA'(owt) Vo ei(ky)m)i%;&’m)zt etk ikl eii(kgca’m”r?kéa’m)zt
2 T 9 kﬂ(ga,m) _ kg(ga’#) + kg;;,m) 4 kg(voz,p)
(D.6b)

En sommant les expressions de C(a ) ot C o)

Yo
2i

Clam) g Glow) _

eik:(f’m)ft B e*i(k;"’m)thk;a’”))ft ei(k;"’M)*Qk(a’“))ft *ik:(:’m)ft
+
k(ah“') ’

k;”,m) + kg(cavl‘) k(f’ m)
(D.7)
et en reportant le résultat dans l’expression (D.1), le terme source associé au mode («, p)

a pour expression

wpVoly(=1)*TH 2 — 520,40 ok,
2k L.

§muww+wquﬂmuwm_¢wy4}<ng

W (z = 0) =
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D.2 Expression du terme source des modes (o, m)

Aprés intégration, les relations du systéme (D.5) peuvent respectivement étre mises
sous les formes,

. (o,m) 1 .(o,m)
Alo.m Vo [ et — g—ikym " b Vo ) (o,m)
o =2 ( + e (D.9a)
2 2iki7™ 2
~N(om V e_ikg’g,m)ét - 6_31’]65;'7*"‘),& V : (U,m)
e = 20< Yy + e (DY)
1ky

En sommant les expressions de C\7™ et €57,

éfu,m) + C”,éo,m) -V (D]_())

etk esik;”vmm]
b

4iklo™

et en reportant le résultat dans ’expression (D.1), le terme source associé au mode (o, m)
a pour expression

. Vole(=1)7T™ 2 — 0500m0  _jjiomm
Wom (g =0) = wp 02];(("”"2 \/Te_lké & [sinc(2k§f’m)€t) + 1} )
~ z

(D.11)

ou sinc est la fonction sinus cardinal sinc(u) = sin(u)/u.






Annexe E

MODELE DES PETITES MASSES (PM)

Ce modéle analytique est une premiére approche de la modélisation de la propagation
d’ondes SH dans des plaques solides isotropes a parois rugueuses [76]. Les irrégularités
de parois du guide d’onde sont considérées comme de petites dents (petits volumes de
matériau assimilées & des parallélépipédes rectangles de hauteur hS,O), q=1,2) placés de
part et d’autre d’un guide d’onde d’épaisseur d. Ces petits éléments de matériau sont
considérés comme des masses localisées exprimées par unité d’aire m, = ph,go), mis en
mouvement dans la direction y par une force de cisaillement appliquée aux interfaces
intérieures z = —d/2 et z = d/2. La contrainte de cisaillement agissant sur les masses
mg a pour expression

Ty, = (_1)q.uazUy' (E.1)

En appliquant la seconde loi de Newton a chaque masse surfacique, il vient :
pha02U = (—1)7ud, U, ¢=1,2, VYr>0, VL. (E.2)

Le champ de déplacement harmonique est ainsi solution du probléme

(92, + 02, + k7) Uz, z) =0, Y(z,z) € D, (E.3a)
0, U(x,z = —d/2) = —k2hy (2)U (2, 2 = —d/2), Vo >0, en z=—d/2, (E.3b)
0.U(z,2 = d/2) = k2hy(x)U(z, z = d/2), Vz >0, en z = d/2. (E.3c)

Le champ de déplacement complexe est recherché sous la forme d’un développement sur
les fonctions propres ¥(77)(z),

2 0o
Uylw,2) = Y A (@)l (z). (E.4)
o=1m=0

Les fonctions propres w("’m)(z) retenues dans ce modéle sont solutions du probléme
aux valeurs propres transverses de Neumann dans le domaine z € [—d/2,d/2] du guide
intérieur ; elles ont pour expression,

w(l,m)(z) _ \/2/7 sin (kng)z) , (E.5a)
P () = /= 50) [d cos (K22, (E.50)
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et les valeurs propres associées k,&"’m) sont données par les relations
k™) = (2m + )7 /d, (E.6a)
k™) = 2mr/d. (E.6b)

En multipliant ’équation (E.3a) par la fonction propre (%™ (z) et en intégrant le
résultat sur Pintervale —d/2 < z < d/2, il vient :

[82 (m))z}“‘m) iif(ifﬁ) YA (), (E.7)
a=1r=0

ol FEZ Z;)( ) est un opérateur de volume, obtenu aprés une double intégration par parties,

et qui a pour expression

F{E) o) = (g Lottt C Bt yesons o) 4 )] (B9

Le terme du second membre de I’équation (E.7) met en lumiére les couplages de modes dus
aux rugosité des frontiéres de la plaque. L’équation (E.7) est résolue par approximations
successives (2.27) et en faisant usage & chaque itération N du théoréme de Green avec la
fonction de Green donnée par la relation (2.15).

L’avantage de ce modéle est d’exprimer les mécanismes de couplages modaux par
des solutions analytiques trés simples qui doivent pouvoir étre suffisante dans certaines
applications.

Remarque :

Il est intéressant de noter que le probléme considéré ici est analytiquement le méme que
celui de la propagation d’un champ de pression acoustique dans un guide d’onde fluide
délimité par des parois rigides et rugueuses, lorsque la rugosité est modélisée par un
opérateur qui tient compte de la compressibilité du fluide piégé dans les dents (considérées
comme des petites cavités de volume Vj et de surface Sy, avec V/Sp = hy) :

0:p (w,2 = (=1)1d/2) = (—=1)"kg 5P (x, 2 = (=1)"d/2) . (E.9)



Annexe F

CONSERVATION DE L'ENERGIE

F.1 Flux d’énergie moyen

La moyenne temporelle du flux d’énergie d’unde onde SH (chapitre 2) est donnée

par la relation [79,80]
_ 1 T ZQ(CE)
o= —/ dt/ P,dz, (F.1)
T 0 z1(x)

ou P, = —t;,1, est la composante du vecteur de Poynting selon la direction de
propagation (z), tgy et 1w, étant respetivement les parties réelles de la composante Ty,
du tenseur complexe des contraintes et de la vitesse particulaire. Sachant que

toy = % (T + T2, (F.2a)
iy = % (dy +5) . (F.2b)

ou ’astérisque représente le complexe conjugué, la composante P, du vecteur de Poynting
peut étre mise sous la forme

Po= g (Toy +73,) (i ). (F.3)

Le champ de déplacement étant monochromatique de pulsation w, la contrainte fmy et la
vitesse 1, peuvent étre mises sous les formes respectives,

by = Thye™, (F.4a)
Gy = Uyet. (F.4b)
Le report des expressions (F.4) dans la relation (F.3) conduit a la relation
1/a F iwt Sk T —2iwt & Sk T
Py = =7 (Tuy Uy + T3, Use ™ 1+ 1, U5 + 7,0, ) (F.5)

dont les seuls termes & moyenne temporelle non nulle sont TJyUJ et T;yUy. Par suite, la
composante du vecteur de Poynting a pour expression

1/~ = ~ >
Po=-; (T U5 +12,0,) (F.6)
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Compte tenu de la loi de Hooke, la contrainte Txy est exprimée en fonction du déplacement
U, =U,/iw
Tyy = n0,Uy. (F.7)

Le report de 'expression du développement (2.8) du champ de déplacement Uy sur la
base de fonctions propres dans la relation (F.6) conduit & I’expression

(A0 @) (0400 @)~ (A7) 0 A @), (F9

dont le report dans ’expression (F.1) permet d’exprimer le flux d’énergie moyen sous la
forme

=SS5 e (3.400) (A0 )

E2)
/ Y@My @z (F.9)
z1

E
=

3 555 et (1A ) — (o) 04
<5a05um B((Z:;)( )) (F.10)

Aux points z = 0 et x = £ correspondant respectivement & entrée et a la sortie de
la partie rugueuse du guide, le guide rugueux est confondu avec le guide a géométrie
compatible, impliquant que le terme B((Z:f;) (z) est nul en ces deux points (annexe B). Le
flux d’énergie moyen aux points z = 0 et « = £ peut alors étre mis sous la forme

2 o
= Z Z ¢7™(x), en x=0 et en z =1/, (F.11)

o=1m=0

ot ¢(7™) représente le flux d’énergie moyen du mode (o, m) et a pour expression,

B (@) = —i 2[4 () (9, Al (@) = (Ao (@) 9, 4™ ()], en =0,
(F.12)

F.2 Densité moyenne d’énergie

La densité moyenne d’énergie est donnée par la relation [79,80]

E=F.+E,, (F.13)
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ot E. et E, sont respectivement les densités moyennes d’énergie cinétique et de
déformation, exprimées respectivement par les relations,

1 T z2 1 .
= T/o dt/z1 ip(uy)de, (F.14a)
o 1 T zZ2
E,=— / dt / tayilydz. (F.14b)
T 0 zZ1

Les densités moyennes d’énergie cinétique E. et potentielle Ep étant égales, la densité
moyenne d’énergie est donnée par la relation [79,80,100],

o 1 T ) . 9
== dt p(ty)“dz, (F.15)
T 0 z1

ou encore, compte tenu de la relation (F.2b),

E= ;/OT dt /12 ip (uy + uy) (uy - uy) dz. (F.16)

Le report de P’expression (F.4b) dans la relation (F.16) conduit &

— 1 2o 2
E= 5p/ U0, dz. (F.17)

z1

Ainsi, aux points © = 0 et = ¢, compte tenu des relations (2.8) et (B.2), la relation
(F.17) peut étre mise sous la forme,

2 o
E= Z ZE(U’m)(aj), en z=0 et z=1¢, (F.18)
o=1m=0

ott E(©™) représente la densité moyenne d’énergie du mode (o, m) exprimée par

To\om 1 A(o,m A(o,m *
' )(x) = ipw2A( ™) () (A( ’ )(x)) . (F.19)

F.3 Vitesse de groupe des modes couplés

F.3.1 Vitesse de groupe d’un mode couplé co-propagatif

A Tlordre N = 1, ’'expression de 'amplitude du mode couplé co-propagatif est donnée
par la relation (3.14) au paragraphe 3.2.1

[1]A(a1,rl)( ) = 6(041,7’1 ny A((n,m) (51-‘1-76(&1 71)) xsmc(élx) (F.20)

(o,m)

dont la dérivée a pour expression

b, WA ()] = S gl gonn) [(ag, 4 ko) 20k

(o,m)

fk;“m)e*iki““’w] (F.21)
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Le report des expressions (F.20) et (F.21) dans la relation (F.12) conduit & I’expression
du flux d’énergie du mode (aq,71) :

7(a1,r1) (ovq,r1) ny a(e1,r1) (n1,4(a1,m1) * (a1,71)) aipn 2
o) (z) = 252 o (Bonn ) mptonn) (g} (6 4 Kevm)sin® (5,2), (P.2)

et celui de l'expression (F.20) dans la relation (F.19) conduit a I’expression

—(a1,71) . L (a1,m1) " n1 2 (a1,m1) (n1,4(a1,71) " in2
E (x) = 26%,0(,0 <B(Um ) % ( 7 ) sin”(d1x). (F.23)

Ainsi, le rapport du flux d’énergie sur la densité moyenne d’énergie conduit & I’expression
de la vitesse de groupe du mode (ay,71),

Hlo,r1)

¢(a - )(35) (51 + k 1,71 ) ) (F24)
E"7 Y (x)  ¢r

Comme attendu, cette vitesse de groupe est positive.

F.3.2 Vitesse de groupe d’un mode couplé contra-propagatif
A Tordre N = 1, ’expression de 'amplitude du mode couplé contra-propagatif est

donnée par la relation (3.19) au paragraphe 3.2.2

(1] 4(az,r2) (iL’) _ B(az 7'2)7125(&2,7‘2)67%62@ (k;azyﬂ)fez)mx sinc (62 (E _ l’)) ’ (F25)

(o:m)

dont la dérivée a pour expression

A 1 sz, ()
Oy [[I]A(az,rz)(x)] — 5 B( 2, 2)7125 (a2,r2) (kg(caz,rz) . 262)€Z(ki 2:72) _9¢;)a

(o,m)

e g-2iest ko] (g

Le report des expressions (F.25) et (F.26) dans la relation (F.12) conduit & I’expression
du flux d’énergie du mode (ag,r2) :

_ 1 . . *
62 (1) = — —swp (ﬂé?i;f”) magloars) (mgear) (¢ — k027 sin? (e — @),

%€ 2
(F.27)
et celui de l'expression (F.25) dans la relation (F.19) conduit a Iexpression
w(az,r2) _ 1 2 ( Alaz,ra) 2 na f(az,ra2) (N2 faz,r) ¥
B (0) = g (Blane)) o ¢ (a(t—a).  (F.28)
2

Ainsi, le rapport du flux d’énergie sur la densité moyenne d’énergie conduit a ’expression
de la vitesse de groupe du mode (ag,rs),

H(@2:r2) k
S - L (e = klo2m). (F.29)
E 7 7 (x) T

Comme attendu, cette vitesse de groupe est négative.



Annexe G

APPROXIMATIONS

Le calcul des approximations & l'ordre N = 1 nécessite la connaissance des
expressions des fonctions (™) (z,) et 9, 1(7™(z,) ol z, représente les surfaces du
guide rugueux. Dans le cas ot les rugosités sont périodiques, les fonctions hq(x) définissant
ces rugosités peuvent étre développées en séries de Fourier, et ainsi il devient possible
de connaitre les expressions des fonctions ¥(*™(z,) et (')zqw(‘fvm) (z4). Toutefois, le
développement en série de Fourier des fonctions hy(x) n’est pas suffisant pour obtenir
des fonctions simples, il est nécessaire de considérer des rugosités de faible épaisseur par
rapport a I’épaisseur du guide extérieur, i. e. hq(x)/L, << 1 et de ne considérer que les
premiers modes. Le calcul des approximations est réalisé en considérant la surface z ()
rugueuse et la surface zo(x) parfaitement lisse. Les deux surfaces du guide rugueux ont
alors pour expressions :

{ z1(x) = =L, /2 + hy(x), (G.1a)

zo(x) =L, /2. (G.1b)

G.1 Approximations des fonctions propres sur la fron-
tiére rugueuse

Compte tenu des expressions des valeurs propres (2.11), le report de I’expression de
la surface z;(z) donnée par la relation (G.1a) dans les expressions des fonctions propres
(2.10) conduit aux relations

Y™ () = \/L7 in [kglmhl(x) —(2m + 1)%} : (G.2a)

SI
w(Q,m) (Zl) _ @ cos {kil»m)hl (l‘) — m7r:| , (sz)

qui peuvent étre mises sous la forme plus générale,

(2 - 5026777,0)

9T () = (~1)7 [

(G.3)
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G.2 Approximations des dérivées des fonctions propres
sur la frontiére rugueuse

Compte tenu des expressions des fonctions propres (2.10) et des valeurs propres
(2.11), les dérivées par rapport & z des fonctions propres sur la frontiére rugueuse ont
pour expressions respectives,

8,1 (1) = k™), /Li cos {kgl’m)hl(x) —(2m+ 1)5 , (G.4a)
2 —
D™ (z)) = k2™ % sin [kgl’m’)hl(x) - mﬂ] , (G.4b)

qui peuvent étre mises sous la forme plus générale,

2 — 6520m o)\ 2
02y 0™ (21) & (—1)H L[S0 (o)) (), (G-5)

G.3 Expressions approchées de 'opérateur de volume

En tenant compte des approximations (G.3) et (G.5) et des relations (2.10) et (2.11),
les relations (B.7a) & (B.10b), peuvent toutes étre mises sous la forme,

a,T m4r+o+a 2_5m50 2_6r6a
B (@) = (-pymirroro YO Z0mde )0 Zbda)y ) (g

qui, compte tenu de I’expression du coefficient BA((;X;)) donnée par la relation (3.5) et du
développement en séries de Fourier de la fonction hq(z) (3.6), peut étre réécrite,

“+oo
B(oz,r) (z) = QB(a,r) Z Cvnei?‘"T"a:. (G.7)

(o,m) (o,m)



Annexe H

THEORIE DES MODES COUPLES

H.1 Propagation dans le méme sens (couplage co-
directionnel)

Le systéme d’équations différentielles linéaires (3.27) au paragraphe 3.3.1,

5(o,m)
0:5i(x) = —i81 Si(x) + — 8 AT Sy (), (H.1a)
xr
B (¥1,T1
0:84(x) = kg‘; om0 ) Gy (2) + 61 Sa(), (H.1b)
est écrit sous la forme matricielle,
O [ X (2)] = [F] [ X (2)], (H.2)
avec R
Si(x)
X €T = A 5 H 3
X () (Sd(x)> (H.3)
et ~(om)
_Z-61 B(Qi’rl) 7n1,'¢}(a,m)
B ka(jo,m)
[F} — B(alarl) I (H4)
(”vm’) ni ’\((11,7”1) 151
kg(cal,n)

ot la matrice [F] est une matrice constante et dépendante des paramétres acoustiques et
géométriques du guide d’ondes qui posséde la particularité de présenter un carré diagonal :

[FI? = =7 (1], (H.5)
avec
ﬁ o,m) Alar,re)
,Y% _ 5% P(a1,r1) —ny s(oym) " (om) ny o (al,rl) (HG)

k;a ,m) n k;ahrl)
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et ou [/] est la matrice identité. Compte tenu de la propriété énoncée précédemment sur
la matrice [F] [relation (H.5)], il vient

2.2 4.4 243 4B
T O N e it e
elFlz _ (1 o + A ) 1]+ (x 3l + = ) [F], (H.7)
soit 1
elFlz — [[} COS(’le) + 7— [F} sin(’ylx). (H.8)
1

La solution formelle de 1’équation (H.2) s’écrit
[X (2)] = elIEm0) [X (0)] (H.9)

ou, pour g = 0, les deux composantes du vecteur [X (z)] ont pour expression Si(O) =1
et S4(0) = 0 (hypothese de départ sur le choix des ondes couplées). La solution s’écrit
donc finalement

(X ()] = el [x(0)]. (H.10)

Le report de I'expression (H.8) dans la solution matricielle (H.10) donne immédiatement
les solutions recherchées

Si(x) = cos(y1x) — iélsm(v%x), (H.11a)
1
. 5((a1 T)l) sin(vy1x)
— _@m) nyp(en,r) nr)
Sq(z) = MOEN 7 - (H.11b)

H.2 Propagation en sens inverse (couplage contra-
directionnel)

Le systéme d’équations différentielles linéaires (3.30) au paragraphe 3.3.2,

p(o,m)
0,5(z) = —iex(a) + % —nalem) & (), (H.12a)
xr
plaz,r2)
0. 8ua) =~ LIS, )+ iea (o), (H.12b)

est mis sous la forme matricielle (H.2) ou l'expression du vecteur [X (z)] est donnée par
la relation (H.3) et ou la matrice [F] donnée par la relation

A(o,m
—1€9 B(az’TZ) —n2plo,m)
B k(a m)
F] = - , (H.13)
5(027;1)2 .
k(a2ﬂ"2) nzé‘ az,rz) 1€9
vérifie la relation (H.5) avec
A(U’m) (o‘?’TZ)
1] = S e, 11
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La solution formelle de I’équation (H.2) s’écrit ici
[X ()] = el 20) [X ()] (H.15)

ot les coefficients S;(0) = 1 (onde incidente propagative) et S;(¢) = 0 (onde créée par
couplage contra-propagative) dépendent de I’hypothése de départ sur le choix des ondes
couplées. Afin d’exprimer les amplitudes inconnues, & savoir Si(ﬁ) et S’d(O) le systéme
(H.15) est mis sous la forme (pour z¢ = 0)

[X(0) =[x (0)], (H.16)

conduisant aux expressions des amplitudes inconnues, compte tenu des expressions (H.8)
et (H.13),

& V2
Si(0) = — , H.17
() o cos(y2l) + i€y sin(y2f) ( 2)
: Bl ienaglonr) sin(1,0)
Sd(o) ( 5 )

= ) . (H.17b)
kg 2" [y2 cos(yaf) + ieg sin(y2f)]
Le report de l’expression (H.8) dans la solution matricielle (H.15) donne les solutions

recherchées, compte tenu de ’expression (H.17b),
S‘(x) _ 72008 [v2(¢ — )] + ieq sin [y2 (£ — )]

’ Y2 cos(Y2f) + ieg sin(yaf)
: Blozrams dlanrs) sin [, (¢ — )]

Sd(x)

(H.18a)

= Sah . (H.18b)
ka 2% [yo cos(yel) + ieg sin(2))






Annexe 1

ONDES DE LAMB

L’objectif de cette annexe est de présenter, dans le formalisme du chapitre 4,
les expressions des champs de déplacement des ondes de Lamb se propageant dans
des plaques infinies délimitées par des surfaces parfaitement lisses [98]. Le vecteur
déplacement, supposé harmonique de pulsation w, est exprimé en fonction du temps
par la fonction exp (iwt). Ainsi, étant donné les symétries du systéme étudié, le vecteur

déplacement complexe U (z,z) ne dépend que des deux variables x et z, et est solution
du systéme d’équations suivant, comportant I’équation de propagation et des conditions
de contraintes nulles aux frontiéres,

po?U(z,2) + divD(z,2) =0, VeeR et Vze[-L./2,L./2, (Lla)

To.(z,2) =0, VeeR et en z==+L,/2, (I.1b)
T..(x,2) =0, VeeR et en z==+L,/2, (I.1¢)

ol TM et TZZ sont des composantes du tenseur des contraintes dont les expressions sont
données par la loi de Hooke. R

Le vecteur déplacemenAt complexe U (z,z) est décomposé en un vecteur déplficement
complexe longitudinal Ur, (z, z) et un vecteur déplacement complexe transversal ﬁT(a:, 2),

—

U(z,z) = ﬁL(x, z) + ﬁT(x, z), (1.2)

ou les vecteurs déplacement complexes longitudinal et transversal peuvent étre projetés
de la maniére suivante

Up(z,2) = Uy, (x,2)é + UL (z, 2)E., (1.3a)
Ur(z,2) = Ur, (2, 2)&, 4 Ur. (%, 2)E.. (1.3b)

Les vecteurs déplacement complexes longitudinal ﬁL(m, z) et transversal ﬁT(a:,z) sont
respectivement irrotationnel et a divergence nulle; ils satisfont respectivement aux
relations

rot ﬁL(m, z) =0, (I.4a)
div Uy (z, z) = 0, (I.4b)
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qui, compte tenu des expressions (I1.3), peuvent étre mises sous les formes respectives,

azULx(SU,Z) = 81«0[/2(1‘,2), (I5a)
0.Ur. (z,2) = —0,Ur, (, 2). (L5b)

Le report de ces deux expressions dans les équations du systéme (I.1) permet de découpler
l’équation de propagation vectorielle (I.1a) et conduit & une équation de Helmholtz pour
chacune des quatre composantes du champ de déplacement complexe (n = L,T),

[8330 + 0%, + k,ﬂ Unj (x,2) =0, j=uz,z, VereR, Vze[-L,/2,L,./2], (L6a)
Toe=p[0. (U1, +0n,) +0, (U0 +Ur.)| =0, Vo €R, 2 =+L./2,  (L6b)
T, = A0, (ULm + UTI) + (A + 21)0. (ULZ n UTZ) —0, Ve €R, 2 = +L./2. (L6c)

En posant

3 —ikyx

Uy, (2, 2) = Gy, (2)e” 57, avec n=0L,T et j=u,z, (L.7)

l’équations (I.6a) peut étre mise sous la forme,

(02, + k7] iy, (2) = 0, avec n=LT et j=uz,z, (L8)
avec
2 _ 32 12
K2 = k2 — k2, (1.9)
et a pour solution,
Uy, (2) = qA,(7 ) sin (k,.2) + q(z) cos (kn,z), (I.10)
ou qun) (m = 1,2) sont des constantes complexes a déterminer. Compte tenu

de lexpression (I1.10), les composantes Tmz et TZZ du tenseur des contraintes ont
respectivement pour expressions aux points z = +L, /2,

Tyo(z = +L./2) = — ik, [_qg? cos(kr. L./2) + 452 sin(ky L /z)}
— by [~ cos(hr. L. /2) + 4 sin(kr. L-/2)|
ik, [ i) cos(kp, L./2) + 45" sin(kp. L /2)]
—ipk, a7 cos(kr. L. /2) % dfy) sin(kr. L. /2)| (L11)
et
Toi(z = +L./2) = —iMks [ 3t cos(kp. L. /2) + " sin(ky. L. /2)}
— iNky [qT cos(kr. L /2)iq;>bln(szLz/z)}
— O+ 2, [~a5Y cos(he, L. /2) + 7 sin(kr, L./2)|

— (At 20k [ i) cos(kr, L. /Q)iq(T)sm(szLz/Q)}. (1.12)
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Les contraintes T, et T, en z = +1, /2 données respectivement par les relations (1.11)
et (I.12) sont nulles si et seulement si ces contraintes sont des fonctions paires ou impaires.
Ainsi, les solutions recherchées sont séparées en fonction de leur symeétrie : pour les ondes

de Lamb symétriques, la contrainte TZZ est une fonction paire et la contrainte TM est

une fonction impaire, ce qui implique que les constantes q(;m), (j% ), cji) et qg ) sont toutes

nulles, et pour les ondes de Lamb antisymétriques la contrainte 7., est une fonction

impaire et la contrainte 7T, est une fonction paire, ce qui implique que les constantes

(j(LQI), qA(TQI ), Q(le) et (j(le ) sont toutes nulles. Les expressions du champ de déplacement des

ondes de Lamb étant différentes selon leur symétrie, les ondes de Lamb symétriques et
antisymétriques sont traitées séparément dans la suite.

I.1 Onde de Lamb symétrique

En considérant les constantes (j(Llw), (j% ), Q(Lzz) et (jg,?z ) nulles, la relation (1.10) peut étre

mise sous les formes,
{ Uy, (2) = Gy, cos(ky, 2), avec n=1L,T, (I.13a)
Uy, (2) = G, sin(ky, 2), avec n=0L,T, (I.13Db)

ot, dans le but de simplifier les notations, les constantes ¢, et g, correspondent

respectivement aux constantes (jfi) et zj,(i). Le report des relations (I.13), dans un premier

temps, dans les expressions (I.5) conduit aux relations,

{ qr. = —idr kr. /kz, (I.14a)
qr, = —iqr.kr, [kz, (1.14b)

et, dans un second temps, dans les conditions aux frontiéres (I1.6b) et (I.6c) conduit aux
relations,

(kLZ (jLz + ikquz)sin(kLsz/Q) + (k‘TZ (ij + ’L'k’w(sz) sin(k;TZLZ/Q) =0, (1.153)
[(A+2p)ke.Gr. — ik AL, ] cos(kr, L./2)
-+ [()\ + 2u)k'Tz (sz — Z]Cz/\qATT] COS(]{JTZ LZ/Q) =0. (I].5b)

Le report des expressions (I.14) dans les relations (I.15) conduit aux expressions,

i (A2 4+ (A +20)kE ] dr, cos(kr. L./2) + 2ukskr, 47, cos(kr, L./2) =0, (L16a)
2kykr.qr, sin(kr, L./2) +4 (k2 — k3.) 4r, sin(kr. L. /2) = 0, (1.16b)

qui, compte tenu de la relation,
M2+ (N 20k = p (b, — K2) (1.17)
peuvent étre mises sous les formes,

i (k2 — k%) 4, cos(kr,L./2) + 2k, kr.gr, cos(kr, L./2) =0, (I.18a)
2kykr. 4y, sin(kr, L./2) +i (k2 — k7)) Gr. sin(kr, L. /2) = 0. (I.18b)



146 I Ondes de Lamb

Le systéme d’équation (I.18) est mis sous forme matricielle,

ip (k2 — k) cos (kp,L./2)  2ukgkr, cos (kr,L./2) qr.\ _ (0 - (L19)
2koky, sin (ke.Lo/2) i (k= k7 )sin(kr.L2/2)) \dr. ) \O

Le déterminant de la matrice carrée de la relation (1.19) est nul si et seulement si la

relation
tan(szLz/Z) _ 4]<igk‘szTz

tan(kr.L2/2) (k2. — k2)°

(1.20)

est vérifiée.
Compte tenu de I’expression (I.18a), 'expression de la constante ¢, peut alors étre mise
sous la forme,

k2 — k2 ki L./2
( Tz) cos(kr. L/ )qu. (L.21)

. =t 2k kr, ) cos(kr,L./2)

I.2 Onde de Lamb antisymétrique

En considérant les constantes Q(Li), (j(Ti ), Q(le) et cj(le ) nulles , les relations (I.10) peuvent

étre mises sous les formes respectives,
{ Uy, (2) = Gn, sin(k,_ z), avec n=L,T, (I.22a)
Uy, (2) = G, cos(ky, 2), avec n=L,T, (1.22b)

ot, dans le but de simplifier les notations, les constantes ¢,, et ¢, correspondent

respectivement aux constantes zj,(,i) et @(73). Le report des relations (1.22), dans un premier

temps, dans les expressions (I.5) conduit aux relations,
{ dr. = iqr, kr. /ks, (1.23a)
qr, = iqr.kr. [k, (1.23b)

et, dans un second temps, dans les conditions aux frontiéres (I.6b) et (I.6c) conduit aux
relations,

(kr.qr, — ikeqr.) cos(kr. L./2) + (kr.q4r, — ikedr.) cos(kr, L./2) =0, (1.24a)
(ikx/\qu + (/\ + QM)kiLz @Lz) Sin(kLz LZ/Q)
(ko Ar, + O\ 20k dr ) sin(kr, L, /2) = 0. (1.24b)

Le report des expressions (I.23) dans les relations (I.24) conduit aux expressions,

i [AE2 + (N +2p)k3 ] 4, sin(kr, L. /2) + 2pkakr, Gz, sin(kr, L./2) =0, (1.25a)
2kykr.qdr, cos(kr. L./2) +i (k3. — k2) Gr, cos(kr,L./2) =0, (L.25b)

ou encore, compte tenu de la relation (I1.17),

i (k3. — k2) 4, sin(kr, L. /2) + 2kykr. g7, sin(kr, L./2) =0, (1.26a)
2k, k. qr, cos(kr,L./2) +1i (k3. — k2) 4, cos(kr. L. /2) = 0. (1.26b)
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Le systéme d’équation (1.26) est mis sous la forme matricielle,

i (k3. —k2)sin (kp L./2) 2k k. sin (kr,L./2) qr,\ _ (0 (127)
2k, k. cos(kp.L,/2) i (k%z — ki) cos (kr,L./2)) \4r.) \0)° '

Le déterminant de la matrice carrée est nul, si la relation

tan(kr,L./2) (K3, —k2)® (1.28)
tan(ky L./2)  4k2kr_ k. '

est satisfaite.
Compte tenu de I'expression (I.26a), ’expression de la constante ¢, peut alors étre mise
sous la forme,

) o 2k kL cos(kr,L,/2) .
- : : . 1.2
in =i (575 ) et (129






Annexe J

FONCTION DE GREEN POUR ONDES DE
LAMB

La fonction de Green est choisie de telle sorte que I’expression (4.18), reportée ci-
dessous en (J.5) et (J.13), soit nulle, de maniére a ce qu'une onde de Lamb en guide
non rugueux soit représentée dans l’equation intégrale par une simple convolution de
la fonction source avec la fonction de Green. La fonction de Green (paragraphe 4.3.2)
est solution du systéme d’équations, composé de I’équation de propagation (équation de
Helmholtz) et de conditions mixtes aux frontiéres,

(5%1 + 5‘32 + k%) GSIT’") (z,z;20,20) = —0(x — x0)d(2 — 20), V(z, 2,20, 20) € Dp{J.1a)
<6z + iknf/n(“”)) Ggf’") (z,z; 0, 20) = 0, Y(x,x0,20) € Do et z==+L,/2, (J.1b)

ou ¢ est la fonction de Dirac et ou 'admittance spécifique de parois fﬁ](T’n) est exprimée

en fonction d’un paramétre disponible (a déterminer) o™ comme suit :

R . kg]‘r,n)
Y,,(T’") = Z];T tan (agf’”)) . (J.2)

Les quatre termes U,g;n) du vecteur déplacement U (z, z), dans le domaine Dy du guide
extérieur, satisfaisant aux équations de Helmholtz (J.1a), peuvent étre exprimés, par
application du théoréme de Green, de la fagon suivante [66,67] :

087 . 2) = F7 . 2) + O w2 {077 .2 (13

ol le terme source a pour expression,

4oo L./2
an) (2,2) = / / G (m,z;x’,z’)fr(]:’") (2, 2")da'd7, (J.4)

—00 —L,/2
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et ol 'opérateur intégrale prend la forme

+oo
OFrm) (g, 2) {ffm (x,z)} = Z / (—1)? [G%T’") (x,z;x’,zq)az&g?”) (@', 2q)
q=1_"
- U,g;’")(x’, zq)(‘)zG,(f’") (w, 22, zq)} iyt dz’. (J.5)
Zg=(—1)975
Deux cas sont & envisager.
i) Si le terme du champ de déplacement a pour expression,
Ué:’")(x', Z') = dﬁ,;’”) Cos (kff’”z’) ek (J.6)
alors le paramétre a%T’n) est choisi tel que
T,n T,m LZ
alrm) =~k >7. (J.7)

Le report de ’expression (J.6) du champ m(,j") dans 'opérateur <0>f5,77”) (x,2) (J.5)
conduit a la relation

0) 1 (7,n r(T,n _
OL @,2) {057 (@,2) | =
2 L L 1.(rin)
i Y [ -6 (st 5 ) (ki sin (K (-ayr ) e
q=1_"

L\ e L.
— cos (k,(,:")2> etk e (—1)q8zG§]T’”) <x,z;m/, (—1)‘12)} dz’. (J.8)

Le report des conditions aux frontiéres (J.1b) dans la relation (J.8) donne

(O)f‘gl'r,n) (z,2) {Uqg;rn) (:E,Z)} —

2 T
L. L.\ _iprom
iy | [—Gg,w (x,z;x’,<—1)q2) K sin (k,(,:’")2>e ik
=1_"
L.\ ey L.
+cos (1@(;’“)2) e g mm gl (%z;x/,(—l)qzﬂdx’. (J.9)

Compte tenu de 'expression (J.7) du parameétre as,T’n) et de la relation (J.2), ’expression

(J.9) peut étre mise sous la forme,
2 T I
(T,n Ar(T,n ~(T,n T Tn z —ik (T !
O (g, z) {UT(U’ )(x,z)} = qT(U' RaSE )Z / Girm (x,z;x’,(—l)q2> e~ s
q=1_

L. L. L.
[— sin (k‘,(;")2> + cos (k,(,:")2) tan (k’g")Q)] dz’. (J.10)
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Dans ce cas, lopérateur 0T (z, ) {UT(,:”) (z, z)} est nul.

ii) Si le terme du champ de déplacement a pour expression,
Ué;’") (2',2) = 6},(,:’") sin (kff“z’) e‘iki‘T’n)wl, (J.11)

alors le paramétre aS,T’") est choisi tel que

L,
0[7(77—’”) — _k(T,n)i + ™

S (J.12)

Le report de I'expression (J.11) du champ U,7 ") dans opérateur (O™ (2, 2) (1.5)
conduit a la relation

(O)ﬂ(f’”) (z,2) {U,g:") (z, z)} =

2 Tt
~(Tyn n L, Tn n L, —ik{T™ g’
army / [G% ) <x7z;x’,(—1)q2 )1@(7 )(—1)% cos <k7(7 )2> e~ s
q=1_"

L, G (rm) L,
— sin (kgjm(—l)qQ) e~ (L1)19,GLT (:v zal, (—1)q2>} da’. (J.13)
Le report des conditions aux frontiéres (J.1b) dans la relation (J.13) donne

O (5, 2) {Ué;’,n) (z, Z)} —
+oo

2
~(T,n n L n n L —ik(Tm) g’
qﬁ,j’ ) g / {G% ) <x,z;x’,( 1)? 2) kST (~1)4 cos <k( il 5 >6 &

L 1. (T,m) ~ L
+(—1)9sin (kz(T m 2 5 )em; ‘e iknYn(T’")GSf’") <m,z;x’, (—l)q;ﬂ do’. (J.14)

(,m)

Compte tenu de I’expression (J.12) du parameétre oy’ et de la relation (J.2), expression

(J.14) peut étre mise sous la forme,

(O)f‘gr,n) (z,2) {Ué;’,n) (z, Z)} —

2

+oo
~(T,n Tn —ik(mm) g Tn LZ
Il /(-1)% Ko Gl )<x7z;m/,(—1)q2>
g=1_

T,n LZ : T,m LZ T,n LZ
{cos (kgz )2) — sin (k,(h )2> cot (k,(]z )2>} da’.  (J.15)

Dans ce cas, l'opérateur (O)f‘g’n)(x,z) Ugn) (x,z) p est nul.

Ainsi, les choix retenus pour la fonction de Green annulent les intégrales de surface
sur chacune des frontiéres du guide extérieur (guide lisse). Le champ Ué:n) est alors
exprimé par une simple convolution de la fonction de Green par la fonction source a
l’origine du champ.






Annexe K

FONCTION DE GREEN POUR ONDES DE
LAMB : INTEGRALE DE FOURIER

La fonction de Green choisie est donnée par la transformée de Fourier

G%T’n) (CE, 2520, ZO) =

+/Oocos [mnz (2« + L./2) + a,(f’n)] cos [nnz (2= — L,/2) — oz,(f’”) o—ix(z—0)
— dy.
e Ky, Sin [’%z L, + 2(15;’")} 2

(K.1)

Cette intégrale peut étre calculée de fagon numeérique suivant un parcours adapté [101];
cette méthode est présentée dans les paragraphes qui suivent.

K.1 Convergence de l'intégrale

La relation (K.1) peut étre exprimée de la maniére suivante :

G (@, 2520, 20) =

+o0 ) o) _ .
1 / ix(a—0) el[ﬁnz(z<—2>+l/z)+2a777' n ] 4 6_1[;{”2 (2< —z>+L2)+2a("" ]

mioo K, (ei [Vw’z Lz+2a§’ﬂn)} — e_i[“nz Lz+2a(nf'n)} )

etlrin. (2<+2>)] + e~ Hrn. (2<+25)]

K (ei I:Kﬂ]z L. +2a£,7’">] _ e—i |:Iinz Lz+2a$]'ﬂn)} )
M=z

+ dy, (K.2)
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ou encore,

G (x, 2 w0, 20) =

“+o00 . T,n : Tn
1 [ iomay | €ilineGemm) 02007 ] il (s =25 210 420077
— e
dam (rm Y (r,m)
ei[ﬁnz (2<+2>—L>)] + e_i[ﬂﬁz (z<+2>+L2)]
+ : - dy. (K.3)
anz <62ia577’n) . 6—21 I:an Lz-‘rOAT, ])
Compte tenu de la relation,
2 2 _ g2
X"+ Ky = k777 (K.4)

lorsque x — F00, la partie réelle de x,, est nulle et sa partie imaginaire tend vers 'infini.
Ainsi, dans ce cas précis, les quatre exponentielles du numérateur de ’expression (K.3)
tendent vers 0 respectivement si les relations suivantes

< — Z>) < O,
< — B> + 2Lz) > 07
ze+2-—L,) <0, (K.5¢

(
(
(
(2« + 2> + L) >0, (K.5d

sont toutes vérifiées, ce qui est le cas, compte tenu de la relation,

—L./2 <2< <2 < L/2, (K.6)

ce qui assure la convergence de I'intégrale a I'infini.

K.2 Calcul numérique de la fonction de Green

La fonction de Green donnée par la relation (K.1) posséde, outre deux singularités
pour k,,_, une infinité de poles, dont la position dépend de la valeur prise par le paramétre

aS,T’"). Les paramétres aﬁf’") choisis ont pour expressions
T,n T,n L
a%’ ) — _kv(;z’ ) ;7 (K.7a)
L s
(rm) — _prm) 2z | O
R (K.7b)

ol k%:’") est la composante suivant z du nombre d’onde k,, dans la direction de I’épaisseur
du guide [relation (4.15)]. Les poles de la fonction de Green ont pour expression

2
_ <m>)2,2ﬂ (rm) _ (2p7
X i\/ (kS Tk ) (K.8)
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kg’?”)

ou le nombre d’onde est le nombre d’onde suivant la direction de propagation

(suivant z) de I'onde de Lamb recherchée et avec p un entier relatif. Deux cas de figures
n)

sont & envisager selon que le nombre d’onde kff’ est supérieur ou inférieur au nombre

rm\? ()
d’onde k, {k% = (kf’n ) + (kn:" ) , relation (4.15)]

i) Si kg(f’") est inférieur au nombre d’onde k), la composante k(:’n) suivant z du nombre
d’onde k,, est réelle et ainsi, d’aprés la relation (K.8), deux familles de poles existent : les
poles situés sur ’axe des x réels qui correspondent & des ondes propagatives, le premier
pole étant le pole correspondant & ’onde de Lamb recherchée, et les poles situés sur ’axe
des x imaginaires qui correspondent a des ondes évanescentes (figure K.1a).
i) Si kff’n) est supérieur au nombre d’onde k,;, la composante k,g:n) suivant z du nombre
d’onde k,, est imaginaire et ainsi, deux familles de poles existent : les poles situés sur
I’axe des x réels qui correspondent & des ondes propagatives, le premier pole étant le pole
correspondant & ’onde de Lamb considérée et les poles situés sur deux demies droites
paralléles a I’axe Sm(x) qui correspondent & des ondes évanescentes (figure K.1b).
L’intégrale (K.3) peut alors étre calculée suivant les parcours proposés sur les
figures K.la lorsque g < k, et K.1b lorsque g S ky. Ces contours sont
composés de trois segments notés Q1 P, Pi P et Po@Qs. Les points @ et Q2 ont pour
coordonnées respectives dans le plan complexe (—Xmaz; —9) €t (Xmaz,9), OU § est une
constante réelle positive trés petite et ou la constante réelle positive Ynq. est définie
telle que les contributions sur les domaines | — 0o, @1] et |Q2, +00] sont négligeables en
comparaison avec les contributions sur les trois domaines considérés. Les points Py et P
ont respectivement pour coordonnées dans le plan complexe (—k,, —€) et (k, €), ol € est
une constante réelle supérieure d’un ordre de grandeur a la constante ¢.

Sm(x) Sm(x)
X
) x @
X
X
Py P,
g Q “k, K Q
—k, Kk, Re () —km K Re ()
Q Q
Py Py
X
X
X
X

(a) (b)

Figure K.1 — Schéma des contours d’intégration dans le plan complexe lorsque (a)
k™ < ky et (b) kS > k.






Annexe L

FONCTION DE GREEN POUR ONDES DE
LAMB : CALCUL DES RESIDUS

Les fonctions de Green retenues dans le probléme de diffusion des ondes de Lamb
(paragraphe 4.3.2) ont pour expression :

G%Tyn) (I‘, 23520, ZO) =

+oocos |k z +& —|—oz(T’n) Cos |K z —& —a(T’n) X
M= < 2 n M= > 2 n e*’LX(CE*IU)

dx,
- Ky, sin (Ii.,lz L.+ 2%(77,71)) 2m
(L.1)
avec
k727 =x>+ /@272, (L.2)

et oit les paramétres o™ sont choisis [cf. infra (I.4) et (I.14)] de maniére & ce que le

premier des poéles de 'intégrande corresponde au nombre d’ondes kg’”) d’une onde de
Lamb (7,n), les ondes paires (en cosinus) et impaires (en sinus) étant générées par une
phase additionnelle de 0 ou /2 respectivement (cf. infra). Cette phase n’a pas d’incidence
sur la position des poles donnés par la relation

K

2 2

z Nz Lz
(L.3)
Les résidus pour chaque pole sont calculés dans la suite pour les deux expressions du

A (m>n)
parameétre oy .

L.1 Fonction de Green paire

Lorsque le paramétre ol™™ a pour expression
n

T, T,Mn L
ol = KM Z, (L.4)
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la fonction de Green est associée a une composante d’une onde de Lamb paire (en cosinus).
Le dénominateur de la fonction de Green (L.1) peut s’écrire :

lim ey sin [ (g, — KT L] 2 RCOL. Gim (k- RTY) (L)

(t,n) (t,n)
Kz —kn. Kz —kn.

ou encore, compte tenu de la relation (L.2),

lim &, sin |:<l€nz — k(T’")> LZ} = _L: lim  (x — kgf) (x+ k(v)zm) . (L.6)

n
i, k™) : 2 x—Ek,

Par suite, les résidus des poles pour p =0

(1:n) (1,m)
cos (k‘nz z<) cos (k,,z z>) _ 0
Resipo = — eFikn, (@=20) iy M, (L.7)
e 27 Xk Ky, sin (ky, L)
prennent la forme suivante :
1 eq:ikgm (x—z0)
_ ™,n) (r,n
Resik%m = :I:% cos (k,(h z<> cos (/ﬂnz )z>) k%zT (L.8)

Pour p # 0, il vient :

lim Ky, sin Knm - k%:’")) LZ] S

(r,n) | pw
Kz —kn Lo

2
(=1)F— lim |f€372 - (k,@j’” + ?) ] . (L.9)

(7,n) pm
Ky —kn, 5T

ou encore, compte tenu des relations (L.2) et (L.3),

lim Ky, sin K/@nz - kg,:”)) Lz] ~ (—1)7’& lim  (x—k2 ) (x+ kb ).

e T+ B 2 Xk,

(L.10)
Les résidus des poles, pour p # 0, ont alors pour expression :
eFikn, (z=20) R pr R p
Resypr = — g, cos Kk,(?z )4 Lz> Z< + 2} cos Kk:g,z’ ) 4+ -Lz> Zs — 2}
kP
TR (L.11)

x—+kE, Ky sin (ky, L)

soit, si p est pair,

1 Tn pr [ Tn pm 1 e:':ikg’” (@=20)
Resyjr = :I:% cos {(kv(u ) 4 Lz> z<] cos (kéz )+ Lz) z>_ I (L.12)

et, si p est impair,

1 r 1 eFiky, (z—z0)
Res:ﬂ:kﬁw = i% sin |:<k57?n) + IZT) Z<:| sin (k?,'(,]:’n) + ];T> Z> % (L13)
Z L z J Nz Lz
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L.2 Fonction de Green impaire

Lorsque le paramétre o™ a pour expression
n

L, =
=+ = L.14
5 T3 (L.14)

(ryn) _ _1.(mym)
Qn - knz
la fonction de Green est associée & une composante d’une onde de Lamb impaire (en
sinus). Le sinus du dénominateur de ’expression (L.1) a alors pour expression

sin (”nz L.+ 2a7(77’”)) = —sin {(Iﬁ:nz - kg:”)) Lz] . (L.15)

Ainsi, les poles sont les mémes pour la fonction de Green impaire que pour la fonction
de Green paire et la démarche pour calculer les résidus de ces poles est sensiblement
la méme. Les résidus des poles pour p = 0 de la fonction de Green impaire ont pour
expression

e:':ik?m (x—=0)

1
ReSik‘(l)}m = ig sin (kg,:’n) Z<) sin <k7(’7z—7n) Z>) W, (L16)
7]1 z

et les résidus des poles pour p # 0 ont pour expressions, si p est pair,

z z M 42

et, si p est impair,

1 pT pr eIikgz (z—z0)
Resypr = iﬂ cos [(kfﬁ”) + L) z<} cos Kkg:") + L) z>] I (L.18)

x

L.3 Contours d’intégration

Lorsque x > x, la convergence de ’intégrale est assurée pour Sm(x) < 0; le contour
d’intégration des figures L.1a et L.1c doivent donc étre fermés par le bas, comprenant
les poles correspondant aux modes évoluant vers les x croissants. Lorsque = < o,
la convergence de lintégrale est assurée pour Sm(x) > 0; le contour d’intégration
des figures L.1b et L.1d doivent donc étre fermés par le haut, comprenant les poles
correspondant aux modes évoluant vers les z décroissants.

Dans les deux cas, l'intégrale doit donc se ramener & la somme de l'intégrale de branche,
constituée d’un aller-retour le long de la coupure, et de la somme infinie des résidus (poles
encerclés suivant le contour d’intégration).
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L Fonction de Green pour ondes de Lamb

—ky =™

_kzg:Tﬂi kr]

: calcul des résidus

W

Pee®®

én Re(x)

Figure L.1 — Schémas des contours d’intégration dans le plan complexe lorsque (a) et
(b) k™ < ky et (c) et (d) k7™ > k. Lorsque @ > o, les contours des schémas (a)

fermés par le haut.

et (c) sont fermés par le bas et lorsque = < xo, les contours des schémas (b) et (d) sont



Annexe M

RELATION ENTRE LA METHODE DES
RESIDUS ET LES DEVELOPPEMENTS
MODAUX

L’objectif de cette annexe n’est pas d’apporter des compléments au modéle traitant
de la propagation des ondes de Lamb dans des guides rugueux (chapitre 4), mais
d’apporter des éléments de nature & mettre en évidence la cohérence dans le choix
de la fonction de Green utilisée dans ce chapitre 4. Pour cela, la fonction de Green
Gy (z, z; 20, 20) donnée par la relation (4.28) est calculée pour une admittance de paroi
nulle [a%"’m) = 0, relation (4.20)], c’est-a-dire pour une fonction de Green satisfaisant a
des conditions de Neumann sur les frontiéres du guide extérieur. Cette fonction de Green
est ensuite comparée & la fonction de Green utilisée au chapitre 2 pour traiter de la
propagation des ondes SH , fonction de Green donnée sous la forme d’un développement
modal [relation (2.14)].

M.1 Calculs des résidus
Le paramétre as,a’m) étant nul, la fonction de Green G, (z, z; 0, 29), donnée par la
relation (4.28) a pour expression :

. _ 1 ¢ cos [ﬁnz (Z< + léz )] Cos [an (Z> — léz )] —ix(z—2z0)
Gy (@, z; 20, 20) = 5 o sin (r L2) e o)dy
(M.1)

—0o0

avec

2_ .2, 2
ky = X"+ k.- (M.2)

Cette fonction de Green admet une double infinité de poles simples :

2
Ko, = = X =k, =[R2 — (’2”7) . (M.3)
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Compte tenu de ’expression (M.2), le dénominateur de la fonction de Green peut s’écrire :

lim k,, sin(ky, L.) = lim (k, — x)(ky + x)Lz; (M.4)

Ky, —0 x—tky

par suite, les résidus des poles pour m = 0

Fikay (z—0) k
Resyy =y (T hm) (M.5)
0 27 x—Ekay Ky, sin (K, L)
prennent la forme suivante :
R 1 eiikwo (z—20) M
e e .6
ke T For T ok, L. (M.6)
Pour m # 0, compte tenu de la relation
lim &, sin(k,, L.) ~ (fl)mm7r lim (k,,L,—mm), (M.7)
e z Knz L
et de la relation (M.2), le dénominateur de la fonction de Green peut s’écrire
. (=)™ 1
1 =2 | . M.8
B s (e L) Le ot B 0 (R ) O
Les résidus des poles, pour m # 0, ont alors pour expression :
R eFikay, (x—z0) mm N L, mm L,
es =————cos | — | 2 — || cos|— | 2> — —
Fhem 2 L. \" " 2 L. \™ 2
ks
i X FEe) )
X—tke,, Ky, S0 (K, L)
soit, si m est pair,
1 mm mm eFikem (2=20)
Resikzm = :I:% COS <_LZZ<> COS (LZZ>) W, (M].O)
et si m est impair,
1 Fikg,, (x—x0)
Ressp,, = ﬁ:% sin <7ij<> sin <n£:rz>) ek‘T (M.11)

M.2 Contours d’intégration

Les contours d’intégration sont représentés sur les figure M.1. Les poles situés sur
l’axe Re(x) sont associés aux ondes propagatives (mn/L, < kr) et les poles situés sur
laxe Sm(x) sont associés aux ondes évanescentes (mm/L, > kr). Lorsque = > xg, la
convergence de 'intégrale est assurée pour Sm(x) < 0; le contour d’intégration doit étre
fermé par le bas (figure M.1a). Lorsque = < xg, la convergence de l'intégrale est assurée
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pour Sm(x) > 0; le contour d’intégration doit étre fermé par le haut (figure M.1b). La
fonction de Green a alors pour expression

(o]
—2iT E Resy,, , siz > xo,
m=0

Gn(ﬂf,xo;Z,ZO) = (M12)

m=
2w E Res_g, , siz < .
m=0

Le report des expressions des résidus donnés par les relations (M.6), (M.10) et (M.11)

® ®

—kr ‘ / —kr

(a) (b)

Figure M.1 — Schémas des contours d’intégration dans le plan complexe lorsque (a)
x > xo (contour fermé par le bas) et (b) < xo (contour fermé par le haut).

dans la relation (M.12) conduit & l'expression suivante pour la fonction de Green

[ 2-6, 2 2 ,
Gr(x, 2052, 20) = Z { 0 cos [ mwz] cos { Zwrzo} e~ Hag, [T—T0

£\ 2iky,,, L. L. .

1 2m + 1 2m + 1 ,
+i/€ T sin |:( mLt )Tr2:| sin |:(7nLt)ﬂ-zo:| e_lkm2m+1$—xo|} )

T2m+1"%

(M.13)

L’expression (M.13) de la fonction de Green calculée dans le plan complexe est donc la
méme que I'expression (2.14) de la fonction de Green développée sur une base de fonctions
propres [compte tenu des expressions (2.15), (2.16), (2.10) et (2.11)]. Non seulement cette
comparaison permet de mettre en évidence le lien entre le résidu de chaque poéle avec un
des coefficients du développement modal de la fonction de Green.






Propagation acoustique en guides fluides et solides a parois rugueuses :

formulation intégrale pour ondes de pression, de cisaillement et de Lamb

Acoustic propagation in fluid and solid waveguides with rough surfaces:

integral formulation for pressure waves, SH waves and Lamb waves



