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z1 et z2 : surfaces rugueuses délimitant le guide réel
Λ : périodicité spatiale de la rugosité
µ : second coe�cient de Lamé
ω : pulsation
ρ : masse volumique du solide isotrope constituant le guide
φ̄ : moyenne temporelle du �ux d'énergie
φ̄(σ,m) : moyenne temporelle du �ux d'énergie porté par le mode (σ,m)

ψ(σ,m) : fonction propre du mode (σ,m)
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Chapitre 3

Â(σ,m) : amplitude du mode (σ,m)
[N ]Â(σ,m) : amplitude du mode (σ,m) à l'ordre N des approximations successives
(N)Â(σ,m) : correction d'amplitude du mode (σ,m) à l'ordre N
B

(σ,m)
(α,r) : opérateur d'épaisseur

c
(σ,m)
g : vitesse de groupe du mode (σ,m)

Ĉn : coe�cients complexes des séries de Fourier des fonctions dé�nissant les rugosités
cT : célérité des ondes de volume transversales
d : épaisseur du guide d'onde �ctif extérieur au guide rugueux.
DSP(h1) : densité spectrale de puissance du pro�l de rugosité h1

Ē(σ,m) : moyenne temporelle de l'énergie totale portée par le mode (σ,m)

f : fréquence
g(σ,m) : coe�cient du développement modal de la fonction de Green G du mode (σ,m)

Ĥ
(σ,m)
(α,r) : opérateur intégral de surface

h : hauteur maximale de rugosité
h1 et h2 : fonctions arithmétiques dé�nissant les pro�ls de rugosité
k

(σ,m)
x : projection suivant la direction de propagation du nombre d'onde du mode (σ,m)

kT : nombre d'onde des ondes de volume transversales
k

(σ,m)
z : valeur propre du mode (σ,m)

Lz : épaisseur du guide d'onde �ctif extérieur au guide rugueux.
` : longueur de rugosité
~n1 et ~n2 : vecteurs unitaires normaux aux surfaces rugueuses orientés à l'extérieur du
guide
N1 et N2 : normes respectives des vecteurs ~n1 et ~n2

Nc : nombre d'itérations assurant la convergence des approximations successives
R(σ,m) : coe�cient de ré�exion du mode (σ,m) en amont de la rugosité
Si(x) et Sd(x) : amplitudes des modes couplés
T (σ,m) : coe�cient de transmission du mode (σ,m) en aval de la rugosité
z1 et z2 : surfaces rugueuses délimitant le guide réel
β̂

(α,r)
(σ,m),

nη̂(α,r) et nξ̂(α,r) : coe�cients de couplage
nδ̂

(α,r)
(σ,m),

nε̂
(α,r)
(σ,m), δ1 et ε2 : paramètres de désaccord

Λ, Λ0, Λ1, Λ2, Λ3 et Λ4 : périodicités spatiales de la rugosité
ω : pulsation
ψ(σ,m) : fonction propre du mode (σ,m)

φ̄(σ,m) : moyenne temporelle du �ux d'énergie porté par le mode (σ,m)
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Chapitre 4

B = (~ex, ~ey, ~ez) : base associée au repère R
D : domaine du guide rugueux de frontière ∂D
D0 : domaine du guide à géométrie compatible (guide extérieur) de frontière ∂D0

cL et cT : célérités des ondes de volume respectivement longitudinales et transversales
~̂F : vecteur traduisant l'e�et des sources
F̂

(τ,n)
ηj : terme source d'un mode de Lamb (τ, n)

f : fréquence
G

(τ,n)
ηj : fonction de Green du mode de Lamb (τ, n)

h1 et h2 : fonctions arithmétiques dé�nissant les pro�ls de rugosité
h : hauteur maximale de rugosité
h

(τ,n)
ηj : fonction de Green transverse du mode de Lamb (τ, n)

k
(τ,n)
ηz : nombres d'onde transverse du mode de Lamb (τ, n)

k
(τ,n)
x : nombre d'onde suivant la direction de propagation x du champ de déplacement
η (η = L, T ) du mode de Lamb (τ, n)

kT : nombres d'onde des ondes de volume respectivement longitudinales et transversales
Lz : épaisseur du guide d'onde �ctif extérieur au guide rugueux.
` : longueur de rugosité
n et m : nombres quantiques
~n1 et ~n2 : vecteurs unitaires normaux aux surfaces rugueuses orientés à l'extérieur du
guide
N1 et N2 : normes respectives des vecteurs ~n1 et ~n2

Q̂
(τ,n)
ηj : amplitude complexe de la composante suivant j (j = x, z) du champ de déplace-

ment η (η = L, T ) du mode (τ, n)

R = (O, x, y, z) : repère cartésien
~̂U(x, z) : vecteur déplacement complexe
~̂UL(x, z) : vecteur déplacement complexe longitudinal
~̂UT (x, z) : vecteur déplacement complexe transversal
Û

(τ,n)
ηj : composante suivant j (j = x, z) du champ de déplacement η (η = L, T ) du mode

(τ, n)
[N ]Û

(τ,n)
ηj : composante suivant j (j = x, z) du champ de déplacement η (η = L, T ) du

mode (τ, n) à l'ordre N des approximations successives
(N)Û

(τ,n)
ηj : correction de la composante suivant j (j = x, z) du champ de déplacement η

(η = L, T ) du mode (τ, n) à l'ordre N
ÛLx et ÛLz : composantes respectivement suivant les directions x et z du vecteur dépla-
cement complexe longitudinal
ÛTx et ÛTz : composantes respectivement suivant les directions x et z du vecteur dépla-
cement complexe transversal
ˆ
T : tenseur des contraintes
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T̂xx, T̂xz et T̂zz : composantes du tenseur des contraintes
Ŷ

(τ,n)
ηj : admittance équivalente de paroi du mode de Lamb (τ, n)

z1 et z2 : surfaces rugueuses délimitant le guide réel
z> et z< : coordonnées des fonctions de Green hηj et Gηj
χ : variable d'intégration (fonctions de Green)
α

(τ,n)
ηj : paramètre associé à l'admittance Ŷ (τ,n)

ηj

δΓ̂
(τ,n)
ηj : opérateur intégral sur les frontières rugueuses des composantes du champ de

déplacement du mode (τ, n)

Γ̂
(0)
ηj : opérateur intégral sur les frontières (lisses) du guide extérieur des composantes du

champ de déplacement du mode (τ, n)

Γ̂
(τ,n)
ηj : opérateur intégral sur les frontières rugueuses des composantes du champ de dé-

placement du mode (τ, n)

κηz : projection suivant la direction z du nombre d'onde kη (χ est la projection suivant
x)
Λ : périodicité spatiale de la rugosité
λ et µ : coe�cients de Lamé
ω : pulsation
ρ : masse volumique du solide isotrope constituant le guide





Introduction

Le problème de la propagation dans les guides d'ondes à géométrie complexe a fait
l'objet de nombreuses études dans diverses disciplines de la physique, dont l'acoustique.
En acoustique, les champs d'applications touchent à plusieurs domaines, dont celui du
Contrôle Non Destructif (CND) par ultrasons qui a motivé au départ ce travail de thèse.
L'étude de la propagation des ondes élastiques dans des plaques présentant des défauts
en surface ou en volume trouve sa place dans divers domaines industriels (aéronautiques,
automobiles, aérospatiales, ...) pour le contrôle de l'état de santé des matériaux. Le CND
est utilisé pour inspecter l'état des matériaux, que ce soit pendant leur élaboration ou
au cours de leur utilisation, a�n par exemple de suivre de possibles endommagements ;
il est aussi utilisé pour le contrôle de pièces après usage. De nombreux travaux sont
réalisés sur diverses con�gurations, dont l'étude sur la propagation dans des matériaux
composites [1,2], dans des matériaux �ssurés [3,4] ou dans les matériaux strati�és [5�8] ;
d'autres études sont menées sur des sujets plus académiques tels la ré�exion de bord de
plaque [9�11], la propagation dans des plaques inhomogènes [12, 13] ou la propagation
dans des plaques viscoélastiques [14�16]. Un des enjeux reste l'obtention de méthodes
plus simples et/ou plus rapides que celles disponibles à l'heure actuelle, qui permettent
de modéliser la propagation d'ondes dans des situations plus ou moins complexes.

Concernant l'étude de la propagation d'ondes dans des guides rugueux, objet du
travail présenté dans ce mémoire, diverses applications peuvent être envisagées, telles la
caractérisation de l'état de surface d'un matériau, la véri�cation de la qualité d'un collage
dans une structure assemblée, la mesure des caractéristiques d'une couche de peinture,
la détection d'e�ets de corrosion ou d'imperfection d'usinages, ... La rugosité peut être
caractérisée par des paramètres statistiques, tels que la profondeur crête à crête, moyenne
ou RMS (entre autres paramètres proposés dans la littérature) ; elle peut également être
caractérisée par des fonctions spectrales pour révéler des périodicités spatiales du pro�l.

L'étude menée ici porte plus particulièrement sur les e�ets de rugosité de frontières
de guides d'ondes �uides ou solides sur la propagation acoustique, en vue, en pratique,
de caractériser cette rugosité par analyse de son in�uence sur la propagation des ondes
guidées. Le processus de di�usion sur ces rugosités de parois se traduit par des couplages
modaux, transferts d'énergie entre modes créés ou non par des sources, modes propres
en �uides ou pour des ondes SH dans les solides, modes de Lamb dans les guides solides.
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L'étude des e�ets des parois rugueuses sur la propagation d'ondes prend une part
importante de la littérature dans le domaine de l'acoustique. Plusieurs modèles ont
été développés pour décrire la propagation de champs scalaires (champ de pression
en �uide ou champ de déplacement des ondes SH) [17�21], parmi lesquels la méthode
multi-echelles [22�26] et la méthode multimodale [27�29] comptent parmi les modèles
les plus utilisés pour décrire le couplage d'ondes dû aux irrégularités de surface. Les
modèles décrivant la propagation des ondes de Lamb sont plus rares [30,31], la condition
d'orthogonalité des modes de Lamb restant un outil mathématique relativement complexe
[32�34]. Les principaux modèles développés sur ce sujet reposent essentiellement sur
des méthodes multi-modales [29,35,36]. Le formalisme intégrale tensoriel parfois utilisé,
qui repose sur le théorème de Green [37, 38], fait appel à des notions relativement
complexes à mettre en ÷uvre [29,39,40]. La ré�exion et la transmission d'ondes sur des
interfaces rugueuses ont également été étudiées [41�44]. De nombreux modèles ont aussi
été développés pour prédire la propagation d'ondes de surface (ondes de Rayleigh et ondes
de Love notamment) à l'interface séparant deux milieux et comportant des irrégularités
périodiques ou non [38, 45�50]. En�n, la propagation dans les guides périodiques et les
notions qui y sont attachées (bandes d'arrêt, bandes passantes, accord de phase, ...)
ont été très largement traitées [51�60] et de nombreux résultats expérimentaux sont
disponibles dans la littérature [59, 61�64]. Ainsi, de nombreux modèles sont proposés
dans la littérature, mais aucun ne permet d'allier semble-t-il simplicité de mise en ÷uvre,
rapidité en terme de temps de calculs et e�cacité (pour traiter notamment tout type de
rugosité). C'est dans ce contexte que s'inscrit cette thèse, dont l'objet est alors de proposer
des modèles simples, rapides et e�caces, qui permettent de traiter la propagation dans
les guides à surfaces rugueuses, les rugosités restant de faibles perturbations (comme
c'est le cas pour les applications envisagées) et de pouvoir relier les caractéristiques de
ces rugosités à des paramètres acoustiques accessibles à la mesure.

Malgré l'importance des travaux qui touchent de près ou de loin aux préoccupations
de l'étude présentée ici, la mise en place d'un modèle susceptible de traiter simultanément
des problèmes en guides �uides et solides, dont l'e�cacité et la relative simplicité d'emploi
le rende utilisable en pratique, restait, à nos yeux, à envisager. C'est ainsi que, dans ce
cadre, une nouvelle formulation est proposée, qui repose sur la formulation intégrale
(théorème de Green) des équations de propagation scalaires et sur une recherche de
solutions sur des bases modales appropriées ou, pour les ondes élastiques, sur des modes
de Lamb exprimés dans le cadre de cette formulation (le choix de fonctions de Green
(scalaires) appropriées en propagation �uide et solide jouant là un rôle important). Les
relations entre champs acoustiques (de pression ou élastique) et pro�ls de rugosité ont
été étudiées pour tous types de rugosité, mais plus particulièrement pour des rugosités
périodiques qui permettent des analyses plus avancées.

Le premier chapitre est consacré à la mise en place de deux modèles pour décrire la
propagation d'ondes acoustiques dans des guides �uides à parois rugueuses, l'un repris
d'une étude préalable [65], l'autre proposé comme alternative. La dissipation dans les
couches limites thermo-visqueuses est prise en compte dans le but de comparer les e�ets
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des processus de di�usion dus à la rugosité et de dissipation pariétale. Les résultats
obtenus avec ces deux méthodes sont comparés, en termes de stabilité et de convergence,
ce qui mène au choix dé�nitif du second modèle. En�n, un modèle de source pariétal, en
relation avec le champ de pression incident recherché, est proposé en vue d'orienter les
choix de sources en pratique.

Le second modèle développé au premier chapitre est ensuite adapté dans le second
chapitre pour modéliser la propagation d'ondes de cisaillement polarisées horizontalement
dans des plaques solides isotropes délimitées par des parois striées (stries et polarisation
des ondes restant colinéaires). Les résultats obtenus par ce modèle sont discutés et
comparés à d'autres résultats théoriques et expérimentaux, dont ceux issus d'expériences
réalisées en collaboration avec le LOMC au Havre.

Le troisième chapitre a pour objet de faire le lien entre les couplages des modes
guidés (ondes en �uides ou ondes SH dans les solides) et les rugosités de surface, rugosités
tout d'abord périodiques qui permettent de mettre en évidence les paramètres clés du
guide qui interviennent dans les couplages modaux, puis rugosités plus complexes qui
permettent de mettre en lumière la corrélation entre rugosité et propagation.

Le quatrième et dernier chapitre aborde la propagation des ondes de Lamb dans
les plaques rugueuses. Le problème est traité, en termes d'équations intégrales scalaires
et de fonctions de Green adaptées, séparément pour chacune des composantes des
ondes longitudinales et transversales (à l'instar du modèle développé dans les chapitres
précédents), ces équations étant couplées par les conditions de contraintes nulles sur les
frontières rugueuses. Les résultats obtenus pour le couplage des ondes de Lamb sont
ensuite comparés à des résultats expérimentaux disponibles dans la littérature.

En résumé, ce mémoire présente un modèle unique et relativement simple à mettre
en ÷uvre, qui se décline de façons di�érentes suivant que l'on traite de propagation
d'ondes SH en solides ou d'ondes en �uides, ou suivant que l'on traite d'ondes de Lamb.
Ce modèle permet dans tous les cas de traiter de la propagation en guides à parois
rugueuses ; peut-être ouvre-t-il l'espoir de répondre à certaines attentes dans le domaine
du Contrôle Non Destructif par ultrasons.

N. B. : Pour une part, ce travail de thèse s'inscrit dans le cadre d'une collaboration
avec le Laboratoire Ondes et Milieux Complexes (LOMC, FRE CNRS 3102) du Havre
et avec l'Institut d'Electronique, de Microélectronique et de Nanotechnologies (IEMN,
UMR CNRS 8520) de Lille. Cette collaboration, sous la tutelle de la Fédération
Acoustique du Nord-Ouest (FANO, FR CNRS 3110), permet (notamment) d'allier
modélisation analytique (LAUM, objet de cette thèse), approche expérimentale (LOMC),
et simulations numériques (IEMN, logiciel ATILA) sur le thème de la propagation en
guides rugueux.





Chapitre 1

Champ acoustique en guide à parois
rugueuses et fluide dissipatif

Comme mentionné dans l'introduction de ce mémoire, l'objectif du travail est de
développer une méthode qui repose au départ sur un article récent [65], pour modéliser
la di�usion des ondes acoustiques par des rugosités de parois de guides d'ondes. Cette
méthode repose sur le formalisme intégral classique des problèmes aux limites de
l'acoustique en milieu �uide, les solutions étant exprimées sous forme modale. Il apparaît
que la convergence de la technique d'itération retenue pour exprimer les couplages de
modes dus à la rugosité n'est assurée que dans la situation de très faible rugosité.
C'est ainsi que nous avons été amenés, après analyse des facteurs responsables de cette
convergence relativement lente, à modi�er la présentation du modèle en terme d'ordre
dans l'application de la formulation intégrale et de la méthode modale de résolution
retenue, sans changer le fond de la méthode.

C'est l'objet de ce chapitre que de présenter ces deux modèles et de comparer la
convergence des solutions retenues pour chacun d'eux. Ils sont désignés dans la suite par
la forme qu'ils prennent, à savoir respectivement pour le modèle d'origine et celui proposé
ici : projection modale des équations de propagation suivie de la résolution reposant sur
la formulation intégrale (modèle désigné par l'acronyme MI), formulation intégrale puis
projection modale (modèle IM). De surcroît, les e�ets réactifs et dissipatifs des couches
limites thermovisqueuses sont pris en compte sous forme d'une admittance équivalente
de paroi, pour en analyser les e�ets sur l'amplitude des modes considérés, en regard de
ceux liés à la rugosité de parois. En�n, le couplage source-champ, le plus souvent occulté
dans les modèles, mais aussi le plus souvent pierre d'achoppement de l'expérimentateur,
est traité de manière à pouvoir modéliser la nature du champ source pour une fonction
source harmonique dé�nie par sa localisation et par son extension, son amplitude et sa
phase (la rétro-action du champ sur le fonctionnement électroacoustique intrinsèque de
la source est négligé). A noter que dans le second chapitre et les suivants, seul le dernier
modèle (IM) préconisé dans ce premier chapitre est retenu (en raison de sa stabilité et
de sa rapidité).
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1.1 Le problème fondamental

1.1.1 Le guide à parois rugueuses

Le repère cartésien choisi est dé�ni par R = (O, x, y, z), la base orthonormée associée
par B = (~ex, ~ey, ~ez), les composantes dans la base B des vecteurs position ~r et ~r ′ étant
notées respectivement (x, y, z) et (x′, y′, z′). Le guide d'onde étudié est une plaque �uide
délimitée par deux plans parallèles rugueux de longueur et de largeur in�nies (�gure
1.1). Le domaine D de frontière ∂D considéré dans la suite est dé�ni par x ∈ [0,+∞[,

y ∈]−∞,+∞[ et z ∈ [z1, z2], où les coordonnées z1 et z2 dé�nissent les cotes des frontières
du guide, donc celles de la rugosité pour x compris dans l'intervalle [0, `]. Les coordonnées
des surfaces rugueuses ∂D dé�nies par (−Lz/2 + h1) et (Lz/2− h2) sont notées dans la
suite, par commodité, z1 et z2, les fonctions arithmétiques h1 et h2 dé�nissant les pro�ls
de rugosité. Les vecteurs ~n1 et ~n2 sont les vecteurs unitaires respectivement normaux aux
surface z1 et z2 en tout point des rugosités, et orientés vers l'extérieur du guide. Pour
les besoins du modèle, deux guides �ctifs sont dé�nis, l'un d'épaisseur Lz (domaine D0

de frontière ∂D0), dé�ni par x ∈ [0,+∞[, y ∈]−∞,+∞[ et z ∈ [−Lz/2, Lz/2] et l'autre
d'épaisseur d (le premier est extérieur au guide réel et le second intérieur).

(a)

(c)(b)

z
y

x

d

z = Lz/2

x LzO

z
y

z2(x, y)

x = 0 x = ℓ

h1(x, y)

z1(x, y)

h2(x, y)

~n1

~n2

Lz

Lz

ℓ
z = −Lz/2

z = Lz/2

d/2

d/2

z = −Lz/2

Figure 1.1 � (a) Schéma du guide d'onde délimité par deux surfaces rugueuses. (b)
Coupe dans le plan y = 0. (c) Zoom sur les rugosités.
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Exprimée en fonction de la normale unitaire ~nq à la paroi située en zq (q = 1, 2), la
dérivée normale correspondante prend la forme

∂nq = ~nq.~∇ =
1

Nq

[
(∂xhq)∂x + (∂yhq)∂y + (−1)q∂z

]
, ∀(x, y) q = 1, 2, (1.1)

où

Nq =

√
(∂xhq)

2
+ (∂yhq)

2
+ 1, (1.2)

∂u représentant la dérivée partielle par rapport à la variable u.
Le �uide, dissipatif et au repos, est caractérisé par la masse volumique ρ0, la célérité
adiabatique c0, le coe�cient de viscosité de cisaillement µ0 et le coe�cient de conduction
thermique λ0. Le mouvement est supposé harmonique de pulsation ω [la dépendance au
temps étant exprimée par le facteur exp(iωt)].

1.1.2 Modèle de dissipation et réaction des couches limites
thermo-visqueuses

Les échanges de chaleur entre le �uide et la paroi (dus aux écarts instantanés de
température associés à la pression acoustique) et la friction visqueuse du �uide sur la
paroi (due au déplacement acoustique) impliquent des pertes d'énergie et un retard à la
ré�exion sur la paroi rigide. Dans la mesure où les épaisseurs des couches limites thermo-
visqueuses restent ici très inférieures aux dimensions transversales du guide �uide, ces
pertes d'énergie et ce retard peuvent être modélisés par une admittance équivalente de
paroi Ŷ telle que [66] :

Ŷ = (1 + i)

√
k0

2

[
k2

0//

k2
0

δv + (γ − 1)δh

]
, (1.3)

où k0///k0 est le rapport de la projection k0// sur le plan de propagation du vecteur

d'onde acoustique ~k0 et de sa norme (k0 = ω/c0), où γ = CP /CV désigne le rapport des
capacités calori�ques (massiques) respectivement à pression et volume constants et où
les paramètres δv =

√
2µ0/ρ0ω et δh =

√
2λ0/ρ0ωCP sont des épaisseurs des couches

limites respectivement de viscosité et de di�usion thermique. Le rapport k2
0///k

2
0 est le

carré du sinus de l'angle d'incidence de l'onde sur la paroi (le facteur lié à la viscosité
s'annule pour une incidence normale et est maximal pour une incidence rasante). Étant
donné que le propos se limite ici à l'évaluation de l'ordre de grandeur relatif des e�ets de
rugosité et de dissipation sur les ondes, ce facteur est dans la suite remplacé par sa valeur
moyenne égale à un demi (dans les faits, il dépend de la nature de l'onde considérée).
Selon la formule de Reech, le facteur γ représente le rapport des pentes de l'adiabatique
(1/χS) et de l'isotherme (1/χT ) dans le diagramme de Clapeyron. Par suite, la relation

γ − 1 =
χT − χS
χS

(1.4)

représente une "mesure" de l'intervalle dans lequel la compressibilité χ prend sa valeur
(ce facteur prenant au demeurant ici des valeurs complexes qui traduisent un e�et de
relaxation thermique).
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1.1.3 Équations fondamentales, formes de solutions

Dans le cadre des hypothèses de l'acoustique linéaire, le champ de pression complexe
acoustique harmonique p̂(x, y, z) est solution du système d'équations suivant, comportant
l'équation de propagation et des conditions mixtes aux frontières,





[
∂2
xx + ∂2

yy + ∂2
zz + k2

0

]
p̂(~r) = −f̂(~r), ~r ∈ D, (1.5a)

[
∂nq + ik0Ŷ

]
p̂(~r) = 0, ~r ∈ ∂D, (1.5b)

absence d'onde retour à l'in�ni, (1.5c)

où la fonction f̂(~r) représente l'amplitude (harmonique) du champ source incident à
l'entrée du domaine, les ˆ représentant des valeurs complexes.
Le problème (1.5) est traité dans la suite par deux méthodes intrinsèquement
équivalentes, qui font intervenir le développement de la pression sur une base de fonctions
propres du guide �ctif à géométrie compatible extérieur au guide à parois rugueuses
et la formulation intégrale. La di�érence entre les deux méthodes, mentionnée dans
l'introduction de ce chapitre, réside essentiellement dans l'ordre d'utilisation des deux
procédés mathématiques : dans la première méthode, la formulation intégrale précède le
développement modal, a contrario de la seconde méthode.
Dans les deux cas, la pression est recherchée sous la forme d'un développement sur les
fonctions propres ψ̂(σ,m)(z) dans le domaine [−Lz/2, Lz/2],

p̂(x, y, z) =

2∑

σ=1

∞∑

m=0

Â(σ,m)(x, y)ψ̂(σ,m)(z), (1.6)

où la variable dichotomique σ peut prendre les valeurs 1 et 2 et où le nombre quantiquem
prend les valeurs entières de 0 à l'in�ni. L'introduction de la variable σ permet de séparer
les modes en fonction de leur symétrie par rapport au plan z = 0 : la valeur σ = 1 est
relative aux modes antisymétriques ψ̂(1,m) et la valeur σ = 2 aux modes symétriques
ψ̂(2,m).

1.1.4 Fonctions propres

Les fonctions propres retenues ici sont solutions du problème aux valeurs propres
transverse pour le guide à géométrie compatible (guide extérieur au guide réel),





[
∂2
zz +

(
χ̂(σ,m)
z

)2
]
ψ̂(σ,m)(z) = 0, z ∈

[
−Lz

2
,
Lz
2

]
, (1.7a)

[
∂z ± ik0Ŷ

]
ψ̂(σ,m)(z) = 0, z = ±Lz

2
. (1.7b)

Les fonctions propres antisymétriques et symétriques ont pour expressions respectives
(annexe A),





ψ̂(1,m)(z) =
(
N̂ (1,m)

)−1

sin
(
χ̂(1,m)
z z

)
, (1.8a)

ψ̂(2,m)(z) =
(
N̂ (2,m)

)−1

cos
(
χ̂(2,m)
z z

)
, (1.8b)
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où les coe�cients de normalisation N̂ (σ,m) sont donnés par la relation,

N̂ (σ,m) =

√√√√√
Lz
2

+
ik0Ŷ(

χ̂
(σ,m)
z

)2

−
(
ik0Ŷ

)2 , (1.9)

et où les valeurs propres χ̂(σ,m)
z sont solutions des équations transcendantes




− χ̂
(1,m)
z

ik0Ŷ
= tan

(
χ̂

(1,m)
z Lz

2

)
, (1.10a)

ik0Ŷ

χ̂
(2,m)
z

= tan

(
χ̂

(2,m)
z Lz

2

)
. (1.10b)

Dans le cas particulier du �uide parfait (Ŷ = 0), les valeurs propres s'écrivent :

k(σ,m)
z =

(2m+ δσ1)π

Lz
, (1.11)

où δσ1 est le symbole de Kronecker.
La fonction de Green choisie dans le formalisme intégral retenu dans la suite est dé�nie
dans le domaine D0 du guide à géométrie compatible (guide extérieur) et satisfait à des
conditions aux frontières mixtes faisant intervenir l'admittance de paroi Ŷ donnée par la
relation (1.3) :





[
∂2
xx + ∂2

yy + ∂2
zz + k2

0

]
G(~r, ~r ′) = −δ(~r − ~r ′), ~r, ~r ′ ∈ D0, (1.12a)

[
∂z ± ik0Ŷ

]
G(~r, ~r ′) = 0, ~r ∈ ∂D0 et ~r ′ ∈ D0, (1.12b)

où δ(~r − ~r ′) est la fonction de Dirac. Cette fonction de Green peut être développée sur
la base des fonctions propres orthogonales (1.8) comme suit [66,67] :

G(x, y, z;x′, y′, z′) =

2∑

σ=1

∞∑

m=0

g(σ,m)(x, y;x′, y′)ψ̂(σ,m)(z′)ψ̂(σ,m)(z), (1.13)

où les coe�cients g(σ,m) [donnés plus loin par la relation (1.40) pour le cas du guide à
deux dimensions] sont des fonctions de Green à deux dimensions, solutions de l'équation,

[
∂2
xx + ∂2

yy +
(
k̂(σ,m)
xy

)2
]
g(σ,m)(x, y;x′, y′) = −δ(x− x′)δ(y − y′), (1.14)

avec (
k̂(σ,m)
xy

)2

= k2
0 −

(
χ̂(σ,m)
z

)2

. (1.15)

1.2 Modèles analytiques

1.2.1 Premier modèle (MI)
En intégrant sur [z1, z2] le produit de l'équation (1.5a) par la fonction propre

ψ̂(σ,m)(z) et en e�ectuant une double intégration par parties d'un des facteurs, l'équation
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de propagation (1.5a) devient, compte tenu des relations (1.7a) et (1.15),

z2∫

z1

ψ̂(σ,m)(z)

[
∂2
xx + ∂2

yy +
(
k̂(σ,m)
xy

)2
]
p̂(x, y, z)dz = −

z2∫

z1

ψ̂(σ,m)(z)f̂(x, y, z)dz

−
[
ψ̂(σ,m)(z)∂z p̂(x, y, z)− p̂(x, y, z)∂zψ̂(σ,m)(z)

]z2
z1
. (1.16)

Compte tenu de l'expression de la dérivée normale sur chaque frontière rugueuse (1.1)
ainsi que des conditions aux frontières (1.5b), le terme ∂z p̂(x, y, z) de l'équation (1.16)
peut être mis sous la forme

∂z p̂ = (−1)q+1
[
(∂xhq)∂x + (∂yhq)∂y + ik0Ŷ Nq

]
p̂, ∀(x, y), z = zq, q = 1, 2.

(1.17)
Le report de ces conditions aux frontières (1.17) puis du développement modal de la
pression (1.6) permettent d'écrire l'équation (1.16) sous la forme

2∑

α=1

∞∑

µ=0

[
∂2
xx + ∂2

yy +
(
k̂(σ,m)
xy

)2
]
Â(α,µ)(x, y)

z2∫

z1

ψ̂(σ,m)(z)ψ̂(α,µ)(z)dz = −Ŝ(σ,m)(x, y)

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

2∑

q=1

ψ̂(α,µ)(z)NqO(x, y, z)
{
ψ̂(σ,m)(z)Â(α,µ)(x, y)

}∣∣∣∣∣
z=zq(x,y)

, (1.18)

où la fonction source Ŝ(σ,m)(x, y) est dé�nie par

Ŝ(σ,m)(x, y) =

z2∫

z1

ψ̂(σ,m)(z)f̂(x, y, z)dz, (1.19)

où le second terme du second membre de l'équation (1.18) provient du terme entre crochet
de l'équation (1.16) et où l'opérateur O(x, y, z) est dé�ni par

O(x, y, z) = ik0Ŷ +
1

Nq

[
(∂xhq)∂x + (∂yhq)∂y + (−1)q∂z

]∣∣∣∣
z=zq

, ∀(x, y), q = 1, 2.

(1.20)
Compte tenu de l'orthogonalité des fonctions propres dans le domaine [−Lz/2, Lz/2] (sur
l'épaisseur du guide extérieur), il vient :

[
∂2
xx + ∂2

yy +
(
k̂(σ,m)
xy

)2
]
Â(σ,m)(x, y) = −Ŝ(σ,m)(x, y)

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

2∑

q=1

ψ̂(α,µ)(z)NqO(x, y, z)
{
ψ̂(σ,m)(z)Â(α,µ)(x, y)

}∣∣∣∣∣
z=zq(x,y)

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x, y)

[
∂2
xx + ∂2

yy +
(
k̂(σ,m)
xy

)2
]
Â(α,µ)(x, y), (1.21)
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les coe�cients B̂(σ,m)
(α,µ) étant donnés par la relation,

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x) =




z1(x,y)∫

−Lz/2

dz +

Lz/2∫

z2(x,y)

dz


 ψ̂(α,µ)(z)ψ̂(σ,m)(z) (1.22)

(leurs expressions sont données dans l'annexe B). L'opérateur B̂(σ,m)
(α,µ) peut être quali�é

"d'opérateur d'épaisseur" [65, 68�70], c'est-à-dire une intégration dans la direction de
l'épaisseur du guide, qui provient de la non orthogonalité des fonctions propres dans le
domaine [z1, z2] (guide rugueux) et qui dépend de la profondeur de rugosité. En ajoutant

et en retranchant le terme
(
k̂

(α,µ)
xy

)2

dans le crochet du second membre de la relation

(1.21), cette dernière peut être mise sous la forme,

[
∂2
xx + ∂2

yy +
(
k̂(σ,m)
xy

)2
]
Â(σ,m)(x, y) = −Ŝ(σ,m)(x, y)

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

2∑

q=1

ψ̂(α,µ)(z)NqO(x, y, z)
{
ψ̂(σ,m)(z)Â(α,µ)(x, y)

}∣∣∣∣∣
z=zq(x,y)

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x, y)

[(
k̂(σ,m)
xy

)2

−
(
k̂(α,µ)
xy

)2
]
Â(α,µ)(x, y)

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x, y)

[
∂2
xx + ∂2

yy +
(
k̂(α,µ)
xy

)2
]
Â(α,µ)(x, y). (1.23)

En remarquant que le terme entre crochet du troisième terme du membre de droite de la
relation (1.23) peut être mis sous la forme, compte tenu de l'expression (1.15),

(
k̂(σ,m)
xy

)2

−
(
k̂(α,µ)
xy

)2

=
(
χ̂(α,µ)
z

)2

−
(
χ̂(σ,m)
z

)2

, (1.24)

et en tenant compte de l'expression (B.5) de l'opérateur B̂(σ,m)
(α,µ) , pour (σ,m) 6= (α, µ), il

vient

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x, y)

[(
k̂(σ,m)
xy

)2

−
(
k̂(α,µ)
xy

)2
]

=

2∑

q=1

(−1)q
[
ψ̂(σ,m)(z)∂zψ̂

(α,µ)(z)− ψ̂(α,µ)(z)∂zψ̂
(σ,m)(z)

]∣∣∣∣∣
z=zq(x,y)

. (1.25)
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Le report de l'expression (1.25) dans la relation (1.23) conduit à la relation

[
∂2
xx + ∂2

yy +
(
k̂(σ,m)
xy

)2
]
Â(σ,m)(x, y) = −Ŝ(σ,m)(x, y)

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

2∑

q=1

ψ̂(α,µ)(zq)NqO(x, y, zq)
{
ψ̂(σ,m)(zq)Â

(α,µ)(x, y)
}

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

Â(α,µ)(x, y)

2∑

q=1

(−1)q
[
ψ̂(σ,m)(z)∂zψ̂

(α,µ)(z)− ψ̂(α,µ)(z)∂zψ̂
(σ,m)(z)

]∣∣∣∣∣
z=zq(x,y)

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x, y)

[
∂2
xx + ∂2

yy +
(
k̂(α,µ)
xy

)2
]
Â(α,µ)(x, y),

(1.26)

qui peut être mise sous la forme, compte tenu de l'expression (1.20) de l'opérateur O,

[
∂2
xx + ∂2

yy +
(
k̂(σ,m)
xy

)2
]
Â(σ,m)(x, y) = −Ŝ(σ,m)(x, y)

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

2∑

q=1

ψ̂(σ,m)(z)NqO(x, y, z)
{
ψ̂(α,µ)(z)Â(α,µ)(x, y)

}∣∣∣∣∣
z=zq(x,y)

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x, y)

[
∂2
xx + ∂2

yy +
(
k̂(α,µ)
xy

)2
]
Â(α,µ)(x, y). (1.27)

La formulation intégrale associée prend la forme [66,67],

Â(σ,m)(x, y) = F̂ (σ,m)(x, y)+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

[
η̂

(σ,m)
(α,µ)

{
Â(α,µ)(x, y)

}
+β̂

(σ,m)
(α,µ) (x, y)

{
Â(α,µ)(x, y)

}]
,

(1.28)
où le terme source a pour expression (compte tenu des hypothèses exprimées dans
l'introduction),

F̂ (σ,m)(x, y) =

+∞∫

−∞

dy′
0∫

−∞

dx′
z2∫

z1

dz′g(σ,m)(x, y;x′, y′)ψ̂(σ,m)(z′)f̂(x′, y′, z′), (1.29)

et où les opérateurs intégraux de rugosité prennent les formes respectives,

η̂
(σ,m)
(α,µ)

{
Â(α,µ)(x, y)

}
= −

2∑

q=1

+∞∫

−∞

dy′
+∞∫

0

dx′
[
ψ̂(σ,m)(z′)g(σ,m)(x, y;x′, y′)

NqO(x′, y′, z′)
{
Â(α,µ)(x′, y′)ψ̂(α,µ)(z′)

}]∣∣∣
z′=zq(x,y)

,

(1.30)
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et

β̂
(σ,m)
(α,µ)

{
Â(α,µ)(x, y)

}
= −

+∞∫

−∞

dy′
+∞∫

0

dx′
(
B̂

(σ,m)
(α,µ) (x′, y′)g(σ,m)(x, y;x′, y′)

[
∂2
xx + ∂2

yy +
(
k̂(α,µ)
xy

)2
]{

Â(α,µ)(x′, y′)
})

. (1.31)

L'opérateur intégrale η̂(σ,m)
(α,µ) est un opérateur de surface [65, 68�70] qui traduit les e�ets

de la pente et de la profondeur de la rugosité.
Comme mentionné dans l'introduction de ce chapitre, un second modèle, basé, comme le
premier, sur une formulation intégrale et sur des développements modaux, mais qui di�ère
du premier sur l'ordre d'utilisation de ces deux procédés mathématiques est présenté au
paragraphe suivant.

1.2.2 Second modèle (IM)

Le champ de pression acoustique dans le domaine D du guide étudié peut être
exprimé de la façon suivante [66] :

~r ∈ (D), p̂(~r)

~r ∈ (D0 −D), 0

}
=

∫∫∫

D

G(~r;~r ′)f̂(~r ′)d~r ′

+

2∑

q=1

∫∫

∂D

[
G(~r;~r ′)∂nq p̂(~r

′)− p̂(~r ′)∂nqG(~r;~r ′)
]

d~r ′, (1.32)

où d~r ′ signi�e dV ou dS suivant l'intégrale triple ou double, où l'intégrale triple représente
l'e�et des sources (f̂) et où l'intégrale double traduit les e�ets des frontières du domaine
(en regard de la contribution incluse dans la fonction de Green). Par suite, compte tenu
des conditions aux frontières (1.5b) et des développements sur la base des fonctions
propres de la fonction de Green (1.13) et du champ de pression (1.6), les termes
p̂(~r ′)∂nqG(~r;~r ′) et G(~r;~r ′)∂nq p̂(~r

′) de l'équation (1.32), peuvent être mis sous les formes
respectives





G(~r;~r ′)∂nq p̂(~r
′) = −

2∑

α=1

∞∑

µ=0

2∑

β=1

∞∑

ν=0

Â(α,µ)(x′, y′)ik0Ŷ ψ̂
(α,µ)(z′)

ψ̂(β,ν)(z′)g(β,ν)(x, y;x′, y′)
∣∣∣
z′=zq(x,y)

ψ̂(β,ν)(z), (1.33a)

p̂(~r ′)∂nqG(~r;~r ′) =

2∑

α=1

∞∑

µ=0

2∑

β=1

∞∑

ν=0

Â(α,µ)(x′, y′)ψ̂(α,µ)(z′)

∂nq

[
ψ̂(β,ν)(z′)g(β,ν)(x, y;x′, y′)

]∣∣∣
z′=zq(x,y)

ψ̂(β,ν)(z), (1.33b)



14 1 Champ acoustique en guide à parois rugueuses et �uide dissipatif

et ainsi, l'équation (1.32) prend la forme suivante :

(x, y, z) ∈ (D),
2∑

β=1

∑
ν
Â(β,ν)(x, y)ψ̂(β,ν)(z)

(x, y, z) ∈ (D0 −D), 0



 =

2∑

β=1

∞∑

ν=0

[
F̂ (β,ν)(x, y) +

2∑

α=1

∞∑

µ=0

Ĥ
(β,ν)
(α,µ)

{
Â(α,µ)(x, y)

}]
ψ̂(β,ν)(z), (1.34)

où l'expression du terme source F̂ (β,ν) est donnée par la relation (1.29) et où l'opérateur
intégral de rugosité prend la forme

Ĥ
(β,ν)
(α,µ)

{
Â(α,µ)(x, y)

}
= −

2∑

q=1

+∞∫

−∞

dy′
+∞∫

0

dx′
[
Â(α,µ)(x′, y′)ψ̂(α,µ)(z′)

O(x′, y′, z′)
{
ψ̂(β,ν)(z′)g(β,ν)(x, y;x′, y′)

}]∣∣∣
z′=zq(x,y)

,

(1.35)

l'opérateur O étant donné par l'expression (1.20).
En multipliant l'équation (1.34) par la fonction propre ψ̂(σ,m)(z) et en intégrant le résultat
sur l'épaisseur du guide rugueux, il vient, compte tenu de l'orthogonalité des fonctions
propres dans le domaine [−Lz/2, Lz/2] :

Â(σ,m)(x, y) = F̂ (σ,m)(x, y) +

2∑

α=1

∞∑

µ=0

[
Ĥ

(σ,m)
(α,µ)

{
Â(α,µ)(x, y)

}
+ B̂

(σ,m)
(α,µ) (x, y)Â(α,µ)(x, y)

]
,

(1.36)
où l'opérateur B̂(σ,m)

(α,µ) (x, y) est donné par la relation (1.22).

Remarque :
Qu'il s'agisse du premier ou du second modèle, l'amplitude Â(σ,m)(x, y) de chaque mode,
donnée par les expressions (1.28) ou (1.36), peut être exprimée comme la somme d'un
champ incident représenté par le terme source F̂ (σ,m) et d'un champ di�usé qui est l'e�et
des frontières rugueuses sur le champ incident et qui est traduit analytiquement par les
opérateurs η̂(σ,m)

(α,µ) et β̂(σ,m)
(α,µ) pour le premier modèle et par les opérateurs Ĥ(σ,m)

(α,µ) et B̂(σ,m)
(α,µ)

pour le second modèle. Si la source acoustique générant le champ incident à l'entrée du
guide d'onde est considérée comme une source primaire, la rugosité peut être considérée
comme une distribution locale de sources secondaires générant, par processus successifs
de di�usion du champ incident, des modes non générés par la source acoustique, associés à
la perturbation corrélative du mode incident. Les amplitudes des modes qui représentent
le champ de pression p̂(x, y, z) sont solution de ces équations intégrales (1.28) et (1.36).
Ces deux modèles sont comparés au paragraphe 1.4.

1.2.3 Résolution par approximations successives

En faisant l'hypothèse que les termes entre crochets des équations (1.28) et (1.36)
sont de faibles amplitudes en comparaison du terme source F̂ (σ,m)(x, y), les solutions,
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notées [N ]Â(σ,m), des équations (1.28) et (1.36) sont recherchées par approximations
successives,

[N ]Â(σ,m) = (0)Â(σ,m) + (1)Â(σ,m) + (2)Â(σ,m) + ...+ (N−1)Â(σ,m) + (N)Â(σ,m), (1.37)

où N est le nombre d'itérations et où [0]Â(σ,m) est la solution à l'ordre N = 0 (en
l'absence de rugosité) des équations (1.28) et (1.36), [1]Â(σ,m) est la solution à l'ordre
N = 1 (approximation de Born) [71], et ainsi de suite. Les solutions à l'ordre N = 0 de
chacune des équations (1.28) et (1.36) sont les solutions en l'absence de rugosité, c'est-à-
dire pour des parois lisses confondues avec les frontières du guide extérieur (z1 = −Lz/2
et z2 = Lz/2), données, pour chacun des deux modèles, par la relation

(0)Â(σ,m)(x, y) = F̂ (σ,m)(x, y). (1.38)

Les solutions à l'ordre N des équations pour chacun des deux modèles (1.28) et (1.36)
sont exprimées en fonction des solutions à l'ordre N − 1 respectivement par





[N ]Â(σ,m)(x, y) = F̂ (σ,m)(x, y) +

2∑

α=1

∞∑

µ=0

η̂
(σ,m)
(α,µ)

{
[N−1]Â(α,µ)(x, y)

}

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

β̂
(σ,m)
(α,µ) (x, y)

{
[N−1]Â(α,µ)(x, y)

}
, (1.39a)

[N ]Â(σ,m)(x, y) = F̂ (σ,m)(x, y) +

2∑

α=1

∞∑

µ=0

Ĥ
(σ,m)
(α,µ)

{
[N−1]Â(α,µ)(x, y)

}

+

2∑

α=1

∞∑

µ=0

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x, y)[N−1]Â(α,µ)(x, y). (1.39b)

1.2.4 Cas particulier du guide rugueux à deux dimensions

Dans le cas où le champ est bidimensionnel (l'amplitude Â(σ,m) ne dépend alors que
de la variable x), la fonction de Green g(σ,m) à une dimension a pour expression [66]

g(σ,m)(x;x′) =
e−ik̂

(σ,m)
x |x−x′|

i2k̂
(σ,m)
x

. (1.40)

L'expression de la fonction source f(x′, z′) est développée sur la base des fonctions propres
(1.8)

f(x′, z′) =

2∑

σ=1

∞∑

m=0

Q̂(σ,m)ψ̂(σ,m)(z′)δ(x′), (1.41)

où le coe�cient Q̂(σ,m) désigne l'amplitude de la source du mode (σ,m). Le terme source
(1.29) a alors pour expression, compte tenu de la relation (1.41) et de l'orthogonalité des
fonctions propres dans le domaine [−Lz/2;Lz/2],

F̂ (σ,m)(x) = Q̂(σ,m) e
−ik̂(σ,m)

x x

i2k̂
(σ,m)
x

. (1.42)



16 1 Champ acoustique en guide à parois rugueuses et �uide dissipatif

Les résultats présentés dans la suite de ce chapitre admettent une fonction source F̂ (σ,m)

unitaire (Q̂(σ,m)/2ik
(σ,m)
x = 1). Le développement de la fonction source (1.41) sur les

fonctions propres permet de prendre en compte tout type de champ de pression incident.
Toutefois pour la clarté de la discussion, dans la suite de ce chapitre, un unique mode est
généré par la source acoustique; il est représenté par le couple (σ,m) les autres modes
étant créés par couplage dû à la rugosité et représentés par le couple (α, µ).
Dans la suite, les intégrales sont calculées numériquement par la méthode des trapèzes
(annexe C). La convergence de la série de fonctions donnée par la relation (1.37) est jugée
établie lorsqu'il existe un nombre entier positif Nc tel que la relation

∣∣∣(Nc)Â(σ,m)(x)
∣∣∣−
∣∣∣(Nc−1)Â(σ,m)(x)

∣∣∣ < 0, 001, ∀x ∈ [0, `], (1.43)

est véri�ée pour tous les modes pris en compte dans les calculs.

1.3 Rugosités périodiques : conditions d'accord de
phase ou relation de phonon

Que la rugosité soit périodique ou non, des phénomènes de couplage entre les modes
guidés apparaissent. Lorsqu'un mode guidé créé par couplage se propage dans le même
sens que le ou les mode(s) source(s) (qui apporte(nt) de l'énergie au système), le couplage
est co-directionnel ; à l'inverse, il est dit contra-directionnel [52, 55]. Ce dernier type
de couplage prend place en particulier dans des domaines �nis de fréquence appelés
"bandes d'arrêt", dans lesquelles la rugosité agit comme un �ltre fréquentiel en terme
de propagation des ondes dans le guide. Ces mécanismes de transfert d'énergie entre
modes sont assujettis à une condition d'accord de phase liant les longueurs d'ondes
d'un ou de deux modes guidés à la périodicité spatiale de la rugosité [52, 55, 72] (ces
propos sont étayés au paragraphe 3.1). Cette condition, également nommée relation de
phonon [59, 60, 64, 65, 69, 73�77] ou encore relation de Bragg [26, 57], a pour expression
[couplage du mode incident (σ,m) et du mode couplé (α, µ)],

k(σ,m)
x ± k(α,µ)

x − 2nπ

Λ
= 0, (1.44)

où n est un entier non nul auquel est associé un harmonique de la rugosité de périodicité
spatiale Λ et où le signe devant le nombre d'onde k(α,µ)

x indique le sens de propagation du
mode (α, µ) (le signe + traduit un couplage contradirectionnel et le signe - un couplage
codirectionnel). Quand elle est satisfaite, cette relation, qui dépend de la fréquence, assure
un couplage maximal entre le mode (σ,m) et le mode (α, µ), quelle que soit la longueur
de rugosité. Compte tenu des expressions (1.15) et (1.11) dans le cas d'un �uide parfait,
la relation de dispersion des modes guidés s'écrit,

k
(σ,m)
x d

2π
=

√(
fd

c0

)2

−
(

(2m+ δσ1)d

Lz

)2

, (1.45)

où fd/c0 est la fréquence adimensionnée de la source acoustique (avec ω = 2πf). Dans la
situation où la condition d'accord de phase (1.44) est satisfaite, la relation de dispersion
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pour les modes couplés prend la forme,

k
(α,µ)
x d

2π
=
nd

Λ
∓
√(

fd

c0

)2

−
(

(2µ+ δα1)d

Lz

)2

. (1.46)

Cette équation ne dépend ni de la forme de la rugosité ni de la longueur de rugosité.
Elle ne dépend que du rapport d/Λ et de la profondeur relative de la rugosité d/Lz, ce
dernier facteur restant toujours proche de 1. Les situations considérées dans ce premier
chapitre et le suivant sont celles où l'accord de phase (1.44) associé à un couplage contra-
directionnel avec n = 1 (fréquence fondamentale de la rugosité) est satisfait. Les courbes
de dispersion correspondantes sont tracées sur la �gure 1.3.

N. B. : Si les relations (1.45) et (1.46) étaient normées par Lz/2π au lieu de d/2π, les
intersections des courbes de dispersion et des courbes de couplage n'indiqueraient plus
approximativement les fréquences centrales des bandes d'arrêt, mais les fréquences d'un
des bords de ces bandes d'arrêt.

1.4 Couplage de modes, comparaison des résultats des
deux modèles

Bien que reposant sur les mêmes méthodes, les deux modèles présentés précédem-
ment possèdent des di�érences notables. Ces di�érences apparaissent dans les opérateurs
η̂

(σ,m)
(α,µ) et β̂(σ,m)

(α,µ) pour le premier modèle [voir équation (1.28)] et les opérateurs Ĥ(σ,m)
(α,µ) et

B̂
(σ,m)
(α,µ) pour le second modèle [voir équation (1.36)]. Les opérateurs η̂(σ,m)

(α,µ) et Ĥ(σ,m)
(α,µ) ont

des expressions similaires à la di�érence que pour l'opérateur intégral η̂(σ,m)
(α,µ) [équation

(1.30)], l'opérateur O [équation (1.20)] est appliqué aux coe�cients du développement du
champ de pression (le calcul est numérique), alors que pour l'opérateur intégral Ĥ(σ,m)

(α,µ)

[équation (1.35)], l'opérateur O est appliqué aux coe�cients du développement de la
fonction de Green (le calcul est analytique). Les opérateurs β̂(σ,m)

(α,µ) et B̂(σ,m)
(α,µ) ont des

expressions très di�érentes, puisque l'opérateur B̂(σ,m)
(α,µ) [équation (1.22)] est en réalité

un simple coe�cient multiplicatif alors que l'opérateur β̂(σ,m)
(α,µ) [équation (1.31)] est un

opérateur intégrale faisant intervenir le coe�cient B̂(σ,m)
(α,µ) ainsi qu'une dérivée seconde

(ce qui milite en faveur du second modèle).

Les résultats de ces deux modèles sont dans la suite comparés dans le cas d'un guide
délimité par une paroi rugueuse (en trapèzes symétriques) de hauteur h et de périodicité
spatiale Λ et une paroi lisse (�gure 1.2). Les valeurs des paramètres du guide d'onde sont
consignées dans le tableau 1.1, le paramètre `/Λ représentant le nombre de motifs.
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fd/c0 = 1, 29 d/Λ = 2

Λ/λ = 0, 64 h/d = 0, 005

k0` = 202, 6 `/Λ = 50

Tableau 1.1 � Paramètres utilisés
pour calculer les résultats présentés
sur les �gures 1.3, 1.4 et 1.5. f est
la fréquence de la source acoustique
et λ = c0/f est la longueur d'onde.

h

x

z

O
y

x = 0 x = ℓ

Mode

in
ident

(σ,m) d

Λ

ℓ

Λ/2

Figure 1.2 � Schéma du guide considéré

Quatre modes sont pris en compte dans les calculs : le mode incident antisymé-
trique (σ = 1,m = 0) et trois modes créés par couplage, soient les modes symétriques
(α = 2, µ = 0) et (α = 2, µ = 1) et le mode antisymétrique (α = 1, µ = 1), ces modes
étant propagatifs, à l'exception du mode antisymétrique (α = 1, µ = 1) qui est évanes-
cent. Les courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, µ) (traits pleins), la
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points) et les courbes de couplage
de la relation (1.46) (pour n = 1 et un signe "-" devant la racine) (tirets) sont tracées
sur la �gure 1.3 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/c0. Les intersections des
courbes de dispersion et des courbes de couplage indiquent les couplages possibles entre
les modes. La source acoustique génère le mode (σ = 1,m = 0) à une fréquence telle que
fd/c0 = 1, 29. Ainsi un couplage fort entre le mode incident (σ = 1,m = 0) et le mode
créé par couplage (α = 2, µ = 1) prend place ; par contre, les couplages du mode incident
avec les autres modes sont faibles.

N. B. : Dans la suite, les courbes de dispersion et les courbes de couplage sont tra-

cées dans le plan
(
fd
c0
,
k(...,...)
x d

2π

)
, où la notation (..., ...) désigne un mode (σ,m) ou un

mode (α, µ).

(1,0)

(2,0)

(2,0)

(1,1)

(1,1)

(1,0)

1,29

(2,1)

(2,1)
0

0.5

1

1.5

2

0 0.5 1 1.5 2

k
(...,...)
x d

2π

fd/c0

Figure 1.3 � Courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, µ) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par l'expression (1.46) (pour n = 1 et un signe "-" devant la racine) (tirets).
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Les modules des amplitudes normalisées [par rapport à l'amplitude de l'onde
incidente (σ = 1,m = 0)] des quatre modes pris en compte dans les calculs sont tracés sur
les �gures 1.4 en fonction de la position adimensionnée k0x. Ces amplitudes sont calculées
par le premier modèle MI (traits pleins) et par le second modèle IM (pointillés). La
décroissance de l'amplitude du mode incident (σ = 1,m = 0) au cours de la propagation
et la croissance importante du mode créé par couplage (α = 2, µ = 1) contra-propagatif
(dans le sens des x décroissants) indiquent que le couplage prévu est bien traduit
dans les faits. Les amplitudes des autres modes créés par couplage (α = 2, µ = 0)

et (α = 1, µ = 1) sont de faibles amplitudes en comparaison de celle du mode créé
par couplage (α = 2, µ = 1), con�rmant, de ce fait, que le couplage du mode incident
(σ = 1,m = 0) avec le mode créé par couplage (α = 2, µ = 1) est le seul couplage fort
observé. Les di�érences entre les résultats des deux modèles sont faibles notamment en ce
qui concerne les amplitudes des deux modes principaux impliqués dans le couplage prévu.
Toutefois, les résultats présentés dans ce paragraphe sont obtenus avec des temps de calcul
qui di�èrent d'une méthode à l'autre, le critère de convergence (1.43) étant respecté pour
Nc = 12 itérations pour le premier modèle contre Nc = 5 itérations seulement pour le
second. Cette di�érence se trouve con�rmée dans les résultats que nous avons obtenus
dans d'autres con�gurations de couplages, non répertoriées ici.
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Figure 1.4 � Modules de l'amplitude normalisée du mode : (a) créé par couplage
symétrique (α = 2, µ = 0), (b) incident antisymétrique (σ = 1,m = 0), (c) créé par
couplage symétrique (α = 2, µ = 1) et (d) créé par couplage antisymétrique (α = 1, µ = 1)

en fonction de la position adimensionnée k0x. Les courbes en traits pleins représentent
les résultats obtenus par la première méthode (MI) (Nc = 12) et les courbes en pointillés
ceux obtenus par la seconde méthode (IM) (Nc = 5).
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1.4.1 Convergence des deux méthodes

Comme il vient juste d'être indiqué, les résultats obtenus par les deux modèles sont
similaires (�gures 1.4a-d), mais les nombres Nc d'itérations sont di�érents (Nc = 12 par
le premier modèle contre Nc = 5 par le second). La convergence des deux méthodes
pour ces résultats est observée ici en traçant les amplitudes [N ]Â(σ,m) pour les itérations
N = 1, N = 2, N = 3 et N = Nc des modes incident antisymétrique (σ = 1,m = 0)

et créé par couplage symétrique (α = 2, µ = 1) en fonction de la position adimensionée
k0x (�gures 1.5). Le second modèle converge plus rapidement que le premier et ce de
manière di�érente, selon que l'ordre N est pair ou impair : pour N impair, l'amplitude
du mode incident est très faiblement corrigée contrairement à l'amplitude du mode créé
par couplage, tandis qu'aux ordres N pairs, c'est l'inverse. Le second modèle converge
très rapidement car les amplitudes des modes à l'ordre N = 2 sont de très bonnes
approximations des amplitudes calculées jusqu'à la convergence au sens de la relation
(1.43), ce qui n'est pas du tout le cas du premier modèle.
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Figure 1.5 � Modules de l'amplitude normalisée du mode : (a) et (b) incident
antisymétrique (σ = 1,m = 0) et (c) et (d) créé par couplage symétrique (α = 2, µ = 1)

aux ordres N = 1 (tirets), N = 2 (pointillés), N = 3 (tirets points) et N = Nc (traits
pleins). Les résultats des �gures (a) et (c) sont obtenus par le premier modèle (MI) et
ceux des �gures (b) et (d) par le second modèle (IM).

1.4.2 Stabilité des deux méthodes

A�n d'observer quels sont les paramètres qui entrent en jeu dans la stabilité de
chacun des modèles, le nombre Nc de corrections nécessaires pour que la relation (1.43)
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soit véri�ée est étudié ici en fonction de la fréquence de la source acoustique et de
la hauteur de rugosité (première con�guration) ou en fonction de la fréquence de la
source acoustique et de la longueur de rugosité (seconde con�guration). Le rapport d/Λ
(épaisseur du guide �ctif intérieur sur périodicité spatiale de la rugosité) est le même
que celui du guide étudié au paragraphe précédent et le même couplage est recherché. La
bande fréquentielle d'excitation est comprise entre les valeurs adimensionnées fd/c0 =

1, 2 et fd/c0 = 1, 35 (bande grisée de la �gure 1.3). Les valeurs des paramètres
géométriques du guide d'onde pour les deux con�gurations sont consignées dans le tableau
1.2.

Config. 1 `/Λ = 10 h/d = 0, 01 h/d = 0, 02 h/d = 0, 03 h/d = 0, 04

Config. 2 h/d = 0, 005 `/Λ = 25 `/Λ = 50 `/Λ = 75 `/Λ = 100

Tableau 1.2 � Paramètres utilisés pour calculer les résultats présentés sur les �gures 1.6
et 1.7. d est l'épaisseur du guide d'intérieur (guide �ctif) et Λ, h et ` sont respectivement
la périodicité spatiale, la hauteur maximale et la longueur de la rugosité.

Les nombres d'itérations Nc véri�ant la relation (1.43) sont tracés en fonction de la
fréquence adimensionée fd/c0 pour les quatre valeurs du paramètre h/d de la première
con�guration (première ligne du tableau 1.2) et pour chaque méthode (�gures 1.6). Pour
les deux méthodes, le nombre Nc augmente lorsque la fréquence de la source acoustique
se rapproche de la fréquence centrale de la bande d'arrêt. De même, plus la hauteur
de rugosité est grande, plus le nombre Nc est grand. La premier modèle est beaucoup
plus coûteux en terme d'itérations et donc de temps de calcul que le second modèle.
De plus, pour la plus grande hauteur de rugosité (h/d = 0, 04), le premier modèle n'est
plus capable de calculer pour certaines fréquences, alors que le second modèle le peut.
Les limites en terme de hauteur de rugosité sont donc plus restrictives pour le premier
modèle que pour le second.
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Figure 1.6 � Évolution du nombre d'itérations Nc nécessaire à la convergence de la série
(1.37) en fonction de la fréquence de la source acoustique dans le cadre de la première
con�guration pour (a) le premier modèle et (b) le second modèle.
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Les nombres d'itérations Nc véri�ant la relation (1.43) sont tracés en fonction de la
fréquence adimensionée fd/c0 pour les quatre valeurs du paramètre `/Λ de la seconde
con�guration (seconde ligne du tableau 1.2) et pour chaque méthode (�gures 1.7). Ceci
con�rme les résultats des �gures 1.6 : le second modèle s'avère beaucoup plus e�cace en
terme de temps de calcul, mais aussi en terme de limites liées à la longueur de rugosité.
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Figure 1.7 � Évolution du nombre d'itérations Nc nécessaire à la convergence de la série
(1.37) en fonction de la fréquence de la source acoustique dans le cadre de la seconde
con�guration pour (a) le premier modèle et (b) le second modèle.

1.4.3 Limites des deux méthodes

Les deux modèles présentent les mêmes limites, ces limites étant liées à l'utilisation
des approximations successives pour résoudre les équations (1.28) et (1.36).
i) Si la fréquence de la source acoustique est au voisinage de la fréquence de coupure
d'un mode, alors l'amplitude calculée du mode en question diverge. Ceci est inhérent au
modèle de base retenu.
ii) La seconde limite des deux modèles concerne les couplages de modes dans les
bandes d'arrêt. Lorsque la longueur de rugosité et/ou la hauteur de rugosité est/sont
importante(s) et si un couplage fort entre le mode incident et un mode créé par couplage
a lieu, alors les amplitudes des deux modes couplés ont le même ordre de grandeur.
Pour ces deux cas, la correction d'amplitude à l'ordre N = 1 du mode créé par couplage
devient supérieure à celle d'ordre N = 0 du mode incident, empêchant la convergence de
la technique d'approximations successives retenue, car l'hypothèse selon laquelle le terme
entre crochet des équations (1.28) et (1.36) est faible devant le terme source n'est plus
respectée.
Les temps de calcul étant directement liés au nombre d'itérations considérés, ces temps
de calculs (calculs e�ectués sous Matlab) varient d'un cas à l'autre et sont bien souvent
compris entre quelques secondes et quelques minutes. Dans la suite de l'étude, en raison
de sa bien meilleure convergence et de sa plus grande rapidité de calcul, c'est le second
modèle qui est retenu.
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1.5 E�et de la dissipation sur la propagation des ondes

L'objet de ce paragraphe est de comparer les e�ets de décroissance de l'amplitude des
ondes liés à la dissipation thermovisqueuse en parois, traduit par l'admittance équivalente
Ŷ (1.3), à ceux dus aux transferts d'énergie entre les modes induits par la rugosité des
parois. Cette comparaison est présentée ici pour une rugosité en dents de scie symétriques
(triangles isocèles) de hauteur h et de périodicité spatiale Λ sur une surface, l'autre
surface étant parfaitement lisse (�gure 1.8). Les valeurs des paramètres sans dimension
utilisés sont consignées dans le tableau 1.3. La source génère le mode incident symétrique
(σ = 2,m = 1) et trois autres modes propagatifs, créés par couplage, sont pris en compte
dans les calculs, les modes symétrique (α = 2, µ = 1) et antisymétriques (α = 1, µ = 0)

et (α = 1, µ = 1), ces quatre modes étant tous propagatifs.

fd/c0 = 1, 78 d/Λ = 2, 5

Λ/λ = 0, 52 h/d = 0, 02

k0` = 163.4 `/Λ = 25

Tableau 1.3 � Paramètres
utilisés pour calculer les résul-
tats présentés sur les �gures 1.9
et 1.10.
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Figure 1.8 � Schéma du guide considéré.

Les courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, µ) (traits pleins), la
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points) et les courbes de couplage
de la relation (1.46) (tirets) sont tracées sur la �gure 1.9 en fonction de la fréquence adi-
mensionnée fd/c0. La fréquence adimensionnée de la source acoustique ayant pour valeur
fd/c0 = 1, 78, le couplage du mode incident (σ = 2,m = 1) avec le mode (α = 1, µ = 1)

est étudié.

(1,1)

(1,1)

(1,0)

(2,0) (2,1)

(2,1)

(1,0)

(2,0)

1,78

0

0.5

1

1.5

2

2.5

k
(...,...)
x d

2π

1.510.50 2

fd/c0

Figure 1.9 � Courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, µ) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par l'expression (1.46) (tirets).
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Les modules des amplitudes des modes incident (σ = 2,m = 1) et créé par couplage
(α = 1, µ = 1) sont tracés respectivement sur les �gures 1.10a et 1.10b en fonction
de la position adimensionnée k0x pour trois con�gurations correspondant aux rapports
δv,h/h = 0, δv,h/h = 0, 02 et δv,h/h = 0, 14 (δv et δh sont des longueurs caractéristiques,
du même ordre de grandeur, respectivement de viscosité et de conductivité thermique).
La décroissance du mode incident est d'autant plus importante que le rapport δv,h/h
est grand. La croissance dans le sens des x décroissants du mode créé par couplage
rétrodi�usé (α = 1, µ = 1) est d'autant plus faible que ce rapport δv,h/h augmente, ce qui
traduit dans chacun des deux cas une perte d'énergie de l'onde au cours de sa propagation.
Lorsque la hauteur de rugosité est du même ordre de grandeur que l'épaisseur des couches
limites thermique et visqueuse, la di�usion due à la rugosité n'est plus le processus
dominant ; reste alors que le modèle d'impédance thermovisqueuse équivalente n'est plus
réellement valable.

δv,h/h = 0
δv,h/h = 0, 02
δv,h/h = 0, 14
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∣∣∣∣∣
[Nc]Â(α,µ)(x)
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δv,h/h = 0, 14

(α = 1, µ = 1)

(b)

Figure 1.10 � Module de l'amplitude normalisée du mode (a) incident symétrique
(σ = 2,m = 1) et (b) créé par couplage antisymétrique (α = 1, µ = 1) en fonction
de la position adimensionnée k0x. Les courbes en traits pleins sont les résultats pour la
con�guration δv,h/h = 0 (�uide non dissipatif), les courbes en tirets pour la con�guration
δv,h/h = 0, 02 et les courbes en pointillés pour la con�guration δv,h/h = 0, 14.

1.6 Champ de pression dans une bande d'arrêt

Lorsque la rugosité est périodique, des bandes d'arrêt fréquentielles apparaissent,
qui peuvent avoir de nombreuses applications, notamment la réduction du bruit dans des
conduits, par exemple. C'est ainsi que l'objectif de ce chapitre est de modéliser un champ
de pression dans un guide rugueux périodique pour diverses fréquences dont l'une d'entre
elle est proche de la fréquence centrale d'une bande d'arrêt et d'observer l'atténuation
du champ incident.

Le cas traité ici est celui du mode plan se propageant dans un guide d'onde à parois
sinusoïdales et symétriques par rapport au plan z = 0 (�gure 1.11). Les valeurs des
paramètres sans dimension utilisés sont consignées dans le tableau 1.4. La source génère
le mode incident symétrique (σ = 2,m = 0) (mode plan) ; cinq autres modes, créés
par couplage, sont pris en compte dans les calculs, les modes évanescents symétriques
(α = 2, µ = 1, 2, 3, 4, 5). Trois con�gurations sont étudiées, correspondant chacune à
une fréquence d'excitation du mode plan, la première (fd/c0 = 0, 23) et la troisième
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(fd/c0 = 0, 27) de part et d'autre de la seconde fréquence (fd/c0 = 0, 25), cette seconde
fréquence satisfaisant la condition d'accord de phase,

k(σ=2,m=0)
x + k(σ=2,m=0)

x − 2π

Λ
= 0. (1.47)

N. B. :
Le couplage d'un mode incident (σ = 2,m = 0) avec lui-même est un couplage sur le bord
de la première zone de Brillouin [51,59,78]. Ce couplage a lieu lorsque la fréquence de la
source est telle que le nombre d'onde du mode incident k(σ=2,m=0)

x est égal au rapport
π
Λ [relation (1.47)],ce rapport étant appelé le bord de la première zone de Brillouin.

d/Λ = 0, 5

h/d = 0, 1

`/Λ = 12

Tableau 1.4 � Paramètres
utilisés pour calculer les résul-
tats présentés sur les �gures
1.12 et 1.13.
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Figure 1.11 � Schéma du guide considéré.

La courbe de dispersion du mode incident (σ = 2,m = 0) (tirets points), la courbe
de dispersion du premier mode évanescent (α = 1, µ = 0) (trait plein) et la courbe de
couplage du mode (σ = 2,m = 0) sont tracées sur la �gure 1.12 en fonction de la fré-
quence adimensionnée fd/c0.
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Figure 1.12 � Courbes de dispersion du mode créé par couplage (α = 1, µ = 0) (trait
plein), courbe de dispersion du mode incident (plan) (σ = 2,m = 0) (tirets points) et
courbe de couplage du mode plan (σ = 2,m = 0) répondant à la relation d'accord de
phase (1.47) (tirets).

Le module du champ de pression dans le guide d'onde est tracé en fonction
des positions adimensionnées x/Λ en abscisses et 2z/Lz en ordonnées pour chacune
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des trois fréquences d'excitation (�gures 1.13). Comme attendu, l'atténuation du
mode plan incident est beaucoup plus forte à la seconde fréquence [fd/c0 = 0, 25,
satisfaisant la condition d'accord de phase (1.47)] qu'aux première et troisième fréquences
(respectivement fd/c0 = 0, 23 et fd/c0 = 0, 27) [57].
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Figure 1.13 � Module du champ de pression normalisé en fonction des positions
adimensionnées x/Λ en abscisses et 2z/Lz en ordonnées aux fréquences : (a) fd/c0 =

0, 23, (b) fd/c0 = 0, 25 [satisfaisant la condition d'accord de phase (1.47)] et (c)
fd/c0 = 0, 27.
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1.7 Champ de pression acoustique dans un guide
générée par une source surfacique

Jusqu'à ce point du chapitre, la source ne générait qu'un seul et unique mode.
Toutefois, en pratique, il est très di�cile de dé�nir une source ayant cette capacité.
L'apport de ce paragraphe est de relier la fonction source à la nature du champ incident
[mode (σ,m)] qu'elle crée. L'intérêt de cette étude est d'établir la relation entre le
déplacement (ou la vitesse) imposé par une source a�eurante à la colonne de �uide
et le champ de pression de l'onde générée par cette source, en vue de favoriser un unique
mode incident sur la partie rugueuse de la plaque.

1.7.1 Géométrie du problème

Le guide considéré est dé�ni par le domaine D0 (voir paragraphe 1.1.1). Un
transducteur situé dans l'intervalle x ∈ [−2`t, 0] et sur la paroi interne du guide en
z = −Lz/2 impose une vitesse vibratoire harmonique V (x) suivant z supposée symétrique
par rapport au plan x = −`t, imposant une vitesse particulaire nulle en x = −`t
(frontière rigide en x = −`t). La rétroaction du champ créé par la source sur le
fonctionnement intrinsèque de cette source est négligée (source supposée insensible à
sa charge acoustique). Deux domaines sont étudiés dans la suite, le premier, noté D1

(quantités indicées "1") étant dé�ni par x ∈ [−`t, 0] et z ∈ [−Lz/2, Lz/2] et le second
(domaine d'étude du champ acoustique), noté D2 (quantités indicées "2") étant dé�ni
par x ∈ [0,+∞] et z ∈ [−Lz/2, Lz/2] (�gure 1.14). Le �uide considéré est non dissipatif
et au repos.
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V

Figure 1.14 � Schéma de la géométrie considérée. Le domaine hachuré en diagonale
représente le domaine D1 et le domaine hachuré verticalement représente le domaine D2.

Dans la suite, les champs de pression acoustiques complexes p̂1 et p̂2 associés
respectivement aux domainesD1 etD2 sont recherchés à l'aide de la formulation intégrale.
La fonction de Green G1 dans le domaine D1 est développée sur la base des fonctions



28 1 Champ acoustique en guide à parois rugueuses et �uide dissipatif

propres de Neumann (A.3),

G1(x, z;x1, z1) =

2∑

σ=1

∞∑

m=0

g
(σ,m)
1 (x;x1)ψ(σ,m)(z)ψ(σ,m)(z1), (1.48)

où les coe�cients g(σ,m)
1 (fonction de Green à une dimension satisfaisant à la condition

de Neumann en x = −`t) ont pour expressions,

g
(σ,m)
1 (x;x1) =

1

i2k
(σ,m)
x

[
e−ik

(σ,m)
x |x−x1| + e−ik

(σ,m)
x (x+x1+2`t)

]
. (1.49)

La fonction de Green G dans le domaine D2 est donnée par les relations (1.13) et (1.40).
Le développement des fonctions de Green G1 et G sur les fonctions propres implique
d'exprimer les champs de pression p̂1 et p̂2 sous la forme du développement modal :

p̂j(x, z) =

2∑

σ=1

∞∑

m=0

Â
(σ,m)
j (x)ψ(σ,m)(z), j = 1, 2. (1.50)

A la frontière entre les domaines D1 et D2, en x = 0, les relations de continuité des
champs de pression et des composantes suivant l'axe x des vitesses particulaires ont
respectivement pour expression,

{
p̂1(x = 0−, z) = p̂2(x = 0+, z), (1.51a)

∂xp̂1(x = 0−, z) = ∂xp̂2(x = 0+, z), (1.51b)

la continuité de la composante z de la vitesse étant assurée par le choix d'exprimer des
champs de pression sur une base modale suivant z. Ces expressions peuvent être mises
sous les formes respectives, compte tenu des développements modaux des champs de
pression (1.50) et de l'orthogonalité des fonctions propres sur l'épaisseur du guide,

{
Â

(α,µ)
1 (x = 0−) = Â

(α,µ)
2 (x = 0+), (1.52a)

∂xÂ
(α,µ)
1 (x = 0−) = ∂xÂ

(α,µ)
2 (x = 0+). (1.52b)

1.7.2 Champ de pression dans le domaine D1

Le champ de pression p̂1 dans le domaineD1, symétrique par rapport au plan x = −`t
et à dérivée suivant x nulle en x = −`t (pour raison de symétrie) est obtenu en faisant
usage de la formulation intégrale,

p̂1(x, z) = −
0∫

−`t

G1(x, z;x1, z1)∂z1 p̂1(x1, z1)

∣∣∣∣∣∣
z1=−Lz/2

dx1

+

Lz/2∫

−Lz/2

[G1(x, z;x1, z1)∂x1
p̂1(x1, z1)− p̂1(x1, z1)∂x1

G1(x, z;x1, z1)]

∣∣∣∣
x1=0−

dz1. (1.53)
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Le report du développement de la fonction de Green (1.48) dans l'équation intégrale
(1.53) conduit à l'expression de p̂1(x, z),

p̂1(x, z) = −
2∑

σ=1

∞∑

m=0

ψ(σ,m)(z)



ψ

(σ,m)(z1)

0∫

−`t

g
(σ,m)
1 (x;x1)∂z1 p̂1(x1, z1)

∣∣∣
z1=−Lz/2

dx1

+

Lz/2∫

−Lz/2

ψ(σ,m)(z1)
[
g

(σ,m)
1 (x;x1)∂x1

p̂1(x1, z1)− p̂1(x1, z1)∂x1
g

(σ,m)
1 (x;x1)

]∣∣∣∣
x1=0−

dz1




.

(1.54)

Compte tenu du développement (1.50) du champ de pression p̂1 et de l'orthogonalité
des fonctions propres dans le domaine [−Lz/2, Lz/2], les amplitudes des modes Â(α,µ)

1 (x)

peuvent être mises sous la forme,

Â
(α,µ)
1 (x) = Ŵ (α,µ)(x)+

[
g

(α,µ)
1 (x;x1)∂x1

Â
(α,µ)
1 (x1)− ∂x1

g
(α,µ)
1 (x;x1)Â

(α,µ)
1 (x1)

]∣∣∣∣
x1=0−

,

(1.55)
avec

Ŵ (α,µ)(x) = iωρψ(α,µ)(z1 = −Lz/2)

0∫

−`t

V (x1)g
(α,µ)
1 (x;x1)dx1. (1.56)

1.7.3 Champ de pression dans le domaine D2

Le champ de pression p̂2 dans le domaine D2 est exprimé à l'aide de la formulation
intégrale,

p̂2(x, z) =

Lz/2∫

−Lz/2

[
p̂2(x2, z2)∂x2G(x, z;x2, z2)−G(x, z;x2, z2)∂x2 p̂2(x2, z2)

]∣∣∣∣
x2=0

dz2,

(1.57)
cette expression pouvant être mise, comme précédemment, sous la forme, après le report
des développements modaux de la fonction de Green G (1.13), où g(α,µ) est donné par la
relation (1.40), et du champ de pression p̂2 (1.48),

Â
(α,µ)
2 (x) =

[
∂x2

g(α,µ)(x;x2)Â
(α,µ)
2 (x2)− g(α,µ)(x;x2)∂x2

Â
(α,µ)
2 (x2)

]∣∣∣∣
x2=0+

. (1.58)

Compte tenu des relations de continuité (1.52a) et (1.52b), la relation (1.58) au point
x2 = 0+ peut être mise sous la forme,

Â
(α,µ)
2 (x2 = 0+) =

Ŵ (α,µ)(x2 = 0+) + g
(α,µ)
1 (x2 = 0+;x1 = 0−)∂x1Â

(α,µ)
1 (x1 = 0−)

1 + ∂x1g
(α,µ)
1 (x2 = 0+;x1 = 0−)

.

(1.59)
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La dérivée par rapport à la variable x des coe�cients Â(α,µ)
2 (x) donnés par l'expression

(1.58) ayant pour expression,

∂xÂ
(α,µ)
2 (x) =

[
Â

(α,µ)
2 (x2)∂2

xx2
g(α,µ)(x;x2)− ∂x2

Â
(α,µ)
2 (x2)∂xg

(α,µ)(x;x2)
]∣∣∣∣
x2=0+

,

(1.60)
avec





∂xg
(α,µ)(x = 0;x2 = 0+) = −1

2
, (1.61a)

∂2
xx2

g(α,µ)(x = 0;x2 = 0+) = − ik
(α,µ)
x

2
, (1.61b)

il vient :
∂x2

Â
(α,µ)
2 (x2 = 0+) = −ik(α,µ)

x Â
(α,µ)
2 (x2 = 0+). (1.62)

Le report de l'expression (1.62) dans la relation (1.59) conduit alors à l'expression

Â
(α,µ)
2 (x2 = 0+) = Ŵ (α,µ)(x2 = 0−). (1.63)

Compte tenu des expressions suivantes :




g(α,µ)(x;x2 = 0) =
e−ik

(α,µ)
x x

2ik
(α,µ)
x

, (1.64a)

∂x2
g(α,µ)(x;x2 = 0) =

e−ik
(α,µ)
x x

2
, (1.64b)

et des expressions (1.62) et (1.63), la relation (1.59) peut être mise sous la forme,

Â
(α,µ)
2 (x) = Ŵ (α,µ)(x2 = 0−)e−ik

(α,µ)
x x. (1.65)

Cette expression montre que l'excitation d'un mode donné (σ,m), à l'exception de tous
les autres (par exemple), est assurée par un coe�cient Ŵ (σ,m)(x2 = 0−) de valeur très
supérieure aux coe�cients Ŵ (α,µ)(x2 = 0−) [avec (α, µ) 6= (σ,m)].

A noter que, compte tenu des expressions suivantes :




g
(α,µ)
1 (x2 = 0−;x1 = 0) =

1

ik
(α,µ)
x

exp(−ik(α,µ)
x `t) cos(k(α,µ)

x `t), (1.66a)

∂x1
g

(α,µ)
1 (x2 = 0−;x1 = 0) = − exp(−ik(α,µ)

x `t) cos(k(α,µ)
x `t), (1.66b)

et des expressions (1.52a), (1.52b), (1.62) et (1.63), la relation (1.55) peut être mise sous
la forme,

Â
(α,µ)
1 (x) = Ŵ (α,µ)(x). (1.67)
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1.7.4 Exemple d'un champ source Ŵ (α,µ) au point x = 0

A titre d'exemple, dans le but de favoriser l'excitation d'un mode (σ,m) en
particulier, la source de vitesse V (x) considérée ici est une source dont la vitesse possède
un pro�l spatial suivant x de la forme

V (x) = V0 cos
[
k(σ,m)
x (x+ `t)

]
, (1.68)

où k(σ,m)
x est le nombre d'onde suivant la direction x du mode (σ,m). L'expression (1.56)

du terme source Ŵ (α,µ) au point x = 0 peut alors être mise sous la forme (Annexe D),

Ŵ (α,µ)(x = 0) =
ωρV0`t(−1)α+µ

2k
(α,µ)
x

√
2− δα2δµ0

Lz
e−ik

(α,µ)
x `t

(
sinc

[(
k(σ,m)
x + k(α,µ)

x

)
`t

]
+ sinc

[(
k(σ,m)
x − k(α,µ)

x

)
`t

])
, (1.69)

où la fonction sinc(u) est la fonction sinus cardinal sin(u)/u.
Le second sinus cardinal de la relation (1.69) étant égal à 1 pour le mode (σ,m), il est
donc prépondérant. Le mode recherché peut être privilégié en retenant une valeur de `t
qui rend le premier sinus cardinal très petit. Ainsi, pour une longueur `t du transducteur
su�samment grande (k(σ,m)

x `t � 1), il vient :





Ŵ (σ,m)(x = 0) = −i(−1)σ+m ρωπV0(
2k

(σ,m)
x

)2

√
2− δσ2δm0

Lz
e−ik

(σ,m)
x `t , (1.70a)

Ŵ (α,µ)(x = 0)� Ŵ (σ,m)(x = 0), pour (α, µ) 6= (σ,m). (1.70b)

1.7.5 Résultats

L'objectif de ce paragraphe est de comparer le champ de pression généré par une
source �ctive (monomode), c'est-à-dire une source idéale ne générant qu'un seul et
unique mode (σ,m), avec celui généré par une source réelle (modèle de source pariétale,
présenté ci-dessus) lorsque ses caractéristiques [argument du cosinus de la relation (1.68)
et longueur du transducteur `t] permettent de favoriser la génération du même mode
(σ,m). La fréquence de la source acoustique choisie est telle que les vingt et un premiers
modes sont propagatifs (fd/c0 = 10, 7).

Le module du champ de pression dans la section transverse du guide au point
x = 0 est tracé sur les �gures 1.15 pour les modes symétriques (σ = 2,m = 1) et
(σ = 2,m = 6) et antisymétriques (σ = 1,m = 3) et (σ = 1,m = 10) pour la source
idéale (monomode) (traits pleins) et pour la source réelle (source pariétale) (tirets). La
longueur du transducteur de la source surfacique s'avère être prépondérante et n'est pas
la même selon le type de mode favorisé. De plus, la di�érence entre les résultats calculés
par les deux modèles est plus faible pour les modes supérieurs (�gure 1.15b et 1.15d) que
pour les premiers modes (1.15a).
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Figure 1.15 � Module du champ de pression dans l'épaisseur du guide au point x = 0

en fonction de la position 2z/Lz lorsque le mode incident est : (a) mode symétrique
(σ = 2,m = 1) (k(2,1)x `t = 570π), (b) mode symétrique (σ = 2,m = 6) (k(2,6)x `t = 400π),
(c) mode antisymétrique (σ = 1,m = 3) (k(1,3)x `t = 500π) et (d) mode antisymétrique
(σ = 1,m = 10) (k(1,10)x `t = 10π). Les courbes en traits pleins représentent les résultats
obtenus avec la source idéale (monomode) et les courbes en tirets représentent ceux
obtenus avec la source réelle (source pariétale).

1.8 Conclusion

Ce chapitre présente deux modèles simples qui permettent de prédire la propagation
de champs de pression acoustique dans des guides à parois rugueuses. Ces modèles, qui
peuvent prendre en compte tout type de rugosité, s'avèrent être e�caces en terme de coût
de calcul, le premier (MI) étant néanmoins nettement moins performant que le second
(IM). L'introduction de la dissipation, par le biais d'une admittance équivalente de paroi,
permet de modéliser les e�ets dissipatifs liés à la viscosité et à la conduction thermique.
Ceci est important pour les couplages très forts entre deux modes guidés dans les bandes
d'arrêt ainsi que pour les fréquences proches des fréquences de coupure. En�n, un modèle
de source pariétale est proposé qui permet de dé�nir le pro�l de vitesse de cette source
en fonction du mode recherché dans le guide.



Chapitre 2

Propagation d'ondes de
cisaillement polarisées

horizontalement dans des plaques
solides isotropes à parois

rugueuses

2.1 Le problème fondamental

Du fait de l'analogie qui existe entre les ondes de pression en milieu �uide et les ondes
SH en milieu solide considérées dans ce chapitre (compte tenu de la rugosité retenue), le
formalisme retenu dans ce chapitre présenté dans les paragraphes 2.1 et 2.2 ci-dessous a
évidemment beaucoup de points communs avec celui du chapitre 1. Il est néanmoins repris
ci-dessous in extenso pour que ces paragraphes 2.1 et 2.2 puissent être lus sans avoir à se
reporter régulièrement au chapitre précédent. Au delà de la présentation du formalisme,
les résultats présentés dans ce chapitre ont en particulier pour objet de compléter ceux
présentés au chapitre précédent, dans un contexte di�érent.

2.1.1 Le guide à parois rugueuses

Le repère cartésien choisi est dé�ni par R = (O, x, y, z), la base orthonormée associée
par B = (~ex, ~ey, ~ez). Le guide d'onde considéré, caractérisé par sa masse volumique
ρ et son second coe�cient de Lamé µ, est une plaque limitée par deux plans parallèles
rugueux de longueur et de largeur in�nies dans le vide (�gure 2.1). Le plan de propagation
correspondant (par choix) au plan (x, z) et le guide étant in�ni suivant la dimension y,
le domaine D d'étude de frontière ∂D (problème 2D) est dé�ni par x positif et par z
appartenant à l'intervalle

[
z1(x), z2(x)

]
, où les coordonnées z1 et z2 dé�nissent les cotes

des frontières du guide donc celles de la rugosité pour x compris dans l'intervalle
[
0, `
]
.

Un guide �ctif aux parois situées en z = −Lz/2 et z = Lz/2, immédiatement extérieur
au guide réel (confondu avec le guide réel en dehors de la rugosité), dé�nit le domaine
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d'étude retenu (D0) pour la formulation intégrale utilisée. Les vecteurs ~n1 et ~n2 sont les
vecteurs unitaires normaux respectivement aux surfaces z1(x) et z2(x) en tout point des
rugosités et orientés vers l'extérieur du guide. Les surfaces z1(x) et z2(x) sont données
respectivement par les expressions z1(x) = −Lz/2 + h1(x) et z2(x) = Lz/2 − h2(x),
où les fonctions h1(x) et h2(x) sont des fonctions arithmétiques dé�nissant la rugosité
à partir des surfaces du guide extérieur. Le paramètre d, caractérisant l'épaisseur d'un
guide d'onde �ctif intérieur au guide rugueux, est introduit, non pas dans le modèle
analytique, mais pour adimensionner les grandeurs acoustiques et géométriques du guide
d'onde rugueux (voir paragraphe 1.3). Ce paramètre d est également utilisé dans le modèle
"Petites Masses" (PM) développé dans l'annexe E.

(a) (b)

d

x = ℓ

O

z y
x

z1(x)

~n2

z = Lz/2

~n1

z = −Lz/2

z2(x)

h2(x)

d Lz

x = 0

h1(x)

Lz

Figure 2.1 � (a) Schéma du guide d'onde délimité par deux surfaces rugueuses et (b)
zoom sur la rugosité.

Le champ de déplacement, polarisé suivant la direction y et harmonique de pulsation
ω, est exprimé en fonction du temps par la fonction exp(iωt). Ainsi, dans le cadre
des hypothèses de l'acoustique linéaire et étant donné les symétries du système étudié,
l'amplitude complexe de ce champ de déplacement Ûy(x, z) ne dépend que des deux
variables x et z, et est solution du système d'équations suivant, comportant l'équation
de Helmholtz et des conditions de contraintes nulles aux frontières :





[
∂2
xx + ∂2

zz + k2
T

]
Ûy(x, z) = −f̂(x, z), ∀(x, z) ∈ D, (2.1a)

ˆ
T (x, z).~nq = ~0, ∀(x, z) ∈ ∂D, (2.1b)

où kT = ω/cT , cT =
√
µ/ρ étant la vitesse des ondes de cisaillement dans le solide

isotrope homogène constituant le guide d'onde, où
ˆ
T (x, z) représente le tenseur des

contraintes et où la fonction f̂(x, z) représente l'amplitude (harmonique) du champ source
incident à l'entrée du domaine x > 0. Le champ incident, créé dans le domaine x ≤ 0, se
propage dans le sens des x croissants et est imposé en x = 0.
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2.1.2 Conditions aux frontières

Les vecteurs unitaires normaux ~nq aux surfaces zq(x) (q = 1, 2) du guide d'onde
rugueux et orientés à l'extérieur de ce guide d'onde ayant pour expression

~nq = N−1
q

[
(∂xhq)~ex + (−1)q~ez

]
, (2.2)

avec
Nq =

√
1 + (∂xhq)2, (2.3)

les conditions de contraintes nulles sur les frontières rugueuses (2.1b) peuvent être mises
sous la forme

ˆ
T (x, zq).~nq = N−1

q

[
(∂xhq)T̂xy(x, zq) + (−1)qT̂zy(x, zq)

]
~ey = ~0, ∀x, q = 1, 2. (2.4)

Compte tenu de la loi de Hooke,
{
T̂xy = µ∂xÛy, (2.5a)

T̂zy = µ∂zÛy, (2.5b)

de la nature du champ de déplacement acoustique (déplacement polarisé selon l'axe y)
et de la forme suivant y de rugosité retenue (parallèle à l'axe y), la relation (2.4) peut
être mise sous la forme

∂nq Ûy(x, zq) = 0, ∀x, z = zq, q = 1, 2, (2.6)

où la dérivée normale aux frontières rugueuses ∂nq a pour expression

∂nq = ~nq.~∇ =
1

Nq

[
(∂xhq(x))∂x + (−1)q∂z

]
. (2.7)

Les conditions de contraintes nulles sur les frontières rugueuses se ramènent donc à des
conditions de Neumann pour le déplacement transversal Ûy sur les frontières rugueuses.

2.1.3 Développements modaux

La solution du problème (2.1) est recherchée sous la forme d'un développement sur
la base des fonctions propres ψ(σ,m)(z) dans le domaine [−Lz/2, Lz/2],

Ûy(x, z) =

2∑

σ=1

∞∑

m=0

Â(σ,m)(x)ψ(σ,m)(z), (2.8)

où les fonctions propres orthogonales et normalisées, respectivement antisymétriques
(σ = 1) et symétriques (σ = 2), sont solutions du problème aux valeurs propres dé�ni
par l'équation de Helmholtz et des conditions de Neumann sur les frontières z = ±Lz/2
du guide à géométrie compatible (guide extérieur) :





[
∂2
zz +

(
k(σ,m)
z

)2
]
ψ(σ,m)(z) = 0, z ∈ [−Lz/2, Lz/2] , (2.9a)

∂zψ
(σ,m)(z) = 0, z = ±Lz/2. (2.9b)
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Les fonctions propres ψ(σ,m)(z) ont pour expression,




ψ(1,m)(z) =
√

2/Lz sin
(
k(1,m)
z z

)
, (2.10a)

ψ(2,m)(z) =
√

(2− δm0)/Lz cos
(
k(2,m)
z z

)
, (2.10b)

et les valeurs propres associées k(σ,m)
z sont données par

{
k(1,m)
z = (2m+ 1)π/Lz, (2.11a)

k(2,m)
z = 2mπ/Lz, (2.11b)

où le nombre quantique m prend toutes les valeurs entières positives.

2.1.4 Formulation intégrale

Le champ de déplacement Ûy dans le domaine D du guide étudié satisfaisant au
système d'équations (2.1) peut être exprimé, par application du théorème de Green, de
la façon suivante [66,67] :

(x, z) ∈ (D), Ûy(x, z)

(x, z) ∈ (D0 −D), 0

}
=

+∞∫

0

z2∫

z1

G(x, z;x′, z′)f̂(x′, z′)dz′dx′

+

2∑

q=1

+∞∫

0

[
G(x, z;x′, zq)∂nq Ûy(x′, zq)− Ûy(x′, zq)∂nqG(x, z;x′, zq)

]
dx′, (2.12)

où l'intégrale double représente l'e�et des sources (f̂), et où l'intégrale simple (intégrale
de surface fermée à l'in�ni) traduit les e�ets des frontières du domaine. La fonction
de Green G(x, z;x′, z′) choisie est dé�nie dans le domaine D0 du guide à géométrie
compatible (guide extérieur) et satisfait à des conditions de Neumann aux frontières :




[
∂2
xx + ∂2

zz + k2
T

]
G(x, z;x′, z′) = −δ(x− x′)δ(z − z′), ∀(x, z, x′, z′) ∈ D0, (2.13a)

∂zG(x, z;x′, z′) = 0, ∀(x, x′, z′) ∈ D0 et en z = ±Lz/2. (2.13b)

Cette fonction de Green peut être développée sur la base des fonctions propres ψ(σ,m)(z)

[66, 67],

G(x, z;x′, z′) =

2∑

σ=1

∞∑

m=0

[
g(σ,m)(x, x′)ψ(σ,m)(z′)

]
ψ(σ,m)(z), (2.14)

avec

g(σ,m)(x, x′) =
e−ik

(σ,m)
x |x−x′|

2ik
(σ,m)
x

, (2.15)

et (
k(σ,m)
x

)2

= k2
T −

(
k(σ,m)
z

)2

. (2.16)
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Compte tenu des conditions aux frontières (2.6), le terme G∂nq Ûy de l'équation (2.12)
est nul, et en faisant usage du développement sur les fonctions propres de la fonction
de Green (2.14) et consécutivement du champ de déplacement (2.8), l'équation intégrale
(2.12) peut être directement mise sous la forme,

(x, z) ∈ (D),
2∑

β=1

∑
p
Â(β,p)(x)ψ̂(β,p)(z)

(x, z) ∈ (D0 −D), 0



 =

2∑

β=1

∞∑

p=0

[
F̂ (β,p)(x) +

2∑

α=1

∞∑

r=0

Ĥ
(β,p)
(α,r)

{
Â(α,r)(x)

}]
ψ̂(β,p)(z), (2.17)

où le terme source représentant le transfert d'énergie entre la source acoustique f̂ et le
mode (β, p) a pour expression

F̂ (β,p)(x) =

z2∫

z1

dz′
0∫

−∞

dx′g(β,p)(x, x′)ψ(β,p)(z′)f̂(x′, z′), (2.18)

et où le terme ayant pour expression

Ĥ
(β,p)
(α,r)

{
Â(α,r)(x)

}
= −

2∑

q=1

`∫

0

Â(α,r)(x′)ψ(α,r)(zq)∂nqψ
(β,p)(zq)g

(β,p)(x, x′)dx′, (2.19)

est un opérateur "de surface" [65, 68�70] qui représente le couplage de modes dû aux
rugosités des frontières, l'expression de la dérivée normale aux frontières rugueuses ∂nq
étant donnée par la relation (2.7).
En multipliant l'équation (2.17) par la fonction propre ψ(σ,m)(z), en intégrant le résultat
sur l'épaisseur du guide extérieur, il vient, compte tenu de l'orthogonalité des fonctions
propres dans le domaine [−Lz/2, Lz/2] :

Â(σ,m)(x) = F̂ (σ,m)(x) +

2∑

α=1

∞∑

r=0

[
Ĥ

(σ,m)
(α,r)

{
Â(α,r)(x)

}
+B

(σ,m)
(α,r) (x)Â(α,r)(x)

]
, (2.20)

où

B
(σ,m)
(α,r) (x) =




z1∫

−Lz/2

dz +

Lz/2∫

z2

dz


ψ(α,r)(z)ψ(σ,m)(z), (2.21)

est un opérateur "d'épaisseur" [65, 68�70] qui tient compte de la profondeur de rugosité
et dont les expressions sont données en annexe B.
Comme cela a déjà été mentionné au paragraphe 1.2.2, l'amplitude Â(σ,m) de chaque
mode, donnée par l'expression (2.20), peut être exprimée comme la somme d'un champ
incident représenté par le terme source F̂ (σ,m) et d'un champ di�usé qui résulte de l'e�et
des frontières rugueuses sur le champ incident et qui est traduit analytiquement par les
deux opérateurs Ĥ(σ,m)

(α,r) et B(σ,m)
(α,r) . Si la source acoustique générant le champ incident à

l'entrée du guide d'onde est considérée comme une source primaire, la rugosité peut être
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considérée comme une distribution locale de sources secondaires générant, par processus
successifs de di�usion du champ incident, des modes non générés par la source acoustique
et une perturbation corrélative du mode incident.

Remarque :
Si, dans le formalisme présenté ci-dessus, la forme de la rugosité est négligée, elle peut
être représentée par des "excroissances" (des dents) sortant du domaine z ∈ [−d/2, d/2]

représentées par leur masse surfacique (modèle "Petites Masses", PM). La condition en
frontière imposée par ce facteur d'inertie est obtenu en appliquant la loi de Newton à
chaque masse surfacique mq localisée, assimilée à un parallélépipède rectangle de hauteur
h0
q,

mq = ρh0
q, q = 1, 2, (2.22)

qui relie le facteur d'inertie (−ω2ρh0
qÛy) à la contrainte de cisaillement

T̂yz = (−1)qµÛy, (2.23)

en z = ±d/2 :
−ω2ρh0

qÛy = (−1)qµÛy. (2.24)

Cette condition en frontière traduit une simple condition traduite par une admittance de
paroi

kTh
0
q, q = 1, 2. (2.25)

En d'autres termes, le formalisme présenté dans le paragraphe 2.1.4 ci-dessus s'applique
ici en remplaçant simplement l'opérateur ∂nq sur les frontières réelles de la rugosité dans

l'expression (2.19) de l'opérateur Ĥ(σ,m)
(α,r) par l'opérateur

∂zq = (−1)qk2
Th

0
q, (2.26)

appliqué sur la surface du guide �ctif intérieur (z = ±d/2). Ce modèle simpli�é est
présenté plus en détail dans l'annexe E [76].

2.1.5 Recherche de solutions par approximations successives

En considérant chaque terme entre crochets de l'équation (2.20) comme petit devant
le terme source F̂ (σ,m), les solutions de l'équation (2.20), notées [N ]Â(σ,m), peuvent être
recherchées par approximations successives,

[N ]Â(σ,m) = (0)Â(σ,m) + (1)Â(σ,m) + · · ·+ (N−1)Â(σ,m) + (N)Â(σ,m), (2.27)

où N est le nombre d'itérations retenu pour le calcul de l'amplitude Â(σ,m), (0)Â(σ,m)

étant la perturbation à l'ordre N = 0 (solution en l'absence de rugosité), (1)Â(σ,m), la
perturbation à l'ordre N = 1 et ainsi de suite. La solution en l'absence de rugosité est
donnée par le terme source :

(0)Â(σ,m)(x) = F̂ (σ,m)(x). (2.28)
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La solution à l'ordre [N ] est exprimée en fonction de la solution à l'ordre [N − 1],

[N ]Â(σ,m)(x) = F̂ (σ,m)(x)+

2∑

α=1

∞∑

r=0

[
Ĥ

(σ,m)
(α,r)

{
[N−1]Â(α,r)(x)

}
+B

(σ,m)
(α,r) (x)[N−1]Â(α,r)(x)

]
.

(2.29)
La convergence de la série de fonctions donnée par la relation (2.27) est, dans la suite,
jugée établie lorsqu'il existe un nombre entier positif Nc tel que la relation

∣∣∣(Nc)Â(α,r)(x)
∣∣∣−
∣∣∣(Nc−1)Â(α,r)(x)

∣∣∣ < 0, 001, ∀x ∈ [0, `], (2.30)

est véri�ée pour tous les modes pris en compte dans les calculs. Les intégrales sont
calculées numériquement par la méthode des trapèzes (annexe C).
Nous supposons dans la suite que la source ne génère qu'un seul mode incident, représenté
par le couple (σ,m), les autres modes, notés (α, r), étant créés par couplage ; le terme
source f̂ peut alors être mis sous la forme,

f̂(x, z) = Q̂(σ,m)ψ(σ,m)(z)δ(x), (2.31)

et, en conséquence, la correction d'ordre N = 0 donnée par la relation (2.28) peut être
mise sous la forme, compte tenu des expressions (2.15) et (2.18),

(0)Â(σ,m)(x) =
Q̂(σ,m)

2ik
(σ,m)
x

e−ik
(σ,m)
x x. (2.32)

En pratique, dans la suite, le facteur Q̂(σ,m)/2ik
(σ,m)
x est pris égal à l'unité de telle sorte

que la relation (2.32) puisse être mise sous la forme,

(0)Â(σ,m)(x) = e−ik
(σ,m)
x x, (2.33)

étant bien entendu que l'amplitude (0)Â(σ,m)(x) n'est pas sans dimension (m3/2).

2.1.6 Limites de la méthode

Le choix de la fonction de Green implique la présence d'un pôle dans les coe�cients
g(α,r)(x, x′), donnés par la relation (2.15), ce pôle traduisant la fréquence de coupure du
mode (α, r) correspondant. Dans le calcul des corrections d'amplitude (N)Â(α,r), lorsque
la fréquence de la source acoustique est proche de la fréquence de coupure d'un mode,
le modèle ne converge plus. La dissipation viscoélastique, traduite par des coe�cients
d'élasticité complexes, devrait être introduite si l'on devait s'intéresser à cette situation.
Par ailleurs, si un couplage entre le mode incident et un mode créé par couplage est
si fort que toute l'énergie ou presque du mode incident est cédée à ce mode couplé,
ceci provoque une divergence du modèle, car l'hypothèse selon laquelle le terme entre
crochets de l'équation (2.20) est faible devant le terme source n'est plus valable. Ce cas
particulier qui ne se rencontre que dans les bandes d'arrêt est étudié plus en détail dans
le chapitre 3 où une méthode alternative basée sur la théorie des modes couplés pour
résoudre l'équation (2.20) est proposée dans le cas d'une rugosité périodique, et pour
deux modes seulement.
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2.2 Couplage de modes, comparaison des modèles

L'objectif de ce paragraphe est de comparer les résultats obtenus en prenant en
considération la forme de la rugosité (conditions de contraintes nulles sur les frontières
rugueuses) à ceux obtenus en traduisant l'e�et de cette rugosité par de simples facteurs
d'inertie (remarque de �n de paragraphe 2.1.4). Les résultats sont dans la suite présentés
dans le cas d'un guide ayant une rugosité périodique de période Λ en dents de scie symé-
triques (triangles isocèles) de hauteur h sur une surface, l'autre étant parfaitement lisse
(�gure 2.2). Les valeurs des paramètres du guide d'onde sont consignées dans le tableau
2.1.

fd/cT = 1, 45 d/Λ = 2, 5

Λ/λ = 0, 58 h/d = 0, 01

kT ` = 109, 3 `/Λ = 30

Tableau 2.1 � Paramètres utilisés
pour calculer les résultats présentés
sur les �gures 2.3 et 2.4.

h

Λ

ℓ

x

z

O
y

x = 0 x = ℓ

Mode

in
ident

(σ,m) d

Figure 2.2 � Schéma du guide considéré.

Quatre modes sont pris en compte dans les calculs : le mode incident symétrique
(σ = 2,m = 1) et les modes créés par couplage à savoir, le mode symétrique (α = 2, r = 0)

et les modes antisymétriques (α = 1, r = 0) et (α = 1, r = 1), ces modes étant propagatifs
à l'exception du mode antisymétrique (α = 1, r = 1) qui est évanescent. Les courbes de
dispersion des modes créés par couplage (α, r) (traits pleins), la courbe de dispersion du
mode incident (σ,m) (tirets points) et les courbes de couplage [relation (1.46)] (tirets)
sont tracées sur la �gure 2.3 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT .
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Figure 2.3 � Courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points) et courbes de couplage donnés
par l'expression (1.46) (tirets). Le trait vertical en pointillés représente la fréquence de
la source acoustique (fd/cT = 1, 45).
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La fréquence adimensionnée de la source acoustique ayant pour valeur fd/cT = 1, 45

[trait vertical sur la �gure 2.3], deux couplages sont recherchés : le couplage entre le
mode incident (σ = 2,m = 1) et les modes créés par couplage et contra-propagatifs
(α = 2, r = 0) et (α = 1, r = 0). Les modules des amplitudes normalisées [par rapport
à l'amplitude du mode incident (σ = 2,m = 1)] des quatre modes pris en compte dans
les calculs sont tracés sur les �gures 2.4 en fonction de la position adimensionnée kTx,
en traits pleins pour une rugosité décrite par sa forme (opérateur ∂nq , modèle IM) et
en tirets pour une rugosité décrite par l'inertie des dents (petites masses, modèle PM).
Les modules des amplitudes des modes créés par couplage obtenus à partir de opérateur
∂nq sont supérieurs à ceux obtenus par la méthode des petites masses. En particulier, la
croissance de l'amplitude du mode (α = 2, r = 0) contra-propagatif (dans le sens des x
décroissants) est plus importante dans le premier cas que dans le second. De même, la
décroissance du mode incident (σ = 2,m = 1) est légèrement plus importante dans le
premier cas que dans le second. Comme on pouvait s'y attendre, la forme de la rugosité
a donc une in�uence non négligeable sur le couplage entre modes guidés, dans le sens où
elle contribue à l'e�et de di�usion.
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Figure 2.4 � Module de l'amplitude normalisée du mode en fonction de la position
adimensionnée kTx : (a) créé par couplage (α = 2, r = 0), (b) créé par couplage
(α = 1, r = 0), (c) incident (σ = 2,m = 1) et (d) créé par couplage (α = 1, r = 1).
Les résultats obtenus pour une rugosité décrite par sa forme (IM) sont représentés par
des traits pleins et ceux obtenus par la méthode des petites masses (PM) par des tirets.
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2.3 Flux d'énergie

L'objectif de ce paragraphe est d'exprimer, à l'entrée (x = 0) et à la sortie (x = `)
du domaine rugueux, les �ux d'énergie des modes incident et créés par couplage et d'en
déduire les coe�cients de ré�exion et de transmission en énergie de chaque mode.

2.3.1 Coe�cients de ré�exion et de transmission en énergie

La moyenne temporelle du �ux total d'énergie sur une profondeur unitaire (selon y),
en Watt, portée par une onde SH est donnée par [79,80]

φ̄ =
1

T

∫ T

0

dt

∫ z2(x)

z1(x)

Px(x, z; t)dz, (2.34)

où Px(x, z; t) = −txy(x, z; t)∂tuy(x, z; t) est la composante du vecteur de Poynting selon
la direction de propagation x, txy et uy étant respectivement la composante xy du tenseur
des contraintes réel et le champ de déplacement réel projeté suivant y. Ce �ux d'énergie
moyen a pour expression en un point x (annexe F),

φ̄(x) =

2∑

α=1

∞∑

r=0

φ̄(α,r)(x), en x = 0 et en x = `, (2.35)

où φ̄(α,r) représente le �ux d'énergie moyen du mode (α, r) et a pour expression,

φ̄(α,r)(x) = −1

4
iωµ

[
Â(α,r)(x)

(
∂xÂ

(α,r)(x)
)∗
−
(
Â(α,r)(x)

)∗
∂xÂ

(α,r)(x)
]
. (2.36)

Les coe�cients de ré�exion en énergie au point x = 0 et de transmission en énergie au
point x = ` ont respectivement pour expressions pour chaque mode (α, r),





R(α,r) =

∣∣∣∣
φ̄(α,r)(x = 0)

φ̄inc

∣∣∣∣ , (2.37a)

T (α,r) =

∣∣∣∣
φ̄(α,r)(x = `)

φ̄inc

∣∣∣∣ , (2.37b)

où, pour un facteur de source Q̂(σ,m) = 2ik
(σ,m)
x [relation (2.33)],

φinc =
1

2
ωµk(σ,m)

x , (2.38)

est la moyenne temporelle du �ux d'énergie porté par le mode incident (σ,m) à l'entrée
de la zone rugueuse du guide.
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2.3.2 Évolutions des coe�cients de ré�exion et de transmission
en fonction de la fréquence

Les mécanismes de transfert d'énergie signi�catifs entre modes guidés prennent
place dans des domaines restreints de fréquences. De plus, chaque couplage a lieu à
des fréquences di�érentes et les amplitudes des modes couplés sont également toujours
di�érentes. Ce paragraphe a pour objectifs, d'une part, d'étudier les évolutions des
coe�cients de ré�exion et de transmission en énergie associés à chaque mode guidé en
fonction de la fréquence de la source acoustique, et d'autre part, de comparer plusieurs
couplages entre eux au travers de ces coe�cients de ré�exion et de transmission.

Le guide d'onde considéré est une plaque solide isotrope délimitée par une paroi
rugueuse et par une paroi lisse, la rugosité étant une distribution régulière de dents de
scie symétriques (triangles isocèles) de hauteur h et de périodicité spatiale Λ (�gure 2.5).
Les valeurs des paramètres du guide d'onde sont consignées dans le tableau 2.2.

d/Λ = 3

h/d = 0, 01

`/Λ = 30

Tableau 2.2 � Para-
mètres utilisés pour calcu-
ler les résultats présentés
sur les �gures 2.6 et 2.7.
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Figure 2.5 � Schéma du guide considéré.

Six modes sont pris en compte dans les calculs : le mode incident symétrique
(σ = 2,m = 2) et les modes créés par couplage, à savoir les modes symétriques
(α = 2, r = 0) et (α = 2, r = 1) et les modes antisymétriques (α = 1, r = 0),
(α = 1, r = 1) et (α = 1, r = 2), tous ces modes étant propagatifs, à l'exception du
mode (α = 1, r = 2) qui est évanescent. Les courbes de dispersion des modes créés par
couplage (α, r) (traits pleins), la courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets
points) et les courbes de couplage de la relation (1.46) (tirets) sont tracées sur la �gure
2.6 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT . La fréquence de la source acoustique
étant choisie comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cT = 2, 05 et fd/cT = 2, 45

(bande grisée sur la �gure 2.6 et zoom sur la �gure 2.7a), sur les modes pris en compte,
seuls sont recherchés les couplages du mode incident (σ = 2,m = 2) avec les modes
créés par couplage contra-propagatifs (α = 2, r = 0), (α = 1, r = 0), (α = 2, r = 1) et
(α = 1, r = 1).
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Figure 2.6 � Courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points) et courbes de couplage donnés
par l'expression (1.46) (tirets). Le domaine grisé correspond à la bande fréquentielle
d'excitation de la source acoustique.

Le domaine fréquentiel de l'étude est discrétisé et pour chaque valeur de la fréquence
dans ce domaine, les coe�cients de ré�exion et de transmission associés à chaque mode
guidé (pris en compte dans les calculs) sont calculés. Les évolutions des coe�cients de
transmission du mode incident symétrique (σ = 2,m = 2) (trait plein) et de ré�exion
des modes créés par couplage symétriques (α = 2, r = 0) (tirets) et (α = 2, r = 1) (tirets
points) et antisymétriques (α = 1, r = 0) (pointillés) et (α = 1, r = 1) (tirets points
points) sont tracées sur la �gure 2.7b en fonction de la fréquence de la source acoustique
sur l'intervalle fd/cT ∈ [2, 05; 2, 45]. L'évolution du coe�cient de ré�exion associé à
chacun de ces quatre modes créés par couplage a une variation très importante pour
les fréquences proches de la fréquence d'accord de phase de chaque couplage recherché.
Aussi, à chaque variation d'un des coe�cients de ré�exion, est associée une variation
opposée du coe�cient de transmission du mode incident (σ = 2,m = 2), ce qui explique
que l'énergie cédée par le mode incident est bien égale à l'énergie reçue par chaque mode
créé par couplage. Ces résultats obtenus avec des ondes SH sont clairement en accord
avec ceux donnés dans la littérature pour des ondes SH [26] et même pour des ondes de
Lamb [60,81]. A noter que les fréquences des couplages du mode incident (σ = 2,m = 2)

avec les modes créés par couplage (α = 2, r = 0) et (α = 1, r = 0) étant relativement
voisines, ces deux couplages se chevauchent (en terme de fréquence) : il en résulte une
plus grande perte d'énergie du mode incident et un étalement de son coe�cient de
transmission. Les quatre coe�cients de ré�exion tracés ont des maximas di�érents les
uns par rapport aux autres notamment celui du mode plan (α = 2, r = 0) : l'énergie
reçue par un mode créé par couplage dépend donc des caractéristiques intrinsèques de ce
mode. L'in�uence de ces caractéristiques intrinsèques (nombre d'onde suivant la direction
de propagation) est étudiée au paragraphe 3.1.
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Figure 2.7 � (a) Zoom du domaine grisé de la �gure 2.6 et (b) évolutions des coe�cients
de ré�exion en énergie des modes créés par couplage (α = 2, r = 0) (trait plein),
(α = 1, r = 0) (tirets), (α = 2, r = 1) (tirets points points), (α = 1, r = 1) (pointillés) au
point x = 0 et du coe�cient de transmission en énergie du mode incident (σ = 2,m = 2)

(tirets points) au point x = `.

2.4 Étude expérimentale

L'étude expérimentale de la propagation d'ondes SH dans des matériaux à géométrie
complexe connaît un véritable regain d'intérêt ces dernières années [4, 82�87]. Reste que
ces ondes, qui ont la particularité d'être plus di�ciles à exciter que des ondes de Lamb,
sont pour l'instant beaucoup moins utilisées dans le cadre du contrôle non destructif
que les ondes de Lamb, bien que plusieurs méthodes existent pour exciter ces modes
SH guidés : excitation par un transducteur acousto-electromagnétique (EMAT) dans des
plaques conductrices [88,89], excitation par impact laser dans des plaques piézoélectriques
[90] ou encore excitation du mode plan par un transducteur piézoélectrique. Si les deux
premières méthodes citées ont l'avantage de pouvoir déplacer la source sans di�culté, ce
n'est pas le cas pour la méthode d'excitation par un transducteur piézoélectrique du fait
qu'il doit être collé au matériau par le bais d'un gel de couplage.

Dans la continuité de travaux expérimentaux menés au LOMC (Le Havre) sur la
propagation d'ondes de Lamb dans des plaques à parois rugueuses [59, 63, 64, 91], deux
études expérimentales complémentaires ont été réalisées avec des ondes SH ; elles sont
reportées ici. L'objectif de ces travaux est d'étudier le couplage entre deux modes guidés
dans le cas d'une rugosité périodique sur une des surfaces de chaque plaque. La première
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expérience a pour but de rechercher le couplage de deux ondes guidées dans une bande
d'arrêt en déplaçant la source d'excitation et en observant, à une fréquence donnée, la
propagation d'une onde incidente en fonction de la distance entre la source d'excitation
et le récepteur. La seconde étude consiste à coller deux transducteurs sur les tranches
de la plaque de part et d'autre de la partie rugueuse (distance source-récepteur �xe)
et d'observer les coe�cients de ré�exion et de transmission en fonction de la fréquence
d'excitation.
Les deux plaques étudiées sont en aluminium de masse volumique ρ = 2700 kg.m−3.
La célérité des ondes de cisaillement dans le matériau est cT = 3140m.s−1. Les deux
plaques 1 ont une paroi rugueuse et une paroi lisse (�gures 2.8). Le pro�l de rugosité de
la première plaque est une distribution régulière et périodique de créneaux sur toute la
surface rugueuse et le pro�l de rugosité de la seconde plaque est une distribution régulière
et périodique de dents de scie symétriques sur une longueur ` = 126 mm. Les paramètres
géométriques des deux plaques sont consignés dans le tableau 2.3.

Première plaque Lz = 2, 88 mm Λ = 4, 2 mm h = 0, 12 mm ` = 126 mm
Seconde plaque Lz = 10 mm Λ = 5, 4 mm h = 0, 4 mm ` = 124, 2 mm

Tableau 2.3 � Paramètres géométriques des deux plaques étudiées.
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Figure 2.8 � (a) Photographie de la première plaque et (b) photographie de la seconde
plaque.

1. Les deux plaques ont été usinées par Philippe Saint-Martin à l'IUT du Havre.
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2.4.1 Couplage de deux modes guidés dans une bande d'arrêt

L'excitation d'un mode SH guidé est assurée par un transducteur acousto-
electromagnétique (EMAT). A l'instar des transducteurs à couplage par air ou des lasers,
ce transducteur peut être déplacé a�n de balayer la surface de la plaque (translation
motorisée) car il permet de s'a�ranchir des problèmes de contact (gel de couplage pour les
transducteurs piézoélectriques classiques). Ces transducteurs, qui sont apparus au début
des années 1970 [88, 89, 92], sont utilisés pour le contrôle non destructif de rails [93]
ou encore pour mesurer le délaminage dans des matériaux composites strati�és [94].
Comme mentionné précédemment, l'objet de cette expérience est de mettre en évidence
le couplage entre deux modes guidés dans une bande d'arrêt.

À l'émission, la chaîne de mesure est composée d'un générateur haute fréquence
et d'un ampli�cateur de puissance qui alimente un transducteur émetteur EMAT. La
réception est composée d'un transducteur piézoélectrique muni d'un sabot et d'un
préampli�cateur (gain de 40dB) dont la sortie est reliée à un oscilloscope de contrôle
et de conversion des signaux mémorisés dans un ordinateur (�gures 2.9).
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Figure 2.9 � (a) Photographie et (b) schéma du montage expérimental.

Les amplitudes du déplacement captées par le récepteur (�xe) sont enregistrées en
fonction de la distance émetteur-récepteur qui la sépare de l'émetteur (mobile) en 500
points sur une distance de 100 mm. En chaque point, une moyenne est e�ectuée sur un
grand nombre de burst et enregistrés en fonction du temps sur un intervalle de 105 µs

en 1500 points. Les amplitudes, normalisées pour entrer dans l'intervalle [-0,5;0,5], sont
représentées dans le plan (temps, distance) sur la �gure 2.10. La largeur des bursts (100
ms), le nombre de signal dans le burst (5), et le champ direct (trace supérieure) et ré�échi
sur le bord de la plaque située à l'arrière de l'émetteur (trace inférieure) apparaissent
clairement sur la �gure.
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Figure 2.10 � Représentation des signaux en fonction du temps t (en ordonnées) et
de la distance émetteur-récepteur x (en abscisses) pour la première plaque (rugosité en
créneaux).

La double FFT temporelle et spatiale [95] est représentée dans le plan (kx, f) sur la
�gure 2.11. Trois modes guidés sont localisés sur la �gure 2.11 (marqués par des taches) :
le mode (σ = 2,m = 1) se propageant dans le sens des x croissants (k(σ=2,m=1)

x positif),
le mode (α = 1, r = 1) se propageant dans le sens des x croissants (k(α=1,r=1)

x positif) et
le mode (α = 1, r = 1) se propageant dans le sens des x décroissants (k(α=1,r=1)

x néga-
tif). Puisque les deux premiers modes cités sont générés par le transducteur EMAT (leur
longueur d'onde correspond à la périodicité spatiale du pro�l de champ de force exercé
par le transducteur EMAT), il est clair que le mode (α = 1, r = 1) se propageant dans le
sens des x décroissants est créé par couplage avec le mode incident (σ = 2,m = 1) à la
fréquence adimensionnée fd/cT = 1, 55.
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Figure 2.11 � Représentation de la double transformée de Fourier spatiale et temporelle
des signaux en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT et du nombre d'onde
adimensionné k(...,...)x d/2π pour la première plaque (rugosité en créneaux).



2.4 Étude expérimentale 49

Cette première expérience, purement qualitative, permet de mettre en évidence le
couplage entre deux modes guidés dans une bande d'arrêt. Le modèle analytique présenté
au paragraphe 2.1 ne permet pas de présenter les résultats théoriques correspondants car
les propriétés géométriques de la plaque sont en dehors des limites de validité du modèle
(rugosités trop profondes, voir paragraphe 1.4.3).

2.4.2 Coe�cient de ré�exion et de transmission en énergie

Après avoir mis en lumière par la première expérience (paragraphe 2.4.1) le couplage
de deux modes guidés dans une bande d'arrêt, l'objectif de cette seconde expérience est
de mettre en évidence quantitativement un couplage de modes. Pour cela, la mesure des
coe�cients de ré�exion et de transmission en deux points distincts (de part et d'autre
de la partie rugueuse de la plaque) est réalisée sur une large bande de fréquence.

La chaîne de mesure est représentée sur la �gure 2.12. Le transducteur piézoélectrique
d'entrée joue le rôle d'émetteur et de récepteur. Il transmet un burst monochromatique
se(t) composé de 5 périodes T = 2π/ω fenêtré par une fonction porte qui génère une onde
ultrasonore plane [mode guidé plan (σ = 2,m = 0)] dans l'échantillon et il capte le signal
sref (t) de l'onde créée par couplage (contra-propagative). Le transducteur récepteur capte
le signal str(t) de l'onde transmise à la sortie du réseau de rugosité (onde incidente
atténuée).
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Figure 2.12 � (a) Photographie et (b) schéma du montage expérimental.

La courbe de dispersion du mode créé par couplage (α = 1, r = 0) (trait plein), la
courbe de dispersion du mode incident (σ = 2,m = 0) (tirets points) et la courbe de
couplage de la relation (1.46) avec le mode incident (tirets) sont tracées sur la �gure 2.13
en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT . La fréquence de la source acoustique
étant choisie comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cT = 0, 26 et fd/cT = 0, 4

[bande grisée sur la �gure 2.13], c'est le couplage du mode incident (σ = 2,m = 0) avec
lui-même qui est privilégié.
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Figure 2.13 � Courbe de dispersion du modes créé par couplage (α, r) (trait plein),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points) et courbe de couplage donnée
par l'expression (1.46) (tirets).

Deux exemples de signaux enregistrés par chaque transducteur sont représentés sur
les �gures 2.14 en fonction du temps t. Les signaux enregistrés à l'entrée de la plaque
sont représentés sur les �gures 2.14a et 2.14b et ceux enregistrés à la sortie de la plaque
sont représentés sur les �gures 2.14c et 2.14d. Les signaux des �gures 2.14a et 2.14c sont
obtenus pour une excitation à une fréquence fd/cT = 0, 249 (fréquence hors de la bande
d'arrêt) et les signaux des �gures 2.14b et 2.14d sont obtenus pour une excitation à une
fréquence fd/cT = 0, 33 (fréquence proche de la fréquence centrale de la bande d'arrêt).
Sur la �gure 2.14b apparaît le signal porté par l'onde créée par couplage, contrairement
à la �gure 2.14a. Les amplitudes des paquets d'ondes ré�échies sur les bords de la plaque
sont plus grandes à la fréquence fd/cT = 0, 33 qu'à la fréquence fd/cT = 0, 249 car la
fréquence centrale de la bande passante des deux transducteurs est fd/cT = 0, 433.
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Figure 2.14 � (a) et (b) Signaux enregistrés par le transducteur émetteur/récepteur et
(c) et (d) signaux enregistrés par le transducteur récepteur en fonction du temps t. La
fréquence d'excitation des signaux des �gures (a) et (c) est fd/cT = 0, 249 et celle des
signaux des �gures (b) et (d) fd/cT = 0, 33.
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151 signaux (correspondant chacun à une fréquence adimensionnée comprise dans
l'intervalle fd/cT ∈ [0, 26; 0, 4]) moyennés sur 100 acquisitions sont enregistrés par chaque
transducteur. Chaque signal est stocké sous la forme d'un vecteur, puis ces vecteurs sont
concaténés en une matrice dont chaque ligne correspond à un signal temporel à une unique
fréquence d'excitation. Les résultats sont représentés dans le plan (fréquence, temps) sur
les �gures 2.15a et 2.15c. A titre d'exemple, les signaux des �gures 2.14a et 2.14b sont
repérés sur la �gure 2.15a respectivement par des tirets et des pointillés horizontaux
(l'onde créée par couplage apparaît clairement autour de cette dernière ligne). De même,
les signaux des �gures 2.14c et 2.14d sont repérés sur la �gure 2.15c respectivement par
des tirets et des pointillés horizontaux. La même procédure est réalisée sur une plaque
vierge (sans rugosité) et les matrices obtenues sont comparées avec celles obtenues pour
l'échantillon rugueux (�gure 2.15). La tache sur la �gure 2.15a correspond aux signaux
de l'onde créée par couplage.
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Figure 2.15 � (a) et (b) Signaux enregistrés par le transducteur émetteur/récepteur et
(c) et (d) signaux enregistrés par le transducteur récepteur. Les signaux des �gures (a)
et (c) sont obtenus avec la plaque rugueuse et ceux des �gures (b) et (d) avec la plaque
vierge.

Pour chacune des quatre matrices de signaux dans le plan (fe, t) des �gures 2.15,
une FFT temporelle est faite sur une partie de chaque ligne, c'est-à-dire sur une partie
de chaque signal temporel. À partir de la nouvelle matrice (fe, f) obtenue, pour chaque
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fréquence d'excitation fej (chaque ligne), la valeur de la FFT de la ligne fej à la colonne
f = fej est notée dans un vecteur Â qui correspond aux amplitudes complexes des FFT
aux fréquences d'excitation. Chaque composante du vecteur Â est ensuite multipliée par
son conjugué, conduisant à la création d'un vecteur ÂÂ∗ (�gure 2.16). Les coe�cients de
ré�exion et de transmission en énergie résultent alors de la division des composantes des
vecteurs ÂÂ∗ correspondant respectivement à la ré�exion et à la transmission obtenus
avec la plaque à surface rugueuse par les composantes des vecteurs ÂÂ∗ correspondant
respectivement à la ré�exion et à la transmission obtenus avec la plaque à surfaces lisses.
La normalisation des résultats de la première par les résultats de la seconde permet de
s'a�ranchir des e�ets de la bande passante des transducteurs sur les mesures, mais aussi
des phénomènes d'atténuation de l'onde incidente tels ceux dus à l'ouverture du faisceau
ultrasonore ou à la dissipation viscoélastique.
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Figure 2.16 � Schéma d'obtention des coe�cients de ré�exion et de transmission
expérimentaux.

2.4.3 Comparaison des résultats expérimentaux et théoriques

Dans ce paragraphe, les coe�cients de ré�exion et de transmission en énergie du
mode incident (σ = 2,m = 0) obtenus de façon théorique (indice th) à partir des
relations (2.37) et de façon expérimentale (indice exp) sont comparés. Les évolutions des
coe�cients de ré�exion R

(σ=2,m=0)
th et de transmission T

(σ=2,m=0)
th théoriques du mode

incident (σ = 2,m = 0) sont tracées en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT
sur la �gure 2.17. La fréquence correspondant au minimum du coe�cient de transmission
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et au maximum du coe�cient de ré�exion est très voisine de la fréquence centrale de la
bande d'arrêt, ce qui con�rme le couplage du mode incident avec lui-même (avec sa partie
contra-propagative) sur le bord de la première zone de Brillouin (le bord étant considéré
comme la fréquence centrale de la bande d'arrêt).
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Figure 2.17 � Évolutions des coe�cients de transmission (trait plein) et de ré�exion
(tirets) théoriques du mode incident (σ = 2,m = 0) en fonction de la fréquence
adimensionnée fd/cT .

Les coe�cients de ré�exion théorique R(σ=2,m=0)
th et expérimental R(σ=2,m=0)

exp du
mode incident sont dans la suite normalisés à l'unité ; leurs évolutions en fonction de la
fréquence adimensionnée fd/cT sont tracées sur la �gure 2.18. La largeur du lobe principal
(correspondant approximativement à la largeur de la bande d'arrêt) est sensiblement la
même pour les deux résultats. De même, les fréquences centrales de la bande d'arrêt
(fréquence centrale du lobe principal) sont également très voisines. Les faibles décalages
sont certainement dus à une imperfection d'usinage car une modi�cation de la périodicité
spatiale de la rugosité a pour conséquence le décalage de la fréquence centrale de la bande
d'arrêt. Les amplitudes du lobe secondaire à gauche du lobe principal sont également très
voisines pour les deux résultats.
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Figure 2.18 � Évolutions des coe�cients de ré�exion expérimental (trait plein) et
théorique (tirets) du mode incident (σ = 2,m = 0) en fonction de la fréquence
adimensionnée fd/cT .
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L'évolution du coe�cient de transmission du mode incident (σ = 2,m = 0) est tracée
en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT sur la �gure 2.19. Le couplage mentionné
précédemment apparait clairement, car le coe�cient de transmission théorique présente
une variation importante pour les fréquences proches de la bande d'arrêt. Toutefois,
ce résultat ne permet pas d'être comparé quantitativement avec le résultat théorique
associé, car l'e�et de la bande passante mal maîtrisée des transducteurs n'a pas pu être
corrigé. En e�et, du fait que la �xation des transducteurs, par gels de couplage, n'est pas
reproductible, la normalisation des résultats obtenus sur la plaque à surface rugueuse
par ceux obtenus sur la plaque à surface lisse est entachée d'une incertitude qui peut
expliquer ce résultat.
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Figure 2.19 � Évolution du coe�cient de transmission expérimental du mode incident
(σ = 2,m = 0) en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT .

2.5 Conclusion

Traiter de la di�usion des ondes SH sur les parois rugueuses d'une plaque simple
par la méthode retenue au premier chapitre (pour la di�usion d'ondes guidées en �uide
non dissipatif) n'était a�aire que d'adaptation de variable. C'est la raison pour laquelle
ce second chapitre avait pour objectif non seulement de con�rmer l'acquis du premier
chapitre en terme de méthode et de résultats sur le pro�l des ondes couplées, mais
aussi de compléter ces propos par l'étude des coe�cients de ré�exion et de transmission
(respectivement en amont et en aval de la rugosité) et d'en discuter les résultats en regard
de résultats expérimentaux obtenus au LOMC. L'ensemble des résultats présentés ici
(comme de certains autres résultats de simulation qui con�rment ceux présentés) permet
de conclure à l'intérêt de la méthode retenue pour traiter des problèmes de rugosité, en
raison, de surcroît, des faibles temps de calcul qu'elle nécessite. Le fait de trouver la même
largeur de bande d'arrêt de manières expérimentale et théorique s'avère prépondérant
pour la caractérisation de la rugosité et, dans cette optique, l'in�uence des paramètres
de la rugosité sur les coe�cients de ré�exion et de transmission nécessite d'être étudiée
(c'est l'objet en particulier du chapitre qui suit).



Chapitre 3

Étude du couplage de modes guidés

L'objet de ce chapitre est de poursuivre l'étude des mécanismes de transfert d'énergie
entre modes guidés dans des plaques dont l'état de surface est irrégulier. Cette étude porte
essentiellement sur les e�ets de rugosités périodiques exprimées sous forme de séries
de Fourier (des pro�ls de rugosité pseudo-aléatoires sont évoqués en �n du chapitre).
Les amplitudes des modes guidés co- ou contra-propagatifs sont d'abord exprimés aux
premiers ordres des approximations successives, sur la base du modèle IM présenté aux
chapitres 1 et 2. Une méthode basée sur la théorie des modes couplés est ensuite présentée
comme alternative à la technique des approximations successives (dans le cas de rugosité
périodique pour deux modes). En�n, le lien entre la densité spectrale de puissance et les
coe�cients de ré�exion et de transmission (en énergie) des modes guidés est établi.

3.1 Expressions analytiques approchées des amplitudes
des modes pour une rugosité périodique

La surface z2 (�gure 2.1) est considérée parfaitement lisse. L'expression (2.19) de
l'opérateur de surface prend alors la forme,

Ĥ
(α,r)
(σ,m)

{
Â(σ,m)(x)

}
= −

`∫

0

Â(σ,m)(x′)ψ(σ,m)(z1)∂n1
ψ(α,r)(z1)g(α,r)(x, x′)dx′, (3.1)

qui, compte tenu de l'expression de la fonction de Green à une dimension (2.15) et de
l'expression de la dérivée normale (2.7), peut être mise sous la forme

Ĥ
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(σ,m)

{
Â(σ,m)(x)

}
= −
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0
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2ik
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x

∂z1ψ
(α,r)(z1)

]
dx′. (3.2)



56 3 Étude du couplage de modes guidés

A noter qu'à la fréquence de coupure du mode (α, r), cet opérateur Ĥ(α,r)
(σ,m) présente une

singularité
(
k

(α,r)
x → 0

)
.

En ne retenant que l'approximation à l'ordre le plus bas des fonctions propres pour de
faibles hauteurs de rugosité h1 (annexe G),





ψ(σ,m)(z1) ≈ (−1)m+σ

√
2− δσ2δm0

Lz
, (3.3a)

∂z1ψ
(σ,m)(z1) ≈ (−1)m+σ+1

√
2− δσ2δm0

Lz

(
k(σ,m)
z

)2

h1, (3.3b)

et en séparant l'intégrale en deux parties suivant le signe de (x−x′), cet opérateur prend
la forme approchée suivante

Ĥ
(α,r)
(σ,m)

{
Â(σ,m)(x)

}
= −
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(α,r)
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ik
(α,r)
x
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dx′



 ,

(3.4)

où le coe�cient β̂(α,r)
(σ,m) a pour expression,

β̂
(α,r)
(σ,m) = (−1)m+r+σ+α

√
(2− δm0δσ2) (2− δr0δα2)

2Lz
. (3.5)

Pour une rugosité périodique de période Λ et dont le pro�l peut être exprimé par la série
de Fourier,

h1(x′) =

+∞∑

n=−∞
Ĉne

i
2nπ

Λ
x′

, (3.6)

où le coe�cient Ĉn est exprimé par la relation,

Ĉn =
1

Λ
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0
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2nπ
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dx, (3.7)

il vient :
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où les coe�cients




nη̂(α,r) = i

[
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)2
]
, (3.9b)

sont des coe�cients de couplage [38, 72] qui dépendent de la fréquence de la source
acoustique et de la forme de la rugosité.
À noter que l'opérateur Ĥ(α,r)

(σ,m) se présente sous la forme d'une transformée de Fourier des
propriétés de la surface z = z1 fenêtrée sur l'intervalle [0, `] où la rugosité est présente ;
cette intégrale est scindée en deux intégrales de Fourier qui représentent respectivement
les amplitudes (à un facteur près) des ondes co- et contra-propagatives.
Le report dans la relation (2.29) de l'expression (3.8) de l'opérateur Ĥ

(α,r)
(σ,m) et de

l'expression (G.7) de l'opérateur B
(α,r)
(σ,m), conduit à l'expression suivante, pour les

corrections d'amplitude à l'ordre N ,
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A l'ordreN = 0, seule l'amplitude du mode incident [représenté dans la suite par le couple
(σ,m)] n'est pas nulle [relation (2.33)]. A l'ordre N = 1, l'amplitude (3.10) de chaque
mode (α, r) (créé par couplage) et la perturbation du mode incident (α, r) = (σ,m) sont
données par
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e
−i
(
nε̂

(α,r)

(σ,m)
−k(α,r)

x

)
x
(`− x) sinc

[
nε̂

(α,r)
(σ,m)(`− x)

]

+ 2k(α,r)
x e−i(k

(σ,m)
x − 2nπ

Λ )x

}
, (3.11)

où la fonction sinc(u) est telle que sinc(u) = sin(u)/u (sinus cardinal) et où les coe�cients




nδ̂
(α,r)
(σ,m) =

1

2

[
k(σ,m)
x − k(α,r)

x − 2nπ

Λ

]
, (3.12a)

nε̂
(α,r)
(σ,m) =

1

2

[
k(σ,m)
x + k(α,r)

x − 2nπ

Λ

]
, (3.12b)
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sont appelés paramètres de désaccord [55,72].
Si l'un de ces paramètres de désaccord est faible, en d'autres termes si la fréquence est
telle que l'accord de phase est approximativement réalisé pour un mode (α, r) donné
(mode co- ou contra-propagatif) et si, de surcroît, le coe�cient Ĉn de la série de Fourier
de la rugosité est élevé, alors ce mode présente une amplitude dominante.
A noter que si la hauteur de rugosité est telle que les approximations (3.3) ne sont plus
valables, les amplitudes des modes aux premiers ordres des perturbations peuvent être
calculées analytiquement, non pas en développant en série de Fourier la fonction h1, mais
le terme ψ(σ,m)(z1)∂n1

ψ(α,r)(z1) de la relation (3.1) [46].

3.2 Étude du sens de propagation des modes créés par
couplage

Si la fréquence est telle qu'une seule relation d'accord de phase entre le mode
incident et un mode créé par couplage est approximativement véri�ée (faible paramètre
de désaccord) pour un certain harmonique n de la rugosité, alors l'amplitude du mode
créé par couplage est très fortement in�uencée par cet harmonique de la rugosité. Deux
types de conditions d'accord de phase associées aux paramètres de désaccord nδ̂

(α,r)
(σ,m)

et nε̂
(α,r)
(σ,m), donnés respectivement par les relations (3.12a) et (3.12b), sont considérés

dans ce paragraphe : elles correspondent respectivement à des couplages co- et contra-
directionnels. Pour chacune de ces deux relations, des approximations permettent de
donner l'amplitude du mode créé par couplage à l'ordre N = 1 et d'obtenir sa vitesse de
groupe, mais aussi de donner l'amplitude du mode incident à l'ordre N = 2.

3.2.1 Étude d'un couplage co-directionnel

Dans ce paragraphe, le couplage fort entre le mode incident (σ,m), le mode (α1, r1)

créé par couplage co-directionnel et l'harmonique n1 de la rugosité est considéré. Le
paramètre de désaccord associé à ce couplage est donné par la relation,

1

2

[
k(σ,m)
x − k(α1,r1)

x − 2n1π

Λ

]
= n1 δ̂

(α1,r1)
(σ,m) = δ1 (3.13)

(δ1 étant la notation retenue dans ce paragraphe pour ne pas alourdir le formalisme).
Tous les autres couplages étant supposés comme négligeables, l'amplitude (3.11) du mode
(α1, r1) à l'ordreN = 1 a alors pour expression approchée (la contribution à l'ordreN = 0

étant nulle)

[1]Â(α1,r1)(x) =
β̂

(α1,r1)
(σ,m)

k
(α1,r1)
x

n1 η̂(α1,r1)Ĉn1e
−i(δ1+k(α1,r1)

x )xx sinc (δ1x) . (3.14)

Le report de l'expression (3.14) de l'amplitude du mode (α1, r1) dans l'expression (3.10)
conduit à l'expression approchée de la correction d'ordre N = 2 de l'amplitude du mode
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incident :

(2)Â(σ,m)(x) = −
β̂

(α1,r1)
(σ,m)

k
(α1,r1)
x

β̂
(α1,r1)
(σ,m)

k
(σ,m)
x

n1 η̂(α1,r1)−n1 η̂(σ,m)

4δ2
1

Ĉn1
Ĉ−n1

e−ik
(σ,m)
x x

[
e2iδ1x − 1− 2iδ1x

]
. (3.15)

En tenant compte de l'expression (2.27) et en considérant la correction d'amplitude du
mode incident (σ,m) à l'ordre N = 1 comme négligeable devant les corrections d'ordre
N = 0 et N = 2 (voir paragraphe 1.4.1), l'amplitude du mode incident (σ,m) à l'ordre
N = 2 a pour expression,

[2]Â(σ,m)(x) = e−ik
(σ,m)
x x



1−

β̂
(α1,r1)
(σ,m)

k
(α1,r1)
x

β̂
(α1,r1)
(σ,m)

k
(σ,m)
x

n1 η̂(α1,r1)−n1 η̂(σ,m)

4δ2
1

Ĉn1
Ĉ−n1

[
e2iδ1x − 1− 2iδ1x

]


 . (3.16)

Le report de l'expression (3.14) de l'amplitude du mode créé par couplage à l'ordre N = 1

dans les expressions du �ux d'énergie moyen et de la densité moyenne d'énergie donnés
respectivement par les relations (2.36) et (F.19) conduit au rapport (relation (F.24) de
l'annexe F)

φ̄(α1,r1)

E
(α1,r1)

= c(α1,r1)
g +

δ1
2

cT
kT
, (3.17)

où c(α1,r1)
g = k

(α1,r1)
x

cT
kT

est la vitesse de groupe du mode (α1, r1) en l'absence de rugosité.

Ainsi, lorsque le couplage est parfait, c'est-à-dire pour δ1 = 0, la vitesse de groupe du
mode (α1, r1) est égale, en première approximation, à la vitesse de groupe du même mode
du guide extérieur (guide lisse non rugueux).

A�n de véri�er si les expressions (3.14) et (3.16) sont de bonnes approximations res-
pectivement des amplitudes des modes créé par couplage (α1, r1) et incident (σ,m), les
amplitudes des modes calculées "numériquement" (intégration par la méthode des tra-
pèzes) sont comparées à celles calculées analytiquement [données par les relations (3.14)
et (3.16)], pour un guide ayant un pro�l de rugosité sinusoïdal sur une surface, l'autre
surface étant parfaitement lisse (�gure 3.1). Les paramètres adimensionnés utilisés sont
consignés dans le tableau 3.1.
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fd/cT = 1, 607 d/Λ = 0, 67

Λ/λ = 2, 4 h/d = 0.005

kT ` = 271, 3 `/Λ = 18

Tableau 3.1 � Paramètres
utilisés pour calculer les résul-
tats des �gures 3.2, 3.3 et 3.4.

h

Λ

ℓ

x

z

O
y

x = 0 x = ℓ

Mode

in
ident

(σ,m) d

Figure 3.1 � Schéma du guide considéré.

Quatre modes propagatifs sont pris en compte dans les calculs "numériques", le mode
incident symétrique (σ = 2,m = 1) et les modes créés par couplage, le mode symétrique
(α = 2, r = 0) et les modes antisymétriques (α = 1, r = 0) et (α1 = 1, r1 = 1). La courbe
de dispersion du mode incident (tirets points) et celles des modes créés par couplage
(traits pleins) sont tracées sur la �gure 3.2 en fonction de la fréquence adimensionnée
fd/cT . Jusqu'à présent dans ce document, les courbes de couplage étaient tracées à partir
de la relation (1.46) avec un signe "-" devant le nombre d'onde k(α,r)

x correspondant à
des couplages contra-directionnels. Ce paragraphe portant sur l'étude du couplage d'un
mode incident avec un mode co-propagatif, les courbes de couplage doivent être tracées à
partir de la relation (1.46), avec un signe "+" devant le nombre d'onde k(α,r)

x (�gure 3.2).
La fréquence adimensionnée de la source ayant pour valeur fd/cT = 1, 607, le couplage
de modes satisfaisant à la relation (3.13) est étudié pour le mode incident (σ = 2,m = 1),
le mode créé par couplage (α1 = 1, r1 = 1) et la fréquence fondamentale de la rugosité
(n = 1).
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k
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x d

2π

fd/cT 1.607

Figure 3.2 � Courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par l'expression (1.46) (tirets).

Les modules des amplitudes normalisées des modes incident (σ = 2,m = 1) et créé
par couplage (α1 = 1, r1 = 1) à la fréquence adimensionnée fd/cT = 1, 607 sont tracés
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respectivement sur les �gures 3.3a et 3.3b en fonction de la position adimensionnée kTx.
La croissance de l'amplitude du mode créé par couplage co-directionnel (α1 = 1, r1 = 1)

dans le sens des x croissants et la décroissance de l'amplitude du mode incident
(σ = 2,m = 1) dans le sens des x croissants attendues sont retrouvées numériquement
(traits pleins) et analytiquement (tirets). Les deux amplitudes calculées numériquement
présentent des oscillations contrairement aux amplitudes calculées analytiquement, ces
oscillations résultant des autres couplages (faibles) existant à cette fréquence. En e�et,
les amplitudes obtenues analytiquement sont calculées en négligeant les autres modes,
tandis que quatre modes sont pris en compte dans les calculs numériques.
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Figure 3.3 � Modules des amplitudes normalisées des modes : (a) incident (σ = 2,m =

1) et (b) créé par couplage co-directionnel (α1 = 1, r1 = 1) en fonction de la position
adimensionnée kTx à la fréquence adimensionnée fd/cT = 1, 607.

Les amplitudes des quatre modes sont calculés ici sur une bande de fréquence
comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cT ∈ [1, 55; 1, 7] (bande grisée de la �gure
3.2). Les modules des amplitudes normalisées au point x = ` des modes incident
(σ = 2,m = 1) et créé par couplage co-directionnel (α1 = 1, r1 = 1) sont tracés
respectivement sur les �gures 3.4a et 3.4b en fonction de la fréquence adimensionnée
fd/cT . Le sinus cardinal, mis en lumière par la relation (3.14), du résultat numérique
de la �gure 3.4b est déphasé par rapport à celui calculé analytiquement, ce déphasage
devant être lié aux approximations faites pour calculer les relations (3.14) et (3.16).
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Figure 3.4 � Modules des amplitudes normalisées au point x = ` des modes : (a) incident
(σ = 2,m = 1) et (b) créé par couplage co-directionnel (α1 = 1, r1 = 1) en fonction de la
fréquence adimensionnée fd/cT .
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3.2.2 Étude d'un couplage contra-directionnel

Dans ce paragraphe, le couplage fort entre le mode incident (σ,m), le mode (α2, r2)

créé par couplage contra-propagatif et l'harmonique n2 de la rugosité est considéré. Le
paramètre de désaccord associé à ce couplage est donné par la relation,

1

2

[
k(σ,m)
x + k(α2,r2)

x − 2n2π

Λ

]
= n2 ε̂

(α2,r2)
(σ,m) = ε2 (3.18)

(ε2 est la notation retenue dans ce paragraphe pour ne pas alourdir le formalisme). Tous
les autres couplages étant considérés comme négligeables, l'amplitude (3.11) du mode
(α2, r2) à l'ordre N = 1 a alors pour expression approchée (la contribution à l'ordre
N = 0 étant nulle)

[1]Â(α2,r2)(x) =
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

k
(α2,r2)
x

n2 ξ̂(α2,r2)Ĉn2
e−iε2(`+x)eik

(α2,r2)
x x(`− x)sinc [ε2(`− x)] . (3.19)

Le report de l'expression (3.19) de l'amplitude du mode (α2, r2) dans l'expression (3.10)
conduit à l'expression approchée de la correction d'ordre N = 2 de l'amplitude du mode
incident :

(2)Â(σ,m)(x) = −
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

k
(α2,r2)
x

β̂
(σ,m)
(α2,r2)

k
(σ,m)
x

n2 ξ̂(α2,r2)−n2 η̂(σ,m)

4ε2
2

Ĉn2Ĉ−n2

e−ik
(σ,m)
x x

[
2iε2x− e2iε2(x−`) + e−2iε2`

]
. (3.20)

En tenant compte de l'expression (2.27) et en considérant la correction d'amplitude du
mode incident (σ,m) à l'ordre N = 1 comme négligeable devant les corrections d'ordre
N = 0 et N = 2 (voir paragraphe 1.4.1), l'amplitude du mode incident (σ,m) à l'ordre
N = 2 peut être mise sous la forme,

[2]Â(σ,m)(x) = e−ik
(σ,m)
x x



1−

β̂
(α2,r2)
(σ,m)

k
(α2,r2)
x

β̂
(σ,m)
(α2,r2)

k
(σ,m)
x

n2 ξ̂(α2,r2)−n2 η̂(σ,m)

4ε2
2

Ĉn2
Ĉ−n2

[
2iε2x− e2iε2(x−`) + e−2iε2`

]


 . (3.21)

Le report de l'expression (3.19) de l'amplitude du mode créé par couplage à l'ordre N = 1

dans les expressions du �ux d'énergie moyen et de la densité moyenne d'énergie totale
donnés respectivement par les relations (2.36) et (F.19) conduit au rapport (relation
(F.29) de l'annexe F)

φ̄(α2,r2)

E
(α2,r2)

= −c(α2,r2)
g +

ε2

2

cT
kT
. (3.22)

Ainsi, en première approximation lorsque le couplage est parfait, c'est-à-dire pour ε2 = 0,
la vitesse de groupe du mode (α2, r2) est l'opposé de la vitesse de groupe du même mode
du guide extérieur (guide lisse non rugueux).
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A�n de véri�er si les expressions (3.19) et (3.21) sont de bonnes approximations
respectivement des amplitudes des modes créé par couplage (α2, r2) et incident (σ,m),
les amplitudes des modes calculées "numériquement" sont comparées à celles calculées
analytiquement [données par les relations (3.19) et (3.21)] pour un guide ayant une paroi
lisse et une paroi rugueuse, le pro�l de rugosité étant une distribution régulière et pério-
dique de trapèzes symétriques (�gure 3.5). Les paramètres adimensionnés utilisés sont
consignés dans le tableau 3.2.

fd/cT = 1, 844 d/Λ = 1, 67

Λ/λ = 1, 1 h/d = 0.01

kT ` = 277, 5 `/Λ = 40

Tableau 3.2 � Paramètres
utilisés pour calculer les résul-
tats des �gures 3.6, 3.7 et 3.8.
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Λ/2

Figure 3.5 � Schéma du guide considéré.

Quatre modes sont pris en compte dans les calculs "numériques", le mode incident
antisymétrique (σ = 1,m = 0) et les modes créés par couplage, les modes symétriques
(α = 2, r = 0) et (α2 = 2, r2 = 1) et le mode antisymétrique (α = 1, r = 1), ces modes
étant tous des modes propagatifs (�gure 3.6). La courbe de dispersion du mode incident
(tirets points) et celles des modes créés par couplage (traits pleins) sont tracées sur la
�gure 3.6 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT . Sur la même �gure, sont
tracées les courbes de couplage pour la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1)
(tirets) et celles pour le premier harmonique de la rugosité (n = 2) (pointillés). La
fréquence adimensionnée de la source ayant pour valeur fd/cT = 1, 844, le couplage
entre le mode incident (σ = 1,m = 0), le mode créé par couplage contra-directionnel
(α2 = 2, r2 = 1) et le premier harmonique de la rugosité (n = 2) est recherché.
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Figure 3.6 � Courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points), courbes de couplage pour
la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1) (tirets) et courbes de couplage pour le
premier harmonique de la rugosité (n = 2) (pointillés).
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Les modules des amplitudes normalisées des modes incident (σ = 1,m = 0) et créé
par couplage (α2 = 2, r2 = 1) à la fréquence fd/cT = 1, 844 sont tracés respectivement
sur les �gures 3.7a et 3.7b en fonction de la position adimensionnée kTx. La croissance de
l'amplitude du mode créé par couplage contra-directionnel (α2 = 2, r2 = 1) dans le sens
des x décroissants et la décroissance de l'amplitude du mode incident (σ = 1,m = 0)

dans le sens des x croissants attendues sont retrouvées numériquement (traits pleins)
et analytiquement (tirets). Ainsi, les couplages de modes pour les harmoniques de la
rugosité sont similaires aux couplages pour la fréquence fondamentale de la rugosité
[59]. De plus, le couplage de deux modes par une périodicité spatiale autre que la
fréquence fondamentale laisse penser que chaque périodicité spatiale d'un pro�l de
rugosité peut être déterminée par l'analyse des amplitudes des modes guidés. Les
deux amplitudes calculées numériquement présentent des oscillations contrairement aux
amplitudes calculées analytiquement, ces oscillations résultant des autres couplages
existants. Les amplitudes obtenues analytiquement sont en e�et calculées en négligeant
les autres modes et les autres fréquences de la rugosité, tandis que quatre modes et un
nombre important d'harmoniques de la rugosité sont pris en compte dans les calculs
numériques.
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Figure 3.7 � Module des amplitudes normalisées des modes : (a) incident (σ = 1,m = 0)

et (b) créé par couplage contra-directionnel (α2 = 2, r2 = 1) en fonction de la position
adimensionnée kTx à la fréquence adimensionnée fd/cT = 1, 844.

Les amplitudes des quatre modes sont calculées ici sur une bande de fréquence
comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cT = 1, 77 et fd/cT = 1, 92 (bande grisée de
la �gure 3.6). Les modules des amplitudes normalisées des modes incident (σ = 1,m = 0)

au point x = ` et créé par couplage contra-directionnel (α2 = 2, r2 = 1) au point
x = 0 sont tracés respectivement sur les �gures 3.8a et 3.8b en fonction de la fréquence
adimensionnée fd/cT . Le sinus cardinal de la relation (3.19) est retrouvé sur le résultat
numérique, avec un déphasage du même ordre de grandeur que celui observé pour le
couplage co-directionnel (voir �gure 3.8b).
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[0]Â(σ,m)(0)

∣∣∣∣∣

fd/cT

Intégration analytique

Intégration numérique

(σ = 1,m = 0)

(a)

Intégration analytique

Intégration numérique

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

1.78 1.8 1.82 1.84 1.86 1.88 1.9 1.92

∣∣∣∣∣
[N ]Â(α2,r2)(x = 0)
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Figure 3.8 � Module des amplitudes normalisées des : (a) incident (σ = 1,m = 0) au
point x = ` et (b) créé par couplage contra-directionnel (α2 = 2, r2 = 1) au point x = 0

en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT .

3.3 Théorie des modes couplés

Le modèle présenté dans les chapitres 1 et 2 ne converge pas dans certaines
con�gurations où un couplage fort a lieu entre deux modes guidés (voir paragraphe 1.4.2).
L'utilisation d'une technique d'approximations successives nécessite en e�et l'hypothèse
selon laquelle les e�ets dus à la rugosité (intégrale de contour dans l'opérateur Ĥ(α,r)

(σ,m))
sont faibles en comparaison avec le terme source représenté par l'intégrale de volume.
Mais dans le cas précis où un couplage fort entre un mode incident et un mode créé
par couplage a lieu, cette hypothèse n'est plus respectée. Le paragraphe précédent a en
e�et permis de mettre en lumière que lorsqu'un seul couplage fort a lieu entre un mode
incident et un mode créé par couplage, alors ces deux modes prédominent largement.
Il est possible, sous réserve de certaines approximations [les mêmes qu'au paragraphe
3.1 données par le système (3.3)], de s'a�ranchir de la technique des approximations
successives : une méthode alternative, basée sur la théorie des modes couplés [38, 72],
peut s'y substituer.
Cette méthode présentée ci-dessous repose au départ sur l'expression (2.20) exprimée
pour deux modes fortement couplés :





Â(σ,m)(x) = F̂ (σ,m)(x) + Ĥ
(σ,m)
(α,r)

{
Â(α,r)(x)

}
+ Ĥ

(σ,m)
(σ,m)

{
Â(σ,m)(x)

}

+B
(σ,m)
(α,r) Â

(α,r)(x) +B
(σ,m)
(σ,m)Â

(σ,m)(x), (3.23a)

Â(α,r)(x) = Ĥ
(α,r)
(σ,m)

{
Â(σ,m)(x)

}
+ Ĥ

(σ,m)
(α,r)

{
Â(α,r)(x)

}

+B
(α,r)
(σ,m)Â

(σ,m)(x) +B
(σ,m)
(α,r) Â

(α,r)(x), (3.23b)

où les couples (σ,m) et (α, r) représentent respectivement le mode incident et le mode
couplé.

3.3.1 Couplage co-directionnel

Les caractéristiques physiques de l'étude sont ici supposées telles que le couplage fort
entre le mode incident (σ,m) et le mode créé par couplage (α1, r1) se propageant dans
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le sens des x croissants est favorisé par l'harmonique n1 de la rugosité (tous les autres
couplages sont considérés comme négligeables). Le paramètre de désaccord δ1 associé à ce
couplage est donné par la relation (3.13). Le report de l'expression (2.33) de l'opérateur
F̂ (σ,m) et de l'expression (3.8) de l'opérateur Ĥ(α,r)

(σ,m) dans le système (3.23) conduit au
système





Â(σ,m)(x) = e−ik
(σ,m)
x x


1 +

β̂
(σ,m)
(α1,r1)

k
(σ,m)
x

−n1 η̂(σ,m)Ĉ−n1

x∫

0

Â(α1,r1)(x′)ei(k
(σ,m)
x − 2n1π

Λ )x′dx′


 , (3.24a)

Â(α1,r1)(x) = e−ik
(α1,r1)
x x

β̂
(α1,r1)
(σ,m)

k
(α1,r1)
x

n1 η̂(α1,r1)Ĉn1

x∫

0

Â(σ,m)(x′)ei(k
(α1,r1)
x +

2n1π
Λ )x′dx′. (3.24b)

La dérivée de chaque équation par rapport à la variable x permet d'écrire, compte tenu
de l'expression (3.13),





eik
(σ,m)
x x

[
∂x + ik(σ,m)

x

]
Â(σ,m)(x) =

β̂
(σ,m)
(α1,r1)

k
(σ,m)
x

−nη̂1
(σ,m)Ĉ−n1

Â(α1,r1)(x)ei(2δ1+k(α1,r1)
x )x, (3.25a)

eik
(α1,r1)
x x

[
∂x + ik(α1,r1)

x

]
Â(α1,r1)(x) =

β̂
(α1,r1)
(σ,m)

k
(α1,r1)
x

nη̂1
(α1,r1)Ĉn1Â

(σ,m)(x)e−i(2δ1−k(σ,m)
x )x. (3.25b)

En écrivant ces amplitudes sous la forme d'une onde qui se propage vers les x croissants,
à savoir

{
Â(σ,m)(x) = Ŝi(x)e−i(k

(σ,m)
x −δ1)x, (3.26a)

Â(α1,r1)(x) = Ŝd(x)e−i(k
(α1,r1)
x +δ1)x, (3.26b)

le coe�cient Ŝi(0) représente l'amplitude du mode incident en x = 0 qui est choisi égale à
l'unité [Ŝi(0) = 1] et le coe�cient Ŝd(0) représente l'amplitude du mode créé par couplage
en x = 0, à savoir ici Ŝd(0) = 0.
Le système d'équation (3.25) se ramène alors au système suivant :





∂xŜi(x) = −iδ1Ŝi(x) +
β̂

(σ,m)
(α1,r1)

k
(σ,m)
x

−n1 η̂(σ,m)Ĉ−n1
Ŝd(x), (3.27a)

∂xŜd(x) =
β̂

(α1,r1)
(σ,m)

k
(α1,r1)
x

n1 η̂(α1,r1)Ĉn1 Ŝi(x) + iδ1Ŝd(x), (3.27b)
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dont les solutions satisfaisant à Ŝi(0) = 1 et Ŝd(0) = 0 s'écrivent (la véri�cation est
immédiate) (annexe H) :





Ŝi(x) = cos(γ1x)− iδ1
sin(γ1x)

γ1
, (3.28a)

Ŝd(x) =
β̂

(α1,r1)
(σ,m)

k
(α1,r1)
x

n1 η̂(α1,r1)Ĉn1

sin(γ1x)

γ1
, (3.28b)

avec

γ2
1 = δ2

1 −
β̂

(σ,m)
(α1,r1)

k
(σ,m)
x

β̂
(α1,r1)
(σ,m)

k
(α1,r1)
x

−n1 η̂(σ,m)n1 η̂(α1,r1)Ĉn1
Ĉ−n1

. (3.29)

3.3.2 Couplage contra-directionnel

Les caractéristiques physiques de l'étude sont ici supposées telles que le couplage fort
entre le mode incident (σ,m) et le mode créé par couplage (α2, r2) se propageant dans
le sens des x décroissants est favorisé par l'harmonique n2 de la rugosité (tous les autres
couplages sont considérés comme négligeables). Le paramètre de désaccord ε2 associé à ce
couplage est donné par la relation (3.18). Le report de l'expression (2.33) de l'opérateur
F̂ (σ,m) et de l'expression (3.8) de l'opérateur Ĥ(α,r)

(σ,m) dans le système (3.23) conduit au
système





Â(σ,m)(x) = e−ik
(σ,m)
x x


1 +

β̂
(σ,m)
(α2,r2)

k
(σ,m)
x

−n2 η̂(σ,m)Ĉ−n2

x∫

0

Â(α2,r2)(x′)ei(k
(σ,m)
x − 2n2π

Λ )x′dx′


 , (3.30a)

Â(α2,r2)(x) = eik
(α2,r2)
x x

β̂
(α2,r2)
(σ,m)

k
(α2,r2)
x

n2 ξ̂(α2,r2)Ĉn2

`∫

x

Â(σ,m)(x′)e−i(k
(α2,r2)
x − 2n2π

Λ )x′dx′. (3.30b)

La dérivée de chaque équation par rapport à la variable x permet d'écrire, compte tenu
de l'expression (3.18),





eik
(σ,m)
x x

[
∂x + ik(σ,m)

x

]
Â(σ,m)(x) =

β̂
(σ,m)
(α2,r2)

k
(σ,m)
x

−n2 η̂(σ,m)Ĉ−n2
Â(α2,r2)(x)ei(2ε2−k(α2,r2)

x )x, (3.31a)

e−ik
(α2,r2)
x x

[
∂x − ik(α2,r2)

x

]
Â(α2,r2)(x) =

−
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

k
(α2,r2)
x

n2 ξ̂(α2,r2)Ĉn2
Â(σ,m)(x)ei(−2ε2−k(σ,m)

x )x. (3.31b)

En écrivant l'amplitude du mode incident (σ,m) sous la forme d'une onde qui se propage
vers les x croissants et celle du mode créé par couplage (α2, r2) sous la forme d'une onde
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qui se propage vers les x décroissants, à savoir

{
Â(σ,m)(x) = Ŝi(x)ei(ε2−k

(σ,m)
x )x, (3.32a)

Â(α2,r2)(x) = Ŝd(x)e−i(ε2−k
(α2,r2)
x )x, (3.32b)

le coe�cient Ŝi(0) représente l'amplitude du mode incident en x = 0 qui est choisi égale à
l'unité [Ŝi(0) = 1] et le coe�cient Ŝd(`) représente l'amplitude du mode créé par couplage
en x = `, à savoir ici Ŝd(`) = 0.
Le système d'équation (3.31a) se ramène alors au système suivant :





∂xŜi(x) = −iε2Ŝi(x) +
β̂

(σ,m)
(α2,r2)

k
(σ,m)
x

−n2 η̂(σ,m)Ĉ−n2
Ŝd(x), (3.33a)

∂xŜd(x) = −
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

k
(α2,r2)
x

n2 ξ̂(α2,r2)Ĉn2 Ŝi(x) + iε2Ŝd(x), (3.33b)

dont les solutions satisfaisant à Ŝi(0) = 1 et Ŝd(`) = 0 s'écrivent (annexe H) :





Ŝi(x) =
γ2 cos[γ2(`− x)] + iε2 sin[γ2(`− x)]

γ2 cos(γ2`) + iε2 sin(γ2`)
, (3.34a)

Ŝd(x) =
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

n2 ξ̂(α2,r2)Ĉn2
sin[γ2(`− x)]

k
(α2,r2)
x [γ2 cos(γ2`) + iε2 sin(γ2`)]

, (3.34b)

avec

γ2
2 = ε22 +

β̂
(σ,m)
(α2,r2)

k
(σ,m)
x

−n2 η̂(σ,m)
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

k
(α2,r2)
x

n2 ξ̂(α2,r2)Ĉn2
Ĉ−n2

. (3.35)

3.3.3 Exemple de résultat

La comparaison des deux formes de solution de l'équation (2.20) (approximations
successives et théorie des modes couplés) est e�ectuée pour une plaque ayant une paroi
lisse et une paroi rugueuse dont le pro�l de rugosité est une distribution régulière de
trapèzes (dents de scie inversées) de hauteur h et de périodicité spatiale Λ (�gure 3.9).
Les paramètres adimensionnés utilisés sont consignés dans le tableau 3.3.

d/Λ = 1, 67

h/d = 0.01

`/Λ = 40

Tableau 3.3 � Paramètres
utilisés pour calculer les résul-
tats des �gures 3.10, 3.11 et
3.12.

h

x

z

O
y

x = 0 x = ℓ

Mode

in
ident

(σ,m) d

Λ

ℓ

Λ/2

Figure 3.9 � Schéma du guide considéré.



3.3 Théorie des modes couplés 69

Quatre modes sont pris en compte dans les calculs numériques (approximations succes-
sives), le mode incident symétrique (σ = 2,m = 1) et les modes créés par couplage,
le mode symétrique (α = 2, r = 0) et les modes antisymétriques (α = 1, r = 0) et
(α = 1, r = 1), ces modes étant tous des modes propagatifs à l'exception du mode
(α = 1, r = 1) qui est évanescent (�gure 3.10).
La courbe de dispersion du mode incident (tirets points), les courbes de dispersion des
modes créés par couplage (traits pleins) et les courbes de couplage contra-directionnel
[équation (1.46)] pour la fréquence fondamentale de la rugosité (tirets) sont tracées
sur la �gure 3.10 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT . La fréquence de
la source étant dé�nie dans l'intervalle fd/cT ∈ [1, 2; 1, 35] (zone grisée), le couplage
contra-directionnel du mode incident (σ = 2,m = 1) avec lui-même pour la fréquence
fondamentale de la rugosité (n = 1) se trouve privilégiée.
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x d
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Figure 3.10 � Courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par l'expression (1.46) (tirets).

Le coe�cient de ré�exion en énergie du mode incident (σ = 2,m = 1) au point
x = 0 et le coe�cient de transmission en énergie du mode incident (σ = 2,m = 1) au
point x = ` [donnés respectivement par les expressions (2.37a) et (2.37b)] sont tracés
respectivement sur les �gures 3.11a et 3.11b en fonction de la fréquence adimensionnée
fd/cT . Les résultats sont obtenus de façon numérique par les approximations successives
(traits pleins) et de façon analytique par la théorie des modes couplés (tirets). Les deux
amplitudes calculées par la théorie des modes couplés ont des formes proches de sinus
cardinaux. Le décalage fréquentiel des courbes est du même ordre de grandeur que celui
observé au paragraphe 3.2 (�gures 3.8). Par contre, les largeurs du lobe principal et
des lobes secondaires sont approximativement les mêmes entre les résultats obtenus par
approximations successives et ceux obtenus par la théorie des modes couplés.
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Figure 3.11 � Evolution des coe�cients (a) de ré�exion en énergie du mode incident
(σ = 2,m = 1) au point x = 0 et (b) de transmission en énergie du mode incident
(σ = 2,m = 1) au point x = ` en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT . Les
résultats obtenus par les approximations successives sont en traits pleins et les résultats
obtenus par la théorie des modes couplés sont représentés par des tirets.

Du fait que la technique des approximations successives ne converge plus lorsque le
nombre de motifs constituant le pro�l est trop élevé, lorsqu'un couplage fort entre deux
modes guidés a lieu (voir paragraphe 1.4.2), c'est l'objectif du travail présenté ici que
d'observer un couplage pour une longueur de rugosité importante en faisant usage de la
théorie des modes couplés. Le guide étudié précédemment est à nouveau considéré, mais
ici pour une longueur de rugosité telle que `/Λ = 100 (nombre de motifs).
Les évolutions des coe�cients de ré�exion en énergie au point x = 0 et de transmission
en énergie au point x = ` du mode incident (σ = 2,m = 1) sont tracées respectivement
sur les �gures 3.12a et 3.12b en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT . Pour
les fréquences situées dans la bande d'arrêt, le coe�cient de ré�exion du mode incident
(σ = 2,m = 1) est égal à l'unité et le coe�cient de transmission du mode incident
(σ = 2,m = 1) est nul, ce qui implique que toute l'énergie apportée dans le guide par le
mode incident a été rétro di�usée.
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Figure 3.12 � Évolutions des coe�cients (a) de ré�exion en énergie du mode incident
(σ = 2,m = 1) au point x = 0 et (b) de transmission en énergie du mode incident
(σ = 2,m = 1) au point x = ` en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT .
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3.4 In�uence des paramètres géométriques du guide
d'onde sur le couplage de modes

Les transferts d'énergie entre modes induits par la rugosité dépendent de la hauteur,
de la forme et de la longueur de rugosité. Le développement des fonctions dé�nissant
les rugosités sur des séries de Fourier fait apparaître, dans le calcul des amplitudes des
modes aux premiers ordres des perturbations, les coe�cients de couplage nξ̂(α,r) et nη̂(α,r)

(3.9) qui tiennent compte de plusieurs paramètres acoustiques et géométriques dé�nissant
les guides d'onde. L'objectif de ce paragraphe est de montrer l'in�uence de certains
paramètres apparaissant dans ces deux coe�cients sur les amplitudes des modes. Dans ce
paragraphe, les amplitudes des modes sont calculées numériquement (par approximations
successives) jusqu'à convergence.

3.4.1 In�uence de la hauteur de rugosité sur le couplage de
modes

A�n d'observer l'in�uence de la hauteur de rugosité sur les amplitudes des modes,
plusieurs guides d'onde ayant la même périodicité spatiale et la même forme de rugosité,
mais des hauteurs de rugosité di�érentes sont étudiés. La géométrie considérée est une
plaque ayant une paroi lisse et une paroi rugueuse, le pro�l de rugosité étant une distri-
bution régulière et périodique de dents de scie symétriques (triangles isocèles) de hauteur
h et de périodicité spatiale Λ (�gure 3.13). Les paramètres adimensionnés utilisés sont
consignés dans le tableau 3.4.

d/Λ = 2, 5

h/d ∈ [0; 0, 03]

`/Λ = 50

Tableau 3.4 � Paramètres
utilisés pour calculer les résul-
tats des �gures 3.14, 3.14 et
3.14.
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Figure 3.13 � Schéma du guide considéré.

Quatre modes sont pris en compte dans les calculs numériques, le mode incident
antisymétrique (σ = 1,m = 0) et les modes créés par couplage symétriques (α = 2, r = 0)

et (α = 2, r = 1) et antisymétrique (α = 1, r = 1), ce dernier étant le seul mode
évanescent (�gure 3.14). La courbe de dispersion du mode incident (tirets points), les
courbes de dispersion des modes créés par couplage (traits pleins) et les courbes de
couplage pour la fréquence fondamentale de la rugosité sont tracées sur la �gure 3.14 en
fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT . La fréquence de la source étant choisie
dans l'intervalle fd/cT ∈ [1, 2; 1, 35] (bande grisée), le couplage contra-directionnel du
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mode incident (σ = 1,m = 0) avec le mode créé par couplage (α = 2, r = 1) se trouve
favorisé pour la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1).
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Figure 3.14 � Courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par l'expression (1.46) (tirets).

Les évolutions du coe�cient de ré�exion en énergie du mode créé par couplage
(α = 2, r = 1) au point x = 0 et du coe�cient de transmission en énergie du mode
incident (σ = 1,m = 0) au point x = ` sont tracées sur la �gure 3.15a en fonction
de la fréquence adimensionnée fd/cT pour les hauteurs de rugosités adimensionnées
h/d = 0, 01 (traits pleins), h/d = 0, 02 (tirets) et h/d = 0, 03 (pointillés). Comme prévu,
l'énergie échangée entre le mode incident (σ = 1,m = 0) et le mode créé par couplage
(α = 2, r = 1) augmente avec la hauteur de rugosité [60,64]. La largeur du lobe principal
du sinus cardinal ne varie pas ou peu. La fréquence centrale de la bande d'arrêt (fréquence
à laquelle le sinus cardinal atteint sa valeur maximale) varie légèrement en fonction de
la hauteur de rugosité. Ceci peut être véri�é à partir de l'équation (1.46), dans laquelle
intervient le rapport d/Lz qui reste très proche de l'unité dans les conditions de cette
étude. Les nombres d'ondes des modes guidés dépendant de l'épaisseur du guide, toute
variation de la hauteur de rugosité (donc de l'épaisseur du guide) a pour conséquence une
variation des nombres d'ondes des modes guidés, ce qui traduit ces décalages fréquentielles
des couplages.
Les évolutions du maximum du coe�cient de ré�exion du mode créé par couplage (α =

2, r = 1) et du minimum du coe�cient de transmission du mode incident (σ = 1,m = 0)

sont tracées sur la �gure 3.15b en fonction de la hauteur adimensionnée h/d. A partir de
la valeur h/d = 0, 01, les maxima des coe�cients de ré�exion et les minima du coe�cient
de transmission varient à peu près linéairement avec la hauteur de rugosité [60]. La
hauteur de rugosité apparaît dans les expressions des valeurs propres k(σ,m)

z (2.11), dans
les expressions des nombres d'ondes k(σ,m)

x (2.16) et dans l'expression des coe�cients
Ĉn (3.7) du développement en série de Fourier des fonctions h1 dé�nissant les pro�ls de
rugosité. Si de faibles variations de la hauteur de rugosité n'ont pas d'in�uence importante
sur les valeurs propres k(σ,m)

z et sur les nombres d'ondes k(σ,m)
x , les coe�cients Ĉn varient

quant à eux linéairement avec la hauteur de rugosité. De plus, aux premiers ordres des
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approximations successives (voir paragraphe 3.2.1 et 3.2.2), les amplitudes des modes
guidés dépendent linéairement des coe�cients Ĉn, donc linéairement de la hauteur de
rugosité.
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Figure 3.15 � (a) Évolutions des coe�cients de ré�exion du mode (α = 2, r = 1) et de
transmission du mode incident (σ = 1,m = 0) en fonction de la fréquence adimensionnée
fd/cT pour h/d = 0, 01 (trait plein), h/d = 0, 02 (tirets) et h/d = 0, 03 (pointillés).
(b) Évolutions des maximas du coe�cient de ré�exion du mode (α = 2, r = 1) et des
minimas du coe�cient de transmission du mode incident (σ = 1,m = 0) en fonction de
la hauteur adimensionnée h/d.

3.4.2 In�uence de la longueur de rugosité sur le couplage de
modes

Le guide étudié au paragraphe 3.4.1 est à nouveau considéré ici, mais pour une
hauteur de rugosité constante h/d = 0, 025 et pour di�érentes longueurs de rugosité,
comprises dans l'intervalle `/Λ ∈ [0; 65]. Les évolutions du coe�cient de ré�exion en
énergie du mode créé par couplage (α = 2, r = 1) et du coe�cient de transmission en
énergie du mode incident (σ = 1,m = 0) sont tracées sur la �gure 3.16a en fonction de la
fréquence adimensionnée fd/cT pour les longueurs de rugosité adimensionnées `/Λ = 15

(traits pleins), `/Λ = 30 (tirets) et `/Λ = 45 (pointillés). L'énergie échangée entre le
mode incident (σ = 1,m = 0) et le mode créé par couplage (α = 2, r = 1) augmente avec
la longueur de rugosité [60, 81]. La largeur du lobe principal du sinus cardinal varie en
fonction de la longueur de rugosité ; comme attendu, la fréquence centrale de la bande
d'arrêt ne varie pas en fonction de la longueur de rugosité.

Les évolutions des maxima du coe�cient de ré�exion du mode créé par couplage
(α = 2, r = 1) et des minima du coe�cient de transmission du mode incident
(σ = 1,m = 0) sont tracées sur la �gure 3.16b en fonction du nombre de motifs `/Λ
constituant le pro�l. Pour les longueurs de rugosité supérieures à 20 motifs, l'évolution
du coe�cient de ré�exion du mode créé par couplage (α = 2, r = 1) et du coe�cient
de transmission du mode incident (σ = 1,m = 0) varie à peu près linéairement [60, 81].
Ces variations linéaires viennent du fait que les amplitudes des modes créés par couplage
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à l'ordre N = 1, données par les expressions (3.14) pour le couplage co-directionnel et
(3.19) pour le couplage contra-directionnel, dépendent linéairement de la longueur de
rugosité.
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Figure 3.16 � (a) Évolutions des coe�cients de ré�exion du mode (α = 2, r = 1) et de
transmission du mode incident (σ = 1,m = 0) en fonction de la fréquence adimensionnée
fd/cT pour `/Λ = 15 (trait plein), `/Λ = 30 (tirets) et `/Λ = 45 (pointillés). (b)
Évolutions des maximas du coe�cient de ré�exion du mode (α = 2, r = 1) et des minimas
du coe�cient de transmission du mode incident (σ = 1,m = 0) en fonction de la longueur
adimensionnée `/Λ.

3.4.3 In�uence de la forme de la rugosité sur le couplage de
modes

L'in�uence de la forme de la rugosité sur les amplitudes des modes est étudiée en
traçant les coe�cients de ré�exion et de transmission de deux modes fortement couplés
en fonction des coe�cients des séries de Fourier et en comparant les couplages de ces
deux modes pour deux fréquences de rugosité di�érentes.

Pour cela, plusieurs guides d'onde de même périodicité spatiale et de même hauteur
de rugosité sont considérés. La géométrie est une plaque ayant une paroi lisse et une paroi
rugueuse, le pro�l de rugosité étant une distribution régulière et périodique de dents de
scie. La forme des dents de scie varie d'un guide à l'autre ; la position du sommet d'une
dent est comprise dans l'intervalle [0,Λ/2], où la position 0 est telle que la dent corres-
pond à un triangle rectangle et où la position Λ/2 est telle que la dent est un triangle
isocèle. Ainsi, pour chaque forme de dent de scie, les coe�cients de la série de Fourier
sont di�érents et les évolutions des coe�cients de ré�exion et de transmission de deux
modes fortement couplés sont observés en fonction des coe�cients des séries de Fourier.
Les paramètres adimensionnés utilisés sont consignés dans le tableau 3.5.
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d/Λ = 2

h/d = 0, 05

`/Λ = 15

Tableau 3.5 � Paramètres
utilisés pour calculer les résul-
tats des �gures 3.18 et 3.19

h

Λ

ℓ

x

z

O
y

x = 0 x = ℓ

Mode

in
ident

(σ,m) d

Figure 3.17 � Schéma du guide considéré.

Six modes sont pris en compte dans les calculs numériques, le mode incident
symétrique (σ = 2,m = 1) et les modes créés par couplage, à savoir les modes symétriques
(α = 2, r = 0) et (α = 2, r = 2) et les modes antisymétriques (α = 1, r = 0),
(α = 1, r = 1) et (α = 1, r = 2). La courbe de dispersion du mode incident (tirets
points), les courbes de dispersion des modes créés par couplage (traits pleins), les courbes
de couplage pour la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1) et les courbes de
couplage pour le premier harmonique de la rugosité (n = 2) sont tracées sur la �gure
3.18 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT . Les couplages contra-directionnels
du mode incident (σ = 2,m = 1) avec le mode créé par couplage (α = 1, r = 1)

pour la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1) et pour le premier harmonique
de la rugosité (n = 2) sont étudiés, le premier couplage à la fréquence adimensionnée
fd/cT = 1, 64 et le second à la fréquence adimensionnée fd/cT = 2, 37.

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

(n = 1)

(n = 2)

(1, 0) (2, 1)

(1, 2)(2, 2)

(1, 1)
(2, 0)

k
(...,...)
x d

2π

1.64 2.37
fd/cT

Figure 3.18 � Courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par l'expression (1.46) pour la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1)
(tirets) et pour le premier harmonique de la rugosité (n = 2) (pointillés).

Les évolutions des coe�cients de ré�exion en énergie du mode créé par couplage
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(α = 1, r = 1) au point x = 0 et des coe�cients de transmission en énergie du mode
incident (σ = 2,m = 1) au point x = ` à la fréquence adimensionnée fd/cT = 1, 64 sont
tracées en fonction du produit |Ĉ1Ĉ

∗
1 |/d2 sur la �gure 3.19a. De même, les évolutions des

coe�cients de ré�exion du mode créé par couplage (α = 1, r = 1) et des coe�cients
de transmission du mode incident (σ = 2,m = 1) à la fréquence adimensionnée
fd/cT = 2, 37 sont tracées en fonction du produit |Ĉ2Ĉ

∗
2 |/d2 sur la �gure 3.19b. Pour

les deux couplages étudiés, les évolutions des coe�cients de ré�exion et de transmission
évoluent comme prévu linéairement, leurs croissance et décroissance relatives évoluant
comme attendu. A noter que pour Ĉ2 = 0, le coe�cient de ré�exion du mode créé
par couplage (α = 1, r = 1) est nul et le coe�cient de transmission du mode incident
(σ = 2,m = 1) est égal à 1, ce qui traduit une absence de couplage entre ces deux modes,
bien que l'accord de phase soit véri�é.
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Figure 3.19 � Évolutions des coe�cients de ré�exion en énergie du mode (α = 1, r = 1)

au point x = 0 et des coe�cients de transmission en énergie du mode incident
(σ = 2,m = 1) au point x = ` : (a) à la fréquence fd/cT = 1, 64 en fonction du
produit |Ĉ1Ĉ

∗
1 |/d2 et (b) à la fréquence fd/cT = 2, 37 en fonction du produit |Ĉ2Ĉ

∗
2 |/d2.

3.4.4 Étude de l'e�et de l'enveloppe du pro�l de rugosité

Lorsque la rugosité est une sinusoïde ou une somme de sinusoïde (séries de Fourier),
l'amplitude d'un mode au premier ou au dernier point de la rugosité (selon le type de
couplage) varie en fonction de la fréquence selon un sinus cardinal de fréquence centrale
donnée par la condition d'accord de phase, ce sinus cardinal étant le résultat d'une trans-
formée de Fourier (voir paragraphe 3.1). A�n de véri�er si les amplitudes de modes sont
directement liées à une transformée de Fourier du pro�l, le travail proposé ici consiste à
étudier quatre guides d'ondes ayant les mêmes paramètres acoustiques et géométriques,
et dont l'unique di�érence repose sur l'enveloppe du pro�l de rugosité, à savoir une
fonction porte, une fonction triangle (fenêtre de Bartlett), une demie période de sinus
(fenêtre de Hann) et une fenêtre de Blackmann, cette dernière ayant pour expression [96] :
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hBlackmann(x) =





0.42− 0.5 cos
(

2π
Λ0
x
)

+ 0.08 cos
(

4π
Λ0
x
)
, si x ∈ [0, `],

0, si x 6∈ [0, `].
(3.36)

Les quatre guides d'ondes sont des plaques ayant une paroi lisse et une paroi rugueuse,
le pro�l de rugosité étant une sinusoïde de période Λ0 et de hauteur h. Les paramètres
adimensionnés utilisés sont consignés dans le tableau 3.6.

d/Λ0 = 2, 5 h/d = 0, 02 `/Λ0 = 20

fd/cT ∈ [1, 65; 1, 9] Λ0/λ ∈ [0, 66; 0, 76] kT ` ∈ [82, 9; 95, 5]

Tableau 3.6 � Paramètres utilisés pour calculer les résultats des �gures 3.20, 3.21, 3.22
et 3.23.

Les pro�ls de rugosité adimensionnés h1(x)/d fenêtrés par la fonction porte, la demie
période de sinus, la fonction triangle et la fenêtre de Blackmann sont respectivement tra-
cées sur les �gures 3.20a, 3.20b, 3.20c et 3.20d en fonction de la position adimensionnée
x/Λ0.
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Figure 3.20 � Tracés en fonction de la position adimensionnée x/Λ0 des pro�ls de
rugosité sinusoïdale normalisés h1(x)/d fenêtrés par (a) une fonction porte, (b) une demie
période de sinus, (c) une fonction triangle et (d) une fenêtre de Blackmann.
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La densité spectrale de puissance du pro�l de rugosité h1(x) est, selon la relation
de Wiener-Khintchine [96], la transformée de Fourier de la fonction d'autocorrélation
du pro�l h1(x). La transformée de Fourier d'un produit de convolution étant le produit
des transformées de Fourier, la densité spectrale de puissance du pro�l h1(x) a pour
expression,

DSP [h1(x)] = Ĥ(Λ)Ĥ(Λ)∗, (3.37)

où Ĥ(Λ)∗ est le conjugué de la transformée de Fourier Ĥ(Λ) du pro�l h1(x), exprimée
par la relation,

Ĥ(Λ) =
1

2π

∞∫

−∞

h1(x)e−i
2π
Λ xdx. (3.38)

Les densités spectrales de puissance (DSP) des quatre pro�ls de rugosité étudiés sont
tracées sur la �gure 3.21 en fonction du rapport d/Λ. La DSP du pro�l fenêtré par la
fonction porte (tirets points) est le carré d'un sinus cardinal d'amplitude plus importante
que les DSP des pro�ls fenêtrés par la demi période de sinus (pointillés), par la fonction
triangle (tirets) et par la fenêtre de Blackmann (traits pleins). A noter que ces trois
dernières DSP ne présentent pas de lobes secondaires.
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Figure 3.21 � Évolutions en fonction du rapport d/Λ des densités spectrales de puissance
des pro�ls de rugosité sinusoïdale fenêtrés par une fonction porte (tirets points), une
demie période de sinus (pointillés), une fonction triangle (tirets) et une fenêtre de
Blackmann (trait plein).

Quatre modes sont pris en compte dans les calculs, le mode incident symétrique
(σ = 2,m = 1) et les modes créés par couplage symétrique (α = 2, r = 0) et
antisymétriques (α = 1, r = 0) et (α = 1, r = 1), tous ces modes étant propagatifs.
La courbe de dispersion du mode incident (tirets points), les courbes de dispersion des
modes créés par couplage (traits pleins) et les courbes de couplage pour la périodicité
Λ0 sont tracées sur la �gure 3.22 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT . La
fréquence de la source étant dé�nie dans l'intervalle fd/cT ∈ [1, 65; 1, 9], le couplage
contradirectionnel du mode incident (σ = 2,m = 1) avec le mode créé par couplage
(α = 1, r = 1) et la périodicité Λ0 est étudié.
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Figure 3.22 � Courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points) et courbes de couplage
donnés par l'expression (1.46) (tirets).

Les évolutions des coe�cients de transmission en énergie du mode incident (σ =

2,m = 1) au point x = ` et du coe�cient de ré�exion en énergie du mode créé par
couplage (α = 1, r = 1) au point x = 0 sont tracées respectivement sur les �gures 3.23a
et 3.23b en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT . Les formes des coe�cients
de transmission et de ré�exion apparaissent en relation directe avec les formes des DSP
pour chacun des pro�ls de rugosité considérés.
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Figure 3.23 � Evolution en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT des coe�cients
(a) de transmission en énergie du mode incident (σ = 2,m = 1) au point x = ` et (b)
de ré�exion en énergie du mode créé par couplage (α = 1, r = 1) au point x = 0. Les
résultats sont obtenus pour des pro�ls de rugosité sinusoïdale fenêtrés par une fonction
porte (tirets points), une demie période de sinus (pointillés), une fonction triangle (tirets)
et une fenêtre de Blackmann (trait plein).
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3.5 Études de pro�ls de rugosité ayant plusieurs
périodicités spatiales

Nous avons vu au paragraphe 3.4.4 que la périodicité de la rugosité induisait des
couplages privilégiés pour des fréquences déterminées [59, 64]. Toutefois, les pro�ls de
rugosité parfaitement périodiques sont rarement rencontrés, mais servent de base aux
études menées pour des pro�ls ayant plusieurs périodicités spatiales (la rugosité ou
défaut de surface peut être le résultat de phénomènes périodiques présentant plusieurs
périodicités spatiales). L'étude présentée ici se place dans la continuité du paragraphe
3.4 sur l'in�uence des paramètres géométriques des guides d'ondes sur le couplage de
modes. Après avoir montré que, pour un pro�l de rugosité sinusoïdal, les coe�cients de
ré�exion et de transmission lors d'un couplage fort prennent la forme de la DSP du pro�l
de rugosité, l'objectif de l'étude présenté ici est d'abord d'observer des couplages pour
des rugosités ayant plusieurs périodicités spatiales [73, 77], puis de montrer la relation
entre la DSP des pro�ls de rugosité et les coe�cients de ré�exion et de transmission en
énergie des modes.

3.5.1 Pro�ls de rugosité ayant deux périodicités spatiales voi-
sines

L'objectif de cette partie est d'étudier deux pro�ls de rugosité formés à partir de
deux fonctions sinusoïdales ayant des périodicités spatiales voisines Λ1 et Λ2. .
Le travail suivant concerne deux plaques ayant une paroi z1 rugueuse et une paroi z2

lisse. Le pro�l de rugosité de la surface z1 est, dans le premier cas de l'étude, composé de
deux sinusoïdes de même longueur ` = 96 mm additionnées, ayant respectivement pour
périodicité spatiale Λ1 = 3 mm et Λ2 = 3, 2 mm (�gure 3.24a). Pour le second pro�l
étudié, les deux mêmes sinusoïdes de périodicités spatiales Λ1 et Λ2 et respectivement
de longueurs `1 = 16Λ1 et `2 = 15Λ2, sont juxtaposées l'une à l'autre, c'est-à-dire dans
le prolongement l'une de l'autre (�gure 3.24b). Les deux pro�ls obtenus ont la même
hauteur maximale de rugosité h telle que h/d = 0, 02 et la même longueur de rugosité
` = 96 mm.
Le pro�l sommé a pour expression :

h1(x) =




h
4

[
2− cos

(
2π
Λ1
x
)
− cos

(
2π
Λ2
x
)]
, si x ∈ [0, `],

0, si x 6∈ [0, `],
(3.39)

et le pro�l juxtaposé a pour expression :

h1(x) =





h
2

[
1− cos

(
2π
Λ1
x
)]
, si x ∈ [0, `1],

h
2

[
1− cos

(
2π
Λ2
x
)]
, si x ∈ [`1, `1 + `2],

0, si x 6∈ [0, `1 + `2],

(3.40)

où h est la hauteur maximale du pro�l.
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Figure 3.24 � Tracé des pro�ls de rugosité adimensionnés h1(x)/d (a) sommé et (b)
juxtaposé (dans le prolongement l'une de l'autre) en fonction de la position adimensionnée
x/`.

Les densités spectrales de puissance (DSP) des deux pro�ls de rugosité sont tracées
respectivement sur les �gures 3.25a et 3.25b en fonction du rapport d/Λ. Les deux
périodicités Λ1 et Λ2 sont retrouvées dans chaque DSP. La transformée de Fourier du
pro�l sommé est la somme des transformée de Fourier de chaque sinusoïde dans l'intervalle
[0, `] (�gure 3.25a). Par contre, la transformée de Fourier du pro�l juxtaposé est la somme
des transformées de Fourier de chaque sinusoïde, mais ces deux transformées de Fourier
sont e�ectuées sur deux intervalles di�érents, la première sur l'intervalle [0, 16Λ1] et la
seconde sur l'intervalle [16Λ1, 16Λ1+15Λ2]. Ainsi, les lobes principaux des sinus cardinaux
résultant des transformées de Fourier sont plus larges que ceux du pro�l "sommé" et,
ainsi, un phénomène de recouvrement apparaît, ce phénomène ayant pour conséquence
notable, l'émergence d'une périodicité spatiale Λ3 d'amplitude plus forte que celles des
périodicités Λ1 et Λ2 et située entre ces deux périodicités (�gure 3.25b).
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Figure 3.25 � Tracés des densités spectrales de puissance (DSP) des pro�ls de rugosité
(a) "sommé" et (b) "collé" en fonction du rapport d/Λ.

Pour les deux guides, la source génère le mode (σ = 2,m = 0) dans une bande
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de fréquence comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cT = 1, 1 et fd/cT = 1, 35.
Les quatre premiers modes sont pris en compte dans les calculs, les trois premiers étant
propagatifs et le dernier évanescent. La courbe de dispersion du mode incident (tirets
points), les courbes de dispersion des modes créés par couplage (traits pleins), les courbes
de couplage pour la périodicité Λ2 (tirets) et les courbes de couplage pour la périodicité
Λ1 (pointillés) sont tracées sur la �gure 3.26 en fonction de la fréquence adimensionnée
fd/cT . La fréquence de la source étant dé�nie dans l'intervalle fd/cT ∈ [1, 2; 1, 35], le
couplage contra-directionnel du mode incident (σ = 2,m = 0) et du mode créé par
couplage (α = 2, r = 1) pour les périodicités spatiales Λ1 et Λ2 sont étudiés.
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Figure 3.26 � Courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points), courbes de couplage donnés
par l'expression (1.46) pour la périodicité spatiale Λ2 (tirets) et courbes de couplage
donnés par l'expression (1.46) pour la périodicité spatiale Λ1 (pointillés).

Les évolutions du coe�cient de ré�exion en énergie du mode créé par couplage
(α = 2, r = 1) au point x = 0 et du coe�cient de transmission en énergie du mode
incident (σ = 2,m = 0) au point x = ` sont tracées en fonction de la fréquence
adimensionnée fd/cT sur la �gure 3.27a pour le guide d'ondes "sommé" et sur la �gure
3.27b pour le guide d'ondes juxtaposé. Pour ces deux guides d'ondes, les couplages pour
les périodicités Λ1 et Λ2 sont retrouvés. Pour le pro�l juxtaposé, un couplage entre le
mode incident (σ = 2,m = 0) et le mode créé par couplage (α = 2, r = 1) se produit
entre les couplages dus aux périodicités spatiales Λ1 et Λ2, ce couplage étant associé à la
périodicité spatiale émergente Λ3 de la DSP du pro�l juxtaposé (�gure 3.25b). Ainsi que
dans le paragraphe du fenêtrage de la rugosité, pour les deux guides d'ondes étudiés, les
coe�cients de ré�exion du mode créé par couplage (α = 2, r = 1) et de transmission du
mode incident (σ = 2,m = 0) font apparaître une forme voisine de celles des DSP des
pro�ls de rugosité.
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Figure 3.27 � Évolutions du coe�cient de ré�exion en énergie du mode créé par couplage
(α = 2, r = 1) au point x = 0 et du coe�cient de transmission en énergie du mode incident
(σ = 2,m = 0) au point x = ` en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT pour (a)
le pro�l sommé et (b) le pro�l juxtaposé.

3.5.2 Pro�l de rugosité ayant trois périodicités spatiales éloi-
gnées

L'objectif de ce paragraphe est d'étudier un pro�l de rugosité composé, sur une
longueur `, de trois sinusoïdes d'amplitudes di�érentes et de périodicités spatiales
su�samment écartées les unes des autres pour éviter le recouvrement mentionné au
paragraphe précédent. L'intérêt est toujours de comparer l'évolution de la densité
spectrale de puissance d'un pro�l de rugosité avec les coe�cients de ré�exion et de
transmission en énergie des modes couplés.
Les amplitudes des sinusoïdes ont pour valeurs h1 = 0, 05 mm, h2 = 0, 1 mm et h3 = 0, 15

mm et les périodicités spatiales ont pour valeurs respectives Λ1 = 3, 5 mm, Λ2 = 4 mm
et Λ3 = 5 mm. La fonction h(x) dé�nissant le pro�l de rugosité a pour expression :

h(x) =




h1

2

[
1− cos

(
2π
Λ1
x
)]

+ h2

2

[
1− cos

(
2π
Λ2
x
)]

+ h3

2

[
1− cos

(
2π
Λ3
x
)]
, si x ∈ [0, `],

0, si x 6∈ [0, `].

(3.41)
Le pro�l de rugosité adimensionné h(x)/d est tracé en fonction de la position
adimensionnée x/` sur la �gure 3.28a et sa DSP est tracée en fonction du rapport d/Λ
sur la �gure 3.28b. Les trois périodicités spatiales sont clairement visibles sur la DSP,
avec des hauteurs di�érentes. Comme prévu, la longueur de rugosité est su�samment
grande et les périodicités spatiales su�samment éloignées les unes des autres pour éviter
tout phénomène de recouvrement.
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Figure 3.28 � (a) Tracé du pro�l de rugosité adimensionné h(x)/d en fonction de la
position adimensionnée x/` et (b) tracé de la DSP du pro�l de rugosité en fonction du
rapport d/Λ.

La source génère le mode incident (σ = 2,m = 0) dans une bande de fréquence
comprise entre les valeurs adimensionnées fd/cT = 0, 1 et fd/cT = 0, 35 (bande grisée
de la �gure 3.29). Les deux premiers modes du guide sont pris en compte dans les
calculs et seul le mode incident est propagatif. La courbe de dispersion du mode incident
(σ = 2,m = 0) (tirets points), la courbe de dispersion du mode créé par couplage
(α = 1, r = 0) (trait plein) et les courbes de couplage pour les périodicités Λ1, Λ2 et Λ3

(tirets) sont tracées en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT sur la �gure 3.29.
La fréquence de la source étant dé�nie dans l'intervalle fd/cT ∈ [0, 1; 0, 35], les couplages
contra-directionnels du mode incident avec lui-même pour les périodicités Λ1, Λ2 et Λ3

sont privilégiés.
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Figure 3.29 � Courbe de dispersion du mode incident (σ = 2,m = 0) (tirets points),
courbe de dispersion du mode créé par couplage (α = 1, r = 0) (trait plein) et courbes
de couplage contra-directionnel pour les périodicités Λ1, Λ2 et Λ3 (tirets).

Les évolutions des coe�cients de transmission et de ré�exion en énergie du mode
incident (σ = 2,m = 0) en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT sont tracées
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sur la �gure 3.30. Les couplages pour les trois périodicités Λ1, Λ2 et Λ3 apparaissent
clairement. Les amplitudes associées aux trois périodicités spatiales de la DSP évoluent
de la même manière que les coe�cients de transmission et de ré�exion en énergie du
mode incident (σ = 2,m = 0).
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Figure 3.30 � Évolutions des coe�cients de transmission et de ré�exion en énergie du
mode incident (σ = 2,m = 0) en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT .

3.5.3 Pro�l de rugosité pseudo-aléatoire

Dans la continuité des travaux réalisés dans ce chapitre sur la relation entre les
DSP des pro�ls de rugosité et les couplages de modes, le paragraphe suivant a pour but
de mettre en évidence des couplages de modes dans le cas d'une rugosité aléatoire ou
pseudo-aléatoire, ayant plusieurs périodicités spatiales importantes.

Le guide considéré ici est délimité par une surface parfaitement lisse et une surface
rugueuse dont le pro�l de rugosité adimensionné h1(x)/d de longueur ` est tracé sur
la �gure 3.31a en fonction de la position adimensionnée x/`. Ce pro�l de rugosité est
composé de dents de scie distribuées de manière irrégulière et de hauteurs aléatoires. 50
points de mesure ont été sélectionnés aléatoirement parmi les 3001 points de discrétisation
du domaine x ∈ [0, `], ces 50 points de mesure représentant les discontinuités du
pro�l. Ensuite, à chacun de ces 50 points de mesure a été a�ectée une valeur aléatoire
correspondant à la hauteur de chaque dent. Une valeur de hauteur a ensuite été attribuée
à chacun des 2951 points restants de manière à relier les discontinuités une à une a�n de
générer le pro�l de rugosité.
La densité spectrale de puissance du pro�l de rugosité pseudo-aléatoire est tracée sur la
�gure 3.31b en fonction du rapport d/Λ. Quatre périodicités spatiales émergent de cette
DSP et sont notées, de la plus grande à la plus petite, Λ1, Λ2, Λ3 et Λ4.
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Figure 3.31 � (a) Tracé du pro�l de rugosité adimensionné h1(x)/d en fonction de la
position adimensionnée x/` et (b) tracé de sa DSP en fonction du rapport d/Λ.

Les quatre premiers modes sont pris en compte dans les calculs, les deux premiers
étant propagatifs et les deux suivants évanescents. La fréquence de la source est dé�nie
dans l'intervalle fd/cT ∈ [0, 5; 0, 85] et la source génère dans le guide d'ondes le mode
incident (σ = 1,m = 0).
La courbe de dispersion du mode incident (tirets points), les courbes de dispersion des
modes créés par couplage (traits pleins) sont tracées sur la �gure 3.32 en fonction de la
fréquence adimensionnée fd/cT . Sur la même �gure, sont tracées les courbes de couplage
contra-directionnel du mode créé par couplage (α = 2, r = 0) pour les périodicités
spatiales Λ2, Λ3 et Λ4 (tirets) et les courbes de couplage contra-directionnel du mode
incident (σ = 1,m = 0) pour les périodicités spatiales Λ1, Λ2, Λ3 et Λ4 (pointillés).
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Figure 3.32 � Courbes de dispersion des modes créés par couplage (α, r) (traits pleins),
courbe de dispersion du mode incident (σ,m) (tirets points), courbes de couplage contra-
directionnel du mode (2,0) (tirets) et courbes de couplage contra-directionnel du mode
(1,0) (pointillés).

Les évolutions des coe�cients de ré�exion des modes créé par couplage (α = 2, r = 0)

et incident (σ = 1,m = 0) et du coe�cient de transmission du mode incident (σ = 1,m =

0) sont tracées sur la �gure 3.33 en fonction de la fréquence adimensionnée fd/cT . Comme
indiqué au paragraphe 2.3.2, les couplages étudiés se chevauchent (en terme de fréquence)
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et le coe�cient de transmission du mode incident (σ = 1,m = 0) ne prend plus la forme
de la DSP du pro�l de rugosité. Le coe�cient de ré�exion du mode (α = 2, r = 0) a trois
oscillations importantes correspondant aux couplages avec les périodicités Λ2, Λ3 et Λ4,
et de plus, les trois maximas observables aux fréquences fd/cT = 0, 55, fd/cT = 0, 65 et
fd/cT = 0, 75 correspondent bien, en terme d'amplitude, aux trois maximas de la DSP
du pro�l (pour Λ2, Λ3 et Λ4). Ainsi, le coe�cient de ré�exion du mode (α = 2, r = 0)

a bien la même forme qu'une partie de la DSP. Le coe�cient de ré�exion du mode
incident (σ = 1,m = 0) a quatre oscillations importantes correspondant aux couplages
avec les périodicités Λ1, Λ2, Λ3 et Λ4. Les amplitudes de ce coe�cient aux fréquences
fd/cT = 0, 55 (couplage avec Λ1), fd/cT = 0, 71 (couplage avec Λ3) et fd/cT = 0, 82

(couplage avec Λ4), suivent bien la forme de la DSP du pro�l de rugosité (en terme
d'amplitude), mais l'amplitude de ce coe�cient à la fréquence fd/cT = 0, 62 (couplage
avec Λ2) devrait être plus faible au regard de la DSP du pro�l ; sans doute cela provient-il
du fait que, à la fréquence fd/cT = 0, 62, le mode créé par couplage (α = 2, r = 0) a reçu
de l'énergie du mode incident par couplage avec la périodicité Λ3 et en a cédé une partie
au mode (σ = 1,m = 0) par couplage avec la périodicité Λ2 (deux couplages di�érents à
la même fréquence).
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Figure 3.33 � (a) Zoom du domaine grisé de la �gure 3.32 et (b) évolution des coe�cients
de ré�exion des modes créé par couplage (α = 2, r = 0) et incident (σ = 1,m = 0) et du
coe�cient de transmission du mode incident (σ = 1,m = 0) en fonction de la fréquence
adimensionnée fd/cT .
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3.6 Conclusion

En faisant usage de la méthode présentée dans les deux premiers chapitres, nous
avons traité, dans ce troisième chapitre, de la di�usion des ondes en guide dont
les rugosités de parois font apparaître des périodicités spatiales marquées (parois
sinusoïdales, périodiques, pseudo-aléatoires). C'est ainsi que les résultats du modèle
proposé dans ce mémoire ont pu être comparés avec ceux obtenus au terme de calculs
analytiques (à partir d'expressions analytiques précises) qui mettent en évidence les
phénomènes physiques connus dans des situations plus académiques. Ils ont permis
de pénétrer plus avant dans l'interprétation des phénomènes et de con�rmer le bon
comportement du modèle retenu dans ce mémoire. Dans la continuité de l'étude des deux
types de couplage, une méthode alternative aux approximations successives, basée sur la
théorie des modes couplés, est ensuite proposée, cette technique étant capable de calculer
les amplitudes des modes au delà des limites liées aux approximations successives (grandes
longueurs ou grandes épaisseurs de rugosité). L'in�uence des paramètres géométriques
de la rugosité sur les coe�cients de ré�exion et de transmission a permis de mettre
en évidence leur relation avec les DSP des pro�ls de rugosité ; ceci laisse penser que
la caractérisation de la rugosité peut être e�ectuée expérimentalement en cherchant
l'évolution des coe�cients de ré�exion et de transmission en énergie en seulement deux
points distincts en fonction de la fréquence de la source acoustique (ce qui est d'intérêt en
pratique). Dans ce cas, la seconde expérience réalisée au LOMC et présentée au chapitre
2 est importante : la technique utilisée, dont les résultats con�rment la largeur de la
bande d'arrêt théorique obtenue pour un pro�l périodique, doit permettre d'accéder aux
périodicités spatiales des DSP des pro�ls de rugosité.



Chapitre 4

Propagation d'ondes de Lamb dans
des plaques solides isotropes à

parois rugueuses

L'objet de ce chapitre est de prolonger la formulation intégrale [second modèle, (IM)]
proposée pour traiter la propagation en guide �uide à parois rugueuses (chapitre 1) et
la propagation des ondes SH (chapitre 2) au cas de la propagation d'ondes de Lamb
dans les plaques à parois rugueuses. Bien évidemment, le problème doit être repris à la
base en raison de la nature des ondes traitées ici qui est très di�érente de celles traitées
précédemment.

4.1 La plaque rugueuse

Le repère cartésien choisi est dé�ni par R = (O, x, y, z), la base orthonormée associée
par B = (~ex, ~ey, ~ez). Le guide d'onde considéré, caractérisé par sa masse volumique ρ et
ses coe�cients de Lamé λ et µ, est une plaque limitée par deux plans parallèles rugueux
de longueur et de largeur in�nies dans le vide (�gure 4.1). Le plan de propagation
correspondant (par choix) au plan (x, z) et le guide étant in�ni suivant la dimension
y, le domaine D d'étude de frontière ∂D (problème 2D) est dé�ni par x positif et par
z appartenant à l'intervalle

[
z1(x), z2(x)

]
, où les coordonnées z1 et z2 dé�nissent les

cotes des frontières du guide donc celles de la rugosité pour x compris dans l'intervalle[
0, `
]
. Un guide �ctif aux parois situées en z = −Lz/2 et z = Lz/2, immédiatement

extérieur au guide réel (confondu avec le guide réel en dehors de la rugosité), dé�nit le
domaine d'étude retenu pour la formulation intégrale utilisée. Les vecteurs ~n1 et ~n2 sont
les vecteurs unitaires normaux respectivement aux surfaces z1(x) et z2(x) en tout point
des rugosités et orientés vers l'extérieur du guide. Le guide �ctif extérieur d'épaisseur
Lz dé�nit le domaine D0. Les surfaces z1(x) et z2(x) sont données respectivement par
les expressions z1(x) = −Lz/2 + h1(x) et z2(x) = Lz/2 − h2(x), où les fonctions h1(x)

et h2(x) sont des fonctions arithmétiques dé�nissant la rugosité à partir des surfaces du
guide extérieur. Les vecteurs unitaires normaux ~nq(x) aux surfaces zq(x) (q = 1, 2) du
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guide d'onde rugueux et orientés à l'extérieur de ce guide d'onde ayant pour expression

~nq = N−1
q

[
(∂xhq)~ex + (−1)q~ez

]
, (4.1)

avec
Nq =

√
1 + (∂xhq)2. (4.2)

(a) (b)
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Figure 4.1 � (a) Schéma du guide d'onde délimité par deux surfaces rugueuses et (b)
zoom sur la rugosité.

4.2 Équations fondamentales

4.2.1 Les équations de propagation

Le vecteur déplacement harmonique de pulsation ω est exprimé en fonction du temps
par la fonction exp(iωt). Ainsi, dans le cadre des hypothèses de l'acoustique linéaire et

étant donné les symétries du système étudié, le vecteur déplacement complexe ~̂U(x, z)

ne dépend que des deux variables x et z, et est solution du système d'équations suivant,
comportant l'équation de propagation (vectorielle) et des conditions de contraintes nulles
aux frontières,




ρω2 ~̂U(x, z) + div

ˆ
T (x, z) = − ~̂F (x, z), ∀(x, z) ∈ D, (4.3a)

ˆ
T (x, z) . ~nq = ~0, ∀(x, z) ∈ ∂D, (4.3b)

où
ˆ
T est le tenseur des contraintes et ~̂F un vecteur traduisant l'e�et des sources.

Le vecteur déplacement complexe ~̂U(x, z) est décomposé en un vecteur déplacement

complexe longitudinal ~̂UL(x, z) et un vecteur déplacement complexe transversal ~̂UT (x, z),

~̂U(x, z) = ~̂UL(x, z) + ~̂UT (x, z), (4.4)
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projetés sur la base B comme suit :




~̂UL(x, z) = ÛLx(x, z)~ex + ÛLz (x, z)~ez, (4.5a)

~̂UT (x, z) = ÛTx(x, z)~ex + ÛTz (x, z)~ez. (4.5b)

Ces vecteurs déplacements complexes longitudinal ~̂UL(x, z) et transversal ~̂UT (x, z) sont
respectivement irrotationnel et à divergence nulle ; ils satisfont aux relations





−→
rot ~̂UL(x, z) = ~0, (4.6a)

div ~̂UT (x, z) = 0, (4.6b)

qui, compte tenu des expressions (4.5), peuvent être mises sous les formes respectives,
{
∂zÛLx(x, z) = ∂xÛLz (x, z), (4.7a)

∂zÛTz (x, z) = −∂xÛTx(x, z). (4.7b)

Le report des expressions (4.7) dans l'équation de propagation (4.3a) permet de découpler
cette dernière en une équation de Helmholtz pour chacun des quatre termes Ûηj du champ

de déplacement complexe ~̂U (η = L, T, j = x, z), compte tenu de la loi de Hook [cf. infra
équations (4.10)] :





[
∂2
xx + ∂2

zz + k2
L

]
ÛLj (x, z) = −f̂Lj (x, z), j = x, z, (4.8a)

[
∂2
xx + ∂2

zz + k2
T

]
ÛTj (x, z) = −f̂Tj (x, z), j = x, z, (4.8b)

où f̂Lj (x, z) et f̂Tj (x, z) sont des fonctions source, kL = ω/cL et kT = ω/cT avec
cL =

√
(λ+ 2µ)/ρ et cT =

√
µ/ρ, étant respectivement les vitesses de phase des ondes

de volume longitudinales et transversales dans le solide isotrope constituant le guide.

4.2.2 Conditions aux frontières

Les conditions aux limites (4.3b) du problème sont des conditions de contraintes
nulles sur les surfaces rugueuses. L'objet de ce paragraphe est de donner les expressions
des dérivées normales de chacun des quatre termes Ûηj (x, z) du vecteur déplacement
~U(x, z) sur les frontières rugueuses. Les conditions de contraintes nulles sur les frontières
rugueuses (4.3b) se traduisent par les expressions suivantes [compte tenu de l'expression
(4.1) des vecteurs unitaires normaux ~nq] :

{
(∂xhq)T̂xx + (−1)qT̂xz = 0, q = 1, 2, (4.9a)

(∂xhq)T̂xz + (−1)qT̂zz = 0, q = 1, 2, (4.9b)

où T̂xx, T̂xz et T̂zz sont les composantes du tenseur des contraintes qui, compte tenu de la
nature du champ de déplacement et de la loi de Hooke, ont pour expressions respectives,





T̂xx = (λ+ 2µ)
(
∂xÛLx + ∂xÛTx

)
+ λ

(
∂zÛLz + ∂zÛTz

)
, (4.10a)

T̂zz = λ
(
∂xÛLx + ∂xÛTx

)
+ (λ+ 2µ)

(
∂zÛLz + ∂zÛTz

)
, (4.10b)

T̂xz = µ
(
∂zÛLx + ∂zÛTx + ∂xÛLz + ∂xÛTz

)
. (4.10c)
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Le report des expressions des composantes du tenseur des contraintes (4.10) dans les
conditions aux frontières (4.9) conduit aux expressions des dérivées normales sur les
frontières rugueuses de chaque composante du champ de déplacement,





∂nq ÛLx = −(−1)q
[
∂x

(
ÛLz + ÛTz

)
+ ∂zÛTx

]

− 1

µ
(∂xhq)

[
λ∂z

(
ÛLz + ÛTz

)
+ (λ+ µ)∂x

(
ÛLx + ÛTx

)
+ µ∂xÛTx

]
, (4.11a)

∂nq ÛTx = −(−1)q
[
∂x

(
ÛLz + ÛTz

)
+ ∂zÛLx

]

− 1

µ
(∂xhq)

[
λ∂z

(
ÛLz + ÛTz

)
+ (λ+ µ)∂x

(
ÛLx + ÛTx

)
+ µ∂xÛLx

]
, (4.11b)

∂nq ÛLz = −(−1)q
[

λ

(λ+ 2µ)
∂x

(
ÛLx + ÛTx

)
+ ∂zÛTz

]

− (∂xhq)

(λ+ 2µ)

[
µ∂z

(
ÛLx + ÛTx

)
+ (λ+ µ)∂x

(
ÛLz + ÛTz

)
+ (λ+ 2µ)∂xÛTz

]
, (4.11c)

∂nq ÛTz = −(−1)q
[

λ

(λ+ 2µ)
∂x

(
ÛLx + ÛTx

)
+ ∂zÛLz

]

− (∂xhq)

(λ+ 2µ)

[
µ∂z

(
ÛLx + ÛTx

)
+ (λ+ µ)∂x

(
ÛLz + ÛTz

)
+ (λ+ 2µ)∂xÛLz

]
. (4.11d)

4.2.3 Ondes de Lamb en guides à parois lisses

Dans la suite, le terme Û
(τ,n)
ηj est une composante du champ correspondant à

une onde de Lamb (τ, n), où le paramètre τ permet de classer les modes de Lamb
selon leur symétrie (τ = 2 pour les modes symétriques et τ = 1 pour les modes
antisymétriques) et où le nombre entier positif n sert à répertorier les modes de Lamb
[(τ = 1, n = 0) ≡ A0, (τ = 2, n = 0) ≡ S0, (τ = 1, n = 1) ≡ A1, ...].
Les solutions du problème (4.3) en l'absence de rugosité sont données par les expressions
des ondes de Lamb symétriques et antisymétriques, qui prennent la forme suivante [dans
le cadre du formalisme retenu ici (Annexe I)] :





Û (2,n)
ηx (x, z) = Q̂(2,n)

ηx cos
(
k(2,n)
ηz z

)
e−ik

(2,n)
x x, (4.12a)

Û (2,n)
ηz (x, z) = Q̂(2,n)

ηz sin
(
k(2,n)
ηz z

)
e−ik

(2,n)
x x, (4.12b)

et





Û (1,n)
ηx (x, z) = Q̂(1,n)

ηx sin
(
k(1,n)
ηz z

)
e−ik

(1,n)
x x, (4.13a)

Û (1,n)
ηz (x, z) = Q̂(1,n)

ηz cos
(
k(1,n)
ηz z

)
e−ik

(1,n)
x x, (4.13b)

où les amplitudes Q̂(τ,n)
ηx et Q̂(τ,n)

ηz sont des constantes reliées linéairement entre elles
(conditions aux frontières) et où les nombres d'ondes k(τ,n)

x sont solutions de l'équation
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de Rayleigh-Lamb [97�99],

tan
(
k

(τ,n)
Tz

Lz/2 + θ
)

tan
(
k

(τ,n)
Lz

Lz/2 + θ
) = −

4
(
k

(τ,n)
x

)2

k
(τ,n)
Lz

k
(τ,n)
Tz

[(
k

(τ,n)
Tz

)2

−
(
k

(τ,n)
x

)2
]2 , (4.14)

avec θ = 0 (modulo π) pour les modes symétriques et θ =
π

2
(modulo π) pour les modes

antisymétriques, et avec

(
k(τ,n)
x

)2

+
(
k(τ,n)
ηz

)2

= k2
η, η = L, T. (4.15)

4.3 Formulation intégrale du problème

4.3.1 Formulation intégrale du problème en l'absence de rugosité

Les quatre composantes Û (τ,n)
ηj du champ de déplacement d'une onde de Lamb (τ, n),

dans le domaine D0 du guide extérieur, satisfaisant aux équations de Helmholtz (4.8),
peuvent être exprimées, par application du théorème de Green, de la façon suivante
[66,67] :

Û (τ,n)
ηj (x, z) = F̂ (τ,n)

ηj (x, z) + (0)Γ̂(τ,n)
η (x, z)

{
Û (τ,n)
ηj (x, z)

}
, (4.16)

où le terme source F̂ (τ,n)
ηj (x, z) a pour expression,

F̂ (τ,n)
ηj (x, z) =

+∞∫

−∞

Lz/2∫

−Lz/2

G(τ,n)
η (x, z;x′, z′)f̂ (τ,n)

ηj (x′, z′)dx′dz′, (4.17)

et où l'opérateur intégral, appliqué au champ de déplacement considéré,

(0)Γ̂(τ,n)
η (x, z)

{
Ûηj (x, z)

}
=

2∑

q=1

+∞∫

−∞

[
G(τ,n)
η (x, z;x′, zq)∂zq Û

(τ,n)
ηj (x′, zq)

− Û (τ,n)
ηj (x′, zq)∂zqG

(τ,n)
η (x, z;x′, zq)

]∣∣∣
zq=(−1)q Lz2

dx′, (4.18)

traduit le couplage des ondes longitudinales et transversales sur la surface du guide.

4.3.2 Fonction de Green

La fonction de Green est solution du système d'équations suivant, composé de
l'équation de propagation [équation de Helmholtz, source ponctuelle en (x0, z0)] et de
conditions mixtes aux frontières,




(
∂2
xx + ∂2

zz + k2
η

)
G(τ,n)
η (x, z;x0, z0) = −δ(x− x0)δ(z − z0), ∀(x, z, x0, z0) ∈ D0,(4.19a)(

∂z ± ikηŶ (τ,n)
η

)
G(τ,n)
η (x, z;x0, z0) = 0, ∀(x, x0, z0) ∈ D0 et en z = ±Lz/2, (4.19b)
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où δ est la fonction de Dirac et où

Ŷ (τ,n)
η = i

k
(τ,n)
ηz

kη
tan

(
α(τ,n)
η

)
(4.20)

représente une admittance de paroi attachée ici à chaque terme de l'onde de Lamb,
les paramètres α(τ,n)

η étant des constantes dont le choix est précisé dans la suite de ce
paragraphe. La fonction de Green G

(τ,n)
η (x, z;x0, z0), solution du système d'équations

(4.19), est recherchée ici sous la forme d'une transformée de Fourier (en χ),

G(τ,n)
η (x, z;x0, z0) =

1

2π

+∞∫

−∞

h(τ,n)
η (x, z;χ, z0)eiχx0dχ. (4.21)

Le report de l'expression (4.21) dans la relation (4.19a) conduit à la relation,

+∞∫

−∞

[
∂2
zz + κ2

ηz

]
h(τ,n)
η (x, z;χ, z0)eiχx0dχ = −δ(x− x0)δ(z − z0), (4.22)

où
χ2 + κ2

ηz = k2
η, η = L, T. (4.23)

Après multiplication de l'équation (4.22) par le terme e−iχ
′x0 et intégration selon la

coordonnée x0, et compte tenu de la relation

1

2π

+∞∫

−∞

ei(χ−χ
′)x0dx0 = δ(χ− χ′), (4.24)

il vient : [
∂2
zz + κ2

ηz

]
h(τ,n)
η (x, z;χ, z0) = − 1

2π
e−iχxδ(z − z0). (4.25)

La solution h(τ,n)
η (x, z;χ, z0), qui répond aux conditions aux frontières (4.19b), est donnée

par [66,67] :

h(τ,n)
η (x, z;χ, z0) = −e

−iχx

2π

cos
[
κηz (z< + Lz/2) + α

(τ,n)
η

]
cos
[
κηz (z> − Lz/2)− α(τ,n)

η

]

κηz sin
[
κηzLz + 2α

(τ,n)
η

] ,

(4.26)
où

{
z> = z et z< = z0 si z > z0, (4.27a)

z> = z0 et z< = z si z < z0. (4.27b)

Le report de l'expression (4.26) de la fonction h(τ,n)
η (x, z;χ, z0) dans l'expression (4.21)

conduit à l'expression de la fonction de Green :

G(τ,n)
η (x, z;x0, z0) =

−
+∞∫

−∞

cos
[
κηz (z< + Lz/2) + α

(τ,n)
η

]
cos
[
κηz (z> − Lz/2)− α(τ,n)

η

]

κηz sin
[
κηzLz + 2α

(τ,n)
η

] e−iχ(x−x0)

2π
dχ.

(4.28)
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Cette fonction de Green possède une in�nité de pôles simples, qui correspondent aux
zéros du sinus du dénominateur donnés par

κηz = − 2

Lz
α(τ,n)
η +

pπ

Lz
, (4.29)

où p est un entier relatif, et deux points singuliers en χ (singularités intégrables) donnés
par

κηz = 0. (4.30)

Le choix du coe�cient α(τ,n)
η est prépondérant. Il est choisi de telle sorte qu'une onde de

Lamb particulière soit représentée dans l'équation (4.16) par une simple convolution de
la fonction source qui la crée avec la fonction de Green (facteur F̂ (τ,n)

ηj (x, z) du second
membre). Ceci implique d'annuler le second facteur du second membre [c'est-à-dire en
annulant l'expression (4.18)] ce qui est réalisé en posant (démonstration en annexe J) :

α(τ,n)
η = −k(τ,n)

ηz

Lz
2

+ β avec β = 0 ou β =
π

2
, (4.31)

où k(τ,n)
ηz est donné par la relation (4.15). Ainsi (4.31), un nombre �ni de pôles simples

sont situés sur l'axe des χ réels [les deux premiers de ces pôles (p = 0, β = 0 etβ = π
2 )

correspondant à l'onde de Lamb recherchée], les autres pôles (une in�nité) étant situés
sur l'axe des χ imaginaires ou sur deux demi-droites parallèles à cet axe (annexe K). A
noter que β = 0 correspond à une onde paire (en cosinus) et β = π

2 à une onde impaire
(en sinus).
La fonction de Green donnée par la relation (4.28) est soit calculée de façon numérique
dans le plan complexe (annexe K), soit exprimée sous la forme d'une somme de résidus
(annexe L).

N.B. :
En considérant l'admittance de paroi Ŷ (τ,n)

η donnée par la relation (4.20) comme nulle,
la fonction de Green satisfait alors à des conditions de Neumann sur les frontières
z = ±Lz/2. Ainsi, le calcul de la fonction de Green (4.28) par la méthode des résidus
est e�ectué dans l'annexe M pour une admittance nulle et le résultat est comparé à la
fonction de Green donnée par la relation (2.14) au chapitre 2 qui satisfait également à
des conditions de Neumann et qui est développée sur une base de fonctions propres.

4.3.3 Formulation intégrale du problème en présence de rugo-
sité : couplages

Lors de la propagation d'une onde de Lamb incidente, des ondes de Lamb (τ, n) non
générées par la source acoustique sont créées par couplage dû à la rugosité. Ainsi, chaque
terme Ûηj du champ de déplacement (total) est exprimé à partir de

Ûηj =

2∑

τ=1

∞∑

n=0

Û (τ,n)
ηj , η = L, T, j = x, z. (4.32)
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Les quatre termes Ûηj du vecteur de déplacement ~̂U(x, z), dans le domaine D du
guide étudié, satisfaisant aux équations de Helmholtz (4.8), peuvent être exprimés, par
application du théorème de Green, de la façon suivante [66,67] :

Û (τ,n)
ηj (x, z) = F̂ (τ,n)

ηj (x, z) + Γ̂(τ,n)
η (x, z)

{
Ûηj (x, z)

}
, (4.33)

où le terme source a pour expression,

F̂ (τ,n)
ηj (x, z) =

+∞∫

−∞

Lz/2∫

−Lz/2

G(τ,n)
η (x, z;x′, z′)f̂ (τ,n)

ηj (x′, z′)dx′dz′, (4.34)

et où l'opérateur intégral,

Γ̂(τ,n)
η (x, z)

{
Ûηj (x, z)

}
=

2∑

q=1

+∞∫

−∞

[
G(τ,n)
η (x, z;x′, z′)∂nq Ûηj (x

′, z′)

−Ûηj (x′, z′)∂nqG(τ,n)
η (x, z;x′, z′)

]∣∣∣
z′=zq

dx′, (4.35)

traduit les e�ets de la rugosité sur la propagation du champ Ûηj .
Dans la suite, la source génère un unique mode noté (σ,m), les autres modes de Lamb
(τ, n) étant créés par couplage dû à la rugosité ; le terme source donné par la relation
(4.34) est donc nul pour (τ, n) 6= (σ,m).

4.3.4 Résolution par approximations successives

Les composantes du champ de déplacement de chaque onde de Lamb (τ, n) sont
recherchées par approximations successives :

[N ]Û (τ,n)
ηj = (0)Û (τ,n)

ηj + (1)Û (τ,n)
ηj + · · ·+ (N−1)Û (τ,n)

ηj + (N)Û (τ,n)
ηj , (4.36)

où N est le nombre d'itérations retenu pour le calcul de l'amplitude Û (τ,n)
ηj , (0)Û

(τ,n)
ηj

étant la perturbation à l'ordre N = 0 (solution en l'absence de rugosité), (1)Û
(τ,n)
ηj la

perturbation à l'ordre N = 1 (approximation de Born) et ainsi de suite.
La solution à l'ordre N = 0 en l'absence de rugosité est donnée par la relation (4.16), qui
se réduit à

(0)Û (σ,m)
ηj = F̂ (σ,m)

ηj (x, z), (4.37)

du fait du choix du paramètre α(σ,m)
η .

En l'absence de rugosité, les champs di�usés (1)Û
(τ,n)
ηj n'existent pas. La perturbation à

l'ordre N = 1 du champ de chaque onde de Lamb (τ, n) (incidente ou di�usée) est alors
donnée par la relation

(1)Û (τ,n)
ηj = δΓ̂(τ,n)

η (x, z)
{

(0)Û (σ,m)
ηj (x, z)

}
, (4.38)

où l'opérateur δΓ̂(τ,n)
η (x, z) a pour expression

δΓ̂(τ,n)
η (x, z) = Γ̂(τ,n)

η (x, z)− (0)Γ̂(τ,n)
η (x, z). (4.39)
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Ainsi, les champs di�usés (1)Û
(τ,n)
ηj sont donnés par la perturbation géométrique de

la surface rugueuse par rapport à la paroi lisse du guide extérieur, traduite par
l'opérateur δΓ̂

(τ,n)
η (x, z), et proportionnels au champ incident (0)Û

(σ,m)
ηj auquel est

appliqué l'opérateur δΓ̂(τ,n)
η (x, z). Lorsque la hauteur de rugosité tend vers 0, les surfaces

zq tendent vers les surfaces du guide extérieur (±Lz/2), et l'opérateur Γ̂
(τ,n)
η (x, z) tend

vers l'opérateur (0)Γ̂
(τ,n)
η (x, z) (δΓ̂(τ,n)

η (x, z) s'annule alors).
Les perturbations à l'ordre N sont données en fonction de toutes les solutions à l'ordre
(N − 1) :

(N)Û (τ,n)
ηj = δΓ̂(τ,n)

η (x, z)
{

(N−1)Ûηj (x, z)
}
. (4.40)

N.B. :
Il est bon de noter que le membre de droite de l'équation (4.40) représente le couplage
de modes dû aux pro�ls de rugosité sur la frontière.

4.4 Couplage de deux ondes de Lamb dans une bande
d'arrêt

Dans la suite de ce document les composantes normalisées du champ de déplacement
des ondes de Lamb suivant les directions x et z sont exprimées par les relations :





Û (τ,n)
xN (x, z) =

Û
(τ,n)
Lx

(x, z) + Û
(τ,n)
Tx

(x, z)√
Q̂

(σ,m)
Lx

(
Q̂

(σ,m)
Lx

)∗
+ Q̂

(σ,m)
Tx

(
Q̂

(σ,m)
Tx

)∗ , (4.41a)

Û (τ,n)
zN (x, z) =

Û
(τ,n)
Lz

(x, z) + Û
(τ,n)
Tz

(x, z)√
Q̂

(σ,m)
Lx

(
Q̂

(σ,m)
Lx

)∗
+ Q̂

(σ,m)
Tx

(
Q̂

(σ,m)
Tx

)∗ . (4.41b)

4.4.1 Résultats au premier ordre des approximations

L'objectif de ce paragraphe est d'observer l'évolution du champ di�usé par la rugo-
sité dans une bande d'arrêt (paragraphe 1.6) pour trois longueurs de rugosité di�érentes.
Le guide considéré est une plaque ayant une rugosité en dents de scie symétriques (tri-
angles isocèles) sur une surface, l'autre étant parfaitement lisse (�gure 4.2). Les valeurs
des paramètres du guide d'onde sont consignées dans le tableau 4.1. À noter que la
plaque ayant la plus grande longueur de rugosité (` = 30Λ) est la plaque utilisée pour
l'expérience réalisée avec des ondes SH au LOMC et présentée au paragraphe 2.4.2. Cette
plaque a également été utilisée pour une expérience menée au LOMC avec des ondes de
Lamb [81].
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Lz = 2, 88 mm `/Λ = 10

h = 0, 12 mm `/Λ = 20

Λ = 4, 2 mm `/Λ = 30

Tableau 4.1 � Paramètres re-
tenus pour les résultats présen-
tés sur les �gures 4.3, 4.4, 4.5
et 4.6.

h

Λ

ℓ

x

z

O
y

x = 0 x = ℓ

Mode

in
ident

(σ,m) d

Figure 4.2 � Schéma du guide considéré.

Les courbes de dispersion des ondes A0, S0 et A1 sont tracées sur la �gure 4.3
en fonction du produit fréquence-épaisseur (fLz). La source acoustique génère l'onde
incidente S0 dans une bande de fréquence comprise dans l'intervalle (fLz) ∈ [1; 1, 3]

MHz.mm (bande grisée de la �gure 4.3). Sur cette bande de fréquence, le couplage
contra-directionnel entre l'onde incidente S0, l'onde créée par couplage A0 et la fréquence
fondamentale de la rugosité est étudiée. Les célérités des ondes de volume longitudinales
et transversales ont respectivement pour valeurs cL = 6430m.s−1 et cT = 3140m.s−1.
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Figure 4.3 � Courbes de dispersion et courbes de couplage des ondes de Lamb en
fonction du produit fréquence-épaisseur (fLz).

Les modules de la composante normalisée Û (τ,n)
xN (x, z) suivant x du champ de dépla-

cement de l'onde di�usée A0 aux points (x = 0, z = 0) et (x = `, z = 0) sont respective-
ment tracés sur les �gures 4.4a et 4.4b (elles sont quasi nulles en z = 0, comportement
en sinus), et les modules de sa composante normalisée Û (τ,n)

zN (x, z) suivant z aux points
(x = 0, z = 0) et (x = `, z = 0) sont respectivement tracés sur les �gures 4.4c et 4.4d, ces
quatre modules étant tracés en fonction du produit fréquence-épaisseur (fLz).
L'amplitude de la composante Û

(τ,n)
zN (x, z) est beaucoup plus importante au point
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(x = 0, z = 0) que celle au point (x = `, z = 0), lorsque la fréquence de la source se
rapproche de la fréquence centrale de la bande d'arrêt. De plus, ces amplitudes au point
(x = 0, z = 0) varient en fonction de la fréquence selon une forme proche d'un sinus
cardinal. L'amplitude du sommet du sinus cardinal augmente avec la longueur de ru-
gosité et la largeur du lobe principal décroît lorsque la longueur de rugosité augmente.
Ce résultat est en accord avec des résultats de la littérature [60, 81] et est similaire aux
résultats obtenus avec des ondes SH au paragraphe 3.4.2.
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Figure 4.4 � Évolutions du module de la composante normalisée Û (τ,n)
xN (x, z) suivant

x du champ de déplacement de l'onde di�usée A0 aux points (a) (x = 0, z = 0) et (b)
(x = `, z = 0) en fonction du produit fréquence-épaisseur (fLz). Évolutions du module
de la composante normalisée Û (τ,n)

zN (x, z) suivant z du champ de déplacement de l'onde
di�usée A0 aux points (c) (x = 0, z = 0) et (d) (x = `, z = 0) en fonction du produit
fréquence-épaisseur (fLz).

Les modules de la composante normalisée Û
(τ,n)
xN (x, z) suivant x du champ de

déplacement de l'onde di�usée A0 (τ = 1, n = 0) aux points (x = 0, z = Lz/4) et
(x = `, z = Lz/4) sont respectivement tracés sur les �gures 4.5a et 4.5b et les modules
de sa composante normalisée Û

(τ,n)
zN (x, z) suivant z aux points (x = 0, z = Lz/4)

et (x = `, z = Lz/4) sont respectivement tracés sur les �gures 4.5c et 4.5d, ces
quatre modules étant tracés en fonction du produit fréquence-épaisseur (fLz). Les
composantes Û (τ,n)

xN (x, z) et Û (τ,n)
zN (x, z) sont, comme attendu, de faible amplitude au
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point (x = `, z = Lz/4) en comparaison avec celles aux points (x = 0, z = Lz/4).
Le module de la composante Û (τ,n)

zN (x, z) est plus important au point (x = 0, z = Lz/4)

que celui au point (x = 0, z = 0), car les fréquences de la source (domaine grisé de la
�gure 4.3) sont telles que le nombre d'onde transverse k(τ=1,n=0)

Lz
de l'onde de Lamb A0

est imaginaire : la composante Û (τ=1,n=0)
Lz

[donnée pour une plaque sans rugosité par
l'expression (4.13)b] devient "évanescente" (en cosinus hyperbolique et non en cosinus).
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Figure 4.5 � Évolutions du module de la composante normalisée Û (τ,n)
xN (x, z) suivant

x du champ de déplacement de l'onde di�usée A0 aux points (a) (x = 0, z = Lz/4) et
(b) (x = `, z = Lz/4) en fonction du produit fréquence-épaisseur (fLz). Évolutions du
module de la composante normalisée Û (τ,n)

zN (x, z) suivant z du champ de déplacement de
l'onde di�usée A0 aux points (c) (x = 0, z = Lz/4) et (d) (x = `, z = Lz/4) en fonction
du produit fréquence-épaisseur (fLz).

4.4.2 Comparaison des résultats théoriques et expérimentaux

L'objectif de ce paragraphe est de comparer les résultats théoriques calculés par
le modèle présenté dans ce chapitre avec des résultats expérimentaux. La géométrie
considérée au paragraphe précédent pour ` = 30Λ est à nouveau considérée ici et le
même couplage est recherché. L'amplitude de la composante suivant z du champ de
déplacement di�usé de l'onde A0 est calculée au point (x = 0, z = Lz/2). L'amplitude
obtenue est normalisée par sa plus grande valeur et est tracée (tirets) sur la �gure 4.6 en
fonction du produit fréquence-épaisseur (fLz), et le résultat expérimental correspondant
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est tracé sur la même �gure (trait plein).
La largeur de la bande d'arrêt, correspondant à la largeur du lobe principal, est
approximativement la même entre les résultats expérimental et théorique.

Expérimental

Théorique
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z (x = 0, z = Lz/2)|2

fLz (MHz.mm)

Figure 4.6 � Évolution du carré de la composante Û (τ=1,n=0)
zN (x, z) suivant z du champ

de déplacement de l'onde di�usée A0 au point (x = 0, z = Lz/2) en fonction du produit
fréquence-épaisseur (fLz). La courbe en trait plein représente le résultat expérimental et
la courbe en tirets le résultat théorique.

Dans les résultats qui précèdent, la fonction de Green a été calculée par intégration
numérique au voisinage de l'axe réel (voir annexe K, �gures K.1). Cette intégrale peut
également être exprimée par la somme de résidus (calculés en annexe L) et d'une intégrale
le long du contour de la coupure (�gure L.1). Cette dernière intégrale doit être calculée
de façon numérique, ce qui rend a priori cette méthode de calcul de l'intégrale de Fourier
sans intérêt en regard du calcul direct utilisé au-dessus.

4.4.3 Cartographies des champs

Ce paragraphe a pour objectif de présenter des cartes de champs en présence de
rugosité. Étant donné le très grand nombre de points nécessaires à un tracé précis de
cette cartographie, ce calcul a été e�ectué de façon très approchée, au point qu'il est
raisonnable de considérer le résultat à ce stade comme étant essentiellement qualitatif.
Le guide considéré est une plaque ayant une paroi lisse et une paroi rugueuse dont le
pro�l de rugosité est une sinusoïde. Les paramètres adimensionnés utilisés sont consignés
dans le tableau 4.2.
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Lz/Λ = 0, 625

h/d = 0.02

`/Λ = 20

Tableau 4.2 � Paramètres
utilisés pour calculer les résul-
tats des �gures 4.8 et 4.9.

h

Λ

ℓ

x

z

O
y

x = 0 x = ℓ

Mode

in
ident

(σ,m) d

Figure 4.7 � Schéma du guide considéré.

Les courbes de dispersion des ondes de Lamb sont tracées sur la �gure 4.8 en fonction
du produit fréquence-épaisseur (fLz). La fréquence de la source acoustique, représentée
par les pointillés verticaux sur la �gure 4.8, étant telle que fLz = 1, 975 MHz.mm,
trois ondes de Lamb sont propagatives, les ondes antisymétriques A0 et A1 et l'onde
symétrique S0. Le couplage contra-directionnel de l'onde incidente S0 avec une onde
di�usée A1 pour la fréquence fondamentale de la rugosité (n = 1) est recherché.
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Figure 4.8 � Courbes de dispersion et courbes de couplage des ondes de Lamb en
fonction du produit fréquence-épaisseur (fLz).

Les modules des quatre composantes Û (τ=1,n=1)
ηj (η = L, T et j = x, z) du champ de

déplacement de l'onde de Lamb A1 di�usée sont tracées sur les �gures 4.9 en fonction
de la position adimensionnée x/Λ en abscisses et de la position adimensionnée 2z/Lz en
ordonnées. Les quatre termes décroissent lorsque la position x croit. Comme attendu,
les deux termes suivant x du champ de déplacement de l'onde de Lamb rétro-di�usée
A1 sont antisymétriques par rapport au plan z = 0 et les deux termes suivant z sont
symétriques.
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Figure 4.9 � Modules des termes : (a) Û (τ=1,n=1)
Lx

, (b) Û (τ=1,n=1)
Tx

, (c) Û (τ=1,n=1)
Lz

et

(d) Û (τ=1,n=1)
Tz

du champ de déplacement de l'onde de Lamb di�usée A1 en fonction de
la position adimensionnée x/Λ en abscisses et de la position adimensionnée 2z/Lz en
ordonnées.
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4.5 Conclusion

L'extension aux ondes de Lamb du modèle proposé dans les chapitres précédents,
objet de ce chapitre 4, prend une forme qui di�ère assez fondamentalement de ce
qui précède. Le modèle proposé, bien que pour l'heure étudié de façon relativement
super�cielle et validé seulement de façon succincte, nous apparaît présenter un intérêt
du fait de sa relative simplicité et de sa capacité à décrire des situations réelles en ne
nécessitant in fine que des temps de calculs raisonnables.



Conclusion

L'objectif de ce travail était de modéliser la propagation acoustique dans des guides
d'ondes à parois rugueuses. Une même méthode, basée sur une formulation intégrale, a
été adaptée à trois di�érents types d'ondes guidées : ondes acoustiques dans les guides
�uides avec dissipation thermo-visqueuse pariétale, ondes de cisaillement et ondes de
Lamb dans des plaques solides isotropes.

Deux modèles, basés sur une formulation intégrale et un développement modal du
champ de pression acoustique, ont été présentés dans le premier chapitre pour modéliser la
propagation des ondes acoustiques dans des guides d'ondes en �uide dissipatif. Les limites
du premier modèle (MI), point de départ de cette thèse, nous ont amenés à proposer un
second modèle (IM), équivalent, qui est celui retenu dans la suite de ce mémoire, du
fait de sa rapidité (en termes de temps de calcul), de ses limites moins restrictives, mais
aussi de sa relative simplicité. La comparaison entre les e�ets de dissipation thermo-
visqueuse (qui prennent place dans les couches limites thermique et visqueuse) et les
e�ets de di�usion dus aux rugosités de surface a permis de mettre en évidence l'in�uence
prépondérante de la dissipation aux fréquences proches des fréquences de coupure des
modes guidés et dans les bandes d'arrêt. Un cas simple connu de rugosité périodique
a permis de mettre en évidence le phénomène d'atténuation des ondes incidentes dans
les bandes d'arrêt et, ainsi, de valider les résultats proposés par le modèle. En�n, un
modèle de source a�eurante à un guide d'onde a été proposé pour décrire les fonctions
sources à prévoir pour créer un champ à structure donnée dans le guide (mode unique
par exemple).

Le second chapitre traite de la propagation des ondes SH dans des plaques solides
isotropes. Compte tenu de la polarisation des ondes SH et de la forme de rugosité choisie
(parallèle à la polarisation du champ de déplacement), les conditions de contraintes nulles
sur les frontières rugueuses conduisent à des conditions de Neumann pour le champ de
déplacement (à l'instar de la pression acoustique en guide �uide non dissipatif). Ainsi,
la seconde méthode (IM), présentée au premier chapitre, a été adaptée à la modélisation
de la propagation d'ondes SH dans des plaques solides isotropes. La comparaison avec
un modèle simpli�é (rugosités représentées par des petites cavités) a permis de mettre
en lumière l'e�et de la forme de la rugosité dans le processus de di�usion. En�n, deux
études expérimentales ont été réalisées, la première pour mettre en évidence le couplage
de deux modes guidés dans une bande d'arrêt (résultat essentiellement qualitatif) et la
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seconde pour quanti�er la largeur de la bande fréquentielle associée à une bande d'arrêt
et observer l'énergie reçue par l'onde couplée dans cette bande d'arrêt.

Le travail présenté dans le troisième chapitre s'inscrit dans la continuité du second
chapitre. L'interprétation des résultats obtenus à partir de la méthode retenue pour
modéliser la propagation des ondes SH dans les plaques rugueuses est approfondie par
le calcul des expressions analytiques approchées des amplitudes des modes aux premiers
ordres des perturbations (de faible profondeur), sur la base du développement en série
de Fourier des pro�ls de rugosité. De ces expressions approchées, deux types de couplage
ont été mis en lumière : le couplage co-directionnel de deux modes guidés se propageant
dans le même sens et le couplage contra-directionnel de deux modes se propageant
dans des sens opposés. Une méthode alternative aux approximations successives, basée
sur la théorie des modes couplés, est ensuite proposée, cette méthode permettant de
calculer les amplitudes des modes au delà des limites liées aux approximations successives
(grandes longueurs ou grandes profondeurs de rugosité), sous réserve de ne considérer que
deux modes. L'étude de l'in�uence des paramètres géométriques de la rugosité hauteur,
longueur, forme et fenêtrage de la rugosité et pro�ls de rugosité à plusieurs périodicités
spatiales a permis de mettre en évidence l'existence de couplage de modes à des fréquences
déterminées (telles celles des bandes d'arrêt dans les réseaux périodiques) et par de là de
mettre en évidence une corrélation claire entre les densités spectrales de puissance des
pro�ls de rugosité et les coe�cients de ré�exion et de transmission en énergie des modes.
Elle ouvre ainsi la voie à une méthode inverse permettant de caractériser la rugosité à
partir de la mesure du champ de déplacement ou en d'autres termes de caractériser des
pro�ls de rugosité par l'analyse des champs di�usés.

En�n, le dernier chapitre aborde l'étude de la propagation des ondes de Lamb dans
les plaques isotropes. La formulation intégrale a été appliquée au calcul analytique des
quatre termes composant le champ de déplacement d'une onde de Lamb (projection
suivant x et z des ondes longitudinales et transversales). Les fonctions de Green sont
choisies (conditions aux frontières) de façon à traduire le comportement des champs
di�usés par une superposition d'ondes proches des ondes de Lamb privilégiées par la
structure du guide rugueux, l'absence des e�ets de frontière du guide extérieur à parois
lisses étant traduite par des intégrales de surface nulles dans le formalisme intégral.
Un premier calcul e�ectué au premier ordre des approximations successives a permis,
non seulement de retrouver des résultats similaires à ceux obtenus avec des ondes SH
(in�uence de la longueur de rugosité sur l'amplitude du champ di�usé), mais aussi de
retrouver la largeur d'une bande d'arrêt mesurée. Autant pour les deux premiers types
d'ondes ("champs scalaires", chapitre 1 et 2), la méthode utilisée a été validée par des
études de stabilité et des comparaisons avec des résultats expérimentaux, autant le modèle
présenté pour décrire la propagation des ondes de Lamb mérite d'être étudié et validé
dans d'autres con�gurations.
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Annexe A

Fonctions propres (1D) du guide
régulier

Les fonctions propres ψ̂(σ,m) transverses (1D) du guide régulier sont des solutions
du problème aux valeurs propres suivant :





[
∂2
zz +

(
χ̂(σ,m)
z

)2
]
ψ̂(σ,m)(z) = 0, z ∈

[
−Lz

2
,
Lz
2

]
, (A.1a)

[
∂z ± ik0Ŷ

]
ψ̂(σ,m)(z) = 0, z = ±Lz

2
. (A.1b)

Ces fonctions propres peuvent être classées en fonction de leur symétrie par rapport au
plan z = 0 : les fonctions ψ̂(1,m) représentent les modes antisymétriques et les fonctions
ψ̂(2,m) les modes symétriques. Ces fonctions propres sont orthogonales et normées à
l'unité : ∫ Lz/2

−Lz/2
ψ̂(σ,m)(z)ψ̂(α,µ)(z)dz = δµmδασ, (A.2)

où δµm(et δασ) est le symbole de Kronecker, où α et σ représentent des variables
dichotomiques prenant les valeurs 1 (modes antisymétriques) ou 2 (modes symétriques)
et où µ et m sont des nombres quantiques prenant toutes les valeurs entières de 0 à
l'in�ni.

A.1 Fonctions propres pour champ scalaire en �uide
non dissipatif ou en solide isotrope (ondes SH)

En considérant l'admittance de paroi Ŷ comme nulle dans le système (A.1), c'est-
à-dire en considérant le �uide comme non-dissipatif et la paroi parfaitement rigide, les
fonctions propres antisymétriques et symétriques ont pour expressions respectives,





ψ(1,m)(z) =

√
2

Lz
sin
(
k(1,m)
z z

)
, (A.3a)

ψ(2,m)(z) =

√
2− δm0

Lz
cos
(
k(2,m)
z z

)
, (A.3b)
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avec pour valeurs propres correspondantes,
{
k(1,m)
z = (2m+ 1)π/Lz, (A.4a)

k(2,m)
z = 2mπ/Lz. (A.4b)

A.2 Fonctions propres en �uide dissipatif : solution
générale

Les solutions de l'équation (A.1) en �uide dissipatif, c'est-à-dire pour une admittance
de paroi Ŷ non nulle, ont pour expressions,





ψ̂(1,m)(z) =
(
N̂ (1,m)

)−1

sin
(
χ̂(1,m)
z z

)
, (A.5a)

ψ̂(2,m)(z) =
(
N̂ (2,m)

)−1

cos
(
χ̂(2,m)
z z

)
, (A.5b)

où les valeurs propres χ̂(σ,m)
z sont obtenues en résolvant les expressions




tan
[
χ̂(1,m)
z Lz/2

]
= −χ̂(1,m)

z /ik0Ŷ , (A.6a)

tan
[
χ̂(2,m)
z Lz/2

]
= ik0Ŷ /χ̂

(2,m)
z , (A.6b)

et où les coe�cients de normalisation N̂ (σ,m) ont pour expression

N̂ (σ,m) =

√√√√√
Lz
2

+
ik0Ŷ(

χ̂
(σ,m)
z

)2

−
(
k0Ŷ

)2 . (A.7)

A.3 Fonctions propres en �uide dissipatif : solution
approchée

Dans la mesure où les épaisseurs des couches limites thermiques et visqueuses sont
de faibles dimension en comparaison avec l'épaisseur du guide, l'utilisation de solutions
approchées peut s'avérer plus pratique. Dans ce but, la résolution des équations (A.6a)
et (A.6b) peut être menée de façon approchée en considérant l'hypothèse suivante :

χ̂(σ,m)
z = k(σ,m)

z + ε̂(σ,m)
z , avec k(σ,m)

z >>
∣∣∣ε̂(σ,m)
z

∣∣∣ , ∀(σ,m) 6= (2, 0), (A.8)

où les termes k(σ,m)
z sont les valeurs propres de Neumann données par les relations

(A.4) et où les termes ε̂(σ,m)
z représentent des perturbations dues aux e�ets visqueux et

thermiques. Compte tenu de l'approximation (A.8) et des expressions des valeurs propres
k

(σ,m)
z (A.4), les équations (A.6a) et (A.6b), peuvent être mises sous la forme,

tan

(
ε̂

(σ,m)
z Lz

2

)
=

ik0Ŷ

k
(σ,m)
z + ε̂

(σ,m)
z

. (A.9)
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En e�ectuant un développement limité à l'ordre le plus bas en ε̂(σ,m)
z Lz/2, l'expression

(A.9) se ramène aux expressions des perturbations ε̂(σ,m)
z





ε̂(σ,m)
z =

√
2ik0Ŷ

Lz
, si (σ,m) = (2, 0), (A.10a)

ε̂(σ,m)
z =

2ik0Ŷ

k
(σ,m)
z Lz

, si (σ,m) 6= (2, 0). (A.10b)

Remarque :
Lorsque l'admittance de paroi tend vers 0, les perturbations ε̂(σ,m)

z tendent également
vers 0 et les valeurs propres χ̂(σ,m)

z tendent vers les valeurs propres k(σ,m)
z . Compte tenu

des relation (A.7) et (A.10a), la limite lorsque l'admittance de paroi Ŷ tend vers 0 du
coe�cient de normalisation de la fonction propre associée au mode (σ = 2,m = 0) a
pour expression

lim
Ŷ→0

N̂ (σ,m) = lim
Ŷ→0

√√√√Lz
2

+
1(

2
Lz

+ ik0Ŷ
) =

√
Lz. (A.11)

De même, la limite lorsque l'admittance de paroi Ŷ tend vers 0 du coe�cient de
normalisation de la fonction propre associée à chaque mode di�érent du mode (σ =

2,m = 0) a pour expression

lim
Ŷ→0

N̂ (σ,m) =

√
Lz
2
. (A.12)

Les coe�cients de normalisation donnés par les relations (A.11) et (A.12) sont les
mêmes que ceux donnés par les relations (A.3), c'est-à-dire les mêmes coe�cients de
normalisation que pour les expressions des modes propres en �uide non-dissipatif. En
pratique, dans les calculs, ce sont ces derniers qui sont retenus en première approximation.





Annexe B

Opérateur d'épaisseur

L'opérateur B̂(σ,m)
(α,µ) (x) est un opérateur d'épaisseur qui dépend de la profondeur de

la rugosité et qui traduit la non orthogonalité des fonctions propres sur chaque section
du guide rugueux. Cet opérateur B(σ,m)

(α,µ) (x) est donné par la relation

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x) =




z1∫

−Lz/2

dz +

Lz/2∫

z2

dz


 ψ̂(α,µ)(z)ψ̂(σ,m)(z), (B.1)

qui, compte tenu de l'orthogonalité des fonctions propres sur l'intervalle [−Lz/2, Lz/2],
peut être mise sous la forme,

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x) = δσαδmµ −

z2∫

z1

ψ̂(α,µ)(z)ψ̂(σ,m)(z)dz. (B.2)

B.1 Expressions de l'opérateur de volume en �uide
dissipatif

Pour le calcul de l'opérateur B̂(σ,m)
(α,µ) en �uide dissipatif, deux cas doivent être

considérés : le cas où les modes (α, µ) et (σ,m) sont di�érents et le cas où ils sont
égaux.

B.1.1 Cas (α, µ) 6= (σ,m)

Après une double intégration par partie, l'intégrale de l'expression (B.2) peut être
mise sous la forme,

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x, y) =

[(
∂zψ̂

(α,µ)
)(

∂−2
zz ψ̂

(σ,m)
)
−
(
∂−1
z ψ̂(σ,m)

)
ψ̂(α,µ)

]z2
z1

−
∫ z2

z1

(
∂−2
zz ψ̂

(σ,m)
)(

∂2
zzψ̂

(α,µ)
)

dz, (B.3)
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avec ∂zψ̂(σ,m) et ∂2
zzψ̂

(σ,m), les dérivées première et seconde de ψ̂(σ,m) par rapport à z
, ∂−1

z ψ̂(σ,m) une primitive de ψ̂(σ,m) et ∂−2
z ψ̂(σ,m), une primitive de ∂−1

z ψ̂(σ,m). Compte
tenu des expressions (1.7a), la dérivée seconde ∂2

zzψ̂
(σ,m) et les primitives, ∂−1

z ψ̂(σ,m) et
∂−2
zz ψ̂

(σ,m), peuvent être mises sous les formes respectives :





∂2
zzψ̂

(σ,m) = −
[
χ̂(σ,m)
z

]2
ψ̂(σ,m), (B.4a)

∂−1
z ψ̂(σ,m) = − 1

[
χ̂

(σ,m)
z

]2 ∂zψ̂(σ,m), (B.4b)

∂−2
zz ψ̂

(σ,m) = − 1
[
χ̂

(σ,m)
z

]2 ψ̂(σ,m). (B.4c)

Le report de ces expressions dans l'équation (B.3) conduit à la relation

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x, y) = −

2∑

q=1

(−1)q
ψ̂(σ,m)(zq)∂zψ̂

(α,µ)(zq)− ψ̂(α,µ)(zq)∂zψ̂
(σ,m)(zq)[

χ̂
(σ,m)
z

]2
−
[
χ̂

(α,µ)
z

]2 . (B.5)

B.1.2 Cas (α, µ) = (σ,m)

Dans le cas où les modes (α, µ) et (σ,m) sont les mêmes, le report des expressions
(1.8a) et (1.8b) dans l'intégrale de l'expression (B.2) conduit à la relation

B̂
(σ,m)
(σ,µ) (x, y) = 1− 1

2

(
N̂ (σ,m)

)−2 2∑

q=1

(−1)q

[
zq − (−1)σ

1

2χ̂
(σ,m)
z

sin
(

2χ̂(σ,m)
z zq

)]
. (B.6)

B.2 Expressions de l'opérateur de volume en �uide non
dissipatif

L'opérateur B(σ,m)
(α,µ) en �uide non-dissipatif est dé�ni selon les deux cas considérés

ici.

B.2.1 Cas (α, µ) 6= (σ,m)

Si le mode (σ,m) est le mode plan [(σ,m) = (2, 0)], alors l'opérateur de volume a
pour expression,





B
(σ=2,m=0)
(α=1,µ) (x, y) =

√
2

Lzk
(α,µ)
z

2∑

q=1

(−1)q cos
(
k(α,µ)
z zq

)
, (B.7a)

B
(σ=2,m=0)
(α=2,µ 6=0) (x, y) = −

√
2

Lzk
(α,µ)
z

2∑

q=1

(−1)q sin
(
k(α,µ)
z zq

)
. (B.7b)

Si le mode (σ,m) n'est pas le mode plan [(σ,m) 6= (2, 0)], alors le raisonnement est le
même que pour le cas (α, µ) 6= (σ,m) en �uide dissipatif. L'opérateur de volume a ainsi
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pour expression,

B̂
(σ,m)
(α,µ) (x, y) = −

2∑

q=1

(−1)q
ψ(σ,m)(zq)∂zψ

(α,µ)(zq)− ψ(α,µ)(zq)∂zψ
(σ,m)(zq)[

k
(σ,m)
z

]2
−
[
k

(α,µ)
z

]2 . (B.8)

B.2.2 Cas (α, µ) = (σ,m)

Si le mode (σ,m) est un mode antisymétrique, alors l'opérateur de volume a pour
expression,

B
(σ=1,m)
(σ=1,m)(x, y) = 1− 1

Lz

2∑

q=1

(−1)q
[
zq −

1

2k
(σ,m)
z

sin
(

2k(σ,m)
z zq

)]
, (B.9)

et s'il est un mode symétrique, alors l'opérateur de volume a pour expressions,




B
(σ=2,m=0)
(σ=2,m=0)(x, y) = 1− 1

Lz

2∑

q=1

(−1)qzq, (B.10a)

B
(σ=2,m 6=0)
(σ=2,m 6=0)(x, y) = 1− 1

Lz

2∑

q=1

(−1)q
[
zq +

1

2k
(σ,m)
z

sin
(

2k(σ,m)
z zq

)]
. (B.10b)





Annexe C

Intégration numérique

L'objectif de cet annexe est de présenter la méthode d'intégration des intégrales
de contour de la formulation intégrale. Ces intégrales peuvent être mises sous la forme
générale,

I(x) =

∫ `

0

f(x′)
e−ik|x−x′|

2ik
dx′. (C.1)

Cette intégrale est mise sous la forme

I(x) =
1

2ik
[Iu(x) + Iv(x)] , (C.2)

avec
{
Iu(x) = e−ikxu(x), (C.3a)

Iv(x) = eikxv(x), (C.3b)

et où





u(x) =

∫ x

0

f(x′)eikx
′
dx′, (C.4a)

v(x) =

∫ `

x

f(x′)e−ikx
′
dx′. (C.4b)

Les intégrales Iu(x) et Iv(x) étant calculées numériquement, il est nécessaire de discrétiser
l'axe x en Nx intervalles de même longueur ∆x, tels que ` = Nx∆x.

C.1 Calcul de la fonction Iu

Au premier point de l'axe x, c'est-à-dire en x = 0, les fonctions u(x) et Iu(x) sont
nulles. Au point x = ∆x, la fonction u(x) peut être mise sous la forme,

u(∆x) =

∫ ∆x

0

f(x′)eikx
′
dx′ '

[
f(0) + f(∆x)eik∆x

] ∆x

2
, (C.5)
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et la fonction Iu(x) a alors pour expression compte tenu de la relation (C.3a),

Iu(∆x) =
[
f(0)e−ik∆x + f(∆x)

] ∆x

2
. (C.6)

Au point x = 2∆x, la fonction u(x) peut être mise sous la forme,

u(2∆x) =

∫ 2∆x

0

f(x′)eikx
′
dx′ =

∫ ∆x

0

f(x′)eikx
′
dx′ +

∫ 2∆x

∆x

f(x′)eikx
′
dx′, (C.7)

ou encore, compte tenu de l'expression (C.5),

u(2∆x) = u(∆x) +
[
f(∆x)e−ik∆x + f(2∆x)

] ∆x

2
e2ik∆x. (C.8)

Le report de la relation (C.8) dans la relation (C.3a) conduit à l'expression de la fonction
Iu(x) au point x = 2∆x,

Iu(2∆x) = e−ik2∆x

{
u(∆x) +

[
f(∆x)e−ik∆x + f(2∆x)

] ∆x

2
e2ik∆x

}
, (C.9)

qui, compte tenu de l'expression (C.6), peut être mise sous la forme,

Iu(2∆x) = Iu(∆x)e−ik∆x +
∆x

2

[
f(∆x)e−ik∆x + f(2∆x)

]
. (C.10)

D'une manière plus générale, au point x = n∆x (avec n un entier positif tel que
0 < n ≤ Nx), la fonction u(x) peut être mise sous la forme,

u(n∆x) =

∫ n∆x

0

f(x′)eikx
′
dx′ =

∫ (n−1)∆x

0

f(x′)eikx
′
dx′ +

∫ n∆x

(n−1)∆x

f(x′)eikx
′
dx′,

(C.11)
ou encore

u(n∆x) = u [(n− 1)∆x] +
{
f [(n− 1)∆x] e−ik∆x + f(n∆x)

} ∆x

2
eikn∆x. (C.12)

Ainsi, la fonction Iu(x) a pour expression, compte tenu des relations (C.3a) et (C.12),

Iu(n∆x) = e−ikn∆xu [(n− 1)∆x]+e−ikn∆x
{
f [(n− 1)∆x] e−ik∆x + f(n∆x)

} ∆x

2
eikn∆x,

(C.13)
ou encore

Iu(n∆x) = e−ik∆xIu [(n− 1)∆x] +
{
f [(n− 1)∆x] e−ik∆x + f(n∆x)

} ∆x

2
. (C.14)

C.2 Calcul de la fonction Iv

Le raisonnement pour calculer cette intégrale est semblable à celui e�ectué pour
calculer la fonction Iu(x), à la di�érence qu'au lieu de partir du premier point de l'axe
(x = 0) et de calculer dans le sens des x croissants, il est nécessaire de commencer par le
dernier point (x = ` = Nx∆x) et de calculer dans le sens des x décroissants.
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Au point x = Nx∆x, les fonctions v(x) et Iv(x) sont nulles. Au point x = (Nx−1)∆x,
la fonction v(x) peut être mise sous la forme,

v [(Nx − 1)∆x] = e−ik(Nx−1)∆x∆x

2

{
f [(Nx − 1)∆x] + f(Nx∆x)e−ik∆x

}
, (C.15)

et la fonction Iv(x) a alors pour expression, compte tenu des relations (C.3b) et (C.15),

Iv [(Nx − 1)∆x] =
∆x

2

{
f [(Nx − 1)∆x] + f(Nx∆x)e−ik∆x

}
. (C.16)

Au point x = (Nx − 2)∆x, la fonction v(x) peut être mise sous la forme,

v [(Nx − 2)∆x] =

∫ (Nx−1)∆x

(Nx−2)∆x

f(x′)e−ikx
′
dx′ +

∫ Nx∆x

(Nx−1)∆x

f(x′)e−ikx
′
dx′, (C.17)

ou encore, compte tenu de l'expression (C.15),

v [(Nx − 2)∆x] = e−ik(Nx−2)∆x∆x

2

{
f [(Nx − 2)∆x] + f [(Nx − 1)∆x] e−ik∆x

}

+ v [(Nx − 1)∆x] . (C.18)

Le report de la relation (C.18) dans la relation (C.3b) conduit à l'expression de la fonction
Iv(x) au point x = (Nx − 2)∆x,

Iv [(Nx − 2)∆x] =
∆x

2

{
f [(Nx − 2)∆x] + f [(Nx − 1)∆x] e−ik∆x

}

+ e−ik∆xIv [(Nx − 1)∆x] . (C.19)

D'une manière plus générale, au point x = (Nx − p)∆x (avec p un entier positif tel que
0 < p ≤ Nx), la fonction v(x) peut être mise sous la forme,

v [(Nx − p)∆x] =

∫ (Nx−p+1)∆x

(Nx−p)∆x
f(x′)e−ikx

′
dx′ +

∫ Nx∆x

(Nx−p+1)∆x

f(x′)e−ikx
′
dx′, (C.20)

ou encore

v [(Nx − p)∆x] =
∆x

2
e−ik(Nx−p)∆x

{
f [(Nx − p)∆x] + f [(Nx − p+ 1)∆x] e−ik∆x

}

+ v [(Nx − p+ 1)∆x] . (C.21)

Ainsi, la fonction Iv(x) a alors pour expression compte tenu des relations (C.3b) et (C.21),

Iv [(Nx − p)∆x] = eik(Nx−p)∆xv [(Nx − p+ 1)∆x]

+
∆x

2

{
f [(Nx − p)∆x] + f [(Nx − p+ 1)∆x] e−ik∆x

}
, (C.22)

ou encore

Iv [(Nx − p)∆x] = e−ik∆xIv [(Nx − p+ 1)∆x]

+
∆x

2

{
f [(Nx − p)∆x] + f [(Nx − p+ 1)∆x] e−ik∆x

}
. (C.23)





Annexe D

Expression de la source surfacique

La fonction source a pour expression (1.56),

Ŵ (α,µ)(x) = iωρψ(α,µ)(z1 = −Lz/2)

0∫

−`t

V (x1)h(α,µ)(x;x1)dx1. (D.1)

Compte tenu de l'expression (1.49), la relation (1.56) peut être mise sous la forme

Ŵ (α,µ)(x) = iωρ(−1)α+µ

√
2− δα2δµ0

Lz

1

2ik
(α,µ)
x

(
Ĉ

(α,µ)
1 (x) + Ĉ

(α,µ)
2 (x)

)
, (D.2)

avec





Ĉ
(α,µ)
1 (x) =

0∫

−`t

V0(x1)e−k
(α,µ)
x |x−x1|dx1, (D.3a)

Ĉ
(α,µ)
2 (x) = e−k

(α,µ)
x (x+2`t)

0∫

−`t

V0(x1)e−k
(α,µ)
x x1dx1. (D.3b)

En imposant une source ayant pour expression,

V (x) = V0 cos
[
k(σ,m)(x+ `t)

]
, (D.4)
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le système (D.3) peut être mis sous la forme,





Ĉ
(α,µ)
1 =

V0

2



e

ik(α,µ)
x `t

0∫

−`t

ei[k
(σ,m)
x +k(α,µ)

x ]x1dx1

+e−ik
(α,µ)
x `t

0∫

−`t

e−i[k
(σ,m)
x −k(α,µ)

x ]x1dx1



 . (D.5a)

Ĉ
(α,µ)
2 =

V0

2
e−2ik(α,µ)

x `t



e

ik(σ,m)
x `t

0∫

−`t

ei[k
(σ,m)
x −k(α,µ)

x ]x1dx1 (D.5b)

+e−ik
(σ,m)
x `t

0∫

−`t

e−i[k
(σ,m)
x +k(α,µ)

x ]x1dx1



 . (D.5c)

D.1 Expression des modes (α, µ) 6= (σ,m)

Après le calcul des intégrales, les relations du système (D.5) peuvent respectivement
être mises sous les formes,





Ĉ
(α,µ)
1 =

V0

2i

[
eik

(σ,m)
x `t − e−ik(α,µ)

x `t

k
(σ,m)
x + k

(α,µ)
x

+
e−ik

(α,µ)
x `t − e−ik(σ,m)

x `t

k
(σ,m)
x − k(α,µ)

x

]
, (D.6a)

Ĉ
(α,µ)
2 =

V0

2i

[
ei(k

(σ,m)
x −2k(α,µ)

x )`t − e−ik(α,µ)
x `t

k
(σ,m)
x − k(α,µ)

x

+
eik

(α,µ)
x `t − e−i(k(σ,m)

x +2k(α,µ)
x )`t

k
(σ,m)
x + k

(α,µ)
x

]
.

(D.6b)

En sommant les expressions de Ĉ(α,µ)
1 et Ĉ(α,µ)

2 ,

Ĉ
(α,µ)
1 +Ĉ

(α,µ)
2 =

V0

2i

[
eik

(σ,m)
x `t − e−i(k(σ,m)

x +2k(α,µ)
x )`t

k
(σ,m)
x + k

(α,µ)
x

+
ei(k

(σ,m)
x −2k(α,µ)

x )`t − e−ik(σ,m)
x `t

k
(σ,m)
x − k(α,µ)

x

]
,

(D.7)
et en reportant le résultat dans l'expression (D.1), le terme source associé au mode (α, µ)

a pour expression

Ŵ (α,µ)(x = 0) =
ωρV0`t(−1)α+µ

2k
(α,µ)
x

√
2− δα2δµ0

Lz
e−ik

(α,µ)
x `t

{
sinc

[(
k(σ,m)
x + k(α,µ)

x

)
`t

]
+ sinc

[(
k(σ,m)
x − k(α,µ)

x

)
`t

]}
. (D.8)
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D.2 Expression du terme source des modes (σ,m)

Après intégration, les relations du système (D.5) peuvent respectivement être mises
sous les formes,





Ĉ
(σ,m)
1 =

V0

2

(
eik

(σ,m)
x `t − e−ik(σ,m)

x `t

2ik
(σ,m)
x

)
+
V0

2
`te
−ik(σ,m)

x `t , (D.9a)

Ĉ
(σ,m)
2 =

V0

2

(
e−ik

(σ,m)
x `t − e−3ik(σ,m)

x `t

2ik
(σ,m)
x

)
+
V0

2
`te
−ik(σ,m)

x `t . (D.9b)

En sommant les expressions de Ĉ(σ,m)
1 et Ĉ(σ,m)

2 ,

Ĉ
(σ,m)
1 + Ĉ

(σ,m)
2 = V0

[
`te
−ik(σ,m)

x `t +
eik

(σ,m)
x `t − e−3ik(σ,m)

x `t

4ik
(σ,m)
x

]
, (D.10)

et en reportant le résultat dans l'expression (D.1), le terme source associé au mode (σ,m)

a pour expression

Ŵ (σ,m)(x = 0) =
ωρV0`t(−1)σ+m

2k
(σ,m)
x

√
2− δσ2δm0

Lz
e−ik

(σ,m)
x `t

[
sinc(2k(σ,m)

x `t) + 1
]
,

(D.11)
où sinc est la fonction sinus cardinal sinc(u) = sin(u)/u.





Annexe E

Modèle des petites masses (PM)

Ce modèle analytique est une première approche de la modélisation de la propagation
d'ondes SH dans des plaques solides isotropes à parois rugueuses [76]. Les irrégularités
de parois du guide d'onde sont considérées comme de petites dents (petits volumes de
matériau assimilées à des parallélépipèdes rectangles de hauteur h(0)

q , q = 1, 2) placés de
part et d'autre d'un guide d'onde d'épaisseur d. Ces petits éléments de matériau sont
considérés comme des masses localisées exprimées par unité d'aire mq = ρh

(0)
q , mis en

mouvement dans la direction y par une force de cisaillement appliquée aux interfaces
intérieures z = −d/2 et z = d/2. La contrainte de cisaillement agissant sur les masses
mq a pour expression

Tyz = (−1)qµ∂zÛy. (E.1)

En appliquant la seconde loi de Newton à chaque masse surfacique, il vient :

ρhq∂
2
ttÛ = (−1)qµ∂zÛ , q = 1, 2, ∀x > 0, ∀t. (E.2)

Le champ de déplacement harmonique est ainsi solution du problème




(
∂2
xx + ∂2

zz + k2
T

)
Û(x, z) = 0, ∀(x, z) ∈ D, (E.3a)

∂zÛ(x, z = −d/2) = −k2
Th1(x)Û(x, z = −d/2), ∀x > 0, en z = −d/2, (E.3b)

∂zÛ(x, z = d/2) = k2
Th2(x)Û(x, z = d/2), ∀x > 0, en z = d/2. (E.3c)

Le champ de déplacement complexe est recherché sous la forme d'un développement sur
les fonctions propres ψ(σ,m)(z),

Ûy(x, z) =

2∑

σ=1

∞∑

m=0

Â(σ,m)(x)ψ(σ,m)(z). (E.4)

Les fonctions propres ψ(σ,m)(z) retenues dans ce modèle sont solutions du problème
aux valeurs propres transverses de Neumann dans le domaine z ∈ [−d/2, d/2] du guide
intérieur ; elles ont pour expression,





ψ(1,m)(z) =
√

2/d sin
(
k(1,m)
z z

)
, (E.5a)

ψ(2,m)(z) =
√

(2− δm0)/d cos
(
k(2,m)
z z

)
, (E.5b)
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et les valeurs propres associées k(σ,m)
z sont données par les relations

{
k(1,m)
z = (2m+ 1)π/d, (E.6a)

k(2,m)
z = 2mπ/d. (E.6b)

En multipliant l'équation (E.3a) par la fonction propre ψ(σ,m)(z) et en intégrant le
résultat sur l'intervale −d/2 ≤ z ≤ d/2, il vient :

[
∂2
xx +

(
k(σ,m)
x

)2
]
Â(σ,m)(x) = −

2∑

α=1

∞∑

r=0

Γ̂
(σ,m)
(α,r) (x)Â(α,r)(x), (E.7)

où Γ̂
(σ,m)
(α,r) (x) est un opérateur de volume, obtenu après une double intégration par parties,

et qui a pour expression

Γ̂
(σ,m)
(α,r) (x) = (−1)m+rk2

T

√
(2− δσ2δm0)(2− δα2δr0)

Lz

[
(−1)α+σh1(x) + h2(x)

]
. (E.8)

Le terme du second membre de l'équation (E.7) met en lumière les couplages de modes dus
aux rugosité des frontières de la plaque. L'équation (E.7) est résolue par approximations
successives (2.27) et en faisant usage à chaque itération N du théorème de Green avec la
fonction de Green donnée par la relation (2.15).

L'avantage de ce modèle est d'exprimer les mécanismes de couplages modaux par
des solutions analytiques très simples qui doivent pouvoir être su�sante dans certaines
applications.

Remarque :
Il est intéressant de noter que le problème considéré ici est analytiquement le même que
celui de la propagation d'un champ de pression acoustique dans un guide d'onde �uide
délimité par des parois rigides et rugueuses, lorsque la rugosité est modélisée par un
opérateur qui tient compte de la compressibilité du �uide piégé dans les dents (considérées
comme des petites cavités de volume V0 et de surface S0, avec V0/S0 = hq) :

∂z p̂ (x, z = (−1)qd/2) = (−1)qk2
0

V0

S0
p̂ (x, z = (−1)qd/2) . (E.9)



Annexe F

Conservation de l'énergie

F.1 Flux d'énergie moyen

La moyenne temporelle du �ux d'énergie d'unde onde SH (chapitre 2) est donnée
par la relation [79,80]

φ̄ =
1

T

∫ T

0

dt

∫ z2(x)

z1(x)

Pxdz, (F.1)

où Px = −txyu̇y est la composante du vecteur de Poynting selon la direction de
propagation (x), txy et u̇y étant respetivement les parties réelles de la composante T̂xy
du tenseur complexe des contraintes et de la vitesse particulaire. Sachant que





txy =
1

2

(
T̂xy + T̂ ∗xy

)
, (F.2a)

u̇y =
1

2

(
ˆ̇uy + ˆ̇u∗y

)
, (F.2b)

où l'astérisque représente le complexe conjugué, la composante Px du vecteur de Poynting
peut être mise sous la forme

Px = −1

4

(
T̂xy + T̂ ∗xy

)(
ˆ̇uy + ˆ̇u∗y

)
. (F.3)

Le champ de déplacement étant monochromatique de pulsation ω, la contrainte t̂xy et la
vitesse ˆ̇uy peuvent être mises sous les formes respectives,

{
t̂xy = T̂xye

iωt, (F.4a)

ˆ̇uy = ˆ̇Uye
iωt. (F.4b)

Le report des expressions (F.4) dans la relation (F.3) conduit à la relation

Px = −1

4

(
T̂xy

ˆ̇Uye
2iωt + T̂ ∗xy

ˆ̇U∗y e
−2iωt + T̂xy

ˆ̇U∗y + T̂ ∗xy
ˆ̇Uy

)
, (F.5)

dont les seuls termes à moyenne temporelle non nulle sont T̂xy
ˆ̇U∗y et T̂ ∗xy

ˆ̇Uy. Par suite, la
composante du vecteur de Poynting a pour expression

Px = −1

4

(
T̂xy

ˆ̇U∗y + T̂ ∗xy
ˆ̇Uy

)
. (F.6)
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Compte tenu de la loi de Hooke, la contrainte T̂xy est exprimée en fonction du déplacement

Ûy = ˆ̇Uy/iω

T̂xy = µ∂xÛy. (F.7)

Le report de l'expression du développement (2.8) du champ de déplacement Ûy sur la
base de fonctions propres dans la relation (F.6) conduit à l'expression

Px = −iωµ
4

2∑

σ=1

∞∑

m=0

2∑

α=1

∞∑

r=0

ψ(σ,m)ψ(α,r)

[
Â(σ,m)(x)

(
∂xÂ

(α,r)(x)
)∗
−
(
Â(σ,m)(x)

)∗
∂xÂ

(α,r)(x)
]
, (F.8)

dont le report dans l'expression (F.1) permet d'exprimer le �ux d'énergie moyen sous la
forme

φ̄ = −iωµ
4

2∑

σ=1

∞∑

m=0

2∑

α=1

∞∑

r=0

[
Â(σ,m)(x)

(
∂xÂ

(α,r)(x)
)∗
−
(
Â(σ,m)(x)

)∗
∂xÂ

(α,r)(x)
]

∫ z2

z1

ψ(σ,m)ψ(α,r)dz, (F.9)

ou encore, compte tenu de la relation (B.2),

φ̄ = −iωµ
4

2∑

σ=1

∞∑

m=0

2∑

α=1

∞∑

r=0

[
Â(σ,m)(x)

(
∂xÂ

(α,r)(x)
)∗
−
(
Â(σ,m)(x)

)∗
∂xÂ

(α,r)(x)
]

(
δασδµm −B(σ,m)

(α,r) (x)
)
. (F.10)

Aux points x = 0 et x = ` correspondant respectivement à l'entrée et à la sortie de
la partie rugueuse du guide, le guide rugueux est confondu avec le guide à géométrie
compatible, impliquant que le terme B(σ,m)

(α,r) (x) est nul en ces deux points (annexe B). Le
�ux d'énergie moyen aux points x = 0 et x = ` peut alors être mis sous la forme

φ̄(x) =

2∑

σ=1

∞∑

m=0

φ̄(σ,m)(x), en x = 0 et en x = `, (F.11)

où φ̄(σ,m) représente le �ux d'énergie moyen du mode (σ,m) et a pour expression,

φ̄(σ,m)(x) = −iωµ
4

[
Â(σ,m)(x)

(
∂xÂ

(σ,m)(x)
)∗
−
(
Â(σ,m)(x)

)∗
∂xÂ

(σ,m)(x)
]
, en x = 0, `.

(F.12)

F.2 Densité moyenne d'énergie

La densité moyenne d'énergie est donnée par la relation [79,80]

E = Ec + Ep, (F.13)



F.3 Vitesse de groupe des modes couplés 135

où Ec et Ep sont respectivement les densités moyennes d'énergie cinétique et de
déformation, exprimées respectivement par les relations,





Ec =
1

T

∫ T

0

dt

∫ z2

z1

1

2
ρ(u̇y)2dz, (F.14a)

Ep =
1

T

∫ T

0

dt

∫ z2

z1

txyu̇ydz. (F.14b)

Les densités moyennes d'énergie cinétique Ec et potentielle Ep étant égales, la densité
moyenne d'énergie est donnée par la relation [79,80,100],

E =
1

T

∫ T

0

dt

∫ z2

z1

ρ(u̇y)2dz, (F.15)

ou encore, compte tenu de la relation (F.2b),

E =
1

T

∫ T

0

dt

∫ z2

z1

1

4
ρ
(

ˆ̇uy + ˆ̇u∗y

)(
ˆ̇uy + ˆ̇u∗y

)
dz. (F.16)

Le report de l'expression (F.4b) dans la relation (F.16) conduit à

E =
1

2
ρ

∫ z2

z1

ˆ̇U∗y
ˆ̇Uydz. (F.17)

Ainsi, aux points x = 0 et x = `, compte tenu des relations (2.8) et (B.2), la relation
(F.17) peut être mise sous la forme,

E =

2∑

σ=1

∞∑

m=0

E
(σ,m)

(x), en x = 0 et x = `, (F.18)

où Ē(σ,m) représente la densité moyenne d'énergie du mode (σ,m) exprimée par

E
(σ,m)

(x) =
1

2
ρω2Â(σ,m)(x)

(
Â(σ,m)(x)

)∗
. (F.19)

F.3 Vitesse de groupe des modes couplés

F.3.1 Vitesse de groupe d'un mode couplé co-propagatif

A l'ordreN = 1, l'expression de l'amplitude du mode couplé co-propagatif est donnée
par la relation (3.14) au paragraphe 3.2.1

[1]Â(α1,r1)(x) = β̂
(α1,r1)
(σ,m)

n1 ϕ̂(α1,r1)e−i(δ1+k(α1,r1)
x )xx sin c (δ1x) , (F.20)

dont la dérivée a pour expression

∂x

[
[1]Â(α1,r1)(x)

]
=

1

2δ1
β̂

(α1,r1)
(σ,m)

n1 ϕ̂(α1,r1)
[
(2δ1 + k(α1,r1)

x )e−i(2δ1+k(α1,r1)
x )x

−k(α1,r1)
x e−ik

(α1,r1)
x x

]
. (F.21)
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Le report des expressions (F.20) et (F.21) dans la relation (F.12) conduit à l'expression
du �ux d'énergie du mode (α1, r1) :

φ̄(α1,r1)(x) =
1

2δ2
1

ωµ
(
β̂

(α1,r1)
(σ,m)

)2
n1 ϕ̂(α1,r1)

(
n1 ϕ̂(α1,r1)

)∗
(δ1 + k(α1,r1)

x ) sin2(δ1x), (F.22)

et celui de l'expression (F.20) dans la relation (F.19) conduit à l'expression

E
(α1,r1)

(x) =
1

2δ2
1

ρω2
(
β̂

(α1,r1)
(σ,m)

)2
n1 ϕ̂(α1,r1)

(
n1 ϕ̂(α1,r1)

)∗
sin2(δ1x). (F.23)

Ainsi, le rapport du �ux d'énergie sur la densité moyenne d'énergie conduit à l'expression
de la vitesse de groupe du mode (α1, r1),

φ̄(α1,r1)(x)

E
(α1,r1)

(x)
=
kT
cT

(
δ1 + k(α1,r1)

x

)
. (F.24)

Comme attendu, cette vitesse de groupe est positive.

F.3.2 Vitesse de groupe d'un mode couplé contra-propagatif

A l'ordre N = 1, l'expression de l'amplitude du mode couplé contra-propagatif est
donnée par la relation (3.19) au paragraphe 3.2.2

[1]Â(α2,r2)(x) = β̂
(α2,r2)
(σ,m)

n2 ξ̂(α2,r2)e−iε2`ei(k
(α2,r2)
x −ε2)xx sin c (ε2(`− x)) , (F.25)

dont la dérivée a pour expression

∂x

[
[1]Â(α2,r2)(x)

]
=

1

2ε2
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

n2 ξ̂(α2,r2)
[
(k(α2,r2)
x − 2ε2)ei(k

(α2,r2)
x −2ε2)x

−k(α2,r2)
x e−2iε2`eik

(α2,r2)
x x

]
. (F.26)

Le report des expressions (F.25) et (F.26) dans la relation (F.12) conduit à l'expression
du �ux d'énergie du mode (α2, r2) :

φ̄(α2,r2)(x) = − 1

2ε22
ωµ
(
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

)2
n2 ξ̂(α2,r2)

(
n2 ξ̂(α2,r2)

)∗
(ε2 − k(α2,r2)

x ) sin2 (ε2(`− x)) ,

(F.27)
et celui de l'expression (F.25) dans la relation (F.19) conduit à l'expression

E
(α2,r2)

(x) =
1

2ε22
ρω2

(
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

)2
n2 ξ̂(α2,r2)

(
n2 ξ̂(α2,r2)

)∗
(ε2(`− x)) . (F.28)

Ainsi, le rapport du �ux d'énergie sur la densité moyenne d'énergie conduit à l'expression
de la vitesse de groupe du mode (α2, r2),

φ̄(α2,r2)(x)

E
(α2,r2)

(x)
=
kT
cT

(
ε2 − k(α2,r2)

x

)
. (F.29)

Comme attendu, cette vitesse de groupe est négative.



Annexe G

Approximations

Le calcul des approximations à l'ordre N = 1 nécessite la connaissance des
expressions des fonctions ψ(σ,m)(zq) et ∂zqψ

(σ,m)(zq) où zq représente les surfaces du
guide rugueux. Dans le cas où les rugosités sont périodiques, les fonctions hq(x) dé�nissant
ces rugosités peuvent être développées en séries de Fourier, et ainsi il devient possible
de connaître les expressions des fonctions ψ(σ,m)(zq) et ∂zqψ

(σ,m)(zq). Toutefois, le
développement en série de Fourier des fonctions hq(x) n'est pas su�sant pour obtenir
des fonctions simples, il est nécessaire de considérer des rugosités de faible épaisseur par
rapport à l'épaisseur du guide extérieur, i. e. hq(x)/Lz << 1 et de ne considérer que les
premiers modes. Le calcul des approximations est réalisé en considérant la surface z1(x)

rugueuse et la surface z2(x) parfaitement lisse. Les deux surfaces du guide rugueux ont
alors pour expressions :

{
z1(x) = −Lz/2 + h1(x), (G.1a)

z2(x) = Lz/2. (G.1b)

G.1 Approximations des fonctions propres sur la fron-
tière rugueuse

Compte tenu des expressions des valeurs propres (2.11), le report de l'expression de
la surface z1(x) donnée par la relation (G.1a) dans les expressions des fonctions propres
(2.10) conduit aux relations





ψ(1,m)(z1) =

√
2

Lz
sin
[
k(1,m)
z h1(x)− (2m+ 1)

π

2

]
, (G.2a)

ψ(2,m)(z1) =

√
(2− δm0)

Lz
cos
[
k(1,m)
z h1(x)−mπ

]
, (G.2b)

qui peuvent être mises sous la forme plus générale,

ψ(σ,m)(z1) = (−1)σ+m

√
(2− δσ2δm0)

Lz
. (G.3)
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G.2 Approximations des dérivées des fonctions propres
sur la frontière rugueuse

Compte tenu des expressions des fonctions propres (2.10) et des valeurs propres
(2.11), les dérivées par rapport à z des fonctions propres sur la frontière rugueuse ont
pour expressions respectives,





∂zψ
(1,m)(z1) = k(1,m)

z

√
2

Lz
cos
[
k(1,m)
z h1(x)− (2m+ 1)

π

2

]
, (G.4a)

∂zψ
(2,m)(z1) = −k(2,m)

z

√
(2− δm0)

Lz
sin
[
k(1,m)
z h1(x)−mπ

]
, (G.4b)

qui peuvent être mises sous la forme plus générale,

∂z1ψ
(σ,m)
z (z1) ≈ (−1)m+σ+1

√
2− δσ2δm0

Lz

(
k(σ,m)
z

)2

h1(x). (G.5)

G.3 Expressions approchées de l'opérateur de volume

En tenant compte des approximations (G.3) et (G.5) et des relations (2.10) et (2.11),
les relations (B.7a) à (B.10b), peuvent toutes être mises sous la forme,

B
(α,r)
(σ,m)(x) = (−1)m+r+σ+α

√
(2− δm0δσ2)(2− δr0δα2)

Lz
h1(x), (G.6)

qui, compte tenu de l'expression du coe�cient β̂(α,r)
(σ,m) donnée par la relation (3.5) et du

développement en séries de Fourier de la fonction h1(x) (3.6), peut être réécrite,

B
(α,r)
(σ,m)(x) = 2β̂

(α,r)
(σ,m)

+∞∑

n=−∞
Ĉne

i 2nπ
Λ x. (G.7)



Annexe H

Théorie des modes couplés

H.1 Propagation dans le même sens (couplage co-
directionnel)

Le système d'équations di�érentielles linéaires (3.27) au paragraphe 3.3.1,





∂xŜi(x) = −iδ1Ŝi(x) +
β̂

(σ,m)
(α1,r1)

k
(σ,m)
x

−n1 η̂(σ,m)Ŝd(x), (H.1a)

∂xŜd(x) =
β̂

(α1,r1)
(σ,m)

k
(α1,r1)
x

n1 η̂(α1,r1)Ŝi(x) + iδ1Ŝd(x), (H.1b)

est écrit sous la forme matricielle,

∂x [X(x)] = [F ] [X(x)] , (H.2)

avec

[X(x)] =

(
Ŝi(x)

Ŝd(x)

)
, (H.3)

et

[F ] =




−iδ1
β̂

(σ,m)
(α1,r1)

k
(σ,m)
x

−n1 η̂(σ,m)

β̂
(α1,r1)
(σ,m)

k
(α1,r1)
x

n1 η̂(α1,r1) iδ1



, (H.4)

où la matrice [F ] est une matrice constante et dépendante des paramètres acoustiques et
géométriques du guide d'ondes qui possède la particularité de présenter un carré diagonal :

[F ]
2

= −γ2
1 [I] , (H.5)

avec

γ2
1 = δ2

1 −
β̂

(σ,m)
(α1,r1)

k
(σ,m)
x

−n1 η̂(σ,m)
β̂

(α1,r1)
(σ,m)

k
(α1,r1)
x

n1 η̂(α1,r1), (H.6)
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et où [I] est la matrice identité. Compte tenu de la propriété énoncée précédemment sur
la matrice [F ] [relation (H.5)], il vient

e[F ]x =

(
1− γ2

1x
2

2!
+
γ4

1x
4

4!
− ...

)
[I] +

(
x− γ2

1x
3

3!
+
γ4

1x
5

5!
− ...

)
[F ] , (H.7)

soit

e[F ]x = [I] cos(γ1x) +
1

γ1
[F ] sin(γ1x). (H.8)

La solution formelle de l'équation (H.2) s'écrit

[X(x)] = e[F ](x−x0) [X(x0)] , (H.9)

où, pour x0 = 0, les deux composantes du vecteur [X(x)] ont pour expression Ŝi(0) = 1

et Ŝd(0) = 0 (hypothèse de départ sur le choix des ondes couplées). La solution s'écrit
donc �nalement

[X(x)] = e[F ]x [X(0)] . (H.10)

Le report de l'expression (H.8) dans la solution matricielle (H.10) donne immédiatement
les solutions recherchées





Ŝi(x) = cos(γ1x)− iδ1
sin(γ1x)

γ1
, (H.11a)

Ŝd(x) =
β̂

(α1,r1)
(σ,m)

k
(α1,r1)
x

n1 η̂(α1,r1) sin(γ1x)

γ1
. (H.11b)

H.2 Propagation en sens inverse (couplage contra-
directionnel)

Le système d'équations di�érentielles linéaires (3.30) au paragraphe 3.3.2,




∂xŜi(x) = −iε2Ŝi(x) +
β̂

(σ,m)
(α2,r2)

k
(σ,m)
x

−n2 η̂(σ,m)Ŝd(x), (H.12a)

∂xŜd(x) = −
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

k
(α2,r2)
x

n2 ξ̂(α2,r2)Ŝi(x) + iε2Ŝd(x), (H.12b)

est mis sous la forme matricielle (H.2) où l'expression du vecteur [X(x)] est donnée par
la relation (H.3) et où la matrice [F ] donnée par la relation

[F ] =




−iε2
β̂

(σ,m)
(α2,r2)

k
(σ,m)
x

−n2 η̂(σ,m)

−
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

k
(α2,r2)
x

n2 ξ̂(α2,r2) iε2



, (H.13)

véri�e la relation (H.5) avec

γ2
2 = ε22 +

β̂
(σ,m)
(α2,r2)

k
(σ,m)
x

−n2 η̂(σ,m)
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

k
(α2,r2)
x

n2 ξ̂(α2,r2). (H.14)
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La solution formelle de l'équation (H.2) s'écrit ici

[X(x)] = e[F ](x−x0) [X(x0)] (H.15)

où les coe�cients Ŝi(0) = 1 (onde incidente propagative) et Ŝd(`) = 0 (onde créée par
couplage contra-propagative) dépendent de l'hypothèse de départ sur le choix des ondes
couplées. A�n d'exprimer les amplitudes inconnues, à savoir Ŝi(`) et Ŝd(0) le système
(H.15) est mis sous la forme (pour x0 = 0)

[X(`)] = e[F ]` [X(0)] , (H.16)

conduisant aux expressions des amplitudes inconnues, compte tenu des expressions (H.8)
et (H.13),





Ŝi(`) =
γ2

γ2 cos(γ2`) + iε2 sin(γ2`)
, (H.17a)

Ŝd(0) =
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

n2 ξ̂(α2,r2) sin(γ2`)

k
(α2,r2)
x [γ2 cos(γ2`) + iε2 sin(γ2`)]

. (H.17b)

Le report de l'expression (H.8) dans la solution matricielle (H.15) donne les solutions
recherchées, compte tenu de l'expression (H.17b),





Ŝi(x) =
γ2 cos [γ2(`− x)] + iε2 sin [γ2(`− x)]

γ2 cos(γ2`) + iε2 sin(γ2`)
, (H.18a)

Ŝd(x) =
β̂

(α2,r2)
(σ,m)

n2 ξ̂(α2,r2) sin [γ2(`− x)]

k
(α2,r2)
x [γ2 cos(γ2`) + iε2 sin(γ2`)]

. (H.18b)





Annexe I

Ondes de Lamb

L'objectif de cette annexe est de présenter, dans le formalisme du chapitre 4,
les expressions des champs de déplacement des ondes de Lamb se propageant dans
des plaques in�nies délimitées par des surfaces parfaitement lisses [98]. Le vecteur
déplacement, supposé harmonique de pulsation ω, est exprimé en fonction du temps
par la fonction exp (i ω t). Ainsi, étant donné les symétries du système étudié, le vecteur

déplacement complexe ~̂U(x, z) ne dépend que des deux variables x et z, et est solution
du système d'équations suivant, comportant l'équation de propagation et des conditions
de contraintes nulles aux frontières,





ρω2 ~̂U(x, z) + div
ˆ
T (x, z) = ~0, ∀x ∈ IR et ∀z ∈ [−Lz/2, Lz/2], (I.1a)

T̂xz(x, z) = 0, ∀x ∈ IR et en z = ±Lz/2, (I.1b)

T̂zz(x, z) = 0, ∀x ∈ IR et en z = ±Lz/2, (I.1c)

où T̂xz et T̂zz sont des composantes du tenseur des contraintes dont les expressions sont
données par la loi de Hooke.

Le vecteur déplacement complexe ~̂U(x, z) est décomposé en un vecteur déplacement

complexe longitudinal ~̂UL(x, z) et un vecteur déplacement complexe transversal ~̂UT (x, z),

~̂U(x, z) = ~̂UL(x, z) + ~̂UT (x, z), (I.2)

où les vecteurs déplacement complexes longitudinal et transversal peuvent être projetés
de la manière suivante





~̂UL(x, z) = ÛLx(x, z)~ex + ÛLz (x, z)~ez, (I.3a)

~̂UT (x, z) = ÛTx(x, z)~ex + ÛTz (x, z)~ez. (I.3b)

Les vecteurs déplacement complexes longitudinal ~̂UL(x, z) et transversal ~̂UT (x, z) sont
respectivement irrotationnel et à divergence nulle ; ils satisfont respectivement aux
relations





−→
rot ~̂UL(x, z) = ~0, (I.4a)

div ~̂UT (x, z) = 0, (I.4b)
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qui, compte tenu des expressions (I.3), peuvent être mises sous les formes respectives,
{
∂zÛLx(x, z) = ∂xÛLz (x, z), (I.5a)

∂zÛTz (x, z) = −∂xÛTx(x, z). (I.5b)

Le report de ces deux expressions dans les équations du système (I.1) permet de découpler
l'équation de propagation vectorielle (I.1a) et conduit à une équation de Helmholtz pour
chacune des quatre composantes du champ de déplacement complexe (η = L, T ),




[
∂2
xx + ∂2

zz + k2
η

]
Ûηj (x, z) = 0, j = x, z, ∀x ∈ IR, ∀z ∈ [−Lz/2, Lz/2], (I.6a)

T̂xz = µ
[
∂z

(
ÛLx + ÛTx

)
+ ∂x

(
ÛLz + ÛTz

)]
= 0, ∀x ∈ IR, z = ±Lz/2, (I.6b)

T̂zz = λ∂x

(
ÛLx + ÛTx

)
+ (λ+ 2µ)∂z

(
ÛLz + ÛTz

)
= 0, ∀x ∈ IR, z = ±Lz/2. (I.6c)

En posant

Ûηj (x, z) = ûηj (z)e
−ikxx, avec η = L, T et j = x, z, (I.7)

l'équations (I.6a) peut être mise sous la forme,

[
∂2
zz + k2

ηz

]
ûηj (z) = 0, avec η = L, T et j = x, z, (I.8)

avec
k2
ηz = k2

η − k2
x, (I.9)

et a pour solution,
ûηj (z) = q̂(1)

ηj sin (kηzz) + q̂(2)
ηj cos (kηzz) , (I.10)

où q̂
(m)
ηj (m = 1, 2) sont des constantes complexes à déterminer. Compte tenu

de l'expression (I.10), les composantes T̂xz et T̂zz du tenseur des contraintes ont
respectivement pour expressions aux points z = ±Lz/2,

T̂xz(z = ±Lz/2) = −µkLz
[
−q̂(1)

Lx
cos(kLzLz/2)± q̂(2)

Lx
sin(kLzLz/2)

]

− µkTz
[
−q̂(1)

Tx
cos(kTzLz/2)± q̂(2)

Tx
sin(kTzLz/2)

]

− iµkx
[
q̂

(2)
Lz

cos(kLzLz/2)± q̂(1)
Lz

sin(kLzLz/2)
]

− iµkx
[
q̂

(2)
Tz

cos(kTzLz/2)± q̂(1)
Tz

sin(kTzLz/2)
]
, (I.11)

et

T̂zz(z = ±Lz/2) = −iλkx
[
q̂

(2)
Lx

cos(kLzLz/2)± q̂(1)
Lx

sin(kLzLz/2)
]

− iλkx
[
q̂

(2)
Tx

cos(kTzLz/2)± q̂(1)
Tx

sin(kTzLz/2)
]

− (λ+ 2µ)kLz

[
−q̂(1)

Lz
cos(kLzLz/2)± q̂(2)

Lz
sin(kLzLz/2)

]

− (λ+ 2µ)kTz

[
−q̂(1)

Tz
cos(kTzLz/2)± q̂(2)

Tz
sin(kTzLz/2)

]
. (I.12)
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Les contraintes T̂xz et T̂zz en z = ±Lz/2 données respectivement par les relations (I.11)
et (I.12) sont nulles si et seulement si ces contraintes sont des fonctions paires ou impaires.
Ainsi, les solutions recherchées sont séparées en fonction de leur symétrie : pour les ondes
de Lamb symétriques, la contrainte T̂zz est une fonction paire et la contrainte T̂xz est
une fonction impaire, ce qui implique que les constantes q̂(1)

Lx
, q̂(1)
Tx

, q̂(2)
Lz

et q̂(2)
Tz

sont toutes

nulles, et pour les ondes de Lamb antisymétriques la contrainte T̂zz est une fonction
impaire et la contrainte T̂xz est une fonction paire, ce qui implique que les constantes
q̂

(2)
Lx

, q̂(2)
Tx

, q̂(1)
Lz

et q̂(1)
Tz

sont toutes nulles. Les expressions du champ de déplacement des
ondes de Lamb étant di�érentes selon leur symétrie, les ondes de Lamb symétriques et
antisymétriques sont traitées séparément dans la suite.

I.1 Onde de Lamb symétrique

En considérant les constantes q̂(1)
Lx

, q̂(1)
Tx

, q̂(2)
Lz

et q̂(2)
Tz

nulles, la relation (I.10) peut être
mise sous les formes,

{
ûηx(z) = q̂ηx cos(kηzz), avec η = L, T, (I.13a)

ûηz (z) = q̂ηz sin(kηzz), avec η = L, T, (I.13b)

où, dans le but de simpli�er les notations, les constantes q̂ηx et q̂ηz correspondent

respectivement aux constantes q̂(2)
ηx et q̂(1)

ηz . Le report des relations (I.13), dans un premier
temps, dans les expressions (I.5) conduit aux relations,

{
q̂Lz = −iq̂LxkLz/kx, (I.14a)

q̂Tx = −iq̂TzkTz/kx, (I.14b)

et, dans un second temps, dans les conditions aux frontières (I.6b) et (I.6c) conduit aux
relations,





(kLz q̂Lx + ikxq̂Lz ) sin(kLzLz/2) + (kTz q̂Tx + ikxq̂Tz ) sin(kTzLz/2) = 0, (I.15a)

[(λ+ 2µ)kLz q̂Lz − ikxλq̂Lx ] cos(kLzLz/2)

+ [(λ+ 2µ)kTz q̂Tz − ikxλq̂Tx ] cos(kTzLz/2) = 0. (I.15b)

Le report des expressions (I.14) dans les relations (I.15) conduit aux expressions,

{
i
[
λk2

x + (λ+ 2µ)k2
Lz

]
q̂Lx cos(kLzLz/2) + 2µkxkTz q̂Tz cos(kTzLz/2) = 0, (I.16a)

2kxkLz q̂Lx sin(kLzLz/2) + i
(
k2
x − k2

Tz

)
q̂Tz sin(kTzLz/2) = 0, (I.16b)

qui, compte tenu de la relation,

λk2
x + (λ+ 2µ)k2

Lz = µ
(
k2
Tz − k2

x

)
, (I.17)

peuvent être mises sous les formes,
{
i
(
k2
x − k2

Tz

)
q̂Lx cos(kLzLz/2) + 2kxkTz q̂Tz cos(kTzLz/2) = 0, (I.18a)

2kxkLz q̂Lx sin(kLzLz/2) + i
(
k2
x − k2

Tz

)
q̂Tz sin(kTzLz/2) = 0. (I.18b)
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Le système d'équation (I.18) est mis sous forme matricielle,

(
iµ
(
k2
x − k2

Tz

)
cos (kLzLz/2) 2µkxkTz cos (kTzLz/2)

2kxkLz sin (kLzLz/2) i
(
k2
x − k2

Tz

)
sin (kTzLz/2)

)(
q̂Lx
q̂Tz

)
=

(
0

0

)
. (I.19)

Le déterminant de la matrice carrée de la relation (I.19) est nul si et seulement si la
relation

tan(kTzLz/2)

tan(kLzLz/2)
= − 4k2

xkLzkTz(
k2
Tz
− k2

x

)2 , (I.20)

est véri�ée.
Compte tenu de l'expression (I.18a), l'expression de la constante q̂Tz peut alors être mise
sous la forme,

q̂Tz = −i
(
k2
x − k2

Tz

2kxkTz

)
cos(kLzLz/2)

cos(kTzLz/2)
q̂Lx . (I.21)

I.2 Onde de Lamb antisymétrique

En considérant les constantes q̂(2)
Lx

, q̂(2)
Tx

, q̂(1)
Lz

et q̂(1)
Tz

nulles , les relations (I.10) peuvent
être mises sous les formes respectives,

{
ûηx(z) = q̂ηx sin(kηzz), avec η = L, T, (I.22a)

ûηz (z) = q̂ηz cos(kηzz), avec η = L, T, (I.22b)

où, dans le but de simpli�er les notations, les constantes q̂ηx et q̂ηz correspondent

respectivement aux constantes q̂(1)
ηx et q̂(2)

ηz . Le report des relations (I.22), dans un premier
temps, dans les expressions (I.5) conduit aux relations,

{
q̂Lz = iq̂LxkLz/kx, (I.23a)

q̂Tx = iq̂TzkTz/kx, (I.23b)

et, dans un second temps, dans les conditions aux frontières (I.6b) et (I.6c) conduit aux
relations,





(kLz q̂Lx − ikxq̂Lz ) cos(kLzLz/2) + (kTz q̂Tx − ikxq̂Tz ) cos(kTzLz/2) = 0, (I.24a)

(ikxλq̂Lx + (λ+ 2µ)kLz q̂Lz ) sin(kLzLz/2)

+ (ikxλq̂Tx + (λ+ 2µ)kTz q̂Tz ) sin(kTzLz/2) = 0. (I.24b)

Le report des expressions (I.23) dans les relations (I.24) conduit aux expressions,

{
i
[
λk2

x + (λ+ 2µ)k2
Lz

]
q̂Lx sin(kLzLz/2) + 2µkxkTz q̂Tz sin(kTzLz/2) = 0, (I.25a)

2kxkLz q̂Lx cos(kLzLz/2) + i
(
k2
Tz − k2

x

)
q̂Tz cos(kTzLz/2) = 0, (I.25b)

ou encore, compte tenu de la relation (I.17),

{
i
(
k2
Tz − k2

x

)
q̂Lx sin(kLzLz/2) + 2kxkTz q̂Tz sin(kTzLz/2) = 0, (I.26a)

2kxkLz q̂Lx cos(kLzLz/2) + i
(
k2
Tz − k2

x

)
q̂Tz cos(kTzLz/2) = 0. (I.26b)
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Le système d'équation (I.26) est mis sous la forme matricielle,

(
i
(
k2
Tz
− k2

x

)
sin (kLzLz/2) 2kxkTz sin (kTzLz/2)

2kxkLz cos (kLzLz/2) i
(
k2
Tz
− k2

x

)
cos (kTzLz/2)

)(
q̂Lx
q̂Tz

)
=

(
0

0

)
. (I.27)

Le déterminant de la matrice carrée est nul, si la relation

tan(kTzLz/2)

tan(kLzLz/2)
= −

(
k2
Tz
− k2

x

)2

4k2
xkLzkTz

(I.28)

est satisfaite.
Compte tenu de l'expression (I.26a), l'expression de la constante q̂Tz peut alors être mise
sous la forme,

q̂Tz = i

(
2kxkLz
k2
Tz
− k2

x

)
cos(kLzLz/2)

cos(kTzLz/2)
q̂Lx . (I.29)





Annexe J

Fonction de Green pour ondes de
Lamb

La fonction de Green est choisie de telle sorte que l'expression (4.18), reportée ci-
dessous en (J.5) et (J.13), soit nulle, de manière a ce qu'une onde de Lamb en guide
non rugueux soit représentée dans l'equation intégrale par une simple convolution de
la fonction source avec la fonction de Green. La fonction de Green (paragraphe 4.3.2)
est solution du système d'équations, composé de l'équation de propagation (équation de
Helmholtz) et de conditions mixtes aux frontières,





(
∂2
xx + ∂2

zz + k2
η

)
G(τ,n)
η (x, z;x0, z0) = −δ(x− x0)δ(z − z0), ∀(x, z, x0, z0) ∈ D0,(J.1a)(

∂z ± ikηŶ (τ,n)
η

)
G(τ,n)
η (x, z;x0, z0) = 0, ∀(x, x0, z0) ∈ D0 et z = ±Lz/2, (J.1b)

où δ est la fonction de Dirac et où l'admittance spéci�que de parois Ŷ (τ,n)
η est exprimée

en fonction d'un paramètre disponible (à déterminer) α(τ,n)
η comme suit :

Ŷ (τ,n)
η = i

k
(τ,n)
ηz

kη
tan

(
α(τ,n)
η

)
. (J.2)

Les quatre termes Û (τ,n)
ηj du vecteur déplacement ~̂U(x, z), dans le domaine D0 du guide

extérieur, satisfaisant aux équations de Helmholtz (J.1a), peuvent être exprimés, par
application du théorème de Green, de la façon suivante [66,67] :

Û (τ,n)
ηj (x, z) = F̂ (τ,n)

ηj (x, z) + (0)Γ̂(τ,n)
η (x, z)

{
Û (τ,n)
ηj (x, z)

}
, (J.3)

où le terme source a pour expression,

F̂ (τ,n)
ηj (x, z) =

+∞∫

−∞

Lz/2∫

−Lz/2

G(τ,n)
η (x, z;x′, z′)f̂ (τ,n)

ηj (x′, z′)dx′dz′, (J.4)
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et où l'opérateur intégrale prend la forme

(0)Γ̂(τ,n)
η (x, z)

{
Ûηj (x, z)

}
=

2∑

q=1

+∞∫

−∞

(−1)q
[
G(τ,n)
η (x, z;x′, zq)∂zÛ

(τ,n)
ηj (x′, zq)

− Û (τ,n)
ηj (x′, zq)∂zG

(τ,n)
η (x, z;x′, zq)

]∣∣∣
zq=(−1)q Lz2

dx′. (J.5)

Deux cas sont à envisager.

i) Si le terme du champ de déplacement a pour expression,

Û (τ,n)
ηj (x′, z′) = q̂(τ,n)

ηj cos
(
k(τ,n)
ηz z′

)
e−ik

(τ,n)
x x′ , (J.6)

alors le paramètre α(τ,n)
η est choisi tel que

α(τ,n)
η = −k(τ,n)

ηz

Lz
2
. (J.7)

Le report de l'expression (J.6) du champ Û
(τ,n)
ηj dans l'opérateur (0)Γ̂

(τ,n)
η (x, z) (J.5)

conduit à la relation

(0)Γ̂(τ,n)
η (x, z)

{
Û (τ,n)
ηj (x, z)

}
=

q̂(τ,n)
ηj

2∑

q=1

+∞∫

−∞

[
−G(τ,n)

η

(
x, z;x′, (−1)q

Lz
2

)
(−1)qk(τ,n)

ηz sin

(
k(τ,n)
ηz (−1)q

Lz
2

)
e−ik

(τ,n)
x x′

− cos

(
k(τ,n)
ηz

Lz
2

)
e−ik

(τ,n)
x x′(−1)q∂zG

(τ,n)
η

(
x, z;x′, (−1)q

Lz
2

)]
dx′. (J.8)

Le report des conditions aux frontières (J.1b) dans la relation (J.8) donne

(0)Γ̂(τ,n)
η (x, z)

{
Û (τ,n)
ηj (x, z)

}
=

q̂(τ,n)
ηj

2∑

q=1

+∞∫

−∞

[
−G(τ,n)

η

(
x, z;x′, (−1)q

Lz
2

)
k(τ,n)
ηz sin

(
k(τ,n)
ηz

Lz
2

)
e−ik

(τ,n)
x x′

+ cos

(
k(τ,n)
ηz

Lz
2

)
e−ik

(τ,n)
x x′ikηŶ

(τ,n)
η G(τ,n)

η

(
x, z;x′, (−1)q

Lz
2

)]
dx′. (J.9)

Compte tenu de l'expression (J.7) du paramètre α(τ,n)
η et de la relation (J.2), l'expression

(J.9) peut être mise sous la forme,

(0)Γ̂(τ,n)
η (x, z)

{
Û (τ,n)
ηj (x, z)

}
= q̂(τ,n)

ηj k(τ,n)
ηz

2∑

q=1

+∞∫

−∞

G(τ,n)
η

(
x, z;x′, (−1)q

Lz
2

)
e−ik

(τ,n)
x x′

[
− sin

(
k(τ,n)
ηz

Lz
2

)
+ cos

(
k(τ,n)
ηz

Lz
2

)
tan

(
k(τ,n)
ηz

Lz
2

)]
dx′. (J.10)
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Dans ce cas, l'opérateur (0)Γ̂
(τ,n)
η (x, z)

{
Û

(τ,n)
ηj (x, z)

}
est nul.

ii) Si le terme du champ de déplacement a pour expression,

Û (τ,n)
ηj (x′, z′) = q̂(τ,n)

ηj sin
(
k(τ,n)
ηz z′

)
e−ik

(τ,n)
x x′ , (J.11)

alors le paramètre α(τ,n)
η est choisi tel que

α(τ,n)
η = −k(τ,n)

ηz

Lz
2

+
π

2
. (J.12)

Le report de l'expression (J.11) du champ Û
(τ,n)
ηj dans l'opérateur (0)Γ̂

(τ,n)
η (x, z) (J.5)

conduit à la relation

(0)Γ̂(τ,n)
η (x, z)

{
Û (τ,n)
ηj (x, z)

}
=

q̂(τ,n)
ηj

2∑

q=1

+∞∫

−∞

[
G(τ,n)
η

(
x, z;x′, (−1)q

Lz
2

)
k(τ,n)
ηz (−1)q cos

(
k(τ,n)
ηz

Lz
2

)
e−ik

(τ,n)
x x′

− sin

(
k(τ,n)
ηz (−1)q

Lz
2

)
e−ik

(τ,n)
x x′(−1)q∂zG

(τ,n)
η

(
x, z;x′, (−1)q

Lz
2

)]
dx′. (J.13)

Le report des conditions aux frontières (J.1b) dans la relation (J.13) donne

(0)Γ̂(τ,n)
η (x, z)

{
Û (τ,n)
ηj (x, z)

}
=

q̂(τ,n)
ηj

2∑

q=1

+∞∫

−∞

[
G(τ,n)
η

(
x, z;x′, (−1)q

Lz
2

)
k(τ,n)
ηz (−1)q cos

(
k(τ,n)
ηz

Lz
2

)
e−ik

(τ,n)
x x′

+(−1)q sin

(
k(τ,n)
ηz

Lz
2

)
e−ik

(τ,n)
x x′ikηŶ

(τ,n)
η G(τ,n)

η

(
x, z;x′, (−1)q

Lz
2

)]
dx′. (J.14)

Compte tenu de l'expression (J.12) du paramètre α(τ,n)
η et de la relation (J.2), l'expression

(J.14) peut être mise sous la forme,

(0)Γ̂(τ,n)
η (x, z)

{
Û (τ,n)
ηj (x, z)

}
=

q̂(τ,n)
ηj k(τ,n)

ηz

2∑

q=1

+∞∫

−∞

(−1)qe−ik
(τ,n)
x x′G(τ,n)

η

(
x, z;x′, (−1)q

Lz
2

)

[
cos

(
k(τ,n)
ηz

Lz
2

)
− sin

(
k(τ,n)
ηz

Lz
2

)
cot

(
k(τ,n)
ηz

Lz
2

)]
dx′. (J.15)

Dans ce cas, l'opérateur (0)Γ̂
(τ,n)
η (x, z)

{
Û

(τ,n)
ηj (x, z)

}
est nul.

Ainsi, les choix retenus pour la fonction de Green annulent les intégrales de surface
sur chacune des frontières du guide extérieur (guide lisse). Le champ Û

(τ,n)
ηj est alors

exprimé par une simple convolution de la fonction de Green par la fonction source à
l'origine du champ.





Annexe K

Fonction de Green pour ondes de
Lamb : intégrale de Fourier

La fonction de Green choisie est donnée par la transformée de Fourier

G(τ,n)
η (x, z;x0, z0) =

−
+∞∫

−∞

cos
[
κηz (z< + Lz/2) + α

(τ,n)
η

]
cos
[
κηz (z> − Lz/2)− α(τ,n)

η

]

κηz sin
[
κηzLz + 2α

(τ,n)
η

] e−iχ(x−x0)

2π
dχ.

(K.1)

Cette intégrale peut être calculée de façon numérique suivant un parcours adapté [101] ;
cette méthode est présentée dans les paragraphes qui suivent.

K.1 Convergence de l'intégrale

La relation (K.1) peut être exprimée de la manière suivante :

G(τ,n)
η (x, z;x0, z0) =

1

4iπ

+∞∫

−∞

e−iχ(x−x0)




ei[κηz (z<−z>+Lz)+2α(τ,n)

η ] + e−i[κηz (z<−z>+Lz)+2α(τ,n)
η ]

κηz

(
e
i
[
κηzLz+2α

(τ,n)
η

]
− e−i

[
κηzLz+2α

(τ,n)
η

])

+
ei[κηz (z<+z>)] + e−i[κηz (z<+z>)]

κηz

(
e
i
[
κηzLz+2α

(τ,n)
η

]
− e−i

[
κηzLz+2α

(τ,n)
η

])




dχ, (K.2)
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ou encore,

G(τ,n)
η (x, z;x0, z0) =

1

4iπ

+∞∫

−∞

e−iχ(x−x0)




ei[κηz (z<−z>)+2α(τ,n)

η ] + e−i[κηz (z<−z>+2Lz)+2α(τ,n)
η ]

κηz

(
e2iα

(τ,n)
η − e−2i

[
κηzLz+α

(τ,n)
η

])

+
ei[κηz (z<+z>−Lz)] + e−i[κηz (z<+z>+Lz)]

κηz

(
e2iα

(τ,n)
η − e−2i

[
κηzLz+α

(τ,n)
η

])




dχ. (K.3)

Compte tenu de la relation,
χ2 + κ2

ηz = k2
η, (K.4)

lorsque χ→ ±∞, la partie réelle de κηz est nulle et sa partie imaginaire tend vers l'in�ni.
Ainsi, dans ce cas précis, les quatre exponentielles du numérateur de l'expression (K.3)
tendent vers 0 respectivement si les relations suivantes





(z< − z>) < 0, (K.5a)

(z< − z> + 2Lz) > 0, (K.5b)

(z< + z> − Lz) < 0, (K.5c)

(z< + z> + Lz) > 0, (K.5d)

sont toutes véri�ées, ce qui est le cas, compte tenu de la relation,

−Lz/2 < z< < z> < Lz/2, (K.6)

ce qui assure la convergence de l'intégrale à l'in�ni.

K.2 Calcul numérique de la fonction de Green

La fonction de Green donnée par la relation (K.1) possède, outre deux singularités
pour κηz , une in�nité de pôles, dont la position dépend de la valeur prise par le paramètre

α
(τ,n)
η . Les paramètres α(τ,n)

η choisis ont pour expressions





α(τ,n)
η = −k(τ,n)

ηz

Lz
2
, (K.7a)

α(τ,n)
η = −k(τ,n)

ηz

Lz
2

+
π

2
, (K.7b)

où k(τ,n)
ηz est la composante suivant z du nombre d'onde kη dans la direction de l'épaisseur

du guide [relation (4.15)]. Les pôles de la fonction de Green ont pour expression

χ = ±
√
(
k

(τ,n)
x

)2

− 2pπ

Lz
k

(τ,n)
ηz −

(
2pπ

Lz

)2

, (K.8)
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où le nombre d'onde k(τ,n)
x est le nombre d'onde suivant la direction de propagation

(suivant x) de l'onde de Lamb recherchée et avec p un entier relatif. Deux cas de �gures
sont à envisager selon que le nombre d'onde k(τ,n)

x est supérieur ou inférieur au nombre

d'onde kη

[
k2
η =

(
k

(τ,n)
x

)2

+
(
k

(τ,n)
ηz

)2

, relation (4.15)
]
.

i) Si k(τ,n)
x est inférieur au nombre d'onde kη, la composante k(τ,n)

ηz suivant z du nombre
d'onde kη est réelle et ainsi, d'après la relation (K.8), deux familles de pôles existent : les
pôles situés sur l'axe des χ réels qui correspondent à des ondes propagatives, le premier
pôle étant le pôle correspondant à l'onde de Lamb recherchée, et les pôles situés sur l'axe
des χ imaginaires qui correspondent à des ondes évanescentes (�gure K.1a).
ii) Si k(τ,n)

x est supérieur au nombre d'onde kη, la composante k(τ,n)
ηz suivant z du nombre

d'onde kη est imaginaire et ainsi, deux familles de pôles existent : les pôles situés sur
l'axe des χ réels qui correspondent à des ondes propagatives, le premier pôle étant le pôle
correspondant à l'onde de Lamb considérée et les pôles situés sur deux demies droites
parallèles à l'axe =m(χ) qui correspondent à des ondes évanescentes (�gure K.1b).

L'intégrale (K.3) peut alors être calculée suivant les parcours proposés sur les
�gures K.1a lorsque k

(τ,n)
x < kη et K.1b lorsque k

(τ,n)
x > kη. Ces contours sont

composés de trois segments notés Q1P1, P1P2 et P2Q2. Les points Q1 et Q2 ont pour
coordonnées respectives dans le plan complexe (−χmax,−δ) et (χmax, δ), où δ est une
constante réelle positive très petite et où la constante réelle positive χmax est dé�nie
telle que les contributions sur les domaines ] −∞, Q1] et ]Q2,+∞] sont négligeables en
comparaison avec les contributions sur les trois domaines considérés. Les points P1 et P2

ont respectivement pour coordonnées dans le plan complexe (−kη,−ε) et (kη, ε), où ε est
une constante réelle supérieure d'un ordre de grandeur à la constante δ.

ℜe(χ)−kη

−k
(τ,n)
x

P2
Q2

Q1

P1

k
(τ,n)
x kη

χ

ℑm(χ)

(a)

ℜe(χ)

ℑm(χ)

Q2

Q1

kη

P1

−kη

−k
(τ,n)
x

k
(τ,n)
x

χ

P2

(b)

Figure K.1 � Schéma des contours d'intégration dans le plan complexe lorsque (a)
k
(τ,n)
x < kη et (b) k(τ,n)x > kη.





Annexe L

Fonction de Green pour ondes de
Lamb : calcul des résidus

Les fonctions de Green retenues dans le problème de di�usion des ondes de Lamb
(paragraphe 4.3.2) ont pour expression :

G(τ,n)
η (x, z;x0, z0) =

−
+∞∫

−∞

cos

[
κηz

(
z< +

Lz
2

)
+ α

(τ,n)
η

]
cos

[
κηz

(
z> −

Lz
2

)
− α(τ,n)

η

]

κηz sin
(
κηzLz + 2α

(τ,n)
η

) e−iχ(x−x0)

2π
dχ,

(L.1)

avec
k2
η = χ2 + κ2

ηz , (L.2)

et où les paramètres α(τ,n)
η sont choisis [cf. infra (L.4) et (L.14)] de manière à ce que le

premier des pôles de l'intégrande corresponde au nombre d'ondes k(τ,n)
x d'une onde de

Lamb (τ, n), les ondes paires (en cosinus) et impaires (en sinus) étant générées par une
phase additionnelle de 0 ou π/2 respectivement (cf. infra). Cette phase n'a pas d'incidence
sur la position des pôles donnés par la relation

κηz = k(τ,n)
ηz +

pπ

Lz
⇐⇒ χ = ±kpηx = ±

√
(
k

(τ,n)
x

)2

− 2
pπ

Lz
k

(τ,n)
ηz −

(
pπ

Lz

)2

.

(L.3)
Les résidus pour chaque pôle sont calculés dans la suite pour les deux expressions du
paramètre α(τ,n)

η .

L.1 Fonction de Green paire

Lorsque le paramètre α(τ,n)
η a pour expression

α(τ,n)
η = −k(τ,n)

ηz

Lz
2
, (L.4)
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la fonction de Green est associée à une composante d'une onde de Lamb paire (en cosinus).
Le dénominateur de la fonction de Green (L.1) peut s'écrire :

lim
κηz→k

(τ,n)
ηz

κηz sin
[(
κηz − k(τ,n)

ηz

)
Lz

]
∼= k(τ,n)

ηz Lz lim
κηz→k

(τ,n)
ηz

(
κηz − k(τ,n)

ηz

)
. (L.5)

ou encore, compte tenu de la relation (L.2),

lim
κηz→k

(τ,n)
ηz

κηz sin
[(
κηz − k(τ,n)

ηz

)
Lz

]
∼= −Lz

2
lim

χ→±k0
ηx

(
χ− k0

ηx

) (
χ+ k0

ηx

)
. (L.6)

Par suite, les résidus des pôles pour p = 0

Res±k0
ηx

= −
cos
(
k

(τ,n)
ηz z<

)
cos
(
k

(τ,n)
ηz z>

)

2π
e∓ik

0
ηx

(x−x0) lim
χ→±k0

ηx

(
χ∓ k0

ηx

)

κηz sin (κηzLz)
, (L.7)

prennent la forme suivante :

Res±k0
ηx

= ± 1

2π
cos
(
k(τ,n)
ηz z<

)
cos
(
k(τ,n)
ηz z>

) e∓ik0
ηx

(x−x0)

k0
ηxLz

. (L.8)

Pour p 6= 0, il vient :

lim
κηz→k

(τ,n)
ηz + pπ

Lz

κηz sin
[(
κηz − k(τ,n)

ηz

)
Lz

]
≈

(−1)p
Lz
2

lim
κηz→k

(τ,n)
ηz + pπ

Lz

[
κ2
ηz −

(
k(τ,n)
ηz +

pπ

Lz

)2
]
, (L.9)

ou encore, compte tenu des relations (L.2) et (L.3),

lim
κηz→k

(τ,n)
ηz + pπ

Lz

κηz sin
[(
κηz − k(τ,n)

ηz

)
Lz

]
≈ (−1)p

Lz
2

lim
χ→±kpηx

(
χ− kpηx

) (
χ+ kpηx

)
.

(L.10)
Les résidus des pôles, pour p 6= 0, ont alors pour expression :

Res±kpηx = −e
∓ikpηx (x−x0)

2π
cos

[(
k(τ,n)
ηz +

pπ

Lz

)
z< +

pπ

2

]
cos

[(
k(τ,n)
ηz +

pπ

Lz

)
z> −

pπ

2

]

lim
χ→±kpηx

(
χ∓ kpηx

)

κηz sin (κηzLz)
, (L.11)

soit, si p est pair,

Res±kpηx = ± 1

2π
cos

[(
k(τ,n)
ηz +

pπ

Lz

)
z<

]
cos

[(
k(τ,n)
ηz +

pπ

Lz

)
z>

]
e∓ik

p
ηx

(x−x0)

kpηxLz
, (L.12)

et, si p est impair,

Res±kpηx = ± 1

2π
sin

[(
k(τ,n)
ηz +

pπ

Lz

)
z<

]
sin

[(
k(τ,n)
ηz +

pπ

Lz

)
z>

]
e∓ik

p
ηx

(x−x0)

kpηxLz
(L.13)
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L.2 Fonction de Green impaire

Lorsque le paramètre α(τ,n)
η a pour expression

α(τ,n)
η = −k(τ,n)

ηz

Lz
2

+
π

2
, (L.14)

la fonction de Green est associée à une composante d'une onde de Lamb impaire (en
sinus). Le sinus du dénominateur de l'expression (L.1) a alors pour expression

sin
(
κηzLz + 2α(τ,n)

η

)
= − sin

[(
κηz − k(τ,n)

ηz

)
Lz

]
. (L.15)

Ainsi, les pôles sont les mêmes pour la fonction de Green impaire que pour la fonction
de Green paire et la démarche pour calculer les résidus de ces pôles est sensiblement
la même. Les résidus des pôles pour p = 0 de la fonction de Green impaire ont pour
expression

Res±k0
ηx

= ± 1

2π
sin
(
k(τ,n)
ηz z<

)
sin
(
k(τ,n)
ηz z>

) e∓ik0
ηx

(x−x0)

k0
ηxLz

, (L.16)

et les résidus des pôles pour p 6= 0 ont pour expressions, si p est pair,

Res±kpηx = ± 1

2π
sin

[(
k(τ,n)
ηz +

pπ

Lz

)
z<

]
sin

[(
k(τ,n)
ηz +

pπ

Lz

)
z>

]
e∓ik

p
ηx

(x−x0)

kpηxLz
, (L.17)

et, si p est impair,

Res±kpηx = ± 1

2π
cos

[(
k(τ,n)
ηz +

pπ

Lz

)
z<

]
cos

[(
k(τ,n)
ηz +

pπ

Lz

)
z>

]
e∓ik

p
ηx

(x−x0)

kpηxLz
. (L.18)

L.3 Contours d'intégration

Lorsque x > x0, la convergence de l'intégrale est assurée pour =m(χ) < 0 ; le contour
d'intégration des �gures L.1a et L.1c doivent donc être fermés par le bas, comprenant
les pôles correspondant aux modes évoluant vers les x croissants. Lorsque x < x0,
la convergence de l'intégrale est assurée pour =m(χ) > 0 ; le contour d'intégration
des �gures L.1b et L.1d doivent donc être fermés par le haut, comprenant les pôles
correspondant aux modes évoluant vers les x décroissants.
Dans les deux cas, l'intégrale doit donc se ramener à la somme de l'intégrale de branche,
constituée d'un aller-retour le long de la coupure, et de la somme in�nie des résidus (pôles
encerclés suivant le contour d'intégration).
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ℑm(χ)

χ

−kη−k
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kη ℜe(χ)k
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ℑm(χ)

χ
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Figure L.1 � Schémas des contours d'intégration dans le plan complexe lorsque (a) et
(b) k(τ,n)x < kη et (c) et (d) k(τ,n)x > kη. Lorsque x > x0, les contours des schémas (a)
et (c) sont fermés par le bas et lorsque x < x0, les contours des schémas (b) et (d) sont
fermés par le haut.



Annexe M

Relation entre la méthode des
résidus et les développements

modaux

L'objectif de cette annexe n'est pas d'apporter des compléments au modèle traitant
de la propagation des ondes de Lamb dans des guides rugueux (chapitre 4), mais
d'apporter des éléments de nature à mettre en évidence la cohérence dans le choix
de la fonction de Green utilisée dans ce chapitre 4. Pour cela, la fonction de Green
Gη(x, z;x0, z0) donnée par la relation (4.28) est calculée pour une admittance de paroi

nulle [α(σ,m)
η = 0, relation (4.20)], c'est-à-dire pour une fonction de Green satisfaisant à

des conditions de Neumann sur les frontières du guide extérieur. Cette fonction de Green
est ensuite comparée à la fonction de Green utilisée au chapitre 2 pour traiter de la
propagation des ondes SH , fonction de Green donnée sous la forme d'un développement
modal [relation (2.14)].

M.1 Calculs des résidus

Le paramètre α(σ,m)
η étant nul, la fonction de Green Gη(x, z;x0, z0), donnée par la

relation (4.28) a pour expression :

Gη(x, z;x0, z0) = − 1

2π

∫ +∞

−∞

cos
[
κηz

(
z< + Lz

2

)]
cos
[
κηz

(
z> − Lz

2

)]

κηz sin (κηzLz)
e−iχ(x−x0)dχ

(M.1)
avec

k2
η = χ2 + κ2

ηz . (M.2)

Cette fonction de Green admet une double in�nité de pôles simples :

κηz =
mπ

Lz
⇐⇒ χm = ±kxm = ±

√
k2
η −

(
mπ

Lz

)2

. (M.3)
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Compte tenu de l'expression (M.2), le dénominateur de la fonction de Green peut s'écrire :

lim
κηz→0

κηz sin (κηzLz)
∼= lim
χ→±kη

(kη − χ)(kη + χ)Lz; (M.4)

par suite, les résidus des pôles pour m = 0

Res±kx0
= −e

∓ikx0 (x−x0)

2π
lim

χ→±kx0

(χ∓ kx0
)

κηz sin (κηzLz)
, (M.5)

prennent la forme suivante :

Res±kx0
= ± 1

2π

e∓ikx0 (x−x0)

2kηLz
. (M.6)

Pour m 6= 0, compte tenu de la relation

lim
κηz→mπ

Lz

κηz sin (κηzLz) ≈ (−1)m
mπ

Lz
lim

κηz→mπ
Lz

(κηzLz −mπ) , (M.7)

et de la relation (M.2), le dénominateur de la fonction de Green peut s'écrire

lim
κηz→mπ

Lz

1

κηz sin (κηzLz)
= 2

(−1)m

Lz
lim

χ→±kxm

1

(kxm − χ) (kxm + χ)
. (M.8)

Les résidus des pôles, pour m 6= 0, ont alors pour expression :

Res±kxm = −e
∓ikxm (x−x0)

2π
cos

[
mπ

Lz

(
z< +

Lz
2

)]
cos

[
mπ

Lz

(
z> −

Lz
2

)]

lim
χ→±kxm

(χ∓ kxm)

κηz sin (κηzLz)
. (M.9)

soit, si m est pair,

Res±kxm = ± 1

2π
cos

(
mπ

Lz
z<

)
cos

(
mπ

Lz
z>

)
e∓ikxm (x−x0)

kxmLz
, (M.10)

et si m est impair,

Res±kxm = ± 1

2π
sin

(
mπ

Lz
z<

)
sin

(
mπ

Lz
z>

)
e∓ikxm (x−x0)

kxmLz
(M.11)

M.2 Contours d'intégration

Les contours d'intégration sont représentés sur les �gure M.1. Les pôles situés sur
l'axe <e(χ) sont associés aux ondes propagatives (mπ/Lz < kT ) et les pôles situés sur
l'axe =m(χ) sont associés aux ondes évanescentes (mπ/Lz > kT ). Lorsque x > x0, la
convergence de l'intégrale est assurée pour =m(χ) < 0 ; le contour d'intégration doit être
fermé par le bas (�gure M.1a). Lorsque x < x0, la convergence de l'intégrale est assurée
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pour =m(χ) > 0 ; le contour d'intégration doit être fermé par le haut (�gure M.1b). La
fonction de Green a alors pour expression

Gη(x, x0; z, z0) =





−2iπ

∞∑

m=0

Reskxm , six > x0,

2iπ

∞∑

m=0

Res−kxm , six < x0.

(M.12)

Le report des expressions des résidus donnés par les relations (M.6), (M.10) et (M.11)
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χ

ℜe(χ)kT

−kT
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ℜe(χ)

−kT

kT

(b)

Figure M.1 � Schémas des contours d'intégration dans le plan complexe lorsque (a)
x > x0 (contour fermé par le bas) et (b) x < x0 (contour fermé par le haut).

dans la relation (M.12) conduit à l'expression suivante pour la fonction de Green

Gη(x, x0; z, z0) =
∞∑

m=0

{
2− δm0

2ikx2m
Lz

cos

[
2mπ

Lz
z

]
cos

[
2mπ

Lz
z0

]
e−ikx2m |x−x0|

+
1

ikx2m+1
Lz

sin

[
(2m+ 1)π

Lz
z

]
sin

[
(2m+ 1)π

Lz
z0

]
e−ikx2m+1

|x−x0|
}
.

(M.13)

L'expression (M.13) de la fonction de Green calculée dans le plan complexe est donc la
même que l'expression (2.14) de la fonction de Green développée sur une base de fonctions
propres [compte tenu des expressions (2.15), (2.16), (2.10) et (2.11)]. Non seulement cette
comparaison permet de mettre en évidence le lien entre le résidu de chaque pôle avec un
des coe�cients du développement modal de la fonction de Green.





Propagation acoustique en guides �uides et solides à parois rugueuses :

formulation intégrale pour ondes de pression, de cisaillement et de Lamb

Dans le cadre du contrôle non destructif, l'étude de la propagation d'ondes dans des guides
rugueux ouvre la voie à diverses applications, telles la caractérisation de l'état de surface d'un
matériau ou de la qualité d'un collage dans une structure assemblée, la détection d'e�ets de
corrosion ou d'imperfections d'usinages, ... Dans ce contexte, l'étude menée au cours de cette
thèse porte sur l'analyse des e�ets de rugosité de frontières de guides d'ondes �uides ou solides
sur la propagation des ondes acoustiques, en vue, en pratique, de caractériser cette rugosité.

Le processus de di�usion sur des rugosités de parois se traduit par des couplages modaux,
transferts d'énergie entre modes créés ou non par des sources, modes propres pour ondes de
pression en �uides ou pour ondes SH en solides, modes de Lamb en guides solides. Qu'il s'agisse
de champs à caractère scalaire (en �uide ou ondes SH en solide) ou vectoriel (ondes de Lamb), un
modèle nouveau, qui repose sur une formulation intégrale des équations scalaires de propagation,
est mis en ÷uvre, modèle dans lequel le choix des fonctions de Green joue un rôle prépondérant.

Les relations entre champs acoustiques (de pression ou élastiques) et pro�ls de rugosité ont
été étudiées pour tous types de rugosité, mais plus particulièrement pour des rugosités pério-
diques qui permettent des analyses plus avancées. La relation entre les densités spectrales de
puissance (DSP) des pro�ls de rugosité et les coe�cients de ré�exion et de transmission en
énergie des modes guidés est établie ; certains résultats obtenus ont été comparés à ceux d'ex-
périences réalisées à cet e�et.

Acoustic propagation in �uid and solid waveguides with rough surfaces:

integral formulation for pressure waves, SH waves and Lamb waves

Analysing the wave propagation in rough waveguides, in the frame of Non Destructive
Testing (NDT), opens the way to several applications such as the characterization of surfaces
of materials or of adhesive properties, the detection of the corrosion or of the surface defects,
and so on. The aim of this work, taken in this context, is to present a method for analysing
the e�ects of roughness of boundaries (�uid or solid waveguides) on the propagation of acoustic
guided waves, with a practical view to the characterization of the roughness.

The scattering from rough boundaries leads to modal coupling, i.e. energy transfer between
modes created or not by sources, namely eigenmodes for pressure waves (�uid waveguides) and
SH waves (solid waveguides), Lamb modes in solid waveguides. As regards �elds characterized
either by a scalar behaviour (pressure or SH waves) or by a vectorial behaviour (Lamb waves),
the e�ects of the roughness are described in a new derivation from an integral representation of
the scalar propagation equations, where the Green's functions chosen plays an important role.

The relations between the acoustic �elds (pressure �elds or elastic �elds) and the roughness
pro�les are discussed for any kind of roughness, drawing particularly the attention to periodic
pro�les because they allow more advanced analysis. The relation between the Power Spectral
Density (PSD) of the roughness pro�le and the energy re�exion/transmission coe�cients of the
guided modes is provided; results are compared to those obtained from experiments conducted
for this purpose.


