N

N

Etude géométrique et structures différentielles
généralisées sur les algebres de Lie quasi-filiformes
complexes et réelles

Lucie Garcia Vergnolle

» To cite this version:

Lucie Garcia Vergnolle. Etude géométrique et structures différentielles généralisées sur les algebres
de Lie quasi-filiformes complexes et réelles. Mathématiques générales [math.GM]. Université de
Haute Alsace - Mulhouse; Université Complutense de Madrid (1836-..), 2009. Frangais. NNT:
2009MULH3048 . tel-00537327

HAL Id: tel-00537327
https://theses.hal.science/tel-00537327
Submitted on 18 Nov 2010

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00537327
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
Facultad de Ciencias Matematicas

Departamento de Geometria y Topologia

UNIVERSITE DE HAUTE ALSACE
Faculté de Sciences et Techniques

Laboratoire de Mathématiques,
Informatique et Applications

Etude géométrique et structures différentielles
généralisées sur les algebres de Lie quasi-filiformes
complexes et réelles

Memoria presentada por Lucia Garcia Vergnolle

para optar, en régimen de cotutela, al titulo de Doctor en Ciencias Matematicas
por la Universidad Complutense de Madrid y la Université de Haute Alsace.
Dirigida por José Marfa Ancochea Bermidez (UCM) y Michel Goze (UHA).



Remerciements

Je voudrais avant tout témoigner ma gratitude a Messieurs les Professeurs J. M. Ancochea Bermidez
et M. Goze de m’avoir accueillie dans leurs équipes, suivie et soutenue tout au long de ces années de
préparation de ma these.

Je tiens par ailleurs a exprimer toute ma reconnaissance envers les membres du Laboratoire de
Mathématiques, Informatique et Applications, ainsi qu’au personnel administratif de 1’Université de Haute
Alsace qui m’ont si gentiment aidée et acueillie lors de mon séjour en France.

Je remercie aussi la Fondation Ramén Areces (Madrid) pour la bourse pré-doctorale ainsi que les pro-
jets de recherche MTM2006-09152 du M.I.C.ILN.N., CGO7-UCM /ESP-2922 et GR58-08/4120818-920920
du UCM-BSCH.



Introduction

Le premier probléme qui se pose naturellement lors de ’étude des algebres de Lie nilpotentes est la
classification de celles-ci en petite dimension. La classification des algebres de Lie nilpotentes complexes
a été complétée jusqu’'en dimension 7. Pour les dimensions inférieures ou égales a 6, il n’existe, sauf iso-
morphismes, qu’un nombre fini d’algebres de Lie nilpotentes complexes. Dans [2], on classifie les algebres
de Lie nilpotentes complexes selon leur suite caractéristique. On obtient ainsi, une liste plus étendue qui
contient des familles d’algebres de Lie non isomorphes entre elles.

On envisage alors d’étudier les algebres de Lie nilpotentes selon leur nilindice, en commencant par celles
qui ont un nilindice maximal, c’est-a-dire , les algebres de Lie filiformes. Dés 1970, Vergne a initié 1’étude
des algebres de Lie filiformes [51]. Elle a montré que sur un corps ayant une infinité d’éléments, il n’existe,
sauf isomorphismes, que deux algebres de Lie filiformes naturellement graduées de dimension paire 2n,
nommées Lo, et Qa2,, et une seule en dimension impaire 2n + 1, appelée Lo, 1 avec n € N.

Plus récemment, Snobl et Winternitz [48] ont déterminé les algebres de Lie ayant comme nilradical
l’algebre L,, sur le corps des complexes et des réels. Afin de compléter cette classification a toutes les
algebres de Lie filiformes naturellement graduées, nous allons procéder de méme avec les algebres Q.
Nous démontrons ensuite que si une algebre de Lie indécomposable de dimension finie possede un nilra-
dical filiforme alors elle est forcément résoluble. Les algebres de Lie filiformes ne présentent donc aucun
intérét dans I’étude des algebres de Lie non résolubles.

Ce résultat n’est plus vrai pour les algebres de Lie quasi-filiformes dont leur nilradical est abaissé d’une
unité par rapport aux filiformes. En effet, en cherchant toutes les algebres de Lie dont le nilradical est
quasi-filiforme naturellement gradué [27], on a trouvé des algebres de Lie non résolubles ayant un nilra-
dical quasi-filiforme.

Ce méme contre-exemple, révele aussi des différences entre la notion de rigidité dans R et dans C. La
classification des algebres de Lie rigides complexes ayant été déja faite jusqu’a dimension 8 [8], on est
alors amené a trouver cette classification dans le cas réel.

Par ailleurs, on a déterminé les algebres de Lie quasi-filiformes ayant un tore non nul, on obtient une liste
beaucoup plus riche que pour le cas filiforme [29]. Cette liste nous permet de prouver la complétude des
algebres de Lie quasi-filiformes. Rappelons que toutes les algebres de Lie filiformes sont aussi complétes
[3].

Finalement, on s’intéresse a ’existence de structures complexes associées aux algebres de Lie filiformes
et quasi-filiformes. Dans [30], on a démontré que les algebres filiformes n’admettaient pas ce type de
structure. Depuis une approche différente, nous allons redémontrer ce résultat et nous allons voir qu’il
existe par contre des algebres de Lie quasi-filiformes munies d’une structure complexe, mais seulement
en dimension 4 et 6.
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Chapitre 1

Généralités sur les algebres de Lie

Le but de ce mémoire est de classifier certains types d’algebres de Lie réelles et complexes dont
le nilradical possede une structure déterminée par la graduation naturelle. Les structures nilpotentes
naturellement graduées jouent un role important puisque toute algebre de Lie s’obtient par déformation
de son algebre graduée. Ceci nous donne une relation géométrique entre les orbites : si nous considérons
l'orbite d’une algebre de Lie sous 'action du groupe général linéaire, son algebre graduée est en fait
un point appartenant a ’adhérence de 'orbite. La classification des algebres nilpotentes naturellement
graduées est donc un point de départ qui permet d’envisager les classifications d’algebres ayant une
décomposition de Levi non triviale et dont le nilradical est naturellement gradué.

Ces dernieres années et pour des raisons différentes, plusieurs auteurs ont entamé ’étude des algebres
de Lie ayant un nilradical naturellement gradué. Leurs travaux englobent divers aspects de la théorie
de Lie : de la classification de familles d’algébres en dimensions arbitraires ! jusqu’a la construction de
systemes hamiltoniens completement intégrables, en passant par la recherche de nouveaux criteres de
rigidité ou bien la formulation de théories gauge non abéliennes.

Dans ce travail, nous envisageons la classification réelle des algebres de Lie dont le nilradical n est

naturellement gradué et posséde une suite caractéristique (dimn—2,1,1). La classification des algébres de
Lie nilpotentes naturellement graduées de nilindice maximal (appelées filiformes) représente un résultat
classique [51] qui releve de I'importance dans ’étude des composantes de la variété des lois d’algebres de
Lie (les algebres de Lie résolubles associées étant rigides).
Pour faire un pas en avant, nous considérons les algebres de Lie dont le nilindice est abaissé d’une
unité, c’est-a-dire, dont la suite caractéristique est celle décrite précédemment et qui s’appellent, par
analogie, quasi-filiformes. Contrairement au cas filiforme, pour la classification des algebres de Lie ayant
un nilradical quasi-filiforme, il est indispensable de considérer des algebres de Lie décomposables ce qui
engendre une casuistique beaucoup plus riche. De toutes les algebres de Lie quasi-filiformes nous prétons
une attention particuliere a une famille d’algebres de dimension 5 qui présente des propriétés géométriques
intéressantes et de possibles applications aux systemes dynamiques.

Dans les prochains chapitres, nous envisagerons la classification systématique des algebres de Lie dont
le nilradical est filiforme ou quasi-filiforme. Par ailleurs, nous analyserons brievement les invariants de
la représentation co-adjointe des algebres de Lie résolubles ayant un certain nilradical. Dans tous les

1 est bien connu le fait que la classification des algebre résolubles dés la dimension 7 est irréalisable car il n’existe pas
de criteres permettant de ditinguer les orbites.



cas, les invariants sont des fonctions des opérateurs de Casimir de leur partie nilpotente. Ceci corobore
I'hypothese émise dans [13] sur la structure des invariants des algebres de Lie résolubles. D’autre part, nous
étudions la rigidité de certaines algebres obtenues auparavant ce qui apporte des remarques intéressantes
sur la classification des algebres de Lie réelles rigides. Nous en concluons I'invalidité, dans le cas réel, du
théoreme de structure de Carles [18] et la théorie des systemes de poids de Favre [24].

1.1 Notations

Soit K un corps, en général on considérera K =R ou K = C.

Définition 1 Soit L un K-espace vectoriel de dimension n et pu une application bilinéaire de L X L sur
L telle que :

1 u(X,X)=0 VXeL

2. (X, u(Y, Z)) + p(Y, 1(Z, X)) + p(Z,u(X,Y)) =0 VXY, Z €L
(condition de Jacobi)

L’espace vectoriel L muni de la loi p définit alors une algébre de Lie g sur le corps K de dimension n.
La premiere propriété entraine ’antisymétrie de u, c’est-a-dire :
w(X,Y)=—-p(Y,X) VX, YeL

la réciproque n’étant vraie, que lorsque la caractéristique de K est différente de 2.
Ezxemples.

1. Tout espace vectoriel peut étre muni d’une structure d’algebre de Lie en prenant :
wX,Y)=0 VX, YelL

Cette algebre de Lie est dite abélienne.

2. Soit A une algebre associative, posons
wX,)Y)=XY-YX VX,YeA

Alors A devient une algebre de Lie , dite sous-jacente a l’algebre A. Soit V' un K-espace vectoriel et
End(V) l’algebre des endomorphismes de V. L’algebre de Lie sous-jacente & End(V') se note gl(V, K)
ou gl(V).

Rappelons quelques définitions classiques.

Définition 2 Soient g = (u, L) et ¢’ = (i, L") des algébres de Lie .
1. Un sous-espace vectoriel A de L est une sous-algébre de g si u(A, A) = {u(a,b)/a,b e A} C A.
2. Un sous-espace vectoriel A de L est un idéal de g si p(A, L) = {u(a,b)/a € A,be L} C A.

3. Le centre de l’algébre de Lie g est lidéal abélien

Z(@)={X eL/uX,Y)=0VY € L}.



4. Un homomorphisme de g sur ¢, est un homomorphisme linéaire © : L — L' vérifiant :
O((X,Y)) = 1/(O(X),0(Y)) VXY €L

De plus, si © est bijective, on dit que c’est un isomorphisme d’algébres de Lie .

5. On appelle une dérivation de g une application linéaire D : L — L telle que :
D(u(X,Y)) = u(D(X),Y) + u(X, D(Y)) ¥X.Y €L

L’ensemble Der(g) des dérivations est une sous-algébre de Lie de gl(L). Pour tout X € L, on
consideére l’application :
ad(X): L—L
Y o [X,Y]
L’application X +— ad(X) est un homomorphisme de g dans Der(g). Les dérivations de g de la
forme ad(X) s’appellent dérivations intérieures.

Remarque.

1. L’ensemble des matrices A = (a; ;) € gl(n, C) de trace nulle est une sous-algebre de Lie de gl(n, C).
Cette algebre est appelée ’algebre spéciale linéaire complexe, notée sl(n, C).

2. Si A est une sous-algebre de g, on appelle normalisateur de A dans g ensemble N(A4) = {X €
L/ u(X,A) C A}. C’est une sous-algebre de Lie de g et A est un idéal de N(A).

3. Si I et J sont deux idéaux de lalgebre de Lie g, alors I+ J, I'NJ et [I, J] sont aussi des idéaux de
g.

4. Si I est un idéal de l’algebre de Lie g, ’espace vectoriel g/I est muni naturellement d’une structure
d’algebre de Lie .

1.2 Algebres de Lie résolubles et nilpotentes
Soit g une algebre de Lie sur K. On pose
D%g) =g, D'(g)=I[D"'(g),D'" (g)], i=1L

Par récurrence, on définit ainsi une suite décroissante d’idéaux, appelée suite dérivée de g.
On pose

C'lg) =9, C'(g)=1[C""g)g], i>1

On définit ainsi une suite décroissante d’idéaux, appelée suite centrale descendante de g.

Définition 3 Une algebre de Lie g est dite nilpotente s’il existe un entier k tel que C*(g) = 0. Le plus
petit entier k tel que C*(g) = 0 est appelé indice de nilpotence ou nilindice de g.
Une algebre de Lie g est dite résoluble s’il existe un entier k tel que D*(g) = 0.

On a Di(g) C C(g) pour tout i, d’olt la proposition suivante :
Proposition 1 Toute algébre nilpotente est résoluble.

Le théoreme d’Engel, nous donne une caractérisation des algebres nilpotentes.



Théoréme 1 Une algébre de Lie g est nilpotente si et seulement si ad(X) est nilpotente pout tout X € g.
Remarquons que le nilindice d’une algebre de Lie g est inférieur ou égal & dimg — 1.

Définition 4 Soit g une algebre de Lie nilpotente de dimension n, g est dite filiforme si son nilindice
est n — 1. On dit que g est quasi-filiforme si son nilindice est n — 2.

Les algebres de Lie filiformes ont été largement étudiées dans la bibliographie. Dans ce travail, on va
chercher une généralisation des résultats obtenus pour les algebres de Lie filiformes aux quasi-filiformes.

Par ailleurs, on pose :
gl = Derg(g) = {Y € g/3f € Derg3X € g,V = f(X)}, gl =Derg(gh~"), i>1.
On dit que P’algebre g est caractéristiquement nilpotente s'il existe un entier k tel que gl¥! = {0}.

Théoréme 2 Soit g une algébre de Lie nilpotente de dimension supérieure ou égale a 2. L’algébre g est
caractéristiquement nilpotente si et seulement si son algébre de dérivations Der(g) est nilpotente.

1.3 Le théoréeme de Lévi

1.3.1 Sommes et représentations d’algebres de Lie

Soient g; et go des algebres de Lie . La somme directe vectorielle g = g7 @ go peut étre munie de la
loi :
[(X17X2)7(Y13}/2)] - ([X13Y1]7[X27Y2]) VX17X2 6917 VY17Y2 692

Ainsi, g devient une algebre de Lie , dite somme directe de gy et go qui se note aussi g1 & go.
On dira qu’une algebre de Lie est indécomposable lorsque elle n’admet pas de décomposition en somme
directe d’algebres de Lie . Considérons maintenant I’homomorphisme d’algebres de Lie

p: @1 — Der(g)
X l—>Dx.

Sur la somme directe vectorielle g = g1 @ go on définit la loi :
(X1, X2), (Y1, Y2)] = ([X1,Y1], [X2, Ya] + Dx, (Y2) — Dy, (X2)) VX1, Xo € g1, VY, Y2 € go.

L’algebre de Lie g munie de cette loi s’appelle somme semi-directe de g; par gz associée a 'homomorphisme
p. Remarquons que le crochet vérifie :

[91,01] € g1

[92, 9] C g2

On notera cette somme semi-directe g1 ® ,g2, g2 étant toujours un idéal de g et g; une sous-algebre.

Définition 5 Soient V un espace vectoriel et g une algebre de Lie . Une représentation de g dans V' est
un homomorphisme d’algébres de Lie p de g dans gl(V').



Rappelons qu’une représentation peut étre définie de facon univoque par une structure de g-module sur
un espace vectoriel V', c’est-a- dire, par une application bilinéaire ¢ : g x V' — V vérifiant :

P([X,Y],0) = ¢(X, 0(Y,0)) — o(Y, ¢(X,v)) VX, Y egVoeV

Cette équivalence est donnée par la relation p(X)(v) = ¢(X, v) pour tout X € get v € V. On représentera
d(X,v) par Xwou X egetveV.
Ezemples.

1. Si V est un espace vectoriel, I'application p(X) = 0 pour tout X € g s’appelle la représentation
triviale de g.

2. L’application p de g dans gl(g) donnée par p(X) = ad(X) pour tout X € g, est une représentation
appelée représentation adjointe.

3. Soient V et V' des g-modules, alors M =Hom(V,V’) est aussi muni d’une structure de g-module
avec :

gxM — M

ou (Xp.u)(v) = Xyr.u(v) — u(Xy.v) pour tout v € V.

Prenons, en particuler, V' = K muni de la représentation triviale de g dans K. On obtient ainsi
une structure de g-module sur M = V* qui est appelée g-module dual du g-module V. Si p est la
représentation correspondante a V', sa représentation duale est définie par son g-module dual et se
note p*.

4. La représentation duale de la représentation adjointe s’appelle représentation coadjointe. Elle est
définie par ad*(X)(u) = —u o ad(X) pour tout X € g et u € g*.

Soient g1, go deux algebres de Lie et p une représentation de g; dans gs. Si, pour tout X € g1, p(X)
est une dérivation de go, on peut alors considérer la somme semi-directe g; & ,g2. En particulier, quand
p est la représentation triviale, il s’agit d’'une somme directe.

1.3.2 Plus grands idéaux nilpotents et résolubles

Si I et J sont deux idéaux résolubles d’ une algebre de Lie g, alors 'idéal I + J est aussi résoluble.
On en déduit I'existence d’un idéal résoluble qui contient tous les autres, d’ou la définition suivante.

Définition 6 Le radical d’une algébre de Lie g, noté par rad(g), est le plus grand idéal résoluble pour
Uinclusion.

De facon analogue, on montre I’existence et I'unicité du nilradical défini ci-dessous.

Définition 7 Le nilradical d’une algébre de Lie g, noté par nil(g), est le plus grand idéal nilpotent pour
Uinclusion.

Il est clair que Z(g) Cnil(g) Crad(g).

1.3.3 Algebres de Lie semi-simples

Définition 8 Une algébre de Lie est dite semi-simple quand elle ne posséde pas d’idéaux abéliens.
Une algebre de Lie est dite simple si elle n’a pas d’idéaux propres.

Théoréme 3 Une algébre de Lie semi-simple est somme directe d’algébres simples.

10



1.3.4 Le théoréme de Lévi

Théoréme 4 ioient g une algébre de Lie et v son radical. Il existe une sous-algébre semi-simple s de g
telle que g = s@ ,t, p étant une représentation de s dans t.

Ce théoreme permet de réduire ’étude des algebres de Lie a celles des semi-simples et des résolubles. La
classification des algebres semi-simples complexes est parfaitement connue grace aux travaux de Killing
et Cartan. En résumé, toute algebre de Lie simple est isomorphe ou bien a une algebre de Lie classique :
su(n,C)(type Ap), so(2n+ 1,C)(type B,), sp(n,C)(type Cy), so(2n,C)(type D,,) ou bien & une algebre
de Lie exceptionnelle, c’est-a-dire du type Fg, Fr, Eg, Fy et Go. Par contre, il n’en est pas de méme pour
les algebres résolubles et en particulier pour les nilpotentes.

1.4 Algebres de Lie nilpotentes graduées naturellement

Soit g une algebre de Lie nilpotente de dimension n et nilindice m. Elle est naturellement filtrée par
la suite centrale descendante :

01=02092=100,9 293 =1[92,08] 2 .. 2 Gk+1 = [0k,9] 2 --- 2 gm+1 = {0}

On peut alors associer une algebre de Lie graduée, notée par gr(g), et définie par :

-3 S-S
i1 9itl i=1
dont le crochet est donné par :

(X +gi+1,Y +gj11] = [X,Y] +gipj41 VX E€g VY ey

On dit que g est une algebre de la forme {p1,...,pm} si dim
méme forme que g.

gfil = p;. Remarquons que gr(g) est de la

Notons que les algebres de Lie filiformes sont de la forme {2,1,1,...,1}. On en déduit que lalgebre
graduée d’une algebre filiforme est aussi filiforme.

Définition 9 Une algébre g est graduée naturellement quand elle est isomorphe a grg.

Une algebre de Lie g graduée naturellement peut alors se décomposer sous la forme g = W1 @Wo®- - - W,
ol les W; = g?il vérifient [W;, W;] = W,y ; pour i + j < m.
La classification des algebres de Lie filiformes graduées naturellement est due a Vergne [51].

Théoréme 5 Toute algebre de Lie filiforme et graduée naturellement sur un corps ayant une infinité
d’éléments est isomorphe a l'une des algébres suivantes :

1. L, (n > 3) définie dans la base {Xo, X1,..., X1} par :
[(Xo, Xi] = X1, 1 <i<n—2.

(les crochets non écrits étant nuls, exceptés ceux découlant de Uantisymétrie)
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2. Qn (n=2m, m > 3) définie dans la base {Xo,X1,..., X1} par :

[Xo, Xi] = X401, 1 <i<n-—3,
[Xj’X"—j—l] = (_l)jian—la 1<j<m-—1.

En conséquence, sauf isomorphisme,il existe deux algébres filiformes graduées naturellement de dimension
paire et une seule algebre filiforme graduée naturellement de dimension impaire.
Si une algebre g est quasi-filiforme, en suivant les notations précédentes, il existe deux possibilités :
1. Soit g est de la forme t; = {p1 =3, pa=1,p3=1,...,pp—2 = 1}.
2. Soit g est de la forme ¢, = {p1 = 2,p2 = 1,...,pr—1 = Lip, = 2,041 = 1,...,pp_o = 1} ol
re{2,...,n—2}

Proposition 2 [27] Soit g une algébre de Lie complexe, quasi-filiforme graduée naturellement de dimen-
sion n et de la forme t, our € {1,...,n—2}. I existe alors une base homogéne {Xo, X1, Xo,..., Xpn_1}
de g avec Xo et Xy dans Wi, X; € W; pour i € {2,...,n—2} et X,,—1 € W,. dans laquelle g est une des
algébres décrites ci-dessous.

1. g est de la forme t;
((l) Lnfl @ (C (TL Z 4)
(X0, Xi] = Xip1, 1<i<n-—3.
(b) Qur&C (n>7, nimpair)

[Xo, Xi] = Xit1, 1<i<n-—4,
[Xi7X7z—i—2] - (_l)i_an—Qa 1 S 1 S and

2. g est de la forme t,. our € {2,...,n— 2}
(a) £ay; m>5, rimpair, 3 <r < 2["771] -1

[Xo, Xi] = Xiq1, . i=1,....,n—3
[(Xi, Xoi] = (1)1 Xy, i=1,..., 55

(b) Qn; m>7, nimpair, rimpair, 3<r <n-—4

[Xo, Xi] = Xiq1, i=1,...,n—4
(X, Xooi] = (1) 1X,_q, i=1,... =1
(X5, Xpoooy] = (-1)"71X, 5, i=1,..., 23

(¢) Tun—y; n>7,nimpair

[XO,XZ]: i+1 izl,...,n—5
[Xo, Xpn-3] = Xn—2,
[X07Xn 1]: n—3»
[X17Xn4z]:( )Z 1Xn 1 Z:LvnTﬁB
[XMXTLSZ]:( )Z IMXn 3 Z:]-vv%_‘%
(X, Xp—oi] = (— )('—1)"31Xn_2, i=2,...,13
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(d) Tun—s; n >6, npair

[Xo,Xi] :Xi+1’ 2—17 ,n—4
[XOaXn—l} = An-—-2,
[(Xi, Xp_3—] = (=1)"1X,,_q, i=1,...,%5%
[Xi; Xn7277,] = (_1)i71 n—2—2an72’ 1= ]-v ) nT_Al
(e) &
[XO,XZ'} =Xy, ©=1,2,3,4,5,6
[XO,Xg} = Xg, [XQ,Xg] = -3X7,
[X1,X4} = Xg, [Xl,X5] = 2Xg,
[X1,X6] =3X7, [Xo, X3] = —Xg,
[Xo, X4] = — X6, [X2, X5] = —X7.
(f) €55
[XO,XZ-] = X1, 1=1,2,3,4,5,6
[Xo, Xg] = X, (X2, Xg] = — X7,
[X1, X4] = X, [X1, X5] = 2XG,
(X1, X6] = X7, (X2, X3] = — X,
(X2, Xy] = — X6, [X2, X5] = X7,
[X37X4} = -2X5.
(9) (’33,5
[XO,XZ'] = Xi+1, 1=1,2,3,4,5,6
[Xo, Xz = X, (X1, X4] = X,
(X1, X5] =2X6,  [Xo, X3] = — X,
(X2, Xu] = = X6, [Xo, X5] =2X7,
[X3, X4] = —3X7.
(h) €, 4
[XO,Xi] =Xy, 1=1,2,3,4
[Xo, X6] = X4,  [Xo, X6] = — X5,
[leXQ] :Xﬁa [X13X3] :X4?
(X1, X4] = X5.

On en déduit qu’il n’y a pas d’algebres quasi-filiformes de la forme ts.

Remarque. L’algeébre €} - ne se trouve pas dans la classification [27]. En effet, quand on cherche les
algebres de dimension 9 ayant une dérivation diagonale de la forme diag(1,1,2,3,4,5,6,7,5), on obtient
facilement trois algebres spéciales, isomorphes respectivement a €7 ., €7 _ et &3 5. De plus, cette algebre

9.5
est d’une importance considérable dans le probleme de rigidité [8] [31].

1.5 Tores de dérivations des algebres de Lie nilpotentes

Soit n une algébre de Lie complexe nilpotente, un tore T de n est une sous-algebre abélienne de Der (n)
composée d’endomorphismes semi-simples. Si T est un tore de n, alors n admet la décomposition :

n= Z g (1.1)



ouT*=Homc (T,C)et ng ={X €n| [t,X] =a(t) X Vt €T} est'espace des poids correspondant au
poids «.
Tous les tores maximaux (par rapport & 'inclusion) sont deux & deux conjugués par automorphismes
intérieurs. Ainsi, la dimension des tores maximaux est un invariant de n appelé rang de n que ’on note
r (n). Selon [24], on appelle

Ru(T)={aeT" |n, #0} (1.2)

I’espace des poids de T et
Pn(T)={(a,da) |a € Rn(T), da = dimn,} (1.3)

le systéme de poids de n par rapport a 7.

1.6 Cohomologie des algebres de Lie

Soit g une algebre de Lie sur le corps K et V' un g-module. Une p-cochaine (p > 1) est une application
multilinéaire alternée de gP dans V' et, par convention, une O-cochaine est une fonction constante sur V.
Ainsi, 'espace des p-cochaines se définit de la fagon suivante :

Hom(A\'g,V) sip>1
Cr(g,V) = Vv sip=0

{0} sip<0
L’ensemble C*(g,V) = € CP(g, V) s’appelle 'espace des cochaines.
L’espace des cochalnes est muni d’une structure de g-module en posant

(X.2)(X1,., Xp) = XO(X1, ., Xp) + Y (1" (X, ., Xi1, [X, X, ., Xp)

1<i<p

ou X, Xq,....,X, €get e CP(g, V).
Cette opération nous permet de définir 'opérateur cobord d : C*(g,V) — C*(g, V) comme :

dd(X) = X.®, ®cC%gV), Xcg

AO(X1, . Xpy1) = Y (1) (X ®) (X1, o, Xom1, Xag1, o Xpyo)+
1<s<p+1

Z (_1)S+tq>([X87XtLX15-'7X5a"7Xta"7Xp+1)
1<s<t<p+1

avec ® € CP(g,V), p>1et Xi,..,X,41 € g. Le signe X signifie que le vecteur X est omis.
Il est facile de vérifier que dCP(g, V) C CP*1(g,V) et que d? = 0.
Notons d, : CP — CPT1 la restriction de 'opérateur cobord au sous-espace des p-cochaines.
Une p-cochaine ® vérifiant d,® = 0 est un p-cocycle.
Une p-cochaine ® est un cobord s’il existe une (p — 1)-cochaine ¥ telle que ® = d,_;¥.
On note respectivement ’ensemble des p-cycles et des p-cobords par ZP(g, V) et BP(g,V), c’est-a-dire :
Z?(g,9) = Ker(d, : CP — CPT1)
BP(g,9) = dp—1(CP(g,V))
Comme d? = 0, on en déduit que BP(g,V) C ZP(g, V).
" (g

L’espace quotient H?(g,V) = JZBPTJ“;; s’appelle le groupe de cohomologie de degré p de g a valeurs dans
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V.

On convient que :

Hg,V)=2%g,V)={veV /Xv=0VX €g}

Dorénavant, on considérera V = g avec la représentation adjointe. La cohomologie que 'on obtient alors
s’appelle la cohomologie de Chevalley.

Dans ce cas, le groupe de cohomologie H"(g, g) coincide avec le centre Z(g) de g.

Par ailleurs, I'espace Z!(g, g) coincide avec I'espace des dérivations de g et I'espace des cobords B*(g, g)
avec celui des dérivations intérieures. Ainsi, on peut interpréter H'(g, g) comme 'ensemble des dérivations
extérieures de g.

Définition 10 On dit qu’une algébre de Lie g est algébriquement rigide si son deuziéme groupe de co-
homologie est nul, c’est-a-dire, H?(g,g) = {0}.

1.7 La variété des lois d’algebres de Lie £,

On consideére une base fixe {X7,...,X,} de K”. La loi p : K® x K® — K" associée a une certaine
algebre de Lie g est determinée par :

p(Xi, X;) =Y CF

Les constantes ij s’appellent les constantes de structures et définissent un tenseur de type (2,1). La
condition d’antisymétrie se traduit par

k k ..
Clj f*C],L VZ,],kE{l,..,n}
en particulier, Ck =0 Vi k € {1,...,n}.
La condition de Jacobi s’écrit

Z LR+ CLCs + CLCs =0, 1<s<n, 1<i<j<k<n (1.4)

On identifie la loi p a ses. constantes de structure. L’ensemble, £" des lois d’algebres de Lie est donc une
variété algébrique de K=z définie par I’équation 1.4.

La topologie usuelle de la variété £" est la topologie métrique induite par K . Il est aussi naturel de
munir £" de la topologie de Zariski moins fine que la précédente.
On considere 'action de GL(n,K) sur £" :

GL(n,K) x &» — g»
(P,p) = Cxp

définie par (@ * u)(X,Y) = &(u(@ 1(X),®1(Y))), VX, Y eC"
11 est clair que l'orbite O(u) de p correspondante & cette action est I’ensemble des lois isomorphes a p.

Définition 11 Une algébre de Lie g = (pu, K™) de loi p est rigide si son orbite O(u) est ouverte dans £"
munie de la topologie usuelle.
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Théoréme 6 (Théoréme de structure Carles )

Soit g une algebre de Lie résoluble et rigide sur un corps algébriqguement clos. Elle se décompose alors
sous la forme v = t@n ou n est le nilradical de g et t est une sous-algebre abélienne dont les éléments
sont adg-semi-simples (t est appelé tore extérieur de dérivations).

Théoréme 7 ( Nijenhuis-Richardson )
Si le deuzieéme groupe de cohomologie H?(g, @) est nul alors g est rigide, c’est-a-dire, la rigidité algébrique
implique la rTigidité géométrique.

1.7.1 Contractions dans £,
Définition 12 Soit g = (u, C™) une algebre de Lie complexe. Une algébre de Lie go = (uo, C™) est une

———Zariski

contraction de g si po € O(p)

La notion de contraction a été introduite par Segal. Il considére une suite (®,)pen d’isomorphismes de
C" et la suite des lois y, = ®, * 1 appartenant & l'orbite de p. Si la limite po = limy,_, o 1) existe, alors
Lo est une contraction de p. On remarque que les adhérences d’une orbite dans la topologie de Zariski et
dans la topologie usuelle sont égales. On en déduit que les deux définitions sont équivalentes.
En particulier, une contraction d’Inénii-Wigner est la limite pg = lim._.g g, ou la famille d’isomorphismes
{®.} est de la forme :

(I)e = (I)l + 6(1)2

avec ®1 € gl(n,C), 3 € Gl(n,C) et det(P) = 0.

1.7.2 Déformations formelles

Définition 13 Une déformation formelle d’une algébre de Lie complexe go = (uo,C") est une série
formelle

Kt = po + ZtiFi
=1

ot les F; : C" x C™ — C™ sont des applications bilinéaires antisymétriques et u; vérifie la condition de
Jacobi formelle.
Le premier terme Fy de la déformation u; s’appelle la déformation infinitésimale associée a .

La condition de Jacobi formelle signifie que tous les coefficients de la série formelle p;(u:(X,Y), Z) +
we(pe (Y, 2), X)) + pe(pe(Z, X),Y) sont nuls.

En imposant que le coefficient d’ordre 0 soit nul, on retrouve la condition de Jacobi sur pg. Si on considere
Fy; € C%(go,90), le coefficient d’ordre 1 nous donne dF; = 0. Les déformations infinitésimales sont donc
des 2-cocycles de go.

Ezemples.

1. Quand F; = 0 pour ¢ > 1, on obtient la déformation nulle.

2. Une déformation linéaire est de la forme :
e = po +tFy
avec Iy € Z%(go,80)- La condition de Jacobi formelle équivaut alors & ce que le terme F; vérifie

aussi Jacobi.
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Définition 14 On dit que deux déformations p; et p) de go sont équivalentes s’il existe un automor-
phisme de Uensemble des séries formelles g(t) = Id + 3" | Gpt? avec G, € GL(n,C) telle que

pe(X,Y) = (g(t)up) (9(t) ™' X, g(t) 1Y), VXY € go.

Les déformations équivalentes a la déformation nulle sont appelées déformations triviales.
Si deux déformations sont équivalentes alors les déformations infinitésimales sont égales modulo B (g, g),
la réciproque étant vraie aussi pour les déformations linéaires [44].

1.8 Structures géométriques d’une algebre de Lie

1.8.1 Formes de Maurer-Cartan

Soit G’ un groupe de Lie de dimension n, rappelons que I’ensemble des invariants a gauche sur G est
une algebre de Lie dite algebre de Lie de G que nous appellerons g.
Soit w une forme différentielle sur G invariante a gauche, nous pouvons alors I'identifier & un élément de
g* que nous noterons aussi w. La différentielle extérieure d sur g* est donnée par :

dw(X,Y) = —w([X,Y]) VX,Y €g. (1.5)

Considérons une base {X1,...,X,} de g et sa base duale {w',..,w™} de g*. Si {Cf;} sont les constantes

de structure de g sur cette base, Iéquation (1.5), nous donne les formes de Maurer-Cartan {dw* € A\* g*
1<k<n}:

1 o
dw = —injwl/\wf k=1,...,n.
Un calcul direct permet de vérifier que la condition de Jacobi est équivalente a

=0 k=1,...,n

1.8.2 Structures symplectiques et de contact

Soit G un groupe de Lie de dimension paire 2n et g son algebre de Lie.Une forme symplectique w est
une forme de degré 2 vérifiant

1. dw =0,

2.et W =wAw---Aw#0.

Rappelons que dw est une forme de degré 3 qui est donnée par
dw(X,Y,Z) =w([X,Y],Z2) +w([Y, Z], X) + w([Z, X],Y). (1.6)

Soit G un groupe de Lie de dimension impaire 2n + 1 et g son algebre de Lie. Une forme w € g* est

dite de contact si elle vérifie :
wA (A"dw) £ 0.
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1.8.3 Structures complexes sur une algebre de Lie
Soit G un groupe de Lie réel de dimension paire et g son algebre de Lie.

Définition 15 Une structure complexe sur G est un endomorphisme J tel que :
1. J?> = —Id,
(condition de Nijenhuis).

Les algebres de Lie nilpotentes munies d’une structure complexe sont entierement déterminées pour les
dimensions inférieures ou égales & 6 (voir [43] et [46]). Dans le cas général, le seul résultat concerne la
classe des algebres de Lie filiformes. Rappelons qu’ une algebre de Lie g est dite filiforme si son nilindice
est maximal, c’est-a-dire, s’il est égal a dim(g) — 1.

Proposition 3 [30] Si g est une algebre de Lie filiforme de dimension paire alors elle n’admet pas de
structures complexes.

Dans [30], on montre dans un premier temps la non-existence de structures complexes sur Palgebre de
Lie filiforme La, (n > 2) définie dans la base {Xg, X1,..., Xan—1} par :

[Xo, Xi] = Xip1, 1<i<2n-2,
[Xian] :Oa Za]#o

On généralise ensuite ce résultat a toute algebre de Lie filiforme g de dimension 2n en remarquant que
Iexistence d’une structure complexe implique une décomposition en sous-algebres g = g1 @ go ou g1 et
g2 sont de dimension n. Une telle décomposition est impossible dans Lo, et donc dans toute déformation
de cette algebre. Comme toute algebre de Lie filiforme de dimension 2n est une déformation de Ly, on
en déduit le résultat.

Cette proposition a ensuite été démontrée dans [19]. L’approche est tout & fait différente et repose
sur la notion de structures complexes généralisées. Nous allons utiliser cette approche pour examiner
Pexistence de structures complexes sur d’autres classes d’algebres de Lie nilpotentes.

1.9 Invariants

Les invariants de la représentation coadjointe sont appelés invariants de Casimir généralisés. Pour le
calcul de ces invariants, nous utiliserons une méthode fréquemment employée dans la bibliogaphie qui
rameéne ce probleme a la résolution d’un systeme d’équations en dérivées partielles de premier ordre.
Soient g une algebre de Lie et B = {X3,...,X,,} une base de g, on considere les variables {z1,...,z,}
de g* associées a la base duale de B. Si les {CZ} sont les constantes de structure de g dans B, on définit
alors les opérateurs différentiels

)/(\'1- = —ijxkazj pour 1<7¢<n.
Une fonction F' € C*°(g*) est un invariant de g si et seulement s’il vérifie le systeme d’équations :

XiF(z1,...,20) = —Claydy, F(zy,...,2,) =0 (1.7)
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L’ensemble maximal des solutions de ce systéme fonctionellement indépendantes s’appelle ’ensemble
fondamental d’invariants. Le cardinal de 1’ensemble fondamental d’invariants, que I'on note N(g), est
donné par la formule de Beltrami-Blasi :

N(g) = dimg — rang(A(g)) (1.8)

ot A(g) est la matrice antisymétrique :

k k
O 012xk e Olnmk
k k
Alg) = :
k k
70172—1;5]6 T kO Cn—l,nxk
_Clnxk T —Cn—1,nTk 0

11 est souvent convenable d’écrire cette formule dans le langage des formes différentielles. Soit {w1, ..,w,}
la base duale de B, on considére alors le sous-espace linéaire £(g) de /\2 g* engendré par les formes de
Maurer-Cartan dw; de g. Pour tout w = a'dw; de L(g), il existe un entier jo (w) € N tel que

Jo(w)

Jo(w)+1
N w#0, N\ w=o0 (1.9)

De plus, r (w) = 2jp (w) est le rang de la 2-forme w. On définit

Jo () = max {jo (w) |w € L(g)}. (1.10)
Cette quantité jj (g) est un invariant de g [16] et rang(A(g)) = 2jo. On en déduit que :
N (g) = dimg — 2jo (g) - (1.11)
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Chapitre 2

Classification des algebres dont le
nilradical est ()9,

Snobl et Winternitz ont déterminé les algebres de Lie dont le nilradical est isomorphe & 1’algebre
filiforme L,,. Dans leur travail cette algebre est notée n,, 1 et elle est définie dans la base {e1,...,e,} par

[ei,en] =€i1 i=2,...,n— 1.

Théoreme 8 [48] Soit v une algébre de Lie résoluble sur un corps F' = R,C et ayant comme nilradical
Wy.1. Elle est alors isomorphe a l'une des algeébres suivantes :

1. sidimt=n+1:

Cnta,1 -

[f,e] = (n— 2+ Bey, i=1,...,n—1,
[f7en] = €n-

Tnta,2 ¢

[faei]:eiv 7::1,...,??,*17
Tnti,3 -

[f,ei] = (n —i)e,, i=1,...,n—1,
[f7 en] =enten_1.

Tnti,4 -

[fe]l =ei+> a7 Ftle,, i=1,....,n—1,
ot au moins l'un des paramétres a’ est non nul, soit a’° le premier parameétre non nul,
si FF'=C alors a’ =1, si F =R alors a’ =1 quand jy est pair et a’° = £1 quand jo est impair.

2. sidimtv=n+2:
Tnga,1 -
[fi,e ] =(n—1—4d)e;, i=1,....n—1, [fa,e]]=¢e;, i=1,...,n—1,

[flaen} = €n.

De facon a compléter cette étude a toutes les algebres de Lie filiformes naturellement graduées, on a
procédé de méme avec les algebres @, o n = 2m et m > 3.

20



2.1 Algebres résolubles ayant un nilradical donné
Toute algebre de Lie résoluble t se décompose de la facon suivante
t=tdn (2.1)

o [t,n] Cn, [n,n] Cn, [tt] Cn, (2.2)

de plus, n est le nilradical de t et & dénote le produit semi-direct. Dans [39], on démontre que la dimension
du nilradical vérifie 'inégalité

1
dimn > 3 dim. (2.3)
En appliquant I'identité de Jacobi aux éléments X € t, Y1,Y5 € n, on a
[X’ [YleQ]]"i'[Y?’[Xl’Yﬂ] +[Yl’[Y27X]] = 0. (2'4)

L’application linéaire ad (X) est donc une dérivation de l’algebre de Lie nilpotente n. Comme X ¢ n, ces
dérivations ne peuvent pas étre nilpotentes. De plus, si {X1,.., X} est une base de t et si on considére
une combinaison non triviale a'ad (X1) + .. + a"ad (X,,) avec (al,..,a™) € R™ — {0}, alors

(0lad(X1) + ..+ a”ad (Xn))k #£0, k>1, (2.5)

ce qui veut dire que la matrice atad (X1) + .. + a™ad (X,) n’est pas nilpotente. Quand les éléments
X1, .., X, vérifient cette propriété, on dira qu’ils sont nil-indépendants [39]. On en déduit que la dimension
dim t est bornée par le nombre maximal de dérivations nil-indépendantes du nilradical.

Ainsi, le probleme de classification des algebres de Lie résolubles ayant un nilradical fixe n se rameéne
a trouver toutes les extensions non-équivalentes de n déterminées par l’ensemble des dérivations nil-
indépendantes. L’équivalence des extensions est régie par les transformations du type

Xi = aiy Xj +bipYy, Yi— RyY, (2.6)

ou (a;;) est une matrice de dimension n inversible, (b;;) est une matrice n x dimn et (Ry;) est un
automorphisme du nilradical n.

De cette fagon, on obtient dans [48] les algebres de Lie résolubles dont le nilradical est £,. Pour
compléter la classification des algebres de Lie résolubles qui ont un nilradical naturellement gradué et
filiforme, on procede de méme avec 1’algebre nilpotente Qs, ou n > 3. Nous rappelons que cette algebre
est définie dans la base {X7, .., Xa, } par les crochets

(X1, Xi] = Xiga, 2<i<2n—2
[XkaX2n+1—k] = (—l)k Xop, 2< k<m.

2.2 Dérivations de I’algebre (),

Nous allons, dans ce paragraphe, calculer les dérivations de (s, afin d’obtenir toutes les extensions
de cette algebre par dérivations non-nilpotentes.
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Proposition 4 Toute dérivation externe f de l’algébre Qap, peut s’écrire dans la base {X1,..., Xo,} de

la facon suivante :

f(X1) :>\1X1+f12nX12n

F(X2) =X+ Y00 5 Ko

F(Xoge) = (tA1 4+ Xo) Xoge + ZL:; ] F2H X g1, 1<t <2n—14
F(Xon—1) = ((2n—3)A\1 + X2)X2n 1

Ainsi, dim Der(Q2y,)/IDer(Q2,) =n + 1.

2n

Démonstration. Soit f € Der(Qay), pour touts € {1,...,2n}, onnote f(X;) = ijl

17 X, les coefficients

1] étant des scalaires. Comme I'image d’un élément du centre par une dérivation est aussi un élément du

centre, on a
f(XQn) = f22771LX2n
La condition

[f(X1), Xo] + [X1, f(X2)] = f(X3)

nous donne
2n—2

F(X3) = (fl + ) X5+ Y 5 Xns1 — 1" Xon,
k=3

et puisque Xs1¢ = ad(X7)"(X2) pour 1 < ¢ < 2n — 3, on obtient par induction

2n—1—t

FXop)) = WA+ )Xo+ D 5 Xk + (=D 77 X,

k=3

En imposant
[F(X1), Xon 1]+ [X1, f(Xon_1)] =0

on déduit f2 = 0. On remplace f? dans I'équation 2.10 avec t = 2n — 3 et alors
f(Xan—1) = ((2n = 3)f1 + f3)Xon-1.

On impose que f est une dérivation sur le crochet [Xs, Xo4¢] pour 1 <¢ < 2n —4

[f(X2), Xogt] + [Xo, f(Xoge)] = f5" 71 7H1 = (—1)") Xon + f2 X540 = 0,

et donc
3 =0
22n717t :07 t= ]-737"72”_5'

Par ailleurs, pour £k =2,..,n on a

)V +2f3) Xon + (20— 1 — k) f +2/3) Xon
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Les crochets restants n’apportent pas de nouvelles conditions sur les coefficients f7, I'expression générale
d’une dérivation f est donc donnée par :

f(X1) = X+ S fE X,
F(X2) = f3Xo+ 300, 535 Xopgr + f3" Xon
2n—3—t
F(Xare) = (fF+ )Xo+ Y0y M Xapag + (~1) 21 X, 1< < 20— 4
f(Xon1) = ((2n=3)fi + f3)Xon—1
f(Xan) = (2n—=3)f] +2fF)Xan.
11 en résulte que ’espace vectoriel Der(Qa,) est engendré par les 3n dérivations suivantes
FL(X) = Xy, FLX;) = —2)X; 3<j<2n-1, Fl(Xs,) = (2n — 3) Xan,
F22(X2) :XQ, F22(X]) ZXj SSJ SZTI,—L F22(X2n) :2X2n7
FF (X)) = Xy, FF(Xonto—k) = (-1)*Xy, 3<j<2n-1, 3<k<2n-1,

F]?W(Xl) = X2n7
FP(Xo) = Xopyr, FMH(Xope) = Xopsrge,  1<t<2(n—1-k), 2<k<n-—1
F{"(X2) = Xon,

parmi lesquels il y a 2n — 1 dérivations internes, en effet
adX, = F3, adXy = F?, adX, = FF (3 <k <2n—2), adXa,_, = F5".

Ainsi V'espace Der(Qzy,)/IDer(Q2,) est engendré par n + 1 éléments correspondants aux dérivations
externes {F}l, F2", F3, F3" ™ }ocpcn 1.

Corollaire 1 Toute dérivation externe non-nilpotente F' de Qs, est donnée par

n—1
F=aF +0F;+ ) BF5" + g, PP (2.12)
k=2

avec ;1 # 0 ou as # 0.

2.3 Algebres de Lie résolubles ayant ()5, pour nilradical

Comme nous 'avons déja indiqué, nous allons utiliser les résultats antérieurs pour déterminer les
algebres réelles résolubles dont le nilradical est Qo .

Proposition 5 Toute algebre de Lie réelle résoluble, non-nilpotente et dont le nilradical est isomorphe
a Qan, est de dimension 2n + 1 ou bien 2n + 2.

Du corollaire 1, on déduit immédiatement cette proposition.

Proposition 6 Toute algébre de Lie réelle résoluble de dimension 2n + 1 ayant pour nilradical Q2 est
isomorphe a l'une des algébres suivantes :
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1. Ton+1 ()\2) :

(X1, Xi] = X1, 2<k<2n—2
[ Xk, Xont1-k) = (—1)F Xop, 2<k<n

[Y, X1] = Xi,

Y, Xu] = (k — 2+ X)X, 2<k<2n—1
[

Y, Xgn] = (2’)1 -3+ 2)\2)X2n.

2. t2n+1(2 —n, 8)

(X1, X] = Xy, 2<k<2n—2
[Xk7X2n+1fk] = (_1)kX2n, 2 < k <n
[Y, X1] = X1 + eXon, e=-1,0,1
Y, Xy] = (k —n) Xy, 2<k<2n—1
[Y7 X2n] - X2n
3. tonp1 (A3, A"
[X1, Xi] = X1, 2<k<2n—2
[Xk, Xont1-k] = (—1)* Xon, 2<k<n
2n—3—t
P/’ Xo44] ]: Xogt + Zé:f ] Agk+1X2k+1+t7 0<t<2n—6
Y, Xon—k| = Xon—x, k= 1,2,3
D/a X2n] = 2X2n

2k+1
)‘2

De plus, le premier paramétre non-nul est égal a 1.

Démonstration. La structure d’une algebre résoluble de dimension 2n + 1 et ayant pour nilradical Qo,,
est déterminée par I'action d’une dérivation non-nilpotente F = a3 F} + aoF5 + 3, B F3* Tt + 3, F2"
sur le nilradical. Nous allons envisager toutes les possibilités en fonction des valeurs de o et asg, I'un des
deux étant non-nul.

1. Soit a; # 0. En multipliant si nécessaire F' par un certain coefficient, on peut supposer a; = 1. En
faisant un changement de base du type

2n—3—t

Xoyy =Xop + Zl[g:22 } VeXokt1+t, 0 < <2n—4
X! =X, i=1,2n—1,2n, (2.13)
on ramene 3, 1 & zéro, puis B,_o et ainsi de suite jusqu’a [s. La dérivation F' est alors donnée par
F' = F} + apF3 + B, F?". (2.14)
Si de plus, as # 2 — n, le changement de base

B

X =X1+—"7"—X 2.15
1 1+2(n_2+a2) 2n ( )

nous permet de supposer 3, = 0. Sur la base {X1, .., X2, } de Qan, F est la dérivation diagonale
F =diag(1, 02,1+ az,..,2n — 3+ a9, 2n — 3 + 2as). (2.16)

On obtient alors les algebres de Lie ta,41(a2).

Par ailleurs, si as = 2 —n et 8, # 0, alors ce coefficient ne peut pas étre éliminé. Sur K = R, on
peut alors poser 3, = 1si 3, >0ou 3, = —1si f2 < 0. Sur F = C, on peut toujours prendre (3,
égal & 1. Ceci nous rameéne aux algebres de Lie to, 1 (2 — n, £1)%

1Les algebres de Lie tap+1 (2 — n, —1) et v2n4+1 (2 — n, 1) sont isomorphes sur C.
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Enfin, si ag =2 —n et 8, = 0, on obtient l'algebre de Lie ta,41 (2 —n,0).

2. Supposons maintenant oy = 0. Comme ay # 0, en faisant un changement d’échelle, on peut prendre
ao = 1. Le changement de base

1
X1 = X1 = 550 Xon (2.17)

nous permet de supposer 5, égal a zéro. Il est impossible d’éliminer les parametres 8, (2 < k <
n—1), et donc, si 'un d’eux est non-nul, la dérivation F' n’est pas diagonale. Cependant, en faisant
un changement d’échelle, on peut supposer que le premier parametre [ non-nul est égal a 1. Ce
cas nous donne ainsi la famille d’algebres to,41(02, .., Bn-1).

Finalement, si on ajoute deux éléments nil-indépendents de Der(Q2,), un seul cas est possible.

Proposition 7 Pour tout n > 3, il y a une seule algebre de Lie résoluble tay, o de dimension 2n + 2
dont le nilradical est isomorphe a Qay, :

(X1, Xi] = Xiq1, 2<k<2n—2
(X, Xoni14] = (1) Xo,, 2<k<n
[Yl,Xk]:ka 1§k‘§2n—1
Y1, Xon] = (2n + 1) Xop,

[Ya, Xi] = Xy, 2<k<2n-1
[

2.4 Invariants de Casimir Généralisés

Nous allons calculer les invariants de Casimir des algebres que nous venons d’obtenir.

Proposition 8 Pour tout n > 3, l'algébre de Lie nilpotente QQa2, posséde exactement 2 opérateurs de
Casimir, donnés par la symétrisation des fonctions suivantes :

L =z,
n k=41 " 2
I, =z129n + 232on—1 + Y p_y (1) M apzon 0k + S Ty g

Démonstration. Les équations de Maurer-Cartan de ’algebre Q2 sont

dwl = du)g = 0,
dwj+1 :wlij,2§j§2n—2
dway, = 2222(—1)1%0].3 N Won41—k-

La forme w = dws, est de rang maximal et donc jo(Q2,) = n — 1. D’apres la formule (1.11), on a
N(Q2,) = 2. 1l est clair que Xa,, est un opérateur de Casimir puisqu’il engendre le centre. Afin d’obtenir
un deuxiéme invariant indépendant, on résout le systeme (1.7) :

v L 2n—2 OF

XlF = Zj:Q 1‘]_5_176% =

X e . OF 1) __OoF  _
X,F = =T A 4 (— 1) wan 2= =0
g — OF __

Xop1 B i= —2on g, =0,
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ou 2 < j < 2n — 2. L’équation (2.4) implique % = 0. Pour chaque 2 < j < 2n — 2, la fonction

T1Toy + (—l)jxjﬂxgnﬂ,j est une solution de léquation (2.4). On considere alors la fonction C =
& n

T1Ton + T3T2p—1 + Y pey (—1) ek Tonto g + S )

z2 ;. Comme pour tout j > 3,

oC
l’j+28T + Ton+1 =0. (218)

j+1 O0Topn_j

la fonction C' vérifie 'équation (2.4), ainsi C' est un invariant de 1’algébre.
L’opérateur de Casimir s’obtient en remplagant x; par X;. On remarque que C et sa symétrisation
coincident.

Théoréme 9 Les algébres de Lie t(X),t(2 — n,e) et t(A3,.., \2""1) ont un seul invariant que l’on peut
choisir de la fagon suivante :

1. topq1(A2)

_ 2n — 2+ 2o
= Lz * = —= 2.1
T= bty o= oy (2.19)
2. t2n+1(2 —n, 6)
1
J = TIQ —¢ln (J,‘Qn) 5 (220)
Lon
3. t2n+1()\g7“7)\§n71) I
J== 2.21
— (2.21)

Démonstration. D’apres les équations de Maurer-Cartan de ces algebres de Lie , on a N'(t) = 1. De plus,
la dérivation F' qui définit I'extension de )2, agit de facon non triviale sur le centre Xs,,, les invariants
sont alors indépendants de la variable y correspondante au générateur Y. Pour trouver les invariants des
algebres résolubles, il suffit de résoudre I’équation Y F' = 0, en écrivant F' en fonction des invariants I; et
15 de la proposition 8.

1. t()\g).
L’équation a résoudre est

2n—1
OF OF
YF = xl— + Z — 24 )\9) xka— +(2n—3+ 2A2)x2nax2n =0. (2.22)
Il est facile de vérifier
Y (L) =(©2n—3+2\)1
Y (I) = (2n—2+2X) L.

Les opérateurs de Casimir du nilradical sont alors des semi-invariants de cette extension. Notons
que ceci est toujours vrai lorsque la dérivation est diagonale [41, 13, 48, 15]. On remarque que pour
2n — 342Xy =0, J = x5, est un invariant de ’algebre, et pour 2n — 2 4+ 25 = 0 la fonction I est
un opérateur de Casimir de ta,41(2 — n). Dans le cas contraire, I; et Iy ne sont pas des solutions
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de (2.22). On considere alors I; et I comme de nouvelles variables u et v, ’équation (2.22) s’écrit

alors de la fagon suivante
0P  (2n—2+2X\)v 0P

%+(2n—3+2)\2)u%7 ’

u2n72+2)\2

Il en résulte que les invariants de ta,4+1(A2) sont donnés par

(2.23)

La solution générale est alors

_ 2n — 2 + 2)\g
=1 “onta= | —>=—""Z). 2.2
J = lhayY ol « <2n—3+2)\2> (2.25)
2. top+1(2 —m,e).
Dans ce cas on doit résoudre

- Rl OF OF
VF .= ) k— g —— = 0. 2.26
(z1 + e )6501 + kzﬂ ( n) Ty D2y + T s, ( )

Comme F' n’est pas diagonale quand ¢ # 0, }A’(Ig) n’est pas proportionelle a I5. Cependant, si on
considere Ira;? & la place de I, on a
Y (szzf) =e.

o~

De plus Y (In(z3,)) = 1, et donc, en ajoutant le logarithme —e In(xs,), on obtient la fonction
ngzf —eln (z2,) (2.27)

qui vérifie ’équation (2.26). C’est donc un invariant de Palgebre to,41(2 — n,€).

3.t2n+1(Ag,“,A§n_1y
Pour cette famille d’algebres, ’équation a résoudre est

2n—1

~ oF oOF

YF = — + 229, —— = 0. 2.28
kz—2 g o Oz, (2.28)

Le calcul direct nous donne
Y (L) =25
Y (I,) =2D.
Par un raisonnement analogue & (2.23), on en déduit que ’on peut choisir I'invariant

J—I—l.

(2.29)

Proposition 9 Pour tout n > 3, l'algébre de Lie ta, 12 ne possede aucun invariant.
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Démonstration. Soit {wy, .., way, 61,02} la base duale de { X7, .., Xo,, Y1, Y2}, les formes de Maurer-Cartan
sont alors données par

dwq =w; ANy

dwo = 2wg A b1 +ws A bs

dwp, =wiAwk_1+kwpNOi+wpANby, 3<k<2n-1

dw2n = ZZZQ (_l)k wi A Won+1—k + (2’[’1, + 1) wap A 91 + 2w2n A 02
dbq =dfy, = 0.

On considere la forme & = dw; + dws,, puis on calcule son n-iéme produit extérieur

A\ & =£@2n)nlwy A ... Awn A1 Ay # 0. (2.30)

D’apres la formule (1.11), cette algebre de Lie ne possede pas d’invariants.

2.5 Propriétés géométriques des algebres de Lie résolubles dont
le nilradical est ()9,

De la démonstration de la derniére proposition, on déduit que I’algebre to,, 1o est munie d’une structure
simplectique, il est donc naturel de se demander si les algebres de dimension 2n + 1 ayant Q)o, pour
nilradical, ont d’autres propriétés géométriques. En particulier, on étudie I'existence de forme de contact
de ces algebres, c’est-a-dire, des formes w € t3, ., telles que w A (A" dw) # 0. Ce type de structures
géométriques a de 'importance dans I'analyse des équations différentielles et des systémes dynamiques
[35, 45].

Proposition 10 Soit n > 3. Toute algebre de Lie v dont le nilradical est isomorphe a Qayp, excepté
ton+1(2 —n,0), est munie d’une forme de contact.

Démonstration. Soit {w1, .., way, 0} la base duale de {X7y, .., Xop, Y}

1. Les équations de Maurer-Cartan de l'algébre to,11(\2) sont

dw1 :wl/\e
dwy = Aawoy A0
dop=wi Awp—1+(k—2+X)wp A0, 3<Ek<2n-1

n

dwan = 1o (—l)k Wi Awanti—k + (2n — 3 4 2X3) wo, A0

de = 0.
On pose w = w1 + way,, et on calcule le produit extérieur
w A (/\dw) =2n(n—D!(Aa+n—2)wi A... Away A # 0. (2.31)
2. Les équations de Maurer-Cartan de l'algebre to,11(2 — n, &) sont
dwi = w1 A O
dwy = wy A0

dop =wi Awg—1+(k—n)wp N0, 3<k<2n-1
dwo, = ZZ:Q (—1)k Wi A Wanti—k +wap N0 +cwi A B
df = 0.
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En prenant la forme w = wy + way,, on obtient

w A </\ dw) =enlwi A ... Awa, A 6. (2.32)

Quand ¢ # 0, w est une forme de contact. On peut facilement prouver que pour € = 0 il n’existe
pas de forme de contact.

3. Pour vy, 11(A3, .., /\3"_1 ), les équations de Maurer-Cartan sont compliquées a écrire car elles dépendent
des parametres 5. Cependant, pour trouver une forme de contact il suffit de considérer les équations
suivantes :

dw1 =0
k
dwsoy, = ZZ=2 (71) Wi A Wont+1—k + 2Xowen, A6

La forme w = wy + wa, vérifie

w A (/\dw) =2nlwi A ... Awap, A O #£ 0. (2.33)

Elle définit donc une forme de contact.

Dans [45], on démontre que les formes de contact « sur les variétiés impliquent l'existence d’un champ
de vecteur X tel que a(X) = 1 et X = 0, appelé systeme dynamique correspondant & «. Pour les
algebres de Lie précédentes, il est donc possible de construire un systéme dynamique sans singularités
[45]. Par contre, les algebres de Lie résolubles dont le nilradical est n, ; ont un nombre d’invariants qui
dépend de la dimension, ceci implique que pour les dimensions impaires, il n’existe pas de forme de contact
[12]. La perte de cette structure est due au fait que la sous-algebre de Heisenberg de @2, engendrée par
{X3, .., Xon} se contracte sur la sous-algebre abélienne maximale de n,, 1.
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Chapitre 3

Inexistence d’algebres de Lie
indécomposables non résolubles
ayant un radical associé aux algebres
filiformes

Dans ce chapitre , on montre que la somme semi-directe g = 5@ rt, d’'une algebre semi-simple s et
d’une algebre résoluble t par rapport a une représentation de s, qui ne se décompose pas en somme directe
d’idéaux, ne peut pas avoir un radical v dont le nilradical soit une algebre filiforme. Il en résulte que les
algebres filiformes ne présentent aucun intérét dans I’étude des algebres de Lie non résolubles.

Plus précisément, on démontre que toute algebre de Lie complexe de dimension supérieure ou égale a
7, ayant une sous-algebre de Levi non triviale et un nilradical filiforme est nécessairement décomposable !.

Soit g = s@ gt une algebre de Lie complexe indécomposable (c’est-a-dire qui ne s’écrit pas comme
somme directe d’idéaux). Nous allons, tout d’abord, démontrer Paffirmation suivante.

Théoreéme 10 Toute algébre de Lie iomplea:e g indécomposable et de dimension supérieure ou égale a
7, ayant une décomposition de Lévi s @ gt non triviale, ne posséde pas un radical filiforme.

Par réduction, on verra qu’il suffit de démontrer cette proposition pour une sous-algebre de Lévi de
rang un.

Lemme 1_> Toute algébre de Lie g = E@Rt ayant un radical filiforme v se contracte sur une algébre de
Lie g/=s® rL,.

Démonstration. Soit {X1,.., Xm, Xm+1,.., Xm+n} une base de g avec {Xi,..,X,,} une base de s et
{Xm+1, s Xntm} une base de v. On note les constantes de structure de g par {Clkj}lgi,j,kgn+m' Comme

1En dimension 6, il existe un contre-exemple trivial : s[(2, C) §D1/2+Do h1. Ceci est di au fait que ’algébre de Heisenberg
est la seule algébre de Lie filiforme en dimension 3.
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le nilradical est filiforme, on peut prendre X, 1, X;mt2 € t — [t,t] et supposer, sans perte de généralité,
que les crochets de { X, 41, .., Xytm } sont donnés par

[Xon+1, Xmt144] = A1+ Xmr245, 1 <j<n—2 (3.1)

avec Am+14; 7 0 pour tout j. On considere le changement de base :

X, = X, 1<i<m+1,
X, = %Xi, m+2<i<n-+m.
Les nouveaux crochets de g sont :
[(X],Xj] = [Xi,Xj],1<i<j<m+1
(X1, X = %[Xi,XmH] = ic;’;ﬁ]X’ e 1<i<m+1,2<j<n,
k=j
(KXo Ximgs] = [X;nJrﬂX;nJrJ] 2<i,j<n

€2

On remarque alors que les crochets de s ne changent pas et que s agit de la méme fagon sur le radical.
Par ailleurs, les crochets du nilradical sont :

/ Vi .
[(Xni1: Xong] = )‘m+1+iXm+1+iv 2<i<n-2,
/ / _ 2 : +k .o
[XmJF“Xm‘H] - C$+z m-+j m+ka 2<4,5<n.

En prenant € — 0o, on obtient

(X Xnrj] =0, 2<4,j,k<n (3.2)

m—+i

On conclut ainsi que I'algebre de Lie 5@ rLy est une contraction d’Inénti-Wigner [34] de g.

D’apres ce lemme, il suffit d’étudier le cas ou le radical est isomorphe & L, puisque le cas général
s’obtient par déformation.On peut encore simplifier le probleme grace aux regles de ramification des
représentations d’une algebre semi-simple. Comme toute algebre semi-simple complexe s possede une
sous-algebre isomorphe a sl (2, C), I'inclusion sl (2, C) — s induit

s((2,C) @Z w,t— 5@ pr (3.3)

ou R = Y W, est la décomposition de R comme somme de représentations simples de la sous-algebre
s[(2,C) de s. Il faut remarquer que des sous-algébres isomorphes a sl (2,C) différentes ne donnent pas
nécessairement la méme décomposition de R. Néanmoins, ce fait est dépourvu d’intérét pour notre analyse,
en effet, nous nous intéressons seulement & la non trivialité des représentations W;.

Proposition 11 Pour dimt > 3, il n’existe pas d’algébre de Lie indécomposable sl (2,C) @Rt dont le
radical soit isomorphe a l'algébre de Lie nilpotente L,,.
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Démonstration. Considérons les algebres de Lie sl (2, C) 3 RrRLy, ou R est une représentation réductible de

s1(2,C). Soit { X1, X2, X3, V1, .., Y, } une base de s[(2,C) @ gL, telle que {X1, X5, X3} engendre sl (2, C)

(dont les crochets sont [Xo, X3] = X1, [X1,Xi] =2(-1)" X;,i = 2,3) et {Y1,..,Y,,} est une base de L,,. Si
on considere les idéaux de la suite centrale descendante C*L,,, on a dim C*L, =n—1—i (1 <i<n-2),
et il existe donc deux éléments Y € L,, — C'L,,, Z € C"3L,, vérifiant

[Yv Z} = Z(Ln)

ou Z (Ly,) est le centre de L,,. Le centre Z (L,,) est engendré par un seul élément de L,, sur lequel sl (2, C)
agit de facon triviale. Ceci montre que la représentation R contient des copies de la représentation triviale
Dy de sl (2,C). Si on applique I'identité de Jacobi au triplet {X1,Y, Z} on obtient

[Ya [Xla ZH = [Z’ [Xl,Y] ]

On peut supposer que X; agit comme une dérivation diagonalisable sur L,, d’ou [X1,Y;] = \;Y; pour
tout 4. De plus, on a en particulier
Ay + Az =0. (34)

Sans perte de généralité, on suppose ¥ = Y; et V,,_1 = Z. Le fait fondamental est la nullité du poids
associé au générateur du centre. Le systeme de poids de L,, est de la forme :

O ={a1,a2,01 + ag,..,(n—2)a; + az} (3.5)

Par conséquent, toute dérivation diagonalisable de L,, est une combinaison linéaire des dérivations f1, fo
dont les valeurs propres sont respectivement :

fi = (1,0,1,2,..,n—2)
fr = (0,1,1,1,.,1)

On pose alors [X1, L] = (af1 + bf2)L,. L’équation 3.4 implique
a(n—2)+b=0,
ainsi X7 est associé aux valeurs propres
a(l,2—n),..k+2—n,..,—1,0) (3.6)
ou k€{0,...,n—3}. Pour n > 3, on a donc
k+2-n<0,0<k<n-—3. (3.7)

Pour toute représentation R de sl(2,C), le nombre de représentations simples dans la décomposition R
est donné par multg (R) +multy (R), ot mult; (R) est la multiplicité du poids ¢. Nous concluons de 3.7 que
la seule représentation de sl(2,C) ayant le poids maximal A est la représentation Vi (A = 1). Désormais
les autres poids sont négatifs, ce qui est impossible en raison de la structure des représentations simples
de s0(2,C). On en conclut que a = 0 et donc R = nDy. Ainsi, 'algebre de Lie s[(2,C) @)RLn est une
somme directe.
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D’apres la proposition 11, aucune algebre de Lie s[(2, C) 3 rL, indécomposable, ne peut étre obtenue.
Par 3.3, ce résultat se généralise a toute algebre semi-simple. En effet, toute représentation non triviale
R d’une algebre de Lie semi-simple s fournit une regle de ramification pour immersion de sl (2, C).
L’affirmation découle ainsi du lemme 1.

On obtient immédiatement une conséquence qui concerne les algebres de Lie résolubles ayant un
nilradical filiforme.

Corollaire 2 Si l’algébre de Lie g = 5@Rt est indécomposable, le nilradical de t n’est pas filiforme.

Démonstration. Comme t est résoluble non nilpotente, alors la représentation R de s contient des copies
de la représentation triviale Dy. D’apres le théoréme de Goto [28], t est de la forme t =n @ t ol t est un
tore du nilradical n, g admet donc la sous-algebre

g, = 5§R/n (38)

ot R’ est la représentation induite. D’apres le théorereme 10, cette sous-algebre est décomposable. Puisque
R|¢ = (dimt) Dy, il en résulte que g est une somme directe.

Finalement, de la démonstration du théoreme 11, on déduit le résultat suivant :

Corollaire 3 Sil’algebre de Lie g = 5§Rt avec s # 0, posséde un radical v caractéristiquement nilpotent,
alors elle est décomposable.

Démonstration. Supposons que ’algebre t est caractéristiquement nilpotente, c’est-a-dire que toute dérivation
f de v est nilpotente. Ceci implique que la sous-algebre de Cartan h de s vérifie

[b,t] = 0. (3.9)
Comme pour tout H; € b, il existe des vecteurs non nuls X;,Y; € s tels que
[Hi, Xi| = 2X;, [H;,Y] = =2V, [X;,Yi] = H. (3.10)
Par ailleurs, pour tout Z € ¢
(Z,[Hi, Xi]] + [Xs, [Z, Hi]] — [H;, [X3, Z]] = 0,

en tenant compte 3.9 et 3.10, on a
[X:, Z] =0.

On en conclut que [s,t] = 0.
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Chapitre 4

Algebres de Lie complexes ayant un
nilradical quasi-filiforme

Dans ce chapitre nous présentons la liste des algebres de Lie complexes dont le nilradical est quasi-
filiforme naturellement gradué. Le calcul de toutes les extensions des algébres de [27] a été long et conduit
a de nombreuses possibilités.

Nous décrivons sommairement les algebres obtenues en omettant les crochets du nilradical écrits dans la
proposition 2.

4.1 Algebres de Lie complexes ayant £, ; ® C comme nilradical

L’ensemble des dérivations Det(L,_, & C) pour n > 4 est un espace vectoriel de dimension 2n + 1
engendré par les endomorphismes ad(X;),0 <i <n — 3 et par :

to(Xo):Xo, to(Xi) :(i—l)Xi, 2§i§n—2;
t1(Xo) = X1;

t2(X;) = X5, 1<i<n—-2;

tS(Xn—l) :Xn—l;

hi(Xi) = Xk, 1<i<n—-2-k 2<k<n-3;
90(X0) = Xn—1;

91(X1) = Xpn_1;

g2 (Xn—l) - X’rL—Q-

Toute algebre de Lie complexe ayant £,_, & C comme nilradical, est isomorphe a l'une des algebres
suivantes :

Loghtor,

Y, X0l =Xo, [Y.X;]=[(—-1)+f]X;, 1<i<n—2, [Y,Xp1]= 1" Xno1, 171 #0;
2. LhtL2,

YV, Xi]=X;, 1<i<n—2 [V, Xp1]=f"1Xn1, f7] #0;
3. gntes

Y, Xo] = Xo+ X1, [V,Xi]=iX;,, 1<i<n—2, [V, Xp1]=f""[Xn 1, P71 #0;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

£ﬂ+174 .

n—

Y, Xo] = Xo, Y, X1] = fi X1+ Xn-1,

D/a Xn—l} = f11Xn—1;

n+1,6 |
gnie,

Y, Xo] = Xo+ X1, [, X1]=X1+X,-1,

n+1,7 |
g7

1
Y, Xo] = Xo+ Xno1, [V X]=[0-D+fi]X;, 1<i<n—2, [V, Xp]=Xp 1

n+1,5 |
. grtLs

Y, X]=[(i-1D)+fl]X;, 2<i<n-2,

YV, X;]=1iX;,2<i<n—-2, [Y,Xp1]=Xp_1;

D/,Xo] :X07 [KXz] = [(Z—l)—FfHX“ 1 SZS?’],—Q, [KXn—l] :Xn—2+(n_3+f11)Xn—1;

n+1,8 |
gntis

Y, Xo] = Xo+ X1, [V, Xi]=iX;,1<i<n-2,

n+1,9 |
gL,

[K Xn—l] - Xn—2 + (TL - Q)Xn—lv

YV, Xo]=Xo+Xpn—1, [VXi]=(0+3-n)X;, 1<i<n—-2, [Y,Xp1]=X 0+ Xp_1;

n+1i,10
grtue.

Y, Xo] = X1, [V, Xn 1] =Xp_1;

n+1,11 |
gntue

YV, X3l = X;, 1 <i<n—2,

£n+1,1z .

n—1i

D/a Xn—l] = Xn—2 + Xn—l;

YV, Xi]=X1 + X1, [V Xi]=X;,2<i<n—1,;

n+1,13 |
gt

1
YV, Xh]=X1+X,o1, [V Xi] =X, 2<i<n—-2, [Y,X,1]=Xp_2o+ X5_1;

Pour les algebres suivantes, au moins I'un des coefficients f{ est différent de zéro, on peut supposer

que le premier ff non nul est égal a 1.

n+4+1,14
grtia

Y, Xi] = Xi+ 302 X1, 1<i<n =2,

n+1,15 |
gntas .

YV, X, =300 X, 1<i<n -2,

n-+1,16
g,

Y, Xo] = X1, [V, Xi]=)

n+1,17 |
gntaz.

n—i—1 pj .
=3 JiXjio1, 1<

V. X=X+ Y0 X, 1<i<n—2,

n+1,18 |
grtias,

Y, X1] = f22 Xy fR21 # 0

[Y7 Xn—l] = Xn—l;

<n-—2 [Y:anl} =X, 1;

[Y7 anl] = Xn72 + anl;

Y, X1] = Xi + Z;L;? AXj+ X1, VX=X, + Z?:_;_l fAXjpi, 2<i<n—2
D/a Xn—l} = fn__12Xn—2 + Xn_1;

n

n+1,19
grtnto,

[V, Xo] = Xno1, [V, Xi] =X+ 30707 A X e

n+2,1
Ll

D/,Xo]:Xo, [KXL]Z(Z—I)XHISZSH—2,

[Z,X]=X;,1<i<n-—2

)

[Z, Xn—l] = ,UXn—l;
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21. gt

Y, Xo] =Xo, [VXi]=0-1)X;,1<i<n—-2, [V, X, 1]=X,_1, [Z,Xo]=Xn_1,

22. it

YV, Xo] =Xo+ X1, [VXi]=(0-1)X;,1<i<n-2, [V, X, 1]=X,_1, [Z,Xo]=AIX_1,

23. ghtz4.

n—1i
[KXO]:X(M [YaXZ]:Xu ].SZS”*Q, [ZyXl]:X1+Xn—la [ZaXZ]:Xza 2§ZSTL*1,
24. gnts .

Y, Xo] = Xo, [VXh]=X,1, [V Xi]=0G0-1)X;2<i<n—-2, [Z,X1]=X1+AX,_1,

25. g6,
Y, Xo]=Xo, [V, Xi]=0—-1)X;,1<i<n—-2, [Y,X,,_1]=(n—-3)X,_1,
[ZaXz]:Xu 1§’L§Tl*2, [ZaXn—l}:Xn—Q‘FXn—l;

26. £nt>7 .
YV, Xol = Xo, [Y,Xi]=(0G0-1)X;,1<i<n-2, [V, Xy 1]=Xp 2+ (n-3)X,1,
[ZaXz]:Xu 1 SZSTL*Q, [ZaXn—l] :AXn—2+Xn—l;

27. gntat .
[Uv anl] = Xn71~

4.2 Algebres de Lie complexes ayant ,, ® C comme nilradical

L’ensemble des dérivations Det(Q,, ® C) pour n > 3 est un espace vectoriel de dimension 3n + 4
engendré par les endomorphismes ad(X;), 1 <i<2n —1 et par :

tl(Xl) = )(17 tl(Xz) = (Z - 2)X“ 2 S ) S 2n — 17 tl(in) = (271 - 3)X2n,
ta(Xi) = X; 1<i<2n -1, ta(Xon) = 2Xop ;
t3(Xont1) = Xong1;

hi(X:) = Xigas 2<i<2n—1-—k, 3<k<2n-—3, k impair;

91(X1) = Xop;

(
QQEXQ = Xont1;
(

Toute algebre de Lie complexe ayant 9Q,, & C comme nilradical, est isomorphe & I'une des algebres
suivantes :
Lot
Y, Xont1] = foridt Xopt1, fordl #0;
2. Qi
Y, Xi] = f3X;, 2<i<2n—1, [V, Xon] =2fXon, [V, Xont1] = Xonia;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

n+2,3
n .
Y, X1] = X1, [V, Xo] = fiXo+ Xong1, [V, Xi]=[(—2)+ f3]X;, 3<i<2n—1,
Y, Xo,] = (2n — 3+ 2f3) Xon, Y, Xopt1] = f3 Xon+1;
n+2,4
nm .
[Yaxl]:Xl +X2n+17 [YaXi]:[(i_2)+f22]Xia 2§i§2n—1, [Y5X2n]:(2n_3+2f22)X2m
[K X2n+1} = X2n+1;
s
YV, Xi]=X1, [V, Xi]=[0-2)+ 51X, 2<i<2n—1, [V, Xa,] = (2n—3+2f5)Xon,
Y, Xopi1] = Xop + (2n — 34 2f3) Xont1;
2n+2,6 |
pALl .
[KXl]:Xh [Y7X2]:(3727”L)X2+X2n+1, [KXl]:(Z+172TL)X“ 3§z§2n71,
Y, Xon] = (3—2n)X2,, [V, Xons1] = Xon + (3—2n)Xopnq1;
n+2,7 |
n M
D/a Xl] = Xl + X2n+17 D/a Xl] = (7' - n)Xia 2 <i < 2n — 1a D/a X2n] = X2n7
Y, Xont1] = Xon + Xont1s
SHAE
YV, X1] =X+ X0, [VXi]=(0G—-n)X;, 2<i<2n—-1, [V, X2,]=Xo;
Y, Xons1] = fonii Xongr, fonil #0;

an+z79 .
. an :

YV, X1]=X1 + Xop, [V Xo]=02-n)Xo+ Xont1, [V Xi]=(0@—-n)X;,3<i<2n—1,
Y, Xon] = Xon, Y, Xont1] = (2 — n)Xoni1;

2n+2,10
2n

Y, Xo] = Xo 4+ Xopt1, [V, Xi]=X,,3<i<2n-1, [V, X0, =2X0,, [Y, Xont1]=Xon+1;

an+z,ll .
2n .

YV, X1] = Xong1, [V Xi]=X;, 2<i<2n—1, [Y,Xo,]=2X0,;
an+z,1z .

m
YV, Xi]=X;, 2<i<2n—1, [V, Xo,]=2X0,, [V, Xons1]=Xon+2X0n41;

2n+2,13 |
2n .

Y, X1] = Xon, [V, Xony1] = Xont1s ‘
Pour les algébres suivantes, au moins I'un des coefficients f{ est différent de zéro, on peut supposer
que le premier f{ non nul est égal a 1.

2n+2,14
2n .

YV, Xi] = f2X; + ZQH;:'liJrS fHXj, 2<i<2n—1, [Y,Xo,]=2f3Xs,, [Y,Xont1]= Xont1;

Jj+i tmpair

n+2,15 |
n . . .
YV, Xo] = X7 fiXe+ Xong1, [V X)=X+X" 0 AT77PX;,3<i<2m—1,
kimpair J+i impair
Y, Xon] = 2Xon, Y, Xont1] = Xony1s
Dzn+z,16 .
n .

YV, X1] = Xony1, VX=X, +37 0, AYV72X,2<i<2n—1, [V, Xo,] =2Xs,;

J+1i impair
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

n+2,17
n . ) .
YV, X =X+ BTTX 2<i <o,
Jj+i impair
Y, Xo,] = 2Xo,, Y, Xont1] = Xon + 2Xon41;
2n+2, 18
n 3 .
VX =X;+ X" HATTX 2<i<om—1, [V, Xons1] = Xonias
Jj+i impair
zn+z 19
VX0 = Xon, VX =57 ARG 2<i <21, [V Xonia] = Xows;
Jj+1i impair
an+3 ,1 o,
[Y Xl] :Xl, [Y,XZ] = (Z—Q)X“ 2§Z§27L—1, [Y,Xgn] = (2n—3)X2n,
Y, Xont1] = AXopy1, [Z,Xi]=X;, 2<i<2n—1, [Z, Xon] = 2Xo,
[Z, Xont1] = pXoni1;
an+5 ,2
[Y Xl] :Xl +X2n+17 [KXZ] = (Z—Q)X“ QS’LSQTL—L [Y;Xgn} = (27L—3)X2n,
Y, Xont1] = Xont1, (Z,X1]) = AXont1, 2, X=X, 2<i<2n—-1, [Z,Xo,]=2X0,;
22‘5”373 .
Y, X1] = X1, YV, X;]=(i—-2)X;, 2<i<2n—1, [Y,Xy,]=(2n—3)Xop;
Y, Xoni1] = Xong1, [Z2,X1] =Xong1, [2,Xi]=X;,2<i<2n—1, [Z, X3,] =2X0p;
Q§2+3’4 .
D/,Xl] :X17 [Y,XZ]Z(’L—Q)X“ 2§2§2n—1, [Y7X2n] :(2n—3)X2n,
[Z, Xo] = Xo 4+ Xopy1, [Z,Xi]=X;,3<i<2n—1, [Z, Xon] = 2Xop,
(Z, Xont1] = Xont1;
Q§2+3’5 .
YV, Xq] = X1, [V, Xo] = Xopt1, [V, Xi]= (Z - )X'u 3<i<2n—1, [Y,X2,]=(2n— 3) Xz,
[Z, X5] = Xo + AXont1, [Z,Xs]=Xi,3<i<2n—1, [Z,Xon] =2Xopn, [Z,Xony1] = Xong1;
2n+3,6 |
m .
D/,Xl] :Xl, [KX,] = (Z—Q)X“ 2§ZS2’I’L—1, [Y,Xgn] = (2n—3)X2n,
[K X2n+l} - (2n - 3)X2n+17 [Z’ X’L} = Xia 2<i<2n-1, [Zv X2n] = 2X2na
(Z, Xont1] = Xon + 2Xon41;
§:+377:
YV, X1 =X1, [V,X]=(-2X;,2<i<2n—1, [V, Xo]=(2n—3)Xan,
D/, X27l+1] = Xgn + (271 - 3)X2n+1, [Z X] = X 2 < Z < 2n — 1 [Z, Xgn] = 2X2n,
[Z, Xon+1] = AXan + 2Xon41;
2n+4,1
n .
YV, Xq]= X1, [V, Xi]=(i-2)X;,3<i<2n—1, [Y,X2,]=(2n—3)Xzp,
Z,X] =X, 2<i<2n—1, [Z, Xop] =2Xop, U, Xont1] = Xont1-

4.3 Algebres de Lie complexes ayant £,,. comme nilradical

L’ensemble des dérivations Det(Ln ) (n > 5, rimpair, 3 <r < 2[251] — 1) est un espace vectoriel de

dimension

% engendré par les endomorphismes ad(X;),0 <i<n — 3 et par :
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to(Xo) = )(07 to(Xi) = (Z — 1)X1 2 S 1 S n — 27 tO(Xn—l) = (7’ — 2)Xn_1 N
t1(Xo) = X1, 1t (Xy) = Xn—1;

t2(Xi) = Xy, 2<i<n-—2, to(Xn—1) =2Xp1;
hi(Xi) = Xgqiy, 1<i<n—-2-k 2<k<n-—2 etkimpairsi k <r—3;

Toute algebre de Lie complexe ayant £, . comme nilradical, est isomorphe a 'une des algebres sui-
vantes :
1Lt
¥, Xol = Xo, VX = [(i— 1)+ X 1<i<n =2 [¥,Xoo] = (r— 24 2f1) X s;
2. gnthr:
IV, Xi]=X;, 1<i<n—2 [V,X, 1] =2X, i;
3. Esild :
D/,Xo]:Xo, [Y,Xl]:(Q—T)Xl +Xn—17 [KXZ]:(Z—FI—T)X“ QSZSTL—Q,
D/a Xn—l} = (2 - T)Xn—l;
4. et
D/,Xo]:Xo-FXl, [Y,Xi]ZiXi,iE{l,...,?’L—Q}\{T}, [Y,XT]:TXT—FXn_l,
[K Xn—l} = an—l;
5. guts
Y, Xo] = Xo+ X1, [V, X;]=28-X, 1<i<n—2, [Y,X,_1]=X,_1; Pourlesalgebres
suivantes, au moins I'un des coefficients f{ est différent de zéro, on peut supposer que le premier
/1 non nul est égal a 1.
6. Eg’tl’é : ‘ ‘
Y, X;] =X; + ZZ;?+3 flk'“_le, 1<i<n-—2ou f{”"_l =0sik+iespairet k+i<r,
D/a Xn—l} = 2Xn—1;
7. Lenirt
Y, Xo] = Xo, [V, Xi]=0—-1)X;,2<i<n—-2, [V, X, q]=(r—-2)X,_1,
(2, Xi]=X;, <i<n—=2, [Z,Xn]=2X,_1.

4.4 Algebres de Lie complexes ayant ,, comme nilradical

L’ensemble des dérivations Det(Qy ) (n > 7, n impair, r impair, 3 < r < n—4) est un espace vectoriel
de dimension 3";3 sir < %‘1 et % sir > ";1, engendré par les endomorphismes ad(X;),0 <i<n—3
et par :

to(Xo) = X(), to(Xl) = (Z - ].)Xl, 2 S ) S n — 3, to(Xn_Q) = (’I”L - 4)Xn_2,
tO(anl) = (T - 2)Xn71 5

f1<XZ):XZ 1§Z§7’l—37 tl(Xl):QX“Z:n—Q,TL—l,
hi(X3) = Xigas 1<i<n—-2-k 3<k<n-—2 etkimpair;

hn—2—r(Xi) = Xi+n—2—r7 1<i<r sir < ngl ;

91(Xo) = Xp—2;

gZ(XO) = Xn—1~
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Toute algebre de Lie complexe ayant 9, . comme nilradical, est isomorphe & 'une des algebres sui-
vantes :

1 Dn+1,1 .
. n,t :
Y, Xol = Xo, [ViXi]=[0—-1D+f]Xi, 1<i<n—=3, [V,Xp2]=(n—4+2f)X, o,
[Y, anl} = (T -2+ Zfll)anU

2. Qi
YV, Xi]=X;,1<i<n-3, [V, X, 2] =2X,_5, [Y, X 1]=2X,_1;
3. Qiths .

D/? XO] = XO + Xn717 [}/7 Xl] = %Xh 1 S { S n— 3) [Y7 Xn72] = (n —-r—= 1>X’I’L727
D/a Xn—l} = Xn—l 5

4 QU
[KX()]:XQ, [Y,Xl]:(QfT)X1+Xn_1, [Y;XZ]:(Z+17T)XZ,2§ZS’HJ*3,
[K Xn72} = (TL - T)an% [Y» anl] = (2 - T)anl;

5. QN

Y, Xo] = Xo+ Xp2, [V, X;]=2E=0X, 1<i<n-—3, [V, Xn 2]=X, o,
D/a Xn—l] = (T —n+ 3)Xn—1;

6 n+1,6 |
CQne 4
On peut supposer que le premier coefficient f{ non nul est égal a 1 et fI" "' =0 si r > %’1
—3 s o .
D/a Xz] =X;+ Zn k=i+3 flk H—le + f{l ! 1Xn+i—7'—27 1<i<n-3

k—i#n—r—2,impair
Y, Xpo] =2Xpn0, [V, Xpoa] =2/ ' X0+ 2X,1;

n+2,1
7. Qe

Y, Xo] = Xo, [V, Xi]=(0—-1)X;,2<i<n—-3, [Y,Xp o]=(n—-4)X, o,
[K anl] = (7“ - 2)Xn717 [Z7 Xl] = Xi; 1<i<n-3, [Z; Xn72] = 2Xn72a
[Zv Xn—l] =2X,-1.

4.5 Algebres de Lie complexes ayant %, ,_; comme nilradical

L’ensemble des dérivations Det(Ty n—3) (n pair, n > 6) est un espace vectoriel de dimension n + 4
engendré par les endomorphismes ad(X;),0 <i<n—3,n—1 et par :
to(Xo) = )(07 to(Xi> = (Z — 1)Xi, 2 < ) <n-— 3, tQ(Xn,Q) = (n — 4)Xn,2, tO(anl) = (n — 5)Xn,1 ;
tl(Xi):Xi,lgign—S, tl(Xi):QXi,i:n—Z,n—l;
hn—4(X1) = Xn—3 ;
91(Xo) = Xpn_1;
g2(X1) = Xp—1, 92(X2) = X, 2.

Toute algebre de Lie complexe ayant €, ,_; comme nilradical, est isomorphe a I'une des algebres
suivantes :

n+4+1,1 |
Loty

YV, X0l =Xo, [V, Xi]=(0G-14+f)Xi, 1<i<n-3, [YV,Xp2l=Mnm—-4+2f)X,_2,
[Y, Xn—l} = (TL -5+ 2f11)Xn—1§

2 In+1,z .

nn—3

[K Xz] S Xi, 1 S ) S n — 3, [K Xn,Q] = 2Xn,2, [Y, anl] = 2Xn,1;
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n+1,3 |
in,nij :

)a;(O —4<0 ;fn—lv )"(‘l = 2=n 4;<i7 ISZS’H/ 37 }74(71—2 —24(71—27
2
Dw(n—l} —;<n—1;

4. ghiLa.
BUUSSEE
[V, Xo] = Xo, [Y,Xi]=0(-n)X1+ X1, [V, Xo]=(6-n)Xo+ X, o,
YV, Xi]=(-n+4)X;, 3<i<n—4, [V, X, o]=(6-n)X, 2, [Y,Xpu]=0-n)Xn1;

n+1,5 |
(In,nij :

YV, X1 |=X1+X,3 [YVX;]=X;,2<i<n-3, [Y,X, 2]=2X,,, [V, X, 1]=2X,_1;

n+2,1 |
Tan_3°

[Y, Xo] = Xo, Y, Xi]=(—-1)X;, 1
[K anl} = (n - 5)Xn717 [Zv Xz] = Xia 1
[Zv anl] =2X, 1.

@«

o

=

) S n — 3, [Y; Xn_g} = (Tl - 4)Xn_2,
é n— 37

<
<i 7, Xp—z] = 2X 2,

4.6 Algebres de Lie complexes ayant ¥, , comme nilradical

L’ensemble des dérivations ®er(Ty n—,) (n impair, n > 7) un espace vectoriel de dimension n + 4

engendré par les endomorphismes ad(X;), ¢ =0,...,n—3,n— 1 et par :
to(Xo):Xo, to(XZ):(Z—].)X“ 2§2§n—4,
to(XZ) = (Z - 2)X7, 1=n— 3,TL - 27 tO(anl) = (n - G)Xn,1 N
f1<XZ):XZ 1§’L§7’L—4, tl(Xz)=2Xl,z=n—3,n—2,n—1,
hip—3(X1) = X2
91(Xo) = Xn_1;
g2(X1) = Xy, g2(X2) = X3, 92(X3) = Xp 2.

Toute algebre de Lie complexe ayant ¥, ,_, comme nilradical, est isomorphe a 'une des algebres
suivantes :

1 Sn+1,1 .
- Zanlg
[V, Xo]=Xo, [V,Xi]=(i—-14)X;, 1<i<n—4, [V,X, 3]=(n-5+2f])Xn s,
V. Xyol = (n = 4+ 2f)Xugs [V. Xnoa] = (n— 6 +2f1) X1
(Zn+1,z .
nn—gq °

[KXz] :(Zil)X“ 1<i<n—4, [Y,XJ :2X17 i=n—3n-—2,n—1;

N

il

A
=
JF
o
w

nn—gq * )
Y, Xo] = Xo+ Xp1, [V, X)) =22285X, 1<i<n—4, [V, X, 3]=2X,3,
[K Xn72} = 3Xn727 [K anl] = anl;

nti4 .
Sn7n_4 :

D/aXO] :X07 [YaXl] :(4in)X1 +)(71—27 [Y7X1]Z(Z*TL+3)X“ QSISTL*ZL,
Y, Xn3] =B -—n)Xn-3, [Y,Xp2l=4-n)Xn2, [Y Xpu]=(2-n)X;1;
) Tn-‘rlﬁ .

nn—g4 °

[V, Xo] = Xo, [Y,Xi1]=(6—-n)X1 + Xp1, Y, Xo] = (7T—n)Xo + X3,
D/,Xg] == (8 7TL)X3 +Xn_2, [}/,XZ] = (7,+5 777,)X7;7 4 S ) S ’/7,74,

Y, Xn—3] = (T—n)Xn—3, [Y,Xpo2]=08-n)Xp_2, [Y,Xn1]=(6-n)X;_1;

e~

ot
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6 §n+z71 .
cdang
[V, Xo] = Xo, [Y,Xi]=({-1)X; 1<
D/a Xn72] = (’II - 4)Xn72a D/a anl] =
Z,Xi)] =2X;, i=n—3,n—2n— L

) S n — 47 D/, ang] = (n — 5)Xn,3,
(n_6)Xn71a [Zin]:Xh 1<i<n—4,
4.7 Algebres de Lie complexes ayant &, , comme nilradical

L’ensemble des dérivations Det(&, ;) un espace vectoriel de dimension 11 engendré par les endomor-
phismes ad(X;) pour 0 <14 <4, ad(Y) et par :
to(Xo) = )(07 t()(XZ) = iXi, 1 S ) S 5, t()(Y) = 3Y,

ha(Xi) = Xiyo, 1<4<3;

ha(X1) = X5

91(Xo) = X3, g1(X2) = =Xy, 91(X3) = — X5
92(Xo) =Y, 92(X2) = Xy, 92(X3) = 2X5,
92(Y) =-X5

On en déduit que €, ;B(t,) est la seule algebre de Lie complexe ayant €, ; comme nilradical.

4.8 Algebres de Lie complexes ayant €; . comme nilradical

L’ensemble des dérivations Der(€; ;) un espace vectoriel de dimension 13 engendré par les endomor-
phismes ad(X;) pour 0 <4 <6, ad(Xs) et par :

to(Xo) = Xo,  to(Xi) = (i —1)X;, 1 <i <5, to(X;) =4X,;i=6,7,

to(Xs) =3Xs, t1(Xi)=X;, 1<i<5, t1(X;) =2X,i=06,8,

tl(X7) = 3X77

hi(X1) = X5, ha(Xo) = X7,

h3(Xo) = Xs, h3(X3) =3X5.

Toute algeébre de Lie complexe ayant € . comme nilradical, est isomorphe a l'une des algebres sui-
vantes :
1. (’3;:; :
Y, Xo] = Xo, [V, Xi]=(—1+f)X;, 1<i<5, [V, Xe] = (4+2f])Xs,
Y, X7 = (4 +3f1) X7, [V, Xs] = (3+2f1)Xs;

2. €yt
D/a X’L] = X’i7 1<:i<5, [Y7 XZ] = 2Xi7 i1 =06,38, D/a X7] = 3X77
3. €3
[KXO]:X0+X7+f(§X8a [YaXz]:(Z_2)le i:17475a [Y7X3}:X3+3f§X77
4. €53
D/yXl] =X +X5a [Y7XZ} :Xia i:2>37475a [Y7XZ} :2X’L7 1=06,8,
[Y, X7] = 3X7;
5. &2 :
[KXS]:?)XSa [Z7XL]:XL7 1SZ§57 [ZaXl]ZQXﬂ 7':6a85
7, X7] = 3X7.
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4.9 Algebres de Lie complexes ayant €. comme nilradical

L’ensemble des dérivations Der(€7 ) un espace vectoriel de dimension 12 engendré par les endomor-

phismes ad(X;) pour 0 <14 <6, ad(Y) et par :
to(Xo) = Xo,  to(Xi) =iX;, 1<i<T7, to(Y)=5Y;
ha(X;) = Xiya, 1<40<3;

=Y, 91(X1) ==Y, 91(X2) = 2X,

On en déduit que (’3;75@9({0) est la seule algebre de Lie complexe ayant €7 . comme nilradical.

4.10 Algebres de Lie complexes ayant ¢ . comme nilradical

L’ensemble des dérivations Der(€E] 5) un espace vectoriel de dimension 13 engendré par les endomor-
phismes ad(X;) pour 0 < i <6, ad(Xg) et par :

fo(Xo) = Xp, t()(Xi) = (Z — 1)X¢7 1<1<5, to(XG) = 4Xg,
to(X7) = 5X7, to(Xs) = 3Xs,

1(X)) = X, 1<i<5, t1(X:)=2X,i=6,7,8,

hi(X1) = Xs, hi(X2) = X, hi(X3) = X,
ha(Xo) = Xs, hs(X1) = X7.

Toute algebre de Lie complexe ayant €3 . comme nilradical, est isomorphe & I'une des algébres sui-
vantes :
1. &5
Y, Xo] = Xo, [V, Xi]=(i—1+4/f1)X;, 1<i<5, [V, X¢]=(4+2f])Xe,
Y, Xe] = (5+2f1) X7, [Y, Xs] = (3+2f1)Xs;

2. €32
3. @3:; :
D/a XO] = Xo + XSa [Y7 XL} = (Z - Q)Xia 1= 17374a 9, [Y7 Xﬁ} = 2X67
[Y, X7] = 3X7, [Y, Xg] = Xs;
4. Qfg:g‘:
Y, Xo] = Xo, [V, X1]=-3X1+Xs, [V,Xo]=-2Xo+ X4, [Y,X3]=—-X3+ Xz,
Y, X5] = X5, [V, Xg] = —2XG, Y, X7] = — X7, Y, Xg] = —3X5;
5. Qfgjg :
D/a XO] = XO’ [Y7 Xl] = _5X1 + X77 Df? X’L] = (Z - 6)X’Lv 2 S 1 S 57 [Yv XG] = _8X63
Y, X7] = =5X7, [V, Xg] = —7Xg;
6. Qfgjg :
Y, Xo] = Xo, [V, Xi]=0—-1)X;, 1<i<5, [V, Xe] =4Xe, [V, X7]=5X7,
Y, Xs] =3Xg, [Z,Xi]=2X;, 1<i<5, [Z,X;] =2X;, i=6,7,8.
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4.11 Démonstration

Afin d’illustrer la méthode générale, nous montrons ici le calcul des algebres de Lie complexes ayant
L, » comme nilradical avec n > 5. Notons que le chapitre prochain est entierement dédié au cas ot n = 5.
Démonstration. Soit g une algébre de Lie, non scindée, dont le nilradical est £,, , avec n > 5. Si g est de
dimension n, elle est évidemment isomorphe & L,, ., dans le cas contraire, elle se décompose de la facon
L5 35t De plus, pour tout Y € t, la transformation linéaire f = ad(Y) |z, , est une dérivation du nilra-

dical £y, et donc, elle peut étre représentée, dans la base {Xo, ..., X,_1}, par la matrice triangulaire :
0 0 0 0 0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 0 0 0 0
i 8 o 0 0 0 0 : 0
0 2 2f9 + fi 0 0 0 0 0 0
f 0 f? 3f8 + fi 0 0 0 0 0
0 HE 0 TR (= 2)f0 4 ff 0 0 0 0
U S o, 1 (r=DIG+S 0 0 0
Vit I1 0 1 0 i rfg + 0 0
o . e e (=3 + 0
i —fo fo~ i —f3 13 0 : 0 (r—2)f§ + 21
On peut supposer que f est une dérivation externe, les coefficients fZ, f2, f3,... ~2 sont alors égaux
p pp q ) i Jor Jor--os Jo g
a zéro.

La dimension de t est inférieure ou égale a 2. En effet, si elle était supérieure ou égale a 3, on pourrait
trouver une dérivation, associée a un élément de t, externe et nilpotente qui commute avec les autres
dérivations associées aux éléments de t, £,  ne serait donc pas le nilradical de g.

Pour chaque dimension de t, on sépare la démonstration selon les possibles valeurs de fJ et de fi, 'un
des deux, au moins étant non nul.

dimt =1: test engendré par un vecteur Y tel que f = ad(Y') |, . est une dérivation externe de £, ..

1. Soit fQ # 0, en faisant un changement d’échelle, on pose f§ = 1.

(a) Si ff #1,2—r, ’”53, toutes les valeurs propres de f sont différentes et il est possible de
diagonaliser f sans changer les crochets du nilradical. D’ou f ~ diag(1, fi,1+ fi,...,n—

34 fl,r—2+2f]) et on en déduit Ialgebre £n "

(b) Si fl =2—r, on pose fi = fo~' = 0. En imposant f'"* = 0, on obtient I’algébre £nt"*
avec fi =2 —r. On peut alors supposer f1"71 # 0 et en faisant une changement de base
du nilradical on peut prendre ;' = 1.

1 0 0 - 0 0

0 2—r O - 0 0

0 0 3—r -+ 0 0
fN . . . . .

0 O 0 - o mn—1—7r 0

0 1 0 - 0 2—r

On obtient I'algébre £ t"3.
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(c) Siff = 35’“, un changement de variables nous permet de prendre f§ et fl”*1 égaux a zéro

et f0"71 = 1. Dans ce cas, [ est représentée par la matrice :

10 0 0 0

0 32 0 0 0

0 0 " 0 0

00 0 e % 0

1 0 0 - 0 1
et on obtient I'algébre £ "5,

(d) Si f{ =1, on peut prendre f3 ' = fi"' =0et fi =1, dou:

1 0 0 0 0
110 0 0 0
0 2 0 0 0

F~10 0 o0 r 0 0
00 0 0 n—2 0
00 0 1 0 r

On obtient I'algébre £ 4.
2. Supposons maintenant fJ = 0. Comme f ne peut pas étre nilpotente, fi est non nul. Un
changement d’échelle, nous permet supposer fi = 1. On peut aussi prendre f3 = fi'™' = f} =
0 et on obtient les algébres £h t* et EE:‘;LG

dimt =2 : Aux deux générateurs de t, on peut faire correspondre deux dérivations de £,, ,, nommées

f et g. Puisqu’elles sont linéairement indépendantes, on peut prendre fJ = gf = 1 et g = 0. On
peut aussi choisir f de fagon a ce que tous ses valeurs propres soient différentes et elle est donc
diagonalisable. Comme le crochet entre f et g ne peut pas donner une transformation nilpotente, il
est nécessairement nul. On en déduit que les deux dérivations se diagonalisent simultanément. En
ajoutant & f un multiple de g, elles se représentent par les matrices diagonales

f ~ diag(1,0,1,2,3,...,n—3,r —2)
g ~ diag(0,1,1,1,1,...,1,2).

Il n’est existe donc qu’une seule algebre de dimension n + 2 ayant £, . comme nilradical. Cette
n+2,1

algebre est appelée £y

On remarque finalement que toutes les algebres ici obtenues sont résolubles.
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Chapitre 5

Classification des algebres ayant un
nilradical isomorphe a (53

Dans le chapitre précédent, on a montré que les algebres filiformes ne peuvent pas étre le radical, ni
le nilradical de la somme semi-directe, non décomposable, g = s ®r t de l'algeébre semi-simple s et de
I’algebre résoluble v par rapport a une représentation R de s. Les algebres filiformes ne présentent donc
aucun intérét dans ’étude des algebres filiformes.

Nous allons voir maintenant que ce fait ne se généralise pas aux algebres quasi-filiformes car il existe des
algeébres de Lie non résolubles dont le nilradical est quasi-filiforme.

Nous allons, pour cela, considérer 1'algebre L5 3. Rappelons que, dans la base {Xo, X1, Xo, X3, X4}, elle
est définie par les crochets :

[(Xo, X1] = Xo, [Xo,Xo] =X3, [X1,Xo] =Xy (5.1)

5.1 Algebres de petite dimension ayant £53 comme nilradical

Soit g une algebre de Lie réelle non décomposable de dimension 6 ou 7, dont le nilradical est isomorphe
a L5 3. Pour ces dimensions, g est résoluble et donc son algebre dérivée est nilpotente et de plus :

[t.4] Clg,0] C Ls3 (5.2)
Ainsi, g se décompose comme g = £5736§t ot @ dénote la somme semi-directe et [t,4] C Ls 3.
Proposition 12 Soit g une algébre de Lie réelle non décomposable de dimension 6, ayant un nilradical

isomorphe & L5 3. Alors, g est isomorphe a l'une des algébres résolubles ggj;, .. ,ggfg’ représentées dans
la base {Xo, ..., X4, Y} par (5.1) et les crochets faisant intervenir Y :

6

53 -

[K Xo] = X, [K Xz] = (Z -1+ )\)X—z pouri=1,2,3, [Y7 X4] = (1 + 2)\)X4
6

5

[

Y:Xl] = X,L pouri = 0,3, [K Xﬂ = _Xl + X4, [Y, X;d = —X4.
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&0

9. gc

)

YV, Xol = X1 — Xy, [V, Xh]=Xo, [V, X3]=-X4, [V, X4]=Xs.

3. 953
Y, Xo] = Xo + X4, [V, Xo]=Xo, [V, X3]=2X3, [V,X4]=Xy.
4oasd
Y, Xo] = Xo— X4, [V, Xo]=Xo, [Y,X3]=2X;5, [Y,X4]=Xy4.
5953 ¢
YV, Xo] = Xo+ X1, [Y.X;]=1iX; pouri=1,2,4, [Y,X3]=3X3+Xy.
6. 955 :
Y, Xo] = Xo— X1, [Y,Xi]=Xo+ X1, [V, Xo] =2X,, [V, X3]=3X3—- Xy,
[V, X4] = X3 + 3X,.
7. 957 :
Y, X;] = iv1 pouri=0,3, [Y,X;]=X,_1 pouri=14.
8. 953
YV, X0l =-X1+ X4, [VXi]=Xo, [Y,X3]=—-X4, [V, X4]=Xs.
6,
5
[

Démonstration. Supposons que g vérifie les hypotheses du théoréeme. En suivant les notations précédentes,
t est engendré par le vecteur Y tel que f = ad(Y') |z, , est une dérivation de L5 3. On considere la base

{Xo, X1,X2,X3,X4} de (5.1) et on pose f(X;) = Z?:o f}Xi pour j = 0,...,4, le calcul direct nous
permet d’obtenir la forme générale de la matrice {f}}i,je{0,172,374} :

R 0 0 0
fo fi 0 0 0
R A+ 0 0
f5oR R 28+A R
o -1 f fo+2f1
Le changement de variables Y — Y — f2 X, + f2X1 + f3 X5, nous donne :
R 0 0 0
fo fi 0 0 0
el 0 0 e 0 0
0 fp 0 2f6 + fi 1
O R R R

1. Supposons f{ = 0, on examine alors tous les cas qui découlent des possibles valeurs de f§ et f{,
I'un des deux parametres, au moins, devant étre non nul.

(a) Soit f§ # 0, en faisant un changement d’échelle, on peut prendre f = 1.

i. Si fI € {—1,0,1}, un changement de variables du nilradical, nous permet d’annuler les
parametres fi, f& et fif. On a alors :

47



f~diag(l, fi, 1+ fL24 L1+ 2170,

[Yv XO} = Xo,

[Y7 Xl} = flth

YV, Xo] = (1+/f])Xs,
Y, Xs] = (2+ f1)Xs,
[Y7 X4} = (1 + 2f11)X47

et on obtient la famille d’algebres ggg(ﬁ) décrite dans la proposition 12.

ii. Si fl = —1, les parametres fi et fi peuvent étre éliminés. Quand fi = 0, on se ramene
a 'algebre ggﬁ(—l) ce qui nous permet de supposer fi # 0. En faisant le changement de
variables X; — fiX; pour i =1,2,3, X4 — (f})>Xy4, on a f{ = 1. Par conséquent,

1 0 00 O Y,Xo] = Xo

0 -1 00 0 Y, X1] = —Xi+X4
f~]0 0 00 o0 V,Xs] = 0

0 0 01 0 YV, X5] = X

0 1 00 —1 Y, X, = -X4

et on obtient I'algébre go’3.

iii. Si ff =0, on annule le parametre f£. Quand f& = 0, on récupere I'algébre got (o) et on
peut alors supposer fi = 1, dans C et f§ = +1 dans R.
On en déduit que :

10000 Y, Xo] = Xo+6Xy
00000 Y,X) = 0

f~]l 00100 YV, Xs] = X
00020 Y, X5] = 2X;
5§00 0 1 YV, X, = X4

avec 6 = 1 dans C et § = £1 dans R. On obtient ainsi les algebres 9213 et ggfs‘ .
iv. Si fl =1, onprend fi = f=0et fl =1.

10000 [V, Xo] = Xo+Xi
11000 Y, X1 = X,
f~100 200 Y, Xs] = 2X,
00030 [Y,Xs] = 3Xs+ X,
00013 Y, X, = 3X4

On obtient D'algtbre g<’3.
(b) Supposons maintenant fJ = 0. Comme f ne peut pas étre nilpotente, fi # 0 et en faisant un
changement d’échelle, on a f{ = 1. On peut aussi prendre f3 = f§ = fi = 0.
Pour f{ = 0, on en déduit :

Y, Xo] = 0
Y, X = X
deiag(O,l,l,LQ) [Y, X2] = X
Y, X3] = Xs
Y, Xy] = 2X4
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Pour f7 # 0, on peut poser fi =1 dans C et f{ = +1 dans R, ainsi :

00000 Y,Xo] = 0
01000 Y, X X; 4 6X3
f~l 0010 0 Y, Xs] = X
06010 Y, Xs] = X
0000 2 Y, X, = 2X4

avec 0 = 1 dans C et § = £1 dans R.
Ces cas nous donnent les algebres ggj;(o), ggg et ggjg grace au changement de base :

2. Si fY # 0, le changement de variables Xo — f2Xo, X; — (f2)""1X; pour i = 1,2,3 et X4 — f0X,4
nous permet de supposer f{ = 1. Le polynome caractéristique associé a f est donc :

o+ A =2 [0 =N =N = fo]  [Q2F+ i =5 +2f1 =) = fo]

p(A) a(A)

Remarquons que \ est une racine de p si et seulement si A+ f§ + f1 est une racine de g, il est donc
suffisant de trouver les racines de p :

£+ VA

Ay = 5

E=fo+fl et A=(fo+ 1) —4(f0fi - fo)
Quand A > 0, les valeurs propres de f sont :

E—VA  E+VA

3E—VA  3¢+VA
2 ’ 2 ’

2 ’ 2

£,

En faisant le changement de base :
Xo — Xo +aX;y
X1 — X1+ X
Xy — (1—af)Xs avec a:MetB:m.
X3 — (1 — Ozﬁ)(Xg =+ OéX4) 071
Xy — (1 —af)(Xy + 5X3)
Il en résulte :

vV, Xo] = £8X,+ fiX,
vV, X,] = SAX 4+ X+ fiX,
Y, X] = £Xo
Y. Xs) = X5k,
2
Y, Xy4] = %X;;

On récupere dans ce cas la famille d’algebres g&3(\).
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Pour A = 0, les valeurs propres de f sont %, &, 32—5 et en faisant le changement de base Xy —

0 1
Xo+ aXy, X3 — X34+ aXy avec a = L;Jcl, on obtient :

S0 0 0 0
0 5 0 0 0
[~ 0 0 ¢ 0 O
0o f£ 0 % o0
fi 00 %
En raison de la non nilpotence de f, on peut prendre ¢ égal & 1 et f§ = fi = f§ = 0, par
conséquent :
Y, Xo] = Xo
YV, X1] = Xo+Xi
YV, Xa] = 2X
Y, X3] = 3X3
Y, X4 = X3+3Xy
Le changement de variables suivant, nous ramene a l’algebre ggji.
XO — Xl
X1 — XO
X2 — —X2
X3 — *X4
X4 — —X3

Quand A < 0, on n’obtient pas de nouvelles algebres dans le cas complexe. Dans R, grace au
changemement de variables suivant :

Xo — 2Xo + aXy

X1 — V —AXl

X2 — 2\/ 7AX2 Ol\l o = — 8 + fll,
X3 — 2vV—-A(2X5 4+ aXy)
X4 — —2AXy
on a : ¢ =
N N g 0 0 0
—¥5 3 0 0 0
[~ 0 0 & 0 0
U T
f8o 0 R

Si £ est non nul, on fait un changement d’échelle de f, ce qui nous donne ’algebre ggjg.
Si ¢ = 0, on peut éliminer f3 et f{f. On obtient alors les algebres ggj 7 quand fi = 0 et les algtbres
g§j§ et ggjg, dans le cas contraire.

Proposition 13 Soit g une algébre de Lie réelle non décomposable de dimension 7 dont le nilradical
est isomorphe a L5 3. Alors, g est isomorphe & lalgébre gZ'5 ou bien a gZ'5, chacune d’entre elles étant
définie dans la base {Xy,...,X4,Y,Z} par (5.1) et les crochets faisant intervenir Y et Z :
1. 925 - Y, Xy] = X, pour i =0,2,4, [Y, X3] = 2X3,
[Z, XZ] = Xi pOU,’f’i == 172,3, [Z, X4] = 2X4
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2. 925 |V, Xi] = = X1 pour i = 0,3, [V, X;] = X;_1 pouri=1,4,
[Z, Xo] = Xo, [Z, Xz] = ZXZ pOU’I"i = 1,2,3, [Z, X4] = 3X4

Démonstration. Soit g une algebre de Lie non décomposable de dimension 7 ayant L5 3 comme nilra-
dical. Elle se décompose alors de la facon /J5)36§t ou t est engendré par les vecteurs Y et Z tels que
f=ad¥) |z, ¢t g =ad(Z) |z, , sont des dérivations de Ls 3.

1. Si f9 = ¢) = 0, en prenant si nécessaire des combinaisons linéaires de f et g on peut supposer
fi=93=0et f) =gl = 1. Comme les valeurs propres de f + 2g et de f + 3g sont toutes
différentes, elles sont diagonalisables, par conséquent f et g le sont aussi. Il s’en suit que :

fwdzag(l,O,l,Q,l) gwdzag((),l,l,l,?)

IV, Xo] = Xo Z,Xo] = 0
[Y?Xl] = 0 [Z7X1] = X
V. Xs] = X Z.X] = X,
[Y,X5] = 2X; [Z,X3] = Xz
V. X = X 12, X4] 2X,

et on obtient 'algebre gZ73.

2. Si f9# 0 ou ¢¥ # 0, sans perte de généralité, on peut supposer f = 1 et g¢ = 0. La condition
(5.2), implique que le crochet de f et g est une dérivation interne, alors, gi = 0 et g0 = gi. De

0
plus, gJ est non nul puisque g ne peut pas étre nilpotente. En faisant le changement f — f — g—%g,
0

g — %g, les deux dérivations s’écrivent de la fagon suivante :
90

01 0 0 0 1 0 000
L0 0 o 0 1 00 0
f~1 0 0 f1 0 o0 g~ 0 0 2 0 0
0 £ 0 fI o1 0 ¢ 0 3 0
fo o0 fo2ft g6 gt 0 0 3

(a) Si f} =0, on prend f{ = 1. Les dérivations f et g sont diagonalisables, ce qui nous ramene au
cas précédent.

(b) Si f& # 0, on peut prendre f3 égal a 1 sur C, ou bien & +1 sur R. Sans changer la forme de f,
il est possible de diagonaliser g.

i. Pour f} =1, f est aussi diagonalisable ce qui nous ramene a l'algebre gZ’3.

ii. Pour fi = —1 et |f{| <2, en faisant le changement de variables :

Xo — 2Xo+ fiXy

X - \/le

X2 — QMXQ

X3 —  2V=A(2X3+ fi1Xy)

X4 — —2AX4

Fo— A< ) where A= (f})? 4

on obtient :
R 0] O 0 1
f~1 0 (0] O |, avec RN(—l 0) g~ diag(1,1,2,3,3)

0 |0 R
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Y, Xo] = —-Xi [Z,Xo] = Xo
[Yle] = XO [Za Xl] = Xl
VX = 0 7% = 2%
Y, X3] = —-X4 [Z,X3] = 3X3
Y, X4 = X; Z,Xy] = 3X,
Il en résulte une nouvelle algebre gZ’5.
iii. Pour f§ = —1 et |f{| > 2, on récupere l'algebre g2’ car f est diagonalisable.

iv. Pour f! = —1 et |fi| = £2, le changement de base Xy — Xo &+ X1, X3 — X3 & X4, nous
permet d’écrire f et g de la fagon suivante :

1 £1 0 0 0 10000
0 1 00 0 01000
f~|l 0 0 200 g~ 00 2 0 0
0 0 0 31 000 30
0 0 00 3 0000 3

f — g serait alors nilpotente ce qui est impossible.

5.2 Algebres ayant £53 comme nilradical

Proposition 14 Soit g une algébre de Lie réelle non décomposable dont le nilradical est isomorphe a
Ls3.

1. Si g est résoluble alors dimg < 7 et elle est isomorphe a l'une des algébres suivantes :
6, .
(a) 95 5,...,95 3 pour dimg = 6.
(b) ¢Z5 or gZ’3 pour dimg = 1.
2. Si g n’est pas résoluble alors g est de dimension 8 ou 9 et elle est isomorphe soit a :

(a) Ualgébre ggj; représentée dans la base {Xo,...,X4,Y,Z,V} par (5.1) et les crochets faisant
intervenir Y, Z etV :
[Y, Xo] = Xo, [Y Xl] 7X1; [K X3] = X37 D/'7 X4] = 7X4,

[Z7 Xl] = XO7 [Z X4] XS}
[V, Xo] = X1, [V, X3] =Xy,
[Y7Z}:227 [ ]__2V7 [Z,V]:Y

(b) soit a Ualgébre g275 représentée dans la base {Xo, ..., X4, Y,Y', Z,V'} par (5.1) et les crochets
faisant intervenir Y, Y', Z etV :

[Y, Xo] = Xo, Y, X1] =X, [V,Xs]=Xs, [V,X4=—-X,,
V. X=X, [Y.Xo]=Xo, [V, Xs]=Xs [V X4]=2X,,
[Z, X1] = Xo, [Z, X4] = X5,

[V, Xo] = Xl: [V, X5] = X4,

[Y,2] = Y, V] = Y.zl=-z, [, V]=V,
Z.V] = Y Y.

La classification des algébres de Lie complexes ayant L5 3 comme nilradical est analogue a la classification
réelle, en tenant compte des isomorphismes suivants :
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9339C ~ g530C

%g®c ~ %€G%)®C
ggzgm ~ 9233(,1)@)@ .
g550C ~ 9532@)@ ~ 95:§®(C
959 C ~ g3eC

Notons que l’algebre ggg ® C est ismorphe a sl(2,C) §D1/2+D1/2+D0£573 et qu’elle constitue une
sous-algebre de g2} ® C.
Démonstration. Soit g une algebre de Lie réelle, non décomposable, dont le nilradical est L5 3. Si g est de
dimension 5, il est clair qu’elle est isomorphe a L5 3, dans le cas contraire, g se décompose comme £5736§t.
Nous avons précédemment cherché les algebres de cette forme lorsque la dimension de t est égale a 1 ou
bien a 2.
Supposons maintenant que t est de dimension 3, les vecteurs générateurs de t sont associés a trois
dérivations de L5 3 que 'on nomme f, g et h. Deux cas sont possibles.

1. Supposons que les dérivations f, g et h sont de la forme :

1 0 0 0 O 0O 0 0 0 O 0O 1 0 0 0
0 0 0 0 g 1 0 0 0 Ry 0 0 0 0
f~1 0 0 1 0 O |, 9~] O 0 1 0 O |,h~] O O O O O
0 f 0 2 0 0 g2 0 1 0 0 A} 0 0 1
fo A0 f3o1 g% 91 0 g5 2 ho ki 0 Ry O
On calcule les crochets entre ces dérivations :
0 0 0 0 0
—ft—gd 0 0 0 0
[f,g] = 0 0 0 0 0 |,
fi9 —gifo 293 0 0 0
figs —gifo —2fs —fi+fogi+ai—g9fi 0 —fo—g5 O
—qb -1 0 O 0
h§ a9 0 O 0
lg,h] = 0 0 0 O 0 ,
gihs — g5 — hig —g1 0 —gp —1
gthy — higs +2hg  gih? + g5 — gihs +h1 O hy g
fa -1 0 0 0
h{ —fa 0 0 0
[h, f] = 0 0 0 O 0
hifo + fo + fiho fi —2h3 0 fo -1

hife = fihe  hofP —fo —hifo—h1 0 hy —fo

Ces crochets ne peuvent donner que des combinaisons linéaires de f, g, h et des dérivations internes
de L5 3, on en déduit les conditions suivantes :

{% = —f5
he = (f3)?
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En considérant le changement de base Xog — Xo + fi X1, X3 — X3+ faXset h — h— fif + fig,
on obtient les crochets :

[f,9]=0, [f,hl=h, [g9,h]=—h.
Or ceci nous mene a une contradiction. En effet, I’'espace vectoriel engendré par L5 3 et le vecteur
associé a h est idéal nilpotent.

2. Par ailleurs, si f, g et h sont de la forme :

J0 0 0 0 0 1 0 0 O
0 fi 0 0 0 0 0 0 0 O
f~ 0 0 f+ £ 0 0 , g~ 0 0 0 0 0 [,
0o f 0 2f0+ 1 0 0 ¢ 001
o fi0 0 fi+2f g% 91 0 0 0
0 0 0 0 O
1 0 0 00
h ~ 0 0 0 0 O
0 A 0 0 O
hg ht 0 1 0
Du crochet :
1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0
g, h] = 0 0 0 0 0
Megd M0 10
—gi  hg+gi 0 -1
on en déduit que fJ = —ff = 1.
Les autres crochets faisant intervenir f, g et h sont :
0 2 0 00
0 0 0 0 O
fg=| 0 o 00 0|,
—fo 20t —ff 0 0 2
29 fo 000
0 0 0 0 O
-2 0 0 0 0
[f, h] = 0 0 0 0 O
“hi—gd om0 0
—g9i  —ff 0 -2 0

Il en résulte que f7 = fi = fi = g3 = g4 = g{ = h3 = h§ = hi = 0. Les dérivations f, g et h sont
alors données par :

1 0 00 0 0100 0 00000
0 -1 00 0 0000 O 1 0000
f~|l 0o o oo o |,g~|00000]|,h~]0O00O0TO
0 0 01 0 0000 1 0000 O
0 0 00 —1 0000 O 00010



Les crochets entre ces dérivations sont :

lg.h] = f; [f.91=2g; [f,h] = —2h.

On obtient ainsi I'algebre g&?.

Finalement, si la dimension de t est 4, on peut supposer que les dérivations correspondantes aux
générateurs de t sont :

1 0 000 0 0 00 0 0 1 00 0
0 0 00 0 0 1 00 0 0 0 00 0
f~l 0 0o 100 ]|, /'~ 0o 0o 100]|,g~] 0 0000,

0 f2 020 0 f3 01 0 0 ¢2 00 1
fo f 0 01 fot A0 0 2 g6 g9t 0 0 0

0 0 00 0

1 0 000

h~| 0 0 00 0

0 ¥ 0 0 0

A nt 0 1 0

Le calcul des crochets entre ces dérivations et un simple changement de base du nilradical, nous donne
fi=fi=f=R=f=MH=9g=9=9l=hi=hi=hi=0 dou:

Lf, f1=0, [f.9l =9,  [f,hl=—h,

[g’h]:f_f/7 [flvg]:_gv [f/,h]:h,
On déduit ainsi algebre g2’3.

Remarquons que la dimension de t est au plus 4. En effet, si la dimension de t était supérieure ou égale a

5, on pourrait trouver une dérivation externe nilpotente qui commute avec les dérivations correspondantes
aux générateurs de t.

Remarque. La classification des algebres de Lie de dimension six sur les corps des réels et des complexes
se trouve dans une série d’articles écrits par Mubarakzyanov entre 1963 et 1966 [40]. Plus tard, elle
fut corrigée et complétée par plusieurs auteurs [15, 50]. Cependant, elle contient toujours des erreurs,
concernant en particulier des répétitions et des omissions dans la liste. Plus précisément, il y a six classes
d’isomorphismes d’algebres de Lie ayant L5 3 comme nilradical, qui se dénotent g¢ 6,896,757 - - -, 96,8:- On
remarque que les algebres gg 3o et gs 6 sont isomorphes pour h = 0, ainsi que g¢ g, et gs,,,. De plus, en
PO - g . N \ . L 6,1 N 6,3
comparant avec le théoréme précédent, il s’en suit que 'algebre ge ¢ est isomorphe a g2, g6,,7 a 923 €t

99, G608 A 992 et gogo & g3 Les algebres ¢85, ..., g8 ont donc été omises dans [40, 15].
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5.3 Invariants de Casimir Généralisés

Afin de trouver les invariants de I’algebre L5 3, il faut résoudre le systéme suivant :

> OF OF

Xo (F) = :L'Qaixl +£C367x2 —0,
> OF oF

X, (F) = —xg— — =
1(F) x28x0+x48x2 0
S oF OF

Xy (F) :=x37— — =0.
2( ) x?’é)xo +x48x1 0

Le rang de la matrice A(Ls53) est 2, il en découle, de la formule de Beltrametti-Blasi, que cette algebre
possede exactement trois invariants indépendants. De plus, comme X3 et X4 engendrent le centre, on

peut prendre I1 = x3 et Iy = z4. Il est facile de vérifier que 'opérateur quadratique

Ig = 2 ($0$4 — l’liﬂg) —+ fE%

est une solution du systéme (5.3). Ainsi, {I, I3, I3} forme un ensemble fondamental d’invariants de Ls 3.

Proposition 15 Soit g une algébre de Lie résoluble dont le nilradical est isomorphe a Ls 3, les invariants

de g sont alors fonctions des variables associées au nilradical.

Démonstration. Nous allons diviser la preuve en deux parties, selon la dimension de g.

1. Lorsque la dimension de g est égale a six, toute dérivation non nilpotente agit de fagcon non triviale,

sur au moins, un élément du centre de g. Tout invariant F' vérifie alors :

oF
oy

2. Si g est de dimension deux, le systeme a résoudre pour l'algebre gg:l,) est :

oF oF __
N
_ )
Tagy + 2845, =0

. 7,2
et respectivement pour gz’s

)

oF oOF __
Sy ={ Tigy t3Tigs =0
l'gaiy + 35E4$ =0

En faisant des transformations élémentaires, on en déduit que les solutions vérifient :

oF _or _
oy 0z

On en conclut donc que les invariants de g dépendent uniquement des variables associées au nilra-

dical.

56



TAB. 5.1 — Invariants des algebres résolubles dont le nilradical est L5 3

g Systeme fondamental d’invariants
gg:; ()\) Jp = I11+2/\I2727>\’ Jo = I§+)\If272>\
o2 | = LT 2 (L), Jy =L
oy | Ji=NLI7 Jo = 21n (L) — I
oy | =1L Jo = L1372 + 21n (I5)
oy | =1L Jo = n () — 31151
9?:2 Ji = —% In (I%IE@) + 3arctan (Iglfl) —In(L),
Jo =In(I3) + 4arctan (I ;") .
oy | h=1s Jo =12+ I3
g§j§ Ji = I3+ LI, — (I + I3) arctan (1211_1)
Jo =TI +12
953 Ji =1y — I 1o + (I} + I3) arctan (LI ')
Jo =12+ 12
o5 | Si=1 (k)7
955 h=13 (13 +13)"

La liste (5.1) nous donne les invariants des algebres de Lie résolubles ayant L5 3 comme nilradical, en
fonction de {Iy, I, I3}.

Proposition 16 L’algébre g?:é possede exactement deux invariants indépendants que l’on peut choisir
de la fagon suivante :

Ji = X3 +2X0X4 —2X1 X3,

Jo = X3 4+ 3X2(XoXy — X1X3) —3X3V +3X3X,Y +3X37.
L’algébre ggzé posséde un seul invariant indépendant qui s’écrit en fonction de Jy et Jo, et que l'on peut
choisir comme J = J3J5 2.

. . . . 8,1 . 4 <
Démonstration. Afin de calculer les invariants gg's, on doit résoudre le systeme :

XoF = (220, + 2305, — 200y — 110,)F =0,

)/(:F = (—Z'Qamo + 1‘48302 + ;v18y - (,Coaz)F =0,

)ZQF = (230, — 2405, )F =0,

)/(\;;F = (—x30y — 240,)F =0, (5.4)

Xy F = (240y — 230,)F =0,

YVF = (200 — €10z, + 305, — 40y, + 220, — 200,)F =0,

ZF = (200, + 130, — 220, + yd,)F = 0,

VF = (€10zy + €405, + 200y — y0,)F = 0.
Si on consideére les nouvelles variables xf, = zozy — 21235 et u = —x%v + x324Y + xﬁz, le systéme se réduit
a:

290, F (0, 29, u) — O, F (0, 22, u) — 20, F (2, 29, u) = 0. (5.5)
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Puisque 3+, et 23 +3x) 22+ 3u sont deux solutions particulieres de (5.5), le systeme (5.4) possede deux
solutions J; = x% +2x0x4 — 22123 €t Jo = x%’ + 3w (rory — x123) — 3x§v +3r3rsy+ 3xiz, fonctionellement
indépendantes, ce qui nous donne ’ensemble fondamental de solutions.

Le systeme associé a I'algebre ggzé est :

XoF = (220, + 2305, — 200y — 110,)F =0,

)/QV\lF = (—:cg(f?zo + $4(r“)x2 + ;Clay — x90, — wlay/)F =0,

)/(\QF = (—2303, — 2403, — 220, )F =0,

X3F = (—230, — 240y — w30, )F =0,

XyF = (240 — 130, — 2240, )F = 0, (5.6)

YF = (x00g, — 105, + 305, — X404, + 220, — 200,)F =0,
ZF = (200, + 305, — 220, + y0, — 20, )F =0,
VF = (€105 + 2405, + 200, — Y0, — vOy )F =0,
Y'F = (10g, + 204, + 2305, + 2240, — 20, + v0y)F = 0.

Le rang de la matrice A(ggzé) est 8 donc il existe un seul invariant fondamental. On peut facilement
vérifier que J = J$J; 2 est une solution du systeme (5.6).

Remarque. Dans le prochain chapitre, on verra que les algebres de Lie réelles et résolubles, ggé et ggg
sont rigides.

On note que ces deux algebres ne se décomposent pas en somme semi-directe du nilradical et d’un tore
extérieur formé d’éléments diagonalisables.

Le théoreme de décomposabilité de Carles [17] n’est donc plus valable pour les algébres de Lie réelles.
Ceci nous amene a envisager la classification des algebres de Lie réelles, résolubles et rigides en petite
dimension, qui differe de celle qui a été faite dans le cas complexe [8].
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Chapitre 6

Sur les algebres de Lie résolubles
réelles algébriquement rigides

6.1 Systeme linéaire de racines d’une algebre de Lie rigide résoluble
complexe

D’aprés le théoreme de structure de Carles [17], toute algebre de Lie rigide résoluble complexe est
algébrique, c’est-a-dire, elle se décompose sous la forme g = t&n ou n est le nilradical et t une sous-algebre
abélienne telle que, pour tout X € t, adX est semi-simple (t est appelé tore extérieur de dérivations).
Nous allons brievement rappeler la définition de systéme de racines d’une algebre de Lie rigide résoluble
qui a été introduite par [7].

Définition 16 Un vecteur X € t est dit régulier si la dimension de
Vo(X) ={Y € g|[X,Y] =0}
est minimale, c¢’est-a-dire, dimVy(X) <dimVy(Z) pour tout Z € t.

On choisit un vecteur régulier X € t et on note p = n—dimVy(X). Comme adX est diagonalisable
et n est invariant par cet opérateur, il existe une base {X1,Xs,..., Xpiq,..., X, = X} de vecteurs
propres de adX telle que {X1,Xa,...,Xp+q} est une base de n, {Xp1q41,..., X5} est une base de t et
{Xp+1,-..,X,} est une base de V(X).

Définition 17 Soit X un vecteur régulier de l’algeébre de Lie non nilpotente g. Le systéme linéaire de
racines associé ¢ {Xy,...,X,} est le systéme linéaire S(X) a n — 1 variables x; dont les équations sont
x; + x; =z si la composante du vecteur [ X;, X;] sur X, est non nulle.

Théoreéme 11 [7] Sil’algébre de Lie g est rigide alors pour tout vecteur régulier X € t, on a rang(S(X)) =
dimn—1.

On en déduit que le rang du systeme linéaire de racines ne dépend pas du choix de la base { X1, Xo, ..., X,,}
et que t est un tore maximal.

L’étude du systeme linéaire de racines permet de construire les algebres de Lie rigides résolubles complexes
jusqu’a dimension 8 [8]. Néanmoins ceci ne peut pas se reproduire dans le cas complexe comme le montre
I’exemple ci-dessous.
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6.2 Exemple

Dans le chapitre antérieur nous avons étudié les algebres ayant comme nilradical L5 5. Cette algebre
est isomorphe a l’algébre nilpotente N5 3 de la classification de Cerezo [20]. Rappelons que dans la base
{X1, X2, X3, X4, X5}, elle est définie par :

[X17X2] = X37 [XI;X?)] = X47 [X27X3] = X5'

Par rapport a cette base, les dérivations extérieures s’écrivent comme

i f 0 0 0

2 f2 0 0 0

0 0 fl+/f3 0 0 : (6.1)
0 fy 0  2fi+tfi fi

N R

Le tore de N5 3 est une sous-algebre de Cartan de Der(N53) et il est de dimension inférieure ou égale
5,3

a dimm = 2. Il en découle de la démonstation du théoreme (13) qu’elle admet les deux tores
suivants, non conjugués par autmorphismes :

1. le tore t; engendré par deux dérivations diagonales

10 0 00 0 00 0O
000 0O 01 00O
tt=R 001 0 O0 |, 0 01 0O (6.2)
000 20 00010
0 00 01 0 00 0 2
2. le tore t; engendré par
10 0 00O 0 1.0 0 O
01 0 00 -1 0 0 0 O
to =R 00 2 0 0|, 0 00 0 O (6.3)
000 30 0o 00 0 1
000 O0 3 0 00 -1 0

On obtient les deux algebres réelles de dimension 7

975 =t @Ns 3,
905 = ® N5 3.

Elles sont algébriquement rigides et non isomorphes dans R, mais g7’; ® C ~ g2’ ® C. De plus, l'algebre
complexifiée est & cohomologie nulle et coincide avec I'algébre g de la liste [8].

Cet exemple justifie les définitions suivantes.
Soit g une algebre de Lie réelle. Elle est appelée forme réelle d'une algebre de Lie complexe g’ si g’
est isomorphe sur C a Palgebre g ®g C. Dans ce cas, il existe une base de g’ par rapport & laquelle les
constantes de structure sont réelles. Si {Y1,..,Y,} est une telle base de g, alors [Y;,Y)] = CFX; avec
ij € R. L’algebre de Lie réelle définie par les mémes constantes de structure est une forme réelle de g'.
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Définition 18 Soit g une algebre de Lie réelle de dimension n. On appelle tore extérieur de dérivations
toute sous-algébre abélienne de Der(g) dont les éléments sont semi-simples.

Ceci signifie que les endomorphismes complexes f ® Id € End(g®) commutent et sont simultanément
diagonalisables sur C. On en déduit que tous les tores extérieurs maximaux de g ont la méme dimension.
Cette dimension est le rang de g.

Dans le cas complexe, le théoreme de Mal’cev [36] précise que tous les tores maximaux sont conjugués
par un automorphisme interne de I'algebre de Lie. Sur le corps réel ceci n’est plus le cas. Notons que si g
est réelle de rang non nul le nombre de classes d’automorphismes des tores est fini et ¢’est un invariant de
g. On appellera ce nombre 'indice toroidal de g. Notons enfin que si lalgebre de Lie complexe g’ admet

une forme réelle g, alors
dimg H?(g,g) = dimc H*(g', ¢'). (6.4)

En effet, si {X;,.., X} est une base de g, les constantes de structure de g’ sur la base {Y; := X; ® 1,
1 <4< n} sont égales a celles de g. Il s’en suit que le systéme linéaire définissant les cocycles (et les
cobords) de g et g’ ont le méme rang.

Théoréme 12 Soit n une algébre de Lie nilpotente de rang non nul k et d’indice toroidal p. Alors, si
t1, .., t, sont les tores non conjugués par rapport au groupe Aut(n), les algébres de Lie g; := t;&n sont non
isomorphes. Si g€ := g; ® C est algebriquement rigide, les algeébres réelles g; sont algébriquement rigides
et non isomorphes. Ce sont les seules, d isomorphisme preés, ayant g& comme algébre complexifiée.

Comme les algebres algébriquement rigides sont a cohomologie nulle, pour les formes réelles g; de
g(c =g, ®Cona
H? (g;,0:) = H* (¢°,6%) = 0, (6.5)

par I’équation (6.4), d’ou le théoreme.

6.3 La classification des algebres de Lie rigides résolubles réelles
jusqu’a dimension 8

L’exemple ci-dessus montre que les classifications réelles et complexes different. Rappelons que, selon
le critére de rigidité de Nijenhuis et Richardson [42], Pannulation du deuxiéme groupe de cohomologie
H?(g,g) entraine la rigidité, g étant une algébre de Lie sur un corps commutatif K de caractéristique
nulle. La réciproque ne se vérifie pas en général et il existe des contre-exemples pour K= C,R et n > 11.
Par contre toute algébre de Lie rigide sur C de dimension n < 8 vérifie H?(g,g) = 0.

Conséquence. Si dim g < 8, alors g est rigide si et seulement si elle est algébriquement rigide.

Dans ce paragraphe nous proposons la classification des algebres de Lie réelles résolubles rigides de
dimension n < 8 en nous basant d’une part sur la classification complexe [8], et d’autre part sur la
classification des algebres de Lie réelles nilpotentes de dimension m < 6 [20, 51].

Lemme 2 Soit g une algébre de Lie résoluble réelle algébriqguement rigide de dimension 8 dont le tore
contient au moins une dérivation non-diagonalisable. Alors le nilradical n est de dimension m < 6.

Démonstration. Supposons que g soit de rang 1, c’est-a-dire, dimn = 7. Alors ’espace complémentaire
de n dans g est de dimension 1, donc engendré par un vecteur X tel que 'opérateur adjoint ad (X) est
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diagonalisable sur C. D’apres [7], pour toute algebre de Lie résoluble complexe rigide, il existe une base du
tore extérieur t telle que les valeurs propres des opérateurs adjoints sont entieres. On en déduit ’existence

d’un vecteur YV, tel que X = AY ol A € C et la forme canonique est diag(ny,...,nz,0), ouny,...,ny € Z.
De plus, les valeurs propres sont non nulles d’apres [8]. Comme l'opérateur ad(X) n’est diagonalisable que
sur le corps des complexes, on peut supposer que A est imaginair pur. Alors ad (X ) = diag(Any, ..., An7,0)

sur C. Des propriétés des polynomes a coefficients réels d’ordre impair on déduit que An; et An; sont des
valeurs propres de ad (X), d’ott ad(X) = diag(An1, A1, Ang, Ang, Ans, Ang, Ang, Ang). Ceci implique qu’il
existe au moins un An; = 0, d’ou la contradiction.

D’apres le lemme le probleme est alors réduit a déterminer les formes réelles des algebres de Lie rigides
complexes.

Proposition 17 Toute algebre de Lie rigide réelle de dimension n < 8 possédant au moins une dérivation
non diagonale est isomorphe d l'une des algébres suivantes :
— Dimension 4 :

gi : [X17X3] = X27 [X37X2] = X17 [X47X1] - X17 [X47X2] = X2~

— Dimension 5 :

g2 [X1, Xo] = X3, [Xy, Xq] = X1, [Xy, Xo] = Xo,  [Xy, X3] = 2X3,
[X57X1] - _XQa [X57X2} - X1~

— Dimension 6 :
g [X1, X3 = Xo, [X3,Xo] =X, [Xu, Xi] =X, [Xy, Xo] = Xo,
(X5, X6] = Xs.
— Dimension 7 :
g7 [X1, Xo] = X3, [X1, X3] = Xy, (X2, X3] =Xy, [Xg, X1]=—Xo,

(X6, Xo] = X1, [Xe, Xu] = X5, [Xe6, X5] =Xy, [X7, Xi] =Xy,
[X7aX2] = X27 [X7aX3] = 2X3; [X77X4] - 3X4, [X7aX5] = 3X5

0 (X5, X1] = X1, [X5, X)) = X5, [X5,X3]=2X5, [Xg X)) =—Xo,
(X6, Xo] = X1, [X7, Xu] = X4,
— Dimension 8 :

g3t (X1, X5 = Xo, (X5, Xo] =X, [Xa, Xa]= X1, [X4, Xo] = Xo,
(X5, X7] = X6, [X7,Xg] = X5, [Xs,X5]=X5, [Xs, Xe] = Xe.

93 (X1, X3 = Xo, (X5, Xo]=X1, [Xa, Xa]=X1, [X4, Xo] = Xo,
(X5, X6] = X, [X7,X5] = Xs.
020 (X1, Xo) = X4,  [X1,X3]=X5, (X6, Xi] =X, (t=1,4,5),
(X7, Xo] = = X3, [X7,X3]=Xs, [X7,Xy]=-X5, [X7,X5]=Xy,

[Xs, Xi] = X; (i =2,3,4,5).

Qg7 : [XI,XQ} :XSa [X37X4] :X57 [X67Xi] =X; (’L: 1)"74)a
(X6, X5] =2X5, [X7, X1]=—-Xo, [X7,Xo]=X1, [Xs X3]=-Xy,
[Xs, X4] = X3



g% (X1, Xo) = X5, [X3, X4 = X5, [X6, Xi] =X, (i=1,.,4),
(X6, X5] =2X5, [X7, X1]=X1, [X7, Xo]=-X,, [Xg, X3]=—-Xy,

(X5, X4] = X3

g% (X1, Xi] = Xip1, (2<i<4), (X3, Xo] = X6,  [Xg, Xo] = X5,
(X7, X1]=X1, [X7,Xo]=Xs, [X7,X3]=2X3, [X7,X4]=3Xy,
(X7, X5] =4X5,  [X7,Xe] =3X6, [Xs, Xi]=Xo, [Xg, Xo] =X,
[X83X4] = *Xﬁa [X87X6] = X4'

ggo : [XlﬂXZ} - X’L+27 (2 S 1 é )7 [X27X3] = XG) [X47X2} - X57
(X7, X1] = X4, (X7, Xo] = Xo, (X7, X3] =2X3, [X7, X4] =2X4,
(X7, X5] =3X5, [X7,X6] =3Xs, [Xs, Xi]=Xo, [Xs,Xo|=-X],
[Xg, X5] = X6,  [Xs, Xe] = —X5.

De plus, les algébres sont deuz-a-deux non isomorphes.

Théoréme 13 Soit g une algébre de Lie réelle, résoluble et algébriquement rigide de dimension inférieure
ou égale a 8. Alors g est isomorphe a l'une des algébres gl décrites par les lois p! de la liste [8] (celles-ci
sont les formes réelles obtenues par restriction des scalaires des algébres complexes résolubles rigides de
dimension inférieure ou égale a 8) ou bien a l'une des algébres du lemme précédent. De plus, toutes ces

algebres sont deux-a-deux non isomorphes.

Démonstration. Soit g une algebre vérifiant les hypotheses du théoreme.

Si la dimension du niradical est inférieure ou égale a 6, les algebres possédant des dérivations non dia-
gonalisables sont données par le lemme précédent, et celles ayant un tore formé par des dérivations
diagonalisables sont classifiées dans [8]. Si la dimension du niradical est égale & 7, alors nécessairement
dim g = 8 et le tore est engendré par une seule dérivation f. D’apres le lemme ci-dessus, f est diagonale et
donc g est obtenue par restriction des scalaires des algebres complexes de la liste [8] qui ont un nilradical
de dimension 7.

De la théorie générale de la rigidité sur le corps complexe on déduit que toute algebre de Lie résoluble
rigide est determinée de fagon biunivoque par son nilradical, et par conséquent par le systéeme de racines
[7]. Par contre, dans le cas réel le nilradical ne détermine pas la structure du tore. La table 6.1 donne
les algebres de Lie réelles rigides non isomorphes de dimension n < 8 qui s’appuient sur un nilradical
donné. On appelera forme normale ’algebre de Lie réelle obtenue par restriction des scalaires de ’algebre
complexe de la classification dans [8].

La raison de l’existence des algebres rigides réelles s’appuyant sur le méme nilradical est une conséquence
de I'invalidité du théoreme de décomposabilité, et plus précisément, de I’existence de dérivations extérieures
non diagonalisables. Par conséquent, le nombre des algebres de Lie réelles rigides ayant le méme nilradical
est donné précisément par l'indice toroidal.

Corollaire 4 Toute algébre de Lie nilpotente réelle de dimension n < 6 est le nilradical d’une algébre de
Lie algébriquement rigide.
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TAB. 6.1 — Algebres de Lie réelles rigides ayant le méme nilradical.

Dimension

Nilradical

Formes réelles

4

abélien

g; (forme normale)
g1

NB:fh

g; (forme normale)

abélien

gi (forme normale)

Nz R

(forme normale)

N5,3

g> (forme normale)

abélien

~ gy D0 P 0;

(forme normale)

(forme normale)

(forme normale)

g (forme normale)

3

(forme normale)
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Exemple 1 L’algébre de Heisenberg b, est définie par les crochets
[Xoi—1,Xoi] = Xony1 i=1,...,n

Sur le corps compleze, il n’existe qu’une algébre gsn4o rigide ayant by, pour nilradical, donnée par le tore
de dimension n + 1 engendré par {Y1,..,Ynt1} :

Vi, Xoi1] = Xoi—1, [Yi, Xai] = —Xoy, 1<i<n;
Yoi1, Xi] = X5, Yot1, Xont1] =2Xon41, 1<i<2n.

Les formes réelles de gant2, que nous dénotons par gspt2,k (0t 0 < k <n) sont données par :

[X2’L 17X22] X2n+17 1 < 1 < n;

[Yi, Xoi—1] = Xoi, [Yi, Xoi] = —Xo_1, 1<i <k
[Yz,Xm 1) = Xoi_1, [Yi, Xoi] = —Xo;, E+1<i<n+1;
Yot1, Xi] = Xi, Yot1, Xont1] =2Xop11 1 <0< 2n.

En particulier, la forme réelle gsny2,1 posséde k dérivations non diagonalisables. Cela montre que
Uindice toroidal est égal a p+ 1. Cette étude nous conduit a émettre la conjecture swivante :

Conjecture. Toute algebre de Lie réelle résoluble rigide possede au moins une dérivation diagonale.

6.4 Invariants de Casimir Généralisés

Comme dans les chapitres précédents, nous avons calculé les invariants des algebres obtenues. Les
invariants des algebres de Lie rigides résolubles complexes se trouve dans [14]. Nous avons vérifié et
corrigé cette liste afin d’obtenir les invariants des formes normales. De plus, pour compléter le cas réel,
nous avons calculé les invariants des formes réelles qui ne sont pas normales. Les résultats sont présentés
dans les tableaux suivants.
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TAB. 6.2 — Invariants des algebres de Lie rigides résolubles réelles de dimension n < 6.

Algebre dimension crochets Invariants
s 2 Vi, V1] =Y, aucun
u=tied 4 W, ]=Y, i=1,2 aucun
7 4 [V1,Y1] = —Ya, aucun
Vi, Y] = 13,
Va,Yi]=Y; i=1,2.
t::l) 5 [VI’Y;]:i}/;7 i:1,2,3 112%4-7}1—3’02
Vo,Yi]=Yi, =23
[Y1,Ys] = Y3,
w2 5 VY] =Y;, i=12 I =Y 9y,
[V1,Y3] = 2Y3,
[Va,Yi] = —Ya,
[VQa}/Q] = Y17
V3, Ye] = Ya.
t 6 V1,Y]] =1iY;, i=1,2,3,4,5 aucun
[YlaYvi]:YvH*la Z:27374
Yo, Ys] = Y
2 6 V1,V =14Y;, 1=1,2,3,4 aucun
YV1,Yi] =Y, i=2,3
g 6 V1, =1iY;, i=1,2,3 aucun
[Va, Y] = Yo,
Vs, Ya] = Y
=17t 6 [Y5,Y]] = —Ya, aucun
[Ys,Y2] = Y1,
D/Eiayzl] = Y47
[Ye,Y1] = Y1,
[Ys,Ya] = Y5
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TAB. 6.3 — Invariants des algebres de Lie rigides résolubles réelles de dimension 7.

Algebre crochets Invariants

t% [Vh }/1} =iY;, i=1,2,3,4,56 I = (3y2y3+ygy;3y4ysys)2
V1,Yi] = Yie1, i=2,3,4,5 °
[V, Vi] = Yiyo, i=3,4.

2 Vi,Yi)=i;, i=1,23,457 I = Cuwrr2v dyitovyl’
V1,V = Yip1, i=2,3,4 '
[Y2,Yi] = Y2, i=3,5
[Y3,Yy] = =Y

o3 Vi,Yil =iV, i=134567 I, = n)
V1,V = Yie1, i=3,4,5,6, '
[Y3,Ys) = Y7

d Vi,Yil =iV, i=12345 I =20l
Vi, ¥§] = 3Y4, 5
Y1,Yi] =Y, i=2,3,4,
[Ya, Y3] = [Ya, V3] = V5.

t? [Vth} =Yi,i=1,3, I, = (95—292114)21(&12—2?!3?!5)2
Vi.Yi] = (i —2)Yi,i =45 ’
V2,Yi] =Y;, i=2,3,4,5,
V1,Y)] = Vi1, =234

X Vi,Yil =iV, i=1,2345 I = Guuis )
Vo, Yil =Y, =234, .
[V2,Y5] = 2Y5,
Y1,Yi] =Yy, i=2,3,
[V, Y3] = V5.

t; [VhYVz} =Y, i=14, I = —2y§v2+v1y§+2yzgsys+y1y4ys—yzyi
Vi, Vi] = 2V;,i = 2,5 ’
[V2,Yi] =Y;, i=3,4,5,
[Yl?}/;]:}/?}l*h i:3a4a
[Yo,Y3] = Y5

o Vi,Yi] = i¥i,i=1,23,4 I = tatoins—Suys—fye
[‘/27}/;}:}/; i:2335
[V3,Ya] = Ya,
[V1,Y2] = Y3

2 V1,Yi] = =Yi1,i=1,4 I, = —(y§+2(z12?i5y—2§g2y4)3
Vi,Yi] = Yi1,i=2,5 T
Vo,Yi] =Y;,i=1,2
[Va, Y3] = 2V3,
[Va,Y;] = 3Y;,i= 3,4
[Y1,Y2] = Y3
[Y1,Y3] =Yy
[Y2,Y3] = Y5

—2aer [13,Y] =Y,i=1,2 I = DE B
[V1,Y3] = 2Y3,
[V2,Y1] = —Ya,
[Va,Ys] = Y7,
[V3,Y4] = Yy,
[Yl,Yg] =Y.




TAB. 6.4 — Invariants des algebres de Lie rigides résolubles réelles de dimension 8 et rang 1.

Algebre crochets Invariants
s V1,Y;]=1Y;, i=1,2,3,56,7,8, aucun
[Yh}/”:yvﬂrlv Z:2,677
[Y27Y3] = 1/57 [Y27Y5] = Y77
[Y2,Ys] = Y5, [V3,Y5]=Ys.
7
tg [VhYz]:ZYza i:17374a5567778 11:(_1/2_3#8)4
ViVl =Yir, i=3,4567 = a2
8
[Y37}/i} :)/i+37 7’:475
il
3 V1,Y;] =14Y;, i=1,3,4,5,6,7,9 11=Z—§
Y1,Y:] = Vie1, i=3,4,5,6 I = (2y§y1—y§y7+2y4yeyz7—yy1§lyg+2y§ys—2y3y7y9)7
9
[V3,Vi] = Yiys, i=4,6,
[Y1,Y5] = Y.
2 9
td Vi, Vi =i¥i, i=1,456,7,89 [ =Yg
2 8
11—V, P _ y
{Yl’ YZ}] =Yy, i=456,78 L= (3ysy§+y§33y7ysys)3
Y47Y5 = }/9
T Vi.Yi]=i¥i, i=2345678 L=
[V2,Yi] = Yira, i=3,4,5,6 I = GuRva—vvs Uy —2usurys).
798
[Y37YH _}/ji+37 22435
g V1,Y;] =14Y;, i=2,3,4,6,7,8,10 aucun
[Y27}/i} = Y2+iv 1= 45 6787
[Yg,YH :Y;+37 Z:4a 77
[V, Ys] = Yio.
tg [‘/171/” ZY;a i:27375a6777879 Il = Z%
[Y27Y:L} :}/;'4»27 i:33576777
Vs, Yi] = Yigs, i=5,6. I, = st i 2ouste).
= Vi, Yi] =i, i=2,3578911 L= pl
9
11—V - _ (y5—2y7y11)®
{Y%Yﬂ =Yip2, 1=3,57,9 2 = Gy svrmen TR
Y37)/i :)/i-‘r?n 7’2578
tQ V1,Y;] =14Y;, i=1,2,3,4,5,6 aucun
[V1,Y5] = 3Y3
[Yh}/i}:)/i-i-lv 7;:27374757
[Y27YH :)/’H-Qv 7::3747
[Y27Y3/} *Y57 [Y37Y3/] :Y6
7 2 3
g’ Vi, Y] =iY;, i=1,2,3,456, [ = Cutatin el
V1,Y]] = 4Y] I, = (3y§yz+y§g3y4ysy6)2
’ Y
Vi.Yi] = Yier, i=23,45 '
[Y275/i} :}/7;-‘1-27 7;:3747
[Y2,Yi] =Y
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TAB. 6.4 — suite

Algeébre crochets Invariants

el (Vi,Yi] =iY;, i=1,23,4,5,6, I = %
Vi, Y!] =5Y/, [V1,YY] =Y I, = (Gy§y3+2y§’+3y§(yé*ys);sﬁyéxysya76y4(y§,*y5)y6)2
Y1,Y] = Yie1, i=2,3,4,5, ”
[Y2,Y3] =Yg, [Ya,Ya] =Y

vl Vi,Y] = m, i=1,2,3,4,5,7, I = Cueviovi)
.35 = 35 0 = I, = (ot i)’
[Y1,Y5] = Y47 [Y1,Ya] =
[Y27Y3] = }/57 [YQ’Y?)}
Yo, V5] = [YV3,Ya] = Y?-

of? [V1,Yi] =i¥;, i=1,2,34,57T, I = %
Vi, VY] = 5Y¢, I, = (6y7y1— 2y5+3y5(yoyy5)+6ysyoy7 3yry3)”
Y1, Yi] = Yis1, =234, '
Y2,Y3] =Yy, [Y3,Y4=-Y7
[Y 2 Y5] [Yé’ Y,] Yz,

vlt Vi,Y;] =iY;, i=1,3,4,56,7, I = Cusvi_vi)
Vi, Y]] = 4Y7, I, = (3y3fzjﬁ‘—y4);ly8§+3y5y5y7)7
Y1,Y;] =Yy, i=3,4,5,6 !
[V3,Yy] = [V3,Y{] = Y.

el Vi,Yi] =iY;, i=1,2,3,4,5, I = —@yéys*l’;*“yﬁ
[V17Y3]_3Y37 [Vl’Y41]24Y4/v 12:%
Y1,Y)] = Yie1, =234, ’
[Y17Y3} Y4’[Y17Y4] [Y27Y3] =Y r

tg Vi,V =iY;, i=1,2,3,4,5, I = Quabs—vi 20’ yy4+2y3y5)0
Vi, Y] =Y{!, [V1,Y{]=3Y], I, = (yyys— y2;4;§/393 Y19s)°
[Y17 } = Z+17 1 = 2,4,
[Yl? z}: i+1, i:l,?),
Y/, Y] = Y11, i=34,
[Yl ’ Y?} YS’
[Y 25 Y3] [Y% YB] Y5

g Vi, Y] =iV, i=1,2,3,4,5, L=5%
Vi, Y] =Y/, i=3,5, I, = (Zysy§*2yéyéy5;8y(%(,y)%+ys)+4y3y5y§)5
Y1,Yi] = Yie1, =234, o
[Y1,Y5] =Ya, [Ya,Y3] =Y,
[Y27 Y3} Ys + 2Y5

ti® Vi, Y] =iY;, i=1,2,3 L=5
Vi, Y/] =dY!, i=1,2,3 I, = (721/1'(yé)2+yé(y§+(yé)2)*yiy(;s;;%*(yé)Q)Jr?ys(yiyé*yéya))s
Vi, Y] =Y), [,V =Y, )
Y=Y Y- Y
[Y17Y2} YS» [YDYQ] = Y?:v 69
[Yl ’ YQ] [Yl ) YZ] Y3




TAB. 6.5 — Invariants des algebres de Lie rigides résolubles réelles de dimension 8 et rang 2.

Vi, Y5] = 3Y3, [Va, Y3] = Y3, [Va, V5] = 2Y5
V27)/i} :}/;7 i:2a3747 [YhYZ} :YS
Y17Y3] = Y47 [Yla}/;?./] = Y;L, [Y27Y3] - }/5

Algebre crochets Invariants
& Y= = 123455 =
Vo,Yi] =Y;, i=2,3,4,5,6 L= 4U2U2+4U51g£;%;4)gw5u5+2uwa)
V1,V}] = Yiyy, i=2,34,5 ’
20 V1,Y;] =14Y;, i=1,2,3,4,5,6, aucun
V2,Yi] =Y;, i=23,4,56,
V1,Yi)] =Yy, 1=23,4,5,
[Y2,Yi] =Yio, i=3,4
3l V1,Y;] =14Y;, i=1,2,3,4,5,6, aucun
V2,Yi] =Y;, i=4,56,
YV1,Yi| =Y, i=245 [Yo,Vy] =Y
t§2 [V17Ytb} =iV, i=1,2,3,4,5,6 I = 2y1y572y2y4+yy§+2y6(v1731)2)
[‘/275/;] Yz,l — 2 3 4 12 — ysyay%y4y5
[Va,Yi] = 2Y;,i = 5,6,
V1,YVi] =Yy, i=2,3,5,
[Y2,Y;] = Yiyp,i=3,4
23 V1,Y;] =1dY;, ©=1,2,3,4,5,6, aucun
Vo, Y] = Y5, [Ya,Y3]=Y5
V,Vi] =Yy, =234,
2 V1,Y;|=1Y;, i=1,2,3,4,5T, aucun
Vo,Yi|=Yi, i=3.4,5 [Va,Ys]=2Ys
V1,YVi] =Yy, i=3,4,
[Yo,Y3] =Ys5, [¥3,Y4] =Y
2 V1,Y;] =1dY;, ©=1,2,3,4,5,7, aucun
Vo, Yi]=Yi, i=2,3,4, [Va,V5]=2Y5,
[V2,Y7] = 3Y7, Y1,Yi] = Yit1, i=2,3,
Y2, Y] =Yiye, i=3,5
20 ,Y] = zYl, 1=1,2,3,4,5,7, aucun
[V27 } Za 1= 2) 3747 5’ [‘/2; Y7] = 2Y77
V1,Y)] =Yy, 1=2,3,4,
Yo, V5] = —[V3,Y4] = V7
2’ ,Y] = zYZ, 1=1,2,3,5,6, aucun
Vo, Yi] =Y, i=2,3, [Va,Y5]=2Y5,[Va,Ys] =3Ys
[Va,Y7] = 3Y7,[Y1, Y] = Yiy1, i=2,6,
[Y2,Y] = Viia, i=3,5
2 V1,Y;] =1iY;, i=1,2,3,4,5,7, aucun
[Va,Ya] = Yo, [V2,Y;] = 2Y;, i=3,4,
[Va,Y5] = 3Y5, [Vo, Y7| = 4Y7, [V, V3] = ya
(Y3, Ya] = —Y7,[Y2, V3] = Y5, [Y2,Y5] = V7
[Y2,Yi] = Yiya, i=3,5,
ol V1, =14Y;, i=1,2,3,4,5, aucun
[
[
[
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TAB. 6.5 — suite

Algebre crochets Invariants
tgg [‘/175/1} =Y i=1,2 I, = 2(y1y6+y2z;45+y5v2)7y§
[V1,Vi] = (i — 1)Y;,i = 3,4,5 I = Lyiﬂé;;ysys)?
V1, Ys] = 3Y5,
[Va,Y1] = Ya,
[Va,Ys] = =Y,
[Va,Ys] = =Y,
[Va,Ys] = Y,
[YhY;;]:Y;Jrh 2—2,3,47
[V3,Ya] = Y5,
[Ys, Ya] = Y5,
gl V1, |=Y, i=1,2, aucun
Vi,Yi] =2Yi, i=3,4
V1,Y;] =3Y;, i=5,6
Vo,Yi] =Yiy1, =25, [Wo,Y]]=-Yi 1, i=26,
Y1,Yi] =Yiyo, 1=2,3,4,
[Yo,Y3] = Y5, [Va,Yo] =Y5.
TAB. 6.6 — Invariants des algebres de Lie rigides résolubles réelles de dimension 8 et rang 3.
Algeébre crochets Invariants
g0 V1,Y;] =14Y;, i =1,2,3,4,5, aucun
VoY = Y5, [Va,Yi]=Y;, =234,
Vi,Y;)=Yip, i=2,3
ol V1,Y;] =14Y;, i=1,2,3,4,5, aucun
Vo, Yi] =Y, =23
Vs, Yi] =Y;, i=4,5,
V1,YVi]=Yip1, i=2/4
t§2 [VI’)/A =1iY;, i=1,23,4,5, I = 1)1y5+y1y44;iy2y3—5y5113
Vo, Y] =Yi, i=2,4,5, I, = Sis=talstic
V3, Yi|=Y;, i=3,4,5,
YV1,Yy] = [Yo,Y3] = Y5
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TAB. 6.6 — suite

Algeébre crochets Invariants

30 V., =Y, i=1,4,5, aucun
Vo,Yi]=Y;, 1=2,3,4,5
[V375/’L} = 7}/11-"-17 1= 274
[V37)/’L'} :Yti—l» Z:375
Y1,Yi] =Yio, i=2,3

o W.Yi]=Y, i=1234 L =Y 2,
Vi, Ys] = 2V, I = B gy,
[‘/275/1} - _Y27
[V27Y2] = Y17
[V3, Y] = Y,
[V3,Yy] = Y3,
[Y1,Y] = [V3,Yy] = Y5

tgg [Vlam}:}/;a i*1527374 11:%4’”1
Vi, Ys) = 2%, I = Yt gy,
[V27Y1} - Yla
[V2,Ys] = =Y,
[V3,Y3] = =Yy,
[‘/375/21] - Y37
[V1,Ye] = [V3, V4] = Y5

TAB. 6.7 — Invariants des algebres de Lie rigides résolubles réelles de dimension 8 et rang 4.

Algebre crochets Invariants
w=tnonedord [W,Yi]=14Y, i=1234, aucun
Vo, Ya] = Yo, [V3,Y3]=Ys, [Vi,Ya]=Y,
tg‘l =13 [V1,Y1] = =Y, aucun
[Vlv Y2] = Y17
W,Y]=Y;, i=1,2
[V3,Y3] = =Yy,
[Vs,Y4] = Vs,
Vo,Y;]=Y;, i=3/4
=t DTy Dl V1,Y1] = —Y5, aucun
[V17 YQ] — Y17
WY =Y, i=1,2
Va3, V3] = V3, [Vy,Ya|=Y)
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6.5 Les algebres de Lie résolubles rigides réelles ne sont pas
nécessairement completement résolubles

Définition 19 Une algebre de Lie v de dimension n est dite completement résoluble s’il existe une suite
décroissante d’idéaux
g=IyoL>...I, 12I,=0

telle que dimg I, /Ix+1 = 1 pour tout k =0,..,n — 1.

En particulier, toute algébre completement résoluble est résoluble, et sur un corps algébriquement fermé,
la résolubilité et la résolubilité complete sont des propriétés équivalentes [23]. Ceci implique que toute
algebre de Lie résoluble rigide complexe est complétement résoluble.

Dans ce paragraphe on montre, par construction d’un exemple, que pour les algebres de Lie réelles
résolubles rigides la propriété de résolubilité complete ne reste pas valable si la forme réelle n’est pas
la normale, c’est-a-dire, la forme obtenue par restriction de scalaires. L’exemple construit est aussi de
dimension minimale.

Considérons les lois d’algebres de Lie nilpotentes g1 = (R, u;) et g2 = (R®, o) définies dans une base
{X1,.., X6} par les crochets :

pr (X1, X)) =X (2<i0<4), m (X3, Xo) =Xe, 11 (X6, X2) = X5,
pe (X1, X)) =X (2<i<4), po(X3,Xo) =—Xe, 2 (Xe, X2) = X5,

Les algebres ne sont pas isomorphes, et correspondent aux classes d’isomorphisme Ng ¢ et Vg 7 de la liste
[20]. Si on considere le produit tensoriel, on a g1 ® C ~ go ® C.

Lemme 3 L’algébre g, = (R6, ul) admet une dérivation diagonalisable fi et une dérivation non-nilpotente
f? données respectivement par

AX)=X; (i=12), fi(X)=0G-DX; (i=345), fi(Xs)=23Xe.
(X)) =Xa, ff(X2)=-X1 f{(Xy)=-Xe. [f}(Xe)=Xy
sur la base {X1, .., X¢}. De plus, fio f2 = ffo fi.

Il est facile de voir que toute dérivation non nilpotente de 'algebre (R6, #1) fait intervenir une com-
binaison linéaire des dérivations fi et fZ. Comme le polynome caractéristique de f? sur la base donnée

est P(T)=T? (T2 + 1)2, cette dérivation n’est pas diagonalisable sur R. De cette fagon, on obtient une
algebre abélienne t € Der(g;) constituée par dérivations non nilpotentes, mais dont seulement une est
diagonalisable.

Lemme 4 L’algébre go = (R6,ug) admet un tore extérieur t de rang 2.

Toute dérivation non nilpotente de l’algebre (RG, ,ug) fait intervenir une combinaison linéaire des
dérivations

g1 (X)) =X; (i=1,2), g (Xy))=0G-1)X; (i=3,45), gi(Xs)=23Xs.
g3 (X1) =Xa, 91 (Xo)=X1 g (X4)=Xs g7(Xe)=Xa.
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Il est immédiat que les dérivations sont diagonalisables, et sur la base de vecteurs propres

{X{ :1%(X1 + X5), X, = %(Xg -X1), Xi= %Xg,Xfl = i(X4 — X6),
XL =3(X6 + Xu), X} = iX5}

4
on obtient les crochets
pe (X1, X)) = Xiy (1=2,3,5), p2 (X3, X5) = —X5,  pa (X5, X)) = Xg.
Les valeurs propres des dérivations gi et g7 sont, respectivement
o(gt) = (1,1,2,3,3,4)
o(gf) = (-1,1,0,-1,1,0).

Par commodité, on considere les dérivations fi = % (39% + g%) et f2 =
tore t, les valeurs propres sont :

% (g% + g%) Pour cette base du

f; (X)) =ix; (1

K3

B&)=X] (2

K2 3

4)7 f22 (X{):QX{ (i:576)'

Soient g; = (RS, ﬂl) et go = (RS, ﬁg) les algebres résolubles non nilpotentes définies par

(X1, Xi) = X (2<0<4), p (X3, X0) = X6, 11 (Xg, X2) = X5,
(X7, Xi) = X (i=1,2), f (X7, X3) = 2X3, [y (X7, X5) = 4X5,
11 (X7,XZ) =3X; (Z = 4,6) , 1 (Xg,Xl) = X, i1 (XS, Xg) =—-X,
H (X, Xy) = — X6, 11 (X3, Xe) = Xy

=2,3,5), p2(X3,Xo)=—-X5, [i2(X2,X4) = X,
h2 (X7, Xi) = X; 1<i<6, 12 (Xs, Xi) = X; (i=2,3,4),
1o (Xs, X;) = 2X; (i=
sur une base {X7,.., Xg}. On observe que le nilradical de g; est isomorphe & g; pour i = 1,2. Pour la
deuxieme algebre, nous utilisons une base de vecteurs propres de gs.

Lemme 5 Les algébres g1 @C ~ go®@C sont isomorphes. De plus, l'algébre g1 ®C est rigide a cohomologie
nulle.

En effet, algebre g; ® C coincide avec I’algebre résoluble rigide t2? de la liste [8]. En particulier, il en
résulte que H?(g1 ® C, g1 ® C) = 0.
Théoréme 14 Les algébres de Lie gy et go sont rigides complétes sur R. De plus, g1 n’est pas complétement

résoluble.

Démonstration. D’apres le lemme 3, 1'algébre complexifiée go @ C de go est rigide et satisfait H?2(go ®
C,g2 ® C) = 0. D’apres les propriétés de la cohomologie, le deuxieme groupe de cohomologie de gy et g;
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est aussi nul, ce qui montre la rigidité en applicant le théoreme de rigidité de Nijenhuis et Richardson.
Considérons 'opérateur adjoint adj, (Xg). Sur la base { X1, .., Xg}, cet opérateur est donné par la matrice

0 =10 0 000 0
1 0 0 0 0000
0 0 0 0 000 0
00 0 0 0100

adiy, X8)=1| 4 0 0 0 00 0 0 |
0 0 0 -1 00 0 0
0 0 0 0 000 0
0 0 0 0 000 0

et comme le polynome minimal est m (T) = T + T3, ady, (Xg) n’est pas diagonalisable sur R, alors
I’algebre n’est pas complétement résoluble.

D’un autre coté, 'algebre go et I'algébre r2? dans [8] ont les mémes constantes de structure, ce qui prouve
que cette forme réelle est la normale. La complétude est une conséquence de la suite bien connue [18] :

dim Der(g) = dim g + dim H?(g, g)

et la nullité du groupe de cohomologie. L’algébre g; admet une décomposition g; = g1 é)t, ou t est une

sous-algebre abélienne de Derg; engendrée par X, et Xg. Cependant, tout vecteur de g; qui soit ad-
semi-simple fait intervenir une combinaison linéaire des vecteurs X; et Xg, et comme adp, (Xg) n’est
pas diagonalisable, la seule possibilité est de considérer des multiples du vecteur X7. De cette fagon, au
contraire du cas complexe, 1’algébre g; n’admet pas une décomposition du type g, = g1 ® €, ol £ est une
sous-algebre abélienne de Der(g;) générée par des éléments ad-semi-simples. Dans ce cas I’algebre t joue
le role du tore maximal de dérivations et tout systeme linéaire de racines associé au vecteur régulier X7
est de corang 1 et dim t = 2. Cette remarque montre que, pour couvrir le cas réel, la théorie des systemes
linéaires obtenue en [7], ainsi comme les notions du graphe des poids [5, 11], doient étre modifiées. En
particulier, on obtient le critéere suivant :

Proposition 18 Soit g une algebre de Lie résoluble rigide complexe de dimension inférieure ou égale a
8. Alors seulement la forme réelle normale gr est complétement résoluble.

Démonstration. En effet, si g admet des formes réelles, la forme normale a les mémes constantes de
structure, alors elle est completement résoluble. Comme dans tous les cas la partie nilpotente a des
constantes de structure sur R, si la forme réelle g’ n’est pas la normale, alors son nilradical posséde une
dérivation non diagonale sur R mais sur C qui appartient au tore extérieur. En conséquence, g’ n’est pas
complétement résoluble.
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Chapitre 7

Sur les algebres de Lie
quasi-filiformes admettant un tore de
dérivations

7.1 Antécédents

Dans [29], on étudie une classe d’algebres complexes filiformes plus large que les graduées naturelle-
ment, la graduation étant définie par les racines d’un tore externe non nul de dimension quelconque.

Proposition 19 Soit g une algebre de Lie filiforme de dimension n admettant une dérivation diagonale
f non nulle. Il existe alors une base de g, {Yo,Y1,...,Yn_1}, formée de vecteurs propres de f dont les
crochets vérifient l'un des cas suivants :

1.g=L,,n>3
[YO)E]:E+17 ISZSTL—Q,

2. g:Alfl(al,...,at_l),nZS,t:”%m,ngSn—S

[YO7E]:}/7;+13 1S1§n_27
Y:,Yig1] = @ Yoipp, 1<i<t—1,
i, Y] = aijYipjpn—1, 1<i<yj, i+j<n—Fk

3. 9=Qn, n=2m, m>3

[Yo,Y;] = Yita, 1<i<n-3,
V), Yoojoa] = (-1, 1<j<m—1

4. g:BfL(al,...7at,1)7n:2m,m23,t:%k,2§k§n—3

[Yo,Y:] = Yiqa, 1<i<n-3,

[YijYnfjfl] = (_1)j_1Yn717 1< J <m-—1,

[Yi, Yiq1] = i Yoiq, 1<i<t—1,

Yi, Y] = ai jYitjin—1, 1<i<yji+j<n—k-1
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ot (a1, ...,q4—1) sont des paramétres vérifiant les relations polynomiales découlant des identités de Jacobi
et les contantes a; ; vérifient le systeme :

a; i = 0,
Q441 = Oy,
Aij = Qipl,j + Qi gyl
De plus, si Ao et \1 représentent les valeurs propres de f associées respectivement aux vecteurs propres
Yy et Yy, alors f prend, dans chacun des cas, la forme diagonale suivante :
1. f ~diag(Ao, A1, A0 + A1, 200 + A1,y (B —2) A0 + A1)
2. f ~diag(Xg, kAo, (K + DAo, (KE+2)Ao, ..., (n+k—2)N)
3. f ~diag(Ag, A1, M0 + A1,200 + A1, .o, (n—=3) Ao + A1, (n — 3) Ao + 20)
4. [ ~diag(Ao, kXo, (K 4+ )Xo, (K +2)Xo, ..., (n+k — 3) Ao, (n+ 2k — 3) o)

Remarque. Dans la référence [29], on considere aussi les algébres Cy (o, ..., Qpm—2) ol n = 2m, définies
dans la base {Yp, Y1,...,Y,_1} par:

[Yo,Y:] = Yiq, 1<i<n-—3,
Y5, Yoic1] = (=1)'Yoo1, 1<i<m-—1,
Vi, Yo ksn—il = (1) tarY,q, 1<i<m—k—-1,1<k<m-2

Il existe un changement de variables tel que ces algebres adoptent la méme forme avec ay = -+ = a3 =
0. En effet, pour éliminer le parametre a1, il suffit de faire le changement de variables suivant :

Zp = Yo,
Zl = Yl + %Yz’n
Ziy1=[20,Zi), 1<i<n-—3,

Zn—l = Yn—h
et, de plus, si aj11 = -+ = am_2 = 0, le changement de variables ¥; — Y; + %YH_Q]' pour i =
1,...,n =2 — 27, nous permet d’annuler le parametre a;.

On en conclut que les algebres C,, sont isomorphes a @Q,, et donc de rang 2. Le résultat de [29] doit donc
étre lu comme dans la proposition 19.

Le but de ce chapitre est de donner la classification des algebres quasi-filiformes de rang non nul.

7.2 Algebres de Lie quasi-filiformes et bases adaptées

De la classification des algebres de Lie quasi-filiformes graduées naturellement, on déduit le corollaire
suivant.

Corollaire 5 Soit g une algébre de Lie quasi-filiforme de dimension n . Alors, grg est isomorphe a l'une
des algébres de la proposition 2, C'Zlfj dénotent les constantes de structure de cette algébre dans la base
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ot on l'a définie. Il existe alors une base {Xo, X1, Xa,...,Xn_1} de g telle que :

[Xo, Xi] — Z;é C§ i Xk € giv1, 1<i<n—-3,

1 . . .
[X“X]}_ Z:O_C'lik,jxkegi-‘rja 1SZ<.7S’”/_2_Z’
(Xi, Xl = >0 CF 1 Xk € gigr, 1<i<n—2-—r,
[Xi, Xn 2] =0, 0<i<n—1,

et, de plus :
1. Sigrg~ £, ,®C,

2. Sigrg~Q,_ ,dC,
(X0, Xi] = Xit1, 1<i<n—4,
(X1, Xp—2] = X _9;

3. Sigrg >~ L.,
[X07Xi]=Xi+1, i1=1,...,n—3,
[X17Xr—1] = Xn—l;

4. Sigrg ~ Qu,
[Xo, Xi] = Xiy1, i=1,...,n—4,
(X1, Xp 1] = X1,
(X1, X 3] = Xp_o;

5. Sigrg ~Tha_y,

6. Sigrg >~ Tha_s,

[X07Xi] :Xi-‘rla 1= 17 an_4a
[Xo0, Xn—1] = X2,
[leXn—4] - Xn—l;

7. Sigrg ~ &) . avec j € {1,2,3},

[XO,XZ-] =Xy, ©=1,2,3,4,5,6,
(X1, X4] = Xs;

8 Sigrg~ €, 5,
[XO)Xi] = Xi+1a 1= 1,273743
[X1, X2] = X6

La base {Xo, X1, X2,...,X,—1} ainsi définie est appelée base adaptée.
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7.3 Classification des algebres de Lie quasi-filiformes de rang
non nul

Rappelons qu'un tore maximal de dérivations de g est une sous-algebre abélienne maximale de I’algebre
des dérivations Der(g) formée de dérivations ad-diagonalisables [36]. Tous ces tores maximaux sont
conjugués par automorphismes, ce qui permet de définir le rang d’une algebre de Lie comme la dimension
commune des tores maximaux de g.

Théoréme 15 Soit g une algébre de Lie quasi-filiforme de dimension n admettant une dérivation diago-
nale f non nulle. Il existe alors une base de g, {Yo,Y1,...,Yn_1}, formée de vecteurs propres de f dont
les crochets vérifient l'un des cas suivants :

1. Sigrg~£, . ®C (n>4) alors
(a) g= L, 16C
[Yz)a}/ti]:Y;+la 1SZSTL_3,
f ~ di(lg(/\o,)\l,)\o + )\1,2)\0 + /\1, ey (TL — 3))\0 + >\17)\n—1)7

(b)g:Aﬁ,—l(O‘la"'vO‘t—l)@Ca t:[nT_k]a 2<k<n-4

[Y07}/i]:}/’i+1a ].S’LSTL—?),
[Sfiu}/iJrl] = ai}/QFFku 1 g 7/ S t— 17
[Y;7}/}]:ai,j1/i+j+kfla 1§Z<]a Z+]Sn_k_17

f ~ diag(No, ko, (k + 1) o, (k +2)Xo, ..., (k+ 1 — 3)Ao, An1),
(c)g=L,18,C (2<i<n-3)

[Yo, Y]] =Y, 1<i<n-3,
[Y;aYn—l] = Li41, 1 § 1 S nili 27

f ~ dz'ag()\07/\17)\0 + A,2X00+ A1, .., (n — 3))\0 + )\1,1)\0),

(d) g= A% _(aq,...,04_1)3,C t=[25%] 2<k<n-4 2<1<n-3

[YELYi]:YHla 1§2§n—3,

[Y;7Yn—1]:}/i+l7 ISZSTL—Z—Q,

Y, Yig1] = aiYairk, 1<i<t—1,

i, Y]l = ai;Yigjin—1, 1<0<y, i+j<n—k-1,

f ~ diag()\o, k)\(), (k + 1))\0, (k + 2))\0, ey (k +n— 3))\07 l)\()).
2. Sigrg~Q,_,®C (n>7, nimpair) alors

(a) g=Qn-18C
[Yo,Y:] = Yiya, 1<i<n-—4,
Vi, Yooica] = (1)1, 5, 1<i< 258

f o~ diag(Xos A1, Ao + A1, 200 + Ar, o (n—=4) Ao + A, (0 —4) Ao + 221, A1),

79



(b) g=B a—1)®C

t = [2=h=l]

(0417...,

D/Oa ]: i+1 )

[ n i— 2] ( )ZilYn—Za
Y

Y.

n

z+l] — Oéz%z—&-k 1,
iy ]]—a1]K+3+k 1

f~ diag()\o, ko, (k + 1)/\0, (k‘ + 2))\0, S

(c) g=Qn18¢C 2<I<n—4

2<k<n-5
1<i<n—4,
<< ag
1<i<t—1,
1< <y, i+73<n—k—2,

5 (Tl —4 + k)>\07 (Tl —4 + Qk))‘07 An—l)a

[Yo,Yi] = Yiq, 1<i<n-—4,
Vi, Yio] = (-1)71Y, 5, 1<i< 253
[Yi, Y] = Yip, 1<i<n—-1-3,

f~ diag()\o,/\l,/\o 4+ A1, 200 + Aq, ...

(d) g_ n— 1(0&1,...,0(75_1)5?@ t= [niT]H]

[
[}/1,7 Yn 1— 2] ( )1_1Yn72a
[S/Z; }/%‘rl] - 0411/22+k;

[ ] @i Yitjrk—1,

[Yi, Yo1] = Yiqu,

f ~ diag()\o, kMo, (k + 1))\0, (k + 2))\0, ceey

(e) QZané}?C 2<l<n-—4

,(n—4)/\0—|—)\1,(n—4))\0+2/\1,l)\0),
2<k<n-5,2<l<n-4

1<i<n-—4,
1§7;§n537
1<i<t—1,
1<i<j, itj<n—k—2,

1<i<n-—-1-3,

(n — 4+ k)Xo, (n — 4+ 2k)Xo, Ao),

[Yo,Yi] = Yiq, 1<i<n-—4,
[}/ivYn—i—Q} = (_l)i_lyn_g, 1< < ;37
[Y07}/’n—1] - )/n 2

[ .

f~ diag(/\o,ﬁx\o, (k+ Do, (B+2)No,- -

1<i<n-1-3,

,(n =44 B)o, (n —4+2B)Ao, (n =5+ 26)o)

ol ﬁ n+5
(f) o= anl@cc
[Yo,Yi] = Yy, 1<z<n—4,
Vi, Yooio] = (=1)"71Y, o, 1<i< 258
[Y07Yn—1] = Yn—2,

[~ diag()‘()a)‘h)\o +AL,200 + A1, (0=

(g) g=28B n 1(0417"'7041‘/*1) ®°C t_[n = 1]
Yo,Yi] =Yip1,
[}/uYn 71— 2] ( )ZilYn—Qa
[K; }/ZJrl] - al}/Zl+ka
[ iy j] az,jY;+J+k: 1
[Ybay’n 1]_Yn 2,

f ~ diag()\o, k)\o, (k + 1))\0, (k + 2))\0, N
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4))\0+)\1,(n—4))\0+2)\1,(n—5))\0+2)\1),
2<k<n-5
1<i<n—4,
1<i<ngd,
1< <t—-1,
1 <4<y, i+7<n—k-—2,

s (n — 4+ k)A(), (TL — 4+ 2k)>\0, (’ﬂ -5+ 2k))\0),



3. Sigrg~Lo: (n=>5, rimpair, 3<r <2[%5] —1) alors ty(g) =2 et

(a) g= En,t
[Yo,Yi] = Yiya, 1=1,...,m—3,
Yo, YVooil = (1) Wpy, i=1,..., 551

[~ diag(Mo, A1, Ao + A1, 200 + A1, ooy (0= 3) Ao + Ar, (1 — 2) Ao + 2A1),

(b) gz@i’t(ah...,at,lL 2<k<n—4,t= [”T_k}

[Yo,Y:] = Yiqq, _ i=1,....,n—3 X

‘ 1_ (—1)171Yn_1 +ai,r—in+k—1 sik<n-—r-—1, ’L'Zl,...,rg
[Y“YT_Z]_{ (=11, sik>n—r—1, i:l,...,rgl
Y5, Yig1] = aiYaiqg, i=1,...,t—1
Vi, Y] = ai jYir k-1, 1<i<j<n-—-1l,r#i+j<n—-k-1,
Vi, Y1) = Yoprrgioo, i=1,...,n—r—2k

f~ diag(/\o, kAo, (1 + k‘)/\o, (2 + k‘)/\o, ceey (n -3+ k‘))\o, (’I“ —2+4 Qk)/\o),
(c) g=2%,, 1<k<[572

[YO7Y71]:Yé+17 2217,71,—3

[Y;?YT*Z’] = (_1)i_1Yn71a 1=1,..., T;il

Vi, Yo1] = Yoptrgio1, i=1,...,n—r—2k—-1
1 3 5 2n —5

[~ diag(Xo, (k + §)>\0, (k+ §)>\0, (k + §)>\0, cooy (B

4. Sigrg >~ Qn. (n>7, nimpair, rimpair, 3 <r <mn —4) alors ty(g) =2 et
(a) g= Qt‘l,t

))\0, (T -1 -+ Qk)/\())

i . PRI 2
VoYaoaid = ()Y, =1
f~diag(Xo, A1, A0 + A1, 200 + A1y, (m—4) Ao + A1, (n— DA + 201, (r — 2) Ao + 271),
(b) g=€E (a,...,4—1), 2<k<n-25, t:["—Tk—l]

n,v
[Yo,Yi] = Yiy1, 1=1,...,n—4

v; Y]:{ (_1)1:_1Yn—1 +air—iYryr—1 SZ:kSn—T—Q, 2:: 1,...,’?1
o (=11, sik>n—r—2, i=1,...,5
[Y;aYn—Q—z] = (_1)i_1Yn—2, i=1,..., ang

Y, Yig1] = aiYairk, i=1,...,t—1

[Y;,Y;]Z i, Yiti+k—1, 1§l<]<n—1,7’#l+‘7§n—k—2
[Y:, Yi-1] = Yortryio, i=1,....n—r—2k—1

[~ diag()\o, kAo, (1 + k))\o, (2 + k’))\o, e (n —4+ k‘))\o, (n —4+ 2/42))\0, (’I“ — 24 2]6)/\0),
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(¢) g=3he 1<k<[2571

[Yo,Y:] = Yy, . 1=1,...,n—4
ViYoi] = (-1 Y,y i=1.. 2!
[Yi’Yn*Q*i] = ( )i_lyn 2, 1=1,..., RT_S

D/HYTL 1} Y2k+r+1 1, Z=1,,n—r—2k‘—2

3 5 2n -7
f dla.g(>\()7(k+ )AOa(k+ )/\07(k+ )>\077(k+ " ))\07(n+2k73)/\07(r+2k71)A0)7

5. Sigrg~Tan, (n> 77 nzmpazr) alors ty(g) =2 et

(a) 9= Tnn—y
[YQ,E] }/lJrlv 221, ,n—5
(Yo, Y, 3] = Y, _o,
[Yo,Y, 1] = Y3,
Vi, Y ai] = (1) 1Y, 4, i=1,...,25°
Y, Yoosi] = (1)1 2=3221Y,, g, i=1,...,%5
[}Q,Yn oi] = (1) — 1)2=220Y, L, i=2,..., 552
f ~ d’L'Clg(/\()7 )\1, )\04—/\1, 2/\0-1-/\17 RN (n—5)/\0—|—)\1, (n—5)/\0+2/\1, (n—4))\0—|—2/\1, (n—G))\OJrZ)q),
b)) g=& (al, ,O—1), 2§k§n—6,t:[”*TH]
D/O ]: l-‘rla i:l,...,n—5
[YOa n— 3] n 2,
[ 07 ] n 3,
[Yi, n— 1] n— St k‘ =2
[K;Yn 4— z] ( )l IY’IL 15 1—17 -375
[KaYn 3— 7,] ( )l 1M}fn 35 Z_l"”’n;S
[Yi, Yoo l]:(—l)’(i—l)” 2y o, i=1,..., 052,
[Y;,}/H_l] —OQYQH_].C, iZl,.. t—1
Y., Y] = ai ;Yitj+h-1, 1§i<j<n—2,i+j§n—k:—3

f~ diag(/\o, kAo, (1+]<3)/\0, (2+k‘))\0, ceey (n—5+k)/\0, (n—5—|—2k‘))\0, (n—4+2k)/\0, (n—6—|—2k‘))\0),
6. Sigrg~Tun_z (n>6, npair) alors ty(g) =2 et

(a) g= sn,n73
[Yo, ]— i+1, 1=1,...,n—4
[Y ] YTL*Q’
[Y n—3— z] = (_1)i_1Yn—1> 1=1,..., ;4
[YuYn 2— z] - (*1)1-71%Yn_2, L= 1 - g

fNdiag()\o,/\l,/\o—|—)\1,2/\0+>\1,...,(n—4)/\0—|—)\1,(n— ))\0+2/\1,(n—5)/\0—|—2)\1),
(b)g_ nt(ala"'aat—l)’ QSkSn_5,t:[niT]H]

[Yo,Yi] = Vi, i=1,...,n—4

[YOaYnfl] == Yn72; )

[Y—i, Yn_g_i} = (71)171Yn_1, ‘ 1=1,... , nT—Zl

Y, Vo] = (-1) 122221y, o i=1,... 254

Y3, Yig1] = i Yaiqk, i=1,...,t—1

Y., Y] = ai;Yitj+r-1, 1<i<j<n—2i+j<n—k-2

82



f ~ dia’g(A()y k)\Ou (1 + k))\Oa (2 + k))\o, R (n —4+ k))\07 (’I’L —4+ 2k)>\07 (n -5+ 2k))‘0)7
7. Sigrg ~ € alors g~ & _ el ty(g) = 2

[Y07}/;] :}/;+17 1= 13"'743 [Yb,}/g] :Yﬁa [Y1>Y4] 1/*87 [Y17Y5] :21%3
[V1,Ys] = 3Y7, [Y2,Y3] = Vs, [Y2,Ya] = Y5, [Yo,Ys]=-3Y7,

[~ diag(Mo, A1, Ao + A1, 200 + A1, 300 4+ A1, 4Ao + A, 4ho + 200,400 4+ 3A1, 300 + 2A1),
8. Sigrg~ € alors g~ €} et ty(g) = 2

[Yo,Yi]=Yiy1, i=1,...,6 [Yo,Ys] = Y5,
YV1,Yy) =Yz, [Y1,Y5]=2Ys, [Y1,Y6] =1Y7,
[Y2,Y3] = =Yg, [Ya,Yy]=-Ys, [Yo,Y5]=1Y7,
[Ya,Ys] = =Y7, [Y3,Yy] = —2Y7,

I~ diag(Am A0, 20, 30, 40, A0, 60, TAo, 5)\0)7

9. Sigrg ~ &3 alors g ~ €3 - et ty(g) =2

Yo,Yi]=Yiy1, i=1,...,4, [Yo, Ys] = Y7, [Yo, Ys] = Ye,
[Y1,Ya] =Ys,  [Y1,Y5] = 2Y5,

[Y27Yv3] = —Yg, [YQ,YZ;] = _YYGa D/QaYS] = 2Y7,

[Y;),,YZ;] = —3Y7,

[~ diag(Mo, A1, Ao + A1, 200 + A1, 300 4+ A1, 4A0 + A, 4h0 + 201,500 4+ 2A1, 300 + 2A1),
10. Sigrg~ €, 5 alors g~ €, 5 et ty(g) =2

Yo,V ] =Yy, i=1,...,4 [Y,Ys] =Ya,
Y1,Yo] =Ys, [V1,Y3] =Yy, [V1,Ya]=1Y5,
[YQ’Y%] = _1/5a

[~ diag(Xo, Ao, 200, 300,400, 50, 3X0)-

Les paramétres (a, ..., ap—1) vérifient les relations polynomiales découlant des identités de Jacobi et
les contantes a; ; vérifient le systéme :

a;; =0,
Q541 = Oy,
Qjj = Qit1,5 + Qi jt1-

Dans la démonstration du théoréme, on souligne les cas ou grg est isomorphe a L,H@(c et a grg ~
La,e, pour les autres cas la méthode est analogue.
Démonstration. Supposons que g est de la forme t7, alors son algebre graduée est isomorphe & £,,_; & C
ou bien & Q,_, ®C.
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Soit f une dérivation diagonale de g et considérons {Xo, X1,..., X,—1} une base adaptée de g. On peut
trouver trois vecteurs propres de f, notés Yy, Y1,Y,,_1, n’appartenant pas a 'algebre dérivée et tels que :

n—2
Y1 =cnaXn 1+ cXo+aXi+ Y X,
i—2
n—2
Yo =ap—1 X1 +apgXo + a1 Xy + Z a; X,
i—2
n—2
Y1 =bn1 X1 +boXo+01X1 + Z b; X5,

=2

avec
det Co ag bo 7& 0.
.. b .
On peut alors choisir Yj et Y7 de fagon que A = det ( ZO bo ) soit non nul.
1 01
Quand grg est isomorphe a £,_; @ C, on pose :

n—2
Yit1 = [Yo,Yi] = (aob1 — a1bo) Xit1 + Z ’YfHXk, i=1,...,n=3
k=i+2
On en déduit que {Yp, Y7,...,Y,—_1} est une base de vecteurs propres de f. Si A,—1, Ao, A1 sont les valeurs
propres de f associées respectivement aux vecteurs propres Y, _1, Yy, Y7, alors Y; est un vecteur propre
de f ayant comme valeur propre (i — 1) Ao + Ay pouri =1,...,n — 2.
La matrice de changement de variables de la base adaptée {X,,_1, Xo, X1, ..., Xn_2} & la base de vecteurs
propres de f, {Y,,—1,Y0,Y1,...,Yn_2}, est la suivante :
Cp—1 QAap—1 bn—l
Co Qg b() 0
C1 aq bl
A

A

On remarque que le déterminant de cette matrice est non nul et on calcule les crochets restants dans la

base de vecteurs propres {Y,,—1, Yy, Y1,..., Y, _o}.
Comme [Yy,Y,_1] € g3 et f est une dérivation, on peut supposer que [Yp,Y,_1] = 0 en faisant, si
nécessaire, un changement de variables sur Y, _; . Par ailleurs, [Y7,Y,,_1] appartient aussi & g3 alors :

n—2
Y1, Y] =) d'Y;
=3
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En imposant que f est une dérivation, on obtient que :
[(i— DX —Ap1]d" =0 i=3,....,n—2

Si on considere en plus les conditions de Jacobi on trouve les cas suivants :

a) Lorsque A,_1 = [\p pour un certain [ € {2,...,n — 3}, on obtient :

Y5, Yo 1] =Y 0, 1<j<n—1,
Y;,Y,-1] =0, n—Il+1<j<n-2.

b) Si la condition antérieure ne se vérifie pas on trouve que :
¥;,Y,-1]=0, 1<j<n-—2

Dans ce dernier cas g est de la forme g’ & C ol gr(g’) est isomorphe & L,_; puis, en utilisant des
arguments similaires, on déduit que g’ est isomorphe & L,,_; ou bien elle est du type A* . Par contre,

=g ’ . ’,
k_(ai,...,04_1)@,C, précisées

dans le premier cas on obtient que g est I'une des formes Ln_lé)l(c ou A
dans I’énoncé du théoreme.

Quand grg est isomorphe & Q,_, BC, le méme changement de variables et une démonstration analogue
nous permettent de déduire les résultats.

Supposons maintenant que g est de la forme ¢, avec r € {3,...,n—2}. Si f est une dérivation diagonale
de g et {Xo,X1,...,X,_1} une base adaptée alors on peut trouver deux vecteurs propres de f, dénotés

par Yy et Y7, qui n’appartiennent pas a ’algébre dérivée et vérifiant :

n—1

Yo = aoXo + a1 X1 + Y ai X,
i=2
n—1

Y1 = boXo + 01Xy + Z bi X,
i=2

avec

_ ag by
A_det(a1 bl);é().

On peut supposer que ag = 1.
Quand grg est isomorphe & £, ., on pose :

)/i-‘rl = [YO7)/Z] 7’:17’”_3
Yoo1 = [Y1,Y 4]
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et donc :

n—1
Y, = AXi+ > Xy, i=2,...,r-1,
k=i+1
n—2
Y, = AXi+ > WXy, i=r+l...n-2
k=i+1
n—2
Y, = AXotaX, 1)+ Y WXk,
k=r+41
n—2
Yn—l = A(ber+b1Xn_1)+ Z ’YﬁXk
k=r+1

La matrice de changement de la base de {X¢, X1,..., X,-1, X, Xpno1, Xpq1, .-+, Xpn—o} & la base
{Yo,Y1,...,Y, 1, Y Y1, Yy, ..., Yo} est la suivante :

1 b
aq b1 0
. LA

A Abg

Aa1 Abl

. . A
A
{Yo,Y1,...,Y,_1} est une base de vecteurs propres de f, si A\p et A\; représentent respectivement les

valeurs propres associées aux vecteurs Yy et Y7 alors, dans cette base, f est de la forme :
f~ diag()\o, A, Ao+ A1,200 + A, .., (n — 3))\0 + A1, (’I“ — 2))\0 + 2)\1)
On calcule les crochets dans cette nouvelle base :
[Yo,Yn 2] =0,
n—2 .
Yo, Ypy] = § D00Yrer+ 2pmp e¥rpr sir#n—2
0 sir=mn—2

Si r # n — 2, on impose que f est une dérivation :

bo(A1 —Ao) =0

F([¥Yo, Yn-a]) = [(r = Do + 2M][Yo, Yn] = { k(M —kXo) =0 pourk=2,...,n—r—2

Si2<i<r-—1:

n—i—1 bo()\l - /\0) =0
Y1, Y| =boYii1 + D diVigx = di(h —kXo) =0 pourk=2,...,n—i—2
k=2 dn—i—1A0 =0
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Sir<i<n-3:

n—i—2
_ B _ : bo(A1 —Xo) =0
[Y1,Y]] = boYit1 + ,;2 deHk=>{ de(M —kXo) =0 pourk=2,...,n—i—2
Y1,Y,—2] = 0
n—r—1
o bo(A1 — Ao) =0
Y1,Yoa] = bpYr1 + Z e¥ir-1= { di(2A1 —1Xo) =0 pourl=3,....n—r—1

=3

Si2<i< L

n—r—1

[Y;,Y,—i] = (1)1 (Y1 — oY, Z 96 Yr4k—1 = { bo(M = A9) =0

Pt gt(A1 —kXo) =0 pourk=2,....,n—r—1

Sil<i<j<n—leti+j<r—1:

n—i—j . .
hi(AM —kX) =0 pourk=2,....n—1—5—1
Vi, ¥j] = Z T Y- 1§{ hn(,ifj)\oz)o
k=2
Sil<i<j<n—leti+j>r+1:
n—i—j—1
Vi, Yl = Y hYesipjo1 = he(h —kXo) = Opourk =2,...,n—i—j—1
k=2
Sil<i<n-—1:
[Yi, Yn-1] Z PYitivr—2 = pi(2A1 —lXo) =0pourl=3,....,n—i—r
1=3

Ces calculs nous font envisager différentes possibilités, en considérant, en plus, les conditions de Jacobi.

1.

3.
4.

Si A1 = Ao, il suffit de faire le changement de variables Y7 — Y7 — byYy, Y1 — Y,—1 — byY, pour
trouver l'algebre £, ¢

. Si A\pg = 0, on peut supposer A; = 1 et il existe un changement de variables avec lequel on obtient

lalgebre £, .

Si A1 = kg avec 2 < k < n — 4, on obtient une algébre du type € (a1, ..., a¢_1) ot t = [25%].

Si 21 = (2k 4+ 1)Ag avec 1 < k < [2=2=2], on obtient une algebre du type g = D}

n,r-

Dans le reste des cas, le méme changement de variables nous permet d’obtenir les familles d’algebres
décrites dans le théoreme 15.

Remarque. Sauf isomorphisme, il y a seulement deux algebres quasi-filiformes de rang 3, respectivement
isomorphes a £,_, @Cet & Q,_, ®C.

Les algebres quasi-filiformes de rang 2 sont £, ¢, Qn ey Tun—g, Tnn—3, &g 5, €3 5 ou bien de la forme
1b, 1c, 2b, 2¢, 2f, 2g d’apres la terminologie du théoreme 15.

Les algebres quasi-filiformes de rang 1 sont €2

&, ou bien correspondent a I'une des algebres du
9,57 753

type 1d, 2d, 2e, 3b, 3c, 4b, 4c, 5b, 6b décrites dans le théoreme 15.
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Chapitre 8

Sur les algebres de Lie
quasi-filiformes complétables

8.1 Introduction

La complétude d’une algebre de Lie, étant une propriété déduite de la structure des dérivations,

constitue un invariant d’intérét pour I’étude du comportement d’une classe d’isomorphismes par rapport
aux déformations et contractions. Bien que la notion d’algebre de Lie complete ett été introduite en 1951
dans le contexte de la théorie d’algebres sous-invariantes de Schenckman [47], Jacobson fut le premier &
donner une définition formelle dans les années 60, en utilisant des outils cohomologiques.
Par la suite, de nombreux auteurs se sont intéressés a 1’étude des algebres de Lie completes. Favre a
étudié les algebres de Lie complétes par rapport & leur nilradical [25], tandis que Carles a analysé la suite
croissante des algebres de Lie de dérivations [18]. Plus récemment, Zhu et Meng ont étudié la complétude
des algebres de Lie résolubles de rang maximal [52] et non-maximal [53].

Définition 20 Une algebre de Lie g est dite compléte si
1. le centre de g est nul, Z(g) = {0}

2. toutes ses dérivations sont intérieures, c’est-a-dire, Der(g) = ad(g).

Soit g une algebre de Lie et H"(g, g) son n-iéme groupe de cohomologie. Rappelons que H'(g, g) = Z(g).
De plus, I'ensemble des cocycles Z!(g, g) correspond & I’ensemble des dérivations de g et I’ensemble des
cobords B(g, g) correspond & I’ensemble des dérivations intérieures. On en déduit que I'algebre de Lie g
est complete si et seulement si H%(g,g) = H'(g,g) = {0} .

L’étude du deuxieme groupe de cohomologie est liée a celle des déformations. Si I'algebre de Lie g est
donnée par les crochets [,], une déformation formelle de g est définie par la série formelle :

G(X,Y)=[X,Y]), = Fo(X,Y)+ F/(X,Y)t+..., VX,Yeg

avec Fy(X,Y) =[X,Y], VX,Y €g.

En imposant la condition de Jacobi sur [,];, on en déduit que F; € Z2(g, g). Ainsi, & chaque déformation on
peut faire correspondre un 2-cocycle. Les déformations infinitésimales sont celles qui vérifient la condition
de Jacobi jusqu’au premier ordre et s’identifient aux éléments de Z2(g, g).
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Par ailleurs, on dit que deux déformations ¢; et ¢, de g sont équivalentes s’il existe une série formelle
g(t) = >-2 o Gpt? avec Gy € GL(n,C) telle que

oe(X,Y) = (g(t)op)(9(t) " X, g(t)"Y), VXY €g.

Si deux déformations sont équivalentes alors les 2-cocycles correspondants sont égaux modulo B%(g, g),
la réciproque étant vraie aussi pour les déformations linéaires [44].

Soit n une algebre de Lie nilpotente de dimension finie sur C et Der(n) son algebre de dérivations. Un
tore t sur n est une sous-algebre commutative de Der(n) formée par des endomorphismes semi-simples.
Il est clair que n se décompose de la facon suivante

n:Ena

act*

ol t* représente 'espace dual de t et n, = {X € n | [f,X] = a(f)X, Vf € t}. Lorsque t est un tore
maximal par rapport & I'inclusion, ensemble A = {« € t*|n, > 0} est un systéme de poids de n [24].
Si t et t' sont deux tores maximaux, ils sont conjugués par automorphismes, c¢’est-a-dire, il existe un
automorphisme 6 € Aut(n) tel que 6t~! = t'. Le rang d'un tore maximal est donc un invariant de n
que lon appelle le rang de n. Par ailleurs, le type de n, noté par ty(n), est la dimension du quotient
H'(g,C) = n/[n,n]. On montre que le rang de n est toujours majoré par son type [24]. L’algebre de Lie
n est de rang maximal si le rang et le type sont égaux.

Soit t un tore maximal , on définit g = tEn comme :

[f1 + 21, fo +x2] = fi(z2) — fa(@1) + [1,22] Vi, fo €4 Vo, 20 €n

L’ algebre de Lie g est alors résoluble et t est une sous-algebre de Cartan de g. On dira que le rang de g
est celui de n et que g est de rang maximal si n ’est aussi.

Théoreme 16 [52] Si g est une algébre de Lie résoluble compléte, elle se décompose de la fagon f)@)n, n
étant le nilradical et h une sous-algébre isomorphe a un tore maximal de n. De plus, b est une sous-algébre
de Cartan de g.

Définition 21 Une algébre de Lie nilpotente n est complétable lorsque la somme semi-directe b@n, h
étant un tore maximal de n, est compléte.

Les algebres nilpotentes les plus étudiées sont les filiformes.

8.2 Algebres de Lie quasi-filiformes complétables

De la classification des algebres de Lie quasi-filiformes de rang non nul du théoréme 15, on obtient
celles qui sont de rang maximal.

Corollaire 6 Soit g une algébre de Lie quasi-filiforme de rang non nul. L’algébre g est de rang mazimal
. ) . . . . — =
si et seulement si elle est isomorphe & l'une des algébres suivantes : g = L,_19C, g = Qn_18C, Ly,

1 ; 3
Qnes Tnngs Tun—z, & 5 ou bien &g 5.

Les deux théoremes ci-dessous nous donnent des conditions suffisantes pour la complétude d’une
algebre de Lie.
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Théoréme 17 Soit n une algébre de Lie nilpotente de rang mazimal et b un tore mazimal de n. Alors
Ualgébre g = f)@}n est compléte.
Théoréme 18 Soient g une algebre de Lie et h une sous-algebre de Cartan qui vérifient les conditions
suivantes :

1. b est abélienne.

2. g se décompose de la fagon h ® Y A 8o avec A C h* —{0}.

3. Il existe un systéme de générateurs {aq,..,cq} € A de b* tel que dimg,; =1 pour 1 < j < 1.

4. Soit {aq, .., } une base de h*. Pourr+1<s<I,ona:

t T
Qg = E k‘isOéji — E k‘isOéji
=1

i=1+4t

ot kis € NU{0}, (J1, .., Jr) est une permutation de (1,..,r),et il existe une formule

(g1 s Tjyy Ty ooy Tjpyenes Theyp |
ki1s ks
= [Zjt1s 0 Tjyt1y Ty s Ty Ty Thy ooy Thoy, )
Kit1s ks

Pordre de calcul des crochets n’ayant pas d’importance, 0 # x; € go, et m #0 sit =1.

Alors g est une algébre de Lie compléte.

Ces théoremes sont démontrés dans les articles [52] et [53].
Théoreme 19 Toute algebre de Lie quasi-filiforme de rang non nul est complétable.

Démonstration. Soit n une algebre de Lie quasi-filiforme de rang non nul, elle est donc isomorphe & 'une
des algebres du théoreme 15. On considere la somme semi-directe g = h@n ol h est un tore maximal
associé a n.

Quand n est isomorphe a € - ou bien a €, 5, par le calcul des deux premiers groupes de cohomologie,
on vérifie que g est complete et donc n est complétable.

Sin est isomorphe & L,,_1 @ C, Q-1 B C, L1 v, Que, Tun—ygs Tan—s, €

5.5 ou bien & €3 - n est de rang
maximal et d’apres le théoreme 17, g est complete.

Sin 2_1)452_1(0(1, ...,a4_1)@®C, g se décompose alors en somme directe g = g1 B g, ot g1 = AX_(ay, ...,
ap—1)@t, t étant un tore maximal de Aﬁfl(al, ...,0¢_1) et go algébre non-abélienne de dimension 2.

Dans [3], on démontre que g; est complete et comme H(go, g2) = H'(g2,g2) = 0, il en résulte que g est
complete.

De facon analogue, on prouve la complétude de g lorsque n est isomorphe & B*_;(ay,...,a;_1) ® C.
Sin~®! ., A= {ag=2X,(a; = (2k+2j — 1)Xo)1<j<n—2,n—1 = 2(r — 1 + 2k) Ao} est un systéme de
poids de n. Les deux premiéres conditions du théoréme 18 se vérifient et d’apres le lemme 2.3 de [53]

Der(g) = Do + ad(g)

ou Dy = {¢ € Der(g)/¢(h) = 0Vh € h}. Pour prouver que g est compléte, il suffit de voir que Dy C ad(g).
Soit D € Dy, pour tout X; € go,(0<i<n-—1)et he€bh,ona:

[h, D(X;)] = [h, D(Xy)] + [D(h), Xi] = D([h, Xi]) = a:i(h)D(X;).
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Comme dimg,, =1, D(Y;) =d,;Y; pour 0 <4 <n — 1. A partir des crochets

[Yo,Yi] = Vi1, i=1,...,n—3
Y1, Y 1] = Yopqr, [Y1,Yeo1] =Y 1,

on obtient les relations
d; = do + (Z - 1)d1 Vi € {17 e, — 2}, dp_1 = (2k/’ +r—1)dy, 2d; = (2/{3 + 1)d0.
On en déduit que D est une dérivation intérieure de g. De méme, on démontre que g est compléte lorsque
no~ Sﬁ’t.
Supposons maintenant que n ~ Ln_lé)lc, A = {Xo, A1, (JAo + A1)o<j<n—3, Ao} est un systeme de poids

de n. Les trois premiéres conditions du théoréeme 18 se vérifient clairement, quant a la quatrieme, il suffit
de remarquer que :

J
—~
l
———
[YO7 [Y07 e [Y07}/7,]]] = }/i-‘rl = [_Yn—17}/i] 1 S T S n _l

Ainsi, le théoréeme 18 nous donne la complétude de g.
Pour les cas restants, on démontre de la méme fagon que g est compléete et on en conclut que n est
complétable.

8.3 Sur le deuxieme groupe de cohomologie des algebres de Lie
ayant un nilradical quasi-filiforme
Nous avons vu que pour toute algebre de Lie quasi-filiforme n, I'algebre g = f)@n, h étant un tore

maximal associé & n, est complete et donc H°(g,g) = H'(g,g) = {0}. Nous nous demandons ce qu'il en
est du deuxieme groupe de coholomogie.

Comme dans [3], nous considérons la famille d’algebres n = A* | (ay,...,a4_1) ® C avec t = [255] et
2 < k < n — 4 définie par

[Yo,Yi] = Yiq, 1<i<n-3,

Y5, Yig1] = aiYaiqk, 1<i<t—1,

Y5, Y] = a;jYigjon-1, 1<i<y, t+j<n—-k-1,
ol

aii =0, Qi1 =05, Qi = Qip1j + Qi (8.1)

Si a1 est non-nul, on peut prendre cv; = 1 et les parametres ao, ..., a;_1 distinguent les classes d’isomor-
phismes de la famille. Pour chaque [ € {2,...,t—1}, 'algébre A* | (1,0,...,y,...,0) est une déformation
linéaire de A% _,(1,0,...,0) qui correspond au 2-cocycle suivant :

FU(Xi, X5) =7 Xigjan—1

Les coefficients 711»7 ; sont donnés par les relations a; ; = Zf;ll vfd»al qui découlent des équations (8.1).

Toutes ces déformations étant non-équivalentes, on trouve ¢ — 2 éléments de Z2(g, g) non-équivalents
—

modulo B2(g,g) ott g = h@& (4%_,(1,0,...,0) ® C). On en conclut que dimH?(g,g) >t — 2.
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Proposition 20 Pour tout m € NT, il existe une algébre de Lie g compléte dont le nilradical est quasi-
filiforme et telle que dimH? (g,g) > m.
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Chapitre 9

Structures complexes sur les
algebres de Lie quasi-filiformes

9.1 Structures complexes généralisées sur une algebre de Lie

9.1.1 Définitions et lien avec les Structures Complexes

La notion de structure complexe est définie dans le cadre général des variétés différentiables. Dans
ce travail, nous allons nous intéresser essentiellement au cas des structures complexes généralisées inva-
riantes a gauche sur un groupe de Lie. La définition est alors de nature purement algébrique et s’exprime
uniquement en termes d’algebres de Lie. C’est dans ce cadre que nous allons rappeler cette définition.

Soit g une algebre de Lie réelle de dimension 2n. Notons par g* ’espace vectoriel dual qui s’identifie &
I’espace des formes différentielles de degré 1 invariantes & gauche sur un groupe de Lie connexe d’algebre
de Lie g. Il existe donc sur g* une notion de différentielle extérieure. Par exemple, si o € g*, alors
da € A?(g*) et est donnée par da(X,Y) = —a[X,Y] ou [,] est le crochet de g. Sur I'espace vectoriel
g @ g*, on définit une multiplication, appelée crochet de Courant, par :

(X +&Y +nle=[X, Y]+ Lxn— Ly& — %d(fxﬁ - Iy¢).

pour tout X,Y € g, £,n € g* et Ixn désigne le produit intérieur de X sur 7. Cette opération est
antisymétrique et vérifie 'identité de Jacobi (notons que dans le cadre général des variétés différentiables,
ce crochet se définit sur la somme du fibré tangent et du fibré extérieur, mais ce crochet ne vérifie pas
nécessairement 'identité de Jacobi). Ainsi g @ g*, muni du crochet de Courant, est une algebre de Lie
réelle de dimension 4n. Cette algébre de Lie est une algebre de Lie quadratique. En effet il existe aussi
un produit scalaire donné par :

(X +6Y + 1) = S(E0V) + (X))

Définition 22 Soit g une algebre de Lie réelle de dimension paire 2n. Une structure complexe généralisée
sur g est un endomorphisme linéaire J de g ® g* tel que :

1. J? = —Id,
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2. J est orthogonal pour le produit scalaire { , ), c¢’est-a-dire :
(TX+8,TY +n) =(X+&Y +n) VXY € x(M)VE,n € X" (M),

3. Si L est l’espace propre de J correspondant a la valeur propre +i, alors L doit étre involutif par
rapport au crochet de Courant, c’est-a-dire [L,L]. C L.

Remarquons que le produit scalaire est de signature (2n, 2n). La sous-algebre L de b est un espace isotrope
puisque
(X+&Y +n)=0

pour tout X + &, Y +n € L. Comme il est de dimension 2n, il est maximal isotrope. Considérons sa
projection sur g. On notera par k la codimension de la projection de L sur g. Il est clair que

0<k<n.

Définition 23 Si k est la codimension de la projection de L sur g, on dit que la structure complexe
généralisée J est de type k.

Exemples
1. Soit g une algebre de Lie réelle de dimension 2n munie d’une structure complexe (classique) que
nous noterons J :

J:g—g

et cette application vérifie
J?=-1Id

et la condition de Nijenhuis
N(J)(X,Y)=0

pour tout X, Y € g. Cette structure permet de définir une structure complexe généralisée
Jy:g@g —gdg

en posant
T X+8)=-JX)+J (&) VXegVieg".

Il est facile de vérifier que J7 = —Id et 'orthogonalité de J;. Si on note par T et T les espaces propres
de J associés aux valeurs propres +: et —i alors le +i-espace propre de J; est :

L=T & (1)

On constate que l'involutivité de L par rapport au crochet de Courant est équivalente a ce que T—
soit une sous-algebre de g. Cette structure généralisée est donc de type n.

2. Soit g une algebre de Lie réelle de dimension 2n munie d’une forme symplectique w, c’est-a-dire
d’une forme de degré 2 antisymétrique vérifiant

{ Wr=wAw- - Aw#0

(X, Y, Z) = w([X, Y], Z) +w(]Y, Z], X) +w([Z, X],Y) = 0 (9-1)

94



Une telle forme induit un isomorphisme, toujours noté w :
w:g—g"
donné par w(X) = Ixw. On définit alors la structure complexe généralisée
Jo:9@g —gdg

de la facon suivante :
Jo(X +& =w(X)+w () VX egVeeg"

Il s’agit d’une structure complexe généralisée du type 0 puisque son +i-espace propre est
L={X-ilxw: X egC}.

Nous avons, ci-dessus, donné les deux cas extrémes de structures complexes généralisées. En général,
d’apres [32], toute structure complexe généralisée du type k peut s’écrire comme une somme directe d’une
structure complexe de dimension k et d’une structure symplectique de dimension 2n — 2k. On en déduit
que toute structure de type 0 est définie a partir d’une structure complexe sur g et que toute structure
de type n est donnée par une forme symplectique sur g.

9.1.2 Approche Spinorielle

Soit T ’algebre tensorielle de g @ g* et I I'ideal engendré par les éléments de la forme {X + £ ® X +
E—(X+EEX 481 0 X+E€€gdgr}. Lespace quotient C = T'/T est lalgebre de Clifford de g & g*
associée au produit scalaire (, ). Comme C est une algébre associative simple, toutes les représentations
irréductibles de C sont équivalentes. Par définition, une représentation spinorielle ¢ : C' — Endg(S) est
une représentation simple de C sur S et 'espace S est appelé ’espace des spineurs.

Dorénavant, on considérera S = Ag* avec la représentation spinorielle définie par I'action de Clifford
suivante :
o: ghgrxANgt — AgF
X +&p) = (X+op=ixp+Enp.
Soit p € Ag* un spineur non-nul. On définit I’ensemble L, C g © g* par :

L,={X+¢cgdg" : (X+E£op=0}

On constate que L, est un espace isotrope. On dit que p est un spineur pur si L, est maximal isotrope.
Réciproquement, si L est un espace maximal isotrope, on peut considérer I’ensemble Uy, des spineurs
purs p tels que L = L,. Dans le cas particulier ot L est le +i-espace propre d'une structure complexe
généralisée, on peut alors prouver que ’ensemble U}, est une droite engendrée par le spineur pur :

p= Q €B+iw

ol B,w sont des 2-formes réelles et = 01 A --- A O, ot 01,...,0; sont des formes complexes. De plus,
on déduit de [21] (proposition I11.2.3) que L N L = {0} si et seulement si :
WA QAQ # 0, (9.2)

L étant le +i-espace propre de la structure complexe généralisée. Dans [32], on démontre aussi que la
condition d’involutivité sur L est équivalente a la condition d’intégrabilité suivante :

IX+éegag' /dp=(X+E) op. (9.3)

95



9.1.3 Cas des algebres de Lie nilpotentes

On considere une algebre de Lie réelle nilpotente de dimension paire g. La suite centrale descendante
est donnée par :
0
g =9
g =[g"""4].
On note m l'indice de nilpotence de g. Dans g*, on considere la suite croissante des sous-espaces V; ou
les V; sont des annulateurs des g*, c’est-a-dire :

{VO:{O} ,
Vi={peg\ o(X)=0, VX eg'}.

i—1

Il est clair que V,,, = g*. Notons la définition équivalente
Vi={peg\ IxdpeV, 1, VX € g}.

Définition 24 Soit « une p-forme sur g. Le degré de nilpotence de «, noté par nil(«), est le plus petit
entier i tel que o € NPV,

Supposons que g soit munie d’une structure complexe généralisée du type k. On peut ordonner les
formes {61,...,0} par leur degré de nilpotence et les choisir de facon que {#; : nil(f;) > i} soient
linéairement indépendantes modulo V;. On montre dans [19] qu’il existe une décomposition 2 = 61 A- - -Afy,
telle que :

a) nil(0;) < nil(é,) si i < j,
b) pour chaque i, les formes {6; : nil(#;) > i} sont linéairement indépendantes modulo V;.
Une telle décomposition sera dite appropriée.

Théoréme 20 Si g est une algébre de Lie nilpotente munie d’une structure complexe généralisée, le
spineur pur p correspondant est une forme fermée.

On en déduit
Corollaire 7 Si on choisit une décomposition appropriée pour S, alors
a) do; € I({0; : nil(0;) < nil(0;)}). En particulier
do; € I(Hl . 9i,1).
b) Si dzm(%) =1 alors, ou bien il existe un 6; de degré de nilpotence j ou bien il n’en n’existe pas
J
de degré j + 1.
Remarque. Suppposons qu’il existe un certain j > 0 a partir duquel :
. Vi
dim (2L
im( v

i

)=1 Vi>j;

S’il n’y a pas de ; de degré s > j alors, en utilisant le résultat précédent, on déduit qu’il n’en n’existe pas
pour tous les degrés supérieurs a s. Ceci nous permet de donner une majoration des degrés de nilpotence.
Du corollaire 7, on déduit nil(¢;) = 1. Si j > 1, on a alors nil(fz) < j. En effet, dans le cas contraire
il n’existerait pas de #; de degré j et donc de degré supérieur ce qui nous menerait a une contradiction
car nil(f3) > j. Par induction, on peut également démontrer que nil(f;) < j+i—2. Si j = 1, par un
raisonnement analogue on obtient nil(6;) < i.
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Théoréme 21 Soit g une algébre de Lie réelle nilpotente de dimension 2n munie d’une structure com-

plexe généralisée du type k > 1. S’il existe un entier j > 0 tel que :

Vis1
Vi

dim( )=1 ,Vi>j

alors k est magjoré par :
b < 2n—mnil(g)+5—2 si j>1
— | 2n— nil(g) st j=1.

Démonstration. Supposons j > 1. D’apres la remarque précédente, nil(f;) < j+ k — 2. Alors tous les
01 ...0, appartiennent a Vj;,_o. Comme QAQ #0, on a

dim V}‘Jrk,Q Z 2k.

*

Par ailleurs, dim Vj ;2 = 2n—dim ( ) et de plus
k-2
* Vi Vigk—
g ~ 1(g) - Itk 1’
Vitk—2  Vai(g)-1 Vitk—2

donc la dimension de Vj44_2 est égale & 2n—nil(g) +j + k — 2. En remplacant dans 'inéquation ci-dessus,
on obtient finalement :

k < 2n —nil(g) +75 — 2.
Pour j = 1, on procede de la méme fagon en prenant nil(6;) < k.
Remarque : Application au cas filiforme. Si g est filiforme, ce théoreme permet de retrouver le
résultat de [30]. En effet m = 2n—1, j = 1 et donc k < 2. Il n’existe donc pas de structure de type n sauf

si n = 1 mais dans ce cas l’algebre est abélienne. Nous allons maintenant regarder le cas quasi-filiforme
donné par m = 2n — 2.

9.2 Etude des structures complexes sur les algebres quasi-filiformes

9.2.1 Classification des algebres quasi-filiformes graduées

La proposition suivante nous donne la classification des algebres de Lie réelles de dimension paire qui
sont quasi-filiformes et naturellement graduées.

Proposition 21 Soit g une algebre de Lie quasi-filiforme graduée naturellement de dimension 2n et de
la forme t, our € {1,...,2n — 2}. Il existe alors une base homogéne {Xo, X1, Xo,..., Xo,_1} de g avec
Xo et Xy dans Wy, X; € W, pouri € {2,...,2n—2} et Xo,—1 € W, dans laquelle g est l'une des algébres
décrites ci-dessous.

1. Si g est de la forme tq
Lgn_l D R (77, Z 2)
[Xo,Xi] :Xi+17 1 §z§2n—3

2. Si g est de la forme t, our € {2,...,2n—2}
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(a) £ine; m >3, rimpair, 3<r<2n-—3

[Xo, Xi] = Xiy1, i=1,...,2n—3
[Xi7XT7i] = (_1>i_1X2n717 i= 17 sy 7"51
(b) Tzﬂ,znf;; n=>3
[Xo, Xi] = Xit1, i=1,....2n—4
[Xo, Xon—1] = Xon—o,
[Xi, Xon—3—] = (1)1 Xy _1, i=1,...,n—2
[X“in 2 1]:(—1)i*1(n—1—i)X2n,2, t=1,...,n—2
(c) Ne,3
[Xo, Xi] = Xi11, 1=1,2,3
(X1, X5] = X,
(X1, X5] = X4,

Les crochets non écrits étants nuls, exceptés ceux qui découlent de ’antisymétrie.

Pour obtenir cette classification, il suffit de reprendre celle qui a été faite dans cas complexe [27] et [26].
Par exemple, si g est une algebre quasi-filiforme de la forme t5 et de dimension 6, il existe une base
{Xo,X1,...,X5} telle que

[X07 ] - Xi+17 1= 172737
[le ]_ bX47

[X17X2] - bX3 X57
[X5,X1] = G,X4.

Quand a = b =0, g est isomorphe a ’algebre £¢ ;. Dans le cas contraire, on considére le changement de
bases
Yo = aXo, Y1 = BX1 + Xo, Yo = afXo, Y3 = a®BX3, Vi = a®BXy, Y5 = —af’Xs

bjlﬁ si b#+/]al

avec 3 = et aa="0 1. Les crochets sont alors donnés par
vee s b=l o P

[Y0,Yi] =Yiy1,i=1,2,3,
[Ylaifii] Y47

[Y1,Y2] = Y3 + Y5,
Vs V1] = 0Y4, 6 = +1.

En faisant un deuxiéme changement de base, on voit que g correspond aux algébres T ; pour 6 =1 et
NMe,; pour § = —1. Notons que dans le cas complexe, les algebres Tg ;5 et Mg 5 sont isomorphes. Au dela
de la dimension 6, le procédé de construction dans le cas complexe donne la classification réelle.

Corollaire 8 Soit g une algébre de Lie quasi-filiforme de dimension 2n . 1l existe une base { Xo, X1, Xo, ...,
Xon_1} de g telle que :
1. Sigrg~= £, ®R (n>2),

[Xo, Xi] = Xiq1, 1<i<2n—3,
X0, X5] = Y041 OF X 1<i<j<2n-3-i,
[Xi, Xon1] = inﬁQ Czk,gn_le, 1<i<2n—4,
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2. Sigrg~ £,4 n >3, rimpair, 3 <r <2n -3,

[Xo, Xi] = Xiq1, i=1,...,2n—3

[X07X2n71] inriQ CO 2n— 1Xk7

[X“X] Zinz—il-]—i-l Xk’ I<i<j<r—i-—1,
[Xi,Xj]:Zk:i+j+lC£ijk, 1<i<j<2n—-3-—14, r<i+j,
(X, Xon_1] = ii;izﬂ CFop_1 Xk, 1<i<2n—3-—r,

[

[

leX’l“fl] = X2n7417
X, Xp—i) = (-1)Y Xy, 1 + Zinril Clkr X, 2<i<E

3. Si grg = Tzn,zn—3 n >3,

[Xo, Xi] = Xiy1, i=1,....2n—4

[Xo, Xon—1] = Xap—2,

[Xi, X;] = Zi"limc‘ X, 1<i<j<2n—4—i
[

[

X, Xon—3-i] = (=)0 DXy, 1 + Cﬁgrfg,iXanz, 2<i<n—2,
4. Sigrg ~ g 5 alors g =~ Ng 5,

[(Xo, Xi] = Xig1, 1=1,2,3
(X1, Xo] = X5,
(X1, X5] = X4

La base {Xo, X1, X2,..., Xan—1} ainsi définie est appelée base adaptée de g.

9.2.2 Structures complexes sur les algebres de Lie quasi-filiformes

Dans cette partie, nous allons chercher les algebres de Lie quasi-filiformes qui possedent une structure
complexe et donc une structure complexe genéralisée du type k = n. Si g est de la forme ¢1, le théoreme
21 implique k = n = 2. L’algebre g est alors isomorphe a £; @ R. On vérifie que cette algebre admet une
structure complexe associée au spineur

0= (u)o + iwl) A (wz + iW3)

{wo, w1, ws, w3} étant la base duale de la base homogene { Xy, X7, Xo, X3} de la proposition 21. Supposons
que g soit une algebre quasi-filiforme de la forme ¢, avec r > 3. D ’apres le théoreme 21, n =k <r.

Lemme 6 Soit une g une algébre quasi-filiforme de la forme t,. avec v > 3 admettant une structure
compleze généralisée de type k. On peut alors trouver des formes 01 . .. 0y associées a la structure complexe
généralisée vérifiant l'une des deux conditions :

nil(01) =1, nil(62) =r, nil(03) =r+1...nil0y) =r+k—2

ou
nil(61) = 1, nil(62) = r, nil(03) =r...nil(6x) =r+k—3

Dans ce dernier cas, on a k <r.
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Démonstration. Considérons une décomposition appropriée {6 ...0;}. On déduit du corollaire ( 7) que
nil(¢1) = 1 et nil(f2) € {1,2,7}. La condition 9.2 impose alors nil(fs) = r car dimV; = 2 et dimV; = 3.
Le corollaire ( 7) implique alors :

nil(6;—1) <nil(f;) <r+i—2 i=3,...,k

Il y a donc deux valeurs possibles pour nil(63) :
1. nil(f3) =r+1
Supposons que nil(6;) = nil(f3) = r+1, les formes 04 et 5 appartiennent alors a V,.;1 et puisqu’elles
sont indépendantes modulo V., on a dim( T“) > 2 ot dim( T“) = 1. On en déduit que nil(fy) =
r 4+ 2. Ainsi, on peut démontrer que

nil(0;) =r+i—2, pouri=3,...,k.

2. n11(93) =T
De fagon analogue, on montre que nil(f;) = r +¢ — 3 pour i = 3,..., k. Dans ce cas, on remarque
que, si k = r, le nilindice de 6, est égal a 2r — 3 et alors dimVs,._3 > 2r. Ceci est impossible car
dimVs,_3 =2r — 1. Ainsi k < r.
Exemple. Considérons une algebre quasi-filiforme g de dimension 6 définie dans la base { X, X1,..., X5}
par :
[X07X’L'] :Xi+17 1= 172a37
[X17 XQ} = X57
[XlaXS} :(5X4, RS {071,—1}

Supposons que g admette une structure complexe, on peut lui associer une structure complexe généralisée
du type k = 3 et un spineur :
Q=01 N0 N03,

01,05 et O3 étant des formes complexes. Notons que cette algebre est de la forme t3 et d’apres le lemme
précédent les nilindices correspondants sont :

ml(91) = 1, 1111(02) = 3, Hll(eg) =4
Les formes complexes 01,05 et 03 peuvent donc s’écrire de la facon suivante :

01 = Aowo + A\wi,
02 = Bowo + w1 + Pows + B3ws + Bsws,
03 = yowo + Y1w1 + Yow2 + Y3W3 + Yaws + Y5Ws

ol Ai, Bi,vi € C, 74 non-nul et B3, B5 ne s’annulant pas simultanément. De plus, la condition 6, ANOy #0,
est équivalente & ce que la partie imaginaire de AgA; soit non-nulle. Le corollaire ( 7) implique :

BsAo — BaA1 =0
—v303A1 + Vaf2 A1 + 15830 =0
Y4(BsA1 + 683X0) =0

—v305A1 — 674f2 0 + V50500 =0

Des premiere et troisieme équations, on déduit :

A +005=0
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Pour § = 0, ceci nous mene & une contradiction avec 6; A 0 # 0. Si § = —1, on obtient A\; = +)g et
comme le spineur est défini & une constante de multiplication pres, on peut prendre 61 = wg + wy ce qui
contredit aussi 6; A 61 # 0. Finalement, quand ¢ = 1, le spineur Q = (wg + iw; ) A (w3 + iws) A (wo + iwy)
est associé a une structure complexe de g. Ainsi algebre de Lie g admet une structure complexe si et
seulement si § = 1.

Théoréme 22 Soit g une algebre de Lie réelle quasi-filiforme admettant une structure complexe. Elle
est alors isomorphe ou bien d l'algébre de dimension 4, £; ® R, ou bien a l’algébre de dimension 6, ne 5.

Démonstration. Soit g une algebre réelle quasi-filiforme et de dimension 2n de la forme ¢, ou r €
{1,3,...,2n — 3}. Supposons que g posseéde une structure complexe, on peut lui faire correspondre une
structure complexe généralisée du type k = n.

Pour r = 1, nous avons vu que g est isomorphe a £; & R et que cette algebre possede une structure
complexe. Dorénavant, on supposera r € {3,...,2n — 3}. En appliquant le théoréeme 21 et I'inégalité :

nil(6;) = nil(6,) < nil(g)

a chacune des possibilités du lemme 6, il en résulte que :
1. Sinil(d5) =7+ 1 alors nil(0;) =+ k — 2 et donc :

n=k<r<n = r=n.
2. Sinil(f3) = r alors nil(f) = r + k — 3 et de plus dans ce cas k < r, donc :
n=k<r<n+1 = r=n+1.

Par ailleurs, ’algebre graduée gr(g) doit étre isomorphe a I'une des algebres de la proposition 21. Ainsi
on obtient les cas suivants :

1. gr(g) ~ Lone; 1 >3, rimpair, 3 <r <2n—3.
(a) Quand nil(f3) = r + 1 alors gr(g) ~ £,nn avec n > 3 impair.
Notons que pour n = 3, on retrouve l'algebre de 'exemple 9.2.2 avec § = 0 qui ne possédait

pas de structures complexes. Supposons n > 3. Si {Xg, X1,...,Xo,_1} est une base adaptée
de g,et si {wp,w1,...,wan—1} est la base duale, alors

01 = )\(1)0.)0 =+ )\%0.)1,
92 = ZZ:O )\Igwk —+ )\%n71WQn,1.

Comme 67 Adf; = 0, en regroupant les termes wg Awi Awy_1, Wo Awa Awn_o et wg Aws Awp_3
dans 61 A df; on déduit que

n __ )\211—1 =0

2 = A2 =Uu.

Ceci est impossible car nil(f2) = n. Il n’existe pas dans ce cas de structures complexes, sauf si
n=3J.

(b) Supposons nil(5) = r alors ¢gr(g) ~ Linnt1 avec n > 4 pair. On peut écrire 0 et 2 de la
fagon suivante :
01 = )\(1)(4)() + )\%wl,
02 = Zl—é )\ka =+ Agn_l(.UQn_l.
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ot {wg,w1,...,wan—1} est la base duale d'une base adaptée de g. Comme 6; A dfs = 0 les
coefficients correspondants aux termes wg A w1 A w, et wg A wa A w,,_1, donnent :

{ AN = AT =0
MAh =0

Comme 60 A 0 # 0, on déduit que A3 = \3""! = 0 ce qui contredit nil(6;) = n + 1.
2. gr(g) ~ Tonoan—3; N >3
(a) Quand nil(f3) = r+ 1 alors gr(g) ~ T¢ ;. Dans ce cas g est isomorphe a ’algebre de 'exemple
9.2.2 avec § = —1 qui ne possede pas de structures complexes.
(b) Quand nil(03) = r, gr(g) ~ Ts 5 et il existe une base adpatée {Xoy, X1,...,X7}de g dont les
crochets vérifient :

[Xo, Xi] = Xit1, i=1,...,4
[Xo, X7] = X,
[leXi] = EZ:iJrZ C{c,iXk’ i =2,3
[XlaXéd - X77
(X1, X5] = 2X6,
(X2, Xy] = — X,
Dans la base duale {wg,w1,...,wr}, on peut écrire 61,05 et 03 de la fagon suivante :

01 = )\(1)(4)0 + /\%wl,

b2 = Yop_o Mwr + Mwr,

03 = ZZ:O )\Igwk + )\gcw.
D’apres le corollaire 7, 81 Adfs = 0 et 61 A df; = 0. Ainsi :

{ /\gAé - A?\g =0

ATAS — AN =0

En supposant A = AJ = A\] = 1, on obtient \) = A = A3, ce qui contredit le choix de 65 et 63
puisqu’ils sont indépendants modulo Vj.

3. gr(g) ~ ng ;. g est isomorphe & lalgébre ng 5, 'algebre de 'exemple 9.2.2 avec § = 1 qui admet
une structure complexe.

Dans [46], Palgebre ng ; est définie dans la base {X1,..., X} par :

(X1, Xo] = X3, [X1,X3] =Xy, [X1,X4] = X,
[X27X3] = _X57 [X2aX5] = _XG-

Parmi la classification de Salamon, il s’agit de la seule algebre de Lie de dimension 6, quasi-filiforme qui
posséde une structure complexe.

9.3 L’algebre de Lie n}’

Dans Particle [46], on trouve la liste des algebres de Lie nilpotentes de dimension 6 possédant une
structure complexe. Nous avons vérifié que Palgebre ni® est bien la seule algebre de Lie quasi-filiforme
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qui est dans cette classification. Notre but est maintenant de décrire toutes les structures complexes de
cette algebre.

On dit que deux structures complexes, J; et Jo d'une algebre de Lie g sont équivalentes s’il existe un
automorphisme o € Aut(g) tel que o J; = Jao.

Proposition 22 L’algeébre nl’ ne posséde que deux structures complexes non-equivalentes.

Ce résultat a été démontré par Magnin [36]. Dans la base { Xy, X1, ..., X5}, on consideére les crochets
de cette algebre :
[XOin] :XiJrlv 1= 1a2,3>
(X1, Xo] = X,
(X1, X5] = Xy,

les deux structures complexes sont alors représentées par la matrice

0 -1 000 0
1 0 000 O
0 0 00 C 0
JO~1 0 0 00 0 -1 (9.4)
0 0 ¢ 00 0
0 0 010 0

ou ¢ = +1.

L’étude des structures de Kéhler sur les nilvariétés a été initiée par [22] et fut complétée par [10].
Nous allons nous intéresser a l’existence de ces structures dans ce cas.

Afin d’obtenir toutes les structures simplectiques de l'algebre n;°, on considére une 2-forme anti-
symétrique w = 20§i<j§5 Aijwi A wj, {wo,w1,...,ws} étant la base duale de {Xo, X1,...,X5}. En
imposant les conditions (9.1), on déduit que les structures simplectiques de 1'algébre nz® sont données
par :

w :AOJWO N w1 + /\072600 AN %) + )\073600 AN w3 + )\074(4)0 AN wWaWo N wq + )\0,5(4)0 AN Wws
+ )\172(,«}1 N wo + )\075(,«}1 N ws + )\174W1 N wy + )\175(4}1 N ws — /\174(4}2 N ws + /\074(4}2 N\ ws

A0,3X0,4 1,4 + /\8,4>\0,5 + X0aA1 4 15 — >\0,5)\i4 #0. (9.5)
Une forme simplectique w d’une algebre de Lie g est de Kéahler s’il existe une structure complexe J
compatible avec w, c’est-a-dire
w(JX,JY) =w(X,Y) VX,Y €g.

Si w est une structure simplectique compatible avec une structure complexe J; et J; est équivalente a
une deuxiéme structure complexe Jy, alors w est aussi compatible avec Jy. Ainsi, pour déterminer les
structures Kahler de ng® il est suffisant de calculer les formes simplectiques compatibles avec les structures
complexes J(£1) de (9.4). On obtient alors la condition suivante

{ A02 = A04a = X5 =A2=A14=0

9.6
A0,3 = A15 (96)

qui contredit (9.5). On en conclut que nl® ne posseéde pas de structure de Kihler.
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Chapitre 10

Conclusions

Dans ce mémoire, nous avons considéré les algebres de Lie complexes et réelles quasi-filiformes, qui
apres les filiformes sont celles qui possedent un nilindice maximal. Les premiers résultats des algebres
filiformes datent des années soixante avec la classification des algebres filiformes naturellement graduées
(dans [51], Vergne a montré que, sauf isomorphismes, il n’existe que deux algebres de Lie filiformes natu-
rellement graduées de dimension paire 2n, nommeées Lo, et QQo,,, et une seule en dimension impaire 2n+1,
appelée Lo, 11). D’autres auteurs ont, par la suite, continué I’étude des algebres filiformes depuis des ap-
proches complétement différentes : classification d’algebres [27] [29], existence de structures géométriques
[30], étude de certaines propriétés algébriques [3]. Nous avons, dans ce travail, reproduit la théorie qui
avait été faite pour les algebres filiformes aux algebres quasi-filiformes. Les algebres filiformes, de par leur
structure statique, n’offrent pas une casuistique tres riche et ne présentent aucun intérét dans 1’étude
des algebres résolubles. Ceci n’est plus vrai pour les algebres quasi-filiformes. L’étude de ces algebres est
minutieuse car il faut considérer de nombreuses possibilités. Elle est néanmoins intéressante et nous a
permis de découvrir certaines particularités, liées notamment, a la notion de rigidité.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé les rudiments qui ont été utilisés dans ce travail. Les
résultats originaux commencent & partir du deuxiéme chapitre ot nous complétons la classification des
algebres de Lie résolubles ayant un nilradical filiforme naturellement gradué. En effet, Snobl et Winternitz
ont entamé ce probléeme en considérant uniquement ’algebre filiforme Lo,. Ils ont, dans leur article [48],
trouvé toutes les extensions résolubles de 'algebre Lo, puis ils ont calculé les invariants des algebres
ainsi obtenues. Nous avons donc procédé de facon analogue avec I'autre algebre filiforme naturellement
graduée o, pour démontrer que toute algebre de Lie indécomposable résoluble ayant comme nilradical
Q2 est de dimension 2n+ 1 ou bien 2n+ 2. En dimension 2n+ 1, ces algebres possedent un seul invariant
tandis que pour ’algebre de dimension 2n + 2, il n’en existe pas. Nous en déduisons 'existence d’une
structure simplectique pour 'algebre de dimension 2n 4 2 et nous avons aussi trouvé des structures de
contact associées a certaines des algebres de dimension 2n+ 1. En revanche, les algebres résolubles dont le
nilradical est Ly, ne possedent pas ce type de structures car le nombre d’invariants dépend directement
de la dimension. La perte de cette structure est due au fait que la sous-algebre de Heisenberg de @2, se
contracte sur la sous-algebre abélienne maximale de Lo,.

Dans le troisieme chapitre, nous prouvons que toute algebre complexe indécomposable de dimension
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supérieure ou égale & 7 qui possede un nilradical filiforme, est forcément résoluble '. Etant donné que
toute algebre filiforme se contracte sur L, et que s[(2,C) est une sous-algebre de toute algébre semi-
simple, il suffit pour cela de démontrer qu’il n’existe pas d’algebre du type sl (2,C) @)RLTL oun>3et R
est une représentation non triviale.

Puisque les algebres filiformes ne présentent aucun intérét dans ’étude des algebres résolubles, nous
considérons les algebres quasi-filiformes dont le nilindice est abaissé d’une unité par rapport aux fili-
formes. Nous avons d’abord classé les algebres de Lie complexes dont le nilradical est quasi-filiforme
naturellement gradué, par des méthodes analogues & celles du deuxiéme chapitre, en utilisant la liste [27].
Notons que dans cette liste des omissions ont été détectées.

Nous avons dédié un chapitre au cas ou le nilradical est I’algebre de dimension 5, L5 3, qui révele des
particularités intéressantes. En effet, nous trouvons l’algébre non résoluble sl (2, C) §D1/2+D1/2+D0 Ls3
dont le nilradical est clairement quasi-filiforme, ce qui prouve I'invalidité du résultat démontré dans le
deuxieme chapitre pour les algebres quasi-filiformes. Le calcul des invariants pour les algebres ayant
comme nilradical L5 3 est justifié car elle est la seule a posséder un opérateur de Casimir invertible. Par
ailleurs, en cherchant les algebres de Lie réelles dont le nilradical est L5 3, nous obtenons les algebres
ggé et ggg Nous remarquons que ces deux algebres sont rigides mais qu’elles ne se décomposent pas en
somme semi-directe du nilradical et d’un tore extérieur formé d’éléments diagonalisables. Le théoreme de
décomposabilité de Carles [17] n’est donc plus valable pour les algebres de Lie réelles. Ceci nous ameéne a
envisager la classification des algebres de Lie réelles, résolubles et rigides en petite dimension, qui differe
de celle qui a été faite dans le cas complexe [8].

Rappelons que si g et g’ sont respectivement des algeébres de Lie réelles et complexes, g est une forme réelle
de g’ lorsque g ®r C est isomorphe a g’ sur C. Grace aux propriétés des algebres rigides et algébriquement
rigides, la classification des algebres de Lie réelles, résolubles et rigides de dimension inférieure ou égale a
8 s’obtient en cherchant toutes les formes réelles de la liste [8] (les formes réelles qui sont données par les
crochets de [8] s’appellent normales). Pour ce faire, nous réduisons ce travail a la recherche des algebres
de Lie réelles rigides de dimension inférieure ou égale a 8 dont la dimension du nilradical est inférieure
ou égale & 6. Ceci nous permet de voir que toutes les algeébres nilpotentes de dimension inférieure & 6 [20]
sont le nilradical d’une algebre de Lie rigide.

Nous complétons ce travail par le calcul des invariants des algebres de Lie réelles, résolubles et rigides de
dimension inférieure ou égale & 8, qui avait été fait dans le cas complexe [14].

De la théorie générale de la rigidité dans le cas complexe, nous déduisons que toutes les algebres de Lie
résolubles rigides sont déterminées de fagcon biunivoque par leur nilradical. Ceci n’est plus vrai pour les
algebres de Lie rigides réelles puisque a chaque algebre nilpotente, nous pouvons lui faire correspondre
plusieurs tores dont les éléments ne sont pas forcément diagonalisables. Ce phénomeéne nous permet aussi
de montrer que les algebres de Lie résolubles réelles ne sont pas nécesairement completement résolubles.
Dans les chapitres suivants, nous considérons une classe d’algebres de Lie complexes nilpotentes ayant un
tore non nul. Nous rappelons tout d’abord que toute algebre de Lie filiforme admettant une dérivation
diagonale est isomorphe & L,, ou a Q2,, lorsque elle est naturellement graduée, et que dans le cas contraire
elle appartient aux familles d’algebres A% (a1, ..., ;1) ou BS, (a1, ...,a;_1). Nous généralisons alors ce
résultat aux algebres quasi-filiformes et nous obtenons 25 types d’algebres. Pour ce faire nous remarquons
que, étant donnée une certaine algebre de Lie quasi-filiforme de rang non nul, son algebre graduée permet
de définir une certaine base adaptée. Ensuite, nous essayons de construire une base de vecteurs propres
de la dérivation diagonale qui soit adaptée. Les conditions imposées par 'existence de cette dérivation
diagonale déterminent les différentes familles d’algebres résultantes.

1En dimension 6, I’algebre sl (2, C) §D1/2+D0 b1 est clairement un contre-exemple.
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Apres avoir calculé cette longue liste, nous nous demandons si les algebres de Lie résolubles ayant un
nilradical quasi-filiforme de rang non nul sont compleétes, c’est-a-dire, si leurs groupes de cohomologie de
Chevalley d’ordre 0 et 1 sont nuls. Par des arguments utilisés dans [52] et [53], nous prouvons que toute
algebre quasi-filiforme de rang non nul est complétable. Notons que cette affirmation est aussi vraie pour
les algebres filiformes [3]. Par ailleurs, nous démontrons 'existence d’algebres de Lie complétes ayant un
nilradical quasi-filiforme de rang non nul et dont la dimension du groupe de cohomologie d’ordre 2 est
aussi grande que nous le souhaitons.

Finalement, nous étudions l'existence de structures complexes sur les algebres de Lie réelles quasi-
filiformes de dimension paire. Notons que M. Goze et E. Remm ont, auparavant, prouvé la non-existence
de structures complexes pour les algebres de Lie filiformes [30]. La géométrie complexe généralisée englobe
la géométrie complexe et la géométrie simplectique comme deux cas extrémes. Les structures complexes
généralisées ont été définies par N. Hitchin [33], puis R. Cavalcanti [19] et M. Gualtieri [32] ont développé
leur étude. Nous avons vu qu’une structure complexe généralisée est déterminée par un spineur pur
vérifiant certaines conditions. Le calcul spinoriel nous permet d’étudier I'existence des structures com-
plexes, en particulier, nous redémontrons le résultat de [30]. Pour les algebres de Lie réelles quasi-filiformes
de dimension paire, nous ne trouvons que deux algebres en dimension 4 et 6 munies d’une telle structure.
Nous voyons de plus qu’elles ne posseédent aucune structure simplectique associée et elles n’admettent
donc pas de formes de Kéhler.

Dans ce travail, nous avons ainsi complété 1’étude des algebres quasi-filiformes qui avait été faite
précédemment pour les algebres filiformes. Cette étude nous offre une casuistique tres riche et présente
certaines particularités liées par
exemple a la notion de rigidité. Dans ce sens, il reste un probleéme ouvert : trouver une méthode, analogue
a celle des racines dans le cas complexe, qui nous permette de classer les algebres résolubles, réelles et
rigides. Par ailleurs, les cas les plus intéressants n’apparaissent qu’en petites dimensions ce qui nous
amenerait a envisager des algebres ayant un nilindice plus petit.
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Introduccion

En esta tesis se plantea el estudio pormenorizado de una importante clase de algebras de Lie nilpo-
tentes, llamadas cuasi-filiformes, y que constituyen, tras la clase de algebras filiformes, aquellas que tienen
un indice de nilpotencia maximal. El estudio de las dlgebras filiformes, asi como el de sus propiedades
geométricas y algebraicas, se remonta a principios de los anos setenta, donde se obtienen los modelos
graduados que constituyen, en cierto sentido, el armazén que permite obtener las restantes algebras de
este tipo mediante un proceso de deformaciones formales y contracciones. Actualmente, y considerando
los resultados obtenidos en esta memoria,, el estudio de las dlgebras filiformes puede considerarse como
finalizado, habiéndose demostrado su ineficacia de cara a la teoria general de algebras de Lie, asi como
la ausencia de estructuras geométricas especificas sobre las mismas. La finalidad principal de esta memo-
ria es demostrar que, a partir del nilindice inmediatamente posterior al maximal, aparecen propiedades
nuevas y relevantes en el estudio de la variedad de leyes resolubles y no resolubles. Dicho estudio cubre
diversos aspectos : el algebraico, codificado en los teoremas de clasificaciéon obtenidos, el geométrico, que
se traduce en la existencia/ausencia de tensores especiales compatibles con el tensor estructural y la
clausura de las orbitas por la accién del grupo general lineal, y el analitico, correspondiente al estudio de
las funciones invariantes que son constantes en las érbitas de la representacién coadjunta.

En el primer capitulo se exponen los rudimentos técnicos que se empleardn a lo largo de la memo-
ria. Cabe destacar la combinacién de técnicas puramente algebraicas, como la cohomologia adjunta, con
métodos geométricos como las ecuaciones estructurales de Maurer-Cartan, la teoria de invariantes de la
representacion coadjunta en su expresion analitica o la teoria de contracciones de Inénii-Wigner genera-
lizadas. El empleo de tales herramientas tiene en cuenta desarrollos recientes, asi como su adaptacion al
tipo de dlgebras que se consideran.

Los resultados originales de la memoria comienzan en el capitulo segundo, donde se completan algunos
aspectos referentes a la teoria de dlgebras filiformes no cubiertos en la bibliografia [6]. M&s concretamente,
dentro del estudio de las clases de dlgebras de Lie resolubles con invariantes de Casimir generalizados
de cierto tipo, se completa un trabajo reciente de Snobl y Winternitz sobre la teorfa de invariantes de
algebras resolubles reales. En el citado articulo sélo se contempla uno de los dos modelos graduados
nilpotentes existentes para el nilindice maximal. El caso restante, correspondiente al modelo graduado
que tiene una subdlgebra de osciladores de codimensién uno, y que por tanto sélo existe en dimensién
par (puede de hecho interpretarse como una deformacién del modelo L, para dimensiones pares), se
completa plenamente en este segundo capitulo. En primer lugar se determinan todas las algebras de Lie
que poseen esta estructura como ideal resoluble maximal, y se concluye que una tal algebra de Lie ha de
ser forzosamente resoluble. En analogfa con el caso analizado por Snobl y Winternitz, aparecen familias
dependientes de un pardmetro para rango total igual a uno, correspondientes a combinaciones lineales
de elementos nilindenpendientes en el dlgebra de derivaciones. El modelo de rango méximo, como se
sabfa de la teorfa de la rigidez, es tinico. A continuacién se determinan explicitamente los invariantes
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de Casimir generalizados. Mientras que para el modelo rigido no existen tales funciones invariantes no
constantes, para las familias de rango uno se hallan invariantes no triviales, que en algunos casos son
de tipo trascendente, dependiendo de la accién del toro externo de derivaciones. Este resultado es de
interés de cara a la existencia de ideales propios de codimensién dos o tres que exhiben un operador
de Casimir cuadrético, lo que permite interpretar la parte no racional del invariante con respecto a la
métrica inducida por este Casimir especial. Por otra parte, la estructura de estos invariantes permite dar
respuesta a otra cuestion estructural todavia abierta y referente a las algebras filiformes. Se demuestra
mediante un proceso de contracciones que dentro de la clase de dlgebras de Lie perfectas, las filiformes
no pueden aparecer nunca como nilradical complementario a la subdlgebra semisimple maximal, lo que
descarta la clase de dlgebras filiformes para el estudio estructural de dlgebras no resolubles. Este estudio
se completa con la clasificacion de las dlgebras de Lie cuyo nilradical es isomorfo al algebra casi filiforme
de dimension més pequena. Este modelo presenta caracteristicas interesantes que justifican dedicarle todo
un paragrafo. En primer lugar, es la tnica que admite un operador de Casimir invertible, lo que implica
la existencia de un campo de vectores dindmico asociado a esta estructura. Por otra, existen productos
semidirectos de algebras simples de rango uno con la citada algebra de dimensién cinco, lo que pone de
manifiesto que, a partir de nilindice n-2, las dlgebras de Lie perfectas pueden tener radicales nilpotentes.

El estudio sistematico de las algebras cuasi-filiformes comienza en el capitulo quinto, partiendo de
ciertos modelos clasificados por J. R. Gémez y A. Jiménez Merchan en 2002. Es interesante destacar
que se ha hallado una omisién en la citada lista, correspondiente a ciertos casos degenerados que sélo
existen en dimensiones pequenas. El estudio de las derivaciones y los toros exteriores depara una novedad
importante referente a la rigidez de algebras resolubles. En este capitulo se hallan, por primera vez,
ejemplos de dlgebras de Lie resolubles reales y cohomoldgicamente rigidas que infringen el teorema de
descomposiciéon de Carles. Este hallazgo justifica que se clasifiquen todas las dlgebras resolubles rigidas
hasta dimensién ocho, poniendo de manifiesto cudles de las formas reales nuevas corresponden a los
sistemas de pesos de las complexificaciones, ya conocidas en la literatura. Al margen del citado resultado
de Carles, pierden validez sobre los escalares reales la teoria de sistemas de pesos de Favre, la construccién
de los grafos de pesos asociados a los mismos, y la caracterizacién de las resolubles rigidas mediante la
nocién de resolubilidad completa [4]. A la luz de las observaciones realizadas para la clase de &lgebra
rigidas reales, se conjetura que toda &algebra de Lie resoluble rigida y real debe poseer al menos una
derivacién diagonalizable. Observamos que esta conjetura, reformulada en términos de semi-invariantes
y funciones racionales, enlaza con ciertos resultados de la teoria de sistemas completamente integrables
de Arkhangel’skii sobre grupos triangulares superiores.

En los capitulos sexto y séptimo se desarrolla la teoria de derivaciones para las familias de dlgebras
de Lie cuasi-filiformes. Partiendo de la existencia de una derivacién diagonal no nula, se clasifican las
posibles algebras de Lie resolubles con citado nilradical. De este modo se halla una treintena de clases de
isomorfia, de las cuales un reducido niimero corresponde a estructuras que solo aparecen en dimensién
que no excede 12. La existencia de estos modelos particulares se debe a la relajacién de las condiciones
impuestas por el operador diagonal, y, por tanto, a la posibilidad de soluciones particulares del sistema
que determinan. Una vez obtenida esta extensa clasificacién, el paso siguiente consiste en estudiar si
las algebras resolubles resultantes son completas en el sentido de Schenkman y Jacobson. Mediante el
estudio de la cohomologia de Chevalley-Eilenberg, se determinan los tres primeros grupos de cohomologia,
de los cuales la completitud se deduce de la nulidad de los grupos de érdenes cero y uno. Por otra parte,
se observa que la dimensién del segundo grupo de cohomologia, cuyas clases determinan las clases de
equivalencia de deformaciones infinitesimales, no estd acotada por la estructura subyacente. Esto permite
deducir nuevas vias para el andlisis de una importante propiedad referente a la existencia de algebras
resolubles rigidas que no son cohomolégicamente rigidas [9, 1].
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El dltimo capitulo estd dedicado al estudio de endomorfismos anti-involutivos compatibles con la
condicién de integrabilidad de Nijenhuis, primer paso para la obtencién de métricas compatibles con
estructuras simplécticas y otros tensores estructurales asociados a un algebra de Lie. Mediante el estudio
de las distintas graduaciones y bases asociadas a las mismas, se demuestra que las algebras de Lie cuasi-
filiformes no admiten genéricamente una estructura compleja, salvo una cantidad reducida de modelos en
dimensiones no superiores a seis. Este andlisis es complementario a los trabajos publicados recientemente
por el grupo de Geometria Diferencial del FaMaF de la Universidad de Cérdoba (Rep. Argentina), donde
se analizan grupos de baja dimensién obtenidos mediante extensiones por derivaciones. La conclusién
fundamental de este capitulo es la imposibilidad de imponer estructuras de Kahler sobre algebras basadas
en las nilpotentes cuasi-filiformes. Este hecho confirma la sospecha de que la estructura de los vectores
caracteristicos constituye por si misma una obstruccién al tensor de Nijenhuis.

El primer problema que surge de manera natural cuando se estudian las dlgebras de Lie nilpotentes
es la clasificacién de estas estructuras en pequena dimension. La clasificacién de las dlgebras de Lie
nilpotentes se ha obtenido hasta dimensién 7. Para dimensiones inferiores o iguales a 6, hay, salvo iso-
morfismos, un nimero finito de de dlgebras de Lie nilpotentes complejas. En [2], se clasifican las dlgebras
de Lie complejas nilpotentes mediante su sucesién caracteristica. Se obtiene entonces una lista bastante
extensa formada por familias de dlgebras de Lie no isomorfas entre ellas.

Nos planteamos a continuacion, el estudio de las algebras de Lie nilpotentes segin su indice de nilpoten-
cia, empezando por aquellas cuyo nilindice es maximal, también llamadas filiformes. A partir de 1970,
Vergne inici6 el estudio de las algebras de Lie filiformes mostrando que toda &lgebra de Lie filiforme
naturalmente graduada es isomorfa o bien a L,, o bien a @2, con n € N [51].

Miés recientemente, Snobl y Winternitz han determinado las dlgebras de Lie resolubles cuyo nilradical es
isomorfo a £,. Con el fin de completar esta clasificacion a todas las dlgebras de Lie filiformes naturalmente
graduadas hemos procedido analogamente con el dlgebra Q5.

A continuacién, demostramos que si un algebra de Lie no escindida tiene un nilradical filiforme entonces
es necesariamente resoluble. Por tanto, las dlgebras de Lie filiformes no presentan ningin interés en el
estudio de las algebras de Lie no resolubles. Este resultado deja de ser cierto para las algebras cuasi-
filiformes. En efecto, calculando las algebras de Lie con nilradical cuasi-filiforme naturalmente graduado,
hemos hallado dlgebras no resolubles con nilradical cuasi-filiforme.

Este mismo contra-ejemplo muestra claras diferencias entre las nociones de rigidez real y compleja. Puesto
que la clasificacion de las dlgebras de Lie rigidas complejas ya estd hecha hasta dimensién 8, nos plantea-
mos calcular esta clasificacién en el caso real.

Por otro lado, hemos determinado las dlgebras de Lie cuasi-filiformes de rango no nulo, obteniendo una
lista mucho més rica que en el caso filiforme [29]. Esta lista nos permite probar la completitud de las
algebras de Lie cuasi-filiformes. Recordemos que todas las dlgebras filiformes son completas [3].

Por dltimo, nos interesamos a la existencia de estructuras complejas asociadas a las algebras filiformes y
cuasi-filiformes. En el articulo [30]se demuestra la no existencia de estructuras complejas para las dlgebras
filiformes. Desde un punto de vista muy distinto, hemos demostrado este resultado de forma mas directa
y hemos visto que si existen dlgebras de Lie cuasi-filiformes dotadas de estructuras complejas.
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Chapitre 11

Resumen en castellano

El propédsito de esta memoria es clasificar ciertos tipos de algebras de Lie reales y complejas cuyo
nilradical posee una estructura determinada, dada por una graduacién natural. Las estructuras graduadas
nilpotentes ocupan un lugar privilegiado dentro de la variedad de leyes de édlgebras de Lie (nilpotentes),
ya que constituyen el armazén principal de ésta, en el sentido de que toda estructura no graduada
puede obtenerse por deformacion del dlgebra graduada asociada. De este modo se establece una relacién
geométrica entre las orbitas, resultando que la estructura graduada asociada a cada algebra de Lie es un
punto de la clausura topoldgica de la érbita por la accién del grupo general lineal. En consecuencia, una
clasificacién de las algebras graduadas nilpotentes es un punto de partida conveniente para abordar la
clasificacién de dlgebras resolubles o con descomposicién de Levi no trivial cuyo nilradical sea graduado
naturalmente.

En los dltimos anos, respondiendo a motivaciones distintas, diversos autores han abordado el estudio
de las dlgebras de Lie con nilradical graduado. Estos trabajos abarcan diversos aspectos de la teoria de
Lie, desde la clasificacién de familias de dlgebras en dimensién arbitraria! hasta la construccién efectiva
de sistemas hamiltonianos completamente integrables, asi como la biisqueda de nuevos criterios de rigidez
o una formulacién satisfactoria de las teorias gauge no abelianas.

En este trabajo se aborda la clasificacién real de algebras de Lie cuyo nilradical n es naturalmente
graduado y cuya sucesién caracteristica es (dimn—2,1,1). La clasificacién de dlgebras de Lie nilpotentes
graduadas naturalmente con nilindice maximal, llamadas filiformes, constituye un resultado cldsico [51]
de gran importancia para el estudio de las componentes de la variedad de leyes, y las dlgebras resolubles
asociadas son rigidas. El siguiente paso es considerar las algebras cuyo nilindice es una unidad mas baja,
correspondiente a la sucesion caracteristica arriba senalada, en ocasiones llamadas, por analogia, cuasi-
filiformes. A diferencia del caso filiforme, en la clasificacién de las dlgebras de Lie con nilradical de este
nilindice deben tenerse asimismo en cuenta las algebras nilpotentes descomponibles, lo que da lugar a una
casuistica considerablemente méas amplia al hallado para las dlgebras filiformes. Entre todas las algebras
nilpotentes graduadas naturalmente de sucesién caracteristica (dimn—2, 1, 1) se ha dedicado un pardgrafo
aparte a un caso especial en dimensién cinco, ya que el mismo presenta propiedades interesantes desde
el punto de vista geométrico y de sus aplicaciones a los sistemas dindmicos.

En los capitulo sucesivos se aborda la clasificacién sistemédtica de las dlgebras de Lie en general cuyo

1Es un hecho conocido que la clasificacién de dlgebras resolubles por dimensién constituye una tarea irrealizable a partir
de dimensién 7, debido a la inexistencia de criterios efectivos que permitan separar las érbitas.
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nilradical es cuasi-filiforme. Se deduce de dicho estudio que toda dlgebra indescomposible con nilradical
de este tipo es resoluble. Dos aspectos se han destacado en dicha clasificacién. En primer lugar, el hallazgo
de la existencia de un nuevo caso patoldgico en dimension 9, lo que aumenta su nimero a tres.

Por otra parte, se analizan brevemente los invariantes de la representacién coadjunta de &lgebras
resolubles con ciertos tipos destacados de nilradical. En todos los casos, dichos invariantes resultan ser
funciones de los operadores de Casimir de su parte nilpotente, lo que concuerda con la hipdtesis emitida
en [13] respecto a la estructura de invariantes de dlgebras resolubles obtenidas como extensiones por
derivaciones. Asimismo, se trata més detalladamente la rigidez de las dlgebras estudiadas, asi como su
relevancia en la clasificacién real de dlgebras rigidas. Se concluye la invalidez del teorema de estructura
de Carles [18] para el caso real, asi como de la teorfa de sistemas de pesos de Favre [24].

1 Notacion

En este paragrafo fijamos la notacién y los convenios que se emplearan a lo largo de esta memoria.
Denotaremos por K un cuerpo fijo, que en todo caso sera el cuerpo real R o complejo C.

Definicién 1 Sea L un K-espacio vectorial de dimension n y p una aplicacion bilineal de L x L en L
verificando :

1 (X, X)=0 VXeL

2. (X, u(Y, Z)) + p(Y, 1(Z, X)) + p(Z,1u(X,Y)) =0 VXY, Z €L
(condicion de Jacobi)

El espacio vectorial L junto con la ley p definen entonces un dlgebra de Lie g sobre K de dimension n.
Observemos que la condicién 1 implica la antisimetria de u, es decir :
M(X,Y):_M(YvX) VX7Y€L

y que la reciproca es cierta cuando la caracteristica de K es distinta de 2.
Se suele representar la ley p mediante corchetes de la manera siguiente :

[X,Y]=pu(X,Y) VX,Y €L

Por comodidad, a la hora de definir una ley p escribiremos unicamente aquellos corchetes que son no
nulos o que no se deducen de los anteriores a partir de la antisimetria de u. Para simplicar la notacién,
también identificaremos el dlgebra de Lie con el espacio vectorial al cual esta asociada.

A toda algebra de Lie g, le podemos asociar de modo natural las siguientes sucesiones de ideales :

D% =g2D'g=[g.g] 2.2 Dg=[D" 'g, D" g 2 ..
C’g=g2C'g=D'gDC?*g=[C'g,g) 2...2CFg=[C*'g,q] D ...

llamadas respectivamente sucesién derivada y sucesion central descendente de g.

Definicién 2 Sea g un dlgebra de Lie. Se dice que :

1. g es resoluble si existe un entero k > 1 tal que D*g = {0}.
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2. g es nilpotente si existe un entero ( llamado indice de nilpotencia o nilindice n(g) de g) k > 1 tal
que C*g = {0}.

Recordemos que el radical (respectivamente el nilradical) de g al ideal resoluble (respectivamente el nil-
radical) mds grande por la inclusién. El teorema de Levi asegura que toda édlgebra se descompone como
suma semi-directa de su radical y una cierta dlgebra semi-simple (esto es que no tiene ideales resolubles
a parte del {0}) llamada subdlgebra de Levi. De esta manera, el estudio de las dlgebras de Lie se reduce
al de las semi-simples y al de las resolubles. Mientras la clasificacién de las algebras semi-simples se ha
completado en los trabajos de Cartan, la clasificacion de las dlgebras resolubles, y en particular de las
algebras nilpotentes, sigue siendo un problema abierto.

En este trabajo vamos a estudiar las algebras de Lie nilpotentes con nilindice maximal, llamadas fili-
formes. El siguiente paso es considerar las algebras cuyo nilindice es una unidad mas baja, en ocasiones
llamadas, por analogia, cuasi-filiformes.

Definicién 3 Sea g una dlgebra nilpotente de dimension n, se dice que es filiforme si el nilindice es n—1
o equivalentemente si :
dimCFg=n—k—-1,1<k<n-1

Se dice que g es cuasi-filiforme si su nilindice es n — 2.

La clasificacién de las algebras de Lie filiformes graduadas naturalmente constituye un resultado
clésico [51] de gran importancia para el estudio de las componentes de la variedad de leyes, y las dlgebras
resolubles asociadas son rigidas.

Sea g un algebra de Lie nilpotente de dimension n y nilindice m, la serie central descente define la si-
guiente filtracién finita :

01=02092=1[9,0] 295 =1[92,0] 2 ... 2 Grt1 = [0k, 8] 2 - D Gmt1 = {0}

Podemos definir el dlgebra de Lie graduada asociada a g , que denotamos gr(g), como :

mo m
Ba=) o T Z;W
(X +gir1,Y +gj11] = [X, Y] +girj41 VX€Eg VYeEg;
Diremos que es un algebra de la forma {pi,...,pmn} si dim gfﬁ = p;. Observamos que g y su algebra

graduada gr(g) son de la misma forma.
En particular, las dlgebras de Lie filiformes son necesariamente de la forma {2,1,1,...,1}, con lo cual,
las algebras de Lie graduadas asociadas a un algebra filiforme son a su vez filiformes.

Definicién 4 Una dlgebra g es naturalmente graduada si es isomorfa a grg.

Vergne clasifico las algebras de Lie naturalmente graduadas filiformes, obteniendo el resultado siguiente
[51] :

Teorema 1 Toda dlgebra de Lie naturalmente graduada y filiforme es isomorfa a una de la siguientes
dlgebras :
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(X1, Xi] = Xi41,2<i<n—1

(X1, Xi] = Xi41,2<i<2m —2
(X5, Xomy1—5] = (—1)j Xom, 2<j<m

En consecuencia, salvo isomorfismos, solo existen dos dlgebras naturalmente graduadas filiformes de
dimension par y una unica dlgebra naturalmente graduada filiforme de dimension impar.

Utilizando las notaciones anteriores, si g es un dlgebra de Lie cuasi-filiforme, sélo se pueden dar uno
de los casos siguientes :

1. gesdelaformat; ={p1 =3, p2=1L,p3=1,...,pn—2 =1}

2. gesdelaformat, ={p1 =2,p2=1,....p0—1 = L,pr = 2,pp11 = 1,...,pp2 = 1} con r €

{2,...,n—2}.

Siguiendo las ideas de Vergne, en [27] se clasificaron las dlgebras naturalmente graduadas y cuasi-filiformes.
Proposicién 1 [27] Sea g un dlgebra de Lie cuasi-filiforme naturalmente graduada de dimensionn y de la
forma t, donder € {1,...,n—2}. Entonces g es isomorfa a una de las dlgebras descritas a continuacion.

1. g es de la forma t;

(a) Ln_1®C (n>4)
[X07Xi:|:Xi+17 1§2§n—3

(b) Qn-1®C (n>7, nimpar)

[Xo, Xi] = Xit1, 1<i<n—4,
[(Xis Xn—ima] = (=1)"1X,p, 1<i< 253,

2. g es dela format, conre{2,...,n—2}
(a) Lny; m>5, rimpar, 3<r < Q[nT—l] 1

[Xo, Xi] = Xiq1, i=1,...,n—3
(Xi, X)) = (1)1 X, i=1,..., 52

(b) Que; n>7, nimpar, rimpar, 3<r<n-—4

[Xo, Xi] = Xiq1, i=1,...,n—4
[Xierfi] = (_1)i71Xn717 L= ]-7 RS T;l
[XivXn72fi] = (_1)i71Xn727 L= 17"‘7%_3

(¢) Tnn—y; mn>7,nimpar

[XO,XZ]: i+1 izl,...,n—5
(X0, Xn—3] = Xpn_2,
[X07Xn 1]: n—3»
(X, Xnai) = (—1)71X, 1, i=1,...,7°
[(Xi, Xpogq] = (—1)F71n=8=20 X, o i=1,...,2°5
(X, Xp—oi] = (— )('—1)"31Xn_2, i=2,...,13
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[X07Xi] :X'L+la Z:1> ,TL—4
[XOaXn—l} — An—-2,
(X, X5 = (=1)"71 X, i=1,..., 54
[Xi; Xn7277,] - (71)1.71 n_2_2iX’n72a 1= 1, . ) %_4
(e) &
[XOaXi] :Xz-‘rla 1= 172a3a4a576
[Xo,Xs] = X6,  [Xo, Xg] = —3X7,
[X17X4} = X87 [X17X5] 2X67
[X1,Xe] =3X7, [X2, X3] = —Xg,
[Xo, Xy] = — X6, [X2, X5]=—-X7.
(f) €5
[X()aXz] :Xi+1a 1= 17273747536
[Xo, Xg] = X, (X2, Xs] = — X7,
(X1, Xy] = X, (X1, X5] = 2X6,
(X1, X6] = X7, (X2, X3] = — X5,
[X27X4} = *Xﬁa [X27X5} = X77
[X3, X4] = —2X7.
(9) 63,5
[X07Xz] _Xi-‘rla 1= 1727374a576
[Xo, Xs = X, (X1, X4] = X,
(X1, X5] =2X6,  [Xo, X3] = —Xg,
(X, Xu] = — X6, [Xo, X5] = 2X7,
[X3, X4] = —3X7
(h) €5

[X07X'i] = Xi+17 1= 1727374

(X0, X6] = X4, (X2, X6] = — X5,
(X1, X5] = X, (X1, X3] = X4,

[

Observamos que no existen dlgebras cuasi-filiformes de la forma 5.

Observacion. El dlgebra €} - se ha omitido en la clasificacién de [27]. En efecto, buscando las dlgebras

de dimensién 9 que tienen una derivacién diagonal de la forma diag(1,1,2,3,4,5,6,7,5), obtenemos tres

dlgebras, respectivamente isomorfas a €7 ., €3 _y €} 5. Ademds, estas dlgebras tienen una importancia
] ), ’

considerable en los problemas de rigidez [8] [31].

2 Algebras de Lie con nilradical nilpotente

2.1 Algebras de Lie con nilradical filiforme

Snobl y Winternitz han clasificado las dlgebras de Lie resolubles cuyo nilradical es isomorfo al dlgebra
filiforme £,. Estos autores representan dicha &lgebra mediante n, ; y la definen en la base {e1,...,e,}
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como
[ei,en] = €;—1 1= 2,...,7}— 1.

Teorema 2 [{8] Sea v une dlgebra de Lie resoluble cuyo le nilradical es ny, 1, t es entonces isomorfa a
una de las dlgebras siguientes

1. sidimt=n+1:
tn+1,1 : trL+1,z :

[fie)l]=(n—24+0B)e; 1=1,....n—1 [fiei]=¢; i=1,...,n—1

[faen]zen

Tntas Tntag .

[fed=(n—i)e; i=1,....,n—1 [fre]l =ei+ Y a*le, i=1,....n—1

[fa en] =ep+en
2. sidime=n+2 :
[
[fi,eil=(n—-1—4)e;, i=1,...,n—=1 [fo,ei]=e; i=1,....,n—1
[flyen}:en

Con el fin de completar este estudio a todas las algebras de Lie filiformes naturalmente graduadas,
hemos procedido analogamente con las dlgebras Qa,(n > 3).

Proposicion 2 Toda dlgebra de Lie real resoluble, no nilpotente y tal que su nilradical sea isomorfo a
Q2n (n > 3), tiene dimensidn 2n +1 6 2n + 2.

Toda dlgebra de Lie real resoluble de dimension 2n + 1 y con nilradical Qs2, es isomorfa a una de las
siguientes dlgebras :

1. t2n+l()\2) :

(X1, Xp| = Xptr, 2<k<2n -2
(X, Xont1-k) = (1) Xa,, 2<k<n
[Yle] _Xla

[KX}C}:(IC—Q—F)\Q)X}C, 2<k<2n-1
[

2. t2n+1(2 —n, 8)

(X1, Xi] = Xpya, 2<k<2n-—2
[Xk7X2n+17k] = (_1)kX2n, 2 < k <n
[V, X1] = X1 +eXon, e=-1,0,1
[Y,Xk]:(k'—n)Xk, 2§]€§2n—1
[Y, X2n] - X2n
3. t2n+1(/\g, oy )\gn—l)
(X1, X&) = Xiq1, 2<k<2n—2
(X, Xont1-k] = (—1)F Xop, 2<k<n
2n—3—t
Y, Xoye] = Xogs + ZL:? ! A X o144, 0<E<2n—6
D/a X2n—k] = X2n—ka k= 1, 2, 3
[

Y, X2n] = 2Xoy,.

donde el primer pardmetro /\gk‘”'1 no nulo es igual a 1.
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Existe una dnica dlgebra de Lie real resoluble to, 1o de dimension 2n + 2 cuyo nilradical es isomorfo a

QQn :

[X17Xk}:Xk+17 2§k‘§2n—2
Xk Xons1-4] = (1) X2n, 2<k<n
[Yl,Xk]:]{iXk 1§k§2n—1
[Yl,XQn] = (2TL+1) X2n,

[

1/2» X2n] = 2X2n

Asimismo se determinan los invariantes de esta clase de algebras por la representaciéon coadjunta
(invariantes de Casimir generalizados), completando de este modo los resultados obtenidos en el trabajo
[48]. Se destaca en particular la existencia de una serie de dlgebras resolubles dotadas con una estructura
simpléctica exacta, que se traduce en la inexistencia de operadores invariantes no triviales. Del ntimero
y estructura de dichos invariantes para el resto de clases de isomorfia, se determinan aquellas dotadas de
una estructura de contacto, que segun la teoria de Reeb [45], permiten determinar un sistema dindmico
sin singularidades asociado.

En el capitulo 2, demostramos que toda dlgebra de Lie cuyo nilradical es filiforme es necesariamente
resoluble. Este hecho conlleva a pensar que las algebras de Lie filiformes tienen interés tan sélo dentro
del marco resoluble, y no en la teorfa estructural general.

2.2 Algebras con nilradical cuasi-filiforme

Puesto que las algebras filiformes no presentan ningin interés en el estudio de las algebras no reso-
lubles, nos proponemos plantear el problema del apartado anterior a las algebras de Lie cuasi-filiformes.
Hemos clasificado las algebras complejas cuyo nilradical es una de las algebras del teorema 1. Dado que
esta clasificacién es muy extensa, presentamos aqui, unicamente un caso muy especial.

Existen razones especificas para esta separacion. En concreto, se trata del algebra de Lie nilpotente de
dimensién més baja que admite una forma bilineal simétrica, asociativa y no degenerada?. Esta propie-
dad, que se traduce en la existencia de un operador de Casimir cuadratico no degenerado, nos permite
construir un Lagrangiano L(x) invariante por transformaciones gauge que reproduce las ecuaciones de
movimiento de la teorfa de Yang-Mills. Si bien desde el punto de vista fisico la no compacidad implica
la existencia de simetrias fantasma, las dlgebras cuasi-clasicas son de interés en el estudio de los modelos
integrables y para obtener soluciones de las ecuaciones de Yang-Baxter.

Consideramos el dlgebra de Lie cuasi-filiforme naturalmente graduada L5 3 definida en la base { X, X1, Xo,
X3, X4} por los corchetes :

[Xo, X1] = X2, [Xo,X2] = X3, [X1,Xs] =Xy (11.1)

Proposicién 3 Sea g un dlgebra de Lie real no escindida con nilradical isomorfo a Ls 3.

1. Si g es resoluble entonces dimg < 7 y es isomorfa a una de las dlgebras siguientes :

(a) ggj; . ,ggj_,, si dimg = 6.
o5 -
[Y,Xo] :Xo, [}/,XZ] = (Z—1+)\)X1 pamiz 1,2,3, [Y,X4] = (1+2)\)X4

2Estas 4lgebras se llaman cominmente cuasi-clsicas.

116



6,2
953 ¢
[Y,Xl] :Xl parai:0,3, [KXl]:le +X4, [Y,Xd :7X4.
6,3 .
953 :
Y, Xo] = Xo+ Xy, [V, Xo]=Xo, [V, X3]=2X3, [V, X4=X,
6,4 .
gsé
[V, Xo| = Xo — X4, [V, Xo]=Xo, [V, X3]=2X5 [V, Xu]=2X4.
6,5 .
953 :
[Y7X0] = Xo+ X1, D/,XZ] =4X; parai=1,2,4, [KXg] =3X3+ X4.
6,6 .
U553 -
YV, Xo] =Xo— X1, [, Xi]=Xo+ X1, [V, Xo]=2X,, [V, X3]=3X3—-Xy,
Y, X4] = X3 + 3X,.
057 :
Y, Xi] = =Xs41 parai=0,3, [Y,X;]=X;1 parai=14.
6,8 .
95,3
Y, Xol =-X1+ X4, [VXi]=Xo, [Y,X3]=—-X4, [Y,X4]=Xs.
0573 -
Y, Xol = —X1 — X4, [V, Xa]=Xo, [V, X5]=-Xy, [V, X4]=Xs.
(b) 923 0935 sidimg=T.
935
Y, X;] = X; parai=0,2,4, [Y, X3] =2X5
[g,in] =X, parai=1,2,3, [Z,X4] =2X4
953 ¢
Y, X;] = —Xi41 parai=0,3, [V, X;] = X;_1 parai=1,4

[Z, Xo] = Xo, [Z,X;] =iX; parai=1,2,3, [Z,X4] = 3X4
2. Si g no es resoluble entonces g tiene dimension 8 ¢ 9 y es isomorfa a :

(a) el dlgebra gs'5 representada en la base {Xo,...,X4,Y,Z,V} por (11.1) y los corchetes que
mvolucran'Y, Z yV :

Y, Xo] = X(), YV, Xq]=—-X1, [V, X3]=X5, [V, X4]=—-Xy4

,l

Z,X1) = Xo, [Z,X4]= X3,
[V, Xo] = X1, [V, X3] =Xy,
[Y7Z}22Z7 [ V]:72V7 [Z7V]:Y

(b) o bien al dlgebra g2 representada en la base {Xo, ..., X4, Y,Y', Z,V'} por (11.1) y los crochetes
que involucran Y, Y', Z yV :

[Y, Xo] = Xo, [Y X1l =-X1, [V, X5]=X3, [V, Xy4] =Xy,
Y, Xi] =X, Y, Xo] = Xo, [V, X3]=X3, [Y' Xy4]=2Xy,
[Z, X1] = Xo, [Z, X4] = X3,

[V, Xo] = X1, [V, X3] = X4,

.2 = 7, v,V = V.2 = -2, [V, V]=V,
Z,V]=Y - Y.

La clasificacion de las dlgebras complejas con nilradical Ls 3, es andloga a la clasificacion real, teniendo
en cuenta los isomorfismos siguientes :
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9339C ~ g530C

92:3®C ~ gg%(i—tt)@c
ggzgm ~ 9233(,1)@)@ .
g550C ~ 9532@)@ 95:§®(C
939C ~ gliecC

De entre las algebras obtenidas en esta proposicién, destacamos las dlgebras gi:; y go75. Para estas
algebras, el nilradical coincide con el radical y es isomorfo al dlgebra cuasi-filiforme L5 3. Ademads, estas
4lgebras no son resolubles puesto que s[(2, R)$2p, ¢p,Ls,3 es isomorfa a ggj; y es un ideal de g273.

2

De esta manera hemos encontrado dos ejemplos de dlgebras no resolubles con nilradical (radical) cuasi-
filiforme.

Nos fijamos en particular en las dlgebras de dimensién 6 con nilradical L5 3. Las algebras de Lie reales
de dimensién 6 con nilradical de dimensién 5 ya fueron clasificadas por Mubarakzyanov en 1963 [40]. Di-
cha clasificacién fué completada y corregida por Turkowski [50] asi como en [15]. No obstante, en ambas
correcciones se encuentran errores en la clasificacion de las dlgebras con nilradical g5 ; (que es isomorfa

a L53), en efecto el dlgebra gs g, es redundante por ser isomorfa a g¢ ., y ademds faltan las algebras

6,6 6,9
95,3,--+505,3-

Se tiene que las algebras de Lie reales y resolubles, ggé y ggg son también rigidas. Ademaés, obser-
vamos que estas dos algebras no se descomponen como suma semi-directa del nilradical y de un toro
exterior formado por elementos diagonalizables. Este ejemplo nos muestra entonces que el teorema de
descomponibilidad de Carles [17] no se puede aplicar a las dlgebras reales. Recordemos que, segin este
teorema, toda algebra de Lie rigida resoluble compleja se descompone como g = t & n donde n es el
nilradical y t es una subdlgebra abeliana tal que, para todo X € t, adX es semi-simple (t se llama toro
exterior de derivaciones).

3 Sobre las algebras resolubles reales rigidas

A partir del teorema de Carles y estudiando el sistema de raices, se clasifican las dlgebras de Lie
reales, resolubles y rigidas hasta dimensién 8 [8]. De la casuistica anterior se deduce que la clasificacién
de estructuras rigidas difiere notablemente en los casos real y complejo. Partiendo de la clasificacién
compleja conocida, y analizando la estructura de las formas canénicas de Jordan de los generadores del
toro exterior de derivaciones, hemos deducido las formas reales rigidas correspondientes a cada uno de
los sistemas de pesos considerados. Es importante destacar que, en estos casos, la rigidez algebraica es
es idéntica sobre ambos cuerpos, como consecuencia del cardcter racional de los sistemas que definen las
clases de cohomologia. Estos resultados se resumen en el teorema siguiente :

Teorema 3 Sea g un dlgebra de Lie real, resoluble y rigida de dimension inferior o igual a 8. Entonces
g es isomorfa a una de las dlgebras g] descritas en la lista [8] o bien a una de las dlgebras siguientes :
— Dimension 4 :

gi : [X17X3] == X27 [X37X2] - Xla [X47X1] - Xla [X47X2] - X2~
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— Dimension 5 :
g [X1,Xo]=X5,  [X4, Xa] =X, [Xu, Xo]=Xo, [X4, X3] =2X5,
(X5, X1] = —Xo, [X5,Xo] = X1,
— Dimensidn 6 :
gt (X1, X3 =Xo, [X3,Xo]=X1, [X4, Xi]=X1, [XaXo]=Xo,
X5, Xo] = Xs.

— Dimension 7 :

07 [X1,Xo] = X5, [X1,X3)=X4, [Xo,X3]=Xy, [XeXi]=-Xo,
(X6, Xo] = X1, [Xo, Xu] = —X5, [X6, X5]=Xa, [X7,X1]=Xy,
(X7, Xo] = Xo, [X7,X3] =2X3, [X7,Xy] =3Xy, [X7,X5]=3Xs.

01 (X5, Xa] = Xu, [X5, Xo] = Xo, [X5, Xa] =2X5, [Xg, X1] = —Xo,
[Xg, Xo] = X1, [X7,X4] = Xy, .
— Dimension 8 :

g§4 : [Xl,Xg,] = XQ, [Xg,XQ] = Xl, [X4,X1] = Xl, [X4,X2] = Xg,
(X5, X7] = X6, [X7,X6] = X5, [Xs, X5]= X5, [Xs,Xe] = Xe.

930 (X1, X3 = Xo, (X5, Xo]=X1, [Xg, Xa]= X1, [X4, Xo] = Xo,
(X5, X6] = X6, [X7,X5] = Xs.
020 (X1, Xo) = X4,  [X1,X3]=X5, (X6, Xi] =X, (i=1,4,5),
(X7, Xo] = = X3, [X7,X3]=Xo, [X7,Xy]=-X;5, [X7,X5]= Xy,

g%’?: [Xl,XQ} :X5, [X37X4] :‘ng,7 [XG,XZ} :Xz (izl,..,4),
[X6,X5] =2X5, [X7,X1] = —Xo, [X7,X2] = Xy, [Xg,Xg] = —Xy,
[Xg,de = X3.

ggs [Xl,XQ} =X5, [Xg,X4] :)(57 [XGaXz] :Xz (Z: 1,..,4),
(X6, X5] = 2X5, [X7, Xi] = X1, [X7,Xo]=—-Xa, [Xg, X3]=—-Xy,
[Xs, X4] = X5

g3 (X1, X)) =Xi41, (2<i<4), (X3, Xo] = X6, [X6, Xo] = X5,
(X7, X)) = X1, [Xo.Xo] = Xo,  [X7, Xa] = 2X3, [X7, Xa] = 3X4,
[X7,X5] =4X5, [X7,X6] = 3Xg, [XS,Xl] = X, [Xg,Xg] =—-Xq,
[Xs, X4] = — X6, [Xs,Xe] = X4.

g8’ [X1, X)) = X0, (2<i<4), (X2, X3] = X6, [X4, Xo] = X,
(X7, Xa] = X1, [X7, Xo] =Xo, [X7,X3] =2X5, [X7, X4] =2Xy,
(X7, X5] =3X5, [X7,X6] =3Xs, [Xs,X1]=Xo, [Xs, Xo] = — X7,
[Xg, X5] = X6, [X3,Xe]=—X5

Ademds, estas dlgebras mo son isomorfas entre si.
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Como consecuencia de este resultado, se coliga que la rigidez algebraica no implica la resolubilidad
completa. Por tanto, la teoria de grafos asociada a los sistemas de pesos [5] en el sentido de Favre [24]
debe modificarse para permitir la distincién de las estructuras rigidas, en analogia a las modificaciones
pertinentes en la teorfa clésicas (diagramas de Satake) para cubrir las formas reales. Por otra parte, este
resultado demuestra que todas las dlgebras de Lie nilpotentes reales de dimensién n < 6 aparecen como el
nilradical de un algebra resoluble algebraicamente rigida. Observamos que para dimensiones superiores,
este resultado deja de cierto como consecuencia de la existencia de familias parametrizadas.

4 Sobre las algebras nilpotentes de rango no nulo

El estudio de las algebras nilpotentes de rango no nulo viene motivado por la teoria estructural general
de las dlgebras resolubles y sus posibles nilradicales [28]. Un importante resultado en esta direccién estipula
que la existencia de una derivacién® inversible implica la nilpotencia del dlgebra, en virtud del teorema
de Engel.

Siguiendo este programa, en [29] se clasificaron las dlgebras filiformes complejas de rango no nulo,
obteniéndose el teorema que reproducimos a continuacién.

Teorema 4 Sea g un dlgebra de Lie de dimension n que admite una derivacion diagonal, no nula. Eziste
entonces una base {Y1,...,Y,} de g que cumple uno de los casos siguientes :

i)g=Ln,,n>3
Y1,Y]| =Yy, 2<i<n-—1

i) g=AF(\i, .. Noy), t=[25H] 2<k<n-3

[Yh}/i} = Li+1 i=2,...,n—1
Yi,Yie] =AiaYoippr i=1,...,t
Yi,Y;]  =aijYigjin—2 2<i<jitj+tk—2<n

1) g = Qam, m >3, n=2m

(Y1, Y] =Yi41,2<i<2m -2
[YjaYQerlfj] = (_1)JY2ma 2<j<m

) g =B\, M), t=["55], 2 <k <n—3,n=2m+1

[YhYH = Y41 ’L':27...,TL72

[Y—iv YnfiJrl] = (_1)i+1Yna 2<i1<m

Y, Yiq1] =XNi1Yoik 1 i=2,...,t

[Y;, Yj] = a;jYitjrk—2 2<i<j<n—2i+j+k<nj#i+1

v)g=Cn(A1,..., M), t=m—1,n=2m+1

[Y1,Yi] =Yiy1 1=2,...,n—2
Vi, Yo—it1] = (-1)"Y,, 2<i<m
D/iaYn—i—Qk+1] = (71)i+1)\kYn 7;:2,...,717272](7, kil,...7m71

3Una derivacién es un endomorfismo que verifica la condicién de Leibniz.
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Ademds, las constantes a; ; verifican :

Qij = Qit1,j + Qijt1
Aii+1 = Aim1
Q45 = 0

Cabe destacar que la familia (), anterior no es realmente de rango uno, sino dos, como demostramos
con un sencillo cambio de base. Del mismo resulta que esta C, es isomorfa al algebra graduada @,,.

El objetivo de este capitulo es generalizar esta clasificacién para las dlgebras cuasi-filiformes, sucesores
inmediatos de las anteriores respecto de la sucesiéon caracteristica. Para ello, consideramos un &algebra
de Lie g cuasi-filiforme tal que grg sea isomorfa a una de las algebras de la proposicién 1, de donde
deducimos que existe una base de g en la que el tensor de estructura adopta una forma especial. En
particular, hemos hallado una nueva édlgebra graduada naturalmente que fue omitida en la clasificacién
original [27]. Introducimos una derivacién diagonal no nula de g e intentamos construir una base de
autovectores de g que conserven la graduacién. La determinacién de tales algebras presenta un grado
de dificultad considerable con respecto al caso filiforme, debido fundamentalmente a la existencia de
un autovector cuya posicion en los bloques de la graduacién no estd determinada, lo que nos obliga a
considerar todas sus posibles ubicaciones. Este hecho obliga asimismo a considerar sumas directas, lo que
aumenta significativamente el niimero de subcasos que deben estudiarse. Como resultado de este anilisis,
se obtienen 21 familias en dimensién arbitraria, equitativamente distribuidas por paridad de dimensiones,
asi como cuatro casos especiales en baja dimensién, cuya existencia es una consecuancia de la relajacién
de las condiciones impuestas.

Partiendo de la clasificacién obtenida, demostramos en el capitulo 7 que todas las algebras cuasi-
filiformes de rango no nulo son completables, es decir, aparecen como nilradical de un algebra resoluble
completa, lo que se traduce en la nulidad de los dos primeros grupos de comologia adjunta. Recordemos
que la completitud de las dlgebras filiformes habia sido demostrado en [3].

5 Estructuras Complejas y algebras cuasi-filiformes

El estudio geométrico y algebraico de las clases de dlgebras nilpotentes y resolubles consideradas en
esta memoria se completa con el andlisis de existencia de estructuras complejas. En analogia con los
resultados obtenidos en [30], hallamos que tales estructuras sélo existen en dimensiones bajas. Este hecho
confirma la hipdtesis de que el alto grado de nilpotencia de las dlgebras constituyen una obstruccién
relevante para el problema de integrabilidad del tensor de Nijenhuis. Como consecuencia de ello, no
existen estructuras de tipo Kéhler ni otras que pasen por condiciones de compatibilidad con estructuras
complejas. Estos resultados ponen de manifiesto que la geometria basada en estos modelos es sumamente
estatica, lo que parece confirmar observaciones independientes de que son los nilindices bajos los que
proporcionan propiedades geométricas suplementarias. Por otra parte, este estudio completa los trabajos
recientes sobre estructuras geométricas en grupos de Lie de baja dimensién [43].

Sea G un grupo de Lie real de dimensién par y g su dlgebra de Lie.

Definicién 5 Una estructura compleja sobre G es un endomorfimo J tal que :
1. J? = —Id,
2. N()(X.Y) = [J(X), (V)] - [X,Y] = J(J(X),Y]) = J(X, J(Y))) =0 VXY eg
(condicidon de Nijenhuis).
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Los problemas de existencia y clasificacién de estructuras complejas son complicados y se han resuelto
fundamentalmente para pequenas dimensiones. En el articulo [43], se han estudiado las estructuras
complejas y simplécticas de las dlgebras de Lie de dimensién 4. En dimension 6, la clasificacion de las
estructuras complejas se ha obtenido para las dlgebras nilpotentes en [46]. En este sentido, uno de
los 1nicos resultados generales es la no-existencia de estructuras complejas para las algebras filiformes
[30]. Este mismo resultado ha sido demostrado posteriormente por [19] mediante argumentos comple-
tamente diferentes basados en la nocién de estructuras complejas generalizadas que vamos a describir a
continuacion.

5.1 Estructuras Complejas Generalizadas

Las estructuras complejas generalizadas fueron introducidas por Hitchin en el contexto general de
las variedades diferenciales de dimensién par [33]. Mdas adelante, Cavalcanti y Gualtieri prosiguieron el
estudio de dichas estructuras ( [19], [18]). A continuacién, presentaremos las definiciones preliminares asf
comolos resultados fundamentales de sus trabajos. Nos vamos a interesar, en particular, a las estructuras
complejas generalizadas invariantes por la izquierda de los grupos de Lie.

Sea G un grupo de Lie de dimension 2n y g su correspondiente algebra de Lie. Denotamos por g*
el espacio dual de g que se identifica con el conjunto de las formas diferenciables de grado 1 invariantes
por la izquierda sobre G. Recordemos también que, sobre g* podemos definir la derivada exterior de la
siguiente manera. Si a € g*, entonces da € A%(g*) y viene dada por da(X,Y) = —a[X,Y] donde |[,]
representa el corchete de g.

En primer lugar, definimos sobre el espacio vectorial g & g*, un producto que llamaremos corchete de
Courant, como :

X &Y 4= (X, Y]+ Ly — Lyé — 2d(Ixn — Iy€).

para todo X,Y € g, £&,n € g* y Ixn denota el producto interior de X sobre 7. Observamos que esta
operacion es antisimétrica y que verifica la identidad de Jacobi (en el contexto de las variedades diferan-
ciables, este corchete se define analogamente sobre la suma del fibrado tangente y del fibrado exterior,
pero el corchete no verifica necesariamente la identidad de Jacobi). Por la tanto , el espacio vectorial
g @ g* dotado del corchete de Courant es un algebra de Lie real de dimensién 4n.

Dicha &dlgebra de Lie es un algebra de Lie cuadratica ya que también podemos definir un producto escalar
de la manera siguiente :

(X+6Y +1) = (0 + (X))

Definicién 6 Sea g un dlgebra de Lie real de dimension par 2n. Una estructura compleja generalizada
sobre g es un endomorfismo J de g @ g* tal que :

1. J? = —1Id,

2. J es ortogonal con respecto al producto escalar { , ), es decir :
(J(X+8,TY +n)=(X+&Y +n) VXY egVineg,

3. Si L es el espacio propio de J correspondiente al valor propio +i, entonces L debe ser involutivo
con respecto al corchete de Courant, lo que significa que [L,L]. C L.
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Observamos que la signatura del producto escalar viene dada por (2n,2n).
Se puede comprobar que la subdlgebra L de g & g* es un espacio isétropo, es decir :

(X4+&Y +n)=0
para todo X +&,Y +n € L.

Como ademaés tiene dimensién 2n, decimos que L es maximal isétropo.
Consideramos la proyeccién de L sobre g y denotamos por k la codimension de la proyeccién de L sobre

g, esta claro que
0<k<n.

Definicién 7 Si k es la codimension de la proyeccion de L sobre g, decimos que la estructura compleja
generalizada J es del tipo k.

En general, segiin el teorema 3.8 [32], toda estructura compleja generalizada del tipo k se puede escribir
como una suma directa de una estructura compleja de dimensién k£ y de una estructura simpléctica de
dimensién 2n — 2k. Deducimos entonces que toda estructura compleja del tipo n se puede definir me-
diante una estructura compleja sobre g y que toda estructura compleja del tipo 0 proviene de una forma
simpléctica de g.

Sea T el dlgebra tensorial de g @ g* y I el ideal generado por los elementos de la forma {X + £ ®@ X +
E—(X+X 481 0 X+E& € gdg*}. Por definicidn, el espacio cociente C' = T'/I es el élgebra de
Clifford de g @ g* asociado al producto escalar (, ).

Como C' es un algebra asociativa simple, todas las representaciones irreducibles son equivalentes. Decimos
que ¢ : C'— Endg(S) es una representacion espinorial cuando es una representacién simple de C sobre
S que llamaremos espacio de espinores.

En adelante, consideraremos S = Ag* con la representacién espinorial definida por la accién de Clifford :

o: ghgtxANgt — AgF
X+&p) = (X +op=ixp+iNp.
Dado un espinor no-nulo p € Ag*, definimos el conjunto L, C g @ g* como :
L,={X+¢cgdg" : (X+E£op=0}

Observamos que L, es un espacio isétropo. Diremos que p es un espinor puro si L, es maximal isétropo.
Reciprocamente, si L es un espacio maximal isétropo, podemos considerar el conjunto Uy, de los espinores
puros p tales que L = L,,.

En particular, cuando L es el +i-espacio propio de una estructura compleja generalizada, se demuestra
que el conjunto Uy, es una recta generada por el espinor puro :

p= QO €B+iw
donde B,w son 2-formas reales y =601 A--- A b, con 64,...,0; 1-formas complejas.
Ademas, de la proposicién II1.2.3 [21] deducimos que L N L = {0} si y sélo si :
WTFAQAQ # 0, (11.2)

donde L es el +i-espacio propio de una estructura compleja generalizada.
En [32], se demuestra también que la condicién de involutividad sobre L es equivalente a la condicién
de integrabilidad :

X +¢éecgdg /dp=(X+E) op. (11.3)
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5.2 Aplicacion a las nilvariedades

Consideramos una nilvariedad real de dimensién par G y su algebra de Lie g. La sucesion central
descendente asociada a g viene dada por :

g’ =g,

g =g

i—1

9]

Como g es nilpotente, existe un cierto entero m, llamado indice de nilpotencia de g, tal que g™ ' #£ 0y
g"=0.

Tomando el dual, obtenemos una sucesién creciente de subespacios de g*, que denotamos V;. Cada V; se
define como el anulador de g*, es decir :

{V():{O} ,
Vi={peg\pX)=0, VX €g}.

Esta claro que V,,, = g*. Observamos que los espacios V; también se pueden escribir como :
Vi={peg\Ixdpe Vi1, VX €g}.

Definicién 8 Sea o una p-forma sobre g. El grado de nilpotencia de «, que denotamos nil(), es el mds
pequeno entero t tal que o € APV,

Sunpogamos que g esta dotada de una estructura compleja generalizada del tipo k. Resulta conveniente
ordenar las formas {61, ..., 0;} segin su grado de nilpotencia y ademés se pueden escoger de manera que
los {6, : nil(¢;) > i} sean linealmente independientes modulo V;. En [19], se demuestra que existe una
descomposicién 2 = 601 A --- A Oy tal que :

a) nil(0;) < nil(é,) si i < j,
b) para cada i, las formas {6; : nil(#;) > i} son linealmente independientes modulo V;.

Una tal descomposicion se llamard apropiada.

Teorema 5 Si g es un dlgebra de Lie nilpotente dotada de una estructura compleja generalizada, el
espinor puro asociado p es una forma cerrada, es decir que dp = 0.

De la demostracién del teorema (ver [19]), se deduce el corolario siguiente.
Corolario 1 Si escogemos una descomposicion apropiada de 0 entonces

donde T denota el ideal generado por sus argumentos.
En particular, tenemos que :
db; € 1(91 . 91',1).

El lema siguiente impone una condicién més sutil sobre las formas 6;.

=1 entonces o bien existe un

Lema 1 Consideramos una descomposicion apropiada de §2. Si dim(~+)
J

0; de grado de nilpotencia j o bien no existe ningin 6; de grado j + 1.
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A partir de este lema, obtenemos el teorema siguiente.

Teorema 6 Sea g un dlgebra de Lie real nilpotente de dimension 2n que admite una estructura compleja
generalizada del tipo k > 1. Si existe un entero j > 0 tal que :
Vi
dz‘m(;/—“)zl Vi

i
entonces k estd acotado superiormente por :

p < 2n—nillg)+j—2 si j>1
= | 2n— nil(g) st j=1.

Observacion. Aplicacion al caso filiforme.

Si g es filiforme, este teorema nos permite recuperar el resultado de [30].

En efecto, cogiendo m = 2n — 1y j = 1 obtenemos k£ < 2. No existe por tanto ninguna estructura del
tipo n salvo cuando n = 1 pero en este caso el algebra es abeliana.

5.3 Estructuras complejas sobre las algebras de Lie cuasi-filiformes

En este apartado, vamos a determinar las dlgebras de Lie cuasi-filiformes que poseen una estructura
compleja o equivalentemente una estructura compleja generalizada del tipo k = n.
Si g es de la forma t;, el teorema 6 implica que £ =n = 2 y entonces g es isomorfa a £; @ R. Se puede
verificar que dicha algebra posee una estructura compleja asociada al espinor

Q= (wy + iwy) A (wa + iws)

donde {wp,w1,ws,ws} es la base dual de la base homogénea {Xg, X1, X2, X5} de la proposicién 1.
Supongamos que g es un dlgebra cuasi-filiforme de la forma ¢, con r > 3. Segin el teorema 6, n =k <r.
Para saber en este caso qué dlgebras estan dotadas de una estructura compleja debemos estudiar més
precisamente las formas 61 ... 0.

Lema 2 Sea un g un dlgebra cuasi-filiforme de la forma t,. con r > 3, que posee una estructura compleja
del tipo k. Se pueden escoger las formas 61 ...0y asociadas a la estructura compleja generalizada de
manera que verifiquen

nil(61) = 1, nil(62) = r, nil(03) =r+1...nil(0x) =r+k —2

o bien
nil(61) = 1, nil(62) = r, nil(63) =r...nil(0;) =r+k — 3.

En el segundo caso, tenemos que k < 7.

Ejemplo. Consideramos un &lgebra cuasi-filiforme g de dimensién 6 definida en la base {Xo, X3,..., X5}
por :

[X07X’L'] :Xi+17 1= 172a37

[X17 XQ} = X57

[X17X5} :5X47 (S {0717_1}
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Si g admite una estructura compleja, le podemos asociar una estructura compleja generalizada del tipo
k =3 y un espinor :
Q =60, N0y N0O3,

donde 61,65 y 035 son 1-formas complejas. Observamos que g es de la forma t3 y segtin el lema precedente
los nilindices correspondientes son :

ml(91) = 1, Hll(gg) = 3, n1](93) =4.
Las formas complejas 61,05 et 05 se escriben pues de la forma siguiente :

01 = Aowo + \wi,
02 = Bowo + Brwi + Pows + B3ws + Bsws,
03 = yowo + y1w1 + Yow2 + Y3wW3 + Yaws + Y5Ws

donde A, 3,7 € C, 4 son no-nulos y B3, 35 no se anulan simultaneamente.
Ademas, la condicién 1 Af; # 0 es equivalente a que la parte imaginaria de AgA; sea no-nula. El corolario
1 implica :

BsAo — B3 =0
—v303A1 + a2 A1 + 750300 =0
Y4(Bs A1 + 683X0) =0

—v3B5A1 — 0vaB2h0 + 15850 = 0.

De la primera y tercera ecuacién deducimos :
2 2
Al +6X;=0

Para § = 0, se llega a una contradiccién con 6; Ay # 0. Si § = —1, entonces A\; = )¢ y como el espinor
se define de forma tnica salvo una constante de multiplicaciéon, podemos coger 61 = wg + w1, lo cual
contradice también 6; A 6, # 0.

Finalmente, cuando § = 1, el espinor Q = (wo+iw1) A (w3 +iws) A (we +iwy) estd asociado a una estructura
compleja de g. Asi el dlgebra de Lie g admite una estructura compleja si y sélo si § = 1.

En primer lugar, revisamos la clasificacion de 1 para encontrar las algebras de Lie cuasi-filiformes
reales naturalmente graduadas y de dimensién par. Combinando el lema anterior con esta clasificacion,
determinamos las dlgebras cuasi-filiformes que poseen una estructura compleja.

Teorema 7 Sea g un dlgebra de Lie real cuasi-filiforme y de dimension par que admite una estructura
compleja. Entonces, g es isomorfa o bien al dlgebra de dimension 4, £, ®R, o bien al dlgebra de dimension
6, Ng,3.

Desde el punto de vista de las estructuras complejas generalizadas y de los espinores asociados, hemos
podido generalizar el resultado encontrado por [30] para las dlgebras filiformes a las dlgebras cuasi-
filiformes.

Concluimos que, salvo isomorfismos, sélo existen dos dlgebras cuasi-filiformes que poseen una estructura
compleja :

1. En dimesién 4, obtenemos el dlgebra £; & R dada en la base {Xo, X1, X2, X3} por

[X07X1] = X2~
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2. En dimensién 6, se obtiene el dlgebra ng ; definida en la base {Xo, X1,..., X5} por

[Xo, X;] = X441, i=1,2,3

[le XQ} = X57
(X1, X5] = X4
Notemos que en [46], el dlgebra ng 5 se define en la base {X1,..., X¢} mediante :

[X17X2] :XS, [XlaX?)] :X47 [X17X4] :X67
(X2, X3] = = X5, [X2,X5] = —Xe.

De la clasificacion de Salamon, se comprueba que ésta es la unica &dlgebra cuasi-filiforme de Lie de
dimensién 6 que admite una estructura compleja.

Finalmente, producto de investigaciones paralelas, se incluye un anexo sobre la variedad de leyes de
algebras de Jordan en baja dimension. Este trabajo se interrelaciona, a través de la teoria de deformaciones
y contracciones, con las variedad de leyes de dlgebras de Lie. En este contexto, se observan ciertas
similitudes entre las propiedades geométricas y de érbitas en una y otra variedades, lo que nos ha permitido
extrapolar los estudios conocidos a estas nuevas estructuras.
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Définition 1. Une loi d’algebre de Jordan sur R est une application bilinéaire symétrique
¢ :R" x R" — R” qui vérifie I’identité

P(0(X, X).0(X. 7)) — (X, 0(¢p(X, X),Y)) =0, X,YeR" M
On désignera par J" ’ensemble des lois d’algebres de Jordan sur R”.

On appelle algebre de Jordan de dimension n a toute paire (R", ¢), ou ¢ € J". De facon
naturelle, on peut aussi définir les notions d’idéal et sous-algebre d’une algebre de Jordan [6].

Rappelons qu’un sous-espace vectoriel V est dit isotrope s’il existe un vecteur non nul v tel
que ¢(v, w) = 0 pour tout w € V. Si le sous-espace Rv est lui méme isotrope, on dit que v est
un vecteur isotrope.

Définition 2. Une algebre de Jordan sans éléments isotropes est dite simple si elle ne possede
pas d’idéaux non nuls.

Proposition 1. Toute sous-algebre d’une algebre de Jordan sans éléments isotropes posséde un
élément unité.

Voir [9] pour le détail de 1la démonstration.

Soit {eq,...,e,} une base de R". On peut identifier toute algebre de Jordan ¢ avec ses
constantes de structure sur une base donnée. De I’identité (1) on obtient que les coordonées
définies par ¢(e;, ¢;) = af‘jek sont des solutions du systeme :

h I _r h I _r h I _r r | _h __ P
;i ap — ;A — 2al~jaikahl + Zailahjaik =0, 1<i,j,k I, r,h<n. 2)

2. Classification des algebres de Jordan réelles en dimension 2
Dans le cas particulier de dimension 2, toute algebre de Jordan est donnée par les relations :
eroer =aje) +arer,

eroey=bie; + bres,
ejoey=ciel +crer. 3)
Cette dimension a été déja considerée dans [1] d’un point de vue géométrique, et dans [10]

pour des applications aux équations différentielles. On peut donc exprimer la structure par une
matrice de coefficients du type

a az

by b

S )

En développant le systeme (2), on obtient les douze équations suivantes :
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ax(c1c2) = ax(azby),
bi(cic2) = bi(azby),
az(a1by + bact) = az(bica + C%)
bi(a1by + bycy) =bi(bicr + C%)
ax(azer + ¢3) = ax(arcr + arby),
bi(aze1 +c3) =bi(arcz + azby),
aicicr +2azbicr = 26‘16% + ayazby,
ajaxcy + 3alc% + 2asbrcp =2asc1c0 + 203 + a%cz +ajazbs,
2C%C2 + 2blc§ + a12b1 +aibyc1 =3a1bicy + 2brcicr + alclz,
2C1C% + 2a2c% +aibyey + azb% = bzc% +2ajcicy + 3axbyeq,
2a1bycy + 3byct + bibycy = arbiby + bicy 4 263 4 2bjciea,
2agbicy + bycicy = azbiby + 2c3cs. 4)

Il en résulte que J2 est une variété algébrique plongée dans R°.

Théoreme 1. Toute algébre de Jordan réelle de dimension 2 est isomorphe a une des algebres
suivantes :

1. Yo: ejoe;=e;, eoey=ej, ejoer =ej.
2. Y. ejoer=e|, eoer=0, ejoey=ej.
3. Iﬂzi €1 0¢€q =0, €p0e) =ep, e1o0ep =0.
4. ‘(ﬂ3i e|1o0er =eyp, 6206220, 8106220.
5. 1#4: eroer =eq, €7 0 en ZO, e10ey) = %62.
6. Ys5: ejoe;=e;, eo0ey=—e, ejloey=e).

De plus, I’algebre Vs est une algébre de Jordan simple.

Dans ce qui suit, le symbole v; désignera les algebres du théoreme.
Si ¢ est une algebre de Jordan sans éléments isotropes, d’apres la proposition 1, il existe un
élément unité. On peut trouver alors une base de R? telle que la matrice de ¢ soit de la forme

1 0
(a b). (5)
0 1

Soit x = x1e1 + x2e2 un élément générique. Alors
ox,x)= (x]2 + ax%)el + (2x1x2 + bx%)ez.

SiI’algebre de Jordan ¢ n’a pas d’éléments isotropes, I’équation précédente équivaut a la condi-
tion

b? +4a #0. (6)
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Lemme 1. Toute algébre de Jordan ¢ € J? sans isotropie est isomorphe & Yy ou Vs.

Démonstration. Si ¢ ne posseéde pas d’isotropie, on peut trouver une base {ej, ez} telle que la
loi s’exprime par la matrice (5) avec 4a + b # 0.

. 2
1. Si4a+ b? > 0, on prend dans g le changement de base e =ej, ey= %el +./a+ %ez, et
sur cette base on obtient :

’ r_ ’ ’ /+b/ ’ r_
e oe; =ey, eyoe, =ae; e, e oe,=e,.

. 2
2. Si4a+b* <0, on prend dans v5 le changement de base ef=ep, €)= %el ++/—(a+ %)ez.
Les relations sur la base transformée sont alors

/ r_ / ’ / +b / / r_
eoe;=ej, e,oe,=ae e, eloe;,=e,.
D’ou le résultat. O

Lemme 2. Toute algebre de Jordan de dimension 2 avec isotropie et élément unité est isomorphe

avyn.

Sans perte de généralité on peut supposer que e est I’élément unité et ep 1’élément isotrope.
Alors

ejoe; =ej, eroey =0, eloey=ej.

Lemme 3. Soit ¢ € J? une algébre de Jordan avec isotropie sans élément unité. Alors ¢ est
isomorphe a Y2, Y3 ou Y.

Démonstration. Si ¢ est sans unité et isotrope, on peut trouver une base {e, e2} telle que les
relations soient données par

eroe; =aye| +azer, eroer =0, ejroey=cie; +crer.
Le systeme d’équations (4) est réduit aux relations
c1 =0, azcg =ajaxca, 3alc§ = 26% + a%cz.

On obtient deux possibilités non-équivalentes :

ay ax
1. o= 00 ),a1,a; €R,
00

a; 0
2. w:(O 0>,aleR.
0 4
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Dans le premier cas, si aj # 0, le changement de base ¢] = e, €, = al—l(e] + Z—fez) montre
que

eloe] =él, e oeh=ae) + bé, ejoes=éj,

d’oll @ ~ V5. Si a; =0, on considere la changement ¢/, = ——e, ¢}, = es.
Y =Yn 1 g 1= Jael ea=e2
Pour le deuxiéme cas, il suffit de considérer le changement de base donné par e} = a]—lel,
ey =e pour obtenir l’isomorphisme.: © >~ Yy, . . . .
Pour finir la preuve du théoréme, il suffit de voir que /5 est simple. On peut facilement vérifier
que 5 ne possede pas d’idéaux propres non triviaux. O

Remarque 1. Il en résulte que sur le corps des nombres complexes, les algebres de Jordan 5
et Yo sont isomorphes. On obtient alors un exemple d’une algebre simple dont la complexifiée
n’est pas simple.

Si on considere ’action du groupe linéaire GL(2, R) sur la variété J 2 cette action est définie
par :

0. )=f"opo(f, ).

On notera par O(g) 1’orbite d’un élément ¢ par cette action. Les éléments de 1’orbite sont
évidemment les algebres de Jordan isomorphes a ¢.

3. Perturbations d’algebres de Jordan

Dans ce paragraphe, on applique la théorie des ensembles internes (I.S.T) de Nelson [7] a
I’analyse de la variété J2.> Dans ce qui suit, on suppose que 7 est standard, d’oli on en déduit
que la variété J" est standard. Soient ¢ € J" un élément standard et x, y deux vecteurs standard
de R". Alors ¢(x, y) est standard. Si ces deux vecteurs sont limités, alors ¢ (x, y) est aussi limité.
Définition 3. Soit ¢ une loi standard de J". Une perturbation ¢y de ¢ est une loi d’algebre
de Jordan sur R” infiniment proche a ¢, c’est-a-dire, pour tous les vecteurs standards x et y

infiniment, @(x, y) et ¢o(x, y) sont infinement proches. On notera une perturbation par ¢ ~ ¢g.

Définition 4. Pour tout élément limité x de R” (n standard), il existe un unique standard, noté Ox,
tel que x ~ %x. On appelera *x I’ombre de x.

Proposition 2. Soit ¢ € J" tel que @(x,y) soit limité pour tous x,y € R" limité. Alors
po~peJ.

Démonstration. Soient x, y €R"”. Comme ¢ est une loi d’algebre de Jordan, on a

o(p(x, %), 0(x, ) = ¢(x, ¢(p(x, 1), y)) =0.

2 On peut également consulter le livre [S] pour des applications précises de I’analyse non-standard aux algebres de Lie.
Un approche plus moderne purement algebrique peut étre trouvé dans les articles [3,4].
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Comme chaque partie est limitée, en considérant I’ombre on obtient

00 ("p(x, x),7 p(x, ) — 9o (x.” p((x,x),y)) =0,
alors

90(po(x, %), @o(x, y)) — @o(x. wo("p(x, x), y)) =0,

et appliquant une fois de plus les propriétés de I’ombre en agissant sur les applications linéaires,
il en résulte que

(PO((PO(xax)a ‘PO(X’ y)) - QDO(X» ‘PO(‘PO(x’x)a y)) =0. D

Lemme 4. Soit V un espace vectoriel de R" (n standard). Alors I’ombre °V est un sous-espace
de R" de la méme dimension.

Démonstration. D’apres [5], °V est le seul sous-ensemble standard de R” dont les éléments
sont des ombres des éléments limités de V. Comme I’addition et la multiplication externe par
des scalaires sont continues, °V est un sous-espace vectoriel. La méthode d’orthogonalisation
de Graam—Schmidt nous donne une base orthogonale de V. Méme si cette base n’est pas géné-
ralement standard, leurs vecteurs sont limités et admettent une ombre de norme 1. Comme ces
ombres sont orthogonales, on en déduit que V et °V ont la méme dimension. O

Comme conséquence immédiate de ce résultat on obtient le résultat suivant :

Proposition 3. Soit g une loi standard de J" et soit ¢ une perturbation de ¢y. Alors I’ombre
d’une sous-algebre (respectivement un idéal) de (R", @) est une sous-algebre (respectivement
un idéal) de (R", o) de la méme dimension.

Lemme 5. Dans les conditions précédentes, si (R", o) est sans isotropie, alors la perturbation
(R", @) est aussi sans isotropie.

Démonstration. Comme (R”, ¢p) est une algébre de Jordan standard sans isotropie, pour tout
x € R" — {0} standard, ¢g(x, x) est standard non nul et vérifie

@(x,x) ~ @o(x, x).

On en conclut que pour tout standard non nul la relation ¢(x, x) # O est satisfaite. Par conti-
nuité de ¢, la méme propriété est valable pour tout x € R” qui ne soit pas infiniment petit. Pour

x € R" — {0} on considere Hi_ll’ qui est limité non infiniment petit. Alors

X X

w <_ ' —> # 0’

il ixll
et par bilinéairité

@(x, x)

#0,
llx112

d’oll p(x,x) £0. O
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Proposition 4. Soit ¢ une perturbation de la loi d’algebre de Jordan standard ¢o sur R". Si
Go = (R", o) est simple, alors G = (R", @) est simple.

Démonstration. D’apres le lemme 5, G est sans isotropie. Si [ est un idéal propre de G, alors /1
est un idéal de G de la méme dimension. En particulier, si G est simple, ceci implique que °/

est réduit a zéro, d’ou la simplicité de G. O

Définition 5. Une algebre de Jordan standard ¢ est dite rigide si toute perturbation est isomorphe
a (B

Cette définition est la traduction au langage non-standard de la notion classique de rigidité. En
effet, si toute perturbation de g est isomorphe a ¢, le halo de ¢ est contenu dans 1’orbite O(¢p).

Ceci implique que I’orbite est ouverte, et par le principe de transfert, on obtient 1’équivalence.

Exemple 1. Soit ¥ € J? la loi de Jordan définie dans le théoréme 1. Il existe alors une base
{e1, e2} sur laquelle la loi est donnée par la matrice :

1 0
(1 o>.
0 1

Considérons une perturbation ¢ € J2 de v, dans cette méme base elle est donnée par :

1+ € €
<1+€3 €4 )
€5 1+ €6

ol les €1, ..., €6 sont infiniments petits.
En faisant le changement de variables ¢} = 1—:—%61’ e, = e3, on peut supposer que ¢ est de la
forme :

14+€ e
<1+63 €4>.
€5 1

Si on impose les équations qui définissent la variété J2, on obtient la condition :
es =e(l +e3). (N

Par ailleurs, comme 1 est sans isotropie, ¢ 1’est aussi et possede un élément unité, d’apres [9]
de la forme ae| + Be) qui vérifie :

¢ (1, ey + Bes) = e,
¢ (e, ey + Bes) =3,

d’ou
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I =a(l +€)) + Bes,

O0=aex+ 8,
0=aes + B(1 +¢€3),
1 =o+ Bey. 3

En remplacant (7) dans la troisieme équation de (8) puis § dans la quatrieme, le systeme est
réduit a :

0=8+ae,
1= Oé(l — 6264).

On en déduit o ~ 1 et B ~ 0. Dans la base {ae| + Be}, €5}, on peut alors trouver € et €
infiniment petits tels que ¢ soit de la forme :

1 0
<1+6 e’).
0 1

Comme (¢')2 +4(1 +¢€) > 0, ¢ est isomorphe a 9. On en conclut donc que ¥ est rigide.

Les algebres de Jordan rigides sont donc d’un grand intérét pour 1’étude de la variété des
lois, parce que les orbites sont des composantes ouvertes, et la cléture donne des composantes
algébriques de la variété.?

Soit g9 € J" une loi standard. Soient Id € GL(n,R) et f € gl(n, R) standard. Pour tout ¢
infiniment petit, ’endomorphisme Id + ¢f appartient au groupe GL(n, R), et alors

(Id+ef) " po(Ad+ef), Id+ef)) = o + e(8gy ) + *(Alg0, £, 8)),

8o S (. ¥) :=0(f(X), ) + @o(x. F(3)) — fpo(x,y)), Vx,yeR™

Comme I’ombre de la droite qui joint ¢o et un point infiniment proche ¢, est une droite tangente
al’orbite O(gg) en ¢, I’espace tangent est donné par

Ty, O(po) = {8¢0f: f egl(n, R)}.

Exemple 2. Soit ¢ une loi standard sans isotropie. D’apres la classification, on peut trouver une
base {ey, ez} sur laquelle la loi est donnée par la matrice

1 0 1 0
1#02(1 0) ou wsz(—l 0).
0 1 0 1

3 Dans ce sens, on trouve des analogies avec la théorie des algébres de Lie [2].
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En prenant un élément f = (‘Z 3 ) € gl(2, R) on trouve que

81/,0f(61, e1) =aey + bey,
8y, f(e2,e2) = (2d — a)er + (2¢ — b)e,
8y [ (e1,e2) =bey +ae,

et

8ys f (e, e1) =aer + bes,
Sys f(e2,e2) = (=2d + a)er + (2c + b)ey,
8ys f(er, e2) = —bey + aey,

et pourtant

a b a b
Tyof=\2d—a 2c—b), Tysf=|-2d+a 2c+b
b a —b a

La dimension des orbites sont en conséquence dim O () = dimO(y5) = 4. Comme ces al-
gebres sont rigides, on trouve que la variété J2 possede deux composantes ouvertes de dimen-
sion 4.

3.1. Théoreme de décomposition d’un point

Dans ce paragraphe, on énonce un résultat de M. Goze [2] concernant la rigidité des lois
d’algebres non-associatives. Ceci admet une application naturelle aux algebres de Jordan.

Théoreme 2. Soit My un point standard de R" avec n standard. Tout point M infiniment proche
de My admet une décomposition de la forme

M=My+e vy +eeua+---+e€1...€pvp

qui vérifie les conditions

L. €1,...,€p sont des nombres réels infiniment petits.
2. vi,...,vp sont des vecteurs standard de R" linéairement indépendants.
De plus, si

M =My +€jv) +ejeyuy +--- €] ... v
est une autre décomposition de M qui vérifie les conditions précédentes, alors p = q, et

1 v = Zi‘:l al.j v; dont les al.j sont des nombres standard pour tout i, j telles que al’: #0.

/

R / i / / [
2. €1... € =0a€ ... +a, € ...+ -Faye .. €,

Le nombre entier p qui décrit la classe d’équivalence d’un point M est appelé longueur de M.
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Remarque 2. Le théoreme nous donne, en partant des points (M, My) de R", avec My stan-
dard infiniment proche a M, un repere standard (vy, ..., v,) tel que le drapeau (v, (vy, v2), ...,
(v1, ..., vy)) soit completement déterminé. Si on impose que M et My sont des points apparte-
nant a une variété différentielle ou algébrique plongée dans R”, la référence antérieure s’adapte
a la géométrie tangente en M. En particulier, v; est un vecteur tangent a 1’orbite [2].

3.2. Rigidité des lois d’algebres de Jordan
Soit ¢ une perturbation de la loi standard ¢g € J”. Alors on peut décomposer ¢ comme [2] :

Y=qot+ €@ ter2pr+ -+ €1...€p0p, 9)

ol ¢; sont des nombres infinitésimaux et ¢1, ..., ¢, sont des applications bilinéaires standard
indépendantes de R”. Il en résulte que ¢ € J" si et seulement si
8(/70(/)1 =0,
280092 + €184, 00 + €107 + £16285, 93 + 76280, 02
2
+ 18580, 01 + €18283(P0, 91, 92) + -+ -

2.3.3 3

2 233 33
teiere3...6, 18,80, 0p—1 T 16363 ... 6,0, =0, (10)

giogjoe(X,Y)=0;(¢;(X, X), (X, Y)) — 0 (X, 0j (o (X, X), Y)),
<P,~3=§0i0<Pi0<Pi,
(@i, @, o) =@i0o@jopr+@joprop;+@ropio;
+ Yoo+ @jopioQk+@ko@;oy;,
8pi0j =0i(0i(X, X), 0j (X, V) 4+ ¢i (0; (X, X), 9 (X,Y))
+9j(0i (X, X), 0i(X,Y)) — 0 (X, 0i (9:(X, X), Y))
—0i(X,0j(0i (X, X),Y)) —0i(X, 0i (0 (X, X),Y)).  (11)

En effet, en substituant la décomposition (9) dans (1), en divisant par €1 (1 # 0 car ¢ # ¢o)
et en considérant I’ombre on obtient (10). On désignera par G (¢g) 1’espace vectoriel

/12+n3
2

Glpo) ={p e R : 8,0 =0}. (12)

Lemme 6. Soient @1, ¢ € J". Le plan engendré par {0, 1, g2} est contenu dans J" si et seule-
ment si 8y, @2 = 84,1 = 0.

Démonstration. Soit ¢ = Ap; + nez, A, u € R. Alors

PP, x), 0(x, ) —o(x, p(p(x, x), ¥)) = A2 udp, @2(x, ¥) + n*A4, 01 (x, ¥),

d’ou I’affirmation. O
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Proposition 5. Si V4 € J? est telle qu’il existe une base {e1, e2} de R* dont la loi est donnée par

la matrice
1 0
Yq = (0 0 ) ,
o 1

2

alors Y4 est rigide. De plus, dim O(y4) = 2.

Démonstration. Par transfert, il suffit de démontrer la proposition pour ¢ et {e}, ez} standard.
Soit ¢ une perturbation de ¢ et

o=¢o+e1Q1+ - +E€1...86¢6

la décomposition correspondante. Soit

1 0 0 0
G(¢0)=E{<O 0),(0 1)}
(. i 0

Si @1 € G(gop), alors on a g, ¢p = 0. D’apres le lemme, il en résulte que ¢; € J? et pourtant
gof = 0. Si on divise la deuxieme équation de (10) par &>, en passant a I’ombre on obtient que
¢ € G(¢pp). Le méme raisonnement nous montre que gpg =0, 8y,92 = 8y, 00 = 8,01 =0 et
(¢0, 1, ¢2) = 0. En divisant maintenant par ¢3, la méthode montre que ¢3 € G(¢p). Pourtant, on
obtient que toute perturbation est au plus de longueur 2. Par ailleurs, dans la base {e1, e2} cette

perturbation s’écrit comme
I+ O
0 e ).
g Lte
2

/
£
2

(%)
e 1te

Le changement de base donné par

nous donne 1’isomorphisme cherché.

00 10
Théoreme 3. L’algébre de Jordan vrp = <O 1) ne se perturbe pas sur ¥s = <—1 0>. En parti-
00 01

culier, 5 ne se contracte pas sur yr.

€] €

Démonstration. On considére la perturbation ¢ = (63 1+64> de ¥, out €; ~ 0 sont des infini-
€5 €6

tésimaux. Le changement ¢}, = Hl—e4€2 permet de supposer que €4 = 0. Si €5 # 0, I’équation (4)
implique la relation

65(26163 +3e5 —1— 2652 — 26366) =¢e3(e1 — €p).
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Comme €5 # 0, cela équivaut a
2 €3
—1~2e1e3 +3€5 — 1 — 2e5 — 2e3e6 = — (€] — €¢).
€5
Comme €] — € ~ 0, le nombre i—z est infiniment grand, d’ou :—; ~ 0. Le changement de base

/ €5 ’
€1=€1—E—62N61, ey =»Xrez, A~1,
3

permet de supposer que €5 = 0. Si €3 # 0, le systeme (4) implique les relations €; = 0 et €] = €.
Il faut distinguer deux cas :

1. Si € # 0, on considere la base donnée par

1 1 /
e; = —e e] =e,.
1 € 1° 1 2
Il en résulte que
1 " " i 4 4 4 " 4 "
ejoe; =e, ey, 0e, =€1€3¢e] + ey, ey 0e, =e;,

et comme €1€3 + % > (, la perturbation est isomorphe a vy d’apres le lemme 1.
2. Si €1 =0, la pertubation est isomorphe a yr,. Ceci résulte immédiament de la classification.

€] €
Si €3 =0, alors la loi de la perturbation est donnée par ¢ = ( 8 1 ) Danscecas, I = (6/2) est
€6
un idéal de g, et, par simplicité, la perturbation n’est pas isomorphe a ¥5. O

Proposition 6. Les seules algébres rigides dans J* sont Vo, Y4 et s.

Démonstration. Soit ¢y € J2 une loi standard non isomorphe 2 aucune des lois

10 10 10
(1o) (o0) (o)
0 1 0 3 0 1

11 existe une base standard {e;, e;} de R2 telle que ¢q s’exprime d’une des formes suivantes

1 0 00 0 1
(a) ¢o=<0 0>, (b) <po=<0 1>, (©) <po=<0 O).
0 1 0 0 0 0

Dans le cas (a), on obtient la perturbation ¢ donnée par

10
<p=<8 0),
0 1
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qui n’est pas isomorphe a ¥y parce que ¢ est sans isotropie. Si on est dans le cas (b), alors on

considere la perturbation
e 0
0 0

qui est aussi sans isotropie, et pourtant non isomorphe a . Finalement, dans le cas (c) on peut
e 1

considérer la perturbation ¢ = (0 0), qui n’est pas isomorphe a Yo pour étre sans isotropie. La
00

rigidité de 5 est évidente par simplicité. O
4. Contractions d’algébres de Jordan

Par analogie avec les algebres de Lie, on peut définir formellement une notion de limite dans
la variété des lois J" de la fagon suivante : Soit ¢ € J" une loi d’algebre de Jordan et soit
ft € GL(n, R) une famille d’endomorphismes non-singuliers dépendant du parametre continu ¢.
Si pour tous X, Y € R” la limite

¢/(X.Y):=lim T oo(fi(X), fi(Y)) (13)

existe, alors ¢’ vérifie les conditions (1) et ¢’ est une loi d’algébre de Jordan, appellée contraction
de ¢ par {f;}. En utilisant I’action du groupe GL(n,R) sur la variété des lois d’algebres de
Jordan, c’est facile de voir qu'une contraction de ¢ correspond a un point de I’adhérence de
I’orbite O(g). Il en résulte en particulier que les algebres rigides ne sont pas des contractions
non triviales [8].

C’est évident que le changement de base el’. =te;, i = 1,...,n induit une contraction de
toute algebre de Jordan sur I’algebre de Jordan abélienne. De plus, toute contraction non-triviale
¢ — ¢ vérifie I’inégalité suivante

dim O(p) > dimO(¢’). (14)
Ceci nous donne un premier critere pour classifier les contractions des algebres de Jordan. On

peut vérifier sans difficulté que pour les algebres du théoréme 1, les dimensions des orbites sont
les suivantes :

dim O(ys) = dim O(yp) =4,

dimOY1) =dimO(y2) =3,

dim O(y3) =dim O(yr4) = 2. (15)
Proposition 7. Soient ; les algebres de Jordan du théoréme 1. Alors 1, Yy et Y3 sont les

seules algebres de Jordan qui apparaissent comme contraction d’une algebre de Jordan. Plus
précisement :

1. 1 est une contraction des algébres Yy et Vs,
2. Yy est une contraction de ),
3. 3 est une contraction de Vo, V1, Vo et Vs.



2408 J.M. Ancochea Bermiidez et al. / Journal of Algebra 319 (2008) 2395-2409

Démonstration. Comme les algebres Yo, ¥4 et 5 sont rigides, elles ne sont pas une contraction
d’une autre algebre de Jordan.

1. Soit dans Y5 la famille des transformations linéaires

filer) =ey, fi(e2) =ten.

Dans la base transformée {¢| = f;(e1), €} = fi(e2)}, laloi de ¥5 s’exprime par la matrice

ejoe] 1 0
/ / _ 2
eyoey, | = —-t- 0
/ /

ejoe) 0 1

En appliquant la formule, on obtient que la limite pour # — O de (13) donne une algebre
isomorphe a . De maniere analogue, la contraction o — | est définie par les transfor-
mations

filer) =ey, fi(e2) =ten.

2. En définissant les changements de base paramétrés

1
fi(er) =teq, ft(€2)=§(€1+€2),

on vérifie facilement que la limite (13) existe et donne une contraction o — 5.
3. La contraction de 15 sur 13 est donnée par les transformations

fz(€1)=§€1 +g€2, fi(e2) =tey.

La contraction ¢y — 3 est définie par
filen=tlei+e),  file) =rer.
La contraction yog — 3 est donnée par
filen=tez,  file) =1’er.
Finalement, les changements de base dans 1 définis par
filen=ei+ter,  file)=rer
induisent une contraction ¥, — 3.

Lalgebre Y4, étant rigide, n’est pas une contraction des autres algebres. Par ailleurs, cette algebre
ne possede que la contraction sur I’algebre abélienne. 0O

Dans la figure 1, ou résume les contractions des algebres de Jordan obtenues, et aussi la
contraction canonique sur 1’algebre abélienne.
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1 0 10
-1 0 10
i / . \
\ 10 00
00 0 1
0 1 \ 00
0 1 1 0
00 0 0
1
Oio 0 5
00
00
00
Fig. 1. Contraction des algebres de Jordan de J 2,
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