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Introduction

Le support physique sur lequel se base tout système biologique est constitué de macromo-
lécules, des entités discrètes, en nombre fini et au comportement intrinsèquement proba-
biliste. À cette échelle, la matière est en effet fortement soumise à l’agitation thermique et
le déplacement et la rencontre des molécules, base de toute réaction (bio)chimique au sein
d’une cellule, présente alors un caractère fortement aléatoire. En particulier, lorsqu’in-
terviennent des entités en faibles quantités (comme c’est par exemple le cas des gènes,
souvent en une ou deux copies dans une cellule) la nature discrète et probabiliste des
événements moléculaires devient importante.

La vie s’est donc développée et a évolué dans un contexte stochastique. Cette propriété a
longtemps été perçue comme ne pouvant être que négative pour les systèmes biologiques,
imposant alors à ceux-ci d’en minimiser les effets. Cependant, comme le montrent de plus
en plus d’études expérimentales, il apparaît clairement aujourd’hui que l’expression gé-
nique – un processus central au fonctionnement de tout système vivant – présente dans
de nombreux cas un caractère significativement stochastique (pour des reviews, voir par
exemple (Raser et O’Shea, 2005; Kærn et al., 2005; Maheshri et O’Shea, 2007; Raj et van
Oudenaarden, 2008)). En effet, deux cellules identiques, placées dans les mêmes condi-
tions, n’expriment pas leurs gènes de la même façon, provoquant alors des hétérogénéités
au sein d’une population clonale de cellules. De plus, bien que la vision négative de cette
stochasticité perdure encore aujourd’hui (Fraser et al., 2004; Martinez Arias et Hayward,
2006), il a été montré dans de nombreux cas qu’elle pouvait au contraire constituer un
atout, se révélant utile – voire nécessaire – pour divers processus biologiques. Son implica-
tion a par exemple été montrée dans des cadres aussi variés que la différentiation cellulaire
(Rao et al., 2002; Chang et al., 2008; Çağatay et al., 2009), le développement (Samoilov
et al., 2006; Boettiger et Levine, 2009), la prises de décision chez certains virus (Rao et al.,
2002; Weinberger et al., 2005) ou encore la survie d’une population bactérienne face à un
stress environnemental (Süel et al., 2007; Mettetal et van Oudenaarden, 2007; Veening
et al., 2008).

Ainsi, loin d’avoir été systématiquement éliminé au cours de l’évolution, le caractère sto-
chastique des réactions biochimiques, et en particulier celui de l’expression génique, a au
contraire pu être exploité par les systèmes biologiques. Il apparaît aujourd’hui clairement
comme une composante à part entière de leur fonctionnement, à intégrer à nos modes de
pensée et à notre compréhension des principes organisationnels du vivant. Cependant, si
cette part d’aléatoire dans l’expression des gènes peut constituer un avantage dans cer-
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taines situations, il va de soi que, pour en tirer parti, la cellule doit être en mesure de
la moduler et de la contrôler. Afin de comprendre, non seulement comment cette sto-
chasticité est générée, mais également comment elle peut être contrainte et structurée sur
différents plans, il est alors nécessaire de s’intéresser à ses origines moléculaires. Dans ce
cadre, les approches de modélisation constituent une aide particulière car elles permettent
d’identifier différentes sources potentielles de stochasticité, d’en déterminer certaines sin-
gularités (reconnaissables par exemple dans des données expérimentales) et d’en étudier
les mécanismes de contrôle. Pour cela, bien que l’expression génique soit un mécanisme
connu et étudié depuis de très nombreuses années, il doit être ici reconsidéré sous le jour
nouveau du caractère discret et probabiliste des interactions entre molécules individuelles
et des réactions biochimiques.

De façon remarquable, divers travaux expérimentaux récents indiquent également qu’il
est nécessaire de prendre en compte le caractère discret et stochastique des interactions
moléculaires pour comprendre de nombreux phénomènes biologiques. En effet, les tech-
niques récentes d’imagerie du noyau cellulaire par microscopie à fluorescence indiquent
que celui-ci ne constitue pas, comme on l’a longtemps pensé, un espace homogène où les
molécules peuvent se rencontrer librement, mais plutôt un système fortement hétérogène
et organisé au sein duquel la disposition spatiale des molécules joue un rôle essentiel.
Il semble de plus que cette structuration de l’espace ne soit pas régie par une architec-
ture globale prédéterminée, mais fasse appel à des principes d’auto-organisation reposant
essentiellement sur les interactions locales entre molécules et leur comportement probabi-
liste. Ces résultats expérimentaux en appellent alors à la prise en compte explicite, dans
les travaux de modélisation, de l’emplacement spatial des molécules et du caractère discret
de la matière.

De plus, des méthodes similaires d’imagerie ont récemment permis d’étudier l’associa-
tion/dissociation des molécules sur l’ADN, et en particulier, sur le promoteur des gènes.
Ces études permettent de mieux comprendre la dynamique des complexes multiprotéiques
impliqués dans de la régulation et l’activation transcriptionnelle des gènes. Il apparaît alors
que ces complexes macromoléculaires ne sont pas, comme on en a longtemps eu l’image, des
structures stables se formant et s’associant à l’ADN de façon durable, mais qu’il s’agit au
contraire de structures très dynamiques au sein desquelles les molécules n’ont souvent des
temps de résidence que de l’ordre de quelques secondes. Les complexes de régulation de la
transcription peuvent donc avoir une composition très variable et leur formation apparaît
comme un processus intrinsèquement stochastique, ne suivant pas une unique voie d’as-
semblage prédéterminée. De façon surprenante, on observe également, pour ces complexes,
un comportement dynamique à une échelle temporelle beaucoup plus lente, de l’ordre de
plusieurs dizaines de minutes. Il peut aussi bien s’agir de l’activation/inactivation sto-
chastique du promoteur que d’une activité périodique au contraire très régulière avec des
cinétiques caractéristiques d’occupation du promoteur par les différentes molécules. Les
complexes de régulation transcriptionnelle apparaissent donc comme des structures très
dynamiques et pouvant démontrer de propriétés multi-échelles singulières sur la base de
l’association/dissociation stochastique et des interactions locales et combinatoires entre
molécules.

Bien que les aspects spatiaux à l’échelle du noyau cellulaire et combinatoires à l’échelle du
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promoteur d’un gène soient clairement impliqués dans le processus d’expression génique
et se basent sur le comportement probabiliste de la matière, ils ne sont que très rarement
pris en compte dans l’étude du caractère stochastique de l’expression génique. Ces trois
thématiques de recherche sont en effet relativement récentes et ne sont encore que peu
associées les unes aux autres. Nous nous proposons, dans le cadre de cette thèse, d’étudier
les relations entre la dynamique spatio-temporelle des complexes macromoléculaires à ces
diverses échelles et le caractère stochastique de l’expression génique.

Le travail réalisé ici s’inscrit dans un contexte pluridisciplinaire et dans une démarche
de biologie des systèmes (Kitano, 2002) faisant intervenir à la fois des travaux de mo-
délisation et des expériences humides. Même si nous avons, dans ce cadre, participé à la
définition, la mise au point et l’analyse d’expériences humides, nos travaux personnels res-
tent essentiellement théoriques et nous ont de plus amené à explorer des voies différentes
du cadre du projet initial1. Nous ne présentons donc ici que les aspects théoriques de nos
travaux. Ce mémoire de thèse est organisé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous décrivons l’état des connaissances actuelles sur le champ de
recherche relativement récent qu’est l’étude de l’expression stochastique des gènes. Nous
nous concentrons spécifiquement sur son origine moléculaire (même si ses conséquences
et son rôle biologique sont également des sujets de recherche très actifs) et mettons un
accent particulier sur les résultats de modélisation dans ce domaine. Partant alors du
constat que les phénomènes d’organisation au sein du noyau cellulaire et que la dynamique
multi-échelle singulière des complexes de régulation de la transcription ne sont que très
peu pris en compte dans ces études, nous décrivons alors la littérature, essentiellement
expérimentale, relative à ces deux thématiques de recherche. Les deux chapitres suivants
présentent alors nos travaux de modélisation sur chacun de ces deux aspects.

Le chapitre II décrit un travail en cours et relativement préliminaire de conception d’un
modèle et d’un logiciel de simulation spatiale, dédiés à l’étude des phénomènes d’organi-
sation au sein du noyau cellulaire en relation avec le processus d’expression génique. Ce
modèle emprunte en particulier différentes techniques à des formalismes de simulation in-
tracellulaire à différentes échelles spatio-temporelles. Bien qu’à l’issue de ce chapitre, nous
ayons identifié certaines limites potentielles de l’approche en termes de calculabilité et de
pouvoir descriptif, ce travail nous a toutefois permis de développer une certaine réflexion
sur le sujet, nous conduisant alors à formuler plusieurs hypothèses quant aux influences du
contexte spatial du processus d’expression génique sur ses propriétés stochastiques. Les li-
mitations de ce modèle de simulation nous ont cependant amenés à adopter une approche
sensiblement différente pour étudier de façon plus précise la dynamique des complexes de
régulation transcriptionnelle.

Ainsi, dans le chapitre III, nous proposons un modèle à l’intersection de différents champs
de recherche théoriques et expérimentaux, pour étudier la dynamique stochastique sponta-
née des complexes multiprotéiques sur un promoteur. Ce modèle se base sur la description
des événements d’association/dissociation de molécules et des modifications conformation-
nelles et covalentes de la chromatine, prenant en compte les influences mutuelles combi-
natoires entre tous ces facteurs (coopération/compétition, réactions enzymatiques et de

1Pour une description de ce projet pluridisciplinaire, le lecteur pourra se référer à (Coulon et al., 2009).
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remodelage). Les dérivations, essentiellement analytiques, nous permettent en particulier
de décrire dans un cadre commun le comportement d’un promoteur selon des mesures em-
ployées dans les différents domaines expérimentaux évoqués précédemment : des mesures
de la stochasticité de l’expression (distribution et spectres de puissance du niveau d’ex-
pression), des mesures de la dynamique rapide des complexes sur le promoteur (FRAP,
FRET) et des mesures de son comportement lent (cinétiques de ChIP). Nous montrons
alors, d’une part, que la dynamique du promoteur permet un contrôle fin et complexe de
différents aspects de l’expression stochastique d’un gène et, d’autre part, que des mesures
expérimentales peuvent révéler différentes caractéristiques de la structure du système mo-
léculaire sous-jacent telles que sa taille, sa consommation énergétique, ou encore le mode
d’interaction des molécules entre elles et avec la chromatine.

L’ensemble de ces travaux suggèrent alors que le gène, une entité souvent représentée de
façon simple et déterministe, peut au contraire témoigner de comportements dynamiques
et stochastiques très singuliers sur lesquels peut s’exercer un contrôle complexe.
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Chapitre I

Origines moléculaires de la stochasticité

de l’expression génique

Deux cellules génétiquement identiques – par exemple, issues d’une population clonale –
et placées dans les mêmes conditions peuvent exprimer une protéine donnée à des niveaux
très différents. Cette part d’aléatoire dans le processus d’expression génique, bien que
mise en évidence depuis de nombreuses années (Kupiec, 1997, et références associées),
fait l’objet d’intenses investigations depuis les travaux d’Elowitz et al. (2002) chez les
procaryotes et de Levsky et al. (2002) et Blake et al. (2003) chez les eucaryotes. Ces
nombreux travaux ont permis de mieux caractériser la stochasticité de l’expression génique
chez divers organismes et ce dans des conditions très variées.

Les termes employés pour désigner ce phénomène sont nombreux. On parle aussi bien de
stochasticité, de bruit, de variabilité, de fluctuations de l’expression génique, que d’hété-
rogénéité temporelle ou au sein d’une population, ou encore du caractère probabiliste ou
aléatoire de l’expression. Ces termes ne sont cependant pas neutres et portent différentes
connotations. En particulier, l’utilisation du terme bruit – encore souvent employé aujour-
d’hui – est assez révélatrice de la vision négative longtemps associée à cette stochasticité.
Selon cette vision il ne s’agirait que d’un aspect nuisible de l’expression génique ne pou-
vant qu’entraver le bon déroulement d’un programme génétique déterministe et forçant
la cellule à développer des stratégies pour le combattre. De nombreuses études ayant au-
jourd’hui démontré l’importance voire la nécessité de ce phénomène dans des contextes
très différents, il apparaît maintenant clairement comme une composante essentielle du
fonctionnement des systèmes biologiques, comme un mécanisme pertinent et fonctionnel,
sujet à de multiples régulations.

De fait, si ce comportement probabiliste peut constituer un atout pour la cellule, il
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convient alors pour celle-ci d’être en mesure de le contrôler – de le filtrer, de l’amplifier,
de le canaliser, de le structurer – afin d’en tirer parti en fonction du contexte. On assiste
alors à l’émergence d’un nouveau champ de recherche dont l’un des objectifs principaux
est d’identifier et de quantifier les différentes sources de stochasticité – de découvrir quelle
en est ou quelles en sont les causes primaires (Paulsson, 2005b) – ainsi que les mécanismes
qui peuvent l’influencer. Dans ce cadre, il est souvent fait appel à la modélisation afin
d’identifier les sources potentielles de stochasticité, de définir des expériences permettant
de les mettre en évidence et d’en interpréter les résultats, plaçant la démarche de biologie
des systèmes (Kitano, 2002) au cœur de ce champ de recherche.

Dans ce premier chapitre, nous posons tout d’abord les principes de base fréquemment
employés dans la littérature pour la mise en évidence expérimentale de la stochasticité
de l’expression génique et l’identification de ses diverses origines par l’intermédiaire de
la modélisation. Nous décrivons ensuite (section 2) comment le processus d’expression
génique peut comporter diverses sources de stochasticité et comment leurs mécanismes
d’origine leur confèrent des caractéristiques spécifiques. Nous verrons alors, dans la sec-
tion 3, comment des fluctuations peuvent être transmises et modifiées par un gène ou par
un motif de gènes et structurées à un niveau plus global par le réseau. Cette revue de
l’état de l’art nous conduira alors au constat essentiel que deux niveaux d’organisation
sont généralement considérés de façon particulièrement simplifiée dans les études de mo-
délisation. Il s’agit d’une part des aspects spatiaux du processus d’expression génique, en
relation avec le caractère très hétérogène du noyau des cellules eucaryotes, et d’autre part
de la régulation transcriptionnelle au niveau du promoteur d’un gène, processus complexe
présentant des dynamiques temporelles multi-échelles très singulières. Hors du champ de
la littérature consacré à la stochasticité de l’expression génique, ces deux problématiques
constituent pourtant des champs de recherche très actifs et il existe une littérature abon-
dante décrivant de nombreux phénomènes ayant de probables implications majeures sur
le caractère stochastique de l’expression génique. Nous exposons alors dans les sections 4
et 5 de ce chapitre les connaissances relatives à ces deux champs de recherche en tentant
de mettre à jours leurs diverses relations avec l’expression stochastique des gènes. Nos
contributions en rapport avec ces deux domaines seront alors exposées respectivement
aux chapitres II et III.

1 Séparation, quantification et identification des sources

de stochasticité

1.1 Mesures expérimentales

Les techniques expérimentales employées pour identifier et séparer les différentes com-
posantes de la stochasticité de l’expression génique sont variées mais se basent presque
systématiquement sur des mesures sur cellules uniques. Beaucoup font en particulier usage
d’un ou de plusieurs gènes rapporteurs codant pour des protéines fluorescentes, le niveau
de fluorescence observé sur une cellule témoignant alors du niveau d’expression de la pro-
téine en question. Deux techniques essentielles, maintenant couramment employées, sont
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la cytométrie de flux – permettant de mesurer à un instant donné la fluorescence de chaque
cellule d’une large population – et la vidéo-microscopie – permettant de mesurer l’évolu-
tion au cours du temps de la fluorescence de quelques cellules. À partir de telles données, il
est possible de dériver plusieurs indicateurs fournissant chacun différents points de vue sur
le système étudié. En combinant les mesures obtenues sur les différents rapporteurs et/ou
dans plusieurs conditions, il est alors possible de distinguer plusieurs composantes de la
stochasticité, d’en quantifier la contribution et d’y reconnaître des signatures spécifiques
permettant de discriminer parmi plusieurs hypothèses quant à leur origine.

1.2 Stochasticités intrinsèques vs extrinsèques

Depuis les travaux expérimentaux d’Elowitz et al. (2002), mettant en application les
travaux théoriques de Swain et al. (2002), il est souvent fait une distinction entre stochas-
ticité intrinsèque et stochasticité extrinsèque. Comme le souligne Paulsson (2005a), ces
deux termes n’ont cependant de sens que s’ils se rapportent à un système préalablement
défini. La part intrinsèque de stochasticité est alors celle dont l’origine se trouve au sein du
système considéré, tandis que la part extrinsèque correspond aux fluctuations extérieures
au système que celui-ci ne fait que transmettre. Pourtant, bien souvent, l’utilisation de
ces termes souffre de l’absence d’une identification claire du système en question, ce qui
peut parfois conduire à certaines confusions. En effet, le système n’est généralement défini
qu’implicitement par la description de l’expérience réalisée.

Afin de séparer ces deux composantes, l’approche classique, reprise aujourd’hui dans de
nombreuses études (Raser et O’Shea, 2004; Colman-Lerner et al., 2005; Rosenfeld et al.,
2005; Raj et al., 2006; Sigal et al., 2006; Neildez-Nguyen et al., 2007; Raser et O’Shea,
2005; Maheshri et O’Shea, 2007; Kærn et al., 2005; Raj et van Oudenaarden, 2008),
consiste à comparer les niveaux d’expression de deux protéines fluorescentes contrôlées
par deux promoteurs identiques. Les sources de stochasticité qui affectent de la même
façon les deux gènes rapporteurs et provoquent des fluctuations corrélées entre les niveaux
de fluorescence au sein de chaque cellule sont extérieures au système « dupliqué » – ici,
le gène1 (figure I.1a1). Il peut s’agir par exemple de fluctuations de la concentration
d’un facteur de transcription (FT), de la quantité d’ARN polymérase, ... À l’inverse, les
sources de stochasticité provenant du système dupliqué (état actif/inactif du promoteur,
événement de synthèse/dégradation d’ARNm ou de protéines, ...) sont indépendantes d’un
système à l’autre et produisent donc des fluctuations décorrélées entre les deux niveaux
de fluorescence (figure I.1a2). Dans le cas général, il est possible de montrer (Swain et al.,
2002) que la variance normalisée du niveau d’expression est la somme d’une contribution
intrinsèque et d’un contribution extrinsèque2 η2

tot = η2
ext+η

2
int qui peuvent être directement

déterminées à partir de la corrélation entre les deux niveaux de fluorescence mesurés, par
exemple, par cytométrie de flux (figure I.1a3).

1Plus précisément, il s’agit du promoteur du gène, de l’ensemble de ses transcrits et des protéines
produites à partir de ces derniers.

2η2
ext correspond au η2

tot que l’on obtiendrait si le système considéré était déterministe et ne faisait que
transmettre une stochasticité reçue en amont. η2

int
correspond en revance à la moyenne, pour toutes les

trajectoires possibles des facteurs extrinsèques, du η2
tot que l’on obtiendrait pour une trajectoire donnée.
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Fig. I.1: Séparation des composantes intrinsèques et extrinsèques de la stochasticité.
(a1) Dans le cas idéal où l’expression d’un gène n’est pas probabiliste, les fluctuations dans la quantité
de protéines produites proviennent nécessairement de fluctuations dans la concentration des molécules
contrôlant l’expression du gène (régulateurs, polymérase, . . .) : elles sont donc gène-extrinsèques. Deux
copies du gène auront alors une expression totalement identique. (a2) Dans le cas inverse où l’expres-
sion d’un gène est probabiliste mais où tous ses régulateurs sont en concentrations constantes, les
fluctuations du niveau d’expression proviennent exclusivement des événements stochastiques propres
au processus d’expression du gène : elles sont gène-intrinsèques. Deux copies différentes du même
gène auront alors une expression totalement indépendante. (a3) Dans le cas général, la corrélation
entre les niveaux d’expression de deux gènes identiques permet de quantifier la contribution respective
de ces deux composantes (Swain et al., 2002) et peut par exemple être obtenue simplement à partir de
données de cytométrie de flux. Notons par ailleurs que la définition exacte de ces deux composantes2

est en réalité moins restrictive que les deux cas idéaux a1 et a2. (b) L’utilisation de paires de gènes
différents rend intrinsèques toutes fluctuations n’affectant pas à la fois les deux gènes et permet donc
d’avoir une description de la propagation des fluctuations au sein du réseau. (c1-3) En effet, plus
deux gènes sont fonctionnellement proches, plus on observe que leur expression est corrélée. (b, c1-3 :
d’après Sigal et al. (2006)).

L’utilisation de constructions différentes permet de raffiner la séparation des différentes
sources. Ainsi, en comparant le résultat de l’expérience décrite précédemment avec le cas
où les deux promoteur sont différents et appartiennent à des voies de régulation distinctes,
il est possible de séparer les fluctuations de facteurs globaux (quantité de polymérase, FT
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généraux, ...) de celles de facteurs spécifiques à chaque promoteur (Raser et O’Shea, 2004;
Colman-Lerner et al., 2005; Ramanathan et Swain, 2005; Kærn et al., 2005; Sigal et al.,
2006; Maheshri et O’Shea, 2007). La propagation de la stochasticité au sein du réseau de
gènes peut alors être hiérarchisée en mesurant la corrélation entre paires de gènes plus ou
moins proches (figures I.1b et I.1c1-3) (Sigal et al., 2006; Pedraza et van Oudenaarden,
2005). De même, placer les deux promoteurs identiques l’un après l’autre dans le génome
rend extrinsèque les fluctuations locales (ouverture/fermeture de la chromatine, position
spatiale du locus chromosomique ...) et permet de les quantifier (Raj et al., 2006).

Il est à noter que les composantes intrinsèques et extrinsèques peuvent être séparées
en faisant appel à d’autres techniques que celle du double rapporteur fluorescent. En
particulier, l’intégration en un nombre variable de copies d’un seul rapporteur fluorescent
n’influence que la mesure de la part intrinsèque de la stochasticité (Becskei et al., 2005;
Volfson et al., 2006).

Dans certains cas, cette distinction peut cependant rester ambiguë et les sources de va-
riabilité ou les mécanismes l’influençant ne peuvent pas toujours être placés dans l’une
ou dans l’autre de ces catégories. En particulier, comme nous le verrons au chapitre II,
l’identification claire du système peut devenir particulièrement délicate dès lors que l’on
prend en compte les aspects spatiaux. De plus, lorsqu’on considère des rétrocontrôles, la
propriété essentielle d’additivité évoquée précédemment n’est plus valable (Tănase-Nicola
et al., 2006).

1.3 Signatures spécifiques des différentes sources

La modélisation permet de prédire des caractéristiques spécifiques aux divers mécanismes
générant ou influençant la variabilité de l’expression génique. Ces signatures peuvent
ensuite être utilisées pour identifier et quantifier une ou plusieurs sources à partir de
données expérimentales. Un indicateur très couramment employé est la relation entre la
variabilité de la quantité d’une certaine molécule et son abondance (sa quantité moyenne).
En effet, dans les modèles simples d’expression génique, chaque source possède sa signature
propre dans la relation entre la variance normalisée σ2

P/〈P 〉2 et la moyenne 〈P 〉 du nombre
de protéines. De très nombreux auteurs (Elowitz et al., 2002; Ozbudak et al., 2002; Blake
et al., 2003; Raser et O’Shea, 2004; Golding et al., 2005; Pedraza et van Oudenaarden,
2005; Becskei et al., 2005; Bar-Even et al., 2006; Newman et al., 2006; Volfson et al., 2006;
Mettetal et al., 2006; Murphy et al., 2007; Sánchez et Kondev, 2008) utilisent cette relation
(mesurée pour différentes concentrations de l’inducteur du gène considéré, à différents
instants pendant l’induction, pour différentes mutations ponctuelles affectant l’efficacité
des différentes étapes des l’expression, ...) afin de discriminer les différentes sources de
stochasticité.

Le contenu fréquentiel d’un niveau d’expression mesuré au cours du temps par des tech-
niques de vidéo-microscopie peut également comporter des singularités exploitables. En
particulier, un gène autorégulé ou un motif particulier de quelques gènes produisent une
signature reconnaissable dans des mesures spectrales telles que le spectre de puissance,
l’autocorrélation d’un niveau d’expression ou la corrélation croisée entre deux niveaux
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Box 1 : Indicateurs de la stochasticité de l’expression génique

La stochasticité de l’expression d’un gène peut être caractérisée par différents indicateurs pouvant aussi
bien être obtenus à partir de mesures expérimentales que prédits à partir de modèles théoriques.

• La variance normalisée, notée η2
P , est obtenue en divisant la variance σ2

P de la quantité P d’une
certaine molécule par le carré de sa moyenne 〈P 〉2. Elle correspond donc au carré du coefficient

de variation ηP . Ces mesures, ηP et η2
P , parfois appelées simplement noise, sont sans dimension

et décrivent de façon équivalente à quel point les fluctuations sont importantes relativement à la
moyenne. Le facteur de Fano σ2

P /〈P 〉, également appelé noise strength, permet de quantifier l’écart
d’une distribution à une loi de Poisson mais peut parfois être source de confusions (cf section 2.3).

Ces indicateurs synthétiques (une seule valeur) ne donnent cependant qu’une vision très partielle du système
observé. De fait, ils ne mettent pas en évidence les spécificités des trois exemple présentés ci-dessous. Il
. est alors nécessaire de faire appel à des indicateurs plus complets.

Ces trois exemples illustrent que des signaux
peuvent différer aussi bien au niveau de leurs
valeurs (bistabilité dans l’exemple 1) que d’un point de vue temporel (périodicités dans l’exemple 3).

• La distribution complète des valeurs d’un niveau d’expression – que mesurent directement des don-
nées de cytométrie – caractérise bien plus précisément la structure de la variabilité (nombre/taille/
position/forme des différents modes). Elle met ainsi en évidence la différence entre les exemples 1
et 2 ci-dessus, montrant le caractère bistable du premier. L’en-
semble des moments de la distribution, bien que théoriquement
équivalent, ne permet pas une interprétation aussi explicite.

• Le spectre de puissance décrit le contenu
fréquentiel d’un signal de vidéo-microscopie
(il s’agit du carré du module de la transfor-
mée de Fourier), mettant ici en évidence la

différence entre les exemples 2 et 3. Un pic plus ou moins fin dans le spectre révèle une périodicité
plus ou moins régulière du signal. L’autocorrélation d’un niveau d’expression (corrélation entre deux
valeurs du signal en fonction du délai qui les séparent) est un indicateur strictement équivalent.

Tous ces indicateurs peuvent être généralisés au cas où la quantité de plusieurs espèces moléculaires sont
mesurées simultanément (deux protéines différentes, une protéine et son ARN, . . .). On considérera alors
des covariances, des distributions jointes et des corrélations croisées.
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d’expression (cf Box 1) (Simpson et al., 2003, 2004; Cox et al., 2006; Warren et al., 2006;
Lestas et al., 2008). Sur des données expérimentales, la mesure de ce type d’information
peut alors révéler l’architecture du réseau de gènes sous-jacent (Austin et al., 2006; Dunlop
et al., 2008; Cox et al., 2008).

De même, la distribution complète d’un niveau d’expression au sein d’une population
– par opposition à sa description partielle par la moyenne et la variance (cf Box 1) –
témoigne de certaines régularités (par exemple, la multimodalité) dues à la dynamique
propre d’un gène (Kepler et Elston, 2001; Hornos et al., 2005; Innocentini et Hornos,
2007; Shahrezaei et Swain, 2008a) et/ou à la transmission de fluctuations extrinsèques
(Thattai et van Oudenaarden, 2001; Walczak et al., 2009). L’allure de cette distribution
pour différents niveaux d’induction et en réponse à des perturbations peut être utilisée,
par exemple, pour l’interprétation de données de cytométrie (Blake et al., 2003; Mettetal
et al., 2006; Volfson et al., 2006).

Ainsi, la modélisation, parce qu’elle permet une interprétation quantitative des mesures
expérimentales, mais aussi parce qu’elle peut être un guide pour la définition de nouvelles
expériences, constitue un outil indispensable à la compréhension de la stochasticité de
l’expression génique, jouant de fait un rôle central dans la majorité des études. Dans la
section suivante, nous verrons plus précisément quelles sont les principales sources de cette
stochasticité, quelles en sont les signatures caractéristiques et comment elles ont pu être
modélisées.

2 Sources de stochasticité gène-intrinsèques

Le caractère stochastique de tout processus au sein d’une cellule vivante tient au fait
que les événements moléculaires (synthèse, dégradation, association, dissociation, ...) sont
discrets, probabilistes et ont lieu en nombre fini. De façon générale, la nature aléatoire de
ces événements n’est plus négligeable dès lors que certains d’entre eux sont rares et/ou
affectent de petites quantités. C’est pourquoi la stochasticité est souvent associée aux
faibles concentrations, même si cette vision est assez simpliste car la rareté des événements
n’est pas nécessairement due à l’existence de faibles concentrations. En particulier, nous
montrerons au chapitre III que l’on peut obtenir la relation inverse dans de nombreux cas.

Pour étudier les différentes sources de stochasticité, il peut être fait appel à différents
modèles détaillant plus ou moins les nombreuses étapes de l’expression génique et basés
sur divers formalismes de modélisation (intégrant ou non l’espace, décrivant les molécules
de façon discrète ou non, . . .) (Gillespie, 1977; Turner et al., 2004; Takahashi et al., 2005;
Chabrier-Rivier et al., 2005; Kuttler, 2006; Wilkinson, 2009). Ceux-ci peuvent ensuite
aussi bien être étudiés à l’aide de la simulation qu’en faisant appel à des méthodes de
résolution analytiques et/ou computationnelles. Chaque choix impose à la modélisation
certaines simplifications de la réalité et il convient de garder à l’esprit qu’ils doivent être
dictés en premier lieu par leur pertinence par rapport à la représentation de l’objet d’étude
et non par rapport aux techniques d’analyse qu’ils permettent d’appliquer. L’utilisation
de techniques de résolution analytiques ou computationnelles sur des modèles génériques
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permet de comparer et d’exprimer en termes communs un grand nombre de sources de
stochasticité. En particulier, un certain nombre d’auteurs (Paulsson, 2005a; Warren et al.,
2006; Cox et al., 2006; Lestas et al., 2008) proposent des dérivations de divers indicateurs
(variance normalisée, spectres de puissance, ...) pour un système arbitraire de réactions
biochimiques. Instanciées sur des systèmes particuliers simples, ces dérivations donnent
lieu à des expressions dont chaque terme peut être interprété d’un point de vue biophy-
sique.

2.1 Modélisation de l’expression génique

Comme le décrit le principe de séparation intrinsèque/extrinsèque, la variabilité observée
dans le niveau d’expression d’un gène donné provient en partie des événements stochas-
tiques liés à son expression et en partie de la propagation de fluctuations de la concentra-
tion de ses régulateurs. Mais ces dernières sont elle-même dues au caractère stochastique
de l’expression d’autres gènes. Il est donc avant tout nécessaire de comprendre comment la
stochasticité peut être générée avant de comprendre comment elle peut être transmise et
modifiée. Nous commençons donc ici par décrire les différentes sources gène-intrinsèques
et considérerons, dans la section 3, les propriétés de propagation et de modulation des
fluctuations gène-extrinsèques par un gène ou au sein d’un réseau.

La figure I.2a présente un modèle de l’expression génique utilisé dans de nombreuses
études3 (Rigney et Schieve, 1977; Ko, 1991; Peccoud et Ycart, 1995; Kepler et Elston,
2001; Paulsson, 2004, 2005a; Raser et O’Shea, 2004; Bar-Even et al., 2006; Kærn et al.,
2005; Kaufmann et van Oudenaarden, 2007; Shahrezaei et Swain, 2008b,a; Simpson et al.,
2004; Cox et al., 2006; Hornos et al., 2005; Innocentini et Hornos, 2007; Lipniacki et al.,
2006; Tkačik et al., 2008; Paszek, 2007). Bien qu’impliquant plusieurs simplifications (dont
nous verrons l’impact ultérieurement), ce modèle permet de rendre compte de nombreuses
sources de stochasticité gène-intrinsèques. Il correspond au système de réactions biochi-
miques suivant :

Goff

k+

⇄

k−

Gon (I.1)

Gon
ρ→ Gon + R (I.2)

R γ→ ∅ (I.3)

R ρ̃→ R + P (I.4)

P γ̃→ ∅ (I.5)

Les protéines P sont synthétisées à partir des molécules d’ARNm R (I.4), elles-mêmes
synthétisées à partir du gène dans un état actif Gon (I.2). Le promoteur du gène passe
spontanément d’un état actif Gon à un état inactif Goff, représentant par exemple la pré-
sence/absence d’un FT ou l’état ouvert/fermé de la chromatine (I.1). Les protéines P et les

3À quelques différences près : par exemple certains auteurs ne considèrent qu’une seule étape pour
la transcription et la traduction, d’autres considèrent de l’autorégulation, d’autres encore considèrent
plusieurs copies du gène. Mais toutes ces études considèrent un promoteur à deux états et des processus
simples de synthèse/dégradation comme nous les décrivons ici.
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messagers R se dégradent spontanément (I.3 et I.5). La figure I.2b présente un exemple de
la dynamique résultant de la simulation de ce système pour un jeu de paramètres donné.
À partir de ce modèle simple, il est déjà possible de mettre en évidence différentes sources
de stochasticité correspondant à des comportements très différents. Nous en présentons
les principaux mécanismes dans les sections suivantes.

2.2 Synthèse/dégradation de protéines et des transcrits

Considérons uniquement les réactions de synthèse (I.4) et de dégradation (I.5) des pro-
téines pour un nombre constant R de messagers R. Le nombre P des protéines P fluctue
alors autour d’une valeur moyenne 〈P 〉 = ρ̃R/γ̃ proportionnelle à la quantité d’ARNm.
Ces fluctuations sont d’autant plus importantes, relativement à la moyenne, que le niveau
moyen 〈P 〉 est bas (figures I.2c1 et I.2c2). On parle alors d’effets de taille finie car chaque
événement stochastique de synthèse ou de dégradation provoque un changement discret
d’autant plus « visible » que la quantité de protéines est faible. En effet, plus le nombre de
molécules est important plus on se rapproche du comportement déterministe décrit par la
loi d’action de masse. Dans le cas d’un système où le taux de synthèse ρ̃R est constant, la
distribution du nombre de protéines (ce que l’on observerait sur une population de cellules
par cytométrie de flux par exemple) suit alors une loi de Poisson (Kaufmann et van Oude-
naarden, 2007). Une caractéristique importante de cette distribution est que sa variance
est égale à sa moyenne σ2

P = 〈P 〉. Ainsi, pour un tel système, la variance normalisée par
le carré de la moyenne vaut

σ2
P

〈P 〉2 =
1

〈P 〉 (I.6)

et diminue donc avec 〈P 〉. Une variance normalisée différente de cette valeur témoigne
donc que la synthèse des protéines ne s’effectue pas à un taux constant au cours du temps.

Si l’on considère maintenant également les réactions de synthèse (I.2) et de dégradation
(I.3) d’ARNm pour un gène actif en permanence, le nombre R de transcrits R suit exacte-
ment le même type de processus. Les fluctuations de R autour de sa moyenne 〈R〉 = ρ/γ
sont d’autant plus importantes que celle-ci est faible σ2

R/〈R〉2 = 1/〈R〉 et se transmettent
en partie au niveau protéique (figure I.2c3) (Paulsson, 2005a) :

σ2
P

〈P 〉2 =
1

〈P 〉 +
1

〈R〉
γ̃

γ + γ̃
(I.7)

Le terme supplémentaire provient de l’inhomogénéité du taux de protéosynthèse résultant
des fluctuations de la quantité d’ARN et varie également comme 1/〈P 〉 car 〈R〉 = 〈P 〉γ̃/ρ̃.

Ainsi, un comportement en 1/〈P 〉 de la variance normalisée témoigne d’un bruit Poisson
de synthèse/dégradation. Celui-ci provient essentiellement du faible nombre de protéines
si le coefficient de proportionnalité de cette relation est proche de 1 et du faible nombre
de transcrits si ce coefficient est très supérieur à 1. Cette signature couramment utilisée a
permis de montrer qu’une part significative de la stochasticité de l’expression génique peut
provenir de ces effets de taille finie dus au faible nombre de transcrits ou de protéines,
aussi bien dans des systèmes procaryotes (Elowitz et al., 2002; Ozbudak et al., 2002)
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Fig. I.2: Modèle standard de la stochasticité gène-intrinsèque. Ce modèle très simple (a)
et couramment employé dans la littérature permet de comprendre un grand nombre de sources de sto-
chasticité gène-intrinsèques. La simulation de ce système par un algorithme de Gillespie (1977) donne
un exemple de sa dynamique générale (b) et permet de mettre en évidence plusieurs phénomènes en
fonction des valeurs des paramètres cinétiques. (c) Le bruit Poisson correspond aux fluctuations spon-
tanées d’une quantité de molécules soumises à un processus de synthèse/dégradation stochastique.
(c1,c2) Ces fluctuations sont d’autant plus importantes relativement au niveau moyen que ce dernier
est faible et (c3) peuvent être transmises d’un niveau à l’autre. La durée de vie moyenne des molé-
cules (barres horizontales) détermine la durée caractéristique des fluctuations. (d) Les phénomènes de
bursts dans la synthèse des protéines (d1) et des ARN (d2) sont des régimes très particuliers et ont
lieu respectivement lorsque la durée de vie des ARN et les périodes actives du promoteur sont très
courtes. (e) Le rapport temporel entre les différents niveaux du processus d’expression a une influence
majeure sur la propagation de la stochasticité d’un niveau à l’autre : une dynamique rapide du pro-
moteur par rapport aux durées de vie des ARN et des protéines n’influence que très marginalement le
niveau d’expression (e1) alors qu’une dynamique lente du promoteur peut être la source prédominante
de la variabilité du niveau d’expression (e2).
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qu’eucaryotes (Blake et al., 2003; Raser et O’Shea, 2004; Bar-Even et al., 2006; Newman
et al., 2006).

2.3 Bursts traductionnels

Dans la littérature, la signature précédente a parfois été caractérisée par le facteur de
Fano σ2

P/〈P 〉 (cf Box 1) et interprétée en termes de bursts traductionnels, correspondant
à de rares et brèves périodes d’intense synthèse protéique (figure I.2d1) (Thattai et van
Oudenaarden, 2001; Ozbudak et al., 2002). Ce phénomène, bien que démontré par des
techniques de détection de molécules uniques dans certaines situations chez le procaryote
(Yu et al., 2006) et chez l’eucaryote (Cai et al., 2006) n’est pas représentatif du cas général.
En effet, comme le souligne Paulsson (2005a), ce régime d’expression très particulier
nécessite (i) que le nombre de transcrits soit nul la plupart du temps (ρ/γ ≪ 1) et (ii) que
ces derniers aient une durée de vie très courte comparée à celle des protéines (1/γ ≪ 1/γ̃).
Dans ce cas, la synthèse protéique à lieu en « paquets » de distribution géométrique4 et de
taille moyenne b = ρ̃/γ, correspondant au nombre de protéines synthétisées par transcrit.
Le facteur de Fano peut alors s’écrire

σ2
P

〈P 〉 ≃ 1 + b (I.8)

Cependant, outre le fait que le facteur de Fano ne soit pas une mesure pertinente de la
variabilité dans le cas général, des mesures cohérentes avec l’équation (I.8) (c’est-à-dire
une indépendance à 〈P 〉 et une valeur élevée de b) ne signifient pas nécessairement que la
traduction a lieu en bursts (Paulsson, 2005a). En effet, ces caractéristiques ne sont autres
que celles évoquées sur la relation (I.7) (resp. une dépendance en 1/〈P 〉 de σ2

P/〈P 〉2 et un
coefficient de proportionnalité important) et signifient uniquement que la variabilité est
due aux événements de synthèse/dégradation des transcrits. Les deux conditions pour un
régime d’expression en bursts traductionnels n’ont donc nullement besoin d’être remplies.
De plus, dans le cas général, la valeur de b mesurée ne correspond pas au nombre de pro-
téines produites par transcrit. Par exemple, dans le cas de la figure I.2c3, on observerait
bien σ2

P/〈P 〉 = 1 + b avec b ≃ 11, 5 quel que soit le niveau d’induction, alors que la pro-
téosynthèse n’a pas lieu en bursts et que le nombre de protéines produites par transcrit
est de 15. Notons aussi que, contrairement à ce que suggère le terme de bursts traduction-
nels, ceux-ci ne reflètent pas le caractère aléatoire de la traduction, mais proviennent des
événements stochastiques de transcription et de dégradation des transcrits. En effet, plus
la synthèse/dégradation protéique s’approche du cas déterministe, plus b devient grand.

L’interprétation en termes de bursts traductionnels a conduit un certain nombre de mo-
dèles à agréger la synthèse d’un transcrit, sa traduction (en une quantité suivant une loi
géométrique) et sa dégradation en une seule étape (Mettetal et al., 2006; Friedman et al.,
2006; Sánchez et Kondev, 2008). Ce choix de modélisation revient à supposer a priori
ce régime d’expression très particulier et limite donc significativement l’expressivité du
système.

4Plus précisément, il s’agit d’une loi de Poisson dont le paramètre suit une loi exponentielle, ce qui
est très proche d’une loi géométrique.
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2.4 Dynamique du promoteur

L’activation/inactivation du promoteur due à la présence/absence d’un FT ou à l’ouver-
ture/fermeture de la chromatine a depuis longtemps été prise en compte comme source
de stochasticité dans les approches de modélisation (Rigney et Schieve, 1977; Ko, 1991;
Peccoud et Ycart, 1995; Kepler et Elston, 2001). Elle est aujourd’hui couramment em-
ployée dans l’analyse la variabilité de données d’expression (Blake et al., 2003; Raser et
O’Shea, 2004; Becskei et al., 2005; Bar-Even et al., 2006; Newman et al., 2006). En effet,
Becskei et al. (2005) et Raj et al. (2006), en observant que l’intégration de deux rap-
porteurs fluorescents à un même locus chromosomique provoque une forte corrélation de
leur niveau d’expression, ont démontré que l’environnement chromatinien d’un gène joue
un rôle essentiel sur son niveau de variabilité. De même, des observations directes de la
synthèse d’ARNm ont révélé que l’activité transcriptionnelle pouvait présenter de fortes
hétérogénéités (Newlands et al., 1998; Golding et al., 2005; Chubb et al., 2006; Zenklu-
sen et al., 2008), alternant entre des périodes de synthèse et des périodes d’inactivité.
La distribution exponentielle de la durée de ces périodes (ou la distribution géométrique
de la quantité de transcrits produits pendant chaque période active) a conduit la grande
majorité des approches de modélisation considérant une dynamique explicite du promo-
teur à ne représenter celui-ci que comme un système à deux états (Simpson et al., 2004;
Paulsson, 2004, 2005a; Raser et O’Shea, 2004; Bar-Even et al., 2006; Kærn et al., 2005;
Kaufmann et van Oudenaarden, 2007; Shahrezaei et Swain, 2008b; Hornos et al., 2005;
Golding et Cox, 2006; Cox et al., 2006; Lipniacki et al., 2006; van Zon et al., 2006; Inno-
centini et Hornos, 2007; Okabe et al., 2007; Paszek, 2007; Tkačik et al., 2008; Shahrezaei
et Swain, 2008a), tel que représenté par la réaction (I.1).

Dans ce cas simple où l’on considère que le promoteur bascule entre un état actif et un
état inactif (figures I.2a et I.2b), la variance normalisée peut être exprimée analytique-
ment, chacun des termes de l’expression pouvant alors être interprété d’un point de vue
biophysique (reformulation de Paulsson, 2005a) :

σ2
P

〈P 〉2 =

Synthèse/dégradation
des protéines
︷︸︸︷

1

〈P 〉
︸︷︷︸

Poisson

+

Synthèse/dégradation
des ARN

︷ ︸︸ ︷

1

〈R〉
︸︷︷︸

Poisson

γ̃

γ + γ̃
︸ ︷︷ ︸

Lissage temporel
ARN→protéines

+

Activation/inactivation du promoteur
︷ ︸︸ ︷

〈Goff〉
〈Gon〉
︸ ︷︷ ︸

Bernoulli

γ̃

γ + γ̃

1 + γ/(γ̃ + k++ k−)

1 + (k++ k−)/γ
︸ ︷︷ ︸

Lissage temporel
promoteur→ARN→protéines

(I.9)

En plus des deux termes dus aux événements de synthèse/dégradation déjà présents dans
l’équation (I.7), le troisième terme représente la variabilité provenant de la dynamique
stochastique d’activation/inactivation du promoteur. Il s’agit de la variance normalisée
de l’état du promoteur 〈Goff〉/〈Gon〉 (rapport des probabilités que le promoteur soit in-
actif et actif, sa distribution stationnaire suivant une loi de Bernoulli) pondérée par un
facteur prenant en compte les rapports temporels entre les différents niveaux (voir sec-
tion suivante). Cependant, même dans le cas simple d’un promoteur à deux états, il n’est
pas possible de prédire une signature claire dans la relation entre σ2

P/〈P 〉2 et 〈P 〉. Une
telle signature est en effet observable uniquement dans le régime très particulier où les
transitions d’état du promoteur sont très fréquentes comparées à la durée de vie des ARN
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et si les périodes actives sont sensiblement plus courtes que les périodes d’inactivité (fi-
gure I.2d2). Dans ce régime de burst transcriptionnel, le processus de synthèse des ARN
est analogue à celui des protéines dans le cas de bursts traductionnels (figure I.2d1) et on
observe la même signature en 1/〈P 〉 (Paulsson, 2005a). Ces deux sources de stochasticité
ne peuvent alors pas être séparées sans recourir à des mesures complémentaires, telles que
des expériences de mutagenèse du promoteur (Raser et O’Shea, 2004) et/ou du site de
fixation du ribosome (Ozbudak et al., 2002).

Bien que ce modèle à deux états soit employé dans la très grande majorité des approches
qui considèrent explicitement une dynamique du promoteur, il ne permet pas de rendre
compte d’un grand nombre de phénomènes. En effet, aussi bien chez les procaryotes que
chez les eucaryotes, la régulation fait intervenir un grand nombre de molécules (Browning
et Busby, 2004; Perissi et Rosenfeld, 2005; Thomas et Chiang, 2006) avec des rôles et des
propriétés cinétiques très variés (Hager et al., 2009). L’approximation de la dynamique du
promoteur par la simple réaction bidirectionnelle (I.1) constitue donc une simplification
très forte. Elle implique que le passage d’un état à l’autre se fait avec un délai expo-
nentiel, ce qui revient à considérer que la transition a lieu en une seule étape ou qu’une
des étapes du processus est largement plus limitante que toutes les autres. Or, même si
certains promoteurs présentent de telles caractéristiques, cette propriété est loin d’être
une généralité. De fait, les cas où des distributions exponentielles de la durée des deux
états (ou géométriques du nombre de transcrits par période active) ont effectivement été
directement observées et mesurées sont plutôt rares (Chubb et al., 2006; Golding et al.,
2005) et des dynamiques d’activation/inactivation singulièrement différentes peuvent être
observées d’un gène à l’autre (Zenklusen et al., 2008). En outre, plusieurs études basées
sur des cinétiques de ChIP5 ont démontré un comportement cyclique chez de nombreux
promoteurs eucaryotes (Shang et al., 2000; Métivier et al., 2003; Karpova et al., 2008; De-
genhardt et al., 2009), ce qui peut alors conduire à des comportements périodiques dans
la synthèse des transcrits. De façon générale, des études récentes à l’échelle du génome
entier montrent l’existence de modes de régulation très différents (van Werven et al., 2009;
Cairns, 2009).

Certaines données expérimentales ne peuvent pas être expliquées avec un modèle de pro-
moteur à deux états et nécessitent une description plus précise (Blake et al., 2003, 2006;
Murphy et al., 2007). Plusieurs études prennent ainsi en compte la dynamique du promo-
teur en considérant par exemple que l’état du promoteur est déterminé par la présence
de deux molécules s’influençant mutuellement (Blake et al., 2003, 2006), ou en prenant
en compte plusieurs étapes entre la fixation de l’ARN polymérase et l’initiation de la
transcription (Mitarai et al., 2008). D’autre modèles permettent de représenter de façon
plus générale l’interaction d’un nombre arbitraire de molécules sur un promoteur (Vilar
et Saiz, 2005; Saiz et Vilar, 2006a; Sánchez et Kondev, 2008). Ces études ont permis de
montrer d’un point de vue théorique qu’un tel système permettait un contrôle fin de la
stochasticité de l’expression génique.

5L’immunoprécipitation de la chromatine (ChIP) est une technique expérimentale permettant d’ob-
server, au sein d’une population de cellules, le taux d’occupation d’une séquence d’ADN par certaines
protéines (ici l’occupation d’un promoteur par des facteurs de transcription). Une cinétique de ChIP, réa-
lisée après synchronisation de la population, permet de décrire l’évolution de cette occupation au cours
de l’activation transcriptionnelle d’un gène. Cette technique sera décrite plus en détail dans la section 5.
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Il paraît donc essentiel de prendre en compte la dynamique complexe résultant des in-
teractions moléculaires sur le promoteur pour l’étude de la génération et du contrôle
de la variabilité de l’expression génique. De fait, des études à grande échelle, telles que
celle réalisée par Newman et al. (2006), ont montré que le niveau de stochasticité d’un
gène était fortement corrélé à de nombreuses caractéristiques de son promoteur (présence
d’une TATA box, susceptibilité à différents types de remodelages chromatiniens et de
modifications d’histones, . . .). Pourtant, bien que la littérature expérimentale décrivant
la dynamique de la régulation transcriptionnelle soit très vaste et témoigne de propriétés
dynamiques riches et diverses, très peu de modèles de l’expression stochastique des gènes
la prennent en compte. Nous reviendrons plus en détails sur cette littérature dans la sec-
tion 5 de ce chapitre, une partie essentielle de notre travail consistant en l’élaboration
et l’utilisation d’un modèle générique permettant précisément de prendre en compte ces
aspects (chapitre III).

2.5 Relations entre échelles de temps

Comme nous l’avons vu, la stochasticité de l’expression génique met en jeu de nombreux
mécanismes à différents niveaux, depuis les interactions moléculaires sur le promoteur
jusqu’à la traduction et la dégradation des protéines. Or, les fluctuations produites à un
niveau donné du processus d’expression peuvent être plus ou moins transmises par les
niveaux suivants. Un des aspects centraux dans cette transmission est la relation entre les
échelles de temps des différents processus. La durée de vie d’une molécule dont le niveau
est soumis à un processus de synthèse/dégradation détermine le temps de relaxation
de ce dernier, c’est-à-dire le temps qu’il met pour retourner à l’équilibre à partir d’une
valeur hors d’équilibre. Elle détermine alors la durée caractéristique de ses fluctuations :
intuitivement, la durée d’un écart à sa moyenne6. Par exemple, P sur la figure I.2c1 et R
sur la figure I.2c3 suivent exactement le même processus de synthèse/dégradation, mais
ont des durées de vie différentes.

Le temps de relaxation d’un niveau (donc la durée de vie de la molécule correspondante)
détermine également la vitesse à laquelle celui-ci est capable de réagir à des changements
en amont. Ainsi, si la durée de vie moyenne des transcrits (1/γ) est sensiblement plus
longue que le temps moyen entre deux activations du promoteur (à savoir 1/k− + 1/k+),
alors ces dernières n’auront que peu d’influence sur la variabilité finale du niveau d’expres-
sion (figure I.2e1). À l’inverse, des fluctuations du promoteur sensiblement plus lentes que
la durée de vie des transcrits et des protéines seront transmises jusqu’à ces niveaux (fi-
gure I.2e2). Ainsi, dans un cas intermédiaire, les deux processus de synthèse/dégradation
effectuent un lissage temporel des fluctuations du promoteur, ne laissant passer que les
variations globales (figure I.2b).

Ce phénomène est décrit quantitativement par les coefficients de lissage temporel dans
les équations (I.7) et (I.9). Par exemple, dans l’équation (I.7) (et dans la figure I.2c3),
les fluctuations du niveau d’ARN – le terme 1/〈R〉 – sont d’autant plus amorties qu’elles

6Plus formellement, il s’agit du coefficient de l’exponentielle dans l’autocorrélation du processus ou
de la fréquence à laquelle commence la décroissance dans son spectre de puissance, appelée fréquence de
coupure.
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sont rapides par rapport à la durée de vie des protéines (γ ≫ γ̃). Dans l’équation (I.9), les
changements d’état du promoteur – dont la variance normalisée est 〈Goff〉/〈Gon〉 – sont
filtrés par un terme prenant en compte la relation entre les échelles de temps des trois
processus impliqués (promoteur, ARN et protéines).

L’utilisation d’indicateurs décrivant les aspects dynamiques du niveau d’expression, tels
que le spectre de puissance ou l’auto-corrélation (cf Box 1), permet de caractériser ce
phénomène de façon précise. Ainsi, plusieurs auteurs ont montré que la transmission des
fluctuations d’un niveau à un autre (par exemple de R à P ) faisait intervenir un filtrage
passe-bas dont la fréquence de coupure est déterminée par la durée de vie des molécules
du second niveau (Simpson et al., 2003; Warren et al., 2006; Cox et al., 2006; Lestas
et al., 2008). Cela signifie par exemple que le contenu fréquentiel du niveau d’ARN à des
fréquences sensiblement inférieures à γ̃ (le taux de dégradation protéique) est toujours
présent dans le spectre de puissance du niveau de protéines, tandis que les fréquences plus
élevées disparaissent d’autant plus que l’on s’éloigne de la fréquence de coupure γ̃.

2.6 Distribution des délais : élongation, export, dégradations . . .

Le modèle de la figure I.2a considère que les délais des différentes réactions7 sont dis-
tribués exponentiellement, ce qui constitue une approximation très forte. Comme nous
l’avons évoqué dans la section 2.4, les nombreuses réactions impliquées dans le processus
de régulation transcriptionnelle rendent généralement non-exponentiels les délais entre
l’activation et l’inactivation du promoteur (I.1). De la même façon, on peut argumen-
ter que chacune des autres réactions de ce système est en réalité non-exponentielle. Par
exemple, la dégradation des transcrits (I.3) n’est ni spontanée ni instantanée puisqu’elle
se produit par digestion enzymatique progressive à partir de la queue poly-A du transcrit.
De même, pour la réaction (I.5), une protéine doit subir plusieurs réactions d’ubiqui-
tylation avant d’être ciblée par le protéasome. Les distributions non-exponentielles des
délais de ces deux réactions ainsi que celle de l’activation/inactivation du promoteur ont
été prises en compte de façon générique par Pedraza et Paulsson (2008), montrant alors
l’importance de ces aspects sur la variabilité du niveau d’expression du gène.

De même, les réactions (I.2) et (I.4) sont très loin d’avoir des durées exponentielles. En
particulier, la réaction (I.2) suppose nul le délai entre l’initiation de la transcription et
l’apparition d’un ARN messager prêt à être traduit. On sait pourtant que de nombreux
mécanismes aux dynamiques temporelles singulières interviennent dans ce processus, tels
l’élongation de la transcription (s’effectuant de façon très irrégulière avec de nombreuses
pauses), le splicing, l’export hors du noyau (dont les propriétés dépendent de nombreux
facteurs comme la position spatiale du gène dans le noyau), . . . Bien que ces mécanismes
soient décrits de façon relativement précise d’un point de vue expérimental (Darzacq
et al., 2005; Shav-Tal et al., 2006) et fassent l’objet d’études de modélisation en tant que
tels (Roussel et Zhu, 2006; Voliotis et al., 2008), leurs implications spécifiques dans le
cadre de l’expression stochastique des gènes reste à ce jour encore peu explorées (Dobr-

7Le délai d’une réaction correspond à la durée entre l’instant où tous les réactants sont disponibles et
l’instant où la réaction a lieu. Pour une réaction chimique élémentaire (se faisant en seule étape), cette
durée a une distribution exponentielle dont la valeur moyenne est l’inverse du taux de la réaction.
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zyński et Bruggeman, 2009). Nous verrons au chapitre III, section 3.6, qu’il est possible de
prendre en compte simplement des délais non-exponentiels arbitraires pour chacune des
réactions (I.2) à (I.5), permettant alors de rendre compte, au moins partiellement, des di-
vers processus couramment approximés comme instantanés dans les modèles d’expression
stochastique des gènes.

2.7 Aspects spatiaux

La grande majorité des modèles d’expression stochastique des gènes considèrent un espace
homogène et implicite dans lequel les molécules sont réparties de façon uniforme. Bien que
cette supposition permette l’application de nombreuses techniques de modélisation et de
simulation (Gillespie, 1977; Turner et al., 2004; Wilkinson, 2009), elle reste cependant une
simplification forte de la réalité et néglige plusieurs sources essentielles de la variabilité
de l’expression. En effet, des études expérimentales chez différents organismes eucaryotes
ont montré que l’intégration de deux gènes rapporteurs en un même locus chromosomique
provoque une corrélation significative de leurs niveaux d’expression (Becskei et al., 2005;
Raj et al., 2006), indiquant alors l’implication de mécanismes locaux tels que la conden-
sation/décondensation de la chromatine et/ou le déplacement du locus chromosomique
dans différentes régions de l’espace nucléaire. De plus, en employant des techniques de dé-
tection de molécules uniques, Elf et al. (2007) ont montré chez E. coli que le mouvement
observé des facteurs de transcription (FT) était compatible avec un modèle où le dépla-
cement s’effectue par une combinaison de diffusion libre en 3D dans l’espace cellulaire et
de diffusion en 1D ou de sliding le long de l’ADN (figure I.3a1). Ce principe de diffusion
« 3D+1D » a été très largement étudié du point de vue de la modélisation pour expliquer
comment les FT trouvent efficacement leurs sites de fixation par l’alternance de périodes
de recherche globale et de recherche locale (Hołyst et al., 2000; Halford et Marko, 2004;
Gowers et al., 2005; Wunderlich et Mirny, 2008; Halford, 2009).

Cependant, la présence d’autres molécules sur l’ADN est susceptible de modifier sensible-
ment les propriétés d’une telle diffusion (Li et al., 2009). En particulier, chez les eucaryotes,
la chromatine, structure moléculaire dans laquelle est enroulé l’ADN, rend difficile une
diffusion libre en 1D. Dans ce contexte, les mesures expérimentales (sur lesquelles nous
reviendrons dans la section 4) suggèrent que les molécules se déplacent plutôt par une
série d’associations transitoires à l’ADN séparées par de brèves périodes de diffusion 3D
sur de courtes distances – un processus qualifié de hopping ou de hit-and-run (figure I.3a2)
(Misteli, 2001, 2007) – tandis que les phénomènes de sliding seraient plutôt couplés à des
moteurs moléculaires tels que la machinerie de transcription ou de réplication (Talbert et
Henikoff, 2006).

L’influence spécifique de ces aspects spatiaux sur la stochasticité de l’expression gé-
nique fait cependant rarement l’objet d’études de modélisation. Les quelques exemples
témoignent pourtant de l’importance de ces phénomènes. Par exemple, même s’il ne s’agit
dans cette étude que d’une diffusion en 3D dans un espace homogène, van Zon et al. (2006)
montrent que la diffusion d’un FT dans la cellule peut provoquer d’importantes hétérogé-
néités transcriptionnelles lorsque celui-ci est présent en un très faible nombre de copies.
Typiquement, s’il n’existe qu’une seule copie de ce facteur dans la cellule, le FT peut
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Fig. I.3: Modes de déplacement d’un facteur de transcription. Pour expliquer la façon
dont un facteur de transcription (FT) trouve son site de fixation sur l’ADN, plusieurs modes de
déplacement sont proposés dans la littérature. Par exemple, le FT pourrait se déplacer par (a1) une
alternance entre des périodes de diffusion libre en 3D et de diffusion en 1D le long de l’ADN (sliding),
ou par (a2) un mécanisme de hopping ou de hit-and-run consistant en une suite d’associations (sans
déplacement) séparées par de courtes périodes de diffusion en 3D. Diverses mesures expérimentales
chez les procaryotes et chez les eucaryotes peuvent être en accord avec ces modes de déplacement et
leur efficacité dans la recherche du site de fixation est une question largement étudiée. Leur implication
sur la stochasticité de l’expression génique reste cependant peu explorée. (b) En ne considérant que
la diffusion 3D d’un FT et son association à un unique site de fixation, van Zon et al. (2006) ont
montré que la réassociation rapide du FT pouvait significativement augmenter l’hétérogénéité dans
l’activité de transcription d’un gène.

diffuser loin du promoteur pendant une longue période, puis se rapprocher et provoquer
plusieurs association/dissociation successives avant de s’éloigner à nouveau (figure I.3b).
De plus, Tkačik et Bialek (2009) montrent que, de façon inattendue, un processus de dif-
fusion « 3D+1D » ne réduit pas la variabilité du processus d’expression génique, du fait
d’importantes corrélations temporelles lors de la diffusion en 1D.

Ainsi, la prise en compte explicite de l’espace permet de mettre en évidence des méca-
nismes pertinents quant à la stochasticité de l’expression génique. Or, si les travaux théo-
riques se basant sur le déplacement des FT sont plutôt rares, ceux qui tiennent compte
de l’organisation spatiale du noyau eucaryote à plus grande échelle le sont encore davan-
tage. La littérature expérimentale récente sur cette architecture nucléaire dynamique est
pourtant très abondante et témoigne d’un paysage hétérogène et complexe, sujet à de
nombreux phénomènes d’auto-organisation basés sur le comportement probabiliste des
molécules et décrivant l’expression génique comme un processus intrinsèquement couplé à
une dynamique spatio-temporelle. Une partie de nos travaux consiste en l’élaboration d’un
modèle et d’un logiciel de simulation ayant pour but d’étudier ces phénomènes d’auto-
organisation au sein du noyau cellulaire ainsi que leur influence sur la stochasticité de
l’expression génique (chapitre II). Nous reviendrons en détail sur cette littérature expé-
rimentale dans la section 4 du présent chapitre de façon à mettre en avant les nombreux
liens possibles avec l’expression stochastique des gènes.
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3 Propagation et modulation de la stochasticité

Nous avons jusqu’ici abordé la question de la génération de la stochasticité et décrit les
différentes sources relatives au processus d’expression génique. Nous présentons dans cette
section comment l’interaction de gènes entre eux et/ou la rétroaction directe de l’activité
d’un gène sur sa propre transcription permet à la fois de structurer la stochasticité qu’ils
génèrent et de moduler leur capacité à transmettre ou à filtrer des fluctuations extérieures.

3.1 Transmission des fluctuations gène-extrinsèques

Les fluctuations observées dans l’expression d’un gène donné proviennent en partie du pro-
cessus d’expression génique mais peuvent également refléter des fluctuations extérieures
au gène : même si l’on considère qu’un gène est déterministe, les fluctuations de la quan-
tité de régulateurs ou de polymérase, par exemple, vont se répercuter sur son niveau
d’expression (figure I.1a1). Cette stochasticité gène-extrinsèque peut être prépondérante
dans certains cas (Becskei et al., 2005; Volfson et al., 2006).

Une approche classique de modélisation pour étudier ce mécanisme est de considérer un
modèle dans lequel un gène A régule un gène B. On peut alors étudier les propriétés
de l’expression stochastique du gène B en fonction de celles du gène A, cette méthode
pouvant également être généralisée à une cascade de gènes (Thattai et van Oudenaarden,
2001; Simpson et al., 2003; Pedraza et van Oudenaarden, 2005; Maheshri et O’Shea, 2007;
Warmflash et Dinner, 2008; Walczak et al., 2009). Dans un tel système (dépourvu de ré-
trocontrôles), la part gène-extrinsèque des fluctuations de B provient des fluctuations de
A et est déterminée non seulement par les rapports temporels entre les différentes dyna-
miques (similairement à ce qui est décrit dans la section 2.5), mais également par l’allure
de la fonction de régulation (le niveau moyen de B en fonction de celui de A). Cette pro-
priété est généralisable à plusieurs régulateurs et pour une CRIF8 arbitraire (Warmflash
et Dinner, 2008). Dans le cas de fluctuations extrinsèques de faible amplitude, on peut
appliquer l’approximation linéaire du bruit (linear noise approximation) (Thattai et van
Oudenaarden, 2001; Paulsson, 2005a). Les fluctuations de B sont alors proportionnelles à
celles de A et à la pente de la CRIF (au niveau de la valeur moyenne de A). Dans le cas
de fluctuations extrinsèques importantes, la variabilité de B dépendant alors de la forme
de la CRIF sur toute la plage de valeurs atteintes par A, ce qui peut conduire à un régime
d’expression bimodal (Kærn et al., 2005).

Ainsi, un gène peut aussi bien générer de la stochasticité que transmettre une stochasticité
reçue en amont. Cependant, lorsque les fluctuations de concentration des régulateurs d’un
gène sont corrélées entre elles et/ou corrélées au niveau d’expression du gène considéré,
les dépendances entre les différentes sources de variabilité peuvent conduire à l’appari-
tion de propriétés particulières – l’un des cas de figure les plus simples étant celui de
l’autorégulation.

8CRIF (cis-regulatory input function) : fonction décrivant le niveau moyen d’un gène en fonction de
la concentration de tous ses régulateurs.
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3.2 Modulation par l’autorégulation

Il a été montré par de nombreuses études théoriques (Thattai et van Oudenaarden, 2001;
Simpson et al., 2003; Swain, 2004; Hornos et al., 2005; Cox et al., 2006; Tao et al., 2007)
et/ou expérimentales (Becskei et Serrano, 2000; Dublanche et al., 2006; Nevozhay et al.,
2009), que l’auto-répression réduit la variabilité de l’expression d’un gène, que son origine
soit gène-intrinsèque ou gène-extrinsèque (Paulsson, 2004, 2005a). En effet, une fluctua-
tion positive provoquant par rétroaction une diminution de l’expression et vice versa, la
variabilité autour de la moyenne est globalement réduite. D’un point de vue spectral,
l’auto-répression modifie le contenu fréquentiel du niveau d’expression en déplaçant les
fluctuations basses-fréquences vers des fréquences plus élevées (Simpson et al., 2003; Cox
et al., 2006). Notons que l’on peut également retrouver ce phénomène – parfois qualifié
de noise shaping – dans d’autres systèmes biologiques utilisant un rétrocontrôle négatif
en présence de bruit, par exemple les réseaux de neurones (Mar et al., 1999).

À l’inverse, l’auto-activation provoque une augmentation de la variabilité de l’expression
en amplifiant les fluctuations (Kepler et Elston, 2001; Thattai et van Oudenaarden, 2001;
Lestas et al., 2008). Pour une auto-activation importante, cela peut conduire le système
à être bistable, alternant entre un régime d’expression faible et un régime d’expression
élevé. Le temps d’échappement entre ces deux états dépend alors de l’amplitude des fluc-
tuations et de l’intensité de l’auto-activation. Il est toutefois à noter que dans certains cas,
l’auto-activation peut également améliorer les propriétés de sensitivité et de transmission
d’information du gène (Hornung et Barkai, 2008).

D’autres rétrocontrôles au sein même des processus de transcription et de traduction
d’un gène peuvent également provoquer des propriétés de modulation de la stochasticité
(Swain, 2004). D’un point de vue général, la prise en compte de rétrocontrôles se tra-
duit par l’apparition de coefficients dits d’élasticité dans l’équation (I.9) (Paulsson, 2004,
2005a). Chaque élasticité décrit à quel point un niveau donné (par exemple la quantité de
protéines) est capable d’influencer le processus de synthèse/dégradation d’un autre niveau
(par exemple, l’activation/inactivation du promoteur). Leur combinaison détermine alors
comment les propriétés de transmission ou de génération de la stochasticité du système
sont modifiées par un rétrocontrôle donné.

3.3 Motifs de gènes : corrélations constructives et destructives

On peut retrouver des propriétés similaires à l’autorégulation en considérant l’interaction
de plusieurs gènes. Par exemple, un gène A activant un gène B, lui-même réprimant A,
provoque de propriétés similaires à l’auto-répression (Simpson et al., 2003; Maheshri et
O’Shea, 2007). D’autres motifs de quelques gènes faisant intervenir des rétrocontrôles
positifs et négatifs avec des délais différents peuvent provoquer des propriétés riches de
filtrage et de transmission des sources motif-extrinsèques ou générer des fluctuations aux
propriétés particulières (Thattai et van Oudenaarden, 2001; Cox et al., 2006; Pedraza
et van Oudenaarden, 2005; Maheshri et O’Shea, 2007; Shahrezaei et al., 2008; Walczak
et al., 2009). Par exemple, si deux gènes A et B sont tous deux sujets à des fluctuations
globales (par exemple de la quantité d’ARN polymérase) et que A réprime B, alors l’effet
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des fluctuations globales sur B sera en partie compensé par la réaction de A – il s’agit
là d’une corrélation destructive entre deux sources de fluctuations. D’un point de vue
spectral, Cox et al. (2006) montrent que, selon ce principe, l’interaction de plusieurs gènes
peut provoquer des dynamiques stochastiques relativement structurées, avec en particulier
des comportements oscillants prononcés.

Ainsi, la dynamique couplée de nombreux gènes – dont le comportement individuel est
représenté façon simple – permet d’obtenir des comportements aux propriétés variées. Il
semble alors probable que ces mécanismes de contrôle et de structuration de la stochasti-
cité soient exploités avantageusement par la cellule en fonction du contexte. Nous verrons
au chapitre III comment de nombreuses propriétés similaires peuvent également être ob-
tenues au niveau d’un gène unique dès lors que l’on considère explicitement la dynamique
des différentes molécules sur son promoteur.

3.4 Ergodicité : mémoire cellulaire et interactions cellule-cellule

Les interactions mutuelles entre plusieurs gènes sont susceptibles de provoquer des pro-
priétés de multistabilité. Par exemple, deux gènes s’inhibant mutuellement constituent un
système bistable dans lequel le temps de passage d’un état à l’autre dépend de l’intensité
de l’inhibition et l’importance des fluctuations dans l’expression des deux gènes (Kepler
et Elston, 2001) et peut alors théoriquement être rendu arbitrairement lent. Une propriété
bien connue des réseaux en général est que le nombre d’états stables du système augmente
avec la taille du réseau (Kauffman, 1993). Ainsi, dans le cadre d’un grand réseau de gènes
dont l’expression est stochastique, le système peut facilement présenter une dynamique
plus ou moins lente de transitions stochastiques entre des nombreux états. Comme nous
allons le voir, c’est en effet ce que suggèrent les données expérimentales soulevant alors
des questions quant au caractère ergodique du comportement des cellules.

Un processus stochastique est dit ergodique si les statistiques obtenues sur une réalisation
donnée du processus sont identiques à celles obtenues sur un ensemble de réalisations
indépendantes observées à un instant donné. Cela revient simplement, dans notre cas, à
poser la question : le comportement d’une cellule est-il représentatif de celui de la popula-
tion ? En effet, une même distribution observée en cytométrie peut dériver de dynamiques
très différentes au niveau de la cellule unique (Sigal et al., 2006; Brock et al., 2009).

Considérons l’exemple simple d’un système bistable. S’il est impossible pour une cellule
dans l’un des deux états de passer dans l’autre état, l’observation d’une cellule unique (qui
reste donc indéfiniment dans l’un ou l’autre des deux états) n’est clairement pas représen-
tative de la population. Le système n’est donc pas ergodique. À l’inverse, s’il est possible
de passer d’un état à l’autre, on peut alors reproduire la distribution que l’on obtiendrait
sur une population de cellules à partir de l’observation d’une seule cellule. Mais la durée
nécessaire de l’observation pour arriver à cette propriété – appelé le temps de mélange
du processus – dépend de la fréquence de passage d’un état à l’autre. Si ces événements
sont rares, l’observation doit être très longue et le système est alors qualifié de faiblement
ergodique. D’un point de vue plus général le temps de mélange d’un niveau d’expression
correspond à la durée de corrélation la plus longue observée dans ses fluctuations et peut
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être interprété comme la « mémoire » de la cellule. Cette valeur décrit en effet à quel point
une cellule ayant un niveau très différent de la moyenne va conserver cette caractéristique
au cours du temps.

Diverses études expérimentales suggèrent que ce temps de mélange peut parfois être très
long. Par exemple, les fluctuations du niveau d’expression observées par Rosenfeld et al.
(2005) chez E. coli par vidéo-microscopie ont un temps de corrélation de 40 min, donc
de l’ordre du cycle cellulaire. Remarquablement, la part gène-intrinsèque de ces fluctua-
tions étant sensiblement plus rapide (inférieure à 10 min), leur lenteur a pour origine des
facteurs globaux. Sur des cellules humaines, Sigal et al. (2006) montrent que le temps
de mélange du niveau d’expression de 20 protéines différentes est supérieur à 40 h – soit
plusieurs cycles cellulaires – mais que chaque cellule finit par perdre la mémoire de ses
niveaux d’expression. De même, après avoir trié par cytométrie de flux une population
de cellules de souris en trois sous-populations exprimant une protéine donnée à des ni-
veaux de fluorescence faibles, intermédiaires et élevés, Chang et al. (2008) observent que
la distribution initiale peut être retrouvée à partir de chaque sous-population, mais que
ce processus prend de l’ordre de 10 jours9. De plus, les auteurs montrent que les pro-
fils transcriptomiques10 de ces trois sous-populations sont très différents après le tri mais
convergent lentement vers un même profil. Cette observation indique alors que l’hétérogé-
néité observée ainsi que son temps de mélange font intervenir un grand nombre de gènes,
suggérant alors des mécanismes de transition stochastique entre de nombreux états.

Ces résultats expérimentaux suggèrent également qu’il n’y a pas nécessairement de dif-
férence a priori entre les cellules d’une population et que l’individualité observée à un
instant donné ne persiste pas indéfiniment. Mais la durée de ces fluctuations étant large-
ment supérieure à la durée de la plupart des observations expérimentales, elles peuvent
alors apparaître comme des différences de capacité d’expression entre les différentes cel-
lules d’une population (Colman-Lerner et al., 2005). De fait, des hétérogénéités dans
l’expression de protéines impliquées, de façon générale, dans le processus d’expression gé-
nique (par exemple des sous-unités de la polymérase ou du ribosome, de FT généraux, des
cofacteurs, . . .) affectent l’expression de nombreux gènes de façon non-spécifique. Notons,
de plus, que ces différences de capacité d’expression d’une cellule à l’autre affectent non
seulement les niveaux moyens de l’expression des gènes, mais également les caractéris-
tiques de leur stochasticité intrinsèque (Shahrezaei et al., 2008). On observe alors une
hétérogénéité des propriétés stochastiques de l’expression des gènes.

Le caractère ergodique de l’activité des cellules dépend non seulement de la composante la
plus lente dans leur comportement spontané mais également, à une échelle supérieure, de
l’existence d’interactions cellule-cellule au sein de la population. En effet, dans l’exemple
simple d’un système bistable évoqué précédemment, si l’on considère que l’état d’une cel-
lule dépend en partie de l’état de ses voisines, les cellules ne sont alors plus indépendantes
et le comportement individuel n’est plus représentatif de la population. On rencontre ty-
piquement ce phénomène dans de nombreux tissus au cours du développement. En effet,
les cellules peuvent s’inter-stabiliser dans des phénotypes différents et le comportement

9Le même type d’expériences, réalisées sur des cellules humaines, a même montré des temps de mélange
allant jusqu’à plusieurs semaines (G. Corre et A. Paldi, données non-publiées).

10C’est-à-dire les niveaux d’ARN de l’ensemble ou d’un grande partie des gènes.
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individuel dépend alors fortement du contexte provoqué par la population (Snijder et al.,
2009; Boettiger et Levine, 2009).

*
* *

Ainsi, la stochasticité de l’expression génique est un phénomène faisant intervenir de
nombreuses échelles d’organisation : de la molécule au tissu. Les fluctuations des niveaux
protéiques prennent en effet leurs origines dans divers événements moléculaires propres
au processus d’expression génique et sont alors transmises, modifiées et structurées par
l’interaction des différents gènes du réseau et en relation avec le contexte de la cellule
au sein du tissu. On constate, au regard de la littérature exposée ici, que deux aspects
essentiels de l’expression génique ne sont généralement pas pris en compte dans l’étude
de ses propriétés stochastiques. Comme nous l’avons vu à la section 2.7, le déplacement
de certaines molécules dans l’espace peut être un aspect déterminant des caractéristiques
stochastiques de l’expression génique. Mais ces phénomènes, encore peu étudiés, le sont
presque exclusivement dans le contexte très simple d’un espace homogène et en ne consi-
dérant que peu de molécules (typiquement quelques facteurs de transcription). Il existe
cependant une littérature expérimentale témoignant d’une organisation très hétérogène
du noyau cellulaire eucaryote influençant le déplacement des molécules à de nombreux ni-
veaux (aussi bien les facteurs de transcription que les transcrits ou les gènes eux-mêmes).
Dans la section suivante, nous décrivons ces mécanismes et tentons de mettre en évidence
leurs potentielles implications sur l’expression stochastique des gènes. Un second aspect
très étudié expérimentalement mais rarement pris en compte dans les modèles d’expres-
sion stochastique est la dynamique de la régulation transcriptionnelle qui, comme nous
le verrons à la section 5, fait intervenir de très nombreuses molécules. Cette dynamique
présente en effet des propriétés très singulières à plusieurs échelles temporelles et nous
verrons que des phénomènes stochastiques peuvent intervenir à divers niveaux.
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4 Organisation spatio-temporelle du noyau cellulaire

L’expression génique est un processus intrinsèquement spatialisé dans lequel la rencontre
et le déplacement des molécules et des structures qu’elles forment jouent un rôle central.
Ces mouvements ont lieu au sein d’un paysage nucléaire structuré et en constante modifi-
cation, susceptible d’influencer les propriétés dynamiques et stochastiques de l’expression
des gènes.

4.1 Un espace hétérogène et dynamique

Le noyau cellulaire, observé à l’aide de techniques de microscopie classique, est longtemps
apparu comme une structure homogène, un espace dans lequel l’ADN et les nombreuses
protéines impliquées dans l’expression génique étaient réparties de façon à peu près uni-
forme. Seules quelques structures comme le nucléole et les corps de Cajal (sur lesquels
nous reviendrons par la suite) étaient détectables (Ramón y Cajal, 1903). Les techniques
récentes de fluorescence et de microscopie (Shav-Tal et al., 2004b) ont depuis permis de
montrer que le noyau est au contraire un système hétérogène, structuré et dynamique. En
effet, la répartition spatiale d’une ou plusieurs espèces protéiques rendues fluorescentes
par l’association de tags dérivés de la GFP (Green Fluorescent Protein) peut être observée
en 3 dimensions et au cours du temps grace aux techniques de microscopie moderne. De
telles expériences ont alors permis de mettre en évidence une organisation du noyau à
diverses échelles (figure I.4). En particulier, différentes structures, appelées collectivement
corps nucléaires, y ont été identifiées, correspondant à des domaines de l’espace nucléaire
de composition particulière (figure I.4a) (Misteli, 2001, 2007; Handwerger et Gall, 2006;
Spector, 2006; Shav-Tal et al., 2006; Matera et al., 2009; Darzacq et al., 2009). On compte,
parmi ces corps nucléaires, le nucléole, les corps de Cajal (parfois appelés coiled bodies),
les speckles, les PML bodies, les usines à transcription, . . . Le ou les rôles de toutes ces
structures n’ont, pour la plupart, pas encore été clairement identifiés. Alors que certains
corps nucléaires ont été montrés comme étant des sites préférentiels pour des réactions
enzymatiques, d’autres pourraient ne servir que de régions de stockage de certaines mo-
lécules, ou encore n’avoir aucun rôle biologique et n’être qu’un résultat sans conséquence
d’un autre processus (Misteli, 2001, 2005, 2007; Handwerger et Gall, 2006; Matera et al.,
2009). Toutefois, comme nous allons l’illustrer ici, il apparaît clairement que plusieurs
de ces structures sont impliquées à de nombreux niveaux dans le processus d’expression
génique. Par ailleurs, les techniques récentes d’imagerie permettent également d’observer
l’organisation spatio-temporelle des chromosomes à l’échelle globale du noyau. On observe
alors que, pendant l’interphase11, les différents chromosomes ne sont pas répartis unifor-
mément dans l’espace mais occupent des emplacements privilégiés au sein du noyau et les
uns par rapport aux autres, définissant alors des régions appelées territoires chromoso-
miques (Misteli, 2001, 2005, 2007; Cremer et Cremer, 2001; Cremer et al., 2006; Lanctôt
et al., 2007; Fraser et Bickmore, 2007). Ces régions n’ont cependant pas de frontière nette
et, à l’interface de deux territoires voisins, l’ADN des deux chromosomes peut s’intermê-
ler, permettant alors à des loci très distants en séquence d’interagir (Branco et Pombo,

11L’interphase est la phase du cycle cellulaire pendant laquelle les chromosomes sont décondensés.
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2006). C’est en particulier dans ces régions inter-chromosomiques que l’on trouve une
grande quantité de chromatine décondensée, l’euchromatine, et qu’ont lieu de nombreux
phénomènes liés à l’expression génique, en relation avec différents corps nucléaires (Fraser
et Bickmore, 2007).

Les questions relatives à l’origine et au maintien de cette organisation nucléaire et à son
influence sur l’expression génique constituent un domaine de recherche relativement récent
et encore essentiellement expérimental. De nombreuses questions restent encore ouvertes
et, comme nous le verrons, différents points de vue coexistent à ce jour dans la littérature.
Il y a toutefois des liens évidents, à de nombreux niveaux, entre cette organisation, sa
dynamique et le processus d’expression génique, avec des relations d’influence mutuelle
ouvrant la possibilité à de nombreux phénomènes d’auto-organisation (Misteli, 2001). On
peut alors s’attendre à ce que le caractère stochastique de l’expression génique soit une
composante essentielle de cette relation. En effet, de nombreux phénomènes, ayant lieu à
des échelles spatiales et temporelles très variées, présentent un caractère intrinsèquement
probabiliste : de la diffusion des molécules constituant un corps nucléaire, à la position re-
lative des territoires chromosomiques, ou encore au mouvement d’un locus chromosomique
ou d’un corps nucléaire. Il convient alors de comprendre comment ces différents niveaux
d’organisation s’influencent mutuellement et, en particulier, comment ils affectent et sont
affectés par l’expression génique. Nous commençons ici par décrire le comportement et les
propriétés de déplacement des molécules dans le noyau cellulaire et leur influence sur la
dynamique des corps nucléaires. Nous décrivons ensuite comment le processus d’expression
génique s’inscrit dans le cadre de cette dynamique spatio-temporelle.

4.2 Déplacements moléculaires

Les propriétés de déplacement de nombreuses protéines dans le noyau sont caractéristiques
d’un simple processus de diffusion en milieu hétérogène et sans transport actif (Seksek
et al., 1997; Phair et Misteli, 2000; Pederson, 2001; Misteli, 2001, 2007; Shav-Tal et al.,
2006; Darzacq et al., 2009). Les coefficients de diffusion peuvent être très variés d’une
région à l’autre et pour les différentes molécules mais sont de façon générale particulière-
ment élevés. De fait, certaines molécules peuvent traverser le noyau cellulaire en quelques
secondes et d’imposants complexes tels que le spliceosome ou le ribosome, en quelques
minutes (Misteli, 2001, 2007). Cette propriété est relativement étonnante puisque l’espace
nucléaire est très encombré par de nombreuses biomolécules et que les molécules d’eau,
qui ne représentent qu’une fraction relativement faible de l’espace, ont alors un compor-
tement très différent de celui auquel nous sommes habitués lorsqu’elles sont en grandes
quantités. En effet, elles sont organisées sous forme de couches d’hydratation autour des
protéines adoptant alors des positions et des orientations préférentielles (Pal et al., 2002;
Bernini et al., 2004). L’encombrement de l’espace nucléaire par des biomolécules, phéno-
mène qualifié de macromolecular crowding, a pour effet de réduire l’espace accessible aux
différentes molécules (excluded volume effect) et, par conséquence, de modifier les temps
de rencontre entre molécules, les taux de réaction et les équilibres chimiques (Ellis, 2001;
Saxton, 2001; Berry, 2002; Hancock, 2004; Misteli, 2007; Echevería et al., 2007; Guigas et
Weiss, 2008). L’espace accessible à une molécule donnée a en effet une morphologie bien
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Fig. I.4: Observation expérimentale de l’organisation nucléaire. (a1-4) Le marquage par
différents tags fluorescents de plusieurs protéines permet d’observer, par des techniques de microscopie
confocale, leur distribution spatiale au sein du noyau cellulaire. (a5) On observe alors une forte
hétérogénéité dans cette répartition, démontrant l’existence de régions de composition particulière,
appelées collectivement corps nucléaires. Par exemple, les deux régions indiquées par des flèches
contiennent une importante concentration de fibrillarine et de coiline, deux protéines caractéristiques
des corps de Cajal. (b) De nombreuses structures de taille, de forme et de répartition variées ont
alors été mises en évidence par cette technique. (c) La répartition des chromosomes dans l’espace
nucléaire témoigne également d’une organisation particulière. Observés depuis longtemps sous forme
condensée lors de la prophase (c1), les chromosomes ne sont pas répartis de façon uniforme dans
l’espace nucléaire lors de l’interphase (c2). Ils occupent des zones aux frontières floues, appelées
territoires chromosomiques, dont l’emplacement au sein du noyau et dont les positions respectives
montre un certain caractère de reproductibilité. (a1-5 : (Swedlow et Lamond, 2001), b1 : (Misteli,
2001), b2-4 : (Spector, 2006), b5 : (Osborne et al., 2004), c1-2 : (Cremer et Cremer, 2001)).

particulière et la présence d’obstacles provoque des propriétés de diffusion anormale12

(Gorski et al., 2006). Ceux-ci forment en effet, au sein de l’espace nucléaire, un réseau
de cavités avec des tailles caractéristiques très variées, constituant alors un milieu poreux
aux propriétés fractales13 (Misteli, 2005; Bancaud et al., 2009). On observe en effet qu’un
corps nucléaire peut être plus ou moins perméable à différentes molécules en fonction de

12La diffusion anormale consiste en un mouvement d’une particule diffusive selon lequel la distance
quadratique moyenne parcourue n’augmente pas de façon linéaire avec le temps (comme c’est le cas pour
la diffusion normale). Cela ne signifie pas que la diffusion est plus ou moins rapide, mais simplement que
ses propriétés sont différentes.

13Un objet fractal est une structure présentant des caractéristiques similaires à toutes les échelles (ou
sur une grande plage de tailles). L’espace accessible à une particule dans un milieu poreux constitué d’un
grand nombre d’obstacles disposés aléatoirement peut avoir naturellement une structure fractale.
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leur taille (Handwerger et al., 2005; Bancaud et al., 2009). À une échelle supérieure, la
forme des régions inter-chromatiniennes au sein des territoires chromosomiques, visualisée
récemment en trois dimensions (Rouquette et al., 2009), paraît susceptible de provoquer
le même type de propriétés. Mais ces structures, vues comme des obstacles à la diffusion,
ne sont en réalité pas figées et évoluent également dynamiquement. Cela provoque alors
des mouvements singuliers reflétant à la fois la diffusion en milieu confiné de la particule
et le déplacement à plus grande échelle de la structure. On peut retrouver ce type de mou-
vement à différents niveaux : du déplacement des molécules (Gorski et al., 2006; Bancaud
et al., 2009) à celui du corps nucléaire (Görisch et al., 2004; Shav-Tal et al., 2006). Ces
propriétés sont particulièrement intéressantes car les études théoriques de la diffusion en
milieu poreux fractal montrent, non seulement que les propriétés de diffusion anormale
influencent les temps de rencontre entre particules et les cinétiques de réactions (Saxton,
2001; Berry, 2002; Grima et Schnell, 2006; Echevería et al., 2007; Guigas et Weiss, 2008),
mais également que, lorsque les obstacles ne sont pas fixes, ces propriétés peuvent être très
différentes (Grima et Schnell, 2006) et dépendent en particulier du type de déplacement
des obstacles14.

De plus, un grand nombre de protéines régulatrices, telles que les facteurs de transcrip-
tion, sont capables d’interagir avec la chromatine et l’ADN et de s’y fixer brièvement et
fréquemment. Le déplacement de ces molécules suit ainsi un processus qualifié de hit-
and-run ou de hopping car elles alternent entre de courtes périodes d’immobilité et de
diffusion rapide (figure I.3a2) (Phair et al., 2004; Gorski et al., 2006; Misteli, 2001, 2007).
Ce mécanisme entraîne alors une diffusion apparente plus lente, mais augmente la capa-
cité du régulateur à trouver son site de fixation. Les phénomènes de sliding libre sur le
brin d’ADN, évoqués à la section 2.7, paraissent difficiles dans un contexte où l’ADN est
très encombré par de nombreuses molécules (Gorski et al., 2006). Mais des phénomènes de
propagation le long du chromosome pourraient être à l’œuvre tels que le sliding assisté par
le déplacement de la machinerie de transcription ou de réplication, ou l’assemblage pro-
gressif de proche en proche – qualifié de oozing – sur la chromatine (Talbert et Henikoff,
2006).

Ainsi, dans le noyau, les déplacements à l’échelle moléculaire témoignent de propriétés
susceptibles de contraindre différents aspects des interactions entre molécules, en agissant
sur les probabilités de rencontre, les temps de recherche, les durées d’interaction . . . Mais
à une échelle supérieure, ces propriétés peuvent également influencer le comportement des
différentes structures, voire l’organisation globale du noyau.

4.3 Dynamique des corps nucléaires

Les corps nucléaires sont des structures très différentes de celles que l’on peut trouver dans
le cytoplasme. Elles ont en effet la particularité d’être dépourvues de membrane, une ca-
ractéristique ouvrant alors beaucoup de questions quant à leur formation, leur maintien et
leur disparition (Misteli, 2001, 2005, 2007; Matera et al., 2009). De plus, même si ce sont
des régions de l’espace où l’on trouve certaines espèces moléculaires en sur-concentration,

14H. Berry, communication personnelle.
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elles ne sont pour autant pas particulièrement plus denses que le reste du noyau mais pré-
sentent simplement une composition différente. Les techniques de photobleaching, permet-
tant de mesurer les mouvements des constituants de ces structures ainsi que la façon dont
ils sont échangés dynamiquement avec l’extérieur (Shav-Tal et al., 2004b), indiquent que
les corps nucléaires sont très dynamiques et en renouvellement permanent : les molécules
se déplacent rapidement au sein de ces structures et sont continuellement en échange avec
l’extérieur du corps nucléaire (Phair et Misteli, 2000; Misteli, 2001, 2005, 2007; Shav-Tal
et al., 2006). En particulier, des expériences de FLIP15 montrent que des protéines ca-
ractéristiques d’un corps nucléaire peuvent très facilement en sortir, passer dans d’autres
corps nucléaires, puis y revenir et ce en un temps relativement court (Misteli, 2005, 2007).

Le nombre d’instances d’un type donné de corps nucléaire est très variable et dépend non
seulement du corps nucléaire considéré, mais également du type cellulaire, de l’étape dans
le cycle, des conditions de stress . . . Par exemple, le nucléole est une structure que l’on
trouve en très peu d’exemplaires et qui disparaît totalement lors de la mitose (Dundr
et al., 2000), alors que les speckles ou les usines à transcription sont très nombreux, la
quantité de ces dernières allant de quelques centaines à quelques milliers (Sutherland
et Bickmore, 2009; Osborne et al., 2004). Plusieurs hypothèses concernant le processus
d’apparition/disparition de ces structures ont été proposées et il semble, d’après les don-
nées expérimentales, que différents mécanismes puissent être à l’œuvre. Ces structures
peuvent en effet aussi bien apparaître et disparaître par un processus de scission et d’ag-
glomération (Eskiw et al., 2003) que par un processus de nucléation et de dissolution
(Handwerger et al., 2002). Le processus de nucléation, consistant en la formation de novo
d’un corps nucléaire par condensation locale de ses constituants, peut se produire en des
emplacements aléatoires ou, dans certain cas, sur des séquences particulières d’ADN. Par
exemple, le nucléole se forme sur les régions des chromosomes contenant des clusters de
gènes d’ARN ribosomique (Misteli, 2005), ou encore, il semblerait que les séquences LCR
(Locus Control Region) et certains promoteurs forts soient capables de nucléer une usine à
transcription (Sutherland et Bickmore, 2009), augmentant alors localement la probabilité
des gènes avoisinants d’être exprimés.

Ainsi, les propriétés dynamiques et structurelles des corps nucléaires sont très similaires
à ce que l’on observe dans des systèmes multiphasiques liquides, c’est-à-dire des mélanges
constitués d’espèces chimiques partiellement miscibles. On rencontre de tels systèmes dans
des contextes très variés (Grillo, 2003; Scholten et al., 2008) et les phénomènes de transi-
tion de phase, de nucléation, de coalescence, de peptisation . . . font l’objet de la chimie
des colloïdes et sont très étudiés – y compris dans le cas de biomolécules (Galkin et al.,
2002). Pour un système à deux composants A et B partiellement miscibles par exemple,
une très légère augmentation de B dans une phase riche en A peut faire apparaître une
seconde phase se traduisant par la nucléation de gouttelettes très concentrées en B. Dans
un système biologique, on imagine aisément que l’apparition de telles structures permette
la catalyse de certaines réactions (conduisant par exemple à l’expression de certains gènes)
qui vont alors modifier la composition du milieu et influencer la formation/déformation

15Fluorescence Loss In Photobleaching : technique consistant à bleacher (faire perdre la caractère
fluorescent de manière irréversible) de façon continue les molécules dans une région et d’observer la
diminution de fluorescence dans une autre région. Cette diminution témoigne alors des échanges de
matière entre les deux régions.
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d’autres phases . . . Toutes ces interactions réciproques entre les différentes structures, fai-
sant intervenir leurs propriétés dynamiques et leurs fonctions, peuvent alors donner lieu
à des comportements complexes auto-organisés dans lesquels l’expression génique joue un
rôle central, à la fois comme cause et comme effet (Misteli, 2001, 2007).

4.4 Architecture nucléaire et expression génique

Une grande partie du processus d’expression génique a lieu au sein de cet espace structuré
qu’est le noyau cellulaire. Comme le montrent de nombreuses observations expérimentales,
il est couplé en de nombreux niveaux à cette organisation spatiale dynamique.

Localisation spatiale des gènes

La position d’un gène au sein du noyau cellulaire peut constituer un aspect essentiel de
son expression. On observe en effet dans de nombreux cas que l’état d’activation d’un gène
est corrélé au déplacement de son locus chromosomique (Shav-Tal et al., 2006; Fraser et
Bickmore, 2007; Misteli, 2007; Darzacq et al., 2009). On a d’abord associé la position d’un
gène à la périphérie du noyau à sa répression du fait de l’observation d’une grande quantité
d’hétérochromatine dans ces régions. Réciproquement, une position centrale dans le noyau
était associée à l’expression du gène. Mais, d’une part, la vision simple selon laquelle
l’hétérochromatine correspondrait à un état réprimé des gènes tandis que l’euchromatine
permettrait leur expression ne semble pas être toujours valide (Spector, 2004; Misteli,
2005), d’autre part, l’hétérochromatine ne se situe pas nécessairement à la périphérie du
noyau et l’euchromatine au centre (Shav-Tal et al., 2006; Fraser et Bickmore, 2007; Sexton
et al., 2007; Darzacq et al., 2009). En effet, on observe dans de nombreux cas le phénomène
inverse, à savoir l’activation d’un gène suite à son déplacement à la périphérie du noyau
et vice versa (Lanctôt et al., 2007; Darzacq et al., 2009).

À un niveau de description plus fin, de nombreuses études ont montré une association
entre l’expression d’un gène et la relocalisation de son locus hors du territoire chromo-
somique, ou même jusque dans un territoire chromosomique voisin (Fraser et Bickmore,
2007; Misteli, 2007). Ce mécanisme semble être relativement général, même si certains
gènes peuvent toutefois être exprimés à l’intérieur de leur propre territoire chromoso-
mique (Fraser et Bickmore, 2007; Misteli, 2007). Dans les régions inter-chromosomiques,
la chromatine se décondense localement et s’intermêle avec l’ADN des chromosomes voi-
sins (Branco et Pombo, 2006; Fraser et Bickmore, 2007). On peut alors observer une
colocalisation de gènes du même chromosome même si ceux-ci sont relativement distants
en séquence (interaction en cis) ou appartiennent à des chromosomes différents (inter-
action en trans16) (figure I.5b) (Shav-Tal et al., 2006; Fraser et Bickmore, 2007; Misteli,
2007). Ce phénomène, qualifié de gene kissing (Lanctôt et al., 2007), implique temporai-
rement un couplage entre l’expression de différents gènes (Misteli, 2005; Sutherland et

16Les notions de cis et de trans peuvent avoir des significations assez différentes d’un contexte à l’autre.
Par exemple, dans le cadre d’un réseau de régulation, une mutation en cis affecte la séquence d’un site
de fixation pour un FT et donc (de façon directe) l’expression d’un seul gène, alors qu’une mutation en
trans affecte la partie codante d’un FT et donc potentiellement tous les gènes que ce dernier régule.
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Fig. I.5: Organisation spatiale de l’expression génique. (a) Au sein du noyau des cellules
eucaryotes, de nombreux gènes actifs pouvant appartenir à des chromosomes distincts colocalisent
dans des zones actives de transcription (vert), hors des territoires chromosomiques (bleu). (b) Dans ces
régions inter-chromosomiques où s’intermêle l’ADN des différents chromosomes, se trouvent différents
corps nucléaires impliqués dans l’expression génique tels que les speckles (enrichis en enzymes de
maturation de l’ARN : épissage, export, . . .) ou les usines à transcription (UT, contenant en particulier
l’ARN polymérase). Au sein de ces dernières peuvent colocaliser des gènes appartenant au même
chromosome (interaction en cis) ou à deux chromosomes différents (interaction en trans). (c) Les
contraintes mécaniques exercées sur l’ADN par l’activité de transcription et la quantité limitante de
polymérase par usine à transcription sont alors susceptibles de provoquer des dépendances complexes
entre l’expression de ces différents gènes, sur la seule base de leur proximité spatiale. (illustrations
d’après Misteli (2007), Fraser et Bickmore (2007) et Sutherland et Bickmore (2009)).

Bickmore, 2009) et l’on peut alors s’attendre à certaines corrélations de leurs propriétés
stochastiques. De plus, même si la colocalisation de deux gènes peut être relativement
reproductible, elle n’est cependant pas observée systématiquement (Lanctôt et al., 2007),
montrant le caractère intrinsèquement probabiliste de ce phénomène.

Usines à transcription

Dans les régions inter-chromosomiques, les différents gènes semblent se rencontrer et être
transcrits dans des usines à transcription. Il s’agit de très petites zones présentant une
forte concentration en protéines impliquées dans la transcription, en particulier la poly-
mérase (figures I.4b5 et I.5c) (Shav-Tal et al., 2006; Fraser et Bickmore, 2007; Darzacq
et al., 2009; Sutherland et Bickmore, 2009). Il a longtemps été supposé que la trans-
cription s’effectuait par le déplacement de la polymérase le long de l’ADN17. Il apparaît
aujourd’hui que, dans de nombreux cas, c’est au contraire l’ADN qui se déplace tandis
que la polymérase resterait plutôt fixe (Shav-Tal et al., 2006; Sutherland et Bickmore,
2009). Cette dernière est en effet un moteur moléculaire suffisamment puissant pour faire
se déplacer un locus chromosomique hors de sa position d’origine (Shav-Tal et al., 2006).
Ce changement de point de vue place alors la polymérase – et donc l’usine à transcrip-
tion – comme un élément acteur du processus, déplaçant le matériel génétique du fait
même de sa lecture. De fait, le déplacement d’un gène est non seulement nécessaire à

17Une vision probablement héritée du dogme central de la biologie moléculaire plaçant l’ADN au centre
du fonctionnement de tout système biologique.
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son expression (relocalisation hors du territoire chromosomique, recrutement dans l’usine
à transcription), mais est également une conséquence de sa transcription. On peut alors
facilement imaginer que les mouvements induits par l’expression d’un gène donné puissent
influencer l’expression d’autres gènes, provoquant des phénomènes de régulation exclusi-
vement spatiaux (Sutherland et Bickmore, 2009).

Les usines à transcription sont des structures très nombreuses mais très petites : on estime
à 8 le nombre moyen de polymérases par usines à transcription (Sutherland et Bickmore,
2009). On peut alors s’attendre à ce que cette petite taille provoque certains phénomènes
particuliers. En effet, si la présence d’une usine à transcription à proximité des plusieurs
gènes augmente collectivement leur probabilité d’être transcrits, il y a probablement éga-
lement des phénomènes de compétition entre gènes au sein de la même usine. Si un gène
au promoteur fort monopolise l’essentiel des polymérases, l’expression des autres gènes
sera alors réduite. De plus, la transcription déplaçant un gène hors de l’usine à trans-
cription, on remarque que pour que celui-ci soit transcrit de nombreuses fois à la suite, il
peut être nécessaire qu’il forme une boucle pour revenir dans l’usine à transcription (Su-
therland et Bickmore, 2009). Tous ces phénomènes putatifs sont alors susceptibles d’avoir
une influence particulière sur le caractère stochastique de l’expression génique, avec de
portentielles signatures reconnaissables, en particulier dans la corrélation entre l’activité
des différents gènes partageant la même usine à transcription.

Maturation et export des transcrits

Une fois transcrit, et avant de pouvoir être traduit en protéines dans le cytoplasme, un
ARN doit subir un certain nombre de modifications et être exporté hors du noyau (Dar-
zacq et al., 2005). Comme nous l’avons souligné dans la section 2.6, le délai qu’implique
ces différents processus – ou plus précisément, la distribution de ce délai – peut jouer
significativement sur les propriétés stochastiques de l’expression du gène. L’organisation
spatiale de ces processus au sein du noyau est alors susceptible d’influencer, voire de
réguler ces propriétés.

On trouve souvent à proximité des usines à transcription des corps nucléaires appelés
les nuclear speckles (parfois également dénommés inter-chromatin granule clusters ; fi-
gure I.4b2). Cette structure, sensiblement plus grosse que les usines à transcription,
contient des protéines impliquées dans la maturation et l’export de l’ARN (facteurs d’épis-
sage, . . .) (Lamond et Spector, 2003; Shav-Tal et al., 2006; Fraser et Bickmore, 2007;
Sutherland et Bickmore, 2009). On observe en effet que les speckles sont fréquemment
associés à des régions activement transcrites (Sutherland et Bickmore, 2009) et que les
étapes de maturation de l’ARN sont souvent couplées à sa transcription (Darzacq et al.,
2005, 2009). Elle ne semble cependant pas être le lieu même de maturation des transcrits
et pourraient essentiellement servir de zone de stockage ou de séquestration de différentes
enzymes, en régulant spatialement leur disponibilité dans le noyau (Shav-Tal et al., 2006;
Fraser et Bickmore, 2007). Ainsi, en agissant sur le processus de maturation et d’export
des transcrits, ces structures influencent le délai entre la synthèse d’un ARN et le moment
où il peut être traduit hors du noyau. En modifiant, plus précisément, la distribution de ce
délai, elles pourraient donc de constituer un moyen de régulation des propriétés stochas-
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tiques de l’expression du gène (cf section 2.6). En effet, certaines données expérimentales
suggèrent des mécanismes de rétention régulée des transcrits (Gorski et al., 2006; Shav-Tal
et al., 2006).

Le délai d’export des transcrits dépend également fortement de leur mode de déplacement
depuis le site de transcription jusqu’aux pores nucléaires. Ce mécanisme est particulière-
ment important pour les propriétés stochastiques de l’expression génique puisqu’il joue
également sur la distribution du délai d’export (cf section 2.6). En effet, le mode de dépla-
cement passif ou actif d’un particule diffusive peut conduire à des distributions de temps
de capture très différents (Cranck, 1975; Berg, 1993). Mais, s’il est clair que ce délai peut
être relativement court en moyenne dans de nombreux cas (quelques minutes; Gorski
et al., 2006), ce mécanisme reste encore mal compris. En effet, différentes études expéri-
mentales rapportent des phénomènes contradictoires : alors que de nombreuses mesures
suggèrent depuis longtemps que les transcrits se déplacent simplement par diffusion et
qu’aucun déplacement actif des transcrits n’ait jamais été observé, on constate pourtant
une modification significative de leurs mouvements dans le cas de mutants d’actine et de
myosine18 ou d’une déplétion en ATP (Shav-Tal et al., 2004a, 2006; Gorski et al., 2006).
Mais il semblerait que ce phénomène soit plutôt dû à une modification des propriétés dy-
namiques de la chromatine se répercutant indirectement sur le déplacement des transcrits
qu’à un mécanisme de transport dirigé de ces derniers (Shav-Tal et al., 2004a; Gorski
et al., 2006). Un autre mécanisme pouvant jouer un rôle fondamental sur ce délai est la
localisation du gène par rapport au pore nucléaire. En effet, certains gènes sont exprimés
à proximité de l’enveloppe nucléaire, voire en interaction physique avec un pore nucléaire,
permettant alors un export rapide du messager vers le cytoplasme (Sexton et al., 2007).
Il a toutefois été observé que des transcrits synthétisés près de la membrane nucléaire
n’étaient pas nécessairement exportés par les pores les plus proches (Gorski et al., 2006).

4.5 Le noyau, un système auto-organisé ?

Les mécanismes de contrôle et de régulation de l’organisation globale du noyau reste très
mal connus. Deux points de vue différents coexistent dans la littérature (Fraser et Bi-
ckmore, 2007; Misteli, 2005, 2007; Matera et al., 2009; Sutherland et Bickmore, 2009).
Certains auteurs voient par exemple l’organisation en territoires chromosomiques et le
déplacement des gènes en corrélation avec leur activité comme une simple conséquence
du processus d’expression n’ayant pas d’impact fonctionnel. En effet, dans de nombreux
cas si l’on perturbe cette organisation, le système peut quand même continuer à fonc-
tionner, mais généralement moins efficacement (Misteli, 2005; Sutherland et Bickmore,
2009). D’autres auteurs considèrent au contraire que cette organisation et cette dyna-
mique sont actrices dans la façon dont le génome est exprimé (Misteli, 2001, 2005, 2007;
Fraser et Bickmore, 2007; Sutherland et Bickmore, 2009). Le principe, selon lequel l’orga-
nisation spatiale influence l’expression génique et les réactions enzymatiques, elles-mêmes
modifiant cette organisation en retour, serait alors à même de provoquer des phénomènes
d’auto-organisation complexes, sous-tendant l’ensemble du fonctionnement et de la struc-
turation du noyau.

18Des protéines généralement impliquées dans des mécanismes de transport actif.
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5 Dynamique de la régulation transcriptionnelle

Les événements moléculaires au niveau du promoteur d’un gène peuvent être une source
significative de stochasticité dans son expression. Comme nous l’avons évoqué précédem-
ment (cf section 2.4), la plupart des modèles d’expression stochastique prenant en compte
la dynamique du promoteur considèrent celui-ci comme un système à deux états, basculant
de l’un à l’autre avec des délais dont la distribution est exponentielle. Il existe cependant
une littérature expérimentale très vaste sur la dynamique de la régulation transcription-
nelle, d’après laquelle il apparaît clairement que le promoteur est un système bien plus
complexe que ne le suppose cette description. Nous explorons ici cette littérature en décri-
vant tout d’abord les caractéristiques générales des promoteurs eucaryotes, puis en nous
focalisant plus particulièrement sur leur dynamique à différentes échelles temporelles.

5.1 Promoteurs eucaryotes

Le promoteur d’un gène est une séquence d’ADN sur laquelle s’associent de nombreuses
molécules dont les interactions régulent l’expression du gène en affectant le recrutement
de la machinerie transcriptionnelle et sa capacité à initier la transcription du gène. La
notion de promoteur n’a cependant pas de définition claire et peut aussi bien désigner
une région de quelques centaines de nucléotides autour du site d’initiation de la transcrip-
tion (TSS ; transcription start site), appelé core promoter et contenant quelques motifs
caractéristiques (tels que la TATA box, figure I.6b2), qu’une région de plusieurs milliers
de nucléotides contenant des sites d’assemblage d’autres complexes tels que les enhancers
(Wray et al., 2003). De plus, ce terme désigne souvent à la fois la séquence d’ADN et les
structures macromoléculaires qui lui sont associées dont, en particulier, la chromatine. Les
figures I.6b1 et I.6b2 représentent le core promoter du gène pS2, régulé par le récepteur
des œstrogènes (ER) chez l’homme (Métivier et al., 2003; Reid et al., 2009), sur lequel
nous reviendrons dans ce chapitre et dans le chapitre III.

Chromatine, nucléosomes, histones

L’ADN des cellules eucaryotes est organisé au sein d’une structure, appelée la chromatine,
dont la conformation tridimensionnelle, pouvant être très variée, est régulée par l’action de
nombreuses protéines (figure I.6a1). Elle est composée d’unités, les nucléosomes (formés
chacun de quatre paires de protéines : les histones H2A, H2B, H3 et H4), autour desquelles
l’ADN est enroulé en moyenne 1.7 fois (figure I.6a2) et stabilisé par d’autres protéines
(les histones H1 et H5) placées entre les nucléosomes (Fischle et al., 2003; Mellor, 2006;
Li et al., 2007; Jiang et Pugh, 2009). L’état de compaction de la chromatine au niveau
d’un promoteur influence la capacité des différentes protéines à s’associer à leurs sites
de fixation sur l’ADN et constitue donc un facteur déterminant dans la régulation de
l’expression génique. La conformation de la chromatine dépend cependant de nombreux
autres facteurs et est elle-même régulée localement par l’action de divers complexes (Perissi
et Rosenfeld, 2005; Mellor, 2006; Li et al., 2007; Henikoff, 2008; Cairns, 2009; Segal et
Widom, 2009; Jiang et Pugh, 2009; Raveh-Sadka et al., 2009).
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Fig. I.6: Rôle de la chromatine dans la régulation transcriptionnelle. (a1) La chromatine
est une structure au sein de laquelle se trouve organisé l’ADN des cellules eucaryotes. Différents
aspects de sa conformation, par exemple son niveau de compaction, peuvent affecter la régulation
génique. (a2) Cette structure est composée d’unités, appelées les nucléosomes, constituées chacune
de 8 protéines appelées histones. (b1) Le promoteur d’un gène (ici le gène pS2 (Reid et al., 2009))
est enroulé autour de plusieurs nucléosomes. (b2) Leurs positions peut alors influencer la capacité de
différentes molécules de s’associer à leurs sites de fixation (ERE : site de fixation de ER, TATA box :
motif sur lequel s’assemble le PIC ; cf figure I.7). De plus, plusieurs sites CpG sont présents sur le
promoteur et leur état de méthylation participe à la régulation du gène. (c1) Chacune des 8 histones
composant un nucléosome possède une queue N-terminale pouvant subir des modifications covalentes
post-traductionnelles (les différentes modifications étant spécifiques à certains acides aminés) ouvrant
alors la possibilité à de nombreuses combinatoires (c2). (a2 : PDB, entrée 1AOI, molecule of the month
07/2000. b1, b2 : d’après Reid et al. (2009). c1, c2 : d’après Latham et Dent (2007)).

Chacune des huit histones composant le nucléosome possède une longue queue N-terminale
dont certains acides aminés sont sujets à différentes modifications covalentes telles que
l’acétylation, la méthylation, la phosphorylation, . . . (figures I.6c1 et I.6c2). Ces modifi-
cations, effectuées par des complexes spécifiques appelés collectivement enzymes de mo-
dification d’histones, altèrent les propriétés d’interaction des nucléosomes entre eux, avec
l’ADN et avec les protéines pouvant s’y associer (Fischle et al., 2003; Verdone et al., 2005;
Mellor, 2006; Li et al., 2007; Kouzarides, 2007; Latham et Dent, 2007). Il est par exemple
souvent admis que l’activation d’un gène passe par le recrutement d’une histone acétyl-
transférase (HAT) au niveau du promoteur et que l’acétylation des histones qui en résulte
provoque une décompaction des nucléosomes permettant alors l’association d’autres mo-
lécules, même si cette vision simple ne s’applique pas systématiquement (Verdone et al.,
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2005). L’ADN subit également des modifications covalentes – à savoir la méthylation des
sites CpG19 (figure I.6b2) – qui influencent l’expression génique (Henikoff, 2008; Cairns,
2009).

Lorsque la chromatine est ouverte, la position d’un nucléosome le long de l’ADN est à la
fois déterminée par la séquence (interaction nucléosome-ADN et contraintes mécaniques
de déformation du brin) et par des phénomènes d’exclusion stérique avec les nucléosomes
voisins (Jiang et Pugh, 2009; Segal et Widom, 2009; Cairns, 2009; Raveh-Sadka et al.,
2009). La contribution relative de ces deux mécanismes est sujet à débat et il semblerait
que dans de nombreux cas un positionnement fortement séquence-dépendant au niveau
du promoteur et du terminateur du gène structure ensuite la répartition des nucléosomes
sur la partie codante du gène essentiellement via un principe d’interaction stérique (Che-
vereau et al., 2009; Jiang et Pugh, 2009; Raveh-Sadka et al., 2009). De plus, différents
complexes de remodelage chromatinien sont capables de modifier cette organisation au
niveau du promoteur par des mécanismes ATP-dépendants, en expulsant ou en déplaçant
un nucléosome par dessus une barrière énergétique (Mellor, 2006; Henikoff, 2008; Jiang et
Pugh, 2009; Segal et Widom, 2009; Cairns, 2009). Ces remodelages peuvent alors mettre
à jour ou occulter des sites de fixation pour d’autres molécules. Par exemple, dans l’acti-
vation transcriptionnelle du gène pS2 (figure I.6b2), un remodelage du nucléosome NucT
par le complexe SWI/SNF permet de mettre à jour la TATA box, site d’assemblage de la
machinerie transcriptionnelle (Métivier et al., 2003).

Les modifications conformationnelles et covalentes de la chromatine et de l’ADN in-
fluencent donc la capacité des différentes molécules à s’associer au promoteur, et en
particulier des enzymes responsables de ces mêmes modifications. Elles peuvent ainsi
constituer des marques potentiellement durables qui sont à même de modifier l’activité
de transcription d’un gène. Ces marques sont qualifiées d’épigénétiques car elles consti-
tuent une information (potentiellement héréditaire) affectant l’expression des gènes sans
toutefois être portées par la séquence d’ADN. Il existe par ailleurs plusieurs variantes
d’histones (H3.3, H2A.Z, . . .) qui sont impliquées dans l’activité de nombreux gènes et
dont la présence au sein d’un nucléosome modifie les propriétés de ce dernier (Li et al.,
2007; Henikoff, 2008; Orsi et al., 2009; Cairns, 2009; Jiang et Pugh, 2009). On observe de
plus de nombreux aspects combinatoires dans l’influence mutuelle entre ces facteurs épi-
génétiques (Fischle et al., 2003; Mellor, 2006; Latham et Dent, 2007). On parle alors d’un
code des histones susceptible d’encoder de nombreux comportements différents (Jenuwein
et Allis, 2001; Wang et al., 2008), même si la spécificité de ce code, voire la notion même
d’un code, reste sujet à débat (Henikoff, 2005; Dion et al., 2005).

Facteurs de transcription, cofacteurs et complexe de pré-initiation

Les molécules qui s’associent au promoteur sont de nature très variées (figure I.7). On
distingue souvent des catégories telles que les facteurs de transcription généraux et spéci-
fiques, les coactivateurs, les corépresseurs, . . . (Thomas et Chiang, 2006; Latham et Dent,
2007).

19Un site CpG est une suite de deux nucléotides (C et G) dans la séquence d’ADN, par opposition à
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Fig. I.7: Molécules et complexes
impliqués dans la régulation
transcriptionnelle. De nombreux
complexes, appelés cofacteurs, ont des
activités très variées sur le promoteur
(remodelage de la chromatine, modi-
fication covalente des histones) pou-
vant aussi bien être activatrices que
répressives. Leur recrutement et leur
activité influencent et sont influencés
par des FT spécifiques au gène consi-
déré, tels que les récepteurs nucléaires
(GR ou ER par exemple). La formation
du complexe de pré-initiation (PIC)
contenant divers complexes dont les
FT généraux (IIA, IIB, TBP, . . .) et
l’ARN polymérase est une étape cri-
tique pour l’initiation de la transcrip-
tion et donc pour l’expression du gène.
(d’après Perissi et Rosenfeld (2005))

Les facteurs de transcription (FT) sont des molécules qui s’associent au promoteur et
facilitent le recrutement d’autres molécules. Les récepteurs nucléaires sont un exemple
de FT spécifiques qui régulent l’activité de certains gènes particuliers. À l’inverse, les
FT généraux (IIA, IIB, TBP, . . .) participent à l’activation de presque tous les gènes
de classe II20 et forment, avec d’autres complexes dont la polymérase, le complexe de
pré-initiation (PIC), nécessaire pour que le gène soit transcrit. Les cofacteurs sont des
molécules ou des complexes pouvant avoir des rôles très diverses (figure I.7). Par exemple
les enzymes de modification d’histones et les complexes ATP-dépendants de remodelage
chromatinien évoqués précédemment en font partie.

Notons toutefois que cette classification peut être floue car élaborée à partir de mécanismes
de fonctionnement supposés à un instant donné et qui ont parfois été remis en cause par
la suite. De plus, certaines molécules peuvent en réalité avoir plusieurs fonctions, rentrant
alors dans plusieurs catégories (figure I.7).

5.2 Mobilité des molécules sur le promoteur

Pendant de nombreuses années, les études de la régulation de la transcription ont donné
une vision du promoteur correspondant à un système relativement statique et ordonné
où les molécules s’associent de façon stable sur un site de fixation et selon des schémas

la paire de nucléotides complémentaires CG. Le « p » représente le phosphate liant les deux nucléotides.
20Gènes transcrits par l’ARN polymérase II, représentant la majeure partie des gènes chez les euca-

ryotes.
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prédéfinis. Les méthodes d’observation modernes basées sur des techniques de microscopie
à fluorescence et de photobleaching sur cellules uniques (FRAP, FRET) ainsi que sur
des techniques de cinétique d’immunoprécipitation de chromatine (cinétique de ChIP),
permettant désormais d’étudier les aspects dynamiques de ces structures de différents
points de vue (cf Box 2). Au cours des dernières années, ces outils ont révélé que le
promoteur et les complexes de régulation de la transcription sont en réalité des structures
très dynamiques, démontrant de comportements singuliers à des échelles temporelles très
variées basés sur le comportement stochastique des molécules.

Box 2 : Techniques expérimentales pour l’étude de la dynamique du promoteur

• Le FRAP (Fluorescence Recovery After Photobleaching) est une technique de vidéo-
microscopie consistant à estimer la mobilité d’une protéine d’intérêt rendue fluorescente en ob-
servant la cinétique de récupération de la fluorescence dans une zone du milieu intra-cellulaire
préalablement photoblanchie (le photoblanchiment est la perte irréversible des propriétés de
fluorescence d’une protéine suite à un pulse d’excitation). Cette cinétique de récupération peut
refléter à la fois la diffusion de la molécule d’intérêt et son association/dissociation sur des
structures (considérées fixes) telles que la chromatine (Shav-Tal et al., 2004b; Sprague et al.,
2004; Sprague et McNally, 2005). Ces deux composantes peuvent souvent être identifiées en
faisant varier la taille de la zone de blanchiment. En régime non-lié à la diffusion, cette ré-
cupération présente une ou plusieurs composantes exponentielles, décrivant chacune un état
d’association de la molécule d’intérêt et dont on peut estimer les durées moyennes par un fit
multi-exponentiel (Phair et al., 2004; Darzacq et al., 2007).

• Le FRET (Förster Resonance Energy Transfer ou Fluorescence Resonance Energy Transfer)
est une technique de vidéo-microscopie à florescence permettant de mesurer la proximité spatiale
entre deux espèces moléculaires, un donneur et un accepteur (Truong et Ikura, 2001). Plus les
deux molécules sont proches, plus le donneur transmet son excitation à l’accepteur. Ainsi la
fluorescence du donneur augmente (et celle de l’accepteur diminue) avec la distance entre
les deux molécules. Dans le cadre de l’étude la dynamique des complexes de régulation, cette
technique permet d’observer au cours du temps les changements conformationnels du promoteur
(Li et al., 2005; Poirier et al., 2009; Kelbauskas et al., 2009). On calcule en particulier souvent
l’auto-covariance du signal du donneur pour identifier les temps caractéristiques des différents
changements conformationnels.

• La cinétique de ChIP (Chromatin ImmunoPrecipitation) permet de mesurer, au cours du
temps, le taux d’occupation, par différentes molécules, du promoteur d’un gène d’intérêt lors de
son activation transcriptionnelle (Shang et al., 2000; Métivier et al., 2003; Degenhardt et al.,
2009). Cette technique se base sur la synchronisation d’une population de cellules à l’intant 0
de la cinétique (par l’ajout ou le retrait d’une substance dans le milieu) et sur la réalisation, à
intervalles réguliers (par exemple 5 min pour Métivier et al. (2003)) et pour chaque anti-corps
utilisé, d’une immunoprécipitation de la chromatine. Les étapes essentielles sont alors de fixer
une fraction de la population de cellules au formaldéhyde (provoquant des liaisons covalentes en
particulier entre l’ADN et les protéines s’y trouvant associées), de fragmenter leur ADN, d’isoler
les complexes protéine-ADN reconnus par l’anti-corps utilisé, puis de quantifier parmi l’ADN
ainsi récolté la quantité correspondant au promoteur d’intérêt, en l’amplifiant par une technique
de PCR. Des données de ChIP sont toujours renormalisées par la valeur obtenue en l’absence
d’anti-corps, appelé l’input. Une expérience de Re-ChIP consiste à utiliser successivement deux
anti-corps afin de ne garder que les complexes protéine-ADN comprenant les deux protéines
d’intérêt.
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Dynamiques d’association/dissociation

Les expériences de photobleaching telles que le FRAP, permettent de mesurer le temps de
résidence des molécules sur leurs sites de fixation (figure I.8 et Box 2). Lorsque le FRAP
est effectué sur une zone quelconque du noyau, on observe souvent une composante lente
et une composante rapide dans la récupération de la fluorescence, la première étant inter-
prétée comme des associations spécifiques de la molécule d’intérêt sur un site cible et la
seconde comme des associations non-spécifiques sur la chromatine (Sprague et al., 2004;
Phair et al., 2004). En effet, lorsque le FRAP est effectué sur une zone riche en sites
de fixation de cette molécule, la fraction lente est prépondérante (Karpova et al., 2008;
Johnson et al., 2008; Hager et al., 2009). Pour de très nombreuses molécules, la fraction
« lente » indique des associations particulièrement transitoires. Le temps de résidence
moyen dépend de nombreux facteurs (la molécule considérée, le promoteur, la présence de
cofacteurs ou de ligands, l’état actif ou non du complexe, les conditions expérimentales,
. . .), mais s’étend typiquement de la dizaine de secondes à la minute21 pour de nombreuses
molécules (FT, cofacteurs, complexes de remodelage chromatinien, sous-unités de la po-
lymérase, . . .) (McNally et al., 2000; Stenoien et al., 2001; Phair et al., 2004; Becker et al.,
2002; Hager et al., 2002; Dundr et al., 2002; Stavreva et al., 2004; Elbi et al., 2004; Agresti
et al., 2005; Rayasam et al., 2005; Sharp et al., 2006; Misteli, 2007; Darzacq et al., 2007,
2009; Karpova et al., 2004, 2008; Johnson et al., 2008; Gorski et al., 2008). Certaines mo-
lécules telles que les histones sont quant à elles associées à l’ADN pendant des périodes
sensiblement plus longues (Hager et al., 2002; Phair et al., 2004; Kimura, 2005; Shav-Tal
et al., 2006; Gorski et al., 2006; Wiesmeijer et al., 2008). Le taux de renouvellement des
histones est assez variable et peut être régulé – il dépend de la séquence d’ADN, du type
d’histone, de la présence de certains complexes de remodelage, . . . (Cairns, 2009; Henikoff,
2008). Leur durée de résidence est typiquement de l’ordre de plusieurs minutes ou dizaines
de minutes.

Changements conformationnels spontanés

Alors que certaines modifications conformationnelles de la chromatine requièrent l’ac-
tion spécifique de complexes de remodelage (passage au dessus d’une barrière énergé-
tique), d’autres peuvent se produire spontanément du fait de l’agitation thermique du
milieu (déplacements locaux dans un bassin énergétique). Différentes études, basées entre
autres sur des techniques de FRET (cf Box 2), montrent que cette dynamique peut être
également très rapide : par exemple quelques dizaines de millisecondes pour l’enroule-
ment/déroulement de l’ADN autour d’un nucléosome (Li et al., 2005; Kelbauskas et al.,
2009) ou quelques secondes pour les modifications les plus lentes observées dans la com-
paction/décompaction spontanée d’une fibre de chromatine (Poirier et al., 2009). Ces
mouvements peuvent être plus ou moins contraints d’une situation à l’autre et contrôlent
alors l’accessibilité de certains sites de fixations (Métivier et al., 2003; Nagaich et al., 2004;

21Notons que certains auteurs utilisent le temps de demi-récupération t0.5, d’autres le temps pour
atteindre par exemple 90% de la récupération finale t0.9 ou d’autres encore le temps caractéristique de
l’exponentielle te (obtenue par un fit). La durée moyenne de résidence de la molécule correspond à te et
doit être corrigée dans les deux autres cas : te = t0.5/ log 2 ≃ 1.44 t0.5 et te = t0.9/ log(1/0.1) ≃ 0.434 t0.9.
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Fig. I.8: Mesure expérimentale de la mobilité des molécules sur le promoteur. (a)
La récupération de fluorescence observée après le photoblanchiment (photobleaching) d’une région
du noyau contenant une grande quantité de sites de fixation pour une molécule donnée rendue fluo-
rescente (FRAP, cf Box 2) reflète le temps de résidence de cette dernière. Comme de nombreuses
molécules, Brm et Brg1 (sous-unités du complexe de remodelage SWI/SNF) ont des temps de rési-
dence très courts, de l’ordre de quelques secondes. La protéine Brg1-K-R, un mutant ATPase-déficient
de Brg1, montre une récupération de fluorescence différente, présentant une fraction lente (cf Box 2)
et suggérant donc un rôle actif de l’activité de remodelage sur la mobilité de ces molécules (d’après
Johnson et al., 2008). (b) De façon beaucoup plus flagrante, la mobilité des molécules sur la chro-
matine est très fortement altérée par l’inhibition de toute activité de remodelage de la chromatine
aussi bien par à l’absence d’ATP (présenté ici pour le récepteur des glucocorticoïdes (GR) ; d’après
Elbi et al. (2004)) que par l’absence des complexes de remodelage eux-mêmes.

Perissi et Rosenfeld, 2005; Segal et Widom, 2009; Raveh-Sadka et al., 2009).

La mobilité, un processus actif

Plusieurs études expérimentales ont montré que la mobilité de nombreuses molécules était
liée aux mécanismes de remodelage de la chromatine (aussi bien par les complexes ATP-
dépendants que par les chaperonnes d’histones). En effet, la cinétique de récupération des
courbes de FRAP est significativement ralentie lorsque la cellule est déplétée en ATP ou
lorsque les complexes de remodelage son absents (Fletcher et al., 2002; Elbi et al., 2004;
Karpova et al., 2004; Rayasam et al., 2005; Agresti et al., 2005). La figure I.8b montre un
exemple où la mobilité du récepteur des glucocorticoïdes (GR) est très largement affectée
par la présence d’ATP. Ce phénomène explique pourquoi les mesures obtenues pendant
des années par des techniques in vitro (Perlmann et al., 1990) – et donc en l’absence des
complexes de remodelage – ont rapporté des temps de résidence beaucoup plus longs que
les techniques modernes de microscopie sur cellules vivantes. La mobilité des molécules
sur la chromatine apparaît alors comme un phénomène actif et assisté par la machinerie
de régulation de la transcription.
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Ainsi, les complexes présents sur un promoteur sont des structures très dynamiques, en
perpétuel renouvellement, et fortement soumises au comportement stochastique des mo-
lécules. Mais ces phénomènes probabilistes sont cependant contraints par des mécanismes
d’interactions mutuelles et combinatoires à de nombreux niveaux.

5.3 Interactions combinatoires

Les différentes molécules s’associant au promoteur peuvent interagir entre elles et modifier
mutuellement leurs propriétés dynamiques. En effet, dans de nombreux cas, on observe que
l’affinité d’une molécule donnée à son site de fixation dépend de la présence de certaines
autres molécules, et ce aussi bien chez les procaryotes (Ackers et al., 1982; Scholl et Nixon,
1996; Dodd et al., 2004) que chez les eucaryotes (Adams et Workman, 1995; Tanaka, 1996;
Stenoien et al., 2001; Miller et Widom, 2003; Agresti et al., 2005; Rayasam et al., 2005).
Ces mécanismes de coopération et de compétition entre molécules sont souvent décrits
en termes d’énergie d’interaction (Ackers et al., 1982; Scholl et Nixon, 1996; Lehman
et al., 1998; Bintu et al., 2005a) indiquant à quel point le contact physique entre plusieurs
molécules rend plus ou moins favorable leur présence simultanée sur le promoteur. Ces
phénomènes combinatoires agissent également sur les aspects dynamiques. On observe
en effet non seulement que l’activité de remodelage, nécessitant la présence de certains
complexes sur le promoteur, influence la mobilité des molécules des FT (figure I.8b), mais
également que le temps de résidence des récepteurs nucléaires22 dépend par exemple de
la présence de leur ligand (Stenoien et al., 2001; Sharp et al., 2006). L’affinité du ligand
avec le récepteur modifie également significativement le temps de résidence de ce dernier
sur le promoteur (Rayasam et al., 2005; Darzacq et al., 2009).

Par ailleurs, comme nous l’avons évoqué précédemment, les modifications conformation-
nelles et covalentes de la chromatine permettent d’importantes propriétés combinatoires,
conceptualisées par la notion de code des histones. Par exemple, l’acétylation d’un site
d’une queue d’histone est effectuée par une HAT, et nécessite donc le recrutement sur le
promoteur des différentes sous-unités de cette enzyme, lui-même assisté par d’autres mo-
lécules telles que des FT. Ainsi, la combinatoire des molécules sur le promoteur affecte le
status épigénétique de la chromatine. Mais ce dernier est également capable d’influencer en
retour l’affinité des molécules sur le promoteur et leurs potentielles activités enzymatiques
ou de remodelage.

Ainsi, comme nous l’avons décrit dans la section 2.5, le rapport entre les échelles tempo-
relles de dégradation des transcrits ou des protéines et celles des événements au niveau du
promoteur détermine à quel point ces derniers sont en mesure d’influencer la variabilité
du niveau d’expression (figure I.2e). On peut ainsi s’attendre à ce que le caractère sto-
chastique des associations/dissociations des molécules sur le promoteur soit masqué par
leur rapidité. Cependant, les promoteurs eucaryotes peuvent témoigner d’une dynamique
lente, à la base de laquelle se trouvent ces événements stochastiques rapides et où les
contraintes d’interactions combinatoires jouent un rôle central.

22Les récepteurs nucléaires sont des facteurs de transcription eucaryotes dont l’action est régulée par
l’association d’une petite molécule appelée ligand.
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5.4 Dynamique lente du promoteur

L’immunoprécipitation de la chromatine (ChIP) est une technique expérimentale permet-
tant de mesurer, pour une zone d’intérêt du génome telle qu’un promoteur par exemple,
le taux d’occupation par différentes molécules et des modifications conformationnelles et
covalentes de la chromatine et de l’ADN au sein d’une population de cellules. Réaliser une
cinétique de ChIP après activation du gène permet alors de suivre l’évolution au cours
du temps de la probabilité de présence des différentes molécules et des modifications de
la chromatine (cf Box 2).

Oscillations et activité périodique

Comme l’illustre la figure I.9a, des cinétiques de ChIP, réalisées sur le promoteur du gène
pS2 (figure I.6b) régulé par le récepteur des œstrogènes (ER) dans des cellules humaines
de cancer du sein, révèlent une activité périodique lente très caractéristique (Shang et al.,
2000; Métivier et al., 2003). Chaque molécule et chaque modification de la chromatine
témoigne en effet d’un profil spécifique, oscillant avec une période de 40 min. Ils décrivent
une dynamique cyclique des différents événements dont l’ordre précis peut être observé
sur des cinétiques à une résolution fine de 1 min (figure I.9a6). Il a de plus été montré
récemment que la méthylation des sites CpG de ce promoteur (figure I.6b2) démontrait
également un caractère périodique au cours de l’activation transcriptionnelle (Métivier
et al., 2008).

Plusieurs auteurs ont également observé un tel comportement périodique sur d’autres
promoteurs et chez divers organismes eucaryotes (Kang et al., 2002; Nagaich et al., 2004;
Väisänen et al., 2005; Karpova et al., 2008; Sun et al., 2008; Degenhardt et al., 2009).
En particulier, Sun et al. (2008) rapportent des oscillations sur plus de 5000 gènes chez
la souris, révélant alors que ces observations, loin d’être des cas particuliers, reflètent un
phénomène relativement général. Il peut par ailleurs être observé aussi bien sur un sys-
tème minimal23 in vitro (figure I.9b, Nagaich et al., 2004) que sur cellule unique vivante
(figure I.9c1, Karpova et al., 2008). De plus, parmi ces études, celles où l’évolution du
niveau d’ARN du gène a également été mesurée démontrent ce même caractère pério-
dique dans l’activité de transcription (Karpova et al., 2008; Sun et al., 2008; Degenhardt
et al., 2009). La dynamique globale du promoteur peut ainsi provoquer des hétérogénéités
temporelles lentes dans le processus de transcription.

Redondance fonctionnelle et états alternatifs

Bien que l’on puisse identifier différentes étapes dans l’évolution du promoteur – par
exemple Degenhardt et al. (2009) identifient des phases d’activation, d’initiation et de

23 L’approche de Nagaich et al. (2004) consiste à reconstituer in vitro un promoteur démontrant un
comportement périodique avec le minimum de composants : L’ADN du promoteur MMTV, des nucléo-
somes, le récepteur des glucocorticoïdes et son ligand, le complexe de remodelage SWI/SNF et de l’ATP.
Les oscillations disparaissent totalement en l’absence de l’un de ces constituants (en particulier de l’ATP).
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Fig. I.9: Dynamique périodique lente des promoteurs eucaryotes. (a1-a5) Les expériences
de cinétique de ChIP (cf Box 2) montrent que, lors de l’activation transcriptionnelle d’un gène, le profil
d’occupation de son promoteur par différentes molécules ainsi que les modifications conformationnelles
et covalentes de sa chromatine suivent un comportement fortement périodique à une échelle temporelle
de l’ordre de l’heure. Les données présentées ici ont été obtenues par Métivier et al. (2003) sur le
promoteur pS2 (cf figures I.6b1 et I.6b2). Elles décrivent des relations dynamiques complexes entre les
différents événements sur le promoteur, révélant des fenêtres temporelles distinctes pour le recrutement
des diverses molécules et dont le détail précis peut être observé sur des cinétiques à une résolution
temporelle fine de 1 min (a6). (hERα : human estrogen receptor-α). Des oscillations similaires peuvent
être observées sur d’autres promoteurs eucaryotes, par exemple : (b) sur un système minimaliste23

étudié in vitro par une technique similaire au ChIP (d’après Nagaich et al., 2004) et (c1) sur un
promoteur de levure par vidéo-microscopie (d’après Karpova et al., 2008). Dans ce second cas, une
expérience de FRAP (c2) montre qu’il y a bien co-occurrence sur un même promoteur de la dynamique
périodique lente et de la mobilité rapides des molécules.

désactivation – il apparaît que de nombreux états alternatifs du promoteur puissent co-
exister au sein de la population à un instant donné d’une cinétique de ChIP. En effet, les
expériences de re-ChIP24 montrent que certains cofacteurs ayant des fonctions similaires

24Re-ChIP : expérience de ChIP effectuée en immunoprécipitant successivement avec deux anticorps
différents afin de ne garder que les fragments d’ADN sur lesquels les deux antigènes sont présents.
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et dont la présence est observée simultanément au sein de la population (par exemple
CARM1 et PRMT1 ; figure I.9a4) ne sont en réalité jamais présents simultanément sur
un même promoteur (Métivier et al., 2003). Ainsi, plusieurs fractions distinctes peuvent
coexister au même instant au sein de la population, montrant que, même si l’activité
semble structurée et ordonnée au niveau global, la dynamique individuelle de chaque
promoteur peut être différente et ne consiste pas en une unique séquence d’événements
prédéterminée. Notons cependant qu’il n’est pas possible, à partir de ces données, de sa-
voir si ces complexes s’excluent mutuellement mais peuvent s’associer à tour de rôle sur
un même promoteur, ou bien si les différents promoteurs sont temporairement engagés sur
des voies différentes ne permettant chacune l’association que d’un seul de ces complexes.

La dynamique globale du promoteur au niveau d’une population de cellules apparaît
donc comme le reflet d’un comportement individuel stochastique dans lequel de nombreux
chemins alternatifs fonctionnellement redondants peuvent être empruntés.

Dynamique apériodique lente

Il a été observé sur le promoteur MMTV une dynamique lente ne présentant pas le carac-
tère périodique évoqué précédemment (Becker et al., 2002; Hager et al., 2006; Voss et al.,
2009). Ce gène, régulé par le récepteur des glucocorticoïdes (GR) chez la souris, est présent
en 200 copies répétées en tandem dans une lignée cellulaire. Une telle quantité de sites
de fixation, concentrés à un locus donné, permet alors de détecter en vidéo-microscopie
sur cellule unique si cette région est occupée par le FT rendu fluorescent. En observant
la fraction parmi plusieurs cellules où une occupation du site est détectable, les auteurs
constatent un maximum au bout 20 à 30 min après induction du gène, suivi d’une valeur
intermédiaire de la probabilité d’occupation du site à partir de 50 min. Cela ne signifie
pas que le site est occupé de façon intermédiaire mais plutôt que seule une fraction de
la population présente une occupation du site (les données présentées par Becker et al.
(2002) restent cependant quelque peu ambiguës sur ce point). Comme nous le verrons plus
en détail dans le chapitre III, l’amortissement des oscillations observées au niveau d’une
population est d’autant plus important que la durée individuelle du cycle pour chaque
cellule est variable (Degenhardt et al., 2009). Il est à noter que le promoteur MMTV,
étudié in vitro, peut démontrer un caractère clairement périodique (figure I.9b, Nagaich
et al., 2004). On peut alors imaginer que ce promoteur puisse avoir naturellement une
activité périodique, mais que le profil apériodique observé par Becker et al. (2002) sur la
population provienne d’une forte variabilité inter-individuelle dans la période du cycle.
En effet, les auteurs montrent que l’instant où le site apparaît occupé est très différent
d’une cellule à l’autre : 20 min après activation du gène pour certaines cellules et jusqu’à
30∼40 min pour d’autres. Ainsi, les 200 promoteurs de certaines cellules sont tous (ou
en grande majorité) occupés plus tôt que ceux de certaines autres cellules. Ce comporte-
ment pourrait par exemple être expliqué par des différences inter-cellules dans la capacité
globale d’expression (Colman-Lerner et al., 2005) telles qu’évoquées à la section 3.4.

Il est intéressant des mettre ce comportement en relation avec les observations de Chubb
et al. (2006) montrant une dynamique d’activation/désactivation d’un promoteur euca-
ryote (le gène dscA chez Dictyostelium) dont les distributions des durées sont proches de
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lois exponentielles. Le promoteur MMTV (Becker et al., 2002) peut alors être vu comme
un intermédiaire entre les deux cas extrêmes de l’activation/inactivation très régulière
du promoteur pS2 (Métivier et al., 2003) et de celle très irrégulière du promoteur dscA
(Chubb et al., 2006).

5.5 Progression de l’état chromatinien

Les expériences de FRAP et de ChIP ont souvent été perçues comme contradictoires car
démontrant respectivement des temps de résidence des molécules de la dizaine de secondes
à la minute et une activité périodique de la structure de l’ordre de l’heure. Il a été montré
récemment que ces deux échelles temporelles co-existaient bien sur un même promoteur
(figures I.9c1 et I.9c2, Karpova et al., 2008). La réconciliation de ces échelles de temps et la
compréhension de l’émergence d’une dynamique globale lente à partir d’un comportement
local rapide ouvrent un certain nombre de questions et constituent un champ de recherche
très actuel.

Il a été proposé par plusieurs auteurs que de nombreux événements stochastiques rapides
aient lieu sur le promoteur et que seule une faible fraction des ces événements soit « pro-
ductive ». Il en résulterait une étape irréversible faisant alors progresser le promoteur
dans un nouvel état servant de substrat pour la transition suivante. Il s’agit du concept
de transcriptional ratchet (Métivier et al., 2006) ou du return-to-template (Hager et al.,
2006). Ces mêmes auteurs ont également proposé que ces événements rares puissent cor-
respondre à des associations spécifiques et durables de molécules qui, la plupart du temps,
s’associent de façon non-spécifique et transitoire. Ils postulent alors que ce second type
d’associations ne serait pas détectable par les techniques de ChIP alors qu’il constituerait
l’essentiel des observations de FRAP. Il est cependant important de noter que la durée
d’un motif sur un profil de ChIP ne doit pas être interprété comme reflétant l’associa-
tion d’une même molécule pendant une longue période. Comme nous le montrerons plus
en détail dans le chapitre III, il s’agit de façon plus générale d’un changement dans la
probabilité de présence de la molécule provenant de l’évolution au cours du temps de sa
cinétique d’association/dissociation, celle-ci pouvant rester dans tous les cas très rapide.
Il n’est alors nullement besoin de supposer une telle différence de sensibilité entre les deux
techniques.

De nombreuses modifications de l’état de la chromatine, comme la position des nucléo-
somes et le statut des queues d’histones, peuvent être qualifiées de méta-stables car elles
nécessitent l’action de complexes de remodelage de la chromatine ou d’enzymes de modi-
fication d’histones pour avoir lieu. Elles sont donc de fait moins fréquentes que les asso-
ciations dissociations des molécules et sont localement irréversibles25 car elles requièrent,
pour être inversées, le recrutement d’un complexe différent de celui qui les a provoquées.
Elles peuvent ainsi correspondre à ces réactions rares qui sont à la base du concept de
transcriptional ratchet (Métivier et al., 2006). La possibilité pour une molécule donnée de
s’associer au promoteur est alors déterminée par l’état courant de la chromatine, définis-

25Notons qu’il s’agit en réalité de réactions très orientées (et non irréversibles) car ces réactions font
intervenir l’hydrolyse de cofacteurs fortement énergétiques (ATP, acetyl-CoA, . . .). Ce point se révèlera
particulièrement important par la suite.
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sant pour les différentes molécules des fenêtres de temps pendant lesquelles elles s’associent
un grand nombre de fois et de manière transitoire (Karpova et al., 2008; Reid et al., 2009;
Degenhardt et al., 2009). C’est donc la progression lente de l’état chromatinien qui définit
le spectre des molécules pouvant être présentes à un instant donné du cycle. Mais ce sont
ces mêmes molécules qui provoquent les modifications de l’état de la chromatine. C’est
ainsi les interactions combinatoires entre la chromatine et les nombreuses molécules pou-
vant s’y associer qui définissent la structure du comportement cyclique du promoteur. Il
semble alors évident que les dynamiques locales des complexes vont se répercuter sur les
propriétés temporelles globales du promoteur. Nous examinons au chapitre III différents
modes d’interaction évoqués dans la littérature – tels que le principe du return-to-template
(Hager et al., 2006), la différence entre pre-assembly et neo-assembly (Gorski et al., 2008;
Darzacq et Singer, 2008; Darzacq et al., 2009), ou entre random assembly, regulated as-
sembly (Hager et al., 2009) et preferentially random assembly (Degenhardt et al., 2009)
– au regard de leur influence sur le comportement global. Nous proposons alors certaines
hypothèses quant à la nature des interactions entre molécules et avec la chromatine et
aux propriétés d’assemblage/désassemblage des complexes.

Ainsi, le promoteur témoigne d’une activité globale complexe et multi-échelle, impliquant
toute la machinerie moléculaire et provoquant des hétérogénéités temporelles dans la
synthèse des transcrits. Cette activité comporte de nombreux phénomènes probabilistes à
différents niveaux – de l’association/dissociation des molécules à l’activation/désactivation
du promoteur – dont l’influence collective sur la stochasticité de l’expression génique reste
à ce jour très peu étudiée.
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Chapitre II

Organisation nucléaire dynamique et

expression stochastique des gènes

L’expression génique est un processus intrinsèquement spatialisé. Comme nous l’avons
décrit à la section 4 du chapitre I, chez les eucaryotes, une grande partie de ce processus
a lieu dans le noyau cellulaire, un espace hétérogène et structuré, et dont la dynamique
est elle-même intimement liée au processus d’expression des gènes. Ainsi, le caractère
stochastique de l’expression génique a probablement d’étroites relations avec de nombreux
mécanismes spatiaux tels que la diffusion des FT dans l’espace nucléaire hétérogène, le
déplacement des loci chromosomiques au sein des territoires chromosomiques et, à la
fois comme cause et comme conséquence de leur transcription, le recrutement de loci
distants dans une même usine à transcription, les propriétés de déplacement des transcrits
jusqu’aux pores nucléaires, . . . Tous ces mécanismes sont susceptibles de constituer des
sources de stochasticité ou d’influencer les propriétés d’autres phénomènes provoquant
une variabilité de l’expression. Par exemple, de simples mécanismes de diffusion ou des
phénomènes locaux entre gènes situés à des loci potentiellement très distants en séquence
(par exemple le partage d’une même usine à transcription) peuvent produire des propriétés
particulières dans les corrélations temporelles de l’expression d’un ou de plusieurs gènes.

Alors que le temps constitue un point central de la plupart des modèles représentant
des mécanismes intracellulaires et est représenté de façon précise et explicite, l’espace a
longtemps été ignoré ou pris en compte de manière très simplifiée. Comme le montrent
cependant de plus en plus d’études expérimentales (voir, par exemple, la section 4 du
chapitre I), la localisation spatiale des molécules constitue un aspect central du fonction-
nement de la cellule. Cet aspect doit alors être pris en compte explicitement dans les
études de modélisation, donnant alors lieu à des « modèles 4D » – intégrant 3 dimensions
spatiales et une temporelle – (Amar et al., 2002; Bork et Serrano, 2005; Takahashi et al.,
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2005; Lemerle et al., 2005; Andrews et Arkin, 2006). La plupart des modèles d’expression
stochastique des gènes ne tiennent cependant pas compte de ces aspects spatiaux dans
leur description du processus d’expression génique. Seuls quelques travaux se sont intéres-
sés à l’influence de la diffusion des facteurs de transcription dans le cadre de l’expression
stochastique et ont montré l’importance de ces phénomènes (van Zon et al., 2006; Tkačik
et Bialek, 2009, cf chapitre I, section 2.7).

Nous souhaitons ici proposer un modèle permettant d’étudier l’influence de divers mé-
canismes spatiaux sur le caractère stochastique de l’expression génique. Cette dernière
étant potentiellement à la fois cause et conséquence de la structuration dynamique du
noyau (par des phénomènes supposés d’auto-organisation ; cf section 4.5, chapitre I), cela
implique nécessairement de considérer un questionnement scientifique plus vaste : celui
de l’organisation dynamique du noyau cellulaire, dans laquel l’expression génique tient
une place centrale. Ainsi, notre but est ici de définir un modèle – et un logiciel de simu-
lation – pour l’étude des phénomènes de structuration et d’auto-organisation de l’espace
nucléaire. En outre, ce modèle devra permettre de représenter les différentes étapes du
processus d’expression génique, afin de comprendre, à terme, les relations entre ces diffé-
rents niveaux d’organisation. Un tel projet constitue cependant un travail de recherche de
longue haleine et les travaux présentés dans ce chapitre ne constituent que les premières
étapes de la démarche de modélisation. Il s’agit essentiellement ici des phases de formu-
lation de la problématique et des questions d’intérêt, d’identification des formalismes et
des représentations appropriées et de conception même du modèle de simulation (ainsi
que son implémentation). Les avancées réalisées sur cette thématique restent donc encore
relativement exploratoires mais nous permettent d’ores et déjà d’entrevoir les possibilités
qu’offriront ces travaux ainsi que leurs potentielles limitations.

Nous commençons, dans la section 1, par décrire différents modèles de simulation spatiale à
l’échelle cellulaire de la littérature, nous amenant à définir les caractéristiques principales
de notre modèle en relation avec l’échelle spatio-temporelle de notre questionnement.
Dans la section 2, nous décrivons alors le modèle que nous proposons, en le définissant
tout d’abord d’un point de vue fonctionnel, puis en décrivant son implémentation sous
la forme d’un logiciel de simulation numérique. Enfin, dans la section 3, nous proposons
un certain nombre d’hypothèses ou de mécanismes relatifs à l’expression stochastique des
gènes qu’un tel outil permet de tester et d’étudier.

1 Modélisations spatiales intracellulaires

On pourrait être tenté de penser, de prime abord, qu’une simulation décrivant chaque
atome de chaque molécule d’un noyau cellulaire constituerait un cas idéal et permettrait
de comprendre l’organisation de ce dernier. Il est cependant évident qu’une telle simulation
est absolument inaccessible d’un point de vue computationnel. De plus, il est capital de
garder à l’esprit que le but d’un modèle n’est pas de reproduire la réalité de la manière la
plus fidèle et la plus complète possible, mais, au contraire, de l’abstraire et de la simplifier
autant que possible dans le but de comprendre un phénomène particulier et de répondre
à un questionnement scientifique donné (Beslon, 2008). Ainsi, dans le contexte de notre
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Fig. II.1: Échelles spatio-temporelles
et formalismes de simulation in-
tracellulaire. En fonction du formalisme
qu’ils emploient pour représenter la ma-
tière, les nombreux modèles de simulation
spatiale intracellulaire permettent de re-
produire des phénomènes à des échelles
spatio-temporelles très diverses. De nom-
breux mécanismes peuvent de plus être re-
produits par plusieurs modèles considérant
des niveaux d’abstraction différents. Ces
recouvrements entre les échelles de des-
cription jouent un rôle particulièrement im-
portant pour la définition et la paramétrisa-
tion de chacun de ces formalismes et dans
le cadre des approches multi-échelles. Illus-
tration d’après Nielsen et al. (2004).

étude, il est important de différencier les aspects de la réalité qui doivent être pris en
compte de façon explicite de ceux qui peuvent – ou doivent – être simplifiés.

Dans tout modèle, l’échelle spatio-temporelle de l’objet et/ou du phénomène d’intérêt
détermine ce qui doit être pris en compte explicitement et ce qui doit être admis et re-
présenté de manière phénoménologique, voire ignoré (figure II.1). Par exemple, à une
échelle macroscopique, la matière est considérée comme continue et l’on peut se baser
sur des notions moyennes, telles que la densité, la température, les taux de réactions . . .
Des cas typiques de modélisations à cette échelle considèrent par exemple des réseaux
de régulation génique ou des réseaux métaboliques, décrivant l’évolution temporelle de
concentrations (supposées homogènes dans la cellule et décrites par une valeur réelle)
gouvernées par un ensemble de réactions biochimiques. De plus, même si ce formalisme
n’est pas employé pour représenter des phénomènes intracellulaires, il s’agit également
l’échelle d’étude de la mécanique des fluides, décrivant le comportement de la matière de
façon continue par des champs scalaires et vectoriels (pression, vitesse, . . .). À l’autre ex-
trême, l’échelle atomique ou nanoscopique considère quant à elle les différents atomes des
molécules individuellement et de manière explicite et permet d’étudier le comportement
d’une ou de quelques molécules. À cette échelle, les notions moyennes évoquées précédem-
ment n’ont pas de sens. Cette échelle est par exemple celle de l’étude des changements
conformationnels d’une protéine et de l’interaction de deux macromolécules. Entre ces
deux échelles se trouve un niveau de description intermédiaire, qualifié de mésoscopique
(du grec mesos : « au milieu »), même si la définition précise de cette échelle est assez
variable (figure II.1). Il s’agit de l’échelle où des concepts moyens tels que la température
et la densité ont un sens, mais où l’on doit néanmoins considérer certaines molécules in-
dividuelles de façon explicite (figure II.1). On observe alors le comportement collectif de
grandes structures multiprotéiques, typiquement de plusieurs centaines d’entités.

De nombreux phénomènes observés au sein du noyau cellulaire ont lieu à cette échelle
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mésoscopique. En effet, ils font souvent intervenir des entités uniques nécessitant une
représentation au moins partiellement discrète de la matière (nucléation d’une structure,
rencontre d’un FT et d’un locus chromosomique . . .) et se manifestent à un niveau global
(niveaux d’expression, dynamique d’un corps nucléaire, organisation globale du noyau). La
capacité du modèle à exprimer des phénomènes de structuration à l’échelle mésoscopique
devra donc être une de nos priorités centrales. Afin de déterminer ses caractéristiques, nous
explorons dans cette section différentes approches de simulation spatiale de la littérature
employées pour représenter des phénomènes intracellulaires, et les analysons au regard de
notre objet d’étude et de notre questionnement.

Comme nous le verrons, la plupart des modèles mésoscopiques intracellulaires proches
de nos questionnements ne prennent pas en compte les interactions physiques entre mo-
lécules de façon réaliste (forces électromagnétiques, liaisons souples, . . .). De nombreux
phénomènes mésoscopiques nucléaires se basent pourtant vraisemblablement sur de telles
propriétés. Par exemple, comme nous le verrons, des comportements de phase (analogues
à ceux observés dans le noyau ; cf chapitre I, section 4.3) ne peuvent être reproduits que
par des modèles considérant explicitement les forces d’attraction/répulsion entre molé-
cules. De plus, il paraît probable que la flexibilité des protéines et la souplesse de leurs
interactions – une caractéristique essentielle de ces molécules (Zaccai, 2000) – soient déter-
minantes dans la dynamique et la fluidité des structures nucléaires. Ainsi, après une brève
description des formalismes macroscopiques de modélisation spatiale et de leurs limites
dans le cadre de notre étude (section 1.1), nous commencerons par décrire les techniques
de simulation physique aux échelles atomiques et moléculaires (sections 1.2 et 1.3), avant
de décrire enfin les modèles spécifiques à des questionnements mésoscopiques les plus
proches des nôtres (section 1.4). Le modèle que nous proposons dans ce chapitre s’inspire
fortement des méthodes et des formalismes employés aux échelles inférieures.

1.1 Modèles macroscopiques

Les réactions biochimiques au sein d’une cellule sont classiquement représentées par des
équations différentielles couplées décrivant l’évolution au cours du temps des concentra-
tions des différentes espèces chimiques. Certains modèles ont alors ajouté un caractère
spatial à une telle description en partageant l’espace en compartiments au sein desquels
évoluent les concentrations des différentes espèces moléculaires et entre lesquels ont lieu
des échanges de matière (Schaff et al., 1997; Takahashi et al., 2005; Lemerle et al., 2005;
Andrews et Arkin, 2006). Pour notre étude, de tels modèles pêchent par l’absence d’une
définition explicite de l’espace et la présupposition a priori d’une structuration globale
interdisant sa modification en retour par l’activité du système. Les mécanismes d’auto-
organisation au sein du noyau cellulaire ne peuvent de toute évidence pas être étudiés
par des modèles présupposant une telle structure globale puisqu’il s’agit au contraire
d’observer son émergence spontanée à partir d’une définition locale de la matière.

Paradoxalement, un modèle vieux de près de 60 ans, le modèle de morphogenèse d’Alan
Turing (1952), répond en partie aux problèmes des modèles compartimentaux, sans pour
autant se baser sur une description discrète de la matière. En effet, ce modèle considère
un espace explicite sans structuration préétablie et permettant l’apparition et le maintien
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d’hétérogénéités spatiales. Mais ce type de modèle ne prend en compte qu’une partie des
mécanismes pouvant provoquer une structuration de l’espace : il ne considère que la diffu-
sion et la réaction des espèces chimiques et non l’interaction physique des molécules. Ainsi,
son application à l’étude de corps nucléaires nécessite la supposition de structures globales
préexistantes (Carrero et al., 2006). Bien qu’utiles pour rendre compte de nombreux phé-
nomènes d’organisation spatiale spontanée, les modèles de réaction-diffusion purs restent
sur une description continue de la matière et ne permettent donc pas d’étudier les phéno-
mènes stochastiques dus au caractère discret des entités en présence, comme c’est le cas
pour l’expression des gènes. Il est en effet nécessaire de considérer des entités discrètes, se
déplaçant dans un espace explicite et interagissant physiquement les unes avec les autres
(Bork et Serrano, 2005; Andrews et Arkin, 2006). C’est en particulier ce que considèrent,
à un niveau beaucoup plus fin, de nombreux modèles de simulation moléculaire.

1.2 Simulation à l’échelle atomique

À une échelle très inférieure, les modèles tout-atomes sont fréquemment employés pour
prédire des comportements très précis des molécules ou des complexes, tels que l’assem-
blage ou la modification conformationnelle d’un complexe, ou encore la dynamique de
vibration d’une protéine. Dans ces approches, qualifiées de dynamique moléculaire (MD),
chaque atome de chaque molécule est considéré individuellement1 dans un espace 3D
continu. En associant une énergie potentielle à chaque paire d’atomes (en fonction de
leur distance ; cf figure II.2) et à chaque liaison covalente (en fonction sa longueur, de sa
torsion . . .), on peut déduire la force appliquée à chacun des atomes et déterminer leurs
mouvements en appliquant la seconde loi de Newton2. L’allure de cette énergie potentielle
pour une paire d’atomes non liés dépend de la nature des deux atomes considérés. Elle est,

1Les atomes d’hydrogène sont parfois ignorés et implicitement associés à l’atome auquel ils sont liés.
2La seconde loi de Newton permet de déduire le déplacement d’un objet en fonction de sa masse et

de la somme des forces qui lui sont appliquées.

Fig. II.2: Énergie potentielle d’interac-
tion entre deux atomes d’oxygène. La
force que deux atomes non-liés exercent l’un
sur l’autre peut être décrite par l’allure de leur
énergie potentielle d’interaction V en fonction
de la distance r séparant leurs centres. Ce po-
tentiel de paire est souvent décrit par l’expres-
sion empirique (II.1) dont les deux premiers
termes constituent un potentiel de Lennard-
Jones (représentant les interactions de van
der Waals) et dont le dernier décrit la force
de Coulomb. Comme l’illustre la figure II.3,
la force entre les deux atomes correspond
à la dérivée de l’énergie potentielle. Celle-ci

décrit donc ici une répulsion à courtes et à longues distances et une attraction à moyennes distances.
(Valeurs paramétriques d’après Cornell et al. (1995)).
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en outre, très liée au mode d’interaction utilisé. Ainsi, les nombreux logiciels de simula-
tion appliquant un modèle de MD (dont on peut citer parmi les plus connus CHARMM,
AMBER, GROMOS et GROMACS) emploient chacun des énergies potentielles légère-
ment différentes (Hobza et al., 1997), celles-ci étant soit empiriques, soit obtenues par des
calculs de physique quantique. Une représentation souvent employée du potentiel de paire
entre deux atomes non liés est donnée par la formule empirique suivante3 :

V (r) = ǫ

[(
σ

r

)12

− 2

(
σ

r

)6]

+
Q

r
(II.1)

où r représente la distance entre les centres des deux atomes considérés et ǫ, σ et Q
sont des paramètres dépendant du type d’atomes (voir par exemple (Cornell et al., 1995)
ou (MacKerell Jr. et al., 1995) pour une description détaillée du paramétrage de ce po-
tentiel). La figure II.2 représente un exemple de cette fonction de potentiel pour deux
atomes d’oxygène. La force entre les deux atomes étant la dérivée de leur énergie d’in-
teraction en fonction de r, une énergie décroissante correspond à une répulsion et une
énergie croissante, à une attraction (figure II.3a). Ainsi, un potentiel d’interaction s’inter-
prète intuitivement par le fait que les deux particules4 tendent spontanément à aller vers
des minima locaux d’énergie. De plus, de nombreux aspects de leur interaction sont déter-
minés par diverses caractéristiques du profil de ce potentiel, permettant alors une grande
expressivité dans la description de l’interaction physique de deux particules (figures II.3b
et II.3c1-5).

Les deux premiers termes de l’expression (II.1) correspondent à un potentiel de Lennard-
Jones (figure II.2) et représentent les forces de van der Waals entre les deux atomes :
le terme en r−12 est très répulsif à courtes distances, décrivant le principe Pauli empê-
chant les cortèges électroniques des deux atomes de s’interpénétrer, et le terme en r−6

est attractif à moyennes distances. Les paramètres σ et ǫ décrivent respectivement la dis-
tance et l’énergie du point où le potentiel de Lennard-Jones est minimal, correspondant
au contact entre les deux atomes. Le troisième terme de l’expression (II.1) correspond
aux interactions électrostatiques entre les deux atomes, décrites par la loi de Coulomb.
Ce terme en r−1 décrit des forces de portées beaucoup plus longues que celles de van der
Waals. Le paramètre Q correspond (à un facteur près) au produit des charges des deux
atomes et est donc positif si ces dernières sont de même signe et négatif sinon, décrivant
alors respectivement une force répulsive ou attractive.

En décrivant les énergies d’interaction entre atomes non liés par des potentiels d’énergie
et les liaisons covalentes par des liaisons élastiques (sur les longueurs et sur les angles), il
est alors possible de déterminer l’énergie potentielle globale du système et d’en déduire la
probabilité des différentes conformations sans avoir recours à une simulation dynamique.
Mais de ces énergies potentielles peuvent également être déduites des forces permettant de
décrire l’évolution de la vitesse de chaque atome au cours du temps et d’en déduire toute
la dynamique du système. Il s’agit là du principe de base des simulations de MD (Allen et

3Il existe différentes façons de paramétrer ce potentiel, mais il s’agit toujours de la somme de trois
termes, respectivement en r−12, r−6 et r−1.

4Dans ce chapitre, le mot « particule » est employé pour désigner une entité matérielle considérée
comme élémentaire. Il pourra s’agir, en fonction du contexte, d’un atome, d’un groupe d’atome, d’une
molécule, voire d’un groupe de molécules.
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Fig. II.3: Interprétation et pouvoir d’expression d’un potentiel d’interaction de paire.
Le profil de l’énergie potentielle V représentant l’interaction entre deux particules en fonction de leur
distance r permet de rendre compte de nombreux aspects physiques de leur association/dissociation.
Le principe illustré ici s’applique aussi bien à l’interaction entre atomes (comme dans la figure II.2),
qu’à l’interaction entre grains ou entre macromolécules entières (cf section 1.3), le potentiel ayant par
ailleurs souvent un profil qualitativement similaire dans ces différents cas. (a) La force qu’exercent les
deux particules l’une sur l’autre est déterminée par la dérivée de l’énergie potentielle V par rapport à
r. Le potentiel fortement décroissant pour r < re décrit donc ici une répulsion importante des deux
particules (correspondant à la force de contact), la partie croissante pour re ≤ r < rl décrit une
force d’attraction et la partie décroissante pour rl ≤ r, à nouveau une répulsion. Ainsi, dès lors que la
distance inter-particules r est inférieure à rl, les deux particules tendent spontanément vers l’équilibre
de la liaison r = re où le potentiel admet une tangente horizontale convexe. (b) Non seulement le point
d’équilibre et le point seuil de liaison définissent les distances re et rl, mais ils déterminent également
l’affinité des deux particules. La hauteur de la barrière de potentiel décrit l’énergie à fournir pour leur
association (depuis une distance théoriquement infinie où le potentiel est nul) et la profondeur du puits
correspond à l’énergie à fournir pour leur dissociation, permettant alors de représenter simplement
différentes affinités (c1,c2). De plus, la largeur du puits de potentiel détermine à quel point deux
particules associées peuvent facilement s’écarter de leur distance d’équilibre re, permettant alors de
décrire des liaisons plus ou moins souples (c3,c4). Enfin, certaines particules peuvent n’interagir que
par une simple exclusion stérique, auquel cas le potentiel reste décroissant et ne représente qu’une
force de contact (c5).

Tildesley, 1991; Frenkel et Smit, 2002; Steinbach, 2005; Vattulainen et Karttunen, 2005;
Karplus et Kuriyan, 2005).

Le coût computationnel que représente une telle approche ne permet cependant que de
simuler des systèmes relativement restreints (quelques macromolécules) et sur des temps
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très courts (quelques dizaines ou centaines de nanosecondes) (Nielsen et al., 2004; Kar-
plus et Kuriyan, 2005; Venturoli et al., 2006; Tozzini, 2010, et figure II.1). Bien que ce
formalisme permette de prendre en compte l’interaction physique des molécules dans l’es-
pace, il semble évident que ce niveau de description très précis et les limitations en termes
de calculabilité qui y sont liées ne conviennent pas pour notre questionnement. Il existe
cependant plusieurs variantes de ce modèle de MD permettant d’accélérer les calculs et
donc de simuler des systèmes plus volumineux et sur des durées plus longues. Mais il s’agit
dans tous les cas de simplifier la réalité au prix d’une perte en réalisme de la simulation.
En particulier, il est possible, comme nous allons le décrire maintenant, de considérer les
molécules de solvant de façon implicite et/ou de simplifier la description structurelle des
macromolécules.

Représentation implicite du solvant

Une possibilité souvent employée pour rendre plus efficaces les simulations moléculaires
est de ne pas représenter explicitement les molécules de solvant (eau, ions . . .), mais de
ne considérer que leur effet sur les atomes des molécules décrites explicitement. Une telle
représentation implicite doit alors être prise en compte à plusieurs niveaux.

D’un point de vue énergétique, la présence d’un solvant modifie les propriétés d’interaction
entre atomes. Il existe différents modèles de solvants implicites prenant en compte le
fait que, malgré l’absence d’une description explicite des molécules qui le peuplent, le
milieu n’est pas vide et possède donc des propriétés particulières (constante diélectrique
différente de 1, présence d’ions répartis non-uniformément en fonction de la charge des
atomes avoisinants, . . .). Parmi les modèles permettant de décrire de façon précise l’énergie
de solvatation d’une macromolécule, on peut citer par exemple l’équation de Poisson-
Boltzmann (Wagoner et Baker, 2004), l’approximation Born généralisée (Tsui et Case,
2000) et les modèles SASA (Solvant Accessible Surface Area) (Ferrara et al., 2002). Mais
ces modèles ne permettent pas une description des énergies d’interaction comme étant
additives par paires d’atomes, ce qui rend particulièrement difficile leur application pour
la simulation dynamique. Une méthode simple, bien que sa justification physique soit
relativement limitée, est de modifier le dernier terme de l’expression (II.1) décrivant les
forces de Coulomb, afin de représenter les différents phénomènes liés au solvant (Steinbach,
2005).

Outre son effet sur les potentiels d’interaction entre atomes, le solvant est responsable
de deux forces qu’il convient de prendre en compte dans une simulation dynamique s’il
est décrit de façon implicite : une force dite fluctuative et une force dite dissipative. La
première est due au choc des molécules de solvant sur les macromolécules et correspond à
une force aléatoire appliquée à chaque atome et dont l’amplitude moyenne dépend de la
température. La seconde reflète la viscosité du milieu faisant opposition au déplacement
des molécules et se traduisant par une force opposée et proportionnelle à la vitesse de
chaque atome. Ces deux forces sont responsables du mouvement brownien des molécules
dans le solvant. Lorsqu’elles sont prises en compte explicitement, l’expression de la loi du
mouvement telle qu’utilisée en MD devient alors une équation différentielle stochastique
et l’on parle de dynamique de Langevin (LD). De plus, on peut faire une approximation
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Fig. II.4: Hypothèse de sur-amortissement pour la diffusion d’une particule. Cette fi-
gure représente la diffusion d’une protéine (disque gris), observée à deux échelles spatio-temporelles
différentes (sur des durées de 50 ns et de 2 ns respectivement), et simulée avec deux lois du mouve-
ment différentes : une équation de Langevin (LD ; Langevin Dynamics), prenant en compte la nature
inertielle du déplacement, et une équation de Langevin sur-amortie (parfois qualifiée de BD ; Brownian
Dynamics), supposant l’effet de la viscosité du milieu très supérieur à l’inertie de la particule. Comme
l’illustre cette figure, la dynamique sur-amortie tend vers le comportement inertiel dans la limite des
temps longs (à gauche). Mais sur des durées et des distances courtes (à droite), les deux trajectoires
diffèrent significativement l’une de l’autre et seule l’équation de Langevin complète (LD) reproduit de
façon réaliste le mouvement de la particule. Les valeurs paramétriques utilisées ici sont celles d’une
protéine de rayon = 1.8 nm et de masse = 43 kDa, dans de l’eau à 310 K.

supplémentaire, dite de sur-amortissement, si l’on ignore le caractère inertiel de mouve-
ment5. On parle alors de dynamique brownienne6 (BD) et cette approximation affecte
essentiellement le mouvement de la particule sur les temps courts (figure II.4).

La représentation implicite des molécules du solvant permet de réduire sensiblement le
temps de calcul et autorise donc à simuler des systèmes plus importants. Mais, afin de
réellement passer à une échelle supérieure en termes de temps simulé et de taille du
système, il est nécessaire de faire des approximations supplémentaires sur la description
des molécules d’intérêt.

5Cela se traduit par la supression d’un terme dans la loi du mouvement. Nous reviendrons sur ce point
dans la section 2.

6Bien que, dans la plupart des cas, les termes Brownian dynamics (BD) et Langevin dynamics (LD)
sont employés pour désigner respectivement le cas sur-amorti et le cas non sur-amorti (Takahashi et al.,
2005; Grima et Schnell, 2006; Nielsen et al., 2004), on note que BD peut parfois désigner le cas non
sur-amorti (Allen et Tildesley, 1991; Chen et Kim, 2004).



70 II. Organisation nucléaire et expression stochastique des gènes

1.3 Coarse graining : structures moléculaires simplifiées

De nombreux modèles, dits de coarse-graining, font l’approximation qu’un groupe d’atomes
voisins d’une même macromolécule peut être considéré comme une entité unique, appelée
grain. Cette technique permet de simplifier significativement la description des molécules,
aussi bien dans leur morphologie que dans leur comportement, en ne gardant que les
propriétés physiques essentielles pour l’étude d’un phénomène donné et améliorant alors
sensiblement les possibilités de calcul. Ces modèles sont employés dans des contextes dif-
férents. Ils sont en particulier très utilisés pour l’étude de l’organisation des membranes
phospholipidiques (faisant intervenir de l’ordre d’une ou plusieurs centaines de phospho-
lipides, représentés chacun par une dizaine de grains, et simulées sur des durées allant
jusqu’à la milliseconde) (Nielsen et al., 2004; Venturoli et al., 2006) ou pour l’étude du
repliement et des propriétés mécaniques d’une protéine (considérant souvent une unique
protéine et un grain par acide aminé) (Head-Gordon et Brown, 2003; Tozzini, 2005).

De la même façon que dans les modèles de MD, les interactions entre les grains sont
représentées par des liaisons élastiques pour les grains liés et par des énergies potentielles
pour les paires de grains non liés (sauf exception que nous préciserons ultérieurement).
Le potentiel entre deux grains dépend du type d’atomes que ceux-ci représentent. En
fonction du formalisme employé, il est parfois préférable, pour un bon réalisme physique,
que les grains représentent des atomes de même nature. Cependant la détermination du
potentiel entre paires de grains est plus délicate que pour des modèles de MD et dépend
en particulier du but du modèle.

En ce qui concerne les modèles de repliement de protéines, il faut distinguer d’une part
ceux utilisés pour étudier le chemin de repliement et/ou certaines propriétés mécaniques
d’une protéine dont on connaît déjà la conformation native (par cristallographie par
exemple), et d’autre part ceux servant au contraire à déterminer cette conformation re-
pliée de la protéine, uniquement à partir de sa séquence d’acides aminés. Il existe différents
modèles pour ces deux cas de figure et les potentiels de paire entre grains peuvent y être
choisis de manières très différentes.

Chemin de repliement et propriétés mécaniques
d’une protéine de conformation native connue

Il existe principalement deux familles de modèles se basant sur la connaissance de la
conformation repliée de la protéine d’intérêt : ceux dérivés du modèle de Gō et les modèles
de réseau élastique (ENM pour Elastic Network Models). Dans ces deux cas les interactions
entre grains sont biaiséés vers la conformation native.

Le modèle de Gō est une description minimaliste d’une protéine reproduisant son chemin
de repliement en la décrivant comme une chaîne articulée où chaque grain représente un
acide aminé et où les interactions entre grains sont indépendantes de la séquence (Head-
Gordon et Brown, 2003; Tozzini, 2005, 2010). Les grains liés interagissent selon des liaisons
élastiques similaires à celles utilisées en MD et les grains non liés, par des potentiels de
Lennard-Jones où seuls les paires de grains en contact dans la conformation native ont
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une composante attractive7. Le paysage énergétique du système est alors très régulier et
la chaîne se replie spontanément vers la conformation native. Il est alors possible d’étudier
le ou les chemins de repliement de la protéine dans différents contextes ou en fonction
de certaines propriétés de la protéine (pour des exemples de telles études, voir (Koga et
Takada, 2001; Takagi et al., 2003; Levy et al., 2004)). Ce modèle permet également de
reproduire certaines propriétés mécaniques de la protéine repliée. Sur ce plan, le modèle
de Gō est cependant supplanté par un autre modèle, l’ENM, qui permet d’étudier ces
propriétés de manière plus précise.

L’ENM est un modèle particulièrement simple décrivant la protéine d’intérêt comme un
ensemble de grains, représentant chacun un acide aminé. Ceux-ci sont reliés par un réseau
de liaisons élastiques de mêmes coefficients d’élasticité, reliant chaque paire de grains
proches (relativement à une distance seuil donnée), que les acides aminés correspondants
soient liés ou non, et maintenant l’ensemble dans la conformation native (Tozzini, 2005,
2010). Ce modèle, se basant sur de simples liaisons élastiques, constitue un approximateur
harmonique de la dynamique de la protéine, c’est-à-dire qu’il n’est valable que pour des
mouvements autour de l’état d’équilibre. Mais, bien que n’ayant que deux paramètres
(la distance seuil et le coefficient d’élasticité), il est cependant capable de reproduire de
façon remarquablement précise ces propriétés mécaniques essentielles de la protéine telles
que sa flexibilité et sa dynamique vibratoire lente, et ce, en accord avec les observations
expérimentales (Doruker et al., 2002; Delarue et Dumas, 2004; Kurkcuoglu et al., 2009;
Kim et al., 2009; Tozzini, 2005, 2010). Un avantage de ce formalisme est également la
possibilité d’en faire un traitement analytique en décomposant la dynamique du système
en modes normaux de vibration (des composantes élémentaires simples dans la dynamique
spontanée de la molécule) donnant alors une description bien plus précise et générale de
la dynamique que ne le permet la simulation (Doruker et al., 2002; Delarue et Dumas,
2004; Kurkcuoglu et al., 2009; Kim et al., 2009).

Ce formalisme peut de plus être étendu en utilisant des grains de différentes tailles, ou-
vrant alors la possibilité aux approches multi-échelles. Il est en effet possible de décrire
la structure de la protéine ainsi que sa dynamique avec une précision arbitraire : plus le
découpage est grossier, plus le système ne reproduit fidèlement que les mouvements lents
de la protéine (Doruker et al., 2002). Dans ce cadre, plusieurs méthodes (dont certaines
se basant sur un ENM à l’échelle des acides aminés) ont été récemment proposées pour
identifier les grands domaines rigides au sein des protéines et automatiser ainsi le dé-
coupage de celles-ci en quelques blocs (Kundu et al., 2004; Potestio et al., 2009; Abyzov
et al., 2010). Certains travaux emploient de plus une description multi-échelles, soit en
décrivant les différentes parties de la protéine avec différents niveaux de résolution (Kurk-
cuoglu et al., 2009), soit en déduisant la dynamique globale d’une protéine – voire d’un
complexe multi-protéique – à partir de la dynamique individuelle des différents domaines
(Kim et al., 2009).

Ainsi, l’ENM est un modèle très simple aussi bien dans sa description que dans sa para-
métrisation et peut être employé pour représenter des macromolécules avec un niveau de
précision arbitraire afin de capturer leurs propriétés mécaniques globales. Il paraît donc

7Notons que dans les modèles de Gō, le terme attractif du potentiel de Lennard-Jones est souvent en
r−10 et non r−6, impliquant des forces de portée moins longue.
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tout à fait pertinent pour répondre à un questionnement comme le nôtre dans lequel
les propriétés physiques des molécules doivent être prises en compte, mais suffisamment
simplifiées pour permettre une simulation efficace et une paramétrisation simple. Dans
ce cadre, il a en particulier été fait récemment usage d’un modèle hybride combinant
une description par ENM et par potentiels de paires pour étudier le processus d’associa-
tion protéine-protéine et l’assemblage de grands complexes multiprotéiques (Periole et al.,
2009).

Prédiction de conformations repliées et interactions de plusieurs molécules :
vers des interactions intra- et inter-moléculaires plus génériques ?

Les modèles décrits précédemment ne permettent pas de prédire la conformation repliée
d’une protéine puisqu’ils se basent précisément sur cette information et ignorent la sé-
quence d’acides aminés. Les protéines dont la conformation native a été identifiée ex-
périmentalement ne représentent pourtant qu’une fraction très faible de l’ensemble des
protéines connues (et, en particulier, une fraction très faible de celles dont on connaît
la séquence codante d’ADN et donc d’acides aminés). Il existe ainsi des modèles dont
le but est de prédire la conformation repliée d’une protéine à partir de sa séquence, en
reproduisant les propriétés d’interactions entre acides aminés à l’aide de potentiels de
paires. Les divers modèles diffèrent alors essentiellement par la méthode employée pour
déterminer les fonctions de potentiel (Head-Gordon et Brown, 2003; Tozzini, 2005, 2010).
De plus, certaines de ces méthodes sont assez similaires à celle utilisées pour déterminer
les potentiels entre paires de grains dans les simulations coarse-grained de membranes
phospolipidiques, même si les deux champs bibliographiques sont assez distincts (Nielsen
et al., 2004; Lyubartsev et Laaksonen, 2004; Lyubartsev, 2005; Vattulainen et Karttunen,
2005). Dans tous les cas, les potentiels entre paires de grains ne sont pas décrits par une
expression mathématique (comme c’est le cas de l’expression (II.1) par exemple) mais
ont un profil arbitraire (on parle également de potentiels tabulés) et sont déterminés de
manière numérique.

On distingue deux grandes catégories de méthodes pour obtenir ces potentiels : les mé-
thodes – dites statistiques ou empiriques – basées sur des connaissances et celles basées
sur la reproduction de propriétés physiques (Head-Gordon et Brown, 2003; Nielsen et al.,
2004; Tozzini, 2005, 2010). Dans le premier cas, il s’agit de déterminer un potentiel entre
paires d’acides aminés à partir d’un ensemble statistiquement représentatif d’exemples
de conformations connues de protéines. La seconde famille de méthodes vise quant à elle
à déterminer le potentiel de paire reproduisant certaines données physiques déterminées
soit expérimentalement, soit par une simulation en MD (on parle également de potentiel
effectif). Par exemple, on peut simuler l’organisation d’une membrane de phospholipides
de très petite taille afin de déterminer les fonctions de distribution radiale ou les profils
de densité. Il existe alors différentes méthodes d’inversion (particulièrement développées
dans le cas de membranes phospholipidiques) pour en déduire les potentiels entre grains
(Shelley et al., 2001a; Nielsen et al., 2004; Lyubartsev et Laaksonen, 2004; Lyubartsev,
2005). Notons finalement que certains modèles de coarse graining emploient une descrip-
tion plus précise qu’un simple potentiel de paire entre grains, comme par exemple des
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potentiels anisotropes (c’est-à-dire dépendant de l’orientation des grains l’un par rapport
à l’autre) (Buchete et al., 2004; Mukherjee et al., 2005). Mais une telle description, bien
qu’améliorant le réalisme de la simulation, est particulièrement délicate à employer et à
paramétrer et reste encore peu exploitée.

Bien que les potentiels obtenus par ces différentes méthodes se révèlent être relativement
efficaces, il est essentiel de remarquer qu’ils dépendent fortement de l’ensemble d’exemples
d’apprentissage ou du contexte de la simulation en MD et ne reflètent pas de manière
objective et générale les propriétés d’interactions entre grains (Nielsen et al., 2004; Tozzini,
2005, 2010). Ainsi, plus la structure des macromolécules est simplifiée, plus le paramétrage
des interactions doit être spécifique à la simulation et ne peut être déterminé simplement
à partir de la composition des grains. Il est cependant important de remarquer que, quelle
que soit la méthode employée pour déterminer les potentiels d’interaction, ceux-ci ont
une allure qualitativement similaire à ceux des figures II.2 et II.3 et de l’expression (II.1).
En effet, on observe systématiquement une barrière fortement répulsive pour les distances
courtes et souvent un bassin pour les distances moyennes suivi d’une barrière énergétique
(impliquant alors une répulsion à des distances plus élevées) (Shelley et al., 2001a; Buchete
et al., 2004; Lyubartsev et Laaksonen, 2004; Lyubartsev, 2005; Mukherjee et al., 2005).
Notons que le potentiel peut parfois présenter plusieurs bassins énergétiques.

Modèles réduits : vers une paramétrisation plus simple

Contrairement aux travaux présentés précédemment utilisant des potentiels d’interaction
arbitraire pouvant avoir un profil très détaillé, d’autres approches de simulation coarse
grain tendent au contraire à réduire l’espace paramétrique et à n’utiliser qu’une des-
cription très simplifiée des interactions entre grains. On peut en particulier mentionner
l’existence de deux formalismes, relativement différents l’un de l’autre, mais prenant une
telle approche.

Le modèle de Dissipative Particle Dynamics (DPD), essentiellement employé pour l’étude
de phénomènes concernant les bio-membranes, consiste à décrire de manière explicite
toutes les espèces moléculaires du système (y compris le solvant), mais sous forme de grains
dits dissipatifs, c’est-à-dire dont on considère de façon implicite la dynamique interne
(Groot et Warren, 1997; Vattulainen et Karttunen, 2005; Laradji et Sunil Kumar, 2005;
Venturoli et al., 2006). En effet, l’interaction entre chaque paire de grains fait intervenir
trois forces : une force conservative, une force fluctuative et une force dissipative. La
première est identique à celle décrite dans les modèles précédents et ne dépend que de
la distance entre les deux grains. Les deux autres forces sont similaires à celles que nous
évoquions pour représenter implicitement un solvant. Mais au lieu de s’appliquer de la
même façon à toutes les particules, elle sont définies ici pour chaque paires de grains en
interaction (qu’il s’agisse du solvant ou non) et ont la direction de vecteur reliant ces deux
grains. La force dissipative est alors proportionnelle et opposée à la vitesse relative des
deux particules et la force fluctuative a une amplitude aléatoire dont la valeur moyenne
dépend de la température. Un intérêt particulier de ce modèle est qu’il vérifie un grand
nombre des propriétés physiques importantes (Venturoli et al., 2006). De plus, dans ce
modèle, les forces conservatives entre grains sont particulièrement simples à paramétrer. Il
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s’agit très souvent d’une simple force de répulsion n’agissant qu’en dessous d’une distance
seuil et augmentant linéairement lorsque l’on rapproche les deux particules. Ainsi, le seul
paramètre à définir est la force maximale de répulsion pour chaque paire de particules.
Malgré la très grande simplification de ce profil d’interaction, les modèles de DPD sont
capables de reproduire un grand nombre de phénomènes physiques et sont couramment
utilisés (Vattulainen et Karttunen, 2005; Laradji et Sunil Kumar, 2005; Venturoli et al.,
2006; Füchslin et al., 2009).

Le modèle de Discrete Molecular Dynamics (DMD), principalement employé pour étudier
des propriétés de repliement, de reconnaissance stérique et d’agglomération de protéines,
est relativement différent de tous les modèles présentés précédemment car il s’agit d’un al-
gorithme de simulation événementielle (Nguyen et Hall, 2004, 2006; Sharma et al., 2007).
Ce formalisme utilise des potentiels de paire discontinus et constants par morceau pour dé-
crire les interactions entre grains (aussi bien intra- que inter-moléculaires), ce qui conduit
alors à approximer le mouvement des particules par des trajectoires linéaires par morceau.
En effet, d’après la première loi de Newton, tant que le système reste à une même valeur
d’énergie potentielle, chaque particule se déplace en ligne droite à une vitesse constante.
Dans ces conditions, il est possible, à partir d’une configuration donnée du système (po-
sitions et vitesses des grains), de déterminer l’instant de la prochaine rencontre d’une
discontinuité de potentiel dans l’ensemble du système. À cet instant, les vecteurs vitesse
des particules concernées sont modifiés et, les particules avancent alors de nouveau en
ligne droite jusqu’au prochain événement. L’itération de ces calculs constitue l’algorithme
événementiel à la base de la DMD. Cependant, une telle approche ne permet pas de
représenter certaines molécules de façon implicite. En effet, dans ces approches, les mo-
lécules de solvant ne sont pas représentées explicitement et les forces de fluctuation et
de dissipation qu’elles provoquent ne sont alors pas prises en compte (Nguyen et Hall,
2004, 2006; Sharma et al., 2007). Les mouvements des molécules sont alors relativement
peu réalistes, et ce en particulier, lorsqu’une molécule se déplace seule dans l’espace sans
rencontrer d’autres molécules. Pour étudier les propriétés de repliement, les interactions
stériques et l’assemblage des protéines, ces mouvements non réalistes n’ont qu’un impact
mineur. Mais ils ne conviennent pas pour nos besoins (à savoir par exemple la diffusion
d’un facteur de transcription ou d’une molécule d’un transcrit dans le noyau).

*
* *

Ainsi, en adoptant une description simplifiée de la structure des macromolécules, il est
possible de décrire les interactions au sein d’une simulation de manière relativement syn-
thétique et avec un niveau de précision choisi arbitrairement. Une représentation simple
par des potentiels de paires permet toutefois de conserver une description physique des
molécules et de leurs interactions (volume d’exclusion stérique, flexibilité, propriétés d’as-
sociation/dissociation, . . .). Les modèles de coarse graining utilisant des potentiels de paire
et une représentation implicite du solvant sont donc particulièrement pertinentes dans le
cadre de notre étude et serviront de base pour la définition de notre modèle.
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1.4 Approches mésoscopiques

Le concept d’échelle mésoscopique n’est pas défini de façon précise et objective, si bien
que la plupart des travaux basés sur des modèles de coarse graining peuvent être quali-
fiés d’approches mésoscopiques (puisqu’il s’agit d’étudier le comportement collectif d’au
moins plusieurs dizaines ou centaines d’entités discrètes non atomiques). Par exemple,
dans un ENM, les modes normaux sont bien des comportements observés au niveau de
la dynamique collective de l’ensemble des grains. Cependant, il ne s’agit là que d’un phé-
nomène intra-moléculaire local et non de l’organisation spatio-temporelle de nombreuses
molécules à un niveau plus global. De nombreux modèles de coarse graining sont toutefois
couramment employés pour répondre à des questions d’ordre clairement mésoscopique.
En particulier, dans le cadre de l’étude des membranes phospholipidiques, de nombreux
modèles de coarse graining (qu’il s’agisse de potentiels arbitraires ou de modèles de DPD)
sont employés pour étudier des phénomènes physiques typiques de l’échelle mésoscopique.
On peut citer, par exemple, l’étude des transitions de phase dans l’arrangement des queues
hydrophobes au sein d’une bicouche (en fonction de paramètres tels que la température,
la longueur des chaînes carbonées, . . .) (Venturoli et al., 2006), des phénomènes de sépara-
tion de phase entre différents composants (Shelley et al., 2001b; Laradji et Sunil Kumar,
2005; Füchslin et al., 2009), ou encore des mécanismes de formation/fission/fusion de vé-
sicules (Nielsen et al., 2004; Lyubartsev, 2005; Laradji et Sunil Kumar, 2005; Lales et al.,
2005; Venturoli et al., 2006; Füchslin et al., 2009).

Par ailleurs, de nombreux autres phénomènes mésoscopiques intracellulaires sont couram-
ment abordés par des modèles basés sur des formalismes très divers, allant parfois jusqu’à
des niveaux d’abstraction importants. Ces modèles, nés de la nécessité de prendre en
compte l’espace et le caractère discret des molécules pour rendre compte de nombreux
phénomènes à l’échelle cellulaire (Amar et al., 2002; Bork et Serrano, 2005; Andrews
et Arkin, 2006), sont souvent plus centrés sur l’influence de la spatialité dans les réac-
tions biochimiques entre molécules que sur des mécanismes d’interaction physique réaliste
comme dans les modèles présentés précédemment. Ces aspects sont en effet souvent très
simplifiés, voire ignorés, permettant alors d’atteindre des tailles et des durées de simula-
tion bien supérieures à celles des modèles présentés précédemment, mais au détriment du
réalisme physique des interactions entre molécules. Ces modèles – et, le cas échéant, les
logiciels de simulations associés – sont basés sur des formalismes variés, faisant chacun
des approximations différentes (Takahashi et al., 2005; Lemerle et al., 2005). Nous en
décrivons ici les principales caractéristiques.

Diffusion et réaction de molécules ponctuelles

L’approche proposée par Andrews et Bray (2004); Andrews et al. (2010), constituant
la base du logiciel de simulation Smoldyn, consiste à représenter les molécules d’intérêt
comme des entités ponctuelles diffusant dans un espace 3D continu. Les molécules se
déplacent selon un mouvement brownien sur-amorti (représentant donc le solvant et la
plupart des protéines de façon implicite) et sans aucune force d’interaction, mais peuvent
cependant provoquer des réactions biochimiques. Pour ce faire, la rencontre de deux molé-
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cules est décrite par une distance seuil en dessous de laquelle elles peuvent réagir ensemble.
Lorsqu’une réaction a lieu, les produits de réaction sont alors placés différemment en fonc-
tion du type des molécules et du type de réaction (soit au centre de masse des réactants,
soit séparés d’une distance prédéterminée pour la réaction, soit placés aléatoirement et
uniformément dans l’espace de la simulation). Ce modèle permet de montrer que la simple
considération de la localisation spatiale de molécules modifie significativement la dyna-
mique du système et est susceptible de créer spontanément des hétérogénéités (Andrews
et Bray, 2004). Une telle approche, n’intégrant pas de forces entre molécules, permet alors
de simuler des systèmes beaucoup plus grands et des durées beaucoup plus longues que
les modèles physiques décrits dans les sections précédentes (Andrews et al., 2010). Les
auteurs avancent de plus que des effets d’exclusion stérique entre molécules peuvent être
représentés sur la base des réactions chimiques qu’inclut le modèle. Mais il est important
de noter qu’il n’y a pas de réelle exclusion stérique par des forces (comme ce serait le cas
avec des potentiels ou un modèle de sphères dures) et que le comportement d’un tel modèle
pour représenter un système fortement condensé est probablement assez artéfactuel8.

Un modèle aux capacités relativement similaires, le modèle GFRD (Green’s Function
Reaction Dynamics) introduit par van Zon et ten Wolde (2005a,b), fait appel à un prin-
cipe de simulation sensiblement différent, basé sur un algorithme événementiel. Il s’agit,
pour une configuration donnée du système (ensemble des positions des molécules), de
déterminer la durée maximale du pas de temps permettant aux molécules (diffusant libre-
ment selon un mouvement brownien sans forces) de ne se rencontrer que deux par deux.
Les nouvelles positions sont alors tirées aléatoirement selon une distribution en accord
avec la durée du pas de temps et les paires de molécules potentiellement en interaction
pendant cet intervalle de temps réagissent éventuellement entre elles. Cet algorithme per-
met d’accélérer très significativement les calculs et ce, en particulier lorsque les molécules
ne sont que rarement proches les unes des autres. Les auteurs ont appliqué ce modèle
à l’étude de l’influence de la diffusion d’un facteur de transcription sur sa dynamique
d’association/dissociation sur son site de fixation et ses effets sur la stochasticité de l’ex-
pression d’un gène régulé par ce facteur (van Zon et al., 2006). Cependant, d’une part le
formalisme utilisé ne permet pas en l’état d’inclure des forces entre molécules et, d’autre
par une telle approche événementielle perd tout son intérêt dès lors que les molécules
sont souvent proches les unes des autres, comme c’est en particulier le cas si l’on souhaite
étudier des phénomènes liés à l’encombrement moléculaire.

Ainsi, il est possible d’étudier des questions relatives à l’effet de la spatialité sur l’ex-
pression stochastique des gènes avec de tels modèles. Mais l’absence d’une représentation
physique des molécules et de bonnes propriétés d’exclusion stérique dans les modèles
GFRD et Smoldyn ne permet pas d’étudier de nombreux phénomènes nucléaires comme
l’effet de l’encombrement moléculaire sur les propriétés de réaction entre molécules.

8L’apparition d’un produit de réaction dans la zone d’exclusion d’une autre molécule va immédiatement
déclencher une autre réaction, conduisant probablement à une nouvelle réaction . . . etc. Cette série de
déplacements brusques et très artificiels ne correspond pas aux propriétés de diffusion et d’interaction
que devraient avoir les molécules et est susceptible de provoquer d’importantes instabilités numériques,
imposant alors probablement un pas de temps relativement court.
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Encombrement moléculaire : diffusion anormale et cinétiques de réactions

Plusieurs travaux montrent que la présence de nombreux obstacles à la diffusion des
molécules est susceptible d’influencer significativement les cinétiques de réactions et les
temps de rencontre entre deux molécules ou entre un facteur de transcription et son site
de fixation (Berry, 2002; Grima et Schnell, 2006; Echevería et al., 2007; Guigas et Weiss,
2008). Certains de ces travaux se basent en particulier sur une représentation discrète de
l’espace sous la forme d’une lattice, une grille régulière (2D ou 3D) décrivant la position
des molécules selon un ensemble fini d’emplacements discrets (Berry, 2002; Grima et
Schnell, 2006) Des obstacles sont placés aléatoirement et uniformément dans l’espace,
conférant alors à l’espace accessible des propriétés fractales et provoquant une diffusion
dite anormale des molécules9. Il est ainsi possible d’étudier l’influence de cette diffusion
sur de nombreux mécanismes tels que la recherche de cibles par un facteur de transcription
et la rencontre entre molécules, ainsi que leur influence sur les cinétiques des réactions. La
représentation discrète de l’espace sous la forme d’une lattice permet de simuler beaucoup
plus efficacement que dans une approche continue et n’a pas, pour ce type de phénomène,
d’influence qualitative sur les résultats (Grima et Schnell, 2006). Cependant, dans le cadre
plus général de notre questionnement, les modèles basés sur des lattices ne sont pas en
mesure de reproduire fidèlement certaines propriétés essentielles (forme et orientation des
molécules . . .) et présuppose une anisotropie de l’espace.

Il est à noter qu’une approche alternative se basant sur une description continue de l’es-
pace pour étudier l’effet de la diffusion anormale sur les temps de rencontre entre espèces
moléculaires consiste à ne pas représenter les obstacles de façon explicite mais à les décrire
implicitement. En effet, dans ces approches la marche aléatoire de la particule d’intérêt est
obtenue en choisissant une force fluctuative, non pas décorrélée comme dans le cas clas-
sique, mais aux propriétés particulières conférant à la diffusion des propriétés anormales
(Saxton, 2001; Guigas et Weiss, 2008).

Vers davantage d’abstraction : automates spatiaux

Depuis de nombreuses années, la communauté de la vie artificielle développe des mo-
dèles, qualifiés de chimie artificielle, considérant des molécules abstraites se déplaçant
dans l’espace et réagissant les unes avec les autres (Dittrich et al., 2001). Mais cette com-
munauté est fondée sur une problématique beaucoup plus fondamentale que les approches
de modélisation de systèmes biologiques que nous considérons ici et cherche davantage à
déterminer les principes fondamentaux de la vie qu’à représenter des systèmes biologiques
réels (Bedau et al., 2000; Bedau, 2003). Les formalismes employés ont par conséquent sou-
vent un niveau d’abstraction particulièrement élevé. Par exemple, les chimies artificielles
sont très souvent basées sur des espaces discrets dans lesquels les molécules ont des com-
portements relativement stéréotypés (obéissant à un ensemble des règles symboliques) et
sont plus vues comme des automates spatiaux que comme des modèles biochimiques.

9Un espace fractal possède des régularités et des propriétés d’auto-similarité sur une grande plage
d’échelles. Une molécule diffusant dans un tel espace a une diffusion anormale car, contrairement à la
diffusion classique, son déplacement quadratique moyen n’augmente pas de façon linéaire avec le temps.
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Toutefois, la frontière entre ces deux types de modèles n’est pas toujours franche et les deux
communautés se nourrissent l’une l’autre. En particulier, on peut citer un certain nombre
d’approches, parfois regroupées sous le nom de Systèmes Multi-Agents10 (SMA) molécu-
laires, dans lesquelles des molécules situées dans un espace explicite (discret ou continu)
peuvent se déplacer, se lier ou réagir ensemble selon un ensemble de règles reproduisant
de façon plus ou moins simplifiée la réalité physique (Amar et al., 2004, 2008; Ballet et al.,
2004; Lales et al., 2005; Bernaschi et al., 2007; Ridgway et al., 2008). Ces règles ont pour
but de permettre une formalisation et une description algorithmique simple, parfois au
prix de leur justification physique.

Les travaux de Soula et al. (2005) peuvent être vus comme une approche intermédiaire,
combinant à la fois une description partiellement physique des molécules et employant des
règles d’interaction relativement simples. Ce modèle considère le noyau cellulaire comme
un espace 3D continu dans lequel le déplacement des protéines est décrit par une équation
de Langevin et où leurs interactions physiques sont décrites par un modèle de sphères
dures (détection de collision et transfert du moment cinétique). Lors d’une collision, les
molécules ont de plus la possibilité de s’associer et de former alors des complexes rigides
pouvant à tout instant se dissocier. Ce modèle a permis en particulier de reproduire des
structures aux caractéristiques morphologiques et dynamiques similaires à celles que l’on
observe dans les noyaux cellulaires par des techniques de microscopie à fluorescence.

*
* *

Il existe ainsi de nombreux modèles aux formalismes très différents pour représenter des
phénomènes mésoscopiques intracellulaires. Mais ceux-ci se placent souvent dans deux
cadres relativement distincts. Le premier considère des interactions physiquement réalistes
entre molécules (forces distantes, associations/dissociations souples), nécessaires pour re-
produire de nombreux phénomènes de structuration spatiale, mais ne permettant pas
d’atteindre des durées de simulation suffisamment longues et ne considérant pas de réac-
tions chimiques entre molécules. Le second se base au contraire sur les réactions entre des
molécules diffusant dans l’espace, souvent décrites de façon très simplifiée et ne permet
pas de représenter des forces. Il semble pourtant très probable que la compréhension de
nombreux phénomènes mésoscopiques puisse nécessiter de prendre en compte ces deux
aspects de la réalité. Nous tentons ici de répondre à un tel besoin par le modèle que nous
présenterons dans la section 2. Il est toutefois à noter que deux formalismes proposés
récemment pourraient, dans ce cadre, s’avérer particulièrement prometteurs.

Développements récents : les approches hybrides physiques/réactives

Dans le formalisme Multiparticle Collision dynamics (MPC dynamics) (Kapral, 2008),
les molécules sont représentées sous la forme de particules se déplaçant dans un espace
continu, mais leurs interactions sont en partie calculées à l’aide d’une grille 3D. En effet,

10La définition d’un SMA est assez ambiguë et est souvent confondue avec la modélisation individu-

centrée, cadre dont on peut argumenter qu’il regroupe en réalité tous les modèles décrits dans ce chapitre
faisant intervenir des entités discrètes interagissant localement les unes avec les autres.



1. Modélisations spatiales intracellulaires 79

les collisions entre particules ne sont pas calculées explicitement : à chaque pas de temps,
les vecteurs vitesse des particules sont modifiés en fonction du contenu de la cellule où elles
se trouvent, selon un algorithme dérivé de principes physiques et mécaniques et contenant
une part d’aléatoire. Un intérêt de ce formalisme est qu’il préserve un certain nombre de
propriétés physiques importantes de la mécanique Newtonnienne classique. De plus, en
évitant les calculs de collision, il rend la simulation beaucoup plus efficace et permet de
simuler des systèmes de grande taille et sur des durées suffisantes pour reproduire des
phénomènes hydrodynamiques et de dynamique des fluides (Kapral, 2008). Ce modèle,
computationnellement efficace et physiquement réaliste pour notre échelle d’intérêt, peut
de plus être combiné avec des méthodes basées sur des potentiels d’interaction entre
molécules et intégrer des réactions chimiques (Kapral, 2008). Il a en particulier été utilisé
pour étudier des phénomènes mésoscopiques tels que la diffusion et la réaction en milieu
encombré (Echevería et al., 2007) et pour reproduire des phénomènes de comportement de
phase et de structuration sous la forme de membranes (Tüzel et al., 2007). Ces méthodes
hybrides en sont encore à un stade peu avancé (Kapral, 2008), mais il semble probable que
de nombreux phénomènes mésoscopiques ayant lieu dans les noyaux cellulaires puissent
être étudiés par un tel formalisme dans les années à venir.

Enfin, le formalisme de DPD (modèle réduit de coarse graining, décrit dans la section 1.3,
à la page 73) emploie classiquement une description des macromolécules par plusieurs
grains (typiquement une dizaine de grains pour un phospholipide) et décrit leurs interac-
tions par des champs de potentiels (représentant donc des forces entre particules), mais
ne permettant pas de réactions chimiques entre molécules. Il a cependant l’avantage, tout
comme le MPC dynamics, de respecter de nombreuses propriétés physiques et de per-
mettre des calculs efficaces. Füchslin et al. (2009) ont récemment proposé une extension
du formalisme de DPD en multipolar reaction DPD (mprDPD). Les particules sont dé-
crites de façon anisotrope, permettant alors de représenter des macromolécules de façon
beaucoup plus simplifée (par exemple, un grain pour un phospholipide) tout en conser-
vant certaines propriétés géométriques essentielles permettant par exemple de reproduire
des phénomènes de tension de surface d’une membrane. De plus les molécules peuvent ici
réagir entre elles, ouvrant alors de nombreuses perspectives d’utilisation pour un tel mo-
dèle. Ces propriétés permettent d’accélérer encore les temps de calcul et d’atteindre des
durées et des tailles de simulation probablement pertinentes pour étudier des phénomènes
d’organisation mésoscopique au sein du noyau cellulaire.

Ainsi, mis à part les formalismes encore très récents de MPC dynamics et de mprDPD,
la plupart des modèles mésoscopiques intracellulaires ne permettent pas à la fois de re-
présenter la réalité physique des interactions entre molécules, de décrire des mécanismes
de réactions biochimiques et de simuler des systèmes sur des échelles de taille et de temps
suffisamment importantes pour aborder des questions relatives à l’organisation nucléaire
et à sa relation au caractère stochastique de l’expression des gènes. Nous proposons main-
tenant un modèle tentant de répondre à ce besoin.
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2 Simulateur mésoscopique 4D de phénomènes nucléaires

Le travail présenté ici correspond aux phases de conception et d’implémentation d’un
modèle de simulation (cette seconde phase étant par ailleurs encore en cours de réalisa-
tion). Il s’intègre dans le cadre d’un projet mettant en œuvre une démarche itérative de
modélisation. Il est donc important de tout d’abord mentionner le contexte de cette étude.

La problématique de départ de ce projet11 concerne en premier lieu la modélisation de
phénomènes d’auto-organisation au sein du noyau cellulaire, motivant le développement
des « modèles 4D » (trois dimensions spatiales et une temporelle), prenant en compte
les aspects essentiels que sont la localisation spatiale et la nature discrète des molécules,
ainsi que leurs interactions physiques et biochimiques (Bork et Serrano, 2005; Takahashi
et al., 2005; Lemerle et al., 2005; Andrews et Arkin, 2006). Cette problématique a de plus
évolué pour y donner une place plus importante au caractère stochastique des processus
biochimiques en relation à l’organisation nucléaire, au premier plan desquels l’expression
génique.

Versions antérieures

Une première version du modèle et du logiciel de simulation associé (nommé 3DSPI pour
3-dimensional Dynamic Simulator of Protein-Protein Interactions) a été développée pré-
cédemment dans le cadre de ce projet (Soula et al., 2005, travaux évoqués dans la section
précédente; page 78). Les protéines y sont représentées comme des particules, dotées d’un
rayon et d’une masse, se déplaçant selon un mouvement de LD (cf figure II.4) et n’inter-
agissant que lors de leur collision : soit par un rebond décrit par un modèle de sphères
dures (transfert du moment cinétique), soit en s’associant par une liaison rigide et indéfor-
mable. Ces deux comportements possibles lors d’une collision sont choisis aléatoirement
selon une probabilité préalablement définie. De plus, à chaque pas de temps, chaque liai-
son entre deux protéines a une probabilité donnée d’être rompue. Dans ce modèle, les
associations/dissociations sont donc binaires et rigides et les molécules sont isotropes12,
n’interagissent que lors de leur contact (donc sans forces distantes) et ne réagissent pas
ensemble.

Nous avons alors développé un second logiciel de simulation (nommé 3DSPI v2), implé-
mentant un formalisme relativement différent du précédent (Coulon et al., 2007, 2008) et
s’inspirant fortement des techniques de simulation aux échelles atomiques et coarse grain
décrites dans les sections 1.2 et 1.3. Nous ne le décrirons cependant que brièvement dans le
cadre de ce manuscrit afin de nous concentrer sur la troisième version de ce logiciel, la plus
récente, qui en constitue une généralisation sur de nombreux aspects. Dans la seconde ver-
sion, les protéines sont représentées par des particules se déplaçant selon un mouvement
de BD et interagissent par des potentiels de paire (figure II.3) dont la forme est décrite
par l’expression (II.1), celle-ci étant paramétrée en accord avec l’échelle de la représenta-

11Projet mené conjointement par des informaticiens (coordonnés par le Pr. Guillaume Beslon au labo-
ratoire LIRIS) et des biologistes (coordonnés par le Dr. Olivier Gandrillon au laboratoire CGMC).

12Notons qu’une extention du logiciel de simulation a par la suite permis d’y représenter les protéines
de façon anisotrope par plusieurs particules liées de façon rigide (réalisé par Kevin Frugier).
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tion. L’intégration numérique de l’équation du mouvement est faite de façon asynchrone
et avec un pas de temps adaptatif13. Cependant, un tel algorithme rend particulièrement
délicate l’implémentation et n’a pas d’intérêt lorsque le système est fortement condensé
(comme c’est le cas si l’on souhaite représenter l’encombrement moléculaire). Il a donc
été abandonné dans la nouvelle version du logiciel, au profit d’un intégrateur beaucoup
plus efficace que nous décrirons à la section 2.2.

Il est à noter que le logiciel 3DSPI v2 a été étendu afin d’y inclure la possibilité de
réactions chimiques entre les molécules14. Ces travaux ont permis mettre en avant certaines
spécificités relatives aux réactions dans un contexte d’interactions par potentiels de paire
et de proposer certains choix de modélisation et d’implémentation.

Nous présentons maintenant un troisième logiciel de simulation réalisé dans ce cadre
(nommé 3DSPI v3), s’appuyant sur différents concepts de modélisation décrits dans la
section 1.

2.1 Modèle(s) : définition d’un formalisme général

Il est d’usage dans certaines communautés de ne pas faire de différence entre un mo-
dèle et son implémentation. C’est en particulier le cas dans la communauté informatique
qui considère souvent des modèles dont la description est très proche des choix d’implé-
mentation (voir par exemple les SMA, page 78). Modèle et logiciel de simulation sont
alors souvent conçus conjointement. Il est cependant préférable, dans de nombreux cas
et comme nous le ferons ici, de séparer ce qui relève du modèle (définition du système et
de son comportement de base) et ce qui relève de son implémentation (réalisation d’un
logiciel permettant de simuler numériquement le système en question). En effet, idéale-
ment, le comportement d’un modèle doit être indépendant de son implémentation et le
fait d’utiliser un certain algorithme plutôt qu’un autre ne doit pas influencer le résultat
final d’une simulation.

De plus, nous considérons ici un formalisme volontairement générique, permettant de
représenter des modèles relativement différents. Comme nous le verrons, il permet par
exemple de décrire la vibration d’une protéine par un ENM, l’interaction par des potentiels
arbitraires d’un ensemble de molécules coarse-grain se déplaçant en LD ou en BD, voire la
dynamique d’un fluide de particules de Lennard-Jones se déplaçant par des mouvements
balistiques15. Il est donc important de souligner que, bien que de nombreux choix de
modélisation restent ouverts à l’utilisateur du logiciel, ceux-ci doivent être déterminés par
la nature du phénomène étudié et non par les possibilités qu’offre l’approche.

13Pour chaque particule, le pas de temps maximal ne produisant pas une erreur supérieure à un seuil
préalablement fixé est déterminé en fonction de la proximité des autres particules. Cet algorithme permet
de simuler rapidement le déplacement des protéines seules et de décrire de façon fine le mouvement des
protéines en interaction. Pour davantage de détails, le lecteur pourra se référer à (Coulon et al., 2007).

14Travail réalisé par David Parsons.
15Un mouvement balistique est celui qu’ont des particules dans le vide. Il s’agit simplement de la loi

de Newton classique, ne prenant pas en compte de forces fluctuatives et dissipatives due à un solvant.
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Niveau de description et vue globale

Nous employons une description coarse grain dans laquelle les macromolécules sont repré-
sentées comme un système de plusieurs particules (notons que l’on pourra parfois utiliser le
terme « protéine » pour désigner une macromolécule, même s’il peut en réalité s’agir éga-
lement d’ADN, de transcrits, . . .). Cette représentation permet de décrire, avec un niveau
de précision choisi arbitrairement, la structure géométrique des protéines en représentant
leurs différents domaines, ceux-ci ayant éventuellement des propriétés d’interaction spé-
cifiques avec les autres molécules (figure II.5). Nous parlerons ainsi souvent de domaines
pour qualifier ces particules. Une protéine peut alors aussi bien être représentée de façon
très simple comme une unique particule isotrope ou de façon plus détaillée comme un
ensemble de domaines.

La dynamique intra-moléculaire entre ces différents domaines est régie par un ENM,
permettant ainsi de reproduire les propriétés mécaniques de flexibilité et modifications
conformationnelles des molécules (cf section 1.3). Dans ce cadre les approches de des-
cription hiérarchique des protéines par un ENM (Doruker et al., 2002; Kurkcuoglu et al.,
2009; Kim et al., 2009), ainsi que les méthodes permettant d’identifier les différents do-
maines protéiques comme des blocs rigides (Kundu et al., 2004; Potestio et al., 2009;
Abyzov et al., 2010) peuvent être d’un intérêt tout particulier pour paramétrer le modèle.
Les interactions inter-moléculaires sont évaluées entre paires de domaines et sont décrites
par des potentiels de paire de formes arbitraires. Cela permet alors de représenter aussi
bien des interactions de Lennard-Jones et de Coulomb telles que celles décrites par l’ex-
pression (II.1) que des potentiels statistiques ou empiriques (cf page 72) ou encore des
potentiels au contraire très simplifiés dans une approche de modèle réduit (figure II.5c2).

Enfin, le modèle proposé emploie une représentation implicite du solvant (et des molécules
ne nécessitant pas d’être prises en compte individuellement) se traduisant par des forces
fluctuatives et dissipatives telles que décrites précédemment. Le déplacement des parti-
cules s’effectue de plus dans un espace torique16 et, les modèles de forces et de réactions
entre molécules que nous décrirons par la suite permettent de définir très simplement une
frontière réflexive et/ou absorbante17 de forme sphérique.

Structure des macromolécules

On définit tout d’abord un ensemble de types de domaines (figure II.5a), dotés chacun
d’une masse et d’un rayon (notons que ce rayon n’est utilisé que pour évaluer la force
dissipative, le volume d’exclusion stérique de la particule étant déterminé par ses potentiels
de paire). On définit ensuite des espèces moléculaires comme des ensembles de domaines,
chacun étant de l’un des types de domaines définis précédemment (figure II.5b). Leurs

16Dans un espace torique, on définit que toute particule sortant de l’espace en en traversant une
frontière (par exemple une des faces du cube si l’espace est cubique) re-rentre par une autre frontière
(la face opposée du cube). Il s’agit d’une technique permettant de décrire un espace pseudo-infini sans
limite. On parle également de frontières périodiques.

17Les particules tentant de traverser une frontière de l’espace rebondissent si celle-ci est réflexive et
disparaissent si elle est absorbante.
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Fig. II.5: Définition des macromolécules et de leurs interactions. Cette figure illustre, par
un exemple très simple d’instanciation du modèle, la représentation des molécules et de leurs com-
portements. L’unité de description du modèle que nous présentons ici est le domaine moléculaire. Un
ensemble de types de domaines (a) est alors défini, à partir duquel sont construites les différentes
espèces moléculaires (b). Chacune de ces espèces est constituée d’un nombre arbitraire de domaines
de chaque type, placés dans un repère de coordonnées locales, définissant alors la structure de réfé-
rence de la macromolécule. (c) Les interactions inter-moléculaires sont représentées par des potentiels
d’interaction de paire (un pour chaque paire de types de domaines ; c1) et définis de façon arbitraire
par des fonctions linéaires par morceau. (c2) Cette représentation permet aussi bien d’employer une
approche minimaliste dans la description des interactions que de représenter celles-ci de façon beau-
coup plus fine comme dans différentes approches évoquées dans la section 1 (par exemple, par des
potentiels de Lennard-Jones ou par des potentiels obtenus selon des méthodes physiques ou statis-
tiques). (d) La dynamique intra-moléculaire est définie par un ensemble de liaisons élastiques dont
la longueur au repos est celle de la conformation de référence et dont l’élasticité est un paramètre
indépendant défini pour chaque paire de domaine. Cela permet alors de représenter un ENM (d1) ou,
de façon plus générale, une molécule articulée avec plus ou moins de degrés de liberté (d2).

positions les uns par rapport aux autres sont définis dans un système de coordonnées
locales où x

p
α représente la position du domaine α dans une molécule d’espèce p.

L’espace de la simulation contient différentes macromolécules, chacune étant de l’une des
espèces définies précédemment et donc composée de différents domaines, chacun étant de
l’un des types définis précédemment. On note xi la position dans l’espace de la particule
i. De plus, rij = ‖xj − xi‖ représente la distance entre les particules i et j, et uij =
(xj − xi)/rij le vecteur unitaire allant de i vers j.
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Potentiels et forces d’interaction

La force entre deux particules i et j dépend du type de domaine qu’elles représentent,
ainsi que de leur appartenance ou non à une même molécule. Dans tous les cas, cette force
peut être décrite simplement comme l’opposé du gradient d’un potentiel de paire Vij entre
les deux particules. De plus, ce potentiel ne dépendant que de la distance rij entre les
deux particules, la force exercée par la particule j sur la particule i vaut alors simplement

−∇xi

[
Vij

]
=
∂Vij

∂rij

uij (II.2)

(où ∇x

[
V
]

représente le gradient du champ scalaire V en fonction de x). Il s’agit ainsi
toujours d’une force dont la direction est celle du vecteur uij et dont l’amplitude est la
dérivée du potentiel Vij en fonction de rij (cf figure II.3).

Pour chaque paire de types de domaines, un potentiel de paire est défini comme paramètre
du modèle et décrit par une fonction linéaire par morceaux (représentée par un ensemble
de points ; cf (figure II.5)c1). Notons dès maintenant que, dans l’implémentation du logiciel
de simulation, le nombre de points utilisés pour décrire le potentiel n’a aucune influence
sur l’efficacité de simulation, si bien qu’il n’est pas limitant de décrire de cette façon des
potentiels très précis (figure II.5c2). Dans le cas où les deux domaines i et j appartiennent à
deux molécules différentes (interactions inter-moléculaires), le potentiel Vij est simplement
celui évoqué précédemment et est déterminé en fonction du type des deux domaines.

Lorsque les domaines i et j appartiennent à une même macromolécule (interactions intra-
moléculaires), le potentiel Vij est défini par un ENM (figure II.5d1). Il s’agit d’un réseau de
liaisons élastiques reliant les différents domaines d’une même protéine et dont les longueurs
au repos sont celles de la conformation de référence (cf section 1.3). Si les particules i et j
correspondent respectivement aux domaines α et β d’une même macromolécule d’espèce
p (chacun de coordonnées locales x

p
α et x

p
β dans la conformation de référence), alors leur

interaction est définie par le potentiel

Vij =
C p

αβ

2

(
rij − ‖x p

β − x
p
α‖
)2

(II.3)

où C p
αβ est le coefficient d’élasticité de la liaison, défini en paramètre. Le facteur 1

2
provient

simplement du fait que la force est obtenue en dérivant le potentiel. En effet,

−∇xi

[
Vij

]
= C p

αβ

(
rij − ‖x p

β − x
p
α‖
)
uij (II.4)

Pour une espèce moléculaire p donné, les coefficients d’élasticité C p
αβ entre chaque paire

de domaines peuvent être définis très simplement comme étant tous égaux à une même
valeur C p ou, de manière plus précise, par une matrice C

p permettant alors de représenter
différents systèmes. En particulier, il est possible, comme dans la plupart des modèles
d’ENM, de ne considérer que les interactions entre les domaines plus proches qu’une
certaine distance seuil rc dans la conformation de référence :

C p
αβ = C pH(rc − ‖x p

β − x
p
α‖) (II.5)
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(H(·) est la fonction de Heaviside18). On peut également, en paramétrant la matrice
C

p, décrire une molécule articulée avec des élasticités variées et un nombre arbitraire de
degrés de liberté (figure II.5d2). Notons que, bien que ce formalisme ne permette pas de
représenter la torsion des liaisons (comme c’est par exemple le cas en MD), il est toutefois
souvent possible de représenter un comportement relativement similaire avec des liaisons
élastiques.

Loi(s) du mouvement

L’ensemble des forces s’appliquant sur une particule i comprend non seulement les forces
provenant de ses interactions avec les autres particules (soit

∑

j 6=i −∇xi

[
Vij

]
, où la somme

sur j est faite parmi toutes les particules autres que i), mais également les forces dissipa-
tives et fluctuatives dues à la représentation implicite du solvant. Ainsi, la seconde loi de
Newton, appliquée à la particule i, s’écrit

miẍi = −λiẋi + ξi +
∑

j 6=i

−∇xi

[
Vij

]
(II.6)

où mi représente la masse du domaine i (déterminée par son type) et ẋi et ẍi sont res-
pectivement sa vitesse et son accélération. La force dissipative −λiẋi décrit le fait que le
milieu fait opposition au déplacement de la particule et est opposée et proportionnelle à
sa vitesse. Le coefficient de viscosité λi dépend du rayon ri du domaine (déterminé par
son type) selon la formule classique reliant ces deux quantités dans le cas d’une sphère :

λi = 6πriη (II.7)

où η est la viscosité dynamique du milieu, un paramètre global du modèle. La force
fluctuative ξi provient du choc aléatoire des molécules de solvant sur la macromolécule.
Il s’agit d’un processus stochastique gaussien à 3 dimensions, décorrélé dans le temps et
d’une particule à l’autre. Son autocovariance est

〈
ξi(t)ξj(t+ τ)

〉

t
= 6λikBTδijδ(τ) (II.8)

où kB est la constante de Boltzmann, T la température du milieu et δij et δ(τ) sont les
fonctions de Kronecker et de Dirac.

L’équation du mouvement (II.6) est une équation de Langevin décrivant un comportement
de type inertiel sur les temps courts et diffusif sur les temps longs (LD sur la figure II.4).
Si l’on fait de plus une hypothèse de sur-amortissement consistant à négliger le terme
miẍi face au terme −λiẋi, l’équation du mouvement devient alors

λiẋi = ξi +
∑

j 6=i

−∇xi

[
Vij

]
(II.9)

et décrit un comportement uniquement diffusif (BD sur la figure II.4). En effet, la masse
mi et le coefficient de viscosité λi d’une particule étant respectivement proportionnels à ri

3

18Fonction de Heaviside : H(x) = 0 si x < 0 et 1 sinon.
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et à ri, plus les particules considérées sont de petite taille, plus leur mouvement s’approche
du régime sur-amorti, pour une durée d’observation donnée. Mais sur des temps courts,
le mouvement n’est décrit de façon réaliste que par l’équation (II.6).

Le logiciel que nous proposons permet de simuler les deux variantes du modèle considé-
rant chacune des deux lois du mouvement (II.6) et (II.9). Il est par ailleurs possible, en
employant la loi du mouvement (II.6) avec une viscosité dynamique du milieu nulle η = 0,
de décrire un système sans solvant dans lequel les particules ont alors des mouvements
purement balistiques.

Réactions biochimiques

Toutes les fonctionnalités du modèle que nous venons de décrire sont actuellement im-
plémentées dans le logiciel de simulation 3DSPI v3. Ça n’est cependant pas le cas des
réactions chimiques entre molécules. Cet aspect du modèle est par ailleurs particulière-
ment difficile à définir de façon indépendante de l’implémentation car il est fréquent, dans
ce type d’approches, que la réalisation du logiciel révèle un comportement inattendu, re-
mettant alors en cause certains choix de modélisation. Nous ne présentons donc ici que
certains concepts généraux et non un modèle précis pouvant être directement implémenté.

Dans ce cadre, le travail de David Parsons, ayant consisté à intégrer des réactions bio-
chimiques dans la version antérieure du logiciel 3DSPI, constitue une aide précieuse. Un
phénomène particulier mis en évidence par ces travaux est le fait que, dans un contexte où
les molécules interagissent par des forces, il est possible qu’un produit de réaction appa-
raisse dans la région d’exclusion d’une autre particule (région où le potentiel est très élevé
et très décroissant et qu’il est très peu probable d’atteindre par simple diffusion). Dans
ce cas, les deux particules exercent brutalement l’une sur l’autre une force de répulsion
très élevée et se trouvent artificiellement expulsées. Il est alors nécessaire de prendre en
compte ce phénomène dans le positionnement spatial des produits de réaction et dans la
modélisation de leur apparition. Notons que le modèle considéré dans cette version du
logiciel de simulation constitue un cas particulier du modèle présenté ici dans lequel les
macromolécules ne sont représentées que par une unique particule19. Le contexte multi-
domaine que nous considérons ici rend significativement plus complexe la description des
réactions et impose également de faire certains choix différemment. Nous décrivons donc
ici brièvement les contraintes importantes à prendre en compte dans ce cadre.

Le modèle doit permettre de décrire des réactions d’ordre20 0, 1 et 2. Le premier cas est
décrit par un taux instantané de synthèse des molécules (alors placées de façon uniforme
dans l’espace). Les deux autres cas sont décrits par un taux s’appliquant respectivement
à chaque molécule de réactant et à chaque paire de molécule de réactant se trouvant plus
proches qu’une certaine distance d’interaction préalablement définie. Dans ce dernier cas,
on peut définir de façon plus précise une distance seuil pour plusieurs paires de domaines

19De plus, dans cette version les molécules interagissent nécessairement par des potentiels de Lennard-
Jones et Coulomb et ne peuvent se déplacer que selon un mouvement de BD (Coulon et al., 2007, 2008).

20Rappelons que l’ordre d’une réaction est simplement le nombre de molécules de réactant. Par exemple
∅ → A est d’ordre 0, A→ B, d’ordre 1 et A+B → A+ C, d’ordre 2.
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entre les deux réactants, permettant alors de contraindre leurs orientations respectives.
Il pourrait également être pertinent d’employer une seconde distance seuil en dessous de
laquelle deux domaine ne doivent pas être pour que la réaction ait lieu.

Afin non seulement de minimiser les cas risquant de provoquer le phénomène d’expul-
sion brutale mentionné précédemment, mais également pour permettre un bon niveau
de réalisme du modèle, il est important d’identifier au maximum l’origine des produits
de réaction parmi les réactants. Par exemple, dans la réaction A + B → A + C, il est
important de pouvoir décrire que la molécule C prend la place de la molécule B et que la
molécule A n’est pas transformée et ne doit donc pas être déplacée par la réaction. Les
caractéristiques morphologiques précises des molécules doivent alors également être prises
en compte. En effet, dans de nombreux cas, les molécules B et C peuvent être morpho-
logiquement très proches. Elle peuvent par exemple être identiques à un domaine près,
celui-ci ne voyant que ses propriétés d’interaction avec d’autres molécules modifiées par
la réaction (c’est par exemple le cas lors de la méthylation d’un site sur un brin d’ADN
ou de la phosphorylation d’un acide aminé sur une protéine). Il est alors capital que la
position de tous les domaines de C soit celle des domaines de B afin de ne pas détruire
les structures dans lesquelles la macromolécule pourrait être engagée. Dans les cas où il
n’est pas possible d’associer chaque domaine des produits avec un domaine des réactants
(par exemple les réactions de synthèse et de dégradation), il reste important de maîtriser
le placement de ces particules dans l’espace. On pourra par exemple définir un repère
local à partir des positions des réactants (en tirant parti de leur anisotropie21) et y définir
l’emplacement et l’orientation des produits de réaction.

De plus, afin d’éviter l’apparition brutale d’un produit de réaction dans la région d’ex-
clusion d’une autre particule dans le cas où certains produits ne sont pas associés à des
réactants et vice versa, une solution pourrait consister à ne pas faire disparaître les réac-
tants et apparaître les produits de façon instantanée. On peut en effet définir un courte
fenêtre temporelle pendant laquelle les produits et les réactants sont présents simultané-
ment (mais n’interagissent pas ensemble) et où les potentiels d’interaction des produits
avec toutes les autres particules sont pondérés par une fonction allant progressivement de
0 à 1 (et ceux des réactants par la fonction complémentaire allant de 1 à 0).

Ces différents concepts ne sont pas encore à un stade suffisamment avancé pour permettre
leur implémentation et nécessitent d’être précisés et testés préalablement.

21On peut par exemple déterminer un repère local à partir d’un ensemble choisi de domaines. Si cet
ensemble de domaine a trop ou trop peu de degrés de liberté, on pourra respectivement y introduir une
composante aléatoire ou chercher le repère produisant le meilleur aligement avec les conformations de
référence des réactants.
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2.2 Implémentation et logiciel de simulation

Le modèle décrit précédemment est implémenté sous la forme du logiciel de simulation
3DSPI v3. Encore en cours de développement, ce logiciel intègre toutes les caractéristiques
du modèle décrit précédemment à l’exception des réactions biochimiques22 et, comme nous
le verrons, il n’est encore que partiellement optimisé. Nous décrivons ici brièvement les
aspects pratiques relatifs à son implémentation et à son optimisation, ainsi que les facteurs
influençant ses performances.

Aspects pratiques

Le cœur du logiciel de calcul est écrit en C et constitue un module Python utilisant
des structures de données SciPy23. Toutes les entrées/sorties (paramètres, résultats des
simulations, . . .) sont gérées par des scripts Python, facilitant grandement à la fois le pa-
ramétrage des simulations, la définition des conditions initales, la sauvegarde des résultats
des calculs et leur analyse. L’implémentation fait intervenir trois logiciels distincts :

• un logiciel destiné exclusivement à la simulation numérique, permettant de tirer
parti au maximum des performances de calcul. Il comprend en particulier des fonc-
tionnalités d’exploration paramétrique et de distribution des simulations sur des
architectures de types machine multicore, cluster ou grille de calcul.

• un logiciel de visualisation graphique du résultat des simulations, simple lecteur per-
mettant de naviguer dans une scène en 4D à différentes échelles spatio-temporelles.

• une boîte-à-outils pour la manipulation des fichiers d’entrée/sortie (intialisation des
simulations, extraction de frames, affichage du log d’une simulation . . .).

Ces logiciels permettent à la fois une utilisation simple et flexible (développement de
prototypes pour tester des hypothèses, analyse visuelle du résultat, . . .) et une approche
de calcul scientifique intensif (explorations paramétriques et répétitions, analyse avancée
par des outils de calcul numérique et statistique . . .).

Optimisations et algorithme d’intégration numérique

Bien que l’implémentation d’un modèle en un simulateur numérique ne doive pas avoir
d’influence sur le comportement du système, certains aspects peuvent cependant jouer sur
la vitesse des calculs et donc sur les possibilités qu’offre le simulateur en termes de taille
et de durée des simulations.

Pour le calcul des forces entre particules, le simulateur utilise les méthodes classiques
employées dans la plupart des logiciels de simulation moléculaire (Allen et Tildesley, 1991).
Il s’agit de définir pour chaque type d’interaction (donc ici pour chaque paire de types de

22Notons que l’architecture du logiciel a toutefois été prévue de façon à permettre l’intégration de ce
type de fonctionnalités (quantités variables de molécules au cours du temps, . . .).

23SciPy est une librairie Python destinée au calcul numérique scientifique (www.scipy.org). Il constitue
un équivalent libre du logiciel Matlab et dispose de nombreux outils permettant d’analyser les résultats
des simulations.
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domaines) une table de référence pré-calculée (lookup table) permettant d’éviter certains
calculs coûteux (en particulier celui d’une racine carrée). En effet, cette table, notée ici
F , renvoie la valeur du module de la force à appliquer (cf équation (II.2)) normalisée
par la distance inter-particules et ce, en fonction24 du carré de cette distance (et non
de la distance elle-même). Ainsi, le calcul de la force −∇xi

[
Vij

]
exercée par j sur i est

simplement F (d2)d avec d = xj − xi (et non un calcul de la forme F (
√

d2)d/
√

d2)
évitant donc le calcul coûteux de

√
d2 et la renormalisation du vecteur d.

Le temps d’exécution d’une simulation peut également être sensiblement amélioré en op-
timisant l’algorithme de recherche des paires de particules en interaction. En effet, la
plupart du temps, les potentiels de paire peuvent être considérés comme nuls au delà
d’une certaine distance. Afin d’éviter d’évaluer les distances entre chaque paire de par-
ticules de la simulation, il existe différentes techniques permettant d’éliminer l’essentiel
des paires se trouvant hors de portée l’une de l’autre (Allen et Tildesley, 1991; Frenkel
et Smit, 2002). Une technique relativement classique consiste à définir sur l’espace une
grille tridimensionnelle permettant d’accéder uniquement aux particules contenues dans
une cellule de la grille. Ainsi, pour l’interaction d’une particule donnée avec les parti-
cules voisines, seules les cellules suffisamment proches sont considérées. Cette méthode,
que nous avions déjà implémentée dans 3DSPI v2, est en cours d’implémentation dans la
version 3 du logiciel mais n’est pas totalement fonctionnelle à l’heure actuelle.

L’intégration numérique d’une équation du mouvement consiste en l’approximation d’un
processus continu par un ensemble fini d’étapes discrètes, représentant chacune une du-
rée ∆t. Il s’agit donc d’un aspect très important de l’implémentation puisqu’en dépendent
à la fois la vitesse de calcul et la précision de la simulation. Cette problématique consti-
tue par ailleurs un champ de recherche en soi, s’appliquant à la simulation physique à des
échelles très variées (Hairer et al., 2003; Hairer, 2005). Une méthode très classique pouvant
être appliquée à n’importe quelle équation différentielle décrivant un processus temporel
est l’approximation d’Euler25. Bien que très simple et très générale, cette méthode est
relativement peu efficace dans notre cas. D’autres méthodes tirent au contraire parti des
spécificités de l’équation du mouvement et permettent d’utiliser un pas de temps ∆t sen-
siblement plus long, accélérant ainsi la vitesse de calcul. Il existe ainsi de nombreuses
méthodes adaptées aux différentes structures de l’équation du mouvement (Allen et Til-
desley, 1991; Groot et Warren, 1997; Paterlini et Ferguson, 1998; Beard et Schlick, 2000;
Frenkel et Smit, 2002; Vattulainen et Karttunen, 2005). En particulier, les algorithmes
de Verlet et velocity-Verlet (VV) (Allen et Tildesley, 1991; Frenkel et Smit, 2002) sont
très couramment employés en MD, tandis que la DPD utilise une variante de l’algorithme
velocity-Verlet (Groot et Warren, 1997; Vattulainen et Karttunen, 2005). Il existe éga-
lement différentes méthodes pour intégrer une équation de Langevin comme celle que
nous considérons ici (équation (II.6)) (Allen et Tildesley, 1991; Paterlini et Ferguson,
1998; Beard et Schlick, 2000). Dans le logiciel de simulation décrit ici, nous employons
la méthode de Langevin Dynamics Velocity-Verlet (LDVV) (Paterlini et Ferguson, 1998),

24Ce tableau est évidemment indexé de façon discrète par des valeurs entières et non de façon continue
par des valeurs réelles, mais sa taille (104 éléments dans nos simulations) permet de le considérer comme
continu sans pour autant occuper un espace mémoire trop important.

25La méthode d’intégration d’Euler suppose simplement qu’après une durée très courte ∆t, une variable
x peut être mise à jour par x(t+ ∆t) = x(t) + ∆t ẋ(t) où ẋ(t) est la dérivée de x(t) à l’instant t.
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adaptant la méthode VV au cas présentant un terme fluctuatif et un terme dissipatif26, ce
qui permet d’augmenter sensiblement la vitesse de calcul en comparaison avec l’intégra-
teur d’Euler. En revanche, bien qu’il existe très probablement de nombreux intégrateurs
plus efficaces, la version sur-amortie de l’équation du mouvement (équation (II.9)) est
actuellement intégrée par la méthode d’Euler.

Utilisations et temps de calcul

Le modèle présenté ici permet de représenter des phénomènes très différents. On peut en
effet aussi bien reproduire, à une échelle temporelle fine, la dynamique vibratoire d’une
protéine par un ENM (telle que décrite par les méthodes analytiques que permettent ce
formalisme), que représenter des phénomènes de transition de phase relatifs à la dyna-
mique des corps nucléaires. Lorsque les réactions biochimiques seront intégrées au logiciel
de simulation, il sera de plus possible de décrire un système similaire aux approches de
réaction/diffusion de particules en l’absence d’interactions physiques (tels que les modèles
GFRD et Smoldyn), permettant alors d’atteindre des durées simulés probablement suffi-
samment longues pour décrire le processus d’expression génique de façon globale. Il est
cependant clair que la représentation de processus biologiques sur de telles durées interdit
d’utiliser une description fine des macromolécules, même si une telle description est par
ailleurs permise par le modèle (représentation multidomaine, . . .). Par exemple, l’étude
de la dynamique d’association/dissociation, sur une séquence d’ADN, d’un FT représenté
par deux domaines ne permet pas d’atteindre des durées de l’ordre de la seconde. À titre
d’exemple, la simulation d’un tel système (représenté sur la figure II.7) pendant 2 ms
prend de l’ordre de l’heure avec la version actuelle du logiciel. Même si certaines optimi-
sations importantes peuvent encore y être apportées, il paraît peu probable d’atteindre
un rapport temps de calcul/temps simulé significativement meilleur. De même, l’exemple
de la figure II.6, décrivant un phénomène à l’échelle du corps nucléaire sur une durée de
20 ms et employant la version 2 du logiciel, représente un temps de calcul de l’ordre de la
dizaine d’heures.

Ainsi, si l’approche employée ici permet de représenter des phénomènes très différents à
des échelles spatio-temporelles très variées, il est important de garder à l’esprit que c’est
avant tout le niveau de détail de la description des molécules qui détermine les possibilités
de calcul.

2.3 Illustrations à différentes échelles

Afin d’illustrer la capacité du modèle à représenter des phénomènes à des échelles spatio-
temporelles différentes, nous présentons ici deux exemples très simples d’utilisation du
logiciel de simulation. Il ne s’agit là que de preuves-de-concept et ces simulations ne consti-
tuent en aucun cas une étude rigoureuse des phénomènes qu’elles représentent. Malgré
cela, elles permettent d’illustrer certains mécanismes et certains concepts ayant de pos-

26Cette technique fait en particulier intervenir une distribution normale bivariée pour représenter l’effet
du terme fluctuatif en modifiant de façon cohérente à la fois les positions et les vitesses des particules.
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Fig. II.6: Disruption et équilibre de phase d’un corps nucléaire minimal. Cette figure
décrit la dynamique spontanée d’un corps nucléaire très simple, constitué de 512 protéines identiques,
interagissant par des potentiels de Lennard-Jones et de Coulomb, au sein d’un espace borné par une
membrane sphérique. Nous comparons ici le processus d’équilibration de phase depuis une structure
compacte (a1-2), pour deux paramétrages différents des énergies d’association et de dissociation (b1-
2 ; cf figure II.3b). Comme en témoigne l’indicateur de disruption (c1-2), reflétant la quantité de
protéines libres, on observe dans les deux cas qu’un équilibre est atteint au cours de la simulation.
En effet, la proportion de protéines libres augmente jusqu’à ce que les quantités de protéine entrant
et quittant la structure s’équilibrent. Ce processus prend ici de l’ordre de la dizaine de millisecondes,
indiquant que le renouvellement des protéines constituant la structure est très rapide, une propriété
observée expérimentalement sur les corps nucléaires. On constate également que la concentration libre
de la protéine est très dépendante de ses propriétés d’auto-interaction. De plus, ces deux exemples
reflètent différents mécanismes possibles pour la formation et la disparition des corps nucléaires. Dans
le premier cas, en plus de la structure initiale qui perdure pendant toute la durée de simulation, on
observe la nucléation transitoire de petites régions de phase condensée. À l’inverse, dans le second
cas, on observe clairement un phénomène de fission de la structure de départ, phénomène également
qualifié de défloculation ou de peptisation en chimie de colloïdes. (Ces résultats ont été obtenus avec
le logiciel 3DSPI v2).

sibles implications pour l’expression génique comme nous l’évoquerons dans la section
suivante.

La figure II.6 représente un phénomène de disruption d’un corps nucléaire très simple :
partant d’un structure compacte, nous observons l’évolution temporelle de deux sys-
tèmes dans lesquels l’unique espèce protéique représentée possède des propriétés d’auto-
interaction différentes. On observe alors que la quantité de protéines libres se stabilise
rapidement (indiquant un taux élevé de renouvellement des protéines au sein du corps
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nucléaire) et ce, à une valeur très différente dans les deux cas représentés. On observe
également différents mécanismes possibles pour la formation des corps nucléaires (nucléa-
tion, peptisation, . . .).

À une échelle inférieure, nous décrivons, sur la figure II.7, une séquence d’ADN d’affinité
hétérogène et observons la dynamique d’association/dissociation d’un facteur de trans-
cription (FT). Nous comparons le cas d’une séquence ne présentant qu’un seul site de
fixation avec celui d’une séquence en présentant trois. On observe clairement un compor-
tement différent dans ces deux situations. Les caractéristiques dynamiques de la présence
du FT sur un site donnée (ou plus précisément, son spectre de puissance) sont en effet
influencées par la présence d’autres sites de fixation à proximité, par un phénomène de
séquestration du FT. Même si cet exemple ne constitue qu’une simple diffusion essentiel-
lement en 1D le long d’une séquence hétérogène et pourrait donc être étudié par d’autres
techniques, l’utilisation de notre modèle pour aborder de telles questions permettrait de
prendre en compte certains phénomènes habituellement difficiles à représenter (affinité
du FT avec d’autres molécules présentes sur le promoteur, interaction avec des structures
hors du promoteur, . . .).

3 Hypothèses et mécanismes à étudier

Bien que nous ayons identifié certaines limites de notre simulateur en termes de temps
de calcul et de pouvoir descriptif, la démarche de conception du modèle nous a conduit
à formuler certaines hypothèses quant à l’influence de la spatialité et de l’organisation
nucléaire sur le processus d’expression génique. Nous présentons ici ces hypothèses, cer-
taines pouvant être étudiées à l’aide de notre modèle, d’autres nécessitant probablement
l’utilisation de modèles différents et plus spécifiques.

3.1 Structuration de l’expression par des mécanismes de diffusion

Nous proposons ici des hypothèses quant aux corrélations à de nombreux niveaux que
peuvent provoquer des phénomènes de diffusion dans l’espace (facteurs de transcription
ou autres entités intervenant dans la régulation génique).

Corrélation et anti-corrélation de l’activité de deux gènes

Comme l’illustre la figure II.8, la régulation de deux gènes par un même facteur de trans-
cription (FT) présent en une unique copie, semble être susceptible de provoquer des corré-
lations particulières entre leurs niveaux d’expression par un phénomène en partie analogue
à celui mise en évidence par van Zon et al. (2006). Les caractéristiques de cette corrélation
dépendraient alors de nombreux paramètres tels que la distance entre les deux gènes, leur
emplacement au sein de l’espace nucléaire, le coefficient de diffusion du FT et la durée
de vie des transcrits (et des protéines). Ce mécanisme met alors en défaut les notions
classiques de stochasticités intrinsèques et extrinsèques (cf section 1.2 et figure I.3 du



3. Hypothèses et mécanismes à étudier 93

Fig. II.7: Influence du profil d’affinité d’un FT sur sa dynamique. (a) Sur le même principe
que la figure II.5, nous définissons ici un système minimaliste représentant un FT (composé d’un
domaine principal et d’un domaine de liaison à l’ADN) et une séquence d’ADN pouvant comporter
1 ou 3 sites de fixation (gris clair). (b1-2) Nous comparons alors, dans ces deux cas de figure, la
dynamique d’association/dissociation d’un unique FT sur les différents sites de fixation. (c1-2) La
distribution stationnaire de la position du FT sur l’ADN reflète directement le profil d’affinité de la
séquence. (d1-2) De plus, comme en témoigne l’évolution temporelle de la distance du FT à l’ADN,
celui-ci reste ici essentiellement lié et se dissocie occasionnellement pour se réassocier rapidement par
la suite. (e1-2) On peut alors observer la diffusion du FT le long de la séquence et sa capture par
l’unique site de fixation dans le premier cas (f1) et par les trois sites dans le second (f2). Les lignes
grises sur (e1-2) sont les mêmes que sur (c1-2) et délimitent les bassins d’attraction des sites de
fixation. Les discontinuités des courbes rouges (e1-2) proviennent du fait que l’espace est torique. (g)
Les caractéristiques dynamiques de la présence du FT sur un site donné peuvent être comparées par
leurs spectres de puissance (cf Box 1, page 22), obtenus ici à partir de simulations d’une durée de
2 ms. On s’aperçoit alors que, dans le second cas de figure, ces caractéristiques spectrales peuvent
être influencée par le simple phénomène de séquestration du FT sur les deux autres sites.
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chapitre I). En effet, cette classification binaire suppose qu’une source de stochasticité
influence deux copies d’un certain système (ici le gène) soit de façon identique, soit de
façon totalement indépendante. Dans le cas que nous considérons, c’est pourtant un même
phénomène qui peut aussi bien corréler les niveaux d’expression des deux gènes que les
décorréler et ce, non pas de façon binaire, mais avec différents degrés en fonction des
rapports entre les différents phénomènes spatio-temporels impliqués (diffusion d’un FT et
dégradation des transcrits).

Ainsi, la spatialité de la régulation au sein du noyau serait à même de structurer les
propriétés stochastiques conjointes de l’expression de plusieurs gènes. Un aspect important
de ce mécanisme est en particulier la probabilité qu’a le FT de se réassocier à un site qu’il
vient de quitter et sa probabilité de capture par un autre site plus ou moins proche. Dans
ce cadre, il est très probable que la structure de l’espace dans lequel diffuse le facteur joue
un rôle majeur. Ainsi, Tkačik et Bialek (2009) ont montré que la diffusion d’un FT selon
un mécanisme « 3D+1D » (combinant une diffusion dans l’espace et le long de l’ADN ; cf
chapitre I, section 2.7) provoquait des corrélations temporelles importantes dans le retour
du FT sur son site de fixation. On sait de plus, par des observations expérimentales, que
l’espace accessible à un FT peut avoir une structure fractale (Misteli, 2005; Bancaud et al.,
2009; Rouquette et al., 2009). Cette caractéristique confère au mouvement de diffusion
du FT des propriétés dites anormales ayant un impact sur la dynamique d’exploration de
l’espace et la capture du FT par un site de fixation (Saxton, 2001; Berry, 2002; Guigas et
Weiss, 2008). En effet, plus la diffusion est anormale, plus il est probable que le FT soit
facilement capturé par un site proche et difficilement capturé par un site lointain (Guigas
et Weiss, 2008). Ce mécanisme est donc particulièrement pertinent dans le contexte du
phénomène proposé sur la figure II.8.

Le mécanisme représenté sur la figure II.8, ainsi que celui décrit par van Zon et al. (2006),
constituent cependant des cas particuliers car ils nécessitent que le FT ne soit présent
qu’en relativement peu de copies. Mais dans ces deux cas, il semble probable (même si
cette affirmation nécessiterait d’être vérifiée) que plus la rencontre du FT avec le(s) site(s)
est rare et plus sa réassociation (sur l’un des deux sites proches) est probable, plus le
phénomène reste valable pour un nombre important de copies du FT. C’est en particulier
le cas lorsque la diffusion du FT présente un fort degré d’anormalité car une particule
suivant un tel mouvement explore l’espace beaucoup plus localement que dans le cas d’un
mouvement brownien classique, impliquant alors une exploration globale de l’espace très
longue mais de nombreuses réassociations une fois proche d’un site de fixation.

Ce phénomène, décrit jusqu’ici comme étant dû à la diffusion des FT, peut être également
étendu au cas du déplacement d’autres entités impliquées dans la régulation génique ou
au cas du déplacement des deux loci par rapport à certains éléments de l’architecture
nucléaire. C’est ainsi ce qu’évoquent Becskei et al. (2005) dont les résultats expérimentaux
indiquent (tout comme ceux de Raj et al. (2006)) qu’une colocalisation spatiale de deux
gènes influence la corrélation de leur expression. On peut par exemple envisager que
deux gènes proches sur la séquence voient leurs expressions corrélées car ils sont toujours
présents dans le même contexte nucléaire (à l’intérieur d’un territoire chromosomique,
dans une région inter-chromosomique, . . . ; cf chapitre I, section 4.4). Nous reviendrons
sur ce point dans la section 3.2.
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Fig. II.8: (anti-)Corrélation de l’activité de deux gènes par des mécanismes spatiaux.
Les idées présentées ici ne sont que des hypothèses et nécessitent d’être testées expérimentalement.
Les graphiques ne sont pas le résultat de simulations et ne sont montrés qu’à des fins d’illustration.
(a1) Considérons deux gènes A et B placés à des loci éloignés au sein de l’espace nucléaire et régulés
par un même FT présent en une unique copie. (a2) Lorsque le FT est présent sur l’un des deux loci,
il ne l’est nécessairement pas sur l’autre et son passage de l’un à l’autre requiert un délai pour sa
diffusion à travers l’espace nucléaire. (a3) On peut alors s’attendre à ce que la corrélation croisée
de l’occupation des deux loci présente une anti-corrélation (dont la durée reflète le temps moyen
de diffusion d’un locus à l’autre) se traduisant par (a4) une anti-corrélation entre les deux niveaux
d’expression (lorsqu’un gène est exprimé, l’autre ne l’est pas, et vice versa). (b1) Dans le cas où les
deux loci sont relativement proches l’un de l’autre par rapport à l’espace nucléaire, il est probable que
le même phénomène ait lieu sur des durées plus courtes et que s’y ajoute, à des échelles plus longues,
un phénomène similaire à celui mis en évidence par van Zon et al. (2006) (cf figure I.3, page 33).
(b2) En effet, dans cette situation, les deux gènes peuvent être actifs à tour de rôle lorsque le FT
se réassocie de nombreuses fois sur les deux sites, puis rester tous deux inactifs pendant une longue
période durant laquelle le FT explore d’autres régions de l’espace avant de se rapprocher à nouveau des
deux gènes. (b3) Il est alors probable que ces deux phénomènes se traduisent par une anti-corrélation
sur des temps courts (reflétant l’alternance du FT sur les deux sites) et une corrélation sur des temps
longs (reflétant la diffusion dans l’ensemble de l’espace nucléaire). (b4) C’est alors la durée de vie
des transcrits qui détermine la corrélation entre les deux niveaux d’expression : si cette durée de vie
est plus courte que la durée d’anti-corrélation, alors les deux niveaux d’expression seront anti-corrélés.
Mais si elle est au contraire supérieure à la durée moyenne que le FT passe dans le voisinage des deux
gènes, son alternance entre les deux loci n’aura que peu d’effets et les deux gènes apparaîtront comme
actifs et inactifs simultanément, provoquant alors une forte corrélation de leurs niveaux d’expression.
Ainsi, la corrélation entre les deux niveaux d’expression – une mesure très couramment employée pour
séparer des sources intrinsèques et extrinsèques de stochasticité (cf figure I.1, page 20) – serait donc
ici régie par une relation complexe entre de nombreux paramètres tels que la distance entre les deux
gènes, la taille de l’espace nucléaire, la durée de vie des transcrits, le coefficient de diffusion du FT et
la dimension de l’espace accessible au FT (diffusion « 3D+1D », diffusion anormale, . . . cf texte).
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Structuration de l’activité d’un gène par son environnement local

En ne considérant maintenant qu’un seul des deux gènes sur la figure II.8b, on peut éga-
lement remarquer que les propriétés de son expression peuvent être influencées par la
présence à proximité d’un second site de fixation pour son FT. En effet, comme l’illustre
l’occupation de B sur la figure II.8b2, la présence du site A provoque de courtes périodes
où le FT est absent car séquestré sur le site A. On peut ainsi s’attendre, dans un cadre
général, à ce que l’environnement proche d’un gène soit susceptible de provoquer une cer-
taine structuration de son activité. En effet, comme évoqué précédemment, la dimension
de l’espace dans lequel se trouve le gène peut fortement influencer la probabilité de réasso-
ciation d’un FT sur son site ainsi que la distribution de durée de recapture lorsque le FT
s’est sensiblement éloigné. À un niveau très local, la présence de plusieurs sites de fixation
sur une séquence d’ADN peut donc modifier les propriétés temporelles de la présence du
FT sur chacun des sites, comme le montre l’expérience préliminaire de la figure II.7. Il
paraît alors possible que l’hétérogénéité du profil d’affinité d’un FT le long de l’ADN
puisse en partie de structurer l’activité du gène. De plus la présence sur l’ADN de nom-
breuses autres molécules subissant le même processus et avec lesquelles le FT interagit
par exclusion stérique peut également modifier ces propriétés dynamiques.

Il paraît ainsi important de considérer le contexte spatial d’un gène et de prendre en
compte, en particulier, l’interaction des molécules le régulant avec des entités tierces
(autres sites de fixation, espace accessible, . . .). Cependant, les régulateurs ne sont pas les
seuls à se déplacer et les loci des gènes eux-mêmes témoignent de mouvements particuliers
en relation avec leur expression. En effet, comme nous l’évoquions au chapitre I (section 4),
l’expression génique chez les eucaryotes fait intervenir des mécanismes de relocalisation
des gènes dans les régions dites inter-chromosomiques et au sein d’usines à transcription.
Ces mécanismes sont donc susceptibles de jouer un certain rôle sur les caractéristiques
temporelles de l’expression d’un gène et de l’expression conjointe de plusieurs gènes. Il
convient alors de les prendre en compte et de les étudier de ce point de vue.

3.2 Régions inter-chromosomiques et usines à transcription

Au sein d’un paysage nucléaire très hétérogène et organisé, l’expression génique chez les
eucaryotes fait intervenir un certain nombre de structures et de mécanismes spatiaux à
différents niveaux : de la relocalisation des gènes hors des territoires chromosomiques à
leur rencontre dans des usines à transcription (phénomène de gene kissing) et au sein
des régions interchromosomiques où s’intermêlent l’ADN de différents chomosomes avec
différentes structures impliquées dans la transcription (cf chapitre I, section 4.4). Ces mé-
canismes, découverts très récemment, ont probablement des implications majeures sur le
processus d’expression génique et nécessitent d’être étudiés du point de vue de la mo-
délisation. En effet, la figure I.5 (page 45), représentant cette organisation à différentes
échelles, évoque clairement la possibilité de nombreux mécanismes influençant la dyna-
mique stochastique de la transcription d’un ou de plusieurs gènes.

On peut par exemple s’intéresser à l’effet du déplacement des longues fibres de chro-
matine s’intermêlant au sein d’une région interchromosomique et pouvant localement se
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compacter/décompacter, rendrant alors accessible ou inaccessible différents gènes. Le rap-
prochement temporaire de différents loci pourrait par exemple provoquer transitoirement
des corrélations entre l’expression de différents gènes, sur la base du principe illustré sur
la figure II.8. Le mouvement de ces structures est en effet probablement plus lents que
ceux de FT, mettant alors en jeu deux échelles de temps distinctes. Il pourrait dans ce
cadre être pertinent de s’inspirer des modèles coarse grain de fibre de chromatine (Arya et
Schlick, 2006; Lesne, 2006; Schlick et Perĭsić, 2009) ou d’en développer un, plus simplifié
et à une échelle de description plus grossière, ne représentant que les propriétés essen-
tielles que seraient la flexibilité en fonction du degré de compaction/décompaction et les
phénomènes de propagation de cette compaction.

On peut également considérer l’effet des usines à transcription, voire les phénomènes
de nucléation des usines à transcription, prenant place préférentiellement sur certaines
séquences, influençant alors l’expression des gènes avoisinants.

À une échelle plus locale, la dynamique au sein d’une unique usine à transcription semble
également pouvoir provoquer certains phénomènes particuliers dans l’expression conjointe
de plusieurs gènes. En effet, le faible nombre de polymérases par usine à transcription (es-
timé à 8 en moyenne (Sutherland et Bickmore, 2009)) provoque certainement des phéno-
mènes de compétition entre les différents gènes partageant une même usine. De plus, une
caractéristique particulière à cette échelle est que les mouvements sont en partie influencés
par l’activité de transcription. Celle-ci est en effet un moteur moléculaire puissant, ca-
pable de déplacer le matériel génétique par rapport à l’usine à transcription (il semblerait
en effet que la polymérase reste essentiellement fixe et que c’est l’ADN que se déplace
lors de sa transcription). Ainsi, si un gène au promoteur très fort entre dans une usine à
transcription, il peut temporairement séquestrer toutes les polymérases et diminuer ainsi
la transcription des autres gènes. Mais le simple fait qu’il soit transcrit le relocalise alors
hors de l’usine à transcription, empêchant probablement sa transcription de façon conti-
nue et laissant alors la possibilité aux autres gènes de s’exprimer à nouveau. Ce type de
mécanismes pourrait alors provoquer des phénomènes de bursts et d’anticorrélation entre
l’expression de plusieurs gènes.

Il est probable que de nombreux mécanismes de nature similaire puissent avoir lieu au sein
des usines à transcription. On peut noter que relativement peu de modèles mésoscopiques
intracellulaires (cf section 1) permettraient d’étudier ce type de phénomènes. En effet, il
est ici nécessaire de pouvoir représenter les contraintes mécaniques liées à l’effet moteur
de la transcription. Remarquons qu’il est possible, avec un modèle intégrant des réactions
chimiques et des potentiels d’interaction (comme ce sera, à terme, le cas de 3DSPI v3),
de décrire des moteurs moléculaires27. Les questions relatives à l’organisation spatiale de
la transcription au sein d’un espace nucléaire organisé sont très récentes et encore peu
explorées du point de vue de la modélisation.

27Considérons une macromolécule (représentant par exemple une polymérase) sur une chaine de par-
ticules (représentant par exemple un morceau d’ADN). Si l’interaction de la macromolécule avec un site
de forte affinité provoque une réaction rendant alors cette affinité moins bonne que celle du site voisin,
la macromolécule va alors se déplacer dessus. Si ce même mécanisme a lieu avec ce nouveau site, la
macromolécule se déplacera alors à nouveau sur le site voisin, et ainsi de suite. La variation d’énergie
potentielle à chaque réaction constitue l’étape énergie-dépendante du processus et peut être quantifiée
très simplement.
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3.3 Corps nucléaires : transitions de phase et non-linéarités

L’organisation nucléaire fait intervenir de nombreuses structures, appelées corps nucléaires,
correspondant à des régions de l’espace de composition particulière, dépourvues de mem-
brane et dont les composants sont en échange permanent avec l’extérieur (cf chapitre I,
section 4). Ces structures paraissent alors très semblables aux différentes phases d’un sys-
tème multiphasique constitué d’espèces chimiques partiellement miscibles. En effet, les
phénomènes de nucléation (apparition d’un corps nucléaire) et de coalescence (fusion de
deux corps nucléaires), tels qu’il sont observés au sein des noyaux, sont assez caractéris-
tiques de ce type de systèmes.

On peut imaginer différentes implications pour ces phénomènes de transition de phase
dans le cadre d’une expression génique stochastique. Par exemple, l’existence d’un corps
nucléaire riche en une espèce biochimique donnée pourrait permettre d’assurer une concen-
tration constante de cette protéine dans le reste du noyau. En effet, dans un système com-
posé de molécules A et de molécules B partiellement miscibles, lorsque l’augmentation
de la concentration de l’espèce B provoque la nucléation de gouttelettes riche en B, un
équilibre se créé dans l’échange de matière entre les deux phases. Si l’on accroît encore la
quantité de B, la nouvelle phase riche en B augmente alors de taille, mais les concentra-
tions de A et de B dans chacune des deux phases restent inchangées. Si la molécule B est
une protéine dont l’expression présente des fluctuations stochastiques, la présence d’un
tel corps nucléaire permet de maintenir constante la concentration libre de cette protéine
dans le reste du noyau.

La valeur seuil de la concentration de molécules B à laquelle se fait cette transition peut
être très différente d’un cas à l’autre. En effet, sur la figure II.6, même s’il s’agit là d’un
cas légèrement différent car les protéines l’espèce A ne sont pas décrites explicitement28,
la concentration libre de la protéine à l’équilibre dépend fortement des propriétés d’inter-
action de l’espèce B avec elle-même. Ainsi, dans un cas où la concentration de B reste
supérieure à cette valeur seuil de transition de phase, la présence d’un corps nucléaire
aura pour effet d’atténuer les fluctuations. Mais dans le cas inverse, où les fluctuations de
B font franchir cette valeur de transition, on peut s’attendre à assister à l’apparition et à
la disparition stochastique du corps nucléaire. La non-linéarité provoquée par cet effet de
seuil pourrait alors avoir pour effet d’amplifier le caractère stochastique des phénomènes
liés à l’activité de B. En effet, des fluctuations, même faibles, au bord de cette valeur
critique provoquent ponctuellement de fortes surconcentrations locales de B.

Ces mécanismes élémentaires et bien connus de transition de phases dans des systèmes
multiphasiques pourraient avoir de nombreuses implications au sein du noyau et méri-
teraient ainsi davantage d’attention. Comme l’illustre la figure II.6, de telles questions
pourraient en particulier être abordées avec notre modèle.

28Ce cas s’apparente donc plus à un système liquide-vapeur qu’à un système liquide-liquide.
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4 Conclusion

Nous avons proposé un modèle, ainsi que le logiciel de simulation associé, nommé 3DSPI v3,
pour l’étude des phénomènes d’organisation spatiale au sein du noyau cellulaire en rela-
tion avec le processus d’expression génique. Contrairement à de nombreux modèles à
cette échelle, cet outil vise à permettre une description à la fois physique et biochimique
des interactions entre molécules, des caractéristiques vraisemblablement essentielles pour
l’études de nombreux mécanismes au sein du noyau. Ce modèle est encore relativement
préliminaire et certains développements nécessitent d’être poursuivis. Comme nous l’avons
vu, l’approche comporte cependant certaines limitations. Il est en effet clair que la prise
en compte des interactions physiques précises entre molécules ne permet pas d’atteindre
des durées de simulation pertinentes pour décrire, même simplement, le processus global
d’expression génique. Malgré ce constat, la démarche de conception du modèle nous a
permis de développer un certain nombre d’hypothèses relatives à l’influence du contexte
spatial d’un gène sur son expression.

À l’issue de ce chapitre, bien que notre modèle permette de prendre en compte des as-
pects essentiels du contexte spatial de l’expression génique, il apparaît clairement que
certaines questions restent difficilement abordables. En particulier, comme nous l’avons
vu au chapitre I, la dynamique des complexes impliqués dans l’activation et la régulation
transcriptionnelle chez les eucaryotes fait intervenir des mécanismes complexes d’influence
combinatoire entre molécules (coopération/compétition, modification conformationnelle
et covalente de la chromatine, . . .). Un tel système ne pourrait être représenté dans notre
modèle spatial que de façon très simplifiée, nécessitant d’importantes simplifications ayant
probablement un impact majeur sur le comportement du système. De plus, les échelles
temporelles impliquées dans la dynamique d’un promoteur – de la seconde à l’heure –
sont clairement inaccessibles par un tel modèle de simulation. L’étude de ces mécanismes
nécessite alors d’emprunter une approche sensiblement différente, faisant en particulier ap-
pel à des formalismes autorisant une étude analytique. Nous proposons, dans le chapitre
suivant, un tel modèle permettant de représenter spécifiquement les mécanismes d’inter-
action combinatoire entre molécules sur un promoteur et leur influence sur l’expression
génique.
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Chapitre III

Dynamique stochastique de la

régulation transcriptionnelle

Nous présentons, dans ce chapitre, nos travaux relatifs à la dynamique stochastique du
promoteur et à son influence sur la stochasticité de l’expression génique. Nous commençons
par décrire, dans la section 1.4, les travaux de modélisation existants, adoptant chacun
différents points de vue sur la question. Cela nous amène alors à définir les grandes
lignes d’un modèle que nous présentons dans la section 2. Nous en effectuons alors, dans
la section 3, les dérivations générales permettant en particulier la déduction de divers
indicateurs (aussi bien théoriques que reproduisant des mesures expérimentales). Nous
exploitons alors ces dérivations, dans la section 4, afin de mettre en évidence différentes
propriétés concernant la génération, par un promoteur, d’une stochasticité structurée
de l’expression du gène, mais aussi sur sa dynamique multi-échelle en relation avec les
propriétés physico-chimiques des interactions entre molécules. Enfin, dans la section 5,
nous évoquons différentes perspectives pour l’exploitation future de ce modèle autant
dans un cadre théorique que du point de vue de l’analyse de données expérimentales
réelles.

1 Modélisations du promoteur

Il existe, dans la littérature actuelle, relativement peu de modèles considérant de façon
détaillée et générale la dynamique des événements moléculaires prenant place sur un
promoteur, en particulier dans le cadre de la régulation eucaryote. De plus, parmi ces
quelques modèles, ceux qui se placent du point de vue de l’expression stochastique des
gènes sont encore plus rares.
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1.1 Simulation vs dérivations analytiques

Notons tout d’abord que, parmi les modèles décrivant la dynamique d’un promoteur,
la plupart sont exploités par l’intermédiaire de la simulation et non par la dérivation
de prédictions analytiques. Or, alors que, dans un contexte stochastique, une simulation
ne correspond qu’à une trajectoire donnée du système étudié et doit être répétée un
grand nombre de fois pour caractériser ce dernier de façon significative, les prédictions
analytiques décrivent le système de façon beaucoup plus précise et rapide1. Par exemple,
pour le promoteur à deux états présenté au chapitre I (figure I.2a, page 26) et pour un jeu
de paramètres donné, il est possible de réaliser une simulation stochastique de l’évolution
du système (figure I.2b). En répétant un grand nombre de fois cette simulation, on peut
alors obtenir une estimation approchée de la distribution stationnaire du niveau d’ARN
correspondant au jeu de paramètre utilisé. À l’inverse, il est possible de déduire par
un calcul analytique l’expression exacte de cette distribution en fonction des différents
paramètres (Innocentini et Hornos, 2007), révélant alors l’ensemble des comportements
du système pour tous les jeux de paramètres possibles.

Ainsi, les prédictions analytiques autorisent non seulement une exploration paramétrique
beaucoup plus rigoureuse, et donc une meilleure généralisation des résultats, mais per-
mettent également une interprétation plus poussée des résultats en révélant la structure
du comportement du système tout en mettant en évidence l’importance de certains pa-
ramètres ou de certaines relations entre les paramètres. Cependant, plus un modèle est
complexe et hétérogène dans sa formulation plus sa résolution analytique est difficile, voire
impossible. Si l’on souhaite obtenir des résultats analytiques, cela impose alors parfois un
cadre plus rigide que la simulation, interdisant par exemple la relaxation de certaines
hypothèses. Il est de ce point de vue particulièrement intéressant de faire appel à des mo-
dèles génériques car ils permettent de décrire un grand nombre de situations différentes
avec un même formalisme général (Paulsson, 2005a; Warren et al., 2006; Cox et al., 2006;
Lestas et al., 2008). Nous souhaitons donc dans nos travaux adopter ce type d’approche
afin de pouvoir représenter des promoteurs très différents tout en ayant une description
analytique de leur comportement.

1.2 Modèles de l’expression stochastique

Comme nous l’avons vu au chapitre I (section 2.4), la très grande majorité des modèles
d’expression stochastique des gènes prenant en compte une dynamique explicite du promo-
teur ne considèrent celui-ci que comme un système à deux états. Si l’on excepte ce modèle
classique, on peut citer les travaux de Blake et al. (2003, 2006), de Murphy et al. (2007),
de Sánchez et Kondev (2008) et de Boeger et al. (2008) décrivant l’activité stochastique
de promoteur plus complexes.

Les travaux de Blake et al. (2003, 2006) et de Murphy et al. (2007) considèrent l’interac-

1Il peut être fait appel, dans de nombreux cas, à des méthodes de résolution numérique (par exemple,
la résolution d’un systèmes d’équations linéaires). Nous considérons ici ces méthodes comme relevant de
la prédiction analytique car elles constituent une automatisation d’un calcul analytique et, même si elles
peuvent parfois représenter un temps de calcul significatif, elles donnent un résultat exact.
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tion de deux ou trois molécules sur le promoteur pour interpréter des données d’expression
stochastique. Mais ces études, ne considérant que des cas particuliers et non un modèle gé-
nérique et n’exploitant leur modèle que par l’intermédiaire de la simulation, ne permettent
pas de tirer des conclusions générales.

À l’inverse, les travaux de Sánchez et Kondev (2008) représentent de façon générique
l’interaction d’un nombre arbitraire de molécules sur un promoteur. Les auteurs consi-
dèrent l’association/dissociation de chaque molécule, influencée par les autres molécules
présentes sur le promoteur, et décrivent les conséquences de cette dynamique sur l’expres-
sion stochastique du gène. Ils caractérisent alors le comportement du système en dérivant
les différents moments de la distribution stationnaire du niveau d’expression par la réso-
lution numérique de systèmes d’équations linéraires (un par moment de la distribution).
Cependant, comme nous l’avons vu (cf Box 1, page 22), l’ensemble des moments ne permet
pas une interprétation aussi explicite que la distribution elle-même puisqu’il ne révèle pas
d’informations telles que la taille, la position et la forme des différents modes. De plus, ces
indicateurs ne décrivent que les aspects stationnaires du système et non sa dynamique qui
peut pourtant en constituer un aspect central. Ce modèle reste cependant très expressif
puisqu’il consiste en une description générique du promoteur, rendant donc potentielle-
ment compte d’un très grand nombre de situations différentes. Il peut ainsi constituer
une base pour de nombreuses investigations. Le modèle que nous proposons dans ce cha-
pitre partage par ailleurs, dans sa formulation, plusieurs caractéristiques communes avec
le modèle de Sánchez et Kondev (2008). Cependant, les auteurs restent dans le cadre d’un
système procaryote et n’interprètent pas leur modèle ni en termes dynamiques, ni d’un
point de vue énergétique, deux aspects qui, comme nous allons l’illustrer tout au long
de ce chapitre, occupent un place centrale dans la compréhension du comportement du
promoteur.

Les travaux de Boeger et al. (2008) décrivent l’influence de la dynamique conformation-
nelle de la chromatine du promoteur d’un gène sur la stochasticité de son expression.
Même si les auteurs ne considèrent qu’un système particulier et relativement réduit (6
états) et que l’expression stochastique n’est décrite qu’en termes de moyenne et de va-
riance, il s’agit là de l’une des rares études considérant l’effet d’une représentation aussi
détaillée de la chromatine sur l’expression stochastique.

Il existe dans la littérature d’autres modèles décrivant de façon précise le promoteur d’un
gène, mais ne prenant pas le point de vue de l’expression stochastique. On trouve d’une
part les modèles thermodynamiques que nous décrivons à la section 1.3. Ces modèles sont
utilisés depuis plusieurs années pour décrire la régulation génique (essentiellement chez
les procaryotes) mais le formalisme employé impose un certain nombre de limitations. Il
existe d’autre part quelques modèles décrivant la dynamique d’un promoteur eucaryote
mais n’abordant pas les questions relatives à l’expression même du gène. Ces modèles, très
peu nombreux et relativement différents les uns des autres seront décrits à la section 1.4.
Nous verrons, au long de ce chapitre, comment tous ces différents modèles peuvent être
réinterprétés dans le cadre de celui que nous proposerons à la section 2.
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1.3 Modèles de la régulation (modèles thermodynamiques)

La régulation génique a longtemps été étudiée en décrivant l’affinité des molécules avec
le promoteur et les comportements de coopération et de compétition entre molécules par
des énergies libres d’interaction (Ackers et al., 1982; Scholl et Nixon, 1996; Lehman et al.,
1998; Bintu et al., 2005a; Vilar et Saiz, 2005; Saiz et Vilar, 2006a). La combinaison de ces
énergies d’interaction permet d’associer à chaque configuration possible de molécules sur
le promoteur, une énergie du système. En considérant alors le système à l’équilibre ther-
modynamique2, il est possible de déduire analytiquement (par l’application d’un facteur
de Boltzmann) la probabilité d’occurrence de chaque configuration – et donc le niveau
d’expression moyen – en fonction des concentrations des différentes espèces moléculaires.
De plus, il est possible de décrire par un coût énergétique différents changements confor-
mationnels de l’ADN tels que le repliement sous la forme d’un boucle et donc les prendre
en compte explicitement dans la régulation du gène (Saiz et Vilar, 2006b). L’énergie as-
sociée à ce repliement, qui dépend de la longueur et du type de boucle formée, est par
ailleurs caractérisée de façon relativement précise aussi bien expérimentalement que théo-
riquement (Saiz et al., 2005).

Un tel formalisme ne permet cependant pas de décrire le comportement dynamique du
promoteur et donc le caractère stochastique de l’expression du gène qui en résulte. En
effet, il ne comporte aucune information cinétique puisque les différences d’énergie entre
deux états ne permettent que de connaître la constante d’équilibre de la transition (c’est-
à-dire le rapport des constantes cinétiques dans les deux sens). De fait, appliqué aux deux
systèmes présentés sur les figures I.2e1 et I.2e2 (page 26) où les constantes d’équilibre sont
identiques, mais où les taux de transition entre états du promoteur diffèrent fortement, ce
formalisme décrirait dans les deux cas une équiprobabilité des deux états du promoteur et
donc une même expression moyenne. Pourtant, c’est bien ici la dynamique de l’alternance
entre ces deux états équiprobables qui est à l’origine des différences que l’on observe
dans l’expression stochastique du gène. Certains travaux ont alors pris en compte les
constantes cinétiques explicitement en les choisissant de sorte à respecter les différences
d’énergie libre entre états du promoteur (Vilar et Saiz, 2005; Saiz et Vilar, 2006a). Mais
ces travaux n’exploitent alors le modèle résultant que par la simulation.

Par ailleurs, l’hypothèse d’un équilibre thermodynamique contraint implicitement cette
approche à ne représenter que des systèmes fermés, c’est-à-dire des systèmes ne compor-
tant aucune réaction consommant de l’énergie extérieure. Ainsi, lorsqu’il s’agit d’appliquer
ce cadre théorique à la régulation eucaryote, il est impossible de considérer le caractère
énergie-dépendant des réactions de remodelage chromatinien et de modification covalente
des histones. Malgré cette limitation, ce formalisme est couramment employé dans ce
cadre, en associant des énergies à différents états conformationnels de la chromatine (en
particulier à la position des nucléosomes le long de la séquence d’ADN) et à leur interac-
tion avec différentes molécules (Segal et Widom, 2009; Jiang et Pugh, 2009; Raveh-Sadka
et al., 2009). L’usage d’un formalisme thermodynamique pour la régulation eucaryote est
alors souvent justifié en avancant que les remodelage chromatiniens ne servent qu’à fluidi-

2Il s’agit plus précisément du principe d’équilibre détaillé selon lequel toutes les réactions ont lieu
autant dans un sens que dans l’autre.
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fier les réarrangements conformationnels en facilitant le passage de barrières énergétiques
importantes et que l’hypothèse d’équilibre thermodynamique reste donc valide (Segal et
Widom, 2009). Nous verrons pourtant dans ce chapitre que cette justification n’est en
réalité pas valide pour décrire la dynamique des promoteurs eucaryotes. En particulier le
comportement clairement périodique montré par les cinétiques des ChIP et illustré sur la
figure I.9 (page 57) est caractéristique d’un système hors d’équilibre. Il est donc capital
de pouvoir prendre en compte explicitement la consommation d’énergie extérieure que
représentent ces réactions.

1.4 Modèles de la dynamique du promoteur

Les modèles décrivant spécifiquement les propriétés dynamiques des promoteurs euca-
ryotes tels que mises en évidence par les expériences de cinétique de ChIP (figure I.9,
page 57) sont plutôt rares. Lemaire et al. (2006) ont proposé un modèle considérant
que l’état du promoteur suit une séquence cyclique de transitions, reproduisant alors le
comportement périodique observé expérimentalement. Ce modèle, bien que relativement
restreint puisque ne décrivant qu’une unique séquence de transitions, permet de mon-
trer que la longueur du cycle, ainsi que le caractère plus ou moins réversible et plus ou
moins homogène des transitions, joue un rôle important dans la dynamique. Ces proprié-
tés appelent alors à davantage d’attention, en particulier dans le cadre d’un modèle plus
complet.

Benecke (2006) montre, sur un modèle d’automate stochastique représentant les modi-
fications de la chromatine en fonction de leurs influences combinatoires, que la dyna-
mique résultante peut en particulier produire des comportements périodiques. Ce mo-
dèle a l’avantage de considérer des modifications chromatiniennes non restreintes à une
unique séquence de transitions, rendant alors compte de la complexité potentielle du
code des histones (voire d’un code chromatine considérant également les phénomènes de
remodelage (Lesne, 2006)), mais ne fait cependant pas intervenir explicitement l’associa-
tion/dissociation des molécules sur le promoteur.

Dans les travaux récents de Degenhardt et al. (2009), les auteurs implémentent le concept
du transcriptional ratchet (cf section 5.5, page 59) afin de reproduire le caractère pério-
dique des cinétiques de ChIP. Ils considèrent explicitement l’association/dissociation de
molécules sur le promoteur et une séquence cyclique de 6 modifications de la chromatine
supposées totalement irréversibles. Ces travaux sont exclusivement basés sur de la simula-
tion, à l’exception d’une propriété mise en évidence en considérant un modèle plus simple
(identique à celui de Lemaire et al. (2006)) : les auteurs montrent que les oscillations ob-
servées sur une cinétique de ChIP s’amortissent au cours du temps, et ce d’autant plus que
le cycle est court – une propriété par ailleurs déjà énoncée par Lemaire et al. (2006). Cette
approche montre cependant l’intérêt d’utiliser un modèle plus complet dans lequel l’ordre
d’assemblage des molécules peut être plus ou moins aléatoire (même si les modifications
de la chromatine suivent une séquence préétablie). Les auteurs montrent en particulier que
le modèle reproduit mieux les caractéristiques des données expérimentales lorsque l’as-
semblage des molécules suit un processus qualifié de preferentially random, intermédiaire
entre un assemblage purement séquentiel et un assemblage totalement désordonné.
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Ainsi, si les modèles rendant compte de la dynamique périodique lente des promoteurs
eucaryotes sont peu nombreux, ceux mettant en relation cette dynamique avec le carac-
tère très mobile des molécules, tel qu’il est montré par les expériences de FRAP, le sont
encore plus. Dans les travaux de Degenhardt et al. (2009), les auteurs choisissent les taux
de dissociation des molécules de façon à être cohérents avec ces données, mais aucun mo-
dèle ne permet à ce jour de dériver d’un même formalisme des données de ChIP et des
données de FRAP. Ces dernières sont classiquement analysées par des modèles différents
et relativement simples où l’on considère que la molécule d’intérêt peut être associée selon
différents états d’association, ayant chacun un temps de résidence donné et provoquant
alors différentes composantes exponentielles additives dans la récupération de la fluores-
cence (cf Box 2, page 52). Ainsi le rapport entre les dynamiques temporelles rapides et
lentes reste relativement peu exploré du point de vue de la modélisation.

*
* *

Dans la section suivante, nous présentons un modèle destiné à répondre à un tel be-
soin et dont le but est d’aborder des questions concernant aussi bien la génération, par
la dynamique du promoteur, d’une stochasticité de l’expression génique structurée que
concernant la dynamique multi-échelle du promoteur. Il est dans ce cadre capital de pou-
voir dériver, d’un même formalisme, à la fois les indicateurs employés pour caractériser
l’expression stochastique des gènes – tels que la variance normalisée, la distribution sta-
tionnaire et le spectre de puissance d’un niveau d’expression (cf Box 1, page 22) – et
les mesures expérimentales utilisées dans l’étude de la dynamique du promoteur – tels
que des données de FRAP, de FRET et de cinétique de ChIP (cf Box 2, page 52). Notre
objectif est, de plus, de proposer une modélisation générique permettant de décrire des
systèmes très différents et de tirer des conclusions générales. Le modèle doit aussi être en
mesure de représenter à la fois la combinatoire d’association/dissociation des molécules
et des modifications conformationnelles et covalentes. Il doit autoriser la représentation
de systèmes ouverts en adoptant une description énergétique afin de quantifier l’apport
énergétique extérieur des réactions de remodelage et de modification d’histones. Enfin,
il doit privilégier une exploitation d’un point de vue essentiellement analytique, faisant
éventuellement intervenir des étapes de résolution numérique.

2 Modèle biophysique

Nous proposons dans cette section un modèle d’expression génique stochastique centrée
sur une représentation détaillée du promoteur. Nous gardons toutefois explicites, bien que
très simplifiées, les étapes de transcription et de traduction afin de décrire l’influence de
la dynamique stochastique du promoteur sur l’expression du gène.

2.1 Formulation générale

Le modèle que nous proposons décrit la transition du promoteur entre différents états s
au sein d’un ensemble de N états, noté S. Un état du promoteur est déterminé par
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• la combinaison des molécules sur le promoteur : molécules présentes sur un
site de fixation ou au sein d’un complexe multiprotéique fixé sur le promoteur,

• la position ou l’état conformationnel de certains complexes : position des
nucléosomes le long de l’ADN, contact entre nucléosomes, repliement de l’ADN, ...

• les modifications post-traductionnelles de certaines molécules : acétyla-
tion, méthylation, phosphorylation, ubiquitilation, . . . de certains résidus de queue
d’histone ou méthylation de certains sites CpG du promoteur.

(cf figure III.1 pour plus de détails).

Nous désignons de façon générale par facteur de transcription (FT) toute molécule pou-
vant faire partie de la structure multiprotéique de régulation (incluant les cofacteurs, his-
tones, ligands, enzymes, ...) et par facteur chromatinien (FC) toute modification covalente
ou conformationnelle. Le terme facteur pourra désigner à la fois des FT et des FC. Par

Fig. III.1: Pouvoir descriptif du modèle. De nombreux
aspects de l’état du promoteur d’un gène et de sa dynamique
peuvent être décrits par le modèle présenté dans ce chapitre.
(a) Il permet de représenter l’association/dissociation de molé-
cules sur leur site de fixation ou au sein d’une structure multi-
protéique présente sur le promoteur, ainsi que toutes sortes de
phénomènes de coopération/compétition et d’influence mutuelle
combinatoire entre molécules. De plus, ces dernières peuvent
s’associer et se dissocier du promoteur aussi bien séparément
que sous la forme de complexes. Le modèle permet également
de décrire divers aspects de l’état conformationnel de la structure
tels que (b) le repliement de l’ADN sous la forme d’une boucle,
(c) la position des nucléosomes le long de la séquence, l’en-
roulement/déroulement de l’ADN autour des nucléosomes, dif-
férentes conformations possibles d’un complexe associé au pro-
moteur, . . . (d) L’état du promoteur peut également prendre en
compte les nombreuses modifications covalentes des histones (et
de l’ADN). Une caractéristique majeure du modèle est la possi-
bilité de représenter les influences réciproques et combinatoires
entre les modifications conformationnelles et covalentes et la
présence de différents FT, intégrant en particulier explicitement
l’activité enzymatique ou de remodelage de certains complexes
et la capacité de la chromatine à influencer leur association,
ces deux mécanismes étant essentiels à la notion de code des
histones (cf chapitre 1, section 5.1). Enfin, on peut également
représenter différentes constructions telles que (e) un nombre ar-
bitraires de copies indépendantes du gène ou (f) deux copies du
gène partageant un même environnement chromatinien. Cette
seconde construction a en particulier été utilisée expérimentale-
ment pour montrer que la dynamique locale du promoteur peut
constituer une source majeure de stochasticité dans l’expression
d’un gène (Becskei et al., 2005; Raj et al., 2006).
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abus de langage, on pourra alors parler d’association/dissociation ou de présence/absence
d’un facteur même s’il s’agit d’un FC.

Nous considérons chaque facteur comme ayant un statut binaire, décrivant si la molécule
en question fait partie ou non de la structure ou si la modification covalente est présente
ou non. Mais les états conformationnels ne sont en réalité pas nécessairement binaires (un
nucléosome peut occuper un continuum de positions le long de la séquence). Ils peuvent
alors être représentés en théorie par une combinaison de plusieurs facteurs, et ce avec un
niveau de détail arbitrairement fin. En employant 5 « facteurs », on peut par exemple
représenter la position d’un nucléosome le long de la séquence selon 32 emplacements dif-
férentes (puisque 25 = 32). Chacun de ces 5 facteurs ne représente alors pas une propriété
donnée mais c’est leur combinaison qui décrit la position du nucléosome. Même si nous
n’emploierons pas ce niveau de détail par la suite, il est important de mentionner que le
formalisme que nous présentons ici permet une telle représentation. En outre, l’interac-
tion entre un nucléosome et la séquence d’ADN décrit souvent un profil énergétique avec
plusieurs bassins séparés par de hautes barrières énergétiques, rendant alors relativement
pertinente l’approximation de leur position par un faible nombre d’états discrets.

L’ensemble des n facteurs (incluant les FT et les FC) est noté F et permet 2n combinai-
sons. L’ensemble S des états du promoteur compte donc au maximum 2n éléments :
S ⊆ 2F (où 2F est l’ensemble des parties de F). Par exemple, pour un promoteur
ayant n = 3 facteurs F = {A,B,C} (figure III.2a), les combinaisons possibles sont
2F = {∅, A,B,C,AB,AC,BC,ABC} (figure III.2b). Mais, si l’on prend en compte
le fait que certains états ne peuvent avoir lieu, l’ensemble S des états du promoteur
n’est qu’un sous ensemble de 2F . Ainsi, si, sur ce promoteur, A et B sont deux molé-
cules qui s’excluent mutuellement parce qu’elles partagent le même site de fixation, ou
si A représente une position d’un nucléosome empêchant la fixation de B, on a alors
S = {∅, A,B,C,AC,BC} ⊆ 2F . Cette simplification de l’espace des états est utile d’un
point de vue computationnel, mais dans le cas général on peut considérer que S = 2F ,
certains états étant éventuellement inatteignables.

Nous décrivons la dynamique du promoteur au sein de cet ensemble d’états, ainsi que
les processus de transcription et de traduction par le système de réactions biochimiques
suivant :

Gs

Ms′,s−−−→ Gs′ , ∀(s, s′), s 6= s′ (III.1)

Gs
ρs−→ Gs + R, ∀s (III.2)

R γ−→ ∅ (III.3)

R ρ̃−→ R + P (III.4)

P γ̃−→ ∅ (III.5)

où R et P sont les molécules d’ARN et de protéine et Gs correspond au gène avec son pro-
moteur dans l’état s ∈ S (par exemple, GAC représente le gène et son promoteur lorsque
seules les molécules A et C sont présentes sur leur site de fixation). Les différentes réac-
tions de ce système correspondent respectivement à un changement d’état du promoteur
(association/dissociation de FT, modification de FC), un événement de transcription, la
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Fig. III.2: Instanciation et simulation d’un système très simple. Cette figure illustre le
modèle présenté dans ce chapitre par un exemple-jouet dans lequel l’état du promoteur est déterminé
par 3 facteurs (2 FT et un FC). (a) Deux molécules A et B s’associent de façon coopérative au
promoteur et ont une meilleure affinité avec leur site de fixation lorsque la chromatine (représentée
ici de manière simpliste par un unique FC noté C) est ouverte. (b) Pour ces 3 facteurs (lignes),
l’énumération des 8 combinaisons possibles décrit l’ensemble des états du promoteur (colonnes). (c) Le
modèle correspond à un système de réactions biochimiques stochastiques représenté schématiquement
ici. La réaction (III.1) définit le graphe d’état du promoteur (encadré en rouge), graphe orienté et
pondéré, dont la matrice d’adjacence est notée M et décrivant à lui seul toute la dynamique du
promoteur. La réaction (III.2) définit que la probabilité de synthèse des transcrits est déterminée par
l’état courant du promoteur selon un taux ρs propre à chaque état. De façon similaire aux modèles
classiques d’expression génique (figure I.2a, page 26) la traduction est proportionnelle au niveau
d’ARN et les protéines et les transcrits subissent une dégradation standard de premier ordre. (d)
La simulation de ce système par un algorithme de Gillespie (1977) permet de visualiser un exemple
de réalisation de sa dynamique stochastique. On peut observer (de haut en bas) les événements
d’association/dissociation ou de modification des 3 facteurs (décrivant collectivement une marche
aléatoire sur le graphe d’état du promoteur), l’efficacité transcriptionnelle du promoteur (capacité à
initier des événements de transcription), les événements stochastiques de synthèse et de dégradation
des transcrits, l’évolution du niveau d’ARN en résultant et l’évolution du niveau de protéines (par le
même type de processus stochastique de synthèse/dégradation que pour l’ARN, mais non montré ici).
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dégradation d’un transcrit, un événement de traduction et la dégradation d’une protéine.
Ce modèle, schématisé sur la figure III.2c, est similaire à celui présenté au chapitre 1 (sec-
tion 2.1) en ce que concerne les réactions (III.3) à (III.5) mais est beaucoup plus détaillé
sur la dynamique du promoteur (III.1) et sur son influence sur les événements de trans-
cription (III.2). La réaction (III.1) décrit l’ensemble des transitions possibles de l’état du
promoteur et peut alors être représentée sous la forme d’un graphe dans lequel chaque
nœud est un état s ∈ S et chaque arc, pondéré et orienté, est un taux de transition3 Ms′,s

(figure III.2c). De plus, contrairement à la représentation binaire classique de l’activité du
promoteur employée par la plupart des modèles d’expression stochastique (cf chapitre 1,
section 2.4), la réaction (III.2) associe spécifiquement à chaque état du promoteur une
efficacité transcriptionnelle donnée, décrite par un taux de transcription ρs.

Tous les taux de transition Ms′,s entre les différents états du promoteur peuvent être repré-
sentés par une matrice, notée M, correspondant simplement à la matrice d’adjacence du
graphe d’état. Elle permet de représenter tous les phénomènes de coopération/compétition
et d’influences cinétiques mutuelles entre molécules (Browning et Busby, 2004; Dodd et al.,
2004; Adams et Workman, 1995; Agresti et al., 2005; Mellor, 2006; Li et al., 2007). Clas-
siquement une molécule A s’associe sur son site de fixation avec un taux kon[A] (où [A]
dénote la concentration de A) et se dissocie à un taux koff. Dans notre modèle, ces deux
taux dépendent de la combinaison de tous les autres facteurs (FT et FC). Par exemple,
M∅,A > MB,AB et MA,∅ = MAB,B signifie que B coopère avec A en le stabilisant sur
son site. En revanche, si M∅,A > MB,AB et M∅,A/MA,∅ = MB,AB/MAB,B, alors B ne fait
qu’augmenter le turnover de A sans modifier son équilibre. Enfin, MAC,C = MABC,BC et
MC,AC = MBC,ABC signifie que toute influence de B sur A disparaît lorsque C est présent.

Un aspect essentiel du modèle est que l’on peut également représenter les interactions
mutuelles entre les associations/dissociations de molécules ou de complexes et les modifi-
cations conformationnelles et covalentes de la structure. On peut par exemple choisir les
valeurs de M de façon à représenter le fait que, dans certains états conformationnels, le
site de fixation d’un FT donné est peu accessible, rendant alors plus difficile son asso-
ciation, ou que certaines combinatoires de modifications covalentes des queues d’histones
peuvent favoriser la fixation de certaines FT ou encore influencer les propriétés d’in-
teraction des nucléosomes avec l’ADN . . . Enfin, il est possible de décrire explicitement
l’activité enzymatique ou de remodelage de certaines molécules ou de certains complexes
sur la chromatine (figure III.1d). Par exemple, les valeurs de M peuvent être telles qu’une
modification covalente donnée d’une queue d’histone ne puisse être réalisée que lorsque
qu’un complexe prédéfini est présent sur le promoteur, ou bien telles qu’un nucléosome
ne puisse être déplacé ou expulsé que lorsque qu’un complexe de remodelage donné est
présent.

La figure III.2 présente un exemple de simulation dans le cas d’un système très simple à
3 facteurs (2 FT et un FC, ce dernier représentant ici de façon très simpliste l’état ouvert
ou fermé de la chromatine). Les trois premières courbes décrivent respectivement les événe-
ments d’association/dissociation des deux FT et d’ouverture/fermeture de la chromatine,
correspondant à une marche aléatoire – biaiséé par les taux de transition de la matrice M

– sur le graphe d’état. Dans cet exemple, la chromatine est sensiblement plus lente que les

3Remarquons que le taux de la transition de l’état s vers l’état s′ est Ms′,s (et non Ms,s′).
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FT et influence leurs temps de résidence (cf légende). La courbe suivante décrit l’évolution
de l’efficacité transcriptionnelle du promoteur au cours du temps, c’est-à-dire la valeur du
taux de transcription ρs associé à l’état courant. La dynamique du promoteur influence
alors les événements de synthèse du processus de synthèse/dégradation du niveau d’ARN,
lui-même influençant le processus de synthèse/dégradation des protéines.

L’essentiel de l’expressivité de ce modèle correspond à la réaction (III.1). Matérialisée par
le graphe d’état du promoteur et paramétrée uniquement par la matrice M, elle décrit
de façon très simple la dynamique de promoteurs potentiellement très complexes. Nous
nous concentrons, dans le reste de la section 2 ainsi que dans le début de la section 3, plus
particulièrement sur cet objet.

2.2 Structure et contenu de la matrice de transition

La matrice M, définissant tous les taux de transition dans le graphe d’état du promoteur,
est contrainte à différents niveaux. D’une part, la façon dont ont lieu les modifications de
l’état du promoteur lui impose un certain nombre de contraintes structurelles et, d’autre
part, ses valeurs, intégrant implicitement la concentration des FT, dépendent en partie
de ces dernières. De plus, comme nous le décrirons dans la section 2.4, la reformulation
du modèle d’un point de vue énergétique fait également ressortir certaines contraintes sur
les valeurs de M liées au caractère énergie-dépendant ou non des différentes réactions.

Contraintes structurelles

Considérons temporairement que tous les facteurs f ∈ F sont des FT. Le taux de tran-
sition du promoteur d’un état s vers un état s′, noté Ms′,s, correspond à une association
si s′ ⊃ s et à une dissociation si s′ ⊂ s (rappelons ici qu’un état est décrit par l’ensemble
des facteurs présents sur le promoteur). Par exemple, GA → GABC décrit l’association
du complexe BC sur un promoteur où seule la molécule A est présente. Si s n’est ni un
sous-ensemble ni un sur-ensemble de s′, la réaction Gs → Gs′ ne peut avoir lieu en une
seule étape et Ms′,s = 0. Ainsi, la transition de GAB à GAC s’effectue nécessairement au
moins en deux étapes : dissociation de B, puis association de C (GAB → GA → GAC)
ou l’inverse (GAB → GABC → GAC). Même si l’état GABC peut éventuellement être très
instable (auquel cas GABC → GAC se fait très rapidement), C ne peut pas remplacer B en
une seule étape cinétique. Comme l’illustre la figure III.3a, cette propriété réduit grande-
ment l’espace des paramètres en impliquant qu’un grand nombre d’éléments de M sont
nuls4.

Bien que plusieurs FT puissent être modifiés ensemble lors d’une même transition (cor-
respondant à l’association ou à la dissociation d’un complexe), dans de nombreux cas, la
transition d’un FC se fait seule. De fait, même si une modification post-traductionnelle ou

4On remarque que les valeurs de M qui restent libres (figure III.3a) forment une structure fractale
similaire à celle de l’automate de Sierpiński ou au motif de divisibilité par 2 du triangle de Pascal (Peitgen
et al., 2004). Cette structure ayant une dimension de Hausdorff de log 3/ log 2 ≃ 1.585, le nombre de
paramètres libres de M n’augmente pas comme N2 mais comme N1.585.
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Fig. III.3: Contraintes structurelles
sur la matrice M. La matrice M dé-
crit les taux de transition entre chaque
paires d’états. Cependant, le fait que
certaines transitions ne peuvent s’effec-
tuer (en une seule étape élémentaire)
contraint de très nombreux éléments à
être nuls (ici en blanc). (a) Lorsque tous
les facteurs sont des FT, toute transition
Gs → Gs′ qui n’est ni une association
(s ⊂ s′) ni une dissociation (s ⊃ s′) d’un
FT ou d’un complexe ne peut avoir lieu4.
(b) La plupart des modifications de FC
constituent une étape élémentaire et ne
peuvent donc avoir lieu en même temps
qu’une association ou qu’une dissocia-
tion de FT, impliquant alors davantage
de valeurs nulles. (c) Lorsque les états
inaccessibles sont éliminés (comme c’est
le cas ici pour l’exemple que nous pré-
senterons à la figure III.4), les éléments
non-contraints sont encore moins nom-
breux et peuvent ne représenter qu’une
faible fraction des valeurs de M.

un remodelage peut produire un état très instable pour un FT donné qui se dissocie alors
très rapidement, le phénomène se produit en (au moins) deux étapes. Cette contrainte
supplémentaire sur l’espace des paramètres rend nuls davantage de valeurs de M (fi-
gure III.3b). Les exceptions à cette règle concernent par exemple les cas où l’on considère
explicitement les histones comme pouvant s’associer et se dissocier (des FT au sens défini
précédemment). Dans ce cas, les modifications covalentes de la queue d’une histone sont
perdues lors de sa dissociation, de même que la position d’un nucléosome le long de l’ADN
lorsque celui-ci est expulsé. Il est cependant tout à fait possible de prendre en compte ces
phénomènes, mais nous n’irons pas ici dans un tel niveau de détail. Notons également que
si l’on emploie une combinaison de plusieurs « facteurs » pour décrire de façon précise la
position d’un nucléosome, les contraintes sur M, sont évidemment également différentes.

Comme évoqué précédemment, certains états du promoteur peuvent, dans de nombreux
cas, ne pas représenter une configuration physiquement réalisable. L’élimination de ces
états simplifie encore significativement l’espace paramétrique, comme l’illustre la figure III.3c
sur un exemple que nous décrirons dans la section 2.3. Notons finalement que des critères
structurels de contacts physiques entre molécules peuvent également permettre de simpli-
fier l’espace paramétrique5.

5Par exemple, si B et C ne forment pas de contacts au sein de la structure mais que D touche à la
fois B et C, alors GABCD → GAD ne peut se faire en une seul étape alors que GABCD → GA le peut.
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Dépendance à la concentration des FT

La dynamique d’un système donné peut être étudiée à partir de la simple définition de M.
Cependant, cette matrice dépend des concentrations des différents FT, de sorte qu’il est
possible, en détaillant davantage sa structure, d’étudier comment le comportement d’un
système change en fonction des concentrations des FT. En effet, les éléments de M sont
des constantes cinétiques d’ordre 0 dont celles qui représentent des associations (cas où
s′ ⊃ s) résultent de la multiplication d’une constante d’ordre 1 et de la concentration du
complexe qui s’associe (qu’il s’agisse d’un FT libre ou d’un complexe de plusieurs FT).
On peut alors définir une matrice de référence M

0 permettant de déduire M à partir
de l’ensemble des concentrations des FT et des complexes. On remarque que, dans le
cas d’une association, s′ − s correspond au complexe qui s’associe et vaut ∅ pour une
dissociation6. En prenant par convention que [∅] = 1 et que [f ] = 1 si f est un FC (la
concentration de f n’ayant pas de signification physique dans ce cas), on peut écrire

Ms′,s = [s′ − s]M0
s′,s ∀s, s′ (III.6)

De plus, la concentration des FT libres et des différents complexes résulte de leurs inter-
actions hors du promoteur. La modification de la quantité totale d’un FT influence donc
non seulement sa concentration libre mais également celle des complexes (qu’il en fasse
ou non partie). Ceci peut être décrit de façon classique en définissant les concentrations
totales des FT (notées [f ∗],∀f ∈ F) et un système de réactions (noté Θ) dont l’état
stationnaire donne toutes les concentrations des FT libres et des complexes7.

2.3 Exemple d’instanciation : un promoteur eucaryote

Afin d’illustrer différentes notions abordées jusqu’ici, nous introduisons un exemple d’ins-
tanciation du modèle représentant de façon simplifiée un promoteur eucaryote (figure III.4)
en nous appuyant en particulier sur les caractéristiques évoqués au chapitre 1, section 5.
Cet exemple sera réutilisé par la suite, mais rappelons ici qu’il ne s’agit que d’une instan-
ciation particulière d’un modèle générique et que toutes les dérivations des sections 2 et 3
s’appliquent au cas général.

Dans cet exemple, nous considérons 26 facteurs : 5 FC et 21 FT (figure III.4a1). Parmi
les 21 FT, 14 réalisent explicitement les modifications des FC. Comme décrit sur la fi-
gure III.4a2, chaque modification d’un FC peut être réalisée par un FT ou une combinaison
de FT particuliers (représentant un complexe de remodelage ou une enzyme de modifica-
tion d’histone), certains pouvant éventuellement être fonctionnellement redondants. Nous
définissons également que chaque état de la chromatine (combinaison de FC) détermine le
spectre de FT pouvant s’associer au promoteur (figure III.4a3). Ainsi, l’ensemble des états

6De façon générale, s′−s (resp. s−s′) représente le FT ou le complexe qui s’associe (resp. se dissocie)
lorsque Gs → Gs′ est une association (resp. dissociation). s′ ⊖ s = (s′ − s)∪ (s− s′) (où ⊖ est l’opérateur
de différence symétrique) correspond dans tous les cas au complexe qui s’associe ou se dissocie.

7Par exemple, si [A∗] = 6, [B∗] = 4 et [C∗] = 6 et que Θ = {A+B
K1=3

⇄ AB, A+C
K2=.5

⇄ AC} alors
on a [A] = 1, [B] = 3, [C] = 2, [AB] = 1 et [AC] = 4.
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Fig. III.4: Représentation d’un promoteur eucaryote. Cet exemple d’instanciation du modèle
permet d’illustrer plusieurs notions centrales et montre comment il possible de représenter explicite-
ment différentes caractéristiques essentielles des promoteurs eucaryotes (cf chapitre 1, section 5). (a1)
Dans cet exemple, chacun des 26 facteurs (5 FC et 21 FT) est représenté par une couleur donnée. (a2)
Chaque modification des 5 FC est due à l’action de FT/complexes spécifiques ayant des propriétés
de remodelage ou de modification des histones. Chaque FC ne peut ainsi être basculé d’un état à
l’autre qu’en la présence de ces FT/complexes particuliers. On peut de plus représenter explicitement
et quantitativement l’apport énergétique extérieur au système occasionné par l’hydrolyse des coen-
zymes lors de chacune de ces réactions (cf section 2.4). (a3) On définit également comment l’état
de la chromatine détermine le spectre de molécules pouvant s’associer ou non au promoteur (décrit
simplement ici de façon binaire, ce qui n’est pas nécessairement le cas). Par exemple, la troisième
colonne de ce tableau indique que lorsque seuls les FC et sont « actifs », seuls les FT , ,
et peuvent s’associer au promoteur. Ces interactions réciproques FC/FT (a2 et a3), définissant un
code des histones, ont été choisies de façon relativement simple : les modifications de la chromatine
ne peuvent ici suivre qu’une séquence cyclique prédéterminée (la même que celle des colonnes de a3).
(b) L’ensemble des états possibles du promoteur peut être obtenu en énumérant, pour chaque état
chromatinien, toutes les combinaisons des FT pouvant s’associer au promoteur (similairement à la
figure III.2b). Chaque colonne représente une unique combinaison de facteurs. (c) Le graphe d’état

du promoteur est un graphe orienté et pondéré dans lequel chaque nœud correspond à un état du
promoteur et chaque arc à une transition élémentaire (réaction (III.1)). (d) La matrice d’adjacence
de ce graphe, notée M, contient les taux de transition entre chaque paire d’états et comporte un
certain nombre de valeurs nulles (cf figure III.3c). La dynamique stochastique du promoteur décrit
alors simplement une marche aléatoire sur ce graphe. Pour le promoteur défini ici, le graphe d’état
et la matrice M reflètent clairement la structure du système : chaque module fortement connecté

du promoteur peut être obtenu en énumérant, pour chaque combinaison de FC, toutes les
combinaisons possibles des FT pouvant s’associer (figure III.4b). L’activité enzymatique
et de remodelage des FT et la permissivité sélective de la chromatine ont été choisies
de sorte à ce que les modifications de la chromatine décrivent un cycle. Par exemple, à
partir du premier état chromatinien de la figure III.4a3, la seule modification possible
de la chromatine (d’après la figure III.4a2) conduit au deuxième état chromatinien de la
figure III.4a3, lui-même ne pouvant conduire qu’au troisième, etc.

Le graphe des états du promoteur et des transitions entre états résultant de cette définition
est représenté sur la figure III.4c. Il s’agit du même objet que celui représenté, dans
le cas d’un système beaucoup plus simple, sur la figure III.2c (encadré en rouge) et la
dynamique du promoteur correspond également à une marche aléatoire sur ce graphe
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(Fig. III.4, cont. : cf page précédente)
correspond à un état chromatinien. Les transitions intra-module représentent des associations/dis-
sociations de FT/complexes et sont définies comme étant énergie-indépendantes. Les transitions
inter-modules sont les modifications de la chromatine (décrites par a1) et sont les seules à être
énergie-dépendantes. Bien que la structure du graphe d’état soit déterminée par (a1-3), sa pondération
(échelle de gris des arcs) ne l’est pas. Ainsi, le système peut encore être sous-instancié en choisissant
les valeurs libres de M de façon à représenter des mécanismes d’interaction entre molécules très
différents (cf section 4.4).

orienté et pondéré. Le graphe d’état du promoteur (figure III.4c) ainsi que sa matrice de
transition M (figure III.4d) présentent certaines caractéristiques reflétant la structure du
système. On observe en effet un certain nombre de modules très connectés correspondant
chacun à un état chromatinien et décrivant les associations/dissociations de FT et de
complexes sur la chromatine. Les transitions entre ces modules (représentées en rouge
sur le graphe) sont des événement de modifications de la chromatine (tels que décrits
par la figure III.4a2). Ces transitions nécessitent la formation d’un complexe spécifique
pour avoir lieu8 et sont donc moins nombreuses que les associations/dissociations de FT,
provoquant alors le caractère très modulaire du graphe. À une échelle supérieure, les
transitions entre les différents modules décrivent un cycle de modification de la chromatine

8Notons que, lorsque le complexe de modification de la chromatine est formé, la présence ou non d’une
autre molécule n’en modifie pas l’activité. Cela résulte alors en deux transititions d’un module à un autre.
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qui dans cet exemple correspond à une unique séquence mais pourrait tout à fait être
instancié différemment, en rajoutant par exemple différents chemins alternatifs. En effet,
les figures III.4a2 et III.4a3, décrivant les interactions mutuelles entre la chromatine et les
complexes réalisant ses modifications, représentent directement le code des histones. La
structure du graphe d’état résultant de ce code peut être très variée et peut constituer un
objet d’étude en soi.

Cependant, bien que le graphe de transition ait, dans cet exemple, une structure prédé-
finie, sa pondération – à savoir, le choix des taux de transition définissant l’affinité des
différentes molécules, les phénomènes de coopération/compétition et d’influence mutuelle
combinatoire, l’efficacité des réactions enzymatiques, . . . – n’est pas encore fixée. On peut
alors étudier, pour un tel système, comment la nature des interactions entre molécules
influence la dynamique du promoteur à différents niveau. C’est en particulier ce que nous
ferons dans la section 4.4 où nous décrirons comment différents modes d’interaction des
FT entre eux et avec la chromatine sont à même de reproduire ou non des observations
expérimentales de diverses natures. Dans l’exemple de la figure III.4, les taux de tran-
sition ont simplement été obtenus par un algorithme ne faisant que renforcer l’activité
périodique spontanée de ce système (cf annexe B.2).

2.4 Reformulation énergétique

La régulation transcriptionnelle a longtemps été approchée par des modèles thermody-
namiques (Ackers et al., 1982; Bintu et al., 2005a, cf section1.3). De par leur définition,
ceux-ci décrivent nécessairement le comportement moyen et à l’équilibre de systèmes fer-
més (c’est-à-dire ne consommant pas d’énergie extérieure). Nous montrons ici comment
l’approche que nous employons constitue une généralisation de ces modèles et permet
d’étudier les aspects stochastiques et dynamiques (c’est-à-dire hors d’équilibre) de sys-
tèmes potentiellement ouverts, comme c’est le cas des promoteurs eucaryotes où de nom-
breux remodelages chromatiniens sont effectués par des complexes ATP-dépendants et où
les modifications covalentes des histones impliquent l’hydrolyse d’une co-enzyme.

La formulation cinétique de notre système rend possible sa description par une équation
maîtresse (cf §3). Ce formalisme a été largement étudié pour représenter des systèmes
biochimiques (Schnakenberg, 1976) (pour une utilisation plus récente, voir (van Kampen,
2007)) et en particulier la relation entre consommation énergétique, cycles et oscillations.
Nous appliquons ici ces notions dans le contexte de la régulation transcriptionnelle et
mettons en évidence leurs implications d’un point de vue biologique.

Modèle thermodynamique classique

L’approche classique empruntée par les modèles thermodynamiques consiste à définir une
différence d’énergie libre de Gibbs ∆G pour l’association de chaque FT à l’ADN et pour
l’interaction entre plusieurs FT (pour chaque paire, triplet, ...) (Saiz et Vilar, 2006a).
Cela revient à définir une énergie Gs pour chaque état du promoteur (figure III.5a) et
correspond, dans notre cas, à un vecteur à N éléments, noté G. Cependant, G ne permet
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de décrire que les constantes d’équilibre du système, c’est-à-dire le rapport entre les deux
constantes cinétiques – aller et retour – pour chaque transition (Kaufman, 2002) :

Gs′ −Gs = −kBT log
Ms′,s

Ms,s′
(III.7)

où kB est la constante de Boltzmann et T la température. L’équation (III.7) signifie que, la
réaction s ⇄ s′ est orientée vers l’état dont l’énergie libre est la plus basse (figures III.5b1
et III.5b2) et ce d’autant plus que la différence d’énergie est importante. Si les deux
énergies sont égales, alors les deux taux de transition sont égaux (figure III.5b3). Ainsi, sur
un profil énergétique tel que ceux représentés sur la figure III.5, le système a spontanément
tendance à aller vers les états de plus basse énergie.

Par construction, cette définition contraint la matrice M à être dépourvue de cycles
orientés9. En effet, pour n’importe quel chemin cyclique dans le graphe de transition,
c’est-à-dire pour n’importe quelle séquence de m états notés s0, s1, . . . , sm−2, sm−1, sm

(avec sm = s0), la différence d’énergie libre le long du chemin est nécessairement nulle
∑m−1

p=0 Gsp+1
− Gsp

= 0. En employant la relation (III.7), cette propriété se reformule en
∏m−1

p=0 Msp+1,sp
=
∏m−1

p=0 Msp,sp+1
, ce qui signifie que le produit des constantes cinétiques le

long d’un cycle est le même dans les deux sens.

Introduction de la cinétique et représentation de systèmes ouverts

Pour obtenir les constantes cinétiques Ms′,s (et non uniquement les rapports Ms′,s/Ms,s′),
il est nécessaire de définir les énergies d’activation entre paires d’états. Nous notons Es′,s

l’énergie de la barrière d’activation entre les états s et s′ (figure III.5), définissant la
matrice E de dimensions N×N (considérée symétrique pour l’instant : Es′,s = Es,s′) dont
les éléments non-contraints sont les mêmes que ceux de M (figure III.3). Les constantes
cinétiques sont alors obtenues par l’équation d’Arrhenius10 :

Es′,s −Gs = −kBT logMs′,s (III.8)

On note en effet que lorsque E est symétrique, l’équation (III.8) implique l’équation (III.7).

L’équation (III.8) signifie que plus la barrière énergétique à franchir pour une transition
donnée est élevée plus cette dernière est rare. Ainsi, des barrières d’activation différentes
entre deux états modifient les temps de transition mais laissent inchangé l’équilibre de la
réaction (figure III.5b3 et III.5b4).

Lors de la réaction s → s′, pour passer la barrière d’activation entre les deux états, le
système dans l’état s reçoit une quantité d’énergie Es′,s − Gs provenant des fluctuations
thermiques du milieu. Une fois cette barrière passée, le système libère immédiatement
une quantité d’énergie thermique Es,s′ −Gs′ en se plaçant dans l’état s′. Dans le cas d’un
système fermé (Es′,s = Es,s′), le bilan énergétique correspond simplement à la différence

9Chemin fermé le long duquel le produit des taux de transition n’est pas le même dans les deux sens.
10Par simplicité, le facteur pré-exponentiel dans l’équation d’Arrhenius (multiplicatif sur Ms′,s) est

implicitement considéré comme une constante additive dans la définition de Es′,s.
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d’énergie libre entre les deux états Gs′ − Gs. Ainsi, lorsque le système sera revenu dans
son état d’origine s (soit directement, soit par un autre chemin), il aura rendu autant
d’énergie qu’il en aura reçu. À l’inverse, si l’on considère que le système est ouvert et
reçoit de l’énergie chimique (par exemple, par l’hydrolyse d’une molécule d’ATP) au cours
de la réaction s → s′, alors on a Es′,s < Es,s′ , la différence étant simplement la quantité
d’énergie chimique reçue (figure III.5c). L’énergie thermique à recevoir pour franchir la
barrière d’activation dans les sens s → s′ (soit Es′,s − Gs) est alors moins importante et
la réaction dans ce sens se fait plus facilement. Lorsque le système sera retourné dans
son état d’origine s, il aura alors rendu plus d’énergie thermique qu’il n’en aura reçu,
mais il aura consommé de l’énergie chimique. Ainsi, tous les états atteints après cette
réaction apparaissent comme ayant une énergie libre plus basse qu’avant cette réaction.
Cela résulte en un profil énergétique apparent dans lequel un même état aura une énergie
libre apparente d’autant plus basse que de l’énergie extérieure aura été consommée. Si
l’on considère par exemple une séquence cyclique de transitions contenant au moins une
réaction énergie-dependante (figure III.5c2), le profil apparent consiste en une descente
énergétique sans fin dans laquelle il est toujours possible d’atteindre des états de plus
basse énergie. Le système ne parvient alors jamais à l’équilibre. Il s’agit là d’un exemple
illustrant, sur un système simple, comment un apport énergétique extérieur provoque un
cycle orienté. Dans le cas général, dès que la matrice E n’est plus symétrique, la matrice
M peut contenir des cycles orientés :

m−1∑

p=0

Esp+1,sp
− Esp,sp+1

= −kBT log
m−1∏

p=0

Msp+1,sp

Msp,sp+1

(III.9)

Ainsi, dans n’importe quel graphe d’état du promoteur, un cycle donné n’est orienté que
s’il inclut des réactions qui consomment de l’énergie extérieure et il l’est d’autant plus
que cette consommation énergétique cumulée est importante.

Un intérêt majeur de la description du promoteur d’un point de vue énergétique (en
obtenant M à partir de la définition de G et de E) est que l’on peut définir explicitement
pour chaque transition s’il y a ou non consommation d’énergie extérieure et quelle quantité
d’énergie est éventuellement consommée. Dans l’exemple de la figure III.4, les réactions de
modification de la chromatine (décrites par la figure III.4a2 et représentées en rouge sur
la figure III.4c) sont les seules réactions énergie-dépendantes et consomment toutes une
énergie11 ∆GATP. Toutes les autres réactions, c’est-à-dire les associations/dissociations de
FT et des complexes sur le promoteur (représentées dans le graphe d’état par des arcs en
niveaux de gris), sont définies comme n’impliquant pas d’apport énergétique extérieur. Ces
propriétés imposent des contraintes sur les valeurs de M qui ne pourraient pas être prises
en compte si l’on définissait cette matrice directement et qui sont susceptibles d’influencer
le comportement de la structure, aussi bien localement que globalement.

Le fait de représenter le promoteur comme un système ouvert a un certain nombre d’im-
plications sur la façon dont il peut être étudié. En effet, un système énergie-indépendant
(et donc dépourvu de cycles orientés) respecte le principe d’équilibre détaillé : à l’état
stationnaire, les concentrations des espèces chimiques sont telles que chaque réaction a
lieu autant dans un sens que dans l’autre (principe de micro-réversibilité) et on est alors à

11On pourrait définir de façon plus réaliste une énergie différente pour chacune.



2. Modèle biophysique 119

Fig. III.5: Interprétation énergétique des transitions d’état du promoteur. (a) L’en-
semble des paramètres cinétiques du promoteur, à savoir les taux de transitions entre paires d’états
décrits par la matrice M, peut être défini en associant à chaque état s une énergie libre Gs et à
chaque transition s → s′ une énergie de barrière d’activation Es′,s, définissant alors un vecteur G à
N éléments et une matrice E de dimensions N ×N . On peut représenter schématiquement ces para-
mètres par un profil énergétique dans un espace abstrait d’états du promoteur (chaque puits d’énergie
correspondant à un état). La métaphore du profil énergétique est utile d’un point de vue intuitif car
l’évolution stochastique du système qu’il décrit est qualitativement similaire au déplacement, sur ce
profil, d’une particule soumise à la fois à une agitation spontanée (d’autant plus importante que la
température du milieu est élevée) et à une attraction vers le bas due à la tendance du système à
minimiser son énergie. Le passage d’un état à un autre – c’est-à-dire la sortie d’un puits – est d’au-
tant plus facile (et donc rapide) que la barrière à passer Es′,s −Gs est peu importante. (b) Ainsi, tel
qu’illustré ici sur des systèmes fermés très simples à deux états, le promoteur tend globalement à aller
vers – et à passer plus de temps dans – les états de plus basse énergie (b1,b2). Il passe de fait autant
de temps dans deux états de même énergie (b3,b4). La hauteur des barrières d’activation détermine
quant à elle la fréquence des transitions : plus la barrière entre deux états est basse plus les transitions
sont fréquentes (b3) et inversement (b4). (c) Dans le cadre de systèmes ouverts, l’apport énergétique
extérieur peut modifier significativement le profil énergétique du système et donc son comportement.
(c1) Pour un système simple à deux états, si la transition s → s′ vers l’état s′ le moins favorable
est accompagnée par exemple de l’hydrolyse d’une coenzyme (ATP, acetyl-CoA, NAD+, . . .), la bar-
rière à franchir apparaît alors d’autant moins haute que l’apport énergétique extérieur ∆G est élevé.
Cela provoque un profil énergétique apparent dans lequel tous les états atteints après une transition
énergie-dépendante apparaissent plus bas que dans le profil réel. (c2) Ainsi, dans un système où l’on
peut retourner dans l’état s par d’autres transitions, la réaction énergie-dépendante provoque un profil
apparent dans lequel il est toujours possible d’atteindre des états de plus basse énergie, correspondant
d’un point de vue cinétique à un cycle orienté dans le graphe d’état.
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l’équilibre thermodynamique (Schnakenberg, 1976; van Kampen, 2007). Cette propriété,
également connue comme la réversibilité d’un processus de Markov ou comme l’absence
de circulation au sein du système, n’est plus valable dès lorsque le système est ouvert et
consomme de l’énergie extérieure. Cela proscrit l’utilisation de nombreux outils utilisés
par les approches thermodynamiques (tels que l’application d’un facteur de Boltzmann
par exemple) et impose alors d’étudier le promoteur comme un système hors d’équilibre.

Dépendance à la concentration des FT

Les énergies associées aux états du promoteur G et aux barrières d’activation entre états E

dépendent de la concentration des FT et des complexes (Kaufman, 2002). Elles peuvent
être déduites pour des concentrations arbitraires à partir de la définition de G

0 et E
0

(valeurs de G et E en conditions standards12) :

Gs = G0
s + kBT

∑

f /∈s

log[f ] (III.10)

Es′,s = E0
s′,s − kBT log[s′ − s] + kBT

∑

f /∈s

log[f ] (III.11)

où, comme précédemment, [s′ − s] est la concentration de s′ − s (c’est-à-dire le complexe
qui s’associe si Gs → Gs′ est une association et ∅ sinon) et par convention [∅] = 1. En
effet, la traduction de ces équations en formulation cinétique (en appliquant l’équation
(III.8)) aboutit bien à Ms′,s = [s′−s]M0

s′,s, la relation de concentration-dépendance (III.6).

L’interprétation intuitive de l’équation (III.10) est que l’énergie libre Gs associée aux états
pour lesquels un FT donné est absent du promoteur augmentent avec la concentration de
ce facteur, rendant donc ces états moins stables. L’équation (III.11) signifie que, pour un
système de réactions hors promoteur Θ donné, les énergies d’activation entre deux états
(dans les deux sens, Es′,s et Es,s′) varient comme l’état le plus associé13. Ainsi la barrière
énergétique à franchir pour une dissociation est indépendante des concentrations et, pour
une association, diminue avec la concentration du complexe qui s’associe.

De plus, on remarque que des réactions énergie-dépendantes ayant lieu hors du promoteur
peuvent transmettre leur énergie au promoteur. En effet, si le système Θ contient des
réactions qui maintiennent activement (c’est-à-dire avec consommation d’énergie) les FT
et complexes dans des concentrations différentes de celles définies14 par E

0, alors cette
énergie est transmise au promoteur. C’est par exemple le cas des modifications des queues

12Les conditions standards sont celles où toutes les espèces chimiques ont une concentration unitaire.
13Si Gs → Gs′ est une dissociation, le terme −kBT log[s′ − s] est nul et l’énergie thermique Es′,s −Gs à

recevoir pour que la réaction ait lieu vaut toujours E0
s′,s −G0

s et est donc indépendante des changements
de concentration. Si Gs → Gs′ est une association, les variations du terme kBT

∑

f /∈s log[f ] sont contre-
balancées par le terme −kBT log[s′ − s]. En effet, le système de réaction Θ étant à l’état stationnaire, la
concentration du complexe qui s’associe [s′ − s] est proportionnelle au produit des concentrations libres
des FT qui le composent

∏

f∈(s′−s)[f ] (par exemple [AB] = K1[A][B]).
14L’énergie chimique reçue au cours de la réaction Gs → Gs′ vaut Es,s′ − Es′,s = E0

s,s′ − E0
s′,s +

kBT log [s′−s]
Q

f∈(s′−s)[f ] et ne peut être nulle que si les constantes de Θ sont définies en fonction de E
0.
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d’histones : une acétyltransférase utilise un donneur qui s’associe avec un groupe acétyl et
se dissocie sans, mais dont la forme acétylée est activement synthétisée hors du promoteur.

2.5 Un cadre simplifié : association/dissociation de FT seuls

Il est possible de simplifier significativement la définition du modèle en supposant que les
FT ne peuvent s’associer et se dissocier que seuls et non sous forme de complexes, ce qui
permet également d’ignorer les interactions des FT hors du promoteur. Dans ce cadre,
l’espace paramétrique est alors fortement réduit : tous les facteurs se comportent comme
des FC dans la figure III.3b et le système de réactions hors promoteur est nécessairement
vide : Θ = {∅}.

Ces suppositions rendent en particulier beaucoup plus simple la description de l’effet de
concentration des FT. Tous les FT étant libres, leurs concentrations [f ] sont directement
des paramètres du système et sont indépendantes les unes des autres. Tous les équations
présentées précédemment restent valides mais ne sont définies que pour |s ⊖ s′| = 1 (et
non s′ ⊃ s ou s′ ⊂ s), de sorte que [s′ − s] est simplement la concentration [f ] du FT qui
s’associe ou se dissocie (et non celle d’un complexe). L’équation (III.11) peut alors être
simplifiée en Es′,s = E0

s′,s + kBT
∑

f /∈s∪s′ log[f ].

Ignorant la possibilité pour des molécules de s’associer ou de se dissocier ensemble sur le
promoteur, les travaux de Sánchez et Kondev (2008) utilise implicitement cette version
simplifiée. Notons par ailleurs que les auteurs n’emploient qu’une définition cinétique et
n’interprètent pas leur modèle en termes énergétiques (tel que décrit dans la section 2.4).
Cependant, bien que ce cadre simplifié puisse être utile dans certaines cas, il rend le modèle
beaucoup moins expressif, empêchant en particulier d’étudier le mode d’assemblage des
complexes : sur le promoteur, hors du promoteur ou tout intermédiaire entre ces deux
situations. Ce point est pourtant un aspect essentiel de la dynamique du promoteur,
comme le montrent des études récentes (Gorski et al., 2008; Darzacq et Singer, 2008;
Degenhardt et al., 2009; Hager et al., 2009) et comme nous l’étudierons à la section 4.4.

*
* *

Le modèle que nous avons défini dans cette section 2 constitue un cadre générique per-
mettant de représenter des promoteurs très différents : aussi bien des systèmes simples
et idéaux que des systèmes arbitrairement complexes. De plus, de nombreuses caractéris-
tiques essentielles des promoteurs peuvent être décrites de façon précise et quantitative.
Ce modèle constitue donc un cadre théorique pouvant servir à l’étude de nombreux as-
pects de la dynamique stochastique du promoteur et de son influence sur l’expression
génique. Nous présentons dans la section suivante les dérivations que l’on peut faire d’un
point de vue général quant au comportement dynamique de ce système, en reproduisant
en particulier à la fois des mesures employées pour étudier la dynamique du promoteur
et pour étudier la stochasticité de l’expression génique.
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3 Dérivations générales

Bien qu’il puisse représenter des systèmes très différents, le modèle de promoteur décrit
par la réaction (III.1) a une définition particulièrement simple et homogène. Il s’agit
d’un ensemble de réactions unimoléculaires de même nature et la complexité de ce qui
peut être représenté ne provient que de la paramétrisation par la matrice M. L’intérêt
d’une telle définition est que l’on peut, avant même d’instancier le modèle (et donc la
matrice M), dériver de manière générique un grand nombre d’indicateurs et en comprendre
alors la structure en fonction des paramètres. Cela permet également de déduire des
propriétés générales, par exemple les conditions nécessaires sur M pour obtenir un certain
comportement.

Nous commençons ici par décrire la dynamique d’un tel système en montrant en particulier
qu’elle peut être décomposée en composantes élémentaires simples, appelées modes. Nous
en déduisons alors différents indicateurs à la fois théoriques et reproduisant des mesures
expérimentales (et dont l’ordre de présentation suit par simplicité la logique mathématique
des dérivations). Nous nous intéressons ensuite au comportement de systèmes idéalisés (en
particulier du cycle homogène, orienté et isolé de transitions entre états) afin de mettre à
jour certaines relations au sein du système. Nous montrons enfin comment la dynamique
stochastique du promoteur se propage aux niveaux d’ARN et de protéines et rivalise alors
avec les autres sources de stochasticité gène-intrinsèques.

3.1 Dynamique du promoteur

Les changements d’état du promoteur sont décrits par l’ensemble des réactions (III.1) et
correspondent à un processus de Markov à états discrets et à temps continu. Jusqu’ici,
nous n’avons pas défini la valeur des éléments diagonaux de la matrice M (en effet, la
réaction (III.1) n’est définie que pour s 6= s′). Si l’on fixe ces éléments diagonaux de façon
à ce que la somme sur chaque colonne soit nulle

∑

s′ Ms′,s = 0,∀s, on peut alors décrire
très simplement l’évolution de l’état du promoteur par l’équation maîtresse :

dφ(t)

dt
= Mφ(t) (III.12)

où φ(t) est le vecteur dont chacun des N éléments décrit la probabilité que le promoteur
soit, à l’intant t, dans chacun des N états. Cette équation différentielle signifie que la
probabilité que le promoteur soit dans un état donné augmente d’autant plus qu’il est
probable d’arriver dans cet état (élément non-diagonaux de M dans le produit Mφ(t)) et
diminue d’autant plus qu’il est probable de le quitter (élément diagonaux de M).

Ce formalisme mathématique est couramment employé pour représenter la dynamique
stochastique d’une entité unique (Schnakenberg, 1976; van Kampen, 2007) et est identique,
d’un point de vue mathématique, au formalisme décrivant l’évolution déterministe par
des lois de vitesse d’un système de réactions de premier ordre (chaque éléments de φ(t)
représentant alors la concentration d’une espèce chimique et Ms′,s le taux auquel l’espèce s
est transformée en l’espèce s′), par exemple dans le cas des réseaux métaboliques (Hearon,
1953; Summers et Scott, 1988).



3. Dérivations générales 123

Dans sa formulation la plus simple, l’intégration de l’équation maîtresse (III.12) donne
l’équation de Chapman-Kolmogorov suivante :

φ(t+ τ) = eτMφ(t) (III.13)

Elle permet de déterminer comment une distribution de probabilité connue à un instant
t aura évolué après un délai τ . La nouvelle distribution φ(t + τ) s’obtient par le produit
matriciel du vecteur φ(t) avec l’exponentielle matricielle eτM. Ainsi, la matrice eτM en
fonction de τ est centrale dans notre étude car elle décrit entièrement la dynamique du
promoteur. L’élément sur la s-ième ligne et la s′-ième colonne de eτM est P(s′, t+ τ |s, t),
la probabilité d’être passé de Gs à Gs′ après un délai τ . Chaque colonne représente, pour
un état de départ donné, la répartition du système sur les différents états. Pour τ = 0,
l’exponentielle matricielle eτM est simplement la matrice identité, indiquant qu’après un
délai nul, le promoteur n’a pas changé d’état. Lorsque τ tend vers l’infini, toutes colonnes
tendent vers le même vecteur, que nous notons Λ0, décrivant la distribution stationnaire
du système15 (distribution d’une population de promoteurs identiques et indépendants les
uns des autres).

La figure III.6 montre l’évolution de eτM pour l’exemple de promoteur eucaryote introduit
précédemment (figure III.4) et illustre en particulier les différents niveaux d’observation
qu’elle permet. Il est cependant important de garder à l’esprit qu’il s’agit ici d’un exemple
particulier et que l’exponentielle matricielle peut témoigner de comportements très diffé-
rents en fonction du système auquel elle s’applique.

De nombreux indicateurs peuvent être déduits à partir de l’exponentielle matricielle eτM

de M ou d’une matrice analogue (par exemple une sous-matrice). En effet, toute condition
sur l’état du promoteur peut être représentée par un vecteur dont le s-ième élément vaut
1 si l’état s vérifie la condition en question et 0 sinon. Ainsi, pour une distribution φ0

donnée, la probabilité qu’une condition c soit vérifiée est simplement cT φ0 (où T désigne
la transposition) et la probabilité qu’elle le soit après un délai τ est cT eτM φ0. De plus,
la probabilité que c soit vérifiée un délai τ après qu’une autre condition c′ l’ait été est
cT eτM

Dc′Λ0 (où Dc′ est la représentation du vecteur c′ sous la forme d’une matrice
diagonale et Λ0, la distribution stationnaire du système). Dans le cas général, l’évolution
de la probabilité qu’une condition soit satisfaite après une perturbation ou sachant qu’une
autre condition l’a été peut se mettre sous la forme

vpost
T eτM vpre (III.14)

Cela revient donc à calculer une projection de l’exponentielle matricielle, une somme
partielle de ses valeurs qui dépend de l’indicateur considéré.

15Sous une conditions d’ergodicité que nous clarifierons dans la section 3.2 mais qui est valable pour
tout promoteur physiquement réaliste.
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Fig. III.6: Exponentielle matricielle eτM pour l’exemple du promoteur eucaryote. Cette
figure montre l’évolution des valeurs de eτM en fonction du temps τ pour l’exemple introduit à la
figure III.4. Le terme eτM correspond à l’exponentielle matricielle du produit du réel τ par la matrice
M. Il s’agit simplement d’une matrice de mêmes dimensions que M et dont les valeurs dépendent de τ .
La figure (a) représente cette matrice pour τ=5 min. Comme pour M, les différentes lignes et colonnes
de eτM correspondent chacune à un état du promoteur. Cependant, alors que l’élément Ms′,s de la
matrice M représente le taux de transition s→ s′ (cf figure III.4d), le même élément dans la matrice
eτM décrit la probabilité que, partant de s à un instant donné, le système se retrouve dans l’états s′

au bout d’un temps τ , soit P(s′, t+τ |s, t). Ainsi, pour un état de départ s donné, la s-ième colonne de
eτM décrit simplement la distribution du système parmi tous les états, en fonction du délai τ . En effet,
la somme sur chaque colonne vaut toujours 1 et, pour τ=0, eτM est la matrice identité. La figure (b)
représente l’évolution de l’exponentielle matricielle pour des temps courts. Seule une partie de eτM

est représentée ici (cf cadre pointillé sur (a)) afin de montrer l’évolution des valeurs dans différentes
régions définies par les états chromatiniens (rappelons que l’ordre de représentation des états est choisi
ici tel qu’un même état chromatinien constitue un bloc contigu). Cette échelle d’observation de eτM

décrit de façon précise la dynamique locale du promoteur : l’association/dissociation des FT sur la
chromatine au sein d’un même état chromatinien (région d1 dans (b) et schéma (d1)) et la transition
vers un autre état chromatinien (région d2 dans (b) et schéma (d2)). Dans l’exemple présenté ici,
il est peu probable d’avoir quitté l’état chromatinien au bout de 20 s, mais fort probable d’avoir
atteint le suivant après 120 s. (c) L’exponentielle matricielle eτM, observée sur des temps longs,
décrit la dynamique lente du promoteur, si celle-ci existe. Dans cet exemple, la définition du système
(cf figure III.4) provoque un comportement périodique lent de modification de la chromatine (d3). On
observe ici de façon qualitative, qu’en partant d’un état donné, le système quitte rapidement son état
chromatinien et a peu de chance d’y revenir avant 40 min (valeurs élevées proches de la diagonale).
De plus, la largeur du nuage de valeurs témoigne de l’imprécision dans ce délai, indiquant la probabilité
pour un promoteur d’être en avance ou en retard. Ainsi, l’exponentielle matricielle décrit entièrement
la dynamique du promoteur et peut alors servir de base pour dériver de nombreux indicateurs.



3. Dérivations générales 125

3.2 Décomposition en modes propres

Le calcul d’une exponentielle matricielle est un problème connu pour poser un certain
nombre de difficultés computationnelles (Moler et Van Loan, 2003). Un grand nombre de
méthodes ont été proposées, chacune étant plus ou moins adaptée à différentes situations.
Une méthode donnant de relativement bons résultats dans le cas général et employée par
défaut dans la plupart des logiciels de calcul numérique16 est l’utilisation d’un approximant
de Padé17. Cependant, la plupart des méthodes ne permettent d’évaluer eτM que pour
un τ donné et doivent donc être répétées si l’on souhaite connaître la dépendance à τ
(c’est par exemple le cas de l’approximant de Padé). À l’inverse, d’autres techniques
permettent d’exprimer eτM comme une fonction de τ . Une méthode particulièrement
intéressante dans notre cas se base sur la décomposition de la matrice M en valeurs
propres et vecteurs propres, une opération très classique en algèbre linéaire. Elle permet
d’exprimer eτM, non seulement comme une fonction de τ , mais surtout comme une somme
de composantes élémentaires simples, appelées modes. Appliquée à notre modèle, cette
méthode de décomposition permet alors de comprendre la structure de la dynamique du
promoteur et des différents indicateurs.

L’ensemble des valeurs propres de la matrice M, notées chacune λi, est appelé le spectre
de M. Rappelons qu’une valeur propre est un nombre complexe λi ∈ C et peut donc
être vue comme un point sur un plan 2D (le plan complexe) dont les coordonnées sont
respectivement la partie réelle Re(λi) et la partie imaginaire Im(λi) de λi. Ainsi, le spectre
de M forme un ensemble de points sur le plan complexe dont la disposition dépend du
contenu de cette matrice et donc du système représenté. La figure III.7a1 décrit le spectre
de M pour l’exemple du promoteur eucaryote évoqué précédemment.

Il est à noter que, en théorie des graphes, la matrice −M est appélée le laplacien du
graphe18 et que la théorie spectrale des graphes (Cvetković et al., 1979; Chung, 1997)
consiste en l’étude de la structure des graphes par le spectre de leur laplacien. Bien que
cette discipline s’intéresse essentiellement à des graphes non-pondérés et en général non-
orientés, de nombreux résultats peuvent être exploités dans le cadre de nos travaux.

Nous notons λ = [λ0, λ1, . . . , λN−1] le vecteur contenant les N valeurs propres λi de M

(il y a autant de valeurs propres que d’états du promoteur), Λ = [Λ0|Λ1| . . . |ΛN−1] la
matrice N × N dont chaque colonne Λi est un vecteur propre à droite (ainsi, Λs,i est
le s-ième élément de Λi) et Λ

−1, la matrice inverse de Λ, dont chaque ligne Λ−1
i est un

vecteur propre à gauche. Dans un tel système (Schnakenberg, 1976), toutes les valeurs
propres ont une partie réelle négative, c’est pourquoi il est plus simple de considérer −λi,
les valeurs propres de −M. De plus, celles qui sont non-réelles (Im(λi) 6= 0) viennent
nécessairement par paires avec leur conjuguée λi = λi′ . Autrement dit, le spectre de −M

forme toujours un ensemble symétrique par rapport à l’axe des réels sur le demi-plan
complexes Re(−λi) ≥ 0 (figure III.7a1).

16Tels que Matlab ou SciPy par exemple.
17Analogue à l’approximation par un développement limité de Taylor, mais par une fonction rationnelle

et non un polynôme.
18La matrice d’adjacence soustraite à la matrice diagonale des degrés (sortants, dans le cas orienté).
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À partir de cette décomposition, on a M = ΛDλΛ
−1 (où Dλ est la représentation du

vecteur λ sous forme d’une matrice diagonale). L’exponentielle matricielle peut alors se
réécrire

eτM = ΛeτDλΛ
−1 (III.15)

=
∑

i

eλiτ ΛiΛ
−1
i (III.16)

L’exponentielle matricielle eτM peut donc s’exprimer comme une somme dont chacun des
N termes est le produit de eλiτ (une fonction de τ ; figure III.7b1) par ΛiΛ

−1
i (une matrice

indépendante de τ ; figure III.7b2). Ainsi, tous les indicateurs obtenus par projection de
eτM (cf équation (III.14)) ne seront que des sommes des mêmes fonctions eλiτ pondérées
différemment par la projection des matrices ΛiΛ

−1
i .

Le spectre de la matrice M détermine la « bibliothèque » de fonctions que l’on va retrouver
dans ces différents indicateurs puisque la position de chaque point sur le plan complexe
(ou de chaque paire de points symétriques par rapport à l’axe des réels) détermine la

Fig. III.7: Décomposition modale pour l’exemple de promoteur eucaryote. Cette figure
illustre le principe de décomposition en modes propres de l’exponentielle matricielle sur l’exemple
présenté précédemment (figure III.6). (a1) Les valeurs propres −λi de la matrice −M (figure III.4d)
forment, sur le plan complexe, un ensemble de N points symétrique par rapport à l’axe des réels
et contenu sur le demi-plan Re(−λi) ≥ 0. Chacun de ces points (ou paires de points symétriques)
correspond à une composante élémentaire simple de l’activité du promoteur, appelée mode. Comme
illustré en détails par la figure III.8, la position de chaque point sur le plan détermine les caractéris-
tiques temporelles du mode (temps de relaxation, caractère périodique ou non, période d’oscillation,
cohérence, . . .). (a2) La représentation en échelle logarithmique des deux axes du plan et leur interpré-
tation en termes temporels met en évidence la dynamique du système à des échelles très variées. On
observe en particulier de nombreuses relaxations apériodiques rapides de l’ordre de quelques secondes,
ainsi que des périodicités lentes et fortement cohérentes de plusieurs dizaines de minutes (les droites
passant par l’origine sur (a1) correspondent aux droites parallèles de pente 1 sur (a2) et indiquent
la cohérence κ des différents modes ; cf figure III.8). (b) L’observation des fonctions eλiτ (b1) et
des matrices ΛiΛ

−1
i (b2) associées à certaines valeurs propres (b4) permet de comprendre, sur cet

exemple de promoteur eucaryote, la contribution des différents modes dans la décomposition de l’ex-
ponentielle matricielle eτM (équation (III.16)). La distribution stationnaire (vers laquelle le système
tend lorsque τ → ∞) est simplement donnée par Λ0 (b3), le vecteur propre associé à la valeur propre
nulle λ0 = 0. Certaines valeurs propres forment, sur le plan complexe, un ensemble proche d’une
ellipse (provenant, comme nous le verrons par la suite, du caractère cyclique du graphe de transition),
dans lequel se trouvent les modes les plus lents et les plus cohérents. Les matrices ΛiΛ

−1
i qui leur

sont associées montrent que ces modes influencent l’ensemble des valeurs de l’exponentielle matri-
cielle eτM et décrivent donc un mécanisme global dans la dynamique du promoteur. À l’inverse, les
valeurs propres qui ne font pas partie de cet ensemble mais se trouvent sur (ou proche de) l’axe des
réels décrivent des dynamiques (quasi-)apériodiques rapides (bien que λ93 ne soit pas réelle, κ(λ93)
est tellement faible que eλ93τ est indicernable d’une exponentielle réelle). La répartition des valeurs au
sein des matrices ΛiΛ

−1
i montre que ces modes décrivent des phénomènes beaucoup plus locaux. Par

exemple, les modes associés aux valeurs propres λ214 et λ93 influencent respectivement une région de
eτM du type de d1 et de d2 sur la figure III.6b, décrivant donc respectivement les transitions internes
à un état chromatinien (association/dissocaition de FT) et les transitions d’un état chromatinien à un
autre (modification conformationnelle ou covalente). De nombreux indicateurs peuvent être exprimés
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(Fig. III.7, cont. : cf page précédente)
sous la forme de la projection d’une exponentielle matricielle (sous la forme de l’équation (III.14)) et
correspondent donc à la somme des fonctions eλiτ pondérées par la projection des matrices ΛiΛ

−1
i .

Ainsi, pour un indicateur donné, c’est la relation entre cette projection et la répartition des valeurs au
sein des matrices ΛiΛ

−1
i qui détermine la contribution de chaque mode.
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forme de la fonction eλiτ qui lui est associée (figure III.8). Cette fonction19 de τ est une
sinusoïde dont l’amplitude décroît exponentiellement vers 0. Sa fréquence d’oscillation est
proportionnelle à la partie imaginaire de −λi et vaut |Im(−λi)/2π|, sa vitesse de relaxation
(c’est-à-dire la vitesse de décroissance exponentielle de l’enveloppe) est déterminée par la
partie réelle Re(−λi) de la valeur propre −λi considérée (figure III.8a). Le temps de
relaxation (inverse de la vitesse de relaxation) décrit la mémoire du système relativement
au mode considéré. Il correspond au temps que deux promoteurs, partant dans un même
état à un instant donné, vont mettre pour être significativement désynchronisés (qu’il
s’agisse d’un mode périodique ou non). Il est important de noter que cela ne signifie pas
que les deux promoteurs ont une dynamique parfaitement identique pendant cette durée,
mais bien que leurs comportements divergent l’un de l’autre petit à petit et deviennent
significativement différents au-delà de ce temps de relaxation.

Ainsi, sur le spectre de M, les axes peuvent être interprétés quantitativement en termes
dynamiques : pour chaque valeur propre, l’ordonnée décrit la période d’oscillation du
mode et l’abscisse, son temps de relaxation. Pour l’exemple du promoteur eucaryote (fi-
gure III.7a2), le spectre de M met alors en évidence une dynamique comportant des
composantes à des échelles temporelles très différentes : de nombreuses relaxations apério-
diques rapides (de l’ordre de quelques secondes ou dizaines de seconde) et des oscillations
lentes (avec une période pouvant atteindre 40 min). Si l’on observe les fonctions eλiτ et
les matrices ΛiΛ

−1
i associées à certaines valeurs propres (figure III.7b), on remarque que

les modes périodiques lents décrivent des phénomènes très globaux impliquant tous les
états du promoteur (λ1, λ3 et λ20), alors que les modes rapides et (quasi-)apériodiques dé-
crivent des phénomènes beaucoup plus localisés, tels que l’association/dissociation de FT
sans modification de la chromatine (λ214) ou, au contraire, conduisant à une modification
de la chromatine (λ93). Ce sont ces différentes dynamiques que l’on observe sur l’expo-
nentielle matricielle eτM pour des délais respectivement longs et courts (figures III.6c
et III.6b).

Comme l’illustre la figure III.8, on peut caractériser les comportements périodiques par
un facteur de cohérence, noté κ, et défini comme le rapport entre le temps de relaxation
et la période des oscillations

κ(λi) =

∣
∣
∣
∣

Im(λi)

2πRe(λi)

∣
∣
∣
∣

(III.17)

Il s’agit simplement du nombre d’oscillations du mode considéré pendant son temps de
relaxation, décrivant alors à quel point le processus périodique sous-jacent qu’il représente
est régulier. On notera par la suite

κ = maxi

[
κ(λi)

]
(III.18)

la cohérence maximale parmi tous les modes (dans la figure III.7, elle vaut par exemple
κ = κ(λ1) ≃ 2.55). Cette mesure, sans dimension et indépendante de la fréquence et
de l’amplitude des oscillations, caractérise à quel point ces dernières s’amortissent plus

19Notons que l’on ne considère ici que la partie réelle de eλiτ car, dans le cas où λi ∈ R, sa partie
imaginaire est nulle et, pour λi /∈ R, les deux fonctions eλiτ et les deux matrices ΛiΛ

−1
i associées aux

deux valeurs propres conjugées sont également conjuguées (leurs parties imaginaires s’annulent donc
toujours dans l’équation (III.16)).
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Fig. III.8: Allure des fonctions eλiτ et facteur de cohérence κ. (a) Cette figure illustre
comment la position d’une valeur propre −λi sur le plan complexe détermine la forme de la fonction
eλiτ qui lui est associée19. Une valeur propre placée sur l’axe des ordonnées ou sur l’axe des abscisses
correspond respectivement à une sinusoïde et à une décroissance exponentielle vers 0. Dans ces deux
cas, la position sur l’axe détermine respectivement la fréquence des oscillations ou la vitesse de la
décroissance exponentielle (appelée vitesse de relaxation). Elles valent respectivement |Im(−λi)/2π|
et Re(−λi) et sont donc d’autant plus lentes que −λi est proche de l’origine. Pour toute autre valeur
de −λi, la fonction eλiτ est simplement le produit de la sinusoïde et de la décroissance exponentielle
associées respectivement à la partie imaginaire et à la partie réelle de −λi, décrivant alors des oscil-
lations amorties. (b1) On peut caractériser l’allure d’une fonction eλiτ par un facteur de cohérence,
noté κ(λi) et défini comme le rapport entre le temps de relaxation (correspondant graphiquement au
délai pour que l’enveloppe exponentielle ait réduit d’un facteur e−1 ≃ 0.368) et la période d’oscilla-
tion. (b2,b3) Ce facteur décrit comment les oscillations perdurent comparativement à leur période et,
comme nous le verrons plus en détail par la suite, il caractérise à quel point le processus périodique
stochastique sous-jacent est cohérent, c’est-à-dire de période peu variable. (c) Ce facteur est insen-
sible à des modifications d’échelles de la courbe et une même valeur peut donc correspondre à des
situations très différentes. (d) L’équation (III.17) indique que la cohérence d’un mode n’est déterminée
que par la pente de la droite reliant sa valeur propre à l’origine du plan complexe (à un facteur 2π
près). Ainsi, deux fonctions eλiτ associées à des valeurs propres placées sur une même droite passant
par l’origine ont alors la même cohérence (ligne verte sur (a)). Le mode le plus cohérent dans un
spectre est alors simplement celui associé à la valeur propre pour laquelle une telle droite a la plus
grande pente. (NB : échelles différentes pour les deux axes sur (d))

ou moins rapidement20. Comme nous le verrons tout au long de ce chapitre, le facteur

20Bien qu’il n’y ait pas une équivalence directe entre le facteur de cohérence κ décrit ici et le facteur

d’amortissement ζ employé pour qualifier un oscillateur harmonique amorti (OHA) (Tipler et Mosca,
1997), on peut remarquer une relation forte entre ces deux quantités. Notons tout d’abord que l’équation
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de cohérence est contraint à différents niveaux par les paramètres du système et peut
être mesuré sur des données réelles. Cela permet alors de faire un lien entre théorie et
expérimentation avec, en particulier, certaines déductions quantitatives sur le système
biologique observé.

La décomposition en modes propres permet également de déterminer très simplement la
distribution stationnaire du système, c’est-à-dire la distribution de probabilité de trouver
le promoteur dans chacun des différents états au sein d’une population désynchronisée
ou après avoir attendu un temps très long. Par construction, la matrice M a toujours au
moins une valeur propre nulle, notée λ0 = 0, et son vecteur propre associé Λ0 (considéré
normalisé

∑

s Λs,0 = 1) décrit cette distribution stationnaire (figure III.7b3). Lorsqu’il
existe un sous-ensemble d’états accessibles depuis n’importe quel état, alors le système
est ergodique : il n’y a qu’une valeur propre nulle et toutes les colonnes de eτM tendent
vers le même vecteur Λ0. Dans le cas contraire, physiquement peu réaliste21, on a alors
autant de valeurs propres nulles qu’on a de tels sous-ensembles et les vecteurs propres
associés décrivent les différents états stationnaires.

3.3 Dérivation d’indicateurs : ChIP, FRAP, corrélations croisées,
spectres de puissance et distributions de durées

La description générale de la dynamique du promoteur que représente l’exponentielle
matricielle peut servir de base pour dériver de nombreux indicateurs, aussi bien théoriques
que reproduisant des mesures expérimentales. De plus, la décomposition en modes propres
se retrouve dans chacun de ces indicateurs, décrivant alors leur structure et permettant
d’y reconnaître certaines caractéristiques (telle que la cohérence des oscillations) et de
comprendre l’influence de certains paramètres.

Cinétiques de ChIP

Une expérience de cinétique de ChIP consiste à observer, au cours du temps et sur une
population de promoteurs indépendants et préalablement synchronisés, la proportion de
ceux qui sont occupés par une certaine molécule ou qui présentent une certaine modifica-
tion de la chromatine (cf Box 2, page 52). Il s’agit donc de suivre au cours du temps τ la
probabilité de présence d’un certain facteur f , en partant à l’instant τ = 0 d’une distribu-
tion Λα

0 où tous les promoteurs sont réprimés par la présence dans le milieu d’α-amanitine
(Shang et al., 2000; Métivier et al., 2003) ou, dans d’autres travaux, par l’absence de

différentielle décrivant un OHA (dont la solution est uniquement la somme de deux fonctions eλiτ ) a
une forme différente de (III.12). D’autre part, le facteur d’amortissement ζ ne permet pas de qualifier
directement une fonction eλiτ mais se rapporte à l’oscillateur lui même. En effet, ζ correspond à un
rapport entre les paramètres de l’OHA dont la valeur détermine si les deux λi sont réels (ζ ≥ 1, régime
sur-amorti) ou non-réels et conjugées (0 ≤ ζ < 1, régime sous-amorti). Les facteurs de cohérence des deux
fonctions eλiτ sont alors nuls dans le cas sur-amorti et valent tous les deux κ =

√

1 − ζ2/2πζ dans le cas
sous-amorti.

21Il s’agit d’un système où l’on peut trouver au moins deux sous-ensembles d’états S1 et S2 tels qu’il
soit impossible de passer de S1 à S2 ou de S2 à S1, même en un temps infini.
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cuivre (Karpova et al., 2008). On peut considérer explicitement, dans notre modèle, cette
molécule servant à synchroniser la population comme pouvant interagir avec le promoteur
(c’est-à-dire comme un FT au sens de notre modèle). La distribution initiale Λα

0 peut alors

Fig. III.9: Prédiction des cinétiques de ChIP. (a) Les différentes cinétiques de ChIP que l’on
peut obtenir sur un promoteur sont toutes des projections de l’exponentielle matricielle eτM, identique
à celle présentée à la figure III.6. (b) Ces projections consistent à faire une somme partielle des valeurs
de eτM dont les pondérations sont déterminées par deux vecteurs vpre et vpost : chaque colonne est
pondérée par un élément de vpre et chaque ligne, par un élément de vpost (équation III.14). Dans le cas
d’une cinétique de ChIP, ceux-ci correspondent respectivement à la distribution initiale du système Λα

0

et à un vecteur représentant l’efficacité de l’anticorps sur les différents états du promoteur. Dans cet
exemple, la distribution initiale Λα

0 est obtenue comme l’état stationnaire en l’absence d’un certain
FT (le FT , participant à la modification du FC , et dont l’absence bloque le système dans un
état chromatinien donné). L’anticorps utilisé ici est δ , un cas idéal considérant une spécificité et
une efficacité parfaites. (c) La somme pondérée des valeurs de eτM correspond à l’évolution au cours
du temps τ de la fraction de la population de cellules dont le promoteur va immuno-précipiter avec
l’anticorps utilisé, décrivant donc la cinétique de ChIP. (d1-3) L’utilisation de différents anticorps
sur ce même promoteur permet d’obtenir des cinétiques décrivant la présence de différents FT ou la
modification des différents FC (présentées ici en fonction de leur instant d’apparition dans le cycle).
Chaque cinétique est la somme des fonctions eλiτ définies par le spectre de la matrice M (figures III.7
et III.8). Pour une cinétique donnée, la contribution de chaque mode est déterminée par la projection
de sa matrice ΛiΛ

−1
i comme décrit par (b). On remarque ici clairement dans toutes les cinétiques

(d1-3) l’importance du mode périodique le plus lent du système (associé à la valeur propre λ1 ;
figure III.7b4) dont la période d’oscillation est de 40 min.
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être obtenue comme étant la distribution stationnaire du système lorsque ce FT est en
concentration forte. On peut alors observer, à partir de cette distribution, l’évolution du
système décrit par la matrice M pour laquelle l’α-amanitine est en concentration nulle.
La distribution après un délai τ est donc le vecteur eτMΛα

0 et la probabilité qu’un facteur
f soit présent s’obtient par le produit scalaire avec δf , le vecteur à N éléments dont le
s-ième élément vaut 1 si f ∈ s et 0 sinon.

ChIPf (τ) = δf
TeτMΛα

0 (III.19)

=
∑

i

eτλi
[
δf

TΛiΛ
−1
i Λα

0

]
(III.20)

Ainsi, les profils révélés par les différents anticorps lors d’une cinétique de ChIP corres-
pondent à différentes projections de la même exponentielle matricielle (figure III.9) et leur
décomposition modale montre qu’il s’agit d’une somme des mêmes fonctions eτλi , mais
pondérées différemment. On retrouve en particulier, dans ces cinétiques, la périodicité
lente de 40 min décrite par le spectre de M (figure III.7b3).

Les équations (III.19) et (III.20) peuvent être généralisées pour représenter des cinétiques
réalisées avec des anticorps plus réalistes que ceux décrits idéalement par δf . En effet, au
lieu d’être binaires, les éléments du vecteur représentant l’anticorps peuvent décrire de
façon beaucoup plus fine la probabilité, pour chaque état, que l’anticorps précipite sur le
promoteur22. Cela permet en particulier de rendre compte des phénomènes d’aspécificité
(le fait que l’anticorps puisse immuno-précipiter sur un promoteur où la molécule d’intérêt
n’est pas présente), d’efficacité partielle et/ou dépendant de plusieurs facteurs, . . . Les
cinétiques de ChIP obtenues décrivent alors le rapport entre la quantité d’ADN immuno-
précipité et la quantité de référence (obtenue sans anticorps), de façon similaire à la
technique expérimentale (cf Box 2, page 52).

Corrélations croisées et spectres de puissance

Bien qu’ils ne correspondent pas directement à la reproduction de mesures expérimen-
tales telles que la prédiction de données de ChIP, les corrélations croisées (dont l’auto-
corrélation est un cas particulier) et les spectres de puissance sont des indicateurs essentiels
pour quantifier des dynamiques complexes. Il s’agit de mesures relativement communes en
théorie du signal permettant de décrire les relations temporelles entre signaux (cf Box 1,
page 22). L’utilisation de ces indicateurs pour caractériser notre modèle illustre typique-
ment que celui-ci fournit un cadre commun pour l’étude de la dynamique du promoteur
et pour l’étude de la stochasticité de l’expression génique. En effet, d’une part, ces indica-
teurs partagent d’importants points communs avec les cinétiques de ChIP (en particulier
dans leur structure modale) et, d’autre part, ce sont eux qui nous permettront par la suite
de déterminer comment la stochasticité du promoteur se propage au niveau d’expression
du gène.

De nombreux signaux peuvent être définis à partir de la succession stochastique d’états
du promoteur, en associant simplement à chaque état une valeur définie par un vecteur.

22D’un point de vue pratique, il est possible d’inférer ces vecteurs à partir de données de Re-ChIP.
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Fig. III.10: Corrélations entre la présence des facteurs. La répartition dans le temps de la pré-
sence d’un FT sur le promoteur ou de la modification d’un FC, relativement à la présence/modification
d’un autre facteur peut être décrite par leur corrélation croisée. Il s’agit simplement d’une mesure de
la similarité entre les deux signaux décrivant leur présence au cours du temps, comparés avec différents
délais. Cette figure illustre toutes les corrélations croisées et auto-corrélations (corrélation d’un facteur
avec lui même) possibles entre 5 facteurs (3 FC et 2 FT) sur l’exemple de promoteur eucaryote décrit
à la figure III.4. L’auto-corrélation du FC montre par exemple que, 10 min après avoir observé la
présence de ce facteur, il est fort probable qu’il soit absent, et ce, pendant les 20 min suivantes. De
plus, la corrélation croisée indique que, lorsque le FT est présent, le FC a peu de chance
d’avoir été présent les 15 min précédentes mais le sera probablement au cours des 15 min suivantes.
De la même façon, on peut observer des profils plus complexes (tels que et ) témoignant
de niveaux de corrélation distincts sur différents intervalles de temps. Par ailleurs, l’auto-corrélation
des différents facteurs met en évidence des périodicités lentes dans leur probabilité de présence sur le
promoteur. On note que les oscillations du FC , sensiblement plus rapides que celles de deux autres,
proviennent du fait que ce FC est modifié 6 fois au cours du cycle et non 2 (cf figure III.4a3). Les
corrélations croisées montrent alors que les facteurs peuvent osciller de façon synchrone ( ) ou avec
un certain décalage de phase ( ). Enfin, les auto-corrélations des deux FT reflètent la dynamique
rapide d’association/dissociation de ces molécules, contrainte sur des temps longs par la dynamique
périodique de la chromatine. En effet, on observe (en particulier sur ) un régime rapide (un pic fin
autour de τ=0) en plus du régime lent et périodique, indiquant que lorsque la molécule est associée, il
est fort probable qu’elle se dissocie rapidement, mais que d’autres pourront se réassocier typiquement
dans les 10 min suivantes, puis de nouveaux après 20 min et pendant 20 min, . . . (NB : pour des
raisons de clarté, les échelles des ordonnées sont différentes d’une ligne à l’autre).

Par exemple, si ce vecteur est δf le signal obtenu décrit la présence/absence du facteur
f au cours du temps (comme sur les trois premières courbes de la figure III.2d). Si ce
vecteur est ρ, le signal en question est simplement l’efficacité transcriptionnelle du pro-
moteur au cours du temps, soit le processus X(t) (quatrième courbe de la figure III.2d).
On peut également définir un vecteur dont chaque élément représente par exemple la
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distance physique entre deux nucléotides donnés du promoteur (dépendant en particulier
de l’enroulement/déroulement de l’ADN autour d’un nucléosome et/ou de la position de
ce dernier le long de la séquence), voire la puissance d’émission du donneur ou de l’ac-
cepteur si ces deux nucléotides sont marqués avec des tags fluorescents comme lors d’une
expérience de FRET (cf Box 2, page 52). Le signal obtenu dans ce dernier cas est alors le
signal d’émission du donneur au cours du temps, tel qu’analysé dans certaines expériences
de FRET (Li et al., 2005; Poirier et al., 2009).

La corrélation croisée entre deux signaux a(t) et b(t) est définie comme
〈
a(t) b(t + τ)

〉

t
(où 〈 〉t dénote la moyenne temporelle) et correspond à une auto-corrélation si a(t) et b(t)
sont identiques23 (cf Box 1, page 22). Pour tout signaux a(t) et b(t) définis à partir de
deux vecteurs a et b, leur corrélation croisée est alors24

〈
a(t) b(t+ τ)

〉

t
= b

T eτM
Da Λ0 (III.21)

=
∑

i

eτλi
[
b

TΛiΛ
−1
i DaΛ0

]
(III.22)

pour τ ≥ 0 (dans le cas τ < 0, il suffit de prendre −τ et d’inverser a et b).

Cette expression générale de la corrélation entre signaux arbitraires décrivant la dyna-
mique du promoteur peut alors être déclinée de nombreuses façons :

• Pour a = δf et b = δf ′ , il s’agit de la corrélation croisée entre la présence de f
et celle de f ′ sur le promoteur. Elle indique simplement comment, au sein de la
dynamique stochastique de toute la structure, la présence de f ′ se répartit dans le
temps par rapport à celle de f (figure III.10).

• Le cas particulier a = b = δf permet d’obtenir l’auto-corrélation de la présence
de f (figures III.10 et III.11a2, b2 et c2).

• En prenant a = b, représentant la puissance d’émission du donneur dans une expé-
rience de FRET, on prédit alors l’auto-corrélation du signal d’émission du donneur
observé sur une structure unique. Cet indicateur est par exemple utilisé expéri-
mentalement pour déterminer les temps caractéristiques dans la dynamique de la
chromatine à différentes échelles (Li et al., 2005; Poirier et al., 2009).

• Si a = b = ρ, le taux de transcription associé aux différents états (figure III.11d1),
on obtient l’auto-corrélation du processus X(t), l’efficacité transcriptionnelle du
promoteur (figure III.11d2). Comme nous le verrons, cette auto-corrélation sert de
base à de nombreuses prédictions quant à la transmission de la stochasticité du
promoteur aux niveaux d’ARN et de protéines.

• Enfin, pour un système comportant deux gènes (partageant par exemple un même
environnement chromatinien ; cf figure III.1f), si a = ρ et b = ρ′ représentent les
taux de transcription respectifs de ces gènes en fonction de l’état de toute la struc-
ture, on obtient alors la corrélation croisée des deux processus d’efficacité transcrip-
tionnelle25.

23La définition de la corrélation croisée et de l’auto-corrélation varie d’une discipline à l’autre. Elle est
par exemple parfois considérée comme centrée et réduite

〈
(a(t) − 〈a〉) (b(t+ τ) − 〈b〉)

〉

t
/σaσb.

24
〈
a(t) b(t+ τ)

〉

t
=
∑

s,s′ as bs′ P(s′, t+ τ ∧ s, t), ce qui se reformule en
∑

s,s′ bs′ P(s′, t+ τ |s, t) as P(s, t)
et donc en (III.21).

25Nous n’irons pas plus loin dans le cadre de cette thèse, mais cet indicateur peut servir de point
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Ainsi, comme pour les cinétiques de ChIP, toutes les corrélations (croisées ou non) que
l’on peut mesurer sur le promoteur constituent des projections différentes de eτM (selon
le même principe que la figure III.9b mais avec d’autres vecteurs vpre et vpost). Elles sont
donc également construites à partir du même ensemble de fonction eλiτ , décrit par le
spectre de la matrice M (figures III.7 et III.8).

de départ pour prédire un certain nombre de mesures sur l’expression conjointe des deux gènes, et en
particulier, leur coefficient de corrélation. Cette mesure, souvent déduite de données de cytométrie, est
utilisée pour séparer les source de stochasticité d’origine intrinsèque et extrinsèque (figure I.1, page 20),
permettant ici de quantifier l’importance de la dynamique locale de la chromatine.

Fig. III.11: Spectres de puissance
et auto-corrélations. Le contenu fré-
quentiel d’un signal peut être décrit par
son spectre de puissance, un indica-
teur obtenu par la transformée de Fou-
rier de l’auto-corrélation et ne consti-
tuant donc qu’une représentation dif-
férente des même informations. Cette
figure montre les spectres de puis-
sance de quatre signaux représentant
respectivement la présence de 3 FT
(a,b,c) et le processus X(t) d’effica-
cité transcriptionnelle du promoteur (d).
Ces signaux sont chacuns déduits de
la succession d’états du promoteur à
partir d’un vecteur (a1-d1), et leurs
auto-corrélations décrivent des compor-
tements dynamiques différents (a2-d2)
se traduisant dans leurs profils spectraux
(a3-d3). La décomposition modale per-
met de comprendre la structure de ces
spectres (seuls les modes les plus impor-
tants sont présentés ici). Chaque pic ob-
servé dans un spectre correspond à un
mode, c’est-à-dire à une valeur propre de
M (cf figure III.7a) et tous les spectres
dérivés du même promoteur ne sont que
des pondérations différentes des même
modes. Dans le cas (a3) (où ces pondé-
rations sont très régulières car les valeurs
dans le vecteur (a1) sont très localisées),
on reconnaît clairement les modes pério-
dique lents et cohérents, oscillant à des
périodes de 40 min, 20.2 min, 13.6 min,
. . ., et pour lesquels la finesse du pic dé-
crit la cohérence du mode.
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Le spectre de puissance permet de décrire le contenu fréquentiel d’un signal, c’est-à-dire
comment les fluctuations se répartissent sur les différentes fréquences. Il correspond sim-
plement à la transformée de Fourier de l’auto-corrélation (théorème de Wiener-Khinchin).
Pour un signal a(t), son expression est26

Sa(ω) =
∑

i

−2λi

λi
2 + ω2

[
a

TΛiΛ
−1
i DaΛ0

]
(III.23)

où ω, appelé fréquence angulaire, correspond à la fréquence à un coefficient 2π près.
L’auto-corrélation et le spectre de puissance constituent deux représentations différentes
de la même information (respectivement dans le domaine temporel et dans le domaine
fréquentiel). Ce dernier reflète donc également la décomposition en modes propres décrite
par le spectre de la matrice M. En effet, de la même façon que les auto-corrélations
sont des sommes pondérées des mêmes fonctions eλiτ , les spectres de puissance sont des
sommes, identiquement pondérées, des même fonctions −2λi

λi
2+ω2 . La forme de chacune de ces

composantes est également déterminée par la position sur le plan complexe de la valeur
propre λi qui lui est associée. En représentation logarithmique, ces composantes décrivent
toujours un plateau dans la limite des basses fréquences et présentent une décroissance
linéaire en 1/ω2 dans la limite des hautes fréquences. Lorsque la valeur propre est réelle
(λi ∈ R sur la figure III.11a3), la région intermédiaire ne comporte qu’un coude décroissant
à la fréquence ω = Re(−λi), décrivant simplement la vitesse de relaxation de la fluctuation
apériodique correspondante. Une valeur propre non réelle décrit une fluctuation périodique
stochastique dans le signal et produit quant à elle un pic à la fréquence ω = |Im(−λi)|.
Ce pic est d’autant plus fin que la cohérence κ(λi) du mode est élevée. Par exemple, les
modes périodiques les plus lents et cohérents de la figure III.7a sont représentés sur la
figure III.11a3.

Par la suite, on notera βi les coefficients pour le cas particulier du processus d’efficacité
transcriptionnelle X(t)

βi
2 = ρTΛiΛ

−1
i DρΛ0 (III.24)

L’auto-corrélation et le spectre de puissance de X(t) s’écrivent alors respectivement

〈
X(t)X(t+ τ)

〉

t
=
∑

i

βi
2 e|τ |λi (III.25)

SX(ω) =
∑

i

βi
2 −2λi

λi
2 + ω2

(III.26)

et le taux de transcription moyen correspond simplement à 〈X〉 = β0.

Distributions de durée : résidence d’un FT, durée d’un état chromatinien, . . .

Il est possible de déterminer la distribution de la durée τU que le système passe dans un
certain sous-ensemble U ⊂ S d’états. Si U représente tous les états où un facteur donné
est présent (resp. absent), il s’agit alors de la distribution du temps de résidence (resp.

26La transformée de Fourier (en fréquence angulaire) de e−α|t|, α > 0 est la fonction lorentzienne 2α
α2+ω2 .
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d’absence) du facteur. Si U correspond à tous les états ayant une même configuration
de FC, on obtient la distribution de la durée que le système passe dans un certain état
chromatinien indépendamment des associations/dissociations des FT.

On peut réorganiser la matrice M de la façon suivante27

M =

s/∈U s∈U
















s′ /∈U
Dynamique
hors de U

Sorties
de U

s′∈U
Entrées
dans U

Dynamique
dans U

=

[

M̂ M
out

M
in

M̌

]

(III.27)

27Les lignes et les colonnes de M peuvent être arbitrairement permutées entre elles tant que l’ordre des
états reste le même sur les lignes et sur les colonnes.

Fig. III.12: Distributions de durée et courbes de FRAP. Pour un ensemble U d’états,
correspondant ici à un même état de la chromatine, la matrice M (a1) peut être réorganisée27

de façon à faire apparaître quatre sous-matrices (a2), représentant chacune différents aspects de la
dynamique relativement à U (cf équation III.27). La sous-matrice M̌ (b1) décrit alors la dynamique

au sein de cet état chromatinien (b2)
et permet en particulier de dériver la
distribution de la durée entre l’instant
d’entrée et l’instant de sortie de ce sous
ensemble d’états (c) et l’ensemble de
ses moments. Cette méthode permet
aussi bien d’étudier la durée des états
chromatiniens que le temps de résidence
ou d’absence des facteurs. (d) On ob-
serve diverses distributions du temps de
résidence d’un FT pour des systèmes
faisant intervenir différents mécanismes
d’interaction entre molécules (ces sys-
tèmes, similaires dans leur structure au
promoteur eucaryote présenté jusqu’ici,
seront décrits en détails dans la sec-
tion 4.4). (d) Dans ces différents cas, les
courbes de FRAP présentent de légères
différences dont nous montrons qu’elles
comportent – en théorie – l’information
nécessaire pour en déduire la distribu-
tion complète des temps de résidence
de la molécule. (d1,e1 : figure III.29b ;
d2,e2 : figure III.30b1 ; d3-4,e3-4 : fi-
gure III.30b2).
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comme l’illustre la figure III.12a, dans le cas où U représente un état de la chromatine. On
note alors λ̌i les valeurs propres de la matrice M̌, et Λ̌i et Λ̌−1

i ses vecteurs propres à droite
et à gauche. Les vecteurs ΛU

0 (resp. ΛU
0 ) représentent les éléments de Λ0 correspondant

aux états de U (resp. hors de U). On remarque que, Λ0 étant solution stationnaire de
l’équation maîtresse (III.12) MΛ0 = 0, la décomposition (III.27) implique alors que28

{

M̂ΛU
0 = −M

out ΛU
0

M
in ΛU

0 = −M̌ΛU
0

(III.28)

On note 1 = [1, 1, . . . , 1] le vecteur ligne permet de faire la somme des éléments d’un
vecteur, par exemple 1Λ0 = 1. La probabilité d’être dans U est donc simplement 1ΛU

0 et
les taux moyens d’entrée et de sortie de U (qui sont égaux à l’état stationnaire) valent

J = 1M
in ΛU

0 = 1M
out ΛU

0 = −1 M̌ΛU
0 = −1 M̂ΛU

0 (III.29)

(les deux dernières expressions sont déduites de (III.28)). Le temps moyen entre deux
entrées consécutives est alors 1/J et la durée moyenne passée dans U est 〈τU〉 = 1ΛU

0 /J .

La somme sur chaque colonne de M̌ n’est pas nulle car les éléments diagonaux prennent en
compte les transitions sortantes décrites dans M

out. Ainsi, pour l’exponentielle matricielle
eτM̌ de la sous-matrice M̌, la somme sur chaque colonne s ne vaut 1 que pour τ = 0 et
décroît jusqu’à 0 lorsque τ augmente. Cette quantité représente simplement la probabilité,
en partant de s, de ne pas avoir quitté U au bout d’un temps τ . Ainsi, l’expression

1 − 1 eτM̌ φ0 (III.30)

est la fonction de répartition décrivant la probabilité d’avoir quitté U après un temps τ ,
en partant d’une distribution d’états φ0. La distribution de probabilité de l’état par lequel
le système rentre dans U est M

inΛU
0 /J (et vaut également −M̌ΛU

0 /J d’après (III.28)).
Ainsi, la distribution de probabilité de la durée τU que le système passe dans U est

P(τU = τ) =
d

dτ

[

1 − 1 eτM̌ M
inΛU

0

J

]

(III.31)

= 1 eτM̌
M̌

2 ΛU
0

J
(III.32)

=
∑

i

eτλ̌i

[

λ̌i
2
1Λ̌i Λ̌

−1
i

ΛU
0

J

]

(III.33)

On peut également obtenir les différents moments de la distribution par29

〈
τU

q
〉

=

∫ ∞

0

τ q P(τU = τ) dτ (III.34)

= q!1
(
−M̌

)1−q ΛU
0

J
(III.35)

= q!
∑

i

(
−λ̌i

)1−q
1Λ̌i Λ̌

−1
i

ΛU
0

J
(III.36)

28Cela revient à remarquer, pour chaque état s, que les sorties de s (élément diagonal de M̌ΛU
0 )

contrebalancent les entrées dans s provenant à la fois des états hors de U (le produit M
in ΛU

0 ) et des états
de U (éléments non diagonaux de M̌ΛU

0 ).
29En remarquant que

∫∞

0
eaxxbdx = b!/(−a)b+1,∀a < 0, b ≥ 0, par intégrations par parties récurrentes.
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Ainsi, la distribution de probabilité de la durée passée dans le sous-ensemble U d’états
ne dépend que de la sous-matrice M̌ et de la distribution stationnaire du système Λ0.
Si l’on s’intéresse, par exemple, à la durée d’un état chromatinien, cette sous-matrice
et le sous-graphe correspondant ne constituent qu’une faible partie du système complet
(figures III.12b1-2). De même, pour obtenir la distribution du temps de résidence d’un
facteur donné (figure III.12d1-4), l’ensemble U , représentant tous les états où le facteur est
présent, ne constitue souvent qu’une faible fraction de l’espace d’états S. Du point de vue
de la décomposition modale (équations (III.33) et (III.36)), cela implique en particulier
que le nombre de modes (autant qu’il y a d’éléments dans U) est bien inférieur que dans
les cas précédents (ChIP, corrélation et spectres de puissance). De plus, les valeurs propres
de M̌ sont différentes de celles de M et ne présentent pas la structure en ellipse due à la
dynamique globale lente du système complet (figure III.7a). Comme pour le ChIP et les
corrélations croisées, les distributions ne sont que des sommes pondérées de fonctions de
la forme eλ̌iτ (telles que décrites sur la figure III.8a). Mais les valeurs propres étant toutes
réelles ou à cohérence très faible, ces modes sont essentiellement apériodiques.

Courbes de FRAP

Le FRAP permet de mesurer le turnover d’une molécule d’intérêt rendue fluorescente
sur un promoteur donné, en observant le rétablissement de la fluorescence d’une petite
zone de l’espace nucléaire contenant un grand nombre de copies du promoteur après que
celle-ci ait été photoblanchie (cf Box 2, page 52). Pour reproduire cette mesure, nous
considérons explicitement comme deux molécules différentes le FT fluorescent f ⋆ et le
FT photoblanchi f ◦, définissant ainsi un ensemble S̃ d’états où tous les états de S pour
lesquels le FT d’intérêt est présent ont été dupliqués, et une matrice M̃ déterminée à
partir de M de façon à ce que f ⋆ et f ◦ aient le même comportement mais s’excluent
mutuellement et que [f ◦] = 0. À partir de la réorganisation de la matrice M décrite par
(III.27) où U représente les états pour lesquels f est présent

M =

f /∈s f∈s
















f /∈s′
Dynamique
sans f

Dissociation
de f

f∈s′
Association
de f

Dynamique
avec f

=

[

M̂ M
d

M
a

M̌

]

(III.37)

la matrice M̃ est construite simplement selon

M̃ =

f⋆ /∈s, f◦ /∈s f⋆∈s, f◦ /∈s f⋆ /∈s, f◦∈s


























f⋆ /∈s′

f◦ /∈s′

Dynamique
sans f⋆ ni f◦

Dissociation
de f⋆

Dissociation
de f◦

f⋆∈s′

f◦ /∈s′

Association
de f⋆

Dynamique
avec f⋆ 0

f⋆ /∈s′

f◦∈s′

Association
de f◦ 0

Dynamique
avec f◦

=






M̂ M
d

M
d

M
a

M̌ 0

0 0 M̌




 (III.38)
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(le bloc en bas à gauche vaut 0 parce que [f ◦] = 0). On note λ̃i les valeurs propres de M̃,
et Λ̃i et Λ̃−1

i les vecteurs propres à droite et à gauche. L’état stationnaire Λ̃0 vaut 0 pour
les états où f ◦ est présent et Λ0 pour les autres. Une courbe de FRAP correspond alors
à la probabilité au cours du temps τ que f ⋆ soit présent sur le promoteur, en partant à
τ = 0 de la distribution Λ̃◦

0 obtenue en photoblanchissant Λ̃0 (c’est-à-dire en transférant
les probabilités associées aux états contenant f ⋆ aux états équivalents contenant f ◦). Le
niveau de fluorescence, renormalisé par sa valeur avant photoblanchiment, s’écrit alors

FRAPf (τ) = δf⋆
T eτM̃ Λ̃◦

0

δf⋆
T Λ̃0

(III.39)

On peut montrer (cf annexe A) que l’ensemble des valeurs propres de M̃ est l’union de
celles de M et de celle de M̌. De plus, les vecteurs propres de M̃ (que l’on peut déterminer
à partir de ceux de M et de M̌) sont tels que tous les modes de (III.39) associés aux valeurs
propres de M sont nuls, à l’exception de λ0. Ainsi, une courbe de FRAP ne dépend que de
M̌ et ne reflète donc que la dynamique de dissociation d’un FT. On peut alors reformuler
l’expression (III.39) plus simplement en

FRAPf (τ) = 1 − 1eτM̌ ΛU
0

1ΛU
0

(III.40)

= 1 −
∑

i

eτλ̌i

[

1 Λ̌iΛ̌
−1
i

ΛU
0

1ΛU
0

]

(III.41)

Une courbe de FRAP est de la forme (III.30) et correspond donc à la fonction de répar-
tition décrivant la probabilité que le FT f ait quitté le promoteur au bout d’un temps τ ,
non pas à partir de son instant d’association (comme c’est le cas dans l’équation (III.31)),
mais à partir de l’instant du photoblanchiment (donc pris uniformément sur son temps
de présence). Cela a pour conséquence de masquer certains détails de la dynamique de
dissociation du FT (figures III.12e1-4).

Cependant, on remarque que cette distribution de probabilité, obtenue en dérivant (III.40),
correspond (à une renormalisation près) à la fonction de répartition P(τU ≥ τ) (entre cro-
chets dans (III.31)). En d’autres termes, en dérivant une courbe de FRAP, on obtient
une fonction dont la dérivée est la distribution du temps de résidence du FT (depuis son
association). Ainsi, on peut obtenir simplement cette distribution à partir de la dérivée
seconde de la courbe de FRAP30

P(τU = τ) = −1

a

d2

dτ 2
FRAPf (τ) (III.42)

où a est une constante de normalisation. Cette propriété permet de faire ressortir des
caractéristiques importantes de P(τU = τ) à partir d’une courbe de FRAP. Intuitivement,
en tout point d’une courbe de FRAP, c’est la vitesse de changement de pente qui indique
à quel point un temps de résidence donné du FT est probable. Par exemple, la partie
quasi-linéaire sur l’intervalle 0-10 s sur la figure III.12e4 indique qu’il est peu probable

30Cela implique par ailleurs que, bien qu’une courbe de FRAP soit une somme d’exponentielles pon-
dérées positivement et négativement (équation (III.41)), elle reste nécessairement croissante et concave.
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que le FT réside sur son site moins de 10 s (figure III.12d4). À l’inverse, sur ce même
intervalle, la courbure importante observées sur la figure III.12e1 témoigne de la forte
probabilité d’un temps de résidence inférieur à 10 s (figure III.12d1).

Cependant, la mise en application pratique de cette propriété pose certaines difficultés
techniques. En effet, la dérivation amplifiant les erreurs de mesure, elle requière un signal
très précis et nécessite donc de faire des moyennes sur un nombre d’acquisitions bien
supérieur à ce qui se fait dans la plupart des études actuelles.

*
* *

Les différents indicateurs que nous venons de présenter décrivent la dynamique d’un même
promoteur de points de vue différents et complémentaires : par des indicateurs aussi
bien expérimentaux que théoriques et révélant des dynamiques aussi bien locales que
globales. De plus, nous avons mis en évidence leurs relations et leur structure modale
commune décrite par le spectre de la matrice M ou d’une sous-matrice. Nous montrons,
dans les deux sections suivantes, comment, d’une part, ce spectre est contraint par la
consommation énergétique du système et, d’autre part, comment, dans des cas simples,
il peut révéler certaines relations entre des paramètres globaux et des comportement
observables expérimentalement.

3.4 Consommation énergétique et périodicités

Contrairement à notre approche cinétique de la régulation génique, les formalismes ther-
modynamiques purs (Ackers et al., 1982; Bintu et al., 2005a) ne peuvent prédire que la
distribution du système à l’équilibre et sont restreints à l’étude de systèmes fermés (c’est-
à-dire ne consommant pas d’énergie extérieure). Dans ce cadre, la distribution à l’équilibre
Λ0 peut être obtenue à partir des énergies libres G des différents états système fermé, cor-
respondant dans notre modèle à une matrice E symétrique, il s’agit en effet d’une solution

stationnaire M e
−G

kBT = 0 de l’équation maîtresse (III.12) qui vérifie par ailleurs le principe
d’équilibre détaillé31. On peut alors montrer, dans ce cas, que la matrice M n’a nécessai-
rement que des valeurs propres réelles32. Cela implique que tout système ne consommant
pas d’énergie extérieure a nécessairement un comportement apériodique (tous les modes
sont de simples exponentielles). Ainsi, un comportement périodique tel qu’observé sur
de nombreux promoteurs eucaryotes (Shang et al., 2000; Métivier et al., 2003; Nagaich
et al., 2004; Karpova et al., 2008) n’est possible qu’en la présence de réactions énergie-
dépendantes.

Il n’y a cependant pas de relation directe entre consommation énergétique et oscillations
car d’autres aspects de la structure du graphe d’état entrent en jeu. En effet, un système

31∀s,∑
s
Ms′,se

−Gs
kBT =

∑

s 6=s′

[
e
−

Ê
s′,s

−Gs

kBT e
− Gs

kBT
]
− ∑

s′′ 6=s′

[
e
−

Ê
s′′,s′

−G
s′

kBT e
−

G
s′

kBT
]

=
∑

s 6=s′

[
e
−

Ê
s′,s

kBT − e
−

Ê
s,s′

kBT
]

= 0

et Ms′,se
−Gs
kBT = e

−
Ê

s′,s
−Gs

kBT e
− Gs

kBT = e
−

Ê
s,s′

−G
s′

kBT e
−

G
s′

kBT = Ms,s′e
−G

s′

kBT donc Ms′,sΛs,0 = Ms,s′Λs′,0.
32Par exemple, Mukherjee et al. (1994) montrent que l’équilibre détaillé implique que la matrice

(DΛ0)
−1/2

M(DΛ0)
1/2, cospectrale à M, est symétrique et n’a donc que des valeurs propres réelles.
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ouvert peut très bien n’avoir que des valeurs propres réelles33. Il est donc capital, pour
comprendre cette relation, d’être capable de quantifier la consommation énergétique d’un
système donné. Mais, bien que la présence de cycles orientés atteste d’une consommation
énergétique, il n’est pas possible, à partir de M, de déterminer laquelle ou lesquelles des
transitions consomme effectivement de l’énergie. En effet, un même système cinétique (dé-
crit par M) peut être obtenu pour différents systèmes énergétiques (décrits par G et E).
De plus, même si l’on connaît la quantité d’énergie extérieure éventuellement consommée
par chacune des transitions, la consommation globale dépend de leur fréquence d’occur-
rence qui dépend elle-même de la dynamique globale du système. Il est pourtant possible
de dériver un indicateur synthétique décrivant, pour un système donné, l’apport énergé-
tique extérieur, en tenant compte sa dynamique globale, et ce uniquement à partir de M.
Il s’agit du taux de consommation énergétique moyen :

Ė = kBT
∑

s

Λs,0

∑

s′ 6=s

Ms′,s log
Ms′,s

Ms,s′
(III.43)

correspondant simplement à l’espérance, à l’état stationnaire, des variations d’énergie
libre du système (chaque transition Gs → Gs′ a lieu à un taux Ms′,sΛs,0 et provoque une
variation d’énergie libre kBT logMs′,s/Ms,s′ ; équation (III.7)).

La consommation énergétique d’un promoteur pouvant être quantifiée de façon précise,
il est alors possible d’étudier sa relation avec diverses propriétés dynamiques du système,
et en particulier, avec son comportement périodique.

3.5 Systèmes idéalisés

Dans le cas général, la décomposition de la matrice M en valeurs propres et vecteurs
propres doit être faite numériquement. Dans certains cas particuliers, il est cependant
possible d’en obtenir une expression analytique. Celle-ci indique alors comment la po-
sitions des valeurs propres sur le plan complexe change en fonction des paramètres du
système et permet donc de mieux comprendre le comportement de promoteur, même
dans le cadre de systèmes non-idéalisés.

(i) Promoteur à deux états : Ce cas très simple (N = 2) correspond à la représenta-
tion du promoteur employé dans la plupart des modèles d’expression stochastique
qui le considèrent explicitement (cf chapitre I, section 2.4). Les valeurs propres et
vecteurs propres sont

{

λ0 = 0

λ1 = −koff − kon
et

{

Λ0 = [koff, kon]
T/(koff + kon)

Λ1 = [1,−1]T
(III.44)

Le spectre de M décrit donc, en plus de l’état stationnaire λ0, un unique mode λ1,
apériodique et dont le temps de relaxation est −1/λ1 = 1/(koff + kon).

33C’est le cas, par exemple, de la matrice M = [[−2, 1, 1, 0]T , [1,−2, 0, 1]T , [1, 0,−2, 1]T , [0, 1, 2,−3]T ]
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(ii) Cycle orienté homogène : Nous considérons un promoteur dont le graphe de tran-
sition correspond34 à un cycle de m états (notés s0, s1 . . . sp . . . sm−2, sm−1 dans
l’ordre rencontré le long du cycle) où tous les taux de transition dans le sens du
cycle kf sont égaux, ainsi que tous ceux des transitions retour kb (figure III.13).
Ce cas particulier correspond au modèle de dynamique du promoteur étudié par
Lemaire et al. (2006) dans lequel tous les événements ont lieu selon une séquence
ordonnée prédéfinie (cf section 1.4).
Sa décomposition propre est (Cvetković et al., 1979) :

{

λi = kf(e−
2πj
m

i − 1) + kb(e
2πj
m

i − 1)

Λsp,i = ep 2πj
m

i/m
(III.45)

(j =
√
−1 est l’unité imaginaire). Le spectre de −M est donc constitué de m valeurs

propres réparties régulièrement sur une ellipse de centre kf + kb et tangente à l’axe
des imaginaires en 0 (figure III.13a). Cette ellipse est un cercle si kb = 0 et s’aplatit
sur l’axe des réels à mesure que kb augmente jusqu’à donner des valeurs propres
exclusivement réelles pour kb = kf (figure III.13b).

Le mode le plus lent, λ1, oscille à une fréquence |Im(λ1)|
2π

≃
m≫1

kf−kb

m
. C’est pour ce

mode que le facteur de cohérence κ(λ1) (nombre d’oscillations pendant la durée de
relaxation ; équation (III.17)) est maximale. Ainsi, d’après35 (III.45)

κ >
m≫1

m

2π2

kf − kb

kf + kb
(III.46)

La cohérence maximale est donc toujours majorée par l’expression (III.46) et tend
vers cette valeur dans la limite des cycles longs (en pratique, on s’approche très rapi-
dement de la limite36). Comme l’illustrent les figures III.13a et III.13b, la cohérence
des oscillations (pente de la droite verte) est d’autant plus importante que le cycle
est long et orienté.

Si l’on note
�

e la quantité d’énergie consommée par cycle, valant

�

e = m kBT log
kf

kb
(III.47)

d’après l’équation (III.9), on peut alors reformuler l’équation (III.46) en

κ >
m≫1

m

2π2
tanh

(
�

e/kBT

2m

)

(III.48)

Cette expression montre que, quelle que soit leur fréquence, la cohérence des os-
cillations d’un cycle orienté homogène peut être déterminée uniquement à partir

34S’il existe d’autres états dans le système mais que toutes les transitions sortant du cycle sont nulles,
les valeurs et vecteurs propres (III.45) restent valables. Cela conduit simplement à l’apparition de valeurs
et vecteurs propres supplémentaires décrivant la transition vers le cycle depuis les états hors du cycle.

35La cohérence de λ1 est, d’après (III.45), κ = 1
2π

kf−kb

kf+kb cot π
m , ce qui se simplifie en (III.46).

36L’erreur est déjà de moins de 5% pour m > 8 et de moins de 0.5% pour m > 25.
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Fig. III.13: Spectre de M pour le cas du cycle orienté et homogène de transitions.
Lorsque le graphe d’état du promoteur consiste en un cycle de transitions dont les taux dans un
même sens sont égaux, les valeurs propres −λi de la matrice −M sont placées sur le plan complexe
de manière régulière sur une ellipse tangente en 0 à l’axe des imaginaires et ayant l’axe des réels
pour grand axe. Pour un système donné, la cohérence maximale, notée κ, est proportionnelle à la
pente la plus élevée des droites reliant les valeurs propres à l’origine du plan. Elle dépend alors à la

fois du nombre m d’étapes du cycle et de la quantité d’énergie extérieure
�

e reçue en un tour (cette
dernière déterminant, pour une longueur de cycle m donnée, le rapport entre les taux de transition
dans les deux sens kf et kb ; cf équation (III.47)). (a) Le nombre de valeurs propres correspondant au
nombre d’états du graphe, la plus cohérente d’entre elles l’est d’autant plus que le cycle est long. La
cohérence κ du système augmente donc avec le nombre m d’étapes du cycle. (b) La forme de l’ellipse
sur laquelle se répartissent les valeurs propres dépend du rapport entre les taux de transition kf et

kb. Plus le cycle est orienté (et donc plus la consommation énergétique
�

e est élevée), plus l’ellipse se

rapproche d’un cercle. Pour
�

e = 0, le cycle n’est pas orienté et l’ellipse est plate (toutes les valeurs
propres sont réelles). À l’inverse, lorsque les transitions sont irréversibles (kb = 0), la consommation
énergétique est infinie et l’ellipse est alors un cercle. Ainsi, la cohérence κ est d’autant plus élevée
que la consommation d’énergie extérieure est importante.
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Fig. III.14: Relation entre cohérence, dépendance énergétique et longueur d’un cycle.
L’expression (III.48), décrivant la cohérence κ des oscillations pour le cas idéalisé d’un cycle orienté

et homogène de transitions où m représente la longueur du cycle et
�

e l’apport énergétique exté-
rieur reçu par le système à chaque tour, permet de mettre en évidence certaines propriétés. Chaque

courbe représente l’ensemble des combinaisons de m et de
�

e provoquant des oscillations de même
cohérence37. Comme l’illustre intuitivement la figure III.13, on constate que la cohérence augmente
avec la longueur du cycle et avec sa consommation énergétique. Cependant, ces courbes mettent
également en évidences deux asymptotes (une horizontale et une verticale) indiquant qu’une cohé-
rence donnée ne peut pas être atteinte en dessous d’une certaine longueur de cycle, quelle que soit la
quantité d’énergie consommée, et vice versa. Par exemple, pour osciller avec une cohérence de κ = 2,
le cycle ne peut pas avoir moins de ∼40 étapes et ne peut pas consommer moins de ∼80kBT par
tour. Ces deux bornes peuvent être déterminées de façon analytique (équations (III.49) et (III.50))
et permettent, à partir d’une valeur de cohérence observée expérimentalement, de donner une borne
inférieure à la longueur et à la consommation énergétique du cycle.

de la longueur et de la consommation énergétique du cycle. Chacune des courbes

de la figure III.14 décrit l’ensemble des valeurs des paramètres m et
�

e conduisant
à une même cohérence et correspondent simplement à des lignes de niveau37 de
l’équation (III.48). Les deux asymptotes de ces courbes révèlent une propriété par-
ticulière : une cohérence donné ne peut être atteinte que si le cycle est plus long
qu’une certaine longueur et consomme plus qu’une certain quantité d’énergie. En
d’autres termes, l’observation d’une cohérence donnée atteste d’une certaine lon-
gueur minimale et d’une certaine consommation énergétique minimale du cycle en
dessous desquelles le système ne pourrait avoir un tel comportement. Ces deux mi-

37Notons que l’on peut donner une version paramétrique des lignes de niveau de l’équation (III.48)
représentées sur la figure III.14 : �

e/kBT

2θ
= m =

2π2κ

tanh θ

avec θ > 0. Les deux asymptotes correspondent à θ → 0+ et à θ → +∞, et le coude à θ = 1.
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norations correspondent simplement aux inégalités

m > 2π2κ (III.49)
�

e/kBT > 4π2κ (III.50)

obtenues, à partir de l’équation (III.48), pour
�

e → ∞ et m→ ∞ respectivement.
Dans la section 4.4, nous montrons comment ces propriétés peuvent être généralisées
aux cas de cycles présentant toutes sortes de déviations par rapport au cas idéa-
lisé considéré ici (hétérogénéité des taux de transition, chemins alternatifs, . . .) et
peuvent être utilisées pour interpréter des données expérimentales telles que celles
de Métivier et al. (2003) ou de Nagaich et al. (2004).

(iii) Sous-ensembles indépendants de facteurs : Si l’ensemble F des facteurs peut
être partitionné en n̂ sous-ensembles F0 ∪F1 ∪ · · · ∪F n̂−1 = F se comportant indé-
pendamment les uns des autres (par exemple, des groupes de molécules ne formant
aucun contact entre eux ; figure III.15a), alors la matrice M comporte beaucoup
de redondances et peut être déterminée à partir de matrices M

[p], beaucoup plus
petites, décrivant chacune la dynamique d’un sous-système. En effet, les facteurs
de deux sous-ensembles différents n’interagissant pas entre eux, ils ne peuvent pas
s’associer ou se dissocier simultanément (sous forme de complexe) et les transitions
affectant les facteurs d’un sous-ensemble sont indépendantes de l’état des facteurs
des autres sous-ensembles38. En termes de théorie des graphes, le graphe d’état du
promoteur est alors le produit cartésien des graphes de chaque sous-système (fi-
gure III.15b) et le spectre de M peut être déterminé simplement à partir de ceux
des différents sous-systèmes. Chaque valeur propre λi de M et son vecteur propre
associé Λi sont déterminés par une unique combinaison {λ[0], λ[1], . . . , λ[n̂−1]} des va-
leurs propres des n̂ sous-systèmes (une par sous-système) avec leurs vecteurs propres
associés {Λ[0],Λ[1], . . . ,Λ[n̂−1]} selon

{

λi =
∑n̂−1

p=0 λ
[p]

Λs,i =
∏n̂−1

p=0 Λ
[p]
s∩Fp

(III.51)

Ainsi, le spectre de M est simplement la convolution des spectres de chaque sous-
système (figure III.15c).

Toutes les dérivations que nous avons présentées jusqu’ici ne décrivent que la dynamique
du promoteur. Le modèle introduit à la section 2 incluant cependant les processus de
transcription et de traduction, nous pouvons maintenant décrire comment les événements
stochastiques au niveau du promoteur d’un gène influencent son niveau d’expression.

38Plus formellement ∀(s, s′), s 6= s′, si ∃p tel que s⊖s′ ⊆ Fp alorsMs′,s = M
[p]
s′∩Fp,s∩Fp , sinonMs′,s = 0.
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Fig. III.15: Graphe d’état et spectre de M pour deux structures indépendantes.
(a) Lorsque le système est constitué de deux sous-ensembles de facteurs n’interagissant pas entre
eux, le graphe d’état du promoteur, ainsi que son spectre, peuvent être déterminés simplement à
partir ceux de ces deux structures prises séparément. (b) Le graphe d’état du système complet est
alors le produit cartésien des graphes représentant chaque sous-système : chaque état de l’un de ces
deux graphes est répété pour chacun des états de l’autre. (c) De plus, le spectre de la matrice −M

qui décrit le système constitué des deux structures indépendantes s’obtient par la convolution des
deux spectres correspondant à chacune de ces structures : chacun des deux spectres est reproduit à
l’emplacement de chaque valeur propre de l’autre.

3.6 Transmission aux niveaux d’ARN et de protéines

Dans la section précédente, nous avons décrit la dynamique d’un promoteur arbitraire par
divers indicateurs et interprété leur structure commune en termes de modes propres. On
est ainsi en mesure de comprendre le lien entre des mesures expérimentales utilisées pour
l’étude de la dynamique du promoteur, telles que le ChIP et le FRAP, et des indicateurs
théoriques, tels que la corrélation croisée ou le spectre de puissances. C’est en particu-
lier ce dernier qui va maintenant nous permettre de déterminer comment la dynamique
stochastique du promoteur est transmise aux étapes successives de l’expression génique.

Nous décrivons d’abord de façon générale comment un processus de synthèse/dégradation
est capable de transmettre les fluctuations de son taux de synthèse. En appliquant ce prin-
cipe à notre modèle d’expression génique, nous déterminons les expressions analytiques
des spectres de puissance et les variances normalisées des niveaux d’ARN et de protéines.
L’analyse de la structure de ces équations nous conduit alors à proposer une généralisation
du modèle permettant de considérer des durées de vie ainsi que des délais dans la synthèse
des transcrits et des protéines de distributions arbitraires. Cela permet de rendre compte
de très nombreux phénomènes – entre autres en relation avec notre modèle spatial pré-
senté au chapitre II – et laisse entrevoir un certain nombre de propriétés. Nous terminons
alors cette section en présentant une méthode numérique permettant de déterminer (dans
le cas d’un modèle sans délai) la distribution stationnaire complète du niveau d’ARN pour
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un promoteur quelconque.

Processus de synthèse/dégradation non-homogènes

Remarquons d’abord une propriété générale sur la quantité B(t) de molécules B dont la
synthèse est réalisée par l’intermédiaire d’une molécule A, en quantité A(t), selon

{

A ρ̂−→ A + B
B γ̂−→ ∅

(III.52)

Ces deux processus sont notés B+(t) et B−(t) et correspondent à des sommes de Diracs
(un à chaque instant où une réaction se produit). Ainsi,

dB(t)

dt
= B+(t) −B−(t) (III.53)

B+(t) et B−(t) sont des processus de Poisson ponctuels non-homogènes avec respective-
ment un taux instantané ρ̂A(t) et γ̂B(t). Leurs spectres de puissance sont donc39

{

SB+(ω) = ρ̂2SA(ω) + ρ̂〈A〉
SB−(ω) = γ̂2SB(ω) + γ̂〈B〉 (III.54)

Il s’agit du spectre de puissance du taux instantané (par exemple Sρ̂A(t)(ω) = ρ̂2SA(ω))
auquel s’ajoute un bruit blanc dont la densité spectrale de puissance est égale au taux
moyen de la réaction (par exemple 〈B+〉 = ρ̂〈A〉). Ce bruit est connu sous le nom de bruit
de grenaille (ou shot noise en anglais) en raison de l’analogie avec l’arrivée stochastique des
photons sur un dispositif optique ou des porteurs de charge dans un dispositif électronique.
Augmentant comme ρ̂, il masque d’autant plus le signal (qui augmente comme ρ̂2) que
les événements sont rares (ρ̂ faible).

Du fait de dépendances entre les processus B+(t) et B−(t), le spectre de puissance de
(III.53) s’écrit ω2SB(ω) = ρ̂2SA(ω) + ρ̂〈A〉 − γ̂2SB(ω) + γ̂〈B〉 et, comme, à l’équilibre,
ρ̂〈A〉 = γ̂〈B〉, on obtient

SB(ω) =

B-intrinsèque
︷ ︸︸ ︷

2γ̂〈B〉
︸ ︷︷ ︸

Shot noise

(γ̂2 + ω2)−1

︸ ︷︷ ︸

Filtre passe-bas

+

B-extrinsèque
︷ ︸︸ ︷

ρ̂2SA(ω)
︸ ︷︷ ︸

Fluctuation de A

(γ̂2 + ω2)−1

︸ ︷︷ ︸

Filtre passe-bas

(III.55)

On retrouve alors une expression similaire à celles obtenues dans d’autres études (War-
ren et al., 2006; Cox et al., 2006), mais valable ici pour un signal A(t) arbitraire. Elle
permet de séparer les fluctuations provenant du système (B-intrinsèques, dues aux évé-
nements stochastiques de synthèse/dégradation de B) de celles extérieures au système
(B-extrinsèques, reflétant les variations de la quantité de A).

39Pour B+(t) par exemple, pendant une unité de temps, on a en moyenne ρ̂〈A〉 événements (ce qui
équivaut, du point de vue de l’auto-corrélation, à ρ̂〈A〉 paires d’événements avec un délai nul) et le nombre
moyen d’événements séparés par un délai dans l’intervalle [τ ; τ+dτ ] est ρ̂2〈A(t)A(t+τ)〉tdτ . Donc l’auto-
corrélation est 〈B+(t)B+(t + τ)〉t = ρ̂〈A〉δ(τ) + ρ̂2〈A(t)A(t + τ)〉t et sa transformée de Fourier donne
l’équation (III.54).
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Spectres de puissance et variances normalisées

Dans le modèle d’expression génique décrit au début de ce chapitre et illustré sur la fi-
gure III.16a, les variations de la quantité d’ARN et de protéines sont décrites par des
processus simples de synthèse/dégradation, comme dans la plupart des modèles d’expres-
sion stochastique (section 2.1, chapitre I). L’efficacité transcriptionnelle du promoteur
X(t), dont nous avons obtenu une expression du spectre de puissance SX(ω) (cf équation
(III.26)), correspond au taux de synthèse des transcrits. Ainsi, l’application du principe
énoncé précédemment aux deux processus de synthèse/dégradation R(t) et P (t) permet
d’obtenir leurs spectres de puissance respectifs :

SR(ω) =

[

2γ〈R〉 +
∑

i

−2λiβi
2

λi
2 + ω2

]

(γ2 + ω2)−1 (III.56)

SP (ω) =

[

Shot noise
protéique
︷ ︸︸ ︷

2γ̃〈P 〉 + ρ̃2

[

Shot noise
ARN
︷ ︸︸ ︷

2γ〈R〉 +

Dynamique du promoteur
︷ ︸︸ ︷

∑

i

−2λiβi
2

λi
2 + ω2

]

Filtre passe-bas
Promoteur→ARN
︷ ︸︸ ︷

(γ2 + ω2)−1

]

Filtre passe-bas
ARN→protéines
︷ ︸︸ ︷

(γ̃2 + ω2)−1

(III.57)
avec 〈P 〉 = ρ̃〈R〉/γ̃ et 〈R〉 = β0/γ.

Les fluctuations du niveau d’ARN (resp. de protéines) correspondent ainsi simplement à
celles du promoteur (resp. du niveau d’ARN) auxquelles viennent s’ajouter un shot noise,
reflétant le caractère discret et plus ou moins rare des événements de synthèse/dégradation,
puis en appliquant un filtre passe-bas, atténuant d’autant plus les fluctuations que celles-ci
sont rapides par rapport à la durée de vie des molécules (cf figure III.16). La transmis-
sion de la dynamique du promoteur dépend donc à la fois de l’abondance moyenne des
transcrits et des protéines et de leur durée de vie moyenne.

Mesurées chez Saccharomyces cerevisiae par des techniques haut-débit à l’échelle du trans-
criptome (Wang et al., 2002) et du protéome (Belle et al., 2006), ces durées de vie moyennes
varient fortement d’un gène à l’autre : entre 3 min et 90 min pour la demi-vie des ARN et
de moins de 4 min à plus d’un jour pour celle des protéines. On remarque alors, au regard
de la période typique des oscillations observées sur les promoteurs eucaryotes (autour de
40∼60 min ; cf section 5.1, chapitre I), que ces durées de vie peuvent en théorie aussi bien
masquer l’activité périodique du promoteur (durées de vie longues) que la laisser se pro-
pager jusqu’au niveau d’expression (durées de vie courtes). De fait, certaines des études
mettant en évidence une activité périodique sur des promoteurs eucaryotes ont également
observé ce comportement sur le niveau d’ARN du gène (Karpova et al., 2008; Degenhardt
et al., 2009). Dans l’exemple de la figure III.16b, les durées de vie des transcrits et des
protéines ont été choisies plutôt courtes (resp. 1/γ = 10 min et 1/γ̃ = 20 min) et les oscil-
lations du promoteur (dont la période la plus lente est ici de 40 min) sont transmises aux
deux niveaux (bien que le niveau protéique présente également d’importantes fluctuations
basses-fréquences apériodiques).

Une autre étude globale, également effectuée chez la levure, révèle que la quantité moyenne
de transcrits peut varier de moins d’une copie par cellule pour certain gènes à une centaine
de copies pour d’autres, et que la quantité de protéines est typiquement 1000 fois plus
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Fig. III.16: Propagation la stochasticité du promoteur jusqu’au niveau d’expression.
(a) Bien qu’ayant adopté une description précise du promoteur, le modèle d’expression génique que
nous présentons considère les étapes ultérieures du processus d’expression de façon très simple et
comme la plupart des modèles d’expression stochastique (cf section 2.1 et section 2.1, chapitre I).
Les molécules d’ARN et les protéines sont produites de manière stochastique à un taux dépendant
respectivement de l’état courant du promoteur (X(t)) et de la quantité de transcrits (ρ̃R(t)). Chaque
molécule a, à tout instant, une certaine probabilité d’être dégradée (décrite par un taux de dégradation
γ pour les transcrits et γ̃ pour les protéines). (b) Dans ce cadre, on peut déterminer comment les
fluctuations du promoteur, décrites par le spectre de puissance SX(ω) de l’efficacité transcriptionnelle
X(t), sont transmises aux niveaux d’ARN et de protéines (cf équation (III.57)). Le spectre SR(ω)
du niveau d’ARN est obtenu par l’ajout à SX(ω) d’un shot noise, puis par l’application d’un filtre
passe-bas. Le shot noise correspond à une constante (ligne horizontale pointillée) d’autant plus élevée
par rapport au signal SX(ω) que le niveau moyen d’ARN est faible, masquant alors d’autant plus les
détails de SX(ω) de faible puissance. Le filtre passe-bas laisse passer les fluctuations sensiblement
plus lentes que la fréquence de coupure ω = γ (déterminée par le taux de dégradation des ARN) et
atténue d’autant plus les fluctuations que celles-ci sont rapides (à ω = γ, l’atténuation est de 1/2).
Le spectre SP (ω) du niveau d’expression s’obtient alors exactement de la même façon, à partir de
celui du niveau d’ARN SR(ω). Dans l’exemple présenté ici, la dynamique du promoteur est celle de
l’exemple eucaryote présenté précédemment (figure III.11b3). Les durées de vie moyennes des transcrits
et des protéines (1/γ = 10 min et 1/γ̃ = 20 min) ainsi que leur quantités moyennes (〈R〉 = 30 et
〈P 〉 = 1000 〈R〉) ont été choisies dans des plages de valeurs biologiquement réalistes (cf texte).

élevée que celle des transcrits (Lu et al., 2007). Dans la figure III.16b, où les quantités
moyennes de transcrits et de protéines sont 〈R〉 = 30 et 〈P 〉 = 1000 〈R〉, le shot noise
sur l’ARN reste moins important que les oscillations du promoteur. Cependant, plus le
niveau moyen d’ARN est faible, plus le shot noise devient important face aux fluctuations
du promoteur, conduisant alors au régime où le bruit de synthèse/dégradation de l’ARN
domine.

On peut déduire, à partir des spectres de puissance SX(ω), SR(ω) et SP (ω), les variances
normalisées des processus X(t), R(t) et P (t). En effet, la moyenne et la variance d’un
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signal étant contenues dans son spectre de puissance40, on obtient :

σX
2

〈X〉2 =
∑

i6=0

βi
2

β0
2 (III.58)

σR
2

〈R〉2 =
1

〈R〉 +
∑

i6=0

[
βi

2

β0
2

γ

γ − λi

]

(III.59)

σP
2

〈P 〉2 =

Faible quantité
de protéines
︷ ︸︸ ︷

1

〈P 〉
︸︷︷︸

Poisson

+

Faible quantité
d’ARN

︷ ︸︸ ︷

1

〈R〉
︸︷︷︸

Poisson

γ̃

γ + γ̃
︸ ︷︷ ︸

Lissage
ARN→prot.

+

Dynamique du promoteur
︷ ︸︸ ︷

∑

i6=0

[
βi

2

β0
2

︸︷︷︸

Modes
propres

γ

γ − λi

γ̃

γ + γ̃

(

1 +
γ

γ̃ − λi

)

︸ ︷︷ ︸

Lissage promoteur→ARN→prot.

]

(III.60)

On retrouve ici une expression similaire à celle que nous avions évoquée au chapitre I,
section 2.4, permettant de séparer les différentes sources de stochasticité. On reconnaît
en particulier les signatures en 1/〈P 〉 caractéristiques des distributions de Poisson et les
coefficients de lissage temporel. Ils proviennent respectivement des termes de shot noise
et des filtres passe-bas mis en évidence dans le spectre de puissance (III.57). Cependant,
le terme représentant la dynamique du promoteur est ici beaucoup plus riche que celui
décrivant un promoteur à deux états41.

Délais distribués : élongation, maturation, export, traduction et dégradations

Le modèle d’expression génique employé ici néglige un certain nombre de phénomènes
pouvant avoir une influence sur les propriétés de transmission de la dynamique du promo-
teur. En effet, il considère comme instantané le délai entre l’initiation de la transcription
et l’apparition dans le cytoplasme d’un ARN messager près à être traduit, de même que
le délai entre l’initiation de la traduction et l’apparition d’une protéine entière et fonc-
tionnelle. Or, ces délais (que nous appellerons par simplicité délais de synthèse) sont non
seulement non nuls, mais sont en réalité également distribués (deux transcrits ne mettent
pas nécessairement le même délai). De nombreux phénomènes de natures variées peuvent
influencer ces délais et en particulier leur distribution. Par exemple, le délai de synthèse
d’un transcrit dépend de sa dynamique d’élongation, de sa maturation, de sa diffusion
au sein de l’espace nucléaire et de son expulsion hors du noyau par un pore nucléaire (cf
sections 2.6 et 4.4 du chapitre I).

Une autre supposition forte du modèle est de considérer la dégradation des ARN et des
protéines comme de simples réactions de premier ordre, impliquant donc des distributions
exponentielles de la durée de vie de ces molécules. En effet, les mécanismes de dégradation
de ces molécules font intervenir une machinerie moléculaire impliquant de nombreuses
réactions, rendant alors non-exponentielles ces durées de vie.

40Pour tout signal a(t), on a 〈a〉2 = 1
2π

∫ 0+

0− Sa(ω)dω et 〈a2〉 = 1
2π

∫ +∞

−∞
Sa(ω)dω .

41Par ailleurs, l’instanciation de cette expression avec le système idéalisé à deux états (section 3.5)
reproduit l’expression du chapitre I, section 2.4 pour laquelle l’unique mode non-nul correspond au terme
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Fig. III.17: Délais de synthèse distribués et durées de vie non-exponentielles. La des-
cription classique de la synthèse et de la dégradation des ARN et des protéines (cf figure III.16a
et section 2.1, chapitre I) suppose implicitement que ces molécules sont produites instantanément à
l’instant de l’initiation de la transcription ou de la traduction et que leur durée de vie a une distribution
exponentielle. Cette figure illustre comment des délais distribués dans la synthèse de ces molécules
et des durées de vie non-exponentielles modifient les propriétés de transmission des fluctuations. (a1-
2) Des phénomènes très divers peuvent être représentés par les quatre distributions décrites ici. Par
exemple, la distribution du délai de synthèse d’un transcrit ζR(t) prend en compte des mécanismes
tels que l’élongation de la transcription, la maturation de l’ARN (épissage, . . .), son déplacement
jusqu’au pore nucléaire et son export hors du noyau. Ou encore, la distribution de la durée de vie
d’une protéine ψP (t) peut refléter sa dégradation par un mécanisme de poly-ubiquitination et de
reconnaissance par le protéasome. (b1-2) En comparaison avec le cas simple de la figure III.16, les
délais de synthèse des transcrits ζR(t) et des protéines ζP (t) provoquent l’apparition de deux filtres
supplémentaires, |ζ̂R(ω)|2 et |ζ̂P (ω)|2, tels que décrit par l’équation (III.61). (c1-2) De même, les
filtres passe-bas décrits précédemment dans l’équation (III.57) dépendent des distributions de durée
de vie des transcrits ψR(t) et des protéines ψP (t). Des distributions non-exponentielles provoquent
alors pour ces filtres (notés |Ψ̂R(ω)|2 et |Ψ̂P (ω)|2 dans ce cadre plus général) des profils spécifiques



3. Dérivations générales 153

(Fig. III.17, cont. : cf page précédente)
démontrant des propriétés de filtrage différentes du cas exponentiel (lignes pointillées). (d1-2) Les
spectres de puissance (dont la généralisation sous la forme de l’équation (III.61) est appuyée par les
résultats de simulation) montrent alors que les délais de synthèse et les durées de vie des transcrits
et des protéines permettent de contôler finement la transmission de la dynamique du promoteur vers
les étapes successives du processus d’expression génique. Dans le cas (d1), la forme des filtres est
telle que la périodicité lente de 40 min est beaucoup mieux transmise que celle à 20 min. Dans le
cas (d2), la forme particulière du filtre |ζR(ω)|2 (due au délai bimodal de synthèse des transcrits)
provoque la disparition de la périodicité la plus lente au profit de la seconde. (e1-2) On observe en
effet ce phénomène sur les fluctuations du niveau R(t) de transcrits obtenu par simulation. Les deux
cas présentés ici sont obtenus à partir de la même trajectoire X(t) du promoteur, et en simulant le
processus de synthèse/dégradation de l’ARN avec des distributions de synthèse ζR(t) et de durée de
vie ψR(t) différentes (a1 et a2).

Nous généralisons ici le résultat précédent en prenant en compte des distributions arbi-
traires pour les délais de synthèse des transcrits et de protéines, notées ζR(t) et ζP (t),
et pour les durées de vies de ces molécules, notées ψR(t) et ψP (t), comme illustré sur la
figure III.17a1-2. On note ΨR(t) et ΨP (t) les fonctions de répartition complémentaires de
ces durées de vie, décrivant la probabilité qu’une molécule n’ait pas encore été dégradée
au bout d’un temps t après sa synthèse42.

Dans notre cas (où l’on suppose en particulier une absence de rétrocontrôles), l’application
à la synthèse des transcrits d’un délai distribué revient simplement à utiliser comme taux
de synthèse, non pas directement le processusX(t) mais sa convolution avec la distribution
ζR(t). Cela provoque, lors du passage à une description spectrale, un filtrage de SX(ω) par
|ζ̂R(ω)|2, le carré du module de la transformée de Fourier de la distribution ζR(t). De même,
le délai de synthèse protéique ζP (t) provoque un filtrage de SR(ω) par |ζ̂P (ω)|2. De plus, on
peut interpréter les termes 2γ〈R〉 et (γ2+ω2)−1 de l’équation (III.57) comme représentant
respectivement les événements discrets et stochastiques de synthèse et de dégradation
(arrivant à un taux 2γ〈R〉) et comme la convolution du signal résultant par le profil moyen
ΨR(t). En effet, cette convolution revient à faire un filtrage par |Ψ̂R(ω)|2, correspondant
simplement à (γ2 + ω2)−1 dans le cas où ψR(t) est une distribution exponentielle.

Ainsi, même si cette expression nécessite une preuve formelle que nous ne fournirons pas
ici, on peut conjecturer que l’équation (III.57) se généralise en :

SP (ω) =

[

Shot noise
protéique
︷ ︸︸ ︷

2γ̃〈P 〉 +

Traduction,
. . .

︷ ︸︸ ︷
∣
∣ζ̂P (ω)

∣
∣
2
ρ̃2

[

Shot noise
ARN
︷ ︸︸ ︷

2γ〈R〉 +
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export, . . .
︷ ︸︸ ︷
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∣ζ̂R(ω)

∣
∣
2

Dynamique
du
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︷ ︸︸ ︷

SX(ω)

]
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|Ψ̂R(ω)
∣
∣
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︸ ︷︷ ︸

= SR(ω)

]

Durée de vie
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︷ ︸︸ ︷

|Ψ̂P (ω)
∣
∣
2

(III.61)
Comme le montre la figure III.17, cette expression est fortement appuyée par des résultats
de simulations réalisées avec des distributions très différentes.

représentant la variance normalisée d’une loi de Bernoulli.
42ΨR(t) = 1 −

∫ t

0
ψR(t′)dt′ et ΨP (t) = 1 −

∫ t

0
ψP (t′)dt′.
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La forme de ces quatre filtres est donc déterminée directement par l’allure des quatre distri-
butions (cf figures III.17a, b et c). Cela permet alors un certain contrôle de la transmission
de la dynamique du promoteur au niveau d’ARN et de protéine, par exemple en faisant
ressortir ou disparaître certaines périodicités (figures III.17d1 et d2). Ces propriétés sont
donc directement liées aux mécanismes sous-jacents pouvant provoquer diverses caracté-
ristiques de ces distributions. Par exemple, plus la dégradation d’une molécule passe par de
nombreuses réactions de durée moyenne similaire, plus sa durée de vie s’éloigne d’une dis-
tribution exponentielle. Ainsi, les molécules d’ARN, dont la dégradation commence par la
destruction progressive de la queue polyA, peuvent avoir une durée de vie beaucoup moins
variable qu’une distribution exponentielle43. Comme l’illustre la figure III.17a1 (où cette
distribution est une loi gamma, représentant l’équivalent de 20 réactions successives de
même taux), cela implique que le filtre passe-bas dû au processus de synthèse/dégradation
des transcrits laisse passer les fluctuations jusqu’à des fréquences sensiblement plus rapides
que dans le cas d’une durée de vie exponentielle de même moyenne (figure III.17c1).

Les distributions, utilisées ici comme paramètres du modèle, peuvent être le résultat
d’autres études, telles que des modélisations de l’élongation (Roussel et Zhu, 2006; Voliotis
et al., 2008) par exemple, et/ou de notre modèle spatial, décrit au chapitre II. On peut
en effet imaginer différents mécanismes susceptibles de provoquer la distribution assez
particulière du délai ζR(t) présentée sur la figure III.17a2 et responsable de la dispari-
tion de la périodicité la plus lente du promoteur (figures III.17b2 et d2). On peut par
exemple l’obtenir si, lorsqu’une molécule d’ARN est synthétisée, celle-ci peut soit être
rapidement exportée hors du noyau (premier mode), soit être capturée par une structure
nucléaire particulière (par exemple, un corps nucléaire ayant des propriétés de rétention
des transcrits ; cf section 4.4, chapitre I) et relâchée progressivement (second mode). Un
autre mécanisme simple pouvant conduire à une telle distribution peut également être en-
visagé si la transcription a lieu au voisinage d’un pore nucléaire : une fraction significative
des transcrits diffusent jusqu’au pore et sont expulsés rapidement (premier mode), alors
que les autres, diffusant dans l’espace nucléaire, peuvent sortir par n’importe quel pore et
après un temps plus long et plus variable (second mode).

L’effet de ces mécanismes hypothétiques simples peut typiquement être testé à l’aide
de notre modèle spatial présenté au chapitre II, celui-ci nous fournissant alors l’allure
précise de cette distribution en fonction des différents paramètres (coefficients de diffusion,
distances, facteur de rétention, . . .).

Notons enfin que ces dérivations s’appliquent quelle que soit l’origine des fluctuations de
SX(ω). Ainsi, les propriétés de contrôle fin de la transmission des fluctuations par filtrages
présentées ici s’appliquent également à la transmission des fluctuations gène-extrinsèques
provenant des autres gènes du réseau.

43On connaît par ailleurs plusieurs mécanismes moléculaires responsables de la dégradation de la queue
polyA (Xu et al., 1997). Ceux ci influencent probablement la distribution de durée de vie des transcrits.
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Distribution stationnaire du niveau d’ARN

La description des fluctuations des niveaux d’ARN ou de protéines par leur spectre de
puissance rend compte de certains aspects dynamiques du signal. Mais n’étant qu’une
statistique d’ordre 2, cet indicateur ne révèle pas certains détails relatifs aux ordres su-
périeurs (cf Box 1, page 22). À l’inverse, la distribution stationnaire des valeurs du signal
– correspondant à la distribution sur une population de cellules telle qu’on peut l’obser-
ver par des techniques de cytométrie de flux – est un indicateur ne rendant pas compte
des aspects dynamiques mais qui révèle des détails fins tels que la multimodalité et la
position/taille/forme des différents modes. Sánchez et Kondev (2008) ont proposé une
méthode pour déterminer les différents moments de la distribution stationnaire du niveau
d’ARN sur un système similaire au nôtre, en se basant sur la résolution numérique de
systèmes linéaires. Mais bien qu’il y ait théoriquement équivalence entre la distribution
et l’ensemble (infini) des moments44, ces derniers ne permettent pas une interprétation
aussi intuitive que le permet la distribution. Dans le cas simple d’un promoteur à deux
états, Innocentini et Hornos (2007) ainsi que Shahrezaei et Swain (2008a) ont récemment
donné une expression analytique de la distribution stationnaire du niveau d’ARN. Mais
la généralisation de ces méthodes dans le cas d’un nombre arbitraire d’états n’est pas pos-
sible simplement et une expression analytique (même basée sur la décomposition propre
de M) reste difficile à obtenir dans le cadre général de notre modèle. Nous proposons ce-
pendant ici une méthode numérique permettant de déterminer la distribution stationnaire
du niveau d’ARN pour un promoteur arbitraire.

L’équation maîtresse décrivant les changement d’états du promoteur ainsi que la synthèse
et la dégradation des molécules d’ARN (réactions (III.1), (III.2) et (III.3)) est

dφr

dt
= Dρ(φr−1 − φr) + γ((r + 1)φr+1 − rφr) + Mφr (III.62)

où Dρ est la représentation du vecteur ρ sous la forme d’une matrice diagonale et où
φr(t) est le vecteur à N éléments (la dépendance temporelle est implicite dans l’équation)
décrivant la probabilité de trouver, à l’instant t, le promoteur dans chacun des N états
et avec r molécules d’ARN. En utilisant les matrices M, Dρ et I (la matrice identité)
comme blocs de dimension N ×N pour construire la matrice M

′ suivante :

M
′ =














M γI 0 0 0 . . .

Dρ M 2γI 0 0 . . .

0 Dρ M 3γI 0 . . .

0 0 Dρ M 4γI . . .

0 0 0 Dρ M . . .

...
...

...
. . .

. . .
. . .














(III.63)

l’équation maîtresse (III.62) peut être réécrite simplement

d
dt

[φ0, φ1, φ2, . . . ] = M
′[φ0, φ1, φ2, . . . ] (III.64)

44Il s’agit du théorème des moments (Papoulis, 1991), qui est applicable dans le cas considéré.
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Bien que M
′ soit théoriquement de dimension infinie, sa définition peut, en pratique, être

restreinte à des valeurs de r inférieures à un certain seuil, celui-ci devant être sensiblement
supérieur à max(ρs)/γ. En effet, la queue de la distribution du niveau d’ARN est néces-
sairement majorée par la queue d’une distribution de Poisson de moyenne max(ρs)/γ.
Ainsi, restreindre la définition de M

′ significativement plus haut que max(ρs)/γ ga-
ranti une erreur très faible45. L’état stationnaire du système correspond donc au vecteur
[φ0, φ1, φ2, . . . ] de norme 1 qui vérifie46

M
′[φ0, φ1, φ2, . . . ] = [0, 0, 0, . . . ]. La matrice M

′

étant très creuse (sparse), ce vecteur peut être obtenu assez efficacement par des méthodes
itératives. Les marginaux de la distribution bivariée [φ0, φ1, φ2, . . . ] correspondent alors à
Λ0 =

∑

r φs,r, la distribution stationnaire de l’état du promoteur que nous connaissons
déjà et à P(R = r) =

∑

s φs,r, la distribution de la quantité de transcrits.

On pourrait en théorie appliquer la même méthode pour déterminer la distribution du
niveau de protéines (construire une matrice M

′′ avec des blocs M
′), mais la taille excessive

du système rendrait sa résolution impossible en pratique. Ce problème peut être contourné
en appliquant des méthodes de coarse-graining sur l’équation maîtresse (Lipniacki et al.,
2006), mais celles-ci imposent d’importantes simplifications au modèle, susceptibles de
produire des artéfacts. Notons que certains auteurs argumentent que, lorsque γ ≫ γ̃,
transcription et traduction peuvent être approximées en une seule étape cinétique (Ke-
pler et Elston, 2001; Hornos et al., 2005). Sous cette condition, la distribution que nous
prédisons est alors celle du niveau de protéines.

Remarquons que l’on peut très simplement représenter un promoteur auto-régulé en mo-
difiant la définition de M

′. Si l’on remplace chaque bloc diagonal – correspondant à la
même matrice M dans (III.63) – par les matrices M[A]=0, M[A]=1, M[A]=2, . . .(obtenues
avec l’équation (III.6)) M

′ représente alors un gène codant pour le FT A qui participe sa
propre régulation.

Structure de la distribution vs dynamique du système

On peut comprendre la structure de la distribution de R en l’interprétant comme la
somme des distributions partielles pour les différents états du promoteur P(R = r|s),
pondérées par Λ0. Les transients de R(t) que l’on observe après un changement d’état du
promoteur ont une durée caractéristique de 1/γ, correspondant à la durée de vie moyenne
des molécules d’ARN. Ainsi, la contribution d’un état s dans lequel le temps de résidence
(1/
∑

s′ 6=sMs′,s) est très supérieur à 1/γ est une distribution en loi de Poisson de moyenne
ρs/γ. Lorsque le temps de résidence dans l’état s se rapproche de 1/γ, cette distribution
est altérée par les transients qui produisent des queues de distributions (celles-ci reflètent
les valeurs de R des distributions antérieures à s). Quand les temps de transitions au
sein d’un sous-ensemble U ⊆ S sont très rapides par rapport à 1/γ, ce sous-ensemble se
comporte comme un état unique dont le taux de transcription est le taux moyen au sein

45Par exemple, si max(ρs)/γ = 200, on sait que P(r > 400) < 2 10
−11 et que P(r > 250) < 3 10

−4.
46Notons que, ce système étant singulier (car det(M′) = 0), chaque ligne est redondante avec toutes

les autres. On peut supprimer ce degré de liberté par la condition de normalisation, en remplacant
par exemple la dernière ligne de M

′ par [1, 1, 1, . . . , 1, 1] et en cherchant le vecteur (unique) qui vérifie
M

′[φ0, φ1, φ2, . . . ] = [0, 0, 0, . . . , 0, 1].
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de U . Si le temps de résidence dans U est très supérieur à 1/γ, on retrouve alors une loi
de Poisson.

4 Exploitation du modèle et résultats biologiques

Nous avons vu, dans la section 3, comment le comportement du promoteur était déter-
miné par la structure du système, elle-même définie par les interactions mutuelles entre
molécules sur le promoteur et avec les modifications conformationnelles et covalentes. Le
promoteur peut alors démontrer d’une activité riche avec, en particulier, des dynamiques
multi-échelles : des phénomènes globaux lents (par exemple un comportement périodique)
et des dynamiques locales rapides (par exemple l’association/dissociation des FT sur un
promoteur dans un état chromatinien donné). De plus, l’activité du système peut être
décrite comme une superposition de nombreux comportements simples, les modes, que
l’on retrouve alors dans les différents indicateurs décrivant la dynamique du promoteur et
sa transmission au niveau d’expression. Nous montrons ainsi que l’activité spontané d’un
unique gène dont tous les régulateurs sont en concentration constante peut démontrer
de comportements dynamiques et stochastiques relativement complexes. On retrouve par
ailleurs des similitudes avec des comportement dynamiques mis en évidence dans la litté-
rature à une échelle supérieur, en considérant l’interaction de plusieurs gènes représentés
de manière beaucoup plus simple (Simpson et al., 2004; Cox et al., 2006). Les spectres
de puissance des niveaux d’expression témoignent en effet, dans ces études, de comporte-
ments stochastiques périodiques analogues à ceux que nous mettons en évidence au niveau
du promoteur.

Ainsi, le gène, considéré depuis de nombreuses années en Biologie des Systèmes comme la
brique élémentaire des réseaux de régulation d’où seuls peuvent naître des comportements
complexes, se révèle être en réalité une source potentiellement très riche de complexité.
Dans cette section, nous illustrons tout d’abord sur un exemple très simple comment la
prise en compte des interactions combinatoires entre molécules et avec les modifications
conformationnelles et covalentes peut conduire à des comportements inattendus de prime
abord. Nous montrons ensuite comment cette dynamique permet une grande plasticité
de comportements avec un contrôle fin des caractéristiques stochastiques de l’expression
génique. Pour cela, nous en examinons d’abord les propriétés stationnaires (variance nor-
malisée, distribution, . . .) sur un exemple procaryote (avec des mécanismes typique de
ces promoteurs et des paramètres biologiquement réalistes), puis les propriétés dyna-
miques (spectres de puissance, spectre de M, . . .) sur un exemple eucaryote (démontrant
un comportement périodique, mais défini plus simplement que dans l’exemple présenté
précédemment)47. Nous montrons ensuite comment certains résultats concernant le com-
portement périodique des promoteurs eucaryotes obtenus précédemment sur un système
idéalisé peuvent être généralisés, permettant alors l’interprétation de données expérimen-
tales de la littérature. Enfin, nous comparons plusieurs hypothèses concernant les méca-
nismes d’interactions des FT sur le promoteur et leur action sur l’état de la chromatine,
au regard de leur cohérence avec différents types d’observations expérimentales.

47Ces travaux ont fait l’objet d’une publication dans BMC Systems Biology (Coulon et al., 2010)
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4.1 Variabilité induite par une concentration élevée d’un FT

Une approche classique en modélisation est d’identifier un phénomène d’intérêt et d’isoler
les conditions minimales requises pour sa réalisation, puis de tester sa généralisation dans
un contexte plus réaliste. Cette démarche fait souvent intervenir plusieurs modèles et/ou
plusieurs formalismes de modélisation. Par exemple, un résultat peut être mis en évidence
sur un modèle minimaliste en faisant appel à une résolution analytique puis généralisé sur
un modèle plus complet par l’intermédiaire de la simulation. En effet, un intérêt majeur de
la simulation, comparée aux méthodes analytiques, est que la complexification du modèle
ne proscrit pas son étude (même si l’accroissement de l’espace paramétrique en résultant
peut proscrire une exploration systématique). Le modèle que nous avons proposé permet
de représenter un promoteur arbitraire – aussi bien minimaliste que très complet – et les
dérivations s’appliquent dans tous les cas. Nous donnons ici un exemple de l’application
d’une telle démarche.

La stochasticité de l’expression génique étant due à la rareté de certains événements
discrets, elle est souvent imputée a priori aux faibles concentrations des espèces chimiques.
Nous montrons ici que les interactions moléculaires au niveau du promoteur peuvent
conduire à la situation inverse dans laquelle la variabilité de l’expression d’un gène est

Fig. III.18: Variabilité induite par une
forte concentration de FT : système
minimal. (a1) Le promoteur décrit sur
cette figure comporte N = 2 facteurs A
et B dont la seule influence mutuelle est
que la présence de A sur le promoteur
rend plus rare l’association et la dissocia-
tion de B. Le taux de transcription ne dé-
pend pas de la présence A. (tous les para-
mètres sont pris dans des plages de valeurs
biologiement réaliste48 et sont résumés dans
le tableau B.3, annexe B) (a2) Un tel sys-
tème peut être obtenu très simplement, par
exemple si la forme du FT A est telle qu’il
retient le FT B s’il est associé et l’empêche
de s’associer s’il ne l’est pas. (b) L’évolution
de la moyenne et de la variance normalisée
des niveaux d’ARN et de protéines en fonc-
tion de la concentration [A] révèle qu’une
augmentation de la concentration d’un FT
peut parfois accroître la variabilité de l’ex-
pression. (c) une description plus détaillée
du comportement du système peut être ob-
tenue en observant comme la distribution du
niveau de transcrits change avec la concen-
tration de A.



4. Exploitation du modèle et résultats biologiques 159

induite par une concentration élevée d’un de ses FT.

Le système le plus simple donnant lieu à cette propriété correspond à un promoteur sur
lequel deux facteurs A et B interagissent de façon à ce que B s’associe et se dissocie
plus lentement lorsque A est présent sur le promoteur et où le taux de transcription dé-
pend simplement de la présence de B (figure III.18a1). Les différents paramètres de ce
système ont été choisis dans des plages de valeurs biologiquement réalistes48. La varia-
bilité de l’expression en fonction de la concentration de A (figure III.18b) montre, non
seulement qu’un FT peut réguler la variabilité de l’expression génique sans influencer son
niveau moyen (un phénomène déjà identifié à différents niveaux (Thattai et van Oude-
naarden, 2001; Sánchez et Kondev, 2008)), mais surtout que la variabilité peut augmenter
avec la concentration d’un FT. On passe en effet d’une distribution monomodale à une
distribution bimodale lorsque [A] augmente (figure III.18c). En effet, c’est ici pour une
forte concentration de A que les événement influençant la transcription – l’association et
la dissociation de B – sont rares. Et, comme l’ont montré de très nombreux auteurs49,
une dynamique lente du promoteur provoque une forte variabilité. Ainsi, la vision sim-
pliste selon laquelle une augmentation la concentration d’un FT réduit nécessairement
l’hétérogénéité transcriptionnelle n’est pas toujours juste.

L’exploration du domaine de validité de cette propriété lorsque l’on s’éloigne du système
idéal décrit précédemment montre qu’elle reste valable pour d’autres concentrations de
B, si l’on introduit un influence de B sur A, ou encore si le taux de transcription dépend
également de A (figures III.19a1-4). Dans un cadre plus général, si les paramètres du
système sont tirés aléatoirement selon des distributions telles que toutes les transitions de
B sont sensiblement moins fréquentes quand A est présent et que le taux de transcription
dépend essentiellement de B (figure III.19b1), la propriété est vérifiée, même pour un
système à plus de deux facteurs (figure III.19b2).

De nombreuses situations peuvent correspondre à un tel système. Par exemple, la forme
du FT A peut être telle qu’il immobilise le FT B sur le promoteur si celui-ci y est présent
et qu’il l’empêche de s’associer sinon (figure III.18a2). Ou bien B peut représenter l’état
ouvert ou fermé de la chromatine et A un FT ayant le même site de fixation que les
complexes de remodelage chromatinien.

48Des valeurs similaires à celles rapportées dans des travaux portant sur la régulation procaryote,
employant des techniques de thermodynamique quantitative (Ackers et al., 1982; Bintu et al., 2005b)
et de cinétique sur molécule unique (Wang et al., 2009), ont été utilisées pour les concentrations des
FT ([A] ∈ [10−2; 103] nM et [B] = 5 nM), pour les temps de résidence et les constantes d’équilibre de
dissociation des interactions bimoléculaires FT-ADN (1/koff

A = 30 s, 1/koff

B = 60 s, Kd

A = 0.5 nM et
Kd

B = 5 nM) et pour la modification de l’énergie d’activation de l’association/dissociation de B lors de
la présence de A (∆E = 2.5 kcal.mol−1). Les durées de vie moyennes des transcrits et des protéines
sont respectivement de 5 et 20 min (Bernstein et al., 2002). Les quantités moyennes de transcrits et de
protéines sont 〈R〉 = 66 et 〈P 〉 = 100〈R〉 (Lu et al., 2007). Tous les paramètres sont résumés dans le
tableau B.3 (annexe B).

49Voir par exemple (Ko, 1991; Peccoud et Ycart, 1995; Rigney et Schieve, 1977; Kepler et Elston, 2001;
Blake et al., 2003; Raser et O’Shea, 2004; Simpson et al., 2004; Paulsson, 2004, 2005a; Cox et al., 2006;
Lipniacki et al., 2006; Paszek, 2007; Kaufmann et van Oudenaarden, 2007; Innocentini et Hornos, 2007;
Shahrezaei et Swain, 2008a)
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Fig. III.19: Domaine de validité : généralisation par rapport au système minimal. La
robustesse de la propriété mise en évidence sur la figure III.18 peut être étudiée en testant sa validité
dans des situations différentes du cas idéal. (a1-4) Lorsque l’on relâche des propriétés de symétrie
et/ou d’indépendance entre paramètres, on constate que la propriété d’augmentation de la variance
normalisée avec [A] reste vérifiée. On peut, de plus, comprendre l’effet précis de ces modifications
en observant le profil de la distribution en fonction de [A]. (b) Dans le cas plus général où les taux
de transition M et les taux de transcription ρ sont tirés aléatoirement selon des lois de probabilité
log-normales (b1 ; décrivant que A s’oppose aux associations/dissociation de B et que le taux de
transcription dépend essentiellement de B), on observe également le maintient de cette propriété, et
ce, pour un nombre de facteurs supérieur à deux (b2).
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4.2 Contrôle transcriptionnel de l’hétérogénéité de l’expression

Le niveau moyen d’expression d’un gène en fonction des concentrations des FT est clas-
siquement représenté par une combinaison de fonctions de Hill, ce qui concorde souvent
avec les données expérimentales (Setty et al., 2003; Kim et O’Shea, 2008). Nous montrons
ici que derrière cette apparente simplicité du comportement moyen peut se cacher un
contrôle fin des aspects stochastiques de l’expression génique.

Nous prenons comme exemple le système relativement simple décrit sur la figure III.20a,
comportant des caractéristiques structurelles typiques de la régulation procaryote (telles
que décrites par Bintu et al. (2005a,b); Vilar et Saiz (2005) par exemple) et avec des valeurs
de paramètres typiques de ces promoteurs, telles que rapportées dans la littérature.

Sur ce promoteur, un FT A peut s’associer coopérativement en deux sites de fixation
(∆GA−A=-2 kcal/mol) et est en compétition partielle avec un FT C pour l’un de ses
deux sites (∆GA−C=1.5 kcal/mol) (Ackers et al., 1982; Saiz et Vilar, 2006a). Le coût
énergétique que représente le repliement de l’ADN sous forme de boucle (dont la valeur,
typiquement entre 8 et 10 kcal/mol, dépend de la longueur et du type de la boucle) vaut
ici ∆Gloop=9 kcal/mol et est sur-compensé par l’énergie d’interaction avec les deux FT
de type A qui maintiennent la boucle fermée (∆Gloop−A=-5.5 kcal/mol pour chaque site)
(Vilar et Saiz, 2005; Saiz et Vilar, 2006b; Saiz et al., 2005). La boucle d’ADN s’oppose
alors à l’association et à la dissociation du FT C (∆Eloop−C = 2.5 kcal/mol). Les temps
de résidence bimoléculaires FT-ADN sont fixés à des valeurs plutôt courtes parmi celles
rapportées par Wang et al. (2009) (1/koff

A = 20 s à chaque site et 1/koff
C = 60 s) et le temps

pour que l’ADN forme une boucle lorsque les deux sites de A sont occupés est très rapide
(1/kclose = 1 s) (Saiz et Vilar, 2006b). Les plages de concentration (de 10−2 à 103 nM) et les
constantes d’équilibre de dissociation (Kd

A = 20 nM et Kd
C = 1 nM) correspondent à des

valeurs physiologiques typiques (Ackers et al., 1982; Bintu et al., 2005b). La transcription
est réprimée par l’état fermé de la boucle d’ADN et favorisée par la présence de C et de A
sur l’un de ses deux sites. La durée de vie des transcrits (5 min) et leur quantité moyenne
(entre 10 et 70 copies par cellule) ont été choisies telles que rapportées par Bernstein et al.
(2002) et Lu et al. (2007) respectivement. L’ensemble des paramètres de ce système est
décrit dans le tableau B.4 (annexe B). Ce système est défini dans le cadre de la formulation
simplifiée du modèle (section 2.5) et est énergie-indépendant (Ė = 0).

Le niveau moyen d’ARN en fonction des concentrations des FT A et C (figures III.20b1-
2) reproduit le profil classique à quatre plateaux observé in vivo (voir par exemple celui
obtenu par Setty et al. (2003) pour l’opéron lactose chez Escherichia coli ; figure III.20c1)
et prédit par les modèles thermodynamiques (figure III.20c2, d’après Bintu et al., 2005b).
Cependant, les aspects stochastiques de l’expression tels que la variance normalisée (fi-
gure III.20b3) et la distribution complète de la quantité d’ARN (figure III.20d) en fonction
des concentrations de FT révèlent des profils beaucoup plus riches et caractéristiques. Par
exemple, le nombre, la position, la forme et la taille relative des différents modes sont très
variables.

Remarquons que le comportement moyen est totalement déterminé par les énergies as-
sociées aux états G

0. En effet, le système étant énergie indépendant, on peut, comme
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Fig. III.20: Régulation des propriétés stationnaires de la variabilité de l’expression.
(a) Le promoteur représenté sur cette figure correspond à un système relativement simple présentant
des caractéristiques et des valeurs paramétriques typiques des promoteurs procaryotes (cf texte et
tableau B.4, annexe B). Le FT A possède deux sites de fixation sur lesquels deux molécules peuvent
s’associer de façon coopérative. L’un des deux sites est en compétition partielle avec un site de fixation
pour un FT C. Et enfin, le repliement de l’ADN sous la forme d’une boucle est influencé par la présence
de A et influence en retour la dynamique d’association/dissociation de tous les FT. (b) L’exploration,
en fonction des concentrations [A] et [C], de la moyenne (b1-2) et de la variance normalisée (b3)
de la quantité de transcrits révèle qu’un profil stochastique caractéristique peut se cacher derrière
un comportement simple du niveau moyen. (c) Ce dernier, descriptible par des fonctions de Hill et
similaire aux observations expérimentales (c1 ; d’après Setty et al. (2003)) et aux prédictions des
modèles thermodynamiques (c2 ; d’après Bintu et al. (2005b)), n’est donc que peu révélateur du
comportement du promoteur. (d) La distribution complète du niveau d’ARN (représentée ici le long
d’un chemin arbitraire car de dimensionnalité trop élevée) montre quant à elle un certain nombre de
caractéristiques beaucoup plus spécifiques (nombre, taille, position et forme des différents modes).
(e) La modification des énergies d’activation E

0 (par l’ajout d’une variable aléatoire de distribution
normale centrée d’écart type 3 kcal/mol et identique dans les deux sens de chaque réaction, afin de
préserver le caractère énergie-indépendant du système) n’a aucune incidence sur l’expression moyenne
tant que les énergies libres G

0 restent inchangées. En revanche, sa profonde influence sur la variabilité
de l’expression révèle que des mesures stationnaires de cette dernière (données de cytométrie de flux
par exemple) contiennent des informations dynamiques sur l’activité du promoteur.
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le font les modèles thermodynamiques (Ackers et al., 1982; Bintu et al., 2005a), déter-
miner la probabilité que le promoteur soit dans chacun des différents état à partir de la
seule définition de G

0 (cf équation (III.10) et section 3.4) et en déduire alors le niveau
moyen de l’expression. En effet, si l’on modifie le système en randomisant les énergies
d’activation E

0 sans changer G
0, le profil de l’expression moyenne reste parfaitement

identique (figure III.20e). On constate en revanche que la variance normalisée décrit des
profils remarquablement variés, une observation ayant d’importantes implications à la fois
expérimentales et théoriques.

D’une part, cette observation montre, d’un point de vue expérimental, que des mesures,
même stationnaires, de la variabilité de l’expression témoignent des aspects dynamiques
de l’activité promoteur, contrairement aux mesures de l’expression moyenne. L’activité in
vivo d’un promoteur peut être explorée expérimentalement en fonction de la concentration
de ses FT (Setty et al., 2003; Kim et O’Shea, 2008). Par exemple, les mesures effectuées
par Setty et al. (2003) (figureIII.20c1) du niveau moyen de transcrits de l’opéron lactose
chez E. coli pour différentes concentrations de cAMP et d’IPTG ont été interprétées par
ces mêmes auteurs en termes de fonctions de Hill. Comme l’illustrent les figures III.20d
et III.20e, les aspects stationnaires de la variabilité de l’expression (mesurables très sim-
plement par cytométrie de flux) constituent un réelle signature du système sous-jacent et
reflètent en particulier sa dynamique. Avec de telles données obtenues pour des promo-
teurs au moins partiellement connus (pour lesquels on connaît par exemple le nombre et
la nature des facteurs), on peut donc espérer, à l’aide de notre modèle et de ses dériva-
tions, pouvoir inférer les paramètres cinétiques du système – des informations pourtant
reconnues comme difficiles à obtenir expérimentalement (Saiz et Vilar, 2006a).

D’autre part, la grande variété des profils de la variance normalisée représentés sur la
figure III.20e, ainsi que les modifications fines de la distribution en fonction des concen-
tration des FT illustrées par la figure III.20d, montrent que la régulation transcriptionnelle
est un moyen très flexible pour la cellule de contrôler précisément la variabilité son ex-
pression génique. Par exemple, la répartition des phénotypes au sein d’une population
clonale peut être régulée de façon très précise en fonction de la concentration de certaines
molécules dans le milieu.

Ainsi, même s’il reste relativement simple dans cet exemple, un promoteur faisant inter-
venir quelques facteurs peut facilement démontrer d’une grande plasticité dans la modu-
lation de la variabilité de son expression. On peut alors se demander si une telle capacité,
montrée ici sur les propriétés stationnaires de l’expression, peut également avoir lieu au
niveau des propriétés dynamiques du promoteur. Nous tentons maintenant de répondre
à cette question en considérant un système représentant un promoteur eucaryote, dans
lequel la dynamique tient une place particulièrement importante.
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4.3 Régulation complexe de la dynamique du promoteur

Les aspects dynamiques de l’activité du promoteur, et en particulier le comportement
périodique de son occupation par des FT et des modifications de la chromatine, peuvent
également démontrer des propriétés complexes de contrôle par la concentration des FT.
Comme nous l’avons montré précédemment, la répartition sur le plan complexe des valeurs
propres λi de la matrice M, appelée spectre de M, reflète toute la dynamique de la struc-
ture (cf section 3.2). Chaque valeur propre λi correspond à une composante élémentaire,
appelée mode, que l’on retrouve dans les différents indicateurs (ChIP, corrélations croi-
sées, . . . ; cf section 3.3). La position d’une valeur propre λi sur le plan complexe détermine
la fréquence et la cohérence du mode correspondant, s’il s’agit d’un mode périodique, ou
son temps de relaxation s’il s’agit d’un mode apériodique (figure III.8).

Fig. III.21: Modulation de la dynamique du promoteur par la concentration d’un FT.
(a1) Les trajectoires des valeurs propres −λi de la matrice −M sur le plan complexe en réponse à
une modification de la concentration du FT A décrivent comment la dynamique du système peut
être contrôlée par cette molécule. À chaque valeur de la concentration [A] correspond une répartition
donnée de ces valeurs propres, décrivant les caractéristiques temporelles des différentes composantes
de la dynamique du système (cf section 3.2). Par exemple, la figure (a2) correspond à la concentration
[A]=3 nM. (b) Ces trajectoires se traduisent par une modification du spectre de puissance SX(ω) de
l’efficacité transcriptionnelle du promoteur (par exemple l’apparition/disparition ou la modulation de
la fréquence de comportements périodiques) pouvant alors se répercuter sur le niveau d’expression (cf
section 3.6). (c) La consommation énergétique Ė du système est également fonction de [A]. Elle est
faible lorsque l’absence de ce FT empêche l’activité périodique.
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Les éléments de la matrice M étant fonction des concentrations des FT, la position de ses
valeurs propres sur le plan complexe l’est également. Pour illustrer ce phénomène, nous
faisons appel à un exemple de promoteur eucaryote différent de celui défini précédemment
dans ce chapitre (figure III.4). En effet, dans cet exemple (figure III.21), le graphe d’état du
promoteur n’est pas pré-structuré par la supposition de certaines actions réciproques entre
FT et FC. Nous considérons à l’inverse toutes les combinaisons possibles de 7 facteurs dans
le but de ne pas contraindre le système a priori à une certaine structure. Un tel promoteur
n’ayant alors pas spontanément une activité cyclique, nous avons fixé les pondérations du
graphe d’état de façon à obtenir ce type de comportement. Pour cela, la matrice M a
été obtenue à l’aide d’un algorithme d’optimisation (annexe B.2), conduisant le système
à avoir un comportement périodique cohérent et significativement plus lent que le reste
de la dynamique. On obtient ainsi un système présentant une activité cyclique lente de
période 40 min et dont les dynamiques les plus rapides ont une durée caractéristique allant
jusqu’à moins de 10 s (cf flèches sur la figure III.21a2).

Dépendance de la dynamique à la concentration des FT

Comme l’illustre la figure III.21a1, les valeurs propres λi peuvent décrire sur le plan com-
plexe des trajectoires non triviales en fonction de la concentration [A] d’un FT. Celles-ci
déterminent comment changent les caractéristiques temporelles des différents phénomènes
au sein de l’activité multi-échelle du promoteur : de l’occupation périodique lente du
promoteur par les FT à la dynamique rapide de leurs associations/dissocations. Ces mo-
difications ont par exemple un impact direct sur l’activité transcriptionnelle SX(ω), se
traduisant entre autres par l’apparition/disparition ou le changement de fréquence des
modes périodiques (figure III.21b). On constate par ailleurs que la consommation énergé-
tique Ė du système est significativement plus basse pour des valeurs de [A] ne donnant pas
lieu à un comportement périodique (figure III.21c), indiquant alors que l’absence du FT A
contraint le système à emprunter des transitions consommant globalement peu d’énergie.

Le simple fait que la concentration d’un FT influence son taux d’association affecte non
seulement localement la durée de certaines étapes spécifiques au sein de la dynamique
(par exemple certaines étapes d’un cycle), mais modifie également les probabilités rela-
tives des différentes transitions quittant ces états et affecte ainsi potentiellement toute
la dynamique du système. Cela peut alors avoir de multiples conséquences, comme celles
d’influencer la probabilité des transitions inverses au sein d’un cycle orienté (ou des tran-
sitions quittant un cycle), la probabilité relative de différents chemins alternatifs dans le
graphe d’état, ou encore l’engagement du système dans différentes dynamiques. Chacun
de ces phénomènes a sa propre influence sur le comportement du système et pourrait
être étudié dans des cas idéalisés (tels que ceux de la section 3.5). Mais dans un système
non stéréotypé, tel que celui présenté sur la figure III.21, tous ces phénomènes ont lieu
simultanément, en différents points et dans des mesures différentes, résultant alors en
une dépendance non-triviale de la dynamique du promoteur à la concentration des FT.
En effet, les valeurs propres se déplacent le long de trajectoires pouvant présenter des
coudes plus ou moins anguleux et des bifurcations (résultant en de probables effets de
seuil) et avec des vitesses variables (impliquant par exemple des sensibilités différentes
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dans différentes plages de concentration). Ces propriétés de modulation de la dynamique
du promoteur par la concentration des FT peuvent alors constituer un moyen pour la
cellule de contrôler de façon précise et avec une importante flexibilité les caractéristiques
temporelles stochastiques de l’expression de ses gènes.

Fig. III.22: Structurations parallèles du graphe d’état du promoteur et de son spectre.
Cette figure décrit la structuration progressive du système par l’algorithme d’optimisation décrit
dans l’annexe B.2, induisant un comportement périodique. Cela permet alors d’évaluer l’influence
du degré d’organisation sur le comportement du promoteur, en particulier en réponse à différentes
concentrations des FT. (a1-4) Au sein du graphe d’état du promoteur apparaît spontanément un
cycle orienté comportant d’abord de nombreux chemins alternatifs, puis tendant progressivement vers
une unique séquence cyclique d’événements. (b1-4) Les degrés entrants et sortants des nœuds du
graphe témoignent également de cette structuration (pour l’état s, ils sont définis respectivement
par

∑

s′ Ms,s′/maxs′(Ms,s′) et
∑

s′ Ms′,s/maxs′(Ms′,s)). (c1-4) Le spectre de la matrice −M (sur
lequel se base le critère d’optimisation) montre l’apparition puis l’expansion d’un cercle de valeurs
propres, semblable au cas idéalisé du cycle orienté homogène (cf section 3.5). (d1-4) Les trajectoires
que décrivent ces valeurs propres en fonction de la concentrations du FT A montrent que, plus le
système tend vers le cas du cycle homogène, plus le contrôle de sa dynamique devient contrainte
et stéréotypée. (NB : Pour des questions de clarté, l’échelle de gris des transitions dans les graphes
d’états ne représente pas les taux de transition M, mais les flux à l’état stationnaire MDΛ0

.)
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Flexibilité et plasticité vs structuration du graphe d’état

La figure III.22 représente différentes étapes du processus d’optimisation employé pour
obtenir l’exemple que nous considérons ici. Bien qu’uniquement basé sur des critères spec-
traux, cette optimisation structure progressivement le graphe d’état du promoteur : on
passe d’un système peu structuré où les états présentent plusieurs transitions entrantes
et sortantes (figures III.22a1 et III.22b1) à un système relativement stéréotypé, proche
du cycle orienté homogène (tel que décrit à la section 3.5), comme en témoigne le cercle
de valeurs propres dans le spectre de M (figure III.22c4) ainsi que le fait que la plupart
des états n’aient qu’une unique transition sortante (figure III.22b4). La complexité dé-
croissante que l’on observe dans la trajectoire des valeurs propres au cours du processus
d’optimisation suggère alors, pour une taille de structure donnée, un compromis entre
la cohérence de l’activité périodique et la flexibilité de son contrôle par la concentration
des FT. C’est en effet à un niveau intermédiaire de structuration du graphe d’état, où
le système garde un certain niveau de désordre, que le promoteur peut présenter une
activité cyclique significativement cohérente démontrant toutefois un comportement com-
plexe en réponse à une modification des concentrations des FT. À ce niveau intermédiaire
(figure III.22a2 ou III.22a3 par exemple), le système possède un cycle significativement
orienté qui n’est toutefois pas restreint à une unique séquence homogène d’événement
mais peut comporter des hétérogénéités ainsi que de nombreux chemins alternatifs (de
longueurs et de caractéristiques cinétiques différentes).

États alternatifs du promoteur : mobilité des molécules,
redondances fonctionnelles et code des histones

Les propriétés de structuration partielle du graphe d’état énoncées précédemment cor-
respondent précisément à ce qui est observé expérimentalement sur les promoteurs euca-
ryotes. En effet, du fait du caractère fortement transitoire des interactions entre molécules,
les complexes multiprotéiques sur le promoteur sont relativement instables et peuvent être
dans une grande variété de composition alternatives (Hager et al., 2006; Métivier et al.,
2006). Cela correspond alors à des chemins alternatifs locaux dans le graphe d’état. Dans
le cadre du graphe structuré en états chromatiniens, présenté à la figure III.4c, il s’agit des
différents chemins au sein d’un même état chromatinien. De plus, les nombreuses espèces
moléculaires recrutées sur le promoteur à différents instants au cours du cycle peuvent
témoigner de mobilités différentes, impliquant alors des hétérogénéités cinétiques le long
du cycle.

Par ailleurs, des expériences de re-ChIP ont permis de montrer que des complexes ayant
une même fonction (réalisant par exemple une même modification de la chromatine) et
recrutés aux mêmes étapes du cycle lent sur des cinétiques de ChIP, pouvaient en réalité
s’exclure mutuellement sur un même promoteur (Métivier et al., 2003, 2006). Ce phéno-
mène correspond typiquement à un engagement du système dans différentes voies alter-
natives, sur la base des événements stochastiques que constitue la formation de l’un ou de
l’autre de ces deux complexes. Mais, ces derniers réalisant la même fonction, cet engage-
ment n’est que temporaire et le système abouti alors au même état chromatinien. Dans le
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cadre du graphe structuré de la figure III.4c, une telle redondance fonctionnelle se traduit
par une structuration supplémentaire : le sous-graphe correspondant à un état chroma-
tinien comporte alors plusieurs sous-ensembles peu connectés entre eux, mais présentant
chacun des transitions énergie-dépendantes aboutissant dans le même état chromatinien.

À une échelle supérieure, on imagine aisément que le code des histones, défini précé-
demment de façon simpliste par les figures III.4a1-3 de sorte que les modifications de
la chromatine suivent une unique séquence d’états, soit en réalité bien plus complexe et
puisse provoquer de nombreux chemins alternatifs dans la succession des états chroma-
tiniens, ayant chacun des caractéristiques temporelles différentes. La probabilité que le
système emprunte ces différentes voies dépend alors de la concentration des molécules
constituant les complexes de modification de la chromatine, ainsi que de celles des cofac-
teurs participant au recrutement de ces derniers.

Tous ces phénomènes observés expérimentalement se traduisent par des structurations
particulières du graphe d’état du promoteur à des échelles différentes et semblent être les
caractéristiques fondamentales permettant un contrôle précis et flexible de sa dynamique.

Fig. III.23: Désynchronisation au sein d’une population et cohérence des oscillations.
Cette figure illustre intuitivement comment la désynchronisation progressive des différents promoteurs
d’une population initialement synchronisée (comme c’est le cas lors d’une cinétique de ChIP) est à
l’origine de l’amortissement des oscillations que l’on observe globalement sur la population au cours du
temps. Pour une durée du cycle très variable, la fraction de la population présentant par exemple une
modification donnée d’une queue d’histone tend rapidement vers une valeur moyenne, indiquant que
la population est alors complètement désynchronisée. À l’inverse, si le cycle a une durée relativement
peu variable, il faudra attendre un temps beaucoup plus long pour arriver à cet état moyen de la
population. Ainsi, la vitesse d’amortissement des oscillations observées sur la population, que l’on
peut quantifier par un facteur de cohérence κ (section 3.2), reflète le caractère stochastique du
comportement périodique individuel de chaque promoteur.
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4.4 Activité périodique des promoteurs eucaryotes : consomma-
tion énergétique et longueur effective du cycle

L’amortissement des oscillations observées sur une cinétique de ChIP reflète la désyn-
chronisation des différents promoteurs au sein d’une population initialement synchronisée
(Degenhardt et al., 2009). La distribution du temps nécessaire pour effectuer un cycle
détermine à quel point certains promoteurs seront en avance ou en retard par rapport à la
moyenne de la population. Ainsi, moins cette durée est variable, plus les cellules restent
longtemps synchronisées (Figure III.23).

La distribution de durée d’une séquence de p réactions de même durée moyenne τ (chacune
étant distribuée exponentiellement) est simplement une distribution gamma50 Γ(p, τ).
Dans le cas d’un cycle irréversible et homogène à m étapes et dont le taux de transition
est kf, Degenhardt et al. (2009) déduisent que la distribution de la durée du cycle est
simplement Γ(m, 1/kf). La moyenne et la variance de cette distribution étant respective-
ment m/kf et m/kf2, la variance du temps nécessaire pour effectuer q cycles, exprimée
en unité de la durée moyenne d’un cycle, est q/m. Les auteurs concluent donc que la
population se désynchronise au fil des cycles et ce d’autant moins rapidement que le cycle
comporte beaucoup d’étapes. Comme nous l’avons montré dans la section 3.2, l’amortisse-
ment des oscillations que reflète cette désynchronisation progressive peut être quantifié par
un facteur de cohérence κ (équation (III.18)). Pour le système particulier qu’est le cycle
homogène irréversible, il vaut par exemple κ = m/2π2, indiquant en effet que la cohérence
augmente avec le nombre d’étapes du cycle. Dans le cas plus général où l’on considère des
réactions réversibles, nous avons donné un seuil minimal pour le nombre d’étapes et pour
la consommation énergétique par cycle en dessous desquels une cohérence donnée ne peut
être atteinte (cf section 3.5) :

m > 2π2κ et

�

e

kBT
> 4π2κ (III.65)

(notons que π2=9.87..., de sorte que ces deux bornes sont approximativement 20κ et 40κ).

De plus, on remarque que la présence d’hétérogénéités dans une séquence de transitions
ainsi que l’ajout de chemins alternatifs (de taille au plus aussi longue) ne peut qu’augmen-
ter la variabilité de la durée nécessaire pour traverser le motif résultant et donc diminuer la
cohérence d’un cycle formé à partir de ce motif (figure III.24). Ainsi, les deux minorations
(III.65) s’appliquent dans le cas général au chemin le plus long ou, plus précisément, à la
longueur moyenne des différents chemins, pondérée suivant leurs probabilités respectives.
On peut alors définir la notion de longueur effective d’un cycle ou d’un ensemble de tran-
sitions, correspondant à la longueur de la séquence homogène de transitions qu’il faudrait
pour obtenir la même cohérence (ou la même variabilité de durée) avec une consomma-
tion énergétique identique (figure III.24). Une propriété fondamentale est que la longueur
réelle (qu’il s’agisse du nombre moyen ou du nombre maximal de transitions) ne peut
jamais être plus courte que la longueur effective.

50Plus précisement, il s’agit d’une distribution d’Erlang, la distribution gamma en étant une générali-
sation à des valeur de p non-entières.
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Fig. III.24: Longueur effective d’un motif : hétérogénéités et chemins alternatifs. La
durée que le système met pour traverser un sous-graphe donné (appelé motif ) du graphe d’état du
promoteur dépend de l’ensemble des transitions entre les états d’entrée et de sortie (cf figure III.12 et
section 3.3). En comparaison avec le cas idéalisé de la séquence homogène de transitions, la présence
d’hétérogénéités ou de chemins alternatifs (a1-4) modifie la distribution de la durée nécessaire pour
traverser le motifs (b1-4) ainsi que le profil de cinétique de ChIP que l’on observerait sur un cycle
constitué par plusieurs instances de ce motif (c1-4). On constate que l’ajout, à une séquence homogène
d’une longueur donnée, d’hétérogénéités dans les taux de transition (a1), de chemins alternatifs – qu’ils
soient plus courts (a2) ou de même longueur (a3) que la séquence de référence – ou encore l’ajout
de transitions entre les états analogues de chemins alternatifs de même longueur (a4) ne peut que
rendre plus variable la durée du motif et moins cohérentes les oscillations sur une cinétique de ChIP.
Pour un motif quelconque, on peut alors qualifier de longueur effective la longueur de la séquence
homogène qui conduirait à la même variabilité de durée et à la même cohérence que le motif considéré
(pour une même différence d’énergie libre entre les états d’entrée et de sortie ; cf section 2.4). Ainsi,
la longueur effective d’un motif est toujours inférieure ou égale à sa longueur réelle, que celle-ci soit
définie comme la longueur du chemin le plus long ou comme la longueur moyenne.

Ainsi, mesurer la cohérence des oscillations sur des données expérimentales permet de
déduire des informations structurelles sur le système en question. Par exemple, les oscil-
lations observées sur des promoteurs naturels au sein de cellules vivantes (figure III.26a,
Métivier et al., 2003) sont significativement plus cohérentes que celles observées in vitro
par Nagaich et al. (2004) sur un promoteur minimal51 (figure III.26b). Cela indique en

51Il s’agit d’un système minimal capable de reproduire in vitro un comportement périodique à partir
d’un promoteur sur lequel sont assemblés des nucléosomes, de recepteur au glucocorticoïde (GR), de son
ligand, du complexe ATP-dépendant de remodelage chromatinien SWI/SNF et d’ATP.
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effet un nombre d’étapes et une consommation énergétique moins importants pour ce sys-
tème minimal, propriété qui concorde également avec la période sensiblement plus courte
des oscillations.

Remarquons que l’énergie extérieure reçue par un promoteur peut provenir de diverses
sources : non seulement de l’activité des complexes ATP-dépendants de remodelage chro-
matiniens, mais également de celle des enzymes de modification d’histones. En effet, lors
de ces réactions, l’hydrolyse des co-enzymes fournit de l’énergie au système. Par exemple,
une molécule d’acétyl-CoA est utilisée comme donneur d’un groupe acétyl lors de réac-
tions d’acétylation et son hydrolyse libère une énergie de −7.5 kcal.mol−1, très compa-
rable à celle d’une molécule d’ATP (−7.3 kcal.mol−1) (Burton, 1955; Berg et al., 2002;
Brooks, 2004). La réaction inverse, la désacétylation, utilise le cofacteur NAD+ et four-
nit une énergie de −4 kcal.mol−1 (Sauve et al., 2006). De même, l’ATP est un donneur
pour les réactions de phosphorylation (Berg et al., 2002; Brooks, 2004). Ainsi, les réac-
tions de modification covalente de la chromatine fournissent une énergie du même ordre
de grandeur que celle d’une hydrolyse d’ATP. Cependant, celle-ci dépend des conditions
ioniques et du pH du milieu. Bien qu’elle soit caractérisée de façon précise dans l’eau
(∆GATP=−7.3 kcal.mol−1, soit environ −12 kBT ), sa valeur en condition intra-cellulaire
est plus approximative. Elle est estimée typiquement à ∆GATP=−12 kcal.mol−1, soit en-
viron −20 kBT (Berg et al., 2002).

Le compromis énergie vs longueur effective

Bien que l’intérêt biologique que représente le comportement périodique des nombreux
promoteurs eucaryotes reste une question encore très ouverte (Ford et Thanos, 2009), le
caractère particulièrement cohérent des oscillations observées sur cellules vivantes suggère
fortement qu’il s’agisse d’un trait positivement sélectionné. Si l’on part du principe que
des oscillations cohérentes constituent un avantage évolutif, alors notre étude permet de
mettre à jour un compromis important entre la consommation énergétique le long du cycle
�

e et le nombre effectif d’étapes du cycle m.

La consommation énergétique constitue un coût direct évident pour la cellule qui tend
souvent à optimiser cette ressource limitée. Quant au nombre effectif d’étapes du cycle, il
résulte de plusieurs facteurs tels que le nombre de molécules participant à la régulation
et leur façon d’interagir sur le promoteur (nous reviendrons plus en détail sur ces deux
aspects). Il représente donc également un coût, bien que plus indirect : chaque molécule
doit être synthétisée, les interactions moléculaires doivent évoluer vers des combinatoires
spécifiques, . . .

Comme le décrivent les inégalités (III.65) et la figure III.25a, une cohérence de κ = 10
par exemple peut être atteinte avec une longueur effective de seulement m = 198 mais

cela nécessite une consommation énergétique
�

e particulièrement élevée. Augmenter très
légèrement la longueur effective permet alors d’obtenir cette même cohérence pour une
consommation énergétique beaucoup moins importante. Mais plus cette dernière se rap-
proche de 400 kBT (cf inégalité (III.65)), plus une augmentation de m (même importante)

ne permet qu’une diminution très marginale de
�

e (figure III.25a). La région intermédiaire
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Fig. III.25: Compromis entre longueur effective et consommation énergétique. (a) Une
même valeur de cohérence κ peut être obtenue avec des cycles ayant des longueurs effectives m et des

consommations énergétiques
�

e très différentes. La courbe rouge décrit par exemple l’ensemble des

valeurs de m et
�

e provoquant une cohérence de κ = 10 (figure identique à la figure III.14). Ainsi, plus
la consommation énergétique est élevée, plus le cycle peut être court et réciproquement. Mais les deux
asymptotes, verticale et horizontale (correspondant aux inégalités (III.65)), définissent, pourm et pour
�

e, une borne en dessous de laquelle une cohérence donnée ne peut être atteinte. On constate alors que
l’économie énergétique que permet le rallongement d’un cycle est très significative si celui-ci est proche
de sa longueur minimale et très modeste s’il en est loin. De façon analogue, la réduction de la longueur

du cycle que permet une augmentation de la consommation énergétique
�

e est très importante si cette
dernière est proche de son seuil minimal et très marginale si elle en est loin. Le compromis entre ces

deux régimes correspond aux valeurs proches de la droite
�

e/kBT = 2m. (b) Par le même mécanisme,
l’amélioration de la cohérence d’un cycle par l’augmentation de sa longueur effective est très coûteuse

et peu efficace si celle-ci est déjà très supérieure à
�

e/2kBT , de même que par l’augmentation de sa
consommation énergétique si celle-ci est déjà très supérieure à 2mkBT . Ce compromis maintient alors

probablement le système dans le régime intermédiaire (proche de
�

e/kBT = 2m) où une augmentation

aussi bien de m que de
�

e provoque une amélioration significative de la cohérence.

entre ces deux régimes extrêmes se situe aux alentours de
�

e/kBT = 2m. Pour améliorer

la cohérence d’un système donné, si le rapport entre
�

e/kBT et 2m est très supérieur à 1,
une augmentation de la longueur du cycle sera très efficace alors qu’une augmentation de
la consommation énergétique le sera très peu, et réciproquement (figure III.25b).

Ainsi, même si la consommation énergétique et la longueur effective du cycle représentent

des coûts très différents, il paraît peu vraisemblable que le rapport entre
�

e/kBT et 2m soit
très éloigné52 de 1. Si l’on considère que les transitions énergie-dépendantes fournissent
chacune une énergie proche de ∆GATP = 20 kBT , une valeur de 1 du précédent rapport
signifie alors que la longueur effective moyenne entre deux consommations énergétiques
est de 10 étapes.

52Si l’on imagine, de façon simpliste, un coût proportionnel à m et à
�

e/kBT , mais qui soit 50 fois plus
important pour m (resp. 50 fois moins important), le rapport optimal est alors de 2.35 (resp. 0.332).
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4.5 Quantification sur données expérimentales

Notre modèle permet de faire un lien quantitatif entre des mesures expérimentales telles
que des cinétiques de ChIP et des caractéristiques structurelles du système sous-jacent
telles que la longueur et la consommation énergétique du cycle. Mais les données dispo-
nibles dans la littérature ne permettent souvent pas d’estimer ces valeurs de façon précise
et ne sont pas obtenues dans les conditions nécessaires pour pouvoir en déduire ces in-
formations de façon rigoureuse. Nous présentons ici toutefois deux méthodes permettant
d’estimer ces valeurs que nous appliquons à des données de la littérature. Ces résultats
sont donc plutôt à prendre à titre indicatif et comme une illustration de ce que l’on
pourrait faire en réalisant des mesures dédiées.

Quantification par la cohérence des oscillations

L’estimation précise du facteur de cohérence sur des données de cinétique de ChIP (ou
sur des données de même nature, issues d’autres techniques expérimentales ; cf figure I.9,
page 57) requiert des mesures d’une durée au moins de l’ordre de la durée de cohérence
et une résolution temporelle significativement supérieure à la période des oscillations. Par
exemple, les données de Métivier et al. (2003) (figure III.26a), de Karpova et al. (2008) ou
de Degenhardt et al. (2009) nécessiteraient d’être recueillies sur une durée plus longue pour
déterminer correctement l’enveloppe exponentielle des oscillations (notons qu’il suffirait
en réalité d’observer une seule oscillation après un délai long, typiquement 24 ou 48 h).
Seules les données de Nagaich et al. (2004) (figure III.26b) permettent une estimation

Fig. III.26: Cohérence des oscillations sur des données expérimentales. (a) Pour pouvoir
en estimer la cohérence des oscillations sur les données de Métivier et al. (2003), ce dernières néces-
siteraient d’être obtenues sur une durée plus longue afin de mesurer précisément leur amortissement
exponentiel. Elle semble cependant être de l’ordre d’au moins de plusieurs dizaines. (b) Sur les données

de Nagaich et al.

(2004), la décrois-
sance exponentielle
des oscillations a une
durée caractéristique
(durée nécessaire
pour que l’enveloppe
ait réduit d’un fac-
teur e−1 ≃ 0.37 ;
ligne pointillée) qui,
exprimée en nombre
de période des oscil-
lations, indique un
facteur de cohérence
de 2.5 ou de 3.2.



174 III. Dynamique stochastique de la régulation transcriptionnelle

relativement grossière du facteur de cohérence. Sur ces données, la durée caractéristique de
l’enveloppe exponentielle exprimée en nombre de périodes donne un facteur de cohérence
κ de l’ordre de quelques unités : 2.5 dans un cas et 3.2 dans un autre (figure III.26b).
La plus faible de ces deux valeurs, κ = 2.5, indique alors un nombre d’étapes supérieur
à 50 et une consommation énergétique d’au moins 100 kBT par cycle, soit au moins 8
hydrolyses d’ATP. La cohérence des données de Métivier et al. (2003) ne peut pas être
mesurée, mais semble être de l’ordre de quelques dizaines, ce qui indiquerait une borne
minimale de quelques centaines voire du millier pour le nombre d’étapes du cycle et
une consommation énergétique d’au moins l’équivalent de quelques dizaines voire de la
centaine d’ATP.

Ces estimations paraissent raisonnables si l’on compte le nombre de réactions de modifi-
cations de la chromatine apportant de l’énergie au système qui peuvent avoir lieu sur ces
promoteurs. En effet, le promoteur ps2 étudié par (Métivier et al., 2003) comporte deux
nucléosomes et 13 motifs CpG (Reid et al., 2009) (cf figures I.6b1-2, page 49). Chaque
nucléosome possède 8 queues d’histones, chacune comportant plusieurs sites pouvant su-
bir des modifications covalentes (Verdone et al., 2005; Mellor, 2006; Reid et al., 2009).
De plus, il a été montré que la méthylation/déméthylation des motifs CpG participait au
comportement cyclique et pouvait avoir lieu dans les deux sens du brin d’ADN (Méti-
vier et al., 2008). Enfin, l’activité cyclique de ce promoteur implique des remodelages par
différents complexes, tel que NuRD et SWI/SNF, l’action de ce dernier nécessitant par
exemple l’hydrolyse d’un nombre d’ATP de l’ordre de la dizaine (Kassabov et al., 2003;
Zofall et al., 2006). De plus, l’estimation d’au moins 8 hydrolyses d’ATP pour le système
minimal in vitro de Nagaich et al. (2004) paraît également réaliste puisque le seul apport
énergétique possible sur ce promoteur est un remodelage par le complexe SWI/SNF.

Ainsi, les estimations obtenues à partir de la cohérence des oscillations semblent plausibles
au regard des mécanismes moléculaires en jeu sur ces promoteurs. Mais notons toutefois
que la cohérence des oscillations sur une cinétique de ChIP peut ne pas uniquement reflé-
ter le processus stochastique local au promoteur mais également résulter en partie d’un
couplage entre plusieurs gènes de la cellule. En effet, dans le cas du ChIP sur cellules
vivantes, si la méthode utilisée pour synchroniser la population à l’instant initial de la ci-
nétique n’agit pas de manière spécifique sur le gène d’intérêt (c’est en particulier le cas de
la synchronisation par l’α-amanitine), il est alors possible que plusieurs gènes aient simul-
tanément un comportement périodique. Si les différentes fréquences de ces processus sont
proches, que les gènes se régulent mutuellement et que les comportements périodiques de
chaque promoteur se transmettent significativement à leurs niveaux protéiques respectifs,
alors les différentes activités périodiques peuvent être couplés et peuvent ainsi présen-
ter une cohérence plus élevée que si elles étaient observées individuellement. Même si les
concentrations libres des FT dans les cellules ne présentent pas le caractère périodique ob-
servé sur le promoteur53 de tels phénomènes ne peuvent cependant pas être exclus. Ainsi,
pour dériver de manière rigoureuse les informations de longueur et de consommation éner-
gétique, il serait nécessaire de faire des expériences complémentaires en ne synchronisant
les cellules que pour le gène étudié.

53R. Métivier, communication personnelle.
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Quantification par la forme précise des profils de ChIP

Une autre méthode permet d’estimer la cohérence de manière plus précise à partir des
données de Métivier et al. (2003). Afin de déterminer précisément l’ordre des différentes
étapes, les auteurs ont réalisé des cinétiques de ChIP à une résolution temporelle fine de
1 min et sur des fenêtres de temps restreintes décrivant, pour chaque anticorps, l’augmen-
tation du signal depuis 0 (cf figure I.9a6, page 57). Ces cinétiques montrent pour certaines
molécules un profil assez caractéristique : une augmentation brutale de leur probabilité
de présence sur le promoteur.

Dans une séquence homogène de transitions irréversibles de durées moyenne τe, la pro-
babilité d’avoir atteint la q-ième étape au bout d’un temps t est simplement la fonction
de répartition d’une distribution gamma, soit la fonction gamma incomplète inférieure
régularisée54 (Abramowitz et Stegun, 1964), notée PΓ(q, t/τe).

Une molécule dont le turnover est rapide et qui ne pourrait s’accrocher qu’à partir d’une
étape donnée dans le cycle (l’étape en question correspondant par exemple à un remode-
lage chromatinien mettant à jour le site de fixation du facteur ; cf figure III.27a1) suivrait
ce profil αPΓ(q, t/τe) à un coefficient α près. Ce dernier, reflétant à la fois la fraction
du temps où le site est occupé et l’efficacité de l’anticorps utilisé, est nécessairement
0 ≤ α ≤ 1. Si l’affinité du facteur le long du cycle n’est pas binaire mais augmente de
façon plus ou moins progressive en plusieurs étapes (figure III.27a2), le profil de ChIP
observé au cours du temps correspond à la somme de plusieurs profils αPΓ(q, t/τe) et ne
peut donc être que moins abrupt.

L’allure d’un profil binaire PΓ(q, t/τe) observé sur une population renseigne donc sur la dy-
namique stochastique des différents promoteurs. Une augmentation plus ou moins abrupte
indique à quel point certains promoteurs sont en avance ou en retard par rapport à la
moyenne de la population t = qτe et reflète ainsi la même information que la cohérence.
Pour une durée par transition fixée, les profils correspondant au passage de différentes
étapes le long de la séquence de transitions sont d’autant moins abruptes que l’étape
à lieu tard (figure III.27b1). À l’inverse, une augmentation observée au bout d’un délai
donné est d’autant plus abrupte que le nombre de transitions pour y arriver est impor-
tant (figure III.27b2). Ces deux tendances opposées sont analogues au fait que la variance
augmente lorsque l’on fait la somme de nombres aléatoires, et diminue lorsque l’on en fait
la moyenne. De plus, on peut généraliser ce résultat au cas où l’on considère des réactions
réversibles, prenant alors en compte non seulement le nombre q de transitions, mais éga-
lement l’énergie ∆G consommée le long de ces q transitions. En effet, comme l’illustre la
figure III.27c, les profils obtenus pour des valeurs très différentes de q et ∆G (qui condui-
raient à une même valeur de κ si ces q transitions constituaient un cycle) sont identiques
dans la limite de κ ≫ 1. Par exemple, q=2592 et ∆G=5184 kBT provoque le même pro-
fil que q=65820 et ∆G=3949 kBT bien que ce second système soit 25 fois plus long que
le premier, car ces situations correspondent toutes deux à κ = 100 (figures III.27c1-2).
Cette propriété montre l’équivalence entre la cohérence et la variabilité du durée du cycle

comme nous l’évoquions déjà à la figure III.24. Toutes valeurs de m et
�

e correspondant à

54Sa définition est PΓ(q, t) =
∫ t

0
xq−1e−xdx/

∫∞

0
xq−1e−xdx.
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Fig. III.27: Forme des profils de ChIP et cohérence du système. Cette figure illustre
comment la forme précise des profils de ChIP peut comporter les mêmes informations que la cohérence
des oscillations. (a1) Un FT ne pouvant s’associer qu’à partir d’une étape donnée de la progression
du promoteur (par exemple après une modification particulière de la chromatine) a un profil de ChIP
assez caractéristique, correspondant à la fonction de répartition d’une loi gamma (en considérant
tout d’abord les transitions comme irréversibles). (a2) Si, à l’inverse, l’affinité d’un FT augmente
progressivement en plusieurs paliers au cours de la progression du promoteur, son profil de ChIP
ne peut alors être que moins abrupts que dans le cas précédent. (b1) Pour une durée d’étape τe
donnée, les profils de ChIP correspondant à des FT ne pouvant s’associer qu’après différentes étapes
de la progression du promoteur sont d’autant moins abrupt que le nombre q d’étapes pour que le FT
s’associe est élevé. (b2) À l’inverse, un profil observé à un instant donné est d’autant plus abrupt que
le nombre q d’étape pour l’atteindre est important. (c) Ces relations peuvent être généralisées au cas
où l’on considère les transitions réversibles (prenant alors en compte la consommation énergétique
∆G le long des q transitions) : la forme du profil (c1) est alors entièrement déterminée par le facteur
de cohérence que produirait un cycle de q transitions consommant une énergie ∆G (c2). La forme
d’un profil de ChIP reflète donc la même information que la cohérence. (d1) Ce profil peut alors être
utilisé pour fitter les cinétiques de ChIP réalisées à une résolution de 1 min par Métivier et al. (2003),
en fonction de q, de ∆G et de α (un coefficient représentant à la fois l’affinité maximal du FT et
l’efficacité de l’anticorps utilisé pour le ChIP). (d2) On en déduit alors pour chaque FT des valeurs de

la longueur effective m et de la consommation énergétique
�

e du cycle en dessous desquelles le profil
ne pourrait théoriquement pas être obtenu. Les valeurs les plus élevées indiquent un cycle de plus d’un
millier d’étapes consommant l’équivalent de plus de 100 molécules d’ATP. (les fits de mauvaise qualité
sont grisés et les barres d’erreur représentent des valeurs produisant des fits de qualités similaires).
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une même cohérence κ produisent des distributions de durée du cycle identiques (puisque
leurs fonctions de répartition sont identiques). Il s’agit donc d’une loi Gamma Γ(m, t/τe)
dont le paramètre de forme est m = 2π2κ (sa variance normalisée est donc (2π2κ)−1).
Enfin, comme le montre la figure III.24, introduire des hétérogénéités dans les taux de
transition ainsi que des chemins alternatifs ne peut qu’augmenter la variabilité du délai
pour atteindre la q-ième étape et donc rendre le profile moins abrupt. Les mesures de
longueur obtenues par cette méthode décrivent donc la longueur effective du cycle.

En exploitant les dépendances illustrées sur les figures III.27b et III.27c, il est possible
de donner une borne inférieure à la longueur effective et à la consommation énergétique
du cycle. La figure III.27d2 représente l’estimation de ces deux bornes obtenues sur les
données de Métivier et al. (2003)55 en fittant chacun des profils de ChIP à 1 min sur
α PΓ(q, t/τe) (figure III.27d1) et en considérant une période du cycle de 40 min. Les
profils pour lesquels la précision temporelle est mauvaise ont été grisés et correspondent
probablement à des molécules dont le profil d’affinité est progressif (figure III.27a2). Les
profils pour lesquels le fit est relativement précis indiquent une longueur effective du cycle
au moins de l’ordre du millier et une consommation énergétique équivalente à au moins
100 hydrolyses d’ATP.

Notons cependant que ces valeurs sont assez approximatives et ne donnent qu’un ordre
de grandeur. Les barres d’erreur n’indiquent, pour chaque profil, que les intervalles sur
lesquels les fits sont de qualité comparable56 et ne prennent pas en compte d’éventuelles
imprécisions de mesure, ni le faible nombre de points expérimentaux utilisés pour chaque
fit. L’amélioration de ces résultats nécessiteraient idéalement (en plus de l’utilisation d’une
méthode de synchronisation spécifique au gène d’intérêt), non seulement un nombre plus
important de points de mesures par profil, mais également d’avoir leur forme complète
jusqu’à leurs valeurs maximales. En effet, un profil incomplet (comme c’est le cas de
TRAP220 vers 60 min) ne permet pas une bonne précision sur l’estimation de α et rend
le résultat assez peu fiable. En revanche, remarquons que les profils PRMT-1, SRC-1 à
40 min et P-Pol-II à 140 min sont relativement complets de ce point de vue et donnent

des minorations de m et de
�

e parmi les plus élevées.

4.6 Progression de l’état chromatinien et mécanismes d’interac-
tion des molécules sur/avec la chromatine

Les facteurs définissant l’état du promoteur sont de natures très variées. Notre modèle
permet de représenter dans un même formalisme aussi bien les molécules pouvant se fixer
sur leur site cible que les modifications conformationnelles et covalentes de la chroma-
tine, que nous avons qualifiées respectivement de facteurs de transcription (FT) et de
facteurs chromatiniens (FC) (cf section 2). La modification de l’état de la plupart des FC
nécessite l’action de complexes de remodelage ou d’enzymes de modification d’histones
et correspondent donc à des transitions où des molécules énergétiques sont consommées

55Nous remercions Raphaël Métivier pour nous avoir fourni ces données.
56Les différents profils ne comportant pas le même nombre de point de mesure, un critère direct sur la

qualité du fit produirait artificiellement des barres d’erreur étroites pour les profils à peu de points.
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(hydrolyses d’ATP ou de co-enzymes). Ces transitions étant très peu réversibles sponta-
nément et nécessitant le recrutement de complexes différents pour être inversées, elles ont
été proposées par différents auteurs comme constituant la base de la progression cyclique
du promoteur (Métivier et al., 2006; Hager et al., 2006; Benecke, 2006; Karpova et al.,
2008; Degenhardt et al., 2009; Reid et al., 2009). En effet, contrairement aux FT qui ont
une forte mobilité, les FC semblent plus à même d’encoder un état stable dans le temps
et donc de permettre des oscillations lentes. Par exemple, le turnover de l’acétylation des
queues d’histones va de quelques minutes à quelques dizaines de minutes (Waterborg,
2001, 2002).

Plusieurs hypothèses concernant la dynamique du promoteur ont été formulées à partir de
cette progression selon une suite d’états méta-stables de la chromatine (Hager et al., 2006;
Métivier et al., 2006; Karpova et al., 2008; Degenhardt et al., 2009; Reid et al., 2009).
Elles permettent en particulier d’expliquer la différence d’échelle de temps observée avec
les techniques de FRAP et de ChIP. En effet, la première de ces techniques montre des
temps de résidence des molécules allant de la seconde à la minute (McNally et al., 2000;
Becker et al., 2002; Phair et al., 2004; Rayasam et al., 2005; Bosisio et al., 2006; Karpova
et al., 2004, 2008) alors que la seconde témoigne d’une activité périodique de l’ordre de
l’heure (Shang et al., 2000; Métivier et al., 2003; Karpova et al., 2008; Degenhardt et al.,
2009).

Pour expliquer ces différences, il est parfois proposé que ces deux techniques ne reflètent
pas le même type d’événements d’association/dissociation (Hager et al., 2006; Métivier
et al., 2006). Le ChIP, nécessitant la fixation des cellules au formaldéhyde (cf Box 2,
page 52), ne serait sensible qu’à de rares associations spécifiques et stables des molécules
alors que le FRAP serait également sensible à leurs associations non-spécifiques et tran-
sitoires, plus nombreuses. Remarquons ici que, sans nécessairement faire appel à de telles
différences de sensiblité, ces deux techniques mesurent en réalité deux aspects bien diffé-
rents de la dynamique des FT. Le FRAP mesure le temps de résidence des molécules (en
quelque sorte leur koff) et ce, toutes étapes du cycle confondues, alors que le ChIP rend
compte de la progression au cours du temps de leur probabilité de présence (en quelque
sorte l’évolution du rapport kon/koff). La durée d’un motif sur une cinétique de ChIP ne
révèle ainsi pas nécessairement le temps de résidence de la molécule. On peut en effet
construire deux système différents produisant exactement les mêmes cinétiques de ChIP
avec des courbes de FRAP très différentes (figure III.28). Dans un cas, la récupération de
fluorescence de la courbe de FRAP est de même durée qu’un motif de ChIP, dans l’autre
elle est beaucoup plus courte. Remarquons enfin que, même si elles sont très nombreuses,
les associations non-spécifiques influencent d’autant moins la courbe de FRAP qu’elles
sont transitoires. On peut par exemple montrer (sur un système très simple à trois états :
FT dissocié, FT associé de façon non-spécifique et FT associé de façon spécifique) que si
une molécule s’associe 99 fois sur 100 de façon non-spécifique, restant en moyenne 1 s,
et 1 fois sur 100 de façon stable, restant alors en moyenne 100 s, la composante lente
de la courbe de FRAP aura la même amplitude que la composante rapide (et non une
amplitude 100 plus faible). Ainsi, les associations stables, bien que rares, doivent être
détectable par le FRAP. La supposition que le ChIP et le FRAP ne reflètent pas le même
type d’associations ne semble donc pas être valide.
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Fig. III.28: ChIP et FRAP : deux mesures
complémentaires de la dynamique d’un FT.
La durée d’un pic sur une cinétique de ChIP ne
reflète pas nécessairement le temps de résidence
d’un FT. En effet, comme l’illustre cette figure, une
même courbe de ChIP peut correspondre à deux si-
tuations pour lesquelles les dynamiques du FT sont
très différentes. (a) Les deux exemples comparés ici
correspondent à deux cycles de même longueur au
sein desquels un FT ne peut s’associer au promo-
teur que pendant une fenêtre temporelle donnée.
Dans le premier cas, le FT ne peut s’associer qu’au
début de la fenêtre et ne peut se dissocier qu’à la
fin (a1). Dans le second, il peut s’associer et se dis-
socier à tout instant pendant la fenêtre (a2). (b)
Dans les deux cas, les cinétiques de ChIP sont par-
faitement identiques. (c) Mais, comme en témoigent
les courbes de FRAP, le temps de résidence du FT
est de l’ordre de la durée d’un pic de la cinétique
dans le premier cas (c1) et est beaucoup plus court
dans le second (c2). Ainsi, le ChIP et le FRAP ré-
vèlent des information différents sur la dynamique
du FT, à savoir sa probabilité de présence au cours
du cycle et sa durée de résidence toutes étapes du
cycle confondues.

Plusieurs auteurs proposent que l’état de la chromatine, évoluant lentement et de ma-
nière cyclique selon une suite d’états méta-stables, détermine le spectre de FT ou de
complexes pouvant s’associer ou non au promoteur, ces associations étant alors essentiel-
lement transitoires (Métivier et al., 2006; Hager et al., 2006; Karpova et al., 2008; Reid
et al., 2009; Hager et al., 2009). Il s’agit là en partie du principe que nous avons instancié
dans l’exemple de promoteur eucaryote présenté au début de ce chapitre (figure III.4). Les
divers points de vue de la littérature diffèrent en revanche quant à la façon dont les molé-
cules sont recrutées sur le promoteur, interagissent entre elles et effectuent les transitions
vers d’autres états de la chromatine. Alors que certains auteurs, tels que Karpova et al.
(2008), ne présentent l’association/dissociation des FT sur le promoteur que comme un
phénomène passif (ne faisant que refléter l’évolution de la chromatine), d’autres proposent
des mécanismes plus précis. En particulier, Hager et al. (2006) et Métivier et al. (2006)
proposent que de nombreux complexes pré-assemblés s’associent au promoteur de façon
transitoire jusqu’à ce qu’une association dite « productive » du complexe permettant la
transition vers l’état chromatinien suivant ait lieu. Nous montrons maintenant que, pour
reproduire le caractère fortement cohérent des périodicités observées sur les cinétiques
de ChIP, la dynamique combinatoire d’assemblage/désassemblage des complexes sur le
promoteur est essentielle car c’est elle qui détermine la longueur effective entre chaque
événement énergie-dépendant de modification de la chromatine.
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Afin d’étudier l’interaction entre la dynamique des associations/dissociations de molécules
et les modifications de l’état de la chromatine, nous instancions notre modèle en consi-
dérant des interactions réciproques entre FT et FC (de façon similaires à l’exemple du
promoteur eucaryote présenté au début de ce chapitre ; figures III.4a2-3). Nous ne décri-
vons cependant ici qu’un seul état chromatinien (figure III.29a) et considérerons par la
suite celui-ci répété 100 fois sous la forme d’une séquence cyclique de modifications telle
que celle de l’exemple eucaryote de la figure III.4c. Au sein du sous-graphe correspon-
dant à cet état chromatinien, on peut remarquer trois états particulier (figure III.29a).
Dans l’état d’entrée dans ce sous-graphe, atteint juste après la réaction énergie-dépendant
amenant le système dans l’état chromatinien considéré, le promoteur est occupé par le
complexe, que nous appelons complexe d’entrée, ayant réalisé cette transition. De même,
juste avant de quitter l’état chromatinien, le promoteur, dans l’état de sortie, est occupé
par le complexe de sortie, réalisant la modification de la chromatine suivante57. Enfin, un
troisième état particulier, le template, est celui où le promoteur n’est occupé par aucun
FT et ne comporte que les molécules constituant la chromatine. Nous nous intéressons
alors à l’influence des interactions moléculaires au sein de cet état chromatinien sur les
dynamiques locales et globales du promoteur.

Complexes préassemblés ou assemblage/désassemblage sur le promoteur ?

Au regard du caractère particulièrement cohérent des oscillations observées sur les ciné-
tiques de ChIP, la durée du cycle doit être très peu variable, ce qui implique alors que la
durée entre deux changements d’état de la chromatine le soit également. Pour ce faire, il
est nécessaire que les associations/dissociations des molécules suivant immédiatement une
réaction énergie-dépendante et aboutissant à la réaction énergie-dépendante suivante (dis-
sociation/désassemblage du complexe d’entrée et association/assemblage du complexe de
sortie) constituent un ensemble de transitions dont la longueur effective soit suffisamment
importante. Cela implique en particulier que les transitions soient nombreuses, orientées
et homogènes et que les chemins alternatifs soient de longueur et de durées similaires.
Rappelons que nous avons montré qu’une longueur effective moyenne entre deux réac-
tions énergétique était vraisemblablement sous-optimale si sensiblement inférieure à 10 et
ne provoquait qu’une amélioration marginale si sensiblement supérieure à 10.

Nous montrons tout d’abord que, pour que le nombre de transitions soit suffisant, il est
nécessaire que les complexes se forment et se déforment essentiellement sur le promoteur
et non qu’il s’associent et se dissocient sous forme préassemblée. La figure III.29b ins-
tancie le modèle du « return-to-template » (Hager et al., 2006) qui propose que différents
complexes existent sous forme préassemblée dans le nucléoplasme et s’associent et se disso-
cient en permanence sur le promoteur, celui-ci retournant alors, après chaque dissociation,
à son état vide, le template, prêt à accueillir un complexe différent. Tous les complexes

57On considère ici par simplicité que les complexes d’entrée et de sortie ne sont constitués que des FT
réalisant la modification de la chromatine. On peut cependant prendre en compte le fait que d’autres FT
peuvent être ou non présents sur le promoteur sans modifier l’activité des complexes de modification de
la chromatine (c’est par exemple le cas des 7 derniers FT dans la figure III.4a). On obtient alors plusieurs
états d’entrée et de sortie par état chromatinien (cf figure III.4c) et les complexe d’entrée et de sortie ont
alors plusieurs compositions possibles.
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Fig. III.29: Interaction des FT sur la chromatine : instanciation du return-to-template.
(a) Nous étudions ici en détail la dynamique du promoteur au sein du sous-graphe correspondant à
un état chromatinien, c’est-à-dire l’association/dissociation de FT et de complexes entre deux évé-
nements consécutifs de modification énergie-dépendante de la chromatine. Les complexes présents
sur le promoteur lors de son entrée et lors de sa sortie de cet état chromatinien – appelés respec-
tivement complexe d’entrée et complexe de sortie – sont ceux provoquant les deux modifications
de la chromatine57. Parmi tous les états du sous-graphe considéré, correspondant aux différentes
combinaisons des FT pouvant s’associer sur la chromatine, l’état particulier où le promoteur n’est
occupé par aucun FT est appelé le template. Ce système peut être instancié à l’aide de notre modèle
afin d’étudier différentes hypothèses concernant l’interaction des FT sur/avec la chromatine. (b) Par
exemple, le modèle du « return-to-template » (Hager et al., 2006, cf texte) correspond à une instan-
ciation où seuls les transitions entre le template et les autres états sont possibles. (c) Même s’il est
optimisé à l’aide d’un algorithme induisant un comportement périodique cohérent (cf annexe B.2), un
état chromatinien ayant une telle structure a nécessairement une distribution de durée relativement
variable et correspondant donc à une longueur effective courte (ici de 1.7 et nécessairement inférieure
à 3 ; cf texte). (d) Un système dans lequel cet état chromatinien serait répété 100 fois sous la forme
d’une séquence cyclique ne permet alors d’atteindre qu’une cohérence sensiblement inférieure à celle
de données réelles de cinétique de ChIP (ici κ = 8.5). (e) Les courbes de FRAP montrent que les
temps de résidence des FT sont de l’ordre de la dizaine de secondes et (f) que ces dernier ne sont pas
rallongés par une déplétion du système en ATP.

n’interagissent que de façon transitoire à l’exception de celui permettant la transition
vers l’état chromatinien suivant. Dans un tel système, la longueur effective entre deux
réactions énergie-dépendantes est nécessairement inférieure à 3 transitions (elle vaut par
exemple 1.7 dans l’exemple présenté ici, ne permettant alors d’atteindre qu’une cohérence
de 8.5 ; figures III.29c et III.29d). En effet, dans le meilleur des cas, une modification de
l’état chromatinien est suivie de (i) la dissociation du complexe l’ayant provoquée, (ii)
l’association du complexe capable de réaliser la modification chromatinienne suivante et
(iii) la réaction énergie-dépendante en question. L’association/dissociation d’autres com-
plexes ne peut faire qu’augmenter la variabilité de la durée de l’état chromatinien et donc
diminuer la longueur effective. En effet, si un mauvais complexe s’associe, la durée sup-
plémentaire nécessaire à sa dissociation rend le délai entre les étapes (i) et (ii) encore plus
variable que s’il ne s’agissait directement de la bonne association. De façon générale, tout
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événement qui ramène le promoteur dans un état déjà atteint antérieurement, ne peut que
faire augmenter la variabilité de la durée de l’état chromatinien et ce d’autant plus que
cet événement est long. Si les mauvaises associations sont très transitoires ce phénomène
est peu important, mais la longueur effective reste dans tous les cas inférieure à 3. Un
tel système étant donc sous-optimal, il demanderait une consommation énergétique très
importante et semble alors peu plausible. Il paraît donc plus efficace que les complexes
se forment, au moins en partie, sur le promoteur. En effet, dans ce cas, chaque associa-
tion d’un FT ou d’un sous-complexe constitue une étape cinétique. Cette vision concorde
avec les travaux de Gorski et al. (2008) montrant que l’assemblage du complexe de pré-
initiation de la polymérase I se fait essentiellement sur le promoteur, permettant alors
une régulation plus précise de la transcription que s’il s’associait préassemblé (Darzacq et
Singer, 2008; Hager et al., 2009). Bien qu’il ne s’agisse pas d’un complexe de modification
de la chromatine, ses propriétés d’assemblage sur le promoteur semblent similaires à celle
que nous proposons.

Dynamique hors d’équilibre et rôle moteur des réactions énergie-dépendantes

Une deuxième caractéristique essentielle pour reproduire des périodicités cohérentes est
que les réactions doivent être orientées (c’est-à-dire plus probables dans un sens que dans
l’autre) et ce de façon homogène. Rappelons qu’une réaction est d’autant plus orientée
qu’elle provoque une diminution importante d’énergie libre (figure III.5 et section 2.4).
Les transitions énergie-dépendantes de modification de la chromatine sont par nature
très orientées, mais si l’on considère que les associations/dissociations de molécules le
sont peu (figures III.30a1 et b1), la distribution de durée de l’état chromatinien reste
assez variable. En effet, dans ce système, la formation du complexe capable de réaliser
la modification de la chromatine suivante peut aussi bien se faire en peu d’étapes qu’en
beaucoup d’étapes (considérant les retours en arrière). L’état chromatinien ne peut donc
pas atteindre une longueur effective conséquente et les périodicités de l’activité globale ne
sont que modérément cohérentes (figures III.30c1 et d1).

Ainsi, une suite de transitions fortement orientées décrit nécessairement une descente
graduelle d’énergie libre, partant d’un état de haute énergie et aboutissant à un état de
basse énergie. Cela signifie que la transition énergie-dépendante de l’état chromatinien
doit mettre le système dans un état énergétiquement peu favorable et que les interactions
moléculaires doivent être telles qu’il n’y ait pas de dissociation immédiate du complexe ou
de réarrangement conformationnel faisant retomber le système vers des états faiblement
énergétiques. Au contraire, les interactions combinatoires doivent accompagner cette des-
cente graduelle en amenant le complexe d’entrée à se désassembler en plusieurs étapes
successives et en provoquant la formation, également progressive, du complexe de sortie,
permettant alors la transition vers l’état chromatinien suivant (figures III.30a2 et b2). Le
système doit rester en permanence sur une dynamique transitoire hors d’équilibre, cette
dernière n’étant possible que grâce à l’apport énergétique que constitue la réaction de
modification de la chromatine réalisée par le complexe d’entrée. Si le promoteur se met
rapidement dans une conformation favorable ou que le complexe d’entrée se dissocie im-
médiatement, le reste de la dynamique s’effectue nécessairement par des transitions entre



4. Exploitation du modèle et résultats biologiques 183

Fig. III.30: Décroissance énergétique progressive et dynamique hors d’équilibre. Cette
figure présente la comparaison deux modes d’interaction des FT sur/avec la chromatine. (a1) Dans
le premier cas, les états du promoteur, décrivant la présence/absence des FT, ont des énergies libres
similaires et les réactions énergie-dépendantes permettent de passer des barrières d’activation élevées.
(a2) Dans le second cas, le désassemblage du complexe d’entrée et l’assemblage du complexe de sortie
constituent au contraire une diminution progressive de l’énergie libre depuis une valeur élevée, atteinte
grâce à une réaction énergie-dépendante. Les schéma présentés ici emploient la même représentation
que la figure III.5. (b) L’instanciation de ces deux mécanismes sur le système de la figure III.29a
(présentée ici uniquement en termes des énergies libres Gs associées aux états et non des énergies
d’activation Es′,s) permet de comparer ces deux mode d’interaction (cf annexe B.2 et tableau B.1
pour plus de détails sur la paramétrisation de ces deux exemples). (c1-2) Le second cas, où l’énergie
libre décroît progressivement, permet une durée d’état chromatinien sensiblement moins variable que
le premier cas, ce qui correspond à une longueur effective plus élevé et (d1-2) permet d’atteindre une
périodicité plus cohérente sur les cinétiques de ChIP. (e1-2) Les courbes de FRAP montrent que pour
ces deux systèmes les temps de résidence des FT sont de l’ordre de quelques dizaines de secondes.
(f1-2) Cependant, seul le second cas reproduit l’observation expérimentale très singulière, décrite par
la figure I.8b (page 54), que la déplétion en ATP rallonge très sensiblement ces temps de résidence.
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états d’énergie similaires et les transitions ne sont alors pas globalement orientées vers
l’état permettant la modification chromatinienne suivante.

Dans ce cadre, certains types de modifications conformationnelles peuvent jouer un rôle
important dans la dynamique au sein d’un même état chromatinien. En effet, nous avons
défini l’état chromatinien comme une combinaison de facteurs méta-stables tels que les
modifications covalentes des histones et de l’ADN et les modifications conformationnelles
nécessitant un apport d’énergie extérieure. Néanmoins, certaines modifications conforma-
tionnelles peuvent parfois être rapides et spontanées. En effet, en fonction de son profil
énergétique le long de la séquence d’ADN, un nucléosome peut avoir différents comporte-
ments. Alors que d’importants minima locaux d’énergie peuvent immobiliser un nucléo-
some à certains emplacements et que son passage par-dessus certaines barrières d’énergie
nécessite l’apport d’énergie extérieure (hydrolyse d’ATP), un nucléosome peut toutefois
se déplacer spontanément dans certaines régions d’énergie équivalente, en allant préféren-
tiellement vers les états de plus basse énergie. On peut alors imaginer des mécanismes
réalisant une descente graduelle d’énergie entre deux modifications énergie-dépendantes
de la chromatine, basées en partie sur le déplacement spontané des nucléosomes. Par
exemple, après une telle modification, un nucléosome peut se trouver en haut d’un gra-
dient d’énergie. Si de plus son déplacement le long de la séquence est obstrué par les
molécules s’y trouvant associées (par exemple le complexe d’entrée), celles-ci sont alors
en position énergétiquement défavorable et peuvent se dissocier progressivement au fur et
à mesure que le nucléosome se déplace. Ce déplacement peut alors provoquer en parallèle
la mise à jour progressive de site de fixation pour les FT du complexe de sortie. Ainsi,
des réarrangement conformationnels spontanés de la chromatine peuvent participer à la
dynamique intra-état chromatinien.

On remarque que, parmi les différentes hypothèses testées ici, le cas le plus vraisem-
blable est celui où le promoteur a une dynamique en permanence hors d’équilibre (fi-
gure III.30a2), contrairement à l’hypothèse souvent faite par la plupart des modèles d’or-
ganisation de la chromatine et d’occupation du promoteur par les FT (Segal et Widom,
2009; Jiang et Pugh, 2009; Raveh-Sadka et al., 2009). En effet, dans ces modèles, les
auteurs justifient l’application de méthodes thermodynamiques (imposant de considérer
un système ne consommant pas d’énergie) en avançant que les modifications énergie-
dépendantes ne font que fluidifier la structure en abaissant des barrières énergétiques
élevées (cf section 1.3). C’est pourtant dans le cas de la figure III.30a2 que l’application
d’une telle hypothèse est la moins justifiée. Ainsi, même si les méthodes thermodyna-
miques donnent parfois de bons résultats, la compréhension de l’organisation de la chro-
matine au niveau d’un promoteur peut nécessiter de considérer le système comme ouvert
et hors d’équilibre.

La comparaison des courbes de ChIP et de FRAP dans les trois cas présentés sur les
figures III.29 et III.30 démontre que le temps de résidence des FT est sensiblement plus
court que la période des oscillations. Cependant, seul le cas où les complexes se forment
sur le promoteur par une descente progressive d’énergie libre (figure III.30b2) permet de
reproduire une propriété très singulière de la dynamique des FT. Le turnover des molécules
est en effet très lié à l’activité ATP-dépendante des complexes de remodelages. Comme
décrit plus en détail à la section 5.2 du chapitre I (et en particulier sur la figure I.8b,
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page 54), plusieurs études montrent que l’inhibition de cette activité ATP-dépendante
augmente drastiquement le temps de résidence des FT (Fletcher et al., 2002; Elbi et al.,
2004; Karpova et al., 2004; Rayasam et al., 2005; Agresti et al., 2005), expliquant par
ailleurs pourquoi les anciennes mesures in vitro (Perlmann et al., 1990) rapportaient des
temps de résidence beaucoup plus long que les études récentes in vivo (McNally et al.,
2000; Becker et al., 2002; Phair et al., 2004). On remarque que c’est ici uniquement dans
le cas du système de la figure III.30b2 qu’une déplétion en ATP provoque des temps de
résidence très longs des FT. En effet, en l’absence d’énergie extérieure, le système est
alors fermé (au sens décrit dans la section 2.4) et le profil apparent devient le même que
le profil réel (figures III.30a1-2). La répartition entre les différents états favorise alors les
états d’énergies les plus basses. Dans le cas de la figure III.30b2, il s’agit des complexes
de sortie entièrement formés et la dissociation des molécules, impliquant de remonter la
descente énergétique en sens inverse, est alors rare. Dans le cas de la figure III.30b1, tous
les états ont des énergies comparables et les associations/dissociations de molécules se
font aussi rapidement que lorsque l’ATP est présent.

Notons que la dynamique de désassemblage du complexe d’entrée est aussi importante
que la dynamique d’assemblage du complexe de sortie. Ces deux dynamiques peuvent par
ailleurs être entremêlées : le complexe de sortie peut commencer à s’assembler alors que
le complexe d’entrée est encore partiellement présent et des interactions combinatoires
peuvent être telles que la dissociation de certains FT du complexe d’entrée est facilitée
par la présence de certains FT du complexe de sortie. De plus, des molécules ne faisant pas
partie de ces deux complexes peuvent participer à la dynamique en facilitant par exemple
le recrutement ou la dissociation de certains sous-complexes.

Bien que les mécanismes d’assemblage du complexe de transcription ne soient pas né-
cessairement les mêmes que ceux des complexes de modification de la chromatine, leur
comparaison n’en est pas moins instructive. Dans le mode d’assemblage dénommé « ran-
dom assembly » par Hager et al. (2009), les molécules s’associent de façon transitoire et
indépendantes et forment occasionnellement un complexe complet et productif. Dans ce
cadre, si pour chaque molécule le temps de résidence moyen est du même ordre que le
temps d’absence, les énergies libres associées aux différents états sont comparables et l’on
est dans le cadre du système de la figure III.30b1. Si les temps de résidence sont plus
importants que les temps d’absence, cela signifie que l’énergie libre diminue à chaque as-
sociation d’une molécule et l’on est alors dans le cadre du système de la figure III.30b2.
Dans le mode d’assemblage dénommé « regulated assembly » par Hager et al. (2009),
les molécules s’associent de façon coopérative et interstabilisatrices, permettant alors de
meilleurs propriétés de régulation (Gorski et al., 2008; Darzacq et Singer, 2008). En effet,
une interstabilisation des molécules sur le promoteur signifie que la co-occurrence de deux
molécules provoque une diminution d’énergie libre plus importante que la somme des di-
minutions correspondant à leurs associations séparées. L’énergie libre diminue donc au
fur et à mesure que le complexe se forme. Ainsi, ces deux modes d’assemblage – « random
assembly » et « regulated assembly » – peuvent tous les deux rentrer dans le cadre de
la figure III.30b2. Mais, comme nous le montrons maintenant, des molécules totalement
indépendantes les unes des autres ne permettent cependant pas d’atteindre une longueur
effective élevée. Des interactions combinatoires, même modérées, sont alors nécessaires.
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Le compromis nombre de molécules vs combinatoire des interactions

Dans le cas où le désassemblage/assemblage des complexes sur le promoteur se fait de fa-
çon progressive et par une descente graduelle d’énergie libre, on peut mettre en évidence
un compromis entre le nombre de molécules des différents complexes et la combinatoire
de leurs interactions. En effet, une même longueur effective peut aussi bien être obtenue
avec peu de molécules et des interactions combinatoires très fortes qu’avec beaucoup de
molécules et des combinatoires faibles. Par exemple, seulement 4 molécules (impliquant
24 = 16 états) permettent de faire une séquence très contrainte de 10 événements, alors
que 10 molécules permettent de faire un ensemble de transitions très peu combinatoires
contenant de nombreux chemins alternatifs chacun de longueur 10 (comme dans le cas
de la figure III.24a3). Dans le premier cas les molécules s’associent et se dissocient plu-
sieurs fois au sein de l’état chromatinien, alors que dans le deuxième, chaque molécule
peut ne s’associer qu’une fois. Remarquons cependant que, dans ce second cas, des molé-
cules totalement indépendantes les unes des autres, même nombreuses, ne permettent pas
une longueur effective importante58. Quelques interactions combinatoires (par exemple
de simples exclusions mutuelles entre des molécules du complexe d’entrée et d’autres du
complexe de sortie) peuvent suffire à donner un ordre préférentiel à l’assemblage et à
augmenter la longueur effective de l’état chromatinien. La combinatoire des interactions
ainsi que le nombre de FT impliquées dans la dynamique d’un état chromatinien jouent
donc tous deux sur la longueur effective de ce dernier.

*
* *

Le modèle de dynamique stochastique de la régulation transcriptionnelle présenté au dé-
but de ce chapitre peut donc être utilisé pour montrer des propriétés de différentes natures
et à différents niveaux. Par exemple, concernant la régulation eucaryote, nous avons pu
montrer que le degré de structuration du graphe d’état du système, pouvant prendre
place à différentes échelles, déterminait la flexibilité du contrôle de la dynamique par la
concentration des FT. Nous avons également vu, à un niveau global, que la consommation
énergétique d’un graphe d’état à structure cyclique, ainsi que sa longueur effective (une
notion de longueur généralisée au cas où le cycle comporte diverses sortes d’hétérogénéités
et de chemins alternatifs) déterminaient la cohérence des oscillations observées sur une
cinétique de ChIP. Ainsi, une cohérence donnée, mesurable par différentes techniques sur
des données expérimentales, permet d’estimer des bornes inférieures pour ces mesures de
longueur et de consommation énergétique. De plus, nous avons mis à jour un compromis
entre ces deux quantités indiquant alors, à un niveau local, que le nombre effectif d’évé-
nements entre deux modifications énergie-dépendantes de la chromatine était vraisembla-
blement peu éloigné de la dizaine. Enfin, à cette même échelle locale, nous avons comparé
différentes hypothèses pour l’interaction des FT avec la chromatine provoquant sa modi-
fication. Il apparaît alors que les complexes auraient tendance à s’assembler/désassembler

58Même si les dissociations des molécules du complexe d’entrée et les associations de celles du complexe
de sortie ont toutes lieu avec la même durée moyenne τ , les événements successifs auront des durées
exponentielles de moyenne τ/10, τ/9, τ/8 . . . impliquant une longueur effective de l’état chromatinien,
par exemple, de 2.93 pour 10 molécules, 5.18 pour 100 molécules ou 7.49 pour 1000 molécules.



5. Perspectives 187

essentiellement sur le promoteur (et non à s’associer/dissocier sous forme préassemblée)
et ce, par étapes successives correspondant à l’assemblage d’une structure de plus en plus
énergétiquement favorable, depuis un état rendu peu favorable par une réaction énergie
dépendante. Ce mode d’interaction est en effet en mesure de reproduire plusieurs caracté-
ristiques observées expérimentalement par diverses techniques (cohérence des cinétiques
de ChIP, dépendance à la déplétion en ATP des courbes de FRAP, . . .).

Ce modèle générique et ses dérivations peuvent ainsi servir de base pour de nombreux
travaux, tels que ceux que nous venons de présenter, ainsi que pour des investigations
futures, comme nous en évoquons maintenant quelques pistes.

5 Perspectives

Comme l’illustrent les différents résultats présentés dans ce chapitre, le modèle proposé ici
est susceptible d’avoir des applications très diverses. Il peut en effet aussi bien représenter
des systèmes minimaux que des systèmes très complets et peut à la fois être employé pour
étudier des questions très fondamentales ou pour interpréter des données expérimentales.
Ainsi, ce modèle ouvre de nombreuses perspectives de natures très variées.

5.1 Analyse commune de données de ChIP, de FRAP et de FRET

Une caractéristique particulière de notre modèle est qu’il permet de reproduire des données
expérimentales obtenues par des techniques très différentes, en particulier les techniques
de ChIP, de FRAP et de FRET, donnant chacune un point de vue différent sur la dyna-
mique des complexes de régulation et d’activation transcriptionnelle (cf Box 2, page 52).
Le modèle employant une description générique ne présupposant aucune structure au sys-
tème, son utilisation pour l’interprétation commune et quantitative de ce type de données
expérimentales semble donc être une application attrayante. Cependant, contrairement
aux interprétations de mesures expérimentales que nous avons pu faire dans ce manuscrit
(pour lesquelles nous avions par exemple présupposé un cycle global), l’analyse de don-
nées sans information a priori sur la structure du système constitue un défi de taille pour
lequel nous ne pouvons ici qu’évoquer des pistes.

D’un point de vue computationnel, une stratégie d’analyse serait de s’appuyer sur la dé-
composition modale du système. En effet, nous avons donné une formulation des trois
indicateurs que nous considérons ici sous la forme d’une somme de fonctions élémentaires,
des exponentielles complexes, décrivant chacune un mode du système. On pourrait alors
être tenté d’appliquer des techniques d’analyse multi-exponentielle (Istratov et Vyvenko,
1999; Kryzhniy, 2004) afin de déterminer les valeurs propres du système, puis d’employer
des méthodes utilisées pour les inverse eigenvalue problems (problèmes inverses des valeurs
propres) (Chu, 1998) afin d’en déduire la matrice M des taux de transition. Cependant,
ces deux problèmes sont particulièrement délicats d’un point de vue computationnel (Chu,
1998; Istratov et Vyvenko, 1999) et peuvent difficilement s’appliquer ici. Il semble donc
plus pertinent d’employer d’autres méthodes, ne passant pas par l’étape de la décompo-
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sition modale, comme des techniques d’algèbre linéaire s’appuyant par exemple sur des
pseudo-inversions de matrices.

Sur le plan expérimental, on peut également proposer plusieurs pistes pour extraire des
informations pertinentes pour ce type d’analyses. Classiquement, le FRAP mesure les
temps de résidence sur un ensemble de promoteurs désynchronisés et donc dans des étapes
différentes de leur éventuelle progression lente. Une mesure permettant probablement
d’extraire des informations importantes serait de réaliser des expériences de FRAP sur
une population initialement synchonisée et à différents instants au cours de l’activation
transcriptionnelle, comme dans les travaux de Karpova et al. (2008). Cela permettrait
de connaître plus précisément l’évolution de la mobilité d’une protéine au cours de la
progression du promoteur. D’autre part, la réalisation de cinétiques de ChIP dans dif-
férentes conditions, par exemple pour différentes concentrations d’un FT, permettrait
également d’obtenir des informations importantes. En effet, dans notre modèle, la façon
dont changent les propriétés dynamiques en fonction des concentrations est révélateur des
la structure du système sous-jacent. Enfin, dans les approches de ChIP, certains auteurs
ont effectué des expériences dites de Re-ChIP consistant à utiliser successivement deux
anti-corps afin de déterminer si deux molécules peuvent être présentes simultanément sur
un même promoteur (Métivier et al., 2003). L’utilisation de combinaisons d’anti-corps
ouvre d’importantes possibilités pour obtenir une description précise de l’état du pro-
moteur. En particulier, il paraît possible, sur la base de notre modèle de déterminer des
combinaisons optimales d’anti-corps (deux ou plus) permettant de révéler des informa-
tions importantes. Il semblerait alors pertinent d’utiliser ces combinaisons d’anti-corps
dans le cadre de cinétiques de Re-ChIP.

5.2 Fluctuations extrinsèques et résonance stochastique

Dans la définition du modèle présenté dans ce chapitre ainsi que dans son utilisation, nous
n’avons jusqu’ici pris en compte que les fluctuations gène-intrinsèques (cf section 1.2, cha-
pitre I). En effet, toute fluctuation gène-extrinsèque a été éliminée a priori en considérant
les concentrations de tous les FT constantes au cours du temps. Il est pourtant très
probable que les promoteurs puissent démontrer de propriétés particulières face à des
fluctuations extrinsèques. En effet, un phénomène bien connu en physique statistique et
en traitement du signal peut avoir ici d’importantes implications : le phénomène de ré-
sonance stochastique (Hänggi, 2002; Lindner et al., 2004; Rouvas-Nicolis et Nicolis, 2007;
McDonnell et Abbott, 2009).

Dans un cadre général, on observe ce phénomène lorsque la présence de fluctuations aléa-
toires dans un système non linéaire améliore sa capacité à transmettre un signal (McDon-
nell et Abbott, 2009). Un cas typique relativement simple est celui d’un système bistable
basculant stochastiquement d’un état à l’autre. Ce système présente spontanément un
comportement apériodique, mais, lorsque les probabilités de transition varient périodique-
ment au cours du temps, on observe une composante périodique dans le comportement
du système, et ce, de façon optimale pour une quantité intermédiaire de bruit (Rouvas-
Nicolis et Nicolis, 2007). L’association/dissociation sur son site de fixation d’un FT dont
la concentration varie au cours du temps est sujette à ce phénomène. Si l’on considère un
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promoteur complexe dont la dynamique spontanée présente déjà diverses périodicités et
diverses relaxations, on peut s’attendre à des propriétés particulières de transmission d’un
signal (filtrage/amplification de certaines fréquences, non-additivité entre sources, . . .),
celles-ci étant éventuellement contrôlables par la concentration d’autres FT.

Bien que notre modèle suppose une quantité constante de tous les FT, il est cependant
facile de considérer certains types de fluctuations extrinsèques afin d’étudier les proprié-
tés de transmission du gène. En effet, on peut par exemple considérer dans un premier
temps de manière simpliste que la concentration du FT A bascule de façon discrète et
périodique d’une valeur à une autre. En combinant les exponentielles matricielles des deux
matrices M correspondant à ces deux concentrations de [A], on peut déterminer toutes les
mesures de spectres de puissance et d’autocorrélations (voire également les corrélations
aux ordres supérieures) décrivant comment le signal d’entrée est transmis par le gène. On
peut de plus généraliser cette méthode à tout signal correspondant à un nombre fini de
paliers59 et étudier la transmission de fluctuations gène-extrinsèques en fonction de leurs
caractéristiques spectrales. Cette méthode permet aussi de prendre en compte l’évolution
simultanée de plusieurs concentrations de FT, ouvrant alors de nombreuses possibilités
pour étudier comment des corrélations entre plusieurs concentrations (telles que décrites
à la section 3.3, chapitre I) peuvent, dans un tel système, donner lieu à des propriétés
constructives ou destructives à différentes fréquences. Comme l’illustre la figure III.21a,
la position des valeurs propres de la matrice M change avec la concentration des FT.
Ainsi, le comportement d’un gène face à des fluctuations au cours du temps de la concen-
tration d’un FT dépend de l’ensemble des positions des valeurs propres correspondant à
l’ensemble des valeurs prises par cette concentration. On peut alors s’attendre à des com-
portements particuliers en fonctions des trajectoires des valeurs propres (par exemple au
niveau des bifurcations et dans les régions où la vitesse de déplacement est très variable),
sachant de plus que celles-ci dépendent fortement de la concentration des autres FT.

Les propriétés de transmission de fluctuations gène-extrinsèques par un gène tel que nous
l’avons décrit n’ont pas été étudiées dans le cadre de cette thèse. Il apparaît cependant
clairement que le cadre théorique et les dérivations analytiques développées ici pour étudier
le comportement spontané d’un gène sont tout à fait adaptés pour en étudier les propriétés
de transmission d’un signal extrinsèque. De plus, nos travaux suggèrent fortement des
propriétés particulières et donnent certaines pistes pour l’études de ces mécanismes.

5.3 Oscillateurs stochastiques couplés et spécificité du code des
histones

Parce qu’il permet de représenter de façon générique les influences réciproques entre l’état
de la chromatine et les enzymes provoquant des transitions entre ces états, ce modèle
constitue un outil particulièrement adapté pour aborder des questions relatives au code
des histones. Il permet en effet de décrire toute sorte de structure pour ce code, d’un

59C’est d’ailleurs toujours le cas lorsque les variations d’une concentration sont dues à la syn-
thèse/dégradation des molécules dans un volume donné fixe. La généralisation à des signaux continus
est possible mais fait intervenir une intégrale impossible à résoudre analytiquement dans le cas général.
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système très contraint et combinatoire s’apparentant à un automate à base de règles à
un système très peu spécifique où chaque modification peut avoir lieu et n’est que peu
influencée par l’état courant de la chromatine. Les influences mutuelles entre FT et FC
que nous avons implémentées dans l’exemple très simple de promoteur eucaryote présenté
sur les figures III.4a1-3 correspondent à un code des histones simpliste et très contraint.
En effet, nous considérons alors que l’état de la chromatine détermine de façon binaire la
possibilité pour un FT de s’associer ou non. De plus, le système est construit de façon à ne
provoquer qu’une unique séquence possible d’état chromatiniens. Cette vision d’un code
des histones très spécifique et combinatoire n’est cependant probablement pas très réaliste
et la nature de ce code reste un sujet de débat dans la littérature actuelle. Certaines
études montrent par exemple que l’on peut expliquer les changements des propriétés
biochimiques des histones suite à leurs modifications post-traductionnelles par un simple
modèle cumulatif plutôt que par un principe de combinatoire complexe (Dion et al., 2005;
Henikoff, 2005).

Une vision sensiblement différente de celle du code très contraint que nous avons employé
jusqu’ici peut cependant être développée. Elle permet une activité périodique sensiblement
cohérente en se basant toutefois sur un code des histones très peu contraint et très peu
combinatoire.

La modification d’un site d’une queue d’histone et sa modification inverse font intervenir
au moins six événements (en comptant l’association et la dissociation des deux complexes
impliqués60) dont deux sont énergie-dépendants. Pris isolément, chaque site d’une queue
d’histone se comporte donc comme un oscillateur stochastique relativement peu cohérent
puisqu’il s’agit d’un cycle orienté de six transitions (son spectre correspondant au mieux à
un hexagone de valeurs propres). Si l’on considère sur un promoteur que ces réactions sont
totalement indépendantes les unes des autres, le système correspond alors à un ensemble
d’oscillateurs stochastiques non-couplés. On peut montrer, en se basant sur le principe
de convolution des spectres illustré à la figure III.15 (page 147), que la cohérence d’un
tel système est simplement la même que celle de son oscillateur le plus cohérent. Cepen-
dant, dans ce type de systèmes, un couplage, même faible, entre les différents oscillateurs
stochastiques permet de les synchroniser et ce, d’autant plus facilement qu’ils sont nom-
breux (Lindner et al., 2004). Ainsi, même si l’on ne considère qu’un seul nucléosome, les
très nombreuses modifications possibles des queues d’histones semblent pouvoir conduire
à une activité sensiblement cohérente sans nécessiter un code particulièrement structuré.
En effet, un couplage entre les différents oscillateurs peut être réalisé très simplement sans
faire appel à des interactions combinatoires mais, par exemple, par une simple exclusion
stérique entre complexes réalisant les modifications de la chromatine.

Ainsi, un comportement oscillant cohérent pourrait être apparu relativement spontané-
ment et sans faire appel à des mécanismes complexes. Même si nous n’allons pas jusqu’à
proposer que le comportement périodique observé aujourd’hui sur les promoteurs euca-
ryotes ne reflète que ce mécanisme, il pourrait toutefois représenter un étape importante
dans leur histoire évolutive. En effet, à partir d’un tel mécanisme simple, un compor-

60Par exemple, s’il s’agit d’un acétylation, les six étapes sont : l’association d’une HAT, l’acétylation
du résidu, la dissociation de l’HAT, l’association d’une HDAC, la désacétylation du résidu et enfin la
dissociation de l’HDAC.
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tement périodique davantage cohérent peut être obtenu soit en augmentant le nombre
d’oscillateurs (c’est-à-dire le nombre de sites permettant des modifications covalentes sur
les queues des histones), soit en structurant les interactions entre molécules en y introdui-
sant progressivement des aspects combinatoires. Un tel scénario pourrait alors expliquer
l’apparition d’un code et il ne serait pas exclu, dans ce cas, que le code actuel garde
d’importantes traces de cette histoire évolutive et conserve notamment un fort degré d’as-
pécificité.
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Conclusion et perspectives

Bien que clairement établi expérimentalement, le caractère stochastique de l’expression
des gènes pose de nombreuses questions. Qu’il s’agisse de son origine moléculaire ou de
son rôle dans le fonctionnement des systèmes vivants, l’étude de ce phénomène constitue
aujourd’hui un sujet de recherche actif et très pluridisciplinaire. Dans ce cadre, la mo-
délisation est devenue un outil essentiel, permettant à la fois d’interpréter des données
expérimentales, de formuler des hypothèses théoriques et de proposer des expériences hu-
mides afin de les tester. Cependant, dans ce domaine, les travaux de modélisation se sont
essentiellement concentrés sur les effets liés aux événements de synthèse/dégradation des
transcrits et des protéines et au basculement du promoteur entre deux états, supposant
implicitement ou explicitement une dynamique simple des différentes étapes du processus
d’expression génique (diffusion des facteurs de transcription, association/dissociation de
ces facteurs sur le promoteur, export des transcrits, . . .). Or, si ces mécanismes simples
peuvent constituer des sources importantes de stochasticité, ce ne sont clairement pas les
seuls. En particulier, nous avons montré au chapitre I que la combinatoire des événements
moléculaires sur le promoteur ou l’architecture nucléaire peuvent y contribuer significa-
tivement. C’est pourquoi nous avons proposé deux modèles permettant d’étudier, à des
échelles spatio-temporelles très différentes, l’influence de la dynamique stochastique des
complexes macromoléculaires sur le processus d’expression génique. Ces deux modèles ont
permis de montrer que la structure de la stochasticité de l’expression d’un gène pouvait
être influencée par des mécanismes à de nombreux niveaux : depuis les contraintes spa-
tiales à l’échelle du noyau cellulaire, jusqu’à la dynamique de formation des complexes
sur le promoteur d’un gène.

Afin d’étudier les phénomènes d’organisation spatiale au sein de l’espace nucléaire en rela-
tion avec le processus d’expression génique, nous avons proposé un premier modèle, basé
sur les caractéristiques essentielles que sont la nature discrète des macromolécules, leur
déplacement aléatoire dans l’espace et leurs interactions à la fois physique et biochimique.
Bien que le logiciel de simulation que nous avons développé dans ce but ne soit pas en-
core exploitable et que l’approche elle-même comporte des limites évidentes, la démarche
de conception du modèle – consistant à la fois en un travail bibliographique et une ré-
flexion sur l’objet d’étude – nous a amené à formuler des hypothèses et à proposer des
mécanismes potentiellement impliqués dans la génération d’une stochasticité structurée
de l’expression des gènes. Certains de ces mécanismes ne peuvent toutefois pas être étudiés
avec des outils de simulation tels que celui présenté ici et nécessitent des modèles basés
sur des formalismes différents et prenant en compte plus spécifiquement certains aspects
des interactions moléculaires. De fait, la régulation et l’activation transcriptionnelle au
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niveau d’un promoteur mettent en jeu de très nombreuses molécules, interagissant se-
lon des mécanismes combinatoires complexes dans lesquels intervient en particulier l’état
conformationnel et covalent de la chromatine. Avec un modèle de simulation spatiale tel
que celui décrit précédemment, un tel système ne peut être étudié qu’au prix de très fortes
simplifications qui, selon toute vraisemblance, masqueraient une grande part du phéno-
mène étudié. Nous avons ainsi adopté un approche sensiblement différente pour l’étude de
la dynamique stochastique des complexes de régulation transcriptionnelle en développant
un second modèle basé sur un formalisme permettant la représentation de promoteurs
arbitrairement complexes et exploitable par des dérivations analytiques.

Comme nous avons pu le mettre en évidence dans le chapitre I en explorant différents
champs de la littérature, un promoteur est un objet au comportement complexe, pré-
sentant de nombreuses facettes et pouvant être observé selon plusieurs points de vue.
D’une part, il s’agit d’un système stochastique basculant de façon probabiliste entre dif-
férents états et pouvant constituer une source majeure de stochasticité dans l’expression
d’un gène. Mais, d’autre part, un promoteur est un système présentant une dynamique
multi-échelle caractérisée à la fois par des temps de résidence particulièrement courts de
la plupart des molécules pouvant s’y associer et par un comportement lent et souvent
périodique dans lequel les molécules ont des cinétiques de présence très caractéristiques.
Un attrait majeur de notre modèle est qu’il permet de rapprocher dans un cadre commun
ces caractéristiques (qui correspondent à des corpus de recherche différents) et les tech-
niques expérimentales associées (offrant chacune un point de vue différent sur le même
objet). Nous avons en effet dérivé des indicateurs reproduisant les mesures classique-
ment employées pour caractériser la stochasticité de l’expression génique (obtenues par
des techniques de cytométrie et de vidéo-microscopie) et celles permettant d’observer
la dynamique des complexes de régulation transcriptionnelle chez les eucaryotes à dif-
férentes échelles temporelles (des mesures de FRAP et de FRET, reflétant la mobilité
des molécules, et des cinétiques de ChIP, décrivant la dynamique lente d’occupation du
promoteur). En isolant la structure mathématique commune à ces différentes mesures (la
décomposition modale du système), il est alors possible de comprendre leurs relations, de
dresser certains parallèles entre les mesures expérimentales et théoriques (FRAP vs distri-
bution des temps de résidence, cinétiques ChIP vs distribution de durée du cycle, . . .) et
de concilier des points de vue expérimentaux différents en montrant leur complémentarité
plutôt que leur opposition (FRAP vs cinétiques ChIP).

La reproduction de périodicités globales lentes et régulières – telles qu’observées expéri-
mentalement – sur la base d’une description locale des événements moléculaires discrets
et stochastiques révèle à la fois des caractéristiques microscopiques et macroscopiques du
système. Ce comportement périodique lent se base sur la progression cyclique de la chro-
matine du promoteur selon différents états méta-stables entre lesquels les transitions sont
provoquées par des complexes macromoléculaires spécifiques. Nous avons ainsi pu étudier
à la fois les aspects relatifs au nombre global d’étapes de cette progression cyclique et à la
dynamique locale propre d’assemblage/désassemblage des complexes macromoléculaires
sur le promoteur. L’interprétation de données expérimentales de cinétiques de ChIP nous
a alors permis d’estimer une borne inférieure pour la taille du cycle et pour sa consomma-
tion énergétique. Ces estimations, obtenues pour des promoteurs relativement différents,
semblent être cohérentes avec les caractéristiques structurelles des systèmes considérés
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(promoteur minimaliste in vitro dans un cas et promoteur endogène sur cellules vivantes
dans un autre). De plus, nous avons comparé différents modes d’interaction des molé-
cules entre elles et sur la chromatine au regard de leur influence sur la dynamique globale
lente. De façon remarquable, le mode d’interaction le plus plausible de ce point de vue
est également celui permettant de reproduire une propriété relativement singulière, mise
en évidence avec une technique de FRAP : la réduction significative de la mobilité des
molécules sur la chromatine suite à une déplétion de la cellule en ATP. Ce modèle per-
met donc clairement d’étudier les relations entre les différentes échelles de temps de la
dynamique du promoteur et en lien avec les données expérimentales.

Sur un plan plus fondamental, ce modèle nous a également permis de mettre en évidence
un certain nombre de comportements inattendus. En particulier, nous avons vu qu’un
promoteur permettait de générer une stochasticité structurée de l’expression d’un gène,
aussi bien sur le plan de ses propriétés stationnaires que dynamiques. Notre étude a de
plus révélé qu’un contrôle fin des caractéristiques dynamiques semblait nécessiter un cer-
tain degré de désordre dans la structure des interactions au sein du système. En effet,
une activité périodique significativement régulière mais soumise à un contrôle précis et
complexe ne semble pouvoir être obtenue que dans une situation intermédiaire entre un
système très structuré (où les événements ont lieu dans un ordre précis) et un système
totalement désordonné (où tout événement peut arriver à tout instant). Cette propriété
n’est pas sans rappeler la notion de « frontière du chaos », bien connue en sciences de la
complexité (Langton, 1986, 1991; Flake, 1998; Wolfram, 2002; Abel, 2009). Il a en effet
été montré sur des modèles très abstraits que les conditions propices à l’émergence de
comportements complexes correspondent généralement à des régimes de fonctionnement
à la frontière entre ordre et désordre. Si un certain paramètre est capable d’influencer le
comportement d’un système dynamique donné en provoquant, pour certaines plages de
valeurs, des comportements simples et stéréotypés (attracteurs stables ou périodiques)
et, pour d’autres, des comportements très irréguliers (attracteurs chaotiques), c’est alors
pour des valeurs critiques de ce paramètre, à la frontière entre ces deux régimes, que l’on
peut s’attendre à découvrir des comportements complexes. De façon remarquable, c’est à
cette frontière que semblent se situer les promoteurs eucaryotes. En effet, la redondance
fonctionnelle des complexes de modification de la chromatine au cours de la progres-
sion cyclique lente, ainsi que la forte mobilité des molécules et l’existence de nombreuses
compositions alternatives pour les complexes constitue, dans notre modèle, les propriétés
permettant un tel comportement complexe.

Alors que, depuis des années, la grande majorité des approches de modélisation en bio-
logie des systèmes se focalisent sur les réseaux de régulation, cherchant les propriétés
complexes pouvant émerger de l’interaction d’un ensemble de gènes et considérant sou-
vent ces derniers comme des entités très simples et déterministes, nos travaux montrent
que le gène, élément de base des réseaux de régulation, constitue en lui-même un système
au comportement complexe, pouvant faire preuve d’activités dynamiques et stochastiques
très variées.

Qu’il s’agisse des modèles en eux-mêmes ou des conclusions auxquelles ils nous ont conduit,
nos travaux ouvrent de nombreuses pistes d’études. Bien entendu, les modèles sont tou-
jours susceptibles d’extension ou d’amélioration. Ici, une perspective immédiate serait
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bien sûr la finalisation du simulateur spatial (en particulier pour introduire un modèle
de réactions). Par ailleurs, des utilisations conjointes des deux modèles présentés dans
ce manuscrit peuvent être envisagées. On peut par exemple étudier, à l’aide du modèle
spatial présenté au chapitre II, les caractéristiques de la distribution de durée d’export
des transcrits hors du noyau (dont nous avons vu au chapitre III comment elle permet-
tait de moduler significativement la transmission des fluctuation du promoteur) et ce,
en particulier dans le cadre des mécanismes de rétention des transcrits observés dans le
noyau. Une autre application commune de ces deux modèles pourrait consister à relâcher
l’approximation markovienne du modèle de promoteur (qui revient à considérer un espace
implicitement homogène et des molécules en grandes quantités) et de se baser sur des
distributions de temps de réassociation décrites à l’aide du modèle spatial.

Au delà de l’amélioration des modèles, il nous semble, à court terme, plus pertinent de
rechercher un couplage étroit avec la biologie expérimentale. Ainsi, comme nous l’avons
vu en perspective du chapitre III, on peut envisager des applications directes du modèle
de promoteur à des problèmes très appliqués (comme l’analyse quantitative de données
expérimentales de ChIP et de FRAP obtenues sur un même promoteur). Mais ce modèle
permet également de s’intéresser à de nombreuses questions fondamentales. Il constitue
par exemple un outil très adapté pour étudier le code des histones, permettant de repré-
senter de façon générique toutes sortes d’influences réciproques entre la chromatine et les
enzymes qui la modifient. Il ouvre en particulier des interrogations quant à la nature et
à l’origine de ce code. L’idée d’un code stéréotypé et combinatoire (comme un automate
obéissant à un ensemble de règles, tel qu’il a d’abord été perçu) est en effet actuellement
sujet à débat dans la littérature. Comme nous l’avons suggéré, une partie de ce code (celui
opérant lors de l’activation transcriptionnelle) pourrait avoir émergé d’un simple méca-
nisme de couplage entre des modifications stochastiques de différents résidus des queues
d’histone par des interactions très simples et très peu combinatoires. Notre modèle pour-
rait ainsi apporter un éclairage nouveau sur certaines questions relatives à la structure de
ce code, en relation avec son histoire évolutive. En effet, une caractéristique de ce modèle
qui nous semble remarquable et mérite d’être soulignée, est sa capacité non seulement
à poser de nombreuses questions fondamentales, mais à amener spontanément le modé-
lisateur à replacer l’objet d’étude dans son contexte évolutif. Ainsi, lorsque nous avons
cherché à caractériser les paramètres influençant la cohérence des oscillations d’une ciné-
tique de ChIP, il nous est apparu que la cellule doit faire face à de nombreux compromis :
entre la taille et la consommation énergétique du cycle, entre le nombre de molécules et la
spécificité de leurs interactions, entre le degré d’organisation du système et la complexité
de son comportement . . . De plus, ces compromis indiquent souvent, pour les différents
paramètres qu’ils mettent en jeu, des plages de valeurs hors desquelles il semble très peu
probable de trouver le système, nous amenant alors à considérer les coûts adaptatifs que
représentent chacun de ces paramètres (consommation énergétique, nombre de molécules
à synthétiser, . . .). Même si la question centrale de l’intérêt d’un comportement périodique
reste encore essentiellement ouverte, nos résultats montrent qu’un tel comportement ne
peut apparaître qu’au sein de structures complexes et faisant intervenir un très grand
nombre de molécules, ce qui correspond de fait aux structures de régulation observées
chez les eucaryotes et permettrait donc d’expliquer pourquoi l’évolution a conduit à une
telle complexité.
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Annexes

A Décomposition propre de M̃ et réduction de l’expres-

sion du FRAP

Les valeurs propres et vecteurs propres à droite et à gauche des matrices M et M̌ (cf
équation (III.37)) sont notés respectivement (λ,Λ,Λ−1) et (λ̌, Λ̌, Λ̌

−1
). Et ΛU

i et ΛU
i

(resp. Λ−1
i

U
et Λ−1

i

U
) désignent les éléments de Λi (resp. Λ−1

i ) correspondant aux états
respectivement hors de U et dans U .

À partir de la structure en blocs de la matrice M̃ (équation (III.38)), on remarque que les

vecteurs [ΛU
i ,Λ

U
i ,0] et [Λ−1

i

U |Λ−1
i

U |Λ−1
i

U
] (les blocs font la même taille que ceux de M̃)

sont des vecteurs propres à droites et à gauche de M̃, associés aux valeurs propres λi (les
valeurs propres de M). De même, on remarque que les vecteurs [0,−Λ̌i, Λ̌i] et [0|0|Λ̌−1

i ]
sont des vecteurs propres à droites et à gauche de M̃, associés aux valeurs propres λ̌i (les
valeurs propres de M̌).

Dans l’expression du FRAP (III.39), l’exponentielle matricielle eτM̃ est projetée à droite
par Λ̃◦

0 = [ΛU
0 ,0,Λ

U
0 ] et à gauche par δf•

T = [0|1|0]. Sa décomposition en modes propres
est

FRAPf (τ) =
∑

i

eτλ̃i
[
δf•

TΛ̃iΛ̃
−1
i Λ̃◦

0

]
(A.1)

Pour toutes les valeurs propres de M̃ correspondant à celles de M, la projection Λ̃−1
i Λ̃◦

0

se réécrit [Λ−1
i

U |Λ−1
i

U |Λ−1
i

U
] [ΛU

0 ,0,Λ
U
0 ] = [Λ−1

i

U |Λ−1
i

U
] [ΛU

0 ,Λ
U
0 ] = Λ−1

i Λ0 et vaut donc 1
pour i = 0 et 0 sinon. Le cas i = 0 est donc le seul mode propre provenant de M qui soit
non nul et vaut la constante 1ΛU

0 .

De la même façon, pour toutes les valeurs propres de M̃ correspondant à celles de M̌,
la projection Λ̃−1

i Λ̃◦
0 se réécrit [0|0|Λ̌−1

i ] [ΛU
0 ,0,Λ

U
0 ] = Λ̌−1

i ΛU
0 et la projection δf•

TΛ̃i se
réécrit [0|1|0] [0,−Λ̌i, Λ̌i] = −1Λ̌i.

On obtient ainsi

FRAPf (τ) = 1ΛU
0 −

∑

i

eτλ̌i
[
1 Λ̌iΛ̌

−1
i ΛU

0

]
(A.2)

= 1ΛU
0 − 1eτM̌ΛU

0 (A.3)
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B Paramétrage (chapitre III)

B.1 Paramètres des différents systèmes

Promoteur Figures Défini par
Cadre

simplifié
(sec. 2.5)

Optimisation (annexe B.2) Énergie-
dép.

Matrices
Structure
prédéfinie

α

Pr0 III.2 Tab. B.2 Oui ————— Non ————— Non

PrEuc1

III.3c, III.4,
III.6, III.7, III.9,
III.10, III.11,

III.12a-c,
III.16, III.17

Fig. III.4a1-3 Non G et E Oui 0 Oui

PrMin III.18, III.19a1-4 Tab. B.3 Oui ————— Non ————— Non

PrProc III.20 Tab. B.4 Oui ————— Non ————— Non

PrEuc2 III.21, III.22 Tab. B.5 Oui M Non 0.1 Oui

PrEuc3a III.12d1-e1,
III.29b-f

Fig. III.29b Non G et E Oui 0 Oui

PrEuc3b III.12d2-e2,
III.30a1-f1

Fig. III.30b1 Non E Oui 0 Oui

PrEuc3c III.12d3-4,e3-4,
III.30a2-f2

Fig. III.30b2 Non G et E Oui 0 Oui

Tab. B.1: Récapitulatif des différents promoteurs présentés dans le chapitre III et de leur définition.

Paramètre N Kd
A Kd

B [A] [B] koff
A koff

B

Valeur 3 10 10 3 3 0.1 0.2
Unités nM nM nM nM s−1 s−1

Paramètre kon
C koff

C ∆GAB ∆GAC ∆GBC γ γ̃
Valeur 1/30 1/30 -2 2 2 1/15 1/30
Unités min−1 min−1 kcal/mol kcal/mol kcal/mol min−1 min−1

Paramètre ρ̃ ρ
Valeur 200 γ̃ [2.5, 3, 3, 4, .1, .1, .1, .1]
Unités min−1 min−1

Tab. B.2: Paramètres pour le système représenté sur la figure III.2. Il s’agit d’un exemple-jouet très
simple servant uniquement à des fins d’illustration.
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Paramètre N Kd
A Kd

B [A] [B] 1/koff
A 1/koff

B

Valeur 2 0.5 5 [10−2,103] 5 30 60
Unités nM nM nM nM s s

Paramètre ∆E γ γ̃ ρ̃ ρ
Valeur 2.5 1/5 1/20 100 γ̃ [0.04, 0.04, 0.4, 0.4]
Unités kcal/mol min−1 min−1 min−1 s−1

k
0 =

∅ A B AB















A a ā a ā

B b bc b̄ b̄c

avec a =
koff

A

Kd
A

, ā = koff
A ,

b =
koff

B

Kd
B

, b̄ = koff
B

et c = e−∆E/RT

Tab. B.3: Paramètres pour le système représenté sur la figure III.18, montrant une augmentation de la
variabilité de l’expression lors de l’augmentation de la concentration du FT A. Ce système étant défini
dans le cadre simplifié de la section 2.5, les valeurs non-nulles de la matrice M

0 (de dimension N×N)
sont définies à partir de la matrice k

0 (de dimensions n×N) par M0
s⊖f,s = k0

f,s,∀f ∈ F ,∀s ∈ 2F .

Paramètre N Kd
A Kd

C [A] [C] 1/koff
A 1/koff

C

Valeur 4 20 1 [0.01,100] [0.01,1000] 20 60
Unités nM nM nM nM s s

Paramètre kclose ∆Gloop ∆GA−A ∆GA−C ∆Gloop−A ∆Eloop−C γ
Valeur 1 9 -2 1.5 -5.5 2.5 1/5
Unités s−1 kcal/mol kcal/mol kcal/mol kcal/mol kcal/mol min−1

Paramètre ρ
Valeur [5, 5, 10, 10, 14, 14, 14, 14, 1, 1, 3, 3, 9, 9, 9, 9]
Unités min−1

k
0 =

∅ A
1

A
2

A
1

A
2

C A
1

C

A
2

C

A
1

A
2

C

D A
1

D

A
2

D

A
1

A
2

D

C
D

A
1

C
D

A
2

C
D

A
1

A
2

C
D































A1 a ā a āg a ā a āg a ā a āg a ā a āg

A2 a a ā āg a a āh āgh a a ā āg a a āh āgh

C c c c c c̄ c̄ c̄h c̄h cp cp cp cp c̄p c̄p c̄hp c̄hp

D d d d d d d d d d̄ d̄l d̄l d̄l2 d̄ d̄l d̄l d̄l2

avec a =
koff

A

Kd
A

, ā = koff
A , c =

koff
C

Kd
C

, c̄ = koff
C , d = kclose , d̄ = kclosee∆Gloop/RT ,

g = e∆GA−A/RT , h = e∆GA−C/RT , l = e∆Gloop−A/RT et p = e−∆Eloop−C/RT

Tab. B.4: Paramètres pour le système représenté sur la figure III.20. Il s’agit d’un promoteur présen-
tant des caractéristiques typiques des promoteurs procaryotes et illustrant la plasticité des propriétés
stochastiques de l’expression génique que permet la dynamique du promoteur. Ce système étant défini
dans le cadre simplifié de la section 2.5, les valeurs non-nulles de la matrice M

0 (de dimension N×N)
sont définies à partir de la matrice k

0 (de dimensions n×N) par M0
s⊖f,s = k0

f,s,∀f ∈ F ,∀s ∈ 2F .
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Paramètre N [A],[B],[C],[D],[E],[F ] et [G] tslow tfast α
Valeur 7 3 40 40 0.1
Unités nM min s

Paramètre γ γ̃ ρ̃ ρ
Valeur 1/10 1/25 1000 γ̃ 6 δA δB (1 + δC)
Unités min−1 min−1 min−1 min−1

Tab. B.5: Paramètres pour le système représenté sur les figures III.21 et III.22, correspondant à un
promoteur eucaryote très simplifié et illustrant la complexité potentielle du contrôle de la dynamique
du promoteur par la concentration des FT. Ce système s’inscrit dans le cadre simplifié présenté à
la section 2.5, chapitre III, et le graphe d’états du promoteur n’est pas structuré a priori par des
contraintes telles que celles de la figure III.4, page 114. Toutes les combinaisons de facteurs sont
donc possibles. Les valeurs de la matrice M sont obtenues par l’algorithme d’optimisation présenté
en annexe B.2 en utilisant les paramètres présentés dans ce tableau. δf représente le vecteur à N
éléments dont le s-ième élément est 1 si f ∈ s et 0 sinon.

B.2 Optimisation paramétrique pour une activité périodique

Dans certains cas, les éléments de la matrice M sont optimisés à l’aide d’un algorithme
de descente de gradient par Monte Carlo afin d’obtenir un comportement périodique
significativement cohérent (voir par exemple la figure III.22).

Après une initiation aléatoire, les étapes suivantes sont répétées itérativement : la ma-
trice M est randomisée en ajoutant des variables aléatoires indépendantes (lois normales
centrées d’écart type 0.3 kcal/mol) soit (i) aux éléments de G et de E (en maintenant
inchangées les différences Es′,s − Es,s′), soit (ii) aux éléments de E uniquement, soit (iii)
directement aux valeurs de M (en modifiant chaque énergie de réaction Es′,s − Gs indé-
pendamment). Les deux premiers cas ne modifient pas la consommation énergétique des
réactions, contrairement au troisième. La nouvelle matrice M ainsi obtenue est acceptée
et utilisée pour l’itération suivante si et seulement si elle améliore le critère d’optimisation
suivant : 〈

κ(λi)
〉

κ(λ1)
〈[

tfast
tslow

Re(−λi)
|Im(λ1)|/2π

− 1
]2
〉α

où λ0, λ1, . . . , λ2N−1 sont les valeurs propres de M triées par ordre croissant de leur module,
où les moyennes 〈·〉 sont calculées sur l’ensemble des valeurs propres i ∈ [0;N − 1] et où
κ(·) représente le facteur de cohérence (équation (III.17)).

Le premier terme au numérateur favorise la cohérence des valeurs propres, le second assure
que le mode le plus lent est également le plus cohérent. Le critère au dénominateur (dont
l’importance est déterminée par α et qui n’est effectif que si α 6= 0) conduit les vitesses
de relaxation des différents modes à être en moyenne tfast/tslow fois plus rapides que la
fréquence d’oscillation du mode le plus lent. Dans l’unique cas où ce critère est utilisé
(figure III.21 et table B.5), on constate que les modes apériodiques sont répartis sur des
temps de relaxation très variable dont les plus rapides vont jusqu’à 6 s. Contrairement au
cas de la figure III.4 où le graphe de transitions est globalement pré-structuré en cycle,
cette propriété n’apparaît pas spontanément si le critère n’est pas utilisé (α = 0).
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Stochasticité de l’expression génique et régulation transcriptionnelle
Modélisation de la dynamique spatiale et temporelle des structures multiprotéiques

Résumé : La nature stochastique de l’expression génique est maintenant clairement établie expérimentalement
et apparaît comme une composante à part entière de la dynamique cellulaire. Une source importante de cette
variabilité est liée au caractère dynamique des diverses structures multiprotéiques impliquées dans le processus
d’expression génique. Nous étudions ici, par la modélisation, comment les interactions entre des molécules
au comportement individuel probabiliste sont susceptibles de faire naître des dynamiques globales pouvant
influencer l’expression génique. Nous nous concentrons plus particulièrement sur deux aspects du processus
d’expression : d’une part, son caractère spatialisé au sein d’un noyau cellulaire structuré et dynamique
et, d’autre part, la combinatoire des événements moléculaires stochastiques au niveau du promoteur d’un gène.

Pour l’étude des phénomènes d’organisation mésoscopique au sein du noyau cellulaire, nous proposons un
modèle de simulation "4D" (intégrant l’espace et le temps). Il emprunte différentes techniques aux formalismes
des échelles inférieures (moléculaires) et supérieures (cellulaires), en gardant les aspects essentiels à notre
étude (individualité de certaines molécules, exclusion stérique, interactions électromagnétiques, réactions
chimiques . . .).

Afin d’étudier spécifiquement la dynamique stochastique de la régulation transcriptionnelle, nous proposons
un second modèle décrivant les événements d’association/dissociation et de modification de la chromatine
en se basant sur l’affinité coopérative/compétitive des molécules et leur potentielle activité enzymatique ou
de remodelage. Par des techniques analytiques et computationnelles, nous caractérisons alors l’activité du
promoteur à l’aide d’outils de théorie du signal, mais aussi en reproduisant les mesures obtenues par diverses
techniques expérimentales (cinétique de ChIP, FRAP, FRET, cytométrie de flux . . .). L’analyse de ce modèle
démontre que l’activité spontanée du promoteur peut être complexe et structurée, présentant en particulier
des dynamiques multi-échelles similaires à celles observées expérimentalement (turnover rapide des molécules,
comportements cycliques lents, hétérogénéités transcriptionnelles . . .). Nous montrons enfin comment la
confrontation de mesures expérimentales de diverses natures peut renseigner sur la structure du système
sous-jacent. Ce modèle apparaît alors comme un cadre théorique général pour l’étude de la dynamique des
promoteurs et pour l’interprétation intégrée de données expérimentales.

Mots-clés : Biologie computationnelle, biophysique, bioinformatique, bruit, fluctuations, corps nucléaires, pro-
moteur, chromatine, code des histones, épigénétique, chaîne de Markov, équation maîtresse, valeurs propres.

Stochasticity of gene expression and transcriptional regulation
Modeling the spatial and temporal dynamics of multiprotein structures

Abstract: The stochastic nature of gene expression is now clearly established experimentally and appears as
an essential part of the cellular dynamics. An important source of this variability comes from the dynamics of
the different multiprotein structures involved in the process of gene expression. Using a modeling approach,
we study here how the interactions between molecules which individual behavior is probabilistic can result in
global dynamics and can influence the expression level. We focus more precisely on two aspects of the gene
expression process: first, its spatial context within a structured and dynamic nuclear landscape, and, second,
the combinatorial stochastic molecular events occurring on the promoter of a gene.

For the study of mesoscopic organization phenomena in the cell nucleus, we propose a "4D" simulation
model (considering space and time). It is built upon different techniques taken from higher and lower scale
formalisms (ie. molecular simulations and cellular models), while keeping the essential aspects for our purpose
(individuality of some molecules, steric volume exclusion, electromagnetic interactions, chemical reactions, . . . ).

For investigating the stochastic dynamics of transcriptional regulation, we propose a second model describing
the events of association/dissociation and chromatin modification, based on the cooperative/competitive
affinity of molecules and their potential enzymatic or remodeling activity. Using analytical and computational
techniques, we describe the activity of the promoter with tools from signal theory, but also by reproducing the
measures of various experimental techniques (ChIP kinetics, FRAP, FRET, flow cytometry, . . . ). The analysis
of the model reveals that the spontaneous activity of a promoter can be highly complex and demonstrate a
multi-scale dynamics similar to what is observed experimentally (rapid turnover of molecules, slow cyclical
behavior, transcriptional heterogeneity, . . . ). Finally, we show that confronting experimental data of various
nature can reveal the structure of the underlying system. This model appears as a general theoretical
framework for the investigation of promoter dynamics and the interpretation of experimental data.

Keywords: Computational biology, biophysics, bioinformatics, noise, fluctuations, nuclear bodies, promoter,
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