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CHAPITRE 1

Introduction

La problématique centrale de nos travaux est la représentation et la manipulation d’ob-
jets géométriques. Cette problématique se pose dans de trés nombreux domaines, comme
en modélisation géométrique, en traitement d’images, en rendu réaliste, en simulation
d’écoulement de fluides. .. Dans chacun de ces cas, il est nécessaire d’avoir une structure
de données décrivant les objets a manipuler et contenant suffisamment d’information pour
les algorithmes utilisés. Cependant, ces informations ne doivent pas étre en nombre trop
important afin d’étre capable de traiter un grand nombre d’objets. Le probléme peut donc
se résumer, comme souvent en informatique, a trouver le meilleur compromis entre espace
mémoire et temps d’exécution des opérations. Mais un troisieme probléeme important se
pose dans notre cadre, qui est le pouvoir de modélisation de la structure de données. Ce
probleme est lié aux informations contenues dans celle-ci. En effet, il faut préciser ce qui
est sous-entendu par représenter les objets et les informations, car de nombreuses solu-
tions existent. Les questions auxquelles il va falloir répondre portent sur le type d’objets a
représenter et le type de relations entre ces objets. Le choix de la <« meilleure > structure
de données va en effet dépendre de la dimension, de 1’éventuelle régularité des objets, des
possibilités pour les objets de se superposer, se toucher par un sommet ou une face. . . Selon
les réponses a ces questions, le choix de la structure de données ne sera pas la méme. En-
fin, ce choix doit étre également guidé par les algorithmes qui vont étre utilisés par la
suite. Si ces objets doivent uniquement étre visualisés, et si nous disposons d’une carte
graphique capable d’afficher uniquement des triangles, la meilleure structure de données
sera stirement une simple liste de triangles.

Il existe toute une gamme de structures de données qui ont été définies pour représenter
des objets triangulés (triangles en 2D, tétraedres en 3D, appelés simplexes en nD). Ces
éléments de base sont mis en relations par des opérateurs qui vont décrire les relations
d’adjacence et d’incidence. Ce type de structure a pour avantage principal d’étre simple
a mettre en ceuvre, de pouvoir étre défini en dimension quelconque, et enfin d’étre direc-
tement utilisable dans des algorithmes de visualisation rapides. En effet, la plupart des
moteurs de rendu actuels utilisent des triangles comme primitives de base. De plus, ce
type de structure de données peut étre mis en relation avec les objets simpliciaux définis
en topologie algébrique, et il est alors possible de faire un lien direct entre la structure de
données et une partie d’un espace topologique. L’inconvénient principal de ce type de struc-
ture se pose lors d’opérations de modification. En effet, certaines opérations produisent
des objets non triangulés. Un autre inconvénient est qu’il faut un nombre important de
simplexes pour décrire les objets.
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Afin de résoudre ces problemes, plusieurs structures de données ont été définies afin de
pouvoir représenter les objets comme assemblage de n’importe quel type de cellules (et pas
seulement des triangles). Parmi ces structures, les seules & avoir été formellement définies
en dimension quelconque sont des structures proche de la notion de cartes. Ces structures
de données ont plusieurs avantages qui justifient leur étude et leur utilisation. Elles sont
définies en dimension quelconque a partir d’un seul élément de base. Le fait de ne pas avoir
plusieurs structures de données liées entre elles simplifie les algorithmes, les mises a jour, et
les développements informatiques. Une carte représente des objets subdivisés en cellules,
et décrit toutes les relations d’adjacence et d’incidence entre ces cellules. De ce fait, il
est tres simple d’associer des informations a n’importe quelle cellule de la subdivision. De
plus, 'acces aux différentes relations d’incidence et d’adjacence entre les cellules se fait en
temps polynomial en le nombre de cellules dans le voisinage, ce qui donne des algorithmes
efficaces. Enfin, le domaine des cartes est clairement défini et le lien formel entre les cartes
et les modeles simpliciaux autorise le transfert aux cartes des nombreux travaux existant
en topologie algébrique. Pour cette raison, les cartes ne sont pas seulement une structure
de données mais bien un modele mathématique de représentation des objets. De plus, des
contraintes de cohérence précises existent et permettent de tester simplement la validité
d’une carte.

Ces modeles sont relativement jeunes puisqu’ils ont pris leur essor au début des années
1990, et ils souffrent de ce fait d’un manque de reconnaissance et d’utilisation. De plus,
les papiers de références sont tres complets, mais du coup également peu abordables pour
une personne non initiée, ce qui est une deuxiéme cause limitant leur utilisation.

Dans ce cadre, nos travaux ont débuté en 1998 tout d’abord dans I'optique d’utiliser
les cartes combinatoires afin de décrire les partitions d’images 3D. Nous nous sommes
trés vite rendu compte qu’il existait un fossé entre les travaux menés en traitement et
analyse d’images, et ceux menés en modélisation géométrique. Ce fossé s’expliquait par
la maniere dont les deux communautés s’étaient intéressées aux cartes : en modélisation,
I’objectif est de manipuler et représenter des objets, principalement en 3D, et de définir des
opérations de transformation ; en imagerie, les cartes étaient principalement vues comme
une extension des graphes planaires représentant ’ordre des arétes autour des sommets. De
ce fait, les habitudes étaient de transposer les algorithmes sur les graphes en algorithmes
sur les cartes, ce qui fonctionnait tres bien en 2D, mais rendait difficile le passage en
dimension supérieure. Apres nous étre rendu compte de ce probleme, nous avons depuis
lors essayé de mener de front des activités de modélisation géométrique et de traitement
d’images afin que chaque domaine profite des résultats de l'autre, mais également pour
que les deux domaines contribuent a de nouvelles avancées autour des cartes.

C’est ce type de réflexion qui nous pousse encore aujourd’hui a réfléchir aux opérations
en termes les plus génériques possibles, en dimension quelconque, et sans fixer de contraintes
liées a un cadre d’application. C’est dans ce cadre que nous avons défini des opérations de
base qui sont les suppressions, contractions, insertions et éclatements. Nous montrons dans
ce mémoire que ces opérations peuvent étre vues comme une généralisation des opérateurs
d’Euler.

Ces opérations sont au ceeur de nos travaux et sont le fil conducteur de ce mémoire.
En effet, nous avons eu tres tot 'idée de simplifier progressivement un objet a partir
d’une carte de base, et d’une application d’une suite de simplifications, en les controlant
afin de préserver certaines propriétés. Nous avons utilisé ce principe de simplification
dans plusieurs problématiques tres différentes abordées dans ce mémoire, qui vont de la
définition des cartes topologiques, au calcul des groupes d’homologie, en passant par la
segmentation d’images ou par des algorithmes de reconstruction de contour discrets.
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Mais il n’est pas toujours possible de définir les modeles et opérations de maniere
générique en nD. En effet, il peut exister des contraintes d’efficacité et nous avons alors
besoin d’optimiser un cas particulier par exemple pour des raisons d’espace mémoire. 11
existe également des spécificités selon les dimensions. Par exemple en 2D, il est possible
d’utiliser le théoreme de classification des surfaces afin de définir un algorithme de ca-
ractérisation, alors que ce type de théoreme n’existe pas en dimension supérieure. Une
derniére raison pouvant limiter une définition générique peut tout simplement étre la dif-
ficulté du passage en dimension supérieure qui fait que nous commencons par étudier les
choses en 2D, puis 3D avant d’essayer de généraliser en dimension n.

C’est dans ce cadre que nous avons défini la carte topologique 3D, qui était le sujet
initial de notre these [Dam01]. Afin d’arriver & cette définition, nous sommes reparti de
la dimension 2, en nous reposant les questions de base sur les raisons d’étre des modeles
existants. Ce type de questionnement nous a amené a proposer la notion de niveau de
simplification, qui utilise les opérations de suppression, et c’est cette notion qui nous
a permis ensuite de définir de maniére relativement simple les cartes topologiques en 3D
alors que cela était beaucoup plus difficile de maniere directe. Nous avons depuis beaucoup
travaillé autour de ces cartes topologiques, en 2D et 3D, afin de définir des opérations de
manipulation, comme la fusion ou la découpe de régions, qui nous ont servi ensuite a
définir des opérations de segmentation d’images.

Nous avons également étudié différents liens entre les cartes et les invariants topo-
logiques. En effet, il existait tres peu de travaux sur le calcul d’invariants topologiques
pour les cartes, et aucun ne permettant la mise a jour de ces invariants dans le cadre des
opérations de simplification. Nous avons tout d’abord proposé une méthode de calcul de la
caractéristique d’Euler-Poincaré, en nous appuyant a nouveau sur 1’étude des opérations
de base et sur leur impact sur I’évolution des nombres de cellules. Nous avons alors ensuite
cherché a calculer d’autres invariants topologiques plus puissants. Cela nous a amené a
étudier le calcul des nombres de Betti, puis des groupes d’homologie, pour le moment uni-
quement en 2D et 3D. Nous avons pu alors utiliser nos algorithmes de calcul des nombres
de Betti au sein d’un critere de segmentation d’images 3D, ce qui nous a permis de définir
une méthode de segmentation d’images avec controle topologique.

Au final, tout ces travaux vont dans la méme direction : la définition d’outils perfor-
mants, génériques, et topologiques de manipulation d’objets 2D, 3D ou nD. Ils ont été en
partie réalisés au cours des theéses de Carine Simon, Sébastien Horna, Alexandre Dupas
et Romain Goffe, que nous avons co-encadrés. D’autre par, ils ont été réalisés en collabo-
ration avec d’autres chercheurs frangais : Olivier Alata, Sylvie Alayrangues, Eric Andres,
Denis Arrivault, Mehdi Baba-ali, Fabien Baldacci, Yves Bertrand, Camille Bihoreau, Pas-
cal Bourdon, Achille Braquelaire, Luc Brun, David Coeurjolly, Martine Dexet-Guiard,
Jean-Philippe Domenger, Christophe Fiorio, Laurent Fuchs, Colin De La Higuera, Jean-
Christophe Janodet, Jacques-Olivier Lachaud, Pascal Lienhardt, David Marcheix, Daniel
Meneveaux, Christian Olivier, Samuel Peltier, Patrick Resch, Emilie Samuel, Xavier Ska-
pin, Christine Solnon, Frédéric Vidil; et étrangers : Yll Haxhimusa, Adian Ion, Walter
G. Kropatsch. Enfin, une partie de ces problématiques ont été étudiées dans le cadre du
projet ANR Fogrimmi de Janvier 2007 & Décembre 2010, dans lequel nous avons été por-
teur pour le laboratoire XLIM-SIC. Ces différents travaux montrent chacun, a différents
niveaux, l'intérét d’utiliser des cartes dans différentes problématiques, et nous espérons
qu’ils participeront & promouvoir leur diffusion. Nous espérons également que ce mémoire
ceuvrera dans ce sens en regroupant en un méme endroit les notions principales autour
des cartes.
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Le plan de ce mémoire est le suivant. Tout d’abord nous présentons au chapitre 2 les
notions de base de la topologique algébrique, les modeles existants, puis nous présentons
en détails les cartes combinatoires et les cartes généralisées. Ce chapitre est 1'occasion
d’éclaircir certains points, et de compléter des notions qui manquaient jusqu’alors. Le cha-
pitre 3 présente les quatre opérations de base que nous avons définies en dimension quel-
conque dans le cadre des cartes généralisées : la suppression, son opération duale qui est la
contraction, et les opérations inverses qui sont I'insertion et I’éclatement. Nous présentons
également ’opération de décalage d’aréte. Le chapitre 4 présente la carte topologique en
2 et 3 dimensions. C’est un modele décrivant la partition d’une image en régions et qui
est basé sur les cartes combinatoires. Sa définition utilise les opérations de base, qui sont
controlées afin de garantir I’absence de perte d’information. Le chapitre 5 introduit les py-
ramides généralisées qui sont une extension hiérarchique des cartes généralisées, et donne
les principales définitions utiles afin de retrouver les informations au sein de ce type de py-
ramide. Nous présentons au chapitre 6 des algorithmes de calcul d’invariants topologiques
utilisant les cartes. Nous nous sommes intéressés a la caractéristique d’Euler-Poincaré,
aux nombres de Betti, et aux groupes d’homologie. Le chapitre 7 illustre ’application
de ces différents travaux dans quelques utilisations que nous avons pu faire. Pour le mo-
ment, nous avons principalement appliqué nos méthodes dans un projet de reconstruction
de complexes architecturaux, et dans des algorithmes de segmentation d’images autori-
sant un controle topologique. Enfin, le chapitre 8 conclut ce mémoire et présente mon
programme de recherche pour les années a venir.
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La topologie algébrique (anciennement appelée topologie combinatoire) est une branche
des mathématiques cherchant & étudier les espaces topologiques en leur associant un objet
algébrique (groupe, espace vectoriel, . ..) dont les propriétés servent a déterminer un cer-
tain nombre d’invariants caractérisant la topologie de I’espace initial. Deux outils ont été
beaucoup utilisés afin de réaliser cette étude : le groupe fondamental ou plus généralement
la théorie de 'homotopie, et le groupe d’homologie ou groupe de co-homologie.

Le probleme de la théorie de I’homotopie est que les groupes d’homotopie sont
difficilement exploitables de maniere simple. Une difficulté importante provient de la
représentation de ces groupes qui est réalisée par un ensemble de mots et des relations sur
ces mots. De ce fait, savoir si deux groupes sont isomorphes revient a résoudre le probleme
dumot . Or, ce probleme a été montré indécidable [Nov55] ce qui implique que le probleme

1. En théorie des groupes, le probléeme du mot (word problem) consiste & savoir si deux mots représentent
le méme élément ou non.
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général de savoir si deux groupes fondamentaux sont isomorphes 'est également 2. Pour
s’affranchir de ce probleme, nous nous intéressons donc ici a la théorie de I’homologie dans
laquelle les représentations des groupes et les algorithmes de calcul peuvent étre envisagés.
Pour cette raison, nous n’étudions donc pas du tout par la suite le groupe fondamental
mais uniquement les groupes d’homologie et les notions associées.

Dans nos travaux, nous nous intéressons aux partitions d’espaces en cellules comme
les complexes simpliciaur ou les complexes cellulaires. Intuitivement, nous souhaitons
représenter un sous-espace de R™ de maniere combinatoire c¢’est-a-dire en < oubliant > la
forme. Il existe différentes manieres de faire selon les propriétés des objets représentés (par
exemple orientables ou non, simpliciaux ou cellulaires. .. ), mais dans tous les cas, il est
important de pouvoir controler la validité des objets représentés. C’est pour cette raison
que la partie la plus importante dans la définition de modeles combinatoires concerne leurs
contraintes de cohérence. Ce sont elles qui vont garantir que ’objet combinatoire corres-
pond bien a son équivalent topologique. Elles peuvent également autoriser la vérification
algorithmique qu'un objet donné est valide ou non. Dans ce cadre, nous nous sommes plus
particulierement aux cartes combinatoires et cartes généralisées, deux modeles permettant
de représenter des partitions cellulaires nD, et autorisant un acces efficace aux cellules et
aux relations entre celles-ci.

L’objectif de ce chapitre est de centraliser les principales notions autour des cartes
combinatoires et généralisées. La plupart de ces notions sont issues des deux papiers de
références [Lie91, Lie94] ainsi que du chapitre de livre [LEBOT7]; les notions préliminaires
sont souvent issues des livres [Spa66, Cro78, Mun84, Hat02] ; certains éléments proviennent
de la lecture des theses [Elt94, Lan95, Ala05, Pel06, Fav09, Dup09]. Certaines notions
concernant le dual et les cartes ouvertes sont < re-découvertes > dans ce chapitre : soit
car les notions originales ne correspondent pas exactement a celles utilisées ; soit car elles
manquaient d’explications, d’illustrations ou de preuves. J’espere que ce chapitre pourra
servir de référence pour un lecteur cherchant des explications précises sur les cartes, en
regroupant en un méme endroit les principales notions portant sur les cartes combinatoires
et généralisées.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Nous présentons Section 2.1 les notions
de base de topologie algébrique, les notations utilisées dans ce mémoire, et quatre modeles
topologiques classiques qui sont les complexes simpliciaux, les complexes cellulaires, les
complexes simpliciaux abstraits et les complexes cellulaires abstraits. Nous introduisons
Section 2.2 des structures combinatoires permettant de représenter ces modeles, ou cer-
taines sous-classes, et décrivant directement les relations entre les éléments : les ensembles
semi-simpliciaux qui sont une sous-classe des complexes simpliciaux ; les cartes combina-
toires, en rappelant I’historique de leur définition en 2D, et les cartes généralisées, qui per-
mettent de représenter des sous-classes de complexes cellulaires orientables pour les cartes
combinatoires, et quelconques pour les cartes généralisées. Nous détaillons également les
cartes combinatoires ouvertes, une extension des cartes pouvant représenter des complexes
ouverts. La Section 2.3 détaille le lien entre les cartes et les ensembles semi-simpliciaux,
ce qui permet de transposer des définitions basées sur les complexes simpliciaux vers les
complexes cellulaires, comme par exemple le calcul de la caractéristique d’Euler-Poincaré.

2. Il faut noter que ce probleme de savoir si deux groupes fondamentaux sont isomorphes est décidable
dans des cas particuliers, comme par exemple dans le cas des variétés 2D fermées.
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2.1 Notions Préliminaires

Nous commencons par présenter quelques notions de base de topologie algébrique qui
seront utiles dans la suite de ce mémoire.

2.1.1 Notions de Base

Soit un ensemble FE, une famille d’ensembles sur E (ou famille de sous-ensembles de
E) est un ensemble de sous-ensembles de E. P(E) est I'ensemble des parties de E . C’est
une famille d’ensembles sur E définie par P(F) = {X C E}. Une partition P de E est
une famille d’ensembles sur E telle que les éléments de P sont deux & deux disjoints et
forment un recouvrement de E (cf. Def. 1).

Définition 1 (Partition).

Soit un ensemble E. P ={P,..., Py} est une partition de E si :
~-Vie{l,....,k}, PCEetP,#0;
- U/zk:lpi =L
-Vie{l,...k},Vi#ie{l,... .k}, BNP;=0.

Définition 2 (Espace topologique).
Un espace topologique est un ensemble X muni d’une famile d’ensembles T sur X vérifiant
les trois axiomes suivants :

1. lensemble vide () et X sont dans T ;
2. Vunion de toute famille d’éléments de T est un élément de T ;

3. Uintersection de toute famille finie d’éléments de T est un élément de T.

Le couple (X, 7) est appelé espace topologique. Les éléments de X sont appelés les
points, et les éléments de 7 sont appelés les ouverts de la topologie. Un sous-ensemble de
X est dit fermé si son complémentaire dans X est ouvert. Chaque élément de 7 peut étre
ouvert, fermé, les deux & la fois, ou encore ni ouvert ni fermé. Par définition, () et X sont
toujours des ouverts et des fermés. Soit X un ensemble d’éléments, la topologie discréte sur
X est la topologie (X, P(X)). De fagon intuitive, c’est la topologie dans laquelle chaque
point est < isolé ». En effet, dans cette topologie, chaque point de X est a la fois ouvert
et fermé. Une notion fondamentale en topologie est la notion de voisinage. Soit = € X.
V C X est un voisinage de x dans la topologie (X, 7) si il existe un ouvert inclus dans V/
contenant x. Le voisinage d’un point n’est jamais vide car X est un voisinage de tout point
de X. Un espace topologique est dit séparé, ou espace de Hausdorff, si pour deux points
distincts x et y quelconques, il existe un voisinage de x et un voisinage de y disjoints.

Définition 3 (Fonction continue).
Une fonction f entre deux espaces topologiques X et'Y est continue si [image réciproque
par f de chaque ouvert de Y est un ouvert de X.

Définition 4 (Homéomorphisme).

Soit X et'Y deux espaces topologiques. f : X — Y est un homéomorphisme si f est
une bijection de X vers Y et f et f~1 sont continues. Lorsqu’il existe un homémorphisme
entre X etY, les deux espaces sont dit homéomorphes.

B"™ est la boule unité nD : c’est 'ensemble des points = de R™ tel que ||z|| < 1 (avec si
= (z1,...,2), ||z|]| = V2 +...22). La boule unité ouverte mnD B™ est I’ensemble des
points = de R” tel que ||z|| < 1. La demi-boule unité consiste a restreindre une coordonnée
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(b)

FIGURE 2.1 — Exemples de 2-variétés non orientables. (a) Le ruban de Mobius. (b) La
bouteille de Klein.

(la premiere dans ce qui suit) aux nombres positifs ou nuls. B} = {z = (z1,...,2z,)| ||z|| <

1 et z1 > 0}, et enfin la demi-boule unité ouverte? est B." = {z = (z1,...,20)| ||2]| < 1
2

et x1 > 0}. S"! est la sphére unité nD : c’est 'ensemble des points z de R" tel que
[|]] = 1.

Définition 5 (Variété).

Une variété? topologique de dimension n, appelée n-variété, est un espace topologique
séparé tel que en chaque point x, il existe un voisinage de x homéomorphe a B™ ou a
—~n

1

2
Définition 6 (Bord).
Soit une n-variété. L’ensemble des points ayant un voisinage homéomorphe a B;n forment
2
le bord de la variété.

Définition 7 (Variété fermée-ouverte).
Une n-variété est dite ouverte si son bord est vide. Elle est dite fermée ou a bord sinon.

Par exemple B" est une variété fermée, dont le bord est S~ !, tandis que B™ est une
variété ouverte, donc sans bord.

Une variété topologique nD est dite orientable s’il est possible de définir une direction
< gauche > et < droite > globalement en tout point de la variété. Elle est dite non-orientable
sinon. Deux exemples de 2-variétés non orientables sont présentés Fig. 2.1 : le ruban de
Mbobius a la Fig. 2.1(a), et la bouteille de Klein a la Fig. 2.1(b).

Apres cette introduction aux notions topologiques de base, nous introduisons mainte-
nant les notations et outils mathématiques que nous utilisons par la suite.

Soit E¥ un ensemble non vide. Soit f une fonction de £ dans E. f est une permutation
sur E si c’est une bijection de E dans E. f est une involution sur F si ¢’est une bijection

3. Ce nom de demi-boule unité ouverte est a lire demi-(boule unité ouverte) : c’est la boule unité ouverte
qui est coupée en deux, et de ce fait qui n’est pas un ouvert de R".
4. Manifold en anglais.
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de E dans E telle que f = f~!, ce qui est équivalent & f o f = Idg (une involution est
donc une permutation particuliere; de ce fait, lorsque nous considérerons un ensemble de
permutations, il pourra contenir des involutions). Soit e € E, e est un point fize de f si
f(e) =e. Soit X C E, nous notons f(X) = {f(z)|x € X}. Idg est la fonction identité de
F dans F .

Une relation d’ordre R pour un ensemble F est une relation binaire réflexive (zRx)
transitive (xrRy et yRz = xRz) et antisymétrique (zRy et yRx = x = y). Si pour tout
couple d’éléments x,y dans E?, x et y sont comparables par R, la relation d’ordre est dite
totale. Sinon elle est dite partielle.

Soit ® = {fi,...,frx} un ensemble de permutations sur un méme ensemble E, et
e € E. Nous utilisons parfois la notation anglaise efi ... fr pour fi(...(fi(e))). (®) est
le groupe de permutations engendré par ®. C’est I’ensemble des permutations qu’il est
possible d’obtenir de ® par application de la composition et de l'inverse. Ce groupe de
permutations permet de définir la notion d’orbite d’un élément de E.

Définition 8 (Orbite).
Soit ® = {f1,..., fx} un ensemble de permutations sur un méme ensemble E. L’orbite
de e € E relativement a @ est (®)(e) = {¢p(e)|p € (P)}.

L’orbite d’un élément est ’ensemble des éléments de FE qu’il est possible d’atteindre
par application, & partir de e, de n’importe quelle suite de f; et fi_l. Etant donnée un
ensemble de permutations ®, nous notons z((®)) le nombre d’orbites distinctes d’éléments
de E, c’est-a-dire |{(®)(e)|e € E}| (cf. Section 2.2.3 pour des exemples d’orbites).

2.1.2 Complexes Simpliciaux et Complexes Cellulaires

Un complexe simplicial [Spa66, Ago76, PBCF93, Hat02] peut étre vu de maniere
constructive comme un espace topologique obtenu en collant entre eux des simplexes.

Un simplexe s de dimension n est un n-polyedre ® formé par ’enveloppe convexe d’un
ensemble P de n+ 1 points de R™ affinement indépendants. Un sommet est un 0-simplexe,
un segment un 1l-simplexe, un triangle un 2-simplexe et un tétraedre un 3-simplexe. Un
n-simplexe est homéomorphe a la boule B™. L’enveloppe convexe de n’importe quel sous-
ensemble non vide de P est une face de s (donc une face est elle-méme un simplexe). Un
simplexe f est une coface de s si s est une face de f. Deux simplexes sont incidents si I'un
est une face de 'autre, et deux i-simplexes s1 et so sont adjacents s’il existe un simplexe
qui soit une face de s1 et une face de ss.

Définition 9 (Complexe simplicial).
Un complexe simplicial K dans R™ est une collection de simplexes de R™ vérifiant ;
- Vs € K, chaque face de s appartient a K ;
— lintersection de n’importe quel couple (s1,s2) de simplexes de K est soit vide, soit
une face de s1 et une face de so.

Par définition des simplexes comme enveloppe convexe de points affinement indépen-
dants, un simplexe a nécessairement une géométrie linéaire (c-a-d chaque 1-simplexe est
un segment de droite), et ne peut pas avoir de dégénérescence®. De plus, la définition

5. Un n-polyedre est un objet nD. Par exemple un 2-polyedre est un polygone.
6. Un i-simplexe s est non dégénéré s’il est incident & exactement (i + 1) O-simplexes, et il est dégénéré
sinon. Le cas dégénéré est impossible pour un complexe simplicial de par la définition des simplexes.
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FIGURE 2.2 — Un exemple (a) et un contre-exemple (b) de complexe simplicial. (a) L’en-
semble contenant les deux 2-simplexes de sommets {a,b,c} et {a,b,d}, le 1-simplexe de
sommets {b, e}, et toutes leurs faces est un complexe simplicial contenant cing sommets,
six 1-simplexes et deux 2-simplexes. (b) L’ensemble contenant les deux 2-simplexes et
toutes leurs faces n’est pas un complexe simplicial car 'intersection des deux 2-simplexes
de sommets {1,2,3} et {3,4,5} est 'aréte de sommets {2,3} qui n’est pas une face du
simplexe de sommets {3,4,5}.

d’un complexe simplicial interdit la présence de multi-incidence (c-a-d le cas de deux i-
simplexes ayant pour intersection plus d’un simplexe. En effet, dans ce cas, I'intersection
n’est pas une face des deux simplexes).

La Fig. 2.2 montre un exemple et un contre-exemple de complexe simplicial. Pour
la Fig. 2.2(a), le complexe est composée de cing sommets numérotés de 1 a 5, de six 1-
simplexes et de deux 2-simplexes (donc le complexe contient en tout 13 simplexes). Il est
facile de vérifier sur cet exemple que I'intersection de n’importe quel couple de simplexes est
un simplexe ou est vide. Par contre, I’ensemble présenté Fig. 2.2(a) n’est pas un complexe
simplicial car 'intersection des deux triangles n’est pas une face commune.

La Def. 10 de pseudo-variétés " permet de vérifier de maniere combinatoire si un com-
plexe simplicial représente une variété [Sti80].

Définition 10 (pseudo-variété).

Un compleze simplicial de dimension n est une pseudo-variété s’il est fortement connexe®,
si chaque simplexe est la face d’au moins un n-simplexe, et si chaque (n — 1)-simpleze est
la face d’au plus deuzx simplezes.

Mais cette notion de pseudo-variété n’est pas équivalente a la notion de variété.
Considérons I'exemple de la Fig. 2.3. C’est un ensemble de triangles formant une sur-
face homémorphe & la sphere S?, dans lequel deux sommets de la surface sont identifiés.
Ce complexe simplicial est une pseudo-variété (car chaque 1-simplexe est bien la face d’au
plus deux 2-simplexes), mais n’est pas une variété car le \Lo\isinage du point résultat de

l'identification n’est pas homéomorphe & la boule ouverte B2 ni a la demi-boule ouverte
—~2

1.

2
Les complexes simpliciaux ont été étendus pour pouvoir utiliser des éléments de base
plus généraux que les simplexes : ce sont les CW-complexes (appelés parfois complezes
cellulaires) défini par [Whid9]. Il existe de nombreux travaux autour des CW-complexes
et leur étude sort du cadre de ce travail. Nous introduisons simplement ici les notions
intuitives. De maniere informelle, un CW-complexe est obtenu en collant entre elles des
cellules de base qui sont homéomorphes a des boules B", de telle sorte que le collage

7. Pseudo-manifold en anglais.

8. Un complexe simplicial est fortement connexe si entre tout couple de n-simplexes, il existe un chemin
de n-simplexes deux & deux adjacents par un (n — 1)-simplexe. Un complexe simplicial est connexe si entre
tout couple de simplexes, il existe un chemin de simplexes deux a deux incidents ou adjacents.
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FIGURE 2.3 — Un exemple de complexe simplicial dans R? qui est une pseudo-variété mais

pas une variété. En effet, le voisinage du sommet s n’est pas homéomorphe a la boule

— —~2
ouverte B2 ni & la demi-boule ouverte Bi1 .
2

respecte des propriétés de continuité. Plus précisément, un CW-complexe est un espace
de Hausdorff X, avec une décomposition de X en cellules, et une fonction continue entre
chaque n-cellule et B™ qui doit vérifier des propriétés supplémentaires. Il faut noter que
cette définition des CW-complexes rend difficile la mise en ceuvre de structure de données
pour les manipuler de par la présence de la fonction continue et de ses propriétés. La
Def. 10 de pseudo-variété est étendue au CW-complexes en remplacant les simplexes par
des cellules.

2.1.3 Complexes Simpliciaux Abstraits et Complexes Cellulaires Abs-
traits

Un complexe simplicial abstrait (CSA) correspond a l'information purement combina-
toire qu’il est possible d’extraire d’un complexe simplicial.

Définition 11 (Complexe simplicial abstrait).
Un complexe simplicial abstrait défini sur un ensemble de sommets S est une famille K
d’ensembles sur S, telle que VA € K, et VB C A, alors B € K.

Chaque élément A de K est un simplexe. Un sous-ensemble de A étant une face de A,
cette définition peut se reformuler en disant que chaque face de chaque simplexe appartient
au complexe. La dimension d’une face A est |A| — 1. La dimension du complexe est la
plus grande dimension d’un simplexe de K. Un simplexe est dit principal s’il n’est la face
d’aucun simplexe du complexe.

A tout complexe simplicial abstrait peut étre associé un complexe simplicial. Ce com-
plexe simplicial est appelée la réalisation géométrique du complexe simplicial abstrait.
Il faut noter que cette réalisation géométrique est unique a isomorphisme pres. Lors de
I’association de la géométrie & un complexe simplicial abstrait, il faut vérifier que les
contraintes géométriques du complexe simplicial sont satisfaites. De maniere réciproque,
a chaque complexe simplicial peut étre associé un complexe simplicial abstrait. Il suffit
d’énumérer tous les simplexes par leurs ensembles de sommets pour construire le complexe
simplicial abstrait correspondant.

Prenons comme exemple le complexe simplicial abstrait {{a,b,c},{a,b,d},{d, e},
{a,b},{a,c},{b,c},{a,d},{b,d}, {a},{b},{c},{d},{e}}. Les trois premiers éléments de cet
ensemble sont les simplexes principaux. L’ensemble des sommets est {a,b,c,d,e}. {a,b}
est une face de dimension 1 de {a,b,c}, et la dimension du complexe est 2. Le complexe
simplicial de la Fig. 2.2(a) est une réalisation géométrique de ce complexe simplicial abs-
trait.
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FIGURE 2.4 — Un complexe simplicial qui est la réalisation géométrique du complexe sim-
plicial abstrait {{a, b, c}, {c, d,e},{a, b}, {a,c}, {b,c},{c,d},{d, e}, {c,e},{a}, {b},{c}, {d},
{e}}-

Considérons maintenant le CSA {{a, b, ¢}, {c,d, e}, {a, b}, {a,c},{b,c},{c,d},{d, e}, {ec,
e}, {a}, {b},{c},{d},{e}}. Il est possible d’associer aux sommets a,b,c,d,e de ce CSA
les sommets 1,2,3,4,5 de la Fig. 2.2(b) (dans l'ordre). Avec cette association, chaque
simplexe du CSA correspond a un simplexe du complexe simplicial. Mais ce n’est pas
une réalisation géométrique de ce CSA car dans ce cas les contraintes géométriques du
complexe simplicial ne sont pas vérifiées. La Fig. 2.4 montre un complexe simplicial qui
est la réalisation géométrique de ce CSA.

Les complexes cellulaires abstraits [Mun84, Kle00, KR04, Kov08] étendent les com-
plexes simpliciaux abstraits pour ne plus considérer uniquement des simplexes mais des
cellules quelconques. Par rapport aux complexes simpliciaux abstraits, il faut désormais
ajouter la notion de dimension qui était avant implicite de par la nature réguliere des
simplexes, et expliciter la relation de face entre les cellules.

Définition 12 (Complexe cellulaire abstrait).

Un complexe cellulaire abstrait défini sur un ensemble de cellules C' est un triplet (C, <
,dim) avec < une relation d’ordre partiel sur C, et dim une fonction de C dans N, et
vérifiant Ve € C, Ve € C, ¢1 < caetey # ¢ = dim(ep) < dim(eg).

Les éléments de C' sont les cellules du complexe, et la relation < est la relation de face.
Les faces d’une cellule ¢ sont toutes les cellules ¢’ tel que ¢ < c. Cette relation permet
de définir la notion d’incidence et d’adjacence. Deux cellules sont incidentes si I'une est la
face de l'autre, et deux cellules ¢ et ¢ sont adjacentes si dim(c) = dim(c') et 3f € C, tel
que f est une face de c et une face de .

De maniere similaire aux complexes simpliciaux abstraits, la dimension d’un complexe
cellulaire abstrait C est la plus grande dimension d’une cellule de C, et une cellule est dite
principale si elle n’est la face d’aucune cellule du complexe.

2.1.4 Invariants Topologiques

Un wnwvariant topologique est une propriété qui se conserve par homéomorphisme : les
invariants topologiques de deux objets homéomorphes sont égaux. La dimension de ’objet
ou son nombre de composantes connexes sont deux exemples d’invariants topologiques.

La caractéristique d’Fuler-Poincaré est le plus connu des invariants topologiques. Pour
un complexe cellulaire, elle se définit simplement par la somme alternée du nombre de
cellules de chaque dimension (cf. D